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VORWORT.

In der vorliegenden Arbeit im ersten Abschnitt zeigte ich,
dal in der Ebene eines Dreiecks um jeden Punkt und auf jeder
Geraden Systeme von Involutionen vom Grade 2* und 27.3, wo
n jeden positiven ganzzahligen Wert annehmen soll, vom Dreieck
erzeugt werden, und stellte einige Satze iiber diese Involutionen
auf. Dieselben Involutionen verleiten nun zu den Begriffen der
n-ten Représentanten und n-ten Koinzidenz-Reprisentanten (eines
mit seinem n-ten Reprisentanten zusammenfallenden Elementes),
die im zweiten Abschnitt behandelt werden. Im dritten Abschnitt
versuchte ich mit Hilfe der in den ersten beiden Abschnitten
gefundenen Resultate auf einem neuen Wege zu den Kurven
dritter Ordnung mit isoliertem Doppelpunkt (und zugleich zu
den dualen Gebilden, zu den Kurven dritter Klasse mit isolierter
Doppeltangente) zu gelangen, indem ich eine solche Kurve als
Ort derjenigen Punkte definiere, die einem Punkte zugepaart
sind in den auf den sdmtlichen durch diesen Punkt gehenden
Geraden von einem Dreieck erzeugten Punktinvolutionen zweiten
Grades. Auf diesem Wege, ohne irgend einen Satz iiber Kurven
dritter Ordnung vorauszusetzen, ergeben sich fiir die genannten
Kurven fast alle bekannten visuellen Haupteigenschaften der
allgemeinen Kurven dritter Ordnung und auBerdem eine Reihe
neuer Sitze und Konstruktionen, die nur fiir die genannten Kurven
allein gelten. Dabei war vorausgesetzt, dal alle Ecken des zu-
grunde gelegten Dreiecks reell seien; und in der vorliegenden Arbeit
ist auch durchweg nur von einem reellen Grunddreieck die Rede.

Es liegt nun aber nahe, daB, wenn ein solches Dreieck zu-
grunde gelegt wird, dessen eine Ecke reell und die beiden anderen
konjugiert imagindr sind, durch die von einem solchen Dreieck er-
zeugten Involutionen zweiten Grades in der niamlichen Weise Kurven
dritter Ordnung mit (reellem) Knotenpunkt entstehen werden.



VI Vorwort.

Es moge hier noch folgendes erwidhnt werden.

Auch zu den Kurven vierter Ordnung mit dreifachem Punkt
und zu den dualen Gebilden kann man mittels der von einem
Dreieck erzeugten Involutionen zweiten Grades in einfacher Weise
gelangen. Sind nfmlich in der Ebene eines Dreiecks A BC ein
auf keiner Seite von ADC liegender Punkt P und eine weder
durch P noch durch eine der Ecken von A B C gehende Gerade !
gegeben, und bestimmt man auf jedem Strahle von P den Punkt,
der dem Schunittpunkte des Strahles mit ! zugepaart ist in der
von ABC auf diesem Strahle erzeugten Punktinvolution zweiten
Grades, so i1st der Ort aller dieser Punkte eine Kurve vierter
Ordnung und sechster, fiinfter oder vierter Klasse, je nachdem [
keine Tangente, eine einfache Tangente oder eine Wendetangente
der zu P beziiglich A BC zugehorigen Kurve dritter Ordnung p3
(siehe Satz 33, S.163) ist. Die so erzeugte Kurve vierter Ordnung
hat P zum dreifachen Punkt und die I” mit den Schnittpunkten
von [ und p3 verbindenden Geraden zu den Tangenten in P, ist
ABC umschrieben und geht durch die Berithrungspunkte der
beiden aus P an den Polarkegelschnitt von I (beziiglich ABC)
gehenden Tangenten und durch diejenigen beiden Punkte des
Polarkegelschnitts von P (beziiglich 4 B C) hindurch, welche mit
den beiden Schnittpunkten des letzteren Polarkegelschnitts und
[ auf zwei Strahlen von P liegen.

Wird nun der Punkt P festgehalten, so entspricht jedem
von A, B, C verschiedenen Punkt ¢) der Ebene von ABC ein
Punkt, der zu ¢ =zugepaart ist in der von ABC auf der
Geraden P erzeugten Punktinvolution zweiten Grades; den
Punkten einer beliebigen Geraden aber entsprechen im allgemeinen
die Punkte einer Kurve vierter Ordnung. Auf diese Weise gelangt
man zu einer eindeutigen involutorischen geometrischen Ver-
wandtschaft vierten Grades. Hierauf gedenke ich demnichst
niher einzugehen.

Die ersten 12 Paragraphen der vorliegenden Arbeit habe ich
im Mai vorigen Jahres als Habilitationsschrift der philosophischen
Fakultidt der Universitit Bern eingereicht. Die §§ 13 und 14 sind
erst nach erfolgter Habilitation hinzugefiigt.

Bern, im Januar 1914.
Dr. H. Berliner.
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Einleitung.

1. In der Ebene eines Dreiecks A B C, in dem den Ecken
A, B, C die Seiten a, b, ¢ gegeniiberliegen, wird jedem auf
keiner der Seiten liegenden Punkte P, als Pol, eine durch
keine Ecke gehende Gerade p, als Polare, zugeordnet; und
umgekehrt. Die Polare p schneidet (Iig.1) die Seiten a, b, ¢

Fig. 1.

der Reihe nach in denjenigen Punkten P,, Py, P,, welche bezw.
von den Schnittpunkten der den Pol P mit den Gegenecken ver-
bindenden Geraden PA =p,, PB = py P C = p, mit den Gegen-
seiten durch die je zwei iibrigen Ecken harmonisch getrennt sind.

Eine unmittelbare Folge hiervon ist, daf von den sechs
Strecken, welche von den Ecken des Dreiecks 4 B C auf den
Seiten desselben begrenzt werden, die drei, die von der Polare p
nicht getroffen werden, dasjenige Gebiet der Ebene begrenzen,
innerhalb dessen der Pol P liegt. Es werden also von den vier
Gebieten (Fig.1), in welche das Dreieck 4 B C die Ebene teilt

Berliner, Habilitationsschrift. 1



2 Einleitung. Nr.1,2

und von welchen jedes von drei jener sechs Strecken begrenzt
wird (wobei keine zwei dieser drei Strecken einer und derselben
Seite angehoren), nicht diejenigen drei Gebiete, in welche die
Polare p eindringt, sondern das vierte, in welches p nicht ein-

dringt, den Pol P enthalten.

Allen auf einer Seite des Dreiecks A B C liegenden Punkten
ist die ndmliche Seite, als Polare, zugeordnet und allen durch
eine Ecke gehenden Geraden die nidmliche Ecke, als Pol?).

2?). Sind der auf keiner Seite von ADB C liegende
Punkt P und die durch keine Ecke gehende Gerade p Pol
und Polare in bezug auf A5 C und durchliuft

eine Gerade g den Strahlen-
biischel um P, so beschreibt
der Pol & von g eine zu P(g)
projektive Punktreihe zweiter
Ordnung p2(G). Der Triger
p? dieser Punktreihe, der Polar-
kegelschnitt von P in bezug
auf ABC, geht durch die
Ecken von A B C und wird in
diesen von den 4 mit P, =ap,
B mit P,=bp, C mit P.=cp
verbindenden Geraden tangiert,
welche drei Verbindungsgera-
den der Reihe nach von p,
= AP, pg=DBP, p,=CI durch
jo zwei Seiten von 4B C har-
monisch getrennt sind.

ein Punkt @ die Punktreihe
auf p, so beschreibt die Polare
g von @) einen zu p(¢) pro-
jektiven Strahlenbiischel zwei-
ter Ordnung P2(q). Der Tri-

"~ ger I’? dieses Biischels, der

Polarkegelschnitt von p in
bezug auf AB C, wird von den
Seiten «a, b, ¢ von AB C tan-
giert, und zwar in den Schnitt-
punkten dieser Seiten mit p,,
Pp» Pos also In ap,, bpg, cpe,
welche drei Schnittpunkte der
Reihe nach von P,, P, P.
durch je zwei Ecken von A B C
harmonisch getrennt sind.

P und p sind Zentrum und Achse derjenigen beiden perspek-
tiven Dreiecke, von denen das eine das Grunddreieck 45 C ist
und das andere entweder das aus den Tangenten von p? in den
Ecken von A B C gebildete Dreieck, oder das aus den Beriihrungs-
punkten von P2 mit den Seiten von 4B C; ferner sind P und p
Pol und Polare auch in bezug auf die beiden Polarkegelschnitte
p? und P2, und die Involutionen der in bezug auf p? und P2

1) Vgl. meine Dissertation (von Bern): Theorie der Polaren in bezug
auf Dreiecke, Nr. 6 (Leipzig 1912).
2) Hierzu vgl. Satz 4 (S.46), Satz13 und 14 (8. 61, 62) meiner Dissertation.



Nr. 2 Einleitunyg. 3

konjugierten Elemente um P und auf p sind mit den vom Dreieck
ABC um P und auf p erzeugten elliptischen Involutionen
zweiten Grades (P)2 und (p)? (s. weiter unten Nr.4) identisch.
Es liegt daher der Pol P innerhalb der Polarkegelschnitte p2 und
P2 und die Polare p ganz aulerhalb derselben; p2 und P? be-
rithren sich doppelt, ihre Beriithrungspunkte sind nidmlich die
beiden konjugiert-imaginiren Doppelpunkte der Involution (p)?
und ihre gemeinschaftlichen Tangenten die beiden konjugiert-
imagindren Doppelstrahlen der Involution (F)2

Weil kein Punkt innerhalb eines solchen der vier Dreiecks-
gebiete von A B C liegen kann, in welches seine Polare in bezug
auf A B C eindringt (Nr. 1), so kann kein Punkt des Polarkegel-
schnitts p2, welcher Punkt Pol einer durch P gehenden Geraden
ist, innerhalb des P enthaltenden Dreiecksgebietes liegen; p? ver-
liuft daher nur in den drei iibrigen Dreiecksgebieten, und das
vierte, P enthaltende Dreiecksgebiet nebst seiner Begrenzung (nur
die Ecken A4, B, C ausgenommen) gehort ganz dem Innern von
2 an, da P, wie wir eben sahen, ein innerer Punkt von p? ist.

Weil ferner ein Kegelschnitt nebst allen von ihm ein-
geschlossenen Punkten in dem einen der beiden von irgend zwei
seiner Tangenten gebildeten vollkommenen Winkel enthalten ist
und mithin auch in dem einen der vier von irgend drei seiner
Tangenten begrenzten Dreiecksgebiete, so mufl der Polarkegel-
schnitt P2, der von den Seiten von A B C tangiert wird und von
dem P ein innerer Punkt ist, nebst allen von ihm eingeschlossenen
Punkten in demjenigen der vier Dreiecksgebiete von AL C ent-
halten sein, innerhalb dessen I liegt; die drei tibrigen Dreiecks-
gebiete gehoren daher ganz dem Auflern von P? an, und séimt-
liche Tangenten von P2, also alle Polaren der auf p liegenden
Punkte, miissen in das vierte, P enthaltende Dreiecksgebiet ein-
dringen.

Von den beiden Polarkegelschnitten p? und P2 liegt demnach
der letztere ganz innerhalb des ersteren.

Ist aber P ein auf einer Ist | irgendeine durch eine
Seite von A B C, etwa auf der Ecke von A B C, etwa durch
Seite «, liegender, jedoch von die Ecke A4, gehende, jedoch
B und C verschiedener Punkt von den Dreieckseiten & und ¢
und durchliuft eine Gerade g verschiedene Gerade und durch-

1*
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N 2,3

den Strahlenbiischel um P, so
beschreibt der Pol G von ¢
eine zu P(g) projektive
Punktreihe erster Ordnung,
deren Triger durch die Ecke A
geht und von P durch die
Dreieckseiten & und ¢ harmo-
nisch getrennt ist (diese Punkt-
reihe liegt zu P(g) weder per-
spektiv. noch involutorisch).
AulBler dieser Punktreihe kann
noch auch die von der Drei-
eckseite ¢ getragene Punkt-
reihe als Erzeugnis der Pole
des Strahlenbiischels P (g) auf-
gefalit werden, da, wenn ¢ nach
a kommt, jeder Punkt von «
als der Pol G von g angesehen
werden kann; der Polarkegel-
schnitt p2 von P in bezug auf
AD C artet also dann in ein
Geradenpaar aus, nidmlich in
die Dreieckseite ¢ und den
Trager der ersteren Punkt-
reihe.

DerPolarkegelschnitteiner
Ecke von 4B C in bezug auf
dieses Dreieck artet in das-
jenige Geradenpaar aus, das
aus den beiden durch jene
Ecke gehenden Dreieckseiten
besteht.

lauft ein Punkt @ die Punkt-
reihe auf I, so beschreibt die
Polare ¢ von ¢ einen zu I(¢)
projektiven Strahlenbiischel
erster Ordnung, dessen Grund-
punkt auf der Dreieckseite «
liegt und von ! durch B und
C harmonisch getrennt ist
(dieser Strahlenbiischel liegt
zu 1 (@) weder perspektiv noch
involutorisch). Auller diesem
Strahlenbiischel kannnochauch
der Strahlenbiischel um A als
Erzeugnis der Polaren der
Punktreihe (@) aufgefalit
werden, da, wenn () nach A4
kommt, jede durch A gehende
Gerade als die Polare ¢ von
) angesehen werden kann; der
Polarkegelschnitt L2 von 7 in
bezug auf 4 B C artet also dann
in ein Punktepaar aus, nim-
lich in die Ecke A und den
Grundpunkt des ersteren Strah-
lenbiischels.

DerPolarkegelschnitteiner
Seite von AL C in bezug auf
dieses Dreieck artet in das-
jenige Punktepaar aus, das aus
den beiden auf jener Seite
liegenden Ecken von A B (!
besteht.

31). Wir setzen nun ein fiir allemal voraus, dafi alle drei
Ecken des Grunddreiecks A B (' reell seien, und in der Folge
wird nur von einem reellen Grunddreieck die Rede sein. Der
Definition von Pol und Polare zufolge wird in bezug auf ein

1) Diese Nummer darf itbergangen werden, wenn man sich nur auf das

Reelle beschrinken will.
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solches Dreieck jedem reellen Punkte, als Pol, eine reelle Gerade,
als Polare, entsprechen und jedem auf keiner Seite des Drei-
ecks liegenden imaginiiren Punkte eine durch keine Ecke
desselben gehende imagindre Gerade, und umgekehrt; nur
ein auf einer Dreieckseite liegender imagindrer Punkt wird eine
reelle Polare besitzen, nimlich jene Dreieckseite selbst, und nur
eine durch eine Ecke gehende imaginire Gerade einen reellen
Pol, ndmlich jene Ecke selbst.

Ist nun ein imagindrer Punkt irgendeiner, von den Seiten
des Grunddreiecks A4 B C verschiedenen reellen Geraden ! durch
die ithn darstellende reelle elliptische Punktinvolution auf {,
verbunden mit einem bestimmten Sinne auf ! gegeben?), so
induziert diese elliptische Punktinvolution, weil die Punktreihe der
Pole auf I zu dem Strahlenbiischel erster oder zweiter Ordnung
(je nachdem ! durch eine Ecke des Grunddreiecks 4 BC geht
oder nicht) der Polaren projektiv ist (Nr. 2), im Biischel der
Polaren der Punkte von ! eine elliptische Strahleninvolution, in
der die Strahlenpaare aus je zwei Polaren eines Punktepaares
der Punktinvolution auf I bestehen; einer der beiden konjugiert-
imagindren Doppelstrahlen dieser induzierten elliptischen Strahlen-
involution, und zwar der mit demjenigen Sinne im Biischel der
Polaren verbundene, welchem Sinne der mit dem gegebenen ima-
ginidren Punkte verbundene Sinn in der projektiven Punktreibe
der Pole auf I entspricht, wird dann die Polare des gegebenen
imagindren Punktes in bezug auf A B ( sein.

Wir haben also:

Ist ein auf irgendeiner,
von den Seiten von A B C ver-
schiedenen reellen Geraden ¢
liegender imagindrer Punkt P
durch die ihn darstellende
reelle, elliptische Punktinvolu-
tion verbunden mit einem be-
stimmten Sinne auf ¢ gegeben,
so wird die imaginiire Polare
p von P durch diejenige reelle
elliptische Tangenteninvolution

Ist eine durch irgendeinen,
von den Ecken von 4B C ver-
schiedenen reellen Punkt ¢
gehende imagindre Gerade !
durch die sie darstellende reelle
elliptische Strahleninvolution,
verbunden mit einem bestimm-
ten Sinne im Biischel um ¢
gegeben, so wird der imaginére
Pol L von ! durch diejenige
reelle elliptische Punktinvolu-

1) Siehe v. Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage, Nr.116, S.76.
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um den Polarkegelschnitt G2
von g bzw., wenn g durch eine
Ecke von ABC geht, durch
diejenige  reelle elliptische
Strahleninvolution um den von
g durch die beiden iibrigen
Ecken von A B C harmonisch
getrennten Punkt, deren Paare
aus je zwel DPolaren eines
Punktepaares der Punktinvolu-
tion auf g bestehen, und durch
denjenigen Sinn im Tangenten-
biischel um G2 bzw. im Strah-
lenbiischel um den von ¢ durch
die zwei Ecken harmonisch ge-
trennten Punkt, welchem Sinne
der mit P verbundene Sinn
in der projektiven Punktreihe
der Pole auf g entspricht, dar-
gestellt.

Diese reelle Darstellung
der imagindren Polare p von P
ist nur dann die einfachste,
wenn ¢ durch eine Fcke von
A B C geht; ist dies aber nicht
der Fall, so ist die einfachste
reelle Darstellung von p durch
die reelle elliptische Involution
der in bezug auf G2, den Polar-
kegelschnitt von g, konjugierten
Strahlen um das Zentrum jener
Tangenteninvolution um G*2
und durch denjenigen Sinn im
Biischel um dieses Zentrum,
welcher zu dem mit dem ima-
gindren Punkte P verbundenen
Sinne auf (der ganz aullerhalb
G? verlaufenden (Nr.2) und
also nicht durch das innerhalb

tion auf dem Polarkegelschnitt
> von @ bzw., wenn @ auf
einer Seite von A BC liegt,
auf der von ¢ durch die beiden
anderen Seiten von 4 B (' har-
monisch getrennten Geraden,
deren Punktepaare aus je zwei
Polen eines Strahlenpaares der
Strahleninvolution um ¢ be-
stehen, und durch denjenigen
Sinn auf dem Polarkegelschnitt
q? bzw. auf der von ¢ durch
die zwei Seiten harmonisch ge-
trennten Geraden, welchem
Sinne der mit [ verbundene
Sinn in dem projektiven Biischel
der Polaren um ¢ entspricht,
dargestellt.

Diese reelle Darstellung
des imaginiren Pols L von I
ist nur dann die einfachste,
wenn € auf einer Seite von
A D C liegt; ist dies aber nicht
der Fall, so ist die einfachste
reelle Darstellung von L durch
die reelle elliptische Involution
der in bezug auf ¢2, den Polar-
kegelschnitt von ¢), konjugier-
ten Punkte auf der Achse
jener Punktinvolution auf g¢2
und durch denjenigen Sinn
auf dieser Achse, welcher zu.
dem mit der imaginiiren Ge-
raden ! verbundenen Sinne im
Biischel um (den innerhalb g3
und also nicht auf der ganz
auflerhalb ¢2 verlaufenden
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Achse jener elliptischen Punkt-
involution auf ¢2? liegenden
Punkt) ¢

entgegengesetzt ist (wobei ein durch irgend drei Strahlen z, y, 2
eines Biischels erster Ordnung festgelegter Sinn und ein durch
irgend drei Punkte 7', U, V einer durch den Grundpunkt des
Biischels nicht gehenden Geraden festgelegter Sinn als einander
entgegengesetzt angesehen werden, wenn der Sinn der Spuren
von z, 9, # auf der Geraden zum Sinne T'UV entgegengesetzt

G2 liegende Zentrum jener
elliptischen Tangenteninvolu-
tionum G2 gehenden Geraden)g

ist) 1), wenn mit

der aus dem Zentrum jener
Tangenteninvolution um G2
an (2 gehenden imaginiren
Tangente p derjenige Sinn im
Biischel um das Zentrum ver-
bunden wird, welcher Sinn auf
jeder Tangente von G2 den
piamlichen Sinn  hervorruft
(durch den Schnitt dieser Tan-
gente mit dem Biischel um das
innerhalb G2 liegende Zentrum)

dem imagindren Schnittpunkte
L von ¢2 und der Achse jener
Punktinvolution auf ¢* der-
jenige Sinn auf dieser Achse
verbunden wird, welcher Sinn
auf dieser ganz aulerhalb ¢2
verlaufenden Achse aus dem
mit L auf ¢2 verbundenen
Sinne durch DProjektion aus
irgendeinem Punkte von 42
hervorgeht.

wie der mit p im DBiischel der
Tangenten von (2 verbundene
Sinn.

Denn die imagindren Doppelpunkte jener elliptischen Punkt-
involution auf ¢2 rechts liegen bekanntlich auf der Involutions-
achse und sind zugleich die Doppelpunkte der Involution der in
bezug auf ¢2 konjugierten Punkte auf dieser Achse. Ferner muf,
wie die Anschauung lehrt, ein auf ¢2 fest gewidhlter Sinn auf
dieser ganz aullerhalb ¢2 verlaufenden Achse durch Projektion
von einem jeden auf ¢? liegenden Punkte aus den ndmlichen
Sinn hervorrufen wie durch Projektion von einem jeden innerhalb
q? liegenden Punkte aus, insbesondere also von dem innerhalb ¢2
liegenden Punkte ¢ aus. Wenn aber eine Gerade r den Strahlen-
biischel um @ in dem mit der imaginiren Geraden [ verbundenen
Sinne beschreibt und ihr Pol R also den Polarkegelschnitt ¢2

1) Siehe v. Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage, Nr. 48, 8. 30.
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von ¢ in dem mit L, dem imagindren Pole von !, verbundenen
Sinne, so dreht sich, wie wir spéter (Nr.26) zeigen werden, die
von @ aus den Pol R projizierende Gerade um ¢ in demjenigen
Sinne, welcher zu dem mit { verbundenen Sinne entgegengesetzt
ist; mithin ruft der mit L auf ¢ verbundene Sinn durch Projek-
tion von irgendeinem auf ¢? liegenden Punkte aus ebenso wie
durch Projektion von @ aus auf der Achse jener Punktinvolution
denjenigen Sinn hervor, welcher zu dem mit ! im Strahlenbiischel
um ¢ verbundenen Sinne entgegengesetzt ist.

Wenn also ¢ durch keine
Ecke von A B C geht, so ist die
Polare p von P eine der beiden
aus dem Zentrum der genannten
Tangenteninvolution um G2
an G? gehenden konjugiert-
imaginiren Tangenten, und
zwar die mit demjenigen Sinne
im Strahlenbiischel um das
Zentrum verbundene imaginére
Tangente, welcher Sinn zu dem
mit P auf g verbundenen
Sinne entgegengesetzt ist.

Wenn also ¢ auf keiner
Seite von A B C liegt, so ist
der Pol L von1 einer der beiden
konjugiert-imaginiren Schnitt-
punkte von ¢2 mit der Achse
der genannten Punktinvolution
auf ¢% und zwar der mit dem-
jenigen Sinne auf der Achse
verbundene imagindre Schnitt-
punkt, welcher Sinn zu dem
mit ! im Strahlenbiischel um
() verbundenen Sinne entgegen-
gesetzt ist.




Erster Abschnitt.

Vom Dreieck erzeugte Involutionen.

$1L
4. In der Ebene des Dreiecks ABC - «bc werden durch das
letztere

um jeden auf keiner Seite auf jeder durch keine Ecke

des Dreiecks liegenden des Dreiecks gehenden Ge-

Punkt P drei Strahlen be- raden p drei Punkte bestimmt,

stimmt, ndmlich die drei Eck- namlich die drei Punkte P,

transversalen p,, p, und p, % und P,, in welchen p der

welche P der Reihe nach mit Reihe nach von den Seiten «,

den Ecken 4, B und C ver- b und ¢ geschnitten wird. Durch

binden. Durch diese drei diese drei Punkte

Strahlen

wird nun eine terndre zyklische Projektivitidt

um P festgelegt, ndmlich auf p festgelegt, ndmlich
DPiPrPc N PrPe Pa- Py P, PR Py P. P,

Wir wollen nun die beiden aus dieser zyklischen Projektivitét
hervorgehenden Involutionen, ndmlich: die gemeine elliptische
Involution, in welcher die Paare aus je einem Elemente eines
Zyklus der Projektivitit und dem zu ihm vierten harmonischen
in bezug auf die beiden anderen Elemente desselben Zyklus be-
stehen?), und deren Doppelelemente mit den Koinzidenzelementen
der Projektivitit identisch sind, in welcher Involution also

pApAa po;ga pcp’(; -PaP[u -Pb-Pl’n PC-PI"
drei Strahlenpaare bilden, wo drei Punktepaare bilden, wo
p, von p, durch pp und p, P, von P, durch P, und P,
und durch p; und p, p} von und durch Pj und P, P von

1) Vgl. Sturm, Geometrische Verwandschaften, Bd.I, Nr. 75.
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pp durch p, und p, und durch
Py und p,, p, von p, durch
py und pyp und durch p), und
P, harmonisch getrennt sind,

P, durch P, und P, und durch
P, und P, P, von P, durch
P, und P, und durch P, und
P, harmonisch getrennt sind,

und die Involution dritten Grades, welche von den Zyklen der-
selben Projektivitit gebildet wird, die vom Dreieck A B C

um den Punkt P erzeug-
ten Strahleninvolutionen
zweiten und dritten Grades
nennen und sie mit (P)? und
(P)3 bezeichnen.

auf der Geraden p erzeug-
ten Punktinvolutionen
zweiten und dritten Grades
nennen und sie mit (p)? und
(p)?® bezeichnen.

Die Punktinvolution (p)® wird aus den Punkten, aus denen
(p)? durch je eine rechtwinklige Strahleninvolution projiziert wird,
durch je eine Involution der regelméfligen Dreistrahlen projiziert,
d. h. durch je eine solche Involution dritten Grades, deren Tripel
aus je drei Strahlen, welche miteinander Winkel von 60¢ bilden,
bestehen). Dasselbe gilt, wenn an Stelle von (p)3 und (p)? die
Schnitte von (P)% und (P)? durch irgendeine Gerade treten.

Die beiden Involutionen (P)2 und (P)® und ebenso (p)? und
(p)? sind hiernach in folgender Weise untereinander verbunden.
Die in der Involution zweiten Grades den Elementen irgendeines
Tripels der Involution dritten Grades zugepaarten Elemente bilden
das zu jenem Tripel harmonische in der letzteren Involution; und
zwar werden die beiden Tripel den nimlichen Sinn haben. Er-
mittelt man zu irgendeinem Paare in der (elliptischen) Involution
zweiten Grades diejenigen beiden immer einzig vorhandenen Paare,
welche zusammen ebenso harmonisch beschaffen sind wie die
drei Paare p,p), PPy PeP.2), 80 bilden die Elemente dieser
drei Paare auf eine Weise zwei Tripel in der Involution dritten
Grades, und zwar zwei harmonische. Uberhaupt, wenn sechs
Elemente drei Paare in der Involution zweiten Grades und zu-
gleich zwei Tripel in der Involution dritten Grades bilden, miissen
die drei Paare ebenso harmonisch bheschaffen sein wie p, p),
PPy PoP, und aus dem ersten und vierten bzw. zweiten und
fiinften bzw. dritten und sechsten (in der natiirlichen Anordnung

1) Siehe Sturm, Geometrische Verwandschaften, Bd. I, Nr. 142.
2) Siehe meine Dissertation, 1V. Abschnitt, Nr. 15.
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in einem der beiden Sinne im Gebilde) Elemente bestehen und
die zwei Tripel zueinander harmonisch sein und aus dem ersten,
dritten und fiinften bzw. zweiten, vierten und sechsten Elemente
bestehen.

Anmerkung. Wenn in einem Gebilde erster Stufe zwei
ebenso wie ()2 und (P)® untereinander verbundene Involutionen
zweiten und dritten Grades sich vorfinden und eine von ihnen
mit der von ABC im Gebilde erzeugten Involution gleichen
Grades identisch ist, so mull dasselbe, wie man leicht einsieht,
auch von der zweiten Involution gelten.

5. Sind der Punkt P und die Gerade p Dol und Polare in
bezug auf A BC, so sind dann und nur dann die von 4.5 C um
P erzeugten Strahleninvolutionen (P)2 und (P)* zu den auf p
erzeugten Punktinvolutionen (p)? und (p)® derart perspektiv, dall
jedes der beiden von A DB C direkt herrithrenden Tripel p, pgpp,
und P, P, P. von (P)® bzw. (p)® mit dem zum anderen Tripel
harmonischen, also mit dem in der Involution zweiten Grades
zum anderen zugepaarten Tripel inzidiert; und zwar inzidiert
jedes Element der ersteren beiden Tripel mit demjenigen Elemente,
welches in der Involution zweiten Grades zu dem dem ersteren
Elemente dual gegeniiberstehenden zugepaart ist, so dal p,, g,
P Dyy Yy P, der Reihe nach durch P, P;, P, P,, P, I.
gehen?).

6. Um einen auf einer Auf einer durch eine Ecke
Seite von 4 B C liegenden, aber von A D C gehenden, aber von
von den Ecken verschiedenen den Seiten verschiedenen Ge-
Punkt raden
wird von A B C nur eine parabolische Involution erzeugt,
in welcher allen Strahlen die in welcher allen Punkten die
durch den Punkt gehende Seite auf der Geraden liegende Ecke
zugeordnet ist. zugeordnet ist.

Denn in diesem Kalle sind zwei der drei durch den Punkt
gehenden Ecktransversalen von ABC in der Seite zusammen-
gefallen bzw. zwei der drei Schnittpunkte der Geraden mit den
Seiten von A B C in der Ecke.

1) Siehe meine Dissertation, Nr.5, S.15.
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Die beiden von ABC
um einen seiner Kcken | auf einer seiner Seiten

erzeugten Involutionen zweiten und dritten Grades sind in der
Weise unbestimmt, daf3

jede beliebige durch diese Ecke jeder beliebige auf dieser Seite

gehende Gerade zusammen mit liegende Punkt zusammen mit
den beiden Seiten als die drei den Dbeiden Ecken als die drei
durch diesen Punkt (Ecke) Schnittpunkte dieser Geraden
gehenden Ecktransversalen von (Seite) mit den Seiten von
ABC ABC

und somit als die die ternére zyklische Projektivitit und die beiden
aus dieser hervorgehenden Involutionen bestimmenden angesehen
werden konnen.

§ 2.

7. Die beiden von 4 3 (' um einen auf keiner Dreieck-
seite liegenden Punkt P erzeugten Strahleninvolutionen (F)2
(P)? induzieren nun in dem Polarkegelschnitt p2 von P, weil der
Biischel der Polaren um P zu der Punktreihe der Pole auf p2
projektiv ist (Nr.2), zwei ebenso wie ()2 und (F’)3 untereinander
verbundene Punktinvolutionen (p2)? und (p2)%, in welchen die
Gruppen aus je den Polent) der in (P)? bzw. (P)® Gruppen
bildenden Strahlen gebildet werden und welche Punktinvolutionen,
weil die Pole der drei durch P gehenden Ecktransversalen p,,
Py, Do die Ecken 4, B, C sind, aus der terniiren zyklischen Pro-
jektivitit

ABCANDBCA
auf p? hervorgehen ebenso wie (P)2 und (P)3 aus

PaPplc N Py PcPa-
Dual induzieren die beiden Punktinvolutionen (p)? und (p)3, deren
Triger die Polare p von F ist, im Polarkegelschnitt P2 von p
zwei Tangenteninvolutionen (FP2)?2 und (P2)3, welche letztere aus
der terndren zyklischen Projektivitit

abcFbea

1) Hier und dberall im Folgenden, wo von Pol und Polare schlechthin
die Rede ist, sollen die in bezug auf das Dreieck A B zugehodrigen ver-
standen werden.
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hervorgehen und deren Gruppen aus je den Polaren der in (p)?
bzw. in (p)3 Gruppen bildenden Punkte gebildet werden.

Von den beiden ein Punktepaar in (p2)? bildenden Polen
des Strahlenpaares p,p), von (P)? ist der eine, némlich der Pol
von p, die auf diesem liegende Ecke 4 und der andere, nimlich
der Pol von p, muB, weil p/, von p, durch py und p,, also durch
die Ecken B und C harmonisch getrennt ist, einer der auf p,
liegenden Punkte und also der zweite Schnittpunkt von p, mit
p? sein; somit ist p, die Verbindungsgerade dieses Punkte-
paares von (p2)2 Ebenso ist p, die Verbindungsgerade desjenigen
Punktepaares von (p2)?, welches von den Polen des Strahlenpaares
Py vou (P)? gebildet wird. Mithin ist P, der Schnittpunkt von
py und pg, das Zentrum und p, die in bezug auf 4 B C und p? ge-
meinsame Polare von I’ (Nr.2), die Achse der induzierten Punkt-
involution (p?)2. Dual sind P und p Zentrum und Achse auch
der induzierten Tangenteninvolution (P?)2

Hieraus erhellt:

Die  Verbindungsgerade
der Pole zweier Geraden,
welche letztere in der von
ABC um ihren Schnitt-
punkt P erzeugten Strahlen-
involution (P’)? einander zu-
gepaart sind, geht durch P;
und umgekehrt.

Oder mit anderen Worten:

Der Schnittpunkt der Po-
laren zweier Punkte, welche
letztere in der von A B C auf
ihrer Verbindungsgeraden p
erzeugten Punktinvolution
(p)? einander zugepaart sind,
liegt auf p; und umgekehrt.

Satz 1. Charakteristisch fiir die vom Dreieck 4 1 C

um einen Punkt P erzeugte
Strahleninvolution (P)? ist,
dal} in ihr je zwei Strahlen,
deren Pole mit I’ in einer
Geraden liegen, einander
zugepaart sind und dafl die
Pole eines solchen Strahlen-
paares ihrerseits in der von
A B Caufihrer Verbindungs-
geraden erzeugten Dunkt-

auf einer Geraden p erzeugte
Punktinvolution (p)? ist,
dal in ihr je zwei Punkte,
deren Polaren mit p durch
einen Punkt gehen, einander
zugepaart sind und daf die
Polaren einessolchen Punkte-
paares ihrerseits in der von
A BC umihren Schnittpunkt
erzeugten Strahlen-

involution zweiten Grades ein Paar bilden.
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Der erste Teil dieses Satzes links ist nur eine Wiederholung
des vorhergehenden links und der zweite Teil folgt aus der Um-
kehrung des vorhergehenden rechts; denn die Verbindungsgerade der
Pole der ein Paar in (P)? bildenden Strahlen geht durch den
Schnittpunkt P der letzteren und somit schneiden sich die letztere,
die Polaren, auf der Verbindungsgeraden ihrer Pole.

Der vorstehende Satz bleibt auch dann richtig, wenn der
Punkt P auf einer Seite von A B C liegt bzw. rechts, wenn die
Gerade p durch eine Ecke geht. Denn in der von AB(C um
einen solchen Punkt P erzeugten parabolischen Strahleninvolution
ist jedem Strahle jene Seite zugepaart, ferner kann in diesem
Falle P als Pol jener Seite angesehen werden (Nr.1), und endlich
mufl dann der Pol jeder durch P gehenden Geraden, weil er von
P, dem Schuittpunkte seiner Polare mit jener Seite von A B C,
durch die beiden anderen Seiten harmonisch getrennt ist (Nr.1),
zu P zugepaart sein in der von A B C auf der Geraden, die ibn
mit P verbindet, erzeugten Punktinvolution zweiten Grades (Nr.4).

8. Wir wollen nun die durch P gehende Gerade, welche die
Pole eines Strahlenpaares von (P)? verbindet, und den auf p
liegenden Punkt, in welchem die Polaren eines Punktepaares von
(p)? sich schneiden, den Représentanten jenes Strahlen-
paares bzw. den Reprisentanten dieses Punktepaares
nennen.

Nunmehr gilt der

Satz 2. Die von ABC in einem Gebilde erster Stufe
erzeugte Involution zweiten Grades ist zum Gebilde der

Reprisentanten (welches letztere Gebilde mit dem ersteren

konjektiv ist) projektiv, so dal jedem Paare sein Reprisen-

tant entspricht.

Denn eine Involution zweiten Grades wird bekanntlich da-
durch projektiv bezogen, dal man die irgendeinem festen Ele-
mente des Trigers der Involution in bezug auf die Paare derselben
zugeordneten vierten harmonischen Elemente projektiv bezieht.
Nun ist der Biischel erster Ordnung um P, welcher von dem einem
festen Strahl g; von P in bezug auf ein bewegliches Strahlenpaar
9z, von (P)? zugeordneten vierten harmonischen Strahl g be-
schrieben wird, wenn das Paar g.¢. die Involution (P)? durchliuft,
zu der Punktreihe auf dem Polarkegelschnitt p2 von P, welche
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von dem Pole G von g, also von dem auf p2 dem festen Pole Gy
von ¢; in bezug auf das von den Polen des beweglichen Strahlen-
paares gebildete und die induzierte Involution (p2)2 durchlaufende
Punktepaar G, G zugeordneten vierten harmonischen Punkte G-
beschrieben wird, projektiv. Diese Punktreihe auf p2? wird aber
von dem auf p2 liegenden Pole G; aus durch einen Strahlenbiischel
projiziert, welcher zu demjenigen Biischel um P projektiv ist, der
von der das bewegliche Punktepaar G, G verbindenden Geraden
beschrieben wird; denn je zwei entsprechende Strahlen in diesen
Biischeln miissen, weil sie den Kegelschnitt p2 in vier harmonischen
Punkten schneiden, in bezug auf p? konjugiert sein. Mithin sind
auch der erste und letzte Biischel um P, nidmlich der von dem
zu ¢; in bezug auf das bewegliche Strahlenpaar ¢.¢. zugeordneten
vierten harmonischen ¢ beschriebene und der von der die Pole G,
und G, desselben Strahlenpaares g, ¢, verbindenden Geraden be-
schriebene projektiv; womit der vorstehende Satz bewiesen ist.

9. Da die Pole eines Strahlenpaares von (P)? mit P in einer
Geraden liegen (Satz 1) und die Polaren der auf einer Geraden
liegenden Punkte einen dem Dreieck 4.5 C eingeschriebenen Kegel-
schnitt tangieren (Nr. 2), so folgt:

Zwei Gerade sind nur Zwel Punkte sind nur

dann in der von ABC um
ihren Schnittpunkt erzeug-
ten Involution zweiten Gra-
des einander zugepaart, wenn
sie zusammen mit der Polare
ihres Schnittpunktes und den
Seiten von ABC sechs Tan-
genten eines und desselben
Kegelschnittes bilden.

dann in der von ABC auf
ihrer  Verbindungsgeraden
erzeugten Involution zweiten
Grades einander zugepaart,
wenn sie zusammen mit
dem Pole ihrer Verbindungs-
geraden und den Ecken von
ABC sechs Punkte eines
und desselben Kegelschnittes
bilden.

10. Die in dem Polarkegelschnitt p2 von P (wo I’ ein auf
keiner Seite von A B C liegender Punkt ist) induzierte Punkt-
involution (p2)? wird nun aus jedem Punkte von p2? auf ihre Achse,
die Polare p von P (Nr. 7), in die von p2 und A B C auf p erzeugte
Involution (p)2 (Nr. 2) projiziert. Mithin wird auch die induzierte
Punktinvolution (p?)3 aus jedem Punkte von p2 auf p in (p)? pro-
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jiziert (nach Anmerkung in Nr.4). Die Involutionen (p?)2 und (p2)3,
welche aus der terndren zyklischen Projektivitidt
ABCAK BCA

auf p? hervorgehen, werden aber aus jedem Punkte G- von p2 durch
die von ABC um diesen Punkt erzeugten Strahleninvolutionen
(G)? und (G)3, welche letztere aus der terniren zyklischen Pro-
jektivitit

GA,GB,GCNGD,GC,GA
hervorgehen, projiziert. Demnach sind die von ABC um einen
Punkt von p? erzeugten Strahleninvolutionen zweiten und dritten
Grades zu (p)? und (p)3 perspektiv.

Soll nun eine und folglich jede der beiden von AL (' um
einen nicht auf p2? liegenden Punkt P, erzeugten Strahleninvolu-
tionen (P;)?2 und (P,)3 zu (p)? bzw. (p)® perspektiv sein, so wird
P, auf keiner Seite von ABC liegen konnen; da sonst seine
Strahleninvolution parabolisch wire und zu den Punktinvolutionen
auf p nicht perspektiv sein konnte. P, wird aber auch nicht auf
einer der Tangenten von p?2 in den Eckpunkten 4, I?,C liegen konnen.
Denn wire etwa P, 4 die Tangente von p2 in A, so miilite P, 4
durch den Schnittpunkt (pa) = P, gehen (Nr. 2) und mithin, weil
Py, Py, P, in (p)® und Py 4, P, B, P, in der (nach Annahme)
zu (p)® perspektiven (P;)® je ein Tripel bilden und I, auf keiner
Seite liegt, P, B durch P, und P, C durch P, und es gingen also
die drei Tangenten A P,, BP,, CP,. von p? durch den einen Punkt
P,, was unmoglich ist. Wird nun & der zweite Schnittpunkt von
P, A mit p? sein (wo (#, wie wir eben sahen, von 4, B, C ver-
schieden sein wird), so wird, wenn X, Y, Z der Reihe nach die
Schnittpunkte von p mit P, 4, P, B, I, C sind und mithin (weil
(P,)? zu (p)? perspektiv ist) ein Tripel in (p)3 bilden, G5 durch Z
und G C durch Y gehen. Denn G liegt auf p2 und mithin mulb,
wie wir sahen, ()3 zu (p)3 perspektiv sein; es inzidiert also das
Tripel G4, GB, GC von (G)3, weil GA =P, A durch X geht,
mit dem Tripel X YZ von (p)® und GB geht durch Z und GC
durch Y. Demmnach gehen im vollstindigen Vierecke I’ GB(
P, B und GC durch Y, P,C und G B durch Z, P, G durch X und
BC durch P,; folglich ist P, von X durch Y und Z harmonisch
getrennt und P, ist also zu X zugepaart in (p)? (Nr. 4); mithin
X = P, (wo P, der zu P, zugepaarte Punkt in (p)? ist). Der Punkt
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P, wird also auf AP, liegen miissen, da P, = X = (P, 4,p). In
analoger Weise kann man zeigen, dall P, auch auf B} und CP,
liegen wird (wo P, und P; die zu P, und P, zugepaarten Punkte
in (p)? sind). Nun ist aber der Schnittpunkt der drei Ecktrans-
versalen AP, BP;, CP; der Pol P von p (Nr.5); mithin wird
der nicht auf p2? liegende Punkt P, kein anderer als der Pol P
von p sein.

Wir haben demnach:

Satz 3. Die vom Dreieck A BC

um einen Punkt P erzeugten
Strahleninvolutionen  (P)?
und (P)3 sind auller zu den
von ADBC auf der Polare p
von P erzeugten Punktin-
volutionen (p)? und (p)3,

auf einer Geraden p erzeug-
ten Punktinvolutionen (p)?
und (p)? sind auller zu den
von ABC um den Pol P
von p erzeugten Strahlen-
involutionen (P)2 und (P)3,

zu welchen sie in der besonderen oben (Nr.5) angegebenen
Weise perspektiv sind, nur noch zu den von ABC

auf den simtlichen Tangen-
ten ¢ des Polarkegelschnittes
P2 von p (Nr. 2) erzeugten
Punktinvolutionen (g)? und
(q)® perspektiv.

um die simtlichen Punkte G
des Polarkegelschnittes p2
von P (Nr. 2) erzeugten
Strahleninvolutionen (G2
und (G)3 perspektiv.

Dieser Satz bleibt auch dann richtig, wenn der Punkt P auf
einer Seite von ADBC liegt, bzw. wenn rechts die Gerade p durch
eine Ecke von ABC geht. Denn liegt P etwa auf der Seite
a = BC, so ist a die Polare von P und die Tangenten des Polar-
kegelschnittes von a sind die durch B oder C gehenden Geraden
(Nr.2); alsdann liegen die Doppelpunkte einer jeden der von A BC
auf diesen Geraden erzeugten parabolischen Involutionen in B
bzw. in C vereinigt (Nr. 6) und die Doppelstrahlen der von ABC
um P erzeugten parabolischen Involutionen in @; mithin ist die
letztere Involution zu allen ersteren perspektiv.

11. Wir wollen fiir den Satz 3 noch einen zweiten Beweis
geben, der uns zugleich eine Beziehung zwischen Pol und Polare
und den zugehorigen Polarkegelschnitten hinsichtlich des durch
ABC in Gebilden erster Stufe festgelegten Sinnes (Ende dieser
Nummer) erschlieflen wird.

Berliner, Habilitationsschrift. 9
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Ist p eine durch keine Ecke von ABC gehende Gerade, sind
XYZ und TUV irgend zwei Tripel in (p)* und ist der Sinn
XYZ zum Sinne T'UV entgegengesetzt, so werden diese Tripel
aus einem Punkte It, aus dem (p)? durch eine rechtwinklige
Strahleninvolution und (p)® durch eine Involution der regel-
mafligen Dreistrahlen projiziert werden (Nr.4), auf drei Arten
durch drei Paare je einer symmetrischen Strahleninvolution pro-
jiziert und zwar durch:

RXT, YU, ZV), IR(XUYV,ZT), RXV,YI1 ZU),
die Doppelstrahlen dieser drei symmetrischen Involutionen sind
niamlich die zueinander rechtwinkligen Halbierungsgeraden der
von bzw. RX und R7, RX und RU, RX und IRV gebildeten
Winkel. Weil nun in jeder dieser drei symmetrischen Strahlen-
involutionen um @ die (imaginiiren) Doppelstrahlen der recht-
winkligen Strahleninvolution um /¢, welche Doppelstrahlen die
(imagindren) Doppelpunkte von (p)? projizieren, ein Paar bilden,
so milssen

XT. YU, ZV und ebenso XU, YV, ZT und XV, YT, ZU
drei Punktepaare je einer solchen hyperbolischen Involution auf p
sein, in der die (imaginiren) Doppelpunkte von (p)? ein Paar
bilden, also drei Punktepaare je einer auf (p)? sich stiitzenden
hyperbolischen Involution. Dagegen konnen die drei Punktepaare

XT,YV,ZU und ebenso XU, YT, ZV und XV, YU, ZT
nicht in Involution sein, wenn 7UV nicht gerade das zu XY Z
harmonische Tripel ist; ist aber dies der Fall und ist etwa T
der zu X zugeordnete vierte harmonische Punkt in bezug auf Y
und Z, so sind dann die drei Punktepaare X1, YV, ZU (nicht
aber XU, YT, ZV und XV, YU, ZT) in Involution, und zwar in
der Involution (p)2. Denn solche drei Punktepaare werden von R
aus durch einen konstanten Winkel projiziert und die beiden
Schenkel eines um seinen Scheitel sich drehenden konstanten
Winkels bilden nur dann eine Involution, wenn der konstante
Winkel ein rechter ist; das letztere tritt aber nur dann ein,
wenn das Tripel TUV aus den in (p)? zu X, Y, Z zugepaarten
Punkten besteht, wenn also (Nr. 4) das Tripel 77UV das zu XYZ
harmonische ist.

Das Néamliche gilt von der zu (p)® perspektiven Involution (J1”)?
(Nr. 5).
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Nun sei XY Z irgendein Tripel von (p)3, dessen Sinn zu dem
Sinne des von den drei Schnittpunkten von p mit den Dreieck-
seiten «, b, ¢ gebildeten Tripels P, P, P. entgegengesetzt ist, so
sind, wie wir eben sahen, P, X, P,Y, P.Z drei Punktepaare einer
hyperbolischen Involution (I) auf p, in der die imaginidren Doppel-
punkte von ()2, also (Nr.2) die imagindren Schnittpunkte von p
mit dem Polarkegelschnitt p2 von P, dem Pole von p, ein Paar bilden.
Folglich mufl durch den Schnittpunkt G der beiden Ecktransver-
salen AX und BY auch die Ecktransversale ('Z gehen und jener
Punkt - mub aut dem Polarkegelschnitt p2 liegen. Denn das voll-
stindige Viereck A 5 C'(4, in welchem BC und AG durch P, und
X, CA und BG durch P, und Y gehen, schneidet in p die In-
volution (I) ein und €' muf also, weil A5 durch P, geht, durch
den zu P, zugepaarten Punkt Z in (I) gehen; ferner mull der
Polarkegelschnitt p2, der durch 4, B3, € geht und aullerdem noch
durch ein Punktepaar in der von ABCG in p eingeschnittenen
Involution (I), niéimlich durch das von den imagindren Doppel-
punkten von (p)? gebildete Paar, auch durch die vierte Lcke G
des Vierecks ABC G gehen. Die Ecktransversalen 32 und CY
aber schneiden sich nicht auf AX, wenn X mit dem zu P, zu-
gepaarten Punkte P, in (p)? nicht zusammenfillt; denn sonst
miifiten auch P, X, P, 7, P.Y als Schnittpunkte von p mit den
Gegenseitenpaaren des von 4, I3, C und dem gemeinsamen Schnitt-
punkte der drei Ecktransversalen AX, BZ, CY gebildeten Vier-
ecks drei Punktepaare einer Involution bilden, was aber unmoglich
ist, da die Sinne P, P, P, und XZY miteinander iibereinstimmen.
Fillt aber X mit P, und mithin (nach Nr.4) Y mit P, und Z mit
P, zusammen, so schneiden sich auf AX .- AP, auller BY = BP,
und CZ = CP, welche im zweiten Schnittpunkte von AP, mit p2
sich schneiden, noch BZ = BP; und CY = (P, welche letztere in
dem auf AP, liegenden Pole P von p sich schneiden (Nr. 5).

Wenn nun X die ganze Gerade p durchlduft, so liegt aut 4X
je ein und, solange X mit P, nicht zusammenfillt, nur ein solcher
Punkt, ndmlich der zweite Schnittpunkt G+ von AX mit p2, von
welchem aus durch die drei Ecktransversalen GA, GB, GC ein
Tripel in (p)? projiziert wird (welches Tripel kein anderes als das
X enthaltende sein kann); kommt aber X nach F;, so gibt es auf
AX = AP, noch einen zweiten solchen Punkt, ndmlich den Pol P
von p. Die von ABC um einen solchen Punkt und nur um einen

Q%
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solchen erzeugten Involutionen sind zu (p)? bzw. (p)? perspektiv;
denn nur dann ist die von der terndren zyklischen Projektivitit,
welche von ABC um den Punkt erzeugt wird, in p eingeschnittene
Projektivitit mit der von ABC auf p erzeugten terndren zyklischen
Projektivitit, welche mit der eingeschnittenen einen Zyklus ge-
mein hat, identisch und mithin sind auch die aus der in p ein-
geschnittenen Projektivitit hervorgehenden Involutionen mit (p)2
bzw. (p)? identisch. Hiermit ist der Satz 3 nochmals bewiesen.

Zugleich ergibt sich hieraus, wenn wir den Sinn zyz in einem
Biischel erster Ordnung und den Sinn TUV auf einer Geraden p
als iibereinstimmend oder entgegengesetzt ansehen, je nachdem
der Sinn der Spuren p(zyz) mit dem Sinne Z’UV auf p iiberein-
stimmt oder nicht?):

Verstehen wir unter dem durch A BC

um einen auf keiner Seite auf einer durch keine Ecke
desselben liegenden Punkt P desselben gehenden Ge-
raden p

festgelegten Sinn denjenigen, welcher durch
Py PP =P(ABCO) | P,P,P.=p(abe)
bestimmt wird, so stimmen die beiden durch 4 BC um den

Pol P und auf seiner Polare p festgelegten Sinne iiberein,
dagegen sind die beiden durch 4B C

um P und auf irgendeiner auf p und um irgendeinen
Tangente ¢ des Polarkegel- Punkt G des Polarkegel-
schnitts P2 seiner Polare p schnitts p2 ihres Poles P fest-
festgelegten Sinne entgegen- gelegten Sinne entgegensetzt.
setzt.

§3.

12. Wie wir sahen (Nr.10), werden die beiden Involutionen
(p)® und (p?)3 von irgendeinem auf p? liegenden DPunkte aus
ineinander projiziert und, wie aus Nr.11 hervorgeht, werden die
Projektionen der Punkte eines Tripels in (p2)3 dessen Sinn mit
dem Sinne A B C auf p? iibereinstimmt, von irgendeinem auf p?
liegenden Punkte aus auf p ein solches Tripel in (p)3 bilden,
dessen Sinn zum Sinne P, P, P, entgegengesetzt ist.

1) Siehe v. Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage, Nr. 48, S. 30.
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Sind nun ;G G, und G4 G, G, irgend zwei Tripel in (p2)3,
deren Sinne mit dem Sinne ABC auf p? iibereinstimmen und
werden Gy G, Gy von Gy aus auf p der Reihe nach in X, Y, Z
projiziert, welche letztere Punkte also ein zu P, P, P, entgegen-
gesetzten Sinn habendes Tripel in (p)3 bilden, so muf, weil auch
Gy Gy Gy von Gy aus auf p in ein ebensolches Tripel von (p)?
projiziert werden, welches letzte Tripel X enthdlt und mithin
mit X Y Z identisch ist auch dem Sinne nach, G; G, durch Y
und G; G, durch Z gehen. Aus demselben Grunde miissen Gy G,
durch 2, Gy, Gs durch X, Gy G, durch X und G, G, durch Y
gehen. Es gehen also G; Gy, Gy Gy, G G, durch X, G;G,, Gy Gy,
G, G, durch Y und G, Gy, Gy Gy, Gy G, durch Z.

Nun miissen in den p? eingeschriebenen vollstindigen Vier-
ecken G; G, Gy, G, und G; G, G, Gy, deren einer Diagonalpunkt X
ist, die je beiden andern Diagonalpunkte auf der Polare von X
in bezug auf p2 liegen; es ist also die Verbindungsgerade der
beiden Schnittpunkte (G Gy, Gy G,) und (G, Gy, Gy Gy), welche
Gerade keine andere als die Achse der beiden perspektiven
Dreiecke GGy Gy und G4 G, G,, die X zum Zentrum haben, ist,
die Polare von X in bezug auf p2. Weil aber der Pol P von p
in bezug auf das Grunddreieck 4D C zugleich auch Pol von p
in bezug auf die Polarkegelschnitte p2 von P und P2 von p ist
und die Involutionen der in bezug auf p2 und P2 konjugierten
Elemente um P und auf p mit (P)2 und (p)? identisch sind
(Nr.2) und also die Polare eines auf p liegenden Punktes durch
den in (p)? zu diesem Punkte zugepaarten Punkt und P geht, so
muB die Achse der beiden perspektiven, X zum Zentrum haben-
den Dreiecke ;G Gy und G, GG, welche Achse zugleich
Polare des auf p liegenden Zentrums X in bezug auf p? und
mithin auch in bezug auf P2 ist, durch P gehen und von X
durch Y und Z harmonisch getrennt sein (nach- Nr.4). Mithin:

Satz 4. Zwei Dreiecke, deren

Ecken je ein Tripel in der im
Polarkegelschnitt p2 von P
(wo P ein auf keiner Seite
des Grunddreiecks ABC
liegender Punkt ist) indu-
zierten Punktinvolution (p2)3

Seiten je ein Tripel in der im
Polarkegelschnitt P2 von p
(wo p eine durch keine Ecke
des Grunddreiecks 4 .B C ge-
hende Geradeist)induzierten
Tangenteninvolution (P2)3
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bilden, liegen auf drei Arten perspektiv; dabei sind in allen
drei Arten die Sinne der beiden Tripel, von denen das eine
von den

Ecken | Seiten
des einen Dreiecks gebildet wird und das andere von den
homologen

Ecken | Seiten
im zweiten Dreieck, auf dem Polarkegelschnitt einander ent-
gegengesetzt. Die drei Perspektivitiitszentren dieser beiden
Dreiecke bilden ein Tripel in (p)® und die drei Perspek-
tivititsachsen derselben Dreiecke ein Tripel in (I°)3 (wo I
und p Pol und Polare in bezug auf das Grunddreieck A5 C
sind); und zwar sind diese beiden Tripel zueinander harmo-
nisch, so dal jedes Zentrum von der entsprechenden Achse
durch die beiden andern Zentren harmonisch getrennt ist.
Jedes der drei Perspektivititszentren ist der Pol der ent-
sprechenden Perspektivititsachse in bezug auf die beiden
Polarkegelschnitte p2 von I’ und L2 von p.

Zusatz. Die beiden im vorstehenden Satze genanunten
Dreiecke liegen nur dann noch auf eine vierte Art perspektiv,
wenn die beiden aus ihren
Ecken gebildeten Tripel in Seiten gebildeten Tripel in

(p2)3 (P2)3
zueinander harmonisch sind. Alsdann werden P und p, die
Pol und DPolare sind, das vierte Zentrum und die vierte
Achse sein, und in der vierten Art werden die Sinne der
beiden Tripel, von denen das eine von den Llementen des
einen Dreiecks gebildet wird und das andere von den
homologen Elementen in dem zweiten Dreieck, auf dem
Polarkegelschnitt miteinander iibereinstimmen.

Denn jede Perspektivititsart dieser beiden Dreiecke liefert

eine Involution auf p2, ndmlich diejenige, deren Zentrum und
Achse das Zentrum und die Achse der beiden perspektiven
Dreiecke sind und in welcher Involution die homologen Kcken
in diesen Dreiecken drei Punktepaare bilden. Die Elemente
zweier Tripel in (p)? oder in (P)3 (Nr.11) und mithin auch die
Elemente zweier Tripel in der durch (p)3 oder ()3 induzierten
(P2)* bzw. (p2)® bilden aber nur dann auf vier Arten drei



Nr. 12,15, 14 Vom Dreieck erzeugte Involutionen. 23

Punktepaare je einer Involution, wenn die Tripel zueinander
harmonisch sind, und alsdann ist (p)2 oder (P)2 bzw. (F2)2 oder
(p2)? die Involution der vierten Art. Nun haben (?)? und (p2)?
P zum Involutionszentrum und p zur Involutionsachse (Nr.T7);
ferner miissen zwei Tripel in (p2)® oder (F2)3, von denen jedes
aus den zu den Elementen des zweiten zugepaarten Elementen
in der elliptischen Involution (p2)2 bzw. (P2)? gebildet wird, den
nimlichen Sinn auf p? bzw. um P2 haben, ebenso wie zwei solche
Tripel in (P)® bzw. (p)® den nimlichen Sinn um P bzw. auf p
haben (Nr.4).

138. Wie wir sahen (Nr.12), gehen durch den Schnittpunkt X
von p mit der G; und G, verbindenden Geraden (wo G; und G,
irgend zwei Punkte des Polarkegelschnitts p2? von P, dem Pole
von p, sind) auch die beiden Gy mit G5 und G mit G, verbinden-
den Geraden (wobei G; Gy G, und G, (. G5 zwei Tripel in (p2)3
bilden und der Sinn des erstern mit dem letztern iiberein-
stimmt); mithin miissen die drei Geraden, welche irgendeinen
auf p liegenden Punkt mit den Punkten irgendeines Tripels von
(p?)? verbinden, von p2 auch zum zweitenmal in den Punkten
eines Tripels von (p2)® geschnitten werden. Also:

Satz 5. Liegt ein Dreieck, welches

p?  eingeschrieben ist, zu

einem zweiten Dreieck, des-

sen licken ein Tripel in (p2)3

>2 umschrieben ist, zu einem
zweiten Dreieck, dessen Sei-
ten ein Tripel in (P2)3
bilden, perspektiv und liegt das Zentrum dieser perspektiven
Dreiecke auf p oder geht die Achse derselben durch P, so
bilden_auch die

Ecken des erstern Dreiecks
ein Tripel in (p2)s.

Seiten des erstern Dreiecks
ein Tripel in (I?2)3.

Die Richtigkeit hiervon im Falle, daf links die Perspektivi-
tatsachse durch P geht, ergibt sich aus der Bemerkung, daf
dann das Perspektivititszentrum, welches, wie wir sahen (Nr.12),
der Pol der Perspektivititsachse in bezug auf p? ist, auf der in

bezug auf p? und das Grunddreieck A B ( gemeinsamen Polare p
von P (Nr.2) liegt.

14. Nach Satz 4 liegt das von irgendeinem Tripel in (p2)3
gebildete Dreieck G; Gy G zum Grunddreieck A B C, dessen Ecken
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ebenfalls ein Tripel in (p?)® bilden, auf drei Arten perspektiv
und die drei Perspektivititsachsen bilden ein Tripel in (P)3. Diese
drei Achsen gehen aber durch die drei Schnittpunkte einer jeden
der Seiten von (; (G4 (; mit den Seiten von 4 B C, welche Schnitt-
punkte ein Tripel in der von 4B C auf jener Seite von G; Gy Gy
erzeugten Involution dritten Grades bilden. Mithin sind die von
ABC auf den Seiten von G; Gy G, erzeugten Involutionen dritten
Grades zu (P)3 perspektiv, und diese Seiten von G; (r G;, welche
von der ganz aulerhalb p? liegenden Polare p von P verschieden
sind, miissen also (nach Satz 3) Tangenten am Polarkegelschnitt
P2 von p sein und folglich (nach Satz 5) ein Tripel in der
Tangenteninvolution (F£2)3 bilden; da das nunmehr P2 umschrie-
bene Dreieck G; GG, zu dem Grunddreieck A B C, dessen Seiten
ein Tripel in (P2)3 bilden, in der Weise perspektiv liegt, dali die
Achse durch P geht. Also:

Satz 6. Bilden die Ecken eines Dreiecks ein Tripel in
der im Polarkegelschnitt p2 von P induzierten Punktinvo-
lution (p2)3, so bilden die Seiten desselben Dreiecks ein
Tripel in der im Polarkegelschnitt P2 der Polare p von P
induzierten Tangenteninvolution (F2)%; und umgekehrt.

Die Umkehrung des vorstehenden Satzes stelit dem direkten
dual gegeniiber.

Hieraus folgt weiter:

Satz 7. Ist ein Dreieck p? einge- und zugleich P2 um-
schrieben, so bilden seine Ecken und Seiten je ein Tripel
in (p2)® bzw. (F2).

Denn ist etwa (#; einer seiner Iicken, so bildet das Tripel
G, Gy Gy von (p?)8, wie wir eben sahen, ein P2 umschriebenes
Dreieck, welches mit dem gegebenen identisch sein mul}, da durch
G; nur zwei Tangenten an P2 gehen.

15. Weil die Geraden, die einen auf p liegenden Punkt mit
den Punkten eines Tripels in (p2)® verbinden, von p? zum zweiten-
mal ebenfalls in den Punkten eines Tripels von (p2)% geschnitten
werden (Nr.13), so muf die zwei Punkte eines Tripels in (p?)3
verbindende Gerade durch den Schnittpunkt von p mit der
Tangente an p? im dritten Punkte des n#mlichen Tripels gehen.
Dual mufl die P mit dem Schnittpunkte zweier Tangenten eines
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Tripels von (P?)3 verbindende Gerade durch den Beriihrungs-
punkt der dritten Tangente des ndmlichen Tripels gehen.

Die drei Punkte, in denen die Seiten eines von einem Tripel
in (p?)3 gebildeten Dreiecks G; G G, von den Tangenten an p2
in den gegeniiberliegenden Eckpunkten geschnitten werden, liegen
also auf p, und thre drei Polaren in bezug auf p2, welche bzw.
von den drei Punkten durch je zwei Eckpunkte von G; G Gy har-
monisch getrennt sind, miissen durch je den dritten Eckpunkt
und durch P, den Pol von p auch in bezug auf p2, gehen; mit-
hin sind P und p Pol und Polare auch in bezug auf das Dreieck
G, G (. Der DPolarkegelschnitt von P in bezug auf das Dreieck
(+; G, Gy, welcher Kegelschnitt diesem Dreieck umschrieben sein
mull und dessen Tangenten in den Eckpunkten desselben Dreiecks
von den gegeniiberliegenden Seiten in den drei auf p, der Polare
von P auch in bezug auf dasselbe Dreieck, liegenden Punkten
geschnitten werden miissen (Nr.2), ist mit p2? identisch. Dual
mull der Polarkegelschnitt von p in bezug auf das Dreieck
G; Gy, (G, dessen Seiten ein Tripel in (FP2)8 bilden, mit P2 identisch
sein. Die vom Dreieck G; (G, um P und auf p erzeugten In-
volutionen zweiten Grades sind nun mit den Involutionen der in
bezug auf p?, den Polarkegelschnitt von P auch in bezug auf
das Dreieck GGy Gy, konjugierten Elemente und also mit den
vom Grunddreieck A BC um P und auf p erzeugten (#)2 und
(p)? identisch (nach Nr.2), und mithin sind auch die von G; G+ G,
um P und auf p erzeugten Involutionen dritten Grades mit den
von ABC um P und auf p erzeugten (P)3 und (p)3 identisch
(Anmerkung in Nr.4). Nunmehr miissen die von G; GG, um
die sidmtlichen auf p2, dem DPolarkegelschnitt von P auch in
bezug auf G;GyGi, liegenden Punkte und auf den sémtlichen
Tangenten an P2, dem Polarkegelschnitt von p auch in bezug
auf G; Gy Gy, erzeugten Involutionen zweiten und dritten Grades,
welche zu (p)2 und (p)® bzw. zu (P)2 und (P)3 perspektiv sind
(Satz 3), mit den vom Grunddreieck 4 BC erzeugten identisch
sein, Ferner miissen die in bezug auf G; Gy Gy in p? und P? in-
duzierten Involutionen dritten Grades, welche ebenso wie (p2)3
und (P2)% von den Zyklen je einer terndren zyklischen Projekti-
vitdt gebildet werden, mit (p?)3 und (F2)% identisch sein, da sie
mit diesen je ein Tripel gemein haben, nimlich das von den
Ecken bzw. Seiten von G; G G; gebildete; mithin miissen auch
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die in bezug auf G; G Gy in p2 und P2 induzierten Involutionen
zweiten Grades mit (p?)? und (F£2)2 identisch sein. Wir haben also:

Satz 8. In bezug auf jedes Dreieck, dessen Ecken und
Seiten je ein Tripel in (p2)3 bzw. in (P2)% bilden, sind P
und p Pol und Polare, p2 und P2 die Polarkegelschnitte
von P und p. Die um P und um jeden Punkt von p2,
auf p und auf jeder Tangente von P2 von einem solchen
Dreieck erzeugten Involutionen zweiten und dritten Grades
sind mit den vom Grunddreieck 4B C erzeugten identisch;
und die in bezug auf ein solches Dreieck in p2 und P2
induzierten Involutionen zweiten und dritten Grades sind
mit den in bezug auf AL C induzierten (p2)? und (p2)?
bzw. (P?)2 und (P2)3 identisch.

16. Eine Umkehrung des vorstehenden Satzes ist im fol-
genden Satze enthalten.

Satz 9. Die Ecken und Seiten eines Dreiecks, in bezug
auf welches der Polarkegelschnitt

von P p? ist, l von p P2 ist,
bilden je ein Tripel in (p2)3 bzw. in (I’2)%. Dasselbe gilt von
den Ecken und Seiten eines Dreiecks, welclies

p? eingeschrieben ist und P2 umschrieben ist und
von welchem auf p eine von welchem um P eine
mit (p)?2 | mit (P)2

identische Involution erzeugt wird, oder welches
p? eingeschrieben | P2 umschrieben
ist und in bezug auf welches I” und p Pol und Polare sind.

Beweis. Die drei Verbindungsgeraden von P mit den Ecken
eines Dreiecks, welches um I’ und auf p dieselben Involutionen
wie das Grunddreieck 4 BC erzeugt und in bezug auf welches I’
und p Pol und Polare sind, und die drei Seiten desselben Drei-
ecks werden von p in zwei zueinander harmonischen Tripeln von
(p)® geschnitten; und zwar geht jede Seite durch denjenigen
Punkt von p, welcher dem Schnittpunkte von p mit der Geraden,
welche letzte die Gegenecke mit P verbindet, zugepaart ist in
(p)? (nach Nr.5). Wenn also nur eine Ecke oder nur eine Seite
eines solchen Dreiecks gegeben ist, so ist dadurch das ganze
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Dreieck eindeutig bestimmt. Denn die Verbindungsgerade von P
mit jener Xcke, sie heille etwa K, liefert (durch ihren Schnitt-
punkt X’ mit p) die beiden zueinander harmonischen Tripel
X'Y'Z und XY Z in (p)3, wo XX', YY', ZZ' drei Punktpaare
in (p)? sind; die beiden durch jene Ecke I gehenden Seiten des
Dreiecks werden p in Y und Z treffen, die beiden anderen Ecken
des Dreiecks sind die Schnittpunkte von BY mit PZ’ und von
RZ mit PY'). Ist also ein solches Dreieck p? eingeschrieben
und etwa (; eine seiner Ecken, so mull dieses Dreieck von dem
Tripel (7; GG in (p2)> gebildet sein; denn es gibt nur ein ein-
ziges solches Dreieck, welches (f; zu einer seiner Ecken hat, und
G; G, Gy 1st ein solches (Satz 8).

Nunmehr mull ein Dreieck, in bezug auf welches p2 der
Polarkegelschnitt von P ist, ein solches, p? eingeschriebenes und
also von einem Tripel in (p2)® gebildetes sein. In der Tat mul
das Dreieck, in bezug auf welches p2 der Polarkegelschnitt von P
ist, p? eingeschrieben sein, und die Polare von P in bezug auf
dasselbe Dreieck mufl dieselbe wie in bezug auf p2, also p sein,
und die von demselben Dreieck um P und auf p erzeugten
Involutionen zweiten und dritten Grades miissen, weil die des
zweiten Grades mit den Involutionen der in bezug auf p2 kon-
jugierten Llemente identisch sind, mit ()2 und (P)? bzw. (p)2
und (p)® identisch sein (Nr. 2).

Ferner mull der Polarkegelschnitt von P in bezug auf ein
Dreieck, welches p2 eingeschrieben ist und welches auf p eine
mit (p)? identische Involution erzeugt, oder welches p2? einge-
schrieben ist und in bezug auf welches I” und p Pol und Polare
sind, mit p? identisch sein; denn jener Polarkegelschnitt hat mit
p? die Lickpunkte des Dreiecks gemein und aulerdem noch die
beiden Doppelpunkte von (p)? bzw. P und p zu Pol und Polare
(nach Nr.2). Es miissen also auch solche Dreiecke, wie die
letzt erwihnten, von je einem Tripel in (p2)3 gebildet sein.

17. Weil die drei Verbindungsgeraden eines Punktes mit
den Ecken eines Dreiecks ein Tripel in der von diesem Dreieck
um jenen Punkt erzeugten Involution dritten Grades bilden, so
folgt aus Satz 8:

1) Siehe meine Dissertation, IV. Abschnitt, Nr. 16.
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Satz 10. Jedes Punkte-
tripel in (p2)® wird von P
aus durch drei ein Tripel
in (P)3 bildende Strahlen
projiziert.

Umgekehrt, liegen auf
jedem Strahlentripel in (P)3
sechs Punkte von p2, die
zwel zueinander harmoni-
sche Tripel in (p2)3 und
zugleich drei ebenso wie
P,V PPy PoPy, harmo-
nich beschaffene Paare in
(p%)? bilden.

Jedes Tangenten-Tripel
in (P2)* wird von p in drei
ein Tripel in (p)? bildenden
Punkten geschnitten.

Umgekehrt, gehen durch
jedes Punktetripel in (p)3
sechs Tangenten an P2, die
zwel zueinander harmoni-
sche Tripel in (P23 und
zugleich drei ebenso wie
P, P, PP, PP, harmo-
nisch beschaffene Paare in
(P22 bilden.

Die Umkehrung folgt aus dem direkten Satze und Nr. 4,
wenn man bemerkt, daf P das Zentrum der durch (P)2 in p2
induzierten Punktinvolution (p2)2 ist (Nr.7).

18. Weil die Pole jedes Strahlentripels von ()% ein Tripel
in der durch (P)® in p? induzierten Punktinvolution (p2)3 bilden,
so ergibt sich aus den Sdtzen 8 und 9:

Satz 11. Charakteristisch fiir die vom Dreieck ADC

um einen Punkt P (wo P
auf keiner Seite von A BC
liegt) erzeugte Strahlen-
involution (P)3 ist, dal in
ihr die Tripel aus je drei
solchen Strahlen bestehen,
deren Pole

auf einer Geraden p (wo p
durch keine Ecke von 4 BC
geht) erzeugte Punktinvo-
lution (p)® ist, dab in ibr
die Tripel aus je drei solchen
Punkten bestehen, deren
Polaren

ein Dreieck bilden, in bezug auf welches Dreieck ebeunso
wie in bezug auf das Grunddreieck A BC

p die Polare von P | P der Pol von p
ist und p2 und P? die Polarkegelschnitte von P und p sind
und welches Dreieck um P und auf p dieselben Involutionen
wie das Grunddreieck ABC erzeugt.

§ 4.

19. Wie wir sahen (Satz 1 in Nr. 7), liegen die beiden Pole
eines jeden Strahlenpaares der von ABC um einen Punkt er-
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zeugten Involution zweiten Grades auf einer durch diesen Punkt
gehenden Geraden, und umgekehrt. Ermittelt man daher zu jedem
Strahle von P (wo P ein auf keiner Seite von ABC liegen-
der Punkt ist) die Polaren der Schnittpunkte des Strahles mit
dem Polarkegelschnitt p2 von P, ermittelt man also dasjenige
Strahlenpaar von P, dessen Pole von I aus durch jenen Strahl
projiziert werden, so bilden diese Strahlenpaare die von 4 B(
um P erzeugte Involution (P)2. Ermittelt man nun zu jedem
Strahlenpaare von ()2 dasjenige Strahlenquadrupel von P, dessen
Pole von P aus durch jenes Strahlenpaar projiziert werden, so
bilden diese Strahlenquadrupel ein System von oo! Quadrupel um
P, welches System wir mit (P)* bezeichnen wollen. Ermittelt man
ferner zu jedem Quadrupel von (P)* diejenige Gruppe von acht
Strahlen von P, deren Pole von P aus durch jenes Quadrupel
projiziert werden, so bilden diese Gruppen ein System von oo!
Gruppen von je acht Strahlen um P, welches System wir mit (P)s
bezeichnen. Indem dieser Prozefl nMal wiederholt wird, gelangt
man zu einem Systeme von oo! Gruppen von je 2» Strahlen um P,
welches System wir mit (P)?" bezeichnen.

Hiernach fiihrt jeder Strahl von P durch n-malige Wieder-
holung des angegebenen Prozesses zu einer einzigen Gruppe im
Systeme (P)2"; jenen Strahl wollen wir den Repriasentanten dieser
Gruppe nennen. Ebenso fiihrt jede Gruppe im Systeme (P)2*
(k<mn) durch (n—Fk)-malige Wiederholung desselben Prozesses
auf jeden ihrer Strahlen zu einer einzigen Gruppe im Systeme
(P)?"; die erstere Gruppe nennen wir die Repriisentations-
gruppe in (P)?* von der letztern in (P)?". Eine Gruppe in (P)?"
nebst allen ihren Repriisentationsgruppen in (F)2"™%, (P)2"* bis
(P)"" haben eine und dieselbe Reprisentationsgruppe in ()",
wo k<l<mn (ist I=mn, so ist (P)?""' = (P)* der einfache
Biischel um P und eine Gruppe in (P)* reduziert sich auf einen
einzigen Strahl, und die Reprisentationsgruppe in (P)! einer
Gruppe von (P)?" ist also der Reprisentant der letzteren Gruppe).

Weil jede Gruppe im Systeme (P)2" auch dadurch entstanden
gedacht werden kann, dafl man, anstatt von ihrem Reprisentanten
auszugehen und den angegebenen Prozell »Mal zu wiederholen, von
den 2t (k<) ihre Reprisentationsgruppe in (P)#* bildenden
Strahlen ausgeht und den angegebenen Prozefi nur n—kMal
wiederholt, so muB eine Gruppe von (P)2" 2* Gruppen des Systems
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(P)?"* enthalten, also: 2" Strahlen von P, 21— Strahlenpaare von
(P)?, 2—2 Strahlenquadrupel von (P)* usw.

Die Repriisentationsgruppe in (P)?* einer Gruppe von (P)2”
besteht demnach aus den Repriisentanten der 2* in der letzteren
Gruppe enthaltenen Gruppen von (P)2""

Um zu einer Gruppe von (2”)2* ihren Reprisentanten auf-
zufinden, haben wir P mit dem Pole irgendeines Strahles der
Gruppe durch eine Gerade zu verbinden, darauf mit dem Pole
dieser Verbindungsgeraden durch eine zweite Gerade, sodann mit
dem Pole der zweiten Verbindungsgeraden durch eine dritte und
wiederholen diese Operation nMal; die n-te hierdurch erhaltene
Verbindungsgerade ist der gesuchte Repriisentant. Iis ist also
durch einen Strahl die ganze Gruppe, der er angehort, im Systeme
(P)?" eindeutig bestimmt; wir ermitteln nimlich zuerst den Re-
priasentanten der Gruppe, sodann, von diesem Reprisentanten
ausgehend, die ganze Gruppe.

Jeder Strahl von P gehort also einer einzigen Gruppe im
Systeme (P)?" an.

Duales gilt fiir jede durch keine Ecke von 4 B C gehende Gerade.

20. Ermittelt man ebenso zu jedem Tripel in der von A BC
um P erzeugten Strahleninvolution (P)3 diejenige Gruppe von
sechs Strahlen von P, deren Pole von P aus durch jenes Tripel
projiziert werden, so bilden diese Gruppen ein System (P)¢ von
ool Gruppen von je sechs Strahlen; jede Gruppe dieses Systems
besteht aus drei ebenso wie p,p,, Py, PoP, harmonisch be-
schaffenen Paaren von (F)? und zugleich aus zwei zueinander
harmonischen Tripeln von (P)? (nach Satz 10 in Nr. 17). Ermittelt
man nun zu jeder der Gruppen von (P)¢ diejenige Gruppe von
zwolf Strahlen von P, deren Pole von P aus durch die erstere
Gruppe projiziert werden, so bilden die letzteren Gruppen ein
System (P)!2 von oo! Gruppen von je zwolf Strahlen. Durch
n-malige Wiederholung dieses Prozesses gelangt man zu einem
Systeme (P)?"-3 von ool Gruppen von je 2".3 Strahlen; jede
Gruppe dieses Systems enthdlt 2"—1.3 Srahlenpaare von (P)?
2» Tripel von (P)% und iberhaupt 2*.3 und 2¢ Gruppen von
(P)?" " bzw. (P2 .5, wo 0<k<n. Jedes Tripel von (P)s fithrt
zu einer einzigen Gruppe in (P)2".3; jenes Tripel nennen wir
das Reprédsentationstripel dieser Gruppe.
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Weil jede Gruppe in (F)2".-8 aus denjenigen drei Gruppen
von (P)?" besteht, deren Reprisentanten das Reprisentations-
tripel der ersteren Gruppe bilden, so wird das Reprisentations-
tripel einer Gruppe von ([I°)2"-3, wenn auch nur ein Strahl dieser
Gruppe gegeben ist, dadurch bestimmt, dall man den Reprisen-
tanten derjenigen Gruppe von (P)?", der der gegebene Strahl
angehort, aufsucht, sodann das diesen Reprisentanten enthaltende
Tripel in (F)3 bestimmt; dieses letztere wird das gesuchte Re-
prasentationstripel sein. Ks gehort also jeder Strahl von P einer
einzigen Gruppe in (£)?".2 an.

Duales gilt fiir jede durch keine Ecke von 4 B € gehende Gerade.

21. Ich behaupte nun:
Die auf diese Weise entstehenden Systeme (F)?* und
(P)2™ # sind (fiir jeden positiven ganzen Wert von n) zyklische
Projektivitdten (27)- bzw. (2. 3)-ten Grades erster Art;
die Gruppen in jenen bilden die Zyklen in diesen. Die
Koinzidenzstrahlen dieser Projektivititen sind die (konjugiert-
imaginéren) Doppelstrahlen von (P)2
Die Richtigkeit dieser Behauptung kann durch den Schluf}
von n auf n 4 1 bewiesen werden.
Denn ist irgendeine zyklisch-projektive Gruppe k-ten Grades
gegeben: A A Ay ... Ay R Ay A A, ... Ay,
so bilden bekanntlich?) die aus diesen kIlementen zusammen-
gesetzten Paare, deren Zeigersumme zu einer und derselben Zahl
kongruent ist (mod. #), eine Involution, in der die Koinzidenz-
elemente der zyklischen Projektivitit ein Paar bilden. Und bilden,
umgekehrt, die aus den kElementen 4,, A,, 4;, ... Ax zusammen-
gesetzten Paare, deren Zeigersumme etwa = 1 (mod. k) ist, eine
Involution: Ay Ay Ay Ay, Ag Ay, ...
und die Paare, deren Zeigersumme = 2 (mod. &) ist, eine zweite
Involution: 4, 4,, Ay Ay, Ay Ay, Ay Ais,y ..y
8o mull wegen der ersten Involution:
Al AQ A3 e Ak IN flk Ak—l Ak_2 N Al
und wegen der zweiten:
AvdyAx-s ... Ay R A3 A3 4, ... 4,
sein, folglich: A, A, A; ... Ay A Ay A, A, ... Ay,
D) }/'—gi;_s'ﬁﬁl;hl, Geometrische Verwandschaften I, Nr. 139.
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also bilden dann die % Elemente eine zyklisch-projektive Gruppe
und das gemeinsame Paar jener beiden Involutionen liefert die
Koinzidenzelemente dieser Projektivitit.

Ferner ist charakteristisch fiir eine zyklisch-projektive Gruppe
k-ten Grades erster Art:

A Ay Ay ... A R Ay A A, ... Ay,
wo also das Gebilde von .einem Zyklus nur einmal durchlaufen

wird, dall die Elemente A4,, A,, A, ... A; in der natiirlichen
Anordnung in einem der beiden Sinne im Gebilde aufeinander

folgen, so dal} zwischen zwei aufeinanderfolgenden Elementen des
Zyklus kein anderes Element desselben Zyklus liegt.

Ist nun unsere Behauptung fiir einen bestimmten Wert von
n richtig, bilden also fiir diesen Wert von »n die 2" Strahlen einer
Gruppe von (P)2" eine zyklisch-projektive Gruppe (27)-ten Grades
erster Art:

H) 9n,19n,2 In,3 « oo Gn,2n N In,2 In,3 Inya oo In, 1,

WO Jn,1 Jn,2 Jn,3 -+ In,on in der natiirlichen Anordnung in einem
der beiden Sinne im Biischel um P aufeinander folgen und wo
die Koinzidenzstrahlen von II die Doppelstrahlen von (P)2 sind,
und schneiden (Fig.2)

In,1s In,29 Gny3y oo In,o®
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den Polarkegelschnitt p2 von P der Reihe nach in den Punkte-
paaren

G2n,1 (}27., a4+ 1y G2n,2 (7‘2",2” + 29 G2n,; (}211, PLOEE N G2n, on G2n, ont+1,
wo die auf der einen Seite des Strahles g, ., und zwar auf der-
jenigen, wo ¢, 2 gleich auf dem Halbstrahl P Gy, 1 (mit Gy, . soll
beliebig einer der beiden Schnittpunkte von ¢, ; mit p2 bezeichnet
werden) folgt, liegenden Schnittpunkte mit (rop o0 Grop sy ... Gay on
bezeichnet sind und die auf der zweiten Seite mit Gy on i,
Gan on sy o.. (fay on+1, so folgen, weil P innerhalb seines Polar-
kegelschnitts p2 liegt (Nr. 2),

Al M Y
(Izn,l (}211,2 G2n,3 Gzn, on (I2n, LY Gzn, on 2 (Tzn, ML geee G2n,2"+1
in der natiirlichen Anordnung in einem der beiden Sinne in
p2? aufeinander.

Nunmehr bilden die Strahlenpaare

In,1 Jn, ony On,2 Jn, 2" —1y On,3 Un, 2% —25 ooy
deren Zeigersumme =1 (mod. 2%) ist, eine Involution (I;), in
der die Koinzidenzstrahlen von II — die, nach der fiir # geltenden
Behauptung, die (konjugiert-imagindren) Doppelstrahlen von (P)2
sind — ein Paar bilden; mithin miissen die (reellen) Doppelstrahlen
von (1;) ein Paar in (P)? bilden und also in bezug auf p? einander
konjugiert sein (nach Nr.2). Der Schnittpunkt des einen Doppel-
strahles von (I;) mit der Polare p von P (auch in bezug auf p?)
mul} somit der Pol des zweiten Doppelstrahles in bezug auf p? sein.
Folglich mufl p2 von der Geraden I, welche (r5,,; mit dem Pole des
innerhalb des Winkels G5, 1 P (ray on+1 liegenden Doppelstrahles
von (1) in bezug auf p? verbindet, also mit dem Schnittpunkte
von p mit dem innerhalb des Winkels G, 1 P Gap, on liegenden
Doppelstrahle von (I,), zum zweitenmal in einem solchen Punkte
geschnitten werden, welcher von (ry,, durch die beiden Doppel-
strahlen von (Z;) harmonisch getrennt ist und also auf dem zu
gn,1 in (1)) zugepaarten g, o» liegt; und zwar mul} dieser zweite
Schnittpunkt von p2 mit | der Punkt Gy, on+1 (nicht Gay, on)
sein, wie man leicht aus dem p? eingeschriebenen vollstindigen
Viereck Gron 1 Gran on Gan, o 41 Gy on+1 mit Hilfe einer bekannten
Eigenschaft solcher Vierecke entnehmen kann. Ebenso wie die
Gerade ! miissen aber alle die Geraden, welche je eins der Punktpaare:
1) Gany Gon,on+1, Gayp Goyant1_yy (fay 5 Gay on+1_4, ...
(;271, on (;2 n, 21 41

Berliner, Habilitationsschrift. 3
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verbinden, durch den Schnittpunkt von p mit dem innerhalb
25 Gan, 1 P Gy, on (und somit auch innerhalb X (fo,, 0 P Gy, on 1,
Gon 3 P (s, o9n» usw.) liegenden Doppelstrahle von (I;) gehen.
Es bilden demmnach die Punktepaare in 1), deren Zeigersumme
=1 (mod. 27t1) ist, eine Involution auf p2, deren Zentrum auf
p liegt und in welcher Involution folglich die (konjugiert-ima-
gindren) Schnittpunkte von p mit p2, also die Doppelpunkte der
von A B C auf p erzeugten Involution (p)2 (Nr. 2) ein Paar bilden.
Weil aber auch die Strahlenpaare

In,1 _(/n,l, !/n,Q.(/n,z"a Yn, 3 !/n, 9N 19 ey
deren Zeigersumme =2 (mod. 27) ist, eine zweite auf (F’)2 sich
stiitzende Involution (Z,) bilden, so kann man in analoger Weise
zeigen, dall auch die Punktepaare

Y M M Y M M
2) (f2n,1 (Qn,l, (’271,2 Gron,on t1, (’2n,3 (12n,2"+1‘11---
Y Y
(TQn,2"+1 (’2n,2"+1,

deren Zeigersumme — 2 (mod. 2"+1) ist, eine Involution auf p2
bilden, von welcher die Doppelpunkte von (p)? ebenfalls ein
Paar sind.

Mithin miissen die 2"+ Schnittpunkte von g, 1, ¢n 2 Gi 35+ I, am
mit p2, von welchen Schnittpunkten die Paare, deren Zeiger-
summe = 1 (mod. 27+1) ist, in der Punktinvolution 1).und die
Paare, deren Zeigersumme =2 (mod. 27+1') ist, in der Punkt-
involution 2) sind, eine zyklisch-projektive Gruppe auf p? bilden:

') Gang Ganyo Gons oo Grangn Grap gngq oo (lgy ont1

el Y Y M M M Y
A (fan,z (Izn.s ('211,4 ('2n,2"+1 (1'21»,2“1-2 (TQn,l

und zwar erster Art, da diese Schnittpunkte in der natiirlichen
Anordnung in p? aufeinander folgen; und die Koinzidenzpunkte
dieser Projektivitdt =z’ bestehen aus dem gemeinsamen Paare
jener beiden Punktinvolutionen 1) und 2), also aus den Doppel-
punkten von (p)=

Weil nun der Biischel der Polaren um P zu der Punktreihe
der Pole auf p2 projektiv ist und die Polaren der auf p? liegenden
(konjugiert-imagindren) Doppelpunkte von (p)? die (konjugiert-
imaginéren) Doppelstrahlen von ()2 sind (nach Nr. 3, 7 u. 2), so
miissen auch die 27+! durch P gehenden Strahlen, deren Pole
die auf p? liegenden Punkte (9, 1, (fap, 2 ... (Fap, on+1 sind, deren
Pole also von P aus durch die Gruppe ¢..1 ¢u,2 --- gn,on vou (I)2"
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projiziert werden, und welche 2% +1 Strahlen mithin eine Gruppe
in (P)2" *' bilden, eine zyklisch-projektive Gruppe (2" +1)-ten Grades
erster Art bilden:
Iy 9o, 1Yo, 2Yan s - You, 2t +1 N Yam 22, 5G2n,4 -+ Y2m, 1
und die Koinzidenzstrahlen dieser Projektivitat I1' miissen, weil
sie die Polaren der Koinzidenzpunkte von =/, also die Polaren der
Doppelpunkte von (p)? sind, die Doppelstrahlen von (P)? sein.
Es gilt somit unsere Behauptung auch fiir ()" ', wenn sie
fir (P)?* gilt. In derselben Weise kann man zeigen, dafi die Be-
hauptung auch fiir (P)2" *'.# richtig bleibt, wenn sie fiir (P)"-3
richtig ist; sie muf} also allgemein gelten, weil sie fiir (P)2 und
(P)? gilt, wo n =1 bzw. »n == 0 ist und die Systeme ()2 und (P)3
mit den von A BC um P erzeugten Involutionen zweiten und dritten
Grades identisch sind (nach Nr.19 und 20).

22. Weil die Zyklen einer zyklischen Projektivitit k-ten Grades
eine Involution desselben Grades bilden, wobei die Koinzidenz-
elemente der Projektivitit die beiden fk-fachen Elemente der In-
volution sind, so bilden die Gruppen von (P)?* und (F)2"-3 Invo-
lutionen (27)- bzw. (2. 3)-ten Grades, welche wir ebenso wie (P)2
und (P)3 die vom Dreieck ABC um P erzeugten Involu-
tionen (P)?* und (P)*"-3 nennen wollen und deren (2")- bzw.
(27.3)-fache Strahlen die Doppelstrahlen von (I’)? sind.

Fassen wir nun die Resultate der letzten drei Nummern zu-
sammen, so haben wir:

Satz 12. Es wird in der oben angegebenen Weise vom
Dreieck A BC

um jeden auf keiner Seite
dieses Dreiecks liegenden
Punkt £ eine Strahleninvo-
lution

aufjederdurchkeine Ecke
dieses Dreiecks gehenden
Geraden p eine Punktinvo-
Jution

(2%)-ten und eine (2".3)-ten Grades (fiir jeden positiven

ganzzahligen Wert von #)

()¥" und (P)2".3 erzeugt;
in diesen Involutionen ist
jeder der beiden Doppel-
strahlen von (P)? ein (2%)-
bzw. (2".3)-facher Strahl.

(p)?" und (p)?".s erzeugt; in
diesen Involutionen ist jeder
der beiden Doppelpunkte von
(p)? ein (2")- bzw. (27.3)-
facher Punkt.
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Jede dieser Involutionen wird von den Zyklen einer zy-
klischen Projektivitdt (2")- bzw. (2».3)-ten Grades erster Art
gebildet. Jede Gruppe in der Involution

(P)?" bzw. (P)?".3 | () bzw. (p)*-3
enthilt 2% bzw. 2* und 2*.3 Gruppen (0 < & < ) der Invo-
lution

(P)Qn—k bZW. (P)2n—-—k.3 (p)gn——k bZW. (p)21l-k_ 3
und (P)" % und (p)" %
und zwar bilden je 2*—% bzw. 22—%.3 und 2" —* Elemente

der erstern Gruppe, deren Zeiger zu einer und derselben
Zahl kongruent sind (mod. 2¥ bzw. mod. 2* und mod. 2*. 3), wenn
die Ordnung der Elementenzeiger mit der natiirlichen An-
ordnung in einem der beiden Sinne im Gebilde iibereinstimmt,
eine der letztern Gruppen.

Charakteristisch fiir die Involutionen
(P)*" und (P)"-s ist, dab (p)?" und (p)2*-3 ist, daB die
die Pole einer jeden ihrer Polaren einer jeden ihrer
Strahlengruppen von P aus Punktgruppen von p in einer
durch eine Strahlengruppe Punktgruppe von (p)2* !
von (P)#" ™! baw. (P)*" '3 bzw. (p)*"~'.3 geschnitten
projiziert werden, werden,

welche letztere Gruppe die Reprisentationsgruppe

in (P)" 7" baw. (P)2" '3 | in (p)®" " baw. (p)" 1.

der erstern ist.

Dafi diejenigen 2"—* Elemente, deren Zeiger zu einer und
derselben Zahl kongruent sind (mod. 2%), eine Gruppe bilden, er-
gibt sich aus der Bemerkung, dafl zwischen zwei aufeinander-
folgenden Elementen einer zyklisch-projektiven Gruppe erster Art,
also zwischen zwei in der natiirlichen Anordnung im Gebilde auf-
einanderfolgenden Elementen der Gruppe, nur ein Element aus
jeder andern Gruppe derselben zyklischen Projektivitit liegt.

Anmerkung. In den Involutionen (P)* und (p)* bestehen
die Quadrupel aus je zwei durcheinander harmonisch getrennten
Paaren von (P)? bzw. (p)2; dies folgt auch daraus, dafi die Pole
eines Quadrupels von (P)¢, welche Pole auf p? liegen und von P
aus durch ein Strahlenpaar in (P)2, also (Nr.2) durch zwei in
bezug auf p2 konjugierte Gerade projiziert werden, vier harmo-
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nische Punkte auf p? sein miissen. In den Involutionen (P)¢ und
(p)¢ bestehen die Gruppen aus je drei, ebenso wie p 4 Py Pp Pp,
P, Pl harmonisch beschaffenen Paaren von (P)? bzw. (p)? und zu-
gleich aus zwei zueinander harmonischen Tripeln von (P)3 bzw. (p)3
(Nr. 20). Die Involutionen (p)?" und (p)?*-3, die von den Zyklen
solcher zyklischer Projektivititen gebildet werden, deren Koinzi-
denzpunkte die Doppelpunkte von (p)? sind, werden aus denjenigen
Punkten, aus denen (p)?2 durch je eine rechtwinklige Strahlen-
involution projiziert wird, durch je eine Involution der regel-
mifigen (27)- bzw. (27.3)-Strahlen projiziert. Dasselbe gilt auch
dann, wenn an Stelle von (p)2", (p)?"-¢ und (p)? die Projektionen
von (P)?", (P)*"-% und (P)? auf irgendeine Gerade treten. Dies
bietet ein zweites (s. o. Nr.19) Mittel dar, um die simtlichen Ele-
mente einer Gruppe von (P)2", (P)?*-3, (p)?", (p)?"-3 aufzufinden,
wenn auch nur ein Element derselben Gruppe gegeben ist. Zu-
gleich erkennt man hierdurch, dal, wenn die beiden von ABC um
einen Punkt und auf einer Geraden erzeugten Involutionen zweiten
Grades perspektiv sind, dann auch die beiden von A BC um den-
selben Punkt und auf derselben Geraden erzeugten Involutionen
2" )-ten bzw. (27.3)-ten Grades perspektiv sind. Der Satz 3 (Nr.10)
(geht somit iiber in

Satz 13. Die vom Dreieck 4 BC

um einen Punkt P erzeugten
Strahleninvolutionen (P)2"
und (P)?%3 sind auller zu
den von A BC auf der Polare
pvon P erzeugten Punktinvo-
lutionen (p)?* bzw. (p)2".3
nur noch zu den von ABC
auf den simtlichen Tangen-
ten ¢ des Polarkegelschnitts
P2 von p erzeugten Punkt-
involutionen (¢)2" bzw. (q)"-3
perspektiv.

auf einer Geraden p erzeug-
ten Punktinvolutionen (p)?"*
und (p)2"™-3 sind auller zu den
von A BC um den Pol P von
p erzeugten Strahleninvolu-
tionen (P)2" bzw. (P)2"-% nur
noch zu den von ABC um
die sdmtlichen Punkte G des
Polarkegelschnitts p2 von P
erzeugten Strahleninvolutio-
nen (G)?" bzw. (G)2"-3 per-
spektiv.

28. Doch zeichnen sich Pol und Polare und diejenigen drei
Tangenten des Polarkegelschnitts der Polare, welche die vierten
harmonischen zu je einer der Seiten a, b, ¢ von ABC (welche
Seiten zugleich Tangenten desselben Polarkegelschnitts sind) in
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bezug auf die beiden andern Seiten sind, und diejenigen drei
Punkte des Polarkegelschnitts des Pols, welche die vierten har-
monischen zu je einer der Ecken von AB (C (welche Ecken zu-
gleich auf diesem Polarkegelschnitt liegen) in bezug auf die beiden
andern Ecken sind, von allen iibrigen Tangenten des erstern Polar-
kegelschnitts bzw. von allen iibrigen Punkten des letztern Polar-
kegelschnitts im Folgenden aus (siehe weiter unten Nr.27); es gilt
nimlich der

Satz 14, Der Strahlenbiischel um P, welcher von den
Reprisentanten der Strahlengruppen in (P)2" (wo n jeden
positiven ganzen Wert annehmen darf) gebildet wird,
und diejenige Punktreihe auf der Polare p von P, welche
von den Reprisentanten der Punktgruppen in (p)2* gebildet
wird, liegen zueinander involutorisch, wenn in diesen beiden
Gebilden solche Elemente einander zugewiesen werden, die
Reprisentanten inzidenter Gruppen in (P)2" und (p)?* sind,
und zwar werden die hierdurch um P und auf p entstehen-
den Involutionen mit (P)2 und (p)? identisch sein. Das
Néamliche gilt von

demselben Strahlenbiischel
um P und einer derjenigen
Punktrethen auf den drei
Tangenten p, p;, p. des Po-
larkegelschnitts I°2 von p,
welche von den Repriisen-
tanten der Punktgruppen in
den von ABC erzeugten,
zu (P)?" perspektiven Punkt-
involutionen (py)2", (pi)?",
(p))?* gebildet werden, wo
Puy Pby Pe an P2 die vierten
harmonischen Tangenten zu
je einer der Dreieckseiten
a, b, ¢ in bezug auf die
beiden andern Seiten sind.

Es ist also der Re-
prasentant einer Strahlen-
gruppe in (P)" von dem

derselben Punktreihe auf p
und einem derjenigen Strah-
lenbiischelumdie dreiPunkte
Py, Py, P des Polarkegel-
schnitts p2 von P, welche
von den Reprisentanten der
Strahlengruppen in den von
ADBC erzeugten, zu (p)*"
perspektiven Strahleninvolu-
tionen (I’4)?", (Pp)?", (L¢)*"
gebildet werden, wo Iy, Py,
Py in p? die vierten har-
monischen Punkte zu je einer
der Ecken A4, B, C in bezug
auf die beiden andern Ecken
sind.

Es ist also der Re-
priisentant einer Punkt-
gruppe in (p)? von dem
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Reprisentanten der mitjener
Strahlengruppe inzidenten
Punktgruppe in bzw. (p),
@), ()", (po)?" durch
die Doppelelemente von ()2
und ebenso durch die von
baw. ()5, (0)2, (Ph)2, (0)°
harmonisch getrennt.

Ferner ist das Reprisen-
tationstripel einer Strahlen-
gruppe in (P)?"-3 zu dem
Reprisentationstripel — der
mit jener Strahlengruppe in-
zidenten Punktgruppe in bzw.
(P2, (@2, ()"
(pi)2"-3 harmonisch.

Reprisentanten der mit
jener Punktgruppe inziden-
ten Strahlengruppe in bzw.
(PY?, (P, (PR, (Poy™
durch die Doppelelemente
von (p)2 und ebenso durch
die von bzw. (P)?2, (P4)?
(PBr)% (P¢)? harmonisch ge-
trennt.

Ferner ist das Reprisen-
tationstripel einer Punkt-
gruppe in (p)?*-% zu dem
Repriisentationstripeldermit
jener Punktgruppe inziden-
ten Strahlengruppe in bzw.
(1))2",3’ (1);‘)2".3, (l)b)g".ﬁ,
(P¢)?"- 3 harmonisch.

Beweis. Wie mit Hilfe des Satzes 2 (Nr.8) leicht ein-
zusehen ist, mull der Strahlenbiischel der Reprisentanten der
Paare in (P)? zu der Punktreihe der Reprisentanten der Paare
in (p)? projektiv sein mit solchen Elementen als entsprechenden,
welche Repriisentanten inzidenter Paare in (P)2 und (p)? sind.
In dieser Projektivitit entsprechen nuu den drei durch P gehenden
Ecktransversalen von A B C, nidmlich: p,, p, und p , welche die
Reprisentanten der Strahlenpaare p,p',, PPy, PPy vou (P)?
sind (nach Nr.7), die drei Schuittpunkte der Seiten von 4 BC
mit p, ndmlich: P,, P>, und P., welche die Reprédsentanten der
Punktepaare I, I’,, P, P, und I’ P, von (p)? sind; da diese drei
Punktepaare mit jenen drei Strahlenpaaren inzident sind (Nr.5).
Die drei Lcktransversalen p,, p,, p, gehen aber durch die drei
zu P,, I, P. in der Involution (p)? zugepaarten Punkte P, F;,
P;; mithin mull dies durchweg geschehen und jeder Strahl von P
geht durch denjenigen Punkt von p, welcher zu dem demselben
Strahle von I’ in der Projektivitit entsprechenden Punkte zu-
gepaart ist in (p)2 Damit ist der vorstehende Satz fiir (/)2 und
(p)? (n = 1) bewiesen.

Nach dem soeben Bewiesenen muf} nun der die Pole eines
Strahlenpaares in (P)? von P aus projizierende Strahl (der der
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Représentant jenes Strahlenpaares ist) von demjenigen Punkte,
in dem die Polaren des mit jenem Strahlenpaare inzidenten
Punktepaares in (p)? sich schneiden (welcher Punkt also der Re-
priasentant dieses Punktepaares ist), durch die Doppelelemente von
(P)2 und (p)? harmonisch getrennt sein. Mithin inzidiert das die
Pole eines Strahlenquadrupels in (P)* von P aus projizierende
Strahlenpaar in (P)? mit demjenigen Punktepaar in (p)?, in
welchem die Polaren des mit jenem Strahlenquadrupel inzidenten
Punktquadrupels der zu (P)* perspektiven (p)¢ sich schneiden.
Nun enthilt aber jede Strahlengruppe in (P)2" (n = 2) 2"~* Strahlen-
quadrupel von (P)* und die mit ihr inzidente Punktgruppe in
der zu (P)2" perspektiven (p)=" 2"* Punktquadrupel von (p),
von welchen Punktquadrupeln jedes mit einem der 2" Strahlen-
quadrupel von (P)* inzident ist. Also mul} die die Pole einer
Strahlengruppe in (P)?" von P aus projizierende Strahlengruppe
in (P)*"~" mit derjenigen Punktpruppe in (p)?*" inzidieren, in
welcher die Polaren der mit der ersten Strahlengruppe inzidenten
Punktgruppe von (p)?" sich schneiden; oder mit andern Worten
(nach Nr.19): die Reprisentationsgruppen in (P)?" ' und (p)*"~"
inzidenter Gruppen in (P)?" und (p)*" sind gleichfalls inzident.
Mithin inzidieren auch die Reprisentationsgruppen in (P)*" >
und (p)?" % in (P)?*° und (p)"~° usw. bis in (P)2 und (p)?
wenn die reprisentierten Gruppen in (F)?" und (p)?" inzidieren.
Folglich muB8 der Reprisentant einer Strahlengruppe in (P)?" von
dem Reprisentanten der mit jener Strahlengruppe inzidenten Punkt-
gruppe in (p)2" durch die Doppelelemente von (P)2 und (p)? har-
monisch getrennt sein, da diese beiden Reprisentanten zugleich die
Reprisentanten derjenigen inzidenten Paare in (P)? und (p)? sind,
welche die Repriisentationspaare in (P)2 und (p)? jener inzidenten
Gruppen in (P)2" und (p)?* sind; damit ist der vorstehende Satz
fir (P)2" und (p)?", auch wenn n>1 ist, bewiesen.

Weil nun eine Gruppe in (P)2"-3 aus drei Gruppen von
(P)?" besteht, und das Représentationstripel der erstern Gruppe
aus den drei Reprdsentanten der drei letztern besteht (Nr.20),
und dasselbe von einer Gruppe in der zu (P)?"-3 perspektiven
(p)?"-8 gilt, so mufl, nach dem eben Bewiesenen, das Repriisen-
tationstripel einer Strahlengruppe in (P)?"-3 durch dasjenige
Punkttripel in (p)* gehen, dessen Punkte den Punkten des Re-
préasentationstripels der mit jener Strahlengruppe inzidenten Punkt-
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gruppe von (p)2"- 3 zugepaart sind in (p)?2 und welches Punkt-
tripel also zu dem letztern Repriisentationstripel harmonisch ist
(Nr. 4). Der vorstehende Satz ist also fiir P und p bewiesen.

In ganz analoger Weise kann man zeigen, dafl dieser Satz
auch fiir P und eine der drei Tangenten pi, p;, p. von P2 und
fir p und einen der drei Punkte P}, Pg, P¢ von p? gilt. Denn
(P)?" und (P)2".s sind etwa zu (pq)2" und (pg)2"-® perspektiv
(Satz 13), und die Tangente p;, die am Polarkegelschnitt P2 von p
die vierte harmonische zu der Tangente a, der Polare von P,=pa,
in bezug auf die Tangenten b und ¢, die Polaren von P,=pb und
P.=pec, ist, mull die Polare des auf der Ecktransversale p, =P A
liegenden Punktes P, von p (Nr.5) sein, welcher Punkt P, der
vierte harmonische zu P, in bezug auf P, und P, ist. Es geht
also die Ecktransversale p, =P, 4 durch den in (p)? zum
Schnittpunkte p,ae zugepaarten Punkt (nach Nr.5) und
mithin gehen p, und p, durch die in (p,)? zu den Schnitt-
punkten pyc und p,b zugepaarten Punkte; da p,pyp, ein
Tripel in (P)% und die in (p;)? zu p,a, p. b, p, ¢ zugepaarten Punkte
ein mit (pia)(pud)(pec) gleichen Sinn habendes Tripel in der
zu (P)3 perspektiven (p;)® bilden (Nr.4) und der durch ABC
um P festgelegte Sinn zu dem auf p, festgelegten ent-
gegengesetzt ist (Nr.11).



Zweiter Abschnitt?).

Prozels der Reprasentantenbildung.

§ 5.

24. Wie wir oben (Nr.19) sahen, werden in der von ABC
in einem Gebilde erster Stufe, welches keine Iicke bhzw. Seite
von ABC enthilt, erzeugten Involution (27)-ten Grades durch
irgendein Element desselben Gebildes zwei Gruppen bestimmst,
niamlich: eine, deren Reprisentant jenes Element ist, und eine
zweite, der jenes Element angehort.

Nun wollen wir die Frage aufwerfen:

Gibt es im Gebilde erster Stufe Iilemente, bei denen
die je zwei durch sie in der Involution (2")-ten Grades be-
stimmten Gruppen zusammenfallen; oder mit anderen Worten:
gibt es Elemente, welche den durch sie reprisentierten
Gruppen der Involution (27)-ten Grades angehéren?

Dieser Frage konnen wir noch eine andere Form geben. Zu
diesem Zweck bemerken wir folgendes:

Indem wir den Repriisentanten einer Gruppe in einer In-
volution (2")-ten Grades als den Repriisentanten eines jeden der
2" dieser Gruppe angehorenden Elemente ansehen, kénnen wir
von einem ersten, zweiten, dritten und iiberhaupt von einem n-ten
Reprasentanten eines Elementes sprechen. Iis hat nimlich in
einem Gebilde erster Stufe, welches keine kcke bzw. Seite
von ABC enthilt, jedes Element (), als einem Paare in der
von ABC im Gebilde erzeugten Involution zweiten Grades an-
gehorig, einen ersten Reprisentanten @M, ndmlich den Reprisen-
tanten dieses Paares; dasselbe Element ¢, als einem Quadrupel
in der Involution vierten Grades angehorig, hat einen zweiten

1) In diesem Abschnitt kommen nur reelle Gebilde und Elemente in
Betracht.
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Repriasentanten ¢®, nimlich den Repriisentanten dieses Quadrupels,
und ebenso, als einer Gruppe in der Involution achten Grades
angehorig, einen dritten Q% und iiberhaupt, als einer Gruppe
in der Involution (27)-ten Grades, einen n-ten Reprisentanten
@®. Jedes Element hat also nur einen n-ten Reprisentanten (fiir
jeden positiven ganzen Wert von n), dagegen werden von jedem
Elemente, als n-ten Repriisentanten, 2* Elemente, ndmlich die
2" Elemente einer Gruppe in der Involution (2%)-ten Grades repré-
sentiert.

Um den ersten, zweiten usw. Repriisentanten eines Elementes
zu ermitteln, haben wir, wenn das Element etwa ein Strahl von
P ist, P mit dem Pole dieses Strahles durch eine Gerade zu
verbinden, darauf mit dem Pole dieser Verbindungsgeraden durch
eine zweite Gerade, sodann mit dem Pole der zweiten Verbindungs-
geraden durch eine dritte usf.; die erste, zweite nusw. Verbindungs-
gerade werden dann der erste, zweite usw. Reprisentant jenes
Strahles von P sein (nach Nr.19).

Der n-te Reprisentant eines Elementes ist also zugleich der
erste, der zweite und iiberhaupt der k-te Reprasentant (L < n)
des (n —1)-ten bzw. des (n — 2)-ten Dhzw. des (n —k)-ten Re-
prasentanten desselben Klementes.

Die aufgeworfene Frage ist nun mit folgender gleichbedeutend:

Gibt es in einem Gebilde erster Stufe, welches keine

Ecke bzw. Seite von ABC enthilt, Elemente, die mit

ihren n-ten Reprisentanten zusammenfallen?

25. Ohne die Allgemeinheit zu beeintrichtigen, konnen wir
uns auf den Fall beschrinken, wo das Gebilde ein Strahlenbiischel
um den auf keiner Seite von ADBC liegenden Punkt P ist.

Allererst erkennt man, dal} jeder der drei durch P gehenden
Ecktransversalen von A B C mit seinem n-ten Reprisentanten
(fiir jeden Wert von n) zusammenfillt. Denn der Pol einer
durch P gehenden Ecktransversalen ist die auf derselben liegende
Ecke; es fillt also die P mit diesem Pole verbindende Gerade,
der erste Repriisentant jener Ecktransversalen, und mithin auch
der zweite, dritte usw. Repriisentant mit jener Ecktransversalen
zusamimen.

Ferner sieht man auch ein, daB auller den Ecktransversalen
kein Strahl von P mit seinem ersten oder zweiten Reprisentanten
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el

zusammenfallen kann?). Denn kein durch keine Kcke von 4 BC
gehender Strahl von P kann seinen Pol enthalten (Nr.1) und
somit mit seinem ersten Reprisentanten zusammenfallen. Sollte
aber ein solcher Strahl mit seinem zweiten Reprdsentanten zu-
sammenfallen, so wiirde dann jeder der beiden Strahlen, nimlich
der mit seinem zweiten Reprisentanten zusammenfallende Strahl
und sein erster Reprisentant, den Pol des andern enthalten,
was unmoglich ist; da die Polare eines Punktes ganz aulerhalb
des von den Polen der durch diesen Punkt gehenden Strahlen
gebildeten Kegelschnitts, des Polarkegelschnitts dieses Punktes,
liegt (Nr.2).

Dual fallt jeder der drei Schnittpunkte einer Geraden mit
den Seiten von A B C mit seinem n-ten Repridsentanten zusammen
(fur jeden Wert von ») und kein von diesen Schnittpunkten
verschiedener Punkt der Geraden fdllt mit seinem ersten oder
zweiten Reprisentanten zusammen.

Es fragt sich also nur noch: ob es auller den KEcktrans-
versalen noch Strahlen von P gibt, die mit ihren n-ten Repriisen-
tanten zusammenfallen, wo n > 3 ist.

26. Um nun die aufgeworfene I'rage vollstindig beantworten
zu konnen, bediirfen wir des nichsten Satzes, welcher uns erlauben
wird, den n-ten Reprisentanten eines Elementes direkt, ohne Ver-
mittelung der fritheren Reprisentanten anzugeben und welchem
Satze wir folgendes voranschicken.

Es sei p irgendeine durch keine Ecke von ABC gehende
Gerade, ¢ irgendein Punkt auf ihr, P, ihr Schnittpunkt mit der
Seite ¢ von ABC und R einer der beiden Punkte, aus denen die
von ABC auf p erzeugte Involution (p)? durch je eine rechtwink-
lige Strahleninvolution projiziert wird. Ferner sei I’ der Pol von p,
g; irgendein durch P gehender Strahl, p, die P mit der Ecke A
von ABC verbindende Ecktransversale und die Punkte ¢; und P,
seien die Spuren von ¢; und p, auf p. Wir wollen dann den Winkel,
durch welchen diejenige Strecke, deren Anfangs- und Endpunkt

1) Dies gilt aber nicht mehr von imaginiren Strahlen von P; denn,
wie nach Nr.3 (8.5), 7 (8.12,13), 2 (S.2), 5 und 26 (8. 46) leicht einzusehen,
ist jeder der beiden konjugiert-imaginéren Doppelstrablen von (P)? der erste
Reprisentant des andern, und mithin fallt jeder dieser beiden Doppelstrahlen
mit seinem zweiten Représentanten zusammen.
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P, und @ sind, von B aus projiziert wird, den Ordinatenwinkel
von ) nennen; und zwar ist dieser Ordinatenwinkel (der immer vom
Schenkel P, I aus gemessen werden soll) entweder der Winkel £, B¢
selbst, oder sein Nebenwinkel (welcher letztere von P, und der
Verlingerung von @I gebildet wird und welcher also zu P, RQ
entgegengesetzten Sinn hat), je nachdem wir uns denken, daff ¢
von P, aus nach seiner jetzigen Lage auf der endlichen Strecke
zwischen P, und ¢ sich bewegt habe, oder im entgegengesetzten
Sinne auf der unendlichen. Ingleichen wollen wir den Winkel,
durch welchen diejenige Strecke, deren Anfangs- und Endpunkt
P, und @; sind, von B aus projiziert wird, den Ordinatenwinkel
von g; nennen; und zwar ist dieser Ordinatenwinkel (der immer von
P, R aus gemessen werden soll) entweder der Winkel P, R ; selbst,
oder sein Nebenwinkel (welcher letztere von P, E und der Ver-
lingerung von ;R gebildet wird und welcher also zu P, R ¢); ent-
gegengesetzten Sinn hat), je nachdem wir uns denken, dal g; von
p, aus (und somit @; von P, aus) nach seiner jetzigen Lage in
dem einen oder im entgegengesetzten Sinne sich bewegt habe.
Denken wir aber uns, dafl der Punkt ¢) von P, aus, bzw. der Strahl
gi; von p, aus nach seiner jetzigen Lage erst dann gekommen sei,
nachdem er die ganze Gerade p, bzw. den ganzen Biischel um
P k-mal durchlaufen habe, so wird der Ordinatenwinkel von @
bzw. von ¢; der Winkel P, R¢) + k= bzw. P, R Q; + k=x oder ihre
Nebenwinkel + k=, abhéingig vom gedachten Sinne der Bewegung
von @ bzw. von g;, sein. Dabei soll einer der beiden Sinne auf p
(bzw. im Biischel um P) und also der diesem entsprechende im
Biischel um R als der positive und der andere als der negative
gelten, und demnach werden wir zwischen positiven und negativen
Ordinatenwinkeln unterscheiden.

Der Ordinatenwinkel (mit Vorzeichen versehen) eines Ele-
mentes gibt also nicht nur das Element selbst an, sondern auch
den Weg, den dasselbe Element bei seiner Bewegung von P, aus
bzw. von p, aus nach seiner jetzigen Lage zuriickgelegt hat.

Es gilt nun der

Satz 15. Der Ordinatenwinkel des n-ten Reprisentanten
eines Elementes ist (absolut genommen) 2"-mal groer als
der Ordinatenwinkel des ndmlichen Elementes; diese beiden
Ordinatenwinkel haben gleichen oder entgegengesetzten Sinn,
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je nachdem n gerade oder ungerade ist. Ist also @ der Or-
dinatenwinkel des Elementes und o™ der des n-ten Reprisen-

tanten, so 1ist O = (—2)rw.

Beweis. Durchlduft ein Strahl ¢ im Biischel um P ein Inter-
vall, welches von zwei aufeinanderfolgenden Strahlen g.; und
Jr.i41 einer Gruppe in (P)? begrenzt wird und welches Intervall
mehr keinen Strahl derselben Gruppe enthilt, stetig, so durchliuft
der Pol (+ von ¢ auf dem Polarkegelschnitt p2 von P das Intervall,
welches von den beiden Iolen Gy und Gy ; 4, von gy ; und ¢ ; 4,
begrenzt wird und welches mehr keinen Pol eines Strahles der-
selben Gruppe enthélt, ebenfalls stetig; da die Punktreihe der
Pole zu dem Biischel der Polaren projektiv ist (Nr. 2). Alsdann
mul aber auch der (+ von dem innerhalb p? liegenden Punkte P
aus projizierende Strahl, der erste Reprisentant ¢@ von g, im
Biischel um P dasjenige Intervall einmal stetig durchlaufen,
welches von g%, und g i1, den beiden ersten Repriisentanten
der zwel aufeinanderfolgenden Strahlen ¢, ; und gy ; 4+, der Gruppe
in (P)%, begrenzt wird und mehr keinen ersten Repriisentanten
eines Strahles derselben Gruppe von (P)2" enthiilt, welches Intervall
also von zwei Strahlen einer Gruppe in (P)?*~! (nach Satz 12 in
Nr. 22) begrenzt wird und mehr keinen Strahl dieser Gruppe in
(P)* ™! enthillt; und zwar sind die dieses Intervall begrenzenden
ersten Repriisentanten gt und gii.; , ,, zwei aufeinanderfolgende
Strahlen der Gruppe in (P)?* ', da sie ein aulier ihnen mehr
keinen Strahl derselben Gruppe in (P)?* ™' enthaltendes Inter-
vall um P abgrenzen. (Ist & = 1, so reduziert sich eine
Gruppe in (P)?*™' = (P)! auf einen einzigen Strahl von P, und
das Intervall zwischen zwei aufeinanderfolgenden Strahleu einer
Gruppe in (P)! macht den ganzen Biischel um P aus.) Nunmehr
miissen aber die Bewegungen von ¢ und ¢® einander entgegen-
gesetzt sein. Denn, wenn ¢ in einem und demselben Sinne um P
sich dreht, muB ¢® (der den Pol (+ von ¢ mit dem innerhalb
des Polarkegelschnitts p? liegenden Punkte P verbindet) auch in
einem und demselben Sinne um P sich drehen; der letztere
Sinn mub also zum erstern immer entgegengesetzt sein, wie dies
beim Durchgang durch eine Ecke von ABC der Fall ist, wo in
diesem Moment g und y® zusammenfallen (Nr.25) und alsbald,
da die Polare ¢ mnicht in das ihren Pol (G enthaltende Dreiecks-
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gebiet eindringen kann (Nr.1), in entgegengesetzten Richtungen
auseinander gehen. Wenn also g ¢ aufeinanderfolgende Intervalle,
von denen jedes von zwei aufeinanderfolgenden Strahlen einer
und derselben Gruppe in (P)?* begrenzt wird und mehr keinen
Strahl derselben Gruppe enthiilt, stetig durchlaufen wird, so wird
¢© ¢ aufeinanderfolgende Intervalle, von denen jedes von zwel
aufeinanderfolgenden Strahlen einer und derselben Gruppe in
(P)¥ ™" begrenzt wird und mehr keinen Strahl derselben Gruppe
in (P)? " enthiilt, im entgegengesetzten Sinne stetig durchlaufen.

Weil aber die Spuren zweier aufeinanderfolgender Strahlen
einer Gruppe in (P)2° bzw. in (P)?* ™" auf p, der Polare von P,
aus dem Punkte B, aus dem (p)? durch eine rechtwinklige Strahlen-

mvolution projiziert wird, durch zwei miteinander einen Winkel —Tc

anjf bildende Strahlen projiziert werden (Anmerkung in

Nr. 22), so geht das letzte Ergebnis ins folgende iiber: Durchlduft
ein Strahl g von P ein Intervall, dessen Spur auf p von R aus

bzw.

durch einen Winkel ?—27: projiziert wird (wo dieser Winkel im

Sinne der Bewegung der Spur von g auf p gemessen werden soll),
stetig, so durchlauft g®, der erste Reprisentant von g, im ent-

gegengesetzten Sinne ein Intervall um P, dessen Spur auf p von R

aus durch einen Winkel —‘211 = 2k prounert wird, stetig;
dabei bedeuten ¢ und & beliebige, aber nur ganze Zahlen.

Weil ferner jeder beliebige Winkel om, wo o nicht in der

i . N . . .
Form darstellbar ist oder sogar irrational ist, zwischen zweil

2k
Winkeln Slk und (s + )— liegt (wo s eine ganze Zahl bedeutet),
und weil der Winkel ?)’;C und mithin auch - dadurch beliebig

klein gemacht werden kann, dal % hmrelchend gloﬁ genommen
wird, so zeigt der Ubergang zur Grenze, wo hm 2’;; = 0, dab,

wenn auch ¢ ein Intervall um P, dessen Spu1 auf p von R aus
durch einen beliebigen Winkel «= projiziert wird, stetig durch-
Liuft, ¢ ein Intervall um P, dessen Spur auf p von R aus durch
einen Winkel — 2« m projiziert wird, im entgegengesetzten Sinne
stetig durchliuft.
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Ist nun das von g durchlaufene Intervall von P, dessen Spur
auf p von I aus durch einen beliebigen Winkel am projiziert
wird, von der Ecktransversale p,, als Anfangsstrahl, und irgend-
einem Strahle g;, als Endstrahl, begrenzt, und ist mithin das
von gW im entgegengesetzten Sinne um I’ durchlaufene Intervall,
dessen Spur auf p von R aus durch den Winkel — 2 ax projiziert
wird, von p, (nach Nr. 25), als Anfangsstrahl, und ¢ (dem ersten
Reprisentanten von g;), als Endstrahl, begrenzt, so sind ez und
—924m die Ordinatenwinkel ; bzw. ©° der Endstrahlen ¢; und
¢; mithin muB fiir jeden beliebigen Strahl g; sein:

mﬁ»” = —2a;.

In ganz analoger Weise kann man zeigen, dal}, wenn @ und
©® die Ordinatenwinkel irgendeines Punktes und dessen ersten
Reprisentanten sind,

o = —2a@.

Hiermit ist der vorstehende Satz fiir » = 1 bewiesen; seine
allgemeine Giiltigkeit kann durch den Schlufl von » auf n 4+ 1
nachgewiesen werden. Gilt ndmlich dieser Satz fiir einen be-
stimmten Wert von #, ist also fiir diesen Wert von #n:

o™ —= (—2)"w,
so mul}, weil der (n 4 1)-te Reprisentant eines Elementes zugleich
der erste Reprisentant des n-ten Repriisentanten desselben Ele-
mentes ist (Nr. 24) und der vorstehende Satz fiir den ersten Re-
prisentanten (» = 1) schon bewiesen ist, sein:

ot — Qe —= — 2(-—-2)”(0 S (— 2)"“'1&),
somit gilt dann dieser Satz auch fiir » -+ 1; nun gilt er fiir n =1,
mithin allgemein.

27. Beildufig bemerken wir, dal der Satz 15 (nach Anmer-
kung in Nr. 22) auch dann noch richtig bleibt, wenn zur Bestim-
mung der Ordinatenwinkel der Strahlen von P an Stelle der
Spuren dieser Strahlen auf der Polare p von I die Spuren der-
selben Strahlen auf irgendeiner beliebig zu nehmenden Geraden 1
benutzt werden und an Stelle des oben (Nr. 26) angegebenen
Punktes I einer derjenigen Punkte benutzt wird, aus denen die
Projektion von (P)? auf I durch je eine rechtwinklige Strahlen-
involution projiziert wird, insbesondere wenn an Stelle der Spuren
der Strahlen von P auf p die Spuren derselben auf irgendeiner
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Tangente ¢ des Polarkegelschnitts P2 von p benutzt werden und
an Stelle von R derjenige Punkt S benutzt wird, aus dem die
von ABC auf q erzeugte, zu (P)? perspektive (Satz 3 in Nr.10)
Punktinvolution (q)? durch eine rechtwinklige Strahleninvolution
projiziert wird.

Ist nun g irgendein Strahl von P, K seine Spur auf der
Tangente ¢ des Polarkegelschnitts P2 von p, ¢, der Schnittpunkt
von g mit der Seite « von A BC| K, die Spur der durch P gehen-
den Ecktransversale p, (:= PA) auf ¢, ferner ¢ der n-te Reprisen-
tant von ¢ und K® der von K, und werden dic Tangente ¢ und
der obige Punkt S zur Bestimmung der Ordinatenwinkel nicht
nur fiir die Punkte von ¢, sondern auch fiir die Strahlen von P
benutzt, wo jedoch fir die Punkte von ¢ S¢, und fiir die Strahlen
von P SK, je als Anfangsstrahl der Messung der Ordinatenwinkel
genommen werden muf (Nr. 26), und sind (in diesen Ordinaten-
systemen) £, W, &, © und o™ der Reihe nach die Ordinaten-
winkel von A, K, K, g und g®, wo bei der Bestimmung von
L, £ und o gedacht wird (Nr. 26), dall K, und K von ¢, aus
und ¢ von p, aus nach ihren jetzigen lLagen sdmtlich in einem
und demselben Sinne, ndmlich im Sinne der endlichen Strecke
Q. K, sich bewegt haben, so sind entweder

0 — -8, und M = (— 2)" (L — £,),
oder

0 =89 — 8,4+ x und oW = (— 2)" (2 — &, + n),
je nachdem K auf der unendlichen oder auf der endlichen von
Q. und K, (auf ¢) begrenzten Strecke liegt. Es werden also die
beiden Punkte, ndmlich die Spur von ¢® auf ¢ und K®, von S
aus durch zwei Strahlen projiziert, welche miteinander einen
Winkel [(—2)*—1]L, bilden; denn dieser Winkel ist gleich
QMW — o®w — L, da, um diesen Winkel zu erhalten, wenn »n gerade
ist und alsdann L0 und ©® mit & und e, also mit £, gleichen
Sinn haben, wegen der Abweichung des zweiten Anfangsstrahles
S K, vom erstern S ¢, um £, von (Q® — @™) der Winkel £, sub-
trahiert werden mufl und, wenn » ungerade ist und alsdann Q@
und @™ zu £, entgegengesetzten Sinn haben, wegen der nim-
lichen Abweichung zu (22 — ™) der Winkel — £, addiert werden
mul}; dieser Winkel ist also in beiden Fillen

= (—2rQ—(—2(Q—8Q)— 8, = [(—2) — 1] 2,
oder

Berliner, Habilitationsschrift. 4
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=(—2)'QR—(—2)(R— L, +7)— L, = [(—2)"—1] L, — (—2)"7,
wo das Vielfache von m weggelassen werden kann.

Durchlauft nun der Strahl ¢ ein Intervall um P und mithin
seine Spur K ein Intervall auf ¢, welche beide Intervalle von je
zwei aufeinanderfolgenden Elementen einer Gruppe in (P)*" bzw.
in (9)2" begrenzt werden und mehr kein Element derselben Gruppe
enthalten, so durchlaufen die n-ten Repridsentanten ¢ von g und
K® vyon K solche Intervalle, welche von je zwei aufcinander-
folgenden Elementen einer Gruppe in (PR"7™" = (P)! bzw. in
(9)*"™ = (9)! begrenzt werden und mehr kein Element derselben
Gruppe enthalten (nach Nr.26 mit Hilfe des Schlusses von » auf
n -+ 1 oder wie aus Satz 15 leicht zu entnehmen ist), also den
ganzen Biischel um P bzw. die ganze Gerade ¢ einmal. Die
beiden, wahrend dieser Bewegungen, von K® und der Spur von
¢ auf q beschricbenen Punktreihen, welche, weil diese Spur und
K® yon S aus durch zwei einen konstanten Winkel, némlich
den Winkel [(—2)* — 1]£,, bildende Strahlen projiziert werden,
von S aus durch zwei konzentrische, gleiche und gleichlaufende
Strahlenbiischel projiziert werden, miissen projektiv sein fiir
jeden beliebigen, aber positiven ganzen Wert von n. Diese
beiden projektiven Punktreihen sind nur dann identisch, wenn der
konstante Winkel [(— 2)* — 1], =+ k=, (— 1)"[2" — (— 1)"] L,

— bl [20— (— L] Q| =, also | Q] = 24’("_7) (wo &

eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet), wenn also (s. weiter
unten Satz 19 in Nr.29) p, durch einen solchen Punkt von ¢
geht, der ein n-ter Koinzidenz-Reprisentant ist. Sollen diese pro-
jektiven Punktreihen auf q fiir jeden beliebigen positiven ganzen
Wert von # identisch sein, so wird dann, weil nur die Zahl 3
in [27 — (— 1)*] fiir jeden beliebigen positiven ganzen Wert von n

aufgeht, L,| = l;t sein miissen, wo | = 0,1 oder 2 (da sonst

[(— 2" — 118, == -+ k= nicht fiir jeden beliebigen Wert von »
sein konnte), also p, durch Q.-:qa, €, =qb oder @.=qc gehen
(nach Nr.4) und somit ¢ durch p,a, p,b oder p,c; nun trifft
aber p, die Dreieckseite a, die auch Tangente an P2 ist, in deren
Beriihrungspunkt (Nr.2) und die Dreieckseiten b und ¢, die gleich-
falls Tangenten an P2 sind, in deren Schnittpunkt 4; es wird
also dann g keine andere Tangente von P? als eine der Dreieck-
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seiten «, b, ¢ sein konnen. Die ndmlichen beiden projektiven
Punktreihen auf ¢ liegen ferner nur dann involutorisch, wenn

der konstante Winkel [(—2)*—1]8, = iglyT—I_ 1~at, also | £,
_ @2E+ D=

2[2" — (—17]
wenn also (s. weiter unten Nr.42) p, durch einen solchen Punkt
von ¢ geht, dessen erster Repriisentant ein n-ter Koinzidenz-Repri-
sentant ist. Sollen diese beiden projektiven Punktreihen auf ¢
fir jeden beliebigen positiven ganzen Wert von # involutorische

%4 %4

Lage haben, so wird dann |&,| = 53~ 6 sein miissen, wo
.0

=1, 3 oder 5 (da sonst [(—2)* —1]&, = + Qk;l x nicht fiir

jeden beliebigen Wert von » sein konnte), und also p, durch
@ . oder (), gehen (nach Anmerkung in Nr.22), wo die auf
der Tangente ¢ von P2 liegenden Punkte @, ¢;, ¢ die vierten
harmonischen zu je einem der drei Punkte ., @, @. in bezug
auf die beiden andern sind und wo also durch ¢, @, @ der
Reihe nach diejenigen Tangenten pu, pi, p. von P2 gehen, welche
an P2 die vierten harmonischen Tangenten zu je einer der Dreieck-
seiten @, b, ¢ (welche Seiten gleichfalls Tangenten an P2 sind)
in bezug auf die beiden andern sind; es wird somit dann g
durch einen der drei Schnittpunkte von p, mit pi, p,, p. gehen
miissen. Nun sind aber «, p, p, und p, die Polaren der Punkte
P, P, P, und P, (Nr.23), also bilden a und p; ein Paar in
der induzierten Tangenteninvolution (P?)2, deren Zentrum P ist
(Nr.7), und es sind «p, p;p. vier harmonische Tangenten an P2
(nach Nr.4); folglich mufl die Ecktransversale p,, die durch das
Involutionszentrum P von (F2)?2 und durch den Beriihrungspunkst
der Tangente « von P2 geht (Nr.2), auch durch den Beriihrungs-
punkt der zu « in (P2)? zugepaarten Tangente p, gehen und
mithin auch durch den Schnittpunkt von pj und p;, da nun p,,
die die Beriihrungspunkte von a und p, verbindende Gerade,
durch den Pol derjenigen Geraden in bezug auf P2 gehen muf,
welche die beiden Beriihrungspunkte der durch @ und p; har-
monisch getrennten Tangenten p;, und p, verbindet. Wenn also
jene beiden projektiven Punktreihen auf g fiir jeden beliebigen
positiven ganzen Wert von # involutorische Lage haben sollen, so
4*

(wo k eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet),
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wird dann ¢, die durch p,pi, paps oder pap, gehen mull, keine
andere Tangente von P2 als eine der drei: p;, py, p; sein konnen.

Die fiir jene beiden Punktreihen auf ¢, ndmlich fiir die von
K® und die von der Spur von ¢g™ beschriebenen, gefundenen
Resultate gelten nun auch, wenn an Stelle der letztern Punkt-
reihe der von ¢g® um P beschriebene Strahlenbiischel tritt.

Nun mufl aber diejenige Gruppe in (I)2" bzw. in (¢)2", der
der Strahl g bzw. dessen Spur K auf ¢ angehort, die ganze In-
volution (P)2" bzw. (¢)?" einmal durchlaufen, wenn ¢ und mit-
hin K solche Intervalle durchlaufen, welche von je zwei aufein-
anderfolgenden Elementen einer Gruppe in (P)?" bzw. in (¢)*"
begrenzt werden und mehr kein Element derselben Gruppe ent-
halten; da zwischen zwei aufeinanderfolgenden Elementen einer
Gruppe in (P)?* bzw. in (¢)*" nur ein Element jeder andern
Gruppe von (P)?"* bzw. von (g)*" liegt (Nr.22). Ferner sind die
n-ten Reprisentanten ¢® von g und K™ von K zugleich die
Reprisentanten derjenigen Gruppen in (P)2" und (q)%", den g
bzw. K angeh¢ren (Nr.24). Mithin kénnen wir den gefundenen
Resultaten auch die folgende Form geben:

Satz 16.  Derjenige
Strahlenbiischel um einen

Diejenige Punktreihe auf
einer Geraden p, welche

Punkt P, welcher von den
Reprisentanten der Strah-
lengruppen in (P)#" gebil-
det wird, und diejenige
Punktreihe auf irgendeiner
Tangente q des Polarkegel-
schnitts P2 von p (der
Polare von P), welche von
den Repriisentanten der
Punktgruppen in (g)2"

von den Reprisentanten der
Punktgruppen in (p)?* ge-
bildet wird, und derjenige
Strahlenbiischel um irgend-
einen Punkt (+ des Polar-
kegelschnitts p2 von P (dem
Pole von p), welcher von den
Repriigsentanten der Strah-
lengruppen in (G)2"

gebildet wird, sind fiir jeden beliebigen positiven ganzen
Wert von # projektiv mit solchen Elementen als entsprechen-
den, welche Repriasentanten inzidenter Gruppen

in (P)?" und (g)2" sind.

in (p)?* und (G)?" sind.

Diese beiden projektiven Gebilde haben nur dann per-
spektive bzw. involutorische Lage, wenn einer und mithin
jeder (s. weiter unten Nr.33 und 34) der drei
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Strahlen, welche die durch Punkte, in denen p von den
P gehenden Ecktransver- Seiten von A B C geschnit-
salen von .4 B C sind, durch ten wird, auf einem solchen
einen solchen Punkt von ¢ Strahle von G liegt,

geht,

welcher selbst ein 12-ter Koinzidenz-Reprisentant ist bzw.
dessen erster Reprisentant ein n-ter Koinzidenz-Reprisen-
tant ist.

Ist ¢ von den Seiten von 1 Ist & von den Ecken von
ABC bzw. von den drei ABC bzw. von den drei
Tangenten p, pi, pe (von P2) ‘ Punkten Py, P, P¢(von p2)
verschieden, so konnen jene beiden projektiven Gebilde nicht
fiir jeden beliebigen positiven ganzen Wert von n perspek-
tive bzw. involutorische Lage haben.

Zugleich ist der Satz 14 in Nr.23 nochmals bewiesen worden.

28. Aus dem BSatze 15 ergibt sich ferner:

Satz 17. Jedes Paar der von ABC im Gebilde erster

Stufe erzeugten Involution zweiten Grades wird durch seinen

Repriisentanten, der der erste Reprisentant eines jeden der

beiden Elemente des Paares ist, und den zweiten Repri-

sentanten, der gleichfalls fiir beide Elemente des Paares
der ndmliche ist, harmonisch getrennt.

Bilden nimlich die Punkte @ und @' ein Paar in der von
ABC auf der Geraden p crzeugten Involution (p)? und ist QO
der erste Reprisentant von ¢ und ¢, @@ der zweite Repriisentant
derselben und o der Ordinatenwinkel von @, so ist (nach Satz 15)
— 92w der Ordinatenwinkel von ¢® und 4+ 4o der von ¢®. Es
ist also der Winkel @ 2 9 (wo B derjenige Punkt ist, aus dem
(p)? durch eine rechtwinklige Strahleninvolution projiziert wird)
gleich —20—0 = — 30 und der Winkel @ R Q® gleich
40— o = 4+ 3w, ferner ist Q R Q' :j-;g—; mithin sind R ¢ und
R @' die Halbierungsgeraden des Winkels (™ RE@® und @ Q' ¢®Q®
miissen vier harmonische Punkte sein.

Aus dem Satze 17 folgt nun:

Satz 18. Ist g irgend-
eine durch den Punkt P

Ist @ irgendein auf der

|
|
' Gerade p liegender Punkt
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gehende Gerade und p2 der
Polarkegelschnitt von P und
verbindet man den Pol &
von g in bezug auf ABC
mit dem Pole von g in be-
zug auf p2 durch eine Ge-
rade, so wird diese Gerade
von p? zum zweitenmal im
Pole G® des ersten Repri-
gentanten ¢g® (= P(r) von g
geschnitten.

und P2 der Polarkegel-
schnitt von p und bringt
man die Polare ¢ von ¢ in
bezug auf ABC mit der
Polare von @ in bezug auf
P2 zum Schnitt, so ist die
zweite von diesem Schnitt-
punkt an P2 gehende Tan-
gente die Polare q® des
ersten Reprisentanten Q@
(=p1q) von Q.

Denn ist g, g7 dasjenige Strahlenpaar in der von A B C cr-
zeugten Involution (P)2, dessen Pole G, und G (in bezug auf
ADBC) die Schnittpunkte der durch P gehenden Geraden ¢ mit
p? sind und dessen Représentant also g ist, so sind (nach Satz 17)
91919 (P G =g®) vier harmonische Strahlen um P und mithin,
weil der Biischel der Polaren um P zu der Punktreihe der Pole
auf p? projektiv ist, ihre Pole (+; G1G G® vier harmonische
Punkte auf p2 Folglich mufl die G mit G® verbindende Gerade
zu der G, mit (r; verbindenden Geraden ¢ konjugiert sein in
bezug auf p? und mithin durch den Pol von g in bezug auf p2
gehen.

29. Kehren wir nun zu der in Nr.24 aufgeworfenen Frage
zuriick.

Soll ein Element @, dessen Ordinatenwinkel w ist, wo
0 < o <, mit seinem n-ten Reprisentanten ¢, dessen Ordinaten-
winkel w® ist, zusammenfallen, so wird dann (nach der Definition
der Ordinatenwinkel), wenn # = 2m —1 (m>1) und also ¢
und Q™ sich im Gebilde entgegengesetzt bewegen,

j@tn—V kg =x—o
sein miissen, wo %, die Anzahl der vollen Umldufe von () im
Gebilde angibt und wo k;, auch = 0 scin kann, also:
Hem—1) — —(ﬂ~w+k1”) — ——-[(kl + 1)7{—'0)}

und, wenn 5 = 2m und also @ und @@ sich im Gebilde im
gleichen Sinne bewegen,

0t —Lx = @,
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wo ky dieselbe Bedeutung wie k; hat, wo aber (weil die Bewegung
von @™ nach Satz 15 mit einer grioferen Geschwindigkeit als die
von @ sich vollzicht) &y = 1 sein mub, also:

0@ — [, 4 o.
Nach Satz 15 ist aber:

O = (—2)" o,
mithin mufi, wenn anstatt (k, - 1) und k,, welche letzte =1 sein
mub, & gesetzt wird,
@em—1 — —(]NL’— w) = —2m—-1 g

sein, also:

/)' 14
©=jm-ipp 7D
und
m(Qm) F— ]G?I + W — 22"1.(0,
also

ko -
22m 1’ (102 1)

Hat, umgckehrt, der Ordinatenwinkel o ecines Elementes @ die

(0]

Yor Lx lor ko
Orm g5 41 M gm Ty

Zahlen (== 1) bedeuten, so mufl @ mit Q@m~b bzw. mit (em zu-
sammenfallen, da dann:

wo Lk und m Dbeliebige ganze

227"_1+1 221»1—1+1
b = D)7+ (0
ZW.
‘)‘)m ]‘/ ;
@M — 22m g — 272?-—” —Lkx + 22;21 — /tﬂ't-}— @

und also @ und @@ =" bzw., @@™ die Ordinatenwinkel eines und
desselben Elementes, das nur auf verschiedenen Wegen in seine
Lage gelangte, sind.

Weil aber zwei Elemente, deren Ordinatenwinkel sich nur
um ein Vielfaches von = voneinander unterscheiden, zusammen-
fallen, so gibt es nur 22m—14 1 bzw. 22— 1 voneinander ver-

kx
22m—1 + 1

k .
bzw. Q;,,l—jt:i haben, ndmlich k=1, 2,3,... 222-141 1 bzw.

kF=1,2,3,...22»—1; diese und nur diese 22"—~141 bzw.

schiedene Elemente, deren Ordinatenwinkel die Form
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22n —1 Elemente fallen mit ihren (22" —1)-ten bzw. (22”)-ten
Reprisentanten zusammen.

Hiermit ist die aufgeworfene IFrage vollstindig beantwortet
und wir haben, indem wir ein Element, das mit seinem n-ten
Représentanten zusammenfillt, einen n-ten Koinzidenz-Re-
prasentanten nennen:

Satz 19. Es gibt in einem Gebilde erster Stufe nur
2% — (— 1) n-te Koinzidenz-Reprisentanten, wo #» irgendeine
positive ganze Zahl bedeutet. Die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dafl ein Element ein n-ter Koinzidenz-
teprisentant sei, ist, daf der Ordinatenwinkel des Elementes

auf die Form '2'n__k(+1)n gebracht werden kann, wo % irgend-

cine ganze Zahl, die Null nicht ausgeschlossen, bedeutet.

Die n-ten Koinzidenz-Reprasentanten sind im Gebilde in
der Weise verteilt, dal} zwischen je zwei aufeinanderfolgen-
den Elementen einer jeden Gruppe in der von A BC im
Gebilde erzeugten Involution (2")-ten Grades nur ein n-ter
Koinzidenz - Repriasentant liegt; eine Ausnahme hiervon
machen nur dicjenigen beiden aufeinanderfolgenden Ele-
mente der Gruppe, zwischen denen der Reprisentant der-
selben Gruppe (welcher Reprisentant der #-te Reprisentant
eines jeden der 2" Elemente der Gruppe ist) liegt, indem
zwischen diesen beiden Elementen ecntweder zwei n-te
Koinzidenz - Reprisentanten liegen, und zwar der eine vor
und der andere nach dem Repriisentanten der Gruppe, oder
kein einziger, je nachdem » ungerade oder gerade ist.

Das letzte ergibt sich folgendermafllen. Die Differenz der
Ordinatenwinkel zweier aufeinanderfolgender Elemente ¢, ; und
@n,i+1 der Gruppe bzw. zweier aufeinanderfolgender n-ter Koinzi-

. . 7 7
denz-Reprisentanten ist (absolut genommen) o bzw. S (1)
Also mub, wenn » ungerade ist, zwischen @, ; und @, ;4+. (fir
jeden Wert von ¢ = 1, 2, ... 27) ein n-ter Koinzidenz-Reprisentant
liegen. Sollen aber zwischen @, ; und @, ;4. (fiir einen Wert
von 7) zwel n-te Koinzidenz-Reprisentanten liegen, so wird, wihrend
ein Element ¢ das Intervall zwischen @, ; und @, ;4. und mit-
hin sein n-ter Reprisentant QW im entgegengesetzten Sinne,
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vom Reprisentanten der Gruppe ausgehend und nach demselben
zuriickkehrend, das ganze Gebilde einmal durchlaufen werden,
¢ mit @ zweimal, ndmlich in den beiden zwischen @, ; und
@, i+1 liegenden #n-ten Koinzidenz-Reprasentanten zusammen-
fallen miissen; dies wird aber nur dann eintreten, wie man
leicht einsieht, wenn zwischen @, ; und @, ;+: der Reprisentant
der Gruppe liegt, und alsdann muf} derselbe Reprisentant auch
zwischen beiden n-ten Koinzidenz-Reprisentanten liegen. Ferner
kann, wenn % gerade ist und dann - g(z = i — zwischen
Q,,; und @y, ;41 mehr als ein n-ter Koinzidenz- chrasentant nicht
liegen. Soll aber zwischen ¢, ; und @, ;.. (fiir irgendeinen Wert
von /) kein einziger n-ter Koinzidenz-Reprisentant liegen, so wird,
wihrend ¢ das Intervall zwischen ¢, ; und @, ;y, und mithin
¢ im selben Sinne, vom Reprisentanten der Gruppe aus-
gehend und nach demselben zuriickkehrend, das ganze Gebilde
einmal durchlaufen werden, ¢) mit @ nirgends zusammenfallen;
dies wird aber nur dann eintreten, wenn zwischen @, ; und
Qs i +1 der Repriasentant der Gruppe liegt.

30. Wie wir sahen (Nr. 24) ist der n-te Reprisentant ¢®
eines Elementes ¢ eindeutig bestimmt und der (¢ 4 k)-te Re-
prasentant @6+ von ¢ ist zugleich der i-te Reprisentant ¢®®
des i-ten Reprasentanten QO von ¢ fiir jeden beliebigen Wert
von ¢ und von k. Ist nun ein Element ¢ ein %-ter Koinzidenz-
Reprasentant ist also Q® =@, 8o mull auch QO ® = QE+h =Q®

= QO und QeP = QE+—DK = YWIe—DI = Pn—DK = Qim—2k
=...= Q® =@ sein, d. h. es mull dann auch der i-te Reprisentant
@D von @ fir jeden beliebigen Wert von ¢ ein k-ter Koinzi-
denz-Reprisentant sein und ¢ und mithin auch alle seine Re-
prisentanten miissen zugleich n-te Koinzidenz- Reprisentanten
sein, wenn n irgendein Vielfaches von k ist. (Diese Resultate
sind auch aus der Form Qk_l(n_l)’k des Ordinatenwinkels eines
k-ten Koinzidenz-Reprisentanten mit Hilfe der Sitze 15 und 19
zu entnehmen.) Jeder n-te Koinzidenz-Représentant, welcher kein
fritherer Koinzidenz-Reprisentant ist, wo also das Element erst mit
seinem 7-ten (und mit keinem friithern) Représentanten zusammen-
fallt, soll ein primitiver n-ter Koinzidenz- Reprisentant heiBen.
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Ist ¢ ein primitiver n-ter Koinzidenz-Reprisentant, so sind
auch seine Reprisentanten QW, Q®, @O, ... (»—D primitive n-te
Koinzidenz - Reprasentanten. Denn diese miissen, wie soeben ge-
sehen, n-te Koinzidenz-Reprisentanten sein, wire irgendeiner
unter ihnen, etwa (@, schon ein k-ter (k< n), so miilite, gegen
die Voraussetzung, ¢ ebenso wie () schon ein L-ter und also
kein primitiver n-ter sein; da ¢®=¢ und also @ ein (n—7)-ter
Reprisentant von Q@ ist. Jéder weitere Reprisentant Q0 von ¢
(m = n) mull mit einem der n Elemente @, QW, ¢®,... Q=D zu-
sammenfallen und zwar, wenn m =4 (mod. n), mit Q@ (wo
t<m, ist 4 = 0, so soll unter Q©, dem nullten Reprisentanten
von ¢, das Element ¢ selbst verstanden werden). Die % primi-
tiven n-ten Koinzidenz-Reprisentanten aber sind simtlich vonein-
ander verschieden. Denn fiele etwa @@ mit (@ zusammen
(g<p<m), so wire, gegen das soeben Bewiesene, (@ schon
ein (p—q)-ter und also kein primitiver n-ter Koinzidenz-Repri-
sentant.

Es bildet also das Element ¢, das ein primitiver #n-ter
Koinzidenz-Représentant ist, zusammen mit seinen %-— 1 Repriisen-
tanten QW, Q... ("~ eine geschlossene Gruppe von n Ele-
menten, primitiven #n-ten Koinzidenz- Reprisentanten, welche
Gruppe die Eigenschaft besitzt, daf von je zweien ihrer Elemente
das eine etwa der k-te Repridsentant (k-<n) des andern und
dieses letztere der (n—*k)-te (und kein fritherer) Repriisentant des
erstern ist (denn der (»—F)-te Reprisentant des erstern Iile-
mentes, welcher Reprisentant zugleich der (n—F% + k==n)-te
Repisentant des letztern Elementes ist, mull mit diesem letztern
zusammenfallen); man gelangt also auch dann noch zu der ganzen
Gruppe, wenn man anstatt von @ von irgendeinem andern Ele-
mente der Gruppe ausgeht.

Jeder weitere (der Gruppe ¢ QO @@ ...Q®=DY nicht an-
gehorende) primitive n-te Koinzidenz-Reprisentant B des Ge-
bildes fithrt zu einer ebenso beschaffenen Gruppe von # vonein-
ander verschiedenen primitiven 7-ten Koinzidenz-Reprisentanten
RERYR®. ., Ro—D; kein Element dieser Gruppe fillt mit einem
der Gruppe @ ¢ ... Q®—D zusammen. Denn wire etwa R® = (®
(t<n, b <n), so miite B= R0 = RO =i - (B (v—2) = Qi +k—1) - @)
gein, wo r <n und r=n 4+ k—+4 (mod. #), und also R gegen die
Voraussetzung in der Gruppe @ Q... Q"= vorkommen.
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Die primitiven n-ten Koinzidenz- Reprisentanten eines
Gebildes erster Stufe zerfallen also in Gruppen von je
n Elementen, wobei jede Gruppe aus irgendeinem ihr an-
gehorenden primitiven n-ten Koinzidenz-Reprisentanten und
dessen n—1 niedrigsten Reprisgentanten besteht. Jeder
primitive n-te Koinzidenz-Reprisentant gehort einer und
nur einer solchen Gruppe an.

31. Ist ein Element ¢ ein primitiver i-ter und zugleich ein
n-ter Koinzidenz-Repriisentant, so mufl ¢ ein Teiler von % sein;
denn wire % — q¢ 4+, wo 0 < r <4, so miilite, weil Q®= ¢ und
Q0 = @), QU= PEHe) . Qai+”) = @M — ¢) und also ¢ schon ein r-ter
und kein primitiver i-ter Koinzidenz-Reprisentant sein. Ist
ferner ¢) ein n-ter und zugleich ein m-ter Koinzidenz-Reprisen-
tant, so mull ¢ auch cin d-ter Koinzidenz-Reprasentant sein, wo d
der grofite gemeinsame Teiler von » und m ist; denn ist ¢ etwa
ein primitiver ¢-ter Koinzidenz-Reprasentant, so muf} ¢, wie soeben
gesehen, ein Teiler von » und ebenso von m und also auch von d
sein, mithin mub auch QW := ¢ sein (Nr.30).

Hiervon wollen wir Gebrauch machen zur Bestimmung der
Anzahl der primitiven n-ten Koinzidenz-Reprisentanten.

Zu diesem Ende 1ist notwendig wund hinreichend, aus

dem Komplex der n-ten Koinzidenz-Reprisentanten die (n >-ten,
1

<£>-ten, ( n—)-ten, ... und (——@~>-ten Koinzidenz-Repriasentanten
Do Ps D

auszuscheiden, wo p,<p,<p;-<---<<py die k voneinander verschie-

3 H T T2 T3 .
denen Primfaktoren von n sind, wo also n = p7'p7*p3*...pi";
die sodann iiberbleibenden werden sdmtlich primitive n-te Ko-

inzidenz-Reprisentanten sein. Denn ein (5>-ter Koinzidenz-Repri-
i

sentant (wo p; irgendeiner der Primteiler von # ist) ist zugleich
ein nicht primitiver n-ter, und jeder nicht primitive n-te muf
ein primitiver f-ter, wo f<<n und f ein Teiler von n und also

auch von p ist (wo p; mindestens einer der Primteiler von %
i
. . . /N o N
sein muf}), und mithin auch ein <->-ter Koinzidenz-Reprisen-
i
tant sein.



60 Zaweiter Abschnitt. Nr. 31

Wir scheiden nun aus dem Komplex der %-ten Koinzidenz-
Reprédsentanten, deren Anzahl 27 —(— 1)* betrigt, zuerst die

<ﬁ>-ten, deren Anzahl 27:r1—(—1)#:P1 betrdgt, aus; alsdann

P
bleibt ein zweiter Komplex iibrig, der nur noch diejenigen n-ten

Koinzidenz-Repr'é,senta,nten enthalt, welche mehr keine <—gf>-te
sind und deren Anzahl '

1) on __ 2n:p1 . (_ 1)n + (_ l)n )

betrigt. Von den 27:P2 — (— 1)n:p2 <£>-ten Koinzidenz - Re-
2

prisentanten, die im ersten Komplex vorhanden waren, sind im
zweiten Komplex nur noch 27:p2— 2n:v2pt — (— 1) 024 (— 1)n:P20
— nin — gnn — (— 1P 4 (— Dn (da pyogy, also p,

sicher ungerade und s zugleich mit » und o zugleich mit kd
Y4 P1P2 P1
gerade oder ungerade ist) geblieben. Denn, wie wir sahen, ist

jeder <ﬁ—>-te, der zugleich ein (—”—)-ter ist, auch ein <—7%— )-ter
y 2 by b1 Dy
und, umgekehrt, ist jeder <—)ﬁp >-te zugleich ein <—£—>—ter und

D1 Pe 1

ein <fnr>-ter; mithin ist fiir die <£\>-ten Koinzidenz - Reprisen-
Ps Po
%)-ten mit der Ausscheidung der

1

tanten die Ausscheidung der <

<WHZT>-ten gleichbedeutend und wir haben, um die Anzahl der

P2 P

nach der Ausscheidung der (-&

y 2

n

>—ten iibergebliebenen <f—> ten
V2
zu bestimmen, in der Formel 1) 1:: statt 2 zu setzen.
Aus dem zweiten Komplex scheiden wir ferner die 27:2:
— 2nimpy — (— 1) 4 (— 1)*: 7 {ibergebliebenen <1%>-ten aus;
alsdann bleibt ein dritter Komplex iibrig, der nur noch diejenigen

n-ten Koinzidenz- Reprisentanten enthilt, welche weder < ﬁ)-te,

noch ( ;)} -te sind und deren Anzahl betrigt:
“ 172
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9n __ on:py ___(_ 1)n + (____ l)n:pl_[2n:p2_ 2n:p1p2_(__ 1),.
() =
2) — Qn__9Qu:ip __ 9Qn:py + on:pypa :2(__ 1)ul+a22n:pflp‘;2,

]

wo «, und o, unabhingig voneinander die Werte 0 und 1 an-
nehmen sollen. Von den 2%:Ps— (— 1)»:7s <£—>-ten Koinzidenz-
3

Reprisentanten, die im ersten Komplex vorhanden waren, sind
im dritten Komplex nur noch 2n:ps — 27:pspi — Qn:psb2 | On:pspipa

geblieben. Denn fiir die <ﬁ -ten sind die Ausscheidungen der

Ps
" >-ten
PsP1

und (l_>-ten gleichbedeutend und wir haben also in 2) o
1ZY 2! ),

n

<r~->-ten und (—gA)-ten mit den Ausscheidungen der (
2

D1

statt » zu setzen.
Fahren wir in dieser Weise fort, so bleibt nach der ¢-ten Aus-
scheidung ein (¢ 4 1)-ter Komplex iibrig, der nur noch diejenigen

n-ten Koinzidenz- Reprisentanten enthilt, welche weder (g) -te,
. 1

noch <£f -te, ... noch <f£>-te sind und deren Anzahl betrigt:
2 i,

3) Qn——Qnip—9Qnipa ... Qn:ip; L Onipipa L OninPst... | On:pLp;
A 2niP2Ps . o QNP1 Pp — DM iPLPRPs —. v QNP2 Pi—1pi |-
Qm:P1PeP3Ps L oo ... + (_ 1)1 On:p1pes -« Pj —

— }1 (—)emtetto on:pT g2 p3.. p"h
By 3y o n0 By

WO 04, Oy, 0y, ... 0;; unabhingig voneinander die Werte 0 und 1
annehmen sollen.

Die Richtigkeit hiervon kann durch den Schluff von =
auf -1 bewiesen werden. Ist nidmlich die Formel 3) fiir
einen bestimmten Wert von 7 richtig, so mufl von den 27:Pi+1
— (— Lympit: <§7L,, ten Koinzidenz-Reprisentanten, die im

i+1
ersten Komplex vorhanden waren, im (¢ -+ 1)-ten Komplex nur

6}

(42 ax; . -
noch D7 (— 1)euteat o+ gnivipa2i!ey® 7" geblieben sein; da

@y, Gg, ... @l
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fur die (»—~> ten die Ausscheidungen der <p—l>-ten, (g-)-ten,

l+1 1 2

.. und (—)-ten mit den Ausscheidungen der (»—j—? ) -ten,
Di Pit1P1

)-ten, ... und < - ) -ten gleichbedeutend sind und
101 +1 Ih

(i’[a— 1P,

also in 3) P?ﬁ statt n zu setzen ist. Mithin bleibt nach der
i4+1
(¢ -+ 1)-ten Ausscheidung ein (¢ -+ 2)-ter Komplex iibrig, der nur

noch diejenigen n-ten Koinzidenz-Reprédsentanten enthilt, welche

weder (ﬁ)-te, noch (ﬁ>-te, ... noch <1—l>-te, noch <7n )-te
D1 y 2 bi Pit+1

sind und deren Anzahl betrigt:

E (___ 1)1:1 tagt -y Qn:p;t‘pét?...p;ti

Upy Bgyen .

- z(_ 1)a1+u2+--~+ai 211:)&i+1p(;‘;}gz.‘.p?i

Uy, Ugy ..

41 =

— Z(_ D)mtest oo bty gu: wyteg?. . pfiplivd
Uy, Uy, .l

Wyl = 1

b S (e Dyt b by guge i

oy, @y, . 0

:2(_])a1+a2+ che ey g 9n: pl pg’...p zpli-gl’
Gy Ugywu gy 5y g

WO 0y, Oy, ... 06, ;41 unabhingig voneinander die Werte 0 und
1 annehmen. Die Formel 3) bleibt also auch fiir ¢+ 1 richtig,
wenn sie fiir ¢ gilt; nun gilt sie nach 2) fiir ¢ = 2, mithin all-
gemein fiir ¢>2. TFir ¢ = 1 aber gilt die Formel 1), die, wenn

1;1 zugleich mit » gerade oder ungerade ist, mit 3) (wenn darin
1

fiir ¢ 1 genommen wird) gleichbedeutend ist und nur, wenn »
gerade und ;—l ungerade ist, gleich 2% — 27:p1— 2 ist.
1

Nunmehr bleibt nach der k-ten Ausscheidung ein (£ 4 1)-ter
Komplex iibrig, der nur noch diejenigen % -ten Koinzidenz-Repréisen-

tanten enthilt, welche weder <ﬁ—>-te, noch <ﬁ>-te, noch <ﬁ> -te,
P y 2 s
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... noch (ﬁ
Dk
und deren Anzahl hetrdgt:

1) ST (= D)abat st guiig . pg

wy, gy ..oy
(wo oy, 04, ... &y unabhéngig voneinander die Werte 0 und 1
annehmen sollen), wenn k=2, also » mindestens aus zwei von-
einander verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt ist, oder wenn

>-te und welche also sdmtlich primitive n-te sind

zwar k — 1, aber l—? zugleich mit » gerade oder ungerade ist.
1
Die Formel 4) gilt nur dann nicht, wenn £ = 1, »n gerade und
; ungerade ist, also n — p, =— 2; in diesem Falle gilt die
1
Formel 1), welche dann in 22— 2 —2 = 0 iibergeht.
Mithin haben wir:
Die Anzahl der primitiven n-ten Koinzidenz-Reprasen-
tanten ist gleich
2(_ 1)a1+a2 oo tug Quipltpg? . ppk
ap, Uo, ..oy (U1, &oy oo = 0, 1),
wenn n = phipTpls ... pr* > 2 ist, und gleich 0, wenn
n = 2 ist.
Anmerkung. Die Summein 4) wird aus der bekannten zahlen-
theoretischen Funktion ¢ (n) — n (1 — -1—> <1 1 > . (1 - l)
P 2
in folgender Weise gebildet: die absoluten Betrdge der einzelnen
Glieder des entwickelten Produktes @ (n) werden fiir die Summe
in 4) als Exponenten zu 2, als Grundzahl, genommen, und die
so entstehenden Potenzen von 2 werden mit demselben Vorzeichen
[in der Summe in 4)] versehen wie ihre Exponenten im ent-
wickelten Produkte ¢ (n).
Die Anzahl der primitiven n-ten Koinzidenz-Reprisentanten
a6t sich auch auf folgende Weise bestimmen.
Hingen zwei zahlentheoretische Funktionen F'(n) und f(n)

durch die Relation )

F(n) = > f(d)
zusammen, wo das Summenzeichen sich auf alle Divisoren o
(inkl. ») der Zahl n bezieht, und ist n = p7ipZ2... p7x, so ist
bekanntlich:
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==Y GG - -
- F(pk—nlpk>] - [F<P1;’@2P3> te (Pk;2 l?l —1P1 >] T

was wir auch kiirzer so schreiben konnen:

fo = >(—1) Vi

@, Gy 00

WO €, Olgy «o. O unabhanglg voneinander die Werte 0 und 1 an-
nehmen sollen.

Nun bestehen (nach Nr.30 und Anfang dieser Nummer) die
n-ten Koinzidenz-Reprisentanten, deren Anzahl 27 — (— 1) betragt
(Satz 19 in Nr.29), aus den simtlichen primitiven d-ten Ko-
inzidenz-Représentanten und nur aus diesen, wo d irgendein Divisor
von » {n selbst nicht ausgeschlossen) bedeutet. Wenn daher die
Anzahl 27— (—1)* der n-ten Koinzidenz-Reprisentanten mit
F(n) bezeichnet wird und die Anzahl der primitiven n-ten Ko-
inzidenz-Reprisentanten mit /' (%), so mull sein:

D) = F(n) = 2"—(—1)y,
wo das Summenzeichen sich auf alle Divisoren der Zahl % bezieht,

und folglich muf} die Anzahl der primitiven n-ten Koinzidenz-
Reprisentanten sein:

l[ fn) = D (= 1ater F( , n"”'jj}?',;)

o, p‘]‘tl)g‘v...
06) — Z (__ 1)“14-“2* -ty [2;1;1)‘1'1 pg'l .. .pZ’»‘
l Qp, sy, ... &
— (D),

WO @y, Gy, ... 0 unabhingig voneinander d1e Werte 0 und 1 an-
nehmen sollen.
Wihlen wir nun die Bezeichnung der % in % aufgehenden,
voneinander verschiedenen Primzahlen so, dall 1 <p, <p,<...<p;
n
ist, so sind stets » und PE beide zugleich gerade oder un-
n

gerade und ebenso " und
2! D p3?

Z(__ 1)a1+a2+.. e (__ 1)n.p‘f1p2-.. .1;;%

ag, @y, ..ap

—; mithin ist
)a
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@ =0
= z(— 1)“2+ +ak(_ 1)" P2
ag, ... 0
@ =1
- Z(—l)aﬂ_m oy (__ l)n:plpg2...p:k
gy ... 0
— (_ l)nZ(_ 1)a2+... ey (_ ]_)n:pLZ(_ 1)a2+"'+ak
agy ... o P

= [(— 1)”_ (——— 1)7!:101]2(_ 1)a2+...+ak

Ugyen. &
. L — 1Y —2
h—1
1) === o)1=y
Dieses letzte Produkt ist aber = 0, wenn %> 1 oder zwar k = 1,
aber n und  beide zugleich gerade oder ungerade sind, und

nur dann ist 1dieses Produkt von Null verschieden, wenn k = 1,
n gerade und n:p; ungerade, wenn also n = p, = 2 ist, und
zwar ist dann dieses Produkt — 2.
Mithin geht o) iiber in
f(n) = S (—1)arettar gupfinf.. ok,
Gy Gy, .0,

wenn %> 2 ist, und fir » = 2 in
F@) = (=122 —2=2—-2-2=\,
welche Resultate mit den vorher gefundenen iibereinstimmen.

32. Weil die primitiven n-ten Koinzidenz-Reprisentanten in
Gruppen von je n zerfallen, so daB jeder primitive n-te in einer
und nur in einer dieser Gruppen enthalten ist (Nr.30), so muB
die Summe in 4), die die Anzahl der primitiven n-ten angibt,
durch n teilbar sein. Dividieren wir nun die Summe in 4) durch
(— 1)k2m:mpre--- P, go erhellt:

Ist n = pripgz...pfe, wo p, <py<---<py, so ist, je
nachdem #» ungerade oder gerade und also p, = 2 ist:
Z(_ 1)a1+112+~~-+ak Qn(p‘;lpg2...pgk—l):plpz...pk
1y Uy G =0 (mod. » oder mod. n:2m),
WO 0y, ¢, ... oy unabhingig voneinander die Werte 0 und 1

annehmen sollen.
Berliner, Habilitationsschrift. 5
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§ 6.

33. Bilden die drei Strahlen g, g,, g5 ein Tripel in (P)3, wo
P ein auf keiner Seite von A B C liegender Punkt ist, so bilden
ihre ersten Reprisentanten g, ¢, gD, welche die ein Tripel in
der induzierten Involution (p2)? bildenden Pole G, G, G; von
91> Y2y Y5 aus P projizieren, gleichfalls ein Tripel in (P)® (Satz 10
in Nr.17); und zwar mul der Sinn gPgPg¢g® mit dem Sinne
919, 9; tbereinstimmen. Denn der zu g; in (P)? zugepaarte
Strahl ¢, ist von g, durch g, und g, harmounisch getrennt (Nr.4)
und ebenso der zu g, in (P)2 zugepaarte ¢, von ¢, durch g, und
¢s; mithin liegt ¢, in demjenigen von g, und g, gebildeten voll-
kommenen Winkel, innerhalb dessen ¢g; und ¢, nicht liegen, und
die Sinne ¢,¢,9; und ¢, ¢, g, stimmen miteinander iiberein. Wenn
nun ein Strahl g von P denjenigen von g; und g, gebildeten
Winkel durchlduft, innerhalb dessen ¢, liegt, so beschreibt sein
erster Reprisentant g im entgegengesetzten Sinne (Nr.26) um
P denjenigen von ¢{ und ¢’ gebildeten vollkommenen Winkel,
innerhalb dessen, weil g; und ¢, einen und denselben ersten
Repridsentanten haben, ¢ liegt, und nur diesen Winkel; da g
bei seiner Bewegung den zu ¢, in (P)2 zugepaarten ¢, nicht
erreicht und mithin ¢g® keinen vollen Umlauf um P vollenden
kann (Nr.26)1). Es mufll demnach der Sinn g ¢® ¢{° zum Sinne
01959, und also auch zu g, g¢,9; entgegengesetzt sein, mithin
stimmen die Sinne gPg¢gP¢P und g,¢9,9; miteinander {iiberein.
(Diese Resultate ergeben sich auch aus Satz 15 in Nr.26, wenn
man bemerkt, dall die drei Ordinatenwinkel eines Strahlentripels
g unterscheiden.)

Nunmehr miissen auch die zweiten Reprisentanten ¢®, ¢,
g9, die die ersten Repriisentanten von g, g0, g sind, und mithin
auch die dritten, vierten und iiberhaupt die #n-ten Reprisentanten
g, g, ¢iv je ein mit g; g,¢9; gleichen Sinn habendes Tripel in
(P)3 bilden.

von (P)3 sich voneinander um

1) Das hier benutzte Verfahren kann auch zu einem zweiten Beweise
(s. oben Nr.26) dafiir dienen, dafl die Bewegungen eines Strahles und dessen
ersten Reprisentanten im Bischel einander entgegengesetzt sind, wenn man
von dem Tripel der Ecktransversalen p, pgps von (I’)3 ausgeht, welche
Ecktransversalen mit ihren ersten Représentanten zusammenfallen.
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Dies gilt nun ohne weiteres auch von den drei n-ten Re-
prisentanten eines Punkttripels in der von 4 B C auf einer durch
keine Ecke von A DB C gehenden Geraden erzeugten Involution
dritten Grades.

34. Bilden nun in einem Gebilde erster Stufe die Elemente
0., @y, @ ein Tripel in der von A B C im Gebilde erzeugten
Involution dritten Grades und ist Q9= @, bzw. @P=¢, bzw.
Q9=@;, so miissen QP =6, und @Y= Q; baw. YP=¢; und
WGP =@, bzw. QF = @, und QP = @, sein. Denn QP QP QP bilden,
wie wir sahen, ein mit ¢; ¢, @5 gleichen Sinn habendes Tripel
in der Involution dritten Grades; diese beiden Tripel miissen nun
zusammenfallen, wenn sie ein Element gemein haben, und alsdann
miissen @9, (9, P der Reihe nach entweder mit @, @y, @5
identisch sein, oder aus diesen durch eine zyklische Vertauschung
hervorgehen. Mithin:

Satz 20. Bilden @, @, @; ein Tripel in der von ABC
im Gebilde erzeugten Involution dritten Grades und ist ¢,
ein primitiver n-ter Koinzidenz-Repridsentant, so sind auch
@, und @, primitive n-te Koinzidenz-Reprisentanten.

Ist ferner @ der niedrigste Représentant von ¢,
welcher mit einem der beiden Elemente ¢, und ¢, zu-
sammenfillt (wo also ein noch niedriger als der k-te Re-
prasentant von ¢; weder mit ¢, noch mit ¢, zusammen-
fallt), so ist Q@R der niedrigste Reprisentant von ¢,
welcher mit ()5 bzw. @, und @@ der niedrigste, welcher
(in beiden Fidllen) mit ¢, zusammenfillt. Das Nimliche gilt
dann von ¢, und von @;, nur sind im selben iiberall @,
@o, Qs fiir @, durch @,, ¢5, @, und fiir ¢ durch @, ¢,
Q. zu ersetzen; es sind also dann @,, @,, ¢, primitive
(8%)-te Koinzidenz-Reprisentanten.

In der Tat, wire etwa @, schon ein ¢-ter Koinzidenz-Repriisen-
tant (¢ <<n), so miifite es auch ¢, sein; @, und @, miissen also zu-
gleich mit @, primitive %-te Koinzidenz-Reprisentanten sein.
Wenn ferner etwa @) =@, ist, muf @¢P= QPO ®= QP = @, und
PP = Q¢ ® = PP = @, sein; wire schon QP=Q;, wo 2k>1>F
wegen der Voraussetzung des Satzes, so miilite, weil Q¥ = Q;= Q¢",
®s und mithin auch @, ein (2k—1)-ter Koinzidenz-Reprisentant

5*
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sein, und @,= Q% miifite gegen die Voraussetzung schon unter
den 2k —1—1 Repridsentanten QP, @9, @@, ... Q&—1=D yon @,
vorkommen (Nr.30), wo 2k —I<Fk ist; es muBl also Q¢9 der
niedrigste Repréisentant von @, sein, fir den @@= @, ist. Wire
dann @, ein primitiver #-ter Koinzidenz-Reprisentant, wo n < 3,
so miilite einerseits, weil nach dem soeben Bewiesenen )= Q%"
nicht unter den Reprisentanten von ,, die niedriger als der
(2 k)-te sind, vorkommen kann, » > 2 & und andererseits, weil ¢» = @,
ist, » ein Teiler von 3% sein, was unmoglich ist; @, und mithin
auch ¢, und @, miissen also primitive (8 k)-te Koinzidenz-Repri-
sentanten sein. Wenn endlich dann @@= ¢; oder = @, wire, wo
1<k, so miilite nach dem eben Bewiesenen ¢, ein primitiver
(37)-ter Koinzidenz-Reprisentant sein; @ mub also dann der
niedrigste Reprisentant von @, sein, fiir den Q¥ = Qe»= @, ist.

Aus dem vorstehenden Satze folgt nun ohne weiteres:

Satz 21. Ist @, ein primitiver n-ter Koinzidenz-
Reprisentant, so kommt weder ,, noch @; unter den Re-
priasentanten von ¢, vor, wenn n# kein Vielfaches von 3 ist;
ist aber n ein Vielfaches von 3, so kommt entweder keiner
der beiden Elemente ¢, und ¢, oder jeder derselben unter
den Représentanten von ¢, vor, und zwar mul} im letztern
Falle, wo @, und @, vorkommen, entweder Q¢:® = (), und
Qe =)y, oder Q=) und P§P =), sein.

35. Ist » ein Vielfaches von 3 und ist (), ein solcher primitiver
n-ter Koinzidenz- Reprisentant, fiir den @¢:®= (), oder = ()5 ist
und mithin Q@r® = @y bzw. = (), so bilden auch QPF), QF+n:3),
@Q&+2n:3 fiir jeden Wert von & ein ebensolches Tripel (sogar
dem Sinne nach) wie @) @, (5 bzw. wie @, @3 @, Denn es ist
Q({cﬁ-n:f’i)z (J({n:?y)(k); (L)(zk) bZW. = (L)(ak) und (L?(1k+2n:3) = (l)(12n23)(k)z (L)g\)
bzw. = Q% und die k-ten Repriisentanten @ QP P des Tripels
Q, ©, @, bilden ein mit dem letzten gleichen Sinn habendes Tripel.
Mithin muf jede der oben (Nr.30) definierten Gruppen von je
primitiven #-ten Koinzidenz-Reprisentanten entweder kein ein-
ziges solches Element ), enthalten, unter dessen Repriisentanten
@, und mithin auch ¢, vorkommen, oder aus lauter solchen Ele-
menten bestehen. Mithin:

Diejenigen primitiven n-ten Koinzidenz-Reprisentanten ¢,
unter deren Repriasentanten ¢, und ¢); vorkommen, wo =
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notwendig ein Vielfaches von 3 ist, konnen nur in einer
solchen Anzahl auftreten, welche ein ganzes Vielfaches von nist.

36. Wir wollen nun, wenn » ein Vielfaches von 3 ist, die
Anzahl derjenigen primitiven n-ten Koinzidenz-Reprisentanten ),
bestimmen, unter deren Repriisentanten (), und mithin auch @,
vorkommen. Diese Anzahl stimmt nach den Sdtzen 20 und 21
mit der Anzahl derjenigen Elemente ), iiberein, fiir welche je

der <3> -te (und kein niedriger) Repréisentant ¢:® mit @, oder ¢,

zusammenfillt (wo also ein niedriger als der (n:3)-te Reprisen-
tant von ¢ weder mit ¢, noch mit ; zusammenfdllt). Die
letztere Anzahl kann nun wie folgt bestimmt werden.

Sind ®,, @, und @; die Ordinatenwinkel von €),, ¢, und ¢,
wo die bei der Bestimmung der Ordinatenwinkel hinzugedachten
Bewegungen aller drei Elemente in einem und demselben Sinne
folgen sollen und dieser Sinn und die Bezeichnung der Indices
der Elemente so getroffen sein sollen, dafl 0 < o, < 0, < @; ist,
wo also, weil ¢ @, @5 von dem oben (Nr.26) definierten Punkte I,
dem Scheitel aller Ordinatenwinkel, aus durch einen regelmifigen
Dreistrahl projiziert werden (Nr.4):

T 2w
w2:w1+§s ‘Ds:ml—i—?a

und soll der k-te Repriisentant von @, mit @, oder @, zusammen-
fallen, soll also @¥ = ¢, oder = ¢; sein, so wird dann (nach
Satz 15 in Nr. 26), wenn & ungerade ist:

— %0, = 0P = — (T — 0w, 4 i7)
T 3i+2
:——(n——ml——‘g—l-zn) < ;_ 7t—col>
bzw.
— %0, = 0P = — (r—w; + i7)

:——<7r—-m1—23£—|—in>: <3i3—-un—~col)

sein miissen, wo ¢ die Anzahl der vollen Umldufe von QP im
Gebilde angibt und wo ¢ auch 0 sein kann, also:

3@—}—2 32—{-1

3(21: )n bzw. @, = 3(21‘ )
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wobei, weil nur @, <z in Betracht kommt, 37 --2< 3.2+ 3
bzw. 374+ 1<3.28+ 3, also 4 <2k 4 ; bzw. < 2%+ 2, mithin

(in. beiden Fillen), weil ¢ nur eine ganze Zahl sein kann, ¢ < 2%
also ¢ = 0, 1, 2, ... 2% und, wenn %k gerade ist:

%0, = oP= 0, +ir = o, —f—;r e — Bl;j—lﬂf—*—col
bzw.
. 2 . 31
20, = 0P = 0, +17T = w1+~3£+zn = i;——Efz—l—col,
also:
_ 3i41 _ Bi42
@0, = ?(iki—T)n bZW. 0, = 3—(‘2"7_?1)75,

wobei 374+ 1<3.2—3 baw. 3i- 2<32—3, also ¢<2k_%

baw. i<2k—%, mithin (in beiden Fillen) ¢ 2F—2, also

i=20,1,2,... 28— 2. Hat, umgekehrt, der Ordinatenwinkel o,

eines Elementes ¢, die Form 3—[(2?7_“‘_(2?),‘] , wo 0<r<3, so
ist dann: (—2)( )
o e (=2y@Bi+n=
0P = (— 2)fo, = 7[@7_(_1)1‘]
_ (—1pF[2*—(— 1] Be+r)a+@Bitr=
B2 —(— 1]
= (—1)¢ (z + ,g>n+~[(§k’_+£%:(_ 1) [(_1)k o, + %’”Hn]

und dies ist — o, + i}—n +4m, wenn k gerade ist (also = w, + 7
oder = @; 4+ ¢7x, je nachdem r =1 oder r =2 ist), und
= — <7: — w0, — 3—; 7w+ zn) , wenn k& wungerade ist (also
= — (# — 0y + ¢x) oder = — (¥ — w3 + ¢ x), je nachdem r =— 2
oder » =1 ist); mithin mul dann in allen Fillen @{ = @, oder
= ) sein.

Es gibt also, je nachdem % ungerade oder gerade ist, 2 (2¥+ 1)

oder 2(2* —1) Elemente @,, fir welche je @ mit einem der
beiden Elemente ¢, und ¢; zusammenfillt.
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Soll nun fiir ein Element ¢, fir das ¢%® =@, oder = @, ist,
@® der niedrigste mit einem der beiden Elemente ¢, und ¢
zusammenfallende Reprisentant von @, sein, wo notwendig ¢ <k ist,
so wird dann %k ein Vielfaches von ¢, nicht aber von 3¢ sein;
und alsdann wird auch fiir jede Zahl m, die ein Vielfaches von 4,
nicht aber von 3¢ ist, (¢ mit einem der beiden Elemente ¢,
und ¢, zusammenfallen. Denn alsdann mul}l @, ein primitiver
(317)-ter Koinzidenz-Reprisentant sein (Satz 20 in Nr. 34) und
also muB, wenn k = ¢3¢+ r (r<3i), @, oder Q= QP = Qg3+
= (3D = " sein; mithin mul entweder r = ¢, oder r = 24
sein (ebenda), also k¥ = (¢3 +1)4 oder k£ = (¢3 + 2)¢; und ist,
umgekehrt, etwa m = ¢3¢ 4 24, so mull ¢ = Q@3 +29 = (@3HE
= Q29 =(), oder = ¢; sein, je nachdem @Q¢= @, oder =@, ist.
Mithin wird dann auch mindestens einer der folgenden Reprisen-
tanten von @ : QF:ry, QFrd, QF:ra, ... QF:r9, niemals aber @F:®
mit einem der beiden Elemente ¢), und ¢, zusammenfallen, wenn

k= 87pmpTepTs ... pTs

ist, wo >0, hingegen =, >1, m, =1, ... 7;,=>1; denn & darf

kein Vielfaches von 37 und also {;

k ist aber ein Vielfaches von ¢ und >4, mithin mull mindestens

. kE k . . .

eine der Zahlen —, —, -.. E, welche ebenso wie k£ keine Vielfache
P Do Ps

von 3¢ sind, ein Vielfaches von ¢ sein. Ist, umgekehrt, einer

oder mehrere der Reprisentanten Q:rv, @F:r2, .. Q%r9 mit @,

oder @) identisch, so muf auch Q% mit einem der beiden Ele-

kein Vielfaches von ¢ sein,

mente @), und @; identisch sein; denn, wenn ;, oder Z’k—, ... oder
1 2

L3 ein Vielfaches von ¢, nicht aber von 3¢ ist, gilt dasselbe auch

von k. Wenn aber fir ein Element @,, fiir das ¢®= ¢, oder
= (5 ist, weder @Q¥:7), noch (¢:»2, ... noch Q%9 mit einem der
beiden Elemente ¢, und ¢; zusammenfallt, so mull, nach dem
eben Bewiesenen, @ der niedrigste mit einem der beiden
Elemente ¢, und ¢; zusammenfallende Reprisentant von @, sein.

Um nun diejenigen Elemente @, zu erhalten, fiir welche @
der niedrigste mit einem der beiden Elemente ¢, und ¢
zusammenfallende Représentant von @, ist, ist notwendig und
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hinreichend aus dem Komplex der Elemente @, fiir welche letzte

® = @), oder = ¢, ist und deren Anzahl, wie wir sahen, 2 [2"—-(—1)"]
betrigt, diejenigen auszuscheiden, fiir welche schon @0, oder
Q%r2, ... oder @¥Pr9 mit einem der beiden Elemente ¢); und
zusammenfallt.

Nunmehr zeigt eine zu der obigen (Nr. 31) ganz analoge
Betrachtung, weil auch hier, wenn ¢ und ebenso ()¢ mit einem
der beiden Llemente ¢, und @; zusammentillt, Q= @, oder = (),
sein wird, wo d der grofite gemeinsame Teiler von m und n
bedeutet (ist ndmlich @@ der niedrigste mit einem der beiden
Elemente ¢, und ¢; zusammenfallende Reprisentant von ¢,, so
sind m und » und mithin auch d Vieltache von ¢, nicht aber
von 34), dal, wenn k = 37pTipTe ... pTs (1 << py < py <.+ < Ps;
>0, m,>1, my>1, ... 1,22 1), wo s>1, oder wo zwar s = 1,
aber p, >3, oder endlich wo s = 1, p, = 2, aber =, >1 ist, die
Anzahl derjenigen Llemente ¢, fiir welche ¢ der niedrigste
mit einem der beiden Elemente ¢, und ¢); zusammenfallende
Reprisentant von @), ist, gleich ist:

1) 9 E (__ 1)011-+‘arg+--~+a=,s Q‘k:p‘;lpg“’...pgs’

g, ag, ... e

WO 0, COg,... 0t unabhingig voneinander die Werte 0 und 1
annehmen sollen, und, nur wenn s = 1, p, = 2, =, =1, die
niamliche Anzahl gleich ist:

2) 2 [E (— 1)ee et 2],

uy
wo o, die Werte 0 und 1 annehmen soll. Die nimliche Anzahl
ist also in allen Fillen, wenn nur s> 0 ist, gleich:

) 2[ S et v T (DA (1]

@, Bgy ... Ug

da (—1)r77 2% — (— 1) = 0 ist [in p2.k <= p§+”11)k—”1 geht
1

p! auf, wenn nur s>0, p3—2.% ist also eine ganze Zahl], wenn

P1>3 und also p, und % beide zugleich ungerade sind, ferner

wenn p;, =— 2 und =, >2, wo dann k und pg*‘%k(: 2”1+’—2%>

beide zugleich gerade sind, und endlich wenn p, = 2, =, =1

und s> 2, wo dann wieder & und p3—2.%k (= 2°—2k) beide zugleich
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gerade sind, und nur dann (—1)7" 2% — (— 1)f = — 2 ist,
wenn p;, — 2, w, = §5; = 1 ist, wo dann k gerade, wihrend
P32k (= 2—'k) ungerade ist. Ist aber s = 0, ist also k = 37,
so ist die ndmliche Anzahl gleich:

4) 2(2¢ 4 1);

denn, wire fiir ein Element @), fir das ¢® mit einem der beiden
Elemente ¢, und ¢; zusammenfillt, ¢® der niedrigste Repri-
sentant von ¢, der mit einem der beiden Elemente @, und ¢,
zusammenfillt, wo 7 <k, so miiite, wie wir sahen, £ ein Viel-
faches von ¢ und kein Vielfaches von 3¢ sein, was, wenn k — 3~
und ¢ <<%, unmoglich ist; es mull also in diesem Falle fiir alle
2[2F—(—1)¥] = 2(2% 4+ 1) Elemente @,, fiir die ¢® mit einem
der beiden Elemente ¢, und ¢, zusammenfillt, Q% auch der
niedrigste Reprisentant von ¢, sein, der dies tut.

Lrsetzt man in den Formeln 3) und 4) & durch %, 80 er-
gibt sich: '

Ist n == 3TpTipr... pri

(Wol<p <py<-<ppa>lym=lm,>1,..m2=1;i>1),
so betrigt die Anzahl derjenigen Elemente ¢, fir die ¢¢®
der niedrigste mit einem der beiden Elemente @, und ¢;
zusammenfallende Reprisentant von ¢), ist:
5) 2[2(_1)a1+a2+-~+ai 2n:3p‘1‘1p°2'2...p:?i_l_(_l)p';—?.n_(__1)n],
ay,09,...0;
WO oy, Oy, ... or; unabhingig voneinander die Werte 0 und 1
annehmen sollen; ist aber » — 37 (x>1), so betrigt die
ndmliche Anzahl:

6) 2(27:3 4 1).

Die Formeln 5) und 6) liefern nun zugleich, wie im
Anfang dieser Nummer bemerkt wurde, die Anzahl der-
jenigen primitiven n-ten Koinzidenz-Reprisentanten @,, unter
deren Reprisentanten ¢, und mithin auch ¢, vorkommen,
wenn n = 3*pTip7> ... p7i ist bzw. wenn n = 3~ ist.

37. Weil nun die Formeln 5) und 6) (wo g wiederum ein

Vielfaches von 3 ist oder nicht), die die Anzahl der letzt er-
wihnten primitiven n-ten Koinzidenz-Repridsentanten liefern, je
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durch » teilbar sein miissen (Ende Nr. 35), so ergibt sich, wenn
man % durch m ersetzt und die Formeln 5) und 6) durch 2 bzw,

wenn ¢>1 oder p, >3 oder m, >1 ist, die Formel 5) durch
(— 1)i20nippe---pd +1 dividiert, dafl das Resultat in Nr. 32 wie
folgt erginzt werden kann:
Ist m == 3"pTipp... pli
(Wol<<p<py<-+<ps; =0, 1y =1, m, >1,.. ;> 1; ¢ 1)
und ist ¢>1, oder p, >3, oder m, > 1, so ist, je nachdem m
ungerade oder gerade und also p, = 2 ist:

(25
_S- (_. 1)0‘1+“g+--- + _2m(p’1’1p22...pi1—~ D:pip2...p;

st = 0 (mod. 3m oder mod. 3m:2"M),
WO 0y, Og, ... ot; unabhingig voneinander die Werte 0 und 1
annehmen sollen; ist aber ¢ = 1, p; = 2 und =, = 1, ist also
m=3".2 (x>=0),
50 ist:

2 (— )= 2m:2% = 9 (mod. 3m),
1

oder:

(=1~ 92 T“.8"—1 = ] (mod. 37+1),
@y

wo o, die Werte 0 und 1 annehmen soll; ist endlich

m = 8%,
so 1ist:
28" = — 1 (mod. 37+1),

was auch leicht auf andere Weise bewiesen wird.

38. Ebenso wie wir den Repriisentanten einer Gruppe in der
von ABC im Gebilde erzeugten Involution (27)-ten Grades den
n-ten Reprisentanten eines jeden der 2* der namlichen Gruppe
angehorenden Elemente nannten (Nr. 24), nennen wir das Représen-
tations-Tripel (Nr. 20) einer Gruppe in der von A B C im Gebilde
erzeugten Involution (27.3)-ten Grades die n-te Reprisentation
eines jeden der 2" in dieser Gruppe enthaltenen Tripel der von
ABC im Gebilde erzeugten Involution dritten Grades (Satz 12
in Nr. 22). Die n-te Repriisentation eines Tripels der Involution
dritten Grades besteht also (Nr. 20) aus demjenigen Tripel der-
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selben Involution, welches von den drei n-ten Reprisentanten
der Elemente des erstern Tripels gebildet wird. In Analogie mit
den n-ten Koinzidenz-Repriasentanten nennen wir ein Tripel, das
mit seiner n-ten Reprisentation zusammenfillt, eine #-te Koinzi-
denz-Repriasentation und, wenn das Tripel erst mit seiner
n-ten (und mit keiner frithern) Reprisentation zusammenfillt,
eine primitive n-te Koinzidenz-Reprisentation.

Was die Anzahl anbetrifft, unterscheiden sich nicht die Ko-
inzidenz-Reprisentationen von den Koinzidenz-Reprisentanten.

Es ist némlich die Anzahl der n-ten Koinzidenz- Repri-
sentationen gleich:
9n ___ (__ 1)n
und die Anzahl der primitiven n-ten Koinzidenz-Reprisen-
tationen gleich:

E (_1)u1+a2+ ety 2nzp‘;1p‘2‘2 . p;:k
ap, %2, ... 0
(wo o), oy, ... oo unabhingig voneinander die Werte 0 und 1
annehmen sollen), wenn

n == pTpR ... p7L>2
ist, und gleich 0, wenn »n = 2 ist.

Denn auf drei Arten kann ein Tripel @, @, ¢; mit seiner
#-ten Reprisentation zusammenfallen, nimlich: erstens, kann
Om =@, und alsdann mufl auch @¢’ = ¢, und P =@, sein,
zweitens, kann Q¢ = ¢, und alsdann mufl Q¢ =@, und ¢ = ¢,
sein, drittens, kann @@= (; und alsdann mull @P=¢, und
@YW =@, sein (Satz 20 in Nr. 34). Nun betrigt die Anzahl der
Elemente @,, fiir die ¢ = @, ist, 2* — (—1)* (Satz 19 in Nr. 29)
und die Anzahl derjenigen Ilemente €,, fiir die je @9 mit
einem der beiden Elemente ¢, und ¢; zusammenfillt, 2 [2" —(—1)"]
(Nr. 36); mithin betrigt die Anzahl derjenigen Elemente ¢);, fiir
die je @% mit einem der Elemente des Tripels ¢, ¢, ; zusammen-
fallt, 3[2" — (—1)"]. Weil aber erst drei solche Elemente ein
mit seiner %-ten Reprisentation zusammenfallendes Tripel aus-
machen, so betrigt die Anzahl dieser Tripel, also die Anzahl der
n-ten Koinzidenz-Reprisentationen 27 — (— 1)~

Soll ferner @, @, s ein erst mit seiner %-ten (und mit
keiner fritheren) Reprisentation zusammenfallendes Tripel sein,
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so wird, wenn Q¢ = ¢, sein soll, ¢, irgendein primitiver n-ter
Koinzidenz-Reprisentant sein miissen, wenn # kein Vielfaches von
3 ist und also ¢, und ¢; nicht unter den Reprisentanten von
@, vorkommen kénnen (Satz 21 in Nr. 34); ist aber » = 0 (mod. 3),
so wird dann @), ein solcher primitiver n-ter Koinzidenz-Repriasentant
sein miissen, unter dessen Repriisentanten weder ¢, noch ¢/, vor-
kommt, da sonst Q¢ = @), oder @; wire (ebenda) und mithin

@, @, @ schon mit seiner (g’)-ten Reprisentation zusammenfiele;

und wenn Q@ = ¢, oder = ¢, sein soll, wird @, ein solches Element
sein miissen, fiir das (Y der niedrigste mit einem der beiden
Elemente @, und ¢, zusammenfallende Reprasentant von ¢, ist.
In allen Fillen werden ¢, und ¢, ebenso wie ), beschaffen sein
miissen (Satz 20 in Nr. 34). Nun betrigt aber, wenn

n=pPp? ... pik> 2
und n kein Vielfaches von 3 ist, die Anzahl derjenigen Elemente
@,, welche primitive n-te Koinzidenz-Reprisentanten sind:

z (— D)t aat-ta Qnipfipf2. .ok
g, ay,
(Nr.31) und die Anzahl derjenigen Elemente ¢),, fiir die je ¢¢ der
niedrigste mit einem der beiden Elemente ¢, und ¢; zusammen-
fallende Reprisentant von @, ist:

. UL a o
9 E (___ l)"‘1+"2+"'+"‘k, 2n.p11p22...pkk
[TCoTR

[nach 1) in Nr. 36], also zusammen:

3 2 (— stet - +ap, gn:pft p‘;?---p,‘:k-,

aq,ay, ... &)
mithin betrigt dann die Anzahl der aus je drei solchen Elementen
bestehenden Tripel, also die Anzahl der primitiven n-ten Ko-
inzidenz-Reprisentationen:

Z(_ 1)t eat o +ap, Qnipfipge. ..ok,
ay, .. 0y
Wenn ferner »=0 (mod. 3), etwa p, =— 3 und k¥ = 2 ist (wo dann
1 <p,<ps<<---< P sein sollen), so betrigt die Anzahl derjenigen
primitiven n-ten Koinzidenz-Reprisentanten, unter deren Reprisen-
tanten je weder ¢, noch @, vorkommt:
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2 : . a, o
(____ 1)a1+a2+---+ak' 2n.3"‘1p22...pkk
@, dg, ... 0

) [Z (__ 1)a2+... oy 2n:3pgz.“p;:k + (___ 1)1”5_3-”—(— ]_)n]

Qg ...,
[nach Nr.31 und 5) in Nr. 36; hier ist deshalb p5~°.n der Exponent
des vorletzten Gliedes in der eckigen Klammer, wihrend in 5)
pi%.n es ist, weil hier in den % voneinander verschiedenen Prim-
faktoren von » auch der Faktor 3 mitgezihlt wird] und die An-
zahl derjenigen Elemente ¢, fiir die je ©¢V der niedrigste mit
einem der beiden FElemente ¢, und ¢; zusammenfallende Re-
prisentant von @, ist:
9 [Z (— 1)t +ay, on:pde.. vk | (— 1),,2—3.”_(__ l)n]

&y ... 0

[nach 3) in Nr. 36], also zusammen:
Z(_ D)eutast o +a On:3“pge.. prk

a, @y,

—9 2(_ 1)“2+"'+“k i 2n:3pgz...p;:k

+ 22(——1)az+ heL Qg
@y, .0y
E(_ 1)a1+a2+...+ak.2".3“!});2...ka

O,y .. U]
=1

+ 9 Z (_ 1)111+a2+...+ak.2”:3“1p§2...p;:k

®ay ... Qp
=0

+2 Z(— 1)t €k et o gmis@ipfe...pok

Z(_ l)al ,—a2+---+ak.2n:3“1p§2...pl‘:k

Oy, @) .
L9 Z (_ l)al fugtee ey ansatpgz...p;:k
@y Uy,

— 32(_ 1)“1+”2+ +ak‘2n:3“1p2’12...p:k
@y, 0, .. O

(wo oy, 0y, ... 0, unabhingig voneinander die Werte 0 und 1 an-
nehmen sollen); und, wenn # =0 (mod. 3) und % = 1, also n = p;*
= 37 ist, betrigt die erstere Anzahl:

E (_ l)al gn:s%__ 9 (2n:3 + 1)
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[nach Nr.31 und 6) in Nr. 36] und die letztere Anzahl:
2 (2" + 1)

[nach 4) in Nr. 36], also zusammen:

E (_ ])“1 9gn:3% + 2(2n . 2n:3) — Z(_ 1)a12n:3“1
& *y
oS = 5 S ey
@1

@y
mithin betrdgt auch in allen Féllen, wo »n = 0 (mod. 3) ist, die
Anzahl der aus je drei solchen Elementen bestehenden Tripel,
also die Anzahl der primitiven n-ten Koinzidenz-Reprisentationen:

Z(__ 1)al+a2+...+ak 21123"13932,“?;:];‘
g, &y, ...
Ist aber n» =— 2, so ist die Anzahl der primitiven zweiten Ko-
inzidenz-Reprisentanten gleich 0 (Nr. 31) und ebenso die Anzahl
derjenigen Elemente ¢, fiir die je @@ der niedrigste mit einem
der beiden Elemente ¢, und @, zusammenfallende Reprisentant
von @, ist, gleich

2 [a2<— 1)« 22:2“‘-—2] =2[22—2—2] =0

[nach 2) in Nr. 36]; mithin mufl auch die Anzahl der primitiven
zweiten Koinzidenz-Reprisentationen gleich 0 sein.

§ 9.

39. Wie wir sahen, gibt es in einem Gebilde erster Stufe
unendlich viele Elemente, welche wiederkehren, wenn wir den
Prozel ihrer Reprisentanten-Bildung hinreichend weit fortsetzen
und welche Elemente wir Koinzidenz-Repriisentanten nannten;
denn es gibt ja 2*— (—1)"n-te Koinzidenz-Reprisentanten fiir
jeden beliebigen positiven ganzzahligen Wert von .

Es fragt sich nun:

Gibt es auch im Gebilde solche Elemente, welche nie
wiederkehren, wie weit auch wir den Prozef ibrer Reprisen-
tanten-Bildung fortsetzen moégen? und, wenn es deren gibt,
welches sind diese?

Zum Teil werden diese Fragen schon durch den folgenden
Satz beantwortet.
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Satz 22. Unter den 2" Elementen einer Gruppe in der
von AD C im Gebilde erzeugten Involution (27)-ten Grades
kann hochstens ein Koinzidenz-Reprisentant vorkommen.
In der Tat, kdmen zwei Koinzidenz-Reprisentanten, etwa

@n,; und @, %, vor und wire der eine ein p-ter und der zweite
ein g-ter, wo p = q oder p %= ¢, so miiliten ¢, ; und @, 5, weil
jeder I-te Koinzidenz-Repréasentant zugleich ein (m1)-ter ist (Nr. 30),
zugleich (pq)-te und auch (pqr)-te Koinzidenz-Repridsentanten
sein fiir jeden beliebigen Wert von 7; es wiren daher ¢%7”
(= Qn2) und QF7” (= Q%) voneinander verschieden auch fiir einen
solchen Wert von r, fiir den pqr >n ist, was aber unmoglich ist,
da @.; und @, x, welche beide einer und derselben Gruppe in
der Involution (27)-ten Grades angehéren, den n-ten Reprisen-
tanten, der der Reprisentant jener ganzen Gruppe ist (Nr.24),
und mithin auch jeden hdhern als den =-ten Reprisentanten
gemein haben miissen.

Wenn daher ein Element in einer Involution (2%)-ten Grades
(fiir irgendeinen Wert von k) einer solchen Gruppe angehort,
die unter ihren 27 Elementen schon einen Koinzidenz-Reprisen-
tanten enthiilt, so kann das Element kein Koinzidenz-Reprisentant
sein und also nie wiederkehren, wie weit auch wir den Prozel3
seiner Reprisentanten-Bildung fortsetzen mogen.

40. Gehort aber ein Element in der Involution (2¥)-ten Grades
einer einen Koinzidenz-Repriasentanten schon enthaltenden Gruppe
an, so mull es auch in jeder hohern Involution, etwa vom
(2¢+9)-ten Grade (fiir jeden Wert von ¢), einer ebensolchen Gruppe
angehoren; denn jede Gruppe in der letztern Involution ist aus
2i Gruppen der erstern zusammengesetzt (Satz 12 in Nr.22),
mithin miissen das Element und der Koinzidenz-Reprisentant
auch in der Involution (2%+%)-ten Grades in einer und derselben
Gruppe vorkommen.

Ist nun ein Flement gegeben, das in der Involution (2%)-ten
Grades einer einen Koinzidenz-Reprisentanten schon enthaltenden
Gruppe angehort, und ist in dieser' Gruppe der Koinzidenz-
Reprisentant mit @), und das gegebene LKlement mit ¢ , be-
zeichnet, wo die Ordnung der Elementenzeiger in dieser Gruppe
mit der natiirlichen Anordnung in einem der beiden Sinne im
Gebilde iibereinstimmt, und ist endlich r —s=27 (mod. 2¢+1), wo
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notwendig 0 <7<k, so ist die Involution (2¥—%)-ten Grades die
niedrigste, in der das gegebene Element einer einen Koinzidenz-
Repriisentanten schon enthaltenden Gruppe angehdrt. Denn, weil
r=s (mod. 29), gehoren @, und @y, auch in der Involution
(2—%)-ten Grades einer und derselben Gruppe an (Satz 12 in
Nr. 22); sollte aber ¢y, ; schon in einer Involution (2%—!)-ten Grades
(s <l<k) einer solchen Gruppe angehoren, die einen Koinzidenz-
Reprisentanten enthilt, so wiirde dieser Koinzidenz-Reprisentant,
welcher, weil r=£s (mod. 2Y) ist, von @ . verschieden sein miifite,
mit @, auch in der héhern Involution (2%)-ten Grades in einer und
derselben Gruppe vorkommen und mithin kdmen in der letzten
Gruppe zwei Koinzidenz-Repriisentanten, ndmlich dieser und @y ,
vor, was nach Satz 22 unmdglich ist.

Ist die Involution (2m)-ten Grades die niedrigste, in der ein
gegebenes Element einer einen Koinzidenz-Reprisentanten schon
enthaltenden Gruppe angehort, so ist die Involution (27—7)-ten
Grades (0<<p < m) die niedrigste, in der der p-te Reprisentant
des gegebenen Elementes gleichfalls einer einen Koinzidenz-
Reprisentanten schon enthaltenden Gruppe angehért. Es kann also
der p-te Reprisentant des gegebenen Elementes (fiir p < m) ebenso
wie dieses Element selbst kein Koinzidenz-Reprisentant sein;
hingegen ist der m-te und mithin auch jeder noch héhere Re-
prisentant des gegebenen Elementes je ein Koinzidenz-Repriisen-
tant, und zwar je ein primitiver n-ter, wenn der mit dem gegebenen
Elemente in einer und derselben Gruppe der Involution (27)-ten
Grades vorkommende Koinzidenz-Reprisentant ein primitiver n-ter
ist. Seien n#mlich der letzt erwdhnte Koinzidenz-Reprisentant
und das gegebene Element in der Gruppe der Involution (27)-ten
Grades mit @), , und @, bezeichnet, so miissen, weil (fiir jedes
P <) @m,» und @, s zwei voneinander verschiedenen Gruppen
der Involution (27)-ten Grades angehdren, ihre p-ten Reprisentanten
OP , und QF ), die die Reprisentanten dieser zwei Gruppen der
Involution (2#)-ten Grades sind (Nr.24) und wo ({}),, ebenso wie
@um,» ein Koinzidenz-Reprisentant ist (Nr.30), voneinander ver-
schieden sein und einer und derselben Gruppe, ndmlich der Re-
prisentations-Gruppe von der (), » und (),  enthaltenden Gruppe
der Involution (27)-ten Grades in der Involution (27—?)-ten Grades
angehoren (Nr.19). QE,?,?T) und ()g,ﬁfs) konnen aber in einer niedri-
gern Involution, etwa vom (27—?—7)-ten Grade, nicht einer und
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derselben Gruppe angehiren, da sonst @, , und @, , gegen die
Voraussetzung schon in der Involution (27—f)-ten Grades einer
und derselben Gruppe angehoren miiliten (nach Nr.19). Sollte
nun Q) o schon in einer Involution (2m—»—f)-ten Grades einer
einen Koinzidenz-Reprisentanten enthaltenden Gruppe angehoren,
so miilte dieser Koinzidenz-Repriisentant, der nach dem soeben
Bewiesenen von Q) ,, verschieden wire, zugleich mit @, der
gleichfalls ein Koinzidenz-Reprisentant ist, in der Involution
(2m—P)-ten Grades in einer und derselben Gruppe, niimlich in der
Q) enthaltenden Gruppe, vorkommen, was aber nach Satz 22
unmoglich ist. Der m-te Reprisentant von @, ,, der der Re-
prisentant der ganzen ¢, , enthaltenden Gruppe der Involution
(2™)-ten Grades und also der nidmliche wie der m-te von @y,
ist, mull aber ebenso wie @,,, ein primitiver n-ter Koinzidenz-
Reprisentant sein (Nr. 30).

Ist, umgekehrt, der m-te (und kein niedriger) Repridsentant
eines gegebenen Elementes ein Koinzidenz-Reprisentant, so ist
die Involution (2")-ten Grades die niedrigste, in der das ge-
gebene Element einer solchen Gruppe angehort, die einen Ko-
inzidenz-Reprisentanten schon enthélt; und zwar ist dieser letzte
Koinzidenz- Repriasentant ein primitiver n-ter, wenn der m-te
Reprisentant des gegebenen Elementes es ist. Sei ndmlich das
gegebene Llement mit ¢ bezeichnet und m — gqn + v (0<r < n), so
mul}, weil alle Repriisentanten von @@ an und hoher primitive
n-te Koinzidenz-Repriasentanten sind, der m-te Reprisentant von
Qmtn—n also ot n—nm = QJmtn—n)@ntn = (on—7) (1) () ()
S Qe Engntn = Qmgntn) = Qm gein, wo QUrtr—1 weil r<n
und also m + n —r >m ist, ein primitiver n-ter Koinzidenz-
Reprisentant sein muB, Mithin gehort ¢ in der Involution
(2m)-ten Grades einer solchen Gruppe an, die schon den primitiven
n-ten Koinzidenz-Repriisentanten @ +2—7 enthilt; da ¢ und
Qom+n—n heide einen und denselben m-ten Reprisentanten, nam-
lich @0, haben (Nr.24). Sollte aber ¢ schon in einer Involution
(2)-ten Grades (wo l< m) einer solchen Gruppe angehiren, die
einen Koinzidenz-Reprisentanten enthilt, so miilite, wie wir sahen,
gegen die Voraussetzung schon der [-te Repriisentant von ¢ ein
Koinzidenz-Reprisentant sein.

Wenn daher ein Element ¢ in einer Involution (2¥)-ten

Grades, wie groff auch k& genommen werden mag, einer keinen
Berliner, Habilitationsschrift. 6
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Koinzidenz-Reprisentanten enthaltenden Gruppe angehort, so
kann weder ¢ selbst, noch irgendeiner seiner Repriisentanten
QO fiir irgendeinen Wert von ! ein Koinzidenz-Repriisentant sein
und also wie weit auch wir den Prozell der Reprisentanten-
Bildung von ¢ fortsetzen miogen, wird sich ein und derselbe Re-
prisentant von ¢ nie zweimal ergeben, da sonst ein solcher
Reprisentant ein Koinzidenz-Reprasentant sein miil3te.

41. Bis nun haben wir uns nur von der Existenz zweier
Arten von Elementen iiberzeugt, nimlich von Elementen, die selbst
Koinzidenz-Reprisentanten sind, und von Elementen, die zwar
selbst keine Koinzidenz-Reprisentanten sind, doch von solchen
reprisentiert werden, welche letztere Elemente also je in den
Involutionen von irgendeinem Grade 2™ an solchen Gruppen an-
gehoren, die schon je einen Koinzidenz-Reprisentanten enthalten.
Wir werden aber spiter (Nr.42) sehen, daf auch die dritte Art
von Elementen wirklich existiert, welche letzte Elemente weder
selbst Koinzidenz-Repriisentanten sind, noch von solchen reprisen-
tiert werden und welche Elemente also in keiner Involution, wie
grof auch deren Grad 2% genommen werden mag, einer einen
Koinzidenz-Repréasentanten enthaltenden Gruppe angehoren.

Hiernach ergibt sich, wenn wir als den nullten Reprisentanten
eines Elementes das Element selbst ansehen und daher den
Prozel der Reprisentanten-Bildung fiir ein Element als von diesem
Element an beginnend betrachten:

Hinsichtlich des Prozesses der Repriisentanten-Bildung
zerfallen die Elemente im Gebilde erster Stufe in drei
Klassen:

Die erste Klasse enthiilt alle die Elemente, welche selbst
Koinzidenz-Repriisentanten sind. Fiir ein Element ¢ dieser
Klasse ist der ProzeB seiner Repridsentanten-Bildung rein
periodisch: die Periode beginnt nimlich gleich bei @ und
ist n-gliedrig, wenn ¢ ein primitiver n-ter Koinzidenz-
Repriisentant ist; wie weit auch wir den Prozef der Représen-
tanten-Bildung dann fortsetzen mogen, wird sich nur die
n-gliedrige Periode @), QO ... Q®—Y unaufhorlich wieder-
holen, nie aber wird sich ein anderes Element ergeben.

Die zweite Klasse enthélt alle die Elemente, welche zwar
selbst keine Koinzidenz - Reprisentanten sind, doch mit
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solchen in je einer und derselben Gruppe in den von A BC
im Gebilde erzeugten Involutionen (von einem gewissen
Grade an und hoher) vorkommen. Fiir ein Element ¢ dieser
Klasse ist der Prozell seiner Repriisentanten-Bildung ge-
mischt periodisch: die Periode beginnt erst beim m-ten Re-
prisentanten @™ von ¢, wenn die Involution (2")-ten
Grades die niedrigste ist, in der ¢ einer einen Koinzidenz-
Reprisentanten enthaltenden Gruppe angehort, und ist
n-gliedrig, wenn der soeben erwihnte Koinzidenz-Reprigen-
tant ein primitiver n-ter ist; wie weit auch wir dann den
Prozef§ der Repriisentanten-Bildung fortsetzen mogen, werden
@, @O, ... =D nur je einmal vorkommen und darauf wird
sich die n-gliedrige Periode @, ¢m+1, . . Qn+n—1 ynauf-
horlich wiederholen, nie aber wird sich auller diesen ein
anderes Element ergeben.

Endlich enthélt die dritte Klasse alle die Elemente, die
weder selbst Koinzidenz-Représentanten sind, noch mit sol-
chen in einer und derselben Gruppe in irgendeiner der von
ABC im Gebilde erzeugten Involutionen vorkommen, wie
gro auch der Grad 2% der Involution genommen werden
mag. Fiir ein Element dieser Klasse werden sich, wie weit
auch wir den Prozef} der Repridsentanten-Bildung dann fort-
getzen mogen, immer neue und neue Elemente ergeben, nie
aber wird ein und dasselbe Element zweimal vorkommen.

Die Elemente einer jeden dieser drei Klassen liegen im
Gebilde iberall dicht.

Denn in einem noch so kleinen Intervalle liegen immer zwei
aufeinanderfolgende Elemente einer Gruppe der Involution (2*)-ten
Grades, wenn / hinreichend groB genommen wird (nach Nr.26),
und mithin auch der zwischen zwei solchen Elementen liegende
k-te Koinzidenz- Reprisentant (Satz 19 in Nr.29), welcher ein
Element der ersten Klasse ist, und nunmehr auch das auf diesen
in der (diesen enthaltenden) Gruppe der Involution (2F)-ten
Grades folgende Element, welches letzte der zweiten Klasse an-
gehort. Es liegen also im Gebilde die Elemente der ersten Klasse
und ebenso die der zweiten iiberall dicht; es gilt aber dasselbe,
wie wir bald sehen werden, auch von den Elementen der dritten
Klasse.

6*
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42. Um nun iiber die Klasse eines Elementes ¢ zu ent-
scheiden, haben wir nur den Ordinatenwinkel @ — «x von ¢ zu
betrachten, wo 0<w <m (dies Intervall enthdlt ndmlich die
Ordinatenwinkel simtlicher Elemente des Gebildes), also 0=« < 1.

. i . .
Ist, erstens, « rational, also o = " (wo <<k und ¢ eine
v

zu k relative Primzahl ist) und, zweitens, der Nenner k un-
gerade, so gehort dann und nur dann das Element ¢ der
ersten Klasse an. Gehort dann die Zahl 2 zu dem Ex-
ponenten O in bezug auf den Modul %k, so ist @ ein primi-

tiver (g)-ter, oder d-ter, oder endlich (20)-ter Koinzidenz-
Repridsentant und dem entsprechend die Periode seiner
Reprisentanten-Bildung <g>-, oder 0-, oder endlich (20)-

gliedrig, je nachdem 6 =2 (mod. 4) und 2%:2=—1 (mod. k),
oder 0 =0 (mod. 4) oder zwar 0 =2 (mod. 4), aber 2/:2=£—1
(mod. k), oder endlich J ungerade ist.

Ist aber der Nenner & des reduzierten echten Bruches

o = % gerade, so gehort dann und nur dann das Element ¢

der zweiten Klasse an. Ist dann £:=27(mod. 27+1!) und
gehort die Zahl 2 zu dem Exponenten 0 in bezug auf den
Modul (%:2m), so ist die Involution (2™)-ten Grades die
niedrigste, in der @ einer solchen Gruppe angehort, die
schon einen Koinzidenz-Reprisentanten enthalt, und zwar einen

primitiven (g)-ten, oder 0-ten, oder endlich (20)-ten, je

nachdem welcher der vorigen Fille der Beschaffenheit von o
eintritt, und dem entsprechend ist dann i die Anzahl der
Elemente, die beim Prozesse der Reprisentanten-Bildung von

@) der Periode vorangehen, und g, oder 0, oder endlich 29

die Gliederanzahl der Periode.
Ist endlich e irrational, so gehort dann und nur dann
das Element ¢ der dritten Klasse an.

Denn ¢ ist nur dann ein Koinzidenz-Reprisentant, wenn

sein Ordinatenwinkel auf die Form 27*_1(7_[_—1—)3 gebracht werden
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kann, also nur dann, wenn o rational und der Nenmer k des

. ) . .
reduzierten Bruches o — % ungerade ist; und zwar ist dann ¢

ein primitiver n-ter, wenn #» der kleinste Exponent ist, fiir
welchen eine Kongruenz von der Gestalt:
1) 24 =(—1)* (mod. k)

e 1 - i ¥ w11 fom ,
moglich ist (a,us BT e (i) folgt némlich ¢[2» — (— 1)"]
= vk und hieraus, weil ¢ und % relative Primzahlen sind:

27 = (— 1) (mod. L)> Ist nun 0 der Exponent, zu dem die Zahl 2

in bezug auf den Modul & gehort, ist also 8 der kleinste Ex-
ponent, fiir welchen eine Kongruenz von der Gestalt:

2) 29=1 (mod. k)
moglich ist, so gibt es keinen Exponenten p, fiir welchen die

Kongruenz
3) 2¥=—1 (mod. k)

moglich wire, wenn & ungerade ist; ist aber 0 gerade und gibt
es Exponenten, fiir welche eine Kongruenz von der Gestalt 3)

moglich ist, so ist g der kleinste unter diesen Exponenten (denn y

kann kein Vielfaches von d sein, ist nun y = ¢ 4 #, wo 0 <r <0, s0
folgt aus 2¢9+7 = —1=-—2¢9, dafl dann auch 27=—1 und hieraus:
22r =1, mithin mufl 27 ein Vielfaches von 0 >~ sein, also mul

0 . . ey
dann r = g sein, was nur, wenn 0 gerade ist, moglich ist). Ist

also 0 = 2 (mod. 4), also 0 gerade und g ungerade und ist 29:2=—1,

also 2°:2=(—1)%:2 (mod. k), so ist g der kleinste Exponent, fiir
welchen eine Kongruenz von der Gestalt 1) moglich ist. Ist aber
0=0 (mod. 4), also auch g gerade, so ist dann 0 der kleinste Ex-

ponent, fiir welchen eine Kongruenz von der Gestalt 1) mdglich
ist; dasselbe ist der Fall, wenn zwar 8 =2 (mod. 4), aber 2925 —1
(mod. k) ist. Ist endlich & ungerade, so ist eine Kongruenz von
der Gestalt 3) unméglich und 20 ist dann der kleinste Exponent,
fiir den eine Kongruenz von der Gestalt 1) moglich ist.
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Wenn aber k= 2" (mod. 2" +1) ist, so kann erst der Ordinaten-
winkel des m-ten Repridsentanten @™ von ¢, welcher Winkel
= (— 2)'" 71: = (—1Dm /?.327.“ ist (Satz 15 in Nr.26) (wo nun-
mehr der Nenner (k:2") ungerade ist), auf die Form g (* Iy
gebracht werden; es ist also dann erst Q0 ein Koinzidenz-
Reprisentant und mithin (Nr.40) die Involution (2™)-ten Grades
die niedrigste, in der ¢ einer einen Koinzidenz-Reprisentanten
enthaltenden Gruppe angehort.

Wenn endlich o« irrational ist, so kann weder der Ordinaten-
winkel ez von ¢, noch der Ordinatenwinkel (— 2) e von Q©

rmo
23_ (_ 1 )s
werden.

Zugleich sehen wir, dall auch die Elemente der dritten Klasse
im Gebilde iiberall dicht liegen, da der Bereich der irrationalen
Zahlen iiberall dicht ist.

Hiermit ist auch die im Anfang dieses Paragraphen gestellte
Frage vollstindig beantwortet.

(fiir irgendeinen Wert von 1) auf die Form gebracht

43. Hieraus ergibt sich:
Durchlduft % alle die Zahlen, welche der Forderung ge-
niigen, dal in bezug auf sie, als Moduln, eine gegebene Zahl
n o= pHpr...pri>2
der kleinste Exponent ist, fiir welchen eine Kongruenz von
der Gestalt
1) 28=(—1)* (mod. k)
moglich ist, so ist die entsprechende Summe
D) = X (e gt
gz,
wo @ (k) die bekannte zahlentheoretische Funktion bedeutet
und wWo a,0,,...0; unabhéngig voneinander die Werte 0
und 1 annehmen sollen.

Denn, wie wir sahen, ist ein Element ¢ nur dann ein primi-
tiver #n-ter Koinzidenz-Reprﬁsentant wenn der Nenner k; des

reduzierten echten Bruches (wo x der Ordinatenwinkel von ¢
1

ky
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ist) eine solche Zahl ist, welche der Forderung des vorstehenden
Satzes geniigt. Es liefern also die ¢ (k) voneinander verschie-
denen reduzierten echten Briiche, welche den namlichen Nenner
ky haben, @ (k;) voneinander verschiedene primitive #-te Koinzi-
denz-Repriasentanten. In gleicher Weise liefert aber jede andere
Zahl k,, welche ebenso wie k; derselben Forderung geniigt, ¢ (k,)
voneinander und von den ¢ (k;) vorigen verschiedene primitive

n-te Koinzidenz- Reprisentanten, da die reduzierten Briiche /71
. 1
) . . L .

und ]—2 voneinander verschieden sein miissen, wenn k, == k, ist.
v2

Mithin muf Z @ (k) der Anzahl aller primitiven n-ten Koinzidenz-

Reprﬁ,sentant(’;n gleich sein, diese Anzahl aber wird durch die
Summe rechts geliefert (Nr.31).
Ist =0 (mod. 4), so geht der vorstehende Satz (nach Nr. 42)
in folgenden iiber:
Durchlduft % alle die Zahlen, welche der Forderung ge-
niigen, dal} in bezug auf sie, als Moduln, die Zahl 2 zu dem
Exponenten » gehort, so ist die entsprechende Summe

E(p(k) :Z(—— ])“1+“2+"-+a,- Qn:p‘flpg?...p?i.
k

@y, 9, ... Q;

44. Die Elemente der ersten Klasse und ebenso die der
zweiten lassen sich ihrerseits wieder in je zwei Arten einteilen.

Der ersten Art der ersten Klasse soll jeder solche Koinzi-
denz- Reprisentant ¢; angehoren, unter dessen Reprisen-
tanten ¢, und @, vorkommen, wo @, ¢, ¢; ein Tripel der
von ABC im Gebilde erzeugten Involution dritten Grades
ist; und zwar mull @, ein primitiver (3 k)-ter Koinzidenz-
Repriisentant sein, wenn Q% der niedrigste mit einem der
beiden Elemente @, und ¢, zusammenfallende Reprisentant
von @, ist (Satz 20 in Nr.34). Hingegen soll der zweiten
Art der ersten Klasse jeder solche Koinzidenz-Reprisentant
@, angehoren, unter dessen Reprisentanten weder ¢, noch
¢ vorkommt.

Ferner soll der ersten Art der zweiten Klasse jedes solche
Element @, angehoren, unter dessen Reprisentanten zwar
weder @, noch @,, doch Repriisentanten von @, und @, vor-
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kommen, welches Klement @, also mit einem Koinzidenz-
Repriisentanten erster Art in einer und derselben Gruppe
in den von ABC im Gebilde erzeugten Involutionen (von
einem gewissen Grade an und héher) vorkommt; und zwar
ist die Involution (2™)-ten Grades die niedrigste, in der ¢,
mit dem Koinzidenz-Reprisentanten in einer und derselben
Gruppe vorkommt, und dieser Koinzidenz-Reprisentant ein
primitiver 3 (n— m)-ter, wenn @¢™ der niedrigste Reprii-
sentant von €, ist, welcher mit einem der Reprisentanten
von @, und )5 zusammenfillt, und wenn dieser Reprisen-
tant von @, oder ), der n-te ist, wo notwendig n > ist.
Hingegen soll der zweiten Art der zweiten Klasse jedes
solche Element ¢, derselben Klasse angehoren, unter dessen
Reprisentanten weder Reprisentanten von (), noch von (s
vorkommen, welches Element ), also mit einem Koinzidenz-
Repriasentanten zweiter Art in einer und derselben Gruppe
vorkommt.

Ist ndmlich Q¢ = @9, so mufl auch ¢ = Q¢ und QM = P
sein, da Q0 Q¢ Qe und QP PP Q4 zwei gleichen Sinn habende
Tripel in der Involution dritten Grades bilden (Nr.33), wo n>m
sein mul}, da sonst gegen die Voraussetzung schon ein niedriger
als der m-te Reprisentant von ), nidmlich @9, mit Q¢ zu-
sammenfiele, und wo Q0= Q@+r—m= QUe—m der niedrigste
mit einem der beiden Elemente @ und ¢ zusammenfallende
Reprisentant von ¢ sein mul}; denn wire schon Q¢ = Q¢ oder
= ™, wo m<<l<<m, so miilite gegen die Voraussetzung auch
Qo = QO bzw., QP sein. Mithin muB Q¢ ein primitiver 3 (n—m)-ter
Koinzidenz-Repriisentant erster Art sein (Satz 20 in Nr.34). Sollte
schon Q¥ und mithin auch @ (Satz 20) je ein Koinzidenz-
Repriisentant sein, wo k<m, so miiite (nach Nr.35) QF+n—m
= QP o—m = (P sein, ebenso wie QYVr—m = Qortn—m = (o) = )
ist, da Q¢ = Qftm—P=QPm=0 der (m—Fk)-te Reprisentant des
(nach Annahme) Koinzidenz-Reprisentanten ¢ wire; was
aber gegen die Voraussetzung, daB erst ¢ mit einem der Re-
priasentanten von ¢), und ¢, zusammenfillt, wire. Es ist also Q¢
der niedrigste Reprisentant von ¢, welcher ein Koinzidenz-
Reprisentant ist; mithin ist dann die Involution (27)-ten Grades die
niedrigste, in der ¢, mit einem Koinzidenz-Reprisentanten in
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einer und derselben Gruppe vorkommt (Nr.40), und zwar mufl
dieser Koinzidenz- Reprisentant, der denselben i -ten Représen-
tanten wie @; hat, ebenso wie (™ ein primitiver 3 (1n— m)-ter
Koinzidenz-Reprisentant erster Art sein (nach Nr.35). Ist, um-
gekehrt, der Koinzidenz-Reprisentant, welcher mit ¢, in einer
und derselben Gruppe vorkommt, von der ersten Art, so miissen
auch alle seine Représentanten, also auch die, welche ihm und ¢,
gemein sind, Koinzidenz-Reprisentanten erster Art sein (Nr.35);
ist nun etwa Q0 ein gemeinsamer Repridsentant von ¢); und
jenem Koinzidenz-Reprisentanten, so miissen, weil ¢¢) ¢¢) Q) ein
Tripel der Involution dritten Grades ist, ¢§’ und @9’ unter den
Reprisentanten von ()¢’ vorkommen, und es kommen dann unter
den Reprisentanten von ¢); Reprisentanten von ¢, und ¢); vor.

Weil aus Q¢ = Q¢ auch QP or—0 = QP ®—b folgt, wo k<m<n
ist, und also unter den Reprisentanten von {9 auch Reprisen-
tanten von @) vorkommen, so ergibt sich hieraus mit Hilfe des
Satzes 20 in Nr.34 und Nr. 35:

Gehort @, der ersten Klasse an, so gehoren auch ¢,, @
und samtliche Reprasentanten von @,, ¢, und 5 dieser
Klasse an, und zwar derselben Art wie ¢,. Gehort ferner
@), der zweiten Klasse und erst Q¢ der ersten Klasse an,
so gehoren auch ¢),, @; und alle die Reprasentanten von
@1, @, und )5, welche niedriger als die m-te sind, der
zweiten Klasse an, und zwar derselben Art wie ¢, und alle
die Reprisentanten von @,, ¢, und ¢;, welche hoher als
die (m —1)-te sind, der ersten Klasse an, und zwar der ersten
oder der zweiten Art, je nachdem ¢, in der zweiten Klasse
der ersten oder der zweiten Art angehort.

45. Auch iiber die Art eines Elementes der ersten beiden
)

Klassen gibt uns der Ordinatenwinkel " des Elementes Aufschluf,

wo 71; ein reduzierter echter Bruch ist.
Es gehort nimlich ein Element der ersten Klasse, fiir
welches also der Nenner & ungerade ist, nur dann der ersten

Art an, wenn £ = +32+* (mod. 3*+*) und 0 = +3* (mod. 31 +*)

ist, wo ¥ > 0 und 0 der Exponent ist, zu dem die Zahl 2

in bezug auf den Modul (k:3) gehort; sonst gehdrt das
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Element der zweiten Art an. Ferner gehort ein Element
der zweiten Klasse, fiir welches also & gerade ist, wo etwa
k=2"(mod. 2" +1), nur dann der ersten Art an, wenn £ =+ 32+”
(mod. 33+*) und 0 = -+ 3" (mod. 3'+?) ist, wo ¥ == 0 und d der
Exponent ist, zu dem die Zahl 2 in bezug auf den Modul
(k:2m. 8) gehort; sonst gehort das Element der zweiten Art an.

Denn ein Element gehort nur dann der ersten Art der ersten

Klasse an, wenn % auf die Form 3[2‘“‘7—2—_1)5] gebracht werden
kann, wo r kein Vielfaches von 3 sein soll (Nr.36); es mul} also
dann, weil ¢3[2°—(—1)*] = rk ist (wo ¢ und % relative Prim-
zahlen sind und # = 0 (mod. 3) ist):

1) 25=(—1) (mod. %k:3)

und

2) k =+3"+2 (mod. 3*+3)

sein, wenn

3) s =+3' (mod. 3" t+1)

und also

4) 90— (—1)=(3 —1) — (—1)7=-3"+1 (mod. 37+2)

ist, wo >0 ist. Sind, umgekehrt, & und s solche Zahlen, die
den Kongruenzen 1), 2), 3) und mithin auch 4) geniigen, und ist
7 eine zu k relative Primzahl, so ist

82— (=1)]
ik
k32— (—1)y]’
wo, weil 73[2°—(—1)°] ebenso wie & nur durch 3”+2 nicht aber

durch 3'+9 teilbar ist, z‘gﬂ”‘](;l)] kein Vielfaches von 3 ist;

v

?

mithin muB dann das Element, dessen Ordinatenwinkel 7 ist,

der ersten Art der ersten Klasse angehdren. Is gehort also ein
Element nur dann der ersten Art der ersten Klasse an, wenn &
eine der Kongruenz 2) geniigende Zahl ist und fiir diese Zahl %
eine den Kongruenzen 1) und 3) geniigende Zahl s existiert. Ist
dies der Fall und ist dann etwa

5) 27 =(—1)* (mod. k: 3)

die Kongruenz niedrigsten Grades von der Gestalt 1), so ist
einerseits nach 3), weil nach 1) s ein Vielfaches von # sein mul,
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n kein Vielfaches von 3'*!, andererseits, weil nach 2) und 5)
2" —(—1)» = (3 —1)* — (—1)* = 0 (mod. 3" *+1) sein mubl, n =0
(mod. 3*), also mul}

6) % =+ 3v(mod. 8¥ +1)

sein; mithin mull dann, weil » entweder — g, oder = 0, oder
= 240 ist (nach Nr.42), auch

7 0 =+ 3" (mod. 3" +7)

sein. Umgekehrt, folgt aus 7) auch 6) und 5); folglich gehort
ein Element nur dann der ersten Art der ersten Klasse an, wenn
k und 0 den Kongruenzen 2) und 7) geniigen. Ferner gehort ein
Element der zweiten Klasse, fiir welches k=2" (mod. 2m+1) ist,

nur dann der ersten Art an, wenn der m-te Reprisentant des
Elementes der ersten Art der ersten Klasse angehort; dieser m-te

Reprisentant, dessen Ordinatenwinkel —— ist, gehort aber, wie

i
f:2m
soeben gesehen, nur dann der ersten Art der ersten Klasse an,
wenn %:2” und also auch % der Kongruenz 2) und 0 der Kon-

gruenz 7) geniigen, wo aber jetzt 0 nicht mehr in bezug auf den

Modul ];, sondern in bezug auf den ’VIodul k 3 genommen ist.




Dritter Abschnitt.

Uber eine neue, spezielle Erzeugungsart
der Kurven dritter Ordnung mit isoliertem
Doppelpunkt bzw. dritter Klasse
mit isolierter Doppeltangente.

§8.

46. Wir wollen nun das Gebilde untersuchen,

welches von denjenigen Punkten
gebildet wird, welche einem
auf keiner Seite des Drei-
ecks ABC liegenden
reellen Punkte P zugepaart
sind in den von 4 B C auf den
simtlichen durch P gehenden
Geraden g erzeugten Punkt-
involutionen (g)?, und welches
Gebilde mit p3 bezeichnet
werden mag.

Nennen wir zwei solche
Punkte, die einander zugepaart
sind in der von ABC auf
ihrer Verbindungsgeraden er-
zeugten Punktinvolution zwei-
ten Grades, zwei konjugierte
Punkte in bezug auf ABC,
8o besteht das Gebilde p3 aus
den sdmtlichen zu P in bezug
auf 4 BCkonjugierten Punkten.

Nun leuchtet sofort ein, dafl3

p¢ die Ecken von ABC und
die drei Schnittpunkte P,, P;,

welches von denjenigen Strahlen
gebildet wird, welche einer
durch keine Ecke von ABC
gehenden reellen Geraden p
zugepaart sind in den von ABC
um die simtlichen auf p
liegenden Punkte ¢ erzeugten
Strableninvolutionen (¢)2, und
welches Gebilde mit P2 be-
zeichnet werden mag.

Nennen wir zwei solche
Gerade, die einander zugepaart
sind in der von ABC um
ihren  Schnittpunkt erzeug-
ten Strahleninvolution zweiten
Grades, zweli konjugierte
Strahlen in bezug auf ABC,
8o besteht das Gebilde P3 aus
den simtlichen zu p in bezug
auf 4 BCkonjugierten Strahlen.

das Gebilde

P die Seiten von ABC und
die drei durch den Pol P von
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P, der Polare p von P mit p gehenden Ecktransversalen
den Seiten von 4 B C enthalten P4 Pgy Po von ABC enthalten
wird. wird.

Denn links ist jede Ecke allen Punkten, darunter auch P,
der durch sie und P gehenden Ecktransversalen zugepaart in der
auf dieser von ABC erzeugten parabolischen Punktinvolution
(Nr.6). Ferner ist jeder der Schnittpunkte von p mit den Dreieck-
seiten dem Pole P von p zugepaart in der von A.BC auf der ihn
mit P verbindenden Geraden erzeugten Punktinvolution zweiten
Grades (Ende Nr.7).

47. Wir bediirfen nun, um einige Eigenschaften dieser Ge-
bilde abzuleiten, des folgenden Hilfssatzes.

Hilfssatz 1. Sind £ und I irgend zwei Gerade, K und
L ihre Pole, v die K mit I verbindende Gerade und V der
Pol von v, so geht die Gerade, welche die beiden dem Schnitt-
punkte k! in den auf % und ! von ABC erzeugten Punkt-
involutionen (k)2 und (1)? zugepaarten Punkte verbindet,
durch V.

Und, umgekehrt, geht die Gerade, welche durch V und
durch den dem Schnittpunkte %kl in (k)2 zugepaarten Punkt
geht, auch durch den dem Schnittpunkte k7 in (I)? zu-
paarten Punkt.

Und dual.

Denn % und I sind Tangenten des Polarkegelschnitts 72 von
v; mithin miissen (Satz 3 in Nr.10) (%)2 und (I)? zu der von ABC
um V erzeugten Strahleninvolution (17)2 perspektiv sein, und es
muB der Strahl, welcher in (7)2 der Verbindungsgeraden von V'
mit dem Schnittpunkte kI zugepaart ist, durch die beiden dem
kl in (k)? und ()2 zugepaarten Punkte gehen, und es liegen also
diese beiden Punkte mit 77 in einer Geraden.

Die Umkehrung gilt nicht mehr, wenn % durch eine Ecke von
ABC geht. Denn alsdann ist diese Ecke der Pol von % und zugleich
auch der Pol der Verbindungsgeraden v der Pole von %k und irgend-
einer andern Geraden I. Dieselbe Ecke ist aber dann in der
parabolischen Involution (k)2 allen Punkten von k, darunter auch
k1, zugepaart; mithin bleibt dann die Gerade, welche den Pol von
v mit dem dem k! in (k)2 zugepaarten Punkte verbindet, un-
bestimmt.
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48. Nun konnen wir allererst nachweisen, dafl das Gebilde p3
mit keiner Geraden mehr als drei Punkte gemein haben kann.

Beweis. Sollte irgendeine Gerade d mit p3 vier Punkte gemein
haben und also vier durch P gehende Geraden ¢, ¢,, y; und g¢,,
wo notwendig mindestens eine dieser vier Geraden, etwa ¢, keine
der drei durch P gehenden Ecktransversalen ist, in denjenigen
Punkten P,, P,, P; und P, 1) schneiden, welche dem i’ zugepaart
sind in den Punktinvolutionen (¢,)?% (92)2 (¢5)2 und (g,)?, so wiirde
nach Hilfssatz 1 die Gerade d, welche in (¢;)2 und (g,)% in (g)2
und (g5)? und in (g;)2 und (g,)? je die beiden dem gemeinsamen
Punkte P ihrer Triger zugepaarten Punkte verbindet, durch die
Pole derjenigen drei Geraden gehen miissen, welche den Pol G,
von ¢, mit den Polen G,, G5, G, von ¢,, g5, g, verbinden, was
aber unmoglich ist; da die Pole der durch (, gehenden Geraden
(wo G, als Pol einer von den Ecktransversalen und Seiten von
ABC verschiedenen Geraden g¢;, auf keiner Seite von 4B C liegt)
einen Kegelschnitt bilden (Nr.2) und keine drei dieser Pole also
in einer Geraden liegen kinnen.

49. Ferner konnen wir nachweisen, dall, wenn das Gebilde p3
mit einer Geraden zwei reelle Punkte gemein hat, es mit der-
selben Geraden noch einen dritten reellen gemein haben mul.

Beweis. Sind die zwei gemeinschaftlichen Punkte von p3 mit
der Geraden zwei der Ecken von ABC und ist die Gerade also
eine der Seiten von A B C, so hat diese Seite mit p3 noch einen
dritten reellen Punkt gemein, ndmlich ihren Schnittpunkt mit der
Polare p von P (Nr.46). Von diesem Falle kénnen wir nun ab-
sehen und nehmen an, daBl von den beiden p3 und der Geraden,
welche letztere r heifle, gemeinsamen reellen Punkten, welche P;
und P heilen mogen und dem P in (g;)*> und (g,)? zugepaart
sind, mindestens ciner, etwa P;, keine der Ecken von ABC ist.
Die Gerade r wird dann nach Hilfssatz 1 durch den reellen Pol
der reellen Verbindungsgeraden (;(f; der Pole von g, und g,
gehen und mithin, weil der Pol von GGy auf dem Polarkegel-
schnitt g2 des auf keiner Seite von A B C liegenden Punktes (;

1) Von nun an soll, wenn irgendein Punkt von p3 mit P, bezeichnet
wird, die diesen Punkt von P aus projizierende Gerade mit ¢;, ihr Pol mit
G; und ihr Schnittpunkt mit der Polare p von P mit @);, also stets mit
einem und demselben Index bezeichnet werden.
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liegt, 92 noch in einem zweiten reellen Punkte treffen. Dieser zweite
Schnittpunkt von » mit ¢2 ist aber Pol?) einer durch (; gehenden
Geraden, welche letzte, weil (;, der Pol der durch P gehenden
Geraden ¢;, auf dem DPolarkegelschnitt2) p2 von P liegt, noch
durch einen zweiten reellen Punkt, etwa G, von p2 gehen mulf.
Nun ist aber der auf p? liegende reelle Punkt G, Pol der durch
P gehenden reellen Geraden ¢;. Folglich mufl nach der Umkehrung
des Hilfssatzes 1 die Gerade », welche durch den Pol der Ver-
bindungsgeraden (;(; der Pole von ¢; und ¢; und durch den
dem gemeinsamen Punkt P von g; und ¢ in (g:)? zugepaarten
Punkt P; geht, auch durch den dem P in (g,)? zugepaarten
Punkt P, welcher p3 angehort, gehen und also mit p3 noch einen
dritten reellen Punkt gemein haben.

50. Zugleich haben wir Folgendes erkannt:

1. Fine durch einen p3 angehorigen, von den Ecken A4,
B, O aber verschiedenen Punkt P; gehende Gerade r, welche
mit p3 noch die beiden von P aus durch g und g; proji-
zierten Punkte P, und P; gemein hat, hat mit dem Polar-
kegelschnitt g2 von (#;, dem Pole der P; von P aus proji-
zierenden Geraden ¢;, diejenigen beiden Punkte ¥z, Vi und
nur diejenigen beiden gemein, welche Pole der beiden Ver-
bindungsgeraden v;x, v;; von G; mit bzw. den Polen G und
G von ¢y, und ¢; sind.

Umgekehrt hat eine durch einen solchen Punkt P;
gehende Gerade r, welche mit ¢? die beiden Punkte Vi und
Vi gemein hat, mit p® auber P; noch diejenigen beiden
Punkte P, P; und nur diejenigen beiden gemein, welche
von P aus durch diejenigen Geraden g; und g; projiziert
werden, deren Pole G; und (; mit G, dem Pole der F;
von P aus projizierenden Geraden g;, verbunden die Polaren
v;x und v;; von Vi und ¥y liefern.

Denn die Gerade, die in (g;)? und (gi)% in (g:)? und (g;)? die
beiden dem g, gx, ¢: gemeinsamen Punkte P zugepaarten Punkte P;
und Py, P; und P, verbindet, mul} nach Hilfssatz 1 durch die auf g2
liegenden Pole V,; und V,; von v;; = GG, und v,y = (i Gy gehen;

1) In bezug auf 4 BC; s. oben Fulinote auf S.12.
2) Hier und iiberall im folgenden, wo von Polarkegelschnitten schlechthin
die Rede ist, sollen diese in bezug auf A BC verstanden werden.
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und die Gerade, die durch die Pole V;; und V;; von G;G) und
G;G; und durch den dem P = gigx = ¢:9: in (g;)? zugepaarten
Punkt P; geht, mull nach der Umkehrung des Hilfssatzes 1 auch
durch die dem P in (g.)? und in (g;)? zugepaarten Punkte P
und P; gehen; und keine Gerade kann mit g7 und p3 mehr als
zwel bzw. mehr als drei Punkte gemein haben.

Hieraus ergibt sich: Die durch P; gehende Gerade r ist dann
und nur dann Tangente an p3 in P%, wenn sie Tangente an g’
ist. Denn dann und nur dann sind die beiden g? und » gemein-
samen Punkte 7, und V;; und mithin auch ihre Polaren v;; = GG
und v; = GGy und also auch Gy und Gy, g und ¢; und endlich
auch die beiden Punkte P und F; je einander unendlich nahe.
Ferner ist dann und nur dann die durch P; gehende Gerade r
Tangente an p3 in demselben Punkte P, wenn sie durch den auf
p? liegenden Pol T; der Tangente ¢; an p? im Punkte G geht.
Denn dann und nur dann, wenn einer der beiden r und g? ge-
meinsamen Punkte, etwa Vi, mit 7; und also v; = GG, mit
der Tangente #; an p2 in G; identisch ist, sind G; und G4 und
mithin auch ¢; und g, und also auch P; und P; je einander
unendlich nahe. Wendetangente an p3 in P; ist aber die Gerade r
dann und nur dann, wenn sie Tangente an g} in 7;ist. Denn
dann und nur dann liegen die beiden » und g? gemeinsamen
Punkte V;, und V;; im Beriihrungspunkte 7; und mithin auch
v = GG und v; = Gy Gy in der Tangente #; an p? in Gy, und
es sind also nur dann alle drei Punkte Gy, Gy, Gy und alle
drei Polaren ¢, gx, ¢ und folglich auch alle drei Punkte P
Py, P, je einander unendlich nahe. Endlich hat die Gerade r
dann und nur dann drei voneinander verschiedene Punkte P,
Py, P, mit p3 gemein, wenn sie von g? in zwei voneinander und
von T; verschiedenen Punkten getroffen wird. Denn dann und
nur dann sind 7}, Vi, V;; und mithin auch ¢, vy = G; Gy,
v = GGy und Gy, Gy, Gy und g;, g, ¢ und P;, P, P, simt-
lich voneinander verschieden. Ist P; reell, so sind hiernach auch
P, und P, dann und nur dann reell, wenn » von gf in zwel
reellen Punkten getroffen wird.

51. Hiermit sind die folgenden Aufgaben geldst.

Aufgabe 1. Auf einer durch einen Punkt P; von p3
gehenden Geraden r deren beide weitere Schnittpunkte mit
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p3 zu ermitteln, wobei P; von P aus durch die Gerade g;
projiziert wird.

Auflosung. Man ermittelt zuerst die beiden Schnitt-
punkte Vi und ¥V von r mit dem Polarkegelschnitt (in
bezug auf ABC) g? von G;, dem auf dem Polarkegel-
schnitt p2 von P liegenden Pole von g;, und ihre durch G
gehenden Polaren v;; und v;;, sodann die beiden zweiten
Schnittpunkte G und G von v, und v; mit p2 und ihre
durch P gehenden Polaren g; und ¢;; alsdann sind die
beiden Schnittpunkte P; und P; von r mit g, und ¢, die
gesuchten Schnittpunkte von r mit ps.

Diese Losung ist aber, nach dem Vorhergehenden, nur dann
anwendbar, wenn P; keine der Ecken von A BC ist.

Anmerkung. Diese Losung liefert auch dann die beiden
weiteren Schnittpunkte P, und P; von 7 mit p3, wenn r ganz
auferhalb g¢? liegt, nur sind dann P, und P, ebenso wie die
beiden Schnittpunkte von » mit g? konjugiert-imaginir, wenn nur
P; und r reell sind. Denn, wie man sich iberzeugen kann,
gelten alle Resultate des ersten Abschnittes, darunter der Satz 3
in Nr. 10, und mithin der Hilfssatz 1 in Nr. 47 und die Aussage I
auch fiir imaginire Punkte und Gerade. Nun miissen aber v
und v;; zugleich mit ihren Polen V;; und V;;, den beiden Schnitt-
punkten von r mit g2, konjugiert-imaginér sein (nach Nr. 3), und
alsdann miissen auch die beiden zweiten Schnittpunkte Gy und
(#; des reellen Kegelschnitts p2 mit den konjugiert-imaginfren
Geraden v;; und v;;, deren reeller Schnittpunkt ¢; auf dem nim-
lichen Kegelschnitt p2 liegt, konjugiert-imaginir sein (es wird
ndmlich die reelle, elliptische Strahleninvolution um G;, deren
Doppelstrahlen v;; und v;; sind, von p2 in einer reellen, elliptischen,
krummen Punktinvolution geschnitten, deren Doppelpunkte G
und G, sind) und mithin auch ihre Polaren g, und g;; folglich
miissen auch P, und P,, die nunmehr Schnittpunkte der reellen
Geraden r mit den konjugiert-imaginiren Geraden g, und g, sind,
konjugiert-imaginir sein. Auch wenn P; oder r oder beide zugleich
imaginir sind, liefert die gegebene Losung die beiden weitern
Schnittpunkte von » mit p3 Eine durch P; gehende Gerade hat
also immer mit p3 noch zwei Punkte gemein, welche aber auch

imagindr sein konnen.
Berliner, Habilitationsschrift. 7
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Aufgabe 2. Die von dem Punkte P; an p3 gehenden
Tangenten (aulier der Tangente in P; selbst) zu ermitteln.
Auflésung. Man ermittelt die beiden von I’;an g2 gehenden
Tangenten, diese und nur diese sind zugleich die gesuchten

Tangenten an ps.

Weil P;, wenn er reell ist, auf der immer ganz auflerhalb
des Polarkegelschnitts ¢? verlaufenden Geraden g, (nach Nr.2)
liegt, so folgt hieraus, dall von jedem reellen Punkte von ps
(die Ecken von A B C vorldaufig ausgenommen) aufler der Tangente
in dem Punkte selbst noch zwei reelle Tangenten an p3 gehen.

Aufgabe 3.
ermitteln.

Die Tangente im Punkte P; von p? zu

Auflosung. Man ermittelt den Pol G von g¢;, welcher
Pol auf dem Polarkegelschnitt p2 von P liegt, sodann die
Tangente ¢; an p? in G; und den Pol T} von ¢; die Ver-
bindungsgerade von I; mit 7; wird dann die gesuchte Tan-

gente von p3 sein.

Auch die Losungen der Aufgaben 2 und 3 sind nur dann
anzuwenden, wenn P; keine der Ecken von 4 B C ist.

Die entsprechenden Aufgaben fiir das duale Gebilde P3 sind
dual zu 16sen.
Zugleich haben wir das folgende Kriterium gewonnen.

Satz 23. Ist P; ein von
den Ecken von ABC ver-
schiedener,reeller Punkt
von p3, ¢g; die P; von P aus
projizierende Gerade, G
deren Pol, g? der Polar-
kegelschnitt von (;, p? der
Polarkegelschnitt von P,
welcher letztere Polarkegel-
schnitt durch den Pol G;
von g; geht, #; die Tangente
an p? in G4, T; der Pol von
ti, welcher Pol auf g} liegt,
und 7 irgendeine durch P;
gehende, reelle Gerade, so
sind die beiden weitern

Ist p; ein von den
Seiten von ADBC ver-
schiedener, reeller
Strahl von P3, @; der Punkt,
in dem p von p; geschnitten
wird, ¢; dessen Polare, @?
der Polarkegelschnitt von
g¢i, P? der Polarkegelschnitt
von p, welcher letztere Polar-
kegelschnitt von der Polare
¢; von (); tangiert wird, U;
der Berithrungspunkt von ¢;
mit P2, u; die Polare von
U;, welche Polare ¢} tan-
giert, und N irgendein auf
p; liegender, reeller Punkt,
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Schnittpunkte P, und P,
von r mit p3 konjugiert-ima-
ginér, oder reell und von-
einander und von P; ver-
schieden, oder zwar vonein-
ander, aber P ist nicht von
P; verschieden und 7 ist
also die Tangente an p3 in
P;,, oder I, und P, sind
zwar von P, aber mnicht
voneinander verschieden und
r ist also die Tangente an
p3 in Py, oder endlich ist
weder P, noch P, von P;
verschieden und r ist also
eine Wendetangente von p3
in P;, je nachdem r mit 42
zwei konjugiert-imaginire,
oder zwei reelle, voneinander
und von 7; verschiedene
Punkte, oder 7; und noch
einen andern Punkt gemein
hat, oder r Tangente an g?
in einem von 7; verschie-
denen Punkte ist, oder end-
lich 7 Tangente an g¢? in
T; ist; und umgekehrt.

so sind die beiden weitern
durch N gehenden Strahlen
pm und p, von P2 konju-
giert-imagindr, oder vreell
und voneinander und von
p; verschieden, oder zwar
voneinander, aber p, ist
nicht von p; verschieden
und N ist also der Beriih-
rungspunkt von p; mit P3,
oder p, und p, sind zwar
von p;, aber nicht vonein-
ander verschieden und N
ist also der Bertihrungspunkt
von p,, mit P3, oder endlich
ist weder p, noch p, von
p; verschieden und N ist
also ein Riickkehrpunkt von
Ps3 auf p;, je nachdem von
Nzweikonjugiert-imaginire,
oder zwei reelle voneinander
und von wu; verschiedene
Tangenten, oder 4; und noch
eine andere Tangente an ?
gehen, oder N Beriihrungs-
punkt in einer von u; ver-
schiedenen Tangente von @2
ist, oder endlich N Beriih-
rungspunkt in der Tangente
u; von @7 ist; und umge-
kehrt.

§9.

52. Das im letzten Satze gegebene Kriterium der Realitdt
und der Lage der beiden weitern Schnittpunkte von p3 mit einer
durch einen reellen Punkt P; von p® gehenden Geraden versagt
aber, wenn P; eine der Iicken von AD C ist; da alsdann der
Hilfssatz 1 (und nimlich seine Umkehrung), auf dem das Kriterium
beruht, nicht mehr zur Anwendung gebracht werden kann (Nr. 47),

7 ¥
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auch ist dann dieselbe Ecke zugleich der Pol (+; von g; und der
Polarkegelschnitt g2 reduziert sich dann auf die beiden durch die
namliche Ecke gehenden Seiten von 4 B C (Nr. 2).

Wir wollen deshalb aus diesem Kriterium ein zweites ableiten,
welches zweite seine Giiltigkeit auch fiir die Ecken von A BC
beibehalten wird.

Zu diesem Ende beweisen wir den folgenden

Hilfssatz 2. Die Tangente ¢ in irgendeinem Punkte &
des Polarkegelschnitts p2 von P ist zu der ihren Beriihrungs-
punkt G mit P verbindenden Geraden zugepaart in der von
ABC um G erzeugten Strahleninvolution ((+)?; und dual.

Beweis. Weil p die Polare von P auch in bezug auf p?
ist (Nr. 2), so mul der Pol der Verbindungsgeraden & P in bezug
auf p? der Schnittpunkt der Tangente ¢ mit p sein. Es sind also
die beiden Punkte, in denen p von ¢ und ( P geschnitten wird,
einander zugepaart in der Involution der in bezug auf p2 kon-
jugierten Punkte auf p und also auch in der mit dieser identischen
(Nr. 2) von A B C erzeugten Involution (p)2. Nach Satz 3 (Nr. 10)
ist aber (p)?2 zu der von 4B C um den auf p? liegenden Punkt
G erzeugten Strahleninvolution ((r)? perspektiv; folglich miissen
die beiden Geraden ¢ und G P, welche von G aus ein Punkte-
paar in (p)? projizieren, ein Strahlenpaar in ()2 bilden. (Diesen
Satz habe ich in meiner Dissertation Nr.24 auf andere Weise
bewiesen.)

53. Ist nun G; irgendein auf p? liegender Punkt, ¢; seine
durch P gehende Polare und sind G;; und G, die beiden Schnitt-
punkte von p? mit g;!) und g;; und g¢;, ihre durch P gehenden
Polaren, so mufl nach Satz 3 (Nr. 10) die von AB C erzeugte
Strahleninvolution (G;)? zu den von AB C erzeugten Punkt-
involutionen (g;)% (g9:1)% (g:2)? perspektiv sein. Folglich muf} die
Tangente f; an p? im Punkte (;, welche dem Strahle G;P in
(Gi)? zugepaart ist (Hilfssatz 2), durch diejenigen drei Punkte
P, P, P;y gehen, welche dem P in (¢:)% (gi1)% (gi2)? zugepaart
sind und welche also p3 angehiren. Hieraus folgt weiter nach
Hilfssatz 1, daf die Tangente #;, die nunmehr die beiden dem

1) Ist (; und mithin auch g, reell, so sind auch G;; und G, reell,
da ¢; durch den innerhalb p? liegenden Punkt P (Nr. 2) geht.
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P=g;9:1 = 9:9:i2 in (9;)2 und (g;1)% in (¢;)? und (g;2)? zugepaarten
Punkte P; und P;;, P; und P;; verbindet, auch durch die Pole
der beiden G; mit G;; und Gy verbindenden Geraden gehen
mulb.

Bemerken wir noch, dafl die beiden durch P gehenden Geraden
gi1 und g¢; und ebenso die beiden Verbindungsgeraden G; Gy,
und G; G;s, deren Pole mit P bzw. mit (; in je einer Geraden
liegen, nimlich in g; bezw. in ¢, ein Strahlenpaar in (P)? bzw.
in (G;)? bilden (Satzl in Nr.7), und dall das Strahlenpaar g,
und g¢;s durch g¢;, den ersten Reprisentanten von g;; und g;», und
P G;, den zweiten Reprisentanten von g¢;; und g;,, um P har-
monisch getrennt wird (Satz 17 in Nr. 28), so ergibt sich:

Satz 24. Auf der Tan-
gente t; in einem Punkte G;
des Polarkegelschnitts p2
von P liegen die drei p3 an-
gehorenden Punkte, welche
von P aus durch die Polare
¢g; von G; und durch das-
jenige Strahlenpaar in (P)2
projiziert werden, dessen
Pole auf g; liegen und also
die Schnittpunkte von g; mit
p? sind; und zwar ist auf
{; der Beriithrungspunkt G
von dem durch g; projizierten
Punkte von p3 durch die
beiden andern Punkte von
p®  harmonisch  getrennt.
Ferner liegen auf derselben
Tangente #; die beiden Pole
desjenigen Strahlenpaares in
(G)?, welches G; mit jenen
beiden Schnittpunkten von
¢; mit p? verbindet.

Durch den Beriithrungs-
punkt U; einer Tangente g;
des Polarkegelschnitts P2
von p gehen die drei P3 an-
gehorenden Strahlen, welche
von p in dem Pole ¢; von
¢;und in demjenigen Punkte-
paare in (p)? geschnitten
werden, dessen Polaren durch
@; gehen und also die beiden
von ¢); an P2 gehenden
Tangenten sind; und zwar
ist um U; die Tangente ¢;
von dem durch ¢; gehenden
Strahle von P3 durch die
beiden  andern Strahlen
von P3 harmonisch getrennt.
Ferner gehen durch den-
selben Beriihrungspunkt U;
diebeiden Polaren desjenigen
Punktepaares in (g;)?, in
welchem ¢; von jenen beiden
von €); an P? gehenden Tan-
genten geschnitten wird.

54. st nun wieder P; irgendein von den Ecken von ABC

verschiedener Punkt von p3, G; der auf dem Polarkegelschnitt p2
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von P liegende P’ol der P; von P aus projizierenden Geraden g,
g% der Polarkegelschnitt von (f; und sind t; und t» die beiden
von P; an p3 gehenden Tangenten (aufler der Tangente an p3
in P; selbst), welche zugleich die von P an g? gehenden Tangenten
sind und welche stets reell sind, wenn nur P’; reell ist (Nr.51),
Py und Py, Vi und Vi ihre Beriithrangspunkte mit p3 hezw. mit
97, y» und gy die Py und P von P aus projizierenden Geraden,
Gr» und G die auf p? liegenden Pole von gy und ¢, und endlich
vy und v die durch (; gehenden Polaren von ¥V, und V.., so
miissen nach Nr. 50 Gy und 7y die je zweiten Schnittpunkte
von vy und v;» mit p? sein. Nun miissen aber die Berithrungs-
punkte ¥ und Vi der beiden von P; an g2 gehenden Tangenten
auf der Polare von P in bezug auf g7 liegen, welche Polare die
Verbindungsgerade (; P ist; da in beZug auf ¢} P;, der dem P
in (¢;)? zugepaarte Punkt, dem P konjugiert ist, und «; der Pol
von g; (nach Nr.2). Wenn also (f;; und (r;, die beiden Schnitt-
punkte von g; mit p2 sind, so miissen vy = G; Gy und v = G; Gy,
deren Pole 7; und V;» von (# aus durch die nidmliche Gerade
(+; P projiziert werden, und die beiden Verbindungsgeraden (+; G,
und (; G4y, deren Pole von (+; aus durch die Tangente # von p?2
in (+; projiziert werden (Satz 24), nach der Anmerkung in Nr.22,
weil G; P und ¢ ein Strahlenpaar in ((+;)? bilden (Hilfssatz 2},
zwei durcheinander harmonisch getrennte Strahlenpaare in ((r;)?
bilden. Weil aber die auf p2 induzierte Punktinvolution (p2)? von
dem auf p? liegenden DPunkte (#; durch die Strahleninvolution
()2 projiziert wird (Nr. 10), so miissen die zweiten Schnittpunkte
Iy Gy und Gy Gy von p2? mit jenen beiden durcheinander har-
monisch getrennten Strahlenpaaren (r;((ry (i, (151 (ia) von (()2
zwel durcheinander harmonisch getrennte Punktepaare in (p?)2
bilden. Weil ferner vier harmonische Punkte auf einem Kegel-
schnitt durch zwei in bezug auf diesen konjugierte Gerade ein-
geschnitten werden und die Involution der in bezug auf p2 kon-
jugierten Strahlen um P mit (P)? identisch ist (Nr. 2), so miissen
nun die beiden durcheinander harmonisch getrennten Punktepaare
Gy Gy und Gy Gy der induzierten Involution (p2)2, deren Zen-
trum P ist (Nr.7), von P aus durch ein Strahlenpaar in (P)?2
projiziert werden. Nunmehr sind aber (7;; und G, die Schnitt-
punkte von p? mit der durch P gehenden Geraden g¢;; mithin
ergibt sich:
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L. Die Pole Gy und G derjenigen beiden Geraden g,
und g, welche die Berithrungspunkte P; und P;» der
beiden von einem p3 angehorenden Punkte P; an p3 gehen-
den Tagenten (auller der Tangente in P; selbst) von P aus
projizieren und welche, wie wir sahen, ein Strahlenpaar in
(P)2 bilden, liegen auf der zu g; in (P)2 zugepaarten Ge-
raden.

55. Sind nun ¥V und V;; die beiden Schnittpunkte von g2
mit irgendeiner durch [; gehenden Geraden 7, v;; und v; ihre
durch den auf p? liegenden Punkt ; gehenden Polaren und G
und G, die zweiten Schnittpunkte von p? mit v; und vy, so
miissen Vi, Vi Ve Vi vier harmonische Punkte auf g¢? sein, da
die Beriihrungspunkte ¥y und ¥ der beiden von P; an g¢?
gehenden Tangenten auf einer zu r = Vi Vi in bezug auf g2 kon-
jugierten Geraden, n#mlich auf der Polare von P; in bezug auf
9%, liegen. Weil aber der Biischel der Polaren um G; zu der
Punktreihe der Pole auf g2 projektiv ist (nach Nr.2), so miissen
nun ;00 v = (7 (Gy G1 Gy G) vier harmonische Strahlen um
den auf p2 liegenden Punkt G; und mithin ihre zweiten Schnitt-
punkte G G, Gy G mit p? vier harmonische Punkte auf p? sein.
Folglich muf die Gy mit (; verbindende Gerade v,; durch den
Pol der G mit Gy verbindenden Geraden in bezug auf p2 gehen;
der Pol der letzteren Verbindungsgeraden, der zu g; in (P)? zu-
gepaarten Geraden (I in Nr.54), mull aber, weil (P)2 zugleich die
Involution der in bezug auf p? konjugierten Strahlen um P und p
die Polare von P auch in bezug auf p? ist (Nr.2), der Schnitt-
punkt @; von p mit ¢g; sein; mithin mull die G; mit Cn ver-
bindende Gerade vx; durch () gehen.

Geht, umgekehrt, die Gerade vy;, welche zwei Punkte G
und Gy von p? verbindet, durch den Punkt ¢;=g¢;p, den Pol der
Geraden Gy Gy in bezug auf p2, so sind Gy Gy G» Gy vier har-
monische Punkte auf p2 die sie von dem gleichfalls auf p2 liegen-
den Punkte (r; aus projizierenden Strahlen G;(Gr G, Gy Gy)
= ;05109 Uy vier harmonische Strahlen um G; und deren Pole
(in bezug aut AL C) Vi Vi Vi Vi vier harmonische Punkte
auf ¢2, und es mub also dann die Gerade r, welche Vi mit 7,
verbindet, durch P;, den Pol der Vi mit V; verbindenden Ge-
raden in bezug auf ¢? (Nr.54), gehen.
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Nunmehr sind nach I in Nr.50 G und G; die Pole der-
jenigen Geraden g und ¢;, welche die beiden weitern Schnitt-
punkte P und P; der durch P; gehenden Geraden » mit p3 von

P aus projizieren; mithin ergibt sich:

II. Mit einem Punkte P; von p3 liegen in je einer Ge-
raden je zwei solche Punkte von p3 und nur solche zwei
Punkte, welche von P aus durch solche zwei Geraden pro-
jiziert werden, deren beide Pole auf einer durch @;=py,

gehenden Geraden liegen.

Also haben wir:

Satz 25. Drei Punkte von
p? liegen dann und nur dann
in einer Geraden, wenn die Pole
(in bezug auf 4 B () von irgend
zwel und mithin von je zwei
derjenigen drei Geraden, welche
die drei Punkte von p3 aus P
projizieren, mit dem Schnitt-
punkte der dritten Geraden
und p, der Polare von P, in
einer Geraden liegen.

Drei Strahlen von P2 gehen
dann und nur dann durch
einen Punkt, wenn die Polaren
(in bezug auf 4B C) von
irgend zwei und mithin von
je zwei derjenigen drei Punkte,
in welchen p von den drei
Strahlen von P3 geschnitten
wird, mit der den dritten
Punkt mit P, dem Pole von p,
verbindenden Geraden durch

einen Punkt gehen.

56. Nun bilden die Pole der durch ); gehenden Geraden den
Kegelschnitt g2, welcher letzte A B ( umschrieben ist und, weil ¢); auf
p liegt, durch P und, weil die Polaren p und p; der beiden in (g;)
ein Paar bildenden Punkte P und P; auf ¢; sich schneiden miissen
(Nr.7) und also @;=pg; auch auf p; liegt, durch P; geht. Folg-
lich mufl der Pol V;; der durch ¢; gehenden, Gy mit G ver-
bindenden Geraden v;;, welcher Pol nach Hilfssatz 1 (Nr.47) auf
der durch die beiden dem P in (gx)? und (g))? zupepaarten
Punkte P, und P; und durch den p3 und q% angehorenden Punkt P;
gehenden Geraden r liegen mufl, der zweite Schnittpunkt von »
mit ¢? sein. Mithin haben wir nach Nr.55:

IIL. Ist P; ein Punkt von p3, r» irgendeine durch ihn
gehende Gerade, ¢; der Schnittpunkt der P; von P aus
projizierenden Geraden ¢; mit der Polare p von P, ¢? der
durch P; gehende Polarkegelschnitt von ¢);, V;; der zweite
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Schnittpunkt von r mit g2 und v;; dessen durch ¢); gehende
Polare, so hat » mit p3 noch diejenigen beiden Punkte P;
und P; gemein und nur dienigen beiden, welche von P aus
durch g und ¢, die Polaren der beiden Schnittpunkte Gy
und G, von v mit dem Polarkegelschnitt p2? von P, pro-
jiziert werden. (Sind G und G; konjugiert-imaginir, so
miissen es auch nach der Anmerkung in Nr.51 P, und
P, sein.)

57. Aus dem Satze 25 ergibt sich, beildufig bemerkt:

Sind G, Gy, Gy die Pole irgend dreier durch P gehen-
der Geraden ¢, gx, g1, und @, Qx, ¢ die Schnittpunkte
von p, der Polare von P, mit g¢;, gr, ¢» und geht G; Gy
durch @, so geht auch Gy G durch Q; und Gy G; durch ¢,.
Es miissen ndmlich die drei von P aus durch g;, g, ¢ pro-

jizierten Punkte P;, Py, P, von p? in einer Geraden liegen, weil
G; Gy, durch @, geht, mithin miissen auch Gy G, und G, G; durch
@; bzw. @ gehen.

Hieraus folgt:

Die beiden nach (Nr.2) projektiven

Punktreihen erster und zwei-
ter Ordnung, namlich die von
der Spur ), eines um P
sich drehenden Strahles g,
auf p, der Polare von P,
beschriebene p (§),) und die
vom Pole G, von g, auf p2
dem Polarkegelschnitt von P,
beschriebene p2((,), haben
die folgende eigentiimliche
Lage zueinander:

Sind ¢;, G; und @, Gy
irgend zwei Paare ent-
sprechender Punkte der pro-
jektiven Punktreihen p (¢Q.)
und p2(G,), so schneiden
sich die beiden Verbindungs-

Strahlenbiischel erster und
zweiter Ordnung, ndmlich
der von dem, einen auf p
sich bewegenden Punkt @),
von P, dem Pole von p, aus
projizierenden Strahl g, be-
schriebene P(g,) und der
von der Polare ¢, von @,
um P2, den Polarkegelschnitt
von p, beschriebene P2(q,),
haben die folgende eigen-
tiimliche Lage zueinander:

Sind ¢;y, ¢; und gz, ¢
irgend zwei Paare ent-
sprechender Strahlen der
projektiven Biischel P (g.)
und P2(q,), so ist die Ver-
bindungsgerade der beiden
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geraden (); G und € G;
anf p2, und zwar in dem-
jenigen Punkte (;, welcher
dem Schnittpunkte ), von
p mit G; Gy entspricht.
Aus jedem Punkte G- von
p? und nur aus Punkten von
p? werden die beiden projek-
tiven Punktreihen p (¢).) und

Schnittpunkte g; ¢x und gy g
eine Tangente an P2, und
zwar diejenige ¢;, welche
dem Verbindungsstrahle ¢,
von P mit ¢;q; entspricht.

Alle Tangenten von P2
und nur diese Tangenten
schneiden die beiden pro-
jektiven Biischel P(g,) und

P2(q,) in involutorischen
Punktreihen.

p2(G,) durch involutorische
Strahlenbiischel projiziert.

Denn wenn irgendein Strahl durch G p2 zum zweitenmal
in G; und p in @ trifft, so geht auch G, @; durch G; diese beiden
Strahlen &; ¢, und G4 Q; von ( projizieren sowohl @, G, als
auch @), G und entsprechen sich also in der Projektivitit der
beiden konzentrischen Biischel G(¢.) und G ((G.) in beiderlei
Sinne, diese beiden Biischel um (¢ sind folglich involutorisch.
Und umgekehrt, wenn p(¢,) und p2(G,) aus einem Punkte G
durch involutorische Biischel projiziert werden, so mul}, wie man
leicht einsehen kann, G auf p? liegen.

58. Die Aussagen I (Nr.54), II (Nr.55) und III (Nr.56)
gelten auch dann noch, wenn P; eine der Ecken von A B C ist.

Soll néimlich irgendeine durch die p3 angehorende (Nr.46)
Licke A gehende Gerade » mit p3 noch einen zweiten Punkt, etwa
Py, und mithin (Nr.49 und Anmerkung in Nr.51) noch einen
dritten, etwa P, gemein haben (wo Pj und P; von P aus durch
gr und g projiziert werden), so wird der Pol ¥7;; der Geraden v,
welche letzte die beiden Pole G und G; von g, und ¢, verbindet,
nach Hilfssatz 1 (Nr.47) auf r liegen miissen. Weil aber die
beiden Geraden Vi P uud Vi A=r = Vi Py, die das Punktepaar
P Py in (gx)? von Vg aus projizieren, ein Strahlenpaar in der zu
(g9x)? perspektiven (nach Satz 3 in Nr.10) Strahleninvolution (V)2
bilden und also (Nr.4) voneinander durch Vy; BB und Vi, C har-
monisch getrennt sein miissen, so wird V3; auf dem von den
simtlichen Punkten, aus denen PA B C durch vier harmonische
Strahlen projiziert werden, gebildeten Kegelschnitt liegen miissen;
dieser Kegelschnitt geht durch die vier Punkte P’ A B € und wird
in 4 von der von AP=p, durch AB und 4 C harmonisch ge-
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trennten Geraden 4P, (Nr.2) tangiert und ist also mit dem
Polarkegelschnitt )2 des Schnittpunktes I’;, der Polare p von P
mit der Geraden p, == P A (Nr.5) identisch, da auch dieser Polar-
kegelschnitt durch 4, B, C und, weil P;, auf p liegt, durch P
geht und in 4 von der von A P, AP durch 4B und 4 C har-
monisch getrennten Geraden AP, tangiert wird (nach Nr. 2).
Mithin mufl V3; der zweite Schnittpunkt der durch 4 gehenden
Geraden 7 mit dem Polarkegelschunitt p;2 von P, sein, und die G
mit G, verbindende Gerade v;;, die Polare von V3;, mub durch
P, den Schnittpunkt der Polare p von P mit der den p3 an-
gehorenden Eckpunkt A4 von P aus projizierenden Geraden p,,
gehen,

Auch wenn die durch A4 gehende Gerade r eine Dreieckseite,
etwa A B, ist und also mit p3 auller A noch die Ecke B und
den Schnittpunkt I’ von A DB mit p, der Polare von P, gemein
hat (Nr.46), ist die Gerade, welche die beiden Pole der von P
aus B und P, projizierenden Geraden PB=p, und PP.=p,
(Nr.5) verbindet, die durch P, gehende Polare des zweiten
Schuittpunktes von r.. A I} mit dem Polarkegelschnitt ;2 von P;.
Denn der auf p? liegende I’ol von p/, ist (nach Satz 1 in Nr.7),
weil p, zu p,=PC in (I’)? zugepaart ist (Nr.4) und der Pol
von j, die auf dieser liegende Ecke C ist, der zweite Schnitt-
punkt von »2 mit p, und also, weil p die Polare von P auch in
bezug auf p? ist (Nr.2), von C durch P und P¢, den Schnittpunkt
von p, mit p (Nr.5), harmonisch getrennt. Ferner ist der Pol
von p,=IB die Ecke B, welche von C durch (PA4,a), den
Schnittpunkt von p, - P A mit der Seite BC=q«, und P,, den
Schnittpunkt von @ mit p, harmonisch getrennt ist (Nr.1). Nun-
mehr miissen diese beiden harmonischen Wirfe auf p, und q,
die C gemein haben, in der Weise perspektiv liegen, dall die den
Pol von p, mit I3 verbindende Gerade durch den Schnittpunkt P
der beiden P mit (I’4, ¢) und I; mit P, verbindenden Geraden
PA=p, und p geht. Die Gerade, welche die beiden Pole von p,
und p', verbindet, ist also mit der Geraden I’,.B identisch; die
letztere Gerade ist aber die durch P, gehende Polare des
zweiten Schnittpunktes, ndmlich B, von r= A B mit p;.

Geht, umgekehrt, die Gerade vy, welche zwei Punkte Gy
und (; von p? miteinander verbindet, durch den Punkt P, = (p, P A4),
8o liegt ihr Pol Vi, auf dem Polarkegelschnitt p;2 von P;; die die
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Ecke 4 mit V3; verbindende Gerade » wird dann, weil, wie wir
sahen, PABC aus jedem der Punkte von p;? durch vier har-
monische Strahlen projiziert werden, nach Nr.4 zu der Geraden
Via P in (V3;)® zugepaart sein miissen und folglich, weil (Vi)?
zu den Punktinvolutionen (¢;)? und (¢;)? auf den durch P’ gehenden
Polaren g, und ¢ von Gy und G, perspektiv ist (nach Satz 3 in
Nr. 10), durch die beiden dem P in (g¢)? und (g¢;)? zugepaarten
und also p3 angehorenden Punkte Pj und P, gehen.

Mithin gelten die Aussagen II und III auch dann noch, wenn
P; eine der Ecken von A B C ist; denn, wenn P; etwa mit A
zusammenfallen soll, werden ¢;, @; und ¢ bzw. mit p, = P4, P,
und p? zusammenfallen. Es gilt aber fiir die Ecken von 4 BC,
wie wir bald sehen werden, auch die Aussage 1 in Nr.54.

59. Aus III (Nr.56) folgt: Die durch P; gehende Gerade r
ist dann und nur dann Tangente an p® in Py, wenn die durch ¢);
gehende Polare vy, des zweiten Schnittpunktes Vi, von r mit q?
Tangente an p? ist. Denn dann und nur dann sind die beiden
Schnittpunkte G und Gy von v,; mit p? und mithin auch ihre
Polaren g; und ¢; und also auch P, und P; je einander unendlich
nahe. T&llt P; etwa mit der Ecke A zusammen, so fillt ¢); mit
P, zusammen, und die durch A gehende Gerade 7 ist also dann
und nur dann Tangente an p3 in Py, wenn die durch I’, gehende
Polare vy,; von Vi, dem zweiten Schnittpunkte von » mit p'2, Tan-
gente an p? ist. Der Beriihrungspunkt der durch P, an p?
gehenden Tangente v;;, dessen Polare den Beriihrungspunkt der
von A an p3 gehenden Tangente r von P aus projiziert, mufl nun
auf der Polare von P, in bezug auf p? liegen, welche Polare, weil
P, der Schnittpunkt von p mit p, ist und p die Polare von P
auch in bezug auf p2 und die Involution der in bezug auf p2
konjugierten Strahlen um P mit (I’)? identisch ist (Nr.2), die
zu py, der A von P aus projizierenden Geraden, in (P)? zu-
gepaarte Gerade p) sein mul; mithin gilt die Aussage I (Nr.54)
auch dann noch, wenn I’; eine der Ecken von AB C ist.

Die durch P; gehende Gerade r ist ferner dann und nur
dann Tangente an p3 in demselben Punkte P;, wenn die durch
¢); gehende Polare v;; von Vi durch Gy geht. Denn dann und
nur dann ist einer der beiden Schnittpunkte G und G; von v,
mit p2 etwa G, von G; und mithin auch g von g; und P, von
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P; nicht verschieden und r hat alsdann nur noch einen von P;
verschiedenen Punkt P, mit p3 gemein. Fillt P; etwa mit 4 und
mithin g; mit p, =P A, G; wiederum mit 4, ¢; mit P; und g}
mit p;? zusammen, so ist die durch 4 gehende Gerade r dann und
nur dann Tangente an p%in A, wenn die durch P, gehende Polare
vy von Vi, gleichfalls durch 4 geht und also mit P, A=p, =PA
zusammenfillt, was dann und nur dann der Fall ist, wenn Vy,
der zweite Schnittpunkt von » mit pi2, von 4, dem ersten Schnitt-
punkt von r mit p2, nicht verschieden ist, wenn also » die Tan-
gente AP, an p in A und somit die von 4 P=p, durch AB
und A4 C harmonisch getrennte Gerade ist (Nr.58). Mithin:

Die Tangente an .p3 in Der  Beriihrungspuknt

einer Ecke von AL C ist
von der durch diese Ecke
und P gehenden Ecktrans-
versalen durch die beiden
Dreieckseiten ~ harmonisch
getrennt. Die drei Punkte,
in denen die Seiten von A B C
von den Tangenten an p3
in den gegeniiberliegenden
Ecken geschnitten werden,
sind die Schnittpunkte P2,
Py, P, derselben Seiten mit
der Polare p von P.

von P3 mit einer Seite von
A B C ist von dem Schnitt-
punkte dieser Seite mit p
durch die beiden Ecken har-
monisch getrennt. Die drei
Geraden, welche die Ecken
von ABC mit den Be-
rithrungspunkten der gegen-
iberliegenden Seiten und
P3 verbinden, sind die durch
den Pol P von p gehenden
Ecktransversalen p,, pg, po
von ABC.

Ferner ist die durch P; gehende Gerade r dann und nur dann
eine Wendetangente an p3, wenn die durch ¢); gehende Polare vy
von Vj; Tangente an p? in (; ist. Denn dann und nur dann sind
die beiden Schnittpunkte G4 und G von v;; mit p2? von G; und
mithin auch g; und ¢; von ¢; und die beiden Punkte P, und P; von
P; nicht verschieden und » hat alsdann keinen von P; verschie-
denen Punkt mit p3 gemein. Endlich hat die Gerade » drei von-
einander verschiedene Punkte P;, Py, P, mit p? gemein, wenn die
durch ¢); gehende Polare vy, von Vi, zwel voneinander und von G;
verschiedene Punkte G und G mit p? gemein hat, wo P, und
P, zugleich mit G und G, reell oder imaginir sein miissen.

Hiernach geht das Kriterium des Satzes 23 (Nr.51) in fol-
gendes iiber:
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Satz 26. Ist P; irgend-
ein reeller Punkt von p3
(mag er eine Licke von ABC
sein oder mnicht), ¢; die P;
von P aus projizierende
Gerade, @; deren Pol, @;
der Schnittpunkt von g; mit
der Polare p von P, ¢? der
Polarkegelschnitt von @; (in
bezug auf ABC), welcher
Polarkegelschnitt durch P;
geht, p?2 der durch G,
gehende Polarkegelschnitt
von P (in bezug auf ABC),
r eine durch P; gehende
reelle Gerade, V;; deren
zweiter Schnittpunkt mit
q? und v, die durch ¢,
gehende Polare von Vi,
8o sind die beiden weitern
Schnittpunkte P, und 2P,
von r mit p3 konjugiert-
imagindr, oder reell und
voneinander und von P;
verschieden, oder zwar von-
einander, aber P; ist nicht
von P; verschieden und r
ist also die Tangente an
p3 in P;, oder P, und P,
sind zwar von P;, aber nicht
voneinander verschieden und
r ist also die Tangente an
p3 in Py, oder endlich ist
weder P, noch P; von P;
verschieden und r ist also
eine Wendetangente von p3
in P;, je nachdem v;; mit
p2zwei konjugiert-imaginire,
oder zwei reelle, voneinander

Ist p; irgendein reeller
Strahl von P3 (mag er eine
Seite von ABC sein oder
nicht), @; der Punkt, in
dem p von p; geschnitten
wird, ¢; dessen Polare, g; die
@; mit dem Pole P von p
verbindende Gerade, G/ der
Polarkegelschnitt von g¢; (in
bezug auf A4 BC), welcher
Polarkegelschnitt von p; tan-
giert wird, P2 der von ¢;
tangierte Polarkegelschnitt
von p (in bezug auf ABC),
N ein auf p; liegender reeller
Punkt, s,., die zweite von
N an @G/} gehende Tangente
(die erste ist ndmlich p;)
und S,.,deraut¢;liegende
Pol von s,,, so sind die
beiden weitern durch N
gehenden Strahlen p,, und
pn von I’8 konjugiert-imagi-
nir, oder reell und vonein-
ander und von p; verschieden,
oder zwar voneinander, aber
Pm ist mnicht von p; ver-
schieden und N ist also der
Beriihrungspunkt von p, mit
I3, oder p, und p, sind
zwar von p;, aber nicht von-
einander verschieden und
N ist also der Beriihrungs-
punkt von p,, mit P3, oder
endlich ist weder p, noch
p, von p; verschieden und
N ist also ein Riickkehr-
punkt von P35 auf p;, je
nachdem von S,,, zwei kon-
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und von (; verschiedene
Punkte, oder (; und noch
einen andern Punkt gemein
hat, oder wv,; Tangente an
p? In einem von (r; ver-
schiedenen Punkte ist, oder
endlich ¢;; die Tangente i;
an p? in G; ist; und um-
gekehrt.

jugiert-imaginire, oder zwei
reelle, voneinander und von
¢; verschiedene Tangenten,
oder ¢; und noch eine andere
Tangente an P2 gehen, oder
Snun Berithrungspunkt in
einer von ¢; verschiedenen
Tangente von P2 ist, oder
endlich S,,,, der Berithrungs-

punkt U; in der Tangente ¢;
von P? ist; und umgekehrt.

Die Realitit von P; und » wurde deshalb vorausgesetzt, weil
nur dann Py und F;, wenn sie nicht reell sind, konjugiert-
imagindr sein miissen; sonst gilt aber der vorstehende Satz auch fiir
imagindre Punkte P; und Geraden r (siche Anmerkung in Nr.51).

Eine Ausnahme hiervon macht nur die Gerade g; = P; P. Der
zweite Schnittpunkt von g; mit ¢? ist némlich P (nach Nr. 56
und 58) und seine Polare p, welche letzte mit p2 zwei konjugiert-
imagindre Punkte, niimlich die Doppelpunkte der von ADBC
erzeugten elliptischen Involution (p)?2 (Nr.2), gemein hat. Nun
sind aber die Polaren der Doppelpunkte von (p)? die konjugiert-
imaginédren Doppelstrahlen von (P)2 (nach Nr. 3, 7 und 2), und die
Schnittpunkte dieser Doppelstrahlen mit g; miissen also nach III
die beiden weitern gemeinsamen Punkte von ¢; mit p3 sein.
Mithin miissen, weil g; von den beiden Doppelstrahlen von (P)2
in einem und demselben reellen Punkte, ndmlich in P, geschnitten
wird, die beiden weitern gemeinsamen Punkte von ¢; und p3,
welche Punkte in p3 von den konjugiert-imaginéiren Doppelstrahlen
von (P)* herrithren, d.h. welche in den von ABC auf diesen
beiden Doppelstrahlen erzeugten Punktinvolutionen zweiten Grades
dem P zugeordnet sind, in dem reellen Punkte P vereinigt liegen.

Zugleich sehen wir, daf der Punkt P sich selbst zugeordnet
ist in jeder der beiden von ALBC auf den konjugiert-imaginidren
Doppelstrahlen von (P)2 erzeugten DPunktinvolutionen zweiten
Grades, aber, wie aus Nr.48 leicht zu folgern ist, auch nur in
diesen beiden Punktinvolutionen; in der auf jeder andern durch
P gehenden Geraden von A BC erzeugten Punktinvolution zweiten
Grades wird dem Punkte P ein von diesem verschiedener Punkt
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zugeordnet. Es liegt also auf jeder durch P gehenden reellen
oder imagindren, von den Doppelstrahlen von (F)? verschiedenen
Geraden auller P noch ein Punkt von ps, wihrend auf jedem der
beiden konjugiert-imaginéren Doppelstrahlen von (F)2 auller P

mehr kein Punkt von ps liegt.

Der Punkt P ist ein
isolierter Doppelpunkt von
p* und die beiden Tan-
genten von p3 in P, die
beiden Doppelpunktstangen-
ten, sind die konjugiert-
imagindren Doppelstrahlen
von (P)2 Auller P besitzt
p3 mehr keine Doppelpunkte.

Mithin:

Die Gerade p ist ein
isolierter Doppelstrahl von
Ps und die beiden Be-
rithrungspunkte von p mit
Ps, die beiden Beriihrungs-
punkte des Doppelstrahles,
sind die konjugiert-imagi-
néren Doppelpunkte von ( p)2.
Auller p besitzt P23 mehr

keine Doppelstrahlen.

Das letzte ergibt sich auch aus der Bemerkung, dall durch
jeden von P verschiedenen Punkt und P nur eine einzige
Gerade geht und auf dieser gibt es nur einen einzigen Punkt,
der dem P zugepaart ist in der von ABC auf dieser Geraden
erzeugten Involution zweiten Grades (siehe weiter unten Nr. 63).

60. Der letzte Fall des Satzes 26, nidmlich, dall eine durch
P; gehende Gerade r eine Wendetangente an p? ist, kann nur
dann eintreten, wenn P; einer der drei Schnittpunkte P., P, P.
der Seiten von 4B C mit der Polare p von P ist. Denn in jenem
Falle mufl nach dem Satze 26 die Tangente #; an p? in G; durch
@i, den Schnittpunkt von g; mit p, gehen, nach Satz 24 (Nr.53)
geht aber ¢; durch den auf g; liegenden Punkt P; von p3; folglich
wird dann der Punkt P; von p® mit ); zusammenfallen und also
auf p liegen miissen, auf p liegen aber keine anderen Punkte
von p3 als P,, P, und P..

In jedem der drei Punkte P,, P, P. gibt es aber wirklich
eine Wendetangente von p3. Denn, wenn P; etwa mit P, iden-
tisch ist, ist g; mit PP, = p}, G; mit P}, ¢; mit P, und ¢ mit
demjenigen Polarkegelschnitt p2? des auf der Dreieckseite «
liegenden Punktes P, identisch, welcher Polarkegelschnitt in das
aus der Seite a und der Ecktransversale p, = PA bestehende
Geradenpaar ausartet (nach Nr.2). Nun ist aber Pj, der DPol
von p,, der zweite Schnittpunkt von p, mit p2 (Nr.7) und die
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Tangente an p? in P, geht durch P, (nach Satz 24 in Nr.53)
und der Pol dieser Tangente mufl also auf dem ausgearteten
Polarkegelschnitt p? von P,, und zwar auf p, liegen. Folglich
wird die Gerade », welche (P; =) P, mit dem auf (g2=)p? liegenden
Pole der durch (@;=)P, gehenden Tangente an p? in (G; =)P,
verbindet, nach Satz 26 eine Wendetangente von p? in (B =)P,
sein miissen. Mithin:

Die drei Schnittpunkte Die drei durch den Pol
P,y Py, P, der Seiten von P von p gehenden Eck-
ABC mit der Polare p transversalen p,, p,, p, von
von P sind die einzigen ABC sind die einzigen
Wendepunkte von ps. Riickkehrstrahlen von Ps.

61. Aus I (Nr.54), II (Nr.55) und III (Nr.56) ergeben sich
unmittelbar folgende neue Losungen der Aufgaben in Nr. 51,

welche Losungen auch im Falle, dall P; eine der Ecken von
ABC ist, anwendbar sind.

Auflosung 2 der Aufgabe 1. Man ermittelt zuerst den
zweiten Schnittpunkt V3, von » mit dem Polarkegelschnitt ¢?
(der erste Schnittpunkt von r mit ¢2 ist nidmlich P;) von
)iy dem Schnittpunkt von g; mit der Polare p von P, und
dessen durch @; gehende Polare v (in bezug auf ABC),
sodann die beiden Schnittpunkte G4 und Gy von v, mit
dem Polarkegelschnitt p2 von P und ihre durch P gehen-
den Polaren g; und g, (in bezug auf A BC); alsdann sind
die beiden Schnittpunkte Pj und P, von r mit g und ¢; die
gesuchten Schnittpunkte von 7 und ps.

Diese Losung liefert auch dann noch die Punkte P und P,
wenn (G und Gy imagindr sind (siehe Anmerkung in Nr.51).

Aufgabe 4. Auf einer durch zwei Punkte P, und P,
von p3 gehenden Geraden 7, wo Py und P, von P aus durch
die Geraden g; und g; projiziert werden, den dritten Schnitt-
punkt mit p3 zu ermitteln.

Auflosung 1. Man ermittelt den Schnittpunkt @) von
gx mit p, der Polare von P, und den auf p2 dem Polar-
kegelschnitt von P, liegenden Pol G von ¢, sodann den

zweiten Schnittpunkt G; von @5 (; mit p2? und dessen Polare
Berliner, Habilitationsschrift. 8
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g; (in bezug auf ABC); alsdann ist der Schnittpunkt F;
von g; mit r der gesuchte dritte Schnittpunkt von » mit ps.

Auflésung 2. Man ermittelt die beiden Pole Gy und
G von ¢; und g¢;, bringt die (7, mit (; verbindende Gerade
zum Schnitt mit der Polare p von P und verbindet diesen
Schnittpunkt mit P durch eine Gerade g;; alsdann ist der
Schnittpunkt P; von » mit ¢; der gesuchte dritte Schnitt-
punkt von » mit ps.

Diese heiden Losungen folgen unmittelbar aus II und dienen
auch zur Losung der nichstfolgenden Aufgabe, wenn man beachtet,
dall eine Tangente an einer Kurve in ihrem Berithrungspunkte
zwel einander unendlich nahe liegende Punkte der Kurve enthilt.

Aufgabe 5. Auf der Tangente f; an p* in einem
Punkte Py (wo P von P aus durch g, projiziert wird) den
weitern Schnittpunkt mit p3 den Tangentialpunkt von P,
zu ermitteln.

Auflosung 1. Man ermittelt den Pol Gy von ¢,
welcher Pol auf dem Polarkegelschnitt p2 von P liegt, sodann
die Tangente #. an p? in Gy, bringt diese zum Schnitt mit
der Polare p von P und verbindet den Schnittpunkt pt; mit
P durch eine Gerade; alsdann ist der Schnittpunkt der
letzten Geraden mit t, der gesuchte Tangentialpunkt von P.

Auflosung 2. Man ermittelt den Schnittpunkt ¢ von
g mit p, der Polare von P, und den auf p2, dem Polar-
kegelschnitt von P, liegenden Pol (4 von ¢y, sodann den
zweiten Schuittpunkt von @Gy mit p? und dessen Polare
(in bezug auf 4 B C); alsdann ist der Schnittpunkt dieser
Polare mit t; der gesuchte Tangentialpunkt von F.

Auflésung 3. Man ermittelt den Pol Gy von g;, sodann
diejenige Gerade, welche in der von A I3 C erzeugten Strahlen-
involution (P)? zu der G, mit P verbindenden Geraden, dem
ersten Repriisentanten ¢, von g, (Nr.24), zugepaart ist; als-
dann ist der Schnittpunkt dieser Geraden mit t;, der gesuchte
Tangentialpunkt von Py.

Die dritte Losung folgt aus der Aussage I (Nr.54); denn
nach dieser Aussage muli der Tangentialpunkt I; irgendeines
Punktes P, von p3 (wo Py von P aus durch g, projiziert wird)
von P aus durch diejenige Gerade g; projiziert werden, welche
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in (P)?2 zu der den Pol Gy von ¢y mit P verbindenden Geraden,
dem ersten Reprisentanten g von ¢,, zugepaart ist; mithin mufl
der Schnittpunkt der Tangente an p3 in P; mit ¢; P; sein; auch
erhellt diese l.osung aus der ersten, wie man einsehen kann.

Zugleich sehen wir, dafl, wenn in jeder der drei Lésungen der
Aufgabe 5 an Stelle des Schnittpunktes der letzt zu ermittelnden
Geraden mit t; derjenige Punkt ermittelt wird, der zu P zugepaart
ist in der von 4 I3 C auf jener letzten Geraden erzeugten Involution
zweiten Gerades, dieser Punkt der Tangentialpunkt von Fj sein
wird; damit haben wir drei Lisungen der

Aufgabe 5a. Den Tangentialpunkt eines Punktes P von
p® zu ermitteln, wenn weder P selbst noch die Tangente tx
in ihm gegeben sind, sondern die ihn von P aus projizierende
Gerade gy.

Aus dem Satze 26 ergibt sich die folgende

Auflosung 2 der Aufgabe 2 (Nr.51). Man ermittelt
die beiden von ), dem Schnittpunkte von ¢g; mit p, an p?
gehenden Tangenten, sodann die Pole dieser beiden Tangenten
(in bezug auf ABC); alsdann sind die beiden diese Pole
mit P; verbindenden Geraden und nur diese beiden die
gesuchten Tangenten an ps.

Es gehen also aus jedem beliebigen Punkte I’; von ps (die
Ecken von 4 B C nicht ausgenommen) zwei und nur zwei Tangenten
(auBer der Tangente in P; selbst) an ps.

Auflosung 3 der Aufgabe 2. Man ermittelt die zu g;
in (P)? zugepaarte Gerade und ihre beiden Schnittpunkte
mit p?, sodann die durch P gehenden Polaren (in bezug
auf A BC) der beiden Schnittpunkte und in den von A BC
auf diesen DPolaren erzeugten Punktinvolutionen zweiten
Grades die beiden dem P zugepaarten Punkte; alsdann sind
die beiden P; mit den letzten Punkten verbindenden Geraden
die gesuchten Tangenten an p3 und jene letzten Punkte ihre
Beriithrungspunkte.

Diese Losung folgt unmittelbar aus I (Nr.54) und liefert,
wenn P; einer der drei Wendepunkte P,, P;, P. von p3 (Nr.60)
ist, nur eine der beiden gesuchten Tangenten (die andere féllt
alsdann mit der Wendetangente in P; zusammen), sonst beide.

8*
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Auflésung 2 der Aufgabe 3 (Nr.51). Man ermittelt den

Pol G; von g;, sodann den Pol der G; mit ¢;, dem Schnitt-

punkte von g; mit p, verbindenden Geraden; alsdann ist die

den letztern Pol mit P; verbindende Gerade die Tangente

von p3 in P;.

Diese Losung ergibt sich unmittelbar aus dem Satze 26.

Auflésung 3 der Aufgabe 3. Man ermittelt den Pol
G; von g¢;, sodann diejenige Gerade, welche in (P)? zu der
G; mit P verbindenden Geraden, dem ersten Repridsentanten

g von g,, zugepaart ist, und in der von A BC auf dieser

Geraden erzeugten Punktinvolution zweiten Grades den zu P

zugepaarten Punkt; alsdann ist dieser letzte Punkt der

Tangentialpunkt von P; und die ihn mit P; verbindende

Gerade die Tangente von p3 in P;.

Diese Losung folgt aus I in Nr.54 (s. oben Auflgsung 3 der
Aufgabe 5) und ist nur dann anzuwenden, wenn P; keiner der
Wendepunkte P,, P,, P, von p3 ist; ist aber P; einer dieser drei
Wendepunkte, so fillt der letzte Punkt, der Tangentialpunkt von
P;, mit P; zusammen und die Wendetangente in P; kann hier-
durch nicht ermittelt werden; es ist also dann vielmehr die
vorhergehende Losung 2 oder die Losung der Aufgabe 3 in Nr.51
anzuwenden, wo dann die Tangente # an p? in G, die Gy
mit P; verbindende Gerade sein wird.

Anmerkung Mit Hilfe der Ordinatenwinkel (Nr. 26)
kann man in den Auflosungen 8 der Aufgaben 3 und 5 die in
(P): zu g zugepaarte Gerade direkt, ohne Vermittelung des
Poles G4, bestimmen: ist nimlich o; der Ordinatenwinkel von g,
so ist der Ordinatenwinkel von ¢® gleich —2w; (Satz 15 in
Nr.26) und der von der zu g in (P)? zugepaarten Geraden

gleich — 2 o; j:g; ferner sind in der Auflésung 3 der Aufgabe 2
@, T @; T . . . .
—3 +Z> und ——<§— ——Z> die Ordinatenwinkel der beiden

durch P gehenden Polaren der Schuittpunkte von p2 mit der zu
g; in (P)? zugepaarten Geraden.

Aufgabe 6. Die durch zwei Punkte P; und P, von p3
gehende Gerade zu ziehen, wenn P; und P, selbst nicht
gegeben sind, sondern die sie von P aus projizierenden
Geraden ¢, und g¢;.
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Auflosung. Man ermittelt die Pole G; und Gy von g
und g, und etwa den Schnittpunkt @; von ¢g; mit p, sodann
die beiden Pole von G; Gy und @; Gy; alsdann wird die die
letztern beiden Pole verbindende Gerade die gesuchte sein
und ihre Schnittpunkte mit g; und g, werden die Punkte
P; und P, sein.

Denn ist etwa P, der dritte Schnittpunkt von P; P, mit p3,
so miissen nach Hilfssatz 1 (Nr.47) die drei Pole von GGy, Gy Gy,
G, G auf P; Py liegen; Gy, G, ist aber mit @; G, identisch und
Gy Gy mit @ G; (Nr.57). P; Py ist also durch zwei jener drei
Pole bestimmt.

Aufgabe 7. Die Tangente in einem Punkte P, von p3
zu ziehen, wenn P; selbst nicht gegeben ist, sondern die
ihn von P aus projizierende Gerade g,

Auflosung. Man ermittelt den Pol G; von ¢g; und die
Tangente t; an p2, dem Polarkegelschnitt von P, in Gy, so-
dann die beiden Pole (in bezug auf A BC) von t; und G;¢);
(Qs=py;); alsdann wird die diese beiden Pole verbindende
Gerade die gesuchte Tangente sein und ihr Schnittpunkt
mit g; ihr Berithrungspunkt P; mit ps.

Denn ist etwa P, der Tangentialpunkt von P, geht also die
Tangente t; an p3 in P; auch durch P,, so mull nach Satz 26
der zweite Schnittpunkt von t; mit ¢2, dem Polarkegelschnitt
von ), der Pol von ¢); GG; sein und der zweite Schnittpunkt von t;
mit g2, dem Polarkegelschnitt von @, =p g,, der Pol der durch ¢,
gehenden Tangente ¢; von p? in G,

Diese Losung versagt nur dann, wenn P; ein Wendepunkt
von p? ist, wenn also (Nr.60) ¢; mit @), G; zusammenfillt; als-
dann aber geniigt es, den Pol von ¢;= @; G; mit ¢); zu verbinden
(wo dann ¢); mit dem Wendepunkte P; identisch ist) und diese
Verbindungsgerade wird die Wendetangente in P; sein.

Aufgabe 8. Die beiden aus einem Punkte P; von p3 an
diese gehenden Tangenten zu ziehen, wenn nur g; nicht
aber P; gegeben ist.

Auflésung. Man ermittelt die beiden aus @;=pg; an p?,
den Polarkegelschnitt von P, gehenden Tangenten ?, und #;,
ihre Beriihrungspunkte (» und G und den Pol G; von g;
(in bezug auf A4 B C), sodann die Pole (in bezug auf ABC)
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von ty, ty, Gy G; und Gy Gy; alsdann werden die die Pole
von ¢; und G; Gy und die die Pole von ¢ und G; G, ver-
bindenden Geraden die beiden gesuchten Tangenten sein.

Diese Losung ergibt sich aus dem Satze 26 ganz analog wie
die vorige.

Alle entsprechenden Aufgaben fiir das duale Gebilde P? sind
dual zu losen.

62. Ist, wie im Satze 26 (Nr.59) angenommen wurde, der
Punkt P; von p3 und mithin avch ;, der Schnittpunkt von g;
mit der ginzlich auBlerhalb des Polarkegelschnitts p2? von P ver-
laufenden Polare p von P (Nr.2), reell, so gehen von @; zwei
reelle Tangenten an p2?; durch diese beiden Tangenten werden
die durch ¢); gehenden und stetig aufeinanderfolgenden Geraden v,
welche mit p? zwei konjugiert-imaginire Punkte gemein haben, von
den durch ); gehenden und gleichfalls stetig aufeinanderfolgenden
Geraden », welche mit p? zwei reelle Punkte gemein haben, ge-
trennt. Weil nun der Strahlenbiischel der Polaren v um ¢); zu
der Punktreihe der Pole V' auf dem Polarkegelschnitt ¢ von ¢
projektiv ist, so wird jeder stetigen Aufeinanderfolge von Polaren »
um (); eine stetige Aufeinanderfolge von Polen V' auf ¢? ent-
sprechen und diese wird von dem auf p3 und ¢? liegenden Punkte P:
aus durch eine stetige Aufeinanderfolge von Geraden # projiziert.
Demnach werden die durch P; gehenden Geraden r, welche ¢2
zum zweitenmal in solchen Punkten 7 schneiden, welche Pole
der durch ¢); gehenden und p? in je zwei konjugiert-imaginéren
Punkten schneidenden Geraden v sind, stetig aufeinander folgen
und ebenso die durch P; gehenden Geraden r, welche ¢? zum
zweitenmal in solchen Punkten 7 schneiden, welche Pole der
durch ¢); gehenden und p? in je zwei reellen Punkten schneiden-
den Geraden v sind; und die erstern Geraden » werden von den
letztern durch diejenigen beiden Geraden von P; getrennt, welche
¢q? zum zweitenmal in den Polen der beiden von ¢; an p? gehen-
den Tangenten schneiden. Unter den erstern Geraden r befindet
gich die Gerade g;=P; P, da die Polare p des zweiten Schnitt-
punktes P von g; mit ¢? (Nr.56 und 58) ganz aulierhalb p? ver-
lauft. Mithin haben wir nach Satz 26:

Von jedem p3 angehoren- Auf jedem P3 angehiren-
den reellen Punkte P; (mag den reellen Strahle p; (mag
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dieser eine Ecke von A C
sein oder nicht) gehen aufler
der Tangente in P; selbst
nur noch zwei reelle Tan-
genten an p3, von denen
eine, wenn P; einer der drei
Wendepunkte P,, Py, I, von
p3 ist, mit der Wendetan-
gente in P; zusammenfallt
(Nr.60). In dem einen der
beiden von diesen zwei Tan-
genten um P; gebildeten
vollkommenen Winkel, und
zwar in dem, innerhalb
dessen P, der isolierte Dop-
pelpunkt von p® (Ende
Nr. 59), nicht liegt, sind
diejenigen und nur diejeni-
gen durch P; gehenden Ge-
raden enthalten, welche mit
p3 auller P; noch je zwei
reelle Punkte gemein haben,
und in dem zweiten Winkel
sind diejenigen und nur die-
jenigen durch P; gehenden
Geraden enthalten, welche
mit p3 auller P; mehr kei-
nen reellen Punkt gemein
haben. Die Kurve ps3 ist also
ginzlich in dem einen der
beiden vollkommenen Win-
kel enthalten, die von
zwel aus einem beliebigen
p¢  angehérenden Punkte
an p3 gehenden Tangen-
ten gebildet werden, und
zwar in demjenigen Winkel,
innerhalb dessen P nicht
liegt.

dieser eine Seite von 4 5C
sein oder nicht) liegen aufier
dem Beriihrungspunkt von
Ps mit p; selbst nur noch
zwei reelle Beriihrungs-
punkte von P3, von denen
einer, wenn p; einer der drei
Riickkehrstrahlen p,,pg, 0o
von P8 ist, mit dem Riick-
kehrpunkte auf p; zusam-
menfillt. Auf der einen der
beiden von diesen zwei Be-
rithrungspunkten auf p; be-
grenzten Strecken, und zwar
auf der, die von p, dem
isolierten Doppelstrahle von
Ps3, nicht getroffen wird,
liegen diejenigen und nur
diejenigen Punkte, durch
welche aufler p; noch je
zwel reelle Strahlen von P3
gehen, und auf der zweiten
Strecke liegen diejenigen
und nur diejenigen Punkte,
durch welche aulier p; mehr
kein reeller Strahl von P3
geht.  Jeder Strahl des
Biischels P# wird also von
den simtlichen Strahlen von
P3in der einen der beiden
Strecken getroffen, die auf
ithm von den zwei DBeriih-
rungspunkten von P3 (aufler
dem Bertihrungspunkt mit
ihm selbst) begrenzt wer-
den, und zwar in derjenigen
Strecke, die von p nicht
getroffen wird.
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63. Aus den Aussagen I (Nr.54), II (Nr.55) und III (Nr.56)
1aBt sich nun eine Reihe bekannter Sitze iiber Kurven dritter
Ordnung fiir unsere Kurve p3 von neuem ableiten.

Nach II bilden die Pole je zweier Geraden, welche letzte
von P aus zwei mit einem Punkte P; von p3 in einer und der-
selben Geraden liegende Punkte von p3 projizieren, auf dem
Polarkegelschnitt p2 von P eine hyperbolische Punktinvolution,
deren Zentrum der aulerhalb p? liegende (Nr.62) Punkt ¢; =g, p
ist und deren Doppelpunkte Gy und Gy, die Pole der die Be-
rithrungspunkte Py und P;» der beiden von P; an p3 gehenden
Tangenten von P aus projizierenden und ein Strahlenpaar in (P)2
bildenden Geraden gy und g¢;«, sind und auf der zu g; in (P)2
zugepaarten Geraden liegen (I in Nr.54). Nun ist der Biischel
der Polaren um P zu der Punktreihe der Pole auf p2 projektiv
(Nr.2); mithin ergibt sich:

Die Punktepaare auf p3, welche mit einem von P, dem
isolierten Doppelpunkte von p3, aus durch die Gerade g;
projizierten Punkte P; in je einer Geraden liegen, werden
von P aus durch Strahlenpaare einer auf (P)? sich stiitzen-
den Involution projiziert, deren Doppelstrahlen dasjenige
Strahlenpaar in (P)? bilden, welches die Beriihrungspunkte
der beiden von P; an p3 gehenden Tangenten projiziert und
dessen Pole mithin auf der zu g; in (P)? zugepaarten Ge-
raden liegen, welches Strahlenpaar also (Nr.8) die letzte
Gerade zu ihrem Reprisentanten hat; und umgekehrt. Da-
bei wird der Tangentialpunkt von P; durch denjenigen
Strahl von P aus projiziert, welcher in der auf (P)2 sich
stiitzenden Involution zu g; zugepaart ist.

Denn auf der P; mit seinem Tangentialpunkte verbindenden
Geraden, also auf der Tangente von p% in P; liegt kein weiterer
Punkt von ps.

Weil in jeder auf (P)2 sich stiitzenden Involution die Doppel-
strahlen von (P)? ein Paar bilden, so muf nun dasjenige
Punktepaar auf p3, welches von P aus durch die Doppelstrahlen
von (P)2 projiziert wird, mit jedem beliebigen Punkte von
p% in einer Geraden liegen; dieses Punktepaar mufl folglich
in einem einzigen Punkte und also in dem Schnittpunkte P der
Doppelstrahlen von (F)2 zusammenfallen, da sonst alle Punkte
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von p3 auf der dieses Punktepaar verbindenden Geraden liegen
miiften. P ist also, wie schon oben (Ende Nr.59) bewiesen
wurde, ein Doppelpunkt von p3, und zwar der einzige Doppel-
punkt, da die Doppelstrahlen von (P)? die einzigen sind, die in
den séimtlichen auf (P)? sich stiitzenden Involutionen ein Paar
bilden.

Weil ferner jedes Strahlenpaar in einer Involution durch
deren Doppelstrahlen harmonisch getrennt wird, so ergibt sich:

Auf jeder durch einen Punkt P; von p3 gehenden Geraden
werden die beiden weitern Schnittpunkte mit p® durch die
beiden Geraden, welche von P, dem isolierten Doppelpunkte
von p3, aus die Beriithrungspunkte der beiden von P; an p3
gehenden Tangenten projizieren, harmonisch getrennt.

64. Verstehen wir unter dem Ordinatenwinkel eines Punktes
P; von p3 den Ordinatenwinkel w; des diesen Punkt von P aus
projizierenden Strahles ¢; (Nr.26), so ergibt sich hieraus die
folgende lineare Relation zwischen den Ordinatenwinkeln dreier
in einer Geraden liegender Punkte von ps.

Satz 27. Drei Punkte P;, Py, P; von p?® liegen dann und
nur dann in einer Geraden, wenn ihre Ordinatenwinkel der
Forderung geniigen:

2k +1
(30,'+ [Ok+ [ — ;2—';*75,

wo k eine beliebige ganze Zahl bedeutet.

Beweis. Sind g;, g, ¢ die P;, Py, P, von P aus projizieren-
den Strahlen, g; der zu g; in (P)? zugepaarte Strahl, g, und g;»
die die Beriihrungspunkte Py und #; der beiden von P; an p3
gehenden Tangenten von P aus projizierenden Strahlen, deren
Reprisentant, wie wir sahen, ¢; ist, und sind also w;, wg, @, 0,
W, @y derj Reihe nach die Ordinatenwinkel von g;, g1, g1, 95, Giry Giry

80 18t w;=— mi-}—%undnach Satz 15 (Nr. 26) wi::——(mi—}—g>:2
@iy T _ (PPN T (P T,
—“<‘2+4'> und @i = 2+4>+2— (2 4>

Weil aber, wie wir sahen, P, P, i, dann und nur dann in einer
Geraden liegen, wenn gyg;gs ¢ vier harmonische Strahlen sind
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und mithin auch die ihre Spuren auf p von R, dem Scheitel der
Ordinatenwinkel (Nr.26), aus projizierenden Geraden, so ist jenes
dann und nur dann der Fall, wenn

sin (0 — @y) | sin (o, — @y)

o .3 D)
sin (COk — (Dl'r/) sin (COl -_— mi") ’

also:
sin (mk + %. + %) sin (m, + %}’ + %)
in(ors2) (o)
= tg(mk+‘;i+% : tg<ml+0;i+z> —_1,
oder:
(ot §+3) = —e(o 34 ).
folglich:
kT = b (ot S T)
oder
2k —1
COL‘~|-CO;C+COl fremnd 5 .

Anmerkung. Sind die Ordinatenwinkel zweier Punkte von
p3 bekannt, so liefert der vorstehende Satz den Ordinatenwinkel
des dritten Schnittpunktes von p® mit der jene zwei Punkte ver-
bindenden Geraden, wodurch, weil Ordinatenwinkel, die sich nur
um ein Vielfaches von =z voneinander unterscheiden, ein und
dasselbe Element liefern, der dritte Schnittpunkt eindeutig be-
stimmt ist. Es miissen also (weil, wenn man zwei Punkte von p3
einander immer mehr nihern 146t, bis sie schlieBlich in einen
Punkt hineinfallen, der Tangentialpunkt des letztern Punktes
der dritte Schnittpunkt von p3 mit der die ersten zwei verbin-
denden Geraden [Tangente] ist) die Ordinatenwinkel o, und o,
eines Punktes P, und seines Tangentialpunktes P; der Forderung
geniigen:

2(‘0,-/~|—(0i:

)

2k~|—lﬂ
2

was auch direkt (mit Hilfe des ersten Ergebnisses der vorigen
Nummer) #hnlich wie vorher bewiesen werden kann. Wenn
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also P; gegeben ist, so ist P; eindeutig bestimmt, denn es ist

0; = 725— 2wy (fiir £ = 0); ist aber P; gegeben, so ist P, nur

zweideutig bestimmt, denn es ist wy = }——% (fir & = 0) und
37!: W; . v .
0y = —— — - (f r k = 1), was wir auch schon langst wissen.

Soll nunmehr Py mit seinem Tangentialpunkt zusammenfallen,
so ist dann und nur dann:

30%" - iki_tl ﬂt,
lso: @y = 7 (fiir b = 0), oy = 7 (fiir k = 1) vhd oy = "

(fiir & = 2), welche drei Ordinatenwinkel die bekannten Wende-
punkte P, P, P, liefern.

65. Mit Hilfe des ersten Ergebnisses in Nr.63 kann nun
Folgendes bewiesen werden:

Liegen drei Punkte P;, Py, P, von p% welche von P aus
durch g;, g, g: projiziert werden, in einer Geraden, so liegen
auch diejenigen drei Punkte von p3, welche von P aus durch
die drei in ()2 zu ¢V, g®, g, den ersten Reprisentanten
von @i, gx, g1, zugepaarten Strahlen projiziert werden und
welche drei Punkte also (Auflésung 3 der Aufgabe 5 in
Nr.61) die Tangentialpunkte von P;, P, P; sind, in einer
zweiten Geraden, welche letztere die Begleiterin der erstern
Geraden genannt wird.

Beweis. Die auf p2 liegenden Pole G und G; (von g,c und g;),
welche mit ); =¢;p in einer Geraden liegen (II), und also auch
die ersten Repriisentanten ¢ = P &, und ¢ = P, werden durch
das Strahlenpaar g¢; g; von (P)2 harmonisch getrennt; da in
bezug auf p2 I der Pol von p und (P)? die Involution konju-
gierter Strahlen um P° sind und also ¢ die Polare von @; =g;p
in bezug auf p2 Bezeichnen wir nun fiir einen Augenblick
die in (P)? zu g® und g® zugepaarten Strahlen mit g, bzw. g,
so miissen, weil g,g, 909, 9"y, drei Strahlenpaare in einer In-
volution, némlich (P)2 bilden und also gV g®Mg.gi Ry, 9,9:9; ist,
auch g, und g, durch das Strahlenpaar g; ¢g; harmonisch getrennt
sein; mithin bilden g, g, ein Strahlenpaar in der auf (P)? sich
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stiitzenden Involution, deren Doppelstrablen aus dem Strahlen-
paare g;g; von (P)? bestehen. Folglich miissen (nach der Um-
kehrung des ersten Ergebnisses in Nr.63) die beiden Punkte von
p3 welche von P aus durch die in (P)? zu ¢® und g zu-
gepaarten Strahlen g, und gy, projiziert werden, mit demjenigen
Punkte von p3 in einer Geraden liegen, welcher von I’ aus durch
den in (P)? zu dem Reprisentanten des Strahlenpaares g;g;, also
(Nr.24) zu dem ersten Reprisentanten ¢g® von ¢; und gj, zu-
gepaarten Strahl projiziert wird, was zu beweisen war.

Weil nun die Tangentialpunkte dreier in einer Geraden
liegender Punkte P, Py, P, von p3 gleichfalls in einer Geraden
liegen, so liegen auch die drei Tangentialpunkte dieser Tangential-
punkte, also die zweiten Tangentialpunkte von P;, Py, P;, und
mithin auch die dritten, vierten und iiberhaupt die n-ten Tan-
gentialpunkte von P; Py, P, in je einer Geraden. Nunmehr wird
aber der Tangentialpunkt von P; aus P durch den in (P)? zu
¢V, dem ersten Reprisentanten von g;, zugepaarten Strahl pro-
jiziert und der Tangentialpunkt dieses Tangentialpunktes, also
der zweite Tangentialpunkt von P;, wird (weil der den ersten
Tangentialpunkt aus P projizierende Strahl denselben ersten
Repriisentanten hat, wie der zu ihm in (P)? zugepaarte g, nim-
lich den zweiten Reprisentanten ¢g®=g"® von ¢;) von P aus
durch den in (P)? zu g® zugepaarten Strahl projiziert, und iiber-
haupt wird der n-te Tangentialpunkt von P;, wie man leicht in
gleicher Weise durch den SchluBl von n auf » 4+ 1 beweisen kann,
von P aus durch den in (P)2 zu g, dem n-ten Reprisentanten
von g; zugepaarten Strahl projiziert. Mithin:

Liegen drei Punkte P; Py, P, von p3, welche von P aus
durch g;, g, g1 projiziert werden, in einer Geraden, so liegen
auch diejenigen drei Punkte von p3, welche von P aus durch
die drei in (P)? zu g, gim, g™, den n-ten Reprisentanten
von ¢, gx, g1, zugepaarten Strahlen projiziert werden und
welche drei Punkte also die n-ten Tangentialpunkte von
P;, Py, P, sind, in einer Geraden, welche letztere die n-te
Begleiterin der erstern ist.

Dies ergibt sich auch aus dem Satze 27. Sind namlich

w;, @, 0, 03, 0f", of® der Reihe nach die Ordinatenwinkel von

, s b4 T T .
9o T Ip 95 9. 9 und mithin o+ 9 oM 4 o o™+ D) die
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von den in (P)? zu g, g, g™ zugepaarten Strahlen, so ist nach
Satz 15 (Nr.26):

(s oo o)
= (—2)"(0; + o + wz)'i—%n‘

Sollen nun P;, Pi, P, in einer Geraden liegen und also nach

Satz 27:
2K+ 1
@; + o + @ = ;_ )
so wird auch
n, 7‘ / n n n n
(o0 5) (o0 5) + (or+5)
. 241 3z 2K+1
==ty =g

sein und mithin (nach demselben Satze 27) werden auch die
n-ten Tangentialpunkte von P; Py, P, in einer Geraden liegen
miissen.

66. Mit Hilfe des ersten Ergebnisses in Nr.63 kann auch
Folgendes bewiesen werden:

Sind P,, P,, P, die Schunittpunkte von p3 mit irgend-
einer Geraden und F,, P;, P, die mit einer zweiten Geraden,
so schneidet p® die drei Geraden P, P,, P, Py, P, P, in drei
neuen Punkten P,, P,, P,, welche wiederum auf einer
Geraden liegen.

Beweis. Iis sei, wie bisher, die irgendeinen Punkt P; von
p® aus P projizierende Gerade mit ¢, ihr Pol mit &; und ihr
Schnittpunkt mit der Polare p von £ mit @; bezeichnet. Die
Pole der vier P,, P,, P,, P; von P aus projizierenden Geraden
91s 92, 94» 95 bilden ein p? eingeschriebenes vollstéindiges Viereck
G, G, G, Gy, von welchem, weil P, und P, mit P,, P, und P;
mit s, P, und P, mit P,, P, und P, mit P; in je einer Geraden
liegen, das Paar Gegenseiten G, G, und G,G4 durch @; und @,
die Schnittpunkte von p mit g; und g4 und das Paar Gegenseiten
G, G, und G,G; durch Q; und ¢, die Schnittpunkte von p mit
y; und g, gehen (nach II in Nr.55). Es bilden also nach dem
bekannten Satze von Desargues die drei Punktepaare, ndmlich
Qs Qsy, ©; Qs und das aus den Doppelpunkten der von ABC
erzeugten Involution (p)2 bestehende Paar, in denen p zwei Paar
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Gegenseiten des p? eingeschriebenen Vierecks G, G, G, G5 und p2
(nach Nr.2) schneidet, eine Involution und zwar eine auf (p)?
sich stiitzende. Mithin bilden die diese drei Punktepaare von P
aus projizierenden Geraden, nidmlich g;¢9,, ¢;9s und die beiden
Doppelstrahlen der von ABC erzeugten Involution (P)2 (nach
Nr.5), drei Strahlenpaare einer auf (P)2 sich stiitzenden Involution.
Folglich mufl nach dem ersten Ergebnisse in Nr. 63 das Punkte-
paar P; P; von p# (welches durch ¢3¢, von P aus projiziert wird)
mit demjenigen Punkte von p3 in einer Geraden liegen, mit
welchem auch das Punktepaar P, P; von p3 (welches durch g,g,
von P aus projiziert wird) in einer Geraden liegt und welcher
Punkt also P, ist, was zu beweisen war.

Auch dies ergibt sich gleichfalls aus dem Satze 27. Nach
Voraussetzung mufl ndmlich sein:

0y + @4 + 07 = 712;}_,;7:, @y + 6 '+m8:***25t'ﬂ
und o, — 2'[;?7)'-{-*17'5—071—-—0)2
2k
W0y — Hl},glj:} T — @, — g
@y = 21&#”——&)7—(03,
also ist:
2(k k ks 3
@5+ @ + @y = “(ii—‘igfid)f:t* 7 — (0, + o, + ;)
@t tay = o thork) R 2kl
U ]. v 0r —— [0, — \C'
__2]12,2:],'_77[ _ 2(’3+k4+7v92 Iy k2)+1—7t _ y—;—ln

und folglich miissen auch P;, P, P, in einer Geraden liegen.
In gleicher Weise kann auch Folgendes bewiesen werden:
Die drei Paar Gegenseiten eines p3 eingeschriebenen voll-
stindigen Vierecks P, P,P, P, schneiden p® je zum dritten-
mal in drei neuen Punktepaaren, deren drei Sehnen durch
einen und denselben Punkt von p3 laufen.
Sind némlich P;, Py; Py, Py P,, P, der Reihe nach die
dritten Schnittpunkte von p® mit den Viereckseiten P, P,, P, P,;
PPy, P,P,; P, P,, P,P;, so miissen die drei Paar Gegenseiten
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Gy, GGy GGy, (1, Gy GGy, Gy G, des p? eingeschriebenen
vollstindigen Vierecks (+, G, (f3 (G, der Reihe nach von p in den
drei Punktepaaren @y Qs, @; s, s 10 geschnitten werden (nach 11
in Nr.55), welche Punktepaare, wie wir sahen, eine auf (p)? sich
stiitzende Involution bilden; diese drei Punktepaare werden nun
von P aus durch die drei Strahlenpaare ¢;9s, 97 9s, 9y Y10 Projiziert,
welche also eine auf (P)? sich stiitzende Strahleninvolution bilden.
Mithin miissen die durch diese drei Strahlenpaare von P aus
projizierten Punktepaare P P;, P; Py, P,P,, von p3, nach dem
ersten Krgebnisse in Nr.63, mit einem und demselben Punkte
von p3 in je einer Geraden liegen.

67. Aus II ergibt sich ferner:

Von den drei Diagonalpunkten eines p?® eingeschriebenen
vollstindigen Vierecks konnen niemals alle drei zugleich
auf ps liegen. Zwel dieser drei Diagonalpunkte liegen dann
und nur dann auf p3, wenn das vollstindige Viereck aus
solchen zwei Punktepaaren von p3 besteht, welche von P
aus durch zwei Strahlenpaare von (P)% projiziert werden;
und zwar bestehen alsdann diese zwei Diagonalpunkte (welche
diejenigen sein miissen, durch denen nur die je zwei kein
solches Punktepaar bildende Ecken verbindenden Seiten des
Vierecks gehen) aus einem dritten ebensolchen Punktepaare
von p3 und das im dritten Diagonalpunkte sich schneidende
Paar je eins der zwei Punktepaare verbindender Gegenseiten
des Vierecks schneidet p* zum drittenmal in solchen zwei
Punkten, welche mit dem gemeinsamen Tangentialpunkte
der erstern zwei Diagonalpunkte in einer Geraden liegen.

Beweis. Ist P, P, P, P, das p® eingeschriebene vollstindige
Viereck und sollten alle drei Diagonalpunkte des Vierecks ps3
angehoren, sollte also jedes Paar Gegenseiten des Vierecks
von p3 zum drittenmal in einem Punkte geschnitten werden,
so miiite nach II jedes Paar Gegenseiten des dem Polar-
kegelschnitt p2 von P eingeschriebenen vollstindigen Vierecks
G,G,G; G, von p, der Polare von P, in einem Punkt ge-
schnitten werden und also miiiten alle drei Diagonalpunkte
von (G, G,G;G, auf einer und derselben Geraden, ndmlich auf
p, liegen, was aber unmoglich ist. Ferner gehoren (nach II)
zwei Diagonalpunkte, die etwa P, und P, heiflen mogen, des
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Vierecks P, P,P; P, dann und nur dann p3 an, wenn zwei
Diagonalpunkte des p? eingeschriebenen Vierecks G, G,G3 G,
auf p liegen und also die Schnittpunkte ¢),, und @, von p mit
den P, und P, von I’ aus projizierenden Geraden g, und g,
sind; dies ist aber, weil p die Polare von P auch in bezug auf p2
ist (Nr.2), dann und nur dann der Fall, wenn P der dritte
Diagonalpunkt von &, G, G5 G, ist und also (Satz 1 in Nr.7) die
vier P, P,, P;, P, von P aus projizierenden Polaren g, ¢y, gs, 94
(von G, Gy, G5, ) aus zwei Strahlenpaaren von (P)? bestehen.
Derjenige Diagonalpunkt von P, P, P, P,, in dem die je eins der
zwei Punktepaare (die durch je ein Strahlenpaar von (P)? proji-
ziert werden) verbindenden Gegenseiten sich schneiden und dessen
entsprechender Diagonalpunkt in ;G5 G, der nicht auf p
liegende Punkt P ist, kann nach II p® nicht angehiren. Alsdann
miissen aber die beiden Diagonalpunkte ¢),, und @, des p? ein-
geschriebenen Vierecks G4 (r, G5 G, einander konjugiert sein in
bezug auf p2 und mithin, weil die Involution der in bezug auf p2
konjugierten Punkte auf p mit (p)? identisch ist, ein Punktepaar
in (p)? bilden. Folglich miissen dann, weil (P)? zu (p)? perspektiv
ist (Nr.5), gm und g., welche das Punktepaar ), und @, von (p)?
und ebenso die zwei p3 angehdrenden Diagonalpunkte P, und P,
von P, P, P; P, aus P projizieren, ein Strahlenpaar in (P)? bilden.
Sind dann ¢, und ¢, die Schnittpunkte von p mit dem in P
sich schneidenden Paar Gegenseiten von G, (r, G4 (G, so bilden
@), und @, ein Paar in der von G, G, GG, in p eingeschnittenen
Involution, deren Doppelpunkte aus dem Punktepaare @, und @,
von (p)? bestehen und welche Involution sich also auf (p)? stiitzt,
und die dritten Schnittpunkte P, und P, von p3 mit demjenigen
Paar Gegenseiten von P, P, P; P,, welches sich in dem p3 nicht
angehdrenden Diagonalpunkte von P, P, P; P, schneidet, miissen
demnach von P aus durch das Strahlenpaar g¢,g,, welches nach II
zugleich auch das Punktepaar ¢, und ¢), projiziert, derjenigen
auf (P)? sich stiitzenden Involution projiziert werden, deren
Doppelstrahlen aus dem Paare g,, und g, von (P)? bestehen.
Folglich miissen (nach der Umkehrung des ersten Ergebnisses in
Nr. 63) P, und P, mit demjenigen Punkte von p3 in einer
Geraden liegen, welcher von P aus durch die in (P)2 dem ersten
Reprisentanten ¢ — g, dem Reprisentanten des Strahlen-
paares ¢, g» von (P)?, zugepaarten Geraden projiziert wird und
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welcher Punkt also (Auflosung 3 der Aufgabe 5 in Nr.61) der
Tangentialpunkt von P, und zugleich von P, ist, was zu be-
weisen war.

Indem wir die Ecken des vollstindigen Vierecks und zwei
seiner Diagonalpunkte als die sechs Ecken eines vollstindigen
Vierseits auffassen, lifit sich das letzte Ergebnis auch wie folgt
aussprechen:

Wenn zweimal zwei Gegenpunkte eines vollstindigen Vier-
seits solche Punktepaare von p3 sind, die von P aus durch
Strahlenpaare von (P)? projiziert werden, so sind es auch
die dritten.

68. Mit Hilfe der Aussage III (Nr.56) ergibt sich:
Verbindet man alle diejenigen Punktepaare von p3,
welche von P, dem isolierten Doppelpunkte von p3, aus
durch Strahlenpaare von (P)? projiziert werden, mit irgend-
einem p3 angehdrenden Punkte P; durch Strahlenpaare, so
bilden diese Strahlenpaare, von denen jedes (wie aus dem
Ergebnisse der letzten Nummer hervorgeht) noch durch ein
zweites solches Punktepaar von p3 geht, eine hyperbolische
Involution um P;, deren Doppelstrahlen P; P = g; und P; G;
sind, wobei (; der Dol von ¢; in bezug auf ABC und P; G
die Tangente #; an p2 in (#; ist (nach Satz 24 in Nr.53).
Beweis. Bilden P, und P irgendein solches Punktepaar
von p3, welches also von P aus darch das Strahlenpaar g, g
von (P)? projiziert wird, und sind V) und V; die zweiten Schnitt-
punkte von P;P: und P;P; mit dem Polarkegelschnitt ¢2 von
©. = gip, welcher Polarkegelschnitt durch P;, P und ; geht
(Nr.56), so ist der Strahlenwurf P;(P,P;P(;) zu dem Punkt-
wurf ¢2 (ViV5 PG;) seiner zweiten Schnittpunkte mit ¢2 perspektiv,
und dieser Punktwurf ist wieder zu dem Strahlenwurf seiner
Polaren um @);, ndmlich @; (vivipy.), projektiv (Nr.2). Der letzte
Strahlenwurf muf aber ein harmonischer sein, da v, und v}
nach III durch die auf p? liegenden Pole G und (7 des Strahlen-
paares ¢igx und g; durch P gehen und G5 und G in einer
durch P gehenden Geraden liegen (Satz 1 in Nr.7) und durch P
und p, die Polare von P auch in bezug auf p2, harmonisch ge-
trennt sind. Folglich mufl auch der erste Strahlenwurf, nimlich

P;(P.P. PG,), ein harmonischer sein. Die P; mit den im vor-
Berliner, Habilitationsschrift. 9
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stehenden Satze erwihnten Punktepaaren von p3 verbindenden
Strahlenpaare, von denen jedes durch P; P und P;(; harmonisch
getrennt ist, miissen also eine hyperbolische Involution um P;
bilden, deren Doppelstrahlen P; P und P;G; sind.

69. Mit Hilfe der Aussage III ergibt sich ferner:

Bestimmt man auf jeder durch einen Punkt P; von p®
gehenden Geraden r, die noch ein Paar weiterer Punkte
mit p3 gemein hat, den zu P; zugeordneten vierten harmo-
nischen Punkt in bezug auf das Punktepaar, so beschreibt
derselbe bei der Drehung von » um PF; einen Kegelschnitt,
den sogenannten Polarkegelschnitt von P; in bezug auf ps.
Dieser Kegelschnitt geht durch den Punkt P;, den isolierten
Doppelpunkt P vou p3, die Beriihrungspunkte der beiden
von P; an p3 gehenden Tangenten und durch den Pol (v,
der P; von P aus projizierenden Geraden ¢; (in bezug auf
ABC) und hat in F; dieselbe Tangente, wie p3, und in P
die zu ¢; in (/’)? zugepaarte Gerade zur Tangente.
Beweis. Der von » um den auf p3 und ¢?, dem Polarkegel-

schnitt von ¢;=pg; (Nr.56), liegenden Punkt P; beschriebene
Strahlenbiischel P;(r) ist zu der von V, dem zweiten Schnitt-
punkte von r mit ¢2, beschriebenen Punktreihe ¢2(¥) perspektiv;
diese Punktreihe ist wieder zu dem voun v, der durch ¢); gehenden
Polare von V in bezug auf A I3 C, beschriebenen Strahlenbiischel
Qs (v) projektiv (nach Nr.2); @;(v) ist ferner zu dem von der
durch Gy den auf dem DPolarkegelschnitt p2 von P liegenden Pol
von ¢;, gehenden, zu » in bezug auf p2? konjugierten Geraden s
beschriebenen Strahlenbiischel (r;(s) projektiv; (i;(s) ist weiter
zu der von G, dem zweiten Schnittpunkte von s mit p2, be-
schriebenen Punktreihe p2((r;) perspektiv, und diese endlich ist
zu dem von g, der durch P gehenden Polare von (f, in bezug
auf 4 5C, beschriebenen Strahlenbiischel P(y,) projektiv. Folg-
lich sind auch der erste und der letzte Strahlenbiischel, ndmlich
P;(r) und P(gs) zueinander projektiv. Nunmehr wird aber p2
von den beiden in bezug auf ihn konjugierten Geraden v und s
in vier harmonischen Punkten geschnitten, von denen die beiden
Schnittpunkte ; und G, von p? mit s die Pole der durch P
gehenden Geraden g; und ¢, sind und die beiden Schnittpunkte
von p? mit » die Pole der von P aus die beiden weitern Schnitt-
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punkte (aufer P;) von r mit p3 projizierenden Geraden sind;
mithin wird auch um P g, von g¢; durch die beiden letztern
Geraden harmonisch getrennt und der auf » zu P; zugeordnete
vierte harmonische Punkt in bezug auf die beiden weitern Schnitt-
punkte von r mit p® mubl also der Schnittpunkt von r mit g,
sein. Der zu P; vierte harmonische Punkt, als Schnittpunkt
zweier entsprechender Strahlen in den projektiven Biischeln P;(r)
und P(g,), mull nun einen solchen Kegelschnitt beschreiben,
welcher durch die Grundpunkte P; und P der beiden projektiven
Biischel geht und (weil, wenn g, nach P P; =g; kommt, G, mit
G4, s(= (;G,) mit der Tangente #; von p? in Gy, die durch @;
gehende, zu s in bezug auf p? konjugierte Gerade v mit @; G3;
und r also nach Satz 26 (Nr.59) mit der Tangente von p3 in
P; zusammenfallen und mithin dem Strahle PP;, als dem Biischel
um P angehorig, im Biischel um P; die Tangente von p® in F;
entspricht) in P; dieselbe Tangente, wie p3, hat und (weil, wenn »
nach P; P kommt, ¥V mit P (Nr.56), v mit p, s mit G; P, &G, mit
dem zweiten Schnittpunkte von p? mit ;P und also g, (nach
Satz 1 in Nr.7) mit der zu ¢; in (P)? zugepaarten Geraden zu-
sammenfallen und mithin die letzte Gerade im Biischel um P
dem Strahle P; P, als dem Biischel um P; angehdrig, entspricht)
in P von der zu g; in (F)? zugepaarten Geraden tangiert wird.
Dieser Kegelschnitt geht aber auch durch die Beriihrungspunkte
der beiden von P; an p3 gehenden Tangenten, weil in einem
solchen Beriihrungspunkte zwei der vier harmonischen Punkte,
nimlich die beiden weitern Schnittpunkte (auller #;) der Tan-
gente mit p3, und mithin auch der dritte, ndmlich der in bezug
auf diese zwei zu P; zugeordnete vierte harmonische Punkt, ver-
einigt liegen, und auBerdem noch durch G, da nach Satz 24
(Nr.53) auf der von P; an p? gehenden Tangente ¢;,, deren Be-
rithrungspunkt ¢, ist, G; von P; durch die beiden weitern Schnitt-
punkte von ¢ mit p3 harmonisch getrennt ist.

Wenn aber P; ein Wendepunkt von p3, also (Nr.60) einer
der drei Schnittpunkte P,, P,, P. von p mit den Seiten von
ABC, etwa P,, ist, so ist g; = P P, = pi, ;= P, und G;= Py
liegt auf der Ecktransversale P A4 =p, (Nr.60), welche letzte,
weil P, = ppys ist, papa ein Strahlenpaar in (P)? bilden und in
bezug auf p? die Involution konjugierter Strahlen um P mit (P)2
identisch ist und p die Polare von P ist (Nr.2), die Polare von

9 *
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P, in bezug auf p2 ist. Mithin muB in diesem Falle in der
Reihe der obigen Projektivititen:
Pi(r)y N 2(V)® Q:(v) & Gi(s) N p2(Gs) K P(gs)
die Projektivitdt zwischen ¢);(v) = P,(v) und (:(s) = P4 (s) eine
ausgeartete sein, indem allen durch (; = P, gehenden Strahlen
ein einziger durch (; = P} gehender Strahl, ndmlich p,, entspricht
(da p,, als Polare von P, in bezug auf p2, allen durch P, gehenden
Geraden konjugiert ist) mit Ausnahme eines einzigen durch ;= P,
gehenden Strahles, ndmlich des @); = P, mit (+; = P} verbindenden
Strahles (welcher die Tangente an p2 in P} ist (Nr. 60) und also
zu allen durch den Beriihrungspunkt P} = (; gehenden Geraden
konjugiert ist in bezug auf p2), welchem alle durch ;= P}
gehenden Strahlen entsprechen. Nunmehr ist aber A der zweite
Schnittpunkt des durch ;= P, gehenden Strahles p, mit p2
und p, die durch I’ gehende Polare dieses zweiten Schnitt-
punktes, ferner ist die P; = P, mit dem Pole von @; G;= P, P}
verbindende Gerade » die Wendetangente von p3 in P, (Nr.60);
mithin entspricht der gemeinsame Strahl p, = P) P der beiden
projektiven Biischel G;(s)= P} (s) und P(y,) sich selbst und in den
beiden konzentrischen, projektiven Biischeln ¢;(v) = P, (v) und
P;(r) = P,(r) entspricht dem Strahle P, Py des erstern Biischels
die Wendetangente von p3 in P, im letztern. Folglich ist auch
die Projektivitiat zwischen P;(r) = P, (r) und P(y,) eine ausgeartete,
indem allen durch P, gehenden Strahlen der einzige durch P
gehende Strabl p, entspricht mit Ausnahme des einzigen durch
P, gehenden Strahles, nimlich der Wendetangente von p* in P,
welchem wiederum alle durch P gehenden Strahlen entsprechen.
Nunmehr muff der DPolarkegelschnitt von P, in bezug auf p*
welcher das Erzeugnis der ausgearteten Projektivitit zwischen
den beiden Biischeln P, (r) und P(y,) ist und also aus den beiden
singuldren Strahlen derselben besteht, in das aus der Ecktrans-
versale p, und der Wendetangente von p3 in P, bestehende
Geradenpaar ausarten.
Mithin:

Der DPolarkegelschnitt eines Wendepunktes von p3 (in
bezug auf p3) artet in dasjenige Geradenpaar aus, welches
aus der Wendetangente im selben Wendepunkte und aus
derjenigen durch P, den isolierten Doppelpunkt von p3,
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gehenden Ecktransversale von A BC, welche in (P)? zu der
denselben Wendepunkt von P aus projizierenden Geraden
zugepaart ist, besteht.

§ 10.

70. Mit Hilfe der Aussage III (Nr.56) lat sich nun der
folgende Satz aufstellen, aus dem alle Beziehungen zwischen der
Kurve p3 und einem durch irgend zwei ihrer Punkte gehenden
Kegelschnitte hervorgehen.

Satz 28. Sind P; und
P, irgend zwei vonein-
ander verschiedene
Punkte von p3, @; und @
die Schnittpunkte von p, der
Polare von P, mit den P;
und P, von P aus proji-
zierenden Geraden ¢; und
Jx, v eine durch P; gehende
Gerade und s eme durch
Py, v die durch ¢); gehende
Polare des zweiten Schnitt-
punktes ¥V von r mit g¢?,
dem durch P; gehenden
Polarkegelschnitt von ¢,
und w die durch @ gehende
Polare des zweiten Schnitt-
punktes W von s mit ¢f,
dem durch P; gehenden
Polarkegelschnitt von @,
und drehen sich 7 um F;
und s um P; in der Weise,
dal die von ihnen beschrie-
benen Strahlenbiischel P;(r)
und Py(s) projektiv sind
und also einen Kegelschnitt
k2 erzeugen, so beschreiben
auch v und w zwel projek-
tive Strahlenbiischel @;(v)

Sind p; und p; irgend
zwel voneinander ver-
schiedene Strahlen von P3,
¢; und ¢ die Verbindungs-
geraden von P, dem Pole
von p, mit den Schnitt-
punkten ¢; und @x von p
mit p; und py, also g;=P;
und gx = P¢y, M ein auf p;
liegender Punkt und N ein
auf py, L der auf g; liegende
Pol der zweiten von M an
Gf, den p; Dberithrenden
Polarkegelschnitt von ¢,
gehenden Tangente I und U
der auf g, liegende Pol der
zweiten von N an G7, den
pr berithrenden Polarkegel-
schnitt von g;, gehenden Tan-
gente u, und bewegen sich M
auf p; und N auf p, derart,
daf} die von ihnen beschrie-
benen Puuktreihen p;(M)
und pi(N) projektiv sind
und also einen Kegelschnitt
C? erzeugen, so beschreiben
auch L und U zwei projek-
tive Punktreihen ¢;(L) und
gx(U), deren Erzeugnis ein
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und Qr(w), deren Erzeugnis
ein zweiter Kegelschnitt »2
ist, welchen zweiten wir den
aus dem ersten Kegelschnitt
abgeleiteten nennen
wollen. Der durch P;(r)
und Py(s) erzeugte Kegel-
schnitt %2 hat nun mit p3
auber P; und P, diejenigen
vier Punkte P;, P,, P, und
P, und nur diejenigen vier
gemein, welche von P aus
durch ¢;, gm, gn und g,, die
Polaren der vier Schnitt-
punkte Gy, G, (., G, des
Polarkegelschnitts p2 von P
mit dem abgeleiteten, durch
Qi(v) und @Qn(w) erzeugten
Kegelschnitt x2, projiziert

zweiter Kegelschnitt 12 ist,
welchen zweiten wir den aus
dem ersten Kegelschnitt ab-
geleiteten nennen wollen.
Der durch p;(M) und py(N)
erzeugte Kegelschnitt C2 hat
nun mit P3 auller p; und p;
diejenigen vier Strahlen p,
Dmy Pn und p, und nur die-
jenigen vier gemein, welche
von p in den vier Punkten
@, @uw, Q. und @,, den
Polen der vier gemeinschaft-
lichen Tangenten ¢, ¢, Gn,
¢, des Polarkegelschnitts P2
von p und des abgeleiteten,
durch ¢;(L) und ¢:(U) er-
zeugten Kegelschnitts 12
geschnitten werden.

werden.

Beweis. Weil Pi(r) zu ¢} (V) und Py(s) zu g2( W) perspektiv
und ¢} (V)A Qi(v) und ¢ (W)R @x(w) und mithin auch P;i(r)
A @i(v) und Pi(s) K @x(w) sind, so mull Q;(v) A x(w) sein, wenn
Pi(r) R P(s) ist. Wenn nun der durch P;(r) und Py(s) erzeugte
Kegelschnitt mit p3 auBer P; und P noch irgendeinen Punkt,
etwa P,, gemein hat, wenn also zwei entsprechende Strahlen #
und s von P; und P, durch P, gehen, so miissen die in den
Biischeln um ¢; und ¢, einander entsprechenden Strahlen » und
w, die Polaren der zweiten Schnittpunkte von r mit ¢ und von
s mit ¢2, nach III durch (+,, den auf p? liegenden Pol der P,
von P aus projizierenden Geraden ¢,,, gehen und also muB dann
der abgeleitete Kegelschnitt, ndmlich der durch @;(v) und @5(w)
erzeugte, mit p2 den Punkt (7, gemein haben; und umgekehrt.
Hiermit ist der vorstehende Satz bewiesen.

Der durch P;(r) und Pi(s) erzeugte Kegelschnitt wird dann
und nur dann von p® in einem der beiden Grundpunkte der
Biischel, etwa in P;, beriihrt, wenn dem Strahle P, P;, als dem
Biischel Py (s) angehorig, im Biischel P;(r) die Tangente von p3 in
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P; entspricht; dies ist aber, weil die durch ¢; gehende Polare des
zweiten Schnittpunktes von ¢? mit der Tangente an p® in P; nach
Satz 26 (Nr.59) durch (+;, den auf p2 liegenden Pol von g;, gehen
muf}, dann und nur dann der Fall, wenn in den projektiven
Biischeln Q;(v) und @ (w) die beiden Strahlen @;(r; und @i G;
einander entsprechen und (+; also einer der vier Schnittpunkte
von 2 mit dem abgeleiteten Kegelschnitt, dem durch @;(v) und
Qx(w) erzeugten, ist. Wird nun der abgeleitete Kegelschnitt von
p2 in (7; n-punktig berithrt, wo 2<n<4 ist, liegen also =
der vier gemeinsamen Punkte G, (,, (+,, G, des abgeleiteten
Kegelschnitts und p2? im Punkte (; unendlich benachbart, so
miissen dann n der vier weitern (aufler P;, I’:) gemeinsamen
Punkte P, P,,, P,, P, des erstern (urspriinglichen) Kegelschnitts,
des durch Pi(r) und Pi(s) erzeugten, und p? im Punkte P; un-
endlich benachbart liegen und also wird dann der erstere Kegel-
schnitt von p3 in P; (» 4 1)-punktig beriihrt; und umgekehrt.
Wird aber der abgeleitete Kegelschnitt von p? in einem von (+;
und (7, verschiedenen Punkte (; n-punktig beriihrt, so miissen
dann n der vier weitern (auller P;, P;) gemeinsamen Punkte des
erstern (urspriinglichen) Kegelschnitts und p3 in dem von P;
und P, verschiedenen Punkte P, unendlich benachbart liegen und
also wird dann der erstere Kegelschnitt von p3 in /; nur n-punktig
beriibrt; und umgekehrt. Mithin haben wir:

Satz 29. Sind /’; und
P, zwei beliebige vonein-

Sind p; und p; zwei be-
liebige voneinander ver-

ander verschiedene Dunkte
von p3, (+; und (r; die auf
p?, dem Polarkegelschnitt
von P, liegenden Pole der
P; und I, von P aus proji-
zierenden Geraden g; und ¢,
k2 irgendein durch P; und
P, gehender Kegelschnitt
(welcher als Erzeugnis zweier
projektiver Biischel P;(r)
und Px(s) gedacht werden
kann) und x»2 der aus die-
sem abgeleitete Kegelschnitt

schiedene Strahlen von Ps,
q; und ¢, die P2, den Polar-
kegelschnitt von p, be-
rithrenden  Polaren  der
Schnittpunkte ¢; und @
von p mit p; und pg, C2
irgendein p; und p; berith-
render Kegelschnitt (welcher
als Erzeugnis zweier projek-
tiver Punktreihen p,(M) und
Pe(N) gedacht werden kann)
und I'? der aus diesem abh-
geleitete Kegelschnitt, so



Dritter Abschnitt.

Nr.70,71

(Satz 28), so gibt es unter
den vier weitern (auller I’;
und P;) Schnittpunkten von
k? mit p3 ebensoviel reelle
und ebensoviel imaginire,
wieviel es deren unter den
vier Schnittpunkten von x?
mit p? gibt. Ferner wird
k2 von p3 in P; oder in P
dann und nur dann (n + 1)-
punktig beriihrt, wo 1<n
<4 ist, wenn %2 von p? in
G; bzw. in (#; n-punktig be-
rithrt wird; in einem von
P, und P, verschiedenen
Punkte P; wird aber %2 von
p? dann und nur dann
n-punktig beriihrt, wenn »x?
von p? in (5, dem Pole der
P, von P aus projizierenden
Geraden ¢;, gleichfalls n-
punktig berithrt wird.

71. Aus dem Satze 28 folgt

Satz 30. Sechs Punkte
von p? liegen dann und nur
dann auf einem Kegelschnitt,
wenn irgend zwei und mithin
je zwei derjenigen sechs Ge-
raden, welche die sechs
Punkte von P aus proji-
zieren, durch ein Punktepaar
derjenigen Involution gehen,

gibt es unter den vier weitern
(auBer p; und p,) gemein-
schaftlichen Strahlen (Tan-
genten) von (2 und P? eben-
soviel reelle und ebensoviel
imaginire, wieviel es deren
unter den vier gemeinschaft-
lichen Tangenten von I
und P2 gibt. Ferner haben
C2 und P3 in p; oder in py
dann und nur dann einen
(n + 1)-punktigen Berith-
rungspunkt, also n + 1 auf-
einanderfolgende  Strahlen
(Tangenten) gemein (wo
1< n<4 ist), wenn I"? und
P2 in ¢; bzw. in ¢, » auf-
einanderfolgende Tangenten
gemein haben; in einem von
p; und p, verschiedenen
Strahle p; aber hat P3 mit
C? dann und nur dann n
aufeinanderfolgende Strah-
len gemein, wenn P? mit 2
in ¢;, der Polare des Schnitt-
punktes ; von p mit pp
gleichfalls » aufeinanderfol-
gende Tangenten gemein hat.

ferner:

Sechs Strahlen von I3
tangieren dann wund nur
dann einen und denselben
Kegelschnitt, wenn irgend
zweiund infolgedessen je zwei
derjenigen sechs Punkte, in
denen die sechs Strahlen
von p geschnitten werden,
von P, dem Pole von p, aus
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welche auf p, der Polare von
P, durch das aus den Polen
(in bezug auf A B C) der je
vier iibrigen von jenen sechs
Geraden gebildete vollstiin-

durch ein Strahlenpaar der-
jenigen Involution projiziert
werden, welche um P durch
das aus den DPolaren (in
bezug auf ABC) der je

dige Viereck festgelegt wird. vier {ibrigen jener sechs
Punkte gebildete vollstian-
dige Vierseit festgelegt wird.

Beweis. Sind P, P,, P;, P,, P;, s sechs Punkte von p3,
U1y oy J3s sy Usy 9 die sie von P aus projizierenden Geraden, Gy,
Gy Gy Gy, Gy (g und Q, oy (5, W4y W5, O deren sechs Pole
bzw. deren sechs Schnittpunkte mit p, so liegen P, I, P;, P,
P;, P; dann und nur dann auf einem Kegelschnitt, welcher, wenn
etwa Py und [I’; voneinander verschieden sind, als das Erzeugnis
der projektiven Biischel Py(P, Py P;.. )~ Py(P, Py P;...) gedacht
werden kann, wenn der aus diesem abgeleitete, durch die beiden
projektiven Biischel (G (5 Gg5.. ) K Qu(GyGylry. . .) erzeugte
Kegelschnitt auch durch (r, geht (nach Satz 28), wenn also ¢y, @,
Gy, Gy, Gy, (5, sechs Punkte eines Kegelschnitts sind; dies ist aber
nach dem bekannten Satze von Desargues iiber den einem Viereck
umschriebenen Kegelschnitt dann und nur dann der Fall, wenn ¢, und
s ein Punktepaar in der auf p durch das Viereck &, G, G4 G, fest-
gelegten Involution bilden; wodurch der vorstehende Satz bewiesen ist.

Anmerkung. Weil das im vorstehenden Satze genannte
Viereck dem Polarkegelschnitt p2 von P eingeschrieben ist und
p2 von p in den konjugiert-imaginéiren Doppelpunkten von (p)?
geschnitten wird, so ist die auf p durch jenes Viereck festgelegte
Involution eine auf (p)? sich stiitzende hyperbolische und
ist also schon durch ein von den Doppelpunkten von (p)? ver-
schiedenes Punktepaar vollstindig bestimmt.

Hieraus ergibt sich nun die folgende lineare Relation zwischen
den Ordinatenwinkeln (Nr.64) von sechs auf einem Kegelschnitt
liegenden Punkten von ps.

Satz 31. Sechs Punkte P, P,, P, P,, P;, P, von p?
liegen dann und nur dann auf einem Kegelschnitt, wenn
ihre Ordinatenwinkel der Forderung geniigen:

©, + 0y + 05 + 0, + 0; + 0, = k=,
wo k eine beliebige ganze Zahl bedeutet.
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Beweis. DBezeichnen wir mit ¢, und ¢, die Schnittpunkte
von p mit (r; (, und G, G, so liegen nach Satz 30 P, P,, P,
P,, P,, P; dann und nur dann auf einem Kegelschnitt, wenn g,
und g; durch ein Punktepaar der auf p durch G, G, G, fest-
gelegten Involution (7)2 gehen, welche Involution, wie wir sahen,
sich auf (p)? stiitzt und in welcher ¢, und @, ein Punktepaar
bilden. Nunmehr wird aber die auf (p)? sich stiitzende Involution (¢)2
von P aus durch eine auf ()2 sich stiitzende Strahleninvolution (I)?
projiziert. In dieser Strahleninvolution (I)2 bilden nun g, und g,,
die das Punktepaar @), ¢, und zugleich (nach II in Nr.55) die
dritten Schnittpunkte P,, und P, von p3 mit P, P, und P,P,
von P aus projizierenden Strahlen, ein Paar; und wenn g; und g,
durch ein Punktepaar von (7)2 gehen sollen, so werden dann und
nur dann auch g; g ein Strahlenpaar in (1)2 bilden miissen. Mit-
hin werden dann und nur dann (nach dem ersten Ergebnisse in
Nr. 63) die beiden Punktepaare P, P, und P;P;, welche von P
aus durch zwei Strahlenpaare einer auf (P)? sich stiitzenden In-
volution projiziert werden, mit einem und demselben Punkte von
p3, der etwa I’, heillen mag, in je einer Geraden liegen. Dies
ist aber nach Satz 27 (Nr.64) nur dann der Fall, wenn

@, + 0, + 0y = &k}g‘j—_{ x  und oy o+ o, = 2]%-‘;1 7T,
wenn also
1) 05 + 0y — O — 00, = (ky— k) 7.

Weil aber P,, und P, die dritten Schnittpunkte von p3 mit
P, P, und P, P, sind, so ist nach demselben Satze 27:

/ 2 l " 1
O = 2k27‘—_}» T — 0, — 0, und mn:—cr;————r— T— g — @
Substituieren wir diese Werte von ®,, und ®, in 1), so ergibt sich:

2K +1 2k 4-1
0, + @ + @, 4+ 0, - ﬁj~n+w3 —|-co4————;_——— = (ky—k)m

oder

o) + 0y + 05+ o+ o Fog= (ke + ¥ +F +1—k)x=Fk=n
als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dall P, P,,
P, P,, P;, Ps; auf einem Kegelschnitt liegen.

72. Der Satz 30 bleibt auch dann moch richtig, wenn von
den sechs Punkten von p® n (wo 2<m<6) einander unendlich
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benachbart sind, wenn also der Kegelschnitt von p® n-punktig be-
rilhrt werden soll; nur mufl alsdann die den %-punktigen Be-
rithrungspunkt von P aus projizierende Gerade und ebenso ihr
Pol n-fach gezdhlt werden, wenn also die n-fache Gerade als eine
der zwei im Satze 30 erwihnten Geraden oder als diese zwei ge-
nommen wird, so liefert ihr Pol n — 1 bzw. n — 2 Ecken des im
Satze 30 genannten Vierecks, sonst liefert ihr Pol » dieser Ecken.
Hierbei muf} Folgendes beachtet werden: wird eine solche n-fache
Gerade als die zwei im Satz 30 erwdhnten Geraden genommen, so
mub ihr Schnittpunkt mit p ein Doppelpunkt der im selben Satze
genannten Involution sein; liefert ferner ein solcher n-facher Pol
zwei Ecken des Vierecks, so tritt an Stelle der diese zwei Ecken
verbindenden Seite des Vierecks die Tangente von p2 in dem
n-fachen Pole; liefert er aber drei Ecken des Vierecks, so treten
die Tangente von p? in ihm und die ihn mit der vierten Ecke
des Vierecks verbindende Gerade an Stelle eines Paares von Gegen-
seiten des Vierecks; liefert er endlich alle vier Ecken des Vierecks,
so tritt die Tangente von p? in ihm an Stelle eines Paares von
Gegenseiten des Vierecks, und die auf p durch das Viereck fest-
gelegte Involution ist (nach Anmerkung in Nr.71) in den letzteren
beiden Fiillen durch das einzige Punktepaar bzw. durch den einzigen
Doppelpunkt vollkommen bestimmt.

Beweis. Jede Gerade wird bekanntlich von den simtlichen
Kegelschnitten (eines Biischels), welche durch zwei feste Punkte
gehen und in einem dritten sich berithren, oder welche durch
einen festen Punkt gehen und in einem zweiten sich dreipunktig
beriihren, oder endlich welche in einem festen Punkte sich vier-
punktig beriihren, in den Punktepaaren einer solchen Involution
geschnitten, in der die Schnittpunkte der Geraden mit der gemein-
samen die beiden erstern festen Punkte verbindenden Sehne und
der gemeinsamen Tangente im dritten Punkte ein Punktepaar
bilden, bzw. die Schnittpunkte der Geraden mit der gemeinsamen
die zwei festen Punkte verbindenden Sehne und der gemeinsamen
Tangente im zweiten Punkte, bzw. der Schnittpunkt der Geraden
mit der gemeinsamen Tangente im festen Punkte den einen Doppel-
punkt bildet. Mithin liegen sechs Punkte Py, Py, Ps, P,, P, Py
von p3, wenn auch mehrere, ja sogar fiinf dieser sechs Punkte
einander unendlich benachbart sind, wenn nur zwei der sechs
Punkte, etwa P, und P, voneinander verschieden sind, dann und
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und nur dann (nach Satz 29) auf einem Kegelschnitt, wenn ¢
und ¢); ein Punktepaar in der auf p durch das Viereck (+, G, (+; (5,
(das sich auch auf einen einzigen Punkt reduzieren kann) fest-
gelegten, auf (p)? sich stiitzenden hyperbolischen Involution
bilden; und umgekehrt. H&lt man nun das Viereck G, (¢, (3, G,
(das sich auch auf einen einzigen Punkt reduzieren kann) fest und
1aBt ¢); und () in der Weise einander immer niher riicken, daB
sie bei dieser Bewegung fortwihrend ein Punktepaar in der auf p
durch &, G, (5 (7, festgelegten Involution bildet (was wegen des
hyperbolischen Charakters dieser Involution immer mdoglich ist),
so miissen nach dem soeben Bewiesenen auch P; und P, in der
Weise auf p? einander immer niher riicken, dafl wihrend dieser
Bewegung durch die vier festen Punkte P, P,, P;, P, und die
beiden beweglichen I, und Py immer ein Kegelschnitt gelegt
werden kann; und umgekehrt. Gehen wir nun zur Grenze iiber,
wo ()5 und ¢); in einen Doppelpunkt der auf p durch G,G,G,; G,
festgelegten Involution hineinfallen, so miissen dann P, und P,
in einen solchen Punkt von p3 hineinfallen, in welchem der durch
thn und P, P,, P;, P, gelegte Kegelschnitt von p3 beriihrt wird
(wo unter Umstéinden dieser Punkt derjenige ist, in welchem einer
oder mehrere der vier Punkte P, P,, P;, P, liegen); und um-
gekehrt. Wir sehen also, dal die den Beriihrungspunkt von p3
mit dem Kegelschnitt von P aus projizierende Gerade durch den
Doppelpunkt der entsprechenden Involution auf p geht; wodurch
unsere Behauptung, daf§ der Satz 30 immer, sogar wenn alle sechs
Punkte einander unendlich benachbart sind, seine Giiltigkeit be-
halt, vollstindig nachgewiesen ist.

Auch der Satz 31 behilt seine Giiltigkeit, wenn mehrere der
sechs Punkte einander unendlich benachbart sind; es gilt nim-
lich der

Satz 32. Durch ¢ (1 <7< 6) Punkte P, P,, ... P; von
p* geht dann und nur dann ein solcher Kegelschnitt,
welcher von p3 in P, m,-punktig, in P, m,-punktig, ...
in P; m;-punktig berithrt wird, wo m; 4+ my, + -+ + m; = 6,
wenn die Ordinatenwinkel von P, P,, ... P, der Forderung
geniigen:

My 0 + Myg@y 4+« +m;0; = km,

wo k eine beliebige ganze Zahl bedeutet.
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Dieser Satz kann nach dem eben Bewiesenen direkt analog
wie der Satz 31 bewiesen werden; er ergibt sich aber auch aus
dem letzten (mit Hilfe von Grenzverfahren). Denn nach diesem
Satze 31 geht dann und nur dann durch P,, Py, s, P,, P; ein p3
in P, berithrender Kegelschnitt, wenn 2w, + w, -+ 05 + 0, + o5
— k#. Nunmehr geht dann und nur dann durch P, P,, P;, P, ein
p3 in P; dreipunktig beriihrender Kegelschnitt, wenn 3w, 4 a,
+ w3 + 0, = kw. Fahren wir so fort, so ergibt sich: durch P,
P, ... P;_,, geht dann und nur dann ein p3 in P, m,-punktig
berithrender Kegelschnitt, wenn m, @, + 0y 4+ -++ + 05— m, == k7.
Nun geht durch P, P,,... Ps_,, —, dann und nur dann ein ps
in P, m;-punktig und in P, einfach berithrender Kegelschnitt,
wenn ;@) + 260y + 03 + -+ + @g_m—1 = k. In dieser Weise
fortfahrend gelangt man schlieilich zu der im Satze 32 angegebenen
Bedingung.

73. Aus dem Satze 30 ergibt sich nun der bekannte Satz iiber
die Kurven dritter Ordnung, ndmlich:

Sechs Punkte P, P,, P;, P,, P;, I’; von p3 liegen dann und
nur dann auf einem Kegelschnitt, wenn irgend drei der die
sechs Punkte zu je zwei verbindenden Sehnen, wie etwa
P P, P;P,, P, P, von p3 zum drittenmal in drei Punkten
einer Geraden geschnitten werden.

Sind ndmlich P, und P, die dritten Schnittpunkte von p3 mit
P, P, und P; P, und gehen also (+; ¢, und G (+, durch @, = py,
bzw. ¢, = pgy (nach Il in Nr, 55), so sind dann und nur dann (nach
Satz 30) Q. @y und Q@ zwei Punktepaare einer auf (p)? sich
stiitzenden Involution ()2 und mithin g,¢, und g;g; zwei Strahlen-
paare in der (i)? von P aus projizierenden, auf (F)? sich stiitzen-
den Involution (I)?, wenn Py, P,, P, P,, Py, P; auf einem Kegel-
schnitt liegen. Kolglich (nach dem ersten Ergebnisse in Nr. 63)
gehen dann und nur dann PxP_; und P; P, durch einen und den-
selben Punkt von ps, welcher letzte Punkt P, heilen moge, oder,
was dasselbe aussagt, es liegen dann und nur dann P, und P,
die dritten Schnittpunkte von p3 mit P, P, und P; P,, mit P,, dem
dritten Schnittpunkt von p3 mit P, P, in einer Geraden.

Dasselbe ergibt sich auch aus den S#tzen 27 und 31. Nach
Voraussetzung ist:
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2k 1 2k 1
0 + 0y + 0, = 12+ T—0— 0y + —5— 2+ T— 03— 0

2k3+1

+T“—‘ﬁ75“ﬁ76

3n
= (ky +Fky + ks)w + "2“'_(571‘!’&72 + 05 + 0, 4 @5 4 0@5)
und dies ist (nach Satz 31) dann und nur dann gleich
3w 24K +1
(4 hg ) 42—l = 2+ x,
wenn P, P,, P;, P,, P, P; auf einem Kegelschnitt liegen.
Hieraus ergibt sich der zweite bekannte Satz:

Jeder durch vier Punkte P;, P,, P,;, P, von p3 gehende
Kegelschnitt schneidet p3 in zwei weitern Punkten, welche mit
einem festen Punkte von p3, mit dem sogenannten Gegen-
punkte des Punktquadrupels P, P, P; P, in einer Geraden
liegen. Dieser Gegenpunkt ist némlich der dritte Schnitt-
punkt von p3 mit P,P,, wo P, und P, die dritten Schnitt-
punkte von p3 mit P, P, und P; P, sind.

74. Mit Hilfe der Sdtze 27 und 31 146t sich auch der folgende
Satz leicht beweisen.

Liegen sechs Punkte P, P,, P, P,, P;, P; von p® auf
einem Kegelschnitt und verbindet man einen dieser Punkte,
etwa I, mit den fiinf iibrigen durch die Geraden P, P,, P, P;,
P,P,, P, P, P P, so liegen die fiinf Punkte P, P, 5 Py
Py, Pg, in denen jene fiinf Geraden der Reihe nach von p3
zum drittenmal geschnitten werden, und der zweite Tangen-
tialpunkt von P, auf einem Kegelschnitt.

Denn nach Satz 31 ist:

0 + 0, + 05 + 0, + 0 + 0, = kx,
nach Satz 27:

ml+w2+m”_21\22+1
m1+m3+w13:2k32+1n
wl+m4+m“—2]n42—}—l
w1+m5—|—m15:5-]£5§—f_—1n

.2k +1
@) + g + 05 = 62
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und nach Nr. 65 und Satz 15 (Nr.26) ist der Ordinatenwinkel des
zweiten Tangentialpunktes von P, gleich

T T
m§2)+§ = 4o, +§,
mithin ist:
T
@19+ O3+ Oy + 05 + 05 + ("3(12) +§> = (kn‘f‘ks‘f‘]@‘i‘ks

T

+k6)”+g”_5m1_(w2+0’3+w4+m5+m6)+4ﬁ71 +2

5
:(7c2+k3+k4+k5+k6)n+§n~7m+’2£ = Kx,

woraus nach Satz 31 der vorstehende Satz folgt.

75. Mit Hilfe der Satze 28, 29 und 30 kénnen nun die folgen-
den Aufgaben gelost werden.

Aufgabe 9. Den sechsten Schnittpunkt von p3 mit einem
durch fiinf ihrer Punkte Py, P,, P;, P,, P; gehenden Kegel-
schnitt zu bestimmen.

Auflésung. Man ermittelt etwa die vier Pole (in bezug
auf ABC) G, (5, Gy, G, der P,, P,, P;, P, von P, dem iso-
lierten Doppelpunkt von ps, aus projizierenden Geraden g,
99> 95+ 95 und den Schnittpunkt ¢; von p, der Polare (in be-
zug auf ABC) von P, mit der P; von P aus projizierenden
Geraden ¢g;; sodann ermittelt man in der auf p durch das
Viereck G, (i, G5 (7, festgelegten, auf (p)? sich stiitzenden
Involution den zu )5 zugepaarten Punkt, dieser moige ¢
heillen, und verbindet diesen mit P durch eine Gerade gq;
alsdann wird derjenige Punkt P;, welcher in der von ABC
auf g erzeugten Involution (g,)2 dem P zugepaart ist, der
gesuchte sechste Schnittpunkt sein.

Diese Losung, welche mit Hilfe des Lineals allein ausfiihrbar
ist, ergibt sich unmitelbar aus dem Satze 30 und behdlt ihre
Giiltigkeit (nach Nr. 72) auch dann noch, wenn mehrere der fiinf
gegebenen Punkte, ja sogar wenn alle fiinf einander unendlich be-
nachbart sind und also (im letztern Falle) der sechste Schnittpunkt
von p3 mit einem p3 fiinfpunktig berithrenden Kegelschnitt ge-
sucht wird.
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Sind w,, 0,, w;, 0, ©; die Ordinatenwinkel von P,, P,, P,
P,, P, so ist der Ordinatenwinkel des sechsten Schnittpunktes
P; nach Satz 31 gleich — (o, + w, + w; + @, 4 ;).

Aufgabe 10. Die weitern Schnittpunkte von p3 mit
einem durch zwei voneinander verschiedene Punkte P
und P; von p3 gehenden Kegelschnitt k2 zu bestimmen.

Auflosung. Man leitet in der in Satz 28 angegebenen
Weise aus dem Kegelschnitt k2 den durch ¢, = pg; und ¢y
= pgr gehenden Kegelschnitt %2 ab und ermittelt die vier
Schnittpunkte Gy, Gy, (f5 (r, dieses Kegelschnitts mit p2
dem Polarkegelschnitt von P, und deren durch P gehenden
Polaren (in bezug auf ABC) gy, ¢sy 95, 94, sodann in den auf
diesen von AL C erzeugten Involutionen (¢,)2 (¢5)?% (5)% (¢4)?
die dem P zugepaarten Punkte P, P,, I’;, P,; diese werden
dann die gesuchten weitern Schnittpunkte von p3 mit k2 sein.

Sind auller P; und P; noch ein oder mehrere der Schnitt-
punkte von p3 mit k2 bekannt, so sind dem entsprechend ein
oder mehrere der Schuittpunkte von p? mit %2 gleichfalls
bekannt und, um die iibrigen der erstern Schnittpunkte zu
finden, kommt es nur noch auf die Bestimmung der iibrigen
der letztern an.

Sind auller I; und I’ noch zwei der weitern vier Schnitt-
punkte von p3 mit k2, etwa P, und F’,, bekannt, so ermittelt
man in derjenigen auf (p)2, der von ADBC auf p erzeugten
Involution, sich stiitzenden Involution, von der ;¢ ein
Punktepaar sind, den zu ()., dem Schnittpunkte von p mit
(1, G4, zugepaarten Punkt ¢),, sodann die beiden Polaren
von @), in bezug auf die Kegelschnitte p? und 2 (wobei die
Polare von ¢, in bezug auf p2 nach Nr.2 die P mit dem
zu @, in (p)? zugepaarten Punkte verbindende Gerade sein
wird), verbindet den Schnittpunkt dieser beiden Polaren mit
)y durch eine Gerade und ermittelt endlich die beiden
Schnittpunkte dieser Geraden mit p2; alsdann werden diese
Schnittpunkte die Pole (+; und (7, der die iibrigen Schnitt-
punkte P; und P, von p3 mit k2 aus P projizierenden Geraden
g; und g, sein.

Denn nach Satz 30 mubl (+; (4,, die gemeinschaftliche Sekante

von p2 und %, durch ¢, und mithin auch durch den Schnittpunkt
der beiden Polaren von ¢, in bezug auf p? und x2? gehen.
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Aufgabe 11. Durch zwei voneinander verschiedene Punkte
P, und P, von p3 denjenigen Kegelschnitt zu legen, welcher
in einem der beiden Punkte, etwa in P,, von p3 dreipunktig
beriithrt wird und auflerdem noch durch irgendeinen gegebenen
Punkt P, von p3 geht.

Auflésung. Man ermittelt von demjenigen Kegelschnitt
%2, welcher durch ¢, = pg,, @; = pg,, Gy, G5 geht und in G,
von p2, dem Polarkegelschnitt von P, einfach berithrt wird,
etwa seine Tangente v in (), sodann die Pole (in bezug auf
ABC) V, ¥V, von v, v, = @, (G;; alsdann wird derjenige Kegel-
schnitt £2, welcher durch die beiden projektiven Strahlen-
biischel

P, (V,Vy, Pyy..) R Py(P, P, Ps,...)

erzeugt wird, durch P, P, und P; gehen und in P, von p3
dreipunktig beriihrt werden.

Denn der erstere Kegelschnitt, niimlich x2, hat mit dem aus
k2 in der in Satz 28 angegebenen Weise abgeleiteten Kegelschnitt,
welcher letzte durch

Q1 (v, vy, Q1 Gy .. ) A Qo (15 ©a Gy Qg (.. B

erzeugt wird, die vier Punkte @, ¢y, (1, G; und die Tangente v
in @, (da p = @, @, ist) gemein und ist folglich mit diesem iden-
tisch; mithin mull nach Satz 29 k2 von p3 in P, dreipunktig be-
rithrt werden, da %2 von p? in (, einfach beriihrt wird.

Aufgabe 12. Durch zwei voneinander verschiedene Punkte
P, und P, von p% denjenigen Kegelschnitt zu legen, welcher
in einem derselben, etwa in P, von p3 vierpunktig beriihrt
wird.

Auflosung. Man ermittelt in derjenigen auf (p)? sich
stiitzenden Involution (¢)?, in der @, @), ein Punktepaar bilden,
den zu dem Schnittpunkte p¢;, (wo ¢, die Tangente von p?2
in (1, ist) zugepaarten Punkt, verbindet diesen mit (r, durch
eine Gerade und ermittelt den zweiten Schnittpunkt &, dieser
Geraden mit p2; sodann ermittelt man im Punkte ¢, die
Tangente v desjenigen Kegelschnitts 2, welcher durch ¢, @,,
G, G, geht und in (+, dieselbe Tangente f, hat, wie p2, und
die Pole (in bezug auf ABC) V, V, V,, W, von v, v, = ¢, Oy,

Berliner, Habilitationsschrift. 10
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v, = @ Gy we = @y Gy; alsdann wird derjenige Kegelschnitt
k2, welcher durch die beiden projektiven Strahlenbiischel
Py (Vy Vi Vi) T Py (P Py Wis.)

erzeugt wird, durch P, und P, gehen und in P, von p3 vier-
punktig berithrt werden.

Denn derjenige Kegelschnitt, welcher durch G, G,, ¢, geht
und in &, von p? dreipunktig beriithrt wird, mufl auch durch @,
gehen (s. oben Nr.72) und also mit %2 identisch sein, da sie die
vier Punkte Q,, ¢,, G4, G, und die Tangente ¢, in (; gemein
haben; %2 ist aber mit dem aus k2 abgeleiteten identisch. Mit-
hin muf (nach Satz 29) k2 in P, von p® vierpunktig beriihrt
werden.

Dieses Verfahren versagt aber, wenn der Schnittpunkt pt,
einer der Doppelpunkte von (¢)2 ist, da dann (+, mit (+; zusammen-
fallen wird und wir werden die zur Bestimmung von %2 nétigen
fiinf Elemente nicht mehr haben; alsdann wird aber, wie wir bald
sehen werden, derjenige durch ¢, ¢, G, gehende Kegelschnitt,
welcher in (; von p? mehr als zweipunktig beriihrt wird, notwendig
von p? in (, vierpunktig berithrt werden. Dieser Fall, nimlich,
daB pt, ein Doppelpunkt von (¢)? ist, tritt dann und nur dann
ein, wenn der dritte Schnittpunkt von p3 mit P, P, der zweite
Tangentialpunkt von P, ist. Denn die auf (p)? sich stiitzende
Punktinvolution (¢)2 wird von P aus durch eine auf (P)? sich
stiitzende Strahleninvolution ()2 projiziert; und durch die Strahlen-
paare von (I)?, von denen eins g, ¢, ist (da @, @, ein Punktepaar
von (9)? ist), werden nun (nach Nr. 63) solche Punktepaare auf p3
projiziert, die mit einem und demselben Punkte von p3, ndmlich
mit dem gemeinsamen Tangentialpunkte der beiden von I’ aus
durch die Doppelstrahlen von (I)? projizierten Punkte von p3, in
je einer Geraden liegen und von denen eins P, P, ist. Ferner geht
der P mit pt, verbindende Strahl durch den Tangentialpunkt von
P, (nach II in Nr.55). Mithin ist p¢; dann und nur dann ein
Doppelpunkt von (7)?, wenn ein Doppelstrahl von (/)2 den Tangen-
tialpunkt von P, aus P projiziert, wenn also derjenige Punkt von
p3, mit welchem alle durch Strahlenpaare von (I)? projizierten
Punktepaare auf p®, darunter auch P, P,, in je einer Geraden
liegen, der Tangentialpunkt jenes Tangentialpunktes von P, also
der zweite Tangentialpunkt von P, ist.
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Aufgabe 13. Durch zwei voneinander verschiedene Punkte
P, und P, von p3 denjenigen Kegelschnitt zu legen,
welcher in einem derselben, etwa in P,, von p3 fiinf-
punktig beriihrt wird; was aber dann und nur dann mog-
lich ist, wenn P, P, durch den zweiten Tangentialpunkt von
P, geht.

Denn nach Satz 80 und Nr.72 geht der p3 in P, fiinfpunktig
berithrende Kegelschnitt dann und nur dann durch P,, wenn
), @, ein Punktepaar in derjenigen auf (p)? sich stiitzenden In-
volution bilden, von der der Schnittpunkt pt¢, (wo ¢, die Tangente
von p? in G+, ist) ein Doppelpunkt ist; dies ist aber, wie wir
eben sahen, dann und nur dann der Fall, wenn F; P, durch den
zweiten Tangentialpunkt von P, geht.

Dasselbe ergibt sich auch aus dem Satze 32. Denn wenn P,
auf dem p3 in P, fiinfpunktig berithrenden Kegelschnitt liegt,
so ist dann und nur dann (Satz 32):

b, + 0, =k,
also ist nur dann:
2k 41

o+ oyt (00 + 7 ) = b —do + 40, + 5 =g

mithin (nach Satz 27 in Nr. 64) geht dann und nur dann P, P,
durch den zweiten Tangentialpunkt von P,.

Auflésung. Man ermittelt in einer auf (p)? sich stiitzen-
den Involution, in der ¢ ¢, ein Punktepaar bilden (wo ¢,
irgendein beliebiger, von ), aber verschiedener Punkt von
p ist), den zu dem Schnittpunkte pt, (wo ¢, die Tangente
von p? in (7, ist) zugepaarten Punkt, verbindet diesen mit
G, durch eine Gerade und ermittelt auf dieser Geraden
ihren zweiten Schnittpunkt G; mit p2. Sodann zieht man
durch (), eine beliebige Gerade ! und ermittelt ihre beiden
Schnittpunkte /M und N mit demjenigen Kegelschnitt x.2,
welcher durch ¢y, @., &, (/5 geht und in G, von %, tangiert
wird. Ferner ermittelt man in derjenigen Involution auf 1,
von der M N und die beiden Schnittpunkte von ! mit ¢,
und G, ¢, zwei Punktepaare sind, den zu ¢, zugepaarten
Punkt, er heile etwa L; darauf ermittelt man in @, die
Tangente v desjenigen Kegelschnitts »2, welcher durch
@1y @5, Gy, L geht und in Gy von ¢, tangiert wird, und

10*
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die Pole (in bezug auf ABC) V,V,,¥,, W, von v, v, = @, G,
vy= @, L, wy= @y L; alsdann wird derjenige Kegelschnitt k2,
welcher durch die beiden projektiven Strahlenbiischel

P (V,V,Vyy ..) NPy (P, Py, W,,...)

erzeugt wird, durch P, und P, gehen und in P, von p3
fiinfpunktig beriihrt werden.

Denn der Kegelschnitt %2 wird, wie wir in der Auflésung
der Aufgabe 12 sahen, von p? in (i, dreipunktig beriithrt. Nun-
mehr mul} derjenige Kegelschnitt, welcher durch (+;, ¢, @, geht
und in ( von %2 dreipunktig berithrt wird, auch durch den zu
@), in der genannten Involution auf ! zugepaarten Punkt L gehen
(s. oben Nr.72) und also mit »* identisch sein, da sie die vier
Punkte G, Q;, s, L und die Tangente ¢, in (+; gemein haben;
mithin muf %2 von #»2 und also auch von p? in (v, dreipunktig
beriihrt werden. Weil aber der Kegelschnitt, welcher durch G,
und ¢, geht und in G, von p? vierpunktig beriithrt wird, auch
durch denjenigen Punkt geht, welcher in der auf (p)® sich
stiitzenden Involution (7)2, deren einer Doppelpunkt pt, ist, zu @,
zugepaart ist, und welcher Punkt also, weil P, P, durch den
zweiten Tangentialpunkt von P, geht, wie wir sahen, @, sein mub,
und somit mit »2, der durch G, ¢, ¢, gehende und p? in G,
dreipunktig berithrende Kegelschnitt, identisch ist, so wird 2
von p? in G, vierpunktig und mithin (nach Satz 29) %2 von p3
in P; fiinfpunktig beriihrt.

Aufgabe 14. Vier beliebige Punkte P,, P,, P;, P, von
p3 seien gegeben, es soll ein solcher Punkt von p3 ermittelt
werden, welcher ein Beriihrungspunkt eines durch die vier
gegebenen Punkte gehenden Kegelschnitts mit p3 sein soll.

Auflosung. Man ermittelt die Doppelpunkte der auf p
durch das Viereck G, G, G5 G, festgelegten, auf (p)? sich
stiitzenden Involution, verbindet diese Doppelpunkte mit
P durch zwei Strahlen, welche ein Strahlenpaar in (P)2
bilden, und ermittelt in den auf diesen zwei Strahlen
von ABC erzeugten Involutionen zweiten Grades die zu
P zugepaarten Punkte; jeder dieser beiden Punkte und

nur einer dieser beiden liefert eine Losung der gestellten
Aufgabe.
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Die Ordinatenwinkel der beiden soeben gefundenen Punkte
sind nach Satz 32 (fiir ¥ = 0,1):

0+ 0y 05+ @, 7"“(‘171‘*‘032‘*‘073"}“034)_.
2 2

(Diese Losung folgt unmittelbar aus Satz 30 nach Nr. 72.)

und

Die gestellte Aufgabe hat also im allgemeinen zwei und
nur zwei eigentliche Losungen, nur wenn P,, P,, P;, P,
vier aufeinanderfolgende Punkte von p3 sind, oder wenn
zweimal zwei dieser Punkte aufeinander folgen, oder endlich
wenn ein und nur ein Diagonalpunkt des vollstindigen
Vierecks P, P, P, P, auf p3 liegt, hat die Aufgabe nur eine
eigentliche ILdsung, die zweite liefert dann einen in ein
Geradenpaar ausartenden Kegelschnitt, und nur wenn zwei
der Diagonalpunkte von P, P, P; P, auf p® liegen, wenn
also (Nr. 67) aus P,, Py, P;s, P, solche zwei Punktepaare
gebildet werden konnen, welche von P aus durch zwel
Strahlenpaare von (P)? projiziert werden, hat die Auf-
gabe keine eigentlichen Losungen.

Denn wenn P,, P,, P;, P, vier aufeinanderfolgende Punkte
von p3 sind, so sind auch (4, (+,, (45, G, vier aufeinanderfolgende
Punkte von p? und die Tangente t, von p? in G, geht (Nr. 72)
durch einen Doppelpunkt der auf p durch G, (, GG; G, fest-
gelegten, auf (p)? sich stiitzenden Involution; der diesen Doppel-
punkt mit P verbindende Strahl projiziert nun (nach II in Nr.55)
den Tangentialpunkt von P, und der hierdurch gelieferte Kegel-
schnitt muf} ein ausgearteter sein. Ibenso wenn etwa P,, P,
und P;, P, je zwei aufeinanderfolgende Punkte sind, sind auch
Gy, (44 und Gy, (f, je zwei aufeinanderfolgende Punkte von p2
und (; (5= (+, (74 geht (Nr. 72) durch einen Doppelpunkt der
erwihnten Involution; der diesen Doppelpunkt mit P verbindende
Strahl projiziert nun (nach II) den dritten Schnittpunkt von ps3
mit P, P;= P, P, und der hierdurch gelieferte Kegelschnitt mufl
wiederum ein ausgearteter sein. Wenn ferner ein uud nur ein
Diagonalpunkt von P, P, P; P, auf p3 liegt, so liegt dann (nach II)
ein und nur ein Diagonalpunkt von (, GG, G; G, auf p und dieser
Diagonalpunkt ist dann ein Doppelpunkt der auf p durch G, &, G5 G,
festgelegten Involution; der diesen Doppelpunkt mit P verbindende
Strahl wird dann jenen auf p3 liegenden Diagonalpunkt von
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P, P, P; P, projizieren. Endlich wenn zwei der Diagonalpunkte
von P, P, P; P, auf p3 liegen, so liegen dann (nach II) zwei der
Diagonalpunkte von Gy G, G5 (7, auf p und sie sind die Doppel-
punkte der genannten Involution; die diese beiden Doppelpunkte
mit P verbindenden Strahlen projizieren dann jene beiden auf p3
liegenden Diagonalpunkte von P, P, P, P,, und die beiden hier-
durch gelieferten Kegelschnitte miissen dann ausgeartete sein.

Zugleich haben wir fiir die speziellen Yille die folgenden
Lésungen gewonnen.

Aufgabe 15. Es soll auf p® derjenige Punkt gefunden
werden, welcher ein einfacher Beriihrungspunkt von p® mit
einem dieselbe Kurve p3 in einem gegebenen Punkte P,
vierpunktig beriithrenden Kegelschnitt sein soll.

Auflosung. Man ermittelt den ersten Reprisentanten
g =P Gy von g, = PP, sodann in der auf ¢ von A BC
erzeugten Involution (g{)2 den zu P gepaarten Punkt; dieser
letztere Punkt wird dann der gesuchte sein.

Der Ordinatenwinkel des gesuchten Punktes ist:

o) = — 2@,

Denn, wie wir eben sahen, wird von demjenigen Strahlen-
paare von (P)?2, welches die Doppelpunkte der auf p durch das
Viereck der vier in (f; aufeinanderfolgenden Punkte festgelegten,
auf (p)? sich stiitzenden Involution projiziert, der eine Strahl
von P aus den Tangentialpunkt von P, projizieren und mithin
(nach Nr.65) mufl der zweite Strahl des Paares der erste Re-
prasentant von g, sein.

Aufgabe 16. Es seien irgend zwei Punkte P, und P,
von p3 gegeben, es soll derjenige Punkt auf p3 gefunden
werden, welcher zusammen mit P, und P, solche drei Punkte
bildet, durch die ein p® in jedem derselben einfach be-
rithrender Kegelschnitt geht.

Auflésung. Man ermittelt die Pole &, und G, von ¢,
und g¢,, sodann in der von A B C erzeugten Involution (p)2
den zum Schnittpunkte (p, ; G3) zugepaarten Punkt, ver-
bindet diesen mit P durch eine Gerade und ermittelt in
der auf dieser Geraden von AL C erzeugten Involution
zweiten Gerades den zu P zugepaarten Punkt; dieser letzte
Punkt wird dann der gesuchte sein.
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Der Ordinatenwinkel des gesuchten Punktes ist (nach
Satz 32): — (0, + o,).

Ganz analog ist zu verfahren, wenn etwa P, P, und P; P,
auf p3 sich schneiden.

Aufgabe 17. Drei beliehige Punkte P, P,, P; von p3
seien gegeben, es soll ein solcher Punkt auf p® ermittelt
werden, welcher ein (zweiter) Beriihrungspunkt von p3 mit
einem durch P, und P, gehenden und aullerdem p3 in P
einfach beriihrenden Kegelschnitt sein soll.

Auflosung 1. Man ermittelt die Pole (;, Gy, G5 von
915 925 95, sodann die Berithrungspunkte, die etwa (+,, und
G, heilen mogen, der beiden aus dem Schnittpunkte
(p, G; Gy) an p2, den Polarkegelschnitt von P, gehenden
Tangenten und ihre durch P gehenden Polaren (in bezug
auf ABC) g, und g,, bringt ¢,, und g, zum Schnitt mit p
in ¢, und ¢, und ermittelt die zweiten Schnittpunkte, die
etwa (7, und G; heilen mogen, von p? mit @, G5 und @, G
und ihre durch P gehenden Polaren (in bezug auf 4 B C)
9% und ¢;; alsdann wird jeder der beiden Punkte Py und P,
und nur einer dieser beiden, welche in den von A BC er-
zeugten Involutionen (¢x)?2 und (¢)? zu P zugepaart sind,
der in der Aufgabe gestellten Forderung geniigen.

Denn soll etwa durch P,, P,, P;, P, ein solcher Kegelschnitt
gehen, welcher von p% in P; und P, je einfach beriihrt werden
soll, so werden dann und nur dann (nach Satz 30 und Nr. 72)
gs und g, durch ein Punktepaar der auf p durch G, G, G; G,
festgelegten, auf (p)? sich stiitzenden Involution (7)2 gehen und
mithin g;¢. ein Paar in der (i)2 von P aus projizierenden, auf
(P)? sich stiitzenden Strahleninvolution (/)2 bilden. Bezeichnen
wir dann mit ¢;, und @, die Schnittpunkte von p mit G, Gy
und (3 G, so werden auch g,, und g,, welche das Punktepaar
Q.2 @, von (¢)2 und zugleich (nach II in Nr.55) F;, und P,, die
dritten Schnittpunkte von p3 mit P, P, und P; P., von P aus
projizieren, ein Strahlenpaar in (I)? bilden miissen. s wird
also dann und nur dann nach Nr. 63 (weil g; 9, ein Paar in der
auf (P)? sich stiitzenden Strahleninvolution (I)? bilden) P,, der
dritte Schnittpunkt von p? mit P, P,, derjenige Punkt sein, mit
welchem alle die durch Strahlenpaare von (I)2 aus P projizierten
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Punktepaare von p3 in je einer Geraden liegen, und mithin (Nr. 63)
Py,, der zusammen mit P, durch ein Strahlenpaar von (I)?
projizierte Punkt von p3, der Tangentialpunkt von P, Folglich
wird dann und nur dann (nach II) die Tangente von p? in Gy,
dem Pole von ¢,, durch @, ,=(p, G, (i,) gehen und mithin G, mit
einem der beiden Beriihrungspunkte (,, und (¢, der beiden von
(p, G, Gy) aus an p2 gehenden Tangenten, g, mit g, oder g,,
Qy=pg, mit Qu=pg, oder Q,=pg., G.=(p2 @, G;5) mit
Ge=(py @Qun G3) oder Gi=(p? Q. Gs), g, mit g;, oder g; und end-
lich P, mit P, oder P, identisch sein.

Auflosung 2. Man ermittelt den Pol Gy von g;, legt
die Tangente ?; an p2 in G; und ermittelt in derjenigen
auf (p)? sich stiitzenden Involution, von der ¢ @y (@) =p gy,
@.=pg,) ein Punktepaar sind, den zum Schnittpunkte pt,
zugepaarten Punkt, sodann die Beriihrungspunkte G und
G, der beiden aus dem letzt gefundenen Punkte an p2
gehenden Tangenten und die durch P gehenden Polaren
(in bezug auf A BC) ¢, und g, von Gy und Gy; alsdann
wird jeder der beiden Punkte P, und P, und nur einer
dieser beiden, welche zu P zugepaart sind in den von
ABC erzeugten Involutionen (g;)2 und (¢;)2, der in der
Aufgabe gestellten Forderung geniigen.

Denn soll etwa durch P,, P,, P;, P, ein solcher Kegelschnitt
gehen, welcher von p2 in P; und P, je einfach beriihrt werden
soll, so werden dann und nur dann (nach Satz 30 und Nr. 72)
die Schnittpunkte ¢3; und €., von p mit ¢, und ¢., den Tan-
genten an p? in (r; und (,, ein Punktepaar in derjenigen auf
(p)? sich stiitzenden Involution (¢)2 bilden, in der ¢, @, gleich-
falls ein Punktepaar bilden; mithin wird dann und nur dann G,
mit einem der beiden Beriihrungspunkte G und Gy der beiden
aus @z, dem in (7)2 zu )3, zugepaarten Punkte, an p? gehenden
Tangenten und also P, mit einem der beiden Punkte P, und P,
identisch sein.

Diese beiden Losungen sind auch dann mnoch anzuwenden,
wenn auf dem Beriihrungspunkte P, einer der beiden iibrigen,
etwa P,, gleich folgt, wenn also P; ein dreipunktiger Beriihrungs-
punkt von p3 mit dem Kegelschnitt sein soll; nur wird dann P,
auch die Stelle von P, und also (+; auch die Stelle von (¥, vertreten.
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AuBler diesen beiden Losungen kann die Aufgabe 17, die nur
ein Spezialfall der Aufgabe 14 darbietet, auch wie diese, die
allgemeinere, gelost werden.

Aufgabe 18. Drei beliebige Punkte P,, P,, P; von p3
seien gegeben, es soll ein solcher Punkt auf p3 gefunden
werden, welcher ein dreipunktiger Beriithrungspunkt eines
durch die drei gegebenen Punkte gehenden Kegelschnitts
mit p3 sein soll.

Auflosung. Man ermittelt etwa den Pol G, von g;, be-
zieht den Biischel der Tangenten um p2, den Polarkegelschnitt
von P, auf die Punktreihe auf p in der Weise, dall einer
Tangente t;, deren Beriihrungspunkt mit p2 G ist, derjenige
Punkt auf p entsprechen soll, welcher zu dem Schnittpunkte
(p, G5 (G;) zugepaart ist in derjenigen auf (p)2 sich stiitzenden
Involution (7)2, in der @; ¢y (@ = pgi, ¥y =py,) ein Punkte-
paar bilden, und ermittelt sodann diejenigen drei einzig vor-
handenen Tangenten {;, t;, f;, von p2, von denen jede durch
den entsprechenden Punkt von p geht (und welche drei
Tangenten simtlich reell sind, wenn auch nur einer der drei
gegebenen Punkte reell und die iibrigen beiden konjugiert-
imagindr sind), und die durch P gehenden Polaren (in bezug
auf ABC) g:, gi, 9i, der Beriihrungspunkte Gy, G, G von
ti, 1i,y t, mit p2, welche drei Polaren ein Tripel in der von
AD C erzeugten Involution (P)3 bilden, und also, wenn deren
einer bekannt ist, die beiden iibrigen mit bestimmt sind;
alsdann wird jeder der drei Punkte P;, P, P; und nur
einer dieser drei, welche zu P zugepaart sind in den von
ABC erzeugten Involutionen (g;)?, (¢95,)2 und (g;)?, der in
der Aufgabe gestellten Forderung geniigen.

Dies erhellt folgendermafien: Verbindet man &3 mit irgend-
einem zweiten Punkte (+; von p2? und laBt G; den ganzen Polar-
kegelschnitt p2 durchlaufen, so beschreibt G (+; einen Strahlen-
biischel um G5, welcher einerseits zu dem von ¢;, der Tangente
an p? in Gy um p2 beschriebenen Tangentenbiischel projektiv und
andererseits zu der von der Spur von G, G; auf p beschriebenen
Punktreihe perspektiv und mithin zu derjenigen Punktreihe auf p,
welche von dem in (¢)2 zu dem Schnittpunkte (p, G3G;) zu-
gepaarten Punkte beschrieben wird, projektiv ist. Folglich ist
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auch der Tangentenbiischel p?(#;) zu der letztern Punktreihe auf p
projektiv und es gehen bekanntlich drei und nur drei Tangenten
ti,, ti, ti; von p? durch die entsprechenden Punkte der projek-
tiven Punktreihe, wo von den drei Tangenten ¢;, ¢, t;; mindestens
eine bekanntlich reell sein mufl, wenn auch P, und P, und mit-
hin @, und ¢, konjugiert-imagindr sein sollen, wenn nur #; und
mithin G, reell ist, wo also reellen Tangenten von p?2 reelle Punkte
von p entsprechen. Diese drei Tangenten ¢, f;, t; miissen aber,
wie wir sofort sehen werden, simtlich reell sein, und zwar durch
ein Punktetripel der von ABC auf p erzeugten Involution (p)3
gehen, Bilden némlich G,, G,, G, ein solches Punktetripel in
der durch (P)® auf p? induzierten Involution (p2)? (s. oben Nr.T),
dessen Sinn mit dem Sinne A B C auf p? iibereinstimmt, so werden
die Spuren Qs., Qs,, @5, der drei Geraden (i35G, (3(ry, G5G,
auf p (weil G5 auf p? liegt) ein solches Tripel in (p)3 bilden,
dessen Sinn zum Sinne P, P, P. auf p entgegengesetzt ist (Nr.12).
Sind nun @, @ @ die in (¢)2 der Reihe nach zu Qs., Qsy, Qs
zugepaarten Punkte, so mufl auch @@, @), ein Tripel von (p)3
sein, und zwar ein solches, dessen Sinn mit P, P, P, iibereinstimmt.
Denn die auf (p)? sich stiitzende Involution (¢)2 wird aus dem-
jenigen Punkte R, aus dem (p)? und (p)® durch eine rechtwinklige
Strahleninvolution bzw. durch eine Involution der regelmidfigen
Dreistrahlen projiziert werden, durch eine symmetrische Strahlen-
involution projiziert; mithin miissen die drei Strahlen E@;, E@,,
R, ebenso wie die drei Strahlen R, RQsy, B(s, miteinander
Winkel von je 609 bilden, und folglich bilden ¢ @y @), ein solches
Tripel in (p)3, dessen Sinn zu Qs, @s, @5, entgegengesetzt ist und
also mit dem Sinne P, P, P. iibereinstimmt. Weil ferner die drei
Geraden, nidmlich die Tangente ¢, an p? in G, (F.Gy, und G, Gy,
welche drei Gerade das Tripel G, (G, G, von (p?)? aus (v, proji-
zieren, von p in einem solchen Tripel von (p)3 geschnitten werden,
dessen Sinn zu P, P, P, entgegengesetzt ist, und weil durch die
Schnittpunkte von p mit GG, und GG, der Reihe nach ¢, und
t,, die Tangenten an p? in G, und G, gehen (Nr.15), so miissen
die Schnittpunkte von p mit ¢,, ¢,, t, ein solches Tripel in (p)?
bilden, dessen Sinn mit P, P, P, iibereinstimmt. Folglich miissen
t, und t,, die Tangenten an p2 in G, und ., der Reihe nach
durch @, und @, die in (3)2 zu @3, = (p, G5 Gy) und Qs; = (p, G35 &)
zugepaarten Punkte, gehen, wenn ¢,, die Tangente an p? in G,
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durch @, den in (¢)? zu Q3. = (p, G5 G.) zugepaarten Punkt, gehen
soll; da das Tripel p (¢.t,t;) von (p)3, welches dann mit dem
Tripel @5 @, Q. gleichen Sinn und auferdem einen Punkt, ndmlich
@ = pt., gemein hat, mit demselben auch dem Sinne nach identisch
sein mull und also @} = pt,, @, =pt, Hiernach miissen die drei
einzig vorhandenen Tangenten t;, ¢, t; von p2 in Gy, Gy, Gy,
welche Tangenten durch die in (2)2 zu (p, GsGy), (p, G3Gy),
(p, G3G) zugepaarten Punkte gehen, durch ein Tripel von (p)s
gehen und also alle drei zugleich reell sein. Gleichzeitig folgt
hieraus, dal (r;, G, (4, die Berithrungspunkte von i, t;, t.,
ein reelles Tripel in (p?)? bilden miissen und mithin g, g, 95
ein reelles Strahlentripel in (P)3. Nunmehr geht aber (nach Satz 30
und Nr.72) durch vier Punkte P,, P,, P;, P, von p3 dann und
nur dann ein p3 in P, dreipunktig beriihrender Kegelschnitt, wenn
die Tangente ¢, von p2 in (+, durch den in (¢)2 zum Schnittpunkte
(p, G5 () zugepaarten Punkt geht, wenn also ¢, eine der drei
Tangenten t;, f,, t;, ist und mithin (. einer der drei Beriihrungs-
punkte G, Gy, G,

Diese Liosung behdlt ihre Giiltigkeit auch dann noch, wenn
zwel der drei gegebenen Punkte oder alle drei aufeinander folgen;
doch gibt es im letztern IFalle, wie wir bald sehen werden, eine
einfachere Lisung.

Die Ordinatenwinkel der drei gefundenen Punkte P, P;,

P;, sind nach Satz 32 (fir k = 0, 1, 2):
wA_‘__ﬁ’1+m2+w3 m._”—(w1+w2+w3)
i — T 3 ) ig — 3 )
o — 27:——(col+co2—}—w3).
3 T 3

Dies bestiitigt abermals, dal g, g;, g, ein Tripel in (P)3 bilden.
Aufgabe 19. Ein beliebiger Punkt P, von p3 sei ge-
geben, es soll ein solcher zweiter Punkt auf p® gefunden
werden; der zugleich mit P; je ein dreipunktiger Beriithrungs-
punkt von p3 mit einem und demselben Kegelschnitt sein soll.

Auflésung. Man ermittelt den Pol G, von g,, verbindet
diesen mit den drei Wendepunkten von p3, also mit den
drei Schnittpunkten P,, P, P. von p mit den Seiten von
ABC, und ermittelt die zweiten Schnittpunkte G,, Gy, G
der drei Geraden G, P,, &, P, G, P, mit p? und deren durch
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P gehende Polaren (in bezug auf ABC) g, i, ¢i; als-
dann wird jeder der drei Punkte P;, P;, P; und nur einer
dieser drei, welche in (g:,)% (9:,)% (9:,)? zu P zugepaart sind,
der in der Aufgabe gestellten Forderung geniigen.

Die Ordinatenwinkel dieser drei Punkte sind nach Satz 32:

T 2x
g-—-—ﬁ)l, mia,—:?——ool.

Diese Losung ergibt sich in folgender Weise: Nach Satz 30
und Nr. 72 geht durch zwei Punkte P, und P, von p3 dann und
nur dann ein p? in jedem derselben dreipunktig beriihrender
Kegelschnitt, wenn g, und g, durch ein Punktepaar derjenigen
auf (p)? sich stiitzenden Involution gehen, deren einer Doppel-
punkt der Schnittpunkt @, von p mit (r, (, ist, wenn also g, ¢
ein Strahlenpaar in derjenigen auf (P)? sich stiitzenden Involution
(1)2 bilden, die (¢)2 von P aus projiziert und deren einer Doppelstrahl
also g,, der @, mit P verbindende Strahl, ist. Dies ist aber (nach
Nr.63) dann und nur dann der Fall, wenn P,, der (nach 1l in
Nr.55) von P aus durch g, projizierte dritte Schnittpunkt von ps
mit P, P,, einerseits, weil ¢,¢. ein Paar in der auf (P)? sich
stiitzenden Strahleninvolution ([)? bilden, derjenige Punkt ist, mit
dem alle die durch Strahlenpaare von (I)? projizierten Punkte-
paare auf p3 in je einer Geraden liegen, andererseits, weil ¢, ein
Doppelstrahl von (I)? ist, ein solcher Punkt, dessen Tangential-
punkt derjenige letzt erwdhnte Punkt und nunmehr also P,
gelbst ist; mithin wenn P, einer der drei Wendepunkte P, P, P,
von p3 ist und also P, einer der drei dritten Schnittpunkte von
p mit P, P,, P, P,, P, P. welche drei Schnittpunkte aber
(nach II) keine anderen als die ermittelten Punkte 1%, I, P; sind.

Aufgabe 20. Zwei beliebige Punkte P, und P, von p3
seien gegeben, es soll ein solcher Punkt auf p3 gefunden
werden, welcher ein vierpunktiger Beriihrungspunkt eines
durch P, und P, gehenden Kegelschnitts mit p® sein soll.

@;

1:——071’ ﬁ)izz

Auflésung. Man ermittelt die beiden Doppelpunkte der-
jenigen auf (p)? sich stiitzenden Involution (¢)2, in der @, @),
(Q: = P91, @ =py,) ein Punktepaar bilden, sodann die vier
Schnittpunkte Gy, G,y G,y Gr, von p2 mit den die beiden
ermittelten Doppelpunkte von P aus projizierenden Geraden
und deren durch P gehenden Polaren (in bezug auf ABC)
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Gry Iy Oryr Yy, Welche letzte ein Strahlenquadrupel in der
von ABC um P erzeugten Involution (£)* bilden, und also,
wenn deren einer bekannt ist, die drei iibrigen mit bestimmt
sind; alsdann wird jeder der vier Punkte Py, Py, P, Pi,
und nur einer dieser vier, welche in den von 4 B C erzeugten
Involutionen (¢,)%, (gx,)% (91)% (9x,)* zu P zugepaart sind,
der in der Aufgabe gestellten Forderung geniigen.

Die Ordinatenwinkel von Py, Py, P, Pi, sind nach
Satz 32 (fir £ =0, 1, 2, 3):

w W T — (@ w
Wy, == — Af—lf——fz—f—s, [ 4%” 2),
® ___2_”’_(ml+w2) __‘3_“—(001"‘“072)
kg — ——4 y Oy, — 1 .

Denn nach Satz 30 und Nr.72 geht durch drei Punkte P,
P,, P, von p3 dann und nur dann ein p?® in P, vierpunktig be-
rithrender Kegelschnitt, wenn die Tangente £, von p2? in G, durch
einen Doppelpunkt von (¢)? geht; dies ist aber, weil in bezug auf
p? die Involution konjugierter Punkte auf p mit (p)2 identisch ist
und P der Pol von p (Nr.2) und (4)2 sich auf (p)? stiitzt und
die Doppelpunkte von (¢)2 also ein Punktepaar in (p)? bilden, dann
und nur dann der Fall, wenn (7, einer der vier Punkte (fy,, Gy,
(r1yy (7, und mithin P, einer der vier Punkte P, Py, Pi, Pi,
ist. Nunmehr werden Gy, G, G, Gy, von P aus durch die-
jenigen zwei Geraden projiziert, welche das aus den Doppel-
punkten von (2)2 bestehende Punktepaar von (p)? mit P ver-
binden, welche zwei Gerade also, weil (P)2 zu (p)? perspektiv
ist, ein Strahlenpaar in (P)2 bilden; mithin miissen (nach
Satz 12 in Nr.22) g1, 9ry Grp gr, €in Strahlenquadrupel in ()4
bilden.

Die gestellte Aufgabe hat also im allgemeinen vier eigent-

liche Lisungen, nur wenn die gegebenen Punkte P, und P,

zwel aufeinander folgende sind, hat die Aufgabe nur zwei

eigentliche Losungen.

Denn wenn P; ein einfacher Beriihrungspunkt des verlangten
Kegelschnitts sein soll, so wird ¢, der eine Doppelpunkt von (¢)
sein und die Berithrungspunkte der beiden aus ¢, an p? gehenden
Tangenten werden (nach II in Nr.55) diejenigen beiden Punkte
auf p3 liefern, deren Tangentialpunkt P, ist, und die hierdurch
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gewonnenen Kegelschnitte werden offenbar ausgeartete sein. Hier-
nach wird dieser Fall wie folgt geldst.

Aufgabe 21. Ein Punkt P, von p3 sei gegeben, es soll
ein solcher Punkt auf p3 gefunden werden, welcher ein vier-
punktiger Beriihrungspunkt eines p3 in P, einfach berithren-
den Kegelschnitts sein soll.

Auflésung. Man ermittelt die beiden Schnittpunkte G4,
und Gy, von ¢, mit p2 und deren durch P gehende Polaren
g, und gy, welche letzte dasjenige Strahlenpaar in (I°)?
bilden, dessen Reprisentant ¢, ist; alsdann wird jeder der
beiden Punkte P, und Py, welche in (gx)? und (gi,)? zu
P zugepaart sind, von der verlangten Art sein.

Die Ordinatenwinkel von P, und P, sind:

0, = — 0, :2, O, = (T— 0y): 2.
Diese Aufgabe und Auflésung sind die Umkehrungen zu der
Aufgabe 15 und deren Auflosung.

76. Aus Satz 32 folgt ferner:

Ist ein Punkt P, von p® gegeben, so gibt es auf p3 fiinf
und nur fiinf Punkte P, P, P, P,, P, deren jeder ein
fiinfpunktiger Beriihrungspunkt eines durch P, gehenden
Kegelschnitts mit p® ist. Die Ordinatenwinkel dieser fiinf
Punkte sind:

oy — =T gy— T g = 2T
5 3 5
o = 2ETO g, AT —an
5 8 h)
Aus dem Satze 30 ergibt sich noch:

Die Ecken von ABC sind die einzigen drei Punkte auf
p3, in deren jedem p3 von einem eigentlichen Kegelschnitt
sechspunktig beriihrt wird.

Denn p# wird (nach Satz 30 und Nr.72) dann und nur dann
in einem Punkte P; von einem Kegelschnitt sechspunktig beriihrt,
wenn die Tangente ¢; von p? in &; durch einen Doppelpunkt der-
jenigen auf (p)? sich stiitzenden Involution geht, in der ¢); = pg; einer
der Doppelpunkte ist. Der verlangte Kegelschnitt ist aber (weil,
wenn {; durch ¢; geht und mithin P;, der dann nach II (Nr.55)
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mit seinem Tangentialpunkt zusammenfallen muf, ein Wendepunkt
von p? ist, der verlangte Kegelschnitt in die doppelt zu zdhlende
Wendetangente ausartet) nur dann ein eigentlicher, wenn ¢; und
pt; die beiden Doppelpunkte einer auf (p)? sich stiitzenden In-
volution sind und also ein Punktepaar in (p)? bilden; dies ist
aber nur dann der Fall, wenn die P; und seinen Tangentialpunkt
von P aus projizierenden Geraden P ¢, und (P, pt;) ein Strahlen-
paar in (P)? bilden, also, weil zwei durch ein Strahlenpaar von
(P)? projizierte Punkte von p3 einen und denselben Tangential-
punkt haben (nach I in Nr.54), wenn P; mit einem der Wende-
punkte von p3 durch ein Strahlenpaar von (F)? projiziert wird,
und mithin, weil die Wendepunkte P,, P,, P. von P aus durch
die in (P)? zu p, = PA, pp = PB, p, = P zugepaarten Strahlen
P4, P, Pe projiziert werden (Nr.5), nur dann, wenn P; eine der
drei Ecken von ABC ist. Dasselbe kann auch mit Hilfe der
Ordinatenwinkel nachgewiesen werden.

Wir wollen hier noch die Liésung der folgenden Aufgabe angeben.

Aufgabe 22. Vier beliebige Punkte P,, P,, P;, P, von p3
seien gegeben, es soll ihr Gegenpunkt (Nr. 73) gefunden werden.

Auflésung. Man ermittelt etwa die Pole G; und G,
von g, und g,, verbindet etwa G, mit ¢; = pg; und G, mit
@, = pg, und bestimmt die zweiten Schnittpunkte G; und G,
von p? mit ¢, und @,G, und sodann den Schnittpunkt ¢);
von p mit G;Gy; alsdann wird derjenige Punkt P;, welcher
in der von ABC auf g, = P, erzeugten Involution (g¢,)?
zu P zugepaart ist, der gesuchte Gegenpunkt sein.

Denn nach Nr. 73 miissen auch die zwei weiteren Schnitt-
punkte P, und Ps; von p3 mit dem in das Geradenpaar P, P,
und P, P, ausgearteten Kegelschnitt mit dem Gegenpunkte von
P, P,P; P, in einer Geraden liegen. Nun sind nach II (Nr. 55)
Gy = (p2, Q. G3) und Gg = (p2, @, G,) die Pole der Py und Py von P
aus projizierenden Geraden g; und g, mithin mull (ebenfalls
nach II) der Gegenpunkt, der dritte Schnittpunkt von p? mit
P, Py, von P aus durch g; = PQ; (¢ = p G5 () projiziert werden
und also P; sein.

Der Ordinatenwinkel des Gegenpunktes P, ist:

28 + 1
Wy = 2+ T+ 0+ 0y + 03 + 0,
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Denn nach Satz 24 ist:

0; = 2—101:2——*_ 17:—035—036,

0, = 2—k22+ lzt—wl-—m3,
2 g

@ — _wn_m2_w4’

also 2

W; = (7‘31—7‘72“‘]53)7‘5’—%‘*’ 0; + 0y + 03 + o,

:Qk;1“+m1+m2+m3+m4-

Die gegebene Losung behilt ihre Giiltigkeit auch dann noch
bei, wenn mehrere der vier gegebenen Punkte oder sogar alle vier
aufeinander folgen; nur mufl alsdann das in Nr.72 Behauptete
beriicksichtigt werden. Hiernach haben wir, wenn vier aufein-
anderfolgende Punkte von p3 in P; vereinigt liegen, im zweiten
Schnittpunkte von p? mit @, G,, also nach II im Pole der den
ersten Tangentialpunkt von P, aus P projizierenden Geraden, die
Tangente an p2 zu legen, diese mit p zum Schnitt zu bringen
und diesen Schnittpunkt mit P durch eine Gerade zu verbinden;
alsdann wird diese Gerade den Gegenpunkt der vier in P; ver-
einigt liegenden Punkte enthalten, welcher Gegenpunkt nach II
der Tangentialpunkt des ersten Tangentialpunktes von P, also
der zweite Tangentialpunkt von P, ist.

Alle in diesem und im vorhergehenden DParagraphen gefun-
denen Resultate und Konstruktionen gelten, dualisiert, fiir das
zu p3 duale Gebilde Ps.

§ 11.

77. Bisher haben wir (Nr. 48, 59) nur bewiesen, daf keine
Gerade mehr als drei Punkte mit p3 gemein hat, und dafl, wenn
eine Gerade einen Punkt mit p3 gemein hat, dieselbe noch zwei
Punkte (reelle oder imaginére) mit p3 gemein haben muB. Ob
aber jede Gerade mit p® einen und mithin drei Punkte gemein
haben mull, blieb dahin gestellt. Diese Frage wird aber durch
die folgende Uberlegung leicht erledigt.

Nach Definition (Nr.46) wird p* von dem in der von ABC
auf einem Strahle g, von P erzeugten Punktinvolution (g.)? zu
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P zugepaarten Punkte P, beschrieben, wenn g, den ganzen
Strahlenbiischel um P stetig durchlduft. Nun ist auf ¢, in jeder
seiner Lagen nur ein einziger solcher Punkt P, vorhanden, und
die Punktinvolution (g,)? wird durch die Schnittpunkte von g,
mit den drei Seiten von ABC in der oben (Nr.4) angegebenen
Weise festgelegt, welche Schnittpunkte gleichzeitig mit g, stetig
aufeinander folgen. Mithin mubl p? aus einem einzigen stetigen
und geschlossenen Linienzuge bestehen (abgesehen natiirlich
von dem isolierten Doppelpunkte /).

Nehmen wir nun irgend zwei reelle Punkte von p3, etwa die
Eckpunkte 4 und B, und irgendeine durch keinen dieser Punkte
gehende reelle Gerade, von der wir wissen, dal sie mit p3 drei
reelle Punkte gemein hat, etwa die Polare p von P, so mul p,
wenn die ganze Kurve p® von A aus in derjenigen Richtung
einmal durchlaufen wird, in der nach B gelangt wird bei der
kleinst moglichen Anzahl von Uberschreitungen durch p, entweder
auf dem Hinwege von 4 nach B keinmal und auf dem Riick-
wege von I3 nach A dreimal tiberschritten werden, oder auf dem
Hinwege einmal und auf dem Riickwege zweimal. In beiden
Fillen kann man also von 4 nach B (der Kurve p? entlang) auf
zwei Weisen gelangen: durch eine gerade Anzahl (0 oder 2) von
Uberschreitungen durch p und durch eine ungerade Anzahl (3 oder 1).

Nun wird die ganze Iibene durch p und irgendeine beliebige
reelle Gerade ! in zwei Gebiete geteilt, nimlich in die zwei Paar
von p und [ gebildeten Scheitelwinkel; und es fithrt dann eine
ungerade Anzahl von Uberschreitungen durch p und I von dem
einen Gebiete in das zweite iiber, dagegen eine gerade Anzahl
in das Ausgangsgebiet zuriick; von einem Punkte des einen Ge-
bietes kann man also zu einem Punkte desselben Gebietes nur
durch eine gerade Anzahl von Uberschreitungen durch p und 1
gelangen, dagegen zu einem Punkte des zweiten Gebietes nur
durch eine ungerade Anzahl

Geht nun ! durch 4 oder B, so hat sie mit p3 bereits diesen
Punkt und mithin noch zwei gemein. Geht ferner I weder durch
A noch durch B, so konnen dann nur zwei Fille eintreten:
erstens, A4 und B gehoren einem und demselben der beiden durch
p und [ getrennten Ebenegebiete an, zweitens, 4 und B gehoren
verschiedenen dieser beiden Ebenegebiete an. Gehen wir nun im

ersten I'alle, wo 4 und I3 demselben Gebiete angehoren, von 4 nach B
Berliner, Habilitationsschrift. 11
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der Kurve p3 entlang auf demjenigen Wege, auf dem p ungerad-
zahlig iberschritten wird, so mufl auf diesem Wege, weil nur
eine gerade Anzahl von Uberschreitungen durch p und I in das
Ausgangsgebiet zuriickfithrt, notwendigerweise auch ! ungerad-
zéhlig, also mindestens einmal iiberschritten werden; im zweiten
Falle, wo A und B verschiedenen Gebieten angehiren, gehen wir
von 4 nach B der Kurve p® entlang auf demjenigen Wege, auf
dem p geradzahlig iiberschritten wird; alsdann mull auf diesem
Wege, weil nur eine ungerade Anzahl von Uberschreitungen
durch p und ! von dem einen Gebiete in das zweite iiberfiihrt,
| ungeradzahlig, also mindestens einmal iiberschritten werden.
Wir sehen also, dall jede beliebige reelle Gerade [ mit p3 min-
destens einen reellen Punkt, niamlich den angegebenen Uber-
schreitungspunkt, und mithin noch zwei Punkte, die auch konju-
giert-imagindr sein konnen, gemein hat.

78. Nunmehr kdnnen wir (nach Nr. 46, 59, 60) den folgenden
Satz aufstellen.

Satz 33. Der Ort ps Dasausdenjenigen Strah-

derjenigen Punkte, welche
einem auf keiner Seite
von ABLC liegenden reel-
len Punkte P zugepaart sind
in den von ABC auf den
simtlichen durch I ge-
henden Geraden y erzeug-
ten Punktinvolutionen (g¢)2,
welche Punkte also dem P
konjugiert sind in bezug auf
ABC, ist eine Kurve dritter
Ordnung, von der P ein
isolierter Doppelpunkt ist
und die beiden konjugiert-
imaginiren Doppelstrahlen
der von ABC erzeugten
Strahleninvolution (P)2 die
Doppelpunktstangentensind.
Die Kurve p? ist A BC um-
schrieben und hat in dessen

len bestehende Gebilde Ps3,
welche einer durch keine
Ecke von ABC gehen-
den reellen Geraden p zu-
gepaart sind in den von
ABC um die simtlichen
auf p liegenden Punkte @
erzeugten  Strahleninvolu-
tionen (¢})?, welche Strahlen
also der p konjugiert sind
in bezug auf ABC, ist ein
Strahlenbiischel dritter Ord-
nung, umhiillt also eine
Kurve dritter Klasse, von
der p eine isolierte Doppel-
tangente ist und die beiden
konjugiert-imagindren Dop-
pelpunkte der von 4.BC er-
zeugten Punktinvolution (p)?
die Doppeltangentenberiih-
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Ecken dieselben Tangenten
wie der Polarkegelschnitt p2
von P, ndmlich die drei
vierten harmonischen Ge-
raden AP,, BP,, CP, zu
bzw. AP = p,, BP = py,
CP=p, in bezug auf je
zwei Seiten von 4 B(; diese
drei Tangenten von p3 in
den Ecken von A BC treffen
die Gegenseiten in den
Wendepunkten P,, P, P,
von p3, welche drei Punkte
auf der Polare (in bezug
auf ABC) p von P liegen.
P und p sind also Zentrum
und Achse der beiden per-
spektiven Dreiecke, welche
von den drei aus den Wende-
punkten an p3 gehenden
Tangenten und deren Be-
rithrungspunkte  gebildet
werden.

Kein Punkt von p3 liegt
im Innern des Polarkegel-
schnitts p? von P und
umsomehr im Innern des-
jenigen Dreiecksgebietes von
ABC, innerhalb dessen P
liegt und welches Gebiet
also (Nr. 2) ganz dem Innern
von p? angehort.

Wir wollen p? die zu P
in bezug auf ABC zu-

rungspunkte sind. Die von
Ps3  eingehiillte Kurve 1ist
ABC eingeschrieben und
ihre Beriihrungspunkte mit
dessen Seiten sind dieselben
wie die von dem Polar-
kegelschnitt P2 von p, ndm-
lich die drei vierten harmo-
nischen Punkte ap,, bpg,
cPe zu bzw. ap = P, bp = P,
cp = P, in bezug auf je zwei
Ecken von A BC; diese drei
Berithrungspunkte von P3
in den Seiten von 4 BC mit
den Gegenecken verbunden
liefern die drei Riickkehr-
tangenten p,, pg, po von Ps3,
welche letztere durch den
Pol (in bezug auf A BC) P
von p gehen. p und P sind
also Achse und Zentrum
der Dbeiden perspektiven
Dreiecke, welche von den
drei auf den Riickkehr-
tangenten liegenden Beriih-
rungspunkten und deren
Tangenten gebildet werden.

Jeder Strahl (Tangente)
von P2 schneidet den Polar-
kegelschnitt P2 von p in
zwei reellen Punkten und
muf} also in dasjenige Drei-
ecksgebiet von ABC ein-
dringen, innerhalb dessen
P und mithin (Nr. 2) der
ganze Polarkegelschnitt P2
liegt.

Wir wollen P3 den zu p
in bezug auf ABC zuge-

11*



164 Dritter Abschnitt. Nr. 78,79

gehdrige Kurve dritter horigen  Strahlenbiischel
Ordnung nennen. dritter Ordnung nennen.
Ist die Gerade p rechts die Polare (in bezug auf 4 BC)
des Punktes P links, so besteht der Biischel P3 rechts aus
den Polaren (in bezug auf 4 BC) der simtlichen Punkte
der Kurve p3 links; und zwar ist ein Strahl p; von P3 die

Polare desjenigen Punktes P; von p3, welcher durch den P

mit );, dem Schnittpunkte von p mit p;, verbindenden

Strahl g; von P aus projiziert wird.

Daf kein Punkt von p3 innerhalb p? liegt, erkennt man in
folgender Weise: Die Schnittpunkte von p2 mit einem jeden
Strahle g; von P bilden, weil P das Zentrum der durch (P)?
auf p? induzierten krummen Punktinvolution (p2)? ist (Nr. 7), ein
Punktepaar in (p2)? und mithin nach Satz 1 (Nr.7), weil ein
Punktepaar von (p2)? aus den Polen eines Strahlenpaares von (P)2
besteht, auch ein Punktepaar in der von ALC auf g¢; erzeugten
Punktinvolution (g;)2 Nun ist (g:)? wie alle von ABC erzeugten
Involutionen elliptisch (Nr.4) und zwei Paare einer elliptischen
Involution werden stets durcheinander getrennt; mithin muf der
auf g; liegende Punkt P; von p3, der in (g¢;)? zu P zugepaarte
Punkt, auf derjenigen der beiden durch die Schnittpunkte von g;
mit p2 begrenzten Strecken von g; liegen, welche auBerhalb p?2
verlauft, da P auf der innerhalb p2 verlaufenden Strecke von
g; liegt (nach Nr. 2).

Daf} ferner die Strahlen von P2 aus den Polaren der Punkte
von p3 bestehen, ergibt sich wie folgt: Nach Satz 1 mull der Pol
eines Strahles p; von P3, weil (nach Definition von P3) p; zu p
in (¢)* zugepaart ist, mit dem Pole P von p in einer durch ¢;
gehenden Geraden liegen, also in g; = P@);; und zwar muf} dieser
Pol derjenige Punkt von g; sein, welcher zu P in (g;)? zugepaart
ist, mithin der von P aus durch g; projizierte Punkt P; von ps.

79. Die Tatsache, die wir soeben erkannten, namlich, daf
die Polare p; eines von P aus durch den Strahl ¢; projizierten
Punktes P; von p3 durch den Schnittpunkt ); von g; mit p gehen
mull und umgekehrt, wenn die Polare p; eines Punktes P; von g;
durch @; = gp; geht, P; nach Satz 1 in (g;)? zu P zugepaart sein
mull und mithin ein Punkt von p3, liefert nun einen zweiten
Beweis dafiir, dal} jede beliebige reelle oder imaginire Gerade [
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mit p3 drei Punkte und nur drei gemein hat, und gestattet zu-
gleich die Aufgabe: die gemeinschaftlichen Punkte einer belie-
bigen Geraden mit p® zu bestimmen, auf die Ermittlung der
drei gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kegelschnitte, von
denen die vierte gemeinschaftliche Tangente bekannt ist, zuriick-
zufiihren.

Ist namlich eine beliebige Gerade ! gegeben und ist die
Punktreihe [ (1) die Spur des Strahlenbiischels P (g) auf I, so ist
die Punktreihe p (), die Spur von P (g) auf der Polare p von P,
zu I (R) perspektiv und mithin nach Nr.2 zu dem Biischel der
Polaren L2(r), dem Biischel der Tangenten um den Polarkegel-
schnitt L2 von I, projektiv, wobei einer Tangente 7; von L2 der-
jenige Punkt ); auf p entspricht, der mit dem Pole R; von 7; in
einem durch /[’ gehenden Strahle, also in ¢; = PR, liegt; und es
gehen dann bekanntlich drei und nur drei Tangenten von I.2
durch die entsprechenden Punkte der projektiven Punktreihe p (),
von welchen drei Tangenten, wenn ! und mithin auch L2 reell
ist, mindestens eine reell ist, die beiden andern aber auch kon-
jugiert-imagindr sein konnen. Nun liegt, wie wir sahen, ein
Punkt B; =1lg; dann und nur dann auf p3, wenn die Polare r;
von R; durch €); = pg; geht, wenn also r;, die Tangente an L2,
durch den entsprechenden Punkt ¢); von p(¢) geht. Mithin hat
jede beliebige Gerade ! mit p3 drei und nur drei Punkte gemein,
von denen, wenn [ reell ist, mindestens einer reell ist, die beiden
andern auch konjugiert-imagindr sein konnen.

Zugleich haben wir die folgende Losung der

Aufgabe 23. Die dret Schnittpunkte von p3 mit einer
gegebenen Geraden ! zu bestimmen.

Auflésung. Man bestimmt die Schnittpunkte ¢, und @,
von p, der Polare von P, mit den beiden Geraden PL; und
PL., wo Ly=(l, CA) und L, = (I, A B), verbindet ¢, mit C
und ¢, mit B und ermittelt sodann die drei gemeinschaft-
lichen Tangenten des Polarkegelschnitts (in bezug auf 4 BC)
L2 von | und desjenigen Kegelschnitts »2, der von den vier
Geraden p, BC, BQ,, C@, tangiert wird und den Schnitt-
punkt (p, PA) zum Berithrungspunkt in p hat (wo eine
gemeinschaftliche Tangente von L2 und %2 bereits be-
kannt ist, nimlich die Dreieckseite B C); alsdann werden
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die Pole (in bezug auf ABC) dieser drei gemeinschaftlichen
Tangenten die gesuchten Schnittpunkte von p3 mit ! sein.

Denn der Biischel der Tangenten L2(r), der zu p(§) projek-
tiv ist, schneidet B C, die als Seite von A BC Tangente eines
jeden Polarkegelschnitts einer Geraden ist, in eine zu p (@) pro-
jektive Punktreihe. Diese beiden projektiven Punktreihen auf p
und B C erzeugen nun einen Kegelschnitt, welcher von p und
B tangiert wird und ebenso von ,C und @, B (da ¢, mit L,
und @, mit L. in je einer durch P gehenden Geraden liegen
und C der Schnittpunkt von (A4, der Polare von L, = (I, C4),
mit B C ist und B der Schnittpunkt von A B, der Polare von
L,=(, AB), mit BC und mithin ¢,C und @, L5 Verbindungs-
geraden entsprechender Punkte der beiden projektiven, den Kegel-
schnitt erzeugenden Punktreihen sind) und in p den Schnittpunkt
(p, PA4) zum Berithrungspunkt hat (da die Polare des Schnitt-
punktes von ! mit PA, ebenso wie die Polare p von P, durch
den vierten harmonischen Punkt zu (P4, BC) in bezug auf B
und C, also durch P, = (p, BC), gehen mufl und mithin dem
gemeinschaftlichen Punkte P, von p und BC, als B ( angehorig,
der Punkt (p, PA) in p entspricht) und folglich mit %2 identisch
sein mull. Nun liegt ein Punkt R; =1lg; dann und nur dann auf
p8, wenn die Polare »; von R, die Tangente von L2, durch den
entsprechenden Punkt @;=pg; der zu L?(r) projektiven Punkt-
reihe p(¢@) geht, wenn also r; zwei entsprechende Punkte der
beiden projektiven Punktreihen auf p und BC verbindet, mithin
wenn 7; die Tangente an L2, zugleich Tangente an x2 ist.

80. Aus dem Satze 33 ergibt sich nun:

Satz 34. Sind P und p Pol und Polare in bezug auf
ABC, p* und P* die zu P bzw. der zu p in bezug auf
ABC zugehorige Kurve bzw. Strahlenbiischel dritter Ord-
nung, so ist

p? | P
die Enveloppe desjenigen (4.5 C umschriebenes bzw. ein-
geschriebenes) Kegelschnittsystems, welches aus den Polar-
kegelschnitten (in bezug auf 4 B ()
der simtlichen Punkte der der simtlichen Tangenten
von P3 eingehiillten Kurve der Kurve p3 besteht.
dritter Klasse besteht.
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Denn jeder Punkt P; von p3, der nach Satz 33 der Pol des
Strahles p; von P3 ist, ist der vierte Schnittpunkt zweier auf-
einanderfolgender Kegelschnitte jenes (A .8 Cumschriebenes) Systems,
namlich der vierte Schnittpunkt der Polarkegelschnitte derjenigen
beiden aufeinanderfolgenden Punkte der von P3% eingehiillten
Kurve, in denen diese Kurve von p; beriihrt wird.

Ferner ergibt sich aus Satz 33:

Satz 35. Sind P und p Pol und Polare in hezug auf

ABC, so bilden

die Tangente t; im Punkte
P; von p3 und die Verbin-
dungsgerade von P; mit dem
Beriihrungspunkte U; des
Strahles p; von P3 (wo p;
die Polare von P; in bezug
auf A BC ist), also t; und
PAl; ein Strahlenpaar in
der von 4 BC erzeugten In-

der Berithrungspunkt U; des
Strahles p; von F3 und der
Schnittpunkt von p; mit der
Tangente t; im Punkte P;
von p? (wo I; der Pol von
p; in bezug auf A BC ist),
also II; und p;t; ein Punkte-
paar in der von ABC er-
zeugten Involution (p;)%

volution (F;)

Denn die Tangente t; von p3 in P;, die zwei aufeinander-
folgende Punkte von p3, also nach Satz 33 zwei Pole der beiden
aufeinanderfolgenden, im Berithrungspunkte 1l; von p; sich
schneidenden Strahlen von P verbindet, ist zugleich die Tangente
im Punkte P; des Polarkegelschnitts (in bezug auf A BC) u? von 1;
(was auch aus Satz 34 folgt); mithin missen nach Hilfssatz 2
(Nr.52) t; und P;ll; ein Paar in (F;)? bilden.

Zugleich haben wir die folgende Konstruktion fiir die Tan-
gente in irgendeinem Punkte P; von p3 gewonnen.

Auflosung 4 der Aufgabe 3 (Nr.51). Man ermittelt
den Pol G, der Geraden g; = PP;, sodann auf der Geraden
g = PGy, dem ersten Reprisentanten von g;, den Punkt PV
von p3, welcher Punkt P® zu P zugepaart ist in der von
ABC erzeugten Punktinvolution (¢®)?, und darauf die
Tangente t; im Punkte P; desjenigen Kegelschnitts, welcher
durch die fiinf Punkte 4, B, C, P, und P® geht; alsdann
wird diese Tangente zugleich die gesuchte Tangente von p3
in P; sein.
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Diese Konstruktion ergibt sich folgendermafien: Wie wir eben
sahen, haben p? und u? eine gemeinsame Tangente in P;, und
1 der Polarkegelschnitt von 1;, ist ABC umschrieben und
geht durch P; und P®; da durch den Beriihrungspunkt U; des
Strahles p; von P* aufler p; noch derjenige Strahl p® von P3
geht, welcher von p in dem zum Punkte ®, zum ersten Re-
prisentanten von ¢, =pp;, in der von ABC erzeugten Punkt-
involution (p)? zugepaarten Punkte geschnitten wird (dual der
Aufl. 3 der Aufg. 5 in Nr.61), und durch diesen letzten Schnitt-
punkt der Strahl g®, der erste Repridsentant von g; = PP; = PQ,
geht (nach Satz 14 in Nr.23) und mithin nach Satz 33 P® der
Pol von p ist. Folglich brauchen wir nur die Tangente in P;
desjenigen Kegelschnitts zu bestimmen, welcher durch die fiinf
Punkte A, B, C, P;, P geht und somit mit u? identisch ist.

81. Wir wollen nun zeigen, dafl unsere Kurve p3 und Strahlen-
biischel P# auch Erzeugnisse je zweier gewisser projektiver Gehilde
sind und mithin keine andere als eine der bekannten Kurven
dritter Ordnung mit isoliertem Doppelpunkt bzw. einer der bekann-
ten Strahlenbiischel dritter Ordnung mit isoliertem Doppelstrahl.

Nach Satz 24 (Nr.53) liegt nfimlich der von P aus durch
den Strahl g¢; projizierte Punkt P; von p3 zugleich auf ¢;, der
Tangente am Polarkegelschnitt p? von P im Pole (+; von g.
Nun ist aber (Nr.2) der Strahlenbiischel P(g) zu der krummen
Punktreihe seiner Pole auf p2, also zu p2((+), und mithin auch
zu dem die letzte umhiillenden Biischel der Tangenten, also zu
p2(?), projektiv. Somit haben wir:

Die Kurve p3 ist das
Erzeugnis zweier projektiver
Biischel erster und zweiter
Ordnung, nimlich des Strah-
lenbiischels P(g) und des
Biischels p2(f) derTangenten
um den Polarkegelschnitt 2
von P, wo einer Tangente 7,
von p2?, deren Beriihrungs-
punkt ; ist, die durch P
gehende Polare ¢; von (7,
entspricht.

Der Biischel ’¢ ist das
Erzeugnis zweier projektiver
Punktreihen erster und zwei-
ter Ordnung, ndmlich der
geraden Punktreihe p(¢)
und der krummen Punkt-
reihe P’2(U) auf dem Polar-
kegelschnitt P2 von p, wo
einem Punkte U; von P2
dessen Tangente ¢; ist, der
auf p liegende Pol ¢; von
q: entspricht.
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Ferner ist p® auch das
Erzeugnis desjenigen Kegel-
schnittbiischels, welcher aus
den Polarkegelschnitten g¢2
der simtlichen auf der
Polare p von P liegenden
Punkte @ besteht und dessen
vier Grundpunkte A4, B, ¢
und P sind, und des zu
ihm projektiven Strahlen-
biischels P(g), dessen Grund-
punkt P also zugleich einer
der Grundpunkte des Kegel-
schnitthiischels ist, und wo
einem Kegelschnitte ¢2 des
Kegelschnittbiischels, dem
Polarkegelschnitt des Punk-
tes ();, der durch ¢; gehende
Strahl gy; von P entspricht.

Ferner ist P3 auch das
Erzeugnis derjenigen Kegel-
schnittschar, welche aus den
Polarkegelschnitten G2 der
simtlichen durch den Pol P
von p gehenden Geraden g
besteht und deren vier
Grundtangenten die Seiten
von A BC und p sind, und
der zuihr projektiven Punkt-
reihe p (¢), deren Triger p
also zugleich eine der Grund-
tangenten der Schar ist,
und wo einem Kegelschnitt
(+? der Schar, dem Polar-
kegelschnitt der Geraden g;,
der zugleich auf g; liegende
Punkt ¢; von p entspricht.

Denn der von P aus durch g¢; projizierte Punkt P; von p3
liegt zugleich auch auf dem DPolarkegelschnitt g2 von ;= pgé
(Nr.56). Nun bilden aber (nach Satz 15 meiner Diss. S.74) die
Polarkegelschnitte ¢2> der simtlichen auf p liegenden Punkte ¢
einen durch A, B, C und P gehenden Kegelschnittbiischel, welcher
zu der Punktreihe p(¢) und mithin auch zu dem p (@) von P
aus projizierenden Strahlenbiischel P (g) projektiv ist.

Endlich ist p% auch das
Erzeugnis einer auf (P)2,
die von ABC um I er-

zeugte  Involution, sich
stiitzenden hyperbolischen
Strahleninvolution e,

deren Doppelstrahlen also
ein Paar in (P)2 bilden, und
des zu ihr projektiven Strah-
lenbiischels um denjenigen
Punkt P; von ps, welcher
durch den in (P)? zu dem

Endlich ist P2 auch das
Erzeugnis einer auf (p)?
die von A I C auf p erzeugte
Involution, sich stiitzenden
hyperbolischen Punktinvo-
lution (¢)?, deren Doppel-
punkte also ein Paar in (p)?
bilden, und der zu ihr pro-
jektiven Punktreihe auf dem-
jenigen Strahl p; von Ps3,
welcher von p in dem in
(p)? zu dem ersten Repri-
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ersten Représentanten der
Doppelstrahlen von (I)? zu-
gepaarten Strahl g, von P
aus projiziert wird, und wo
den die Strahlen P A, PDB,
PC, PP; enthaltenden
Paaren von (I)?2 der Reihe
nach die Strahlen P; A4,
P; B, P;C und die Tangente
von p3 in P; im Biischel
um P; entsprechen (wodurch
die Projektivitit zwischen
(I)* und dem Biischel um
P; immer bestimmt ist).

sentanten der Doppelpunkte
von (¢)2 zugepaarten Punkte
Q; getroffen wird, und wo
den die Punkte P, = (p, BC),
P, = (1’1 CA)1 P, = (p1AB)1
@i = (p p;) enthaltenden Paa-
ren von (¢)2 der Reihe nach
die Punkte (p;, BC), (pi
CA), (ps AB) und der Be-
rithrungspunkt von P3 in p;
in der Punktreihe auf p;
entsprechen (wodurch die
Projektivitit zwischen (¢)2
und der Punktreihe auf p;

immer bestimmt ist).

Dies folgt aus dem ersten Ergebnisse in Nr.63 und aus dem
oben (Nr.69) Auseinandergesetzten, nimlich dafl der von einer
Geraden r um P; heschriebene Strahlenbiischel P;(r) zu dem-
jenigen Strahlenbiischel P(g,), welcher von dem vierten harmoni-
schen Strahle g; zu dem festen Strahle ¢; in hezug auf das die
beiden weitern Schnittpunkte von » mit p3 von P aus proji-
zierende Strahlenpaar von (I)? beschrieben wird, und mithin auch
zu der von diesem Strablenpaare beschriebenen Involution (I)2
selbst projektiv ist. In dieser Projektivitit entsprechen aber,
weil p3 durch 4, B, C und P; geht, den P 4, PB, PC, PP; ent-
haltenden Strahlenpaaren von (I)? der Reihe nach die Strahlen
P; A, P;B, P;C und die Tangente von p2 in P; im Biischel um P;.
Hierdurch ist nun die Projektivitdt immer bhestimmt, wenn auch
etwa PB und PC ein Strahlenpaar in (I)? bilden sollen; da
dann P; der dritte Schnittpunkt P, von B (' mit p3 sein miissen
wird und also die beiden Strahlen PP, = PP, und PA, die das
durch PB und PC harmonisch getrennte Strahlenpaar von (P)?
bilden (Nr.4 und 5), die Doppelstrahlen von (I)? sein werden;
mithin gehoren immer die vier Strahlen PA, PB, PC, PP;
mindestens drei voneinander verschiedenen Paaren von (I)? an.

Die Kurve p3 ist auch ’ Der Biischel P3 wird
der Ort der Beriihrungs- auch aus den Tangenten in
punkte der aus P an die 1 den Schnittpunkten von p
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simtlichen ~ Kegelschnitte
derjenigen Schar gehenden
Tangenten, welche Schar
aus den Polarkegelschnitten
(+2 der durch P gehenden
Geraden g besteht und deren
Grundtangenten also die
Seiten von ABC und die
Polare p von P sind.

mit den sdmtlichen Kegel-
schnitten desjenigenBiischels
gebildet, welcher aus den
Polarkegelschnitten g2 der
auf p liegenden Punkte @
besteht und dessen Grund-
punkte also die Ecken von
A B C und der Pol P von p
sind.

Denn nach Hilfssatz 2 (Nr.52) mull rechts die Tangente in
einem Schnittpunkte . von p mit etwa dem Polarkegelschnitt g?
von (); derjenige Strahl von @, sein, welcher in der von ABC
um (), erzeugten Involution (¢),)2 dem Strahle @, @, also p, zu-
gepaart ist, und mithin der durch ), gehende Strahl von Ps.
(Siehe auch meine Diss. Nr.25, S.70.)

82. Nunmehr wollen wir zeigen, dall auch, umgekehrt, jede
beliebige Kurve dritter Ordnung mit isoliertem Doppelpunkte
der Ort derjenigen Punkte ist, welche dem isolierten Doppel-
punkte zugepaart sind in den von einem gewissen Dreiecke auf
den simtlichen durch den Doppelpunkt gehenden Geraden in der
oben (Nr.4) angegebenen Weise erzeugten Iunktinvolutionen
zweiten Grades und welche Punkte also dem isolierten Doppel-
punkte konjugiert sind in Dhezug auf jenes Dreieck (Nr.46), und
mithin eine solche Kurve ist, wie die von uns behandelte p3,
und dall dual jeder beliebige Strahlenbiischel dritter Ordnung
mit isoliertem Doppelstrahle ein solcher ist, wie der von uns
behandelte Ps.

Ist ndmlich C3 eine beliebige Kurve dritter Ordnung mit
einem isolierten Doppelpunkte, der etwa P heifle, und sind W,
W,, W, die bekanntlich in einer Geraden liegenden Wendepunkte
von O3, w,, w, w; deren harmonische Polaren und X, Y, Z der
Reihe nach die Beriithrungspunkte der aus W, W,, W, an Cs
gehenden Tangenten, so gehen bekanntlich Y7 durch W,, ZX
durch W,, XY durch W;, w,; durch X, w, durch Y, w; durch Z
und es schneiden sich auflerdem iy, uy, w; im Doppelpunkte P;
mithin muf}, weil «, von W, durch W, und W, und mithin durch
XY und XZ, w, von W, usw. harmonisch getrennt sind, die
Gerade W, W, W, die Polare von P in bezug auf das Dreieck
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X YZ sein; W,, W,, W, sind also die Schnittpunkte der Seiten
von X Y Z mit der Polare von P in bezug auf X YZ. Konstruieren
wir nun die dem Punkte P in bezug auf das Dreieck XY Z zu-
gehorige (Satz 33 in Nr.78) Kurve dritter Ordnung p3, so geht
diese Kurve nach Satz 33 durch X YZ, hat P zum isolierten
Doppelpunkt und die Schnittpunkte der Seiten von X YZ mit
der Polare von P in bezug auf X Y 7, also W,, W,, W;, zu den
Wendepunkten und wird in X, Y, Zvon XW,, YW,, ZW, tan-
giert. Demnach hat C3 neun Punkte und auflerdem noch den
isolierten Doppelpunkt P mit p3 gemein und mul also mit dieser
identisch sein.

Wir sehen also, daB jede beliebige Kurve dritter Ordnung
mit isoliertem Doppelpunkte der Ort derjenigen Punkte ist, welche
dem isolierten Doppelpunkte konjugiert sind in bezug auf das
Dreieck der Beriihrungspunkte der drei aus den Wendepunkten
an die Kurve gehenden Tangenten, und also als die dem iso-
lierten Doppelpunkte in bezug auf jenes Dreieck zugehorige
Kurve dritter Ordnung aufgefallt werden kann; und dual fiir
einen beliebigen Strahlenbiischel dritter Ordnung mit isoliertem
Doppelstrahle.

Alle fiir p* und P3 gefundenen Resultate gelten mithin fiir
beliebige Kurven und Strahlenbiischel dritter Ordnung mit iso-
liertem Doppelpunkte bzw. Doppelstrahle.

§12.

83. Der Hilfssatz 1 (Nr.47), auf dem sich unsere ganze
Untersuchung der p3 und P* stiitzt, gewdhrt uns auch ein Kri-
terium der Realitit und der Lage der drei gemeinschaftlichen
Punkte einer beliebigen durch keine Ecke von 4B C gehenden
Geraden und p? bzw. der drei gemeinschaftlichen Strahlen eines
beliebigen auf keiner Seite von 4 I3C liegenden Punktes und P>.

Sind namlich P;, P, P, die drei Schnittpunkte irgendeiner
durch keine Ecke von ABC gehenden Geraden ! mit p?
(und sind also nach unserer Bezeichnung ¢, = PP;, gn= PP,
g = PP und Gy, (i, G, deren Pole v = Gr Gy v = GGy,
vir = GG und Vi, Vi, Vi deren Pole), so miissen nach dem
Hilfssatze 1 die drei Pole Vii, Viiy Vir auf U liegen. Weil aber
die von ABC um V;, erzeugte Strahleninvolution (¥3;)? zu den
von ABC auf g, und g, erzeugten Punktinvolutionen (g)? und
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(g:)? perspektiv ist und ebenso (¥77;)? zu (¢:)? und (¢:)2, (Vix)? zu
(9:)? und (gx)? (nach Satz 3 in Nr.10) und die Gerade I, auf der
Vir, Viiy Vix liegen, durch die zu P in (g;) (9:)2 (g:)? zugepaarten
Punkte P;, Py, P, geht, so muf} die Gerade ! zu der Verbindungs-
geraden };; P zugepaart sein in (V)2 zu Vi P in (73;)2 und zu
Vix P in (V)2 Es gehen daher die drei Strahlen Vi, P, V7, P,
Vix P des zu l in bezug auf A BC zugehdrigen Strahlenbiischels
dritter Ordnung L3 durch P, den isolierten Doppelpunkt von p3.
Nun sind nach Nr.56 P;Vy, PrVy, PV die drei Paar
Schnittpunkte von ! mit den Polarkegelschnitten g2 von @; = pg;
q2 von @ = pyi, g2 von @ = p g, welche Polarkegelschnitte einem
und demselben Biischel angehoren, ndmlich dem aus den Polar-
kegelschnitten der simtlichen auf p liegenden Punkte bestehenden
Kegelschnittbiischel (dessen Grundpunkte A, B, C und P sind).
Mithin sind P; V31, PpViiy, PV drei Punktepaare einer Involution,
nimlich der durch jenes Kegelschnittbiischel in I eingeschnitten
oder, was dasselbe ist, der durch das Viereck A B C P der Grund-
punkte jenes Kegelschnittbiischels auf [ festgelegten Involution.
Es mull daher, wenn zwei der drei Punkte P;, Py, P, oder alle
drei einander unendlich benachbart sind oder wenn zwei dieser
drei Punkte konjugiert-imaginér sind, das Namliche auch von den
drei andern Punkten Vi, Vi;, Vi und mithin auch von den
diese drei Punkte mit P verbindenden Strahlen VP, V;; P, Vi P
gelten; und umgekehrt (dasselbe kann auch in derselben Weise
bewiesen werden, wie oben in Nr.50). Also haben wir:

Satz 36. Eine beliebige, durch keine Ecke von ABC
gehende reelle Gerade ! hat mit p%, der zu P in bezug
auf ABC zugehorigen Kurve dritter Ordnung, einen
reellen und zwei konjugiert-imaginire Punkte gemein, oder
drei reelle und voneinander verschiedene, oder drei reelle,
von denen zwei aber unendlich benachbart sind, wo ! also
eine Tangente an p3 ist, oder endlich drei reelle, einander
unendlich benachbarte, wo [ also eine der drei Wende-
tangenten an p? ist, je nachdem von den drei gemeinschaft-
lichen Strahlen von I, dem isolierten Doppelpunkte von p3,
und L3, dem zu ! in bezug auf ABC zugehorigen
Strahlenbiischel dritter Ordnung, einer reell und die beiden
andern konjugiert-imaginir sind, oder alle drei reell und
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voneinander verschieden, oder alle drei reell, deren zwei
aber unendlich benachbart sind, wo P also ein Beriihrungs-
punkt von LS ist, oder endlich alle drei reell und einander
unendlich benachbart sind, wo P also einer der drei Riick-
kehrpunkte von L3 ist; und umgekehrt.

84. Diesem Kriterium konnen wir noch eine andere Fassung
geben.

Nach dem FErgebnisse in Nr.62 wird namlich jeder reelle
Strahl I; von L3 durch die beiden auf ihm liegenden Beriihrungs-
punkte (auber seinem eigenen) von I3 in zwei Strecken geteilt,
von denen eine, und zwar die von ! getroffene Strecke nur solche
Punkte enthilt, durch die nur ein einziger reeller Strahl von L3,
niamlich der Strahl I; selbst, geht, und die andere Strecke nur
solche Punkte enthilt, durch die drei reelle Strahlen von L3,
also auBer I; noch zwei reelle, gehen. Weil nun die Strahlen des
Biischels dritter Ordnung L* die ganze Ebene iiberdecken und
stetig aufeinander folgen und die Beriihrungspunkte von L3 gleich-
falls stetig aufeinander folgen und eine von L2 eingehiillte Kurve
dritter Klasse bilden, so miissen auf jeder beliebigen reellen Ge-
raden d der Ebene von L3 sowohl die nur je einen reellen Strahl
von L3 enthaltenden Punkte, die die Schunittpunkte von d mit den
von | getroffenen Strecken der Strahlen von L3 sind, wie auch die
je drei reelle Strahlen von L2 enthaltenden Punkte, welche letztere
die Schnittpunkte von d mit den von [ nicht getroffenen Strecken
der Strahlen von L3 sind, je stetig aufeinander folgen; und zwar
werden die ersteren Punkte von den letzteren, wenn eventuell
auf d Punkte beider Art vorhanden sind, durch Beriihrungspunkte
von L3 getrennt sein miissen. Man kann daher von einem Punkte
der einen Art zu keinem Punkte der andern Art gelangen, ohne
die von I3 eingehiillte Kurve dritter Klasse zu iiberschreiten.
Mithin werden in der Ebene von L3 die kontinuierlichen Bereiche
der Punkte der einen Art von den kontinuierlichen Bereichen der
Punkte der zweiten Art durch die von L3 eingehiillte Kurve dritter
Klasse, die die gemeinsame Grenze dieser Bereiche ist, getrennt.
Wir konnen nunmehr sagen, daf die Punkte der ersten Art,
nimlich die nur je einen reellen Strahl von L2 enthaltenden
Punkte, innerhalb der von L3 eingehiillten Kurve liegen, da-
gegen die Punkte der zweiten Art aufierhalb.
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Hiernach geht der Satz 36 iber in

Satz 37. EKine beliebige, durch keine Ecke von ABC
gehende reelle Gerade ! hat mit p3, der zu P in bezug
auf ABC zugehdrigen Kurve dritter Ordnung, einen
reellen und zwei konjugiert-imaginire Punkte gemein, oder
drei reelle und voneinander verschiedene, oder ist eine ein-
fache Tangente an p3, oder ist endlich eine Wendetangente
an p3, je nachdem P, der isolierte Doppelpunkt von p3, inner-
halb, oder aufierhalb, oder auf der von L3, dem zu ! in
bezug auf ABC zugehdrigen Strahlenbiischel dritter
Ordnung, eingehiillten Kurve dritter Klasse liegt, ohne ein
Riickkehrpunkt derselben zu sein, oder endlich ein Riick-
kehrpunkt dieser Kurve ist; und umgekehrt.
In jedem der letzten zwei Sitze steht die Umkehrung dem

direkten dual gegeniiber.

85. Die drei Punkte, in denen eine durch keine Ecke von
ABC gehende Gerade I von p? geschnitten wird, und die drei
durch P gehenden Strahlen von L3 stehen (nach Nr.83) in fol-
gendem Zusammenhang:

Satz 38. Jeder der drei Schnittpunkte einer durch keine

Ecke von ABC gehenden Geraden ! mit p3 ist zu einem

der drei Schnittpunkte von ! mit den durch P, den isolierten

Doppelpunkt von p3, gehenden Strahlen von L3, dem zu !

in bezug auf A B C zugehorigen Strahlenbiischel dritter

Ordnung, zugepaart in der durch das vollstindige Viereck

ABCP in 1 eingeschnittenen Punktinvolution. Oder, was

auf dasselbe herauskommt: Jeder der drei durch P gehenden

Strahlen von I3 ist zu einem der drei Verbindungsgeraden

von P mit den auf ! liegenden Punkte von p3 zugepaart in

der um 2 durch das vollstindige Vierseit abcl festgelegten

Strahleninvolution (ab¢ = A BCO).

Dieser Satz liefert nun die erstfolgende lineare Losung der

Aufgabe 24. Einen der drei Schnittpunkte von p3 mit
einer beliebigen, durch keine Ecke von A BC gehenden

Geraden ! zu bestimmen, wenn einer der drei durch P

gehenden Strahlen von L3 bekannt ist.

Auflosung 1. Man ermittelt denjenigen Punkt auf I,

welcher zu dem Schnittpunkte des bekannten, durch P
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gehenden Strahles von I3 mit [ zugepaart ist in der durch
das Viereck A B (P in | eingeschnittenen Involution; dieser
Punkt wird einer der Schnittpunkte von ! mit p3 sein.

Auflésung 2. Man ermittelt die Polare (in bezug auf
ABC) des Schnittpunktes von ! mit dem bekannten, durch
P gehenden Strahle von L3, bringt diese Polare zum Schnitt
mit p, der Polare von P, und verbindet den letzten Schnitt-
punkt mit P durch eine Gerade; alsdann wird der Schnitt-
punkt dieser Geraden mit ! zugleich einer der Schnittpunkte
von | mit p3 sein.

Die zweite Losung ergibt sich daraus, daf der Schnittpunkt
von ! mit dem bekannten, durch P gehenden Strahle von L2, welcher
Schnittpunkt etwa V3 sei, nach Nr.83 auf dem Polarkegelschnitt
q; von @); liegt und seine Polare v;; also durch (; geht, wo @
der Schnittpunkt von p mit demjenigen Strahle g; ist, welcher
den auf ! liegenden Punkt P; von p3 mit P verbindet.

Wenn also alle drei durch P gehenden Strahlen von I3
bekannt sind, kann man, wie eben gezeigt, durch lineare
Konstruktionen alle drei auf [ liegenden Punkte von p3 aus-
findig machen. Sind aber nur zwei jener drei Strahlen
bekannt, so ermittelt man auf diesem Wege zwei der drei
Schnittpunkte von 7 mit p3, der dritte wird dann wie in der
linearen Aufgabe 4 (Nr.61) gefunden. Ist endlich nur einer
jener drei Strahlen bekannt, so ermittelt man einen der drei
Schnittpunkte von I mit p3 wie in der linearen Aufgabe 24,
sodann die beiden andern Punkte wie in der quadratischen
Aufgabe 1 (Nr.51, 61).

86. Wenden wir den Satz 37 auf die unendlich ferne Gerade S«
an, was aber nur dann gestattet ist, wenn keine der Ecken von
ABC im Unendlichen liegt, so ergibt sich:

Satz 39. Sind alle drei Ecken von 4 BC eigentliche
Punkte der Ebene und ist P irgendein auf keiner Seite
von ABC liegender Punkt der Ebene, so ist die zu P
in bezug auf A B C zugehérige Kurve dritter Ordnung p3
unvollstindig hyperbolisch, iiberschiissig hyperbolisch oder
parabolisch - hyperbolisch oder endlich eine divergierende

~ Parabel, je nachdem P innerhalb, auBerhalb oder auf der-
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jenigen Kurve dritter Klasse, welche von dem zu der un-
endlich fernen Geraden s, in bezug auf A BC zugehdrigen
Strahlenbiischel S3 eingehiillt wird, liegt, ohne jedoch ein
Riickkehrpunkt dieser Kurve zu sein, oder endlich ein Riick-
kehrpunkt derselben ist. Die Kurve p8 ist sicher iiberschiissig
hyperbolisch, wenn P innerhalb des Dreiecks A BC liegt.

Das letzte ergibt sich aus dem spitern Satze 40 (Nr.87),
da in diesem Falle P mit dem Schwerpunkte S von ADBC, dem
Pole von s. in bezug auf 4 B (), in einem und demselben Dreiecks-
gebiete liegen.

Weil die Wendepunkte von p3 die Schnittpunkte von p, der
Polare von P in bezug auf A B C, mit den Seiten von A4 BC sind
(Satz 33 in Nr.78) und der Pol der unendlich fernen Geraden s
in bezug auf A BC der Schwerpunkt S von 4 B C ist, so erhellt:

Auf der unendlich fernen Geraden s. liegt dann und
nur dann einer der drei Wendepunkte von p3 oder alle drei,
wenn P auf einer der drei Mittellinien von A BC liegt
bzw. wenn P der Schwerpunkt S von ABC ist.

Ist nun einer der drei durch P gehenden Strahlen von
S% bekannt, so konnen, wie in voriger Nummer gezeigt
wurde, sidmtliche Asymptotenrichtungen von p3® ermittelt
werden, sodann die Asymptoten selbst und die Tangential-
punkte der unendlich fernen Punkte von p3 und also auch
die Begleiterin der unendlich fernen Geraden s. wie in den
Aufgaben 3 und 5 (Nr.51, 61).

87. Wir wollen noch ein positives Kriterium der Realitit
aller drei Schnittpunkte einer reellen Geraden mit p3 angeben;
dieses lautet:

Satz 40. Jede reelle Gerade, deren Pol (in bezug auf
ABC) innerhalb des P, den isolierten Doppelpunkt von p3,
enthaltenden Dreiecksgebietes von 4 I3 C liegt, was aber dann
und nur dann eintritt, wenn die Gerade in jenes Dreiecks-
gebiet (die Begrenzung mitgerechnet) nicht eindringt (s. Nr.1),
hat mit p3 drei reelle, und zwar voneinander verschiedene
Punkte gemein.

Beweis. Ist etwa I eine solche Gerade, liegt also ihr Pol L

mit P im Innern eines und desselben Dreiecksgebietes (wonach 1
Berliner, Habilitationsschrift. 12
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sicher durch keine Ecke von 4 B C gehen kann), so ist (nach Nr.2)
der ganze Polarkegelschnitt /.2 von ! im Innern dieses Dreiecks-
gebietes enthalten, wihrend dieses Innere ganz dem Innern
des Polarkegelschnitts p2 von P angehort. Es liegen daher alle
Punkte ¢ von p2 aullerhalb L2 und folglich (s. Satz 7 meiner
Dissertation, 8.52) mull 7 simtliche Polarkegelschnitte g2 der
auf p? liegenden Punkte (+ in je zwei reellen und voneinander
verschiedenen Punkten schneiden. Nun mull aber die reelle
Gerade | mit p3 mindestens einen reellen Punkt, etwa den von
P aus durch ¢; projizierten Punkt P, gemein haben und mithin
(weil 1, wie wir soeben sahen, den DPolarkegelschnitt ¢} von G,
von dem auf p? liegenden Pole von g;, in zwei reellen und von-
einander verschiedenen Punkten schneidet) nach Satz 23 in Nr.51
noch zwei reelle und voneinander verschiedene Punkte, von
denen mindestens einer, etwa der von P aus durch g, projizierte
Punkt P, von I verschieden sein mull (der andere wire nur
dann dem P; unendlich benachbart, weun einer der beiden
Schnittpunkte von I mit ¢? 7; wire). Es muf aber auch der
andere der letzten zwei gemeinschaftlichen Punkte von ! und ps,
der von P, verschiedene, von P; verschieden sein; denn ! schneidet
auch den Polarkegelschnitt g2 von (; in zwei reellen und von-
einander verschiedenen Punkten, und folglich miissen auch die
beiden Schnittpunkte (aufler 1) von ! mit p3, welche, wie wir
sahen, von P, verschieden sind und von denen einer P; ist, von-
einander verschieden sein. Es sind also alle drei Schnittpunkte
von ! mit p3 reell und voneinander verschieden, was zu be-
weisen war.

§ 13.

88. Mit Hilfe der Sitze 33 (Nr.78), 28 und 29 (Nr.70) laBt
sich nun ein neues Kriterium der Realitdt und der Lage der drei
gemeinsamen Punkte irgendeiner Geraden und p3 bzw. der drei
gemeinsamen Strahlen irgendeines Punktes und P3 ableiten.

Sind némlich P und p Pol und Polare in bezug auf A B C,
8o besteht P3; der zu p in bezug auf A BC zugehorige Strahlen-
biischel dritter Ordnung, aus den Polaren der Punkte von p3, der
zu P in bezug auf 4B C zugehdrigen Kurve dritter Ordnung
(Satz 33); mithin bat irgendein Punkt K mit P3 diejenigen drei
Strahlen p;, px, p» und nur diejenigen drei gemein, welche die
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Polaren (in bezug auf 4 B () der drei weitern (auller den Ecken
von A BC, die gemeinsame Punkte der p? und des Polarkegel-
schnitts eines jeden Punktes sind) gemeinsamen Punkte P;, Py, P,
von k2, dem Polarkegelschnitt von K in bezug auf ABC, und
p? sind.

Leiten wir nun in der in Satz 28 angegebenen Weise aus dem
Polarkegelschnitt %2, der mit p3 die Ecken von 4B C gemein hat,
etwa den durch die Punkte P, =pp,=p(PB)und P;= pp,=p(PC)
und mithin nach Satz 28, weil 4 selbst der Pol von P A ist, auch
durch A gehenden Kegelschnitt »2 ab, so wird nach Satz 28
k2 mit p3 auber den Ecken von ABC noch diejenigen drei
Punkte P;, P;, P, und nur diejenigen drei gemein haben, welche
von P, dem isolierten Doppelpunkte von p3, aus durch die Polaren
9is 9y i (in bezug auf 4 B C) der drei weiteren (auler der Ecke 4)
gemeinsamen Punkte G, G, G von 2 und p?, dem Polarkegel-
schnitt von P in bezug auf A B (), projiziert werden.

Folglich haben wir:

I. Ein beliebiger Punkt K hat mit P diejenigen drei
Strahlen p;, pr, p: und nur diejenigen drei gemein, welche
die Polaren (in bezug auf ABC) derjenigen drei Punkte
P;, P,, P, von p3 sind, welche Punkte von P, dem isolierten
Doppelpunkte von p3, aus durch die Polaren g;, g, ¢ (in
bezug auf A B C) der drei weiteren (aufler A4) Schnittpunkte
Gy, Gy Gy von %2 und p? projiziert werden.

Oder, wenn man beachtet, dal nach Satz 33 die P;, P, P
von P aus projizierenden Strahlen ¢;, gx, g: durch die Schnitt-
punkte ©); = ppi, @ = pPr, Y= pp gehen miissen, wenn P;, Py, P
die Pole von p;, px, p sind:

II. Ein beliebiger Punkt K hat mit I3 diejenigen drei
Strahlen p;, px, » und nur diejenigen drei gemein, welche
von p in denjenigen Punkten @), @k, ¢ geschnitten werden,
in welchen Punkten der Reihe nach p zugleich von den
durch P gehenden Polaren g;, gi, # (in bezug auf 4 BC)
der drei weiteren (auler A) Schnittpunkte G, G, Gi von
%2 und p? geschnitten wird,

89. Nun ist der Biischel der Polaren I um den Punkt K zu

der krummen Punktreihe der Pole L auf dem Polarkegelschnitt %2

projektiv (Nr.2), wo in dieser Projektivitit den drei gemeinsamen
12%*
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Strahlen p;, px, p, von K und P3 die drei weiteren (auller den
Ecken von 4B () Schnittpunkte P;, Py, P, von k? und p® ent-
sprechen miissen; da die Pole der Strahlen von P3 auf p3 liegen.
Ferner sind (nach Nr.70) die beiden Punktreihen auf k2 und x?
projektiv, wenn jedem Punkte L von k2 derjenige Punkt A4 auf x2
zugewiesen wird, welcher von P; aus durch die Polare des zweiten
Schnittpunktes von B L mit p;?, dem durch B gehenden Polar-
kegelschnitt von P;, projiziert wird; wo in dieser I’rojektivitat
den drei weiteren (aufler den Ecken von .4 B () Schnittpunkten
P;, Py, P, von k2 und p3 die drei weiteren (auller 4) Schnitt-
punkte G, Gy, Gy von %2 und p? entsprechen miissen, da nach
Nr.70 die drei letzteren Schmittpunkte G, Gy, G; von P; aus
durch diejenigen drei Geraden projiziert werden, welche die Po-
laren der zweiten Schnittpunkte von p;? und der drei Verbindungs-
geraden B P;,, BP;, BP, sind.

Folglich ist auch der Strahlenbiischel K (I) zu der krummen
Punktreihe »2 (4) projektiv, wenn jedem Strahle [ von K derjenige
Punkt 4 von x2 zugewiesen wird, der von P; aus durch die Polare
des zweiten Schnittpunktes von BL (wo L der Pol von [ ist)
und p;* projiziert wird; und in dieser Projektivitit werden den
drei gemeinsamen Strahlen p;, pi, p; von K und P3 die drei
weiteren (auller 4) Schnittpunkte G, Gy, G, von »2 und p? ent-
sprechen.

Mithin haben wir nach I (Nr.88), da aufeinanderfolgenden
Elementen in einem von zwei projektiven Gebilden stets aufein-
anderfolgende Elemente im zweiten Gebilde entsprechen miissen:

Satz 41. Sind P und p Pol und Polare in bezug auf
ABC, p3 und P% die zu P bzw. der zu p in bezug auf
A B C zugehorige Kurve bzw. Strahlenbiischel dritter Ordnung,

und ist

l irgendeine beliebige Ge- KirgendeinbeliebigerPunkt,
rade, so hat ! mit p3 so hat K mit Ps

einen reellen und zwei konjugiert imaginire

Punkte | Strahlen

gemein, oder drei reelle und voneinander verschiedene, oder
drei reelle, von denen zwei unendlich benachbart sind (wo
also
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[ eine Tangente von p3 ist),

K ein Beriithrungspunkt von

Ps ist),

oder endlich drei reelle unendlich benachbarte (wo also

1 eine Wendetangente von
p3 ist),

K ein Riickkehrpunkt von
Ps ist),

je nachdem der aus dem Polarkegelschnitt (in bezug auf

ABC)

L2 von 1 abgeleitete, von
Pg, pe und mithin auch von
der Seite a tangierte Kegel-
schnitt .42 mit P2, dem Polar-
kegelschnitt von p in bezug
auf A DB C, auller ¢ noch
eine reelle und zwei kon-
jugiert-imaginére Tangenten

k2 von K abgeleitete, durch
Py, F, und mithin auch
durch die Ecke A gehende
Kegelschnitt %2 mit p2, dem
Polarkegelschnitt von P in
bezug auf 45 C, auller A
noch einen reellen und zwei
konjugiert-imagindre Punkte

gemein hat, oder drei reelle und voneinander verschiedene,
oder drei reelle, von denen zwei unendlich benachbart sind

(wo also 42 von P2 in einem
nicht auf a gelegenen Punkte
einfach oder im Beriih-
rungspunkte von a

(wo also %2 von p? in einem
von A verschiedenen Punkte
einfach oder in A

dreipunktig beriibrt wird), oder endlich drei reelle unendlich

benachbarte (wo also

A2 von P? in einem nicht
auf a gelegenen Punkte drei-
punktig oder im Berithrungs-
punkte von a vierpunktig
beriihrt wird).

%2 von p? in einem von A
verschiedenen Punkte drei-
punktig oder in A vier-
punktig beriihrt wird).

Bemerkung. Eine Ausnahme hiervon machen nur (links)
die durch P gehenden Geraden und (rechts) die auf p liegenden
Punkte, indem dann die zwei gemeinsamen konjugiert-imaginéren
Punkte der Geraden und p?® in einem einzigen reellen Punkte,
ndmlich im isolierten Doppelpunkte P von p3, zusammenfallen,
und dual rechts (vgl. oben Nr. 59).

90. Den aus dem Polarkegelschnitt k2 von K abgeleiteten
Kegelschnitt %2 konnen wir auch, ohne Vermittlung von k2, direkt
konstruieren, wenn nur der Punkt K gegeben ist.
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Nach Nr. 70 wird der abgeleitete, durch P;, P; und mithin
auch durch A gehende Kegelschnitt %2 aus dem ABC um-
schriebenen Polarkegelschnitt 42 dadurch gewonnen, dafl man zu
jedem Punkte I von k2 den Schnittpunkt 4 der beiden durch
P; bzw. durch P, gehenden Polaren der zweiten Schnittpunkte
von BL mit p;2 und von CL mit p;*> ermittelt; der Ort dieser
Schnittpunkte 4 wird dann der Kegelschnitt x® sein. Nun ist
die Polare eines jeden auf B L liegenden Punktes von I3 L durch
die beiden iibrigen Ecken € und 4 harmonisch getrennt; mithin
mufl die durch K gehende Polare ! eines Punktes L von %2 und
ebenso die durch P; gehende Polare des zweiten Schnittpunktes
von B L mit p;? von B L durch € und A harmonisch getrennt
sein. Folglich mufl die durch P; gehende Polare des zweiten
Schnittpunktes von B L und p;? durch L, den Schnittpunkt der
Dreieckseite 6= CA und 1, gehen und also mit der Geraden
Py L, identisch sein. In derselben Weise erkennt man, daf die
durch P; gehende Polare des zweiten Schunittpunktes von C'L
und p;* mit der Geraden P’ L,, wo L= cl = (A4 B)l ist, identisch
sein muf. Mithin ist 4 der Schnittpunkt der beiden Geraden
Py L, und P; L,.

Folglich erhalten wir den abgeleiteten Kegelschnitt x2 auch
dadurch, daf wir zu jedem Strahle I von K, der von den Dreieck-
seiten b und ¢ in den Punkten I, und L. geschnitten wird, den
Schnittpunkt 4 der beiden Geraden P; L, und P L. ermitteln;
der Ort dieser Schnittpunkte 4 wird dann %2 sein.

Es miissen daher die beiden Schnittpunkte (b, K P;) und
(¢, K P;) auf x2 liegen. Denn, wenn ein Strahl I von A durch
P, geht, wenn also | = K P, ist, muf P;L.= (L le)y= K. =1
und mithin 4 = (Py Ly, P.L) = (P, Ly, 1) = L, = 1b = (K P, b)
sein; und ebenso mufB, wenn 1 = K P; ist, der entsprechende
Punkt 4 = (K P;, ¢) sein. Ferner miissen die Tangenten von x2
in den beiden Punkten P; und P, diejenigen beiden Geraden
sein, von denen die eine P; mit dem Schnittpunkte (b, K P,)
verbindet und die andere P; mit dem Schuittpunkte (¢, K P),
wo P,=pb und P. = pc ist. In der Tat liegt auf jeder durch
P; gehenden Geraden « auller Py noch ein zweiter Punkt von
#2, nimlich derjenige Punkt 4, welcher dem Strahle ! = (K, zb)
entspricht, dagegen liegt auf der Geraden P;(b, K P,) auller P;
mehr kein Punkt von %2; da, wenn z = P; (b, K P.) ist und mithin
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dann 1 = (K, z0) = K(b, KP,) = KP. und L, = lc = P,, der ent-
sprechende Punkt 4 = (P; Ly, P.L.) = (P; Ly, P, P.) = (F5 Ly, p)
= P, sein mub; und ebenso liegt auf der Geraden P.(c¢, K I’)
auller P, mehr kein Punkt von x2

Wir sehen also,
daf der Kegelschnitt %2 durch die funf Punkte A4, P, P,
(b, K P), (¢y K ;) geht und in P, und P; von den Geraden
Py (b, K P,) und P, (¢, K P,) tangiert wird, wodurch %2 schon
iiberbestimmt ist.

Zugleich sehen wir (da nach Nr.70 die Schnittpunkte G,
Gy, Gy von »2 und p? zugleich die Schunittpunkte der durch %
und P. gehenden Polaren der zweiten Schnittpunkte von I3 P;
mit ;> und von CP; mit p;2 bzw. von I3 [ mit p;* und von
CP, mit p? bzw. von B mit pi2 und von CP, mit p;* sein
miissen), daf die Aussage I (Nr.88) auch durch die folgende
ersetzt werden kann.

III. Ein beliebiger Punkt K hat mit P3 diejenigen drei
Strahlen p;, py, pr und nur diejenigen drei gemein, welche
die drei Schnittpunkte der Dreieckseite b mit den drei
Geraden Py Gy, P, ., Py G; der Reihe nach mit den drei
Schnittpunkten der Dreieckseite ¢ mit den drei Geraden I, G,
P/ Gy, P! Gy verbinden, also b (P ) mit ¢ (P. Gy), b(P; Gy)
mit ¢(L: Gi) und b (LPy Gi) mit ¢(P Gy), wo Gy, Gy, Gy die
drei weiteren (auller A) Schnittpunkte von %2 mit p2 sind.

91. Zugleich haben wir neue Losungen einiger fritheren
Aufgaben gewonnen; diese Losungen wollen wir aber wieder nur
fiir p3 angeben, fiir 3 miissen sie dualisiert werden.

Auflosung 2 der Aufgabe 23 (Nr. 79). Man verbindet
den Schnittpunkt [p¢ mit der Ecke I3 und {pp mit C durch
die Geraden (B3, Ip¢) und (C,1pg), wo pp = PP, = P(by)
und pe = PP, = P(cp), sodann ermittelt man die drei
weiteren gemeinsamen Tangenten ¢;, g, ¢; desjenigen Kegel-
schnitts 42, welcher von den fiinf Geraden «, pg, pe, (I, 1p0c)
und (C,1p5) tangiert wird, und des Polarkegelschnitts P2
von p (in bezug auf A B (), von welchen beiden Kegel-
schnitten eine gemeinsame Tangente, ndmlich die Dreieck-
seite a, bekannt ist, bringt dann ¢;, qx, ¢ zum Schnitt mit
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etwa p, und verbindet diese drei Schnittpunkte mit B durch
Gerade; alsdann werden die drei Schnittpunkte P;, P und
P, dieser Geraden B(pyq), B(pyq,) und D(pj,q) mit 1
die gesuchten gemeinsamen Punkte von ! und p3 sein.

Diese Losung ergibt sich unmittelbar aus der Aussage 111
(Nr. 90), wenn dieselbe dualisiert wird.

Sind ein oder zwei Schnittpunkte von ! und p3 bekannt, so
konnen dementsprechend eine oder zwei der gemeinsamen Tan-
genten von 42 und P? nach 1lII linear ermittelt werden, und es
kommt dann nur noch auf die Ermittlung der zwei noch un-
bekannten Tangenten bzw. der einen noch unbekannten Tangente
an. Diese Ermittlung kann aber durch die folgende Bemerkung
vereinfacht werden.

Das von P an 42 gehende Tangentenpaar pp ), das von P
an P2 gehende, aus den beiden konjugiert-imagindren Doppel-
strahlen der von ADBC erzeugten Involution (P)?2 bestehende
(Nr. 2) Tangentenpaar, das P mit den beiden Schnittpunkten a g;
und ¢, g, verbindende Geradenpaar und das I mit den beiden
Schnittpunkten a ¢, und ¢, ¢, verbindende Geradenpaar bilden vier
Strahlenpaare derjenigen Involution (I)?2 um P, welche von dem
aus den gemeinsamen Tangenten von 42 und P2 gebildeten voll-
stindigen Vierseit a ¢, q, g, erzeugt wird; die beiden Doppelstrahlen
von (I)? sind also p, = PA und p, = PP, (wo P, = ap ist),
da p, p), dasjenige Strahlenpaar von (P)? ist, das durch p, und
P, harmonisch getrennt ist (Nr. 4). Ferner muf die Verbindungs-
gerade der beiden Pole der Geraden P (q, ¢,) in bezug auf .42 und
P2 durch den Schnittpunkt ¢, ¢, gehen, da jeder jenmer beiden
Pole von P(q,q,) durch die beiden gemeinsamen Tangenten ¢,
und ¢; der Kegelschnitte 42 und P2 harmonisch getrennt sein muf.

Hieraus ergeben sich nun die folgenden Lisungen:

Auflosung 8 der Aufgabe 1 (Nr. 51). Man verbindet
P; mit den Ecken I3 und C durch die Geraden B P; = p .
CP; = p,,, dann die beiden Schnittpunkte p, p, , und p;,p,,
durch die Gerade ¢;; sodann ermittelt man denjenigen durch
P gehenden Strahl z, welcher von P(a¢,), dem P mit dem
Schnittpunkte der Dreieckseite ¢ und ¢, verbindenden Strahle,
durch p, und p, harmonisch getrennt ist, und dessen beide
Pole X’ und X” in bezug auf P2, den Polarkegelschnitt
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von p, und denjenigen Kegelschnitt, welcher von a, py pi,
¢, und etwa der Geraden (B, rp,) tangiert wird (wobei nach
Nr. 2 der Pol X’ von z in bezug auf P2 der Schnittpunkt
von p mit dem zu x in (P)? zugepaarten Strahle sein wird),
und dann die beiden aus z (X’ X"), dem Schnittpunkte von
z und der X’ mit X" verbindenden Geraden, an P2 gehenden
Tangenten ¢, und ¢;; alsdann verbindet man etwa die Ecke
B mit den beiden Schnittpunkten ¢, p;, und g, p, durch die
Geraden B (¢, py) und B(q,p;) und bringt diese beiden
Geraden zum Schnitt mit der Geraden r in den Punkten
Py und P;; diese Punkte P, und P; werden dann die ge-
suchten Schnittpunkte von r und p3 sein.

Auflosung 3 der Aufgabe 4 (Nr. 61). Man verbindet
die beiden Punkte P, und P, von # mit den Ecken B und
C durch die Geraden BP, = p,,, CP,=p,,, BP = D3
und CP, = p,,, dann die beiden Schnittpunkte pp, , und
Poby durch die Gerade ¢, und die beiden Schnittpunkte
Py und p,p , durch die Gerade ¢;; sodann ermittelt
man die beiden durch P gehenden Strahlen x und y, welche
der Reihe nach von P (g, ¢) und P(aq,) durch p, und p’,
harmonisch getrennt sind; alsdann verbindet man die beiden
Schnittpunkte az und ¢,y durch die Gerade ¢, und darauf
den Schnittpunkt ¢,py, mit I3 durch die Gerade B (g,p}),
der Schnittpunkt P; dieser Gerade mit v wird dann der
gesuchte dritte gemeinsame Punkt von # und p® sein.

Bemerkt man nun, dal nach Satz 41 (Nr.89) eine Gerade !
dann und nur dann eine Tangente an p3 ist, wenn zwei der
drei weiteren (auller a) gemeinsamen Tangenten von 42 und P2
unendlich benachbart sind und also 42 von P? in einem nicht
auf « gelegenen Punkte beriihrt wird oder (was, wie aus I in
Nr. 88 zu entnehmen ist, nur dann eintreten kann, wenn ! durch
den auf a liegenden Wendepunkt P, = pa geht) im Berithrungs-
punkte von « mindestens dreipunktig berithrt wird; und ferner,
daB, wenn 42 von P2 einfach oder dreipunktig beriihrt wird, dann
in derjenigen auf (P)2 sich stiitzenden Strahleninvolution (/)2
deren Doppelstrahlen p, und p’, sind, in der die beiden aus
P an A2 gehenden Tangenten p, und p/, ein Paar bilden und
welche Involution also mit der von dem aus den gemeinsamen
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Tangenten von 42 und P2 gebildeten vollstindigen Vierseit um
P erzeugten identisch sein mul}, die beiden Geraden, welche I
mit dem gemeinsamen Berithrungspunkte von 42 und P2 unc
dem Schnittpunkte der beiden iibrigen gemeinsamen Tangenter
von 42 und P? verbinden bzw. welche I” mit dem gemeinsamer
dreipunktigen Beriihrungspunkte von 42 und P2 und dem Schnitt-
punkte der gemeinsamen Tangente in diesem Beriihrungspunkte
und der iibrigen gemeinsamen Tangente von 42 und I’? ver
binden, und die beiden Geraden, welche I’ mit den beiden Schnitt-
punkten der Tangente im gemeinsamen Beriihrungspunkte (vor
4? und P?) und der beiden iibrigen gemeinsamen Tangenten (vor
42 und P?) verbinden, je ein Strahlenpaar bilden (vgl. Nr. 72)
80 ergeben sich noch die folgenden Liosungen.

Auflésung 4 der Aufgabe 2 (Nr.51). Man verbindet [’
mit B und C durch die Geraden p , und p,, und dann dic
beiden Schuittpunkte p7, p,, und p/,p,, dulch die Gerade ¢;
sodann ermittelt man den vierten harmomschen Strahl z zt
P(aq;), dem P mit dem Schnittpunkte der Dreieckseite ¢
und ¢; verbindenden Strahle, in bezug auf p, und p’, unc
darauf die beiden Schnittpunkte U; und U;, von z mit P2
dem Polarkegelschnitt von p, und die beiden Tangenten g¢;
und ¢;, von P2 in U, und U;; alsdann verbindet man dic
Schnittpunkte q; Vg und ¢, pj, mit I3 und die Schnittpunkte
9P und g, Py, m1tCundbrmﬂtdanndleVelbmdungsﬁeradel
B(q; pp) und C(q, p;) zum Schnitt im Punkte I, unc
B(q, pB) mit C(q, p ,,) zum Schnitt im Punkte P;,. Die beider
Geraden I i Py, und P; P;, sind dann die gesuchten, von I
an p3 gehenden Tangenten, und zwar sind P; und F;, ihre
Berithrungspunkte mit p3.

Auflésung 5 der Aufgabe 3 (Nr. 51). Man verbindet dic
beiden Schnittpunkte p', p,, und pi, p, . (wo p,, = B P; unc
P; o= CP; sind) durch die Gerade ¢;, welche Gerade ein
Tangente von P2 sein wird (nach III in Nr. 90, dualisiert)
sodann ermittelt man den Berithrungspunkt U; von ¢; mit P
und darauf die zweite (auBer @) durch I3 gehende Tangente ¢
desjenigen Kegelschnitts, welcher von den vier Geraden a
Py P und g; beriihrt wird und U; zum Beriihrungspunkt i1
¢; hat (wodurch der Kegelschnitt vollstindig bestimmt ist)
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alsdann wird P;(up’), die I; mit dem Schnittpunkte u p),
verbindende Gerade, die gesuchte Tangente von p3 in P; sein.

Auflésung 6 derselben Aufgabe. Man ermittelt, ebenso
wie in der vorgehenden Auflosung 5, ¢; und ihren Beriihrungs-
punkt U; mit P2, sodann die beiden vierten harmonischen
Strahlen  und y zu PU; bzw. zu P(agq;), dem P mit dem
Schuittpunkte der Dreieckseite ¢ und ¢; verbindenden Strahle,
in bezug auf p, und p'; alsdann verbindet man die beiden
Schnittpunkte x « und y¢; durch eine Gerade ¢; und bringt
B (q;, vp), die B mit dem Schnittpunkte ¢, p}, verbindende
Gerade, zum Schnitt mit C (qil P,), der ¢ mit dem Schnitt-
punkte ¢; pe verbindenden Geraden, im Punkte P;. Die Ver-
bindungsgerade P; P, wird dann die gesuchte Tangente von
p3 in P; sein; und zwar wird dann I’ der Tangentialpunkt
von P; sein.

Aufléosung 7 derselben Aufgabe. Man ermittelt, ebenso
wie in der Auflésung 6, ¢; und den vierten harmonischen
Strahl 2 zum Strahle P (aq,) in bezug auf p, und p’,, sodann
die zweite (aufler ¢;) aus dem Schnittpunkte z¢; an P2
gehende Tangente ¢; und bringt, ebenso wie in der Auf-
16sung 6, die beiden Geraden B(qiI Py) und 0(% ) zum
Schnitt im Punkte P;; alsdann wird P;, der Tangentialpunkt
von P; und die Gerade P; P; die gesuchte Tangente von ps
in P; sein.

Auflosung 8 derselben Aufgabe. Man ermittelt wieder ¢,
sodann die Polare ¢; (in bezug auf AB (') des Schnittpunktes
Q von p und ¢, und bringt die beiden Geraden B (qil Py
und C(g; p;;) zum Schnitt im Punkte I%; alsdann wird P;
der Tangentialpunkt von P; usw.

Die letzte Losung erhellt folgendermallen. Bezeichnet man
die Tangente von p3 in P; mit {; und den Tangentialpunkt von P,
also den weiteren (auler P;) Schnittpunkt von t; und p%, mit P,
und ist T7 der aus dem Polarkegelschnitt T; (in bezug auf AL C)
von t; abgeleitete, von p und p¢ und mithin auch von « tangierte
Kegelschnitt, so miissen nach II (dualisiert) in Nr. 88 die P; und
P, von P aus projizierenden Geraden g; und g, der Reihe nach
durch die auf p liegenden Pole @; und @, (in bezug auf ABC)
der gemeinsamen Tangenten ¢; und ¢, von T7 und P2 gehen. Nun
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ist aber nach der Auflésung 3 der Aufgabe 5 (Nr. 61) ¢., der den
Tangentialpunkt P, (von P;) aus P projizierende Strahl, dem ersten
Reprisentanten von g; zugepaart in der von 4.5 C erzeugten Strahlen-
involution (P)2, und mithin muf nach Satz 14 (Nr. 23) ¢, der erste
Reprisentant von ¢);, also der Schnittpunkt ¢);, von p und g¢; sein.
Folglich muf} die weitere (auller ¢ und ¢;) gemeinsame Tangente
¢ von T} und P2, die die Polare von @), = @; ist, mit der in der
Auflosung 8 angegebenen Polare ¢;, von ¢;, und nunmehr nach III
(Nr. 90) auch der Tangentialpunkt P, von P;, also der weitere
Schnittpunkt von t; und p3, mit dem in der Auflésung 8 ermittelten
Punkte P; identisch sein.

Ist der Punkt P; mit einer der beiden Ecken B und C iden-
tisch, wo dann p, . bzw. p, , unbestimmt wird, so hat man in allen
diesen Auflosungen p,, und pj, bzw. p,, und p), durch p, , und p’,
zu ersetzen; und ist P; mit dem Wendepunkte Pa = ap von p3
identisch, wo dann ¢; von ¢ nicht verschieden sein wird, so hat
man wieder p,, und p, oder p,, und p, durch p,, und p) zu er-
setzen, oder man wird dann (die letzten vier Auflosungen aus-
genommen) den Beriihrungspunkt von ¢ mit P2 bestimmen, welcher
Beriihrungspunkt dann als der Schnittpunkt von ¢ und ¢, anzu-
sehen ist. Nur die letzten Auflosungen 6, 7, 8 versagen, wenn P;
einer der drei Wendepunkte von p3 ist.

§ 14,

92. Wir gehen nun itber zu der Untersuchung des Biischels
der Tangenten von p® und der von P3 eingehiillten Kurve dritter
Klasse.

Sind namlich P und p Pol und Polare in bezug auf ABC,
Ps der zu p in bezug auf ABC zugehérige Strahlenbiischel dritter
Ordnung, und ist ! irgendeine Gerade, so ist ein Punkt A von !
dann und nur dann ein einfacher Beriihrungspunkt bzw. ein Riick-
kehrpunkt von P3, wenn x?, der aus dem Polarkegelschnitt k2 (in
bezug auf AL C) von K abgeleitete, durch P;, P! und folglich auch
durch 4 gehende Kegelschnitt, von p2, dem Polarkegelschnitt von
P in bezug auf ADC, in einem von A verschiedenen Punkte ein-
fach bzw. dreipunktig oder in A4 dreipunktig bzw. vierpunktig be-
rithrt wird (Satz 41 in Nr. 89).

Nun bilden (nach Nr. 90) die aus den Polarkegelschnitten A2
der simtlichen auf I liegenden Punkte K abgeleiteten, durch P,
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P, und A gehenden Kegelschnitte x? einen Kegelschnittbiischel
L(x#2), dessen vier Grundpunkte 4, Py, P;, 4 sind, wo 4 der Schnitt-
punkt der beiden P; mit L, = bl und P, mit L, = ¢l verbindenden
Geraden ist.

[Beildufig bemerken wir, dai dieser Kegelschnittbiischel € (x2)
zu der geraden Punktreihe I(X) projektiv ist, wenn jedem
Punkte K von ! der aus seinem Polarkegelschnitt k2 ab-
geleitete 2 zugewiesen wird. In der Tat ist (nach Nr. 90) die
Tangente eines Kegelschnitts %2 von €(x%2) im Grundpunkte P; die
P; mit dem Schnittpunkte von & und K P, verbindende Gerade
P,(by KP,), wo K derjenige Punkt von ! ist, aus dessen Polar-
kegelschnitt jener Kegelschnitt »2 abgeleitet ist. Wenn also K
die Gerade ! durchliuft, so beschreibt die Gerade K P, einen zu
der Punktreihe [ (K) perspektiven Strahlenbiischel um P,, der dann
zu dem von der Tangente des dem K zugehorigen Kegelschnitts »2
um P; beschriebenen Strahlenbiischel perspektiv ist, da homologe
Strahlen dieser beiden Biischel auf & sich schuneiden. Folglich ist
die Punktreihe ! (K) zu dem Strahlenbiischel erster Ordnung der
Tangenten der Kegelschnitte des Biischels €(%?) im Grundpunkte
P; und mithin auch zum Kegelschnittbiischel € (x?) selbst projektiv.]

Wenn also ! kein Strahl von P3 ist und mithin 4 (nach III
in Nr. 90) kein Punkt von p2, so geht p2? nur durch den einen Grund-
punkt 4 des Kegelschnittbiischels € (x2), da die beiden Grundpunkte

Py und P; von 2(x2) auf der ganz auflerhalb p? verlaufenden Ge-
raden p (Nr. 2) liegen, und p2 hat daher mit jedem Kegelschnitte
des Biischels €(x2) auler A noch drei Punkte gemein, welche ein
Dreieck bilden; und die Seiten dieser simtlichen Dreiecke um-
hiillen bekanntlich?) einen und denselben und, wie man leicht
einsieht, eigentlichen (nicht ausartenden) Kegelschnitt €2, welcher
zugleich dem Dreieck Pj P; 4 eingeschrieben ist.

Soll nun ein Kegelschnitt »? des Biischels € (x?) in einem von
A verschiedenen Punkte (; einfach oder in einem von A nicht
verschiedenen Punkte (7; dreipunktig von p2 beriihrt werden, und
hat folglich dann %2 auller 4 und (; noch einen von G; ver-
schiedenen Punkt G’ mit p2 gemein, so wird die Tangente #; im
Beriihrungspunkte ; von %? und p? eine Seite des aus den drei

1) Siehe Steiner-Schroter, Synthetische Geometrie, Teil II, § 40,
Nr.177.
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weiteren (auller 4) gemeinsamen Punkten von »2 und p2 gebildeten
Dreiecks sein; und die beiden anderen Seiten dieses Dreiecks,
welche die beiden unendlich benachbarten, im Beriihrungspunkte
(; liegenden gemeinsamen Punkte von x? und p? mit (+{ verbin-
den, werden zwei unendlich benachbarte Strahlen des Punktes G
sein. Folglich wird dann ¢, die Tangente im Beriihrungspunkte G;
von x2 und p?, auch eine Tangente von Q2 sein, (; aber kein Punkt
von €?; dagegen wird (", der von (; verschiedene gemeinsame
Punkt von %2 und p2, auch ein Punkt von ¥2 sein, und zwar der
Beriihrungspunkt der zweiten (aufler ¢;) von (+; an €2 gehenden
Tangente. Hat, umgekehrt, €2 mit p2 die Tangente ¢, gemein,
wobei aber der Beriihrungspunkt (r; von #; mit p? kein Punkt
von €2 ist, so mul ¢; zwei der drei weiteren (auller 4) gemein-
samen Punkte desjenigen Kegelschnitts #2 von ¢ (#2), welcher auler
durch die vier Grundpunkte 4, I, P, 4 von ¥ (x2?) noch durch G
geht (und, wenn (+; von 4 nicht verschieden ist, von p2?in A beriihrt
wird), und p? verbinden, also miissen zwei dieser drei gemeinsamen
Punkte in G; unendlich benachbart liegen, und der dritte dieser
gemeinsamen Punkte muf der Beriihrungspunkt G{" der zweiten
(auer ¢;) aus (; an £2 gehenden Tangente sein; da im Beriihrungs-
punkte G diejenigen beiden unendlich benachbarten Tangenten
von 2 sich schneiden, welche die beiden unendlich benachbarten
in (; liegenden gemeinsamen Punkte von %2 und p2 mit dem
dritten (auller 4) gemeinsamen Punkte von x2 und p? verbinden.
Folglich wird dann 2, der mit p? die Tangente ¢; gemein hat, mit
p? auch denjenigen Punkt (7 gemein haben, welcher der Be-
rithrungspunkt der zweiten (auller ¢;) aus &; an ¥2 gehenden Tan-
gente ist; und derjenige Kegelschnitt x2 des Biischels € (x2), welcher
durch ; geht, wird in (+;, wenn G; von A verschieden ist, ein-
fach oder, wenn (+; von A nicht verschieden ist, dreipunktig von
p? berithrt werden und auflerdem noch durch den gemeinsamen
Punkt G von €2 und p2 gehen. Und hat €2 mit p? einen Punkt
7" gemein, ohne daBl €2 von p2 in diesem Punkte beriihrt wird,
so mull der zweite Schnittpunkt +; von p? mit der Tangente von
¥ in G ein einfacher Beriihrungspunkt, wenn (¥; von A ver-
schieden ist, oder ein dreipunktiger Berithrungspunkt, wenn G; von
A mnicht verschieden ist, von p? mit demjenigen Kegelschnitt »2
von £ (x2) sein, welcher auller den vier Grundpunkten A4, P, P., 4
noch den Punkt () enthalt (da die beiden unendlich benach-
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barten in der Tangente an €2 in (+{" liegenden Tangenten von €2

den gemeinsamen Punkt (+{” von 2 und p? mit den zwei weiteren
(auber 1) gemeinsamen Punkten von #2 und p? verbinden und
mithin die letzteren zwei gemeinsamen Punkte in (; unendlich
benachbart liegen miisssen), und die Tangente f; im Beriihrungs-
punkte (7; von x? und p? mull dann auch eine Tangente von €2
sein, wobei aber (7; kein Punkt von €2 sein kann, da durch G
auBer #; noch die Tangente von €2 in G{ geht.

Soll ferner ein Kegelschnitt 2 des Biischels €(x2) in einem
von A verschiedenen Punkte (+; dreipunktig oder in einem von
A nicht verschiedenen Punkte (+; vierpunktig von p? beriihrt wer-
den, so werden die drei Tangenten von €2, welche je zwei der drei
weiteren (auller A) gemeinsamen Punkte von %2 und p? verbinden,
der gemeinsamen Tangente ¢; von x? und p? in (+; unendlich be-
nachbart sein, und zwei dieser drei Tangenten von €2 schneiden
sich in (7;, also mull dann €2 von p? in (+; berithrt werden (und
zwar einfach). Wird, umgekehrt, ¥2 von p2? in (5, beriihrt, so miissen
die beiden unendlich benachbarten gemeinsamen Tangenten von
2 und p?, die sich in @; schneiden, G; mit je einem der zwei
weiteren (aufler A) gemeinsamen Punkte desjenigen Kegelschnitts
#2 von € (x2), welcher auller durch 4, P, P, 4 noch durch ; geht,
und p? verbinden; folglich miissen dann die drei’ weiteren (auller 4)
gemeinsamen [lunkte von #? und p? in (; unendlich benachbart
liegen, und somit #2 von p? in (+; dreipunktig, wenn G; von 4
verschieden ist, oder vierpunktig, wenn (7; von A nicht verschieden
ist, beriihrt werden.

Mithin ist ein Punkt K von I, wo | kein Strahl von P3 ist,
dann und nur dann ein einfacher Berithrungspunkt von P3, wenn
#? (der aus dem Dolarkegelschnitt k2 von K abgeleitete, durch
A, Iy, Pi, A4 gehende Kegelschnitt) durch denjenigen p2 nicht aber
(dem eigentlichen — nicht ausartenden — Kegelschmitt) €2 an-
gehorenden Dunkt G; geht, welcher der Berithrungspunkt von p?
mit einer gemeinsamen Tangente ¢; von p2 und €2 ist, oder (was
nur gleichzeitig mit diesem stattfinden wird) wenn 2 durch einen
gemeinsamen Punkt (+{” von p2 und 92 geht (wobei G{" der Be-
riihrungspunkt der zweiten (auller t;) von G; an €2 gehenden Tan-
gente sein miissen wird); der unkt K ist aber dann und nur
dann ein Riickkehrpunkt von I’3, wenn %2 durch einen Beriihrungs-
punkt (7; von p? mit €2 geht. Dabei muf}, wenn der angegebene
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Punkt (G; eventuell G?)) von A nicht verschieden ist, x2 derjenige
Kegelschnitt sein, welcher durch A, P, P:, 4 geht und in A4 von
p? berithrt wird.

93. Zugleich sahen wir, daB, wenn &2 mit p? eine Tangente ¢,
gemein hat, dann der Beriihrungspunkt (+{” der zweiten (auler %;)
aus G;, dem Berithrungspunkte von #; mit p2, an £2 gehenden
Tangente auch ein Punkt von p? sein muB, also G ein gemein-
samer Punkt von 22 und p2; und umgekehrt, wenn G{’ ein ge-
meinsamer Punkt von &2 und p? ist, dann die Tangente ¢; von p?2
in Gy, im zweiten Schunittpunkte von p2 mit der Tangente von L2
in G, auch eine Tangente von £? sein muf; und daf dann der-
jenige A P; P, A4 umschriebene Kegelschnitt 2, welcher durch einen
der beiden Punkte G; und " geht, zugleich auch durch den
zweiten dieser Punkte gehen muf und in (+; von p2 (einfach oder
dreipunktig, je nachdem (; von A verschieden ist oder nicht) be-
rithrt werden mufl. Hierbei mul (s. oben Nr.91 die Herleitung
der Auflésung 8 der Aufgabe 3) G der Pol der Geraden P(+; in
bezug auf ABC sein; da der durch G{" gehende Kegelschnitt x2
von p? in (+; berithrt wird (einfach bzw. dreipunktig) und mithin
nach Satz 41 (Nr. 89) derjenige 'unkt KX von [, durch den p; und
p¥ gehen, der Beriihrungspunkt von P3 in p; ist. Es sind daher
(nach Nr.1) G; und GSY dann und nur dann unendlich benach-
barte Punkte, wenn einer und mithin auch der zweite dieser
Punkte in einer der Ecken von ABC zu liegen kommt. Folglich
(da £2 von p? in G; oder in G nur dann beriihrt wird, wenn G;
und G unendlich benachbart sind) kann 2 von p? nur in einer
der Ecken von ABC beriihrt werden, und alsdann wird »2 von p?
im Berithrungspunkte von €2 und p2 dreipunktig oder vierpunktig
(je nachdem dieser Beriihrungspunkt eine der beiden Ecken B
und C oder die Ecke A ist) beriihrt.

94. Aus dem letzten Ergebnisse in Nr.92 und III in Nr.90
folgt nun:

I. Ist | irgendeine Gerade, die aber kein Strahl von P3
ist, 4 der (dann nicht auf p2 liegende) Schnittpunkt der
beiden Geraden P,L, und P,L. (L,=0bl, L.=cl), ¥(x2)
der dem Viereck A Pj P, 4 umschriebene Kegelschnittbiischel
(dessen Kegelschnitte %2 die aus den Polarkegelschnitten 2
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der simtlichen auf [ liegenden Punkte K abgeleiteten durch
P, und P, gehenden sind), ¥2 derjenige eigentliche (nicht
ausartende) Kegelschnitt, welcher von den Seiten der simt-
lichen aus den je drei weiteren (aufler A4) Schuittpunkten
des Polarkegelschnitts p2 (von P) und der Kegelschnitte
des Biischels £(x2) gebildeten Dreiecke eingehiillt wird, so
hat ! mit der von P35 eingehiillten Kurve diejenigen vier
Punkte Ug, U,, Wy, U; und nur diejenigen vier gemein, in
welchen der Reihe nach ! von den vier die je zwei Schnitt-
punkte (b, I; G,) mit (¢, P.(+,), (b, P;G,) mit (¢, P.G,),
(0, Py G,) mit (¢, PiGy) und (0, Py ) mit (¢, PiGy) ver-
bindenden Geraden p,, p,, ps und p; (die vier Strahlen von
P3 sind und U, U,, U, U; zu ihren Berithrungspunkten
haben) geschnitten wird, wo &,, G,, G;, G; der Reihe nach
die Beriithrungspunkte von p2 mit den vier gemeinsamen
Tangenten 1., ¢,, ts, & von ¥2 und p? sind, oder (was stets
dieselben vier Punkte 1l,, U, 1, ll, liefert) in welchen
Punkten U,, U,, U, U; der Reihe nach 7 von den vier die
je zwei Schnittpunkte (b, I, G®) mit (¢, P, GP), (b, P; GW),
mit (¢, P, GO), (b, P,GP) mit (¢, P,GW) und (b, P, GO)
mit (¢, P, GM) verbindenden Geraden P&y p®y pP und p®
(die gleichfalls Strahlen von P3 sind) geschnitten wird, wo
Gg), GO, GO, GO die vier gemeinsamen Punkte von {2
und p2? sind (und wo stets nach Nr.93 Ggl), GO, GO, GO
der Reihe nach die Pole der Geraden PG, PG,, PGy
PGy in bezug auf A B C sein werden). Dabei wird, wenn
L2 von p? in einem Punkte (+; beriihrt wird (was nach
Nr.93 nur dann eintreten kann, wenn G, eine der Ecken
von A B C ist), wenn also zwei der gemeinsamen Tangenten
und zwei der gemeinsamen unkte von £2 und p? in ¢, bzw.
in G, unendlich benachbart liegen, der (, entsprechende
gemeinsame Punkt U, von ! und der von P3 eingehiillten
Kurve ein Riickkehrpunkt von P32 sein, also ein solcher
Punkt, der fiir zwei Punkte der von P3 eingehiillten Kurve
zu zdhlen ist.

95. Wir wollen nun zeigen, daf} der Kegelschnitt Q2 auch,
ohne Hilfe des Kegelschnittbiischels €(x2), direkt konstruiert

werden kann, wenn nur die Gerade ! gegeben ist.
Berliner, Habilitationsschrift.

13
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Wie schon oben (Nr.92) erwihnt, wird ¥ von den Seiten
des Dreiecks Py, P, A, also von den drei Geraden Py P.=p, Py A
=Py Ly und P;A=P.L, tangiert; aullerdem mufl aber nach I
(Nr.94) & mit p2 die vier Tangenten ¢, t,, ¢, t; gemein haben,
wenn 1, U, U, U die gemeinsamen DPunkte der von P3 ein-
gehiillten Kurve und ! sind (wobei, wenn ein oder zwei dieser
gemeinsamen Punkte ein bzw. zwei Riickkehrpunkte von P3 sind,
jeder Riickkehrpunkt fiir zwei gemeinsame Punkte zu zéhlen ist
und auf der diesem Riickkehrpunkte entsprechenden gemeinsamen
Tangente (von ¥2 und p?) &2 von p? beriihrt wird). Nehmen wir
nun an Stelle des dem Viereck A P, P, 4 umschriebenen Kegel-
schnittbiischels € (x2), dessen Kegelschnitte %2 die aus den sidmt-
lichen Polarkegelschnitten k2 der auf ! liegenden Punkte K ab-
geleiteten durch Py, P, und mithin auch durch 4 und 4 gehenden
Kegelschnitte sind, den dem Viereck B I, P, M umschriebenen
Kegelschnittbiischel (wo Pi=pp,=p(PA) und M der Schnitt-
punkt der beiden Geraden P;L, und P,L.=P,(al) ist), dessen
Kegelschnitte die aus den sémtlichen Polarkegelschnitten %2 der
auf ! liegenden Punkte K abgeleiteten durch P:, P; und mithin
(nach Satz 28 in Nr.70 und nach Nr.90) auch durch B und M
gehenden Kegelschnitte sind, so wird (ganz analog wie vorher &2)
derjenige Kegelschnitt 92, welcher von den Seiten der simtlichen
aus den je drei weiteren (auller [3) Schnittpunkten des Polar-
kegelschnitts p? (von P) und der Kegelschnitte des BP. P, M
umschriebenen Biischels gebildeten Dreiecke eingehiillt wird, von
den Seiten des Dreiecks P; P, M, also von den drei Geraden
P.P,=p, PPM=P,L, und P,M=P,L, tangiert werden und
aulerdem mit p2 die vier Tangenten ¢, t,., ¢, ¢ gemein haben
miissen. Folglich wird 92 mit {2 identisch sein miissen, da diese
beiden Kegelschnitte die sechs Tangenten p, P, L., t,, t,, ts, &
gemein haben; und L2=IM? wird also von den vier Geraden p,
P,L,, P;L,, P.L, tangiert.

Nun wird p von p? (nach Nr.2) in den beiden Doppelpunkten
der von AB C erzeugten Involution (p)> und von einem jeden
Kegelschnitt des A P; P, 4 umschriebenen Biischels €(x2) in den
beiden Punkten P, und P, geschnitten; und mithin miissen die
beiden Geraden, von denen die eine 4 mit einem der drei weiteren
Schnittpunkte des p? und irgendeines Kegelschnitts von ¥(x2)
verbindet und die andere Gerade (die Tangente an {2 ist) die
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zwei iibrigen dieser Schnittpunkte, durch ein Punktepaar der-
jenigen auf (p)? sich stiitzenden Involution (¢)? gehen, von welcher
Involution P; P ein Punktepaar ist, also (weil nach Nr.4 das
Punktepaar P, P’; von (p)? durch P, und P; harmonisch getrennt
wird) von welcher Involution die beiden Doppelpunkte P, und P,
sind. Folglich geht aus jedem Punkte @; von p auller p selbst
noch eine zweite Tangente an €2, ndmlich diejenige, welche (wenn
etwa @; der zu @; in (¢)? zugepaarte unkt ist und der durch
den zweiten Schnittpunkt der Geraden A4 @; und p? gehende
Kegelschnitt des A P; P.4 umschriebenen Biischels €(x2) mit »?
bezeichnet wird) die beiden weiteren Schnittpunkte von %} und p?
verbindet; dagegen geht aus dem in (4)2 dem Schnittpunkte
(p, AA) zugepaarten Punkt ¢; auber p selbst mehr keine
Tangente an €2, da 4 kein Punkt von p? ist und mithin der-
jenige durch den zweiten Schnittpunkt von 4.4 und p? gehende
Kegelschnitt des A Py P, 4 umschriebenen Biischels €(x2), welcher
Kegelschnitt mit A 4 drei Punkte gemein hat, in das Geraden-
paar A A4 und P; P.= p ausarten mull und folglich die die beiden
weiteren Schnittpunkte dieses ausgearteten Kegelschnitts und p2
verbindende Gerade die Gerade p selbst ist. Mithin ist der in
(7)? dem Schnittpunkte (p, A4) zugepaarte Punkt Q;, also der
vom Schnittpunkte (p, A4) durch P, und P, harmonisch ge-
trennte Punkt, der Berithrungspunkt der Tangente p von 2
Wir sehen also,
dal der Kegelschnitt €2 von den vier Geraden p, P;L,,
Py Ly, P.L. tangiert wird und denjenigen Punkt @ auf p
zum Berithrungspunkt hat, welcher vom Schnittpunkte (4 4, p)
durch P, und P, harmonisch getrennt wird; wodurch €2
vollstindig bestimmt ist.

96. Nunmehr konnen wir den folgenden Satz aufstellen:

Satz 42. Sind in bezug auf 4B C P und p Pol und
Polare,

P2 der Polarkegelschnitt von
p, p* die zu P zugehorige
Kurve dritter Ordnung, K
irgendein . beliebiger Punkt,
der aber auf p3 nicht liegt,
ky, kg, ko die Verbindungs-

p? der Polarkegelschnitt von

P, P3 der zu p zugehorige

Strahlenbiischel dritter Ord-

nung, [ irgendeine beliebige

Gerade, die aber kein Strahl

von Ps3 ist, L., Ly, L, die
13*
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geraden von K mit den
Eckpunkten 4, B, C, gx die-
jenige durch P gehende Ge-
rade, die vom Schnittpunkte
a(pekr, poke) durch die
beiden (durch P gehenden)
Geraden p, und pj har-
monisch getrennt ist, {2 der-
jenige Kegelschnitt, der
durch die vier Punkte P,
Paka, peks, poke hindurch
geht und gx zur Tangente
in P hat, und bezeichnet
man die Geraden, welche
drei verinderliche Punkte
P, Py, P; von p3 mit P
verbinden, mit g,, ¢,, g5, die
Schnittpunkte pg,, pgs, PYs
mit @, @, @; und die P2
tangierenden DPolaren (be-
ziiglich A B C) von @, Q,,
@5 mit g1, g, g3, S0 liegen
je drei solche Punkte P,
P,, P; von p* und nur
solche drei mit K in je
einer Geraden, fiir die das
P2 umschriebene Dreieck
4:1929; (der entsprechenden
Tangenten von P?) zugleich
f2 eingeschrieben ist.

Die Punktetripel von ps,
die mit K in je einer Ge-
raden liegen, werden von P
aus durch Strahlentripel
einer kubischen Involution
projiziert.

Schnittpunkte von I mit den
Seiten a, b, ¢ von ABC(,
@ derjenige Punkt von p,
dervon der Geraden 4 (P L,
P L) durch die beiden (auf
p liegenden) Punkte P, und
P; harmonisch getrennt ist,
{2 derjenige Kegelschnitt,
der von den vier Geraden
py, P. L, PyLy, P,L, tan-
giert wird und @, zum Be-
rithrungspunkte in p hat,
und bezeichnet man die
Punkte, in denen drei ver-
dnderliche Strahlen p,, p,, ps
von P3 von p geschnitten
werden, mit @, @,, @5, die
Geraden P @Q,, PQ,, PQ,,
mit ¢,, gsy 95 und die auf
p? liegenden Pole (beziiglich
ABC) von g¢,, (,, g5 mit
G,, Gy, G5, so schneiden
sich je drei solche Strahlen
P1s Py Ps von P3 und nur
solche drei in je einem
Punkte von I, fiir die das
p? eingeschriebene Dreieck
G, Gy G5 (der entsprechen-
den Punkte von p?) zugleich
2 umschrieben ist.

Die Strahlentripel von P3,
von denen jedes durch einen
Punkt von ! geht, werden
von p in den Punktetripeln
einer kubischen Involution
geschnitten.

Denn rechts gehen dann und nur dann p,, p,, p; durch einen
Punkt K von I, wenn der aus dem DPolarkegelschnitt k2 von K
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abgeleitete, durch P;, P. und A gehende Kegelschnitt %2 mit p2
auller A noch die Punkte G, (+,, G; gemein hat (II in Nr.88),
also (nach Nr.92) dann und nur dann, wenn die Seiten des
Dreiecks (+; G, (53 €2 tangieren. Was ferner die kubische Involution
anbetrifft, vgl. weiter unten Ende Nr.102.

97. Aus dem in Nr.95 gefundenen Resultate ergibt sich nun:
Ist die Gerade I kein Strahl von P3, wo dann der Schnittpunkt
A= Py Ly, P, L) kein Punkt von p? und mithin €2, wie schon
oben (Nr.92) erwihnt, ein eigentlicher (nicht ausartender) Kegel-
schnitt ist, so konnen die drei Geraden P,L,, P;L, und P;L,,
die drei Tangenten von 22 sind, nicht durch einen und denselben
Punkt gehen. Ist aber 1 ein Strahl von P3, so muf dann
A == (Py Ly, P;L:) nach III (Nr.90) ein Punkt von p2? sein, und
zwar nach II (Nr.88) derjenige Punkt von p2, welcher der Pol
(in bezug auf A BC) der P mit dem Schuittpunkte von p und !
verbindenden Geraden ist; alsdann mull aber ganz analog, wenn
wir P, an Stelle von £; nehmen, auch der Schnittpunkt der beiden
Geraden P, L, und Pj L, derjenige unkt von p? sein, welcher
der Pol (in bezug auf 4 BC) der P mit dem Schnittpunkte (pl)
verbindenden Geraden ist. Es schneiden sich also dann alle
drei Geraden P, L., P} Ly, P;L, in einem und demselben Punkte,
niamlich im Pole (in bezug auf A BC) der Geraden (P, pl).

Mithin haben wir das folgende Kriterium gewonnen:

Satz 43. Ist p3 die zu Ist P2 der zu p in bezug

P in bezug auf A BC zu-
gehorige Kurve dritter Ord-
nung und X irgendein Punkt,
so ist I dann und nur dann
ein Punkt von 3, wenn die
drei Schnittpunkte (pi k),
(pBks), (pckc) auf einer und
derselben Geraden liegen;
und zwar ist dann diese
Gerade die P2, den Dolar-
kegelschnitt der Iolare p
von P, tangierende Polare
des Schnittpunktes (p, K P),
welcher letzte Punkt dann

auf A B C zugehorige Strah-

. lenbiischel dritter Ordnung

und ! irgendeine Gerade, so
ist I dann und nur dann
ein Strahl von P3, wenn die
drei Geraden P,L,, PjlLs,
P, L, durch einen und den-
selben Punkt gehen; und
zwar ist dann dieser Punkt
der auf p2, dem Polarkegel-
schnitt des Pols P von p,
liegende Pol der Geraden
P (Ip), welche letzte Gerade
dann auch den Pol L von !
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auch auf der Polare k von K
liegt und der Reprisentant
des Punktepaares P, K ist.

enthdlt und der Reprisen-
tant des Strahlenpaares p, |
ist.

Letztes ergibt sich aus der Bemerkung, dai wenn [ ein Strahl
von Ps ist, auf der Geraden (P, pl) auch der ol L (in bezug
auf ABC) von I liegen mufl (Satz 33 in Nr.78).

Beachtet man nun, daf eine Gerade ! dann und nur dann
ein Strahl von Ps ist, wenn p und ! einander zugepaart sind in
der vyon ABC um ihren Schnittpunkt (pl) erzeugten Strahlen-
involution zweiten Grades (Nr.46), und dall p eine durch keine
Ecke von A B C gehende Gerade ist (ebenda), so ergibt sich aus
Satz 43, indem p und ! als irgend zwei beliebige Gerade, von
denen aber mindestens eine durch keine Ecke von A4 /3C geht,
aufgefafit werden:

Satz 44. Zwei Punkte K
und L, von denen min-
destens einer auf keiner
Seite von A BC liegt,

Zwei Strahlen m und n,
von denen mindestens einer
durch keine Ecke von A BC
geht,

sind dann und nur dann einander zugepaart in der von 4 BC

auf ihrer Verbindungsgera-
den KL erzeugten Punkt-
involution zweiten Grades,
wenn die drei Schnittpunkte
(Fals), (Esls), (Kcle)

um ihren Schnittpunkt (mn)
erzeugten Strahleninvolution
zweiten Grades, wenn die
drei Geraden B, N,, M; N,
M. N,

und folglich (wie man sofort einsieht) auch die drei

Schnittpunkte (kala), (kgls),
(kele) auf einer und der-
selben Geraden liegen; und
zwar st dann diese Gerade
die Dlolare (in bezug auf
ABC(C) des Schnittpunktes
(k1), welcher letzte dann auf
der Geraden K L liegt und
derReprisentant desPunkte-
paares K, L ist; hierbei sind
ICAE KA, kBE KB, kcE KC,
Iy der vierte harmonische

Geraden M, N, M, Ny, M.N.
durch einen und denselben
Punkt gehen; und zwar ist
dann dieser Punkt der Pol
(in bezug auf A LB C) der
Geraden M N, welche letzte
dann durch den Schnitt-
punkt (mmn) geht und der
Reprisentant des Strahlen-
paares i, » ist; hierbei sind
M,=ma, My, =mb, M,=mec,
M, der vierte harmonische
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Strahl zu k4 in bezug auf | Punkt zu M, in bezug auf

kg und k¢ usw., I, = L A usw. M, und M, usw., N,=na usw.
und endlich # und 1 die und endlich M und N die
Polaren von K und L in Pole von m und » in bezug
bezug auf ABC. auf ABC.

98. Ist aber die Gerade ! ein reeller gewdhnlicher Strahl
von P3; so liegen auf I sein eigener Berithrungspunkt, in welchem
l die von P3 eingehiillte Kurve einfach beriihrt, und noch zwei
reelle vom ersteren und’ voneinander verschiedene einfache Be-
rithrungspunkte von P3; und dasselbe (abgesehen von der Realitit
der Beriithrungspunkte) gilt auch, wenn ! ein imaginirer Strahl
von Ps ist (s. oben Nr.62 und Ende Nr.59). Ist ferner ! ein
Riickkehrstrahl von P, so liegt auf ! sein eigener Beriihrungs-
punkt, in welchem ein Riickkehrpunkt (also ein mit zwei Punkten
der von Ps eingehiillten Kurve #quivalenter Punkt) und ein ein-
facher Punkt derselben Kurve unendlich benachbart liegen, und
noch ein reeller vom ersteren verschiedener einfacher Beriihrungs-
punkt von P3 (Nr.62). Ist endlich I der isolierte Doppelstrahl p
von I3, so beriihrt 7 die von P3 eingehiillte Kurve doppelt, ndmlich
in den beiden konjugiert-imaginidren Doppelpunkten der von A B (’
erzeugten Involution (p)2 (Satz 33 in Nr.78). Und zwar haben
wir nach der Auflosung 7 der Aufgabe 3 und der Auflosung 4
der Aufgabe 2 in Nr.91 (dualisiert):

II. Ist I irgendein Strahl von P3, A4 der Schnittpunkt
der beiden Geraden P; L, und P;L., welcher Punkt dann
auch auf der Geraden P; L, und auf p? liegt (Satz 43), ¢, der
von der Geraden 4 4 durch P, und P; harmonisch getrennte
Punkt von p, so wird die von P eingehiillte Kurve von I
in demjenigen Punkte Ul einfach beriihrt, in dem I von der
die beiden Schnittpunkte (b, P; G) und (¢, P. () verbindenden
Geraden (die auch selbst ein Strahl von P3 ist) geschnitten
wird, wo G der zweite (auller 4) Schnittpunkt der Geraden
¢ A4 und p? ist; aulerdem hat die von P3 eingehiillte Kurve
mit ! diejenigen beiden Punkte U; und U, und nur die-
jenigen beiden gemein, in denen ! von den beiden die je
zwei Schnittpunkte (b, P;G,) mit (¢, P;&,), (b, P;G,) mit
(¢, P.G,) verbindenden Geraden p, und p, (die zwei Strahlen
von P sind und U;, U, zu ihren Beriithrungspunkten haben)



200 Dritter Abschnitt. Nr. 98, 99

geschnitten wird, wo G, und G, die Beriihrungspunkte der
beiden aus @, an p2 gehenden Tangenten {, und ¢, sind,
Hierbei wird, wenn eine der letzten beiden Tangenten ¢, und ¢,
mit der Geraden @, 4 zusammenfillt (wo dann ! auller dem
Beriihrungspunkt 1l mit der von P3 eingehiillten Kurve nur
noch einen von Il verschiedenen Punkt dieser Kurve ent-
halten und also ein Riickkehrstrahl von P3 sein wird), einer
der beiden im Beriihrungspunkte 1l der von P3 eingehiillten
Kurve und ! unendlich benachbart liegenden Punkte ein
Riickkehrpunkt von P3 sein.

Diese Aussage ist der Aussage I (Nr.94) dhunlich; denn, wenn
1 ein Strahl von P3 ist und mithin die drei Geraden P, L., P} Ly,
P.L, durch 4 gehen, mull der von diesen drei Geraden tangierte
und p im Punkte ; beriihrende Kegelschnitt €2 in das Punkte-
paar 4, (), ausarten.

99. Wie wir sehen, hat jede Gerade, mag sie ein Strahl von
P3 sein oder nicht, vier Punkte mit der von P3 eingehiillten Kurve
gemein; diese Kurve ist also von der vierten Ordnung. Dual ist
der Biischel der Tangenten der Kurve »3 von der vierten Ordnung,
und p3 1st daher eine Kurve vierter Klasse.

Zugleich haben wir nach Satz 43 (Nr.97), I (Nr. 94), II (Nr. 98)
und Nr.95 das folgende Kriterium gewonnen.

Satz 45. Ist p3 die dem
Punkte P in bezug auf ABC
zugehorige Kurve dritter
Ordnung, K irgendein reeller
Punkt, » die Verbindungs-
gerade der beiden Schnitt-
punkte ppkp und pcke, gx
der vom Schnittpunkte ax
durch p4 und ps harmonisch
getrennte Strahl von P, P2
der Polarkegelschnitt der
Polare p von P in bezug
auf ABC, und liegt der
Schnittpunkt pis k4 nicht auf
%, 80 gehen dann und nur
dann durch K keine unend-

Ist P3 der der Geraden p in
bezug auf 4D C zugehorige
Strahlenbiischel dritter Ord-
nung, ! irgendeine reelle
Gerade, 4 der Schnittpunkt
der beiden Geraden P,L;
und P,L., ¢ der von der
Geraden A 4 durch P, und
P, harmonisch getrennte
Punkt von p, p? der Polar-
kegelschnitt des Poles P von
p in bezug auf ABC, und
geht die Gerade P} L, nicht
durch 4, so hat dann und
nur dann ! keine unendlich
benachbarte Punkte mit der
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lich benachbarte Tangenten
an p3 (K ist also kein Punkt
von p3); alsdann gehen von
K an ps 1) zwei Paar kon-
jugiert-imaginirer einfacher
Tangenten, oder 2) ein

von P3 eingehiillten Kurve
vierter Ordnung gemein;
alsdann hat | mit dieser
Kurve 1) zwei Paar kon-
jugiert-imaginiirer einfacher
Punkte gemein, oder 2) ein

Paar konjugiert-imagindrer einfacher und zwei reelle von-
einander verschiedene einfache, oder 3) vier reelle vonein-
ander verschiedene einfache, oder 4) ein Paar konjugiert-

imagindrer einfacher und
eine Wendetangente, | einen Riickkehrpunkt,

oder 5) zwei reelle voneinander verschiedene einfache und

eine Wendetangente, oder
endlich 6) zwei Wende-
tangenten, je nachdem f2,
der dem Viereck

P(paks)(pels)(peke)
umschriebene und in P von

g, tangierte Kegelschnitt,
mit P2

einen Riickkehrpunkt, oder
endlich 6) zwei Riickkehr-
punkte, je nachdem {2, der
dem Vierseit

P (PRL)(Py Lo)(Pi L)
eingeschriebene und p in
(), berithrende Kegelschnitt,
mit p?

1) zwei Paar konjugiert-imagindrer Tangenten oder Punkte
gemein hat, oder 2) ein Paar konjugiert-imagindrer und
zwei reelle voneinander verschiedene, oder 3) vier reelle
voneinander verschiedene, oder 4) ein Paar konjugiert-imagi-
niarer und zwei reelle unendlich benachbarte, oder 5) vier
reelle, von denen zwei unendlich benachbart und die iibrigen
zwei von diesen und voneinander verschieden sind, oder
endlich 6) vier reelle, von denen zweimal zwei unendlich
benachbart sind, wo also
f2 mit P2 |

eine doppelte reelle Beriihrung hat.

L2 mit p2

Liegt aber auch der Schnitt-
punkt ps k4 auf %, so gehen
von K an p® vier reclle
Tangenten,

Geht aber P,L, durch A,
so hat I mit der von P3
eingehiillten Kurve vier
reelle Punkte,

von denen zwei unendlich benachbart und die iibrigen zwei
von diesen und voneinander verschieden sind (wo also
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K ein gewohnlicher Punkt
von p?

{ eine gewdhnliche Tangente
dieser Kurve

ist), oder zwei reelle unendlich benachbarte, von denen

eine eine Wendetangente
und die andere eine ein-
fache Tangente ist, und noch
eine von diesen verschiedene
reelle Tangente (wo also K
ein Wendepunkt von p3 sein
wird), je mnachdem der
Schnittpunkt (gxx) kein
Punkt von P2 ist oder nicht.

einer ein Riickkehrpunkt
und der andere ein einfacher
Punkt ist, und noch einen
von diesen verschiedenen
reellen Punkt (wo also ! eine
Riickkehrtangente  dieser
Kurve sein wird) gemein,
je nachdem die Gerade ), 4
keine Tangente von p? ist
oder nicht.

Hierbei sei nochmals (s. oben Nr.93) hervorgehoben, dafi €2
und p? (und ebenso f2 und P?) stets ebensoviel reelle Tangenten,
wie reelle Punkte gemein haben.

100. Nunmehr konnen wir das folgende negative Kriterium
der Imaginiritdt der simtlichen Schnittpunkte einer Geraden und
der von P3 eingehiillten Kurve aufstellen.

Satz 46. Liegt ein
Punkt XK nicht in dem-
jenigen der vier durch 4BC
getrennten  Gebiete  der
Ebene, innerhalb dessen P
liegt, so miissen mindestens
zwei der von K an p3
gehenden Tangenten reell
sein.

Dringt eine Gerade ! in
dasjenige Dreiecksgebiet von
ADBC(C ein, welches den Pol PP
von p in bezug auf ABC
enthélt, so miissen minde-
stens zwei der Schnittpunkte
von | und der von P% ein-
gehiillten Kurve reell sein.

In der Tat liegt das P enthaltende Dreiecksgebiet ganz innerhalb
des Polarkegelschnitts p2 (Nr.2), und mithin konnen, wenn [ in
dieses Dreiecksgebiet eindringt, mindestens zwei der Schnittpunkte
L,, Ly, L, von | und den Seiten von A BC, durch welche die
Tangenten P;L,, PyL,, P,L von {2 gehen und welche Schnitt-
punkte also sicher keine inneren Punkte von {2 sind, sicher keine
auberen Punkte von p2 sein. Es kann also dann p2 nicht ganz im
Innern von €2 liegen, und mithin miissen p? und L2 mindestens
zwel reelle Punkte gemein haben; denn 2 und p?, die nie reelle
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Tangenten, ohne reelle Punkte, gemein haben, kénnen bekanntlich
nicht auseinander liegen, und der Kegelschnitt €2, der von der
ganz aublerhalb p? liegenden (Nr.2) Geraden p beriihrt wird, kann
nicht ganz im Innern von p2 liegen. Folglich muB dann nach
Satz 45 1 mit der von I’% eingehiillten Kurve mindestens zwei
reelle Punkte gemein haben.

Fiir die Entscheidung iiber die Realitit der Schnittpunkte
einer Geraden und der von P5 eingehiillten Kurve wird manchmal
die folgende Bemerkung von Nutzen sein.

Der Schnittpunkt der drei Geraden A(f3L,, P:L.),
B(P:L,, P.L,), C(P; L, P; L) liegt auf p? und innerhalb €2

In der Tat gehen durch den Schnittpunkt @, =1Ip der isolierte
Doppelstrahl p und noch ein einziger einfacher Strahl p, von Ps3;
mithin muf nach I in Nr.88 (s. auch Bemerkung zu Satz 41 in
Nr.89) x?, der aus dem Polarkegelschnitt g7 von ¢, abgeleitete
durch Py, P;, A und (1% Ly, P; L) = 4 gehende Kegelschnitt, durch
die konjugiert-imagindren Schnittpunkte von p und p? und den
auf p2? liegenden Pol G, von ¢,= P (in bezug auf AL C) gehen.
Nunmehr mull aber %7, weil er mit p vier Punkte, nimlich P;, P.
und die beiden konjugiert-imaginéren Schnittpunkte von p und p2
gemein hat, in das Geradenpaar p und A4(P;L,, P L,) ausarten;
folglich mufl G, der zweite Schuittpunkt (auller A) der Geraden
A(Py Ly, P.L;) und p? sein. In derselben Weise erkennt man, wenn
P;und P; an Stelle von P, und P. genommen werden (wo dann L
L, und A durch L., L, und B ersetzt werden miissen), dafl der
Pol G, von ¢g;= P der zweite Schnittpunkt von B(P:L., Pqla)
und p? sein muB; ebenso mul aber G der zweite Schnitt-
punkt von C(PL., P;Il;) und p? sein. Nuumehr miissen die
Seiten des Dreiecks der drei weiteren (auller A) Schnittpunkte
von p? mit %7, dem ausgearteten Kegelschnitt des dem Viereck
PyP. A(P; Ly, P, L) umschriebenen Biischels £(x?), drei Tangenten
des Kegelschnitts 22 sein (Nr. 92); mithin gehen durch G, zwei kon-
jugiert-imaginire Tangenten von €2, nidmlich die beiden G, mit
den konjugiert-imaginiren Schnittpunkten von p und p2 ver-
bindenden Geraden, und (+; mufl daher innerhalb £? liegen. Wir
sehen also, dafl die drei Geraden A(P;L,, P.L.), B(P.L., PiL,),
C(P.L,, P;L) in den auf p2 und innerhalb €2 liegenden Punkt Gy
konvergieren, was zu beweisen war.
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101. Wir kénnen nun auch das folgende Kriterium aufstellen.

Sil,tZ 47, Sind P;, P,
P,, P, vier Punkte von p3,
4is Qs 1, (m diejenigen
Tangenten an P2 (dem Polar-
kegelschnitt der Polare p
von P in bezug auf AL (),
welche die je zwei Schnitt-
punkte pis p;p und pop;ic bzw.
pepis und pepre baw. prpis
und pepre bzw. psp.p und
PePme (Pip=DBL;, pic=CP,
P =B Py, pre=Cly, mip
E];Pl,plg = CP(,}O,,,BEBP,,,,
Pme = CP,) verbinden (und
welche Tangenten die Po-
laren der vier Schnittpunkte
(b)i’ Qk, (L)la (l?m von p und
der Verbindungsgeraden g,
EPPZ‘, g/;EPPk, ylEPPb
gm = PP, in bezug auf A B C
sein miissen), g, ¢®, ¢,
q® die gleichfalls P2 tan-
gierenden Polaren der vier
Punkte QP =pq;, QO =pag,
M =pq, (gggf pqmin bezug
auf ABC, U;, Uy, U, U, die
Beriihrungspunkte von P2
mit den Tangenten ¢;, q,
@1, Qm, 80 konvergieren die
vier Tangenten von p3 in
PZ', Pk, Pl, Pm dann und
nur dann in einen Punkt,
wenn P, U;,, U, U, U,,
447 %4 69475 1,95
neun Punkte eines und des-
selben Kegelschnitts sind,
wo dann ¢, ¢, ¢, ¢
die Tangenten dieses Kegel-

Sind p,, pry Psy pe vier
Strahlen von P3,
(s, G, diejenigen auf p?
(dem Polarkegelschnitt des
Pols P von p in bezug auf
AD () liegenden Punkte, in
denen die je zwei Geraden
Py Pyyund PP, bzw. P P,
und P.P,. bzw. I’ Py, und
PP, bzw. P, Py, und PP,
(Lop=psb, Pyo=p,e, Py
=peb, Proz=pre, Poy=psb,
l)sczpsca l)tb:‘ptba l)tczptc)
sich schneiden (und welche
Punkte die Pole der vier
P mit den Schnittpunkten
Wg=PPqs @ =DPPry WUs=DPs,
Q)¢ =pp: verbindenden Ge-
raden ¢q Gr, s ¢ In bezug
auf ADBC sein miissen),
GO, GO, GO, GO die
gleichfalls auf p? liegenden
Pole der vier Geraden g
= Plry, gV = Plr,, gV = PG,
9® = P in bezug auf ABC,
ty, tv, 15, & die Tangenten
an p? in G, G, G Gy
so liegen die vier Berithrungs-
punkte von pgs Pry Psy Pt
mit der von P3 eingehiillten
Kurve dann und nur dann
in einer Geraden, wenn p,
tgy tey tsy by G GO, G GO,
G,GO, G,GO neun Tan-
genten eines und desselben
Kegelschnitts sind, wo dann
GO, GO, GO, GO die Be-
ruhrunvspunktediesesKegel-

M B
(vq, (r,.,



Nr. 101, 102 Uber cine neue, spezielle Erzeugungsart usw. 205
schnitts in den Punkten g,¢9, schnitts mit den Tangenten

A o Y a il
7,97, 40P, q,9Y sein GGV, GG, GG,

werden. G,GY sein werden.

Denn liegen die Beriihrungspunkte von pg, p,, ps, p: mit der
von P3 eingehiillten Kurve in einer Geraden !, so miissen nach I
(Nr.94) t,, 1,, t,, t und dann (nach Nr.93) auch G, GO, G, GO, G GO
G@,G Tangenten eines und desselben Kegelschnitts 22 sein, welcher
letzte auch von p tangiert (Nr.95) und von den Tangenten G G,
G,.GY, G .GV, G,GO in bzw. Go, GO, GO, GO beriihrt wird
(Nr.93). Und, umgekehrt, wenn p, t,, t,, t,, t, Gqull), G, GO,
G.GO, G,GO einen und denselben Kegelschnitt tangieren, so
muf dieser Kegelschnitt mit demjenigen Kegelschnitt €2 identisch
sein, welcher aus der die beiden Beriihrungspunkte der Strahlen
pg und p, von P2 verbindenden Geraden ! in der in I (Nr.94)
angegebenen Weise hervorgeht; da diese beiden Kegelschnitte
nach I (Nr.94) und Nr.93 die fiinf Tangenten p, ¢, {,, G G,
G, G® gemein haben. Folglich muff dann nach I (Nr.94) 1 auch
durch die Beriihrungspunkte der Strahlen p, und p, von P3 gehen.

102. Nach dem soeben aufgestellten Satze miissen die Kegel-
schnitte %2, welche aus allen durch den Berithrungspunkt I, eines
von den Riickkehrstrahlen verschiedenen Strahles p, von
Ps gehenden Geraden ! in der in I (Nr.94) angegebenen Weise
hervorgehen, simtlich von den drei Geraden p, t,, G, G® beriihrt
werden, und zwar von G_G® im Punkte GO und also eine Kegel-
schnittschar u,(22) bilden, von der zwei Grundtangenten in G, GO
unendlich benachbart liegen. Nunmehr hat jeder Kegelschnitt
der Schar u,(22) mit dem Polarkegelschnitt p2, der nur von der
einen Grundtangente t, dieser Schar tangiert wird, noch drei
weitere Tangenten gemein, welche ein Dreieck bilden; und die
Eckpunkte dieser simtlichen Dreiecke liegen (vgl. oben Nr.92) auf
einem Kegelschnitt x2, welcher durch G® geht und von p im
Schuittpunkte (p, G, GO) beriihrt wird und welcher, wie wir sofort
zeigen werden, auller GO noch die Eckpunkte von A B C mit p2
gemein haben mufl. Denn verbindet man 1, mit dem Riick-
kehrpunkte des Riickkehrstrahles p,=PA von P3 durch eine
Gerade I, so muB nach I in Nr.94 (weil die P mit dem Schnitt-
punkte (pp,) verbindende Gerade mit p, zusammenfillt und A
der Pol von p, in bezug auf A DB C ist) der aus dieser Geraden !



206 Dritter Abschnitt. Nr. 102

hervorgehende Kegelschnitt ¥2 von p2 in A beriihrt werden, und
mithin ist 4 ein Schnittpunkt von zwei weiteren (auller {¢,) ge-
meinsamen unendlich benachbarten Tangenten dieses Kegel-
schnitts €2 und p2, also ein Punkt von 22; ebenso miissen aber
auch I3 und C Punkte von z2 sein. Der Schnittpunkt (p, G, GW)
ist aber nach Satz 18 (Nr.28) der Pol der Geraden g, (welche P mit
dem Schnittpunkte ¢, =pp, verbindet und die Polare von G, in
bezug auf ABC ist) in bezug auf p? und mithin (nach Nr.2) der-
jenige Punkt ¢, von p, der zu pg,= @, =pp, zugepaart ist in
der von A C erzeugten Punktinvolution (p)2 Folglich muf} der
Polarkegelschnitt w'2 von U, in bezug auf AL C (wo U, der Be-
rithrungspunkt des Polarkegelschnitts £2 von p mit der P2 tan-
gierenden Polare ¢, von ). in bezug auf ABC ist), welcher AB(C
umschrieben ist und (weil U, auf ¢, liegt) durch @, =(p, G, GV)
geht und (weil U; auf dem Polarkegelschnitt P2 von p liegt) von
p in @), beriihrt wird (s. Satz 7 meiner Dissertation, S.52), mit
dem obigen Kegelschnitt x2 identisch sein.

Zu bemerken sei noch, daB in U, (weil «;2 =22 durch den
Pol G® von g =P @, in bezug auf ADBC geht) der erste Re-
priasentant g von gy und (weil nach Hilfssatz 2 in Nr.52, duali-
siert, der Berithrungspunkt U, der Tangente ¢, des Polarkegel-
schnitts P2 von p dem Schnittpunkte (p¢)) zugepaart ist in der
von 4 BC erzeugten Involution (¢;)2, nach Nr.5 die von ALCU
erzeugte Strahleninvolution (@);)? zu (¢,)% perspektiv ist und mit-
hin @, U} zu p in (@,)? zugepaart und also ein Strahl von P3 ist)
der durch (), gehende Strahl von P3 konvergieren miissen.

Beachtet man nun, dal die Seiten eines jeden der p? um-
schriebenen und 22 =u,? eingeschriebenen Dreiecke, welche Seiten
die drei weiteren (auler f,) gemeinsamen Tangenten eines Kegel-
schnitts 82 der Schar u,(22) und p? sind, nach I (Nr.94) p? in
den Polen (in bezug auf ABC) solcher drei durch P gehenden
Geraden beriihren miissen, welche drei Geraden durch die Schnitt-
punkte von p mit solchen drei Strahlen von P3, deren Beriihrungs-
punkte (mit der von P3 eingehiillten Kurve) in einer durch 1l,.
gehenden Geraden liegen, hindurchgehen, so ergibt sich folgendes
Resultat.

Satz 48. Ist U, der Berithrungspunkt irgendeines von
den Riickkehrstrahlen verschiedenen Strahles p, von Ps3,
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@, der Schnittpunkt von p und p,, @ der zu ¢, in der
von A B C erzeugten Punktinvolution (p)? zugepaarte Punkt,
g, die dem DPolarkegelschnitt P2 von p tangierende Polare
von ). in bezug auf 4 BC, U, der Berithrungspunkt von ¢
und P2, w,2 der Polarkegelschnitt von U; und p? der Polar-
kegelschnitt des Pols P von p (alles in bezug auf A.BC),
und bezeichnet man die Punkte, in denen drei verdnder-
liche Strahlen p;, py, p; von P3 von p geschnitten werden,
der Reihe nach mit ¢, ¢,, ¢5, die Verbindungsgeraden
P, Py, P mit gy, gy g5, die auf p? liegenden Pole (in
bezug auf A BC) von g¢,,¢,,9; mit G,, G,, Gz, Wo nach
Satz 43 (Nr.97) in G, P; Pya, Py Py, Pe Py, in Gy Py Py,
P; Py, PPy, und in Gy P, Pya, Py Py, PePs, (Pra=pa,
Py =p,b, P,.=pic, Pyy=p,a usw.) konvergieren miissen, und
die Tangenten von p? in Gy, Gy, G5 mit t;, 1y, &5, so liegen
die Berithrungspunkte je dreier solcher Strahlen p,, p,, p;
von P3 und nur solcher drei Strahlen mit ll, in je einer
Geraden, fiir die das p? umschriebene Dreieck ¢ ¢,¢; (der
entsprechenden drei Tangenten von p2) zugleich w,* ein-
geschrieben ist; und dual fiir die mit einer gegebenen Tan-
gente von p3 in je einen Punkt konvergierenden Tangenten
von 3, :

Die Strahlentripel von P3, deren Beriithrungspunkte mit
Il in je einer Geraden liegen, werden von p in den Punkte-
tripeln derjenigen kubischen Involution geschnitten, welche
durch die zwei Punktetripel @, ¢ @ und @ QO QW (wo
also Q0" ein Doppelpunkt der kubischen Involution sein
wird) festgelegt ist; wobei ¢, und ¢, dasjenige Punkte-
paar in (p)? bilden, dessen Reprisentant ¢, ist, und Q@
derjenige Punkt von p ist, der dem ersten Représentanten
QW von @ zugepaart ist in (p)?; und dual fiir ps.

Das letztere erhellt folgendermafien: Die Tripel der Seiten
t, t,t, der p? um- und w«,? eingeschriebenen Dreiecke bilden be-
kanntlich eine kubische Involution im Biischel der Tangenten
von p?, mithin auch die Punktetripel G; G, G, in der zu diesem
Tangentenbiischel perspektiven Punktreihe auf p? und nunmehr
auch die Strahlentripel ¢,¢,9; in dem zu dieser Punktreihe der
Pole auf p2 projektiven Biischel der Polaren um P und die
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Punktetripel @, @, ¢; in der zu diesem Biischel um P perspek-
tiven Punktreihe auf p. In dieser kubischen Punktinvolution
auf p miissen nun die Schnittpunkte @, @, Q,» von p mit den-
jenigen Strahlen p,, p;» und p;» von P3, deren Beriihrungspunkte
nach I in Nr.54 (dualisiert) mit I, in einer Geraden, nimlich
auf p, selbst, liegen, und die Schnittpunkte @, und Q®" von p
mit denjenigen Strahlen p; und p®" von I’3, deren Berithrungs-
punkte nach I (Nr.54) mit U, in einer Geraden, nimlich auf p®,
liegen (wo, weil im Beriihrungspunkte von p®’ zwei unendlich
benachbarte gemeinsame Punkte von p®" und der von I’% ein-
gehiillten Kurve liegen, p®' und mithin auch QO doppelt zu
zghlen ist), je ein Punktetripel bilden.

103. Ebenso aber wie die aus den simtlichen durch 1i,, den
Berithrungspunkt eines von den Riickkehrstrahlen verschiedenen
Strahles p, von P3, gehenden Geraden ! in der in I (Nr.94) an-
gegebenen Weise hervorgehenden Kegelschnitte 22, bilden auch
die aus den sdAmtlichen durch irgendeinen ganz beliebigen
Punkt K gehenden Geraden ! in der ndmlichen Weise hervor-
gehenden Kegelschnitte ¥2 eine Schar f(€?), deren Grundtangenten
nach Nr.92 aus p und den drei Seiten des Dreiecks der drei
weiteren (auller 4) gemeinsamen Punkte des Polarkegelschnitts
p? von P und %2, des aus dem Polarkegelschnitt k2 von K ab-
geleiteten durch P; und P, gehenden Kegelschnitts, bestehen.

[Beildufig bemerken wir, dal diese Kegelschnittschar f(22)
zum Strahlenbiischel K (1) projektiv ist, wenn jeder Geraden [
von K der aus ihr hervorgehende Kegelschnitt {2 zugewiesen
wird. Denn, wenn ! den Strahlenbiischel K (1) durchliuft, so be-
schreiben die beiden Geraden Pj; L, und P; L., wo L,=1b und
L,=lc ist, zwei zu K (I) perspektive Strahlenbiischel um P; bzw.
P;, deren perspektive Durchschnitte & bzw. ¢ sind, und mithin
der Schnittpunkt 4 von P; L, und P; L. eine zu K (1) projektive
krumme Punktreihe x2(4) auf dem durch A gehenden Kegel-
schnitt »? (Nr.90); alsdann wird also die 4 von 4 aus proji-
zierende Gerade einen zu K (I) projektiven Strahlenbiischel um A
beschreiben, und folglich wird auch die von ¢, dem von A4 durch
P, und P, harmonisch getrennten Punkte, beschriebene Punkt-
reihe p (@) und somit auch die Kegelschnittschar f(22) zu K (1)
projektiv sein miissen; da jeder Kegelschnitt 22, der aus einer
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Geraden ! von K hervorgeht, nach Nr.95 von der Grundtangente
p in dem jener Geraden ! entsprechenden Punkte ¢, beriihrt
werden muf.]

Ist nun K einer der Riickkehrpunkte von P3, so liegen alle
drei weiteren (auller 4) gemeinsamen Punkte von p2 und »2 un-
endlich benachbart (Satz 41 in Nr.89), und zwar in einer der
Ecken von ABC (Nr.93), und die Seiten des Dreiecks dieser
drei unendlich benachbarten Punkte, von welchen Seiten zwei
unendlich benachbarte Tangenten von p? in einem der Ecken
von ABC sind, miissen drei unendlich benachbarte Tangenten
eines jeden aus einer Geraden ! von K hervorgehenden Kegel-
schnitts ¢2 sein. Die Schar der Kegelschnitte 22, welche aus den
simtlichen durch einen Riickkehrpunkt von P3 gehenden Geraden I
hervorgehen, hat daher » und noch drei einander unendlich be-
nachbarte Geraden, von welchen letzteren zwei p2 in einer der
Ecken von ADBC tangieren, zu Grundtangenten. Jeder Kegel-
schnitt dieser Schar hat nun mit p2 noch zwei weitere Tangenten
gemein, welche bekanntlich eine Tangenteninvolution um p2
bilden miissen. Die Achse dieser Tangenteninvolution muf, wenn
der Riickkehrpunkt etwa ll,, der des Riickkehrstrahles p, = P A
von I, ist, die Dreieckseite ¢« = BC sein. Denn derjenige
Kegelschnitt 2, welcher aus der die beiden Riickkehrpunkte U,
und U, verbindenden Geraden ! hervorgeht, mull (nach Satz 45
in Nr.99 und I in Nr.94) von p2 aubler in A4 noch in B beriihrt
werden, und mithin mufl B auf der Achse jener Tangenten-
involution liegen, ebenso aber auch C.

Mithin haben wir:

Satz 49. Ist I, der Riickkehrpunkt des Riickkehrstrahles
p,=PA4 von P3, und sind p, und p, zwei veridnderliche
Strahlen von P3, ¢, und ¢, die diesen Strahlen in der im
Satze 48 angegebenen Weise entsprechenden Tangenten
von p2, so liegen die Beriihrungspunkte je zweier solcher
Strahlen p; und p, von P8 und nur solcher zwei Strahlen
mit 1, in je einer Geraden, deren entsprechende Tangenten
t, und t, von p? sich auf der Dreieckseite « schneiden.

Die Strahlenpaare von P32, deren Beriihrungspunkte mit
ll, in je einer Geraden liegen, werden also von p in den

Punktepaaren derjenigen Involution geschnitten, deren Doppel-
Berliner, Habilitationsschrift. 14
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punkte P;=ppp=(p,PB) und P;=pp.=(p, PC) sind; und

dual fiir ps.

Dieser Satz ist im Satze 48 als Spezialfall enthalten, denn,
wenn I, =1, ist, also p,=p,, so ist Q.= P, Qy=P.=pa, ¢-=a,
U=ap, (Nr.2) und u,? artet (nach Nr.2) in das Geradenpaar
AP, und « aus, und dann wird stets, weil A P, Tangente an p?
in 4 ist (Nr.2), eine Seite von jedem p2 um- und dem in 4 P,
und a ausgearteten Kegelschnitt eingeschriebenen Dreieck A P,
selbst sein.

Ferner haben wir nun nach I (Nr. 94):

Satz 50. Ist K irgendein ganz beliebiger Punkt, aber
kein Beriihrungspunkt von P3, x2 der aus dem Polarkegel-
schnitt k2 von K (in bezug auf A B C) abgeleitete, etwa
durch P; und P, gehende Kegelschnitt, x,, »,, %; die Seiten
des Dreiecks der drei weiteren (auller A) voneinander ver-
schiedenen (nach Satz 41 in Nr.89) gemeinsamen Punkte
von x»2 und p2, £(R2) diejenige Kegelschnittschar, deren
Grundtangenten die vier (p2 nicht tangierenden) Geraden
P,y %y, %y, %3 8ind, 8 diejenige Kurve dritter Ordnung, auf
der bekanntlich1) die Eckpunkte der séimtlichen aus den
je vier gemeinsamen Tangenten von p? und der Kegelschnitte
der Schar f(Q?) gebildeten vollstindigen Vierseite liegen,
50 liegen die Berithrungspunkte von je vier solchen Strahlen
P1y Doy P, Po Von P2 und nur von solchen vier mit K in je
einer Geraden, deren entsprechende (Satz 48) Tangenten
tyy Tay b5, {, von p2 zugleich auch einen und denselben Kegel-
schnitt der Schar f(¥2) tangieren und also ein solches voll-
stindiges Vierseit bilden, dessen sechs Eckpunkte auf f3
liegen.

Die Strahlenquadrupel von P3, deren Beriihrungspunkte
mit K in je einer Geraden liegen, werden daher von p in
den Punktequadrupel einer biquadratischen Involution ge-
schnitten; und dual fiir ps.

Nunmehr sind die Sétze 48 und 49 als Spezialfille in diesem
Satze enthalten; denn, wenn K ein Beriihrungspunkt U, von P3
ist und dann p? von einer der Grundtangenten der Schar f(%2)

1) Vgl. Steiner-Schroter, Synthetische Geometrie, T. I, § 63, Nr. 346.
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tangiert wird, muf} {8, wie man sofort einsieht, in jene Grund-
tangente und den in Satz 48 angegebenen Kegelschnitt u,? zer-
fallen, und wenn K der Riickkehrpunkt 1, von P3 ist und dann
p? in A von zwei in A P, unendlich benachbart liegenden Grund-
tangenten der Schar f(€?) tangiert wird, mufl 8 in die doppelt
zu zahlende Gerade A4 P, und die Dreieckseite B C zerfallen.

Bemerkung. Die einem jeden Punkte K durch die von P3
eingehiillte Kurve vierter Ordnung in der angegebenen Weise
mittels der Kegelschnittschar f(22) und p2 zugeordnete Kurve
dritter Ordnung f3 mul} stets 4B C umschrieben sein. Denn
derjenige Kegelschnitt 82, welcher aus der K mit dem Riickkehr-
punkte U, verbindenden Geraden I hervorgeht, wird von p2 in 4
beriihrt; mithin schneiden sich in 4 zwei unendlich benachbarte
gemeinsame Tangenten jenes Kegelschnitts $2 der Schar f(R2)
und p2, und folglich mull A ein Punkt von f3 sein; ebenso aber
miissen auch B und C Punkte von f8 sein. Wenn also K eine
gerade Punktreihe 7 durchlauft, so mufl die K zugeordnete Kurve
dritter Ordnung f3 einen Kurvenbiischel beschreiben. In der Tat
mull der aus der festen Geraden ! hervorgehende Kegelschnitt €2
in jeder der Kegelschnittschare f(%2), die den Punkten K von !
zugehoren, enthalten sein, und mithin miissen die sechs Eckpunkte
des aus den vier gemeinsamen Tangenten dieses Kegelschnitts {2
und p? gebildeten vollstindigen Vierseits auf jeder der Kurven f3
welche den Punkten K von ! zugeordnet sind, liegen; folglich
miissen diese Kurven, die jene sechs Eckpunkte und aufllerdem
noch die Eckpunkte von A B C gemein haben, einen Biischel von
Kurven dritter Ordnung bilden.

104. Aus I in Nr. 94 und Nr. 95 (dualisiert) ergeben sich
unmittelbar die folgenden Lésungen der

Aufgabe 25. Die vier aus einem gegebenen Punkte K
an p3 gehenden Tangenten zu ermitteln.

Auflésung 1. Man ermittelt die gemeinsamen Punkte
Uy, U,y Us, Uy des Polarkegelschnitts P? von p (der Polare
von P beziiglich 4 B C) und desjenigen Kegelschnitts f2,
der durch P, pi ks, psks, pcke hindurchgeht und in P von
9z (der vom Schnittpunkte a (psks, pekc) durch py und pis
harmonisch getrennten Geraden) tangiert wird (wobei
ka=KA, kg=KB, ke=KC, ps=PA, ps=PP,=(P,pa),
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Pe=PPy=(P,pb), po=PP.=(P,pc) sind), und die Tan-
genten q4, 9y, s, ¢ von P2 in U,, U,, U, U; bringt sodann
die Geraden (B, pgq,) und (C,peq,) zum Schnitt im Punkte
P,, (B,ppqy) und (C,poq,) in P, (B,ppqs) und (Cpegs)
in P, (B,prq;) und (C,peq) in P;; alsdann werden die
Geraden K P,, KP,, KP.,, KP, die vier von K an p3
gehenden Tangenten sein, und zwar werden sie p3 in bzw.
P,, P,, P, P, beriihren.

Auflésung 2. Man ermittelt die gemeinsamen Tan-
genten ¢{", q®, q®, ¢V’ der namlichen Kegelschnitte P2 und
t2, und bringt die Geraden (B,pjq") und (C,p(q{") zum
Schnitt in PP, (B, p q») und (G, p,qV) in PO, (B, p’, ¢P) und
(Cpq®) in PO, (B,p,q") und (Cp,q) in PO; alsdann
werden die Geraden KPP, K P®, KP», KPPV die vier
aus K an p® gehenden Tangenten sein, und zwar werden
dann PO, PO, PO, PO nicht die Beriihrungspunkte, son-
dern die weiteren (dritten) Schnittpunkte dieser Tangenten
mit p3 sein.





