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Yorrede.

Der vorliegende zweite Teil des zweiten Bandes bringt meine projektive
Geometrie der Ebene zum AbschluB. Ich habe in ihm die schon im ersten
Teil dieses Bandes mit der Darstellung der Kegelschnittbiischel und Kegel-
schnittscharen begonnene Behandlung der linearen Gebiete vorn Kurven zwei-
ter Ordnung und zweiter Klasse fortgesetzt und zu Ende gefiihrt, indem ich
zuniichst von speziellen Kegelschnittbtischeln und Kegelschnittscharen das
Scharbiischel von Kurven zweiter Ordnung und die Biischelschar von Kur-
ven zweiter Klasse der Betrachtung unterworfen habe, d. h. diejenigen Gle-
biete zweiter Stufe dieser Kurven, die unter ihren zerfallenden Kurven bezieh-
lich eine Doppellinie und einen doppeltzihlenden Punkt enthalten. Diese
speziellen Kegelschnittbiischel und Kegelschnittscharen erweisen sich so-
gleich als niitzlich bei Aufsuchung der Lagenbeziehung zwischen den bei-
den Kernkurven einer beliebigen Reziprozitit und bieten auch spiter ein
brauchbares Hilfsmittel zur geometrischen Deutung gewisser Gleichungen
zweiten Grades zwischen Punkt- und Linienkoordinaten.

Zur Vorbereitung auf die linearen Kegelschnittgebiete hiherer Stufe entwickle
ich sodann den Begriff apolarer Reziprozititen und Polarsysteme, der dann
wiederum bei der Beschrinkung auf apolare Polarsysteme zu den Liicken-
und Potenzformen zweiter Ordnung und zweiter Klasse, zu den algebraischen
Produkten von Punkten und Stiben und zu den kombinatorischen Produk-
ten von Potenzformen zweiter Ordnung und zweiter Klasse hintiberleitet. Es
ergibt sich dabei, daB die Gesamtheit aller Kurven zweiter Ordnung und
zweiter Klasse in der Ebene je ein lineares Gebiet sechster Stufe bildet.

Fir die Betrachtung der linearen Kegelschnittgebiete dritter Stufe, der
Kegelschnittnetze und Kegelschnittgewebe, wird es notwendig, die mit diesen
Gebieten eng zusammenhingenden Kurven dritter Ordnung und dritter Klasse
ausfiithrlich zu behandeln, insbesondere die Polarentheorie und den Begriff
der syzygetischen Biischel und Scharen dieser Kurven darzustellen. In der
Tat fithrt die Frage nach den in einem Kegelschnittnetz und -Gewebe enthal-
tenen zerfallenden Kurven auf gewisse Ordnungs- und Klassenkurven dritten
Grades, nimlich auf die Hessesche und die Cayleysche Kurve dieses
Kegelschnittnetzes und -gewebes, und die Ubersicht iiber die in diesem Netze
und Gewebe diberhaupt enthaltenen Kurven wird wesentlich erleichtert durch
Einfiihrung der Urkurven dritter Ordnung und dritter Klasse, deren konische
Polaren und konische Pole jene Kurven des Netzes und Gewebes sind. Bei
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den linearen Kegelschnittgebieten vierter und fiinfter Stufe findet man die
in ihnen vorkommenden zerfallenden Kurven durch Aufsuchung der Paare
Lonjugierter Geraden und Punkte in den Kegelschnittgebieten zweiter und
erster Stufe, die zu jenen Gebieten vierter und fiinfter Stufe apolar sind.
Im letzten Drittel des Buches werden die metrischen Eigenschaften der
Figuren vom projektiven Stamdpunkie aus abgeleitet, und zwar vorzugsweise
ihre Beziehungen zum Kreispunktpaar, die sog. Rechtwinkelgeometrie, nachdem
die Parallelyeometrie, d. h. die Beziehungen zur unendlich fernen Geraden ohne
Auszeichnung der Kreispunkte auf ihr, zum Teil schon vorher gelegentlich
eingeschaltet sind. Dazu fiihre ich den extensiven Bruch K des Kreispunkt-
paares ein, zuerst bezogen auf ein schiefwinkliges Fundamentaldreieck und
einen beliebigen Einheitspunkt, sodann in bezug auf ein rechtwinkliges Car-
tesisches Koordinatensystem, und stelle endlich das Kreispunktpaar auch
als algebraisches Produkt seiner konjugiert komplexen Punkte dar. Wurden
schon frither in den parallelgeometrischen Einschaltungen parallele Geraden
als Geraden charakterisiert, die sich auf der unendlich fernen Geraden, dem
Triger des Kreispunktpaars, schneiden, und die Parabeln als nicht zerfallende
Kurven zweiter Klasse, die die unendlich ferne Gerade beriihren, so werden
jetzt zwei aufeinander senkrechte Geraden als Geraden gekennzeichnet, die
zum Kreispunktpaar konjugiert sind, die Kreise als Kurven zweiter Ordnung,
die durch die Kreispunkte hindurchgehen, die gleichseitigen Hyperbeln als
Kurven zweiter Ordnung, die zum Kreispunktpaar apolar sind, die Scharen
konfokaler Kurven zweiter Klasse als Kegelschnittscharen, die unter ihren
zerfallenden Kurven das Kreispunktpaar enthalten, der Direktorkreis einer
Kurve zweiter Klasse als harmonische Kurve zweiter Ordnung zu dieser
Kurve zweiter Klasse und dem Kreispunktpaar, schlieflich die Steinersche
Parabel eines Punktes hinsichtlich einer Kurve zweiter Klasse als Polar-
kegelschnitt dieses Punktes in bezug auf die mit jener Kurve konfokale
Kegelschnittschar. Der Feuerbachsche Kreis eines Dreiecks, das entsteht,
wenn man einer gleichseitigen Hyperbel ein Dreieck einschreibt und dieses
Dreleck in einen Punkt zusammenschrumpfen 1aBt, fiithrt zur Bestimmung
des Kriimmungskreises jener gleichseitigen Hyperbel in diesem Punkte.
Die drei letzten Abschnitte enthalten projektive und metrische Spezialisie-
rungen zur Erzeugung der Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse durch
projektive Strahlbiischel und Punktreihen, und zu den Kegelschnitinetzen und
-Geweben, zum Teil in Anlehnung an Arbeiten von F. Dingeldey und
E. Miiller. Dabei ergibt sich das Gewebe monofokaler Kurven zweiter
Klasse aus einem Kegelschnittgewebe, dessen Kurven zwei feste Geraden be-
rithren, wenn man diese Geraden von einem reellen, im Endlichen liegenden
Punkte nach den Kreispunkten laufen liBt. Feroer erhilt man den Krim-
mungskreis in einem beliebigen Punkte einer nicht entartenden Kurve zwei-
ter Klasse vermdge seiner Beziehung zu dem die Kurve in demselben Punkte
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beriihrenden und zu ihr apolaren Kreise, der dem bei der gleichseitigen
Hyperbel verwerteten Feuerbachschen Kreise eines eingeschriebenen un-
endlich kleinen Dreiecks entspricht.

Von besonderem Nutzen war mir, namentlich fiir die Behandlung der
Kegelschnittnetze und -Gewebe sowie fiir die Darstellung der Rechtwinkel-
geometrie, das schone Buch von S. Gundelfinger, Vorlesungen aus der
analytischen Geometrie der Kegelschnitte, herausgegeben von F. Dingeldey,
Leipzig 1895. Fiir die Abschnitte tiber Kurven dritter Ordnung konnte ich
mit Vorteil das Buch von H. Durége, Die ebenen Kurven dritter Ordnung,
Leipzig 1871, zu Rate ziehen.

Meinem Freunde H. Wiener bin ich auch diesmal wieder fiir vielfache
Anregungen verpflichtet, die er mir bei Abfassung des Buches in zahlreichen
Besprechungen hat zu Teil werden lassen.

GieBen, im Dezember 1921.
H. Graf3mann.



Nachwort.

Am 21. Januar 1922 hat mein verehrter Lehrer und Freund Hermann
GraBmann seine Augen fiir immer geschlossen. In seinem Nachla8 befand
sich ein umfangreiches, mit peinlicher Sorgfalt ausgearbeitetes Manuskript
des SchluBbandes Zweiter Band, Zweiter Teil seiner Projektiven Geometrie
der Bbene, das bereits in den letzten Kriegsjahren hitte versffentlicht wer-
den konnen. Aber auch nach dem Tode dieses prichtigen Mannes lieB es
die wirtschaftliche Lage in Deutschland nicht zu, daB die Drucklegung so-
fort erfolgte.

Wenn es trotzdem jetzt schon gelang, diesen Band der Offentlichkeit zu
iibergeben, so verdanken wir es in erster Linie der Tatkraft und dem Opfer-
mut von Frau Professor GraBmann-Stettin, sowie der wertvollen Unter-
stiitzung folgender Freunde und Forderer der Ausdehnungslehre:

GieBener Hochschulgesellschaft,
Osann-Beulwitz-Stiftung,

Landesamt fiir das Bildungswesen in Darmstadt,
Notgemeinschaft der deutschen Wissenschaft in Berlin,
Edward Carus in La Salle (Illinois, U.S.A.),

Ein Industrieller in Stettin.

Fiir das Mitlesen der Korrektur danke ich gern auch an dieser Stelle den
Herren Professor Dr. Mehmke in Stuttgart und Geheimrat Professor
Dr. Dingeldey in Darmstadt.

Es war mir eine besondere Freude, daB ich diesen, wenn auch geringen
Zoll des Dankes meinem verehrten Lehrer durch Uberwachung der Druck-
legung erstatten durfte.

Hannover, im November 1926.
G. Wolff.
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Achter Hauptteil.

Ergénzangen zum Bindren.

Abschnitt 39.

Projektive Geometrie auf einer Kurve zweiter Ordnung
und zweiter Klasse.

Begriff einer Projektivitit auf einer Kurve zweiter Ordnung. Nach dem
Satze 54 wird ein jedes Punktquadrupel einer Kurve zweiter Ordnung, fiir
dessen 4 Punkte eine bestimmite Rangordnung festgesetzt ist, die unabhingig
von der Lage der Punkte auf der Kurve angenommen werden kann, von
allen Punkten dieser Kurve aus durch einen Strahlwurf von demselben
Doppelverhiltnis projiziert, und man kann daber auch dem betrachteten
Punktquadrupel der Kurve zweiter Ordnung selbst ein Doppelverhiltnis bei-
legen, nidmlich jenes Doppelverhiltnis aller dieser Strahlwiirfe.

Dehnen wir daher den Begriff eines Punktwurfes, der bisher (vgl. S.49 des
ersten Bandes) auf 4 Punkte beschrinkt wurde, die auf einer Geraden liegen,
iiberhaupt auf ein System von 4 Punkten mit gegebener Rangordnung aus,
die ein Doppelverhdlinis bestimmen, so darf man zwar nicht 4 beliebige Punkte
der Ebene ohne Angabe einer durch sie hindurchgelegten Kurve zweiter
Ordnung als einen Punktwurf bezeichnen, da sie gar kein Doppelverhiltnis
festlegen. Sobald aber zugleich eine Kurve zweiter Ordnung gegeben ist, die
durch die 4, in vorgeschriebener Rangordnung gedachten, Punkte hindurch-
geht, kommt ihnen in bezug auf diese Kurve ein bestimmtes Doppelverhilt-
nis zu, und wir nennen daher ein System von 4 Punkten einer Kurve zweiter
Ordnung, falls fiir sie eine Rangordnung festgesetzt ist, einen Punktwurf
auf dieser Kurve zweiter Ordnung. i

Man kann dann weiter eine Kurve
zweiter Ordnung projektiv auf eine ge-
radlinige Punktreihe a, b, ¢, ... mit be-
liebigem Triger beziehen, indem man
simtliche Punkte jener geradlinigen
Punktreihe mit einem beliebigen Punkie
s jener Kurve sweiter Ordnung verbindet

(vgl. Fig. 1). Dann sind die zweiten
GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene II, 2




2  Projektive Geometrie auf einer Kurve zweiter Ordnung und zweiter Klasse

Schnittpunkte a,, b,, ¢;, . . . dieser Verbindungslinien mit der Kurve
zweiter Ordnung projektiv auf die Punkte a, b, ¢, . . . jener geradlinigers Punli-
rethe bezogen; denn je 4 so gewonnene Punkte der Kurve zweiter Ordnuung
haben mit den ihnen entsprechenden Punkten dér geradlinigen Punktreihe,
dasselbe Doppelverhiltnis. Auch kann man sagen, jene Punktreihe a,, b,
¢, . .. der Kurve zweiter Ordnung sei zu der geradlinigen Punktreihe a, b,
¢ ... pe;*spelctiv gelegen.

Projiziert man nach dem soeben beschriebenen Verfahren zwei projektive
Punktreihen einer Geraden von einem Punkte s einer Kurve zweiter Ordnung
aus, oder auch von zwei verschiedenen Punkten s und ¢ einer solechen Kurve
aus, auf diese Kurve, so erhilt man auf der Kurve zweiter Ordnung zwei zu-
einander projekiive Punktreihen, und man spricht von einer Projektivitit
auf der Kurve zweiter Ordnung. Bilden die beiden projektiven Punkt-
reihen auf der Geraden zusammen eine Involution, so gilt dasselbe von den
zu ihnen perspektiven Punktreihen auf der Kurve zweiter Ordnung.

Harmonische Punktwiirfe auf einer Kurve zweiter Ordnung. Fir einen har-
monischen Punktwurf einer Kurve zweiter Ordnung liBt sich auch leicht
ein Merkmal angeben, das es entbehrlich macht, wie bei einem beliebigen
Punktwurf der Kurve auf die Beziehung zu einem perspektiven, der Kurve
eingeschriebenen Strahlwurf zuriickzugreifen. Ein solches Merkmal liefert
der folgende Satz mit seiner Umkehrung:

Satz 571: Bei einem harmonischen Punktwurf auf einer Kurve
zweiter Ordnung geht die Verbindungslinie des einen Paares zu-
geordneter Punkte durch den Schnittpunkt der Tangenten der
Kurve, in den Punkten des andern Paares gezogen. Oder anders
ausgedriickt: Die Verbindungslinien der beiden Paare zugeordneter
Punkte eines harmonischen Punktwurfs einer Kurve zweiter Ord-
nung sind hinsichtlich dieser Kurve konjugiert.

Beweis: Ist der Punktwurf klmn einer Kurve zweiter Ordnung harmo-
nisch, so werden die 4 Punkte %, I, m, n des Wurfes von jedem Punkte
< der Kurve, inshesondere also auch von den
“ beiden letzten (einander zugeordneten) Punkten

m und n des Wurfes, durch je einen harmo-
/4 nischen Strahlwurf projiziert (Fig. 2). Von
diesen beiden Strahlwiirfen enthilt der eine
die Tangente der Kurve im Punkte m, der
andere diejenige im Punkte #. Es sind also die beiden Strahlwiirfe

77z

Fig. 2.

m(klmn) und n(klmn)
harmonisch, wo die Symbole m(kimn) und n(kimn) die Strablwiirfe be-
zeichnen sollen, die man erhilt, wenn man den Punktwurf kimn unserer
Kurve zweiter Ordnung von den Punkten m ond #» aus projiziert.



Abschnitt 81, Satz 571 und 572 3

Da aber nach dem Satze 3D ein harmonischer Strahlwurf auch harmo-
nisch bleibt, wenn man zwei zugeordnete Strahlen miteinander vertauschi,
so kann man den ersten Strahlwurf auch durch den Wurf m(klnm) er-
setzen. Die beiden harmonischen Strahlwiirfe

m(klnm) und n(klmn)

schneiden nun aber die Verbindungsgerade [kl] der beiden ersten (ein-
ander zugeordneten) Punkte des Wurfes kimn in je einem harmonischen
Punktwurf. Bezeichnen wir diese beiden harmonischen Punktwiirfe fiir

den Augenblick mit
Llys, und klyz,,

so miissen diese Punktwiirfe, da sie harmonisch sind und die 3 ersten
Punkte %, I, y entsprechend gemein haben, auch die vierten Punkte z,
und x, gemein haben, das heiBt, diese Punlte x, und x, miissen in einen
und denselben Punkt x zusammenfallen.

Die Tangenten, in den Punkten m und % an die Kurve zweiter Ordnung
gezogen, treffen sich also in einem Punkte x der Geraden kI, oder anders
ausgedriickt, der Pol @ der Geraden mn hinsichtlich der betrachteten Kurve
zweiter Ordnung liegt auf der Geraden I, oder endlich, die beiden Geraden
%l und mn sind hinsichtlich der Kurve zweiter Ordnung konjugiert.

Von diesem Satze gilt aber auch die Umkehrung, niimlich der Satz:

Satz 572: Umkehrung des Satzes 571: Geht eine Sekante einer
Kurvezweiter Ordnung durch den Schnittpunkt zweier Tangenten
der Kurve hindurch, so werden die beiden Schnittpunkte der
Kurve mit der Sekante durch die Berithrungspunkte der beiden
Tangenten harmonisch getrennt.

Oder anders ausgedriickt: Zwel gerade Linien, welche hinsicht-
lich einer Kurve zweiter Ordnung konjugiert sind, bestimmen,
falls sie beide die Kurve schneiden, auf ihr einen harmonischen
Punktwurf

Beweis: Es seien % und ! die Schnittpunkte einer Kurve zweiter Ord-
nung mit einer Sekante und m und n die Beriihrungspunkte zweier Tan-
genten der Kurve, welche sich in einem Punkte z der Sekante %l schnei-
den, so ist zu beweisen: der Punktwurf klm»n der Kurve ist harmonisch.

Bezeichnet man den Schnittpunkt der beiden Sekanten %! und m#n mit
y, so ist der Punkt y ein Punkt der Polare von # in bezug auf die Kurve
und wird also, da er zugleich mit %, I und z in einer Geraden liegt, durch
die Punkte ¥ und 7 von z harmoniseh getrennt. Es ist daher auch der
Strablwurf m(klzy) harmonisch, und somit ist auch der Punktwurf klmn
harmonisch, welchen dieser Strahlwurf aus der Kurve zweiter Ordnung

ausschneidet.
1 *
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Begriff einer Projektivitit auf einer Kurve zweiter Klasse. Ganz entsprechen-
de Beziehungen ergeben sich beim Dualistischen. Nach dem Satze 56
wird jedes Tangentenquadrupel einer Kurve zweiter Klasse, fiir dessen 4 Ge-
raden eine bestimmte Rangordnung festgesetst ist, die unabhingig von der
Lage der Tangenten an der Kurve angenommen werden kann, durch alle
Tangenten dieser Kurve in einem Punktwurf von demselben Doppelverhilt-
nis geschnitten, und man kann daher auch dem betrachteten Tangentenqua-
drupel selbst ein Doppelverhiltnis beilegen, nimlich jenes konstante Doppel-
verhiltnis aller dieser Punktwiirfe.

Dehnt man daher den Begriff eines Strahlwurfes, der bisher (vgl. S. 551F.
des ersten Bandes) auf 4 Strahlen beschrinkt war, die durch einen und
denselben Punkt gehen, tiberhaupt auf ein System von 4 Geraden der Ebene
mit gegebener Rangordnung aus, die ein Doppelverhilinis bestimmen, so
kann man von 4 in vorgeschriebener Rangordnung gedachten Tangenten
einer Kurve zweiter Klasse sagen, sie bilden einen Tangentenwurf dieser
Kurve zweiter Klasse.

Man kann dann weiter eine Kurve zweiter Klasse auf ein Strahlbiischel
mit beliebigem Scheitel projektiv beziehen, indem man simtliche Strahlen
A, B, C, . .. jenes Strahlbiischels mit einer belichigen Tangente T jener Kurve
zweiter Klasse schneidet. Dann sind die zweiten Tangenten 4,, B,, C,,.. .,
die man von jenen Schunittpunkten an die Kurve zweiter Klasse legen kann
(Fig. 3) projektiv auf die Strahlen A, B, C, ... jenes Strahlbiischels bezogen;
denn je 4 so gewonnene Tangenten der Kurve zweiter Klasse haben mit
den entsprechenden Strahlen des Strahlbiischels dasselbe Doppelverhiltnis.
Auch kann man sagen, jenes Tangentenbiischel 4,,B,,0,,... der Kurve
zweiter Klasse sei zu dem Strahlbiischel 4, B, C, ... perspektiv gelegen.

Projiziert man nach dem soeben beschriebenen Verfahren zwei projektive
Strahlbiischel mit demselben Scheitel von einer Tangente 7' einer Kurve
zweiter Klasse aus, oder auch von zwei verschiedenen Tangenten S und 7
einer solchen Kurve aus, auf diese Kurve, so erhélt man auf der Kurve zweiter
Klasse zwei zueinander projektive Tangentenbiischel, und man spricht von einer
Projektivitit auf der Kurve zweiter Klasse. Bilden die beiden projek-
tiven Strahlbiischel mit demselben Scheitel zusammen eine Inwolution, so
gilt dasselbe von den beiden zu ihnen perspektiven Tangentenbiischeln der
Kurve zweiter Klasse.

Harmonische Tangentenwiirfe einer Kurve zweiter Klasse. Fiir einen har-
monischen Tangentenwurf einer Kurve zweiter Klasse gelten die Sitze:

Satz 573: Bei einem harmonischen Tangenteunwurf einer Kurve
zweiter Klasse liegt der Schnittpunkt eines Paares zugeordneter
Tangenten mit den Beriihrungspunkten des andern Tangenten-
paares in einer Geraden.
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Beweis: Ist der Tangentenwurf K LM N einer Kurve zweiter Klasse har-
monisch, so werden die Tangenten K, L, M, N des Wurfes von einer jeden
Tangente der Kurve, insbesondere also auch von den beiden letzten (einander
zugeordneten) Tangenten B und N des Wurfes, in je einem harmonischen
Punktwurf geschnitten (Fig. 4). Von diesen beiden Punktwiirfen enthilt der
eine den Beriihrungspunkt der Tangente I, der andere den Beriihrungs-
punkt der Tangente N. Es sind also die beiden Punktwiirfe

M(KLMN) uwnd N(KLMN)
harmonisch.

Da aber nach dem Satze 32 ein harmonischer Punktwurf auch harmo-
nisch bleibt, wenn man zwei zugeordnete Punkte miteinander vertauscht,

Fig. 3. Fig. 4.

so kann man den ersten Punktwurf auch durch den Wurf M(KLNM)
ersetzen. Die beiden harmonischen Punktwiirfe

M(ELNM) wd N(KLMN)

werden nun aber von dem Schnittpunkte [K L] der beiden ersten (einander
zugeordneten) Tangenten des Wurfes KLMN in je einem harmonischen
Strahlwurf projiziert. Bezeichnen wir diese beiden harmonischen Strahlwiirfe
mit dem Scheitel [K L] fiir den Augenblick mit

KLYX, wmd KLYX,,

so miissen diese Strahlwiirfe, da sie harmonisch sind und die 3 ersten Strah-
len K, L, Y entsprechend gemein haben, auch die vierten Strahlen X, und
X, gemein haben, das heiBt, diese Strahlen X, und X, miissen in einen und
denselben Strahl X zusammenfallen.

Die Verbindungslinie der Beriihrungspunkte der Tangenten 3 und N
geht also durch den Punkt [K L] hindurch, oder anders ausgedriickt, die
Polare X des Punktes [3Z N] hinsichtlich der Kurve zweiter Klasse enthilt
den Punkt [KL], oder endlich, die beiden Punkte [K L] und [M N] sind
hinsichtlich der Kurve zweiter Klasse konjugiert.
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Und von diesem Satze gilt auch die Umkehrung, ndmlich der Satz:

Satz 574: Umkehrung des Satzes 573: Geht die Beriihrungs-
sekante zweier Tangenten einer Kurve zweiter Klasse durch den
Schnittpunkt zweier anderen Tangenten der Kurve, so bilden die
beiden Tangentenpaare einen harmonischen Tangentenwurf der
Kurve.

Oder anders ausgedriickt: Liegenzwei Punkte, diehinsichtlicheiner
Kurve zweiter Klasse konjugiert sind, beide auflerhalb der Kurve,
so bilden die von ihnen ausgehenden Tangentenpaare einen har-
monischen Tangentenwurf der Kurve.

Beweis: Es seien K und L zwei Tangenten einer Kurve zweiter Klasse
und 3/ und N zwei weitere Tangenten, deren Beriihrungssekante X durch den
Schnittpunkt [ L] der beiden ersten Tangenten hindurchgeht, so ist zu be-
weisen: der Tangentenwurf KL M N der Kurve ist harmonisch.

Bezeichnet man noch die Verbindungslinie der beiden Tangentenschnitt-
punkte [KL] und [M N] mit Y, so enthilt die Gerade Y den Pol [ N] der
Berithrungssekante X (Fig. 4) und wird also, da sie zugleich durch den
Schnittpunkt der beiden Tangenten K uud L und der Geraden X geht,
nach dem Satze 412 durch die Tangenten K und L von der Geraden X har-
monisch getrennt. Es ist daher auch der Punktwurf M (KX L X Y) harmonisch
und somit auch der Tangentenwurf K I M N der Kurve zweiter Klasse, welcher
»der Schein® jenes Punktwurfes ist.

Mit den Sidtzen 573 und 574 ist die Bedingung dafiir, daB 4 Tangenten
K, L, M, N einer Kurve zweiter Klasse einen harmonischen Tangenten-
wurf dieser Kurve bilden, losgelost von dem Begriff eines harmonischen
Punktwurfes einer Geraden, an den er seiner Erklirung zufolge zunichst
gebunden war.

Die Involution auf einer Kurve sweiter Ordnung. Nach dem Satze 104 ist
eine Projektivitdt in der Geraden eine Involution, sobald in den beiden ein-
ander durch die Projektivitit zugeordneten Punktreihen irgend zwei getrennt
liegende Punkte sich wechselseitig entsprechen. Derselbe Satz besteht dann
offenbar auch fiir eine Projektivitit auf einer Kurve zweiter Ordnung, da
diese je aus einer Projektivitit in der Geraden durch Projektion von einem
Punkte der Kurve aus gewonnen wird, das heiBt, es gilt der Satz:

Satz575: Entsprechen sich in einer Projektivitit auf einer Kurve
zweiter Ordnung irgend zwei getrennt liegende Punkte wechsel-
seitig, so ist die Projektivitit eine Involution.

Da der entsprechende Satz fiir eine Projektivitit in der Geraden auf
rechnerischem Wege abgeleitet wurde, so hat es ein Interesse, den Satz 575
durch rein geometrische Schliisse zu bestitigen, zumal sich dabei wich-
tige Wigenschaften einer Involution auf einer Kurve zweiter Ordnang er-



Abschnitt 39, Gleichungen (1) bis (3), Satz 574 und 575 7

geben werden. Wir beschrinken uns hierzu auf eine nicht zerfallende
Kurve zweiter Ordnung, da schon bei einer in ein Linienpaar zerfallenden
Kurve zweiter Ordnung eine auf ihr erzeugte Involution doch wieder einer
Geraden angehdren wiirde, so daf also keine neuen Beziehungen hervortre-
ten konnen.

Bs seien also in einer Projektivitit auf einer nicht zerfallenden Kurve
zweiter Ordnung die Punkte a, und a, zwes sich wechselseitig entsprechende
Punlte, und es sei ferner dem Punkte b, dieser Kurve der Punkt &, der

Fig. 5. Fig. 6.
Kurve zugeordnet, so werden in den beiden projektiven Punktreihen jener
Kurve zweiter Ordnung den 3 Punkten a,, a,, b, der ersten Punktreihe
die drei Punkte a,, a,, b, der zweiten zugewiesen (Figg. 5 u. 6). Kon-
struiert man dann noch den Punkt

(1) v = (a0, b b,]
und auBerdem seine Polare V in bezug auf die Kurve zweiter Ordnung,
indem man zuerst die Punkte

0 { a = [a;b, - a;b,] wund
@ 0" = [a,b; - asb,]
bestimmt und dann @ mit «” verbindet, so ist in der Tat nach S. 189 des
ersten Teiles dieses Bandes die Verbindungslinie
(3) V=lda"]
die Polare des Punktes v in bezug auf die Kurve zweiter Ordnung.

Entnimmt man jetzt aus den beiden projektiven Strahlbiischeln, welche
die beiden projektiven Punktreihen der Kurve zweiter Ordnung von den
Punkten b, und b, aus projizieren, die beiden Strahltripel

by (aya;b;) und by (aya,by),

durch welche die projektive Beziehung jener beiden Strahlbiischel festge-
legt wird, so sieht man, daB die beiden Strahlbiischel perspektiv sueinander
liegen; denn die Verbindungslinie ihrer beiden Scheitel b, und b, entspricht
sich selbst (vgl. Satz 48). Da ferner in den beiden Strahlbiischeln die

Strahlen
bya, und b a,
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einander zugeordnet sind und ebenso die Strahlen
b,a, und ba,,

so ist wegen (2) und (3) die Gerade V die Perspektivititsachse der beiden
Strahlbiischel. ‘

Man kann dann zeigen: Je zwei weitere Punkte z; und x, der betrachte-
ten Kurve zweiter Ordnung, welche mit dem Punkte v in einer Geraden liegen,
werden ebenso wie die Punkte @, und @, durch zwei Paare entsprechender
Strahlen der beiden oben betrachteten perspektiven Strahlbiischel mit den
Scheiteln b, und &, und der Perspektivititsachse V' projiziert. Denn nach
S. 189 des erst:n Teils dieses Bandes gehéren auch die Punkte

{ & = [2,by - ,b,] und
& = 2, « 7;5]

(4)

der Polare V des Punktes v an. Daraus aber folgt, daB in den beiden per-
spektiven Strahlbiischeln mit den Scheiteln b, und b, und der Perspekti-

vititsachse V" die Strahlen
bz, und b,
und ebenso die Strahlen

bz, und bz,

einander zugeordnet sind, und daf somit in der Projektivitit auf der Kurve
zweiter Ordnung, deren Punktreihen aus der Kurve durch die beiden per-
spektiven Strahlbiischel ausgeschnitten werden, auch die Punkie =, und z,
etnander wechselseitig entsprechen, womit wirklich eine Bestitigung des Satzes
575 gewonnen ist. Zugleich hat man den Satz:

Satz 576: Bei einer jeden Involution auf einer nicht zerfallen-
den Kurve zweiter Ordnung schneiden sich die Verbindungslinien
je zweier entsprechenden Punkte in einem und demselben Punkte
v, der das Zentrum der Involution auf jener Kurve zweiter Ord-
nung genannt wird. Und umgekehrt bilden die Punktpaare, welche
aus einer nicht zerfallenden Kurve zweiter Ordnung durch die
Geraden ausgeschnitten werden, die durch einen festen Punkt v
threr Ebene hindurchgehen, die Punktpaare einer Involution auf
dieser Kurve.

Die Richtigkeit der Umkehrung folgt, weil die auf die beschriebene
Weise erzeugten Punktreihen a,, b,, #, und ay, b,, z, von den Punkten b, und
b, der Kurve aus durch zwei perspektive Strahlbiischel projiziert werden,
deren zugeordnete Strahlen sich wechselseitig entsprechen (vgl. die obigen
Figg. 5 u. 6).

Man kann noch hinzufiigen: Da die Verbindungslinie X je zweier ent-
sprechenden Punkte z;, und 2, der in dem Satze 576 betrachteten Involu-
tion auf der Kurve zweiter Ordnung durch den Punkt » geht, so muB nach
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dem Satze 394 auch umgekehrt der Pol « jener Verbindungslinie, das heifit
der Schnittpunkt der Tangenten, in irgend zwei zugeordneten Punkten z,
und z, der Involution an die Kurve zweiter Ordnung gezogen, auf der Polare
V des Punktes v gelegen sein (Fig.7). Aus diesem Grunde nennt man die
Gerade V die Achse der
betrachteten Involution
auf der Kurve zweiter
Ordnung. Man hat also
den Satz:

Satz 577: Die Tangen-
ten, in irgend zwel ent-
gprechenden  Punkten
einer Involution auf
einer mnicht zerfallen-
den Kurve zweiter Ord-

nung an die Kurve gezogen, schneiden sich in einem Punkte einer
festen Geraden, welche die Achse der Involution auf der Kurve
zweiter Ordnung genannt wird. Sie ist die Polare des Zentrums
jener Involution in bezug auf diese Kurve.

Aus diesem Satze folgt ferner: Verbindet man die etwaigen Schnittpunkte
J und 1 einer Kurve zweiter Ordnung und der Achse ¥ einer auf ihr gege-
benen Involution mit dem zugehorigen Involutionszentrum v (Fig. 7), so
sind die Verbindungslinien Tangenten der Kurve zweiter Ordnung. Und
hieraus wieder geht hervor, daB diese Schnittpunkte % und I die Doppelpuniite
jener Involution auf der Kurve zweiter Ordnung sind.

Man hat also den Satz:

Satz 578: Man erh#lt die Doppelpunkte einer Involution auf
einer nicht zerfallenden Kurve zweiter Ordnung, indem man,
nach Belieben, die Kurve mit der Involutionsachse schneidet oder
von dem Involutionszentrum die beiden Tangenten an die Kurve
legt. Dann sind die Schnittpunkte der Involutionsachse mit der
Kurve oder, was aufdasselbehinauskommt, die Berithrungspunkte
jener beiden Tangenten die gesuchten Doppelpunkte der Involu-
tion.

Aus diesem Satze und dem Satze 576 folgt dann mit Riicksicht auf den
Satz 572 der weitere Satz:

Satz 579: Die Doppelpunkte einer Involution auf einer nicht
zerfallenden Kurve zweiter Ordnung werden durch jedes Paar
zugeordneter Punkte dieser Involution harmonisch getrennt.

Und von diesem Satze gilt auch die folgende Umkehrung:

Satz 580: Umkehrung von Satz 579: Werden auf einer nicht
zerfallenden Kurve zweiter Ordnung zwei Punktpaare a,, a, und
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b,, by, durch zwei Punkte k, I der Kurve harmonisch getrennt,
so sind diese Punkte , I die Doppelpunkte der durch die Punkt-
paare a,, @, und b, b, bestimmtenInvolution, und das Entsprechen-
de gilt auch fiir eine Involution in der Geraden und im Strahl-
biischel.

Beweis: Nach dem Satze 571 geht die Verbindungslinie V' der Punkte %
und ! durch den Pol @ der Geraden a,a, und ebenso durch den Pol b der
Geraden b, b, hindurch (Fig. 8). Die Gerade V ist also die Verbindungs-

A linie dieser beiden Pole ¢ und b, ihr

Pol v somit nach dem Satze 406 der

Schnittpunkt der Polaren a,a, und
40,0, von a und b.

b, Nach dem Satze 576 aber ist der

Schnittpunkt der Geraden «,a, und

b, b,, das heiBt der Punkt v, das Zen-

trum der durch die Punktpaare a,, a,

by und by, b, auf der Kurve zweiter Ord-

Tig. 8 nung bestimmten Involution. Ferner

ist nach dem Satze B77 die Gerade ¥ die Achse, und endlich sind nach
dem Satze 578 die Punkte & und ! die Doppelpunkte dieser Involution.

Die obigen Figg. 5 u. 6 erliuterten die beiden Fille, wo die Schnitt-
punkte der Involutionsachse mit der Kurve zweiter Ordnung getrennt reell
oder konjugiert komplex sind, wo also die Involution zwei getrennt liegende
reelle oder zwei konjugiert komplexe Doppelpunkte aufweist, d. h., wo die
Involution hyperbolisch oder elliptisch ist (S. 160 des ersten Bandes). Als
Pol der Involutionsachse (vgl. Satz 577) liegt dann das Involutionszentrum
im ersten Falle auBerhalb, im zweiten Falle innerhalb der Kurve zweiter
Ordnung. Dagegen liegt bei einer parabolischen Involution, die nach dem
Satze 13D zwel zusammenfallende reelle Doppelpunkte besitzt, das Invo-
lutionszentrum auf der Kurve zweiter Ordnung. Man hat daher den Satz:

Satz 581: Bei einer hyperbolischen Involution auf einer nicht
zerfallenden Kurve zweiter Ordnung liegt das Involutionszen-
trum auBerhalb, bei einer elliptischen Involution innerhalb, bei
einer parabolischen Involution auf der Kurve.

Dieser Satz ergibt zugleich eine anschauliche Bestitigung des Satzes 158,
nach welchem in einer elliptischen Involution je zwei Paare entsprechender
Elemente einander trennen, und gestattet zugleich, ihm die entsprechende
Eigenschaft einer hyperbolischen Involution an die Seite zu stellen. Man
erhiilt so den Satz:

Satz 582: Bei einer elliptischen Involution trennen sich je zwei
Paare entsprechender Elemente, beieiner hyperbolischen Involu-
tion trennen sie sich nicht.
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Konstruktion des Pols einer Geraden in bezug auf eine Kurve zweiter Klasse.
Um die Betrachtung der Involution auf einer Kurve zweiter Klasse vor-
zubereiten, schicken wir eine Konstruktion des Pols V' P einer Geraden V
in bezug auf ein Polarsystem zweiter Klasse P mit reeller Polarkurve vor-
aus, welche der auf S. 189 des ersten Teils dieses Bandes gegebenen Konstruk-
tion der Polare eines Punktes in bezug auf ein Polarsystem zweiter Ord-
nung mit reeller Polkurve dual entspricht und sich auf den Satz 412 stiitzt.

Man nehme dazu auf der Geraden V zwei Punkte an, die auBerhalb der
Polarkurve von P gelegen sind (Figg. 9 u. 10), und ziehe von ihnen die

beiden Tangentenpaare an die Kurve, so bestimmen die so erhaltenen 4
eraden die Seiten eines vollstindigen Vierseits, von dem die Gerade V eine
Nehenseite bildet. Konstruiert man daher noch die beiden andern Neben-
seiten des vollstindigen Vierseits, so ist ihr Schnittpunkt der gesuchte Pol
VP der Geraden V in bezug auf das Polarsystem zweiter Klasse P.

Nach dem Satze 303 werden niimlich in dem konstruierten vollstindigen
Vierseit die von den beiden auf 7 liegenden Ecken ausgehenden Seiten des
Vierseits durch die Nebenseite ¥ und die nach der gegeniiberliegenden Neben-
ecke laufenden Strahlen W, und W, harmonisch getrennt. Folglich ist nach
dem Satze 412 diese Nebenecke der Pol VP der Geraden V. Man hat
also den Ratz:

Satz 583: Macht man eine Gerade ¥ zu einer Nebenseite eines
vollstindigen Tangentenvierseits einer Kurve zweiter Klasse P,
so schneiden sich die beiden andern Nebenseiten des Vierseits
in dem Pole V.P der Geraden ¥ hinsichtlich der Kurve zweiter
Klasse P.

Durch die beiden Figg. 9 u. 10 werden die beiden Fille veranschaulicht,
wo die Gerade 7 ganz auBerhalb der Kurve zweiter Klasse verlduft, und
wo sie dieselbe schneidet. In ihnen sind ferner die Strahlen 7, und W,
fiir die Konstruktion entbehrlich und nur des Beweises wegen hinzugefiigt.
Natiirlich kann das Tangentenvierseit der Kurve zweiter Klasse auch so
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gelegen sein, daB die Kurve ihm nicht wie in den Figg. 9 u. 10 ,eingeschrie-
ben“, sondern ,angeschrieben® ist. Diese Lage zeigt die Fig. 11; in ihr sind
die Strahlen W, und W, weggelassen.

Die Involution auf einer Kurve sweiter Klasse. Zur Charakterisierung einer
Projektivitit auf einer Kurve zweiter Klasse als Involution ist der folgende,

dem Satze 575 dualistisch zugeordnete, Satz von Wichtigkeit:
G?

o

Fig. 11. Fig.12.
Satz 584: Entsprechen sich in einer Projektivitdt auf einer
Kurve zweiter Klasse zwei voneinander verschiedene Tangenten
wechselseitig, so ist die Projektivitit eine Involution.

Seine Richtigkeit folgt unmittelbar aus der perspektiven Beziehung einer
Projektivitit auf einer Kurve zweiter Klasse zu einer Projektivitit in einem
Strahlbiischel. Aber man kann fiir den Satz auch eine direktere Bestitigung
geben, wobei wir uns wieder auf eine nicht zerfallende Kurve zweiter Klasse
beschrinken.

Es seien in einer Projektivitit auf einer nicht zerfallenden Kurve zweiter
Klasse die Geraden A, und A4, zwei sich wechselseitig entsprechende Tan-
genten, und es sei auBerdem der Tangente B, der Kurve die Tangente B,
zugeordnet, so werden in den beiden projektiven Tangentenbiischeln dieser
Kurve zweiter Klasse den 3 Tangenten 4,, 4;, B, des ersten Tangenten-
biischels die 3 Tangenten 4,, 4,, B, des zweiten Tangentenbiischels zngewie-
sen. Konstruiert man dann noch die Gerade

(5) V= [A1-A2 : Bsz]

und auBerdem ihren Pol », indem man von dem vollstindigen Vierseit 4,
A, B, B,, von welchem die Gerade V7 eine Nebenseite bildet, die beiden
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?él)del’ll Nebenseiten f A’ =[4,B, - A,B] und

lA” = [A1B1 - dy By
bestimmt, so ist nach dem Satze 583 ihr Schnittpunkt
M v=_[A4"4"]

der Pol der Geraden V in bezug auf die Kurve zweiter Klasse (Fig. 12).
Entnimmt man jetzt aus den beiden projektiven Punktreihen, welche die
beiden projektiven Tangentenbiischel der Kurve zweiter Klasse aus den
Tangenten B, und B, ausschneiden, die beiden Punkttripel

B,(4,4,B,) und B (4,4,B,),

durch welche die projektive Beziehung jener beiden Punktreihen festgelegt
wird, so sieht man, daB diese beiden Punktreihen perspektiv sueinander
liegen; denn der Schnittpunkt ihrer beiden Triger entspricht sich selbst
(vgl. Satz47). Da ferner in den beiden Punktreihen die Punkte

[B,4] wd [B,4,]
einander zugeordnet sind und ebenso die Punkte
[B:4,] uwnd [B 4],

so ist wegen (6) und (7) der Punkt v das Perspektivitdtszentrum der beiden
Punktreihen.

Man kann dann zeigen: Je zwei weitere Tangenten X, und X, der betrach-
teten Kurve zweiter Klasse, die sich auf der Geraden V schneiden, werden
ebenso wie die Tangenten 4, und 4, von den Trigern B, und B, der beiden
oben betrachteten perspektiven Punktreihen mit dem Perspektivititszentrum
v in zwei Paaren entsprechender Punkte geschnitten. Denn nach dem Satze
583 gehen auch die Geraden

9 [ X' =I[X;B,- X;B;] und

( ) lX” = [XIBI ’ Xsz]

durch den Pol v der Geraden V hindurch, da in dem vollstindigen Tangen-

tenvierseit B, B, X; X, der Kurve zweiter Klasse die Gerdde V eine Neben-

seite bildet, wihrend die Geraden X’ und X” die beiden andern Neben-

seiten darstellen. Daraus aber folgt, daB in den beiden perspektiven Punkt-

reihen mitden Trigern B, und B, und dem Perspektivititszentrum v die Punkte
[B;X,] und [B X,]

und ebenso die Punkte

[B, X;] wnd [B X,]

einander zugeordnet sind, und daB somit in der Projektivitit auf der
Kurve zweiter Klasse, deren Tangentenbiischel zu jemen beiden Punkt-
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reihen perspektiv liegen, auch die Tangenten X, und X, einander wechsel-
seitiy entsprechen, womit wirklich eine Bestdtigung des Satzes 584 ge-
wonnen ist. Zugleich hat man den Satz:

Satz 585: Bei einer jeden Involution auf einer nicht zerfallen-
den Kurve zweiter Klasse liegen die Schnittpunkte je zweier
entsprechenden Tangenten der Kurve auf einer und derselben
Geraden V, welche die Achse der Involution auf jener Kurve

zweiter Klassege-
nannt wird. Und
umgekehrt bilden

die Tangenten-

paare, die sich an
eine nicht zerfal-
lende Kurve zwei-
terKlassevonden
Punkten einer Ge-
raden ¥V legen
lassen, eine In-
volution auf die-
ser Kurve zweiter

Klasse.
Die in diesem
Satze enthaltene Um-

kehrung kann ebenso
wie bei dem Dua-
listischen bewiesen
werden.

Man kann noch hinzufiigen: Da der Schnittpunkt x je zweier entsprechen-
den Tangenten X, und X, der in dem Satze 58D betrachteten Involution
auf der Kurve zweiter Klasse der Geraden V angehort (Fig. 13), so muf
auch umgekehrt die Polare X jenes Schnittpunktes z, d. h. die Berithrungs-
sekante z,x, je zweier einander zugeordneten Tangenten X, und X, jener
Involution durch den Pol v der Geraden ¥V hindurchgehen. Aus diesem Grun-
de nennt man den Punkt v das Zentrum der betrachieten Involution auf der
Kurve zweiter Klasse. Man hat daher den Satz:

Satz 586: Die Beriihrungssekanten je zweier einander entspre-
chender Tangenten einer Involution auf einer nicht zerfallenden
Kurve zweiter Klasse gehen durch einen festen Punkt, der das Zen-
trum der Involution auf der Kurve zweiter Klasse genannt wird.
Erist der Pol der Achse jener Involution in bezug auf diese Kurve.

Hilt man diesen Satz mit den S#tzen 576, 577 und 585 zusammen, so
ergibt sich der weitere Sata:

v
Fig. 13.
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Satz 587: Die Beriihrungspunkte einer Tangenteninvolution auf
einer nicht zerfallenden Kurve zweiter Klasse bilden eine Punkt-
involution auf der zugehdrigen Kurve zweiter Ordnung, und um-
gekehrt bilden die Tangenten in den Punkten einer Punktin-
volution auf einer mnicht zerfallenden Kurve zweiter Ordnung
eine Tangenteninvolution auf der zugehorigen Kurve zweiter
Klasse. Dabei sind in beiden Fillen das Zentrum und die Achse
der beiden zusammengehdrigen Involutionen identisch.

Dieser Satz steht in Zusammenhang mit dem folgenden allgemeinen Satz
iiber projektive Zuordnung der Punkte einer Kurve zweiter Ordnung zu den
Tangenten, in diesen Punkten gezogen:

Satz 588: Eine Punktreihe auf einer nicht zerfallenden Kurve
zweiter Ordnung ist projektiv dem Tangentenbiischel zugeordnet,
das man in den Punkten der Punktreihe an die Kurve legen kann,
vorausgesetzt, daB man diese Tangenten als Hiillgeraden der mit
der Kurve zweiter Ordnung zusammenfallenden Kurve zweiter
Klasse auffafit.

Beweis: Es sei abed ein einer nicht zerfallenden Kurve zweiter Ordnung
eingeschriebenes einfaches Viereck und 4 BCD das in denselben Punkten
umschriebene einfache Vierseit (Fig. 14), dessen
Bcken mit %k, I, m, n bezeichnet sein mogen,
indem man ndmlich

[ABl=Fk, [BC]=I,

[CD}=m, [DA]=mn
setzt. Dann gehen, falls man die Kurve zweiter 4
Ordnung zugleich als Kurve zweiter Klasse 7
auffaBt, was zuldssig ist, da sie nach der
Voraussetzung nicht zerfillt, nach dem Satze fo A
von Brianchon fiirs einfache Vierseit (Satz 68) Fig- 14
die Verbindungslinien ac und bd der Beriihrungspunkte der beiden Paare
Gegenseiten A, C und B, D des einfachen Vierseits durch den Diagonalen-
schnittpunkt

q = [km - In]
des Vierseits hindurch.

Denkt man sich jetzt von den 4 Ecken des Vierecks abcd die 3 ersten
Beken a, b, ¢ fest, und ebenso die zugehdrigen Tangenten A4, B, C, die vierte
Ecke d aber auf der Kurve zweiter Ordnung verinderlich, so wird die zu-
gehorige Tangente D die laufende Gerade des die Kurve einhiillenden Tan-
gentenbiischels, und es durchlaufen bei der Verinderung der Tangente D die
Punkte m und ¢ die Punktreiben mit den Trigern C und [ac]. Ferner ist
die auf der Kurve zweiter Ordnung vom Punkte d beschriebene Punktreihe
perspektiv bezogen auf das Strahlbiischel [bd], das soll heiBlen auf das Strahl-
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biischel, das von dem Strahle [6d] um den auf der Kurve liegenden festen
Punkt & bei der Verdnderung des Punktes d der Kurve beschrieben wird.
Das Strahlbiischel [bd] aber ist wieder perspektiv bezogen auf das Strahl-
biischel [km] mit dem Scheitel % vermittels der Punktreihe ¢ mit dem Triger
[ca]. Das Strahlbiischel [km] endlich ist perspektiv bezogen auf die Punkt-
reihe, beschrieben vom Punkte m auf der Tangente C, und diese Punktreihe
m ist wieder perspektiv bezogen anf das Tangentenbiischel D der zu der Kurve
zweiter Ordnung gehorenden Kurve zweiter Klasse. Folglich ist auch die
Punktreihe d der Kurve zweiter Ordnung projektiv bezogen auf das Tangen-
tenbiischel 1) der zugehdrigen Kurve zweiter Klasse.

Harmonische Involutionen auf einer Kurve zweiter Ordnung. Auch fiir
harmonische Involutionen liefert die Ubertragung auf eine Kurve zweiter
Ordnung oder zweiter Klasse einfache geometrische Beziehungen. Nach dem
zweiten Satze von H. Wiener (Satz 248) konnen swei harmonische Involu-
tionen 8 und t in einer Geraden dadurch charakterisiert werden, daB ihr Folge-
produkt 8t wieder eine Involution darstellt; diese heiffe u. Alsdann besteht
also die Gleichung
(9) 8t =u.

Sind dabei noch die beiden Involutionen umkehrbar, d. h. weder parabo-
lisch noch uneigentlich, so sind nach S. 326ff. des ersten Bandes alle drei
Involutionen 8, t, 1 umkehrbar und zueinander harmonisch. Bildet man jetzt
diese drei umbkehrbaren harmonischen Involutionen 3,1, u einer Geraden per-

< spektiv auf eine Kurve zwetter Ordnung ab und
bezeichnet die zugehdrigen Involutionszentren
mit s, ¢, %, so kann man zeigen, da diese drei
Involutionszentren zu der zugehorigen Kurve

@ 7 zweiter Ordnung in derselben Beziehung ste-
hen wie die Stéphanosschen Bilder der drei
4 harmonischen Involutionen 8,11t in der Ge-

2

raden zu der Bildkurve der parabolischen In-

; volutionen dieser Geraden (vgl. S. 303ff. des

7 ersten Bandes), daB sie nimlich die Ecken
eines Polardreiecks jener Kurve bilden.

In der Tat sind a,, b, und a,, b, zwei Paare der Involution mit dem Zen-
trum s, und bilden zugleich die Punkte b, und a, ein Paar der Involution
mit dem Zentrum ¢ (Fig. 15), und sind endlich die Involutionen mit den
Zentren s und £ zueinander harmonisch, so bilden notwendig auch die Punkte
a, und b, ein Paar der Involution mit dem Zentrum ¢. Denn, benutzt man
fiir den Augenblick als Symbole fiir die su den Involutionen 3, t, u perspekt-
iven Involutionen auf der Kurve zweiter Ordnung die entsprechenden groBen
deutschen Buchstaben &, ¥, U, so bestehen die Gleichungen:

Fig. 15.
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a,© =1b a,© = b, b T =a,
(10) 0,6 =q, () {bz@ = ay, (12) a, T = b,
und somit auch die Gleichungen:
(18) a, 6T =b,T =a,
(14) b,6% =a,T
(15) 0, &L =a, T =10,.

Da nun aber das Folgeprodukt &< selbst eine Involution U darstellen soll,
so daB also die Gleichung besteht:

(16) 6T =1,

so folgt aus der Gleichung (15), daB auch umgekehrt:
amn b,6Z =10,

und somit wegen (14):

(18> a4 & =by,

also auch

(19) b, T =a,

sein muB. Wegen (13) und (18) ist daher das Involutionszentrum ¢ der
Schnittpunkt der Geraden a,b;, und a,b,, wihrend wegen (10) und (11) das
Involutionszentrum s der Schnittpunkt der Geraden @,b, und a,b, war.
Andererseits lassen sich wegen (16) die Gleichungen (18) und (17) auch in der
Form schreiben:
20) {alll = a,

bl =1b,,

welche zeigt, daB das Involutionszentrum u der Schnittpunkt der Geraden a, a,
und b, b, ist.

Damit ist aber bewiesen, daB die 3 Involutionszentren s, ¢, u der 3 zu-
einander harmonischen Involutionen &, ¥, 1 die Nebenecken des der Kurve
zweiter Ordnung eingeschriebenen vollstindigen Vierecks a,a,b b, bilden.
Sie sind also (vgl. die Figur auf S. 308 des ersten Teils dieses Bandes) die
Ecken eines Polardreiecks der Kurve zweiter Ordnung. Und da auch die um-
gekehrte SchluBweise zulissig ist, so hat man den Satz?):

1) In der vorstebenden Entwicklung ist voriibergehend an den Punkten gy, b,
a,, b, nur ihre Lage, nicht auch ihr MaBwert (ihre Masse, einschlieflich des Vor-
zeichens), festgehalten. Dementsprechend ist auch davon abgesehen worden, die
elliptischen uud hyperbolischen Involutionen durch das Vorzeichen des Folgequa-
drats ihres Symbols &, ¥, U zu charakterisieren. Dies erscheint hier entbehrlich,
da ja nach dem Satze 581 iliber den Charakter der Involution schon die Lage des
Involutionszentrums entscheidet. In der Tat werden wegen (10) und (11) und wegen
(12), (18) und (19) die beiden Folgequadrate & und T* beide = -1, trotzdem
nach der obigen Fig. 15 die Involution & hyperbolisch und die Involution T
ellipbisch ist, so daB fir die zu diesen Involutiomen perspektiven Involutionen §
und t in der Geraden das Folgequadrat 3% positiv und das Folgequadrat i® nega-
tiv wird (vgl. Satz 116).

GrafBmann, Projektive Geometrie d. Ebene II, 2 2
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Satz 589: Drei umkehrbare Involutionen auf einer Kurve zweiter
Ordnung sind dann und nur dann zueinander harmonisch, wenn
ihre Involutionszentren ein Polardreieck der Kurve zweiter Ord-
nung bilden.

Auch kann man, wenn man sich auf zwei harmonische Involutionen be-
schréinken will, den Satz aussprechen:

Satz 590: Die Zentren zweier harmonischen Involutionen auf
einer Kurve zweiter Ordnung sind hinsichtlich dieser Kurve
konjugiert.

Aus diesem Satze folgert man ferner den Satz:

Satz 591: Besitzt eine von zwei zueinander harmonischen Invo-
lutionen zwel reelle Doppelpunkte, so bilden diese ein Paar der
anderen.

Sind nimlich s und ¢ die Zentren zweier harmonischen Involutionen auf
einer Kurve zweiter Ordnung, so geht nach dem Satze 590 die Polare des
Punktes s hinsichtlich dieser Kurve durch den Punkt ¢ hindurch. Besitzt nun
aber die Involution mit dem Zentrum s zwei reelle Doppelpunkte d, d, (Fig.
16), so ist das Involutionszentrum s der Schnittpunkt der beiden Tangenten,
die man in den Doppelpunkten d;, und d, der Involution an die Kurve legen
kann, die gerade Verbindungslinie d, d, dieser beiden Doppelpunkte also die
Polare des Involutionszentrums in bezug auf die Kurve zweiter Ordnung.
Sie geht daher nach dem Obigen durch den Punkt ¢ hindurch. Hieraus folgt
dann aber wirklich, daf die Doppelpunkte d;, und d, der Involution s ein
Paar der Involution mit dem Zentrum ¢ bilden.

Um eine Anwendung harmonischer Involutionen zu geben, beweisen wir
den Satz:

Satz 592: Ist ein vollstindiges Viereck einer Kurve zweiter Ord-
nung eingeschrieben, so ist die Involution, die jenes vollstindige
Viereck auf einer beliebigen Geraden (f ausschneidet,harmonisch
zu der Involution, die diese Kurve zweiter Ordnung auf der Ge-
raden G hervorruft.

Beweis'): Nach dem zweiten Satze von H. Wiener (Satz 248) hat man
zu zeigen, daf die Folge aus der Involution, die das vollstindige Viereck
auf der Geraden G ausschueidef, und aus derjenigen Involution, welche die
Kurve zweiter Ordnung auf der Geraden G- hervorruft, wieder eine Invo-
lution 1st.

Man bezeichne dazu die Ecken des der Kurve zweiter Ordnung einge-
schriebenen vollstiindigen Vierecks mit %, 1, m, n, seine drei Paare Gegen-

1) Der folgende Beweis ist unabhingig davon, ob die Schnittpunkte der Geraden
G mit der Kurve zweiter Ordnung getrennt reell, zusammenfallend reell oder konju-
giert komplex sind.
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seiten mit 4, B, C, D, E,F (Fig. 17), setze also etwa
[mn] = A, [Ik] =B,
(21) [#]] =C,[mk]=D,
[tm] = E, [nk] = F.
Ferner bezeichne man die Seiten des in den Punkten %, 1, m, n der Kurve

zweiter Ordnung umschriebenen vollstindigen Vierseits mit X, L, M, N,
seine drei Paare Gegenecken dem obigen entsprechend mita,b, ¢, d, e, f,

so daB also '[MN] =a, [LK] =0,
(22) [NL] —e¢, [MK]=d,
I[LM] =e¢, [NK] =,

wird. Weiter sei p das Polarsystem der Kurve zweiter Ordnung, der das
Viereck klmn eingeschrie-
ben ist, P das adjungierte
Polarsystem und 7 das zu
dem adjungierten Polar-
system P adjungierte Po-
larsystem. Dieses kann sich
nach der Formel (38) des
31. Abschnitts fiir den Fall
eines nicht entartenden Po-
larsystems p von dem
Polarsystem p nur um
einen nicht verschwinden-
den Zahlfaktor unterschei-
den, ist also geometrisch
betrachtet mit ihm iden-
tisch. Dann wird:

(23) K=*kp, L=Ip,
M=mp, N=np,

P

Fig. 16. Fig. 1.
und ist endlich g der Pol von G in bezug auf die Kurve zweiter Ordnung, so
wird:
(24) GP=g.
2*



20 Projektive Geometrie auf einer Kurve zweiter Ordnung und zweiter Klasse
Nun bilden die 3 Punktpaare:
(25) a,=[G4], b= [GB], ¢=[GC], d=[GD],
e=[GE], fi=[GF],

welche die 3 Paare Gegenseiten A4, B, C,D, E,F des vollstindigen

Vierecks klmn aus der Geraden ( ausschneiden, nach dem Satze 532 eine

Involution, und man hat die Folge dieser Involution und derjenigen Involu-

tion zu bilden, die das Polarsystem p oder p auf der Geraden @ hervorruft.
Es wird aber wegen (25), (24), (21) und (23):

0P =[GAIp=[GP-AP]=[g- AP]=[g- mnP]
~[g-mpnp] =[g- MUN],
das heiit wegen (22): a,p =[gal],
und entsprechend wird: bp = [gb],

Fir die Schnittpunktpaare a,, b,, 6,4y, €, f; der Geraden G mit diesen
Polarenpaaren der Punktpaare (25) hinsichtlich des Polarsystems P erhilt
man daher die Produktdarstellungen:

(26) a,=[G-ga], by=[G-gb], ¢;=[G-gc], d,=[G-gd],
e =1[G-ge], =[G 9gf]

Und es sind die 6 Punktpaare a,, a,, b, b,, ... 6 Punktpaare der
Involution, welche die Kurve p auf der Geraden & hervorruft. Koénnte
man also noch zeigen, daB die 3 Schnittpunktpaare (26) selbst 3 Paare
einer Involution sind, so wire der Beweis unseres Satzes erbracht.

Nach dem Satze 541 werden aber die 3 Paare Gegenecken a, b, ¢, d, ¢, f
des vollstindigen Vierseits KLM N von jedem Punkte der Ebene, insbe-
gondere also auch von dem Pole g der Geraden G aus, durch 3 Strahlpaare
einer Strahlinvolution projiziert. Es gehtren daher die 3 Strahlpaare

27) [gal, [gb], [gel, gd]), [ge], (9],

als Paare zugeordneter Strahlen einer Strahlinvolution an, und somit bilden
auch die zu ihnen perspektiven Punktpaare (26) 3 Paare einer Punktinvo-
lution.

Es ist also wirklich die Folge der Punktinvolution (25) und der Involu-
tion a,,ay, b,,by, ..., welche die Kurve P auf der Geraden G hervor-
ruft, wieder eine Involution, woraus dann, wie schon oben bemerkt, nach
dem zweiten Satze von H. Wiener folgt, daB die beiden erst genannten
Involutionen zueinander harmonisch sind.

Wendet man den Satz 592 auf den I'all an, wo die Gerade G die Kurve
zweiter Ordnung schneidet, der das vollsiindige Viereck eingeschrieben ist, so
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sind die Schnittpunkte zugleich die Doppelpunkte der Involution, die die
Kurve zweiter Ordnung auf der Geraden G hervorruft (vgl. die Figur auf
8. 191 des ersten Teils dieses Bandes). Und da diese Involution nach dem
Satze 592 harmonisch ist zu der Involution, die das vollstindige Viereck
aus der (Geraden G ausschneidet, so bilden jene Doppelpunkte nach dem
Satze 591 in der letzteren Involution ein Paar. Damit hat man eine Bestiti-
gung des von Desargues herriihrenden Teils des Satzes von Desargues-
Sturm?) (Satz 531), nimlich den Satz:

Satz 593: Involutionssatz von Desargues: Trifft eine Gerade &
eine Kurve zweiter Ordnung in zwei reellen Punkten, so bilden
diese Punkte ein Paar der Involution, die durch die beiden Punkt-
paare bestimmt wird, welche die beiden Paare Gegenseiten eines
der Kurve zweiter Ordnung eingeschriebenen einfachen Vierecks
aus der Geraden G ausschneiden. Oder kiirzer:

Schneidet man eine Kurve zweiter Ordnung und die beiden
Paare Gegenseiten einesihr eingeschriebenen einfachen Vierecks
durch eine Gerade, so bilden die drei Schnittpunktpaare drei
Paare einer Involution.

Zugleich erkennt man, dafl es nicht notig war, den in dem Beweise des
Satzes 592 zunichst ausgeschlossenen Fall eines entartenden Polarsystems in
der Formulierung des Satzes wirklich auszunehmen, da nach dem Satze
532 der Satz 592 auch fiir eine in ein Linienpaar zerfallende Kurve zweiter
Ordnung giiltig bleibt. Der Fall einer in eine Doppellinie zerfallenden Kurve
zweiter Ordnung kommt fiir eine Kurve, die einem Viereck umschrieben ist,
iiberhaupt nicht in Frage.

Natiirlich gelten auch die den beiden Sitzen 592 und 593 dualistisch
entsprechenden Sitze, nimlich:

Satz 594: Ist ein vollstindiges Vierseit einer Kurve zweiter
Klasse umschrieben, so ist die Strahlinvolution, durch welche die
drei Paare Gegenecken dieses vollstindigen Vierseits von einem
beliebigen Punkte g der Ebene projiziert werden, harmonisch zu
der Involution, die diese Kurve zweiter Klasse in dem Punkte g.
hervorruft.

Und

Satz 595: Dualistisches Gegenstiick zum Involutionssatz von
Desargues: Liegt ein Punkt g auBerhalb einer Kurve zweiter
Klasse, so bilden die beiden Tangenten, die sich von ihm an die
Kurve legen lassen, ein Paar der Strahlinvolution, die durch
die beiden Geradenpaare bestimmt wird, durch welche die beiden

1) Vgl. die FuBnote auf Seite 353 des ersten Teils dieses Bandes.
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Paare Gegenecken eines der Kurve umschriebenen einfachen
Vierseits vom Punkte g aus projiziert werden. Oder kiirzer:

Zieht man von einem Punkte auBerhalb einer Kurve zweiter
Klasse die beiden Tangenten an die Kurve und projiziert zugleich
von ihm aus die beiden Paare Gegenecken eines der Kurve um-
schriebenen einfachen Vierseits, so bilden die so gewonnenen
drei Geradenpaare drei Paare einer Strahlinvolution.

Konstruktion der Doppelpunkte einer beliebigen Projektivitiit auf einer Kurve
zweiter Ordnung. In dem Satze 578 und der ihm vorhergehenden Ent-
wicklung (vgl. die obigen Figg. 5, 6 und 7) ist ein Verfahren angegeben
worden, um von einer Involution auf einer Kurve zweiter Ordnung die
Doppelpunkte zu konstruieren. Hs soll dieser Konstruktion im folgenden
eine Konstruktion an die Seite gestellt werden, welche die Doppelpunkte
einer beliebigen Projektivitdt auf einer Kurve zweiter Ordnung ergibt.

Man lege eine projektive Beziehung auf einer Kurve zweiter Ordnung
dadurch fest, daf man irgend 3 Punkten a,, b, ¢, der Kurve irgend 3 andere
Punkte a,, by, ¢, der Kurve zuweist (Fig. 18). Dann sind auch die beiden
Strahlbiischel einander projektiv zugeordnet, welche die beiden projektiven
Punktreihen von irgend zwei Punkten der Kurve aus projizieren. Insbeson-
dere gilt dies auch von den Scheinen jener projektiven Punktreihe, genom-
men von den Punkten @, und g, aus. Diesen Scheinen gehdren die Strahl-

tripel an:
ag(aybie)) und  ay(aybycy).

Und da in diesen beiden Strahltripeln der Strahl aya, = a,a, sich selbst
entspricht, so sind die beiden durch die genannten Strahltripel bestimmten
projektiven Strahlbiischel zueinander perspektiv, und die Perspektivititsachse
V geht durch die Punkte

(28) b=[ab,- a,b,] und ¢={[a,c, - a,c)

hindurch.

Nach dem Pascalschen Satze, angewandt auf das einfache Sechseck 0,
as¢ibya,c,, ist die Perspektivititsachse V zugleich die Pascalsche Gerade
dieses Sechsecks. Denn wegen (28) schneiden sich seine beiden ersten
Gegenseiten b,a, und bya, in dem Punkte b der Geraden ¥ und seine bei-
den zweiten Gegenseiten a,¢, und a,c; in dem Punkte ¢ der Geraden V.
Daraus folgt bereits, daB die Gerade ¥ die Pascalsche Gerade des oben ge-
nannten Sechsecks ist, und nach dem Pascalschen Satze gehdrt daher auch
der Schnittpunkt
(29) d =[e,by- ;0]

des dritten Paares Gegenseiten ¢,b, und c¢,b, des Sechsecks der Gera-
den V an.
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Schneidet jetzt die Perspektivitdtsgerade ¥ die Kurve zweiter Ordnung in
zwel reellen Punkten m und %, so sind diese Punkte die Doppelpunkte der
Projektivitit, die durch die beiden Punkttripel a,, b,, ¢, und a,, b, ¢, auf der
Kurve zweiter Ordnung bhestimmt wird. Denn die den Punkten m und » der

Ay
<

A, A
v (Q S;J)/

v
Fig. 18. Fig. 19.

Perspektivititsachse zugehdrenden Punkte m,, m, und n,, n, der beiden pro-
jektiven Punktreihen fallen beziehlich mit den Punkten 7 und # zusammen.

Konstruiert man noch in den Punkten m und # die beiden Tangenten an
die Kurve zweiter Ordnung und bezeichnet ihren Schnittpunkt mit v, so ist
v das Zentrum der Doppelpunktsinvolution der betrachteten Pro-
jektivitit auf der Kurve zweiter Ordnung, wihrend die Gerade ¥
die Achse dieser Doppelpunktsinvolution bildet.') Und dieselbe
Eigenschaft besitzen auch der Pol v der Geraden V und diese Gerade V
selbst, in dem Falle, wo diese die Kurve zweiter Ordnung nicht in reellen
Punkten schneidet (Fig. 19).

Abschnitt 40.

Aquianharmonisches.

Konnen die Doppelverhiltnisse (abed) und (bcad) einander gleich werden?
Nach den Sitzen 27, 28 und 29 kann man aus einem Punktwurf abed,
dessen Doppelverhiltnis (abcd) mit D bezeichnet sein mag, durch Um-
stellung der 3 ersten Punkte a, b, ¢ des Wurfes, einschlieBlich des
urspriinglichen Wurfes, 6 Punktwiirfe ableiten, deren Doppelverhiltnisse
im allgemeinen verschieden sein werden. Dieselben besitzen nach S. 491
des ersten Bandes die Werte:

1) Vgl. zum Begriff der Doppelpunktsinvolution einer Projektivitit in der Gera-
den Bd. I, 8. 2631
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(1) (abed) =, (bead)=>77, (cabd) = 2

1—b

@) (baed) =%, (cbad) = 5—3——

5 (ackd)=1-—b.

Dabei sind die 6 Doppelverhiltnisse in der Weise geordnet, daB in den
Gleichungen (1) die Doppelverhiltnisse derjenigen 3 Punktwiirfe zusam-
mengestellt sind, die aus einander durch zyklische Vertauschung der
3 ersten Punkte @, b, ¢ des urspriinglichen Punktwurfes abed hervorgehen,
withrend die 3 Punktwiirfe der 3 Gleichungen (2) aus denen der Gleichungen
(1) durch Vertauschung der beiden ersten Punkte dieser Wiirfe entstehen,
so daB nach dem Satze 28 ihre Doppelverhiltnisse gleich den reziproken
Werten der Doppelverhiltnisse (1) sind.

Von speziellen Punktwiirfen haben wir bisher nur die harmonischen
Punktwiirfe behandelt, d. h. die Punktwiirfe, deren Doppelverhiltnis den
Wert — 1 hat. Fiir einen solchen Punktwurf sind dann nach dem Satze 32
die Doppelverhiiltnisse (1). beziehlich gleich den darunter stehenden Doppel-
verhiltnissen (2). Es gibt aber noch einen anderen wichtigen Spezialfall
eines Punktwurfes. Auf diesen wird man gefiihrt, wenn man die Frage
stellt, ob es vorkommen kann, daB zwei von den 3 Doppelverhiltnissen (1)
einander gleich werden, ob z. B. die beiden ersten Doppelverhiltnisse (1)
einander gleich werden konnen. Wir fragen also nach solchen Werten von
D, fiir welche die Gleichung besteht:

®) bt

Wir schreiben diese Gleichung zunichst in der Form:
) P=b—1 oder d—0p?=1.
Und gibt man dieser Gleichung endlich die Gestalt:

1
(4) b=iT—_b’

so sieht man, daB, wenn die Gleichung (3) erfiillt ist, d. h., wenn die bei-
den ersten Doppelverhiltnisse (1) einander gleich sind, dann auch das
erste Doppelverhdltnis (1) gleich dem dritten ist, daB dann somit alle
drei Doppelverhiltnisse (1) einander gleich sind.

Bringt man ferner noch die Gleichung (}) auf Null, verleiht ihr also
die Form:

(5) ®—d+1=0,

so zeigh sie, daf ein Doppelverhiltnis eines Punktwurfes, das bei zykli-
scher Vertauschung der 3 ersten Punkte des Wurfes seinen Wert nicht
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dndert, notwendig komplex ist, ndmlich einen der beiden konjugiert kom-

plexen Werte -

(6) {b } _1EiVs
) 2

besitzen muB, daB es somit einer der beiden konjugiert komplexen dritten

Wurzeln aus der negativen Einheit gleich ist. In der Tat hat die Gleichung

(7 P=—1
oder die Gleichung

8) 24+1=0
auBer der reellen Wurzel

9) b=—1

die beiden konjugiert komplexen Wurzeln, die sich ergeben, wenn man
den Bruch

241
(10) Sl =b—b 41
gleich Null setzt.

Die Fonjugiert komplexen dritten Wurzeln aus der wnegativer Iinheit.
Fiihrt man noch fiir eine von den beiden konjugiert komplexen dritten
Wurzeln aus der negativen Einheit das Zeichen % ein, setat also etwa:

i

(11) n=e?=cosg—+isin§=1—_{——;-ﬂ,

so wird die zu (11) konjugiert komplexe dritte Wurzel der negativen Ein-
heit, d. h. der in (6) angegebene Wert fiir b, notwendig = —111— Denn es
wird wegen (11)
(12)

i s
: ——e_%— cos ™ — isin % = L1V
n o 3 3 2

Die 3 dritten Wurzeln der negativen Einheit lassen daher die Darstel-
lung zu:

1
(13) -1, 7, K
und als Wurzeln der Gleichung (8) geniigen sie dann der Gleichung:

(14) —l4q+-=0,
die, wenn man den Nenner beseitigt, die Form annimmt:
(15) 7’ —n+1=0,

womit zugleich eine Bestitigung dafiir gewonnen ist, daf % der Gleichung
() Geniige leistet.
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Da andererseits nach dem Begriff einer dritten Wurzel aus der nega-
tiven Einheit

(16) 7’ =—1

ist, so erhilt man zwischen » und % noch die Beziehung
1

(17) N

Die konjugiert komplexen dritten Wurzeln aus der negativen Einheit
stehen aber auch in einer engen Beziehung zu den konjugiert komplexen
dritten Wurzeln aus der positiven Einheit. Bezeichnet man eine von
diesen konjugiert komplexen dritten Wurzeln aus der positiven Einbeit
mit ¢, setzt also etwa

2t =
—5— 2 . . 27 —141iys8
(18) =e ? =cos— + isin—p = —_!;—1{,

so besteht wegen (11) zwischen 5 und & die Beziehung

(19) Nt = ¢,
und man kann daher die Gleichung (15) auch in der Form schreiben:
(20) 14+e=n.

Die andere von den beiden konjugiert komplexen dritten Wurzeln aus
der positiven Einheit wird dann wegen

(1) & =1

>

. 1 . 2% . . 271:_—-—1——1'.]/5
(22) =& =e P=co8s o —lsin—p =-—7p—,

woraus durch Vergleichung mit (11) folgt, daB
(23) &= —1q ish

Begriff eines dquianharmonischen Wurfes. Nach dieser Einschaltung
iiber die dritten Wurzeln aus der negativen Einheit kehren wir zu unserer
Hauptuntersuchung zuriick. Wir fanden: Wenn die 3 Doppelverhiltnisse
(1) einander gleich sein sollen, so sind sie notwendig gleich einer der
beiden konjugiert komplexen dritten Wurzeln % und L aus der nega-
tiven Einheit. Zugleich sind dann die 3 Doppelverhiltnisse (2), die eben-
falls auseinander durch zyklische Vertauschung der 3 ersten Punkte der
in ihnen enthaltenen Wiirfe hervorgehen, gleich der andern komplexen
dritten Wurzel aus der negativen Einheit; denn diese 3 Doppelverhilt-

nisse sind ja, wie schon oben erwihnt, die reziproken Werte der Doppel-
verhiltnisse (1).
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Man kann noch hinzufiigen: Auch umgekehrt, wenn das Doppelverhilt-
nis (abcd) gleich einer komplexen Wurzel % und L aus der negativen

Einheit ist, so besitzen denselben Wert auch die beiden Doppelverhilt-
nisse (bcad) und (cabd), deren Symbole aus dem Symbol (abed) durch
zyklische Vertauschung der 3 ersten Punkte abc des Wurfes abcd ent-
stehen.

Bezeichnet man daher noch allgemein einen Punktwurf oder Strahl-
wurf, dessen Doppelverhiltnis gleich einer der beiden konjugiert kom-

plexen dritten Wurzeln % und 1 aus der negativen Kinheit ist, als

dquianharmonisch, so kann man den Satz aussprechen:
Satz 596: Satz von Cremona'): Sind a, b, ¢, d vier solche
Punkte einer Geraden, fiir welche die 3 Doppelverhiltnisse:

(abed), (bead), (cabd)

einander gleich sind, so ist der gemeinschaftliche Wert dieser
3 Doppelverhiltnisse eine der beiden konjugiert komplexen
dritten Wurzeln aus der negativen Kinheit und die 3 Punktwiirfe

abed, bead, cabd

heiBen #quianharmonisch. Und umgekehrt: Ist das Doppel-
verhiltnis (abed) eines Punktwurfes gleich einer der beiden
konjugiert komplexen dritten Wurzeln aus der negativen Ein-
heit, so bestehen die Gleichungen:

(24) (abed) = (bead) = (cadbd).

Aus diesem Satze folgt noch: Von den 4 Puankten eines dquianharmo-
nischen Punktwurfes ist notwendig wenigstens ein Punkt komplex; denn
wiren alle 4 Punkte reell, so konnte ihr Doppelverhiltnis nicht komplex
sein. Nimmt man also etwa die 3 Punkte a, b, ¢ als reell und vonein-
ander verschieden an, so gibt es 2 konjugiert komplexe Punkte d, fiir
welche das Doppelverhiltnis (abcd) einen der beiden konjugiert kom-
plexen Zahlwerte % und 1 pesitzt. Diese beiden konjugiert komplexen

Punkte seien bezeichnet mit ¢ und 4. Dann bestehen mit Riicksicht auf
(24) die Gleichungen:

(abes) = (beai) = (cabi) =1,

(25) (abed) = (beat’) = (cabi’) = —117-

Die Doppelpunkte einer gewissen zyklischen Projektivitit. Betrachtet
man diejenige zyklische Projektivitit, welche den 3 riumlich verschiedenen

1) Vgl. L. Cremona, Einleitung in die geometrische Theorie der ebenen Kurven,
deutsch von M. Curtze, Greifswald 1865, S. 21.
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Punkten @, b, ¢ die ihnen zyklisch entsprechenden Punkte b, ¢, o zu-
weist!), so sind wegen der in (25) enthaltenen Gleichungen:

{(abcz') = (bcai) und

(26) (abei) = (bea?)

die Punkte ¢ und ¢" die konjugiert komplexen Doppelpunkte dieser zykli-
schen Projektivitit.

Man kann von diesen konjugiert komplexen Doppelpunkten ein greif-
bares Abbild dadurch gewinnen, dal man eine elliptische Involution an-
gibt, welche die konjugiert komplexen Doppelpunkte ¢ und ¢ ebenfalls 2w
Doppelpunkien hat, und die daher als die Doppelpunktsinvolution
der betrachteten nicht involutorischen zyklischen Projektivi-
tat bezeichnet werden kann (vgl. Bd. I, S. 227).

In der oben eingefiihrten zyklischen Projektivitdt entsprechen den
5 Punkten a, b, ¢, 7, i’ die 5 Punkte b, ¢, a, ¢, ¢'%), woraus mit Riick-
sicht auf Satz 36 die Gleichheit der Doppelverhiltnisse folgt:

| (abis’) = (beid),
(27 (caii’) = (abii),
l(bcii’) = (caid).

Nach dem Satze 27 #ndert sich aber der Wert eines Doppelverhilt-
nisses nicht, wenn man in jedem von seinen beiden Punktpaaren die
beiden Punkte des Paares miteinander vertauscht. Wendet man die be-
schriebene Umformung auf die Doppelverhiltnisse der linken Seiten der
Gleichungen (27) an, so erhalten diese Gleichungen die Form:

[(bai’z’) = (beid')
(28) l(aci'i) = (abii")
(cbi's) = (cai?’).

Von ihnen zeigt die erste Gleichung, daB es eine hyperbolische Involution
gibt, von welcher der Punkt b ein Doppelpunkt ist, wihrend die Punkte
t, ¢" und ebenso die Punkte a, ¢ ein Paar bilden. Der andere Doppel-
punkt dieser hyperbolischen Involution ist nach dem Satze 117 der dem
Punkte b in bezug auf das Paar a, ¢ harmonisch zugeordnete Punkt g
(Fig. 20), der also die Gleichung befriedigt:

(29) (achp) = — 1.

1) Dieselbe ist sicher nicht involutorisch, da sie dem Punkte @ den Punkt b,
diesem aber den vom Punkte a riumlich verschiedenen Punkt ¢ zuweist.

2) Vgl. zum Folgenden: H. Schréter, Zur Konstruktion eines iquianharmo-
nischen Systems, Math. Ann. Bd. 10, S. 4201
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Da nun aber auch die Punkte ¢ und ¢’ ein Paar dieser hyperbolischen
Hilfsinvolution bilden, so muB auch das Paar ¢, ¢" die beiden Doppel-
punkte b, B jener hyperbolischen Hilfsinvolution harmonisch trennen.
Fiihrt man ebenso 2 Punkte « und y ein durch die Gleichungen

(30) (beae)=—1 und
(31) (abey) = —1,

s0 beweist man wieder auf Grund der beiden letzten Gleichungen (28),
daf die Punkte i, ¢" auch die beiden Punktpaare a, « und ¢, ¢ harmo-

———————— e——— 0 ——— o & ¢ —@—
& b < V4 a y 4 « 3
Fig. 20. Fig. 21.
—e oo *—
Vet a y b <
Fig. 22.

nisch trennen. Die Punkte ¢, ¢ bilden also die Doppelpunkte derjenigen
Involution, der die 3 Paare a,c«, b,8, ¢,y angehoren.

Und diese Involution ist sicher elliptisch. Denn folgen die 3 Punkte
@, b, ¢ auch ihrer Lage nach in dieser Reihenfolge aufeinander, d. h. fillt
b zwischen a und ¢, so liegt wegen (29) der Punkt B auBerhalb des
Linienstiickes ac, wobei der Punkt § aber noch entweder auf der Ver-
lingerung von ac iiber ¢ hinaus (Fig. 21) oder auf der Verlingerung von
ca iiber @ hinaus (Fig. 22) liegen kann.

Im ersten Falle fallt ¢ zwischen b und g,

im zwetten Falle liegt ¢ auBerhalb des Linienstiickes &f.

Im ersten Falle liegt ferner der Punkt p, der wegen (31) zwischen a
und b fillt, auBerhalb des Linienstiickes b4,

im zweiten Falle liegt der Punkt y, der wegen (31) wieder zwischen
a und b gelegen sein muB, innerhalb des Linienstiickes &f.

In beiden Fillen aber trennen sich die Punktpaare b, § und ¢, y gegen-
seitig. Die betrachtete Involution, die durch die Punktpaare b, § und
¢, p bestimmt wird, ist somit nach dem Satze 159 elliptisch.

Da endlich die Doppelpunkte ¢ und ¢° der oben betrachteten zyklischen
Projektivitit mit denen der soeben konstruierten elliptischen Involution
{ibereinstimmen, so kann man sagen: Die konstruierte elliptische Invo-
lution ist die Doppelpunktsinvolution jener (nicht involutorischen) zykli-
schen Projektivitit.

Abbildung der betrachteten syklischen Projektivitit wnd ihrer Doppel-
punktsinvolution auf den Kreis. Um von der Beziehung zwischen unserer
zyklischen Projektivitit und ihrer elliptischen Doppelpunktsinvolution
eine anschaulichere Vorstellung zu gewinnen, iibertrage man die zykli-
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sche Projektivitit, die den Punkten a, b, ¢ die Punkie b, ¢, @ zuweist,
auf einen Kreis und bezeichne die den ersten 3 Punkten auf dem Kreise
entsprechenden Punkte mit a,, b;, ¢;, die den letzten 3 Punkten ent-
sprechenden Punkte mit a,, b,, ¢;. Dann wird

(32) ay="0,, by=1¢;, cy,=a.

Ferner nehme man die Punkte a,, b, ¢, als Ecken eines dem Kreise
eingeschriebenen gleichseitigen Drejecks an (Fig. 23), was offenbar auch
bei ganz beliebiger Lage der 3 Punkte a, b, ¢ auf ihrer Geraden mdglich
ist.') Man konstruiert dann die Achse 7 der zugehdrigen Doppelpunlkts-
involution, indem man nach dem Vorbilde von
4, S. 22 die Punkte
/—R (33) b = [ayb, - asb,]

A a, und c=[aye, - a,¢,]
bestimmt. Diese liegen unendlich fern, da die
Tangenten @,b; und a@,¢,, in den Ecken des
P /. gleichseitigen Dreiecks an den Kreis gezogen,
<’ y 7.6, den gegeniiberliegenden Seiten a,b, und a,c¢, des
Dreiecks parallel laufen. Die Achse V der
Doppelpunktsinvolution der betrachteten zykli-
schen Projektivitit auf dem Kreise ist also die
unendlich ferne Gerade. Hieraus folgt schon, daB das Involutionszentrum
v jener Doppelpunktsinvolution, das ja den Pol der Involutionsachse in
bezug auf den Kreis bildet, in den Mittelpunkt des Kreises fallt.

Dies bestiitigt man sogleich, wenn man auch jene elliptische Involution
auf den Kreis iibertriigt. Nach dem Obigen besitzt die elliptische Invo-
lution auf der Geraden diejenigen Punktepaare a, «, b, B, ¢,  zu Punkten
eines Paares, welche beziehlich die Punktpaare b,c¢, ¢, a, a,b harmo-
nisch trennen. Bei der Ubertragung auf den Kreis werden daher die den
Punkten «, $, p entsprechenden Punkte «,, §,, 7, nach dem Satze 571
die Endpunkte der Kreisdurchmesser sein miissen, die von den Punkten
@y, by, ¢ ausgehen, woraus in der Tat hervorgeht, daB der Mittelpunkt
des Kreises das Zentrum v der fraglichen elliptischen Involution ist.

Projiziert man endlich sowohl: die auf den Kreis iibertragene zyklische
Projektivitit wie ihre elliptische Doppelpunktsinvolution von einem be-
liebigen Punkte s des Kreises aus durch eine zyklische Projektivitit und
eine elliptische Involution im Strahlbiischel, so erhilt man als Schein der
auf dem Kreise liegenden zyklischen Projektivitit eine Strahlbiischel-

7
Fig. 28.

')

1) In der Tat braucht man nur das Punkttripel a, b, ¢ dieser Geraden perspek-
tiv so auf eine andere Gerade zu projizieren, daB das Bild eines seiner 3 Punkte
ins Unendliche €illt, und dann den Abstand der Bilder der beiden anderen Punkte
zur Seite eines gleichseitigen Dreiecks zu machen, dem der Kreis umschrieben wird
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drehung um den Punkt s vom Winkel % und als Schein der elliptischen
Doppelpunktsinvolution mit den Paaren a,, «, b;, 8, ¢, y, eine Strahl-
biischeldrehung um den Scheitel s vom Winkel = (vgl. wieder die obige
Fig. 23; in ihr sind die von s ausgehenden pro}izierenden Strahlen der
Ubersichtlichkeit halber weggelassen). Die letztgenannte Strahlbiischel-
drehung vom Winkel % ist die schon auf S. 217 des ersten Bandes be-
trachtete Rechiwinkelinvolution oder Kreisinvolution.

Da die Fig. 23 in bezug auf die beiden Punkttripel a,, b,, ¢, und
«, By, 7, punktspiegelig ist, so werden auch die Punktpaare

Bu, 71y Y@, @, By
beziehlich durch die Punktpaare

@, ¢y by By, €7
harmonisch getrennt, und Entsprechendes gilt dann auch von der jener
elliptischen Involution ay, «,, b, f;, ¢;, p, entsprechenden Involution
a,e, b,B, ¢,y in der Geraden. Man hat daher den Satz:

Satz 597: Konstruiert man in einer Geraden zu 3 beliebigen

rdumlich verschiedenen Punkten a, b, ¢ die Punkte «, 8, ¥ ent-
sprechend den Gleichungen

(34) (beae) =—1, (cabf)=—1, (abey)=—1,
so daB also die Punktpaare

b,e, ¢,a, a,b
beziehlich durch die Punktpaare

a,a, b,B, ¢, 9
harmonisch getrennt werden, so gelten auch die Gleichungen:
(35> (.37"““) =-—1, (7“bﬁ) =—1, (“/307> =—1,
d.h., es werden auch die Punktpaare

B, v, 7,0 o f
beziehlich durch die Punktpaare

a,«, b, B, ¢y
harmonisch getrennt.



[X. Hauptteil.

Das Scharbiischel von Kurven zweiter Ordnung und die Biischelschar
von Kurven zweiter Klasse.

Abschnitt 41.

Begriff eines Scharbiischels von Kurven zweiter Ordnung und einer
Biischelschar von Kurven zweiter Klasse.

Man gelangt zu speziellen Fallen eines Kegelschnittbiischels und einer
Kegelschnittschar, wenn man eine von den beiden Grundkurven beziehlich
durch eine doppeltzihlende Gerade und durch einen doppeltzihlenden
Punkt ersetzt.

Betrachten wir zunichst die vier Fille, die aus einem Kegelschnitt-
biischel und einer Kegelschnittschar hervorgehen, wenn man bei einem
Biischel die eine Grundkurve in eine doppeltzihlende Gerade, die andere
in ein reelles oder konjugiert komplexes Linienpaar iibergehen 1i8t, und
wenn man bei einer Schar die eine Grundkurve zu einem doppeltzihlen-
den Punkt, die andere zu einem reellen oder konjugiert komplexen Punkt-
paar entarten 138t

Das Kegelschnittbischel, das ein reelles Linienpaar und eine wicht durch
dessen. Doppelpunkt gehende Doppellinie su Grundkurven hat. Zuerst also
moge als erste Grundkurve eines Kegelschnittbiischels ein reelles Linien-
paar, als zweite Grundkurve eine nicht durch dessen Doppelpunkt gehende
Doppellinie angenommen werden.?)

Man wird dabei am besten das Fundamentaldreieck so wihlen, daB
zwei von seinen Seiten, etwa die Seiten F, und F,, mit den Linien des
reellen Linienpaars zusammenfallen, wihrend die dritte Seite F, durch
die Doppellinie gebildet wird, und findet alsdann nach dem Satze 454
fiir das Polarsystem des reellen Linienpaars E,, E, den Bruch:

) n=olnd

€1y €3, &

1) In dem Falle, wo die doppeltzihlende Gerade durch den Doppelpunkt des
Linienpaars hindurchgeht, entartet nach dem Satze 513 das Kegelschnittbiischel.
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und fiir das Polarsystem der Doppellinie E; nach dem Satze 455 die
Darstellung:

9 Y
( ) ¢ €14 65y €3
Fiir das durch diese beiden Polarsysteme zweiter Ordnung A und @ be-

stimmte Biischel von Polarsystemen erhilt man daher die Vielfachen-
summe:

(3) p=Ffh+gd
oder wegen (1) und (2) den Bruch:

By, [, g B,
©) p =200 0%,

€1y 63, &

Dieser aber zeigt nach dem Satze 453, daB die sémtlichen Kurven zweiter
Ordnung des zugehdrigen Kegelschnitt-
biischels dasselbe Tangentialdreieck besitzen,
nimlich die beiden Geraden des Geraden-
paars E,, F, zu Tangenten und die Dop-
pellinie E, zur Beriihrungssekante haben
(Fig. 24). Und umgekehrt gehdren simt-
liche Kurven dieser Art dem Kegelschnitt- &, 47\

biischel (3) an, und darunter als zerfallende Fig. 24.

Kurven zweiter Ordnung jenes Geradenpaar selbst (fiir g=0) und jene
Doppellinie (fiir f = 0).

Die Kegelschnittschar, die ein reelles Punkipaor und einen wicht auf
dessen.  Triger liegenden doppeltzihlenden Punki zu Grundkurven hat.
Nimmt man andererseits als erste Grundkurve einer Kegelschnittschar
ein reelles Punktpaar, als zweite Grundkurve einen nicht auf dessen
Triger liegenden doppeltzihlenden Punkt an’), 1&Bt ferner die beiden
Ecken e, und e, des Fundamentaldreiecks mit den Punkten des reellen
Punktpaars zusammenfallen und legt die dritte Ecke e, dieses Dreiecks
in den doppeltzihlenden Punkt, so erhiilt man nach dem Satze 460 fiir
das Polarsystem des reellen Punktpaars ¢,, ¢, den Bruch:

€, ¢, 0

®) H=z "%, T

und fir das Polarsystem des doppeltzihlenden Punktes e; nach Satz 461
die Darstellung:

0, 0, e
6 D=1 5.
( ) El’ Ei’ ES
1) In dem Falle, wo der doppeltzihlende Punkt auf dem Triger des Punktpaars
liegt, entartet nach dem Satze 525 die Kegelschnittschar.
GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene II,2 3
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Fiir die durch diese beiden Polarsysteme zweiter Klasse H und 1D be-
stimmte Schar von Polarsystemen ergibt sich daher die Vielfachensumme:

(M P=fD+gH
oder wegen (5) und (6) der Bruch:

€, g€, 1€

®) PR

Dieser Bruch aber zeigt nach dem Satze 459, daB die simtlichen Kurven
der Schar (7) dasselbe Tangentialdreieck besitzen, niimlich die beiden
Punkte des Punktpaars e, e, zu gemeinsamen Berilhrungspunkten und
den doppeltzihlenden Punkt e, zum zugehOrigen Tangentenschnittpunks
haben (vgl. wieder Fig. 24). Und umgekehrt gehoren siimtliche Kurven
Jieser Art der Kegelschnittschar (7) an, und darunter als zerfallende
Kurven zweiter Klasse jenes Punktpaar selbst (fir f = 0) und jener
doppeltzihlende Punkt (fiir g = 0).

Bezichung zwischen diesem Kegelschniltbiischel wnd dieser Kegelschnitt-
schar. Dieses Krgebnis zeigt bereits, dal zwischen dem Kegelschnitt-
biischel (3) und der Kegelschnittschar (7) eine enge Beziehung herrscht.
Und in der Tat beweist man auch leicht analytisch, daf die adjungierten
Polarsysteme zu den Polarsystemen des Biischels (3) im allgemeinen mit
den Polarsystemen der Schar (1) identisch sind. Nur ein Polarsystem der
Schar (7), nimlich das in ihr enthaltene Punktpaar H, 148t sich nicht
als adjungiertes Polarsystem zu einem Polarsystem des Biischels (3) auf-
fassen. Um dies zu zeigen, bilde man den Ausdruck [p?] fir das zu (3)
adjungierte Polarsystem und erhilt so:

) [p*] = [(fR + ga)?] oder:

10) [9®] = f*[R*] + 2fg[Red] + g*[a?].

Hierin aber ist nach der Gleichung (39) des dreiBigsten Abschnitts:
[h?] = %:T-Eoﬁ%f—a, d. h. wegen (6):

(11) (] =— D, ferner:

(12) [@’] = 0;

endlich nach der Gleichung (36) des dreiBigsten Abschnitts (vgl. auch
Gleichung (18) des siebenunddreiBigsten Abschnitts):

[h(l] — Kg‘_[‘ElEs]v _—é‘[EﬂESL 0 —_

[

o O oder wegen (5):
1

(13) [hd] — — L H.

N’I*—‘ l\')f b
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Der Ausdruck (10) fiir das zu p adjungierte Polarsystem [p?] verwandelt
sich also in:

(14) [p*] = —F{iD + g H}
oder wegen (7) in:
(15) [p]=—fP.

Die Abspaltung des Faktors — { hat die Bedeutung, daB

erstens demjenigen Polarsystem des Biischels (3), welchem der Para-
meterwert f = O zugehort, némlich dem Polarsystem @ der doppelt-
zihlenden Geraden F;, als adjungiertes Polarsystem kein eigentliches
Polarsystem der Schar (7) entspricht, sondern daB ihm das uneigent-
liche Polarsystem zweiter Klasse [p®] = O zugeordnet ist, das man ja
freilich auch jener Schar zurechnen kann, und daf dafiir

zweitens das in der Schar (7) fir f = O, g <=0 enthaltene Punkt-
paar H keinem Polarsysteme des Biischels (3) adjungiert ist.

Hyperbolisches Scharbiischel und hyperbolische Biischelschar. Das Biischel
(3) von Polarsystemen zweiter Ordnung mit gemeinsamem Tangential-
dreieck hat also die Eigenschaft, daB die seinen Polarsystemen adjun-
gierten Polarsysteme zweiter Klasse zugleich einer Schar von Polar-
systemen angehoren, und daB andererseits diese Schar auBer jenen den
Polarsystemen des Biischels adjungierten Polarsystemen nur noch das
Polarsystem der gemeinsamen Beriihrungspunkte der Kurven des Biischels
enthélt. Aus diesem Grunde nennen wir das Biischel (3) von Polar-
systemen zweiter Ordnung ein Scharbiischel von Polarsystemen
zweiter Ordnung und die Schar (7) von Polarsystemen zweiter Klasse®)
eine Biischelschar von Polarsystemen zweiter Klasse.?)

Ferner sagen wir, jenes Scharbiischel und diese Biischelschar habe den
Punkt e; zum Doppelpunkt und die Linie Z; zur Doppellinie. Diese
Doppellinie E; bildet dann iibrigens wegen (4) und (8) hinsichtlich
samtlicher Polarsysteme des Biischels und der Schar die Polare des
Doppelpunktes e;.

Um endlich anzudeuten, daB das in dem Scharbiischel (3) enthaltene
einfach entartende Polarsystem zweiter Ordnung % das Polarsystem einer
hyperbolischen Strahlinvolution ist (vgl. S. 243 des ersten Teils dieses
Bandes), wollen wir das Scharbiischel (3) speziell als ein hyperboli-
sches Scharbiischel bezeichnen, und entsprechend wollen wir der
Biischelschar (7) den Namen einer hyperbolischen Biischelschar

1) Fiir deren adjungierte Polarsysteme offenbar entsprechende Beziehungen gelten.
2) Die Bezeichnung , Biischelschar* rithrt von R. Sturm her, doch unterscheidet
er nicht zwischen ,Scharbiischel* und ,Biischelschar*. Vgl. Steiner-Schréter,
Die Theorie der Kegelschnitte, 3. Auflage, durchgesehen von R. Sturm, Leipzig
1898, S. 328.
3*
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beilegen, weil das in dieser Biischelschar enthaltene einfach entartende
Polarsystem zweiter Klasse H das Polarsystem einer hyperbolischen Punlki-
involution ist (vgl. S. 250 von Teil 1 dieses Bandes). Auch wollen wir
sagen, die hyperbolische Biischelschar (7) sei zu dem hyperbolischen Schar-
Viischel (3) adjungiert und umgekehrt dieses Scharbiischel sei 2w jener
Biischelschar adjungiert.

Das Kegelschnittbiischel, das ein konjugiert komplexes Linienpaar und
eme nicht durch dessen Trdger gehende Doppellinie zu Grundlwrcen hat.
Ganz entsprechende Krgebnisse findet man, wenn man als erste Grund-
kurve eines Kegelschnittbiischels ein konjugiert komplexes Linienpaar, als
zweite Grundkurve eine nicht durch dessen (stets reellen) Schnittpunkt
gehende Doppellinie annimmt.

Fiir das Polarsystem des konjugiert komplexen Linienpaars, das die
erste Grundkurve des Kegelschnittbiischels darstellen soll, kann man nach
der Gleichung (23) des dreiunddreiBigsten Abschnitts den Bruch ansetzen:

E, E,, 0
(16) € = mZ’——eS' y

in welchem die Nenner durch die drei Ecken, und die beiden ersten
Zihler durch die den entsprechenden Nennern gegeniiberlicgenden Seiten
des Fundamentaldreiecks gebildet werden.

Man iiberzeugt sich leicht, daf wirklich das Polarsystem eines jeden
konjugiert komplexen Linienpaares durch einen Bruch von der Form (16)
dargestellt werden kann. Wie auf S.239f. des ersten Teils dieses Bandes
gezeigt ist, driickt der Bruch (16) das Polarsystem desjenigen konjugiert
komplexen Linienpaares aus, das in seinem Schnittpunkte (Triger)
e, = [E, Ii,] die Involution:

. Eev ——EI
(T) @—Eu ]_;/v2

hervorruft, die durch die beiden sich harmonisch trennenden Paare E,, E,
und K, 4 E,, E, — I, bestimmt wird. Auf die Form () aber liBt sich
der Bruch einer jeden elliptischen Strahlinvolution mit dem Scheitel e,
bringen, welche die Geraden der Stibe E, und E, zu Geraden eines Paares
der Involution hat. Denn, da es nach dem Satze 118 (vgl. auch den
Satz 167) in einer elliptischen Involution zu jedem Paare ein (und nur
ein) Paar gibt, das von ihm harmonisch getrennt wird, so kann man die
Léngen und den Sinn der Stibe E, und E, so bestimmen, daB dieses
von dem Paar E;, E, harmonisch getrennte Paar gerade durch die
Summe und Differenz F, + F, und E, — E, dargestellt wird.

Da ferner das konjugiert komplexe Linienpaar, das die Polkurve des
Polarsystems (16) bildet, den Punkt e, zum Schnittpunkt hat, so kann
man als zweite Grundluwrve des Kegelschwittbiischels die doppeltzihlende
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dritte Seite E, des Fundamentaldreiecks wiahlen. Fiir das zugehorige

Polarsystem erhilt man dann wieder wie in (2) die Darstellung:

0, 0, E,
’
€y €y €

17 d—

fiir das durch die beiden Polarsysteme e und d bestimmte Biischel von
Polarsystemen also die Vielfachensumme:

(18) p=fe+gd
oder wegen (16) und (17) den Bruch:

i, iE,, gF
(19) P e
Dieser aber zeigt, daB das Biischel (18) die Gesamtheit aller Kurven
zweiter Ordnung darstellt (Fig. 25), welche die Gerade F; zur Polare
des Punktes ¢; haben und iiberdies in dem
Punkte e, die elliptische Strahlinvolution:

E,, — E
2 = 2
(—O) ¢ £, E,

hervorrufen. Das erste folgt unmittelbar
aus der Form des Bruches (19). Aber auch
das zweite ergibt sich sogleich.

Nach dem Satze 409 erhilt man die
Strahlinvolution, die das Polarsystem zweiter
Ordnung p Im Punkte ¢ erzeugt, indem
man einen Punkt y die Polare Ej des
Punktes e, durchlaufen 148t und dann fiir
jede Lage des Punktes y erstens seinen Ver-
bindungsstrahl [e;y] mit dem Punkte ¢; und
zweitens seine Polare yp bestimmt. Dann
bilden die beiden Strahlen [e;y] und yp
ein Paar der gesuchten Strahlinvolution.

Um einen analytischen Ausdruck fiir diese
Strahlinvolution zu finden, hat man also:

fL

Y="161 )6 Fig. 25.
zu setzen, sodaun die Produkte [e,4] und yp zu bilden und ihre gegen-
seitige Beziehung aufzusuchen. Es wird aber:

[esy] = vilese] + Yo [eze;]  oder:
leot] = Y, Fy— T, und wegen (19):
yp =Ty E + 9. Ey)-
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Die Vergleichung der beiden letzten Gleichungen zeigt dann, daB man
die Strahlen yp durch Multiplikation mit dem Bruche:

B, — B,
(20) =5
in die Strahlen:
in die dtranlen flesy] = T(9; Bz — . Ey)

iiberfiihren kann, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Eine jede Kurve zweiter Ordnung p, die dem Biischel (19) angehirt,
ruft also wirklich im Punkte e, die elliptische Strahlinvolution & hervor
und hat die Gerade E; zur Polare des Punktes ¢,. Und wie man sich
leicht iiberzeugt, lafit sich diese SchluBweise auch umkehren, d. h. es ge-
héren andererseits simtliche Kurven zweiter Ordnung, welche die beiden
genannten Eigenschaften haben, dem Biischel (18) (oder (19)) an und
darunter, als zerfallende Kurven, jenes konjugiert komplexe Geradenpaar
selbst (fiir ¢ = 0) und jene Doppellinie (fiir f = 0).7)

Man kann iibrigens noch hinzufiigen, dafl die Kurven des Biischels (18)
zugleich auch auf der Geraden Fj; die elliptische Punktinvolution:
€, — €
€, &

1) e =

hervorrufen. Denn die von ihnen auf dieser Geraden erzeugte Punkt-
involution ist mach S. 193 von Teil I dieses Bandes zu der elliptischen
Strahlinvolution € in (20) perspektiv und wird also aus ihr durch die
Gerade FE; ausgeschnitten. Nach dem Satze 79 erhilt man aber den ana-
lytischen Ausdruck fiir die gesuchte Punktinvolution auf der Geraden E,,
indem man den Bruch (20) fiir die Strahlinvolution € mit dem Stabe Z,
planimetrisch erweitert, und dadurch ergibt sich in der Tat der obige
Bruch (21); denn es wird:

(Zs B,l, — [ B, ] . KR TS R

= =¢.
[E; B\], [B;E,] €y — & €1y €

Die Kegelschnittschar, die ein konjugiert komplexes Punkipaar und einen
wicht auf dessen Trdger liegenden doppeltziihlenden Punkt zu Grundkurven
hat. Nimmt man andererseits als erste Grundkurve einer Kegelschnittschar
ein konjugiert komplexes Punktpaar, als zweite Grundkurve einen nicht
auf dessen Triger liegenden doppelt zihlenden Punkt an und gibt dem

1) Zeichnerisch erhidlt man die Kurven des Biischels am leichtesten, indem man
ein System konzentrischer Kreise mit ihrem Mittelpunkt und der unendlich fernen
Geraden perspektiv kollinear abbildet; dann gehen die konzentrischen Kreise in
die Kurven des Biischels, ihr gemeinsamer Mittelpunkt in den Triger ¢, des kon-
jugiert komplexen Linienpaares und die unendlich ferne Gerade in die Doppel-
linie B, des Biischels iiber. Dies Verfahren ist beim Entwurf der obigen Fig. 25
verwendet worden.
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Bruche fiir das konjugiert komplexe Punktpaar die Form (vgl. die Glei-
chung (58) des dreiunddreiBigsten Abschnitts):

— b Gy O
(22) B=g w5

dem Bruche fiir den doppeltzihlenden Punkt aber wie oben in (6) die
Darstellung:

0, 0, ¢
@) D=z z 5
so findet man fiir die durch diese beiden Polarsysteme zweiter Klasse H
und D bestimmte Schar von Polarsystemen die Vielfachensumme:

24) P={D+gE,
oder wegen (22) und (23) den Bruch:

95 P88t e
(#9) 5, B, B,
Dieser Bruch aber zeigt, daB die Schar (24) die Gesamtheit der Kurven
zweiter Klasse enthiilt, die den Punkt e, zum Pol der Geraden F; haben
und iiberdies auf der Geraden F, die elliptische Punktinvolution:

ey, — €
(26) e = ——ej, .
hervorrufen, was man genau so wie bei der dualistisch entsprechenden
Entwicklung begriinden kann (vgl wieder Fig. 25): Und umgekehrt ge-
horen simtliche Kurven dieser Art der Kegelschnittschar (24) an, und
darunter als zerfallende Kurven zweiter Klasse jenes konjugiert kom-
plexe Punktpaar selbst (fiir f = 0) und jener doppelt zihlende Punkt
(fir g = 0).

Beziehung zwischen diesem Kegelschnittbiischel und dieser Kegelschniti-
schar. Dieses Ergebnis zeigt nun wieder, dafl zwischen dem Kegelschnitt-
biischel (18) und der Kegelschnittschar (24) eine enge Beziehung herrscht.
Und in der Tat kann man jetzt auch leicht analytisch beweisen, daf die
adjungierten Polarsysteme gw den Polarsystemen des Biischels (18) im all-
gemeinen mit den Polarsystemen der Schar (24) identisch sind. Nur das
in der Schar (24) enthaltene konjugiert komplexe Punktpaar € 148t sich
nicht als adjungiertes Polarsystem zu einem Polarsystem des Biischels
(18) auffassen. Bildet man nimlich den Ausdruck [p?] fir das zu (18)
adjungierte Polarsystem zweiter Klasse, so erhdlt man:

(27 [p*] = [(fe + ga)’] oder:
(28) [p°] = €] + 2fgled] + ¢*[@7].
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Hierin ist aber nach der Gleichung (39) des dreifiigsten Abschnitts:
0, 0, ¢

[02] = m, d. h. wegen (23):
(29) [e’] = D, ferner wird:
(30) [@] = 0

und endlich nach der Gleichung (36) des dreiBigsten Abschnitts (vgl. auch
Gleichung (13) des siebenunddreiBigsten Abschnitts):
+ [B: By, — 3 [E, E,], 0 1 ¢, €, 0
led] = =5, &, B 25 BT

(31) [ed]=1E.

Der Ausdruck (28) fiir das zu p adjungierte Polarsystem [p?] verwan-
delt sich also in:

(32) [P®] =F(fD + gE) oder wegen (24) in:
(33) [p*]=fP.

Diese Gleichungen (32) und (33) aber zeigen wirklich, daff die zu den
Polarsystemen des Biischels (18) adjungierten Polarsysteme siimtlich der
Schar (24) angehdren, und daB umgekehrt jedes Polarsystem der Schar
(24) mit alleiniger Ausnahme des konjugiert komplexen Punktpaares E,
das sich aus (24) fiir f = 0 ergibt, einem gewissen Polarsysteme des
Biischels (18) adjungiert ist.

Elliptisches Scharbiischel und elliptische Diischelschar. Aus diesem Grunde
nennen wir wieder das Biischel (18) ein Scharbiischel von Polar-
systemen zweiter Ordnung und die Schar (24) eine Biischelschar
von Polarsystemen zweiter Klasse. Ferner sagen wir wieder, jenes
Scharbiischel und diese Biischelschar habe den Punkt e, zum Doppel-
punkt und die Linie E; zur Doppellinie. Diese Doppellinie bildet
dann wegen (19) und (25) hinsichtlich simtlicher Polarsysteme des
Biischels und der Schar die Polare des Doppelpunktes e;.

Um endlich anzudeuten, daB das in dem Scharbiischel (18) enthaltene
einfach entartende Polarsystem zweiter Ordnung e das Polarsystem einer
elliptischen Strahlinvolution ist (vgl. 8. 239f. von Teil I dieses Bandes),
wollen wir das Scharbiischel (18) speziell als ein elliptisches Schar-
biischel bezeichnen, und entsprechend wollen wir der Biischelschar (24)
den Namen einer elliptischen Biischelschar beilegen, weil das in
dieser Biischelschar enthaltene einfach entartende Polarsystem zweiter
Klasse E das Polarsystem einer elliptischen Punltinvolution ist (vgl. S. 247f.
von Teil I dieses Bandes). Auch wollen wir sagen, die elliptische Biischel-
schar (24) set zu dem elliptischen Scharbiischel (18) adjungiert, und um-
gekehrt dieses Scharbiischel sei zu jener Biischelschar adjungiert.

oder wegen (22):
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Bei dem elliptischen Scharbiischel (18) und der elliptischen Biischel-
schar (24) spielen die konjugiert komplexen Doppelpunkte der ellipti-
schen Punktinvolution ¢ und die konjugiert komplexen Doppelstrahlen
der elliptischen Strahlinvolution @ analytisch dieselbe Rolle wie das reelle
Punktepaar e, ¢, und das reelle Linienpaar E,, E, bei dem hyperbolischen
Scharbiischel (3) und der hyperbolischen Biischelschar (7). Hier bildeten
ferner die Punkte e, e, die gemeinsamen Berithrungspunkte, und die
Geraden F,, E, die gemeinsamen Tangenten der Kurven des hyper-
bolischen Scharbiischels und der hyperbolischen Biischelschar in jenen
Punkten. Man sagt daher wohl auch, die Kurven des elliptischen Schar-
biischels (18) und der elliptischen Biischelschar (24) beriikren sich in den
konjugiert Tomplexen Doppelpunkten der elliptischen Punktinvolution e wund
haben in ihnen die konjugiert komplexen Doppelsirahlen der Strahlinvolu-
tion & zu Tangenten. Dabei ist der Triger der reellen oder konjugiert
komplexen Beriihrungspunkte die in dem Scharbiischel enthaltene Doppel-
linie, und ihr gemeinsamer Pol hinsichtlich des Scharbiischels oder der
Biischelschar der in der Biischelschar vorkommende doppeltzihlende Punkt.

Die neue Ausdrucksweise zeigt sich gelegentlich als vorteilhaft, wenn
es sich darum handelt, gemeinschaftlichen Eigenschaften des hyperboli-
schen und elliptischen Scharbiischels oder der entsprechenden Biischel-
scharen auch einen gemeinsamen Wortausdruck zu verleihen.

Die zweipunktige Beriihrung zweier Kurven zweiter Ordnung. Der Uber-
gang vom hyperbolischen zum elliptischen Scharbiischel und ebenso von
der hyperbolischen zur elliptischen Biischelschar wird durch ein Biischel
und eine Schar vermittelt, die man als parabolisches Scharbiischel
und parabolische Biischelschar bezeichnen kann. Um diese Gebilde
einzuftihren, schicken wir eine Untersuchung iiber zweipunktige, drei-
punktige und vierpunktige Beriihrung zweier Kurven zweiter Ordnung
voraus.

Es seien also zwei Kurven zweiter Ordnung betrachtet, die sich an
einer Stelle in gewdhnlicher Weise beriihren, indem an dieser Stelle zwei
von ihren vier Schnittpunkten, wwir bezeichnen sie als den ersten und zwei-
ten Schwittpunkt, in einen Punkt zusammengeriickt sind. Wir sagen dann,
daB die beiden Kurven an jemer Stelle sich zweipunktig bertihren
oder eine Beriihrung erster Ordnung miteinander haben. Aufler-
dem wollen wir von diesen Kurven moch voraussetzen, daf sie nicht zer-
fallen.

Dieser Fall einer Beriihrung erster Ordnung zwischen zwei Kurven
zweiter Ordnung wurde bereits im ersten Teile dieses Bandes auf S. 322f.
bei der Untersuchung eines Kegelschnittbiischels behandelt, dessen Grund-
kurven eine derartige Bertihrung aufweisen, wobei sich ergab, daB in
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einem solchen Kegelschnittbiischel zwei Linienpaare enthalten sind, von
denen sicher eins reell ist. Dieses letztere wird aus der gemeinsamen
Tangente der beiden Grundkurven in ihrem Bertihrungspunkte und
dem Tridger der beiden reellen oder konjugiert komplexen Punkte ge-
bildet, welche die beiden Grundkurven des Biischels aufler ihrem Be-
riihrungspunkte miteinander gemein haben. Wir nennen diese Punkte fiir
den Augenblick den dritten und vierten Schnittpunkt der beiden Grundkur-
ven. Das andere Linienpaar hat den Bertihrungspunkt der beiden Grund-
kurven zum Scheitel und fithrt vor ihm nach jenem dritten und vierten
Schunittpunkt der beiden Kurven.

Bezeichnet man die Polarsysteme der beiden Grundkurven des Biischels
mit @ und @, so laBt sich nach S.322f. des ersten Teils dieses Bandes
das Polarsystem eines jeden der beiden beschriebemen Linienpaare in der

Form: a—ga

darstellen, wo g von Null verschieden ist, da nach der obigen Voraus-
setzung (vgl. 8. 41) die Polkurve von @ nicht zerfallen soll. Insbesondere
erhilt man eine solche Darstellung fiir das erste der beiden genannten
Linienpaare. Der Doppelpunkt dieses Linienpaars, er heiBe e, ist dann
ferner nach Satz 420 zu dessen Polarsystem apolar, d. h. es besteht fiir
ihn eine Gleichung von der Form:

e(a—ga’)=0 oder:
(34) 6a=ged,

woraus hervorgeht, daB der Punkt e; in bezug auf die Polarsysteme & und
a’ der beiden Grundkurven und damit hinsichtlich aller Kurven des Biischels
dieselbe Polare hat.

Wir wihlen alsdann die beiden stets reellen Geraden des ersten Linien-
paars zu zwei Seiten des Fundamentaldreiecks und bezeichnen etwa die
gemeinsame Tangente der Kurven @ und «, in ihrem Beriihrungspunkte
gezogen, mit B, und den Tréiger des dritten und vierten Schnittpunktes
der Kurven @ und @' mit E,. Der Scheitel dieses Linienpaares wurde
dem entsprechend schon oben (8. 33) mit e, bezeichnet. Endlich verfiigen
wir noch iber die erste Seite F, des Fundamentaldreiecks in der Weise,
daB dieses Dreieck ein Polardreieck des zweiten Linienpaars wird. Dazu
ist erforderlich, da8

erstens der Doppelpunkt des zweiten Linienpaars, d. h. der Berithrungs-
punkt der Kurven « und &, eine Ecke des Fundamentaldreiecks bilde,

— sie ist als Gegenecke von F; mit ¢, zu bezeichnen, — und daB

zweitens die durch diesen Punkt ¢, hindurchgehende erste Seite F, des

Fundamentaldreiecks die Polare ihrer Gegenecke e, in bezug auf das

zweite Linienpaar sei. Diese Rigenschaft aber hat die gemeinsame
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Polare des Punktes e, in bezug auf die beiden Grundkurven ¢ und a’

des Biischels (Fig. 26).

Unter diesen Voraussetzungen iiber das Fundamentaldreieck liBt sich
nach dem Satze 454 der extensive Bruch fiir das Polarsystem Z, des ersten
Linienpaars, d. h. des Linienpaars F,, E,, in der Form schreiben:

0, E,, E,
<35) b= 5 6287 2]
und nach S. 238f. des ersten Teiles dieses Bandes der extensive Bruch
fiir das Polarsystem [, des zweiten Linienpaares in der Form:

ay By, a,, By, 0
€1y €2y €&

(36) l,=

’

wo das Linienpaar getrennt reell oder konjugiert komplex ist, je nach-

/
a2

£, g L.
7 3
Z
Fig. 26.

dem die Koeffizienten a,, und a,, entgegengesetztes oder gleiches Vor-
zeichen haben.

Die Polarsysteme @ und « der beiden Grundkurven des Biischels
miissen sich daher in der Form darstellen lassen:

{a =l + axl,
a =+ ayl,

GO

oder mit Riicksicht auf die Werte (35) und (36) durch die extensiven
Briiche:

(o ay By, ag E, + ay By, a5, B, oo = @
a = P o Waa = Uas)
<38) 611 2 3
v ay By, ay By a0 By, ags B ‘o
@ =— P e 2 a2 237
19 2 3
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und die Gleichungen ihrer Polkurven lauten somit:

{“11&2 + g xs® + 2055T,8,= 0

39 ,
( ) 011212 + (1'223922 + 2“23&223 = 0.

In diesen Gleichungen miissen tibrigens die Koeffizienten a,,, ay;, a,, von
Null verschieden sein, weil sonst in einem der Briiche (38) oder in bei-
den ein Zdhler verschwinden wiirde, was ein Zerfallen der zugehdrigen
Polkurve zur Folge hitte. Ein solches aber haben wir oben (8. 41) aus-
geschlossen.

Natiirlich kann man die Gleichungsformen (39) der beiden Grundkur-
ven auch leicht aus der allgemeinen Gleichung zweiten Grades unter Be-
riicksichtigung der besonderen Lage des KFundamentaldreiecks ableiten.
In der Tat sieht man sogleich, daf in den allgemeinen Gleichungen zwei-
ten Grades fiir die Kurven & und &', d. h. in den Gleichungen:

Gy B F Ayple® + Ay Xy® + 2055%02 + 205 5%, + 20451,8, =0,

(40 ’ r r ’ 4 r
) Gy 5® + Ao Lo® + Ay ks® + 2ag,Le Ty + 20y, Y, + 20,55, = 0,

jedesmal drei Koeffizienten verschwinden miissen. Dazu bezeichne man
noch die zu den Nennern e, gehorigen Zahler der extensiven Briiche fiir
die Polarsysteme ¢ und @’ mit 4; und 4;, i =1, 2, 3, setze also:

(41) a=2oduds g g = ANANA ,
€1y €3y € €1y €y 6
wo dann die Koeffizienten a,, und @], aus (40) zugleich die Ableitzahlen

der Stibe 4, und 4, sind, und wo:

’ r .
ay; =a,; und a, =a;, ist

Aus der Tatsache, daB die Ecke e, des Fundamentaldreiecks den beiden
Kurven @ und @’ angehort, folgert man dann nach dem Satze 448, daB:

(42) t3=0 und ay =0
sein muf.

Da ferner die Seite E, die Tangente der Kurven @ und &' im Punkte
e; bildet, so miissen die Polaren von ¢, in bezug auf aa’, das heiBt die
zu e; gehorenden Zihler 4, und 4;" der Briiche @ und &', mit E, zusam-
menfallen, es mul} also:

’ ’
Ag=as B, und 4 =a,F,

sein, woraus folgt, daB:
(43) g =0 und gy =0 ist

Und da endlich der Punkt e, auf der gemeinsamen Polare des Punktes
e, in bezug auf die Kurver @ und a’ liegt (vgl. 8. 42), die Ecken ¢, und
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¢, somit hinsichtlich beider Kurven konjugiert sind, so wird nach dem
Satze 449 auch:

(44) a,,=0 und a,=0.

Man findet daher vorliufig aus den Gleichungen (40) fiir die Polkur-
ven der beiden Polarsysteme @ und a’ die Gleichungsformen:
(4) {%1512 + A Xy" + 2ag L4 = 0,

a’,ngxz + “'22222'{‘ 20123&& =0.

Doch ist in diesen Gleichungen die Forderung noch nicht zum Aus-
druck gebracht, daB die Gerade E, mit dem Triiger des dritten und vier-
ten Schnittpunktes der beiden Kurven @ und & zusammenfallen soll;
denn den Gleichungen (44) zufolge konnte der Punkt e, noch durch einen
beliebigen Punkt der gemeinsamen Polare des Punktes ¢, in bezug auf @
und @ gebildet werden, die Gerade F; also durch eine beliebige Gerade,
die durch den Punkt e, hindurchgeht (Fig. 27).

Um nun aber die Vereinfachungen zu finden, die die Gleichungen (45)
erfahren, wenn man der genannten Forderung hinsichtlich der Lage von
E, Rechnung trigt (vgl. die obige Fig. 26),
leite man aus den Gleichungen (45) durch
lineare Verkniipfung die Gleichung des in
dem Biischel enthaltenen Linienpaares ab, das
aus der gemeinsamen Tangente F, und dem
Triger des dritten und vierten Schnittpunktes
der Kurven « und @’ gebildet wird. Da dieses
Linienpaar den Punkt ¢ zum Scheitel hat,
so muB seine Gleichung, wenn sie durch
irgendeinen Punkt der Ebene befriedigt wird,
auch durch jeden weiteren Punkt erfiillt wer-
den, dessen Koordinaten sich von denen jenes Punktes nur durch den Wert
von y, unterscheiden. Daraus folgt, daB die Gleichung des Linienpaares
von g; frei sein muB. Man erhdlt daher die gewiinschte Gleichung, wenn
man die Gleichungen (45) mit a;, und — a,; multipliziert und dann addiert,
wodurch sich die Gleichung ergibt:

(46) Te{ (03 Gap — Q13 Wp0) Xy + 2(a, g5 — Gy a5) L5 } = 0.
Diese Gleichung entspricht dann immer noch der durch die Fig. 27 dar-
gestellten Lage des Fundamentaldreiecks. Soll indes die Seite F, des

Fundamentaldreiecks die besondere Lage der Fig. 26 haben, so wird die
Gleichung (46) das Linienpaar FE,, E, darstellen und daher die Form

47) LL;=0

annehmen miissen, wozu erforderlich ist, daf sich der zweite Faktor der
linken Seite von (46) auf seinen zweiten Summanden reduziere. Es muB
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also die Gleichung bestehen:

@3y Uy — Gy Agy = 0,
die man auch als Proportion, nfimlich in der Form schreiben kann:
(48) a0 aéz = Oy; + gy,
und man wird daher die zweite Gleichung (45) durch Multiplikation mit
einem passenden konstanten Faktor auch auf die Form der zweiten Glei-
chung (39) bringen konnen, bei der die Koeffizienten von g2 und g,2 mit
denen in der ersten Gleichung (39) iibereinstimmen.

Damit ist von neuem gezeigt, daB die beiden sich zweipunktig bertihren-
den Kurven @ und « bei der Verwendung des in der Fig. 26 zugrunde
gelegten Fundamentaldreiecks sich durch zwei Gleichungen von der Form
(39) darstellen lassen. Man hat also den Satz:

Satz 598: Besitzen zwei Kurven zweiter Ordnung in der Ecke
e, des Fundamentaldreiecks eine zweipunktige Bertithrung und
haben sie seine Seite I%, zur gemeinschaftlichen Tangente in ihrem
Berihrungspunkte, ist ferner die Verbindungslinie der beiden
anderen gemeinsamen Punkte beider Kurven zur Seite FE, des
Fundamentaldreiecks gew#dhlt und die gemeinsame Polare des
Schnittpunktes ¢, von E; und E; in bezug auf beide Kurven zur
Seite FE, des Fundamentaldreiecks, so lassen sich die Glei-
chungen beider Kurven in der Form darstellen:

A1 57 @y A 2aggk 85 =0

Uy 87 Ay ly® + 2ay52, 1, = 0.

Zwei Kurven zweiter Ordnung in zweimaliger zweipunktiger Beriihrunyg.
Eine besondere Betrachtung verdient noch der Fall, wo das Linienpaar I,
(vgl. 43) in eine doppeltziihlende Gerade iibergeht, so daB in der
Fig. 26 auch der dritte und vierte Schnittpunkt der beiden Kurven a
und a in einen Punkt zusammenriicken, die Gerade F, sich also eben-
falls in eine gemeinsame Tangente der beiden Kurven verwandelt, und der
Punkt e, zu einem zweiten Beriihrungspunkt beider Kurven wird, wihrend
die gemeinsame Polare E, des Punktes e, in bezug auf die beiden Kurven
mit jener doppeltzihlenden Geraden zusammenfillt und somit die Beriih-
rungssekante der beiden sich in den Punkten ¢, und e, zweipunktig be-
rilhrenden Kurven zweiter Ordnung darstellt (Fig. 28). Der Ubergang
des Linienpaares 7, in die doppeltzihlende Gerade E, vollzieht sich ana-
lytisch sehr einfach, indem in der Gleichung (36) der Koeffizient

(49) gy =0
gesetzt wird, wodurch diese Gleichung die Form annimmt:
(50) 7, — %1 f, 0,0

2 ’
€13 6,6
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und die Gleichungen (39) der beiden Kurven a und @’ tibergehen in:
(1) {“n §1j + 2“2/3?2 =0
0y 5% + 2055505 = 0.

Diese Gleichungen (51) sind daher die Gleichungen zweier Kurven zwei-
ter Ordnung, die in den Ecken e, und e, des Fundamentaldreiecks eine
Berithrung erster Ordnung aufweisen, und bei denen sich die gemeinsamen

“

4 v

\ S

G & &

‘—Fig.29.
Tangenten, in den Beriihrungspunkten gezogen, in der Ecke ¢, des Fun-
damentaldreiecks schneiden. Damit ist zugleich eine Bestitigung des
Satzes 453 gewonnen.

Die dreipunktige Beriihrung sweier Kurven zweiter Ordnung. Will man
aus der Fig. 26 fiir eine zweipunktige Beriihrung zweier Kurven zweiter
Ordnung @ und @ den Fall einer dreipunktigen Beriihrung oder,
wie man auch sagt, einer Beriihrung zweiter Ordnung oder Osku-
lation ableiten, so halte man den Beriihrungspunkt e, der beiden sich
zweipunktig berithrenden Kurven nebst der in ihm gezogenen gemein-
schaftlichen Tangente F, der beiden Kurven fest, lasse aber noch einen
von den beiden anderen gemeinsamen Punkten beider Kurven mit dem
Beriihrungspunkte e; zusammenfallen.

Dann kann man aber nicht mehr wie bisher die Kcke e; des Funda-
mentaldreiecks in den Schnittpunkt der Geraden F;, mit dem Triger des
dritten und vierten Schnittpunktes der beiden Kurven verlegen; denn
dieser Schnittpunkt fillt mit dem Beriithrungspunkt e, beider Kurven zu-
sammen. Man lasse daher den Punkt e, auf der Geraden F, willkiirlich.
Dadurch wird freilich die Forderung unerfiillbar, dall der Punkt e, zum
Punkte ¢, in bezug auf die beiden Kurven @ und @ gleichzeitig konju-
giert sein sollte. Doch kann man wenigstens noch den Punkt ¢, auf der
Polare des Punktes ¢, in bezug auf die Kurve @ annehmen (Fig. 29), und
die Gleichung der Kurve @ hat daher immer noch die in der ersten Glei-
chung (45) angegebene Form:

(52) Ay TyF + Qoo To® + 2a555,1, = 0,
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wogegen die zweite Gleichung (45) und die zweite Gleichung (44) ihre
Giiltigkeit verlieren, so daB die Gleichung der Kurve @’ die Form erhilt:

(*) Ay 5%+ Ggals® + 20550085 + 2a,,1, 5, = 0.

Dabei ist durch Multiplikation mit einem passenden Faktor sogleich da-
fiir gesorgt, daB der Koeffizient von r,®> in der Gleichung (*) mit dem
entsprechenden Koeffizienten der Gleichung (52) iibereinstimmt.

Dann ist noch immer in dem durch die beiden Kurven (52) und (¥)
bestimmten Kegelschnittbiischel das Linienpaar enthalten, das aus der
gemeinsamen Tangente F, der beiden Kurven @ und «, in ihrem Beriih-
rungspunkte e, gezogen, und der Verbindungslinie 7 des Punktes ¢, mit dem
noch verbleibenden weiteren Schnittpunkt besteht, den die beiden Kurven
aufler ihrem dreifach rechnenden Beriihrungspunkt e, gemein haben.
Die Gleichung dieses Linienpaares kann man leicht dadurch gewinnen,
daB man aus den Gleichungen (52) und (*) eine neue Gleichung ableitet,
die den Faktor r, enthidlt. Man erreicht dies, indem man die Gleichung
(*) von der Gleichung (52) subtrahiert, wodurch sich die Gleichung ergibt:

**) Lo {(ag — @3) 8o + 2(ys — a33) T — 24,7, }= 0.

Diese Gleichung des Linienpaares zerfillt in die beiden Gleichungen:
(53) =0 und

(%) (g5 — @35) Xy + 2(a5 — By3) T — 20,7, = 0.

Da aber die Gleichung (*¥¥) die Gleichung einer Geraden ist, die durch
den Punkt e; hindurchgeht, also erfiillt werden muB, wenn man:

5, =0 und z=0
setzt, aber r, beliebig 14Bt, so muB fiir beliebiges r; die Gleichung be-
stehen: 2(ags— ag5)25 =0,
woraus folgt, dab Ogs = Qg

sein mul. Die Gleichung der Kurve @ nimmt daher die Form an:

(54) Gy by® + a5 0"+ 2a5 575 + 2af, k1, = 0,
und die Gleichung (¥**) der Geraden ¥ verkiirzt sich zu:
(55) (a3 — a3y)¥, — 2a5,1, = 0.

Sie stellt die Verbindungslinie 7 des Beriihrungspunktes e, der Kurven
a und & mit dem einzigen neben ihm noch ibrig gebliebenen Schnitt-
punkte beider Kurven dar.

Die Gleichungen (52), (54) und (55) erfahren noch eine weitere Ver-
einfachung, wenn man die Ecke ¢, des Fundamentaldreiecks in den so-
eben genannten noch iibrig gebliebenen Schnittpunkt der Kurven @ und
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a verlegt. Dann wird der Punkt ¢, der nach dem Obigen zu ¢, in bezug
auf @ konjugiert sein sollte, der Schnittpunkt der Geraden FE, mit der
Tangente in ¢, an die Kurve a gezogen (Fig. 30), und es wird mit Riick-
sicht auf die Lage von e,

(56) @3=0 und a;,=0.

Die Gleichungen (52) und (54) der Kurven @ und @ nehmen also die
Form an:

(57) @118,% + 2053358 =0 und

(58) Ot + 2a5 Lt + 2015, =0,

und man hat den Satz:

Satz 599: Besitzen zwei Kurven zweiter Ordnung « und &’ in
der Kcke ¢, des Fundamentaldreiecks eine <

dreipunktige Beriihrung, und wihlt man &
den Punkt, den die beiden Kurven auBer
dem dreifach zihlenden Bertihrungspunkt & e

miteinander gemein haben, zur Ecke ¢, des .
Fundamentaldreiecks und den Sechnitt- "~ -~ A “
punkt der Tangenten der Kurve @, in den Tig-90.
Punkten ¢; und ¢, gezogen, zur Ecke ¢ dieses Dreiecks, so lassen
sich die Gleichungen der Kurven @ und @’ in der Form darstellen:

(57) a, %+ 2a551,5,=0 und
(58) Ay by 20555, + 2a, L5 = 0.

Dieses Krgebnis 1aft sich leicht bestiitigen. Denn die Gleichungsform
(87) der Kurve « entspricht wieder dem Satze 453 in Teil 1 dieses Ban-
des, und die Gleichungsform (58) der Kurve @’ driickt die Tatsache aus,
daB die Kurve a  eine beliebige Kurve des Kegelschnittbiischels bildet,
das durch die Kurve a (Gleichung (57)) und durch das Linienpaar der
beiden Seiten E;, und E, des Fundamentaldreiecks bestimmt wird. In
der Tat lautet die Gleichung dieses Linienpaares:

(59) 4,5L=0,

und die linke Seite von (58) geht aus den linken Seiten der Gleichungen
(57) und (59) durch lineare Verkniipfung hervor.

Die vierpunktige Beriihrung zweier Kurven szweiter Ordnung. Die ur-
spriinglich entwickelten Gleichungsformen (52) und (54) der sich drei-
fach berlihrenden Kurven a und &’ erweisen sich als niitzlich, wenn man den
Ubergang zur vierpunktigen Beriihrung zweier Kurven zweiter Ord-

nung machen will. Diese Gleichungen entsprachen der in der Fig. 29 an-
GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene II,2 4
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gegebenen Lage des Fundamentaldreiecks, bei der die Verbindungsgerade
V des dreifach zihlenden Berithrungspunktes ¢; der Kurven @ und o
mit dem vierten Schnittpunkte beider Kurven noch nicht (wie in der
Fig. 30) mit der Seite F; des Fundamentaldreiecks identisch war, sondern
durch die Gleichung:

(55) (a5 — a5) T — 2aj1, = 0

dargestellt wurde. Man wird daher diese Verbindungsgerade ¥V um den
Punkt e, drehen kénnen, ohne an dem Fundamentaldreieck und der Kurve
a etwas zu #ndern, wenn man nur dabei die Kurve & sich in einer sol-
chen Weise umwandeln 1iBt, daB die Gerade V eine gemeinsame Sekante
der beiden Kurven @ und @ bleibt und zugleich die dreipunktige Beriih-
rung beider Kurven im Punkte e, aufrecht erhalten wird. Insbesondere
wird man diese Drehung der Geraden ¥V um den Punkt e, so weit fort-
setzen kénnen, bis die Gerade 7 mit der gemeinsamen Tangente F, der
Kurven @ und @’ zusammenfillt. Dann riickt der bisher von e, verschie-
dene Schnittpunkt der Geraden 7 mit der Kurve @ an den Beriihrungs-
punkt e; heran, die dreipunktige Beriihrung beider Kurven geht also in
eine vierpunktige Beriihrung oder Beriihrung dritter Ordnung
tiber, und zugleich reduziert sich die Gleichung (55) auf die Form:

(60) =0,
so daB also der Koeffizient
(61) a/,=0

wird. Hieraus folgt: Wahrend bei dem beschriebenen Ubergang von der
dreipunktigen zur vierpunktigen Beriihrung der Kurven @ und a’ die
Gleichung der Kurve @ ihre alte Form beibehilt, nimlich nach wie vor
lautet:

(62) Ay 8y* + GesTs® + 2093251, = 0,
verkiirzt sich die Gleichung (54) der Kurve @’ zu der Gleichung
(63) Ay &+ A, Ly" - 205,25, = 0.

Man entnimmt aus der Gleichung (61) noch das geometrische Ergeb-
nis, daB die Ecken e, und e, des Fundamentaldreiecks
nicht nur hinsichtlich der Kurve @, sondern auch
hinsichtlich der Kurve @” einander konjugiert sind, daB
also die zweiten Tangenten, die man auBer der Gera-
den E, vom Punkte ¢, an die Kurven @ und @’ ziehen
kann, ihre Bertihrungspunkte auf der Geraden F, haben
(Fig. 31). Und da der Punkt ¢ ein ganz beliebiger
Punkt der Geraden I, war (vgl. 8. 47), so hat man
den Satz:
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Satz 600: Haben zwei Kurven zweiter Ordnung in einem
Punkte e, eine vierpunktige Bertihrung, und legt man von
einem Punkte der gemeinsamen Tangente ihres Bertihrungs-
punktes an die beiden Kurven die zweiten Tangenten, so lie-
gen ihre Berithrungspunkte mit dem Beriithrungspunkte ¢ der
vierpunktigen Beriihrung in einer Geraden.

Ferner kann man den Inhalt der Gleichungen (62) und (63) in der
Form aussprechen:

Satz 601: Haben zwei Kurven zweiter Ordnung in der Ecke ¢
des Fundamentaldreiecks eine vierpunktige Beriihrung, und
ist die Seite E, dieses Dreiecks die gemeinsame Tangente in
diesem Punkte, sind endlich die Ecken ¢ und e, des Fundamen-
taldreiecks hinsichtlich einer und damit (nach Satz 600) auch
hinsichtlich der anderen Kurve einander konjugiert, so lassen
sich die Gleichungen beider Kurven auf die Form bringen:

(62) gy 5% A Agoky® + 20530, 1, = 0
und
(63) Ay 42 A O L® 4 205581, = 0.

Umgekehrt stellen je zwei Gleichungen von der Form (62)
und (63) zwei Kurven zweiter Ordnung dar, die sich in der
Fcke ¢, des Fundamentaldreiecks vierpunktig beriihren und
in dem Beriithrungspunkte die Seite I, dieses Dreiecks zur ge-
meinsamen Tangente haben.

Man erhilt endlich fiir die Polarsysteme a und @’ der beiden sich vier-
punktig beriihrenden Kurven die Briiche:

_”1xE11a22E2+a23Es9“32Ez _
(64) a= P e 7 U = O,
€1y 2y s
65 v ey By ass By + ay By, a4, By e — @
(65) a = P e 7 (g2 = Qgg,
617 2 3

aus deren Form man noch folgern kann, daf die Polarsysteme « und a’
die Summendarstellungen gestatten:

(66) a=q + axd
und
(67) @' =g+ ajd,

in denen g und d wieder zwei Polarsysteme sind, deren extensive Briiche
lauten:

a.E,, ay, FE,, as, E.
68 — 11 11 23 81 32 2 a = Q.
(68) q P e, PRI 239
und
0, B,, 0
(69) d= =
19 21 8

A%



B2 Begriff eines Scharbiischels von Kurven 2. Ordn. u. einer Biischelschar 2. Klasse

Von diesen beiden Polarsystemen g und d hat nach dem Satze 453 das
Polarsystem ¢ eine Kurve zweiter Ordnung zur Polkurve, die die Seiten
E, und E; des Fundamentaldreiecks zu Tangenten und die Seite FE, zur
Beriihrungssekante hat, wihrend nach dem Satze 455 die Polkurve des
Polarsystems @ durch die doppeltzihlende Seite I7, des Fundamental-
dreiecks gebildet wird (Fig. 32). Die Summendarstellungen (66) und (67)
zeigen dann, daf die beiden sich vierpunktig beriihrenden Kurven zweiter
Ordnung « und «’ dem Kegelschnittbiischel angehoren, das durch die
beiden Polarsysteme ¢ und d bestimmt wird.

Das Kegelschnittbiischel, das eine nicht entartende Kurve zweiter Ord-
nung und eine sie beriilrende doppeltzihlende Gerade zu Grundkurven hat.
Ein beliebiges Polarsystem p des durch die Polarsysteme ¢ und & be-
stimmten Biischels von Polarsystemen 1i8f sich durch die Vielfachen-
summe darstellen:

(70) P =fa + g4,
in der f und g zwei Zahlgrofen sind, oder wegen (68) und (69) durch

den Bruch:
_fay Fy, gF, +fay, By, fag, B,y
(71) P = ¢, €2 €3

y  O3g = Qg3

Die Gleichung seiner Polarkurve lautet daher:

(12) faut® + 85.° + 2faptet; =0
und kann, wenn:
(13) k0

ist, wenn also die Kurve p von der doppeltzihlenden Geraden @ verschie-
den ist, auch in der Form geschrieben werden:

(14) a4t + _Qf_&)z + 2a5%5,1, =0,

in der sie sich von der Gleichung (63) der Kurve @’ nur noch dadurch
unterscheidet, daB an Stelle des Koeffizienten a;, der Bruch % steht.

Daraus aber folgt nach dem Satze 601, daB eine jede Kurve des Biischels
(70) mit alleiniger Ausnahme der doppeltzihlenden Geraden  zu der
Kurve @ in derselben Beziehung steht wie die Kurve a’, d. h. mit ihr im
Punkte e, eine vierpunktige Beriihrung aufweist und dabei die Gerade E,
zur gemeinsamen Tangente in dem Berithrungspunkte hat (Fig. 33).

Die Polarsysteme zweiter Klasse, die zu den Polarsystemen des betrach-
teten Kegelschnittbiischels adjungiert sind, gehoren einer Schar an. Bildet
man zu den Polarsystemen p des Biischels (70) die adjungierten Polar-
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systeme [p?], so erhidlt man fiir diese Polarsysteme zweiter Klasse die
Darstellung:

(75) [r*] = [(fq + ga)’]

oder:

(76) [p"] = Plq"] + 2fglqd] + ¢°[@"].

Hierin besitzen nach der Gleichung (39) des 30. Abschnitts die zu g und

d adjungierten Polarsysteme [g?] = Q und [d?] mit Riicksicht auf (68)
und (69) die Werte:

lrd 9 _ — 358, o Gy g, — (og iy €
((;) [Q]'_'Q—' E“ Esv Ea
un

(78) [@*] =0,

und nach der Gleichung (36) des 30. Abschnitts (vgl. auch die obige
Gleichung (6)) wird:

1
0, 0,dia,e a, 0, 0, &  a;

~ _ IRLTY —
(19) ladl =557 5 — % 5 BB 2 D

wo I das Polarsystem des doppeltzihlenden Beriihrungspunktes e; des
Biischels (70) ist. Die Gleichung (76) nimmt daher die Form an:

(80) [p*] =1(Q + gay, D),
in der nach S. 44: ay =0

ist. Diese Gleichung zeigt, daB die adjungierten Polarsysteme des Biischels
(70) simtlich Polarsysteme der Schar:

(81) P={Q+gD

sind, deren Grundkurven die zur Kurve zweiter Ordnung g adjungierte
Kurve zweiter Klasse  und der doppeltzihlende gemeinsame Beriihrungs-
punkt ¢, der Kurven des Biischels sind, dessen Polarsystem oben mit D
bezeichnet wurde.
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Die Abspaltung des Faktors f in der Gleichung (80) hat wieder eine
ganz entsprechende Bedeutung wie bei dem hyperbolischen und ellip-
tischen Scharbiischel. Sie zeigt nimlich, daB dem Polarsystem @ der
Doppellinie E, des Biischels, welchem nach (70) der Parameterwert f = 0
zugehtrt, als adjungiertes Polarsystem kein eigentliches Polarsystem der
Schar (81) entspricht, sondern das uneigentliche Polarsystem [p?] = O
zugeordnet ist, und daB andererseits das in der Schar (81) fiir f = O ent-
haltene Polarsystemn I des doppeltzihlenden gemeinsamen Beriibrungs-
punktes ¢; aller Kurven des Biischels (70) sich nicht als adjungiertes
Polarsystem zu einem Polarsysteme dieses Biischels auffassen 1aft.

Parabolisches Scharbiischel und parabolische Biischelschar. Wegen dieses
engen Zusammenhanges des Biischels (70) mit der Schar (81) nennen wir
das Biischel (70) ein Scharbiischel von Kurven zweiter Ordnung und die
Schar (81) eine Biischelschar von Kurven zweiter Klasse, und zwar speziell
ein parabolisches Scharbiischel und eine parabolische Biischel-
schar (vgl. 8. 41).

Ferner bezeichnen wir den Punkt ¢, als den Doppelpunkt, die Linie
E,, die tibrigens wegen (71) wieder hinsichtlich sémtlicher Polarsysteme
des Biischels und der Schar die Polare des Doppelpunktes e, bildet, als
die Doppellinie des parabolischen Scharbiischels und der parabolischen
Biischelschar.

Weiter sagen wir wieder, die parabolische Biischelschar (81) sei zu dem
parabolischen Scharbiischel (10) adjungiert und umgekehrt dieses zu jenem
adjungiert.

Die Bezeichnung parabolisch fiir das Scharbiischel und die Biischel-
schar rechtfertigh sich dadurch, daB die Kurven des parabolischen Schar-
biischels und der parabolischen Biischelschar auf ihrer Doppellinie und
in ihrem Doppelpunkte eine parabolische Involution hervorrufen.

Endlich sagt man auch wohl in Ubereinstimmung mit S. 40 von zwei
Kurven eines parabolischen Scharbiischels oder einer parabolischen Biischel-
schar, sie hétten in dem Doppelpunkte des Scharbiischels oder
der Biischelschar zwei zusammenfallende reelle Beriihrungs-
punkte miteinander gemein; das wiirde also besagen, dafl sie sich in
diesem Punkte vierpunktig beriihren.

Allgemeiner DBegriff eines Scharbiischels von Polarsystemen zweiter Ord-
nung und eimer DBiischelschar von Polarsystemen zweiter Klasse. Betrachtet
man die drei oben untersuchten Vielfachensummen von Polarsystemen
zweiter Ordnung:

3) p=Ffh+gd
(18) p=fe +gd
(70) »=1fq+gd,
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welche das durch die Polarsysteme i und d, ¢ und d, g und d be-
stimmte hyperbolische, elliptische und parabolische Scharbiischel dar-
stellten und beriicksichtigt, dafl in dem hyperbolischen Scharbiischel (3)
nur die entartenden Polarsysteme A und d, in dem elliptischen Schar-
biischel (18) nur die entartenden Polarsysteme ¢ und ¢ und in dem
parabolischen Scharbiischel (70) nur das entartende Polarsystem d ent-
halten ist, so kann man hinzufiigen, daB die durch die Gleichungen (3),
(18) und (70) dargestellten Polarsysteme p nicht entarten kénnen, voraus-
gesetzt, daB man in den drei Gleichungen die Ableitzahlen f und g als
von Null verschieden annimmt. Da ferner wegen § <4 O ein jedes von
den drei Scharbiischeln auch durch die drei Polarsysteme p und d be-
stimmt wird, so sieht man, daf die Vielfachensumme:

(82) s=1pp+dd

ganz allgemein der Ausdruck eines Scharbiischels ist, welches ein ge-
wisses nicht entartendes Polarsystem zweiter Ordnung p und das Polar-
system  einer doppeltzihlenden Geraden zu Grundsystemen hat, wobei
die Doppellinie d von der Kurve p geschnitten, beriihrt oder tiberhaupt
nicht getroffen werden kann, und wo dementsprechend dann das Schar-
biischel hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch sein wird.

Man kann {ibrigens auch leicht unabhingig vom Vorhergehenden be-
weisen, daB dabei p ein ganz beliebiges nicht entartendes Polarsystem
zweiter Ordnung sein kann, daB also jede Vielfachensumme von der Form:

(82) s—pp + 04,

in der d das Polarsystem einer doppeltzihlenden Geraden und p ein be-
lichiges, nicht entartendes Polarsystem zweiter Ordnung ist, die charak-
teristischen Eigenschaften eines Scharbiischels von Polarsystemen zweiter
Ordnung besitzt.

In der Tat erhilt man fiir das zu s adjungierte Polarsystem zweiter
Klasse [s?] den Ausdruck:

(83) [s"] = p*[p*] + 2pd[pd] + D*[@*].

Nun ist aber nach dem Satze 430 das zur Doppellinie d adjungierte
Polarsystem:

(84) [@®] =0.
Ferner wird nach dem Satze 536 das Produkt:
(85) 2[pd]l=4

ein entartendes Polarsystem zweiter Klasse, dessen Polarkurve das ge-
trennt reelle, zusammenfallend reelle oder konjugiert komplexe Schnittpunkt-
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paar der Kurve p und der Geraden o ist. Bezeichnet man daher noch
das zu p adjungierte Polarsystem zweiter Klasse mit P, setzt also:

(86) p"] = P,
so nimmt die Gleichung (83) die Form an:
(87) [s] =p(p P+ 0A),

welche zeigt, daB die adjungierten Polarsysteme des Biischels (82) simt-
lich der Schar:
(88) pP+bd4

angehdren. Damit aber ist das Biischel (82) als Scharbiischel charak-
terisiert.

Dabei bhat entsprechend wie in den drei vorausgeschickten Spezial-
fallen eines Scharbiischels die Abspaltung des Zahlfaktors p in der Glei-
chung (87) die folgende Bedeutung: Der Doppellinie d des Biischels (82),
welcher nach der Gleichung (82) der Parameterwert p = 0 zugehort,
wiahrend zugleich D == 0 ist, entspricht als adjungiertes Polarsystem kein
eigentliches Polarsystem der Schar (88), sondern wegen (87) das un-
eigentliche Polarsystem [s?] = 0. Andererseits liBt sich das in der Schar
(88) fiir p = 0, D <= O enthaltene Punktpaar:

A = 2[pd]

nicht als adjungiertes Polarsystem zu einem Polarsystem des Biischels (82)
auffassen: denn fiir p = O verwandelt sich die Gleichung (87) eben in
[s*]=0.

Man kann noch hinzufiigen: Jedes nicht entartende Kegelschnittbiischel,
das unter seinen Kurven eine Doppellinie enthilt, ist ein Scharbiischel
von Kurven zweiter Ordnung. Denn wihlt man zu Grundkurven des
Kegelschnittbiischels eine in ihm vorkommende nicht entartende Kurve
zweiter Ordnung p und jene Doppellinie d, so erhiilt man fiir das Kegel-
schnittbiischel gerade eine Vielfachensumme von der Form (82), durch
die nach dem Obigen ein Kegelschnitt als Scharbiischel von Kurven zweiter
Ordnung gekennzeichuet war. Und da auch umgekehrt nach der Glei-
chung (82) jedes Scharbiischel s eine Doppellinie d enthilt, so kann man
allgemein ein Scharbiischel von Kurven zweiter Ordnung auch charaliteri-
sieren als ein nicht entartendes Kegelschnittbiischel, das unter seinen Kurrven
eine Doppellinie enthdlt.

Aus der Darstellung (82) eines Scharbiischels leitet man leicht eine
allgemeine Tigenschaft eines Scharbiischels ab, wenn man die Geraden
aufsucht, die einem beliebigen Punkte y der Doppellinie @ durch die
Polarsysteme s des Scharbiischels (82) als Polaren zugewiesen werden.
Da némlich nach S.215 des ersten Teils dieses Bandes ein jeder Punkt y
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der Doppellinie des Scharbiischels zu dem Polarsystem & dieser Doppel-
linie apolar ist, also der Gleichung:

(89) yd =0

gentigh, so erhiilt man fiir die Polare ys eines solchen Punktes y hinsicht-
lich einer beliebigen Kurve s des Scharbiischels den Ausdruck:

(%0) ys =pyp.

Die Polaren ys eines beliebigen Punktes y der Doppellinie d des Schar-
biischels (82), genommen in bezug auf die Kurven z des Scharbiischels,
fallen also simtlich mit der Polare
yp des Punktes y hinsichtlich des
Polarsystems p zusammen. TUnd
diese Polare yp geht nach der zwei-

ten Grundeigenschaft des Polar-
systems (Satz 394) durch dem Pol

D der Geraden d hinsichtlich des
Polarsystems p hindurch (Fig. 34).
Dieser Pol aber ist, wie oben fiir
alle drei Fille des Scharbiischels be- . 8

wiesen ist (vgl. 8. 35, 40 u. 54), der Doppelpunkt des Scharbiischels, und
er ist zugleich auch hinsichtlich séimtlicher Kurven s des Scharbiischels
der Doppellinie @ des Scharbiischels als Pol zugeordnet. Man hat also
den Satz:

Satz 602: Die Polaren eines jeden Punktes der Doppellinie
eines Scharbiischels von Kurven zweiter Ordnung, genommen
hinsichtlich der Kurven des Scharbiischels, fallen in eine und
dieselbe Gerade zusammen, die durch den Doppelpunkt des
Scharbiischels hindurchgeht.

Greht man andererseits von den drei Vielfachensummen:

(M P={D+gH
(24) P=iD-+gE
(81) P=fQ+HD

aus, welche die durch die Polarsysteme D und H, D und E, Q und D
bestimmte hyperbolische, elliptische und parabolische Biischelschar dar-
stellten, und beriicksichtigh, daB in der hyperbolischen Biischelschar (7)
nur die entartenden Polarsysteme D und H, in der elliptischen Biischel-
schar (24) nur die entartenden Polarsysteme D und F und in der pa-
rabolischen Biischelschar (81) nur das entartende Polarsystem D enthal-
ten ist, so kann man hinzufiigen, daB die durch die Gleichungen (7), (24)
und (81) dargestellten Polarsysteme nicht entarten konnen, vorausgesetzt,
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daB man in den drei Gleichungen die Ableitzahlen { und ¢ als von Null
verschieden annimmt. Da ferner diese Biischelschar, wenn der Koeffizient
von H, F und Q ungleich Null ist, auch durch die Polarsysteme P und
D bestimmt wird, so sieht man, daB die Vielfachensumme:

(91) B—=pP +bdD

ganz allgemein der Ausdruck einer Biischelschar ist, welche ein gewisses
nicht entartendes Polarsystem zweiter Klasse P und das Polarsystem D
eines doppeltzihlenden Punktes zu Grundsystemen hat, wobei der doppelt-
zihlende Punkt auBerbalb, auf oder innerhalb der Kurve P liegen kann,
und wo dementsprechend die Btischelschar hyperbolisch, parabolisch oder
elliptisch sein wird.

Man kann iibrigens wiedernm auch leicht beweisen, daB dabei P ein
ganz beliebiges nicht entartendes Polarsystem zweiter Klasse sein kann,
daB also jede Vielfachensumme von der Form:

(91) B=pP+5D,
in der D das Polarsystem eines doppeltzithlenden Punkies und P ein be-
liebiges micht entartendes Polarsystem zweiter Klasse ist, die charakte-
ristischen Eigenschaften einer Biischelschar von Polarsystemen zweiter
Klasse besitzt.

In der Tat erhdlt man fir das zu B adjungierte Polarsystem zweiter
Ordnung [B?] den Ausdruck:
(92) [B*] = p*[P*] + 2pd[ P D] + b*[D7].
Nun ist aber nach dem Satze 442 das zum Doppelpunkt D adjungierte
Polarsystem:

(93) (D =0.
Ferner wird nach dem Satze 545 das Produkt:
(94) 2[PD]=a

ein entartendes Polarsystem zweiter Ordnung, dessen Polkurve das ge-
trennt reelle, zusammenfallend reelle oder konjugiert komplexe Tangenten-
paar ist, das sich vom Punkte D an die Kurve P legen lifit. Bezeichnet
man daher noch das zu P adjungierte Polarsystem zweiter Ordnung mit
P, setzt also:

(95) [P*] =D,
so nimmt die Gleichung (92) die Form an:
(96) [B’] = p(vD + bar),

welche zeigt, daB die adjungierten Polarsysteme der Schar (91) simtlich
dem Biischel:

97 »p + da
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angehSren. Damit aber ist die Schar (91) als Biischelschar charakte-
risiert.

Dabei bat entsprechend wie in den drei vorausgeschickten Spezial-
fillen die Abspaltung des Faktors p in der Gleichung (96) die folgende
Bedeutung: Dem Doppelpunkte der Schar {(91), welchem nach der Glei-
chung (91) der Parameterwert p = O zugehort, wihrend b 4= O ist, ent-
spricht als adjungiertes Polarsystem kein eigentliches Polarsystem des
Biischels (97), sondern wegen (96) das uneigentliche Polarsystem [B*]= 0.
Andererseits 148t sich das in der Schar (88) fiir p = 0, 4 0 enthaltene
Geradenpaar: a = 2[ PD]

nicht als adjungiertes Polarsystem zu einem Polarsystem der Schar (91)
auffassen; denn fiir p = O verwandelt sich die Gleichung (96) eben in
[(B*] =0.

Daraus folgt dann wieder genau wie bei dem Dualistischen, daf man
eine Biischelschar von Kurven zweiter Klasse auch geradesw charakterisieren
kann als cine wmichi entartende Kegelschnittschar, die wnier ihren Kurven
einen doppeltzihlenden Punkt enthdlt.

Aus der Darstellung (91) einer Biischelschar ergibt sich dann wieder
eine allgemeine Eigenschaft einer Biischelschar, wenn man die Punkte
aufsucht, die einer beliebigen Geraden 7 des Strahlbiischels mit dem
Scheitel I durch die Polarsysteme B der Biischelschar (91) als Pole zu-
gewiesen werden. Da niimlich nach 8. 227 des ersten Teils dieses Bandes
eine jede Gerade ¥V des Strahlbiischels mit dem Scheitel 1> zu dem Polar-
systeme 1 des Doppelpunktes apolar ist, also der Gleichung:

(98) VD=0

geniigt, so erhilt man fir den Pol VB einer solchen Geraden V hinsicht-
lich einer beliebigen Kurve B der Biischelschar den Ausdruck:

(99) VB=pVP.

Die Pole VB einer beliebigen Geraden ¥V, die durch den Doppelpunkt D
einer Biischelschar geht, genommen in bezug auf die Kurven B der
Biischelschar, fallen also simt- QB o

lich mit dem Pole ¥V P der Ge- *

raden ¥ hinsichtlich des Polar-
systems P zusammen. Und
dieser Pol VP liegt nach der
zweiten Grundeigenschaft des
Polarsystems (Satz 410) auf der
Polare d des Punktes D hin-
sichtlich des Polarsystems P
(Fig. 85). Diese Polare aber ist,
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wie oben fiir alle drei Fille der Biischelschar bewiesen ist (vgl. S. 35, 40
und 54) die Doppellinie der Biischelschar, und sie ist zugleich auch hin-
sichlich siimtlicher Kurven B der Biischelschar dem Doppelpunkte I des
Scharbiischels als Polare zugeordnet. Man hat also den Satz:

Satz 603: Ein jeder Strahl eines Strahlbiischels, das den
Doppelpunkt einer Biischelschar von Kurven zweiter Klasse
zum Scheitel hat, besitzt hinsichtlich simtlicher Kurven der
Biischelschar einen und denselben Pol; und zwar liegt er auf
der Doppellinie der Biischelschar.

Das Scharbiischel homoasymptotischer Hyperbeln. Bei dem oben (auf
S. 35—36) betrachteten hyperbolischen Scharbiischel bildeten die Seiten
E, und E, seines gemeinsamen Tangentialdreiecks die Tangenten, die
dritte Seite F, die Berithrungssekante. Hilt man jetzt die Geraden der
beiden gemeinsamen Tangenten Z, und E, eines hyperbolischen Schar-
biischels fest, 1iBt aber die Bertihrungssekante [f; in die unendlich ferne
Glerade tibergehen, so werden alle Kurven des Scharbiischels zu Hyper-
beln, die gemeinsamen Tangenten E, und E, zu gemeinsamen Asympto-
ten aller dieser Hyperbeln. Das Scharbiischel besteht also aus der Ge-
samtheit aller Hyperbeln mit den gemeinsamen Asymptoten E; und F,.
Wir nennen ein solches Scharbiischel von Hyperbeln mit gemeinsamen
Asymptoten ein Scharbiischel homoasymptotischer Hyperbeln.t)

Analytisch vollzieht man den beschriebenen Ubergang dadurch, da8
man in dem Fundamentaldreieck, das in der obigen Entwicklung mit dem
Tangentialdreieck des Scharbiischels zusammenfiel, die der Seite I an-
gehorenden Kcken e, und e, durch zwei Strecken ersetzt. Dadurch ver-
‘wandelt sich das in der Gleichung (2) angegebene Polarsystem  der
Doppellinie des urspriinglichen hyperbolischen Scharbiischels in das Polar-

system j der doppeltzihlenden unendlich fernen Geraden:
. 0,0, E
(100) J=—""=,

€14 6s, €4
in dem jetzt e, und e, zwei Strecken sind, wihrend das Polarsystem (1)
der hyperbolischen Strahlinvolution

(101) h =_Ej_1_'E_1_‘_0_ — fe;e]. [e,6], O
- €1y €3, € €y €y 6

1) In seiner ,,Geometrie der Lage“ (Bd.I, vierte Auflage, Leipzig 1899, S.196)
nennt Th. Reye die oben als ,homoasymptotisch* bezeichneten Hyperbeln ,homo-
thetisch und konzentrisch*. Da indes das Wort ,,homothetisch® sonst in der Be-
deutung ,dhnlich oder #hnlich liegend* gebraucht wird, so paBt der Ausdruck
»homothetische und konzentrische Hyperbeln* nicht fiir zwei solche Hyperbeln des
oben betrachteten Scharbiischels, die nicht in demselben von den gemeinsamen
Asymptoten gebildeten Scheitelwinkelpaar lieger, indem ja zwei derartige Hyper-
beln gar nicht #hnlich sind. (Vgl. auch den unten auf S. 64 eingefiihrten Be-
griff ,homoasymptotischer Ellipsen‘.)
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seine geometrische Bedeutung beibehilt, nimlich noch immer das Linien-
paar FE,, FE, zur Polkurve hat, wenn auch in seinem analytischen Aus-
druck (101) jetzt die GroBlen e, und e, welche die beiden ersten Nenner
bilden und auch in den beiden ersten Zihlern als Faktoren enthalten
sind, durch die unendlich fernen Punkte der Geraden dieses Linienpaares,
d. h. durch gewisse Strecken, vertreten werden.

Ein beliebiges Polarsysfem:

(102) p=h—2gj

des durch die Polarsysteme A und j bestimmten Scharbiischels homo-
asymptotischer Hyperbeln 1iBt sich dann durch den Bruch darstellen:
(103) p—h—2gj =Tl =200

€y €y s

Und, sind &, L, L die Dreieckskoordinaten in bezug auf das neue Fun-
damentaldreieck, von dem die unendlich ferne Gerade eine Seite bildet,

so lautet die Gleichung der zum Polarsystem p gehdrenden Polkurve
(vgl. S. 241f. des ersten Teiles dieses Bandes):

(104) Lile= 04"
Dabei kann der ,Parameter® g jeden beliebigen reellen Zahlwert an-
nehmen.

Will man die Gleichung (104) durch eine Gleichung in Cartesischen
Koordinaten ersetzen, so denke man sich die Strecken e und e, gleich

. 1 . .
lang, und zwar von der Linge ;— -, unter f der Winkel zwischen den
sin f

Stiben [eye,] und [e;e;] verstanden, und gebe iiberdies auch noch dem

Punkte e; die Masse g—l__% Dann werden nach dem Satze 296 die Briiche
sSin

“ound & gerade die Cartesischen Koordinaten des Punktes z mit den
Dreieckskoordinaten I, L, L3 in bezug auf die Geraden der Stibe [eze;]
und [e;e,] als Koordinatenachsen. Bezeichnet man also diese Koordinaten
mit ¢ und y, so wird

5 b b
(105) i’ und . Y,
und die Gleichung (104) nimmt die Form an:
(106) £y =g

Diese Gleichung bestitigh die schon gewonnenen Krgebnisse; denn sie
stellt nach 8. 271 des-ersten Teiles dieses Bandes fiir jeden Wert der
reellen ZahlgroBe g eine Hyperbel dar, welche die Geraden der Stibe
[e;¢,] und [ee,] oder, was dasselbe ist, das Linienpaar lo zu Asymptoten
hat, und welche bei positivem g in dem Winkel £ ([e;e,], [g5¢,]) und
dessen Scheitelwinkel liegt, bei negativem g in dem dazugehérigen Neben-
winkelpaar.
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LaBt man den Parameter g alle reellen Werte von g = — oo bis
g = + oo durchlaufen, so erhilt man simtliche Hyperbeln, die das Linien-
paar h zu Asymptoten haben, d. h. das ganze zum Linienpaar h gehdrende
Scharbiischel homoasympto-
tischer Hyperbeln.

Man kann leicht zeigen,
daB alle diejenigen Hyper-
beln eines solchen Schar-
biischels, die in einem und
demselben von den Asym-
ptoten gebildeten Scheitel-
winkelpaar liegen, #hnlich
und #hnlich gelegen (per-
spektiv dhnlich) sind und
ihren gemeinsamen Mittel-
punkt zum Ahnlichkeitspunkt haben. Unterwirft man nimlich eine beliebige
von den Hyperbeln des Scharbiischels (106) einer perspektiven Ahnlich-
keitstransformation (Streckung) von ihrem Mittelpunkte aus, indem man setzt:

{z’ =ng

hy = ny,

wo 1t eine reelle Zahlgrofe ist, und substituiert die aus diesen Gleichungen
entspringenden Werte von ¢ und y:

(107)

,

=%
(108) [ .
hy=--

in die Gleichung (106), so erhdlt man fiir die vom Bildpunkte ¢, §" des
Punktes g, y beschriebene Kurve die Gleichung

(109) ty =g,

d. h. man erhélt wieder eine Kurve des Scharbiischels homoasymptotischer
Hyperbeln (106), und zwar eine Kurve, deren Parameter

(110) g =n’g
mit dem Parameter g der abgebildeten Kurve dasselbe Vorzeichen hat,
die also mit der abgebildeten Kurve in demselben von den Asymptoten
gebildeten Scheitelwinkelpaar liegt. Man hat daher den Satz (Fig. 36):
Satz 604: Alle Kurven eines Scharbiischels homoasymptoti-
scher Hyperbeln, die in demselben von den gemeinsamen
Asymptoten gebildeten Scheitelwinkelpaar liegen, sind ein-
ander dhnlich und #hnlich gelegen und haben ihren gemein-
samen Mittelpunkt zum Ahnlichkeitspunkt.

~
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Das Scharbiischel homoasymptotischer Ellipsen. Bei dem oben auf S. 40
bis 41 betrachteten elliptischen Scharbiischel von Kurven zweiter Ordnung
stellte die Seite Fj; des Fundamentaldreiecks die in dem Scharbiischel
enthaltene Doppellinie dar, wihrend seine beiden Seiten E, und E, die
Nennerstébe der elliptischen Strahlinvolution:

E,, —E,
) e = 5

bildeten, die von den Polarsystemen des elliptischen Scharbiischels im
Doyppelpunkte des Scharbiischels hervorgerufen wird.

Hélt man jetst die Geraden dieser Nennerstibe einstweilen fest, 148t
aber die Doppellinie E, des Scharbiischels in die unendlich ferne Gerade
iibergehen, so hat man wieder die der Seite F, angehorenden Ecken e,
und ¢, des Fundamentaldreiecks durch zwei Strecken zu ersetzen. Dadurch
verwandelt sich entsprechend wie oben auf S.60 das durch die Gleichung
(17) ausgedriickte Polarsystem « der Doppellinie des urspriinglichen
elliptischen Scharbiischels in das Polarsystem j der doppeltziihlenden
unendlich fernen Geraden:

. 0,0, E
(111) I=e e
indem jetzt e, und e, zwei Strecken sind, wihrend das Polarsystem (16)
der elliptischen Strahlinvolution, d. h. das Polarsystem:
(112) e = E,, B, 0 — [eses], [e,6,], O

e, €, & e, &, ¢

)

zwar seine geometrische Bedeutung beibehilt, nimlich noch immer das
Polarsystem derjenigen elliptischen Strahlinvolution (20) darstellt, welche
die Linienpaare I, E, und F; 4+ E,, I, — E, zu Paaren der Involution
hat, wenn auch in seinem analytischen Ausdruck (112) die GroBen e, und
¢, durch die unendlich fernen Punkte, d. h. durch gewisse Strecken der
Geraden der Stibe E, und I vertreten werden.

Ein beliebiges Polarsystem:
(113) p=e—yj
des durch e und j bestimmten Scharbiischels 1ifit sich dann durch den
Bruch ausdriicken:

. K, E, —gF,

(114) p=e—gj=1 0
in welchem der ,Parameter g jeden beliebigen reellen Zahlwert anneh-
men kann. Diese Bruchdarstellung bestitigt das schon oben auf S. 40 fiir
jedes elliptische Scharbiischel ausgesprochene Krgebnis, daff in bezug auf
jedes Polarsystem des Scharbiischels der Doppelpunkt ¢, des Scharbiischels
der Pol der Doppellinie E; des Scharbiischels ist. Da diese aber in dem
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vorliegenden Fall in die unendlich ferne Gerade iibergegangen ist, so
folgt, daB bei dem besonderen Scharbiischel (114) der Doppelpunkt e,
des Scharbiischels den gemeinsamen Mittelpunkt aller Polarsysteme des
Scharbiischels bilden mub.

Aber die Polarsysteme des Scharbiischels sind niché nur konzentrisch,
sondern sie rufen auch ¢n dhrem gemeinsamen Mittelpunkte e, dieselbe
Strahleninvolution hervor, d.h. sie besitzen dieselbe Involution konjugierter
Durchmesser, und zwar ist diese Involution nichts anderes als die durch
den Bruch (20) dargestellte elliptische Strahlinvolution €. Und iiberdies
erzeugen die Polarsysteme des Scharbiischels auch auf der Polare des
gemeinsamen Mittelpunkts, d. h. auf der unendlich fernen Geraden, die zu
jener Strahlinvolution perspektive elliptische Punktinvolution, woraus man
noch folgern kann, daB die Kurven des Scharbiischels aus lauter reellen
oder imagindren Ellipsen bestehen.

Bezeichnet man ferner die konjugiert komplexen Doppelstrahlen der
gemeinsamen Involution konjugierter Durchmesser als die konjugiert
komplexen Asymptoten der Polarsysteme des Scharbiischels, so kann man
auch sagen: Die Polarsysteme des Scharbiischels haben dieselben (konju-
giert komplexen) Asymptoten, und man kann daher das Scharbiischel
(114) ein Scharbiischel homoasymptotischer Ellipsen nennen.

Sind ferner 1, t,, r; die Dreieckskoordinaten eines Punktes in bezug
auf das neue Fundamentaldreieck, von dem die unendlich ferne Gerade
eine Seite bildet, so lautet wegen (114) die Gleichung des Scharbiischels
homoasymptotischer Ellipsen

(115) 5L+ L= g1sd

wo wieder der Parameter g jeden beliebigen reellen Zahlwert anneh-
men kann.

Um aus dieser Gleichung #hnliche Schliisse ziehen zu konnen wie bei
der entsprechenden Untersuchung iiber das Scharbiischel homoasympto-
tischer Hyperbeln, verfiige man in besonderer Weise iiber die Seiten I,
und F; des Fundamentaldreiecks, welche zugleich die Nennerstibe der
elliptischen Strahlinvolution € in (20) sind, deren Doppelstrahlen das
gemeinsame konjugiert komplexe Asymptotenpaar des Scharbiischels dar-
stellen. Diese Nennerstibe sind nur der Bedingung unterworfen, daf
erstens ihre Geraden selbst ein Paar jener Involution bilden, und daB
zweitens dasselbe auch von den Geraden der Stibe E, + E, und E, — E,
gilt. Nun ist nach dem Satze 169 in jeder Strahlinvolution ein Paar zu-
einander senkrechter Strahlen enthalten, die man als die Achsen der In-
volution bezeichnet. Wollte man zwei Stibe I, und F, dieser Achsen
als Nennerstéibe der Involution verwenden, wobei dann nach dem obigen
die Linge dieser Stiibe so bestimmt werden miiBte, daB auch die Geraden
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der Stibe I, + E, und E, — E, ein Paar der Involution bilden, so wiir-
den die Stdbe E, 4+ E, und E, — E, gleich lang werden und in zwei ge-
raden Linien liegen, deren Winkel durch die Achsen der Involution hal-
biert werden (Fig. 87).

Aber man kann andererseits auch diese gleich langen und zu den Achsen
der Involution symmetrisch liegenden Stibe zu Nenmnerstiben E; und E,
der Involution machen; dann gehdren umgekehrt die Stibe I, + F, und

g

- <
& o
\
\
g g8 4 — &>,
Fig. 37. Fig. 38.

FE, — E, den Achsen der Involution an. Diese letztere Wahl erweist sich
niitzlich, wenn man die Diskussion der Gleichung (115) des Scharbiischels
homoasymptotischer Ellipsen entsprechend derjenigen der Gleichung (104)
des Scharbiischels homoasymptotischer Hyperbeln gestalten will.

In der Tat, bezeichnet man noch einen von den beiden Winkeln, den
die Geraden dieser Stibe miteinander einschlieBen, mit f und gibt zwei
Strecken e, und e, auf den Geraden der Stibe E; und FE, die gemeinsame

Lénge 3_1'_E und nimmt auch die Masse des Schnittpunktes ¢, der Ge-
sin

: o 1 . . > .
raden dieser Stibe =z;——, so werden die Bruchei’1 und;f} die Cartesi-
sin t 3 3

schen Koordinaten ¢ und y des Punktes r;, Ly, L in bezug auf die Stibe
[e;e,] und [ese,] als Koordinatenachsen. Ks bestehen also wieder die
Gleichungen (105) und die Gleichung (115) nimmtb daher die Form an:

(116) P+ =g

Diese Gleichung (116) aber stellt fiir jeden positiven Wert von g eine
reelle Ellipse dar, fiir welche die Koordinatenachsen, d. h. die Durchmesser
[e,e,] und [ege,], einander konjugiert sind, und die von diesen Durch-
messern, vom Mittelpunkt der Kurve aus gerechnet, Stiicke von der glei-
chen Linge }/g abschneidet. Die in den vier Schnittpunkten mit den
Koordinatenachsen gezogenen Ellipsentangenten bilden also den der
Ellipse ,konjugiert umschriebenen Rhombus®, das soll heiBen, denjenigen
Rhombus, dessen Mittellinien die Berithrungsdurchmesser der Rhombus-
seiten sind (Fig. 38).

Da die Mittellinien des konjugiert umschriebenen Rhombus durch die
Ecken des ,konjugiert umschriebenen Rechtecks“ gehen, d. h. desjenigen

5

GraB8mann, Projektive Geometrie d. Ebene II, 2
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Rechtecks, dessen Seiten die Kurve in ihren Scheiteln berithren, so kann
man weiter folgern, daB alle Ellipsen, die durch die Gleichung (116) bei
positivem ¢ dargestellt werden, die Ecken ihrer konjugiert umschriebenen
Rechtecke auf den Koordinatenachsen haben, woraus noch hervorgeht,
daB die Achsen dieser Ellipsen einander proportional, die Ellipsen also
dhnlich sind.

Dies kann man aber leicht auch mehr rechnerisch begriinden. Unter-
wirft man nimlich eine belicbige von den Ellipsen (116) der durch die
Gleichungen (107) und (108) ausgedriickten perspektiven Ahnlichkeits-
transformation (Streckung) von ihrem Mittelpunkte aus, so erhdlt man
fiir die Bildkurve dieser Ellipse (116) die Gleichung

(117) 2+ y'*=nlg,

welche wieder genau die Form der Gleichung (116) hat, und bei der auch
die rechte Seite dasselbe Vorzeichen besitzt wie bei der Originalkurve (116).
Die Bildkurve ist also wieder eine Ellipse aus dem Scharbiischel (116).

Insbesondere erhilt man durch die beschriebene perspektive Ahnlich-
keitstransformation aus einer gegebenen reellen Ellipse eines Scharbiischels
homoasymptotischer Ellipsen alle iibrigen reellen Ellipsen dieses Biischels,
und man hat den Satz:

Satz 605: Alle reellen Kurven eines Scharbiischels homo-
asymptotischer Ellipsen sind einander #hnlich und &hnlich

gelegen und haben ihren gemeinsamen Mittelpunkt zum Ahn.-
lichkeitspunkt.

AuBler den Polarsystemen, deren Polkurven durch dieses System reeller,
konzentrischer, dhnlicher und #hnlich gelegener Ellipsen gebildet werden,
umfaBt aber das Scharbiischel homoasymptotischer Ellipsen noch die-
jenigen Polarsysteme, deren Polkurven die imaginiren Ellipsen sind, die
durch die Gleichung (116) bei negativem ¢ ausgedriickt werden. Diese
Polarsysteme kann man wieder wie auf Seite 291 des ersten Teiles dieses
Bandes als Folgeprodukte aus dem Polarsystem der zugehdrigen reellen
Ellipse und einer Spiegelung an ihrem Mittelpunkte darstellen. Dabei
ist unter der zugehdrigen reellen Ellipse diejenige Ellipse des Schar-
biischels (116) zu verstehen, deren Parameter sich von demjenigen der
betrachteten imaginiren Ellipse nur durch das Vorzeichen unterscheidet.
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Abschnitt 42.

Kollineationen, die ein gewisses Scharbiischel und eine gewisse
Biischelschar in sich iiberfithren.

DBestimmung einer Kurve zweder Ordnung durch drei Punkie und die
Tangenten in zweien von thnen und das dualistisch Fntsprechende. Da bei
einem hyperbolischen und elliptischen Scharbiischel und bei den entspre-
chenden Biischelscharen der Doppelpunkt und die Doppellinie getrennt
liegen, so waren dieselben geeignet als Triger der Ecken des Fundamen-
taldreiecks und ergaben besonders einfache Darstellungen fiir die Polar-
systeme dieser Scharbiischel und Biischelscharen. Die REinfachheit dieser
analytischen Ausdriicke aber ermdglicht noch eine Reihe geometrischer
Folgerungen.

Wir beginnen mit dem Ausdrucke fiir die Punkt-Stab-Abbildung der
Polarsysteme eines hyperbolischen Scharbiischels, welcher lautete (vgl
die Gleichungen (1) bis (4) des vorigen Abschnittes):

(1) p»=rh+gd, wo
@) h— P B0 g
€1, Gy &
(3 a=2%F o qaB also

€y €, €7
_ B [E,gFE
4) »= €, €g, ess
wird. Wie oben gezeigt ist, geht dabei die Polkurve eines jeden Polar-
systems dieses Scharbiischels durch die Punkte ¢, und e, hindurch und
hat in ihnen die Geraden E, und F; zu Tangenten.

Fordert man jetzt moch weiter, die Polkurve eines speziellen Polar-
systems ¢ des Scharbiischels (1) oder (4) solle auch moch durch einen
dritten Punkt e hindurchgehen, der nicht einer Seite des Fundamental-
dreiecks angehdrt, und nimmt man etwa diesen Punkt e zum Einheits-
punkt, verfiigh also tiber die Massen der drei Grundpunkte e, €, ¢; in der
Weise, daB:

(B) e+ e+ eg=¢ und:
(6) [erez65] =1

wird, so braucht man nur das Verhiltnis f: g der Ableitzahlen von p so
zu bestimmen, daB der Punkt e der Gleichung der Polkurve von (4) Ge-
niige leistet, dafl also die Gleichung besteht:

) [e-ep]=0.

Nun ist: ep = (e, + &+ ¢)p = {(E; + E,) + g Ey;
5*
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die Gleichung (7) verwandelt sich also in:
[(e. + € + &) (B, + By + g E;)] =0

oder in:

(8) 2f+9=0.

Nimmt man also etwa:

9) f= an, so wird:
(10) q=— 27

und man erhélt fiir das spezielle aus (1) oder (4) hervorgehende Polar-
system g, dessen Ableitzahlen den Gleichungen (9) und (10) entsprechen,
die Darstellung:

- __E,,E,—2E,
(11) g ="
Die Tangente: A=eq,

im Punkte ¢ an die Polkurve von ¢ gezogen, wird ferner:
(12) A=F + E,— 2E,.

Ubrigens 1iBt sich noch aus der oben gestellten Bedingung, der Punkt
e solle nicht auf einer Seite des Fundamenfaldreiecks enthalten sein, die
Folgerung ziehen, daf das Polarsystem ¢ nicht entarten kann. Dem
Scharbiischel (1) oder (4) gehdren n#mlich nur die beiden entartenden
Polarsysteme h und d an, und von der Polkurve des Polarsystems d
liegt ein jeder Punkt auf der Geraden [e,e,] und von der Polkurve des
Polarsystems h liegt ein jeder Punkt auf einer der Geraden [e;e,] und
[es¢;]. Die Forderung, die Polkurve des Polarsystems ¢ solle durch den
Punkt ¢ hindurchgehen, schlieBt also in der Tat mit Riicksicht auf die
obige Bedingung iiber die Lage des Punktes e entartende Polarsysteme
aus. Man hat also den Satz (Fig. 89):

Satz 606: Sind e, ¢, ¢, und e vier Punkte, von denen keine
drei in einer Geraden liegen, und ist:

(5) e;+ e+ e;=e¢ und:
(6) [ee6] =1,
so lautet der extensive Bruch fiir das Polarsystem zweiter

Ordnung, dessen Polkurve durch die drei Punkte ¢, ¢, und e
geht und in den beiden Punkten ¢, und e, die Geraden der Stibe:

By=[ge] wd B = [ee]
zu Tangenten hat:

__E;,EI,—?Es
(11) g=r

Dabei stellt die Summe der drei Zihler:
(12) A=E+E,—2F,
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die Tangente der Polkurve in dem dritten Punkte e dar. Diese
Kurve kann mit Riicksicht auf die obige Voraussetzung iiber
die Lage der vier Punkte e, ¢, ¢, und ¢ zueinander nicht zer-
fallen.

Geht man anstatt von dem hyperbolischen Scharbiischel (1) von der

Fig. 40.

entsprechenden hyperbolischen Biischelschar aus (vgl. die Gleichungen
(%) bis (8) des vorigen Abschnittes), d. h. von der Gleichung:

(13) P={D + gH, in der:
e27 2 M 0
(14) H= AP Elg, A und
o 01 0’ € M
(15) D= T BT E“s
war, so daB also:
_ 86,86, feg
(16) —P— E:’ 'E2! ES

wird, so beweist man genau ebenso den dem Satze 606 dualistisch ent-
sprechenden Satz (Fig. 40).

Satz 607: Sind E,, E,, E, und E vier Stib aus vier Geraden,
von denen keine drei durch einen Punkt gehen, und ist:
(17) E 4+ E,+ E,=FE und
(18) [E, E, E;] =1,
so lautet der extensive Bruech fiir das Polarsystem zweiter

Klasse, dessen Polarkurve die Geraden der drei Stibe E,, E,
und E zu Tangenten hat und die beiden ersren Geraden in den

Punkten: ¢,=[E,F,] und ¢=[EkE,] berihrt:
€y 6, —2¢

(19) C=E. E, B

Dabei stellt die Summe der drei Zihler:

(20) a=¢e + e—2¢

den Bertihrungspunkt der dritten Geraden F ar. Diese Kurve
kann mit Riicksicht auf die obige Vorauss tzung iiber die
Lage der vier Geraden der Stibe E,, E,, E; und E gegenein-
ander nicht zerfallen.
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Zugleich hat man die beiden sich dualistisch entsprechenden Sitze
bewiesen:

Satz 608: Durch drei Punkte und die Tangenten in zweien
vonihnenisteineKurvezweiter Ordnungeindeutighestimms. Und:

Satz 609: Durch drei Tangenten und die Beriihrungspunkte
zweier vonihnenist eine Kurvezweiter Klasseeindeutighestimmt.

Die allgemeine Fassung dieser Sitze ist zulissig; denn auch in dem
Falle, wo der im Beweise des Satzes 606 eingefiihrte dritte Punkt e
auf der Geraden [e e,] oder auf einer der Geraden [eye;] und [ese,] liegen
sollte, bleibt die in jemem Satze beschriebene Kurve zweiter Ordnung
bestimmt. Sie ist nimlich im ersteren Falle die in dem Scharbiischel (1)
enthaltene Doppellinie, und im zweiten Falle das dem Scharbiischel an-
gehorende Linienpaar. Damit ist die allgemeine Fassung von Satz 608
gerechtfertigt und Entsprechendes gilt von Satz 609.

Eine besondere Art der Fkollinearen Abbildung einer Kurve zweiter Ord-
nung ouf eine andere Kurve zweiter Ordnung wnd das dualistisch FEnt-
sprechende. Um aus den Sitzen 606 und 607 weitere Folgerungen zu
ziehen, denke man sich neben den Ecken ¢, ¢, ¢, des Fundamental-
dreiecks drei neue ein Dreieck bildende Punkte e, ¢, ¢; von beliebiger
Lage gegeben und deren Massen wieder in der Weise bestimmt, daB ein
beliebiger, aber nicht auf den Seitenlinien des Dreiecks ¢,” ¢, ¢, gelegener
vierter Punkt ¢’ der zugehtrige Einheitspunkt wird, daB also:

(21) e=e'+ ¢+ ¢,

und daB zugleich das #ubere Produkt der drei Punkte:
(22) le/e 6] =1

wird. Weiter setze man:

(23) le'es’] = E/, [efe1=FE,), [¢e)]=E;
und fiihre endlich neben dem Polarsystem:

ein zweites ebenfalls nicht entartendes Polarsystem ¢’ ein, das aus den
Grofen ¢/ und E in ganz entsprechender Weise aufgebaut ist wie das
Polarsystem g aus den GroBen ¢, und E,, das also durch den Bruch de-
finiert wird:

, [ Ez/a E1’1 _ 2E3I

(24) Q=

Die Polkurve dieses Polarsystems geht dann nach dem Satze 579 durch
die Punkte ¢/, ¢,” und e'= ¢, '+ e,’+ ¢, hindurch und hat in den Punkten
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e/ und e, die Geraden der Stibe E, = [e/e,"] und E'=[e)e,"] zu Tan-
genten. Ferner fiihrt die Kollineation:

" e’, e, e
(25) f= —————161’ :2' e:
das Polarsystem g in das Polarsystem g” iiber; denn sie verwandelt nicht
nur die Nenner von g in die Nenner von g’, sondern ebenso auch die
Zihler von q in die ganz entsprechend gebauten Zahler von g’. Dabei
konnen die Polkurven der beiden Polarsysteme g und g~ als zwei ganz
beliebige nicht zerfallende Kurven zweiter Ordnung und die Punkte e, ¢,, ¢
und e, e/, ¢ wiederum als ganz
beliebige Punkte dieser beiden
Kurven aufgefaft werden. Denn
sind zwei beliebige nicht zerfallende
Kurven zweiter Ordnung gegeben
(Fig. 41), und bezeichnet man drei s
beliebige Punkte der ersten Kurve
mit e,, €,, ¢ und den Schnittpunkt
der Tangenten in den Punkten ¢, und e, mit e, so kann man immer noch
iiber die Massen der drei Punkte ¢, €, ¢; entsprechend den beiden obigen
Gleichungen:

(5) e=e +e-+e¢ und
(6) [e,66] =1

verfiigen (vgl. S.1ff des ersten Teils dieses Bandes), und Entsprechendes
gilt von der zweiten Kurve. Da ferner die Kollineation f die Polkurve
von g in die Polkurve von g’ in der Weise iiberfilhrt, daB den Punkten
e, €, ¢ die Punkte ¢, ¢, ¢’ und den Tangenten F,, F, die Tangenten
E/, E, entsprechen, so hat man den Satz:

Fig. 41.

Satz 610: Man kann stets eine Kollineation angeben, die
eine beliebig gegebene nicht zerfallende Kurve zweiter Ord-
nung in der Weise in eine zweite ebenfalls beliebig gegebene
nicht zerfallende Kurve zweiter Ordnung iiberfiithrt, daB drei
beliebigen Punkten der erstem Kurve drei beliebig gegebene
Punkte der zweiten zugewiesen werden, und daf den Tan-
genten in zweien von den drei Punkten der ersten Kurve die
Tangenten in den homologen Punkten der zweiten Kurve ent-
sprechen.

Sind andererseits:
E, E,, E; und E und ebenso:

E,E/,E/ und FE’
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je vier Stibe von vier Geraden, von denen keine drei durch einen Punkt
gehen, und hat man tiber die Léngen und den Sinn der Stibe:

E, E,, E, wd E/, E), E/
in der Weise verfiigt, daB:
E=E+E,+E, und [E E E]l=1 und:
E'=E'+ E/+ E/ uwnd [E/'E/E/]=1
wird, so sind die Briiche:

(26)

€y €, — 26
El’ EZ' EB

Q
0’ e, ey — 26

und:

[

(27) Ell’ Ezl’ Esl

die Ausdriicke fir zwel nicht entartende Polarsysteme zweiter Klasse,
deren Polarkurven beziehlich die Geraden der Stibe:
E,E, ud E und:
E',E, und E’
zu Tangenten und die Punkte:
e, = [E; E], e =][E,FE,] ferner:
&'=[EE], e'=[E L]
zu Bertihrungspunkten haben.
Ferner fiithrt die Kollineation:

_ El,v Ez" Eal
(28) § = E1 ’ E27 Es

die erste Kurve in der Weise in die zweite iiber, daB die Elemente,
die mit zusammengehérigen Buchstaben bezeichnet sind, einander ent-
sprechen. Man hat also den Satz (Fig. 42):

Satz 611: Man kann stets eine Kollineation angeben, die eine
beliebig gegebene nicht zerfallende Kurve zweiter Klasse in
der Weise in eine zweite ebenfalls beliebig gegebene mnicht
zerfallende Kurve zweiter Klasse tiberfithrt, daf drei belie-
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bigen Tangenten der ersten Kurve drei beliebige Tangenten
der zweiten Kurve zugewiesen werden, und daB den Beriih-
rungspunkten von zweien der drei Tangenten der ersten Kurve die
Bertihrungspunkte der homologen Tangenten der zweiten Kurve
entsprechen.

Kollineare Abbildung einer Kurve eines hyperbolischen Scharbiischels von
Kurven zweiter Ordnung auf eine andere Kuwrve dieses Scharbiischels. LaBt
man in der obigen Fig. 41 die Punkte ¢, ¢, ¢;” mit den Punkten ¢, ¢,, ¢,
zusammenfallen (Fig. 43), setzt also:

r
e =te,
(29) e =1y,
e = ty6;,

wo t;, t,, t; drei reelle ZahlgréBen bedeuten, zwischen denen wegen (6)
und (22) die Beziehung besteht:

(30) titoty =1,
so nimmt der Kollineationsbruch f die Gestalt an:

(31) f— tleel, tzee,, tyes
11 Gy &
Die Kollineation hat also die Punkte ¢, ¢;, ¢; zu Doppelpunkten und
fiihrt tiberdies die Polkurve des Polarsystems g in eine im allgemeinen
von ¢ verschiedene Kurve ¢’ desjenigen hyperbolischen Scharbiischels
iiber, das die Punkte ¢, und e, zu ,Grundpunkten” und die Geraden [ee,]
und [e;e,] zu Tangenten in diesen Grundpunkten hat, ndmlich diejenige
Kurve ¢ dieses Scharbiischels, die den Punkt:

®) e=e +6+e

enthilt, in diejenige Kurve g’ desselben Scharbiischels, auf welcher der
Punkt:
(32) e'=tye, + tye, 4+ tye, liegt.

Kollineare Abbildung einer Kurve zweiter Ordnung und zweiter Klasse
in sich. Fordert man endlich noch, der durch die Gleichung (32) dar-

gestellte Punkt ¢’ solle der Polkurve des 2, &’
Polarsystems g angehtren, also der Glei-

chung: Z e
(33) [e-e'q] =0 2
Geniige leisten (Fig. 44), so werden die Pol- . ® Z P

kurven der beiden Polarsysteme ¢ und ¢’ © pig. 44,
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identisch, und die Kollineation f fiihrt daher die Polkurve des Polarsystems
q in sich iiber.

Zugleich erhélt man aus (33) zwischen den drei ZahlgroBen t; neben
der Gleichung (30) noch eine weitere Gleichung. Wegen (32) und (11)
158t sich niamlich die Gleichung (33) auch in der Form schreiben:

[(tiey + toes + tye5) (LB, + 4 By — 24 By)] = 0.
Diese Gleichung aber verwandelt sich bei Ausfihrung der Multipli-
kation in: 241, — 22 —0 oder in:

tty =t

woraus durch Multiplikation mit f; und bei Beriicksichtigung von (30)

folgt: 1 — 2,
Und da t; nach der Voraussetzung reell sein soll, so wird:
(34) ty =1,
die Gleichung (30) reduziert sich also auf:
tity=1
und liefert fiir t, den Wert:
(35) f, = :1

Unterdriickt man schlieBlich noch bei t, den Index, so erhilt man fiir
die Kollineation ¥ in (31), welche die Polkurve von ¢ in sich iiberfiihrt,
den Wert:

1
tela Tezv €y

i T
€y €y G

(36) f—

withrend sich fir den Punkt ¢’, der dabei dem Punkte ¢=¢ + ¢, + ¢,
zugewiesen wird, die Summendarstellung ergibt:

(37) e'=el =te + %62 + e5.
Man hat also den Satz:

Satz 612: Haben die vier PunktgriBen ¢, e, ¢, und ¢ dieselbe
Bedeutung wie im Satze 606, so wird die nicht zerfallende
Kurve zweiter Ordnung, die durch die drei Punkte ¢, ¢, und e
hindurchgeht und in den beiden ersten Punkten die Geraden:

Ey =[ege,] und  E) = [eye5]
zu Tangenten hat, durch die Kollineation:

1
te,, —t—e2, €y

€1 63y €

(36) f—
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in der Weise in sich iibergefiihrt, daB die Punkte ¢ und ¢
und die Tangenten E, und E,, freilich unter Verinderung
ihrer Massen und Léingen, in sich iibergehen, wihrend der
Punkt:

(5) €==€ T € T6
in den ebenfalls der Kurve angehdrenden Punkt:
(37) ¢'=ef =te + —1—62 + e

verwandelt wird.

Ersetzt man ferner in der Gleichung (37) die bisher als fest gedachte
ZahlgréBe t durch eine verinderliche Zahlgréfe y und bezeichnet den
dadurch aus dem festen Punkt e’ hervorgehenden veréinderlichen Punkt
der betrachteten Kurve mit z, so erhélt man die Gleichung:

(38) z—te+ 1o +e
und damit den Satz (Fig. 45):

Satz 613: Haben die vier PunktgréBen ¢, e, e, und e wieder
dieselbe Bedeutung wie im Satze 606, so ist die Gleichung:

(38) x=§e1+—1§e2+es

eine Parameterdarstellung derjenigen nicht zerfallenden Kurve
zweiter Ordnung, die durchdiedreiPunktee, ¢, undehindurchgeht
und in den beiden ersten Punkten die Geraden:

L, =[ege,] und E, = [e,6]

zu Tangenten hat.
Aus den Siitzen 612 und 613 ergeben sich die dualistisch entsprechen-

=)

g; £, & “

Fig. 45. Fig. 46.
den Séatze durch eine bloBe Buchstabenvertauschung. Man erhilt so die
Sitze (Fig. 46):

Satz 614: Haben die vier Stibe E,, E,, E, und E dieselbe Be-
deutung wie im Satze 607, so wird die nicht zerfallende
Kurve zweiter Klasse, welche die Geraden der drei Stibe E,
FE, und E zuTangenten hat und von den beiden ersten Geraden
in den Punkten:

e,=[FE,E;] und ¢= [E, E]
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beriihrt wird, durch die Kollineation:

(59) Y=m =

in der Weise in sich tibergefiihrt, daB die Tangenten E, und
E, und ihre Beriihrungspunkte:

e, =[E;E] und e =[EE],

freilich unter Verdnderung ihrer Lingen und Massen in sich
tibergehen, wihrend die Tangente:

(17) E=I +E, +F,

in die ebenfalls die Kurve beriihrende Gerade:

(40) E'=EQ=tE + | I, + E,
verwandelt wird. Und

Satz 615: Haben wieder die vier Stibe E,, E,, E;, und E die-
selbe Bedeutung wie im Satze 607, so ist die Gleichung:

(41) U=uE + - E + F,

die Parameterdarstellung derjenigen nicht zerfallenden Kurve
zwoiter Klasse, welche die drei Geraden der Stibe E,, E, und E
zu Tangenten hat und von den beiden ersten Tangenten in den
Punkten:

e =[EE] und ¢=[E,E]
beriihrt wird.

Man kann sich iibrigens auch leicht ein Bild davon machen, in welcher
Weise die in dem Satze 612 charakterisierte Kurve zweiter Ordnung
durch die in demselben Satze beschriebene Kollineation f in sich iiber-
gefithrt wird. Denn, da jeder beliebige Punkt:

(42) x=ge1+%e2+e3

dieser Kurve mit Riicksicht auf den in der Gleichung (36) angegebenen
Wert von ¥ in den Punkt:

(43) xt = rte, + ’gite2 + e

verwandelt wird, so nimmt das Produkt [z - zf], d. h. der Ausdruck fiir
die Geraden, welche die Punkte z der Kurve (42) mit den ihnen durch
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die Kollineation f zugeordneten Punkten zf dieser Kurve verbinden, den
Wert an:

[z xt] = [(gel—{- %ez + es) <gte1 + ngte2 + eg)]

1 .
?[3233] "‘;'t[ez &] 'i‘(l "%) E,
={+rtlege] —rlae] (={+t(t—1E
+ ‘1‘ [eyea] — t[es 6] + (% — 1) E

Und fithrt man noch fiir die als Faktoren von%, r und 1 auftretenden

Produkte kurze Bezeichnungen ein, indem man setzt:

@) (1—pE—=E, (—HE=E, (f—1t) B = B,
so erhiilt man fiir das gesuchte Produkt [# - zf] die Darstellung:
(45) [%- 2f] = EE—E;+ yE, + Ey.

Diese stimmt aber ihrer Form nach mit der rechten Seite von (41) genaun
iiberein. Und da sich ferner nach den Gleichungen (44) die Stibe E’,
E,, E/ von den Stiben E,, I,, E, nur um einen Zahlfaktor unter-
scheiden, so ist nach dem Satze 615 die Gleichung (45) die Parameter-
darstellung derjenigen Kurve zweiter Klasse, welche die Geraden der
Stibe E,, E, und:

46) E'=E/'+E+ B~ (1- T EA+ =D 5+ (-1 %

zu Tangenten hat, und von den beiden ersteren Tangenten in den Punkten:
¢, = [EsEy] wnd ¢ =[E,E]

berithrt wird, und die also der durch die Gleichungen (13) oder (16)
dargestellten Biischelschar von Kurven zweiter Klasse angehort (Fig. 47).
Die soeben angewendete SchluBweise wiirde jedenfalls erlaubt sein, wenn
das Produkt [E,E;, E,) =1 wiire. Dies wird
nun freilich im allgemeinen nicht zutreffen. Aber
man wird, wenigstens so lange das Produkt:

[E/E; By]+ 0

2
ist, aus den GroBen F,, E,, E, durch Multi-
plikation mit einem passenden, fiir alle drei

GriPen gleichen Zahlfaktor leicht drei solche GroBen E,', E,, E ableiten
konnen, die der Bedingung:




78 Kollineationen, die ein gewisses Scharbiischel u. eine Biischelschar in sich iiberfiihren

Gentige leisten, ohne daf dadurch bei den Geraden dieser Stibe oder den-

jenigen der Stibe: E'=E/'+ E/+ E/ und:
[z zf] = %El'-i- tE + Ef

eine Lageninderung bedingt wire, da die beiden letzteren Stibe sich, bei
Einfiihrung der GréBen E| anstatt der GroBen E;, nur mit einem Zahl-
faktor multiplizieren wiirden.

Wiire aber:

[E, E,/E] =0,
so wiirde wegen (44) und (18) zugleich:

(t—=pE=D(F—1=0, albo:
(1 —t*(1 +1t)=0 oder endlich:
t=41
sein. Aber es wird dann wegen (36) entweder:

€5, 65,4 €
- €1s e:: ez ’
die Kollineation f also die Idenfitit (vgl. S. 107 des ersten Teils dieses
Bandes) und somit:
xf =z.
Das Produkt [z - «f] verschwindet alsdann fiir jeden Wert von z, und
die Gleichung (45) verliert daher ihre Bedeutung. Dieser Fall ist dem-
nach von der Betrachtung auszuschlieBen. Oder es wird:
- elv — €, es
= e
Die Kollineation ¥ ist dann eine (harmonische) Spiegelung am Punlte e,
und der Geraden [e e,] (vgl. 8.100f. des ersten Teils dieses Bandes), und
die Geraden [#-zf] umhiillen somit den Punkt e. Dieser Punkt aber
kann doppeltzihlend als Kurve zweiter Klasse aufgefaBt werden, die der
Biischelschar (13) oder (16) angehort. Man hat daher den Satz:

Satz 616: Bildet man eine nicht zerfallende Kurve zweiter
Ordnung nach dem im Satze 612 angegebenen Verfahren kol-
linear in sich ab, wobei nur vorausgesetzt werden mag, daB
die dort beschriebene Kollineation ¥ von der Identitit ver-
schieden sei, und verbindet einen jeden Punkt z der Kurve
mit seinem Bildpunkt x¥, so umhiillen die Verbindungslinien
eine Kurve zweiter Klasse, die der Biischelschar (13) oder
(16) angehort.
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Und ebenso gilt offenbar der dualistisch entsprechende Satz (Fig. 48):

Satz 617: Bildet man eine nicht zerfallende Kurve zweiter
Klasse nach dem im Satze 614 angegebenen Verfahren in sich
ab, wobei nur vorausgesetzt werden mag, daB die dort be-
schriebene Kollineation & von der Identitit verschieden sei,
und schneidet man jede Tangente U der Kurve mit ihrer Bild-
geraden UR, so erfiillen die Schnittpunkte eine Kurve zweiter
Ordnung, die dem Scharbiischel (1) oder (4) angehdrt.

Man kann die durch die Kollineation § in (36) bewirkte Abbildung
der Kurve zweiter Ordnung (42) in sich noch in anderer Weise charak-
terisieren. Hs 1iBt sich namlich zeigen, dab dieselbe eine projektive Zu-
ordnung auf dieser Kurve bewirkt. Denn pro-
jiziert man die beiden Punkte (42) und (43)
dieser Kurve, etwa von dem Punkte e aus, der
durch die Kollineation f in sich tibergefiihrt wird
und zugleich der Kurve zweiter Ordnung ange-
hort, so erhilt man zwei einander in der Kolli-
neation f entsprechende Strahlbiischel, und diese
sind nach dem Satze 523 zueinander projektiv. Die Punktreihen aber,
welche zwei zueinander projektive Strahlbiischel mit gemeinsamem Scheitel
auf einer Kurve zweiter Ordnung ausschneiden, die durch diesen Scheitel
hindurchgeht, sind selbst projektiv.

Fig. 48.

Die entsprechende Abbildung eines ganzen hyperbolischen Scharbiischels
von Kurven mweiter Ordnung und einer gamzen hyperbolischen Biischelschar
von Kurven zweiter Klasse. Man sieht leicht, daB sich die Sitze 612 und
614, 616 und 617 auf jede Kurve des Scharbiischels (4) und der Biischel-
schar (16) iibertragen lassen. In der Tat wird man ja von dem oben be-
trachteten Polarsystem:

(1) g =B B =28,

€, €, 3
zu dem Polarsystem g” einer beliebigen Kurve desjenigen Scharbiischels
gefithrt, das die Geraden:

Ey, =[ese,] und E,=[e,6]
zu Tangenten und die Punkte ¢, und ¢, zu Beriihrungspunkten hat, wenn
man an die Stelle der Punkte e,, ¢, ¢, die mit ihnen zusammenfallenden

Punkte: "
. Iel = B¢y,
47) l ey = Dz,
ey = hye5

treten liBt, die aus den Punkten ¢, ¢,, e, durch Multiplikation mit den
Zahlfaktoren B, B,, B, hervorgehen. Denn man kann iber diese Zahl-
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faktoren von ¥, §,, §; in der Weise verfiigen, daB
erstens ihr Produkt %), §,h, = 1, also wegen (47) und (6) auch:
(48) [e/eses] =1
wird, und dafl
zwettens ein der Lage nach beliebiger Punkt ¢” der Einheitspunkt
der drei Punkte e/, ¢, e, wird, d. h.:

(49) e’ =¢ +e + ¢

oder wegen (47):

(50) e” =be + hye, + hyey

wird. Setzt man dann noch:
(1) [e;e;]1 = Ef, [ee/]=1E, [ee]]=E],
so stellt der Bruch:
(52) n_ B, B, —2E7

ey & e
dasjenige Polarsystem dar, dessen Polkurve durch die Punkte e, e; und
e” geht und in den beiden ersten Punkten die Geraden E, und E;' zu
Tangenten hat. Das ist aber wegen der Willkiirlichkeit der Lage von e”
eine ganz beliebige Kurve des oben charakterisierten Scharbiischels.

Nun wird aber mit Riicksicht auf (50) und (36):

" b
oder wegen (47): =Dt et b
(53) et =te -|—-it e, + e .

Und diese Summe ist nach Satz 613 wieder der Ausdruck fiir einen Punkt
der Polkurve von ¢”. Ebenso entspricht ferner einem beliebigen Punkte
y dieser Kurve, der nach dem Satze 613 die Darstellung gestattet:

(54) y=ye + ¢ +ef,
in der Kollineation ¥ der Punkt:

11 1 rr 11
(55) yf"_‘l)tel +t)_te2 +63,

d. h. wieder ein Punkt der Polkurve von ¢”. Auch beweist man genau
so wie oben (S.78), daB die Verbindungslinien [y-y¥] der Original-
punkte y der Kurve g” mit ihren Bildpunkten yf in der Kollineation ¥
eine Kurve der Biischelschar (16) umhiillen, niimlich diejenige Kurve
dieser Biichelschar, welche die Gerade:

A= OB + =B + (; — 1)
zur Tangente hat. Man hat also den Satz:
Satz 618: Durch die Kollineation:
te, —l—e,, €
7
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wird nicht nur die im Satze 612 genannte Kurve zweiter Ord-
nung, sondern iberhaupt eine jede Kurve des diese Kurve
enthaltenden hyperbolischen Scharbiischels (4) in sich iiber-
gefiithrt; und ist dabei die Kollineation ¥ von der Identitit
verschieden, so umhiillen die Verbindungslinien der Punkte z
dieser Kurven mit ihren in der Kollineation f entsprechen-
den Punkten zf eine Kurve zweiter Klasse, welche der dem
Scharbiischel (4) adjungierten Biischelschar (16) angehort.

Ebenso gilt der dualistisch entsprechende Satz:

Satz 619: Durch die Kollineation:

tE,, - B, F,
® = t

El’ E37 E3
wird nicht nur die in dem Satze 614 genannte Kurve zweiter
Klasse, sondern iiberhaupt eine jede Kurve der diese Kurve
enthaltenden hyperbolischen Biischelschar (16) in sich tiber-
gefiihrt; und ist dabei die Kollineation & von der Identitat
verschieden, so erfiillen die Punkte, die man erh#lt, wenn
man die Tangenten U einer solchen Kurve mit ihren Bild-
geraden U®R schneidet, eine Kurve zweiter Ordnung, welche
dem zu der Biischelschar (16) adjungierten Scharbiischel (4)
angehort.

Der Fall einer involutorischen Fkollinearen Abbildung eines solchen Schar-
biischels und einer solchen Biischelschar. Schlieflich m&gen noch ein paar
Bemerkungen iiber den schon oben auf S.43f. gestreiften Fall Platz finden,
wo die Kollineationen (36) und (39) perspektiv sind. Nach der Glei-
chung (45) des achtundzwanzigsten Abschnitts wird die Kollineation (36)
perspektiv, wenn

(56) t=7

ist, und dies tritt (auBer in dem Falle der Identitét, fiir welchen t = 1 ist)
dann und nur dann ein, wenn:

@7 ——1

ist. Dann wird die Kollineation ¥ in (36) (vgl. S. 100f. des ersten Teils
dieses Bandes) zugleich involutorisch und moge daher fiir diesen beson-
deren Fall mit dem Buchstaben 8 (Spiegelung) bezeichnet werden. Wir
setzen also:

(58) §=—el,—e2,e3

’
€1y €, €3

wo dann 8, wie an der eben zitierten Stelle gezeigt ist, eine (harmonische)
Spledeluntr an dem Punkte ¢; und der Geraden F; = [¢ e;] darstellt Der

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene II, 2
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Bruch § hat daher die Eigenschaft, eine jede Kurve des hyperbolischen
Scharbiischels (4) durch eine Spiegelung an den beiden genannten Ele-
menten in sich iiberzufithren (Fig. 49), und man hat somit den Satz:
Satz 620: Die Spiegelung:
— e, — €, &

(58) f=—

12 Gy 6
an dem Punkte ¢, und der Geraden FE; = [¢e,] fithrt eine jede
Kurve des hyperbolischen Scharbiischels (4) perspektiv in

)

g

Fig. 49. Fig. 50.

sich tiber. Sie weist nimlich jedem Punkte z einer solchen
Kurve denjenigen Punkt 23 zu, in welchem diese Kurve zum
zweiten Male von der Geraden [ze¢;] geschnitten wird
Ebenso gilt auch der dualistisch entsprechende Satz (Fig. 50):
Satz 621: Die Spiegelung:
—E,,—E,, E,

(59) @-—: El’ 'E2'l E3

an der Geraden F, und dem Punkte ¢, = [E, E,] fibhrt eine
jede Kurve der hyperbolischen Biischelschar (16) perspektiv
in sich iber. Sie weist nimlich jeder Tangente U einer sol-

chen Kurve die zweite Tangente zu, die sich vom Punkte
[(UE,] an die Kurve legen liBt.

Abschnitt 43.

Begriff der Kernkurven einer Reziprozitit. Das Nullsystem
zweiter Ordnung und zweiter Klasse.

Die Punlt-Stab- Abbildung einer Reziprozitit wnd die adjungierte Stab-
Punkt-Abbildung. Die zu diesen Abbildungen inversen Reziprozitiiten.
Nachdem wir in den Abschnitten 31 bis 38, 41 und 42 die Eigenschaften
der Polarsysteme und ihrer Biischel und Scharen erledigt haben, ist es
nicht mehr schwer, die bereits im 30. Abschnitt begonnene Untersuchung
eier beliebigen Reziprozitit zu Fnde zu fiihren. Es sei wie im 30. Ab-

schnitt der Bruch:
o A, 4y, 4,
(1) r= €, €, €
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der analytische Ausdruck der Punkt-Stab-Abbildung einer Reziprozitit.
Dabei sollen wie dort die Nenner e, ¢,, ¢; die Einheiten erster Stufe, d. h.
die mit gewissen Massen versehenen Ecken des Fundamentaldreiecks, dar-
stellen, wihrend die Zéhler 4,, 4,, A, Stibe sind, die aus den Einheiten
zweiter Stufe:

@) E =lael, E,=|eeal, B =[e6]

mittels der Ableitzahlen a;, numerisch abgeleitet sind, so daB also:

Ay =0y By + 0 By + 05 B

Ay = 0y By + g0 By + 053 By

Ay = a5 By + a5 By + 055 By

®)

ist. Ferner sei wieder:

=% = Gy Tan Oy
(4) R———[T]—E“ E,, &,

der zu 7 adjungierte Bruch, also:

®) o, =[d4;), 0, =[4;4,], a;=[4,4;].
Dann wird (vgl. die Gleichungen (15) des 30. Abschnitts):
o =W e, + Wppey + Uz

ay = Upse; + Unpe, + Anses

ay = gy e, + Wsgey + Ugsey,

wo die ¥, die Unterdeterminanten der Determinante:

(M) a=laik‘} i, k=1,23,

sind.

Aus den Gleichungen (3) und (6) folgt noch durch Auflésung nach
den F, und e;:

(6)

0, = A, 4, 4+ Wy 4y + Uy 4,
0B, =W A, + Wppdy + Uy 4,
0B, = g A, + Uyg 4, + Ugy 4,

)

und:

ae = 3Gy + Oy, 0y + 05y
Q6 = A19% + gy -+ Oy
063 = O350 + O350y + O3305.
In diesen Gleichungen (8) und (9) sind die Ableitzahlen 9,; und a,; gegen

die Ableitzahlen der Gleichungen (6) und (3) transponiert.
Ist das kombinatorische Produkt der Zihler von #, d. h. das Produkt:

(10) [4, 4, 4] =[] =a=]a,|, 5,k=1,23,
voo Null verschieden und damit auch das kombinatorische Produkt der
Zihler des zu 7 adjungierten Bruches R, nimlich das Produkt:

(11 [a,a,0,] = [B%] = A = | U, | = a®

®)

6*
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ungleich Null, so besitzen nach 8. 162ff. des ersten Teiles dieses Bandes
auch die reziproken Werte von # und R, d. h. die Ausdriicke —:7 und »1%,
einen Sinn und stellen die zu den Abbildungen 2 und R inversen Ab-
bildungen dar. Fiir diese beiden inversen Abbildungen —:—, und % er-

hilt man dann die extensiven Briiche:
€1y &,y 6

1
<12) ? 'Als Az: A.‘)

und
1 B, E,, B
(13) F3 Ay Gy, ‘ls-

Fiir den besonderen Fall eines Polarsystems 7, R bestanden dann nach
dem 31. Abschnitt zwischen den Ableitzahlen a;, die Gleichungen:
Qs = Qyps i,wk=1,2 3,

Il

f

und insbesondere bei einem nicht entartenden Polarsystem 2, R zwischen
den Briichen * und R selbst noch die Beziehung:

a

r=x,

welche das Polarsystem als eine involutorische Abbildung charakterisierte,
und das Zusammenfallen der Pol- und Polarkurve bedingte.
Schliefen wir daher jetzt den Fall des Polarsystems von der Betrach-
tung aus, setzen also voraus, es sei wenigstens fiir ein Indexpaar i, k:
(14) (s =t Oy
und beschrinken uns somit auf eine allgemeine Reziprogitit, so ist zundchst
zu untersuchen, ob es bei einer beliebigen Reziprozitit ein Gebilde gibt,
das der Pol- und Polarkurve eines Polarsystems entspricht, und
andererseits, ob nicht doch auch vielleicht bei einer allgemeinen Rezi-
prozitit zwischen den vier extensiven Briichen:

r, R
1 1
r? R

Beziehungen irgendwelcher Art obwalten.

Begriff der Kernkurven einer Reziprozitit: Reziprozititen zweiter Ord-
nung und szweiter Klasse. Um die erste Frage zu erledigen, suchen wir
einmal genau so wie bei dem Polarsystem nach denjenigen Punkten s,
die auf ihren zugeordneten Geraden liegen, und erhalten fiir sie die Glei-
chung:

(15) [z -2r]=0,

d. h. wieder eine Zahlgleichung zweiten Grades in z. Dieser Gleichung
geniigen, falls man von dem unten niher zu behandelnden Ausnahmefall
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absieht, wo die Gleichung (15) iiberhaupt durch jeden Punkt z der Ebene
erfiillt wird, die Punkte einer Kurve zweiter Ordnung; man nennt sie die
Polkurve der Reziprozitit », B.

Fragt man ferner nach denjenigen Geraden U, die durch ihren zuge-
ordneten Punkt UR gehen, so bekommt man die Gleichung:

(16) [U.UR]=0,

welche, wenn man auch hier wieder den Ausnahmefall ausschlieBt, wo
die Gleichung (16) iberhaupt durch jede Gerade U der Ebene erfiillt
wird, als Zahlgleichung zweiten Grades in U eine Kurve zweiter Klasse
darstellt; man nennt sie die Polarkurve der Reziprozitiat », R.

Man hat also die Sitze:

Satz 622: In jeder Reziprozitit », R, die nicht jedem Punkte
der Ebene eine durch ihn hindurchgehende Gerade zuweist,
erfiillen die Punkte, die auf ihren zugeordneten Geraden lie-
gen, eine Kurve zweiter Ordnung, die Polkurve der Reziprozi-
tit. Die Gleichung dieser Kurve lautet:

(15) [z-zr]=0.

Und

Satz 623: In jeder Reziprozitit », R, die nicht jeder Geraden
der Kibene einen in ihr liegenden Punkt zuweist, umhiillen alle
Geraden, die durch ihre zugeordneten Punkte hindurchgehen,
eine Kurve zweiter Klasse, die Polarkurve der Reziprozitit.
Die Gleichung dieser Kurve lautet:

(16) [U- UR]=0.

Mit Riicksicht auf diese beiden Sitze nennen wir die Punkt-Stab-Zu-
ordnung 7 einer Reziprozitit #, B eine Reziprozitit zweiter Ord-
nung und die Stab-Punkt-Zuordnung B der Reziprozitit », B
eine Reziprozitit zweiter Klasse.

Man bezeichnet die Polkurve und Polarkurve einer Reziprozitit », R
auch wohl mit gemeinsamem Namen als die beiden Kernkurven der
Reziprozitit. Fiir den besonderen Fall eines nicht entartenden Polar-
systems fielen diese beiden Kernkurven in eine einzige Kurve zusammen.
Bei einer allgemeinen Reziprozitit dagegen ist dies, wie sich sogleich
zeigen wird, nicht der Fall, und es wiirde daher darauf ankommen, zu
untersuchen, ob sich iiber die Lage beider Kurven zueinander etwas aus-
sagen liRt. Dazu wird es notig, zuerst etwaige. Beziehungen zwischen den

1 .
— zu ermitteln.

vier extensiven Briichen », R, 7 R’

Die zu einer Reziprozitiit zweiter Ordwung v konjugierte Reziprozitit ',
Nach dem Begriffe des extensiven Bruches sind die Nenner ¢; des Bruches
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» (vgl. die Gleichung (1)) mit seinen Zihlern 4; durch die Gleichungen
verkniipft:
(17) er=24, i=1,2,3,

fiir die man wegen (3) auch schreiben kann:

(18) er =0, B + 0, F, + 0,5, i=1,2 83

1

Andererseits folgen aus den Gleichungen (9), die sich auch unter der
Form zusammenfassen lassen:

(19) ae,=a,,a + ay,0, + 05,05, 2=123

unter der Voraussetzung, daB die Reziprozitit 2, B umkehrbar sei, durch
Multiplikation mit % wegen (13) die Gleichungen:

(20) ei% =0, B + 05, By + 05, F5, i=1, 2,3,

in denen sich die Ableitzahlen der rechten Seite von denen der rechten
Seite von (18) nur durch die Indexfolge unterscheiden. Dies kann man
auch so ausdriicken: Es sind die Ableitzahlen des Gleichungssystems (20)
gegen diejenigen des Gleichungssystems (18) transponiert.

Nennt man daher diejenige Reziprozitit zweiter Ordaung, die aus der
Reziprozitit » durch Transposition der Ableitzahlen q;, ihrer Zéhler ent-
steht, die zu 7 konjugierte Reziprozitit*) und bezeichnet sie mit
7', setzt also:

(21) er’ =0, B + 0, By + 05, F,, 1=1, 2,3,

so fiihren die beiden Reziprozititen 2" und % nach (20) und (21) die
drei Grundpunkte e¢; in dieselben Stibe und somit iiberhaupt jeden Punkt
der Ebene in denselben Stab iiber. Man kann daher setzen:

(22) r = %-

Dabei wird die zu 7 konjugierte Reziprozitit »° durch den Bruch dar-
gestellt:

(23) p = A A A

. €, €, €’
in welchem

(24> 'A‘i, = alz'El + afh'EE + (131-E3, 1= l; 27 3)
ist. Man hat also den Satz:

1) Vgl. z. B. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, Bd. II,
Leipzig 1891, S.402. Nach R. Mehmke, Vorlesungen iiber Punkt- und Vektoren-
rechnung, Erster Band: Punktrechnung, Erster Teilband, Leipzig und Berlin 1913,
S. 262f. tritt der Begriff konjugierfer Reziprozititen wohl zuerst bei Hamilton
auf. Vgl Sir W. R. Hamilton, Lectures on Quaternions, Dublin 1853, S. 87.
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Satz 624: Die konjugierte Reziprozitit +’ einer umkehrbaren
Reziprozitiat zweiter Ordnung 2 ist nur um einen Zahlfaktor
von der zur adjungierten Reziprozitit B inversen Reziprozitit

% verschieden. Ks besteht nimlich die Gleichung:

a
r?

in der a die Determinante der Ableitzahlen der Zihler von 7,
oder was dasselbe ist, der Potenzwert der Reziprozitit » ist.

r =

Die uneigentliche Reziprozitit eweiter Ordnung und das Nullsystem
zweiter Ordnung. Um weitere Beziehungen aufzufinden, stellen wir uns
die Frage, ob es eintreten kann, daf die beiden konjugierten Reziprozi-
titsbriiche 2 und ' bis auf einen Zahlfaktor einander gleich werden.
Wir fragen also, ob es Reziprozititen gibt, die einer Gleichung von der
Form:

(25) r=gr

Gentige leisten, in der g einen Zahlfaktor bedeutet. Wire dies der Fall,
so miiBte:

(26) er=ger, i1=1,23,

also wegen (18) und (21):

27) 0y B + 0,0 By + a5 By = g(a,, By + 05,8, + 05, B), i=1,2,8,

sein. Jede von diesen drei extensiven G(leichungen zerfillt aber in drei
Zahlgleichungen; es miiiten daher im ganzen die neun Zahlgleichungen
bestehen:

(28) O =80, i, k=1,23
in denen wegen (14):
(29) g+ 1

angenommen werden muf.
Von diesen neun Zahlgleichungen (28) greifen wir sundchst diejenigen
drei Gleichungen heraus, fiir die % == ¢ ist; dieselben lauten:

i=1,23,

und lassen sich auch in der Form schreiben:

(30) 0,,(1—g)=0, i=1,2, 3.

Wegen (29) aber reduzieren sich diese Gleichungen auf die Form:

(31) 0, =0, ¢=1,2,3.

Von den tibrigen sechs Gleichungen (28) wihlen wir zuerst diejenigen
drei Gleichungen aus, in denen ¢ <% ist, d. h. die Gleichungen:

(32) O =00, ¢ k=123

mit der Bedingung ¢ < k.

a;; = ga

742
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Bei den noch iibrigbleibenden drei Gleichungen wird dann der erste
Index der linken Seite groBer sein als der zweite. Wir konnen diese Glei-
chungen aber auch unter Vertauschung der Buchstaben ¢ und % in der
Form schreiben:

(33) 0 =00y, §,k=1,23
mit der Bedingung ¢ < k.

Setzt man sodann den Wert von a,; aus den Gleichungen (33) in die

Gleichungen (32) ein, so verwandeln sie sich in:

(34) 0 =0%y, k=123,
zundchst fiir ¢ <k.

Die Gleichungen (34) gelten aber auch fiir den Fall, wo 4>k ist, wie
man sofort sieht, wenn man den Wert von q, aus (32) in (33) sub-
stituiert.

Lassen wir ferner den trivialen Fall unberiicksichtigh, wo auch simt-
liche @, ¢ 4=k verschwinden, schliefen wir also den Fall einer ,un-
eigentlichen Reziprozitit zweiter Ordnung® bei welcher der Re-
ziprozitdtsbruch » die Form hat:

0, 0, 0
€ €y €5

(35) r—

und die daher iiberhaupt einem jeden Punkte der Ebene die ZahlgroBe
Null zuweist, von der Betrachtung aus, so folgt aus den Gleichungen

(34), daB

(36) g2=1

sein muf, und hieraus wegen (29), daf

(37) g=—1

ist. Die Gleichungen (28) nehmen also die Form an:
(38) M =—0,, I, k=123

Mit Riicksicht auf diese Gleichungen (38), die iibrigens auch wieder die
Gleichungen (31) nach sich ziehen, lassen sich simtliche neun Koeffizien-
ten der Gleichungen (3) durch die drei Koeffizienten 6,5, a5, 0, aus-
driicken; denn es wird:

(39) [an =0, g =0, gy =0,

Qgg = — Gg3, O3 = — O3, Oy = — @y,
und die Gleichungen (8) gehen daher iber in:

4, = 0 +a,E —a;E;
Ady=—0,E + 0 +ayk
A= oy B —auE, + O,

(40)




Abschnitt 48, Gleichungen (33) bis (47) 89

woftir man mit Riicksicht auf die Werte der E; (vgl. die Gleichungen (2))
auch schreiben kann:

A, = 0 + aplese ] — o [ee] =[( 0 + a6 + a,6)e]
4, =—aplee]+ 0 + aglee] =[(a56, + 0 4 aye)e)
A3 = aglee] — aglese ]+ O =[(ag e, + 036, + 0 gl

Diese Produktdarstellungen der drei Stibe A,, 4,, A5 lassen sich aber
durch lineale Anderung des ersten Faktors (vgl Satz 8) in der Weise
umformen, daB alle drei Stdbe A4, als &uBere Produkte aus eimem und
demselben Punkte:

(41) @ = Qg6 1 036 T 04565

und demjenigen Grundpunkte ¢; erscheinen, dem der Stab A4, durch die
Reziprozitét 7 zugewiesen wird. In der Tat erhélt man die Gleichungen:

(42) A =[ae], Ay =][ae], 4;=[ae].

Bezeichnet man daher eine Reziprozitit zweiter Ordnung, deren Ableit-
zahlen den Gleichungen (39) Gentige leisten, ohne zugleich simtlich zu
verschwinden, oder was dasselbe ist, eine eigentliche Reziprozitit, die
sich von ihrer konjugierten Reziprozitit nur dem Vorzeichen nach unter-
scheidet (vgl. die Gleichungen (25) und (37)), mit dem besonderen Buch-
staben n, setzt also:
(43) P LR T

Q..
) k
€y €3y &

i aik}

und nennt eine solche Reziprozitit mit Riicksicht auf die mechanische
Bedeutung der entsprechenden Abbildung des Raumes ,ein Nullsystem
zweiter Ordnung® so lassen sich die Gleichungen (42) auch in der
Form scheiben:

(4:4) en = [a,el], e = [aez], en = [a63],
und es wird also:
(45) S AN CIAN (28]

€15 €5, [N

Ein beliebiger Punkt:
(46) T=116 T L6+ L6
wird dann durch die Abbildung 7 in den Stab tibergefiihrt:
zn =y ae] + plae) + tlaa] = (a(t e + e + L4e),

d. h. wegen (46) in den Stab:
470) zn = [ax)]

(Fig. 51). Diese Gleichung (47) nimmt in dem besonderen Falle, wo der
Punkt # mit dem festen Punkte a zusammenfillt, die Form an:

an = [aa],
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d. h. die Form:
(48) an = 0.

Das Nullsystem zweiter Ordnung n weist somit einem jeden, von dem
festen Punkte a verschiedenen Punkte 2 der Ebene seine Verbindungs-
linie mit diesem Punkte @ zu, wihrend dem Punkte o selbst die Zahl-
grofe O zugeordnet wird. Dieser Punkt @ mdge daher der Nullpunkt
des Nullsystemes zweiter Ordnung genannt werden.

Aus dieser ,,Grundeigenschaft eines Null-
systems zweiter Ordnung” geht insbesondere
hervor, dafl dasselbe eine entartende Rezipro-
zitdt zweiter Ordnung ist; denn sowohl die
drei Zahlerstibe 4,, 4,, A, der Reziprozitit
1 wie iiberhaupt jeder Stab zn, der einem
von dem Nullpunkte @ verschiedenen Punkte
x zugewiesen wird, geht durch den Nullpunkt
@ des Nullsystems hindurch. Dadurch wird
es bedingt, daB zu einem Nullsystem zweiter

Fig. 51. Ordnung eine inverse Abbildung nicht existiert.

Ferner sieht man, daB bei einem Nullsystem zweiter Ordnung auch
von einer Polkurve nicht die Rede sein kann; denn wegen (47) wird die
Gleichung:

(49) [-2n]=0

tiberhaupt durch jeden Punkt z der Ebene befriedigt.

Aber von diesem Ergebnis gilt auch die Umkehrung. Man kann nim-
lich zeigen: Sobald eine eigentliche Reziprozitit zweiter Ordnung 2 einer
Gleichung von der Form (49), d. h. also der Gleichung:

(50) [z-2r] =0,

fiir jeden Punlt z der Ebene Geniige leistet, so ist sie notwendig ein Null-
system zweiter Ordnung.
In der Tat, setzt man in der Gleichung (50):

r=y+3,
wo y und 3 zwei ganz beliebige Punkte der Ebene sind, so verwandelt
sie sich in: [ +3) @ +3r]=0

oder, wenn man ausmultipliziert und beriicksichtigt, daB die Gleichung
(50) insbesondere auch fiir die Punkte y und 3 gelten muB, in:

(61) [5-97r]=—ly-3r].
Legt man in dieser Gleichung den Punkten 3 und y die speziellen Werte

3=¢ und y=¢, i,k=1,23
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bei, so erhélt man die besonderen Gleichungen:

(52) [e;-er]=—[e-er], 4,b=123,
oder wegen (1) und (3):
(53) M =—0qQ, % k=12 3.

Diese Gleichungen aber waren gerade die Bedingungsgleichungen des Null-
systems zweiter Ordnung (vgl. die Gleichungen (38)).

Durch diese Entwicklung haben wir zugleich in der Gleichung (51)
eine wichtige Gleichung gewonnen, der ein Nullsystem zweiter Ordnung
n geniigen muB. Wir konnen die betreffende Gleichung aber auch leicht
direkt aus der Gleichung (47) herleiten; denn es wird:

[5-ym] =[3- ay] = [3ay] = —[yas] = — [y - ag] = — [y - ym].
Es ist also wirklich:
(54) (3-yn]=—1[y-3n].
Aus der Gleichung (54) folgt noch, dal das Nullsystem zweiter Ord-

nung (ebenso wie das Polarsystem zweiter Ordnung) eine involutorische
Reziprozitit ist. Sobald nimlich die Gleichung besteht:

(65) [3-yn] =0,
d. h. sobald der Punkt 3 auf der zugeordneten Geraden, ,der Nullinie®
yn des Punktes y liegt, gilt wegen (54) auch die Gleichung:
(56} [y - 3m] =0,
es liegt also dann auch der Punkt y auf der Nullinie 322 des Punktes 3.

Dieses Ergebnis versteht sich geometrisch von selbst; denn nach der
Grundeigenschaft des Nullsystems zweiter Ordnung (Gleichung (47)) stellt
das Produkt yn die Verbindungsgerade des Punktes y mit dem Null-
punkte @ des Nullsystems dar. Geht nun diese Verbindungslinie durch
den Punkt 3 hindurch, so geht selbstverstindlich auch die Verbindungslinie
des Punktes 3 mit dem Nullpunkte @ des Nullsystems durch den Punkt y
hindurch, da ja beide Verbindungslinien miteinander identisch sind.

Man kann die gewonnenen KErgebnisse in dem folgenden Satze zu-
sammenstellen:

Satz 625: Unterliegen die Ableitzahlen einer eigentlichen Rezi-
prozitét zweiter Ordnung den Bedingungsgleichungen:

Qg == — Quxy i, k=1,2,3,
so ist die Abbildung involutorisch und heiBt ein (eigentliches)
Nullsystem zweiter Ordnung. Ist:
@ = Qgge + 036 + 0563,

so weist das Nullsystem einem jeden Punkte der Ebene, der
von dem festen Punkte a verschieden ist, als ,Nullinie“ seine
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Verbindungslinie mit dem festen Punkte @ zu, wihrend jenem
Punkte @ selbst die Zahlgr6Be O zugeordnet wird. Dieser
Punkt a heiBt der Nullpunkt des Nullsystems. Das Nullsystem
zweiter Ordnung ist daher zugleich eine entartende Rezipro-
zitdt zweiter Ordnung. Bezeichnet man den extensiven Bruch
eines Nullsystems zweiter Ordnung mit 2, so verschwindet
die quadratische Form [z . an] fiir jeden Punkt z der Ebene.
Umgekehrt ist jede eigentliche Reziprozitdt zweiter Ordnung
r, die der Gleichung [z-z7]=0 fiir jeden beliebigen Punkt
Geniige leistet ein (eigentliches) Nullsystem zweiter Ordnang.

Um ibrigens im folgenden nicht immer den Fall der uneigentlichen
Reziprozitit ausnehmen zu miissen, bemerken wir noch, daB die uneigent-
liche Reziprozitit zweiter Ordnung sowohl als uneigentliches Polar-
system wie als uneigentliches Nullsystem zweiter Ordnung aufgefaBt
werden kann; denn die Definitionsgleichungen der uneigentlichen Rezi-
prozitit zweiter Ordnung:

(57) a,=0, ¢, k=1 2,3
ziehen sowohl die Bedingungsgleichungen:

(58) ;=0 ¢k=1,2 3
des Polarsystems, wie die Bedingungsgleichungen:
(59) M, =—0, %k=123
des Nullsystems zweiter Ordnung nach sich.

Ferner sieht man, daB auch umgekehrt jede Reziprozitdt zweiter Ord-
nung, die zugleich ein Polarsystem und Nullsystem ist, notwendig eine
uneigentliche Reziprozitit zweiter Ordnung sein muB, da die Gleichungen
(68) und (59) nur dann zusammen bestehen konnen, wenn zugleich die
Gleichungen (57) erfiillt sind. Man hat also den Satz:

Satz 626: Jede uneigentliche Reziprozitit zweiter Ordnung
kann sowohl als uneigentliches Polarsystem wie als uneigent-
liches Nullsystem zweiter Ordnung aufgefaBt werden, und
umgekehrt kann eine Reziprozitit zweiter Ordnung, die zu-
gleich ein Polarsystem und ein Nullsystem zweiter Ordnung
ist, nur eine uneigentliche Reziprozitit zweiter Ordnung sein.

Der Satz 625 liBt noch einige wichtige analytische Folgerungen zu.
Wir setzen voraus, es sei eine Anzahl Reziprozititen zweiter Ordnung
”r, 8, ... gegeben, und es bestehe zwischen den zugehdrigen quadrati-
schen Formen |2 - z7], [x - xs], ... eine lineare Beziehung, d. h., es werde
fiir beliebige Werte von z eine Gleichung von der Form:

(60) glz-zr]+ Yz -28]+---=0
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erfilllt, in der g, §, ... konstante, d. h. von z unabhingige ZahlgroBen
sind. Dann gebe man dieser Gleichung die Gestalt:

(61) [z-2(@gr+hs+--)]1=0,
so folgt nach dem Satze 625 (vgl. auch Satz 626), daB die Reziprozitit:
gr -+ f)s 4.

ein eigentliches oder uneigentliches Nullsystem zweiter Ordnung darstellt.
Es gilt daher der Satz:

Satz 627: Sind 7, s, ... eine Anzahl Reziprozititen zweiter
Ordnung, und besteht zwischen den zugehdrigen quadrati-
schen Formen [z-27], [z-xs], ... fir jeden Wert von z eine

lineare Beziehung von der Form:

olz 2] + Bz ws] + -+ =0,

in der g, §, ... konstante, d. h. von # unabhiingige Zahlgrofen
sind, so ist die Reziprozitit:

gr+hs+---
ein eigentliches oder uneigentliches Nullsystem zweiter Ord-
nung.

Herrscht insbesondere zwischen den quadratischen Formen [z - xp],
[z-2q], ... einer Anzahl Polarsysteme zweiter Ordnung p, g, ... fir
jeden Wert von z eine lineare Beziehung von der Form:

(62) glz-zp] + fle-zgl +--- =0,

und bildet man aus diesen Polarsystemen, die der linken Seite von (62)
entsprechende Vielfachensumme:

gp +bhg+ -

so stellt dieselbe mach dem Satze 627 ein Nullsystem zweiter Ordnung
dar. Andererseits ist sie aber als Vielfachensumme von Polarsystemen
zweiter Ordnung zugleich selbst ein Polarsystem zweiter Ordnung (vgl
den ersten Teil dieses Bandes, S. 293f.). Und das ist nach dem Satze 626
our dann mdglich, wenn diese Vielfachensumme eine uneigentliche Rezi-
prozitit zweiter Ordnung, d.h. die ZahlgriBe O, darstellt. Es muf also
in diesem Falle neben der Gleichung (62) auch die Gleichung bestehen:

(63) gp +hg+---=0.
Man hat daher den Satz:

Satz 628: Herrscht zwischen den quadratischen Formen
[z - zp], [« - 2q], ... einer Anzahl Polarsysteme zweiter Ord-
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nung p, ¢, ... eine fir jeden Punkt x geltende lineare Be-
ziehung, d. h. eine Gleichung von der Form:
(62) alz - ep] +9lz - aq] + - =0,

in der g, B, ... konstante, d. h. von z unabhiingige Zahlgriofien
sind, so besteht die entsprechende Beziehung auch zwischen

den Polarsystemen p, g, ... selbst, es wird also auch die Glei-
chung befriedigt:
(63) gp +bhg+---=0.

Die adjungierte .Abbildung eines Nullsystems szweiter Ordnung. Um die
adjungierte Abbildung eines Nullsystems zweiter Ordnung:
(44,1, [ 4,], [4, 4,]
e8], [ese ], [ee.]

(64) ] =

eines Nullsystems zweiter Ordnung m zu bestimmen, beriicksichtige man,
da nach der Gleichung (42) des 30. Abschnitts, der Gleichung (47) des
vorliegenden und der Gleichung (8) des dritten Abschnitts:

(65)  [ys] (] = [ysm®] = [yn - yn] = [ay - aj] = [ay3la = [a - y3la

ist. Setzt man also:

(66> [93] = V:
so wird:
(67) V[n']=[Vn’] =[aV]a;

und hieraus ergibt sich durch #uBere Multiplikation mit einem beliebigen
Stabe W die Gleichung:

(68) [W- V0] =[aV][aW].

Und da in ihr die beiden Faktoren [@ V] und [a W] der rechten Seite
als ZahlgroBen miteinander vertauschbar sind, so folgt, daB auch:

(69) [W-Vn% =[V- Wn?]

ist. Diese Gleichung aber zeigt, daB die durch das kombinatorische
Quadrat [#°] eines Nullsystems zweiter Ordnung ausgedriickte Reziprozi-
tit zweiter Klasse der Grundgleichung des Polarsystems Geniige leistet
und also die Stab-Punkt-Abbildung eines Polarsystems darstellt.

Um die Polarkurve dieses Polarsystems zu finden, beachte man, daB
sich wegen (68) die quadratische Form [U - Un?] als Quadrat einer
linearen Form ausdriicken 14Bt; denn es wird:

(70) [U- Un’] =[a U],
so dafl die Gleichung der Polarkurve jenes Polarsystems:
(71) [U-Tn?=0
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die Form annimmt:

(12) [aU] =0

und also das doppelt zu zihlende Strahlbiischel darstellt, das den Null-

punkt @ des Nullsystems 7 zum Scheitel hat. Man hat daher den Satz:
Satz 629: Die adjungierte Abbildung eines Nullsystems zwei-

ter Ordnung ist ein zweifach entartendes Polarsystem zweiter

Klasse, dessen Polarkurve durch den doppeltzihlenden Null-

punkt des Nullsystems gebildet wird.

Das Nullsystem zweiter Klasse und die uneigentliche Reziprozitit zweiter
Klasse. Es bleibt schlieBlich noch die dem Nullsystem zweiter Ordnung
dualistisch entsprechende Abbildung zu bebandeln. Dieselbe wird sich
ergeben, wenn man in der obigen Entwicklung, die zu dem Nullsystem
zweiter Ordnung fithrte, die Punkte durch Stébe ersetzt und umgekehrt.
Man gehe dazu aus von einem Bruche:

Ay Qpy Oy

By, E,, I
fiir eine Reziprozitit zweiter Klasse, bei dem die Ableitzahlen 2, seiner
drei Zahler a, (vgl. die Gleichungen (6)) den Bedingungen:
(73) Sll’ki =—Uy, k=1, 2,3,
Geniige leisten. Dann lassen sich die siimtlichen Ableitzahlen der rech-
ten Seite von (6) durch die drei Koeffizienten ¥p;, gy, U, ausdriicken,
indem nimlich die Gleichungen bestehen:
{g[u =0, Uy = 0, Uy = 0

gy = — Wy, Wy =— gy, Uy =— Ay
Die Gleichungen (6) gehen daher iiber in die Gleichungen:

[al = 0 4 Upe — Uy

(14)

(15) ay = — e, + 0 + Uy
ag = Uz, — Aey + O,
fir die man nach den Gleichungen (83) des 30. Abschnitts auch schrei-
ben kann:
= 0 +UL[EE]—Uy [E, E]=[( O + Uy, By + Uy By B ]
ay=—Up[E; E;]+ 0 + Uy [ B, By =[(Ups By + O + Uy By) B
ay= Uy [ By Byl — Uy [ B By ]+ 0 =[(Us B, + U5 Eo+ O ) Eg].
Diese Produktdarstellungen der drei Punkte a,, @,, a; lassen sich aber
druch lineale Anderung in der Weise umformen, daB alle drei Punkte a;
als planimetrische Produkte aus einem und demselben Stabe:

(76) 4= QI23E1 + 9131Ez + 91,2E3



96 Begriff der Kernkurven einer Reziprozitit. Das Nullsystem 2. Ordrn. u. 2. Klasse

und demjenigen Grundstabe I, erscheinen, welchem der Punkt a, durch
die betrachtete Reziprozitit zugewiesen wird. In der Tat erhilt man die
Gleichungen:

(77 @, =[AE]}, a=[4AE], a3~ AE;.

Bezeichnet man daher die Stab-Punkt-Abbildung einer Reziprozitit, deren
Ableitzahlen den Gleichungen (73) Gentige leisten, mit dem besonderen
Buchstaben 2V, setzt also:

Oy, Uy, Oy
(18) N=%.%, B

und nennt eine solche Reziprozitit zweiter Klasse ,ein Nullsystem
zweiter Klasse“, so lassen sich die Gleichungen (77) in der Form
schreiben:

(79) E,N=[4E), EN=[A4E], E,N=[AE],
und es wird also:
(80) N = [AB], [45,), [AB,]

B, By, B

Ferner folgt aus den Gleichungen (79) durch lineare Verkniipfung, daB
auch fiir einen beliebigen Stab:

(81) U= u, E, + uy B, + uy Eg;
(82) UN=[AU]

wird. Das Nullsystem zweiter Klasse weist also einem jeden Stabe U,
dessen Gerade nicht mit der Geraden des festen Stabes A zusammenfillt,
seinen Schnittpunkt mit der Geraden dieses festen Stabes A zu, wihrend
einem jeden Stabe der Geraden des Stabes A die ZahlgroBe 0 zugeordnet
wird. Die Gerade des Stabes 4 mége daher die Nullachse des Null-
systems zweiter Klasse genannt werden.

Aus dieser ,Grundeigenschaft eines Nullsystems zweiter Klasse® folgert
man wieder, daB dasselbe eine entartende Resiprozitit mweiter Klasse ist;
denn sowohl die drei Zghlerpunkte a,, a,, a; der Reziprozitit IV, wie
iiberhaupt jeder Punkt UV, der einem nicht auf der Nullachse A des
Nullsystems liegenden Stabe U zugewiesen wird, liegt auf der Nullachse
A des Nullsystems. Dadurch wird es bedingt, daB zu einem Nullsystem
zweiter Klasse eine inverse Abbildung nicht existiert.

Ferper sieht man, daB bei einem Nullsystem zweiter Klasse auch von
einer Polarkurve nicht die Rede sein kann; denn wegen (82) wird die
Gleichung:

(83) [U-UN]=0
iiberhaupt durch jeden Stab U der Ebene befriedigt.
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Aber von diesem Ergebnis gilt auch die Umkehrung. Man kann néim-
lich zeigen: Sobald eine eigentliche Reziprozitit zweiter Klasse I einer
Gleichung von der Form (83), d. h. also der Gleichung:

(84) [U-UR] =0,
fir jeden Stab U der Lbene Qteniige leistet, ist sic notwendig ein Null-

system zweiter Klasse.
In der Tat, setzt man in die Gleichung (84):

U=7V+W,
wo V und W zwei ganz beliebige Stibe sind, so verwandelt sie sich in:
(r+w)- (Vv+w)Rr]=0,

woraus folgt, wenn man ausmultipliziert und beriicksichtigt, daB die Glei-
chung (84) auch fiir die Stibe V und W gelten mu8,

(85) [W-VR]=—[V - WR];
insbesondere wird also:

(86) [E,-ERl=—I[E, ER], +,k=1,2,3,
oder wegen (4) und (6):

87 A, =—U,, 4,k=1,2,3.

Die Gleichungen (87) aber waren gerade die Bedingungsgleichungen des
Nullsystems zweiter Klasse.

Durch diese Entwicklung haben wir zugleich in der Gleichung (85)
eine wichtige Gleichung gewonnen, der ein Nullsystem zweiter Klasse IV
geniigen muB. Wir kénnen die betreffende Gleichung aber auch direkt
aus der Gleichung (82) herleiten; denn es wird:

[(W-VN]=[W- -AV]|=[WAV]=—[V-AW]=—[V - WN].
Es ist also wirklich:

(88) [W.-VN]=—[V- WN].

Aus der Gleichung (88) folgt dann wieder, daB das Nullsystem zweiter
Klasse (ebenso wie das Polarsystem zweiter Klasse) eine involutorische
Reziprozitit ist. Sobald nimlich die Gleichung besteht: Vg A

(89) [W-VN]=0,

d. h. sobald die Gerade W durch den zugeordneten Z/

Punkt, ,den Nullpunkt® VN des Stabes ¥ geht, gilt

wegen (88) auch die Gleichung:

(90) [V.WN]=0, Fig. 52.
es geht also dann auch die Gerade V durch den Nullpunkt des Stabes W
hindurch (Fig. 52).

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene II, 7

/4
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Dieses Ergebnis versteht sich geometrisch von selbst; denn nach der
Grundeigenschaft des Nullsystems zweiter Klasse (Gleichung (82)) stellt
das Produkt V.V den Schnittpunkt der Geraden ¥ mit der Nullachse A
des Nullsystems dar. Liegt nun dieser Schnittpunkt zugleich auf der Ge-
vaden des Stabes W, so liegt selbstverstindlich auch der Schuittpunkt
des Stabes W mit der Nullachse 4 des Nullsystems auf der Geraden des
Stabes V, da ja beide Schnittpunkte miteinander identisch sind.

Bezeichnet man endlich noch eine Reziprozitit zweiter Klasse, deren
simtliche Zihler verschwinden, deren Bruch also die Form hat:

(91) B= g

als ,uneigentliche Reziprozitit zweiter Klasse”, jede andere Rezi-
prozitit zweiter Klasse als ,eigentliche Reziprozitit zweiter
Klasse“; so kann man die gewomnenen Hrgebnisse in dem folgenden
Satze zusammenfassen:

Satz 630: Unterliegen die Ableitzahlen einer eigentlichen
Reziprozitit zweiter Klasse den Bedingungsgleichungen:

2[/Iciz — Uy, 4,k=1,2, 3,
so ist die Abbildung involutorisch und heiBt ein (eigentliches)
Nullsystem zweiter Klasse. Ist:

4= %231'71 + A31E2 + 211214:’3’

so weist das Nullsystem einem jeden Stabe U der Ebene, der
nicht in die Gerade des festen Stabes A fiallt, seinen Schnitt-
punkt mit der festen Geraden 4 zu, wihrend einem jeden Stabe
jener Geraden 4 selbst die ZahlgriBe O zugeordnet wird. Diese
Gerade A heiBt die Nullachse des Nullsystems. Das Null-
system zweiter Klasse ist daher zugleich eine entartende Rezi-
prozitit zweiter Klasse. Bezeichnet man den extensiven Bruch
eines Nullsystems zweiter Klasse mit IV, so verschwindet die
quadratische Form [U - UN] fiir jeden Stab U der Ebene. Um-
gekehrt ist jede eigentliche Reziprozitit zweiter Klasse N,
die der Gleichung [U - UN] =0 fir jeden Stab U der Ebene
Geniige leistet, ein (eigentliches) Nullsystem zweiter Klasse.

Ferner erhilt man in derselben Weise wie bei der dualistischen Ent-
wicklung noch die folgenden Sitze:

Satz 631: Jede uneigentliche Reziprozitit zweiter Klasse
kann sowohl als uneigentliches Polarsystem wie als uneigent-
liches Nullsystem zweiter Klasse aufgefaBt werden, und um-
gekehrt kann eine Reziprozitit zweiter Klasse, die zugleich
ein Polarsystem und ein Nullsystem ist, nur eine uneigent-
liche Reziprozitit zweiter Klasse sein.
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Satz 632: Sind R, 8, ... eine Anzahl Reziprozitien zweiter
Klasse, und besteht zwischen den zugehdrigen quadratischen
Formen [U- UR], [U- US], ... fiir jeden Wert des Stabes U eine

lineare Beziehung von der Form:

(92) glU- UR]+3[U-US]+---=0,
so ist die Reziprozitét:
gR+ 58+
ein eigentliches oder uneigentliches Nullsystem zweiter
Klasse.
Satz 633: Herrscht zwischen den quadratischen Formen
[U-UP], |U-UQ], ... einer Anzahl Polarsysteme zweiter

Klasse P, Q, ... fiir jeden Wert des Stabes U eine lineare Be-
siehung, d. h. eine Gleichung von der Form:

(93) §[U- UP) + (U UQ] +--- =0,

so besteht die entsprechende Beziehung auch zwischen den
Polarsystemen P, Q, .. .selbst, d. h. es wird auch die Gleichung
befriedigt:

(94) gP+HR+---=0.

Die adjungierte Abbildung eines Nullsystems zweiter Klasse. Um die
adjungierte Abbildung:

9 [ma], [aa,], [a,0,]
(95) (V') = {5, 5,3, (B, 5], B, B

eines Nullsystems zweiter Klasse IV zu bestimmen, beriicksichtige man,
dab nach der Gleichung (75) des 30. Abschnittes, der Gleichung (82) des
vorliegenden und der Gleichung (39) des dritten Abschnittes:

(96) (VW[N] = [VWN?] =[VN- WN] =[4V - AW]
—[AVW]A=[4-TW]4

ist. Setzt man also noch:

97) [VW]=y,
so wird:
(98) y[ V] = [y V¥] = [dy]4;

und hieraus ergibt sich durch #uBere Multiplikation mit einem beliebigen
Punkte z:
(99) [¢ - y V] = [Ay][4z].

Da hier auf der rechten Seite die beiden Faktoren [Ay] und [4z] als
ZahlgroBen miteinander vertauschbar sind, so folgt aus (99), dab:

(100) [¢-y N =[y-2N7]
7*
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ist. Diese Gleichung aber zeigt, daf die durch das kombinatorische Qua-
drat [V*] ausgedriickte Reziprozitit zweiter Ordnung der Grundgleichung
des Polarsystems Gentige leistet und also die Punkt-Stab-Abbildung eines
Polarsystems darstellt.

Um die Polkurve dieses Polarsystems zu finden, beachte man, daB sich
wegen (99) die quadratische Form [« -2IV?| als Quadrat einer linearen
Form ausdriicken 1it; denn es wird:

(101) [ 2 N*] = [Ax]?,

so daB die Gleichung der Polkurve jenes Polarsystems:
(102) [z-2N?]=0

die Form annimmt:

(103) [Ad2]*=0.

Diese Gleichung aber stellt die doppelt zu zihlende Nullinie 4 des Null-
systems dar, und man hat den Satz:

Satz 634: Die adjungierte Abbildung eines Nullsystems zwei-
ter Klasse ist ein zweifach entartendes Polarsystem zweiter
Ordnung, dessen Polkurve durch die doppelt zu zihlende Null-
achse des Nullsystems gebildet wird.

Abschnitt 44.

Konjugierte und adjungierte Reziprozititen, ihr Kernpunkt
und ihre Kerngerade.

Bezichungen zwischen zwei konjugierten Reziprogititen zweiter Ordnung.
Der Kernpunkt einer Reziprozitiit sweiter Ordnung. Wir kehren jetzt zu
unserer bereits im vorigen Abschnitt begonnenen Untersuchung zuriick,
in der es sich um die Beziehungen zwischen den vier extensiven Briichen
r, R, % und -1% handelte. Dabei setzen wir jetzt ausdriicklich voraus,
dafl die Reziprozitét , R von einem Polarsystem verschieden und tiber-
dies umkehrbar sei. Durch die zweite Forderung ist dann zugleich der
Fall des Nullsystems von der Betrachtung ausgeschlossen. Ferner konnen
alsdann die beiden Briiche fiir die konjugierten Reziprozititen 2 wund

r = % auch nicht nur um einen Zahlfaktor voneinander verschieden
sein. Denn wie auf S. 87f gezeigt ist, konnte dieser Zahlfaktor nur ent-
weder = + 1 oder = — 1 sein. Im ersten Falle aber wire die Reziprozitit

ein Polarsystem, im zweiten Falle ein Nullsystem, was beides mit unseren
Voraussetzungen in Widerspruch steht.
Ubrigens iiberzeugt man sich leicht, daB eine von einem Polarsystem
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verschiedene Reziprozitit zweiter Ordnung 2, d. h. (vgl. 8. 87) eine Rezi-
prozitit 2, die der Ungleichung Geniige leistet:
1) r =+
umter 2" die zu # konjugierte Reziprozitit verstanden, trotz der Unglei-
chung (1) sehr wohl fiir einen einzelnen Punkt:
@) c=ce + e+ Cs6
eine Gleichung von der Form:
(3) cr = cr’
befriedigen kann. Denn es ist:
er = (08 + oy + Gey) = A, + 4y + ¢, 4;

oder nach den Formeln (3) des vorigen Abschnitts:
€)) or = (0,0 + Colly + C5050) By (6050 + €050 + 05050) By

+ (6,055 + Caltag + €5045) B
Andererseits wird wegen der Gleichung (23) des vorigen Abschnittes:

v = (68 + eyt e)r = A+ 0 4+ ¢4y

oder wegen der Gleichungen (24) desselben Abschnittes:
(%) e’ = (404 + €0+ C5055) By + (600 F Cap + C3055) Fy

+ (61851 + Collgy + C3055) Ey -

Die Gleichung (3) 148t sich daher erfiillen, und zwar auch nur in der

Weise erfiillen, daf man setzi:

€a(y — 0y9) + G505, — Ay5) = 0
(6) ‘C?, (g5 — Og5) + ¢; (A — ag) = 0

¢ (a3 — G5,) + €4 (05 — ag) = 0.
Aus diesen drei Gleichungen aber folgt fiir die Ableitzahlen ¢; des Punktes
¢ die laufende Proportion:
M i€ Cg= Qg3 — Qg9 % Oy — Oy5% Qg3 — Oy
Der Punkt ¢ ist daher, abgesechen von seiner Masse, die willkiirlich bleibt,
eindeutic bestimmt; er moge ,der Kernpunkt der Reziprozitit
genannt werden und ist, weil auch umgekehrt » zu # konjugiert ist, zu-
gleich der Kernpunkt von #". Man hat also den Satz:

Satz 635: Fiir eine jede von einem Polarsystem verschiedene
Reziprozitit zweiter Ordnung 7 gibt es stets einen, aber auch
nur einen Punkt ¢, dem durch die Reziprozitit » und ihre kon-
jugierte Reziprozitit # aueh der Linge und dem Sinne nach

derselbe Stab zugeordnet wird, fiir welchen also die Gleichung

besteht: cr — o1t
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Dieser Punkt ¢ heift ,der Kernpunkt der Reziprozitit »“ er
ist zugleich der Kernpunkt der Reziprozitit #.

Man kann aber weiter noch fragen, ob es nicht Punkte gibt, die durch
zwei voneinander verschiedene konjugierte umkehrbare Reziprozititen

%, wenn auch nicht in dieselben Stébe, aber
doch wenigstens in Stibe) der nimlichen Geraden iibergefithrt werden, ob
es also Punkte d, gibt, die einer Gleichung von der Form:

(8) dr =1,dg’

zweiter Ordnung # und " —

oder, was wegen der Gleichung (22) des vorigen Abschnittes dasselbe ist,

einer (leichung von der Form:

9) dr = v d g

Geniige leisten, unter r, eine von 1 verschiedene Zahlgrofe verstanden.
Um diese Frage zu beantworten, multipliziere man die Gleichung (9)

mit der zur Reziprozitit % inversen Reziprozitiit i:-- Man erhilt so die
Gleichung:

B
(10) dr-=- =14,

In ibr stellt das Folgeprodulkt 7‘—1} nach dem Satze 383 die Punkt-Punkt-
Abbildung einer Kollineation dar. Bezeichnet man dieselbe mit ¥, setzt also:
(11) r Ty,

so verwandelt sich die Gleichung (10) in:

(12) at=rd,

d. h. man erhilt gerade die Gleichung fiir die Doppelpunkte der Kolli-
neation ¥, in der freilich auch v,=1 sein kann (vgl. die Gleichung (1)
[r.xr - odes 28. Abschnittes). Es gibt daher neben dem
Kernpunkte der Reziprozitit, fiir den der Zahl-
faktor t,=1 wird, noch zwei weitere Punlkte,
denen durch die beiden konjugierten Rezipro-
zitdten 9 und 7’ Stébe derselben Geraden zuge-
wiesen werden; diese Punkte konnen aller-
dings auch konjugiert komplex sein (vgl
den 28. Abschnitt, insbesondere Satz 328).

Fig. 53. Kinem jeden Punkte « hingegen, der nicht wie
die Punkte ¢ und d, einer Gleichung von der Form (3) oder (8) Geniige

leistet, werden durch die konjugierten Reziprozititen » und 7' = % zwei

zweier verschiedenen Geraden zugeordnet (vgl. hierzu die

14

Stibe z7 und =z ¥

Fig. 53).
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Die ou zwei Lonjugierten Reziprozititen zweiter Ordnung gehirigen bi-
linearen und quadratischen Formen. Um andere Beziehungen zwischen
zwel konjugierten Reziprozititen aufzufinden, gehen wir von den Glei-
chungen (18) des vorigen Abschnittes aus, welche lauteten:

(13) er =0, B +oayFy+a,E, 1=1,2,3,

und stellen zu ihnen die Gleichungen (20) desselben Abschnitts, in denen
wir nur den Buchstaben ¢ durch den Buchstaben & ersetzen wollen; wir
schreiben sie also in der Form:

(14) ek% =0 B + 0 By 0y, By, k=1,2,3.

Diese Gleichungen (13) und (14) multiplizieren wir vorne #uBerlich mit
¢, und e, und erhalten die Gleichungen:

le.- ] =a,;, und
ek =
aus denen durch Gleichsetzung der linken Seiten folgt, daB:
(16) [ek‘eir]z[ei' ek%]) ,k=1,2,3,

ist. Aus den Gleichungen (16) aber folgert man wie auf S. 175 des ersten
Teiles dieses Bandes durch einfaches Ausmultiplizieren, daf auch fiir
zwei beliebige Punkte y und 2z die entsprechende Gleichung besteht:

(17 o921 =y 5],

die man iibrigens wegen der (leichung (22) des vorigen Abschnitts auch
in der Form schreiben kann:

(15) , i, k=1,2,8,

(18) [z-yr]=[y- o]
Insbesondere wird daher:
(19) [z 27] = [z 2]

Beachtet man ferner, daB die Ungleichung (1), die fiir eine jede von einem
Polarsystem verschiedene Reziprozitit # galt, in dem Falle, wo » um-
kehrbar ist, auch in der Form:

(20) r+

geschrieben werden kann, und da nach dem Satze 635 fiir jeden von
dem Kernpunkte ¢ der Reziprozitit verschiedenen Punkt x auch:

(21) or + 12

ist, so kann man das gewonnene Ergebnis in dem Satze zusammenfassen:



104 XKonjugierte und adjungierte Reziprozititen, thr Kernpunkt u. ihre Kerngerade

Satz 636: Ist a die Determinante einer umkehrbaren Rezi-
prozitit zweiter Ordnung », die #iberdies von einem Polar-
system verschieden ist, und ist B die zu 2 adjungierte Reuzi-
prozitiat, so ist zwar

a

(20) r+ 5
und es ist auch fiir jeden beliebigen Punkt #, der nicht mit dem
Kernpunkte der Reziprozitdt » zusammenfillt,

(21) xr=}=x—;~.

Ja, es sind im allgemeinen die beiden Stéabe 2 und x—%— auch

nicht etwa nur um einen Zahlfaktor voneinander verschieden,
sondern sie gehdren zwei getrennten (Geraden an. Dagegen gilt
fiir einen jeden Punkt « der Ebene die Gleichung:

(19) [2-or] =[o 25,

d. h. es sind die beiden quadratischen Formen [z zr] und
[xx%] fiir jeden Wert von z einander gleich. Ferner besteht

zwischen den bilinearen Formen [z - y7] und [yz%:l fiir belie-
bige Werte von y und # die Beziehung:

X)) [e-yr]=[y- 5]

Aus der Gleichheit der beiden quadratischen Formen in (19) folgt ins-
besondere, dafl von den beiden Gleichungen

(22) [#-27r] =0 und
(23) [x . x%] =0

jede die andere nach sich zieht. Nun stellt aber nach dem Satze 595 die
Gleichung (22) die Polkurve der Reziprozitit » dar, und die Gleichung
(28) ist dementsprechend die Gleichung fiir die Polkurve der zu # kon-

jugierten Reziprozitit %—. Das Zusammenbestehen der Gleichungen (22)

und (23) zeigt daher, daBl diese beiden Polkurven zusammenfallen, und
man hat den Satz:

Satz 637: Bei jeder umkehrbaren Reziprozitiét zweiter Ord-
nung 7 fillt die Polkurve

[x-2r]=0

mit der Polkurve [x-x%]=0

der konjugierten Reziprozitit % zusammen (vgl Fig. 53).
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Man kann aber die Tatsache des Zusammenbestehens der Gleichungen
(22) und (28) auch noch in anderer Weise deuten. Bezeichnet man nim-
lich das System der Punkte x und der Stibe U, dessen Abbildung durch
die Reziprozitit #, R vermittelt wird, wie schon auf 8. 146 des ersten
Teiles dieses Bandes geschehen, als das erste System und das System
der Stibe und Punkte

(24) U=zxzr und 2=UR,

in welche die Punkte und Stibe z und U des ersten Systems durch die
Reziprozitit 7, R iibergefilhrt werden, als das zweite System, so be-
wirkt die zur Reziprozitit », B inverse Reziprozitit %, —% die Riickver-
wandlung des zweiten Systems in das erste denn nach den Sitzen 384
und 385 folgen aus den Gleichungen (24) durch Aufldsung nach z und
U die Gleichungen:

(25) r=U= wd U=d—+.

Man kann daher sagen, daB die Punkte und Stibe z und U des ersten
Systems, oder was wegen (25) dasselbe ist, die Punkte U'% und x’—l}{-
des ersten Systems den Stiben und Punkten U’ und 2’ des zweiten Sy-
stems in der Reziprozitit », B ,riickwirts entsprechen®

Andert man schlieBlich noch die Bezeichnung, so kann man auch be-
haupten, daB

die Punkte und Stibe U% und x—% den Stiben und Punkten U
ond z riickwirts entsprechen.

Nun sagt die Gleichung der Polkurve von 7°, d. h. die obige Gleichung:
(22) [-zr]=0,
da8 der Punkt 2 auf dem ihm in der Reziprozitit 9, B vorwdrts entspre-
chenden Stabe zr liegt,
und die Gleichung der mit jemer Polkurve zusammenfallenden Pol-

kurve der konjugierten Reziprozitit %, d. h. die obige Gleichung:

(23) [ 24]=0,

daB der Punkt z auf dem ihm in der Reziprozitit », R riickwirts ent-

sprechenden Stabe x% liegt, dessen Gerade ja mit der des Stabes x—;—i

identisch ist.

Aus dem Zusammenbestehen der Gleichungen (22) und (23) folgt also
auch noch der Satz:

Satz 638: Wenn in einer umkehrbaren Reziprozitit », R ein
Punkt z auf dem ihm vorwirts entsprechenden Stabe z» liegt,
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so liegt er zugleich auch auf dem ihm riickwéarts entsprechen-

1
den Stabe z—

R
Ubrigens kann man die Gleichheit der beiden guadratischen Formen

und umgekehrt.

[#- 2] und [xx%:l (vgl. die Gleichung (19), aus der die obigen Er-
gebnisse gefolgert wurden) auch leicht durch Einfithrung ihrer Ausdriicke
in Punktkoordinaten beweisen. Setzt man nimlich wie gewdhnlich:

(26) Z =16t L6 + Lylss

so wird:

27 xr=1y er+i &r-+i er und
(28) x—aE:& 31%"'@2 ‘92%4‘@3 es‘%-

Aus diesen beiden Gleichungen aber folgen, wenn man sie #uBerlich mit
der Gleichung (26) vormultipliziert, die Gleichungen:

(29) [z -zr] =1t le-ar]+ - + o lle-er] 4+ e ]} +- -

und

(30) [xx—% =3§12[e1'31ja§]+"'+@2@3{[63'32%]

el
oder wegen (15):

(31) [z 2] = a2+ -+ {ag+ g ) L+ -+ und
(32) [x'x%:,:allgig'{'"‘+{a32+a23}§2§3+"'-

Und diese beiden Ausdriicke fiir die beiden quadratischen Formen [z - 2#]
und [x . x%] unterscheiden sich nur durch die Anordnung der Glieder

in den Summen, welche die Koeffizienten der Produkte gz, (¢ == %) bilden,
so daf} damit die Gleichung (19) von neuem bewiesen ist.

Die au swei konjugierten Reziprozitiiten sweiter Klasse gehirigen bilinea-
ren und quadratischen Formen. Die Kerngerade einer Reziprozitiit sweiter
Klasse. Nach dem Begriff des extensiven Bruches sind die Nenmner E,
des Reziprozititsbruches zweiter Klasse:

33 R =% % %

( ) El’ 'EQ’ ES

mit seinen Zihlern g; durch die Gleichungen verkniipft:
ER=gq, i=1,2,3,

fir die man wegen der G(leichungen (6) des vorigen Abschnittes auch
schreiben kann:

(34) ER = e + ye,+ Ue,, 9=1,2,3.
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FaBt man ferner die Reziprozitit zweiter Klasse B als adjungierte Ab-
bildung einer Reziprozitit zweiter Ordnung # auf, und setzt von dieser
voraus, daB sie umkehrbar sei, woraus die gleiche Eigenschaft fiir die
adjungierte Reziprozitit R folgt, so ergeben sich aus den Gleichungen

(8) des vorigen Abschnitts durch Multiplikation mit —:‘— die Gleichungen:
1 1
0By = Ay dy + Wy Ay + Ui dg) -, k=1,2,3,
oder wegen der Gleichung (12) desselben Abschnitts die Gleichungen:
(35) Ek‘,aT =Uppert+ Ugpoy + U5, k=1,2,3.

Dann zeigt die Vergleichung der Gleichungen (33) und (35) sundchst,
daB die Ableitzahlen fiir die Zdhler der Briiche B und —:7 gegeneinander
transponiert sind. Nennt man daher wieder diejenige Reziprozitit zweiter
Klasse, die aus der Reziprozitit I durch Transposition der Ableitzahlen
o, ihrer Zihler entsteht, die zu R konjugierte Reziprozitit und
bezeichnet sie mit R, setzt also:

y e, ay a)
<36) R - ‘Elli E2’ ‘53,
wo:
(37 ay = U e+ Uspey + Wgpey, k=1,2,3,
ist, so wird:
(38) R = %7

und man hat den Satz:
Satz 639: Bezeichnet man die Determinante der Ableitzahlen

fiir die Zihler einer umkehrbaren Reziprozitit zweiter Ord-

nung # mit a und die zu 7 adjungierte Reziprozitit zweiter

Klasse mit R, endlich die zu R konjugierte Reziprozitit mif

R’ so ist:

(38) R ==

P

Aus den Gleichungen (34) und (35) ergeben sich aber fermer, wenn

man sie beziehlich mit E, und E, #uBerlich vormultipliziert, die Glei-
chungen: (B, E,R]— %, und
(39) [EZ--Ek%}%IM , 6, k=1,2,3,

aus denen durch Gleichsetzen der linken Seiten folgt, daB:
(.40) [Ek'EiR]=[Ei'Ek%]; iwk=1,2,3,

ist. Aus diesen Gleichungen (40) aber folgert man wieder durch ein-
faches Ausmultiplizieren, daB auch fiir zwei beliebige Stibe die ent-
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sprechende Gleichung hesteht:

(41) [W-VR]=[V W]
Insbesondere wird daher:

a
(42) [U-UR]=|U- U]

Bevor wir dieses Ergebmis in Satzform aussprechen, beriicksichtigen
wir noch, dafl sich die obige Ungleichung:
1) r==1r
wegen der Gleichung (22) des vorigen Abschnitts auch in der Form
schreiben 1af8t:

(48) rt
oder auch in der Form:

(44) R+
oder endlich wegen (37) in der Form:
(45) R+R/,

welche aussagt, daB, wenn die konjugierten Reziprozititen zweiter Ord-
nung 7 und 7’ voneinander verschieden sind, dasselbe auch von den kon-
jugierten Reziprozititen B und R’ gilt.

Ubrigens zeigt wegen der Gleichung (53) des einunddreiBigsten Ab-
schnitts (vgl. auch Satz 391) die Gleichung (44) oder (45) noch, daf die
Reziprozitit zweiter Klasse R von einem Polarsystem zweiter Klasse
verschieden ist.

Ferner kann trotz der Ungleichung (45) sehr wohl fiir einen einzelnen
Stab C oder fiir die Stibe einer einzelnen Geraden eine Gleichung von
der Form bestehen:

(46) CR=CR'.
In der Tat sieht man sofort, daf der Stab:
47) C=cr

die Gleichung (46) befriedigt, denn es wird wegen (3) und wegen der
Gleichung (22) des vorigen Abschnitts:

(48) CR=c¢crR=cr'R = c%—R =ac
und wegen (47) und (37) wird:
(49) CR = crR' —cr-- =ac;

folglich wird der obigen Gleichung:
(46) CR =CR’

wirklich durch den Stab (47) Geniige geleistet, d. h. durch denjenigen Stab
0, in welchen der Kernpunkt ¢ der Reziprozitit 2 durch diese Reziprozitit
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iibergefiihrt wird. Die Gleichungen (48) und (49) zeigen dann noch, da8
auch umgekehrt der Stab C durch die beiden konjugierten Reziprozititen
R und R’ in den mit dem Kernpunkt ¢ zusammenfallenden Punkt ac zuriick-

gefiihrt wird.

Man iiberzeugt sich ferner leicht, daBl die Stibe, die mit dem Stabe C in
eine Gerade fallen, auch die einzigen Stébe sind, die eine Gleichung von der
Form (46) erfiillen. Ist ndmlich:

(50) C=CE +GCE,+&E,

ein Stab, der die Gleichung (46) befriedigt, so wird wegen (32):
CR=(CE+GCE+GE)R =80+ C,a, + C;a

oder nach den Gleichungen (6) des vorigen Abschnitts:

(51) CR = (€, ¥, + €Uy, + €, Us ) e + (G, Upy + €,y + G Uy e,
) . 4 (€, U + € Wgy + CUgs) 6.

Andererseits wird wegen (3b):

CR' = (CE + G E, + ,E)R =€, 0, + a0y 4 C;ay
oder wegen der Gleichungen (36):
(52) OR = (G, A, + €A, + €A ey + (€ Uy + € Wsy + € Usg) ey
+ (€, %, + €, Uy + C;Uy5) 6.

Die Gleichung (46) 148t sich daher dadurch befriedigen, und tiberdies auch
nur in der Weise befriedigen, daB man setzt:

G52 (9121 - S‘)112) + (‘53 (9131 — 9113) = 0;
(53} @3 @rsz - %I%) + @1 (%2 - mzx) =0 ’
@1 (%13 - th) + @2 (2{23 - QI32) =0.

Aus diesen Gleichungen aber folgt fiir die Ableitzahlen €, des Stabes C die
laufende Proportion:

(54) €,:6,:6; = Agy — gy : Usy — Wy Ao — Uy

Der Stab C ist also durch die Gleichung (46), abgesehen von seiner Lénge
und seinem Sinn, eindeutig bestimmt, oder was auf dasselbe hinauskommt,
durch jene Gleichung wird die Gerade des Stabes C eindeutig festgelegt.
Diese Gerade moge ,die Kerngerade der Reziprozitit R“ genannt
werden und ist, weil auch umgekehrt R zu R’ konjugiert ist, zugleich die
Kerngerade von R’. Man hat also den Satz:

Satz 640: Fiir eine jede von einem Polarsystem verschiedene
umkehrbare Reziprozitit zweiter Klasse R gibt es eine, aber
auch nur eine Gerade, welche die Eigenschaft hat, daB jedem
ihrer Stibe durch die Reziprozitit B und ihre konjugierte Re-
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ziprozitit R’ auch der Masse nach ein und derselbe Punkt zu-
geordnet wird, so dafl also fiir jeden Stab C dieser Geraden die

Gleichung: OR — CR'

besteht. Diese Gerade heiBit ,die Kerngerade der Reziprozitit
R“; sie ist zugleich die Kerngerade der Reziprozitit R’ Jener
Punkt, der ihren Stéiben durch die beiden konjugierten Rezi-
prozititen zugewiesen wird, fallt mit dem Kernpunkt der Rezi-
prozitit zweiter Ordnung 7 zusammen, zu der die Reziprozitit
zweiter Klasse R adjungiert ist.

Es gibt aber wieder noch zwei weitere Geraden, die allerdings auch
konjugiert komplex sein kdnnen, deren Stibe durch die beiden voneinander
verschiedenen umkehrbaren konjugierten Reziprozititen zweiter Klasse R
und R’ = % in zwei zusammenfallende Bildpunkte iibergefiihrt werden,

wenn auch die Massen dieser beiden Bildpunkte verschieden sind, d. h. es
gibt zwel weitere Geraden, deren Stibe D, einer Gleichung von der Form:

(65) D,R =1, DR’
Gentige leisten, unter t, eine von 1 verschiedene ZahlgriBe verstanden.
In der Tat sieht man sogleich, dafi die Stibe:
(56) D,=dy»
die Gleichung (55) befriedigen, wo die Punkte d, durch die Gleichung (8)

definiert sind. Wegen der Gleichung (9), die eine Folge von (8) ist, wird
namlich mit Ritcksicht auf (56):

(57) DR =drR=ard,
und wegen (56) und (37) wird:
(58) DR —drR =dr—-=ad,.

Hier geht aber die rechte Seite von (57) aus derjenigen von (58) durch
Multiplikation mit t, hervor; folglich besteht die entsprechende Beziehung
auch zwischen den linken Seiten. Und damit ist die Gleichung (55) bewiesen.

Es sind also wirklich neben der Kerngeraden einer Reziprozitit B noch
zwei weitere Geraden vorhanden, deren Stiben durch die beiden konjugierten
Reziprozititen B und R’ zwel zusammenfallende Bildpunkte zugewiesen
werden. Einem jeden Stabe U hingegen, der nicht wie die Stibe C und D,
einer Gleichung von der Form (46) oder (55) Geniige leistet, werden durch

die konjugierten Reziprozititen R und R’ = % zwel auch der Lage nach

verschiedene Punkte UR und U% zugeordnet (vgl. hierzu die weiter unten
folgende Fig. 54).
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Man kann die gewonnenen Ergebnisse in dem Satze zusammenfassen:

Satz 641: Ist a die Determinante einer umkehrbaren Reziprozi-
tat zweiter Ordnung 7, die iiberdies von einem Polarsystem
verschieden ist, und ist B die zu # adjungierte Reziprozitit,
s0 ist zwar:

(44) R+,

und es ist auch fiir jeden Stab U der Ebene, der nicht auf die
Kerngerade der Reziprozitit R fillt:

(59) UR+ U,
r

Ja, es unterscheiden sich im allgemeinen die Punkte UR und
U% auch nicht nur um einen Zahlfaktor, sondern sie sind auch

ihrer Lage nach voneinander verschieden. Dagegen gilt fiir
einen jeden Stab U der Ebene die Gleichung:

(42) [U-UR)=|U-U%],
d. h. es sind die beiden quadratischen Formen [U - UR] und
[U- U%:l fiir jeden Wert von U einander gleich. Ferner besteht

zwischen den beiden bilinearen Formen [W-VER] und [V- W%]
fiir beliebige Werte der Stdbe ¥ und <N

W die Beziehung: /!:/ \\
@y  [WVRI=[V-Wi] g 11
T / [%%/7% -0 "

Aus der Gleichheit der beiden quadratischen ¢ o y
Formen in (42) folgt dann wieder, dal von ~f— 9/ 7 UR
den beiden Gleichungen: [ //
(60) [U-UR]=0 | y,
und \\ //
61 T2 =0 .
D I:U v 7'] = ¥ig. 54.

jede die andere nach sich zieht. Nun stellt aber nach dem Satze 623 die
Gleichung (60) die Polarkurve der Reziprozitit R dar, und die Gleichung
(61) ist dementsprechend die Gleichung fiir die Polarkurve der zu R kon-
jugierten Reziprozitit —;—- Das Zusammenbestehen der Gleichungen (60)
und (61) zeigt daher, daB diese beiden Polarkurven zusammenfallen, und
man hat den Satz:

Satz 642: Bei jeder umkehrbaren Reziprozitit zweiter Klasse
R fallt die Polarkurve: [U-UR]=0
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mit der Polarkurve: [U- U%:l =0

der konjugierten Reziprozitit -;— zusammen (Fig. 54).
Da ferner, wie oben auf S. 105 gezeigt ist, der Punkt UR dem Stabe
U in der Reziprozitit 7, B vorwirts und der Punkt U% demselben Stabe

riickwirts entspricht, so sagt die obige Gleichung:
(60) [U-UR]=0

aus, daB der Stab U durch seinen ihm in der Reziprozitit , R vorwirts
entsprechenden Punkt UR hindurchgeht, wéhrend die Gleichung:

(61) [T v5]=0
besagt, daB der Stab U durch den ihm riickwirts ensprechenden Punkt U—;T

hindurchgeht, der ja mit dem Punkte U% zusammenfallt,

Aus dem Zusammenbestehen der Gleichungen (60) und (61) folgt also
auch noch der Satz:

Satz 643: Wenn in einer umkehrbaren Reziprozitit », B ein
Stab durch seinen vorwirts entsprechenden Punkt geht, so geht
er zugleich auch durch seinen ihm riickwirts entsprechenden
Punkt hindurch und umgekehrt.

Schlieflich kann man noch entsprechend der Entwickelung auf S. 106

die quadratischen Formen [U - UR] und [U . U%] durch ihre Ausdriicke

in Linienkoordinaten ersetzen und so die Identitit (42) auch anderweitig
bestitigen. Man erhilt, wenn man wie gewdhnlich:

(62) U=uwE + wE, + u, F,

setat:

(63) UR=u ER+ u, LR+ i, ER
und

(64) U=t E-tu, ES 4w EL

Aus diesen beiden Gleichungen aber folgen durch planimetrisches Vor-

multiplizieren mit (62) fiir die quadratischen Formen [ U- UR] und [U . U—%]
die Ausdriicke:

(65} [U' UR]=1112[E1-E1R] 4 +u2u3{[E3'E2R] + [E2 'ESR]}+ e
und

00 [7-05]-wTB B (B B2 1B B £
oder wegen (38) und (39):

(67) [U-UR] = U u® 4 - 4 { Uy + g Jrtputy + - - -
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und

(68) [U'U%:I;_g[uuf'l““"i"{9132‘}"9123}112113’{'"'-

Und diese beiden Ausdriicke unterscheiden sich nur durch die Anordnung
der Glieder in den Summen, welche die Koeffizienten der Produkte u,1, (i 4=1)
bilden, und es ist somit wirklich die Identitit (42) von neuem bewiesen.

Die adjungierte Abbildung der zu einer Reziprozitit zweiter Ordnung oder
sweiter Klasse konjugierten Resiprozitit. SchlieBlich moge moch (vgl. die
Sitze 624 und 639) von der zu der Reziprozitit:

a 2

» konjugierten Reziprozitit % die adjungierte Abbildung [( R) :l
und ebenso von der zu der Reziprozitit:

R konjugierten Reziprozitit % die adjungierte Abbildung [(%)2}
gebildet werden. Es wird wegen der Gleichungen (13) und (12) des vorigen
Abschnitts:

i:aE" F,, By und i:ae“ €y € ,
i ay, Gy, O r A, 4,, 4,

22 — a2 €5 € s ) £2 a2 Eﬂ Ez: Es
(&) =g me ™ G-y i
oder wegen der (leichungen (79) und (84) des dreiBigsten Abschnitts:
a)? .3 b1y &, € €, €, & _‘1_2 . o By, By, By
[(ﬁ)]—a culf{“aAg,aAg—aAl,AZ,A3 und [(r):l_a a, Gy, @'

d. h. wieder mit Riicksicht auf die Gleichungen (12) und (13) des vorigen
Abschnitts:

©) [(z)]== und @0 [(&)]-as

Hier ist aber die Reziprozitit % nach Satz 639 die zur Reziprozitit B kon-

also:

jugierte Reziprozitit und ebenso nach Satz 624 die Reziprozitit %— die zu
r konjugierte Reziprozitit. Man hat also die Sitze:
Satz 644: Die zu der Reziprozitit % adjungierte Reziprozitit
a\2

[(E)] ist identisch mit der zu der Reziprozitit B konjugierten

Reziprozitit %;
oder anders ausgedriickt:
Die adjungierte Reziprozitit zur konjugierten Reziprozitit
einer Reziprozitit zweiter Ordnung o ist identisch mit der
konjugierten Reziprozitit zur adjungierten Reziprozitit der-

selben Reziprozitit ». Und
GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene II,2 8
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. . cpey O . . . .
Satz 645: Die zu der Reziprozitit - adjungierte Reziprozitit

[(_:'_)2} geht aus der zu » konjugierten Reziprozitit %— durch Mul-
tiplikation mit der Determinante a des Bruches # hervor;

oder anders ausgedriickt:

Die adjungierte Reziprozitit zur konjugierten Reziprozitit
einer Reziprozitit zweiter Klasse R ist identisch mit der kon-
jugierten Reziprozitit zur adjungierten Reziprozitit derselben
Reziprozitit R.

Die Richtigkeit der zweiten Fassung dieser beiden Sitze folgt aus der
Tatsache, daf sich die Gleichungen (69) und (70) auch in der Form schrei-
ben lassen:

(11) [ = R’ und (12) [R'7]=ar =7,

wo wie bisher R die zu 7 adjungierte Reziprozitit, 7 die zu R adjungierte
Reziprozitit, und wo #', R, #' die zu den Reziprozititen », R, 7 konju-
gierten Reziprozititen sind, und wo fiir die Begriindung der Gleichung (72)
zu beriicksichtigen ist, daB die Gleichung (82) des dreiBigsten Abschnitts
zwischen den Reziprozititen 2 und # die entsprechende Gleichung zwischen
den zu 7 und 7 konjugierten Reziprozititen »” und 7’ nach sich zieht.

Die Abbildung der Kernkurven einer Reziprozitit durch die wrspriingliche
und durch die konjugierte Reziprozitit. Um den Zusammenhang der vier
Reziprozitiiten:

r, R
LU
R’ 7

noch von einer anderen Seite zu beleuchten, transformieren wir die beiden
oben entwickelten Gleichungsformen fiir die Polkurve, welche lauteten:

(21) [z-2r]=0
und
(22) [z-25]=0

nach dem Satze 370. Wir ersetzen namlich die Punktfaktoren z der Pro-
dukte der linken Seite dieser beiden Gleichungen durch diejenigen Stibe

zr und x%, die jenen Punktfaktoren z in den beiden zueinander konju-

gierten Reziprozititen » und % entsprechen und zugleich die Stabfaktoren
a
R
zu jenen beiden Reziprozititen adjungierten Reziprozititen B und % zu-

27 und x% durch digjenigen Punkte 2R und « %, die ihnen in den

geordnet werden. Durch diese Transformation wird nach dem genannten
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Satze die Giltigkeit der Gleichungen (21) und (22) nicht gestort. Dieselben
nehmen bei der beschriebenen Umwandlung die Form an:

[zr - 2rR]=0 und
Q a a
o5 o5 =0

zr =U und:

(13)

Setzt man aber hierin:

(74)

a
z r= Ul ’
indem man beriicksichtigt, daff nach dem Satze 636 im allgemeinen:

a
xr+x§

a
R
um einen Zahlfaktor voneinander unterscheiden, so verwandeln sich die

Gleichungen (73) in: [U-UR]=0 und
75
(15) [Ul.Uli =0.

»

ist, ja daB sich die Stibe 7 und z—; im allgemeinen auch nicht etwa nur

Jede von diesen beiden Gleichungen (75) aber ist die Gleichung der gemein-
samen Polarkurve der beiden konjugierten Reziprozititen zweiter Klasse B
und %~ Und da der laufende Stab U und U, dieser Polarkurve nach den
Gleichungen (74) gerade dem laufenden Punkte z der gemeinsamen Pol-
kurve der beiden konjugierten Reziprozititen » und % durch diese Rezi-
prozititen zugeordnet wird, so sieht man, daf die gemeinschaftliche Pol-
kurve der beiden konjugierten Reziprozititen zweiter Ordnung # und %,
durch diese Reziprozititen selbst in die gemeinsame Polarkurve der zu ihnen
adjungierten Reziprozititen I? und % tibergefithrt wird. Man hat somit
den Satz:

Satz 646: Die gemeinsame Polkurve zweier konjugierten Rezi-
prozititen zweiter Ordnung wird durch diese Reziprozititen in
die gemeinsame Polarkurve der beiden jenen konjugierten Re-
ziprozititen zweiter Ordnung adjungierten Reziprozititen zwei-
ter Klasse tibergefiihrt.

Zugleich kann man aus der obigen Entwicklung die geometrische Bedeu-
tung der Stibe U und U, entnehmen. Da namlich die Geraden der Stibe:

U=2zr und U1=x%,
die einem beliebigen Punkte z der Polkurve der konjugierten Reziprozitéiten

a

g durch diese Reziprozititen zugewiesen werden, den Gleichungen

8*

7 und
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(21) und (22) zufolge durch jemen Punkt # der Polkurve hindurchgehen,
und andererseits nach den Gleichungen (75) die Polarkurve der adjungierten
Reziprozititen R und -;1; bertihren, so sind die Geraden der Stibe U und U,
nichts anderes als die beiden Tangenten, die sich von jenem Punkte z der
Polkurve an diese Polarkurve ziehen lassen, d. h. es gilt der Satz:

Satz 647: Man erhilt zu einem Punkte # der gemeinsamen Pol-
kurve zweier konjugierten Reziprozititen zweiter Ordnung »

%— die ihm hinsichtlich dieser beiden Reziprozititen zu-
geordneten Geraden, indem man von dem Punkte z an die ge-
meinsame Polarkurve der zu jenen Reziprozitidten zweiter Ord-

und

nung adjungierten Reziprozititen zweiter Klasse B und % die
beiden Tangenten legt (Fig. 55).

Man kann noch hinzufiigen: Da nach S.143 des ersten Teils dieses Bandes
die neun Ableitzahlen a,, der Reziprozitit 7 als reell vorausgesetzt sind,
und somit auch die aus jemen Ableitzahlen durch Transposition hervor-
gehenden Ableitzahlen der konjugierten Reziprozitit 1% reell sind, so wird
einem jeden reellen Punkte der Ebene durch eine jede von den heiden kon-
jugierten Reziprozititen 2 und 1% ein reeller Stab zugewiesen. Da ferner

die den Punkten der Polkurve zugeordneten Stibe die Polarkurve umhiillen,
so gehGrt zu einer reellen Polkurve auch
eine reelle Polarkurve. Und da end-
lich die Punkte der Polkurve auf den
77 |=0 entsprechenden Tangenten der Polar-
_]sa kurve liegen, so kann kein Punkt der
Polkurve innerhalb der Polarkurve lie-
gen (vgl.S.2H9f. des ersten Teils dieses
Bandes). Man hat somit den Satz:

Satz 648: Ist die Polkurve einer
[x..rﬁ 1’~2‘iﬂ= 0 Reziprozitit reell, so gilt das-

selbe auch von ihrer Polarkurve.

Dabei kann kein Punkt der Pol-
kurve innerhalb der Polarkurve liegen.

Jetzt transformiere man andererseits in entsprechender Weise die beiden
Gleichungsformen der Polarkurve, welche lauteten:

(60) (U-UR]=0 und
(61) [U. U%] =0,

Fig. 55.

indem man wieder nach dem Satze 370 die Punktfaktoren UR und U%
der Produkte der linken Seite dieser beiden Gleichungen durch diejenigen
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Stibe UR? und U%% ersetzt, die jenen Punktfaktoren UR und
a
. . 3 ——ﬁ
mgewiesen werden, und zugleich die Stabfaktoren U durch diejenigen

Punkte UR und U%, die ihnen in den zu jenen beiden Reziprozititen

U% durch die beiden zueinander konjugierten Reziprozititen 7 und

adjungierten Reziprozititen B und % entsprechen. Durch diese Trans-
formation nehmen die Gleichungen (60) und (61) die Form an:

[UR- URr]=0 uwd

[os- vt &=0.

(76)

In ihnen wollen wir dann, entsprechend dem obigen, fiir die Punkte UR
und U % kurze Bezeichnungen einfiihren. Fiir den letzten Punkt sind
wir dabei durch eine frilhere Festsetzung gebunden. Aus der ersten Glei-
chung (74) folgt némlich, daf:

(17) U% =g, also:

(18) U —az

ist. Den Punkt UR, der nach dem Satze 641 von dem Punkte x im all-
gemeinen auch der Lage nach verschieden sein wird, bezeichnen wir mit z,,
setzen somit:

(79) UR —a,.

Bei Einfilhrung dieser Bezeichnungen nehmen die Gleichungen (76), wenn
man noch die zweite Gleichung mit a? dividiert, die Gestalt an:

[[xl- 2,7} =0 und
[ +%]—o.

Jede von diesen beiden Gleichungen (80) aber ist die (leichung der ge-
meinsamen Polkurve der beiden konjugierten Reziprozititen zweiter Ord-

(80)

nung 7 und %. Und da der laufende Punkt z, und x dieser Polkurve

nach den Gleichungen (79) und (77) oder (78) gerade der laufenden Tan-
gente U der gemeinsamen Polarkurve der beiden konjugierten Reziprozi-

titen B und —:—, durch diese Reziprozititen zugeordnet wird, so sieht man,
daB die gemeinsame Polarkurve der beiden konjugierten Reziprozititen
zweiter Klasse I? und % durch diese Reziprozititen selbst in die gemein-
same Polkurve derjenigen beiden zueinander konjugierten Reziprozititen
zweiter Ordnung 2 und —% tibergefilhrt wird, denen jene beiden konju-
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gierten Reziprozititen zweiter Klasse adjungiert sind. Man hat somit
den Satz:

Satz 649: Die gemeinsame Polarkurve zweier konjugierten
Reziprozititen zweiter Klasse wird durch diese Reziprozititen
in die gemeinsame Polkurve derjenigen beiden konjugierten
Reziprozititen zweiter Ordnung iibergefiihrt, zu denen jene

beidenkonjugierten Reziprozititen
%% 7 gweiter Ordnung adjungiert sind

(Fig. 56).
Zugleich kann man aus der obigen Ent-

x, %72 wicklung die geometrische Bedeutung
-2 der Punkte # und z, entnehmen. Da nim-
Py lich die Punkte:
-%&_

* = Ui und z,= UR,

Tig. 56.

die einer beliebigen Tangente U der Polarkurve der beiden einander kon-
jugierten Reziprozititen % und X durch die Reziprozititen ;1— und R
zugewiesen werden, den Gleichungen (61) und (60) zufolge anf der

Tangente U jener Polarkurve liegen und andererseits nach den Glei-
chungen (80) auch der gemeinsamen Polkurve der zueinander konju-

gierten Reziprozititen 2 und %» angehoren, so sind die Punkte z und

2; nichts anderes als die beiden Schnittpunkte, welche die Tangente U
der gemeinsamen Polarkurve der beiden einander konjugierten Reziprozi-

. a . . . .
titen B und - mit der gemeinsamen Polkurve der zueinander konju-

gierten Rempromtaten r und - 7 gemein hat. Und da der Punkt az — UT

mit dem Punkte z zusammenfallt so hat man den Satz:
Satz 650: Einer Tangente der gemeinsamen Polarkurve zweier
umkehrbaren konjugierten Reziprozititen zweiter Klasse R

und % werden durch diese beiden Reziprozititen ihre Schnitt-
punkte mit der gemeinsamen Polkurve derjenigen beiden ein-
ander konjugierten Reziprozititen zweiter Ordnung » und —%

zugeordnet,deren adjungierte Reziprozititen jene Reziprozititen
zweiter Klasse sind (vgl. die obige Fig. 56).

Wendet man den Satz 650 speziell auf die zweite vom Punkte z der
Polkurve an die Polarkurve gezogene Tangente U, an und beachtet, daB
wegen der zweiten Gleichung (74):

(81) UR =ax, also:
(82) z = UI%
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ist, so folgt, daB der andere Schnittpunkt der Geraden U, mit der Pol-
kurve durch das Produkt: a
s

dargestellt wird. Mit diesem Punkte aber fillt der Punkt:

(83) 2= T, &

1 4
7
zusammen, und man hat den Satz:

Satz 651: Zieht man von einem Punkte 2 der gemeinsamen
Polkurve zweler konjugierten Reziprozititen zweiter Ord-

a . . .
nung 7 und 4 an die gemeinsame Polarkurve der zu jenen Re-
ziprozititenzweiterOrdnungadjungierten Reziprozititenzweiter

Klasse B und

¥ die Tangenten:

a

U=zr und U,=t,

so schneiden diese Tangenten die Polkurve auBer in dem Punkte
x beziehlich noch in den weiteren Punkten:

z,=UR und z,= Ul-:;

(vgl. wieder Fig. 56).

Die kombinatorischen Produlte [£l9] und [Mr]. Um das kombinato-
rische Produkt aus zwei Punkt-Punkt-Kollineationen ¥, { und einer Rezi-
prozitit zweiter Ordnung # einzufiihren, definiere man zundichst, wie im
ersten Teil dieses Bandes S. 61 das kombinatorische Produkt:

[zyz - flr]
durch die Gleichung!:

f 20 zr] + [#t zl yr]+ [=f yl 27]
84 TeO S .
(34)  loye-tr] 31{—.[2f yl 29 — [z 20 yr] — [yt z( 27]

Aus dieser Erklirungsformel folgt wie aunf 5. 61 des ersten Teiles dieses
Bandes, daB das so definierte Produkt [zyz - t[r] verschwindet, sobald
zwei von seinen drei Punktfaktoren einander gleich werden, und daB es
entgegengesetzten Wert annimmt, wenn man zwei von diesen Faktoren

1) Vgl. hierzu die durch mich veranlaBte GieBener Dissertation von H. Braun,
{lber ternire kombinatorische Produkte linearer Abbildungen, Mainz 1917, in wel-
cher der Verfasser den von mir eingefiihrten Begriff des kombinatorischen Pro-
duktes dreier Kollineationen oder dreier Reziprozititen insofern einer Verallge-
meinerung unterwirft, als er auch dreifaktorige kombinatorische Produkte in Be-
tracht zieht, in demen gleichzestiy Kollineationen und Resiprozititen als Faktoren
auftreten.
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miteinander vertauscht. Daraus wiederum kann man dann ebenso wie
dort folgern, daB, falls das Produkt:

(85) [xye] =0

ist, der Bruch: [ ]
zyz -ty

(86) [zy2]

unabhingig von der Lage und Masse der Punkte x, y, 2 ist, so daB, wenn
insbesondere ¢, €,, ¢; die Ecken des Fundamentaldreiecks sind, fir welche
die Gleichung

(87) [e,6,6,] =1 Desteht:
[xyz -Tlr]  [e,e6, - Elr]
<88> zye]  — [eee]

wird. Man kann daher fiir den Bruch (86) ein Symbol einfithren, das
nur noch die 3 Abbildungen {, [, # enthdlt. Wir wihlen das Zeichen [fI#7],
setzen also:

_ [zyz-tlr]
(89) [flr] = T
Wwo Z, y, # drei ganz beliebige nicht in einer Geraden liegende Punkte sind,
und nennen die so definierte GréBe [fl7] das kombinatorische Produkt
aus den beiden Punkt-Punkt-Kollineationen f, I und der Reziprozitiit
zweiter Ordnung 7. Wegen (88) und (87) wird dann insbesondere:

(90) [£12] = [e,e56;- E7]

oder wegen (84):

91)  [flr] =§1? [eof el e r] + [ L eyr] + [e,f ] 6’37:]|-
— et el 1] — [ &1 e,r] — [,f ¢,1 ey7]]

Die Bezeichnung [f[7] fiir den Bruch auf der rechten Seite von (89)
oder fiir die rechte Seite von (91) erscheint auch insofern berechtigt, als
der Ausdruck [flr] sich auf Grund von (91) auch als eine Funktion des
auf S. 57f. des ersten Teiles dieses Bandes definierten zweifaktorischen
Produktes [t[] der beiden Kollineationen f und [ und der Reziprozitit #
ausdriicken 1aBt. In der Tat wird wegen (91):

[£12] =%{[ezf.esl]—z[eaf-%l]elr]_l_ o '}7

also nach Gleichung (33) und (31) des 27. Abschnittes:

92) [f1r] = %{[[egesj (0 - e,7] + [lege,J[E1] - e;77] + [[e, &1 [£1] - ;2]

womit die geforderte Darstellung des Produktes [f{#] als Funktion des
kombinatorischen Produktes [ff] und der Reziprozitit » geleistet ist.
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Daraus folgt insbesondere, daB, wenn man das kombinatorische Produkt
[£l] der beiden Punkt-Punkt-Kollineationen § und {:

(93) fg=m

setzt, wo 90 nach S.55 des ersten Teiles dieses Bandes eine Stab-Stab-
Kollineation bedeutet, in der Formel (92) auch linker Hand fiir das Pro-
dukt der beiden ersten Faktoren ¥ und ! diese Stab-Stab-Kollineation M
gesetzt werden darf, wodurch diese Formel, wenn man zugleich fiir die
Produkte [e,e,], [¢;€,]1, [€,6;] thre Werte:

(94) [ee] =E,, [ee]=E, [eel=1E

einfiihrt, tibergeht in:

95) (W] = F{[ED - or] + [BEM-or] + [EB - o]}

Das kombinatorische Produkt [Ir] und der Kernpunki der Reziprozitit
r, das kombinatorische Produkt [LR] und die Kerngerade der Reziprozi-
tit B. Sind insbesondere die beiden Punki-Punkt-Kollineationen f und
gleich der Punkt-Puunkt-Identitit 1, also:

(96) f=10=1,

nnter 1 den Bruch:

(97) 1=tk
el y 62, Es

verstanden, so wird das kombinatorische Produkt I von f und [:
(98) M=[t]=[1]=1,
wo die Abbildung I die zur Punkt-Punkt-Identitit 1 adjungierte Stab-

Stab-Identitit bedeutet (vgl. die Gleichung (44) des 37. Abschnittes),
wo also:

E,, E,, E
9 =355,
ist, so nimmt die Gleichung (95) die Gestalt an:
1
(100) [Ir] = 5[5, er] + [By- o] + [By- 7]

Ist speziell die Reziprozitit zweiter Klasse R die adjungierte Abbil-
dung zu der Resziprozitit zweiter Ordnung #, so stellen die beiden Pro-
dukte [I7] und [1R], falls sie nicht verschwinden, beziehlich den Kern-
punkt und die Kerngerade der Reziprozitit v, R dar. In der Tat wird
dann wegen:

A i -A 1 -A . 1) 3
1
(103) [Ir] = 5 {[E A + [Ey 4,] + [Es 4q]},

(104) [(1R] = 5 {[qa,] + [aa] + [eyas])-
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Aus diesen Formeln (103) und (104) folgt zunichst mit Riicksicht auf
die Gleichungen (63) und (65) des 31. Abschnittes, daB jede von den
beiden Gleichungen

(105) [Ir}=0 und
(106) [IR]=0

die Bedingung dafiir enthélt, daB die Reziprozitit 22, R ein Polarsystem
ist. Man hat also den Satz:

Satz 652: Ist » eine Reziprozitit zweiter Ordnung und R die
zu ihr adjungierte Reziprozitit zweiter Klasse, und ist ferner
I die identische Stab-Stab-Kollineation, 1 die identische Punkt-
Punkt-Kollineation, so ist jede von den beiden Gleichungen:

[(Ir]=0 wund [1R]=0

eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die
Reziprozitdt », B ein Polarsystem sel?)

Ist aber eins von den beiden Produkten [I7] und [1R], und damit nach
S. 177£. des ersten Teils dieses Bandes auch das andere, von Null verschie-
den, so ist wegen (103) und (104) das erste Produkt der Ausdruck fiir
einen Punkt, das zweite der Ausdruck fir einen Stab. Da aber (vgl. die
Gleichungen (62) und (64) des einunddreiBigsten Abschnitts):

LBy A;] = a6, — 0556, le,a,] = U By — A By,
(107) [E,4;] = 050, — 5,65, und  (108) (6] = Wgg By — Uy, By,
[EsA;] = 05,6, — g06, leas] = Uy By — Uy E,

so nehmen die Gleichungen (103) und (104), falls man rechter Hand be-
ziehlich nach den ¢; und F; ordnet, die Form an:

(109)  [I7] = 4 {(0g5 — ag5) € + (O — Oy5) & + (O — 0y) 65}
(110) [IR] = % { (mzs - %}2) E1 + (9131 - %[13) Ey + (9[12 - 21)Es}'
Dieselben zeigen mit Riicksicht auf die Gleichungen (2) und (7), (50) und

(54), daB:
(111) [Ir]=c¢ und
(112) [IR]=C

ist, wo ¢ den Kernpunkt und C die Kerngerade der Reziprozitit +, B2 be-
deutet. Man hat also den Satz:

Satz 653: Ist » eine von einem Polarsystem verschiedene Re-
ziprozitit zweiter Ordnung und B die zu ihr adjungierte Re-
ziprozitit zweiter Klasse, und ist ferner I die identische Stab-

1) Dieser Satz ist das ternéire Gegenstiick des Satzes 106 (vgl. auch den Satz 201).
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Stab-Kollineation, 1 die identische Punkt-Punkt-Kollineation,
so stellt das kombinatorische Produkt [I7] den Kernpunkt ¢ und
das kombinatorische Produkt [1R] die Kerngerade C der Rezi-
prozitét », B dar.

Mit Riicksicht auf Satz 652 kann man noch den Satz hinzufiigen:

Satz 654: Bei einem Polarsystem ist sowohl der Kernpunkt wie
die Kerngerade unbestimmt. )

Der Satz 653 1aft sich ferner mit geringen Verdnderungen auch auf das
Nullsystem iibertragen, wobei freilich zu beriicksichtigen ist, daB nach den
Sitzen 629 und 634 die adjungierte Abbildung [n?] eines Nullsystems
zweiter Ordnung 2¢ ein (zweifach entartendes) Polarsystem zweiter Klasse
und die adjungierte Abbildung [V?] eines Nullsystems zweiter Klasse IV
ein (zweifach entartendes) Polarsystem zweiter Ordnung ist.

Zunichst nimlich gilt die Gleichung (110) unabhingig davon, ob die
Reziprozitit zweiter Klasse R die adjungierte Abbildung zur Reziprozitdt
zweiter Ordnung # in (109) ist, oder nicht.

Setzt man aber in der Formel (109) # =m und berticksichtigt die fiir
das Nullsystem zweiter Ordnung 7 geltenden Formeln (39) des vorigen
Abschnitts, so nimmt sie die Gestalt an:

[In]) = 5 {age + a6 + g6}
oder nach der Gleichung (41) des vorigen Abschnitts die Form:
(113) [In]=1a,

wo a der Nullpunkt des Nullsystems m ist. Der Kernpunkt eines Null-
systems zweiter Ordnung fillt also mit dessen Nullpunkt zusammen, wih-
rend die Kerngerade mit Riicksicht auf die Bedeutung der zum Nullsystem
n adjungierten Abbildung [#°] unbestimmt wird (Satz 654).

Setzt man andererseits in der Formel (110) R = IV und benutzt die fiir
das Nullsystem zweiter Klasse IV geltenden Formeln (74) des vorigen Ab-
schnitts, so nimmt sie die Gestalt an:

(1N] = 5 {Uss B, + Uy, By + Apy By }
oder nach der Gleichung (71) des vorigen Abschnitts die Form:
(114) [(1V] =34,

wo A die Nullachse des Nullsystems N ist. Die Kerngerade eines Null-
systems zweiter Klasse fillt also mit seiner Nullachse zusammen, wihrend
sein Kernpunkt mit Riicksicht auf die Bedeutung der zum Nullsystem IV
adjungierten Abbildung [N?] unbestimmt wird (vgl. Satz 654).

Man hat somit den Satz:

Satz 655: Der Kernpunkt [In] eines Nullsystems zweiter Ord-
nung n fillt mit dessen Nullpunkt, die Kerngerade [1.V] eines
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Nullsystems zweiter Klasse IV mit der Nullachse desselben zu-
gsammen. Dagegen ist die Kerngerade eines Nullsystems zweiter

Ordnung und ebenso der Kernpunkt eines Nullsystems zweiter
Klasse unbestimmt.

Abschnitt 45.

Die Lagenbeziehung zwischen den beiden Kernkurven
einer Reziprozitit,

Darstellung zweier konjugierten Reziprozititen zweiter Ordnung durch ein
Polarsystem und ein Nullsystem zweiter Ordnung. Um iiber die Lage der
beiden Kernkurven einer Reziprozitit gegeneinander Aufschlufl zu erhalten,
gehen wir auf den Satz 637 zuriick, nach welchem die Polkurven zweier
umkehrbaren konjugierten Reziprozititen # und % in eine einzige Kurve
zusammenfallen, deren Gleichung je nach Belieben in der Form:

1) [z -27]=0 und
(2) (-2 5|=0

geschrieben werden kann. Bezeichnet man ferner noch die halbe Summe
entsprechender Ableitzahlen der beiden konjugierten Reziprozititen # und
% mit b,, und die halbe Differenz mit ¢,,, fiibrt somit die Bezeichnungen ein:

3) b,, — &%‘1@ '

" N i, k=1,2 3,
ik T 9

so wird:

(5) Blci = bz’k .

©) cki=__cik} i, k=123,

inshesondere also:

(7 ¢; =0.
Setzt man daher noch:

(8) ("FE) =p und
0 -3

s0 ist wegen (5) und (6) p ein Polarsystem und 7 ein Nullsystem zweiter
Ordnung. Und zwar ist die Polkurve:

(10) o op] = 0

des Polarsystems zweiter Ordnung p identisch mit der gemeinsamen Pol-
kurve der beiden konjugierten Reziprozititen zweiter Ordnung 7 und

a

| o)k
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% , deren Gleichung sowohl in der Form (1) wie in der Form (2) dar-

gestellt werden konnte. Denn nach der Gleichung (8) wird:

1
(11) [xtxp]=?{[x-xr]—|-[x~x%]}-
Da aber die beiden Summanden in der geschweiften Klammer rechter
Hand fiir jeden Punkt 2 der gemeinsamen Polkurve der beiden konjugier-
ten Reziprozititen 2 und % gleichzeitig verschwinden, so verschwindet

fiir diese Punkte auch die linke Seite von (11). Die Polkurve des Polar-
systems  ist somit wirklich identisch mit der gemeinsamen Polkurve

der beiden konjugierten Reziprozititen # und %-

Ubrigens 148t sich wegen der Gleichung (19) des vorigen Abschnitts die
Gleichung (11) noch in die beiden Gleichungen zerféillen:

(12) [-29]=[z zp] und
(18) [2- 25| = [z ap],

welche zeigen, daB die drei quadratischen Formen [z - z7], [x x%] und

[z - zp] einander gleich sind.
Andererseits hat nach dem Satze 625 das Nullsystem 722 den Punkt:

(14) €= (336, + C316 T (106

zum Nullpunkt und fihrt die drei Punkte ¢, e,, ¢, in die Stibe:
(15) G =[ee], Co=lce], C=[ce]

tiber, so daB man setzen kann:

Ferner wird allgemein:
(17 zn = [ex],
d. h.,, das Nullsystem zweiter Ordnung m weist allgemein einem jeden
Punkte z seine Verbindungslinie [cz#] mit dem Nullpunkte ¢ des Null-
systems zu.

Lost man die Gleichungen (8) und (9) nach den beiden konjugierten Re-

ziprozitdten #» und 1% auf, so erhilt man fiir dieselben die Werte:

(18) r=p-+n und
(19) 5 =Pp—n

Tir die Stibe 22 und 2 % , die einem beliebigen Punkte # durch diese bei-

den Reziprozititen zugewiesen werden, ergeben sich daher die Darstellungen:
rr = ap + an,
(20)

11
T = TP — TN
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oder wegen (17) die Gleichungen:
zr = zp + [cz),
21 a )
& 2 & —ap — [oal,

welche zundchst zeigen, daB die Geraden zr und x% durch den Schnitt-

punkt der Geraden [cz] mit der Polare zp des Punktes 2 in dem Polar-
system g hindurchgehen, und ferner, daf die vier Stibe:

xr, xp und [ex]

a
x 7l
einen harmonischen Strahlwurf bilden (Figg. 57 u. 58).

Beachtet man noch, daf§ der Nullpunkt ¢ des Nullsystems zweiter Ordnung

n nach den Gleichungen (4) und (14) und der Proportion (7) des vorigen
; x,

e

&

Fig. 57. Fig. 58.

Abschuitts mit dem Kernpunkt der beiden konjugierten Reziprozitiiten zwei-
ter Ordnung 7 und 1% zusammenfillt, so kann man das gewonnene Ergeb-
nis in dem Satze zusammenfassen:

Satz 656: Konstruiert man in zwei umkehrbaren konjugierten
%
Punkte # die zugeordneten Geraden 27 und z

Reziprozititen zweiter Ordnung # und zu einem beliebigen
a
R
Polare zp des Punktes # in bezug auf die gemeinsame Polkurve

der beiden konjugierten Reziprozititen und die Verbindungs-
linie [c¢x] des Punktes # mit dem Kernpunkt ¢ der beiden Rezipro-
zititen, so gehen die beiden ersten Linien durch den Schnitt-
punkt der beiden letzten Linien hindurch und werden durch sie
harmonisch getrennt.

, auBerdem die

Konstruktion der beiden zu einem Punkie z in zwei Fonjugierten Reziprogs:-
titen zugeordneten Geraden. Die Konstruktion der Geraden 2 und x—l%

kann man dabei, wenigstens in dem Falle, wo z auBerhalb der Polarkurve
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liegt, in folgender Weise vollziehen: Man lege zunichst von z aus die bei-
den Tangenten ¥ und Z an die Polarkurve und verfiige iiber die Liinge und
den Sinn der Stibe Y und Z in der Weise, daB:

(22) [YZ]==«

wird. Dann sind nach dem Satze 650 die vier Punkte:

y 4
YR=y !
(23) {

IR und (24) 2o,

ro v
in welche die beiden Tangenten Y und Z der Polarkurve durch die konju-
gierten Reziprozititen K und % tibergefiihrt werden, nichts anderes als
die Schnittpunkte jener beiden Tangenten mit der Polkurve (vgl. die obigen
Figg. 57 u. 58). Aus den Gleichungen (23) aber folgt durch planimetrische

Multiplikation: [YR - ZR] = [y4]

oder nach der Gleichung (86) des 30. Abschnitts:

o[ YZ]r = [yz]
oder wegen (22):

. [y7]
(20) rPr = R

Andererseits erhilt man aus den Gleichungen (24) durch Auflgsung nach
Y und Z: ”
Y=y - und

r

Z =z —
a

und hieraus durch planimetrische Multiplikation unter Benutzung von (22):

1
z = [?/1 ’:‘ 2t %:I s (9,7 - 2,7]
oder nach der Gleichung (19) des 30. Abschnitts:
1
Z =7 [.7/1 ZI]R ’

woraus fiir das Bild des Punktes 2 in der Reziprozitit % der Wert folgt:

a Y14,
(26) z 7 —_ [ 1a ]
Man hat also den Satz:
Satz 657: Sind 2 und % zwei konjugierte Reziprozititen zweiter

Ordnung und R und % die zu ihnen adjungierten Reziprozitdten
zweiter Klasse, so findet man zu einem Punkte z, der auBerhalb
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der gemeinsamen Polarkurve der Reziprozititen liegt, die in den
konjugierten Reziprozititen » und % zugeordneten Stdbe, in-
dem man von z die beiden Tangenten ¥ und Z an die Polarkurve
legt und dieselben mit der Polkurve zum Schnitt bringt in den
Punkten y, 4, und 2, 2,, wobei man bei der Bezeichnung dieser
Schnittpunkte die Buchstaben y, , und 2, 2, in der Weise auf
diese Schnittpunkte zu verteilen hat, daB:

YR=y Y% =%
ZR =z

und

a
4 — =z
r

gesetzt wird. Dann sind die gesuchten, dem Punkte # in den kon-
jugierten Reziprozitdten 2 und 1%— zugeordneten Geraden bhezieh-

lich die Verbindungslinien der Punkte y und 2 und der Punkte
y, und 2. Es ist ndmlich:

(25) ar =1 una (26) 2% WAl

Von dem Satze 656 erhilt man einen bemerkenswerten Sonderfall, wenn
man den Punkt 2 auf die gemeinsame Polkurve der beiden konjugierten Re-
ziprozititen riicken lift. In diesem Falle sind nach dem Satze 647 die bei-

den Stibe z7 und x% nichts anderes als die vom Punkte z an die Polar-

kurve gezogenen Tangenten; ferner ist zp die Tangente im Punkte x an
die Polkurve. Man erhilt daher als Sonderfall des Satzes 656 den Satz:

Satz 658: Zieht man von einem Punkte der gemeinsamen Pol-
kurve zweier konjugierten Reziprozititen die beiden Tangenten
an die Polarkurve und auBerdem die Tangente an die Polkurve,
so wird diese durch die beiden andern Tangenten von dem Kern-
punkt der beiden Reziprozititen harmoniseh getrennt (Fig. 59).

Man kann noch die Frage aufwerfen?): Wie miissen zwei Punkte 4 und 2
liegen, damit die Gleichung bestehe:

@7) [y - 2] = [z y7],
oder was nach der Gleichung (17) des vorigen Abschnitts dasselbe ist, damit
(28) [y or]=[y- 2 5]

sei? Um diese Frage zu beantworten, beachte man, daB aus den Glei-
chungen (18) und (19) durch Vormultiplizieren mit z und y die Gleichungen

1) Vgl. hierzu: R. Mehmke, Vorlesungen iiber Punkt- und Vektorenrechnung:
Erster Band: Punktrechnung. Erster Teilband. Leipzig und Berlin 1913. 8. 281f.
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entspringen:
(29) [y-er] =[y - ep] + [y - sm]
(30) [v-2q] =y epl— [y an].

Aus ihnen aber folgt unter der Voraussetzung des Bestehens der Gleichung
(28) durch Subtraktion und durch Division mit 2, daB:

61) [y 2n] =0
sein muB, oder wegen (17), daBi:
(32) [y cs] =0

ist. Und da man auch umgekehrt von der Gleichung (32) auf die Gleichung
(27) zuriickschlieBen kann, so sieht man, daf die Gleichung (27) dann und

A
Fig. 59. Fig. 60.

nur dann erfilllt wird, wenn die Punkte y und z auf einer durch den Kern-
punkt ¢ der Reziprozitit gehenden Geraden, oder wie wir sagen wollen, einer
,Kernpunktsgeraden der Reziprozitit®, liegen.

Wenn zwei Punkte y und 2 einer solchen Geraden diberdies der Gleichung:

(33) [y-2r] =0
Geniige leisten, so besteht fiir sie wegen (27) auch die Gleichung:
(34 [2-yr]=0.

Das heiBt: Wenn von zwei Punkten y und z einer Kernpunktsgeraden einer
Reziprozitit 7 der Punkt y auf der dem Punkte z durch die Reziprozitit »
zugeordneten Geraden z liegt (Fig. 60), so liegt auch umgekehrt der Punkt
zauf der dem Punkte y durch die Reziprozitit 7 zugeordneten Geraden y7-. Je
zwei der Gleichung (33) geniigende Punkte einer Kernpunktsgeraden ent-
sprechen sich also wechselseitig.

Ferner nimmt wegen (31) fiir zwei Punkte y und 2 einer Kernpunkts-
geraden die Gleichung (29) die einfachere Form an:
(35) [y er] = [y - 2p).

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene II,2 9
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Die obige Gleichung:
(33) ly-2r] =0

ist also fiir die Punkte einer Kernpunktsgeraden gleichwertig mit der Glei-
chung:

(36) [y ' 21)] =0,

das heiBt: Je zwei auf einer solchen Geraden durch die Reziprozitit » ver-
moge der Gleichung (33) einander zugeordnete Punkte y und z sind ein-
ander hinsichtlich der Polkurve der Reziprozitit konjugiert, oder anders aus-
gedriickt (vgl. Satz 408): Eine Reziprozitit zweiter Ordnung # ruft auf einer
jeden ihrer Kernpunktsgeraden eine Punktinvolution hervor, die identisch
ist mit der von ihrer Polkurve auf dieser Geraden erzeugten Punktinvolution.
Die Doppelpunkte dieser Involution sind daher die Schnittpunkte jener Ge-
raden mit der Polkurve der Reziprozitit.

Auf einer von einer Kernpunktsgeraden verschiedenen Geraden der Ebene
dagegen wird durch eine Reziprozitit zweiter Ordnung # vermdge der Glei-
chung (33) eine nicht involutorische Projektivitit erzeugt. Dall die Be-
ziehung zwischen den Punkten y und 2 einer solchen Geraden projektiv ist,
lift sich genau so begriinden, wie es auf 8. 191 des ersten Teiles dieses
Bandes fiir ein Polarsystem geschehen ist. Nur war hier wegen der zweiten
Grundeigenschaft des Polarsystems diese Projektivitit zugleich stets involu-
torisch, wihrend dies bei einer nicht involutorischen umkehrbaren Rezipro-
zitit eben nur fiir die Kernpunktsgeraden zutrifft. Man hat also den Satz:

Satz 659: Eine nicht involutorische umkehrbare Reziprozitit
zweiter Ordnung ruft auf einer jeden Geraden ihrer Ebene eine
Projektivitdt hervor. Diese Projektivitit wird nur in dem Falle
involutorisch, wo die Gerade durch den Kernpunkt der Rezipro-
zitit hindurchgeht. Und zwar wird sie dann identisch mit dexr-
jenigen Punktinvolution, welche die Polkurve der Reziprozitit
auf jener Geraden erzeugt. Ihre Doppelpunkte sind daher die
Schnittpunkte ihres Trigers mit der Polkurve.

Auf Grund der beiden obigen Gleichungen:

zr =zp + [cz] und
(21)

a
x-ﬁ=xp——[cx]

kann man {brigens leicht eine Bestitigung der auf S. 102ff. gewonuenen
Ergebnisse finden.

Wir benutzen dabei wieder wie schon in Bd. I, S. 282ff. nach dem Vor-
gange von A.F.Mobius') fiir die Beziehung zweier extensiven GroBen,

1) Vgl. A, F. M6bius, Der barycentrische Calcul. Leipzig 1827. § 15 (Gesammelte
Werke, Bd. 1) Siehe auch H. GraBmann, Die Ausdehnungslehre. Berlin 1862.
Nr. 2. (Gesammelte mathematische und physikalische Werke, Bd. 1, Teil 2. Leipzig 1896.)
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ydie bis auf einen Zahlfaktor einander gleich sind“, das Zeichen = (gelesen
yzusammenfallend mit“ oder auch ,Jkongruent®).

Fragt man sodann, wie an der soeben genannten Stelle (S. 102), ob es
Punkte 2 gibt, denen durch die beiden konjugierten Reziprozititen » und
% Stibe einer und derselben G(eraden zugewiesen werden, so zeigen die
Gleichungen (21), dal

erstens der Kernpunkt ¢ der beiden konjugierten Reziprozititen ein solcher
Punkt ist. Denn die beiden Stibe z# und -+ werden nach den Gleichun-

B
gen (21) sogar einander gleich, nimlich beide = zp, wenn
(37) [ex] =0
ist, d. h. wenn:
(38) rz=¢
ist, und es wird dann:
(39) xr=m%=xpzcrzc%zc_fp.

Die beiden zusammenfallenden, dem Kernpunkte ¢ hinsichtlich der beiden
konjugierten Reziprozititen » und —1% zugeordneten Geraden sind somit zu-
gleich identisch mit der Polare ¢p des Kernpunktes ¢ in bezug auf die Pol-
kurve der Reziprozitit. Und da nach S. 108f. der Stab c¢r = c% tiberdies
der Kerngeraden der Reziprozitit B angehdrt, so hat man nebenbei den
Satz:

Satz 660: Die Kerngerade einer Reziprozitit ist die Polare des
Kernpunktes in bezug auf die Polkurve der Reziprozitit.

Zweitens werden den Gleichungen (21) zufolge die beiden Stibe x# und
a
R

(40) zp = [cx]

ist. Wenn aber die Gerade [cz] die Polare 2p des Punktes « in bezug auf
das Polarsystem p ist, so geht diese Polare 2p durch ihren eigenen Pol
hindurch und ist also die Tangente der Polkurve von p mit dem Punkte z
als Beriithrungspunkt.

Da andererseits wegen (40) diese Tangente zp auch den Kernpunkt ¢

@ — auch dann in eine Gerade zusammenfallen, wenn:

der Reziprozit’:itenrundl% enthiilt, so ist sie eine der beiden Tangenten, die
man von. dem Punkte ¢ an die gemeinsame Polkurve des Polarsystems p
und der beiden konjugierten Reziprozititen » und % legen kann.

Man erhélt somit als Punkte z, die der oben gestellten Forderung
geniigen, daf ihnen durch die beiden konjugierten Reziprozititen 7 und

% Stéibe derselben Geraden zugewiesen werden, auBer dem Kernpunkte ¢ der
9*
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beiden konjugierten Reziprozitidten noch die Bertihrungspunkte @ und b der
beiden Tangenten [ca] und [¢b], die sich von dem Kernpunkte ¢ jener beiden
Reziprozititen an ihre gemeinsame Polkurve ziehen lassen. Natiirlich kénnen
diese beiden Punkte ¢ und b auch konjugiert komplex sein, wihrend der
Kernpunkt ¢ einer (reellen) Reziprozitit stets reell ist.

Darstellung zweier konjugierten Reziprozititen sweiter Klasse durch ein
Polarsystem und ein Nullsystem sweiter Klasse. Ganz entsprechende Folge-
rungen lassen sich aus dem Satze 642 ziehen, nach welchem auch die Polar-
kurven zweier umkehrbaren konjugierten Reziprozitdten zweiter Klasse 12

a . . . . . . .
und —- in eine einzige Kurve zweiter Klasse zusammenfallen. Die Gleichung

dieser Kurve zweiter Klasse kann nach den Gleichungen (60) und (61) des
vorigen Abschnitts je nach Belieben in einer der beiden Formen:

(41) [U-UR]=0 und

(42) (U Uv;]=0
geschrieben werden,

Bezeichnet man dann wieder die halbe Summe der entsprechenden Ableit-
zahlen der beiden komjugierten Reziprozititen B und % mit B,;, und die
halbe Differenz mit €, fithrt somit die Bezeichnungen ein:

(43) B, = T
k=1, 2,3

QI. . — (lr . 1’) ) b b
(44) (S’zk = i P) ke
so wird:
(45> SBM = %z‘k .
(46) 6, ——G, i, k=1, 2,3,
inshesondere also: ' '
(47) C,=0, i=1,2 3.
Setzt man daher noch:
(48) = (B+5)=0Q wd

1

(49) = (R — ;i,) =N,

so ist wegen (45) und (46) @ ein Polarsystem und IV ein Nullsystem zwei-
ter Klasse. Und zwar ist die Polarkurve:

(50) [U-UQ]=0

des Polarsystems zweiter Klasse Q identisch mit der gemeinsamen Polar-

kurve der beiden konjugierten Reziprozititen zweiter Klasse B und %,
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deren Gleichung sowohl in der Form (41) wie in der Form (42) dargestellt
werden konnte. Denn nach Gleichung (48) wird:

(1) [U-UQ)=4{[U-UR)+[U- U]}

Die beiden Summanden in der geschweiften Klammer rechter Hand aber
verschwinden gleichzeitig fiir jede beliebige Tangente U der gemeinsamen
Polarkurve der beiden konjugierten Reziprozititen B und %~

Ubrigens 148t sich wegen der Gleichung (42) des vorigen Abschnitts die
Gleichung (51) auch in die beiden Gleichungen zerfillen:

(52) [U-UR]=[U-UQ] und
(53) [v-vl]=1U-Uq],

welche zeigen, daB die drei quadratischen Formen zweiter Klasse [U - UR],
[U~ U%] und [U- UQ] einander gleich sind.

Andererseits hat nach dem Satze 630 das Nullsystem zweiter Klasse N
die Gerade des Stabes:
(54) C=CuE + Cy F, + Cp E;
zur Nullachse und fithrt die drei Grundstibe I, F,, E; in die Punkte:
(55) ¢, =[CL], ¢ =[0El, ¢ =[CE]
iiber, so dal man setzen kann:

€13 Gy G
(56) N_ El’ E?’ ES

Ferner wird allgemein:
(57) UN=[CU],
d. h. das Nullsystem zweiter Klasse IV weist allgemein einem jeden Stabe U
seinen Schnittpunkt [C U] mit der Nullachse C des Nullsystems zu.

Lost man die Gleichungen (48) und (49) nach den beiden konjugierten
Reziprozititen R und ~;— auf, so erhilt man fiir dieselben die Werte:

(58) R=Q+ XN und
(59) ~=Q—0N.

Fiir die Punkte UR und U%, die einem beliebigen Stabe U durch diese

beiden konjugierten Reziprozititen zugewiesen werden, ergeben sich daher
die Darstellungen:

UR=UQ+UN

(60) U, =UQ—UN,
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oder wegen (57) die (leichungen:

UR=UQ+ [CU]
61 -
(61) UL —=UQ—[0U],
welche zeigen, daB die vier Punkte:
UR, U3, UQ wd [CU]

einen harmonischen Punktwurf bilden (Fig. 61).

Beachtet man jetzt noch, daf die Nullachse C des Nullsystems zweiter
Klasse IV nach den Gleichungen (44) und (54) und der Proportion (54) des
vorigen Abschnitts mit der Kerngeraden der beiden konjugierten Reziprozi-

" . a .
titen zweiter Klasse I und - zusammenfillf, so kann man das gewonnene
Ergebnis in dem Satze zusammenfassen:

Satz 661: Konstruiert man inzwel um-
kehrbaren konjugierten Reziproziti-

ten zweiter Klasse ® und % zu einem
beliebigen Stabe U die zugeordneten
Punkte UR und U%, auferdem den

Pol UQ des Stabes U in bezug auf die
gemeinsame Polarkurve der beiden
konjugierten Reziprozititen und den
Schnittpunkt [CU] des Stabes U mit
der Kerngeraden C der beiden Rezi-

Fig. 61. prozititen, so liegen die beiden ersten
Punkte mit den beiden letzten Punkten in einer Geraden und
werden durch sie harmonisch getrennt.

Konstrultion der beiden zu einem Stabe U in zwei konjugierten Reziprozi-
titen azugeordneten Punkte. Die Konstruktion der Punkte UR und U%
kann man dabei, wenigstens in dem Falle, wo die Gerade des Stabes U die
gemeinsame Polkurve der beiden konjugierten Reziprozititen 7 und %
schneidet, in folgender Weise vollziehen. Man bringe zunichst die Gerade
des Stabes U zum Schnitt mit dieser Polkurve in den Punkten v und w und
denke sich iiber die Massen der beiden Schnittpunkte in der Weise ver-
fiigt, daB:

(62) [vw]=U

wird. Dann sind nach dem Satze 647 die vier Stibe:

a

v =V -

6
(63) wr =W

J v =V,
und (64) |
. wg =Wy,

®[= &
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in welche die beiden Schnittpunkte » und w der Polkurve durch die Reszi-
prozititen 7 und % iibergefithrt werden, nichts anderes als die Tangenten,

die man von jenen beiden Schnittpunkten an die Polarkurve legen kann
(vgl. wieder Fig. 61).
Aus den Gleichungen (63) folgt aber durch planimetrische Multiplikation:

[or - wr]=[VW]
oder nach der Gleichung (19) des 30. Abschnitts:
w]R = [V W],
d. h. wegen (62):
(65) UR=[VW].

Andererseits erhilt man aus den Gleichungen (64) durch Aufldsung nach

v und w: R
v="V, und

w= W, %
und hieraus durch planimetrische Multiplikation unter Benutzung von (62)
U=[V 2 W, 2E]=5NEB W,E]
oder nach der Gleichung (86) des 30. Abschnitts:
U=—[V, Wr,

woraus fiir das Bild des Stabes U in der Reziprozitit —;—f— der Wert folgt:

(66) % =[" Ak

Man hat also den Satz:

Satz 662: Man findet zu einer Geraden U die beiden in den kon-
jugierten Reziprozititen B und % zugeordneten Punkte, indem
man die Gerade U zum Schnitt mit der gemeinsamen Polkurve
der Reziprozitdten  und ;— bringt in » und w und von den
Schnittpunkten die Tangenten ¥, ¥, und W, W, an die gemein-
same Polarkurve der Reziprozititen I und —:— legt, wobei man

bei der Bezeichnung dieser Tangenten die Buchstaben 7, ¥, und
W, W, in der Weise auf diese Tangenten zu verteilen hat, daB:

-7,

SR

=7V v
und

wr =W - W,

w| =

w
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gesetzt wird. Dann sind die gesuchten, dem Stabe U in den Re-

ziprozitdten R und % zugeordneten Punkte die Schnittpunkte

der Geraden ¥V und W und der Geraden ¥, und W,, ndmlich:
UR=[VW] und U+ =[V,W,].

Man kann noch die Frage aufwerfen?!): Wie miissen zwei Geraden ¥ und
W gelegen sein, damit die Gleichung bestehe:

(67) [V- WR]=[W-VR],
oder was nach der Gleichung (41) des vorigen Abschnitts dasselbe ist, damit:

(68) V- WE) =7 W3]

sei? Um diese Frage zu beantworten, beachte man, daB aus den Gleichungen
(68) und (59) durch Vormultiplizieren mit W und ¥ die Gleichungen ent-
springen:

(69) [V-WR]|=[V-WQ]+[V- WN]
(70) [7- W |=1V-WQl— (V- WN).

Aus ibnen aber folgt unter der Voraussetzung des Bestehens der Gleichung
(68) durch Subtraktion und durch Division mit 2, daB:

(1) [V-wx]l=0
sein mufl, oder wegen (57), dafl
(72) (V-Cwil=0

ist. Und da man auch umgekehrt von der Gleichung (72) auf die Gleichung
(67) zuriickschliefen kann, so sieht man, daB die Gleichung (67) dann und
nur dann erfiillt wird, wenn die Geraden der Stibe 7 und W sich in einem
Punkte der Kerngeraden C der Reziprozitit B schneiden.

Besteht fiir zwei solche Stébe ¥V und W, deren Geraden sich in einem
Punkte der Kerngeraden schneiden, iberdies noch die Gleichung:

(73) [V- WR]=0,
so geniigen sie wegen (67) auch der Gleichung:
(74) [W-VR]=0.

Das heit: Wenn von zwei Geraden ¥ und W, die sich auf der Kerngeraden
C der Reziprozitit R schneiden, die Gerade 7 durch den der Geraden W
zugeordneten Punkt W.R geht, so geht auch umgekehrt die Gerade W durch

1) Vgl. auch hier wieder die auf 8. 128 zitierte Stelle aus R. Mehmke. Vor-
lesungen iiber Punkt- und Vektorenrechnung.
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den der Geraden 7V zugeordneten Punkt VR. Je zwei der Gleichung (73)
gentigende Geraden ¥ und W, die sich auBerdem auf der Kerngeraden
schneiden, ewtsprechen sich also wechselseitig.

Ferner nimmt wegen (71) fiir zwel Geraden 7 und W eines Strahlbiischels,
das seinen Scheitel auf der Kerngeraden der Reziprozitit B hat, die Glei-
chung (69) die Form an:

(15) [V-WR]=[V-WQ].
Die obige Gleichung:
(13) [V-WR]=0

ist also fiir zwei Strahlen 7V und W eines solchen Strahlbiischels gleich-
wertig mit der Gleichung:

(76) [V-waj=0,

d. h.: Je zwei in einem solchen Strahlbiischel durch die Reziprozitit I ver-
mége der Gleichung (73) einander zugeordnete Strahlen V und W sind ein-
ander hinsichtlich der Polarkurve der Reziprozitdt konjugiert, oder anders
ausgedriickt (vgl. Satz 416): Eine Reziprozitit ruft in jedem Punkte ihrer
Kerngeraden eine Strahlinvolution hervor, die identisch ist mit der von
ihrer Polarkurve in diesem Punkte erzeugten Strahlinvolution. Die Doppel-
strahlen dieser Involution sind daher die Tangenten von jenem Punkte an
die Polarkurve.

In jedem Punkte der Ebene, der nicht auf der Kerngeraden liegt,
wird dagegen durch eine Reziprozitit zweiter Klasse B vermdge der Glei-
chung (73) eine michtinvolutorische Projektivitdt erzeugt, was man genau
s0 wie bei dem Dualistischen begriinden kann.

Man hat also den Satz:

Satz 663: Eine nicht involutorische umkehrbare Reziprozitdt
sweiter Klasse ruft in jedem Punkte ihrer Ebene eine Projek-
tivitit im Strahlbiischel hervor. Diese Projektivitét wird nur
in dem Falle involutorisch, wo der Punkt auf der Kerngera-
den der Reziprozitit liegt. Und zwar wird sie identisch mit
derjenigen Strahlinvolution, welche die Polarkurve der Rezi-
prozitit in jenem Punkte erzeugt. Ihre Doppelstrahlen sind
daher die Tangenten, die man von ihrem Triger an die Polar-
kurve ziehen kann.

Auf Grund der beiden obigen Gleichungen:

UR=UQ+[CU],

(61) U+=UQ—[0U]

kann man dann wieder leicht eine Bestiitigung der auf S.110ff. gewonnenen
Ergebnisse finden. Fragt man néimlich wieder, wie an der genannten Stelle,
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ob es Stidbe U gibt, denen durch die beiden konjugierten Reziprozititen R
und % zwei zusammenfallende Punkte zugewiesen werden, so zeigen die
Gleichungen (61), da8

erstens die Kerngerade C der beiden konjugierten Reziprozititen eine
solche Gerade ist. Denn die beiden Punkte UR und U% fallen nach den

Gleichungen (61) nicht nur in einen Punkt zusammen, sondern sind sogar
auch ihrer Masse nach gleich, nimlich beide = U Q, sobald:

T [CU]=0,

d. h. sobald:

(78) U=/0C

ist), und es wird dann:

(79) UR=U+=UQ=CR=03=09Q.

Die beiden zusammenfallenden Punkte, welche der Kerngeraden C durch
die beiden konjugierten Reziprozititen & und % zugeordnet werden, sind
somit einmal identisch mit dem Kernpunkte der Reziprozitit » (vgl. 8. 110);
ferner aber zeigen die Gleichungen (79), daff der Kernpunkt der Reziprozi-
tit » zugleich der Pol CQ der Kerngeraden C in bezug auf die Polarkurve
der Reziprozitit ist.

Man hat somit nebenbei den Satz:

Satz 664: Der Kernpunkt einer Reziprozitdt ist der Pol der
Kerngeraden in bezug auf die Polarkurve der Reziprozitit.

Diesen Satz kann man endlich mit dem Satze 660 zu dem folgenden
Satze zusammenfassen:

Satz 665: Der Kernpunkt einer Reziprozitit bildet sowohl hin-
sichtlich der Polkurve wie hinsichtlich der Polarkurve der Re-
ziprozitidt den Pol der Kerngeraden.

Zweitens werden den Gleichungen (61) zufolge die beiden Punkte UR
und U% auch dann in einen Punkt zusammenfallen, wenn:

(80) UQ=[CU]

ist. Wenn aber der Punkt [C U] der Pol UQ von U in bezug auf das Polar-
system @) ist, so liegt der Pol UQ auf seiner eigenen Polare U. Diese
Polare ist also eine Tangente der Polarkurve von Q und der Punkt UQ=[C U]
ihr Bertihrungspunkt.

Da andererseits dieser Beriithrungspunkt UQ wegen (80) auch der Kern-
geraden O der Reziprozitit angehort, so ist er einer der beiden Schnitt-
punkte der Polarkurve von @ mit der Kerngeraden C der Reziprozitit.

1) Uber das Symbol = vgl. §. 131.
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Man erhilt somit als Geraden, die der obigen Forderung geniigen, daf
ihnen durch die beiden konjugierten Reziprozititen B und % zwel zusammen-
fallende Punkte zugewiesen werden, auler der Kerngeraden C der Rezipro-
zitdt noch die beiden Tangenten 4 und B, die sich in den Schnittpunkten
der Kerngeraden C der Reziprozitit mit der Polarkurve von @ an diese
Kurve legen lassen. Natiirlich konnen diese beiden Tangenten auch konju-
giert komplex sein, withrend die Kerngerade C einer (reellen) Reziprozitit
stets reell ist.

Die Lage der beiden Kernkurven gegeneinamder. Wir wenden uns nunmehr
der Aufgabe zu, die Lagenbeziehung zwischen den beiden Kernkurven einer
Reziprozitit aufzusuchen. Nach den Gleichungen (12) und (52) stimmen
die beiden der Reziprozitit », B zugehdrigen Formen zweiter Ordnung und
sweiter Klasse [z-z7] und [U- UR] mit den quadratischen Formen [2- zp]
und [U - UQ] der Polarsysteme der beiden Kernkurven tiberein. Insbeson-
dere ist die Form zweiter Klasse:

(81) [U-UR]=[U-UQ].

Nun liBt sich aber die Reziprozitit zweiter Klasse B auch durch das Polar-
system zwester Ordnung p der Polkurve und das Nullsystem zweiter Ord-
nung 7 des Kernpunktes der Reziprozitit ausdriicken. Denn nach (18) ist
die zugehdrige Reziprozitit zweiter Ordnung:

(18) r=p+mn.
Also wird nach dem Satze 373 die zu 7 adjungierte Reziprozitit zweiter
Kl :
w0 R = 0= [0 + ) = 9] + (0] + 2[pm]
oder wegen (8) und (9):
R —[p]+ )+ 5 [(7 +3) =%
oder endlich (vgl. Satz 372):
o 1 1 2
(82) B=[p + [+ 5 -5 [(5) |

Bezeichnet man daher noch das zum Polarsystem zweiter Ordnung p ad-
jungierte Polarsystem zweiter Klasse [p?] mit P und das zu dem Null-
system zweiter Ordnung m adjungierte zweifach entartende Polarsystem
zweiter Klasse [n?] mit D (vgl. Satz 629), setzt somit:

(83) [p®] =P und (84) [#*]=D,
und beriicksichtigt ferner, daB:

] = B und [(%)2] -5
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ist (vgl. Satz 644), so verwandelt sich die Gleichung (82) in:

(85) R=P+D+ . R—
Aus dieser Gleichung zwischen Reziprozititen folgt aber durch zweimaliges
Vormultiplizieren mit U die analoge Gleichung zwischen den entsprechen-

den quadratischen Formen:

[U-UR)=[U-UP)+[U-UD)++[U-UR| - [U- U],

die sich endlich wegen der Gleichung (42) des vorigen Abschnitts und der
Gleichung (81) reduziert auf:

(86) [U-UQ]=[U-UP|+[U-UD].

Aus dieser Gleichung ergibt .sich ferner nach dem Satze 633 die ent-
sprechende Gleichung:

(87) Q=P+D

zwischen den drei Polarsystemen zweiter Klasse (2, P und D selbst. In ihr
ist P das adjungierte Polarsystem zu dem Polarsystem p der Polkurve und
D das zweifach entartende Polarsystem zweiter Klasse des doppeltzihlenden

Kernpunktes der beiden konjugierten Reziprozititen 2, I und % , - und

¥
wenn wir noch voraussetzen, dafl das Polarsystem zweiter Ordnung p nicht
entartet, so gilt dasselbe auch von dem Polarsysteme zweiter Klasse P; die
beiden Polarsysteme P und ¥ sind also sicher voneinander verschieden.
Da sich endlich das Polarsystem Q der Polarkurve der beiden konjugierten
Reziprozititen als Summe der beiden Polarsysteme zweiter Klasse P und D
darstellt, von denen das Polarsystem D zweifach entartet, so ist mit Riick-
sicht auf die Gleichung (91) des einundvierzigsten Abschnitts das Polar-
system @ der gemeinsamen Polarkurve der beiden konjugierten Reziprozi-
titen in derjenigen Biischelschar enthalten, welche bestimmt wird durch die
zur Polkurve p der beiden Reziprozititen adjungierte Kurve zweiter Klasse
P und den doppeltzihlenden Kernpunki ¢ der beiden konjugierten Rezi-
prozititen. Man hat daher den Satz:

Satz 666: Erster Satz von Pliicker?): Die gemeinsame Polar-

kurve einer Reziprozitit 2, B und der konjugierten Reziprozitit

a a . . L . .
Z 5 ist eine Kurve derjenigen Biischelschar, welche durch die

zur Polkurve adjungierte Kurve zweiter Klasse und das doppelt-
zihlende Strahlbiischel des gemeinsamen Kernpunktes der bei-
den konjugierten Reziprozititen bestimmt wird

Je nachdem der Kernpunkt der beiden konjugierten Reziprozititen # und

1) Vgl. J. Pliicker, System der analytischen Geometrie. Berlin 1835. 8. 75—80.
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% innerhalb, auf oder auBerhalb der Polkurve liegt, wird die Biischelschar,

der die beiden Kernkurven angehiren, elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch
(Fig. 62—64).
Scheidung zwischen den beiden Tangenten xr und x% , die sich von einem

Punkte x der Pollurve an die Polarkurve der Reziprozitiit zichen lassen. Wir
schicken zwel Sitze iiber entartende Reziprozititen voraus:

Fig. 62. Fig. 63.

Satz 666a: Unterliegt eine Reziprozitit zweiter Ordnung » auch
nur fiir irgendeinen Punkt s einer Gleichung von der Form:

(88) sr=20,

so entartet die Reziprozitit , und der Punkt s gehért der Pol-
kurve der Reziprozitdt » an.

Setzt man nimlich fiir den Punkt s seinen Ableitausdruck:

(89) s=1ye + oty + §ses,
in dem wenigstens eine der Ableitzahlen j; von Null verschieden sein muf,
so lift sich die Gleichung (88) auch in der Form schreiben:

b oer+l er+i er=0,

oder wegen der Gleichung (1) des dreiundvierzigsten Abschnitts in der Form:

(90} 4+ 24z + 134, =0.
Diese aber zieht zwischen den Grofen A; die Gleichung nach sich:
(91) (4,4, 4;] =0,

welche aussagt, dall die Reziprozitit zweiter Ordnung v entartet (vgl. S.154
des ersten Teils dieses Bandes).

Auch ergibt sich aus der Gleichung (88) durch Vormultiplizieren mit s
die Gleichung:
(92) [s-sr]=0,
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durch die gezeigt wird, daB der Punkt s der Polkurve der Reziprozitit »
angehdort.

Ehenso beweist man den dualistisch entsprechenden Satz:

Satz 666b: Unterliegt eine Reziprozitit zweiter Klasse B auch
nur fiir einen Stab 8§ einer Gleichung von der Form:

(93) SR =0,

so entartet die Reziprozitit B, und der Stab S bildet eine Hiill-
gerade der Polarkurve von R.

Nach dieser BEinschiebung wenden wir uns der Frage zu, welche von den
beiden Tangenten, die man von einem Punkte z der Polkurve an die Polar-
kurve der Reziprozitit 2, B ziehen kann, ihm durch die Reziprozitit 7,

und welche Tangente ihm durch die konjugierte Reziprozitit % zZu-
geordnet wird,

Am einfachsten erledigt sich diese Frage fiir den Fall, wo die beiden
Kernkurven einer elliptischen oder parabolischen Biischelschar angehdren
(Fig. 62 und 63). Wird dann irgendeinem Punkte x der Polkurve durch
die Reziprozitit 7 eine Gerade x7 zugewiesen, die, gerechnet vom Punkte 2z
nach dem Beriihrungspunkte mit der Polarkurve hin, die Polarkurve etwa
zur Linken hat, so gilt dasselbe tiberhaupt fiir jeden Punkt 2 der Polkurve
(Fig. 62). Denn einem stetigen Fortschreiten des Punktes # auf der Pol-

kurve entsprieht ja auch eine stetige Anderung der zugehorigen Geraden 27.
a
R
schar nirgends in eime Gerade zusammenfallen und auBerdem nach dem

Und da die beiden Tangenten 7 und x— bei einer elliptischen Biischel-

Satze 666a die beiden Produkte z7 und xl% bei einer nicht entartenden

Reziprozitit niemals verschwinden kénnen, so kann eine Tangente z#, die
die Polarkurve zur Linken hat, bei stetiger Fortbewegung des Punktes z
auf der Polkurve niemals in eine Tangente der anderen Art iibergehen.?)
Und Entsprechendes gilt auch fiir zwei Kernkurven, die in einer parabo-
lischen Biischelschar enthalten sind (Fig. 63).

Anders liegen die Verhéltnisse indessen in dem Falle, wo die beiden Kern-
kurven einer hyperbolischen Biischelschar angehoren. Alsdann wird die Pol-
kurve durch ihre beiden Beriihrungspunkte mit der Polarkurve in zwei
Teile zerlegt, die sich verschieden verhalten. Wird némlich einem Punkte z
des einen dieser beiden Teile der Polkurve wieder durch die Reziprozitit »
eine Gerade x» zugewiesen, welche, falls sie vom Punkte # nach dem Be-
rithrungspunkte mit der Polarkurve hin gerechnet wird, die Polarkurve zur
Linken hat, so gilt dasselbe iiberhaupt fiir jeden Punkt z dieses Teils der
Polkurve. Dagegen tritt das Enfgegengesetste ein, sobald der Punkt z in den
anderen Teil der Polkurve iibertritt.

1) Dies ist bei den obigen Figuren 57 und 58 bereits berticksichtigt.
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Nach der ersten Formel (21), d. h. nach
der Formel:

(94) xr = zp + [ex],

hat zundchst der Durchgang des Punktes z
der Polkurve durch einen Bertihrungspunkt
der beiden Kernkurven die Folge, daf} der
Stab xp seine Lage gegen den Stab [cz]
wechselt (Fig. 64). Trotzdem #ndert sich 7
dabei die Lage des Stabes z# stetig, ohne
zu verschwinden, da ja die Reziprozitit +
nicht entarten soll (Satz 666a).

Aber der Durchgang des Punktes « durch
einen dieser Berlihrungspunkte bedingt es
zugleich, daf3 der Sinn der Tangente, von z
an die Polarkurve gesogen, sich wmbkelwt. D
Wenn also die Polarkurve vor dem Durch- Fig. 64.
gang des Punktes x durch einen Beriihrungspunkt der beiden Kernkurven links
von der Tangente 1 lag, immer diese Tangente gerechnet vom Punkte £ nach
ihrem Bertihrungspunkte hin, so liegt sie nach dem Durchgange des Punktes z
durch jenen Beriihrungspunkt rechis von der Tangente zv.




Zehnter Hauptteil
Die Apolaritiit.

Abschnitt 46,

Grundeigenschaften zweier apolaren Reziprozititen und Polarsysteme.

Das kombinatorische Produkt einer Reziprozitit zweiter Ordnung und zweiter
Klasse. Wir gehen aus von der im 30. Abschnitte in der Gleichung (43)
gegebenen Erklirung des kombinatorischen Produktes:

[xye - rst],

in welchem die Faktoren z, y, # drei beliebige Punkte und die Faktoren
», s, t drei Reziprozititen zweiter Ordnung bedeuteten. Nach dieser Glei-
chung war:
1 [zr - ys-2t] + [yr - 25 - 2t] + [s7 - zs - yT]
(1) [zyz-rst]=g , i L.

—[ar-zs-yt] —[yr - as- zt] — [o7 - ys - zE]]
FaBt man hier rechter Hand die untereinander stehenden Produkte zu einem

Produkte zusammen und zieht zugleich den in dem Bruche % steckenden

Faktor % in die geschweifte Klammer hinein, so erh#lt man fiir jenes kom-
binatorische Produkt die neue Darstellung:
)] [xyz - rst] = 5 {[zr -+ (ys-2t] — [2s - yE)] + - - -}.
Nun ist aber nach der Gleichung (23) des 30. Abschnitts:
v ([ys - 28] — [z - yil) = [y - st].
Die Gleichung (2) verwandelt sich somit in:
() [zyz-rstl=3{[zriys- st]] + [yriex - st]] + [er[zy - st]}.

Setzt man daher noch:

4) [zye - »[st]] = [xyz - rst] und:
®) [st] =8, ferner:

so nimmt die Gleichung (3) die Form an:

(7 lzyz - r8]= % {[zr - XS]+ [yr- YS] + [¢» - Z8]}.
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Definiert man ferner das kombinatorische Produkt [#8] entsprechend der
Gleichung (46) des 30. Abschnitts durch die Formel:

_ [zyz-rS]

in der z, y, z drei beliebige Punkte sind, deren &ulleres Produkt:

(9) [zy2z] 4+ 0

ist, so wird:

(10) [7'8]=3-[$y—zj{[xr-XS] + [yr - Y8] + [29 - Z8]}.
Die Gleichung:

(11) [r8]=0

188t sich daher auch in der Form schreiben:

(12) [zr - XS]+ [yr -YS] +[er-Z8]=0.

SchlieBlich bemerken wir noch, daB fiir eine jede beliebige Reziprozitit
zweiter Klasse 8 eine Produktdarstellung von der Form (5) mdglich ist.
In der Tat ist:

(13) S=A“ -szAs’ t=B1’ B2v -Bs und
€y €, € €, G, €
_ G Gy G
(14) —Eu Ez’ Ea’

so wird nach der Gleichung (36) des 30. Abschnitts:

. %‘{[-Ae-BsJ - [—AsBz]}v 3 {[AsBl] - [-Al-Bs]}v %{[-Ale] _ [AsBx]}
(15) [st]= = HILEI = - .

Damit also die Gleichung (5) erfiillt werde, miissen die drei Gleichungen
bestehen:

(16) ¢ = 3 {[43By] — [4; 851}, & =+ {[4:B]—[4, B},
¢, = 5 {[4,B,] — [4, B]}.

Denkt man sich aber in diesen drei extensiven Gleichungen sowohl die
Punkte ¢, wie die Stibe 4, und B; durch ihre Ableitausdriicke ersetzt und
nach Ausfiithrung der Multiplikation die Koeffizienten von e, e;, €; einander
gleich gesetzt, so erhilt man neun Zahlgleichungen, in denen die Ableit-
zahlen der ¢; als lineare Funktionen sowohl der A; wie der B; ausgedriickt
sind. Sind daher etwa die Briiche § und s fest gegeben, also auch die
Punkte ¢, und die Stibe 4,, so hat man fiir die neun Ableitzahlen der
Stibe B, neun nicht homogene lineare Gleichungen, die zu deren Bestim-
mung gerade ausreichen werden, vorausgesetzt, da} man sich s so gegeben
denkt, daB nicht gerade die Determinante dieser neun Gleichungen ver-
schwindet.
Grafmann, Projektive Geometrie d. Ebene 11,2 10
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Die obigen Ergebnisse gelten daher nicht nur fiir jede beliehige Rezi-
prozitit zweiter Ordnung 2, sondern auch fiir jede beliebige Reziprozitit
zweiter Klasse §. Insbesondere konnen diese Reziprozititen auch entarten.

Man hat also den Satz:

Satz 667: Sind z, y, # drei beliebige, nicht in gerader Linie
liegende Punkte, und ist:

(6) [y,g] = X; [Zx] = Y7 [xy] = Z;

ist ferner » eine Reziprozitit zweiter Orduung und § eine Rezi-
prozitit zweiter Klasse, so zieht die Gleichung:

(11) [»8]=0
die Gleichung nach sich:
(12) [zr - XS]+ [yr-Y8]+ [¢r-Z8]=0.

Und umgekehrt: Sobald die Gleichung (12) fiir irgend drei nicht
in gerader Linie liegende Punkte z, y, z befriedigt wird, gilt
auch die Gleichung (11), und es wird dann die Gleichung (12)
auch fiir je drei nicht in gerader Linie liegende Punkte z, v, 2
erfiillt.

Von diesem Satze ist der dualistisch entsprechende Satz nur seiner Form
nach verschieden. Er lautet:

Satz 668: Sind U, V, W drei beliebige Stdbe, deren Geraden
nicht durch einen und denselben Punkt gehen, und ist:

(17) [TW)=u, [WU]l=v, [UV]=w,

ist ferner 7 eine Reziprozitit zweiter Ordnung, § eine Rezi-
prozitit zweiter Klasse, so zieht die Gleichung:

(11) [r8]=0
die Gleichung nach sich:
(18) [ur - US] + [vr- V8] + [wr - W8] =0.

Und umgekehrt: Sobald die Gleichung (18) fiir irgend drei Stdbe
U, V, W befriedigt wird, deren Geraden nicht durch denselben
Punkt gehen, gilt auch die Gleichung (11), und es wird dann die
Gleichung (18) auch fiir je drei nicht durch denselben Punkt
gehende Stibe U, V, W erfiillt.

Diese beiden Siitze gelten insbesondere auch fiir zwei Polarsysteme zweiter
Ordnung und zweiter Klasse p und Q.

Geometrische Deutung der Gleichung [r8] = 0. Der Satz 667 liefert un-
mittelbar eine geometrische Deutung der Gleichung:

(11) [#8] =0.
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Denn nach diesem Satze wird die Gleichung (11) befriedigt, sobald fiir
irgend drei Punkte z, y, 2, die der Ungleichung (9) unterliegen, und die
mit den drei Stiben X, Y, Z durch die drei Gleichungen (6) verbunden
sind, die Gleichung erfiillt wird:

(12) [er - X8]+ [yr - ¥S] + o7 - Z8]=0.

Und umgekehrt zieht das Bestehen der Gleichung (11) die Gleichung (12)
fiir je drei Punkte z, y, # nach sich, die nicht in gerader Linie liegen.

LaBt man aber in der Gleichung (12) die
heiden Punkte x und y beliebig und verfiigt

x
iiber den dritten Punkt 2, der nach (6) auch g 55
als Faktor in den Produkten X und Y aunf-
tritt, in der Weise, daf die Gleichungen er- A 27
filllt werden:
(19) [z - X8]=0 und

7
(20) [yr- Y51=0, EE

Tig. 65.

welche aussagen, daf die Punkte X S und Y8 auf den Geraden z» und y»
liegen, so verkiirzt sich die Gleichung (12) zu:

(21) fgr-Z8]1=0.

Und diese Gleichung zeigt, daB dann auch der Punkt Z8 der Geraden z»
angehort, daB also das Dreieck X8 Y8 ZS§ dem Dreiseit zr yr 27 ein-
geschrieben ist (Fig. 65).

Wegen der Willkiirlichkeit der Punkte # und y gibt es oo* Dreiecks-
paare, welche diese Figenschaft haben (vgl. S.114 des ersten Teils dieses
Bandes).

Nennt man noch zwei Reziprozititen zweiter Ordnung und zweiter Klasse
» und S, die der Gleichung:

(11) [»8]=0

unterliegen, in Anlehnung an eine Bezeichnung von Th. Reyel) ,zuein-
ander apolar® so kann man das gewonnene Ergebnis in folgender Weise
in Satzform aussprechen:

Satz 669: Sind zwei Reziprozititen zweiter Ordnung und zweiter
Klasse » und 8 zueinander apolar, so gibt es oo* Dreiecke X§
YS Z8, die den Dreiseiten ## y» zr eingeschrieben sind, voraus-
gesetzt, daB die Stibe X, ¥, Z mit den Punkten z, y, # durch die
Gleichungen (6) verbunden sind. Und umgekehrt: Ist unter der-
selben Voraussetzung auch nur ein Dreieck X8 Y8 Z§ dem

1) Vgl. Reye, Erweiterung der Polarentheorie algebraischer Fliachen. Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik, Bd. 78 (1874), 8. 97.
10%
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Dreiseit z» y»r zr eingeschrieben, so sind die Reziprozititen »
und § zueinander apolar.

Neue Form der Bedingungsgleichung fiir die Apolaritdt zweier Regiproze-
titen, insbesondere zweier Polarsysteme. Ersetzt man in der Gleichung (10)
fiir das kombinatorische Produkt [#8], in der die Punkte z, y, # nur an
die Bedingung (9) gebunden und die Stabe X, Y, Z durch die Gleichungen
(6) definiert sind, die Punkte z, y, # durch die drei Ecken ¢, ¢, ¢; des
Fundamentaldreiecks, setzt also:

zr=e€, Y=¢, z=¢ und somib
X=E17 Y=E2: Z=E37

und beriicksichtigt, dal:

[eees] =1
ist, so verwandelt sich die Gleichung (10) in:
(22) (78] =3 {ler - EyS]+ [er - By 8] + [eg7 - E5 ST},
oder wenn man wie gewShnlich setzt:
(@3) pofuinge, g gbonh . so daf
jer =4, ES=0
(24) ear=4, ES8=10,

er—=A4;, FE,S8=0b
wird, so nimmt die Gleichung (23) die Form an:
(25) [78] = 5 {[4:0,] + [43Dy] + [Asbs]} .
Fihrt man endlich fiir die Stibe 4, und die Punkte b, ihre Ableitungsaus-
driicke ein, setzt also:
A =aqa. F a.F, +a.F
(26) { 7 s)21 1 + 722 + 138
b=, ¢ + By, + Byyey
80 geht die (leichung (25) tiber in:
[0y By + a0 By + a3 By)(Byge, + Bygey + Byzey)]
[78] = %[ + [(ag By + g By + ag3 By) (Byrey + Bygey + Bygey)]
+ [(05; By + 050 By + 035 F;) (B0, + Bygoe, + By 65)]
oder wenn man rechter Hand ausmultipliziert, in:
033 Byy + 0By, + a3 By
+ 0 By 4 053 Byy + 55 By
+ 03 By + 5By + 253 Byg

i=123

H

)

[rS] =+

oder in:

(27) (78] = 5 {0 By 4+ - 4 (a3By5 + 05, B59) + - -},
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wobei die durch Punkte angedeuteten Glieder aus den hingeschriebenen durch
zyklische Vertauschung der Zahlen 1, 2, 3 hervorgehen.

LaBt man insbesondere an die Stelle der Reziprozititen 2 und § zwet
Polarsysteme p und Q treten, setzt somit voraus, daB:
(28) o, =0; wd B, =3, k=123,

sel, 50 erhiilt man fiir das entsprechende kombinatorische Produkt [ p Q] die
Darstellung:
(29) Q)= +{0uByy + -+ -+ 2053By; + - - -}
Die Apolarititsbedingung (11) fiir zwei Reziprozititen (23), deren Ableit-
zahlen durch die Gleichungen (26) definiert sind, 148t sich also wegen (27)
in der Form schreiben:
(30) 03By 4+ (Ags By + 053Bgy) ++ - = 0,
wihrend sich wegen (29) fiir zwei entsprechend definierte Polarsysteme die
Apolarititsgleichung vereinfacht zu:
81) 0By + o+ 2055855 + - = 0.

Man hat also den Satz:

Satz 670: Die Bedingungsgleichung:

[»8]=0

fiir die Apolaritit zweier Reziprozititen » und §, die durch die
extensiven Briiche:

Al,Az, .As b1> b7 b
g dn A g g B B B
€y €, & E ., B, E

ausgedriickt werden, 1Bt sich, wenn man die Ableitzahlen der
Zahler dieser Briiche mit a,, und %B;, bezeichnet, auch durch die
Gleichung ersetzen:

(30) 05, By, + - -+ (g By + 05 Bg) + - -=0.

Fir den Fall zweier Polarsysteme nimmt die Apolarititsglei-
chung die einfachere Form an:

(81) 0, B+ 20,38+ =01

1) In dieser Form tritt die Apolaritiitsgleichung sweier Polarsysteme zum ersten-
mal bei O. Hesse auf, der iiberhaupt die Wichtigkeit des Begriffs der Apolaritdt
zweier Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse zuerst erkannte, wenn er auch
nicht sogleich einen Namen fiir diese Bezichung zweier solchen Kurven einfithrte.
Vgl. 0. Hesse, Uber die geometrische Bedeutung der linearen Bedingungsgleichung
awischen den Koeffizienten einer Gleichung zweiten Grades, Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik, Bd. 45 (1853), 8. 86f. Die Ausdehnung des Begriffs 'der
Apolaritit auch auf nicht involutorische Reziprozititen auf Grund der obigen Glei-
chung (30) rithrt von Rosanes her. Vgl Rosamnes, Zur Theorie der reziproken,
Verwandtschaft, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 90 (1881)
S. 304.
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Erste Lagenbeziehung sweier apolaren Polarsysteme, auch fiir den Fall, wo
das Polarsystem zweiter Klasse einfach enfartef. In dem besonderen Falle,
wo an die Stelle zweier allgemeinen Reziprozititen zweiter Ordnung und
zweiter Klasse 7 und 8§ zwei Polarsysteme getreten sind, kann man auch eine
Deutung der Apolarititsgleichung geben, die zu der Pol- und Polarkurve der
beiden Polarsysteme in Beziehung steht.

Es seien also p und Q zwei Polarsysteme zweiter Ordnung und zweiter
Klasse, und es werde nach der geometrischen Bedeutung der Apolaritiits-
gleichung:

(32) [pQ]=0

gefragt. Man ersetze die Gleichung (32) wieder durch die nach Satz 667
mit 1hr gleickwertige Gleichung:

(33) [zp- XQl+[yp - YQ]+[sp- ZQ] =0

und withle als Dreieck 2y2 ein Polardreieck des Polarsystems p; dann wird
mit Riicksicht auf (6):

(34) op =1 X, yp=2Y, sp=37,

wo in dem Falle eines wicht entartenden Polarsystems p:
(35) t+0, p+0, 340

ist. Die Gleichung (33) erhélt dann die Form:

(36) (X XQ1 +9[Y- YQl+3[Z- ZQ] = 0.

Dabei hat man den drei Punkten z, y, # durch die drei Gleichungen (34)
drei Bedingungen auferlegt. In der Tat gestattet die durch diese drei Glei-
chungen (34) ausgedriickte Forderung, daf die drei Punkte , y, # ein Polar-
dreieck des Polarsystems p bilden sollen, noch einen von den drei Punkten,
etwa den Punkt #, willkiirlich anzunehmen. Dann muB {iber den Punkt y
in der Weise verfiigt werden, daf er auf der Polare xp des Punktes z hin-
sichtlich p liegt, wihrend seine Lage auf dieser willkiirlich bleibt. Das
kommt einer Bedingung gleich. Endlich muf fiir # der Schnittpunkt der
Polaren zp und yp der Punkte 2 und y hinsichtlich p gewihlt werden, was
noch zwes weitere Bedingungen fiir die drei Punkte z, y, z liefert.

Da es aber cof Punkttripel z,y, # gibt, so hat man noch drei Bedingungen
frei. Man unterwerfe daher die drei Punkte noch den beiden weiteren Be-
dingungen :

(37) [X-XQ]=0 uwd [Y-YQ]=0,
welche aussagen, daf die Seiten X und Y des Polardreiecks zyz von p die

Polarkurve des Polarsystems (3 beriihren sollen. Damit ist dann allerdings
vorausgesetzt, daf8 die Polarkurve von Q reell sei.
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Infolge der Gleichungen (37) verkiirzt sich mit Riicksicht auf (35) die
Gleichung (36) zu der Gleichung:
(38) [Z-ZQ] =0,

welche zeigh, da auch die dritte Seite des Polavdreiecks zyz von p die
Polarkurve von Q berithrt, daB also jenes Polardreieck von p der Polarkurve
von  umschrieben ist (Fig. 66). Dabei gibt es noch oo! Dreiecke, die zu

Tig. 66.

den beiden Polarsystemen p und @ die angegebene Lage haben, denn man
bat die drei Punkte z,y, # im ganzen nur finf Bedingungen unterworfen.

Ferner ist moch zu bemerken, dafi die Polarkurve von @, da sie einem
eigentlichen Dreiseit eingeschrieben sein soll, wenigstens nicht zweifach ent-
arten darf. Dagegen ist ein einfaches Kntarten dieser Polarkurve nicht
ausgeschlossen (Fig. 67). In diesem Falle sind die Punkte des Punktpaars,
in das die Polarkurve von @ zerfillf, hinsichtlich des Polarsystems p kon-
jugiert.

Da man endlich von den Gleichungen (37), (38) und (34) auf die Glei-
chung (33) zuriickschliefen kann, und aus dieser sich wieder nach dem
Satze 667 die Apolarititsgleichung (32) folgern lifit, sobald die Gleichung
(33) fiir irgend drei nicht in gerader Linie liegende Punkte z, y, # erfiillt
wird, so hat man den Satz:

Satz 671: Erste Lagenbeziehung zweier apolaren Polarsysteme:
Ist ein micht entartendes Polarsystem zweiter Ordnung p zu
einem Polarsystem zweiter Klasse Q mit reeller Polarkurve
apolar, und entartet das Polarsystem  wenigstens nicht zwei-
fach, so gibt es co! Poldreiseite des Polarsystems p, denen die
Polarkurve des Polarsystems @ eingeschrieben ist. Und um-
gekehrt: Sobald die Polarkurve eines Polarsystems zweiter
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Klasse @Q irgendeinem eigentlichen Poldreiseit eines nicht ent-
artenden Polarsystems zweiter Orduung p eingeschrieben ist,
sind die Polarsysteme p und Q zueinander apolar.

Man sagt auch wohl von der Polkurve eines Polarsystems zweiter Ord-
nung und der Polarkurve eines zu diesem Polarsystem zweiter Ordnung
apolaren Polarsystems zweiter Klasse, sie seien zueinander apolar. Auch
sagt man nach dem Vorschlage von Reye!) von jener Polkurve, sie ,stiitze*
diese Polarkurve, und umgekebrt von dieser Polarkurve, sie ,ruhe“ auf
jener Polkurve.

Weiteres iiber apolare Polarsysteme, von denen eins oder beide entarten. Die hier
ausgeschlossenen Fille, wo das Polarsystem zweiter Klasse Q zweifach ent-
artet, und wo das Polarsystem zweiter Ordnung p einfach oder zweifach ent-
artet, sind der Hauptsache nach schon gelegentlich im ersten Teile dieses
Bandes behandelt.

In der Tat lautete ja die Bedingungsgleichung des Satzes 507:

(39) [pa’l=0;

und in ihr bedeutete ¢ ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Ordnung.
Setzt man daher noch:

(40) l9°] = Q,

so wird Q ein zweifach enfartendes Polarsystem zweiter Klasse, dessen
Polarkurve der doppeltzihlende Punkt ist, der mit dem Doppelpunkt des
Linienpaars ¢ zusammenfillt, und zugleich verwandelt sich die Gleichung
(39) in die obige Gleichung:

(32) pQ]=0,

welche aussagt, dab die Polarsysteme p und @ zueinander apolar sind. Man
kann daher dem Satze 507 auch die Form verleihen:

Satz 672: Ein Polarsystem zweiter Ordnung p und ein zweifach
entartendes Polarsystem zweiter Klasse @ sind dann und nur
dann zueinander apolar, wenn der doppeltzéihlende Punkt, der
die Polarkurve von @ bildet, auf der Polkurve von p liegt (vgl
die Figg. 68, 69 u. 70).

Ebenso 148t sich der dem Satze 507 dualistisch entsprechende Satz 508
in der Form aussprechen:

Satz 673: Ein zweifach entartendes Polarsystem zweiter Ord-
nung p und ein beliebiges Polarsystem zweiter Klasse @ sind
dann und nur dann zueinander apolar, wenn die doppeltzihlende

1) Vgl. Reye, Uber Systeme und Gewebe von algebraischen Flichen. Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik, Bd. 82 (1877), S. 1f. und Reye, Die Geome-
trie der Lage. Irste Abteilung. Vierte Auflage. Leipzig 1899. S. 266.



Abschnitt 46, Gleichungen (39) bis (40), Satz 672 u. 673 153

Gerade, die die Polkurve von p bildet, eine Tangente der Polar-
kurve von @ ist (vgl. die Figg. 71, 72 und die obige Fig. 70).

Endlich kann man dieselbe Umformung auch mit dem Satze 509 vor-
nehmen. Nach dem Satze 509 ist ein einfach entartendes Polarsystem zwei-
ter Ordnung p mit reeller Polkurve zu einem nicht entartenden oder zu
einem zweifach entartenden Polarsystem zweiter Klasse @ apolar, wenn die
Geraden des Linienpaars p hinsichtlich des Polarsystems ) konjugiert sind.

X @
_—
Fig. 68. Fig. 69. Pig 70.
@ (]
D o/
72 N
Fig. 71. Fig. 72,

Man iiberzeugt sich aber leicht, da} es moglich ist, auch noch den Fall mit
einzuschlieBen, wo das Polarsystem zweiter Klasse Q emnfach entarter. Dabei
kann man auBerdem den Satz zugleich auch noch von der Voraussetzung be-
freien, daf3 das Linienpaar des Polarsystems p reell sei.

In der Tat wurde ja die AusschlieBung des Falles eines einfach entarten-
den Polarsystems zweiter Klasse @ dadurch bedingt, daB bei der Ableitung
des Satzes D09 das Polarsystem zweiter Klasse @ als adjungierte Abbildung
[4*] eines Polarsystems zweiter Ordnung ¢ eingefiihrt ist, daB sich aber ein
einfach entartendes Polarsystem zweiter Klasse nicht als adjungierte Abbil-
dung eines Polarsystems zweiter Ordnung ausdriicken 1405t.

Bei unserer jetzigen Entwicklung dagegen war in der Apolaritatsgleichung:
(11) [r8] =0
die Reziprozitit zweiter Klasse 8§ nach der Gleichung (5) aus dem kombi-
natorischen Produkte [st] zweier Reziprozititen zweiter Ordnung s und £
hervorgegangen. Ebenso aber kann man das Polarsystem zweiter Klasse Q
als kombinatorisches Produkt zweier Polarsysteme zweiter Ordnung dar-
stellen. Und eine solche Darstellung ist nach dem Satze 536 insbesondere
auch fiir ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Klasse, d. h. fiir ein
Punktpaar, moglich.

Wir nehmen daher die Frage nach der Bedeutung der Gleichung

(32) pQ]=0
von neuem auf unter der Voraussetzung, dab das Polarsystem zweiter Ord-
nung p einfach entartet, daB also die Polkurve von p ein reelles oder kon-
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jugiert komplexes Linienpaar ist. Dazu ersetzen wir die (leichung (32)
wieder durch die gleichwertige Gleichung:

(38) [zp- XQI+[yp - YQl + [ep - ZQ] =0

und wihlen dabei wie bisher fiir das eigentliche Dreieck zyz ein Polar-
dreieck des Polarsystems p. Nach 8. 238f. des ersten Teils dieses Bandes
wird bei einem einfach entartenden Polarsystem zweiter Orduung p ein
Polardreieck aus dem stets reellen Doppelpunkt des zugehdrigen Linien-
paars und zwei solchen Punkfen einer beliebigen nicht durch ihn hindurch-
gehenden Geraden gebildet, die einander in bezug auf p konjugiert sind.
Man verlege also etwa den Punkt z in den Doppelpunkt des Linienpaars p,
was nach S. 2071, des ersten Teils dieses Bandes zur Folge hat, daB

(41) 2p =0

wird, und wihle ferner die Punkte z und y als konjugierte Punkte hinsicht-
lich p auf einer nicht durech z hindurchgehenden Geraden, unterwerfe sie
also der Bedingung:

(42) [z yp] =0,

die man wegen der ersten Grundgleichung des Polarsystems (Gleichung (61)
des 31. Abschnitts) auch in der Form schreiben kann:

(43) [y - zp] = 0.
Nach diesen Gleichungen (43) und (42) gehen die Polaren zp und yp der
Punkte z und y in bezug auf p beziehlich durch die Punkte y und z hin-

durch, und da sie iiberdies nach dem Satze 420 auch den Doppelpunkt #
des Linienpaars enthalten miissen, so fallen sie mit den Geraden:

lye] =X und [z2]=1Y
zusammen, d. h., es bestehen die Gleichungen:
(44) zp =X und yp=17%,

in denen t und Yy zwei ZahlgréBen bedeuten, die von Null verschieden sind,
da ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Ordnung nur esnen Nullpunkt
besitzt, und wo die Geraden X und Y ein Paar derjenigen Strahlinvolution
bilden, die das Polarsystem p nach Teil I dieses Bandes 8. 212 in seinem
Nullpunkte 2 hervorruft. Von diesen beiden Geraden kann iibrigens nicht
etwa eine mit einem Doppelstrahl dieser Involution, d. h. mit einer Geraden
des Linienpaars, zusammenliegen, das die Polkurve von p darstellt, weil
sonst die beiden Geraden X und Y in diesen Strahl zusammenfallen wiitrden,
was unserer obigen Voraussetzung widerspricht, daB die Punkte z, y, ¢ ein
eigentliches Dreieck bilden sollen.

Bei Einfithrung der Werte (44) und (41) nimmt die Gleichung (33) die
Form an:

(45) ([ X- XQI+y[Y-YQ]=0.
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Und unterwirft man jetzt noch die drei Punkte z, y, 2, fiir die man noch
drei Bedingungen frei hat, der Gleichung:
(46) [X - XQ] = 07
welche aussagt, daB die Gerade X die Polarkurve des Polarsystems @ be-

rithren soll, womit wiederum vorausgesetzt wird, daf die Polarkurve von Q@
reell ist, und beriicksichtigt man ferner, daf dem Obigen zufolge

hy+0
ist, so verkiirzt sich die Gleichung (45) zu der Gleichung:
(47) [Y-YQ]=0.

Diese Gleichung aber zeigh, daf auch der in dem Strahlbiischel mit dem
Scheitel # zum Strahle X in bezug auf p konjugierte Strahl ¥ die Polar-
kurve von @ beriihrt (Fig. 73). Und da auch wieder die umgekehrte SchluB-
weise moglich ist, so hat man den Satz:

Satz 674: LaBt sich von dem Nullpunkte (Doppelpunkte) eines
einfach entartenden Polarsystems zweiter Ordnung p an die
Polarkurve eines Polarsystems zweiter Klasse @ ein reelles Tan-
gentenpaar legen, so sind diese beiden Polarsysteme dann und
nur dann zueinander apolar, wenn dieses Tangentenpaar ein Paar
der Strahlinvolution bildet, die das Polarsystem p in seinem
Nullpunkte hervorruft.

Die Giiltigkeit des Satzes auch fiir den Fall, wo das Polarsystem zweiter
Klasse Q zweifach entartet, ist schon weiter oben bewiesen (vgl. den Satz 672
und die Fig. 69). Und der Fall eines einfach entartenden Polarsystems zwei-
ter Klasse Q (Fig. 74) ist in dem soeben gegebenen Beweise mit erledigt.

Fig. 7. Fig. T4.

Um die in dem Satze 674 ausgeschlossenen Fille zu behandeln, machen
wir den Nullpunkt des Linienpaares p zur Ecke e, des Fundamentaldreiecks.
Ist dabel auBerdem das Linienpaar 9 reell, so wihlen wir seine Geraden zu
Seiten F, und F, des Fundamentaldreiecks, wihrend die Lage der dritten
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Seite E; willkiirlich bleibt. Dann gestattet der extensive Bruch p fiir das
Polarsystem dieses Linienpaars nach dem ersten Teil dieses Bandes S. 243
die Darstellung:

— B B, 0

(48) P .
Ferner 1ift sich nach dem Satze 667 die Apolaritiitsgleichung (32) auch
durch die Gleichung ersetzen:

(49) lew B Q] + [ep- EQl+{ep - E,Q]=0
oder wegen (48) durch die Gleichung:

[E, - B, Q] + [E, - E, Q] =0,
die sich wegen der zweiten Grundgleichung des Polarsystems (Gleichung
(118) des 31. Abschnitts) verkiirzt zu:
(50) LE - E,Q]=0.
Und da man auch von der Gleichung (50) auf die Gleichung (32) zurtick-
schlieBen kann, so sicht man: Die Apolaritdtsgleichung (32) ist fiir den Fall,
wo die Polkurve des Polarsystems p durch das reelle Linienpaar E,, F, ge-
bildet wird, durch die Gleichung (50) ersetzbar; diese aber besagt, daB die
Geraden E, und F, hinsichtlich des Polarsystems @Q konjugiert sind.

Ein reelles Linienpaar ist also dann und nur dann zu einer Kurve zweiter
Klasse apolar, wenn seine beiden Geraden hinsichilich der Kurve zweiter
Klasse konjugiert sind (vgl. die weiter unten folgenden Figg. 75, 76 u. 77
und die Bemerkungen dazu auf S. 157f).

Dasselbe Ergebnis findet man aber auch fiir ein konjugiert komplexes
Linienpaar. Nach S. 36 des vorliegenden Teils und S. 239 des ersten Teils
dieses Bandes gestattet nimlich das Polarsystem p eines konjugiert kom-
plexen Linienpaars die Darstellung:

(1) P = By By O

€, €, &

vorausgesetzt, daB der Punkt e¢; = [F, E,] der reelle Scheitel des konjugiert
komplexen Linienpaars ist, und dal die beiden zueinander harmonischen
Strahlpaare E,, I%, und FE, + E;, E, — E, zwei Paare derjenigen Involution
bilden, die das konjugiert komplexe Linienpaar geometrisch vertritt, und die
von ihm tiberdies in seinem Doppelpunkte erzeugt wird.

Dem Ausdrucke (51) fiir das Polarsystem p entspricht nach der zuletst
angefithrien Stelle die Darstellung des zugehorigen konjugiert komplexen
Linienpaars durch die Gleichung:

(52) 5+ 5"=0,
die in die beiden linearen (leichungen zerfalllt:
(53) Y +i=0 ud y —ig =0;

und diese kann man auch in der Form schreiben:

(54) (B +iE)2] =0 und [(E, —iE;)z]=0,
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so daB sich die beiden konjugiert komplexen Geraden auch durch die kon-
jugiert komplexen Stibe:

(b5) E 4+ iE, und E, —iE,
ausdriicken lassen.
Die Apolarititsgleichung (49) nimmt ferner wegen (51) die Form an:

(56) [E, - B Q] + [ B, - E; Q] =0,
und dieser Gleichung kann man auch die Gestalt verleihen:
(57) [(E + iEz) - (B — iEz) Ql=0,

in der sie in der Tat aussagt, dafl die beiden Linien E, + i E, und E, — i E,
des konjugiert komplexen Linienpaars (55) hinsichtlich des Polarsystems Q
konjugiert sind. Man hat also wirklich den Satz:

Satz 675: Hin einfach entartendes Polarsystem zweiter Ordnung
p ist zu einem Polarsystem zweiter Klasse @ dann und nur dann
apolar, wenn die Linien des reellen oder konjugiert komplexen
Linienpaars, das die Polkurve des Polarsystems zweiter Ord-
nung p bildet, hinsichtlich des Polarsystems zweiter Klasse @
konjugiert sind.

Es ist beachtenswert, daf dieser Satz anch dann einen durchaus greif-
baren, der Anschauung zuginglichen Inhalt besitzt, wenn das Imaginire
hineinspielt. Um dies zu zeigen, mégen die in dem Satze enthaltenen Kille
durch vier verschiedene Figuren erldutert werden.

Die drei Figuren 75, 76 und 77 veranschaulichen die Lagenbeziehung
eines reellen Linienpaars E,, E,, das die Polkurve eines Polarsystems
zweiter Ordnung p bildet, und einer zu ihm apolaren Kurve zweiter Klasse
Q, und zwar die Fig. 75 fiir den Fall, wo das Tangentenpaar Ty, T, das
man vom Doppelpunkte e, des Lintenpaars an die Kurve Q legen kann, reell
ist, und die Figg. 76 und 77 fir den Fall, wo dieses Tangentenpaar kon-
jugiert komplex ist. Im zweiten Falle ergeben sich noch zwei Unterfille.
Bs kann nimlich entweder noch die Kurve Q veell sein, der Doppelpunkt e

g von p aber innerhaldb der Kurve Q lie-
gen (Brster Unterfall: Fig. 76), oder

o hS

£3

&

Fig. 76.
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es kann die Kurve Q imagindr sein, also eine imaginire Ellipse darstellen
(Zweiter Unterfall: Fig. 77). Fiir diesen zweiten Unterfall ist nach dem Vor-
bilde von S. 292 des ersten Teils dieses Bandes die zu der imaginiren Ellipse
des Polarsystems Q gehdrende reelle Ellipse gestrichelt angedeutet und ihr
Polarsystem mit Q" bezeichnet. Ferner ist zu der Geraden F, des Linien-
paars p zundchst der Pol F, Q" in bezug auf diese reelle Ellipse Q kon-
struiert; dann ergibt sich der gesuchte Pol E, Q der Geraden F, hinsicht-
lich des Polarsystems @ der zugehdrigen imaginiren Ellipse, indem man
den Hilfspunkt I, Q" an dem Mittelpunkte m jener reellen Ellipse spiegelt,
d. h. als ,Antipol“ der Geraden L, hinsichtlich der reellen Ellipse.

In allen diesen Fillen geht jede von den beiden Geraden E, und E, des
reellen Linienpaars p durch den Pol der andern Geraden in bezug auf die
Kurve Q hindurch. In dem zuerst betrachteten Falle, wo das Tangenten-

Fig. 117. Fig. 78.

paar Ty, T, reell ist (Fig. 75), bilden zugleich diese beiden Tangenten T
und 7y mit den beiden Geraden E, und E, des reellen Linienpaars einen
harmonischen Strahlwurf.

Will man sich andererseits die geometrische Bedeutung des Satzes 675
auch fiir den Fall eines konjugiert komplexen Linienpaars F, +iF,,
E, — iE, klar machen, das die Polkurve von p bildet, so beriicksichtige
man, daB, wenn das konjugiert komplexe Linienpaar p zu der Kurve Q kon-
jugiert sein soll, die beiden Tangenten 7}, und 7,, die man vom Doppel-
punkte e; des Linienpaars p an die Kurve Q ziehen kann, ebenfalls zu dem
konjugiert komplexen Linienpaar p konjugiert sein miissen, woraus nach
dem Satze 224 folgt, daB diese Tangenten reell sein miissen.

Die Geraden eines reellen Linienpaars aber sind hinsichtlich eines konju-
giert komplexen Linienpaars mit demselben Doppelpunkte dann und nur dann
konjugiert, wenn sie ein Paar zugeordneter Strahlen in derjenigen Strahlinvo-
lution bilden, die das konjugiert komplexe Linienpaar in seinem Doppelpunkite
hervorruft. Dies wird also insbesondere von den beiden reellen Tangenten
T, und T, gelten miissen, die man von dem reellen Doppelpunkt ¢, des kon-
jugiert komplexen Linienpaars p an die zu ihm apolare Kurve zweiter
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Klasse legen kann. In der Fig. 78 ist daher die Lagenbeziehung eines kon-
jugiert komplexen Linienpaars und einer zu ihm apolaren Kurve zweiter
Klasse dadurch veranschaulicht, daB von der ellipfischen Strahlinvolution,
die das konjugiert komplexe Linienpaar E, + i E;, F; — i, in seinem Dop-
pelpunkte e; hervorruft, aufler den beiden sie bestimmenden Strahlpaaren
E,, E, und FE, + E,, E, — E, auf Grund des Satzes 541 ein drittes Paar
konstruiert worden ist, das dann als Tangentenpaar 7', 7, einer zum Polar-
system g apolaren Kurve zweiter Klasse @ verwendet ist.

Nach dem Satze 541 kann man nimlich leicht die Aufgabe losen:

Aufgabe: Hine Strahlinvolution mit dem Scheitel s ist durch
zwei Paare konjugierter Strahlen 4, B und C,D gegeben. Es soll
zu einem beliebigen fiinften Strahle £ der ihm in der Involution
zugeordnete Strahl F konstruiert werden.

In der Tat braucht man nur auf dem Strahle E einen beliebigen Punlkt e
anzunehmen und durch ihn zwei gerade Linien zu legen, von denen die eine
die nicht gepaarten Strahlen 4 und C in den Punkten
@ und ¢, die andere die beiden andern Strahlen B
und D in den Punkten b und d schneiden mdoge¢
(Fig. 79). Vervollsténdigt man dann das durch die
Punktpaare a, b und ¢, d als Gegenecken bestimmte
einfache Vierseit zu einem vollstindigen Vierseit,
indem man die Verbindungslinien der bewachbarten
Ecken a und d, b und ¢ des einfachen Vierseits zum
Schnitt bringt in f, so ist in dem entstehenden voll- -
stindigen Vierseit der Punkt f die Gegenecke zu e,
und seine Verbindungslinie F' mit dem Scheitel s der Strahlinvolution der
gesuchte, zum Strahle E zugeordnete Strahl der Involution.

Dasselbe Verfahren ist auch bei der Zeichnung der Fig. 78 verwendet
worden, in der

den Stiben 4, B, C, D, E, F der Fig. 79
die Stibe K, E, E,+ E,, E,—E, T, T, entsprechen
Jetzt kann man ferner auch das folgende Gegenstiick des Satzes 674

aussprechen:

Satz 676: Ist das Tangentenpaar, das von dem Nullpunkte (Dop-
pelpunkte) eines einfach entartenden Polarsystems zweiter Ord-
nung p an eine zu ihm apolare Kurve zweiter Klasse Q fithrt,
konjugiert komplex, so ist das Linienpaar p notwendig reell,
und seine Geraden bilden ein Paar der Strahlinvolution, die das
Polarsystem @ in dem Nullpunkte von p hervorruft.

SchlieBlich kann man die drei letzten Sitze unter Benutzung des Begriffs
und der Eigenschaften harmonischer Involutionen in einen einzigen Satz zu-

Fig. 19.
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sammenfassen. In dem 21. Abschnitt wurde zunfichst der allgemeinere Be-
griff zweier harmonischen Projektivititen einer und derselben Geraden einge-
fiihrt, und zwei solche Projektivititen definiert als Projektivititen, deren
biniires kombinatorisches Produkt verschwindet. Dieser Begriff lieB sich
dann insbesondere auf zwel harmonische Involutionen derselben Geraden
tibertragen. Die Eigenschaften harmonischer Involutionen ergeben sich dem-
gemif unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften harmonischer Pro-
Jjektivititen derselben Geraden. So liefern die Sitze 199 und 200, die von
einer Projektivitit und einer zu ihr harmonischen Involution handeln, auf
zwei Involutionen derselben Geraden angewandt, den Sata:

Satz 677: Zwei Punktinvolutionen derselben Geraden sind dann
und nur dann zueinander harmonisch, wenn die Doppelpunkte
der einen ein Paar der andern bilden.

Und aus diesem folgt wieder ohne Weiteres der entsprechende Satz fiir
zwei harmonische Strahlinvolutionen mit demselben Scheitel, nimlich der
Satz:

Satz 678: Zwei Strahlinvolutionen mit demselben Scheitel sind
dann und nur dann zueinander harmonisch, wenn die Doppel-
strahlen der einen ein Paar der anderen bilden.

Fir die Beurteilung der Bedeutung dieser beiden Sitze ist dabei noch
der Satz 224 von Wichtigkeit, nach welchem von zwei harmonischen In-
volutionen auf demselben Triiger immer wenigstens eine zwei reelle Doppel-
elemente enthalten muf.

Der Satz 678 ermoglicht dann endlich in der Tat die Zusammenfassung
der Sitze 674, 675 und 676 in dem einen Satze:

Satz 679: Ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Ord-
nung P ist zu einem Polarsystem zweiter Klasse @ dann und
nur dann apolar, wenn die Strahlinvolutionen, die die beiden
Polarsysteme p und Q in dem Nullpunkte von p hervorrufen,
zueinander harmonisch sind.

Zweite Lagenbeziehung sweier apolaren Polarsysteme. Man kann aber der
Apolarititsgleichung (32) noch eine zweite geometrische Deutung geben,
die der auf S. 151ff entwickelten Deutung dualistisch entspricht. Dazu
gehe man auf den Satz 668 zuriick. Nach diesem ist die Gleichung (32)
auch gleichwertig mit der Gleichung:

(58) [up-UQl + [vp-VQ]+ [wp- WQ]=0,

in welcher U, V, W drei beliebige Stéibe sind, deren Geraden nicht durch
einen Punkt gehen, und in der:

(59) (VW]=u, [WU]l=0v, [UV]=uw
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ist. W#hlt man tiberdies dem Dualistischen entsprechend als Dreiseit UV W
ein Poldreiseit von @, so wird mit Riicksicht auf (59):
(60) UQ=uu, VQ=vv, WQ=nuw,
wo in dem Falle eines nicht entartenden Polarsysiems @:
(61) u+0, v<=0, w0
ist. Die Gleichung (38) erhilt dann die Form:
(62) ufu-upl+v(v-vp]+wlw- -wp]=0.
Dabei hat man den Geraden der drei Stiabe U, V, W durch die drei Glei-
chungen (60) drei Bedingungen auferlegt, was man ebenso wie bei dem
Dualistischen begriinden kann. Da es aber in der Ebene co® Geradentripel
gibt, so hat man fir die Geraden der drei Stibe U, ¥V, W noch drei Be-
dingungen frei. Man unterwerfe daher diese Geraden noch den beiden wei-
teren Bedingungen:
(63) fo-upl=0 und [v-vp]=0,
welche aussagen, daf die Ecken w und v des Poldreiseits UV W von Q der
Polkurve des Polarsystems p angehdren sollen. Damit ist dann allerdings
vorausgesetzt, daf die Polkurve von p reell se:.

Infolge der Gleichungen (63) verkiirzt sich mit Riicksicht auf (64) die
Gleichung (62) zu der Gleichung:
(64) [0 - wp] =0,
welche zeigt, daB auch die dritte Ecke w des Poldreiseits UV W von Q auf
der Polkurve von p gelegen ist, daf also jenes Poldreiseit von  der Pol-
kurve von p eingeschrieben ist (Fig. 80). Dabei gibt es noch oo! Dreiseite,
die zu den beiden Polarsystemen @ und p die angegebene Lage haben, denn
wir haben die Geeraden der Stébe U, ¥V, Wim
ganzen nur fiinf Bedingungen unterworfen.?)

@

7t o
Fig. 80. Fig. 81.

Ferner ist zu bemerken, daB die Polkurve von p, da sie einem eigent-
lichen Dreieck umschrieben sein soll, wenigstens nicht zweifach entarten
darf. Dagegen ist ein einfaches Entarten dieser Polkurve nicht ausgeschlos-
sen (Fig. 81). In diesem Falle sind die Geraden des Linienpaares, in das die

1) Weiter unten, auf S. 167, wird gezeigt, wie sich diese oo! Poldreiseite von

Q finden lassen.

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene IT,2 11
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Polkurve von p zerfillt, hinsichtlich des Polarsystems @ konjugiert. Da
endlich auch hier wieder die SchluBweise umkehrbar ist, so hat man
den Satz:

Satz 680: Zweite Lagenbeziehung zweier apolaren Polarsysteme:
Ist ein nicht entartendes Polarsystem zweiter Klasse Q zu einem
Polarsystem zweiter Ordnung p mit reeller Polkurve apolar,
das wenigstens nicht zweifach entartet, so gibt es co! Poldrei-
seite des Polarsystems @, denen die Polkurve von p umschrie-
ben ist. Und umgekehrt: Sobald die Polkurve eines Polarsystems
zweiter Ordnung p irgendeinem eigentlichen Poldreiseit eines
nicht entartenden Polarsystems zweiter Klasse Q umschrieben
ist, sind die Polarsysteme p und Q zueinander apolar.

Beziehung zwischen den beiden Involutionen, die zwei zueinander apolare
Polarsysteme p und Q auf der Polare eines Punkies der Kurve p hinsicht-
lich der Kurve Q hervorrufen, und das Dualistische. Um zu erfahren, in
welcher Weise man bei zwei zueinander apolaren Polarsystemen p und Q
oo! Dreiecke finden kann, die der Kurve zweiter Ordnung 9 eingeschrieben
sind und zugleich ein Poldreiseit der Kurve zweiter Klasse Q bilden, ver-
fiigen wir tiber das Fundamentaldreieck in der Weise, daB wir ersfens den
Punkt ¢; auf der Kurve p annehmen und zweitens die Polare von ¢, in bezug
auf @ zu der zur Ecke e, gegeniiberliegenden Seite E, des Fundamental-
dreiecks machen. Dann besteht erstens die Gleichung:

(65) le; - e3p] =0, oder falls
4,, A, 4,
(66) p= 8117 622, b

esetzt wird, die Gleichung:
8 ’ & o4, =0,
die man, wenn man an der gewdhnlichen Bezeichnung der Ableitzahlen fiir
die Zihlerstibe A, des Bruches p festhilt, auch in der Form schreiben kann:

(67) a3 = 0.

Setzen wir andererseits wieder voraus, daB das Polarsystem zweiter Klasse
Q nicht entartet, so 1aBt sich dasselbe als adjungierte Abbildung eines Polar-
systems zweiter Ordnung ¢ auffassen, und es wird, wenn man die Zihler-
stibe von g mit B, ihre Ableitzahlen mit 0, bezeichnet, mit Riicksicht auf
unsere zweife Verfigung tiber das Fundamentaldreieck das Polarsystem ¢
darstellbar durch den Bruch:

(68) q— By, By, B_ng

€1y €sy €
so daB die Gleichungen erfiillt werden:

(69) by =0 und by = 0.
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Fiir das zu ¢ adjungierte Polarsystem @ erhilt man ferner die Darstellung:

ss[B s, D33 [ By By], [B; Bs]
(10) ~[47] = SoB, [P

Hierin wird:
[BzEs] = [(521E1 + f’22E2 -+ f’23 Es) E]=— 1521 € T E’2231:
[E;B,] = [E; (b By + by By + b3 By)l = b6 — bysey,
und es ergibt sich somit fiir den Bruch @ der neue Ausdruck:

_ Bsy Byg €y — Do b55 €5, — byoby50, + by, by5e, [By By
<71) Q= B, E,, B,

aus dem fiir die Ableitzahlen B;, der Zihler von Q die Werte folgen:

’

(72) {%n = 522 f’33: By = by bgs, By = — by by,
B,=0, By, = 0.

Nun ist nach (29):

(29) [PQ]=3{ayBy+ -+ 20538y + -},

mithin wird in dem vorliegenden Falle wegen (67)—(72):

(13) [0 Q] = § b5 {0y b5 + a550y — 20,505, }

Setzen wir daher noch voraus, daB:

(14) by + 0

sel, daB also die Ecke ¢; des Fundamentaldreiecks, die nach unserer ersten
Voraussetzung der Kurve p angehoren sollte, nicht auch zugleich ein Punkt
der Kurve g sei, so liBt sich die Apolaritiitsgleichung:

(32) [p@]=0
auch in der Form schreiben:
(75) (g3 Bgy + Q35045 — 205,05, = 0.

Diese Gleichung enthilt nur noch die Koeffizienten der von p; freien
Glieder der (leichungen:

(76) {an@x2 F e ly? + Ugyky® + 20052085 + 205 551 + 205,50, =0,
By 5y ® + Do k® + bygks® + 2B55 ko235 + 20557 + 205012, =0

der Kurven p und g. Sie ist also zugleich eine Beziehung zwischen den
Koeffizienten der Gleichungen:
(TN {.angxz + 0 %e® + 20582 = 0,
b0 + Bek® + 2035052, = 0,
welche die Schnittpunktpaare darstellen, die die Kurven (76) auf der Geraden

L; =0, d. h. auf der Seite E, des Fundamentaldreiecks, bilden oder, was

dasselbe ist, eine Beziehung zwischen den Involutionen, die die Kurven p
11%
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und g auf der Geraden Fj; hervorrufen. Man wird daher zur Deutung der
Gleichung (75) auf die Entwicklungen fiir das binére Gebiet zuriickgreifen
konnen. In Bd. I, S. 293f. ergab sich uns als Bedingung fiir die harmonische
Lage zweier Involutionen 8 und t derselben Geraden:

8= a0 + 050, + ¢,
. { 1 2
(78) t =D, + b,h, + bge
die Gleichung:
(79) a; b, + a0, — 0,0, =0.

Dabei waren die beiden Involutionen 8 und t vermoge der Gleichungen (78)
als Vielfachensummen von drei zueinander harmonischen Involutionen ihrer
Geraden ¥),, §,, ¢ ausgedriickt, die nach 5. 292 desselben Bandes durch die
Briiche definiert waren:
€, — & ___32761 __fv_"el

(80) I)l=é“ 622’ ])2_61782’ e_ei e '
unter e, und ¢, die Grundpunkte des binéiren Gebiets verstanden.

Die Gleichungen der Doppelpunkte der beiden Involutionen 8 und t ferner
lassen sich durch die Gleichungen darstellen:

[x-28]=0,
(81) [z -2t] =0.
Um daher die Gleichung (75) mit der Gleichung (79) in Beziehung zu
setzen, kommt es darauf an, die Gleichungen (81) zunichst auf die Form (77)
zu bringen. Dazu stelle man zuniichst die Involutionen 8 und t als extensive
Briiche dar, deren Nenner die Grundpunkte ¢, ¢, der Geraden E, sind, in-
dem man die Werte (80) fiir §;, §, und e in die Vielfachensummen (78)
substituiert. Fiir die Involution 8 ergibt sich auf diese Weise der Ausdruck:

€y €
4 a
€y € 8

€, — €&
’
€y O

€. — €,
g___a 19 ,_+a
le,, & 2

also, wenn man die drei Glieder zu einem Bruche vereinigt, der Bruch:

(82) g ta T @tae, G—a)g—ae,

1 €y

Driickt man daher auch einen belichigen Punkt z der Geraden E; durch
ihre Grundpunkte ¢, und e, aus, indem man setzt:

(83) x =16+ L6, so wird:
(84) x8=ry{ae,+ (a4 a5) e} + 2. {(0; — a5) e, — 0,¢,} und somit
(85) [2 - 28] = (ay + a5) ;" + (0 — 0y) T* — 20,2, %,

vorausgesetzt, dal man im bindren Gebiet wie gewdhnlich das Produkt
[e;6;] = 1 nimmt. Die Vergleichung mit der ersten Gleichung (77) zeigt
alsdann, daB:

(86) Q=10 + 03, Op=0—0, Qg=—0
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zu setzen ist, und entsprechend

(87) 511=52+53: 522”_‘53—52; f312:“51'
Fiir die linke Seite der Gleichung (75) erhilt man daher den Wert:
(88) (g3 Doy + 001 — 20,509y = — 2(a, b, + 035, — 0, 5;).

Damit aber ist gezeigt, daB die Gleichung (75) mit der Gleichung (79)
gleichbedeutend ist, und daB somit die Gleichung (75) aussagt, daf die
beiden von den Polarsystemen p und Q ouf der Geraden E, hervorgerufenen
Involutionen zueinamder harmonisch sind. Hierbei macht es keinen Unter-
schied, ob diese beiden Involutionen hyperbolisch sind, also reelle Doppel-
punkte haben (Fig. 82), oder eine von ihnen elliptisch ist, d. h. zwei kon-
jugiert komplexe Doppelpunkte besitzt. In dem letzten Falle bilden die

%

Fig. 82. Fig. 83.

Schnittpunkte der Geraden F; mit der einen Kurve ein Paar der elliptischen
Involution, die die andere Kurve auf der Geraden E; hervorruft (Fig. 83).

Ubrigens wiirde dies Ergebnis auch nicht gestort werden, wenn die Un-
gleichung (74) nicht befriedigt wiirde, wenn’also by, = O wire, der Punkt ¢;
somit in einen Schnittpunkt der beiden Kurven p und g fiele. Denn dann
wiirde seine Polare F; in bezug auf @ in die Tangente iibergehen, die man
im Punkte ¢, an die Kurve Q legen kann, und diese schneidet aus der
Kurve Q ein mit dem Punkte e; zusammenfallendes Punktpaar und aus der
Kurve p ein reelles Punktpaar aus, dem der Punkt e, angehtrt. Zwei
solche Punktpaare sind aber ebenfalls zueinander harmonisch. Indes bietet
dieser Fall kein besonderes Interesse, da fiir die in einem Schnittpunkte zweier
Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse an eine dieser Kurven ge-
zogene Tangente die harmonische Beziehung der Schnittpunktpaare auch fiir
zwei ganz beliebige, inshesondere auch fiir zwei nicht apolare Kurven dieser
Art gilt. Damit héingt es zusammen, daB, wihrend man sonst von der
Gleichung (75) auf die Apolarititsgleichung (32) zurtickschliefien kann, so
daB also auch die Umkehrung unseres Ergebnisses gilt, dies nicht mehr
moglich ist, wenn By, = O ist, insofern dann die Gerade F; durch den
Punkt e; hindurchgeht und damit ihre Brauchbarkeit als Gegenseite der
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Ecke ¢; des Fundamentaldreiecks verliert. Mit Riicksicht hierauf kann man
unsere Ergebnisse in den folgenden Satz zusammenfassen:

Satz 68l: Zwei zueinander apolare Polarsysteme zweiter Ord-
nung und zweiter Kasse p und @, von denen das letztere nicht
entartet, rufen auf der Polare eines jeden Punktes der Kurve p,
genommen hinsichtlich des zu Q adjungierten Polarsystems ¢,
zwei zueinander harmonische Involutionen hervor. Und um-
gekehrt: Rufen zwei Polarsysteme zweiter Ordnung und zweiter
Klasse p und Q, von denen das letztere nicht entartet, auf der
Polare eines nicht zugleich auf Q liegenden Punktes der Kurve
p, diese Polare genommen hinsichtlich der Kurve g, zwei zu-
einander harmonische Involutionen hervor, so sind die beiden
Polarsysteme zueinander apolar.

Ebenso beweist man den dualistisch entsprechenden Satz:

Satz 682: Dualistisches Gegenstiick zu Satz 681: Zwei zuein-
ander apolare Polarsysteme zweiter Ordnung und zweiter Klasse
p und @, von denen das erste nicht entartet, rufen in dem Pol
einer jeden Tangente der Kurve @, genommen hinsichtlich des
zu p adjungierten Polarsystems P, zwel zueinander harmonische
Involutionen hervor. Und umgekehrt: Rufen zwei Polarsysteme
zweiter Ordnung und zweiter Klasse p und @, von denen das
erste nicht entartet, in dem Pole irgendeiner Tangente der
Kurve Q, die nicht zugleich eine Tangente der Kurve p ist,
dieser Pol genommen hinsichtlich der Kurve p, zwei zueinander
harmonische Involutionen hervor, so sind die beiden Polar-
systeme zueinander apolar.

Die Figuren 84 und 85 veranschaulichen den Satz 682 fiir die beiden
Fille, wo die zueinander harmonischen Involutionen, welche die beiden

WP

Tig. 84,
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Polarsysteme p und Q in dem Pole W P einer Tangente W der Kurve Q
erzeugen, beide hyperbolisch sind, und wo eine von ihnen elliptisch ist. In dem
letzten Falle sind die Tangenten, vom Punkte WP an die eine von den
beiden Kurven gezogen, konjugiert in bezug auf die andere.

Konstruktion beliebig vieler Poldreiseite einer Kurve zweiter Klasse, die su-
gleich einer zu il apolaren Kurve zweiter Ordnung eingeschrieben sind, und
das Dualistische. Der Satz 681 ergibt jetzt unmittelbar die Konstruktion
beliebig vieler Poldreiseite von ,Q, die der Kurve p eingeschrieben sind

Zunichst weil man, daB ein Poldreiseit des
Polarsystems ¢, wenn dessen Polarkurve MZ&
reell ist und nicht zerfillt, eine Ecke ent- *x 4

halten muB, die innerhalb der Kurve Q
liegt. Soll also die Kurve p einem Pol
dreiseit von (Q umschrieben sein, so muB 72
die Kurve p in das Innere der Kurve Q ein- Fig. 86 .
dringen (Fig. 86). Nimmt man jetzt auf demjenigen Teil der Kurve p, der
innerhalb Q liegt, einen beliebigen Punkt 2 an und bestimmt seine Polare Z
in bezug auf @, so rufen nach dem Satze 681 die Kurven p und Q auf der
Geraden Z zwei zueinander harmonische Involutionen hervor. Da aber die
Gerade Z die Kurve Q nicht schneidet, so ist die von Q auf Z erzeugte In-
volution elliptisch, nach dem Satze 224 somit die von der Kurve p auf der
Geraden Z hervorgerufene Involution hyperbolisch, d. h. die Gerade Z
schmeidet die Kurve p in zwei reellen Punkten, sie seien bezeichnet mit x
und y. Diese Punkte # und y sind dabei nach Teil 1, S. 191 hinsichtlich der
Kurve Q konjugiert, und da sie ferner als Punkte der Polare Z von ¢ in
bezug auf @ auch zum Punkte 2 hinsichtlich @ konjugiert sind, so bilden
die drei Punkte 2yz die Ecken eines Poldreiseits von @, das der Kurve p
eingeschrieben ist.

In dem Falle eines Polarsystems ( mit imaginirer Polarkurve kann der
Punkt z ganz beliebig auf der Kurve p angenommen werden, weil ein
solches Polarsystem auf jeder Geraden der Ebene, also auch aunf der Polare Z
jenes Punktes # in bezug auf Q, eine elliptische Involution hervorruft, woraus
wieder nach dem Satze 224 folgt, daB die Gerade Z von der Kurve p in
zwei reellen Punkten geschnitten wird.

Ganz ebenso liefert der Satz 682 die Konstruktion beliebig vieler Polar-
dreiecke von p, die der Kurve @ umschrieben sind. Ein Polardreieck des
Polarsystems p muB nimlich, falls die Polkurve von p reell ist, eine Seite
enthalten, die ganz auBerhalb der Kurve liegt. Soll also die Kurve  einem
Polardreieck von p eingeschrieben sein, so muB die Kurve @ sicher zum
Teil auBerhalb der Kurve p verlaufen (Fig. 87). Wéhlt man daher eine be-
liebige Tangente W der Kurve Q aus, die ganz auBerhalb der Kurve p
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gelegen ist, und bestimmt ihren Pol w in bezug auf p, so liegt w inner-
halb der Kurve p, und es rufen nach dem Satze 682 die Polarsysteme p
und @ in dem Punkte % zwei zueinander harmonisehe Involutionen hervor.
Da aber die in w durch die Kurve p erzeugte Involution elliptisch ist, so
ist nach dem Satze 224 die von der Kurve Q im Punkte w hervorgerufene
Involution hyperbolisch, d. h. es gehen von dem Punkte w zwei reelle Tan-
genten an die Kurve . Diese seien bezeichnet mit U und ¥7; dann bilden
die Geraden U, V, W die Seiten eines Polardreiecks von p, das der Kurve Q
umschrieben ist.

Fiir den Fall einer imagindren Polkurve von p gilt Entsprechendes wie
bei dem Dualistischen.

Weiteres iiber apolare entartende Polarsysteme. Der in dem Satze 671 aus-
geschlossene Fall, wo das Polarsystem p oder Q zweifach entartet, ist schon
in den Sitzen 672 und 673 erledigh. Aber es bleibt noch das dualistische
Gegenstiick zu dem Satze 674 zu entwickeln, d. h. der Fall zu behandeln,
wo das Polarsystem zweiter Klasse Q einfach entartet, und somit die Polar-
kurve von ) ein reelles oder konjugiert komplexes Punktpaar ist.

Es sei also Q das Polarsystem eines reellen oder konjugiert komplexen
Punktpaares, und man frage wieder nach der geometrischen Bedeutung der
Apolarititsgleichung (32) oder der gleichwertigen Gleichung:

(58) [up-UQ] + [vp - VQl+ [wp - WQ] =0.

Man wihle dabei wie auf S. 161 fiir das eigentliche Dreiseit TV W ein Pol-
dreiseit des Polarsystems . Nach S. 246 des ersten Teils dieses Bandes
wird bei einem einfach entartenden Polarsystem zweiter Klasse Q ein Pol-
dreiseit aus dem stets reellen Triger des zugehérigen Punktpaares und aus
zwei beliebigen Geraden gebildet, die sich nicht auf dem Triiger des Punkt-
paares schneiden und hinsichtlich des Polarsystems @ konjugiert sind. Man

verlege also etwa den Stab W in den Triger des Punktpaares Q, was nach
S. 221 ff. des ersten Teils dieses Bandes zur Folge hat, dafB:

(89) wWQ=0
ist, und wihle ferner die Stiibe U und 7 als konjugierte Stibe hinsichtlich

Q, doch so, daB} sich ihre Geraden nicht auf der Geraden des Stabes W
schneiden; man unterwerfe sie also der Bedingung:

(90) [(U-7Q]=0,

die man nach der zweiten Grundgleichung des Polarsystems (Gleichung (118)
des 31. Abschnitts) auch in der Form schreiben kann:

(91) [V-UQ]=0.

Nach diesen Gleichungen (91) und (90) liegen die Pole UQ und V' Q der
Stibe U und ¥ beziehlich auf den Geraden der Stibe ¥ und U, und da sie
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tiberdies nach dem Satze 432 auch auf der Nullinie (dem Triiger) W des

Punktpaares () enthalten sein miissen, so fallen sie mit den Punkten:
(VWi=w und [WU]=w

zusammen, d. h. es bestehen die Gleichungen:

(92) UQ=uu uwnd 7Q=1vo,

in denen 1 und v zwei ZahlgroéBen bedeuten, die von Null verschieden sind,

da ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Klasse nur eine Nullinie

besitzt, und wo die Punkte » und v ein Paar derjenigen Punktinvolution

bilden, die das Polarsystem  nach Teil 1 dieses Bandes, S. 225, auf seiner

Nullinie W hervorruft. Von diesen beiden Punkten kann iibrigens nicht

i ~UZ
Fig. 87. Fig. 88.

etwa einer mit einem Doppelpunkte dieser Involution, d. h. mit einem Punkte
des Punktpaares, zusammenliegen, das die Polarkurve von Q darstellt, weil
sonst die beiden Punkte » und v in diesen Punkt zusammenfallen miiBten,
was unserer obigen Voraussetzung widerspricht, daB die Geraden U, V, W
nicht durch einen Punkt gehen sollen.

Bei Binfiihrung der Werte (92) und (89) nimmt die Gleichung (58) die
Form an:
(93) ulu-up] +vv-op]=0.
Und unterwirft man jetzt noch die Geraden der drei Stibe U, V, W, fiir
die man noch dvei Bedingungen frei hat, der Gleichung:
(94) [v-up] =0,
welche aussagt, daB der Punkt « der Polkurve des Polarsystems p an-

gehdren soll, womit wiederum vorausgesetzt wird, daB die Polkurve von p
reell ist, und beriicksichtigt ferner, daB dem Obigen zufolge:

=0
ist, so verkiirzt sich die Gleichung (93) zu der Gleichung:
(95) [v-vp]=0.

Diese Gleichung aber zeigt, daB auch der zu w in bezug auf @ konjugierte
Punkt v der Nullinie von Q auf der Polkurve von p enthalten ist (Fig. 88).
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Und da auch wieder die umgekehrte SchluBweise moglich ist, so hat man
den Satz:

Satz 683: Schneidet die Nullinie (der Triger) eines einfach ent-
artenden Polarsystems zweiter Klasse @ die Polkurve eines
Polarsystems zweiter Ordnung p in zwei reellen Punkten, so sind
diese beiden Polarsysteme dann und nur dann zueinander apo-
lar, wenn diese beiden Punkte ein Paar der Involution bilden,
die das Polarsystem @ auf seiner Nullinie hervorruft.

Die Giiltigkeit des Satzes auch fiir den Fall, wo das Polarsystem zweiter
Ordnung p szweifach entartet, ist schon weiter oben bewiesen (vgl. den
Satz 673 und die Fig. 71). Und der Fall eines einfach entartenden Polar-

@{/% __L
7 ®

Fig. 89. Fig. 90. Fig. 91.

systems zweiter Ordnung p (Fig. 89) ist in dem soeben gegebenen Beweise
mit erledigt.

Die in dem Satze 683 ausgeschlossenen Fille lassen sich ebenso wie bei
dem Dualistischen behandeln und liefern die Sitze:

Satz 684: Ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Klasse
Q ist zu einem Polarsystem zweiter Ordnung p dann und nur
dann apolar, wenn die Punkte des reellen oder konjugiert kom-
plexen Punktpaares, das die Polarkurve des Polarsystems zwei-
ter Klasse Q bildet, hinsichtlich des Polarsystems zweiter Ord-
nung p konjugiert sind (Figg. 90 und 91). Und

Satz 685: Ist das Punktpaar, das von der Nullinie (dem Triger)
eines einfach entartenden Polarsystems zweiter Klasse Q aus
einer zu ihm apolaren Kurve zweiter Ordnung p ausgeschnitten
wird, konjugiert komplex, so ist das Punktpaar Q notwendig
reell, und seine Punkte bilden ein Paar derjenigen Involution,
die das Polarsystem p auf der Nullinie von @ hervorruft (vgl. die
obige Fig. 91).

Endlich kann man die drei letzten Sitze auf Grund des Satzes 677 in
den einen Satz zusammenfassen:
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Satz 686: HEin einfach entartendes Polarsystem zweiter Klasse
Q ist zu einem Polarsystem zweiter Ordnung p dann und nur
dann apolar, wenn die Involutionen, die die beiden Polarsysteme
p und @ auf der Nullinie (dem Trager) von Q hervorrufen, zu-
einander harmoniseh sind

Abschnitt 47.

Die Liicken- und Potenzformen zweiter Ordnung und zweiter Klasse,
Das algebraische Produkt. Weiteres iiber apolare Polarsysteme.

Begriff eines Liickenausdrucks. Die Liickenform zweiter Ordnung. Bei den
letzten Entwicklungen iiber apolare Polarsysteme wurde gelegentlich das
Hineinspielen der Reellititsfragen unbequem, da es verhinderte, manche
Sitze sogleich in ihrer vollen Allgemeinheit auszusprechen. Um die Ent-
wicklung von der Reellitit der auftretenden Gebilde unabhiingig zu machen
und zugleich die rechnerischen Hilfsmittel etwas mehr den besonderen Higen-
schaften der Polarsysteme anzupassen, die gegeniiber den allgemeinen Rezi-
prozititen durch ihre beiden Grundgleichungen’) gekennzeichnet sind, fithren
wir eine neune Produktbildung ein und schicken dazu den Begriff eines
,Lickenausdrucks® voraus. Dabei gehen wir von einem Beispiele aus.

Ist, wie bisher, der extensive Bruch:

_ A 4y, 4,
0y »= €, €5y €

der Ausdruck fiir ein Polarsystem zweiter Ordnung, wo:
Ay =0, B+ 0 By + a By

@, Ay = a5 By + 055 iy + 055 B
Ay = g By + 035 Ey + 053 Fy

und worin wiederum:

(3) =, 4Ek=1,2,3,
ist, so wird flir jeden Punkt:

4) =116 1 La€s + L36s
seine Polare zp hinsichtlich des Polarsystems p:
(5) ap =4, + pA; + 14,

Nun folgen aber aus (4) durch #uBere Multiplikation mit E,, E,, E; die
Gleichungen:

() EE]=y, [@Bh]l=t, [tE]=1-
1) Vgl. die Gleichung (60) oder die Gleichungen (50) des 31. Abschnitts und die
Gleichung (118) oder die Gleichungen (51) desselben Abschnitts.
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Die Substitution dieser Werte in die Gleichung (5) ergibt daher fiir die
Polare zp des Punktes 2 den Ausdruck:

0 wp = [0 B A+ [0 B4, + [0F;) 4 = Di[aB)4,.

Und aus dieser Gleichung folgt durch &uBere Multiplikation mit 2 fiir die

quadratische Form [z - 2p] die Darstellung:
3

() [z-azp]=[2L]lxd] + [ B[z 4] + [vBy)[z4;] = 2[90]35] [z 4]
1

Hier kommt in jedem Gliede der rechten Seite zweimal der Faktor « vor.
Es liegt daher nahe, die Potenz 2® aus der Summe rechter Hand heraus-
zuziehen. Bei der Wichtigkeit aber, welche die Stellung und die Art der
Zusammenfassung der Faktoren eines Produktes extensiver GroBen besitat,
wird es dann notig, die Stellen, an denen die beiden Faktoren z gestanden
haben, und in die sie also beim Ausmultiplizieren wieder einriicken miiBten,
durch irgendein Zeichen zu markieren. Wir wihlen dazu den Buchstaben I,
setzen also tiberall in die , Liicken®, die durch das Herauszichen der beiden
Faktoren 2 entstehen, das Zeichen I (gelesen ,Liicke®). Dabei soll die
Wahl des FKleinen lateinischen Buchstabens (I) darauf hinweisen, daB der
dieser Liicke zugehorende Faktor — die ,FiillgréBe der Liicke“ — eine
GroBe erster Stufe, d. h. ein Punkt sein muB, der insbesondere durch eine
Strecke vertreten werden kann.

Durch die beschriebene Umformung nimmt die Gleichung (8) die Gestalt an:

1

©) [z-ap]={[EILA]+LE,][14,] +[1LE][14;] ) 2= < > [lEi][lAi]> at.

Hier tritt als Faktor von #? ein ,Liickenausdruck“?) auf, der in jedem
Gliede zwei ,Punktliicken® enthélt, und der sich ferner bei Ausfiillung
dieser Liicken in eine Zahl verwandelt. Wir wollen einen solchen Liicken-
ausdruck eine ,Liickenform zweiter Ordnung® nennen oder etwas be-
stimmter, da z in einem Gebiete dritter Stufe variieren kann, eine ,ternire
Liuckenform zweiter Ordnung® Wir bezeichnen ihn mit einem groBen
lateinischen feftgedruckien Buchstaben, dem wir den unteren Index 2 an-
hingen, um damit die Ordnung der Liickenform anzudeuten. In unserem

1) Der Begriff des Liickenausdrucks findet sich schon, wenn auch unter anderer
Bezeichnung, in der ersten Bearbeitung der Ausdehnungslehre meines Vaters. Siehe
H. GraBmann, Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, § 172 (Gesammelte Werke,
Bd.I, Teil I). Der Name Liickenausdruck und die obige Bezeichnung wurden von ihm
erst in seiner zweiten Bearbeitung der Ausdehnungslehre eingefithrt. Siehe H. GraB-

mann, Die Ausdehnungslehre, Berlin 1862, Nr. 353 ff. (Gesammelte Werke, Bd. I,
Teil 1)
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Falle moge derselbe = A4, gesetzt werden, so daB also:

(10) Ay =[1E)[14,] + DB [14;] + DB} [14,] = DF [LE[14)

wird. Fithrt man in diesen Ausdruck anstatt der Stibe 4, 4,, 4, ihre
Werte aus (2) ein und multipliziert aus, so erhilt man mit Riicksicht auf
(3) fiir die terndre Liickenform zweiter Ordnung A, eine Summe von sechs
Gliedern, néimlich den Ausdruck:

(11) Ay =a  [LET + ap[IE* + ag [LET + 2045 [1 E,] [LE,]
+ 205 [LE][LE ] + 20, [LE, ] [LE,] .

Die quadratische Form [#-2p] nimmt bei Anwendung des Symbols A4, fiir
die in (9) auftretende Liickenform zweiter Ordnung die Gestalt an:

(12) [z xp] = A28,
und die Gleichung der Polkurve von p verwandelt sich daher in:
(13) A, 2 =0.

Unsere Begriffsbestimmungen bediirfen aber noch einer KErgénzung, wenn
man wiinscht, aus der Liickenform zweiter Ordnung A, auch die bilineare
Form [y - zp] entwickeln zu konnen. Aus (7) ergibt sich durch duberes
Vormultiplizieren mit y fiir diese bilineare Form die Darstellung:

3

(14) [y op) = >} o B) [y A);
1

und aus ihr folgt durch Vertauschung von z und y:

(15) [o-yp] = > [y E][zA].

Da aber nach der ersten Grundgleichung des Polarsystems (Gleichung (61)
des 31. Abschnitts):

(16) [y - xp] = [x cyp]
ist, so wird:
3
1 i Ei A; Ei ‘A'i
(17 [y'xp]=[x~yp]=21 ) By 4]+ v B AL

Nun konnte man entsprechend der Gleichung (14):

[y - ap] — < P [ZEJ[ZA,-J) (zy)

setzen mit der Bestimmung, daB der auBerhalb des Liickenausdrucks in der
geschweiften Klammer zuerst aufgefiihrte Faktor z in jedem Gliede des
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Liickenausdrucks in die erste Liicke einzuriicken habe, der an zweiter Stelle
stehende Faktor ¢ in die zweite Liicke. Und entsprechend der Gleichung (15)
wiirde dann gesetzt werden miissen:

- yp) = ( > [ZEZ-JUAA> (ya).

Indes ist es noch vorteilhafter, von einer solchen Bindung der Liicken an be-
stimmbe Faktoren abzusehen, zumal damit zugleich eine Rangordnung der
Fiillfaktoren eingefiihrt werden wiirde, die fiir die weitere Entwicklung ldstig
werden konnte. Man kann sich aber mit Riicksicht auf die Gleichung (17)
leicht in der Weise helfen, daf man ein Produkt aus einer Liickenform
zweiter oder héherer Ordnung mit einem Produkte entsprechend vieler Fiill-
faktoren definiert als das arithmetische Mittel der Ausdriicke, die man erhill,
wenn man diese Faktoren in allen mioglichen Rethenfolgen in die Liicken der
Liickenform einriicken lift. Dieser Bestimmung entsprechend wire dann
wirklich:

(18) A, {zy) = ( P [lEJ[lAJ) (zy)

3
Y 2By 4] + [y B[z A,
=‘§f [z 5]y ];‘[?/Aj[m ] = [y-2zp] = [z-yp],

also namentlich, wie gefordert:
(19) [#-yp]l =y - apl = 4, {2y} = 4, {y].

Die Bedingung des Konjugiertseins der Punkte x und y hinsichtlich des
Polarsystems zweiter Ordnung p lautet somit:

(20) A, (zy} =0.

Will man schlieflich noch den Ausdruck A, {2y} von der das Produkt
zy umschliefenden Klammer befrelen, so braucht man nur noch das Pro-
dukt A,z als diejenige ,,Liiickenform erster Ordnung® zu definieren, die
aus dem Ausdrucke (18) fiir das Produkt 4, {zy} hervorgeht, wenn man in
ihm den Faktor y durch eine Liicke { ersetat, also die Erklirung aufzustellen:

3 3
@) A= (Z (L5 [ug) o — ] EEILA] +1E)(e4)
1 i

Dann wird der Ausdruck 4,xy, den man erhilt, wenn man die Liickenform
A, zuerst mit z multipliziert und sodann das Ergebnis mit y:

3
(22) A,zy — Z [z E ][y 4,] ‘;' [y B ][z 4]

1
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also, wie die Vergleichung mit (18) zeigt, gerade:

(23) Ayxy = A, {xy}.
Die Gleichung (19) lift sich daher auch in der Form schreiben:
(24) [z-yp]=[y - ap] = 4,2y,

und die Bedingung fiir das Konjugiertsein zweier Punkte 2 und y hinsicht-
lich des Polarsystems 4, oder p nimmt die Gestalt an:

(25) A zy = 0.

Das algebraische Produkt zweier Punkte. Das Wesentliche an den soeben
eingefiihrten nenen Begriffshestimmungen liegt darin, dall vermége derselben
die beiden geometrisch gleichberechtigten Punkte # und y, welche hinsicht-
lich des Polarsystems 4, oder p einander konjugiert sind, auch formell als
gleichwertig erscheinen, und daB sich andererseits in dem Produkte zy,
welches in der Gleichung (18) als Faktor der Liickenform A, auftritt, eine
neue Art des Produktes zweier Punkte darbietet, welche fiir das Folgende
eine grundlegende Bedeutung gewinnen wird.

Formell ist dieses Produkt zy im Gegensatze zu dem kombinatorischen
(iuBeren) Produkte [zy] zweier Punkte dadurch charakterisiert, daB seine
beiden Faktoren miteinander ohne Zeichenwechsel vertauschbar sind (vgl. die
Gleichung (19)). Das Produkt 2y unterscheidet sich daher nur noch insofern
von einem gewdhnlichen Produkte der Algebra, als die verkniipften Grofen
nicht Zahlen, sondern Punkte sind. Hinsichtlich seiner Rechengesetze aber
stimmt es mit einem solchen Produkte durchaus iiberein. Aus diesem Grunde
wollen wir das Produkt zy ein algebraisches Produkt nennen?®) und wie
die gewshnlichen Produkte der Algebra durch einfaches Nebeneinanderstellen
seiner Faktoren (ohne umschlieBende scharfe Klammern) bezeichnen. Sollte
eine besondere Bezeichnung zur Unterscheidung von einem kombinatorischen
Produkte notwendig werden, sollte z. B. ein algebraisches Produkt in einem
von einer scharfen Klammer umschlossenen kombinatorischen Produkte auf-
treten, so wollen wir das algebraische Produkt in eine geschweifte Klammer
einschliefen, die wir als eine Schutzklammer bezeichnen konnen, denn
sie soll andeuten, daB die Kraft der scharfen Klammer nur bis zu dieser ge-
schweiften Klammer reichen solle. Auch wenn aus einem anderen Grunde
die EinschlieBung eines algebraischen Produktes in eine Klammer geboten
sein sollte, werden wir dazu eine geschweifte Klammer verwenden, wie dies
bereits gelegentlich auf 5. 173ff. gescheben ist.

Die geometrische Bedeutung des algebraischen Produktes x#y wird sich
uns weiter unten ergeben (vgl. S. 183).

1) Vgl. H. GraBmann, Die Ausdehnungslehre, Berlin 1862, Nr. 364ff. (Gesam-
melte Werke, Bd. I, Teil I1.)
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Das algebraische Produlst zweier Stibe und die Polensform zweiter Ordnung.
Es ist beachtenswert, daf auch jedem einzelnen Gliede der beiden Liicken-
formen (10) und (11) eine geometrische Bedeutung zukommt. Ein jedes
Glied jener beiden Liickenformen ist ndmlich, wenn man von den in dem
Ausdrucke (11) auftretenden Zahlfaktoren absieht, ein Produkt von zwei
Faktoren, welche als Liickenformen erster Ordnung bezeichnet werden knnen,
insofern sie Ausdriicke mit je einer Punktliicke sind, die bei Ausfiillung
dieser Liicke in Zahlgrofen tbergehen. Dadurch wird es bedingt, daB an
der Bedeuntung eines solchen Produktes nichts geindert wird, wenn man
seine Faktoren, d. h. jene Liickenformen erster Ordnung, miteinander ver-
tauscht.

Die Ausdriicke ferner, die aus jenen Produkten bei Ausfiillung ihrer Liicken
durch einen veriinderlichen Punkt # hervorgehen, haben die Eigenschaft, zu
verschwinden, wenn der Punkt # dem Linienpaar angehort, das durch die
beiden in den Faktoren enthaltenen Stibe bestimmt wird. So verschwindet
das Produkt [z E,][#4,], sobald der Punkt 2 ein Punkt des Linienpaars ist,
das die Stibe F, und 4, enthélt, wihrend bei den quadratischen Gliedern
in (11) das betreffende Linienpaar in eine Doppellinie iibergeht. Man kann
daher sagen, dafl die Produkte in den einzelnen Gliedern der Liickenformen
(10) und (11) Linienpaare darstellen, aunfgefaBt als zerfallende Kurven zwei-
ter Ordnung. Und man kann an dieser Bedeutung jener Produkte auch dann
noch festhalten, wenn man zur Vereinfachung der Schreibung der Ausdriicke
(10) und (11) die Liicken und die zugehérigen scharfen Klammern weglift
und die ibrigbleibenden Stabfaktoren E,, 4,, ... zu je einem Produkte
E A,, ... vereinigt, zu dessen Grundeigenschaften entsprechend der oben
erwiahnten Eigenschaft der urspriinglichen Produkte [IF,][14,], ... die Ver-
tauschbarkeit der Faktoren gehort. Die Produkte E, 4,, ... sind daher
ebenso wie oben das Produkt zy als algebraische Produkte zu bezeichnen.

Es bleibt noch iibrig, fiir den Ausdruck, der aus der Liickenform 4, durch
Weglassung seiner Liicken und Vereinigung der in jedem Gliede iibrigblei-
benden Stabfaktoren zu einem algebraischen Produkte entsteht, eine Be-
zeichnung und einen Namen einzufiihren. Wir bezeichnen ihn mit dem
Symbol 4® und nennen ihn die der Liickenform zweiter Ordnung 4,
entsprechende Potenzform zweiter Ordnung. Wir setzen also:

(26) AP =E A + E 4, + E, 4,

und andererseits

(27) AP =0 E*+ a5 B + a5 Fy®+ 200, By By + 205, By By + 204, B, Ey.
Weiter fiigen wir dieser formellen Erklirung der Potenzform zweiter Ord-

nung A® noch die begriffliche Bestimmung hinzu, sie solle dieselbe Kurve
zweiter Ordnung darstellen, die auch durch die Gleichung:

(28} Ay,22 =0,
2
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oder, was dasselbe ist, durch die der Potenzform A® entsprechende Liicken-
form 4, ausgedriickt wird. Auch wollen wir das Polarsystem dieser Kurve
geradezu als ,das Polarsystem zweiter Ordnung 4®“ bezeichnen.

Man sieht ferner noch, daf die oben angegebene geometrische Bedeutung
des algebraischen Produktes zweier Stibe allgemein gilt. Denn sind U und
V zwei ganz beliebige Stibe, so 148t sich das durch sie bestimmte Linien-
paar durch die Gleichung darstellen:

Uz V] =0
und diese kann man auch in der Form schreiben:
QU V]a?=0.

Die dem Linienpaar zugehorige Liickenform zweiter Ordnung A, besitzt

daher den Wert: A, =[IULT],
und der Ausdruck fiir die ihr entsprechende Potenzform A® lautet somit:
A® =TV.

Das algebraische Produkt UV zweier Stibe U und V stellt also das Linien-
paar dar, das durch die beiden Stibe U und ¥V bestimmt wird. Inshesondere
ist das algebraische Quadrat U? eines Stabes U der Ausdruck fiir die doppelt-
zihlende Gerade des Stabes U.

Man kann noch hinzufiigen, daB man umgekehrt aus einer Potenzform
zweiter Ordnung A® die zugehérige Liickenform A4, dadurch ableiten kann,
daf man einem jeden in der Potenzform A® auftretenden algebraischen
Stabfaktor eine Punktliicke I voranstellt und sie mit jenem Stabfaktor durch
eine scharfe Klammer zusammenschlieBt, d. h. zu einem #uBeren Liicken-
produkte vereinigt.

Aus der in der Gleichung (27) gegebenen Darstellung der Potenzform 4®
folgt mit Riicksicht auf die Willkiirlichkeit der sechs ZahlgroBen a,,, dab
die Potenzform zweiter Ordnung A® der allgemeinste Ausdruck ist, der sich
aus ,den sechs Einheiten zweiter Ordnung®

B B, B, BB, IE, IE,

numerisch ableiten 1ift. Dabei sind dann nach dem soeben iiber die Be-
deutung der algebraischen Produkte von Stiben Gesagten diese sechs Ein-
heiten zweiter Ordnung nichts anderes als die drei Doppellinien und die
drei Linienpaare, die man aus den Seiten E,, E,, E; des Fundamentaldreiecks
bilden kann, und die aufgefaBt sind als zerfallende Kurven zweiter Ordnung.

Da tiberdies die Potenzform zweiter Ordnung A® ebenso wie die Glei-
chung (28) jede beliebige Kurve zweiter Ordnung darstellen kann, so erhilt
man den Satz:

Satz 687: Die allgemeinste Potenzform zweiter Ordnung, die
sich aus den sechs Hinheiten zweiter Ordnung numerisch ab-

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene 13,2 12
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leiten 1aBt, ist der Ausdruck fiir eine beliebige Kurve zweiter
Ordnung.

Endlich kann man noch hinzufiigen, daff die Potenzform A® in ihrem
Aufbau mit der algebraischen zweiten Potenz eines Stabes:

(29) U= u,E, + u, Ly + u, E,
d. h. mit dem Ausdruck:
(30) U'=u"E® + u By + 15" E;?

+ 2uu, B By 4 2wy, By F) + 2uw, B, E,,

vollkommene Analogie darbietet und als eine Verallgemeinerung desselben
erscheint. Und eine ganz entsprechende Beziehung herrscht auch zwischen
einer Potenzform » ter Ordnung 4™ und der algebraischen » ten Potenz U”
eines Stabes U, wodurch sich die Wahl des Namens Potenzform fiir Aus-
driicke von der Form A®™ erklirt.

Vergleicht man noch den Ausdruck (27) fiir die Potenzform zweiter Ord-
nung 4 mit der die Gleichung (28) ersetzenden Gleichung der zugehorigen
Kurve zweiter Ordnung in Punktkoordinaten (siehe auch Satz 446):

(BL) @y 2% + Gnlly® + O55%5% + 2055 %e%y + 2051 25T, + 2055415, = 0,
so ergibt sich der Satz:

Satz 688: Aus der linken Seite der Gleichung einer Kurve zwei-
ter Ordnung in Punktkoordinaten in bezug auf ein beliebiges
Fundamentaldreieck erhédlt man die dieser Kurve zugehdrige
Potenzform zweiter Ordnung, indem man die Dreieckskoordina-
ten g, &y, &3 des laufenden Punktes der Kurve durch die Grund-
stibe I, E,, E, des Fundamentaldreiecks ersetzt.

Aus diesem Satze folgen sogleich eine Anzahl Sondersitze: So ist nach
dem Satze 448 die Gleichung:

(32) Og3Lp s + Q5 L5%; + 035L,%, = 0

die Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung, die dem Fundamentaldreieck
e,¢,6, umschrieben ist. Und hieraus kann man nach dem Satze 687 ohne
weiteres den Satz folgern:

Satz 689: Die Potenzform zweiter Ordnung:
(33) Ogg By By + 05, By By + 0y, Fy F,

stellt eine Kurve zweiter Ordnung dar, die dem Fundamental-
dreieck eee; umschrieben ist, und umgekehrt hat die Potenz-
form einer jeden dem Fundamentaldreieck umschriebenen Kurve
zweiter Ordnung die in (33) angegebene Gestalt.

Auf ganz dieselbe Weise liefern die Sitze 450 und 453 die folgenden
Sitze iiber Potenzformen:
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Satz 690: Die Potenzform zweiter Ordnung:

(34) 0 B* + a5 Ep* + 05, BF

stellt eine Kurve zweiter Ordnung dar, die das Fundamental-
dreieck ¢,¢,¢, zum Polardreieck hat, und umgekehrt hat die Po-
tenzform einer jeden Kurve zweiter Ordnung, von der das Fun-
damentaldreieck ein Poldreieck ist, die Form (34).

Und

Satz 691: Die Potenzform zweiter Ordnung:

(35) 0y y? - 20y, B, E,

stellt eine Kurve zweiter Ordnung dar, welche die Geraden der
Stibe £, und E, zu Tangenten und die Gerade des Stabes F; zur
Berithrungssehne hat; und umgekehrt hat die Potenzform einer
jeden Kurve zweiter Ordnung dieser Art die Gestalt (35).

Offenbar konnen in den Sitzen 689—691 an die Stelle der drei Grund-
stibe E,, F,, E,, die der Bedingung:

[E1E2E3] =1

unterliegen, auch drei beliebige Stibe 4, B, C treten, deren planimetrisches
Produkt:
(36) [ABC]=0

ist, deren Geraden also nicht durch einen Punkt gehen. Insbesondere stellt
daher unter der Voraussetzung (36) die Potenzform:

(37) D®=qAd? 4 bB+ cC?
eine Kurve zweiter Ordnung dar, von der das Dreieck mit den Seiten 4, B, C
ein Polardreieck ist.

Hieraus folgt noch, dafl eine Kurve zweiter Ordnung und die 3 doppelt-
zihlenden Seiten eines Polardreiecks dieser Kurve, aufgefaft als zerfallende
Kurven zweiter Ordnung, nicht linear unabhinglg voneinander sind.

Aus der Gleichung (17) des 33. Abschnitts ergibt sich ferner, daf die
Potenzform zweiter Ordnung:

(38) oy By ® + 0p, By
der Ausdruck fiir das Linienpaar ist, das aus den Geraden der beiden Stibe:
(39) Va, By 'f'V:E;)Ez und VE;EL —V::a;Ez

gebildet wird, das also den Punkt e; = [F, E,] zum Doppelpunkt hat und

reell oder konjugiert komplex ist, je nachdem die Koeffizienten a;, und q,,

entgegengesetztes oder gleiches Vorzeichen haben, wihrend nach der Glei-
12*
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chung (19) des 33. Abschnitts das Polarsystem g dieses reellen oder kon-
jugiert komplexen Linienpaars durch den Bruch dargestellt wurde:

_ay By, 0B, 0
Gy €y €

(40)

In dem Falle eines reellen Linienpaars, d. h. in dem Falle, wo die Koeffi-
zienten a,; und a,, entgegengesetztes Vorzeichen haben, liegen seine beiden
Geraden (39) harmonisch zu den Geraden ¥, und F,, und die Geraden F,
und E, bilden daber ein Paar der hyperbolischen Involution, die das Ge-
radenpaar (39) in seinem Doppelpunkte e, hervorruft (vgl. den ersten Teil
dieses Bandes S. 212 oben), woraus folgt, daB das Fundamentaldreieck
e, €, ¢; ein Polardreieck jenes reellen Linienpaars ist, was auch aus der
Gestalt der Potenzform (38) oder des Bruches (40) entnommen werden kann.

In dem Falle eines konjugiert komplexen Linienpaars, d. h. in dem Falle,
wo die Koeffizienten a,, und a,, dasselbe Vorzeichen haben, kann man fast
wortlich die Entwicklung des ersten Teils dieses Bandes S. 239f wieder-
holen. In der Tat stellt in diesem Falle die Potenzform (38) die beiden kon-
jugiert komplexen Geraden:

(41) VE‘;E1 + iVE‘;Ez und V&:El — iV°—22E2

dar, deren Schnittpunkt wieder reell ist, nimlich mit der Ecke ¢, des Fun-
damentaldreiecks zusammenfillt, und dessen Polarsystem e, wie oben in (40)
durch den Bruch:

(42) e =

Oy By, 0y By, O
&, €, &

ausgedriickt wird, nur daf jetzt die Koeffizienten a,, und a,, dasselbe Vor-
zeichen haben.

Die geometrische Bedeutung des Polarsystems e, dessen Polkurve das kon-
Jjugiert komplexe Linienpaar ist, ergibt sich wieder durch seine Beziehung
zu der elliptischen Strahlinvolution:

_ OBy, — oy By

d. h. zu derjenigen elliptischen Strahlinvolution mit dem Scheitel e,, welche
durch die beiden sich trennenden Strahlpaare:

E, E, uwnd E +E, —oa,FE +a,FE,

bestimmt wird. Man kann némlich den Bruch fiir die elliptische Strahl-
involution € auch in der Form schreiben:

E;, 0, E. 0, B, 0y, F,
(44 G = M1ty Bty Gi Ly, Op By
(44 — &y, E leces], Tes 6]

Ist daher:
(45) z=1ye + e, + Lye
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ein beliebiger Punkt der Ebene, so wird der Strahl, der ihn mit dem Scheitel
¢, der betrachteten Strahlinvolution verbindet, durch die Summe dargestellt:

(46) [ze] = ti[e 5] + Laleats].

Dieser Strahl aber wird durch die elliptische Strahlinvolution € wegen (44)
iibergefithrt in den Strahl:

(47) [26,]€ = 1,0y, By + L0y, Fy.

In genau denselben Stab wird aber der Puunkt x durch das Polarsystem e
umgewandelt. Wegen (42) wird nidmlich:

(48) we =¥ 0. By + Lp05 Ey,
und es besteht daher zwischen den Briichen e und € die Beziehung:
(49) re = [ze]E.

Man sieht also: Das Polarsystem e ist von der elliptischen Strahlinvolution
€ nur unwesentlich verschieden; denn dasselbe weist einem jeden Punkte 2
der Ebene einen Strahl des Strahlbiischels mit dem Scheitel ¢; zu, und zwar
gerade denselben Strahl, welcher der Verbindungslinie des Punktes # und
des Scheitels e; durch die elliptische Strahlinvolution € zugeordnet wird.

Hieraus folgt zugleich mit Riicksicht auf den ersten Teil dieses Bandes,
8. 212 oben, daB die elliptische Strahlinvolution @ diejenige Involution ist,
die das einfach entartende Polarsystem e in seinem Nullpunkte (Doppel-
punkte) hervorruft.

Eine Bestitigung dieser Beziehungen zwischen dem Polarsystem e und
der elliptischen Strahlinvolution € gewinnt man leicht, indem man zeigt,
daB die beiden durch die Potenzform (38) dargestellten konjugiert kom-
plexen Geraden (41), die die Polkurve des Polarsystems e bilden, die Dop-
pelstrahlen der elliptischen Involution € sind, also durch Multiplikation mit
dem Bruche @ bis auf einen Zahlfaktor in sich iibergefiihrt werden. In der
Tat folgt aus (43), daB:

(Vay By + V05, Ep) € = a5, Vo, By F iy Vg, By
= F Vo Vou(Vou By +1V0yEy)
ist. Auf Grund dieser Zusammenhiinge zwischen den Abbildungen e und €

nennen wir in Ubereinstimmung mit dem ersten Teil dieses Bandes, S. 240
das Polarsystem e ,das Polarsystem der elliptischen Strahlinvolution €.

Ubrigens 148t sich auch leicht dasjenige Strahlpaar der elliptischen Strahl-
involution € angeben, das von dem Strahlpaar E,, E, harmonisch getrenni
wird (vgl. den Satz 118). Offenbar ist dies das Strahlpaar:

9 Oy Lo47 = Ogg Loy
(50) u s’ E;’
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oder, was dasselbe ist, das Strahlpaar:

(51) V‘E-EE +1/62;E27 Va;E1 _V@EQ
Denn der Bruch (43) zeigt, dafl dem Strahle:
(52) Vau By +V B,

durch die elliptische Involution & der Strahl:
Ugs Vay By — 0y, Vg B,

zugewiesen wird oder, was dasselbe ist, der Strahl:

(53) — Vo Vo, (Voy By — Vo, ),
womit die obige Behauptung bewiesen ist.

Den Hauptinhalt dieser Ergebnisse kann man in dem Satze zusammen-
fassen:

Satz 692: Die Potenzform zweiter Ordnung:

(38) a3 B 4 g By*

stellt ein Linienpaar mit dem Doppelpunkt [E, F,| dar, und zwar
ein reelles oder konjugiert komplexes Linienpaar, je nachdem
die Koeffizienten a; und a, entgegengesetztes oder gleiches
Vorzeichen haben. In dem letzteren Falle bildet das durch die
Potenzform (88) dargestellte konjugiert komplexe Linienpaar
die Doppelstrahlen derjenigen elliptischen Strahlinvolution,
welche die beiden sich harmonisch trennenden Geradenpaare
E,, E, und

(50) Uy By* — 059 By

zu Paaren der Involution hat.

Die Liicken- und Potensform szweiter Klasse. Zu ganz entsprechenden
Liicken- und Potenzformen wird man gefihrt, wenn man von dem Bruche:

_ Wy Oy, Gy
(®4) P=35 5 &

fiir ein Polarsystem zweiter Klasse ausgeht, wo:
ay = Uy e 4+ Upgey -+ Uggey
(55) ag = Wy e, + Uppep + Upgey
a; = Ui + Wsge, + gz ey,

und worin wiederum:

(56) %[kr} = g{im k=1, 2,3,
ist. Fiir jeden beliebigen Stab:

(57) U=uwE +1E, + L,
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wird dann sein Pol hinsichtlich des Polarsystems P:

(58) UP=1ua, + ty0y + Ugdy.
Nun folgen aber aus (57) durch Vormultiplizieren mit ¢;, e,, ¢; die Gleichungen:
(59) [ Ul=1, [6U]=1, [6U]=1u,

und die Substitution dieser Werte in die Gleichung (58) ergibt fiir den Pol
UP den Ausdruck:

3
60)  UP=[eUla+6Ulay + [6Tla, =] [4 U] a.

Aus dieser Gleichung folgt ferner durch duBere Multiplikation mit U fiir die
quadratische Form [U - UP] die Darstellung:

3
61) [U-UP]l=[e,Ullay UL+ [es Ulla, U]+ 1es Ullas Ul = Z [eUlaU).

Jetzt bezeichnen wir eine Liicke, in die eine GroBe zweiter Stufe, d. h. ein
Stab, einriicken soll, der insbesondere auch durch ein Feld vertreten werden
kann, mit dem Buchstaben I und setzen den Liickenausdruck, der aus der
rechten Seite von (61) hervorgeht, wenn man an die Stelle des Stabes U die
Liicke L treten 1aBt = a,, setzen also:

(62) @, = [e, L1 L] + [ L1[a, L] + [e, L[, I] = >} [e, L1[a L],

und nennen den Ausdruck a, eine ,ternire Liickenform zweiter
Klasse®

Man bekommt fiir sie eine zweite Darstellung, wenn man in (62) anstatt
der Punkte a,, a,, a; ihre Werte aus (55) einfiihrt und unter Beriicksich-
tigung von (56) ausmultipliziert. Dadurch ergibt sich fiir a, der Ausdruck:

(63) a, = U, [, LT + Upsleg L) + Ugs[e; L)
+ 2Wy;[e, L][e; L] + 2y [e; Lifey L} + 2% [e, L][e, L]

Ferner erhilt man fiir die quadratische Form [U- UP] und die bilineare
Form [U - V' P] die Darstellung:

(64) [U-UP]=a,U?

(65) [U.- VP =[V-UP|=a,{UV}=aUV.
Die Gleichung der Polarkurve von P verwandelt sich daher in:
(66) a,U? =0,

und die Bedingung fiir das Konjugiertsein zweier Geraden U und V hin-
sichtlich des Polarsystems zweiter Klasse P nimmt die Form an:

(67) a,{ UV} =0 oder auch

(68) a, UV =0.
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Endlich findet man fiir die der Liickenform zweiter Klasse a, ent-
sprechende Potenzform zweiter Klasse a® die Darstellung:

(69) a® = e a, + ¢,a, + ¢;a; oder auch
(T10) a® =U e+ WUppe,® + Ugzes® + 2Unsepe5 + 2U; 050 4 2Wjge, €2,

wobei wir wieder zu dieser formellen Erklirung der Potenzform zweiter
Klasse a® die begriffliche Bestimmung hinzufiigen, die Potenzform zweiter
Klasse a® solle dieselbe Kurve zweiter Klasse darstellen, die auch durch
die Gleichung (66) oder, was dasselbe ist, durch die der Potenzform a® ent-
sprechende Liickenform a, ausgedriickt wird. Auch wollen wir wieder das
Polarsystem dieser Kurve geradezu als ,,das Polarsystem zweiter Klasse a(®“
bezeichnen.

Hiermit erledigt sich zugleich die oben aufgeworfene Frage nach der
geometrischen Bedeutung des algebraischen Produktes zy zweier Punkte z
und y. Man erkennt, daBl dasselbe nichts anderes darstellt als das Punkt-
paar z, y. Denn die Stabgleichung dieses Punktpaars lautet:

[#U][y U] = 0;
und diese kann man auch in der Form schreiben:

[# L]y L] U* = 05
die dem Punktpaar zugehorige Liickenform zweiter Klasse a, besitzt daher
den Wert: a, = [z L][y L], und der Ausdruck fiir die ihr entsprechende
Potenzform a? lautet somit:

a® = zy.

Das algebraische Produkt zy zweier Punkte z und y stellt also wirklich das
Punktpaar z, y dar. Insbesondere ist das algebraische Punktquadrat 2% der
Ausdruck fiir den doppeltzéhlenden Punkt .

Man kann noch hinzufiigen, da man umgekehrt aus einer Potenzform
zweiter Klasse a® die zugehorige Liickenform dadurch ableiten kann, daB
man hinter cinem jeden in der Potenzform a® auftretenden algebraischen
Punktfaktor eine ,Stablitcke® L einschaltet und sie mit jenem Punkifaktor
durch eine scharfe Klammer zusammenschlieBt, d. h. zu einem #uBeren
Liickenprodukte vereinigt.*)'

Aus der in der Gleichung (54) gegebenen Darstellung der Potenzform a®
folgt ferner wieder wegen der Willkiirlichkeit der sechs ZahlgrsBen .., daB
die Potenzform zweiter Klasse a® der allgemeinste Ausdruck ist, der sich
aus ,,den sechs Einheiten zweiter Klasse“:

e’ &% &% a6, 66, €6

1) In der Geometrie der Ebene wiirde es keinen Unterschied bedingen, wenn man
entsprechend wie beim Dualistischen die Stablicke dem Punktfaktor voranstellte, stath
sie ihm folgen zu lassen. Die oben gegebene Festsetzung hat aber den Vorzug, eine
unmittelbare Ubertragung auf den Raum zu gestatten.
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numerisch ableiten 1iBt. Dabei sind dann nach dem soeben iiber die alge-
braischen Produkte von Punkten Gesagten diese sechs Einheiten zweiter
Klasse nichts anderes als die drei doppeltzihlenden Punkte und die drei
Punktpaare, die man aus den Ecken ¢, ¢, ¢, des Fundamentaldreiecks bil-
den kann, und die aufgefaft sind als zerfallende Kurven zweiter Klasse.

Und da ferner die Potenzform zweiter Klasse a® ebenso wie die Glei-
chung (66) jede beliebige Kurve zweiter Klasse darstellen kann, so hat man
den Satz:

Satz 693: Die allgemeinste Potenzform zweiter Klasse, die sich
aus den sechs Einheiten zweiter Klasse numerisch ableiten 1iBt,
ist der Ausdruck fir eine beliebige Kurve zweiter Klasse.

Endlich sieht man noch, daB die Potenzform zweiter Klasse a® mit der
algebraischen zweiten Potenz eines Punktes: ‘

(1) =Y e + Ly + L6y,

d. h. mit dem Ausdruck:

(12) 2 =1y’ + 5’6" + 56" + 2Lt + 25t 66 1+ 2L L6 6,
vollkommene Analogie darbietet und als Verallgemeinerung desselben er-
scheint, wodurch sich die Bezeichnung Potenzform zweiter Klasse erklért.

Vergleicht man den Ausdruck (70) fiir die Potenzform zweiter Klasse a®

mit der Gleichung der zugehorigen Kurve zweiter Klasse in Linienkoordi-
naten (siehe Satz 447):

(13) Wyyuy® +Wygut® + Aggu,® + 2Wpguo 1ty + 25 w1ty + 2 A w1, = 0,

so ergibt sich der Satz:

Satz 694: Aus der linken Seite der Gleichung einer Kurve zwei-
ter Klasse in Linienkoordinaten in bezug auf ein beliebiges Fun-
damentaldreieck erhdlt man die dieser Kurve zugehorige Potenz-
form zweiter Klasse, indem man die Dreieckskoordinaten u,,u,,u,
der laufenden Tangente der Kurve durch die Grundpunkte e,e,,e¢;
des Fundamentaldreiecks ersetzt.

Aus diesem Satze folgen wieder eine Anzahl Sondersitze: So ist nach
dem Satze 456 die Gleichung:

(14) Upg ity + Ay gy + Ao muy =0
die Gleichung einer Kurve zweiter Klasse, die dem Fundamentaldreieck ¢, ¢,¢;
eingeschrieben ist. Und hieraus kann man nach dem Satze 694 ohne weiteres
den Satz folgern:

Satz 695: Die Potenzform zweiter Klasse:
(75) Upseze; + Agyese; + Apneyey

stellt eine Kurve zweiter Klasse dar, die dem Fundamental-
dreieck e e,e; eingeschrieben ist, und umgekehrt hat die Potenz-
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form einer jeden dem Fundamentaldreieck eingeschriebenen
Kurve zweiter Klasse die in (75) angegebene Gestalt.

Auf ganz dieselbe Weise liefern die Gleichungen (50) und (68) des
33. Abschnitts die folgenden S#tze iber Potenzformen:

Satz 696: Die Potenzform zweiter Klasse:

(76) Ayye,” + Agpey® + Agzey®
stellt eine Kurve zweiter Klasse dar, die das Fundamentaldrei-
seit I, B, Ii; zum Poldreiseit hat, und umgekehrt hat die Potenz-

form einer Kurve zweiter Klasse, von der das Fundamentaldrei-
seit ein Poldreiseit ist, die Gestalt (76).

Und
Satz 697: Die Potenzform zweiter Klasse:
) Wssey” + 2U g 0

stellt eine Kurve zweiter Klasse dar, welche durch die Punkte
e, und e, hindurchgeht und in ihnen von den Geraden [ge] und
[ese;] beriithrt wird; und umgekehrt hat die Potenzform einer jeden
Kurve zweiter Klasse dieser Art die Gestalt (77).

Auch hier kann man wieder in den Sitzen 695—697 die drei Grund-
punkte ¢, ¢, ¢, die der Bedingung:

[ereyes] =1
unterliegen, durch irgend drei Punkte a,b, ¢ ersetzen, deren duBeres Produkt:
(18) [abe] =0

ist, die also nicht in einer geraden Linie liegen. Insbesondere stellt daher
unter der Voraussetzung (78) die Potenzform:

(79) a® =aa® + 0b% + cc?

eine Kurve zweiter Klasse dar, die das Dreiseit mit den Ecken a, b, ¢ zum
Poldreiseit hat.

Hieraus folgt noch, daB eine Kurve zweiter Klasse und die 3 doppelt-
zihlenden Ecken eines Poldreiseits dieser Kurve, aufgefaBit als zerfallende
Kurven zweiter Klasse, nicht linear unabhiingig voneinander sind.

Aus der Gleichung (52) des 33. Abschnitts ergibt sich ferner, daB die
Potenzform zweiter Klasse:

(80) Ajye + Apgey?
der Ausdruck fiir das Punktpaar ist, das aus den Punkten:
(81) Ve +V—Uye, und Ve, —V—Uye

gebildet wird, das also die Grerade [, ¢,] zum Triger hat und reell oder kon-
jugiert komplex ist, je nachdem die Koeffizienten 2, und ¥,, entgegen-
gesetztes oder gleiches Vorzeichen haben.
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In dem Falle eines reellen Punktpaares liegen seine Punkte harmonisch
zu den Punkten ¢ und ¢,; in dem Falle eines konjugiert komplexen Punki-
paares kann man auch sagen: Die Potenzform (80) stellt bei gleichem Vor-
zeichen der Koeffizienten ;, und 9, die Doppelpunkte derjenigen ellip-
tischen Punktinvolution dar, die durch die beiden sich trennenden Punki-
paare e, e, und ¢, + ¢, — A e, + Wsye, oder auch durch die beiden sich
harmonisch trennenden Punkipaare e,, e, und

(82) Ajse® — Upey’

bestimmt wird (vgl. das Dualistische auf S. 1801f.).

Den Hauptinhalt dieser Ergebnisse kann man in dem Satze zusammen-
fassen:

Satz 698: Die Potenzform zweiter Klasse:

(80) Ajye” + Agey®

stellt ein Punktpaar mit dem Triger [ee,] dar, und zwar ein
reelles oder konjugiert komplexes Punktpaar, je nachdem die
Koeffizienten %, und %y entgegengesetztes oder gleiches Vor-
zeichen haben. In dem letzteren Falle bildet das durch die Po-
tenzform (80) dargestellte konjugiert komplexe Punktpaar die
Doppelpunkte derjenigen elliptischen Punktinvolution, welche
die beiden sich harmonisch trennenden Punktpaare ¢, ¢, und

(82) Ajye2 — Upp

zu Paaren der Involution hat.

Das kombinatorische Produkt aus einer Potenzform sweiter Ordnung und
einer Potenzform gweiter Klasse. Von besonderem Interesse sind die Pro-
dukte, die entstehen, wenn man eine Potenzform zweiter Ordnung mit einer
Potenzform zweiter Klasse kombinatorisch multipliziert oder umgekehrt,
d. h. kombinatorische Produkte von der Form:

[A®D®] und [6®A®],

unter A® und b® beziehlich zwei Potenzformen zweiter Ordnung und
zweiter Klasse verstanden.

Wir definieren diese beiden kombinatorischen Produkte durch die Glei-
chungen:

(83) [A®D®] = 4,b® und (84) [b®AD] = b, A,

d. h. wir setzen diese kombinatorischen Produkte demjenigen Produkten
gleich, die sich ergeben, wenn man jedesmal die erste von den beiden in
dem kombinatorischen Produkt enthaltenen Potenzformen durch die ihr zu-
gehorende Liickenform ersetzt, wihrend man die extensiven Faktoren der
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Glieder der zweiten Potenzform als FiillgroBen ansieht, die zur Ausfiillung
der Liicken jener Liickenform dienen sollen.?)
Insbesondere wird dann wegen (83) (vgl. auch S. 173f):

[{EzEk} {eres}] = [ZEZ][ZE]C e.e

$

oder

(85) [(EF,} {e6,)] = rtlleatil - Lo Tile. B,

Ist daher das Indexpaar ¢, %, auch abgesehen von der Reihenfolge der beiden
Indizes, verschieden von dem Indexpaar 7, s, also:

sowohl  (a) 4, k=r,s)

wie auch (b) 4,k=s,r|’
so verschwindet das erste Glied des Zahlers der rechten Seite von (85)
wegen (a) und das zweite Glied wegen (b); es gilt also die Gleichung:

hl b, I
(86> [{E‘E’C} {eres}] = O, sobald sowo ?y + r,$

Insbesondere wird:

(87) [Efe? =0, sobald ¢==r.
Dagegen wird fiir ¢ 4=k
HEE,} {ee)]=[IEIIE]ee,
— [e; By] (e By] + [ Bl [e: 5]
2

wie auch ¢, k==s,7.

1,
2

Und da in dem algebraischen Produkte e¢e, die beiden Faktoren ohne
Zeichenwechsel vertauschbar sind, so besitzt denselben Wert auch das

Produkt:

{EE,) {eel],
d. b. es gelten die Formeln:
[{E.E,} {ee)

(88) [(Z,5,) (o0,

] = 1
: i+k.

1= EE

1) Vgl hierzu und zum folgenden: H. GraBmann, Verwendung der Ausdehnungs-
lehre fiir die allgemeine Theorie der Polaren und den Zusammenhang algebraischer
Gebilde, Journal fir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 84 (1878), S. 277f.
(Gesammelte Werke, Bd. II, Teil I, S.287f) Eine Verallgemeinerung der in dieser
Arbeit eingefiihrten Produktbildungen sind die mehrfaltigen Produkte E. Miillers,
die zu dem Gordanschen Faltungsproze8 in Beziehung stehen. Siehe: E. Miiller,
Eine Weiterbildung der GraBmannschen Ausdehnungslehre im Sinne der Invarianten-
theorie, Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 23 (1914), S. 1021f,
und: E. Miiller, Beitriige zur GraBmannschen Ausdehnungslehre, II. Mitteilung:
AuBere Produkte und Faltprodukte bindrer algebraischer Grofien, Sitzungsberichte der
Akademie der Wissenschaften in Wien, Mathem.-naturw. Klasse, Abteilung Ila, Bd. 127
(1918), S.1651f.
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Ferner wird:

[EBe’] =[IE][IE]e} =[eE][e, B] =1, also:
(89) [BFef] ~ 1.

Auf Grund der so gewonnenen Formeln kann man leicht die Ableit-
zahlen @, einer Potenzform zweiter Ordnung A® durch diese Potenzform
ausdriicken. Wegen der Formeln (86) bis (89) folgen n#mlich aus (27)
durch kombinatorische Multiplikation mit ¢? und ¢e,, 4,%k =1, 2, 3, die
Gleichungen:

(90) [4Pef] = qa,,, t=1,2,3, und
1) [4P{e.e}] = ay, 4,k=1,2,3.

Ferner wird nach (27) und (70):

[APVO] = [(a, Bi®+ -+ + 2055 By By + - ) (Byy 07 4 -+ + 2Bgse05+ -+ ).

Und wegen (86) bis (89) erhdlt man hieraus beim Ausmultiplizieren der
rechten Seite:

(92) [APD0®] = a;;B,; + 055B5 + 33By5 + 2055V + 203, By, + 20,8y,
Ebenso beweist man auf Grund der Gleichung (84), daf:

(93) [DPDAD] =B, 01y + Bay g + Byslgs + 2Bps s + 2By 050 + 2Byp0
ist, woraus noch folgt, daB:

(94) [A® 5] = [p® 4]

ist. Man hat also den Satz:

Satz 699: Die Faktoren eines kombinatorischen Produktes aus
einer Potenzform zweiter Ordnung und zweiter Klasse sind ohne
Zeichenwechsel vertauschbar.

Aus diesem Satze ergibt sich noch mit Riicksicht auf die Gleichungen
(83) und (84), dab man zur Bildung des kombinatorischen Produktes zweier
Potenzformen zweiter Ordnung und zweiter Klasse ebenso gut wie die erste
Potenzform auch die zweite Potenzform durch ihre zugehorige Liickenform
ersetzen und dafiir die extensiven Faktoren der Glieder der ersten Potenz-
form als FillgréBen ansehen kann, die zur Ausfiillung der Liicken jener
Liickenform dienen sollen.

Zur Bestitigung moge das Produlkt [ { E, E,} {¢.e,] ] nach dem soeben an-
gedeuteten Verfahren entwickelt werden. HEs wird:

[{E,B,)} {e.e,}] = E, E,[e, L1[e, 1] = P BMl 1 I Tl il

was mit der (leichung (85), abgesehen von der Stellung der Zahlfaktoren
im zweiten Gliede des Zahlers der rechten Seite, {ibereinstimms.

Beziehung zwischen dem kombinatorischen Produkt zweier Potenzformen
sweiter Ordnung und zweiter Klasse und dem kombinatorischen Prodult der
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sugehdrigen extensiven Briiche. Man iiberzeugt sich ferner leicht, daB das
kombinatorische Produkt der beiden Potenzformen A® und 5® zu dem
kombinatorischen Produkt der extensiven Briiche p und Q, die den beiden
Potenzformen A® und b® zugehiren, in einer engen Beziehung steht.

Um diesen Zusammenhang zu finden, braucht man nur die Gleichung (29)
des vorigen Abschnitts, d. h. die Gleichung:

(95) [PQ]= 5{a;; B+ a3eByy + 53 Bygy + 205 By5 + 205, By, + 20,8, }

mit der Gleichung (92) zu vergleichen, wodurch man die gewiinschte Be-
ziehung erhilt:

(96) [0 Q] =5 [4P0?].
Sie enthilt den Satz:

Satz 700: Das kombinatorische Produkt aus den extensiven
Briichen zweier Polarsysteme zweiter Ordnung und zweiter
Klassé ist gleich dem dritten Teil des kombinatorischen Pro-
duktes aus den entsprechenden Potenzformen zweiter Ordnung
und zweiter Klasse.

Apolare Potenzformen zweiter Ordnung und zweiter Klasse. Auf Grund
des Satzes 700 lift sich die Bedingungsgleichung:

[pQ]=0

fiir die Apolaritiit zweier Polarsysteme zweiter Ordnung und zweiter Klasse
p und Q unter Benutzung der entsprechenden Potenzformen 4® und b®
auch in der Form schreiben:

97) [406®] =0,

und man hat den Satz:

Satz 701: Zwei Potenzformen zweiter Ordnung und zweiter
Klasse sind dann und nur dann zueinander apolar, wenn ihr
kombinatorisches Produkt verschwindet, d. h. wenn die Glei-
chung besteht:

(97) [A4®0@] =0.

Es ist dabei wohl zu beachten, daf die Form (97) der Apolarititsgleichung
speziell den Eigenschaften der Polarsysteme angepaBt ist (vgl. S. 150f. und
15621.). Fiir zwei nicht involutorische Reziprozititen r und § dagegen muf
man auf die alte Form der Apolarititsgleichung, néimlich die (leichung:

[8]=0,

zurtickgreifen.

Das kombinatorische Produkt aus einer Potenzform zweiter Ordnung und
cinem algebraischen Punktquadrat oder einem algebraischen Produkt zweier
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Punkte. Ersetzt man in der Gleichung (97) die Potenzform zweiter Klasse

b® durch ein algebraisches Punktquadrat 2%, so nimmt die Apolarititsglei-
chung (97) die Form an:

(98) [4®%] —0,
und dieser kann man nach (83) auch die Gestalt geben:
(99) Ayt =0,

welehe mit der Gleichung (13) tibereinstimmt. Die Gleichung (98) sagt also
aus, daB der Punkt z auf der Polkurve des Polarsystems zweiter Ordnung
A® liegt. Man hat daher den Satz:

Satz 702: Eine Kurve zweiter Ordnung 4® ist zu einem doppelt-
sihlenden Punkte #* dann und nur dann apolar, wenn der Punkt 2
auf der -Kurve 4@ liegt.

Dieser Satz ist nur eine andere Fassung des Satzes 672.

Legt man ferner in der Gleichung (97) der Potenzform b® den Wert zy

bel, wo # und y zwei Punkte sind, so erhilt die Apolaritidtsgleichung (97)
die Form:

(100) [4®{ay}] =0,

welche wiederum gleichbedeutend ist mit der Gleichung:

(101) A,zy =0,

die mit der obigen Gleichung (25) iibereinstimmt; und man hat somit nach
S.175 den Satz:

Satz 703: Ein Polarsystem zweiter Ordnung A® ist zu einem
Punktpaar zy dann und nur dann apolar, wenn die Punkte z, y
des Punktpaares hinsichtlich des Polarsystems A4® konjugiert
sind.

Sicbenter Satz von Chr. v. Staudt. Begriff eines Polvierseits eines Polar-
systems zweiter Ordnung. Dritte Lagenbeziehung zweier apolaren Polarsysteme.
Auf Grund dieses Satzes kann man leicht einen wichtigen Satz entwickeln,
der von Chr. v. Staudt bewiesen worden ist.

Sind nimlich die Punkte der beiden Punktpaare ab und cd hinsichtlich
eines Polarsystems zweiter Ordnung A® konjugiert, bestehen also die Glei-

Eilg;)g - {[A@{ab}] ~0 und
[4®{cd}] =0,

so folgt aus ihnen durch Multiplikation mit zwei beliebigen Zahlgroben g

und § und Addition die Gleichung:

(103) [A®(gab + hed)] =0,
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welche aussagt, daB auch die Potenzform zweiter Klasse:
(104) b® = gab 4+ hed

zu der Potenzform zweiter Ordnung A® apolar ist.

Die Potenzform zweiter Klasse (104) stellt aber eine Kurve zweiter Klasse
dar, die dem Vierseit mit den Gegenecken a und b, ¢ und d eingeschrieben
ist. In der Tat wird die Gleichung:

(105) glaUNbUT + H[cU][dU] =0
der zu der Potenzform (104) zugehorigen Kurve zweiter Klasse durch jeden
Stab U erfiillt, der mit einer der vier Seiten [ac], [ad], [b¢], [bd] dieses
Vierseits in eine Gterade f#llt.

Man hat also den Satz:

Satz 704: Die Potenzform zweiter Klasse:

(104) b® = gab + Hed

stellt eine Kurve zweiter Klasse dar, die dem vollstindigen
Vierseit eingeschrieben ist, das die Punkte des Punktpaares ab
und ebenso die des Punktpaares ¢d zu Gegenecken hat (vgl. die
weiter unten folgende Fig. 92).

Bezeichnet man noch das dritte Paar Gegenecken des soeben beschrie-
benen vollstindigen Vierseits mit e, f, so liBt sich auch das Punktpaar ef
als Vielfachensumme der Punktpaare ab und ¢d, d. h. in der Form:

(106) ef = gab + hed,

ausdriicken. Denn auch dieses Punktpaar kann als eine dem Vierseit ein-
geschriebene Kurve zweiter Klasse aufgefalt werden (vgl. auch den ersten
Teil dieses Bandes, S. 3324f,, sowie S. 88ff. des ersten Bandes). Nach (103)
besteht also auch die Gleichung:

(107) [4®{ef)] =0y

und diese zeigt, dal auch die Punkte ¢ und f hinsichtlich des Polarsystems
zweiter Ordnung A® konjugiert sind. Zur Erliuterung kann die unten fol-
gende Fig. 92 dienen. Man hat somit den Satz:

Satz 705: Siebenter Satz von Chr. v. Staudt!): Sind zwei Paar
Gegenecken eines vollstindigen Vierseits hinsichtlich eines

1) Vgl v. Staudt, Uber die Kurven II. Ordnung (Programmschrift). Niirnberg 1831.
Nr.52. Neun Jahre spiter wurde der Satz auch von O. Hesse verdffentlicht in seiner
Dissertation: De octo punctis intersectionis trium superficierum secundi ordinis, Jour-
nal fir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 20 (1840), S. 301 (Gesammelte
Werke, Miinchen 1897, 8. 41). Der Satz wird daher vielfach als Satz von Hesse be-
zeichnet, Vgl hiersu Th. Reye, Die Geometrie der Lage. Erste Abteilung. Fiinfle
Auflage. 8.251.



Abschnitt 47, Gleichungen (104) bis (110), Satz 704 bis 706 193

Polarsystems zweiter Ordnung konjugiert, so gilt dasselbe auch
von dem dritten Paar.

Sagt man dann noch von einem vollstindigen Vierseit, von dem zwei
Paare Gegenecken und damit nach dem siebenten Satze von Chr. v. Staudt
(Satz 705) auch das dritte Paar hinsichtlich eines Polarsystems (emer Kurve)
zweiter Ordnung konjugiert sind
(,konjugierte Pole“ sind), es sei
ein ,Polvierseit jenes Polar-
systems (jener Kurve) zwei-
ter Ordnung®, so kann man
mit Riicksicht auf 8. 190 den ¢
Satz 704 auch in der Form aus-
sprechen (Fig. 92): @

Satz 706: Dritte Lagenbe-
ziehung zweier apolaren
Polarsysteme?): Ist die Po-
larkurveeines Polarsystems 4@
zweiter Klasse b® einem Fig. 92
Polvierseit eines Polarsystems zweiter Ordnung 4® eingeschrie-
ben, so besteht zwischen den Potenzformen beider Polarsysteme
die Gleichung:

(7 [4®0®] =0,

d.h. die beiden Polarsysteme sind zueinander apolar.

Das kombinatorische Produkt aus einer Potensform zweiter Klasse und
einem Stabgquadrat. Die Vielfachensumme von vier algebraischen Stabquadraten
und ihre Reduktion auf eine Vielfachensumme von drei Stabgquadraten. Zu dem
Satze 702 erhalt man das dualistische Gegenstiick, wenn man die Apolaritits-
gleichung in der Form schreibt:

(108) [D®A®] =0

und in ihr die Potenzform zweiter Ordnung A® durch das Stabquadrat U2
ersetzt. Dadurch erhilt die Gleichung (108) die Form:

(109) 6@ U?*] =0,
die man nach (84) auch durch die Gleichung ersetzen kann:
(110) b,U? =0,

welche ihrer Form nach mit der Gleichung (66) iibereinstimmt. Die Glei-
chung (109) sagt daher aus, daB die Gerade des Stabes U die Polarkurve des
Polarsystems zweiter Klasse b® beriihrt. Man hat somit den Satz:

1) Vgl. auch die Umkehrung in Satz 714.
GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene 11,2 13
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Satz 707: Eine Kurve zweiter Klasse b® ist zu einem doppelt-
zihlenden Stabe U? dann und nur dann apolar, wenn die Gerade
des Stabes U eine Tangente der Kurve b® ist.

Sind vier algebraische Stabquadrate 4% B% C% D? zu einer Kuvve zweiter
Klasse b® apolar, bestehen somit die vier Gleichungen:

(111) [p4%1=0, [b9B* =0, [bAC =0, [BDD*]=0,

so wird nach dem Satze 707 die Kurve b® von den Geraden der vier Stibe
4, B, C, D bertihrt, ist also dem von ihnen bestimmten Vierseit ein-
geschrieben, und es folgt durch lineare Verkniipfung der vier Gleichungen
(111), daB zugleich auch die Gleichung:

(112) [6@(ad? + BB+ cC*+ dD*)] =0
erfullt wird. Sie zeigt, daB auch die Potenzform zweiter Ordnung:
(113) AP = aA*+ 6B+ cC? + dD?

za der Potenzform zweiter Klasse b® apolar ist.

Die geometrische Bedeutung der Potenzform zweiter Ordnung A4® in
(113) 1aBt sich leicht angeben. In der Tat erkennt man sogleich, dall das
Polarsystem zweiter Ordnung 4® das Vierseit A BCD zum Polvierseit hat.
Um dies nachzuweisen, braucht man nur zu zeigen, daf zwei Paar Gegen-
ecken des Vierseits 4 BCD, etwa die beiden Paare Gegenecken:

[AB], [CD] wd [AC], [BD],

hinsichtlich des Polarsystems zweiter Ordnung 4® konjugiert sind. Dies
ergibt sich aber ohne weiteres; denn es wird:
[{(ABIOD}(a A+ b B+ cC?+0 D?)|=[ABL][CDL}{a A*+ 5 B2+ C*+ 5 D)
=0.
Bei Auflésung der runden Klammer rechter Hand und Einfihrung der
Faktoren der Stabquadrate A% B% (2 D? in die Liicken L entsteht némlich

in jedem Gliede ein Produkt zweier planimetrischen Produkte, von denen
sicher eins verschwindet. Es wird daher auch das Produkt:

[{[4CIBD]} (ad? + 6B + ¢ C* + 9 DY) = 0.

Folglich ist das Vierseit 4 BCD wirklich ein Polvierseit von 4®, und man
hat somit den Satz:

Satz 708: Die Potenzform zweiter Ordnung:
(118) A® = ad® 4 0B+ ¢C? 4 pD?

stellt ein Polarsystem zweiter Ordnung dar, welches das Vier-
seit ABCD zum Polvierseit hat.
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Damit ist zugleich eine Bestiitigung des Satzes 706 gewonnen; denn mit
Riicksicht auf den Satz T08 sagt das Zusammenbestehen der Gleichungen
(111) und (112) aus, daB eine Kurve zweiter Klasse 5™, die dem Polvier-
seit ABCD des Polarsystems zweiter Ordnung:

A® =aqd* + 0B 4 cC? + D D?
eingeschrieben ist, zu diesem Polarsystem A® apolar ist.

In dem besonderen Falle, wo in der Gleichung (113) eine von den vier
Ableitzahlen a, b, ¢, b verschwindet, wo also etwa:

b=0
ist, verkiirzt sich die Gleichung (113) zu der einfacheren Form:
(114) A® = ad? 4+ 0B+ cC,

Alsdann hat nach dem Satze 690 (vgl. auch S. 179) das Polarsystem zweiter
Ordnung A® das Dreiseit ABC zum Poldreiseit. Da aber die Gleichung
(114) einen Sonderfall der Gleichung (113) darstellt, insofern sie auch in
der Form geschrieben werden kann:

A® = ad? 4 DB + cC? 4+ 017,

in der D ein ganz beliebiger Stab ist, so kann man mit Riicksicht anf den
Satz 708 den weiteren Satz aussprechen:

Satz 709: Ein jedes Poldreiseit 4 BC eines Polarsystems zweiter
Ordnung wird durch eine beliebige Gerade D ihrer Ebene zu
einem Polvierseit des Polarsystems erginzt.

Diesen Satz bestiitigh man leicht rein geometrisch. Ist nimlich 4 BC ein
Poldreiseit eines Polarsystems zweiter Ordnung 4®), so ist jede Seite dieses
Dreiseits die Polare ihrer Gegenecke in bezug auf das Polarsystem A®.
Z.B. ist die Seite A die Polare ihrer Gegenecke [BC] und die Seite B die
Polare ihrer Gegenecke [CA].

Nimmt man jetzt zu dem Poldreiseit 4 BC noch eine ganz beliebige vierte
Gterade D hinzu, so tiberzeugt man sich sogleich, daB in dem Vierseit A BCD
zwei Paare Gegenecken in bezug auf das Polarsystem
A® konjugiert sind, daB dieses Vierseit also ein Pol-
vierseit dieses Polarsystems ist.

In der Tat sind ja die Gegenecken [AD]und [BC] A g
in bezug auf das Polarsystem A® konjugiert, deun
die Bcke [AD] liegt als Punkt der Geraden A auf der
Polare der Ecke [BC]. Und ebenso sind die Gegen- 7
ecken [BD] und [CA] in bezug auf das Polarsystem (g
A® konjugiert, denn die Ecke [BD] liegt als Punkt
der Geraden B auf der Polare der Ecke [C 4] (Fig. 93). R

Damit ist der Satz 709 auch rein geometrisch be- \

wiesen. Fig. 93.
13%
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Man kann aber zu diesem Satze noch eine wichtige Erginzung hinzu-
fiigen. Aus dem Satze 690 1iBt sich nimlich folgern:

Sobald drei Seiten A, B, C eines Polvierseits A BCD eines Polarsystems
zweiter Ordnung ein Poldreiseit des Polarsystems bilden, verschwindet in
der Gleichung (113) der Koeffizient  des Quadrats der vierten Seite D.

Ist dagegen das in einem Polvierseit 4 BCD eines Polarsystems zweiter
Ordnung enthaltene Dreiseit 4 BC wicht ein Poldreiseit des Polarsystems,
so ist in der Gleichung (113) der Koeffizient  des Quadrates D? der vierten
Seite D des Polvierseits von Null verschieden. Die Gleichung (113) ist
daher nach D? auflssbar und liefert einen Ausdruck von der Form:

(115) D* = §A® 4 g 4* + 5B + £C°.

Bevor wir dieses Ergebnis in Satzform aussprechen, beweisen wir noch
den folgenden mit ihm eng zusammenhéngenden Satz:

Satz 710: Zu jedem beliebigen Dreiseit 4BC, das von einem
Poldreiseit eines Polarsystems zweiter Ordnung A® verschieden
ist, gibt es eine und nur eine Gerade D, die das Dreiseit 4 BC zu
einem Polvierseit ABCD jenes Polarsystems erginzt.

In der Tat, sind A4,, B, C, die Polaren der Ecken [BC], [CA4], [4B]
des Dreiseits A BC hinsichtlich des Polarsystems A® (Fig. 94), so ist die
Grerade
(116) D—1[A4,- BB,

die gesuchte vierte Seite des Polvierseits A BCD jenes Polarsystems A®.
Denn nach dem Begriff des Polvierseits eines Polarsystems zweiter Ordnung
(vgl. S.192) mufl die Gegen-
ecke von [BC] in diesem Pol-
vierseit zu dieser HEcke [BC]
hinsichtlich des Polarsystems
A® konjugiert sein, also auf
der Polare 4, der Ecke [B(]
in bezug auf das Polarsystem
A® liegen; und da sie auBer-
dem als Gegenecke von [BC]
in dem Vierseit A BCD auch
auf der Geraden 4 enthalten
sein muB, so ist sie der Schnittpunkt [4.4,] der Geraden 4 und 4,.
Ebenso beweist man, daB die Gegenecke von [C A] mit dem Punkte [ BB,]
zusammenfillt und diejenige von [4B] mit dem Punkte [CC,]. Die vierte
Seite D des Polvierseits ABCD, die alle drei Gegenecken [4 4,], [BB,],
[CC,] der drei Ecken [BC1], [CA], [AB] des vollstindigen Vierseits 4 BCD
enthalten muf, 1a8t sich daher wirklich durch das Produkt auf der rechten

SSN

Fig. 94. ﬂ (4
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Seite von (116) darstellen oder auch durch eins der Produkte [BB,- CC,]
und [CC,-AA4,].

Man hat also den Satz:

Satz 711: Ist das Dreiseit ABC kein Poldreiseit eines Polar-
systems zweiter Ordnung A®, so erhilt man diejenige Gerade
D, die das Dreiseit ABC zu einem Polvierseit ABCD jenes
Polarsystems erginzt, indem man zu den Ecken:

[BC], [C4], [4B]

des Dreiseits ABC die Polaren:
Al’ ‘B17 01

hinsichtlich des Polarsystems zweiter Ordnung 4® konstruiert
und irgend zwei von den Punkten:

[44,], [BB], [CG]

miteinander verbindet (vgl. die obige Fig. 94).

Beachtet man noch, daB die Gerade D die Perspektivititsachse der Drei-
seite ABC und 4,B,C, ist, so kann man noch den weiteren Satz aus-
sprechen:

Satz 712: Ist das Dreiseit ABC kein Poldreiseit einer Kurve
rweiter Ordnung A®, und konstruiert man zu den Eeken [B(],
[CA], [AB] des Dreiseits ABC die Polaren 4,, B,, (, in bezug
auf die Kurve A®, wobei dann nach dem ersten Satze von Chr.
v. Staudt (Satz 398) das Dreiseit 4,B,C; zu dem Dreiseit ABC
perspektiv liegt, so ergénzt die zugehdrige Perspektivititsachse
D das urspriingliche Dreiseit ABC zu einem Polvierseit des
Polarsystems zweiter Ordnung 4®.

Nunmehr kann man auch das in der Gleichung (115) enthaltene Ergebnis
in folgender Weise in Worte fassen:

Satz 713: Ist das Dreiseit ABC kein Poldreiseit eines Polar-
systems zweiter Ordnung A®, so gestattet das Quadrat eines
Stabes D derjenigen Geraden, die das Dreiseit ABC zu einem
Polvierseit ABCD des Polarsystems zweiter Ordnung A4® er-
ginzt, die Darstellung:

(115) D2 =FA® + g2+ §B + £C*.

Die Gleichung (115) zeigt noch, daB eine Kurve zweiter Ordnung und
3 doppelt zihlende Geraden, die nur nicht gerade die Seiten eines Polar-
dreiecks dieser Kurve bilden, linear unabhdngig voneinander sind.

Ist ferner b® die Potenzform einer Kurve zweiter Klasse, die zu einem
Polarsystem zweiter Ordnung A® apolar ist und die Geraden der drei Stibe
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A, B, C zu Hiillgeraden hat, so dafl also die Gleichungen bestehen:

(117) [b@A®] =0, [bBAT =0, [b@B=0, [BAC?*]=0,

so folgt durch Multiplikation der Gleichung (115) mit b® die Gleichung:
(118) [6@D*] =0,

welche aussagt, daB auch die Gerade D von der Kurve b® beriihrt wird.

Darin liegt der Satz:

Satz 714: Umkehrung zu Satz 706: Weiteres zur dritten Lagen-
beziehung zweier apolaren Polarsysteme: Ist 5® die Potenzform
einer Kurve zweiter Klasse, die zu einem Polarsystem zweiter
Ordnung 4® apolar ist und die Geraden dreier Stibe 4, B, C zu
Hiillgeraden hat, und bilden diese drei Geraden nicht gerade ein
Poldreiseit von A®, so berithrt die Kurve zweiter Klasse b®
auch diejenige Gerade D, die das Dreiseit ABC zu einem Pol-
vierseit des Polarsystems zweiter Ordnung 4® erginzt.

Das kombinatorische Prodult aus einer Potenzform zweiter Klasse und einem
algebraischen Produlde zweier Stibe. Der achie Satz vom Chr. v. Staudt.
Begriff eines Polarvierecks eines Polarsystems zweiter Klasse. Vierte Lagen-
bezichung zweier apolaren Polarsysteme. Dem Satze 703 entspricht dua-
listisch der Satz:

Satz 715: Ein Polarsystem zweiter Klasse d® ist dann und nur
dann zu einem Linienpaare UV apolar, d. h. es besteht dann und
nur dann die (leichung:

(119) [p&{U7V}]=0,
wenn die Linien des Linienpaares UV zu dem Polarsystem 0®
konjugiert sind.

Auf Grund dieses Satzes kann man jetzt leicht das dualistische Gegen-
stiick des siebenten Satzes von Chr. v. Staudt, d. h. des Satzes 705,
beweisen.

Sind nimlich die Geraden der beiden Stabpaare 4B und CD hinsichtlich
eines Polarsystems zweiter Klasse b® konjugiert, bestehen also die Glei-

amy [B9(4B)]=0 wd
[b9(0D}] =0,

so folgt aus ihnen durch Multiplikation mit zwei beliebigen Zahlgrifen g
und §) und Addition die Gleichung:

(121) (0¥ (g4B +HCD)] =0,
welche aussagt, daB die Potenzform zweiter Ordnung:
(122) A® =gAB 4 HCD

auch zu der Potenzform zweiter Klasse b® apolar ist.
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Die Potenzform zweiter Ordnung (122) stellt aber eine Kurve zweiter
Ordnung dar, die dem Viereck mit den Gegenseiten 4 und B, C und D
umschrieben ist. In der Tat wird die Gleichung:

(123) g[zAd][2B] + h{zC][«D] =0

der zu der Potenzform (122) gehorigen Kurve zweiter Ordnung durch
jeden Punkt z erfiillt, der mit einer der vier Ecken [4C], [4D], [BC],
[BD] dieses Vierecks zusammenfallt.

Man hat also den Satz:

Satz 716: Die Potenzform zweiter Ordnung:

(122) A® = gAB +H0D

stellt eine Kurve zweiter Ordnung dar, die dem vollstindigen
Viereck umschrieben ist, das die Geraden des Stabpaares 4B
und ebenso die des Stabpaares CD zu Gegenseiten hat.

Bezeichnet man noch das dritte Paar Gegenseiten des soeben beschrie-
benen vollstindigen Vierecks mit %, F, so 1iBt sich auch das Stabpaar EF
als Vielfachensumme der Stabpaare AB und CD, d. h. in der Form:

(124) EF =gAB+§CD,

ausdriicken. Denn auch dieses Stabpaar kann als eine dem Viereck um-
sehriebene Kurve zweiter Ordnung aufgefaft werden (vgl auch den ersten
Teil dieses Bandes, S. 3011f,, sowie 8. 851f. des ersten Bandes). Nach (121)
besteht also die Gleichung:

(125) [BO(EF}]=0;

und diese zeigt, daB auch die Geraden der Stibe F und F' hinsichtlich des
Polarsystems zweiter Klasse b® konjugiert sind. Zur Erlduterung kann die
unten folgende Fig. 95 dienen. Man hat somit den Satz:

Satz 717: Achter Satz

von Chr. v.Staudt: Sind
zwel Paare Gegenseiten
einesvollstindigenVier-
ecks hinsichtlich eines
Polarsystems zweiter
Klasse konjugiert, so
gilt dasselbe auch von
dem dritten Paar.

Sagt man dann noch von einem vollstindigen Viereck, von dem zwel
Paare Gegenseiten und damit nach Satz T17 auch das dritte Paar hinsicht-
lich eines Polarsystems (einer Kurve) zweiter Klasse konjugiert sind (,,kon-
jugierte Polaren® sind), es sei ein ,Polarviereck jenes Polarsystems
(jener Kurve) zweiter Klasse®, so kann man mit Riicksicht auf S.195f1.
den Satz aussprechen (Fig. 95):
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Satz718: Vierte Lagenbeziehung zweier apolaren Polarsysteme?):
Ist die Polkurve eines Polarsystems zweiter Ordnung 4® einem
Polarviereck eines Polarsystems zweiter Klasse 0@ umschrie-
ben, so besteht zwischen den beiden Polarsystemen die Glei-
chung:

(126) [b®A40] =0,

d. h. die beiden Polarsysteme sind zueinander apolar.

Die Vielfachensumme von vier Punktquadrater und ihre Reduktion auf eine
Vielfachensumme von drei Punktquadraten. Sind vier Punktquadrate zu einer
Kurve zweiter Ordnung A® apolar, gelten somit die vier Gleichungen:

(127) [A®a*] =0, [AOF]=0, [A®e]=0, [49@]=0,

so geht nach dem Satze 702 die Kurve A® durch die vier Punkte a, b, ¢, d
hindurch, ist also dem von ihnen bestimmten Viereck umschrieben, und es
folgt durch lineare Verkniipfung der vier Gleichungen (127), daB auch die
Gleichung:

(128) [4®(aa® + bV + cc® + dd?)] =0
erfiillt wird. Sie zeigt, daB auch die Potenzform zweiter Klasse:
(129) b® = qa’ + bb* + cc® + dd?

zu der Potenzform zweiter Ordnung A® apolar ist.

Die geometrische Bedeutung der Potenzform zweiter Klasse b® in (129)
148t sich leicht angeben. In der Tat erkennt man sogleich, daB das Polar-
system zweiter Klasse 5® das Viereck abcd zum Polarviereck hat. Um dies
nachzuweisen, braucht man nur zu zeigen, daB zwei Paare Gegenseiten des
Vierecks abcd, etwa die beiden Paare Gegenseiten:

[ab], [ed] wnd [ac], [bd],
hinsichtlich des Polarsystems zweiter Klasse b® konjugiert sind. Dies ergibt
sich aber ohne weiteres; denn es wird:
[{[abllcd]} (aa®+ Bb% 4 cc® + dd?)]=[lab][led](aa® +bb? 4 cc®* + pd?) =0.

Bei Auflssung der runden Klammer rechter Hand und Einfiihrung der Fak-
toren der Punktquadrate a? 0% ¢ d® in die Liicken ! entsteht némlich in
jedem Gliede ein Produkt zweier #uBeren Produkte, von denen sicher eins
verschwindet. Es wird daher auch das Produkt:

[{{aclbd]} (aa?+ BB + ce* + dd%)] = 0.

Folglich ist das Viereck abcd wirklich ein Polarviereck von 5®), und man
hat somit den Satz:

1) Vgl. auch die Umkehrung in Satz 725.
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Satz 719: Die Potenzform zweiter Klasse:
(129) b® = qa? 4+ 0b% + ¢ - vd?

stellt ein Polarsystem zweiter Klasse dar, welches das Viereck
abcd zum Polarviereck hat.

Damit ist zugleich eine Bestitigung des Satzes 718 gewonnen; denn mit
Riicksicht auf den Satz 719 sagt das Zusammenbestehen der Gleichungen
(127) und (128) aus, daB eine Kurve zweiter Ordnung A®, die dem Polar-
viereck abed des Polarsystems zweiter Klasse:

b® = aa® + bb? + cc? 4 dd?

umschrieben ist, zu diesem Polarsystem 5® apolar ist.

In dem besonderen Fall, wo in der Gleichung (129) eine von den vier Ab-
leitzahlen a, b, ¢, d verschwindet, wo also etwa:

b=0
ist, verkiirzt sich die Gleichung (129) zu der einfacheren Form:
(130) b® = qa? + 052 + ccd

Alsdann hat nach dem Satze 696 (vgl. auch S. 186) das Polarsystem zweiter
Klasse b® das Dreieck abc zum Polardreieck. Da aber die Gleichung (130)
einen Sonderfall der Gleichung (129) darstellt, insofern sie auch in der Form
geschrieben werden kann:

b = aa? + 8%+ ¢ + 02,

in der d ein ganz beliebiger Punkt ist, so kann man mit Riicksicht auf den
Satz 719 den weiteren Satz aussprechen:

Satz 720: Ein jedes Polardreieck abc eines Polarsystems zweiter
Klasse wird durch einen beliebigen Punkt d seiner Ebene zu
einem Polarviereck des Polarsystems erginzt.

Auch hier kann man wieder den Satz leicht durch rein geometrische
Schliisse bestitigen. Ist niamlich abc ein Polardreieck eines Polarsystems
aweiter Klasse a®, so ist jede Ecke dieses Dreiecks der Pol ihrer Gegen-
seite in bezug auf das Polarsystem a(®. Zum Beispiel ist die Ecke a der
Pol jhrer Gegenseite [b¢] und die Ecke b der Pol ihrer Gegenseite [ca].

Nimmt man jetzt zu dem Polardreieck abc noch einen ganz beliebigen
vierten Punkt d hinzu, so tiberzeugt man sich sogleich, daB in dem Viereck
abed zwei Paare Gegenseiten in bezug auf das Polarsystem a® konjugiert
sind, daB dieses Viereck also ein Polarviereck des Polarsystems ist.

In der Tat sind ja die Gegenseiten [ad] und [bc] in bezug auf das Polar-
system a® konjugiert, denn die Seite [ad] geht durch den Pol @ ihrer Gegen-
seite [b¢]; und ebenso sind die Gegenseiten [bd] und [ca] in bezug auf das
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Polarsystem a(® konjugiert, denn die Seite [bd] geht durch den Pol b ihrer
Gegenseite [ca] (Fig. 96).

Damit ist der Satz 720 auch rein geometrisch bewiesen.

Man kann ihm aber noch eine wichtige Ergéinzung hinzufiigen. Aus dem
Satze 696 148t sich folgern:

Sobald drei Ecken a, b, ¢ eines Polarvierecks abcd eines Polarsystems
zweiter Klasse ein Polardreieck des Polarsystems bilden, verschwindet in
der Gleichung (129) der Koeffizient d des Quadrats der vierten Ecke d.

Ist dagegen das in einem Polarviereck abcd eines Polarsystems zweiter
Klasse enthaltene Dreieck abc nicht ein Polardreieck des Polarsystems, so
ist in der Gleichung (129) der Koeffizient b des Quadrats d? der vierten
Ecke d des Polarvierecks von Null verschieden. Die Gleichung (129) ist
daher nach d@® auflosbar und liefert fiir d* einen Ausdruck von der Form:

(131) @ = F0D 4 ga? + §b + B2

Bevor wir dieses Ergebnis in Satzform aussprechen, beweisen wir noch
den folgenden mit ihm eng zusammenhingenden Satz:

Satz 721: Zu jedem beliebigen Dreieck abc, das von einem Polar-
dreieck eines Polarsystems zweiter Klasse b® verschieden ist,
gibt es einen und nur einen Punktd, der das Dreieck abc zu einem
Polarviereck abced jenes Polarsystems ergéinzt.

In der Tat, sind a,, b, ¢, die Pole der Seiten [b¢], [ca], [ab] des Dreiecks
abc hinsichtlich des Polarsystems b®), so ist der Punkt:

(132) d = [aa, - bb,]

die gesuchte vierte Ecke des Polarvierecks abcd jenes Polarsystems b®.
Denn nach dem Begriff des Polarvierecks eines Polarsystems zweiter Klasse
(vgl. 8. 199) muB die Gegenseite von [b¢] zu dieser Seite [b¢] hinsichtlich
des Polarsystems b® konjugiert sein, also durch den Pol a, der Seite [b¢]
in bezug auf das Polarsystem b® hindurchgehen; und da sie auBerdem als
Gegenseite von [b¢] in dem Viereck abed auch den Punkt a enthalten mub,
so ist sie die Verbindungslinie [a@,] der Punkte ¢ und a,.

Ebenso beweist man, daB die Gegenseite von [ca] mit der Geraden [bb,]
zusammenfillt und diejenige von [ab] mit der Geraden [cc,]. Die vierte
Ecke d des Polarvierecks abed, die auf allen drei Gegenseiten [ag,], [bb,],
[cc,] der drei Seiten [bc], [ca], [ab] des vollstindigen Vierecks abcd ent-
halten sein muB, 148t sich daher wirklich durch das Produkt auf der rechten
Seite von (132) darstellen, oder auch durch eins der Produkte [bb, - c¢,] und
[ee - aay].

Man hat also den Satz:

Satz 722: Ist ein Dreieck abc von einem Polardreieck eines Po-
larsystems zweiter Klasse b® verschieden, so erhilt man den-
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jenigen Punkt d, der das Dreieck abc zu einem Polarviereck abed
jenes Polarsystems erginzt, indem man zu den Seiten:

[be], [ca], [ab]
des Dreiecks abe die Pole:
a, by, ¢

hinsichtlich des Polarsystems zweiter Klasse b® konstruiert und
irgend zwei von den Geraden der drei Stibe:

[ea,], [0b,], [ec]
zum Schnitt bringt (Fig. 97).
Die gegebene Begriindung des Satzes 722 enthilt zugleich eine Besti-
tigung des achten Satzes von Chr. v. Staudt (Satz 717).

b

Fig. 96.

Beachtet man ferner, daB der Punkt d das Perspektivititszentrum der
Dreiecke abe und a,b ¢, ist, 50 kann man noch den weiteren Satz aus-
sprechen:

Satz 723: Ist das Dreieck abe von einem Polardreieck einer
Kurve zweiter Klasse b® verschieden, und konstruiert man zu
den Seiten [bc], [cal, [ad) des Dreiecks abe die Pole a,, b, ¢; in be-
zug auf die Kurve ¥ wobei dann nach dem’ ersten Satze von
Chr. v. Staudt (Satz 398) das Dreieck a,b,¢ zu dem Dreieck abe
perspektiv liegt, so erginzt das zugehdrige Perspektivitits-
zentrum d das urspriingliche Dreieck abc zu einem Polarviereck
der Kurve zweiter Klasse b®.

Nunmehr kann man auch das in der Gleichung (131) enthaltene Ergebnis
in folgender Weise in Worte fassen:

Satz 724: Ist das Dreieck abe von einem Polardreieck eines Po-
larsystems zweiter Klasse b® verschieden, so gestattet das
Quadrat desjenigen Punktes d, der das Dreieck abec zu einem
Polarviereck abcd des Polarsystems zweiter Klasse b® erginazt,
die Darstellung:

(131) @ = b + ga® 4 ho* + Ic”
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Die Gleichung (131) zeigt noch, daB eine Kurve zweiter Klasse und
3 doppelt zihlende Punkte, die nur nicht gerade die Ecken eines Polardreiecks
dieser Kurve bilden, linear unabhingig voneinander sind.

Ist ferner-A® die Potenzform einer Kurve zweiter Ordnung, die zu einem
Polarsystem zweiter Klasse b® apolar ist und durch die drei Punkte a,b,¢
hindurchgeht, so daf die vier Gleichungen bestehen:

(133) [A(2)b(2)_] =0, [A_(Z)g/z] =0, [A(mbz]. = O, [A(2)32] = (_)’
so folgt durch Multiplikation der Gleichung (131) mit 4® die Gleichung:
(134) [A®d?] = 0,

welche aussagt, daB die Kurve 4® auch durch den Punkt d hindurchgeht.

Darin liegt der Satz:

Satz 725: Umkehrung zu Satz 718. Weiteres zur vierten Lagen-
beziehung zweier apolaren Polarsysteme: Ist A® die Potenz-
form einer Kurve zweiter Ordnung, die zu einem Polarsystem
zweiter Klasse b® apolar ist und durch die drei Punkte a, 0, ¢
hindurchgeht, und bilden diese drei Punkte nicht gerade ein
Polardreieck von b®, so geht die Kurve zweiter Ordnung 4®
auch durch denjenigen Punkt d hindurch, der das Dreieck abe
zu einem Polarviereck des Polarsystems zweiter Klasse b® er-
ginzt.

Weiteres iber die erste und moeite Lagenbegichung zweier apolaren Polar-
systeme. Eine Erginzung der Sitze 671 und 680 und der zugehdrigen Sitze
iiber entartende Polarsysteme erhdlt man, wenn man die Sétze 690 und 695
oder die ihnen dualistisch entsprechenden Sitze 696 und 689 miteinander
kombiniert und die Bedingung fiir die Apolaritit zweier Potenzformen zwei-
ter Ordnung und zweiter Klasse aus Satz 701 anwendet.

Nach dem Satze 690 stellt die Potenzform zweiter Ordnung:
(135) A® = a,, B + 05 Bp® + 05 Ty

eine Kurve zweiter Ordnung dar, die das Fundamentaldreieck e, e,e; zum
Polardreieck hat, und nach dem Satze 695 ist die Potenzform zweiter Klasse:

(136) b® = Byse,e, + Byye5e, + Bygeye,

der Ausdruck einer Kurve zweiter Klasse, die dem Fundamentaldreieck e, e,¢;
eingeschrieben ist.
Nun war nach dem Satze 701 das Verschwinden des kombinatorischen

Produktes:
[ADbE]
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die Bedingung fiir die Apolaritit der beiden Kurven (Polarsysteme) 4® und
b®. Nach der Gleichung (86) aber ist in der Tat das Produlkt:

(137)  [(ay Ey* + 059 By® + 055 By®) (Byzep6; + By 656, + Byze, )] =0,
d. h. es ist:
(138) [A®2p™] = 0.

Da endlich das Fundamentaldreieck ein ganz beliebiges eigentliches Dreieck

ist, so hat man den folgenden Satz, der eine Erginzung des zweiten Teils
von Satz 671 bildet:

Satz 726: Ist die Polarkurve eines Polarsystems zweiter Klasse
b® einem eigentlichen Poldreiseit eines Polarsystems zweiter
Ordnung A® eingeschrieben, so sind die beiden Polarsysteme
zueinander apolar.

Andererseits stellt nach dem Satze 696 die Potenzform zweiter Klasse:

(189) b = By e,? + Byye,” + By e,?

eine Kurve zweiter Klasse dar, die das Fundamentaldreiseit E, F, E; zum Pol-
dreiseit hat, und nach dem Satze 689 ist die Potenzform zweiter Ordnung:

(140) AP = 0y By By + 03 By By + a3 B E,

der Ausdruck einer Kurve zweiter Ordnung, die dem Fundamentaldreieck
¢,¢,6; umschrieben ist.

Nach der Gleichung (86) wird aber:
(141)  [(ay By By + a5y By By + a3 F Ey)(B16° + By 6" + By 6,7)] = 0,

das heif3t:
(142) [A4@p3] = 0.
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