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Vorwort. 

Die vorliegende Arbeit bedeutet zunächst den Versuch, den 
inneren organischen Zusammenhang der verschiedenen Methoden der 
graphischen Statik zur Lösung der ihr gestellten Aufgaben mit Hilfe 
allgemeiner statischer Betrachtungen, wie sie vor allem die Vektoren
rechnung gestattet, auch äußerlich sichtbar zu gestalten. Das Ziel 
eines solchen Versuches wird also sein, einen möglichst innigen Zu
sammenhang dieser verschiedenen Läsungsmethoden herzustellen. 

Die Anwendung allgemeiner statischer Überlegungen muß aber, 
wenn diese selbst nach Form oder Inhalt neu sind, naturgemäß neue 
\Vege bieten für die Ermittlung statischer Größen. In der Tat 
bilden den Hauptinhalt der vorliegenden Schrift neue vereinfachende 
Lösungsmethoden ebener und hauptsächlich räumlicher statischer 
Aufgaben. 

Wer sich bestrebt, in den Geist solcher Methoden zu dringen, 
wer auch scheinbare Nebensächlichkeiten der Mühe der Betrachtung 
wert erachtet, der wird gar bald angemeine Gesichtspunkte auffinden, 
die er mutatis mutandis auf alle Probleme mit Erfolg anwenden 
kann. Daß z. B. bei der Konstruktion von Kräfteplänen zum 
Schluß, bei den letzten Knotenpunkten, sich Kontrollen ergeben, 
fällt meist nicht weiter auf. Und doch wäre hier eine Reihe von 
Fragen zu stellen: Gibt es immer solche Kontrollen? Wie viele? 
'Varum ? Was für eine statische Bedeutung haben sie? Wie lassen 
sich solche Kontrollgleichungen praktisch verwerten? 

Von solchen scheinbar nebensächlichen Dingen ausgehend und 
nach ihrer Bedeutung und praktischen Verwertung fragend bin ich 
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veranlaßt worden, die in den nachstehenden Zeilen behandelten all
gemeinen Methoden zur Lösung statischer Aufgaben vorzuschlagen. 

Ihr Gedankengang, ihr allgemeiner zunächst, ist der: Man hat 
durch die Natur statischer Aufgaben einfache Gleichungen genug 
zur Verfügung, um alle gewünschten unbekannten Größen zu er
mitteln. 

Solche einfache Gleichungen, die bei allen statischen Problemen 
auftreten. sind vor allem die Kontrollgleichungen. Diese in Ver
bindung mit dem Superpositionsprinzip : Die resultierende Wirkung 
ist gleich der graphischen Summe der Einzelwirkungen, bilden den 
Inhalt des Kor r e k t ur p r i n z i p s. 

Eine andere Methode, für ein gegebenes System unbekannter 
Kräfte möglichst einfache Gleichungen aufzustellen, dadurch daß 
man mit dem System dieser Kräfte eine Raumtransformation vor
nimmt, habe ich an einigen Beispielen klar zu machen versucht. 
Auch noch auf audern Gebieten der Statik sind solche Transfor
mationen, speziell die homogene Deformation, mit Erfolg an
zuwenden; ich möchte beispielshalber nur an die Bestimmung der 
Torsionsbeanspruchung von Stäben elliptischer, quadratischer usw. 
Querschnitte erinnern, die man sich aus dem kreisförmigen Jurch 
einfache Deformation hervorgegangen vorstellen kann. Die für diese 
Transformation notwendige Auffassung eines Körpers als ein System 
von materiellen Punkten verbunden durch Stäbe, d. h. als ein Fach
werk, gestattet auch andere Aufgaben leicht zu lösen. Der Satz 
von Ca s ti g li a no etwa läßt sich so auch für den allgemeinsten 
Fall der Beanspruchung recht einfach entwickeln. 

Statt ein gegebenes System unbekannter Kräfte durch eine 
Raumtransformation umzuwandeln und dann rechtwinklig zu pro
jizieren, kann man auch derart vorgehen, daß man von einem passend 
gewählten Punkt aus das vorliegende System auf eine passend ge
wählte Ebene projiziert. Diese Methode der Zentralprojektion, 
anschaulicher und der sinnlichen Betrachtung näher gerückt als die 
ihr äquivalente Methode der homogenen Deformation, läßt die meisten 
räumlichen Statikaufgaben recht einfach behandeln; verschiedene 
Beispiele sollen den Nachweis dafür bringen. 
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Weitaus am einfachsten aber gestaltet sich die Berechnung 
einer räumlich eu Fachwerkskonstruktion nach der Kom p 0 n e n te n
methode, vorausgesetzt daß sie überhaupt anwendbar ist. Daß 
sie bislang so wenig benützt wurde, ist eigentlich zu verwundern im 
Hinblick auf die durch sie gegebene Möglichkeit einer man kann 
direkt sagen eleganten Lösung. 

Zum Schluß möchte ich noch bemerken, daß manche der ge
brachten Lösungen auf dem angegebenen 'Veg sich jedenfalls noch 
einfacher durchführen lassen, speziell z. B. die Berechnung der 
Reichstagskuppel ; indessen ist der Hauptzweck der nachfolgenden 
Überlegungen nur, den Gedanken der Lösung recht einfach zu ge
stalten, ein Grund mit dafür, daß die vollständige Durchführung 
einiger der gebrachten Aufgaben unterblieb. 

München, Januar 1909. 

H. Egerer. 
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Erster Abschnitt. 

Allgemeine Behandlung linearer statischer 
und geometrischer Probleme. 

§1. 
Das Superpositionsprinzip. 

1. Dieses Prinzip soll in den nächsten Zeilen soweit bewiesen 
werden, als für die nachfolgenden Untersuchungen notwendig ist. 
Gegeben sei ein aus materiellen Punkten zusammengesetztes und 
als im ganzen oder in Teilen starr angenommenes Gebilde. Die 
Zahl n der dasselbe definierenden materiellen Punkte sei unbe
schrä.nkt, jedenfalls aber diskret. Es habe p Freiheitsgrade, d. h. 
um seine jeweilige Lage gegenüber einer bekannten Anfangslage 
genau zu fixieren, braucht man p Zahlen. So groß muß dann auch 
die Anzahl der gegenseitig voneinander unabhängigen Beziehungen 
zwischen den an dem Gebilde angreifenden äußeren Kräften sein, 
wenn dieses im Gleichgewicht ist. 

Zwischen allen an den n einzelnen materiellen Punkten des 
Gebildes angreifenden Kräften aber kann man im Fall des Gleich
gewichtes desselben, da ja jeder einzelne materielle Punkt im Gleich
gewicht sein muß, kn gegenseitig voneinander unabhängige Be
ziehungen aufstellen. Die Anzahl k der gegenseitig voneinander 
unabhängigen Komponenten je einer Kraft wird 1 bezw. 2 oder 3, 
wenn das Gebilde ein lineares bezw. ebenes oder räumliches ist. Es 
ist also möglich, kn unbekannte Grössen, die mit dem untersuchten 
Gebilde in Beziehung stehen und daher in jene Gleichungen ein
treten, zu ermitteln. In den praktisch vorkommenden Fällen werden 
das unbekannte Kräfte sein, speziell Stabspannungen und Auflager
kräfte. 

Egerer. F"",hwerke. 1 
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An dem untersuchten Gebilde greifen äußere Kräfte an und 
innere. Zwischen den äußeren Kräften müssen die oben erwähnten 
p Gleichgewichtsbedingungen bestehen. Dieselben sind naturgemäß, 
hervorgegangen aus der Tatsache des Gleichgewichts jedes einzelnen 
materiellen Punktes, in jenen kn Gleichungen implizit schon ent
halten. Für die inneren Kräfte allein bleiben demnach nur mehr 
kn-p Gleichungen übrig. kn-p innere unbekannte Kräfte dürfen 
also an dem betreffenden Gebilde angreifen, nicht mehr und nicht 
weniger, wenn die Aufgabe statisch bestimmt sein soll. Freilich 
wird die Lösung illusorisch, wenn die Zahl der materiellen Punkte 
über die Maßen groß ist. Aber in diesem Fall verlangt auch nie
mand nach den von Punkt zu Punkt wirkenden inneren Kräften. 
Praktisch werden diese inneren statisch bestimmten Kräfte doch 
nur dann erfragt, wenn sie als Stabspannungen auftreten. Daher 
die Voraussetzung, die Zahl der Punkte sei diskret. 

2. Es sollen nun als statisch bestimmte Aufgaben über 
aus n materiellen Punkten zusammengesetzte und als ganz oder 
in Teilen starr angenommene Gebilde solche bezeichnet werden, 
die durch kn lineare Gleichungen die gesuchten kn unbekannten 
Größen ermitteln lassen. Daß die gesuchten Größen Kräfte sind, 
ist nicht notwendig, indes gestattet die Methode der folgenden Unter
suchung und der Bereich ihrer Anwendung, sie stets als solche· an
zusprechen. 

Nach der gegebenen Definition sind Aufgaben über sogenannte 
"statisch unbestimmte Fachwerke" auch als statisch bestimmt an
zusehen, wenn die die statische Unbestimmtheit des Fachwerkes ver
ursachende Größe, z. B. der Horizontalschub eines Zweigelenkbogens, 
bekannt ist. 

Die Aufgabe, die Verschiebung der einzelnen Knotenpunkte 
eines ebenen oder räumlichen Fachwerkes aufzusuchen, wenn man 
alle Längenänderungen kennt, erfordert die Lösung von kn linearen 
Gleichungen mit kn Unbekannten, d. s. je k Komponenten von n 
Knotenpunktsverschiebungen. Von diesen Komponenten sind, ent
sprechend der Zahl p der Freiheitsgrade des Gebildes, im voraus p 
bekannt: beim Fachwerkträger, oder willkürlich anzunehmen: beim 
freien Fachwerk. Nach der vorangegangenen Erklärung ist diese 
Aufgabe eine statisch bestimmte und mit der in den folgenden Zeilen 
vorgeschlagenen Methode stets lösbar. 
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3. Voraussetzung für die folgende Untersuchung ist also: Die 
Aufgabe, die an dem untersuchten Gebilde angreifenden unbekannten 
Kräfte aufzusuchen, ist statisch bestimmt. 

Die Sätze der Statik starrer Körper geben dann genau so
viel Gleichungen als unbekannte Kräfte bezw. Kraftbestimmungs
stücke auftreten. Deren Zahl sei m. Nach Voraussetzung sind 
diese Gleichungen alle linear in den Unbekannten. Seien letztere 
81, 82, • • . Sm genannt, so hat man im allgemeinsten Fall für sie 
die m Gleichungen 

au 81 + a12 82 + . 
a21 81 + a22 82 + . 

. + alm 8m + PI = 0, 

. + a2m 8m + Pa = 0, 

ami SI + am2 82 + .... + amm8m +Pm = 0. 

(1) 

P 1, P2' • . •• Pm sind die von den gegebenen angreifenden 
Kräften ~i *) berührenden Beiträge. Die 8i werden meist als Stab
spannungen auftreten; es können aber auch lauter äußere Kräfte 
sein, etwa Auflagerkräfte, auf ein starres Gebilde einwirkend, das 
verbunden ist mit einem zweiten starren Gebilde. Es sollen aber 
im folgenden über die Si gar keine anderen Voraussetzungen ge
macht werden, als daß es eben unbekannte Kräfte bezw. Kompo
nenten solcher sind. 

Von diesen m Gleichungen sei vorausgesetzt: Die Determinante 
D = (an a22 ..... amm) 

des Gleichungssystems verschwindet nicht. 
Trifft dies zu, dann ist der sogenannte Ausnahmefall ausge

schlossen, und immer ein System von endlichen Lösungen 

SI' S2, .•••• Sm 
möglich. 

Die8e Lösungen Si der unbekannten Kräfte sind alle linear in 
den Pi. Hat man also für ein System gegebener Kräfte lß/i, das 
zu den obigen Gleichungen (1) die Beiträge 

P\, pi», .... P'm statt PI' P2' .... Pm 
liefert, als Lösungen 8'1' S'2' ... 8'm, und für ein zweites System 
von Kräften ~"i mit den Beiträgen 

p1I1, plla, .... P"m statt PI' Pa' .... Pm 
die Lösungen 8"1,8"a, ..•• S"m , so werden unter dem Einfl~ 
der bei den gleichzeitig angreifenden Systeme, da sie die Beiträge 

*) Der lDdex i soll fortan variabel sein, k konstant. 
1* 
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Pi =P'i +P"i 
liefern, nach bekannten Sätzen der Lehre von den Determinanten die 
gesuchten Kräfte sein 

Bi= B'i+ B"i. (2) 
Superponieren sich also die Ursachen, dann auch 

die Wirkungen. 
Das ist nun allerdings nicht allgemein, sondern unter den ange

gebenen recht wesentlichen Einschränkungen bewiesen. 'Väre auch 
vollkommen genügend für die Untersuchungen, die man mit Hilfe 
dieses Priuzipes am ebenen oder räumlichen Fachwerk anzustellen 
pflegt. Gleichwohl soll dasselbe noch eine Erweiterung erfahren für 
verschiedene Zwecke. 

4. Um eine präzise und gleichzeitig kurze Ausdrucksweise dieses 
Prinzipes im vorliegenden Fall zu gewinnen, sei definiert: (~) be
zeichne den Verein der an dem untersuchten Gebilde angreifenden 
gegebenen Kräfte ~i, das "Kräftebild" (~), (®) den Verein der 
am untersuchten Gebilde angreifenden gegebenen Kräfte ~i und 
gesuchten Kräfte 6i. 

Dabei sollen die 5 durch die ~ hervorgerufen, also von ihnen 
abhängig sein, linear natürlich. Als allgemeinster Fall ist vorausge
setzt, daß an jedem Knotenpunkt beliebig viele ~ und beliebig viele 
5 angreifen können. Letztere sollen nur statisch bestimmbar sein. 
Dann lautet im vorliegenden Fall das Superpositionsprinzip: 

Kommt an dem als starr (ganz oder in Teilen) vor
ausgesetzten Gebilde unter dem Einfluß eines 
ge g e ben e n Kr ä ft es y s te m s (~') das Kr ä f t e b i I d 
(~'), (6') zustande und unter dem Einfluß eines (3) 
andern gegebenen Systems (~") das Kräftebild 
(~"),(6"), so rufen die vereinigt angreifenden 
Systeme (~') und (~") das Kräftebild 

(~), (5) - (~' +- ~jj), (6' +- 5") 
hervor. 

Das Zeichen +, das sich natürlich nur auf Größen ~i bezw. 
5i mit gleichem Index erstrecken darf, bedeutet hier mehr als eine 
graphische Summierung: ~'i+- ~"i stellt in dieser Schreibweise in 
den nachfolgenden Zeilen stets die Res u 1 t i e ren d e aus ~'i und 
~"i dar, entsprechend ®'i +- 6"i. Das ist dadurch selbstverständ
lich, daß ~'i und ~"i und ebenso 6'i und 6"i am nämlichen 
Knotenpunkt angreifen, sich also zur Resultierenden zusam~ensetzen, 
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wenn ihre bezüglichen Komponenten, wie nach (2) bewiesen, zur 
resultierenden Komponente sich zusammensetzen. (Denn auch der 
Fall, daß die gesuchte Kraft nach Lage sowohl als nach Richtung 
und Größe unbekannt ist, läßt sich stets auf den andern dadurch 
zurückführen, daß man an Stelle der Kraft ihre Komponenten 
sucht, denen bestimmte Angriffspunkte bezw. Angriffsgerade zuge· 
wiesen sind.) 

In der obigen Vektorform wird der Satz selten zur Anwendung 
kommen: Die gesuchten Kräfte @Si, meistens als Stabsspannungen 
auftretend, haben von vornherein vorgeschriebene Richtung, bieten 
also zunächst keine Veranlassung zur Einführung von Vektoren. 
Gleichwohl schien es wünschenswert, für einige Betrachtungen am 
Seilpolygon und an verwandten Aufgaben diese allgemeinste Form 
aufzustellen. 

§ 2. 
Lösung linearer Gleichungen. 

5. Die in den nachfolgenden Zeilen angegebene Methode der 
Lösung linearer Gleichungen wird sofort klar, wenn zuvor ihre An· 
wendung auf recht einfache bekannte Fälle gezeigt wird. 

Der einfachste Fall, der schließlich bei jeder statischen Auf· 
gabe vorkommt, ist die Bestimmung des Vorzeichens der gesuchten 
statischen Größe. Man nimmt bekanntlich von vornherein bewußt 
oder unbewußt ein bestimmtes Vorzeichen derselben an. Ergibt dann 
die Lösung der Aufgabe ein negatives Vorzeichen für diese Größe, 
so heißt das nichts anderes, als daß das angenommene Vorzeichen, 
d. i. der Richtungssinn der statischen Größe, falsch war und nun 
entgegengesetzt zu nehmen ist. Die Korrektur der willkür· 
li ehe n A n nah me des Vorzeichens erfolgt also durch die schließ· 
liehe Lösung. 

Die Methode des unbestimmtenMaßstabesnimmt für 
eine passend ausgewählte unbekannte Spannung Bk eine beliebige 
Strecke, setzt also voraus, daß diese Strecke in einem zunächst noch 
nicht bestimmten Maßstab die erwähnte Spannung darstelle. Die 
gegebenen äußeren Kräfte P betrachtet sie als unbekannt und sucht 
von diesen eine, etwa Pt, nach Bk auszudrücken. Gelingt dies, so 
bestimmt der bekannte Wert von Pt nachträglich den Maßstab 
von Bk. 

'Veiter sei erinnert, wie man vermittels der Superposition statisch 
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unbestimmte Größen aufsucht, etwa die Größe Z des MitteIstützen
druckes des durch Abb. 1 dargestellten BelastungsfaIleE.'. Dabei ist 

JIIIII[II"'~"I"IIIII'& 
h C,,-,ö B 

Abb. 1. 

die Kraft Z allein 

vorausgesetzt, daß die Mittelstütze um d 
tiefer liegt als die horizontal gleich hoch 
liegenden Stützen A und B. Man be
trachtet den Stützen druck Z als gegeben 
und superponiert: Die wahre Belastung 
Q allein erzeugt in der Mitte die Sen-
kung 

5 QZs 
fl= 384' EJ' 

1 Zls 
f2=-48' EJ' 

Die resultierende Senkung 

O=fl+f2 
ist bekannt, liefert also mit 

eine Gleichung für Z. 

5 QZ3 1 ZZs 
0= 384 • E,J - 48 . EJ 

6. Entsprechend den vorausgehenden Betrachtungen gestaltet 
sich die Lösung des Systems der linearen Gleichungen (1), dessen 
Konstante Pi' Ps' . . . Pm von einem gegebenen Kräftesystem (\}!) 
herrühren. Nimmt man ein beliebiges Kräftesystem (~'), das die 
Beiträge 

P'l' P'" ... P'm statt PI' Pa, ... Pm 
zum Gleichungssystem liefert, und für eine der Unbekannten, etwa 
8k , einen beliebigen Wert 8' k, so werden die ersten m - 1 Glei
chungen die übrigen Unbekannten 

8\,8'2' ... 8'''-1,8'k+l' ... 8m 
nach den P'i und nach 8'k ausdrücken lassen. Man erhält das 
natürlich falsche Lösungssystem 

(P', 8'k), (8' ). 
Eine andere Annahme des Kräftesystems, (\}!") mit den Bei

trägen 
P"1, pli" ... P"m statt PI' ps • ... Pm, 

und der als gegebene Kraft angesehenen Unbekannten 8"k liefert 
das ebenfalls falsche Lösungssystem 

(P", 8"k), (8"). 
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Ist nun zugleich 

dann ist nach (2) auch 

Pi = P'i + Plli, 
Sk=S'k+S"k, 

Si = S'i +S"i. 
Die letzte, die m", bisher nicht benützte Gleichung, 

ami SI + am2 S2 +. . . + amm Sm + Pm = 0, 
gibt dann nach Substitution von 

Si = S'i + S"i 

7 

einen Zusammenhang zwischen S'k und Silk, da ja die Si alle nach 
S'k und Silk ausgedrückt sind. 

Wählt man z. B. als erstes Ausgangssystem 
(Pi, S'k) == (P, S'k= 0), 

als zweites (4) 
(Pli, s" k) =- (0, Silk = X), 

dann werden alle Unbekannten S"i proportional X sein. In der 
Schluß gleichung, 

ami SI + ama S2 + ..... +amm Sm + Pm = 0, 
ist als einzige Unbekannte X vorhanden, die daraus zu ermitteln ist. 

Wie (2) zu (3) verallgemeinert wurde, so läßt sich auch hier 
eine Rechenvorschrift für die Lösung von m graphischen linearen 
Gleichungen, 

an SI + al2 Sa +. . . . . . . + alm @5m + ~l = 0, 
an eil + a22 S2 +. . . . . . . + a2m elm + ~11 = 0, 

(0) 

ami eil + a m2 el2 + ....... + amm @5m+ ~m = 0, 
geben. Man setze für eine der Unbekannten, etwa @5k, einen beliebigen 
Wert @5'k und statt der ~i beliebige Werte jß'i, dann werden sich 
durch die m-l ersten Gleichungen die übrigen Unbekannten 

eil' el2,· .•. 6 k- 1, elk+l" ... @5m 
nach den jß'i und eI'k linear ausdrücken lassen. Wie diese An
nahme das falsche Kräftebild (~', eI'kl, (ei') liefert, ebenso ergibt 
eine andere Annahme jß"i statt ~i und eI"k statt @5k das ebenfalls 
falsche Kräftebild (jß", @5"k), (6"). 

Unter der Voraussetzung nun, 

wird nach (3) auch 

jßi = ~/i -+ \ß"i, 
6k = 6'k + Silk, 

6i = @5'i -+ (5"i. 
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Die letzte Gleichung, 

amI @)i + am2 @)2 + ..... +amm @)m+ ~m = 0, 
gibt dann einen Zusammenhang zwischen den @)'k und ®"k. 

Natürlich läßt sich diese Lösungsmethode insofern verallge
meinern, als man zwei, drei usw. der Unbekannten beliebig wählt 
und zum Schluß dann zwei bezw. drei USIV. Gleichungen für diese 
speziellen Unbekannten allein übrig hat. In § 8 wird (bei der Zer· 
legung einer Kraft nach sechs Richtungen im Raum) davon Ge· 
brauch gemacht. 

§ 3. 

Das Korrekturprinzip. 

7. Die eben besprochene Lösung analytischer oder graphischer 
linearer Gleichungen bildet die Basis des Korrekturprinzips. Sei 
@)k eine der gesuchten Größen, als Wirkung linear abhängig von 
der Ursache vorausgesttzt, wie es praktisch bei gesuchten Kräften 
am Fach werk zutrifft; der Allgemeinheit halber sei sie als Vektor 
gedacht, d. h. man kennt weder Größe noch Richtung von ihr, nur 
ihren Angriff~punkt. Angenommen, @)k sei gefunden, und von ihr 
aus alle weitereu, noch unbekannten Kräfte 

@)I' @)2' ... ®k--l' @)k+1' ... @)m 

abgeleitet. Dieselben werden natürlich gleichfalls linear abhängig 
von ®k sein. Daun wird es immer am Schluß eine einfache Kon
trolle geben, die letzte Gleichung des Systems (1) oder (5) - bei 
Fach werken z. B. an den letzten Knotenpunkten, bei räumlichen 
Aufgaben durch die Affinitätsbeziehungen zwischen Grund- und Auf
riß, bei Kllotcllpunktsvcrschicbungen durch die Auflagerbedingungen 
usw. meist in Form einer analytischen Gleichung, 

'1'1 T 1~ + . . . + Tm = 0, 
oder einer graphischen, (6) 

:r1 -:- :r2 +. . . . . . . + :rm = 0, 
welche die Richtigkeit der gefundenen Lösung bestätigen soll. 

Sei etwa @)k eine gesuchte Stabspannung, dann kommt es auf 
dasselbe hinaus, welln man sagt: Ich denke mir den Stab, der ~k 
trägt, beseitigt und e!k als gegebene äußere Kraft, die je an den End
punkten dieses Stabe8 wirkt. Man hat dann das System (\.ß, ®k) 
gegebener Kräfte, aus dem das Spannungsbild (\.ß,®k), (1'5) her
vorgeht. 
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8. Angenommen, man habe nicht dieses wirkliche System ge
gebener äußerer Kräfte (~, @:)k), sondern ein beliebiges anderes 
(~', \S'k) als Ausgangssystem gewählt und von ihm ausgehend das 
natürlich falsche Spannungs bild (~', 5'k), (eI') geschaffen, dann wird 
die Kontrolle am Schluß geben 

:t't + :t'2 + ...... + :t'm:; 0, 

oder in anderer Form 
:t't + :t'2 + ......... + :t'm = ~'. 

Es wird sich ein "W i d e rs pr u c h" jffi' ergeben. Und für ein 
anderes Spannungsbild (~", @:)"k), (5"), erzeugt durch das willkür
lich gewählte Ausgangssystem (~", eI"k), ein anderer "Wider
spruch", 

('<-11 + ~II + + r:r-II _ ffilll ~1 ~2 •••• ~m-;,u). 

Sind die beiden falschen Ausgangssysteme (~', \S' k) und (~",eI" k) 
"Komponenten" des wirklichen Systems (jß, 5k), d. h. ist 

m· _ ffi', AffilI. 
1-n - 1-'l + 1-' t, 

5k = \S'k -+ eI"k, 
dann ist nach (3) auch 5i die Resultierende von \S'i und 5"i, also 

(:t') + :t"I) + (;t'2 + st"2) + .... + (;t'm + ;t"m) = 0 
bezw. 

~'+~"=O. 
Für die spezielle Wahl wie in (4) 

(~', @:)'k)-c (jß, 0), 
(~", @:)"k)c= (0, Ij, 

ist ~" proportional I. Dann ergibt die Kontrollgleichung 
®'+®"=ü, 

da ®' eine bestimmte bekannte Größe ist, die Unbekannte I. 
Natürlich muß, wenn die Rechnung richtig durchgeführt wurde, jffi' 
parallel ~" sein. 

9. Entsprechend wird bei willkürlicher Annahme einer weiteren 
Unbekannten eil als äußerer Kraft die durch die Ausgangssysteme 

(jß', @)'k, @:)'l) __ (jß, 0, 0), 
(jß", @)"k, @:)"l) = (0, I, 0), 

(jß''', 5"'k, @:)"'l) - (0, 0, ID) 
erzeugte Kontrollgleichung 

(%'1 + ;t"1 + ;t"\) + (st'2 + :t"a + %"'2) + 
+ (:t'm + st"m + :t"'m) = 0 
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bezw. 
2B' + mJ" + 2B'" = o. 

mJ" und 2B'" sind proportional den Unbekannten X und ID, 
2B' ist eine durch die Kräft.e ~i bestimmte bekannte Größe, so daß 
aus der graphischen KontiOllgleichung 2B" und mJ'" und damit 
I = @5k bezw. ID = SI ermittelt werden kann. 

10. Die vorausgehenden Gleichungen behandeln den in der 
Praxis am meisten vorkommenden Fall, daß die Richtung von 
Sk bezw. @51 • • • bereits bekannt ist, und nur die Größe gesucht 
wird. Aber auch, wenn Richtung und Größe von @5k sowie von 
den anderen Si unbekannt sind, wie z. B. beim Aufsuchen von Ge
lenkdrücken, wird genau die gleiche Entwicklung am Schluß eine 
Kontrollgleichung geben, die @)k nach Größe und Richtung bestimmt. 
In den folgenden Zeilen werden verschiedene solcher Aufgaben be
handelt. Die auftretende Kontrollgleichung bestimmt zunächst die 
Richtung irgend einer der gesuchten Kräfte Sn und damit die aller 
andern @5·i; ist die Richtung gefunden, so folgt daraus der Zahlen
wert der Unbekannten. 

11. Die vorangehende Methode, deren s p e z i elle r Gedan ken
gang nicht wesentlich neu ist - man kann fast alle in der Statik 
gebräuchlichen Methoden als Spezialfälle ansprechen: He n n e b erg 
hat sie erstmals analytisch angewandt durch die "Stabvertauschung", 
F ö pp 1 graphisch durch die "Knotenpunktsbedingungen "; man ver
gleiche deswegen Scblink: "Statik der Raumfachwerke" S. 103 
Teubner 1907 - sucht einerseits eine Vereinheitlichung aller Lö
sungen statischer Aufgaben zu erzielen: eine ein z i geR e ehe n vor
sc h r i f t gilt für sie alle, nämlich willkürliche Annahme einer oder 
mehrerer der gesuchten Kräfte und Aufstellung einfacher Kontroll
gleichungen für dieselben. Andrerseits will sie freimachen von geo
metrischen Sätzen und dafür äquivalente unmittelbar einzusehende 
Sätze der Statik verwenden. 

Die vorgeschlagene Methode - einstweilen, um ihren Inhalt 
zu treffen, "K 0 r r e k t u r pr i n z i pU genannt - läßt sich folgender
maßen in eine Formel kleiden: 

Um linear abhängige statisch bestimmte un
bekannte Kräfte aufzufinden, mache man über 
eine oder mehrere derselben eine mit den System
bedingungen verträgliche willkürliche Annahme. 
Die anderen gesuchten Kräfte ergeben sich dann (7) 
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durch Superposition der von den gege benen 
Kräften allein abhängigen und der von der will
kürlich angenommenen Kraft allein abhängigen 
Komponenten. Eine einfache Kontrollgleichung 
ergibt dann analytisch oder graphisch die will
kürlich angenommenen Kräfte. 

§ 4_ 

Die Methode der homogenen Deformation. Die Methode der 
Zentralprojektion. Die Komponentenmethode. 

Weniger allgemein als das Korrekturprinzip, in vielen Fällen 
aber geradezu allein geeignet, rasch ein gegebenes Gleichungssystem 
(1) oder (5) zu lösen, werden sich die in der Überschrift ange
gebenen Methoden erweisen. 

12. Die in obige Gleichungssysteme eintretenden Größen 
5 und ~ haben vorgeschriebene Lage und Größe, lassen sich also 
durch Strecken der Ebene bezw. des Raumes darstellen. Dann kann 
man aber mit diesem System gegebener und gesuchter Strecken 
eine beliebige Transformation vornehmen; oder in anderer Deutung, 
man kann für diese Größen ein neues Koordinatensystem ein
führen. Bei einer gewissen Wahl desselben bezw. bei einer be
stimmten Transformation des Raumes wird das System der Glei
chungen (5) in ein anderes übergeführt, das wegen seiner einfacheren 
Form eine leichtere Lösung gestattet. Hat man diese, so wird man 
durch die entsprechende Reformation in die gegebene Anfangslage 
bezw. durch den Rückgang zum ursprünglichen Koordinatensystem 
die wirklichen Werte der Unbekannten ermitteln. 

In den folgenden Zeilen wird stets eine ganz spezielle Trans
formation angewandt, die ho m 0 gen e Defo r m at ion. Dieselbe 
bestehe darin, daß alle Punkte Ai einer bestimmten Ebene, der 
~ Operationsebene" , radial von einem gegebenen festen Punkt Ao dieser 
Ebene weg- oder zu ihm hinwandern. Irgend ein gegebenes Gebilde 
dieser Ebene soll mit dem deformierten Gebilde homothetisch, d. h. 
ähnlich und ähnlich gelegen sein. Ao selbst ist dann für die beiden 
Gebilde Ahnlichkeitszentrum. Nach Ausführung der Deformation 
muß in dieser Ebene zwischen dem ursprünglichen 'N ert seiner 
beliebigen Strecke und dem 'Vert s' der deformierten Strecke die 
Beziehung bestehen 



12 § 4. Methode der Zentralprojektion. 13. 

8' = ES, 

wobei 8 für die ganze Ebene konstant ist. 
(8) 

Der Zweck einer solchen Deformation ist an Hand der 
Abb. 2 leicht ersichtlich. Dieses räumliche Fachwerk, von dem an
genommen ist, dass die nach I, H, IU führenden Gratstäbe sich 
im Punkt S schneiden, und dass die drei Punkte I, II, Irr, ebenso 
wie die unteren Endpunkte 1', H', III' der Gratstäbe je in einer 

/ 

P, 
/ 

I~ 
I I \ 

I \ 

\ 

\ 

Horizontalebene liegen, kann lllan 
derart homogen deformieren, daJi 
die Gratstäbe lotrecht stehen. 
Man hält zu diesem Zweck den 
Fußpunkt p des von S aus auf 
die Ebene I, H, III gefällten 
Lotes fest und läßt diese Punkte 
I, II, UI in der Horizontalebene 
von F aus radial wandern, bis 
sie lotrecht über den entspre
chenden Punkten J', II', III' der 
untern Ebene stehen. Dann ver
schwinden die Gratstäbe im Grund
riß , die Grundrißprojektion des 
Systems der Ring- und Diagonal
stabspannungen ist dasjenige eines 
statisch bestimmten Fachwerk-

Abb. 2. trägers, wenn man die Diagonal-
stabspannungen als Auflager-

kräfte betrachtet. Die Spannungen dieses Trägers sind dann unschwer 
zu ermitteln. 

Die spezielle Anwendung dieser Methode und ihre analytische 
bezw. graphische Durchführung wird bei der Berechnung der Kuppeln 
(§§ 12, 15, 19) ersichtlich. 

Natürlich kann man auch andere Transformationen anwenden. 
Im Charakter statischer Aufgaben liegt es indes, daß alle diese 
Transformationen, sollen sie brauchbar sein, zunächst wohl linear 
sein müssen. Aber auch dann ist es noch fraglich, ob bei einer 
allgemeinen linearen Transformation - allgemeine Kollineation -
der rechnerische Vorteil groß genug ist. Eine Lösung mit solch 
allgemeinen Mitteln wäre sicher nicht einfacher als etwa die Stab
vertauschung nach He n n e be r g oder die der Knotenpunkts-
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bedingungen nach F ö pp I oder als die kinematische Methode von 
Müll e r - B res lau oder die durch das Korrekturprinzip. 

13. Nichts anderes als die Methode der homogenen Deformation, 
eine andere Form nur, ist die Methode der zentralen Pro
je k ti 0 n, auf welche notwendig die Vektorenrechnung führen muß. 
Was jene für die mehr oder minder rein graphische Behandlung 
eines statischen Problems ist, das bedeutet diese für die vorwiegend 
analytische Behandlung. 

Unter Zentralprojektion sei hier verstanden die Projektion eines 
gegebenen im Gleichgewicht befindlichen Kräftesystems von einem 
festen Punkt S aus auf eine bestimmte Ebene. Ist das gegebene 
System im Gleichgewicht, dann auch das nach Angabe projizierte, 
da ja ein graphischer Summensatz - und ein solcher oder mehrere 
solcher drücken die Tatsache des Gleichgewichts eines gegebenen 
Kräftesystems aus - bei der Projektion auf eine Ebene erhalten 
bleibt. 

Daß die homogene Deformation in der Tat nur eine andere 
Ausdrucksweise für die Zentralprojektion ist, zeigt unschwer das 
Beispiel der Abb. 2. Die Konstruktion sei bereits deformiert gedacht, 
also so, daß die Gratstäbe lotrecht stehen. Dann wende man auf 
irgend einen Knotenpunkt die Gleichgewichtsbedingung für die 
Grundrißprojektionen der an diesem Knoten angreifenden Kräfte 
an. Bei der Reformation zur ursprünglichen Gestalt bezw. zur ur
sprünglichen Kräftegruppierung geht dann diese Gleichgewichts
bedingung über in die äquivalente, daß die vom Punkt S aus auf 
die obere Ebene zentral projizierten Kräfte, die an dem betreffenden 
Knotenpunkt angreifen, wieder im Gleichgewicht sind. 

Damit ist auch bereits auf den Anwendungskreis der Zentral
projektion hingedeutet: Sie stellt eine bequeme Methode dar, lästige 
Unbekannte, im vorliegenden Fall der Abb. 2 die Gratspannungen, 
zu eliminieren. Bei räumlichen Fachwerken von der durch Abb. 2 
bestimmten Gestalt oder anderen ähnlichen Konstruktionen stellt die 
Methode der Zentralprojektion für jeden Knotenpunkt zwei Glei
chungen auf, in denen die Gratspannung nicht auftritt. Unter den 
nachfolgenden Nummern machen besonders die von §§ 12, 15, 17,20 
die spezielle Anwendung der Methode ersichtlich. 

14. Einfach und ohne weitere Hilfsmittel führt sehr oft eine 
Betrachtung zum Ziel, welche die Kräfte an den einzelnen Knoten
punkten derart in Komponenten zerlegt, daß dieselben unmittelbar 
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durch einzelne Stäbe oder Gruppen von zwei oder mehreren solcher 
aufgenommen werden. Man stützt sieh hiebei auf den Satz: 
Ein mögliches Lösungssystem linearer Aufgaben ist gleichzeitig das 
wahre Lösungssystem. Zerlegt man z. B. an dem Träger der Abb. 2 
die Kraft P am Knoten I in drei Komponenten: H parallel zum 
Gratstab, N, T in Richtung der anstoßenden Ringstäbe, so wird 
erstere unmittelbar vom Gratstab aufgenommen. Die Komponente N 
parallel zum Ringstab I II wird am Knoten I gemeinsam vom 
Diagonal- und Gratstab aufgenommen, die Komponente T parallel 
zum Ringstab I III zuerst von diesem aufgenommen und dann am 
Knoten In gemeinsam vom dortigen Diagonal- und Gratstab. 

In den nachfolgenden Zeilen wird sich des öft,ern Gelegenheit 
findp.n, vorstehenden Gedankengang in verschiedenen Variationen 
anzuwenden; es sei deswegen speziell auf §§ 13, 16, 21 hingewiesen. 

§ 5. 
Anwendung auf das Seilpolygon und verwandte Aufgaben. 

Abb. 3 n. 4. 

15. Wählt man zu einem 
gegebenen Kräftesystem (~), um 
das Seilpolygon zu finden, 
den PolO' beliebig (Abb. 3 und 4), 
oder, was auf das Gleiche hin
auskommt, irgend einen Polstrahl 
@5'k, so sind die andern Pol
strahlen 

@5'0, 6'11' .. 6'k - h @5'k + 11'" {5'n 

von diesem linear abhängig. Das 
Kräftesystem (jß, @5'k) bestimmt 
dann das Kräftebild (~, @5'k), ({5'). 

Ist nun {5'k die RelilUltierende 
aus 6k und %, also das System 
(~, 6'k) in die Systemkompo
nenten (jß, 6k) und (0, ~) zer
legt, von denen die erste das 
Kräftebild (jß, @5k), (@5), die 
zweite dasKräftebild (0, ~), (~ 
liefert, wo alle ~i gleich sind 
sr, so muß auch @5'i die Resul· 
tierende aus 6i und ~ sein. 
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Damit ist dann der bekannte Satz bewiesen: Zwischen zwei ver
schiedenen Seilpolygonen für das nämliche Kräftesystem besteht die 
Beziehung, daß entsprechende Seilpolygonseiten sich auf der näm
lichen Geraden schneiden. Diese Gerade ist parallel zur Verbindungs
geraden der Pole 0 und 0' der beiden Polfiguren, d. i. parallel :t. 

16. Ganz allgemein gestatten lineare geometrische Auf
gab e n ohne Kenntnis allgemein-projektiver oder speziell-geometri
scher Sätze fast durchweg nach (3) bezw. (7) eine einfache Lösung, 
wenn man die einzelnen auftretenden Geraden als Kräfte betrachtet. 
Die einfache Tatsache, daß mit der Definition der Resultierenden 
von zwei Kräften die projektive Geometrie auch als eine statische 
betrachtet werden kann, ist bisher noch viel zu wenig gewürdigt 
worden. Es läßt sich nach der Meinung des Verfassers durch kon
sequente Ausnützung dieser Tatsache noch gar mancher Gewinn für 
die methodische Mechanik erzielen. Nachfolgend einige Beispiele für 
die Anwendung des Korrekturprinzipes speziell auf Geometrie. 

Es sei zunächst erinnert an die in der Mechanik oft behandelte 
Aufgabe, ein n·Eck zu konstruieren, dessen Ecken auf n gegebenen 
Geraden gl' g2' ... gn liegen, und dessen Seiten durch n gegebene 
Punkte PI' P2 •••• Pn gehen. Die Aufgabe wäre gelöst, wenn 
man ein e Seite hätte. Sei diese 6 1 , so wird sich daraus fort
laufend 6 2, 6 3, ••• 6n ergeben. Diese alle sind linear abhängig 
von 6 1, folglich gibt die Auffassung von 61' 6 2, ••• 6n als Kräften 
-- "Gelenkdrücke" durch die vorgeschriebenen Punkte, die "Ge
lenke" PI' P2' .. . Pn - nach dem Prinzip (7) sofort eine Lösung. 
Man nimmt die Seite 6'1 ganz willkürlich innerhalb der vorge
geschriebenen Bedingungen an und erhält fortlaufend durch Erfül
lung der übrigen Bedingungen die anderen Seiten 6'2' (5'8' .... 6'n; 
in der neuen Ausdrucksweise: die Seite 6'1 bestimmt das Kräfte
bild (6\), (6'). Eine andere Annahme 6'\ bestimmt das Kräfte
bild (6"1), (6"). Die Superposition von 6'1 und 6"1 bestimmt das 
Kräftebild 

(6\ + 6"1)' (6' + 6") (61), (6), 
d. h. 6i ist die Resultierende aus 6'i und 6"i, wenn 1S1 die Re
sultierende von 6'1 und CS''. ist. 

Damit erhält man gleichzeitig die Kontrollgleichung 

\Sn = S'n + 5"", 
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d. h. die letzte Seite ~n muß einerseits als Resultierende von ~'II 
und (5"" durch deren Schnittpunkt gehen, andrerseits nach V or

schrift durch den gegebenen 
Punkt Pn. 

17. Abb. 5 löst die Auf
::=- =-·1 gabe für den Fall eines Vierecks. 

Die Richtung von (5\ bezw. ~"I 
ist beliebig gewählt. Durch 6'1 

_ ist ~'4 bestimmt, entsprechend 
(IV) .;::'/1 ~"4 durch ~I't. Beide scbnei-
-;.f/ den sich in (IV). e4 muß nun 

' ___ einerseits als Resultierende von , . 
I ~'4 und ~//4 durch dIesen Punkt 
~IV gehen, andrerseits nach Vorschrift 

durch IV. 
Abb.5. 

18. Abb. 6 stellt die Lösung 
der gleichen Aufgabe an einem Dreiecke dar. Die willkürlich ge
wählten (511 und 6//1 bestimmen @5la bezw. 6"3' durch deren Schnitt· 
punkt (m) dann 6 3 gehen muß. Am einfachsten wird die Kon-

Abb.6. 

struktion, wenn man ~'t durch I und II legt, die Seite @5"1 aber 
parallel der Geraden, auf der sie sich mit ~//2 schneiden soll. In 
der Abbildung ist diese Konstruktion strichpunktiert eingezeichnet. 

19. Die Aufgabe. eine Gerade durch einen vorgeschriebenen 
Punkt A so zu legen, daß sie auch noch durch den schwer zu er· 
reichenden Schnittpunkt von zwei gegebenen Geraden geht, gestattet 
wie so viele projektiv-geometrische Aufgaben eine einfache Lösung 
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mit dem Seilpolygon, wenn man die gegebenen Geraden wie auch 
die gesuchte als Kräfte ansieht, die gesuchte ~ speziell als Resul
tierende der beiden gegebenen 
~l und ~2' Die Endstrahlen 
des Seilpolygons zu diesen bei
den Kräften müssen sich dann 
auf der gesuchten Geraden 
schneiden, Abb. 7. Legt man 
also ein erstes Seilpolygon so, 
daß die Endstrahlen durch 
den gegebenen Punkt A gehen, 
und ein zweites derart, daß die 
Schnittpunkte entsprechender 
Seilstrahlen auf den gegebenen 
Geraden ~l und ~2 liegen -

/ 

Abb.7. 

man ist dann vollständig unabhängig von der Größe der gedachten 
Kräfte \ßl und ~2 - so bestimmen dessen Endstrahlen einen 
weiteren Punkt D der gesuchten Geraden. 

Z w e i t e r Ab s c h n i t t. 

Berechnung ebener und räumlicher 
Fachwerke. 

§ 6. 
Das niehteinlache ebene Faehwerk. 

20. Das statisch hestimmte 
ebene Fachwerk ist zu unter
scheiden als ein fa ehe s, wenn 
bei beliebiger Belastung alle 
seine Spannungen mit Hilfe 
eines er e mon a planes vom 
ersten bis zum letzten Stab 
ermittelt werden können, und 
als ni ch tein faches, wenn 
diese Bedingung nicht zutrifft. 

Bei beliebiger Belastung! 
Denn wie der Fall der Abb. 8 

E 8 erer. Farbwerke. 

Abb.8. Abb.9. 
2 
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bezw. der dazu gehörige durch Abb. 9 wiedergegebene Kräfteplan im 
Gegensatz zu dem durch die Abb. 10 mit 12 bestimmten Fall zeigt, 
können bei ein und demselben Fachwerk die Spannungen einmal 
durch einen C re mon a plan ermittelt werden: bei spezieller Be
lastung nämlich nach der Metbode des unbestimmten Maßstabes, 
das andere Mal aber nicht: nämlich bei ganz allgemeiner Belastung. 

Im ersten Fall stellt man etwa 83 durch eine willkürlich ge
wählte Strecke dar und bestimmt daraus 82, 88 , 8 9 und 8 4 , aus 
89 wieder 86 und S1' siehe Abb. 9. Die als Unbekannte ange
sehene Kraft PlI läßt sich am Knotenpunkt II aus 8 1 und 8 2 be
stimmen und liefert so nachträglich den Maßstab für sich und damit 
für den ganzen Kräfteplan. 

Für die Bestimmung der Stabspannungen im nichteinfachen 
Fachwerk existieren mehrere Lösungsmethoden : In spezielleren Fällen 
die Culmannsche und Rittersche Methode, die Föpplsche Me
thode der imaginären Gelenke, die Methode des unbestimmten Maß
stabes, in den allgemeinen Fällen die He n n e b erg sehe Methode 
der Stabvertauschung, die kinematische Methode von Müll e r -B res
lau, die F ö p pI sche Methode der Knotenpunktsbedingungen. Natür
lich können diese auch auf Spezialfälle angewandt werden. 

21. Für den allgemein möglichen Fall führt das Korrektur
prinzip rasch zum Ziel. Sei das an dem nichteinfachen Fachwerk 
oder an dem nichteinfachen Teil desselben angreifende System ge
gebener äußerer Kräfte wieder mit (~) bezeichnet. In dieses System 
sind natürlich auch eventuell bereits bekannte Spannungen inbe
griffen, wenn sie an dem untersuchten Gebilde angreifen. Es sei 
vorausgesetzt, daß mit dem Bekanntsein ein er der gesuchten 
Spannungen das Fachwerk zu einem einfachen wird - der in der 
Praxis seltener auftretende Fall, daß erst das Bekanntsein zweier 
dieser Spannungen das Fachwerk zu einem einfachen machen würde, 
soll in der übernächsten Nummer behandelt werden - und dieselbp. 
mit @5k bezeichnet. Wäre @5k bekannt, so könnte man sofort einen 
C re mon a plan zeichnen, und damit die übrigen Spannungen (Si 
auffinden. Letztere sind linear abhängig vom System (~, @5k) und 
lassen sich durch Superposition 

(Si = (5'i + (S"i 
auffinden, wenn (S'i die Spannung nur unter dem Einfluß des Kräfte· 
systems (~, @5'k = 0) und @5"i diejenige unter dem alleinigen Ein· 
fluß von (0, @5"k = I) ist. Die Superposition der beiden Spannungs-
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bilder (~, 0), (6') und (0, X), (6") gibt das Spannungsbild 
(~, x), (S). 

An einem beliebigen Knotenpunkt - oder an einem beliebigen 
Stab, ganz allgemein an einem beliebigen Teil des Fachwerkes -
werden alle an ihm angreifenden Spannungen mit der dort angrei
fenden äußeren Kraft ~ bezw. der Resultierenden von solchen im 
Gleichgewicht sein, 

~+~S=O 
bezw. 

(~ + ~ IS') + ~6" = 0 
oder 

~'+~"=O, 
wobei die graphische Summe ~' = ~ S' + ~ eine bestimmte Größe, 
die graphische Summe ®" = ~ IS", wie alle S"i, proportional zu I ist. 
®' und ®" sind die bereits erwähnten ,,'Vidersprüche" der Kon
trollpolygone. Da ®' eine bestimmte Größe ist, läßt sich ~" = 
-~' und damit I, das ja proportional [ß" ist, ermitteln. Natür
lich ist ®' und entsprechend ~" erst dann von Null ver
schieden, wenn man die Kontrollgleichung ~ + ~6 = 0 an einem 
wirklichen Kontrollpunkt bezw. Kontrollteil anwendet, für den also 
alle angreifenden Spannungen bereits ermittelt sind. Ausgenommen, 
wenn zufällig die Spannung ISk = X selber Null wird. 

Für einen Knotenpunkt als Kontrollteil des Fachwerkes spe
zialisiert sich das Korrekturprinzip zur F ö p p I sehen Methode der 
Knotenpunktsbedingungen, für einen gedachten Ersatzstab zur 
He n n e b erg sehen Methode der Stabvertauschung. Gelegentlich sei 
erwähnt, daß beide Methoden direkt identisch sind, insofern näm
lich die oben gefundenen Vektoren ~' und ®" die Spannungen 
Sie und S"e des Ersatzstabes vorstellen, der vom vorletzten Kon
trollpunkt zum letzten geht. 

22. Die Konstruktion des Spannungsbildes des Stabverbandes 
der Abb. 10 - sie ist der Abb. S. 233 des Handbuches der 
Ingenieurwissenschaften IIn , dritte Auflage, ähnlich gewählt - erfolgt 
durch Superposition des Spannungsbildes (~), «(5') der Abb. 12 und 
des Spannungsbildes (61 = x), (S") der Abb. 11. Die Kontroll
gleichung erfolgt am Punkt V oder I, nachdem man der Reihe nach 
bei II, IU, IV, VI die unbekannten Spannungskomponenten er
mittelt hat. Die Kontrollpolygone beider Spannungsbilder sind 
schraffiert. [ß' bezw. ~" ist parallel der Geraden I V; damit 

2* 
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mv + ~" = 0, muß man ~" und damit auch X dreiviertelmal 
80 groß wählen als angenommen wurde. In Abb. 12 sind dann 
noch die wahren Spannungen @5i = (S'i + (S"i eingezeichnet. 

23. Ist das Fachwerk derart, daß es erst mit dem Bekanntsein 
von zwei Spannungen einfach wird, so sind diese - @5k und @5/ 

Abb. 10. Abb. 11. 

wieder als gegebene äußere Kräfte zu betrachten. Man erhält dann 
alle übrigen Spannungen in der Form 

(Si = @5'i + @5"i + (S/I'i. 

Dabei sind die €)'i gefunden wie unter 22, (S"i und @5U/i je unter 
dem alleinigen Einfluß der heiden als bekannt angesehenen Span-
nungen 

@5k = X, 
@5l = ID. 

Am Kontrollteil erhält man für jedes einzelne Spannungsbild wieder 
die nichtgeschlossenen Kräftepolygone 

~+~@5'=~', 
~61l=~", 
~(5UI = ~w. 

Da aber unter dem Einfluß des tatsächlicll angreifenden Kräfte
systems (~, @5k, (SI) Gleichgewicht sein muß, 80 gilt 

~+~@5 =0 
bezw. 
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(P + .!.@S') + ~@S" + ~€l'" = 0 
oder 

®'+ ®"+®"'=o. 
Von d~n drei Größen ®', ~", ®'" ist ~' eine durch die \"ßi 

bestimmte Größe; dadurch lassen sich graphisch ®" und ®'" er
mitteln und hieraus wieder X = 6k, ID = €lt, die ja ®" bezw. ~'" 
proportional sind. 

Übrigens lassen sich diese beiden Spannungen in vielen Fällen 
dadurch einfacher berechnen, daß man sie als Komponenten eines 
., Gelenkdrucke~" betrachtet und so wie folgt ermittelt. 

24. Zur Aufgabe, einen solchen nach Größe und Richtung 
unbekannten Gelenkdruck aufzufinden, überlege man: 

Dieser Gelenkdruck, er sei mit €lk bezeichnet, wird, sobald er 
bekannt ist, andere Größen @51' @S2' .... €ln, alle linear von €lk 
abhängig, bestimmen. Nimmt man nun €lk willkürlich einmal gleich 
6' k an und bezeichnet das dadurch entstandene Kräftebild wieder 
mit (@S'k), (€l'), ein andermal gleich €l"k, das davon abhängige Kräfte
bild sei (€l"k), (€l"), so werden die von €lk abhängigen Größen 

@Si = @S'i + €l"i , 
wenn 

Sk = S'k + €l"k. 
Die Kontrolle ist wie nach 16: 

Sn = @S'n + €l"n 
muß nach Vorschrift durch einen ge/<ebenen Punkt gehen, bestimmt 
dadurch sich und daraus rückwärts €lk sowie alle @Si. 

25. Als Beispiel stellt Abb. 13 die Aufsuchung der Gelenk-

/ 

"-..; II ..:::-" 
r-:----t-~3_' ~P...!.jr ..-::: I ~' - . _ "" (m) 

I I ""' - 2 -Wh. - - ._~ 
...... -...v ""' 

Abb. 13. 
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drücke eines Dreigelenkbogens dar. ~r und ~l sind die Resul
tierenden der aIi der rechten bezw. linken Scheibe angreifenden 
Kräfte, ~ ist die Resultierende dieser beiden. 6'1 und 6 ''t sind 
durch I beliebig angenommen, die Kontrolle ist 

6 3 = (513 + (5//s' 
Etwas vereinfachen wird sich wie in 18 die Aufgabe durch 

Anwendung der in der Abbildung strichpunktiert wiedergegebenen 
Konstruktion. 

26. Als weiteres Beispiel gibt Abb. 14 und 15 wieder, wie 
man die Stützen- und Gelenkdrücke eines aus fünf Scheiben 

Abb. 14. 

bestehenden Fachwerkes (die Erde ist als fünfte Scheibe eingeführt) 
ermittelt. Die tatsächlichen Gelenke sind I, II, IV, VI, VII. Als 
"gedachte Gelenke" treten noch auf III, V, (VII), durch welche 
(53' 6 5 , 6 7 bezw. deren Komponenten hindurchgehen ~:müssen. 

Die Lösung gestaltet sich folgendermaßen: Betrachtet man (51 

als gegebene äußere Kraft, so kann man das Kräftesystem (~, (51) 

zerlegen in die "Komponentensysteme" (~, (5ltl und (0, (5l1d, so daß 
also (51 die Resultierende von 6 '1 und (5//1' Das erste System 
ruft für sich das KräftehiId (~, 6 '1 ), «(51) hervor, durch das zweite 
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ist das Kräftebild (0, 6'\), (6") bestimmt. In Abb. 14 ist 
dieses durch die strich punktierte Konstruktion gegeben, ersteres nach 
der innerhalb der vorliegenden Bedingungen willkürlichen Annahme 
von 6'1 mit Hilfe des Seilpolygons der Abb. 15 als Linienzug 1', 
2', 3', 4', 5', 6', 7' eingetragen. Wegen 

6 1 = 6'1 + S"l 
ist nach (3) auch 

6 7 = 6'7 +- S"7' 
6'7 und 6"7 schneiden sich in (VII). 

druck 6 7, der nach Vorschrift auch noch 
bestimmt, und damit rückwärts der 
Reihe nach 66, S5' ... 6 1 , Die 
Strecken 12, 23, 34, 45, 56, 67 der 
Polfigur, in diesem Richtungssinn ge
lesen, stellen die Kräfte PI' Pa. 
Gb, Pa' Ge, p~ vor, entsprechend 
1'2' usw. je die ersten Komponenten 
dieser Kräfte. Gb und Ge sind 
dabei die an den Scheiben bund c 
angreifenden lotrechten Stützendrücke. 

Zur Kontrolle ist noch ein 
weiteres Seilpolygon SIIIl , 6"'2'" 
eingezeichnet, entstanden unter der 
Annahme SI = S''t +- 6"'1' Na
türlich hat jetzt S"l einen anderen 
Wert wie bei der ersten Zerlegung 

SI = 6"1 +- S'l' 
Für den Fall, daß man das 

Dadurch ist der Gelenk
durch VII gehen muß, 

Fachwerk bezw. den Fachwerkträger Abb. 15. 
in drei Scheiben zerlegen kann, die 
gegenseitig durch wirkliche oder gedachte Gelenke verbunden sind, 
spezialisiert sich das Korrekturprinzip zur F ö p plschen Methode der 
imaginären Gelenke. 

§ 7. 

Das statisch unbestimmte Fachwerk. 

27. Die statische Unbestimmtheit denke man sich zunächst in 
der Art der Auflagerung gegeben, beispielshalber durch einen Zwei-
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gelenk bogen. Als statisch unbestimmte Größe tritt dann der Rori· 
zontalschub H auf. Wäre H bekannt, so könnte man alle unbe· 
kannten Spannungen durch einen er e mon a plan oder im Fall 
eines nichteinfachen Trägers durch eine der in Betracht kommenden 
Methoden auffinden. 

Das Korrekturprinzip sieht nun wieder den unbekannten Hori· 
zontalschub H als gegeben an und bestimmt die tatsächlich auftretenden 
Spannungen durch Superposition aus den Beiträgen der gegebenen 
äußeren Kräfte ohne H und aus den durch H allein verursachten. 
Die Unbekannte H findet sich aus der Kontrollgleichung, daß die 
Verschiebung des Punktes, an dem Rangreift, Null sein muß. 
Nach dem Satz von M a x w e 11- Mo h r ist die Verschiebung unter 
dem Einfluß der äußeren Kräfte in Richtung von H 

1 
'h = H ~rST=~urS, 

da 
Ti = uiH; 

und die Verschiebung in der gleichen Richtung unter dem Einfluß 
von Hallein 

woraus mit 
Tjl + Tj2 = 0 

der Horizontalschub gefunden wird als 

H=_:SurS 
:;;' u 2r' 

Ist aber die statische Unbestimmtheit nicht in der Art der 
Auflagerung, sondern in der Zusammensetzung des Fachwerkes be· 
gründet, so kann man die Endpunkte des überzähligen Stabes als 
die Auflagergelenke auffassen - die vorhandenen wirklichen Auf· 
lagerkräfte natürlich als äußere Kräfte - und die gesuchte Stab· 
spannung X des erwähnten Stabes als Rorizontalschub, der dann 
wieder 
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§ 8. 

Der V ersehie bungsplan. 

28. Voraussetzung: Man kennt die Längenänderung eines 
jeden Stabes lj der vorliegenden Fachwerkskonstruktion. Die Frage, 
ob der Träger statisch bestimmt ist oder nicht, spielt erst dann 
eine Rolle, wenn man - natürlich innerhalb gegebener Grenzen -
diese Längenänderungen, so wie es bei dem in Abb. 16 skizzierten 
Fachwerk geschehen ist, willkürlich annimmt. Die Zahl der will
kürlich angenommenen Längenänderungen darf nur 2 n - q sein, 
wenn n die Zahl der Knotenpunkte und q die der "überzähligen" 

Abb. 16. 

Stäbe ist; die Auflagerullg denkt man sich dabei durch Stäbe be
stimmt. Durch diese 2n - q Längenänderungen sind dann alle 
übrigen bestimmt. 

'Vill man zunächst nur einen "Relativverschiebungs
plan", der also nur die relative Verschiebung der einzelnen Knoten· 
punkte zum Fachwerk selbst angibt - die Verschiebung gegenüber 
den festen Auflagern, die absolute Verschiebung in der festen Ebene 
des Fachwerkes, ist damit noch nicht bestimmt - so kann man über 
die drei "Koordinaten" eines beliebig ausgewählten Fachwerkstabes 
willkürlich verfügen, d. h. man darf demselben eine willkürliche 
Lage in der Ebene vorschreiben; dadurch ist dann die Lage der 
übrigen Knotenpunkte nach der Methode des Verschiebungsplanes 
bestimmt. 

Um von dem Relativverschiebungsplan zum ahsoluten über
zugehen, hat man dem Träger nur mehr eine Bewegung so zu 
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erteilen, daß er die durch die Auflagerung bedingte Endlage auch 
wirklich einnimmt. Dieser Übergang in die Endlage läßt sich stets 
durch Drehung des Trägers um einen leicht zu ermittelnden Punkt 
bewerkstelligen. Meist wird dieser gesuchte Punkt wie in Abb. 16 
einer der festen Auflagerpunkte sein. 

Vom Standpunkt des Korrekturprinzipes aus: Man macht über 
eine der gesuchten 2 n - p Verschiebungskomponenten - p sind 

ja durch die Art der Auflagerung schon 
vM gegeben - eine mit den Systembedin

/---1/. gungen verträgliche günstige Annahme Vk. 

VJ' ./" /" r Durch dieses Vk sind dann alle übrigen 
..... /'- / ~ Verschiebungen Vi bestimmt und damit 

~• • / "" / r der Relativverschiebungsplan (Vk), (v) der 
';Iv ' Knote~punkte I, I!, . . . . . . 

VI ", ./" ::r Eme andere Annahme Vi k bestImmt 
w/--- Y ./ I den Relativverschiebungsplan (V'k), (V') 
:\- .... : dieser Knotenpunkte, d. i. den Plan I', 

: .......... /'. j 11' 
.. / \ :\~I ., r ' •. i~t' ~~n die gesuchte absolute Ver. 
~ .... \_._~~ schIebung 

IV\ .>: . /: ,\ J V"k = Vk + V'k, 

'. m' < ..... d\ V; j d. h. sind Vk und V'k die Komponenten 
. :-.....:: ...... , \. der gesuchten absoluten Verschiebung V"k, .... :y dann gilt .uob 

__ . D V"i = Vi + Vii 

'. . . und umgekehrt. 
Eine durch die gegebenen Auflager. 

bedingungen stets zu erhaltende Kontroll· 
Abb. 17. gleichung gibt dann Aufschluß über eine 

oder mehrere der Verschiebungskomponen. 
ten, bestimmt daraus Vk und V'k bezw. V"k und damit dann alle 
V"i als die Wege 1'1, II'II, .•.... 

29. An dem durch Abb. 16 dargestellten einfach statisch uno 
bestimmten Fachwerk ist z. B. angenommen; daß der Knotenpunkt 
II in Richtung des Stabes 1 um Lll1 sich verschiebt. Durch dieses 
Vn ist dann der Relativverschiebungsplan I, II, ... VII der Abb. 17 
bestimmt. Eine andere Annahme V'II senkrecht zu VII bestimmt 
den Relativverschiebungsplan 1', II', .... VII' derselben Abbildung. 
Natürlich mua dieser, seiner geometrisch-mechanischen Deutung ent-
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sprechend, eine zum gegebenen Fachwerk ähnliche Figur ergeben. 
Speziell kann man wie im vorliegenden Fall V'II so wählen, daß 
VII und VII' zusammenfallen, d. h. man zeichnet einfach über I VII 
als Basis das Fachwerk 1', .... VII' ähnlich der Abb. 16. Dann ist 

u 0 + ' V VII = = t>VII V VII 

die wahre Verschiebung des Knotenpunktes VII; und damit 1'1, 
Ir' H, ... d. h. 

V U • - ..... + V" ~ -...,t t, 

die wahre Verschiebung der übrigen Knotenpunkte. 
Sinngemäß läßt sich die Methode natürlich auch, mit noch 

größerem Vorteil jedenfalls als beim ebenen Fachwerk, auf räumliche 
Konstruktionen anwenden. 

§ 9. 

Zerlegung der Kraft ~ nach drei Raumkomponenten. 

30. Die Aufgabe, \l3 nach drei Komponenten @51' @52' ®a zu 
zerlegen, wenn alle vier Kräfte am nämlichen Punkt angreifen, 
findet durch das Korrekturprinzip eine recht einfache Lösung, wenn 
zufällig die gegebene Kraft zu einem aer drei Risse senkrecht steht. 
In diesem Fall spezialisiert sich das Prinzip ebenso wie bei 20 zur 

v 

~ ~.m , , . , 

:»<]1 VI 
; 2 , , , 

'0 

, 
I 

1 rn: 

Abb. 18. Abb. 19. 

Methode des unbestimmten Maßstabes. Für den Fall der Abb. 18, 
wo ~ senkrecht zum Grundriß steht, gibt Abb. 19 die Lösung. 
Man nimmt im Grundriß 6'1 [die Indizes' und ,~ beziehen sich 
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hier auf den Grund- bezw. Aufriß] beliebig an und zerlegt es n8ch 
(5'2 und e'3' Die Kontrolle im Aufriß, 

(5111 + @5"2 + (5113 = 5,ffi, 
ist identisch mit der Bedingung des Gleichgewichts im Aufriß, 

"",,, --L 17'::11 + 17'::11 + \l1 - 0 °1,°2°31-'-' 
wodurch sich der Maßstab zunächst für ~ und damit für alle 

I 

lJ 
\ 
\ 

übrigen Kräfte bestimmt. 
31. Liegt ~ schief zu 

jedem der drei Risse, so findet 
man die Lösung der Aufgabe 

3 zunächst nach der Methode 
3' ........ der homogenen Deformation 

'l7>o'.,.".-===,....,,"""'~m auf zwei einfachen 'Vegen. Ent· 

Abb. 21. 

weder indern man durch eine 
m solche Deformation den ge· 

gebenen Fall auf den vorigen 
zurückführt. Abb. 20 gibt 
diese Deformation an: Die 
Punkte I, II, III, IV, die 
Spurpunkte der Kräfte (51' 
(52' (53' ~, bleiben unver
ändert, Knotenpunkt V, an 
dem diese Kräfte angreifen, 
wandert 1II der Horizontal· 
ebene nach V', wo er lotrecht 
über IV liegt, so daß die Be
dingung der vorigen Nummer 
gegeben ist: ~' steht senkrecht 
zu einern der Risse, hier zum 
Grundriß. N ach der Defor
mation lautet dann die Auf
gabe: Die zum Grundriß senk· 
rechte Kraft ~' soll zerlegt 
werden nach den Komponenten 
(5'1' (5'2' (5'3' von welchen 
man die Richtung - die
jenige von V'I, V'II, V'III 
- kennt. Ihre Lösung findet 
diese Aufgabe durch Abb. 21. 
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Die homogene Reformation in die Anfangslage gibt schließlich die 
wahre Größe der Grund- und Aufrißprojektion. 

32. Einfacher wird die Lösung, wenn man die homogene De
formation so wählt, daß im Grundriß zwei der Kräfte ~, @Jl' !b2 , 

@Ja in der nämlichen Geraden 
lit'gen. Eine solche Defor
mation kann stets so gewählt 
werden, daß der Aufriß sich 
nicht daran beteiligt, etwa wie 
Abb. 22 darstellt, wo man im 
GIUndriß den Knotenpunkt V 
senkrecht zur Schnittgeraden 
von Grund- und Aufriß nach 
V' wandern läßt, bis die Kom
ponenten @J\ und @J'2 in die 
nämliche Gerade fallen. Man 
findet so nach Abb. 23 zu
nächst @J'a' und dann durch 
die Reformation zur Anfangs
lage @Ja' woraus wieder @=SI 
und (52 gewonnen werden. 

33. Selbstverständlich muß 
sich für die Methoden 31 und 
32 auch vom Standpunkt der· 
Zentralprojektion eine Erklä
rung geben lassen. Sie ist 
sogar plausibler als die vom 
Standpunkt der homogenen 
Deformation. 

Im ersten Fall projiziert 
man von irgend einem Zentrum 
S auf der Kraft jß bezw. ihrer 
Verlängerung die Kräftegruppe 
auf den Grundriß, in welchem 
also ~ verschwindet. Man 

IV' 

Abb.23. 

J 

3 

J( 

'. 

I 

'I 

erhält damit das projizierte System @J'l' @J'2' @J'a der Abb. 20, 
welches einfacher als das ursprüngliche behandelt werden kann. 

Im zweiten Fall wählt man als Projektionszentrum S irgend 
einen Punkt der Ebene durch @=SI und ISa so, daß der Projektions-
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strahl von S durch V parallel zum Seitenriß wird, und erhält dann 
das recht einfach weiter zu behandelnde Projektionssystem ~', S'I' 
6'2' e'3 der Abb. 22. 

34. Wenn ~ zu jedem der drei Risse schief ist, kann man 
auch unmittelbar nach dem Korrekturprinzip 
folgendermaßen vorgehen: Man nimmt SI will· 
kürlich an und zerlegt in einem beliebigen Riß, 
etwa im Aufriß, 

~+6'2+ S'3 =0, 
SI + 6"2 + 6"3 = 0. 

In jedem Riß muß dann gelten 

~ + SI + 6~ + 6 3 = ° 
bezw. 
(~ + 6'2 + 6'3) + (61 + 6"2 + S"s) = 0 

oder 
~' + j!ß" = O. 

Im Aufriß ist natürlich ~' wie ~" iden· 
tisch N ull, nicht aber im Grundriß, es sei denn, 
daß SI zufällig selbst Null ist. In diesem ist @' 
eine durch ~ bestimmte Größe, wodurch sich 

I wieder~" und damit das zu ®" proportionale 
6 1 ergibt. 

Abb. 24 liefert die einfache Lösung dieser 
Aufgabe für das durch Abb. 20 gegebene 

Abb. 24. Beispiel. 

§ 10. 

Zerlegung einer Kraft ~ nach sechs Geraden. 

35. Für den allgemeinsten Fall dieser Aufgabe kam bisher 
wohl kaum eine andere Lösung in Betracht als die analytische: 
Aufstellung von drei Translations· und drei Momentengleichungen, 
zusammen sechs linearen Gleichungen für die sechs Unbekannten. 

Das Korrekturprinzip läßt auch hier eine relativ leichte Lösung 
auf verschiedenen 'Wegen zu. Es seien die sechs unbekannten Kräfte, 
nach denen ~ zerlegt werden soll, mit 6 1 , S2' .... S6 bezeichnet. 

Berücksichtigt man nur die Gleichgewichtsbedingung gegen Trans· 
lation, so ist es immer möglich, eine Kraft nach drei beliebigen 
Richtungen im Raum zu zerlegen. Man betrachtet SI' S2' S3 als 
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gegebene äußere Kräfte neben der wirklich gegebenen Kraft ~ und 
zerlegt ~ nach S'4' S'5' @5's; desgleichen SI nach S"" S"5' 
S"s, sowie S2 nach S"'4' @5"'s, S'''6 und Ss nach @5""4' S""s, 
S""6' Die Kontrollgleichung, die '51 , S2' Ss aufzufinden gestattet, 
ist die Gleichgewichtsbedingung gegen Drehung, 

~'ffi1 = 0 
oder 

oder 
~9J1' + ~m" + ~m'" + ~9J1"" = 0 

}!B' + m3" + m5'" -j- ®"" = o. 
m3' = ~'9J1' ist eine durch ~ bestimmte Größe, m5" = ~9J1", 

J 

2 • 

p 
- --. ~ 

6 x. y 

Abb.25. 

ebenso m3'" und ®"" sind proportional den unbekannten Kräften 
Sl bezw. S2 und SS' Die Zerlegung von }!B' nach den drei Rich
tungen von ®", ®"', }!B"" bestimmt diese und damit auch SI' S2' 
Ss' hernach durch Superposition S., Sö' S6' 

36. Der zweite Weg, der die Lösung mit alleiniger Anwendung 
des Seil polygons gestattet, soll an einem Beispiel erklärt werden, 
das durch Abb. 25 hinreichend definiert ist. Die alleinige Berück-
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sichtigung des Gleichgewichtes im Grundriß gestattet, ~, 6 1 , 6 2 , ea 
je nach @54' @55' es zu zerlegen, wenn man @51' 6 2, 6 3 ebenfalls 
als gegebene Kräfte betrachtet. 

In Abb. 26 ist die Zerlegung von ~ nach e'" 6'5' 6'6 durch
geführt, entsprechend die von 6 1 nach e"" @5"s' 6 u6 , die von ez 
nach @5m., @5ws ' eWe und die von @5a nach @5U1l4 , @5"u5 , @5""6. 
Natürlich sind el , @52' @5s einstweilen durch Strecken von willkür-

\J. 5 \ J, 5 

~ 
~ S 

6 
., 

6 2 
J 

\Jg 

1 
6 

!t 

p 

6<1 ~ \ 6 
\ , 

2 
~6 

3 
Abb. 26. 

licher Größe auszudrücken, in Abb. 26 wurde die Y-Komponente 
von 61' @52' @53 gleich der von ~ gewählt. 

Die Kontrollgleichungen, welche @51' @52' 6 a ermitteln lassen, 
oder was auf das gleiche hinauskommt, den Maßstab für die Zer
legungspolygone der Abb. 26 bestimmen, sind die noch fehlenden 
Gleichgewichtsbedingungen: Die Z - K om pon enten aller Kräfte 
müssen im Gleichgewicht sein, wenn man, wie beim vorliegen
den Beispiel geschehen, die Angriffspunkte aller Kräfte in eine zur 
z-Axe senkrechte Ebene verlegt und dort die Zerlegung nach Kom
ponenten vornimmt. Durch die Konstruktion der Abb. 26 ist das 
Gleichgewicht der X- und Y- Komponenten, da sie ja alle in der 
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unteren Ebene des Quaders liegen, bereits vollständig berücksichtigt. 
Die noch restierenden Gleichgewichtsbedingungen lassen sich aus
drücken durch die Formel 

~Z' -+ ~Z" +- ~Z'" -+ ~Z'''' = 0 
oder 

(9) 

Wo = ~Z' ist eine durch ~ bestimmte Kraft, deren Größe und 
Richtung durch Abb. 26 wiedergegeben wird, während die Lage 
durch je ein Seilpolygon im Aufriß und Grundriß gefunden wird, 
so wie Abb. 27 angibt. W1 = ~Z" bezw. WB = ~Z'" und Ws = ~Z"", 

die nach Größe, Richtung und Lage auf die gleiche Weise gewonnen 
werden wie Wo, sind proportional den unbekannten Kräften SI 
bezw. @52 und Ss' 

In Abb. 28 sind alle diese Kräfte Wo, W1 , W2 , Ws nach 
Größe, Richtung und Lage eingetragen, so. wie sie durch die Kon
struktionen der Abb. 26 und 27 gefunden wurden. W 1 , W2 , Ws 
natürlich falsch, da ja auch @51' S2' Ss beliebig angenommen 
wurde. (0) im Grundriss gibt die Lage von Wo an, es ist der 
Durchstoßpunkt dieser Kraft mit der z-Ebene; entsprechend geben 
(1), (2), (3) die Lage von W1 , W2 , Ws an. (4) ist der Schnitt
punkt der Geraden (0) (2) mit der Geraden (1) (3). 

Die wahren Werte von W1 , Ws' WS' bezeichnet mit W't, W'a, 
W's' bestimmen sich nach der Gleichgewichtsbedingung (9) - die 
ja drei analytische Gleichungen ersetzt - durch die Lage der vier 
Punkte (0)., (1), (2), (3). Es muß, wenn 8i!< die Entfernung der 
Punkte (i) und (k) angibt, gelten 

Wo· s,o = W2 · 8." 

W1 • 8 41 = WS '84S ' 

WO+W1 + W2 +WS =0, 
wodurch sich mit P' = 1, d. i. die gegebene Grundrißkomponente 
von ~, und daraus hervorgehendem Wo = 1,5 ergibt 

W'1 = 1,77, W'2 = -0,81, W's = 0,55. 

Im selben Verhältnis als sich die so gefundenen wahren Werte 
W;, gegenüber den durch die Konstruktion der Abb. 26 erhaltenen 
geändert haben, müssen sich auch die willkürlich angenommenen 
6 1 , 6 2 , @53 ändern, um zu den tatsächlich auftretenden Stützkräften 
zu werden. 

E ger er. Fachwerke. 3 
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In Abb. 26 war willkürlich angenommen, daß die Grundriß· 
projektionen von 1tI1 , 6 2 , ~s den Wert 

81 = v'2, 82 = 1/21"5, S3 = 1 
haben; daraus ergaben sich - natürlich falsch -

W1 = 1, lVa = 1, Ws = 2,5. 
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Abb.27. 

Die Kontrollgleichungen lieferten die wahren Werte 
W'l = 1,77, W'2 = -0,81, W's = 0,55, 

so daß nunmehr die wahren Werte der Grundrißprojektionen 

8 = y'2.!,77 S. =1/ v'5.-0,8-.!: s. = 1·°,55 
1 l' ~ 2 l' s 25 , 

oder 
SI = 2,49, 8 2 = -0,92, Ss = 0,22 

sich ergeben. Durch Superposition aus den Einzelpolygonen der 
Abb. 26 werden dann noch gefunden 

8, = -0,26, 85 = 0,48, S6 = -1,5. 
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Zum 8chluli sind in Abb. 29 alle 8tützkräfte, 80 wie sie er
mittelt wurden, eingetragen. 

37. Eine dritte Methode wird wie Im vorigen I<~all im Grund
riß ~, e1, @S2' @Sa je nach 6" e5, e6 zerlegen, dann aber jedes
mal analytisch die erhaltenen Komponenten nach P, 8\, 8s• Ss' 
d. 8, die Grundrißkomponenten von ~, @SI' e2 , @5s' ausdrücken. 

f- . -. 

Abb. 28, 

Nach Abb. 26 ergibt sich damit, wenn man durch den Index' 
bezw. " usw. die Entstehung von ~, @SI' @S2' es her ausdrückt, 

S',,=+V2'P, 
8"4,= - 1/2 , SI' 

8'\ = + f2F, . S2 • 
S""" = + yl/2' Ss, 

8'5 = -1"2'P, 
S"5 =+ sh'Sp 

S"'1) = + YS;;'S2' 
8""5 = + -.,f1j;. , Ss' 

8'6= + t·p; 
S"6=-1"2'SI ; 

8'''6 = - V9f5' Sa; 
S""6 = -1' 8,. 

Damit superponieren sich die Grundrißprojektionen 8" 85 , 86 zu 
3-
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8, = 1/2. P - 1/2 • 81 + V2f;. 82 + 1/1/ll • 8a , 

85 = -2ft .P+ S/2. 81 + 1/2/5 .82 + fi72. 8s , (10) 

86 = 1 . P - Y2 . 81 _1/9/5 .82 - 1 . 8s. 

Die drei nur mehr vorkommenden Unbekannten 8 1 , 82 , 8s 

3 

findet man wie im vorigen Fall, 
indem man noch das Gleichge
wicht der Z-Komponenten berück· 
sichtigt. Die Zerlegung aller Kräfte 
findet wieder in der unteren hori
zontalen Ebene des beanspruchten 
Quaders statt. Seien die Z-Kom· 

• ponenten von ~, @51' .•• 66 
bezlV. Z, ZI' ... Zs genannt, so 
daß also 

Z=I/2.P, ZI=Y1/S.81 , 

Z2 = 1/4/5.82, Za = 2. 8s ' 
,11 .m (11) 

Z4 = v /2.84 , Z5= V 2.85, 

Zs = 1. 8s· 
Die drei Gleichungen, welche 

6 das Gleichgewicht der Z-Kom
ponenten ausdrücken, sind 1. die 
Translationsgleichung, 2. die Mo
mentengleichung bez. der Kante, 

Abb. 29. an der 6 4 und @55 angreifen, 
3. die Momentengleichung bez. 

der Kante, an der 6 1 und @56 angreifen, also 

Z + ZI + Z2 + Za + Z4 + Z5 + Zs = 0, 
- Z. 2 + ZI .4+ Z2 . 4 + Za . 4 + Zs . 2 = 0, (12) + Z . 1 + Z2 . 3 + Zs .4 + Z4 . 3 + Z5 . 1 = 0. 

Daraus wird, wenn man zunächst mit (11) alle Z nach den 
Grundrißkomponenten ausdrückt, 

]h. P+ Yl/8. 81 + 1/4/5 .82 + 28a + 1/1/2.84 + 1"2 .85 +86 =0, 
]/2. p+V17I .81 + 1/16/5 .82 + 483 + 86 = 0, 

]/2 .P+ys6/6. 82 + 883 + 1"9{lI. 8 4 + Y2. 85 = o. 
Und daraus wieder nach Berücksichtigung von (10) 



§ 11. Netzwerkkuppel. Kon·ekturprinzip. 38. 37 

./- 4 
- 3 P + v 2 . 8 1 + v'5' Sa + 5 S3 = 0, 

2 + 3 P - 12 . 8 1 + v'5' S2 + 6 Ss = 0, 

3 22 
- P + 12' 8 1 + V5' S2 + 21 8s = O. 

Die Auflösung dieser Gleichungen gibt, wenn die Grundriß. 
projektion P = 1 gegeben, der Reihe nach 

82 = - 0,908, 8 s = 0,221, 81 = 2,481. 
Die Gleichungen (10) liefern schließlich noch 

8 .. = - 0,251, 8 5 = 0,468, 86 = - 1,516. 
Damit sind die Grundrißprojekt:ionen aller Stütz kräfte bekannt, 

die Ermittlung der Aufrißprojektionen und der wahren Größen bietet 
keinerlei Schwierigkeiten mehr. 

§ 11. 

Die Netzwerkkuppel. 
Berechnung nach dem Korrekturprinzip. 

38. Für die Ermittlung der Stabspannungen eines nichtein· 
fachen räumlichen Fachwerkes war im allgemeinen Fall neben der 
Methode der Knotenpunktsbedingungen bisher wohl nur das Ver
fahren der Stabvertauschung üblich. In verwickelteren Fällen wird 
die Lösung der Aufgabe langwierig. Nun ist ja allflrdings der Be· 
griff des "allgemeinen Falles" der Diskussion ziemlich entrückt. In 
der Praxis gibt es der "allgemeinen Fälle" wenige. Fast immer 
läßt sich mit Erfolg eine der vorgeschlagenen Methoden eventuell 
auch eine Kombination derseihen anwenden. Im nachfolgenden 
werden nur die bis jetzt in der Praxis gebräuchlichen Kuppeln, 
dazu das· Zeltdach, besprochen, welche Konstruktionen sich alle zwei 
bestimmten Klassen zuweisen lassen. 

Erste Klasse: Die Spannungen der Stäbe eines bestimmten 
Stockwerkes sind nur abhängig von den Kräften, die an den obern 
Knoten dieses Stockwerkes oder der nächstoberen Stockwerke an· 
greifen. 

Zweite Klasse: Die Spannungen der Stäbe eines bestimmten 
Stockwerkes sind auch von den weiter unten angreifenden Kräften 
abhängig. 
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Die Bedingung, daß eine Kuppel bezw. das untersuchte Stock
werk dieser Kuppel der ersten Klasse angehört, ist: Die n Knoten
punkte des untersuchten Stockwerkes müssen durch 3 n Stäbe unter 
sich und mit dem untern Stockwerk starr verbunden sein - "starr" 

Abb. 30. 

in erster Annäherung 
natürlich. Dies wird am 
besten etwa dadurch er
reicht, daß zunächst n 
Stäbe unter sich den 
"Ring" bilden; zumeist 
werden diese Stäbe in 
der nämlichen Ebene 
liegen. Die restieren
den 2 n Stäbe werden 
günstig dann 80 verteilt, 
daß von jedem Knoten
punkt zwei Stäbe zum 
untern Stockwerk gehen. 
Dies trifft z. B. zu bei 
der Netzwerk- und bei 
der Schwedlerkuppel. 

Gehören zum unter
suchten Stockwerk mehr 
als 3n Stäbe, so können 
naturgemäß Spannungen 
in ihm auch dann ent
stehen, wenn nur am 
nächstuntern Stockwerk 
Kräfte angreifen. Hieher 
gehören die Leipziger, die 
Reichstags-, dieScheiben-
kuppel, das Zeltdach. 

39. Für alle Kuppeln der ersten Klasse gibt es eine ganz be
stimmte Lösungsmethode mit Hilfe des Korrekturprinzips. Dieses 
sei im nachfolgenden besprochen an dem durch Abb. 30 wieder
gegE:benen Flechtwerk, einer Netzwerkkuppel. An den Knotenpunkten 
dieses Flechtwerkes greifen an die irgendwie gegebenen Kräfte PI, 
PII, ••• P VlI, in der Zeichnung kurz mit I, II, ... VII bezeichnet. 
Sie können unmittelbar gegeben sein als äußere Kräfte oder ent-



§ 11. Netzwerkkuppel. Korrekturprinzip. 39. 39 

standen als die Resultierenden der an diesen Knotenpunkten an
greifenden äußeren Kräfte und der bereits ermittelten Spannungen 
der nach obenhin das Flechtwerk fortsetzenden Stäbe. Letztere 
sind in der Abbildung weggelassen. Von den Stäben 1, 2, .... n 
muß man nicht, so wie die Abbildung angibt, annehmen, daß sie 
in einer Ebene liegen; auch regulär mu~ das Fachwerk nicht sein. 
Die nachfolgende Überlegung verliert 
keineswegs an Allgemeinheit der Entwick
lung durch den spezialisierten Fall der 
Abbildung. 

Der Gedankengang, den das Korrek
turprinzip hier einschlägt, ist folgender: 
Wenn an einem Knotenpunkt nur zwei 
unbekannte Kräfte Sk und St angreifen, 
so kann man nach Wahl entweder im 
Grundriß oder im Aufriß die Zerlegung 
der bekannten Kraft Si nach diesen beiden 
unbekannten Kräften Sk und Sl vornehmen. 
Betrachtet man nun die Ringspannungen 
SI' S., . . . Sn als gegebene äußere Kräfte, 
dann greifen tatsächlich an jedem Knoten
punkt nur je zwei unbekannte Kräfte an, 
die durch einfache Zerlegung im Grund
riß oder im Aufriß zu ermitteln sind. Es 
werden sich also die Spannungen der die 
Kuppel nach unten fortsetzenden Stäbe 
n + 1, n + 2, ... superponieren aus den 
durch die wirklich gegebenen Kräfte P 
herrührenden Beiträgen und denjenigen 
durch die gegeben gedachten Kräfte S1' 
82 , ••• Sn. 

A I 11'/ 
i : ~ / 1 

:<"10' 

2 

Abb. 31. 

Erfolgt die Zerlegung der wirklich oder vorausgesetzt gegebenen 
Kräfte am Knoten i im Grundriß, so muß jedesmal die Tatsache 
des Gleichgewichts dieses Knotens i im Aufriß wie unter 34 eine 
Kontrollgleichung geben: also n Gleichungen für die nUnbekannten 
SI' S., ... Sn. Abb. 31 gibt diese Kontrolle und ihre Entstehung, 

W] + W'] + lJ"I= 0, 

für den Knoten I wieder. Es ist 



40 

also 
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W'I = XI 81' 
W"I=ÄI82, 

W1 + XI S1 + Äl 82 = O. 
Für den zweiten Knotenpunkt hat man entsprechend 

WII+ XlIS2 + ÄII8a = 0, 
ebenso für die übrigen Knotenpunkte. 

(1 

Dabei sind die " und A. aus der Konstruktion zu entnehmende 
Zahlen, die W aber durch die äußeren Kräfte bestimmt. Unter 4:2 
werden noch Formeln für die x, Ä und W gegeben. Für ein be
stimmtes Flechtwerk sind natürlich die lt und'). von der Belastung 
unabhängige Konstante. 

Die Spannungen 8a •... Sn kann man durch die ersten n - 1 
Kontrollgleichungen leicht nach S1 ausdrücken. Der letzte Knoten
punkt liefert dann mit 

Wn + XnSn + A.n81 = ° 
81 und damit die übrigen Sa • ... Sn. 

40. In den praktisch vorkommenden Fällen gestalten sich diese 
Gleichungen äußerst einfach. Für den Fall der regelmäßigen 
Netzwerkkuppel der Abb. 30 sind alle" und Ä einander gleich, 

"="I= ... =Xn=A.I= .. =Än=Ä., (14) 
so daß aus den Kontrollgleichungen (13) wird 

W1 + ,,(SI +S2) = 0, 
WII+ X(S2 + 8a) = 0, 

woraus sich ergibt 

- 2x81 = W1 - WII + WIll - WlV + Wv - WVI+ W VII , 

-2x82 = WII - WIII+ Wn ·-- W v+ WVI - WVII + W j , 

( 15) 

- 2" 87 = W VII - W1 + WII - Wl1l + Wjv - W v + W VI-

Die W sind graphisch leicht auffindbar und damit nach Be
rechnung der 81 , 82 , ••• 8 7 mit einem einfachen ebenen Kräfteplan 
im Grundriß oder im Aufriß alle übrigen Stabspannungen des 
untersuchten Stockwerkes: 88 , 8 9 "" 821 , Die Aufgabe, die Spane 
nungen einer symmetrischen Netzwerkkuppel aufzusuchen, findet so 
eine relativ einfache Lösung. Es ist nur notwendig, im Grundr~ 
die Kräfte PIt PII, ... PHI je nach den Spannungen der heiden 
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Füllungsstäbe zu zerlegen und im Aufriß je das Kontrollpolygon 
zu zeichnen, woraus sich Wb WIl , ••• W VII ergeben. "läßt sich 
wie in Abb. 31 an einem Kontrollpolygon für die Zerlegung einer 
Ringstabspannung ablesen. Dann liefern die Gleichungen (15) un
mittelbar die Stabspannungen 8 1 , 82 , ••• 87 und mit ihnen die 
übrigen 8s,'" 821 , Man hat sich gar nicht um die Ebenen zu 
kümmern, in denen die Kräfte vorkommen, also auch um keine 
Schnitte von solchen. 

[Nach den vorausgehenden Bemerkungen in § 5 glaube ich 
plausibel gemacht zu haben, daß die geometrische Aufgabe, den 
Schnitt zweier Ebenen aufzufinden. auch als statische Aufgabe be
trachtet werden kann. Das ist der tiefere Grund, warum in der 
eben besprochenen Aufgabe Schnitte von Kraftebenen nicht vor
kommen.] 

41. Abb. 30 stellt ein St.ockwerk einer symmetrischen Netz
werkkuppel mit sieben Ringstäben dar. An den Knotenpunkten 
I, H, ... VII greifen die irgendwie gegebenen Kräfte Pb PlI •... 
P VII an. Abb. 32, K. M. 1 7n7n = 40 kg, gibt die Ermittlung der 
lVI, WIl •••• WVIl an, sowie die von" durch W'll' Die gegebenen 
Kräfte sind stark ausgezogen, die WI , WIl , • •• W VIl stark ge
strichelt und mit Pfeilen versehen, das strichpunktierte Polygon am 
linken Ende der Abbildung gibt die Entwicklung von W'll [in 
Abb. 32 steht WIl statt W ' Il] und damit von " wieder: 83 , als 
Zug angenommen, ist im Grundriß gleich der doppelten Länge des 
Stabes 3 gewählt und dann nach den Spannungen der Stäbe 12 
und 13 zerlegt worden. Nach (13) ist 

W 'Il = "S3' 
woraus sich" = - 0,95 ergibt. 

Für W muß ein bestimmter Richtungssinn als positiver einge
fübrt werden. Welcher, ist gleichgültig; um in Übereinstimmung 
mit den noch folgenden Formeln für die Netzwerkkuppel zu bleiben, 
werde W nach oben positiv gezählt. 

Mit der Annahme der Pi, so wie Abb. 32 angibt, erhält man 

lVI = 1,15, WII= 1,04, Wm = 1,04, Wjv = 1,0~, 

Wv =0,73, W VI = 1,15, WVIl=0,94 
und daraus 

81 = 0.3, 82 = 0,91, 83 = 0,19, 840 = 0,91, 
8~ = 0,24, S(J = 0,54, 8, = 0,68. 
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Der Kräfteplan der Abb. 33 stellt dann Grund- und AufriJl 
sämtlicher Spannungen des untersuchten Stockwerkes dar. 

Abb. 33. K. M. 1 mm = 40 kg. 

42. Für Je läßt sich elementar-geometrisch die Formel aufstellen 
.n 

xg = -hsIß-, 
ft 

(16) 
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wenn n die Anzahl der Ringstäbe be· 
deutet, g, h die in Abb. 34 dargestellten 
Größen. Durch zwei am nämlichen Knoten 

, i angreifende Füllungsstäbe ist ein Dreieck 
: bestimmt, dessen Höhe 9 als Horizontal· 
, und h HIs Vertikalprojektion hat. x ist 
: gegeben durch die Formel (13) 
. W'I= xI 81, 
: also durch die Kontrolle beim Kräfte
~ dreieck für die Zerlegung von 81 nach 
: den Spannungen der Füllungsstäbe. Statt 

!. - ~ 81 unmittelbar nach diesen bei den Span. 
~,-,-...... :.......:2'---j nungen zu zerlegen, wird man besser die 

Tangentialkomponellte T und die Radial· 
komponente R von 81 darnach zerlegen. 
Die erste T gibt naturgemäß, da sie ja 
mit den Spannungen der Füllungsstäbe 

Abb. 34. n + 1 und n + 2 in der gleichen Ebene 

9 -.I 

Abb.35. 

liegt, die Korrektur Null, die zweite, 
R = 81 sin 1/2 ~, 

mit ~ = 2 rr: : n (Abb. 34), liefert die Korrektur 

W'l=-R!!:.. 
9 

=-81 ~ sin~-
9 2 

woraus mit (13) 
"g=-hsinl/z~. (16) 

In derselben Weise läßt sich Wi nach 
Pi ausdrücken. Zu diesem Zweck zerlegt man 

3 an jedem Knotenpunkt i die äußere Kraft P 
in drei Komponenten: Z lotrecht, T tangential 
und R radial, so wie Abb. 35 angibt. Dabei 
sollen positiv zählen: die Z, wenn sie nach 
aufwärts gehen, die T, wenn sie die Kuppel 
rechtsum zu drehen suchen, die R, wenn sie nach 
innen gehen. Die den Z, T, R entprechenden 
Komponenten von W seien Wz, Wt, Wr, so 
daß 
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W= Wz + Wt + Wr. 
Dann ist - man vergleiche die Ableitung der Formel (16) -

h 
Wz=Z, Wt=O, Wr=-R-, (17) 

9 
wo 9 und h die durch Abb. 35 bestimmte Bedeutung wieder wie 
früher haben, also 

w= -R~+Z. (18) 
9 

Damit und nach Substitution der Formel (16) gehen die Gleichungen 
(15) über in 

2 h sin ~ . 81 = - h (R1- Ra + Rs - + . . . + Rn) 
n 

+ 9 (Zl - Za + Zs - + . . . + Zn), 

2 h sin ~. 82 = - h (R2 - Ra + Rol- +. . . + R1) 
n 

+g(Z2- Z a+ Zol- + ... +ZI)' 
- - - - - - - - - - - - - - -. 

Oder wenn zur Abkürzung 
Ai=Ri-Ri+l +Ri+2-+ ... +Ri-l, 
Bi = Zi - Zi + 1 + Zi + 2 - + ... + Zi - 1 

gesetzt wird, 

(19) 

(20) 

2h sin n 'Si=- hAi+gBi. (21) 
n 

43. Als Zahlenbeispiel sei wieder der durch Abb. 32 gegebene 
Belastungsfall gewählt. Es ist 

9 = 3,2 m, h = 7 m, n = 7; 
n/n = 250 43' , sin n/n = 0,434. 

Die Belastung ist gegeben durch 
ZI=Za= .... =Z7=-1; 

R 1 = - 0,980, R2 = - 0,935, Ra = - 0,935, R ol = - 0,955, 
R" = - 0,795, BI = - 0,985, R7 = - 0,880. 

Die Lasteinheit ist 1 t = 1000 kg; die Z sind negativ, da sie nach 
unten, die R negativ, weil sie nach außen gehen. 

Damit wird 
..41 =-0,715, A2 =-1,245, As =-0,625, A,=-1,245, 

A" = - 0,665, A6 = - 0,925, A7 = - 1,045. 
Gleichung (21) geht mit vorstehenden Werten über in 

Si = -1,152Äi -0,526 
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und liefert 
S, = 0,30, 82 = 0,91, Eis = 0,19, 8, = 0,91, S5 = 0,24, 

86 = 0,54, 87 = 0,68. 
44. Die analytischen Formeln (13~ (14), (20) und (21) geben noch 

zu mancherlei Überlegungen Anlaß. Schreibt man z. B. die Formeln (13) 
mit Benützung von (14) in der nachfolgenden Weise untereinander, 

+ Wt +" (S, +82) = 0, 
- W2 - " (S2 + 83) = 0, 
+ Ws + " (Ss + 8,) = 0, 

- ---, 
und addiert sie, so erhält man für eine gerade Anzahl von Ring. 
stäben 

Wt - W2 + Ws - W, + - ..... - Wn = 0, 
was bei allgemeiner Annahme der äußeren Kräfte falsch sein muD. 
Man hat also den Aus nah m e fall: Die Stabspannungen einer 
symmetrischen Netzwerkkuppel mit gerader Zahl der Ringstäbe sind 
bei allgemeiner Belastung unendlich groß. 

Aus der Formel (20) mit (21) schließt man ferner: Bi und 
damit Si erreichen einen maximalen Wert, wenn man immer nur 
jeden zweiten Knotenpunkt des nämlichen Stockwerkes belastet. 

Dieselbe Formel (21) sagt auch noch aus: bei großer Zahl n 
der Stäbe kann man genau genug nln statt sin nln setzen; damit 
geht dann diese Formel über in 

2 hn .8i = n (- hAi + gBi). (22) 

Da nun der Klammerausdruck oder wenigstens Bi konstant er· 
halten werden kann, so wächst die Spannung der Ringstäbe mit der 
Zahl derselben. 

§ 12. 

Die NetzwerkkuppeI. 
Berechnung nach der Methode der homogenen Deformation 

und der Zentralprojektion. 

45. In den vorausgehenden Nummern wurde gezeigt, wie sowohl 
bei symmetrischer als auch bei unsymmetrischer Gestaltung einer 
Netzwerkkuppel das Korrekturprinzip mit einfachen Mitteln - ebene 
Kräftezerlegung und einfache übersichtliche Rechnung - die Span. 
nungen ermitteln läßt. Mit größerem Vorteil wird man aber bei 
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symmetrischer Gestalt der Kuppel die Me
thode der homogenen Deformation anwenden. 
Um dies ersichtlich zu machen, sei zunächst 
die Berechnung durchgeführt für das durch 
Abb. 36 angedeutete Stockwerk einer Netzwerk
kuppel, bei der die Füllungsstäbe alle in lot
rechten Ebenen liegen. Am Knoten i ist die 
Kraft P zerlegt in drei Komponenten, Z lot
recht, T tangential und R radial. Das V or
zeichen dieser Komponenten ist wie in 4:2 fest
gesetzt. 

Am Knoten I gibt die Translation in 
radialer Richtung 

R1 + (81 + 82) sin 1(2 ~ = 0, (23) 
wo ~ = 2 n : n. Entsprechend kann man für 
die folgenden Knotenpunkte anschreiben 

R2 + (8a + 8a) sin1/2' = 0, 
Ra + (83 + 84) sin l /a , = ° , 

z 
R 

Aus diesen Gleichungen folgt dann unmittelbar, Abb. 36. 
vorausgesetzt natürlich, daß n eine ungerade Zahl, 

2sin l /2'.Sl=-(Rt -R2 +Rs-+' + Rn), 
2sinl/a',Sa=-(R2-Ra+R4-+" +Rt ), 

----. 
Oder wenn man wie früber (20) 

Ai = Ri - Ri + 1 + Ri + 2 - + ... +ßl- 1 
setzt, 

47 

2 sin ~. Si = -Ai. (24) 
n 

Man wird praktisch zunächst irgend eine der Ringstabspannungen 
Si nach (24) ermitteln, die übrigen alsdann einfacher nach Formel (23). 

Sind die Ringstabspannungen gefunden, so hat man an jedem 
Knotenpunkt nur mehr die unbekannten Spannungen der Füllungs
stäbe zu ermitteln, eine Aufgabe, welche nunmehr nicht weiter inter
essiert. 

46. Nun läßt sich jede symmetrische Netzwerkkuppel durch 
homogene Deformation so umformen, daß das untersuchte Stoekwerk 
die Form des eben behandelten erhält. Geht man z. B. aus von 
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der Kuppel der Abb. 35, so wird man die untere Ebene mit den 
Knotenpunkten 1', H', ... unverändert lassen, die obere Ebene mit 
den Knotenpunkten I, H, . . . . homogen so deformieren, daß der 
Mittelpunkt des Ringes in Ruhe bleibt, die Punkte I, 11, . . . aber 
radial nach außen gehen, bis sie senkrecht über den Mitten von 
nil', 1'11', .... liegen, die Füllungsstäbe also in lotrechten Ebenen. 
Dann geht die Kuppel in diejenige der Abb. 36 über. 

Naturgemäß werden dadurch auch die äußeren Kräfte P und 
die Spannungen deformiert. Man hat vor der Deformation an jedem 
Knotenpunkt i die Kraft P zerlegt in drei Komponenten: H' in 
Richtung der Dreieckshöhe Ai (in Abb. 35 die Höhe AI), T' tan· 
gential und R' radial. Dabei ist positiv zu zählen: H' nach oben, 
T' rechtsdrehend, R' nach innen. Durch die Deformation geht 
nach (8) über 

R' In R" = eR', 
T' in T" = eT', (25) 
H' in Z" = H'sin X, 

wenn X der Neigungswinkel (a statt X in Abb. 35) der Dreieckshöhe 
Ai und damit auch derjenige von H' gegen die Horizontale ist. Diese 
letzte Komponente H' wird also wie die Dreieckshöhe Ai deformiert, 
so daß sie nach der Deformation ebenfalls senkrecht zum Grundriß 
steht. Desgleichen gehen die Ringspannungen S über in 

S" = eS. (25) 
Für das deformierte Gebilde gelten nun die Gleichungen (23) und 
(24). Man hat damit 

wo 

2sin n .S"i=-A"" 
n 

A"i=R"i -R"i+ 1 + - .... +R"i-1. 
Mit Berücksichtigung von (25) wird daraus nach der Reformation 
zur ursprünglichen Kuppel 

2 • 11: S A' . sm-. i=- i, 
n 

(26) 

wo 
A'i=R'i-R'i+ 1 +- .... +R'i- 1. (27) 

Das ist dann dieselbe Gleichung wie für den Fall, daß die Füllungs· 
stäbe in lotrechten Ebenen liegen. Ein Resultat, welches derjenige 
im voraus hätte anschreiben können, der mit der Theorie linearer 
Transformationen etwas vertraut ist. 
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47. Nun wird man aber praktisch am Knoten i die Kraft P 
eher nach Komponenten Z lotrecht, R radial, T tangential zerlegen. 
Zwischen den beiden Komponentengruppen H ', R ', T' und Z, R, T 
besteht dann die an Hand der Abb. il5 leicht ersichtliche Beziehung 

T=T', 
Z= H'sinx, 
R = R ' + H'cosX (28) 

= R ' + zf!. 
h 

Je ist der Neigungswinkel der Dreieckshöhe Ai gegen die Horizontal
ebene und damit cotgX = g : h. Hier interessiert besonders 

R ' = R - zf!, (29) 
h 

mit \velchem Wert die Formel (27) übergeht in 

A'i=(Ri-Ri+ 1+- ... +Ri-l) 

-~(Zi-Zi+l+- ... + Zi-l), 

oder mit Benützung von (20) 

A"-A' gB' l- t- h t. (30) 

Man erhält so wieder die bekannte Formel (21) für die Ringstab-
spannungen 

2hsin"!.-.8i=-hAi+gBi. 
n 

Im Prinzip ist damit die Aufgabe gelöst, die Ermittlung der 
Spannungen der Füllungsstäbe ist von untergeordneter Bedeutung. 

48. Dieselbe Formelentwicklung erhält man ausgehend von der 
Methode der Zentralprojektion, die gegenüber der vorhergehenden 
Betrachtung den Vorzug unmittelbarer größerer Anschaulichkeit ge
währt. Bei unsymmetrischen Kuppeln kommt ihr gegenüber die 
Methode der homogenen Deformation nicht in Betracht. 

Falls die Kuppel symmetrisch ist, zerlegt man wieder am 
Knoten i die äußere Kraft P in Komponenten H ', T', R ' wie in 
42 und projiziert von irgend einem Punkt der Höhe Ai, in Abb. 35 
der Höhe AI, alle am Knoten I angreifenden Kräfte auf die Ebene 
des obern Ringes. Dabei verschwindet H ', die Komponenten T' 
und R ' bleiben in wahrer Größe erhalten, ebenso die Spannungen 
Si und 82 der Ringstäbe ; die Projektionen von D 1 und D 2 , d. 8. 

E ger er. Faehwerke. 4 
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die Spannungen der Diagonalstäbe n + 1 und n + 2, erhalten die 
Richtung der Komponente T'. Das projizierte System aller dieser 
Kräfte ist dann dasjenige der Abb.36 am Knoten I im Grundriß. 
Der Wert der Diagonalstabspannungen bezw. ihrer Projektionen ist 
einstweilen belanglos. da sie in die Gleichung, welche die Ringstab
spannungen ermitteln soll, gar nicht eintreten. Diese Gleichung, 
die Gleichgewichtsbedingung gegen Translation in radialer Richtung, 
lautet 

R't + (SI + S2). sin 1/1 , = o. 
Das ist dieselbe Gleichung wie (23). Aus ihr folgt auf dem näm
lichen Weg wie in 4:5 bezw. 4:7 

2 sin 1/2' . Si = - A'i, 
oder wenn man P nach Komponenten Z, T, R zerlegt, 

2hsin 11a'. Si = - hAi+ gBi. 

§ 13. 

Die Netzwerkkuppel. 
Berechnung nach der Komponentenmethode. 

4:9. Recht einfach läßt sich die Netzwerkkuppel nach 14: berechnen. 
Durch die am Knoten i angreifenden Füllungsstähe ist eine für 
diesen Knoten charakteristische Ebene e bestimmt, in Abb. 37 z. B. 
durch die Stäbe 6 und 7 am Knoten I die Ebene EI. Zerlegt man 
nämlich am Knoten i die dort angreifende Kraft P in zwei Kom
ponenten, H in der Horizontalebene, E in der Ebene E, so gilt: 
Die Komponente E wird unmittelbar von den Füllungsstäben auf
genommen, leistet also zu den Ringstabspannungen keinen Beitrag; 
die Komponente H wird· aufgenommen von den Ringstäben und 
Füllungsstäben, aber derart, daß die Resultierende der letzteren eben
falls in der Horizontalehene liegen muß. Bezeichnet man diese 
Resultierende, die im Schnitt von E mit der Horizontalebene liegt, 
mit T, 80 hat man am Knoten i die Komponente Hi zu zerlegen 
nach den heiden Ringstabspannungen Si und Si + 1, sowie nach Ti. 

Dadurch reduziert sich das Problem auf die folgende ebene 
m Grundriß gegebene Aufgabe: Vorgelegt ist ein ebener Fachwerk· 
träger mit n Knotenpunkten, n Stäben, n Führungen, siehe Abb. 38; 
an jedem Knotenpunkt i greift eine gegebene Kraft Hi an; gesucht 
sind die n Stabspannungen Si und die n Auflagerkräfte Ti. Die 
Aufgabe ist im allgemeinen statisch bestimmt und unschwer zu lösen. 
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Hat man die Ringstabspannungen Si gefunden, so kann man 
zum Aufriß übergehen und dort an jedem Knoten die weitere ebene 
Aufgabe lösen, zu der gegebenen Kraft P und den mittlerweile ge· 

Abb. 37. 

fundenen Spannungen Si und Si + 1 noch die unbekannten Span. 
nungen : Di und Di + 1, das sind diejenigen der Diagonalstäbe n + i 
und n + i + 1, aufzufinden. 

4* 
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Die Zerlegung von P nach Hund E wird am besten folgenuer
maßen geschehen. Man legt durch P eine lotrechte Ebene Ä, dann 
liegt H im Schnitt derselben mit der Horizontalebene, E im Schnitt 

Abb. 38_ 

von l mit E. Ist P zufällig horizontal, dann ist lImit P identisch; 
ißt P Imfällig lotrecht, dann wählt man unter den unendlich vielen 

Abb. 39. 

lotrechten Ebenen, die jetzt durch P möglich sind, etwa diejenige 
durch einen Füllungsstab aus, dann liegt E in diesem Stab, wird 
also unmittelbar von ihm aufgenommen. 
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50. Die Abbildungen 37 mit 40 geben die graphische Lösung 
für einen speziellen Fall. Die gegebenen bezw. gefundenen Kräfte 
sind stark ausgezogen. In Abb. 37 ist an jedem Knoten P zerlegt 

Abb.40. 

in Hund E (strichpunktierte Konstruktionsliniell). Am Knoten III, 
wo Ps lotrecht gedacht ist, hat man durch Pa und Stab 11 eine 
lotrechte Ebene gelegt und in dieser die Zerlegung nach Hund E 
vorgenommen; entsprechend am Knoten IV. 
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Abb. 38 gibt das eben beanspruchte System der H, T und S 
wieder. Die H sind so eingetragen, wie sie die Konstruktion der 
Abb. 37 ermitteln ließ, die T als Auflagerkräfte eingeführt. Der 
Fachwerkträger dieser Abbildung ist nichteinfach, die Spannungen 
wurden mit Anwendung des Korrekturprinzips ermittelt. 

Abb. 39 gibt den Cremonaplan für das System (H), (S, T), 
d. i. die Ermittlung der Ringstabspannungen S und der Resultieren
den T unter dem Einfluß der H. Die Hund T sind mit Pfeilen 
versehen, die Resultierenden aus Hund T getrichelt eingetragen. 

Abb. 40 gibt noch einmal die Netzwerkkuppel mit allen ge
fundenen Spannungen. 

§ 14. 

Die Schwedlerkuppel. 
Berechnung nach dem Korrekturprinzip. 

öl. Für eine Schwedlerk uppel gestaltet sich die Berechnung 
bedeutend einfacher. Im allgemeinen Fall, also für eine unsym
metrische Kuppel mit n Ringstäben, wird bereits 

).I=).lI= ... =),n=O, (31) 

BO daß die Gleichungen (13) die Form annehmen 

W1 + "I SI = 0, 
WII+ "lISa = 0, 

------. 
(32) 

Die Spannung Si ist also nur abhängig von der J ... ast Pi, die 
am Knoten i angreift. Dabei ist vorausgesetzt, daß am Knoten i 
der angreifende Diagonalstab und der Ringstab i - 1 mit dem 
Sparrenstab in der nämlichen Ebene liegen; weshalb ja auch ).i 

versch windet. 
Für die symmetrische Schwedlerkuppel werden auch die Xi 

einander gleich, 
XI= "1I = ... = Itn = "-

80 daß also die Gleichungen (32) übergehen in 

W1 +"SI =0, 
WlI +"S2 = 0, 
-----. 

(33) 

(34) 

Damit hat man eine äußerst einfache Regel für die Bestim
mung der Spannungen der Ringstäbe. 
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52. Für " und W Iä.ßt sich wieder geometri8ch eine Formel 
aufstellen. Wie bei der Netzwerkkuppel, so findet man " auch 
hier durch die Kontrolle beim Kräftedreieck für die Zerlegung von 
81 nach den Spannungen des Diagonal- bezw. Sparren stabes. Die 
Skizze der Abb. 41 gibt die Entstehung von W'l wieder, wo 8. 
im Grundriß nach Sn + 1 und S2n + 1 zerlegt und im Aufriß 
die Korrektur 

W'l= "Sl 
gewonnen wird. Zerlegt man 81 zuvor 
in zwei Komponenten tangential bezw. 
normal zur Richtung des andern am 
gleichen K noten punkt angreifenden Ring
stabes, so wird die erste Komponente 
die Korrektur Null geben, da sie ja 
mit der Diagonal- und Sparrenstab· 
spannung in der gleichen Ebene liegt, 
die zweite, 

R = 81 cos W = SI sin~, 

mit ,= 2n: n (Abb. 41) die Kor· 
rektur 

woraus 

W'l=-R'l: 
g 

= - Sl 'l: sin , 
9 

g"= -h sin' (35) 
Abb. 41. 

en tsprechend wie bei der Netzwerkkuppel gewonnen wird. Dabei 
ist 9 die Horizontal-, h die Vertikalprojektion der Höhe des Trapez
faches, n die Anzahl der Ringstäbe. 

W wird wie bei der Netzwerkkuppel nach den Komponenten 
von P ausgedrückt. Diese Komponenten sind: Z lotrecht , T in 
Richtung des Stabes i - 1, kurz Tangentialkomponente genannt, 
und R senkrecht zum Ringstab i - 1 und horizontal, kurz Radial
komponente genannt. Der Richtungssinn ist wie in 42 festgesetzt. 
Diesen Komponenten Z, T, R entsprechen die Komponenten Wz, 
Wt und Wr von W, 80 daß 
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W= W z + Wt+ Wr• 
Nun läßt sich an Hand der Abb. 42 analog der Formel (35) be-
wei~en, 

so daß 

t~1 '------

h 
Wz = Z, Wt = 0, Wr = -R-, 

g 

h 
W= -R-+ Z. g 

Abb. 42. Abb. 43. 

(36) 

(37) 

Die Vereinigung der Formeln (34) und (35) gibt Im Verein 
mit (37) eine einfache Regel für Si, nämlich 

. 2n + h sm - . Si, = - h Ri g Zi , 
n 

(38) 
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also die entsprechende Formel zu derjenigen (21) für die Netzwerk
kuppel. 

53. Die in Abb. 43 wiedergegebene Schwedlerkuppel ist 
"Mehrtens, Statik der Baukonstruktionen , Engelmann 1903" 
entnommen, um einen Vergleich der Lösungen zu bieten. Nach den 
dortigen ADgaben 

wird 

und damit 

n = 4, 9 = 2, h = 19,9 

sin ~ = sin n/2 = 1 , 
g:h = 0,1005 

8i = - Ri + 0,1005 Zi. 
N ach Angabe ist weiterhin 

woraus 

RI = Wi , R 2 = 0, Rs = 0, R, = U" 
Zi= - Vi, 

81 = -W1 -O,1005 Vi' 
82 = - 0,1005 V2 , 

83 = - 0,1005 Va' 
84 = - U, -0,1005V4 • 

Die Fortsetzung der Berechnung dieser Kuppel folgt in 58. 

§ 15. 

Die Schwedlerkuppel. 
Beretllmung nach der 11ethode der homogenen Deformation 

und der Zentralprojektion. 

54. Ist die Schwedlerkuppel symmetrisch, so kann sie einfacher 
als mit dem Korrekturprinzip und ohne weitere Voraussetzungen nach 
der Methode der homogenen Deformation behandelt werden. 

Für die Entwicklung des Gedankenganges sei wieder ein Kuppel
stockwerk betrachtet, dessen Grat- und Diagonalstäbe paarweise in 
lotrechten Ebenen liegen, siehe Abb. 44. Die Kraft P am Knoten i 
ist wieder wie in 52 zerlegt in Komponenten Z lotrecht, Tin Rich
tung des Ringstabes i - 1 und R senkrecht dazu; der Richtungs
sinn ist festgesetzt wie in 42. Die Translationsgleichung in Rich
tung von R liefert 

sin' .Si = - Ri, (39) 
wodurch sofort die Spannungen aller Ringstäbe bestimmt sind. Man 
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hat dann an jedem Knotenpunkt nur mehr die zwei unbekannten 
Spannungen des Sparren- und Diagonalstabes aufzusuchen, eine 
Aufgabe, welche einer weitern Erklärung nicht mehr bedarf, übrigens 
an andrer Stelle (§ 16) noch gelöst wird. 

55. Durch homogene Deformation kann man aber jede beliebige 
symmetrische Schwedlerkuppel so umformen, daß das jeweils unter

R 

n+l 

suchte Stockwerk die Gestalt des eben besprochenen 
erhält. Geht man von der Kuppel der Abb. 42 aus, 
so wird man wieder entsprechend wie bei der Netz
werk kuppel die untere Ebene des Stockwerkes mit 
den Knotenpunkten I', II', ... unverändert lassen, 

h die obere Ebene aber homogen so ausdehnen, daß 
der Ringmittelpunkt 0 seine Lage beibehält, wäh
rend die Punkte!, II, ... radial wandern, bis 

~w.~~~~ sie senkrecht über den entsprechenden Punkten I' , 

T 

n 

II', ... liegen, im Grundriß also mit ihnen zu
sammenfallen. Die Kuppel geht dann in diejenige 
der Abb. 44 über. 

Hat man am Knoten i die Kraft P zerlegt 
in drei Komponenten: H' in Richtung der Fach
wandhöhe, T' in Richtung des Ringstabes i-I, 
R' senkrecht dazu und horizontal, siehe Abb. 42, 
so führt der gleiche Gedankengang wie in 46 zur 
Formel 

TI sin'.Si="-R'i. (40) 
Daraus wird, wenn man P nach Komponenten Z, 

Abb. «. T, R wie in 52 zerlegt, wegen des Zusammenhanges 

R'= R -zfl 
h 

- siehe die Entwicklung von (28) - wieder die Formel (38) 
h sin , . Si = - h Ri + gZi 

für die Ringstabspannungen. 
56. Was in 48 über die Berechnung der Netzwerkkuppel ge

Il8gt wurde, gilt auch hier: Erheblich einfacher, auch bei un
symmetrischer Gestaltung der Schwedlerkuppel mit Vorteil anwend
bar, ist die Methode der zen tralen Projek tion. 

Man zerlegt wieder, siehe Abb. 42, am Knoten i die Kraft P 
in drei Komponenten: Z lotrecht, T in Richtung des Ringstabes i-I, 
R senkrecht dazu, und setzt den RichtUDgi'sinn wie in 42 fest. 
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Die Spannung Di des Diagonalstabes n + i zerlegt man in eine 
Komponente längs der Fachwandhöhe und in eine solche längs des 
Ringstabes i-I. Projiziert man von einem beliebigen Punkt der 
im Knoten i konstruierten Fachwandhöhe oder ihrer Verlängerung 
das an diesem Knoten i angreifende System gegebener und ge
suchter Kräfte bezw. Komponenten auf die Ebene des oberen Ringes, 
so bleiben R, T, Si - 1, Si in wahrer Größe erhalten, die Kraft Z 

liefert den Beitrag - Z ~ , die erste Komponente der Diagonalstab

spannung, diejenige in Richtung der Fachwandhöhe, verschwindet, 
die zweite bleibt erhalten . 

. Dann liefert die Translationsgleichung in Richtung von Ri 

Ri - Zi ~ + Si. sin , = 0, 

d. i. die bereits bekannte Formel (38). 

§ 16. 

Die Schwedlerkuppel. 
Berechnung nach der Kompon~Jltenmethode. 

57. Sehr einfacb gestaltet sich die analytische oder graphische 
Berechnung einer Schwedlerkuppel, einer symmetrischen sowohl wie 
einer unsymmetrischen, nach der Komponentenmethode der Nummer 14. 

Die an aly t is c he Be
r e c h nun g zerlegt an jedem 
Knotenpunkt i die angreifende 
äußere Kraft Pi in drei Kom
ponenten, H'i in Richtung des 
Gratstabes, T'i in Richtung 
des Ringstabes i - 1, N'i in 
RichLung des Ringstabes i, 
siehe Abb. 45. Die H' sind 
nach oben positiv anzusetzen, 
die T' und N', wenn sie die 
Kuppel rechtsum zu drehen 
suchen. Dann läßt sich schlies-

Abb .• 5. 

sen: H' i wird unmittelbar vom Gratstab aufgenommen und zum untern 
Stockwerk übertragen, T'i gemeinsam vom Diagonalstab n + i und 
vom Gratstab n + i + 1 aufgenommen .und nach abwärts geleitet; 
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N'i wird zunächst vom Ringstab i aufgenommen und zum Knoten 
i + 1 geleitet und dort wieder gemeinsam vom Diagonal- und Grat
stab aufgenommen. 

Insgesamt nehmen also an der Aufnahme von Pi Anteil 
Si, Di. Gi, Di+l. Gi+l, 

d. s. die Spannungen der Stäbe i, n + i, n + i + 1, n + i + 2, 
n + i + 3. Der Ringstab i nimmt nur die Komponente N'; auf, 
also ist 

Si = - N'i. (41) 
Der Diagonalstab und der Gratstab bei i nehmen gemeinsam auf 
die Komponente T';, von Pi und die Komponente N'i -- 1 von 

d 

Abb.46. Abb. 47. 

Pi - 1, siehe Abb. 46. Außerdem nimmt der Gratstab bei i auch 
noch die Komponente H'i auf. Abb. 47 gibt das Krnftepolygon 
für die Zerlegung von T'i + N'i - 1 nach den Spannungen G';, und 
Di am Knoten i. Es ist, wenn man 

Gi = H'i+G'i 
setzt, aus A bb. 46 und 47 zu sehen, daß 

- G'i: Di : (Tli+N'i-l) = b: d: t, (42) 
also 

d 
Di= t (T'i+N'i-1), (43) 

b 
Gi = - - (T'i + N'i -- 1) + H'i . . t (44) 
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Ist, wie es eher der Fall zu sein pflegt, P in Komponenten 
Z, T, N lotrecht und in Richtung der Ringstäbe i - 1 bezw. i 
zerlegt, so hat man noch von der Komponentengruppe H', T', N' 
zur Gruppe Z, T, N zu transformieren. Zu diesem Zweck zerlegt 
man H' zunächst in zwei Komponenten lotrecht und radial; die 
erste ist 

Z = H'sinX, 
wo X der Neigungswinkel des Gratstabes b uml damit von H' gegen 
die Horizontale ist, die zweite, 

c 
R' = H'cosX= Z-, 

h 
(45) 

mit c und hals Horizontal- hezw. Vertikalprojektion des Gratstabes b, 
zerlegt man wieder in zwei Komponenten liings der heiden Ring
stäbe; diese sind gleich groß und zwar 

l/2R': sin 1/2 ~ 
oder mit Berlicksichtigung von (45) 

Z C = z-Ji-
2hsinll2~ hsinS' 

Damit wird, wenn man noch den festgesetzten Richtungssinn von 
'1' und N beachtet, 

T' = T+z-_i
hsin ~' 

N'=N-Z-U-, 
hsin ~ 

H'=Z~. 
h 

(46) 

Man kann diese Werte in Formel (41), (43), (44) einsetzen und 
damit unmittelbar die S, D, G nach den Z, T, N ausdrücken. 

58. Die in 53 begonnene Berechnung der Stahspannungen der 
Kuppel der Abb. 43 werde nach der letzten Methode weitergeführt. 
N ach Angabe ist 

Mit 

ZI=-V1 , 

Zg=- V2 , 

Za=-Vs' 
Z.=- V,; 

T1 =0, 
T2 =0, 
T3 =0, 
T4 =- W4 ; 

Nt = Tl'l' 
N 2 =O, 
Ng=O, 
N 4 = U". 

b = 20,1, h = 19,9, t = 12,1, d = 22,4, g = 2,0, ,= l/21l, sin ~ = 1, 
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oder 
b d b fl_ h = 1,010, t = 1,851, t = 1,661, h - 0,1005 

wird also 
H't = -1,01 Vp T'I = - 0,1005 VI; 
H'2=-1,01V2, T'2= -0,1005V2 , 

H'a = --1,01 Va' T's = - 0,1005 Vs' 
H'4 = -1,01 V4 ; T'.j, = - W, - 0,1005 V4 ; 

N't = W1 + 0,1005V1 , 

N'2 = +0,1005V2 , 

N's = + 0,1005 Va' 
N'4 = U4 + 0,1005 V4 • 

Die Spannungen erhalten dann die Werte 

81 = - W1 -0,1005Vp D 1 = + 1,851 U4 +0,186(V4 - Vt), 
8,= -0,1005V2 , D 2 =+1,851W1+O,186(V1 -V2), 

83 = -O,l005Va, Da = +0,186(V2 - Va)' 
84 = U4 -O,1005V4 ; D 4 = -1,851 W4 + 0,186(Va - V,); 

Gt = - 0,843 VI - 0,167V4 - 1,661 U~, 
G2 = - 0,843 V2 - O,167V1 - 1,661 W1 , 

Ga = - 0,843 Va - 0,167V2 , 

G, = - 0,843V4 - 0,167 Va + 1,661 W.j,' 

59. Die graphische Berechnung symmetrischer oder uno 
symmetrischer Schwedlerkuppeln überlegt wie unter 49: Am Knoten i 
ist durch den dort angreifenden Diagonal. und Gratstab eine Ebene 
Ei bestimmt, die für diesen Knoten charakteristisch ist. Eine in 
dieser Ebene am Knoten i angreifende Kraft wird gemeinsam vom 
Diagonal- und Gratstab aufgenommen und zum untern Stockwerk 
geleitet. Liegt die am Knoten i angreifende Kraft aber in der 
Ringebene, so werden zwar im allgemeinen die heiden Ringstäbe, 
ferner der Grat· und Diagonalstab beansprucht, aber derart, daß die 
Resultierende T der letzteren in Richtung der Ringstabspannullg Si 
fällt, siehe Abb. 48. 

Mit den vorausgehenden Bemerkungen ist nun der Weg ge
kennzeichnet, den die Komponentenmethode einschlägt. Sie zerlegt 
die am Knoten i angreifende Kraft P in zwei Komponenten H uud 
E, II in der Horizontalebene, E in der Ebene E. Letztere wird 
gemeinsam vom Grat· und Diagonalstab aufgenommen, kommt also 
für die Ermittlung der Ringstabspannungen - das ist die erste 
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Aufgabe - nicht in Betracht. Die Komponenten H aber werden 
zerlegt nach den Ringstabspanuungen 8 und den Kräften T. Das 
System der H, S, T ist das Spannungssystem eines ebenen Fach
werk trägers , wobei die T die Rolle der Auflagerkräfte übernehmen. 

Abb.48. 

Abgesehen von Ausnahmefällen ist die geforderte Zerlegung der H 
nach Sund T eine statisch bestimmte Aufgabe: Die Grundrißpro
jektion der Kuppelkollstruktion bezw. des untersuchten Stockwerkes 
bildet in diesem Fall einen statisch bestimmten ebenen Fachwerk
träger, bestehend aus n Knoten, n Stäben, n Führungen; dadurch, 
daß jeweils eine Auflagerkraft Ti in die Richtung der Ringstab-
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spannung Si fällt, ist die verlangte Zerlegung von besonders ein· 
facher Art. 

Hat man die Ringstabspannungen S gefunden, so kann man 
wieder zu den ursprünglich gegebenen Kräften P zurückkehren und 
durch einfache ebene Kräftezerlegung im Grundriß oder im Aufriß 

Abb. 49. 

an jedem Knotenpunkt die noch feblenden Spannungen D und G 
ermitteln. 

Die Zerlegung von P nach H und E kann man etwa derart 
vornehmen, daß man durch P jedesmal eine lotrechte Ebene liegt; 
dann liegt H im Schnitt dieser Ebene mit der Horizontalebene, E 
im Schnitt mit der Ebene E. Ist P zufällig horizontal, dann ist 
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H identisch mit P; ist P zufällig lotrecht, dann wählt man von den 
unendlich vielen lotrechten Ebenen durch P etwa diejenige aus, die 
durch den Gratstab hindurch geht. Die Komponente E liegt dann 
in diesem Stab, wird also unmittelbar von ihm aufgenommen. 

60. Abb. 48 und 49 geben diese graphische Lösung für eine 
spezielle unsymmetrische Schwedlerkuppel. In Abb. 48 ist an jedem 
Knotenpunkt die gegebene Kraft P (in der Zeichnung stark aus
gezogen) zerlegt in die heiden Komponenten Hund E (in der Zeich
nung strichpunktierte Linien). Am Knoten I und II, wo P jedes
mal lotrecht steht, hat man die lotrechte Hilfsebene A durch P so 
gewählt, daß sie auch noch durch den Gratstab geht. Die Resul
tierenden T sind als Auflagerkräfte gedacht und in der Abbildung 
dementsprechend angedeutet. In der gleichen Abbildung ist auch 
noch die Zerlegung der Hi nach Si und Ti zum Ausdruck gebracht. 
Abb. 49 gibt schließlich für jeden Knotenpunkt das Polygon der 
dort angreifenden Kräfte. 

61. Natürlich hätte man die durch Abb. 48 gegebene Aufgabe 
graphisch auch so lösen können, wie es in 57 analytisch angedeutet 
war. Nämlich: man zerlegt an jedem Knotenpunkt i die dort an
greifende Kraft Pt nach drei Komponenten T'i, N'i, H'i in Richtung 
der beiden Ringstäbe und des Gratstabes. Ist N'i die Komponente 
in Ri'1htung des Ringstabes i, so ist unmittelbar nach Formel (41) 

Si= -N'i. 

Damit sind alle Ringstabspannungen gefunden; wie bei der vorigen 
Lösung bleibt an jedem Knotenpunkt nur mehr die ebene Aufgabe, 
die Diagonal- und Gratstabspannung aufzusuchen. 

Die Zerlegung der Kraft P nach den drei Komponenten H', 
T', N' ist hier besonders einfach, weil im Aufriß T' und N' je in 
der gleichen Geraden liegen. 

§ 17. 
Die Scheibenkuppel. 

Berechnung nach der Methode der Zentralprojektion. 

62. Der Gedankengang, der die Scheibenkuppel der Abb. 50 
(siehe "Schlink, Statik der Raumfachwerke", siebentes und achtes 
Kapitel) zu berechnen gestattet, ist dieser: Alle am obern Stockwerk 
angreifenden Kräfte werden durch eine vom Zentrum ij - d. i. der 
Punkt, in dem die Gratstäbe dieses Stockwerkes sich schneiden-

E ger er, Fachwerke. 5 
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aus bestimmte Zentralprojektion auf die obere Ebene I, II, ... pro
jiziert. Dabei werden die vorerst unbequemen Gratstabspannungen Null. 

"' 

Abb. 50. 

Die Anwendung der Gleichgewichtssätze 
auf dieses projizierte Kräftesystem gibt 
dann 2 neinfach aufgehaute Trans· 
lationsgleichungen für die Ring. und 
DiagonalstabRpannungen. Ferner kann 
man im Aufriß eine einfache Trans
lationsgleichung für jede Fachwand 
aufstellen, die nur die beiden Diagonal-
stabspannungen dieses Faches als Un
bekannte enthält. Für die 3n Unbe
kannten: n Diagonalstabspannungen 
Di, n Diagonalstabspannungen Ei, n 
Ringstabspannungen Si, hat man dann 
3 n sehr einfach weiter zu behandelnde 
Gleichungen. 

63. Vorerst eine Beschreibung der 
einzelnen Elemente der Kuppel. Die
selbe besteht aus n Fachwänden, deren 
eine durch Abb. 51 in wahrer Größe 
dargestellt wird; jede dieser Wände 
trägt einen Index. In der Wand mit 
dem Index i sind die obern Knoten-

punkte i und i + 1, ihre Entfernung ist 8. Der mittlere Knoten
punkt des untern Stabes, der die Länge t hat, ist n + i, die äußern 

~--r-__ 2~-===:::;::::=;; untern Knotenpunkte sind ll+l'-- 2n+iund 2n +i+1. Die 
beiden Ringstäbe haben die 

n Entfernung a, der Gratstab 
hat die Länge b, der Diagonal-

~n.tl.l stab die Länge d. 
I 

Abb. 51. 

Letzterer hat gegen die 
Ringstäbe den Neigungswinkel 
v. Die Wandfachhöhe a hat g 

als Horizontal-, hals Vertikalprojektion und den Neigungswinkel a1 

gegen die Horizontale, siehe Abb. 50. Der Gratstab b hat c als 
Horizontal-, hals Vertikalprojektion und den Neigungswinkel X gegen 
die Horizontale. In Abb. 50 sind noch umgeklappt eingezeichnet 
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(strichpunktierte Linien) die Fachwand mit dem Index 1, die lotrechte 
Ebene durch einen Gratstab und diejenige durch einen Diagonal
stab. N UD gilt 

a l = g2+ h!; 
d2 = a2 +1/4 8• 

= g2 + h2 +1/4 81 ; (47) 
c = g: cos 1/3 '; 

t=8+2gtg 1/.?;. 
Dabei ist wie bisher ,= 2 rr; : n. Ferner ist, siehe Abb. 60, 

a 1"g2 +h2 
sin,,= - = , 

d 1"g2 + h2 + 1/4 82 

1/2 8 1/a 8 
OO8t/=--= ; 

d 1"g2 + h2 + 1/481 (48) 
b2 = e2 +h2 ; 

tg al=h:g; 
sinX=h:b, cosX=c:b. 

64,. In dem Wand fach i ist die Spannung des obern Stabes Si, 
die der heiden untern Ui bezw. Vi. die der Gratstäbe Gi und Gi + 1, 

die der Diagonalstäbe Di bezw. Ei, Riehe Abb. 50. Die äußere Kraft 
am Knoten i des obern Ringes zerlegt man in Komponenten H'i, 
X'i-l, Y'i in Richtung des Gratstahes bezw. der heiden anstoßenden 
Ringstäbe, siehe Abb. 60. Dabei soll die Komponente H'i positiv 
zählen, wenn sie nach oben geht; X'i - 1 geht in Richtung von 
Si -1 und zählt positiv, wenn sie die Kuppel linksum zu drehen 
sucht; Y'i geht in Richtung von Si, zählt aber positiv, wenn sie 
rechtsum dreht. Die Kraft am mittleren Knoten n + i des untern 
Ringes zerlegt man in Komponenten Z, T, R lotrecht bezw. tangential 
und radial und setzt das Vorzeichen wie in 4,2 fest. 

Nun sind praktisch die an den Knotenpunkten angreifenden 
äußeren Kräfte meist in Komponenten zerlegt, deren eine Z lotrecht 
steht. Seien die heiden andern X, Y wie X', Y ' gerichtet, so hat 
man zwischen den X', Y ' , H ' einerseits und den X, Y, Z andrer
seits noch den Übergang herzustellen. Zu diesem Zweck zerlegt 
man H ' in Komponenten lotrecht und parallel den Ringstäben. 
H ' , welches gegen die Horizontale die Neigung tg X = h : c hat, lä~t 
sich zunächst in eine Komponente 

Z =H'sinx 
5* 
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lotrecht und in eine zweite 
c 

R = H' cos X = Z
h 

radial zerlegen; letztere selbst wieder in zwei gleichgroße Kom
ponenten 

1/a R:sin 1/2; 
parallel den bei den Ringstabspannungen. Damit ist 

X-X'+Z __ c_ 
- 2 h sin 1/2;' 

Y= Y'+Z c , 
2 h sin 1/2 ' 

(49) 

Z=H'sinx= H'~. 
b 

65. Um zu der eingangs erwähnten Zentralprojektion über
zugehen: Die Komponenten H' werden zu Null, desgleichen die 
Gratstabspannungen G. Die X' und Y', ebenso die S bleiben in 
wahrer Größe erhalten. Die D und E werden zu eD bezw. (/E, mit 

(!=t:2d. (50) 
Man zerlegt nämlich Di in zwei Komponenten längs des Gratstahes 
bezw. des Ringstabes, siehe Abb. 50; die erste verschwindet bei der 
Projektion, die zweite, 

1/2 t 
Di -(j- =QDi, 

bleibt in wahrer Größe erhalten. Entsprechendes gilt für Ei. 
Am Knoten i kann man nach der Projektion, wenn also die 

D und E sich mit den S in die nämliche Gerade projizieren, die 
Gleichgewichtsbedingungen 

Si + (!Di+ Y'i =0, 
Si-l +(!Ei-1 +X'i-1 =0 

(51) 

aufstellen. Für den nächsten Punkt i + 1 wird die zweite dieser 
Gleichungen übergehen in 

Si + (! Ei + X'i = 0, (52) 
welche mit deren erster kombiniert 

(/(Di-Ei)-X'i+Y'i=O (53) 

gibt, also eine Gleichung, welche als Unbekannte nur die Diagonal. 
stabspannungen des nämlichen Wandfaches i enthält. 

66. Zu dieser Gleichung (53) tritt noch eine weitere einfache 
Beziehung zwischen den gesuchten Diagonalstabspannungen, zu er-
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haIten durch eine Translationsgleichung im Aufriß: am mittleren 
Knoten n + i des untern Ringstabes der Fachwand i der Abb. 50 
muß in Richtung der gestrichelt eingezeichneten Geraden Gleich
gewicht sein. Falls diese Wand i senkrecht zum Aufriß steht
in der Abbildung die Wand 1 - haben die Diagonalstabspannungen 
Di und Ei die Aufrißprojektion Di sin v bezw. Ei sin '-', liefern also 
in Richtung der angegebenen Geraden den Beitrag 

Di sin v sin (a2-a1 ) bezw. Ei sin JI sin (a2-al ). 

Dabei ist (r1 bezw. a2 der Neigungswinkel der Fachwand des 
obern bezw. untern Stockwerkes gegen die Horizontale. Damit wird 
diese Translationsgleichung 

(Di + Ei) sin v sin (a2 --al) + Rn+ i sin a2 = Zn+ i cos ag• (54) 

67. Schreibt man die Gleichungen (53) und (54) in der Form 
Di- Ei- Ai= 0, 

wo also 

so wird 

Di + Ei + Bi = 0, 

Ai= (X'i- Y'i):Q, 
. Rn +i sin a2 - Zn+ icOS a 2 

B L = .. ( ) , sm JI sm (r2 - a1 

Di = + 1/2 (Ai-Bi); 
Ei = - 1/2 (Ai+ Bi). 

Aus Gleichung (51) erhält man noch 

(55) 

(56) 

Si = - QDi- Y'i. (57) 

Die Gratstabspannung Gi ermittelt man am Knoten i durch eine 
Translationsgleichung in lotrechter Richtung. Die äußere Kraft 
liefert dazu den Beitrag 

. h I. 
ZL=bH t, 

wenn man nach oben positiv zählt; die Gratstabspannung Gi und 
die Diagonalstabspannungen Di und Ei - 1 liefern die bez. Beiträge 

11 h h 
- Gi - - Di - - Ei - 1 -

b' d' d' 

so daß diese Translationsgleichung wird 
h h h 

H'i b - Gi b - Cl (Di + Ei - 1) = 0, 

oder 
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b 
Gi = H'i- d(Di+Ei- t) 

b b = Zi ii- d (Di+Ei-l). 

(58) 

Damit sind alle im obern Stockwerk auftretenden Spannungen 
bestimmt, die Ermittlung der Spannungen jener Stäbe, welche die 
Kuppel nach unten hin fortsetzen, bietet keine Schwierigkeiten mehr. 

§ 18. 
Die Scheibenkuppel. Zahlenbeispiel. 

68. An einem speziellen Beispiel, entnommen dem bereits 
zitierten Werk von Sc h I i n k, soll der Gebrauch dieser Formeln 
gezeigt werden. Vorgelegt ist eine Scheiben kuppel mit n = 6 obern 
Ringknoten ; weiterhin ist gegeben 

h=5 m, g=3 m, t=lO m; a2 = 90°. 
Damit wird' = 60°. Die Formeln (47) mit (50) bestimmen 

s = 6,5359 m, c = 3,4641 m, a = 5,8310 m, 
b = 6,0828 m, d = 6,6843 m; 

(! = 0,7480. 
sin s = 0,8660, C08' = 0,5000, tg' = 1,7321, cotgS = 0,5774; 

sin" = 0,8724, cos,,= 0,4889; 
tga1 = 1,6667, sin a 1 = 0.8580, cosa1 = 0,5146; 

sin X = 0,8230, cos X = 0,5695. 
Der Zusammenhang zwischen X, Y, Z und X', Y', Z' ist nach 

den Gleichungen (4\1) gegeben durch 

Mit diesen 

X't = Xi-O,6928Zi, 
Y'i = Yi-O,6928Zi. 

Werten gehen die Gleichungen (55) mit (58) 
Ai = l,3369(Xi- Yi); 
Bi = 2,227fiRn+i. 

Di = + 0,6684 (Xi - Yi) - 1,1138Rn + i, 
Ei = - O,6684tXi - Y t )-1,1138Rn+ i. 

Si = - 0,7480Di- Yi+ O,6928Zi 
= -0,7480Ei-Xi+Ü,6!l28Zi; 

Gi = + 1,2166 Zi - O,9100(Di+ Ei - 1). 

(59) 

über in 

(60) 

(61) 

Oder wenn man Si und Gi unmittelbar nach den gegebenen äußeren 
Kräften ausdrückt, 
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Si = - 0,5 (Xi + Yi) + 0,6928 Zi + 0,8331 Rn + i; 

Gi = 1,2166Zi+O,6083(Xi-1 -Xi + Yi- Yi-1) 
+ 1,0136(Rn + i + Rn + i-i). 

69. Er s te r Bel ast u n g s fall: r ein lot re c h t. 

71 

(62) 

(63) 

Alle Z am obern Ring sind gleich groß: Zi = - 1000 kg. 
Alle X und Y am obern Ring sind Null. alle R sind Null. Da-
mit wird 

Di = Ei= 0; 

Si = - 692,8 kg, Gi = - 1216,6 kg. 

70. Zweiter Belastungsfall: rein hori zontal. 

Gegeben ist mit 

P = 461,9 

Xl = +6P. 

kg, Q = 450 kg: 

Xa = +3P, 
Xg=-P, 
X4 =0, 
Xs = 0, 
X6 =+P; 

Yl = -P, 
Y 2 = +3P, 
Yg = +6P, 
Y 4 = +P, 
Ys =0. 
Ys = Oj 

R7 =+Q. 
R s = +4Q. 
R 9 = +Q, 
RIO =0, 
R 1l = O. 
R 12 = O. 

Mit diesen Werten wird, wenn zur Abkürzung 

A = 1,3369P = 617,5 kg, 

gesetzt wird, 

B = 2,2276 Q = 1002,5 kg 

AI = + 7A, 
Aa = 0, 
A3 =-7A, 
A4 =-A, 
Aa = 0, 
A6 = + Aj 

BI=+B. 
Ba = + 4B, 
Ba = +B, 
B 4 = 0, 
Ba = 0, 
B 6 = 0. 

Die Formeln (56) oder (61) geben dann 

D l = + 1660 kg, EI = - 2662 kg, 
D 2 = - 2040 kg, E 2 = - 2040 kg, 
Dg = - 2662 kg, E g = + 1660 kg, 
D4 = - 309 kg, E 4 = + 309 kg, 
D; = 0, E 5 = 0, 
D6 = + 309 kg j E 6 = - 309 kg. 
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Formel (62) und (63) liefern 
81 = -780 kg, G1 = - 1230 kg, 

G2 = + 4280 kg, 
Ga = + 4280 kg, 
G4 = - 1230 kg, 
Gs = - 281 kg, 
Ga = - 281 kg. 

82 = + 114 kg, 
8a = -780 kg, 
8 4 =-231 kg, 
85 =0, 
86 = -231 kg; 

§ 19. 
Die Scheibenkuppel. 

Berechnung nach der Methode der homogenen Deformation. 
71. Die Berechnung der Kuppel der Abb. 50 kann man in 

übersichtlicher Weise auch derart durchführen, daß man sie durch 

Abb. 52. 

homogene Deformation zuvor in die 
Kuppel der Abb. 52 überführt. Von 
dieser deformierten Konstruktion werde 
ausgegangen. 

Die Ermittlung der auftretenden 
Spannungen gestaltet sich unschwierig 
durch folgende Überlegung. Das obere 
Stockwerk der Kuppel projiziert sich 
im Grundriß als n-fach statisch unbe
stimmtes Fachwerk - n Knoten, n 
Ringstabspannungen Si, n Diagonal
stabspannungen D'i, n Diagonalstab
spannungen E'i. Diese statische Un
bestimmtheit ist aber hier von beson
ders einfacher Art. Führt man näm
lich als statisch unbestimmte Gräßen 
an jedem Knoten etwa eine der Dia
gonalstabspannungen ein, in Abb. 52 
mit D'i bezeichnet, wenn sie am Knoten 
i angreift, so lassen sich die andern 
Diagonalstabspannungen E'i und die 
Ringstabspannungen Si unschwer nach 
den äußeren Kräften und nach den 
Di ausdrücken. 

An jedem Mittelknoten n + i des untern Ringes läßt sich 
ferner durch eine Translationsgleichung im Aufriß eine einfache Be-
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ziehung zwischen Di, Ei und der an diesem Knoten angreifenden 
äußeren Kraft aufstellen. Solcher Gleichungen kann man n auf
stellen, gerade so viele als notwendig sind, die n-fache statische Un
bestimmtheit zu heben. Eine übersichtliche Kombination dieser Glei
chungen mit den am Grundrißfachwerk aufgestellten wird dann ge
statten, die Ring- und Diagonalstabspannungen nach den äußeren 
Kräften auszudrücken. 

72. Zerlegt man am Knoten i des obern Ringes die gegebene 
äußere Kraft P in Komponenten X, Y, Z wie in 64, zerlegt man 
ferner die D bezw. E in Komponenten längs des Ringstabes und 
Gratstabes und bezeichnet die erste mit D' bezw. E', so kann man 
am Fach i, also an den Knoten i und i + 1, die Gleichgewichts
bedingungen, siehe Abb. 52, 

Xi+ 8i+E'i=0, 
Yi+ Si+D'i=O 

aufstellen. Zu diesem Gleichungspaar kommt als dritte noch die 
oben erwähnte Beziehung zwischen Di und Ei. In 66 wurde an 
der undeformierten Kuppel diese Beziehung in der Form (54) bereits 
aufgestellt, an der deformierten wird sie also 

Di+Ei+ Ci=O 
sein. Man hat so insgesamt n Gruppen Gleichungen 

Si+ E'i+ Xi= 0, 
Si+ D'i+ Yi= 0, (64) 
Di+Ei+Ci=Ü, 

also immer je drei Gleichungen für die drei Unbekannten Di, Ei, 
Si. Im Prinzip ist damit die Aufgabe gelöst. Die weitere Be
handlung hat bei der Berechnung der gegebenen undeformierten Kuppel 
zu erfolgen, zu der jetzt übergegangen werden soll. 

73. Bei der Reformation zur ursprünglichen Gestalt der Kuppel 
gehen nach den Überlegungen von 46 die ersten beiden Gleichungen 
von (64) über in 

Si+ D'i+ Y'i= 0, 
Si+ E'i+ X'i= Ü. 

Dabei sind die X' und Y' die Komponenten der gegebenen 
äußeren Kräfte, wenn man diese nach 64 zerlegt; Si sind die Ring
stab"pannungen; Di bezw. Ei denkt man sich in Komponenten längs 
des Ringstabes und Gratstabes zerlegt, dann ist die erstere D'i bezw. 
E'i. Die dritte der Gleichungen (64) könnte man allerdings auch 
homogen reformieren und damit in der Form 
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Di+ Ei+Bi=O 
erhalten. Bequemer ist es aber, diese Gleichung unmittelbar am 
undeformierten Fachwerk aufzustellen, so wie in 66 geschah. Die 
Gleichungen (64) erhalten dann die Form 

Si+ flDi + Y'i= 0, 
Si+ (lEi + X'i= 0, 
Di+ Ei+Bi =0, 

wo f! und Bi nach (50) bezw. (55) bestimmt ist. Man ist damit 
wieder zu den Gleichungen (öl), (52), (54) gekommen, also auch 
zu den nämlichen Entwicklungen wie in § 17. 

§ 20. 
Die Leipziger Kuppel. 

Berechnung nach der Methode der Zentralprojektion. 

74. Ein schönes Beispiel für die Behandlung von räumlichen 
Fachwerken mit Zentralprojektion bietet die F ö pp I sehe Kuppel 
der Leipziger Markthalle: Föppl, Das Fachwerk im Raum, Teubner 
1892, Tafel Ir. Wie der durch Abb. 53 wiedergegebenen Tafel zu 
entnehmen, schneiden sich alle Gratstäbe im nämlichen Punkt 0. Das 
wäre zwar nicht notwendig, vereinfacht aber die Aufgabe. (Die 
Methode der homogenen Deformation z. B. läßt sich bei anders ge
dachter Konstruktion nur mit Schwierigkeiten anwenden). 

Zerlegt man wie bisher die Kräfte an den Knotenpunkten des 
obern Ringes in Komponenten H', X', Y' längs des Gratstabes und 
der beiden anstoßenden Ringstäbe , die Kräfte an den mittleren 
Knoten der nächstuntern Ringstäbe in Komponenten Z, T, R lot 
recht, tangential und radial - radial heißt hier abgekürzt die Rich
tung senkrecht Z und T - so erhält man durch Zentralprojektion 
von 0 aus auf die obere Ebene und Elimination der Ringstab
spannungen zunächst fünf Gleichungen für die neun Diagonalstab
spannungen Di, Ei; und zwar enthält eine erste Gleichung nur 
D i , Ei als Unbekannte, eine zweite nur D2 , Es, eine dritte nur 
Da' Es, eine vierte nur Da' Er" die fünfte nur D, als Unbekannte. 

75. Am Knotenpunkt V sind diese bdden Projektions-
gleichungen 

X',+ S4 =0, 
Y'/) + S5 + 0aDa = 0, 

wobei 05Dr, die Komponente von Dr, in Richtung des Ringstabes 86 
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ist, falls man D" in zwei Komponenten parallel dem Ringstab und 
Gratstab zerlegt. Entsprechend wird für die Knoten I, H, In, IV 

X'" + Sr. + E5 E5 = 0, 
Y'l + Sl +01Dl =0, 

Dabei ist jedesmal wieder Di bezw. Ei in zwei Komponenten längs 
dem Ringstab und Gratstab zerlegt; die erste Komponente ist dann 
oi Di bezw. EiEi. 

Ordnet man diese und die noch folgenden Gleichungen nach 
den Fachwänden I, II, III, IV, V, so hat man 

Y\ + Sl + 01Dl = 0, 
X't + S1 +E1E 1 =0, 

oder nach Elimination von Sl 
01 D 1 - E1 E 1 = X'l - Y'l 

für die Wand I; und für die übrigen Wände 
02 D2 - E2E~ = X'2 - Y'2' 
oaDa - EaEs = X's - Y's, 
04 D4 = X', - Y';l' 
0r.Df> - E"E5 = X'. - Y'5' 

(ß5) 

(66) 

76. Weiterhin erhält man noch vier Translationsgleichungen, 
je eine an den Knoten punkten VI, VII, VIII, IX in Richtung 
senkrecht zu den das Fachwerk nach unten fortsetzenden lotrechten 
Wänden, d. i. in Richtung von Rn + i. In diese Gleichung treten 
nur die Diagonalstabspannungen und die Radialkomponenten Rn+ i 
der äußeren Kräfte ein. Bezeichnet rJ'iDi bezw. E'iEi die Projektion 
der Diagonalstabspannung Di bezw. Ei auf die gewählte Translations
richtung, so gilt für jeden Knotenpunkt n + i 

Rn + i + rJ'iDi + e'iEi = O. (67) 
Für jedes Paar zusammengehöriger Diagonalstabspannungen 

D. und Ei hat man damit zwei Gleichungen 
0I D l -Cl EI + Y'l - X't = 0, 
0\ D1 + E\ E 1 + Rn + 1 = 0, 

Die letzte, die neunte Gleichung 

(68) 

o;lD, + Y'4 - X', = 0 (69) 
enthält nur D;l als Unbekannte. Damit sind die Diagonalstab
spannungen sämtlich bestimmt, die Aufgabe ist im Prinzip gelöst. 
Die Ermittlung der Spannungen der obern Ringstäbe erfolgt durch 
die zuerst aufgestellten Translationsgleichungen (65) am projizierten 
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Abb. 53. 

Spannungssystem, die Ermittlung der Spannungen der Gratstähe 
und der untern Ringstähe sowie der in den lotrechten Ebenen be
findlichen Auflagerstäbe bietet keinerlei Schwierigkeiten mehr. 

77. Sind die äußern Kräfte in Komponenten Z, X, Y lotrecht 
und längs der beiden Ringstäbe gegeben, so wird man für den 
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Übergang vom System H', X', Y' zum System Z, X, Y die ent
sprechenden Transformationsformeln wie (49) aufstellen. Es wird 

Xi =X'i+aiZi, 
Yi = Y'i + (Ji Zi , (70) 
Zi = 'YiH'i, 

wo die von der Konstruktion abhängigen Konstanten ai, (Ji, ri un
scll\ver graphisch oder analytisch zu ermitteln sind. 

§ 21. 

Die Leil)ziger Kuppel. 
ßerecltnung nach der Komponentenmethode. 

78. Will man die Spannungen der Leipziger Kuppel - oder 
einer ähnlich konstruierten, etwa der Scheibenkuppel - re i n 
graphisch ermitteln, so kann man an Hand der Abbildungen 53 

Abb. 54. 

und 54 etwa folgendermaßen vorgehen: Man zerlegt wieder die 
äußeren Kräfte an den Knoten I, Ir, Irr, IV, V des obern Ringes 
in Komponenten H', X', Y' längs des Gratstabes und der beiden 
anstoßenden Ringstäbe wie bisher, die Kräfte an den Mittelknoten 
VI, VII, VIII, IX der untern Ringstäbe in Komponenten Z, T, R 
wie nach 74, die Kräfte an den Eckknoten I', II', III', IV', V' dieser 
Ringstäbe in Komponenten W' lotrecht, U' und V' längs der an
stoßenden Ringstäbe. 

Nun hißt sich leicht zeigen, daß die obern Ringstäbe si sowie die 
Diagonulstäbe di und ei einzig durch die Komponenten X'i, Y'i, Rn +i 
beansprucht werden. Die Komponenten W' werden nämlich unmittel
bar durch die lotrechten Auflagerstäbe aufgenommen; die Kom
ponenten U' und V' werden zunächst von den untern Ringstäben 
aufgenommen und zu den mittleren Knoten geleitet und dortselbst 
von den schiefen Auflagerstäben zur Erde. Knoten IV' und V' 
verhalten sich teilweise anders, insofern V'4 unmittelbar von den 
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bei den Auflagerstäben bei V' aufgenommen wird, U'4, mittelbar, nach· 
dem es zunächst durch den Ringstab s', zum Knoten V' geleitet 
wurde. Die Komponenten Z und T an den Mittelknoten des untern 
Ringes werden sofort von den schiefen Auflagerstäben an diesen 
Knoten aufgenommen. Die Komponente H'i wird zunächst vom 
Gratstab gi aufgenommen und zum untern Knoten i' geleitet, dort
selbst wird sie genau 1:10 wie die dort angreifende äußere Kraft, 
deren Komponenten U'i, V'i, W'i sind, zur Erde weitergeleitet. 

Der Nachweis, daß der obere Ringstab si und die Diagonal. 
stäbe di und ei nur durch die Komponenten X'i, Y'i, Rn +i be
ansprucht werden, ist übrigens durch die Formeln (65) und (68) 
auch analytisch erbracht. 

79. Hauptaufgabe ist nun, die durch die Komponenten X'i, 
Y'i, Rn + i hervorgerufenen Spannungen Di, Ei, Si festzustellen. 
In Abb. 53 sind deswegen nur diese Komponenten X' Y', Rein· 
gezeichnet. Die Aufgabe findet eine einfache Lösung, wenn man 
jede Fachwand für sich betrachtet. Zunächst das Fach I: Läßt 
man nur die Kräfte X't, Y'l' R1 - was statt Rn + 1 steht -
an der Kuppel angreifen, so kann man Gleichgewicht herstellen, 
ohne von den andern Fachwällden die Diagonalstäbe oder die obern 
Ringstäbe zu beanspruchen. Die Grundrißprojektion dieser Fachwand 
bildet nämlich einen statisch bestimmten Fachwerkträger, die Rolle 
der drei Auflagerkräfte wird übernommen durch die Spannungen V5 

und U2 der anstoßenden untern Ringstäbe sowie durch die Grund· 
rißprojektion der Resultierenden Tl der beim Knoten VI zusammen· 
stoßenden schiefen Auflagerstabspannungen. Auflagerkräfte und 
Spannungen dieses ebenen Fachwerkträgers sind mit einem einfachen 
er e mon a plan leicht zu ermitteln. 

Diese Betrachtung ist aber nur unter einer ganz bestimmten 
Voraussetzung erlaubt. Hat man nämlich im Grundriß alle uno 
bekannten Kräfte gefunden und projiziert in den Aufriß, so darf 
sich kein Widerspruch zwischen Grundriß und Aufriß ergeben. Ein 
solcher Widerspruch fehlt, wenn wie hier im AufrIß an jedem Knoten
punkt nur eine unbekannte Kraft auftritt, die naturgemäß lotrecht 
stehen muß: Die Spannung G't und G'2 des lotrechten Auflager· 
stabes bei I bezw. H, bei VI die lotrechte Komponente von Tl' 
Damit ist nun andrerseits wieder bewiesen, daß die Ring· und Dia
gonalstäbe des Faches I nur durch X'l' Y't, R1 beeinflußt werden. 
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Und diese Spannungen sind mit einem ehenen Kräfteplan leicht 
aufzufinden. 

In der gleichen 'V eise findet man die Spannungen Di, Ei, 
Si der Facbwände H, IH. An der Fachwand V werden die drei 
Auflagerkräfte dargestellt durch die Spannung U1 , die Grundriß
projektion von D', und die Grundrißprojektion von T5 , d. i. die 
Resultierende der Auflagerstabspannungen bei IX. An der Fach
wand IV werden die Auflagerkräfte dargestellt durch die Spannungen 
Vs und U5 und durch die Grundrißprojektion von D'4' 

Nachdem man so alle Spannungen der Diagonal- und obern 
Ringstäbe gefunden hat, wird man wieder von vorn beginnend sämt
liche gegebene Lasten an den einzelnen Knotenpunkten anbringen 
und mit Hilfe der bereits ermittelten Spannungen den Kräfteplan 
zunächst im Grundriß und alsdann 
im Aufriß fertig zeichnen. 

Erwähnt möge noch werden, daß 
auch die analytische Entwicklung 
von Formeln für die einzelnen Stab
spannungen nach der Komponenten
methode einfacher ist als nach der 
Methode der Zentralprojektion. 

§ 22. 

Uns Zeltdach. Berechnung nach 
dem Korrekturprinzip. 

80. Das Zeltdach der Abb. 55, 
das der nachfolgenden Entwicklung 
zugrunde liegt, ist dem schon mehr
fach erwähnten Buch "S chi i n k, 
Statik der Raumfachwerke" entnom
men. Die Belastung ist durch Grund
und Aufriß gegeben. 

Der Gedankengang, den das 
Korrekturprinzip hier einschlägt, ist 
einfacher Natur: Man betrachte den 
Grundriß des Zeltdaches für sich 
er steHt einen einfach statisch uu: 
bestimmten ebenen Fachwerkträger 

z12 

Abb.55. 
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vor. Die Auflagerstabspannungen bezw. deren Grundrißprojek
tionen S'll' S'14' S'15 übernehmen die Rolle der Auflagerkräfte. 
Man wählt irgend einen Stab als "überziihlig", bezeichnet seine 

Abb. 56. 

Spannung bezw. deren Grundrißprojektioll 
mit X und konstruiert nach der bekannten 
Vorschrift die beiden Kräftepläne (P'), (T') 
und (X), (U' = Xu'), so daß die Span-
nung 

S'i=T'i+XU'i. (71) 
T', u', S' sind natürlich die Grundriß
projektionen, TU, uU, SU die Aufrißpro
jektionen der einzelnen Stabspannungen 

Abb . .17. bezw. Komponenten. Die einzige auf-
tretende Unbekannte X bestimmt sich aus 

der Bedingung des Gleichgewichts am Knotenpunkt I im Aufriß. 
81. Für die Durchführung des durch Abb. 55 gegebenen Bei

spiels werde ein rechtwinkliges Koordinatensystem, so wie die Ab
bildung angibt, eingeführt. Die X-Komponenten aller Kräfte P 
wurden gleichgroß gewählt, ebenso die Y- und Z-Komponenten. Mit 
der Tonne als Krafteinheit sind alle 

Xi = + 1, Yi = - 1, Zi = - 1. 
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Als "überzählig" wird der Stab 1 gewählt, die Grundrißprojektion 
seiner Spannung sei X. Der Kräfteplan der Abb. 56 gibt das 
Spannungsbild (Pi), (TI), w.enn mit 
Pli die Grundrißprojektion von Pi be
zeichnet wird. Abb. 57 gibt das 
Spannungsbild (X), (Xu l ) für die 
Annahme X = 1. In der nach
folgenden Tabelle (73) sind die 
Werte TI, ul zusammengestellt. Die 
Kontrollgleichung, welche X ermitteln 
läßt, ist die Gleichgewichtsbedingung 
m Aufriß am Knoten I. Für diesen 
Punkt gilt, wenn @S/li die Aufriß
projektion von 6i, 

~6"=0 
oder 

.l';t" + X~ul/ = 0 
oder 

m3 T + ®x = O. (72) 

W T ist eine durch die bekannt.en 
Kräfte P bestimmte Größe; in 
Abb. 58 ist W T dadurch gefunden 
worden, daß man im Grundriß das 
Kräftepolygon der TI für den Punkt I 
antrug und die einzelnen Kräfte in 
den Aufriß projizierte. Ebenso wird 
Jf'x durch das Kräftepolygon der u l 

für den nämlichen Punkt I gefunden. 
Durch das bekannte JV T ist das 
gesuchte W x und damit auch das 
ihm proportionale X bestimmt. Da
mit im vorliegenden Fall W x = -- W l' 
werde, muß X, das in der Zeich
nung gleich der Einheit gewählt 
wurde, den Wert X = 0,89 erhalten. 
Damit sind dann die Sli so gefunden, wie sie in der nachfl)lgen
den Tabelle, in Tonnen ausgedrückt, angegeben sind. 

Egerer, Fachwerke. 6 
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II 1 2 3 4 151 6 7 8 

TI 0 -2,170 -0,525 -1,465 0 -0,230 +0.715 + 2,430 I 

1" +1 +1 +1 - 0,851 0 -0,851 -0851 -0,851 (73) 
S' +0,890 -1,280 +0,365 - 2,222 0 -0,987 - 0,042 +1,693 

11 9 I 10 I 11 1121131 14 1 15 I 16 1 17 I 18 

1" 0 - 0,851 ° 0 0 0 0 0 + 1 + 1 ~rm+ 1,620 i + 4,633 0 ° - 1,187 - 3,446 0 - 0,665 - 1,630 

8' 0 + 0,863/ + 4,633 0 0 - 1,187 - 3,446 0 + 0,225 - 0,740 

Die Lösung der Aufgabe bietet ab hier keine Schwierigkeiten 
mehr, soll daher nicht weiter fortgesetzt werden. 

82. .Als Kontrollgleichung zur Ermittlung von X hätte man 
am Knoten I auch die Gleichgewichtsbedingung in lotrechter Richtung 
wählen können und analytisch sehr einfach erhalten 

ZI - ~Zi = 0, (74) 

wo die Zi die lotrechten Komponenten der am Knoten I angreifen
den Spannungen sind. Mit 

Zi = riS'" 
= ri(T'i + Xu'i) (76) 

geht diese Gleichung (74) über in 

oder 

(76) 

Im vorliegenden Fall sind die ri - die Neigungswerte der Stäbe 
gegen den Grundriß - alle gleich groß und zwar 

ri = r = 8,0: 4,253 = 1,881, 

wie aus der im Maßstab 1: 260 gezeichneten Abb. 55 zu entnehmen 
ist, so daß mit ZI = - 1 

X = - 1 - 1,881 ~ T' = 0 89 
1,881~u' , 

wird. 
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§ 23. 
Das Zeltdach. Allgemeine Berechnung. 

83. Ein allgemeines Zeltdach von der Art der Abb. 55 hat 
n kongruente Meridiane, also n Knoten im Ring und einen an der 
Spitze, n schiefe Sparren stäbe, n Ringstäbe, n lotrechte Gratstäbe. 
Um eine starre Verbindung dieser n + 1 Knotenpunkte mit der 
Erde und unter sich zu erzielen, sind 

k = 3(n + 1) = 3n + 3 
Stäbe notwendig. Man muß somit noch drei Stäbe am Zeltdach 
einschalten, am besten von den Ringknoten zur Erde gehend, so 
wie Abb. 55 zeigt. Werden Formeln gewünsch~ die jeder beliebigen 
Belastung Rechnung tragen sollen, so kann man etwa folgender
maßen vorgehen. 

Die Grundrißprojektion des Zeltdaches ist ein einfach statisch 
unbestimmtes Fachwerk, welches durch die oben erwähnten ein
geschalteten drei Auflagerstäbe in der Ebene des Grundrisses fest
gehalten zu denken ist. Deren Spannungen bezw. ihre Grundriß
projektionen können also sofort ermittelt werden, unabhängig davon, 
ob das Fachwerk statisch bestimmt ist oder nicht. Und zwar mit 
irgend einer der Methoden, welche unbekannte an einer Scheibe 
angreifende Kräfte auffinden lassen. 

Um die Beanspruchung der übrigen Stäbe zu ermitteln, wird 
man analyti~ch denselben Weg einschlagen, wie im vorhergehenden 
Paragraphen graphisch. Man bezeichnet die Spannung eines Sparren
stabes, beim Beispiel der Abb. 55 etwa wieder des Stabes 1, mit X 
und 3rückt die Spannungen der übrigen Stäbe, soweit sie im Grund
riß nicht verschwinden, nach den gegebenen äußeren Kräften und 
nach X aus. Das läßt sich ausführen, ohne den Aufriß zu Hilfe 
nehmen zu müssen. Geht man schließlich zu letzterem über, so 
wird man durch die Kontrolle am Knoten I eine Gleichung erhalten, 
in der einzig X als Unbekannte auftritt. 

Nun ist es aber gar nicht notwendig, alle Si nach X aus
zudrücken. Um die angegebene Schlußkontrolle verwerten zu können, 
braucht man nur die Sparrenstabspannungen als von X abhängig 
aufzustellen, eine Aufgabe, welche keinerlei Schwierigkeiten bietet. 
Stellt man nämlich, um mit dem Beispiel der Abb. 55 fortzufahren, 
für die Kräfte, welche am Stab 4 bezw. 6 angreifen, im Grundr~ 
die Momentengleichung bezüglich des Schnittpunktes der Stäbe 6 

6" 
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und 10 bezw. 4 und 8 auf, so ist bereits 8'2 und 8'3 nach X aus
gedrückt. Zwei weitere Momentengleichungen für die am Stabdreieck 
(2, 10, 17) bezw. (3, 8, 18) angreifenden Kräfte bezüglich des 
Schnittpunktes der Stäbe 4 und 7 bezw. 6 und 7 drücken S'ts 
bezw. S\7 nach X aus. Die Gleichgewichtsbedingung gegen Trans
lation in lotrechter Richtung am Knotenpunkt I 

r(S'1 + 8'2 + S'3 + 8'17 + S\8) = Zb 
wo l' die Neigung der Sparrenstäbe gegen den Grundriß ist, läßt 
dann, da sie nur X als Unbekannte enthält, diese Größe durch die 
gegebenen äußeren Kräfte darstellen. 

84. Bei der analytischen Durchführung wird es sich empfehlen, 
die gegebenen Kräfte P nach drei Komponenten X, Y, Z zu zer
legen: Am Knoten I in Z lotrecht, X und Y etwa in Richtung der 
Stäbe 2 und 3; an den Ringknoten in Z lotrecht, X und Y in 
Richtung der beiden anstoßenden Ringstäbe ; die Vorzeichen sind 
passend festzusetzen. 

Erleichtern läßt sich die Aufgabe noch dadurch, daß man den 
Einfluß der Komponenten Z für sich ermittelt: Die Z au den Ring
knoten werden nämlich unmittelbar durch die lotrechten Gratstäbe 
aufgenommen; die Komponente ZI an der Spitze wird nach der 
Betrachtung von 14 von den Sparrenstäben symmetrisch aufge
nommen, ebenso von den Ring- und Gratstäben, deren letztere je 
1/5 ZI zur Erde leiten, während die Diagonalstäbe durch ZI nicht 
beansprucht werden. Auch der Einfluß derjenigen Komponenten 
X und Y, welche mit einem Diagonalstab in der gleichen lotrechten 
Ebene liegen, läßt sich gesondert ermitteln: Diese Komponenten werden 
gemeinsam vom Diagonaliitab und dem zugehörigen Gratstab auf
genommen. 

§ 24. 
Die Reichstagskuppel. 

Berecbnung nach dem Korrekturprinzip. 

85. Wohl die meisten Schwierigkeiten setzt einer einfachen 
Lösung entgegen die Zimmermannsche Reichstagskuppel, 
gegeben in axonometrischer Darstellung durch Abb. 59, in Grund
und Aufriß durch Abb. 60, siehe auch "Z i m m e r man n, Über 
Raumfachwerke", Berlin 1901. Einer analytischen Lösung wenigstens! 

Denn um bei gegebener spezieller Belastung das Spannungs
bild graphisch konstruieren zu können, hat man nur zwei bezw. drei 
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einfache ebene Kräftepläne zu zeichnen und mit deren Hilfe vier 
lineare unschwer zu lösende Gleichungen mit vier Unbekannten auf
zustellen. 

Betrachtet man nämlich den Grundriß der Kuppel als ebenen 
Fachwerkträger, so wird das Nachzählen der Knoten und Stäbe und 
der Führungen denselben als vierfach statisch unbestimmt erweisen. 
Man wird also die Spannungen von vier überzähligen Stäben als 
gegebene äußere Kräfte betrachten und das wahre Spannungsbild 
als Superposition von fünf partiellen Spannungsbildern erhalten. Die 

vier Gleichungen, welche die unbekannt€D Spannungen der als über
zählig ausgewählten Stäbe ermitteln lassen, sind im vorliegenden 
Fall die vier Translationsgleichungen in der lotrechten Richtung an 
den vier obern Knotenpunkten. 

86. Wenn man die überzähligen Stäbe günstig auswählt, so ist 
es bei dem schiefsymmetrischen Aufbau der Kuppel möglich. mit 
nur zwei Kräfteplänen auszukommen: einem für die gegebenen 
äußeren Kräfte, einem für die Spannungen der überzähligen Stäbe. 
Im vorliegenden Fall wurde zuerst versucht, die vier obern Ring
stäbe 1, 2, 3, 4 als überzählig zu betrachten, das Spannungsbild 
ergab große Werte für einige partielle Spannungen, der Kräfteplan 
wäre ungünstig ausgefallen. Die Auswahl der Diagonalstäbe 5, 6, 
7, 8 würde den Träger zum Ausnahmefall machen. Gewählt werden 
deswegen als überzählig die Stäbe 9, 10, 11, 12. 
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Um zu verstehen, wie man mit einem einzigen Kräfteplan die 
durch 89' 810 , 811 , 811 hervorgerufenen Spannungskomponenten 
erhalten kann, betrachte man die zyklische Regelmäßigkeit der 
Kuppelelemente. Es spielt z. B. abgesehen von speziellen Zahlen
werten der Knotenpunkt I gegenüber den Stäben 1, 4, 8, 9, 16 
dieselbe Rolle wie der Knotenpwlkt II gegenüber den Stäben 2, 1, 
6, 10, 13, oder III gegenüber 3, 2, 6, 11, 14, oder IV gegenüber 
4, 3, 7, 12, 15. Knoten- und Stabnumerierung, allgemein die 
Benennung der einzelnen Elemente ist so getroffen, daß sie jeweils 
einen Zyklus von vier Elementen bilden. Solche Zyklen sind 

p. 

(I, II, 111, IV), 
(1, 2, 3, 4), 
(a, a', a, a'l, 

VI 
30 

Sl2 xn 
p. d PI1 , 

P'l 15 !I 19 

2~ VID 
p~ 

Abb 61. 

(V, VI, VII, VIII), (IX, X, XI, XII), 
(5, 6, 7, 8), .......... , 
(b, b', b, b'), (c, c', c, C'), 

(Pa' P2S' PS4', P41 ), (Pa' P2l' 1'82' P4S )' •••••• us\\'o 

Man vergleiche hiezu die Abb. 59 und 61. Wenn man also irgend
woher weiß, daß die am Knoten I angreifende äußere Kraft 1'12 

für sich die Spannungskomponenten 

TI) = P12 kc' : a', T6 = - P 12 bc, T7 = 2 P 12 bb'c' : a', ... 
mit 7c = aa' - 2bb' = k', 
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erzeugt. so sagt der Zyklus, daß die am Knoten II angreifende 
Kraft Pu die Spannungskomponenten 

T6 = P2s kc: a, T7 = - P2s b'c', Ts = 2 P2Sbb'c : a, •.. 

hervorruft, und die Kraft PS4 am Knoten III 

T7 = Pa, kc' : a', Tg = - PS4 bc, 

entsprechend P41 am K noten IV 

T6 = 2 P41 bb'c : a, ..• 

Hat man also aus einem Kräfteplan für die als äußere ge
gebene Kraft gedachte Spannung 89 die Spannungskomponenten der 

22 

2 

3 

Abb. 62. Abb.63. 

einzelnen Stäbe ermittelt, so kann man die durch 810 , Sl1' 812 er
zeugten einfach durch zyklische Vertauschung erhalten. Dies gilt 
freilich nur solange, als man diese Spannungskomponenten mit Hilfe 
der Zykluselemente a, a', b, b' nach 89 ausdrückt. Sobald man sie 
durch spezielle Zahlenwerte darstellt, ist ein Zyklu~ nicht mehr mög
lich. In diesem Fall müßte man zwei Kräftepläne zeichnen, einen 
für S9' einen für 810 • Der Kräfteplan für 811 bezw. 812 ist dann 
derselbe wie derjenige für 89 bezw. 810 , es sind nur die Stabindizes 
zu vertauschen. 

87. Ahb. 63 gibt das Spannungsbild (S9 = 1), (u), d. i. das 
System der Spannungen u, die in dem Träger der Abb. 62 ent
stehen, wenn wie dort eingezeichnet die Kraft 8 9 = 1 angreift. Die 
nachfolgende Tabelle (78) gibt diese Teilspannungen u an, multi
pliziert mit dem Faktor g. Abkürzungsweise ist in dieser Tabelle 
und im folgenden eingeführt 
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1 = (a+ 2b): a, ).' = (a' + 2b'): a', 
t = aa' + ab'+a'b, 

g=aa'-4bb', k=aa'-2bb', 
(77) 

e = a(a' + b'), e' = a'(a + b). 

Durch einfache zyklische Vertauschung findet man dann die 
durch 810 = 1 bezw. 811 = 1, 8 11 = 1 hervorgerufenen Spannungs. 
komponenten vi bezw. ~, yi so, wie sie in der Tabelle (78) ent
halten sind. 

y 

11+g+blAlal-Jbl) -Jb'! )1 + Jbb' -bl(Jla'_Jb') 
2 - b (A a - A'b) + 9 + b' (Aa- A'b) - J'b! + A'bb' 
3 ,+ Jbb' - b' (Jla' - Abi) 1+ 9 + b(Jla' - Jb')I- Ab'! 
4/1- J'b 2 + J'bb' - b (Ja - Jlb) i+ 9 + b' (Ja - J1b) 

5 -c'(Ja-A'b) +c/(Ja-Jlb)b':b -J'bc' I+A'b~~-- ---
6 + Jbc - c(J'a' - Jb') + c(J'a' - Jb') b: b' - A b'c 
7 -J'bc' +J'b'c' -c'(Ja-J'b) +c'(Ja-J'b)b':b 
_~ +c(A'a' -JbIJb:b' - Jb'c + Jbc - clAla' - Jb') I 
9 +g 0 0 I 0 / 

!~ g +g +~ I g 
12 0 I 0 0 I + 9 1(78) 

13 t- Jbb' - +b'(g:b+Ala'-Ab') - b(Jla' - Jb' ) )+ Äb /2 --I 
14 + J'b l - J'bb' + b(g: b'+ J.a-JlbJ

1

- b' (Äa - Ä'b) I 
15 -b(Jlal-Ab') + Jb/2 -Jbb' +bl(g:b+Jla'-Äb')1 

16,+b(g:b'+Aa-J'b)-b'(Ja-Ä'b) +J'b2 _______ =l:b~: 1

1 

17 I 0 - gd: bio 11 0 
18 i 0 0 I-gd: b' 0 I 
19 '0 0 0 - gd : b ' 

20 I1 - gd: b' 0 I 0 I 0 I 
21 ~ A'a'b - (Ja - A'b) a'b' : b + J'a'b 1- Ä'a'b' I 
22 - A ab + Jab' - {Jla'- Jb')ab : b'l+ Äab' I 
23 J'a'b - J'a'b' + J'a'b 1- (Äa - ;"bJ a'b' : b 
24 - {J'a ' - Äb')ab: b' + Jab' 1- Jab i+ Aab' ; 

I I 
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__ __ _~_J ___ v __ :x; y n--- I 

25 0 I -gb':b 0 0 
26 0 

I 
0 -gb:b' 0 

27 0 0 0 -gb':b 
28 -gb:b' 0 0 0 

29 
I 30 I 

31 i 
I 

32 I 

+Ä'a'b - Ä,'a'b' + ..i/.'a'b -Ä'a'b' 
-Äab + ..i/.ab' - ..i/.ab + Äab' 
+Ä'a'b -..i/.'a'b' +..i/.'a'b -Ä'a'b' 
- Ä.ab + ..i/. ab' - ..i/.ab +Äab' 

Die Teilspannungen unter dem Einfluß der äußeren Kräfte 
allein, also unter der Annahme S9 = 810 = 811 = 812 = 0, werden 
ebenfalls mit einem er e mon a plan gefunden. Dann ist Si - was 
hier wie im folgenden stets die Grundrißprojektion der im Kuppel
stab i auftretenden Spannung vorstellt -

Si = Ti + ni 89 + vi 810 +xi 811 +yi 812• 

So wird z. B. 
g8s :c=gTs : c + S9(A'a' - Ab')b: b'- 810 Ab' 

+ Sn lb - 812 (),'a' - Äb' ), (79) 
g8,6 : b = gT16 : b+ß9(g: b'+),a-).'b) - 810 (la -).'b)b' : b 

+ 8 11 A'b - S12l'b'. 
Es empfiehlt sich, mit Rücksicht auf die nachfolgenden Rech

nungen die stets wiederkehrenden Quotienten Ss: c, Ts : c, 89 : b', 
810 : b usw. einfacher zu schreiben und demgemäß zu setzen: 

S6 : c' = 65, 86: c = @56 , 87 : c' = @)7 , 8 s : c = 6s ; 
75:C'=~5' T6 : C= %6' T7 :c'=%7' Ts:c =~8; 
8 9 :b'=69 , Slo: b =@510' Su:b'=@)l1' 8 12 :b=612 ; 
T 9 : b'=~9' T10 : b = %10' Tu :b' =%u' T 12 : b = ~12; (80) 
8 13 : b' = 6 13 , 814 : b = e14 , 815 : b' = @)15 , 8 16 : b = 6 16 ; 

TI3:b'=~13' T14 :b=%14' TI5:b'=stI5' TI6:b=~16; 
ZI :h=.8l' Z2: h=.82' Za: h= .83' Z4: h =.8,. 

Mit diesen neuen Symbolen wird Gleichung (79) 
g@5s = g~8 + 6 9 (),la ' - Äb')b - 6 10 lbb' + ell lbb' 

- @)12(l'a' - Ab')b, 
g@)16 = g~16 + @)9 [g + b' (la - Ä'b)] - @)lO(la -l'b)b' + @511 ).'bb' - @)12Ä'bb'. 

(79a) 
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88. Die vier Gleichungen nun, welche die Unbekannten S9' 
810 , SI 1 , 812 ermitteln lassen, sind die Gleichgewichtsbedingungen 
an den vier Knotenpunkten des obern Ringes gegen Verschiebung 
in der Z-, d. i. in «er Lotrichtung. 

Am Knoten I liefern die Spannungen der Ringstäbe 4 und 1 
keinen Beitrag zur Verschiebung in der z-Richtung, siehe Abb. 59 
und 61; die Spannungen der beiden Grats1äbe 9 und 16 liefern 
den Beitrag S9h: b' bezw. S16h: b, wenn h die Höhe der Kuppel 
ist; die Spannung des Diagonalstabes 8 liefert den Beitrag 88 h: c. 
Die äußere Kraft P am Knoten I zerlegt man in drei KomponenlRn: 
eine Z lotrecht, nach oben positiv gezählt, die beiden andern in 
Richtung der anstoßenden Ringstäbe. Dann wird die Gleichgewichts 
bedingung gegen Translation in lotrechter Richtung am Knoten I 
und entsprechend die an den übrigen Knotenpunkten 

S9 h:b'+ 8 1S h:b +Ssh:c = ZI' 
Sloh: b + 8 lah: b' + S5h: c' = Z2' 
Sn h : b' + 814 h : b + 86 h : c = Zs, 
SJ 2 h : b + 8 15 h : b' + 87 h : c' = Z •• 

Oder mit Zuhilfenahme der neuen Symbole (80) 

~9 + <SIS + ~8 = .81' 
~IO + <SIS + ~5 = &, 
~11 + @3a + S6 = .83' 
SI2 + @315 + S7 = .11. 

(81) 

(81a) 

89. Die Tabelle (78) läßt die in diesen vier Gleichungen auf
tretenden Spannungen 8", 8s ' .... 816 alle nach 89 , 810 , S11' 812 

und nach den äußeren Kräften ausdrücken, so wie in (79) geschah, 
und damit die vorausgehenden Gleichungen auf die Form 

a S9 - (1 @3\O + r ~Il - 0 SI2 = gml , 

a'Slo - (1'~ll + r'~12 - O'S9 = gm2 , 

a S11 - (1@312 + r ~9 - OSIO = gma , 
a'S!2 - (1'~9 + r'~lo - O'S11 = gm4 

bringen, wobei 

a = l(aa' - ab' - bb') + ;:(aa' - a'b - bb') = a', 
(1 - b' [)..(a + b) - l'b] = 0', 
r bb'(l + l') =y', 
Ö - b[)..'(a' + b')-lb'J = (1'; 

und 

(82) 

(83) 
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~1 =.81 - (%8 + %16)' 
~ = &-t%5+%IS)' 
~S = & - (%6 + %14.)' 
~~ = & - (:t, + %15)' 

91 

(84) 

Die Gleichungen (81) lassen sich unschwer lösen, wenn man 
passend kombiniert und mit den Formen S9± 811 , 810 ± 812 operiert. 
Man erhält zunächst 

+ (a + Y) «(S9 + (;11) - ffl + 0) «(S10 + (;12) = (m:t + m:g) g, 
- ({J' + 0') «(S9 + (;11) + (a' + y'j «(S10 + (;12) = (24 + m:4) g, + (a - r) «(S9 - (;11) - (fl - d) «(S10 - (;12) = (m:\ - m:s) g, 
+ (fl'-o') {(S9 - (;n) + (a' -r') «(S10 - (;12) = (24 - m:4)g, 

und daraus nach Substitution der Werte a, {J, • . ., für welche mit 
Berücksichtigung von (83) 

gilt, 

a+r = f+g = a'+r', 
{J+ö = f-g = {J'+ö', 
(a-r)aa' = (e + 6'jg = (a'-r')aa', 
(fl- ö)aa' = (e - e')g = - ({J' - ö') aa', 

+ «(S9+ 6 11) (f + g) -(@)10+6\2) (f- g)= (mi +m:g)g, 
- «(S9+ 6 11) (f-~) + (@)10+(S!t) (f+ ~)=(m2+m:4)g" (85) 
+ «(Sg - 6 11 ) (e + e) - «(;10 - (S12) (e - e) = (mi - m:g)aa , 
- (@)9- 6 11 ) (e - e') + «(;10 - (S12) (e + e') = (m2 - m:4) aa'. 

Mit Einführung von 

4@)= 

4@)'= (m:I +m:3+~2+m:4)= ~ (m:I + ~g-m:2-m:,), 
a d ~ 

4 ~ = a+b (m:1 - m:3 + m2 -- m:4) + a' + b' (m:1 --m:3 - m:2 + m:4), 

4~'= ~b(m:l -m:3 +m9 -m:4i - , a' b' (m:l-~g--W2+m:4)' a+ • a + 
wodurch dann die Zyklen 

«(;, (S', 6, (S'j, 
(~, ~', - ~,-~') 

gegeben sind, wird aus dem ersten bezw. zweiten Gleichungspaar 
von (85) 
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89 = 1/2 b' «(S + :!)), 
S10 = 1/2 b \(S' + :!)'), 
S11 = 1/2b'((S -:!)), 
SI2 = 1}2 b «(S' - :!)'). 

(87) 

Der Zyklus ist naturgemäß bis zum Schluß erhalten geblieben 
und dient als Kontrolle: aus der Formel für S9 gehen diejenigen 
für 8 10 , 811 , 812 durch zyklische Vertauschung hervor. 

Hat man mit einem zweiten bezw. dritten Kräfteplan die Ti er
mittelt, so ist mit. vorstehenden Formeln die Aufgabe im Prinzip 
gelöst. 

90. Den Abschluß bilde die kurze Angabe, wie man an alytisch 
Formeln für die Ti und damit auch für die Ai aufstellt. Zu diesem 
Zweck führt man die Bezeichnung der Komponenten der äußern 
Kräfte wieder derart durch, daß der vierelementige Zyklus weiter 
erhalten bleibt. Die lotrechten Komponenten sind schon mit Z be
zeichnet worden. Von den in Richtung der Ringstäbe gehenden 
zwei Komponenten am Knoten i des obern Ringes nennt man die 
von i nach i + 1 gerichtete Pi, i + 1, die von i nach i-I gehende 
Pi, i - 1, siehe Abb. 61. Dadurch sind dann die Komponenten
zyklen 

(Pu, Pu' Ps~, Pu), (Pw Pal • PS2 ' P4S ) 

gegeben. An dem untern Knotenpunkt V sind die Komponenten 
P51 und P5 10 genannt, wodurch mit Berücksichtigung der übrigen 
Knoten VI, VII, VIII die Zyklen 

(P5!> P6a, P7a • P84 ) , (P510 , P61!> P7l2' 1'89) 

gegeben sind. Die am Knotenpunkt IX angreifende Kraft bezw. 
ihre Komponenten P98 und P91 beetimmen mit Heranziehung der 
Knoten X, XI, XII die Zyklen 

(P98 , Pl05' P ll6 , 1'127)' (P91' Pl02 ' P11S ' Pu,)' 

Von diesen Kräften nun bleiben P5 10 und P98 außer Betracht, 
da sie von den Stäben 21 bezw. 28 sofort zu den horizontalen 
Lagern geleitet werden. In die Abb. 61 sind deswegen diese Kräfte 
und die ihnen zyklisch entsprechenden nicht eingezeichnet. ['la = 1 
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Mit g multiplizierte Spannungen unter dem 
EinfiuD von 

1 - (aa' - 3 bb'J -kb':a -kb':a +kb:a 
2 +kb:a' +bb' + bb' -b" 
3 -bb' -2bb'2: a -2bb'2: a + 2b"b': a 
4 + 2 b'b': a' +bb' +bb' _b2 

5 +kc':a' + b'e' +b'c' I -be' 
1 

6 -bc -2bb'e:a -2bb'c:a I + 2b'c: a 
7 +2bb'c'; a' + b'e' + b'c' i -bc' 
~ -be -ke:a -kc:a I + kbc: ab' i 

13 + bb' +2bb'2: a I +2bb'2: a -2b2b' :a 
I 

14 -2b'b': a' -bb' -bb' +b" 
15 +bb' +kb':a +kb':a -kb:a 

. 16 -kb:a' -- bb' -bb'-g +b'+gb:b' 

17 11 0 0 

I 
0 

I 
0 I 

18 I 0 0 0 I 0 
19 0 0 

I 
0 

I 
0 

20 I 0 0 0 -gd:b' 
-------

21 -k - a'b' -a'b' + a'b-g 
22 +ab +2bb' +2bb' -2b2 
23 -2bb' -a'b' -a'b' + a'b 
24 +ab +k +k I -kb:b' 

25 0 0 0 0 
26 0 0 0 0 
27 0 0 0 0 
28 0 0 0 -gb:b' 

2911-k 

I 
-a'b' -a'b' +a'b-g 

30 1I +ab + 2bb' + 2bb' -2b' 
31 il -2bb' 

I 
-a'b' -alb' + alb 

32 Ir + ab +k i +k -2b2 

93 

(88) 

ruft Teilspannungen hervor, die aus dem er e mon a plan der Abb. 64 
abzulesen sind. 
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Abb. 64. 

Abb. 65. 

Derübersichtlicheren Schreib
weise wegen werden diese sowie 
die noch zu berechnenden Teil
spannungen alle mit dem Fakt{)r 
9 = aa' - 4 bb' multipliziert, ehe 
man sie in die Tabelle (88) zu
sammenstellt. Die Teilspannungen 
unter dem Einfluß von Pa = 1 
gibt dieselbe Tabelle mit Hilfe 
des Crem on aplanes der Abb. 65. 
Die Kraft PM = 1 bestimmt die 
nämlichen Teilspannungen wie 
Pa = 1, ausgenommen im Stab 
16, dessen Spannung um den 
Druck - 1 größer wird. Die 
Kraft P91 = 1 zerlegt man in 
zwei Komponenten: die eine b: b' 
wird vom Stab 28 unmittelbar 
zum horizontalen Lager geleitet; 
die zweite d: b' zunächst vom 
Stab 20 zum Knoten V geführt; 
dortselbst zerlegt man sie wieder
um in eine Komponente P'~ 10 

= + 1, unmittelbar zum hori
zontalen Lager durch den Stab 21 
geleitet, und eine zweite PlS1 

= - b : b', deren Spannungs
bild schon durch jenes von 
P 51 = 1 mitbestimmt ist. Die 

. Teilspannungen unter dem Ein-
fluß von PiS' Pu usw. er
hält man durch zyklische Ver
tauschung. 

91. Es empfiehlt sich 
wieder, die oft auftretenden 
Quotienten P12: a', P23: a, -
einfacher zu schreiben, also zu 
setzen 
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Pu: a' = ~12' P2S : a = ~2S , PS4 : a' = ~34 , Pu : a = ~H j 

P21:a'=~2P PS2 :a =~S2 • P43 :a'=~4S j Pa :a=~a j 
D • b - in n . b' - ffi D. b - in D. b' _ in • (89) 
r 51' -1-'51' r 62' - 1-'62 , L 73' - 1-'7S ' .L 84' -1-'84' 

P91: b' = ~91' Pl0 2: b = ~10 2' Pus: b' = ~1l S' P12 4: b = ~12 4' 

Dann kann man die aus der Tabelle (88) abzulesende Span
nung Ts oder besser 

gTs : c = - PIS b + 2 Pas bb' : a -
- Pa k : a + "21 b 
- ['51 k : a + P62 b 
+ P91 kb : ab' - PI02 b2 : b' + 

wenn man noch 

PS4 b 
2P32 bb': a 
2 P73 bb': a 
21'113 b2 : a 

(Pa + PSI - P91 b : b'): a = P'u : a = ~'14' 
(P21 + P62 - PIO 2b' : b): a' = P'21 : a' = ~'21' 
(PS2 + P 7S - Pu sb: b'j: a = P'32 : a = ~'S2' (90) 
(P43 + PS4 - Pa 4 b' : b): a' = P'43 : a' = ~'4S 

setzt, in der einfacheren Form 
- g'!s = (~12 - ~'21) a'b - 2 (~23 - ~'S2) bb' 

+ (~S4 - ~'4S) a'b - (~41 - ~'14)k 
anschreiben. Ebenso kann man TIß zunächst aus der Tabelle (88) 
ablesen als 

gT16 :b=-P1S k:a +P23 b' -2Pa4 bb':a' + P41 b' 
- PH, b' + P21 k : a' - P32 b' + 2 P4S bb' : a' 
-P51 (b'+g:b)+ P62 k: a' - P73 b' + 2P84bb': a' 
+P91(b+g:b'j-P102kb:a'b'+Pusb - 2PI24 b2:a', 

und dann wieder mit Hilfe der Symbole (89) und (90) anschreiben 
in der Form 

- g'!16 = (~12 - ~'21)k - (~tS - ~'s2)ab' 
+ 2(~S4 - ~'4s)bb' - (~41 - ~'14)ab' 

+ (~51 - ~91)g· 
92. Um 89 , 810 , 811 , 812 zu erhalten, bildet man zunächst 

die Größen ~1' ~, ~S, m:4 , alsdann die Formen 

(~1 + m:s) + (~2 + m:,) und (m:I - m:3) _± (m:2 - ~4)' 
Nach (84) ist 

9 m:1 = g.81 - g('!8 + '!Iß) 
= g.81 + (~12 - ~'21) (a'b + k) - (~2S - ~'32) (a + 2b)b' 

+(~3'-~'.3) (a'+2b')b-(~41-~'14) (ab'+k) 
+ (~51 - ~91) g . 



96 § 24. ReichstagskuppeI. 92. 

9 ~, g Ws, g W, erhält man durch zyklische Vertauschung und 
alsdann die Formen 

~1 + Ws + ~ + ~, = 81 + 83 + 82 +8, 
+ (!ß51 + ~7S + !ß62 + !ßs,) 
-(!ß91 + ~lt8 + !ßI02 +!ß124); 

~1 + 2fs - 2{2 - 2{, = 81 + 88 - & - & 
+ 2a'(a+ 2bl m _m, +m 

g (1-'12 1-' 21 1-'34 - !ß',s) 

_ 2a(a'+2b')(m __ m' + m 
g 1-'2S 1-' 821-'41 - !ß'u) 

+ (!ß51 + ~78 - !ß62 - !ß'S4) 
- (~91 + ~113 - ~102 -~124); 

~1 - Ws + Ws - 2{4 = 81 - 8s + .82 -.8, + 2 (~23 - ~'32 - ~41 + ~'14) 
+ (~51 - ~73 + ~62 - ~S4) 
- (!ß91 - ~l1S + ~102 -~U4); 

~1 - Ws - Wl! + 2{, = 81 -.8a - & +.84 + 2 (~12 - ~'l!1 - ~S4 + !ß'4S) 
+ (!ß51 - ~7S - !ßS2 + !ßS4) 
- (~91 - ~11 3 - !ß1O l! + !ßIU)· 

Diese vier Formen, für die man noch abkürzende Symbole ein
führen kann, bestimmen nach (86) und (87) recht einfach die ge
suchten Spannungen, womit, wie bereits erwähnt, im Prinzip die 
Aufgabe gelöst ist. 
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Ma"chinen- und Bauingenieure. V on Ed. Auten rieth, Oberbaurat und 
Professor an der Königl. Techn. Hochschule zu Stuttgart. Mit 327 Text
figuren. Preis M. 12,-; in Leinwand gebunden Preis M. 13,20. 

Handbuch des Materialprüfungswesens für Bau· und Ma
schineningenieure. Von Dipl.-Ing. Otto Wawrziniok, Adjunkt an der 
Königl. Technischen Hochschule zu Dresden. Mit 501 Textfhzuren. In
haltsübersicht: Erster Teil: I!'estigkeits- und Gut .. prUfung der Materialien 
mit besonderer Berücksichtigung der Metalle. Zweiter Teil: Die Material
prüfungsmaschinen. Dritter Teil: Physikalische Meßinstrumente und 
Messungen Vierter Teil: Prüfung der Ba~stoffe ~ünfter T~il: Prüfung 
von Bauteilen aus natürlIchen und kllnstbchen Stemen, sowIe aus Beton 
und Eisenbeton. Sechster Teil: Grundzüge der Metallographie. Anhang. 

10 Leinwand gebunden Preis M. 20,-. 

Einfluß der Armatur und der Risse im Beton auf die 
Tragsicherheit- Ergebnisse aus den Untersuchungen der Abteilung 1 
für Metallprüfung mit armierten Betonbalken. Bearbeitet und besprochen 
von E. Probst, Zivil· Ingenieur .. Mi.t 77 Textabbildungen 1!nd 9 Taf~ln. 
(Ergänzungsheft I. 1907 der MitteIlungen aus dem KÖU1gl. Material
prüfungsamt zu Groo-Lichterfelde West. Herausgegeben im Auftrage 
der König!. Aufsichts-Kommission.) Preis M. 11>,-. 

Armierter Beton. Monatsschrift für Thpol'ie und Praxis des gesamten 
Betonbaues. In VerbiD;dung mit Fachleuten herausgegeben von E. Probst, 
Z'viJingenieur in Berhn und M. I!'oerstel', ol·d. Professor a. d. Techn. H chschule Dresden. Monatlich erscheint ein Heft im Umfang von 
~ 2,-2'/2 Bogen. .. Preis des Jahr!!angs M. 10,-. 

ca Probehefte stehen Jederzeit unberechnet zur Verlügung! 

Zu beziehen durch jede Buchhandlung. 




