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Vorwort.

Die vorliegende Arbeit bedeutet zunichst den Versuch, den
inneren organischen Zusammenhang der verschiedenen Methoden der
graphischen Statik zur Losung der ihr gestellten Aufgaben mit Hilfe
allgemeiner statischer Betrachtungen, wie sie vor allem die Vektoren-
rechnung gestattet, auch &uBerlich sichtbar zu gestalten. Das Ziel
eines solchen Versuches wird also sein, einen méglichst innigen Zu-
sammenhang dieser verschiedenen Losungsmethoden herzustellen.

Die Anwendung allgemeiner statischer Uberlegungen muB aber,
wenn diese selbst nach Form oder Inhalt neu sind, naturgemiff neue
Wege bieten fir die Ermittlung statischer GréBen. In der Tat
bilden den Hauptinhalt der vorliegenden Scbrift neue vereinfachende
Losungsmethoden ebener und hauptsiichlich rdumlicher statischer
Aufgaben.

Wer sich bestrebt, in den Geist solcher Methoden zu dringen,
wer auch scheinbare Nebensichlichkeiten der Miithe der Betrachtung
wert erachtet, der wird gar bald allgemeine Gesichtspunkte auffinden,
die er mutatis mutandis auf alle Probleme mit Erfolg anwenden
kann. DaB z B. bei der Konstruktion von Krifteplinen zum
SchluB, bei den letsten Knotenpunkten, sich Kontrollen ergeben,
fdllt meist nicht weiter auf. Und doch wére hier eine Reihe von
Fragen zu stellen: Gibt es immer solche Kontrollen? Wie viele?
Warum ?  Was fiir eine statische Bedeutung haben sie? Wie lassen
sich solche Kontrollgleichungen praktisch verwerten ?

Von solchen scheinbar nebensichlichen Dingen ausgehend und
nach ihrer Bedeutung und praktischen Verwertung fragend bin ich



v Vorwort.

veranlat worden, die in den nachstehenden Zeilen behandelten all-
gemeinen Methoden zur Losung statischer Aufgaben vorzuschlagen.

Ihr Gedankengang, ihr allgemeiner zunichst, ist der: Man hat
durch die Natur statischer Aufgaben einfache Gleichungen genug
zur Verfiigung, um alle gewiinschten unbekannten GroBen zu er-
mitteln.

Solche einfache Gleichungen, die bei allen statischen Problemen
auftreten, sind vor allem die Kontrollgleichungen. Diese in Ver-
bindung mit dem Superpositionsprinzip: Die resultierende Wirkung
ist gleich der graphischen Summe der Einzelwirkungen, bilden den
Inhalt des Korrekturprinzips.

Eine andere Methode, fiir ein gegebenes System unbekannter
Krifte méglichst einfache Gleichungen aufzustellen, dadurch daf3
man mit dem System dieser Kréifte eine Raumtransformation vor-
nimmt, habe ich an einigen Beispielen klar zu machen versucht.
Auch noch auf andern Gebieten der Statik sind solche Transfor-
mationen, speziell die homogene Deformation, mit Erfolg an-
zuwenden ; ich mdchte beispielshalber nur an die Bestimmung der
Torsionsbeanspruchung von Stiben elliptischer, quadratischer usw.
Querschnitte erinnern, die man sich aus dem kreisformigen durch
einfache Deformation hervorgegangen vorstellen kann. Die fiir diese
Transformation notwendige Auffassung eines Korpers als ein System
von materiellen Punkten verbunden durch Stibe, d. h. als ein Fach-
werk, gestattet auch andere Aufgaben leicht zu lésen. Der Satz
von Castigliano etwa liBt sich so auch fiir den allgemeinsten
Fall der Beanspruchung recht einfach entwickeln.

Statt ein gegebenes System unbekannter Krifte durch eine
Raumtransformation umzuwandeln und dann rechtwinklig zu pro-
jizieren, kann man auch derart vorgehen, daB man von einem passend
gewihlten Punkt aus das vorliegende System auf eine passend ge-
wihlte Ebene projiziert. Diese Methode der Zentralprojektion,
anschaulicher und der sinnlichen Betrachtung naher geriickt als die
ihr dquivalente Methode der homogenen Deformation, 148t die meisten
riumlichen Statikaufgaben recht einfach behandeln; verschiedene
Beispiele sollen den Nachweis dafiir bringen.
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Weitaus am einfachsten aber gestaltet sich die Berechnung
einer riumlichen Fachwerkskonstruktion nach der Komponenten-
methode, vorausgesetzt daBl sie uberhaupt anwendbar ist. Dafl
sie bislang so wenig beniitzt wurde, ist eigentlich zu verwundern im
Hinblick auf die durch sie gegebene Moglichkeit einer man kann
direkt sagen eleganten Losung.

Zum Schluf mochte ich noch bemerken, daB manche der ge-
brachten Lésungen auf dem angegebenen Weg sich jedenfalls noch
einfacher durchfihren lassen, speziell z. B. die Berechnung der
Reichstagskuppel; indessen ist der Hauptzweck der nachfolgenden
Uberlegungen nur, den Gedanken der Losung recht einfach zu ge-
stalten, ein Grund mit dafar, daB die vollstindige Durchfiihrung
einiger der gebrachten Aufgaben unterblieb.

Minchen, Januar 1909.

H. Egerer.
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Erster Abschnitt.

Allgemeine Behandlung linearer statischer
und geometrischer Probleme.

§ 1.

Das Superpositionsprinzip.

1. Dieses Prinzip soll in den n#chsten Zeilen soweit bewiesen
werden, als fir die nachfolgenden Untersuchungen notwendig ist.
Gegeben sei ein aus materiellen Punkten zusammengesetates und
als im ganzen oder in Teilen starr angenommenes Gebilde. Die
Zahl n der dasselbe definierenden materiellen Punkte sei unbe-
schrinkt, jedenfalls aber diskret. Es habe p Freibeitsgrade, d. h.
um seine jeweilige Lage gegeniiber einer bekannten Anfangslage
genau zu fixieren, braucht man p Zahlen. So grof muB dann auch
die Anzahl der gegenseitig voneinander unabhingigen Beziehungen
zwischen den an dem Gebilde angreifenden #uBeren Kriften sein,
wenn dieses im Gleichgewicht ist.

Zwischen allen an den 7 einzelnen materiellen Punkten des
Gebildes angreifenden Kriften aber kann man im Fall des Gleich-
gewichtes desselben, da ja jeder einzelne materielle Punkt im Gleich-
gewicht sein muB, kn gegenseitiz voneinander unabhiingige Be-
ziehungen aufstellen. Die Anzabl %k der gegenseitig voneinander
unabhiingigen Komponenten je einer Kraft wird 1 bezw. 2 oder 3,
wenn das Gebilde ein lineares bezw. ebenes oder rdumliches ist. Es
ist also méglich, kn unbekannte Gréssen, die mit dem untersuchten
Gebilde in Beziehung stehen und daher in jene Gleichungen ein-
treten, zu ermitteln. In den praktisch vorkommenden Fillen werden
das unbekannte Kriifte sein, speziell Stabspannungen und Auflager-
kriifte.

Egerer, Fachwerke, 1
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§ 1. Das Superpositionsprinzip. 2.

An dem untersuchten Gebilde greifen #uBere Kriifte an und
innere. Zwischen den &uBeren Kriiften miissen die oben erwihnten
p Gleichgewichtsbedingungen bestehen. Dieselben sind naturgemis,
hervorgegangen aus der Tatsache des Gleichgewichts jedes einzelnen
materiellen Punktes, in jenen kn Gleichungen implizit schon ent-
halten. Fiir die inneren Krifte allein bleiben demnach nur mehr
kn—p Gleichungen iibrig. %kn—p innere unbekannte Kriifte diirfen
also an dem betreffenden Gebilde angreifen, nicht mehr und nicht
weniger, wenn die Aufgabe statisch bestimmt sein soll. Freilich
wird die Losung illusorisch, wenn die Zahl der materiellen Punkte
iiber die MaBen gro ist. Aber in diesem Fall verlangt auch nie-
mand nach den von Punkt zu Punkt wirkenden inneren Kriften,
Praktisch werden diese inneren statisch bestimmten Krifte doch
nur dann erfragt, wenn sie als Stabspannungen auftreten. Daher
die Voraussetzung, die Zahl der Punkte sei diskret.

2. Es sollen nun als statisch bestimmte Aufgaben iiber
aus n materiellen Punkten zusammengesetzte und als ganz oder
in Teilen starr angenommene Gebilde solche bezeichnet werden,
die durch kn lineare Gleichungen die gesuchten kn unbekannten
GroBen ermitteln lassen, Dafd die gesuchten GréBen Krifte sind,
ist nicht notwendig, indes gestattet die Methode der folgenden Unter-
suchung und der Bereich ihrer Anwendung, sie stets als solche an-
zusprechen.

Nach der gegebenen Definition sind Aufgaben {iber sogenannte
,statisch unbestimmte Fachwerke“ auch als statisch bestimmt an-
zusehen, wenn die die statische Unbestimmtheit des Fachwerkes ver-
ursachende Grofe, z. B. der Horizontalschub eines Zweigelenkbogens,
bekannt ist.

Die Aufgabe, die Verschiebung der einzelnen Knotenpunkte
eines ebenen oder riumlichen Fachwerkes aufzusuchen, wenn man
alle Lingeninderungen kennt, erfordert die Losung von Xkn linearen
Gleichungen mit kn Unbekannten, d. s. je ¥ Komponenten von n
Knotenpunktsverschiebungen. Von diesen Komponenten sind, ent-
sprechend der Zahl p der Freiheitsgrade des Gebildes, im voraus p
bekannt: beim Fachwerktriiger, oder willkiirlich anzunehmen: beim
freien Fachwerk. Nach der vorangegangenen Erklarung ist diese
Aufgabe eine statisch bestimmte und mit der in den folgenden Zeilen
vorgeschlagenen Methode stets losbar.
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3. Voraussetzung fiir die folgende Untersuchung ist also: Die
Aufgabe, die an dem untersuchten Gebilde angreifenden unbekannten
Krafte aufzusuchen, ist statisch bestimmt.

Die Sitze der Statik starrer Korper geben dann genau so-
viel Gleichungen als unbekannte Krifte bezw. Kraftbestimmungs-
stiicke auftreten. Deren Zahl sei m. Nach Voraussetzung sind
diese Gleichungen alle linear in den Unbekannten. Seien letztere

8y 8 . . . S» genannt, so hat man im allgemeinsten Fall fiir sie
die m Gleichungen
au S FfaS+. . .. + 0., Sy + Py, =0,
Sy Fap S+ L + a3 S + P =0, )
amISl—{—amSZ—l— Ce e e e +annmSm+Pm=0.
P, P,,....Ppn sind die von den gegebenen angreifenden

Kraften Pi*) berihrenden Beitrige. Die §; werden meist als Stab-
spannungen auftreten; es konnen aber auch lauter #uBere Krifte
sein, etwa Auflagerkrifte, auf ein starres Gebilde einwirkend, das
verbunden ist mit einem zweiten starren Gebilde. Es sollen aber
im folgenden iber die S; gar keine anderen Voraussetzungen ge-
macht werden, als daB es eben unbekannte Krifte bezw. Kompo-
nenten solcher sind.

Von diesen m Gleichungen sei vorausgesetzt: Die Determinante

D = {(ayy @y ..... @mm)
des Gleichungssystems verschwindet nicht,

Trifft dies zu, dann ist der sogenannte Ausnahmefall ausge-
schlossen, und immer ein System von endlichen Loésungen

Sy Sy oo Sm
moglich.

Diese Losungen §; der unbekannten Krifte sind alle linear in
den P;. Hat man also fiir ein System gegebener Krifte P, das
zu den obigen Gleichungen (1) die Beitriige

P‘l, P'g, ... .Pmn statt Pp Pz, ... .Pm
liefert, als Losungen §', &, . . - S'm, und fiir ein zweites System
von Kriften $“; mit den Beitrigen

P, P, ... . P'mstatt P, P, . . . . Pm
die Losungen S, 8, . . . . &m, so werden unter dem Einflu
der beiden gleichzeitiz angreifenden Systeme, da sie die Beitrige

*) Der Index ¢ soll fortan variabel sein, k konstant.
l*
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P; =P - P
liefern, nach bekannten Sitzen der Lehre von den Determinanten die
gesuchten Krifte sein
Si= 8+ 8. (2

Superponieren sich also die Ursachen, dann auch
die Wirkungen.

Das ist nun allerdings nicht allgemein, sondern unter den ange-
gebenen recht wesentlichen Einschrinkungen bewiesen. Wire auch
vollkommen geniigend fiir die Untersuchungen, die man mit Hilfe
dieses Prinzipes am ebenen oder riumlichen Fachwerk anzustellen
pflegt. Gleichwohl soll dasselbe noch eine Erweiterung erfahren fiir
verschiedene Zwecke.

4. Um eine prizise und gleichzeitig kurze Ausdrucksweise dieses
Prinzipes im vorliegenden Fall zu gewinnen, sei definiert: (5B) be-
zeichne den Verein der an dem untersuchten Gebilde angreifenden
gegebenen Krifte P, das , Kraftebild“ (), (®) den Verein der
am untersuchten Gebilde angreifenden gegebenen Krifte i und
gesuchten Krifte &;.

Dabei sollen die © durch die 8 hervorgerufen, also von ihnen
abhéingig sein, linear natiirlich. Als allgemeinster Fall ist vorausge-
setzt, daB8 an jedem Knotenpunkt beliebig viele 8 und beliebig viele
© angreifen kdnnen. Letztere sollen nur statisch bestimmbar sein,
Dann lautet im vorliegenden Fall das Superpositionsprinzip:

Kommt an dem als starr (ganz oder in Teilen) vor-
ausgesetzten Gebilde unter dem Einflufl eines
gegebenen Kriftesystems () das Kraftebild
(P), (&) zustande und unter dem EinfluB eines (3)
andern gegebenen Systems () das Kriftebild
(P“)(&“), so rufen die vereinigt angreifenden
Systeme (B) und (P“) das Kriftebild

B, @) =P P (@ 1&")
hervor.

Das Zeichen 2, das sich natiirlich nur auf GréBen Pi bezw.
&; mit gleichem Index erstrecken darf, bedeutet hier mehr als eine
graphische Summierung: <5 PB“i stellt in dieser Schreibweise in
den nachfolgenden Zeilen stets die Resultierende aus P und
P“; dar, entsprechend &4 § &“;. Das ist dadurch selbstverstind-
lich, daB P und $“¢ und ebenso &4 und & am nidmlichen
Knotenpunkt angreifen, sich also zur Resultierenden zusammensetzen,
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wenn ihre beziiglichen Komponenten, wie nach (2) bewiesen, zur
resultierenden Komponente sich zusammensetzen. (Denn auch der
Fall, daB8 die gesuchte Kraft nach Lage sowohl als nach Richtung
und Grofe unbekannt ist, 148t sich stets auf den andern dadurch
zuriickfiihren, da8 man an Stelle der Kraft ihre Komponenten
sucht, denen bestimmte Angriffspunkte bezw. Angriffsgerade zuge-
wiesen sind.)

In der obigen Vektorform wird der Satz selten zur Anwendung
kommen: Die gesuchten Kriifte &;, meistens als Stabsspannungen
auftretend, haben von vornherein vorgeschriebene Richtung, bieten
also zunidichst keine Veranlassung zur Einfihrung von Vektoren.
Gleichwohl schien es wiinschenswert, fiir einige Betrachtungen am
Seilpolygon und an verwandten Aufgaben diese allgemeinste Form
aufzustellen.

§ 2.

Losung linearer Gleichungen.

5. Die in den nachfolgenden Zeilen angegebene Methode der
Losung linearer Gleichungen wird sofort klar, wenn zuvor ihre An-
wendung auf recht einfache bekannte Fille gezeigt wird.

Der einfachste Fall, der schlieBllich bei jeder statischen Auf-
gabe vorkommt, ist die Bestimmung des Vorzeichens der gesuchten
statischen GroBe. Man nimmt bekanntlich von vornherein bewuft
oder unbewuBt ein bestimmtes Vorzeichen derselben an. Ergibt dann
die Losung der Aufgabe ein negatives Vorzeichen fiir diese GroBe,
so heiBt das nichts anderes, als daB das angenommene Vorzeichen,
d. i. der Richtungssinn der statischen GroBe, falsch war und nun
entgegengesetzt zu nehmen ist. Die Korrektur der willkiir-
lichen Annahme des Vorzeichens erfolgt also durch die schlie-
liche Losung,

Die Methode des unbestimmten MaBstabes nimmt fiir
eine passend ausgewiihlte unbekannte Spannung Sk eine beliebige
Strecke, setzt also voraus, daB diese Strecke in einem zunéchst noch
nicht bestimmten MafBistab die erwiihnte Spannung darstelle. Die
gegebenen #uBeren Krifte P betrachtet sie als unbekannt und sucht
von diesen eine, etwa Pi, nach Sk auszudriicken. Gelingt dies, so
bestimmt der bekannte Wert von P nachtriglich den MaBstab
von Sk.

Weiter sei erinnert, wie man vermittels der Superposition statisch
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unbestimmte Groflen aufsucht, etwa die Groe Z des Mittelstiitzen-
druckes des durch Abb. 1 dargestellten Belastungsfalles. Dabei ist
vorausgesetzt, daBl die Mittelstiitze um d

tiefer liegt als die horizontal gleich hoch
III“"“"IE‘I“I“"“" liegenden Stitzen 4 und B. Man be-

N ) # trachtet den Stitzendruck Z als gegeben
und superponiert: Die wahre Belastung
Abb. 1. Q allein erzeugt in der Mitte die Sen-
kung
LI L,
17" 384" EJ’
die Kraft Z allein
i m
2T 48 EJ
Die resultierende Senkung
O0=/fi+ 1
ist bekannt, liefert also mit

s 5 @ 1 z°
T 384 EJ 48'EJ
eine Gleichung fir Z.

6. Entsprechend den vorausgehenden Betrachtungen gestaltet
sich die Losung des Systems der linearen Gleichungen (1), dessen
Konstante P, P,,. . . Pm von einem gegebenen Kriftesystem ()
herriihren. Nimmt man ein beliebiges Kriftesystem (), das die
Beitrage

P’l,Plg, .. . P‘mstatt PI’ Pz, ... Pn
zum Gleichungssystem liefert, und fiir eine der Unbekannten, etwa
Sk, einen beliebigen Wert S‘k, so werden die ersten m —1 Glei-
chungen die itbrigen Unbekannten

868 .o o Sh—0u 84 . . - Om
nach den P und nach 8’k ausdriicken lassen. Man erhilt das
natiirlich falsche Lésungssystem
(P’ Sk), (8°).
Eine andere Annahme des Kriftesystems, (P‘) mit den Bei-
trigen
P P ... P mstatt P, P, . . . Pm,
und der als gegebene Kraft angesehenen Unbekannten Sk liefert
das ebenfalls falsche Losungssystem
(P 8"k) (87).
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Ist nun zugleich
P; = P*i 4 P,
Sk= 8"k + §“,
dann ist nach (2) auch
Si = 8% + 8.
Die letzte, die m*, bisher nicht beniitzte Gleichung,
amlSl+am282—|—. .. +ammSm+Pm= o,
gibt dann nach Substitution von
Si = 8% 4 8
einen Zusammenhang zwischen S’ und §“%, da ja die S; alle nach
S‘k und S“k ausgedriickt sind.
Waihlt man z. B. als erstes Ausgangssystem
(P, S'k)= (P, 8k=0),
als zweites 4)
(P, 8 k) =(0, 8"k = X),
dann werden alle Unbekannten S‘; proportional X sein. In der
SchluBgleichung,
amlSl—{-amQSz—{—-. . .+ammSm—{—Pm=0,
ist als einzige Unbekannte X vorhanden, die daraus zu ermitteln ist.
Wie (2) zu (3) verallgemeinert wurde, so laBt sich auch hier
eine Rechenvorschrift fiir die Loésung von m graphischen linearen
Gleichungen,

a6 +a,G+. . ...+, Gn4 B, =0
ay G Fap G . L L + a3, Gm + Py =0, ®)
A €+, G . . . v oo+ amm G+t Pm =0,

geben. Man setze fiir eine der Unbekannten, etwa S, einen beliebigen
Wert &'k und statt der P; beliebige Werte P's, dann werden sich
durch die m—1 ersten Gleichungen die iibrigen Unbekannten
CrBp....BCr—1Csp- .- -Cm
nach den P und &k linear ausdriicken lassen. Wie diese An-
nahme das falsche Kriftebild (', &%), (&) liefert, ebenso ergibt
eine andere Annahme 3/; statt P; und ©“k statt Sk das ebenfalls
falsche Kriftebild (B, &“r), (&*).
Unter der Voraussetzung nun,
i =P 2P,
CYECYINCY

CHEICTINCER

wird nach (3) auch
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Die letzte Gleichung,
Uy &y + s Gy . . L + anm &m + Pm = 0,

gibt dann einen Zusammenhang zwischen den &' und &“k.

Natiirlich Jiit sich diese Losungsmethode insofern verallge-
meinern, als man zwei, drei usw. der Unbekannten beliebig wihlt
und zum SchluB dann zwei bezw. drel usw. Gleichungen fir diese
speziellen Unbekannten allein iibrig hat. In § 8 wird (bei der Zer-
legung einer Kraft nach sechs Richtungen im Raum) davon Ge-
brauch gemacht.

§ 3.
Das Korrekturprinzip.

7. Die eben besprochene Ldsung analytischer oder graphischer
linearer Gleichungen bildet die Basis des Korrekturprinzips. Sei
©k eine der gesuchten GroBlen, als Wirkung linear abhingig von
der Ursache vorausgesetzt, wie es praktisch bei gesuchten Kriften
am Fachwerk zutrifft; der Allgemeinheit halber sei sie als Vektor
gedacht, d. h. man kennt weder GroBe noch Richtung von ihr, nur
ihren Angriffspunkt. Angenommen, & sei gefunden, und von ihr
aus alle weiteren, noch unbekannten Krifte

T A C P IP C T)
abgeleitet. Dieselben werden natiirlich gleichfalls linear abhéngig
von &k sein. Dann wird es immer am Schlu eine einfache Kon-
trolle geben, die letzte Gleichung des Systems (1) oder (5) — bei
Fachwerken z. B. an den letzten Knotenpunkten, bei rdumlichen
Aufgaben durch die Affinitiitsbeziehungen zwischen Grund- und Auf-
riB, bei Knotenpunktsverschiebungen durch die Auflagerbedingungen

usw. — meist in Form einer analytischen Gleichung,
N Ty e =0,

oder einer graphischen, (6)
T~ +Tn=0,

welche die Richtigkeit der gefundenen Lisung bestitigen soll.

Sei etwa &k eine gesuchte Stabspannung, dann kommt es auf
dasselbe hinaus, wenn man sagt: Ich denke mir den Stab, der &g
triigt, beseitigt und St als gegebene iuBlere Kraft, die je an den End-
punkten dieses Stabes wirkt. Man hat dann das System (%3, )
gegebener Krifte, aus dem das Spannungshild (P, Sk), (S) her-
vorgeht,
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8. Angenommen, man habe nicht dieses wirkliche System ge-
gebener #uBerer Krifte (I3, ©k), sondern ein beliebiges anderes
(B, ©‘k) als Ausgangssystem gewihlt und von ihm ausgehend das
natiirlich falsche Spannungsbild (P, &'k), (&) geschaffen, dann wird
die Kontrolle am Schlu geben

T T 4 Fm ; 0,
oder in anderer Form
P A + T =W,

Es wird sich ein ,Widerspruch® 3’ ergeben. Und fiir ein
anderes Spannungsbild (P, S*k), (&), erzeugt durch das willkir-
lich gewihlte Ausgangssystem (3", ©“k), ein anderer ,Wider-

spruch¥,
T+ T4+ . T =T
Sind die beiden falschen Ausgangssysteme (B, &‘k) und (P,&"k)
,Komponenten“ des wirklichen Systems (B, Sk), d. h. ist
P = P 2 P,
Cr= &'k S"%,
dann ist nach (3) auch ©; die Resultierende von &% und &";, also

@+ T+ @+ T 4 . (Tm - Tm) =0

bezw.
B 4 W' =0.
Fir die spezielle Wahl wie in (4)
(B, S'%) = (P, 0),

(B, &) =(0, F),
ist IB" proportional ¥. Dann ergibt die Kontrollgleichung
QSI + %u — 0’

da B’ eine bestimmte bekannte GroBe ist, die Unbekannte ZX.
Natiirlich mu, wenn die Rechnung richtig durchgefiihrt wurde, I8’
parallel 8" sein,
9. Entsprechend wird bei willkiirlicher Annahme einer weiteren
Unbekannten & als #duBerer Kraft die durch die Ausgangssysteme
(B, &'k, &'1) = (P, 0,0),
(§Bu, @“k, @“l) = (O, f, O),
(gBAu’ 611:," @ml) = (0’ 0, g))
erzeugte Kontrollgleichung
(zll_}_zul +§:‘“1) + (112+zuz+zlue)+ .
+ &+ T+ Tm) =0
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bezw.
%l _|__ %H + %IU — O-

W' und W" sind proportional den Unbekannten X und 9,
W' ist eine durch die Krifte PBi bestimmte bekannte GroBe, so daB
aus der graphischen Kontiollgleichung 28" und 2B und damit
X = Gk bezw. §) =& ermittelt werden kann.

10. Die vorausgehenden Gleichungen behandeln den in der
Praxis am meisten vorkommenden Fall, da die Richtung von
©k bezw. & . . . bereits bekannt ist, und nur die GroBe gesucht
wird. Aber auch, wenn Richtung und GréBe von &k sowie von
den anderen ©&; unbekannt sind, wie z. B. beim Aufsuchen von Ge-
lenkdriicken, wird genau die gleiche Entwicklung am Schluf eine
Kontrollgleichung geben, die &% nach Grofe und Richtung bestimmt,
In den folgenden Zeilen werden verschiedene solcher Aufgaben be-
handelt. Die auftretende Kontrollgleichung bestimmt zunichst die
Richtung irgend einer der gesuchten Krifte ©p und damit die aller
andern &;; ist die Richtung gefunden, so folgt daraus der Zahlen-
wert der Unbekannten.

11. Die vorangehende Methode, deren spezieller Gedanken-
gang nicht wesentlich neu ist — man kann fast alle in der Statik
gebriuchlichen Methoden als Spezialfille ansprechen: Henneberg
hat sie erstmals analytisch angewandt durch die ,,Stabvertauschung®,
Foppl graphisch durch die ,,Knotenpunktsbedingungen*; man ver-
gleiche deswegen Scblink: ,Statik der Raumfachwerke* 8. 103
Teubner 1907 — sucht einerseits eine Vereinheitlichung aller Lé-
sungen statischer Aufgaben zu erzielen: eine einzige Rechenvor-
schrift gilt fir sie alle, namlich willkiirliche Annahme einer oder
mehrerer der gesuchten Krifte und Aufstellung einfacher Kontroll-
gleichungen fiir dieselben. Andrerseits will sie freimachen von geo-
metrischen Sitzen und dafiir fdquivalente unmittelbar einzusehende
Sitze der Statik verwenden.

Die vorgeschlagene Methode — einstweilen, um ihren Inhalt
zu treffen, ,Korrekturprinzip“ genannt — 1aft sich folgender-
mafien in eine Formel kleiden:

Um linear abhingige statisch bestimmte un-
bekannte Krifte aufzufinden, mache man iiber
eine oder mehrere derselben eine mit den System-
bedingungen vertrigliche willkirliche Annahme.
Die anderen gesuchten Krifte ergeben sich dann (7)
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durch Superposition der von den gegebenen
Kraften allein abhdngigen und der von der will-
kiirlich angenommenen Kraft allein abhingigen
Komponenten. Eine einfache Kontrollgleichung
ergibt dann analytisch oder graphisch die will-
kiirlich angenommenen Krifte.

§ 4.

Die Methode der homogenen Deformation. Die Methode der
Zentralprojektion. Die Komponentenmethode.

Weniger allgemein als das Korrekturprinzip, in vielen Fillen
aber geradezu allein geeignet, rasch ein gegebenes Gleichungssystem
(1) oder (5) zu losen, werden sich die in der Uberschrift ange-
gebenen Methoden erweisen.

12. Die in obige Gleichungssysteme eintretenden Grofen
© und P haben vorgeschriebene Lage und Grofle, lassen sich also
durch Strecken der Ebene bezw. des Raumes darstellen. Dann kann
man aber mit diesem System gegebener und gesuchter Strecken
eine beliebige Transformation vornehmen; oder in anderer Deutung,
man kann fiir diese GroBen ein neues Koordinatensystem ein-
fithren. Bei einer gewissen Wahl desselben bezw. bei einer be-
stimmten Transformation des Raumes wird das System der Glei-
chungen (5) in ein anderes iibergefiihrt, das wegen seiner einfacheren
Form eine leichtere Losung gestattet. Hat man diese, so wird man
durch die entsprechende Reformation in die gegebene Anfangslage
bezw. durch den Riickgang zum urspriinglichen Koordinatensystem
die wirklichen Werte der Unbekannten ermitteln,

In den folgenden Zeilen wird stets eine ganz spezielle Trans-
formation angewandt, die homogene Deformation. Dieselbe
bestehe darin, da alle Punkte A; einer bestimmten Ebene, der
»Operationsebene“, radial von einem gegebenen festen Punkt 4o dieser
Ebene weg- oder zu ihm hinwandern. Irgend ein gegebenes Gebilde
dieser Ebene soll mit dem deformierten Gebilde homothetisch, d. h.
dhnlich und #hnlich gelegen sein. Ao selbst ist dann fir die beiden
Gebilde Ahnlichkeitszentrum. Nach Ausfihrung der Deformation
muB in dieser Ebene zwischen dem urspriinglichen Wert s einer
beliebigen Strecke und dem Wert s' der deformierten Strecke die
Beziehung bestehen
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8 = ¢gs, (8)
wobei g fiir die ganze Ebene konstant ist.

Der Zweck einer solchen Deformation ist an Hand der
Abb. 2 leicht ersichtlich. Dieses riumliche Fachwerk, von dem an-
genommen ist, dass die nach I, II, III fiihrenden Gratstibe sich
im Punkt S schneiden, und dass die drei Punkte I, II, III, ebenso
wie die unteren Endpunkte I', II', III' der Gratstibe je in einer
A Horizontalebene liegen, kann man
R derart homogen deformieren, da8
Iy die Gratstibe lotrecht stehen.
\ Man hilt zu diesem Zweck den
FuBipunkt ¥ des von § aus auf
die Ebene I, II, IIT gefillten

/ ' AP Lotes fest und it diese Punkte

1 i) P X I, II, III in der Horizontalebene
/ \‘\“\l/ von F aus radial wandern, bis
6/ YT sie lotrecht iiber den entspre-

f;-‘" P W A | chenden Punkten I, II', IIT' der
/ > untern Ebene stehen. Dann ver-
? \ schwinden die Gratstéibe im Grund-

.\ riB, die GrundriBprojektion des

s o \} Systems der Ring- und Diagonal-

_ - - — stabspannungen ist dasjenige eines

statisch bestimmten Fachwerk-

Abb. 2. trigers, wenn man die Diagonal-

stabspannungen  als  Auflager-

krifte betrachtet. Die Spannungen dieses Tréigers sind dann unschwer
zu ermitteln.

Die spezielle Anwendung dieser Methode und ihre analytische
bezw. graphische Durchfithrung wird bei der Berechnung der Kuppeln
(§§ 12, 15, 19) ersichtlich.

Natiirlich kann man auch andere Transformationen anwenden.
Im Charakter statischer Aufgaben liegt es indes, daB alle diese
Transformationen, sollen sie brauchbar sein, zunichst wohl linear
sein miissen. Aber auch dann ist es noch fraglich, ob bei einer
allgemeinen linearen Transformation — allgemeine Kollineation —
der rechnerische Vorteil gro genug ist. Eine Losung mit solch
allgemeinen Mitteln wére sicher nicht einfacher als etwa die Stab-
vertauschung nach Henneberg oder die der Knotenpunkts-
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bedingungen nach Foppl oder als die kinematische Methode von
Miiller-Breslau oder die durch das Korrekturprinzip.

13. Nichts anderes als die Methode der homogenen Deformation,
eine andere Form nur, ist die Methode der zentralen Pro-
jektion, auf welche notwendig die Vektorenrechnung fithren mu8.
Was jene fiir die mehr oder minder rein graphische Behandlung
eines statischen Problems ist, das bedeutet diese fir die vorwiegend
analytische Behandlung.

Unter Zentralprojektion sei hier verstanden die Projektion eines
gegebenen im Gleichgewicht befindlichen Kréftesystems von einem
festen Punkt § aus auf eine bestimmte Ebene. Ist das gegebene
System im Gleichgewicht, dann auch das nach Angabe projizierte,
da ja ein graphischer Summensatz — und ein solcher oder mehrere
solcher driicken die Tatsache des Gleichgewichts eines gegebenen
Kraftesystems aus — bei der Projektion auf eine Ebene erhalten
bleibt.

DaB die homogene Deformation in der Tat nur eine andere
Ausdrucksweise fir die Zentralprojektion ist, zeigt unschwer das
Beispiel der Abb. 2. Die Konstruktion sei bereits deformiert gedacht,
also so, daB die Gratstibe lotrecht stehen. Dann wende man auf
irgend einen Knotenpunkt die Gleichgewichtsbedingung fiir die
GrundriBprojektionen der an diesem Knoten angreifenden Krifte
an. Bei der Reformation zur urspriinglichen Gestalt bezw. zur ur-
spriinglichen Kriftegruppierung geht dann diese Gleichgewichts-
bedingung dber in die dquivalente, daB die vom Punkt § aus auf
die obere Ebene zentral projizierten Krifte, die an dem betreffenden
Knotenpunkt angreifen, wieder im Gleichgewicht sind.

Damit ist auch bereits auf den Anwendungskreis der Zentral-
projektion hingedeutet: Sie stellt eine bequeme Methode dar, lastige
Unbekannte, im vorliegenden Fall der Abb. 2 die Gratspannungen,
zu eliminieren, Bei riumlichen Fachwerken von der durch Abb. 2
bestimmten Gestalt oder anderen #hnlichen Konstruktionen stellt die
Methode der Zentralprojektion fiir jeden Knotenpunkt zwei Glei-
chungen auf, in denen die Gratspannung nicht auftritt. Unter den
nachfolgenden Nummern machen besonders die von §§ 12, 15, 17, 20
die spezielle Anwendung der Methode ersichtlich.

14. Einfach und ohne weitere Hilfsmittel fiihrt sehr oft eine
Betrachtung zum Ziel, welche die Krifte an den einzelnen Knoten-
punkten derart in Komponenten zerlegt, daB dieselben unmittelbar
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durch einzelne Stibe oder Gruppen von zwei oder mehreren solcher
aufgenommen werden. Man stiitzt sich hiebei auf den Sata:
Ein mégliches Losungssystem linearer Aufgaben ist gleichzeitig das
wahre Losungssystem. Zerlegt man z.B. an dem Triger der Abb. 2
die Kraft P am Knoten I in drei Komponenten: H parallel zum
Gratstab, NN, T in Richtung der anstoBenden Ringstabe, so wird
erstere unmittelbar vom Gratstab aufgenommen. Die Komponente N
parallel zum Ringstab I II wird am Knoten I gemeinsam vom
Diagonal- und Gratstab aufgenommen, die Komponente 7' parallel
zum Ringstab I III zuerst von diesem aufgenommen und dann am
Knoten III gemeinsam vom dortigen Diagonal- und Gratstab.

In den nachfolgenden Zeilen wird sich des oftern Gelegenheit
finden, vorstehenden Gedankengang in verschiedenen Variationen
anzuwenden ; es sei deswegen speziell auf §§ 13, 16, 21 hingewiesen.

§ 5.
Anwendung auf das Seilpolygon und verwandte Aufgaben.

15. Wiblt man zu einem
gegebenen Kriftesystem (), um
das Seilpolygon zu finden,
den Pol 0’ beliebig (Abb. 3 und 4),
oder, was auf das Gleiche hin-
auskommt, irgend einen Polstrahl
&'k, so sind die andern Pol-
strahlen
PN C I I - R L
von diesem linear abhiingig. Das
Kriftesystem (B, S'k) bestimmt
dann das Kriftebild (B, &'r), (&)

Ist nun &% die Resultierende
aus &, und ¢, also das System
(B, €4 in die Systemkompo-
nenten (P, Sk) und (0, T) zer-
legt, von denen die erste das
Kriiftebild (P, Sk), (8), die
zweite dasKriftebild (0, ), (%)
liefert, wo alle i gleich sind

: Z, so muB auch &% die Resul-
Abb. 3 u 4. tierende aus &; und T sein.
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Damit ist dann der bekannte Satz bewiesen: Zwischen zwei ver-
schiedenen Seilpolygonen fir das niémliche Kriftesystem hesteht die
Beziehung, daB entsprechende Seilpolygonseiten sich auf der nidm-
lichen Geraden schneiden. Diese Gerade ist parallel zur Verbindungs-
geraden der Pole 0 und 0’ der beiden Polfiguren, d. i. parallel %.

16. Ganz allgemein gestatten lineare geometrische Auf-
gaben ohne Kenntnis allgemein-projektiver oder speziell-geometri-
scher Sitze fast durchweg nach (3) bezw. (7) eine einfache Lisung,
wenn man die einzelnen auftretenden Geraden als Krifte betrachtet.
Die einfache Tatsache, daB mit der Definition der Resultierenden
von zwei Kriften die projektive Geometrie auch als eine statische
betrachtet werden kann, ist bisher noch viel zu wenig gewirdigt
worden. Es 1ifit sich nach der Meinung des Verfassers durch kon-
sequente Ausniitzung dieser Tatsache noch gar mancher Gewinn fir
die methodische Mechanik erzielen. Nachfolgend einige Beispiele fiir
die Anwendung des Korrekturprinzipes speziell auf Geometrie.

Es sei zunichst erinnert an die in der Mechanik oft behandelte
Aufgabe, ein n-Eck zu konstruieren, dessen Ecken auf n gegebenen
Geraden g,, gy, ... gn liegen, und dessen Seiten durch n gegebene
Punkte P, P,....Pn gehen. Die Aufgabe wire gelost, wenn
man eine Seite hitte. Sei diese &;, so wird sich daraus fort-
laufend &,, G,,... Sn ergeben. Diese alle sind linear abhingig
von &,, folglich gibt die Auffassung von &,, &,, ... Sn als Kriften
— ,,Gelenkdriicke* durch die vorgeschriebenen Punkte, die ,Ge-
lenke* P, P,,...Pn — nach dem Prinzip (7) sofort eine Ldsung,
Man nimmt die Seite &', ganz willkiirlich innerhalb der vorge-
geschriebenen Bedingungen an und erhilt fortlaufend durch Erfil-
lung der iibrigen Bedingungen die anderen Seiten &, &', . ... G'n;
in der neuen Ausdrucksweise: die Seite &', bestimmt das Krifte-
bild (€4), (&'). Eine andere Annahme &"; bestimmt das Krifte-
bild (&), (€"). Die Superposition von &', und &"; bestimmt das
Kriftebild

@36, (& 16=(5), (©)

d. b. &; ist die Resultierende aus &% und &, wenn &, die Re-
sultierende von &' und &, ist.

Damit erhilt man gleichzeitig die Kontrollgleichung
Gn=0C'n 3 E",
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d. h. die letzte Seitt ©n muBd einerseits als Resultierende von ©'a
und &"n durch deren Schnittpunkt gehen, andrerseits nach Vor-
schrift durch den gegebenen
’f ~ Punkt Pn.

i < 17. Abb. 5 1ost die Auf-
— = 0 gabe fiir den Fall eines Vierecks.
Die Richtung von &', bezw. &

ist beliebig gewiithlt. Durch &

o ist &', bestimmt, entsprechend
=~ | ©" durch @",. Beide scbnei-
i den sich in (Iv). &, muB nun
einerseits als Resultierende von
©&', und &", durch diesen Punkt
gehen, andrerseits nach Vorschrift
durch IV,

18. Abb. 6 stellt die Ldsung
der gleichen Aufgabe an einem Dreiecke dar. Die willkiirlich ge-
wihlten &'; und &, bestimmen &', bezw. &";, durch deren Schnitt-
punkt (1) dann &, gehen muB. Am einfachsten wird die Kon-

Abb. 6.

struktion, wenn man &' durch I und II legt, die Seite &", aber
parallel der Geraden, auf der sie sich mit ©", schneiden soll. In
der Abbildung ist diese Konstruktion strichpunktiert eingezeichnet.

19. Die Aufgabe, eine Gerade durch einen vorgeschriebenen
Punkt 4 so zu legen, daB sie auch noch durch den schwer zu er-
reichenden Schnittpunkt von zwei gegebenen Geraden geht, gestattet
wie so viele projektiv-geometrische Aufgaben eine einfache Ldsung



§ 6. Das nichteinfache ebene Fachwerk. 20. 17

mit dem Seilpolygon, wenn man die gegebenen Geraden wie auch
die gesuchte als Krifte ansieht, die gesuchte P speziell als Resul-

tierende der beiden gegebenen
B, und PB,. Die Endstrahlen
des Seilpolygons zu diesen bei-
den Kriiften miissen sich dann
auf der gesuchten Geraden
schneiden, Abb, 7. Legt man
also ein erstes Seilpolygon so,
daB die Endstrahlen durch
den gegebenen Punkt 4 gehen,
und ein zweites derart, daB die
Schnittpunkte entsprechender
Seilstrahlen auf den gegebenen
Geraden B, und B, liegen —

A

man ist dann vollstindig unabhingig von der GroBe der gedachten
Krifte P, und P, — so bestimmen dessen Endstrahlen einen
weiteren Punkt D der gesuchten Geraden.

Zweiter Abschnitt.
Berechnung ebener und réumlicher
Fachwerke.

Das nichteinfache ebene Fachwerk.

20. Dasstatisch bestimmte
ebene Fachwerk ist zu unter-
scheiden als einfaches, wenn
bei beliebiger Belastung alle
seine Spannungen mit Hilfe
eines Cremonaplanes vom
ersten bis zum letzten Stab
ermittelt werden kénnen, und
als nichteinfaches, wenn
diese Bedingung nicht zutrifft.

Bei beliebiger Belastung!
Denn wie der Fall der Abb, 8

Egerer, Fachwerke.
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bezw. der dazu gehorige durch Abb. 9 wiedergegebene Krifteplan im
Gegensatz zu dem durch die Abb. 10 mit 12 bestimmten Fall zeigt,
konnen bei ein und demselben Fachwerk die Spannungen einmal
durch einen Cremonaplan ermittelt werden: bei spezieller Be-
lastung ndmlich nach der Methode des unbestimmtenn MaBstabes,
das andere Mal aber nicht: ndmlich bei ganz allgemeiner Belastung.

Im ersten Fall stellt man etwa S, durch eine willkiirlich ge-
wihlte Strecke dar und bestimmt daraus S,, S, S, und S,, aus
Sy wieder S; und S8, siche Abb. 9. Die als Unbekannte ange-
sehene Kraft Py liBt sich am Knotenpunkt IT aus 8, und S, be-
stimmen und liefert so nachtriglich den MafBstab fiir sich und damit
fir den ganzen Krifteplan.

Fiir die Bestimmung der Stabspannungen im nichteinfachen
Fachwerk existieren mehrere Liosungsmethoden: In spezielleren Fillen
die Culmannsche und Rittersche Methode, die F&p plsche Me-
thode der imagindren Gelenke, die Methode des unbestimmten Ma8-
stabes, in den allgemeinen Fillen die Hennebergsche Methode
der Stabvertauschung, die kinematische Methode von Miiller-Bres-
lau, die F 6 pplsche Methode der Knotenpunktsbedingungen. Natiir-
lich kdnnen diese auch auf Spezialfille angewandt werden.

21. Fir den allgemein moglichen Fall fithrt das Korrektur-
prinzip rasch zum Ziel. Sei das an dem nichteinfachen Fachwerk
oder an dem nichteinfachen Teil desselben angreifende System ge-
gebener fuBerer Krifte wieder mit (3) bezeichnet. In dieses System
sind natiirlich auch eventuell bereits bekannte Spannungen inbe-
griffen, wenn sie an dem untersuchten Gebilde angreifen. Es sei
vorausgesetzt, da mit dem Bekanntsein einer der gesuchten
Spannungen das Fachwerk zu einem einfachen wird — der in der
Praxis seltener auftretende Fall, daB erst das Bekanntsein zweier
dieser Spannungen das Fachwerk zu einem einfachen machen wiirde,
soll in der ibernichsten Nummer behandelt werden — und dieselbe
mit &k bezeichnet. Wire &% bekannt, so konnte man sofort einen
Cremonaplan zeichnen, und damit die ibrigen Spannungen ©;
auffinden. Letatere sind linear abhingig vom System (B, Sk) und
lassen sich durch Superposition

Gi =64+ &%
auffinden, wenn ©'; die Spannung nur unter dem EinfluB des Krifte-
systems (B, &'t =0) und &"; diejenige unter dem alleinigen Ein-
fluB von (0, @'t =1X) ist. Die Superposition der beiden Spannungs-
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bilder (P, 0), (&) und (0, X), (&") gibt das Spannungsbild
(s‘B’ E)a (@)'

An einem beliebigen Knotenpunkt — oder an einem beliebigen
Stab, ganz allgemein an einem beliebigen Teil des Fachwerkes —
werden alle an ihm angreifenden Spannungen mit der dort angrei-
fenden #uBeren Kraft {8 bezw. der Resultierenden von solchen im
Gleichgewicht sein,

I SE=0
bezw.
B+ 3)+ 36 =0
oder
QBA + .S-ZB“ — 0’

wobei die graphische Summe I8’ = I &' + P eine bestimmte GriBe,
die graphische Summe " = = S", wie alle &";, proportional zu ¥ ist.
' und LW" sind die bereits erwéahnten ,Widerspriiche* der Kon-
trollpolygone. Da ' eine bestimmte Grofe ist, 1aBt sich IB" =
— 9B’ und damit X, das ja proportional I8" ist, ermitteln. Natiir-
lich ist 28' und entsprechend 28" erst dann von Null ver-
schieden, wenn man die Kontrollgleichung B 4 & = 0 an einem
wirklichen Kontrollpunkt bezw. Kontrollteil anwendet, fiir den also
alle angreifenden Spannungen bereits ermittelt sind. Ausgenommen,
wenn zufillig die Spannung &Sk = X selber Null wird.

Fiir einen Knotenpunkt als Kontrollteil des Fachwerkes spe-
zialisiert sich das Korrekturprinzip zur Fépplschen Methode der
Knotenpunktsbedingungen, fiir einen gedachten Ersatzstab zur
Hennebergschen Methode der Stabvertauschung. Gelegentlich sei
erwihnt, daB beide Methoden direkt identisch sind, insofern nim-
lich die oben gefundenen Vektoren T8’ und 8" die Spannungen
©’c und ©"¢ des Ersatzstabes vorstellen, der vom vorletzten Kon-
trollpunkt zum letzten geht.

22, Die Konstruktion des Spannungsbildes des Stabverbandes
der Abb. 10 — sie ist der Abb. S. 233 des Handbuches der
Ingenieurwissenschaften Iy, dritte Auflage, dhnlich gewihlt — erfolgt
durch Superposition des Spannungsbildes (), (&') der Abb. 12 und
des Spannungsbildes (&, = %), (&") der Abb. 11. Die Kontroll-
gleichung erfolgt am Punkt V oder I, nachdem man der Reihe nach
bei 1I, III, IV, VI die unbekannten Spannungskomponenten er-
mittelt hat. Die Kontrollpolygone beider Spannungsbilder sind
schraffiert. 2B’ bezw. TB" ist parallel der Geraden I V; damit

2*
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B 4+ W' =0, muB man TW" und damit auch X dreiviertelmal
so groB wihlen als angenommen wurde. In Abb. 12 sind dann
noch die wahren Spannungen &= ©&'i4 &'"; eingezeichnet.

23. Ist das Fachwerk derart, daB eserst mit dem Bekanntsein
von zwei Spannungen einfach wird, so sind diese — &k und &1 —

Abb. 10. Abb. 11.

wieder als gegebene duBere Kriifte zu betrachten. Man erhilt dann
alle tibrigen Spannungen in der Form
Gi= &% + " + 6"
Dabei sind die &' gefunden wie unter 22, &% und &"; je unter
dem alleinigen EinfluB der beiden als bekannt angesehenen Span-
nungen
Cr =%,
G =29.
Am Kontrollteil erhilt man fiir jedes einzelne Spannungsbild wieder
die nichtgeschlossenen Kriftepolygone
P+ I =D,
:‘@“ —_— QBU’
E@“l — %“l.
Da aber unter dem EinfluB des tatsiichlich angreifenden Krifte-
systems (B, Sk, &) Gleichgewicht sein muB, so gilt
P+ 38=0

bezw.
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(P + 2@4) + 2@“ + :@Ul =0

QBI + %“ + 553“1 — O.

Von den drei GroBen L', I8, TW" ist W' eine durch die P,
bestimmte GroBe; dadurch lassen sich graphisch 8" und 8" er-
mitteln und hieraus wieder X — S, §) = &, die ja IB" bezw. W
proportional sind.

Ubrigens lassen sich diese beiden Spannungen in vielen Fillen
dadurch einfacher berechnen, da8 man sie als Komponenten eines
,Gelenkdruckes“ betrachtet und so wie folgt ermittelt.

24. Zur Aufgabe, einen solchen nach Grée und Richtung
unbekannten Gelenkdruck aufzufinden, iiberlege man:

Dieser Gelenkdruck, er sei mit &k bezeichnet, wird, sobald er
bekannt ist, andere Groflen &,, &,, . ... Gy, alle linear von Sk
abhéngig, bestimmen. Nimmt man nun &k willkiirlich einmal gleich
&'t an und bezeichnet das dadurch entstandene Kriiftebild wieder
mit (&'k), (&), ein andermal gleich &, das davon abhingige Krifte-
bild sei (©“), (©"), so werden die von ©; abhingigen Grifen

oder

Gi =G4 1 ",
wenn
Cr = &% 3 "k
Die Kontrolle ist wie nach 16:
Cn = G'n 3 C"%

muB nach Vorschrift durch einen gegebenen Punkt gehen, bestimmt
dadurch sich und daraus riickwirts Sk sowie alle &;.
25. Als Beispiel stellt Abb. 13 die Aufsuchung der Gelenk-
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driicke eines Dreigelenkbogens dar. P und i sind die Resul-
tierenden der an der rechten bezw. linken Scheibe angreifenden
Krifte, S ist die Resultierende dieser beiden. &‘; und &"; sind
durch I beliebig angenommen, die Kontrolle ist
G = & 1+ &4

Etwas vereinfachen wird sich wie in 18 die Aufgabe durch
Anwendung der in der Abbildung strichpunktiert wiedergegebenen
Konstruktion,

26. Als weiteres Beispiel gibt Abb. 14 und 15 wieder, wie
man die Stiitzen- und Gelenkdriicke eines aus fiinf Scheiben

Abb. 14,

bestehenden Fachwerkes (die Erde ist als fiinfte Scheibe eingefiihrt)
ermittelt. Die tatsiichlichen Gelenke sind I, IT, IV, VI, VII. Als
ngedachte Gelenke“ treten mnoch auf III, V, (VII), durch welche
©;, &;, &, bezw. deren Komponenten hindurchgehen "miissen.

Die Losung gestaltet sich folgendermafen: Betrachtet man &,
als gegebene duBere Kraft, so kann man das Kriftesystem (P, &))
zerlegen in die , Komponentensysteme“ (B, ©) und (0, &*,), so daB
also &, die Resultierende von &‘, und ©&",. Das erste System
ruft fiir sich das Kriftebild (B, &), (') hervor, durch das zweite
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ist das Kriftebild (0, &%), (&") bestimmt. In Abb. 14 ist
dieses durch die strichpunktierte Konstruktion gegeben, ersteres nach
der innerhalb der vorliegenden Bedingungen willkiirlichen Annahme
von &', mit Hilfe des Seilpolygons der Abb. 15 als Linienzug 1/,
2 3' 4 5, 6, 7' eingetragen. Wegen

6 =618

6, =€,168"
&', und &", schneiden sich in (VII). Dadurch ist der Gelenk-
druck &,, der nach Vorschrift auch noch durch VII gehen mu8,
bestimmt, und damit riickwiirts der

ist nach (3) auch

Reihe nach €; &;,...S,. Die g
Strecken 12, 23, 34, 45, 56, 67 der
Polfigur, in diesem Richtungssinn ge- o*

lesen, stellen die Krifte Py, Py,

Gb, P,;, Ge, P, vor, entsprechend f

1‘2' usw. je die ersten Komponenten {\\
dieser Krifte. Gb und Ge¢ sind 0~ .

dabei die an den Scheiben b und ¢ '
angreifendenlotrechten Stiitzendriicke. _

Zur Kontrolle ist mnoch ein P
weiteres Seilpolygon &, &",..
eingezeichnet, entstanden unter der
Annahme G, =€" 12@&",. Na-
tirlich hat jetzt &", einen anderen
Wert wie bei der ersten Zerlegung

Fir den Fall, daB man das W
Fachwerk bezw. den Fachwerktriger Abb. 15.

in drei Scheiben zerlegen kann, die

gegenseitig durch wirkliche oder gedachte Gelenke verbunden sind,
spezialisiert sich das Korrekturprinzip zur ¥ 6 pplschen Methode der
imaginiiren Gelenke.

§ 7.
Das statisch unbestimmte Fachwerk.

27. Die statische Unbestimmtheit denke man sich zunéchst in
der Art der Auflagerung gegeben, beispielshalber durch einen Zwei-
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gelenkbogen. Als statisch unbestimmte Grofle tritt dann der Hori-
zontalschub H auf. Wire H bekannt, so kénnte man alle unbe-
kannten Spannungen durch einen Cremonaplan oder im Fall
eines nichteinfachen Trégers durch eine der in Betracht kommenden
Methoden auffinden.

Das Korrekturprinzip sieht nun wieder den unbekannten Hori-
zontalschub H als gegeben an und bestimmt die tatsichlich auftretenden
Spannungen durch Superposition aus den Beitrigen der gegebenen
duBeren Kriifte obne H und aus den durch H allein verursachten.
Die Unbekannte H findet sich aus der Kontrollgleichung, daB die
Verschiebung des Punktes, an dem H angreift, Null sein muf,
Nach dem Satz von Maxwell-Mohr ist die Verschiebung unter

dem EinfluBl der duBeren Krifte in Richtung von H
n= %f SrS8T=2Z3urs,

da
Ty = ui H;
und die Verschiebung in der gleichen Richtung unter dem EinfluB

von H allein
7, = Su¥rH,

woraus mit
Mt n=0
der Horizontalschub gefunden wird als
Surs
H=—Tu

Ist aber die statische Unbestimmtheit nicht in der Art der
Auflagerung, sondern in der Zusammensetzung des Fachwerkes be-
griindet, so kann man die Endpunkte des iiberziibligen Stabes als
die Auflagergelenke auffassen — die vorhandenen wirklichen Auf-
lagerkrifte natiirlich als @uBere Krifte — und die gesuchte Stab-
spannung X des erwihnten Stabes als Horizontalschub, der dann
wieder

SurS

Su®r’

X=—
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§ 8.
Der Verschiebungsplan.

28. Voraussetzung: Man kennt die Liingendnderung eines
jeden Stabes I; der vorliegenden Fachwerkskonstruktion. Die Frage,
ob der Triger statisch bestimmt ist oder nicht, spielt erst dann
eine Rolle, wenn man — natiirlich innerhalb gegebener Grenzen —
diese Langeniinderungen, so wie es bei dem in Abb. 16 skizzierten
Fachwerk geschehen ist, willkiirlich annimmt. Die Zahl der will-
kiirlich angenommenen Lingeninderungen darf nur 2n —g sein,
wenn n die Zabl der Knotenpunkte und ¢ die der ,iiberzihligen*

Abb. 16.

Stiibe ist; die Auflagerung denkt man sich dabei durch Stébe be-
stimmt. Durch diese 2n — ¢ Lingeninderungen sind dann alle
iibrigen bestimmt.

Will man zundichst nur einen ,Relativverschiebungs-
plan“, der also nur die relative Verschiebung der einzelnen Knoten-
punkte zum Fachwerk selbst angibt — die Verschiebung gegeniiber
den festen Auflagern, die absolute Verschiebung in der festen Ebene
des Fachwerkes, ist damit noch nicht bestimmt — so kann man iiber
die drei ,Koordinaten“ eines beliebig ausgewihlten Fachwerkstabes
willkiirlich verfigen, d. h. man darf demselben eine willkiirliche
Lage in der Ebene vorschreiben; dadurch ist dann die Lage der
iibrigen Knotenpunkte nach der Methode des Verschiebungsplanes
bestimmt.

Um von dem Relativverschiebungsplan zum absoluten iber-
zugehen, hat man dem Triger nur mehr eine Bewegung so zu
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erteilen, daB er die durch die Auflagerung bedingte Endlage auch
wirklich einnimmt. Dieser Ubergang in die Endlage 1aBt sich stets
durch Drehung des Trigers um einen leicht zu ermittelnden Punkt
bewerkstelligen, Meist wird dieser gesuchte Punkt wie in Abb. 16
einer der festen Auflagerpunkte sein.

Vom Standpunkt des Korrekturprinzipes aus: Man macht iiber

eine der gesuchten 2n — p Verschiebungskomponenten — p sind
ja durch die Art der Auflagerung schon
f".] gegeben — eine mit den Systembedin-

gungen vertriigliche giinstige Annahme v¢.
! Durch dieses pt sind dann alle iibrigen

Verschiebungen p; bestimmt und damit
N der Relativverschiebungsplan (vk), (v) der
Knotenpunkte I, IL,.....

Eine andere Annahme vp‘k bestimmt
den Relativverschiebungsplan (v'k), (v)
dieser Knotenpunkte, d. i. den Plan I
I, . .....

_ Ist nun die gesuchte absolute Ver-
‘;\x \ schiebung
i \..\ . / '-I ‘ . D”k:D/C"*“D‘k,
o v, \% . d. h. sind pt und ‘% die Komponenten
der gesuchten absoluten Verschiebung p",
dann gilt auch
\ v =i + 0%
/ und umgekehrt.
//| . Eine durch die gegebenen Auflager-
bedingungen stets zu erhaltende Kontroll-
Abb. 17. gleichung gibt dann AufschluB iiber eine
oder mehrere der Verschiebungskomponen-
ten, bestimmt daraus pr und D'k bezw. % und damit dann alle
p"; als die Wege I'l, II'IL, .. . ...

29. An dem durch Abb. 16 dargestellten einfach statisch un-
bestimmten Fachwerk ist z. B. angenommen; daf der Knotenpunkt
II in Richtung des Stabes 1 um /I, sich verschiebt. Durch dieses
pn ist dann der Relativverschiebungsplan I, II, . . . VII der Abb. 17
bestimmt. Eine andere Annahme p‘y senkrecht zu vy bestimmt
den Relativverschiebungsplan I‘, II/, . ... VII' derselben Abbildung.
Natiirlich muf dieser, seiner geometrisch-mechanischen Deutung ent-
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sprechend, eine zum gegebenen Fachwerk #hnliche Figur ergeben.
Speziell kann man wie im vorliegenden Fall v’y so wéhlen, daB
VII und VII' zusammenfallen, d. h. man zeichnet einfach iiber I VII
als Basis das Fachwerk I',, ... VII' ébnlich der Abb. 16. Dann ist
D'y = 0 =0vu +} v'vit
die wahre Verschiecbung des Knotenpunktes VII; und damit I'l,
Ir'i, ... d h
v's = vi + 0%,

die wahre Verschiebung der iibrigen Knotenpunkte.

Sinngemif 1iBt sich die Methode natiirlich auch, mit noch
groferem Vorteil jedenfalls als beim ebenen Fachwerk, auf riumliche
Konstruktionen anwenden.

§ 9.
Zerlegung der Kraft 8 nach drei Raumkomponenten.
30. Die Aufgabe, # nach drei Komponenten &,, &,, &, zu
zerlegen, wenn alle vier Kriifte am nimlichen Punkt angreifen,
findet durch das Korrekturprinzip eine recht einfache Ldsung, wenn
zufillig die gegebene Kraft zu einem der drei Risse senkrecht steht.
In diesem Fall spezialisiert sich das Prinzip ebenso wie bei 20 zur

Abb. 18. Abb. 19.

Methode des unbestimmten MaBstabes. Fiir den Fall der Abb. 18,
wo P senkrecht zum GrundriB steht, gibt Abb. 19 die Losung.
Man nimmt im GrundriB &' [die Indizes ' und * beziehen sich
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hier auf den Grund- bezw. Aufril] beliebig an und zerlegt es nach
&', und ©&5. Die Kontrolle im Aufri8,
@“1 + @“2 __l‘_ @ll3 — %’
ist identisch mit der Bedingung des Gleichgewichts im Aufrif,
€+ 8% 484 +P=0,
wodurch sich der MaBstab zunichst fir § und damit fir alle

Abb. 20.

Abb. 21

iibrigen Krifte bestimmt,

31. Liegt ‘P schief zu
jedem der drei Risse, so findet
man die Losung der Aufgabe
zuniichst nach der Methode
der homogenen Deformation
auf zwei einfachen Wegen. Ent
weder indem man durch eine
solche Deformation den ge-
gebenen Fall auf den vorigen
zuriickfithrt,  Abb. 20 gibt
diese Deformation an: Die
Punkte I, II, III, IV, di
Spurpunkte der Krifte &,
S,, &;, B, bleiben unver-
andert, Knotenpunkt V, an
dem diese Krifte angreifen,
wandert in der Horizontal-
ebene nach V', wo er lotrecht
iber IV liegt, so daf} die Be-
dingung der vorigen Nummer
gegeben ist: 3' steht senkrecht
zu einem der Risse, hier zum
Grundrif. Nach der Defor-
mation lautet dann die Auf-
gabe: Die zum GrundriB3 senk-
rechte Kraft P' soll zerlegt
werden nach den Komponenten
€4, ©,, &5, von welchen
man die Richtung — die-
jenige von VI, VII, V'III
— kennt, Ihre Losung findet
diese Aufgabe durch Abb. 21.
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Die homogene Reformation in die Anfangslage gibt schlieflich die
wahre GroBe der Grund- und Aufriprojektion.

32. Einfacher wird die Lésung, wenn man die homogene De-
formation so wihlt, daB im Grundrif} zwei der Krifte P, &;, G,,
@; in der nimlichen Geraden
liegen. Eine solche Defor-
mation kann stets so gewihlt
werden, daB der Aufrif} sich
nicht daran beteiligt, etwa wie
Abb. 22 darstellt, wo man im
Grundrif8 den Knotenpunkt V
senkrecht zur Schnittgeraden
von Grund- und Aufrif nach
V' wandern lift, bis die Kom-
ponenten &', und &', in die
namliche Gerade fallen. Man
findet so nach Abb. 23 zu-
nichst &5, und dann durch
die Reformation zur Anfangs-
lage &;, woraus wieder &,
und &, gewonnen werden.

33. Selbstverstindlich muf
sich fiir die Methoden 31 und
32 auch vom Standpunkt der’
Zentralprojektion eine Erkli-
rung geben lassen. Sie ist
sogar plausibler als die vom
Standpunkt der homogenen
Deformation,

Im ersten Fall projiziert
man von irgend einem Zentrum
8 auf der Kraft B bezw. ihrer
Verlingerung die Kriftegruppe
auf den GrundriB, in welchem
also P verschwindet. Man
erhiilt damit das projizierte System &', &',, &', der Abb. 20,
welches einfacher als das urspriingliche behandelt werden kann.

Im zweiten Fall wihlt man als Projektionszentrum § irgend
einen Punkt der Ebene durch &,; und &, so, daB der Projektions-
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strahl von S durch V parallel zum Seitenri wird, und erhélt dann
das recht einfach weiter zu behandelnde Projektionssystem P!, &',
‘s, &3 der Abb. 22.

34. Wenn P zu jedem der drei Risse schief ist, kann man
auch unmittelbar nach dem Korrekturprinzip
folgendermaBen vorgehen: Man nimmt &, will-
kiirlich an und zerlegt in einem beliebigen Rif,
etwa im Aufrif,

S‘B‘l‘@‘z‘F@'s:O’
6, + e, +6&4=0.
In jedem RiB muB dann gelten

B+6+6+6=0
bezw.
(ZB + C5'2 + @‘3) + (61 + @“2 + @“3) =0

oder
B+ B"=0.

Im Aufri ist natiirlich ' wie 8" iden-
tisch Null, nicht aber im GrundriB}, es sei denn,
daB &, zufillig selbst Null ist. In diesem ist T8'
eine durch 8 bestimmte GroBe, wodurch sich
wieder 8" und damit das zu $B" proportionale
S, ergibt.

Abb. 24 liefert die einfache Ldsung dieser
A Aufgabe fiir das durch Abb. 20 gegebene

Abb. 24. Beispiel.

§ 10.
Zerlegung einer Kraft ¥ nach sechs Geraden.

35. Fiir den allgemeinsten Fall dieser Aufgabe kam bisher
wohl kaum eine andere Losung in Betracht als die analytische:
Aufstellung von drei Translations- und drei Momentengleichungen,
zusammen sechs linearen Gleichungen fir die sechs Unbekannten.

Das Korrekturprinzip 1ift auch hier eine relativ leichte Lsung
auf verschiedenen Wegen zu. Es seien die sechs unbekannten Krifte,
nach denen P zerlegt werden soll, mit &, &,,.... S, bezeichnet.

Beriicksichtigt man nur die Gleichgewichtsbedingung gegen Trans-
lation, so ist es immer mdglich, eine Kraft nach drei beliebigen
Richtungen im Raum zu zerlegen. Man betrachtet S;, &S,, &; als
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gegebene duBere Krifte neben der wirklich gegebenen Kraft B und
zerlegt P nach &', &5, S'y; desgleichen & nach &*,, &%,
6“6’ sowie @2 nach 61114, @4145’ 6“‘6 und @3 nach @““4’ @““5’
&". Die Kontrollgleichung, die &,, &,, &, aufzufinden gestattet,
ist die Gleichgewichtsbedingung gegen Drehung,

SM=0
oder

ESJ}I ‘{_ Emll + Em}“l + Emll“ f— O

%1 + %u _|__ %lu + %uu —_ O.
W' = I ist eine durch P bestimmte Grofe, W = IM",

oder

I
¥ |\“ ) /// t |
N P : e e
=, 54 T
4 I N |
f 7
n 6| i /’
1 } 7
XY | VY
Vs
1/
B
Abb. 25.

ebenso B und W sind proportional den unbekannten Kriften
©, bezw. &, und &;,. Die Zerlegung von I8’ nach den drei Rich-
tungen von 8", W, T bestimmt diese und damit auch &, &,,
©,, hernach durch Superposition &,, &;, &;.

36. Der zweite Weg, der die Losung mit alleiniger Anwendung
des Seilpolygons gestattet, soll an einem Beispiel erklirt werden,
das durch Abb. 25 hinreichend definiert ist. Die alleinige Beriick-
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sichtigung des Gleichgewichtes im Grundrif gestattet, B, S,, G,, &,
je nach &,, &;, ©; zu zerlegen, wenn man S;, &,, &, ebenfalls
als gegebene Krifte betrachtet.

In Abb. 26 ist die Zerlegung von P nach &',, &';, &'; durch-
gefithrt, entsprechend die von &, nach &,, &%, &";, die von &,
nach &",, &", " und die von &, nach &, &",, &".
Natiirlich sind &, ©,, &; einstweilen durch Strecken von willkiir-

i T m

\& | \ ‘ 5
i [ {|
I' | ‘FT‘{'\»P
o 1l [
’lt 6 !
| ill |
!

4
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I_..._
(=1
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Abb. 26.

licher GroBe auszudriicken, in Abb. 26 wurde die ¥Y-Komponente
von &;, &,, ©; gleich der von P gewihlt.

Die Kontrollgleichungen, welche &, &,, &, ermitteln lassen,
oder was auf das gleiche hinauskommt, den MaBstab fir die Zer-
legungspolygone der Abb. 26 bestimmen, sind die noch fehlenden
Gleichgewichtsbedingungen: Die Z-Komponenten aller Krifte
miissen im Gleichgewicht sein, wenn man, wie beim vorliegen-
den Beispiel geschehen, die Angriffspunkte aller Krifte in eine zur
z-Axe senkrechte Ebene verlegt und dort die Zerlegung nach Kom-
ponenten vornimmt. Durch die Konstruktion der Abb. 26 ist das
Gleichgewicht der X- und Y-Komponenten, da sie ja alle in der
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unteren Ebene des Quaders liegen, bereits vollstindig beriicksichtigt.
Die noch restierenden Gleichgewichtsbedingungen lassen sich aus-
driicken durch die Formel

EZI 4\‘ EZ“ ./l\— EZ“I "’\. EZUU e O
oder

Wo & Wy 3 Wy £ Wy=0. 9)
W, = ZZ' ist eine durch B bestimmte Kraft, deren Grofe und
Richtung durch Abb. 26 wiedergegeben wird, wihrend die Lage
durch je ein Seilpolygon im Aufri8 und GrundriB gefunden wird,
so wie Abb. 27 angibt. W; = ZZ" bezw. W, = 3Z" und W; = 2",
die nach GroBe, Richtung und Lage auf die gleiche Weise gewonnen
werden wie W,, sind proportional den unbekannten Kriften &
bezw. &, und &,.

In Abb. 28 sind alle diese Krifte W,, W;, W,, W; nach
GroBe, Richtung und Lage eingetragen, so wie sie durch die Kon-
struktionen der Abb. 26 und 27 gefunden wurden. W, W,, W;
natiirlich falsch, da ja auch &;, &,, &, beliebig angenommen
wurde. (0) im Grundriss gibt die Lage von W, an, es ist der
DurchstoBpunkt dieser Kraft mit der z-Ebene; entsprechend geben
(1), (2), (3) die Lage von W,, W,, W, an. (4) ist der Schnitt-
punkt der Geraden (0) (2) mit der Geraden (1) (3).

Die wahren Werte von W, W,;, W;, bezeichnet mit W', W',
W'y, bestimmen sich nach der Gleichgewichtsbedingung (9) — die
ja drei analytische Gleichungen ersetzst — durch die Lage der vier
Punkte (0), (1), (2), (3). Es muB, wenn sy die Entfernung der
Punkte (¢) und (k) angibt, gelten

Wo - 849 = Wy -5,
Wy -84y = Wy~ 53,
W0+W1+W2+‘n=o’
wodurch sich mit P = 1, d. i. die gegebene Grundrifkomponente
von ‘B, und daraus hervorgehendem W, = 1,5 ergibt
Wi=1,1, WY=—081, W\y=0,b5.

Im selben Verhéltnis als sich die so gefundenen wahren Werte
W' gegeniiber den durch die Konstruktion der Abb. 26 erhaltenen
geiindert haben, miissen sich auch die willkiirlich angenommenen
B,, &,, &, éindern, um zu den tatsiichlich auftretenden Stiitzkriften
zu werden.

Egerer, Fachwerke. 3
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In Abb. 26 war willkiirlich angenommen, daB die Grundrif-
projektionen von &, &,, &; den Wert
8 =72, S=1V5 K=1
haben; daraus ergaben sich — natirlich falsch —
Wy,=1, W,=1, W,=25.

Abb. 27

Die Kontrollgleichungen lieferten die wahren Werte
Wi=111, W}y=—081, W\y=0,55,
s0 daB nunmehr die wahren Werte der Grundrifprojektionen

1,77 —0,81 0,55
S1=1/—2-“"i_"’ S2=1/21/€.'-—1"—, Ss=1'25

oder

8 =249, §,=—092, §=022
sich ergeben. Durch Superposition aus den Einzelpolygonen der
Abb. 26 werden dann noch gefunden

8, =-—026, 8 =048, §=-—1,5.
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Zum Schluf sind in Abb. 29 alle Stiitzkrifte, so wie sie er-
mittelt wurden, eingetragen.

37. Eine dritte Methode wird wie im vorigen Fall im Grund-
i P, &, &,, &; je nach S,, &, &, zerlegen, dann aber jedes-
mal analytisch die erhaltenen Komponenten nach P, 8, §;, S,
d. s. die GrundriBkomponenten von P, &,, &,, &S;, ausdricken.

; Lk -~ S S
1 / & L3 _;/‘
I i o —T = - — =
1 ~ A
) g 7
Y R rd -
[‘;;j’.,. - — ¢+ — pP— o — — oy 2 _iq__
« —_———— —_—
[DJ@f _— e ¢ mmm s e ] e 8 e — —_— o ————
= —
3
&
™
Abb. 28,

Nach Abb. 26 ergibt sich damit, wenn man durch den Index '
bezw. “ usw. die Entstehung von P, &, &,, &; her ausdriickt,

'4=+V—'P Sy = —V2P, 8= -1-P;
Sly=—12"8, S5=-+3%"8, Sl =—V2 8;
4—-+m Sy, S =+ V358, 84l = — V5" &;
Suu4 — + V1/_2 S3 , Suu — + 1/7; Ss S““s —_—1 SS'
Damit superponieren sich die Grundriiprojektionen S;, S5, 8; 2u
3&
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S =V2.P—12.8 + V.85 +V1s. 5,

Sy=—2V2. P+ 3.8 V5.8 4+ V.8, (10)

Se=1 .P—VE.SI——]/%-S2--1.53.
Die drei nur mebr vorkommenden Unbekannten 8,, &S,, S
findet man wie im vorigen Fall,
indem man noch das Gleichge-
wicht der Z-Komponenten beriick-
sichtigt. Die Zerlegung aller Kriifte
findet wieder in der unteren hori-
zontalen Ebene des beanspruchten
Quaders statt. Seien die Z-Kom-
ponenten von P, S,,...6;
bezw. Z, Z,, ... Z4 genannt, so
daB also
Z="1.P, Z,=Vs.8,
Zy=V5.8, Zy=2.58,
Z,=V:.8,, Z=1V2.8, (11)

Zg=1.5;.

Die drei Gleichungen, welche
das Gleichgewicht der Z-Kom-
ponenten ausdriicken, sind 1. die
Translationsgleichung, 2. die Mo-
mentengleichung bez. der Kante,

Abb. 29, an der G, und &; angreifen,
3. die Momentengleichung bez.
der Kante, an der &, und S, angreifen, also
ZA-2y+ 2y + Zy + Z, + Z,+ Z; = 0,
—Z. 242 .44 2, 4+ 2Z,.4+2,.2=0, (12)
+Zz.142,.34+2,.4-+2,.3+2,.1=0.

Daraus wird, wenn man zuniichst mit (11) alle Z nach den

GrundriBkomponenten ausdriickt,

Yo P4-Vis. 8 +V¥5.8,+28 + V.8, +V2.8+8=0,
Vo. P4V . 8 + V5.8, 448 + 8 =0,
Vo.P4-V3%s. 8,188, + V.8, + V2.8 =0.

Und daraus wieder nach Beriicksichtigung von (10)
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'—3P+V§.Sl+%.sz+5sa=o,
+3P——I/E.Sl+1/2—3.82+683=0,

3 22
—P+7—§‘S1 +E.S2+2IS'3=O.

Die Auflésung dieser Gleichungen gibt, wenn die GrundriB-
projektion P—1 gegeben, der Reihe nach
S, = — 0,908, S, =0,221, S8 = 2,481.
Die Gleichungen (10) liefern schlieflich noch
S,=—0251, S, =0468  S;=— 1,516.
Damit sind die GrundriBprojektionen aller Stiitzkréfte bekannt,
die Ermittlung der AufriBprojektionen und der wahren GroBen bietet
keinerlei Schwierigkeiten mehr.

§ 11.

Die Netzwerkkuppel.
Berechnung nach dem Korrekturprinzip.

88. Firr die Ermittlung der Stabspannungen eines nichtein-
fachen riaumlichen Fachwerkes war im allgemeinen Fall neben der
Methode der Knotenpunktsbedingungen bisher wohl nur das Ver-
fahren der Stabvertauschung iiblich, In verwickelteren Féllen wird
die Losung der Aufgabe langwierig. Nun ist ja allerdings der Be-
griff des ,allgemeinen Falles* der Diskussion ziemlich entriickt. In
der Praxis gibt es der ,allgemeinen Fille“ wenige. Fast immer
laBt sich mit Erfolg eine der vorgeschlagenen Methoden eventuell
auch eine Kombination derselben anwenden. Im nachfolgenden
werden nur die bis jetzt in der Praxis gebriuchlichen Kuppeln,
dazu das Zeltdach, besprochen, welche Konstruktionen sich alle zwei
bestimmten Klassen zuweisen lassen.

Erste Klasse: Die Spannungen der Stibe eines bestimmten
Stockwerkes sind nur abhiingig von den Kriften, die an den obern
Knoten dieses Stockwerkes oder der nichstoberen Stockwerke an-
greifen.

Zweite Klasse: Die Spannungen der Stibe eines bestimmten
Stockwerkes sind auch von den weiter unten angreifenden Kriften
abhingig.
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Korrekturprinzip. 39.

Die Bedingung, da eine Kuppel bezw. das untersuchte Stock-
werk dieser Kuppel der ersten Klasse angehort, ist: Die % Knoten-
punkte des untersuchten Stockwerkes miissen durch 37 Stibe unter
sich und mit dem untern Stockwerk starr verbunden sein — ,,starr*

Abb. 30.

in erster Anniherung
natiirlich. Dies wird am
besten etwa dadurch er-
reicht, daB zuniichst n
Stibe unter sich den
»Ring* bilden; zumeist
werden diese Stibe in
der ndmlichen Ebene
liegen. Die restieren-
den 2mn Stibe werden
giinstig dann so verteilt,
daB von jedem Knoten-
punkt zwei Stébe zum
untern Stockwerk gehen.
Dies trifft z. B. zu bei
der Netzwerk- und bei
der Schwedlerkuppel.
Gehodren zum unter-
suchten Stockwerk mehr
als 3n Stibe, so kénnen
naturgeméf3 Spannungen
in ihm auch dann ent-
stehen, wenn nur am
nichstuntern Stockwerk
Krifteangreifen. Hieher
gehdren die Leipziger, die
Reichstags-, dieScheiben-
kuppel, das Zeltdach.

89. Fiir alle Kuppeln der ersten Klasse gibt es eine ganz be-
stimmte Losungsmethode mit Hilfe des Korrekturprinzips. Dieses
sei im nachfolgenden besprochen an dem durch Abb. 30 wieder-
gegebenen Flechtwerk, einer Netzwerkkuppel. An den Knotenpunkten
dieses Flechtwerkes greifen an die irgendwie gegebenen Krifte P,
Py, ... Pyy, in der Zeichnung kurz mit I, II, . . . VII bezeichnet.
Sie kénnen unmittelbar gegeben sein als duBere Krifte oder ent-
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standen als die Resultierenden der an diesen Knotenpunkten an-
greifenden #uferen Krifte und der bereits ermittelten Spannungen
der nach obenhin das Flechtwerk fortsetzenden Stédbe. Letatere
sind in der Abbildung weggelassen. Von den Stiben 1, 2,....7n
mu3 man nicht, so wie die Abbildung angibt, annehmen, daB sie
in einer Ebene liegen; auch regulir muB das Fachwerk nicht sein,
Die nachfolgende Uberlegung  verliert
keineswegs an Allgemeinheit der Entwick-
lung durch den spezialisierten Fall der
Abbildung.

Der Gedankengang, den das Korrek-
turprinzip hier einschligt, ist folgender:
Wenn an einem Knotenpunkt nur zwei
unbekannte Krifte Sk und Si angreifen,
so kann man nach Wahl entweder im
GrundriB oder im AufriB die Zerlegung
der bekannten Kraft Si nach diesen beiden p.
unbekannten Kriiften St und 51 vornehmen. % \ /I

. . 1
Betrachtet man nun die Ringspannungen )4
Sy, Sg, . .. Snals gegebene dulere Krilfte, \ +

dann greifen tatsichlich an jedem Knoten- . (/ P m

punkt nur je zwei unbekannte Krifte an, | 1 108

die durch einfache Zerlegung im Grund- - -~

ri oder im Aufri zu ermitteln sind. Es “ \ Y
)

werden sich also die Spannungen der die
Kuppel nach unten fortsetzenden Stiibe
n -+ 1, n42,... superponieren aus den LY
durch die wirklich gegebenen Krifte P L)
herrithrenden Beitrigen und denjenigen b
durch die gegeben gedachten Krifte S,,
Sgs oo - Sn

Erfolgt die Zerlegung der wirklich oder vorausgesetzt gegebenen
Krifte am Knoten i im GrundriB, so muB jedesmal die Tatsache
des Gleichgewichts dieses Knotens ¢ im Aufri wie unter 34 eine
Kontrollgleichung geben: also 7 Gleichungen fiir die 7 Unbekannten
Sy, Sgs ... S8s. Abb. 31 gibt diese Kontrolle und ihre Entstehung,

W1—+— WII+ Wir=0,
fiir den Knoten I wieder. Es ist

'I|]

Abb. 31.
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W‘1= u;SI,
W'r= 418,
also
Wit%:8, + A8 =0. (1

Fiir den zweiten Knotenpunkt hat man entsprechend
Wi+ #1:8; + S, =0,
ebenso fiir die iibrigen Knotenpunkte.

Dabei sind die ¥ und A aus der Konstruktion zu entnehmende
Zahlen, die W aber durch die dufBleren Krifte bestimmt. Unter 42
werden noch Formeln fir die %, A und W gegeben. Fiir ein be-
stimmtes Flechtwerk sind natiirlich die x und 4 von der Belastung
unabhéngige Konstante.

Die Spannungen S, ....Sa kann man durch die ersten n — 1
Kontrollgleichungen leicht nach S, ausdriicken. Der letzte Knoten-
punkt liefert dann mit

Wa+ %0 Sn+ An 8 =0
8, und damit die iibrigen S, . . . Sn.

40. In den praktisch vorkommenden Fillen gestalten sich diese
Gleichungen &uBlerst einfach. Fiir den Fall der regelméaBigen
Netzwerkkuppel der Abb. 30 sind alle # und A einander gleich,

R=u=...=n=~Ar=..=dn=014, (14)

so daB aus den Kontrollgleichungen (13) wird

W[+ M(Sl +S2) = 0,

Wi+ %(S; + S) =0,

Wy ~+ %(8; + 8;) =0,
woraus sich ergibt
—2x8, = Wi— Wu+ Wir — Wiv + Wy — Wy~ W,
—2x8; = Wy— Wi+ Wiy — Wy~ Wyr— Wyn+ Wi, (15)
_________________ 5
—2x8, = Wyu— Wi+ Wy— Wi+ Wir— Wy + Wyr

Die W sind graphisch leicht auffindbar und damit nach Be-
rechnung der S, §,,... S, mit einem einfachen ebenen Krifteplan
im GrundriB oder im AufriB alle iibrigen Stabspannungen des
untersuchten Stockwerkes: Sz, S,,...S,. Die Aufgabe, die Span-
nungen einer symmetrischen Netzwerkkuppel aufzusuchen, findet so
eine relativ einfache Lésung. Es ist nur notwendig, im Grundril
die Kriifte Pr, Pi, ... Py je nach den Spannungen der beiden
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Fullungsstiibe zu zerlegen und im Aufrif je das Kontrollpolygon
zu zeichnen, woraus sich Wy, Wi, ... Wy ergeben. x 1iBt sich
wie in Abb. 31 an einem Kontrollpolygon fiir die Zerlegung einer
Ringstabspannung ablesen. Dann liefern die Gleichungen (15) un-
mittelbar die Stabspannungen S,, S,,...S, und mit ihnen die
ibrigen &, ...S,. Man hat sich gar nicht um die Ebenen zu
kiitmmern, in denen die Kriifte vorkommen, also auch um keine
Schnitte von solchen.

[Nach den vorausgehenden Bemerkungen in § 5 glaube ich
plausibel gemacht zu haben, daB die geometrische Aufgabe, den
Schnitt zweier Ebenen aufzufinden, auch als statische Aufgabe be-
trachtet werden kann. Das ist der tiefere Grund, warum in der
eben besprochenen Aufgabe Schnitte von Kraftebenen nicht vor-
kommen.]

41. Abb. 30 stellt ein Stockwerk einer symmetrischen Netz-
werkkuppel mit sieben Ringstiben dar. An den Knotenpunkten
I, IL, . .. VII greifen die irgendwie gegebenen Krifte P, Py, ...
Py an,  Abb. 32, K. M. 1 mm = 40 kg, gibt die Ermittlung der
Wi, Wi, ... Wy an, sowie die von % durch W'y;.  Die gegebenen
Krifte sind stark ausgezogen, die Wi, Wi, ... Wy stark ge-
strichelt und mit Pfeilen versehen, das strichpunktierte Polygon am
linken Ende der Abbildung gibt die Entwicklung von W'; [in
Abb. 32 steht Wy statt W'y;] und damit von » wieder: S;, als
Zug angenommen, ist im Grundri8 gleich der doppelten Lénge des
Stabes 3 gewihlt und dann nach den Spannungen der Stibe 12
und 13 zerlegt worden, Nach (13) ist

Wir=uxS,,
woraus sich ¥ = — 0,95 ergibt.

Fir W muB ein bestimmter Richtungssinn als positiver einge-
fiihrt werden. Welcher, ist gleichgiltig; um in Ubereinstimmung
mit den noch folgenden Formeln fiir die Netzwerkkuppel zu bleiben,
werde W nach oben positiv gezéhlt.

Mit der Annahme der P;, so wie Abb. 32 angibt, erhilt man

‘V1: 1,15, WII: 1,04, W[]I: 1,04, W[V — ],09,
W'V: 0,73, WVI_ 1,15, WV11= 0,94

und daraus
8, =03, S,=091, S,=0,19, S,=0,91,
Sy =0,24, S,==0564, S, =0,68.



§ 11. Netzwerkkuppel. Korrekturprinzip. 41.
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Abb. 32. K. M. 1 mm=40kg.



§ 11. Netzwerkkuppel. Korrekturprinzip. 42. 83

Der Krifteplan der Abb. 33 stellt dann Grund- und Aufriff
simtlicher Spannungen des untersuchten Stockwerkes dar.

Abb. 33. K. M. 1 mm =40kg.

42. Fir x 1aBt sich elementar-geometrisch die Formel aufstellen

xg = — hsin g (16)
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wenn 7 die Anzahl der Ringstibe be-
deutet, g, h die in Abb. 34 dargestellten
. GroBen. Durch zwei am namlichen Knoten
¢ angreifende Fiillungsstiibe ist ein Dreieck
. bestimmt, dessen Hohe g als Horizontal-
"und % als Vertikalprojektion hat. x ist
1 gegeben durch die Formel (13)
W‘I.‘Z‘ %ISU
also durch die Kontrolle beim Krifte
dreieck fiir die Zerlegung von .S; nach
den Spannungen der Fullungsstibe, Statt
S, unmittelbar nach diesen beiden Span-
nungen zu zerlegen, wird man besser die
Tangentialkomponente 7' und die Radial-
komponente B von S; darnach zerlegen.
Die erste T gibt naturgemil3, da sie ja
mit den Spannungen der Fiillungsstibe
n-+1 und =2 in der gleichen Ebene
liegt, die Korrektur Null, die zweite,
B =S_§, sinY2¢,
mit { = 2m:n (Abb. 34), liefert die Korrektur

h

Wi =—R—

! g
h . L
=—Slg~sm 5

=x5,

woraus mit (13)
xg=—hsin/2{. (16)
In derselben Weise 1iB8t sich Wi nach
P; ausdriicken. Zu diesem Zweck zerlegt man
‘an jedem Knotenpunkt i die duBere Kraft P
in drei Komponenten: Z lotrecht, 7" tangential
und R radial, so wie Abb. 35 angibt. Dabei
£]2 gollen positiv zdhlen: die Z, wenn sie nach
7 gufwirts gehen, die 7, wenn sie die Kuppel

},\ 5 /1—q- rechtsum zu drehen suchen, die R, wenn sie nach
n+1

innen gehen. Die den Z, 7, R entprechenden
Komponenten von W seien Wz, Wi, Wr, so
Abb. 385, dafl
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W= W-: + Wt + Wr.
Dann ist — man vergleiche die Ableitung der Formel (16) —

We=2, Wz:O, Wr‘—‘-‘—Rg, (17)

wo g und h die durch Abb. 85 bestimmte Bedeutung wieder wie
frither haben, also

W= —-R;—‘-{- A (18)

Damit und nach Substitution der Formel (16) gehen die Gleichungen
(15) iiber in

2h sin%'&:-—h (Ry— R, +Ry— + . . . + Rn)
+9(2Zy —Zy+Zy—+ . . .+ Zn), (19)
2h sin%'Szz—h(R2——R3+R4—+. . .+R)

+9(Z—2,+2,—+ ... +2),
Oder wenn zur Abkiirzung
Ai=Ri—Ri+1-+Ri+2—+ ... +Ri—1, (20)
Bi=Zi—Ziy1+ Zive—+4 ... + Zi—-1
gesetzt wird,
oh sin%'Si:—hAi—{-—gBi. @1)
43. Als Zahlenbeispiel sei wieder der durch Abb. 82 gegebene
Belastungsfall gewithlt, Es ist
g=32m, h=Tm, n=171,;

ni/n =25°43', sin n/n = 0,434.
Die Belastung ist gegeben durch

2y =2y = ....=Z,=—1,;
R, = — 0,980, R,=—0,935, R,—=—0,935, R, = — 0,955,
By = — 0,795, R, = — 0,985, R, — — 0,880.

Die Lasteinheit ist 1¢= 1000 kg; die Z sind negativ, da sie nach
unten, die R negativ, weil sie nach auflen gehen.
Damit wird
4, = — 0,715, 4, = — 1,245, 4;,—= — 0,625, A, = — 1,245,
A, = — 0,665, Ay = — 0,925, 4, — — 1,045.
Gleichung (21) geht mit vorstehenden Werten iiber in
8i = — 1,152 4i — 0,526
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und liefert
8, =0,30, 8=091, S =019, 8§ =091, S5 =024,
8, =0,64, §,=0,68.

44, Die analytischen Formeln (13), (14), (20) und (21) geben noch
zu mancherlei Uberlegungen AnlaB. Schreibt man z. B. die Formeln (13)
mit Beniitzung von (14) in der nachfolgenden Weise untereinander,

+ Wy + % (8 +8,) =0,

— W, — % (8 +8)=0,

+ Ws + % (8 + 8)=0,
und addiert sie, so erhilt man fiir eine gerade Anzahl von Ring-
stéiben

W1~W2+W3—W4+— ..... —«Wn—"':(),

was bei allgemeiner Annabme der #uBeren Kriifte falsch sein muf.
Man hat also den Ausnahmefall: Die Stabspannungen einer
symmetrischen Netzwerkkuppel mit gerader Zahl der Ringstibe sind
bei allgemeiner Belastung unendlich groB.

Aus der Formel (20) mit (21) schlieBt man ferner: B; und
damit S; erreichen einen maximalen Wert, wenn man immer nur
jeden zweiten Knotenpunkt des nimlichen Stockwerkes belastet.

Dieselbe Formel (21) sagt auch noch aus: bei groBer Zahl n
der Stibe kann man genau genug m/n statt sinst/n setzen; damit
geht dann diese Formel dber in

2hn.8i = n(— hdi- ¢Bi). (22)

Da nun der Klammerausdruck oder wenigstens B:; konstant er-

halten werden kann, so wiichst die Spannung der Ringstibe mit der
Zahl derselben,

§ 12.

Die Netzwerkkuppel,
Berechnung nach der Methode der homogenen Deformation
und der Zentralprojektion.

45. In den vorausgehenden Nummern wurde gezeigt, wie sowohl
bei symmetrischer als auch bei unsymmetrischer Gestaltung einer
Netzwerkkuppel das Korrekturprinzip mit einfachen Mitteln — ebene
Kriftezerlegung und einfache iibersichtliche Rechnung — die Span-
nungen ermitteln 1aBt. Mit groBerem Vorteil wird man aber bei
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symmetrischer Gestalt der Kuppel die Me-
thode der homogenen Deformation anwenden.
Um dies ersichtlich zu machen, sei zunichst
die Berechnung durchgefithrt fiir das durch
Abb. 36 angedeutete Stockwerk einer Netzwerk-
kuppel, bei der die Fillungsstibe alle in lot-
rechten Ebenen liegen. Am Knoten i ist die
Kraft P zerlegt in drei Komponenten, Z lot-
recht, 7' tangential und R radial. Das Vor-
zeichen dieser Komponenten ist wie in 42 fest-

gesetzt.
Am Knoten I gibt die Translation in n+3//
radialer Richtung i
R+ (8, + 8y)sin 12§ =0, (23) ] ’2
wo {=2m:n. Entsprechend kann man fir ~ °| /
die folgenden Knotenpunkte anschreiben Tﬂi
Ry -+ (8, + 8 sinlf2£ =0, LR
Ry + (8 + 8y sin'/al =0, i\
________ . N+ Al
Aus diesen Gleichungen folgt dann unmittelbar, Abb. 36.
vorausgesetzt natiirlich, daB » eine ungerade Zahl,
2sin'el.8,=— (R, — Ry, +R;—+ ... + Rn),

2sin'fy 0.8 =— (R, — B3+ B, —+ . . + R),

Oder wenn man wie frither (20)
Ai=Ri—Rit+1-+Rit2——4.. .4+ Ri—1
setzt,

2 sin =, 8 = —Ai. (24)
n

Man wird praktisch zuniichst irgend eine der Ringstabspannungen
Si nach (24) ermitteln, die iibrigen alsdann einfacher nach Formel (23).

Sind die Ringstabspannungen gefunden, so hat man an jedem
Knotenpunkt nur mehr die unbekannten Spannungen der Fiillungs-
stibe zu ermitteln, eine Aufgabe, welche nunmehr nicht weiter inter-
essiert.

46. Nun liBt sich jede symmetrische Netzwerkkuppel durch
homogene Deformation so umformen, dall das untersuchte Stockwerk
die Form des eben behandelten erhalt. Geht man z. B. aus von
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der Kuppel der Abb. 35, so wird man die untere Ebene mit den
Knotenpunkten I', II',. .. unveréndert lassen, die obere Ebene mit
den Knotenpunkten I, II, . ... homogen so deformieren, daB der
Mittelpunkt des Ringes in Ruhe bleibt, die Punkte I, II, ... aber
radial nach aulen gehen, bis sie senkrecht {iber den Mitten von
n'lY, I'IL, . ... liegen, die Fiillungsstibe also in lotrechten Ebenen.
Dann geht die Kuppel in diejenige der Abb. 36 iiber.
Naturgemi werden dadurch auch die duBeren Krifte P und
die Spannungen deformiert. Man hat vor der Deformation an jedem
Knotenpunkt ¢ die Kraft P zerlegt in drei Komponenten: H' in
Richtung der Dreieckshohe A4i (in Abb. 35 die Héhe 4I), 7" tan-
gential und R' radial. Dabei ist positiv zu zihlen: H' nach oben,
T' rechtsdrehend, R' nach innen. Durch die Deformation geht
nach (8) iiber
R' in R" =€R‘,
T in T" =¢&T', (25)
H' in Z" = H'siny,
wenn x der Neigungswinkel (o statt x in Abb. 35) der Dreieckshohe
A7 und damit auch derjenige von H' gegen die Horizontale ist. Diese
letzte Komponente H' wird also wie die Dreieckshohe Ai deformiert,
so daB sie nach der Deformation ebenfalls senkrecht zum Grundrif
steht. Desgleichen gehen die Ringspannungen S iiber in
S"=eS. (25)
Fiir das deformierte Gebilde gelten nun die Gleichungen (23) und
(24). Man hat damit

. T
2sin — ., S* = — A4'%,
n
wo
A"=R"%—R"%t1-+4+—....F+R% 1.

Mit Bericksichtigung von (25) wird daraus nach der Reformation
zur urspriinglichen Kuppel

2sin£.S{=——A‘i, (26)
n

wo

Ai=Ri—Rij1-4+—....4+Ri-1. 27
Das ist dann dieselbe Gleichung wie fiir den Fall, daB die Fiillungs-
stibe in lotrechten Ebenen liegen. Ein Resultat, welches derjenige
im voraus hitte anschreiben konnen, der mit der Theorie linearer
Transformationen etwas vertraut ist.
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47, Nun wird man aber praktisch am Knoten i die Kraft P
eher nach Komponenten Z lotrecht, R radial, T tangential zerlegen,
Zwischen den beiden Komponentengruppen H', R, T und Z, R, T
besteht dann die an Hand der Abb. 35 leicht ersichtliche Beziehung

T=T1T,

Z = H'siny,

R = R'-} H'cosy (28)
— g
= R+ Zh.

% ist der Neigungswinkel der Dreieckshéhe A¢ gegen die Horizontal-
ebene und damit cotgy— g: h. Hier interessiert besonders

R=R—2Z), (29)
mit welchem Wert die Formel (27) iibergeht in
Ai=Ri—Rit+14— ...} Ri—1)
—%(Zi-—-ZiJri—}——— cee T Zi-1),
oder mit Beniitzung von (20)
A= Ai— % Bi. (30)

Man erhilt so wieder die bekannte Formel (21) fiir die Ringstab-
spannungen

2 hsin ’—; Si= — hdi -+ ¢Bi.

Im Prinzip ist damit die Aufgabe gelost, die Ermittlung der
Spannungen der Fiillungsstibe ist von untergeordneter Bedeutung.

48. Dieselbe Formelentwicklung erhilt man ausgehend von der
Methode der Zentralprojektion, die gegeniiber der vorhergehenden
Betrachtung den Vorzug unmittelbarer groferer Anschaulichkeit ge-
wihrt. Bei unsymmetrischen Kuppeln kommt ihr gegeniiber die
Methode der homogenen Deformation nicht in Betracht.

Falls die Kuppel symmetrisch ist, zerlegt man wieder am
Knoten ¢ die auBere Kraft P in Komponenten H', 7", R' wie in
42 und projiziert von irgend einem Punkt der Hohe Aé, in Abb. 35
der Hohe AI, alle am Knoten I angreifenden Kriifte auf die Ebene
des obern Ringes. Dabei verschwindet H', die Komponenten T"
und R' bleiben in wahrer Grofle erhalten, ebenso die Spannungen
S, und S, der Ringstibe; die Projektionen von D; und D,, d. s.

Egerer, Fachwerke, 4
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die Spannungen der Diagonalstibe » 4+ 1 und n - 2, erhalten die
Richtung der Komponente 7". Das projizierte System aller dieser
Krifte ist dann dasjenige der Abb. 36 am Knoten I im GrundriB,
Der Wert der Diagonalstabspannungen bezw. ihrer Projektionen ist
einstweilen belanglos, da sie in die Gleichung, welche die Ringstab-
spannungen ermitteln soll, gar nicht eintreten. Diese Gleichung,
die Gleichgewichtsbedingung gegen Translation in radialer Richtung,
lautet

B+ (S 4 Sp).sintal =0.
Das ist dieselbe Gleichung wie (23). Aus ibr folgt auf dem nim-
lichen Weg wie in 45 bezw. 47

2sin1f2§ . Si = — A%,

oder wenn man P nach Komponenten Z, T, R zerlegt,

2hsinl/ef . 8i = —hdi+ gBi.

§ 13.

Die Netzwerkkuppel.
Berechnung nach der Komponentenmethode.

49, Recht einfach 1aBt sich die Netzwerkkuppel nach 14 berechnen.
Durch die am Knoten i angreifenden Fillungsstibe ist eine fiir
diesen Knoten charakteristische Ebene ¢ bestimmt, in Abb. 37 z B.
durch die Stibe 6 und 7 am Knoten I die Ebene &_. Zerlegt man
niimlich am Knoten i die dort angreifende Kraft P in zwei Kom-
ponenten, H in der Horizontalebene, E in der Ebene g so gilt:
Die Komponente E wird unmittelbar von den Fiillungsstiben auf-
genommen, leistet also zu den Ringstabspannungen keinen Beitrag;
die Komponente H wird aufgenommen von den Ringstiben und
Fillungsstiben, aber derart, da die Resultierende der letzteren eben-
falls in der Horizontalebene liegen mufB. Bezeichnet man diese
Resultierende, die im Schnitt von & mit der Horizontalebene liegt,
mit 7, so hat man am Knoten ¢ die Komponente H; zu zerlegen
nach den beiden Ringstabspannungen S; und Si4+ 1, sowie nach Ti.

Dadurch reduziert sich das Problem auf die folgende ebene
m GrundriB gegebene Aufgabe: Vorgelegt ist ein ebener Fachwerk-
triger mit n Knotenpunkten, n Stiben, n Fiibrungen, siehe Abb. 38;
an jedem Knotenpunkt i greift eine gegebene Kraft H; an; gesucht
sind die n Stabspannungen Si und die » Auflagerkrifte Ti. Die
Aufgabe ist im allgemeinen statisch bestimmt und unschwer zu losen.
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Hsat man die Ringstabspannungen S; gefunden, so kann man
zum Aufrifl iibergehen und dort an jedem Knoten die weitere ebene
Aufgabe 16sen, zu der gegebenen Kraft P und den mittlerweile ge-

fundenen Spannungen S; und Si41 noch die unbekannten Span-
nungen: D; und D; 41, das sind diejenigen der Diagonalstibe n -} ¢
und % 74 1, aufzufinden.

4*
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Die Zerlegung von P nach H und E wird am besten folgender-
maBen geschchen. Man legt durch P eine lotrechte Ebene 4, dann
liegt H im Schnitt derselben mit der Horizontalebene, E im Schnitt

Abb. 38,

von A mit & Ist P zufillig horizontal, dann ist H mit P identisch;
ist P zufillig lotrecht, dann wiihlt man unter den unendlich vielen

i/ ~T

T/, > .

;S Te——
U H,

Abb. 39,

lotrechten Ebenen, die jetzt durch P miglich sind, etwa diejenige
durch einen Fillungsstab aus, dann liegt E in diesem Stab, wird
also unmittelbar von ihm aufgenommen.
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50. Die Abbildungen 37 mit 40 geben die graphische Losung
fir einen speziellen Fall. Die gegebenen bezw. gefundenen Krifte
sind stark ausgezogen. In Abb. 37 ist an jedem Knoten P zerlegt

Abb. 40.

in H und E (strichpunktierte Konstruktionslinien). Am Knoten 111,
wo P, lotrecht gedacht ist, hat man durch P, und Stab 11 eine
lotrechte Ebene gelegt und in dieser die Zerlegung nach H und E
vorgenommen; entsprechend am Knoten IV.
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Abb. 38 gibt das eben beanspruchte System der H, T und S
wieder. Die H sind so eingetragen, wie sie die Konstruktion der
Abb. 37 ermitteln lieB, die 7" als Auflagerkrifte eingefiithrt. Der
Fachwerktréger dieser Abbildung ist nichteinfach, die Spannungen
wurden mit Anwendung des Korrekturprinzips ermittelt.

Abb. 39 gibt den Cremonaplan fir das System (H), (S, T),
d. i. die Ermittlung der Ringstabspannungen S und der Resultieren-
den T unter dem Einflu der H. Die H und T sind mit Pfeilen
versehen, die Resultierenden aus H und T getrichelt eingetragen.

Abb, 40 gibt noch einmal die Netzwerkkuppel mit allen ge-
fundenen Spannungen,

§ 14.
Die Schwedlerkuppel.
Berechnung nach dem Korrekturprinzip.
51. Fiir eine Schwedlerkuppel gestaltet sich die Berechnung

bedeutend einfacher. Im allgemeinen Fall, also fiir eine unsym-
metrische Kuppel mit » Ringstiiben, wird bereits

M=dr=...=ln=0, (31)
so daB die Glelchungen (13) die Form annehmen
Wi+t %8, =0,
Wir—+ %118, =0, (32)

Die Spannung S; ist also nur abhingig von der Last P;, die
am Knoten ¢ angreift. Dabei ist vorausgesetzt, dal am Knoten
der angreifende Diagonalstab und der Ringstab i — 1 mit dem
Sparrenstab in der ndmlichen Ebene liegen; weshalb ja auch i
verschwindet.

Far die symmetrische Schwedlerkuppel werden auch die x;
einander gleich,

XK == . == An=—=2X, (33)
so da3 also die Gleichungen (32) iibergehen in
W] + b 4 Sl = 0,
Wi—+%8, =0, (34)

Damit hat man eine #duferst emfache Regel fiir die Bestim-
mung der Spannungen der Ringstibe.
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52. Fir x und W liBt sich wieder geometrisch eine Formel
aufstellen. Wie bei der Netzwerkkuppel, so findet man x auch
hier durch die Kontrolle beim Kriftedreieck fiir die Zerlegung von
S, nach den Spannungen des Diagonal- bezw. Sparrenstabes. Die
Skizze der Abb. 41 gibt die Entstehung von W'; wieder, wo S,
im Grundrif nach Ss4+1 und Son+1 zerlegt und im Aufrifl
die Korrektur

W‘I_': ”Sl
gewonnen wird. Zerlegt man S, zuvor
in zwei Komponenten tangential bezw.
normal zur Richtung des andern am
gleichen Knotenpunktangreifenden Ring-
stabes, so wird die erste Komponente
die Korrektur Null geben, da sie ja
mit der Diagonal- und Sparrenstab-
spannung in der gleichen Ebene liegt,
die zweite,
R = Sjcosw= 8§, sing,

mit {=2m:n (Abb. 41) die Kor-
rektur

Wo=—RrY
g
h
= —, —sin
i g ¢
= xS,
woraus Abb. 41,
gt = —hsin{ (35)

entsprechend wie bei der Netzwerkkuppel gewonnen wird. Dabei
ist g die Horizontal-, h die Vertikalprojektion der Hohe des Trapez-
faches, n die Anzahl der Ringstibe.

W wird wie bei der Netzwerkkuppel nach den Komponenten
von P ausgedriickt. Diese Komponenten sind: Z lotrecht, T in
Richtung des Stabes ¢ — 1, kurz Tangentialkomponente genannt,
und R senkrecht zum Ringstab i— 1 und horizontal, kurz Radial-
komponente genannt. Der Richtungssinn ist wie in 42 festgesetat.
Diesen Komponenten Z, T, R entsprechen die Komponenten W,
Wt und Wy von W, so daB
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W=W: + Wi+ Wr.
Nun laBt sich an Hand der Abb. 42 analog der Formel (35) be-
weisen,
We=Z, We=0, m:-zeg, (36)
so daB

W— —R:—;—{- z. (37)

Abb. 42. Abb. 43.

Die Vereinigung der Formeln (34) und (35) gibt im Verein
mit (37) eine einfache Regel fiir S;, nimlich

.2
hsm%‘&’: —hRi+ gZi, (38)
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also die entsprechende Formel zu derjenigen (21) fiir die Netzwerk-
kuppel.

53. Die in Abb. 43 wiedergegebene Schwedlerkuppel ist
,Mehrtens, Statik der Baukonstruktionen, Engelmann 1903
entnommen, um einen Vergleich der Losungen zu bieten. Nach den
dortigen Apgaben

n—=4, g=2 h=199

wird
sinf = sinn/2=1,
g:+h =0,1005
und damit
8i = — Ri - 0,1005 Zi.

Nach Angabe ist weiterhin
Rx =W1, R2 = O, Rs = 0, R4 = U‘,

Zi= —Ti,
woraus
8, = — W, — 0,1005 V;,
8 = — 0,005 7,,
8 = — 10,1005V, ,
8, = — U, —0,1005V,.

Die Fortsetzung der Berechnung dieser Kuppel folgt in 58.

§ 15.

Die Schwedlerkuppel.
Berechnung nach der Methode der homogenen Deformation
und der Zentralprojektion,

54. Ist die Schwedlerkuppel symmetrisch, so kann sie einfacher
als mit dem Korrekturprinzip und ohne weitere Voraussetzungen nach
der Methode der homogenen Deformation behandelt werden.

Fir die Entwicklung des Gedankenganges sei wieder ein Kuppel-
stockwerk betrachtet, dessen Grat- und Diagonalstiibe paarweise in
lotrechten Ebenen liegen, siehe Abb. 44, Die Kraft P am Knoten {
ist wieder wie in 52 zerlegt in Komponenten Z lotrecht, T'in Rich-
tung des Ringstabes i— 1 und R senkrecht dazu; der Richtungs-
sinn ist festgesetzt wie in 42. Die Translationsgleichung in Rich-
tung von R liefert

sin{ .S = — Ri, (39)
wodurch sofort die Spannungen aller Ringstiibe bestimmt sind. Man
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hat dann an jedem Knotenpunkt nur mehr die zwei unbekannten
Spannungen des Sparren- und Diagonalstabes aufzusuchen, eine
Aufgabe, welche einer weitern Erklarung nicht mehr bedarf, ibrigens
an andrer Stelle (§ 16) noch geldst wird.

58. Durch homogene Deformation kann man aber jede beliebige
symmetrische Schwedlerkuppel so umformen, da das jeweils unter-
suchte Stockwerk die Gestalt des eben besprochenen
erhiilt. Geht man von der Kuppel der Abb. 42 aus,
so wird man wieder entsprechend wie bei der Netz-
werkkuppel die untere Ebene des Stockwerkes mit
den Knotenpunkten I', IT', . . . unveriindert lassen,
die obere Ebene aber homogen so ausdehnen, da8
i~ der Ringmittelpunkt O seine Lage beibehalt, wih-
w | rend die Punkte I, II, ... radial wandern, bis

7 sie senkrecht iiber den entsprechenden Punkten I',
Ir', . . . liegen, im Grundri8 also mit ihnen zu-
sammenfallen. Die Kuppel geht dann in diejenige
der Abb. 44 iiber.

Hat man am Knoten ¢ die Kraft P zerlegt
in drei Komponenten: H' in Richtung der Fach-
n wandhohe, 7" in Richtung des Ringstabes i—1,

R' senkrecht dazu und horizontal, siehe Abb. 42,
so fiihrt der gleiche Gedankengang wie in 46 zur
Formel
n sin §. 8 =— RY. (40)
Daraus wird, wenn man P nach Komponenten Z,
Abb. 44. T, R wie in §2 zerlegt, wegen des Zusammenhanges

R=R—2z]
— siehe die Entwicklung von (28) — wieder die Formel (38)
hsin{.Si= —hRi+ gZi

fir die Ringstabspannungen.

56. Was in 48 iiber die Berechnung der Netzwerkkuppel ge-
sagt wurde, gilt auch hier: Erheblich einfacher, auch bei un-
symmetrischer Gestaltung der Schwedlerkuppel mit Vorteil anwend-
bar, ist die Methode der zentralen Projektion.

Man zerlegt wieder, siche Abb. 42, am Knoten i die Kraft P
in drei Komponenten: Z lotrecht, 7" in Richtung des Ringstabes i—1,
R senkrecht dazu, und setzt den Richtungssinn wie in 42 fest.



§ 16. Schwedlerkuppel. Komponentenmethode. 57. 59

Die Spannung D; des Diagonalstabes n - i zerlegt man in eine
Komponente lings der Fachwandhdhe und in eine solche lings des
Ringstabes ¢ — 1. Projiziert man von einem beliebigen Punkt der
im Knoten ¢ konstruierten Fachwandhohe oder ihrer Verlingerung
das an diesem Knoten i angreifende System gegebener und ge-
suchter Krifte bezw. Komponenten auf die Ebene des oberen Ringes,
so bleiben B, T, Si — 1, Si in wahrer GroBe erhalten, die Kraft Z

liefert den Beitrag — Z%, die erste Komponente der Diagonalstab-

spannung, diejenige in Richtung der Fachwandhohe, verschwindet,
die zweite bleibt erhalten.

Dann liefert die Translationsgleichung in Richtung von Ri
Rd——Zi%+ Si.sinf =0,
d. i. die bereits bekannte Formel (38).

§ 16.
Die Schwedlerkuppel.
Berechnung nach der Komponéntenmethode.

87. Sehr einfach gestaltet sich die analytische oder graphische
Berechnung einer Schwedlerkuppel, einer symmetrischen sowohl wie
einer unsymmetrischen, nach der Komponentenmethode der Nummer 14.

Die analytische Be-
rechnung zerlegt an jedem
Knotenpunkt ¢ die angreifende
duflere Kraft P; in drei Kom-
ponenten, H'; in Richtung des
Gratstabes, T in Richtung

des Ringstabes ¢ —1, N% in | /P L

Richtung des Ringstabes <, N L \d
siche Abb. 45. Die H' sind N N P
nach oben positiv anzusetzen, B Y

die 7" und N', wenn sie die T

Kuppel rechtsum zu drehen
suchen. Dann 146t sich schlies-
sen : H'; wird unmittelbar vom Gratstab aufgenommen und zum untern
Stockwerk ibertragen, T gemeinsam vom Diagonalstab n < ¢ und
vom Gratstab n 4 ¢ + 1 aufgenommen und nach abwirts geleitet;

Abb. 45.
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N’ wird zunichst vom Ringstab ¢ aufgenommen und zum Knoten
i+ 1 geleitet und dort wieder gemeinsam vom Diagonal- und Grat-
stab aufgenommen,
Insgesamt nehmen also an der Aufnahme von P; Anteil
Si, Di, Gi, Di+1, Gitt,

d. s. die Spannungen der Stibe i3, n44, n-+i+4+1, n+ i+ 2,
n 4 i 3. Der Ringstab ¢ nimmt nur die Komponente N% auf,
also ist

Si = — N 41)
Der Diagonalstab und der Gratstab bei ¢ nehmen gemeinsam auf
die Komponente T% von P; und die Komponente N'i—-1 von

H!
e
3/ K3
/ Ny
// /
Abb, 46. Abb, 47.

P;_1, siche Abb. 46. AuBerdem nimmt der Gratstab bei ¢ auch
noch die Komponente H'; auf. Abb. 47 gibt das Kriiftepolygon
fir die Zerlegung von 7' N'i—1 nach den Spannungen G und
D; am Knoten i. Es ist, wenn man

Gi = H'i+}+ G%
setzt, aus Abb. 46 und 47 zu sehen, daR
—Gi:Di: (T4 Ni—1)=1b:d:¢, (42)
also
d
Di=~ (TN 1), (43)

Gi= —%(T‘i—l—N‘i-q)—}—H‘i. (44)
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Ist, wie es eher der Fall zu sein pflegt, P in Komponenten
Z, T, N lotrecht und in Richtung der Ringstibe ¢— 1 bezw. i
zerlegt, so hat man noch von der Komponentengruppe H', T', N'
zur Gruppe Z, T, N zu transformieren. Zu diesem Zweck zerlegt
man H' zunichst in zwei Komponenten lotrecht und radial; die
erste 1st
Z = H'siny,
wo yx der Neigungswinkel des Gratstabes b und damit von H' gegen
die Horizontale ist, die zweite,
R'= H'cosy= z%, (45)
mit ¢ und h als Horizontal- bezw. Vertikalprojektion des Gratstabes b,
zerlegt man wieder in 2wei Komponenten liangs der beiden Ring-
stabe; diese sind gleich groff und zwar
12 R :sinl)2{
oder mit Beriicksichtigung von (45)
c g

T ',

Z—— =L

2hsinlf2{ hsin{
Damit wird, weun man noch den festgesetzten Richtungssinn von
7" und N beachtet,

‘. 7z 9
= T+Zhsin§’

g
Ji — —7_J 4
N'=N—Z (46)
H' = Z %
Man kann diese Werte in Formel (41), (43), (44) einsetzen und
damit unmittelbar die S, D, G nach den Z, T, N ausdriicken.

58. Die in 53 begonnene Berechnung der Stabspannungen der
Kuppel der Abh. 43 werde nach der letzten Methode weitergefiihrt.
Nach Angabe ist

Z,=—V,, T, =0, N, = W,

Zy=—"V,, T,=0, Ny =0,

Zy = —1V,, T, =0, N; = 0,

Z4=—' V4; T4 = - ”G; N4 = U4.
Mit

b=201 h=19,9, t=121, d=224, g¢g=2)0,
{="1p2m sin{=1,
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oder
b _ ad_ b _ g__
i 1,010, 1= 1,851, = 1,661, P 0,1005
wird also
H‘l :—I,OlVl, T“ = — 0,1005V5;
H', = — 1,017, T, = —0,1005 7,
H', = --1,017,, Ty = —0,1005 V3,
H',=—1,017,; T, = — W, — 0,1005V,;
N', = W, + 0,1005V;,
Ny= 010057,
Ny= 10,1005V,

U, -+ 0,10057,.
Die Spannungen erhalten dann die Werte
S, = — W, —0,1005V,, D, =+ 1,851 U, 0,186(V,— V),

S, = —0,1005V,, D, = 1,851 W, 0,186(V; — V),
S = —0,1005V;,  Dy= +0,186(V, — V),
S,= — U,—0,1005V,;  D,=—1851W,4 0,186(V,— V)

G, = — 0,843V, — 0,167V, — 1,6617,,

G, = — 0,843V, — 0,167V, — 1,661 W,

Gy = — 0,843V, — 0,167V,

G, =— 0,843V, — 0,167V, + 1,661 W,.

59. Die graphische Berechnung symmetrischer oder un-
symmetrischer Schwedlerkuppeln iiberlegt wie unter 49: Am Knoten
ist durch den dort angreifenden Diagonal- und Gratstab eine Ebene
& bestimmt, die fir diesen Knoten charakteristisch ist. Eine in
dieser Ebene am Knoten i angreifende Kraft wird gemeinsam vom
Diagonal- und Gratstab aufgenommen und zum untern Stockwerk
geleitet. Liegt die am Knoten i angreifende Kraft aber in der
Ringebene, so werden zwar im allgemeinen die beiden Ringstébe,
ferner der Grat- und Diagonalstab beansprucht, aber derart, daf die
Resultierende 7' der letzteren in Richtung der Ringstabspannung Si
fallt, sieche Abb. 48.

Mit den vorausgehenden Bemerkungen ist nun der Weg ge-
kennzeichnet, den die Komponentenmethode einschligt. Sie zerlegt
die am Knoten i angreifende Kraft P in zwei Komponenten H und
E, H in der Horizontalebene, E in der Ebene & Letatere wird
gemeinsam vom Grat- und Diagonalstab aufgenommen, kommt also
fir die Ermittlung der Ringstabspannungen — das ist die erste
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Aufgabe — nicht in Betracht. Die Komponenten H aber werden
zerlegt nach den Ringstabspannungen § und den Kriiften 7. Das
System der H, S, T ist das Spannungssystem eines ebenen Fach-
werktriigers, wobei die T die Rolle der Auflagerkrifte iibernehmen.

ﬁl

Abb, 48,

Abgesehen von Ausnahmefillen ist die geforderte Zerlegung der H
nach S und 7 eine statisch bestimmte Aufgabe: Die GrundriBpro-
jektion der Kuppelkonstruktion bezw. des untersuchten Stockwerkes
bildet in diesem Fall einen statisch bestimmten ebenen Fachwerk-
triiger, bestehend aus » Knoten, n Stiben, n Fiihrungen; dadurch,
daB jeweils eine Auflagerkraft T; in die Richtung der Ringstab-
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spannung S; féllt, ist die verlangte Zerlegung von besonders ein-
facher Art.

Hat man die Ringstabspannungen S gefunden, so kann man
wieder zu den urspriinglich gegebenen Kriften P zuriickkehren und
durch einfache ebene Kriiftezerlegung im Grundri oder im Aufrif

Abb. 49.

an jedem Knotenpunkt die noch fehlenden Spannungen D und G
ermitteln.

Die Zerlegung von P nach H und E kann man etwa derart
vornehmen, daB man durch P jedesmal eine lotrechte Ebene 4 legt;
dann liegt H im Schnitt dieser Ebene mit der Horizontalebene, E
im Schnitt mit der Ebene & Ist P zufillig horizontal, dann ist
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H identisch mit P; ist P zufillig lotrecht, dann wihlt man von den
unendlich vielen lotrechten XEbenen durch P etwa diejenige aus, die
durch den Gratstab hindurch geht. Die Komponente E liegt dann
in diesem Stab, wird also unmittelbar von ihm aufgenommen.

60. Abb. 48 und 49 geben diese graphische Lsung fiir eine
spezielle unsymmetrische Schwedlerkuppel. In Abb. 48 ist anjedem
Knotenpunkt die gegebene Kraft P (in der Zeichnung stark aus-
gezogen) zerlegt in die beiden Komponenten H und E (in der Zeich-
nung strichpunktierte Linien). Am Knoten I und II, wo P jedes-
mal lotrecht steht, hat man die lotrechte Hilfsebene 4 durch P so
gewihlt, daB sie auch noch durch den Gratstab geht. Die Resul-
tierenden 7' sind als Auflagerkrifte gedacht und in der Abbildung
dementsprechend angedeutet, In der gleichen Abbildung ist auch
noch die Zerlegung der H; nach S; und 7 zum Ausdruck gebracht,
Abb. 49 gibt schlieBlich fiir jeden Knotenpunkt das Polygon der
dort angreifenden Krifte,

61. Natirrlich hiitte man die durch Abb. 48 gegebene Aufgabe
graphisch auch so lésen konnen, wie es in 57 analytisch angedeutet
war. Niémlich: man zerlegt an jedem Knotenpunkt ¢ die dort an-
greifende Kraft P, nach drei Komponenten 7', N*%, H'i in Richtung
der beiden Ringstibe und des Gratstabes. Ist N'; die Komponente
in Richtung des Ringstabes 4, so ist unmittelbar nach Formel (41)

Si = — N%.
Damit sind alle Ringstabspannungen gefunden; wie bei der vorigen
Losung bleibt an jedem Knotenpunkt nur mehr die ebene Aufgabe,
die Diagonal- und Gratstabspannung aufzusuchen.

Die Zerlegung der Kraft P nach den drei Komponenten H',
T', N' ist hier besonders einfach, weil im Aufrif 7' und N'je in
der gleichen Geraden liegen.

§ 17.
Die Scheibenkuppel.

Berechnung nach der Methode der Zentralprojektion.

62. Der Gedankengang, der die Scheibenkuppel der Abb. 50
(siehe ,Schlink, Statik der Raumfachwerke‘, siebentes und achtes
Kapitel) zu berechnen gestattet, ist dieser: Alle am obern Stockwerk
angreifenden Krifte werden durch eine vom Zentrum 8 — d. i. der
Punkt, in dem die Gratstibe dieses Stockwerkes sich schneiden —

Egerer, Fachwerke. 5
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aus bestimmte Zentralprojektion auf die obere Ebene I, II, ... pro-
jiziert. Dabei werden die vorerst unbequemen Gratstabspannungen Null.

~ l ."'.'_‘ 3 \:

Die Anwendung der Gleichgewichtssitze
auf dieses projizierte Kriftesystem gibt
dann 2# einfach aufgebaute Trans-
lationsgleichungen fiir die Ring- und
Diagonalstabspannungen. Ferner kann
man im Aufri eine einfache Trans-
lationsgleichung fir jede Fachwand
aufstellen, die nur die beiden Diagonal-
stabspannungen dieses Faches als Un-
bekannte enthilt. Fir die 3n Unbe
kannten: = Diagonalstabspannungen
D;, n Diagonalstabspannungen Ei, n
Ringstabspannungen Si, hat man dann
3n sehr einfach weiter zu behandelnde
Gleichungen.

63. Vorerst eine Beschreibung der
einzelnen Elemente der Kuppel. Die-
selbe besteht aus n Fachwinden, deren
eine durch Abb. 51 in wahrer GriBe
dargestellt wird; jede dieser Winde
tragt einen Index. In der Wand mit
dem Index i sind die obern Knoten-

punkte i und ¢ 1, ibre Entfernung ist s. Der mittlere Knoten-
punkt des untern Stabes, der die Linge ¢ hat, ist n - 4, die &uBlern

Abb. 51.

untern Knotenpunkte sind

V4 2n-+iund 2n ¢4 1. Die

| beiden Ringstabe haben die

Entfernung a, der Gratstab
hat die Lange b, der Diagonal-
stab die Lénge d.

Letaterer hat gegen die
Ringstiibe den Neigungswinkel
v. Die Wandfachhéohe a hat g

als Horizontal-, & als Vertikalprojektion und den Neigungswinkel a;
gegen die Horizontale, siehe Abb. 50. Der Gratstab b hat ¢ als
Horizontal-, h als Vertikalprojektion und den Neigungswinkel y gegen
die Horizontale. In Abb. 50 sind noch umgeklappt eingezeichnet
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(strichpunktierte Linien) die Fachwand mit dem Index 1, die lotrechte
Ebene durch einen Gratstab und diejenige durch einen Diagonal-
stab. Nun gilt

a* = g® 4~ h?;
d?=a®-1/,s?
= g*+ 1 +1/y 8% (47)

c=g:cos 1/2{;
t=s-2gtg'sg.
Dabei ist wie bisher { — 2 :n. Ferner ist, siche Abb. 50,

a Vgﬂ—f-h?—

siny=—= = -——""—— ,
d Vg® + B2 + 1/, 8%
1/9 8 /8
cos ¥ = e ———
d Vg R 48)
b2 = ¢? | B?;
tga,==h:g;

siny=nh:b, cosy=c:b.

64. In dem Wandfach ¢ ist die Spannung des obern Stabes Si,
die der beiden untern U; bezw. Vi, die der Gratstibe G;und Gii 1,
die der Diagonalstibe D; bezw. Ei, siehe Abb. 50. Die #uBlere Kraft
am Knoten 7 des obern Ringes zerlegt man in Komponenten H';,
X'i—1, Y'iin Richtung des Gratstabes bezw. der beiden anstoBenden
Ringstéibe, siche Abb. 50. Dabei soll die Komponente H' positiv
zihlen, wenn sie nach oben geht; X'%—1 geht in Richtung von
S:—1 und zdhlt positiv, wenn sie die Kuppel linksum zu drehen
sucht; Y geht in Richtung von S;i, zdhlt aber positiv, wenn sie
rechtsum dreht. Die Kraft am mittleren Knoten n < i des untern
Ringes zerlegt man in Komponenten Z, T, R lotrecht bezw. tangential
und radial und setzt das Vorzeichen wie in 42 fest.

Nun sind praktisch die an den Knotenpunkten angreifenden
auBeren Krifte meist in Komponenten zerlegt, deren eine Z lotrecht
steht. Seien die beiden andern X, Y wie X', Y' gerichtet, so bat
man zwischen den X', Y', H' einerseits und den X, ¥, Z andrer-
seits noch den Ubergang herzustellen. Zu diesem Zweck zerlegt
man H' in Komponenten lotrecht und parallel den Ringstiben.
H', welches gegen die Horizontale die Neigung tg % — & : ¢ hat, 148t
sich zunéchst in eine Komponente

Z =H'siny
5*
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lotrecht und in eine zweite
R= H'cos gy = Z%

radial zerlegen; letztere selbst wieder in zwei gleichgroBe Kom-
ponenten

1/3 R:sin Y2l
parallel den beiden Ringstabspannungen. Damit ist
‘ —°
Y=X'tZoshy
Y=Y 4 Z (49)

2 hsin Y27’
Z—=H'siny= H‘;—:.

65. Um zu der eingangs erwihnten Zentralprojektion iber-
zugehen: Die Komponenten H' werden zu Null, desgleichen die
Gratstabspannungen G. Die X' und Y', ebenso die S bleiben in
wahrer GréBe erhalten. Die D und E werden zu gD bezw. gE, mit

o=1t:2d. (50)
Man zerlegt niimlich D;in zwei Komponenten lings des Gratstabes
bezw. des Ringstabes, siehe Abb. 50; die erste verschwindet bei der
Projektion, die zweite,
Yot
D "g" :()Di,
bleibt in wahrer GréBe erhalten. Entsprechendes gilt fir Ei.

Am Knoten 7 kann man nach der Projektion, wenn also die
D und E sich mit den S in die nimliche Gerade projizieren, die
Gleichgewichtsbedingungen

Si+oDi+4Yi=0, (1)
Si—140Ei—1+Xi—1=0
aufstellen. Fir den nichsten Punkt ¢ 4+ 1 wird die zweite dieser
Gleichungen iibergeben in

Si+ o Ei +X'i=0, (52)
welche mit deren erster kombiniert
o(Di— Ei)—X'i4-Y%=0 (53)

gibt, also eine Gleichung, welche als Unbekannte nur die Diagonal-
stabspannungen des ndmlichen Wandfaches ¢ enthilt.

66. Zu dieser Gleichung (53) tritt noch eine weitere einfache
Beziehung zwischen den gesuchten Diagonalstabspannungen, zu er-
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halten durch eine Translationsgleichung im AufriB: am mittleren
Knoten n -4 des untern Ringstabes der Fachwand i der Abb. 50
muB in Richtung der gestrichelt eingezeichneten Geraden Gleich-
gewicht sein. Falls diese Wand ¢ senkrecht zum Aufri steht —
in der Abbildung die Wand 1 — haben die Diagonalstabspannungen
D; und E; die Aufrifprojektion D; sin » bezw. E; sin v, liefern also
in Richtung der angegebenen Geraden den Beitrag
Disiny sin (@,—a,) bezw. E; sin v sin (o,—ay).

Dabei ist @, bezw. a, der Neigungswinkel der Fachwand des
obern bezw. untern Stockwerkes gegen die Horizontale. Damit wird
diese Translationsgleichung

(Di + Ei)sinysin (@y-— ) Rnt isin @y = Zn 4 icos a.  (54)
67. Schreibt man die Gleichungen (53) und (54) in der Form
Di — Ei{— 4i=0,
Di+ Ei+ Bi=0,

wo also
di= (X'i—Y'%):0, 3
B Ratisinag, — Zn+ icos g (53)
v sin v sin (¢, — @) ’
so wird
Di = ~ Y2 (4di— Bi); (56)
Ei = — Y2 (4i+ Bi).
Aus Gleichung (51) erhdlt man noch
Si=—oDi—Y4. (67)

Die Gratstabspannung G% ermittelt man am Knoten ¢ durch eine
Translationsgleichung in lotrechter Richtung. Die &uBlere Kraft
liefert dazu den Beitrag
h )
Zi= BH Ty

wenn man nach oben positiv zihlt; die Gratstabspannung G; und
die Diagonalstabspannungen D; und Ei— 1 liefern die bez. Beitrige

h h h
—-—Gii)-, —-—Dia, ———Ei«ia,
so daB diese Translationsgleichung wird
h h h
H"ig"‘ Gil—)—_a(Di—'—Ei—l) =0,

oder
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Gi:H‘i—-—-g(Di—-I—Ei—l)

b b
=] Zi}—l—‘—i(Di-{—Ei——l).

(58)

Damit sind alle im obern Stockwerk auftretenden Spannungen
bestimmt, die Ermittlung der Spannungen jener Stibe, welche die
Kuppel nach unten hin fortsetzen, bietet keine Schwierigkeiten mehr.

§ 18.
Die Scheibenkuppel. Zahlenbeispiel.

68. An einem speziellen Beispiel, entnommen dem bereits
zitierten Werk von Schlink, soll der Gebrauch dieser Formeln
gezeigt werden. Vorgelegt ist eine Scheibenkuppel mit n — 6 obern
Ringknoten; weiterhin ist gegeben

' h=5>bm ¢g=—3m t=10m; a =900
Damit wird { =609 Die Formeln (47) mit (50) bestimmen
s — 6,6359 m, ¢ = 3,4641 m, a=5,8310 m,
b=6,0828 m, d = 6,6843 m;
o == 0,7480.

sin{ = 0,8660, cos{ = 0,6000, tg{=—1,7321, cotg{=—=0,5714;

siny — 0,8724, cosy — 0,4889;
tg o, — 1,6667, sin @, =— 0.8580, cosa; — 0,5146;

sin y = 0,8230, cos ¥y — (,5695.

Der Zusammenhang zwischen X, ¥, Z und X', ¥*, Z* ist nach

den Gleichungen (49) gegeben durch
W= Xi{—0,6928 Z;,
Y= ¥ —0,6928Z;. (59)
Mit diesen Werten gehen die Gleichungen (55) mit (58) iiber in
4; = 1,3369(Xi — Yi); (60)
Bi= 2,2276 Rn +:.
Di =+ 0,6684(X;— ¥i)— 1,1138 Rn 1 1,
E; = —0,6684(Xi — Y1) — 1,1138 Rn 4- 4.
8i = — 0,7480 D; — Y;-}+ 0,6928 Z;
= — 0,7480 E; — X; 40,6928 Z;;
Gi= -+ 1,2166 Zi — 0,9100(D;i -+ Ei — 1).
Oder wenn man S; und G unmittelbar nach den gegebenen duferen
Kriften ausdriickt,

(61)



mit wird

70. Zweiter Belastungsfall: rein horizontal

Gegeben ist mit

P = 461,9 kg, Q = 450 kg:
X, =-46P Y, =—PF R, =@
X, =3P Y, = -+ 3P Ry = -}4q,
X, =—P Y, =-}6P Ry = -+ Q
X4:0, Y4:+P, Rl():o!
X5::(l, Y, =0, Ry, =0,
X, =+ P Y, = 0; Ry, = 0.

Mit diesen Werten wird, wenn zur Abkiirzung

A = 1,3369P = 6175 kg,
B = 2,2276Q = 1002,5 kg

gesetzt wird,

4, = + TA4,

4, =0,

A, = — TA4,

4, = — 4,

4, = 0,

4, =+ 4;

Die Formeln (56) oder

D, = + 1660 kg,
D, = — 2040 kg,
D, = — 2662 kg,
D, = — 309 kg,
D, =0,
Dy =+ 309 kg;

—~
[~}
—

~

3
(=
@
=}
(=9
&
=]
=

B, = + B,

B, = + 4B,

B, = + B,

B, =0,

B, =0,

B, = 0.

E, = — 2662 kg,
E, = — 2040 kg,
E, — - 1660 kg,
E, = 4+ 309 kg,
E, =0,

E; = — 309 kg

§ 18, Scheibenkuppel. Zahlenbeispiel. 69. 70. 71
Si = —0,5(Xi+ Yi)-+ 0,6928 Zi + 0,8331 Rn +1; (62)
Gi = 1,2166Z; 4 0,6083(X;—1 — Xi -+ Yi — Yi—1) 63
+ 1,0136(Bn+ i+ Rn+i—1) (63)

69. Erster Belastungsfall: rein lotrecht.

Alle Z am obern Ring sind gleich gro8: Z; =— — 1000 kg.
Alle X und Y am obern Ring sind Null, alle R sind Null. Da-
D = E;i = 0;

Si= — 692,8 kg, ;= — 1216,6 kg.
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* Formel (62) und (63) liefern

S; = — 780 kg,
S, = 4+ 114 kg,
S; = — 780 kg,
S, = — 231 kg,
S; =0,

G, = — 1230 kg,
G, = - 4280 kg,
G; = + 4280 kg,
G, = — 1230 kg,
G, = — 281 kg,
G; = — 281 kg.

§ 19.

Die Scheibenkuppel.
Berechnung nach der Methode der homogenen Deformation.

71. Die Berechnung der Kuppel der Abb. 50 kann man in
iibersichtlicher Weise auch derart durchfiihren, daB man sie durch

Abb. 52.

homogene Deformation zuvor in die
Kuppel der Abb. 52 iiberfithrt. Von
dieser deformierten Konstruktion werde
ausgegangen,

Die Ermittlung der auftretenden
Spannungen gestaltet sich unschwierig
durch folgende Uberlegung. Das obere
Stockwerk der Kuppel projiziert sich
im Grundrif als n-fach statisch unbe-
stimmtes Fachwerk — 7 Knoten, n»
Ringstabspannungen S;, n Diagonal-
stabspannungen D’;, = Diagonalstab-
spannungen E';. Diese statische Un-
bestimmtheit ist aber hier von beson-
ders einfacher Art. Fiihrt man nim-
lich als statisch unbestimmte GroBen
an jedem Knoten etwa eine der Dia-
gonalstabspannungen ein, in Abb. 52
mit D' bezeichnet, wenn sie am Knoten
i angreift, so lassen sich die andern
Diagonalstabspannungen E* und die
Ringstabspannungen S; unschwer nach
den duBeren Kriften und nach den
D; ausdricken,

An jedem Mittelknoten 7 ¢ des untern Ringes 1Bt sich
ferner durch eine Translationsgleichung im Aufri eine einfache Be-
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ziehung zwischen Di, Ei und der an diesem Knoten angreifenden
auBeren Kraft aufstellen. Solcher Gleichungen kann man n auf-
stellen, gerade soviele als notwendig sind, die n-fache statische Un-
bestimmtheit zu heben. Eine iibersichtliche Kombination dieser Glei-
chungen mit den am GrundriBfachwerk aufgestellten wird dann ge-
statten, die Ring- und Diagonalstabspannungen nach den #uferen
Kriiften auszudriicken,

72. Zerlegt man am Knoten ¢ des obern Ringes die gegebene
aullere Kraft P in Komponenten X, Y, Z wie in 64, zerlegt man
ferner die D bezw. E in Komponenten lings des Ringstabes und
Gratstabes und bezeichnet die erste mit D’ bezw. E', so kann man
am Fach i, also an den Knoten ¢ und ¢4 1, die Gleichgewichts-
bedingungen, siehe Abb. 52,

Xi+ Si+ E'i=0,

Yi+ Si+Di=0
aufstellen, Zu diesem Gleichungspaar kommt als dritte noch die
oben erwihnte Beziehung zwischen Di und Ei. In 66 wurde an
der undeformierten Kuppel diese Beziehung in der Form (54) bereits
aufgestellt, an der deformierten wird sie also

Di+ Ei+ Ci=0
sein. Man hat so insgesamt n Gruppen Gleichungen

Si+ EY+ Xi=0,

Si+ D%+ Yi=0, (64)

Di+ Ei-++ Ci=0,
also immer je drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten Di, Ei,
Si. Im Prinzip ist damit die Aufgabe gelost. Die weitere Be-
handlung hat bei der Berechnung der gegebenen undeformierten Kuppel
zu erfolgen, zu der jetzt iibergegangen werden soll.

73. Bei der Reformation zur urspriinglichen Gestalt der Kuppel
gehen nach den Uberlegungen von 46 die ersten beiden Gleichungen
von (64) tber in

Si+ D'i4 Y'i=0,
Si+ E'i+ Xi=0.

Dabei sind die X' und Y' die Komponenten der gegebenen
auBeren Krifte, wenn man diese nach 64 zerlegt; Si sind die Ring-
stabspannungen; D; bezw. Ei denkt man sich in Komponenten lings
des Ringstabes und Gratstabes zerlegt, dann ist die erstere D‘i bezw.
E'. Die dritte der Gleichungen (64) konnte man allerdings auch
homogen reformieren und damit in der Form
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Di+ Ei+ Bi=0
erhalten. Bequemer ist es aber, diese Gleichung unmittelbar am
undeformierten Fachwerk aufzustellen, so wie in 66 geschah. Die
Gleichungen (64) erhalten dann die Form

Si+eDi+ Y'i=0,

Si+oEi+ X'i=0,

Di+ E:i+ Bi =0,
wo ¢ und Bi nach (50) bezw. (65) bestimmt ist, Man ist damit
wieder zu den Gleichungen (51), (52), (54) gekommen, also auch
zu den némlichen Entwicklungen wie in § 17,

§ 20.
Die Leipziger Kuppel.
Berechnung nach der Methode der Zentralprojektion.

74. Ein schones Beispiel fiic die Behandlung von raumlichen
Fachwerken mit Zentralprojektion bietet die Fépplsche Kuppel
der Leipziger Markthalle: F6ppl, Das Fachwerk im Raum, Teubner
1892, Tafel II. Wie der durch Abb. 53 wiedergegebenen Tafel zu
entnehmen, schneiden sich alle Gratstibe im niamlichen Punkt 0. Das
wire zwar nicht notwendig, vereinfacht aber die Aufgabe. (Die
Methode der homogenen Deformation z. B. 1aBt sich bei anders ge-
dachter Konstruktion nur mit Schwierigkeiten anwenden).

Zerlegt man wie bisher die Krifte an den Knotenpunkten des
obern Ringes in Komponenten H', X', ¥' lings des Gratstabes und
der beiden anstofenden Ringstibe, die Krifte an den mittleren
Knoten der nichstuntern Ringstibe in Komponenten Z, T, R lot
recht, tangential und radial — radial heiBt hier abgekiirzt die Rich-
tung senkrecht Z und 7' — so erhilt man durch Zentralprojektion
von O aus auf die obere Ebene und Elimination der Ringstab-
spannungen zunichst fiinf Gleichungen fir die neun Diagonalstab-
spannungen D;, E;; und zwar enthilt eine erste Gleichung nur
D,, E; als Unbekannte, eine zweite nur D,, E,, eine dritte nur
Dy, Ej, eine vierte nur D, E,, die fiinfte nur D, als Unbekannte.

75. Am Knotenpunkt V sind diese beiden Projektions-
gleichungen

X'+ S, =0,
¥ly 4 S5+ 4,0, =0,
wobei d; D, die Komponente von D, in Richtung des Ringstabes s,
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ist, falls man D, in zwei Komponenten parallel dem Ringstab und
Gratstab zerlegt. Entsprechend wird fiir die Knoten I, II, III, IV
X'y 48+ & E, =0,
Y+ 8§ +4,D =0,

.

Dabei ist jedesmal wieder Di bezw. E; in zwei Komponenten lings
dem Ringstab und Gratstab zerlegt; die erste Komponente ist dann
0i Di bezw. & E.
Ordnet man diese und die noch folgenden Gleichungen nach
den Fachwinden I, II, III, IV, V, so hat man
Y+ 8 +6,D, =0, (65)
X'+ 8 +4E =0, ’
oder nach Elimination von S,
0D, —&gE =X''—Y'
far die Wand I; und fiir die iibrigen Winde
0,Dy— & E,= X', — Y,
03Dy — g3 Ey = X'y — Yy,
d,D, =X, —Y,
0, D, — & E, = X', — Y",.
76. Weiterhin erhélt man noch vier Translationsgleichungen,
je eine an den Knotenpunkten VI, VII, VIII, IX in Richtung
senkrecht zu den das Fachwerk nach unten fortsetzenden lotrechten
Wiinden, d. i in Richtung von Rp4i. In diese Gleichung treten
nur die Diagonalstabspannungen und die Radialkomponenten Rn 4
der duBeren Krifte ein. Bezeichnet 0% D; bezw. &'i Ei die Projektion
der Diagonalstabspannung D; bezw. Ei auf die gewihlte Translations-
richtung, so gilt fir jeden Knotenpunkt n -1
Roy i+ 0iDi+ ¢iEi= 0. (67)
Fiir jedes Paar zusammengehériger Diagonalstabspannungen
Diund E; hat man damit zwei Gleichungen
0Dy —& E + Y, — X\ =0,

(66)

0Dy +& B4 fint1 =0, (68)
Die letzte, die neunte Gleichung
oD, + Y, —X,=0 (69)

enthilt nur D, als Unbekannte. Damit sind die Diagonalstab-
spannungen simtlich bestimmt, die Aufgabe ist im Prinzip geldst.
Die Ermittlung der Spannungen der obern Ringstibe erfolgt durch
die zuerst aufgestellten Translationsgleichungen (65) am projizierten
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Abb. 53.

Spannungssystem, die Ermittlung der Spannungen der Gratstibe
und der untern Ringstibe sowie der in den lotrechten Ibenen be-
findlichen Auflagerstiibe bietet keinerlei Schwierigkeiten mehr.

77. Sind die duBern Krifte in Komponenten Z, X, Y lotrecht
und lings der beiden Ringstibe gegeben, so wird man fir den
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Ubergang vom System H', X', Y' zum System Z, X, Y die ent-
sprechenden Transformationsformeln wie (49) aufstellen. Es wird
Xi=X"+4aiZi,
Yi=Yi+ giZi, (70)
Zi =y H',
wo die von der Konstruktion abhingigen Konstanten ai, i, yi un-
schwer graphisch oder analytisch zu ermitteln sind.

§ 21.
Die Leipziger Kuppel.
Berechnung nach der Komponentenmethode.
78. Will man die Spannungen der Leipziger Kuppel — oder
einer #hnlich konstruierten, etwa der Scheibenkuppel — rein
graphisch ermitteln, so kann man an Hand der Abbildungen 53

v G D~ R : < U
F\ ,',/ 1 Eq A, U,

\ /
N,
Ny

\\(/ .._. N e Y
\i—

__A*-],l

Abb. 54.

und 54 etwa folgendermaBen vorgehen: Man zerlegt wieder die
duBeren Krifte an den Knoten I, II, III, IV, V des obern Ringes
in Komponenten H', X', Y' lings des Gratstabes und der beiden
anstoBenden Ringstibe wie bisher, die Krifte an den Mittelknoten
VI, VII, VIII, IX der untern Ringstibe in Komponenten Z, T, R
wie nach 74, die Krifte an den Eckknoten I, II', IIT', IV’, V' dieser
Ringstibe in Komponenten W' lotrecht, U' und V' lédngs der an-
stoBenden Ringstibe.

Nun laBt sich leicht zeigen, daB die obern Ringstibe s; sowie die
Diagonalstibe d; und e; einzig durch die Komponenten X', Y', Rn 44
beansprucht werden. Die Komponenten W' werden nimlich unmittel-
bar durch die lotrechten Auflagerstibe aufgenommen; die Kom-
ponenten U’ und V' werden zuniichst von den untern Ringstiben
aufgenommen und zu den mittleren Knoten geleitet und dortselbst
von den schiefen Auflagerstiben zur Erde. Knoten IV' und V*
verhalten sich teilweise anders, insofern V', unmittelbar von den
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beiden Auflagerstiben bei V' aufgenommen wird, U’, mittelbar, nach-
dem es zunichst durch den Ringstab s/, zum Knoten V' geleitet
wurde. Die Komponenten Z und 7 an den Mittelknoten des untern
Ringes werden sofort von den schiefen Auflagerstiben an diesen
Knoten aufgenommen. Die Komponente H'; wird zunéchst vom
Gratstab g¢; aufgenommen und zum untern Knoten ¢' geleitet, dort-
selbst wird sie genau so wie die dort angreifende AufBlere Kraft,
deren Komponenten U%, V'i, W% sind, zur Erde weitergeleitet.

Der Nachweis, daB der obere Ringstab s; und die Diagonal-
stibe di und ¢; nur durch die Komponenten X', ¥Y'i, Rn4: be-
ansprucht werden, ist Gibrigens durch die Formeln (65) und (68)
auch analytisch erbracht.

79. Hauptaufgabe ist nun, die durch die Komponenten X',
Y'i, Ra+i hervorgerufenen Spannungen Di, Ei, S; festzustellen.
In Abb. 53 sind deswegen nur diese Komponenten X' ¥, R ein-
gezeichnet. Die Aufgabe findet eine einfache Lésung, wenn man
jede Fachwand fiir sich betrachtet. Zunichst das Fach I: Lifit
man nur die Krifte X', ¥*,, R, — was statt Rn {1 steht —
an der Kuppel angreifen, so kann man Gleichgewicht herstellen,
ohne von den andern Fachwinden die Diagonalstibe oder die obern
Ringstéibe zu beanspruchen. Die GrundriBprojektion dieser Fachwand
bildet nimlich einen statisch bestimmten Fachwerktriger, die Rolle
der drei Auflagerkrifte wird iibernommen durch die Spannungen V;
und U, der anstofenden untern Ringstibe sowie durch die Grund-
riBprojektion der Resultierenden T der beim Knoten VI zusammen-
stoBenden schiefen Auflagerstabspannungen. Auflagerkrifte und
Spannungen dieses ebenen Fachwerktrigers sind mit einem einfachen
Cremonaplan leicht zu ermitteln.

Diese Betrachtung ist aber nur unter einer ganz bestimmten
Voraussetzung erlaubt. Hat man némlich im GrundriB alle un-
bekannten Krifte gefunden und projiziert in den Aufri, so darf
sich kein Widerspruch zwischen Grundrif und Aufri ergeben. Ein
solcher Widerspruch fehlt, wenn wie hier im AufriB an jedem Knoten-
punkt nur eine unbekannte Kraft auftritt, die naturgemi8 lotrecht
stehen muB: Die Spannung GY; und G', des lotrechten Auflager-
stabes bei I bezw. II, bei VI die lotrechte Komponente von Tj.
Damit ist nun andrerseits wieder bewiesen, daB die Ring- und Dia-
gonalstibe des Faches I nur durch X', Y',, R, beeinfluBt werden,
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Und diese Spannungen sind mit einem ebenen Krifteplan leicht
aufzufinden,

In der gleichen Weise findet man die Spannungen Di, Ei,
Si der Fachwinde II, III. An der Fachwand V werden dié drei
Auflagerkrifte dargestellt durch die Spannung U;, die Grundrif-
projektion von D', und die Grundrifiprojektion von Ty, d. i. die
Resultierende der Auflagerstabspannungen bei IX. An der Fach-
wand IV werden die Auflagerkriifte dargestellt durch die Spannungen
V, und U; und durch die GrundriBprojektion von D',.

Nachdem man so alle Spannungen der Diagonal- und obern
Ringstibe gefunden hat, wird man wieder von vorn beginnend simt-
liche gegebene Lasten an den einzelnen Knotenpunkten anbringen
und mit Hilfe der bereits ermittelten Spannungen den Krifteplan
zundchst im Grundri@ und alsdann
im Aufrif fertig zeichnen. I/

Erwihnt moge noch werden, da /1IN
auch die analytische Entwicklung // |\
von Formeln fiir die einzelnen Stab- /]|
spannungen nach der Komponenten-
methode einfacher ist als nach der £ s b AN
Methode der Zentralprojektion. /| A

~

§ 22. LG T
Das Zeltdach. Berechnung nach AN i ; /
dem Korrekturprinzip. 4N N

80. Das Zeltdach der Abb. 53 | 1 \ |\
das der nachfolgenden Entwicklung | . | "\ | O
zugrunde liegt, ist dem schon mehr- |, Y. B . N LY
fach erwibnten Buch ,Schlink, | o /

Statik der Raumfachwerke* entnom- U N
men. Die Belastung ist durch Grund- | // (I P T4
und Aufri gegeben. A .

Der Gedankengang, den das 1 | o7 “'-u&/ -
Korrekturprinzip hier einschlagt, ist /TN
einfacher Natur: Man betrachte den W\ 1N\
Grundrif des Zeltdaches fiir sich, // o
er stellt einen einfach statisch un- T '
bestimmten ebenen Fachwerktriiger Abb. 55.
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vor. Die Auflagerstabspannungen bezw. deren Grundriprojek-
tionen S, §',, S tbernehmen die Rolle der Auflagerkrifte.
Man wiihlt irgend einen Stab als ,iiberziihlig®, bezeichnet seine

.//’.
/ i
ya ,/" /
L, s X y
\, 4 o L\‘
Abb. 56.
N Spannung bezw. deren GrundriBprojektion

mit X und konstruiert nach der bekannten
o fs \J8 Vorschrift die beiden Kriifteplane (P*), (1)
6 N\ und (X), (U'=Xu'), so daB die Span-
-~ nung
S = T+ Xu'i. (1)
T ' S' sind natirlich die Grundri-
projektionen, T% ', 8" die AufriBipro-
jektionen der einzelnen Stabspannungen
Abb. 57. bezw. Komponenten. Die einzige auf-
tretende Unbekannte X bestimmt sich aus
der Bedingung des Gleichgewichts am Knotenpunkt I im Aufrif.
81. Fiir die Durchfithrung des durch Abb. 55 gegebenen Bei-
spiels werde ein rechtwinkliges Koordinatensystem, so wie die Ab-
bildung angibt, eingefithrt. Die X-Komponenten aller Krifte P
wurden gleichgroB gewihlt, ebenso die Y- und Z-Komponenten. Mit
der Tonne als Krafteinheit sind alle
Xi=+1, Yi—= —1, Zi=—1.
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Als ,,uberzahlig“ wird der Stab 1 gewiihlt, die GrundriBprojektion
seiner Spannung sei X. Der Krifteplan der Abb. 56 gibt das

Spannungsbild (P'), (T"), wenn mit
P'; die GrundriBprojektion von P; be-
zeichnet wird. Abb. 57 gibt das
Spannungsbild (X), (Xu') fir die
Annahme X ==1. In der nach-
folgenden Tabelle (73) sind die
Werte T, ' zusammengestellt. Die
Kontrollgleichung, welche X ermitteln
14 8t, ist die Gleichgewichtsbedingung
m Aufri am Knoten I. Fiir diesen
Punkt gilt, wenn &“; die Aufrif-
projektion von &,
I€¢"=0
oder
E%U_}_Xz‘uu —0

oder

Wr+ Wy =0. (72

Wy ist eine durch die bekannten
Krifte P bestinmte GroBe; in
Abb. 58 ist Wp dadurch gefunden
worden, daB man im Grundri das
Kriftepolygon der 7" fiir den Punkt I
antrug und die einzelnen Krifte in
den Aufrif projizierte. Ebenso wird
Wy durch das Kriftepolygon der '
fur den nimlichen Punkt I gefunden.
Durch das bekannte Wz ist das
gesuchte Wy und damit auch das
ihm proportionale X bestimmt. Da-
mit im vorliegenden Fall Wx=—-— W,
werde, muf X, das in der Zeich-
pung gleich der Einheit gewihlt
wurde, den Wert X = 0,89 erhalten,

Abb. 58.

Damit sind dann die S' so gefunden, wie sie in der nachfolgen-
den Tabelle, in Tonnen ausgedriickt, angegeben sind.

Egerer, Fachwerke.
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1 | 2 | 8 | 4 |s5] s 7 | 8

i o —2,170| — 0,525 | — 1,465 | 0 |— 0,230 |+ 0.715 |+ 2,430
w |+ 1 +1 +1 — 0,851 0 |— 0,851 |— 0851 {— 0,851 | (73)
S || 40,890 | — 1,280 | 40,365 | — 2,222 | 0 |—0,987 | - 0,042 |-+ 1,693

H9| 10 | 11 |12|13f 14 l 15 |16] 17 1 18
T/ 0 |4+1620+4633] 0 | 0 | — 1,187 —3446| 0 | —0,665| —1630
w0 —o081 0 ojo| o 0 0| +1 +1
8]0 40863 +4633| 0|0 |—1,187|—3446| 0 |4 0,225 | — 0,740

Die Losung der Aufgabe bietet ab hier keine Schwierigkeiten
mehr, soll daher nicht weiter fortgesetat werden.

82. Als Kontrollgleichung zur Ermittlung von X hitte man
am Knoten I auch die Gleichgewichtsbedingung in lotrechter Richtung
wiblen konnen und analytisch sebr einfach erhalten

2;—>3Zi=0, (74)
wo die Z; die lotrechten Komponenten der am Knoten I angreifen-
den Spannungen sind. Mit

Zi=ri8%

= ri(T" + Xu%) (15)

geht diese Gleichung (74) iiber in
Z;—3SrT'— X3ru' =0

oder

Z] — ST

X = , (76)

2ru
Im vorliegenden Fall sind die r; — die Neigungswerte der Stibe
gegen den GrundriB — alle gleich groB und zwar
ri = = 8,0: 4,253 = 1,881,
wie aus der im MaBstab 1: 250 gezeichneten Abb. 55 zu entnehmen
ist, so daBl mit Z; = — 1
—1—1,881>3T"

X =
1,881 3’

= 0,89

wird,
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§ 23.
Das Zeltdach. Allgemeine Berechnung.

83. Ein allgemeines Zeltdach von der Art der Abb, 55 hat
n kongruente Meridiane, also n Knoten im Ring und einen an der
Spitze, n schiefe Sparrenstibe, n Ringstibe, n lotrechte Gratstibe.
Um eine starre Verbindung dieser n -+ 1 Knotenpunkte mit der
Erde und unter sich zu erzielen, sind

k=3n-+4+1)=3n-+3
Stiabe notwendig. Man muB somit noch drei Stibe am Zeltdach
einschalten, am besten von den Ringknoten zur Erde gehend, so
wie Abb. 55 zeigt. Werden Formeln gewiinscht, die jeder beliebigen
Belastung Rechnung tragen sollen, so kann man etwa folgender-
maflen vorgehen.

Die GrundriBprojektion des Zeltdaches ist ein einfach statisch
unbestimmtes Fachwerk, welches durch die oben erwihnten ein-
geschalteten drei Auflagerstibe in der Ebene des Grundrisses fest-
gehalten zu denken ist. Deren Spannungen bezw. ihre Grundrif-
projektionen konnen also sofort ermittelt werden, unabhéngig davon,
ob das Fachwerk statisch bestimmt ist oder nicht. Und zwar mit
irgend einer der Methoden, welche unbekannte an einer Scheibe
angreifende Krifte auffinden lassen.

Um die Beanspruchung der dbrigen Stibe zu ermitteln, wird
man analytisch denselben Weg einschlagen, wie im vorhergehenden
Paragraphen graphisch. Man bezeichnet die Spannung eines Sparren-
stabes, beim Beispiel der Abb. 55 etwa wieder des Stabes 1, mit X
und driickt die Spannungen der iibrigen Stibe, soweit sie im Grund-
riB nicht verschwinden, nach den gegebenen i#uBeren Kriften und
nach X aus. Das 1aBt sich ausfibren, ohne den Aufril zu Hilfe
nehmen zu miissen. Geht man schlieBlich zu letzterem iber, so
wird man durch die Kontrolle am Knoten I eine Gleichung erhalten,
in der einzig X als Unbekannte auftritt.

Nun ist es aber gar nicht notwendig, alle S; nach X aus-
zudriicken. Um die angegebene SchluBkontrolle verwerten zu kénnen,
braucht man nur die Sparrenstabspannungen als von X abhingig
aufzustellen, eine Aufgabe, welche keinerlei Schwierigkeiten Dbietet.
Stellt man namlich, um mit dem Beispiel der Abb. 55 fortzufahren,
fiir die Krifte, welche am Stab 4 bezw. 6 angreifen, im Grundril
die Momentengleichung beziiglich des Schnittpunktes der Stibe 6

6"
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und 10 bezw. 4 und 8 auf, so ist bereits S, und §'; nach X aus-
gedriickt. Zwei weitere Momentengleichungen fiir die am Stabdreieck
(2, 10, 17) bezw. (3, 8, 18) angreifenden Krifte beziiglich des
Schnittpunktes der Stibe 4 und 7 bezw. 6 und 7 driicken §'
bezw. S'; nach X aus. Die Gleichgewichtshedingung gegen Trans-
lation in lotrechter Richtung am Knotenpunkt I
(8 1+ 85 + 8% + Sy + ') = Z1,

wo 7 die Neigung der Sparrenstibe gegen den GrundriB ist, &8t
dann, da sie nur X als Unbekannte enthilt, diese Grofle durch die
gegebenen #duleren Krifte darstellen.

84. Bei der analytischen Durchfiihrung wird es sich empfehlen,
die gegebenen Krifte P nach drei Komponenten X, Y, Z zu zer-
legen: Am Knoten I in Z lotrecht, X und Y etwa in Richtung der
Stibe 2 und 3; an den Ringknoten in Z lotrecht, X und Y in
Richtung der beiden anstoBenden Ringstibe; die Vorzeichen sind
passend festzusetzen.

Erleichtern 148t sich die Aufgabe noch dadurch, daB man den
EinfluB der Komponenten Z fir sich ermittelt: Die Z an den Ring-
knoten werden ndmlich unmittelbar durch die lotrechten Gratstibe
aufgenommen; die Komponente Z; an der Spitze wird nach der
Betrachtung von 14 von den Sparrenstiben symmetrisch aufge-
nommen, ebenso von den Ring- und Gratstiben, deren letztere je
s Z; zur Erde leiten, wihrend die Diagonalstibe durch Z; nicht
beansprucht werden. Auch der EinfluB derjenigen Komponenten
X und ¥, welche mit einem Diagonalstab in der gleichen lotrechten
Ebene liegen, liBt sich gesondert ermitteln: Diese Komponenten werden
gemeinsam vom Diagonalstab und dem zugehérigen Gratstab auf.
genommen.

§ 24.
Die Reichstagskuppel.
Berechnung nach dem Korrekturprinzip.

85. Wohl die meisten Schwierigkeiten setzt einer einfachen
Losung entgegen die Zimmermannsche Reichstagskuppel,
gegeben in axonometrischer Darstellung durch Abb. 59, in Grund-
und AufriB durch Abb. 60, siehe auch ,Zimmermann, Uber
Raumfachwerke®, Berlin 1901. Einer analytischen Losung wenigstens!

Denn um bei gegebener spezieller Belastung das Spannungs-
bild graphisch konstruieren zu kénnen, hat man nur zwei bezw. drei
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einfache ebene Kriftepline zu zeichnen und mit deren Hilfe vier
lineare unschwer zu losende Gleichungen mit vier Unbekannten auf-
zustellen.

Betrachtet man nédmlich den GrundriB der Kuppel als ebenen
Fachwerktriger, so wird das Nachzihlen der Knoten und Stibe und
der Fiihrungen denselben als vierfach statisch unbestimmt erweisen.
Man wird also die Spannungen von vier iiberzihligen Stiben als
gegebene #duBere Kriifte betrachten und das wahre Spannungsbild
als Superposition von fiinf partiellen Spannungsbildern erhalten. Die

10/ '\\ °, N\
e/ | I N\
y 0113 - P N
]I!,-/ . . \J2

VAR
_. —\_\_ | N "-‘\_';— |t
16 Y VAN ST |
s fl X~ =<3 & VO
Abb. 59. Abb. 60.

vier Gleichungen, welche die unbekannten Spannungen der als iber-
zihlig ausgewihlten Stibe ermitteln lassen, sind im vorliegenden
Fall die vier Translationsgleichungen in der lotrechten Richtung an
den vier obern Knotenpunkten.

86. Wenn man die iiberziihligen Stiibe giinstig auswihlt, so ist
es bel dem schiefsymmetrischen Aufbau der Kuppel méglich, mit
nur zwei Krifteplinen auszukommen: einem fiir die gegebenen
duBeren Krifte, einem fiir die Spannungen der iiberzihligen Stibe.
Im vorliegenden Fall wurde zuerst versucht, die vier obern Ring-
stibe 1, 2, 3, 4 als iiberzihlic zu betrachten, das Spannungsbild
ergab groBe Werte fiir einige partielle Spannungen, der Krifteplan
wiire ungiinstig ausgefallen. Die Auswahl der Diagonalstibe 5, 6,
7, 8 wiirde den Triiger zum Ausnahmefall machen. Gewihlt werden
deswegen als uiberziihlig die Stibe 9, 10, 11, 12.
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Um zu verstehen, wie man mit einem einzigen Kriifteplan die
durch 8;, S5, S;;, S;; hervorgerufenen Spannungskomponenten
erhalten kann, betrachte man die zyklische RegelmiBigkeit der
Kuppelelemente. Es spielt z. B. abgesehen von speziellen Zahlen-
werten der Knotenpunkt I gegeniiber den Stiben 1, 4, 8, 9, 16
dieselbe Rolle wie der Knotenpunkt II gegeniiber den Stiben 2, 1,
5, 10, 13, oder III gegeniiber 3, 2, 6, 11, 14, oder IV gegeniiber
4, 3, 7, 12, 15. Knoten- und Stabnumerierung, allgemein die
Benennung der einzelnen Elemente ist so getroffen, daB sie jeweils
einen Zyklus von vier Elementen bilden. Solche Zyklen sind

\J lF = 22_4_—3{]";'3" ,\11?1-

+ T~ 10

‘SPd

d, II, III, 1V), (V, VI, VIL, VIII), (IX, X, XI, XII),
(1, 2, 3, 4), B, 6, T 8)y o v vvee ,

(a, d, a, ') (b, b, b, b, ¢, ¢ ¢, c')
(Pias Pog: Py Pu) (Piyy Py, Pgoy Pyg), oo o o 1. usw.

Man vergleiche hiezu die Abb, 59 und 61, Wenn man also irgend-

woher weiB, dafl die am Knoten I angreifende &uBere Kraft I,

fiir sich die Spannungskomponenten

Ty = Pyyke': a Ty = — Py, be, T, = 2P,ybbc':a), ...
mit k = aa' — 2bb' = k',
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erzeugt, so sagt der Zyklus, daB die am Knoten II angreifende
Kraft P,, die Spannungskomponenten

T, = Pyke: a, T, = — P,b'e, T, = 2Pybb'c:a, .
hervorruft, und die Kraft P,, am Knoten III

T, = Py kc': o, Ty = — P,,bc, T, = 2Py, bb'c':a, ..
entsprechend P,; am Knoten IV

Ty = P, ke: a, T, = — P, b'¢, Ty = 2P, bbc:a, ...

Hat man also aus einem Krifteplan fiir die als #uBere ge-
gebene Kraft gedachte Spannung S, die Spannungskomponenten der

22 76 )

J\;.II.

Abb. 62.  Abb. 63.

einzelnen Stibe ermittelt, so kann man die durch S;,, §;;, S, er-
zeugten einfach durch zyklische Vertauschung erhalten. Dies gilt
freilich nur solange, als man diese Spannungskomponenten mit Hilfe
der Zykluselemente a, a', b, b' nach S, ausdriickt. Sobald man sie
durch spezielle Zahlenwerte darstellt, ist ein Zyklus nicht mehr mdg-
lich. In diesem Fall miite man zwei Kriiftepline zeichnen, einen
fir S,, einen fir S;,. Der Krifteplan fir S,; bezw. §,, ist dann
derselbe wie derjenige fiir S, bezw. S;,, es sind nur die Stabindizes
zu vertauschen.

87. Abb. 63 gibt das Spannungsbild (83 = 1), (u), d. i. das
System der Spannungen u, die in dem Triger der Abb. 62 ent-
stehen, wenn wie dort eingezeichnet die Kraft S, = 1 angreift. Die
nachfolgende Tabelle (78) gibt diese Teilspannungen » an, multi-
pliziert mit dem Faktor g. Abkiirzungsweise ist in dieser Tabelle
und im folgenden eingefiihrt
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88
A=(a+2b):aq,
g = aa' — 4bb/,
e = a(a' + b'),

VM=(a'+2b'): d,
f = aa' + ab' + a'b,

k = ad' — 20bb',

¢=da'(a+

()
b).

Durch einfache zyklische Vertauschung findet man dann die
durch S, =1 bezw. §;; =1, S,;; =1 hervorgerufenen Spannungs-
komponenten vi bezw. xi, yi so, wie sie in der Tabelle (78) ent-

halten sind.

“ u v x Yy ‘!
1|4+g+b(Aa’—Ab) —A1b* —+ Abb’ — b/ (Aa’' — Ab')
2|—b(la— A'D) +g+b(Aa— A'D), —A'b? + A'bb’

8 + Abb’ — b’ (llal__ /?-bl) _*_g_*_b(l/a:__lb/)__ Ab?
4|— v + Abd* —b(Aa—Ab) | +g+b(la—ib)
S ||—c (da — A'b) + ¢ (2a—A'B) b':b] —A'bc’ -+ A'b'c’
6 |+ Abc —c(l'a’ — Ab') ~+c(A'a’— Ab') b:b'|— Ab'c
7|— A'bc’ + Ab'e —c'(Aa— A'D) + c(Aa—A'b)b":d
8 li4-c(Aa’ — Ab)b:b'\— Ab'c + Abe —c(Aa’ — AbY) ’
9 +g ' 0 0 0
10 0 “+g ] 0 I
11 0 0 4g 0 |
12 0 0 0 +g i
13 {|— A0’ +b(g:04+ A'a’-Ab')|— b(A'a’ — Ab') + A" l’
14 |+ A'b? — A'bb + blg:b'+ Za—A'b) — b’ (Aa — A’'b)
15— b(Aa' — Ab) |4 Ab“? — Abb' +b'(g:b+-Aa’-Ab)
16 |H-b(g: b'+ Aa—A‘b)|— b'(Aa — A'D) + A'b? — A'bb’
17 0 —gd:b 0 | 0
18 0 0 —gd:b 0
19 0 0 0 —gd:b
20 —ga: b 0 0 0
21 |- 2'ab —(Aa — A'b)a'b’: b |+ Aa'b — da'b
2 ||—Aab + Aabd’ — (A'a’'— Ab')ab : b'|+ Aab’ i
23 |4+ A'a'd — Aa'd’ -+ A'a'b —(Aa— A'b)a'b’:b
24 |- (A'a’— Ab)ab: b+ Aab’ — Aab I+ Aab’
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u v x Y
S .
25 0 1 —gb':b 0 0
2 0 0 —gb: b 0
27 0 ) 0 —gb':b
a8 —gb: ¥ 0 0 0
29 + Aa'b — Aa'b + Aa'b — Xa'b’
30 — Aab 1+ Aab — Aab + Aab'
31 1 Aab — Aa'd + Aa'd — Aa'b’
32 — Aab + lab’ l —~ Aab + Zab’

Die Teilspannungen unter dem EinfluB der #uBeren Krifte
allein, also unter der Annahme §;=§,, = S;; = §;, =0, werden
ebenfalls mit einem Cremonaplan gefunden. Dann ist S; — was
hier wie im folgenden stets die GrundriBprojektion der im Kuppel-
stab ¢ auftretenden Spannung vorstellt —

8i = Ti 4 wi S+ vi S+ i Sy ¥ Sqae
So wird z. B.
9Sgic=gTy:c+ Sg(d'a’ — Ab)b: b — S, A’
LS, Ab— S,y (Ma' — AbY), 79
98160 =9Tyg: 04 Sy(g: ' Fhia—A'D) — S;o(Aa —A'D)b': b (79)
-+ S A'b — S D'

Es empfiehlt sich, mit Riicksicht auf die nachfolgenden Rech-
nungen die stets wiederkehrenden Quotienten Sg:c, Ty:c, Sy: b
S0t b usw. einfacher zu schreiben und demgemiB zu setzen:

Spie=6;, Sic=6;, S:ic'=6,, Szg:c=C;
Ty:e'=F,, T,ic=TZ,, T,:¢'=%,, Tgic =Sg;
Se:b'=8y, S81b=0,, Sy;:b'=06, Sp2:b="C;
Ty:b'=%Fy, Tyy:b=Ty, T 0'=%F,;, Tip:b=%T,; (80)
Si5:b'=85, S;:b=06,, S;:b=86, S:0=C;

Ty =Ty, Toib=T,,, T:b=%F;, Tg:b=%I;
Z:h=3,, Zy:h=3,, Zy:h=3;, Zy:h=23,.
Mit diesen neuen Symbolen wird Gleichung (79)

98 = g% + Gy(A'a’ — Ab')b — G, Abb' 4 Sy, AbD'

— By (Ma' — ib*)b,

9816 = 9T + Gy lg + V' (Ra — 2)] — Gjp(da — LDV’

A + &, Mbb' — By, A"

(79a)
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88. Die vier Gleichungen nun, welche die Unbekanuten S,,
Sior Si1s Syp ermitteln lassen, sind die Gleichgewichtsbedingungen
an den vier Knotenpunkten des obern Ringes gegen Verschiebung
in der z-, d. i. in der Lotrichtung.

Am Knoten I liefern die Spannungen der Ringstibe 4 und 1
keinen Beitrag zur Verschiebung in der z-Richtung, siehe Abb. 59
und 61; die Spannungen der beiden Gratstibe 9 und 16 liefern
den Beitrag Syh:b' bezw. S;gh:b, wenn h die Hohe der Kuppel
ist; die Spannung des Diagonalstabes 8 liefert den Beitrag S;h:ec.
Die #uBere Kraft P am Knoten I zerlegt man in drei Komponenten:
eine Z lotrecht, nach oben positiv gezihlt, die beiden andern in
Richtung der anstoBenden Ringstibe. Dann wird die Gleichgewichts
bedingung gegen Translation in lotrechter Richtung am Knoten I
und entsprechend die an den iibrigen Knotenpunkten

Sy h:b 4 Sigh:b - Shic = Z,,
Sioh:b 4+ Sigh: b+ S;hic' = Z,,

Syuhib = S hib 4 Shie = Zg, 81)
Sighib - Spzhib 4 Shic = Z,.
Oder mit Zuhilfenahme der neuen Symbole (80)
Gy + G+ G5 = 31
Cio+ G+ 6 =3 (81a)

G + Sy + G = Bs»

€+ Gys + & = B,

89. Die Tabelle (78) laBt die in diesen vier Gleichungen auf-

tretenden Spannungen S;, Sg, .... Sy alle nach Sy, Spy, Syyy S

und nach den duBeren Kriiften ausdriicken, so wie in (79) geschah,
und damit die vorausgehenden Gleichungen auf die Form

aB — 88, + 76, —d6,;, = g%,
a'©y — 'Sy + 'Sy — 06, = gUs, (82)
aCy —6, 76, —d6,=g¥U;,
'8y, — §'S, + 'S — 06 = g,
bringen, wobei
a = AMaa' — ab' — bb') + i'(ad' — a'b — bb')= o',
g b'[A(a - b) — A') = J,
y bv'(A 42 =
) blA' (' + b')y— 1b'] =

(83)

Il

7
8

und
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2[1 - 81 - (i"s + %w)v
A = 8, — &+ To) -
Wy = By — (T + Ty,
A = 84. "‘(iv +Sz15)~

Die Gleichungen (81) lassen sich unschwer 13sen, wenn man
passend kombiniert und mit den Formen Sy+ S,,, S,, + S,, operiert.
Man erhilt zunéchst

+ @+ PG+ CGyy) — B+ ) (B + 612) = (U 4+ Wy)g,

— (@' +0)(By 4 G,y) + (@' 47) S+ Gpa) = (L4 W) g,

F+ @@= B —6,)) — @ —d) (6 — B,) = U, —Uy)g,

+ @—0) (S —Syy) +(¢' —7) (B — By) = (U — W g,
und daraus nach Substitution der Werte @, 8, . . ., fiir welche mit
Beriicksichtigung von (83)

ety = f+yg a4y,
g+o f—g =g +d,
(e—plaa’ = (e+e)g-(a —y)aa',

(@ —0d)aa' = (e—¢')g = — (8' — d")aa’,

I II

gilt,

+ (@ ‘l'@u) f+ 9) —(@10"‘@12) Ff— o=, +9’[3)9r

(@9+@11 Y (f — 9) + (G +Gio) (F+ 9 = (W + Uy, 85
(B, — By, (¢ + ¢) — (Brg— Bya) (6— e) = (A, — Ay)aa, 8P
- (69— @u) (e — ¢') + (610"“@12) (et e)= (A, — U aa'.

Mit Einfithrung von

48 = @AW, + A+ %(%4—%{3—%—%),
18'= LWL = T O +%L—L-u), )
1D =T+ %A+ j_'b, (9L, — 92U, - 2, + Uy,
4@‘=;?_—5(2[1#2[3—}—%[2—9[4)-—(—1,—:17(%[1—%3—“%2-%%),

wodurch dann die Zyklen

S, €, 6,6,

(D,D, — D, —D
gegeben sind, wird aus dem ersten bezw. zweiten Gleichungspaar
von (85)
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@9+@11=@} bezw. @10+61$=@‘}

v — G = Ci— Gy =D
oder
S, = 120 (G + D),
Slo =120 (& +@‘)1 87)
Sy — 125 (8 — D), (

S =120 (& — D).

Der Zyklus ist naturgemiff bis zum SchluB erhalten geblieben
und dient als Kontrolle: aus der Formel fir S, gehen diejenigen
fir S;g, Sy, Sy durch zyklische Vertauschung hervor.

Hat man mit einem zweiten bezw. dritten Krifteplan die T er-
mittelt, so ist mit vorstehenden Formeln die Aufgabe im Prinzip
gelost.

90. Den AbschluB bilde die kurze Angabe, wie man analytisch
Formeln fiir die 7; und damit auch fir die 4; aufstellt. Zu diesem
Zweck fiihrt man die Bezeichnung der Komponenten der #duBlern
Krifte wieder derart durch, daBl der vierelementige Zyklus weiter
erhalten bleibt. Die lotrechten Komponenten sind schon mit Z be-
zeichnet worden. Von den in Richtung der Ringstibe gehenden
zwei Komponenten am Knoten ¢ des obern Ringes nennt man die
von ¢ nach i} 1 gerichtete P ;4 1, die von ¢ nach ¢—1 gehende
P; i1, siehe Abb. 61. Dadurch sind dann die Komponenten-
zyklen

(Prgy Pogs Pyys Puy), (Poys Py, Pygy Pyg)
gegeben. An dem untern Knotenpunkt V sind die Komponenten
Py, und P;,, genannt, wodurch mit Beriicksichtigung der iibrigen
Knoten VI, VII, VIII die Zyklen

(Pﬁl’ P62’ P73’ P84)’ (P.’)lO’ PGll’ P7 129 [)89)

gegeben sind. Die am Knotenpunkt IX angreifende Kraft bezw.
ihre Komponenten Pyg und Py, bestimmen mit Heranziehung der
Knoten X, XI, XII die Zyklen

(Pogs> Pross Prygr I121)s (Pos Proer Piigs Praa)e
Von diesen Kriften nun bleiben P, , und Pyg auBler Betracht,
da sie von den Stiben 21 bezw. 28 sofort zu den horizontalen

Lagern geleitet werden. In die Abb. 61 sind deswegen diese Krifte
und die ihnen zyklisch entsprechenden nicht eingezeichnet. I’j, =1
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93

Mit g multiplizierte Spannungen unter dem
Einfluf von
P12 -P14 P!il P91

1|—(aa'—30b)| —kb':a ~kb:a +kb:a

2| +kb:a -} od’ + &b’ — b2

3 || — bb' —2bb”:a —20b%: 0 +2b0%': 0

4 +4+20%:0a -+ bb’ -+ &b’ —b?
5 ||+ ke o + b'e’ —+ b'¢ —be'

6! —be —2bb'c:a —2bb'c: a +-2b%:a

71 +2bb¢ + b'c’ + b - — b¢’

8 || —be —kc:a —kc:a + Ekbe: ab’
13 | + bd +2bb%:0a +-2bb2:a —2b%':a
14 || —20%': 0’ — bd’ — bb’ —+ b2
15 || 4 bd -+ kb :a +kb:a —kb:a
16 || —kb: o — bb’ —bb'—g —+ b%4-gb:b
17 0 0 0 0
18 0 (] 0 0 (88)
19 0 0 0 0
20 0 0 0 —gd:b
21 | —& — a'd’ —a'b’! + a'b—g
22 | +ab -+ 250 -+ 250 —2p2
23 || —2bb —a'd’ —a'b’ + a'd
24 || 4-ab + & +k —kb: b
25 0 0 0 0
26 0 (1] 0 0
27 0 0 0 0
28 0 0 0 —gb: ¥
29 | —k — a'd’ —a'd +ab—g
30 | +ab + 280 + 2bb° — 23
31 || —2bb —a'd’ — a'b’ -+ a'd
32 1 -Lab -+ & ! +k — 202

ruft Teilspannungen hervor, die aus dem Cremonaplan der Abb. 64

abzulesen sind.
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Deriibersichtlicheren Schreib-
weise wegen werden diese sowie
die noch zu berechnenden Teil-
spannungen alle mit dem Faktor
g = aa' — 4 bb' multipliziert, ehe
man sie in die Tabelle (88) zu-
sammenstellt. Die Teilspannungen
unter dem EinfluB von P, =1
gibt dieselbe Tabelle mit Hilfe
des Cremonaplanes der Abb. 65.
Die Kraft Py, = 1 bestimmt die
namlichen Teilspannungen wie
Py, =1, ausgenommen im Stab
16, dessen Spannung um den
Druck — 1 groBer wird. Die
Kraft Py, =1 zerlegt man in
zwei Komponenten : die eine b: b’
wird vom Stab 28 unmittelbar
zum horizontalen Lager geleitet;
die zweite d:b' zunidchst vom
Stab 20 zum Knoten V gefiibrt;
dortselbst zerlegt man sie wieder-
um in eine Komponente F'y,,
= -1, unmittelbar zum hori-
zontalen Lager durch den Stab 21
geleitet, und eine zweite P'y
= —b:b', deren Spannungs-
bild schon durch jenes von
P,, = 1 mitbestimmt ist. Die

-Teilspannungen unter dem Ein-

fluB von Py, P, usw. er
hilt man durch zyklische Ver-
tauschung.

91. Es empfiehlt sich
wieder, die oft auftretenden
Quotienten Py,:a', Py:a, . .
einfacher zu schreiben, also zu
setzen
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Pgia'=Pps, Py :a =Pyy , P :a'=Pyy , Py 1a=P,; ;
Py, a—‘Bm’P?,z “—'%32’})43 “-—‘B«;aypu: sBuv
Py:b =Py, P 62 10 =Py , 73 b—szm ’ 84 0 =Py ; 89)
Py :b'=Pyr, Pros:b =Prow Prusd'=Pis Prasd =Ppue

Dann kann man die aus der Tabelle (88) abzulesende Span-
nung T oder besser

gTg:ic=—Ppb -+ 2P bb:ia— Pyub + Pykia
— Pyk:a + Pyub — 2P, bb':a + Pgb
— Pyk:a — Pgybd — 2P, bb':a + Pyb

+ Py kb:ab'— Py, b%:b' 4 2P, 4 b2:a — P, 020,

wenn man noch

(Pyy -+ Pyy — Py, b 2 ¥)ia =Pt a

(Pyy =+ Pgy — Pygpb' 1 b):ia' = Plyy 1 a' = 90

(Pgg 4 Ppg — Pyy b b)ia = Plyyia =Py, (90)

(Pyg 4+ Pgq — Py 40" : )'a‘=P‘43:a
setzt, in der einfacheren Form

— g = (Byg — B'oy) a'b — 2(Pyg — P'3p) 00
+ (PBag — Pp) b — (Pyy — Pk

anschreiben. Ebenso kann man T); zunéchst aus der Tabelle (88)
ablesen als

gTg:b=—P,k:a Py b —2P,bb':a’ -} Pyb

— P, 0 —+ Pyk:a' —Pgb + 2P, bb: a’
— P (b +g:b)+ Pypk:a'  — Py’ 2P, bb':a
4Py (0+g:b')— Pygokbia't’+ Pyy g0 — 2P,,b%:d,

und dann wieder mit Hilfe der Symbole (89) und (90) anschreiben
in der Form
— 9T = (Pro — Pk — (Pos — P'sp)ad!
+ 2(%34 - g*13‘43) o' — (Pyy — PB'1y) ab’
+ (Bs: — Bor) g

92, Um S;, Sip» Si1» S;p zu erhalten, bildet man zunichst
die GroBen 9U,, A;, s, A,, alsdann die Formen
Uy + Uy) + Ay + Ay) und A, — Ay) + (A — AY.
Nach (84) ist
g =98 — 9(Z, —+ Tye)
=g8 + (PBra — Poy) (@b + k) — (Pog — P'35) (@ -+ 2030’
+ (PBge — P'ea) (@' 20% — (Byy — B'hy) (@' 4 k)
+($B51 — PBa)g-
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gW,, g, g, erhdlt man durch zyklische Vertauschung und
alsdann die Formen

QI1"f‘gla"l"%[z‘{—914: 31 +83 +82 +84
+ Por + Prs - B +Bso)
— (Bor + Burs + Bioo +Pras)s

AU+ —A— A = B +8 —38 —8

e A L

2a(a'420
___if‘;‘ )(2323 - ‘*B‘z;z +§‘B41 _S»B'u)

+ (S'Bm + s:‘373 - S'Bsz _%’84)
— By + Brrs — Pros —PBrao)s
2[1—913‘1“%[2_9{4: 81—83 +82 ‘—84
+ 2 (sBes - S'B‘sz - s'1341 +SB‘14)
+ PBsi — Pos + P —PBsy)
— (PBgy — Biis+ Broz —Pia)s
2[1*%3—9[2'}"9[4: 81—83 _82 +84
’I‘ 2(Pro— PBlar — Py +SB‘43)
+ (PBsr — Pos — Paz -+ Pss)
- (2]391 - sBu : 513102 —I_SBIH)‘

Diese vier Formen, fiir die man noch abkiirzende Symbole ein-
fithren kann, bestimmen nach (86) und (87) recht einfach die ge-
suchten Spannungen, womit, wie bereits erwihnt, im Prinzip die

Aufgabe gelost ist.
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