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Idealisiert man das Kraftfeld einer Molekel durch Annahme der Separierbarkeit 
in elliptischen Koordinaten, so läßt sich die Streuintensität von Elektronen in 
einzelne Teilquerschnitte zerlegen, die in bestimmter Weise vom Winkel ab­
hängen. Es besteht ein anschaulicher Zusammenhang zwischen den Teilquer­
schnitten und den Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen, sowie zwischen 

den Zahlen m und l und der Höhe der Maxima. 

I. Vorbetrachtung. Die Untersuchungen von L. Mensing1), Oppen­
heimer2) und Holtsmark 3) haben gezeigt, daß sich der Ramsauereffekt 
deuten läßt als Streuung einer ebenen Welle an einem Medium von ver­
änderlichem Brechungsindex. Man ersetzt dann das Atom durch ein kugel­
symmetrisches Feld und löst die Schrödingersehe Gleichung für ein 
Elektron in diesem Kraftfeld. Dieses Verfahren ist jedoch nur brauchbar, 
wenn eine abgeschlossene Schale, d. h. ein 18-Term als Grundzustand vor­
liegt. In diesem Falle ist nämlich die Anregungsenergie besonders hoch; 
außerdem kann der Austausch vernachlässigt werden. Zur Vereinfachung 
wird angenommen, daß das Atomfeld in endlicher Entfernung abbricht. 
Im kugelsymmetrischen Felde des Innenraumes hat dann die Lösung die 
Gestalt: 

P (r, ft, q;) = ::81J'z (r) 17' ( {}, q;) 

mit der Randbedingung, daß tp 1 (r) endlich bleiben soll. Die einfallende 
ebeneWelle läßt sich als Reihe nach Kugelfunktionen entwickeln; die Lösung 
stellt im Außenraume ein Aggregat von ein- und auslaufenden Kugelwellen 
dar. Schreibt man dieses hin als Summe der ebenen Welle und einer aus­
laufenden Kugelwelle, so gibt die Intensität der letzteren die Streuung. Die 
Anschlußbedingungen am Atomrande sind: Stetigkeit der Wellenfunktion 

1 ) L. Mensing, ZS. f. Phys. 45, 603, 1927. 
2) V. Oppenheimer, Phys. Rev. 32, 361, 1928. 
3 ) J. Holtsmark, ZS. f. Phys. 52, 485, 1928. 
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und ihrer Ableitung in Richtung der Normalen (r), und zwar gilt dies wegen 
der Orthogonalität der Kugelfunktionen für jede Ordnung Z einzeln. (Da 
beim Atom keine Achse ausgezeichnet ist, kann man diez-Achsein Richtung 
der Wellennormalen wählen. Es treten dann in der Entwicklung nur Kugel­
funktionen mit m = 0 auf.) Die Veränderung, die die ebene Welle beim 
Durchgang durch das Atom erleidet, kann man auch beschreiben durch die 
Phasenverschiebungen CJ 1 zwischen der ein- und auslaufenden Teilkugelwelle. 

Die Streuung in einer vorgegebenen Richtung-& ist dann1) (A. = V 2;E): 
F({)o)=(n A. )2 :::;B (-)1 + 1'(2l+ 1) (2l' + 1) sinCJ1 sin Cl1·cos(CJ1-CJZ')P1( cos{)o) P1• ( cos -&) 

~:n; !, l' 

= :::;B q,l'(A.)· R,,,(-&). 
l,l' 

Den "Wirkungsquerschnitt" erhält man durch Multiplikation mit der 
Anzahl N 1 der Gasmoleküle in Kubikzentimetern bei 1 mm Hg. Für rlie 
Gesamtstreuung erhält man: 

n in 

W.-Q. = J J F({)o) sin~d~d<p = 4:nNJ2:y f (2l + 1) sin2 CJ1 

0 0 

es treten also jetzt keine "gemischten" Glieder mehr auf. Morse und 
Al1is2) haben gezeigt, daß der Verlauf des Wirkungsquerschnittes und der 
Teilquerschnitte in Beziehung gesetzt werden kann zum Schalenbau der 
Atome. Man kann sogar schließen auf das Verhalten der Eigenfunktionen 
am Rande, wie aus den Diskussionen noch hervorgehen wird. 

Aufgabe dieser Betrachtungen ist die Herleitung eines analogen 
Ausdruckes für Moleküle, der sich unter gewissen idealisierenden Voraus­
setzungen schreiben läßt als eine Summe von "Tcilquerschnitten", multi­
pliziert mit Kugelfunktionen. Aus dem Verlaufe der empirischen Streu­
kurven kann man dann auf das V erhalten der Eigenfunktionen schließen. 
Die Entartung nach 'ln ist jetzt aufgehoben. Die Voraussetzungen sind dabei 
folgende: 

1. Das Feld soll in elliptischen Koordinaten separierbar sein. 
2. Der "Rand" soll ein (im Endlichen liegendes) Ellipsoid sein. 

1 ) J. Holtsmark, ZS. f. Phys. 55, 437, 1929. 
2) W. P. Allis u. P. M. Morse, ebenda 70, 567, 1931. 
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11. Mathematische Grundlagen. Den Kernabstand der Molekel setze 
ich gleich 2a, dann kann ich die elliptischen Koordinaten folgendermaßen 
definieren: 

~ = rt + r2 = _!_ (V x~ + y2 + (z + a)2 + V x2 + y2 + (z- a)2), 
2a 2a 

'YJ = ri- r2 = _!_ (Vx2 + y" + (z + a)2- Vx2 + y2 + (z-a)2), (1) 
2a 2a 

y 
cp = arc tg- · 

X 

Umkehrung: 

e = Vx2 + y2 = a l~ -1 V1- 'Y/2, 

z = a~'YJ· 

In großer Entfernung von den streuenden Zentren wird: 

~= 2r ('y1
1 +2az+a2 +1f 1 _2az-a2)-r-, } 

a r 2 r r 2 a 

'YJ = 2ra [ 1 + 2 a;: a2 ... - ( 1 - 2 a ~ r2 ~2 ... ) 1- ~ = cos ß. 
(2) 

(ß gibt also die Richtung der Asymptoten an das Hyperboloid 'YJ = const 
2 "'i (z cosa + xcos.x) 

an.) Die ebene Welle lJI = e 1 hat in elliptischen Koordinaten 
die Gestalt: 

2nia ~~v--. 
ITI(I= -.-(~~cosa+ rP-1 l-~2smacoscp) 
r s-, 'Yj, cp) = e 

und genügt der Wellengleichung: 

( h2 
-- L1 +E) P = 0 

8n2 fl 

in elliptischen Koordinaten: 

(S) 

Um auf dimensionslose Größen zu kommen, messen wir die Energie in 
Einheiten: 

-(2 )2 .2f1,E_(2na)2 

e- n a h2 - A . 
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Bei N 2 , dem nach Ra.settil) ein Kernabstand von l,lA zukommt, 

hängt e mit der Elektronenenergie in Volt zusammc•n durch die Beziehung: 

e = 8,05 ·10-2 • VoltzahL 

e = 1 entspricht einer Energie von 12,4 Volt. Zu höheren Werten zu 

gehen, hat keinen Zweck, weil im Bereiche der Ionisationsspannung die 

~echnung sicher keine brauchbaren ReHultate mehr liefert. 

Die Wellengleichung (3) lautet nunmehr (nach Multiplikation mit 

~2-'Y/2 = ~2-1 + 1-rl): 

[ 
f) f) 1 ()2 J 
f)~ W- 1) f)~ + ~2 __::-i ßq;2 + e$2 "P = UVJ 

= [i_ ('Y/2 -1) i_ + 1_ ()~2 + BT)2] '"• (4) 
OT) OT) T) 2 - 1 f)· T 

wo x eine noch zu bestimmende Separationskonstante ist. Die Gleichung 

läßt sich offenbar lösen durch den Ansatz: 

lJI = "PW VJ(1]) e±im'f', 

da.nn gelten die Gleichungen: 

[ d d -m2 J 
d$W-1)d~-$2-1 + e$2-u_ VJ($) =0, 

[ d 2 d m2 2] -(1-Tj)--- ,+X-BT) VJ(T))=O. 
drJ drJ 1 - rJ 2 -

(4a) 

(4 b) 

Macla. ur in 2) stellte die Lösungen dieses Gleichungssystems als Potenz­

reihen dar und zeigte, daß die Randbedingung: Endlichbleiben in den 

Kernen, d. h. für $ = 1 und I T) I = 1, nur mit gewissen Werten von x ver­

träglich ist. In diesen Fällen aber sind düe Reihen auch für $ beständig 

. sin ~ v; cos nr; 
konvergent, und zwar Wie ,1- oder -- ,1- · für großt> \Verte von $. 

~fe $ye 
Für unsere Analyse einer ebenen Welle günstiger sind die Ansätze von 

Niven3) und Ehrenhaft 4), die VJ(TJ) als Beibenentwicklung nach Kugel­

funktionen, "P ($) als Reihe nach halbzahligen Bosseischen Punktionen 

ansetzen. (Die fraglichen Funktionen sind Ausartungen der Lanuflschen 

Funktionen für den Fall eines Rotationsellipsoides.) 
Die Gleichung (4b) stellt für x = l(l + 1) und e = 0 die Differential­

gleichung der zugeordneten Kugelfunktionen p;n (TJi dar; es liegt also nahe, 

1) F. Rasetti, Phys. Rev. 34, 367, 1929. 
2) R. C. Maclaurin, Trans. Camb. Phil. Soc. 17, 41, 1898. 
3 ) C.Niven, Phil. Trans. London 171,117,1880. 
4 ) F. Ehrenhaft, Wiener Ber. 113, 273, 1904. 
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für 'lf! (17) eine Reihenentwicklung nach zugeordneten Kugelfunktionen vor­
zunehmen, in der e als Störungsparameter auftritt. Da die obenerwähnten 
Entwicklungen eine jetzt ungebräuchliche Normierung benutzen, sei die 
Methode hier noch einmal dargestellt. Ausgehend von den Definitions­
gleichungen 

1 dm+l 
P"('(17) = (1- 172)m/2 p~m) (17) = (1- 172)m/2. 2ll! • d17m + l (rl-l)l 

und der Rekursionsformel 

(2Z + 1)17P"('(7J) = (l-m + 1)P"('+I(17) + (l + m)P"('_I(17) 

wird die Gleichung folgendermaßen umgeformt: 

[ d 2 d m2 ] 2 
d17 (1- 17) d17- 1-172 + "'_ 'lf!(17) = 817 1jJ(17)· (4 b') 

Um Verwechslungen zu verhüten und dabei doch an die Kugelfunktionen 
zu erinnern, soll fortan 'lf!(17) = ll"('(17) geschrieben werden, wobei das l 
so gewählt wird, daß 

limfl"('(17) = b"('P"('(17) 
•=O 

besteht, wobei b"(' ein Normierungsfaktor sein soll. Setzt man die Reihen­
entwicklung 

'lf! (17) = ll"(' (17) = :;8 b:;' P:;' (17) 
n 

in die Gleichung ( 4 b') ein, so ergibt sich: 

=? b., [dd17 (1- 172) dd17 - 1 m217'J + "'1 P;:' (17) = e rl ~ b., P:;'(17), 

m ""0 {(n-m+1)(n-m+2) m 
=?b.,[u-n(n+1)]Pn(17) = e~b.. (2n+S)(2 n+ 1) Pn+2(17) 

2 n2 + 2 n- 2m2 - 1 m (n + m) (n + m- 1) m } 

+ (2n+S)(2n-1) Pn(17)+ (2n+1)(2n-1) Pn- 2 (17)' 

Multipliziert man hier mit P:: (17) und integriert, so folgt wegen der Ortho­
gonalität der Kugelfunktionen: 

{(n- m-1) (n-m) 
[u-n(n+ 1)]bn = e (2 n-S)(2n- 1) bn-2 

2n2+2n-2m2 -1b (n+m+2)(n+m+1) } 
+ (2 n -1) (2 n + S) n + (2 n + S) (2 n + 5). bn + 2 • ( 5) 

In der Entwicklung treten also nur solche Werte n auf, die sich von l um 
gerade Zahlen unterscheiden. Der kleinste davon ist n = modern = m + 1. 
Im ersten Falle ist n;: (17) gerade, im anderen ungerade in YJ. Dieses Ver­
halten war auch nach der Gleichung (4b) zu erwarten, da sie invariant ist 
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gegenüber der Substitution 'YJ -+ -- 'YJ· Zur Vereinfachung späterer Über­
legungen definiere ich eine Zahl r mit den Werten 0 und 1 durch die 

Gleichung l-m _ n-m = r(mod2). (6) 

Als Reihenentwicklung erhalten wir jetzt: 

00 

JTt('YJ) = :;8bm+r+2tP::!+r+2t('YJ)· 
t=o 

Die Rekursionsformel (5) der Koeffizienten stellt ein System linearer, 
homogener Gleichungen dar, das nur dann lösbar ist, wenn die Koeffizienten­
Determinante verschwindet. Somit erhalten wir als Bestimmungsgleichung 

für den Parameter ": 

r =0 " 2m2 +1 

lim 

r=1 

lim 

-----
8 s 

(m-1)(m-2) 
1·3 

0 

0 

"-2 3-2m2 
----

8 1·5 

(m-2)(m-3) 
3·5 

0 

(m+1)(m+2) 
3·5 

"-6 11-2m2 
--~~--

13 3·7 

(m- 3)(m-4) 

5·7 
0 

(nH2)(nHS) 
5·7 

"-12 23-2m2 

e 5· 9 

(rn -4) (m-5) 

7·9 

0 

(m + 3)(m+4) 
--·- -·------

7·9 

"-20 39-2m2 
= 0. (7a) 

-------~ 

e 7 ·11 

0 

(m+4)(m+5) 
~--~-~-

9 ·11 = 0. (7b) 

"-30 59-2m2 
---~--

e 9 ·13 

• • • I 
I 

Eine erste Näherung erhält man, wenn man eins der Diagonalelemente 
gleich Null setzt : 

2l2 + 2 l - 2 m2 - 1 
" = l (l + 1) + (2l- 1) (2Z + 3) e. 

In der zweiten Nähc.rung ist dann die Determinante gleich Null zu setzen, 
die aus dem Diagonalelement (l) und seinen Nachbarn entsteht, u:;f. Aus 
der Rekursionsformel (5) folgt, daß die Näherungswerte der Determinante 

bis auf einen Zahlenfaktor die Koeffizienten bm + r + 21 der Reihenent­
wicklung ergeben. Um b bis en zu kennen, muß man " bis e2 n berechnet 

haben. Im vorliegenden Falle wurde " bis e4 bestimmt, stellenweise noch 
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weiter. Da diese Entwicklungen auch für H 2- und Ht-Berechnungen von 
Interesse sind, seien sie hier vollständig mitgeteilt, und zwar unter Be­
nutzung der spektroskopischen Symbole s, p, d für l = 0, 1, 2 und a, n, ~ 
für m = 0, 1, 2. 

m = 0 (a) 

sa x = 

e 2 e2 13 es 
-g-+ 3'·7 +36 ·52 ·7 ··· 

e2 4es 
3·52 ·7-3s·52 ·7·11 

es 

e 2 e2 

-25-32 • 5' ... 

e2 
32 • 5 --=-72 ••. 

4 · 23 e6 4 · 19 · 6763 e6 

39 ·52·7·11 + 310·5s·73·11·13 ... 

da "= 6 + 11 E + 2·47e11 _ 4·5347e3 _10·363383e4 ... 
- 21 21 s 11 . 215 11 . 13 . 217 

b0 = 1 

b = 45 + 10 + 5 · 47 e ... 
2 e 7 3~. 78 

54 26 ·3·5e 
b, = - 49-~ll- ... 

5e 
-72 ·11 ... 

m = 1 (n) 
e 4 e2 8 es 4 · 31 e4 

P n " = 2 + 5 - 53 • 7 + 3 · 55 • 7 - 56 • 73 • 11 
b! = 1 

e 2e2 

bs = - 3 . 52 + 32 . 54 ... 
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3 8 4 82 8 e2 20 · 271 84 8 · 191 85 

d1t "= 6 + 7-3.73 + 3.75 =li + 3~7~11: :i.3- 35.78 ·11-:-w. 
b0 = 0 

b2 = 1 
38 682 

b 4 = - 5. 72 + ~74 ·tl ... 

b -6 -

m = 2 (eS) 
8 282 4·583 2·277784 

d {J " = 6 + 7- S · 73 + S · 75 0i- S4 • 77 • ll·ls ... 

b0 = 0 

b2 = 1 
8 282 

b4 = - 5~ + 74 . 11 ... 

Die Gleichung (4a) läßt für ~ dieselbe Entwicklung zu Wie (4b); es ist 
jedoch zweckmäßiger, den Grenzübergang zur Kugel vorzunehmen, weil 
von da aus die Analyse der ebenen Welle erfolgen kann. Wegen des Ver­
haltens an der singulären Stelle ~ = 1 ist zunächst der Ansatz zu machen 

1fl<~> =(1-~~r/2w<~. 
dann entsteht aus (4a) die Gleichung: 

~2 (~2 -1) w" + 2~(~2 + m) w' + [8~4 - "~2 - m(m + 1)] w = 0. (4a') 

Mit a -7 0 wird ~ unendlich, 8 jedoch verschwindet, so daß 

,- r 21ta 21tr 
~V8 =C-a· -A.- = T (wegen 2.) 

endlich bleibt. Bei der Kugel treten Entwicklungsglieder auf, die sich wie 
1 + 2 .. i .. 

- e- l verhalten. Mit der Substitution C = ~ y; geht (4a') über in 
r 

2 (d2 2 d ") (d2 2m d m(m+1))· c ac2 +I ac+ 1-r w = 8 ac2-T ac+- --r-- w. (s) 

Für e = 0 und " = l (l + 1) besitzt diese Gleichung die Lösungen: 

(9} 
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sl = c~( ~ aacY (si~C) = (-)z V :c Iz + { (C), 

Cz = czG adcY(co;c)= V :c l_z_i(C) 
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mit dem asymptotischen Verhalten 

l . ±('") _ 1 ±i(~+ 1;) 
, 1m e1 " - -y:: e . 
s-+-oo ~ 

Ferner ist zu bemerken, daß für C = 0 die Lösung s1(C) verschwindet 
wie C1, Cz(C) hingegen unendlich wird wie c-z- 1• Für diese Funktionen 
gelten folgende Rekursionsformeln (vgl. Ehrenhaft, l. c.): 

2m+ 1 
en -j- 1 + --c- e,. + en- 1 = 0, 

d n n+1 d c e,. = c en + en + 1 = -- -c- en - en - 1• 

Setzt man jetzt 1p (~) als Reihe nach den Funktionen en (~ V~) an, so erhält 
man mit Hilfe der Rekursionsformeln aus 

(10) 

und (8): 
""' {(n + m + 1) (n + m + 2) ~[n(n+1)-u]anen(C) = s~an (2 n+S)(2n+ 1) en+2 

2n2 +2n-2m2 -1 (n-m)(n-m-1) 1 
(2 n +- 3) (2 n - 1) en + - (2 n +l)(in--= i) en- 2 f 

{(n+m)(n+m-1) 2n2 +2n-2m2 -1 
= 8 ~ en(C) (2-n -1) (2n- 8)--an - 2 - (2n _:_i) (2n + 3) an 

(n-rn+2)(n-m +1) } + ~ + i3)(2n+f5) -an +2 · (Ba) 

Gleichsetzen der Koeffizienten von en gibt eine Rekursionsformel für die an; 
man überzeugt sich leicht, daß die Bedingungsgleichung für die Lösbarkeit 
dieselben Reihen für u liefert Wie (7). Bis auf Zahlenfaktoren stimmen die 
Koeffizienten an mit den bn überein, nämlich: 

_ tr!(2rn+2t+r)!b 
am + r + 2 t - (-) (2 t f- r)! (2m + r)! m + r + 2 t. 

Für späteren 
werden: 

Gebrauch sollen noch folgende Abkürzungen eingeführt 

S't(C) = 1- l:2 ..:::::.. ansn(C), 
\i n=m+r+ 2t (ll) 

( 1 )m/2 ~ l 
C't(C) = (1- ~~f12 :8a"c"(C). 
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Es existieren für sie folgende Grenzwerte: 

(12) 

wenn man mit Qf'(~) die Kugelfunktionen zweiter Art Lezeichm·t: 

Daraus geht hervor, daß Sf'(C) an der Stelle ~ = 1 regulär ist, während 

Cf' (C) eine logarithmische Singularität besitzt. Da die Kerne keine Quell­

punkte für die ebene Welle sind, dürfe11 in der Entwicklung nur die Funk­

tionen Sf' (C) auftreten. Bei Herstellung des AllRchlusses am Rande der 

Molekel werden jedoch auch die C;"(C) gebraucht. 

Zerlegung einer ebenen Welle in elliptischen Koordinaten [nach den 

Funktionen 8(C) ·Il(rJ, cp)]. Zunächst werde noch eine neue Bezeichnung 

eingeführt : 

6(C) = W -1) 2 S(C). (11 a) 

Das erste Glied in der Potenzreihenentwicklung von 6 (C) ist hier 

m (-v;)m+r~r 
61 (C) = (2m -+2r -t--1)!! + .. . 

(2n)!! = 2.4 ... 2n (2n+ 1)!! = 1.3 ... (2n + 1). 

Die ebene Welle werde nunmehr als Reihe angesetzt lnach (3a)]: 

2 ~iaÜ~cosa + y,2_1 VI-~2 sinacos<p) i Y,(~~cosa+ t~"-1 \'1-~2sinacosrp) 
e =e 

= :S gf' (oc) W -- 1)m/2 6;" (C) II;" ('YJ) jlc~s m cp. 
m, 1 sm m cp 

Eine Entwicklung der Exponentialfunktion zeigt zunächst, daß bei unserer 

Wahl der Koordinatenachsen (y-Achse parallel zur vVellenfläche) nur 

. Potenzen von cos cp auftreten, die sich in Reihen nach cos m cp umordnen 

lassen; sin 1n cp tritt also nicht auf. Aus den bekannten Sätzen über die 

Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung folgt, daß die Jl;"(YJ) cos mcp 
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em vollständiges, orthogonales Funktionensystem bilden. Daraus folgt 
zunächst: 

1 2"' J drJ J d q; ei v-;- ü ~ cos a + V~2 - 1 V1- 112 sin a cos <p). JI'(' (YJ) cos m q; 
-1 0 

Dabei ist 
1 

I"' = f [II'(' (n)J2 dn, 
-1 

o0 m die bekannte Cl-Funktion, und g'(' (cx) ist als Koeffizient der niedrigsten 
Potenz von ; in der Reihenentwicklung von 6'(' zu bestimmen. Nun ist 

ei y-;- (/; '1 cos a + Hz -1 V1- 172 sin a cos <p) 

·•+t 

( s + t (- e) 2 = :2 ) -------1 (; rJ coscx)8 (;2- 1)112 (1- rJ2)1i2 sin1 tx cos1 q;, 
.• ,t s (s + t). 

ferner wird 
27l 

J cos1 q; cos m q; d q; = 0 

0 

für fm > t 
Im- t_1 (mod2). 

Das Integral verschwindet nur dann nicht, wenn t = m + 2 v; in diesem 
Falle wird 

27l 

I (m + 2v) 2n cosm + 2 v q; · cos m qJ • d qJ = · -- --
• V , 2m+ 2 v' 
0 

also 
'1t (1 + Oo m) I'(' g'(' (tx) (;2 -1)mf2 6'{' (C) 

=2n(;2-1)~:2:2(;2_1)v(m+2v)- (rn+s+2v) (-eFJ
1 ( 1 _YJ2)~+v sinm+ 2vcx(~ncoscx~ II'!'(YJ)drJ 

8 1- V s 2m+ 2 v (s+m+2v)! 
-1 

•+m+2v 1 

~ (;2-1)v~• (-e)--2- J m+v 
-2 n (;2 -1) 2 :2:2 sinm + 21'cxcos8 tx · YJ8 (1- YJ2)2 . II'f'(YJ) drJ 
- 8 v (2 V)! ! (2m + 2 V)! ! S! 

-1 

Da nur der Koeffizient der niedrigsten Potenz von ; zu bestimmen ist, 
kommen fürs nur die Werte 0 oder 1 in Frage, also nach (6) r =' s. Damit 

w~d m+r+2r 
m m (- y-;y+m 2 (-)v(-e)-- 2 - cos•cxsinm+ 2 vtx 

1t ·gt (tx)(2m+2r+l)f1 = l+oo-: =? (2v)!!(2m+2v)!! 
1 . J 'r/r (1- 'Y/2)m/2 + v. JI'(' ('rj) drJ. 

-1 
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In dem noch verbleibenden Integral 
1 1 

Jr((1-r/)'2-+v.JTr'(r;)dr; = ~ bn fr;r(1-r;2)~HP:+r+2t(YJ)dr; 
n=m+r+2tJ 

-1 -1 

haben die einzelnen Integrale den Wert 1) 

1 

J r( _ 2)~-1-vpm ( )d _ (-)t(v)(2~1~v)~!~n~!2r+2t-:::1)!!·( ) 
r; 1 r; m+r+ 2 t r; r;- 2 t (2rn+2r+2t+2v+1)!! 13 

-1 

Durch Einsetzen erhält man hieraus den Entwicklungskoeffizienten 

m 4(2m + 2r + 1)!!(. ) .. 
Yz (oc) o= ( b )Jm- ~COS()( r (~smoc)m 

1 + om l 

(esin2 oc)v (v) (2m+ 2r + 2t -1)!! 
· ~ (2v)!!-· ~brn+r+ 2 t(-)t t "(z:m + 2r+ 2T+-2v + 1)!!. (14) 

In dem für e in Betracht kommenden Bereiche ist diese Anordnung a.m 

bequemsten, für große 8 wäre jedoch eine Umordnung nach bn vorzuziehen 

mit Summation über v, die den S'(' analog gebaute Funktionen liefert. In 

unserem Falle können wir setzen, bis auf Größen von dc•r Ordnung 82 : 

1 

l·m bm2J m )·2d 2 (l+·m)! m~ z = ( z) [Pt (r;] r; = - ·- ----(bt). 
2Z + 1 (l-rn)! 

-1 

Dies ergibt folgende Zahlenwerte für die Koeffizienten g: 

goo = 1 + esin2 oc (_!_ + ~) + 8 2 sin4 oc. _!_ + ... 
2 3 135 4 30 ' 

1 ) Vgl. Anhang. 
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Als Grenzwerte erhält man 

m ( ) ( · l ( l ( .s: (l- m)! m g~=rxo = -~) 2 +1) 2-u0 m)(l+m)!P1 (cosrx), (14a) 

welche Werte sich auch ergeben, wenn man auf die Rayleighsche Zer­
legung einer ebenen Welle das Additionstheorem der Kugelfunktionen 
anwendet. 

Das Molekelinnere werde beschrieben durch ein Kraftfeld: 

V = _ 2Z e2 ~ f (~) + g (1}). 
a ~2_ 172 

Bei Zugrundelegung eines derartigen Feldes ist die Schrödingersche 
Gleichung in elliptischen Koordinaten separierbar. Als Spezialfall enthält 
es das Coulombfeld der Kerne: 

-V= e2 (ZI +Z2)~+ (Z2-ZJ)YJ = e2{zl + ~)-
a ~t - 1}2 \ r I r 2 

Ein dermaßen separierbares Feld ist aber immer noch zu allgornt-in, denn 
die Bedingung ~ f ( ~) + g ( Y)) == 0 liefert kein Ellipsoid als Hand. Die 
Behandlung der Gleichung in Analogie zum Atom ist aber nur möglich, 
wenn ein "Rand" ~ = ~0 existiert. Die Funktionen IT'('(1}) stimmen dann 
innen und außen überein, ebenso die Separationskonstanten x. Das Potential 
sei nunmehr so gewählt, daß 

- V = 2Z e2 ~ f (~) f·· t __/ t l 
1:2 2 ur " ~ "o> 

a " -1} 

- V = 0 " ~-;> ~o { 

(15) 

gilt, mithin /(~0) = 0 und g (YJ) = 0. 

Die Lösung im Außenraume ist zusammenzusetzen aus den beidem 
linear unabhängigen Lösungen S (C) und C (C). Wegen der Orthogonalität 
der ll'('(YJ) cos rn cp kann man den Anschluß für alle Ordnungen l und m 

einzeln vornehmen. Es wird also (n steht für m und l): 

Daraus folgt 
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Es ist also für die Berechnung von tg lJ nur die Kenntnis von 1p' f"P an 
der Stelle ~0 erforderlich. Zunächst ist das Verhalten des Ausdruckes 

aS(C') + bC(C) in großer Entfernung von den streuenden Zentren zu unter-

suchen. Der Faktor ( 1 - ; 2 f 12 besitzt den Grenzwert 1, für den Rest 

ist das asymptotische V erhalten nach (9 a) : 

Sz "' ~ sin ( C + l ;). 

1 ( l :n;) 0 1 "'-' ""f cos C + 2 · 

Mit e = fa2 + b2 wird al~:~o 

af' S'{' (C) + bf' Cf' (C) ""' ef' · ~ sin ( C + llf' + l ;) · (17) 

Statt der Sf'(C), die bei der Analyse der ebenen Welle auftraten, erhält 
man jetzt Funktionen S, deren Argument eine "Phasenverschiebung" IJf' 
erlitten hat. Schreibt man statt dieser die ebene Welle hin und eine aus­
laufende Kugelwelle, so ist deren Koeffizient die Amplitude der Streuwelle 

aS+bC = gS+d(C-iS) = gS+dE-(C), 

b d 
-=tgll=--.' 
a g- ~d 

d dtglJ ·~ -~ 
= = gsmue-'"· 

1 + itgl5 

Die Intensität der auslaufenden Welle ergibt schließlich die Streuung 

F (u.,ß, cp) = lim r ~ d,. 1p,. (~. "'• cp) · d,.. 1iJ,.• (~, "'• cp) = lim ~ r2 Ei (C) · Et (C') 
r_., oo n, n' l, l' 

m•l l' m m' 
· ~ ~···gf'(u.)·gf.''(u.)sinßf'sin15r''e-;J1 +i"z· IIf'(TJ)cosmcpii';'(rJ)cosm'cp, 
m=om'=O 

wobei wegen (9a): 

. r 2 i(l'-n!!. (). ) 2 ., 
hm r 2 E! (C) Et (C) = ,.2 e 2 = -2 'b1 - 1• 
r~~ ~ n 

Der Koeffizient gf'(u.) enthält jetzt noch den Faktor (-- i)1; ich setze 
daher Gf' = i1g'{', wo nunmehr Gf' reell ist. Somit wird endlich 

F (u.,ß, cp) 
Ä 2 !, l' 

= (-) ~ (-)l +I' ~ G'(' (u.) Gr' (U.) sin ßf' sin 151(/ COS (15f' - tJfj') 
2 :n; l, l' m,m'=o 

• Ilf' (TJ) cos m tp · II?f' (TJ) cos m' tp. (18a) 

(18) 
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Dabei bedeutet a. den Einfallswinkel, ß = arccos YJ den Ausfallswinkel gegen 
die Molekelachse. Den experimentell definierten Wirkungsquerschnitt 
erhält man, wenn man obigen Ausdruck 1nit der Zahl N 1 der Moleküle im 
Kubikzentimeter bei 1 mm Hg und 0° C multipliziert, außerdem über 
sämtliche möglichen Stellungen der MolekPlachse mittelt. P (a., ß, rp) ist 
eine Summe von Produkten aus zwei wesentlich verschiedenen Faktoren, 
nämlich: 

1. den Richtungsgliedern 
m m' ß Gm am' nm TTffl 1 I 9\zz' (a, , rp) = 1 (a.) z• (a.) 1.1. z (Y)) cos m rp·llz• (YJ) cos m rp, 

2. den Teilquerschnitten (19) 

m m' N ( A )2 ( )I l' • sm • sm' (-"m sm' qzz• = 1 • 2 TC - + sm u1 sm u1• cos u1 - u1• ) • 

Die Gesamtstreuung erhält man endlich, wenn man noch über siimtliche 
Beobachtungsrichtungen mittelt. In diesem Falle kann man bequemer 
erst über rp und Y), dann über a. integrieren, es fallen dann die Glieder mit 
m =f= m' und l =f= l' heraus. Führt man die Mittelung nur in nullter 
Näherung durch (vgl. III), so erhält man 

W. Q. = 4 TC N 1 ( 2). ) 2 ::8 (2 -150 m) sin2 15f'. 
TC m<:::.z 

(20) 

Analog wie beim Atom treten auch beim Molekül in der Gesamtstreuung 
nur "ungemischte" Glieder auf. 

111. Die Richtungsglieder. Die Glieder 9\ (a.ß rp) hängen nur implizit 
von dem Winkel ß des einfallenden Strahles gegen die Beobachtungs­
richtung ab. Um über sämtliche Lagen der Molekel zu mitteln, werde bei 
festem Winkel ß ilie Achse in sämtliche Stellungen a. gegen den einfallenden 
Strahl gedreht. Bei festem a. kann die Einfallsebene mit der Strahlebene 
noch einen Winkel w einschließen. Es gelten also folgende Beziehungen: 

YJ = cos ß = cos a. cos% + sin a. sin {) cos w, 

V1- YJ2 sin rp = sin ß sin rp = sin {)- sinw, 

sin Cl. COS ß- COSC/.. sin ß COSOJ 
cosrp = ---------v~1====Y)=2--

m m 

cos m rp enthält den Faktor (1 - YJ2) 2 , Flf'(YJ) dagegen (1 - YJ2) 2 , das 
Produkt also nur rationale Ausdrücke in sin a., cos a., sin w und cos w. 

Zeitsclulft für Physik. Bd. 76. 31 
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Gesucht wird jetzt der Mittelwert R ( {}), der außer von {} nur noch von 
dem Energieparameter e abhängt: 

2n n 

mm' 1 J J · mm' Rll' (-lt) = 4 :n; dw smocdoc· ilt11• (oc,ß, q;). 

0 0 

Da. sich ein allgemeiner Ausdruck für Integra.le dieser Art nicht ermitteln 
ließ, wurde die Integration für die wichtigsten Spezialfälle bis zur zweiten 
Näherung durchgeführt, für rn = 2, also Glieder, welche sicher nur mit 
kleiner Amplitude auftreten (vgl. die spätere Diskussion von q'('z,m') nur in 
der nullten Näherung. Das Rechenverfahren ist recht unübersrchtlich, es 
soll daher im folgenden nur skizziert werden. Zunächst Wt>nlen die Glieder 
zusammengefaßt, die oc explizit enth<tlten, und in eine Heihe umgeordnet: 

m m' , . , ~ (e sin2 oc) Gz (oc)Gz, (oc) = cosr+rocsmm+m oc·~c" -- -- "· 
n 2 

m 

II)ml ('Y/) = (1 -172) 2 II'{' ('Y/) hat als Reihenentvvicklung die Gestalt 

wobei 

bedeutet. 

ll)ml('YJ) = ~bnP~ml('fJ) = ~ßtPt('f/), 

Es ist nämlich 

n t 

(m) dm 
Pz ('Yj) = d-- Pz ('f/) 

'fjm 

P~1\'f/) = (2Z-1) Pz-1 + P?2.2 

= (2Z-1)P!- 1 +(2Z-5)Pz- 3 +P~l_!_~ usw. 

= ~(2Z-4r-1)Pz-2r-I· 

Das Produkt zwei er Legendrescher Polynome kann man wiederum als 
Reihe nach einfachen Legendresehen Polynomen hinschreiben und auf 
diese endlich das Additionstheorem der Kugelfunktionen anwenden: 

~ (n-rn)! m m P n ('YJ) = P n (cos oc) P n (cos ß) + 2~ (-------)-1 P n ( cosoc) P n ( cos ß) cos rnw. 
m=ln+m. 

Es bleiben zum Schluß nur noch Integrale von der Form (13) zu berechnen, 
die multipliziert sind mit Ausdrücken wie cosn {} sinm {} P'{' (cos 1'J), die mit 
Hilfe der Formeln 

(2Z+1)cosD P;"(eosD)=(Z-rn+ 1) P'{'+ 1 + (l+rn) P'{'_ 1 

(2Z+l) sin {} P'{'(eos {}) =- (Z-m+1)(Z-m+2)P7'+~+(Z+m)(Z+rn-1)P7~~ 

auf gewöhnliche Kugelfunktionen mit dem Nebenindex 1n = 0 zurück­
geführt werden können. Da im separierbaren Modell die Zahlen l und m 
die Zustände eines einzelnen Elektrons beschreiben, sind in der folgenden 
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Tabelle die Zahlen l = 0, 1, 2, ... durch s, p, d . .. , die Zahlen m = 0, 
1, 2, ... durch die Symbole a, n, (), ... ersetzt. Es bedeutet also z. B. 

~7l '1l 

Rpa,do =Rn= 4
1nJawj'sinocdocmrHoc,ß,q;). 

0 0 

[Die mit *) bezeichneten Richtungsglieder wurden nur in nullter Näherung 
berechnet. Statt P n (cos {}) wurde kurz P n ( {}) geschrieben.] 

Rsa,sa = (1 + O,llllc + 0,0312e2) P 0 (-&) +0,0099e2 P 2 ({}), 

Rs<T,pa = (1 + 0,0623e + 0,0035e2) P 1 (&) + 0,0010e2 P 3 ({}), 

R 8 a,pn = (2+0,515e +0,0186e2)P1 ({}) +0,0065e2 P 3 (fr), 

Rsa,da = (1 + 0,0817e + 0,0113e2) P 2 ({}) + 0,0007e2 P4 (&), 
Rsa,dn = (2 + 0,260e -0,0027e2 ) P 2 (fr) + 0,0062e2 P 4 (fr), 

*)Rsa,d<J = (2 .................... )P2 (fr) (e~)P4 ({}). 

Rpa, pu = (1 + 0,0800e + 0,0060 e2) P 0 + (~ -0,0183e-0,0008 e2 ) P 2 ({}) 

+ 0,0004 e2 P 4 ( {}), 

Rpa,p:n: = (%-0,1440 e + 0,0091 e2) P 2 ( {}) + 0,0026 e2 P 4 ( {}), 

Rpa,da = ({ + 0,1142e + 0,0132e2)P1(fr) + (it-0,0228e-0,0093e2)P3( 0) 
+ 0,0015 e2 P 5 ( {}) 

Rpa,dn = (% + 0,1382e + 0,0078e2) P 1 (fr) + (~~ + 0,0402e +0,001le2)P3({}) 

+ 0,0023e' P5 ( 0), 
*) Rpa,do= (~ · · · • · · · · · • · .. · · ·)P3 (0). 

Rpn,pn = (2 + 0,3200e + 0,0172e2)P0 ( {}) + (~ + 0,558e + 0,0086e2 ) P 2 ( {}) 

+ 0,0037 e2 P 4 ( {}), 

Rpn, da= (i-0,0158e-0,0002e2)P1(fr) + (~ +O,l178e +0,02lle2)P3({}) 

+ 0,0017 e2 P 5 (fr), 

Rpn, dn= (% + 0,0901 e + 0,0061 e2)P1( {}) +G~ + 0,0050e + 0,0092e2)P3 ({}) 

+ 0,0230 e2 P 5 ( {}), 

*) Rpn, da= (?f · · · · · · · · · · · · · · · · · ·) P1( {}) + (~ · · · · · · · · · · · · · · · · · · )P8( {}) 

Rdu, do = (1 + 0,0045e + 0,0635e2) P 0 ( {}) + (~ +0,1323e+0,0122e2)P2( {}) 

+ m-0,0330e ......... )P4 ({}) +0,0010e2 P6 ({}), 

Rdu, <tn= G{l +0,2495e + 0,0393e2)P2 (fr) + (~-0,1823e-0,0084e2 ) P 4 ({}) 

+ 0,0007 e2 P6 ( IJ), 
*) R<to, dd = (tl\· · · · .. · · · .. · · .. · ") P2( {}) + (~ .... · .. · · · · .. · .... ) P4(fr) 

Rdrr, dn= (2 + 0,1633e + 0,0131e2) P 0( {}) + (~ + 0,1168e+0,0155e2)P2(fJ) 
+ (~ +0.~339e + 0,0045e2) P 4(fr) + 0,0009e2 P 6 ( {}), 

*)Rdn,t~o= ~P2({})+ ~P4({}), 
*) Rdo,do = 2 P 0 (fJ) + !~ P 2 ({}) + 1:; P 4 ({}). 

31 * 
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Für e = 0 gilt ein Summensatz, den man zur Kontrolle der nullten Näherung 
verwerten kann. Nach (14a) ist nämlich in diesem Falle: 

l Z' 
~ ~ mm' 
~ ~ 9izz' (oc, {J, rp) 

m=o m'=o 

~ (l-m)! m rn( {J ~' (analoger 
m~(2l+1)(2-~om) (l+m)! P1 (cosoc)Pz cos )cosmrp·~ Ausdruck) 

= (2l + 1) P 1 (cosoc cos{J + sin oc sin {J cos rp) 

·(2l' + 1) P!'(cosoccos{J + sinocsin{Jcosrp) 

= (2l + 1) (2l' + 1) P 1 (cos .{}') P 1• (cos {}). 

Da dieser Ausdruck unabhängig ist von oc und w, muß er gleich der Summe 
der Mittelwerte sein: 

2n "' l l' 

~ ~ 9t~,m' (et, {J, rp) = m~ 11~0 41n J dw J sin oc doc m~.rn· (oc, (J, rp). 
0 () 

Über die Richtungsglieder R~,rn' ( {}) läßt sich noch folgendes aussagen: 
Ihre Reihendarstellung geht in nullter Näherung von P 11 _ 1,1, ... , P 11 _ 1, + 211 

bis P1 + 1,. Dabei fällt P0 aus, wenn m =I= m' ist. Abweichend vom kugel-

symmetrischen Falle, Wo für l = l' = 1 z. B. gilt [ p 1 (;) r = 0, erhalten 

wir hier: 

Rpa, pu (i) = 0,600 + 0,089 e, 

Rpa, pn (~) = -0,600 + 0,072 e, 

Rpn,pn(~) = 0,600 + 0,040e. 

Wenn also nicht zufällig 15~ = 15~ ist, sind also auch bei einer Ablenkung 
{} = n/2 noch Streuglieder erster Ordnung beteiligt. Aus den berechneten 
Mittelwerten ergibt sich ferner, daß in dem zu betrachtenden Energieintervall 
die Abhängigkeit von e sehr schwach ist, so daß man sie fast vernachlässigen 
kann. 

IV. Die Teilquerschnitte. Die Abhängigkeit von den e sterkt im wesent­
lichen in den "Teilquerschnitten" q~,m' (e), die ihrerseits zwei wesentliche 
Bestimmungsstücke haben, nämlich den Faktor 

N1 (,/nY = t:2 • 2~2E' 
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der mit e -+ 0 ins Unendliche anwächst, und den Faktor 

• .l!m · .l!m' (.l!m .l!m') Sill u1 Sln u 1, cos u 1 - u1, , 

der höchstens den Wert 1 annehmen kann. Übersichtlich wird dieser Zu­
sammenhang erst in der Gesamtstreuung, die daher jetzt untersucht werden 
soll. Es wird hier 

1 2 • 2 5:m 
m N ( II. ) • 2 .~!"' 2 N Sill uz qz = 1 2- sm u1 = a 1 --- • 

;r, e 

Ein Minimum liegt an der Stelle, wo bf' = kn wird (k = 0, 1, 2, ... ), 
also tg bf' = 0. Dieser Fall tritt dann ein, wenn in (17) der Zähler ver­
schwindet, also 

dlog tp d m _ -a;r = d ~ [log S1 (C)lo = ~o y, (21 a) 

wird. (Beim Atom gilt analog 

d log tp = !:.._ [log 81 (2 n r)] ~ !...) 
dr dr J. r 

Für kleine Werte von e bedeutet dies wegen (12) : 

1JI1 d m] -;p ~ d ~[log Pz (~) ~ = io· 

Der Ausdruck rechter Hand ist sicher positiv für Z =f= 0 (wegen ~0 > 1); 
für Z = 0 muß tp' verschwinden. Das bedeutet anschaulich, daß ein Bauch 
der Eigenfunktion noch außerhalb des Randes oder gerade am Rande 
(bei l = 0) liegt, und daß man nur wenig positive Energie zuzuführen 
braucht, um den durch m und l beschriebenen Quantenzustand ins limere 
der Molekel (bzw. des Atoms) einrücken zu lassen. Ein Streumaximum 
anderer~eits wird in der Gegend liegen, wo sin bf' = 1 wird, also tg bf' = oo 
und demnach der Nenner in (17) verschwindet. Dies ist dann der Fall, 
wenn 

tp' d m d m 
1JI = d~[logOz (C)J\:"o=tolt.~d~logQz W~=~o (21b) 

für das Atom 

d log tp = !:.._ [log Cz (2 :n: r)] ~ _ l + 1. 
dr dr J. r 

Diese Bedingung sagt aus, daß tp' /tp negativ sein, also der zugehörige 
Elektronenzustand bereits dem Innern des Atoms oder der Molekel so weit 
einverleibt sein muß, daß bei geringer Energiezufulrr ein Knoten der Eigen-
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funktion einrückt. Den weiteren Verlauf von tg ()'{' <>rfaßt man angenähert 

mit der Beziehung [wegen (12)]: 

m (I:) ' d rn 
21 + 1 Pz '" . 'lf - 'lf a; Pr (;) 2 z + 1 

tg ()'{'::::::. e ~ · --~----- --~ - = s 2 f(' (s, ; 0). (22) 

'lf dd; Q'{' (;)- 'lf' Q'{' (;) 

Als Interpolationsformel ist diese Beziehung sicher brauchbar bis zur ersten 

Nullstelle von cos ; v-;, woraus dann folgt $0 v; < n/2: v; < n/2 $0 . 

(Diese Bedingung ist für das später behandelte N 2- Modell bis etwa zum 

Streumaximum erfüllt.) Für q'{' ergibt sich dann folgendes Verhalten: 

m- a2 N sin2 ijf' - a2 N ~2 l. [!'{' (s, $o)J 
qz - 1 s - 1~ 1 + s2Z+ 1 [t'{' (s, $o)J2 

Für s = 0 verschwinden jetzt alle Teilquerschnitte, ausgenommen q0, 

das dem Grenzwerte 

q0 (s = 0) = a2 N1 [ it<,)_ ~;~·:og l/~. ;] 
;J - 1 'lf o r ;0 + 1 

zustrebt. In der Gesamtstreuung treten die Glieder q'{' noch mit einem 

Gewichtsfaktor auf, der sich bei Mittelung über den Haum ergibt, und zwar 

ist nach (20) angenähert 

W. Q.Mol = 4nN1 ( 2"' ) 2::;8 (2-/jom) sin2 bf' = 47rN1 ::;8 (2-/jom) qf'. 
n m, l rn, l 

(Beim Atom sind bei gegebenem l die m-Werte nicht unterschieden, dort gilt 

W. Q.Atom = 4 n N1 ::;8 (2l + 1) qz. 
I 

V Diskussion des empirischen Materials. Es soll nun gezeigt werden, 

wie sich die rechnerischen Resultate bei der Deutung empirischer Streu­

kurven verwerten lassen. Ein Minimum bei kleinen s wird man zunächst 

dort erwarten, wo abgeschlossene Schalen vorliegen; wo also neue s- bzw. 

a-Bahnen vor dem Eindringen stehen. Bei Atomen kommen hierfür die 

Edelgase und die Erdalkalien sowie ihre Homologen Mg, Zn, Cd, Hg in 

Betracht, 1.1nter den symmetrischen Molekülen vorläufig nur H 2 und N 2• 

Beteiligt am Streumaximum werden diejenigen Quantenzustände sein, 

die entweder soeben gebunden sind oder bei geringer Energiezufuhr ein­

rücken werden. Bei den Edelgasen schon gebunden sind die p-Zustände, 

vor dem Einrücken die d-Bahnen; bei Mg, Cd, Zn, Hg sind gerade die 
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p-Bahnen vor. dem Einrücken. Betrachten wir jetzt die Formel für den 
gesamten Wirkungsquerschnitt: 

( ;. )2 , ;. )2 
W. Q. = 4nN1 2 n ~ (2Z + 1) sin2 ~~ = g· 4nN1 ( 2 ~ , (20a) 

so gibt der Gewichtsfaktor g = ~ (2 l + 1) sin2 ~~ an, wieviele Streu­

ordnungen sich in der Gesamtstreuung unterbringen lassen. Das kann man 

folgendermaßen einsehen: sin2 ~~ hat im Höchstfalle den Wert 1, und der 

Teilquerschnitt q1 hat sein Maximum nahe dem Energiewerte, für den 

~~ = n/2 wird (mathematisch ist der Zusammenhang weit komplizierter). 

Berechnet man jetzt an der Stelle eines Maximums der Gesamtstreuung 

den Faktor g, so hat man einen ungefähren Anhalt für die Ordnungen l der 

Teilquerschnitte q1, die an der Streuung beteiligt sind. g = 6 kann man 

nicht erhalten mit l = 0 und l = 1, denn diese würden im Maximum den 

Faktor 4 liefern. Eine sichere Entscheidung ist in den Fällen möglich, wo 

Messungen über die Winkelabhängigkeit vorliegen. Der andere, lediglich von 

der Energie abhängige Faktor in der Gesamtstreuung ist 4 n N 1 ( 2 ~y, er 

hat den Wert 167
1. , wenn die Energie in Volt gemessen wurde. Bei den 

Vo t 
Edelgasen erhält man hiernach folgende Werte 1): 

YVolt W.Q. g 

Ar . 3,5 80 5,9 
Kr. 3,2 95 5,8 
X 2,5 140 5,2 

Aus diesen Werten für den Faktor g geht hervor, daß die Ordnungen 
l = 0, 1, 2 an der Streuung beteiligt sind. Für den Querschnitt bei senk­

rechter Ablenkung gilt: 

( :lt\ 5 25 1 13,3 
F 2) = q0o- 2 · 2 qo2 + 4 q22 = g ·Volt· 

Aus den Werten von Brüche ergibt sich dann folgende Tabelle: 

Vvolt W.Q. g' 

Ar . 2,7 1 0,55 
Kr. 2,4 2 0,86 
X 

1 ) E. Brüche, Ergebnisse d. exakten Naturw. VIII, S. 185, 1929. 
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Wären sowohl !50 als auch !52 = n/2, so müßte g' = 2,25 sein; der niedrigere 
Wert spricht dafür, daß für das Maximum der Gesamtstreuung vor allem 
die Streuung erster Ordnung verantwortlich zu machen ist. Typisch für die 
Überlagerung mehrerer Ordnungen ist das "Abrutschen" des 1\Iaximums 
nach geringeren Geschwindigkeiten bei Beobachtung <lPs "Ablenkungs­
querschnittes". Von anderen atomaren Gasen sind nur die Dämpfe von Zn, 
Cd und Hg so weit untersucht, daß die Lage der Maxima bekannt iHt. 
Brode fand hierfür folgende Werte 1): 

I 

Yvolt W.Q. ! g 
~~--~-·--

Zn . 1,0 500 
I 

3,0 
Cd. 0,9 800 3,9 

Die Werte von g sprechen für Streuung erster Ordnung, was mit unseren 
Vorbetrachtungen gut übereinstimmt, nämlich daß geradn p-Jmektronen 
eindringen. Bei Beobachtungen der senkrechten Ablenkung dürfte daher 

~z ~ ~~;~:l 
JptJ ~ Zp 

3StJ %" 

Zpx a"}z 
ZptJ =><====tJg s 

Zso a"} 
!SO Og 

ts 

a=O a== 

Fig. 1. Termschema für N 2• 

a) separlerbar, nach WeizeJ2); b) nicht separicrbar, nach Hund 3). 

dieses Maximum entweder gänzlich verschwinden oder aber --wie hei den 
Edelgasen -- "abrutschen". 

(Leider stößt eine experimentelle Bestätigung diesrr Erwartung auf 
hohe Schwierigkeiten.) 

Bei den Molekeln sind die Auqsagen, die aus der Kurvenhöhe folgen, 
nicht so weitreichend. Es ist hier 

W. Q. = 4nN1 (2~f:s (2-bom) sin2 b'/' = v~lt · g. (20) 

1 ) R. B. Brode, Phys. Rev. 35, 504, 1930. 
2) W. Weizel, ZS. f. Phys. 59, 322, 192~J. 
3) F. Hund, ebenda 63, 728, 193D. 
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Der Faktor g läßt allenfalls eine Entscheidung zwischen rn = 0 (a-Streuung) 
und m =f= 0 (n, ö usw.) zu. Die Winkelabhängigkeit führt uns etwas weiter 
und läßt wiederum gewisse Rückschlüsse auf die eindringenden Quanten­
bahnen zu. Das verwendete separierbare Feld fälscht natürlich die Ergeb­
nisse überall dort, wo Überschneidungen von Termen gleicher Symmetrie 
auftreten. Bei N 2 ist dies für die Zustände 3 8 a und 3d a der Fall. Zum 
Vergleich sei der Verlauf beider Termschemata für verschiedene Kern­
abstände angegeben (Fig. 1). 

Für H 2 werden an der Streuung in erster Linie die Zustände 2 8 a und 
2 pa, für N 2 im separierbaren Falle 3 8a bzw. 3 da und 3 pa sowie 3 pn 
beteiligt sein. ö-Zustände können sicher vernachlässigt werden, wie das 
schon in III. betont wurde. Die Experimente liefern folgendes Materia.l 1): 

1,7 
1,6 

W.Q. 

56 
96 

g 

0,97 
1,47 

Bei H 2 kommen sicher nur a-Zustände in Frage, und bei N2 spricht die 
Schärfe des Maximums dafür, daß ein Phasensprung IJ'(' den Wert n/2 
überschreitet - zum Vergleich sei auf die Teilquerschnitte der Edelgase 
bei Holtsma1k (l.c.) hingewiesen, wo n/2 nicht überschritten wird und 
die Maxima infolgedessen weit flacher ausfallen. rn =f= 0 würde aber jetzt 
den Wert g > 2 liefern, also kann das Maximum nur von a-Streuungen 
herrühren. Die Messungen der Winkelverteilung b8i CO durchRaumsauer 
und Kolla th 2) sprechen für eine p-Streuung, da eine d-Streuung zwei 
Minima der Intensität bei etwa 55 und 125° aufweisen müßte. Bm N2 ist 
das gleiche Verhalten zu erwarten, da seine äußere Elektronenhülle der 
von C 0 ähnelt. 3 da kann also nur mit einem geringen Beitrage beteiligt sein. 

Die von obigen Autoren betonte Bevorzugung der Rückwärtsstreuung 
bei kleinen Geschwindigkeiten läßt sich qualitativ folgendermaßen ver­
stehen: Maßgebend für diese Erscheinunf5 sind sicher die "gemischten" 
Streuglieder 

(-)Z + l' sin ö7' sin (/// cos ( ö;"- ö";') R'(',"m' ( 0) 

und von diesen wiederum nur die ungeraden [für die also R (n - 0) 
= -R(O) gilt]. Für die Energie Null ist die Phasenverschiebung gleich 
nmal Zahl der ~-Knoten (oder der r-Knoten im Atom). Sein die zugehörige 

1 ) E. Brüche, l. c. 
2) C. Ramsauer u. R. Kollath, Ann. d. Phys. 12, 529, 1932. 
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Ha.uptquantenzahl, so gilt bf (0) = n(n --l-1). Im Grenzfalle unendlicher 
Energie hingegen wird bf verschwinden, denn dann wird der Einfluß des 
Feldes beliebig klein. bf nimmt also von einem Vielfachen von n ab 
bis zum Werte Null. Daraus geht hervor, daß bei hinreichend kleiner 
Energie sin b'{' sin bff' cos (b'{'- bif') stets positiv ausfällt. Wegen des 
Faktors ( -)1 + 1' bedeutet dies eine Bevorzugung der Streuung nach rück­
wärts. Soweit also die Theorie anwendbar ist, muß (auch bei Atomen) bei 
kleinen Geschwindigkeiten die Streuung nach rückwärts überwiegen. 

VI. Numerische Rechnung. Es soll nun untersucht werden, wieweit 
sich die in IV. gewonnenen qualitativen Resultate nach der in II. an­
gegebenen Methode quantitativ herleiten lassen. Als günstigstes Beispiel 
bietet sich N 2 dar, welches Wegen seiner abgeschlossenen Schale schwer 
anzuregen ist. Ferner ist der Grundzustand ein Singulett, so daß der 
Austausch vernachlässigt werden kann. Die Ladung der Kerne ist jeweils 7, 
ihr Abstand nach den Messungen von Rasetti1) 2 a = 1,1 A. Daun ist 
die Energie in e umzurechnen nach der Formel 

(2na 2 

e = -y) = 0,08 (Voltzahl). 

Das Potential sei nach (15a) gewählt: 

V= _ Ze2 ~~ (~). 
a ~2-rl 

(23) 

I(~ ist hierbei eine Abschirmungsfunktion, die für~ = 1 den Wert 1 haben 
und für ~ = ~0 verschwinden soll. Zunächst werde die Ladungsverteilung 
in einem derartigen Felde untersucht. Das Volumenelement ist 

th: = da:dydz = ~~:;~ d~dr;dqJ = -a8 (e-r;2) d~dr;dqJ = D · d~dr;dqJ. 
Die Raumladung ist dann 

4ned-r = -D· LJV·d~dr;dqJ = a3 (~2-r;2 ) LJV·d~dr;dqJ 

= -2Ze[~/ 1 :E{(E2-1):~}-2(~2-1):~-(~2+r;~~Jd~dr;dqJ; 

- 4ned-r = [E(Ea-~ I"(~)+ 2 §2+ r;2-~§a_rl I' (E)J d~d""d m, (24) 
2Z 8 ~2_ r;2 (~2_ r;2)2 ·1 .,. 

~(~2-1) ~2+ 2-2~2 2 
In dem Ausdrucke rechter Hand ist ~2 2 sicher positiv, · -( t:"j - 92r;-

-r; \>-r;) 
kann das Vorzeichen wechseln, es ist positiv für r; = 0, negativ für 

1) F. Rasetti, Phys. Rev. 34, 367, 1929. 
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17 = + 1. f (.;) nimmt ab von 1 bis 0, also ist f' (.;) negativ. Wäre nun 

f" (.;) - 0, so würde längs 'Y) = 0 im ganzen Molekül positive Ladung 

verteilt sitzen. Dieses Unglück kann man nur verhüten mit f" (.;) > 0, 

sofern .; < .;0 . Für f(.;) bestehen nunmehr folgende Bedingungen: 

f(1)=1, 

Längs .; = 1 ist aber 

4ned-r: 
2Ze 

(25) 

und dieser Ausdruck ist sicher negativ. Längs der Kernverbindung (.; = 1) 

tritt also bei diesem Ansatz sicher positive Ladung auf, es sei denn f' (1) = 0, 

was wiederum mit obigen Bedingungen nicht vereinbar ist. Diese positive 

Ladung müssen wir also immer in Kauf nehmen und rechnen daher jetzt 

aus, wieviel es ausmacht. Ein Vorzeichenwechsel tritt ein längs der Fläche: 

_.;~ ~ J 2_ dfl_ .;2+ 'Y)2 2_ df -
.;2-'YJ2 a.; \(.; 1) a.;J 2W_'YJ2)2 (.; 1) a.; - o 

oder mit (.;2 -1) : ~ = w (.;): 

.; (.;2- 'Y)2) ~~ - 2 w w + 'Y)2) = 0, 

'Y)2 .;w'- 2w u 
r = ~w'+2w = -v· (26) 

Zu rJ = 1 gehört sicher~ = 1; die Wurzel der Gleichung, die sich für YJ = 0 

ergibt, sei .;1. Dann ist die gesamte positive Ladung außerhalb der Kerne: 

(27) 
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An der Stelle ~ = 1 wird w = 0, für ~1 wird rJ = 0, also ver~chwindet der 
erste Ausdruck, und es bleibt 

~1 

J (1 + 1]' 1 - r/) 
2L = wd~ ~-1]- ~+~ri · 

1 

Nach den Bezeichnungen in (26) ist 

Vr:;;, ~ n' v - n v' 
rJ' = -+-

V 2 Vnvö 
demnach 

1 -l~~t _ ~ 1/, .. ·' V- 1~~.') 
v 2 1 n v3 

- - -- --

~+~v: I 

ft ft 

= f4 W d ~V;,;; + J' 11) _!i_('IJ,' V~-;-U v') . 
~ (v-u) (v-u) )uv 

1 1 

Aus (26) folgt weiter v - u = 4 w, also endlich 

ft <t j. yuv fu'v-uv' 
L = 2l d~ + 8 Vuv d~. (27 a) 

Dieses Integral wird im allgemeinen hypprelliptisch und lüHt sid1 dann nur 
numerisch auswerten. Die Abschirmungsfunktion f (~) soll nun so gtewählt 
werden, daß am Rande keine Flächenladung auftritt. Dies bedeutd, daß 
in der Gesamtladung kein Ausdruck von der Form 

w log~+ rJ / = (~2-1) df log~+ 11 I 
~-'rj §=fo d~ ~-1]'t=to 

auftreten darf, denn (~2 -1) log~+ rJ gibt im wesentlichen die Oberfläche 

des J<jllipsoids. Man erreicht das durc~ die weitere Bedingung : ~ ,_ = 0. 
,; ~-l:o 

Die einfachste Funktion, die allen diesen Bedingungpn genügt, ist 

(~o- ~)2 
t (~) = <~o-IP. 

Die numerische Rechnung liefert bei dieser vVahl VOll t m das folgende 
charakteristische Wertsystem: 
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{o II 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 

~1. .II 1,205 1,375 1,515 1,632 1,738 1,835 1,92 2,00 
2L 

: II 
1,88 1,30 0,985 0,882 0,780 0,720 0,645 0,590 

r . 0,515 0,606 0,670 0,694 0,718 0,738 0,757 0,772 

1 . t r = --1s 
1+L 

der Reduktionsfaktor, mit dem man die Kernladung Z 

zu multiplizieren hat, um auf die richtige Anzahl Z der äußeren Elektronen 
zu kommen: Z* = r Z. Die Wellengleichung 

h2 
- LI P + (E- V· e) P = 0 
8 :1t~ 1-' 

ist bei unserer Wahl des Potentials in elliptischen Koordinaten separierbar, 
und man erhält die Lösungen 

Pt (e, 1J, q;) = "P'!' (e) IIt (1J) cos m q;, 

woll'('(1J) cos mq; die schon in II. behandelten Funktionen sind. Die 1p'('(e} 
hingegen müssen folgender Gleichung genügen: 

h2 [d 2 d m2 ] [ 2 2Z*e11 e(e0-e)2] _ 
8n2pa2 de(e-1) de- e2-1-" 'lfJ+ Ee +-a- (;o-1)11 "P-0, (28) 

{ d 2 d m2 2 4Z*a e (;0-e)2 } _ 

de<e-1)dg- ;2_1-x+ee + ---a;;- (eo-1)2 "P-O. 

Eine Reihenentwicklung erscheint hier aussichtslos, da wegen des Potential­
gliedes die Rekursionsformel fünfgliedrig wird. Da aber bei der Berechnung 
von tg ß nur 1p' f"P gebraucht wird, soll dieser Ausdruck allein berechnet 
Werden. Wegen des Verhaltens bei e = 1 sei angesetzt: 

"P = (e2-1)m/2w (e), 
1p' w' m; m; 
v; = w + ;2-1 = u + gt-1· 

Man erhält zunächst die Gleichung 

(e2-l)w" +2 (rn+ 1);w' + [ee2+m(m+ 1)-x+3e(e0-e)2]w = o (28a) 

mit 
4Z*a 

3 = ao (eo-1{ 
w' w" 

Aus u = - folgt - = tt' + 1t2, mithin 
w w 
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Als Randbedingung hatten wir Regularität für ~ = 1 zu fordern, und das 
ergibt die Anfangswerte 

u(1) = _U[o-~)2+s+~('!I'L+!) -x, 
2 (rn + 1) 

u' (1) = s-:::-u2 (1) -(m + 1) u (1) --:-23 (~ 0 -1)2 +_;2Jj§0 -1)' 
1n + 2 

mit diesen Ausgangswerten wurde die Gleichung für verschiedene Werte der 
Parameter m, l, 8, ~0 nach Runge und Kutta numerisch integriert. An 
den Stellen, wo 1p einen Knoten besitzt, muß man zum reziproken Wert 

v = _!_ = w, übergehen. Durch Interpolation wurde aus dies<>n Resul-
u w 

taten zunächst ~0 so bestimmt, daß die Streuung nullter Ordnung ihr :Mini­
mum bei der Energie 0 hat (was wohl dem experimentellen Verhalten 

- _L ____ _ 
l_ __ 

I 

Of---1\-+----+---- 1-

1 I I I 

-1,0 j ---------~ --\-- l 
1 I I I 

-z,o lffi-----1---- ~-- ------- ----+ -----+-----! 
I I I I ----1- ! -1 

-- I-- ---- :----1---~ 

Z,S 3,0 J,ZS J.J ~ __,._ 

Fig. 2. 
Bestimmung des ,Randes" durch die Bedingung "·' 0 (~0) = 0. 

ziemlich nahe kommt). Für ~0 = 3,40 (vgl. Fig. 2) trat noch kein :Minimum 
auf, für ~0 = 3,50 lag es bereits bei 1,15 Volt. An der Stelle c: = 0 lag es, 
wenn man ~0 = 3,46 wählte. Als Hauptquantenzahl fü.r 'lfJo ergab sich 
n = 3, was unseren Erwartungen (vgl. V.) entspricht,. Bei diesem ·werte der 
Hauptquantenzahl und der Definition des "Randes" durch die erwähnte 
Lage des Minimums gilt die Interpolationsformel 

~0 (Z a)1/2 = const. 

Die Eigenfunktionen höherer Ordnung traten bei dc>r lierPelmung mit der 
Hauptquantenzahl n = 4 auf, so daß die Streuung sicher falsch ausfallen 
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mußte. In der Tat ergab sich ein dn-Maximum bei 2,7VVolt, während die 

empirischen Daten (vgl. V.) ein pa-Maximum bei 1,55 VVolt liefern. Dies 
liegt besonders daran, daß das Gebiet mit positiver Baumladung noch zu 
weit nach außen reicht, das Potential also nicht rasch genug abfällt (das 

cm! 
cm.J 

t 

Fig. 3. 
Eigenfunktionen von N2 bei Energie Null. 

41 O,Z 
1,11 1,S8 1,!/J Z,ZJ Z. '1.9 

Fig. 4. 
Verlauf der Gesamtstreuung und der Teilquerschnitte bei N2• 

von Morse und Allis I. c. benutzte Modell besitzt sogar eine Flächen­
ladung, so daß man die gleiche Schwierigkeit erwarten sollte. J~eider geben 
die Autoren ihre zugehörigen Eigenfunktionen nicht bekannt. Es kann also 
leicht ein d-Maximum dort auftreten, wo man ein p-Maximum z. B. erwarten 
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sollte). Man kann diesen Fehler dadurch kompensieren, daß man für l = 1 

stärker abschirmt, etwa eine "effektive" Kernladung so bestimmt, daß ein 

pa-Maximurn an der richtigen Stelle liegt. Dies ließ sich erreichen mit 

Z = 4,08, also Z* = 3,20 (vgl. Fig. 3 und 4). 

Mit diesen Werten ergab sich ein Wirkungsquerschnitt W. Q. (1,55Volt) 

= 88 cm2/cm3 gegenüber einem experimentellen Wert. von \!6 cm2/cm3• 

pn-Streuung wird vernachlässigbar klein, es bleibt also ein Hest von 8 cm2 /cm3 

für die da-Streu,ung, für die nun abermals eine neue Abschirmung zu be­

stimmen wäre 1). Solange jedoch keine experimentdien vYt'rte für die Winkel­

verteilung der Streuung bekannt sind, hat das wenig Zweck. Zu.m Schluß 

sei noch die Winkelabhängigkeit mitgeteilt, ww sie sich nach obigem 

Fig. 5. 
Winkelabhängigkeit der Streuung bei verschiedenen Energiewerten. 

Näherungsverfahren mit Hilfe der Mittelwerte aus III. ergibt, wenn man 
für das Verhalten lediglich die 3 sa- und die 3 pa-Streuung verantwortlich 
macht. Der Gang entspricht ganz dem Verhalten, wie es Ramsauer 

und Kollath (1. c.) für CO angeben. 

Zum Schluß möchte ich noch Herrn Prof. Hund an dieser Stelle für 

seine freundlichen Ratschläge und wertvollen Hinweise herzlich danken. 
Zu Danke verpflichtet hin ich ferner den Herren Prof. Ramsauer und 

Kollath für liebenswürdige Hinweise und den Herren G. Beck und 

E. Teller für anregende Diskussionen. 

Leipzig, Institut für theoretische Physik. 

1) Bei größeren Geschwindigkeiten ist die Übereinstimmung mit der beob­
achteten Kurve schlecht, wie das bei Verwendung der Interpolationsformel (22) 
zu erwarten war. 
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Lebenslauf. 

Ich, Hans Christian Stier, wurde am 

25. XII. 1906 in Meerane in Sachsen als Sohn 
des Apothekers Hermann Christian Wilhelm 
Stier geboren. Ostern 1913 trat ich in die 
dortige BUrgerschule ein, nach deren vier­
jährigem Besuche ich Ostern 1917 in die städ­

tische Oberrealschule aufgenommen wurde. 
Mit dem Wechsel des Wohnsitzes bezog ich 
Michaelis 1919 das Reformrealgymnasium 
zu Chemnitz, das ich Ostern 1926 mit dem 
Reifezeugnis verließ. Zunächst studierte ich in 
Freiburg, und seit W.-S. 1927/28 in Leipzig, wo 
ich mich den Fächern Mathematik, Physik und 
Geographie, später auch Geophysik, widmete. 
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