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Idealisiert man das Kraftfeld einer Molekel durch Annahme der Separierbarkeit

in elliptischen Koordinaten, so 148t sich die Streuintensitit von Elektronen in

einzelne Teilquerschnitte zerlegen, die in bestimmter Weise vom Winkel ab-

héingen. Es besteht ein anschaulicher Zusammenhang zwischen den Teilquer-

schnitten und den Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen, sowie zwischen
den Zahlen m und ! und der Hohe der Maxima.

1. Vorbetrachtung. Die Untersuchungen von L. Mensing!), Oppen-
heimer?) und Holtsmark?) haben gezeigt, daB sich der Ramsauereffekt
deuten 1aBt als Streuung einer ebenen Welle an einem Medium von ver-
anderlichem Brechungsindex. Man ersetzt dann das Atom durch ein kugel-
symmetrisches Feld und 1ost die Schrodingersche Gleichung firr ein
Elektron in diesem Kraftfeld. Dieses Verfahren ist jedoch nur brauchbar,
wenn eine abgeschlossene Schale, d. h. ein *S-Term als Grundzustand vor-
liegt. In diesem Falle ist ndmlich die Anregungsenergie besonders hoch;
auBerdem kann der Austausch vernachlissigt werden. Zur Vereinfachung
wird angenommen, dal das Atomfeld in endlicher Entfernung abbricht.
Im kugelsymmetrischen Felde des Innenraumes hat dann die Losung die
Gestalt:

Y (r,9,9) = 2y () YT (9, 9)

mit der Randbedingung, daB w;(r) endlich bleiben soll. Die einfallende
ebene Welle 1a 8t sich als Reihe nach Kugelfunktionen entwickeln; die Lidsung
stellt im Aufenraume ein Aggregat von ein- und auslaufenden Kugelwellen
dar. Schreibt man dieses hin als Summe der ebenen Welle und einer aus-
laufenden Kugelwelle, so gibt die Intensitit der letzteren die Streuung. Die
AnschluBbedingungen am Atomrande sind: Stetigkeit der Wellenfunktion

1) L. Mensing, Z8. f. Phys. 45, 603, 1927.
2) V. Oppenheimer, Phys. Rev. 82, 361, 1928.
3) J.Holtsmark, Z8. f. Phys. 52, 485, 1928.
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440 H. Chr. Stier,

und ihrer Ableitung in Richtung der Normalen (7), und zwar gilt dies wegen
der Orthogonalitit der Kugelfunktionen fiir jede Ordnungl einzeln. (Da
beim Atom keine Achse ausgezeichnet ist, kann man die 2-Achse in Richtung
der Wellennormalen wéhlen. Es treten dann in der Entwicklung nur Kugel-
funktionen mit m = 0 auf.) Die Verinderung, die die chene Welle beim
Durchgang durch das Atom erleidet, kann man auch beschreiben durch die
Phasenverschiebungen §; zwischen dev ein- und auslaufenden Teilkugelwelle.

Die Streuung in einer vorgegebenen Richtung ¥ ist dann?) (). = ‘/2;%)

F@®)= ( )2( =)y +¥(21+1) (21" +1) sin; sin 6 cos(6;— 0y ) Py (cos8) Py (cos 9)
= %%l’ (4)- Byy (9).

Den ,,Wirkungsquerschnitt erhdlt man durch Multiplikation mit der
Anzahl N, der Gasmolekile in Kubikzentimetern bei 1 mm Hg. Fir die
Gesamtstreuung erhilt man:

7

7 2
=”Fa)smadad¢_4n1\7( )2(2z+ sin?
00
=4nNIEq”' 2l+1>,
3

es treten also jetzt keine ,,gemischten Glieder mehr auf. Morse und
Allis®) haben gezeigt, daB der Verlauf des Wirkungsquerschnittes und der
Teilquerschnitte in Beziehung gesetzt werden kann zum Schalenbau der
Atome. Man kann sogar schlieBen auf das Verhalten der Eigenfunktionen
am Rande, wie aus den Diskussionen noch hervorgehen wird.

Aufgabe dieser Betrachtungen ist die Herleitung eines analogen
Ausdruckes fiir Molekiile, der sich unter gewissen idealisierenden Voraus-
setzungen schreiben a6t als eine Summe von ,,Teilquerschnitten®, multi-
pliziert mit Kugelfunktionen. Aus dem Verlaufe der empirischen Streu-
kurven kann man dann auf das Verhalten der Eigenfunktionen schlieBen.
Die Entartung nach m ist jetzt aufgehoben. Die Voraussetzungen sind dabei
folgende:

1. Das Feld soll in elliptischen Koordinaten separicrbar sein.

2. Der ,,Rand‘ soll ein (im Endlichen liegendes) Ellipsoid sein.

1) J. Holtsmark, ZS. f. Phys. 55, 437, 1929.
2) W.P. Allis u. P. M. Morse, ebenda 70, 567, 1931.
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11. Mathematische Grundlagen. Den Kernabstand der Molekel setze
ich gleich 2a, dann kann ich die elliptischen Koordinaten folgendermaBen
definieren:

1 / -
f=" 0 L (VT TGt ar + Vgt e a),

rh—"

1 / >
=g = (V@ + P+ + =V +y +c—af), ()

Yy
— te L.
@ = arctg

Umkehrung:
e=Ve+¢y¥=al&—11V1—70,
z=afn.

In groBer Entfernung von den streuenden Zentren wird:

_r 2az+a 2az — a? T
e =l B

. 20&2—}-0»2 2az— a
n_z_a[l_*_ 272 -.._.< ___._...>]

(B gibt also die Richtung der Asymptoten an das Hyperboloid 5 = const

2—7;1(: €0s & + x ¢0S x)

an.) Die ebene Welle ¥ =e hat in elliptischen Koordinaten
die Gestalt:

@)

z
- = cos .

(Sneosa-l-v-fl—- Vl——nzsinacosq))
Vn e =e T ®)

und geniigt der Wellengleichung:

(e H) =

in elliptischen Koordinaten:

h? 1 0 d 0 0
S {éi'v?[ﬁ(fg“l)ﬂjL%(l_’ﬂﬂ]
1 0% ;
T E G ag PHEY =0

Um auf dimensionslose GroBen zu kommen, messen wir die Energie in
Einheiten:

e = (2ma)’.

%E- 0y
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Bei N,, dem nach Rasettil) ein Kernabstand von 1,1A zukommt,
hiingt ¢ mit der Elektronenenergie in Volt zusammen durch die Beziehung:
& = 8,05 - 10-2 - Voltzahl.
¢ = 1 entspricht einer Energie von 12,4 Volt. Zu hoheren Werten zu
gehen, hat keinen Zweck, weil im Bereiche der Ionisationsspannung die

Rechnung sicher keine brauchbaren Resultate mehr Hefert.
Die Wellengleichung (8) lautet nunmehr (nach Multiplikation mit

=81+ 1___,72>:

a 2
7z~ P A a gt o€ =
0 1 (9<p
[077(’7 —Dg el +an]w, @
Wwo % eine noch zu bestimmende Separatlonskonstante ist. Die Gleichung
188t sich offenbar 16sen durch den Ansatz:

¥ = p@ypyens,
dann gelten die Gleichungen'

d 2 2 o
[—5(5 1)d5 o —f—a&——%] & — 0, (4a)

A e T S LB S

Maclaurin?®) stellte die L0sungen dleses Gleichungssystems als Potenz-
reihen dar und zeigte, daf die Randbedingung: Hndlichbleiben in den
Kernen, d. h. fir £ =1 und | 9] = 1, nur mit gewissen Werten von x ver-
traglich ist. In diesen Fallen aber sind die Reihen auch fir & bestandig

EVs cosf\/

konvergent, und zwar wie - —Vm der —f—V-r tir groBe Werte von &.
€ £

Fir unsere Analyse einer ebenen Welle giinstiger sind die Ansétze von
Niven®) und Ehrenhaft9), die v (#) als Reihenentwicklung nach Kugel-
funktionen, o (&) als Reihe nach halbzahligen Besselschen Funktionen
ansetzen. (Die fraglichen Funktionen sind Ausartungen der Liaméschen
Funktionen fir den Fall eines Rotationsellipsoides.)

Die Gleichung (4b) stellt fir 2 = I(l + 1) und ¢ = 0 die Differential-
gleichung der zugeordneten Kugelfunktionen PJ*(»} dar; es liegt also nahe,

1) F. Rasetti, Phys. Rev. 34, 367, 1929.

2) R. C.Maclaurin, Trans. Camb. Phil. Soc. 17, 41, 1898.
8) €. Niven, Phil. Trans. London 171, 117, 1880.

4) F. Ehrenhaft, Wiener Ber. 113, 273, 1904.
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fir () eine Reihenentwicklung nach zugeordneten Kugelfunktionen vor-
zunehmen, in der ¢ als Stérungsparameter auftritt. Da die obenerwihnten
Entwicklungen eine jetzt ungebriuchliche Normierung benutzen, sei die
Methode hier noch einmal dargestellt. Ausgehend von den Definitions-

gleichungen
m N m[2 (m) 2\ym/2 1 ant! 2 1
Pin) = Q=" P00 = (L= g = g O —1)

und der Rekursionsformel
@U+ D)y Pl ) = C—m + 1) Ply(n) + (1 + m) Pl (n)
wird die Gleichung folgendermafien umgeformt:
d
Um Verwechslungen zu verhiiten und dabei doch an die Kugelfunktionen

zu erinnern, soll fortan (y) = II*(y) geschrieben werden, wobei das !
so gewihlt wird, daB

— = i %]w(n) =enp).  (4D)

lim IT7" () = b P7" ()

&8=90

besteht, wobei 5]" ein Normierungsfaktor sein soll. Setzt man die Reihen-
p(n) = I () = X307 Py (1)

n
in die Gleichung (4b') ein, 0 ergibt sich:

entwicklung

zbld (1—172) -{—x]P (n) = e Eb pr(n),
m 1 m
gbn[x—nwnm(n) — o, (Mt D e )

20 + 2n — 2m? (n 4+ m) (n + m— )P'"

@n +8)@n—1) @nt+1)@n—1) “*2(’7)}'
Multipliziert man hier mit P}; () und integriert, so folgt wegen der Ortho-
gonalitdt der Kugelfunktionen:

(m—m—1)(n—m) b

[%_n(n"}'l)]bn:E{ (2% )(2’”—-1) n—2

2n? +2n—27n5’—1b T (n+m+ 2)(n+m+1)
@2n—1@2n+8 " @2n -+ 3)(2n + 5)

In der Entwicklung treten also nur solche Werte n auf, die sich von ! um

gerade Zahlen unterscheiden. Der kleinste davonist n = m oder n = m - 1.

Im ersten Falle ist II7* (1)) gerade, im anderen ungerade in 7. Dieses Ver-

halten war auch nach der Gleichung (4h) zu erwarten, da sie invariant ist

1 _m
+ Py () +

+ bu ) 6)
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gegenitber der Substitution 9 — —#. Zur Vereinfachung spiterer Uber-
legungen definiere ich eine Zahl r mit den Werten 0 und 1 durch die

Gleichung l—m=n—m=r(mod?2). (6)

Als Reihenentwicklung erhalten wir jetat:

m(’?) =§0bm+r+thﬁ+r+m(n)-

Die Rekursionsformel (5) der Koeffizienten stellt ein System linearer,
homogener Gleichungen dar, das nur dann losbar ist, wenn die Koeffizienten-
Determinante verschwindet. Somit erhalten wir als Bestimmungsgleichung
fir den Parameter »:

r=0 % 2mP+1  (m+1)(m+2) 0
£ 38 3.5
(m-1)(m—2) x»—6 11-2m> (m+3)(m+4)
, 1-3 e 3.7 7.9
im ) (m-8)(m—4) »-20 89-2m® =0.(Ta)
5.7 £ 7-11
0 0
r=1 |%x-2 8-2m' (m+2)(m+3) 0
£ 1:5 5.7
(m—2)(m—8) x-12 23-2m> (m+4)(m+5)
lim 8.5 &€ 5-9 9.-11 =0. (7b)
0 (m—4)(m—5) %—30 59-2m*
7-9 € 9-13

Eine erste Néherung erhalt man, wenn man eins der Diagonalelemente
gleich Null setzt:

28 + 21— 2m?—1

=l{l+1
=1 Dt e ety

In der zweiten Nihorung ist dann die Determinante gleich Null zu setzen,
die aus dem Diagonalelement (I) und seinen Nachbarn entsteht, usf. Aus
der Rekursionsformel (5) folgt, dal die Niaherungswerte der Determinante
bis auf einen Zahlenfaktor die Koeffizienten b, ., . ,, der Reihenent-
wicklung ergeben. Um b bis & zu kennen, muBl man # bis €™ berechnet
haben. Im vorliegenden Falle wurde x bis &* bestimmt, stellenweise noch
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weiter. Da diese Entwicklungen auch fir Hy- und Hi-Berechnungen von
Interesse sind, seien sie hier vollstindig mitgeteilt, und zwar unter Be-
nutzung der spektroskopischen Symbole s, p, d fir 1 =: 0, 1, 2 und o, 7, §
tir m = 0,1, 2.

e 2e¥ 46 2-13¢t 4.98¢° 4-19-6763 &
$0 %= +—Tar T

5o 37185 ' 30.5.7 ' 8507 8%.5%7-11 ' 8055751118
b, = 1
£ 2 & 133
b —9 7T g7 Tepa
b — g 468
+ = 3.5.7 85.5.7-11
83
b — _ ...
6 3.5.7%.11
3 6 &2 468 2.999 ¢t 46271 65
PR SV P L. 08
PO x =2t e E T E T 3.5 .11 8.5.7.11-13
b, =1
b & 28
8 25 8.5t
82
b= F5m
11 2.47¢ 4.5347¢*  10-363383 &t
d - = _ ¢ _
do =645+ 35n 11-215  11-13-21°
b =1
45 10 5-47¢
b=—— — —_— e
2 e+7+3"-7‘°’
b — 54 2°-3-5¢
= 9 T
5¢
b
s T
m=1 ()
£ 4¢ 8¢ 4.8 ¢t
pr =2t —mgtgga o
b, =
P 2¢&?
h= Ty tas
by = e

§.52.7
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$¢ 4g 8¢ 2. 271 ¢* 8-191 ¢
dnx=btF—gmter.uteras e r 08
by = 0
b, = 1
8¢ 6
b= —gmtsmn
82
b = RS T
m=2 (d)
£ 2 4-5¢ 2. 9777 &
dd %= £ _ L
40 x=6+ 7 —sm Ty m. 871118
by =
by =1
b= —_f& . 28
« 5.7 Tt 11
62
b= F57

Die Gleichung (4a) 188t fir & dieselbe Entwicklung zu wie (4b); es ist
jedoch zweckméBiger, den Grenziibergang zur Kugel vorzunehmen, weil
von da aus die Analyse der ebenen Welle erfolgen kann. Wegen des Ver-
haltens an der singuliren Stelle & = 1 ist zunéichst der Ansatz zu machen

v® =(1—5) v,

dann entsteht aus (4a) die Gleichung:
EE—NDw' +25E +m)w + [e&f—xE—mm + 1]w = 0. (4a')
Mit @ - 0 wird & unendlich, & jedoch verschwindet, so daf
— r 2za 27r
EVe = ¢ =+ 27% = 277 (wegen 2)

endlich bleibt. Bei der Kugel treten Entwicklungsglieder auf, die sich wie
1 2rir

7ei "7 yerhalten. Mit der Substitution & = & Ve geht (4a’) iber in

d? 2 d % #  2md | m(m+1)
Gatrmti=f)n=lp—Fa+"s )m ®
Fir e =0 und % = 1 (I 4 1) besitzt diese Gleichung die Ldsungen:

d0=0(1 2(%) o)
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oder auch sin 2
5= (7 57) (55 >=(‘)’Vﬂll+é“)’

o =0(z d% <39§£) = Vn2: Li3@

mit dem asymptotischen Verhalten
. i‘ -
Jim 6(¢) = c (43,
> o0
Ferner ist zu bemerken, daB fir { =0 die Losung s;({) verschwindet
wie ', ¢;(£) hingegen unendlich wird wie {~'~ ! TFir diese Funktionen

gelten folgende Rekursionsformeln (vgl. Ehrenhaft, l.c.):

2m +1
1+ C+ e+ -1 =0,
d n n—+1
dc :e +en+1"‘_~——£._—en~—en—'l‘

Setzt man jetzt y (&) als Reihe nach den Funktionene, (& Ve) an, so erhilt
man mit Hilfe der Rekursionsformeln aus

O = (1—5) S (10)

und (8):
(n+m+1)(n+m+2)
%[n(n{—l)—x]an =£2an{ @nis@n i) s
20 +2n—2m? —1 m—m)(n —m—1) |
€ + N e —2
@n+3)@2n—1) @n+1)@n—1) |
(n+m)(n 4 m—1) 2n* + 2n —2m® —1
= { en—1)@n—8 "7 @n—1)@nts8 “
(m—m-42)(n—m +1)
@n+38)@n 5 oty
Gleichsetzen der Koeffizienten von e, gibt eine Rekursionsformel fir die a,;
man iberzeugt sich leicht, daB8 die Bedingungsgleichung fiir die Lidsbarkeit
dieselben Reihen fiir % liefert wie (7). Bis auf Zahlenfaktoren stimmen die
Koeffizienten a, mit den b, iberein, namlich:
. . , TH@m 428+ n)!
m+r+ 2t — ("") (Zt FT)'(Z’WL + T)' m+r 42t
Far spiteren Gebrauch sollen noch folgende Abkiirzungen -eingefithrt

werden: mf
SO =(1-5)" = a0
n—-m+r+ 2t (11)

+

(8a)

52
GO =(1—5) Saao
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Es existieren fiir sie folgende Grenzwerte:

r+m

lime * SP*(E) = const PI"(0), l

(12)

2l4+1—m—r

lim ¢ 2 Cl' (&) = Const Q7" (0), ‘

§—>» 0

wenn man mit QF*(£) die Kugelfunktionen zweiter Art bezeichnet:

m—1Il—1
"E = (52__1)m/2.21.“(§£> @—1)-1-1
: § d&l-—m+1
= (52_1)m/2.2z.11j‘...5 Gy

Daraus geht hervor, daf ST*({) an der Stelle & = 1 regular ist, wihrend
O™ ({) eine logarithmische Singularitét besitzt. Da die Kerne keine Quell-
punkte fir die ebene Welle sind, dirfen in der Entwicklung nur die Funk-
tionen SP* () auftreten. Dei Herstellung des Anschlusses am Rande der
Molekel werden jedoch auch die C7*({) gebraucht.

Zerlegung ewmer ebenen Welle in elliptischen Koordinaten [nach den
Funktionen S() -IT (%, ¢)]. Zunichst werde noch eine neue Bezeichnung
eingefithrt:

m
S =E—1) 28 (11a)
Das erste Glied in der Potenzreihenentwicklung von &(£) ist hier
n _ _)m + 7oy
S () = (Ve e 4.

@m + 2r + 1)
@m!t =2.4...2n @n+ DIl =1.8...Q2n+1).
Die ebene Welle werde nunmehr als Reihe angesetzt [nach (3a)]:

2nia

e 7 (Encosa+V&’A’—lh—rﬁsinacoszp) ez‘Vs—(Encosa+1‘52—1\’1—n25inacosq>)

[cosm @
lsinm ¢’

= mE, gi' (o) (8 — 1 & (0) 1" ()

Eine Entwicklung der Exponentialfunktion zeigt zunichst, dal bei unserer
Wahl der XKoordinatenachsen (y-Achse parallel zur Wellentlache) nur
. Potenzen von cos @ auftreten, die sich in Reihen nach cos m ¢ umordnen
lassen; sinm ¢ tritt also nicht auf. Aus den bekannten Séitzen tiber die
Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung folgt, daf die I17*(r) cos m ¢
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ein vollstindiges, orthogonales Funktionensystem bilden. Daraus folgt
zundchst:

1 em
".dnj'd(peit/a_(;qcosa.g.p2—1V1—n2 sin @ cos ¢) , " () cosm @
10

= (14 0ym) w1 g" (@) - (E2— )2 &} ({).
Dabei ist

"= (U )P,

0gm die bekannte é-Funktion, und gJ*(x) ist als Koeffizient der niedrigsten
Potenz von & in der Reihenentwicklung von &' zu bestimmen. Nun ist
Ve (Encosa + V&2 —1Y1— 72 sin « cos ¢)
s+t
(s b (—e) 2
s, & ) S + t)'

(6 cosa)® (82— 1)H2 (1 — 9*)¥2 sint & cost @,

ferner wird
27

m>1

. _ .
jcos peosmede 0 fir {m_tzl(mon).

Das Integral verschwindet nur dann nicht, wenn ¢ = m + 2 v; in diesem

Falle wird
27

(cos’"Jr“qa.-cosmq)-d(p = (m—{- 20) 27
0

v ) ogmt v’

also

(1 +80m) 17" 1" (o) (82— 1)™2 &7 ()

s+m+2v
m+20\ /m+s+ 20\ (-g) 2 T . o Encosa)®
—anie- 0 S e (") ("N f(l—nﬂ)ﬂ sz ) TP i
-1
s+m+2v 1

— 1) & 2 m
-b? Esgv(&(m;)')' §2fr§z+8;v)"s‘ sin™ ¥t cost j’? "= 7]) i On)

—1
Da nur der Koeffizient der niedrigsten Potenz von £ zu bestimmen ist,
kommen fiir s nur die Werte 0 oder 1 in Frage, also nach (6) r = s. Dauit
wird
~Yey+m 2 (-)’(—&) ?  cosTasin™m+2vx
PTG Dt
I v e [ T o E @o)1l @m + 2011

-jnr (1= rfymi2 v I} () dm
-1
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In dem noch verbleibenden Integral

1 1

Lot m Lo m
[ra—me ey = S fra—m L nan
n=m+ r-+ 2t

—1 —1
haben die einzelnen Integrale den Wert!)
1

2w (@m +20)!! @m +2r+2¢ -1
(1 _ 2\ 2 m —9(_ AR et SR e
e R T e S L
-1
Durch Einsetzen erhiilt man hieraus den Entwicklungskoeffizienten
m,y _ A@m 4 2r 1!
B (N

(teosa)” (4 sin o)™

(8sm2ou” @m + 2r + 28 — 1)1
B S eV () g rar  ai 204 i M
In dem fir ¢ in Betracht kommenden Bereiche ist diese Anordnung am
bequemsten, fiir groBe & wire jedoch eine Umordnung nach b, vorzuziehen
mit Summation iber v, die den ST* analog gebavte Funktionen liefert. In
unserem Falle konnen wir setzen, bis auf Gréfen von der Ordnung e2:

= o (ereran = o

—1
Dies ergibt folgende Zahlenwerte fir die Koeffizienten g:

Sm“oc 1

o ssin2a<l 2
o =1+ —3 3+135>+ 7R
0 — g esin?e /1 > asmo'.._l____]
g mosoc[l—i— ( o
1 — S’I/SIII [1+£Sln2 < 6 siri_oc_l.“]
i = —oihma 55 7, )+ VO
, caitn( 8 5 Te e,se:«<_3 LA
9 = [1+ e 91 213) 4 e 6
63s1n oc / 1 ]
49 ¢
1 ?jlilj(_]._ £ > e blﬂ40€<_ 1 "
93 5cosocs1noc[l—l 9 7 -+ 5.7 -+ 1
5 esin?a /1 £ & smoc
2 P
9 e [1+ <7 + 3273>Jr 4 2 32 ]

1) Vgl. Anhang.



Zur Deutung des Ramsauereffektes usw. 451

Als Grenzwerte erhilt man
@) = (— @I+ D@ — b !

(+m)!

welche Werte sich auch ergeben, wenn man auf die Rayleighsche Zer-
legung einer ebenen Welle das Additionstheorem der Kugelfunktionen
anwendet.

Das Molekelinnere werde beschrieben durch ein Kraftfeld:
2Z¢* Ef(§) +g(n)
a e _ ,'72
Bei Zvugrundelegung eines derartigen Feldes ist die Schrédingersche
Gleichung in elliptischen Koordinaten separierbar. Als Spezialiall enthilt
es das Coulombfeld der Kerne:
&+ Z)E+ T —2)n _ 42 +Z_2>_
a & —n? T, Ty

P} (cosa), (14a)

V= —

V=

Ein dermafen separierbares Feld ist aber immer noch zu allgemein, denn
die Bedingung &f(&) + g(n) = 0 liefert kein Ellipsoid als Rand. Die
Behandlung der Gleichung in Analogie zum Atom ist aber nur moglich,
wenn ein ,,Rand” & = &, existiert. Die Funktionen /1}*(n) stimmen dann
innen und auBen itberein, ebenso die Separationskonstanten ». Das Potential
sel nunmehr so gewiihlt, dal

2SO, g,

—V =" mo 5<50,, 15)
» E2 4

—V =0
gilt, mithin 7(§g) = 0 und ¢ () = 0.

Die Losung im AuBenraume ist zusammenzusetzen aus den beiden
linear unabhingigen Losungen S ({) und C (). Wegen der Orthogonalitit
der I1}*(n) cos m ¢ kann man den Anschlub fir alle Ordnungen ! und m
einzeln vornehmen. Es wird also (n steht fir m und 0):

%(50) = ans (Co)‘l‘b Cn (o) }
Co=éo Ve

16
V(&) = 751054 ©) + 5. G QI 1)

Daraus folgt

, as, v 48,
Eﬁ—tgd——snw—w—d—g—ww—a—s.
a, ac, . a0, v
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Es ist also fir die Berechnung von tg ¢ nur die Kenntnis von ¢'/y an
der Stelle &, erforderlich. Zunichst ist das Verhalten des Ausdruckes
aS(%) + bC({) in groBer Entfernung von den streuenden Zentren zu unter-

m{2
suchen. Der Faktor <1——> besitzt den Grenzwert 1, fir den Rest

52
ist das asymptotische Verhalten nach (9a):
1. Il
SIN ? Sm(c + ?)5
1 ln
CZN fCOS(C —+ ?)'
Mit ¢ = Ya? 4 b wird also
mn m m Z
ST () 4+ O Q) ~ o E—sm(C—{— 8 2“) a7

Statt der ST*({), die bei der Analyse der ebenen Welle auftraten, erhalt
man jetzt Funktionen S, deren Argument eine ,,Phasenverschiebung 67"
erlitten hat. Schreibt man statt dieser die ebene Welle hin und eine aus-
laufende Kugelwelle, so ist deren Koeffizient die Amplitude der Streuwelle

aS+bC =gS+dC—iS) =g8+dE—(),

b d
riad Lty

— dtgé — g9l —id
d—m—gSInée .

Die Intensitit der auslaufenden Welle ergibt schlieflich die Streuung
Fwp 9) —11m722 Ao 9 (&1, @) A B (G ) = limgfg Er(©)-Er €)

—> o qu,n
mel U
S S gl (@) - g7 (@) sind] sin ) e iy IT7'(n) cosm @ LTy () cosm’ g,
m=0m'=0

wobel wegen (9a):

lim s B Q) B (0) = 55 LT = (MY

7 —3> 00 2n

Der Koeffizient g™(x) enthdlt jetzt noch den Faktor (—-14)}; ich setze
daher G = i'¢g?, wo nunmehr GI* reell ist. Somit wird endlich

Fap ¢
LU
( )2( —)+v EGm(oc ) G (o) sin 87" sin 8 cos (O] — Op')
m,m' =0

< IT () cosm g - v (n) cosm’ . (18a)

)
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Dabei bedeutet o den Einfallswinkel, f = arccos 7 den Ausfallswinkel gegen
die Molekelachse. ~ Den experimentell definierten Wirkungsquerschnitt
erhdlt man, wenn man obigen Ausdruck mit der Zahl N ;1 der Molekiile im
Kubikzentimeter bei 1mm Hg und 0°C multipliziert, auBerdem iiber
simtliche moglichen Stellungen der Molekelachse mittelt. F («, 8, ¢) ist
eine Summe von Produkten aus zwei wesentlich verschiedenen Faktoren,
nédmlich:

1. den Richtungsgliedern
0 (e By ) = GI' (W) GF () ITT" () cosm - IT7 () cosm’ g,

2. den Teilquerschnitten (19)
2
" = N1.<2i7z> (—) ¥ sin &}" sin & cos (6 — 7 ).

Die Gesamtstreuung erhilt man endlich, wenn man noch iber simtliche
Beobachtungsrichtungen mittelt. In diesem Falle kann man bequemer
erst itber @ und %, dann iber o integrieren, es fallen dann die Glieder mit
m==m' und 151 heraus. Filhrt man die Mittelung nur in nullter
Néherung durch (vgl. ITT), so erhilt man

AN .
W.Q. = 4aN, <—> S (@ — 8 ) sin2 8" (20)
27 =
Analog wie beim Atom treten auch beim Molekiil in der Gesamtstreuung
nur ,,ungemischte” Glieder auf.

111. Die Richtungsghieder. Die Glieder R (xf ¢) hingen nar implizit
von dem Winkel @ des einfallenden Strahles gegen die Beobachtungs-
richtung ab. Um tber séimtliche Lagen der Molekel zu mitteln, werde bei
festem Winkel ¢ die Achse in sémtliche Stellungen « gegen den einfallenden
Strahl gedreht. Bei festem o kann die Einfallsebene mit der Strahlebene
noch einen Winkel w einschlieBen. Es gelten also folgende Beziehungen:

1 = cosfi = cosacos & + sina sin 9 cosw,
V1 —7?sin g = sinfsin ¢ = sin ¢ sinw,

sin o cos ¥ — cosa sin 9 cosw

cos @ = g

b

o3

m
cosm ¢ enthilt den Faktor (1 —#?) 2, IIT'(n) dagegen (1 —#%?. das
Produkt also nur rationale Ausdriicke in sina, cosa, sinew und cosw.

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 76. 31
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Gesucht wird jetzt der Mittelwert R(¥), der auller von ¥ nur noch von
dem Energieparameter ¢ abhingt:

PR 4
! 1 . mml
R;nllm() dew.“slnddd'm”r (O(,,ﬂ, gv).
0 0

Da sich ein allgemeiner Ausdruck fiir Integrale dieser Art nicht ermitteln
lieB, wurde die Integration fir die wichtigsten Spezialfille bis zur zweiten
Néherung durchgefithrt, fir m = 2, also Glieder, welche sicher nur mit
kleiner Amplitude auftreten (vgl. die spitere Diskussion von ¢1%™) nur in
der nullten Naherung. Das Rechenverfahren ist recht uniibersichtlich, es
soll daher im folgenden nur skizziert werden. Zuniichst werden die Glieder
zusammengefalt, die o explizit enthalten, und in eine Reihe umgeordnet:

. £ sin o
G (@) G () = cos™ +7 qsinm +m' oo S, ( 2-»—)"
n

™y = (1— 172)_7[["‘( ) hat als Reihenentwicklung die Gestalt
oW = X0 P 0) = Zp:Piln)
wobei " d
PP () = G D)
bedeutet. Es ist nimlich
PP() = @l—1) Py + P,
= Ql—1)P_,+ 2l—5)P_;+ P, usw.
=>@l—4r—1)Pi_y,_;.

Das Produkt zweier Légendrescher Polynome kann man wiederum als
Reihe nach einfachen Légendreschen Polynomen hinschreiben und auf
diese endlich das Additionstheorem der Kugelfunktionen anwenden:

P,(n) = P, (cosa) P, (cos ?) +2§( o ;

Es bleiben zum Schluf nur noch Integrale von der Form (18) zu berechnen,
die multipliziert sind mit Ausdriicken wie cos™ @ sin™ & PP (cos 9), die wmit
Hilfe der Formeln

@1+1)cosd Pi'(cos ) =(l—m+1) P{*y 1 + (1+m) PI"_,

@1+1)sin & Pi"(cos §) =— (I—=m+1)(I—m+2) PI"s 1+ (1+m)(l+ m—1) P}*"}
auf gewdhnliche Kugelfunktionen mit dem Nebenindex m = 0 zuriick-
gefithrt werden kénnen. Da im separierbaren Modell die Zahlen ! und m
die Zusténde eines einzelnen Elektrons beschreiben, sind in der folgenden

Py (cosa) Py (cos @) cosma.
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Tabelle die Zahlen 1 =0, 1, 2,... durch s, p,d..., die Zahlen m = 0,
1,2, ... durch die Symbole o, 7, 6, . . . ersetzt. Hs bedeutet also z. B.

27 7

1 .
Ry 400 = R} = Gj.dws sinada RS (o, B, ).

0 0
[Die mit *) bezeichneten Richtungsglieder wurden nur in nullter Niherung
berechnet. Statt P, (cos ¢) wurde kurz P, (9) geschrieben.]

Ryo 50 = (14 0,1111¢ + 0,0812 %) P, (9) + 0,009 &2 P, (),
Ryopo = (1 40,0623 + 0,0085¢%) P, (9) + 0,0010 €2 P, (),
Byopn = (2 + 05156 + 001862 P, (9) + 0,0065¢ P, (9),
Res,a0 = (1 + 0,0817& + 0,0118 %) P, () + 0,0007&* P, (9,
Byan = (24 02608 — 0,0027 %) P, (9) + 0,0062 ¢ P, (9),
M) Rygad = (Benrrennannneannns, ) P, (9) (&) P, (9).

Rpo, po = (1 4 06,0800 & 4 0,0060 %) P, + (£ —0,0188 —0,0008 %) P, ()
+0,0004 &2 P, (),
Byopn= (2—0,1440¢ + 0,0091 £%) P, () + 0,0026 & P, (),
Ryo,a0= (£ +0,1142¢ +0,01326%) P,(9) + (22 —0,0228: —0,0093 %) P,(9)
+0,0015 £ P, ()
Ryo,an=( -+ 0,1382¢ + 0,0078%) P, (8) + (2 40, 0402¢ +0 0011%)P,(9)

40,0028 P, (),
*) Ryo, g0 = (CERRRTRRRRPRRIREE ) Py (D).
Rpn, pn = (2 + 0,3200& + 0,0172 ) P () + (12 + 0,558 & + 0,0086 £2) P, ()
+ 10,0087 &2 P, (),
Ryr, o= (2—0,01582—0,00022) P,(9) + (22 40,1178 +0,0211¢?) Py( )
+0,0017 2 P, (9),
Ry 4= (& +0,0901 & -+ 0,0061 £2) Py (D) + (£ 4 0,0050 & -+ 0,0092 2) P, ()
+0,0280 &2 P, (),
N Ryp a0= (1_3 .................. YP,(9)+ (% .................. VP4
Ryo a0 = (1 40,0045 ¢ 40,0635 %) Py () + (2 +0,1328¢+0,0122¢%) Py ()
+ (26—0,0380¢ ......... )P () +0,0010 2 P (),
Rio an= (12 +0,2495¢ + 0,0393 %) P, () + ($3—0,1828—0,0084 %) P, ()
+0,0007 > P, (9),
*) Ryoa5 = (% .................. )P2(,9)_|_(i;g .................. YP(9)

Raman= (2 +0,1633¢ 10,0181 %) Py(9) + (22 + 0,1168-0,0155¢2) P,(9)
o+ (20,8839 +00045) P,(9) + 00009¢! Py(9),
*) Bar, a0= % Py (9) + $P,(9),
*) Bao,a0 = 2 Py (9) + P (¥ + % “2 P, (9).
31*
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Fiir ¢ = 0 gilt ein Summensatz, den man zur Kontrolle der nullten Niherung
verwerten kann. Nach (14a) ist némlich in diesem Falle:

Lo
> > R @B )
m=0m =0

! l—m)! . - s+ (analo
m§(2l+1) 2— 0o m) ET-T:E;—' P} (cosa) P'(cosB) cosm g+, ‘(Ausdrf(?]z)
= (21 4 1) P;(cosa cos B + sina sin § cos ¢)

(20 4+ 1) Py (coso cos f + sinasin f cos ¢)

= 21+ 1) @27V 4 1) P;(cos ) Py (cos 9).

Da dieser Ausdruck unabhingig ist von o und o, mub er gleich der Summe

der Mittelwerte sein:
7T

97
, L 4 17 . m m'
SSarepe = 2 S L fdo]sneda " @)
m m N 5
0

m=0m'=0
0

Uber die Richtungsglieder R7™ (9) 1aBt sich noch folgendes aussagen:
Ihre Reihendarstellung geht in nullter Naherung von P,y ..., Py oy
bis P, ;. Dabei fallt Py aus, wenn m == ist. Abweichend vom kugel-

2
symmetrischen Falle, wo fiir I = I' = 1 z. B. gilt [P1 (3;1)] = 0, erhalten
wir hier:

Rpo, po (—’;) — 0,600 -+ 0,089 ¢,
1

Rp o, p7 <§> = 0,600 -+ 0,072 &,
]

Ryr pa <§> = 0,600 - 0,040 ¢.

Wenn also nicht zufillig 80 = ¢, ist, sind also auch bei einer Ablenkung
@ = m/2 noch Streuglieder erster Ordnung beteiligt. Aus den berechneten
Mittelwerten ergibt sich ferner, daf in dem zu betrachtenden Energieintervall
die Abhéngigkeit von & sehr schwach ist, so daf man sie fast vernachlissigen
kann.

1V. Die Teilquerschniite. Die Abhéngigkeit von den & steckt im wesent-
lichen in den ,,Teilquerschnitten‘ q{",,”" (), die ihrerseits zwei wesentliche
Bestimmungsstiicke haben, nédmlich den Faktor

Ay N, R
Nl(é;) =12 AmE’
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der mit £ — 0 ins Unendliche anwichst, und den Faktor
sin 7" sin 07" cos (37 — o),
der hochstens den Wert 1 annehmen kann. Ubersichtlich wird dieser Zu-
sammenhang erst in der Gesamtstreuung, die daher jetzt untersucht werden
soll. Es wird hier
AN om sin? 87"
q" = Nl(z—n) sin?d) = a®N, ———-
Ein Minimum liegt an der Stelle, wo 6" = ko wird (k =10,1,2,...),
also tg 67" = 0. Dieser Fall tritt dann ein, wenn in (17) der Zéhler ver-
schwindet, also

dl d m
“ae = gplosST Qe e @1a)

wird. (Beim Atom gilt analog

d1 d ) l
i’ = e ()]~ 7)

Fir kleine Werte von & bedeutet dies wegen (12):

© 4 m
% ~ d_g[log P @)=

4

Der Ausdruck rechter Hand ist sicher positiv fir 1 320 (wegen &, > 1);
fir 1 = 0 mufl 9 verschwinden. Das bedeutet anschaulich, dab ein Bauch
der Bigenfunktion noch auBerhalb des Randes oder gerade am Rande
(bei 1 = 0) liegt, und daB man nur wenig positive Energie zuzufithren
braucht, um den durch m und I beschriebenen Quantenzustand ins Innere
der Molekel (bzw. des Atoms) einriicken zu lassen. Ein Streumaximum
andererseits wird in der Gegend liegen, wo sin 6 = 1 wird, also tg 6] = oo
und demnach der Nenner in (17) verschwindet. Dies ist dann dér TFall,

wenn
’

d m d "
% = 72008 OF Oy =gy 7~ gz 08 O @ =s, (21 b)

fir das Atom

dlogy d 2mr 14+1
it =z [lse ()]~ =

Diese Bedingung sagt aus, daB v’/ negativ sein, also der zugehorige
Elektronenzustand bereits dem Innern des Atoms oder der Molekel so weit
einverleibt sein muB, dal bei geringer Energiezufuhr ein Knoten der Eigen-
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funktion einriickt. Den weiteren Verlauf von tg 67" erfallt man angenihert
mit der Beziehung [wegen (12)]:
/ d
sy PPV =y PIO  5ias
tgo' ~e ? - = fl'(e, &) (22

d m ) A
wd—éQl &) —v' Q&)

Als Interpolationsformel ist diese Beziehung sicher brauchbar bis zur ersten
Nulistelle von cosEV;, woraus dann folgt &, V;< 7f2: V;< 7/ &,
(Diese Bedingung ist fiir das spiter behandelte Nyp-Modell bis etwa zum
Streumaximum erfillt.) Fir g* ergibt sich dann folgendes Verhalten:

o O _ e, U7 (e ST

A

Fir ¢ =0 verschwinden jetzt alle Teilquerschnitte, ausgenommen g,
das dem Grenzwerte
g (e =0)=a’N,| — — AR =

N =
Eii)! —1 0 E() + 1

zustrebt. In der Gesamtstreuung treten die Glieder ¢}* noch mit einem

Gewichtsfaktor auf, der sich bei Mittelung itber den Raam ergibt, und zwar

ist nach (20) angendhert

qzn = “ﬁNl

}» 2 . m m
W. Quie = 47N, (2;)21 (@ —8yr) sin20" = 47N, S 2— 6,) g1

m, L

(Beim Atom sind bei gegebenem [ die m-Werte nicht unterschieden, dort gilt
W. Q'Atom = 4:7ZN1 EI (2l -+ 1) q1.

V Diskussion des empirischen Materials. Es soll nun gezeigt werden,
wie sich die rechnerischen Resultate bei der Deutung empirischer Streu-
kurven verwerten lassen. Ein Minimum bei kleinen & wird man zunichst
dort erwarten, wo abgeschlossene Schalen vorliegen; wo also neue s- bzw.
o-Bahnen vor dem Eindringen stehen. Bei Atomen kommen hierfir die
Edelgase und die Erdalkalien sowie ihre Homologen Mg, Zn, Cd. Hg in
Botracht, vnter den symmetrischen Molekiilen vorlaufig nur Hy und No,.
Beteiligt am Streumaximum werden diejenigen Quantenzustinde sein,
die entweder soeben gebunden sind oder bei geringer Energiezufubr ein-
riicken werden. Bei den Edelgasen schon gebunden sind die p-Zustinde,
vor dem Rinriicken die d-Bahnen; bei Mg, Cd, Zn, Hg sind gerade die
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p-Bahnen vor. dem Einriicken. Betrachten wir jetzt die Formel fiir den
gesamten Wirkungsquerschnitt:

PRY . IRC
W. Q.=4nN1<ﬂ>$(2l+1) sm25,=g.4nN1<2—n>, (20a)

so gibt der Gewichtsfaktor g = =) (21+ 1)sin®d; an, wieviele Streu-
ordnungen sich in der Gesamtstreuung unterbringen lassen. Das kann man
folgendermafen einsehen: sin?§; hat im Hochstfalle den Wert 1, und der
Teilquerschnitt ¢; hat sein Maximum nahe dem Energiewerte, fiir den
0; = m/2 wird (mathematisch ist der Zusammenhang weit komplizierter).
Berechnet man jetzt an der Stelle eines Maximums der Gesamtstreuung
den Faktor g, so hat man einen ungeféhren Anhalt fiirr die Ordnungen 1 der
Teilquerschnitte ¢;, die an der Streuung beteiligt sind. ¢ = 6 kann man
nicht erhalten mit ! = 0 und I = 1, denn diese wiirden im Maximum den
Faktor 4 liefern. Eine sichere Entscheidung ist in den Fillen moglich, wo

Messungen itber die Winkelabhingigkeit vorliegen. Der andere, lediglich von
2

der Energie abhé’mgice Faktor in der Gesamtstreuung ist 4 = N1<2—Zn-> , er

hat den Wert T Zt wenn die Energie in Volt gemessen wurde. Bei den

Edelgasen erhilt man hiernach folgende Wertel):

| W | we g

\ |
o ~W 35 80 5.9
.. 95 5,8
140 5,2

Aus diesen Werten fir den Faktor g geht hervor, dal die Ordnungen
1=0,1,2 an der Streuung beteiligt sind. Fir den Querschnitt bei senk-
rechter Ablenkung gilt:

7 5 25 , 18,3
F<‘2‘> = (100_‘2‘5%24‘2%2 =9V

Aus den Werten von Briiche ergibt sich dann folgende Tabelle:

e e
H 2,7 1 | 0,55
‘ | 0,86

‘ 2,4

1) E. Briiche, Ergebnisse d. exakten Naturw. VIII, S. 185, 1929.
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Wiren sowohl d, als auch d, = 7/2, so mibite ¢ = 2,25 sein; der niedrigere
Wert spricht dafir, daB fiur das Maximum der Gesamtstreuung vor allem
die Streuung erster Ordnung verantwortlich zu machen ist. Typisch fiir die
Uberlagerung mehrerer Ordnungen ist das ,,Abrutschen* des Maximums
nach geringeren Geschwindigkeiten bei Beobachtung des ,,ALlenkungs-
querschnittes”. Von anderen atomaren Gasen sind nur die Dampfe von Zn,
Cd und Hg so weit untersucht, dal die Lage der Maxima bekannt ist.
Brode fand hierfir folgende Werte?):

| W | wa |

I o '
Zn ) ‘5 1,0 500 3,0
od .09 800 3,9

Die Werte von g sprechen fiir Streuung erster Ordnung, was mit unseren
Vorbetrachtungen gut iibereinstimmt, nimlich daB gerade p-BElektronen
eindringen. Bei Beobachtungen der senkrechten Ablenkung diirfte daher

Jdx 9 g ——— a
ot ’ —
g u
3T Ty P ; {/5 \_ 7y
3po 9 AP o n
Isa . 3s UESE%
pr a“} 4 g,
25 Z { “}
S e S —
250 O'u}/j s 0 ay,
150 —-————Ug s 0 —————— Oy }75
a=0 Q=00 a=0 Q=00

Fig. 1. Termschema fiir N.
a) separierbar, nach Weizel 2); b) nicht separierbar, nach Hund 3).

dieses Maximum entweder géinzlich verschwinden oder aber — wie bei den
Edelgasen — ,,abrutschen®.

(Leider stoBt eine experimentelle Bestitigung dieser Erwartung auf
hohe Schwierigkeiten.)

Bei den Molekeln sind die Aussagen, die aus der Kurvenhohe folgen,
nicht so weitreichend. Es ist hier

167

l 2 . m
W.Q.=4=zN, (—) > (2— 6y ) sin2 6" = Vit 7"

37 (20)

1) R. B. Brode, Phys. Rev. 35, 504, 1930.
%) W. Weizel, ZS. f. Phys. 59, 322, 1929.
%) F. Hund, ebenda 63, 728, 1930.
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Der Faktor g 1aBt allenfalls eine Entscheidung zwischen m = 0 (o-Streuung)
und m 5= 0 (7, 0 usw.) zu. Die Winkelabhingigkeit fithrt uns etwas weiter
und laBt wiederum gewisse Riickschliisse auf die eindringenden Quanten-
bahnen zu. Das verwendete separierbare Feld filscht natirlich die Ergeb-
nisse iberall dort, wo Uberschneidungen von Termen gleicher Symmetrie
auftreten. Bei N, ist dies fir die Zustinde 8 s o und 8 d o der Fall. Zum
Vergleich sei der Verlauf beider Termschemata fir verschiedene Kern-
abstinde angegeben (Fig.1).

Fir H, werden an der Streuung in erster Linie die Zustinde 2 s¢ und
2 po, fir N, im separierbaren Falle 8 s bzw. 8 do und 8 po sowie 8 px
beteiligt sein. J-Zusténde konnen sicher vernachlissigt werden, wie das
schon in IIL betont wurde. Die Experimente liefern folgendes Materiall):

[ [ve ]
Hy . .. \ 1,7 56 0,97
Ny ... | 18 96 1,47

Bei H, kommen sicher nur o-Zustinde in Frage, und bei N, spricht die
Schérfe des Maximums dafir, daB en Phasensprung 67 den Wert 7/2
uiberschreitet — zum Vergleich sei auf die Teilquerschnitte der Edelgase
bei Holtsmaik (l. c.) hingewiesen, wo 7/2 nicht iiberschritten wird und
die Maxima infolgedessen weit flacher ausfallen. m == 0 wiirde aber jetzt
den Wert g > 2 liefern, also kann das Maximum nur von o-Streuungen
herrithren. Die Messungen der Winkelverteilung bei CO durch Raumsauer
und Kollath? sprechen fiir eine p-Streuung, da eine d-Streuung zwei
Minima der Intensitat bei etwa 55 und 125° aufweisen miillte. Bei N, ist
das gleiche Verhalten zu erwarten, da seine #ubBere Elektronenhiille der
von 0O dhnelt. 8 do kann also nur mit einem geringen Beitrage beteiligt sein.

Die von obigen Autoren betonte Bevorzugung der Riickwirtsstreuung
bei kleinen Geschwindigkeiten 1a8t sich qualitativ folgendermafien ver-
stehen: MaBgebend fiir diese Erscheinung sind sicher die ,,gemischten®
Streuglieder

(—)+7 sin 87 sin & cos (8] — OFF) Riv™ ()
und von diesen wiederum nur die ungeraden [fir die also R (mw — o)

= — R(J) gilt]. Fir die Energie Null ist die Phasenverschiebung gleich
mmal Zahl der &-Knoten (oder der 7-Knoten im Atom). Sein die zugehorige

1) E. Briiche, l.c.
2) C. Ramsauer u. R. Kollath, Ann. d. Phys. 12, 529, 1932.
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Hauptquantenzahl, so gilt 67* (0) = 7 (n — I —1). Im Grenzfalle unendlicher
Energie hingegen wird 0] verschwinden, denn dann wird der EinfluB des
Feldes beliebig klein. 6]* nimmt also von einem Vielfachen von mz ab
bis zum Werte Null. Daraus geht hervor, daf bei hinreichend kleiner
Energie sin 67 sin 8% cos (07" — %) stets positiv ausfillt. Wegen des
Faktors ( )’H bedeutet dies eine Bevorzugung der Streuung nach riick-
wdrts, Soweit also die Theorie anwendbar ist, mul (auch bei Atomen) bei
kleinen Geschwindigkeiten die Streuung nsch ruckwirts iberwiegen.

VI. Numerische Rechnung. Es soll nun untersucht werden, wieweit
sich die in IV. gewonnenen qualitativen Resultate nach der in II. an-
gegebenen Methode quantitativ herleiten lassen. Als giinstigstes Beispiel
bietet sich N, dar, welches wegen seiner abgeschlossenen Schale schwer
anzuregen ist. Ferner ist der Grundzustand ein Singulett, so daB der
Austausch vernachlissigt werden kann. Die Ladung der Kerne ist jeweils 7,
ihr Abstand nach den Messungen von Rasettil) 2a = 1,1 A. Daun ist
die Energie in ¢ umzurechnen nach der Formel

2
<2—”9> — 0,08 (Voltzahl).

A
Das Potential sei nach (15a) gewihlt:
_Ze Ef(§)
pg—
V= a 52_7} (23)

(&) ist hierbei eine Abschirmungsfunktion, die fiixt £ = 1 den Wert 1 haben
und firr & = &, verschwinden soll. Zunichst werde die Ladungsverteilung
in einem derartigen Felde untersucht. Das Volumenelement ist

0 (2y2)
0(Eng)
Die Raumladung ist dann

dmpdr = — D - AV-dédnde = a® (£2—n*) AV-dédnd g

dr=dzdydz = dédnde=—a*(E—n?)dédnde = D -d&dnde.

_ & d af af &+7

= =326 g [0 3 2 -0 G | aeand
dmodr _ [E(8—1)f" (&) E+nP—28n

St = [ et T @] asanag. e

In dem Ausdrucke rechter Hand ist ";(252_2 sicher positiv, 52 —{(_527 - 772)5—2 2

kann das Vorzeichen wechseln, es ist positiv fir # = 0, negativ fir

1) F. Rasetti, Phys. Rev. 34, 367, 1929.
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7y = =+ 1. f(£) nimmt ab von 1 bis 0, also ist f'(§) negativ. Wire nun
f'(&) =0, so wirde lings # =0 im ganzen Molekiil positive Ladung
verteilt sitzen. Dieses Unglick kann man nur verhiiten mit (&) > 0,
sofern & <&, Fir f(§) bestehen nunmehr folgende Bedingungen:

f) =1, fE) =0 f(&<<0, [f'(&>0 (25
Léngs & =1 ist aber

_4medv _ 2 af
2Ze — P dE

dédnde,

und dieser Ausdruck ist sicher negativ. Léngs der Kernverbindung (§ = 1)
tritt also bei diesem Ansatz sicher positive Ladung auf, es sei denn f' (1) = 0,
was wiederum mit obigen Bedingungen nicht vereinbar ist. Diese positive
Ladung miissen wir also immer in Kauf nehmen und rechnen daher jetzt
aus, wieviel es ausmacht. Ein Vorzeichenwechsel tritt ein lings der Fliche:

2o U\ _y €47 0
ae D gg 2E e W g =0
oder mit (& _—1)?1_2 = w(é):
d
£(& )%—mgwnﬂ):o

2
o fw—3w _u
g fw 42w v 26)
Zu n = 1 gehort sicher & = 1; die Wurzel der Gleichung, die sich fir n =0
ergibt, sei £&;. Dann ist die gesamte positive Ladung auBerhalb der Kerne:

[edx LBV £t
=97 = rjdfj‘ifjd‘”[s? 72
1 —n® 0
- gld‘fn(z APV S &
- J \ 77[ ,'72 (53 2)2]’
31 — 1) . (27)
G EEn® [ 1 1
“‘:“W“ s“‘*ﬁ“jwdfé——m—ﬂm)
&
o et
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An der Stelle § =1 wird w = 0, fiir & wird = 0, also verschwindet der
erste Ausdruck, und es bleibt

j ﬂ_l,—?/
-. E—n §+77>
1

Nach den Bezeichnungen in (26) ist

w ;L & wo—ur
77*5‘/5, n ——V;'f—gf“i; )

w3
demnach
1 -
— / WO — u
14 __+§u_v_:w I uwg_uh_;t,
oL = | wde Vuol P72 et
fu
5-5]/ &+ ¢ Lv /
1
& .
_J@wd{-‘Vuv J‘wdé(u v—fiqi)
£(v—u) (v —u) Yuov '
Aus (26) folgt weiter v —u = 4 w, also endlich
51 — fl ’ ’
wuv UvV—uv
L=JV A& + ij‘u‘—rdé. (27a)
1 1

Dieses Integral wird im allgemeinen hyperelliptisch und 146t sich dann nur
numerisch auswerten. Die Abschirmungsfunktion f (£) soll nun so gewihlt
werden, daBl am Rande keine Flichenladung auftritt. Dies bedeutet, dall
in der Gesamtladung kein Ausdruck von der Form

§+1 af . &+
w log —— = (&£2—1 lo
g'f‘“n E=¢ ( )dé gé—ﬂ!g:‘fo
auftreten darf, denn (£2 — 1) log g T gibt im wesentlichen die Oberfliche
des Ellipsoids. Man erreicht das durch die weitere Bedingung g—g = 0.
E=4§
Die einfachste Funktion, die allen diesen Bedingungen geniigt, ist
(Eo— E)

Die numerische Rechnung liefert bei dleser Wahl von f(§) das folgende
charakteristische Wertsystem:
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£ H 15 } 2,0 ‘ 2,5 3,0 % 3,5 ‘ 4,0 5,0
\‘ 1,205 | 1,375 ' 1,515 | 1,632 } 1,738 | 1,835 } 1,92 ‘ 2,00
S 188 | 1,30 | 0985 | 0882 | 0780 & 0,720 | 0,645 | 0590
‘ 0,515 | 0,606 | 0,670 | 0,694 | 0,718 | 0738 | 0757 | 0772

1
r=q I ist der Reduktionsfaktor, mit dem man die Kernladung Z

zu multiplizieren hat, um auf die richtige Anzahl Z der dulleren Elektronen
zu kommen: Z* = rZ. Die Wellengleichung

8 P AV+(E—V-e) ¥ =0
ist bei unserer Wahl des Potentlals in elliptischen Koordinaten separierbar,
und man erhdlt die Losungen

Y& m, @) = ' €I (n) cosmg,

woIIT" (1) cos m ¢ die schon in II. behandelten Funktionen sind. Die 7" (&)
hingegen miissen folgender Gleichung geniigen:

h? d d m? : 2Z*99§(§_§)2 B
Sn“‘yaﬂ[d_f(éz—l)d—g_gﬁ—"]w*[Eéﬂ*‘ a (500_1)2]1/)——0, (28)

oy & ma 4Z%aE(E -8R

{df(é Dag " e o o) PO

Eine Reihenentwicklung erscheint hier aussichtslos, da wegen des Potential-
gliedes die Rekursionsformel fiinfgiiedrig wird. Da aber bei der Berechnung
von tgd nur ¢'/y gebraucht wird, soll dieser Ausdruck allein berechnet
werden. Wegen des Verhaltens bei & = 1 sei angesetzt:

p = E—1"Pw(§),

y_w,y mé "

y —w T E—1 T E
Man erhélt zunidchst die Gleichung
(E—Dw' +2m~+1)Ew + [+ mm+1) —x+3E(E—E*w =0 (28a)

mit

. 47*q
T oa, (&,—1)?
!’ "
Aus u = v folgt VoW -+ 42, mithin
w w

b 2t Eu e +3E G m (n41) —

- B1 (29)
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Als Randbedingung hatten wir Regularitit fir £ =1 zu fordern, und das
ergibt die Anfangswerte

_ 3= +e+m(m+1) —
wl) =— 2(m+1) ’
u,(l)_e——uﬂ(l)—( 1)u(l)—23(§—1) +23(§0TD
- m + 2

mit diesen Ausgangswerten wurde die Gleichung fir verschiedene Werte der
Parameter m, I, ¢ &, nach Runge und Kutta numerisch integriert. An

den Stellen, wo  einen Knoten besitzt, mufl man zum reziproken Wert

1 w .
V== ibergehen. Durch Interpolation wurde aus diesen Resul-

taten zundchst &, so bestimmt, daB die Streuung nullter Ordnung ihr Mini-
mum bei der Energie 0 hat (was wohl dem experimentellen Verhalten

i . —
\§
“\ N

w \\ '
) \\ ]
\1Y

|
10 %0 75 335 qsk—

Fig. 2.
Bestimmung des ,Randes* durch die Bedingung wu, (§9) = 0.

ziemlich nahe kommt). Fiir & = 8,40 (vgl. Fig. 2) trat noch kein Minimum
auf, fir &, = 8,50 lag es bereits bei 1,15 Volt. An der Stelle ¢ = 0 lag es,
wenn man & = 8,46 wihlte. Als Hauptquantenzahl fir w, ergab sich
n = 8, was unseren Erwartungen (vgl. V.) entspricht. Bei diesemn Werte der
Hauptquantenzahl und der Definition des ,,Randes‘ durch die erwihnte
Lage des Minimums gilt die Interpolationsformel

&, (Za)'l> = const.

Die Eigenfunktionen hoherer Ordnung traten bei der Berechnung mit der
Hauptquanteuzahl n = 4 auf, so daB die Streuung sicher falsch ausfallen
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muBte. In der Tat ergab sich ein dz-Maximum bei 2,7 VVolt, wihrend die
empirischen Daten (vgl. V.) ein po-Maximum bei 1,55 VY Volt liefern. Dies
liegt besonders daran, dal das Gebiet mit positiver Raumladung noch zu
weit nach auflen reicht, das Potential also nicht rasch genug abfillt (das

7 (€) I
o ‘
+7 /\ ! sa(Z-7)

g N 4
. af=408)
\ / \\\ ,///'” ﬁ 4
N~ —
~. —
/><

-7 — \\\\'~\
== px(Z=408)
1w 73 20 75 30 i E—
Fig. 3.
Eigenfunktionen von N, bei Energie Null.
o)
5}’13 /."\\
" i
I\
N
TN
i \\“ ) ]
. onth
R g/‘lmen_—,
\\\._ R2/% {B{gchr
\\
N N Y.
e \\\
T
|

|
4z g3 6% 45 47 49—
a7 1 158 195 223249 295 3HVIER
Fig. 4.
Verlauf der Gesamtstrenung und der Teilquerschnitte bei N.

von Morse und Allis J.c. benutzte Modell besitzt sogar eine Fldchen-
ladung, so daB man die gleiche Schwierigkeit erwarten sollte. Leider geben
die Autoren ihre zugehorigen Eigenfunktionen nicht bekannt. Es kann also
leicht ein d-Maximum dort auftreten, wo man ein p-Maximum z. B. erwarten
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sollte). Man kann diesen Fehler dadurch kompensieren, dafl man fir | =1
starker abschirmt, etwa eine ,effektive’* Kernladung so bestimmt, dall ein
po-Maximum an der richtigen Stelle liegt. Dies lief§ sich erreichen mit
Z = 4,08, also Z* = 8,20 (vgl. Fig.8 und 4).

Mit diesen Werten ergab sich ein Wirkungsquerschnitt W. Q. (1,55 Volt)
= 88 cm?/cm3 gegenitber einem experimentellen Wert. von 96 cm?/em?.
pre-Streuung wird vernachlissighar klein, es bleibt also ein Rest von 8 cm?/em3
fir die do-Streuung, fiir die nun abermals eine neue Abschirmung zu be-
stimmen wiirel). Solange jedoch keine experimentellen Werte fiir die Winkel-
verteilung der Streuung bekannt sind, hat das wenig Zweck. Zum SchlulBl
sei noch die Winkelabhingigkeit mitgeteilt, wie sie sich nach obigem

om?

o N g
1\70 \\ I / 7
—\\ /7,7
5 \\ i/ —179
— 1 'k_’__ 97

w0 & T w0
F o5 2 ¥ ¥ 7

H

Fig. 5.
Winkelabhingigkeit der Streuung bei verschiedenen Energiewerten.

Naherungsverfahren mit Hilfe der Mittelwerte aus III. ergibt, wenn man
fir das Verhalten lediglich die 8 so- und die 8 po-Streuung verantwortlich
macht. Der Gang entspricht ganz dem Verhalten, wie cs Ramsauer
und Kollath (l.c.) fir CO angeben.

Zum Schlufl méchte ich noch Herrn Prof. Hund an dieser Stelle fir
seine freundlichen Ratschlige und wertvollen Hinweise herzlich danken.
Zu Danke verpflichtet bin ich ferner den Herren Prof. Ramsauer und
Kollath fir liebenswiirdige Hinweise vnd den Herren G.Beck und
E. Teller fir anregende Diskussionen.

Leipzig, Institut fir theoretische Physik.

1) Bei groBeren Geschwindigkeiten ist die Ubereinstimmung mit der beob-
achteten Kurve schlecht, wie das bei Verwendung der Interpolationsformel (22)
zu erwarten war.
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Lebenslauf.

Ich, Hans Christian Stier, wurde am
25. XII. 1906 in Meerane in Sachsen als Sohn
des Apothekers Hermann Christian Wilhelm
Stier geboren. Ostern 1913 trat ich in die
dortige Blirgerschule ein, nach deren vier-
jahrigem Besuche ich Ostern 1917 in die stid-
tische Oberrealschule aufgenommen wurde.
Mit dem Wechsel des Wohnsitzes bezog ich
Michaelis 1919 das Reformrealgymnasium
zu Chemnitz, das ich Ostern 1926 mit dem
Reifezeugnis verlieB. Zunédchst studierte ich in
Freiburg, und seit W.-S.1927/28 in Leipzig, wo
ich mich den Fichern Mathematik, Physik und
Geographie, spater auch Geophysik, widmete.
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