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Der Wärmeübergang in Rohrleitungen. 

Von ~r. Sno. Wilhelm Nufselt. 

Durch ein warmes Rohr ströme eine kalte, tropfbare oder elastische Flüssig
keit. Es ist gesucht die Erwärmung des Stromes, abhängig von den EigenschaHen 
des Rohres, der Flüssigkeit und der Strömung. Die technische Wichtigkeit 
dieser Frage hat schon frühzeitig eine Reihe von experimentellen Untersuchun
gen veranlaßt, die Mollier 1) in einem Aufsatze ,, Ueber den Wärmedurchgang und 
die darauf bezüglichen V ersuchsorge bnisse « zusammengestellt und kritisch be
sprochen hat. Seit jener Zeit ist nichts wesentlich Neues hinzugekommen, mit 
Ausnahme einer theoretischen Arbeit von Boussinesq 2). 

Obgleich bereits 0. Reynolds 3) im Jahr 1874 und J. Perry 1) auf Grund 
molekulartheoretischer Betrachtungen zu dem Ergebnis kamen, daß der Wiirme
übergang proportional der in der Zeiteinheit durch das Rohr strömenden E'lüs
o;igkeitsmenge, also proportional dem Produkt aus Strömungsgeschwindigkeit 
und Dichte, sein müsse, wird in der Technik allgemein der Wärmeübergang für 
Gase und Dämpfe als gleich angenommen und nur abhängig von der Ge
schwindigkeit gesetzt. 

Die folgenden Zeilen sollen das Wesen des Wärmeübergangeo; klarlegen. 
Ausgehend von den strengen Gleichungen der Hydro- und Thermodynamik ge
winnen wir die grundsätzliche Erkenntnis der Größen, von denen der Wärme
übergang abhängt, und gelangen, gestützt auf zahlreiche, eigene Versuche mit 
verschiedenen Gasen, zu einer allgemeinen Formel für die WärmeübergangzahL 

Theorie des Wärmeüberganges. 

Bringt man zwei verschieden temperierte feste Körper in innige Berührung-, 
so findet beim Wärmeübergang von einem Körper zum anderen an det· Tren
nungsfläche kein Temperatursprung statt, sondern auf einer durch einen Punkt 
der Berührungsfläche gehenden, beide Körper schneidenden Linie ändert sich 
die Temperatur ohne Sprung an der Trennungsstelle. Ersetzt man den einen 
Körper durch eine E'lüssigkeit oder ein Gas und sorgt durch die Versuchs
anordnung dafür, daß sogenannte Konvektionsströme nicht entstehen können, 
d. h. daß warme Flüssigkeitsteilchen nicht durch Auftrieb sich an Stellen anderer 

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 18V7 Bd. 41 S. 1U:3. 
2) M. J. Boussinesq, Calcul du pouvoir refroidissant des courants fluides. Jour. de math. 

pur. et appl. 1905 S. 285. 
3) 0. Reynolds, On the extent and action of the he:ttiug surface of steam hoiler~. Hdcntific 

papers Bd. I S. 81. 
') 0. Perry, The steam engine aud gas and oil engines, London 1899 S. 5~6. 

Mitteilungen. Heft 89. 1 



Temperatur begeben und dadurch einen Wärmetransport ausführen, so haben 
wir wieder denselben .B'all wie oben. Ein Temperatursprung an der Trennungs
stelle findet nicht statt. Nur für den Wärmeaustausch zwischen einer festen 
"\Vand und einem sehr verdünnten Gase konnte ein Temperatursprung zwischen 
Wand und Flüssigkeit experimentell und theoretisch festgelegt werden. Läßt 
man nun die Flüssigkeit längs der festen Wand strömen, so wird grundsätzlich 
nichts geändert, denn nach allen Erfahrungen der Hydrodynamik bleiben die 
der Wand am ntichsten liegenden Flüssigkeitsteilchen daran haften. Es findet 
kein Gleiten an der Wand statt, wenn auch unter Umständen der Geschwindig
keitsabtall an der Wand ziemlich beträchtlich sein kann. In einer der Wand 
anhaftenden Flüssigkeitschicht von wechselnder Stärke sollte nun nach der An
sicht mancher Experimentatoren der Wärmeübergang sich abspielen. Nach die
ser Theorie ist die übrige Flüssigkeit vollkommen gemischt, um gleiche Tempe
ratur zu besitzen. Das gesamte Temperaturgefälle entfällt auf die adhärierende 
Schicht, und deren Stärke ändert den Wärmeübergang und bedingt seine Ge
setzmäßigkeit. Das Vorhandensein dieser anhaftenden, ruhenden Schicht ist 
aber durch keine physikalische Eigenschaft bedingt und rein willkürlich ange
nommen. Die ideale Flüssigkeit würde im l{ohr mit über den Querschnitt über
all gleicher Geschwindigkeit strömen können. Die wirkliche Flüssigkeit, die 
Zähigkeit besitzt, strömt in anderer, aber gleichfalls gesetzmäL!iger Weise durch 
das Rohr. Wir werden unten sehen, daß von der Gesetzmäßigkeit der Strö
mung der Wärmeübergang abhängig ist. 

Hydrodynamische Grundlagen der Strömung im Rohr. 

Es sei gegeben eine strömende .B'lüssigkeit von der Dichte !!, dem Drucke 
p und der Zähigkeit '1/· 

Die rechtwinkligen Koordinaten seien x, y, z und die Geschwindigkeits
komponenten u1, Uz, U3. 

Greift man ein Flüssigkeitsteilchen heraus und wendet darauf das 
D'Alembertsche Prinzip an, so erhält man die zuerst von Stockes') aufgestellten 
Bewegungsgleichungen für zähe Flüssigkeiten: 

du1 1 () p 1/ Tj Cl@ Tj 2 , 

dt = - ~ () re + 3 ~ 3 re + ~ J7 UI ~ 
du2 1 Dp 1 / Tj 1lt9 Tj 2 - -- -+ 3---+-/7 U2 
dt (! tly (! fJy (! 

du3 1 Dp 1 / 1) Cl@ 1J 2 
-- = ---+ a- -+-F U3 
dt (! i:) z (! Clz (! 

( 1 ). 

Die Kontinuitätsgleichung lautet: 

fl(! ~(JUJ ()(>112 O(JU3- 0 
') + " + ') + '\ - . c t ure r y uz 

Dabei bedeuten die Symbole: 

d () () Cl () 
d-t = EJt + Ut () JJ + U2 () y + Ua () Z 

0 D u 1 D u2 () u3 
=c;-+c;-+9c) 

ure uy uz 
(:)2 Q2 ()2 

{7 2 = q;--. 2 + 0\9 + -) -2. o re u y• r z 

1) Stoekes, On the Theorie of the internal friction of fluids in motion etc. Math. and 

phys. papers. Bd. 1 S. 75. 
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Von der Wirkung von Volumkräften, der Schwerkraft in unserem Falle, 
wollen wir absehen. Die Genauigkeit dieses Gleichungssystemes hängt ab von 
der Richtigkeit des Ansatzes für die Zähigkeit, der nur geprüft werden kann 
durch die Integration obiger Gleichungen für einen besonderen l<'all. 0. Reynolds ') 
bat durch seine grundlegenden Versuche über die Strömung des Wassers in 
Röhren gezeigt, daß unter einer »kritischen« Geschwindigkeit das Wasser 
parallel zur Rohrachse strömt. Dafür lassen sich die Gleichungen integrieren. 
Man findet, daß die in gleicher Zeit durch das Rohr strömende Menge proportio
nal dem Druckabfall und der vierten Potenz des Rohrdurchmessers ist, in Ueber
einstimmung mit den Ergebnissen von Versuchen. Erst kürzlich erschienene 
Versuebe von Ruckes 2) haben diese Beziehung für Luft durch Versuche an 
Haarröhrchen bestätigt. Hierbei wurden Geschwindigkeiten bis 300 m erreicht, so 
daß also die Gleichungen (1), und damit der Ansatz für die Zähigkeit in weiten 
Grenzen sowohl für Gase als auch tropfbare Flüssigkeiten gesichert erscheint. 

U e b er der kritischen Geschwindigkeit ändert sich das Bewegungsgesetz. 
Die Parallelströmung der Flüssigkeit wird labil: es tritt Wirbelung ein. Eine 
genauere Angabe über diese Bewegungsform und ihre analytische l<'assung 
ist bis heute noch nicht gelungen. Durch den Versuch konnte nur der Druck
abfall im Rohr, der von dem Bewegungszustand abhängt und dadurch einen 
Indikator für diesen bildet, gemessen werden. Er steigt fast quadratisch mit 
der mittleren Geschwindigkeit. Aus Versuchen wurden zwei grundsätzlich ver
schiedene Formeln für den Druckabfall aufgestellt. Auf Grund eigener und 
fremder Versuche konnte l<'ritzscbe 3) die Gleichung gewinnen: 

dp 

dl 
(:2 ), 

worin w die mittlere Geschwindigkeit, !! die Dichte, D der Hohrdurchmesser 
und C n und ß Konstante sind. 

Dieser steht entgegen die von Biel 4) benutzte Gleichung: 

_ d p = 4 w2 (! (a + 2 ~ + 2 ~ 71 \ 
dl D Jln wVD (!). 

(B). 

a, j, b sind konstant. 

Es soll nun geprüft werden, ob und wie diese Formeln mit den hydro· 
dynamischen Gleichungen in Einklang zu bringen sind. 

Wir betrachten zwei Fälle. In einem geraden Rohre vom Durchmesser d, 
ströme eine Flüssigkeit von der Dichte (11, der Zähigkeit 1'/t und dem Drucke p1 

mit der mittleren Geschwindigkeit w1 • Das betrachtete Rohrstück möge soweit 
von dem Eintritt der Flüssigkeit in das Hohr abliegen, daß stationäre Strömung· 
vorliegt, d. h. daf3 die Bewegung in jedem Querschnitt dieselbe ist. Das kann durch 
den Versuch z. B. durch Messen des axialen Druckgefälles, das längs der Rohr
achse gleich bleiben muß, geprüft werden. Im zweiten Falle seien die be
treffenden Größen d2, (!2, '1)2, p2 und w2. Der Druckabfall ist erfahrungsgemäß 
von der Rauhigkeit der Rohroberfläche abhängig, eine Eigenschaft, deren 
zahlenmäßige Festlegung ausgeschlossen erscheint. Man ist in ihrer Beurteilung 
auf Gefühl und Auge angewiesen. Die Unebenheiten der Oberflächen beider 
Rohre seien geometrisch ähnlich. 

1) 0. Reynolds, Scientific Papers 1901 Bd. li S. 51. 
2) Rul'kes, Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure l908 Bd . .'i2 S. 2065. 
3) Mitteilungen über Forschungsarbeiten Heft 60. 
4) Mitteilungen über Forsehungsarbeiten Heft 44. 

1" 
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Zwischen den Zahlengrößen der beiden Fälle bestehen zunächst die fol
genden beliebigen Verhältnisse: 

d2 = Ci d1, x~ = a XI, yz = a y1, z~ = a ZI, tz = ß t1, 
(!~ = Y (!1, ]12 = 0 ]li, lj1 = 81]1, W2 = {1 WI • (4). 

Die Beiwerte a, ß, J', o, e und p. sollen nun so gewählt werden, daß für beide 
.B'älle dasselbe Differentialgleichungssystem gilt, die sich ja jetzt noch durch 
die Indizes 1 und :! unterscheiden. Sind die Randwerte auch die gleichen (die 
Geschwindigkeit an der Rohrwand mu13 null sein), so erhalten wir für beide 
Fälle dieselbe Lösung . 

.B'ür Fall 1 lauten die Gleichungen: 

(.'i) ; 

für Fall :! tritt an Stelle der Indizes l :.?. Setzt man nun die Beziehungen obiger 
Gl. (4) ein, so geht die Gleichung .B'all 2 über in: 

I' 'it0 )u 1 ,,z ( 1 l'Ju1 1 1 f'lu1 1 ) (j llp1 F.ft 'il ()&t Bit ., 1 \ 

;l d 1 a (') XJ Cl Xt a d:rt a" 3 dxt a 2 
Y(!l-" +]'-(!I U1- +U2 -+ •.. =---v-+----c-·a--+----cljJP-UI~ 

( 6). 
0 • • • • • • • 0 • • • • • • • • • 0 0 • 0 • • • 0 • 

Damit beide Gleichungen bis auf einen Faktor gleich sind, mu13 sein 

y 1-' = Y~A-2 = !__ = ftB 

{J a a a 2 

oder 

(7). 

Wir nehmen nun den Versuch zu HüHe und setzen für den achsialen 
Druckabfall 

dpj 
-- = a WI"' 1}1"2 dl"'a 'fjJ"< 

d:r1 

a, n1, n2, n3, n• seien konstant. 

(8). 

Solange die Zähigkeit vom Druck unabhängig ist, ändert sich der Druck
verlust nicht mit dem Drucke (bei gleicher Dichte), da in der Differential-

gleichung nur ~~· und nicht p vorkommt. Das steht in Einklang mit den Ver

suchen. 
F'ür .B'all :.? ist dann 

Nach dem Einsetzen der Gl. (4) geht m. (9) über in 

(j dpt 
--- = a f.1 11 l 'LL'ln, ]'"' (!1 11 2 ct11a d 11a 15114 'ljn< 

a dx1 

Durch Division von GI. (10) und (8) erhält man die Gleichung: 
(j ,• 

- = P-"' ]'"' IY.113 8114 
a 

(9). 

(1 0). 

( 11 ). 

GI. (ll) zusammen mit den Gleichungen (7) liefern den gesuchten Zusam
menhang ;-;wischen den Exponenten n1 , n~, na, n.. ß und i5 können immer ,;o 
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g·ewählt werden, daß die ersten beiden Gleichungen von GL (7) erfüllt sind. 
Die dritte Gleichung setzen wir in (10) ein und erhalten: 

(12). 

Diese Gleichung ist nur dann immer erfüllt, wenn die Exponenten 0 sind; 
also ist 

n1- 2 +n, = 0 

n,- 1 + n4 = 0 
n3+l+n4=0 

(13). 

Dieses Gleichungssystem kann aus GI. (8) auch durch das Gleichsetzen der 
beiderseitigen Dimensionen erhalten werden, wobei der Beiwert a dimensionslos 
einzuführen ist. Obige Ableitung läßt aber den grundsätzlichen Zusammenhang 
viel klarer erkennen. 

Hieraus folgt 
112 = n1- I 
'113 = -n4-l = n1- 3 
n4 = 2- n1 

und der Druckabfall wird erhalten in der l<"'orm: 

(14), 

(15). 

Prüfen wir die GL (3) nach diesem Verfahren, so finden wir, daß sie nicht 
in Einklang mit den Differentialgleichungen zu bringen ist. Die GI. (15) paßt 
~>ich auch ausgezeichnet den Versuchen ·an. Für Wasser ist Reynolds auf rein 
experimentellem Wege zu ihr gelangt, lediglich g·eleitet von der Idee, einen 
Anschluß an die l<"'ormel unter der kritischen Geschwindigkeit zu erhalten. 
Fritzsche hat durch Versuche den Zusammenhang zwischen dem Geschwindig·
keitsexponenten und dem Dichteexponenten für Druckluft gefunden. Der Ein
fluß der Zähigkeit ist ihm allerdings entgangen. Er untersuchte Luft von 30 
bis 100° C, wobei ja auch die Aenderung sehr gering ist. Zur Festlegung des 
Einflusses des Leitungsdurchmessers verwertete Fritzsche noch eine Reihe früherer 
Versuche und gelangt zu einem etwas höheren Exponenten, als ihn GI. (15) 
verlangt, während Saph und Schoder die Abhängigkeit zwischen den Exponen
ten der Geschwindigkeit und des Durchmessers für glatte Rohre bestätig·en. Wir 
kommen damit zur Frage nach der Veränderlichkeit des Exponenten n und 
der Größe a, die beide von der Rauhigkeit des Rohres abzuhängen scheinen. 
Nach der Auffassung von Fritzsche wäre n übarhaupt unveränderlich und nur a 
veränderlich. Ich kann mich dem aber nicht anschließen. Meines Erachtens 
nehmen heide mit der Rauhigkeit zu, und zwar ist, wie aus unserer Ableitung 
hervorgeht, nicht der Wert der Rauhigkeit maßgebend, wie er durch unsere 
Sinne festgelegt wird, sondern das Verhältnis von Rauhigkeit zu Durchmesser; 
wir wollen das die relative Rauhigkeit nennen. Wenn also 2 Rohre dieselbe 
fühlbare Rauhigkeit haben, so müssen wir das größere als das relativ glätterc 
bezeichnen. Unsere Formel bezieht sich auf Rohre verschiedenen Durchmessers 
und gleicher relativer Glätte. So gelangen wir zu der Erkenntnis, daß der Ex
ponent nunveränderlich bleibt für relativ gleich glatte Rohre. Zwei physisch gleich 
glatte Hohre geben also verschiedene Exponenten, und zwar wird das gröl3ere 
als das relativ glättere den kleineren Exponenten liefern. Da die fühlbare 
Hauhigkcit praktisch innerhalb eng·er Grenzen schwankt, erkennen wir, daf.l mit 
zunehmendem Rohrdurchmesser der EinflufJ der Rauhigkeit der llohrwand ver
schwinden muß. 

In Zahlentafel 1 seien einige durch den V ersuch gefundene Exponenten n 
angeführt: 



0. Heynolds 
)) 

von 0. Reynolds berechnet 
nach V ersuchen von Darcy 

Fritzsche 
Saph und Schoder 

der V erfass er . 
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Zahlentafel 1. 

Bleirohr. 
Glasrohr 

gelötetes Bleirohr 
asphaltiertes SchweiLieisenrohr . 
neues Gußeisenrohr 
Rohr mit Sinteransatz . 
wieder gereinigtes Hohr . 
Gasrohr. 
sehr glatte Rohre 
bei starkem Knollenansatz 
gezogenes Messingrohr 

n = 1,7~3 

1,79 

1 '78 

1,82 

1,ss 
2,oo 
1,91 
1,852 

1,75 
1,99 
1, 77ß 

Thermodynamische Grundlagen der Strömung im Rohr. 

Findet Wärmeaustausch im Hohre statt, so erhalten wir eine neue, unab
lüingig Veränderliche, die Temperatur der Flüssigkeit T, abhängig vom Ort und 
der Zeit. 

Zur Bestimmung der 6 unbekannten Funktionen 

ua p T 

treten zu den vier obigen Gleichungen (1) noch die Zustandsgleichung der Flüssig·
keit und die zuerst von Fourier, und erweitert aul' zähe elastische Flüssigkeiten, 
von Kirchhoff 1) aufgestellte Differentialgleichung der Wärmeübertragung in 
strömenden Flüssigkeiten. 

Wir berechnen die Aenderung der Energie, die ein Teil der Flüssigkeit in 
der Zeit d t erleidet, und vernachlässigen dabei die durch Heibung erzeugte 
Wärme, die in den meisten technischen Fällen gegen die von außen zugeführte 
WUrme verschwindend klein ausfällt. 

oder 

Das Gleichungssystem (1) geht über in 

Du, Du, Du1 Du1 1 up 
c-) + U1 ;c--) + ll2 ~ + U3 ~ = - - ;;-----) l <t <X Uy OZ f!CX 

8~ D~ DQ 8~ 1 up -;-----) + U1 r;-- + U2 c-) + U3 ".-----) = - - ~ ( t ux c y ( z (! u y 

~ua + UI ~u~ + U2 Uua + Ua Dua = _ _!__ D p 
clt <lx ay flz f! uz 

Die Kontinuitätsgleichung lautet: 

D f! + Uf!u1 + Deu2 + Uf!ua = 0 
flt ux ay az 

1 d (! UUJ Uu2 aua - -e dt = Ox + b1/ + D;,- · 

(la). 

Betrachten wir einen Raumteil V, der von der geschlossenen Fläche 8 be
grenzt sei. Das Haumelement sei dr: = dx dy rlz, ein Element der Oberfläche 
sei ds, und die nach innen gerichtete Normale des Oberflächenelementes habe 
die Hichtungscosinusse l, m, n. 

Nach dem Energiegesetz gilt dann für die Energieänderung des Haumteiles 
V in der Zeit dt, dai3 die Summe aus der Aenderung der lebendigen Kraft und 

1) Kirchhoff, Vorlesungen über die Theorie der Wärme. Leipzig 1894 S. 113. 
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der inneren Energie der Flüssigkeit gleich der während dieser Zeit von außen 
durch Wärmeleitung zugeführten Wärme und der geleisteten Arbeit der äußeren 
Kräfte ist. Wärme werde in Arbeitseinheiten gemessen. 

Wir multiplizieren die dynamischen Gleichungen der Reihe nach mit u1 dr, 
u2 dr, u3 dT, addieren sie und integrieren über das Volumen V 

{ [ d(ui2+u22+ua2)] . f[ Up Up Up] dtjl! 1/2 dt dT=-dt U1D"+u2uy+uaDz d'l (16). 

Das Raumintegral auf der rechten Seite formen wir um. Wir führen eine 
partielle Integration aus: 

JJJu~~:dxdydz= JJpu1dydz- JJJp~1~dxdydz . . (17). 

In dem Doppelintegral ist das Produkt p u1 für die Schnittpunkte einer 
Parallelen zur x-Achse mit der :B,läche S zu bilden. Es ist 

dzdy = ± lds, 

wobei für den einen Schnittpunkt das obere und für den anderen das untere 
Vorzeichen zu nehmen ist. Dann wird 

Formen wir die übrigen Ausdrücke in gleicher Weise um und addieren, 
so wird erhalten 

d tf I! _:l_ d (ul2 + u22 + ua2) d 'l 
2 d t 

= dt JJP (lu1 +mu2 + nua) ds + JJJ p (~'; + ~u: + ~";) d'l (16 a). 

Links steht die Aenderung der lebendigen Kraft der Flüssigkeit; das Ober
flächenintegral rechts ist die von äußeren Kräften geleistete Arbeit. Das rechte 
Raumintegral geht mit Benutzung der Kontinuitätsgleichung über in: 

- fff~~~d'l. 
Die durch die Oberfläche S in den Raumteil während der Zeit dt geleitete 

Wärme ist nach dem :B'ourierschen Grundsatz der Wärmeleitung 

dq= -dtjJJ. ~:ds . . (18). 

dv ist das Längenelement der Normalen im :B,lächenelement ds und /. die 
Wärmeleitzahl der Flüssigkeit. 

Dieses Integral ist über die ganze Oberfläche S des Raumteiles V auszu
dehnen. Rein rechnungsmäßig läßt sich das Oberflächenintegral in das über 
den Raum V ausgedehnte Integral verwandeln: 

ff u T fff (D l ~ ~ D l ~ ~ ll l ~ ;) 
-dt J.b.,ds=dt ~+[)11+~ dT. (18a). 

Die Wärmeleitfähigkeit ist von der Temperatur abhängig. Bei der Strö
mung in Rohren ist die Temperatur im Querschnitt nicht wesentlich verschieden; 
wir wollen für J. den Mittelwert in dem betrachteten Raumteil nehmen und 
können J. dann vor das Integralzeichen setzen, so daß die in die Flüssigkeit 
geleitete Wärme wird: 



d q = A dt J Jf (g~;~ + ~zy~ + '~:;~') d 1 (18b). 

Die innere Energie u iEt für die Masseneinheit der Flüssigkeit 

u=i-pv+C=i-]J_+C (19\ 
I? 

worin i den Wärmeinhalt der Masseneinheit der Flüssigkeit und C eine Kon
stante bezeichnet. Ihre Aenderung in dem betrachteten Raumteil wird 

(:20). 

Nach diesen Vorbereitung·en liefert die Anwendung des Energiesatzes die 
Beziehung 

./Jf[(! di- dp +f d(!J d T = + dtfff f i~ dr+ d tff!Af7 2 Td T. (21). 

Nehmen wir den betrachteten Teil der Flüssigkeit sehr klein, so erhalten 
wir die gesuchte Differentialgleichung 

di _ _!.rlp=~PzT 
rl t q d t I? 

(21 a), 

oder, ausführlich geschrieben, 

d ; i) i () ; () i 1 [n p D P J t.. [n~ T <) 2 T <)2 TJ 
c)-- + U-1 c-)- + U2 ~) + 1/3 ,---) -- -c-) + U1 r;-- + ... =- -,----) 2 + ') 2 + "'" (21b). 
C f < ~ < y < Z f! ( t (J X (! ( :C ( y (I Z" 

Diese Gleichung soll jetzt gemeinsam mit den Bewegung·sgleichung·en dazu 
benutzt werden, die Frage des Wärmeüberganges in Rohren zu behandeln. Die 
Gleichung enthält die Komponenten der Geschwindig·keit u1 uz u~. Die räum
liche Temperaturverteilung und damit der Wärmeübergang sind also von dem 
Gesetz der Strömung· abhängig. Wäre die räumliche Geschwindigkeitsverteilung 
im Rohre bekannt, so enthielte die Wärmegleichung nur noch die Temperatur 
und von ihr in gegebener Weise abhängige Größen als Unbekannte, und wir 
wären der Lösung unserer Aufgabe, die 'l'emperaturverteilung im Rohre fest
zulegen, um Vieles näher. Au& letzterer könnten wir die von der Rohrwand 
an die Flüssigkeit übergeleitete Wärme berechnen, womit die Aufgabe des 
Wiirmcüberganges vollständig g·elöst wäre. 

Die Wärmeleitgleichung kann noch etwas vereinfacht werden. 

di=cpdT. 
Es gilt 

(22) 

für Gase und Flüssigkeiten, wenn cp die spezifische Wärme der Masseneinheit 
bei unveränderlichem Druck ist. 

Der zweite Summand auf der linken Seite der Differentialgleichung· (21 a) 
kann für ein kurzes Rohrstück vernachläEsigt werden; sie nimmt dann die ein
fache Gestalt an: 

(21 c). 

Wir wollen nun an Hand einiger Tatsachen, die durch unsere Versuche 
festgelegt wurden, genau so wie oben beim Druckverlust eine Gleichung für 
den Wärmeübergang ableiten. 

Die Wand habe die stets gleiche Oberflächentemperatur To. Man versteht dann 
unter der Wärmeübergangszahl die in der Zeit 1 von der Fläche 1 übergehende 
Wärme, geteilt durch den Unterschied aus der Wandtemperatur und der mittleren 
'rempemtm der über der FHiche befindlichen Flüssigkeit. Die von der Wand 
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an die F'lüssigkeit übergehende Wärme kann anderseits nach GI. ( 18) berechnet 
werden. Setzen wir beide Ausdrücke g·leich, so erhalten wir die Beziehung 

() 1.' 
- AWanct d S .,-- df = lt ds dt (To- Tm) 

()p 
(23), 

wobei 1J die nach innen gerichtete Normale im F'lächenelement ds der Wand 
ist. Tm ist die Mitteltemperatur der Flüssigkeit im Querschnitt, und Awand die 
Wärmeleitzahl der Flüssigkeit an der Rohrwand, welche die Temperatur der 
Hohrwand hat. I<'ür das Längenelement eines Hohres vom Halbmesser ro geht 
diese Gleichung über in 

ll'l' 
-I. wand 2 ro 7l d X -,---1 dt = a 2 ro 7l dx dt (To- Tm) 

f V 

oder 

(:!3a). 

Das Temperaturgefälle an der Wand ist ein Integral des Differential
gleichungssystems 

d u, u p "' () €J 2 
(! - = - ;---- + - c- + 'lj f7 u, 

d t d x 3 cl x 

au2 Dp "'ue 2 
(!- = - ,---- +- c- + 'I F 112 

dt cly 3cly 
( l ). 

dua () p '1/ () €J " 
I! ilf = - () ::: + X () z + 'lj p -ua 

c ~'!_ = !-_ p 2 T. 
p d t (! 

(:!I c). 

Die Handbedingungen verlangen, daß an der Rohrobertutche die Geschwin
digkeit null und die 'remperatur Tt ist. 

Aus diesem Gleichungssystem ersieht man, 

genden Größen abhängen kann: 

vom Durchmesser des Hobres d, 

DT uaß also .auclt lt YOn fol-
~' 

von der mittleren Geschwindigkeit w und der Geschwindigkeitsverteilung 
über den Querschnitt, 

von der Dichte f!, 
von der Zähigkeit tj, 

von der spezifischen Wärme c"' 
von der Wärmeleitfähigkeit I .. 

Da der Druckabfall und damit auch die Geschwindigkeitsverteilung im 
Hohr unabhiingig ist vom Druck, ändert sich bei gleichbleibender Dichte auch 
der Wärmeübergang nicht mit dem Druck. 

Die Versuche des Verfassers zeigen, daß sich a und damit auch ~ ~ dar-

stellen läßt durch ein Produkt von Exponential-I<'unktionen obiger Größen mit 
konstanten Exponenten. Wir setzen 

(24). 

Es mögen wieder zwei Fillle unterschieden werden. Einmal ströme eine 
Flüssigkeit von der Dichte (!1 , der Zähigkeit 1)1 und der Wärmeleitfähigkeit /.1 

mit der Geschwindigkeit u:1 durch ein Hohr vom Durchmesser d1. Die "'and 
habe uie Temperatur To 1 und die Flüssigkeit in dem kurzen Hohrstück, das 
wir betrachten wollen, T .. 1• 
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Zu einem zweiten Fall gehören die Indizes 2. Beide Flille mög·en in 
Iolgender Beziehung zueinander stehen: 

002 = a x1, y2 = a y1, z2 = a z1, d~ = a d1, 

U2 = fl ~tJ, 1]2 =I! 1]1, Cp 2 = 'Cp\ A2 = ~ A1, 
P2 = (J PI, t2 = ß t1 l 
T2 ='I Tl ~ 

(25). 

Setzen wir für den Fall 2 diese Beziehung·en in die Differentialgleichung 
ein, so erhalten wir aus den hydrodynamischen Gleichungen wieder die Be
dingungen (7) S. 4~ 

(7). 

Damit die Wärmegleichung sich für beide Fälle nur um einen konstanten 
Faktor unterscheidet, muß die Beziehung bestehen: 

~ = a 'tt r (26). 
Nun ist 

und 

beide durcheinander geteilt, liefert die Beziehung 

Setzt man die Bedingungen 

e=t,tar 

ein, so ergibt sieb 
und 

. (24a) 

(27). 

(28). 

Diese Gleichung wird für jeden Wert von fl,, a, r und ' nur dann identisch 
erfüllt, wenn die Exponenten 0 sind. 

n1 + n4 + n5 = 0 1 
n2+1+n4+n5=0 
n3+n4+n5 = 0 
n4+n6=0 

(29). 

Die 4 Gleichungen enthalten 6 Unbekannte. Es lassen sich 4 durch 2 
ausdrücken, und wir erhalten 

:: = :~ -1 I 
n6 = -n4 
n5 = -nl-n4 

(30). 

Damit wird 

. (31). 

Setzen wir diesen Wert in Gl. (23), S. 9, ein, so erhalten wir die ge
suchte Beziehung· für den Wärmeübergang: 

(32). 

Ueber den Zusammenhang· zwischen den beiden Exponenten n und m gibt 
die Wärmeleitgleichung noch einen Aufschluß. Wäre die Geschwindigkeitsver-
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teilung über den Querschnitt unabhängig von der Dichte, wie es unter der 
kritischen Geschwindigkeit genau ist, und über ihr jeden~alls sehr angenähert 

der Fall sein wird, so enthält die Wärmeleitgleichung nur die Konstante ~ , 
Cp (! 

von der der Wärmeübergang abhängig wäre. In obiger Gleichung müßten dann 
cp und I! den gleichen Exponenten haben. Es müßte also n gleich rn sein. Der 
Einfluß der Zähigkeit auf den Wärmeübergang verschwindet ganz, und die 
Gleichung nimmt die einfache Gestalt an: 

Setzen wir noch für 

_ b lwand (w (! Cp)n fl- -- --
dl-n ). 

(! Cp = Cp 

die spezifische Wärme pro Volumeneinheit, so ist 

(l = b AWand (w Cp)n 
dl-n A 

. . (32a). 

. • (33), 

(32b). 

Es seien jetzt zum Vergleiche die ,Ergebnisse von Boussinesq 1) besprochen. 
Er berechnet die abkühlende Wirkung eines _F'lüssigkeitstromes von der gleich
mäßigen Geschwindigkeit w auf einen gleichmäßig warmen Körper und geht 
aus von hydrodynamischen Gleichungen und der Wärmeleitgleichung für strö
mende :B'lüssigkeiten. Seine Annahmen unterscheiden sich aber dadurch von 
den oben erläuterten, daß er eine vollkommene Flüssigkeit annimmt und die 
Strömung abhängig von einem Potential setzt. Er kann für einige Fälle die 
hydrodynamischen Gleichungen integrieren, also die Geschwindigkeit der Flüssig
keit als Funktion des Ortes festlegen und damit auch die Wärmegleichung 
lösen. Er findet für den Wärmeübergang die Gleichung 

. (34). 

Hierin ist I. die Wärmeleitfähigkeit der l<'lüssigkeit, c die spezifische Wärme 
pro Volumeneinheit, w die gleichmäßige Geschwindigkeit des Flüssigkeitstromes. 
L ist der mittlere Weg der Strammden längs des Körpers und a eine Konstante, 
abhängig von der Gestalt des Körpers. 

für a findet Boussinesq z. B. folgende Werte: 
Für einen langen Kreiszylinder, dessen Achse senkrecht zur Strömungsrich-

4 tung steht: - = 1,2732; 
n 

für eine dünne Platte, deren Ausdehnung in die Strömungsrichtung fällt· 

2 
Vn = 1,284j 

für eine Kugel: 1,4142; 

8 für eine Kreisscheibe, senkrecht zum Strom: ------= = 1,47o~; 
3 Vn 

für eine Nadel, deren Achse in die Richtung· der Strömung fällt: 

8 y2 - -=l,173j 
n 3n 

L ist z. B. für den Kreiszylinder vom Halbmesser R 

L = nR 

1) Boussinesq a. a. 0. 
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iür die Kugel 
L = n R. 

Boussinesq setzt bei der Berechnung voraus, daß der gesamte Flüssigkeits
strom sich nur sehr wenig erwärmt, so daß also die mittlere Temperatur der 
Flül'sigkeit längs der Strömung unverändert bleibt. Seine Formeln sind schon des
halb angewandt auf Röhren nur für im Verhältnis zum Durchmesser sehr kurze 
Hohre anwendbar. L wäre beim Rohr die Länge des Rohres. Trotz der kon
stanten mittleren Temperatur längs des Rohres nimmt a mit der Länge ab, da 
ja die warme Flüssigkeit an der Wand entlang fließt. 

Der Hauptwiderspruch mit der Wirklichkeit liegt bei Boussinesq in der 
Annahme der idealen Flüssigkeit und der Potentialbewegung. Da nach Reynolds 
die kritische Geschwindigkeit, also das Aufhören der Parallelströmung, mit dem 
steigenden Durchmesser des Rohres abnimmt, so kann bei der Kühlung des 
Körpers durch einen Luftstrom keine Parallelbewegung eintreten. 

Aber auch bei Parallelströmungen gelten diese Formeln nicht, weil in 
Wirklichkeit kein Gleiten an der Wand stattfindet, wie obige Rechnung voraus
setzt. Diesen Einfluß zeigen die V ersuche des Verfassers deutlich. Unter der 
kritischen Geschwindigkeit, also bei Parallelströmung, ist a fast unabhängig von 
der Geschwindigkeit. 

Versuche. 

Die Versuchsanordnung ist durch die gestellte Autg·abe vollkommen ge
geben. Ein Rohr ist. auf eine gewisse hohe Temperatur To zu bringen. Durch 
das Rohr strömt ein kälteres Gas. Zur Berechnung des Wärmeüberganges sind 
zu messen: Die Temperatur der inneren Rohroberfläche, die längs eines meß
baren Rohrstückes an das Gas abgegebene Wärme, die mittlere Temperatur des 
Gases und seine mittlere Geschwindigkeit. Durch die Heizung des Rohres mit 
einem Wasserdampfmantel wird eine gleichmäßige Oberflächentemperatur erhal
ten, die nahe an der Sättigungstemperatur des Dampfes liegt. Die Bestimmung· 
der übergegangenen Wärme aus der kondensierten Dampfmenge ist ziemlich 
unsicher weg·en der Schwierigkeit der J!'euchtigkeitsmessung des eintretenden 
Dampfes und der Bestimmung der Wärmeverluste. Ich zog vor, die Wärme 
auf der Gasseite aus der Temperatursteigerung und der durchströmenden Menge 
zu bestimmen, die ja zur J!'estsetzung der Geschwindigkeit sowieso zu messen ist. 
Dabei ist natürlich die genaue Temperaturmessung des Gasstromes wesentlich. 

Bei der großen Zahl von Größen, von denen der Wärmedurchgang in 
Rohren abhängt, konnte es nicht meine Aufgabe sein, alle Variablen zu ändern; 
ich beschränkte mich darauf, die einflußreichsten zu bestimmen. Ich ließ Rohr
durchmesser und Oberfläche unverändert, benutzte also für alle Versuche das
selbe Rohr. Gleichmäßig auf 100° C wurde auch die Oberflächentemperatur des 
Rohres gehalten, während die Temperatur des Mediums in geringen Grenzen 
geändert wurde. Es wurden zunächst Versuche mit Luft vorgenommen, wobei 
Geschwindigkeit und Druck geändert wurden. Daran schloß sich noch je eine 
Versuchsreihe gleichbleibenden Druckes, aber veränderlicher Geschwindig·keit 
mit Leuchtgas und Kohlensäure. 

Der Druckabfall im Rohr wurde für durchströmende Luft durch eine Ver
suchsreihe mit geänderter Luftgeschwindigkeit gemessen. 

Die Temperaturmessung in strömenden Gasen. 

Die Temperaturmessung in strömenden Gasen hat· auch erhebliche prak
tische Bedeutung, weshalb ich mich etwas näher damit beschäftigen will. Mit 
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Ausnahme der optischen V erfahren bringt man bei allen Temlleraturme::;
sungen einen Körper an die Stelle, deren Temperatur gemessen werden 
soll, und beobachtet an ihm irgendwelche physikalische Aenderungcn, die man 
vorher empirisch geeicht hat. Die Temperaturmessung ist dann richtig, wenn 
das Meßgerät die Temperatur des umgebenden Mediums angenommen hat. 
Es gibt drei Vorgänge, die diese Temperaturgleichheit stören können. Flillt 
die zu messende Temperatur mit der Raumtemperatur nicht zusammen, so 
findet längs der Fassung des Thermometers durch Wärmeleitung Temperatur
austausch mit der Umgebung statt; das veranlaßt natürlich einen Temperatur
unterschied zwischen dem zu messenden Medium und dem Meßgefäß, was sehr 
schön durch die Versuche von F . .Meißner 1) veranschaulicht worden ist. Dieser 
Fehler läßt sich leicht durch geeignete Abmessungen vermindern. 

Ein zweiter l<'ehler wird durch die strömende Bewegung des Modiums 
verursacht. Sowohl durch Reibung an den Wandungen des Thermometerge
fäßes wie durch Stoß kann eine schädliche Erwärmung des Thermometers statt
finden. Zenner kommt auf Grund dieses Fehlers zu dem Schlusse, daß man 
die 'l'emperatur strömender Medien mit einem körperlichen Instrument nicht 
messen könnte. Ich glaube aber, dal3 sich hier durch geeignete Formgebung 
alles erreichen läßt. Wenn man das Meßgerät mit starker stetiger Krümmung 
ausl'ührt, z. B. als dünnen Draht, so wird von einem Stoß nicht mehr die Rede 
sein können. Diese Gestalt hat auch noch auf einen dritten l<'ehler einen 
gtinstigen I~infiul3. Ist das zu messende Medium diatherman, d. h. ist es durch
lässig für \Värmostrahlen, so findet ein Temperaturaustausch zwischen den 
W andnngon und dem Mef.lgel'äl3 statt. Eine einfache Rechnung möge AufschluLI 
geben über die GröJ.Ie dieses Fehlers. Im Temperaturgleichgewicht mu!3 die 
von der Wand an das Meßgeritt durch Strahlung übergegangene WHrme 
gleich der von letzterer an den Flüssigkeitstrom abgegebenen Wärme sein. 
Erstere ist 

Cq;F(T 4 -To'), 

wenn T die mittlere absolute Temperatur der umgebenden Wandungen, T0 die 
Temperatur des Mel3gerätos ist. C und rp sind Zahlen, die von der Ober
fHi.chenbcschaffenheit und der gegenseitigen Lage von Wand und 1\Ief.lgerät ab
hilngon; l!' ist die Oberfläche des Meßgerätes. Ist a die Wärmeübergangzahl 
vom Meßgerät an das Medium, dessen Temperatur T. sei, so ist die in der 
l';eitoinheit an den Strom abgegebene Wärme 

aP(To- Tx). 

Beide Produkte sind gleich, woraus T0 --'- Tx, der gesuchte Fehler, berechnet 
werden kann. Der erste Blick scheint zu lehren, claf.l der Fehler unabhängig 
von der Gröl3e des Meßgerätes ist. Es ist aber zu beachten, daJ3 a von der 
GröJ.\e eines Körpers abhängt derart, daLl für kleine Körper a grö13er wird. 
Wir wollen ein Boispiel durchrechnen. Das Meßgcriit bestehe am; einem 
Draht von r m Halbmesser, aufgehängt in Haumluh. Hiedür ist 

a = 0 ' 0 ~ WE m-2 St -l Gr--1• 
r 

Setzen wir als Beispiel 

C=-! IJ! = 1 
T= il73°C 

1) 1<' •. i\Ieißner, Ueber eine Fehlerquello hei thermo-elektrischen Messungen. 'Viener Ber. 
1906, 115, Ua. S. K~;. 
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so wird, wenn 2 r der Durchmesser des Meßgerätes ist: 

1' 

To- Tx 

O,ooo1 m 
1,6 °0 

Zur Prüfung dieses Ergebnisses sind folgende V ersuche ausgel'ührt worden. 
Der Versuchsapparat bestand aus einem 25 cm langen doppelwandigen 

Zylinder aus Messingblech von 20 cm innerem Durchmesser. Der Mantel konnte 
mit Dampf geheizt oder mit Wasser gekühlt werden und wurde in einem Zimmer 
mit möglichst unveränderlicher Temperatur frei im Raume aufgestellt, siehe 
Fig. 1. Heizt man den Mantel mit Dampf, so wird die Luft im Zylinder erwärmt 

~ 

--==--

s L 
Fig. 1. 

und steigt auf. Unterhalb der Ebene AB, die durch die untere Begrenzung des 
Zylinders geht, hat sicher die Luft noch ihre ursprüngliche Temperatur. In 
diese Ebene wurden der Reihe nach verschiedene Meßgeräte gebracht. Beim 
Versuch wurde der Zylinder abwechselnd mit Dampf geheizt oder durch Wasser 
gekühlt, und jedes Mal beobachtet. 

Die in der Zahlentafel 2 enthaltenen Ablesungen in Skalenteilen zeigen 
den bedeutenden Einfluß, den die 100 °0 heiße Fläche des Messingzylinders auf 
die Temperaturmessung ausübt. Selbst bei dem dünnen Draht Nr. 7 beträgt sie 
noch 0,2 °0. Erst durch einen gegen die Lötstelle gerichteten Luftstrom wird 
der Wärmeübergang so gebessert, daß der Fehler verschwindet. 

Wir kommen also zu dem Ergebnis: 
Ist das Meßgerät einer heißen strahlenden Wärmequelle ausgesetzt, so 

kann eine fehlerfreie Temperaturmessung nur mit einem aus dünnem Drahte 
bestehenden e1ektrischen Thermometer ausgeführt werden, wobei zu beachten 
ist, daß der Draht an der Meßstelle wagerecht zu l'ühren ist, wenn es sich um 
die Temperaturmessung eines in Ruhe befindlichen diathermanen Gases handelt, 
oder senkrecht zu einem Luftstrom zu stellen ist, dessen Temperatur gemessen 
werden soll. 



Nr. Meßgerät 

1 Quecksilberthermometer . 
2 Quecksilberthermometer . 
3 Thermoelement . 

4 Thermoelement. 

5 Thermoelement . 

6 Thermoelement . 

7 Thermoelement . 

8 Thermoelement . 

•c 
12 0 

10 0 

0 8 

60 ~ 

'0 // 

V 
2 0 

15 

Zahlentafel 2. 

Temperatur des 
Zylinders 

kalt I warm 

12,7 
12,7 
18,0 

18,0 

19,5 

17,8 

95,3 

22,45 

20,1 
22,5 
20,0 

19,0 

20,0 

18,2 

98,1 

22,4 5 

Bemerkungen 

zylindrisches Gefäß, 25 x 5 mm. 
» » 35x12mm. 

die Drähte hatten 0 76 mm Dmr. und waren 
an der Lötstelle parallel zusammenge
lötet. Sie gingen von der Lötstelle in 
der Richtung der Achse des Zylinders 
nach abwärts. Die andere Lötstelle be· 
fand sich in schmelzendem Eis. 

die Drähte von 0,6 mm Dmr. waren stumpf 
gelötet und lagen in der Achse des Zy
linders. 

das Thermoelement Nr. 4 hatte um die 
Lötstelle einen Strahlungsschutz aus bla.n
kem Kupferblech von 15 mm Dmr. 

die Drähte des Thermoelementes Nr. 4 
lagen wagerecht. Die Lötstelle war in 
der Achse des Zylinders. 

stumpf gelötetes Thermoelement aus 0,0 5mm 
starken Drähten in wagerechter Lage 

durch eine Düse wurde von unten Luft 
gegen die Lötstelle von Nr. 5 geblasen 
mit ungefähr 20 m Geschwindigkeit. 

TemDerotur derRolml'on 

~ -------
[>< V/ 

""~ 
~ 

"" 
0 'fOO 800 1200 1600mm 

Rohrlänge 

Fig. 2. 

Die Durchlässigkeit der Lutt für Wärmestrahlen kann die Messung noch auf 
andere Weise beeinflussen. Unter Annahme praktisch homogener Mischung im 
Versuchsrohr C, siebe Fig. 4, wurde anfangs beabsichtigt, die Erwärmung der 
Luft durch ein Thermoelement zu messen, dessen eine Lötstelle in der eintre
tenden Luft sich befindet,. während die andere Lötstelle die Temperatur der 
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austretenden Luft messen sollte. Um damit gleichzeitig den axialen Temperatur
verlauf festlegen zu können, wurden die Elemente in Richtung des l~ohres ver
schieblieh eingebaut. Das aus O,H mm starkem Kupfer-Konstantandraht bestehende 
Element wurde an den Enden durch über die Drähte geschobene Glasröhrchen 
isoliert und durch 1,2 m lange, .J mm starke Stahlröhrchen geschoben, über deren 
Enden die Lötstellen ungefähr 3 cm heraussahen. Die Drähte wurden an einem 
Ende des Stahlröhrchens durch Schellack eingedichtet Durch die Stopfbüchse f 
wurden diese Stahlröhrchen dicht im Rohr befestigt. Mit jeder Lötstelle konnte 
der Temperaturverlauf in der Achse längs einer Rohrhälfte bestrichen werden. 
Bei den Vorversuchen, bei deneil Druckluft mit gleichbleibender Geschwindigkeit 
und Anfangstemperatur durch das auf 100 Grad geheizte Rohr strömte, zeigte 
sich, daß die beiden Zweige des gemessenen Temperaturverlaufes in der Mitte 
nicht zusammenstießen; es wurde ein Sprung von ungefähr 6 Grad beobachtet. 
Mehrere Versuche auch mit neuen Elementen führten immer zu dem gleichen Er
gebnis. Bei der Umkehrung der Strömungsrichtung im Rohr wurde der gleiche 
Sprung gemessen, aber jetzt zeigte die andere Lötstelle den kleineren Wert, und 
zwar lag der Ast am einströmenden Ende immer höher als der Zweig am anderen 
Ende, siehe Fig. 2. Die Pfeile an den Kurven geben die Stromrichtung der 
Luft an. Diese Erscheinung kann nur dadurch erklärt werden, daß die ""\Virbe
lung im Rohr unvollkommen ist. Das Stahlrohr des Thermoelementes wird von 
der hei13en Rohrwand bestrahlt und gibt diese Wärme an die an seiner Ober
fläche entlang strömende Luft ab. Dieser erwärmte Kern wird durch Wirbelung 
nicht zerstreut, sondern strömt an dem Röhrchen weiter und trifft an dessen 
Ende die Lötstelle, die dadurch eine Temperatur anzeigt, die weit über der 
}!itteltemperatur im Querschnitt liegt. Die Temperaturangaben des am Austritts
ende befindlichen Thermoelementes sind dagegen richtig, da hier der freie Luft
strom zuerst die Lötstelle trifft. Die sinngemäße Verlängerung des richtigen 
Astes des Temperaturverlaufes führt durch den Anfangspunkt des flachen 
Zweiges, denn die :F'ehler des auf der einströmenden Seite liegenden Thermo
elementes werden immer kleiner, je weiter die Me13stelle am Lufteintritt liegt, 
da dann das Stahlröhrchen immer weniger in den Apparat hineinragt 

Die Versuehseinrichtung. 

Der Versuehsapparat, Fig. 3 und 4, bestand aus einem nahtlos gezoge
nen Messingrohr C von 22,o1 mm innerem und 26 mm äul.lerem Durch
me;;ser, in das die Luft durch das Rohr A ein- und durch das Rohr B aus
trat. Die Druckluft wurde von dem dreistufigen Kompressor des Labora
toriums geliefert, der eine grö13te Ansaugemenge von 160 cbm/st hat. Vom 
Kompressor wurde die Luft in drei in Reihe geschaltete Windkessel mit zu
sammen 10 cbm Inhalt gedrückt. Durch den zuHl;;sigen Höchstdruck der Kessel 
von 1 G at war der Versuchs hereich nach oben begrenzt. Der erste Kessel 
enthielt ein Drosselventil, um überschüssige Luft abblasen zu lassen und da
dmch die schwankende Umlaufzahl des Kompressors auszugleichen. Nach den 
Druckkesseln strömte die Luft durch eine Kühlschlange; durch die Aenderung der 
Kühlwassermenge wurde die Eintrittstemperatur der Luft in das Vcrsuchsrohr, 
da;; kurz hinter dem Kühler angeschlossen war, gleichbleibend eingeregelt Am 
Ende des Verrmchsroht·es war ein Drosselventil e angebracht zur Regelung der 
Durchftu13menge. Nach dem Durchströmen eines weiteren Kühlapparates, der 
die erhitzte Luft auf Zimmertemperatur abkühlte, wurde die Luftmenge mit einer 
nassen Luftuhr gemessen. Ueber das Messingrohr war ein weites Gasrohr D 
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Fig. 3. 

I 

-®-
(!, 

I 

[) 

F ig. 4. 

geschoben, auf der einen Seite mit dem Messingrohr verschraubt und am andern 
Ende in einer Stopfbüchse geführt , um den verschiedenen Ausdehnungs
koeHizienten von Eisen und Messing Hechnung zu tragen. Der Zwischen
raum zwischen beiden Hobren wurde mit Wasserdampf geheizt. Der Dampf 
wurde von einem Lokomobilkessel g·eliefert und trat nach dem Durchg·ang durch 
einen Wasserabscheider durch ein Drosselventil d in den Apparat ein, der außen 
noch mit Seidenzopf isoliert war. Mit einem durch das Höhr<~hen i ange
schlossenen Quecksilbermanometer wmde der Dampfdruck gemessen und dut·ch 
das Drosselventil auf gleicher Höhe gehalten. An den Dampfraum war bei k ein 

Mitteilungen, Heft 89. 2 
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kleiner Kessel angeschaltet, der den Zweck hatte, den Dampfraum zu vergTöf3ern, 
um besser den Druck einregein zu können. Durch eine Kühlschlange entsrömte 
das Kondensat dem Apparat. Im Gasrohr war noch ein kleines Ventil c ange
bracht, um die im Anfang im Apparat befindliche und die später mit dem Dampf 
kommende Luft abblasen zu lassen. 

Bei der Temperaturmessung der LuH im Rohr waren die oben erläuterten 
Ergebnisse maf~g·ebend. Wir fanden, daJ.\ das l\Jeßgerät aus dünnem Draht 
bestehen, und dafJ das Gestell desselben mit dem Luftstrom aus dem Appa
rat herausgeführt werden müßte. Da die übergehende Wärme aus der 'rem
peraturerhöhung der LuH bestimmt wurde, mußte deren Temperatursteige
rung genau gemessen werden. Dafür ist die Temperaturverteilung über den 
Querschnitt entscheidend, und diesbezügliche mit einem 'rhermoelement vorge
nommene Untersuchungen ergaben, daß eine gleichmäßige Temperaturverteilung 
über den Querschnitt nicht eintritt. Zur l\Iessung der letzteren wurde ein Diffe
rentialthermoelement in den Luftstrom eing·emhrt, das· aus einem 1 cm langen 
Konstantandraht bestand, an den zwei Kupferdrähte angelötet waren; die Kupfer
drähte wurden, mit Glasröhrchen isoliert, durch ein Stahlröhrchen geführt und 
an dessen einem Ende mit Schellack eingedichtet. Der eine Kupferdraht stand 
3 cm über das eine Ende des ltohres hervor und lag in dessen Achse. Der 
zweite Draht wurde Z-förmig abgebogen, so dai.l sein Ende in der durch das 
J<~nde des ersten Drahtet; sen].;:recht zur I\ohrachse gehenden Ebene lag. Die 
Enden waren mit dem Konstantandraht verbunden. Mit diesem Element konntP 
man durch Drehen des in der Stopfbüchse f gedichteten Stahlröhrchens die Tempe
raturunterschiede in einem Querschnitt des Hohres zwischen Punkten eines Kreises 
in :! mm Abstand von der Rohrwand und dem ::\Iittelpunkt des Querschnittes be
stimmen. ·Es zeigte sich, da13 dieser Unterschied bis zu ii ° C betrug, aber nicht 
stets gleich blieb längs des Kreises. 

Man könnte versucht sein, Wirbelvorrichtungen vor das Meßgerilt ein
zubauen; aber sie stören vor allem die gleichmäßige Rtrömnng, drosseln stark 
und sind in ihrer Wirkung schließlich auch unsicher. Es wurde deshalb zu 
dem einzig·. sicheren :Mittel gegriffen: einem \Viderstandsthermometer, dessen 
Draht sich über den g·anzen Querschnitt gleichmäßig verteilt. Chemisch 
reiner Platindraht von o, 1 mm Dmr. wurde auf die Rtirnseite eines Glimmer
kreuzes spiraHörmig in 4 Windungen g·ewickelt. Die Glimmerstreifen waren 
auf ein Kreuz aus Vulkanfiber, a in Fig. 4, genietet, das auf das Ende eines 
:! m langen Messingrohres von 5 mm äußerem Durchmesser geschraubt war. Das 
Kreuz paßte gerade in das Messingrohr, so daß damit das \Viderstandsthermometer 
zentriert war. Das dünne Messingrohr ging durch die Stopfbüchse f am l<~nde 
des Rohres C und konnte darin verschoben werden, so daß mit dem Widerstands
thermometer die Temperatur an jeder Stelle im Hohre C gemessen werden 
konnte. Die Rtrom- und Spannungsdrähte zur Messung des Widerstandes des 
Thermometers bestanden aus o,,, mm starken, doppelt mit Seide umsponnenen 
Kupferdrähten, die durch das Messingröhrchen geschoben wurden und in der 
Achse mit dem Platindrahte weich verlötet waren. Das Widerstandsthermometer 
wurde in Reihe geschaltet mit einem Normalwiderstand von 1 Ohm, einem Akku
mulator von 4 Volt Spannung und einem Regulierwiderstand, siehe das Schal
tungsschema Fig. 5. Ein Stromwender gestattete, die Stromrichtung zu ändern 
und dadurch die Thermokräfte aus der .Messung zu eliminieren. Die Spannung 
an den Enden des Widerstandsthermometers und des Normalwiderstandes wurden 
zu einem thermokraftfreien TJmschalter, dessen Kontakte unter Petroleum liefen, 
geführt. Von diesem tühreu zwei 1 mm starke Kupferdrähte, die auf Hoch-



19 -

Spannungsisolatoren gelagert sind, zu dem stationären Kompensator des Labo
ratoriums. Dieser besteht aus einer Vereinigung des Lindeck-Rotheschen Kom
pensators mit einem "\Volffschen Kompensator. An jenem wird die zu messende 
Spannung an unveränderlichem Nebenschluß durch Aenderung des Widerstandes 
im Hauptstromkreis kompensiert, in den ein Normalwiderstand von 100 Ohm ge" 
geschaltet ist. Der Abzweigwiderstand wird so gewählt, daß die Spannung an 
den Enden dieses Normalwiderstandes, die sich zu der zu messenden Spannung 
wie 100 Ohm zu dem Widerstande u·a des Abzweigwiderstandes (O,o25 bis 0,5 Ohm) 
verhält, die Größe von ungefähr 1 Volt erreicht. Diese Spannung wird dann 
unter Ausnutzung von sämtlichen :J Dekaden des vYolffschen Kompensators mit 
der Spannung eines Normal-"\Veston-Elementes verglichen. Beim "\Volffschen Kom
pensator wird bei unveränderlichem Strom der Abzweigwiderstand geändert. Die 
Stromstärke wird durch Kompensation des Normalelementes auf O,ooo1 Amp ein
gestellt, so daß der am Wolfischen Kompensator abgelesene Widerstand multi-

pliziert mit 0 ' 000~" die gesuchte Spannung in Volt ergibt. Sowohl zur Messung 
100 

der Spannung am Widerstandsthermometer wie am Normalwiderstand wurde der 
Strom in derem Stromkreis gewendet. Die Mittelwerte ergaben die gesuchten 
Spannungen und deren Verhältnis den Widerstand des Thermometers. 

a Widerstandsthermometer 
b Thermoelement 
c Regulierwiderstand 
d Normalwiderstand 1 SJ 
e Stromwender 

Fig. 5. 

f thermokraftfreier Umschalter 
g Spiegelgalvanometer 
A Kompeusator nach Lindeck-Rothe 
B Kompensator nach F eußner (0. Wolff) 

Schaltungsschema. 

Das Widerstandsthermometer wurde durch Vergleich mit einem von 0. W olff, 
Berlin, gefertigten Normalwiderstandsthermometer, das von der Physikalisch
Technischen Heichsanstalt Berlin an die \V asserstoffskala angeschlossen war, ge
eicht. Es war vor den eigentlichen Versuchen künstlich gealtert worden, indem 
es abwechslungsweise in feste Kohlensäure getaucht und nachher durch Strom 
erhitzt wurde. Aber erst nachdem das Instrument noch einige Tage im Messing
rohr zu Vorversuchen benutzt worden war, blieb der "\Viderstand bei 0 ° unver
ändert gleich l ,s693o Ohm. 

Das vViderstandsthermometer verengt den freien Querschnitt des Rohres 
etwas. Je nach der Lage des Instrumentes ändert sich damit der Strömungs
widerstand. Im Versuchsbereich war diese Aenderung unmerklich. 

Die Temperatur des Messingrohres wurde an seiner Außenseite durch ein 
ang·elötetes Thermoelement b aus Kupfer-Konstantandraht gemessen. Die Drähte 

2" 
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wurden im Dampfraum mit einer dicken Schicht Schellack isoliert und durch 
ein mit zwei feinen Bohrungen versehenes Porzellanrohr, das in das äußere 
Gasrohr eingedichtet war, nach Zwischenschaltung der kalten Lötstelle zu dem 
Umschalter geführt. Die kalte L<ltstelle wurde in schmelzendes Eis gebracht. 
Das Element war durch Vergleich mit dem Normalwiderstandsthermometer 
geeicht worden. 

Der statische Druck im Rohr wurde mit einem bei h angeschlossenen 
Doppelfeder-Kontrollmanometer von Schäffer & Budenberg gemessen, das mit 
einem Quecksilbermanometer verglichen worden war. Drücke unter 3 at wur
den mit dem Quecksilbermanometer bestimmt. 

Die durch den Apparat strömende Gasmenge wurde mit nassen Gasuhren 
gemessen. Es wurden im Laufe der V ersuche 5 verschiedene Uhren benutzt, 
je eine für 3, 9, 12, 150 und 200 cbm stündliche Gasmeng·e. Die beiden gToßen 
Luftuhren wurden mit der 40 cbm fassenden Gasglocke des Institutes geeicht. 
In die Glocke ist ein durch einen Elektromotor getriebener Ventilator einge
baut, der für tüchtige Durchwirbelung des Inhaltes sorgt. Die Temperatur der 
Luft in der Glocke wird mit einem Thermoelement gemessen. An der Glocke 
sind in lotrechtem Abstande von 0,5 m Marken angebracht, durch die beim 
Sinken der Glocke elektrische Kontakte geschlossen werden. Dadurch wird 
ein Stromkreis gebildet, der e.lektromagnetisch einen Schleppzeiger 1) zum Ab
schnappen vom Zeiger der Gasuhr bringt und so genau den Stand der Gasuhr 
für eine bestimmte Senkung der Glocke festlegt. Die Temperatur vor und hinter 
der Gasuhr sowie der Druck vor der Gasuhr und in der Glocke wurden in ent
sprechenden Zeiträumen gemessen. Für den Druck der Luft in der Gasuhr 
wurde der im Eintrittsrohr gemessene Druck gesetzt und für die Temperatur 
der Luft mangels genauer Kenntnis das Mittel zwischen der Eintrittstemperatur 
und der Austrittstemperatur der Luft, die sich deshalb nur wenig voneinander 
unterscheiden dürfen. Eine Abhängigkeit der Konstanten der Gasuhr von der 
Durchflußgeschwindigkeit ist nicht beobachtet worden. 

V cbm/st. 

Eichung der 150 cbm-Gasuhr. 

10 40 
1,883 

Konstante der Gasuhr C 1,879 1,874 

V cbm/st 

Konstante der Gasuhr 

Mittel 1,879 

Gesamtmittel C = 1,881. 

1,886 

1 ,8S 1 

Eichung der 200 cbm-Gasuhr. 

14 40 60 
0,993 0,983 

c 0,997 0,999 0,9811 
0,997 
0,989 

Mittel 0,997 0,994 0,985 

Gesamtmittel c = 0,990. 

150 

1,880 
1,883 

1,883 

150 190 
0,993 

0,988 0,992 

0,992 0,988 

Der innere DurchmesEer des Messingrohres wurde durch Wasserfüllung zu 
22,o1 mm gefunden. 

1) Nägel, Versuebe an der Gasmaschine über den Einfluß des Mlschungsverhältnisses. Mit· 

teilnngen über Forschungsarbeiten Heft 54. 



21 

Bei den V ersuchen mit Leuchtgas und Kohlensäure wurde täglich eine dem 
Windkessel entnommene Gasprobe nach dem Verfahren von Hempel analysiert. 

Die LuYt tritt aus dem Zuführungsrohr A durch ein Knie in das Messing
rohr ein. Die erste Temperaturmeßstelle lag ungefähr 15 cm hinter dem Eck. 
Durch das scharfe Umbiegen des Luftstromes werden Wirbel erzeugt, zu deren 
Abklingen eine größere Beruhigungsstrecke nötig ist. Das wird natürlich die 
Wärmeübertragung beeinflussen. Zur Prüfung dieser Vermutung wurde das 
Versuchsrohr durch ein 2m langes, gleiches Messingrohr verlängert. Zur gleich
zeitigen Messung des Druckverlustes im Rohr wurde das Beruhigungsrohr mit 
drei 1/2 mm starken Bohrungen versehen, die innen gut abgerundet wurden. Die 
erste Druckmeßstelle lag l m von der Einströmung ent~ernt, die beiden anderen 
~olgten in einem Abstande von je 1/ 2 m. Die Differenzdrücke wurden durch ein 
"\Vassermanometer gemessen. 

Ausführung der Versuche. 

Zunächst wurden die Windkessel bei den Versuchen mit Druckluft auf den 
gewünschtenDruck gefüllt, und dann bei stets gleicherUmlautzahl des Kompressors 
durch Regulieren am Drosselventile die g·ewünschte Luftmenge eingestellt. Die 
vom Kompressor überschüssig gelieferte Luft ließ man durch ein Drosselventil am 
Windkessel entweichen, an dem gleichzeitig auf unveränderlichen Druck bei dem 
Eintritt in das Versuchsrohr eingeregelt wurde. Das Drosselventil am Austritt aus 
dem Rohr blieb während des Versuches ungcändert. Am Kühler vor dem Rohr 
wurde eine beliebige Temperatur durch HegeJung des Wasserzuflusses während des 
V ersuch es unverändert gehalten; ebenso wurde der Dampfdruck für die Heizung 
dm.; Versuchsrohres auf einen bleibenden \V crt eingeregelt Der Beharrungs
zustand war sehr schnell erreicht. Jetzt wurde mit dem V ersuch begonnen. 
Der Stand der Gasuhr, die Temperatur vor und hinter der Gasuhr, der 
Dmck vor der Gasuhr, die Eintrittstemperatm der Luft, der Druck der Luft und 
der Dampfdruck wurden alle 5 lVIinuten abgelessn. Die Temperaturmessung im 
Apparat wurde fortlaufend vorgenommen, und zwar wurde das \Viderstands
thermometer zunächst an das Eintrittsende geschoben und sowohl die Spannung 
am Widerstandsthermometer wie am Normalwiderstand gemessen. Die Lage 
einer am Messingröhrchen des Widerstandsthermometers angebrachten Marke 
gegen das Versuchsrohr wurde bestimmt. Hieran~ wurde das Widerstands
thermometer an eine andere Stelle des Rohres gebracht und dieselben Beob" 
achtungen vorgenommen. Hieran schloß sich die Temperaturmessung des l\Ies
singrohres. Diese 3 Temperaturmessungen wurden für jeden Versuch .t- bis 
6mal wiederholt, wodurch sich die Versuchsdaum· von 1 bis 2 Stunden erg·ab. 

Bei den V ersuchen mit Leueiltgas wurde das Gas aus der städtischen Gas
leitung in den Apparat gepumpt und nach dem Austritt aus der Gasuhr in 
einem Verbrennungsofen verbrannt. 

Für die Bestimmung des Wärmeüberganges an KohlensiLure wurden zu
nächst die oben erwähnten Druckkessel leer gepumpt, und dann aus den im 
Handel erhältlichen Bomben Kohlensäure hineingeblasen. Der :sich an das Ver
:mchsrohr anschliel.lende Kessel wurde bis auf den beim Versuch gewünschten 
Druck gefüllt, der andere Windkessel bis auf den Höchstdruck. 

Auswertung der Versuche. 

Es sei To die stets gleiche Oberflächentemperatur des Hohres, T1 die mittlere 
Temperatur der einströmenden Luft, T" die 'Eemperatnr der Luft im Abstand l 
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von der ersten Meßstelle, V das Volumen der in der Stunde durch den Apparat 
strömenden Luft bei 15° und I at (die aus den Druckkesseln in den Apparat 
einströmende Luft wurde mit Feuchtigkeit gesättigt angenommen), Cr die spezi
fische Wärme der Luft bei gleichbleibendem Druck für I cbm bei 15'' und 1 at, 
die für unsere Zwecke unabhängig vom Druck gesetzt werden kann. Dann ist 
nach der Definition des Wärmeüberganges für das Längenelement dx des Rohres 
vom Halbmesser ro 

(t2ro ndx(To-T) = VCpdt, 
also 

a = ·-- V_Ep - In '!o - r, 
2ro n l To-T2 

(35). 

Durch die Erwiirmung der Luft steigt ihre Geschwindigkeit längs des 
Rohres, und damit würde a zunehmen; gleichzeitig nimmt aber durch clie Tem
peratur die Dichte ab; die Formel Seite :l5 zeigt, daß der Wlirmeübergang nur 
abhängig ist von der durchströmenden Menge, also unveriinderlich ist liings des 
Rohres und nur etwas abnimmt wegen der mit der Temperatur zunehmenden 
Wärmeleitfähigkeit. 

Bei gutem Wärmeübergang im liohr mußte der Wärmeübergang vom 
Dampf an die äußere Rohrwand und das TemperaturgeWUe in letzterer be
rücksichtigt werden. Ist l'a der äußere Durchmesser .des Rohres, a" der äußere 
w·ärmeübergang, 1.. das Wärmeleitvermögen des Messings, so ergibt sich, wenn 
T. die Temperatur des Dampfes ist, die Beziehung 

1 1 1 ,.. 'J'( l --- + - - + ---In - = - --- ----
a2ro aa2ra 2/.m ro VC In Ta-_T, 

P Ta-T'J 

(%). 

Am wurde 55 WE st-1 m-1 Gr-1 gesetzt. a. berechnete sich für mehrere Ver
suche aus der gemessenen \Vandtemperatur im Mittel zu 9500 W~~ st-1 m-2 Gr-1, 
ein Wert, der mit dem von Mollier ang·egebenen Wert 10000 gut über
einstimmt. 

Die Zahlentafel 3 enthält die Beobachtungen für Druckluft. Es ist: 

T1 °C die Temperatur der Luft an der er:oten 1\feßstelle, 
)) )) » » zweiten )) 

To °C » der Rohrwand, 
l m der Abstand der beiden Meßstellen, 
V cbm/st die stündlich durch das Bohr strömende Luftmenge bei I at 

und Li° C, 
p,. at der mittlere absolute Druck der Luft längs der l\feßstrecke, 
Tm °C die mittlere Temperatur der Luft, 
(!m kgcbm-1 die mittlere Dichte der Luft, bezogen auf Wasser= 1000, 
w msk-1 die mittlere Geschwindigkeit der Luft im Hohr, 
a WE m-2 st-1 oc-1 die mittlere WärmeübergangszahL 

Die Ver.~uch:ozahlen füt· Leuchtgas sind in Zahlentafel 4, die fiir Kohlen
säure in Zahlentafel 5 enthalten. 

Die mit der Beruhig-ungsstrecke ausgel'ührten Versuche sind in Zahlenta~el 6 

zu~ammengestellt. 
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Zahlentafel 3. Versuche mit Druckluft. 

Ver-
Tt Ta To l V I Tm ~m w suchs-

I 

p,n 
a 

Nr. oc oc oc m cbm/st a't oc kg/cbm m/sk 

1 68,00 86,52 102,7 0,2700 0,635 1,1351 77,3 I 1,110 I 0,498 I 7,33 I I 2 54,42 79,00 102,5 0,4945 1,314 1,135 65,2 1,148 0,994 7,75 
3 55,35 75,43 102,7 0,5942 1,871 1,151 64,4 1,167 1,393 7,63 
4 46,37 67,08 102,8 0,5990 3,07 2 1,152 56,7 1,195 2,234 9,57 
5 38,42 62,38 103,8 0,5938 5,95 1,155 50,4 1,222 4,23 18,66 
6 33,05 58,40 103,5 0,59[>3 8.86 1,155 45,7 1,240 6,21 27,1 
7 31,41 55,93 102,7 0,5906 12,21 1,153 43,7 1,245 8,52 ll5,7 
8 27,30 51,60 102,7 0,5860 17,29 1,153 39,5 1,262 11,89 46,9 
9 23,87 48,44 103,0 0,5935 21,96 1,153 36,2 1,27 5 14,95 5&,2 

10 23,36 47,15 102,7 0,5983 26,96 1,152 35,3 1,27 8 18,33 65,5 
11 22,24 46,00 102,7 0,5865 :!9,30 1,153 34,1 1,283 19,80 71,2 
12 20,24 44,58 103,3 0,5-960 36,39 1,150 32,4 1,289 24,5 86,4 
13 20,30 42,90 102,8 0,5880 41,24 1,171 31,6 1,315 27,2 91,7 
14 63,69 85,82 1Q3,0 0,3018 0,909 2,070 74,8 2,036 0,388 10,18 
15 50,06 71,88 103,0 0,4 :,o7 2,392 2,060 61,0 2,110 0,985 11,48 
16 a9,79 66,69 103,1 0,5985 5,!>4 2,078 5:1,2 2,180 2,209 20 90 
17 36,17 61,19 102,7 0,5995 10,65 2,043 48,0 2,176 4,25 33,70 
18 26,54 51,81 103,0 0,6000 21,57 2,050 39,2 2,253 8,35 58,8 
19 60,18 77,70 103,0 0,7870 21,10 2,050 69,0 2,050 8,94 57,3 
20 2~,88 47,20 102,7 0,5999 :)3,51 2,031 35,5 2,254 12,92 80,9 
21 22,48 44,76 102,7 0,5980 43,42 1,982 33,6 2,211 17,06 97,7 
22 20,55 43,24 103,0 0,6063 I 52,6B 2,012 81,9 :!,~59 20,26 11!!,4 
23 20,3!) 41,39 103,0 0,6029 68,1 1, 787 30,9 :!,013 29,40 137,6 
24 19,96 40,84 102,8 0,6022 73,2 1,883 30,4 2,122 29,94 146,6 
25 48,22 82,15 103,0 0,6012 2,304 3,98 65,2 4,026 0,497 15,-11 
26 41,44 6R,23 103,0 0,6033 4,650 3,98 54,8 4,156 0,97 3 17,98 
27 31,6ö 57,31 102,4 0,6023 10,85 3,98 44,5 4,29 2,195 32,95 
2ri 25,60 50,72 1.03,1 0,6080 I 21,05 :J,98 38,2 4,~8 

I 

4,18 55,7 
29 22,06 45,5[) 102,8 0,6055 38,86 3,97 33,8 4,43 7,62 91,1 
30 20,52 43,27 102,7 0,6178 55,60 3,96 31,9 4,45 10,87 124,8 
31 18,42 40,63 103,0 0,6145 75,8 3,93 29,5 -1,44 14,85 156,4 
32 47,88 64,95 103,0 0,7668 76,0 3,93 56,4 4,08 16,17 1ii2, 7 
33 18,06 39,39 102,9 0,616fi 9-l,H 3,88 28,7 

I 

4,40 18,68 185,7 
34 17' 74 38,65 102,9 0,6170 107,4 3,88 28,2 4,40 21,16 20J,2 
35 4:J,56 82,70 103,0 0,5961 2,941 7,02 63,1 7,12 0,365 21,33 
36 35,81 65,52 103,0 0,5970 5,54 7,02 50,7 7,42 0,648 22,15 
37 28,fi7 55,75 103,0 0,5984 10,06 7,02 42,2 7,62 1,148 31,29 
38 25,13 49,9a 102,n 0,5980 1!!,65 7,02 ~7,5 7,7 3 2,210 53,7 
39 22,22 -15,71 102,7 O,li99fi 37,67 7,02 34,0 7,82 4,18S 89,4 
40a 21,13 39 74 102,7 0,5008 57,87 7,05 30,4 7,95 6,34 124,0 
40b 39,74 53,40 10:!,7 0,494 7 57,87 7,05 46.6 7,54 6,68 118,3 
41 19,03 39,32 102,8 0,5988 84,47 6,97 :!9,2 7,91 9,27 162,9 

I 42 18,12 89,67 102,8 0,6050 87,6 6,97 28,9 7,90 9.63 177,0 
43 47,56 63,19 102,R 0,7123 87,2 6,97 55,4 7,26 IO,<L3 169,2 
44 18,18 37,79 102,8 0,6020 129,3 6,96 28,0 7,91 14,19 237,5 
45 17,12 36,17 102,6 0,6066 154,9 6,92 26,6 7,90 17.03 270,4 
46 32,82 64,50 102,7 0,5985 6,407 10,02 48,7 10,66 I 0,522 26,5 
47 27,73 54,22 102,6 o,6o9r. 13,22 10,02 41,0 10,92 

I 

1,053 38,8 
48 21·,48 

I 

44,58 l 02,H 0,5072 30,60 10,02 33,0 11,20 2,423 72,1 
49 20,58 42,08 102,0 0.6017 62,15 9,99 U1,3 11,23 4,80-1 129,5 
50 18,97 39,20 102,7 0,6027 88,28 9,97 29,2 11,32 6, 70 168,5 
51 19,45 39,54 102,3 0,6017 89,00 9,97 29,5 11,27 6,86 169,6 
52 19,04 39,12 102,4 0.6008 91,85 10,oo 29,1 11,32 7,05 174,4 
53 18,08 38,46 102,2 0,5880 93,80 10,01 28,3 11,37 7,17 181,0 
54 16,57 35,38 102,0 0,5863 132,1 9,98 26,0 11,41 10,04 233,0 
55 16,83 32,53 102,0 0,5015 144,2 9,9Q 24,7 11,38 11,00 244,4 
56 16,82 35,95 101,3 0,5853 161,2 9,98 26,4 ll,U 12,06 294,:, 
57 46,74 58,55 101,3 0,5592 161,3 9,98 52,6 10,48 13,36 289,0 
58 28,40 59,85 l 02,9 0,6004 8,85 13,03 

I 
44,1 14,06 0,547 33,1 

59 24,93 51,37 102,7 
I !>,5990 16,99 113,03 38,2 14,31 1,031 48,4 

60 20,63 43,65 102,8 47,08 I 32,1 14,60 2,800 1106,5 
I 

0,6000 l 13,03 I I 
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Zahlentafel 3. (Fortsetzung). 
-- ---~-- --------- ~-~---

Ver- T, Tz To · V Pm Tm w 
(t suchs· I 

Nr. oo oc oc I m cbm/st I at 00 kg/cbm m/sk 
,------+---~+---~----+-~--~~--~----

1;~;! .11 

61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 

17,90 
17,31 
17,53 
30,84 
26,22 
63,22 
20,41 
17,81 
17,93 

39,17 
37,79 • 
37,12 
65,80 i 
52,77 i 

79,78 
! 43,45 

38,76 I 

37,97 

102,6 
101,9 
101,5 
103,0 
103,0 
103,0 
102,5 
102,0 
101,0 

0,6010 
0,5991 
0,6002 
0,5990 
0,6027 
0,7137 
0,6059 
0,6020 
0,6043 

140,5 
8,12 

17,93 1 

16,00 i 
46,9o I 

I 95,4 
1

. 

127,6 

13,03 
13,01 
13,00 
16,06 
16,06 
16,06 
16,06 
16,06 
16,06 

28,5 
27,5 
27,3 
48,3 
39,4 
71,5 
31,9 
29,3 
28,0 

14,7 8 
14,80 
14,80 
17,10 
17,55 
15,93 
18,02 
18,16 
18,25 

5,36 186,5 
7,42 241,0 
8,25 257,8 
0,413 36,8 
0,885 51,8 
o,s 71 49,3 
2,261 104,7 
4,56 186,3 
6,07 238,0 

Zahlentafel 4. Versuche mit Leuchtga8. 
1\Iittlere Zusammensetzung des Leuchtgases: 

Kohlensäure CO; 3,1 vH 
Benzol C6H6 0,2 >> 

Aethylen CzH4 . :2,s » 

Sauerstoff 0" 1 ,o » 

Kohlenoxyd CO 14,9 » 

Wasserstoff I-Tz 51,5 » 

Methan CH. 21,2 » 

Stickstoff N~ 

Ver· 
suchs· 

Nr. 

70 
71 
12 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
1n 
so 
81 

62,44 
52,22 
42,36 
42,16 
36,11 
33,16 
30,49 
28,83 
28,23 
26,51 
25,69 
23,14 

81,13 
75,90 
73,56 
71,49 
64,66 
63,62 
62,80 I 

60,95 . 
59,51 
57,02 
54,74 
51,34 

5,3 » 

lOO,o vll 

To 

103,3 
103,4 
103,3 
102,9 
10:3,0 
103,5 
102,7 
102,9 
102,8 
102,8 
102,7 
102,8 

m 

0,1946 
0,3025 
0,604·1 
0,6031 
0,6041 
0,6042 
0,6037 
0,6038 
0,6021 
0,6037 
0,6020 
0,6032 

Hieraus ergibt sich: 
Die 

)) 

Dichte (! = Ü,f>17 kg/cbm 1 at Lj° C, 
spez. Wärme für 1 kg cl' = 0,G12, 

» » >> » 1 cbm 1 at 15° C C'p = 

V 

cbm/st 

l ,111 
1,912 
3,576 
4,002 
5,933 
7,220 

10,18 
13,08 
15,97 
20,39 
26,37 
:l:l,67 

Pm 

at 

1 ,OV7 

1,095 
1,088 
1,095 
1,100 
1,088 
1,07 5 
1,108 
1,080 
1,079 
1,07 8 
1,07 2 

71,8 
64,1 
58,0 
56,8 
50,3 
48,4 
46,6 
44,9 
43,9 
41,8 
40,2 
37,2 

kg/cbm 1 

0,474 
0,483 
0,48U 
0,494 1 

0,507 
0,504 
0,501 
0,519 
0,508 
0,511 
0,512 
0,515 

m/sk 

0,887 
1,505 
2,804 
3.064 
4,491 
5,420 
7,680 
9 526 

11,90 
15,09 
19,46 
24,7 5 

0,816. 

(t 

16,0 
18,2 
19,7 
19,9 
24,88 
31,03 
45,60 
55,22 
66.2 
79,1 
95,3 
111,9 

Zahlentafel 5. Versuche mit Kohlensäure. 
Das Gas bestand im Mittel aus 96,3 vH CO" und 3,7 vH Luft. 

Dichte (! = 1,781 kg-/cbm bei 1 at und 15° C. Spez. Wärme für 1 kg rv = 0,211, 

spez. Wärme für 1 cbm 1 at 15° C Cl'= 0,376. 

Ver
suchs

Nr. 

82 
83 
84 
85a 
85b 
86 
87 
88 
89 
90 

51,50 
40,65 
37,56 
84,72 
56,01 
33,56 
28,17 
25,27 
22,27 
21,14 

oc 

65,74 
66,83 
63,26 
56,01 
69,89 
57' 7 2 
51,7 3 
48,40 
43,28 

i 42,21 

To 

103,1 
103,0 
103,0 
103,0 
103,0 
103,1 
103,0 
102,8 
103,0 
102,8 

m 

0,2899 
0,5970 
0,6032 
0,5005 
0,4845 
0,5937 
0,6010 
0,6017 
0,6068 
0,6082 

V ~·-Pm 
cbm/st i 

1,643 
2,642 
4,267 
6,84 
6,84 
R,27 

13,45 
18,25 
31,81 
34,90 

at 

1,118 
1,116 
1,123 
1,115 
1,115 
1,116 
1,105 
1,089 
1,200 
1,237 

I ---~-

1. Tm (!m 

I 

58,6 
53,7 
50,4 
45,4 
63,0 
45,6 
40,0 
36,8 
32,8 
31,7 

kg/cbm 

1, 730 
1, 7 55 
1, 783 
1,796 
1, 702 
1, 798 
1,814 
1,804 
2,013 
2,083 

w 

n1/sk 

1,238 
1,960 
3,117 
4,96 
5,26 
6,00 
9,67 

13,19 
20,58 
21,81 

" 

~. 78 
12,89 
18,89 
27,35 
26,45 
31,85 
~5,3 

57,6 
84,7 
91,7 



Ver
suchs· 

Nr. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

-

25 

Zahlentafel 6. Versuche mit Druckluft bei Anwendung der 
Beruhigungs strecke. 

I I 
I 

I I 
I 

I Ver· 
suchs· T1 'P2 To i l V I Pm Tm (!m '" 

I 
I 

! 
Nr. I I 

I oc I oc oc m I cbm/st I at oc I kg/cbm m/sk 

I 
I I 

I 

I 
I 

I 
91 46,44 79,76 103,1 0,2910 0,655 1,17 0 63,1 I 1,190 0,478 
92 27,B2 [>8,55 103,2 0,3465 1,34 7 

i 
1,166 43,2 1,261 o,no3 

93 :l0,82 i\9,06 10~,1 0,46'! 5 1,970 1,15 3 45,0 1,241 1,386 
9± 27,74 49,57 103,2 0,4530 3,170 1,156 38,7 1.269 2,170 
95 24,24 53,67 103,3 0,6133 6,220 1,161 39,0 1,27 3 4,24 
96 23,37 52,22 1 03,1 0,6245 8,504 I 1,16 7 I 37 ,s I 

1,285 5, 7 5 I I ' I 97 19,70 48,58 102,9 0,6368 11,98 
I 

1,164 

I 

34,2 1,255 I 8,29 
98 18,29 44,78 10~,8 0,6438 19,65 1,163 31,5 

I 
1,307 

I 
13,06 

I 

I 

I 
99 17,69 53,·12 103,1 1,0590 31,27 1,164 

I 
35,6 I 1,291 

I 

21,06 
I 

100 12,73 51,40 103,1 1,1300 36,20 1,167 ! 32,1 I 1,309 I 24,05 I 

Zahlentafel 7. l\fessung des Druckabfalles im Messingrohr. 
Länge der l\le13strecken: 12: 0,411!17 m, :23: 0,4un m, 13: 0,1>as9 m. 

Meßstellen 

12 1 2:3 13 
V 

----- -

mm \Vassersäule 1 at 15° 

! = I !:~d 
- 7,764 

'•,775 5,591 11,340 

p T w 

Druckab· 
fall d 

für 1 m Dichte (' 11 = Lf(! log V 

mm·W.·S. 

1,655 
3,936 
7, 77 3 

2,062 
4,907 
9,63 

log y 

a 

8,20 
8,2 7 
8,51 
9, 7 3 

19,29 
24,95 
32,7 5 
46,8 
65,3 
73,0 

11,7 I 11,2 II 22,8 
18,7 17,8 36,7 
35,7 I a4,1 69 8 

I 48,3 I 9S:2 

5,84 1,0551289,1 4,06 
9,62 1,055 289,0 6,69 

14,01 1,053 300,9 9,82 
17,43 1,055 2~8,0 12,16 
2[),90 1,093 287,6 17,33 
34,85 1,138 286,0 22,22 
!i4,50 1,273 286,5 31,15 
69,00 

1
1,391 28fl,8,35,1l8 

11,36 
22,n 
:J6,ß 
69,9 
98,5 

1,246 
1,24 7 
1,239 
1, 2fi 1 

1,298 
1,:J56 
1,:i17 

U,21 
29,7 
49.6 

106,0 
163,8 
382,2 
588,0 

0,7664 
0,983 2 

1,1464 
1,2413 
1,4133 
1,5422 
1, 7 364 

0,3143 0,40761 
0,6908 0,5885 
0,9836 0,7918 
1,1526 0,9340 
1,4727 1,3215 
1,6959 1,ß47 
2,0253 2,244 
2,2143 2,738 
2,.'\823 3,964 
2,7694 4,793 

50,3 
87,8 

113,5 11~~:! ~~~~:~ 111,4 1,848 284,5 43,5 
141,1 2,205 286,2 46,5 

172,:1 
222,9 

1
1,663 
2,217 
2,638 

Versuchsergebnisse. 

1
1,8388 

2,0469 
2,1495 

Wir wollen den Einfluß der verschiedenen geänderten Größen aul den 
Wärmeübergang gesondert betrachten. 

Die Abhiingigkeit des Wärmeübe1:ganges von der Geschwindigkeit. 

In das Schaubild ]'ig. 6 sind für Luft die Versuchspunkte eingetragen. ]'ig. 7 
und 8 enthalten die Versuchspunkte der Versuche mit Kohlensäure und Leucht
gas. Die einzelnen Versuchsreihen wurden ungefähr bei gleichem Druck und 
gleicher Temperatur ausge!ührt. Wir sehen zunächst die schon bekannte starke 
Zunahme des Wärmeüberganges mit der Geschwindigkeit. Bei den Kurven 
geringen Druckes zerfällt der Verlauf in zwei Aeste, die durch einen sanften 
Uebergang ineinander übergehen. Dieser Knick gibt die Größe der kritischen 
Geschwindigkeit an, und wir erhalten das Ergebnis, daß durch die Aenderung 
des Strömungsgesetzes im Hohr die Abhängigkeit des Wärmeüberganges von 
der mittleren Geschwindigkeit wesentlich beeinfiußt wird. Bei der unter der 
kritischen Geschwindigkeit stattfindenden Parallelströmung der ]'lüssigkeit ist 
der Wärmeübergang nahezu unabhängig· von der Geschwindigkeit, während er 
nach eingetretener Wirbelung stark wächst. 

5,060 
8,340 

12,1G 
15,21 
22,50 
30,13 
47,25 
59,8.5 
96,4 

122,6 
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Heynolds beobachtete zwei kritische Geschwindigkeiten bei der Strömung 
von \Vasser durch Röhren: die obere, wenn die Flüssigkeit aus vollkommener 
liuhelage durch eine sanfte Abrundung in das Rohr eintrat, und die untere kritische 

WE s(4 m"2 Cr"' 
.300'r----

250 

+-- -- --1-- ----
1_ I · 

15 --20 --- 2_5 ___ .30 m 'sk 
Geschwindigkeit 

Fig. 6. Wärmeübergang an Druckluft. 

OL_ ____ 5L_ ___ ~WL_ ___ ~~~---~20~-----2~5mpk 

Geschwind;qkeit 

Fig. 7. \Viirmeübergang an Kohlensäure. 

Geschwindigkeit, wenn die Flüssigkeit durch eine Drosselstelle in dao; Rohr ein
strömte. Er fand für die untere kritische Gesehwindigkeit die Beziehung 

dWk I! N 20()() . 
r; 

(37), 

in C. G. S.-Systern gerechnet, während die obere 6,34 mal w groß war. Die 
Versuche von I3ecker 1) über die Strömung,;vorgänge in ringförmigen Spalten 

1) Becker, Mitteilungen über Forschnngsarbeiten, Heft 48. 
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zeigten, daß bei Gasen kein so schroffer Uebergang aus einer Bewegungsform 
in die andere wie bei Wasser eintritt, was wahrscheinlich mit der Ausdehnung 
des Gases längs des Rohres zusammenhängt, die bei unseren V ersuchen durch 
die Erwärmung noch vergrößert wird. Beide Zweige gehen durch einen all
mählichen Verlauf ineinander über. Verlängert man die beiden Zweige in Fig. 6 
bis zu ihrem Schnittpunkt, so kann diese Geschwindigkeit als kritische Ge
schwindigkeit betrachtet werden. Sie liegt bei 2,o m. Die untere Reynolds
sche kritische Geschwindigkeit wäre für diesen Fall l,so m. 

0 

80 

/ 
/ 

/V 100 

/ 
I 

1/ 
'10 

/ 
/ 

20 

s 10 '15 20 25mjsk 
0 

Geschwmdtgketf 

Fig. 8. Wärmeübergang an Leuchtga.s. 

Für Leuchtgas betrug die kritische Geschwindigkeit 4,o m. 
Für größere Drücke, also größere Dichte, wurde die kritisehe Geschwin

digkeit im umgekehrten Verhältnis kleiner. 
Die Versuche mit Luft bei einer Atmosphäre Druck wurden nach Vor

schalten der Beruhigungsstrecke vor das Meßrohr wiederholt. Die kritische Ge
t>chwindigkeit wurde dadurch nicht geändert. Der Wärmeübergang über der 
kritischen Geschwindigkeit wurde, wie zu erwarten, etwas kleiner und unter 
ihr merkwürdigerweise etwas größer wie ohne Beruhigungsrohr, s. Zahlentafel 6. 

Bei der Darstellung der Ergebnisse durch eine l!'ormel wollen wir uns auf 
die Zustände oberhalb der kritischen Geschwindigkeit beschränken, die ja in 
praktischen l!'ällen meist vorliegen. Gehen wir von der Exponentialfunktion 

1t = Atc'" (38) 

aus. Es gibt ein sehr anschauliches V erfahren, um zu prüfen, wie weit sich 
eine durch V ersuch gefundene Punktreihe durch eine Exponentialfunktion aus
drücken läßt. Trägt man die Logarithmen zweier derart voneinander abhängiger 
Größen in einem rechtwinkligen Achsenkreuz auf, so liegen die Punkte auf 
einer Geraden, deren Neigung den Exponenten ergibt, und deren Abschnitt auf 
der Ordinatenachse der Logarithmus des Beiwertes ist. 
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In dem Schaubild Fig. 8 sind die Logarithmen sämtlicher Versuchspunkte 
eingetragen. Man sieht, daß sowohl über wie unter der kritischen Geschwin
digkeit die Punkte ausgezeichnet auf einer Geraden liegen, daß also der 
Wärmeübergang abhängig von der Geschwindigkeit als Exponentialfunktion 
dargestellt werden kann. 

2,5.------,------,-------.------

lj-___ - --- -
Yersuc~t~lu t 

+ " Leuchtg. s 
x • • /(oh/ensd re 

Qa~.s~/,'og-ro-----a~ .• -------~O.L2------~o-------~O.L2 ______ o.~ .• ------~O.sL-_____ o.~.8------~1,Lo ______ 1.~2------~1,L•----~1,6 

Fig. 9. 

Die Bestimmung der Konstanten der Gleichung erfolgte aber nicht zeichne
risch, sie wurden vielmehr, um ganz objektiv zu sein, nach der Methode des 
Minimums der Summe der l<'ehlerquadrate berechnet. Gleicht man nicht die 
Fehler von a, sondern von log a ans, so wird dadurch erreicht, daß sämtlichen 
Werten dieselbe prozentuale Genauigkeit beigesprochen wird. 

Es ist nacll GI. (38) 

log tl = log A + m log w (38a). 
Damit 

.S [log a -log A--m log w]" 

ein Minimum wird, müssen die partiellen Ableitungen dier;es Ausdruckes nach 
log A und m verschwinden, wodurch wir zwei Gleichungen mit den beiden Un
bekannten log A und m erhalten: 

.Iloga--~logA--Imlogw=O I (39). 
2.' log a log w - log AI log w -- m I log" w = 0 \ 

Hieraus ergibt sich 

z.Z loga log w-Zlog a.Zlog w m = - - - ---- - --- - - - ----
z .Z log2 w- .Z 2 log w 

wenn z die Anzahl der Versuche ist. 

(-! 0 ), 

Bei den Versuch::;reihen konnte die Dichte für die einzelnen Versuche 
nicht ganz unverändert erhalten werden. Sie wurde auf die mittlere Dichte der 
Versuchsreihe mit der für die Abhängigkeit von der Dichte g·efnndenen Beziehung 
umgerechnet. 

Die Ergebnisse sind in der Zahlentafel 8 zusammengestellt. 



Medium 

Druckluft 

Leur,htgas . 
Kohlensäure 

29 

Zahlentafel 8. 

Dichte 

1,273 
2,146 
4,366 
7,861 

11,12 
14,66 
17,56 

0,509 
I ,851 

"' I Zahl 
der Versuche 

o, 7982 8 
o, 7 485 11 
o, 7 845 8 
0,7726 8 
0,7975 12 
0,7990 5 
o, 7 654 5 
0,7991 7 
0,7559 8 

Wir ersehen daraus, daß der Exponent der Geschwindigkeit innerhalb der 
Genauigkeitsgrenzen unabhängig· von der Dichte und dem Gase ist. 

Aus den Versuchen mit Luft ergibt sich als Mittelwert 

1/1. = 0,7801 (41 ). 

Bei der Mittelwertbildung wurde ,jeder Wert mit der Anzahl der Versuche be
lastet in Rechnung gesetzt. 

Die Abhängigkeit des Wärmeübe1·ganges von der Dichte. 

Nach der Bestimmung· des Exponenten m wurden die Beiwerte A für jede 
Versuchsreihe berechnet, indem die Summe der Fehler von log a zu einem Mi
nimum gemacht wurde. 

Bei z Versuchen jeder Versuchsreihe wird dann 

l A .Zloga-m..8logw 
og = z (42). 

Die Werte für Druckluft sind in der Zahlentafel 9 enthalten. Trägt man 
die Werte von A über der Dichte auf, Fig. 10, so sieht man die starke Zunahme 
des Wärmeüberganges mit der Dichte des strömenden Gases'). Es liegt nahe, 
zu versuchen, die Abhängigkeit der Größe A von 1.! als Exponentialfunktion 
darzustellen. 

Zahlentafel 9. 

(! A log(! log A 

1,273 6,8265 0,1049 0,8342 
2,146 10,832 0,3317 1,0347 
4,366 18,681 0,6401 1,2714 
7,861 29,269 0,8955 1,4664 

11,12 38,080 1,0461 1,5807 
14,66 49,080 1,1661 1,6909 
17,56 56,715 1,2445 1,7537 

In Fig. 11 sind deshalb die Logarithmen von A und q in ein rechtwinkliges 
Achsenkreuz eingetragen. Die Punkte liegen ausgezeichnet auf einer Geraden, 
deren Konstanten nach der Metbode der kleinsten Quadrate berechnet wurden. 

Wir g·elangen zu folgender Formel für den Wärmeübergang an Druckluft 

a.=Aw·,A=B(}" (43). 

1) Für die Dichte kleiner als eins wird die Abnahme von a mit abnehmender Dichte durch 
Versul'he von Josse bestätigt. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1909 S. 329. 



Der Exponent ergab sich zu 

und der Beiwert zu 
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n=Ü,7936 

B=5,768. 

(44) 

(44a). 

Für den Exponenten, der die Abhängigkeit des Wärmeüberg·anges von 
der Geschwindigkeit angibt, hatten wir auf Reite :29 gefunden 

m, = 0,7801 0 (45). 

~,------,-------r------,------,-------,------~ 

I I 
'15 ----4-------------,-----

1 I 
' I 

10 

-r I 

15 ~--- ---
___ J_ [ __ t-1 . 

I " 
I 

Oichte9 = s 5 9 12 1!; 18/rgm-" 

Fig. 10. 

,8 
I 

/ 
/ 1,6 

lL 
V 

1,~ 

V 
/ 1,2 

/ r------J-~-1,0 /1-- -~~~ -

/ O.•v ---~- -----

II 

I ~ 

0,6 
o log(jl~ O,z 0,8 1,2 1,0 

Fig. 11. 

Allein durch den Versuch gelangen wir so Hlr den Wärmeübergang an 
Druckluft im Versuchsrohr ;;;u der Beziehung 

(43a). 

Die von der Theorie Reite 10 geforderte Gleichheit der Exponenten wird 
also durch den Versuch sehr gut bestätigt. Setzen wir demzufolge 
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ct=B(w(.!)" (43b), 

so liefert die Rechnung füt· die Konstanten die Zahlenwerte 

B = 5,772 und n = O,,,:.n (44 c), 

und wir erhalten fü1· den Wärmeübergang yom Messingrohr an Luft die Gleichung 

(43c) 

bei einer Mitteltemperatur der Luft von 35 °0. 
Durch die Punkte der Versuchsreihen mit Kohlensäure und Leuchtgas läßt 

sich ohne Zwang eine Exponentialfunktion mit dem für Luft gefundenen Expo
nenten 0,786 legen. 

Die Wärmeübergangszahl läßt sich demzufolge abhängig von Dichte und 
Geschwindigkeit ausdrücken durch das Produkt zweier J<jxponentiaHunktionen 
mit der Geschwindigkeit und der Dichte als Basis. Die Exponenten für. die 
Geschwindigkeit und die Dichte sind gleich und unabhängig von der Art des 
durch das Rohr strömenden Mediums. 

Die Abhängigkeit des Wärmeüberganges von der spezHis.ehen 
Wärme, der Wärmeleitfähigkeit und der Zähigkeit. 

Während wir zur Festlegung der Abhängigkeit des Wärmeüberganges von 
der Geschwindigkeit und der Dichte uns rein auf den Versuch stützten, müssen 
wir zur gesetzmäßigen Darstellung des Einflusses der spezifischen Wärme, der 
Wärmeleitfähigkeit und der Zähigkeit die im ersten Abschnitte entwickelte 
Theorie zu Hülfe nehmen. 

Wir haben bisher gefunden, daß der Wärmeübergang die J<'orm hat 

a = Bw" c/' (43d), 

wobei n unabhängig von der Art des Gases ist. 
Zu unseren Versuchen über den Wärmeübergang an Druckluft, Kohlen

säure und Leuchtgas seien noch Werte fiir den Wärmeübergang an überhitzten 
Wasserdampf hinzugefügt, die ich aus den Versuchen von Knoblauch und Jakob 1) 

zur Bestimmung der spezifischen Wärme des überhitzten Wasserdampfes heraus
rechnete. 

In einem elektrisch geheizten Oelbad befand sich eine Kupferschlange, in 
der dem überhitzt eintretenden Dampf Wärme zugeführt wurde. Die zur Be
rechnung des Wärmeüberganges nötigen Größen, zugeführte Wärme, Temperatur 
des Oelbades, Ein- und Austrittstemperatur des Dampfes und die durchgehende 
Dampfmenge wurden gemessen. Die hieraus gewonnenen Uebergangszahlen 
zeigen klar den Einfluß der Dichte und der Geschwindigkeit auf den Wärme
übergang·. Mit Benutzung des von uns für ein gerades Rohr gefundenen Ex
ponenten 0,7sr. ließen sich die Werte gut durch die Formel wiedergeben: 

ct = 10,79 (w(.!) 0• 786 • (43e). 

Folgende Zahlentafel enthält die für die verschiedenen Gase gefundene 
Zahl B. 

Medium 
Druckluft 
Kohlensäure 
Leuchtgas . 

Zahlentafel 10. 

überhitzter Wasserdampf . 

B 

5,772, 

4,774, 
15,45, 
10,79. 

1) Knoblauch und Jakob. Die spezifische Wärme des überhitzten \Vasserdampfes. Mit

teilungen über Fors<·himg•arbeiten Heft 35 und 36. 
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Zur weiteren Betrachtung ist die Kenntnis der Wärmeleitfähigkeit und Zähig
keit der untersuchten Stoffe nötig, weshalb kurz darauf eing·egang·en werden 
mög·e. 

Die Wärmeleitfähigkeit und die Zähigkeit der Gase. 

Die kinetische Gastheorie liefert für Gase eine Beziehung zwischen der 
Wärmeleitfähigkeit, der Zähigkeit und der spezifischen Wiirme bei gleich blei
bendem Volumen, die lautet 

). = I' lj Cv (46). 

< ist eine Konstante, für die theoretisch folgende ~Werte g·efunden wurden: 

Clansins 
Maxwell-Boltzman . 
0. E. Meyer . 

1 '2 :) 

2,:1 
I ,no2 7. 

J<~li.r eine Reihe von Gasen sind die Veriinderlichen der Gl. (4G) durch 
Versuch bestimmt worden. Wir wollen daraus < berechnen. Die Zahlenwerte 
(im C. G. S.-System) sind in der Zahlentafel 11 zusammengestellt. Bei mehreren 
vorhandenen Beobachtungen wurde das arithmetische Mittel g·ebildet. 

Zahlentafel 11. 

Gns I Temperatur I J, 1 0 7 Cv B I Atomzahl 

Luft. o 0c ii26 1726 0,170 1,SO 2 
» 100 646 2250 0,170 1, 70 

Wasserstoff 17,6 3667 947 2,42 1,57 2 
Argon 0 3894 2104 0,0740 2,50 1 
Helium 0 3386 0,75 2,49 1 
Sauerstoff 8 fJ63 1957 o, 155 1,87 I 2 
Stickstoff 8 524 1709 0,17 3 1, 7 7 

I 
2 

Stickoxydul 0 350 1408 0,162 1,53 3 
>> 100 506 1829 0,167 1,Gi) I 

I 

Stickoxyd 7,5 460 1730 0,165 1 ,G 1 2 
Kohlensäure 17,2 357 1542 0,156 1,48 3 

» 100 506 1972 0,158 1,62 
Kohlenoxyd 0 499 1630 0,17 2 1, 7 7 2 
Ammoniak. 0 482 957 0,41 1,23 4 
Methan 7,5 647 1100 0,46 1,28 5 
Aethylen 0 395 966 0,33 1,24 6 

Die Zahlentafel zeigt, daß die Größe s stark veränderlich ist. Selbst ntr 
ein Gas scheint sie sich mit der Temperatur zu ändern. W~thrend sie aber 
bei Luft mit wachsender Temperatur abnimmt, steigt sie bei Stickoxyd ··fund 
Kohlensäure an. 

Klarer tritt eine starke Aenderung von c mit der Atomzahl zutage. 
Nehmen wir die Mittelwerte, so erhalten wir folg·ende Reihe: 

Atomzahl 2 3 4 5 6 

E • 2,50 1,7 4 1 ,51 1,23 1 '28 1 ,24. 

I<'ür Atomzahlen größer als 3 scheint F unveränderlich zu sein. Es ist auf
fällig, daß diese Zahl mit der von Clansins berechneten übereinstimmt, während 
die für einatomige Gase gültige Zahl sich mit dem von Maxwell-Boltzmann be
rechneten Wert deckt. 

Die Wärmeleitfähig·keit und Zähigkeit sind bei allen Gasen unabhängig· 
vom Druck und nehmen übereinstimmend mit der 1'emperatur it.U, welche 
Aenderung mit steigender Temperatur kleiner wird. J<'ür unsere Zwecke genügt 
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eine lineare Interpolationsformel ganz gut. Für die von uns untersuchten Gase 
seien die Konstanten hier zusammengestellt, umgerechnet in das technische l\Ieß-
sytem. Es sei: 

Gas 

Luft . . . . 
Kohlensäure . 
Wasserdampf . 
Leuchtgas . . 

l = A0 (1 + a t) ( 
1j = ljo (1 + ß t) ~ 

Zahlentafel 12. 

0,01894 
0,01213 
0,0192 
0,0506 

228 
385 
434 
300 

( 47). 

to12.1]o kg m-2st ß. to5 

489 303 
398 343 
255 443 
420 300 

Der Wert lo für Wasserdampf wurde nach Gl. (46) berechnet, wobei fürs der 
Wert 1,51 eingesetzt wurde. ljo für Leuchtgas ist aus dem Ergebnis der kriti
schen Geschwindigkeit, S. 27, berechnet, a nnd ß mußten hierfür geschätzt werden. 

Während die Zähigkeit von :B'lüssigkeiten schon sehr eingehend untersucht 
ist, liegen für die Wärmeleitfähigkeit wenig Versuche vor. Ihre Abhängigkeit 
von der Temperatur wurde von Lees nnd F. Weber untersucht, aber während 
ersterer eine ziemlich starke Abnahme mit der Temperatur findet, beobachtet 
letzterer eine fast ebenso starke Zunahme. 

Nach Formel (32), S. 10, gilt für den Wärmeübergang die Gleichung 

( w o)n (" Cp)m 
Ct = C Awaod '1, T (32). 

lwand ist hierin die Wärmeleitfähigkeit des Gases in unmittelbarer Nähe 
der Rohrwand, ist also für die Temperatur der Rohrwand zu nehmen. Alle 
übrigenWerte sind Mittelwerte im Rohrquerschnitt; ihre Zahlenwerte entsprechen 
also der mittleren Gastemperatur. 

Wir wollen nun sehen, ob sich unsere Ergebnisse für verschiedene Gase 
(siehe Zahlentafel 10, S. 31) durch diese Formel ausdrücken la~sen, und wie 
groß dann die Konstanten werden. 

Es muß sein: 

(48). 

Setzen wir die g·efundenen Zahlen ein, so erhalten wir 4 Gleichung·cu von 
der Form 

y = cxm 

Die Zahlenwerte enthält die Zahlentafel 12. 

Medium 

Druckluft 
Kohlensäure . 
Leuchtgas. 

Zahlentafel 12. 

überhitzter Wasserdampf 

x•to9 

6,29 

fj,Sl 

5,08 
6,73 

y·toB 

1260 
1263 
1083 
1237 

(49). 

Die Werte von .v für Luft, Kohlensäure und Wasserdampf fallen fast zu
sammen. In Anbetracht der Unsicherheit der Wärmeleitzahlen der Gase ist die 
Uebereinstimmung der y-Werte sehr gut zu nennen. Die Bestimmung des Ex
ponenten m wird aber jetzt sehr unsicher, da wir nur 2 Punkte haben. 

Mitteilungen. Heft 89. 3 
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Setzt man in dem Faktor 'l}Cp in Gl. (48) die Beziehung· aus GI. (46) 
/, 

I. = < Cv 11 ein, so wird 

( .i() ). 

x und c sind beide von der Atomzahl des Gases abhäng-ig- und nehmen 
mit zunehmender Atomzahl ab. Ihr Verhältnis bleibt also fast unverHmlert. Die 
Unsicherheit in der Bestimmung des Exponenten m ist also für die praktische 
Anwendung· unserer Gleichung· auf Gase und überhitzte Dämpfe ohne Belang. 
Um ein Urteil über die Größe von m zu erlangen, wollen wir die Wärmeüber
g·ang·szahl an 'Vasser zu Hülfe nehmen. Die von Joule, Ser, Stauton u. a. ge
fundenen Werte weichen stark voneinander ab. Die Versuche von Stauton 
scheinen die gemmesten zu sein. Für die Konstanten unserer Versuche liefert 
seine :B'ormel bei 

w = 1 msk-1 a = 7800, 
und es wird für 

Wasser y = 6320 · 10-8 X = 42,4 · J0-9. 

Dieser Wert, zusammen mit den in Zahlentafel 12 enthaltenen, gibt, durch 
eine :B~xponentialfunktion ausgegliehen, den Wert: 

m = O,s5 (51), 

während wir den Exponenten n zu 

n = 0,7St; 

ermittelt hatten. 
(He) 

Wir hahen oben ge::;ehen, daf.l bei Gasen_ der Wert des :B~xponenten m ohne 
we;;entliehen I<Jinfluß ü;t. Der Einfaehheit wegen möge n g·leieh m gesetzt 
werden. GI. (3:!) nimmt dann die einfuehe Gestalt an: 

, , (w Cp)n 
lt = C A.Wand --).- (32 c). 

Cp ist die spezifi;;che Wärme bei gleiehbleibendem Druck pro Volumeneinheit. 

Mit den Werten B aus Zahlentafel 10 gibt GI. (32) für die einzelnen Ga;;e 
folgende Konstante c: 

c 

Luft B6,o 
Kohlensäure 33,D 

Leuchtgas . 86,5 

überhitzter Wasserdampf. 3CJ,,; 

Eine bessere Uebereinstimmung· kann wegen der unsicheren Kenntnis der 
WärmeleitW.higkeit nicht erwartet werden. Für die Wärmeleitzahl der Luft 
lieg·en zahlreiehere Beobaehtungen vor, so daß ieh in die Schlußformel die Kon
stante aus den Versuehen mit Urnekluft einsetzen will, die dann lautet: 

( w 0 )o, 78li 
a = 36,o /.wand --). P • 

N aeh der Theorie ist der Wärmeübergang auch vom Durehmesser de;; 
Hohres abhängig·; dureh die hieraus g·efundene Beziehung erhalten wir für den 
Wärmeaustausch zwischen einer Hohrwand und einem dureh das H.ohr strömen
den Gase die Gleichung: 

lt= 1090---- --
• lwand (w Cp) 0 ' 1SG 

' ao,21" ). 
(32b) 
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Hierin ist zu setzen: 

l.w, .... 1 die Wärmeleitfähigkeit des Gases bei der Temperatur der Hohr
wand in WE m-1 st-1 Gr.-1, 

w die mittlere Strömungsgeschwindigkeit in msk-1, 

OP die spezifische Wärme des Gases bei konstantem Druck für 1 m 3 bei 

dem Zustand des Gases im Rohr, 
I. die Wärmeleitfähigkeit des Gases im WFJ m-1 st-1 Grad-l bei der 

mittleren Temperatur im Rohrquerschnitt. 

l<'Lihren wir in Gl. (32) das Gewicht G der stündlich durch das Hohr 

strUmenden l<'lüssig-keitsmeng·e ein: 

G wd2 n 
=Q-4-

so wird 
lt = 15 90 ilwand (4 !l-~)o, 78'' = 19 23 ilwaud (Gcp)o, 78G. 

' ,z1,786 A. n ' d1,786 ;. 
(32d). 

Längs des Versuchsrohres muß also der Wärmeüberg·an~· mit zunehmender 

Lufttemperatur etwas abnehmen wegen der Zunahme der Wärmeleitzahl mit 

der Temperatur. Diese Abhängigkeit wurde durch die Versuche bestätigt g·e

funden, siehe Zahlentafel I H. 

Zahlentafel 13. 

Versuch V Tm Pm a 
cbrn/st 

31 75,8 ~,93 29,5 156,4 
32 76,0 3,93 56,4 152,7 
40a 57,87 7,0~ 30,4 124,0 
40b 57,87 7,05 46,6 118,3 

65 17,93 16,06 3!!,5 51,8 

66 16,00 16,06 71,5 49,3 
{7,93 53,8 

Der V ersuch 6 6 (umgerechnet auf die bei V ersuch 65 durch das Rohr 

strömende Menge) erg·ibt im Verg·leich mit dem Versuch 65 eine Zunahme 

des Wärmeüberganges mit der Temperatur; weg·en des bei diesem Versuch 

vorhandenen gering·en Temperaturunterschiedes zwischen Luft und Wand ist die 

Genauigkeit dieses Versuches etwas geringer. 

Eliminieren wir in der Gleichung (32) durch die Gasgleichung· die Dichte 

so et'halten wir 

p 
0=--
, RT' 

AWaud ('cprp)O, 78G 
lt = 15 fj() -- --

' d0,2H A.RT, 
(32e). 

Dieser Gleichung entnehmen wir folgende Gesetzmäßigkeit für den Wärme

übergang im Hohr: 
Bei gleicher GeEchwincligkeit, gleichem Druck, unverändertem Rohrdurch

uw:;ser und b1eibender l<..,lüssigkeitstemperatur nimmt ct mit der Wandtemperatm 

zu, oder bei glcichbleibender"\Vandtemperatur mit ZUnehmenderGastemperatur ab. 

Obige Gleichung gilt ihrer Ableitung gemäß sowohl für den Wärmeüber

gang von der Rohrwand an das Gas als auch bei der Kühlung eines Flüssig

keitstromes durch eine kalte Wand. Sind die Temperaturen von Wand und 

Strom wenig verschieden, so ist der Wärmeübergang in beiden Richtungen 
3" 
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gleich. Bei großen Temperaturunterschieden wird rt kleiner, wenn die Wärme 
zur Wand übergeht, als rt vor dem Vertauschen von Wand- und Flüssigkeits
temperatur, vorausgesetzt, daß Druck, Geschwindigkeit und Rohrdurchmesser 
gleich bleiben. 

Die aus der Gleichung folgende Abnahme des Wärmeüberganges mit zu
nehmendem Rohrdurchmesser steht im Widerspruch mit Ergebnissen von Ser, 
dessen Werte sich der Größenordnung nach mit unseren Zahlen decken. Die 
von .Mollier aus Joules V ersuchen berechneten Wärmeübergangszahlen sind 
aber beträchtlich größer als die von uns g·efundenen, was mit der durch unsere 
Gleichung· ausgedrückten Abhängigkeit des a vom Durchmesser, entsprechend 
der von Joule benutzten kleinen Querschnitte erklärt werden kann. 

Die beiden Konstanten unserer Gleichung: der Beiwert c und der Expo
nent n, häng·en vermutlich von der Rauhigkeit des Rohres ab und werden bei 
rauher Rohrwand kleiner sein als bei glatter. 

Der Druckabfall im Rohr. 

Der Druckabfall und der Wärmeübergang im Rohr sind beide von der 
Strömung abhängig, und zwar lassen sich beide Erscheinungen, wie wir g·esehen 
haben, in ihrer Veränderlichkeit mit der Geschwindigkeit durch eine Exponential
funktion darstellen, deren Exponent nur von der Oberflächenbeschaffenheit 
des Rohres abhängt. Es ist zu vermuten, daß zwischen beiden Exponenten 
eine Beziehung besteht; deshalb wurde auch der Druckverlust im Messingrohr 
g·emessen. 

Trotzdem die erste lVIeßstelle für den Druckabfall um das 50 fache des 
Rohrdurchmessers von der Einmündung der Luft in das Versuchsrohr ablag, war 
der Druckabfall noch nicht unverändert längs des Rohres, sondern nahm von 
der einen .Meßstrecke zur benachbarten ab. Diese Abnahme war aber für jede 
Geschwindigkeit prozentual gleichbleibend, so daß diese Verschiedenheit nur den 
konstanten Faktor ändert und nicht die Gesetzmäßigkeit. Die Beobachtung·en 
sind in Zahlentafel 7 enthalten. 

Setzt man in der Formel (15), S. 5: 

d = - dp = a wn en-11)2-n 
dl d3-n 

(15) 

1 V d2 nw 

R 288 (' 4 

worin V die in 1 Stunde durch das Versuchsrohr 
bei I at und 15° ist, so geht sie über in 

(51), 

strömende :B'lüssigkeitsmenge 

LI _ a 4n vn1J2-n 
Q - (Rn 288)n dn+3 (7 a). 

Bei den Versuchen war auf der rechten Seite der Gleichung nur V ver
änderlich. Trägt man in einem Koordinatenkreuz log ( Llf!) und log V auf, so 
müssen die Punkte auf einer Geraden liegen, falls der Ansatz richtig ist. 
Das ist in ausgezeichneter Weise erfüllt, :B'ig. 12. Die Neigung der Geraden 
liefert den Exponenten 

n = 1,776 (52). 

Wir wollen noch prüfen, ob die Versuchzahlen sich durch die Bielsche 
Gleichung (3), S. 3, darstellen lassen. Unter Gleichsetzen der bei unseren Ver
suchen unveränderlichen Größen lautet sie: 
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rlp 2 ( b ) ----=W(! a+-
dl we 
,d 
~-=a(u;l!)+b. 
w 

(3) 

Der Quotient aus Druckabfall und Geschwindigkeit muß also linear ab
hiingen von dem Produkt aus Geschwindigkeit und Dichte. Triigt man diese 
Grül.len in ein Koordinatensystem ein, so sieht man, Fig. 13, daß die Punkte 
auch oberhalb der von Biel als unteren Geltungsbereich für seine Formel an
genommem•n Grenzgeschwindigkeit, die füe um· er H.oht· bei 17 ,:J msk-1 liegt (sie 
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ist durch einen Querstrich zur Kurve in ]<'ig. 13 eingezeichnet), ausgesprochen 
auf einer Kurve liegen. Die Exponentialfunktion gibt zweifellos mit größerer 
AnnHherung und in einem weiteren Bereich den Druckab~all in Hobren wieder. 

:B,ür den Wärmeübergang hatten wir als Exponenten der Geschwindigkeit 
die Zahl 

m = 0,7Rr; • (46) 

gefunden, während sich oben der l<~xponent der Geschwindigkeit für· den Druck
abfall zu 
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n = 1,77•; (:i:!) 
ergab. 

Es liegt nahe, zu vermuten, daß zwischen beiden l<~xponenten dil' BPzielmng 

n-m=l 

besteht, wenigstens für glatte R.ohre. 

Zusammenfassung. 

(51!) 

Der vVHrmeübergang von einem Messingrohr an ein durchströmendeR Ga;; 
(Luft, Kohlensäure und Leuchtgas) bei verschiedenem Drnck und wechselnder 
Gesehwindigkeit wurde durch Ver,.;uche bestimmt. 

Da:-; Strömungsgesetz des Gase:-; im Hohr zeigte entscheidenden Einfluß nuf 
(lic GesetzmäJ.ligkeit des Wiirmeaustausches. Unter der kritischen Geschwindig
keit, also bei Parallelströmung der W asserteilchen, lindert sich der Wärmeüber
gang nur wenig mit der Geschwindigkeit, wiihrend er n'lch eing·etrrtener Tur-. 
bulenz ~tark mit der Geschwindigkeit wächst. Dier-;e Abhängigkeit Hißt sieh 
durch eine Exponentialfunktion darstellen, deren Exponent unabhängig· von 
der Dichte und der Art des Gases ist. 

Es >vurde weiter die neue und wichtige Tatsache gchmden, daß der vViinue
tiberg·ang stark mit der spezifischen Wärme für die Volumeneinheit de:-; Gasefi 
und geringer mit de:-.fien Wärmeleitfähigkeit zunimmt. Der Einfluß der Zähip;
keit ist sehr gering. Die zahlenmäßige Abhängig·keit des Wlirmeüberg·ange;; 
von diesen Gröf.len konnte durch Exponentialfunktionen dargestellt werden. 

Anti den hydrodynamischen Gleichungen für zähe, elastische I<'lüssigkeiten 
und der Differentialgleichung der vVärmeleitung wird ein einfacher Zusammen
hang· zwischen den Exponenten jener Funktionen festgelegt, den die Versuche 
bestlitigt haben. 

Die gefundene Gleichung für den vVärmeau:-;tausch zwisehen einer Hohr
wand und einem durch das l{ohr ~-;trömomlen Gase lautot: 

AWand (w 0 )o. lHi a = lii,Bfl -()i]4 '1' vVE st-1 m-2 Gr.-1. 
d, Jl. 



Ueber den Zusammenhang der Biegungselastizität des 
Gußeisens mit seiner Zug- und Druckelastizität 

Von H. Herbert. 

Einleitung. 
Bei der Ausführung von Biegeversuchen ist es im allgemeinen üblich, die 

Belastung P in der Mitte des Balkens angreHon zu lassen, der dabei an seinen 
Enden auf Stützpunkten drehbar gelagert ist. Es werden dann die Durch
biegungen der Stabmittellinie gemessen, die den jeweils auf den Versuchskörper 
wirkenden BelaEtungen entsprechen, was durch die Beobachtung der Bewegungen 
dreier ihrer Punkte: in der Mitte und über den beiden AuHagern, geschehen kann. 

Aus den so gemessenen Durchbiegungen läßt sich nun der Elastizitäts
modul oder dessen reziproker Wert, der DehnungskoeHizient, berechnen, sobald 
ein Material vorliegt, für welches er unveränderlich ist, also gleich für Zug und 
Druck und unabhängig von der Größe der Spannungen, wie z. B. Schmiedeisen 
und Stahl. Mit Hülfe dieses lmveränderlichen Elastizitätsmoduls können dann 
natürlich auch die Spannungen in den einzelnen Fasern leicht gefunden werden. 

Diese unmittelbare Berechnung der Spannungen aus derartigen Biegever
suchen mittels der übÜchen Formeln, die von einem unverändel'!iehen Elastizitäts
modul ausgehen, ist aber nicht mehr möglich, sobald es sich um ein Material 
handelt, für das der Elastizitätsmodul abhlingig ist von der Größe und dem 
Vorzeichen der Spannungen, wie z. B. beim Gußeisen. 

Diese Erkenntnis ist nun nicht mehr neu, und es ist mehrfach schon ver
sucht worden, das Gesetz der Proportionalität zwischen Spannungen und Deh
nungen, das unter dem Namen des Hookeschen Gesetzes allgemein bekannt ist, 
durch ein anderes Spannungsgesetz, wenigstens für gewisse Stoffe, zu ersetzen. 
In den letzten zwei Jahrzehnten war es vor allem C. v. Bach, der wiederholt 
darauf hingewiesen hat, daß die bis dahin stets vorausgesetzte Proportionalität 
zwischen Dehnungen und Spannungen bei einer großen Anzahl von Stoffen, zu 
denen die natürlichen Steine, Zement und Gußeisen gehören, durch die Ergeb
nisse seiner umfangreichen Vorsuche nicht bestätigt wird. Aus seinen Versuchen 
ergab sich, daß an Stelle des Hookeschen Gesetzes als ein befriedigender Aus
druck der Gesetzmäßigkeit zwischen den Dehnungen E und den Spannungen r; 

für die untersuchten Stoffe, mit Ausnahme von Kautschuk und Marmor, das so
genannte Potenzgesetz 

gewählt werden kann. 
Mit IIüHe dieser Gleichung ist es nun möglich, die Lage cter Nullachse, 

die hier nicht mehr unveränderlich durch den i::idtwerpunkt des Querschnitts 
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geht, und damit dann auch die Spannungen in den einzelnen Fasern aus den 
gemessenen Durchbiegungen abzuleiten. Die Konstanten der Gleichung, a und 
m, werden dabei in der Regel aus besonderen Zug- und Druckversuchen mit 
einem und demselben Material abgeleitet; sie könnten aber auch aus Beobachtung 
einer ausreichenden Anzahl von Durchbiegungen berechnet werden. 

Bei der vorliegenden Arbeit wurden nun gar keine näheren Annahmen 
über das Formänderungsgesetz gemacht, vielmehr durch unmittelbare Messung 
der LängenHuderungen der Uußersten Fasern eines gebogenen Gußeisenbalkens 
sowie die Lage der neutralen Achse ermittelt und dann die Spannungen unter An
wendung der allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen berechnet. Dabei wurden 
die Dehnungskoeffizienten unmittelbar aus dem Biegeversuch selbst abgeleitet. 
Die Ausführung dieser Messungen wurde begünstigt durch die besondere Ein
richtung für Biegeversuche, die mir in dem Institut für augewandte Mechanik 
der Universität Göttingen zur Verfügung stand und über die später noch 
genauer berichtet werden soll 1). 

Daneben ergibt sich bei dieser Art der Durchführung des Versuches noch 
der Vorteil, daß man den Verlauf der Zugkurve, die aus dem Biegeversuch 
abgeleitet wird, um eine nicht unbeträchtliche Strecke weiter verfolgen kann, 
als dies beim reinen Zugversuch möglich ist. Denn die gezogenen Außenfasern 
eines gebogenen Stabes können infolge ihres Zusammenhanges mit den inneren, 
weniger stark beanspruchten Fasern, offenbar eine größere Dehnung aushalten, 
ehe ihr Zusammenhang zerstört wird, als die gleichmäßig gespannten I<'asern 
beim gezogenen Stabe. 

Zum Schlusse wurden, jedoch nur zum Vergleiche mit den aus den Biege
versuchen erhaltenen Ergebnissen, Zug- und Druckversuche ausgeführt mit 
Stäben, die aus dem Material der Balken herausgearbeitet waren. Die dabei 
festgestellten Abweichungen führten auf eine genauere Untersuchung der Elasti
zitätseigenschaften des vorliegenden Materials und auf die Verfolgung des Ein
flusses anfänglich vorhandener Gußspannungen. 

I. Theoretische Grundlagen der Versuche. 

a) Aufgabe und grundlegende Voraussetzungen. 

Die Aufgabe, deren Lösung zunächst gesucht werden soll, ist die folgende: 
Ein Balken von rechteckigem Querschnitt sei einem gleichbleibenden Bie

gungsmoment unterworfen. 
Durch Beobachtung gegeben sind die äußeren Kräfte (Biegungsmoment M) 

und die unter ihrer Einwirkung auftretenden Längenänderungen c1 und E2 der 
äußeren Fasern. Gesucht ist das allgemeine Formänderungsgesetz, d. h. die 
Spannungswerte <h und (}z in den äußeren Fasern, die den jeweiligen Dehnungs
werten entsprechen 2). 

1) Eine Anordnung, die auf demselben Grundgedanken beruht, wird an der Material
prüfungsaustalt der Kgl. techn. Hochschule in Stuttgart seit 1902 benutzt. Die erste Veröffent
lichung über diese Einrichtung findet sich 1904 im 1. Heft der »Forscherarbeiten aus dem Ge
biete des Eisenbetons•, eine spätere 1907 im Heft 39 der »Mitteilungen über Forschungsarbeiten«_ 
Vergl. auch die Fußbemerkung auf S. 46. 

2) Hr. Prof. Prand tl hatte mir die Lösung der entsprechenden Aufgabe für den Fall der 
Verdrehung eines SttLbes von kreisförmigem Querschnitt, wie er sie in seinen Vorlesungen behandelt 
hat, gütigst mitgeteilt. Dabei tritt als einzige Unbekannte die Schubspannung ·c auf, die als 
Funktion des l>eo!Jachteteu Verdrehungswinkels darzustellen ist. Seinem freundlichen Hinweis 
verdanke ich die Anregung zu dem Versuch, die analoge Aufgabe für den Fall der Biegung 

durchzuführen und auf den praktisch vorliegenden l<'all anzuwenden. 
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Das g-esuchte Formänderung-sg-esetz sei darg-estellt in der allg-emeinen Form: 

~o-1 = f(<I) für die Zug-spannung-en 
?o-2 = <p (<2) für die Druckspannung-en, 

wobei t1 und ft die unmittelbar beobachteten Läng-enänderungen der Hußersten 
Fasern des Balkens bedeuten. Um nun auch die nicht unmittelbar gemessenen 
Dehnungen der inneren Fasern hieraus ableiten zu können, muß noch die An
nahme gemacht werden, daß die zur Stabachse ursprünglich senkrechten Quer
schnitte auch nach der l<'ormHnderung eben und rechtwinklig zur Achse bleiben. 
Die Berechtigung dieser Annahme ist durch unmittelbare Beobachtung bei Ver
suchen zunächst an Stäben aus zähem Stahl und Schmiedeisen, selbst bei sehr 
weit getriebener Durchbiegung von Bauschirrger und Bach bestätigt worden, 
dann aber auch für Körper, bei denen eine Proportionalität zwischen Spannun
gen und Dehnungen nicht besteht, für Stein und Gußeisen, von Föppl 1). 

Abgesehen von dieser weitgehenden Bestätigung unserer Annahme durch 
Versuchsergebnisse wird ihre Erfüllung durch die Art des Kräfteangriffs, die 
unseren Versuchen zugrunde lag, wesentlich g·efördert. Denn in dem ganzen 
mittleren, für die Dehnungsmessungen in Betracht kommenden Teile des Bal-

kens ist ein konstantes Moment M = .!._ a wirksam. Dieser Teil erleidet daher 
2 

reine Biegung, eine Schubkraft ist nicht vorhanden. Der gleichen Kräftewir
kung muß daher auch eine gleiche Formänderung der einzelnen Körperelemente 
entsprechen - vollkommen gleichartige Materialbeschaffenheit vorausgesetzt. -

f f 

;a-{ }-a-; 
r------------- ·-r 
; ~ 

Fig. 1. 

Es wird somit die Krümmung der Stabachse nach einem Kreis erfolgen. Die 
ursprünglich zur Achse senkrechten Querschnitte müssen sich dann aus Sym
metriegründen in radialen Ebenen einstellen. 

b) Ermittlung des E'ormänderungsgesetzes. 

Unter den angeführten Voraussetzungen und unter Benutzung der in 
umstehende Abbildung 2 eingetragenen Bezeichnungen sollen nun die Span
nungen o-1 und O"z als Funktionen der gemessenen Dehnungen t1 und <2 dar
gestellt werden, d. h. es sollen die Funktionen 

o-1 = f(<!) für Zug 
und 

0"2 = <p (<z) für Druck 
zunächst für den Fall der reinen Biegung ermittelt wel'den. 

1! Vergl. Mitteilungen ans dem mechanisch-technischen Laboratorium der Kgl. Techn. Hoch
schule München, Neue Folge, Heft 29: Die elastischen Formänderungen von Gußeisenstäben hei 
exzentrischer Zugbelastung. Namentlich die zweite Versuchsreihe zeigt in nahezu vollkommener 
'Vcise das Ebenbleiben der Querschnitte. Es war dabei durch eine exzentrische Zugkraft mit 
wechselndem Hebelarm ein Biegungsmoment ausgeüht und die Längenänderung von sieben, je 
19,5 mm voneinander entfernten Fasern innerhalb einer Meßstrecke von 1 ;, cm gemessen worden. 



Bezeichnen wir den reziproken Wert des Krümmungsradius !! mit x, also 
1 

X=---, 
~ 

r--o --->J 

J l fi -----. 
1~ I 

1"'"1==~_- - j ~ 

F!g. 2. 

so ergibt sich für die Verlängerung der gezogenen Außenfaser eines Balken
elementes von der Länge dx aus der Proportion: 

die Beziehung 

"-'1 a_x- ~ oder ~ = ~ 
(! 

und entsprechend für die gedrückte Außenfaser 

Daher ist 

Da nun 
e1 + e2 = h, 

gleich der Balkenhöhe ist, so wird 

und daraus 
BJ + 82 

X=--
h 

Damit ist nun die Lage der neutralen Faserschicht bestimmt, denn es 
wird jetzt durch Einsetzung des Wertes von x 

Bezeichnen wir nun den Querschnitt einer beliebigen Faserschicht im Ab
stande y von der neutralen Achse mit dF, so lauten die Gleichgewichtbedin
gungen: 

Algebraische Summe der Normalspannungen gleich null: 
't e2 

(a'dF'- (a"dl?" = 0 (I). 
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Statisches Moment des aus den Spannungen gebildeten KräHepaares gleich 
dem Biegungsmoment der äußeren Kräfte: 

und 

e1 "2 

Ja' y' dF' + fcr"y''dF'' = M 

Im besonderen ist für den rechteckigen Querschnitt 

dF=bdy. 

Daher gehen für diesen Fall die obigen Gleichungen über in 
e1 ~-'2 

Ja' dy'- .frJ" dy'' = 0 
II 0 

1-'1 ''2 

rJ cr' y' dy' + b Ja'' y'' dy'' = M 
,, 0 

(2 ). 

(1 a) 

(2a), 

indem ans der ersten der beiden Gleichungen der Faktor b herausgehoben wird. 
Um nun an Stelle der Abstände y die Dehnungen < in den Gleichgewicht

bedingungen ~u bekommen, benutzen wir die aus der -~ bbildung abzulesende 
Beziehung 

<' = y'x und s" = y"x, 
also 

' " 
' e und 1/' = _:_____. 

,I}=-; " " 

Dann ist für unveränderliches x, d. h. für einen bestimmten Belastungszustand 

' de' und d ,, de" 
dy = -;,- y = -~ . 

Durch Einführung dieser Werte für .'f und d/f gelangt man zu den Glei
chungen 

21 Zt Jo' d <' - .f r;'' d 8'' = 0 (1 b) 
II 0 

und 
$:1 22 

rr'•' d<' + r r;" t'' de'' = M": . 
ö 0 

(:Zb), 

indem in der ersten Gleichung der gemeinsame Faktor ~- herausgehoben und 
" 

in der zweiten der }'nktor -; von der linken auf die rechte Seite gebracht wird. 
" 

Lassen wir nun den Belastungszustand sich etwas änrlern. Das Moment 
wachse um dM, gleichzeitig wird die Krümmung um dx zunehmen. Diffcren
tiieren wir daher nach x und setzen für f1 und <2 die Werte 

<1 = e, x und <; = e2 x 

ein, so finden wir aus den Gl. (1 b) und (2b), indem wir den Wert von cr' an 
der oberen Grenze= o1, den von a'' an der oberen Grenze= rf~ setzen an 
der unteren Grenze (neutralen Achse) haben bcide den Wert null -

(1 c) 

und 
(2 c). 



Dabei ist die zweite Gleichung sogleich auch durch den in allen Gliedern 

vorkommenden Faktor x gekürzt worden. 
Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich die unbekannten Spannungen 

<>t und <1z nun leicht berechnen. Indem wir Gl. (1 c) mit e2 multiplizieren und 

zu Gl. (2c) addieren, ergibt sich 

O'J (el + e2) ae! = ~ (2M+ X f'lJI1). 
f'lu b ou 

Darans finden wir, indem wir noch e1 + ez = h setzen, 
'tJM 

und analog 

2M+ u ou 
O'j = ·-·--- = f(<l) 

i'le! 
bh fj-; 

flM 
2M+u 8 
____ CU= f/ (e2 ). 

l'ie2 
bh ()", 

Damit ist das gesuchte FormändernngEgesetz gefunden, d. h. die Spannungen 

o-1 und 0'2 sind als Funktionen der beobachteten Dehnungen Et und <2 dargestellt. 

Die allgemeine Beziehung muß natürlich auch für den Fall der Propor

tionalität zwischen Dehnungen und Spannungen gelten. Man hat dann 

<1 = E2 = IJ Und X= EJ + 82 = ~ 
h h 

i'Je1 E! B h 

flu = -;;= 2,;-2 

h 

also: x~!! = M. 
'tlu 

Unter Einführung dieser besonderen Werte findet man 
2M+M 6M 

0'1 = --h- = bh2 ' 
bh-

2 

d. i. die bekannte, auf dem Hookeschen Gesetz beruhende Formel der Festig

keitslehre. 

c) Erweiterung der gefundenen Formeln für das Hinzutreten 
einer zentrischen Längskraft und für exzentrischen Zug. 

Im Anschluß an die oben gegebene Ableitung, die den Fall w behandelt, 

wie er den zu besprechenden Versuchen zugrunde liegt, möge die Aufgabe noch 

erweitert werden für das Hinzutreten einer zentrischen Längskraft P. Die erste 

Gleichgewichtbedingung lautet dann 
el e2 

JO''bdy'- JcJ''bdy" = P, 
0 0 
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Differentiiert man nach x, so erhält man 

<'l •r ch2 1 ( o P) 
ö 1 --öz-,- = -- P+ x-

<'lr. ur. b eh (1 d). 

Dieser Belastungsfall tritt beispielsweise ein, wenn die Kräfte, welche die 
Biegung des Stabes hervorrufen, nicht senkrecht zur Stabachse angreifen. Es 
ergibt sieh dann eine in die Längsachse des Stabes fallende Komponente P, 

! 
p-j - - -- - -u- - - - - -

/t 
Fig. 3. 

die bei einer Steigerung der Belastung gleichfalls wächst, also mit dem Moment M 
und demnach auch mit der Krümmung· >< veränderlich ist. 

Die zweite Gleichgewichtbedingung bleibt unverändert, lautet daher in 
der Form der Gleichung (2c) 

(2 c). 

Aus den Gleichungen (I d) und (2 c) folgt dann 
<'JM i')p 

2M+ "1);+Pe2+>< l);'2 

<'ler 
bh fj,. 

öt= 

und der analoge Ausdruck für öz. 

Ist dieLängskraft unabhängig von der Biegung, alsoP unveränderlich, so wird 

lL[' = 0, und es fällt daher das letzte Glied im Zähler des Ausdrucks weg. 
('),. 

Bei Proportionalität muß man selbstverständlich wieder auf die bekannten 
E'ormeln zurückkommen. Es ist dann wieder 

Damit finden wir 

Er =Ez = c und 
(') fJ e1 e h 

8"-= ~= e+e=2, 

<'JM M 
('),.-,., also 

und 

h 
2M +M+P-

h 

f'IM 
x-=M 

(i" ' 

2 6M P 
O"t = _, ____ h__ = bh2 + bh. 

bh-z 
Auch der Fall der exzentrischen Zug·belastung läßt sich aus dem eben Be

sprochenen ohne weiteres ableiten. Wirkt die Kraft P in einem Abstande a 
parallel zur Stabachse, so tritt neben der Längskraft P ein Biegungsmoment 
von der Größe M = Pa auf. Setzen wir diesenWert von M in die obige Formel 
für rr1 ein, so erhalten wir 



oder 

II) Praktische Versuchsanordnung. 

a) Die Maschinen (Biegevorrichtung). 
Zur Erzeugung der erforderlichen Biegungsmomente wurde die in dem 

Göttinger Universitäts-Institut für augewandte Mechanik aufgestellte Festigkeits
maschine von Mohr & Federhaff in Mannheim benutzt. Als Krafterzeuger dient 
bei dieser eine Schraubenspindel, die mittels Schneckenrades von Hand betätigt 
wird. Die Belastungen werden durch eine Laufgewichtwage, die mit Hülfe 
eines Nonius die Einstellung der Last auf 10 kg genau ermöglicht, gemessen. 
Die Maschine gestattet die Anwendung einer Kraftleistung bis zu I 5 000 kg· und 
kann nach Bedarf mit einer Vorrichtung für Zug- oder mit einer solchen für 
Druckversuche ausgerüstet werden. 

Zur Ausfürung der Biegeversuche wurde nun in diese Maschine eine eigene 
Biegevorrichtung eingebaut, die nach Angaben des Leiters des Institutes für an
gewandte Mechanik, Hrn. Prof. Prandtl, eigens für dieses Institut ausgeführt 
worden ist. 

Diese Vorrichtung, welche in Fig. :) bis 10 abgebildet ist, besteht im wesent
lichen aus zwei kräftigen, wagerechten Hebelbalken , die beide um ihre Mitte 
drehbar gelagert sind. Der längere ist oben an dem kürzeren Arm der Hebel
wag·e aufgehängt , steht also mit der Kraftmeßvorrichtung der Maschine in 
Verbindung, der kürzere ist unten mit der Schraubenspindel verbunden, also 
mit der Krafterzeugungsvorrichtung. Der Zusammenhang zwischen beiden wird 
durch 2 Paare von lotrechten Hängeeisen vermittelt. Diese übertragen mit HüHe 

o.-b a 

I 

c-d 

d 
Fig. 5 bis 10. 

t. -A: 
I 



von Stahlschneiden, die in Gußstahlpfannen ·drehbar gelagert sind, die KraH auf 

2 gußeiserne Schuhe, in die die Balkenenden fest eingespannt sind 1). 

Der Hauptvorteil dieser Einrichtung ist der, daß in dem ganzen mittleren 

Teil des Balkens ein unveränderliches Biegungsmoment amgeübt wird, und daß 

dieser Teil dabei für die Anbringung von Meßg·eräten vollständig frei bleibt. 

b) Die Probestäbe (Form und Material). 

Als Probekörper dienten gußeiserne Balken von 1,o m Länge und einem Quer

schnitt von il cm Höhe und 4 cm Breite im mittleren, für die Messungen benutzten 

'Teil, Fig. 11. Diese Stäbe wurden von der Firma Friedr. Krupp, Aktien-Ge-

...--------1000 I<~ 

t I I J i JjQtJ~ 
1 ' 1 1 I t I 

~<---27S --.lso.------sso-->;sor---27S -->1 'j;J 

Fig. 1 r. 

sellschaH, GußstahHabrik Essen/Ruhr, geliefert und sind aus hochwertigem Guß

eisen herg·estellt. Zur Erzielung einer möglichst gleichartigen Beschaffenheit des 

Materials wurde stehender Guß aus einer Pfanne angewendet. Die im Rohzu

stande etwa 10 x 5 cm betragenden Querschnittabmessungen wurden im mitt

leren Teile durch vorsichtiges Hobeln, Feilen und Schmirgeln bis auf 8 x 4 cm 

verring·ert. Diese Bearbeitung hatte in erster Linie den Z\veck, die Gußhaut 

und die unmittelbar unter dieser befindliche, durch rascheres Abkühlen leicht 

ungleichmäßig ausfallende Schicht zu beseitigen. Nachher wurden auch noch 

an den Enden die oberen und unteren .B'lächen, die in den Schuhen der Biege

einrichtung anliegen, eben und genau parallel gehobelt. Bei der Einspannung 

der Balkenenden wurden als Beilagen passende Flacheisenstücke, zum Teil auch 

Blättchen aus Pappe verwendet. 

Die bei der Firma Friedr. Krupp ausgeführte chemische Analyse ergab fol

gende Zusammensetzung: 

C = 3,46 vH P = O,o98 vH 

Si = 0,82 " S = O,o9o " 

Mn= 0,54 » 

Die Aktien-Gesellschaft Friedr. Krupp hat die zur Verwendung gekommenen 

Probestäbe eigens zu diesem Zwecke angefertigt und hat durch ihr liebens

würdiges Entgegenkommen die Durchführung der Versuche erst ermöglicht. 

c) Die Feinmeßvorrichtungen. 

Aus den im vorhergehenden Abschnitt abgeleiteten Formeln für die Span

nungen "1 und a2 geht hervor, daß zu ihrer Ausrechnung neben der bekannten 

Größe des Biegungsmomentes M nur noch die jeweils zu diesem gehörigen Deh

nungen <1 und t2 der beiden äußersten Fasern des Balkens erforderlich sind. 

Damit ist dann auch x = ' 1 + 82 bestimmt. 
h 

1) Von dieser Vorrichtung unterscheidet Mich die in der Fußbemerkung 1 aufS. 40 erwähnte 

Biegungseinrichtung der Stuttgarter Material-Prüfungsaustalt dadurch, daß das Bieguugsmoment 

dort durch zwei Rollenpaare unmittelbar auf den Balken übertragen wird. Der Abstand der 

beiden Widerlagerrollen beträgt in der Regel 2000 mm, kann aber bis auf 3000 mm vergrößert 

werden, während die belden Bela•tungsrollen einen grüßten Abstand von 1000 mm aufweisen. 

(Vergl. Mitteilungen über Forschungsarbeiten, Heft 39, S. 7.) 
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Als F'einmeßvorrichtungen zur Ermittlung der Längenänderungen der 
oberen und unteren Fasern des Balkens dienten Martenssche Spiegelapparate, 
deren Konstruktion auf dem Grundgedanken der Gaußsehen Spiegelablesung 
mit Fernrohr und Skala beruht. Als Meßstrecke wurde bei sämtlichen 
Biegeversuchen eine Länge von 10 cm genau in der Mitte des Balkens ange
nommen. Die Drehung des mit der rhombischen Stahlschneide auf einer Achse 
sitzenden Spiegels bei Aenderumgen der Meßstrecke infolge der Dehnungen ist 
dem Skalenausschlag proportional, so lange der Drehwinkel nur klein ist. Es 
könnte nun aber außer diesen Achsendrehungen noch eine Bewegung des ganzen 
Balkens mitsamt den Spiegeln vorkommen. Um diese festzustellen, müßte etwa 
noch ein dritter Spiegel fest mit dem Balken verbunden werden und mit Hülfe 
eines weiteren, auf diesen gerichteten Fernrohrs könnten etwaige Bewegungen des 
ganzen Balkens überwacht werden. Diese Einrichtung erschien jedoch recht 
wenig bequem. Es wurde daher einer anderen Anordnung der Vorzug geg·eben, 
durch die etwaige Bewegungen des Balkens fast vollständig unschädlich gemacht 
werden können. 

I - --;J;;;;;;;:===j ,__.;...-...;--"---J ~j;J=====~~~e:::,*l=====Ooq ll 

Fig. 12 und 13. 

Genau in der Mitte des Balkens wurde ein kräftiger, diesen umfassender 
Rahmen mitHülfe von vierSchrauben befestigt, E'ig. 12 u. 13. AufjederSeite war nun 
ein fester Spiegel mit diesem Rahmen und dadurch auch mit dem Balken selbst so 
verbunden, daß er dem beweglichen, mit den Schneidenkörper drehbaren Spiegel 
gegenüber gestellt werden konnte. Der von der Skala herkommende Lichtstrahl 
wurde nun nicht, wie gewöhnlich, nach einmaliger Reflexion an dem drehbaren 
Spiegel in das Fernrohr geleitet; dieses wurde vielmehr auf den festen Spiegel 
gerichtet und der Lichtstrahl erst nach zweimaliger Reflexion an den beiden 
Spiegeln in das Fernrohr geschickt. 

d) Genauigkeitsgrad der Beobachtungsergebnisse. 
(Fehlerquellen und günstigste Anordnung.) 

Die Wirkungsweise der im vorhergehenden Absatz beschriebenen Ver
suchseinrichtung ist nun die folgende: 

In dem auf den festen Spiegel gerichteten Fernrohr erblickt man nach 
zweimaliger Spiegelung, Fig. 14, das Bild der Skala, dessen Verschiebung gegen das 
E'adenkreuz des Fernrohrs, die bei einer Drehung des beweglichen Spiegels ein
tritt, abgelesen werden kann. Ist der Drehungswinkel a, so beträgt die Längen
änderung innerhalb der Meßstrecke 

I.= b sin a, 
wenn b die Breite des Schneidenkörpers bedeutet. Die Ablesung des Skalen
ausschlages a beträgt, da der Lichtstrahl wegen der Spiegelwirkung den 
Winkel 2 a durchläuft, 

a = e tg 2 tr, 
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worin e die Entfernung der Skala von dem beweg'lichen Spiegel bedeutet. Man 
erhU!t daher das UebersetzungsverhLiltnis 

J. h sin,.. 

a e tg :!fl' 

~+----- e--~·1 

I I 

"""" 
a; I I 

II 
~ 

~-~ 
t ~ 

I 

Fig. 14. 

oder, da der Winkel a immer sehr klein ist und daher sin und tg gleich dem 
Bogen gesetzt werden können, 

Bei den vorliegenden Messungen war b = 0,634 cm, e wurde meist= 158,5 cm 
gewählt, so daß sich ein Uebersetzungsverhllltnis 

0,634 1 

a 158,5 500 

ergab. Da noch 'l•o mm mit ziemlicher Genauigkeit abgeles':ln werden konnte, 
so erhielt man die Dehnungen in 1/sooo mm. Bei denjenigen Biegeversuchen, die 
bis zum Bruch des Stabes fortgesetzt wurden, mußte der Skalenabstand e auf 
die HäHte des vorigen eingeschränkt werden, da sonst die Länge der Skala 
( = 30 cm) für die Mm:sung der AusschUige nicht mehr ausgereicht hätte. Das 
Uebersctznngsverhältnis ist dann natürlich ebenfalls nur halb so grolJ, d. h. 1/m. 

Fig. 15 und 16. 

Mitteilungen. Heft 89. 
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Diese theoretisch erreichbare Genauigkeit bei der Messung der Dehnungen 
von 1/; 000 bezw. 1 /~5oo mm bei Ablesung von Zehntel-Millimetern an der Skala 
kann nun unter Umständen beeinträchtigt werden durch Bewegungen des 
ganzen Probestabes mit den Spiegeln im Raume. Diese Bewegungen können 
entweder in Parallelverschiebungen oder Drehungen bestehen. Parallelverschie
bungen, die bei Senkung der Balkenmitte irrfolge von Durchbiegungen auftreten 
können, sind, wie man leicht erkennt, vollkommen unschädlich, solange die St~l
lnng der beiden Spiegel parallel ist. Dies ist .iedoch natürlich nur für 
den Anfangzustand genau möglich. Es entsteht daher die :B'rage, wie sich bei 
einer Durchbiegung der virtuelle Drehpunkt und damit dann auch der Skalen
abstand e ändern wird infolge einer Drehung des oberen (beweglichen) Spiegels. 
Um auch diesen Punkt klarzustellen, ist in Fig. 15 und 16 der drehbare Spiegel in 
vergröL3ertem Maßstabe in seiner ursprünglichen und in der gedrehten Lage ge
zeichnet. Die anfängliche Lag·e sei 8, die gedrehte 8', der Drehungswinkel a, 
die Durchbiegung f. Dann müssen offenbar der einfallende StrahlE und der refiek
tim"te Reinen Kreis mit dem Halbmesser f um den Drehpunkt des Spiegels berühren 
infolge ihrer symmetrischen Lage gegenüber der Spiegelebene 8. Ebenso muß 
aber auch in der gedrehten Lage der reflektierte Strahl R' diesen Kreis be
rühren wogen seiner ·zu E symmetrischen Lage in bezug auf 8'. R und R' sind 
also zwei Tangenten an den Kreis mit dem Halbmesser f. Ihre Richtungen 
schließen einen Winkel 2 a ein. Ihr Schnittpunkt ist der virtuelle Drehpunkt. 
Daher ist die Veränderung des Skalenabstandes e 

Lfe = (tg a. 

Bei der größten vorgekommenen Durchbiegung f= 30 mm und dem äußersten 
Ablenkungswinkel a = 5° 24'22" (siehe das Folgende) wäre demnach 

Li e = 30 tg 5° 24 1 22" = 30 · 0,0946 = rd. 2,s4 mm, 

also gegenüber e = 158 '5 = 792,5 mm im angenommenen Falle ein verschwindend 
2 

kleiner Betrag. 
Bei einer Drehung des ganzen Stabes mit den Spiegeln um einen kleinen 

Winkel .da kann die vertikale Verschiebung Li y eines von einem bestimmten 
Skalenteil herkommenden Lichtstrahles in folgender Weise gefunden werden. 

Fig. 17. 

Es sei y, Fig. 17, der Abstand des von der Skala kommenden und des nach 
zweimaliger Reflexion in das Fernrohr gelangten Strahles, ferner a der Abstand 
beider Spiegel und a der für beido gleiche Neigungswinkel gegen die Vertikal
ebene. Dann ist, wie aus der Figur leicht abzulesen, 

y = 2a sin a, 
daher 

Li y = 2 a cos a Li a. 
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Man wird daher, um eine mögliche Vertikalverschiebung des Lichtstrahles 
infolge einer Drehung der Spiegel auf das geringste Maß einzuschränken, den 
Abstand a der beiden Spiegel möglichst klein und den Neigungswinkel a gegen 
die Vertikalebene möglichst groß machen müssen. Uebrigens werden solche 
Drehungen nur in sehr geringem Maße auftreten können, da die Spiegelapparate 
genau in der Balkenmitte angebracht wurden, die infolge der Symmetrie der 
ganzen Anordnung sowie auch des Kraftangriffes in der lotrechten Mittelebene 
bleiben muß. 

Außer durch Bewegungen des Balkens können noch Fehler ent::;tehen, die 
in dem Verfahren selbst begründet sind. Wir hatten für den Ausschlag an 
der Skala 

a=etg2a 

und hatten bei kleinem WiNkel a die Tangente durch den Bogen ersetzt. Es 
soll der Fehler ermittelt werden, der hierdurch entstehen kann. Die Länge der 
benutzten Skala betrug 30 cm. Sie wurde dem Spiegel so gegenübergestellt, 
daß das in ihrer Mitte errichtete Lot auf den Spiegel gerichtet war. Dann kann 
der größte Ausschlag nach jeder Seite hin 15 cm betragen. Dem entspricht bei 
einem Skalenabstand e = 158,5 cm ein Winkel, dessen Tangente 

1a 
tg 2 a = -- = O,o9464i daher 2 a =5° 24' 22''. 

158,5 

Bei diesem Winkel ist die Bogenlänge 
2 · i5s 5 n: 5° 24'22'' 

' 0 = 14,955 cm, 
360 

daher ist der Unterschied zwischen Tangente und Bogen 

15,ooo - 14,955 = O,o45 cm. 

Bei Benutzung des kleineren Skalenabstandes = 15:'5 ergibt sich als größter 

Ausschlagwinkel 2 a1 ein Winkel, dessen Tangente 
15. 2 • 

tg 2 a1 = -- = 0,18927 1st, daher 2 a1 = 10° 43' 4''. 
1a8,5 

Diesem Winkel entspricht ein Bogen von 

158 5 'lT 10° 43 1 4 11 

·--' .- ··-- = 14 825 cm 
2 • 360° ' 

und daher ein größter Unterschied zwischen Tangente und Bogen von 

15,ooo- 14,825 = 0,175 cm. 

Diese größte Gesamtabweichung verteilt sich nun auf die einzelnen Ab
lesungen, und zwar derart, daß den größten Ausschlägen auch die größten Ab
weichungen entsprechen. Diese werden daher gerade bei den größten Belastungen 
eintreten, bei denen die unvermeidliche Unsicherheit der Ablesungen infolge der 
bedeutenden elastischen Nachwirkung schon so groß ist, daß daneben jene 
kleinen Abweichungen nicht wesentlich ins Gewicht fallen können. 

Bei sämtlichen Versuchen wurde auch die Temperatur beobachtet. Da die 
die l\Ießstrecke begrenzenden Stäbe, welche die Schneidenkörper stützen, aus 
Aluminium bestehen, so erfahren sie eine andere Wärmeausdehnung als das 
Gußeisen der Probestäbe. Nimmt man die linearen Ausdehnungskoeffizienten 
für Aluminium O,oooo23, für Gußeisen O,oooou an, so ist bei einer Temperatur
änderung um 1° und einer Meßstrecke von 10 cm der Unterschied der Aus
dehnungen 

(O,oooo2s- O,oooou) · 10.= O,ooo12 cm. 
4* 
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Bei einem Uebersetzungsverhältnis von 1 : iiOO würde daher der dadurch 
hervorgerufene Ablesungsfehler an der Skala 

O,ooo12 • 500 = O,os em 

betragen. Bei einem und demselben V ersuch erreichte nun die Temperatur
schwankung selten mehr als 1°. Auch dieser l<'ehler kann daher als unerheb
lich angesehen werden. 

Von einer Verbesserung der Beobachtungsergebnisse durch besondere, die 
angeführten Meßfehler berücksichtigende EerichtigungEglieder wurde abgesehen, 
da der Genauigkeitsgrad der gewonnenen Ergcbnh:se durch andere Faktoren, 
wie die Genauigkeit der Laufgewichteinstellung, die in dem Material begrün
dete Unregelmäßigkeit und insbesondere durch die bei höheren Lasten sehr 
beträchtlichen elastischen Nachwirkungen in viel höherem Maße beeinflußt wird. 
Dagegen ging bei der ganzen Anlage der Versuche 'das Streben dahin, die aus 
den angeführten Ursachen entspringenden Fehler durch eine möglichst günstige 
V crsuchsanordnung im Sinne der eben angestellten Betrachtungen auf das ge
ringste Maß zurückzuführen. 

Ill) Ergebnisse der Biegeversuche. 

a) Allgemeine U e hersieht. 
Es wurden im ganzen mit fünf Balken von der unter II b beschriebenen 

Form Biegeversuche angestellt. Die Balken wurden mit den Nummern 1 bis 5 
bezeichnet und mögen im folgenden gleichfalls so benannt werden. Bei vier 
von diesen. fünf Probebalken wurde die Belastung allmählich bis zum schließlich 
eintretenden Bruche geEteigert. Einer dagegen, nämlich Nr. 2, wurde nicht so 
weit belastet; an diesem wurde vielmehr das elastische V erhalten des Materials 
bei wiederholter Be- und Entlastung genauer beobachtet, wovon an späterer 
Stelle noch berichtet werden soll. 

Von den übrigen vier Balken zeigten Nr. 1 und Nr. 5 eine bemerkens
werte Uebereinstimmung, so daß man ihr Verhalten wohl als das normale an
sehen kann. Balken Nr. 3 und Nr. 4 wiesen dagegen wesentliche Abweichungen 
von diesen beiden auf, und zwar nach entgegengesetzten Richtungen hin. Sie 
stellen gewissermaßen 2 äußerste Fälle dar, indem der eine ein besonders hartes, 
wenig formänderungsfähiges, der andere dagegen ein weiches, stark umform
bares Material aufweist. Diese Abweichungen sind insofern auffallend, als 
doch sämtliche Stäbe in einem Guß aus derselben Pfanne, also soweit über
haupt erreichbar, aus durchaus gleichartigem Material hergestellt worden waren. 
Sie dürften wohl in der Hauptsache auf Unglei~hmäßigkeiten bei der Abküh
lung zurückzuführen sein. 

Bevor mit der Belastung begonnen wurde, war die Hebelwage stets erst 
genau auf die Nullstellung zurückgeführt worden, indem das Gewicht der Biege
vorric:ptung sowie des Balkens mit den Meßgeräten durch Verschiebung 
eines Gegengewichtes amgeglichen wurde. Für eine gtmau wagerechte Lage 
der Hebelbalken der Biegevorrichtung und die lotrechte Stellung der Hänge
P-isen wurde mit Hülfe von W asEerwage und Senkel Sorge getragen. Da der 
Abstand der Schneiden, welche die in den Hängestangen wirkenden Kräfte auf 
den Balken bczw. die mit ihm fest verbundenen Einspannschuhe übertragen, 
25 cm beträgt, diese Kräfte aber je gleich der halben, von der Maschine aus
geübten Kraft P (gemessen in kg) sind, so ergibt sich das Biegungsmoment 

M = !!__ • 25 in kgcm. 
2 
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Da dieser Wert stets der Belastung P proportional ist. möge der Einf<lch
?5 

heit halber zunächst von dem konstanten Faktor ~-- abgesehen und kurz von 
2 

der Belastung P gesprochen werden. 

b) Genauere Besprechung der Beobachtungen mit Balken Nr. 5. 

Es mögen nun die Versuchsergcbnisse, zunächst einmal im Anschluß an 
die Vermche mit Balken Nr. 5 etwas genauer besprochen werden. Der Balken 
wurde einer von null an allmählich gesteigerten Belastung ausgesetzt, wobei 
das Laufgewicht zunächst bis zu einer Last von 9000 kg in Stufen von je 
500 kg eingestellt und beim jedesmaligen Einspielen der Wage die Dehnungen 
der oberen und der unteren FasEr sofort abgelesen wurden. Zwischen 9000 und 
10000 kg wurden die Stufen auf 250 kg, über 10000 kg· auf 100 kg verringert, 
da hier das Eintre en des Bruches bereits bald erwartet werden mußte. 

Die Zahlenwerte der VersuchsergehniEse sind in Zahlentafel I zusammen
gestellt, und zwar enthält die 1. Spalte die Belastungen in kg, die 2. die diesen 

Lasten entsprechenden Biegung~:momente M = P 25 in kgcm, die 3. und 4. die 
2 

Dehnung·en <1 und <2 auf der unteren, gezogenen und der oberen, gedrückten 
Se:te des Stabes innerhalb der Meßstrecke von 10 cm. In die 5. Spalte wurden 

Ll:e Werte x = f1 + <2 eing·etragen, wobei der konstant.e Faktor ~ weggelassen 

wurde. Dadurch wird nur der .Maßstab bei der Auftragung der Werte geändert. 
Mit x ist nämlich der reziproke Wert des Krümmungshalbmes3cra bezeichnet: 

X = __!_ = EJ + E2 

(! h 

--

Fig, 18. Balken Nr. r;, 

--
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Die so gewonnenen Zahlenwerte wurden zunächst dazu benutzt, um in 
F:ig. 18 in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Momente M als Funktion 
der Krümmung x darzustellen. Nebenbei wurden auch noch die Kurven für M 

als Funktion von <1 und f; einzeln aufgetrag·en. Die Werte von E1, <2 und x 
wurden dabei für den Augenblick ang·enommen, in dem die betreffende Last
stufe eben erreicht worden war. Eine so erhaltene Kurve stellt die jungfräuliche 
Kurve des Stabes dar, der vorher noch keinen Belastungen ausgesetzt worden 
war. Bei den höheren Lasten - etwa von 6000 kg an - machte sich die 
elastische Nachwirkung in zunehmendem Maße bemerkbar. Es wurde zwar 
auch jetzt nach Möglichkeit sofort beim Einspielen der Wage abgelesen'); bevor 
jedoch eine Steigerung der Belastung vorgenommen wurde, wurde anfangs 4, 
später 5 und zuletzt jedesmal G Minuten lang gewartet, d. h. so lange, als noch 
eine wesentliche Nachdehnung zu beobachten war. Der Bruch trat bei einer 
Belastung von 11100 kg ein, nachdem diese Last 3 Minuten lang· auf den Stab 
gewirkt hatte. 

c) Ableitung der Zug- und Druckkurven aus den Biegeversilchen. 

Um nun die Werte der Zug- und Druckbeanspruchungen aus den eben 
beschriebenen Biegeversuchen abzuleiten, wurden die aus den Beobachtungen 
geYundenen Zahlenwerte in die Formeln für tr1 und erz eingesetzt, die im Ab
Eclmitt I, Absatz b abgeleitet wurden: 

8M 
2M+ x -l')~ 

cr2 = (vergl. S. 44). 
b h () f2 

(')" 

Dabei muß noch kurz erläutert werden, wie die Differentialquotienten 

tl]f[ /') E] d (') ' 2 • d d D . . . l p k d K i'l" , l'l" un i'lr. ge1un en wur en. a w1r Ja nur emze ne un te er urve 

M = F(x) unmittelbar beobachtet haben, deren stetiger Verlauf nicht etwa durch 
ihre Gleichung gegeben ist, so können wir zunächst nur die Mittelwerte 

! !!. LI ' 1 ~- der Differentialquotienten innerhalb des Intervalles d x berechnen. 
LI"' LI"' A" 
Die so gefundenen Mittelwerte wurden dann zu einem treppenförmig abgestuften 
Linienzug aneinandergereiht, wie in Fig·. 18 dargestellt. Dieser wurde dann 
schließlich durch eine stetig verlaufende Kurve ersetzt, die sich ihm möglichst 
genau anschließt, so daß die von der Kurve abgeschnittenen Flächenstückehen 
oberhalb und unterhalb der Ausgleichlinie die algebraische Summe null er
geben. Die Ordinaten dieser Kurven, die sich jetzt von Punkt zu Punkt stetig 
ändern, wurden nun aus der Zeichnung abgegriffen und als >>ausgeglichene 
Werte« in Spalte 13-15 der Zahlentafel eingetragen. Dabei ist noch zu be-

d ß • h h"" • w {) EJ I') E2 merken, a s1c 2 zusammenge onge erte ~ und l'l u stets zu I ,ooo er-

gänzen müssen. Es genügt daher, wenn die Ausgleichung für einen der beiden 
~Verte durchgeführt wird. Da die beiden Ausdrücke für ()'I und rr2 denselben 
Zähler haben, wurde dieser zunächst in Spalte IG der Zahlentafel I ausgerechnet, 
dann in den beiden folgenden Spalten 17 und 18 die beiden Nenner und schließ
lich in den beiden letzten Spalten die Werte der Zug- und Druckspannungen 
cr1 und ()'2 , die sich als die Quotienten der vorhergehenden Zahlen ergeben. 

1) Um die beiden Ablcsungen wirklich möglichst gleichzeitig zu erhalten, ließ ich die eine 

von Hrn. Maschinenmeister Brandt ausführen, während ich selbst das zweite Fernrohr bedienteo und 

auch jene erste Ablesung unmittelba1· darauf nachprüfte. 
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l\Iit Hülfe der so gefundenen Werte wurden nun in Fig. 19 die ~ug

und Druckkurven aufgetragen, indem auf der AchEe der Dehnungen in der 

positiven B.ichtung die Werte h, in der negativen die E, und aur der Achse der 

Srannungen nach der positiven Seite die Zugspannungen o1, nach der negativen 

die Druckspannungen "" abgetmg·en wurden. 

f.} 

111' 

~ 

Fig. 19. Balken Nr. 5. 

d) Versuchsergebnisse mit den übrigen Balken. 

In der rbcn brscl;riebenen Weise wurden nun auch die Versuchscrgelmissc 

mit Balken Nr. 1 ausgewertet. In Znhlcntafcl II findet sich die Zusammen

stellung der beobachteten Zahlenwerte und die Ausrechnung der denjewe:Jig·en 

.Momenten entsprechenden Zng- und Druckspannungen. Der Bruch erfolgte hier 

bei einer Belastung· von 10 GOO kg, nachdem diese :; Minuten lang· gewirkt hatte, 

also etwas friihcr, als bei Balken Nr. 5. Im übrigen zeigen die beiden I3iegungs

kurven einen Eehr iihnlichen Verlauf. DaEselbe gilt natürlich auch fllr 

Jie aus ihnen abgeleiteten Zug- und Druckkurven. Die beiden Linien sind in 

derselben Weise, wie bei Balken Nr. ii, und im gleichen Maßstabe in Fig. :!0 

und 21 dargestellt. 

Einen vollstlindig abweichenden Verlauf der betreffenden Kurven zeigen 

dagegen die beiden Balken Nr. :; und Nr. 4 wwohl untereinander als auch im 

Vergleich zu den beiden ersten. Die fiü· diese Dalken aus den Beobachtungen 

erhaltenen Zahlenwerte und die damit berechneten Spannungen sind in den 

beiden folgenden Zahlentafeln III und IV zusammengestellt. In den Figuren :!:! 

und 2:> sind dann die beiden Kurven für Balken Nr. B und in den ~'iguren 2-l 

und 25 die entsprechenden Kur,,cn für Dalken Nr. 4 im gleichen Maßstabe 

zur Anschauung gebracht. 

Bei Dalken Nr. 3 zeigte das .Material auflallend geringe Formlinderungen 

und eine besonders hohe Zugfestigkeit. Der Bruch trat nach Erreichung einc1· 

Last von 11200 kg ein. Die Dehnung·en wurden jedoch nur bis zu einer Be-

c, 
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lastnng von 10 700 kg beoJJachtet. Als diese Last erreicht war, wurden bei diesem 
Balken, der der erste war, welcher bis zum Bruche belastet wurde, die Spiegel
apparate abgenommen in der Befürchtung, dafJ sie beim erfolgenden Bruche 
Schaden leiden könnten. Bei den späteren VerBuchen wurden dann die Spiegel
apparate mittels loser Schnüre an dem oberen Teil der Prüfungsmaschine auf
gehängt, so daß sie beim Bruche nicht zu Boden fallen konnten, eine Anord
nung, die sich auch bewährt hat. 

Im Gegensatz zu Nr. :l weist Balken Nr. 4 sehr bedeutende Formänderungen 
auf, besonders anl' der gezogenen Seite, und eine geringe Zugfestigkeit. Die 
Zugspannung steigt von einer Belastung von S .500 kg an überhaupt nur noch 
sehr wenig und bleibt von 9800 kg· bis zum Bruche, der bei 10.500 kg erfolgte, 
nahezu unverändert. Naturgemäß steigt dabei die Druckspannung erheblich an, 
und die neutrale Achse verEchiebt sich s:ark nach der Druckseite hin. 

Man erkennt daraus, wie große Unterschiede in dem elastischen Verhalten 
selbst bei einem Material, das aus demselben Guß ans einer Pfanne stammt, 
vorkommen können. Zur Erklämng dieses abweichenden Verhaltens wird man 
wohl annehmen müssen, daß die Abkühlung nach erfolgtem Guß bei den beiden 
Stüben unter sehr ungleichen Verhältnissen vor sich gegangen ist, und zwar 
clcrnit, daß Ba'ken Nr. 3 einer plötzlichen Abkiihlung au8gcsetzt war, Balken 
Nr. 4 dagegen sehr allmählich erkaltet ist. 

IV) Ergebnisse der Zug~ und Druckversuche. 

a) H erste llung und Form der Probestäbe. 

Wenn gegen das zur Ableitung der Zug- und Druckkurven aus den Biege
versuchen ungewandte Verbhren auch wesentlich e Bedenken kaum vorzuliegen 
scheinen, so würe doch immerhin wertvoll, wenn die Ucbercinstimmung dieser 
Kurven mit den aus unmittelbaren Zug- und Druckversuchen mit dem gleichen 
l\Iaterial gewonnenen nachg·ewicsen werden könnte. Dieser Versuch wurde 
denn auch unternommen, allerding.s - wie gleich vorausgeschickt werden soll 
- nicht ganz mit dem erhofften Erfolg·. Die Schwierigkeit besteht hauptslieh
lieh darin, Probestilbe von tat::Uchlich ganz gleichem Material zu erhalten. 
SUlbe, die aus der gleichen Pfanne gegossen sind, können selbst bei der gleichen 
Gestalt, wie wir gesehen haben, noch weitgehende Verschiedenheiten aufweisen. 
Um so mehr muß dies der Fa'l sein, wenn die Querschnittabmessungen der 
gegossenen Stäbe ungleich sind. In der Tat zeig·te sieh das Material bei einem 
Paar von Probestilben, die aus 3,2 cm starken Hundeisen herausgedreht waren, 

l!'lg. 26 und 27. 
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obwohl auch diese aus derselben Pfanne wie die Balken gegossen Waren, et'· 
heblieh dichter, und die Formänderungen waren dementsprechend geringer als 
bei dem Material der Balken. 

Um daher für die Probestäbe, soweit irgend erreichbar, ein Material von 
den gleichen Eigenschaften, wie das der Balken, zu erhalten, wurden diese Stäbe 
aus den Balken selbst herausgearbeitet, Fig. 26 und 27. Es wurde dazu das eine Ende 
der Balken gewählt, welches bei den Biegeversuchen in den gußeisernen 
Schuhen eingespannt war, und zwar dasjenige, welches bei dem stehend aus
geführten Guß das untere gewesen zu sein schien, um ein möglichst dichtes 
Material zu erhalten. Aus der Mitte dieses Teiles, also tunliehst nahe der 
neutralen Achse bei der Biegung, wurde nun zunächst ein Streifen von 3,2 cm 
Breite herausgesägt und wieder aus der Mitte dieser Lamelle dann ein Rund
stab gedreht, welcher schließlich· noch in zwei Teile zerlegt wurde, von denen 
der eine für den Zug-, der andere für den Druckversuch verwendet wurde. 
Beide Stäbe hatten die gleiche Form: Durchmesser des Rundstabes 25 mm mit 
gmben Gewinden an den Köpfen zum Einschrauben in das Muttergewinde der 
Einspannklaue. 

Bei der Bearbeitung zeigte sich das Material im Innern der Balken ziem
lich porös, wohl infolge der bekannten Veränderlichkeit der Dichte bei ge
gossenen Körpern von größerem Querschnitt, die eine Abnahme von außen nach 
innen aufweist 1). 

b) Versuchsergebnisse. 

Bei der Ausführung der Zug- und Druckversuche mit den im Vorher
gehenden beschriebenen Stäben wurde durchweg eine Meßstrecke von 5 cm 
Länge angewendet. Die Dehnungen wurden mit Hülfe von zwei Martensschen 
Spiegelapparaten gemessen, die an zwei gegenüberliegenden Läng·sfasern des 
Stabes angesetzt waren. Dabei wurden auch hier die beiden Spiegel einander 
so gegenübergestellt, daß derselbe Lichtstrahl an beiden reflektiert wurde, bevor 
er ins Fernrohr gelangte, so daß man mit einem einzigen Fei·nrohr arbeiten 
konnte. Als Skalenabstand mußte dann der mittlere Abstand beider Spiegel 
von der Skala eingeführt werden. 

Die Ergebnisse der Zug- und Druckversuche mit den Stäben ti,t und 5,2, 

die aus dem Material des Balkens Nr. ;) gewonnen worden waren, sind in 
Zahlentafel V zusammengestellt. Die hieraus sich ergebenden Zug·- und Druck
kurven sind in Fig. 19 in demselben Maßstabe, wie die aus dem Biegeversuch 
abgeleiteten in strichpunktierten Linien (-·-·-) zum Vergleich eingezeichnet. 
Man sieht daraus, daß die Abweichungen beider Linien am größten sind auf 
der Zugseite, und zwar in dem Sinne, daß die bei gleichen Dehnungen auf
tretenden Zugspannungen beim unmittelbaren Zugversuch durchweg kleiner sind 
als die aus dem Biegeversuch abgeleiteten. Diese Erscheinung könnte allein schon 
durch die geringere Dichte des aus dem Balkeninnern gewonnenen Zug-PJObe
stabes gegenüber den beim Biegeversuch hauptsächlich wirksamen äußeren 
Schichten des Balkens erklärt werden. Es ist indessen sehr wahrscheinlich, 
daß Gußspannungen, die schon im Innern des unbelasteten Balkens vorhanden 
waren, für die Erklärung dieser Abweichungen in erster Linie in Betracht 
kommen. Der Einfluß solcher anfänglicher Gußspannung·en auf die Spannungs
verteilung im belasteten Balken soll später noch eingehender untersucht werden. 
Auf der Druckseite sind die Abweichungen beider Linien wesentlich geringer. 

1) Vergl. Bach, Elastizität und Festigkeit, 1. Auf!., S. 3S. 

Mitteilungen. Heft 89. 5 
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Zahlentafel V. Stab 5,1 und 5,2 aus Balken Nr. 5. 

Zugversuch Druckyersuch 
d=2,51 cm; f=4,948 qcm d = 2,51 cm; f= 4,948 qcm 

---~--~ -- -----~-----

p I p 
p O't =,- I Bt 

p 0'2 = --- E2 
f 

kg kg/qcm 1 in 1/5ooo mm kg kg/qcm in 1/5ooo mm 

0 0 0 0 0 0 
500 101 50 500 101 49 

1000 202 101 1 000 202 100 
1500 303 157 1 500 303 153 
2000 404 221 2 000 404 208 
2500 505 292 2 r,oo 505 264 
3000 606 371 3 000 606 322 
3500 707 4ii8 3 500 707 380 
4000 808 557 4 000 808 4S9 
4500 909 670 4 500 909 fJOO 

5000 1010 808 !) 000 1010 561 
5500 1111 970 5 500 1111 628 
6000 1212 1180 6 000 1212 696 
6250 1263 1300 6 500 1313 765 
6f>OO 1313 1440 7 000 1414 838 
6750 1364 1600 7 500 1515 914 
7000 1414 1770 8 000 1616 994 
7250 1464 1950 8 500 1717 1088 

9 000 1818 1190 
Bei der letzten Belastung trat 9 500 1919 1303 

der Bruch ein. 10 000 2020 1430 
10 500 2121 1570 
11 000 2222 1750 
11 500 2323 1942 
12 000 2424 2154 
12 500 2525 2390 
13 000 2626 2675 
13 500 2727 2970 
14 000 2828 H330 
14 500 2929 3730 

In gleicher Weise wurden nun auch die aus den Balken Nr. I, Nr. 3 und 
Nr. 4 gewonnenen Probestäbe Zug- und Druckversuchen unterworfen, deren 
Ergebnisse in den Zahlentafeln VI, VII und VIII zusammeng·estellt sind. Die 
mit den beobachteten :werten konstruierten Zug- und Druckkurven sind neben 
den aus den Biegeversuchen abgeleiteten Kurven in die Figuren 21, 23 

und 2 ;) wieder im gleichen Mai.\stabe mit strichpunktierten Linien eingetragen. 
Auch hier zeigen sich Abweichungen (am erheblichsten bei der Druckkurve 
des Balkens Nr. 4 in F'ig. 25), und zwar durchweg in dem Sinne, daß hier 
die bei g:eichen Formlinderungen auftretenden Spannungen kleiner ausfallen, 
als die Hir die äu13eren Fasern des gebogenen Balkens gefundenen. 

V) Elastisches Verhalten des Materiales bei wiederholter Be= und 
Entlastung. 

Bevor der V ersuch gemacht wird, den Einfluß von anfänglichen Gußspan
nungen auf die Spannungsverteilung im Balken zu untersuchen, müssen die 
elastischen Eigenschaften des vorliegenden .Materiales erst etwas eingehender 
betrachtet werden. 

Die hierzu erforderlichen Versuche wurden sämtlich mit dem Balken Nr. 2 
ausgel'ührt. Es wurden dabei die Erfahrungen verwertet, welche seinerzeit 
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Zahlentafel VI. Stab 1,1 und 1,2 aus Balken Nr. 1. 

Zugversuch 
d=2,51 cm; f=4,948 qcm 

I p I 
p 

I 
O"J=r EJ 

kg I kg/qcm in 1/sooo mm 

I I 0 0 0 
500 

I 
101 43 

1000 202 91 
1500 303 I 149 
2000 404 I 211 
:?500 505 275 
3000 606 350 
3500 707 436 
4000 I 808 535 
4500 I 909 6:J[J 
5000 1010 

' 
805 

5500 I 1111 990 
I 

6000 
i 

1212 1235 
6250 1263 

i 
1360 

6500 1313 1568 
6750 1364 1800 
7000 1414 2030 
7250 1465 2270 
7500 1515 I 2620 
7750 1566 ' 2970 I 
8000 1616 I 3320 

Bei der letzten Belastung trat 
der Bruch ein. 

Druckversuch 
d=2,51 cm; f=4,948 qcm 

p 
p 0"2 = _c_ 

f 
Ez 

kg kg/qcm in 1/sooo mm 

I 
0 0 0 
500 101 55 

1 000 202 I 112 
1 500 303 

I 
171 

2 000 404 229 
2 500 505 I 28R 
3 000 606 349 
3 500 707 414 
4 000 808 480 
4 500 909 545 
5 000 1010 615 
5 500 1111 689 
6 000 1212 768 
6 500 1313 851 
7 000 1414 

I 

947 
7 500 1515 1050 
8 000 . 1616 1170 
8 500 1717 1302 
9 000 1818 1460 
9 500 1919 1630 

10 000 2020 1820 
10 500 2121 2070 
11 000 2222 2330 
11 500 2323 2630 
12 000 2424 2970 
12 500 2525 3350 
13 000 2626 3770 
13 500 2727 4180 
14 000 2828 I 4600 

S. Berliner bei Zug- und Druckversuchen mit Gußeisen gleichfalls im Göttinger 
Universitätsinstitut für augewandte Mechanik gemacht hat, und die in der Ab
handlung >> U eber das V erhalten des Gußeisens bei langsamen Belastungswechseln «, 
Dissertation, Göttingen 1906, niedergelegt sind. 

Die wichtigsten für uns in Betracht kommenden Ergebnisse sind die folgen
den: Wird ein vorher noch niemals belasteter Gußeisenstab einer langsam und 
stetig gesteigerten Belastung ausgesetzt, so erhält man, indem man zusammen
g·ehörige Werte der Lasten und Dehnungen als Koordinaten aufträgt, die soge
nannte jungfräuliche Kurve des Stabes. Wird nun an irgend einer Stelle mit der 
Laststeigerung aufgehört, so tritt, trotzdem die Last unverändert gehalten wird, 
noch eine weitere Vermehrung der Dehnung ein, die sogenannte elastische Nach
wirkung. Fährt man jetzt mit der Laststeigerung wieder fort, so steigt die 
Kurve zunächst steil an und erreicht bereits nach einer geringen Vermehrung 
der Last die Verlängerung der jungfräulichen Kurve wieder, ohne diese nachher 
zu überschreiten. Daraus ergab sich die für die Versuche wichtige Folgerung, 
daf3 auf eine stetige Laststeigerung kein Gewicht zu leg·en ist, wenn nur die 
Laststufen nicht unterhalb einer gewissen Größe gewählt werden und sofort 
nach Erreichung der bestimmten Last abgelesen wird. 

Wartet man nach Erreichung einer gewissen Last P, bis keine merkliche 
Nachdehnung mehr eintritt und entlastet den Stab dann ~vieder vollständig, so 
bleibt eine gewisse dauernde Formänderung zurück, die sich mit der Zeit etwas 

[j" 
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Zahlentafel VII. Stab 3,3 und 3,4 aus Balken Nr. 3. 

Zugversuch Druckversuch 
d=2,51 cm; f=4,948 qcm d=2,bl em; f=4,948 qem 

I p p 
p 

I 
O"t =,- llt p (Jg=- '2 

J f 

kg kg/qcm in 1/sooo mm kg kg/qem in 1/sooo mm 

0 0 0 0 0 0 
500 101 50 500 101 40 

1000 202 100 1 000 202 89 
1500 303 153 1 500 303 141 
2000 404 209 2 000 404 194 
2500 505 267 2 500 505 249 
3000 606 329 3 000 606 304 

3500 707 394 3 500 707 359 

4000 808 471 4 000 808 413 
4500 909 552 4 500 909 471 

5000 1010 642 5 000 1010 529 

5500 1111 746 5 500 1111 589 
6000 1212 860 6 000 1212 651 

6250 1263 920 6 500 1313 711 

6500 1313 990 7 000 1414 777 

6750 1364 1062 7 500 1515 840 
7000 1414 1142 8 000 1616 909 
7250 1465 1233 8 500 1717 977 
7500 1515 1332 9 000 1818 1051 
8750 1566 1440 9 500 1919 1130 
8000 1616 1550 10 000 2020 1220 
8250 1667 1670 10 500 2121 1314 
8500 1717 1840 11 000 2222 1410 
8750 1768 2010 11 500 2323 1509 
9000 1818 2180 12 000 2424 1630 

12 500 2525 1760 
Bei der letzten Belastung trat 13 000 2626 1910 

der Bruch ein. 13 500 2727 2080 
14 000 2828 2270 
14 500 2929 2490 
15 000 3030 2730 

verringert. Belastet man nun nochmals bis zur Last P, so tritt eine abermalige 

elastische Nachwirkung ein, deren Betrag sich bei mehrmaliger Widerholung 

dieses Vorganges allmählich verkleinert, bis das V erhalten des Körpers unver

änderlich geworden ist. Betrachtet man sowohl bei der Ent-, wie bei der Belastung 

noch eine Reihe von Zwischenwerten, so zeigt sich, daß die denselben Be

lastungen entsprechenden Deformationen anders sind bei der Entlastung wie bei 

der Belastung.· Man bezeichnet diese Erscheinung als die elastische Hysteresis. 

Entlastungs- und Belastungskurve schließen eine Fläche ein, die Hysteresis

schleife, deren Form für das betreffende Material charakteristisch ist. Solche 

Schleifen sind beispielsweise eingezeichnet für Balken Nr. 5 in Fig. 18, für 

Balken Nr. 2 in Fig. 28, sowie bei den Zug-Druckkurven in Fig. 19, 21, 23 

und 25. 
Führt man Ent- und Belastungen von gleichmäßig abnehmender Größe 

aus, läßt also gewissermaßen den Stab ganz langsame, erzwungene Schwingungen 

von immer kleiner werdender Amplitude ausführen, so ordnen sich Entlastungs

und Belastungskurven zu einer Art Spirale an. Belastet man wieder vom Mittel

punkt der Spirale oder der Schwingung aus, so gelangt man durch alle ober

halb desselben gelegenen Umkehrpunkte hindurch. Diese Kurve hat Berliner 

»Durchschreitungskurve« genannt. Es zeigte sich nun, daß im Mittelpunkte der 
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Zahlentafel VIII. Stab 4,1 und 4,~ aus Balken Nr. 4. 

Zugversuch Druckversuch 
d = 2,51 cm; f= 4,948 qcm d = 2,51 cm; f= 4,948 qcm 

--

I p p 
p O"t=--, EJ p 0"2=- '2 I f 

kg kg/qcm iu 1/5ooomm kg I kg/qcm in 1/sooo mm 

0 0 
I 

0 I 0 I 0 I 0 
500 101 50 ;;oo ! 

i 
101 50 

1000 202 103 1 000 I 202 100 
1500 303 155 1 500 

I 
303 158 

2000 404 215 2 000 404 219 
2500 505 288 2 i\00 505 :!80 
3000 606 368 :l 000 I 606 3~5 

:1500 707 462 H 500 I 707 413 
4000 SOS 571 4 000 808 481 
4500 909 708 4 500 909 550 
;,ooo 1010 870 5 ooo 1010 626 
5500 1111 108;) 5 500 

I 
1111 707 

6000 1212 
I 

1390 6 uoo I 1212 790 
6250 1263 1572 6 500 i 1313 878 
6500 1313 1798 7 000 I 1414 972 
6750 1364 2030 7 500 

', 

1515 1078 
7000 1414 2298 8 000 1616 1190 
72j0 1465 2600 8 500 1717 1320 
7500 1515 3078 !) 000 ' 1818 

I 

1480 
9 500 1919 1640 

Bei der letztcu Belastung trat 10 000 2020 1860 
der Bruch ein. 10 500 

! 
2121 2080 

11 000 I 2222 2330 
11 500 2323 2630 
12 000 i 2424 3000 
12 iiOO 

I 
2525 :1410 

13 000 2626 38:30 
13 500 ' 2727 4270 
14 000 

i 
2828 

I 
4760 

14 500 2929 5260 
15 000 3030 ! 5760 

Dnrchschreitungskurven keine elastischen Nachwirkungen stattfinden. Berliner 
hmd nun, daß die Gleichung: 

1..~).1 =a(p-pt)+c(p-pl)3 

die Kurven innerhalb recht weiter Grenzen gut darstellt. Hierin ist Pt die dem 
Mittelpunkt der Spirale zukommende Last, a die Dehnungszahl Hi.r diesen Punkt, 
die noch· eine Funktion der Last p ist, c eine nahezu konstante Größe. Für 
den Fall der Biegung müßte dann die Gleichung lauten: 

x-x1 = a (M-M1) + c (M-Mt)3. 
Da der Mittelpunkt der Durchschreitungskurve von der elastischen Nach

wirkung frei ist, muß die Dehnungszahl in ihm mit der der rein elastiEchen 
Dehnung übereinstimmen. Diese ist bestimmt durch die Neigung der Tangente 
an die Kurve, die mit einem unendlich kleinen Stück der Kurve selbst zusam
menfällt, dessen Gleichung lautet: 

dx=adM. 
Durch Aneinanderreihung von solchen einzelnen Elementen erhält man 

dann die Kurve der rein elastischen Dehnung: 
MI 

x' =Ja clllf, 

u 

wobei wir zum Unterschiede von der Gesamtdehnung x hier x' schreiben. 
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Die Entlastungs- und Bclastungskmven haben, wie die Beobachtung lehrt, 
in ihrem Anfangspunkte die Hichtung der Kurve der rein elastischen Dehnung 
und können mit guter Annäherung berechnet werden nach der (au~ den Fall 
der Biegung übertragenen) Formel: 

x-x1 = a(M-MI)+ ~ (M-M1 ) 3, 
4 

wobei x1 und M1 die Werte für den Anfangspunkt darstellen, a und c dieselbe 
Bedeutung haben wie für die Durchschreitungskurven. 

Bei den Versuchen mit Balken Nr. 2 wurden nun eine Reihe von Spiralen 
der beschriebenen Art ausgeführt. Dabei ist zu beachten, daß bei der Biegung 
eines Balkens die einzelnen Fasern verschiedene Spannung haben. Damit nun 
die inneren Fasern dieselben Vorgänge durchmachen wie die äußeren, können 
die Dehnungsamplituden der aufeinanderfolgenden Spiralen so angenommen 
werden, daß sie eine geometrische R.eihe bilden. Bezeichnen wir nämlich den 
Abstand der äußeren Faser von der neutralen Achse mit e und betrachten eine 

innere Faser im Abstande ~ , die eine Dehnung I. eriahre, so wird die äußere 
n 

offenbar die Dehnung n). haben. Wird nun weiter belastet, soweit, bis jene 
Innenfaser eine Dehnung n). erreicht hat, so wird jetzt die äußere Faser eine 
Dehnung n (n 1.) = n~). besitzen u. s. f. Die Werte 1., n 1., n 2 ). •• • bilden aber 
eine geometrische Reihe. Allerdings ist dabei vorausgesetzt, daß die neutrale 
Achse unverändert bleibe, was nur für kleinere Belastungen annähernd zutrifft. 
Die Dehnungsamplituden wurden daher auf Grund einer aus einem früheren 
Versuch stammenden Biegungslinie nebst zugehörigen Entlastungskurven in 
diesem Verhältnisse angenommen. 

/ 

-- 9 

- -s 

Kurveder 
rein elosti.sc/lcn 

Ftlrmlinderung fiir 
Zug und /Jroci 

F ig. 2 . Balken Nr. 2 . 
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Zahlentafel IX. Balken Nr. 2. 

p 

kg 

25 
M=P·-

2 

kgcm in 1/sooo mm 

0 0 0 0 0 
500 6 250 60 60 120 

a Bemerkungen 

__ 1_o_oo'--~_l_2_5oo ___ 127 ___ 128 ___ 2~5--~-----~-----
1300 1s 25o 167 110 337 1 74,9 • to-81 

950 11 87 5 125 128 253 
1. Spirale 

~-:.:!:..::~:_::~--+-----=!-=-~--=~:.::~-=-~-+--2::__:d: H~ I :~: 176,1 · 1o-81_2_._s_p_i_ra_l_e_ 

~~:~ ~! ~~~ ~;! ~~~:f!-~77,3 .--:-o-81 3. Spirale 
1530 19125 216 221 437 

~----~-- -~----~~--~~---- ~-------
__ 2_5_0_0 ___ 31_25_0 ___ 3_4_5 ___ 350_+ __ 6_95_~--------!------

2760 
2560 
2355 
2150 
1950 

3000 

3500 
!!240 
2975 
2710 
2450 

34 500 
32 000 
29 43S 
26 875 
24 375 

37 500 

43 750 
40 500 
37 188 
33 S75 
30 625 
----

4ooo _I_ 5o ooo 

4360 54 500 
4020 50 250 
3680 46 000 
3340 4[ 750 

390 392 782 
363 370 733 
340 347 687 73,9 · 10-8 4. Spirale 
313 320 633 
290 296 586 ---------- ----'---'---~------+--------
430 432 862 

--- -

I 

520 520 1040 
491 491 982 
460 460 920 74,6 . 1o-s 5. Spirale 
424 

I 
428 852 

392 392 7S4 

619 610 1229 I _____ , ____ _ 
700_ 681 13S1 
660 648 1308 
619 607 1226 76,6 · to-S 6. Spirale 
575 563 1138 

3000 3_::_7_::_5_::_0_0_~--~~~-~--+--~-~~---~-----531 521 1052 

741 712 1453 4500 56 250 
5000 62 500 

5300 66 250 
4855 60 6S8 
4410 55 125 
3965 49 563 
3520 44 000 
55oo-~--6-8-75o 
6000 7 5 000 

---------

6310 78 875 
5920 74 000 
5525 69 063 
5130 64 125 
4735 59 188 
4340 54 250 
3950 49 375 

6500 81 250 
7000 87 500 

7360 92 000 
6S55 85 688 
6350 79 375 
5840 73 000 
5330 66 625 
4825 60 313 
4320 54 000 

7500 93 750 

860 

940 
899 
842 
784 
722 

1002 
1180 

-----
1300 
1279 
1220 
1161 
1109 
104S 

987 

1400 
1630 

1830 
1S25 
1742 
1669 
1597 
1516 
1431 

---

1965 

812 1672 

880 1820 
843 1742 
789 1631 7 8,0 • 1 o-- 8 7. Spirale 
733 1517 
675 1397 

935 1937 
1068 2248 

1157 2457 
1141 2420 
1092 2312 
1044 2205 84,o ·to-S 8. Spirale 

997 2106 
946 1994 
892 ts7e 
---- --

1235 
1390 

1532 
1535 
1471 
1409 
1347 
1281 
1210 

1645 

2635 
3020 

336 
336 
321 
307 
294 
279 
264 

2 
0 
3 
8 85,5 · to-S 9. Spirale 
4 
7 
1 

3610 
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Zahlentafel IX. (Schluß). 

25 

I j p JJl= F· -- EJ E2 " 2 a Bemerkungen 
-

kg kgem in 1/sooo mm 

8000 100 000 2400 I 1958 4358 
7510 93 875 2300 

I 
H79 4129 

7020 87 750 2225 1810 4035 
6530 81 625 2140 

I 

1750 3890 
6035 75 438 2064 1688 3752 87,1. 10 -8 10. Spirale 
5540 69 250 1992 1t>28 3620 
50ü0 63 125 1916 I 1564 3480 
4560 57 000 183B 

I 
1497 3330 

4070 50 875 1734 1413 3147 

Die Zahlenwerte der Versuchsergebnisse sind in Zahlentafel IX zusammen
gestellt und in Fig. 28 durch Auftragung zur Anschauung gebracht. In der 
Zahlentafel sind auch die Dehnungszahlen a für die Mittelpunkte der Durch
schreitungskurvcn ans den Gleichungen dieser Kurven berechnet. J\lit Hülfe 
dieser Werte können dann die Grö13en der rein elastischen Dehnung ermittelt 
werden aus der Beziehung 

11ft 

x' = JadM. 
0 

Der Wert dieses Integrals kann leicht gefunden werden, wenn man - wie 
dies in Fig. 28 geschehen - die Worte a als Funktion von M aufträgt und 
die zwischen der Kurve der a- und der M-Achse liegenden Flächenstücke aus
mittelt. Indem man die so gefundenen Werte x' in den den einzelnen Mittel
punkten der Spiralen entsprechenden Belastungsstufen aufträgt, erhält man die 
Kurve der rein elastischen Dehnung. Sie berührt natürlich die jungfräuliche 
Kurve im Ursprung und zeigt nur eine schwache Krümmung. 

In ähnlicher Weise wie die Biegungskurve Jassen sich auch die Zug- und 
Druckkurven für die rein elastische "Wirkung ableiten. Trägt man M als E'unk
tion von <1 und f2 auf, wie dies in Fig. :!8 in gestrichelten Linien geschehen, 
so lassen sich die entsprechenden Dehnungszahlen a, und a" in gleicher Weise 
berechnen wie vorher, und zwar muß offenbar 

sein. 
Es wurden dann die Werte 

Alt 

<1' = Jal dJYf 
0 

"' 
und <2'= ja2dM 

0 

durch Ausmessung der entsprechenden J<'lächen ermittelt. Die zugehörigen 
Spannungswerte 61' und 62' ergeben sich aus den Formeln: 

I () ]J[ 
2M+l< ')' 

(Jl'-~~~ 
- De11 

bh ih' 

und 

So wurden in Zahlentafel IXa die Spannungswerte 61' und rr~' ausgerechnet 
und dann in Fig. 28 .die aus diesen Worten gebildete Kurve aufgetragen. 
Diese weicht nur sehr wenig von einer Geraden ab, etwas mehr auf der Zug
seite, kaum merklich auf der Druckseite. 
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Zum Abschluß dieser Versuchsreihe mit Balken Nr. :z wurden noch 
2 Hysteresisschleifen aufgenommen: die erste, indem nach Erreichung der Höchst
last von 8000 kg vollständig bis null entlastet und darauf abermals bis 8000 kg 
belastet wurde; die zweite, größere Schleife zwischen den Lasten +8000 und 
- 8000 kg. Zu diesem Zwecke mußte nach der vollständigen Entlastung der 
Balken in den Schuhen der Biegevorrichtung umgewendet werden, so daß die 
obere Seite nach unten zu liegen kam, dann bis 8000 kg belastet und wieder bis 0 
entlastet werden. Schließlich wurde er abermals in die erste Lage gebracht 
und von 0 bis 8000 kg belastet, so daß eine geschlossene Schleife entstand. 

p 

8000 
7000 
6000 
5000 
4000 
:JOOIJ 
2000 
1000 

() 

1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 

0 

0 
500 

1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 
3000 
2000 
1000 

0 
0 

0 
500 

1000 
1500 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
FOOO 

Zahlentafel X. Balken Nr. 2. 

Et E2 

2461 2028 
23!0 1911 
2166 1786 
1999 1653 
1822 1509 
1630 1356 
1427 1188 
1203 1011 

953 808 
1104 912 
1267 1082 
1438 1227 
1617 1373 
1804 1528 
2006 1686 
2218 1856 
2438 2053 

944 77H 

0 0 
90 9[) 

202 228 
453 520 
7:33 828 

1040 1145 
1370 1460 
1760 1800 
2240 2210 
2860 2670 
2960 2780 
2831 2662 
2691 2[)39 
2;;29 2100 
2367 2257 
2177 2096 
1990 1925 
1778 173:3 

83 
195 235 
312 380 
450 546 
740 887 

1080 1250 
1438 1610 
1815 1975 
2230 2380 
2710 2830 

.JA89 I 
4231 
3%2 
3652 
3331 
2986 
261 [) 
2214 
1761 
2046 
2349 
2665 
2990 
3332 
3692 
4074 
4491 
1722 

0 
185 
4:!0 
973 

1561 
2185 
2830 
3560 
4450 
5530 
5740 
5493 
5230 
4929 
4624 
4273 
3915 
3511 
:3091 
2884 

0 
177 
430 
692 
996 

1627 
2330 
;)048 
3790 
4610 
5540 

Bemerkungen 

Schleife zwischen 8000 
un<l 0 

nach 4 Tagen 

neue Einstellung nach Um
kehrung fies Balkens 

nach 5 l'viinuten 

nach 1 Tag 

neue Einstellung nach aber
maliger Umkehrung des 
Balkens in die erste Lage 
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Nach Erreichung der Höchstlast sowie nach der vollsWndigen Entlastung mußte 
die elastische Nachwirkung erst abgewartet werden. Im übrigen lassen die Ent
lastungs- und Belastungskurven, die gleichfalls in .B'ig. 28 darg·estellt sind, 
einen stetigen, regelmäßigen Verlauf, auch bei der Ueberschreitung des Null
punktes, erkennen. Die der zeichnerischen Darstellung zugrunde liegenden Be
obachtungswerte sind in Zahlentafel X zusammengestellt. 

VI) Einfluß anfänglicher Gußspannungen auf die Spannungsverteilung 
im Balken. 

Es ist wohl nicht zweifelhaft, daß durch das Vorhandensein von Gu13-
spannungen in dem noch unbelasteten Balken das Bild der Spannung·svcrteilung, 
wie es sich unter der Vorumsetzung eines spannungslosen Anfangzustandes 
ergibt, wesentlich verschoben werden kann. Die Berücksichtigung solcher Guß
spannungen ist aber sehr schwierig, da wir über ihre absolute Größe gar nichts 
wissen und auch keine Anhaltspunkte für eine einigermaßen zutreffende Ab
schätzung haben. Dagegen ist es wohl möglich, sich über das Vorzeichen dieser 
inneren Spannungen in den einzelnen Faserschichten des Balkens Rechenschaft 
zu geben, und zwar auf Grund von folgenden Erwägungen. 

Wenn ein Gußeisenkörper eben gegossen und noch vollkommen flüssig ist, 
werden zunächst infolge der leichten Verschieblichkeit der :B'lüssigkeitsteilchcn 
keine inneren Spannungen auftreten. Es würde auch kein Anlaß zum Auftreten 
solcher gegeben sein, wenn die Abkühlung vollkommen gleichm1Wig in allen 
Teilen des Körpers vor sich ginge. Dies ist nun aber bei Gußeisenkörpern von 
einigermaßen großen Abmessungen niemals erreichbar. Die Abkühlung wird 
immer von außen nach innen allmählich fortschreiten. Wenn nun die äußeren 
Schichten bereits etwas abgekühlt und erstarrt sind, werden sie die inneren 
Schichten, welche sich beim weiteren .B'ortschreiten des Erstarrungsvorganges 
zusammenzuziehen trachten, hierin beschränken. Sie wirken daher im Sinne 
einer Streckung auf die im Innern des Balkens befindlichen Teile und erzeugen 
so in diesen Zugspannungen. Andererseits werden nun aber auch die inneren 
Schichten in ihrem Bestreben, sich bei fortschreitender Abkühlung weiter zu 
verkürzen, auf die mit ihnen zusammenhängenden äußeren Schichten in dem 
Sinne einwirken, daf3 sie diese nötigen, ihrer Zusammenziehung teilweise zu 
folgen. Sie werden daher Druckspannungen in den nach außen zu liegenden 
Schichten des Balkens veranlassen. Wir sehen also, daß infolge der allmählich 
von au13en nach innen· fortschreitenden Abkühlung innen Zug- und nach außen 
zu Druckspannungen auftreten, deren Größe sich von Schicht zu Schicht stetig 
ändert. 

Die folgende Untersuchung ist angestellt worden, einmal um an einem 
Beispiel zu zeigen, wie sich derartige Aufgaben etwa durchführen lassen, dann 
aber auch, um die Art der Beeinflussung der Spannungsverteilung· durch die 
Gußspannungen kennen zu lernen und zu erfahren, in welcher Hichtung und in 
welchem Grade die Ergebnisse der im Vorstehenden augewandten Art von 
Spannungsermittlung durch das Vorhandensein von Gußspannungen gefälscht 
werden können, inwieweit demnach die wirklich erhaltenen Abweichungen auf 
Gußspannungen zurückzuführen sind. 

Die Größe der Gußspannungen mußte ganz willkührlich gewählt werden. 
Damit ihr Einflu13 aber auch deutlich hervortrete, wurden sie recht erheblich an
genommen, etwa gleich der Hälfte der auftretenden Biegungsspannungen. Dem 
Verlaufe der Spannungsänderung von Schicht zu Schicht kann am einfachsten 
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eine Parabel zugrunde gelegt werden. Dabei ist selbstverständlich darauf zu 
achten, daß die Resultierende der Druckspannungen gleich der der Zugspan
nungen, die Druckfläche also mit der Zugfläche inhaltsgleich sei. Es wurde nun 
die ganze Balkenhöhe in l 0 gleiche Teile eingeteilt, und in den dadurch fest
g·elegten Fasern 0, 1, 2 ... 9, 10 wurden dann die Vorgänge bei der allmäh
lichen Steigerung der Biegungsbelastung näher verfolgt. 

Zunächst sind jetzt schon im unbelasteten Anfangzustand die einzelnen 
~'ascrn nicht mehr spannungslos, sondern der Dehnung 0 entsprechen üi den 
einzelnen Fasern verschiedene ·werte der Spannungon in 0, 1, 2, 8, 9, 10 Druck-, 
in 3, 4, 5, 6, 7 Zugspannungen. Die Größe dieser anfänglichen Spannungen 
wurde unter Zugrundelegung der parabelförmigen Spannungsverteilung in 
Fig. 29 ermittelt und auf der Achse der Spannungen aufgetragen. Bolastet 
man nun, so wird eine Ft;tser in der unteren Hälfte des Balkens, die schon von 
vomherein eine Zugspannung hatte, z. B. 7, eine weitere Steig·erung dieser 
Spannung erfahren, gerade so, als ob sie durch Belastung bereits bis zu dem 
anfäng·lichen Betrage gespannt gewesen wäre. Der nun folgende Spannungs
verlauf wird daher durch die jungfräuliche Kurve vorgeschrieben sein, die dem
nach einfach parallel zu verschieben ist. Eine ursprünglich gedrückte Faser in 
der unteren Balkenhlilfte, z. B. 9, wird dagegen zunächst bis auf die Spannung 
null entlastet werden müssen, bevor sie eine Zugspannung aufnehmen kann. 
Der Spannungsverlauf in dieser Faser wird daher dmjenig·en Entlastungskurve 
(vergl. Fig. 21) entsprechen müssen, die von einem Punkte der jungfräulichen 
Kurve ausgeht, dessen Spannungsordinate gleich der Anfangspannung in der 
betrachteten Faser ist. Diese J<:ntlastungskurvc ist daher gleichfalls parallel zu 
verschieben. 

Aufgrund dieser Erwiig·ungen sind nun in F'ig. 29 fUr sämtliche }'asern 0 bis 
10 die Spannungskurven gezeichnet worden, wobei der Konstruktion die jung
fräuliche Kurve, sowie Entlastungskurven des Balkens Nr. 1 zugrunde liegen. 

Nun wurde für eine Reihe von aufeinander folgenden Krümmungen x die 
Spannungsverteilung ermittelt, indem das Abszissenstück zwischen den äußersten 
Spannungsordinaten in 10 gleiche Teile geteilt wurde. So erhält man wegen 
des linearen Zusammenhanges zwischen Dehnungen und }'aserabständen auf 
den für die einzelnen Fasern geltenden Spannungskurven Punkte, die der 
jeweiligen Spannung in diesen l<'asern bei dem betreffenden Belastungszustand 
entsprechen. Dabei muß jedoch, um eine wirklich mögliche Spannungsvertei
lung zu erhalten, die Lage der äußersten Spannungsordinaten so ermittelt 
werden, daß die Resultierende der Zugspannungen stets gleich der der Druck
spannungen ist, d. h., daß die Flächenstücke zwischen Spannungskurve und 
Achse der Dehnungen auf der Zug- wie auf der Druckseite gleich groß sind. 

Die so erhaltenen Spannungsflächen, deren Grenzordinaten die Spannung·en 
in den äußeren Fasern darstellen, wurden nun sämtlich auf eine dem Abstande 
dieser Fasern, d. i. der Balkenhöhe g·leich 8 cm, entsprechende Breite vor
wandelt. Dies ist gleichfalls in Fig. 29 ausgeführt worden. Dann wurden die 
Flächen ausgemessen und so die Größen der Resultierenden R der -Zug- und 
der Druckspannungen unter Berücksichtigung der Breite des Balkens gleich 
4 cm und deren gegenseitige Abstände 1· ermittelt. Damit konnte nun die 
Größe der den Momenten der inneren KräHe entsprechenden äußeren Biegungs
momente Jl[ = R 1· berechnet werden. Dies ist in der Zahlentafel XI geschehen. 

Die den jeweiligen Belastungszuständen entsprechenden Werte der Deh
nungen •·1 und f2 können aus der Zeichnung der Spannungskurven in Fig. 29 
entnommen werden. 
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Will man nun den Einfluß der Gußspannungen auf die Eeg·ebnisse unseres 
Verfahrens studieren, so braucht man nur anzunehmen, die Dehnungswerte seien 
aus einem Biegeversuch nach Art der durchgeführten gewonnen. Dann müssen 
die unter Ib) entwickelten Formeln zur Berechnung der Spannungen (h und o2 
auch auf diesen F'all anwendbar sein. Die rechnerische Ermittlung der Werte 
ist in der Zahlentafel XI durchgeführt. Die Kurve der Momente M sowie die Aus-

llJJr 8 •1 gleichkurven für die Werte -- und - sind in Figur 30 und 31 aufgetragen. 
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F!g. 30 und :I I . B:.llren Nr. 1. Zur Ermittlung des Einfloßes :.nfanglicher GußspannungeiL 

Eben da ist auch die mit den so berechneten Wer ten "1 und "" konstruierte 
Spannungskurve gezeichnet. Zum bequemen Vergleich wurde die mit den 
Probestäben aus Balken Nr. 1 erhaltene Kurve in strichpunktierten Linien hin
zugefügt. 

Wie man ersi-eht, zeigen di9 beiden Kurven erhebliche Abweichungen, 
aber nicht etwa derart, daß diese in demselben Sinne stetig anwachsen oder 
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abnehmen. Diese Abweichungen zeigen vielmehr im allgemeinen eine Zunahme 
bis zu einem gewissen größten Werte, um dann wleder abzunehmen und schließ
lich in die entgegengesetzte Hichtung überzugehen. Betrachtet man darauf
hin die Kurven in ~'ig. 19, 21, 23 und 25, so erkennt man sogleich, daß 
die dort vorkommenden Abweichungen allein durch die Annahme anfänglicher 
Gußspannungen nicht erkHlrt werden können. Sie erscheinen aber sehr wohl 
begreiflich, wenn man den Einfluß der ungleichen Dichtigkeit des Materials an 
verschiedenen Stellen desselben Balkens mit hinzunimmt. 

So scheinen bei Balken Nr. 5 allerdings kleine Gußspannungen vorhanden 
gewesen zu sein; die Abweichungen bei Balken Nr. 1 dagegen, die ziemlich 
gleichmäßig anwachsen, sind wohl hauptsächlich durch dle geringere Dichtigkeit 
des Materials der Probestäbe gegenüber dem der Balken verursacht. Das 
Gleiche gilt vom Balken Nr. 3. Balken Nr. 4 zeigt dagegen ganz auffallend 
den Einfluß von Gußspannungen; allerdings kommen bei dem Probedruckstab 
noch die Wirkung der g·eringeren Dichtigkeit des Materiales und als deren 
Folge durchweg größere Dehnungen hinzu. 

Versuche mit Gesteinsmaterial, die bessere Ergebnisse erhoffen lassen, sind 
in Vorbereitung. 

Zusammenfassung. 

Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit lassen sich etwa folgendermaßen 
zusammenfassen: 

Unterwirft man einen Balken von rechteckigem Querschnitt aus homogenem 
Material einer allmählich gesteigerten Biegungsbelastung und beobachtet dabei 
die dem jeweiligen Biegungsmomente M entsprechenden Längenänderungen <, 

und <2 der äußeren Fasern, so ist es möglich, unter Zugrundelegung der ein
zigen Annahme, daß die zur Stabachse senkrechten Querschnitte bei der Bie
gung eben bleiben, die äußersten Faserspannungen zu berechnen aus den 
Formeln: 

fJ lf[ 

2j!I+"(')" 
rr1 = ---- und 

() EJ 
bh-

(')" 

Bei der praktischen Durchführung der Versuche mit gußeisernen Balken 
zeigte sich nun, daß das Material der einzelnen Probekörper, obwohl aus der
selben Pfanne gegossen, doch recht erhebliche Verschiedenheiten aufwies. Der 
Grund dieser auffallenden Ungleichmäßigkeit kann wohl nur in den abweichen
den äußeren Umstiinden bei der Abkühlung nach erfolgtem Gusse gesucht werden. 

Die unmittelbaren Zug- und Druckversuche, welche hierauf mit StUben 
ausgeführt wurden, welche den der neutralen Schicht bei der Biegung zunlicbst 
gelegenen Teilen der Balkenenden entnommen waren, bestätigen im allgemeinen 
die Ergebnisse der Biegeversuche. Sie weisen tatsächlich eine solche große 
Verschiedenheit des :Materiales nach, wie sie sich bei den Biegeversucl?en er
geben hatte. Der allgemeine Verlauf der Spannungskurven entspricht dem
jenigen der Biegeversuche. Immerhin war die Uebereinstimmung doch nicht 
so gut, wie man eigentlich hätte erwarten dürfen. Dies scheint einmal in den 
Unterschieden der Dichte des Materials an verschiedenen Stellen des Balkens, 
dann aber auch in dem Vorhandensein anfänglicher Gußspannungen begründet 
zu sein, wie sie bei der Herstellung größerer Gußstücke kaum vermieden werden 
können. 
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Um diese Vermutung etwas näher zu prüfen, mußte auf das elastische 
Verhalten des vorlieg·enden Materiales genauer eingegangen und untersucht 
werden, nach welcher Richtung hin das Vorhandensein von Gußspannungen 
störend wirkt. 

In der Tat zeigte sich nun, dal.l durch die Annahme solcher innerer An
fangspannungen unter gleichzeitiger Berücksichtigung des Einflusses der ver
schiedenen Dichtigkeit des Materials alle Abweichungen der aus den Biegever
suchen abgeleiteten Spannungskurven von den aus den unmittelbaren Zug- und 
Druckversuchen erhaltenen befriedigend erklärt werden können. 

Es ist beabsichtigt, die gleiche Untersuchung mit einem Gesteinsmateriale 
von möglichst gleichmäßiger Struktur und Dichte durchzunthren, bei welchem 
ein störender Einfluß ·von Gußspannungen oder dergl. nicht zu befiirchten ist. 
Man darf wohl erwarten, daß die Uebereinstimmung· der beiden Spannungs
kurven wesentlich besser sein wird. 




