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Vorwort.

Das vorliegende Buch verfolgt das Ziel, die Theorie der ela-
stischen Stabilitdt, die sowohl im Maschinenbau wie namentlich im
Eisenhochbau und im Briickenbau eine immer ausgedehntere Be-
deutung erlangt hat, im Zusammenhang einerseits mit der prak-
tischen technischen Anwendung, andererseits aber auch mit den
bisher bekannt gewordenen Versuchen zur Darstellung zu bringen.

Bei dem Streit der Meinungen um das Wesentliche des Knick-
vorganges, der eine Zeitlang in der technischen Literatur ausge-
tragen wurde, erschien es mir notwendig, von vornherein schon bei
dem grundlegenden Problem der lamina elastica, dessen Losung be-
kanntlich zuerst Euler gab, die Knickgrenze als den Ubergang aus
dem Zustand des labilen elastischen Gleichgewichts in den des
stabilen elastischen Gleichgewichts zu beschreiben und dieser Grenz-
scheide mechanische Analogien an die Seite zu stellen (§ 1 und § 11).

Wenngleich ein Teil der im II. Abschnitt beschriebenen Versuche
heute vorwiegend nur noch historisch von Belang ist, so sollte doch
auf ihre kurze Wiedergabe nicht ganz verzichtet werden, weil aus
der Beschiftigung mit diesen Versuchen immerhin ein gutes Stiick
praktischer Erfahrung sich gewinnen laBt. Durch die Karmén-
schen Versuche (§ 18) kann das Knickproblem des geraden Stabes
als erschopfend gelost angesehen werden; es erschien daher, zumal
die Tetmajerschen Formeln hiernach als iiberschiissig sicher sich
erweisen lassen, nicht gewagt, die in § 17 hergeleitete Formel fiir
Nickelstahl auf eine so spérliche Versuchsreihe zu griinden, wie
die bisherige Literatur sie aufweist. Immerhin wire bei der Wich-
tigkeit, die dieser Baustoff gerade jetzt bei der derzeitigen Steige-
rung der Spannweiten der Briicken mehr und mehr erlangen wird,
eine Durchfiihrung besonderer Versuche an Nickelstahlstiben er-
wiinscht, wobei namentlich auch der EinfluB des Prozentgehaltes an
Nickel auf die Knickgrenze zu priifen wire.

* Die bei Anwendungen der Theorie stets schwierige Frage, welche
Linge als freie Knicklinge in Betracht kommt, war vollstéindig nicht
zu beantworten; die zahlreichen im § 24 behandelten Anwendungs-
beispiele diirften indessen hier zur Heranbildung eines hinreichend
sicheren Urteils auch fiir sonstige Aufgaben beitragen.

An manchen theoretischen Untersuchungen — wie z. B. den
grundlegenden Untersuchungen Zimmermanns iiber das elastisch
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v Vorwort.

gestiitzte Stabeck (§ 36), der strengen Berechnung offener Briicken
(§ 42) sowie der Theorie der exzentrisch gedriickten Gliederstibe
(§§ 50, 51 und 52) — durfte die Darstellung nicht achtlos vorbei-
gehen. Wiewohl hier das Ergebnis der Theorie in einer mathe-
matischen Form auftrat, die zu verwickelt war, um dem Kon-
strukteur zum wunmittelbaren Gebrauch zu dienen, so ist doch das
hier vermittelte Wissen kein unniitzer Ballast. Ganz davon abge-
sehen, dafl der Beschiftigung mit solchen Untersuchurigen ein hoher
erzieherischer Wert innewohnt, der bei der beispiellos raschen Ent-
wickelung der heutigen Technik, die auf allen Gebieten immer
wieder neue Losungen zu finden heischt, doppelt hoch zu veran-
schlagen ist, wird durch diese Untersuchungen vor allem jene Kritik
geweckt, die zur verstindigen Anwendung der neben der strengen
Theorie gebotenen Gebrauchsformeln unerlafllich vorhanden sein muf.
Nichts ist wohl geeigneter, die Theorie in Mifkredit zu bringen, als
die kritiklose Anwendung von Faustformeln und Berechnungsrezepten.
Gerade weil technische Aufgaben der mathematischen Behandlung
sehr oft erst dann wirklich zuginglich werden, wenn man unter
Verzicht auf eine allumfassende Anwendbarkeit der zu gewinnenden
Ergebnisse aus dem zu ldsenden Problem seinen wesentlichen Kern
herausschilt, ist eine "allzuweit getriebene Verfeinerung der Theorie
oft ebenso bedenklich wie eine oberflichliche Anwendung fertiger
Formeln,

Das Wesentliche herauszuschilen, das Belanglose aber aufler
acht zu lassen und einen klaren Einblick darein zu gewinnen, in
welcher Weise die mafgebenden Grofien ein techniseches Problem
beeinflussen, bedeutet fiir die Ingenieurkunst einen hoheren Gewinn
als die Aufstellung von Gesetzen von moglichst weitgehender mathe-
matischer Schirfe, welche, ohne je eine technische Aufgabe bis in
ihre letzten Feinheiten auszuschdpfen, die wirklichen Verhiltnisse
doch auch nur verzerrt wiederspiegeln. N&herungsrechnungen wurden
daher in vollem Umfange in die Darstellung einbezogen; ihre her-
vorragende Bedeutung zeigt sich namentlich bei im Grunde ge-
nommen so verwickelten Aufgaben wie der der Knicksicherheit offener
Briicken oder von Gliederstiben, deren LoGsung in vorbildlicher Form
durch die Engesserschen Untersuchungen geboten wurde.

Das in § 55 mitgeteilte Verfahren der Berechnung von Glieder-
stiben mit Hilfe der ,Wirkungsgrade“ darf, obwohl es der theore-
tischen Begriindung entbehrt, doch durch die bereits erhebliche Zahl
von Versuchen an gegliederten Druckstiben, die es ziemlich gut be-
stitigen, als hinreichend zuverldssig angesehen werden. Uberhaupt
befinden sich Theorie und Versuch auf dgm vorliegenden Gebiete
in ziemlich guter Ubereinstimmung. Eine Mehrung der Versuche an
gegliederten Druckstéiben wire immerhin noch erwiinscht. Vor allem
aber scheint hier eine weitergehende Systematik in der Anlage der
Versuchsreihen noch zu fehlen, Die meisten Versuche erstreckten
sich bisher auf die Untersuchung von Stiben, die fiir irgendeinen
Bauzweck gebraucht waren oder gebraucht werden sollten. Versuche,
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bei denen die die Knickgrenze bestimmenden Groflen einzeln in
zweckentsprechender Weise variiert wurden, fehlen bisher ganz. Bei
den hohen Kosten, die diese Versuche erfordern, wire auch der
Ubergang zum Modellversuch ernstlich in Erwigung zu ziehen.

Fur die Vermittlung der sehr wertvollen Beobachtungen, die
bei 'den vom ,Board of Engineers“ fiir den Neubau der Quebec-
briicke 1912 und 1913 durchgefithrten Versuchen gemacht wurden,
bin ich meinem Freunde Dr.-Ing. H. Grether besonderen Dank
schuldig. Durch das Entgegenkommen des ,Board“ konnten in §§ 63
und 64 diese sehr ergebnisreichen Untersuchungen zum ersten Male
verdffentlicht und zugleich gezeigt werden, daB die Theorie auch
diesen sehr ins GroBe gesteigerten Verhiltnissen gerecht wird.

Die Drucklegung dieses Buches haben die Karlsruher Hochschul-
vereinigung und die Wissenschaftliche Gesellschaft der Universitit
Freiburg i. B. durch Bewilligung je einer finanziellen Unterstiitzung,
welche die in den Zeitverhiltnissen liegenden Schwierigkeiten tiber-
winden half, in groBherziger Weise erméglicht. Auch die Verlags-
buchhandlung J. Springer hat durch ihr Entgegenkommen die Heraus-
gabe der Arbeit in jeder Weise gefordert; sie hat fiir sorgfaltigen
Satz und gute Ausstattung alles getan. Es ist mir eine angenehme
Pflicht, beiden Koérperschaften wie auch dem Verlag an dieser Stelle
fiir ihre Unterstiitzung danken zu diirfen.

Karlsruhe, Ende 1920.
Dr.-Ing. Rudolf Mayer.
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Erster Abschnitt.

Theorie des geraden, vollwandigen Stabes
bei unverinderlicher Stabkraft und unver-
inderlichem Querschnitt.

§ 1. Die wahrnehmbaren Vorginge, welche sich beim
Druck- und Zugversuch an elastischen, geraden Stiben
abspielen (.Druck+“ und .Knickung).

Unterwirft man einen prismatischen Stab einem Druck, dessen
Richtung mit der Stabachse zusammenfillt, etwa dadurch, dall man
ihn zentrisch zwischen den Druckplatten einer Festigkeitsmaschine
anordnet und diese in Gang bringt, so zeigen sich mehr oder weniger
auffillige Verdnderungen an dem Versuchskérper, der schlieBlich,
wenn die Stablast weit genug gesteigert wird, seiner Zerstérung ent-
gegengeht.

Der so belastete Stab kann der Erschopfung seiner Tragkraft
auf zwei wesentlich voneinander verschiedene Arten sich nihern.
Der Sprachgebrauch unterscheidet dementsprechend zwischen ,,Druck“
und ,Knickung“. Es ist nicht .moglich, einen Versuch an einem
Stabe so durchzufiihren, daB der Versuchskoérper dabei entweder
reinem Druck oder reiner Knickung unterliegt. Im allgemeinen laft
sich jedoch sagen, dal man bei Versuchskdrpern von gleichem Ma-
terial und gleicher Querschnittsform der reinen Druckbeanspruchung
um so mehr sich zu néhern vermag, je kiirzer man die axiale
Lénge des Stabes wiahlt; umgekehrt gelingt die Erzeugung der fiir
das Knicken typischen Erscheinungen um so leichter, je mehr man
unter sonst gleichen Umstéinden die Stablinge vergréfiert. Eine be-
stimmte Lénge, bei der reine Druckvorginge sich zeigen, 1at sich
nicht ‘angeben; reine Knickvorgéinge aber wiirde man nur an einem
Stab von unbegrenzter Linge verwirklichen kdonnen.

Betrachten wir zunichst die Vorgéinge an einem sehr kurzen
Stabe, der unter dem zentrischen Druck P steht.

Unter der Einwirkung der Kraft P verkiirzt sich die urspriing-
liche Stablange L um .1L, wihrend gleichzeitig die Stabquerschnitte

Mayer, Knickfestigkeit. 1



92 Theorie des geraden, vollwandigen Stabes.

mit wachsender Belastung groBere und groere Flachenwerte er-
reichen; die Spannung im Versuchsstab hat hierbei unter der Voraus-

P
setzung gleichférmiger Verteilung den Wert o= wobei F hin-

reichend genau dem wurspriinglichen Querschnitt entspricht; ihre
Richtung ist der Stabachse parallel. Die relative Verkiirzung (Stauchung)

des Stabes, d. h. das Verhiltnis 5:4L—L der Léngen#@nderung zur

Lénge selbst, ist nun allgemein von der herrschenden Spannung o
abhingig. Das Gesetz, welches innerhalb noch néher zu bestimmen-
der Grenzen die Beziehungen zwischen ¢ und o regelt, heiit das
»Elastizititsgesetz* und nimmt insbesondere fiir die technisch ge-
briuchlichsten Baustoffe (Stahl, FluBeisen, Schweileisen, Schmiede-
eisen und Holz) mit geniigender Genauigkeit die Form des Hooke-
schen Gesetzes an

Gl 1) 6=2E.¢,

worin E der ,Elastizitdtsmodul® ist, d. i. diejenige Spannung, welche
bei unbeschrinkter Giltigkeit des Hookeschen Gesetzes hinreichend
wire, den Stab um seine urspriingliche Linge zu verkiirzen. Die
Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes, das fiir GuBeisen kaum néherungs-
weise zutrifft, ist nun an einen oberen Grenzwert der Druckspan-
nung gebunden, den wir mit o bezeichnen wollen, und der , Pro-
portionalititsgrenze® heilt. Fiir alle Spannungen ¢ <o ist die
Stauchung der Spannung proportional. Steigert man den Druck noch
weiter, so dal 6 >0 wird, so nehmen zunéchst die Stauchungen
rascher zu als die Spannungen, bis eine gewisse Spannung ¢ >0,
erreicht wird, welche man als die ,Quetschgrenze“ anspricht. Mit
der Quetschgrenze beginnt nun bei zihen Baustoffen (Metallen) das
seitliche Abflielen des Materials, ohne daf} deswegen schon die Zer-
storung eintrate; bei sproder Beschaffenheit (Guﬁeisen oder Holz)
setzt ein Ineinanderschieben der Fasern ein, welches bei weiterer
Druckzunahme schlieBlich zur Zerstorung fiihrt, die sich durch Auf-
héren der Kohidsion kennzeichnet. Der Versuchsstab wird zermalmt,
oder er platzt unter RiBbildung, oder er splittert oder wird plastisch
deformierbar.

Die Spannung op, bei welcher der Stab zerstort wird, heifit
»Druckfestigkeit“; ihre Grofe hingt wesentlich von der Stablédnge
ab. Man erhidlt unter sonst gleichen Umstdnden bei Versuchen
groflere Druckfestigkeiten, je kiirzer man die Stablingen wéahlt, das
heiflt eben je vollkommener man die Zerstdorung durch reinen Druck
herbeifiihrt.

Ganz entsprechend geht ein Zugversuch vor sich, wie er in
Abb. 1 zur Darstellung gebracht ist. Auch hier ergibt sich eine Pro-
portionalititsgrenze, eine ,FlieB- oder Streckgrenze“ ¢, (entsprechend
der Quetschgrenze des Druckversuches), sowie eine , Zugfestigkeit“ o,
deren Wert infolge der durch die Zugbeanspruchung bedingten Ver-
lingerung des Stabes (,Dehnung"), sowie infolge des beim ,FlieBen“



§ 1. Die wahrnehmbaren Vorginge beim Druck- und Zugversuch. 3

des Materials immer diinner werdenden Querschnittes unter der
Héchstspannung liegt, welche beim Zugversuch iiberhaupt auftritt.
Aus der entgegengesetzten Verdnderung des Querschnittes beim Zug-
und Druckversuch erklirt es sich, daff die aus dem Zug- und Druck-
versuch ermittelten Elastizitditsmoduli voneinander verschiedene
Werte besitzen.

Aus dem Hookeschen Gesetz folgt durch Differentiation

do
Gl 2 E—— =t
) de g P

wonach der Modul als trigonometrische Tangente des Neigungs-
winkels ¢ bestimmt ist, den die Tangente an die Kurve o= f(¢) mit
der Achse der Dehnungen bildet. Wir bezeichnen insbesondere mit
E, den durch Zug- oder
Druckversuch bestimm-
ten Modul der Form-
anderung im Gebiete //
jenseits der Proportio- 30 A /
nalitdtsgrenze, der nach
Gl 2) von der zuge- ,,
horigen Spannung ¢ ab-
héngt.
DieKurve, welche dasForm-  *
anderungsgesetz veranschaulicht,
ist in der englischen Literatur
unter dem Namen ,Stress- Peron) %
strain®-Kurve bekannt. ~Wir  Apb.1. Arbeitslinie fiir Stahl:

G4 m?
40

\
\
Y,

q7 g2 aq3

v.vo.lltzn sie. kurz als ,Arbeits- 0, = 2,455 t/om?
linie“ bezeichnen, um daran zu o7 == 2,800 t/cm?
erinnern, daB die von ihr und 6. — 3.965 t>0m2
der Achse der Dehnungen um- E = 2060 t/om?.

schlossene Fliche das Maf fiir
die spezifische Forménderungsarbeit 4 = f c-de abgibt.

Auf einige Eigenheiten der Formanderung mufl noch eingegangen
werden, aus denen spiter das .Verhalten jener knickenden Stabe
zu begriinden sein wird, deren Knickspannungen oberhalb der Pro-
portionalitidtsgrenze liegen.

Solange die Spannungen im Versuchskorper klein sind, ver-
schwindet mit abnehmender Belastung die Forménderung vollkommen
wieder, wenn die Beanspruchung authért. Man nennt solche form-
anderungen ,elastisch“ oder ,federnd“ und bezeichnet die Spannung,
bei der die Forménderung eben noch den zuvor erwiahnten Charakter
hat, als ,Elastizititsgrenze“. Ihrer Grofe nach unterscheidet sich
diese Grenze von der Proportionalititsgrenze nur sehr wenig, und
es ist daher statthaft, in praxi zwischen beiden Grenzen keinen
Untersehied zu machen?).

1) Zu einer scharfen experimentellen ’f‘rennung beider Grenzen haben sich
1*



4 Theorie des geraden, vollwandigen Stabes.

Wichst die Spannung iber die Elastizititsgrenze hinaus, so
bleiben nach der Entlastung die Forménderungen teilweise bestehen.
Man nennt diesen Anteil an der gesamten Forménderung, der nicht
mehr rickgingig wird, im Gegensatz zu der ,elastischen Form-
anderung ,,plastisch oder auch ,unelastisch®, ,,duktil“ oder ,bleibend*.

Ganz verschieden von dem bisher betrachteten Verhalten eines
sehr kurzen Versuchsstabes sind die Beobachtungen an langen Stéiben.
Es sei ein im Vergleich zu seinen Querabmessungen. langer Stab so
genau, als sich dies tun 1aBt, durch Richten oder durch Bearbeitung
gerade gemacht und mége in diesem Zustand durch eine Druckkraft,
welche tunlich exakt mit der Stabachse zusammenfillt, belastet
werden. Bei kleinen Driicken zeigt sich dann zunichst weiter nichts
als die Verkiirzung der Stabachse, die wiederum dem Hookeschen
Gesetze folgt. Es kann jedoch vorkommen, dafl bereits mit den
kleinsten Beanspruchungen Biegungsdeformationen am Stabe auf-
treten, welche bewirken, dafl die Stabenden sich in stirkerem Mafie
einander n#hern, als es der ausschlieBlichen Wirkung zentrischen
Druckes zufolge zu erwarten wire. Diese Biegungserscheinungen,
welche im Idealfalle nicht auftreten. haben folgende Entstehungs-
ursachen:

1. Kleine Abweichungen zwischen der Stabachse und der Kraft-
achse, die aus mangelhafter Zentrierung, ungenauer Her-
stellung des Stabes, Inhomogenitit des Materials, Querschnitts-
abweichungen usw. entstehen.

2. Stoérungen, die wihrend des Versuches selbst auftreten und
wodurch die Lage der Kraftachse wéhrend des Versuches
sich &ndert oder welche an und fiir sich zu einer Ver-
biegung des Stabes fithren (Eigengewicht bei horizontalen
Staben).

Vom Eintritt der Biegung an wichst die gegenseitige Anpaherung
der Stabenden nicht mehr proportional, auch wenn die Druckspannung
noch unter der Grenze o, liegt, da die aus der Biegungsdeformation
hervorgehende Verkiirzung der Sehnenlinge des Stabes der Druck-
kraft nicht proportional ist. Schliefllich verlieren solche Stédbe, ob-
wohl ihre Druckspannung u. U. noch recht klein ist, ihre Tragfihig-
keit, indem sie achsrecht stark ausweichen. Bei- sorgféltig herge-
stellten und genau zentrisch belasteten Stdben tritt dieser Vor-
gang oft sehr pldtzlich ein. Die urspriinglich gerade Stabform wird,
selbst wenn zuvor keine Verbiegung eintrat, bei einer gewissen Be-
lastung eine labile Gleichgewichtsfigur, aus der bei der geringsten
Storung der Stab in die gekriimmte, stabile Form iibergeht. Die
elastischen Eigenschaften des Materials, seine Struktur, die Art der
Belastung, sowie ihre Dauer iiben dabei, wie die Versuche lehren,
einen Einfluf aus.

neueren Versuchen zufolge thermoelektrische Messungen am Versuchsstabe be-
wihrt. Vgl. 8. J. Druschinin, Das Verhdltnis zwischen Temperatur und
Stabspannungen bei Zugversuchen, ,Der Eisenbau* 1913, 8. 203 ff.
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Ob die Stdbe, nachdem ihre Tragkraft so erschopft wurde,
brechen oder nicht, spielt keine Rolle, da ein Bauglied, an dem un-
zulissig groBe Forminderungen auftreten, technisch unbrauchbar
wird, wie klein auch seine Beanspruchung sein mag. Ob nach der
Belastung in einem derart erschopften Stab die Formanderungen
wieder riickgingig werden, hdngt nur davon ab, ob in irgendeinem
seiner Teile die Spannung wihrend des Versuchs grofer als o,
wurde.

Man bezeichnet diejenige Belastung eines Stabes, bei der —
gleichviel ob nun vorher zufillige Biegungserscheinungen sich be-
merklich machten oder nicht — die gerade Stabform als labile
Gleichgewichtsfigur zugunsten der stabilen, gekrimmten Form ver-
lassen werden kann, als die ,Knicklast“ des Stabes, den Ubergang
in die neue Gleichgewichtslage selbst als ,Knickung*?!). Die Grenze
zwischen dem stabilen und labilen Zustand des Stabes wollen wir
,Knickgrenze“ nennen; als ,Knickspannung® endlich soll diejenige
Spannung angesprochen werden, welche die Knickkraft P, in einem
sehr kurzen Stabe gleichen Querschnitts als Druckspannung hervor-
rufen wiirde:

Gl 3) g, ==L

Steigert man die Belastung noch uber die Knickkraft hinaus,
so biegt sich der Stab, falls seine Kohésion nicht schon erschopft
ist, immer weiter durch, jedoch so, daf} jeder Laststufe eine bestimmte
elastische Linie entspricht, deren Pfeilhdhe allerdings nicht der Last
proportional wichst. Dann erfolgt schlieflich der Bruch.

Das ganz wesentliche Merkmal, das alle Knickvorginge kenn-
zeichnet, besteht, wie oben hervorgehoben wurde, in dem mit dem
Knicken verbundenen Gleichgewichtswechsel

Zur Erliuterung der vorstehenden Ausfiihrungen mégen, ehe
wir der theoretischen Untersuchung néhertreten, die Beobachtungs-
daten fiir einen Knickversuch angegeben werden, den wir den ,Mit-
teilungen der Materialpriifungsanstalt am Schw. Polytechnikum in
Ziirich“ (1896, Heft 8, S. 6) entnehmen. (Siehe Tab. 1, S. 6.)

§ 2. Angeniherte Berechnung der elastischen Linie
prismatischer Stibe bei exzentrischem Druck.

Zu einer theoretischen Bestimmung der Knickgrenze wiirde es
an und fiir sich geniigen, den Fall zentrischen Kraftangriffes zu

1) Unsere Sprache ist in der gliicklichen Lage, zur Bezeichnung des
Knickens ein besonderes Wort zu besitzen, das durch seine Verwandtschaft
mit dem Worte ,Knacken“ zugleich auch dem bei Knickversuchen gelegentlich
vernehmbaren Geriusche Ausdruck verleiht, ohne dabei dem Irrtum Vorschub
zu leisten, als ob die Knickung nur eine Abart der Biegung sei, oder wesentlich
mit dem Bruch in Zusammenhang stehe (vgl. die entsprechenden Ausdriicke
oHdambage®, ,flexion® im Franzdsischen und ,bend“, ,crush“ im Englischen),
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Tabelle 1.
Belast Ausweichung der Balkenmitte (cm)
clastung Horizontal Vertikal Bemerkungen
(t) abs. Diff. abs. Diff.
0,50 9,85 15,60 Spitzenlagerung
0,00 0,00
1,00 9,85 15,60 Material: Balken von Wei3-
0,00 0,00 tanne
2,00 9,85 15,60
0,00 0,00 Querschnitt: 14,68/14,70 cm?
3,00 9,85 15,60
0,00 0,00 Triagheitshalbmesser:4,24 cm
4,00 9,85 15,60
0,00 0,00 Urspriingliche Balkenlinge:
5,00 9,85 15,60 520,2 cm
0,00 0,00
6,00 9,85 15,60 Wirksame Balkenléinge:
—0,02 —0,02 539,4 cm
7,00 9,83 15,58 L
—0,01 0,00 - =127,2
8,00 9,82 15,58 v
—0,02 —0,03
9,00 9,80 15,55 Beobachtete Knickspannung
— 0,00 - 0,02 o == 0,063 t/cm?
10,00 9,80 15,53
—0,01 — 0,03
11,00 9,79 15,50
— 0,04 - 0,05
12,00 9,75 15,45
—0,12 -0,15
13,00 9,63 i 15,30
—0,17 — 0,32
13,50 9,46 o 14,98
13,70 = Grenze des Tragvermigens Der Balken wird intakt aus-
0,00 —0,05 rangiert.
0,5 9,85 15,55

untersuchen. Da aber sowohl in vielen praktischen Aufgaben da-
mit zu rechnen ist, daBl die in einen Stab einzuleitende Druckkraft
an einem, wenn auch kleinen, Exzentrizititshebel wirkt, als auch bei
Versuchen ein exzentrischer Druck nur selten strenge ausgeschlossen
werden kann, so soll dem bereits bei den folgenden Entwicklungen
Rechnung getragen werden; zugleich wollen wir aber das Problem
noch nach einer zweiten Richtung erweitern, indem wir zunichst
davon absehen, daBl der zu untersuchende Stab eine Forminderung
erfahrt, deren Wirkungsebene von vornherein bekannt ist. Wenn
hiernach allgemein die Kraftachse zur Stabachse windschief verlaufen
kann, so wollen wir doch die Rechnung noch durch die Annahme
vereinfachen, dafl der Richtungsunterschied beider Aehsen so klein
sei, dafl die senkrecht zur Stabachse wirksamen Komponenten der
Druckkraft vernachlissigt werden diirfen.
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Legen wir sodann den Ursprung O
des rechtwinkligen Koordinatensystems
(Abb. 2) in den Angriffspunkt der Kraft P
und die X-Achse in die Kraftrichtung
und wahlen wir ferner die Achsen OY
und OZ den Trégheitshauptachsen des
als unverinderlich vorausgesetzten Stab-
quer schnittes parallel, so lauten inner-
halb des Geltungsbereiches des Hooke-
schen Gesetzes und der Bernoullischen
Hypothese die Differentialgleichungen der
elastischen Linie angenihert:

P
[;l l{ = —,.(U+y)]m1tJ und J,
Gl 1) x : { als Haupt-
1 P [ trigheits-
!‘dx — E;‘fl'(w+z)J momenten,

wodurch die rdumliche Kurve der elasti-
schen Linie als Schnitt zweier Zylinder
dargestellt wird.

Die Sehne der elastischen Linie hat
die Gleichung:

T . d*v
[U:UO—‘}_J”(UI—UO)’ [;l—;i'—é_‘o
Gl 2) { . woraus Gl. 2a) P folgt.
: 2w
Il w = w, -+ T (1w, —w,), i 0
Setzt man
Gl 3) Iv+y:y’i,

so wird wegen Gl. 2a)

dy Py

Gl 4) K )
Id‘“”’ o d“ ®

L dx? T dat

Vermége der Gl. 3) und 4) 1Bt sich nun Gl 1) in der Form
schreiben:

(By* P l’ P <1>
_ da? J, v oder mit den EJ, k,
GlL 1a) { . {
&z - P . Abkiirzungen ' . i - ( 1 >
de®  EJ, VEJ, \k,
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d.a
]dx"’—i_* g =0
Gl 1Db)

]d ¥ | 2*

dzt T p?r

Das Integral dieser Gleichungen ist
y*:Ay~sin%—+—By~cos%,
Gl. 5) : :
4 .qin % cons &
lz = A, smk -+ B,-cos ky,
wobei die Integrationskonstanten Ay B,, 4,, B, aus den besonderen
Bedingungen, denen die elastische Lmle 2 geniigen hat, zu be-
stimmen sind (Randbedingungen). Sind die Endpunkte der elasti-
schen Linie durch ihre Koordinaten gegeben, so schreiben sich die

Randbedingungen
y* =, fiir =0 2=, fir =20
und
yr=v, , x=I HK=w, , =l

Die Bestimmungsgleichungen der Integrationskonstanten lauten
somit:
B, =0,

.1 l
Ay-smrkz-'—-}—By«cos—k=v1 woraus: 4 —-——

Bz:wo

{ l
Az-sin—k~~]~BZ-cosk—:w1 woraus: A4, == ——— 17”
y Y sin —
k,
Man erhilt sonach aus GL 5) die elastische Linie in der Form:
- -, sin-—
! 2 x
yr=v-ty= lL_vl — 1, CO8 702J S -+ v, - cos %
sm—lg— i
Gl 6) z
. sin l—:c
HF=w- 2= w,—w, cosk—J — ,Z,y, —+ w, - cos i
¥" sin 4
b — EJ,
mit P
EJ,



$2. Angeniherte Berechnung der elastischen Linie prismat. Stébe. 9

Nach Gl 6) ist fiir den gegebenen Fall die elastische Linie
eindeutig bestimmt. Welche von den beiden Durchbiegungen y
oder z iiberwiegt, hingt ab von den Randbedingungen fiir die beiden
Biegungsebenen, von dem GroBenverhéltnis der Haupttrigheits-
momente, sowie der HExzentrizitdtshebel v und w.

Die Biegungspfeile sind von endlicher GréBe, solange nicht etwa

. . .1 .

die im Nenner der Gl 6) stehenden Glieder sin -- oder sin Ici ver-
schwinden. Auf diesen Sonderfall kommen wir hoch zurﬁck.; Zu-
néchst wollen wir jedoch noch eine weitere Spezialisierung unseres
Problems vornehmen, indem wir voraussetzen, daf die Kraftachse
zur Stabachse parallel sei. Dann wird:

Gl 7) {”0:”1:”

w{):wl:w

und man erhélt aus Gl. 6)

sin© 4 sin" "
Y
k k
y* :?)—_}_-y:v"_zﬁ h"»v—z_—'-ﬂ
sin -
k
Gl 8) g l
sin z —-sin ; ad
Fre=wtz=w.- 7 —
sin 7gy
Insbesondere wird die maximale Ausbiegung in der Stabmitte fir
{
r=—.
2
N v
ymax:v+ynzax:' i li
COS——-~
2k
Gl 9)
w
zrnax ==w + Zmaxw = T "l*’
cos 2k,

Wie aus den Gleichungen 8) und 9) hervorgeht, sind die Aus-
biegungen der Stabmitte nach beiden Achsrichtungen den zugeord-
neten Exzentrizitdten proportional, vorausgesetzt, dafl nicht der Son-

derfall sin <%) =0 eintritt.

Die grofite Randspannung entsteht in derjenigen Randfaser, in
der sich die Druckspannung aus der Axialkraft zu den Druck-
spannungen aus der Biegung addiert, und hat den Wert:

P P'y:;aa: P-zps
=l ] = Jmaz ) - Cmaz
Gl 10) Omaz = 7 W, - W

U
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Um ein Urteil dariiber zu gewinnen, in welcher Weise die maxi-
malen Durchbiegungen und Spannungen eines exzentrisch belasteten
Stabes mit steigender Belastung anwachsen, moge ein Zahlenbeispiel
berechnet werden.

Beispiel: Fiir einen T-Triger NP. 38 sei w=0; v=1cm. I, =972 cm?;
W,=131 em?; F=107 cm®; !=500 cm und E==2150 t/cm® Dann wird

1 P VP nil den Gleich
-kT == _ﬂ; = m und man erhilt aus den eichungen
v P Puyn
?/;Laﬁ = 4l und  Oper = Ty + vfi;ﬂﬂw
z
cos 5 i

die in der folgenden Tabelle angefiihrten Werte von yzm und o6, fir die ver-
schiedenen Werte der Stabkraft P.

Tabelle 2.
Durchbiegungen B h t/om® Annsherungs-
(cm) eanspruchungen (t/cm®) | ot der maxi-
Stabkraft (t) malen Durch-
* biegung nach
P y* z Yomaz iyﬂ@ £ Omag Gl. 17 dieses
ma VVk i F Paragraphen

0 1,0000 0,0000 0,0000 \‘ 0,0000 0,0000 0,0000
1 1,0149 0,0149 0,0077 | 0,0098 0,0170 0,0153
4

1,0622 0,0622 0,0324 0,0372 0,0696 0,0638

|
9 1,1495 | 0,1495 | 0,078% | 0,0837 | 0,1625 0,1530
16 1,2942 | 02942 | 0,1579 | 0,1488 | 0,3067 0,3000
925 15318 | 05318 | 02920 | 02325 | 05245 0,5440
36 19470 | 09470 | 0,5350 | 03348 | 0,8698 0,9690
49 29160 | 10910 | 10910 | 04557 | 15467 1,8280
64 (5,1453) | (4,1453) | (25100) | (0,5952) | (3,1052) | (4,33100)

Die Tabelle zeigt, daB die Durchbiegungen und die Bean-
spruchungen stirker zunehmen als die Belastungen; die zu P—64t
gehorigen Werte der Spannungen und Durchbiegungen liegen bereits
auBerhalb des Geltungsbereiches des Hookeschen Gesetzes und wurden
deshalb eingeklammert.

Wir vervollstindigen nunmehr die Diskussion der elastischen

Linie durch die Betrachtung des Sonderfalles, wo entweder sin <%>

Y

. (1 . . . .
oder sin <?> verschwindet. Dies tritt ein, so oftki = n-7z oder
z Y
l . . . . .
P wird, wo n eine ganze Zahl ist. Die Gleichungen 6), 8)
und 9) ergeben fiir diesen Fall unbegrenzt grole Deformationen y*
und 2* solange nur iiberhaupt eine endliche Exzentrizitit v oder w
der Kraft vorliegt. LéB8t man nunmehr auch die Exzentrizitit sich der
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Null ndhern, so nimmt im Sonderfalle sin <I§> =0 oder sin (—) =0
y z

die Durchbiegung des Stabes den unbestimmten Wert g an.

Aus
[__ VP I IVP
= =p.n Oder . -=—-——n=—n-7
ke VEJ, k, VEJ,
folgt als diejenige kritische Belastung, welche zum Sonderfall fiihrt:
oy P TEL g p R,

Man erkennt unschwer, da nach GL 11) je nach den Werten,
die man n beilegt, die kritische Belastung auf unbegrenzt vielfache
Weise herbeigefiihrt werden kann. Die kleinste kritische Last folgt
aus Gl 11) fir n=1 mit
Gl 12) m:fﬁﬁbm.msz@
Der kleinere der in Gl. 12) angefiihrten Werte von Pg entscheidet
die Richtung, nach welcher der Stab ausknickt.

Der Wert P, welcher Ausbiegungen des Stabes auch bei ver-
schwindender Exzentrizitit ermoglicht, ist seine Knicklast. Der In-
dex , E“ moge daran erinnern, daf} diese GréBe erstmals von Euler?)
berechnet wurde.

Wir fassen die wichtigsten Ergebnisse unserer Untersuchung
zusammen:

1. Ein exzentrisch belasteter Druckstab hat unter einer be-
stimmten Belastung eine ganz bestimmte elastische Linie
mit endlichem Pfeil, solange die Belastung die Knickgrenze
nicht erreicht.

2. An der Knickgrenze erzeugt die Last auch bei sehr kleiner
Exzentrizitit unendlich grofle Ausbiegungen.

3. Die bei zentrischer Belastung an der Knickgrenze auftretende
Ausbiegung ist ihrer Gréfle nach unbestimmt.

Yy L. Euler, De Curvis elasticis, additamentum I der Abhandlung Me-
thodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes, Lau-
sanne und Genf 1744.

Den Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen Eulers bildet die Forde-
rung, daB ein elastisches Band unter allen Kurven gleicher Linge, welche in
der Ebene zwischen zwei Punkten 4 und B verlaufen und in diesen Punkten
von der Lage nach bekannten Tangenten beriihrt werden, derjenigen Kurve

B

sich anschmiegt, fiir welche der Ausdruckf (ds : 9% ein Minimum wird, eine For-
A

derung, die offenbar vermége der Beziehung 1:9 — M:EJ der Forderung nach
einem Minimum der elastischen Energie gleichwertig ist.
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Die Erfahrung lehrt, daB an der Knickgrenze ein Ausweichen
des Stabes auch bei sorgfaltigster Zentrierung der Kraft immer ein-
tritt, dafl der Pfeil aber, wofern nicht bei der Aus-
biegung der Stab zum Bruch kommt, stets einen
ganz bestimmten Wert hat. Eine verfeinerte Theorie,
wie wir sie in § 4 noch geben werden, wird die vor-
ldufig noch bestehende Unbestimmtheit des Knick-
pfeiles beseitigen.

Einen Niherungsausdruck fiir den Biegungs-
pfeil bei exzentrischer Druckbelastung findet man
nach Miiller-Breslau') auf folgendem Wege:

In die Differentialgleichung (Abb. 3) der elasti-
schen Linie

d?y

z

setzen wir auf der rechten Seite fiir y ndherungs-
weise die Sinuslinie y==f-sin nTx und integrieren
die Gleichung:

d? P . X
Gl 14) Zl—x%:—-Ej<y_+fﬂln7,>

Man erhilt dann

P [vx? fI? nx
Gl 15 :_ﬁ[m, B T }
) y EJz 2 +Clx 71",' s l +02
Aus y—0 fiir ==0 und z =1 folgt (,==0 und 01:—17;,
wonach
P oz [ nx]
_ A2 — D) — 1% L gin =~
y ET L3 (x—1) s
folgt.

.. I .

Fir ¢ =— 5 wird y == f und man erhélt so nach kurzer Rechnung:
PP [ 1 Pe }

A EJ, | a*-EJ,J"

Fiihrt man noch das Verhaltnis

Gl 16) fz%f.v.

- EJ,
yv=PyP="1-"1*
e Pr
in die Rechnung ein, welches als der Sicherheitsgrad gegen Knicken
bezeichnet wird, so erhélt man fiir den Biegungspfeil bei exzentri-

) H. Miiller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre, 4. Auf-
lage, Leipzig 1918.
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scher Druckbelastung die einfache und sehr brauchbare Néherungs-
formel

Gl 17) f="rv

von der wir spater noch Gebrauch machen werden. Die nach Gl. 17)
berechneten N#herungswerte sind oben in Tabelle 2 zum Vergleich
mit den genauen Werten der Durchbiegung aufgenommen.

§ 3. Die verschiedenen Knickfiille und der Geltungs-
bereich der Eulerschen Formeln.

Die Untersuchungen des vorigen Paragraphen hatten bereits er-
geben, daBl die Randbedingungen von wesentlichem EinfluB auf das
Verhalten des Stabes sind. Wir gehen nun dazu
iiber, ‘diesen Einflu zu beriicksichtigen, beschrinken X
uns aber dabei auf den Fall des Knickens in einer
Hauptebene (XY) und setzen aullerdem voraus, daf
die Kraft in der Stabachse wirke, da ja die Exzen-
trizitit auf die Hohe der Knickgrenze erwiesener-
mafen keinen -EinfluB} ausiibte.

Mit der Abkiirzung %:E]ij lautet dann die

Gleichung der elastischen Linie
y=A4-sin 2 4+ B-cos %

Je mnach den vorliegenden Randbedingungen
unterscheiden wir nun vier Fille.

1. Fall. (Abb. 4.) Ein Stabende (0) sei

frei beweglich, das andere tangententreu 4
eingespannt. Die Randbedingungen lauten dann:
y=0 fir =0 B=0
Abb. 4.
woraus
dy .. A L
—~ =0 f =L o8 — = .
e iir =« PR 0 folgt

Der letzteren Bedingung geniigt entweder 4 =0 oder cos %: 0.

Fir A=0 ist offenbar auch y =0, d. h. der Druckstab bleibt gerad-
linig; diese Gleichgewichtsform des Stabes ist als seine natiirliche
und, solange P unterhalb der Knickgrenze bleibt, stabile Form un-

interessant. Fir cos E-:O jedoch ergibt sich die Knickkraft aus
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der Beziehung % == (2n—+1)- ;— , welche zu dem kleinsten Wert n == 0

den kleinsten kritischen Wert von P

liefert.

L . . .
Da fiir P= Py der Faktor cos-- verschwindet, so nimmt die

k

Konstante 4 die unbestimmte Form g— an. Mit Einfiihrung des kri-

1 r
tischen Wertes = - wird nun die Gleichung der elastischen Linie

y:A-sin%. Die Deformationen des Stabes bleiben an jeder

Stelle x ebenso unbestimmt wie A4 selbst. Der Stab knickt nach
einer Sinuslinie aus, deren Pfeil f fiir x = L der unbestimmten Kon-
stanten A gleich ist.

2. Fall. (Abb. 5.) Beide Enden seien frei drehbar und in
der Achse gefiihrt. Die Randbedingungen sind

y=0 fir z=0 B=0
woraus

y=0 fir x=1L A-sin%:O

folgt.

Abgesehen von dem trivialen Falle 4=0, der wieder die natiir-
liche Gleichgewichtslage liefern wiirde, befriedigt auch der aus der
Gleichung
. L L : 1 P an
sin — = 0 oder o e flieBende Wert = Var=1
tiir ganzzahlige n die Randbedingung. Der kleinste Wert von =,
welcher eine von Null verschiedene Kraft P bedingt, ist n =1 und
liefert die Knickkraft
at-EJ
P:PE: ‘.ﬁ".
Die Konstante 4 bleibt wieder unbestimmt, und die Gleichung der
elastischen Linie lautet y:A-sinJ—ILE; diese ist also wiederum eine

Sinuslinie von unbestimmt grofem Pfeil f=—A.

Betrachtet man die durch Spiegelung bei 1 vervollstindigte
Abb. 4, welche eine halbe Sinuswelle von der Lénge 2! darstellt,
und vergleicht damit Abb. 5, in der die halbe Wellenlinge durch
bezeichnet ist, so erkennt man leicht, daB sich Fall 2 auf Fall 1
durch die Einfiihrung der halben Wellenldnge ! hitte zuriickfiihren
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lassen. Man bezeichnet die halbe Wellenlinge ! auch als ,freie
Knicklinge“ des Stabes.

3. Fall. (Abb.6.) Ein Stab-
ende (0) sei frei drehbar in Rich-
tung der Achse gefiihrt, das

- andere Ende (1) tangententreu
befestigt.

\ Dieser Fall erfordert eine be-
\ sondere Untersuchung. Die geome-
\ trische Beschrinkung des Endpunk-
Xa o\ tes 0, auf der X-Achse zu verbleiben,
F |~ verlangt die Einfuhrung einer quer
1IN zur Stabachse in diesem Punkte
! wirkenden Kraft . Hiernach wird
i das Biegungsmoment an der Stelle

~ig und die Differentialgleichung der
elastischen Linie schreibt sich

' 2 M P

0 y dz*  EJ  EJ EJ

Das Integral hat nun die Form

Yz

!
S
l

y:A-sin%—{—B-cos%——%-z, WO s

Abb. 5.
bb. 5 und die Randbe-

_r
B EJ’
dingungen liefern:

. 1
wieder -

y==0 fiir =0, wonach B=0,

. L
y=0 , ==L, A-Sln%—%-L:O’
d A L
I A B

ist. Aus den beiden letzten Randbedingungen folgt aber nach Eli-
mination von Q:

[L L . LJ
A- L%—-cos? — sin = 0.

Fiir 4=0 wire auch =0 und man erhielte wieder mit y =20

die Gerade als Gleichgewichtsfigur. Aus %-cos % — 8in % ==0 oder

L_ .. L
ET 8

dagegen . ergibt sich die Knickkraft, wenn man der Wurzel dieser
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transzendenten Gleichung den kleinsten Wert unter den unendlich
vielen, die ihr geniigen, beilegt.

Diese Wurzel ist Ili 24,4934 im BogenmaB, entsprechend einem

14,4934 P
Winkel von 257° 27 13”. Man erhilt so aus k_—_—’L—z EP._I

die Knickkraft zu P= Py =% 20,19064-EJ

72 wofiir man héufig auch

den Naherungswert

2% EJ
P— Pp—"""

findet, der von dem genauen Werte nur um wenig
mehr als 29/, abweicht. Auch hier nehmen im
Knickfalle die Konstante 4 und folglich auch die
Durchbiegungen y und die Querkraft @ den unbe-

stimmten Wert% an. Man erhilt die fiir den

3. Fall mafigebende ,freie Knicklinge® [ durch Auf-
losung der Gleichung: '
27 EJ #*-EJ

P: _— - - e——— ==
Pg 2 2

mit zzi—0,707 L.
Ve

4. Fall (Abb. 7). Beide Stabenden seien
tangententreu eingespannt. Dieser Fall 148t
sich auf Fall 2 zuriickfiihren, wenn man beachtet,
dafl der mittlere Teil des Stabes genau der im
Falle 2 sich ausbildenden halben Welle entspricht.

Abb. 7. Man erhélt daher fiir die Knickgrenze den Ausdruck.
4n* EJ
P= PE: - "7}, —

~

und als Gleichung der elastischen Linie y:A-Ll — €08 QLLxJ’ wo-

bei 4 dem halben Pfeil ]; gleich ist und wiederum unbestimmt
bleibt.

Fiir die Knickspannung akzl—;? findet sich nach Einfiilhrung des

Tragheitsradius z:‘/—% des Stabquerschnittes mit der Abkiirzung
A=1:1¢
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2 2 2, 11 2 2.9
im Falle 1: o¢,= 7 'E,:—l :f,_:{{ﬁz,:z;;ﬁ’
417 2 i?

) PR R n* E-* a*E
” n 21 0 =~ 7 == T == T
’ _ 297> E-v* a* E-i* o E
3 9 3: 0y, == JTA*”* = "'*72 - = 12* )

) 47% E-i* a*E-i? A E
” 7 4: O'k:_—_‘L,z—:"”*l;_,'*—:—Zu, T .

Das Verhiltnis 1=1:7 der freien Knicklinge ! zum Tréigheits-
radius ¢ nennen wir den ,Schlankheitsgrad“ des Stabes oder auch
kurz seine ,Schlankheit“.

Nach den berechneten Werten der Knickspannung héngt diese
in jedem Falle nur von dem Elastizititsmodul und von der Schlank-
heit ab.

Da nun unsere bisherigen Entwicklungen auf Grund ihrer Her-
leitung wesentlich der Beschrinkung unterworfen sind, dafl die Span-
nungen im Stabe unter ¢, bleiben, so geben die Formeln fir die
Knickspannung das Mittel an die Hand, das Anwendungsgebiet der
Eulerschen Theorie abzugrenzen, indem man Sorge dafiir triagt, dafl
0, <0, bleibe.
7K
el
grad, fiir den die Anwendung unserer Formeln noch berechtigt ist,

zu /1275‘/51.
%

Fiir verschiedene Materialien sind hiernach in Tabelle 3 die
Schlankheitsgrenzen der untersuchten 4 Fille zusammengestellt.

< ¢ ergibt sich somit der geringste Schlankheits-

Aus o,= »

Tabelle 3.
Mindestens erforderliches Verhiltnis L : 4
. E oy
Material Falll | Fall2 | Fall 3 | Fall 4
(tlem?) | (tjom?) | 1=2L | I=L [I=0,707L|1=05L
SchweiBeisen .| 2000 1,5 515 | 115 | 163 230
FluBeisen . . .| 2150 2,0 51,5, 103 146 206
FluBstahl . . .| 2200 2,5 465 | 93 132 186
Federstahl . .| 2200 6,0 300 | 60 8 | 120

Je nach den Werten von E und o,, welche man der Rechnung
zugrunde legt, erhdlt man etwas andere Grenzwerte —IL/— als die be-
rechneten. L. v. Tetmajer gibt fiir den praktisch wichtigsten Fall 2
auf Grund seiner Versuche die Grenzen fiir die Schlankheit wie folgt an:

fiir Schweilleisen . . . 4 etwa—112
» Flufleisen, . . . . lp » —105.
Mayer, Knickfestigkeit. 2
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Die experimentelle Ermittelung der Schlankheitsgrenze befindet
sich demnach mit der theoretischen Bestimmung bis zu einem ge-
wissen Grade im Einklang.

Fiir Baustoffe von nur unvollkommen elastischem Charakter
(GuBeisen, Beton usw.) haben die entwickelten Formeln nur die Be-
deutung einer rohen Niherung; von einer Schlankheitsgrenze kann
daher hier um so weniger die Rede sein, eine je weniger ausgepriigte
Proportionalititsgrenze der Stoff besitzt. Wir kommen auf das Ver-
halten solcher Stoffe in § 19 noch zuriick.

Zahlenbeispiel: Welche Belastung reicht in den untersuchten 4 Fillen

hin, um eine fluBeiserne Sdule NP. [ ]20 an die Knickgrenze zu bringen?
E = 2150 t/em?; J i, = 148 cm4; F=32,2 em?; L — 350 cm.

vy g . _ a%.2150-148
Man erhilt fir Fall 1: P= P,= 350 T 6,4¢t,
” n 2: P= PE:I*%g%lég:—ZiGt,
2n2. .
s » 3 P=Pp—" 3315%2 8512,
472-2150-148
” » 4: P= PE: - 56277” == 102,4 t.

Aus Tabelle 3 ersieht man indessen, daB die Eulerformel bei dem vor-
liegenden Schlankheitsgrad (A = 163) nur fiir die Félle 1 bis 3 anwendbar bicibt,

wihrend im Falle 4 (f =206> die beim Knicken sich ergebende Spannung

groBer als o, wiirde. Man erhilt als Knickspannung
fir Fall 1: o= 6,4:32,2=0,199 t/cm?,
o on 2 0 ==256:822=0796 » |
» » 3 6;;:‘51,2:32,2=1,592 ",
wiahrend im Falle 4 die Proportionalititsgrenze bereits iiberschritten wird, ehe

>

der Stab bei der rechnerischen Knickspannung o = 102,4:32,2 = 3,184 t/cm?®
angelangt.

Wenn die zuvor unterschiedenen 4 Knickfélle gewohnlich als
,Bulersche Knickfille® bezeichnet werden, so ist dies strenge ge-
nommen nicht ganz zutreffend. Euler behandelte nur das hier als
Fall 2 angezogene Problem. Die Untersuchung der iibrigen ver-
dankt man Lagrange?!), der die Eulersche Theorie fortfiihrte, die
Gleichung der elastischen Linie aus der strengeren Differential-

1
gleichung P =+ % durch Reihenentwicklungen herleitete und auch

das Problem des kleinsten Materialaufwandes fiir Siulen aufstellte
und zu loésen suchte.

§ 4. Strengere Berechnung der elastischen Linie.

Die bei der Berechnung der elastischen Linie gemachte An-
nahme, dafi das Bogendifferential ds mit dem Abszissendifferential dx

1) Lagrange, Sur la figure des colonnes, Miscellanea Taurinensia,
Tomus V (1770—1778).
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bei Aufstellung der Differentialgleichung verwechselt werden diirfe,
ist, wie die Erfahrung lehrt, fiir technische Rechnungen im allgemeinen
zulissig. Das Ergebnis der Rechnung, wonach die elastische Linie
nach ihrer Form, nicht aber auch hinsichtlich der Gré8e der entstehen-
den Ausbiegungen sich ermitteln lie8, ist indessen befremdlich genug,
denn jedé Sinuslinie geniigt hiernach, wie wir

sehen, dem Problem des knickenden Stabes. p
Dies steht nicht nur mit der Erfahrung im
Widerspruch, sondern es entgpricht auch nicht
den Erwartungen, die wir analog allen sonsti-
gen Ergebnissen der Elastizitdtslehre .an einen
knickenden Stab zu stellen berechtigt sind. Es
wird daher das Bediirfnis rege, eine Verfeine-
rung der Theorie in dem Sinne anzustreben, daB
jeder Belastung P > Pgp ein bestimmter Pfeil
der elastischen Linie entspricht, solange iiber-
haupt die Voraussetzungen der Berechnung
noch zutreffen. Schon bald nach Euler wurde
der Weg hierzu angebahnt, indem man die nur
fiir sehr kleine Ausbiegungen zulidssige Gleich-
setzung von ds und dzx verlieB. Neben La-
grange, dessen wir bereits gedachten, haben
Heim, Lamarle, Grashof, Schneider und
Miiller-Breslau dieser Aufgabe sich gewid-
met!). Wir folgen hier dem Rechnungsgange
Schneiders und vernachldssigen dabei — wie
dies alle die angefiihrten Untersuchungen tun —
die durch die Normalkraft sowie durch den Schub bedingten Form-
dnderungen des Stabes gegeniiber den von den Biegungsmomenten
abhingigen Deformationen. Dafl diese Vernachldssigung im allge-
meinen statthaft ist, wird in § 7 noch dargelegt werden.

Wird (Abb. 8) die von der Einspannstelle B an gemessene Bogen-
lange s der elastischen Linie als unabhingig Verinderliche, der Ab-
stand y eines Stabelementes von der Kraftrichtung P A als abhingig
Verinderliche betrachtet, so stellt y— f(s) die zu bestimmende
elastische Linie dar. Aus der Figur liest man die Differential-
beziehung

GL 1) ‘ji{ — —sinp

leicht ab.

) P. G.v. Heim, Uber Gleichgewicht und Bewegung gespannter, elastischer,
fester Korper. Stuttgart und Tiibingen 1838. — E. Lamarle, Mémoire sur la
flexion du bois, Annales des Travaux publics de Belgique, IV, S. 1—36.
Briissel 1846. — F. Grashof, Elastizitdt und Festigkeit, 2. Aufl., 8, 164ff. —
A. Schneider, Zur Theorie der Knickfestigkeit, Zeitschr. d. 6sterr. Ing.- und
Arch.-Vereins 1901, S. 633 u. 649. — H. Miiller-Breslau, Die neueren Methoden
der Festigkeitslehre, 4. Aufl.,, S. 3601f., Leipzig 1913.

2*
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Auf Grund der Bernoullischen Hypothese ist aber

ap_ 1 Py 'y 1 P
Gl 2) —d—s__Q _EJ—k27 wo ki_‘/E‘j.
Aus Gl 1) und Gl 2) erhilt man durch Division:

y-d .
?g:—slnﬂ'dﬂ,
woraus sofort das Integral folgt
¥ _ .
Gl. 3) éke—cosﬂ—}—(jl.

Zur Ermittlung der Integrationskonstanten fithrt die Randbe-

dingung f=0 fiir y=f, wonach aus — 1 —+ C, die Konstante

2k
01:-2 f;— 1 folgt. Hiernach wird aus Gleichung 3):

f*—y°
Gl. 4) ({0 ]3] ﬂ = 1 - *Tzvk'e .

Vermdge der Beziehung sin® = 1-—cos? # 1ifit sich nun aus 1)
und 4) die Differentialgleichung der elastischen Linie herleiten:

N I e
Gl. 5) —E—&nﬂ—ﬁ\/l—«cos f= A 1——~4—k—2—-.
Man erhélt somit s=f(y) durch die Quadratur
Gl. 6) — 5= bdy g,
f? o y..

22, — _

mit C, als der Integrationskonstanten.

Wenn nun f%-—y? < 4k% ist — und solange diese Ungleichung
besteht, ist der Integrand reell —, so 148t sich der Ausdruck

aus dem binomischen Lehrsatz flieBenden Beziehung

1 —1 1 1-3 1-3-5
e == (1 — 2:1 Rl — . &2 .48 ...' i .
i) Tyt f gyt it
Man erhélt hiernach aus Gl. 6):

sk [y LY L‘?{.(f?—_?/?f
GL7) —s=k-J(* =) [1 5 4k 2.4\ 4k

1-3.5 fg——y2>3 .. j|
+2.4._6.<Tlﬁ_ ~+...ininf. |- dy+C,
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oder
a1 70) 2 — fi— gy
1 1 o otk
Ty S *?/“)+ -dy
1-3 1\? 3
_l_é-*i'(lk) J(rP—y?) -y

1-3.5 1 3 3 s o
+ﬁg'<4,g> - f(f* =9 dy ... ininf. + ;.

Alle in dieser Reihenentwicklung vorkommenden Integrale sind nun
2n+41

von dem Typus I:f(f" —y%) 2 -dy, fir welchen sich unter der

hier immer zutreffenden Voraussetzung y < f eine Rekursionsformel

wie folgt finden laGt:
=% (1 —sin*¢)

Y
Setze = =
f

=f%.cos? ¢, so geht das Integral I iiber in

4o [SincosZn L 2u +l.fcos2nt.dtJ
L 2nif-2 2n-42

Ersetzt man wieder ¢ durch y, so folgt nach kurzer Rechnung die

Rekursionsformel:

T==p2n+2. f0082n+2 tedt=—f2n+

°2n -1 . K)En-{—l
aLg)  Jr— T =)
C 21 . aEn—1
'fgnjr:g‘ 2 Jirr—y) T ay,
welche fiir alle ganzzahligen Werte n > 0 gilt, und alle Integrale

unserer Entwicklung auf das Integral f (f‘z———y'-’)ué -dy—are sin Y

zuriickfilhrt. Man erhélt nach Ausfilhrung der Rechnung schliefilich:

Gl 9) — - —arcsin i
L ey e sin U
+;i" Zl%cé Q'H (f-‘y2>g+2 Rl (r—v
N
o) e S e

3:5 2 wb, 1:3:5 . yJ
+~2_.4.6f y(f*—y°) ggp [ amesin
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Fiir s=0 ist y =, und man gelangt, da hierfiir in Gl. 9) arc sin %

= arc sin 1:% wird, alle Glieder aber, welche (f* —y?) enthalten,

verschwinden, zu

Gl. 10) 0:,’5,[1+<é—)2- <’2f}g>2‘+ (;“i) <2fk>4

1-3-5 f)“ e
+ ;4—6" <2]’C’ —‘}— ... 1n ]nf.»‘ + Cg-

Fiir s=0L ist y=0, daher erhdlt man hierfir aus Gl 9) die Kon-

stante C, zu Gl 11) C,— —
folgt:

aiz)  a=5 [ () () ()

+ (i;g) .(4’;)6—}—... in inf] .

Durch diese Gleichung ist nun, wenn . und L gegeben sind, der
Pfeil f der Knicklinie bestimmt. Die Auflésung nach f liefert mit

;, wonach dann aus Gl 10) und 11)

der Abkiirzung —L— _~2L ‘/EJ 1=n1
9 31 185
2__ 2, L N P
Gl 13) f 16 k {r L7 + T 33 "

507
+6(31 r‘:‘—l“...ininf.}.

DaB durch Gl 13) die Auflosung nach f geleistet wird, kann
man leicht dadurch zeigen, dal die Losung Gl 12) identisch be-
friedigt.

Durch Ausfilhrung der Probe iiberzeugt man sich ganz ebenso
davon, daB die Auflésung von Gl 12) nach P den Ausdruck

o -t [
+“§Z<Z—£>6—}— ...in inf.J

liefert. Durch die Gleichungen 9), 13) und 14) ist nun das Problem
erschopft. Gl. 13) ergibt den zu einer Last P> Py gehorigen Pfeil f
eindeutig. Gestattet auch die Gleichung 9) nicht die Berechnung der
Ordinaten y als Funktion s, so ermoglicht sie doch, umgekehrt jedem
Werte y < f eine bestimmte Bogenldnge s eindeutig zuzuordnen.
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Aus Gl 14) folgt fir f==0 wieder der Eulersche Wert der
Knickkraft.

Sind beide Stabenden in Spitzen gelagert, so bildet sich bei
einem doppelt so langen Stab dieselbe Knicklinie aus wie in dem
hier behandelten Falle. Die obigen Gleichungen gelten daher auch

dann, wenn man nur L durch é und sinngemiB 7 durch (—%—1)
7

ersetzt.

Als Beispiel moge ein Rundeisenstab von 1 em Durchmesser
und 200 cm Linge behandelt werden, dessen eines Ende fest ein-
gespannt ist.

Die Knicklast fiir ihn ist nach Euler bei K= 2000 t/cm?
a*EJ  x%-2000000-0,0491

Pp=— = T 8.05

E i 1.200° 6,056 kg,

. s 6,056 -4 o .
die zugehorige Knickspannung o, — --——="7,72 kgfem?.  Sowie
JT

nach Uberschreitung der Knickgrenze eine Ausbiegung eintritt, be-
ginnt ein rasches Anwachsen der Spannungen infolge der Biegungs-
momente. Tabelle 4 gibt die Ausbiegungen f, die Druckspannungen
und die Biegungspannungen, sowie die groften resultierenden Rand-
spannungen fiir Lasten, welche die Knickgrenze iiberschreiten.

Tabelle 4.
Belastung (kg) |Ausbiegung (cm) Spannungen (kgf/em?)

P f p=P:F | Oy=Pf-W | P:F+Pf:W
6,056 -— Pp, 0,0 7,12 ‘ 0 7,72
6,100 30,50 7,77 1895 1903
6,150 44,08 7,83 2768 ‘ 2776
6,200 54,00 7,39 3350 ; 3358

Wie die letzte Spalte zeigt, erreicht die Randspannung schon
bei 6,1 kg Belastung einen der Proportionalititsgrenze benachbarten
Wert. Dementsprechend verliert die Rechnung ihre Zuldssigkeit fiir
die hoheren Belastungen.

Wo die hier entwickelten Formeln von praktischer Bedeutung
werden, wird man gich wohl ausnahmslos mit den unter Vernach-
lissigung der Glieder hoherer Ordnung aus Gl. 13) und 14) hervor-
gehenden Néherungen begniigen diirfen

Gl 13a) f‘=4k-‘/;‘%§—l mit /c:‘/%f

fir den Pfeil f und
_a*EJ | 1 nf)“'}
Gl 14a) P=—= I b + 5 (E

fir die Kraft P> Pp, welche die Aushiegung mit dem Pfeile f zur
Folge hat.
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§ 5. EinfluB kleiner Abweichungen des Stabes von
der geraden Form.

Wir gehen nunmehr dazu iiber, den Einflul zu bestimmen, den
kleine Abweichungen der Stabachse von der in praxi nicht voll-
kommen zu erzielenden Form der geraden Linie ausiiben. Dabei
setzen wir ausdriicklich voraus, dafl die Abweichungen
im Vergleich zur Stablinge klein seien, und nehmen
fiir diesen Fall an, die Stabachse habe von Haus aus
die Gestalt einer Sinuslinie (Abb. 9) von kleiner Pfeil-
héhe f,. Man konnte iibrigens, ohne dal die Rech-
nung ein anderes Ergebnis zeitigte, auch eine andere
Kurve von geringer Stichhéhe zugrunde legen (Kreis-
bogen oder Parabel).

Die Gleichung der undeformierten Achse lautet
dann mit den aus der Abbildung ersichtlichen Be-

ve

zeichnungen
. [(nx
Gl. 1) yO = fo - 81n (:)_TL>
und die Diff.-Gl. der elastischen Linie schreibt sich
d? P
. niherungsweise d—;{, =—z7 (yo +-y) oder mit der
Abkiirzung ;}: %,2 gemifl G1.1)
d?y—__ 17 < . J’Ki | )
Gl 2) PR = f,- 8in 2 TY):
Das Integral hierzu ist, wie man sich leicht iiberzeugt,
Gl 3) y = A-gin %—{—B-cos%—;&c‘;k)g-singz.
2L
Die Randbedingungen liefern die Gleichungen
y=0 fir =0 oder B=0,
dy A L f,
‘d*;c:O w x=L k-cosk——zwzm
2L
woraus 4 = Aﬁ)k—?- _k I und die Gleichung der elastischen
=5 e
Linie
in”
S ——
fo k . X
L. L I il
Gl 4) y 1 (nk>“’ k L sin 5
2L/ - k folgt.
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Insbesondere ist bei Punkt 4 fir =1L

R B
Gl 5) ?/max—f fo—"1 <£Zc>‘3 ktg—]g—l .
2L
Aus den Gleichungen 4) und 5) erhellt nun, daB bei von Null ver-
schiedenen Werten f,, d. h. also, wenn der Stab urspriinglich schon
gekriimmt . war, bei jeder noch so kleinen Last immer eine Biegung

entsteht. Wird aber%:%, so wird cos%:O, tg b= ® und

k 2
1——(1—) =0, wonach aus diesen Gleichungen folgt, daB y und
Ymaz Uber jedes MaB wachsen.

Der Stab knickt demnach fiir—f :g, was wieder zu der fiir

den geraden Stab ermittelten Eulerschen Knickbedingung P= Pg

:%Ifg zuriickfiithrt. Die Knickgrenze eines Stabes wird sonach
durch Verkriimmungen, welche dem spannungslosen Stabe eigen sind,
nicht beeinfluflt, solange diese Verkriimmungen klein sind; Bogen-
trager von betrichtlicher Pfeilh6he verhalten sich etwas anders, wor-

auf wir in § 29 noch zuriickkommen,

Dieses Resultat darf aber nicht zu der Annahme verleiten, daB
nun auch praktisch auf die Genauigkeit, mit der ein Stab hinsicht-
lich seiner Achsform gerade hergestellt wird, nichts ankomme. Eben
weil fiir kleine Abweichungen von der Geraden immer Biegung im
Stabe auftritt, liegt die Gefahr vor, dafl lange vor Erreichung der
Knickgrenze unzuldssig hohe Spannungen auftreten (vgl. die Aus-
filhrungen iiber Nebenspannungen in § 49).

Fast alle Experimentatoren (Hodgkinson, Bauschinger,
Foppl, Tetmajer, v. Kdrmén) haben bei ihren Versuchen Durch-
biegungen der Stdbe schon unterhalb der Knickgrenze beobachtet,
die gelegentlich mit steigender Last auch ihr Vorzeichen wechseln,
immer aber einen unregelmifligen Charakter zeigen. Bedenkt man,
daB im alligemeinen die Abweichungen eines Stabes von der geraden
Form schon unregelmifiig sind, und dal gleichzeitig die Last fast
stets an einem kleinen Exzentrizitdtshebel wirkt, der noch dazu
wihrend des Versuches sich &ndern kann, so sind die angezogenen Be-
obachtungen auch theoretisch erklérlich.

§ 6. EinfluB von Querbelastungen des Stabes.

Nicht selten wirken quer zur Achse eines vorwiegend auf Druck
beanspruchten Stabes Krifte wie z. B. Wind, Schneelasten oder das
Eigengewicht. Zur Bestimmung ihres Einflusses untersuchen wir
(Abb. 10) den nebenstehend dargestellten Belastungsfall, der leicht
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auch noch erweitert werden kann. Wir be-
schrinken uns dabei auf die Wirkung einer
gleichférmigen Last p sowie der Einzelkrifte @,
@,, @, und nehmen auBerdem noch an, daB der
Stab hinsichtlich seiner Belastung symmetrlsch
gei, wodurch wir die Rechnung auf eine Stab-
hilfte beschrinken konnen. Die daraus folgen-
den Ergebnisse besitzen aber, wie gleich hervor-
gehoben werden mdége, allgemeine Geltung.

Fiir den gezeichneten Belastungsfall ist das
Biegungsmoment an der Stelle z

>

- p-a?
im Felde 0—1: Mm:'—P'y—*é*”‘l‘Qo'

p-at
w »w 1—2: M =—P.y— 5
T s —0re
3/ M, i
Die Dlﬁerentlalglelchung =57 der ela

p 1P
tischen Linie liefert dah it —=—di
Abb. 10. stischen Linie liefert daher mit —;= - die
Integrale:
Feld 0—1: y=4- s1nf—}—B cos?—I—%’ _%3<x2_2_f)_‘7>

s 1—2: y=C-sin-— —}—D os——{—Q°+Q1x %a_z%)<x2_3§“

Man findet hieraus durch Differentiieren:

dy A x B Q »p=

Feld 0—1: P s — g sin — A —]—7) “p
dy C =z D Q +Q bz
o 1 gp eony —pesing A R,

Mit den gewonnenen Gleichungen lassen sich sodann die Inte-
grationskonstanten 4, B, C und D aus den Randbedingungen der
Felder berechnen, welche lauten:

Y=Y, |
Feld 0—1: y=0 fir s =0 und Jdy | fir x=a,
N
?/—?/ ’
Feld 0—2: Jdy  ° \fir s=a und % __¢ fir Y
dx ya dx 2



§ 6. EinfluB von Querbelastungen des Stabes.

Lo
-1

Die Bestimmungsgleichungen sind somit:

B4 P50,

A-sin%+B-cos%=C-sin Z—+D~cos%,
A-cos%—B-sin%=C'cos%—D~sin%.
R L s i
k 2k k 2k P

Zur Berechnung der maximalen Durchbiegung f fir x = g -ge-

niigt die Kenntnis der GréBlen C und D, welche sich aus den vor-
stehenden Gleichungen zu

__PEJ Qe
D= P —|—P Icsmk,
p-L
oo _PEI L G, e L @TOT
7 pr Ber T p ATy P vos -
2k

ergeben. Mit diesen Konstanten folgt aus der Gleichung der elasti-

schen Linie fir das Feld 1—2 fiir x:% der Pfeil f:

. a p-L
1o Pt
lpEry vy e e BTOTH
r=1"p L)TRY T LY
2k ok
1%+ L @  pL
TP PP 8P

Solange die Querbelastungen p und @ des Stabes endlich sind,

. L
erhilt man hiernach endliche Biegungspfeile, wofern nicht 2z

k 2
wird, unter n eine ganze Zahl verstanden. Fiir diesen kritischen
Wert jedoch werden die in der eckigen Klammer eingeschlossenen
Werte unendlich groB. Der Stab knickt aus, und er tut dies, wie

L .
die Bedingung Ve %ergibt, frithestens bei der Eulerschen Knicklast.
Auch die Querbelastung eines Stabes ist demzufolge ohne Ein-
fluB auf seine Knickgrenze.
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Grundsétzlich verschieden von dem hier untersuchten Falle ist
ein fiir die Praxis sehr wichtiges Problem, bei dem die quer zur
Stabachse wirkenden Krafte von den eintretenden Deformationen
des Stabes selbst abhingen. Krafte dieser Art bestimmen die Knick-
grenze in entscheidender Weise, worauf wir bei der Behandlung des
Stabes auf elastisch nachgiebigen Stiitzen, sowie der hdufigsten An-
wendung dieses Problems auf die Knicksicherheit der Druckgurte
offener Briicken noch eingehen werden.

§ 7. Einwirkung der Schubkraft auf die Knick-
grenze.

Von dem EinfluB, den die Schubkraft auf die Héhe der Knick-
grenze ausiibt, haben wir uns noch Rechenschaft zu geben. Wir
setzen zu dem Ende die Durchbiegung des Stabes in der Form an
Gl. 1) Y=yYu+ Yo
wo yy den Anteil von y bedeutet, der ausschlieBlich durch . die

Biegungsmomente entsteht, y, aber den von den Schubkriften er-
zeugten Bestandteil.

Indem wir y, yy und y, als affine Sinuslininien voraussetzen?),
konnen wir schreiben

[yr=0ay,
Gl 2) lyy =(1—a)-y.
. d“’yM - P'y
Nun ist T BT
By dy . d’y . P-y
d — e . I pemmm-ai
oder, da e @ o ist, i N 0,

') Die Berechtigung zu dieser Annahme ergibt sich daraus, daB man die
als ihr abgeleitete Knickgrenze auch. folgendermaBen entwickeln kann: Die

2
Kriimmungséinderung aus dem Momente M und der Querkraft ¢ ist gxz:%
;4@ v dQ &M dy
- CF dz Setzt man M= — Py und demzufolge = a2 = r. qat
e WU [P Py . . P
so wird it _1 — .GfF;H— By 0. Schreibt man abkiirzend Py
EJ-(1— GF

2

ngﬁ -} w*-y =10 die Gleichung der elastischen Linie

, 80 erhilt man aus

y=A-sinwx -+ B-cos wx, aus der wie in § 3 vermdge der Randbedingungen
£.P

die Knickgrenze zu P—= Py, (1 +Sé—1~‘?,:' folgt. Die obige Annahme, welche

dasselbe Ergebnis liefert, ist damit als zulissig nachgewiesen. Die hier ge-
wihlte Darstellung wurde jedoch mit Riicksicht auf die spiter (§ 53) hierauf
zu griindende Berechnung gegliederter Druckstiibe vorgezogen.
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eine Gleichung, die sich von der ohne Einflul der Schubkrifte be-
handelten nur dadurch unterscheidet, daf} lj an die Stelle von P tritt.
«

Es folgt daher hieraus sofort die Knickkraft

2-

wenn [ die freie Knicklinge ist. Unter dem Einflul der Querkraft @
erfolgt eine Verschiebung zwischen zwei um die Léngeneinheit von-
einander entfernten Querschnitten um das MaB
Q¢

1. =,
Gl 4) TTeT
Hierin ist { ein von der Querschnittsform abhéngiger Koeffizient,
der dem Umstande ungleichméifiger Verteilung der Schubspannungen
iiber den Querschnitt Rechnung trigt. KEr berechnet sich aus der
bekannten Beziehuug

F
Al 5) t= g [ar,
0

in welche ¢ entsprechend dem Verteilungsgesetze fiir die Schub-
spannungen als Funktion von d F einzufithren ist. { ist von 1 im
allgemeinen wenig verschicden und nimmt beispielsweise fiir

rechteckige Querschunitte den Wert {~ 1,20,
kreisférmige » ” » C2>~1,11

an. Aus der elastischen Linie y ist aber

_dyg
Gl. 6) y=

die auf die Liéngeneinheit bezogene Verschiebung der Querschnitte,
und es folgt mithin aus GL 4) und 6).

Gl. 7) %zg{é
Da Q:——%:P-Z—% ist, so geht Gl 7) in
s -y
iiber, aus der wegen Gl 2).
o)  (—g =Ll g oy T

folgt. Hieraus erhdlt man die Knickgrenze aus Gl 3) und 9) durch
Elimination von a:
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HE
G FJ

Die Riicksichtnahme auf die Schubdeformationen erniedrigt dem-
nach die Knickgrenze unter den KEulerschen Wert. Fir G—= oo,
d. h. bei unbegrenzt schubfestem Material, wird Gl. 10) mit der Euler-
schen Bedingung wieder identisch.

7 EJ( nﬂj |:

GlL10) P= E +-G 7R

Fihrt man in Gleichung 10) %—:iz und fir FluBeisen

B
G

GL 11) P=Pg: [1 -+ 30,8 (%ﬂ

Fiir den Grenzfall %% 103 (FluBeisen), bei dem die Knick-

22,6, sowie fiir rechteckige Querschnitte {—=1,2 ein, so folgt

spannung etwa die Proportionalititsgrenze erreicht, verhélt sich die
aus Gl 11) berechnete Knickgrenze zur Eulerschen wie 44100 :44131.
Der Unterschied ist also praktisch immer ohne Bedeutung.

In welchem MaBe sich nach Uberschreitung der Proportionalitéits-
grenze der Gleitmodul G #ndert, ist nicht bekannt. Nimmt man
an, dall sein Verhdltnis zum Elastizitdtsmodul auch jenseits dieser
Grenze seinen Wert beibehilt, so kann Gleichung 10) bzw. Gl. 11) all-
a*-EJ

gemein angewandt werden, wobei nur der im ersten Gliede Pr —

o

stehende Modul E jenseits der Proportionalititsgrenze durch den ver-
minderten Modul T nach Maligabe der Ausfiihrungen des § 18 zu
ersetzen wére.

Ubrigens ist auch bei gedrungenen Stiben unter der Voraus-
setzung eines konstanten Verhiltnisses E:G der Einflul der Schub-
kraft gering. Fiir die Schlankheit /:¢=30 und rechteckige Quer-
schnittsform verhdlt sich die ohne Beriicksichtigung der Schubkraft
ermittelte Knickgrenze zum genauen Werte wie 1,034 zu 1,0, so daf3
man wohl allgemein folgern darf, daBl dieser Einflul vernachlissigt
werden kann.

Dies gilt jedoch nur fiir vollwandige Stibe. Bei sogenannten
Gliederstiben, bei denen zur Aufnahme der Querkraft ein besonderer
Verband dient, ist eine Vernachlidssigung ibrer Wirkung auf die Er-
niedrigung der Knickgrenze nicht mehr angingig (vgl. hierzu § 53).

§ 8. Knicken eines Stabes durch sein Eigengewicht.

Der bei O (Abb. 11) eingespannte Stab stehe ausschlieBlich unter
Wirkung seiner Eigenlast; er sei von prismatischer Form und habe
1) Die Ableitung dieser Beziehung gab erstmals F. EngefBer, Zentralblatt

der Bauverwaltung, 1891; auf anderem Wege entwickelt sie F. NuBbaum, Die
genaue Sdulenknicklast, Zeitschr. f. Math. u. Physik 1907, S. 134ff.
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eine Linge, welche eben hinreicht, um ihn aus der bei einer kiirzeren
Linge noch moglichen geraden Form ausweichen zu lassen. Fiir den
deformierten Zustand besteht dann im Schnitte x die bekannte Be-
ziehung zwischen dem Biegungsmoment M und der
Querkraft @:

Gl. 1) - ?l; 3

fir welche man wegen der angendhert giiltigen Be-
2

ziehung M = EJ g—xy? auch schreiben kann

3
Gl. 2) Q——ns*Y

dx®’

Betrachtet man das Stabstiick zwischen z und L,
so ist die Querkraft im Schnitte x durch

Abb. 11.
al. 3) Q=yr(L—2)2Y
gegeben, wenn y das Gewicht der Lingeneinheit des Stabes ist.

Aus Gl. 2) und Gl. 3) ergibt sich sonach die Differentialgleichung
der elastischen Linie

d®y dy

Die Integration dieser Gleichung gelingt durch die Substitutionen

2 y 5
?VEJ'(L_”‘) =<

1

ay o =t
g;'(L x) =1,

Gl 5)

welche sie in eine Besselsche Differentialgleichung von der Form

a’n , 1 dy | [ 1
G.9) de T Tee

iiberfithren. Das zugehorige Integral ist

1
Pl

Hierin ist
En
J (&) — ——

und A4, B sind die Integrationskonstanten.

-fcos[&-cosqp]-sinz"q?-dtp
b
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Als Randbedingungen sind einzufiihren:

2
a) Z—wO fir x =1L, da am freien Stabende das Moment ver-
x?
schwindet, und
b) %’—:O fir «=0 wegen der Einspannung.
x

Die Bedingung a) verlangt das Verschwinden von 4; zur Be-
friedigung der Bedingung b) dagegen muB, falls iiberhaupt eine
Deformation eintreten soll, fir =0 die Funktion J_ L (&) ver-

schwinden.

Nun ist aber fir x=0 nach Gl 5) & ‘/Ez’ 7 L? wonach

2 Y 73
auch J_% {437 ‘/EJ L 1—-0 oder

n

r . 1 1 IBn.yn
Gl. 8) 1“2U_1 )'3-6-9...(3%).2-5-8---(371—'1). (EJ};”J:O'

1

Diese Gleichung stellt die Knickbedingung dar und liefert als kleinste
kritische Linge fiir n=1 der Wurzel von

L3.y
Gl. 9) g = 1826
entsprechend
3 e
E
GL 10) Lg‘/ 7’826},_;7_

als Grenzlinge, bei welcher der Stab unter seinem eigenen Gewicht
knickt.

Fiir das in Gl 10) vorkommende Trigheitsmoment ist natiirlich

immer J,,; zu setzen.

Einige Beispiele mogen diesen Knickfall erliutern; sie zeigen
deutlich, daB das Knicken unter Eigengewicht praktisch keine Rolle
spielt.

Beispiel 1: Winkeleisen NP. 100/12. I—862 cm?; »y =10,000177 t/cm
7826 2150- 862
0,000177

Beispiel 2: Eichenholzstab von 2 cm Durchmesser. E =100 t/em? und
einem spezifischen Gewicht = 1.

E = 2150 t/om®. Die kritische Linge ist L >\ 2~ 2020 cm.

Hier wird mit y =x-107% t/cm und I,,,=% cm? die kritische Linge

3/7,826-100-
L=\~ 5 — 583 em.
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A. G. Greenhill?), von dem die vorstehende Untersuchung her-
rithrt, gibt a. a. O. die Theorie auch fiir den Fall, daB auBer dem
Eigengewicht noch eine dem Stabgewichte gleiche Endlast angreift,
sowie Losungen fiir Stibe von konischer oder paraboloidischer Form
und berechnet im Anschlul daran die Grenzhohe einiger exotischer
Pflanzen, deren Schifte einer dhnlichen Beanspruchung durch die
Schwerewirkung unterworfen sind.

§ 9. Einige besondere Fille des Knickens.
(Verbeulung.)

Bisher war bei unseren Untersuchungen nur auf die Wirkung
der Axialkraft hinsichtlich des Knickens Bedacht genommen worden
in der Weise, daBl wir stillschweigend vorausgesetzt hatten, der Stab
knicke unter ausschlieBlicher Anderung seiner Achsform aus. Dabei
hatten Querbelastungen, Eigenlast und Schub keinen oder nur einen
unbedeutenden Einflufl geltend gemacht. Es gibt jedoch auch Fille,
wo ein Korper seine Achse beibehdlt und der Knickvorgang sich in
einer Forminderung seiner Wandung abspielt. Solche Forménde-
rungen wollen wir zum Unterschiede von den bisher betrachteten
als , Verbeulungen“ bezeichnen. Mit den eigentlichen Knickerschei-
nungen verbindet sie das gemeinsame Merkmal, dall die urspriing-
liche Form von einer gewissen Belastung an nicht mehr stabil ist
und zugunsten der verbeulten Form verlassen wird. Denkt man
sich z. B. einen Hohlzylinder durch axial gerichtete Kriifte auf seine
beiden Begrenzungsebenen belastet, so kann je nach den Lingen-
verhéltnissen und der Wandstirke entweder ein Knicken eintreten,
welches mit einer Kriimmung der Achse verbunden ist und den
bisher entwickelten Cesetzen gehorcht, oder die Wand kann bei
wesentlich gerader Achse sich wellenformig deformieren. Mit Riick-
sicht auf die nicht allzu grofle praktische Bedeutung der Verbeulungs-
erscheinungen geben wir im folgenden nur die grundlegenden Ge-
setze an und verweisen beziiglich ihrer Ableitung auf die angefiihrten
Quellen?).

1. Die kreiszylindrische Rohre.

Eine Rohre vom Radius » und der Wandstirke d, welche durch
eine gleichformige Belastung p (t/cm?) in ihren Begrenzungsebenen
beansprucht wird, verbeult sich, wenn p den kritischen Wert

1} A, G. Greenhill, Determination of the greatest height consistent with
stability etc. Cambridge Phil. Soc. Proc. (1881), 8. 65. Statt 7,826 in GL 9)
gibt Greenhill den ungenaueren Wert 7,91.

?) S. Timoschenko, Zeitschr. f. Math. u. Phys.,, Bd. 58 (1910), S. 373ff.
P. Bryan, London Math. Soc. Proc.,, Bd. 22 (1891), S.54 und Bd. 25 (1894),
S. 141.

Mayer, Knickfestigkeit. 3
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V3-(1—pu —u?)
erreicht. Hierin ist u das Verhaltnis der Querkontraktion zur Lings-
dehnung (u={% fiir Metalle). Damit der durch Gl 1) bestimmte

Wert, der zugleich die Knickspannung darstellt, kleiner als o, bleibt —
nur unter dieser Bedingung gelten die in diesem Paragraphen an-

d E
Gl. 1) pk = 7

d
gefiihrten Beziehungen — muB der Wert — ziemlich klein sein. Die
r

Grenzbedingung ist hierfiir

Gl 2) — <o,

Der Zylinder knickt aus wie ein Stab nach der Eulerschen Gleichung,
wenn bei der Linge 1

at-B-r?
GL 3) pE:—T—
ist. Aus Gl 2) und Gl 3) folgen sonach durch Vergleich der Span-
nungen p, und p, die Bedingungen

Gl 4) ,7>n V31— u?) <

AN

) fir das Knicken,

N\ﬁ

Gl. 5) ﬂ< n? 1/3 < > »  Ausbeulen.

N|ﬁ

2. Das quadratische Rohr bei gleichformiger, axialer
Belastung.

Unter der zu ungiinstigen Voraussetzung, daBl jede Wandfléche
eines solchen Rohres sich verbeult, ohne daB an den Kanten Ein-
spannung stattfindet, ergibt sich die Bedingung fiir das Verbeulen,
wenn a die Seitenlinge des Querschnittes und wiederum d die Wand-
stirke ist, zu

a*-d? E
GL 6 = . .

) Py a? 3. (1 — Iu‘z)

Das Rohr knickt als Ganzes nach der Eulerschen Bedingung bei der
Léange I, wenn

GL 7) Pp=

Der Vergleich beider Knickspannungen liefert wiederum die Grenz-
bedingungen
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2

Gl. 8) f; >‘/1—2’i§‘ fiir das Knicken,
d 2

Gl 9) w <‘/12M -% »  » Ausbeulen.

3. Ausbheulen von Winkeleisen.

Wenn fiir die gedriickten Rénder (Abb. 12) und fiir die beiden
Schenkelflichen freie Drehbarkeit angenommen wird und die anderen
Rinder frei sind, so ist die kritische Spannung, bei
der ein Verbeulen des Winkels von der Wandstarke d
eintritt,

E a2
Gl. _ - .7
10) ne=U g — ) e
worin
! e
GL 11) U>a®. <7> 44,5,

Der Wert von U nihert sich mit wachsenden Werten
l . . .

— asymptotisch 4,5. Vergleicht man den fiir U=14,5
a

aus Gleichung 10) flieBenden Wert der kritischen
Spannung mit dem Werte, bei dem nach Euler das
Knicken des Winkels eintritt

2 2
Gl. 12) pE:%-E«%,
Abb. 12,

so erhilt man die folgenden Grenzbedingungen
Gl 13) (}‘> ﬂ\/l?ﬁlf—__,u‘) + 2 fiir das Knicken,

a 98 l

TR

Gl 14) 4 < n‘/—li(—Ju—) % 4 5 Ausbeulen.

a 98 l

§ 10. Der gerade Stab unter Wirkung von Druck
und Torsion.
Die gleichzeitige Beanspruchung eines Stabes durch Druck in

seiner Achse und durch Drehmomente an seinen Enden hat Green-
hill?) zum Gegenstand einer Untersuchung gemacht.

) A. G. Greenhill, Proc. Inst. Mech. Engineers 1883.
3*
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Ist M das Drehmoment, so bleibt der Stab nur so lange gerade,
als die Ungleichung besteht

n? P
GlL 1) ML 2E‘J~\/t2 BT
Wird M groBer als dieser Grenzwert, so weicht der Stab aus seiner
natiirlichen Gleichgewichtslage aus, indem er sich schraubenformig
verwindet.

Aus der Gl 1) erkennt man leicht, da8 P unter allen Um-
stinden kleiner sein muf3 als der Eulerwert, der aus ihr fiir M=0
wieder folgt.

LaBt man P verschwinden, so ergibt Gl 1) denjenigen Wert des
Drehmomentes

Gl. 2) ML 2EJ- 7; ,

welcher mit einer geraden Gleichgewichtsfigur des Stabes eben noch
vertrdglich ist. Fiir groBere Momente knickt der Stab auch ohne
axiale Belastung schraubenformig aus.

Auch bei gezogenen Stéiben kann durch Torsion ein Knickzu-
stand herbeigefiihrt werden, der aus Gl. 1) bestimmt werden kann,
indem man die Zugkraft Z an die Stelle von — P einfiihrt. Man er-
hilt dann als Stabilitdtsgrenze

I
Gl. 3) M§2EJ-‘/1 Z

eine Beziehung, welche zeigt, dafl eine Zugkraft den Stab wider-
standsfahiger gegen die durch die Torsion bedingte Knickgefahr
macht.

§ 11. Der Knickvorgang vom Standpunkte der Theorie
des Verzweigungsgleichgewichtes.

Bei der Beanspruchung eines elastischen Gebildes durch &uflere
Krifte stellt sich im allgemeinen ein Gleichgewichtszustand dadurch
her, dal unter der Kraftwirkung jeder materielle Punkt des Systems
eine Verschiebung erfihrt. Nach Beendigung dieses Vorganges be-
steht zwischen den #duBeren Kriften und den inneren Spannungen
am System das Gleichgewicht der Ruhe, wobei das System selbst
eine neue und in der Regel eindeutig bestimmte Form gewonnen hat.

Diese Erscheinung ist bei Gebilden, die auf Druck, Zug, Bie-
gung oder Torsion beansprucht werden, zu bekannt, als daB hierfiir
besondere Beispiele angefithrt werden sollten.

Ganz wesentlich unterscheidet sich hiervon der Knickvorgang
dadurch, dal nur unterhalb einer gewissen Grenze die Gleichgewichts-
form eindeutig ist. Ein gerader Stab  bleibt gerade und verkiirzt
nur entsprechend den in ihm wachgerufenen Druckspannungen seine
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Linge, bis seine Knickgrenze erreicht ist. An dieser Grenze und
oberhalb derselben kann er gerade bleiben, er kann aber auch —
und in praxi tut er das immer — eine nach einer Sinuslinie ge-
kriimmte Form erhalten.

Der Umstand, daB also bei Knickvorgingen die elastische Linie
zwei verschiedene Gestalten je nach der GriB8e der Belastung hat,
ist dem Versténdnis der Tech-
niker fiir das Wesen dieses Vor-
gangesnicht férderlich gewesen?).
Die Kenntnis analoger Erschei-
nungen, deren wir einige nach-
stehend  beschreiben  wollen,
scheint geeignet, den Knick-
erscheinungen ihren fremdarti-
gen Charakter zu nehmen.

Wird ein gewichtsloser, voll-
kommen elastischer Stab von
der Linge L und unverinder-
lichem Querschnitt an seinem
einen Ende eingespannt und am
freien Ende (Abb. 13) durch eine
Kraft P belastet, deren Richtung
zur Stabtangente an der Ein-
spannstelle senkrecht ist, so sind,
wie Kriemler?) nachgewiesen
hat, drei Gleichgewichtslagen Abb. 13,
moglich, deren Existenz nur von
der GréBe von P und von den Stababmessungen abhingt.

2

EJ
Solange 0 <~ P <~ 1,39 321 7B immt der Stab die in Abb. 13
g L2

mit I gekennzeichnete Lage ein, welche landliufig als seine Bie-
gungslinie bekannt ist. Das Gleichgewicht ist dabei stabil und es
gibt eine und nur eine Gleichgewichtsform des Stabes.

Wird aber P 1,39 321 ndI.fJ, so kann der Stab jede der
drei Gleichgewichtslagen I, II, IIT der Abb. 13 annehmen, jedoch
sind fiir diese Werte von P nur die Lagen I und III stabil. In
sie kehrt der Stab nach einer kleinen Gleichgewichtsstérung wieder

1) So bemerkt z. B. auch B. Kirsch, Studien iiber das Problem der Zer-
knickung, Mitteilungen d. K. K. Technologischen Gewerbemuseums, Wien 1904,
Heft 4, S. 298 ff. mit Riicksicht auf die Eulersche Knickbedingung:

»Die Uberginge aus dem stabilen in den labilen Gleichgewichtszustand
kénnen durch Verschiebung von Schwerpunkten, Unterstiitzungspunkten
oder Kriften erzielt werden. Hier soll dieser Ubergang sich vollziehen, in-
dem die Form des Korpers, die Lage der Krifte unverindert bleibt und
nur die Intensitdt einer Kraft sich indert.“

%) C. I Kriemler, Labile und stabile Gleichgewichtsfiguren vollkommen
elastischer, auf Biegung beanspruchter Stibe, Karlsruhe 1902, S. 29,
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von selbst zuriick. Die Lage II dagegen ist labil; stort man den
in dieser Lage befindlichen Stab, so kommt er erst wieder zur Ruhe,
wenn er eine der stabilen Lagen I oder III erreicht hat. Da bei
Belastungen eines Stabes fiir P > 1,39 321.

. BJ
z Lg— seine Einstellung

in die Lagen II oder III nur durch kiinstliche Hilfen erméglicht
werden kann, so kommt diesen Lagen eine praktische Bedeutung
nicht zu. Sie sind gleichsam unnatiirliche Gleichgewichtslagen. Ihre
Existenz ist uns aber von gréBtem Werte, weil damit erwiesen wird,
daB auch im Falle der Biegung mehr als eine Gleichgewichtsform
bei ein und derselben Belastung mdoglich ist.
Die Knickung (Abb. 14) ist dem zuvor betrachteten Vorgang
vollig analog. Nur besteht hier die labile Gleichgewichtslage bereits
von vornherein, wihrend sie im anderen
V lP lp Falle erst dem Stab erteilt werden mufB.
_ Zum Ubergang aus der labilen Lage II

in die stabile Lage I oder III geniigt
an der Knickgrenze jede noch so kleine
Storung.

Abb. 14. Abb. 15.

Ein anderes Problem dieser Art behandelt Prandtl?). Der durch
Krifte in seiner Hauptebene beanspruchte Stab (Abb. 15) biegt sich
in der Ebene der Krifte, solange diese nicht einen bestimmten
Grenzwert erreichen, der von dem Stabquerschnitt, seiner Form, der
Stablinge, sowie dem Material abhangig ist. Nach Uberschreitung
dieser Grenze wird die ebene Biegungslinie als Gleichgewichtsfigur
labil. Der Stab tritt aus der Ebene heraus, und seine Achse nimmt
unter gleichzeitigem Hinzutreten einer Verdrehung die Gestalt einer
Raumkurve als stabile Form an. Diesen Vorgang, der hauptsichlich
bei Stédben erfolgt, deren eine Querschnittsabmessung gegeniiber der
andern klein ist (z. B. wenn man eine Reisschiene in der genannten
Weise auf Biegung beansprucht) bezeichnet Prandtl als ,Kippen“.

Die Theorie ist von Prandtl fiir eine Reihe von bestimmten
Belastungen vollstindig durchgefiihrt worden und ergibt z. B. fiir

1) L.Prandtl, Kipperscheinungen, Diss. Niirnberg 1899. A.G.M.Michell,
Phil. Mag. Ser. 5, vol. 48 (1899).
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den in Abb. 15 dargestellten Belastungsfall die kritische Last zu

4,012 SR
P = ’OL‘ZG.VEJ.GT’

worin ¢ der Gleitmodul und T der Torsionskoeffizient!) ist. Fiir
P <P, tritt nur Biegung in der durch Kraft und Stabachse be-
stimmten Ebene ein. Bei P=P, wird das Gleichgewicht in der
Ebene labil, und oberhalb dieser Grenze geniigt die kleinste Stérung,
um das Kippen zu veranlassen.

Die Ergebnisse der Prandtlschen Theorie sind durch seine
Versuche gut bestitigt worden.

Aber auch auBerhalb des Gebietes der Elastizitétslehre begegnen
wir verwandten Erscheinungen.

So hingt z. B. die Existenz der sogenannten Laminarbewegung
(Stromfadenbewegung) von Fliissigkeiten wesentlich davon ab, mit
welcher Geschwindigkeit die Flissigkeitsteilchen strémen. Unterhalb
der ,kritischen“ Geschwindigkeit ist die Laminarbewegung eine sta-
bile Bewegungsform, bei ihrer Uberschreitung hingegen wird sie labil,
und macht einer anderen, stabilen Bewegung Platz, die nicht wirbel-
frei erfolgt. Durch Versuche hat O. Reynolds?) diese Erscheinung
aufgezeigt; eine theoretische Untersuchung der einschligigen Ver-
hiltnisse verdankt man Lord Rayleigh?).

In sehr weitgehender Allgemeinheit hat endlich Poincaré?)
gezeigt, dall z. B. bei einer Fliissigkeit, deren Teilchen sich nach
dem Newtonschen Gesetz anziehen, und die {ibrigens noch mit kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit rotiert, unendlich viele Gleichgewichts-
figuren moglich sind, welche allerdings nur zum Teil stabil und an
gewisse Grenzen der Winkelgeschwindigkeit gebunden sind. Diese
ykritischen“ Geschwindigkeiten, bei denen eine Gleichgewichtsform
in eine oder mehrere andere Formen (sie sind alle Ellipsoide) iiber-
gehen kann, sind nach Poincaré , Verzweigungspunkte“ des Gleich-
gewichts (points de bifurcation), und es tritt im allgemeinen in
diesen Verzweigungspunkten ein Stabilitdtswechsel auf.

In ihrer Anwendung auf das Knickproblem fithrt nun die
Theorie des Verzweigungsgleichgewichtes zu folgender Auffassung.

Fiir einen gegebenen Stab, der z. B. einerseits fest eingespannt
sein moge, treten unter Wirkung einer axialen Belastung P des
freien Endes im allgemeinen (d. h. wenn auch Knicken in Betracht
gezogen wird), Verkiirzungen A1 der Stabachse und Ausbiegungen f
des freien Endes auf. Sowohl A1 als auch f sind Funktionen der
Belastung P.

1) Siehe E. Brauer, Festigkeitslehre, Leipzig 1905, S. 111.

2} 0. Reynolds, An experimental investigation of the circumstances,
which determine, whether the motion of water shall be direct or sinuous ete.
London, Phil Trans. 1883.

3) Lord Rayleigh, Verschiedene Abhandlungen in London Math. Soc.
Proc., vol. 10 (1878), vol. 11 (1880), vol. 19 (1888), vol. 27 (1896).

%) H. Poincaré, Sur 'équilibre d’une masse fluide animée d’un mouve-
ment de rotation, Acta mathematica, t. 7 (1885), p. 259.
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Die beiden Flichen

Al=TF,(P)

f="F;;(P)
bestimmen hiernach in einem rdumlichen Koordinatensystem der P,
A1l und f durch ihren Schnitt eine Kurve, welche man etwa als die
,Zustandslinie“ des Stabes bezeichnen konnte, da sie jedem Werte P
die Werte A1 und f, durch die der elastische Zustand charakterisiert
wird, zuordnet. Fiir Werte P<_ P, ist nun f=0, wihrend die Ver-
kiirzung A1 der Last proportional ist. Das Gleichgewicht ist stabil.
Der Punkt P= P,, zu dem auch ein entsprechender Wert von 41

gehort, ist der Verzweigungspunkt, der das Gebiet f—O0 der Zu-
standslinie gegen das Gebiet abgrenzt, in welchem theoretisch sowohl
f==0 als auch f= 0 moglich ist. In diesem Bereich entspricht
f=0 der fiir P>> P, labilen, geraden Form des Stabes, f== 0 dem
Knickvorgang, der eine stabile Gleichgewichtslage herbeifiihrt. Dem-
entsprechend gabelt sich die Zustandslinie am Verzweigungspunkte
in einen labilen und einen stabilen Ast.

Die angefiihrten Analogien und der deutliche Zusammenhang
mit der Poincaréschen Theorie des Verzweigungsgleichgewichtes
ergeben sonach, dall den Knickerscheinungen in keiner Weise eine
besondere Stellung innerhalb der Elastizititslehre zukommt. Nur
ohne die hierdurch vermittelte Einsicht 146t es sich verstehen, dafB3
die klaren Untersuchungen Eulers und seiner Nachfolger zum
Gegenstande von Kontroversen gemacht werden konnten, welche sich
bis in die neueste Zeit fortgesponnen haben?).

Das Knickproblem ist seinem Wesen nach ein Stabili-
titsproblem.

1) Vgl. hierzu u. a. I. Kiibler, sowie C. I. Kriemler, Zeitschr. f. Math.
und Physik, Bd. 45—47 (1900—1902), ferner Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing.
Bd. 44 (1900) und Bd. 45 (1901).



Zweiter Abschnitt.

Der gerade, vollwandige Stab bei unver-
anderlicherStabkraft und unverinderlichem
Querschnitt auBerhalb der Proportionali-
tatsgrenze (Versuche iitber Knickfestigkeit
gerader, vollwandiger Stébe.)

§ 12. Die praktische Erfiillbarkeit der Voraus-
setzungen der Eulerschen Theorie.

Um die zur Prifung der Eulerschen Theorie angestellten Ver-
suche kritisch wiirdigen zu konnen, mufl man untersuchen, inwieweit
iiberhaupt die der Theorie zugrundeliegenden Voraussetzungen bei
Versuchen zur Bestimmung der Knicklast erfiilllt werden koénnen.
Hierbei zeigt es sich, daB, abgesehen von den bereits angedeuteten
Stérungen, welche die Inhomogenitit des Materials, -die Abweichungen
der Stabachse von der Geraden, und die Exzentrizitit des Kraft-
angriffs mit sich bringen, noch weitere Einfliisse einen unmittelbaren
Vergleich der Versuche mit der Theorie erschweren. Zu diesen letz-
teren gehoren:

1. der EinfluB der beinahe vollkommen starren Befestigungs-
vorrichtungen an den Stabenden bei Versuchen mit Spitzen-
oder Schneidenlagerung.

2. der EinfluB der durch die Reibung erzeugten Momente an
den Stabenden bei Versuchen mit Spitzen- oder Schneiden-
lagerung,

3. der Einflul unvollkommener Einspannung der Stabenden bei
Versuchen an eingespannten Stidben.

Mit Ausnahme von Hodgkinson bedienten sich alle Experi-
mentatoren bei ihren Versuchen besonderer Befestigungsvorrichtungen
fiir die Stabenden, welche eine moglichst zentrische Belastung der
Stabe sichern sollten; diese trugen an ihren vom Stabe abgewandten
Seiten die Schneiden oder Spitzen, mit welchen sich die Stibe gegen
die Druckplatten der Festigkeitsmaschinen stiitzten. Rechnet man
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nun als freie Lange die Entfernung zwischen den Schneiden oder
Spitzen, so wird damit offenbar dem Umstande nicht Rechnung ge-
tragen, daB die zwischen dem Stabende und der Druckplatte befind-
liche Linge des Befestigungsstiickes seiner grofen Steifigkeit wegen
an der Deformation des Stabes nicht in gleicher Weise teilnehmen
kann wie der Stab selbst. Die einer solchen Versuchsanordnung ent-
sprechende Knicklinge erhéilt man nach Kdrmén') durch Vermin-
derung der Schneidenentfernung " um die KorrekturgroBle 2 4, welche
man durch die folgende Néherungsrechnung findet.

Seien AP und BQ (Abb. 16) die starren Enden des nach der
Kurve APQ B geknickten Stabes, so besteht die Knicklinie aus dem
einer Sinuslinie zugehorigen Stiick P und den anschliefenden,
tangentialen Strecken AP und B@. Wiren die Enden ebenso nach-
giebig wie der Stab selbst, so wire A'PQB’ die Sinuslinie, nach
welcher der Stab ausknickt. Definiert man nun den Winkel ¢ durch
die Gleichung

AP
Y=""1B
so verhdlt sich ndherungsweise
AP:AP=tgwy:p.

Hiernach wird die Korrektur angenéhert

LR s (ARG

T T

Beschrankt man die Reihenentwicklung fiir kleine Werte v auf die
beiden ersten Terme, so folgt

3 2 AP\3
A=p. P T, .<?,> .
! 3n 3 4B AB
. .. . AP . .
Man erhélt fir verschiedene Werte 1B die in Tabelle 5 einge-
tragenen Korrekturen in Prozenten der Schneidenentfernung !'.

) Th. v. Karmén, Untersuchungen iiber Knickfestigkeit, Mitteilungen
iilber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, Heft 81,
Berlin 1910.
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Tabelle 5.

Verhéltnis des starren ' ‘}
Teiles zur Schneiden- A5 = 0,01 | 0,02 | 0,05 { 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25
entfernung ' ‘ !
Korrektur in Prozenten H ‘ \ } i

der Schneidenent- A :H — 0,02 ;0,04 !

030 | 11 26 | 51
fernung I’ :

Wirken bei Knickversuchen die als Schneiden oder Spitzen aus-
gefithrten Enden nicht mit verschwindend kleiner Reibung, so kann
der 2. Eulersche Knickfall, bei welchem die Momente an den Stab-
enden gleich Null sind, nicht strenge verwirklicht werden. Je nach
der GroBle der hierbei auftretenden Reibungsmomente n#hert sich
ein solcher Stab mehr oder minder dem Verhalten eines Stabes mit
teilweise eingespannten Enden. Hieraus ist es zu erkliren, wenn
manche Versuche mit sogenannter ,Schneidenlagerung® eine hohere
Knicklast als die theoretische aufweisen. Denn da die theoretische
Knicklast immer die obere Grenze fiir die Tragfihigkeit eines Stabes
festlegt, so diirften Knickversuche strenge genommen nur Ergebnisse
zeitigen, welche die theoretische Knicklast hochstens erreichen, jeden-
falls aber sie nicht #iberschreiten.

Der entgegengesetzte Fall, dafl bei Knickversuchen sich eine
wesentliche Erniedrigung der Knickgrenze unter ihren theoretischen
Wert ergibt, ist namentlich bei Versuchen mit eingespannten Stab-
enden hiufig. Nur eine tangententreue Einspannung, bei der die
Stabachse ihre Richtung an den Einspannstellen nicht zu &ndern
vermag, erhoht z B. bei schlanken Stiben die Eulersche Knicklast
auf das vierfache des fiir frei drehbare Enden giiltigen Wertes.

Bei ,Fliachenlagerung®, wobei die Stabenden sich stumpf gegen
die Druckplatten der Maschine legen, wird eine teilweise Einspannung
der Enden bewirkt, welche indessen um so geringer angeschlagen
werden muB, je schlanker der Versuchsstab ist.

Ein Urteil iiber den Einspannungsgrad gewinnt man bei Ver-
suchen durch Messung der Drehungen, welche die Stabenden erfahren.
(Vgl. z. B. die in § 22 besprochenen Versuche von Foppl?)).

Erwigt man alle diese zum Teil kaum zu beseitigenden Hinder-
nisse, welche einer exakten, experimentellen Untersuchung sich ent-
gegenstellen, so wird man eine vollkommene Bestéitigung der Theorie
durch die Versuche nicht erwarten. Die Ubereinstimmung der ex-
perimentellen und theoretischen Ergebnisse ist indessen — nicht nur
im Hinblick auf die fiir technische Anwendungen wiinschenswerte
Genauigkeit — befriedigend genug.

So konnte z B. Tetmajer?) aus seinen Knickversuchen auf

1) Mittlg. aus dem Mech.-Tech. Lab. d. Kgl. Techn. Hochschule zu Miin-
chen, Heft 25 (1897).

%) Mittlg. der Materialpriifungsanstalt am schweiz. Polytechnikum Ziirich,
Heft 8 (1896), S. 11.
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die Unzulanglichkeit der Berechnung der deutschen Normalprofile
mit abgeschrigten (mit Anzug gewalzten) Flanschen schlieBen, und
Kérmén') vermochte bei seinen Versuchen die Euler-Theorie mit
einer Genauigkeit von etwa 1,50/0 zu bestatigen.

§ 13. Von Euler bis Hodgkinson.

Dall die von Euier begrindete Theorie der Knickung noch
lange Zeit hindurch von der Technik Wenlg beachtet wurde, mag
seine Ursache darin gehabt haben, daB in jener Zeit noch nicht in
dem Mafle wie heute das Bediirfnis sich regte, die Ingenieurkunst
auf der Grundlage wissenschaftlicher Erkenntnis mit einem hohen
Grade von Zuverldssigkeit auszuiiben, und doch zugleich auf die
sparsame und haushélterische Verwendung des Baustoffes in weitem
Umfange Bedacht zu nehmen, Forderungen, in deren Erfiillung wir
eines der wesentlichen Ziele der wissenschaftlichen Technik erblicken
miissen.

Die rationelle Behandlung von Ingenieuraufgaben, wie sie nament-
lich durch die franzidsische Schule um die Wende des 18. und
19. Jahrhunderts angebahnt wurde, die Schopfung der technischen
Festigkeitslehre durch Navier, Poisson, Clapeyron, das waren
wohl die Zeiten, in denen der Techniker auf die Eulerformeln zuriick-
zugreifen geneigt war. So finden wir denn auch zu Beginn des
19. Jahrhunderts zahlreiche Forscher damit beschiftigt, die Frage
nach der Knicksicherheit gedriickter Stibe zu kliren.

Der Forderung und Erweiterung der Eulerschen Theorie durch
Lagrange gedachten wir schon. Neben ihm sind von besonderer
Bedeutung Duleau, der wohl die ersten gréBeren Versuchsreihen
iiber Knickfestigkeit verdffentlichte, und vor allem Lamarle.

In scinem 1820 erschienenen Buche?) bespricht der Erstere die
Ergebnisse von Versuchen iiber die Tragkraft von Siulen und findet,
dafl die Theorie Eulers durch die Versuche hinreichend bestitigt
werde. Man mull wissen, dafl der Mittelwert der Abweichungen
zwischen der Rechnung und dem Versuch bei Duleau noch 16°/,
betrug, um die Bescheidenheit der Anspriiche, die man damals an
eine Theorie in der Technik glaubte stellen zu diirfen, richtig zu
erkennen,

Von grofler Bedeutung fiir die Folgezeit war indessen eine Ab-
handlung von Lamarle®), welche in gewissem Sinne schon auf die
spiateren Untersuchungen Tetmajers vorbereitete.

Ausgehend von der strengeren Differentialgleichung der -ela-
stischen Linie

Ha a 0,8 7

%) A. Duleau Essai théorique et experimental sur la résistance du fer
forgé, Paris 1820.

%) E. Lamarle, Mémoire sur la flexion du bois. — Annales des travaux
publics de Belgique, T. IV. p. 1-—36. Briissel 1846.
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die er durch Reihen integrierte, bestimmte Duleau die zu einer
bestimmten Belastung im Knickfalle gehorige Pfeilhohe der Knick-
linie. Sein wesentliches Verdienst ist jedoch, darauf aufmerksam
geworden zu sein, dafl das Eintreten des Knickens nach der Euler-
schen Theorie ganz wesentlich davon abhingt, dall das Verhiltnis
l:d fir runde Sdulen vom Durchmesser d einen bestimmten unteren
Grenzwert iiberschreitet. Wenn auch der numerische Wert dieses
Grenzverhéltnisses von Lamarle unrichtig berechnet wurde — er
gibt dafiir die Grenze I:d==16 fiir hélzerne Stdbe mit Spitzen-
lagerung, was 1:7 = 64 entsprechen wiirde, wéhrend nach Tetmajer
die Grenze fir Holz bei 110 liegt — so mindert dies seine Ver-
dienste nicht,

Die Ergebnisse seiner Untersuchungen fat Lamarle in fol-

genden Sdtzen zusammen:

1. Que les charges, qui peuvent supporter, sans altération per-
manente, les piéces dont il g'agit, sont indépendantes de leur
longeur et simplement proportionelles a leur section, tant
que le rapport entre la longeur et la plus petite dimension
de Péquarrissage n’atteint pas une certaine limite;

2. Quau de la de cette limite, et pour tous les cas d’appli-
cation, la charge maximunh peut atteindre et non dépasser
Peffort correspondant a la flexion initiale;

3. Que la théorie, qui permet d’établir a priori ces deux prin-
cipes essentiels et qui les rend applicables & laide de. for-
mules trés-simples se concilie d’ailleurs parfaitement avec
les faits d’observation, lorsque l'on a pris les précautions
convenables pour réaliser les hypothéses sur lesquelles elle
repose.

§ 14. Hodgkinsons Versuche.

Hodgkinsons Versuche!) verfolgten einen ausgesprochen tech-
nischen Zweck. Sie sollten zeigen, ob die Eulersche Theorie sich
bewahrheitete, und falls dies nicht zutraf, zur Aufstellung einer mit
den Versuchen in Einklang stehenden Knickformel dienen, welche
fir die praktische Anwendung geniigende Sicherheit gewihrleisten
konnte. Dementsprechend beschrénken sich auch die Versuche Hodg-
kinsons auf die damals wichtigsten Baustoffe (Holz und GuBeisen),
wie dies ja wohl auch im Sinne derer lag, die wie Fairbairn und

) Eaton Hodgkinson, Experimental Researches on the Strength of
Pillars of Cast Iron and other materials, London Phil. Trans. 1840, Part 2,
p. 385—450. — Experimental Researches on the Strength of Pillars of Cast
Iron from various Parts of the Kingdom, London Phil. Trans. 1857, p. 851
bis 899.
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Stephenson die Versuche nicht allein durch ihr Interesse sondern
zusammen mit der ,Royal Society“ auch materiell unterstiitzten.
Die Festigkeitsmaschine, deren sich Hodgkinson bei seinen
Versuchen bediente, ist in Abb. 17 dargestellt. Sie wurde in zwei
verschiedenen GroBen ausgefiihrt, nachdem die Versuche des Jahres
1840 das Bediirfnis hatten rege werden lassen, auch das Verhalten von
Stiben bei hoheren Belastungen und gréBeren Lingen zu studieren.
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[}

N
i

AN

Abb. 17.

Der kriaftig bemessene Hebel 4 BC ist bei A in einer Schneide
gelagert und wird mittels der Rolle H durch das Laufgewicht G be-
lastet. Der Druck des Hebels wird bei B auf einen stdhlernen
Stempel BD iibertragen, dessen oberes Ende B kugelférmig ab-
gerundet ist und dessen Schaft in einer Bohrung des guBleisernen
Gehduses J ohne Spiel gleitet. Der Versuchsstab legt sich mit seinem
oberen Ende gegen den Druckstempel BD und stiitzt sich unten
gegen die am Gehiuse befestigte Stahlplatte F, Das Gehduse J ist
von drei Seiten geschlossen, um die an den Versuchen beteiligten
Beobachter vor Verletzungen durch Splitter zu schiitzen; von der
vierten, offenen Seite her ist die Beobachtung des Stabes ermdoglicht.
Die Leistung der #lteren Maschine betrug 16,2 t bei einer maximalen
Stabldnge von 213 ¢m; auf der andern konnten Stdbe bis zu 305 cm
Linge bei maximal 48,6 t gepriift werden.

Die Zahl der von Hodgkinson angestellten Versuche ist 358.
Neben GuBleisen wurden auch Schmiedeisenstibe gepriift, ferner
Stahl und verschiedene Sorten Holz (Tanne und Eiche).

Die Stablingen bewegen sich zwischen 2,54 und 305 cm, die
Durchmesser der vollwandigen Stédbe zwischen 1,27 und 5,08 cm.
Die Querschnitte waren kreisférmig, ringférmig, quadratisch und
dreieckig; auBerdem wurden noch Stibe mit -}~ oder T formigem
Querschnitt untersucht. Letztere Versuche wurden jedoch ebenso-
wenig wie die Versuche an konisch verjiingten Stiben sowie die an
Staben mit exzentrischer Belastung so weit ausgedehnt, dal empirische
Formeln darauf hitten gegriindet werden konnen. Auf die Her-
stellung der gegossenen Stibe wurde viel Sorgfalt verwendet. Sie
wurden in stehenden Formen aus trockenem Sand gegossen, um mdglichst
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gleichmifBiges Material und wenig wechselnde Wandstarken zu erzielen.
Von den hohlen Stiben war ein Teil auf der Drehbank béarbeitet.

Nach den Berichten umfassen die Versuche die Schlankheits-
grade zwischen 7,7 und 484.

Nach den Randbedingungen unterscheidet Hodgkinson drei Falle:

Fall a) Lagerung beiderseits mit kugelig abgerundeten Stabenden,
was etwa dem Falle der Spitzen]lagerung entsprechen wiirde,
wenn nicht durch die Abplattung der Stabenden die Uber-
tragung von Momenten ermdoglicht wiirde. Wie stark indessen
die Abplattung war, zeigt z. B. der Versuch Nr. 4 in Tabelle 6,
fiir den der Durchmesser der Abplattung 1,85 cm betrug.

Fall b) Lagerung durch kugelig abgerundete Enden einerseits und
durch stumpfe Enden andererseits. Hierbei diirften an beiden
Enden Momente ubertragen worden sein, und vermutlich
waren die am. stumpfen Ende wirksamen Momente im all-
gemeinen die groferen.

Fall ¢) Lagerung beiderseits durch stumpfe Flichen, wobei wiederum
Momente wirksam wurden.

Sowohl wegen der sehr unsicheren Randbedingungen wie auch
wegen des vom Hookeschen Gesetze stark abweichenden, elastischen
Verhaltens des GuBeisens konnte auf eine Bestidtigung der Euler-
schen Theorie durch diese Versuche nicht gerechnet werden.

Die Knicklasten der von Hodgkinson untersuchten drei Falle,
welche in der Tabelle 6 angefiihrt sind, verhalten sich etwa wie 1:2:3.

Tabelle 6. (Aus Experimental Researches 1840. p. 393.)

Randbedingungen " Knicklasten in kg fir die Stibe
entsprechend | Nr. L | Nr.IL | Nr. IIL | Nr. IV.
Fall a) 644 | 1356 | 3154 ‘ 3154
Fall b) 115 2825 ‘ 6068 6110
Fall o o219 4055 9145 10110

Von Interesse ist die Bemerkung Hodgkinsons, dal das Ver-
hiltnis der Knicklasten fiir Fall a) und Fall ¢), welches er im Mittel
zu 1:3,167 angibt, je nach dem Schlankheitsgrad der Stédbe erheb-
lichen Schwankungen unterworfen sei. Die Erklirung dafiir liegt in
dem Umstande, daB mit zunehmender Schlankheit die aus der
Flichenlagerung entstehenden Momente an den Stabenden kleiner
und kleiner werden, wihrend andererseits der Stab mit runden
Enden bei gedrungener Form keineswegs mehr den Fall der Spitzen-
lagerung darstellt. Schon betréchtlich unter der Knickgrenze zeigten
die Versuchsstibe meBbare Deformationen. Als Knickgrenze definiert
Hodgkinson diejenige Belastung, welche imstande ist, die Tragkraft
zu erschopfen und fiigt bei, daB diese Grenze bei schlanken Stiben
gewohnlich dann erreicht sei, wenn der Biegungspfeil etwa dem
halben Stabdurchmesser gleich geworden sei.
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Die Resultate der Hodgkinsonschen Versuche sind folgende:

1. Je nach der Schlankheit eines Stabes ist die Bestimmung
seiner Knickgrenze von verschiedenen Gesetzen abhingig.

2. Piir schlanke, vollwandige Stédbe hat das Gesetz die Form
/]

. :a~%; (bei Lagerung mit runden Enden) z. B. fiir GuB-

eisenstébe vom Dirchmesser d (cm) und der Lénge I (cm)
3,76
Pk=134,3-—dﬁ—7—(t), so lange 1:% in den Grenzen 60 und

484 eingeschlossen bleibt).

3. Fiir gedrungene Stibe rechnet sich die Knickkraft aus der
P -K
S Tk T
Formel Pj _Pk ToB K
Wert und K= F-.op die Tragkraft des Stabes fiir reinen
Druck bedeutet.

, worin P, den nach 2. bestimmten

Da die von Hodgkinson entwickelten Formeln heute be-
deutungslos geworden sind, kann auf ihre Wiedergabe im einzelnen
verzichtet werden. Ein Urteil iiber das von Hodgkinson Erreichte
ermoglicht die Tabelle 7, in welcher fiir GuBeisen die Knickspannung
nach Hodgkinson sowie nach den heute anerkannten Formeln von
Euler und Tetmajer fiir verschiedene Grade der Schlankheit be-
rechnet wurden. Die zur Berechnung der Tabelle verwendeten For-
meln sind:

. d3,76 4
Hodgkinson: ok:134’3.—l—15‘.}{ﬁé’
°\ 2
Euler: Ok:rﬂ-E.(%) fir l@g 80 und E — 1000 t/ch'

l 2
Tetmajer: ak:7,76-[1—0,01546-7—}—0,00007<%) 1
fiir 7:7 < 80.

Wie die Tabelle zeigt, gibt die Formel von Hodgkinson zu
kleine Knickspannungen bis zu I:¢~ 200, dariiber hinaus aber zu
groBe Werte.

Zur Erklirung wurde bereits auf die unvollkommene Erfiillung
der Randbedingungen bei diesen Versuchen hingewiesen. Eine weitere
Fehlerquelle bildete aber wohl auch die Kraftmessung, da durch
den Druckbolzen wegen der in seiner Fiihrung entstehenden Reibung
ein kleinerer Druck auf den Versuchsstab iibertragen wurde als ent-
sprechend der Belastung ohne Reibung zu erwarten war. Gedenkt
man noch der Tatsache, dafl zur Zentrierung der Stibe keine Vor-
sorge getroffen war, so kann man wohl sagen, daB mit den auf-
gewendeten Mitteln eine bessere Ubereinstimmuug zwischen der
Theorie und den Versuchen kaum zu erwarten war.
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Tabelle 7.
Schlankheit Knickspannunge; in t;/cn?2 nach den Formeln von
1:i Tetmajer ; Euler Hodgkinson | Hodgkinson
’ , (d=1 cm) (d==5 cm)
60 2520 | — 1,672 1,845
80 1637 | — 1,050 1,158
100 — | 0,987 0,719 0,792
200 — | 0,244 0,222 0,244
300 — \ 0,110 0,111 0,122
400 — ‘ 0,061 0,068 0,073
500 | — L 0,040 0,066 0,073

Sehr bemerkenswert sind die Ergebnisse der von
Hodgkinson angestellten Dauerversuche, denen auch
heute noch eine hervorragende, praktische Bedeutung
zukommt, da sie deutlich beweisen, daff unter Um-
stinden ein Stab, der nahe an seiner Knickgrenze
belastet ist, erst nach sehr langer Zeit seine Trag-
einbiilen kann.

Diese Versuche wurden an 5 GuBeisenstdben von
je 183 em Linge und 2,54 cm Durchmesser vor-
genommen, die in vertikaler Lage belastet wurden.
Ein Stab diente in der sonst bei diesen Versuchen
iiblichen Weise zur Ermittlung der Knicklast dieser
Stibe und ergab diese zu P=0,675 t. Die iibrigen
vier Stibe wurden sodann alle in der aus Abb. 18
ersichtlichen Weise zur selben Zeit mit verschiedenen
Gewichten belastet und immer zur selben Zeit die

Abb. 18,

Durchbiegungen in den Stabmitten gemessen, welche in dem folgenden

Versuchsprotokoll enthalten sind.

Versuchsprotokoll
(Dauerversuche von Hodgkinson an GuBeisenstidben.)
! Tempe- | Durchbiegungen der Stabmitten in engl. Zoll
Tag der (| ratur bei einer Belastung von
Beobachtung \ (Fabren-| 902 kg- 353 kg 504 kg 655 kg
| heit) Stab I Stab II | Stab III Stab IV
5. Juli 1839 I 72 0,018 0,03 — —
6. » 1839 ‘ 68 0,01 0,02 0,215 0,250
8. » 1839 69 | 0,01 0,023 0,230 0,275

16. » 1839 63 | 0,01 0,02 0,235 0,310

23. » 1839 64 0,01 0,023 0,235 0,320

15. August 1839 63 0,01 0,03 0,235 0,395
7. November 1839 50 0,01 0,025 0,24 0,825
9. Dezember 1839 || 39 | 0,01 0,025 0,243 0,955

14. Februar 1840 50 0,01 0,025 0,245 —_

27. April 1840 63 0,01 0,025 0,365 Stab IV brach
6. Juni 1840 61 0,01 0,025 0,330 am 19. oder
3. August 1840 74 0,01 0,03 0,395 20. Dezember

14. September 1840 55 0,01 0,025 0,380 1839.

Mayer, Knickfestigkeit.

4
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Hiernach versagte der Stab IV, dessen Belastung 97°/, der
durch den Versuch bestimmten Knicklast betrug, erst, nachdem er
reichlich 5 Monate hindurch standgehalten hatte. Charakteristisch
fir das Verhalten des Stabes III, der nur 759/, seiner Knicklast
trug, ist die allmdhliche Zunahme der Durchbiegungen im Laufe
der Zeit.

Auch an steinernen Saulen hat Hodgkinson bereits Versuche?)
zur Bestimmung der Knicklast angestellt. Die Versuchskérper hatten
quadraticche Querschnitte; die Kantenlingen der Querschnitte lagen
zwischen 2,54 und 4,45 cm, die Siulenhohe zwischen 2,54 und
101,6 cm. Die Ergebnisse dieser Versuche sind indessen nicht be-
merkensweért. Eine Abnahme der Tragfihigkeit beobachtete Hodg-
kinson bei Steinséulen erst fiir 7:¢ > 52.

§ 15. Die Versuche von Bauschinger?)

Durch die Versuche Hodgkinsons konnte das Knickproblem
so lange als befriedigend gelost angesehen werden, als nicht neue
Aufgaben der Technik gestellt wurden. Mit dem Augenblick aber,
wo der Eisenbau zur Anwendung von gewalztem Eisen als dem
hauptsichlichsten Baustoff iiberging und das bisher fast ausschliel3-
lich angewandte GuBeisen verliel}, wurde es erforderlich, die Gesetze
der Knickfestigkeit fiir das neue Material zu ermitteln.

Hierin liegt in erster Linie der praktische Wert der Versuche
Bauschingers. Die Anregung zu ihrer Durchfiilhrung ging von
H. Gerber, dem damaligen Direktor der Briickenbauanstalt Gustavs-
burg, aus, und auch die Anlieferung der Versuchsstibe erfolgte von
diesem Werke.

Die Versuche wurden an einer Materialpriifungsmaschine der
Werderschen Bauart vorgenommen, in welcher sowohl die Elasti-
zitdtseigenschaften des Versuchsmaterials als auch die Knickfestigkeit
der Stébe ermittelt wurden.

Die Aufnahme der Arbeitslinie durch Druckversuche bot erheb-
liche Schwierigkeit, und es konnte eine gleichméfiige Verteilung der
Druckkraft iiber den Stirnflichen. der Versuchskérper erst erzielt
werden, nachdem diese Flichen sorgfiltig auf die Druckplatten der
Maschine aufgeschliffen waren. Durch geeignete Verschiebung der
Versuchskorper zwischen den Druckplatten war man bemiiht, die
richtige Einstellung der Probestiicke in der Maschine zu sichern.

In der guten Verwirklichung der Spitzenlagerung zeigen die
Untersuchungen Bauschingers einen betréchtlichen Fortschritt
gegeniiber denen von Hodgkinson. Dall die in Kugelschalen be-

1) E. Hodgkinson, On the Strength of Columns, Cambridge Meeting
1845, p. 26 ff. '

%) 1. Bauschinger, Zerknickungsversuche, Mitteilungen aus dem Mecha-
nisch-Technischen Laboratorium der Kgl. Techn. Hochschule in Miinchen,

Heft 15 (1887).
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weglichen Druckplatten der Werderschen Maschine wegen der auf-
tretenden Reibung nicht geeignet waren, eine Spitzenlagerung im
Sinne der Eulerschen Theorie zu ermdiglichen, stellte sich bei den
Versuchen bald heraus. Daher wurde die in Abb. 19 dargestellte
Lagerung der Stabenden fiir die Versuche mit Spitzenlagerung an-
gewandt.

Der Stahlbolzen B legt
sich mit seiner konischen Spitze
in eine konische Bohrung von
groflerem Keilwinkel, die ent-
weder bei entfernten Druck-
platten in der Mitte der Kugel-
schalen, oder in der Mitte der
Druckplatten oder in besonde-
ren, auf den Druckplatten befestigten Stahlképfen C' vorgesehen war.
Dabei erfolgte die Zentrierung des Versuchsstabes durch Anschlag-
leisten a, b, ¢, d, welche auf der Platte 4 so aufgeldtet waren, daf3
der Schwerpunkt des zu priifenden Profiles in die Achse des Bol-
zens B fiel.

Als Knicklinge wurde fiir die Rechnung nach der Euler-
Formel die Spitzenentfernung eingefiihrt. Dies bedingte nach S. 42
im ungiinstigsten Falle bei dem Versuchsstab Nr. 2697b folgende
Korrektur:

AB==141,5cm; PQ=30,1 cm, woraus AP:A—an—rPQ:{),’Z cm.

Demnach ist die an jedem Stabende erforderliche Berichtigung der
Knicklénge

A=

AB (AP>3h41,5 o (BT
3 " \aB/ T 3 7 '<41,5’
Die in die Eulerformel einzufiihrende Stablinge betrigt somit
l=—AB—24==40,8 cm.

Der aus der Vernachlissigung entstehende Fehler bei der Berech-
nung der Knicklast ist sonach in diesem Falle nur

<40,8

41,5
und fiir alle Stibe von gréBerer Linge ist der Fehler noch Kleiner.
Ubrigens war der hier zur Fehlerbestimmung angezogene Stab bei
1:7=>56,3 nicht schlank genug, um unterhalb der Proportionalitéts-
grenze zu knicken.

Bei den Versuchen ohne Spitzenlagerung wurden die Stibe so
eingebaut, daB sie mit flachen Enden die Druckplatten satt beriihrten.
Vorversuche ergaben, daB hierbei eine Drehung der Stabenden nicht
ausgeschlossen war. Neben der Schwierigkeit, den Stab bei dieser
Lagerung zu zentrieren, spielt nun aber hier die Drehbarkeit der
Druckplatten in ihren kugeligen Lagern eine wesentliche Rolle.

4*

3
) =0,35 cm.

)d ~.0,034



59  Der gerade, vollwandige Stab auBerhalb der Proportionalitéitsgrenze.

Offenbar sind namlich in Abb. 20 die beiden Linien I und II
Gleichgewichtsfiguren des Stabes, bei denen ein sattes Anliegen seiner
Endflichen an den Druckplatten der Maschine méglich war; aber
nur die Linie I, welche bei nicht drehbaren Druckplatten sich aus-
bilden kann, entspricht dem 4. Eulerschen Knickfalle. Sind dagegen
die Druckplatten wie bei Linie II
drehbar, so liegt der 2. Eulersche
Knickfall vor, und die Knickkraft
betrigt nur ein Viertel des bei voll-

.E// o P kommener Einspannung sich erge-
P ’, benden Wertes. Ubrigens berichtet
Abb. 20 Bauschinger, daB ,nach Uber-

windung der Knickfestigkeit die
Biegung allemal eine einfach bogenformige gewesen sei, wenigstens
der Hauptsache nach, wobei sich die Endflichen von den ‘Druck-
platten ablosten: und nur noch mit dem Rande auf der konvexen
Seite dieselben beriihrten“. Die Ergebnisse der von ihm an Stiben
mit flachen Enden durchgefiihrten Versuche zeigen iibrigens, daf} eine
teilweise Einspannung der Stabenden vorhanden war.

Beim Versuch wurden jedesmal die Durchbiegungen der Stab-
mitte in Richtung der Hauptachsen des Querschnitts mit einer Ge-
nauigkeit von 0,01 mm gemessen.

Um Stérungen durch das Eigengewicht der in horizontaler Lage
gepriiften Stibe nach Moglichkeit zu vermeiden, wurden die Ver-
suchsstibe in der Mitte aufgehéngt. Die durch die Aufhingung auf
den Stab itbertragene Kraft betrug dabei entsprechend den an einem
Triger auf drei Stitzen vorhandenen Lagerreaktionen 5/8 des Stab-
gewichtes. Die meisten Stéibe knickten, wie dies auch beabsichtigt
war, in der Vertikalebene.

Uber die Bestimmung derjenigen Belastung, welche bei den
Versuchen als Knickgrenze anzusehen war, macht Bauschinger
ganz genaue Angaben. Er erblickt das wesentliche Merkmal der
Knickbelastung in dem zeitlichen Anwachsen der Durchbiegungen
unter gleichbleibender Belastung. Ausbiegungen der Stibe erfolgten
bereits weit unter der Knickgrenze. Mit wachsender Belastung zeigte
gich zunichst eine langsame Zunahme der Durchbiegung bei gleich-
bleibender Last. An der Knickgrenze jedoch kamen die Zeiger des
Biegungsmessers, auch ohne daB die Belastung gesteigert wurde,
nicht mehr zur Ruhe, sondern sie schritten mit zunehmender Ge-
schwindigkeit fort. Wo nach dem Aufgeben der letzten Zusatzlast
die Biegung sofort rasch zunahm, wurde nur die Halfte des letzten
Lastintervalls zur vorhergehenden Belastung hinzugezahlt und die so
berechnete Belastung als Knicklast betrachtet.

Nach Uberschreitung der Knickgrenze wurden die Stibe wieder
80 weit entlastet, daB die Biegungsmesser zur Ruhe kamen und in
diesem Zustande bei mehreren Stiben die Biegungslinie gemessen.

Die bei kleinen Belastungen auftretenden Durchbiegungen wurden
zum Teil bei hoheren Laststufen wieder riickgingig, indem die Stibe
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sich spéter nach der entgegengesetzten Richtung durchbogen. Bei
einigen Stiben wurde auch eine Stérung des Gleichgewichtes durch
Auflegen von Gewichten herbeigefithrt, gegen die sich die Stdbe
unempfindlich erwiesen, solange sie von ihrer Knickgrenze noch weit
genug entfernt waren.

Im ganzen enthilt Bauschingers Bericht die Ablesungen von
42 Versuchen an gewalzten Trigern. Es wurden — [ | | und
|__ Eisen gepriift, die aus 7 verschiedenen Hiitten bezogen waren.
29 Versuche wurden mit Spitzenlagerung, die iibrigen mit Flichen-
lagerung durchgefiihrt. Die wesentlichsten Versuchsergebnisse sind
in den Tabellen 8 und 9 enthalten.

Tabelle 8.
Versuche mit Spitzenlagerung.
I Khnicklasten nach
Stab-Nr. | Profil | Fabrikant | 1:i || Versuch | Euler | Schwarz | Tetmajer
| (t) (t) (t) (t)
! |

2688¢ | ¥ Burbach 135 70,5 69,0 70,5 —
2690b nov Noether 59 61 — 38 41,6
2690 ¢ ¥ » 106 ' 30,25 33 25 —
2690 d n ¥ » 1156 17,25 15 16,5 —
26916 | » 4 Stumm | 127 | 10,65 | 14 13 —
2691 ¢ ” 4 ” 1217 4,‘1 | 4,7 7 —
2691d n A » 360 1,3 1,6 3 —
2693d ||| ¥ ' Burbach 65,5 61 i — 33 52,3
2694b » v . Volklingen | 67,5 40 = 38,5 49,4
2694d n ¥ » 175 17,75 18,7 17,6 —
2694 f ” ¢ ” 240 9,75 ¢ ,5 ‘ 11 —
2695 b » ¥, Phoenix 49,5 42 = 32,5 41,0
2695¢ ” v ” 76,5 40 = 28 35,9
2695d » ¥ » 121 30 I 22 20 —
2697b | T ¢ » 5351 18 | — 10 11,1
2697¢c ” I ” 105 10,75 8,9 | 7 —
2697d w ¥ » 162,5 4,95 3,9 4,6 —
2697e » 3 » 230 2,35 2,0 2,8 —
2698b | \/ 4 Krémer 115 141 | 19,5 17,5
2698¢ noA » 169 7,1 | 89 11,8 —
2698 oy » 247 >3,.8 | 41 7 —
2699 b A » 134 8,2 | 9,9 10 —
2699 ¢ ” 4 ” 192 5,1 4,9 6,5 —_—
2699d | » 4 » 316 175 | 18 3 —
3028a | |—| Stumm 219 3,9 4,3 6,3 —
3028Db » A » 219 4,0 4, 6,3 —
3028¢ | » » 219 39 | 43 6,3 —
3028d n oy » 219 4,05 | 43 6,3 —
3028e » v » 219 3,9 “ 4,3 | 6,3 —

Bemerkungen: Die in den Profilen der Tabelle eingezeichnete Achse
lag bei den Versuchen wagrecht

Die Pfeile geben die Richtung an, in welcher die Stibe knickten. Ein
Querstrich durch den Pfeil weist darauf hin, daBl der Stab beim Versuch brach.

Die in den drei letzten Spalten angefiihrten Knicklasten sind nach
folgenden Formeln berechnet:
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a2 E-J

Euler: PE:ﬁ"’
3,1
Schwarz: PS:F-r’lfé.
14-0,000029- (1)

i

Tetmajer: PT:F- <3,1 —0,0114 %) .

Tabelle 9,

Versuche mit Fléchenlagerung.

Knicklasten nach
Stab-Nr. ; Profil Fabrikant 1:% || Versuch || Euler | Schwarz | Tet majer
® | ® ! ® (®
2689¢ | |~ * |Goldschmidt \ 84,5 70 73,5, 68 55,2
2689d »n 4 ” 167 46 17,8 43 —_
2692b »n 4 Kriamer 34 40,5 210 | 37 32,8
2692¢ ¥ » 67,5 35 5361 34 28,4
2692d | » ¥ » 113 98,5 188 | 275 —
2694c | |_| ¥ | Volklingen | 115 46 32 , 48 —
2694 e . Y » 230 29,5 781 255 —
2696b | T /| Phoenix | 575 555 |/ 113 = 54 45,6
26960 | » N ” 79 52 61 | 505 41,9
2696d n N » 117 47 27,81 43 —
2698b | \/ ¥ Kriamer 108 31 2321 32
2698d n ¥ ” 165 20,2 9,6 i 23
2698¢ ” v ” 242 : 9 4,6 i 16

Bemerkung: Die zu Tabelle 8 gemachten Anmerkungen gelten auch hier.

Um iiber den bei Flichenlagerung erreichten Einspannungsgrad
ein Urteil zu ermdglichen, wurden jeweils fiir einen in Spitzen ge-
lagerten Stab die Eulersche Knicklast mit E=2000 t/em? und die
Knicklasten nach Schwarz und Tetmajer berechnet und in die
Tabellen 8 und 9 aufgenommen. Der Vergleich mit der wirklichen
Knicklast lehrt, dal nur bei dem Stab Nr. 2694e anndhernd die
4-fache Knicklast gegeniiber dem fiir Spitzenlagerung berechneten
Wert beim Versuch erreicht wurde. Bei allen iibrigen Stdben ist,
soweit sie iiberhaupt den fiir die Anwendbarkeit der Euler-Rechnung
erforderlichen Schlankheitsgrad besitzen, die Knicklast fiir Flichen-
lagerung nur ungefihr doppelt so hoch wie der fiir Spitzenlagerung
berechnete Wert.

Dieses Ergebnis mull zur Vorsicht mahnen. Bei &hnlich liegenden
praktischen Aufgaben wird der Konstrukteur die Giite der Flichen-
lagerung nach den Bauschingerschen Versuchen nicht zu hoch ein-
schitzen dirfen. Hatte Hodgkinson bei seinen Versuchen das
Verhiltnis der Knicklast bei Flichenlagern und bei Lagerung in
Spitzen mit 3:1 ermittelt, so zeigen diese Versuche, bei denen die
Spitzenlagerung gut realisiert war, ein wesentlich ungiinstigeres
Ergebnis.
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Die Ubereinstimmung der Knicklasten bei den Versuchen mit
flachen Stabenden mit der aus der Schwarzschen Formel berech-
neten Knickgrenze, welche ebenfalls in der Tabelle aufgenommen
wurde, ist auBerordentlich gut. Es scheint daher nicht unangemessen.
wie dies Bauschinger vorschldgt, diese Formel fir Stidbe mit
flachen Enden anzuwenden. Im iibrigen muf} beziiglich der Wertung
der Schwarzschen Formel auf § 20 verwiesen werden.

Aus den Versuchen mit Stében, welche in Spitzen gelagert
waren, zieht Bauschinger die folgenden wichtigen Schlisse:

1. Die aus der Formel von Naviér o:?7 —}-?W]i berechneten

maximalen Spannungen, welche bei einer gewissen Belastung P
auftreten, ermoglichen keine Beurteilung des vorhandenen
Sicherheitsgrades.

2. Die Messungen der elastischen Linie bestdtigen gut ihren
Charakter als Sinuslinie.

3. Der aus der Eulerschen Formel berechnete Wert Pg der
Knicklast darf nur insoweit als richtig angesehen werden,
als die zugehodrige Knickspannung szf;g eine gewisse
Grenze, ,vielleicht die Elastizititsgrenze“ nicht iiberschreitet.

Unter diesen Folgerungen war die letzte die weitaus wertvollste

und sollte auch spiter in den Untersuchungen von Tetmajer und
Kéarman ihre Bestidtigung finden.

§ 16. Die Untersuchungen von L. von Tetmajer*) und
seine empirischen Formeln.

Eine rechnerische Losung des Knickproblems 148t sich, wie in
§ 18 gezeigt werden wird, ohne erhebliche Schwierigkeiten auch fir
den Fall finden, daBl die im Stabe auftretende Knickspannung die
Proportionalitdtsgrenze tiberschreitet. Ihre Anwendung auf praktisch
vorgegebene Fille erfordert aber einerseits einen Zeitaufwand, wie
ihn sich der entwerfende Konstrukteur bei Bearbeitung seiner Auf-
gaben nur selten génnen kann, andererseits setzt diese theoretische
Untersuchung immer voraus, dafl die Arbeitslinie des Baustoffes
mindestens bis zu der in Betracht kommenden Spannung hin be-
kannt sei. Wer im Materialprifungswesen auch nur einige Erfahrung
besitzt, weill aber, wie verschieden die Elastizititseigenschaften eines
und desselben Materials aus den Proben an verschiedenen Versuchs-
staben sich ergeben. Da demnach der Ingenieur auch bei grofter
Sorgfalt fir die Dimensionierung seiner Konstruktionen niemals eine
unbedingt sichere Grundlage fiir die Berechnung gewinnen kann, so

Y L. v. Tetmajer, Die Gesetze der Knickungs- und der zusammen-
gesetzten Druckfestigkeit der technisch wichtigsten Baustoffe, 3. Auflage,
Leipzig und Wien 1903.
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sind empirische Formeln wie diejenigen von Tetmajer, welche un-
mittelbar auf die Ermittlung der Knickspannung selbst abzielen,
ohne im wbrigen den feinen Unterschieden, welche durch die Varia-
tionen des Forminderungsgesetzes bedingt werden kénnen, Rechnung
zu tragen, mit Dankbarkeit zu begriilen. Man wird ihnen insbeson-
dere dann gern Vertrauen schenken, wenn sie den Ausflull so vieler
und, wie gleich hier schon bemerkt werden soll, sorgfiltig durch-
gefiilhrter Versuche bilden. Dal} sie sich noch dazu immer auf der
Seite der groBeren Sicherheit bewegen, chne aber dabei geradezu zu
unwirtschaftlicher Formengebung zu fiihren, ist ein besonderer Vor-
zug der Tetmajerschen Formeln.

Die Versuche v. Tetmajers erstrecken sich sowohl innerhalb
der Proportionalitdtsgrenze wie auch dariiber hinaus und sollten
einerseits einer experimentellen Nachpriifung der Eulerschen Theorie
dienen, andererseits auf breiter, empirischer Grundlage zur Aufstellung
von Knickformeln fithren, die auch das Gebiet nichtproportionaler
Forménderung umspannen sollten.

Tetmajer faBit die einzelnen Materialien, iiber die er seine
Forschungen ausgedehnt hat, unter den Bezeichnungen ,Bauholz,

,GuBeisen®, , Schweileisen* und ,Flulleisen“ zusammen. Was dar-
unter zu verstehen ist, ergibt sich aus nachstehender Zusammen-
stellung.

Banholz: Rottanne, Weilltanne, Foéhre, Larche und Eiche.
Die Proben waren teils aus dem Handel entnommen, teils war vor-
geschrieben, dafl sie ,,im Dezember aus geschlossenen, 80- bis 100-
jihrigen Bestinden und zwar von der Molasse, dem Kalkboden,
Thonschiefer und Granit- oder Gneisboden zu entnehmen seien.“
Fiir die Druckproben wurden Probewiirfel von 10 cm Kantenlinge
aus der Markrohre und zwei Wiirfel seitlich vom Mark ausgeschnitten.
Die Knickstibe hatten prismatische Form (10 bis 16 em Kanten-
linge) und waren zwischen 50 und 725 cm lang. Alle Proben waren
aus reifem, moglichst astfreiem, normalwiichsigem Holz, lufttrocken,
gerade und scharfkantig gehobelt. Die Enden wurden abgeschnitten
und die Schnittflichen bearbeitet.

GuBeisen: Rdohren, als stehender Hochofengufli angefordert, von
den’ Werken Carels-Fréres in Gent, Halberger Hiitte in Brebach und
v. Rolleches Eisenwerk in Choindez. Bei je 8 mm Wandstirke und
einem lichten Durchmesser von beziigl 10, 12 und 15 cm waren die
Lingen 20, 50, 100, 150, 200, 250, 300, 350 und 400 cm. Die
Liangen wurden aus gréferen Rohrstiicken auf der Drehbank ab-
gestochen.

AuBlerdem wurden noch Vierkantstibe von 3 em Kantenlinge
und 30 bis 260 em Lénge untersucht.

SchweiBeisen : AuBer Rundeisen von de Wendel (Hagendingen)
fielen unter diese Gruppe Profileisen der Hiitten Burbach und de
Wendel. Die Querschnittsformen dieser Profile waren die folgenden

Y-+ TCIT
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Die Stibe wurden gerade gerichtet, ihre Enden abgeschnitten und
geschliffen.

FluBeisen : Die untersuchten Querschnitte hatten dieselbe Form
wie die SchweiBeisenstibe; auch wurden die Versuchsstibe ebenso
hergestellt. Das Material war vom Hiittenwerk de Wendel angeliefert.

Fir jedes Material wurden durch ZerreiBiversuch, Kaltbruch-
und Hirtebiegeproben die fiir sein elastisches Verhalten magebenden
Daten ermittelt. Die teils mit Spitzenlagerung, teils mit Flichen-
lagerung untersuchten Stibe wurden  in horizontaler Lage gedriickt
und dabei die Wirkung des Eigengewichtes auf ihre Durchbiegung
vermindert, indem zwischen den Druckplatten vertikale Krifte durch
Aufhingungen auf die Stibe ibertragen wurden, deren Gréfle an-
gendhert entsprechend den Stiitzreaktionen eines kontinuierlichen
Balkens bemessen war. Die Ausfithrung der Spitzenlagerung bietet
nichts Bemerkenswertes; die Starrheit der Stabenden wurde bei der
Auswertung der Versuche nicht beriicksichtigt. Es ist zu bemerken,
daB} sich bei Spitzenlagerung die Korner unter Wirkung der hohen
Flichenpressungen an den Enden der Stdbe plattdriicken, wodurch
dort kleine Reibungsmomente erzeugt werden. Zur einwandsfreien
Erfullung der Eulerschen Randbedingung frei drehbarer Enden ist
daher eine Lagerung der Stabenden in Schneiden, wie sie bei
Kérméans Versuchen zur Anwendung kam, immer vorzuziehen,

Zur Messung der Deformationen dienten NoniusmaBstébe, die
eine Ablesung der Durchbiegungen im horizontalen und vertikalen
Sinne mit */,, mm Genauigkeit gestatteten. Mit Hilfe von Dehnungs-
messern nach dem System Rabut-Mantel?), die durch Vergleichung
mit Bauschingerschen Spiegelapparaten berichtigt waren, wurde
die Berechnung der Spannungen in einzelnen Fasern bei den Ver-
suchen ermdglicht. Mit Ausnahme der Versuche an gulleisernen
Rohren, welche an der groBen Kirkaldy-Maschine der Belg. Staats-
bahnen im Arsenal zu Malines vorgenommen wurden, diente zur
Durchfiihrung der Knickversuche die Werdersche Festigkeits-Maschine
der Ziricher Materialpriifungsanstalt. Sie wurde fiir die Versuche
mit Hilfe eines Normalstabes geeicht.

1. Versuche zur Priifung der theoretischen Grundlagen.

Die ausgefiihrten Versuche beziehen sich durchweg auf Stébe
mit Spitzenlagerung. Sie hatten etwa 6 m Linge und waren aus je
zwei Winkeleisen gebildet, deren Verbindung entweder (nach Gerber-
scher Konstruktionsweise) durch viernietige Blechstreifen oder durch
zweinietige, gekreuzte Bindebleche bewirkt wurde. Die Abstinde der
Querverbindungen voneinander betrugen 40 bis 100 cm. Die Wahl
der Versuchsstibe muB als ungeeignet bezeichnet werden. Denn die
Eulersche Theorie gilt nur fiir vollwandige Stdbe und kann dem-
nach an zusammengesetzten Druckstiben auf ihre Richtigkeit hin

1) Vgl. Schweizerische Bauzeitung, Bd. 35, Nr. 5, 6 und 7.
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nicht gepriift werden'). Man wird sich daher nicht wundern diirfen,
da von den drei Versuchen Nr. 7, 8 und 9%) bei Versuch Nr. 9 die
beobachtete Durchbiegung um 189/, bei Versuch Nr. 8 gar um 459/,
die aus der Gleichung 9) des § 2

. v

yma:r. = »7[”7”‘

cos <-:k>

2

berechnete GroBe iiberschreitet, ohne daB8 doch die maximale Rand-
spannung die Proportionalititsgrenze erreicht hidtte. Die aus den
Ablesungen am Dehnungsmesser ermittelte, maximale Kdntenpressung
stimmte jedoch mit der aus der Navierschen Biegungsformel be-

rechneten gréften Spannung gut iiberein.

Bei zentrisch belasteten Druckstiben zeigte sich der Beginn der
Verbiegung ziemlich regellos. Solche Stibe befinden sich unter
niederen Belastungen in einem Zustand gleichfsrmiger Spannungs-
verteilung und erfahren erst von einer bestimmten Lastgrenze an,
welche aber nicht in einem festen Verhiiltnis zur Knicklast steht,
eine ungleichférmige Verteilung der Spannungen iiber ihre Quer-
schnitte.

Dieses Verhalten ist erklirlich aus der Wirkung exzentrischer
Belastung wie sie in § 2 erortert wurde, sowie aus dem Umstande,

dall die Exzentrizitit wiahrend des Versuches sowohl ihre GroBe wie
ihr Vorzeichen zu wechseln vermag.

2. Versuche zur Begriindung empirischer Formeln fiir
die technisch wichtigsten Baustoffe.

a) Bauholz. Von den 305 mitgeteilten Versuchen beziehen sich
171 auf Spitzenlagerung, wobei der Spitzenabstand als freie Knick-
linge angesehen wurde, 134 auf Flichenlagerung, fiir welche die
halbe Stabldnge als freie Knicklinge gerechnet wurde. Nach F.v. Em-
perger ist letztere Annahme zu giinstig, und es wire bei Flichen-
lagerung die 0,7 fache Stablinge als Knicklinge einzufiihren.

Die Tabellen enthalten auBler den Angaben iiber die Holzart,
die Abmessungen der Stidbe und die mittlere Feuchtigkeit, die be-
obachtete Knickkraft P, die daraus berechnete Knickspannung

0, = ;, sowie die nach Fuler bzw. Tetmajer berechneten Knick-
spannungen. Die Schlankheit der Stibe lag zwischen 1,7 und 190.
Die einzelnen Versuchsergebnisse weisen eine starke Streuung auf
(bis zu 40°/, vom Mittelwert), wie dies bei einem Material wie Holz
kaum anders zu erwarten war, noch dazu, wo die verschiedenartigsten
Holzsorten zu einer Versuchsgruppe zusammen gefafit waren.

'} Vgl. die Ausfilhrungen des Abschnitt VI.
%) a. a. 0. 8. 26—28.
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) Schlanke Stibe mit 7:7 > 100.

Das Verhalten dieser Stdbe ist dem elastischer Kérper sehr
dhnlich. Die Ausbiegungen erfolgten sehr regelmiBig, nahmen mit
der Belastung zu, und die Grenze des Tragvermdgens wurde meistens
erreicht, ohne daBl die Holzfasern sich ineinander schoben. Mit zu-
nehmender Schlankheit nimmt der EinfluB der Astknoten ab, und er
verschwindet beinahe fiir 7:4 > 150. Fiir die Knickgrenze schlanker
Holzstédbe gilt die Eulersche Formel

=\ 9

o, — 987 <%> t/cm?

entsprechend einem Elastizititsmodul E == 100 t/cm?.

8) Schlankheit 7:¢ < 100.

Die Forménderungen gleichen denen unelastischer Korper und
verschwinden nach Entfernung der Belastung nur teilweise. Die
Durchbiegungen sind teils regelmiBig, teils bleiben sie ganz aus, und
der Balken schligt sich dann nach Erreichung der Knicklast plotz-
lich durch. Die Knickgrenze (bei welcher meistens Gefiigezerstérungen
auftreten) rechnet sich nach der Tetmajerschen Formel

l ,
6, = 0,293 —0,00194 <f> t/em? .
i

Bei [:¢=100 liefern die beiden Formeln unter «) und f) dasselbe
Ergebnis.

b) Gulleisen. Das von anderen technisch gebriuchlichen Metallen
stark abweichende, elastische Verhalten des GuBeisens 1aBt es er-
warten, dafl seine Knickfestigkeit sich nicht durch so einfache Ge-
setze darstellen 1aBt wie dies beim Bauholz der Fall war.

Die 260 Versuche mit guBleisernen Rohren, ebenso wie die
18 Versuche mit Vierkantstiben erfolgten unter Anwendung der
Spitzenlagerung. Fiir die 18 Versuche an Vierkantstiben, welche mit
Flachenlagerung gepriift wurden, wurde die 0,526 fache Stablinge als
freie Knicklinge gerechnet. Die Schlankheit der Stibe variierte von
l:4=8 bis [:9=1200. Die Tabellen enthalten dieselben Versuchs-
daten, wie die fiir Bauholz, abgesehen von der Luftfeuchtigkeit, die
hier keine Rolle spielt. Das Versuchsmaterial war seiner chemischen
wie physikalischen Beschaffenheit nach nicht gleichwertig.

Mit wachsendem Graphitgehalt nehmen unter sonst gleichen
Umsténden die bleibenden Forméinderungen zu. Die fiir Stoffe mit
ausgepriagter Proportionalitdtsgrenze giiltigen Formeln stellen fiir das
GuBeisen, das eine solche Grenze bekanntlieh nicht besitzt, nur rohe
Naherungen dar.

«) Schlankheit 7 :¢ > 80.

Bei zunehmender Schlankheit verlieren sich mehr und mehr die
Einfliisse, welche das kornige Gefiige des Materials bei gedrungenen
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Stiben geltend macht, und die Stibe nihern sich mit wachsender
Schlankheit dem Verhalten elastischen Materials. Die Knickgrenze
gehorcht dem Eulerschen Gesetz

,L' 2
o, = 9870. <7> t/cm?
entsprechend einem Elastizitdtsmodul von E = 1000 t/cm?.

B) Schlankheit 7 :¢ <80.
Hier gilt fiir die Knickspannung die Tetmajersche Formel

l 2
6, — 17,76 — 0,12 (é>+ 0,00053 (7> t/em?,

welche im Gegensatze zu der Formel fiir Bauholz eine parabolische
Anderung der Knickspannung mit der Schlankheit zum Ausdruck
bringt. Der Grenze !:¢= 80 entspricht eine Spannung von 1,55 t/cm?,
wofiir die Tangenten beider Kurven beziigl. durch die Neigungswinkel

) 2.9870
:d(~>:—- O —0,0385,
(Euler) do, ; 508 0,0885
Tetmajer) do,:d i = — 0,120 + 0,00053 - 80 = — 0,0352
k )

bestimmt werden. Der Ubergang beider Kurven ist somit nicht
strenge stetig. Ahnlich erfolgen die Grenziiberginge zwischen den
Euler- bzw. Tetmajer-Formeln auch bei andern Materialien, worauf
wir noch zuriickkommen.

¢) Schweif- und FluBeisen. Fiir diese wichtigsten Baustoffe der
heutigen Technik wurden 193 Versuche angestellt, wovon mehrere
bei Einspannung zwischen den festgestellten Druckplatten der Maschine
vorgenommen wurden. 125 Versuche beziehen sich ausschlieBlich auf
SchweiBleisen. Die Versuchs-Protokolle enthalten dieselben Angaben
wie die fiir GuBleisen. In der iiberwiegenden Zahl aller Fille war
das kleinste Triagheitsmoment mafligebend fiir die Richtung, in der
die Stdbe ausknickten. Wo mehrere Profile durch Vernietung zu
einem Stab verbunden wurden, betrug die Nietteilung 16—55 cm,
die groBte Schwichung des Querschnitts 13°/; der Fliche.

Uber den EinfluB, den die Querschnittsform auf die Knickgrenze
ausiibt, lassen die Versuche kein Urteil zu. Die Schwichung der
Querschnitte zeigte sich ohne EinfluBl, sofern

1. die Teilung nicht gréBer war als die 70fache Dicke der

vernieteten Flanschen, womit aber unter Umstinden die
oberste Grenze noch nicht erreicht war, da Stibe mit weiterer
Teilung nicht untersucht wurden;

2. die Schwichung der Querschnittsfliche 12°/; nicht iibersteigt.

Fir die Bestimmung der Knickgrenze erweisen sich folgende
Formeln als brauchbar.
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a) SchweiBeisen.
)

Euler: ok:19740-<l

2
> t/cm? fiir LZ 112,
;=
. l 2 L1
Tetmajer: o,= 3,03 —0,0129 || t/em?® fir — <112,
? 2

B) FluBeisen mit einer Zugfestigkeit von weniger als etwa 4,5 t/em?,

Euler: 0, =21 220~(%>‘ t/em? fiir £ > 105,
;=
. l . L1
Tetmajer: ,—3,1 —0,0114 7 t/cm? fir 72105.
v) FluBeisen von Stahlcharakter.
(B 22 2240 t/om?; Zugfestigkeit ™ 4,5 t/cm?).
>\ 2
Euler: akzzzzoo-@) t/om? fir £ > 105.
i
l
Tetmajer: o, = 3,21 —0,0116-<%> t/cm® fiir H < 105.

In Abb. 21 sind fiir FluBeisen die zu verschiedenen Schlank-
heiten gehérigen Knickspannungen nach Euler und Tetmajer und
die Mittelwerte der Tetmajerschen Versuche eingezeichnet.

35 ~tem?
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Abb. 21.

Vom rein theoretischen Standpunkte aus sind gegen die Tet-
majerschen Formeln drei Einwénde zu erheben.

Zunichst ist der' Ubergang der Eulerschen und Tetmajerschen
Formeln an der Grenze, welche das Gebiet der proportionalen Form-
dnderung von dem der nicht proportionalen Forméinderung scheidet,
nicht stetig; die durch beide Formeln dargestellten Kurven gehen
vielmehr mit einem Knick ineinander iiber, wie dies auch aus den
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oben berechneten Tangenten an die Kurven, welche das Verhalten
des GuBleisens charakterisieren, hervorgeht.

Sodann entspricht der Schlankheit, bei der die Eulersche
Formel ihre Giltigkeit einbiilt, nicht diejenige Spannung, die das
Versuchsmaterial v. Tetmajers an der Proportionalititsgrenze tat-
sichlich hatte. So liegt z. B. fiir sechs Probestibe aus FluBleisen die
Proportionalititsgrenze bei folgenden Werten:

o6,=2,36 2,61 2,30 2,63 2,42 2,44 t/cm2,
und im Mittel bei 2,44 t/em®, wihrend bei der von Tetmajer
angegebenen Schlankhéitsgrenze [:7=—105 die aus seiner Formel
berechnete Knickspannung nur 1,93 t/em? betréigt.

Endlich miite fir den Wert 7:9=—0, sofern diese Extrapo-
lation gestattet ist, aus den Tetmajerschen Gleichungen eine der
» Wiirfelfestigkeit“ gleiche Knickspannung folgen, die indessen lange
nicht erreicht wird. Diese Widerspriiche haben die K4drménschen
Versuche behoben, worauf wir in § 18 noch .zuriickkommen werden.

Im allgemeinen geben die Tetmajerschen Formeln, namentlich
fir sehr gedrungene Stidbe, etwas zu kleine Knickspannungen, was
fiir die Praxis nicht unerwiinscht ist. Ist ja schon der Fall selten,
wo Stdbe mit sehr kleiner Schlankheit zur Anwendung kommen.

Wenn weiter der Geltungsbereich der Tetmajerschen Formeln
nach oben durch eine Schlankheit begrenzt wird, der eine rechnerische
Knickspannung entspricht, die unter der tatséichlichen Proportionali-
titsgrenze liegt, so bedingt dies ebenfalls einen UberschuB an Sicher-
heit. Denn in einem gewissen Bereich oberhalb dieser Schlankheits-
grenze gilt ja noch die Euler-Formel, welche hier héhere Knick-
spannungen ergibt als die Rechnung nach Tetmajer. Zieht man
noch in Betracht, daB die Tetmajerschen Formeln empirischen
Ursprungs sind, daf sie die Ergebnisse vieler Versuche vermitteln,
daf} sie allen Materialméngeln, die weder bei Versuchen noch bei
Ausfiihrungen vermeidbar sind, bereits gerecht werden, und daB
endlich die Versuche alle an heimischem Material vorgenommen
wurden, so ist es verstindlich genug, daB die einfachen und miihelos
zu handhabenden Formeln von Tetmajer ein Vertrauen und eine
Beliebtheit gewinnen konnten, wie das heute der Fall ist.

Wir fiigen zwei Zahlenbeispiele an, welche die Anwendung der
Tetmajerschen Formeln erlautern sollen.

Beispiel 1: Eine Stiitze von Bauholz habe eine Hohe von = 180 cm,
und ihr quadratischer Querschnitt eine Seitenlinge von 12 cm. Welche Be-
lastung darf ihr bei 4-facher Sicherheit zugemutet werden, wenn die Enden

der Stiitze frei drehbar sind?
Es ist das Trégheitsmoment

12t
Jﬁﬁ cm
und die Querschnittsflache
F=12?cm?,
folglich
i V1B =346 em; 1:i— L0 59 [< 100]

346
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Es kommt daher die Rechnung nach Tetmajer in Betracht. Die Knick-
spannung wird

¢, = 0,293 — 0,00 194-% = 0,192 t/cm?,

die Knickkraft
Po=¢, - F=0,192-144 =276 ¢,

und folglich bei 4-facher Sicherheit die zuldssige Belastung
ﬂ 27,6
4 4

Beispiel 2: Fiir eine Belastung von P=451t ist bei einer freien Knick-
linge von =275 cm ein fluBeiserner Stab mit 4-facher Sicherheit zu be-
rechnen. Hierbei soll auf die Nietschwichung des Querschnitts nach einem

Vorschlag Engessers?) in der Weise Riicksicht genommen werden, dafi man
als nutzbaren Stabquerschnitt F' den um die halbe Fliche der Nleten ver-

minderten Querschnitt
. Fo—3 2 (Fn)
einfiihrt.

Zur Losung empfiehlt es sich, einen konstruktiv zweckméaBigen Querschnitt
zundchst einmal anzunehmen und zu untersuchen, inwieweit er der Anforderung
an die Sicherheit geniigt.

Gewiahlter Querschnitt (Abb. 22).

P= =69t¢t.

FO éZ(FH) F ']min
1 Stehblech 300/10 30,0 1,6 28,4 —_
4 Winkel 80/10 60,4 3,2 57,2 836
90,4 4,8 85,6 836
836 .
== 904" 3,04 cm; 1:1=275:3,04=90,5 [<105],

Knickspannung . . . o;==3,1 — 0,0114.90,5 = 2,07 t/cm?,
Knicklast . « . . « Py==0p- F'=2,07.856=1772 ¢,

P, 1772

Sicherheit . . . . . 1'271)—:—4\5‘———393

Eine kleine Verstirkung des Querschnittes erschiene
hiernach angezeigt. Ohne Beriicksichtigung der Niet-
- schwichung hétte sich das Ergebnis nur unerheblich
geindert. Hierbei wire die Knicklast P’ = 2,07-90,4
=187 t und die rechnungsmiBige Sicherheit

Abb. 22. — 187 _ = 4,15 fach

45
geworden. Es erscheint daher statthaft, wie die Praxis das auch tut, bei
Berechnung der Knicksicherheit den EinfluB von Nietschwichungen zu ver-
nachlissigen (vgl. hierzu auch die in § 22 besprochenen Versuche von Féppl).

§ 17. Knickformeln fiir Nickelstahl.

Es liegt kein Grund vor, obwohl fiir Nickelstahl bisher erst
wenige Knickversuche bekannt wurden, daran zu zweifeln, das

1) ¥, Engesser, Uber Knickfestigkeit und Knicksicherheit, ,Eisenbau“
1911, 8. 389.
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fir dieses Material innerhalb der Proportionalititsgrenze die Euler-
£\ 2
sche Formel ok=ﬂ9~E~<li> ebenso zutreffend die Knickspannung

zu berechnen gestattet wie sie dies fiir andere Materialien tut, welche
sich in ihrem Verhalten dem Verhalten vollkommen elastischer Stoffe
ebensogut anschlieBen wie Nickelstahl. Fiir den Elastizitdtsmodul
des Nickelstahls darf dabei etwa der des FluBeisens in Rechnung
gestellt werden.

Nach den in § 18 folgenden Untersuchungen 1liBt es sich er-
warten, daB auch fiir Nickelstahl nach Uberschreitung der Propor-
tionalititsgrenze die Abhingigkeit der Knickspannung von der
Schlankheit sich durch ein den Tetmajerschen Formeln ent-
sprechendes Gesetz zum Ausdruck bringen liit. Wegen der geringen
Zahl bisher vorliegender Versuche scheint es ratsam, die Knickformel
fiir Nickelstahl jenseits der Proportionalitéts-
grenze so aufzustellen, daB sie eine iiber-
schiissige Sicherheit gewédhrt. Bei der groflen
Bedeutung, welche der Nickelstahl im Laufe
der nichsten Zeit noch gewinnen diirfte, steht
zu erwarten, daB die in den Versuchen noch
bestehende Liicke ohnehin bald geschlossen
werden wird, wonach eine zuverlissigere Formel
aufgestellt werden kann.

Zur Gewinnung unserer Knickformel beziehen wir uns auf die
Versuche mit Nickelstahlstiben welche von Waddell!) angestellt
wurden sowie auf Versuche an gegliederten Druckstiben, iiber die
in §§ 60 und 62 noch berichtet werden wird.

Die sechs von Waddell untersuchten Stibe hatten (Abb. 23)
den Querschnitt

2 Stehbleche 305/9,5) F=—112,5 cm®
4 Winkel 76,2/ 95 iJ . =14310 cm

Die Flanschen waren mit gekreuzten Dlagonalen 63,5/9,5 (Flach-
eisen) vergittert und die Gurtungen so. weit gespreizt, daB J,=dJ,
wurde, und die Stibe entsprechend dem Trigheitsmoment J aus-
knickten.

Die Beschaffenheit des Versuchsmaterials ist durch folgende An-
gaben niher gekennzeichnet:

Zugfestigkeit 6,98 bis 8,02 t/ecm?,

Streckgrenze mindestens 4,18 t/cm?,

Chemische Analyse: 3,5°/ Nickel, 0,38°/, Kohlenstoff, 0,75°/,
Mangan, 0,03%/; Schwefel, 0,015°/, Phosphor, 0,059/, Silicium.

Alle Stében waren in Bolzen gelagert. Die Knickspannungen
sind in Tabelle 10 enthalten, ~

) Waddell, Twelve Tests of Carbon-Steel and Nickelsteel-Columns
Eng. News, 59, 1908, S. 60.
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Tabelle 10.
Stab Nr. . . . . . . | 1 | 2 | 3 } 4 ; 5 \ 6
Schlankheit I:i . . .| 27 I 21 | 2 | s | &1 | a1
Knicklange I (cm) . .| 305 305 | 305 | 915 |915 |95
Knickspannung (t/cm?) 4,78 | 4,78 f 4,83 ] 81 | 33| 297

Die in § 62 behandelten 14 Versuche an gegliederten Stiben
lassen sich, wie dort noch gezeigt werden wird, mit guter Niherung
durch die Formel o, = 4,92 —0,0234 (%) t/em?® fiir 1:4 < 82 theo-
retisch berechnen. Bei diesen Versuchen wechselte die Schlankheit
zwischen 10,6 und 46,2, Die Materialeigenschaften des Nickelstahls
sind auf 8. 408 angefiihrt, der Nickelgehalt betrug 3,669/,

Die in § 60 beschriebenen Versuche der Gutehoffnungshiitte an
4 Gliederstaben aus Nickelstahl, deren Schlankheitsgrad 17,3 bis 44,2

Gy .
R 8
y F ‘\.
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7 —
1 t 1 ! 1 1 ! L L 1
0 20 30 4w 50 60 0 80 90 W0
Abb. 24. —.—-— Phoenixville 1910.
— - - —- - — Gutehoffnungshiitte.

o — 45— 0,021 -
(]

i 2
o — 19750 (7>

war, sind ebenso einer theoretischen Behandlung auf Grund der
Formel

l
o, = 4,6 —0,0236 <*> t/em?®
)

fir 1:¢<89 zuginglich. Das Material hatte einen Nickelgehalt von
2,0—2,5%, und die S. 395 angegebenen Festigkeitseigenschaften.

In Abb. 24 sind-nun die Ergebnisse der Waddellschen Ver-
suche, sowie die der theoretischen Behandlung der Gliederstibe zu-
grunde gelegten beiden Knickformeln

l
0, =4,92—0,0234 <7> (§ 62)
Mayer, Knickfestigkeit. 5
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