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Vorwort zur zweiten Auflage.

Die zweite Auflage ist eine wesentliche Kiirzung der ersten;
von 170 Seiten ist das Biichlein auf 123 zusammengeschrumpft,
von den 140 Textabbildungen sind noch 105 vorhanden. Die
Papiere mit logarithmischer Teilung, sowie die graphische In-
tegration werden nicht mehr besprochen; diese Dinge sollen
spater anderswo behandelt werden. Durch diese Kiirzungen
konnte der Preis bedeutend herabgesetzt werden.

Moge das Biichlein auch in der neuen Form dem Studie-
renden ein anregender Fihrer sein, ihn zur eigenen
Tatigkeit aufmuntern, in ihm das Selbstvertrauen und die
Sicherheit und damit die Lust zum Weiterstudium wecken.

Winterthur, im Oktober 1939.
Der Verfasser.

Die siebente Auflage stimmt, von einzelnen Ver-
besserungen abgesehen, mit der sechsten iiberein.

Ziirich, im Herbst 1953.
Der Verfasser.
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I. Graphische Darstellungen.

§ 1. Das rechtwinklige Koordinatensystem!.

Wir ziehen in einer Ebene durch einen beliebigen Punkt O
zwei aufeinander senkrecht stehende Gerade (Abb. 1). Die eine
ziechen wir horizontal und nennen sie die Abszissenachse oder
X-Achse, die andere heile Ordinatenachse oder Y-Achse; beide
Achsen zusammen werden die Koordinatenachsen genannt. Sie
schneiden sich im Nullpunkt oder Koordinatenanfangspunkt oder
Ursprung O. Auf jeder Achse

unterscheiden wir zwei Rich- g

tungen ; die positive Richtung in K 4 7

der X-Achse geht vonlinks nach 5 r P

rechts, in der Y-Achse von un- I

ten nach oben; die entgegenge- a \ y

setzten Richtungen seien ne- 7 p \ ' p

gativ. -+ _J: -é > + 2 J p—
Durch die Achsen wird die -74

Ebene in vier Felder zerlegt, die Pre -2t .

man Quadranten nennt und die sl

wir im Sinne der Figur als den Abb. 1.

I. bis IV. Quadranten unter-
scheiden. Drehen wir den von O nach rechts gehenden Teil der
X-Achse im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers, bis er mit
dem nach oben gehenden Teil der Y-Achse zusammenfillt, so
nennen wir diesen Drehungssinn den positiven, den mit dem Uhr-
zeiger iibereinstinmenden den negativen.

Auf beiden Achsen tragen wir von O aus, im positiven Sinne,
eine bestimmte Strecke als Einheitsstrecke ab; sie moge als Lingen-

T Auch ,kartesisches Koordinatensystem‘ genannt nach dem fran-
zosischen Mathematiker und Philosophen Descartes (Cartesius). 1637
erschien sein Werk ,,Géometrie*’.

HeB, Geometrie. 7. Aufl. 1



2 Graphische Darstellungen.

einheit dienen zur-Messung aller Strecken auf den Koordinaten-
achsen oder auf Geraden, die zu den Achsen parallel laufen.

Nun sei P ein beliebig gewahlter Punkt in einem der vier Qua-
dranten. Er moge von der Y-Achse den Abstand z, von der
X-Achse den Abstand y haben. Diese Abstinde x und y eines
Punktes von den Koordinatenachsen, oder genauer gesagt, die
Mapzahlen, die diesen Strecken zukommen, nennt man die Koordi-
naten des Punktes P. Im besonderen heifit x die Abszisse, y die
Ordinate. Je nachdem der Punkt rechts oder links von der Y-
Achse liegt, rechnen wir seine Abszisse positiv oder negativ. Fiir
die Punkte oberhalb der X-Achse soll die Ordinate positiv, fiir die
unterhalb negativ gerechnet werden. In der folgenden Tabelle
sind die Vorzeichen der Koordinaten fiir die vier Quadranten zu-
sammengestellt.

Quadrant I II II1 v

Abszissez | + | — | — | +

Ordinate y | <+ + — —

Nach Wahl eines Koordinatenkreuzes und einer Lingeneinheit
entspricht jedem Zahlenpaar ein bestimmter Punkt des Blattes,
und umgekehrt, jedem Punkte des Blattes werden zwei Zahlen-
grofen, seine Koordinaten, zugeordnet. Man nennt den Punkt P
mit den Koordinaten z, y auch etwa den Bildpunkt des Zahlen-
paares z, .

Wir bezeichnen einen Punkt P, der die Abszisse x = a, die
Ordinate ¥ = b hat, in der Folge kurz mit P (a; b) oder auch nur
mit (a; b). Die erste Zahl soll sich stets auf die Abszisse beziehen.
Als Lingeneinheit fiir beide Achsen wiahlen wir, wenn nichts an-
deres gesagt wird, den Zentimeter (1 cm). Mit P (4; 3) ist demnach
ein Punkt P festgelegt, der 4 cm rechts von der Ordinaten- und
3 cm iiber der Abszissenachse liegt. Ist ein bestimmier Punkt ins
Auge gefafit, so fiigen wir an z und y einen Index, z. B. P (z; );
A (o5 Yo)-

Ubungen.

1. Zeichne die Punkte 4 (4;3); B(—5; 2); C(—2;—4); (5;—4).

2. Wie groB ist a) die Ordinate eines Punktes, der auf der
X-Achse liegt ? b) die Abszisse eines Punktes auf der Y-Achse ?
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3. Wo liegen alle Punkte mit der Abszisse z =3? Wo alle
Punkte mit der Ordinate y = —2?

4. Welche Koordinaten hat der zu P (a; b) symmetrische Punkt
a) bezliglich der X-Achse ? b) beziiglich der Y-Achse ¢ ¢) beziiglich
des Nullpunktes ?

5. Wo liegen alle Punkte, fiir die Abszisse und Ordinate a)
gleiche, b) entgegengesetzte MafBzahlen haben ?

§ 2. Graphische Darstellungen.

Es seien nun z und-y zwei der Verdnderung fihige GréBen
(zwel Variable, zwei Verdnderliche). Ist y durch z bestimmt, so
nennen wir y eine Funktion von z. Dadurch soll also zum Aus-
druck gebracht werden, daB y durch ein gewisses Gesetz an z
gebunden, von x abhéngig ist. Eine solche Abhéingigkeit kénnen
wir z. B. in einfacher Weise durch eine Gleichung festlegen, wie
etwa

y=05z+2,
oder y =0,12% +3x—4,
5x—2
oder Y=3774

Geben wir z. B. in y = 0,5 4 2 der GroBe x der Reihe nach
die Werte 0; 2; 5; 10; —6, so ordnet die Gleichung, man konnte
sagen automatisch, jedem dieser Werte einen bestimmten Wert y
zu, nimlich der Reihe nach: 2;3;4,5;7; —1. Durch die Gleichung
werden unzihlige Werte z und y
paarweise aneinander gekniipft.

Diese Zuordnung, Verkniipfung ,
kann durch ein Koordinatensy- 5 Bea o
stem zeichnerisch (graphisch) ]
veranschaulicht werden, indem o
man jedem von der Gleichung [ZPY

7 5 ©

gelieferten Wertepaar (x, y)
einen Punkt mit den Koordina- Abb.2.
ten (2, y) entsprechen 1aft. So
liefern z. B. die oben berechneten Wertepaare (0; 2), (2; 3), (5;
4,5) usw. Punkte, die in einer geraden Linie liegen (Abb. 2).

Wir wihlen jetzt etwas allgemeinere Bezeichnungen. Wenn y
eine Funktion von z ist, so driicken wir das mathematisch aus
durch die Gleichung

y =4 () o
l*
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(gelesen: y ist eine Funktion von z, oder kiirzer: y = f von z).
Damit ist ganz allgemein die Tatsache der Abhingigkeit ausge-
sprochen; wie das Gesetz lautet, das y mit x verkniipft, das ist
durch die Gleichung (1) noch nicht bestimmt. Wenn nun z stetig
von einem Werte a bis zu einem andern Werte b alle Zwischenwerte
durchlduft (durchflieBt), so wird y die zugeordnete Zahlenreihe
durchlaufen und der dem verinderlichen Wertepaar (z; y) ent-
sprechende Punkt P wird eine gewisse Kurve durchwandern

(Abb.3). Einer Gleichung y = f (z) wird

also, von besonderen Fillen abgesehen,

durch Vermittlung des Koordinaten-

Y systems eine gewisse Kurve &k zugeord-
net. Man sagt: y = f (x) ust die Gleichung
—tg a —»l ) der Kurve. Die Kurve ist das Bild, die
X . .
Abb.S graphische Darstellung der Gleichung
S y =f().

Neben der Gleichung (1) ist noch eine zweite Form gebréuch-
lich. Gleichung (1) enthélt links nur den Wert y, sie ist nach y
aufgelost. Ist aber die z und y verkniipfende Gleichung noch un-
entwickelt, noch nicht nach y aufgelost, wie z. B. 2% - y* — 64
=0, so gebrauchen wir dafiir das allgemeine Zeichen

F(z,y) =0. @)

Wenn eine Kurve gezeichnet vorliegt, so konnen wir uns mit
unseren Augen iiberzeugen, ob ein Punkt auf ihr liegt oder nicht.
Wie aber erkennen wir, ob der Punkt (a; b) auf der Kurve von der
Gleichung y — f(«) liegt, wenn keine Zeichnung vorliegt? Der
Punkt P (a; b) liegt auf der Kurve, wenn seine Koordinaten (a; b) die
Gleichung y = f(x) befriedigen, also wenn b = f(a) ist. Unter f(a)
ist der Wert zu verstehen, den f(z) annimmt, wenn man an die
Stelle von z den bestimmten Wert a setzt. So ist z. B., wenn
y =0,1 22 [= f(x)] ist, f(2) =04; f(12) = 144; f(—12) = 14,4
usf.

Man wird schon jetzt erkennen, daBl gewisse algebraische Eigen-
schaften sich in gewissen geometrischen Eigenschaften der Kurven
widerspiegeln werden, und umgekehrt. Jener Zweig der Mathe-
matik, der sich zur besonderen Aufgabe setzt, geometrische Pro-
bleme auf Grund des Koordinatenbegriffs nach rechnenden Me-
thoden zu behandeln, ist die analytische Geometrie.
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Bevor wir aber genauer auf diesen Gegenstand eintreten, wollen
wir als vorbereitende Ubungen einige graphische Darstellungen
besprechen. Der Leser benutze einige Bogen Millimeterpapier und
zeichne die Kurven ein. Wer glaubt, mit dem bloBen Verstdndnis
fiir die Losung einer Aufgabe sei es getan, wer sich die Miihe des
Aufzeichnens ersparen will, der handelt nicht klug. Gerade durch
diese ,,Handarbeit‘‘ des Aufzeichnens, durch die Ausfithrung einer
Aufgabe bis zum letzten Strich, gewinnt man jene gewiinschte
Sicherheit in der analytischen Geometrie, ganz abgesehen davon,
daB man sich nach und nach eine schone Sammlung gezeichneter
Kurven anlegen kann, zu deren Herstellung man spéter im prak-
tischen Leben keine Zeit mehr findet.

§ 3. Beispiele.

1. Beispiel. Es ist das Bild zu zeichnen, das der Gleichung y = 0,2 «?
entspricht.

Fir =0 1 2 3 4 5 6 7 8 cm
wird y=0 02 08 18 32 50 72 98 128 ,,

Geben wir z die negativen Werte — 1; —2; —3;..... , 80 erhalten
wir genau die gleichen Werte y; denn fiir irgendeinen bestimmten Wert z,
ist 0,22,2=02(—z,)%=y. Punkte mit entgegengesetzten Abszissen,
aber gleichen Ordinaten liegen symmetrisch zur Y-Achse.

2. Beisptel. Zeichne die Kurve mit der Gleichung y = 0,1 2% .

Fir z2=— 5 —3 —1 0 +1 +3 45
wird y =—126 —27 —01 0 401 427 +125.

Punkte mit entgegengesetzten Abszissen haben auch entgegengesetzte
Ordinaten. Man sagt: die Kurve ist symmetrisch in bezug auf den Nullpunkt.

3. Beispiel. Zeichne die Kurve mit der Gleichung 2% 4+ y* = 16. Wir
l16sen nach y auf; y = 4 ]/16 — 22 und geben z wieder verschiedene Werte.
~ Fir 2=—0 £1 +2  £3 435 +4

wird y=+4 4387 4346 +2656 41,94 0.

Die Kurve ist zu beiden Koordinatenachsen symmetrisch; der Grund hie-

tiir liegt in dem Vorhandensein von nur quadratischen Gliedern von z und y,

sofern die Gleichung von den Wurzeln befreit ist.

24
4. Beispiel. Zeichne die Kurve mit der Gleichung y = o

Fir 1=—6 —4 —2 " +2 4+ 4 +6 +8

wird y=—3 —4 —6 —12 Foo +12 +6 +4.

Beachten wir das Verhalten der Kurve an der kritischen Stelle x = 2.
Es sei zundchst x kleiner als 2; dann kénnen wir setzen £ = 2 —¢, wo ¢
eine positive Zahl bedeutet und y wird 24: (—¢). Mit abnehmendem ¢
riickt der Punkt immer niéher an die Stelle x = 2. Die Ordinate bleibt
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bestandig negativ, aber ihr absoluter Wert wird immer groBer und grofer.
Lassen wir den Punkt von rechts her gegen die kritische Stelle z = 2
riicken, so konnen wir setzen z = 2 + ¢ und y wird 24: ¢&. Die Ordinate
ist positiv, aber mit gegen Null riickendem Werte ¢ wird sie jeden endlichen
Wert iibersteigen. Fiir z = 2 erstreckt sich demnach die Kurve sowohl in
der negativen als in der positiven Richtung der Y-Achse ins Unendliche.
Die Kurve von der Gleichung y = 24 : (x — 2) hat kein ganz im Endlichen
liegendes, lickenloses Bild; man sagt sie sei an der Stelle z = 2 unstetig:
Wird aber  dem absoluten Werte nach immer groBer, so wird der absolute
Wert der Ordinate kleiner, die Kurve nahert sich sowohl links als rechts der
Abszissenachse.

Ubungen.
1. Auf dem gleichen Blatt ist zu zeichnen von £ = — 5 bis = + 5
y=05z+4+4 y=z+4 y=—122+8
y=052—2 y=—z+5>H y= 08zx—4¢.

2. Ebenso: y=0,122; y=0,12244; y=—0222+z+2
y=032% y=0122—2+4; y= 02224+0,62z—3.
3. Ebenso: y = 0,8)/25 —2%; y=03}25 —2% y = 1,525 — 2

12 24 24 12
4.Ebenso:y=7 y=— y=— y=2+x—3'
5. y=0lz(x+3)(x—5) von x=—5 bisz=+47
6. y=0,1z(x—5) y T=—2 , =48
7. y=0,1(22—4)2 y T=—235, z=-+35
16

8'y=5T-_l-_4 w T=—T ,, =-+1
5x2

g'yszﬂ ” r=—3_8 ” x—+8
16 x

10-?/:171—4 w T=—28 . x=+8

1M, y=4+022)z(10—2) ,, 2=0 ,» =10
12.y=:i:0,75]/zz+ﬁ ,y T=—8 , x=+48

8—u=x _ —
18. y = ,y T=—38 , z=+4+8
y :{:zl/S-f—z
14-y=(x—_'_§)—,2 yy T=—58 , =417
10
15. Die Kurve von der Gleichung y = 0,56 z + 2 + 2—3 kann auch

80 gezeichnet werden:
Man zeichnet y =05z 42
10
z— 3
Hierauf die ,,Summenkurve’t y =y’ + y” durch Addition der Ordinaten
der gezeichnet vorliegenden Einzelkurven.

und y”’ =
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16. Zeichne nach der gleichen Methode y = —é— 2% + 3 — z durch Zer-

legung in ¥’ =3 —2; y’' = %:ﬁ; y=y +y".

17, 52% + 62y + 54> —32 =0. Wir losen nach y auf: y =
0,2 (—3 2 + 4 /10— 2?) und zeichnendie Kurve von z — —}/10bis & = + 10

18. Fiir die Schnittpunkte einer Kurve y = f (x) mit der X-Achse ist y=0.
Man findet also die zugehérigen Abszissen aus der Gleichung f(z) =0.
Im Beispiel 5 sind diese Werte 2, = 0; z, = —3; z,=5.

19. Uberlege die folgenden Siitze diber Symmetrie:

a) Eine Kurve ist symmetrisch in bezug auf die X-Achse, wenn ihre
Gleichung sich nicht veréindert bei Vertauschung von y durch (— y).

Beispiele: Yy =z 22+ y2=16.

b) Eine Kurve ist symmetrisch in bezug auf die Y-Achse, wenn ihre
Gleichung unverindert bleibt, wenn z durch (— ) ersetzt wird.

Beispiele: 8; 9; 12.

Wenn eine Kurve in bezug auf beide Koordinatenachsen symmetrisch ist,
dann ist sie auch symmetrisch in bezug auf den Nullpunkt.

c) Eine Kurve ist symmetrisch in bezug auf den Nullpunkt, wenn ihre
Gleichung bei der Vertauschung von z durch (— z) und y durch (—y)
unverdndert bleibt.

Beispiele: 4; 10; 17.
d) Wenn die Vertauschung von z und y die Kurvengleichung unver-

dndert 1a8t, dann ist die entsprechende Kurve symmetrisch in bezug auf
die Winkelhalbierende (45°- Linie) des 1. und ITI. Quadranten.

Beispiele: zy =12; 22+ y2=16.

II. Punkte und Strecken.

§ 4. Entfernung zweier Punkte.

Es sei 4(x;; y;) der Anfangspunkt, B(x,; y,) der Endpunkt
der Strecke 4 B. Projiziert man A B auf die Koordina,ténachsen,
so sind die Projektionen gegeben durch

A'B = x,—a,,
A"B"=yy—y, .

Wo auch 4 und B gewahlt werden ]
mogen, der absolute Wert dieser Diffe-
renzen gibt die Lédnge, das Vorzeichen
bestimmt die Richtung der Projektionen 4
(Abb. 4).

Liegt B’ rechts von A4', so ist zy—ux, 7
positiv, liegt B’ links von A’, negativ.




8 Punkte und Strecken.

Die Richtung der Projektion kann auch erhalten werden, indem
man den Pfeil auf der Strecke 4 B mitprojiziert. Soll nur die
Entfernung von 4 nach B berechnet werden, so spielt das Vor-
zeichen der Projektionen keine Rolle. Es ist
AB=d=y)AC* + BC?,
oder, da AC = 2,—=x, und BC = y,—y, ist
d=AB =} (m—u) + (th—y)"

Das Vorzeichen der Quadratwurzel soll immer positiv gewihlt
werden.

§5. Steigung. Richtungswinkel eines Vektors.

Wir ziehen durch den Anfangspunkt der Strecke A B (Strecken
mit Richtung nennt man auch Vekforen) einen Strahl a parallel
zur positiven Richtung der X-Achse. Unter dem Richtungswinkel
der Strecke A B verstehen wir den Winkel &, um den man diesen
Strahl ¢ im positiven Sinne um A drehen muf, bis er mit 4 B
zusammenfillt. Es ist also

BC — 3
bl —t=n_n

Diesen Wert m nennt man die Steigung der Strecke 4 B.

o ist ein Winkel zwischen 0° und 360°. In der Formel fiir tg o
ist genau auf die Reihenfolge der Koordinaten zu achten. Von den
Koordinaten des Endpunktes sind die entsprechenden Koordi-
naten des Anfangspunktes zu subtrahieren. Um den richtigen
Winkel zwischen 0° und 360° zu bestimmen, ist sowohl das Vor-
zeichen des Zéhlers als auch das des Nenners zu beriicksichtigen.

Lst = + o+ = =
und zugleich »,—2, + — — @+
so liegt & im L II. III. IV. Quadranten.

§ 6. Beispiele.

1. Beispiel. Bestimme die Entfernung des Punktes (2;; y,) vom Null-
punkt. Man setzt in der Distanzformel

2, =0; y,=0; dannist d = Vz,? +7,17,
2. Beispiel. Bestimme die Linge und die Richtung des Vektors von
A (—8; 5) nach B(6; —3).

Es ist AB=}(6+ 8)2+ (—3—5)% =260 = 16,12 cm
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—3—5
6—(—8)
3. Beispiel. Bestimme einen Punkt P (z;y), der von den Punkten 4 (8; 2)
B(—1; 5) C(4; 8) gleiche Entfernung hat.
Weil PA = PB, gilt (z—8)2 + (y —2)* = (z + 1) + (y — B)%,
» PB=PC, , (x+ 7+ (y—8=(x—4>+(y—8)"
Aus diesen beiden Gleichungen folgt z, = 0; y, =1 fiir den Punkt P.

tg o = — 0,5714, somit & = 360° — 29° 45’ == 330° 15",

Ubungen.

1. Bestimme den Umfang des Dreiecks mit den Ecken 4 (5;2) B (—6;4)
C(2; —5).

2, Bestimme die Koordinaten eines Punktes, der von den drei Punkten
A (6; 5) B(0; —3) C(—2; 1) gleiche Entfernung hat.

3. Zeige, daB das Dreieck A4 (3; —1) B(5; —3) C(11; 5) gleich-
schenklig ist.

4. Bestimme einen Punkt P auf der Y-Achse, der von 4 (3; 8) B(7; 5)
gleiche Entfernung hat.

5. A (215 ¥,) und B (x,; y,) sind zwei aufeinander folgende Ecken eines
Parallelogramms. Der Nullpunkt ist der Schnittpunkt der Diagonalen.
Welches sind die Koordinaten von den andern Ecken C und D? Es sei
AB=CD=a; BC=AD=1">b; BD =¢; AC = f. Beweise: 2 (a*4-b?)
=4[,

6. Es seien Py P, P, P, die Ecken eines Linienzuges mit den beziiglichen
Koordinaten (z440); (2,%); - . -; dann haben die Projektionen der Vektoren
PyP,; P,P,; P,P; auf die X-Achse der Reihe nach die Werte P; P, = 2,—z,;
PP, = x,—x;; P;P, = ay—x,. Die Addition gibt P P) = z;— x,.
Dies ist aber die Projektion der ,,Schlullinie PyP;*, oder wie man auch sagt,
der ,,Vektorsumme*‘.

Allgemein gilt offenbar: die algebraische Summe der Projektionen der
einzelnen Vektoren auf eine Gerade g ist gleich der Projektion der SchluB-
linie (der Summe).

Fallt P; wieder nach P;, das Vektorvieleck (hier ein Dreieck) ist ge-
schlossen, dann ist 2, — 2, = 0; somit:

die Projektion eines geschlossenen Vektorvielecks auf irgendeine gerade
Linie g ist Null.

§ 7. Teilungsverhiltnis.

A und B seien zwei beliebige, aber fest bleibende Punkte einer
Geraden g. P sei ein dritter Punkt der nimlichen Geraden, der
aber eine beliebige Stellung auf der Geraden einnehmen darf.
Man nennt das Verhiltnis der Strecken 4 P : BP das durch P
bewirkte Teilungsverhiltnis n der Strecke 4 B. n ist eine reine Zahl,
positiv, wenn die Strecken 4 P und B P die gleiche, negativ, wenn
sie ungleiche Richtung haben. = ist demnach positiv fiir alle
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Punkte P, die nicht zwischen A und B liegen. Links von 4 ist
n<1, rechts von B groBer als 1. Fiir den unendlich fernen Punkt
der Geraden ist n = 1. Fiir den Mittelpunkt M ist n = —1.
Wir denken uns die Gerade in Bezie-
hung zueinemKoordinatensystem gesetzt

"

(Abb. 6). Projiziert man die Punkte 4,
B, P auf die Koordinatenachsen, so ist g
A" A
g ) M V4 P /]
<7 0 -1 e > —DT Y L
Abb. 5. Abb. 6.

AP:BP =A'P':B'P' = A"P":B"P" =u,
d. h. das Teilungsverhaltnis # geht durch die Projektion auf die
Achsen nicht verloren. Nun sei

OA' =2,;0B =2,;0P' =2;04" = y,;;0B" =y,; OP" =y,

r— —
also —t—=pn und Y= _ n,
r— % Y— Y
woraus folgt
2 = T, TN, _ YNy
1—n = 1—n

Hieraus konnen die Koordinaten (z; y) des Teilungspunktes P
berechnet werden, wenn die Koordinaten der Fixpunkte und das
Teilungsverhaltnis #» gegeben sind.

1. Beispiel. Welches sind die Koordinaten des Mittelpunktes einer
Strecke?

Sind A4 (z,; y;) und B(2,; y,) die gegebenen Endpunkte der Strecke,
so ist fiir den Mittelpunkt » = — 1, somit

2=05(2; + ) und y=05"(y, + 92) -

Die Koordinaten des Mittelpunktes einer Strecke sind immer das arith-
metische Mittel aus den entsprechenden Koordinaten der Endpunkte.

2. Beispiel. Welches sind die Koordinaten des Schwerpunktes eines
Dreiecks, wenn die Koordinaten der Eckpunkte bekannt sind ?

A (25 41); B(zy; y,) und C (24; y,;) seien die drei Ecken. Der Schwer-
punkt S (z; y) liegt auf der Verbindungslinie des Mittelpunktes M der
Seite A B mit der Ecke C, und zwar ist M8 = 0,5 .8C . M hat die Koor-
dinaten 0,5 (z, + z,); 0,5(y, + y.) . FaBt man M und C als Fixpunkte
auf, so ist das Teilverhaltnis M S : CS .= — 0,5 . Demnach hat der Schwer-
punkt § die Koordinaten
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_0,5(x1+x,)—{-0,5x3 und _0’5(y1+yz)+0ﬂ§
TETT1 S =0p) Y= C0g)
oder x=—;—-(z1+za+x3) und ?/2;"—'(?/1-{-?/3-{-?/3),

d. h. die Koordinaten des Schwerpunktes sind das arithmetische Mittel aus
den entsprechenden Koordinaten der Ecken des Dreiecks.

Ubungen.

1. Bestimme die Koordinaten des Mittelpunktes der Strecke 4 (— 4; 6)
B(6; —4).

2. Bestimme die Koordinaten des Mittelpunktes der Strecke 4 (a; b)
B(—a; -—b).

3. Gesucht: die Koordinaten des Schwerpunktes des Dreiecks 4 (5; 4)
B(—5;2) C(3; —3).

4. A, B,C seien die Ecken eines Dreiecks. D sei der Mittelpunkt der
Seite BC. Beweise: AB? + AC* = 2(AD? + BD?).

5. u,v,w seien die Abstinde des Schwerpunktes von den Ecken eines
Dreiecks. a,b,c seien die Seiten des Dreiecks. Beweise:

a? + b8 4t =3 (w4 v+ wh).
6. Es seien 4 (1; 5) B(8; —2) die Endpunkte einer Strecke. Be-
rechne nach .

1—8n 54+2n
x = = -

’ T l1—n

verschiedene Wertepaare (z; y) und zeichne die entsprechenden Punkte
fir n =—1; —0,5; —2; 1; 2; 0,8; 0,7. Diese Gleichungen liefern
,;automatisch‘‘ zu jedem » die Koordinaten eines Punktes auf der Geraden
durch A4, B.

1—n

§ 8. Inhalt eines Vielecks.

Es soll der Fliacheninhalt eines Vielecks aus den Koordinaten
seiner Ecken berechnet werden. Wir setzen voraus, daB sich die
Seiten des Vielecks nicht durchsetzen. Wir berechnen zunichst den
Inhalt eines Dreiecks. P;(x; u);
Py(zy; y5); Ps(xs; y5) seien die Ecken
(Abb. 7). OP, =1r; OP, = ry;
OP; =r;. Diese Linien schlieflen
mit der X-Achse der Reihe nach die
Winkel a;; a, und &, ein. Dann ist
der Inhalt J des Dreiecks gegeben
durch

J=AO0OP, P, + NOP, P,

— AOP,P;, oder
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2J =11y sin (&, — &) + o7y - 8in (&g — &) — 757y Sin (65 — &),
was, da sin (4, — &,) = — sin (&, — &) ist, auch geschrieben wer-
den kann als
2J =y sin(ay,—0a,) + 7org Sin (6 —x,y) + 757y Sin (&, —ag).
Entwickelt man die Sinusfunktionen, so wird
2 J = ryry sina, cos &, —ryr, COS &, SiNGK,
+ 7473 SIN G5 COSBy—ToT'5 COS Ky SIN K,y
+ 747, sina, €os 6i;—7,r; COSK, SINA,.

Nun ist
Z; = 1y COSN, Y, = ry sinay
Ty =T, COSKy Yy = 7y Sina,
23 = 75 COS g Y3 = rysinag.

Setzt man diese Werte in der Formel fiir 2 J ein, so erhilt man

2J = (21yy— Tpy1) + (XY — T3Yy) + (T35 — 11Y5)
oder 2J = z; (¥,—93) + % (43— 1) + %3 (h— ) -

Der doppelte Flacheninhalt wird aus den Koordinaten der
Ecken gefunden, indem man die Abszisse jeder Ecke mit der Diffe-
renz der Ordinaten der nachfolgenden und der vorangehenden
Ecke multipliziert und die Produkte addiert.

Handelt es sich um ein beliebiges Vieleck, dann treten auf der
rechten Seite entsprechend mehr Glieder hinzu.

Die Formel liefert nur dann einen positiven Inhalt, wenn der
Umlaufungssinn des Vielecks positiv ist, d. h. wenn das Innere
des Vielecks beim Durchlaufen des Umfangs von P, iiber P, nach
P; immer zur Linken ist. Ist der Umlaufungssinn negativ, so wird
auch das Resultat negativ.

1. Beispiel. Die zwei ersten Kolonnen des folgenden Schemas enthalten
iz Koordinaten der gegebenen Eckpunkte eines Fiinfecks. Man berechne
seine Fliche.

1
z; Y; { Yit1— Yi—1 Hzi(yi+1——yi—l)

5 1;+11 + 55
1 T+ 2 + 2
—4 3 —12 || +48
—5| —5 — 701 +3
—1| —4|+ 6 | —6
H+19 —19 | +140 —6=134=2J

J = 67 cm?.
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Die Zahlen der Kolonne (y;+1 — y;—1) sind entstanden aus
T—(—4)=11; 3—1=2; —5—T=-—12 usw.
Die Summe aller Differenzen y;41 — ;—1 muB Null sein. Darin besteht
eine Probe fiir die Richtigkeit der Rechnung (19 — 19 = 0).

2. Beispiel. Ein Dreieck hat die Ecken (0;0), (1;8), (9; 2). Berechne
seine Fliche. — Esist 2J = 2y, — 2,9, =1-2—9 -8 = —70; somit
J =—35cm?.

Das Minuszeichen ist eine Folge des negativen Umlaufungssinnes.
Nimmt man den Punkt (9; 2) vor dem Punkte (1; 8), so wird J = + 35 cm?.

Ubungen.
Aus den Koordinaten der Ecken sollen die Flichen berechnet werden
1. Firx =7 — 10 —3
ist y=3 5 —6.

2. Fir z =120 50,2 18,4 m
ist y=20,5 1403 704 m.
3. Fire=26 18 —1,7 —38 —6 —34 —09 14
ist y=43 1,5 6,7 42 —14 —53 —26 1,7.
4. Firz =—1 3 7
ist y=—1 —3 —5.
5. Leite die Flichenformel fiir das Dreieck O P, P,, namlich
J =0,5(z; y5— 73 1)
unmittelbar aus der Figur ab.

III. Die gerade Linie,

§9. Die Hauptgleichung der Geraden.
y=mx+>b.
Es sei g eine beliebige Gerade und P ein beliebiger Punkt auf
g mit den Koordinaten (x; ). Dann ist (Abb. 8)
y=AB+ BP
AB =z tga
BP =b = Abschnitt der Geraden auf
der Y-Achse; somit

y=wx-tga +b.
Setzen wir, wie frither (§ 5), tga = m, so ist
y=mx+b.

Diese Gleichung nennen wir die Hauptgleichung der Geraden.
Sind m, also &, und b gegeben, so konnen wir nach dieser Gleichung
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zu jedem beliebigen = den Abstand y des Punktes P von der
X-Achse berechnen. m heiit die Steigung der Geraden. VergroBert
man die Abszisse z eines beliebigen Punktes P (Abb. 9) um die

\
\

m W 9 ' P
7 ) / 7 R ll
b l y l
J_~=& Ay
Ol 7.
e ———— L ——————}
Abb. 8. Abb. 9.

Einheit, so daB die Abszisse des Punktes @ gleich = + 1 ist, so
findet man die Ordinate y' des Punktes @ aus

y =m(x+1)+b.
Fiir P ist y=mz+b,

somit .RQ =y —y=m.

Die Steigung der Geraden ist also die konstante Zunahme der
Ordinaten bei einem Wachstum einer beliebigen Abszisse um die
Langeneinheit. Je gréfer m, desto steiler ist die Gerade.

, Wenn wir in Zukunft von stei-
A genden und fallenden Geraden
\ sprechen, so miissen wir zunichst
festsetzen, was man damit meint.

/( o Eine Gerade (oder Kurve) heiBt

&y . .

) \\é ) steigend, wenn bei wachsenden
Abszissen auch die Ordinaten
wachsen; dagegen fallend, wenn

bei wachsenden Abszissen die Ordinaten abnehmen. In Abb. 10
ist g, eine steigende, g, eine fallende Gerade. Der Steigungswinkel
ist der Winkel, um den man die positive X-Achse im positiven
Sinne drehen muf}, bis sie mit der Geraden zusammenfillt. « ist
demnach ein Winkel zwischen 0° und 180°. Wir kiénnen den
Winkel & auch positiv von 0° bis 90° und negativ von 0° bis
(—90°) rechnen. Damit haben wir die Moglichkeit, jede beliebige
Gerade in der Ebene durch eine Gleichung darzustellen.

Abb. 10.



Beispiele. 15

| positiv | |
| negativ]

Ist die Gleichung einer Geraden gegeben, so zeichnet man die
Gerade auf folgende Weise:

a) Es sei y = 0,52 + 4. Wir berechnen aus der Gleichung die
Ordinaten zweier Punkte mit méglichst grolem Abszissenabstand.
So wird fiir £ =10,y =5 +4 =9. Firz =—10wird y = —5
+ 4 = —1. Durch die Punkte (10;9) (—10; —1) ziehen wir die
Gerade g. Jeder Punkt auf g hat zwei Koordinaten, die durch die
Gleichung y = 0,5  + 4 miteinander verkniipft sind.

b) Oder: Ist wiederum y = 0,5z +- 4 gegeben, dann ist der
Achsenabschnitt auf der Y-Achse 4cm. Die Steigung ist 0,5.
Deshalb gehen wir von diesem Schnittpunkt auf der Y-Achse
10 cm horizontal nach rechts und von dort 5 cm aufwirts; damit
erhalten wir einen zweiten Punkt P der Geraden; denn jetzt ist
tga =5:10 =0,5.

Geht eine Gerade durch den Nullpunkt (g', Abb. 8), so ist thre
Gleichung, weil b = 0, von der Form

y=mze.

Die folgenden ausgefiihrten Beispiele sind grundlegende Auf-
gaben iiber die gerade Linie. Sie sollen sorgféltig iiberlegt und auf
Millimeterpapier aufgezeichnet werden.

Eine Gemde{ ?E;z:t} , wenn thre Stetgung m

§ 10. Beispiele.

1. Beispiel. Eine Gerade geht durch O und den Punkt P (8;12). Wie
heiBt ihre Gleichung?

Die Gleichung muB die Form haben y = mx. Da der Punkt P auf der
Geraden liegt, miissen seine Koordinaten dieser Gleichung geniigen; es muf3
also sein 12 = 8 - m; daraus folgt m = 1,5. Die Gleichung der Geraden
heift somit

y=15z.
(Dezimalbriiche werden nur dann verwertet, wenn der Dezimalbruch ein-
fach ist. Man bevorzugt gewohnliche Briiche.)

Der Steigungswinkel & folgt aus tga = 1,5. Es ist & = 56°19’,

2. Beispiel. Eine Gerade fillt unter 30°, d. h. der Steigungswinkel ist
(— 30°) oder auch (+ 150°) und schneidet die Y-Achse im Punkte (0; 8).
Wie heifit die Gleichung?

Es ist

y=—tg30° x4+ 8=— L3 -2+8.

3. Beispiel. Es folgen die Gleichungen einiger besonderer Geraden.

Eine Gerade im Abstande b parallel zur X-Achse hat die Gleichung

y==>b.
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Eine Gerade im Abstande a parallel zur Y-Achse hat die Gleichung
r=a.
Eine Gerade durch O, die unter 45° steigt, hat die Gleichung
y==zx. :
Eine Gerade durch O, die unter 45° fillt, hat die Gleichung
y=—=z.
4. Beispiel. Wann sind zwei gerade Linien parallel ?
Die Geraden mit den Gleichungen
y=mxr+b und y=myx+0b,
sind parallel, wenn die Steigungen m, und m, einander gleich sind.
mp =ma.
5. Beispiel. Wann stehen zwei gerade Linien aufeinander senkrecht?
(Abb. 11).
Esist a,=90+4q,

somit tgxp = tg (90 + &;) = —ctga; =

’

T
. 1 1
somit My = — -~ oder m;=— py
1 2

oder mimy =—1.

w°

2 \g\

w, a; 0 / \
\ g1 9z

Abb. 11. Abb. 12,

S

Zwei Gerade stehen somit aufeinander senkrecht, wenn das Produkt
ihrer Steigungen (— 1) ist; die Steigung der einen Geraden ist der negative
reziproke Wert der Steigung der andern.

6. Beispiel. Bestimme den Winkel zwischen den beiden Geraden
y=m, 2+ b und y = myz + by,. Nach Abb.12 ist

y=p§-—a
also
tg f—tga
tgy=1t8(F—%) = T tga

Nun ist tga = m; tg f = m,, somit

m:; —my

t_qY=1———_|_m1 “ma "
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Hieraus wird der Winkel ¥ berechnet, um den man g, um den gemein-
samen Schnittpunkt P im positiven Sinne drehen muf, bis g, auf g, fallt.
Ist m, = m,, so ist tgy = 0; die Geraden sind parallel (Beispiel 4).

Ist 1 +mym, =0, so ist tgy =oc; die Geraden stehen aufeinander
senkrecht (Beispiel 5).
7. Beispiel. Wie heiBt die Gleichung einer Geraden mit der Steigung m,

die durch den Punkt (z,; y,) geht?
Die Gleichung hat die Form y = mz + b; mist bekannt. b ist unbekannt.

Da aber (x;; ;) auf der Geraden liegt, 1st
yp=mz;+b,

somit b=y, —muz,.

Somit heiBt die Gleichung der Geraden

y=mx + y, —mx,.
Hiefiir schreibt man gewo6hnlich
y—yr=m (x—2x1).

8. Beispiel. Wie heiBt die Gleichung einer Geraden, die durch die zwei
Punkte Py(5; —3); Py(—T;6) geht?

Die Gleichung hat jedenfalls die Form y = mz + b. Hierin sind m und b
unbekannt.

Weil aber P, auf g liegt, ist —3 = 5m + b.

Weil P, auf g liegt, ist 6=—Tm+b.
Aus diesen zwei Gleichungen findet man m = — 3/4; b = 3/4; somit
heiit die Gleichung der Geraden
3 3
Yy=— T z + T
9. Beispiel. Welches sind die Koordinaten des Schnittpunktes der beiden
Geraden y =—2+ 7 und y =2z —8?

Die Koordinaten (z; y) des Schnittpunktes sind die einzigen Werte, die
beide Gleichungen erfiillen; wir haben also in den gegebenen Gleichungen
zwel Bestimmungsgleichungen mit den zwei Unbekannten z und y. Die
Gleichsetzung der Ordinaten liefert — 2 + 7 = 22 — 8. Hieraus folgt
ry = 5; ¥, = 2 als Koordinaten des Schnittpunktes.

Tbungen.
1. Zeichne auf dem gleichen Blatt Millimeterpapier die Geraden mit den
Gleichungen
y=03x y=0Tx y==z y=15x
y=—032r y=—0Tr y=—zr y=—15z.
2, Zeichne auf dem gleichen Blatt
y=05x+5 y=03r—4 y=x+1
y=052z+8 y=—03z+4 y=—2zx48.
3. Eine Gerade geht durch (2; 3) und ist zur Geraden y = — 0,9 = 4 12
parallel. Wie heiBt ihre Gleichung?
HeB, Geometrie. 7. Aufi, 2
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4. Wie lautet die Gleichung der Geraden, a) die durch (5; 2) geht und
zur Geraden y = — 0,6 x + 4 senkrecht steht? b) (4;5) senkrecht zu

=2z—4?

5. Wie heiBt die Gleichung der Geraden durch die Punkte: a) 4 (3; — 6}
B(9;6); b) A(4;—3) B(8;3); c) A(—1;9) B(10;2).

6. Beweise: Die Gleichung einer Geraden durch die beiden Punkte
P, (%5 y,) Pa(2y; yp) kann auf die Form gebracht werden
Yo" ¥y
Xy — 1,

7. Ein Dreieck hat die Ecken 4 (—6;7) B(7;—6) C(3;4). Wie
lauten die Gleichungen seiner Seiten ?

8. Bestimme die Koordinaten des Schnittpunktes der beiden Geraden
y=056z—25und y=—2z—35.

9. Eine Gerade geht durch 4 (3;7) B(7; 3); eine zweite Gerade durch
die Punkte C (— 2; 2) D (6; 6). Welches sind die Koordinaten des Schnitt-
punktes ?

10. Geht die Gerade y = — 2 2 — 16 durch den Schnittpunkt der Ge-
raden y=—3z+5und y=—22—4?

11. Durch P (5;8) wird ein Lot auf die Gerade y = — 0,5 = 4 7 gezogen.
Der FuBpunkt des Lotes ist A. Wie lang ist die Strecke P4 ?

12. Eine Gerade geht durch (0; 6) und hat die Steigung 1 :4. Eine
zweite Gerade geht durch (10;0) und féllt unter 45°. Koordinaten des
Schnittpunktes ? Spitzer Winkel zwischen den Geraden ?

13. Eine Gerade geht durch (0; 8) und hat die Steigung — 0,1; eine
zweite Gerade geht durch (4;0) und hat die Steigung 1:3. Wo ist der
Schnittpunkt ? Wie groB ist der spitze Winkel zwischen den Geraden ?

14. Bestimme den spitzen Winkel zwischen den Geraden

a) y=0424+17 und y=—092 4+ 4,2,
b) y=—092+42und y=252413.

15. Ein Dreieck hat die Ecken 4 (— 6;2) B(10;6) C(3; —3). Be-
stimme seine Winkel.

16. Die Seiten eines Dreiecks haben die Steigungen m, 1 :m und 1.
Zeige, daB das Dreieck gleichschenklig ist.

17. OP, und OP, sind zwei aufeinander senkrecht stehende Gerade.
Zeige, daB x, z, + y,y, = 0 jist.

18. Die Steigung einer Geraden g ist 0,5. Bestimme die Steigung einer
Geraden g,, wenn der Winkel zwischen g und g, 45° ist (g wird im positiven
Sinn um den Schnittpunkt nach g, gedreht).

19. Welches sind die Steigungen der beiden Geraden g, und g,, die mit
einer Geraden y = mz + b den Winkel f einschliefen ?

y—p= z—2).

§ 11. Andere Gleichungsformen der Geraden.

1. Von einer Geraden kennt man die Abschnitte a und b auf den
Koordinatenachsen (Abb. 13); dann ist die Steigung — b/a = m
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und die Gleichung der Geraden lautet y = ——% x 4+ b. Dividiert
man durch b und ordnet, so erhilt man die iibliche Form

r Y
Tt =1L
Fiir jeden beliebigen Punkt
(%; y) der Geraden ist somit die
Summe der Verhiltnisse z:a s
und y : b gleich Eins.
2. Normalform. Eine Gerade « 4
ist auch bestimmt, wenn man —UT & \
ihren Abstand é vom Nullpunkt Abb. 13.
und den Winkel &, den dieses
Lot ¢ mit der X-Achse einschlieBt, kennt. Aus der Abb. 13 folgt
a=20:c08x;b=20:sinx. Setzt man diese Werte in der oberen
Gleichung ein, so erhélt man
rT-coBx  y-8inx
é 6

1

oder
xrcosa+y-sina—&=0.

Diese Gleichungsform der Geraden heiBt die Normalform.
0 wird dabei immer positiv gerechnet.
3. Allgemeine Gleichung. Jede Gleichung von der Form
Ax + B y+ C=0
ist die Gleichung einer Geraden (4, B, C sind beliebige, reelle
konstante Zahlen); denn, ist B nicht gleich Null, so kann die Glei-

chung geschrieben werden
A C
y=—"8%*"F"

Dies stellt eine Gerade dar mit der Steigung — 4 : B und dem
Achsenabschnitt 6 = —C : B. Ist B=0 oder Az +C =0,
80 ist r=—C:4.

Dies ist die Gleichung einer Geraden parallel zur Y-Achse, die

C
durch den Punkt (— i O) geht.

Wir nennen die Form Az + By + C =0 die ,,allgemeine
Gleichung‘‘ einer Geraden. Jede Gleichung vom ersten Grade in den
Koordinaten x und y ist die Gleichung einer geraden Linie.

2%
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§ 12. Beispiele.

1. Beispiel. Eine Gerade hat die Gleichung 3 x —8 y — 24 = 0. Wie
lang sind die Achsenabschnitte @ und b?

Fiir den Punkt 4 (Abb. 13)ist y = 0, somit 3 z — 24 = 0,alsox=a =3.
Fiir den Punkt B ist # = 0; somit —8y —24 = 0; also y = b = —3.

2. Beispiel. Bestimme den Winkel zwischen den Geraden 2 x —4y + 3
=0und 4z—3y—6=0.

Wir lésen jede Gleichung nach y auf

1 3 4
= __ il =_x—2.
Y 2:4:-|—4undy 77

Die Koeffizienten von z sind die Steigungen. m; = l-;m2 :,%; also ist

2
nach (§ 10 Beispiel 6).

\ tgy = 0,5; somit y = 26°34".
3. Beispiel. Ein Kreis um O habe den
Radius 7. Der Beriihrungsradius O P (Ab-
bildung 14) schlieBe mit der X-Achse den
Winkel & ein. Wie heiflt die Gleichung der
Tangente im Punkte P(z,; y;)?
Wir benutzen die Normalform (§ 11,2).
S=r.
z-cosax + y-sina —r=0.

Nun ist cosa = @) : 7; sinax = y; : 7.
Abb. 14, Demnach ist

Erﬁ—{—y%—r:O oder zz, 4+ yy, = 7%
Dies ist die Gleichung der Tangente.

4. Beispiel. Die Gleichung (y — m, ) (y — myx) = 0 ist die Gleichung
von zwei Geraden durch den Nullpunkt; denn das Produkt links wird Null,
wenn entweder der 1. oder der 2. Faktor Null wird. Das ist aber der Fall,
wenn x, y die Koordinaten eines Punktes auf y — m, r = 0 oder auf
y — myx = 0 bedeuten.

Multipliziert man aus, so erhdlt man eine Gleichung von der Form

A2 4+ Bxy +Cy2 =0, (1)
eine ,,homogene Gleichung zweiten Grades in den Verinderlichen , 4.
Lost man sie nach y auf, so findet man

y= 2_%(_ B+ )B*—440) = [ma].
Demnach entspricht der homogenen Gleichung (1) ein Geradenpaar durch 0.
Es ist reell, zusammenfallend oder imaginéir, je nachdem B2 —4 AC >0
oder gleich Null, oder <0 ist.
Der Winkel zwischen den Geraden folgt aus
oy VE AT
g Aro



Uberfiihrung der allgemeinen Gleichung in die Normalform. 21

Ist B2—4AC =0, dann ist y = 0°; die Geraden sind identisch. Ist
A 4 C =0, dann ist y = 90°; die Geraden stehen aufeinander senkrecht.

Der Gleichung 2y = 0 entsprechen x = 0 und y = 0.

4y2—3 a2y =0entsprecheny =0und4y—32=0.

3 2% + 8xy— 3 y* =0 entsprechen zwei aufeinander
senkrechte Gerade.

9a®— 122y + 4 y* = 0 entspricht die doppelte Gerade

’ 2

’ .

Je—2y=0.
” " 522 + 6 ay -+ 5 y® = 0 entsprechen keine reellen Ge-
raden.

522 —3xy— 2y® =0 stellt ein Geradenpaar dar mit y = 66°48’".

§13. Uberfiihrung der allgemeinen Gleichung in die
Normalform.

Hat eine Gerade die Gleichung 42 + 3y + 20 =0, so ent-
spricht ihr eine Normalforin x cosa + ysina — ¢ = 0. Man darf
nun nicht ohne weiteres durch Vergleichung der beiden Gleichun-
gen schliefen: also ist cosa =4, sina =3 und — J = 20. Das
wire falsch, abgesehen davon, daB Kosinus und Sinus nie groBer
als 1 sein konnen.

Damit die Vergleichung richtige Resultate lLiefert, miissen wir
die erste Gleichung umformen. Wir multiplizieren sie mit einem,
noch néiher zu bestimmenden Faktor %, der von Null verschieden
ist. Durch diese Multiplikation mit & wird das geometrische Bild
nicht verdndert; denn sowohl 4z +3y+20=0 als auch
4kx -+ 3ky + 20 k = 0 stellt die nimliche Gerade dar; denn die
Steigung ergibt sich aus beiden Gleichungen zu m = —4 : 3
und der Achsenabschnitt b ist — 20 : 3.

Wir denken uns nun k so gewihlt, dafl die Gleichungen
4kx+3ky+20k =0
und zcosa + ysina-—49 =0
unmittelbar miteinander verglichen werden konnen. Es muB also
sein
4k =cosa und 20k =—9,
3k =sina.
Durch Quadrieren und Addieren der beiden ersten Gleichungen
folgt
25 k? = cos?x -+ sin?x = 1.
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Demnach ist
A 1__ 1

Von den beiden Vorzeichen kommt nur eines in Betracht; da
20 k eine negative Zahl sein muB, niamlich (— d), so ist das nega-
tive Vorzeichen das richtige. Demnach ist also

cosa =—20,8; sina =—0,6 und 6 =4
und die Normalform lautet '
—082z—06y—4=0.

Diese Gleichung ist aus 42 +3y +20 =0 durch Multi-
plikation mit dem Faktor £ = — 0,2 entstanden.

Wir l6sen nun die Aufgabe allgemein. Az + By +C =0
soll in die Normalform xzcosa 4+ ysino —§ =0 iibergefiihrt
werden. Wir setzen

kA =cosx und kB =sina.
Daher ist
1
2 2 —_— ——
k? (A2 + B%) =1 oder k—iVm'
Da kC stets eine negative Zahl, nimlich (— §), sein muB, so

ist der Quadratwurzel immer das entgegengesetzte Vorzeichen von C

zu geben. Das Ergebnis ist also kurz:

' Az + By +C
VAt B
Das Vorzeichen der Quadratwurzel ist dem Vorzeichen von C

entgegengesetzt.

Im besonderen ist
A B c

-—————Vm ; sina =V ET B ; T

Az + By + C =0 hat die Normalform =0.

—94.

CO8S X =

1. Beispiel. Die Gleichung 5z — 12 y + 100 = 0 ist in die Normal-
form iiberzufiihren.

Es ist /42 + B® = |25 + 144 = 169 = 13. Das negative Vorzeichen
der Wurzel ist zu wahlen, weil 100 positiv ist. Die Normalform lautet

5x—12y+199_0

— 13
Der Abstand § des Nullpunktes von der Geraden ist § = 100 : 13 = 7,7cm.
o schlieBt mit der X-Achse einen Winkel ein, der aus cosax = — 5 :13

und sina = 12 : 13 bestimmt werden konnte. & liegt zwischen 90° und 180°.
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2. Beispiel. Die Gleichung y = mx + b ist in die Normalform iiber-
zufiihren.
Esist me—y +b=0,
mr—~y+b 0
T+m
ist die Normalform. (Vorzeichen der Wurzel entgegengesetzt dem Vor-
zeichen von b.)

3. Betspiel. Wie lautet die Normalform zu Z— + ‘Z— =1?

Es ist br +ay—ab=0,
b —
demnach iﬂ_—_ﬂ = 0 (Normalform).
llaz + b2

§ 14. Abstand eines Punktes von einer Geraden.

Man kennt die Koordinaten (z,; %,) eines Punktes P und die
Gleichung einer Geraden. Wie weit ist der Punkt von der Geraden
entfernt ¢ — Wir unterscheiden zunichst zwei Fille:

1. Der Nullpunkt und P liegen-auf der gleichen Seite der Ge-
raden (Abb.15). Es sei d = PC der gesuchte Abstand. Wir
projizieren den Linienzug O A PC auf § und erhalten

OA-cosx + AP -sinx +d =9,
oder d =— (2, - cosa + ¥, sina — 9). 1

9\ AN

g A N _i[ \
Abb. 15. Abb. 16.

2. Der Nullpunkt und P liegen auf verschiedenen Seiten der
Geraden (Abb. 16). Wir projizieren wieder den Linienzug O4 PC
auf die Gerade, welche ¢ enthalt; dann ist

OA4-cosa + AP sina =d -+ 6,
oder d = (xcosa + y, - sina — §). (2)
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In dem Klammerausdruck der Formeln (1) und (2) erkennen
wir die Normalform der Gleichung der Graden g; aber an die
Stelle der laufenden Koordinaten x und y eines Punktes auf g sind
die bestimmten Koordinaten des Punktes P getreten. In beiden
Fillen ist d eine positive GroBe. Von diesen beiden Formeln
wihlen wir aber nur die erste, nimlich

d =—(x;-cosx + g, - sinax — ) 3)
und wenden sie an auf Punkte diesseits oder jenseits der Geraden.
Ist der Punkt P (x,; v,) auf der gleichen Seite wie der Nullpunkt,
so liefert uns (3) den Abstand d; ist er aber, vom Nullpunkt aus
gesehen, jenseits der Geraden, so liefert uns (3) auch den Abstand
des Punktes P von g, aber mit dem negativen Vorzeichen behaftet.
Wir haben also in dem Vorzeichen von d ein Erkennungsmittel
iiber die Lage des Punktes gegeniiber g, ohne dafl wir die Gerade
und den Punkt zeichnen niiissen.

Soll also der Abstand eines Punktes P (z;; %) von einer Ge-
raden, deren Gleichung bekannt ist, berechnet werden, so bringt
man

a) die Gleichung zuerst auf die Normalform;

b) man ersetzt x und y durch die Koordinaten des Punktes P,
und

¢) man gibt dem so erhaltenen Ausdruck das negative Vor-
zeichen.

Ist z. B. die Gleichung der Geraden in der Form

Az +By+C=0
gegeben, so ist der Abstand des Punktes P(z,; y,;) von der Geraden
gegeben durch

Ay + By, +C
A s B
worin die Quadratwurzel das entgegengesetzte Vorzeichen von C
besitzt. Ist d positiv, so liegen P und O-auf der gleichen Seite,
ist d negativ, so sind P und O auf verschiedenen Seiten der
Geraden g. Ist d =0, so liegt P auf g. Setzt man also in die
Gleichung einer Geraden fiir (x; y) irgendwelche Werte ein, so ist
fiir alle Punkte auf der einen Seite der Geraden der Ausdruck vom
gleichen Vorzeichen.

3

1. Beispiel. Bestimme den Abstand des Punktes P (5; 8) von der Ge-
raden y = — 0,52+ 7.
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Es ist 05z+y— 7T=0
oder r+2y—14=0;
. 5+2-8-—14 7
somit, d=— S L .
5 3 I's 3,13 cm

2. Beispiel. Bestimme den Abstand des Punktes (— 6; 8) von der Ge-
raden, die O mit (10; 7) verbindet.

Die Gleichung der Geraden heiit y = 0,7 2 oder 72 — 10 y = 0; somit
ist

Ubungen,
1. Bestimme den Abstand des Nullpunktes von der Geraden
224+3y—T7=0.
2. Der Abstand des Punktes P (4; 3) vony = — 0,9 z + 4,2 ist—1,786.
Der Abstand des Punktes P (4;3) vony = 04 x 4+ 7 ist 5,21,

3. Der Abstand des Punktes P (5; 2) von der Qeraden durch 4 (—5; 2)
B (3;10) ist zu bestimmen.

4. Berechne die Hohen des Dreiecks mit den Ecken 4 (— 5; 2) B(5; 8)
C(7;—T).

5. Bestimme den Abstand der Parallelen y =0,5x + 8 und y =0,5z—4. -

6. Der Nullpunkt hat von der Geraden mit den Achsenabschnitten
a und b den Abstand b = ab : Ja* + b2

7. Durch den Punkt P(— 1;— 3) soll eine Parallele und ein Lot zu
4 x — 8 y — 5 =0 gezogen werden.

8. Der spitze Winkel zwischen den Geraden 42 —2y 4+ 7 =0 und
12 2 4+ 4 y — 5 = 0 betriagt 45°.

9. Die Gleichung einer Geraden durch z,, y, senkrecht zur Geraden
Ax + By + C = 0 ist gegeben durch

Bxr — Ay = Bry—Ay,.

10. Die Geraden 4,x + By + C;, = 0 und 4,2 + B,y + C, = 0 sind
parallel, wenn 4, : 4, = B, : B, ist.

11, Stehen die Geraden in 10. aufeinander senkrecht, dann ist 4, - 4,
+ B, B,=0.

§ 15. Die Gleichungen der Winkelhalbierenden.

Es seien N, und N, kurze Bezeichnungen fiir die linken Seiten
der Normalgleichungen zweier Geraden g¢; und g,.

P(x; y) sei irgend ein Punkt der Halbierungslinie w; jenes
Winkelraums, in dem O liegt (Abb. 17). Setzt man nach § 14 in
die Normalgleichung einer Geraden die Koordinaten eines Punktes
P(x; y) der Winkelhalbierenden ein, so ist der so erhaltene Aus-
druck der Abstand des Punktes von der Geraden.
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Da d, = d, ist, so ist N, — N, = 0 die Gleichung von w,. Fiir
einen Punkt der Halbierungslinie w, haben d; und d, verschiedene
Vorzeichen, sind aber dem absoluten Werte nach gleich ; somit ist
d,+dy,=0o0der N, + N,=0.

Sind demnach N, und N,
kurze Bezeichnungen fiir die
linken Seiten deér Normal-
gleichungen zweier Geraden,
so ist N, — N, =0 die Glei-
chung der Halbierungslinie
des Winkels, in welchem der

_ﬁg > Ursprung liegt; N; + N, =0
/qz/, die Gleichung der Halbie-
rungslinie des Winkels, in dem

der Ursprung nicht liegt.

@ |

Abb. 17,

1. Beispiet. Wie heiBen die Gleichungen der beiden Winkelhalbierenden,
wenn die Geraden durch die Gleichungen2z + 9y —14 =0und6x 4 7y
+ 20 = 0 gegeben sind ?

_2z+9y—l4
= o

. 6x+T7y+20
== % .

1

N,
w, hat die Gleichung
2z 4+9y—14 62+Ty+20

—— 0
185 —185
oder 4r+8y+3=0.

wy hat die Gleichung
2z +9y—14 6x+'7y+20_O

185 —186
oder 22—y +17=0.

2. Beispiel. Die Halbierungslinie des spitzen Winkels zwischen den
Geraden OP und 0Q, wo P(3;11) und @ (7;9) gegeben sind. hat die
Gleichung y =2z .

§ 16. Strahlenbiischel.
Wir bezeichnen die linken Seiten der Gleichungen
Adiz+By+0C =0 und 4dyz+ By +C,=0
kurz mit G; und G,. G, =0 und G, =0 sind dann kurze Be-
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zeichnungen fiir die Gleichungen zweier Geraden. Wir behaupten
nun: Ist n eine beliebige reelle Zahl, so ist

Gi+n-G=0
wiederum die Gleichung einer Geraden, und zwar einer Geraden
durch den Schnittpunkt der beiden Geraden Gy =0 und G,=0.

Denn, schreibt man fiir G; und @, ihre urspriinglichen Werte
in z und y, so ist G, 4 n - G, wieder ein Ausdruck der z und y
nur im ersten Grade enthilt; somit ist G, +n. Gy =0 die
Gleichung einer geraden Linie [§11 (3)].

Sodann wird fiir die Koordinaten des Schnittpunktes sowohl G,
als auch @, einzeln gleich Null, weil der Schnittpunkt auf jeder dieser
Geraden liegt. Daher ist fiir diesen Punkt auch G, +n -G, = 0.

Von sémtlichen Geraden in einer Ebene durch den gleichen
Punkt sagt man, sie bilden ein Strahlenbiischel. Zu jedem Werte n
gehort eine Gerade dieses Biischels.

1. Beispiel. Wie heiBt die Gleichung der Geraden, welche den Schnitt-
punkt der Geraden 3r —4y +4=0 und 4z + 3y —8 =0 mit dem

Nullpunkt verbindet ?
Die Gleichung der gesuchten Geraden hat die Form
3r—4y+4+4+n4d4z+3y—8=0.
Da die Gerade durch O gehen muB, ist
4+ mn-(—8) =0, also n =0,5.
Somit ist
3z—4y+4+05(4z+3y—8) =0
oder
5x—25y=0 oder y=2z=
die Gleichung der gesuchten Geraden. Wir konnen demnach die Gleichung
finden, ohne die Koordinaten des Schnittpunktes zu bestimmen.
2. Beispiel. Wie heiBt die Gleichung der Geéraden, welche den Schnitt-

punkt der Geraden y = 2z — 7 und y = — 3 z + 1 mit dem Punkte (4; 5)
verbindet ?
2z —y—T+n(—3z—y+1)=0
8 —5—T74+n(—12—54+1)=0
weil (4; 5) auf g liegt. Also

__ 1
n=—
somit 2z—y—7——z—(~—3x—y+l):0
oder lz—3y—29=0.

Selbstverstindlich konnte man beide Beispiele auch losen, indem man
zuerst die Koordinaten des Schnittpunktes bestimmt und dann die Glei-
chung der Geraden durch zwei gegebene Punkte [siehe § 10 (8)] ermittelt.
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Ubungen.

1. Bestimme die Gleichungen der Winkelhalbierenden zu

a) Te—y+12=0 und 5x+5y—8=0,

b)9x—2y-~-7=0 s Tax+6y+8=0,

c) llz—2y4+10=0 , 52x2—10y—6=0.

2. Wie heiBt die Gleichung der Geraden durch den Schnittpunkt von
3r—y+4=0unddz—6y+3=0,diezub2+ 2y 4 6 =0 senk-
recht steht?

8. Gesucht: Gleichung der Geraden mit der Steigung (— 2) und durch
den Schnittpunkt von 2y + 2 —3=0und x —3y 42 =0.

§ 17. Verschiedene Liingeneinheiten auf den
Koordinatenachsen.

Bei den graphischen Darstellungen von Funktionen y = f(x)
verwendet man aus verschiedenen Griinden sehr oft verschiedene
Lingeneinheiten auf den Koordinatenachsen. Die richtige GroBen-
beziehung zwischen den durch die Gleichung y = f(x) aneinander
gebundenen GréBen z und y kommt aber nur bei gleichen Lingen-
einheiten zur Veranschaulichung; denn nur dann sind die in der
Zeichnung gemessenen Abstinde eines Punktes von den Koor-
dinatenachsen den Zahlen x und y proportional. Wir miissen daher
in Zukunft genau auseinanderhalten: das Bild, das der Gleichung
y = f(x) bei gleichen Lé;ngerieinheiten entspricht, von jenem Bild,
das bei verschiedenen Mafstiben entsteht.

Es moye nun 1cem auf der Abszissenachse py Einheiten der
Grife x und I cem auf der Ordinatenachse j, Einheiten der Gréfle y
veranschaulichen. Dann werden die Einheiten der Gréflen (z; ¥)
durch Strecken von den Langen 1: y; bzw. 1: u, dargestellt, und

es entspricht in der Zeichnung

der Zahl z eine Strecke von der Linge =" = x/u, (cm),
der Zahl y eine Strecke von der Liange y' = y/u, (cm);

2’ und ¢’ koénnen wir auch als Koordinaten auffassen. z’ und y
sind die MaBzahlen der in der Zeichnung mit der Léngeneinheit
1 cm gemessenen Koordinaten des Punktes P, welcher das Zahlen-
paar (z; y) veranschaulicht.

Der Zusammenhang zwischen dem Zahlenpaar (z; y) und den
Koordinaten des ihm entsprechenden Bildpunktes ist durch die
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Gleichungen gegeben

!
T =T

Y=y

Wird daher y == f(x) bei verschiedenen Langeneinheiten auf
den Koordinatenachsen graphisch dargestellt, so hat die in der
Zeichnung vorhandene Kurve die Gleichung

pey = f(p @)

Beispiele.
1. Beispiel. Es soll die Gleichung y =mxz + b bei Anwendung ver-
schiedener Lingeneinheiten graphisch dargestellt werden.

Wir ersetzen z durch y,z” und y durch u,y" und erhalten
by =m- ' +b

: , W, b
oder =m-:-—z +—
y He pe’
oder wenn wir setzen m =m- o und b = —, so ist
Mo He
yl — m/ x/ + b/ .

Dies ist aber eine Gleichung ersten Grades in 2’ und y’; wir erkennen
also: der Gleichung y = mx + b entspricht als Bild immer eine gerade Linie,
ob wir auf den Koordinatenachsen gleiche oder ungleiche Lingeneinheiten ver-
wenden. Bei gleichen Langeneinheiten bestimmt man den Steigungswinkel
aus tg o = m; bei ungleichen erhalt man den in der Zeichnung vorhandenen
Steigungswinkel &’ aus

, , Hy
tga' =m’' =m "

2. Beispiel. Sind zwei GrofSen z und y zueinander proportional, so be-
steht zwischen ihnen eine Gleichung von der Form

y=me.
m heiflt jetzt der Proportionalititsfaktor. Die Proportionalitit zweier
GroBen wird daher veranschaulicht durch eine Gerade durch den Null-
punkt. Solche Gleichungen sind z. B.

Uu=m-d u == Umfang; d = Durchmesser eines Kreises.
r=g-t v = Geschwindigkeit; ¢ = Sekunden; ¢ = Erdbeschleunigung
9,81 m/sec?.

M = P-z; M = Biegungsmoment, P = Belastung am freien Ende eines

Freitragers; « = Abstand vom freien Ende des Balkens.

3. Beispiel. Die Umfangsgeschwindigkeit » einer Welle vom Durch-
messer d und der Tourenzahl » pro Minute ist gegeben durch

. mn
V=g (m/sec) ,
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wenn d in m gemessen wird. Hier sind nun dre: verinderliche GroBen durch
eine Gleichung aneinander gekniipft. Geben wir aber n einen bestimmiten
Wert, z. B. n = 100, so ist fiir dieses n

zv:%-l(){)~d=5,236d

und ihr entspricht
eine gerade Linie
durch O (Abb. 18).
?“Y Wir fiigen an diese
Gerade die Bezeich-

&

&
<
N,

28 //)/

R / / 150 nung # = 100; dann
E o A // // i zeichnen wir weitere
3 20l ,// / // 0| gerade Linien fir
3 = 20; 40; 60;. ..

S 4 L n ; 40; 60;
§ 1% /// r/ '/ ] o] Soentsteht eine gan-
N / // // .1  zeScharvon Geraden
S A A A P durch O, von denen
é / é//7 L - 11094 jede einzelne einer
L] 8 /] L1 b t. te T B
3 A —— estimmten Touren
211 1507 zahl n entspricht.
‘ A |4 Jedem Punkt der
0 Ebene werden dret
92 0% 6 08 10 12 1% 46 18 20  zusammengehorige
d=0urchmesser i m Werte v, d, n zuge-
Abb. 18. ordnet. v wird be-

stimmt durch die
Horizontal-, d durch die Vertikallinien und » durch die Geraden durch O.

Ubungen. .
1. Zeichne die Gerade y = 0,03 = + 0,4 im Bereich z = 0 bis z = 100
mit p; = 5 und u, = 0,2.
2, Die Funktion y = 80 z + 43 soll im Gebiet von z = 2 bis x =4
veranschaulicht werden. Wahle 4, = 0,1 und u, = 10.
8. Die folgenden Wertepaare (z, y) sind durch Beobachtung gefunden
worden.
Firz=1 3 5 7 9 10
st y=85 175 58 45 35 27.

Abb. 19 zeigt Punkte, die angendhert in einer geraden Linie liegen.
Man hat die Vermutung, daB sie bei fehlerlosen Beobachtungen genau in
einer Geraden liegen oder, was dasselbe ist, durch ein Gesetz von der Form
y = mz + b miteinander verkniipft sein miiten. Ist die Vermutung be-
griindet, so ziehen wir eine ,,ausgleichende Gerade*, d. h. eine diinne gerade
Linie, die moglichst nahe an den gezeichneten Punkten vorbei geht, so daf
die Abweichungen der Punkte von der Geraden sehr klein sind (positiv und
negativ). Das Einzeichnen dieser Geraden wird erleichtert durch einen ge-
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streckten Faden oder 7
noch besser durch eine |
Zelluloidscheibe, auf AN
welcher auf der unteren ™~
Fliche eine diinne ge- \
rade Linie eingeritzt ist.
Ist die Gerade gezeich- \\
net, so bestimmt man
in bekannter Wiese ihre \
Gleichung. Aus der Fi- § \

gur wurde gefunden N\

y=923—0655z. N

Zum Vergleich stel-
len wir die gegebenen
y und die berechneten
yr untereinander und
berechnen die Abwei- 0
chungen y — yr.

7 5 0
Abb. 19.
8,5 7,5 5,8 4,5 35 2,7
Yy 858 7,27 596 465 3,34 2,7
y—y,=—0,08 + 0,23 —0,16 —0,15 + 0,16 0.
Die positiven und negativen Abweichungen heben sich gerade auf.

4

A

IV. Aligemeines iiber Kurvengleichungen.

§ 18. Tangente als Grenzlage einer Sekante.

Im Punkte P der Kurve C' (Abb 20) ist eine Sekante PQ (s)
gezogen. Nun drehen wir die Sekante um P bis der Punkt Q auf
der Kurve nach P riickt. Die Sekante s ist dann zur Tangente ¢
in P geworden.

Wir wollen nun mit A einen klei- e
nen Zuwachs einer GroBe bezeich- 0 'f( ¢
nen, also mit 4 z einen kleinen Zu- ¢
wachs von 2, mit 4 y einen solchen
von y. Sind (z; y) die Koordinaten von P T /A T
P, dann sind jene von @ (z 4 A x; R
y + 4y) Die Steigung der Sekante y
PQ ist tgf = Ay :Ax. Wenn @
gegen P riickt (geschrieben: Q—P), I . 1 4. ]
dann Ay —0 und 42 —>0, f—« Abb. 20,
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und aus tgf wird tga, die Steigung der Tangente in P. Das
lateinische Wort fiir ,,Grenzwert’ heift Limes (abgekiirzt lim).
Man schreibt nun kurz
lim tg f = tg & = m = Steigung der Tangente in P
Q—>P.

1. Beispiel. Es sei y =az® die Gleichung der Kurve; dann gilt
y + Ay = a(z 4 Az)?, weil auch @ auf der Kurve liegt. Aus diesen beiden
Gleichungen folgt durch Subtraktion:
Ady=2az-Az +a-Ax® und
Ady .
i = tgf=2ax +a- Az, somit
tga =limtgf =2ax.
Az~=o
Die Steigung der Kurve y = ax? im bestimmien Punkte (z,; y,) ist die Stei-
gung der Tangente in diesem Punkte, also hier 2 az, = m und die Gleichung
der Tangente lautet
y—y=2az(z—=z)
(sieche § 10; Beispiel 7).
2. Beispiel. Es ist, wie wir spater sehen werden, § 62,

Ax*+ Bzxy+Cy*+Dx+ Ey +F=0 (1)
die allgemeinste Gleichung eines Kegelschnittes. Es soll ein Ausdruck fiir die
Steigung der Tangente in einem Punkte P der Kurve abgeleitet werden.

Es ist
Aa?2 4 Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0,
weil P auf der Kurve liegt.
Az + Az} + Bl + 42) (y + Ay) + C (y + 497 + D (z + Ja)
+E(y+ A4y +F=0,
weil  der Kurve angehort. Subtrahiert man die erste Gleichung von der
zweiten, dividiert mit Az vnd ordnet, so folgt:
4 4y 24x+By+D+ A-Adx+ B- Ay
gh=J,=— Bz +2Cy+E+ C- 1y
Riickt nun @ auf der Kurve nach dem bestimmten Punkte P (z,; y,), dann
erhalt man fiir die Steigung der Tangente in P, weil Az —0; 4y -0
24z, + By, + D
T By, +2Cy, + E
und die Gleichung der Tangente im Punkte P (z; y,) der Kurve (1) lautet:
24z, + By, +D »
Y=%N="By 2 C’_ylﬁjgt(x*rl)
Schafft man den Nenner weg und beriicksichtigt, daB
Az} + Bryyy + Cyi + Day + Eyy = —F

tga =m =

(2)
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dann findet man eine andere Form fiir die Gleichung der Tangente, nimlich

Axx1+331’%—+0 yl+D’ii’3+E"’+y‘+F_o 3)

Wir erkennen daraus die folgende bequeme Regel: Man erhilt fiir einen
Punkt P(z,; %,) der Kurve (1) die Gleichung der Tangente (3), indem man
2? ersetzt durch zxy; y? durch yy,; zy durch ?—yl——;—xl—y

und z durch i—t;‘il , y durch y—_;—yl .

Beispiel. Die Gleichung der Tangente im Punkte P(z,y,)
des Kreises 22 + 32 =12 ist zay + yy, =12
der Ellipse ~ b%2? + a?y® = a®b?%; bPxx; 4 alyy, = a®b® usw.

Bei manchen Aufgaben, in denen es sich um die Fithrung ge-
wisser Punkte einer Geraden lings vorgeschriebener Bahnkurven
handelt, kann man die Konstruktion der Tangenten mit Hilfe des
augenblicklichen Drehpunktes M, des Momentanzentrums finden.

I
Abb, 21. Abb. 22,

In der Abb.21 sei die Strecke 4 B in die Lage 4, B, verschoben
worden. Man kann sich diese Lageninderung als Drehung um
den Punkt. M ausgefiihrt denken, wobei M der Schnittpunkt der
Mittelsenkrechten zu den Strecken 44, v
und BB, ist. Die Dreiecke M A B und
M A, B, sind ndmlich kongruent.

Je kleiner das Bahneiement fiir A
nach A, ist, desto mehr nahert sich die \
Sekante A4, (in der Abb. 21) der Tan- \\
gente ¢ im Ausgangspunkt 4 der Bahn-
kurve a (Abb. 22). Das gleiche trifft fir 7 Vi X
den Punkt B zu. Demnach findet man Abb. 23.
den Punkt M, das Momentanzentrum, wenn man in den Punk-
ten 4 und B der Geraden 4 B die Normalen zu den Fiihrungs-

HeB, Geometrie. 7. Aufl. 3

8 “




34 Allgemeines iiber Kurvengleichungen.

kurven ¢ und b errichtet. Denkt man sich nun irgendeinen dritten
Punkt C fest mit 4 und B verbunden, dann ist seine Bewegungs-
richtung im néchsten Augenblick gegeben durch das Lot ¢, auf
MC. t,ist eine Tangente an die Bahnkurve von C.

Wird z. B. die Strecke 4 B (Abb. 23) so gefithrt, dall 4 auf der X-,
und B auf der Y-Achse eines Koordinatensystems gleitet, dann ist M der
Schnittpunkt derLote zu denAchsen in 4 und B. P beschreibt eine Kurve
(Ellipse) und die Tangente in P ist das Lot zu P M.

Rollt ein Kreis k auf einer festen Geradeng, oder auf einem festen Kreis k,,
dann ist der Berithrungspunkt das Momentanzentrum.

§19. Parallelverschiebung und Drehung des
Koordinatensystems.

1. Parallelverschiebung.

Wir ziehen durch einen Punkt O’ (k; k) Parallele zu den Achsen
eines Koordinatensystems. Ein Punkt P hat dann in bezug auf
das alte System die Koordinaten (z; y), in bezug auf das neue

(«" y'). Der Zusammenhang zwi-

y Y schen den alten und neuen Ko-
ordinaten folgt unmittelbar aus
P der Abb. 24. Es ist

) ?E' r=x+h

g Ly y=y + k.
T Ist y = f (x) die Gleichung
k einer Kurve bezogen auf ein Sy-
) X stem (z, ¥), so erhdlt man die
e h—ste—az'— Gleichung der nimlichen Kurve
o fbb. o1, bezogen auf das neue System,in-

dem man z ersetzt durch =’ -- &
und y durch ¥ + k, wobei k und £ die Koordinaten des neuen
Nullpunktes im alten System bedeuten.
Nach dem Ersatz kommen dann keine Gréen z, y mehr vor,
sondern nur noch z' und »’. Man kann also nachtréglich, da keine
Verwechslungen méglich sind, die Akzente wieder weglassen.

1. Beispiel. Eine Gerade durch den Nullpunkt hat die Gleichung y =mz.
Wie heiit die Gleichung der niamlichen Geraden in bezug auf ein Parallel-
system mit dem Nullpunkt (— 2,5 — y;)?

Man ersetzt x durch 2’ — z; und y durch y’ — ¥, ; die gesuchte Gleichung
lautet y'—y, =m(2x’—=z,;) oder unter Weglassung der Akzente y—y,
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=m (z — ,), wobei jetzt z und y die Koordinaten eines Punktes der Ge-
raden in bezug auf das neue System bedeuten.

2. Beispiel. Eine Kurve hat die Gleichung y = 0,122 — 0,82z — 4,4.
Wie heit die Gleichung der namlichen Kurve in bezug auf ein Parallel-
system mit dem Nullpunkt in O’(4; — 6)?

y—6=01(z+4)*—08(z+4)—4,4
oder vereinfacht y=0,122.

2. Drehung.

Wir drehen das Koordinatensystem um den Nullpunkt im
positiven Sinne um den Winkel & in die neue Lage O (X' Y').
O P = r schlieBe mit der neuen X'-Achse den Winkel § ein; dann
ist (Abb. 25)

x =1rcos (& + f)
y =rsin (@ +f)
oder
x =7rcosa-cosf
—r-sina - sin g
y =r-sinx-cosf
4 r-cosa-sinf .

G

Nun istr-cos f =z'und
r+sin § = y'; somit ist
r=x''cosa—y’ -sin a Abb. 25.
y=x'-sina+y’-cosa.

Ist y =f(2) die Gleichung einer Kurve in bezug auf ein
System (z, ¥), so erhélt man die Gleichung der nimlichen Kurve,
in bezug auf ein System, das gegeniiber dem alten um den Winkel &
gedreht ist, indem man jedes z ersetzt durch z’' cosa — 4’ sin &
und jedes y durch &' sin & + 4’ cos . — Auch hier kénnen nach-
triglich, wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, die Akzente
wieder weggelassen werden.

1. Beispiel. Welches ist die Gleichung der Geraden y = b in bezug
auf ein System, das gegeniiber dem urspriinglichen um den Winkel & ge-
dreht ist ? _

Da nur y vorkommt, ist nur dieses zu ersetzen durch 2’ sin & + 3’ cos .
Die Gleichung der Geraden in bezug auf das neue System lautet somit

z-sina 4+ y-cosax =15

oder y:..tga.x_i_cosa_

3*
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2. Beispiel. Wie heiit die Gleichung der Kurve z> — y2 = a? in bezug
auf ein System, das um (—45°) gedreht ist ?

— . . 1
Es ist ¢os & =-cos(—45°)= %}/’2 und sin & = sin(—45°) = _71/2 ,
7 a 1 ’ 2
somit z’ cosa — Y 81na=_2_V2 Z+y)==2
1

z'sina + y'cosa =12 (—2' +y)=y.

o

Unter Weglassung der Akzente lautet die Gleichung der Kurve in bezug
auf das neue System

1\ 1 _\
('2— V@) (z 4+ y)*— ('g ]’E) (—x+y?P=2a®
oder vereinfacht rxy =a?2.

Ubungen,

1. Ersetzt man in 2% + y% = 7%, 2 durch z cosx — y sinx und y durch
z sin & + y cos &, so erhilt man wieder 2% + y? = r2.

2. Parallelverschiebung nach (2; 1) verindert
822 + 122y 4 17y2 — 442 — 58y — 7 =0 in 82% 4 12zy + 1742 =80.

8. y*+ zy—z—3y—14 = 0 geht durch Parallelverschiebung nach
(1;1) dber in 42 4+ zy = 16.

4. Drehung des Koordinatensystems um einen Winkel &, von dem man
kennt tga =1:3, verwandelt 2224+ 32y—2%%*—12=0 in 22—y2=48."

3. Drehung des Koordinatensystems um einen Winkel &, von dem man
kennt tgax = 3:4, verwandelt 16 2 + 24 zy + 932 ++ 1202 — 160 y = 0
. _ 1,
iny = 5 z2.

6. 52+ 62y +5y2—32=0 wird durch Drehung um 45° in
2%: 4 + 9%: 16 = 1 verwandelt.

§ 20. Polarkoordinaten.

Neben den rechtwinkligen Koordinaten benutzt man zur Orts-
bestimmung eines Punktes noch die Polarkoordinaten. Man wihlt
in der Ebene einen beliebigen festen Punkt O, den Pol, und von
ihm ausgehend einen beliebigen Strahl p, die Polar- oder Null-
achse. Ein Punkt P ist bestimmt durch seine Entfernung » vom
Pol und den Winkel ¢, den p mit » (im positiven Sinne gemessen)
einschlieft. Diese beiden Bestimmungsstiicke r, ¢ heiBen die
Polarkoordinaten. des Punktes P. r = Radius oder Radius-
vektor; ¢ = Richtungswinkel.

Ist die Gleichung einer Kurve in rechtwinkligen Koordinaten
gegeben, so kann man leicht zur Gleichung in Polarkoordinaten
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iibergehen. Man denkt sich den Pol mit dem Nullpunkt, die Null-
achse mit der positiven X-Achse zusammenfallend (Abb. 26). Er-.
setzt man, unter diesen Voraussetzungen,
in einer Kurvengleichung y = f (=), die
rechtwinkligen Koordinaten z und y durch
x=7r+'cos¢ und Yy=r-sine,

so erhdlt man die Gleichung der nim-
lichen Kurve in Polarkoordinaten. Um- Abb. 26.
gekehrt gelangt man von dieser wieder zur

Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten, indem man setzt

r=1a2t + 42 tgp=y:zx cos<p=x:]/x2—f—y2
sinq;:y:l'xz—}—yz.
1. Beispiel. Berechne die Polarkoordinaten des Punktes P (— 5; 8).
Es ist r=V(—5) + 82 = /89 = 9,434 .
Ferner tgop =8:(—5)=-—1,6, somit ¢ =180°—58° =122°.
r und @ sind die Polarkoordinaten.
2. Beispiel. Berechne die rechtwinkligen Koordinaten des Punktes
P (10; 204°). Es ist
x =10 cos204° = — 10 - cos 24° = — 9,135,
y =10+ sin 204° = — 10 - sin 24° = — 4,067 .
3. Beisprel. Wie lautet die Gleichung des Kreises z? 4 y2 =#% in

Polarkoordinaten ? — Den Radiusvektor bezeichnen wir mit g, da der
Kreisradius schon mit r bezeichnet ist. Es ist

(ocosa)? 4 (psinx)2 =72 oder =1
die Gleichung des Kreises. Unabhingig vom Winkel ¢ ist ¢ bestindig
gleich r.
4. Beispiel. Bestimme die Gleichung der Kurve zy = a%2 in Polar-
koordinaten. (Beispiel 2 § 19.)
o’sina - cos & = a?/2

P

/1
d = _— .
oder e=a l‘/ sin (2 &)

d. Beispiel. Qleichung einer Geraden tn Polar-
koordinaten (Abb. 27). Ist § die Liange des Lotes
vonO aufg,« sein Winkel mit der positivenX- Achse,
ist P (r; @) ein beliebiger Punkt auf g, dann ist

7 cos (p —a) = § = konstant

die Polargleichung der Geraden.
Man kommt zu dieser Gleichung auch, indem man in der Normalform
rcosa + ysina — =0
T =rcosg; y = rsin @ setzt.
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Ubungen,
1. Zeichne r = 3 (1 + cos ¢) .
2. Ebenso 72 = 16 - cos (2 ¢) .
3. Soll 72 =a?cos(2¢) in rechtwinklige Koordinaten iibergefiihrt
werden, dann setzt man

r? = a? (cos? p — sin? )
2 4 gt = a? (atrt — y¥jrt)
oder (22 4 92 = a? (2? — y?).
4. Die Gleichung
(1—e?)a24y2—2uetz —u2e2=0
lautet in Polarkoordinaten
r(l—ecosp)=eu.

§ 21. Parameterdarstellung.

Eine Kurve kann analytisch bestimmt sein durch eine Glei-
chung von der Form

y=f(x) oder F(z;y) =0
Beispiel: y = Vrz —a? oder 22 +¢y2—12 =0,
oder durch eine Gleichung in Polarkoordinaten

e=rfg).
Beispiel: p =acosp + bsing.

Man kann aber die beiden Koordinaten auch einzeln darstellen
in Abhédngigkeit von einer dritten Hilfsverdnderlichen, die man
Parameter nennt:

r=¢(t)

y=v (1),
worin ¢ und y Funktionen und ¢ die HilfsgroBe bezeichnen. Durch
Elimination von ¢ gelangt man zur Darstel-
lung in rechtwinkligen Koordinaten.

1. Beispiel. Fiir jeden Punkt des Kreises (Abb.
28) ist

[x=rcosp |
| y=rsing |’
Abb. 28, Diese beiden Gleichungen zusammen sind eine
Parameterdarstellung des Kreises. ¢ ist der Para-

meter. Durch Quadrieren und Addieren gelangen wir wieder zur Gleichung
2t 4 gt =12
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2. Beispiel. - Die Strecke A B (Abb. 29) wird mit den Endpunkten lings
den Koordinatenachsen gefilhrt. 1. Welche Kurve umhiillt die Gerade
AB=a? 2.Von O aus wird in jeder Lage von A B
das Lot 0Q auf AB errichtet. Auf welcher Kurve
liegen alle Punkte @ ? 8

Zu 1. Fillt man von M das Lot auf 4 B, dann
ist der Punkt P der Berithrungspunkt der Tangente |- 1
AB an die gesuchte Kurve, denn die augenblickliche :
Bewegungsrichtung von P fallt in die Richtung 4 B. !
Man findet nun aus ahnlichen rechtwinkligen Drei- |
ecken fiir die Koordinaten von P &

z=acos®x und y=asin’x. g A
Dies ist die Parameterdarstellung der Kurve; & = Pa- Abb, 29.
rameter. Durch Elimination von & folgt hieraus
o*ls + y’/s = q’ls
als Gleichung der Kurve in rechtwinkligen Koordinaten (Astroide-
Sternkurve).

Zu 2. Fir die Koordinaten z, y des Punktes @ findet man aus der
Zeichnung:
r=a-cos®a-sina und y=a-sina-cosx.

Dies ist wiederum eine Para-
meterstellung. Wir gehen jetzt
iiber zu Polarkoordinaten. Es
ist & = 90 — @, somit

z=asinp-cosp P
und y =acos?g-sin p.

Durch Quadrieren und Addie-
ren folgt hieraus / \

22+ 2 =12 =a’sin? p cost g

a?
=1 sin? (2 ¢) oder

r=;—sin(2¢p).

Die Kurven sind in der Abb.30
gezeichnet,. Abb. 30.

Ubungen.

1. Ein Kreis mit dem Radius r hat den Mittelpunkt in (0; 7). Er rollt
auf der positiven X-Achse ohne zu gleiten und dreht sich dabei um den
Winkel a. M sei der Mittelpunkt des Kreises in dieser zweiten Stellung,
A sein Bertihrungspunkt mit der X-Achse und P der urspriinglich mit O
zusammengefallene Punkt auf dem Umfang des Kreises. Esist x AM P=a;
ferner die Strecke 04 = dem Bogen 4 P = r - x. Welches sind die Koor-
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dinaten des Punktes P? Die Kurve, die P beschreibt, heiit ,,Zykloide*. Die
Tangente in P steht senkrecht zu PA. §19.

2. O ist der Mittelpunkt eines festen Kreises mit dem Radius R,
M (R + r; 0) der Mittelpunkt eines zweiten beweglichen Kreises mit dem
Radius r, der auf dem ersten Kreis rollt ohne zu gleiten. Der urspriingliche
Beriihrungspunkt 4 (R; 0) sei nach der Drehung nach P, der Mittelpunkt M
nach M, gekommen. Die Kreise beriihren sich jetzt in B. 0 BM, ist eine
Gerade. OM, =R +r. <« AOB=0a und <« BM,P = . Ferner ist der
Bogen A B auf dem festen Kreis gleich dem Bogen B P auf dem beweglichen
und daher Rx=r+%F. Welches sind die Koordinaten des Punktes P? Die
Kurve, die P beschreibt, heiit ,,Epyzykloide‘. Die Tangente in P steht
senkrecht zu PB. §19.

8. Ein Kreis um O mit Radius 7 schneidet die posmve X-Achse im
Punkte 4. Die Tangente in 4 wird auf dem Kreisumfang abgewilzt ohne
zu gleiten. B sei der Beriihrungspunkt, wenn sich die Tangente um den
Winkel « gedreht hat; der urspriingliche Berithrungspunkt auf der Tangente
ist nach P gekommen. & AOB =a; Bogen 4B = dem Abschnitt BP
auf der Tangente = ra. Koordmaten von P? Die Kurve, die P beschreibt,
heiBt ,,Kreisevolvente'*.

4. Ein Kreis mit Radius r geht durch die Punkte O (0;0) B (0; 27).
Ziebe in B die Tangente 1. Eine beliebige Gerade durch O treffe den Kreis
in C und die Tangente in 4. Die Horizontale durch C' und die Vertikale
durch A treffen sich im Punkte P. Koordinaten von P? <« BOA4 = a.
Gleichung der Kurve, auf welcher P liegt ?

V. Der Kreis.

§ 22. Die Kreisgleichung.

Ein Kreis mit- dem Radius r habe den Mittelpunkt M (k; k).
Jeder Punkt P (z; y) der Kreislinie hat von M den gleichen Ab-
stand r (Abb. 31). Es ist demnmach
MA? 4- AP? =2 und

MA =2—Ph oder h—=2

AP =y—Fk oder k—y.
Auf jeden Fall ist

(x—hP+ (y—Ek)=r%. (1)

Dies ist die Gleichung des Kreises
mit dem Mittelpunkt (h; k) und dem
Radius 7.

Ist der Nullpunkt zugleich der
Mittelpunkt, so ist A =0 und # =0, und die Gleichung heilt

24 y?=r2 (1)

Abb. 31.
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Wir fithren die Quadrate in (1) aus und gelangen so zu einer

zweiten allgemeinen Gleichungsform. Es ist
22 —2hx + b+ y*—2ky + k=12

oder 2+ yt—2hx—2ky+h +BR—12=0

Wir setzen —2h =a; —2k =b; h®2 + k*—r? = ¢ und er-
halten

Z2+y*+axr+by+c=0. 2)

Umgekehrt kann jede Gleichung von der Form (2) in die

Form (1) iibergefithrt werden. Fiigen wir ndmlich rechts und links

2 , 2
(f.) + (%) hinzu, so erhilt (2) die Form

2
i eet] E20

Dies ist eine Gleichung von der Form (1). Eine Vergleichung
zeigt

_ e, b B e S TR I
b= V2"’k— - und r~2].a +b62—4c.

Aber, wahrend (1) fiir alle reellen Werte %, k, r einen Kreis
darstellt, trifft dies bei der Gleichung (2) nur zu, wenn a? + b2 >4¢
ist. Ist a? 4+ b2 =4c¢, dann ist r =0; ist a® 4 b2 < 4¢, so
entspricht der Gleichung (2) kein reeller Kreis. Anders ausge-
driickt: Ist a® 4 b* > 4 ¢, dann gibt es unzéhlig viele Wertepaare
(%, y) [Punkte (z;y)], welche die Gleichung (2) erfiillen; ist
a® 4 b =4 ¢, dann gibt es ein einziges Wertepaar, und ist
a? 4 b2 < 4 ¢, dann findet man tberhaupt keinen Punkt in der
Ebene, dessen Koordinaten der Gleichung (2) geniigen. Das Er-
gebnis lautet somit: Jede Gleichung, die sich auf die Form (2)
bringen laft, ist die Gleichung eines wirklichen Kreises, wenn
a? + b2 >4 ¢ ist.

Das Eigentiimliche der Gleichung (2) ist, im Hinblick auf
spitere Entwicklungen, wohl zu beachten:

1. Die Koeffizienten der Glieder mit 22 und %? sind genau
gleich und von Null verschieden.

2. Das Produkt x - y kommt in der Gleichung nicht vor.

§ 23. Beispiele.

1. Beispiel. Wie heiBt die Gleichung des Kreises mit dem Mittelpunkt
(—3;2) und dem Radius r = 4 cm ?
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Hier ist h = — 3; k = 2; r = 4, somit nach Gl (1)
(@43 +(y—22 =16.
Der Kreis schneidet z.B. die Abszissenachse in den Punkten, deren
Abszissen sich ergeben aus
(z+32+(0—272=16,
weil fiir die Schnittpunkte y = 0 ist. Man findet
2, =23 —3=0464 und z,=—2)3 —3=—6,464.

2. Beispiel. Ist 22+ y®—42—2y—20=10 die Gleichung eines
wirklichen Kreises ?

Wir schreiben die Gleichung in der Form

(2 —4z)+ (2 —2y) =20
oder (z—22+(y—12=20+4+1=25.

Der Gleichung entspricht somit ein Kreis mit dem Mittelpunkt M (2; 1)
und dem Radius r = 5 cm.

3. Beispiel. Die Gleichung 22 + 42 + 82 + 10y 4 41 = 0 wird nur
durch ein einziges Wertepaar (z, y) erfiillt; denn

(x+42+(y+52=16+25—41=0.

Die Summe von zwei Quadraten ist nur Null, wenn jeder einzelne
Summand Null ist. Demnach ist + = —4; y = — 5 das einzige Werte-
paar, das die Gleichung erfiillt. Der Kreis ist gleichsam auf den Mittelpunkt
zusammengeschrumpft.

4. Beispiel. Die Gleichung 22 + 32 + 6z — 4 y + 16 = 0 kann durch
kein reelles Wertepaar (2, y) befriedigt werden; denn

(x+324(y—22=9+4—16=—3.

Da 2 = — 3, also r = Y3 ist, entspricht der Gleichung kein reeller
Kreis.

5. Beispiel. Wie heiBt die Gleichung des Kreises, der durch die drei
Punkte 4 (—2;—1) B(0; —5) C(6;3) geht?

Jede Kreisgleichung muB sich auf die Form

2+ y24ar+by+c=0
bringen lassen. Da die Punkte 4, B, C auf dem Kreise liegen, so miissen
ihre Koordinaten eine Gleichung dieser Form erfiillen; es ist also
44+1 —2g—b+c=0 (4)
04+25— 0—5b+¢c=0 (B)
36+94+6a-+3b+c=0 ©).

Aus diesen drei Gleichungen konnen a, b, ¢ bestimmt werden. Man
findet ¢ = — 6; b = 2; ¢ = — 15. Somit lautet die Gleichung des Kreises
22+ yt—6zx+2y—15=0

oder (x—3)2+4(y+12=25.

Der Mittelpunkt ist in M (3; —1) und r =35.

6. Beispiel. Wie heiBt die Gleichung des Kreises mit dem Radius r, der
seimen Mittelpunkt auf der positiven X-Achse hat und die Y-Achse beriihrt ?
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Hier ist A =r; k= 0; somit lautet die Gleichung
(—rP+y?=1*
oder auch P=202r—z).
Diese Gleichung konnte auch unmittelbar aus
der Abb. 32 abgelesen werden; denn es ist PA?
=0A-AB oder y*==z(27r—72).

7. Beispiel. Bestimme die Koordinaten der
Schnittpunkte des Kreises 22 + y* = 16 mit der
Geraden y = 0,52 4 2.

Da die Punkte auf dem Kreise und auf der Geraden liegen, miissen
ihre Koordinaten beide Gleichungen gleichzeitig erfiillen. Wir haben also
in 2+ y* =16 und y = 0,52 + 2 zwei Gleichungen mit zwei Unbe-
kannten. Die Elimination von y liefert die Gleichung 5 22 4+ 8 » — 48 = 0.
Da die Gleichung vom zweiten Grade ist, gibt es héchstens zwei Schnitt-
punkte. Diese sind 4 (2,4; 3,2) B(— 4;0) (Zeichnung).

Abb. 32.

Ubungen.

1. Ein Kreis geht durch den Punkt (— 4; 3) und hat den Mittelpunkt
in O. Wie heiBt seine Gleichung ?

2, Ein Kreis beriihrt die Gerade 4z + 5% —40 =0 und hat den
Mittelpunkt in O. Wie lautet seine Gleichung ?

3. Bestimme die Gleichung jener vier Kreise mit dem Radius 7, die je
eine Koordinatenachse im Nullpunkte beriihren.

4. Bestimme die Gleichung des Kreises, der alle vier Kreise in Aufgabe 3
einschlieBt.

5. Bestimme die Schnittpunkte des Kreises 224 y2—42+2y—4 =0
mit den Koordinatenachsen.

6. Ein Kreis mit dem Radius » beriithrt die positive X- und Y-Achse.
Gleichung ?

7. Bestimme die Gleichung jenes Kreises mit dem Mittelpunkt in O,
der a) jenen Kreis in Aufgabe 6 einschlieBend, b) ausschlieBend beriihrt.

8. Bestimme Mittelpunkt und Radius aus folgenden Kreisgleichungen.
a) a® 4+ y?—2x+2y—14=0. e) 422 + 4y* —2824 28y +49=0.

b) 224+ y?—82x—9=0. fya?+4y*—82+4+2y419=0.
c) 22242y 102—2y—5=0. g)2®+y?*—8zxz+4+2y+4+17=0.
d) 22+ y*—102+8y=0. h) a(z®+ %)+ b(2+y) +¢=0.

9. Bestimme Mittelpunkt und Radius des Kreises, der durch die drei
Punkte geht: a) 4(— 5;2) B(5;2) C(2; —5), b) 4(0; 0) B(0;4) C(7;0),
c) 4(0;3) B(—2;2) C(6;6), d) 4(—2;2) B(4;3) C(10;0).

10. Ein Kreis beriihrt die Gerade y = — 3 # im Nullpunkt und geht
durch den Punkt (0; 8). Kreisgleichung?

11. Ein Kreis berithrt die Gerade 4 x — 3 y — 8 = 0; sein Mittelpunkt
ist in (—4;2). Gleichung?

12. Zeichne den Kreis 22 — 8 z + y2 = 0 und die Gerade y = 0,52 + 2.
Berechne die Koordinaten der Schnittpunkte.
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13. Ein Kreis geht durch (2; — 2) und (8; 4) und hat den Mittelpunkt
auf der X-Achse. Gleichung?

14. Ein Kreis berithrt die Koordinatenachsen und geht durch P (2;5).
Gleichung ?

15. Ein Kreis beriihrt die Koordinatenachsen und hat den Mittelpunkt
auf y = 0,52 + 4. Gleichung?

16, Ein Kreis hat die Gleichung 2z? + y*—82 —4y—5=0. Wie
heiBt die Gleichung des Durchmessers, der mit der X-Achse den Winkel
(+45°) einschlieBt ?

17. Ein Kreis geht durch (1; 2); (— 3; 6) und hat den Radius r = 4 cm.
Gleichung ?

18. Ein Kreis beriihrt die Gerade 3 y = 4 2 und die positive X-Achse.
Der Radius ist 2 cm. Gleichung ?

19. Ein Kreis geht durch A(— 6;0) C(0;3) B(6;0). Radius r? Be-
rechne die Ordinaten des Kreisbogens durch AC B fiir z = 2 und = = 4.

20. Der Mittelpunkt eines Kreises ist in M (0; 12). Der Radius ist
r = 10 cm. Berechne die Ordinaten des untern Halbkreises fiir r = 2;
4; 6 cm.

21, Ein Kreis mit dem Radius r hat den Mittelpunkt in M (0;r). Ver-
binde den Punkt A (@; 0) mit dem obern Endpunkt B des senkrechten
Durchmessers und berechne die Koordinaten des Schnittpunktes P der
Geraden 4 B mit dem Kreis. Beachte die Grenzwerte der Koordinaten
fiir a - 0.

22, Ein Kreis mit dem Radius 7 hat den Nullpunkt zum Mittelpunkt.
Verbinde die Endpunkte 4 und B des horizontalen Durchmessers mit dem
Punkte C(0;27) und berechne die Koordinaten der Schnittpunkte der
Geraden 4C und BC nit dem Kreis.

23. Der Kreis k; wit dem Radius » und dem Mittelpunkt M, (0;r)
schneidet den Kreis k, mit dem Radius R und dem Mittelpunkt M, (R; 0)
auBer in O noch in einem Punkte P. Berechne die Sehne O P.

24, Gegeben: der Kreis k, mit dem Radius R und dem Mittelpunkt M,
(0; R). Im Punkte 4 (a;0) beriihrt ein Kreis k£, die X-Achse, er beriihrt
auch k,. Berechne die Koordinaten des Berithrungspunktes P; sowie den
Radius 7 des Kreises k,.

§ 24. Kreistangente.

Bedeuten (z,; ;) die Koordinaten eines Punktes P auf einem
Kreise, dann folgt aus dem 3. Beispiel von § 12 ohne weiteres die
Gleichung der Tangente in P an den Kreis. (§18. 2. Beispiel.)

Zu 2 + y? =1r? gehort xx, 4+ yy, =1r%.
Zu (x—h)? 4+ (y — k)2 =12 gehort
(x—b) (3 —B)+ (y — k) (y— k) = 2.
Zuz®+ 4>+ ax + by +¢=0 gehort

¢+zl+b.‘/+y1

xx, +yy, +a- +c¢c=0.
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1. Beispiel. An den Kreis 2% + y? ="72,25 sind in den Punkten 4 (—4; 7,5)
B(1,5; 4) Tangenten gezogen. Wie lauten die Gleichungen der Tangenten ?
Welchen Winkel bilden die Tangenten miteinander ?

Tangente in A: —4 2 + 7,5y = 72,25
Tangente in B: 7,5z + 4y="7225
Steigung der 1. Tangente = m; = 4:7,5
Steigung der 2. Tangente = my = —7,5:4,
Da my - my = — 1, stehen die Tangenten aufeinander senkrecht.

2. Beispiel. In Abb.33 ist 04 = AE. Berechne die Koordinaten des
Punktes P; ebenso die Linge der Abschnitte BC und DE, wenn CD die
Tangente in P ist.

y = 2z — r ist die Gleichung dér Geraden 4 B, woraus in Verbindung
mit der Kreisgleichung 22 + y* = 2 die Koordinaten von P gefunden werden.
P hat die Koordinaten (0,8 r; 0,6 r). Hieraus folgt fiir die Tangente die Glei-
chung 0,8 7.2 40,6 r- y==72 oder 4 x +3 y =5 r. Jetat findet man leicht

BC:-==r:2 und DE=r:3.
Diese Teilungen der Quadratseiten durch die Tangente in P gehen durch
Parallelprojektion der Figur nicht verloren. Aus dem Viertelskreis wird

eine Viertelsellipse, aus dem Quadrat ein Rechteck
C £ oder ein Parallelogramm und ,
w man hat in den Eigenschaften c
Y der Abb. 33 ein Mittel, umrasch
p  einige Punkte mit den Tangen-
ten zu zeichnen (Abb. 34). ,
A4 3 Beispiel. An den Kreis /" 7
Abb, 33. mit der Gleichung 2%+ y2=r? Abb. 34.
sollen Tangenten mit der
Steigung m gezogen werden. Wie lauten ihre Gleichungen?
Eine Gerade mit der Steigung m hat die Gleichung y = mz 4 b, worin
b noch unbestimmt ist. Wir bestimmen die Schnittpunkte der Geraden mit
dem Kreis. Durch Elimination von y findet man

—bm £ JoEmE —( 1 4 m?) (b® —r?)
=T 14 me :
Soll die Gerade eine Tangente sein, 8o miissen die Abszissen z der Schnitt-
punkte iibereinstimmen; das ist der Fall, wenn
B2m? — (1 + m?) (b2 — %) = O ist.
Hieraus aber folgt b = + r /1 - m2 Somit lauten die Gleichungen der
Tangenten

y=mz+r-)J1+m?
und y=mz—r-J1+ m.
4..Beispiel. Bedeuten (z;;y;) die Koordinaten eines Punktes P, der
nicht auf dem Kreise liegt, dann haben die Gleichungen
zry +yyp =1 (z—h) (&, —h) +(y—k) (g, — k) = *

und wr by +a T B T
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dennoch eine geometrische Bedeutung. Wenn P, auBerhalb des Kreises
liegt, dann sind es die Gleichungen der Beriihrungssehnen, d. h. jener Ge-
raden, welche die Beriihrungspunkte jener Tangenten miteinander verbindet,
die man von P, an den Kreis ziehen kann.

Aus rxy + Yy, = 1°
und 2t 4yt =12
folgen dann z. B. die Koordinaten der Berithrungspunkte.

5. Beispiel. Setzt man in die drei Gleichungen
22 yt—rt=0; (2—h)?24(y—k)2—r*=0; 2*+y*+ax+by+c=0
links die Koordinaten irgend eines Punktes P, auferhalb eines Kreises ein,
dann haben die Gleichungspolynome links nicht den Wert Null, sondern
einen positiven Wert, der nichts anderes bedeutet, als das Quadrat des
Tangentenabschnitts vom Punkte bis zum Berithrungspunkt, was sich an
Hand einer Figur leicht erkennen 18t. Zieht man z. B. vom Punkte (5; 2)
die Tangenten an den Kreis % + y* —4 =0, dann haben die Tangenten-
abschnitte die Lange V5% + 22 —4 =5,

Ubungen.

1. In den Schnittpunkten der Geraden 2 z 4 y = 10 mit dem Kreise
2% + y® = 25 werden die Tangenten gezogen. Bestimme die Gleichungen
der Tangenten und den Winkel zwischen den Tangenten.

2. Anden Kreis 2% 4 y* = 16 sind Tangenten zu ziehen, die der Geraden
y = 2« + 8 parallel sind. Wie lauten ihre Gleichungen ?

8. In den Schnittpunkten des Kreises 22 — 6 ¢ 4+ y* 4- 4 y == 0 mit der
X-Achse sind an den Kreis die Tangenten gezogen. Gleichungen ?

4. Wie lauten die Gleichungen der Tangenten, die vom Nullpunkt aus
an den Kreis 22 4 y2 — 16 z +- 48 = 0 gezogen werden konnen ?

5. An den Kreis 22 + y?— 42— 2y — 20 = 0 sollen in den Kreis-
punkten mit der Abszisse = 6 die Tangenten gezogen werden. Glei-
chungen ?

6. Bestimme in y = — z + b die GroBe b so, daB die Gerade Tangente
wird an den Kreis 2? + y* —8x—8y + 7T=0.

7. Wie lang sind die Tangenten vom Punkte P (8;1) an den Kreis
2+ y* =167

8. Beweise: Die Tangenten, die man von P (9; 2) an den Kreis 2 4 2
— 4 £ — 6 y — 12 = 0 ziehen kann, haben die Gleichungen 4 z 4 3 y = 42
und 3 x — 4 y = 19 und schlieen einen Winkel von 90° ein.

9, Beweise: Von O aus lassen sich zwei Tangenten an den Kreis 2% | 32

— 16 £ — 2y + 49 = 0 ziechen; ihre Gleichungen lauten y = — z;

4

5
y=—1g% und der Winkel zwischen beiden ist 59° 30".

10. Im Hinblick auf eine spétere einfache Ellipsenkonstruktion sei hier
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auf eine Tangenteneigenschaft beim Kreise hingewiesen. Es sei AC = u;
EB =v; dann ist A B = w + v; aus dem schraffierten Dreieck folgt
(r—u)? + (r—v)? = (u + v)?, woraus folgt
r—u
r + u * (1)
Nun ist PF parallel 04 ; berechnet man die Abszisse des Punktes D, des
Schnittpunktes von PF mit der Diagonale EC, dann findet man fir die
Abszisse von D gerade den Wert v. BD st
also parallel zw OE. Um also von 4 aus die , E 8
Tangente an den Kreis zu ziehen, ziche man
durch F eine Parallele zu 04, das gibt D; ]
ziehe DB parallel OE. AB ist die Tangente X A
mit dem Berithrungspunkte P. Durch Paral- 4
lelprojektion entsteht aus dem Kreise eine R /
Ellipse und die Abb. 35 gibt dann eine Tan- £ 0 4
gentenkonstruktion fiir dic Ellipse (s. Abb. 85). Abb. 35.

v=r

§ 25. Kreishiischel.
Die samtlichen Kreise einer Ebene, die durch zwei feste Punkte
A und B gehen, nennt man ein Kreisbiischel. Mit %, und k, be-
zeichnen wir die linken Seiten der Kreisgleichungen
224y +ax+byy+c¢=0
22+ g a,x by +¢,=0.
Es sind also &, = 0 und %k, = 0 die Gleichungen zweier Kreise.
Wir behaupten nun: Es ist auch
ky + nky, =0,
worin n eine beliebige reelle Zahl bedeutet, die Gleichung eines
Kreises, und zwar geht dieser Kreis durch die Schnittpunkte der
beiden Kreise & =0 und k, =0 .
Schreibt man némlich fir £, und
k, die ausfithrlichen Werte in z, y,
so erhdlt man in k, + nk, =0 eine
Gleichung, in welcher die Koeffizien-
y 470 ten der Glieder mit 2% und #?2 iiberein-
/B stimmen, ferner fehlt das Glied z- y;
il /," also ist &, + nk, =0 die Gleichung
Abb. 36, eines Kreises. Fir die Koordinaten
von 4 und B werden k, und £,
einzeln gleich Null, also ist auch &, + nk, =0, d. h. der Kreis
geht auch durch die Punkte 4 und B (Abb. 36).

= /
k=0 /hy-Fg=0

. e
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1. Beispiel. Durch die Schnittpunkte der beiden Kreise 2% 4 y? = 16
und 22 + y2—8x—6y + 9 =0 und durch den Nullpunkt soll ein Kreis
gelegt werden. Wie heiBt seine Gleichung ?

Die Gleichung des gesuchten Kreises ist in der Form enthalten

2ty —16+n(22+¢yf—82—6y+9)=0.
Da der Kreis durch O geht, so muB sein

16
~—16+4+1n-9=0 oder n= ?)
Somit lautet die Gleichung des Kreises
25 (22 + y?) — 1282 —06y = 0.
2. Beispiel. Welche Bedeutung hat die Gleichung k&, + nk, =0 fiir
n=—1?—Esist k, —k, =.0, also
(g —ay)z + (by—by)y + e, —c, =0,
dies ist aber die Gleichung einer Geraden und da sie durch 4 und B geht,
s0 ist dies die Gleichung der gemeinsamen Sehne.

Ubungen.

1. Bestimme den Ort aller Punkte, von denen aus an die beiden Kreise
K, = 0; K, = 0 gleichlange Tangenten gezogen werden konnen. — Es sei
K, die Form (z—h)?+ (y—k)?—n? und K, die Form (x—hy)?
+ (y — ky)? —r,2. Der gesuchte Ort ist eine gerade Linie, die man Potenz-
linie nennt; sie steht senkrecht auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte
der Kreise. :

2, Bestimme die Gleichung der gemeinsamen Sehne der Kreise z* 4 42
—4x—4y—8=0und a?+ y2— 12z + 4y + 15 = 0. Welches sind
die Koordinaten der Schnittpunkte ?

3. Ein Kreis geht durch die Schnittpunkte der Kreise in Aufgabe 2
und hat den Mittelpunkt auf der Y-Achse. Gleichung des Kreises?

4. Zeichne im gleichen Koordinatensystem Kreise, die der Gleichung
22+ y2—2hx—9 =0 entsprechen fir b =0; +1; +£2; £3;.....
Ebenso 22 + 4> —2hz +9=0firh= £+ 3; £+ 4; £+ 5.

5, Wie heiBt die Gleichung des Kreises durch die Schnittpunkte von
2?+y?—6z =0 und 2% + y* —4 = 0 und den Punkt P(2;—2)?

6. Der Kreis durch die Schnittpunkte von 2?4 y2—6x—10y—15 =0
und 22442 + 22 + 4y —20 = 0 und durch O hat die Gleichung

22+ 92 —302—52y=0.

§ 26. Polargleichung des Kreises.

LaBt man die Nullachse p mit der X-Achse, den Pol mit dem
Ursprung O zusammenfallen, dann erhilt man die Polargleichung
des Kreises, indem man in Gl (1) §22 z ersetzt durch g cos «
und y durch g sin «. Sehr oft kann man die Polargleichung mit
Hilfe einer Figur unmittelbar hinsetzen.
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Ist z. B. der Mittelpunkt M des Kreises (r) durch OM = g und
@, festgelegt, dann liest man aus dem Dreieck O P, M (Abb.37) ab:
r? =a? 4 p2—2apcos (x —qp) oder
02—2agcos (x-—gy) +a2—r2=0.
Dies ist die- gesuchte Polargleichung; sie
ist vom 2. Grade in g, d. h. zu einem
Winkel & gehéren hochstens zwei Werte
0. — Verschiedene héufig vorkommende
besondere Fille enthalten die folgenden
Beispiele. Man kann dabei auch von der
allgemeinen Gleichung (x — k)2 + (y—k)? Abb, 37.
=72 ausgehen.

1. Beispiel. Der Pol O liegt auf dem Kreis; der durch O gehende Durch-
messer ist die Polarachse. Hier ist & = r; k = 0, somit

0*—2¢rcosa =0 oder g(p—2r-cosax)=0.
Da O auf dem Kreis liegt, ist ein Wert o bestandig gleich Null. Der
andere Wert ergibt sich aus
g=2r-cosu.

Dies ist die Polargleichung
des Kreises, die auch aus
dem Dreieck O 4 P unmittel-
bar abgelesen werden kann
(Abb. 38).

2. Beispiel. Der Pol liegt

Abb. 38, auf dem Kreis; die Polar- Abb. 39.
achseschlieBt mit dem durch
O gehenden Durchmesser einen Winkel ¢, ein (Abb. 39). Wir ersetzen in
Beispiel 1 den Winkel & durch a — g,

0=2r"cos(x—@q,).

3. Beispiel. Der Pol liegt nicht auf dem Kreis; die Polarachse ist der
durch O gehende Durchmesser.
Hier ist & = a; k = 0; somit P
02— 2apcosa + a? P
—rt=0. T -
Zu dieser Glei- (| %
chung kommt man ‘
p auch unmittelbar,
wenn man den Ko- 7 ;
sinussatz auf das e
Abb. 40, Dreieck OM P, an- Abb, 41,
wendet (Abb. 40).

4. Beispiel. Ein Kreis geht durch O und schneidet auf den Koordinaten-
achsen die Strecken @ und b ab (Abb. 41). Hier ist

HeB, Geometrie. 7. Aufl. 4
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a b a? + b?
b= —— 2= ‘
D) und k g5 7 1
somit 0*—opg(acosx + bsina) =0
oder p=acosa + bsina .
Ubungen.

1. Der Radius eines Kreises ist 5 cm; die Entfernung des Pols vom
Mittelpunkt M betragt 10 cm. OM = Polarachse. Wie heiBt die Polar-
gleichung des Kreises ? Berechne die Werte g fiir & = 4 0°, 5°, 10° bis 30°.

2, Trage auf den positiven Koordinatenachsen von O aus ab: auf der
X-Achse OA = a, auf der Y-Achse OB = b. Ziehe durch O eine beliebige
Gerade g. Fille von 4 und B Lote 4 P, und B P, auf g. Welches ist der Ort
der Mittelpunkte P der Strecken P, P,?

3. Ein Kreis mit Radius 7
berithrt die Koordinaten-
achsen. Berechne 4B =.
= Sehne in Funktion von »
und & (Abb. 42).

4. Zwei gleich groBe Kreise
mit Radius r sind gegeben

Abb. 42. (Abb. 43)- Der Mitt81punkt Abb. 43.
des einen liegt auf der Peri-
pherie des andern. OM, = OM,; O = Pol; M, M, = Polarachse. Beweise
2 =rcosa. (z ist negativ im sichelférmigen Stick links.)

5. Eine kleine Verinderung gegeniiber Ubung 4. M; M, = 2 a, statt r.
Die Radien der gleichen Kreise seien . Dann findet man z = 2 a cos a.

6. Berechne die Lange der gemeinsamen Sehne in den Kreisen ¢ = 60 cos «
und g = 40 cos (& — 30°). Man findet ¢ = 37,16.

7. Bestimme, durch Zuriickgehen zu rechtwinkligen Koordinaten, die
Lage der folgenden Kreise:

a) o2 +2pcosp—2p8nep=7.

b) g*—6gcosp—8gsing = 11.

c) o = cos @ + sing.

8. Einige Parameterdarstellungen des Kreises:

a) Aus z = a cosa | folgt durch Quadrieren und Addieren

y=asnax | o 2?4yt =al.
b) Ist der Mittelpunkt des Kreises in M (h; k), so ist
z=h+r-cosa |
y=Fk+r-sina |
LaBt man aber & konstant und betrachtet » als Hilfsveranderliche, so sind
die zwei namlichen Gleichungen eine Parameterdarstellung der Geraden
durch den Punkt (k; k) und dem Steigungswinkel «.

9, Ersetze in 22+ 42 +ax + by + ¢ =0, die Koordinaten durch
% =z, + 0 cO8&; ¥ = Y, + o sin & und bilde das Produkt g, g, der Wurzeln
der quadratischen Gleichung. Man findet

2,02 = x02 + _%2 +ax0 + byo + c =12
(unabhéngig von &, aber konstant). Sehnensatz! ¢ = Tangentenabschnitt.
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10. Ein Punkt P bewege sich so in der Ebene, daBl das Verhdilinis e
seiner Absténde von zwei festen Punkten 4 und B besténdig dasselbe bleibt.
Wie bewegt sich der Punkt ?

Wir wihlen den Mittelpunkt der Strecke 4 B = 2a zum Nullpunkt O;
die X-Achse legen wir in die Gerade 4 B. )

Der Punkt P habe die Koordinaten (z; y). Dann ist 4 P? = (x — a)?
+ y* BP*=(x + a)?>+ y* und da AP: BP = e ist,

(z — a)ziy_z — g2

(af g~

woraus man findet
(1—e) (a2 +y?)—2a(l + ez +a2(l—e2)=0.
Dies ist die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt auf der X-Achse

liegt. Der gesuchte Ort ist demnach ein Kreis. Fir e = 0,5; A B = 6 cm,
wird r =4 cm; h = 5; k = 0.

11. Welches ist der Ort aller Punkte P, von denen aus eine Strecke a
unter dem gleichen Winkel & gesehen wird ? )

Wahle wieder den Mittelpunkt von 4B = ¢ zum Nullpunkt und 4 B
zur X-Achse. Beachte tgo = —tg(f +y)=...

12. Errichte im Punkte 4 (a; 0) ein Lot zur X-Achse. Ziehe durch O
eine beliebige Gerade, die dieses Lot in B trifft. Wo liegen alle Punkte P
auf OB, fiir welche OP - OB = a? ist?

13. Ein Punkt bewegt sich so, daB das Quadrat seiner Distanz von
der Basis eines gleichschenkligen Dreiecks gleich ist dem Produkt seiner
Abstinde von den anderen Seiten. Wie bewegt sich der Punkt? (Halbe
Grundlinie = a; Winkel der Schenkel mit der Basis sei a. O in der Mitte
der Grundlinie.)

VL. Die Parabel.
§ 27. Definition. Scheitelgleichung.

Bewegt sich ein Punkt so in einer Ebene, daB er von einem
festen Punkte F und einer festen
Geraden ! immer dieselbe Ent- Yla
fernung hat, so beschreibt er eine
Parabel. F heiflit der ,,Brenn-
punkt®, I die ,,Leitlinie‘".

Hieraus folgt eine erste Kon-
struktion der Parabel (Abb. 44).
Hat man im Abstande r von [
zu [ eine Parallele g gezogen, so
schlage man um F einen Kreis k
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mit dem Radius . Die Schnittpunkte P und P, von g und k
sind offenbar Punkte der Parabel.

Wir ziehen durch F ein Lot auf . Der Mittelpunkt der Strecke
FC ist der tiefste Punkt O der Parabel; er heiBt ,,Scheitel“. Den
Abstand FC nennt man den ,,Halbparameter und bezeichnet
ihn mit p. Aus der Konstruktion folgt die Symmetrie der Kurve
beziiglich der Geraden a durch F und C. a heiflt die ,,Achse‘ der
Parabel. PF heit ,,Brennstrahl“. Jede durch einen Kurven-
punkt gehende Parallele zur Parabelachse heiflt ,,Durchmesser.

Wir wéhlen O zum Ursprung eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems; die Scheiteltangente zur X-Achse; die Parabelachse zur
Y-Achse. Da PF = P A ist, erfiillen die Koordinaten (z; y) von
P die Gleichung

2/ N2
fls—2) +w=v+2.
woraus durch Quadrieren und Vereinfachen folgt

=1 . .
Yy= 2—1) xIr=.

Dies ist die Scheitelgleichung der Parabel. Aus der Gleichung
crkennt man wiederum die Symmetrie der Kurve beziiglich der
Y-Achse. Die Kurve liegt nur oberhalb der X-Achse, da kein y
negativ wird. Die Form der Kurve hingt nur von p ab. Wir
setzen

1
L emay
Dadurch geht die Gleichung iiber in
y=azx*.

Je groBer a, desto steiler ist die Parabel, desto niher ist der
Brennpunkt beim Scheitel. Jo
nachdema positivoder negativ

aso ist, ist die Parabel nach oben

oder nach unten geéffnet. Ver-
tauscht man ferner noch =z

— : mit y, so kommt man zu den

in der Abb. 45 dargestellten

vier Hauptlagen der Parabel
gegeniiber dem Koordinaten-

Abb, 45. system.

S
]
A
Q
N
g
Q

a<o
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1. Beispiel. Die X-Achse sei die Scheiteltangente, der Scheitel sei der
Nullpunkt. Wie heiit die Gleichung der Parabel durch den Punkt (10; 10) ?
Die Parabelgleichung hat die Form y = a2% Da der Punkt (10; 10)
auf der Kurve liegt, ist 10 = 100a, somit a = 0,1 und die Parabel hat

die Gleichung y = 0,1 2. Man zeichne die Parabel von z = — 10 bis
1 1
z = 4 10. Wo liegt der Brennpunkt? Es ist a = Ip =0,1 = 10° somit

g—’ =OF = 2,5 cm.

2. Beispiel. Die Parabel von der Gleichungsform y = a2? geht durch
den Punkt (z;; y;). Wie heiBit die Gleichung der Parabel ?

Es ist y, == az,?; somit a = g‘; ; also lautet die Gleichung
1

L
Y= o
Schreibt man die Gleichung in der Form
y_=
noont
so heiBt das: In jeder Parabel verhalten sich die Abstinde der Parabel-

punkte von der Scheiteltangente wie die Quadrate der Abstinde von der
Parabelachse.

§ ?8. Eine einfache Konstruktion der Parabel.

Aus dem zweiten Beispiel folgt eine sehr gute Konstruktion
der Parabel, wenn der Scheitel, die Scheiteltangente und ein
Punkt gegeben sind (Abb. 46).

P sei der gegebene Punkt, g eine beliebige Parallele zur Parabel-
achse. Ziehe O P; g schneidet OP in A. Ziehe A B parallel zur
Scheiteltangente. B mit O verbunden liefert den gesuchten Punkt
C der Parabel auf g.

Beweis: Aus der Ahnlichkeit der

Dreiecke OCR und 0B folgt: 9 £
y o ow
r T Y] 5 T

aus OR A und O PQ folgt: fy T i
“_ % Y
r ozl l

. R - 7
g.]z;e Multiplikation der Gleichungen —5&:{_—’11 g
ergi

- S Abb. 46.
y"‘xf %5

das ist genau der im 2. Beispiel berechnete Wert y, der zu z gehort.
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Zeichne ein Beispiel fiir P (10; 16). Konstruiere und berechne
nachtriglich die Ordinaten, die zu « =2;4;...12 gehéren.

§29. Parallele Sehnen.

Wir bestimmen die Schnittpunkte einer Geraden y =mz + b
mit der Parabel y = a2?. Die Koordinaten der Punkte miissen
beide Gleichungen erfiillen; es ist somit a2? = max + b, also

m+Vm2+4a6
h=""324

m—)m?+4abd
Tr=""24

Dies sind die Abszissen der Schnittpunkte. Es gibt hochstens
zwei Schnittpunkte; sie sind reell und verschieden; reell und zu-
sammenfallend oder schlieflich imaginér, je nachdem m? 4 4 ab
groBer, gleich oder kleiner als Null ist. Fir den Fall der Tangente
ist m? 4+ 4ab =0, und die Abszisse des Beriihrungspunktes ist
z =m:2a. Schneidet aber die Gerade die Parabel, so ist
%, + 2y =m:a oder
T+, m

a

Dies ist aber die Abszisse des Mittel-
punktes der Strecke P, P,; sie ist un-
abhingig vonb, d.h.zieht man mehrere
parallele Gerade y =mx +4b; y=mx
+ b, usf., so liegen die Mittelpunkte
der Sehnen im gleichen Abstande m :2a
von der Achse der Parabel, oder: die
Mittelpunkte paralleler Sehnen liegen
Zé immer auf einem Durchmesser der

Abb. 47, Parabel (Abb. 47).

§30. Gleichung der Tangente. Tangenteneigenschatten.

Abszisse des Beriihrungspunktes und Steigung der Tangente
sind nach §29 verbunden durch die Gleichung x; =m :2a. Ist
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daher-x; gegeben, so ist die Steigung der Tangente im entsprechen-
den Parabelpunkt gegeben durch
m=2ax,.

Also lautet die Gleichung der Tangente, von der man den
Beriihrungspunkt und die Steigung kennt, nach § 10, 7. Beispiel:
y—y=2ax (r—x).

Nach § 18 konnte hierfiir auch geschrieben werden
Y+ =2arx2,,
denn y, = az?2
Es folgen nun sehr beachtenswerte Eigenschaften der Parabel-
tangenten.

Wir berechnen zunéchst die Abschnitte 04 und O B (Abb. 48)
auf den Koordinatenachsen. Fiir den Punkt 4
ist y =0 und 04 = x, somit — g,

=2am (04 —2x))
oder
h axi !

OA——xl:—?d}f; = 2aa, =%

also
X
04 =3.
Die Dreiecke OAB und ACP sind somit g

kongruent, also ist
OB =—y,.

Also: a) Jede Tangente trifft die Scheiteltangente in einem
Punkte (4), der vom Scheitel halb so weit entfernt ist, wie der
Beriihrungspunkt (P) von der Parabel-
achse.

b) Jede Tangente trifft die Parabel-
achse in einem Punkte, der vom Scheitel
ebenso weit entfernt ist, wie der Beriih-
rungspunkt von der Scheiteltangente.

a) und b), hauptsichlich a), kénnen
zur Konstruktion der Tangenten verwer-
tet werden.

Verbindet man den Brennpunkt F ADD. 49,

(Abb. 49) mit dem zu P gehérigen Punkt D auf der Leitlinie,

so geht die Strecke FD, weil OF =OF :g ist, auch durch

Abb, 48.
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den Punkt 4, und weil PF = PD und AF = AD, ist P4 senk-
recht zu FD; also:

c) Das Lot im Schnittpunkte einer beliebigen Tangente mit
der Scheiteltangente geht immer durch den Brennpunkt.
Ferner ist < FPA = < APD, d.h.:

d) Jede Tangente bildet mit dem Brennstrahl und dem durch
den Berithrungspunkt gehenden Durchmesser gleiche Winkel.
Sind y—y =2ax (¥ —x;)
und y—y, =2ax, (x— 1)
die Gleichungen zweier Parabeltangenten (Abb. 50), so geniigen
die Koordinaten des Schnittpunktes C beiden Gleichungen. Um

die Abszisse des Punktes C zu finden, subtrahieren wir die erste
Gleichung von der zweiten.

h—Y=2az(x,—2)—2¥% +2y;

somit
g BTH ax;—ax T+
T 2a(zy—1x) 2a(zy—uz) 2
Dies ist aber auch die Abszisse des Mittelpunktes M der Sehne

A B; der Durchmesser durch M hat die Gléichung x = 701_-!2-12,
also:

e) Die Tangenten in den Endpunkten einer beliebigen Sehne
schneiden sich in einem Punkte jenes Durchmessers, der diese
Sehne halbiert, oder: die Verbindungslinie des Schnittpunktes
zweier Tangenten mit dem Mittelpunkt der Berithrungssehne ist
ein Durchmesser der Parabel. — Man kann dem Satze offen-

bar auch die folgende Fassung
geben:

f) Zieht manvon einem Punkte
(C) zwei Tangenten an eine
b, Parabel, so sind die Projekiionen

Y der Tangentenabschnitte (AC
N / und BC) auf die Scheiteltangente
b oder eine Parallele dazu gleich

c c lang (Abb. 50).
Abb. 50. Es sei EF eine beliebige dritte

S
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Tangente (Abb. 51). Die Projektionen der Tangenten AC und
B( haben die gleiche Linge ¢. Die von £ ausgehenden Tangen-
tenabschnitte haben nach f) wie-
derum gleiche Liangen (v) der Pro-
jektionen. Ebenso sind auch fiir
die beiden von F ausgehenden
Tangentenabschnitte die Projek-
tionen () gleich lang, dann ist
29 +2u=2¢
oder u 4+ v =c; ‘
d. h. aber: E:j’m
N ¢

g) Werden zwei beliebige Tan-
genten ¢, ¢, von einer beweglichen
Tangente t;, geschnitten und projiziert man den auf ¢, liegen-
den Abschnitt (BF) auf die Scheiteltangente, so erhilt man eine
Projektion von konstanter Linge (c).

Daraus ergibt sich unmittelbar

BE :EC =CF :FA, d.h.:

h) Eine bewegliche Tangente schneidet zwei feste Tangenten
so, daB sich die Abschnitte auf der einen umgekehrt verhalten,
wie die entsprechenden Abschnitte auf der andern.

‘Wahlt man speziell v = %, 80 ist auch 4 = —; , d. h. (Abb. 52):

o)
i
1
]
i
I
l}
|
]
i
'
|
|
|
t
1]

-i) Die Verbindungslinie der Mittelpunkte zweier Tangenten-
abschnitte ist wieder eine Tangente. Der Beriihrungspunkt liegt

Abb, 52, Abb. 53.

in der Mitte der Verbindungsstrecke, d. h. auf dem Durchmesser,
welcher den Schnittpunkt der Tangenten mit dem Mittelpunkte
der Berithrungssehne verbindet.

Auf den Sitzen g) bis i) beruhen die in den Abb. 52 und 53
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dargestellten Konstruktionen der Parabel aus zwei Tangenten und
thren Beriihrungspunkten (Abb. 53).

§ 31. Normale und Subnormale.

Das Lot auf eine Tangente durch den Berithrungspunkt heifit
eine ,,Normale der Kurve*. Die Steigung der Tangente ist 2az,,
somit jene des Lotes — 1 : 2 aa;, und die Gleichung der Normalen
lautet:

1
YU ="ggg @—1).
,,Subnormale’ nennt man die Projektion RN des Normalen-
abschnittes PN auf die Parabelachse. Wie lang ist RN ? Fiir N
ist x =0 und y =y, + RN, somit nach

g der Gleichung der Normalen

?/1+NR—?/1:_M(—»‘”1)
__1
~24=P,

also RN = p; d. h.: Fir alle Punkte der
Parabel ist die Subnormale konstant,
Abb. 54, gleich dem Halbparameter p (Abb. 54).

§ 32. Kriimmungskreis im Scheitel der Parabel.
Wir bringen die Parabel ¥y = a «? zum Schnitt mit einem Kreis,
der die Scheiteltangente im Scheitel berithrt. Der Kreis moge die
Gleichung haben z* =y (27 — ).
Die Koordinaten der Schnittpunkte
erfilllen beide Gleichungen; es ist
also (Abb. 55)
y=ay@r—y
8 A oder
y2ar—ay—1) =0;
y = 0 entspricht dem Punkte O,

g
Abb. 53, 2ar—1 L

y:—a{*—=21‘—-;

den Punkten 4 und B.
Hat nun der Kreis den Radius r = 2ia, so werden auch die

Ordinaten der Punkte 4 und B zu Null. Der Kreis beriihrt dann
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die Parabel im Scheitel in vier zusammenfallenden Punkten. Sein
Radius ist
1
r = ﬂ =7D.

Dieser Beriihrungskreis heit der ,,Krimmungskreis“ im Scheitel;
sein Mittelpunkt ist vom Scheitel doppelt so weit entfernt wie der
Brennpunkt.

Alle in §30 bis 32 ausgefithrten Eigenschaften kénnen beim
Zeichnen der Parabeln verwertet werden.

§ 33. Fliche eines Parabelsegments.

AC und BC seien zwei Tangenten an eine Parabel; die Beriih-
rungspunkte seien 4 und B. Ist AD = DC und BE = EC, so
ist D K eine weitere Tangente an die Parabel und esist A B=2-E D;
somit ist die Fliche des Dreiecks
A BF das Doppelte von der Fliche
des Dreiecks EDC (Abb. 56).

Zieht man nun die Tangente GH
parallel zu BF an die Parabel, so ist
wieder das Dreieck F BJ das Dop-
pelte vom Dreieck EGH. Indem
man so fortfahrt, erhilt man immer
mehr eingeschriebene Dreiecke, die
nach und nach das Parabelsegment
vollstindig ausfiillen, wihrend die ADD. 56.
auBerhalb des Parabelsegments lie-
genden Dreiecke gleichzeitig das Flichenstiick zwischen den Tan-
genten AC und BC und dem Parabelbogen iiberdecken. Da nun
jedes im Parabelsegment liegende Dreieck immer das Doppelte von
dem entsprechenden aufBlerhalb liegenden Dreieck ist, so ist auch
die Summe der einbeschriebenen Dreiecke doppelt so groB wie die
Summe der anbeschriebenen, daher ist schlieBlich das Parabel-
segment gleich zwei Dritteln des von der Sehne und den Tan-
genten in ihren Endpunkten gebildeten Dreiecks, oder: das Pa-
rabelsegment ist gleich zwei Dritteln des Parallelogramms oder
Rechtecks, das die Sehne s als Seite und die Hohe % des Parabel-
segments als Hohe besitzt

F==.sh.

w)io
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§ 34. Beispiele.

1. Beispiel. Wie heiBt die Gleichung der Tangente an die Parabel
y = 0,1 2% im Punkte mit der Abszisse z, = 7?

Die Ordinate ist y, = 0,1- 7% = 4,9. Die Steigung der Tangente ist
m=2ax;=2-0,1-7 = 1,4; somit lautet die Gleichung der Tangente
y—49=14(x—7) oder y=142z—49.

2. Beispiel. In welchen Punkten schneidet die Gerade y = z + 4 die
Parabel y = ;—zz? In den Schnittpunkten P;, P, sind Tangenten an die

Parabel gelegt, wo (P;) und unter welchem Winkel y schneiden sie sich ?
Flache des Parabelsegments ?

Aus den Gleichungen y =z + 4 und y = % z? folgt » =4; y, =8

fir P, und 2, = —2; y, = 2 fiir P,. Daher sind y —8 =4 (z —4) und
y —2 = —2(x + 2) die Gleichungen der Tangenten ¢, und ¢,; ihr Schnitt-
punkt P, hat die Koordinaten z, =1; y; = —4. Der Winkel y wird
gefunden aus tg y = 6:7 = 0,8571, nimlich y = 40° 36". Das Segment
ist zwei Drittel des Drejecks P, P,P,, also 18 cm?.

Abb. 57, Abb. 58.

3. Beispiel. In der Abb. 57 sind AC und BC zwei Tangenten an eine
Parabel, 4 und B sind die Beriihrungspunkte. Zieht man nun durch einen
beliebigen Punkt D der Sehne 4 B die Geraden DE parallel AC und DF
parallel BC, dann ist EF eine Tangente an die Parabel. Der Berithrungs-

punkt P liegt auf der Parallelen DP zu MC.

9 x M ist der Mittelpunkt der Berithrungssehne A B.

— Aus der Ahnlichkeit gewisser Dreiecke folgt

y nimlich BE: EC = CF : F 4 und die Projektionen

von BE und E P, bzw. PF und A F in der Richtung
der Achse sind gleich.

4. Beispiel. Fallt man Abb. 58 von B ein Lot auf

die Achsenrichtung M C, dann findet man mittelst

DF durch H parallel BC und DE parallel 4C, die

Abb. 59. Scheiteltangente EF und den Scheitel 0. OD =a
= Achse der Parabel.

5. Beispiel. Horizontaler Wurf im luftleeren Raum (Abb. 59). Vom
Punkte O aus werde ein Korper mit der Anfangsgeschwindigkeit v, in der
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Richtung der positiven X-Achse geworfen. Der Korper legt dann wahrend
der Zeit ¢ (Sekunden) in horizontaler Richtung den Weg 2 = vyt zuriick,
wihrend er gleichzeitig um den Betrag -g {2 fallt. Wihlen wir die positive

Y-Richtung vonOnachabwirts, so sind die Koordinaten des Punktes P nacht
Sekunden einzeln dargestellt durch

x=z'0tundy:%«t2.

Dies ist eine Parameterdarstellung der Wurfbahn. Der Parameter ist
die Zeit t. Die Elimination von ¢ liefert

=9 .
y 2 12 v
Dies ist die Gleichung einer Parabel mit a = 2—1 =3 g 5+ Wo liegt also
p v

0
der Brennpunkt ? Welches ist die Richtung der Tangente an die Wurfparabel
zur Zeit ¢?

Ubungen.

1. An die Parabel y = 0,1 z® ist parallel zur Geraden y =2x 4 4
eine Tangente zu ziehen. Welches sind die Koordinaten des Beriihrungs-
punktes ?

2. Die Gerade y = z + 3 schneidet von der Parabel y = i— 2? ein
Segment ab, von der Fliche 21/; em?.

3. Bringe die Parabel x = i—y’ mit jeder der folgenden Geraden zum
Schnitt. a) y =2x—5; b) y=22+4+0,5; ¢) y=2z+ 2.

4. Zeichne die Parabel y = — 0,2 22. Konstruiere und berechne die
Ordinaten fir x = +2; 4+4; +6; +8. Wo liegt der Brennpunkt?
Wie heiBt die Gleichung der Tangente im Punkte mit der Abszisse z, = 6?
Fiir welchen Parabelpunkt P ist die Steigung der Tangente (4 1) ?

5. Die Tangente mit der Steigung m an die Parabela) y = a2?;b) y* =ax
2
hat die Gleichung a) y = mx—zb_a ; byy=mz+ 4_‘:; .
6. Wie lauten die Gleichungen der Tangenten vom Punkte (8; —4)

1
an die Parabel y = g x2?

7. In welchen Punkten schneiden sich a) der Kreis #* 4+ y* = 16 und
die Parabel y = 0,222? b) der Kreis y? = x (10 —z) und die Parabel
y = 0,1 227

8. Beweise: Auch bei Verwendung verschiedener MaBstibe auf den
Koordinatenachsen entspricht der Gleichung y = a2? als Bild eine Parabel.

9. Stelle die Gleichungen F = ;Ld’; 8= g.tz unter Verwendung ver-
schiedener MaBstibe graphisch dar.
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10. Ein Freitrager ist am rechten Ende eingespannt und hat iber die

ganze Liange | die gleichméiBige Belastung von p kg pro Léngeneinheit.

Berechne das Biegungsmoment M im Abstande z vom

L linken Ende und zeichne die Momentenfliache (Abb. 60).

<> 11. Nach der Gleichung y = a2? konnte die Pa-

rabel auch definiert werden als Ort aller Punkte, fir

7. welche der Abstand (y) von einer Geraden proportional

Abb, ¢0. ist dem Quadrate (z2) des Abstandes von einer dazu

senkrechten Geraden. — Es sei nun ¢ eine beliebige, aber

festliegende Tangente einer Parabel und v der Abschnitt der Ordinate eines

beliebigen Punktes P zwischen dieser Tangente und der Kurve (Abb. 61);

u die Lange des Tangentenabschnittes Pg4. Nun kann bewiesen werden,
daB fiir jeden Punkt der Parabel v proportional ist dem Quadrate von u.

Abb. 61. Abb. 62.

Daraus folgt dann die in der Abb. 62 angegebene Konstruktion der
Parabel aus einer Tangente ¢, ihrem Berithrungspunkt O, einem weitern
Punkt P und der Achsenrichtung g.

12. Ist P (;; 9,) ein Punkt der Parabel y = ax?, dann ist das Flichen-
stiick zwischen der Parabel, der X-Achse und der Endordinate gegeben
durch 2,y,:3 oder ax}: 3.

13. Beweise: Zu Sehnen von konstanter Projektionslinge gehéren in-
haltsgleiche Parabelsegmente. (Die Projektion erfolgt auf die Scheitel-
tangente.)

14. Welcher Punkt der Parabel y = i_ 2% liegt der Geraden y=2zx—14

am nichsten ? Wie gro8 ist sein Abstand von der Geraden ?

15, Es sei P ein beliebiger Punkt auBerhalb der Parabel, I die Leitlinie,
F der Brennpunkt. Beweise die Richtigkeit der folgenden Konstruktion
der Tangenten von P an die Parabel: Schlage um P einen Kreis k¥ mit PF
als Radius. % schneidet [ in den 2 Punkten 4 und B. Die Mittelsenkrechten
zu den Strecken AF und BF sind die gesuchten Tangenten; ihre Beriih-
rungspunkte liegen in den in 4 und B errichteten Loten zur Leitlinie.

16. Beweise: Ist P der Schnittpunkt zweier Tangenten an die Parabel,
F der Brennpunkt, so halbiert PF den Winkel zwischen den Brennstrahlen
nach den Beriihrungspunkten.

17. Beweise: Die Tangenten in den Endpunkten einer Sehne durch
den Brennpunkt stehen senkrecht aufeinander und schneiden sich auf der
Leitlinie.
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18. Gegeben zwei feste Tangenten und eine bewegliche. Beweise: Der
Abschnitt der beweglichen zwischen den festen wird vom Brennpunkt aus
unter konstantem Winkel gesehen.

19. Es bedeuten fir die folgenden Konstruktionsaufgaben: I = Leitlinie;
F =Brennpunkt; a = Achse; p= Halbparameter; { = Tangente; P = Punkt;
i, P, = Tangente mit Berithrungspunkt; O = Scheitel; x = Scheiteltangente

Man konstruiere die Parabel aus

1. t, ¢, F. 2. P, P, F. 3.a,l,P. 4.t,P,a 5.4a,0,¢t.
6. a6, Py T Lt t,. 8. F,a,P. 9. x,t,t. 10.1, P, P,
11. I, p, P. 12. F, P, p. 13. 1, a, t.

§ 35. Die Parabel als Bild der ganzen Funktion
y=ax*+bx+c.
Die Parabel habe in bezug auf das System O’ (Abb. 63) die
Gleichung % = ax’?. Wir verschieben
das Koordinatensystem parallel nach dem

Punkte O (—h; — &), dann lautet die Glei- ’
chung der Parabel in bezug auf das. Pa-
rallelsystem
y—k=a(x—h)y. 1) X
hund k sind jetzt die Koordinaten des h, 0,k
Scheitels. Fithrt man das Quadrat rechts i X
aus und ordnet, so findet man b e,
y =ax:—2ahx + (ah? L k).
Setzt man —2ah =b wund ah®4k=c, 2)
so erhilt die Gleichung der Parabel die Form
y=axr*+bzx+ec. (3)

Umgekehrt kann jede Gleichung von der Form (3) in die
Form (1) iibergefithrt werden. Es ist

y:a(z2 +2—x)+c
y=afe s b+

od. ‘ b 1 b\2
er y—(c—gg) =alz+4,) (4)
Vergleicht man (4) mit (1), so erkennt man, dal man
b b?
h=— 55 und k=c— ia

setzen muB, um eine Ubereinstimmung zu erhalten. Demnach ist
jede Gleichung von der Form y =ax? 4 bz + ¢ die Gleichung
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einer Parabel, deren Achse zur Y-Achse parallel ist. Die Parabel
ist der Parabel von der Gleichung y = a? kongruent; sie geht
aus der letzteren durch Parallelverschiebung hervor; insbesondere
ist auch jetzt noch a =1:29p.

§ 36. Gleichung der Tangente in einem Punkte der
Parabel.

Die Steigung der Tangente bezogen auf das System 0’ ist 2 a 2,.
Nun ist #';, = z; — &, somit ist die Steigung, ausgedriickt in den
Koordinaten des neuen Systems O: m =2a(z,——h) =2ax,—2ah.
Nach Gl (2) in § 35 ist —2ah =b, also ist die Steigung gegeben
durch

m=2ax, +b 1)
und die Gleichung der Tangente lautet
Yy—y;=2ax; +b) (r—x) (2)

Den Scheitel der Parabel y = ax? 4 bx + ¢ findet man auch
durch folgende Uberlegung.
Fiir den Scheitel ist die Tangente horizontal, somit m = 0,
also v 22, +b=0
b
ﬂ .
Aus der Kurvengleichung folgt dann

_ b\ b)
w=alg) +o(—g) +o

oder vereinfacht

oder T =—

=y l Koordinaten
] des Scheitels.

x1=—_

! Fiir Leser, die' differentieren konnen, werden im folgenden in den
Fufinoten unter dem Zeichen D.R. gelegentlich einige Hinweise auf die
Differentialrechnung gemacht werden.

Ist y =f(x) die Gleichung einer Kurve, so lautet die Gleichung der
Tangente im Punkte (z,; y;) der Kurve

y—n=f (%) (r—ux),

worin f’ (x;) die Ableitung f’ (z), den Differentialquotienten % von
y = f () fir den bestimmten Wert » = x, bedeutet. Ist also y = f {z) =

ar®+bx ¢ soist m=f"(z,) =2ax +b.
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Die Koeffizienten a, b, ¢ haben bestimmte geometrische Bedeutung.
a ist wie frilher 1:2 p. Setzt man in m =2ax + b fiir  den
Wert Null, so ist m = b; setzt man in der Kurvengleichung z =0,
so ist y = ¢. Demnach ist ¢ die Ordinate des Kurvenpunktes auf
der Y-Achse und b ist die Steigung der Tangente in diesem Punkte.

Die Kurve y = ax* 4 bz + ¢ kann als Summenkurve von
yy=ax? und y, =bzx +e,
als Yy=%h+%
konstruiert werden.

Geht die Kurve durch den Nullpunkt, so ist ¢ =0 und die
Parabel hat eine Gleichung von der Form

y=ax?+bx.

§37. Beispiele.

1. Beispiel. In der Gleichung y = a2? 4+ ba + ¢ kommen drei konstante
GroBen a, b, ¢ vor. Demnach kann man drei willkiirliche Punkte mit
verschiedenen Abszissen fiir die Parabel vorschreiben. — Eine Parabel,
deren Achse zur Y-Achse parallel ist, soll durch die Punkte 4 (— 6;4)
B(—2;—2) C(8;0,5) gelegt werden. Wie lautet ihre Gleichung ?

Allgemein ist y=axt+br +c.
Weil A4 auf der Kurve liegt, ist 4=36a—6b-+c.

” B » 9 ” ’ ” —2=4a —2b+C
I C [T T} I ” 0,5:64a+8b+c.

Die Auflosung der drei Gleichungen gibta = 4 : b = —0,5; ¢ = —3,5,
somit heiBt die Gleichung der Parabel:

Y= %xz——0,5x-——3,5.

Die Kurve schneidet die Y-Achse im Punkte (0; — 3,5). Die Tangente
hat hier die Gleichung y = — 0,5 + — 3,5. — Die Gleichungen der Tan-
genten in den Punkten 4, B, C lauten der Reihe nach y = — 2z —8;
y=—x—4; y=152—11,5. Die Kurve schneidet die X-Achse in

den Punkten, deren Abszissen sich aus 8112 — 0,5 r — 3,5 = 0 ergeben;

man findet », = 7,657; z, = — 3,657. Der Radius des Kriimmungskreises
im Scheitel ist p = 4 cm. Zeichnung! Der Scheitel ist in (2: — 4).

2. Beisprel. Ein Parabelbogen (Achsenrichtung = Ordinatenrichtung)
hat die horizontale Spannweite s und die Pfeilhohe k. Mit welcher Formel
berechnet man zu jedem x die Ordinate y, wenn der Nullpunkt auf dem

HeB, Geometrie. 7. Aufl. 5
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Anfangspunkt des Bogens gewihlt wird ? (Abb. 64). Da die Parabel durch O
geht, lautet die allgemeine Gleichung y = az® + bz. Fiir den Punkt 4,
den Scheitel, gilt

c h—-a—+b

fiirB:' 0=as®-+b-s.
Hieraus folgt:

__4h 4h
a = — 3 b= ——

8 8

: ]0 g und die Gleichung der Parabel lautet
T4 —)I
‘22——!-‘(—% y=é}x——%x2 oder
Abb. 64. 4h
= —1x"(s—x)

Macht man AC = AD = h, so ist OC die Tangente in 0. Durch C
geht auch die Tangente in B.

3. Beispiel. Es seien die Punkte
//b/ A (a;b) und B(— a;c) gegeben,

unter a, b, ¢ beliebige reelle Werte-
Bflac P verstanden. Durch den Nullpunkt ]
¢ zieht man irgendeine Gerade, welche

—
linien in D und C schneidet. Man
! bringe AD und BC zum Schnitt in
D P. — Es ist zu beweisen: die Punkte
den Tangenten 04 und OB und die
Tangente in P ist parallel zur Geraden DC (Abb. 65).
DC habe etwa die Gleichung y = mz. Dann sind die Ordinaten von

die durch Bund 4 gehenden Ordinaten-
Abb. 65. 4, B, P liegen auf einer Parabel mit
C und D ma und — ma. Die Geraden AD und BC haben die Gleichungen

y—b="E"% 0 (D),
y—c=—"5"2(z+a) (BO).
Durch Elimination von m findet man hieraus
_b4ec b—c b+ ¢
y~4a2x2+2ax+ 4

Dies ist aber die Gleichung einer Parabel durch 4 BP. Die Koordinaten
des Punktes P, welcher der Geraden y = mz entspricht sind

2ma—>b+c __ m?a® + be
T=a- bFo und y = b Te
Setzt man die Abszisse 2 dieses Punktes in die Steigungsfunktion
b+ec b—c

¥=ga%1T 3,
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ein, 8o folgt fir P :y = m, d. h. die Tangente in P ist parallel zur Ge-
raden CD. Fir die Punkte 4 und B findet man die Tangentengleichungen

b c
y=-% und y=— 2 g £

Diese Eigenschaften koénnen auch benutzt
werden, wenn von einer Parabel drei Punkte
und die Achsenrichtung bekannt sind und man
die Tangenten in diesen drei Punkten konstru-
teren will.

A, B, C seien die drei Punkte (Abb. 66).
Wir wahlen die Achsenrichtung etwa parallel
der Y-Achse, wie es bei den Bildern der Glei-
chung y =az® + bz + ¢ immer der Fall ist.
Ziehe AD und BE parallel zur Achsenrichtung.
BC gibt D und 4 C gibt E. Die Tangente inC ist parallel DE. Vom Mittel-
punkt F der Strecke DE gehen die Tangenten an 4 und B. — Mit Hilfe
von Geraden durch F' konnen beliebige andere Punkte konstruiert werden.

4. Beispiel. Eine Parabel mit vertikaler Achse geht durch den Null-
punkt und den Punkt (zy; y,). Die Richtung der Tangente in- O ist
vorgeschrieben (m = tg ). Wie heiBt die Glei-
chung der Parabel ? (Abb. 67).

Allgemeine Form:

y=az?+bx.

Yo = axe® + be} . Hieraus folgen a und b.

Abb. 66.

m =

y= y‘)_——_;% S22t my
Te Abb. 67.
ist die Gleichung der Parabel.

Die Tangente in P schneidet die Tangente in O in einem Punkte mit

der Abszisse -°. Die Parabel kann punktweise konstruiert werden:nach

2
§ 34 (11).

Ubungen.

1. Zeichne auf dem gleichem Blatt Papier die Parabeln y = 0,1 22;
y=0122+2; y=0,12%+4 0,6z + 2. Nach welchem Punkte muB man
das Koordinatensystem parallel verschieben, damit aus der Gleichung
y = 0,1 22 die dritte hervorgeht ?

2, Man zeichne die Parabel y = — 0,2 2* 4+ z 4 1, indem man einzeln
zeichnet y; = — 0,222 und y, = « + 1 und durch Addition y, + y, =y
die ,,Summenkurve** bildet.

8. Zeichne die Parabeln a) y =-—0,162*4 1,6 x(x =0 bis 10)
b)y=—0,1822+ 192 +1(x =0hbis 10) ¢c)y = 8%(1397:.2 — 32z — 240)
(x = — 6 bis + 4).

5*
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4. Von einer Parabel mit vertikaler Achse kennt man drei Punkte
4, B,C. Bestimme in jedem der folgenden Fille die Gleichung und die
Koordinaten des Scheitels der Parabel.

a) A(—4;—1) B(0;4,) C(6;1)

b) A(—5;—2) B(0;—9) C(5;4)

c) A(3;3) B (6;4) C(12;0)
d) 4 (0;0) B(5;4) C(15;0)
e) 4(3;4) B(—3;4) BrennpunktinO (0,0). Zwei Losungen.

8. Wie heifit die Gleichung der Parabel mit horizontaler Achse, die
durch die Punkte geht 4 (0; 0) B (4:5) C (0; 10) ? Gleichung der Tangente
im Punkte C'?

6, Durch die Punkte A4 (0; 0) B (s; 0) sind zwei Parabeln mit vertikaler
Achse gelegt, die beide den Scheitel iiber der X-Achse haben. Die Scheitel-
ordinaten sind %, und k4 (hy > k;). Wie lang ist fiic ein beliebiges x der
zwischen den Parabeln liegende Ordinatenabschnitt? Wie groB ist die
Flache zwischen den Parabelbogen ? '

7. Beweise: Die Parabel durch die Punkte 4 (0;4); B (4;4,8); C (10; —6
hat die Gleichung y = — 0,2 2% 4 = + 4; der Scheitel ist in (2,5; 5,25) die
Tangente in 4 hat die Gleichung y = « + 4, jene in C:y = —3 2 + 24.
Der Brennpunkt liegt in (2,5;4). Die Flache zwischen £ = 0 und 2 =6
betragt 27,6.cm?. Siehe Beispiel 16.)

8. Die Parabel y = (— 2 2% 4 16 « + 40): 9 hat den Scheitel in (4; 8),
schneidet die X-Achse in 4 (2, = —2) und B (x, = 10). Die Fliche
zwischen der X-Achse und der Parabel mift 64 cm?®. Die Tangente in

A: y= —g— (x+2), in B(y=— —g—(x— 10); Winkel zwischen den

Tangenten 41°7’.

9. Der Scheitel einer Parabel ist in (5; 2); die Parabelachse ist vertikal;
p = 4 cm; die Parabel ist nach oben gedffnet. Wie heillt die Gleichung ?

10. Eine Parabel mit vertikaler Achse geht durch 4 (2;2) B (12; —4).
Die Steigung der Tangente in 4 ist (+ 1). Gleichung der Parabel ?

11. Eine Parabel mit vertikaler Achse geht durch O und A4 (a;b), die
Parabel hingt in der Mitte der Sehne OA um den Betrag h durch. Wie
lautet die Gleichung der Parabel ?

12. Ein Korper wird mit einer Anfangsgeschwindigkeit v, vom Punkte O
aus unter einem Steigungswinkel x gegen die Horizontale nach oben ge-
worfen. Welches sind seine Koordinaten nach ¢ Sekunden ? Welches ist die
groBte Hohe, die groBte horizontale Wurfweite ?

Wihle O zum Nullpunkt und die Horizontale durch O zur X-Achse;
die Y-Achse sei nach oben gerichtet.

13. Ein auf zwei Stiitzen lagernder Balken ist iiber die ganze Lange I
gleichmaBig mit p kg pro Langeneinheit belastet. Wie grof ist das Biegungs-
moment My im Abstande x vom linken Ende ? Ist die Momentenliniey =M,
eine Parabel ? Wo ist das groBite Biegungsmoment ?

14. Beweise: Addiert man die entsprechenden Ordinaten zweier Parabeln
von den Gleichungen 3’ = a,2? + b,z 4 ¢, und y”" = a,2® + byx + c,, S0
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erhilt man als ,,Summenkurve* y = y’ ++ y” wieder eine Parabel, sofern
a, + a, nicht Null ist. — Zeichne

Y =012+ 052+3; y'=—0222+09z+2.
Wo liegt der Scheitel der Summenkurve ?

15. Zeige: Auch bei Verwendung verschiedener MaBstibe auf den
Koordinatenachsen entspricht der Gleichung y=az®+bxr+c eine
Parabel. Welches ist die Gleichung der in der Zeichnung vorhandenen
Parabel? (2 = uy2’; y = 7).

16. Beweise: Sind A4 (zq; yo) B (2y; ¥;) C (z4; y,) drei Punkte auf einer
Parabel mit vertikaler Achse, und sind alle drei Punkte oberhalb der X-Achse
ist ferner , — zy = %, — #; = h (> 0), d. h. sind die Ordinaten dquidistant,
go ist die Fliche zwischen Parabelbogen, Anfangs- und Endordinate, und

der X-Achse gegeben durch ¥ = -;L— (Yo + 4 yy + 7o)

17. Welches ist der Ort der Mittelpunkte aller Kreise, die durch einen
festen Punkt P gehen und eine feste Gerade g beriihren ?

18. Ein Punkt bewegt sich so in einer Ebene, daB seine kiirzeste Ent-
fernung von der Peripherie eines Kreises mit Radius r gleich ist seinem
Abstand von einem festen Durchmesser. Auf welcher Kurve bewegt sich
der Punkt ? Wihle den Mittelpunkt zum Nullpunkt und den Durchmesser
als X-Achse.

19. Welches ist der Ort aller Punkte, fiir welche die Summe der Ent-
fernungen von einem festen Punkt P und einer Geraden konstant = ¢ ist ?
Wiéhle die Gerade zur X-Achse und P auf der Y-Achse.

20. Gegeben: Eine Gerade g; ein Punkt M im Abstande ¢ von g; um M
ein Kreis mit Radius ». Ein Punkt P (z; y) bewegt sich 80, daB die von ihm
an den Kreis gezogene Tangente gleich seinem Abstande von der Geraden
ist. Es sei g die X-Achse, und M liege auf der Y-Achse. Gleichung der
Kurye?

21. Ziehe durch den Punkt 4 (a; 0) ein Lot g zur X-Achse. Eine Gerade !
durch O schneide g in B. Schlage um A einen Viertelskreis im negativen
Sinne von B nach C. C liegt auf der X-Achse; in C errichte ein Lot zur
Abszissenachse; es trifft [ in P. Welches ist der Ort von P?

22. Ein rechter Winkel dreht sich um seinen festliegenden Scheitel 4.
Ein Schenkel schneidet eine Gerade g in B. Das Lot in B auf g trifft den
andern Schenke] in P. Ort von P? (g = X-Achse; A liege im Abstande a
von O auf der Y-Achse.)

23. Wihlt man den Scheitel zum Pol und die Parabelachse zur Polar-
achse, dann lautet die Polargleichung

r=2p-cosa(l + ctg?a).

24. Ist aber der Brennpunkt Pol und die Gerade von F nach dem
Scheitel S hin die Polarachse, dann gilt

= s = FS (12 5 -
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VIL. Die Ellipse.

§ 38. Affine Kurven.
Eine Kurve C habe die Gleichung
y=f(2). (1)

Wir leiten nun aus C eine neue Kurve C’ her, indem wir die Ordi-
naten simtlicher Punkte im gleichen Verhaltnis verkiirzen oder
verlingern, wihrend die Abszissen beibehalten werden. Die neue
Kurve C’ heiBt eine ,affine Kurve‘‘ zur urspriinglichen Kurve C.
Das konstante Verhiltnis P’A: PA = n der Ordinaten ,affiner
Punkte P’ und P nennt man das ,,Affinitidtsverhiltnis*“. Die X-
Achse ist die , Affinitdtsachse’‘; sie enthilt offenbar alle jene
Punkte, die mit ihren affinen Punkten sich decken. Zwischen den
Koordinaten (z; y) eines Punktes P auf € und den Koordinaten
(2'; y’) des ihm entsprechenden Punktes P’ auf ' bestehen dann
offenbar die folgenden Beziehungen:
=z oder x =2z
/ r

Yy =n-y Y=Y @)
Ersetzt man in der Gl (1) z und y durch die obigen Werte,

so erhilt man in

P
Ly =f@)=f@)
oder y = nf (x)
die Gleichung der affinen Kurve C’
(Abb. 68).

Jeder geraden Linte entspricht wie-
der eine gerade Linie; denn
aus y=mz +b wird y =n-max +bn.

Parallelen Geraden entsprechen wieder parallele Gerade; denn
ist m die gemeinsame Steigung der urspriinglichen Geraden, so
ist m - n die gemeinsame Steigung der affinen Geraden, d. h. sie
sind parallel.

Jeder zur X-Achse parallelen Geraden y = b entspricht die
wieder zur X-Achse parallele Gerade y' = b - n.

Die Langen von Strecken verindern sich im allgemeinen beim
Ubergang zur affinen Figur, aber die Verhdltnisse von parallelen
Strecken oder von Strecken auf der gleichen Geraden sind auch

Abb. 68.
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nach der affinen Umformung die gleichen, wie aus einfachen plani-
metrischen Sétzen folgt. Insbesondere entspricht einer reguliren
Teilung einer Strecke wieder eine regulire Teilung der affinen
Strecke.

§39. Die Ellipse als affine Figur des Kreises.

Leiten wir aus dem Kreise 22 + y%? = a? nach dem in §38
besprochenen Verfahren eine affine Kurve ab, so fiihrt diese den
Namen Ellipse und ihre Gleichung folgt aus der des Kreises, indem

wir y durch 117 o' ersetzen, wihrend 2 unverindert bleibt (Abb. 69).
Es ist

) 4
22 gt — g2
+oz Y 5 o
die Gleichung der Ellipse, der wir
aber leicht eine andere Form geben 4, é 4,
koénnen. Entspricht dem Punkte 0
C (0; a) des Kreises der Punkt B,
(0; b) der Ellipse, so ist offenbar B,
n =—b—. Wenn wir dann ferner
a Abb, €9,

noch den Akzent bei y’ weglassen,
unter (x; y) also die Koordinaten eines Punktes der Ellipse ver-
stehen, so lautet die Gleichung der Kurve

2 @ 2 2
x—l—b—zyza

oder nach Division mit a?

x: y?
a: + bie 1. (1)
Die Symmetrie der Ellipse beziiglich der Koordinatenachsen
folgt aus dem Vorhandensein von bloB quadratischen Gliedern der
Verinderlichen z und y. Man nennt die in den Koordinatenachsen
liegenden Strecken 4,4, und B, B, die ,,Achsen* und die Gl. (1)
die ,,Achsengleichung‘‘ der Ellipse. Die Punkte 4,4, B, B, auf
den Achsen nennt man die ,,Scheitel und die beiden konzen-
trischenKreise um O mit denRadien a und b die ,,Scheitelkreise*‘.
O heifit der ,,Mittelpunkt‘‘ der Ellipse.
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Aus den in §38 abgeleiteten Sétzen folgen unmittelbar aus
den Eigenschaften des Kreises die Eigenschaften der Ellipse:

Jede Sehne durch O wird in O halbiert; sie heiBt ,,Durch-
messer'‘. Die Tangenten in B, und B, sind parallel der Achse 4, 4,;
jene in A, und A, paralle] zur Achse B, B,. Die Tangenten in den
Endpunkten eines Durchmessers sind parallel. Die Mittelpunkte
paralleler Sehnen liegen auf einem Durchmesser. Aus der Affinitat
ergibt sich auch die folgende

§40. Konstruktion der Ellipse aus den Scheitelkreisen.

Nehmen wir an, die ,,Halbachsen @ und b einer Ellipse seien
gegeben und es sei ¢ > b; dann schlagen wir um O die beiden
Scheitelkreise. (In Abb. 70 ist nur ein

¢ Viertel der Ellipse gezeichnet.) Will man

4 nun den Punkt der Viertelsellipse zeichnen,
R der auf der beliebigen Senkrechten g zur
Fl---- grofien Achse liegt, so bringt man g mit

dem gréBeren Kreis in 4 zum Schnitt ; zieht
OA und durch B die Parallele zur groflen
Achse. Der Schnittpunkt C' auf g ist der
gesuchte Ellipsenpunkt; denn die Strecken
OA und AD sind durch die Horizontalen OD und BC in glei-
chem Verhiltnis geteilt. Nun aber ist OB =b; 04 =a; CD
= y,somit verhélt sich y: AD =b:a, es ist also

_b.,
y=—-AD. )

Abb. 70,

Die Ordinate 4 D des Kreises wird demnach im gleichen Verhaltnis
verkiirzt wie die Ordinate 0@ in die Ordinate O R. — Ubrigens
folgt aus Gl. (1) leicht die GI. (1) im vorhergehenden Abschnitt;

denn setzt man OD =z, soist AD = Vaz — 22, oder
y =i —at, (@)

eine Gleichung, die, von der Wurzel befreit, mit der Achsen-
gleichung tibereinstimmt.

Aus der Abb. 70 folgt noch eine andere merkwiirdige Beziehung
der Ellipse zum kleineren Scheitelkreis. Verlingert man die Hori-
zontale BC bis zum Schnitt F mit der kleinen ,,Halbachse OR,
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so folgt aus der Figur FC:FB=0A4:0B oder x:FB=aqa:b
oder

x:%-BF. (3)

Nun ist BF die Abszisse des Punktes B auf dem kleinen
Scheitelkreis; vergrofert man diese Abszisse im Verhdltnis a : b,
so erhdlt man die Abszisse x des Ellipsenpunktes ¢. Demnach
kann man sich die gleiche Ellipse auch aus dem kleinen Scheitel-
kreis entstanden denken, indem man simtliche Abszissen der
Kreispunkte im gleichen Verhiltnis vergrofert. Die Ellipse ist
demnach auch eine affine Figur zum kleinen Scheitelkreis, nur ist
diesmal die Ordinatenahsce die Affinitétsachse. Da BF = }b2— y2.
kann (3) auch geschrieben werden als

R @)

was wieder mit GL (1) in §39 zur Ubereinstimmung gebracht
werden kann,

§ 41. Konstruktion und leichung der Tangente.

Fassen wir die Ellipse auf als affine Figur des groBen Scheitel-
kreises, so entspricht dem Punkte C der Ellipse der Punkt 4 auf
dem Kreis und der Tangente in 4 an
den Kreis die Tangente in C' an die
Ellipse. Beide Tangenten treffen sich
im gemeinsamen Punkt D auf der Affi- £
nitdtsachse (Abb. 71).

Fassen wir aber die Ellipse auf als 8
affine Figur zum kleinen Scheitelkreis, V
80 entspricht dem Punkte C der Ellipse 2
der Punkt B auf dem Kreis und der
Tangente in B an den Kreis die Tan-
gente in C an die Ellipse. Beide Tangenten treffen sich im gemein-
samen Punkt E auf der neuen Affinititsachse OE. Die Punkte
ECD liegen in einer geraden Linie.

Aus dieser Konstruktion folgt auch leicht die Gleichung der
Tangente. Sind (z;; %) die Koordinaten des Punktes C, so sind,
weil OD - z; =a* und OF -y, = b?, die Achsenabschnitte der

Abb. 71.
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Geraden ED gegeben durch OD =a?: z, und OF = b%: y,; so-
mit lautet die Gleichung der Tangente nach Abschnitt 11

£21 Y
oder L A "031‘—1 (1)

Lost man die Gleichung nach y auf, so findet man fiir die
Steigung der Tangente

B ozt
m=-—zi'y - (2)

Die Normale zur Ellipse im Punkte (x;;3,) hat daher die
Gleichung

a2
Y=y (E ). 3)
Siehe auch §18.

§ 42. Der Ellipsenzirkel.

In Abb. 72 ist ein Punkt P nach Abschnitt 40 konstruiert.
Wir ziehen P D parallel zu OA. Dann ist
PD=0A=a
und PC =0B=5».
Hierauf beruht ein Zeicheninstrument,
4 genannt Ellipsenzirkel, das zum Zeichnen der
Ellipsen benutzt wird. Zwei Punkte ¢’ und D
einer Geraden mit dem konstanten Abstand
C' D werden auf zwei zueinander senkrechten
Geraden g und [ gefithrt; dann beschreibt
offenbar der Punkt P in der Verlingerung
Abb. 72. von CD eine Ellipse mit den Halbachsen
PD =q und PC =b.

! D.R.: Aus der Gleichung der Ellipse b2z2 + a?y? — a?b? = 0 folgt
durch Differentieren nach z:

e

(23

g
C £

S o

Ldy

2b%2 4+ 2a%y P ,

woraus folgt

2
m= (ﬂ> . . (Siehe §36. FuBnote.)
r=1I 1
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§43. Parametergleichung.

Aus der gleichen Abb. 72 folgt auch eine Parameterdarstellung
der Ellipse. SchlieBt O A mit der X-Achse den Winkel a ein, so
ist offenbar # —0A - cosa und y = PE = 0B -sina oder

r=a-cosa)
y=b-sina| (1)

Der Winkel a ist die HilfsgroBe, der Parameter. Aus diesen
Gleichungen konnen die Koordinaten einzeln berechnet werden,
Durch Elimination von « folgt wieder Gl. (1) in Abschnitt 39.

§ 44. Scheitelgleichung der Ellipse.

Wie lautet die Gleichung der Ellipse, wenn wir einen Scheitel
auf der groBen Achse zum Nullpunkt des Koordinatenkreuzes und
die Richtung der groBen Achse als X-Achse wihlen ? — Wir ver-
schieben das Koordinatensystem nach dem Punkte (— a@;0) und
miissen daher 2 in der Achsen-
gleichung ersetzen durch x—a. Die
Gleichung lautet daher (Abb. 73)

2 2

a?

x2 .Z .1/2_
oder;z———2 ;—i—l +b—2—

b® b2 -
odery2:2~; cx— gt Abb. 73.
. a

Ahnliche Gleichungen findet man, wenn man das Koordinaten-
system nach einem der andern Scheitel verschiebt.

§45. Kriimmungskreise in den Scheiteln der Ellipse.

Wir bringen die Ellipse (Abb.73) zum Schnitt mit einem
Kreise, der die Y-Achse im Nullpunkt beriihrt. Ist r sein Radius,
so lautet seine Gleichung y2 = « (2 r — 2). Fiir die Schnittpunkte
der Ellipse mit dem Kreise ist daher

2
x(2r—x):2-—b—x—£2x2.
a a?

x = 0 liefert den Punkt O; fiir die iibrigen Punkte ist
2r —2=2- ,bj — E
a a?
ra — b?
voraus folgt r=2a .
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Das ist die Abszisse der Punkte 4 und B in der Figur. Ist
aber ra — b2 =0, also r = b%:a, so fallen auch die Punkte 4
und B nach O, d. h. der Kreis hat mit der Ellipse in O vier zu-
sammenfallende Punkte gemeinsam und schmiegt sich daher
ganz besonders gut an die Ellipse an. Man nennt diesen Kreis
den Kriimmungskreis im Scheitel 0. Fir den Scheitel C findet man
in dhnlicher Weise einen Kreis mit dem Radius a2:b = R. Die
Radien der Kriimmungskreise in den Scheiteln sind somit

b? a?
=2 und R= 7 (1)
Sie kénnen beim Zeichnen einer Ellipse vorteilhaft verwertet wer-
den. Sind die Achsen bekannt, so konstruiert man R und r wie
folgt: Man zeichnet das der Ellipse um-

/ ’ A schriebene Rechteck, dessen Seiten zu
den Achsen der Ellipse parallel laufen.
Ist A4 eine Ecke des Rechtecks, so fallt

) 8" man ein Lot auf die Diagonale DE.
Dieses schneidet die Achsen der Ellipse
indenPunkten M, und M,. Dann ist, wie

M, leicht aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
Abb, 74, folgt, M, B=rund M,C =R (Abb.74).

§ 46. Die Diagonalpunkte mit jhren Tangenten.

Die Punkte, in denen die Diagonalen des umschriebenen Recht-
ecks die Ellipse treffen, mégen ,,Diagonalpunkte heiflen (Abb. 75).
Der Ellipsenbogen EA ist die affine
P a (4 Figur zum Kreisbogen BA. Dem Qua-
w/’, drat OAC B entspricht das Rechteck
OADE. Dem Schnittpunkt P, der
Fl==s R0 Diagonale OC mit dem Kreise ent-
> spricht der Diagonalpunkt P auf der
Diagonale OD. Die Tangente in P, an
o 4 f_ den Kreis ist parallel zur Geraden 4 B,
somit die Tangente in P parallel zur
Diagonale AE. Ferner ist OC = OF.
Aus diesen Uberlegungen folgt die folgende einfache Konstruktion
der Diagonalpunkte mit ihren Tangenten (Abb. 76). Mache AC
= A0 und OF =0C =OF,.

Abb, 75,
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Durch F und F, gehen die Tangenten nach den Diagonal-
punkten; sie sind parallel zu den Diagonalen des Rechtecks.
Soll eine Ellipse mit den Halbachsen ¢ und b gezeichnet werden,
so konstruiert man der Reihe nach:
1. das umschriebene Rechteck, des-
sen Seiten den Achsen parallel
sind ;
2. die Diagonalpunkte mit denTan- EX]
genten,;
3. die Kriimmungskreise in den
Scheiteln, evtl.
4. noch weitere Punkte nach 40.
Die drei-ersten Hilfsmittel geniigen in den meisten Fillen. Die
Kriimmungskreise sind ein Ersatz fiir die Ellipsenbogen in der
Nihe der Scheitel; wie weit sie als Ersatz benutzt werden kénnen,
das ist von Fall zu Fall zu entscheiden.

§ 47. Beispiele.
1. Beispiel. Eine Ellipse hat die Halbachsen ¢ = 5; b = 3 cm. Somit

2

2 _
lautet ihre Achsengleichung —27% + -g— =1 oder y = + 0,6 /25 — 22.

Fir z= 0 +1 + 2 +3 +4 +5

wirdy=4+3 4294 1+275 124 L+18 0.

Fir | x| >5 liefert die Gleichung keinen Wert y. — Die Tangente im
Punkte (4; 1,8) hat die Gleichung 32 + 5% = 1 oder y = — 0,8 + 5.

2. Beispiel. Wie heiBt die Gleichung einer Ellipse mit den Mittelpunkts-
koordinaten M (h; k), wenn die Achsen zu den Koordinatenachsen parallel
laufen ?

Wir verschieben das Achsenkreuz vom Mittelpunkt M nach dem Punkte
(— h; — k), denn O hat in bezug auf ein System durch M diesc Koordinaten.
Daher lautet die Gleichung der Ellipse:

(z—h? | (y—k)?* _
i E
Die Tangente in einem beliebigen Punkte (x;; %;) hat die Gleichung
(& —h) (2, —h)  (y—F) (3, —k)
a? : + b2 ' =1

Liegt z. B. der Mittelpunkt im Punkte M (1;2) und ist a = 5; b = 3,

so lautet die Gleichung der Kurve

—1)2 J— —
(= 251) Ll =2 92)321 oder y—=2+0,6)25—(z—]¢.
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Fiir z; =5 ist y, = 3,8 und die Tangente in diesem Punkte ha.t die
Gleichung y = — 0,8 2 + 7,8.

3. Beispiel. Die Scheitelgleichung einer Ellipse mit ¢ = 5 und b = 3 em
lautet, wenn das Koordinatensystem wie in Abb. 73 gewahlt wird

y2=3,6x— 0,36 2%.

Fir z=0 1 2 3 4 5 6

wirdy=0 +18 +24 127 4294 13 4294

Siehe 1. Beispiel. Die Tangente im Punkte (9; 1,8) hat die Gleichung

y=—08z+4+9.

4. Beispiel. Die Gleichung 16 2% + 9 4> — 96 2 — 72 y + 144 = 0 stellt
eine Ellipse dar; denn sie kann auf die Gleichungsform im 2. Beispiel
zuriickgefithrt werden. Es ist

16 (22— 6 2) + 9 (3 — 8 y) = — 144
16(x—3)°+9(y—4)2=16-9+9-16— 144 =
oder nach Division mit 144
(@—3)* , (y—4?
s T
Dies ist eine Ellipse mit den Halbachsen a = 4; b = 3; die Ellipse

beriihrt die Koordinatenachsen und die groSe Achse steht senkrecht zur
X-Achse.

Ubungen,
1. Konstruiere den 1. Quadranten der Ellipse mit den Halbachsen
a = 15, b = 10 cm, konstruiere die Ordinaten fiirr x = 2; 4; 6; 8, 10; 12; 14
und berechne nachher ihre Léngen. Wie lautet die Gleichung der Tangente
im Punkte mit der Abszisse z = 9? Wie lautet die Gleichung der Normalen
in diesem Punkte? Wie lang sind die Kriimmungsradien ?

2 2

2. Eine Ellipse hat die Gleichung :—2+%2 = 1. Bestimme die Ko-
ordinaten des Diagonalpunktes im ersten Quadranten und die Gleichung
der Tangente in diesem Punkte. Wahle nachher speziell @ = 10; b = 6 cm.

Berechne die Linge des Tangentenabschnittes zwischen den Koordinaten-
achsen.

2
3. In die Ellipse %: + ‘1{% =1 ist ein Quadrat gezeichnet, dessen Seiten

zu den Koordinatenachsen parallel laufen und dessen Ecken auf der Ellipse
liegen. Fliche des Quadrates? Inhalt des Rhombus, dessen Seiten die
Tangenten in diesen Punkten sind ?

2
4. Eine Ellipse von der Gleichung :—z + 1‘1)/—: =1 geht durch die Punkte

(6; 4) und (8; 3). Wie lang sind die Achsen ?

5. Beweise: Bringt man eine beliebige Tangente mit den Tangenten
in den Scheitelpunkten der groBen Achse zum Schnitt, so ist das Produkt
der Scheiteltangentenabschnitte konstant, nimlich b2.

6. In einen Rhombus mit der Seite 27 und dem spitzen Winkel & zwischen
zwei Seiten soll eine Ellipse gezeichnet werden, welche die Seiten in den
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Mitten berithrt. Berechne die Halbachsen a und b und konstruiere hernach
die Halbachsen.

7. An die Ellipse 9 z® + 25 y* = 225 sind Tangenten parallel zur Ge-
raden y = — 0,8 2 4 1,4 gezogen. Wie lauten ihre Gleichungen ?

Allgemein gilt: die Tangenten an die Ellipse b% 22 - a? y2 —a2b2 =0
mit der Steigung m haben die Gleichung
y=mzx iVazmz-i—bz.

8. Wie lautet die Scheitelgleichung einer Ellipse, wenn man den Null-
punkt des Koordinatensystems im Punkte (0; —b) wihlt ?

9. Wie lautet die Gleichung der Tangente in einem beliebigen Punkte

2 2
%5 ;) der Ellipse y2=2- %— x—% 2%?

10. Bestimme die Achsen und die Lage des Mittelpunktes der folgenden
Ellipsen:

a) 2522 + 4y*—200x — 40y 4 400 = 0.

b) 92% + 2542 — 150y = 0.

c) 22 4+ 4y 4 22 4 16y —47 = 0.

d) 22 +4y*— 122 =0.

11. In den Schnittpunkten der Ellipse 22 4 4 42 = 100 mit der Geraden
y = — 0,5 z + 7 werden die Tangenten gezogen; welchen Winkel schlieBen
sie miteinander ein ?

12, Ist ¢ eine Tangente vom Richtungswinkel a an die Ellipse 5% x?
+ a? y* = a®b?, dann gilt fiir den Abstand d des Mittelpunktes von ¢ die
Beziehung: d? = a?sin’a& + b cos? a.

13. Vom Punkte P (0; 5) aus zieht man die Tangenten ¢, und ¢, an die
Ellipse 9 22 4 25 y* = 225. Winkel zwischen ¢, und ¢,?

11, Von einer Ellipse kennt man die groBe Achse 2¢ und einen Punkt P.
Um die kleine Achse zu finden, schligt man um P einen Kreisbogen mit dem
Radius @ und bringt ihn zum Schnitt mit der Mittelsenkrechten der groBen
Achse. Ist 4 der naher bei O gelegene Schnittpunkt, so zieht man P A ; diese
Gerade trifft die groBe Achse in B. P B ist die kleine Achse. Beweis.

15. Die Endpunkte einer Strecke 4 B von konstanter Linge gleiten auf
zwei zueinander senkrecht stehenden Achsen. Welche Bahn beschreibt ein
beliebiger Punkt der Strecke ?

16. Welche Kurve entsteht, wenn man die durch die Gleichungen
§=r-sin(wt); v=r-w-cos(wt) gegebenen Werte als Abszisse und
Ordinate eines Punktes deutet ?

17. Eine Strecke 04 = R dreht sich mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit @ um den Punkt O; gleichzeitig dreht sich eine Strecke 4 B = 7, die
in A mit der ersten gelenkartig verbunden ist, mit der doppelten Winkel-
geschwindigkeit im entgegengesetzten Sinne. Welche Bahn beschreibt der
Punkt B? Es sei B > r. Man nehme als Ausgangsstellung jene Lage, wo
OA B in dieser Reihenfolge in einer Geraden liegen, Diese Stellung sei auch
die X-Achse und O der Nullpunkt.

18. Ein beliebiger Punkt P der Ellipse werde mittels der Scheitelkreise
konstruiert. O A sei der entsprechende Radius des groBen Kreises. Beweise:
Der Schnittpunkt der Normalen zur Ellipse durch P mit dem verlangerten
Radius 04 liegt auf einem Kreis mit dem Radius (2 + b).
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19. Die Schnittpunkte aller Tangenten, von denen aus zwei aufeinander
senkrechte Tangenten an die Ellipse b® 22 + a? y* = a® b% gezogen werden
koénnen, liegen auf einem Kreise mit dem Radius Va? + 82.

20. Durch die Punkte C(—a;0) und D (+ a;0) wird ein Halbkreis
gelegt mit Mittelpunkt in O. Ziehe in C und D die Tangenten an den Kreis.
In einem beliebigen Punkte @ des Halbkreises zieht man eine Tangente 4 B.
A ist ihr S¢hnittpunkt mit der Tangente in D; B mit der Tangente in C.
Die Diagonalen C4 und DB des Trapezes treffen sich in P. Welches ist
der Ort von P, wenn sich die Tangente 4 B verindert? (z,y, seien die
Koordinaten von @; Elimination der Koordinaten z, y; aus den Gleichungen
der Geraden AC und BD liefert die gesuchte Gleichung.)

21, Ist P (=,;y,) ein beliebiger Punkt auf einer Ellipse b%2% 4 a? 42
= a2 2, sind 4, (rechts) und A, (links) die Scheitel auf der groBen Achse,
dann gilt: Bringt man die Tangente in P mit der Scheiteltangente in 4,
zum Schnitt in Q, dann ist immer OQ parallel zu 4, P.

22, Sind N, und N, die Schnittpunkte der Normalen im Punkte P (z;,)
der Ellipse mit der Haupt- und Nebenachse, dann gilt PN, : PN, = b? : a®

23, P, und P, seien zwei symmetrische
Punkte auf der Ellipse beziiglich der groflen
Achse, A sei der Scheitelpunkt (a; 0). Ziehe
durch P, eine Parallele zur grofen Achse und
bringe sie mit der Geraden P,4 in ¢ zum
Schnitt. Ort von Q?

19. Gleiten zwei feste Punkte 4 B einer
Geraden auf zwei zueinander senkrechten
9 Achsen O4; OB, so beschreibt jeder andere

Abb. 77. Punkt der Geraden eine Ellipse. Liegt der
Punkt P auBerhalb der Strecke 4 B, so ist A P die eine, BP die andere
Halbachse der Ellipse (Ellipsenzirkel, §42). Liegt P, innerhalb der Strecke
A B, s0 beschreibt er ebenfalls eine
Ellipse mit den Halbachsen 4 P;
und BP, (Ubung 15). Nur der
Mittelpunkt M der Strecke A B be-
schreibt einen Kreis mit dem Ra-
dius AM = BM = OM (Abb.77).

Wir kénnen A B als Durchmes-
ser eines Kreises durch O auffassen
und ihn mit der gleitenden Geraden
g fest verbunden denken. Dann
konnen wir die soeben genannten
Resultate auch so formulieren: Glei-
tewdie Endpunkte eines Kreisdurch-
messers auf zwei zueinander senk-

Abb. 78. rechten Achsen, so beschreibt jeder
andere Punkt dieses Durchmessers oder seiner Verlingerung eine Ellipse.

Wie bewegen sich dabei die Punkte auf dem Kreisumfang ? Wir zeichnen
zwei Lagen des Kreises. 4 B = erste, 4, B, = zweite Lage (Abb. 78). C sei
ein beliebiger dritter Punkt auf dem Kreisumfang, C, der entsprechende

B

b




Die Ellipse als Kreisprojektion. Fliche der Ellipse. 81

Punkt in der zweiten Lage. Der zu den Bogen 4C = A4,C, gehérige Zentri-
winkel sei ¢. Dann ist der Peripheriewinkel

A0C = 4,00, = %

und da die Punkte 4 4, auf einer Geraden durch O liegen, liegen auch die
Punkte C, C, auf einer Geraden g durch O. Wir erkennen also: Gleiten die
Endpunkte eines festen Kreisdurchmessers auf zwei zueinander senkrechten
Achsen, so beschreibt jeder andere Punkt des Kreisumfangs eine Gerade durch
den Schnittpunkt O der Achsen.

Es sei nun @ eine Gerade, welche zwei festliegende Gerade g und ! in
den Punkten C und D schneidet (Abb. 79). Wenn die Strecke CD mit thren
Endpunkten auf den Geraden g und 1
gleitet, so beschreibt jeder andere
Punkt auf der Geraden a eine Ellipse.
Denn ist z. B. P ein solcher Punkt,
80 zeichnen wir den Kreis durch C,
D, 0 und die Sekante PM. Diese
liefert die Punkte 4 und B auf dem

Kreize. Wenn nun die Strecke 4 B g
mit ihren Endpunkten auf den

GeradenOX; OY gleitet, so gleiten -
zugleich die Punkte C und D

auf ¢ und 7 und der Punkt P be- X

schreibt, weil er bestindig auf dem
Durchmesser 4 B liegt, eine Ellipse
mit den Achsenrichtungen O X und
OY und den Halbachsen 4 P und Abb. 79.
BP,

Zeichne fiir verschiedene Punkte auf a die elliptischen Bahnkurven
(Papierstreifenkonstruktion), wenn OC = CD = 0D = 5 cm ist.

§ 48. Die Ellipse als Kreisprojektion. Fliche der Ellipse.
Es liege eine Ellipse und der grofie Scheitelkreis gezeichnet
vor. Nach §40 Gl (1) ist PC = %- @C. Denken wir uns nun

den Scheitelkreis aus der Papierebene, der Ebene der Ellipse, um
den Durchmesser 4, 4, herausgedreht, bis der Punkt D senkrecht
iiber B, liegt, dann liegt jeder andere Kreispunkt genau senkrecht
iiber oder unter dem entsprechenden Ellipsenpunkt. Man kann
also die Ellipse als Orthogonalprojektion des Kreises auffassen.
Denu die Ordinate QC hat in der Projektion die Linge QC- cosa,
wenn & den Winkel zwischen Kreis- und Papierebene bedeutet.
HeB, Geometrie. 7. Aufi. 8
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Aber wie man aus dem Seitenril rechts ersieht (Abb. 80), ist
cosa = b : a, somit die Linge der Projektion von QC gegeben

P durch QC- 2 ; dies ist aber

/B e SN, PO |
// \P"\\ T 2 Aus derFlé.che.des Krei-
X ses folgt daher die Fliche

“ \\0 } Ae der Ellipse; diese ist gleic};
\\ F=a2-n-cosa=a2n-_a

= abxn;
F=ab=x.

Ganz allgemein findet man ein Flichenstiick (Sektor, Segment
usf.) der Ellipse, indem man das entsprechende (affine) Flachen-
stiick des groBen Scheitelkreises mit b : @ multipliziert.

Abb. 80.

§ 49. Konjugierte Durchmesser.

Aus den Beziehungen zwischen Kreis und Ellipse lassen sich
manche Sitze iiber die Ellipse ableiten (Abb. 81). Denken wir
uns im groBen Scheitelkreis irgend
zwei zueinander senkrecht ste-
bhende Durchmesser samt den
Tangenten in ihren Endpunkten
gezeichnet. Diesen Kreisdurch-
messern entsprechen in der Pro-
jektion zwei Durchmesser der
Ellipse, die man ,konjugierte
Durchmesser nennt. Dem Tan-
gentenquadrat beim Kreis ent-
spricht ein Tangentenparallelogramm in der Ellipse, dessen Seiten
von der Ellipse in den Mitten berithrt werden. Zu jedem Durch-
messer der Ellipse gehért ein ganz bestimmter anderer Durch-
messer als der zu ihm konjugierte. Die Tangenten in den End-
punkten eines Durchmessers sind parallel dem konjugierten
Durchmesser.

Die Fliache des dem Kreis umschriebenen Quadrates ist 4a?2;
daher ist die Fliche jedes Tangentenparallelogramms der Ellipse,
dessen Seiten zwei konjugierten Durchmessern parallel sind, von

Abb, 81.



Konjugierte Durchmesser. 83

konstantem Flicheninhalte ; denn seine Fliche F ist

F =4aqa? cosa =4,a2-i; = 4ab,
gleich dem Inhalt des Rechtecks, mit den Scheiteltangenten als
Seiten.
Es seien nun 04 =@, und OB = b, zwei konjugierte Halb-
messer. (z;; 4;) und (a,; ¥,) seien die Koordinaten von A und B
(Abb. 81). OC schliele mit der X-Achse den Winkel p ein. Dann ist

Z =a-cosg | xy =a-cos (90 + ¢) =-—a-sing

) und .
y1=b-sm<p[ Yp=">0-sin(90 +¢) = b-cosep.
Durch Quadrieren und Addieren folgt
(2} +y}) + (25 + 9}) =a* + b*;
o} +yi =af; 2} +yi =b;
somit
a: + b3 = a* + b® = konstant. )
.l‘—»/ Ay
Die Summe der Quadrate zweier / . /
konjugierter Halbmesser hat immer den
gleichen Wert, wie man auch das Paar
konjugierter Halbmesser in der Ellipse wihlen mag.

Sind zwei konjugierte Halbmesser a, und b, gegeben und ist 8 der Winkel,
den sie miteinander einschlieBen, so kann man die Halbachsen der Ellipse
berechnen und konstruieren.

Abb. 82.

Es ist a4 b =a? 4+ b}
und 2ab =2a,b, -8inf; &
somit (a + b)2=a} + b? + 2a,b, -sinf =e
(@—Db)?=a} 4+ b? —2a,b, - sin = f;
also a=Ve_-|2_Vf und b:V?—2-Vf—. _0

o sei der Winkel, den die groBe Achse mit a, ein-
schlieBt (Abb.82). w sei ein Teil von § und f < 90°.
Man kénnte zeigen, dal o gefunden werden kann aus

__ bisin(2f) Abb, 83
8(20) = Zr T b7 cos (25)

Um die Halbachsen zu konstruieren, beachte man: Ist in Abb. 83 OC
senkrecht O D und dreht man OC mit O B um 90° nach oben, so kommt OC
auf OD und O B nach OE. Das Viereck ADEF ist ein Rechteck und die
Strecke GH ist (@ + b); OF = AH =b; AG=0D =a.

Sind also 04 und OB gegeben, so dreht man O B nach OF, zieht eine
Gerade durch AE und schligt um M, den Mittelpunkt von AE, einen
Halbkreis durch O. So erhilt man G und H.

6*
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O H und OG liefern die Richtungen,
AQG und A H geben die Langen der Halbachsen.
In Abb. 81 seien 9, und y, die Winkel, welche 04 und OB mit der
positiven X-Achse einschliefen. Es ist

T, =a.cosp | T, =—a-sing
w=>b-simg| " y= b-cosg,
somit
b b
ten == tgg und tgr =1 =— g,
2
woraus folgt tgy1-tgye =—%=- . 1)

Das Produkt der Steigungen zweier konjugierter Durchmesser ist kon-
stant. Hat etwa OA die Steigung m, so ist die Steigung des konjugierten
2

Durchmessers — ——Z— . Die Geraden
atm
»2
T atm
schneiden aus der Ellipse konjugierte Durchmesser.

In Abb. 84 entspreche OA der Geraden y = mz und OC der Geraden

2
y = —-—2— z. Wir bestimmen die Ab-
atm

y=mz und y= z (2)

J
0 szissen der Schnittpunkte 4 und C mit
der Scheiteltangente y = b.
c 5 4 Fiir 4 ist b = 1;::1;1 ,
/ also ;= = B4,
fir C ist b =——-22—x2,
7 a“m
2
1 also x,=—%-m=BC,
Abb. 84, woraus folgt:

BA-BC =g, -2,=—a%. (3)

Hieraus folgt eine einfache Konstruktion von konjugierten Richtungen.
Verlingere O B bis D, so daB BD = a, ziehe C D senkrecht zu 4 D. OC ist
dann die zu O A konjugierte Richtung. Ferner folgt aus der Figur, da8 der
Winkel 40C stets stumpf ist, weil OB = b < a ist. Die Durchmesser
werden durch die Achsen der Ellipse stets getrennt, die kleine Achse durch-
schneidet stets den stumpfen Winkel zwischen zwei konjugierten Durch-
messern. Riickt 4 nach rechts ins Unendliche, so riickt C nach B. Die
Hauptachsen sind konjugierte Durchmesser, und zwar die einzigen, die
aufeinander senkrecht stehen.

Beispiele.

1. Man kann Punkte und Tangenten einer Ellipse leicht konstruieren,
wenn ein Paar konjugierter Durchmesser gegeben ist. In der Abb. 85 er-
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kennen wir (rechts) leicht die affine Figur von Abb. 35 (8. 47). 04 beliebig.

F P parallel dazu, D B parallel OE. A B-Tangente; P = Beriihrungspunkt,
In der linken Hilfte der

Abb. 85 ist die Konstruktion

eines Diagonalpunktes @ mit

der Tangente gezeigt.

2. Aus der Tatsache, daBl
Teilverhéltnisse von paralle-
len Strecken durch Paral-
lelprojektion nicht verin-
dert werden, folgt aus der
Gleichung des Kreises
z\2 [(y\? .

(~) +(~) = 1 ohne weiteres

T 7
z\* L (Y _ . Abb. 85.
(“—1) +(b1> =1, als Glei

chung einer Ellipse bezogen auf ein schiefwinkliges Koordinatensystem.
04, = X-Achse, 0 B, = Y-Achse (Abb. 82).

8. Gleichung einer Ellipse: 2% : 16 + 3% : 4 = 1; die Gerade y = 0,52
schneidet die Ellipse im ersten Quadranten im Punkte 4. 04, ist ein Halb-
messer, O B, sei der konjugierte im 2. Quadranten. Berechne die Koordinaten
von 4,, B;, die Langen 04, = a,; OB, = b,. Ist a + b2 = a,2 4+ b,2?

4. a; = 13; b, = 9 sind konjugierte Halbmesser einer Ellipse mit den
Halbachsen a = 15; b = 5. Berechne den Winkel 8 zwischen a,, b,.

b.a0;,=4;b6,=3cm. =30 a=?2b=1? ="

6. Verbinde die Diagonalpunkte im 1. und 2. Quadranten einer Ellipse
durch eine Parallele zur groBen Achse. Die Fliche des kleineren Ellipsen-

segments ist %b (m—2).

7. Ein Ellipsensektor hat als begrenzende Radien die groBe Halbachse
(rechts) und die 45°-Gerade im 1. Quadranten. Zeige, daB firr ¢ = 5;
b = 3 cm die Fliche des Sektors 7,8 cm? enthalt.

8. Ziehe in der Ellipse mit den Halbachsen a = 5; b = 4 ¢m die Radien
mit den Steigungswinkeln 60° und 135°. Der Ellipsensektor zwischen diesen
Radien mift 11,07 cm2.

§ 50. Brennpunkte der Ellipse. b

Auf der grofien Achse jeder /'_I i N
Ellipse gibt es zwei Punkte mit AT\
merkwiirdigen Eigenschaften. Wir | / ro A : hY%
zichen (Abb. 86) eine horizontale _ | ,-'-/-/— Ve [N L
Tangente an den kleinen Scheitel- f2ie—c —mbe—c 5’7
kreis und projizieren die Schnitt- Abb. 86.

punkte dieser Tangente mit dem groBen Scheitelkreis auf die
groBe Achse der Ellipse. So erhalten wir zwei Punkte F; und
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F, sie heiflen ,,Brennpunkte. Wir nennen OF, = OF, = ¢; dann
ist offenbar
a*— b =c?. 1)

Ist nun P ein beliebiger Ellipsenpunkt, so nennen wir seine
Entfernungen von F, und F, seine ,,Brennstrahlen* », und 7,.
Nun ist

FiC=c—a-cosa und PC =0b-sina,
somit
r? = (c—acosa)? + (bsina)?,

oder auch, weil b% = a? — ¢2 ist,

r} = (c—acosa)? + (a® — c?) sinZ«

r? =a?—2 ac- cosa + c®cos?o = (@ — ¢ cosa)?;
also Ty =@-—C* COSK. l
In dhnlicher Weise findet man 2)

To=a +C* CcOsSKX, I

woraus folgt r+r=2a. (3)

Demnach ist die Summe der Abstinde irgendeines Punktes
auf der Ellipse von den Brennpunkten immer gleich der grofien
Achse.

Die Ellipse ist also auch der Ort aller Punkte in einer Ebene,
fir welche die Summe der Abstinde von zwei festen Punkten
konstant ist.

Sind die Punkte F, und F, und die konstante Summe 2a ge-
geben, die natiirlich groBer sein muB als 2¢, so kann die Ellipse
offenbar auch so konstruiert werden: Man nehme eine Strecke
u < 2 a in den Zirkel und schlage um F; einen Kreis, dann mit
der Zirkeloffnung 2 @ — % um den andern Brennpunkt einen Kreis;
die Schnittpunkte beider Kreise sind Punkte der Ellipse, denn es
st u +Qa—u)=r +r,=2a

Die Strecke ¢ nennt man auch die ,,lineare Exzentrizitdt” und
das Verhiltnis ¢ : @ = e die ,,numerische Exzentrizitit'* der Ellipse.
Es ist ¢ = ¢ : @ eine reine Zahl, kleiner als 1.

xr . o . .
Da cosa = ist, kénnen wir die Brennstrahlen r; und r,
nach Gl. (2) berechnen aus
c
rH=a——2=a-—ex l
a

(4)

c
=0+ r=a+ex.
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Die Tangente in einem Punkte P der Ellipse kann auch mit
Hilfe der zugehorigen Brennstrahlen konstruiert werden. Aus der
aZ
b2
der Gleichung der Normalen findet man fiir die Strecken in Abb. 87

Steigung der Tangente folgt jene der Normalen zu ;- z—lund aus
1

somit
b2 a? — b
0N:x=x1—a2x1= = x,
62
—z;é xl.
Somit ist 5 oNg K
c? c c Abb. 87.
) 2
und F,N=c+ %2 =2 a+22), woraus folgt
2 a 1 a a 1

F,N:F,N=r:r,,

d. h. die Normale PN halbiert den Winkel zwischen den Brenn-
strahlen in P, oder auch: die Tangente schlieBt mit den Brenn-
strahlen im Berithrungspunkt gleiche Winkel ein.

Ubungen.

1. Ein Kreis mit dem Radius r beriihrt einen groBeren Kreis mit Radius R
von innen. Welches ist der Ort der Mittelpunkte aller Kreise, die zwischen
den beiden Kreisen liegen und beide beriihren ? Wihle die Verbindungslinie
der Mittelpunkte M, und M, der beiden gegebenen Kreise zur X-Achse und
den Mittelpunkt der Strecke M, M, zum Nullpunkt.

2 2
2. Beweise: Die Ordinate im Brennpunkt der Ellipse%2 + !Ii—z =1 ist

gleich dem Radius des kleinern Kriimmungskreises.

3. Schlagé um einen Brennpunkt F, einen Kreis mit dem Radius 2a
und verbinde einen beliebigen Punkt A4 dieses Kreises mit F, und F,. Be-
weise: Die Mittelsenkrechte zur Strecke AF, ist eine Tangente an die
Ellipse und der Berithrungspunkt P ist der Schnittpunkt dieser Tangente
mit der Geraden 4 F,.

4. Nenne B den Mittelpunkt der Strecke AF; in Aufgabe 3 und be-
weise M B =a. Wo liegen demnach die FuBpunkte aller Lote, die man
von einem Brennpunkt auf die Tangenten einer Ellipse errichten kann?
Wo liegen die symmetrischen Punkte zu einem Brennpunkte beziiglich der
Tangenten einer Ellipse ?

5. Beweise: Das Produkt der Abstinde der Brennpunkte von einer be-
liebigen Tangente einer Ellipse-ist konstant, namlich gleich 2.
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6. Beweise: Ist der Mittelpunkt der Ellipse der Pol und die groBe Achse
die Polarachse, dann heiit die Polargleichung 72 = %2 : (1 — e2 cos? g).
Wihlt man aber einen Brennpunkt zum Pol und die von ihm ausgehende
Gerade nach dem nachstliegenden Scheitel zur Polarachse, dann gilt
b2
r:—a:(l—i—ecosq)).

7. Das zwischen den beiden Hauptscheiteltangenten liegendc Stiick
einer beliebigen Ellipsentangente wird von jedem Brennpunkte aus immer
unter einem rechten Winkel gesehen.

8. Die Tangenten von einem Punkte P an eine Ellipse schliefen mit den
Strahlen PF, und PF,gleiche Winkel ein. — Die Gerade PF, halbiert den
Winkel zwischen den Strahlen von F; nach den Berithrungspunkten der
Tangenten.

9. Aus zwei Brennstrahlen r, r, und ihrem Zwischenwinkel y findet man

@ =% (r+r; b=Vrrs cos)

10. Es mégen bezeichuen: 4,, 4, die Endpunkte der groflen, B, B, jene
der kleinen Achse. 4,4, =2a; B,B,=2b. F, und F, Brennpunkte;
F, bei 4;; M = Mittelpunkt; ¢t = Tangente, P = Punkt auf der Ellipse.
P,,t, = Tangente mit Beriihrungspunkt. Konstruiere die Ellipse aus.

1. 4,, A;und ¢. 2. ¢ mit P, Richtung der groBen Achse und F,. 3. F,, ¢
mit P, Lénge 2a. 4. F, und zwei Tangenten, Richtung der grofen Achse.
5. B)F,,P. 6. F\F,t. 7. Fia Pti,. 8. Mja Pi. 9. F t,t,a.

VIIL. Die Hyperbel.
§ 51. Flichengleiche Parallelogramme. Achsengleichung.

Durch einen beliebigen Punkt P zwischen zwei Geraden g und [
(Abb. 88), die sich unter einem Winkel
2 & im Punkte O schneiden, ziehen wir
zwei Parallele PR und P@ zu g und !,
wodurch ein Parallelogramm ORPQ
entsteht. Wir fragen nun: auf welcher
Kurve muB sich der Punkt P in diesem
Winkelraume oder in dem seines Schei-
telwinkels bewegen, damit er mit den
beiden Geraden g und ! und den dazu
Parallelen, die durch ihn gezogen wer-
den, Parallelogramme von konstantem
Flicheninhalte bestimmt? Die zu be-
stimmende Kurve nennen wir Hyperbel.
Um ihre Gleichung zu erhalten, wihlen wir O alsNullpunkt und die
Halbierungslinie des Winkels 2 &« als X-Achse. Der Punkt P habe

Abb. 88.
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in irgendeiner Stellung die Koordinaten z = OF und y = E P.
Wir verlingern E P bis zum Punkte F auf ¢; dann ist das Dreieck
PQF gleichschenklig und es ist

PQ=QF =0R.

Wir berechnen nun die Seiten 0Q und O R des Parallelogramms
ORPQ. Offenbar ist

(0Q 4 QF) -cosax = (0Q + OR)cosa = x
und (0Q — PQ)- sina = (0Q — OR)sinax =y .

Hieraus folgt
1
0Q =+ (— + —“>

cos & sSin &

OR=l<J—_~.”—)

€o8 & sina/’

Somit ist der Inhalt J des Parallelogramms

2
0Q- OR- sin (2 &) =J=l(x—z—-~ry~—>-sin2a

4 \cos’ax  sin?ax
oder J = (x2 tgo— g% ctg ). (1)

Liegt P in 4 und nennen wir ¢ = 04 und die Ordinate
AB = b, so ist der Inhalt des Rhombus OCAD = %ﬂ; ferner ist

tgo =— und ctg =3 . Diese Werte in Gl. (1) eingesetzt gibt

ab 1 b a
— 2, - 2. =
2 2(:& a ¥ b)’

oder mit % dividiert
2 y?_
ai b L @

Gl (2) nennen wir die Achsengleichung der Hyperbel.

§ 52. Asymptoten. Scheitel. Achsen.

Die GL. (2) enthalt nur quadratische Glieder in z und ¥, woraus
wir schlieBen, daB die Hyperbel achsensymmetrisch beziiglich der
Koordinatenachsen und zentrisch symmetrisch in bezug auf den
Nullpunkt ist. O heiit der , Mittelpunkt‘‘ der Hyperbel. Die voll-
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sténdige Hyperbel besteht aus den zwei zur ¥Y-Achse symmetri-
schen ,,Asten. Wir l6sen Gl. (2) nach y auf:

y=tofE—a. )

Jetzt erkennen wir leicht, so lange [ z | < a ist, erhalten wir
kein reelles y. Ist x = { a, so wird y = 0; das ist fiir die Punkte
A,, 4, der Fall. Diese beiden Punkte werden die ,,Scheitel** und
die Strecke 4,4, die ,,Hauptachse oder kurz ,,Achse‘* der Hy-
perbel genannt. Ist aber | z | > a, so liefert jeder noch so groBe
Wert | z | einen reellen Wert y. Die Hyperbel erstreckt sich also
nach rechts und links ins Unendliche. Aber aus der Flichengleich-
heit der durch die Hyperbelpunkte bestimmten Parallelogramme
folgt, daB sich die Kurve immer niher an die Geraden g und !
anschmiegt. Man sagt, die Geraden ¢ und [ beriihren die Hyperbel
erst im ,,Unendlichen* oder sie seien Tangenten an die unendlich
fernen Punkte der Hyperbel. Tangenten, welche eine Kurve erst

im Unendlichen beriihren, die

S _-2~9 aber vom ,,Endlichen‘‘ ausgehen,
S~o - nennt man ,,Asymptoten‘‘. Jede
Hyperbel besteht also aus zwei
getrennten Asten, die sich in der

N
>

7 b Richtung der Asymptoten (g
uud /) ins Unendliche erstrecken.
e RN Die Verbindungslinie der Punkte

[T e =1 SO By(0; b) und B,(0; — b) heiBt
¢ die ,»Nebenachse‘‘; die Endpunkte
der Nebenachse liegen nicht auf
der Hyperbel (Abb. 89).
Die Asymptoten enthalten die Diagonalen des Rechtecks mit
den Seiten 2a und 25 und ihre Gleichungen lauten

Abb. 89.

Y= %.’t (Gerade g) und ¥y =——3—az (Gerade 1). (2)

Hiitte man den Punkt P (§ 51) in jenem Winkelraum angenom-
men, in dem B, liegt, so hitte man die Gleichung

y? zz

g =1 (3)
gefunden. Dies ist ebenfalls eine Hyperbel mit den gleichen Asym-
ptoten wie die erste. Sie ist in der Abbildung gestrichelt gezeichnet

und wird die zur ersten ,konjugierte Hyperbel*‘ genannt.
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§53. Zwei Hyperbelkonstruktionen.

Sind von einer Hyperbel die zwei Asymptoten und ein Punkt
P gegeben (Abb. 90), so kann man leicht beliebig viele weitere
Punkte konstruieren. Wir beschrinken

uns dabei auf die Konstruktion eines Y /6
Hyperbelastes. Man zieht durch den
gegebenen Punkt P zwei Hilfsgerade 9, (d A__4

a und b parallel zu den Asymptoten ¢ t' K
und I. Ist nun % eine beliebige Pa- )V
rallele zu g, welche a in A schneidet, o F c ¢
so ziehe man O4; das gibt B auf b. AbD. 90.

Die Parallele zu ! durch B liefert den

auf A liegenden neuen Punkt ¢ der Hyperbel. Denn bekanntlich
sind in dem Parallelogramm OCA D die beiden Parallelogramme
OF PD und OCQE inhaltsgleich.

Die folgende zweite Konstruktion kann
ebenfalls benutzt werden, wenn von der
Hyperbel die Asymptoten und ein Punkt
P gegeben sind (Abb. 91). Nehmen wir
an, @ sei ein zweiter Punkt auf der Kurve ;
wir ziehen die Sekante 4 B und durch
C die Parallele CD zu ihr. Dann ist ¢ 8
offenbar, weil auch die Parallelogramme AD- 81
APCD und BQDC gleiche Fliche haben, DC =4 P =B@. Be-
merkenswert ist besonders

AP=BQ.

Zieht man also durch einen Hyperbelpunkt (P) eine beliebige
Sekante (4 B), so sind die zwischen der Hyperbel und den Asym-
ptoten liegenden Sekantenabschnitte (A P und BQ) gleich lang. Der
Punkt @ auf 4 B kann also gefunden werden, indem man BQ =A P
macht. Indem man durch P oder @ beliebige andere Sekanten
zieht, konnen beliebig viele neue Punkte der Hyperbel gefunden
werden.

§54. Konstruktion und Gleichung einer Tangente.

Wir denken uns in der Abb. 91 die Sekante 4 B um den
Punkt P gedreht, so daB8 der zweite Punkt @ sich dem Punkte P
nihert. Sobald @ nach P gelangt ist, wird die Sekante zur Tangente
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in P. Dann aber ist (Abb. 92) PE = PF und zugleichOC = CE
und OD = DF. Soll also die Tangente in P konstruiért werden,
so ziehe man PC parallel zu ¢, mache 0C=CE;
+  dannist EP die Tangente in P. Das zwischen den
! Asymptoten liegende Stiick einer Hyperbeltangente
P wird also im Berihrungspunkt halbiert. Da ferner
‘.. das Dreieck O EF die doppelte Fliche des Parallelo-

e ¢t gramms OCPD, dieses aber den Inhalt % hat
Abb. 92. 2

(§ 51), so bestimmt jede Hyperbeltangente mit den
Asymptoten ein Dreieck von dem konstanten Inhalte a- b.

Die Steigang der Tangente in P (zy; y,) (Abb. 93) ist gleich
der Steigung der Geraden EF. E habe die Koordinaten (xyy)
und F (x; y,). E liegt auf y = ——TI: z und F auf y ZTI: z; dar-
aus folgt

2 g1
m=—- 2% _ 2.3
1

weil P der Mittelpunkt der Strecke EF
ist.

Somit lautet die Gleichung der Tan-
gente im Punkte (z;; y,)

ot

b2
y—th=g , @—=z). @
oder, wie frither, umgeformt in

xX Yy
Abb. 93, p ——b?l'=1 (3)

§ 55. Eine Parameterdarstellung.

Die beiden Gleichungen
z=a:cosp und y=>tge (1)
reprisentieren eine Parameterdarstellung der Hyperbel. ¢ ist der

1D. R.: Aus der Gleichung der Hyperbel b2 22 — a? y* — a? b% = 0 folgt
durch Differentieren nach z:
—9qty-%Y —
2btz—2a%y dz =0,
woraus folgt

_(dy _b¥ =
m_(ﬂ)x=z, T a oy
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Parameter. Weil namlich 1:cos?¢p =1 4 tg2¢ ist, folgt aus
jenen zwei Gleichungen wieder 2%: a2 — y2: b2 =1.

Aus der Gl. (1) folgt eine dritte Konstruktion der Hyperbel.

Wir schlagen um den Mittelpunkt O der Hyperbel zwei kon-
zentrische Kreise mit den Radien ¢ und 4. (In der Abb. 94 ist
nur der erste Quadrant gezeichnet.)

An diese ,,Scheitelkreise’ ziehen g

wir die vertikalen Tangenten r und s. A
Irgendeine Gerade ¢ durch O, mit /
dem Steigungswinkel ¢, treffe r und 0 FP

s in den Punkten 4 und B. Wir 8 -
schlagen um O dén Kreisbogen AC
und errichten in ¢ das Lot zur X- .
Achse. Dieses Lot und die Horizon- /- 4,
tale durch B schneiden sich in einem ¢ £ A
Punkte P der Hyperbel mit den s.r
Halbachsen ¢ und b. Aus der Kon- Abb. 4.
struktion folgen ndmlich die GI. (1).

Eine Hyperbel mit aufeinander senkrecht stehenden Asym-
ptoten heilit eine ,,gleichseitige* Hyperbel. Die Halbachsen ¢ und b
sind gleichlang. Die Gleichung der Hyperbel lautet in recht-
winkligen Koordinaten

\

a2 — y? = q?
und in Parameterform

— a d
T =y UWn y=oa-tge.

§ 56. Beispiele.

1. Beispiel. Man zeichne die Hyperbel

yZ xZ

9716

Die reelle Achse ist auf der Y-Achse. Die Scheitel liegen in B, (0; 3) und
B,(0; —3). Die Asymptoten haben die Gleichungen

=1 oder y=%sz+16,

3 3
y=g% und y=— e
Fir 2= O 2 4 6 8§ 10
wiedy=+3 335 424 54 6,7 81.
Die Gleichung der Tangente im Punkte P (4;3)2) lautet

3. - 3
——=—=1 oder y=-8—|/2-x+§l/§,
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2. Beispiel. Der Gleichung 422 —9y*— 82z + 36y — 68 =0 ent-
spricht eine Hyperbel. Wo ist der Mittelpunkt ? Wie heien die Gleichun-
gen der Asymptoten ?

Es ist 42 —8z—9y*+ 36y =068,
oder 4(x2—22)—9(y*—4y) =68,
oder 4(x—1)2—9(y—2): =168 +4—36 =36,
(=12 (y—2° _
oder —g i =L

Der Gleichung entspricht eine Hyperbel mit dem Mittelpunkt 4 = 1;
k = 2; der reellen Halbachse @ = 3; der halben Nebenachse b = 2. Die
Richtungen der Asymptoten sind + 2 : 3 und —2 : 3; da sie durch den Punkt
(1; 2) gehen, lauten ihre Gleichungen

y—2=§—(x—1) und y——2=—§—(x—1).

3. Beispiel. An die Hyperbel 22 — y% = a? sind die unter 60° steigenden
Tangenten gezogen; wie lauten ihre Gleichungen?

Die Steigung einer Tangente ist 3 ; der vorlaufig unbestimmte Achsen-
abschnitt auf der Y-Achse sei c. Wir bestimmen die Schnittpunkte der Ge-
raden y = }/3" z 4 ¢ mit der Hyperbel 2 — y? = a®. Die Abszissen wiirden
gefunden aus 222 +2 |3 ¢z + (¢t + a?) = 0. Soll die Gerade eine Tangente
gein, so miissen die Wurzeln dieser Gleichung gleich grol sein; das ist der
Fall, wenn (c}/3)2 — 2 (c? + a?) = 0, also wenn ¢ = - a /2. Die Gleichun-
gen der Tangenten lauten somit

y=V3-24+a)2; y=)3-2—a)2.

Ubungen.
1. Zeichne die Hyperbel mit den Asymptoten
y=—1—x und y:—ix
2 2

und den Scheiteln (0; 2) und (0; — 2). Wie heiBt ihre Gleichung?

2. In welchen Punkten schneiden sich der Kreis 2% 4 y* = 2a® und
die Hyperbel z?— y* = a?? Unter welchem Winkel schneiden sich die
Kurven? Winkel = Winkel zwischen den Tangenten in einem Schnitt-
punkte.

3. Bestimme Mittelpunkt, Asymptotengleichungen und Lange der Achsen
aus folgenden Hyperbelgleichungen:

a) yr—a*—2y+2xr—4=0,

b) 422 —242—94* =0,

¢) y =08+ )4+ 2%

d) Ax? — By? = C(4, B, C sind positive Zahlen),

e)422+8x—3y*—12y—4=0.

4. Wie heiBt die Gleichung der Hyperbel mit den Asymptoten

=37 und y=—3%
die durch den Punkt (4; 2) geht ? (Setze @ = 3 u; b = 2« und bestimme u.)
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5. Wie heiBt die Gleiehung jener Kurve, deren Ordinaten das% fache

der Ordinaten der gleichseitigen Hyperbel 22 — y* = a? sind ?

6. Zeichne die Asymptoten und einen Punkt einer Hyperbel. Aus der
Flachengleichheit der Parallelogramme folgt: die Hyperbel ist der Ort aller
Punkte, fiir welche das Produkt der Abstande von zwei festen Geraden
(den Asymptoten) konstant ist.

7. Ziehe durch einen Hyperbeipunkt P eine Parallele zur Nebenachse b
und bringe sie in A und B zum Schnitt mit den Asymptoten. Beweise
PA-PB=1". Konstruiere hieraus b, wenn die Asymptoten und ein
Punkt P gegeben sind.

8. Nach §54 bestimmt -jede Hyperbeltangente mit den Asymptoten
ein Dreieck von konstantem Inhalte. Konstruiere hiernach die Halbachse a,
wenn die Asymptoten und ein Punkt der Hyperbel gegeben sind.

9, Ziehe durch den Punkt A (— a; 0) eine beliebige Gerade; sie schneidet
die Y-Achse im Punkte D. Errichte im Punkte C (a;0) ein Lot auf die
Gerade DC. Dieses trifft AD in B. Welches ist der Ort des Punktes B

10. Projiziert man irgendeinen Punkt einer gleichseitigen Hyperbel
auf die Nebenachse (oder ihre Verlingerung), so ist die Projektion des
Punktes vom Hyperbelpunkt und dem Scheitel gleich weit entfernt. Hieraus
folgt eine sehr einfache Hyperbelkonstruktion.

11. Die Gerade von O nach B (2r; 0) ist der Durchmesser eines Kreises.
Ziehe eine beliebige Gerade durch O, die den Kreis in 4 schneidet. Bringe
die Tangente in 4 mit der X-Achse in C zum Schnitt. In C errichte ein Lot
auf der X-Achse; dieses trifft die Gerade O4 in P. Ort von P?

§ 57. Die Asymptoten oder Parallele dazu
als Koordinatenachsen.

Die gleichseitige Hyperbel erhilt eine ganz besonders einfache
Gleichung, wenn man die Asymptoten als Koordinatenachsen
wiahlt. Das zu einem Punkt gehorige Parallelogramm ist jetzt ein
Rechteck, dessen Seiten die Koordi-
naten des Punktes P sind (Abb. 95).

Die Gleichung der Kurve lautet so-

mit
Ty = (;E = konstant = C ,
oder y= g— . (1)
Ist von der Hyperbel ein Punkt Abb 95.
(2%,) gegeben, so ist z+ y = z,- y; = C und die Kurve hat die
Gleichung y= Lh (2)

x
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Da OA =2, und OB =2y, lautet die Gleichung der
Tangente im Punkte (z,; 4,) nach Abschnitt 10
4
e T 2_”_% =1 3)
Je nachdem die Konstante C positiv oder negativ ist, liegen
die Hyperbeldste im 1. und 3. oder im 2. und 4. Quadranten.
Verschiebt man das Koordinatensystem nach dem Punkte
(—h; —k) oder, was gleichbedeutend ist, den Hyperbelmittel-
punkt nach dem Punkte (h; k), so lautet die Gleichung
@=ny-H=C ()
oder y=k+x—h' 4
Bringt man in 4’ rechts alles auf den Nenner z-— A, so ist
kz—hk +C
y= z—h :
Dies ist'eine Gleichung von der Form
ax +b
Y=tz +d’
worin a, b, ¢, d beliebige Konstante bedeuten.
Umgekehrt kann jede Gleichung von der Form (5) in die
Form (4) iibergefithrt werden. Aus (5) folgt
cxy +dy =ax+b
b
K

oder (x—}—%)(y—%):b—‘%izc.
ax +b

Demnach ist jede Gleichung; die auf die Form y = crd

(5)

d
oder xy—-%x-}——zy'_—_

gebracht werden kann, die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel,
sofern bc —ad nicht Null ist. Die Asymptoten sind zu den
Koordinatenachsen parallel und schneiden sich im Mittelpunkt
d a

Je nachdem C positiv oder negativ ist, liegen die Hyperbeléste
im 1. und 3. oder 2. und 4. Asymptotenquadranten.

DieTangente im Punkte (2, ; ,)der Hyperbel (z—h) (y—k) = C
hat nach Gl (3) offenbar die Gleichungsform

z—h y-k
Tlo—h T2y =k ©)
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§ 58. Beispiele.

1. Beispiel. Eine Hyperbel hat die Asymptoten 2 = — 3 (!) und y =8(g)
und geht durch den Nullpunkt. Gleichung?

Die allgemeine Gleichung lautet (z + 3) (y—8) = C; da der Null-
punkt auf der Kurve liegt, ist (0 + 3) (0 — 8) = C'; somit C = — 24, Die
Hyperbel hat also die Gleichung (x + 3) (y — 8) = — 24. Man zeichne den
Hyperbelast von x = 0 bis x = 12 nach §53. O ist der gegebene Punkt.

Die Tangente durch den Nullpunkt hat die Gleichung y =—38—-:t(§ 54).
Priife, ob die Konstruktion die namlichen Werte y liefert, wie die folgenden
berechneten Werte:

Fiir x=0 2 4 6 8 10 12

wird y=0 32 457 533 582 6,15 64.

2. Beispiel. Jede Gleichung von der Form Bxy + Dx+ By + F =0
ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel; denn sie kann auf die
Form (4) Abschnitt 57 gebracht werden. Es ist

D E F
E D\ _ED—BF
oder (x+§)<y+i)=—§2——.
Ist ED — BF =0, so ,,zerfallt* die Hyperbel in die Asymptoten

——F g 42D
g=—gp ud y=—%.

3. Beispiel. Dividiert man jede Ordinate y einer Geraden von der Glei-
chung y = mz + b durch die entsprechende Abszisse, so liegen die Punkte

(:t; %) auf einer gleichseitigen Hyperbel; denn ihre Gleichung lautet

, mx—+b b
y a:+ =m+ z°
Die Asymptoten haben die Gleichungen z = 0 (Y-Achse) und y = m
eine Parallle zur X-Achse).

Ubungen.
1. Zeichne auf dem gleichen Blatte die Hyperbeliste
y_g_ y_lﬁ_y_20
2’7 1Y T g

von z == ( bis x = 14 (cm). Die Tangenten in den Punkten mit der Abszisse
z = 3 treffen sich im Punkte (6; 0).

2. Beweise: Ist die X-Achse die Affinititsachse und die Y-Achse die
Affinitatsrichtung, so ist die affine Figur einer Hyperbel

C
== oder y =

wieder eine Hyperbel (§ 38).
HeB, Geometrie. 7. Aufl. 7
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8. Beweise: Auch unter Anwendung verschiedener MaBstibe auf den
Koordinatenachsen entspricht der Gleichung

y=2 oler (a—h)(y—k =
eine gleichseitige Hyperbel (§ 17).

4. Bestimme die Lage des Mittelpunktes und der Asymptoten in folgen-
den Beispielen:

S5r —6 8r—44 Tz 25
Ny="—g> Dy=—p—g, dy=;7y, Vy="%5

&, Zeichne y = 6—-—_ifivon z=1bhis z=10.
Der Mittelpunkt M ist in (— 1;6). Die Koordinaten des Scheitels im
1. Quadranten sind (2,46; 2, 54) die Halbachse a = }24 = 4,9. Die Schnitt-
punkte mit dem Kreise (x 4- 1)2 4 (y — 6)> = 40 sind B(1;0) C(5;4).
Dort sind Tangenten mit den Steigungen 3 und 1 : 3. Der Winkel y zwischen
den Tangenten ist 53° 8.

6. Eine Hyperbel mit der Gleichungsform (x —h) (y — k) = C' geht
durch die drei Punkte 4; B; C. Bestimmte ihre Gleichung.

a) A(5;7) B(7;5) C(—1;—3),

b) 4(0;0) B(3;3) C(6;4),

¢) A(—1;2) B(—2;8) C(1;—1).

7. Ist éine GroBe y umgekehrt proportional zu einer andern GroBe x, so
heit das: y = C : z oder 2y = C, worin C eine positive Konstante bedeutet.
Der Zusammenhang solcher Groflen wird also durch eine gleichseitige Hy-
perbel veranschaulicht. — So stehen bei unverdnderlicher Temperatur
Druck p und Volumen v eines Gases im reziproken Verhdltnis. Es ist
pv = C, und die Druckvolumenkurve ist eine gleichseitige Hyperbel.

8. Welche Kurven entsprechen den Gleichungen
a) xy+22—y—22=0 b)2xy——6:c+y—26=0
c) zy—3(z+y)=0? a2 +Ji_1

= ct
9. ; Z:}}__Z:‘—Ct } ist eine Parameterdarstellung einer gleichseitigen

Hyperbel. ¢ = Parameter. Denn (x — k) (y — k) = ab.

10. Eine Gerade schneidet die X- und Y-Achse in den Punkten A
und B und geht bestédndig durch den festen Punkt P (4;2). Der Mittel-
punkt M (z; y) der Strecken 4 B beschreibt dabei eine Kurve. Gleichung
dieser Kurve ?

§ 69. Brennpunkte einer Hyperbel.

Auf der Hauptachse jeder Hyperbel gibt es zwei Punkte, die
zu den Punkten der Kurve in dhnlicher Beziehung stehen, wie die
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Brennpunkte bei der Ellipse (Abb. 96). Diese Punkte F; und F,
heilen die ,,Brennpunkte‘; sie liegen auf dem Kreise mit dem
Radius

c=ja . (1)
Konstruiert mannach §55
einen Punkt P der Hyperbel,

nenmt PF, =r, und PF,
=r, die Brennstrahlen, soist

rf =FQ® 4 PQ* =
(’cz):Tp - )2 +(btge),

was sich, wenn man b2 = ¢2 — a? setzt, schreiben laBt

P L 2
" = \cosp — %)

woraus folgt:

"= — a
1™ cosgp
) . @)
In dhnlicher Weise 7, = cosp +a, [
woraus folgt Yy =13 =2 a. (3)

Fir jeden Punkt der Hyperbel ist somit die Differenz der
Abstinde von den Brennpunkten konstant, ndmlich gleich der
Linge der Hauptachse. — Sind die Achsen 2a und 2b einer
Hyperbel gegeben, so kann man die Hyperbelpunkte mit Hilfe der
Brennpunkte wie folgt konstruieren: Schlage um F, einen Kreis
mit dem beliebigen Radius %; um den andern Brennpunkt einen
Kreis mit dem Radius 2a + u; fiir die Schnittpunkte dieser
Kreise ist 7, —r, = 2a + u —u = 2a; sie sind also Punkte der
Hyperbel. .

Nennen wir wie frither ¢ = OF, = OF, die lineare Exzentrizitit
und das Verhiltnis ¢:a =e die numerische Ezzentrizitit der

Hyperbel, und beriicksichtigen wir ferner, daf z = ﬁp oder

1
cosg

= z— ist, so kann man die Gl. (2) auch in der Form schreiben

c c
n=,¢—a ud r,=—2z+a
oder rn=er—a und r,=ex-+a. (4)
7*
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Ist E (Abb. 96) der Schnittpunkt der Tangente in P mit der
Achse A,4,, dann findet man, wie bei der Ellipse
FE:F,E =r 1,
d. h.aber:die T'angente ist die Halbierungslinie des Winkels zwischen
den beiden nach dem Beriihrungspunkte gehenden Brennstrahlen.
Es ist beachtenswert, dal fiir die Hyperbel die numerische
Exzentrizitit e eine Zahl groBer als 1 ist.

§60. Beispiele.

1. Beispiel. Man verschiebe den Nullpunkﬁ nach dem Scheitel 4, der
Hyperbel. Wie lautet dann die Scheitelgleichung ?

2 2
Man ersetzt in der Gleichung :—2 — % =1 die Abszisse z durch 2’ 4 a.

Nach Weglassung der Akzente erhdlt man
. (x + a)z yﬂ

F el
oder nach Umformungen wie in § 44
b2 b?
y”=2-~ax+a—2:::2. (1)

2. Beispiel. Um den Kriimmungsradius im Scheitel O zu finden, bringt
2 2
man die Hyperbel y2=2- b—a z + 2—2 2 zum Schnitt mit einem Kreise

y? =z (27 — z), der die Y-Achse im
Nullpunkte beriihrt und verlangt, da8
simtliche Schnittpunkte nachO fallen.
In ahnlicher Weise wie friiher (§45)
findet man, daf3 der Radius des Kriim-
mungskreises im Scheitel gegeben ist
durch
b2
r=-.
a
Um den Mittelpukt C dieses
Kreises zu finden, errichtet man im
Schnittpunkte D der Scheiteltangente
mit einer Asymptote ein Lot auf
diese Asymptote. Der Schnittpunkt
C dieses Lotes mit der Achse MO
ist der gesuchte Mittelpunkt; denn es

Abb. 97 ist (Abb. 97)
MO-0C=0D? also a-0C =101 oder OC =%—:=r.
Ubungen.
1. Beweige: Die Ordinate im Brennpunkte der Hyperbel

ist gleich dem Kriimmungsradius im Scheitel.
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2. Schlage um einen Brennpunkt F, einen Kreis mit dem Radius 2a;
verbinde einen beliebigen Punkt A dieses Kreises mit dem andern Brenn-
punkt F,. Beweise: Die Mittelsenkrechte der Strecke AF, ist eine Tan-
gente an die Hyperbel; der Beriihrungspunkt P liegt im Schnittpunkt mit
der verlingerten Geraden FyA.

3. Wo liegen nach Aufgabe 2 die symmetrischen Punkte eines Brenn-
punktes F; beziiglich beliebiger Tangenten an eine Hyperbel ?

4. Wo liegen die FuBpunkte all der Lote, die man von den Brennpunkten
auf die simtlichen Tangenten einer Hyperbel fillen kann ?

8. Beweise: Der Abstand eines Brennpunktes von einer Asymptote ist
gleich b.

6. Beweise: Ist der Mittelpunkt der Pol, die X-Achse die Polarachse,
so lautet die Polargleichung der Hyperbel

= v
e?costp—1"

Ist ein Brennpunkt der Pol und die Richtung vom Brennpunkt nach
dem néhern Scheitelpunkt die Richtung der Polarachse, so ist

b2 a . .
7= T¥ecoosg die Polargleichung.
7. Aus irgend zwei Brennstrahlen r, und r, und dem Zwischenwinkel yp
folgt a:’l‘z-2“7'1; b___Vrl_rz.sin%_

8. Fiir eine gleichseitige Hyperbel gilt r, 7, = O P2, P ist ein beliebiger
Punkt auf der Kurve.

IX. Allgemeine Gleichungen der
Kegelschnitte.

§ 61. Kegelschnitte.

Die Abb. 98 ist als Vertikalprojektion, als AufriBl eines geraden
Kreiskegels aufzufassen. Um
eine bestimmte Vorstellung
damit zu erbinden, nehmen
wir an, die Papierebene sei
die Projektionsebene, die
Spitze Sund die beiden dufler-
sten Mantellinien rechts und
links liegen in der Projek-
tionsebene,so dafl eine Hilfte
des Kegels vor, die andere
hinter der Papierebene zu Abb. 98,
denken ist. Diesen Kegel schneiden wir mit einer Ebene E, die zur
Papierebene senkrecht steht. Die Schnittkurve mit der Mantelfliche
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desKegels, der Kegelschnitt,erscheint dann in der Abbildung als die
Strecke OR. In den Raum zwischen der Schnittebene und dem
oberen Teil der Mantelfliche zeichnen wir die groBite Kugel. Sie
beriihrt die Ebene in einem Punkte £ und die Mantelfliche in
einem horizontalen Parallelkreis B@G; er liegt in einer Horizontal-
ebene H, welche die Schnittebene E in einer Geraden I schneidet,
die zur Papierebene ebenfalls senkrecht steht und ihre Projektion
in dem Punkte L hat. « ist der Neigungswinkel aller Mantel-
linien, § der Neigungswinkel der Schnittebene E gegen eine
Horizontalebene.

Durch einen beliebigen Punkt P der Schnittkurve ziehen wir
einen Horizontalkreis & und eine Mantellinie PS; diese schneidet
den Parallelkreis in der Ebene H in einem Punkte C. Nun ist
PF = PC;denn beides sind Tangenten an die Kugel vom gleichen
Punkte P ausgehend; ferner ist PC = A B, weil die Abschnitte
der Mantellinien zwischen den Parallelkreisen BG und k alle gleich
lang sind. Durch den Punkt P ziehen wir noch P D parallel zur
Mantellinie A B und eine Parallele zur Spur OR der Ebene E.
Diese trifft ! in einem Punkte L. Das Dreieck PLD ist somit
parallel zur Papierebene. Der Winkel bei L ist § und der Winkel
bei D ist 180 —«; da ferner sin (180 — &) = sin & ist, folgt aus
dem Dreieck PLD

PD sinf
PL ™ sina’
weil aber PD = AB = PC = PF ist, so gilt
PF _sinf .
PL = sna — konstant = e; (1)

denn f und & sind konstante Werte, nur abhéingig von der Gestalt
des Kegels und der Neigung der Schnittebene. Wir bezeichnen
diesen konstanten Wert mit e. F ist ein Punkt der Schnittebene,
der nicht auf der Kurve liegt; ebenso ist die Gerade ! in der
Schnittebene, sie schneidet die Xurve nicht. PL ist der Abstand
des Punktes P von I. Demnach ist ein Kegelschnitt der Ort aller
Punlte in einer Ebene (E), deren Enifernung von einem festen
Punkte F zu der Entfernung von einer festen Geraden I in einem
konstanten Verhiltnis steht.

Wir werde n nachher beweisen, daB die verschiedenen Kegel
schnitte nichts anderes sind als Ellipsen, Parabeln oder Hyperbeln
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Wir nennen jetzt schon F einen ,,Brennpunkt‘‘; ! bezeichnen wir
als ,,Leitlinie‘.

Um die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte in recht-
winkligen Koordinaten zu finden, wéhlen
wir [ als Ordinatenachse und das Lot von
F auf sie als X-Achse (Abb. 99). Ist P
(2; y) ein Punkt der Kurve und OF = 4,

80 1st

%:e oder PF =e- PL;

somit }(x —u)? 4 y? = e- x oder

(x — u)? 4+ y* = e?a? oder
(l1—e*)x*—2uzx+y?+u*=0. (2
Dies ist eine gemeinsame Gieichung fiir
alle Kegelschnitte. Weil die Ordinate y nur
im Quadrat vorkommt, ist jeder Kegelschnitt symmetrisch zur
X-Achse, weshalb wir diese auch als ,,Achse’* des Kegelschnittes
bezeichnen. Fiir die Schnittpunkte mit der Achse ist y = 0, also

(1—e?)a®—2ux + u? =0;

Abb. 99.

3)

Die diesen Abszissen entsprechenden Punkte nennen wir die
,»,Scheitel’. Im folgenden unterscheiden wir drei Fille.

1. Ist ¢ =1, dann vereinfacht sich die Gl. (2) in

1 %

Dies ist die Gleichung einer. Parabel mit horizontaler Achse.

2. Ist e <1, dann verschieben wir das Koordinatensystem
parallel nach dem Mittelpunkt M der durch z, und x, bestimmten
Strecke.

hieraus folgt Xy= 1—_:'; und g, = T—e*

T+, u

2 T l—e (4)

Wir ersetzen also in Gl (2) jedes 2 durch z 4+ 1—1?, dann

erhalten wir als neue Gleichung der Kurve, bezogen auf das
nach M verschobene Koordinatensystem

x? 2 .
P + %; =1, worin
ue ue
G=q=g wd b= ==, (3)
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Dies ist die Glelchung einer Ellipse. Aus Gl. (5) folgt

Va?—b% =c =ue: (1 —e?) = ae (6)
somit ist ¢:a =e. Hier erkennen wir, daB e wirklich mit der
numerischen Exzentrizitiit der Ellipse identisch ist. — Ferner ist

3. Ist e> 1, dann findet man, daB der Kegelschnitt eine
Hyperbel ist mit den Halbachsen

o = ezu__e“l und b= fyzr;e—:l
Wiederum ist }a? 4+ b* = ae =¢, also ¢ die numerische Exzen-
trizitdt; @:e =a?:c = Abstand des Mittelpunktes von der
Leitlinie.

Aus diesen Entwicklungen folgt: Der Ort aller Punkte, fiir
welche das Verhilinis der Abstinde von einem festen Punkte und
einer festen Geraden konstant ist, ist ein Kegelschnitt, und zwar eine
Ellipse, eine Parabel oder eine Hyperbel, je nachdem das konstante
Verhiltnis kleiner, gleich oder gréfer als Eins ist. Der feste Punkt
ist ein Brennpunkt, das konstante Verhdlinis die mumerische Ex-
zentrizitdt und die feste Gerade die Leitlinie,

Verschieben wir dagegen das Koordinatensystem parallel nach
dem Punkte O’ (Abb. 99), dann ist z zu ersetzen durch x + xl
=2+ —— I + und man findet in

y2 =2 uexr — (1 —e?)2? {7)
eine gemeinsame Scheitelgleichung. Ersetzt man schlieBlich ue
durch p, wo 2 p den Parameter des Kegel-
schnittes, d. h. Lange der Sehne des Kegel-
schnittes durch den Brennpunkt F normal
zur Achse bedeutet,danngeht Gl. (7) iiberin

y2=2pr— (1 —e?)a?. (8)

Aus der (Abb. 100) folgt eine gemein-
same Polargleichunyg.

Abb. 100. Wir wihlen F als Nullpunkt und das
von F ausgehende Lot auf I als Polarachse. Ist PF =7, dann
ist PL =u—rcose, und da PF = ¢ PL ist, ist

r=e(u—rcosg)
eu P
r=l+ecos¢p=l+ecos<p'

oder

9)
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Geht die Polarachse nach rechts, statt nach links, dann heifit
die Gleichung ; eu p (10)

= l‘—e cos @ T1l—¢ cos g

Ubungen.

1. Sind der Brennpunkt F' und die zugehérige Leitlinie [, sowie e gegeben,
so kann man den Kegelschnitt leicht konstruieren. Man zieht in den Ab-
stinden z,; x, ... Parallele zu ! und schligt um F Kreise mit den Radien
ex;; €x,, ... die Schnittpunkte mit den entsprechenden Parallelen sind
Punkte des Kegelschnittes. Wahle z. B. F' im Abstande 5 cm von [ (Milli-
meterpapier) und zeichne auf dem gleichen Blatte die Kurven fiir e = 0,3;
0,5; 0,8; 1; 1,2; 1,5; 2. Aus den z;; 2,; ... lassen sich die ex;; ex; ...
iibrigens auch leicht konstruieren.

2, Die Gleichung der Tangenie in einem Punkte (2,; y;) des Kegelschnitts
mit der Gl.(2) lautet

(1—ezx +yy,—u(x+ o) +u?=0.
y =mz + b ist eine Tangente, wenn
b+ ump—e*(u®+0?)=0.

Das Lot zu PF = r (Abb.100) in F trifft die Leitlinie in einem
Punkte Q. Beweise: P@ ist die Tangente in P an den Kegelschnitt.

8. Vergleiche die folgenden Beigpiele mit (10) und konstruiere die ent-
sprechenden Kegelschnitte.

2 3 12
l.r= . or=——"~- .
! 2.7 ! 3—4cosg

T 1—cosg

=3—cosq)

§ 62. Die. allgemeine Gleichung 2. Grades mit zwei
Variablen.

In den bisherigen Entwicklungen hatte der Kegelschnitt immer
eine besondere Lage gegeniiber dem Koordinatensystem. Wiirden
wir mit irgendeiner der besprochenen Gleichungen eine Transfor-
mation ausfithren, indem wir das Koordinatensystem parallel ver-
schieben und drehen, so wiirde der Grad der Gleichung nicht ver-
dndert; denn durch den Ersatz von z und y durch die in §19
abgeleiteten Ausdriicke entstehen aus Gliedern, die mit 22, zy
oder y? behaftet sind, wieder nur Ausdriicke vom 2. Grade in
den neuen Variablen. Wenn man in einer transformierten Gleichung
alle Glieder mit den gleichen Potenzen zusammenfafit, so erhilt
man eine Gleichung von der Form

f(x;y)y=Ax*+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0. (1)

Dies nennen wir die allgemeine Gleichung 2. Grades. 4, B...F
nennen wir die Koeffizienten; 4 22; Bzy, Cy? sind die ,,quadrati-
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schen Glieder*‘, D2 und Ey die ,linearen” Glieder und F ist das
konstante Glied der Gleichung.

Aus dieser allgemeinen GI. (1) sollen nun die behandelten
besonderen Formen wieder abgeleitet werden. Fehlen in Gl. (1)
die linearen Glieder Dz und Ey, hat also die Gleichung die Form

Ax*+ Bxy + Cy?+ Fr =0, (2)
dann ist der Nullpunkt des Koordinatensystems der Mittelpunkt der
Kurve; denn ist Gl. (2) erfiillt fiir ein Wertepaar (z;; y,), dann
ist GL (2) auch erfiillt fir (— a;; — ;). Wir nennen daher Gl. (2)
die Mistelpunktsgleichuny. Es wird dann gezeigt werden, wie man
durch Parallelverschiebung des Koordinatensystems nach dem
Mittelpunkt, aus der Gl (1) die Form (2) finden kann.

Aus GI. (2) wird dann weiterhin durch eine geeignete Drehung
des Koordinatensystems eine dritte Form hergestellt

Ax+Cy:+ F =0. (3)
in der also das Glied z -y fehlt. Da GL (3) nur quadratische
Glieder in z und y enthélt, so ist die ihr entsprechende Kurve
symmetrisch zu beiden Koordinatenachsen. Wir nennen daher
Gl (3) die ,,Achsengleichung‘‘ der Kurve. :

1. Bestimmung des Mittelpunktes. Wir verschieben das Koordi-
natensystem parallel nach einem noch niher zu bestimmenden
Punkt M (z,; y,), ersetzen also in der allgemeinen Gl. (1) z durch
2’ + 2z, und y durch ¥’ 4+ y, lassen aber die Akzente sofort
wieder weg, dann erhalten wir
A (z + 3)* + B (z + o) (¥ + %) +0(?/+.’/o)2+D( + %)

+ E(y+y)+F=0
oder A2+ Baxy+ Cy®+ (2 Axy+ By, + D)z | )
+ (B2y+2 Cyy + E) y + [ (205 90) =0. |

Nennen wir die linke Seite der Gl. (1) f (z; ), 80 ist f (; %)
der Wert, den f(x; y) annimmt, wenn man z und y durch die
bestimmten Werte x,; y, ersetzt. Wir verfiigen nun iiber die bis
jetzt noch unbestimmt gelassenen Werte x,; y, in der Weise, daf3
die linearen Glieder in Gl. (4) verschwinden, d. h. wir setzen

2A4x,+ By, +D=0 | (5)
und Bzy+2Cy,+E=0. J
Das sind zwei Gleichungen, aus denen x, und ¥, berechnet

werden kénnen. Man findet
2CD— BE 2 AE’ BD
o — it 6
h=x=gm—140 k=yo=m—4540" ©)
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Dies sind die Koordinaten des Mittelpunkies. Wire B2 —4 AC =0,
dann wire der Mittelpunkt im Unendlichen, das ist bei der Parabel
der Fall. Wir behandeln nun zuerst nur jene Fille, in denen der
Mittelpunkt im Endlichen liegt, setzen also vorldufig ausdriicklich
voraus

B:—4 AC+0, (7
was im Falle der Ellipse und Hyperbel zutrifft.

Werden z,; y, entsprechend den Gl. (6) gewihlt, so geht die
Gl (4) tiber in

Aa* + Bxy + Cy? + (x5 90) =0. (8)

Die linearen Glieder sind verschwunden; die Form (2) ist da;
mit F' = f(zy; y,). Man merke sich: Bei einer Parallelverschiebung
des Koordinatensystems bleiben die Koeffizienten (4, B, C) der
quadratischen Glieder unverindert und das neue konstante Glied
ist das Resultat der Substitution der Koordinaten des neuen
Nullpunktes.

Fiir solche, die Kenntnisse in der Differentialrechnung haben,
sei noch bemerkt: Ist f(z; y) = 0 die allgemeine Gl. (1), so erhilt
man die GI. (5) einfach durch Nullsetzen der partiellen Differential-
quotienten. Es ist

0f — 94z + By+D=0
2 ©)

1. Beispié!. Die Gleichung 22 + 3 zy —2y*— 5z + 15 y = 0, soll
durch eine Pdrallelverschiebung des Koordinatensystems nach dem Mittel-
punkt (h; k) der Kurve so transformiert werden, daB die Glieder mit z
und y verschwinden.

Die Mittelpunktskoordinaten findet man aus den Gleichungen

424+3y— 5=0
3z—4y+15=0.

Man findet Tg=—1=h
Yo= 3=k.
Setzt man an die Stelle von z und y diese Werte h = — 1; k = 3 in der

Kurvengleichung ein, so erhilt- man f(— 1;3) = 25. Die Gleichung der
Kurve bezogen auf das neue, nach (— 1;3) verschobene Koordinaten-
system lautet somit

222 +3xy—2y2+25=0.

2. Beispiel. Die Mittelpunktskoordinaten (k; k) der Kurve
2?24+2zy+yi+4r—y—11=0
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ergeben sich aus den Gleichungen

2z +y+4=0
t+2y—1=0.

Man findet 2g=—3=h
Yo= 2=k,
die transformierte Gleichung lautet
2+zy+y:+f(—3;2)=0
oder 2+ 2y+y2—18=0.
2. Drehung des Koordinatensystems. Wir gehen nun von der
Form (2) iiber in die Form (3).
Bei der Drehung des Koordinatensystems um den Winkel «
hat man z und y zu ersetzen durch
2’ cosx —y sinx bzw. a'sinx + y cosx.
Setzt man diese Werte in der Gleichung
Az + Bxy + Cy2 +F =0 (2)
ein, so erhilt man, unter Weglassung der Akzente,
A(x?cos’x —2 xysinx * cos & 4 2 sin? &)
+ Bla?sina * cos & +xy (cos?x — sin? @) — y? sin & * cos a]
+ C(a?sin?a + 2 zysina - cosa + y2cos?a) + F' =0
oder geordnet:
2% (A cos?a + Bsina - cosa + Csin?«)
4+ 2y (— 2Asina - cos & +Beos2 o +2C sina cos &) (10)
+ y* (4 sin?o — Bsina cosa + Ccos2a) +F =0.
Damit das Glied mit x - y verschwindet, mufl
—2Asinx-cosa + Becos2a 42 Csina * cosx =0 sein
oder — Asin(2a) + Bceos(2a) + Csin(24) =0,

oder tg (Qu) =

B
—0C' (11)

Hieraus findet man jenen Winkel &, um den man die X’-Achse
drehen muB, bis sie mit einer Achse des Kegelschnittes zusammen-
fallt. Das ist offenbar auf zwei Arten méglich; denn der Gl (11)
entsprechen zwei Winkel, die sich um 180° unterscheiden. Die
Winkel o unterscheiden sich also um 90°.

Um aber im folgenden eindeuti'ge Ergebnisse zu erhalten, setzen
wir fest, daB wir unter 2 & stets jenen Winkel verstehen wollen,
der zwischen 0° und 180° liegt; es ist dann

& stets ein positiver, spitzer Winkel.
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Nach Abb. 101 lassen sich iibrigens die neuen Achsen X", ¥"
aus dem Tangenswert fiir (2) Gl. (11) leicht konstruieren. Die
Figur entspricht dem Beispiel tg (2 &)
= 4:3. X" ist parallel A B; Y" pa-
rallel AC.

Man merke sich noch: durch die
Drehung des Koordinatensystems
verdndert sich das konstante Glied
F’ in der Gl (2) nicht. F’ in GL (3)
ist der gleiche Wert wie F* in GL. (2). Abb. 101,

Nennt man die Koeffizienten von
%, zy, y* nach der Drehung des Koordinatensystems um a« 4’, B’,
(', so ist nach Gl. (10)

A" = Acos?a + Bsina- cosa 4 Csin?a |
B' = —Asin (2a) + Bcos (2a) + Csin (2 &) } (12)
(' = Asin?x — Bsinacosa + C cos? o . ]

3. Bestimmung der Achsengleichung. Die Uberfiihrung der
Gl (2) in die Form (3) gestaltet sich nun sehr einfach, wenn man
beachtet, daBl beim Ubergang vom einen zum andern Koordinaten-
system gewisse Koeffizientenverbindungen unverinderlich (inva-
riant) bleiben. So folgt aus den GI. (12)

A +0=4+¢C (13)

Ferner ist
A'—C" =(A—C)cos (2a) + Bsin (2a) (14)
B'=—(4A—C)sin(2a) + Bcos (2a) . (15)
Durch Quadrieren und Addieren dieser beiden Gleichungen folgt

(A'—C')2+ B2 =(4— 02+ B (16)
Da aber B’, infolge der besonderen Wahl von & nach Gl. (11)
gleich Null ist, folgt

4 —C =) (4A—0C) + B. (17)
Welches Vorzeichen ist dieser Wurzel zu geben ! Berechnet man
4 —C aus der Formel (15) fir B =0 =—(4-—C) sin (24)
+ B cos (2a) und setzt den Wert in (GI. 14) ein so folgt

¢+ v _ B-cos*(2a) Do __ B
4'—C _ﬂ——sin(?.a)——{_B sm(2a)._sin(2—a).

Nun ist 2 & zwischen 0° und 180°, also sin (2 &) positiv; somit hat
A" — C' immer das Vorzeichen von B.
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Die GroBen A’ und €' der Gl (3) erhalten wir demnach aus
Gl (13 und (17), also aus ‘

A +0 =44+C o
A—C =)A—02+ B

Die Quadratwurzel hat das Vorzeichen von B. Gl. (11) gibt die
Richtung der neuen X"'-Achse. & liegt zwischen 0° und 90°.

4. Die Art des Kegelschnittes. Subtrahiert man (4’ 4 C')?
= (4 + 0)? von Gl. (16), so erhalt man

B2 —4A4'C'=B*—4AC. (18)
Da aber B’ verschwindet, so ist

B:—4AC=—44'C".
Handelt es sich in Gl (3) um eine Ellipse, dann haben 4’ und ¢’
gleiche, bei einer Hyperbel verschiedene Vorzeichen. Daher ist
fiir eine Ellipse B2 —4 A C negativ, fiir eine Hyperbel positiv.

Wir erkennen also: Wenn die Gl. (1) einen wirklichen Kegelschnitt
darstellt, so ist sie die Gleichung einer

Hyperbel [ > [
Parabel |, je nachdem B* —4 AC | =0 ist.
Ellipse l <

5. Bestimmung der Asymptoten einer Hyperbel. Fihren wir in
Gl. (2) Polarkoordinaten ein,  =r * cos &; y = r * sin &, dann gibt

Gl (2) r = il

A cos?o 4+ Bsina cosa 4 C sin?

Wenn der Nenner —- 0, dann 72 — oo, d. h. wir erhalten-aus
Acos?a + Bsinacosa + Csin?a =0

die Richtungswinkel fiir die Geraden nach den unendlich fernen

Punkten der Hyperbel. Die Gleichung

' Aa? + Bay + Cy2 =0 (19)

liefert dieses Geradenpaar, also die Asymptoten, sofern der Mittel-

punkt mit dem Nullpunkt zusammenféllt, sonst lLiefert GL (19)
die Richtungen der Asymptoten.

Nach dem 4. Beispiel (§ 12) ist die Hyperbel gleichseitig, wenn
A+ C =0 ist.
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§63. Beispiele.

1. Beispiel. Gegeben: 822+ 122y + 1792 — 442 —358y —17 = 0.
Art des Kegelschnittes: B2 —4 AC = 144 — 32 - 17 = — 400; alsoEllipse.

Mittelpunkt aus: 16+ 12y—44 =
1224 34y—58=0
2y =2; yp=1.

Mittelpunktsgleichung: 8 2% + 12 zy + 17 y% = 80 (bezogen auf z’y’)
Drehwinkel aus

4
tg(2a) = — 5
Achsengleichung:
A +0C =25

A—C=+)144 181 =15
somit A’ =20; ¢’ =5
202%+ 5y%2=80.

xt oy
Tt 6= 1 (bezogenaufz’ ;y").

Die Halbachsen sind 2 und 4
(Abb. 102).
2. Beispiel. 322+ 82y —3y*—202— 10y +5=0,
Art des Kegelschnittes: B2 —4 AC = 64 4 4 -3 - 3 = 100 (Hyperbel).
Mittelpunkt aus:
6x+8y—20=0. v
8z—6y—10=0.
M(my =25 go=1).
Mittelpunktsgleichung: 3 2248 zy y
— 3 4% = 20 (bezogen auf z’ ).

Drehwinkel aus \
4N : 2\ X
tg(2a)=w. TN\

? . : -
Achsengleichung: n 7 \ N7
P

Abb, 102.

¥

A+ 0 =0
A" —C'=+736+64=10
A =50 =— /
5 22— 5 4% == 20 oder
2% — y® = 4 (gleichseitige Hyper- Abb. 1¢3.
bel) bezogen auf ="y’

Asymptoten aus: 322+ 8xy—3y2 =0 zu y=3z; y=— %x
bezogen auf 2’ y* (Abb.103).

Ubungen.
L52a2—62y+5¢42+16V2(z—y)=0.
2.522 —42y+ 8y —26z—4y+5=0.
3.522 462y +5y*—222—26y+5=0.
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L1722 — 122y + 892 —102—20y —55=0.
. 104 22 — 84 zy + 41 2 = 500.
2ty + i =6.
L1324+ T2y + 522 —T22x— 104y —848 = 0.
8t + 42y + 5y —642—16y+92=0.
. 222+ 32y —29y*+142—2y=0.

10. 322 4 82y —34y2—162+4+ 12y +15=0.

11. 42 —3 2y =9.

12. 222 —zy +T2—2y =0.

13. 22 —6zy + 92+ 82+ 8y—32=0.

14. 322+ 102y + 3 y2 = 8.

15. Eliminiere ¢ aus

z=asing; y=asin(p+ «)

und untersuche die Kurve.

© 0 ~T DU

16. Beweise: Jede Gleichung von der Form

(&
y=mz+b+_—"

ist die Gleichung einer Hyperbel mit den Asymptoten y = mz -+ b und
r=a.

17. Bestimme die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen a = 6;
b = 2V2 und dem Mittelpunkt (— 2; — 2); die groBe Achse liegt in y = z,
die kleine in 2 +y +4=0.

18.. Ebenso fiir a = 5; b = 3; Mittelpunkt in (1;2). o liegt in der Ge-
raden ¥y = z + 1 und b in der Geraden y = 3 — z.

19. Die Achsen einer Hyperbel haben die Gleichungen (g)x —2y
+3=0und (l) 22 + y —4 = 0. Die Halbachsen sind a = b = 2. Die
Hauptachse liegt in I. Gleichung der Hyperbel ?

20. Ebenso: gqy:%x—*—l; l:yz—%x-}—l; a=26; b=3;

a liegt in I.
21, Eine Hyperbel hat die Asymptoten y =22 + 3 und z =—2,
der Nullpunkt liegt auf der Kurve. Gleichung?

22, Gegeben: Die Gerade y, = « und der Kreis y, = + V9 — 2. Kon-

struiere die Summenkurve y =y, + ¥y, =z + Vo — 22 Zeige, die Achsen
der entstehenden Ellipse sind @ = 4,85; b = 1,85; « = 58° 17". Fliche der
Ellipse = 9 7.

§ 64. Umformung der Parabelgleichung.

Wenn die allgemeine Gl. (1) in § 62 eine Parabel darstellt, dann
ist B2—4 AC =0, dann ist nach den Gl. (6) jenes Paragraphen
eine Verschiebung des Koordinatensystems nach dem Mittelpunkte
ausgeschlossen. Wir haben in § 35 die besondere Gleichungsform
y =ax? + bz + ¢ der Parabel ausfiihrlich besprochen. Durch
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eine passende Drehung des Koordinatensystems mufl diese Form
gefunden werden konnen.

Wir verlangen, daB durch die Drehung das Glied mit y2? ver-
schwinde, daB also " = A sin?x — Bsinacosa + Ccos?a =0
werde [Gl. (12), §62]. Da es sich um eine Parabel handelt, ist
B*—4AC =0;aber B2—4 AC = B?*—4 A'C" =0[Gl (18)];
wenn daher (" = 0, dann ist notwendig auch B’ = 0, somit ver-
schwindet zugleich mit dem Glied mit 4? auch jenes mit z* y.
Die transformierte Gleichung hat dann die Form

A2+ Dz +Ey+F=0, (1)
die mit der verlangten Form y = a2? + bz + ¢ iibereinstimmt.
Soll nun ¢’ = 0 sein, dann muB

Asin?x — Bsina- cosx + C cos?x =0 sein, oder
Atg*a— Btga +C =0
BiyB2—44C

24

Der Radikand ist Null. Der Winkel, um den man das Koordinaten-

system drehen muf}, um die allgemeine Form in die Form (1)
iiberzufiihren, ergibt sich somit aus

tga =

B
tga-—-2—A—- (2)

Wir wiahlen, um eindeutige Ergebnisse zu erhalten, o zwischen
—90° und 4-90°. Zudem denken wir uns die allgemeine Gleichung
so umgeformt, daB A eine positive Zahl ist. tga hat dann das
Vorzeichen von B. Da

tgo 1
ing = ;—==—und == is .
sin & i1+ tata und cos & sy 80 ist nach GI. (2)
B
sing = ;7=————= und cosx = —21—4'—: 3)
J442+ B Va4 Ar 1 B

Das Vorzeichen der Wurzel ist positiv zu wihlen.
Bei der Drehung um den durch Gl. (2) bestimmten Winkel «
lautet die Parabelgleichung in bezug auf das gedrehte System
(A cos’a  Bsina cosx + Csin?a) 22 + D (z cosa — y sin &)
+ E(rsina + ycosa) +F =0
oder
y(Dsina— Ecosa) = (A cos®a + Bsina cosa + C sin? ) 22
+ (Dcosa + Esina)z + F .

HeB, Geometrie. 7. Aufl. 8
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Setzt man im Koeffizienten von «? fiir sinx und cosoa die
Werte aus Gl. (3) ein und beriicksichtigt, daB B? = 4 A(C ist, dann
erhilt man die gewiinschte Gleichung in der Form:
y(Dsina— Ecosa)=(4+C)x*+ (Dcosa+ Esina)x+ F, (4)
die nach § 35 weiter behandelt werden kann. Die Ordinatenachse
hat die Richtung der Parabelachse.

§ 65. Beispiele.
1. Beispiel. 1622 + 242y + 992+ 1202—160y =0
D

E
t 05—24—2-somit,tsinot—iundcosot—i
LA A i =% =
D =120 E = —160
Dcosa 4 Esinag =96 —96 =0
Dsina — E cosax = 72 + 128 = 200
A+ C = 25, somit
200 y = 25 2? oder
I
y =g
2. Beispiel. 2°—2 2y + 42— 10V2(x 4+ ) +50=0.
4 tga:——%:'—l; somit
/y’ |sino;———l"conm—i
, V2’ I
/ D=—10V2 E=—10V2.

Dcosa+ Esina=—104+10=0;
D sinx + E cos o = 10 + 10 = 20.
A 4+ C =2, somit

N 20y =22% + 50 oder
ﬁl\/ @. /x y=0,122+2,5 (Abb.104).
S 3. Beispiel. Stellt die allgemeine Gl. (1)
X §62 eine Parabel dar, dann bilden die
AbD. 104. Glieder 1. Grades ein vollstindiges Quadrat;

denn, weil B2=4 AC, ist B=2V4- VZJ’T_ somit Ax"—l—Bxy + Cy? = Aa?
+2V71-V6x+0y3=(m'x+va' y)Z.

Im 1. Beispiel dieses § ist 16 22 + 24 zy + 93> = (4= + 3 y)%.

Im 2. Beispiel dieses § ist 22 — 2 zy + ¥ = (x — )%

4. Beispiel.

Eine Parabel hat den Scheitel im Schnittpunkte S der Geradeng : x 4 y
—83=0 und l:x—y+5=0. g ist die Achse und I die Scheitel-
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tangente. Die Parabel geht durch den Nullpunkt. Wie heiBt ihre Gleichung ?
(Abb. 105.)

Ist P(z;y) ein Punkt der Parabel, Y
8o ist
PB = k- PA? (Abschnitt 27). /X'
p4=-"ty—3 /
153
— 5 ’
PR=2"Y+5
13

Die Vorzeichen rechts sind so ge- 7 A oﬁ AN X
wihlt, daB fir den Punkt O beide /[\\ g
Abstande positiv sind. Demnach ist -

—_— P 2
z y+5=k-<m+y 3). Abb.105.

Ve V2
Die Konstante bestimmt sich aus der Bedingung, daB die Kurve durch

5 1
0 (0;0) gehen muB; deshalb ist V‘:z— =k- oder k= V0~ Setzt man diesen

Wert ein und vereinfacht, so erhilt man
5( + 92 —30(z+y) —9(x—y =0
als Gleichung der Parabel. Die Transformation auf das um O gedrehte

5 10
System (X’; Y’) wiirde liefern y = -5 222 4 3%
Ubungen.

Man bringe die folgenden Gleichungen von Parabeln auf die Form
y=az*+4+bxr+c.

192 — 242y +1642—2002—150y = 0.

222 —2zy+y2—8V2(z 4y —32=0.

S (z—y)P—2T(z+9y)+ 216 =0.

4.V2(z—y2=10(x +y) —40.

5. Die Achse der Parabel hat die Gleichung 3 — 2 y — 14 = 0; der
Scheiteltangente entspricht die Gleichung 2 2 + 3 y + 8 = 0. Die Parabel
geht durch 0. Wie heiBt die Gleichung ?

6. Eine etwas schwierige Aufgabe: Eine Parabel beriihrt die X-Achse
im Punkte (a; 0), die Y-Achse in (0; b). Wie lautet ihre Gleichung? (Kon-
struiere Achse und Scheitel nach Abschnitt 34, 4. Beispiel und leite aus
der Konstruktion die Gleichung ab.)

7. Die Parabel von der Gleichung 22 + 22y ~ 42 —d 2 +4y+ 4=
beriihrt die Koordinatenachsen in (2; 0 und (0; — 2). Wie heiBt die trans-
formierte Gleichung ?

8. 52— 102y + 542 4 16 V2 (x + y) — 160 = 0.
.42 +day4 92— 22V52+4V5y—100=0.
8*



116 Allgemeine Gleichungen der Kegelschnitte.

10. 2* —2zy+y*—2a(z+y)+a2=0.
11,922 — 122y + 442 + 3913y =0.
12. z’+2xy+y’+4ﬁx—l2y2—§/—56:0.

§ 66. Besondere Fille.

Aus der bloBen Tatsache, daB der Ausdruck B® — 4 AC groBer, gleich
oder kleiner als Null ist, darf man nicht den Schlul ziehen, daf der allge-
meinen Gleichung 2. Grades nun auch wirklich eine Hyperbel, Parabel oder
Ellipse entspreche. Die folgenden Beispiele sollen das erliutern. Wenn eine
Gleichung von der Form

Az*+ Bzy+Cy* =0 (1)
vorliegt, 8o entepricht ihr kein eigentlicher Kegelschnitt; denn lsen wir die
Gleichung nach y auf, so erhalten wir

:—Bx;i:]/B’———‘iAC-z
y g0

y=(—Bj:VB“—-4AC’)-2—%. @)

Ist nun B2 —4 AC >0, so erhalten wir zwei Gleichungen von der
Form y = m;z und y = m,z, und das Polynom der Gl.(I) ist in zwei
Linearfaktoren zerlegbar, etwa in der Form

(@2 +b,y) (2,2 + byy) = 0. (3)
_ Fiir jedes Wertepaar (z; y), das den einen Faktor zu Null macht, wird
auch das Produkt Null, also die Gl. (1) erfiillt. Alle Wertepaare, fiir die aber
a,z + by = 0 oder a, x + b, y = 0 wird, entsprechen Punkten von zwei
geraden Linien durch 0. Im Falle B%-— 4 AC > 0 ist, reprisentiert Gl. (1)
ein Lintenpaar durch O.und keine wirkliche Hyperbel. Wir konnen aller-
dings auch dieses Linienpaar als eine Hyperbel auffassen, die sich auf die
Asymptoten reduziert hat. Als Kegelschnitt wird dieses Linienpaar erzeugt
von jeder Ebene durch die Spitze des Kegels, wenn sie den Kegel in zwei
Mantellinien schneidet.

Ist aber B2 — 4 AC = 0, 8o ist y = m, z die einzige, doppelt zu zéhlende
gerade Linie. Das Gleichungspolynom (1) ist ein vollstindiges Quadrat
etwa von der Form

(a,z + b, y)* = 0;
der Kegelschnitt hat sich auf eine doppelt zu ziahlende gerade Linie reduziert;
man kann sie als Grenzfall einer Parabel auffassen; die Schnittebene des
Kegels ist eine Tangentialebene.

Ist endlich B2 — 4 AC < 0, so entspricht einem reellen z kein reelles y.
Die GI. (1) ist dann auBer dem Wertepaar (0; 0) durch kein reelles Werte-
paar erfiilllbar. Die Ellipse hat sich auf einen Punkt reduziert; die Schnitt-
ebene trifft den Kegel nur in der Spitze. Siehe § 12. 4. Beispiel.

Es sind auch noch andere Fille denkbar; doch soll hier nicht darauf
eingetreten werden. Sie erledigen sich bei der in den fritheren Abschnitten
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gegebenen Behandlung einer Gleichung 2. Grades von selbst. Hier einige
Beispiele.

cat—4zy+ 5y —102+ 24y +29=0.

22 —3zy+4y2+5x—18y+36=0.

2—zy—12¢42=0. '

2—2zy+y2—4=0.

(22—3y2=—16.

2z—yP2=25.

.22—3y+4)(br—3y+6)=0.

SIS TR

Ergebnisse.
§ 1. 4. (a;—b); (—a;b); (—a;—b).
5. Auf der Halbierungslinie ) des 1. und 3., b) des 2. und 4. Quadranten.
§6.1. AB=11,18; BC =12,04; AC = 7,62; u = 30,84 cm.
2.(3;1). 3.AC=BC=10cm. 4. (O; —‘—(1?)
§7. 1 (1:1).  2.(0;0). 3. (1;1).
§8. 1. 86,5cm? 2. 43443 m?% 3. 60,115cm? 4. 0; die Punkte
liegen in einer Geraden.
§10.3. y=—09x+48. 4. a) y=2z—8. b) y=—052+17.
7 92
5.a) y=22—12; byy=152—9; ¢) y=—11 a:+l—1.
7. AB:y=—z+1; AC: y=—%z+5; BC:y=—252+ 11,5.

8. (— 1; —3). 9. (4%/3; 51/;). 10.(9; — 22); Ja. 11. 3,13 em.
12. (3, 2; 6,8); 59° 2/, 5. 13. (21, 54; 5, 85); 24° 9’.
14. a) 63°47’; b) 69°49". 15. a = 43°6"; § =38°5; y = 98°49'.
16. tgy, =tgy;=(m—1):(m +1). 18. m =3.

mttgh _ m—tgh
I—m-tgp’ T 14+ m-tgp’

§14. 1. 1,94. 3.7,07. 4.10,7;10,8; 13,9. 5.10,7. T.a —2y—5=0;
2z +y+65=0.

§16. lLa)x—3y+10=0; 32+ y+1=0. b)l6z+4y+1=0;
22—8y—15=0. ¢)42—3y+1=0;3z+4y+8=0.

2.42—10y'+1=0. 3. y=—22+3.

§21. 1. z =r(x—sina); y =r(1 —cosa).

R+r
2. x=(R+r)cosa—r-cos &

T
Bir,).

T

19. m, =

y=(R+r) sinzx——r-sin(

3.z =r(cosax + &-sina)
Y= r(sina—&-cosa).
8138

4oz=2rtga; y=2r cosa; y = gy,
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§23. 1. 224 4*=25. 2. r*=1600:41; r=6,247; 24yt =

3224 yp—2r2=0; 22+ 9y'—2ry=0; 224 9y*42rx=
2+ 9yt +2ry=0.

4. 22+ =412

5.z, =4,828; 2, =—0,828; y, = 1,236; y, = —3,23 6; (h; k) = (2; — 1);
r=23.

6. 22+ y2—2r(x+y)+r2=0.

T.8) 2+ gt =123 +2V2). b) 2?4 g2 =12 (3—212).

8.a) (1;—1); r=4. b) (4;0);r=5. c)(——g—; —;—);r=3.
d) (5;—4); r = V41. e) (3,5;—3,5); r = 3,5. f) imaginir. g) (4; —1);

b b 1 yog———

r=0. h) (—Q—a; —ﬁ) H r=2—aV2b’—4ac.

9. 8) 22 + 42 = 29. b) (h; k) = (3,5;2); r = V16,25. c) Gerade Linie:
y=05z+43. d)(2625;—7,25); r=10,34.

10. (12;4); r = 12,65; 22 + y? —242—8y = 0.

1. (2 + 4) + (y—2)? = 36. 12. (4; 4) (0,8; 2,4).

13. 22—122 + 4> 4+ 16 = 0.

4. 224 2 —2r(x+y) +r*=0. r, =11,47; 73 = 2,53.

15, 22+ y2—16(x+ y) +- 64 =0

9(22 + y%) 4+ 48(x—y) + 64 =0.

16. y = 2 —2. 1T. (hy; ky = (15 6); (hys ) = (— 35 2); 7 = 4.

18. 22+ 2 —8x—4y+ 16 =0.

19. r = 7,5cm; y, = 2,725; y, = 1,83 cm.

20. ¥y, = 2,2; y, = 2,84; yy =4 cm.

4ar? 2 ra? 3 4

21'x=a”+41*;y=a2+4r" 22.x=:tgr;y=?r.
23. 0P =2Rr:VRE 1% 24 Wie 21. r=a?:4R.
§24. 1. (5;0),(3;4),53°8. 2 y=2z+4V5.
3. —32z+2y=0;32+2y=18. 4. y =—;—V3x; y=—;—V3-x.

5.4z +3y=36;42—3y=30. 6.5 —=8+5V2;b,=8—5/2
7. Tcm.

§95. 1. 2(h —hy) 2 + 2 (k,— ko) y + (8 — ) + (K — kD) +
+ (r}—r2)=0.

2.82z—8y—23=0.

3 n=-—1:3; x’-{-y’—Sy——@:O. 5. 224+ y2*—32—2=0.

2
§26. 1. «

2,
0;

0 5 10 15 20 25  30°
, =15 14,89 14,54 1394 13,04 11,74 8,66
02 5 504 516 538 57 6,39 8,66
0*—20gcosa + 756 = 0; 0,0, ="T5.

[

a
2. =3

3. s=2rVsin(2a). 7. a) Kreismittelpunkt M (—1;1); r =3.

cosa + —g— sin . (Beispiel 4.)
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b) M (3;4); r = 6. c)M( ) r:%Vf.

2’ 2
a a®
11. 22 4+ (y —7ctga)’ =Ismia
13. 22 4+ y2 4 2ay ctga =a.
§84. . 2=y = 10. 3. a) (x, = 4,668; v, — 4,316) und (z, = 1,342;
Yy = —2,316). b) z, = z, = 0,25 (Tangente). c) Die Gerade schneidet die
Parabel nicht.
4 Firz=424+44+6+£8
Bty=—08 —32 —72 —128.
Tangente: y = — 24« + 7,2; P (2,6; — 1,25).

; 12, Kreis: p = a cos a.

6. y=42—36; y=——%x——%. 7.a)xl,,=:}:3,33;'y,',=2,217.

b) (0;0); (6,823;4,655). 10. U = £ 52,
1 1
13. F = 1—2—5(%3—%‘)8 = —é—(x,-—-’tl) , wenn y=ux‘ = 2—1)1’.
14. (4;4); 2V5.
8387, 1. (2,5;— 1,375).

4. 8) y=—022%+ 0,6 z + 4,6;(1,5; 5,05).
b) y =0422+ 0,6 2 —9; (—0,75; — 9,225).

o) y= _%xﬂ +%x; (6:4). d) y=—0,08 28+ 1,2 z;(7,5;4,5).

)y =.;—xz_.0,5 und y__l_sx:+45_
5. 2 =—0,16y°+ 1,6 y; y=_§x+19_
4 h 2 ! 5 .
( hl) —2); F = ga(hy—h). 9_y=§xz__x+;48_.
10. y = —0,16 2* + 1,64 z — 0,64. 11-3/=b_a4hx+tfx=
12. y = vpsina-t— L2

2 y=z-tga—2—;’—rgcos,a- 22 (Parabel).
x_vocosa t 0

Wurfweite : g +8in(2a) = w; wpax = —g—fura = 45°,

Wurfhéhe ; vg sinfa = h; Apax = ~ fura = 90°,

Pl
13. 0 =% x—g-z’(Parabel); Moo = T " (in der Mitte).

14. Summenkurve y=—0,122+4 1,42 + 5. Scheitel: (7; 14,4).
15, y=a- ” x2+b 'u‘x-{—
17. Parabel.. g = Lelthme, P Bren_npunkt.
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18. y=2lrx’—»;-oder y=—;———§1—rx2.
1
19. y = — Te—a) _m,+a-2}-c; a = Abstand des Punktes von g.
1 —'r’
20. y =522+ T —"; a = Abstand des Mittelpunktes von g.
1

2l y = o 2 —z.
2. y=a+ % ; @ = Abstand des Punktes von g.

§47. 1. y=8; Tangente: y=—0,52z+12,5; Normale: y=22—10;
r=6,67; R = 225cm.

a b
2 (‘2— 25 5 VE) ; 16,49 cm.

4a2bh?
3. Quadrat = T—_}_—bz; Rhombus = 2 (a? 4 b?). 4. a=10; b =5.
6.a=r- rcm— b_rV—sm— 7. y=—08z + 5.

2 2
8. x2=2'%'-’/_‘bT'y’- 9. yy1=b—(x+-"f'1)”(b,;x'xl'
4 (y—oy (y—3)
o5 = L. b) > 25 9
)(x 1)2+(1I+2)2 1. d) ($—6)2+

10, a) T2V (”‘

1. 4 (6,4), B(8;3) y=13°8. 13.y =102 40'.
15. Ist 4 in der X-, B in der Y Achse, AP=0b; BP =a, so0ist
y = %Vcﬁ_ﬁ (Ellipse).
¢ \2 v\2
16. <_> + (_> — 1 (Kurbelschleife).
T rw
17. Ellipse: # = (R + 7) cos (wt)|  2° v
y=(R—nsin(w) [ (E+m T E—m

x2 y2
. =3 + —-5 = 1. Abszisse von P = Abszisse von Q.
a a
2
23. b2 (x — 2a)? + a?y® = a®bh
§49. 3. 4,(2V2;V2) B, (—2V2;V2); V10 =a,=b,.
4.39°52 . 5.484=a; 1,24=0; o=10°2¢45.

x!
IR¥T
2

4. Die FuBpunkte liegen auf einem Kreis um M mit Radius a. Die
symmetrischen Punkte zu F liegen auf einem Kreis um den andern Brenn-

punkt mit dem Radius 2a.

§50. 1 2+~"
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6. 1Y% e L OV v £ %V 4 — 60
§56. 1. L— =1  22=x-16 y ;};2V2,y 60°.
3.8) (y—1—(x—1=4; a=2; b=2; M(L]).

2
b)(“’_;?’l_-’/z:l; a=3; b=2; M(3;0).
. 2
c)(_:'.l__?_’_sl.—ﬁ =1; a=2; b=2; M(O;O,s).
4 4

2yt _1/C . . 4/C

d)a_z_b_’—l’ a=|—; b_Vf'
2

) (;'/4_'732_)—(3: +12=1; a= g-ﬁ(Haupt-Halbachae); b=1

VT 2 @ __y_ -
4.a—V7_, b:gﬁ b. ?——F_l. 9. 22 —y? =a
11. (z —r)® — y? = r? (gleichseitige Hyperbel).

§58. 4. a) (z—3)(y—5)=9; (h; k) = (3;5).

b) (z —3) (y —8) = — 20; (3;8).
o) (z+4)(y—17)=—28; (—4;7).
d) (x—2)y = 25; (2;0). a
6. a) (z —2) (y —2) = 15; (h; k) = (2;2) Scheitel (2 + V15;
2 4+ V15).
b) (z + 3) (y —6) = —18; (—3;6).
o) (z+3)(y +4)=12; (—3;—4).
8. a) (z—1)(y + 2) = 20; (1;—2).
b) (z 4 0,5) (y — 3) = 11,5; (—0,5; 3).
c) (z—3)(y—38) =19; (3;3).
10. (z—2)(y—1)=2; (2;1).
§60. 3. Auf einem Kreise mit dem Radius 2¢ um den andern Brenn-

punkt.
4. Auf einem Kreise mit dem Radius @ um O.

§ 68. 1. Ellipse - Mittelpunkt (— V2;V2); 52 — 6 zy + 5 52 = 32;
o =45 22:16 f y2:4=1.

2. Ellipse: M (3;1); 62* — 42y + 8y =36; tg(2a) =4:3
22:94 424 =1,

3. Ellipse: M (1;2); 622 + 62y + 5942 =32; 0 = 45°;
22: 44 942:16 =1.

4. Ellipse: M (1;2); 172> — 122y + 84> =80; tg2a = —4:3;
22:16 4 y2:4 = 1.

5. Ellipse: M (0;0); tg(2a)=—4:3; 22:25 + y2:4 =1,

6. Ellipse: M (0;0); & =45°% 2%:4 4 y2:12=1.

7. Ellipse: M (0;1); tg2a =24:7; 22:9 4 ¢%: 36 = 1.

8. Ellipse: M (4;0); tg2a =4:3; 22:44 y2:9=1.

9. Hyperbel: M (—2;—2); 222+ 32y —2y%=12; a =45;

S
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1
Asymptoten: y =2z 4+ 2; y= —5 z — 3 bezogen auf (z; y).
10. Hyperbel: M (0;2); 3 2%+ 82y —3 42+ 27 =0;
y?:54—22:54 =1 »
Asymptoten: 3z—y=0; x4 3y =0(bezg.2'y); tg2x = 4:3.
11. Hyperbel: M (0;0); tg2a=3:4; 3%:2—22:18=1.
Asymptoten: y =0; y = _Z_ z.
12. Hyperbel: M (—2; —1); 222 —xy = 6;
v 12(V5—2) —22:12(/5 4 2) = 1.
Agymptoten: x = 0; y = 2 bezogen auf z'y’.
13. Hyperbel: M (2;2); 22 —6zy + y* = 16; a = 45°;
y2:4—2*:8=1
Asymptoten: ml=3+2V2—; my, = 3—2V2; Yy=m,x; Yy=myx;
bezogen auf z'y’.
14. Hyperbel: M (0;0); &« =45°; 2?:2—y%:4=1.
15. Ellipse: 2® + y*—2 :ty cos & = a? sin’a (Mittelpunktsgleichung.)
ac’:2a’cosz +92: 2a%sin? X 5 = 1; o=45°

17. llx’—l4xy+lly +162z+16y—112=0
z— z+y+4°_
oder ¢ ly) 4 1
18. 1722 — 162y + 1742 — 22— 52y — 172 = 0.
(t—2y+37F (22+y—4¢)
20 20
oder 322 +82y—3y2—222+4y+27=0.
20. 1122 +24zy +4y*—242—8y + 184 =0.

19. =1

21. y=2x+3—;% oder 222 —2y+T7x—2y=0.

§65. 1.y=01z% 2 y=_;_z*—2. 3. y=gxz+4l/'2‘.
4, y=0222+2V2
5. 23z —2yP—56(32—2y)=49(22+39)

oder transformiert: y= ?‘K___g_ 22— %x
—b%
6. Parabelachse: y = —x-l—b a3+b2 |
zb
Scheiteltangente: y =,_ Lz + FEay ;
abt '1,‘b

Scheitel: zy = mﬁ)—z 5 Yo = mT’)—” H
Gleichung: (bz —ay)? —2ab (bz + ay) + a?b* = 0.
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7. y——V2 224 V2

123

5
8. & = —45°% =—2
o y wx +6
1 4 10
9. tga =1:2; =—— — .
g o Yy gt 32t 3
£ V2
10. —‘:——450; = T 22 —
& Y 2 + 4a
1 2
11. tgax = —2:3; =—— g 4 —
g & 3 Y gx + 3x
12. tga =1; y=l:c2——0,5x—3,5.
§66. 1. Nur erfiillt fir M (1; —2): 22—42y+ 542 =0.
2. Fiir kein reelles Wertepaar erfiillt: 22 —3 zy + 4y = — 14.

3 Zwei gerade Linien: (z + 3 y) (z —4 ) = 0.
4. Zwei parallele Linien: (z —y) = + 2.

5. Imagindre Gerade.

6. Parallele Gerade: y =2z 4 5.
7. Zwei Gerade: 22 —3y +4=0; 5x—3.y+6=0.

Sachverzeichnis.
Die Zanien sind Seitenzahlen.

Abschnitte einer Geraden auf den
Achsen 19; der Tangenten bei der
Parabel 55; bei der Ellipse 74;
der Hyperbel 92.

Abstand eines Punktes von einer
Geraden 23; zweier Punkte 7.

Abszisse 1.

Achsen der Ellipse 71; Konstruktion
77; Berechnung 82; der Hyperbel
91; der Parabel 52; Konstruktion
60; beim Kegelschnitt 105; Ach-
sengleichung, bei der Ellipse 71;
Hyperbel 89; Kegelschnitt 103,
109.

Allgemeine Gleichung, einer Geraden
19; eines Kreises 41; eines Ke-
gelschnittes 101, 105.

Astroide 39.

Asymptoten der Hyperbel 90,95,111.

Besondere Fille der allgemeinen
Kegelschnittsgleichung 116.

Brennpunkte, Parabel 51; Ellipse
85; Hyperbel 98.

Brennstrahlen, Berechnung der, bei
der Ellipse 86; Hyperbel 99.

Diagonalpunkte bei der Ellipse 76.
Drehung des Koordinatensystems 35
Drehungssinn, positiver 1.

Einheiten, verschiedene 28.

Entfernung zweier Punkte 7.

Ellipse, als affine Figur 71, als Pro-
jektion 81; als Ort 86 (Brenn-
punkte) ; Bewegung einer Geraden
80.

Ellipsenzirkel 74.

Epizykloide 40,

Exzentrizitit 86, 99, 104.

Flichenbestimmung, eines Polygons
11.

Flachengleiche Parallelogramme 88,
95.
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Ganze Funktion, 2. Grades 63.

Gebrochene lineare Funktion 96.

Geometrische Bedeutung der Koeffi-
zienten 14; in der Parabelglei-
chung 65.

Gerade Linie 13; Hauptgleichung 13;
andere Gleichungen 18; Normal-
form 19.

Gleichseitige Hyperbel 93, 95.

Gleichung 1. Grades 19; 2. Grades
" 105.

Graphische Darstellungen 3.

Hilfsverianderliche (Parameter) 38.
Horizontaler Wurf 60.

Kegelschnitte 101; Polargleichung
104; Gleichung 2. Grades 105.
Konjugierte Durchmesser 82, — Hy-

perbeln 90.

Konstruktion der Ellipse 77; der Hy-
perbel 91; der Parabel 51, 53, 57,
60.

Koordinaten, rechtwinklige 1 ; schief-
winklige 85; Polark. 36.

Kreisbiischel 47.

Kreisevolvente 40.

Kreisgleichungen 40, 48.

Kriimmungsradius, Parabel 58; El-
lipse 75; Hyperbel 100.

Langeneinheiten, verschiedene 28.
Leitlinie, Parabel 51; Kegelschnitt
103.

Mittelpunkt, einer Strecke 10; Ke-
gelschnitt 107.

Normale, Gerade 16; Parabel 58;
Ellipse 87.

Normalform der Gleichung einer
Geraden 19.

Ordinate 1.

Parabel 51—69, 97.
Parallele Gerade 16.

Sachverzeichnis.

Parallele Sehnen, Parabel 54, El-
lipse 72.

Parallelverschiebung 34.

Polargleichung, Parabel 69; Ellipse
87; Hyperbel 101; gemeinsame
104.

Polarkoordinaten 36.

Polygonfliche 11.

Projektion, einer Strecke 10; einer
Parabeltangente 57; eines Kreises
8l.

Proportionale Gréfen 29; umge-
kehrt proportional 98.

Rechtecke gleicher Flache 95.
Rechtwinklige Koordinaten 1.
Richtungswinkel 8.

Scheitel, Parabel 52; Ellipse 71; Hy-
perbel 89.

Scheitelgleichungen, Parabel 52: El-
lipse 75; Hyperbel 89.

Scheitelkreise 72.

Schwerpunkt eines Dreiecks 10.

Segment einer Parabel 59.

Sinn der Drehung 1.

Steigung einer Geraden 14.

Strahlbiischel 26.

Subnormale 58.

Symmetrie 7.

Tangentengleichung 33, Parabel 55,
64; Kreis 33; Ellipse 74; Hyper-
bel 92.

Teilungsverhiltnis 10. .

Transformation, polar in rechtw. Ko-
ordinaten 37; in affine Figuren 70;
der allg. Gleichung 2. Grades 105.

Winkel zwischen zwei Geraden 16.

Winkelhalbierende 25.

Zeichnung einer Geraden 15; einer
Parabel 51, 53, 57, 60; einer El-
lipse 72, 77; ciner Hyperbel 91.

Zykloide 40.

111/18/2 721/29/53
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