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Vorwort,

Die Lehrbiicher der technischen Mechanik ebenso wie die elementaren Vor-
lesungen iiber dieses Fach behandeln natiirlicherweise in erster Linie die ein-
facheren, didaktisch wichtigen Aufgaben und kénnen aus Raum- oder Zeitmangel
bei den schwierigeren, praktisch wichtigen Problemen, sofern sie sie {iberhaupt
anschneiden, nicht soweit in die Tiefe und Breite gehen, wie das die technische
Praxis verlangt. Aus diesem Grunde sind schon seit langem an den meisten
technischen Hochschulen fiir die Studierenden der spiteren Semester Sonder-
vorlesungen eingerichtet iber die héheren Teilgebiete der Mechanik, mit denen
es der schaffende Ingenieur bei seinen verwickelten Aufgaben wirklich zu tun hat.

Ein idhnliches Ziel wie solche Vorlesungen hat auch dieses Buch, das wir als
eine Art Fortfithrung der gebriuchlichen Lehrbiicher, also als eine Technische
Mechanik fiir Fortgeschrittene, geschrieben haben. Daher setzen wir béim Leser
durchaus die Kenntnis der elementaren Mechanik voraus und dementsprechend
die Kenntnis der Mathematik mindestens in dem Umfange, wie sie zugleich
mit dem Stoff der elementaren Mechanik erworben zu werden pflegt.

Der Buchtitel Technische Dynamik, den wir gewihlt haben, will indessen
nicht nur die Abgrenzung gegen die elementare technische Mechanik ausdriicken;
er mochte der Bezeichnung Dynamik wieder die Bedeutung geben, die sie
urspriinglich gehabt, aber allmihlich verloren hat. Wenn nach der uniiber-
trefflichen Erklirung KircHHOFFs die Mechanik die Wissenschaft von den
Bewegungen und Kriften ist, so besteht sie aus der Kinematik als der Lehre
von den Bewegungen und aus der Dynamik als der Lehre von den Kriften.
Die Dynamik teilt man auf natiirliche Weise ein in die Statik als Geometrie
der Krifte und Lehre vom Gleichgewicht und in die Kinetik als den Teil
der Mechanik, der die Wirkung der Krifte auBerhalb des Gleichgewichts, also
den Zusammenhang zwischen Kriften und Bewegungen untersucht. In diesem
Sinne ist beispielsweise eine Schwingungsaufgabe als dynamisch zu bezeichnen,
weil sie aus einem statischen Teil (etwa der Ermittlung der Federungszahlen)
und einem kinetischen Teil (etwa der Berechnung der Eigenfrequenzen oder der
Schwingungsform) besteht. Der vielfach iibliche Sprachgebrauch, welcher
Dynamik als sinngleich mit Kinetik beniitzt, schneidet von einer Schwingungs-
aufgabe, wenn er sie dann immer noch eine dynamische nennt, einen recht wich-
tigen Teil, den statischen, ab; und doch ist gerade dieser Teil in Wirklichkeit
sehr hiufig der schwierigere, wenn auch nicht immer der reizvollere.

Dieses Buch umfaBt also statische und kinetische Probleme solcher Art,
wie sie die technische Praxis der Mechanik als ihrer Hilfswissenschaft stellt.
Bei der Gliederung und Behandlung des Stoffes haben wir uns stets vor Augen
gehalten, daB ein Problem fiir die Technik nur dann lésenswert ist, wenn es eine
praktische Anwendungsmoglichkeit hat, und daB eine technische Aufgabe erst
dann als wirklich gelést betrachtet werden kann, wenn die Losung sich auch
zahlenmiBig mit ertriglichem Rechenaufwand bis in alle Einzelheiten aus-
werten 1iBt. Trotz dieser Ausrichtung auf den Zahlenwert des Ergebnisses
haben wir jedoch stets die Losungsmethode selbst in den Vordergrund geriickt
(ein ganzes Kapitel des Buches ist nur den Methoden gewidmet) und nirgends
die Losung bloB angedeutet, sondern in allen Einzelheiten so entwickelt, wie
sie auch der rechnende Ingenieur wirklich durchfithren muB. Wir haben uns
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Vorwort.

auBerdem bemiiht, bei jeder Aufgabe die beste und vollstindigste Lésungs-
methode anzugeben, welche mit den heutigen Mitteln mdéglich ist.

Da ein Buch dieser Art nicht dazu bestimmt ist, in einem Zuge gelesen zu
werden, so haben wir es so abgefaBt, daB, mit einigen sachlichen Einschrin-
kungen, fast jedes seiner dreizehn Kapitel fiir sich verstanden werden kann.

Bei der Ausfiithrlichkeit, die wir anstrebten, war es natiirlich nétig, eine
engere Auswahl unter den wichtigsten dynamischen Problemen zu treffen,
die die Technik stellt. Diese Auswahl erfolgte unter sachlichen und persénlichen
Gesichtswinkeln. Wir haben bei ihr, wenn auch nicht ausschlieBlich, so doch
vorwiegend, an die Bediirfnisse des Maschinenbaus, insbesondere des Kraft-
maschinenbaus gedacht und auch hier noch die Sondergebiete weggelassen oder
knapper behandelt, fir die es tiefergehende Darstellungen bereits gibt (wie
etwa die Regelung der Maschinen oder die Schalentheorie). Man wird es uns aber
kaum veriibeln, daB bei unserer Auswahl auch persénliche Griinde mitgewirkt
haben: wir wollten hauptsichlich solche Probleme behandeln, zu denen wir
etwas Eigenes zu sagen hatten; denn wir meinen, daB3 den inneren Gehalt eines
Problems am besten der erfassen und anderen aufzeigen kann, der selbst an
ihm mitgearbeitet und einiges zu seiner Lésung beigetragen hat.

Es liegt in der Natur der Sache, daB wir durchweg hohe Anspriiche an die
geistige Mitarbeit des Lesers stellen miissen. Ihn mag dafiir die durchaus
praktische Zielsetzung des Buches entschidigen, die in vielen Fillen bis zu
fertigen Rechenformularen fiir technische Aufgaben fithrt, und besonders auch
die Erkenntnis, daB die weittragenden Losungsmethoden, die er sich durch
solche Mitarbeit aneignet, ihm bei weiteren, neuen Aufgaben ein michtiges
Werkzeug zur Losung werden konnen.

Mehreren jiingeren Mitarbeitern haben wir zu danken fiir ihre selbstlose
Hilfe bei der Niederschrift und Drucklegung des Buches: die Herren P. RIEKERT,
H. Z1eGLER, K. ScHuLz haben das ganze Manuskript kritisch durchgesehen,
der letzte hat auch alle Korrekturen mit uns gelesen; die Herren A. KIMMEL,
E. Ma1er, H. KAuperer und insbesondere Herr J. J. KocH haben uns bei
vielen Einzelheiten geholfen. Das Haus Springer und seine Mitarbeiter sind
mit groBer Bereitwilligkeit auf unsere oft nicht bescheidenen Wiinsche ein-
gegangen, wofiir auch ihnen unser warmer Dank gebiihrt.

Die beiden Verfasser wiinschen schlieBlich auszudriicken, daB sie fiir dieses
(vom zweitgenannten angeregte) Buch — das zeigen mag, wie wissenschaftliche
Arbeit Grenzen von Lindern und Sprachen zu iiberbriicken vermag — in allen
Teilen gemeinsam die Verantwortung tragen.

Delft und Stuttgart, im August 1939.

C. B. BIEZENO. R. GRAMMEL.
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Erster Abschnitt.
Grundlagen.

Kapitel 1.
Grundgesetze der Elastomechanik.

1. Einleitung. Da ein groBer Teil dieses Buches sich mit der Festigkeits-
berechnung von Maschinenteilen befaBt, so beginnen wir mit einem Abri3 der
Elastomechanik. Wir entwickeln moglichst allgemein zuerst die Statik der
Spannungen (§ 1) und die Geometrie der Verzerrungen (§2) und beschiftigen
uns sodann mit denjenigen Beziehungen zwischen Spannungen und Verzer-
rungen, die man gemeinhin als das elastische Verhalten eines Werkstoffes be-
zeichnet (§3). Im AnschluB daran stellen wir die Differentialgleichungen der
Elastomechanik auf (§4), darunter insbesondere diejenigen des ,,normalen‘’
Gleichgewichts. SchlieBlich entwickeln wir dann auch noch die Grundglei-
chungen des sogenannten ,,neutralen” Gleichgewichts (§5), ohne welches
spater in Kap. VII die Stabilitidtsprobleme nicht richtig erfat werden kénnten.

§ 1. Der Spannungszustand.

2. Der Hauptsatz und seine Sonderfassungen. An die Spitze der Unter-
suchung des Spannungszustandes in einem ruhenden oder bewegten Korper
stellen wir die Tatsache, daB die in der Natur vorkommenden Dichten und
Beschleunigungen endlich sind.

Aus den bekannten Grundgesetzen der Kinetik folgt dann, daB fiir jedes un-
endlich kleine Element eines als kontinuierlich betrachteten Kérpers die Resul-
tierende aller auf es wirkenden Krifte bzw. Momente von derselben GréBen-
ordnung wie seine Masse bzw. wie irgendeines seiner Massentrigheitsmomente
ist. Mit anderen Worten: Ist / irgendeine (unendlich kleine) lineare Abmessung
eines solchen Korperelementes, so kann die auf das Element wirkende resul-
tierende Kraft nicht von niederer Ordnung unendlich klein als /3, das resul-
tierende Moment nicht von niederer Ordnung unendlich klein als /5 sein.

SchlieBen wir auBerdem von vornherein die bei rein mechanischen Vor-
gingen nicht vorkommenden Volummomente — d.h. Momente, die zum
Volumen des Korperelementes proportional, also von der GréBenordnung /3
sind — aus, so beweist man leicht, daBl zwischen den Spannungen je zweier
zum selben Punkte P gehériger Flichenelemente 1 und 2 eine (naturgemif
reziproke) Beziehung besteht. Um dies einzusehen, betrachten wir (Abb. 1)
ein unendlich kleines Tetraeder A BCD, dessen Flichen mit 1, 2, 3 und 4 be-
zeichnet werden mégen. Auf dieses Tetraeder wirken, auler einer moglicherweise
vorhandenen Volumkraft (von der Ordnung /%), die Oberflichenkrifte, und
diese setzen wir als von der Ordnung /2 voraus. Eine Resultierende von dieser
Ordnung dirfen diese Oberflichenkrifte nach dem Vorangehenden nicht be-
sitzen, und es gelten also fiir sie sechs unabhingige Gleichgewichtsbedingungen,
welche zusammengefaBt werden koénnen in der Forderung, daB die Momente
aller Krifte Null sein miissen in bezug auf sechs beliebige Geraden (die
aber nicht einem Nullsystem angehoren diirfen).

Biezeno-Grammel, Dynamik. 1
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Weil die Oberflichenkrifte wegen ihrer — ebenfalls vorauszusetzenden —
Kontinuitit bis auf unendlich kleine Differenzen héherer Ordnung gleichmiBig
iiber jede Tetraederfliche verteilt sind, so wird ihre Resultierende, bis auf
einen Abstand, der unendlich klein ist gegen die Linearabmessungen des
Tetraeders, durch den Schwerpunkt S der zugehérigen Tetraederfliche hindurch-
gehen. Als Momentenachsen, in bezug auf die wir die Gleichgewichtsbedingungen
des Tetraeders aufstellen, wihlen wir nun die Verbindungsgeraden je zweier
dieser Schwerpunkte. Betrachten wir insbesondere die Gerade S,S,, so kann
mithin die zugehdrige Momentengleichung nur eine Abhingigkeit zwischen
den beiden zu den Flichen-
elementen 7 und 2 gehdrigen
Oberflichenkriften feststellen;
denn die Volumkraft als klein
von héherer Ordnung gegen die
resultierenden Oberflichenkrifte
kann ebensowenig, wie die zu
den Tetraederflichen 3 und 4
gehorigen Krifte, einen Beitrag
von der Ordnung der zu I und 2
gehorigen Oberflichenkrifte lie-
fern. Wir wollen jetzt diese Ab-
hingigkeit explizit ausdriicken.
Dazu beziehen wir diese Ober-
flichenkrifte auf die Flichen-
einheit, bezeichnen sie dann fort-
an als Spannungen $; und p,
und zerlegen $; und $, in drei
zueinander senkrechte Kompo-
nenten g}, 47, 47" und p}, 95 b}
Die Komponente p; soll senk-
recht zur Ebene 2 stehen, die

rtetraeder mit seinen nn n und seiner Komponente ﬁl’ die Achse 53 54

ADD- 1. Eﬁ?jfll{ttaiot:taufdeme Ehene senkrerit 70 S Sa- @ senkrecht schnzeiden, die Kom-

ponente 27’ zur Achse S35,

parallel laufen. Analog soll p, senkrecht zur Ebene 1 stehen, p;’ die Achse S; S,
senkrecht schneiden und ;"' wieder zur Achse S;S, parallel sein.

Nennt man die Abstinde, in welchen ] und p; die Momentenachse S,;S,
kreuzen, a;, und a,, die Flichenelemente, auf die sie wirken, 40; und 40,, und
setzt man schlieBlich noch fest, daB jede der GréBen $; und p, positiv gerechnet
wird, wenn sie gleich gerichtet ist mit der Innennormale des nicht zu ihr gehérigen
Flichenelements, so lautet die Gleichgewichtsbedingung

$180; - ay = pd0; - a,. oy

Aus der Projektion A’ B'C’ D’ des Tetraeders auf eine senkrecht zu S, S, stehende
Ebene entnimmt man, daf

a0, BC o  A'C
0, —wc wd =g
ist, so daB Gleichung (1) iibergeht in
b1 = p5- (2)

Diese Gleichung stellt den wesentlichen Inhalt der ganzen Spannungslehre dar.
Wir fassen sie folgendermaBen in Worte: Wird jedem von zwei durch denselben
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Punkt hindurchgehenden Flichenelementen 7 und 2 eine positive Normalen-
richtung #; bzw. 5, zugeordnet, so daB ein Raumkeil angegeben werden kann,
fiir den diese Normalen Innennormalen sind, und versteht man unter p;, und p,
die auf das Innengebiet wirkenden Spannungen der Flichenelemente I und 2,
so gilt der Hauptsatz:

Die Projektion von p; auf #, ist der GroBe und dem Vorzeichen nach gleich
der Projektion von p, auf #;.

Wenn die Flichenelemente 7 und 2 senkrecht aufeinander stehen, so fallt die
Projektion von p, auf die Normalenrichtung des Elements 2 in das Element 1,
ebenso die Projektion von p, auf die Normalenrichtung des Elements 1 in das
Element 2. Die Projektionen der Spannungen p, und p, auf #, und #, sind
also jetzt aufzufassen als die in den Flichenelementen 7 und 2 senkrecht zu ihrer
Schnittlinie wirkenden Komponenten der sogenannten Schubspannung. Wir
erhalten somit den folgenden fir die Technik o,
duBerst wichtigen ersten Sonderfall des %=0* 3 9P yn4
Hauptsatzes:

Die Schubspannungskomponenten zweier auf-
einander senkrechter Flichenelemente, welche auf
der Schnittgeraden dieser Elemente senkrecht g =
stehen, sind einander gleich und beziiglich dieser
Schnittgeraden gleichgerichtet. \n;

Schliefen die Elemente 7 und 2 einen unendlich . La
kleinen Winkel d¢ ein, und nennt man die beiden AbD-2. Zuméﬁ‘;f:;i? derfall des
Spannungskomponenten des Flichenelements I,
welche senkrecht zu der Schnittgeraden der Elemente 1 und 2 stehen, ¢, und 7;
(Abb. 2), so ist der Richtungssinn der entsprechenden Spannungskomponenten
des Flichenelements 2 bestimmt durch die Forderung, daB3 diese GréBen in die

Reaktionen von o; und 7, iibergehen sollen, wenn dg nach Null geht. Die GroBe
7
der zu 2 gehérigen Spannungskomponenten wird durch o;+ %% de und 7,4 a—’;d @

gegeben. Wendet man auf die Elemente 7 und 2 den Hauptsatz an, so erhdlt man

<0'1 + %d(p) cosdep -+ (Tl + %@0) sin dg = 0y cos dg — 7y sin dp
oder
L S 3)

Man findet also, indem man die auf einem Flichenelement senkrechte Span-
nungskomponente seine Normalspannung nennt, als zweiten Sonderfall
des Hauptsatzes:

Dreht sich ein Flichenelement um eine seiner Geraden, so ist die Ableitung
seiner Normalspannung nach dem Drehwinkel entgegengesetzt gleich dem
Doppelten derjenigen Schubspannungskomponente, die die Drehachse senkrecht
schneidet.

Hieraus folgt weiter der Satz:

Die Normalspannung eines schubspannungsfreien Flichenelements hat einen
extremen Wert.
In der vorangehenden Ableitung sind stillschweigend Festsetzungen iiber das

Vorzeichen der Spannungskomponenten ¢ und 7 getroffen. Die positive Dreh-
richtung des Winkels @ legt fiir das Flachenelement 1 eine Vorder- und eine

1*
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Hinterseite fest. Man entnimmt aus Abb. 2, da3 die Normal- und Schubspannung
dieses Elements dann als positiv gelten, wenn die von der Hinter- auf die Vorder-
seite wirkenden Spannungskomponenten ihren Richtungen nach iibereinstimmen
mit den positiven Koordinatrichtungen g und ¢ eines Polarkoordinatensystems
(0, @), dessen Pol mit dem Drehpunkt P des Elements 1, und dessen Polachse
mit P17 zusammenfillt. Eine Folge dieser Festsetzung ist, daB diejenigen
Schubspannungskomponenten zweier zueinander senkrechter Ebenen, die zur
Schnittgeraden senkrecht stehen und deren Betrige nach dem ersten Sonder-
fall des Hauptsatzes gleich sind, verschiedene Vorzeichen haben. Natiirlich
sind auch andere Festsetzungen moglich, bei denen diese Schubspannungen
dann auch im Vorzeichen ibereinstimmen (vgl. Ziff. 7).

3. Die méglichen Spannungszustinde in einem Punkt. Im allgemeinen
wird jedes durch einen bestimmten Punkt gehende Flichenelement eine von
Null verschiedene Spannung aufweisen. Wir werfen die Frage auf, was eintritt,
wenn eines dieser Elemente spannungsfrei ist. Betrachtet man dieses Element I
in Zusammenhang mit einem zweiten 2, so lehrt der Hauptsatz, da8 die Pro-
jektion von p, auf n; Null ist (weil sie doch der Projektion von $,=0 auf #,
gleich sein muf}). Die Spannung $, muf} also der Ebene I parallel sein, und es
gilt Satz I:

Ist in einem Punkt ein Flichenelement spannungsfrei, so liegt der Spannungs-
vektor eines jeden anderen Flichenelements dieses Punktes in der Ebene jenes
Flichenelements.

Man spricht in diesem Falle von einem ebenen Spannungszustand.
Weiter gilt Satz II:

Liegen umgekehrt die Spannungsvektoren aller Flichenelemente eines Punktes
in einer Ebene, so ist das Flichenelement dieser Ebene selbst spannungslos.

Denn gibt man diesem Flichenelement wieder die Ziffer 1 und einem be-
liebigen anderen Flichenelement die Ziffer %, so lehrt der Hauptsatz, daB die
s Projektion von p, auf #; gleich der Projektion von #; auf
3| 7y, d.h. gleich Null ist. Die Spannung p, hat also in
T keiner einzigen Richtung #; eine Projektion und ist deshalb
21 gleich Null.

7 Es geniigt offenbar, daB die Projektion von #, auf drei
nicht in einer Ebene liegende Richtungen verschwindet, und
’ \ 4 somit ist fiur die Existenz eines spannungsfreien Flichen-

elements hinreichend, daB8 die Spannungsvektoren dreier
nicht zu einem Biischel gehorigen Flichenelemente kom-

planar sind.
/ Aus dem Satze I folgt unmittelbar, daB ein beliebiges
s Flichenelement % spannungsfrei ist, sobald es in dem be-
Abb. 8. Zum geradlinigen

Spannungszustand. trachteten Punkte drei nicht zu einem Biischel gehorige
spannungsfreie Elemente gibt. Denn sonst miiite der Span-
nungsvektor p; zu jeder dieser drei Ebenen parallel sein. Wenn wir diesen Fall weiter-
hin als trivial beiseite lassen, so bleibt nur noch zu untersuchen, was eintritt, wenn
in einem Punkt zwei spannungslose Flichenelemente I und 2 vorhanden sind.
Zuerst folgt aus Satz I, daB der Spannungsvektor eines beliebigen Ele-
ments 2 zur Schnittgeraden der Ebenen I und 2 parallel sein muB3, weil er zu
beiden Ebenen parallel ist. Deshalb wollen wir diesen Spannungszustand
geradlinig nennen.
Zweitens aber zeigt man leicht, daB jedes Flichenelement 3, das dem durch 7
und 2 bestimmten Ebenenbiischel angehért, spannungsfrei ist (Abb. 3). Denn
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weil die Spannungsvektoren aller Flichenelemente durch P in die Schnitt-
gerade s fallen, so sind diese Spannungsvektoren alle dem Element 3 parallel,
und hieraus folgt nach Satz II, daf das Flachenelement 3 selbst spannungslos ist.
Ebenso wie beim ebenen Spannungszustand gilt auch hier ein Umkehrungssatz:

Fallen die Spannungen aller Flichenelemente eines Punktes in dieselbe
Gerade s, so ist diese Gerade die Achse eines Biischels spannungsfreier Flichen-
elemente.

Weil niamlich alle Spannungen zu jedem beliebigen Flichenelement durch s
parallel sind, so ist jedes solche Element nach Satz II spannungsfrei. Ein
anderes nicht zu dem Biischel s gehériges Element dagegen kann nicht
spannungsfrei sein, weil sonst, entgegen unserer Voraussetzung, alle durch
P hindurchgehenden Fliachenelemente spannungsfrei wiren.

Auch hier kann der Umkehrungssatz etwas schdrfer gefaBt werden. Zur
Existenz eines geradlinigen Spannungszustandes geniigt es, daB3 die Spannungs-
vektoren dreier nicht einem Biischel angehorender Flichenelemente kollinear sind.

Zusammenfassend unterscheiden wir fiir einen Punkt drei verschiedene
Spannungszustidnde:

1) den geradlinigen Spannungszustand, bei dem alle Spannungs-
vektoren dieselbe Richtung haben, oder auch, bei dem es ein Biischel von span-
nungsfreien Flichenelementen gibt (dessen Achse mit der Wirkungslinie aller
Spannungsvektoren zusammenfillt);

2) denebenen Spannungszustand, bei dem die o ¥
Spannungsvektoren zu einer Ebene parallel sind, oder LA Y
auch, bei dem es ein spannungsfreies Flichenelement ;\
gibt (dessen Ebene die Spannungsvektoren aller an- }

deren Flichenelemente enthilt);
3) den allgemeinen oder rdumlichen Span- P/SP/

nungszustand, bei dem kein einziges Flichenelement
spannungsfrei ist.

4. Der geradlinige Spannungszustand. Sei s die o
Schnittgerade aller spannungsfreien Flichenelemente, Abb. 4. Der geradlinige
so triagt nach Ziff. 3 das senkrecht zu s stehende Flidchen- Spannungszustand.
element 4 (Abb. 3) nur eine Normalspannung. Man
nennt die Ebene 4 deshalb die Hauptebene und die zugehérige Normal-
spannung o die Hauptspannung des geradlinigen Spannungszustandes. Die
zur Hauptebene senkrechte Richtung heiBt wohl auch die Hauptrichtung des
Spannungszustandes. Ein beliebiges Flachenelement,
das mit der Hauptebene einen Winkel ¢ einschlieft,
tragt eine mit ¢ gleichgerichtete Spannung p, (Abb. 4).
Weil nach dem Hauptsatze die Projektion von ¢ auf
die Normale der Ebene ¢ gleich der Projektion von
p, auf die Normale der Hauptebene ist, so gilt ‘

Pp = G COSP.
Die zum Flichenelement ¢ gehdrige Normal- und
Schubspannung ¢, und 7, haben deshalb die Werte

1
Op = Pp COS @ = g c0s% @ = —-0 (14 cos 2 ¢),
2 (1 ) Abb. 5. Spannungskreis des ge-
. . 1 . radlinigen Spannungszustandes.
Ty == PpSIN@ = G COSQ SN @ = —2—0'Sln2(p.

Die graphische Darstellung dieser beiden GroBen als Funktionen von ¢ ist in
Abb. 5 veranschaulicht und bedarf keiner weiteren Erlanterung.
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5. Der ebene Spannungszustand; die Ebenen 9 = 7/2. Wir betrachten
(Abb. 6) zunichst ein beliebiges Flichenelement 2, das mit dem spannungs-
freien Flichenelement I den Winkel g einschlieBt, und stellen uns die Aufgabe,
die auf 2 wirkende (zur Ebene I parallele) Spannung p, mittels des Haupt-
satzes in Verbindung zu bringen mit der Spannung p; des Flichenelements 3,
das durch die Schnittgerade s der Ebenen 1 und 2 hindurchgeht und auf der
Ebene 1 senkrecht steht. Zur Aufstellung dieser Beziehung brauchen wir noch
ein weiteres Element 4, das senkrecht zur Geraden s steht, sowie ein Element 3,
das aus 3 durch eine unendlich kleine Parallelverschiebung entsteht. Fiir die
Elemente 3 (bzw. 3') und 4 sind in Abb. 6 je die Normal- und die Schub-
spannung angegeben, fiir das Element 2 diejenigen Komponenten p, und tj,
die zu den Normalen #; und #, parallel sind. Die Schubspannungen 7, und 7,
sind nach dem ersten Sonderfall des Hauptsatzes (Ziff.2) einander gleich.

Oz
P Tyy=—T
5/
Jr-p
[¢7
? ?
AY
\
o 4 ?
) Vs
17
15,
Abb. 8. Der ebene Spannungszustand. Abb. 7. Die Ebenen y=7r/2 des ebenen
Spannungszustandes.

Wendet man den Hauptsatz selber auf die Elemente 2 und 3 oder 2 und 4
an, so erhilt man:
Projektion p, von p, auf nz = Projektion von p; auf n,=o3siny,
Projektion 7} von p, auf n, = Projektion von p, auf n,=1, sin y =17, sin p.

Die Komponenten p, und 7, der Spannung p, sind also zu den Komponenten g,
und 73 von p; proportional; das heifit: p, ist gleichgerichtet mit p, und hat

den Betrag .
P =pysiny. )

Infolge dieser einfachen Beziehung kénnen wir uns bei der weiteren Be-
schreibung des ebenen Spannungszustandes vorliufig beschrinken auf die
Flichenelemente y=mn/2, die senkrecht zum spannungsfreien Element stehen.
Dementsprechend machen wir die Ebene des spannungsfreien Elements jetzt
zur Zeichenebene, so daB die zu ihr senkrechten Flichenelemente sich als Linien-
elemente abbilden, und nehmen an, die Spannungskomponenten g,, 7, und
Oz/p, Tnjg ZWeier solcher Flichenelemente, welche zueinander senkrecht sein mégen,
seien bekannt (Abb. 7). Zur Berechnung der Spannungskomponenten ¢, 7, des
Elements ¢ wenden wir den Hauptsatz (2, 2) das eine Mal auf die Ebenen 0 und ¢,
das andere Mal auf die Ebenen ¢ und #/2 an und erhalten

0p COS @ + Ty SIN @ = 0, COS P — Ty SIN @,
° . 4 14 . 4
—(p) — T SIN (?— (p) = On/g COS <? ——(p> + Ty SID (—2-— ——(p>
oder, wenn man noch beachtet, daBl 7,,=—1, ist,

0, €OS @ - T, Sin @ = 64 cOs p — Ty sin @,
0p SIN  — Ty, COS @ = Opyy SIN @ — T COS .

Tt
U,p CoSs —2—
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Eine einfache Umformung liefert

1 1 .

0p = 5 (00 + Oaj) + 5 (0o — Oajg) COS2@— 1T, SN2, @)
1
Tp =73 (

Diese Formeln lassen eine einfache geometrische Deutung zu, wenn man
in einer (o, v)-Ebene die Spannungskomponenten ¢, und 7, eines Flichen-
elements ¢ als Koordinaten eines Bildpunktes dieses Flichenelements auftrigt.
Der geometrische Ort dieser Bildpunkte ist der sogenannte Mohrsche Span-
nungskreis; seine Gleichung erhilt man durch Elimination von ¢ aus den
beiden Gleichungen (2). Schreibt man statt (2)

Og— Onjg) SIN2 @ + T5c08 290,

1 2 1 . 2
[a,,, —5 (00 + a,,,z)] = [E (60— Gayp) COS 2 p— 1T, sin 2 ¢p] ,
2 1 . 2
Tp = [é (09— Onys) SIN 2 4~ 7y COS 2 q)] ,
so bekommt man durch Addition %

[Gw_% (00 + 0'7:/2)]2 + 7=

3)
= i (69— 0n2)? + 75

Der Mittelpunkt M des durch diese Glei- ¢
chung dargestellten Kreises (Abb. 8) hat
die Abszisse (0,+0,) und die Ordinate
Null; sein Halbmesser ist gleich

]/% (09— Onje)*+ 735
Man konstruiert den Kreis, indem man die Abb.S. S reis dos ob
Bildpunkte By=(0gy, To) und B3 = (05, —To) " Spannungezustandes.
der Elemente 0 und s/2 eintrigt, sowie den
Mittelpunkt M, der den Abstand der Punkte (o,, 0) und (o, 0) halbiert. Den
Bildpunkt B, = (0, 7,) eines beliebigen Flichenelements ¢ erhilt man, indem
man im Spannungskreise vom Bildpunkt B, aus im Drehsinne des Winkels ¢

den Zentriwinkel 2¢ abtrigt. Man iiberzeugt sich hiervon leicht, indem man
schreibt

b
=cos2a, _c__ =sin2a,

1 1
2 (09 + Onp2) = a, 3 (Co—0nja) =0, Tp= 1/b2+52 o

und also gemiB (2)
Op=a-+bcos2¢—csin2¢ =a+ Vb2 + c2cos 2a + 2¢),
Tp=">bsin2¢ + ccos2¢p= 1/b2—|— c?sin (2o + 2¢).
Aus den beiden letzten Gleichungen liest man die Richtigkeit der Konstruktion
sofort ab.

Weil der Mohrsche Spannungskreis die o,-Achse stets in zwei reellen Punkten
schneidet, so gibt es immer zwei zueinander senkrechte und auBerdem zum
spannungsfreien Element senkrechte Ebenen, welche schubspannungsfrei sind.
Man nennt sie die Hauptebenen, ihre zugehérigen Normalspannungen o,
und o, die Hauptspannungen und die zu den Hauptebenen senkrechten

Richtungen wohl auch wieder die Hauptrichtungen. Die GroBe der Haupt-
spannungen entnimrnt man aus Abb. 8 zu

5 (00 + 0z2) £ V — Ga)? + 75 4)
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Haben die Hauptspannungen g, und o, gleiches Vorzeichen, so daB der Spannungs-
kreis entweder rechts oder links von der t,-Achse liegt, so haben alle Flichen-
elemente ¢ Normalspannungen von gleichem Vorzeichen. Haben dagegen die
Hauptspannungen verschiedene Vorzeichen, so gibt es zwei Flichenelemente,
die nur Schubspannungen aufweisen. (Dies sind aber i. a. keineswegs die Ele-
mente mit der grofSten Schubspannung.)

6. Der ebene Spannungszustand; die Ebenen (g, ). Wahrend w‘ir uns
in Ziff. 5 auf die Ebenen y=m/2 beschrinkten, untersuchen wir jetzt, wie sich
die Bildpunkte der iibrigen Flichenelemente des betrachteten Punktes anordnen.
Dabei wollen wir von jetzt ab annehmen, daf3 der Winkel ¢ von der zur Haupt-
spannung o, gehdrigen Hauptebene aus gemessen wird, so daB fiir das bisherige
Element (@, 7/2) nach (5, 2) gilt

1 1
Op, a2 =5 (017 02) + 5 (61 —02) cos 2¢, (1)
1 .
Tp,njz = 7 (0’1——0'2> Sln2(p. (2)
/ X \\\ 2
\,
/ AN
// AN
/
// -
Pl |
/ E
¥ Y
s
Abb. 9. Die Ebene (¢, y) des ebenen Spannungszustandes.  Abb. 10. Spannungskreis fur die Ebenen g,.

Zur Bestimmung der Spannungskomponenten gy, ,, 7, eines beliebigen Flichen-
elements (@, ) (Abb. 9) greifen wir zuriick auf das Ergebnis von Ziff. 5, wonach
die resultierende Spannung p eines solchen Elements in zwei Komponenten P
und 7’ zerlegt werden kann, deren GréBen nach (5,1) bestimmt sind durch
P'= O, apsiny, T = TgmpSiny.

Die Komponente $’, welche senkrecht zur Schnittgeraden s des betrachteten
und des spannungsfreien Elements gerichtet ist (vgl. Abb. 6 von Ziff. 5), kann
ihrerseits wieder zerlegt werden in eine Normalspannung 0y, =" sin p und eine
zur Geraden s senkrechte Schubspannungskomponente 7’ =3’ cos . Neben
der Normalspannung . .
O,y = P’ SINY = 0y, 45 sin%p (3)

tragt das Element (¢, y) also eine resultierende Schubspannung
Top =T 2+ 772 =0} ypsin?y cos?y + 12, sin?yp. 4)
Beschrinkt man sich auf Elemente mit einem festen Wert @=g,, so erhilt

man den geometrischen Ort der zugehdrigen Bildpunkte in einem (o, 7)-System
durch Elimination von o aus (3) und (4). Man findet

2
2 Ptp B 2P — i 2 — 52
O"anil) + Tgmw— U(pn,n/" G{me =0 mit p‘Pn:”/? = Ogq,n/2 + 1507”/2' (5)
0, 72/2

Hiernach liegen die Bildpunkte B, , auf einem die 7-Achse berithrenden Kreis
(Abb. 10), dessen Mittelpunkt und Halbmesser bestimmt sind durch die For-



— 9 _
§ 1. Der Spannungszustand. 1,7

derung, daB er den auf dem Mohrschen Kreise (o, o5) liegenden, im voraus zu
konstruierenden Bildpunkt B, ., des Elements (g,,7/2) enthalten mubB.

Die Elemente ¢ = 0 bilden sich auf dem {iber ¢, als Durchmesser beschriebenen
Kreise ab. Thre Spannungskomponenten sind nach (3) und (4)

Oy » = 0y5inZy, (6)
To,y = 01 SINY COS Y. (7

Ersetzt man in diesen Formeln ¢ durch (7/2 — y,), wo y, den Winkel zwischen
dem betrachteten Element und der ersten Hauptebene bedeutet, so stimmen
sie iiberein mit den Formeln (4, 1). Die Elemente (0, ) verhalten sich, wie wenn
sie zu einem geradlinigen Spannungszustand g, gehdrten; ihre Spannungen sind
unabhingig von ¢,. Analoges gilt fiir die Elemente (7/2, v); sie werden auf dem
iber g, als Durchmesser beschriebenen Kreise abgebildet.
Der einem beliebigen Parameterwert ¢, zugeordnete Bildkreis hat nur soweit
mechanische Bedeutung als er auBerhalb des Kreises (07, 0,) verliuft, weil nach
" Gleichung (3) oy, stets kleiner als oy, ., ist. Hieraus folgt, daB das Abbil-
dungsgebiet aller moéglichen Elemente (@, y) 7

die von den drei Kreisen (o, g5), (0, o) und et
(0, 0,) eingeschlossene Fliche ist.
Betrachtet man andererseits die Elemente
mit festem Wert =1, so lauten die Glei-
chungen (3) und (4)
—_ N2 . O%Va
Op,y,= Op,z/z SIN" Yo, (8)

2 i 2 2 2 2
T4, vo= Op,nj2 SIN® P COS2 Yo - Tg, 71 SINZ 9y, (9)

Elimination von ¢ aus diesen Gleichungen
liefert auch jetzt den geometrischen Ort der
zugehorigen Bildpunkte. Mit den Werten
VON Oy, njp UNd Ty 55 aus (1) und (2) findet
man leicht Abb. 11. Spannungskreis fur die Ebenen y,.

1 2 1 .
[O'w,wa—’g‘(ol‘i‘oz)] +Tq2:,wn=z(0'1+02)2_010'2 sin?y,. (10)

Auch hier liegen die Bildpunkte der betrachteten (einen Kreiskegel umhiillenden)
Flichenelemente auf einem Kreis, der jetzt aber mit dem Kreis (o, 6,) konzen-
trisch ist. Fiir yy==7/2 geht Gleichung (10} in diejenige des Kreises (0}, 0,) iiber,
wie dies auch von vornherein zu erwarten war. Fiir einen beliebigen Parameter y,
kann man den zugehdrigen Spannungskreis in einfacher Weise konstruieren,
indem man (Abb. 11) die Bildpunkte B,,,, und B, , derjenigen Elemente y,
bestimmt, fiir welche ¢ =0 und ¢ ==/2 ist. Diese Punkte erhilt man nach dem
frither Gesagten, indem man in den beiden Kreisen (0, ¢;) und (0, 6,) von dem
nach ihrem Berithrungspunkt gehenden Fahrstrahl aus in der positiven Dreh-
richtung von y den Zentriwinkel 2y, abtrdgt. Als Kontrolle fiir die Konstruk-
tion dient, daB3 beide Punkte gleichen Abstand vom Mittelpunkt des Kreises
(01, 6,) haben miissen.

7. Der raumliche Spannungszustand. Wenn in einem Punkt kein einziges
spannungsfreies Flichenelement existiert, so beziehen wir die Lage eines be-
liebigen Flichenelements auf irgendwelche drei zueinander senkrechte Ebenen,
indem wir die Winkel «, 8, y vorgeben, die die Normale des Elements mit den
Normalen dieser drei Bezugsebenen einschlieBt. Diese Ebenen seien in der iib-
lichen Weise als Koordinatenebenen angenommen; ihre Spannungskomponenten
in den Richtungen der Koordinatenachsen werden mit o, Tsy, Tuz; Tyr(=7Tsy),
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Oy, Tys; Tex (= Tua), Tay (=Tys), 02 bezeichnet (Abb. 12). Die Anwendung des Haupt-
satzes auf ein Flichenelement (a,f,y) und jede der drei Koordinatenebenen
liefert fiir die Komponenten p,, py, p, der Spannung p, 4, dieses Flichen-
elements die folgenden Werte:

Pr =0y COS& + Tyycosf + 7,508y,
Py = TyxCOSa + g, cosfB 4+ Ty, cosY, (1)

P: = Tux COS& + T,y COS § + 0, COS Y.
Es liegt nahe, zu fragen, ob es beim riumlichen ebenso wie beim ebenen und
geradlinigen Spannungszustand Hauptebenen gibt, d.h. Flichenelemente,
welche schubspannungsfrei sind. Fiir ein solches Element, dessen Spannung p

wir jetzt mit o bezeichnen diirfen, miissen die Richtungszahlen des Spannungs-
vektors denen ihrer Normale proportional

% sein, d. h. es muB p, =o cosa, p,=acosp,
— p:=occosy sein. Nach (1) muB also gelten
zy
T . (0x—0) cos & + T,y cOS f 4 T4, cO8y = 0,
, w o, TyzCOSQ + (0y—0)cosf + 1y, cospy = 0,1 (2)
g ,/I Tyx COS & + T;y COS B + (0, — ) cosy = 0.
T

Diese Gleichungen lassen nur dann eine von
Null verschiedene Losung fiir cosa, cosf,
cosy zu, wenn ihre Koeffizienten der Ab-

hingigkeitsbedingung
] (Gx - G) Tx’y Txz
Abb. 12. Die Spannungskomponenten des _ =0
raumlichen Spannungszustandes. Tyx (Gy G) Tyz (3)
Tax sz (Gz - 0')

geniigen. Zu jeder reellen Wurzel dieser Gleichung gehért eine Hauptebene,
und es ergibt sich also, daB im allgemeinen drei Hauptebenen méglich sind.
Die Lage einer solchen Hauptebene ist bestimmt durch zwei der nunmehr
voneinander abhingigen Gleichungen (2) und die Beziehung

cosZ o+ cos? -+ cos?y=1.

Nachdem wir noch festgestellt haben, daB es, da (3) eine Gleichung dritten
Grades in ¢ ist, unter allen Umstdnden mindestens einen reellen g-Wert (der
oy heiBen moge) und also auch sicherlich mindestens eine reelle Hauptebene
gibt, kehren wir fiir einen Augenblick zu den Gleichungen (1) zuriick und
schlieBen aus ihrer Linearitdt, daB fiir Spannungszustinde ein Additions-
gesetz gilt, das folgendermaBlen ausgedriickt werden kann:

Wirken auf drei Flichenelemente 1, 2, 3 durch einen Punkt P das eine
Mal die Spannungen ¢;, $3, p3, so daB auf ein beliebiges viertes Flichenelement 4
durch P die Spannung p; wirkt, das andere Mal die Spannungen Yy, p4, p%,
so daB3 in diesem Fall zu demselben Element £ die Spannung ) gehért, so
wirkt auf das Element 4 eine Spannung p,=p,+4;, wenn 1, 2, 3 belastet
sind mit (p; +pY), (pz+p5), (ps+ #%). In diesem Satze sind selbstverstindlich
alle Summationen geometrisch, die Spannungen # also vektoriell aufzufassen.

Aus den Gleichungen (1) folgt ndmlich fiir die drei genannten Spannungs-
zustdnde

pr=0% cosa+ -, Py =0y cosa+ -, p,= (0% +0%)cosa+---,
Dy =TyzCOSA+ -+, Py =Tyrcosa+ -+, P, = (T +T))coS0X+ -+ -,

pr =T oS+ - -, P =Tcosat -, P = (Tix + Tih) cOSA+ -
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und hieraus
xsz+1l’;cl; Py=;by+1>;', Pz=152+15§'.
Auf Grund dieses Satzes zerlegen wir nun den betrachteten Spannungs-
zustand (05, 0y, 0z, Ty, Tax, Txy) ID zwel andere

(a): (02— 03), (oy— 03), (0:— 03), Tyz> Toxs Tay,
(b) : 03) 0.3: 03; O, 0, 0.

Der Spannungszustand (b) ist dadurch gekennzeichnet, daB jedes Element
schubspannungsfrei, also Hauptebene ist, und daB fiir jedes Element die Normal-
spannung ihrem Betrage nach gleich oy ist; denn nach (1) hat man

Py = 05cC0Sa, Py = 0o5cos f3, P =03c0sy.

Der Spannungszustand (a) unterscheidet sich vom urspriinglichen lediglich
dadurch, daB die Normalspannung jedes Elements um den Betrag o, verkleinert
ist; alle Schubspannungen sind dagegen unverindert geblieben. Insbesondere
gilt dies auch fiir die zu o; gehérige Hauptebene, die deshalb im Spannungs-
zustande (a) spannungsfrei geworden ist. Hiermit ist der Spannungszustand (a)
als ein ebener Spannungszustand erkannt, in welchem es also zwei zueinander
und zum spannungsfreien Element senkrechte Hauptebenen gibt. Weil, wie
bereits bemerkt, bei der Addition von (a) und (b) jedes Element des Spannungs-
zustandes (a) nur eine Normalspannungsvermehrung erfihrt, entspricht jeder
Hauptebene von (a) eine Hauptebene des urspriinglichen rdumlichen Span-
nungszustandes. Somit sind die Wurzeln o3, 0,, 03 der Gleichungen (3), die
Hauptspannungen, stets reell und gehéren zu drei aufeinander senk-
rechten Hauptebenen und damit zu drei entsprechenden aufeinander
senkrechten Hauptrichtungen.

Im allgemeinen gibt es, wie aus der Beweisfithrung erhellt, nur ein einziges
Tripel derartiger Ebenen. Ein Sonderfall tritt ein, wenn der Spannungs-
zustand (a) zwei gleiche Hauptspannungen hat und also durch einen Spannungs-
kreis dargestellt wird, der zu einem Punkte zusammengeschrumpft ist. In diesem
Fall niamlich ist im Zustande (a) jede zum spannungsfreien Element senkrechte
Ebene eine Hauptebene und der Spannungszustand (a) selbst rotationssymme-
trisch. Der betrachtete rdumliche Spannungszustand hat dann dieselbe Rota-
tionsachse und oo! Tripel aufeinander senkrechter Hauptebenen. Ein noch
engerer Sonderfall liegt, wie wir bereits sahen, vor, wenn alle Wurzeln der
Gleichung (3) gleich sind; in diesem Falle ist jede Ebene eine Hauptebene.

Zur graphischen Darstellung des raumlichen Spannungszustandes ziehen wir
noch einmal den ebenen Spannungszustand (a) bei, dessen Hauptspannungen
offensichtlich (¢; — 03), (60— 03) sind. Dieser Spannungszustand la8t sich nach
Abb. 11 von Ziff. 6 mittels dreier durch die Abszissen 0, (6, — 03), (05— 03)
bestimmter Kreise darstellen. Weil die Spannung eines beliebigen Elements
im betrachteten Spannungszustand sich nur um eine Normalspannung o3 von
derjenigen des entsprechenden Elements im Spannungszustand (a) unter-
scheidet, so kénnen die den Zustand (a) abbildenden Kreise auch zur Abbildung
des riumlichen Spannungszustandes verwendet werden, wenn nur die 7-Achse
um den Betrag o nach links verschoben wird. Man erhélt so drei Kreise, die
durch die drei Abszissen g;, 05, 6; bestimmt sind, wie in Abb. 13 angegeben.

Sind die drei Hauptspannungen bekannt, so ist es leicht, den Bildpunkt
(0, 7) eines beliebigen Flichenelements zu konstruieren. Wihlt man die
Schnittgeraden der Hauptebenen, also die Hauptrichtungen, zu Koordinaten-
achsen, derart, daB die x-Achse zu o,, die y-Achse zu g,, die z-Achse zu oy
parallel liuft, und nennt man die Winkel, die die Normale des betrachteten
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Elements mit diesen Achsen bildet, wie vorhin o, §, o, so stimmt der
Winkel y mit der GréBe y iiberein, die in Ziff. 6 den Winkel zwischen der
Ebene (p, ) und der spannungsfreien Ebene bezeichnete. Der Bildkreis aller
Ebenen mit vorgeschriebenem y kann also analog konstruiert werden (vgl.
Abb. 11 und 13). In genau derselben Weise aber kénnen zwei Bildkreise kon-
struiert werden fiir alle Elemente mit vorgeschriebenem o bzw. . Der gesuchte
Bildpunkt B ist also einer der beiden Schnittpunkte der drei Hilfskreise. Die
Doppeldeutigkeit dieser Konstruktion hédngt damit zusammen, daBl keine Fest-
setzung iiber das Vorzeichen der Schubspannung gemacht worden ist.

Aus Abb. 13 entnimmt man, daB zu jedem Punkte sechs Flichenelemente
gehoren, in denen die Schubspannung einen extremen Wert hat. Ihre Bildpunkte
sind die Scheitelpunkte der drei Hauptspannungskreise. Es sind also diejenigen
Elemente, die durch eine Hauptachse des Spannungszustandes hindurchgehen
und mit den beiden diese Hauptachse
enthaltenden  Hauptebenen gleiche
Winkel bilden. Ihre Schubspannungen,
die man als die Hauptschubspan-
nungen des Spannungszustandes be-
zeichnet, haben die Groéfen

T

>

1 1
T =y 0y—03], Ta=5|os—a
1
T3 =5 |01 —0,|.

Wihrend beim ebenen Spannungs-
zustand die Spannungskreise in einfacher
Abb. 13. Spannungskreise des raumlichen Weise.kOHStrUiert werden kénnen, so-
Spannungszustandes. bald die Spannungskomponenten zweier
senkrecht zueinander (und senkrecht zu
dem spannungsfreien Flichenelement) stehender Flichenelemente gegeben sind
(Ziff. 5 und 6), so ist beim allgemeinen Spannungszustand eine analoge geometri-
sche Konstruktion der Spannungskreise aus den Spannungskomponenten dreier
senkrechter Flichenelemente unmdoglich; denn eine derartige Konstruktion
kime auf die graphische Losung der Gleichung dritten Grades (3) hinaus.
Aus dieser Gleichung wollen wir schlieBlich noch eine wichtige Folgerung
ziehen. Thre Wurzeln stellen kennzeichnende GréBen des Spannungszustandes
dar und haben also einen vom Bezugssystem unabhingigen Wert. Wire man
bei der Aufstellung der Gleichung (3) von drei anderen zueinander senkrechten
Flichenelementen und deren Spannungskomponenten ausgegangen, so hitte
folglich die neue Gleichung zahlenmaBig dieselben Koeffizienten aufgewiesen.
Hieraus schlieBt man, daB fiir jedes Tripel zueinander senkrechter Flichen-
elemente eines Punktes die drei Koeffizienten der Gleichung (3)

Oy + 0y + 0z,
2 2 2
Oy0;— Ty, + 0,0, — T + 02 0y— T3y,
2 2 2
UnyO'z + 2Tyz szTxy_axTyz—'Uysz_Uszy

invariant sind. Die Werte dieser sogenannten Invarianten des Spannungs-
zustandes sind, in den Hauptspannungen ausgedriickt,

Gy + 0y + 6, =0y + 05+ 03,

2
Gy 0, — Ty + 6, 05,— T2 + 0,0, — T2y = G5 03 + 036, + 0, 03, (5)
610y 0y + 2Tys Tox Tay— O3 Toz— Oy Toy — 03 Tay = 0, 03 0.
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8. Der Spannungstensor. In den Gleichungen (7, 1) kam bereits zum Aus-
druck, daB der Spannungszustand eines Punktes P vollstindig durch die neun
Spannungskomponenten 6x, Tsy, Tes; Tys(= Tay), Ov, Tyz; Tox(= Taz), Toy (= Tya), 02
gegeben ist, welche zu drei durch ein rechtwinkliges Achsenkreuz (x, v, z) be-
stimmten Flichenelementen gehéren. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die
Transformationsregeln fiir diese Spannungskomponenten zu bestimmen, welche
gelten, wenn man von dem Achsenkreuz (x,y,2) zu einem andern (ebenfalls
rechtwinkligen) Achsenkreuz (x’,v’,2’) iibergeht, d.h. wir suchen die Be-
ziehungen zwischen den GréBen o,, 7.y, Tx,... und den GréBen oy, Tuy,
Ty, -+ +. Dabei beschrinken wir uns auf die Spannungskomponenten des zur

x’-Achse senkrechten Flichenelements und berechnen diese mittels (7, 1). Man
erhilt, wenn man aus einem sogleich verstindlichen Grund o.. fir o, gy, fiir o,
und o fir o, schreibt und darauf achtet, daBB 7,; ="Tsy, Tsx = Tas, Tay = Ty» ist,

Py =025 €08 (%', x) + Ty, cOs (%', ¥) + T, COS (47, 2), l
Py = Txy €OS (%, %) + Gyy COS (%', ) + T4y COS (¥, 2), (1)
Pz = Tz €08 (%, %) 4 Ty, COS (¥, ¥) 4+ 04z COS (%7, 2). l

Um hieraus die GroBen o, (=0y), Try, Trz zu finden, missen wir die Pro-
jektionssummen der GréBen p,, p,, $, in die x’-, y'- und z’-Richtung bilden und
erhalten so

cos (x',y) + p, cos (¥',2)

, %) +Tyx cos (27, ¥) cos (¥, x) + 7., cos (', 2) cos (¥, x) -+
y) 4+ 0y, cos (', y) cos (', ¥) + T,y cos (¥',2) cos (', y) +
z) + Ty, cos(x’, y)cos (&, 2) + 0., cos (¥, 2) cos (¥, 2),

’

y

x
x
X

y €08 (', y) + p, cos (¥',z)

(', %) 4+ Tyrc0s (¥, ¥) cos (', %) + T,y cOs (%, 2) cos (Y, x) -

08 (¥, ) + ayycos (¥, ) cos (¥, ¥) + Ty cos (%', 2) cos (', ) +

s (v, 2) + 1y, cos (', y) cos (¥, 2) 4 0, cos (x7,2) cos (V', 2),
(

(
(
(
(
Tyy =P, COS{Y, %) + P
(x
(
(

Tay = Pr €0S (2, %) + P, cos (2, y) + p.cos (7, 2)
= 0, €08 (¥, %) cos (', #) + 7y, cOs (&', ) cos (2, x) + T, cos (¥, 2) cos (', x) +
+ Ty €os (&, %) €OS (2, y) + 64y cOS (27, ¥) coOs (2, ) + T,y cOS (%, 2) cOS (2, ) +
(%, x) cos (2’ ',2) + 0, cos(x', 2) cos (2, 2).

4 Ty cos (2, x) cos (7', 2) 4 Ty, cos (¥, y) cos (2
Ganz analoge Formeln findet man fiir die ibrigen Spannungskomponenten
Tyws Oyys Tyw; Tew, Toy, Oyy, und es gilt, wie man sich leicht iiberzeugt, die
allgemein giiltige Regel:

Jede neue Spannungskomponente wird erhalten, indem man jede der alten
Spannungskomponenten mit zwei Richtungskosinus multipliziert und die so
erhaltenen Glieder addiert. Die ersten Zeiger der beiden Richtungskosinus
stimmen mit den Zeigern der zu berechnenden neuen Spannungskomponente
iiberein, die letzten Zeiger mit den Zeigern der zugehdrenden alten Spannungs-
komponente.

Um den Namen Tensor, den man dem System der SpannungsgréBen
Gx Oy, Oy Tyz =Tay, Ty ="Tus, Try=Ty, auf Grund dieser Transformationsregel
gegeben hat, zu begriinden, miissen wir auf eine allgemeinere Transformations-
frage eingehen.

Es sei ein System von # unabhingigen Variablen x* (z' = 1, 2,..., ) gegeben
und auBlerdem ein System von #? Funktionen F* (r=1,2,...,n;s= 1, ., n),
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welche in einem Punkte x der betrachteten Mannigfaltigkeit, d. h. fiir ein be-
stimmtes Wertsystem der x*, definiert sein mégen. Man kann begrifflich die
mannigfachsten Transformationsregeln fiir die Gréen F* aufstellen, wenn man

die Variablen x* durch andere x*(:=1, 2, ..., n) ersetzt, welche mit den x* durch
n Transformationsgleichungen vom Typus
x=f(a1 22, ..., %" (3)

verbunden sind. Insbesondere nennt man die GréBen I die Komponenten
eines kontravarianten Tensors zweiten Grades, wenn die entsprechend im

System X definierten GroBen Frs sich wie folgt ausdriicken:
S OF 0F L,
Fr= g ot “

wobei die Summation tiber alle Zeiger zu erfolgen hat. In gleicher Weise heiBt
ein System von GréBen F,; ein kovarianter Tensor zweiten Grades, wenn seine
Komponenten den Transformationsgleichungen gehorchen

= oxe 0x°
F:%’;WTE—FQ (5)

Auf die Griinde, die zur Unterscheidung dieser beiden Transformationen und
deren Benennung gefiihrt haben, gehen wir hier nicht ein, weil in unserem
besonderen Fall der Unterschied, wie sich sogleich zeigen wird, wegfillt.

Wir kehren jetzt zu den Spannungen oy, Ty, T4, . - - zuriick und wollen deren
Tensorcharakter feststellen. Dazu nennen wir die Achsen x,y,z und ', y', 2’
jetzt %, #% x® und 2!, #% ¥® und die zugehdrigen Spannungen oy, Tuy, Tss - - -
und oy, Tey, Tww,... KUz fs(r=1,2,3; s=1,2,3) und ¢,(r=1, 2, 3;
s=1, 2, 3). Die Transformationsgleichungen (3) lauten dann

x' = x1cos (x1, x1) + %% cos (*?, #') + x°cos (23, 41),
x% = x'cos (x1, x%) + x2cos (%2, x2) 4 % cos (23, x2), (6)
x% = x'cos (!, #%) + %2 cos (x2, x%) + %% cos (¥3, 3),
so daB
dxe

T3 — €08 (=7, x°) (7)

ist. Die Gleichungen (2) kénnen mithin in der Form
" 0xe 0x°
be= 22 o e oo (8)

geschrieben werden, womit in der Tat gezeigt ist, daB8 die Spannungskompo-
nenten einen kovarianten Tensor bilden.

Hitte man die Transformationsgleichungen (3) in der Form
xt = xlcos (x1, #!) + x%cos (%%, %) + x8cos (x8, x1),
x% = x'cos (1, x2) 4 x% cos (x2, x%) ++ %3 cos (43, x2), (9)
x% = xtcos (x1, x3) + 2% cos (x2, x%) 4 x3 cos (3, 28)
geschrieben, und dieser Form die Beziehungen
ox’

T = cos (2%, %) (10)

entnommen, so hitte man die Gleichungen (2) (wenn jetzt die GréBen o,,, 7.y,
Ty ... mit #° und die GroBen o.x, Tiy, Tew, ... mit #° bezeichnet werden)
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auch in der Form 5 0%
- ox* 0x5

schreiben kdnnen, womit gezeigt ist, daB die Spannungskomponenten auch als
kontravarianter Tensor aufzufassen sind.

_ Als besonderes Merkmal des Spannungstensors heben wir auch hier noch
einmal seine Symmetrie hervor, nach welcher fiir jedes orthogonale Achsen-
kreuz (x',4',2) gilt

Ty =Tyy’s Toy = Ty, Tyy =Ty -
Das in Ziff. 7 ausgesprochene Additionsgesetz fiir Spannungszustinde wird

hier als eine Addition von Tensoren gedeutet. Nach diesem Satze kann der
Spannungstensor

Ox Txy Ta:

1
Tz‘ryx Oy Tys
T

wx Ty O
als die Summe der beiden ebenfalls symmetrischen Tensoren

t(ox+o0y+0) 0 0
T'= 0 1 (ox+ 0y + ) 0 (12)
Y 0 3 (0x+ 0y + 02)
und
tRo,—o0y—0y) Tay Taz
T = Tyx 1 2oy—o0:—0,) Ty (13)
Tz Ty }2o—o0x—o0y)

aufgefalit werden.

Der erste Spannungstensor 1" stellt einen Spannungszustand dar, in welchem
jedes Flichenelement schubspannungsfrei ist. Die fiir alle Elemente gleiche
Normalspannung ist gleich dem Mittelwerte der drei Normalspannungen o,, oy
und ¢, oder nach (7, 5) gleich dem Mittelwerte der Hauptspannungen. Man
nennt T’ einen Kugeltensor.

Der zweite Tensor T, der als Deviator bezeichnet wird, ist dadurch gekenn-
zeichnet, daf3 das arithmetische Mittel der zu drei aufeinander senkrechten
Elementen gehorigen Normalspannungen und also auch das arithmetische Mittel
der drei Hauptspannungen Null ist.

L4Bt man bei einem Spannungsdeviator das (x, y, z)-Achsenkreuz mit seinen
Hauptrichtungen zusammenfallen, und nennt man in Ubereinstimmung mit
der soeben erwihnten Eigenschaft die drei Hauptspannungen jetzt o7, o; und
— (6} +0%), so geht die erste der allgemeinen Transformationsformeln (2) iiber in

Oy = 0y C0s? (¥, x) + a3 cos? (x', y) — (07 + 0y cos? (¥, 2).
Soll das zur x’-Richtung senkrechte Flichenelement normalspannungsfrei sein,
so sind die Richtungskosinus seiner Normale der Bedingung
o} cos? (', x) + oy cos? (x, y) — (o7 + 0%) cos? (x/,2) =0 (14)
unterworfen. Weil die Koordinaten x, y, z eines beliebigen Punktes dieser

Normale den Richtungskosinus cos (%', %), cos (%, ¥), cos (#', z) proportional sind,
so kann man (14) auch in der Form

oy %+ oy — (0 +05)2=0 (15)

schreiben. Diese Gleichung besagt, daB die Normalen aller normalspannungs-
freien Flichenelemente des Deviators einen Kegel zweiter Ordnung erfillen.
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Man iiberzeugt sich durch eine einfache Rechnung davon, daB jede zu einer
Erzeugenden senkrechte Ebene durch die Kegelspitze den Kegel in zwei zuein-
ander senkrechten Erzeugenden schneidet. Es sei ndmlich (x,, ¥, ;) ein beliebiger
Punkt des Kegels, so daB3

o741+ oy yi— (07 +05) 2§ =0 (16)
ist; dann definiert dieser Punkt eine Erzeugende des Kegels, deren durch die
Kegelspitze gehende Normalebene N die Gleichung

¥xx+yn+25=0 (17)
hat. Eliminiert man z aus (17) und aus (15), so stellt die erhaltene Gleichung

[0 85— (0} +05) 2] =2 (0% +05) m vy 5y + [0y H— (07 + 65) y3] 2 =0 (18)

die Projektion der beiden Schnittgeraden der Ebene N und des Kegels auf die
(%, v)-Ebene dar. Definiert man jede dieser Schnittgeraden durch einen ihrer
Punkte (x,,y,,2,) und (x3,¥3,25), so entnimmt man der letzten Gleichung

P2y Vs Ftravs 2(07+05) %1 3 Y2 Y3 _ 0V A — (07 +0%) 4} (19)
X ¥3 %2 X3 0y 2} — (074 o}) ¥}’ ¥y 7y 02— (074 o0))yt’

Andererseits gilt, da alle Geraden der Ebene N auf der Erzeugenden durch den
Punkt (xy, v,,2,) senkrecht stehen,

XXy + Vo¥y + 222, =0, Xg % + Y3V + 232 = 0. (20)
Sollen die Schnittgeraden auch aufeinander senkrecht stehen, so muf3
Xg X3+ Va Vs + 2223 =10 (21)

sein. Fiihrt man das aus den Gleichungen (20) folgende Produkt

1
Ry 23 = El [x2 X3 %7 + Yo V3 V1 + (%2 V3 + Yo %3) %, yl]
in (21) ein, so erhidlt man die Gleichung

@+ 2+ 0+ o)+ BT g =0,

¥g ¥y Xy ¥3

welche mit (19) nach kurzer Rechnung in (16) tibergeht, so daB also die Bedin-
gungsgleichung (21) in der Tat erfiillt und somit folgender Satz bewiesen ist:

In jedem deviatorischen Spannungszustand gibt es oo! Tripel von auf-
einander senkrechten Flichenelementen, welche normalspannungsfrei sind.

§ 2. Der Verzerrungszustand.

9. Endliche Verzerrungen. Zur Beschreibung des Verzerrungszustandes
eines ruhenden oder bewegten elastischen Kérpers beziehen wir seine Punkte
auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz (x, y, z), welches derart materiell mit ihm
verbunden ist, daB es im unverformten Korper eine vorgeschriebene Lage hat.
Auch jetzt beschranken wir uns, wie schon bei der Untersuchung des Spannungs-
zustandes, auf einen einzigen Punkt P(x, y, z) und stellen uns die Aufgabe,
den Verzerrungszustand der unmittelbaren Umgebung dieses einen Punktes
mit Hilfe seiner Verschiebungskomponenten oder kurzweg Verschie-
bungen u, v, w, welche als bekannte Funktionen der Koordinaten z, Y, 2 VOr-
ausgesetzt sein mogen, darzustellen.

Zu dem Zwecke legen wir durch P noch drei neue Koordinatenachsen %, Y, 2,
die zu den Achsen ¥, y, z parallel sind und sich bei der Verzerrung parallel zu
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sich selbst mit P bewegen. Ein Nachbarpunkt @ von P habe im unverzerrten
Zustand beziiglich dieses beweglichen Koordinatensystems die Koordinaten %, y,z,
im verzerrten Zustand die Koordinaten x,, ¥;, 2,. Dann gilt die Taylorsche
Entwicklung

ug_up+[( D+ G+ (50)
so=or +[(52) 7+ (55, +
ZWQ——ZWP-l-[(a) =+ (52), 5+ (

und also fiir diese Koordinaten

R\
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N

N

[
|

[]

)]+ ), ()4 ) 2]
o)+ 5|5+ () + (52),] 7o
20,7+ a0, 22,5+ 2]

Liegt der Punkt Q so dicht bei P, da3 die Glieder, die in x, ¥, z quadratisch
oder von hoherer Ordnung sind, vernachlissigt werden diirfen, so kann man

Q@ D
xR
& ™
Sy

Y

=+ too—vr) =5+ |(55) F+ (52) 5

fi=7+ o) =+|(57) F+(35),

+
I
ml D
N |
Y
+

QD

R
QD
A

"{J
Se

schreiben
5‘1:[1‘1‘(%) }2’+( > y+ (%;) F=apn¥tapy+agz,
o= (57 ) 2+ L4 (5] 7+ (52), FmmFtamitani, | @
z

Hieraus geht hervor, daBl die Verzerrung der nichsten Umgebung eines
Punktes als homogen betrachtet werden darf, so dal Punkte, die im unver-
zerrten Zustand auf einer Geraden bzw. in einer Ebene liegen, auch nach der
Verzerrung auf einer Geraden bzw. in einer Ebene liegen. Parallele Strecken
bleiben parallele Strecken und werden alle in demselben Verhiltnis verlingert
oder verkiirzt. Eine kleine Kugel wird in ein Ellipsoid verzerrt und zwar so,
daB je drei senkrechten Durchmessern der Kugel drei konjugierte Durchmesser
des Ellipsoids entsprechen.

Um sich ein Bild von der Verzerrung machen zu kénnen, braucht man also
nur die Lingen- und Winkelinderungen dreier Linienelemente durch P (fiir
welche man durchweg zueinander senkrechte Linienelemente wihlen wird) zu
kennen.

Wir fragen nun erst allgemein nach der Abstandsinderung zweier unendlich
benachbarter Punkte P(x,y,z2), Q(x+dx, y+dy,z+dz), deren Lagen P,
und @, nach der Verzerrung die Koordinaten haben

Py: x4 u, v+ v, 24+ w,
Qr: (x+dx)+ w+du), (y+dy)+@w+dv), (+42)+ (w+dw).

Mit PQ =dl, P,Q, = dl, erhilt man
PLO% =dlt=(dx+ du)® + (dy + dv)2 + (dz 4 dw)2. 3)

Biezeno-Grammel, Dynamik. 2
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Ersetzt man in den Formeln (1) #, ¥, z durch dx, dy, dz und dementsprechend
(wp—wup), (vg—vp), (wg—wp) durch du, dv, dw, so erhilt man unter Vernach-
lassigung der Glieder hoherer Ordnung

b} 7 0
du:a—:dx—l—%dy—l——‘%dz

v 6v ov
dw dx+ dy—{—az

und (3) 148t sich also in der Form schreiben

Alf = (14722 A2% + (L4 pyy) 4y® 4 (1 + 722) 42" + (5)
+2y,dydz4-2y,d28x+2y,,dxdy
mit

ou ou \? ov ow \2
v =250+ (g5) + (o) +(5)
ov ou \2 ov ow \?2
m =2+ (%) +5) +(5)

ow ou \2 ov \2 ow \?2
ya :2—+<5> +<5) +<3_z> ’ (6)
ou Ou ov 0v ow Ow
Ve = 6z+ +ay % Tay o T oy a2
ou Ou ov 0v ow Ow
Vix 6x+62+3z3x+6zax+6zax

ou Ou ov oOv ow ow
Vay 6y+3x+6x6y+3x6y+3x6y

Fiir einen Punkt @, dessen Koordinaten (x4 dx, y, 2) sind, gilt nach (5)
ag =01+ y,,,,) dx?. (7)

Bezeichnet man allgemein den Ausdruck “2=% 15 die zu der Richtung von 4!

dl
gehorige Dehnung A, so liest man aus (7) ab, daB die Dehnung 4, in der
x-Richtung den Wert

1+ yrrdr—d

¥ fo=Y B =T+ yu—1  (8)
£ hat. Ebenso erhilt man fiir die Dehnungen 4, und
g A; in der y- und z-Richtung

= 5> h=Vltww—l, A=YItyp—1 (9

Abb.14. Drei benachbarte Punkte. ~ Hiermit sind die GroBen .., py, und y,, geome-
trisch gedeutet.

Betrachtet man weiter die Punkte P(x, y, 2), Q(x+dx, y,2), R(x, y+4dv, z),
so kann man (Abb. 14) die neue Linge Q; R, des Linienelements QR auf zweier-
lei Weise bestimmen: erstens, indem man im Dreieck P, Q, R, den Kosinussatz
anwendet, zweitens, indem man mit Hilfe von (5} die neue Linge desjenigen
Linienelements durch P bestimmt, dessen Komponenten im unverzerrten Zu-
stand (—dx, dy, 0) sind. Bezeichnet man den Winkel Q; P, R; mit ¢,,, so gilt

(14 pax) @22 + (1 + 739) 82— 2 Y (L + 72s) (L + pyy) dx dy cOS @,y =
=(1 +7xx) dx? 4 (1 +Vyy) dy?—2y,,dxady,
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so daB man die erste der drei folgenden Formeln erhilt, aus der durch zyklische
Vertauschung die beiden anderen hervorgehen:

S S ' B - =10
V(1 +ya2) (147 yy) P Vltyyy) 147z 8 Pur= 1/(1+Yzz)(1+)/xx) o)
Hiermit haben auch die GroBen y,;,¥;, ¥y €ine geometrische Bedeutung erhalten:
sie bestimmen die Winkeldnderungen derjenigen Linienelemente durch P,
die den Koordinatenachsen parallel sind.

Weil die y.4, Y4y, ¥2; die Lingendnderungen dieser Elemente definieren,
so geben die sechs GroBen yux, Yyy, Y, Pyz, Vax, Yay den Verzerrungszustand
des Punktes P vollkommen an; man kann sie also als die Komponenten
des Verzerrungszustandes oder kurz als die Verzerrungen bezeichnen.

COS Quy=

10. Der Verzerrungstensor. Die Frage liegt nahe, wie die soeben erhaltenen
Verzerrungskomponenten sich dndern, wenn man der Beschreibung des Ver-
formungszustandes ein anderes rechtwinkliges Koordinatensystem (x',v',2")
zugrunde legt.

Zu ihrer Beantwortung driickt man die Linge d/,= P, (Q, des verzerrten
Lininienelements P Q nach (9, 5) das eine Mal mittels der GroBen y,,, ..., ¥y, ...
und der Komponenten dx,dy, dz, das andere Mal mittels der GroBen y., .
Yy, ... und der Komponenten dx’,dy’, dz’ aus. Man erhilt dann

Al = (L4 7s) 2% 4 (L+py) @y* + (1 +yu) 422 + 29y dy dz +
+ 2y, dzdx + 2y, dx dy
= (14 yow) A5 (L4 pyy) @Y+ (14 yry) d22 420 dy'dz' +
F 2y d dx'+ 2y dx’dy’.

Zwischen den zum selben Linienelemente gehérigen GréSen dx, dy,dz und
dx', dy’, dz’ bestehen aber die Beziehungen

ey

dx = cos (&', x)dx’ + cos (v',x)dy" + cos (z',x) d
dy =cos (x',y)dx’ 4 cos (v',y) dy" + cos (z',y) dz
dz = cos (x',2) dx' -+ cos (y',2) dy’" + cos (2',z) d2.

(2)

Fiihrt man diese Ausdriicke in (1) ein, so kommt eine homogene quadratische
Gleichung in d«’, dy’, d2’, welche fiir alle Werte dieser Grofen befriedigt sein
muB. Somit miissen die Koeffizienten von dx'2, dy'?, dz'2, dy' dz’, dz' d«’,
dx'dy' je fiir sich verschwinden. Dies ergibt
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und entsprechend zyklisch weiter, wobei zur Erzielung einer symmetrischen
Schreibweise davon Gebrauch gemacht wird, daB bei den GroBen y die Zeiger
gemif (9, 6) vertauschbar sind (yy: = Yay, Y22 = Yz, Pay= ys). Auf Grund dieser
Transformationsformeln (vgl. Ziff. 8) haben wir die Verzerrungskomponenten
Vx> VYyy> Vasr Vys» Yz, Yy als Komponenten eines symmetrischen Tensors an-
zusehen.

PAd
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Kehren wir noch einmal zur Formel (9, 5) zurtick und dividieren beide Seiten
durch 472, so nimmt sie mit dx/d!=cos a, dy/dl=cos f§, dz/di= cos y folgende
Form an:

( @ >2= (14 ¥2x) cos®a + (14 pyy) cos® B + (14 ps) cos?y +

ar 4
+ 2y, cos fcosy + 2y,, cosy cosa 4 2y, cos « cos f§ “

oder, wenn noch (21/d])) cos =%, (dljdl))cosB=Y, (di/d]))cos y=2z gesetzt wird,

(T4 y22) B4 (1 4py) 2+ (L4 90) 22429y 2+ 290,22 + 2y xy=1. (5)

Weil %, y,z die Koordinaten des Endpunktes eines in der Richtung («, f,7)
laufenden Fahrstrahls von der Linge dl/dl, sind, erhalten wir den Satz:

Wird von einem Punkte P aus in jeder Richtung ein Fahrstrahl gezogen,
dessen Linge gleich dem Kehrwert des zugehérigen VergréBerungsverhilt-
nisses d4,/dl ist, so erfiillen die Endpunkte dieser Vektoren eine Fliche zweiter
Ordnung, und zwar (weil das Verhiltnis d/,/d! stets von Null und unendlich ver-
schieden ist) ein Ellipsoid, das sogenannte reziproke Verzerrungsellipsoid.

Weil das Ellipsoid beziiglich seiner eigenen Symmetrieachsen eine Gleichung
von der Form

(U 1) 72 4 (L y) 772 + (14 pg) 72 = ®)

besitzt, sind offensichtlich die zu diesen Achsen gehérigen Verzerrungskompo-
nenten 7,3, ¥s; Und y;, gleich Null. Es gibt also in jedem Punkte drei und im
allgemeinen nur drei zueinander senkrechte Linienelemente, die auch nach der
Verzerrung noch senkrecht zueinander stehen. Die Richtungen dieser Elemente
werden als Hauptrichtungen der Verzerrung bezeichnet, die zugehérigen
Verzerrungen 9y, Ya2, Vas als die Hauptverzerrungen.

Die Achsenrichtungen einer Fliche zweiter Ordnung sind dadurch aus-
gezeichnet, daB sie senkrecht zu ihren konjugierten Durchmesserebenen stehen.
Weil fiir die Fliche (5) die Gleichung der zur Richtung («,$,y) konjugierten
Durchmesserebene

[(1+y.x) coso +pay €08 B+ COS Y] % + [yyzcos o+ (L+yy) cos B+ y,.cos y]y -+
+ [Y2x COS ot + ¥y cOS B+ (1 + pa) cOs y] 2 =0

lautet, so gelten fiir die Richtungskosinus einer Hauptrichtung der Verzerrung
die Beziehungen
(14 yxz) COS & + Yy COS B+ YazcOSY _ yyrcosa + (1+yyy) cosp 4 yyzcosy
cosa - cosf -
V25 COS & 4 Yzy €08 B + (14 9,) cosy
cosy

(7)

Setzt man den gemeinschaftlichen Wert der Briiche (7) gleich 141", so lassen
sich die Gleichungen (7) in die Form
(yxx — I') cOS ot + 95y cOS B + 45 cOSy = 0,
yyz €08 ot + (pyy — I') cos B+ y,, cosy =0, (8)
Vax €OSA + Y5y €05 B4 (s — I') cosy =0
bringen. Die zu den Hauptrichtungen gehérigen I'-Werte I'y, I',, I'y geniigen
also der Gleichung
Vrzx — r Vzy V273
Vyx Vv =1 vy =0. 9)
Vex Vay Vao— 1T
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Die Verhiltnisse der Richtungskosinus cose,, cosf,, cosy, (i =1,2,3) der zu
I (#=1, 2, 3) gehérigen Hauptrichtung sind durch zwei der Gleichungen (8) be-
stimmt, nachdem in diesen Gleichungen I" durch I ersetzt worden ist.

Man beweist leicht, daB die GréBen I'y, Iy, I'; selbst die Hauptverzerrungs-
groBen yy,, Yss, vas bedeuten. Denn geht man in die Gleichung (5) mit den
Transformationsgleichungen

x = x"cosoy + V' cos oy + 2" cos g,
y=x"cosf; + ¥ cos B, + z' cosf, (10)
z=12x"cosy; + ¥ cosy, + 2’ cosy,

ein, so erhilt man z. B. fiir den Koeffizienten (1+yy,) von x'2

(A4 yu) = (L4 y.a) cos?ay + (14 pyy) cos? By + (14 p,) cos?y+

+ 2y cos By cosyy + 2., cOSp; COSay 4 29,y COS oy COS By
= [(1 4 Yxx) cOS oty + Yy €OS By + Yz COSY,] COS 0y +
+ [yys cos g + (L+ 9yy) cos fy + py, cos 71) cos By +-

+ [yax cOS 0 + 92y cOs By + (1 + p2) cos 1] cos
oder nach (7)

(4 yu) = (14 Ty) (costay + cos?fy + costy) = 14+ Ty (1)

Weil hiernach den Wurzeln der Gleichung (9) eine geometrische Bedeutung zu-
kommt, die unabhingig von der Wahl des Koordinatensystems ist, so miissen die
Koeffizienten dieser Gleichung fiir alle méglichen rechtwinkligen Achsenkreuze
einen festen Wert haben. Wir erhalten also die folgenden Invarianten des
Verzerrungszustandes:

Var T Vyy + Ve = Y11 + Va2 + Va3,
Vyy Var— V52 Vaa Vax—Vix + Vax Yoy —Viy = Va2 Vas T VsV + Yn P2, | (12)
Vax Vyy Ve T 2 V92 Var Vay — Vax Vs — Vyy Vir — VuViy = Y Va2 Vas-

Mit den Hauptrichtungen der Verzerrung und dem auf sie bezogenen
reziproken Verzerrungsellipsoid 16t sich die Gestalt- und Lagednderung der
Umgebung eines Punktes anschaulich beschreiben. Diese Umgebung erfihrt
nimlich erstens als Ganzes (abgesehen von der Verschiebung u, v, w) eine
Drehung w, welche die Hauptrichtungen der Verzerrung aus ihren urspriinglichen
Lagen in ihre neuen Lagen iiberfithrt, und zweitens noch eine Gestaltinderung,
welche durch die Lingen der Hauptachsen des reziproken Verzerrungsellipsoids
bestimmt ist. LaBt man dieses Ellipsoid bei der Verzerrung von den Haupt-
achsen mitfithren, so gibt jede Halbachse den Kehrwert des Verhiltnisses an,
in welchem die in dieser Achsenrichtung gemessenen Koordinaten vergréfert
werden miissen. Man nennt die Drehung und die Gestaltinderung mit
anderem Sprachgebrauch als am Schlul von Ziff. 9 ebenfalls Komponenten
der Verzerrung. Der Betrag w der Drehung sowie die Richtung der zugehérigen
Drehachse ist bestimmt durch die gegenseitige Lage der Hauptrichtungen der
Verzerrung vor und nach der Verzerrung. Wie die Richtungskosinus dieser
Achsen in beiden Lagen berechnet werden kénnen, ist vorhin auseinandergesetzt
worden. Weil wir aber von diesen GréBen des endlichen Verzerrungszustandes
weiter keinen Gebrauch machen werden, so sehen wir von der etwas um-
standlichen Rechnung hier ab.

11, Die riaumliche Dehnung. Wir betrachten jetzt ein unendlich kleines
Tetraeder mit dem Volumen 4V, dessen Eckpunkte P, Q, R, S die Koordinaten
(%, 9, 2), (x-+dx,y,2), (x, y+4dy, 2), (%, ¥, 2+ dz) haben mbgen, und bestimmen



_. 99 __
I,12 Kap. I: Grundgesetze -der Elastomechanik.

den Inhalt dV, dieses Tetraeders im verzerrten Zustand P, Q,R;S;. Bezogen
auf das in Ziff. 9 eingefiihrte und mit P mitbewegte Achsenkreuz %, y, z haben
die Punkte Q,, R;, S; folgende Koordinaten:

ou v ow
Ql' dx—‘l—ﬁdx, de, de,

. Ou ov ow
Ryt 5ray, ay + 5,49, oy Y
ou av w
Sl' %?dz, %*dz, dz—i—’é;‘dz
Der Inhalt 4V, ist somit
0 0 0 1
i ov ow l—i—% ov ow
| (A3 +godn o dx dx 1 gx ox  Ox
av,== ¥ ¥ * =| ou 8v  ow |dV. (1)
6) ou ov dw 1= =
—dy dyt.—dy -dy 1 oy oy 0y
oy oy dy on o0v 1+8w
u v dw - = -

Wird die rdumliche Dehnung mit 4, bezeichnet, so ist also

ou ov ow

Mtor % ax

an du v ow
av=1th= 5 1+ 5 | @)

ou ov ow

2 o Yt

Quadriert man diese Gleichung, so erhilt man nach dem Multiplikationssatz
fiir Determinanten und mit (9, 6)

I+ 9 Vo Ve
(I+4)2= 7 I+ 7m | 3)
Vax Vay 14 Va
Hiermit ist 4, durch die Verzerrungskomponenten y ausgedriickt und zwar,

wie man erwarten konnte, in invarianter Weise. Denn wenn man die Diagonal-
glieder der Determinante (10, 9) in der Form

I+ 7)) —Q+T),  (Atpy)—Q+1),  (Q+ye)—Q+ 1)

schreibt und (1+1I") als neue Unbekannte auffafBt, so ist die Determinante
(3) einfach das konstante Glied der transformierten Gleichung (10, 9), deren
Koeffizienten ja als invariant festgestellt sind. Ausgedriickt in den Hauptver-
zerrungen ist also

(14242 = (1+ Y1) (1+ Y29) (14 ¥s5) - (4)

12, Unendlich kleine Verzerrungen. Wenn man sich auf Verzerrungen
beschrinkt, bei denen GréBen von der zweiten oder héherer Ordnung in #, v, w
und deren Ableitungen vernachlissigt werden kénnen gegen solche erster Ordnung,
so vereinfachen sich die Ausdriicke (9, 6) fiir die Verzerrungskomponenten zu

ou ov 0w
Vxxzzﬁs }’yy:zW’ ’}’22225, (1)

v ow dw | Oun ou v
=ty YT et YT gyt
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Dementsprechend findet man jetzt fiir die Dehnungen 4, 4y, 4. (9, 8) und (9, 9),
welche wir bei unendlich kleiner Verzerrung in der Regel mit &,, &y, €. bezeichnen,

ou ov ow
G=g, &=, &= (2)
und fiir die Grofen ¢ (9, 10)
ov ow ow ou ou ov
cos%,:W—}-W, cosq;z,,zﬁ—i—?;, C05¢xy:W+'a}“- (3)

Weil die Winkel ¢ sich nur um einen unendlich kleinen Betrag o von 7/2 unter-
scheiden, so daB fiir ihre Kosinus einfach diese Winkelunterschiede geschrieben
werden diirfen, so gilt fiir die Winkelinderungen y,,, ¥,,, ,, der urspriinglich
rechten Winkel (y, 2), (2, %), (%, v)

dv dw ow ou Ju ov
Y=gt Tt Vo=, T )

Die rdumliche Dehnung 2,, welche wir bei unendlich kleiner Verzerrung in
der Regel mit e bezeichnen, berechnet sich nach (11, 3) aus

0 0
1+e=]/1+2<2—:+%+~£>

und wird also

on v w
e:W’FW’F'gzax‘Fsy‘l‘&z- (5)
Aus (2) und (4) folgt ferner
Pu_ Oey Pu _ Oyuy gy Pu _ Oy.x _ Og
oxt ox°’ oy 0y ox ° 022~ 9z ox

und zyklisch weiter, sowie

%u 1 oYy, Oy, Oy 0%u Oex 2u  Oex
oy oz _?<— ox + oy + oz )’ 020x oz’ oxdy ~ 0y
und zyklisch weiter. Weil

o Pu_ 9 Pu 0 Pu_ 9 Pu 0 Pu_ 9 Pu 0 Pu_ 0 PFu
dx 9y2 ~ 9y 0x0y’ 0z 0y Oy 0y0dz’ dx 022 0z 9z9x’° @y 022 0z 0y 0z
und zyklisch weiter gilt, so folgen aus diesen Gleichungen insgesamt zwolf
Differentialbeziehungen zwischen den Verzerrungen, welche sich auf die folgenden
sechs reduzieren:

Pyy, _ OPey | Pey Pex _ 0 (_ ﬁ”ﬁ?’i+_awzx + Oyxy >

0y 0z 022 oy?’ oyodz ~ 0x ox oy oz )’

Py 0%y | Oey ey 0 Oyy:  Oyux Oyzy )

0z0x = 0x? + 072’ 2 0z8x 0y + ox oy + 0z )’ (6)
Py _ 0%ey ey ¢, __a_<+ Oy, Oy, . atpxy>

oxdy _8_9/2*-*_%2_’ oxdy ~ 0z ox oy oz | °

Die Gleichungen (6) sind die sogenannten Vertriglichkeitsbedingungen
des Verzerrungszustandes.

Fiir die am SchluB von Ziff. 10 besprochene Zerlegung der Verzerrung in
ihre Komponenten 148t sich jetzt die Drehung w leicht bestimmen, indem man
auf die Gleichungen (9, 2) zuriickgreift und diese in die Form
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= (Sl -Gl + e+ S+ G-
IS B N
EIZH(%JF%)—(% z—w)}”é'[(aﬂ‘y)ﬂ%—%)]”(H%)f

bringt. Beachtet man nidmlich (1) und setzt noch zur Abkiirzung

1 /0w ov 1 /0u Jw 1 /ov u 8
W =5 <a—y—ﬁ>’ “’r?(%*?})' “’z*?(ﬁ“ﬁ)’ (8)
so kann fiir (7) — aber nur bei unendlich kleiner Verzerrung — geschrieben
werden

=043V X+ 5V +3Vuz+0-2T—0, 7+ 0,7,
5’1—17%7?"‘( "‘%Vyy)y+177y22+mz7_‘+0'5’—wx§, 9

_oyzxx+ yzyy+( +—é‘7zz)5~—wy7_€+wx5’+0'§

Hieraus folgt, daB die Transformation (9, 2) in unserem Falle aufgefaBt werden
kann als die Summe der beiden Komponenten

72’1:(1‘*“12‘7::::);“'_%7”&'}"%7“5 971’=0'7_‘—wz?+wy5,
=% V% + (143 + ¥ ypz,(10a) und ¥'=w, ¥+ 0 y—w,z, (10b)
Ei— VexX + % '}’zyy‘l‘( + % Vu) 2 2 =—wy*+w,y+0-z
mit den Verzerrungstensoren
"%"}’xx %79@ %yﬂ 0 —w, Wy
Di= 47 4V 47s| (113) und Dy=) o; 0 —w,|.(11b)
TVix YV FVm —wy w; 0

Die zweite Transformation (10b) bedeutet, weil die GréBen «w unendlich klein
sind, eine Drehung mit den Komponenten w,, w,, o, beziiglich der Koordinaten-
achsen.

DaB diese Drehung wirklich mit der am SchluB} von Ziff. 10 genannten Dreh-
ungskomponente iibereinstimmt, zeigen wir indirekt dadurch, daB wir die Trans-
formation (10a) mit der dort besprochenen,Gestaltinderung identifizieren (alles
natiirlich wieder unter der Voraussetzung unendlich kleiner Verzerrungen).
Dazu ist nétig zu beweisen, erstens, daB3 es bei der Transformation (10a) drei
zueinander senkrechte Richtungen gibt, die in sich selbst iibergefiihrt werden,
zweitens, daB diese Richtungen mit den in Ziff. 10 bestimmten Hauptrichtungen
der Verzerrung zusammenfallen, und drittens, daB die VergréBerungsverhiltnisse
in diesen Richtungen iibereinstimmen mit den Werten, die aus den Hauptachsen
des reziproken Verzerrungsellipsoids folgen.

Nun ist jede in sich selbst transformierte Richtung («, B. ) der Transforma-
tion (10a) dadurch ausgezeichnet, daB fiir jeden Punkt % = cos a, ¥ = cos 3,
z =cosy sein muB

=(+4mx, yi=Q1+30y, Z=(1+31p)7,
wo (14+ % y) das zu der Richtung («,f,y) gehorige VergroBerungsverhiltnis
bedeutet. Fir eine solche Richtung gelten also nach (10a) die Gleichungen
(Yxe— ) COS & + Y4y COS B + ppz cOsy = 0,
Vyz COS & + (pyy — ) €08 B + py, cosy =0, (12)
Yoz COS & + Yy c0s B+ (¥, — u) cosy = 0,
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Dieses Gleichungssystem stimmt in der Form vollkommen mit dem System
(10, 8) iiberein, so daBl, wenn man dort zu unendlich kleinen Verzerrungen
ibergeht, die durch (10, 8) und (10, 9) und die durch (12) definierten Achsen
in ihren Richtungen wirklich {ibereinstimmen. DaB} auch die in diesen Richtungen
auftretenden VergréBerungsverhiltnisse paarweise gleich sind, erkennt man,
wenn man diese Gréfen aus den zugehorigen (und unter sich gleichen) I™- und
u-Werten berechnet. Betrachtet man z. B. die Werte I'; = 4, so ist das zugehérige
VergréBerungsverhiltnis in der Transformation (10a) (14 Lu)=14417,
wihrend nach Ziff. 10 die entsprechende GroBe gleich dem Kehrwert der zu-

gehorigen Ellipsoidhalbachse, also nach (10, 6) gleich )14 9, ist. In der Tat
gilt aber bei unendlich kleiner Verzerrung

1+‘1§F1: V1+711,

weil, wie bereits durch (10, 11) bewiesen, y;, = I ist.

Der zu der Transformation (10a) gehoérige Verzerrungstensor D; kann selbst
wieder in einen Kugeltensor D; und einen Deviator Dy zerlegt werden,
indem man schreibt

¥ Wax vy + Y2 0 0
D'1 = 0 T]f (Vxx + vy + '}/zz) 0 (13)
0 0 & Vaox + vy + V1)
und
& CVu— Yy —Vu) ¥ Yy 3V
Dy = 3V & Yy —Vu— V) TV - (14)
3 Var 5 Ve § Cya—Ya—yy)

Bei der Verzerrung D; treten keine Winkelinderungen auf (weil die Komponenten
Vyz» Vax» Yy Null sind}, in allen Richtungen ist die Verlingerung oder Verkiirzung
gleich und vom Betrage | . . 5, 1
?(E{ ’a?‘LW) =3¢

also gleich dem dritten Teil der rdumlichen Dehnung. Die Verzerrung D; ent-
hilt also die ganze Volumdehnung (die ja durch die Summe der Diagonalglieder
dargestellt wird). Bei der Verzerrung D dagegen tritt keine Voluméinderung
ein, weil die Summe der Diagonalglieder Null ist.

Die allgemeine (unendlich kleine) Verzerrung der Umgebung eines Punktes
kann also aufgefaBBt werden als die Uberlagerung einer Drehung o mit den
Komponenten (8), einer gleichférmigen Dehnung ohne Gestaltinderung
gegeben durch den Kugeltensor (13), und einer volumfesten Gestaltdnderung,
gegeben durch den Tensor (14).

In einem deviatorischen Verzerrungszustande gibt es unendlich viele Linien-
elemente, die keine Verlingerung erleiden. Dies sind diejenigen Elemente,
deren Fahrstrahlen im reziproken Verzerrungsellipsoid die Lange 1 haben.
Die Gleichung dieses Ellipsoids, bezogen auf seine eigenen Symmetrieachsen,
lautet nach (10, 6)

A+ yu) 22 + (14 722) ¥2 + (I+yp)z2=1 mit yy+7ye+7s=0,
und es handelt sich also um diejenigen Punkte, fiir welche
Aty =1
ist. Die von ihnen bestimmten Richtungen erfiillen, wie leicht ersichtlich, einen
Kegel mit der Gleichung
Y ®? 4 Y ¥2— (yn + 722) 2 = 0. (15)
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In Ziff. 8 wurde festgestellt, daB ein solcher Kegel orthogonal ist, so daB es beim
deviatorischen Verzerrungszustande oo! Tripel von (im Anfangszustande) auf-
einander senkrechten, dehnungslosen Richtungen gibt. Im verzerrten Zustand
geht ein solches Tripel orthogonaler Richtungen natiirlich in drei schiefwinklige
Richtungen iiber.

Gegeniiberliegende Seitenflichen eines nach einem solchen Tripel von Geraden
orientierten Elementarquaders erfahren somit nur relative Verschiebungen,
jedoch (bis auf einen unendlich kleinen Betrag hdherer Ordnung) keine Abstands-
inderungen.

Da bei den meisten technischen Werkstoffen die Verzerrungen so klein sind,
daB sie als unendlich klein betrachtet werden kénnen, so werden wir gemif
(1) bis (4) von jetzt an in der Regel

Exs Eys €25 YWyz, YWax, Yay statt é‘ Vx> ‘% Vyys '!Q"}’zz, Vyzs ’})zxy Yy (16)
schreiben.

§ 3. Die Beziehungen zwischen Spannungs-
und Verzerrungszustand.

13. Das Hookesche Gesetz. In §1 und § 2 haben wir den Spannungs- und
den Verzerrungszustand eines Punktes je fiir sich untersucht. Jetzt handelt es
sich darum, einen Zusammenhang zwischen beiden herzustellen. Dabei be-
schrinken wir uns auf isotrope, homogene Koérper, d. h. auf solche Stoffe,
bei denen es in keinem Punkt eine bevorzugte Richtung fiir die elastischen Eigen-
schaften gibt, und bei denen auch von Punkt zu Punkt diese Eigenschaften
dieselben sind.

Die Erfahrung lehrt, daB beim geradlinigen Spannungszustand, wie er ja
in einem in seiner Lingsrichtung gezogenen oder gedriickten Stabe annihernd
verwirklicht werden kann, die Dehnung ¢, in der Zug- oder Druckrichtung bei
kleiner Verformung proportional zu der in dieser Richtung wirkenden Haupt-
spannung o ist, so daB man mit dem sogenannten Elastizititsmodul E

o=F¢g (1)

schreiben kann. DaB hierbei die Hauptrichtung der Spannung zugleich eine
Hauptrichtung der Verzerrung ist, folgt aus Symmetriegriinden. Zugleich mit
der Verzerrung ¢, in der Richtung der Hauptspannung o, tritt in jeder dazu
senkrechten Richtung eine Querverzerrung auf, die ebenfalls zu o, proportional
ist und also gleich —o;/mE gesetzt werden kann, wo 7 die sogenannte Quer-
dehnungszahl ist.

Betrachtet man nun einen riumlichen Spannungszustand und nimmt man
an, daB (im verzerrten Zustand) auch hier die Hauptrichtungen der Verzerrung
und der Spannung zusammenfallen, so ist der einfachste Ansatz fiir den
Zusammenhang zwischen Hauptspannungen o, 65, 03 und Hauptdehnungen
&, &, &3 derjenige, wonach bei gleichzeitiger Wirkung der drei Hauptspannungen
die von den einzelnen Spannungen erzeugten Verzerrungen sich algebraisch
addieren. In der Tat ist die geltende Elastizititslehre auf diesem Ansatz auf-
gebaut, welcher sich formelmiBig folgendermaBen ausdriickt:

b= %[0'1“‘% (02 + 0'3)] )

82=%[02—%(03 + 0'1)] ) 2)

&3 = %[03—%(0'1 + 0'2)] .



97 _

§ 3. Die Beziehungen zwischen Spannungs- und Verzerrungszustand. 1,13

Diese Gleichungen geben, aufgeldst nach a,, 0,5, 03,

o — mE <81+£1+62+63>’

m+ 1 m— 2
E
=iy (et BEata) 3)
E
O3 = mm+1 (83+ SIZE;%)'

Um hieraus den Zusammenhang zwischen den zu einem beliebigen Achsen-
kreuz (x, ¥, z) gehérigen Spannungs- und Verzerrungskomponenten zu finden,
hat man die Transformationsformeln (8, 2) und (10, 3) anzuwenden. Nennen
wir die Spannungs- und Verzerrungskomponenten beziiglich der Hauptrichtungen

' =1,2,3 .
t,j<;.: 1.9 3), wobel £, =0y, lyp=103, l3=203, lyg=1ty =1,=0
und
i=1,2,3 .
if <7'= 1,2,3>: wobei yy; =2, Yy =26, Vs3=2¢, Y3=7n="012=0,

und die entsprechenden GréBen beziiglich der Richtungen x, v, 2

rT=4,9,2
trs .
s=ux,9,2

und

);WObel txx:O'xx; tyy:Uyy; tzz:O'zz; tyz:‘ryz; tgx=sz, fxy=7xy

r=2x,9,z .
yrs (S = x, Z, Z)’ Wobel y,,=28;, Yy =28y, V=28, Vyr="Vy:, Vir="Pex, Yy=VYay>

so lauten die Transformationsformeln

Moo
M.

b= t,; cos (r,1) cos (s, 1) (4)

1=17=1 rT=%,92
und (s:x,y,z

i €08 (7, ) cos (s, 1) )

i
-

l
(P
DM

?’fs

-
I
-

1=1

oder, weil alle #; und y;; fiir 447 Null sind,

3
ts= D' ticos(r,1)cos (s, 1), (6)

1=1
3

Yrs= D Vi €08 (7,1) cOS (s,1). (7N

1=1

Schreibt man die Gleichungen (2) in der Form

1 1 .
‘}’iiZ%[ﬂtu_Wt] mit  t=o0y+ 0y +03=0x+ 0y + 0,
so liefert die Einsetzung in (7)
_2m+1) . L2 ) .
V=", 1;13“ cos (7,7) cos (s,7) — —— t,g; cos (7, 7) cos (s, 7)

oder wegen (6)

3
2(m+1) 2 . .
= ———1t > cos(rt)cos(s,1).
Vrs mE " wmE é;
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Fiir r=s ist Y'cos (7,%) cos (s,7) = Ycos? (#,4) =1, fiir » 4 s dagegen gleich Null.
Der gesuchte Zusammenhang zwischen den GroBen ¥rs und ¢, ist also

2 1 2
Vir= UZ; )tn—mE t (r=x1y,2
. (m+1)t rT=2x,9,2 (rs) )
Vs == mE s (s:x,y,z
oder in der gewohnlichen Schreibweise [vgl. (12, 16)]
1 1 1
exzf[m;; G"“** Gx‘*’ay‘f"az]:f{ - (O':V_I"Uz)],
1 1
sy:%[m;n*- G_'— Ux+ay+0z] f[a:v_-— (Gz+0x)] (9)
1 1 1
Szz%[m; O O'x+Gy_l“az]:'f[az_—(gx‘l‘ay)],
Yyz = %z— » Yex = T(z;x s Yay = Téy
mit dem sogenannten Schubmodul
mE
C=50mrD) (10)
Die Umkehrung der Glelchungen (9) lautet
- <s ex + &y + &
Oz = m + 1 m— 2 ’
_ ( ext+e&y + & )
y - m + 1 m— 2 ’ (11)

o Ex+ &y + &
g, = m+1 <z+_~m_2 >

Tyz = Gwyz: szZG’sz’ ‘t'xyZGT/)xy-

In Ziff. 8 und 12 ist gezeigt worden, daB3 sowohl der Spannungstensor T wie
der Verzerrungstensor D; in einen Kugeltensor und einen Deviator zerlegt
werden kann. Vergleicht man die beiden Kugeltensoren (8, 12) und (12, 13),
von denen der zweite jetzt gemiB (12, 16) in den & geschrieben ist,

3oy +o0y+a) 0 0
T = 0 Yoy + 0y, + ) 0
Y 0 %(0x+ 0y +0))
und
e+ e+ &) 0 0
D= 0 Yt e+ &) 0 ,
0 0 3 (ex+ &+ &)

so erkennt man, dal ihre Komponenten zueinander proportional sind; es ist
nimlich nach (11)

Gx+0y+0'z—

(Ex + Ey + 82) (12)

Dieselbe Eigenschaft gilt fiir die Komponenten der beiden Deviatoren (8, 13)
und (12, 14), von denen der zweite jetzt ebenfalls in ¢ und g geschrieben ist,
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+Ror—oy—a,) Ty Tyz
T'= Tyx 1 (2oy—o0,—0y) Tyz
Tyx Tay 3 (2o,—or—o0y)
und
FRe—e—s) T Yz T Y
Dy= 3 ¥y 3R2ey—&—e) TPy ;
T Yo ¥ Yoy F(2e—e—eg)

der Proportionalititsfaktor wird hier nach (11) und (10)

20x—0y—0: _  _Txy _ .. _9( 13

2er— &y —&; Tty ) (13)
Zwischen den HauptgroBen dieser Deviatoren, welche wir (analog zu Ziff. 8)
mit o7, oy, —(0y +05) und &, &, — (& -+ &) bezeichnen, besteht also ebenfalls
die Beziehung

o _ o _ —(ol+a)
B T Tl T 2 e 2O

so daB die beiden in Ziff. 8 und Ziff. 12 behandelten Kegel, wie von vornherein zu
erwarten war, identisch sind, wenn sie sich auf denselben deviatorischen Span-
nungszustand beziehen. Diejenigen Tripel von orthogonalen Flichenelementen,
die nur Schubspannungen tragen, liefern in ihren Schnittgeraden diejenigen
Tripel von Linienelementen, die bei der Verzerrung keine Verlingerung oder
Verkiirzung erfahren.

Die Beziehungen (12) und (13) zwischen den Kugeltensoren und zwischen
den Deviatoren der Spannungen und der Verzerrungen kann man, wenn man
dabei noch auf (10) achtet, auf die folgende Form bringen:

,_ mE r_gm+1 ,
=2 Di=2"%_GD,
mE (14)
T'= o Dy =2GDy.

Dies ist die tensorielle Schreibweise des Hookeschen Gesetzes fiir den
homogenen isotropen Korper.

Den dritten Teil des in der ersten Gleichung (14) vorkommenden Moduls,
also die GroBle

mE 2 m41
3(m—2)_?m—2G~ (15)
nennt man den Kompressionsmodul, weil bei einem allseitig gleichméBigen
Spannungszustand ¢, = ¢,= 6,= ¢ die rdumliche Dehnung ¢(12, 5) nach (12) der
Gleichung

k=

c=ke (16)
gehorcht.

14. Die Verzerrungsarbeit. Wir betrachten im verzerrten Zustand einen
Elementarquader, dessen Seitenflichen senkrecht zu den Hauptrichtungen des
Spannungszustandes stehen, und wollen die von den Oberflichenkriften geleistete
Arbeit, die gleich der im Korperelement aufgespeicherten Forminderungs-
energie ist, bestimmen. Die Hauptspannungen und Hauptdehnungen seien
wieder g,, 0,, 0; und ¢, &, &, die Kantenldngen im unbelasteten Zustande seien
dx, dvy, dz.

Unjéer den unendlich vielen verschiedenen Arten, in denen das Korperelement
aus seinem unverzerrten Anfangszustand in den Endzustand iibergefiihrt werden
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kann, betrachten wir diejenige, bei der die Hauptspannungen von Null bis zu
ihrem Endbetrag so anwachsen, daB in jedem Zwischenzustand die jeweiligen
Hauptspannungen und Hauptdehnungen zu ihren Endwerten proportional sind
und also gleich poy, 1oy, oy und pe;, pe,, pey (0 < pu < 1) gesetzt werden
kénnen. Beim Ubergang vom Zustande g zum Zustande y +du wird dann eine
Arbeit geleistet vom Betrag

(14 pep) dy(1+peg) dzpoy-d(ue)dx+ (14 peg)dz(1+pey)dxpoy-d(ue)dy+
+ (1 +pe)dx(l+pey)dypoy-d(ues) dz

oder, indem man unendlich kleine Gréfen hoherer Ordnung vernachlissigt —dies
bedeutet, daB es in unserem Falle gleichgiiltig ist, ob man sich die Spannungen
auf die verzerrten oder auf die unverzerrten Flichenelemente bezogen denkt —

(o6, F 0385+ 0385 pdudxdydz.

Die in der Raumeinheit aufgespeicherte Forminderungsarbeit A4,
die wir weiterhin kurz die Verzerrungsarbeit nennen werden, ist also

A = (0181 058+ 035) fﬂdﬂ—7(0181+0282+0383) 1)

Je nachdem man in (1) mit Hilfe der Gleichungen (13, 2) und (13, 3) die GréB8en
&, &, & in den GréBen oy, 6,, g3 ausdriickt oder umgekehrt, erhilt man

1
A (0,03, 05) = G [—mtn}_ 1 (014 02+ 05)*— 2 (0205 + 030, + 010'2)J )
oder

A (e, €0, 8) = G[m:; (&1 + &+ &) —2(ea85 4 &56, + 8182)] . 3)

m

Weil die rechten Seiten der Formeln (2) und (3) nur Invarianten des Spannungs-
zustandes und des Verzerrungszustandes enthalten, so kann man gemiB (7, 5)
und (10, 12) mit (12, 16) fiir 4 auch schreiben

Alo,t)= 1 [m+1 (024 0y +0,)2—2(0y0; + 0,0, +0,0y) +2(z3+ w4 T:ch)](4)

oder in leichter Umformung

A(G’T) 4G [Ux+ay+ 07— m—|— 1 (Ox+ oy+ oz) +2(Tyz+7§x +Txy)] (43)

und .
—1
Aley)=G [% (extey+ &) —2(ey &+ 8, + &48,) +%(‘/)§z+ '/’Ex""/)}y)] (5)

oder in leichter Umformung
1 1
(Ae,p) =G [3x + & + & + 5 (Ete +e)+ 3 (W5t Yot wiy)] , (5a)

wobei die Spannungs- und Verzerrungskomponenten selbstverstindlich wieder
auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz bezogen sind.

Im besonderen entnimmt man diesen Gleichungen im Hinblick auf (13, 9)
und (13, 11) die wichtigen Beziehungen

0A4(o,7) _ 04(0,7) 04(o,v) d04(o,r) dA(o,T) 04(e,7) _
bor 0 B0y oo T o, TV ar,, Ve o, — Yu (6)
0A4(s,y) o 0A (e, ) —o 0A(e, ) 0A(e,yp) 04 (e, ) 0A (e, )

’ - ’ =0y, = Tyz, == ) - .
gex T Bey TV e C oue T w T opsy, e ()
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Zerlegt man den Spannungszustand (g;, 05, 0;) in die beiden Spannungs-
zustinde

Yoy +o0y+03), 3 (o1 + 02+ 03), 3 (014034 0)

und

coj—

. 2oy —0y—03), $(20y—03—0y), }(205—01—0y),
oder mit
S=0;+ 0,403 (8)
kiirzer geschrieben in die beiden Spannungszustinde
(s, §s, 4s) und (o—%s, 03— %S, 03— % 3),
wie es nach (8, 12) und (8, 13) der Zerlegung des Spannungstensors in einen

Kugeltensor und in einen Deviator entspricht, so gibt (2) mit (13, 15) fiir die
zum ersten Spannungszustand gehorige Verzerrungsarbeit, die mit A; be-

zeichnet werde,
1 m 2 g St
Ad“ﬁ<m+1_?)s = 18% (9)

und fiir die zum zweiten Spannungszustand gehdrige Verzerrungsarbeit, die
mit A, bezeichnet werde,

1 [2
Ag:ﬁ §32—2(0203+0301‘|‘U10'2)] =1—2-IE[(02—03)2+ (03—01)2 + (01‘“02)2]~ (10)

Der Vergleich von (9) und (10) mit (2) liefert
A=As+ 4,. (11)

Zerlegt man also einen Spannungstensor in seinen Kugeltensor und seinen
Deviator, so ist nach (11) die Verzerrungsarbeit gleich der Summe der zu diesen
beiden Komponenten gehorigen Verzerrungsarbeiten. Weil nach Ziff. 12 und 13
ein Korperelement unter Einwirkung eines Kugeltensors nur eine gleichférmige
Dehnung und keine Gestaltinderung erfihrt, wogegen ein Deviator nicht das
Volumen eines Koérperelements, sondern nur seine Gestalt beeinflult, so be-
zeichnen wir die GréBe A, als Dehnungsenergie, die Grée A, als Gestalt-
inderungsenergie.

15. Eine Verallgemeinerung des Hookeschen Gesetzes. Die nachher
in Ziff. 16 und 17 weiter zu entwickelnde klassische Elastizitdtstheorie stiitzt
sich durchaus auf die Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes (Ziff. 13), also auf
die Voraussetzung, daB die Verzerrungen als unendlich klein behandelt werden
diirfen. Nun gibt es aber auch Werkstoffe (wie z. B. Gummi), bei denen diese
Voraussetzung keineswegs mehr zutrifft. Dies legt die Frage nahe, wie man das
Hookesche Gesetz auf gréBere Verzerrungen verallgemeinern kann.

Hier ist ein Elastizititsgesetzl) zu nennen, bei welchem als MaB fiir die
Dehnung die GroBe

_ Endlinge des Linienelements _ , dlj 1
€ =M Anfangslange des Linienelements d! (1)

eingefithrt wird. Diese GroBe hangt mit der zum Hookeschen Gesetze gehdrigen
Dehnung ¢, wie folgt zusammen:

2 3
8=1n (1 +dl1d"—ldl> =ln (1 +8H) :SH——82£+£;L—-...,

so daB bei unendlich kleiner Verzerrung ¢ und ¢, identisch sind.

1) H. HENCKY, Uber die Form des Elastizititsgesetzes bei ideal elastischen Stoffen,
Z. techn. Phys. 9 (1928) S. 215 u. 457; The elastic behavior of vulcanized rubber,
J. appl. Mech. 1 (1933) S. 45.
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Werden fiir einen Punkt die drei Hauptrichtungen der Verzerrung wieder
mit 1, 2 und 3 bezeichnet, so wird die Verzerrungsarbeit (bezogen auf die Raum-
einheit des unverzerrten Zustandes) angesetzt zu

9
A=Gller—e? + (ea—e)* + (5—&)°] + 5 kg2, (2)
Wwo &= 1 (¢, +&,+¢&5) ist, G und & Stoffzahlen sind, und zwar & = ggﬁ i % G
sein soll, wie schon in (13, 15). Dieser Ausdruck stimmt, wie man nach einer
einfachen Umrechnung findet, formal mit dem frilheren Wert (14, 3) iiberein.

Wenn jetzt noch festgesetzt wird, daB die Hauptspannungen o, 0,, o3 auf
die Flicheneinheit im verzerrten Zustand bezogen werden sollen, so ist es
moglich, die Beziehungen zwischen den GréBen ¢; und ¢,(i=1, 2, 3) zu finden.

Dazu betrachten wir einen nach den Richtungen 1, 2 und 3 orientierten
elementaren Quader und nehmen an, daB seine Kantenlingen im unverzerrten

Zustand dx, dy, dz, im verzerrten Zustand dx, cﬁ, dz sind, so daB

dx dy dz
slzlnﬁ, 82:11'1:17, 83:11'15 (3)

ist. Wenn nun im verzerrten Zustand die Kantenlingen dx, dy, dz um ddx,

ddy, 8dz variiert werden, so 1iBt sich die entsprechende Variation der Ver-
zerrungsarbeit auf zwei verschiedene Arten bestimmen: das eine Mal da-
durch, daB man aus (2) formal die Variation von A bildet, das andere Mal,
indem man die Arbeit der auf den Quader wirkenden Oberflichenkrifte be-
rechnet. Man findet so einerseits

04 =2G[(e,—e) O(e—&) + (e2—¢) O(ea—¢) + (65— &) O(eg—¢)] + 9 ke de,
andererseits

sA _ 01dydzddx+ oydzdxddy +o3dxdyddz
- dxdydz
__dxdydz ddx 8dy ddz
T dxdydz (Gl dx T o dy + % cﬁ)
= €% (0, 0¢; + 05085 -+ 03 0¢&3).

Weil die beiden Ausdriicke fiir alle mdglichen Variationen d¢;, de, und de,
einander gleich sein miissen, erhilt man die drei Gleichungen

Beo,=2G(e;—e) +3ke (t=123), 4)
aus denen durch Summation noch die folgende hervorgeht:
ecg=3ke, (5)

wenn zur Abkiirzung =1 (06;+ 06,4 03) geschrieben wird. Die Gleichungen
(4) und (5) beschreiben das neue Elastizititsgesetz vollstindig. Es legt unserem
elastischen Korper die folgenden Eigenschaften bei:

1) Die Voluminderung eines Kérperelements hingt nur von dem sog. ,,hydro-
statischen Teil ¢ seines Spannungszustandes ab; denn das Volumverhiltnis
des verzerrten und des unverzerrten Elements ist durch % =e¢32 d. h.

durch ¢ oder nach (5) durch ¢ bestimmt. [Gleichung (5) ist die Verallgemeinerung
von Gleichung (13, 16), in die sie fiir unendlich kleine Verzerrungen iibergeht.]

2) Die zum hydrostatischen Spannungszustand ¢ gehérige Verzerrungs-
arbeit 4, ist nach (2) gleich § k¢%. Die Verzerrungsarbeit 4,, welche aufge-
wendet werden muB, um ein Korperelement aus dem Spannungszustand o
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volumengetreu iiberzufiihren in den Spannungszustand o,, o,, o3, ist also
Ag=G[(e—¢)? + (g—&)? + (ea—2)?].

In Abb. 15 sind einige sogleich zu erklirende Kurven dargestellt, die aus
diesem Elastizititsgesetz folgen. Zum Vergleich ist auch das zu denselben
Elastizititskonstanten G und £ gehdrige Hookesche Gesetz als Kurve 1 ein-
gezeichnet.

Im Fall des reinen Zuges gilt, wenn 1 die Zugrichtung ist, fiir die Richtungen 2
und 3 natiirlich ¢, = 03 =0, so daB nach (4)

2G(e,—e) +3ke=0, 2G(e3—e)+3ke=0 (6)
und also auch Po, 7
82 - 83 2
wird. Aus der ersten Gleichung (6) folgt 3
weiter, wenn fiir & sein Wert } (g, + 2e¢,)
und fiir £ sein Wert %L_t;; G einge-
fithrt wird, 4
1
&= "7 "&- (7)

Die erste Gleichung (4) liefert nun mit

m— 2
3e= &
m
m—2 7 23
& 2(m+41 Abb.15. Reiner Zug beim verallgemeinerten
e™ 0, = —(:u G & E &, (8) Hookeschen Gesetz (2 und 3) und beim klassischen

Hookeschen Gesetz (1).
falls man den Elastizititsmodul £ = 2 (m+ 20m+1) G beniitzt. Fiihrt man noch die

im klassischen Sinne definierte Dehnung Z ein, so daB g = ln—— In (14-4)
ist, so geht (8) iiber in
m—2

(L4+2) ™ oy =Eln(1+2). (9)

Die Kurve 2 stellt dies graphisch dar.

Die Kurve 3 gibt den Verlauf der Zugkraft P, bezogen auf die Einheit des
Querschnitts des unverzerrten Zugstabes. Fiir diese Kraft gilt mit Riicksicht
auf (7), (8) und (9)

——— g =g =¢ g =Ee ‘er_Eln—l(l#l. (10)

Wir wollen jetzt noch die Beziehungen aufsuchen, die nach dem neuen
Elastizititsgesetz allgemein zwischen den Spannungs- und den Verzerrungs-
komponenten bestehen. Dabei beschranken wir uns aber auf solche Verzerrungen,
die, obwohl als endlich betrachtet, so klein sind, daB blo8 ihre ersten und
zweiten Potenzen in der Rechnung mitgefiihrt zu werden brauchen. Nach

9,7) gilt

{R|

d = 1/1 + Yu
so daB zufolge (4) und (5)

& o;—o0) =G [ln L+ pu)— f:’ln A+ yn) A+ pe) (14 733)] (=123 (11)

Biezeno-Grammel, Dynamik. 3
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ist. Entwickelt man die rechte Seite dieser Gleichung nach Potenzen der yy,,
Y22, V33 und beschrinkt sich, wie verabredet, auf GroBen von der ersten und

zweiten Ordnung, so erhilt man
1 1 1 .
e3¢ (0;— 0)= G{Viw‘ 3 (yrt Voot Vas) — 3 [7121'— 3 ht v+ 7’33)]} ((=123). (12)

Diese Gleichungen liefern nur die Beziehungen zwischen den Hauptspan-
nungen und Hauptverzerrungen. Um zu den allgemeinen Beziehungen zu ge-
langen, diezwischenden Verzerrungen y.., ¥y, Vus» ¥Yyz» Vax » Yy und den zugehérigen
Spannungen bestehen, welche wir jetzt mit £, 4, &, b, Ly, by, bezeichnen,
machen wir Gebrauch von den Tensorbeziehungen (13, 6) und (13, 7)
by = 0, 082 (%, 1) 4 04 cos? (x, 2) + g cos?(x, 3), 13
by, = gy cos (y, 1) cos (z,1) 4 gz cos (y, 2) cos (z,2) + azcos (y, 3) cos (z, 3) } (13)

und zyklisch weiter, sowie
Yz = Y11 €08% (%, 1) + yap cOs? (%, 2) + pg5 cos? (x, 3),
Pyz = Y11 €08 (¥, 1) cos (2, 1) + 9 €OS (v, 2) cos (2, 2) + yggcos (v, 3) cos (2, 3) } (14)
und zyklisch weiter, aulerdem von den Beziehungen
Vir + 75y + % =y cos? (%, 1) - y3,c08?(x, 2) +y3;cos?(x, 3),

Vyx Vax + Vyy Yoy + Py Ve = P11€08 (¥, 1) cos (z,1) + p3; cos (v, 2) cos (2,2) + ¢ (15)
4 y35 cos (v, 3) cos (2, 3)

und zyklisch weiter, wie aus (14) folgt, wenn man beim Ausrechnen beach-

tet, da3
cos? (%, 1) 4-cos? (y, 1) 4cos? (2, 1) =1

und
cos (x, 1) cos (x, 2) 4 cos (y, 1) cos (v, 2) + cos (2, 1) cos (z,2) =0

(und wieder zyklisch weiter) ist. Weil mit =1 (£, 4 ), + t,;) = ¢ und wegen

cos? (x, 1) 4 cos? (x, 2) + cos? (x,3) = 1
und
cos (¥, 1) cos (z, 1) + cos (v, 2) cos (3, 2) + cos (v, 3) cos (2,3) = 0

die Gleichungen (13) iibergehen in
by, — t={(0,—0)cos?(x,1) 4 (6,—0) cos?(x,2) + (63— 0) cos?(x, 3),
tys= (03— 0) cos(y, 1) cos (z, 1)~ (63— ) cos (v, 2) cos (z,2) -+ (a3— 6) cos (y, 3) cos (2, 3),

so findet man nach (12) zunichst

2)
Bty —1) =G [[7’11 c0s? (¥, 1) +-y55C08% (¥, 2) +- pgzcos? (x,3) — q (P22 + 73 ]

o

- [711(305 (%, 1)+ 3, cos? (x,2) +y35 cos? (x, 3) — 3(711+722+733 ”,

esetyz___(;{[yucos (¥, 1)cos (z,1) + 52€0s (¥,2) cos (2,2) + yz5cos (¥,3) cos (z,3)]—
1 ;
— 3 [V100s (v, 1) cos (2, 1) +p3ycos (v,2) cos (z,2) + y3scos (1,3) cos (z,3)].
Beniitzt man fiir die rechten Seiten dieser Gleichungen die Beziehungen (14)

und (15) und fithrt auBerdem die Invariante p=1(y; + ¥ +74) sowie nach
(10, 12) die Invariante

Yty tyis=vi + 733’ +yi+ 295 +2 vir +2 '}’?cy
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ein, so kommen die gesuchten allgemeinen Beziehungen zwischen den Spannungen
und den Verzerrungen

1 1

E(ta—1) =G lym—y—35 [V +VhH Vi s Wl v vAH 20+ 295+ 29)]
(16)
1

e, =G {sz— 3 Vo Vax = Vo Vo + Va sz]} :

Man erkennt in ihnen die Verallgemeinerungen der Gleichungen (13, 11).

§ 4. Die Differentialgleichungen der Spannungen
und Verschiebungen.

16. Die hinreichenden Gleichgewichtsbedingungen. Der Zusammenhang
zwischen dem Spannungs- und Verzerrungstensor eines Punktes liefert (wie
Ziff. 13 und 15 gezeigt hat) sechs Beziehungen zwischen den zu diesem Punkt
gehérigen sechs Spannungskomponenten oy, 0,, 0;, Ty;, T.x, T, und seinen drei
Verschiebungskomponenten #, v, w. Zur Beherrschung des Problems fehlen also
noch drei weitere Gleichungen, die wir jetzt aufstellen wollen. Wir erinnern
daran, daB alle Uberlegungen von § 1 sich auf die in Ziff. 2 vorangestellte Tat-
sache stiitzen, dafl die in der Natur vorkommenden Dichten und Beschleu-
nigungen stets endlich bleiben, so daB also auf ein Kérperelement, dessen lineare
Abmessungen unendlich klein von erster Ordnung sind, keine resultierende Kraft
zweiter Ordnung und kein resultierendes Moment vierter Ordnung wirken darf.
Weil die Gleichgewichtsbedingungen (2, 1) fiir die auf ein Element wirkenden
Krifte zweiter Ordnung als Momentengleichungen angeschrieben wurden, deren
einzelne Glieder Momente dritter

Ordnung darstellen, so sind diese z
Gleichgewichtsbedingungen zugleich . /

die Aussage dafiir, daB die auf ein i L
Element wirkende resultierende Kraft 2l iY .
zweiter Ordnung wie das auf das Ele- 3 ‘”l*; .
ment wirkende resultierende Moment F i
dritter Ordnung gleich Null ist. Da- AL ol WA 3
gegen bleibt die Frage offen, ob nicht ¢ e Jﬁfff

vielleicht ein Moment vierter Ordnung S 7o+

resultiert. Um diese Frage zu ent- /’ / ! w/
scheiden, stellen wir eine Uberlegung 4 b

an, die uns auch bei der Ableitung 26

der hinreichenden GleiCthWiChtS— Abb. 16. Nach den Koordinatenrichtungen
bedingungen eines Kérperelements orientierter Quader.

von Nutzen sein wird.

Wir betrachten einen nach einem rechtwinkligen Achsenkreuz (x, vy, z)
orientierten Quader mit den Kantenlingen 24, 2b, 2¢ (Abb. 16), dessen Mittel-
punkt im Koordinatenursprung liegt. Die Spannungen in diesem Punkte seien
Gyx» Oy, Oz, Tyz, Tux, Try. DI ein Element einer der beiden Seitenflichen x = +a,
dessen Lage durch die Koordinaten 4 a, y, z angegeben werde, sind dann die
Spannungskomponenten nach dem Taylorschen Satz

ortoiata, yroizs+4(tatatalyta )P+,
Tyt T+ T Y+ Tzt o (Ethyattl,y+oy)®+.
®....

x z 1 x ¥y z 2
Tarck Tas @+ T ¥ + T 2+ 31 (irxza+rxsy+1xﬂ)
3*
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Hierbei sind die partiellen Differentiationen nach x, v, z durch einen oberen
Zeiger bezeichnet. Ebenso sind die Spannungskomponenten fir ein Element
einer der beiden Seitenflichen y = +b

T”x_*—‘[;"xiﬁxb"_’;xz‘*‘%(fzxxif%xb—i—‘r;xz)(z)+...)
6,40y x oy b+ 0y 2+ 4 (of v+ &b+ P
B PO R v S I

und diejenigen fiir ein Element einer der Seitenflichen z =+ ¢

b Tt Ty £ Ta o+ 3 (T v+ y £ 7)o,
T+ T x4+ Ty £y et ar (T a+ 1y y£ 7o),
oot xtalytoictdlel xtalyxaie ..

Die Komponenten der spezifischen Volumkraft in einem Punkte x, y, z werden
mit Hilfe der zugehérigen Komponenten X, Y, Z des Punktes (0, 0, 0) ausgedriickt
durch

X+ X2+ Xy+X 245X 24+ Xy + X 2)0 ..o,

Y4 Va+ Y y+ Yo+ Y2+ Yy Y )0 4.,

ZL 75 x4+2y + 22+ (ZFx+ 27y + ZP2)® 4. ..

Fiir die Summe der auf das Kérperelement wirkenden Momente beziiglich der
x-Achse findet man also

ff [(sz+7§Z“+Tzzy+fizz)"“(Uz“"fzza‘f‘fzzy-k‘rizZ)]ydydz——
_/f[(7xy+7;y“+7¥yy+fiyz)'—(7xy‘“7§ya+‘fzy y—l—riyz)]zdydz—-
— [ oy + 2+ b+ 052) — (o) + o} x—0} b+ 0} 2) | zdzdx +
+f/[(7yz+7;zx+7$zb+7;zz)+(‘Fyz + 7y x— 3. b+ ‘r;zz)]bdzdx—i—
+ [ [{os + oF x4+ v+ dic) —(oa+ o x + o y—dic)| ydxdy—
_‘f/[('”zy‘l"’zj;x‘l‘fzyyY‘f‘ 7§y0)+(sz+‘ffyx+‘r¥yy——‘r§yc)]cdxdy+
+ [[[(Zy—Yz)dxdydz+---.

Hierbei sind die Integrationen nach x,y,z jeweils zwischen den Grenzen —a
und +a, —bund +b, —cund + ¢ durchzufiihren.

Da in den eckigen Klammern die Spannungen und ihre Ableitungen sowie
die Kraftkomponenten X, Y, Z sich auf den Punkt (0,0, 0) beziehen, also bei
der Integration Festwerte sind, so sieht man unmittelbar, daB die Integrale im
ganzen verschwinden (soweit sie nicht einzeln Null sind, heben sie sich paarweise
auf). LaBt man nun nachtriglich die Kantenldngen a, b, ¢ unendlich klein von
erster Ordnung werden, so stellen die (durch Punkte angedeuteten) Glieder der
weiteren Taylorentwicklung die Momente von hoherer als vierter Ordnung dar.
Damit ist gezeigt, daB in der Tat die Momente vierter Ordnung ebenfalls Null
sind. Die in Ziff. 2 als erster Sonderfall des Hauptsatzes ausgesprochene Be-
dingung fiir die Schubspannungskomponenten zweier aufeinander senkrechter
Flichenelemente ist also nicht nur eine notwendige, sondern zugleich auch die
hinreichende Bedingung dafiir, daB das Korperelement nur eine endliche
Beschleunigung bzw. Winkelbeschleunigung erfahrt.
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Soll das Korperelement in Ruhe sein, so darf sogar weder eine Kraft dritter
Ordnung noch ein Moment fiinfter Ordnung auf es einwirken. Stellt man nun
die Summe aller Krafte dritter Ordnung in der x-Richtung auf, so erhilt man
als Gleichgewichtsbedingung

/f[(ox—}—oﬁa—f—af,y—f—aiz)—(ox—aﬁa—i—cﬁy—i-aiz)]dydz+
+ [ (@t et + Db+ T52) — (1o + v — b+ 1202) | dzdw -+
+ [ (el v+ 12y +0n0) — (a4 1 v+ Tl y— )| A dy +
+[[[Xdxdydz = o,

welche nach Auswertung der Integrale und nach Teilung durch 8 abc in die
erste der drei folgenden Gleichungen iibergeht, deren zweite und dritte daraus
durch zyklische Vertauschung entstehen

O+ T+ T+ X =0,
Ty +0y + 7+ Y =0, 1)
T + T + 0} + Z=0.
Bestimmt man in dhnlicher Weise die Summe aller Momente fiinfter Ordnung
um die x-Achse, so findet man nach einfacher Rechnung den Ausdruck
Sabe b2 (v + 0 + o +2%) —c2 (v 4+ & + 2% + Y7)],
und dieser hat auf Grund der Gleichgewichtsbedingungen (1) den Wert Null.
Neben der durch den Hauptsatz (Ziff. 2) ausgedriickten notwendi gen
Bedingung, die sowohl fiir einen ruhenden, wie fiir einen bewegten Kérper gilt,

spielen also fiir einen ruhenden Kérper die Gleichungen (1) die Rolle von
hinreichenden Bedingungen.

17. Die Differentialgleichungen der Elastomechanik fiir unendlich kleine
Verzerrungen. a) Der ruhende Kérper. Wir stellen zunichst noch einmal
die fiir das Folgende wichtigen Gleichungen (12, 2) und (12, 4) sowie (13, 9) bis
(13, 11) und (16, 1), teilweise leicht umgeformt, iibersichtlich zusammen

ou ov ow
&= ox 4=y &=

o0v ow ow ou ou ov |
V= Tay e YT o T Ve =gyt

Eex=6x—;l,7(0y+f’z)’ 2G€x:°x-m;+1’
Eey——-cry—%(ﬂz +o0.), { (2a) oder 2G8y:(’y—m;_|_1’ (2b)
Eezzoz—%(ﬂx—f-ﬂy) 2Gez:"""_m.s+1
oder
[4
O'x:2G(l3;;+m___2), Ty = G'(/)yz,
0y =2G(ey+ "), | (2c) und T = G, 2d)
Toy = G Yy
o‘z=2G(8z+7i_2)
mit o G— mE X 9
S=oytoy,to, ¢=é&+e&+e&, =2mx1’ (2€)
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00 O0Tyx OTzx .
ox + oy + 0z +X =0,
O0Txy 00y O0Tzy _
O0Txz 0Tyy 00,

ox + oy + 0z +Z=0.

Weil die Zahl dieser Gleichungen iibereinstimmt mit der Zahl der in ihnen
enthaltenen unbekannten GréBen oy, 0y, 0;, Tys, Tx, Tay, %, ¥, @, so beherrschen
sie, zusammen mit den Oberflichenbedingungen, das Elastizitdtsproblem des
homogenen, isotropen und dem Hookeschen Gesetz folgenden Korpers voll-
kommen. Nur ist ihre Form etwas uniibersichtlich, und es liegt nahe, zu ver-
suchen, das System dieser Gleichungen in zwei andere Systeme aufzuspalten,
wovon das eine nur die Verschiebungen, das andere nur die Spannungen enthilt.

Das erste dieser Systeme entsteht, indem man die Ausdriicke (2¢) und (2d)
fiir die Spannungen in (3) einfithrt, und dann die Dehnungen und Winkel-
dnderungen nach (1) in den Verschiebungen ausdriickt. So erhilt man

G(Au+mﬁ2%)+X=0,
m  de . _ o o? o*
G(Av+m_25)+yzo, mit A=t @
2
G(Aw+mfzaﬁi)+2=0

Differentiiert man die erste Gleichung (4) nach x, die zweite nach y und die
dritte nach 2, so entsteht

ou m 0% 0X

GlA g +5"5 Ga) T 5 =0
ov m 0%e oY

S+ ats o)t oy = @)
ow m 0% oz

GG +5 g 5a)t 5 =0,

also durch Summation
m

ou ov ow oX oY oZ
G[A R e Ae] +ote e =0

oder wegen (2e)

m—1 0X Y VA
26 et Gty e =0 ©)
Weil nach (2b)
—2
2Ge= Z+1 s 7)

ist, so kann (6) auch in der Form geschrieben werden

m—1 oX oY oz
it S+ Gt =0 8)

Die erste Gleichung (5) liefert, wenn man die erste Gleichung (2b) und
dazu (7) beniitzt,
1 m s oX
dov—g s+ oiqam T 25, =0

So entsteht mit (8) die erste Gleichung des folgenden Systems, aus der die beiden
anderen durch zyklische Vertauschung hervorgehen:
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m 1 oY oz
Ao, m+ 1 E}xE 6x _I_ <8x oy oz ) 0,
oY 0z
S+ <o, ©)
m 0%s

m 0%s oY 1
A6y+m+18y2+2 +_<
1
Ao+ oy e T2 ?;Jr <8x+6—+63) 0.

W

Differentiiert man weiterhin die zweite Gleichung (4) nach z, die dritte Gleichung
(4) nach y und addiert beide, so kommt

G[A (%Z‘+%)+ 2m2 632z]+ oz +*_

oder wegen (2d) und (7) die erste Glelchung des folgenden Systems:

m

Aryz_}_m—i—l 6y6z+ 0z +—~
o%s aX
At + " +1 azax+ax+aT:0’ (10)
m s 80X oY
Aoy + o Tway T oy T aw = O

Die Gleichungen (4) enthalten nur die Verschiebungen, die Gleichungen
(9) und (10) dagegen nur die Spannungen; sie heien die Beltramischen

Gleichungen.
Fiir den weitaus wichtigsten Fall unverdnderlicher Volumkrifte vereinfachen

sich die Gleichungen (9) und (10) zu

m m 0%s
dow+ =+ m+ 1 6x2 =0, Aty + = m+1 0ydz =0,

m  O%s m 925
Ao‘y—{_m—i—lw—o’ Atzx+m+1 020x =0, (11)

m  oO%s m 0?%s
A"Z+m+1W:0' L axay“o'

Welches der beiden Systeme (4) oder (11) man bei der Lsung eines Elastizi-
titsproblems benutzt, hingt vornehmlich von der Art der Oberflichenbedin-
gungen ab. Wir unterscheiden drei Fille:

1. An der Oberfliche sind die Verschiebungen %, v, w vorgeschrieben;

2. an der Oberfliche sind die Oberflichenspannungen #,, $,, $, vorgeschrie-
ben, so daBl, wenn cosa, cos f§, cosy die Richtungskosinus der Oberflichen-
normalen sind, dort die Bedingungen gelten

axcosa—}—ryxcosﬂ—i—‘fszOSV:?x,
Tyy COS o - Oy COSf 4 T,y cOSY = Py, (12)
T4z COS & + Ty cOS B+ 0, COSY = $y;

3. an der Oberfliche sind teilweise Verschiebungen und teilweise Ober-
flichenspannungen vorgeschrieben (gemischte Oberflichenbedingungen).

Im ersten Fall wird man sicherlich von den Gleichungen (4) ausgehen. Im
zweiten Fall dagegen sind die Gleichungen (11) bzw. (9) und (10) angebracht.
Dabei ist aber zu beachten, dal neben den eigentlichen Oberflichenbedingungen
auch noch die Gleichgewichtsbedingungen (3) von dem Ldsungssystem erfiillt
werden miissen.

Im dritten Falle der gemischten Randbedingungen kann man dort, wo die
Oberflichenspannungen gegeben sind, die Gleichungen (12) mit Hilfe der
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Gleichungen (2¢) und (2d) nebst (1) in Bedingungsgleichungen fiir #, v und w
umwandeln. Bei diesem Vorgehen wird man dann nach Losungen der Glei-
chungen (4) suchen. Es steht aber auch der andere Weg offen, namlich das
System (11) bzw. (9) und (10) zu 16sen und die Lésung dort, wo die Spannungen
vorgeschrieben sind, unmittelbar den Randbedingungen anzupassen, dagegen
dort, wo die Verschiebungen gegeben sind, die durch Integration der Glei-
chungen (2a) und (2d) sich ergebenden Werte fiir #, v und w den Randbedin-
gungen zu unterwerfen.

Hierbei ist stillschweigend vorausgesetzt, daB die Existenz einer Losung,
die sich den Randbedingungen anpassen 1dB8t, von vornherein gesichert sei.
Mathematisch ist dies keineswegs selbstverstindlich, und fiir eine einwandfreie
Behandlung des Elastizitatsproblems ist es unerldBlich, zu untersuchen, unter
welchen Umstédnden, d. h. unter welchen den Funktionen o,, 0y, 6, Ty, Tur, Tay,
u#, v, w und ihren Randwerten aufzuerlegenden Beschrinkungen, die Existenz
einer Losung gewihrleistet ist. Eine zweite Frage ist dann noch, ob die Lsung
ein- oder mehrdeutig ist.

Die Beantwortung dieser beiden Fragen soll sich hier auf die Feststellung
beschrinken, daB fiir alle Fille, die wir kiinftighin behandeln, die Existenz
der Losung?!) wirklich sichergestellt ist, die Eindeutigkeit dagegen nur insoweit,
als die belastenden Krifte einen bestimmten Wert nicht tbersteigen. (Die
Frage der Eindeutigkeit behandeln wir ausfiihrlicher in §5.)

b) Der bewegte Koérper. Fiihrt man an den Elementen eines bewegten
Korpers die Trigheitswiderstinde als duBere Krifte ein, so bildet dieses System
zusammen mit den wirklichen dufBleren Kriften nach dem d’Alembertschen
Prinzip ein Gleichgewichtssystem: der Korper kann durch dieses Gesamtsystem
zu jeder Zeit in seiner augenblicklichen Lage und Verformung im Gleichgewicht
gehalten werden. Diese Aussage fithrt das Elastizitatsproblem des bewegten
festen Korpers auf das des ruhenden Korpers zuriick.

Betrachten wir zuerst den Fall, daB der Korper nur sehr kleine elastische
Bewegungen um eine Gleichgewichtslage ausfiihrt, so da3 die auf ihn wirkenden
duBeren Krifte ,,im Durchschnitt ein Gleichgewichtssystem bilden, so sind
fiir jedes Korperelement die Abweichungen von seiner spannungslosen Gleich-
gewichtslage nach Ziff. 9 identisch mit seinen elastischen Verschiebungskom-
ponenten #, v, w, so daB3 die spezifischen Trigheitswiderstinde gegeben sind durch

0%u %v 0w
—e o2 ? —0 PN —0 Ik
wo ¢ die Dichte des Stoffes bedeutet.

Neben die Gleichungen (1) und (2) treten also jetzt an Stelle der Gleichungen (3)
die folgenden Gleichungen:

00y 0Tyy | 0Ty ( Pu\ 90y 0Tyy 0T,y 02u
ax Tay T8 T X_9W>—O' ax tay T TX=0gm
6try | 00y | Otsy AT 0Ty , 00y | Oty v
ox ' 0y + 0z +{¥ CPT: =0, [ oder ox + oy + 0z +Y_967’
0Ty 0Tyz ooy _ Pw\ 0Ty 0Ty; 00z , Rw
ax T oy T T4 97:2“>—0’ ax Tay T tZ=0%

In der zweiten Form driicken diese Gleichungen einfach aus, daf die auf ein
Element wirkende Resultierende aller Krifte dritter Ordnung fiir die Beschleu-
nigung des Elements aufzukommen hat. Wir bezeichnen sie daher weiterhin als
Bewegungsgleichungen.

1) Vgl. E. TreFFrz, Handbuch der Physik, Bd. 6, S. 124, Berlin 1928, wo die Existenz-
beweise von A. KorN und L. LICHTENSTEIN ubersichtlich wiedergegeben sind.

(13)
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Bilden die auf den Koérper einwirkenden #uBeren Krifte im Durchschnitt
kein Gleichgewichtssystem, so erfihrt der Korper ,,als Ganzes eine Bewegung,
die aus der Bewegung des am unverformten Kérper definierten Schwerpunktes
und aus der Drehbewegung um diesen Punkt besteht. Beide Bewegungen konnen
nach den Grundgesetzen der Kinetik des starren Korpers bestimmt werden.
Insbesondere ist es méglich, die Drehbewegung zu beziehen auf diejenigen
beweglichen Achsen %, ¥, z, die in jedem Augenblick zusammenfallen mit den
im unverformten Kérper definierten Haupttrigheitsachsen des Schwerpunktes.
Sind x4, ¥,, %, die Koordinaten des Schwerpunktes in einem festen Koordinaten-
system (x, v, z) und cosay, cosf;, cosy, usw. die Richtungskosinus der x-, y-,
z-Achsen, so gelten fir einen Punkt P die Beziehungen

x =%+ (¥ +u)cosoy + (¥ + v) cosa, + (z + @) cosag,

y=yo+ (¥ + u) cos p, + (y + v) cos B, + (z + w) cos B,

z=12y + (x + u) cosy; + (¥ + v) cosy, + (z + w) cosys.
Hierin bedeuten x, y, z die Koordinaten des Punktes P beziiglich des Systems
(%,,2) im unverformten Zustand und «, v, w die elastischen Verschiesbungen,
ebenfalls bezogen auf %, ¥, z. Die spezifischen Trigheitswiderstinde sind also
in diesem Falle

_58722 {Q [%0+ (¥ cosay + cosoy +2 cosag) + (uc05a1+vcosa2+w005a3)]},
—% {g [yo—}— (x cosP; +ycosfy+zcosfy) + (wcosf; +vcosfB, + wcosﬂa)] },
— ai; {g [zo + (X cosy, +ycosy,+ zcosyy) + (#cosy, + vcosy,+wcos y3)] },

wobei sowohl %, ¥, 2, als die Richtungen o,,f,,y, (1=1,2,3) als bekannte
Funktionen der Zeit anzusehen sind. Im Achsenkreuz (x y, z) lauten somit
jetzt die Bewegungsgleichungen

0733 2

- 7 - _ —
-+ 627+X=95§(x0+ X COSay -+ Y cosay + 2 CoS o) +

003 aryx

6x+

o2
+05z (w cos oy + v oS aty+ W COS &),

Tror 4 800 1075 1 Vmg L (o + F oo By + 5 cos o+ Zcos fy) +
2
+g%(ucosﬁ1—}— v cosfy, + wcos fBy),

00;

- 0* _ _ _
+ —|—Z=Qa—ﬁ(z0—}—xcosyl—§— Y €08 Y5 + 2z cosy,) -+

0733 61yz

8,?+

o2
+ o5 (UCOSY; + v COS Yy + W COS ).

Zusammen mit den Gleichungen (1) und (2) beherrschen sie das Bewegungs-
problem.

Auch auf die Eindeutigkeits- und Existenzfragen der Elastokinetik gehen
wir nicht ein. Wir stellen nur fest, da im allgemeinen zwei Hauptprobleme
der Bewegung eines elastischen Kérpers unterschieden werden. Beim ersten
Problem sind die elastischen Verschiebungen an der Oberfliche zu jeder Zeit
gegeben und zur Zeit ¢=0 im Innern des Kérpers die Verschiebungen und ihre
ersten zeitlichen Ableitungen. Beim zweiten Hauptproblem sind zu jeder Zeit
die Oberflichenkrifte vorgeschrieben und zur Zeit {=0 im Inneren des Kérpers
wieder die Verschiebungen und ihre zeitlichen Ableitungen.
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18. Allgemeine Koordinaten. Fiir manche Aufgaben ist es erwiinscht,
die Lage eines Korpers und seiner Punkte auf ein krummliniges orthogonales
Koordinatensystem zu beziehen, das durch eine dreifach unendliche Schar
von einander senkrecht schneidenden Flichen bestimmt ist. Bezogen auf ein
rechtwinkliges kartesisches Grundsystem (x;, %5, ¥;) mogen

fuloeg, %, %) = 0q,  [al%y, %o, %g) = 0ta,  [5(%y, %o, Xg) =013 (1)
die Gleichungen solcher Flachen sein, so daB im betrachteten Raumteil jedes
Parametertripel o, o, a3 einen bestimmten Punkt (%, x,, #;) des Raumes
definiert. Den elastischen Verschiebungen #,, u#,, #, eines Punktes in den drei
ihm zugehoérigen Koordinatenrichtungen moégen die Zuwichse &, &,, & der
Parameter «;, «y, a5 entsprechen. Dann haben wir als erste Aufgabe, den Ver-
zerrungszustand mit Hilfe der neuen Koordinaten oy, ay, o3 zu beschreiben. Dies
geschieht am einfachsten, indem man ebenso wie in Ziff. 9 die neue Linge d/,
eines zu P gehorigen Linienelements P Q =d/ (bestimmt durch die Differentiale
doy, doy, deg der Parameter o, o, ot;) berechnet.

Wegen der Orthogonalitidt der Flichen (1) gilt

Al =gy dof + g def + gudoaf = Y gudad, (2)
1
WO €11, £20, £33 von den Funktionen f,, f,, f; abhdngige Funktionen der o, a,, oy

bedeuten. Wenn P (o, %5, 05) in die neueLage P; (o +&;, oty + &, o3+ &;) gelangt,
und Q(oy +doy, o+ dety, o3+ day) dementsprechend in die Lage

Q1[a1+§1+d(0(1+§1): ot + & + d oy 1 &), as+§3+d(°‘3+§3)],
so ist nach (2)
mi =dli= D gily + &, ap+ &, a3+ &) [d(oc, + fz)]?‘- 3)

Entwickelt man die GréBen g,; in eine Taylorsche Reihe und beschrinkt sich
auf unendlich kleine Verzerrungen, so erhilt man

gulon + &1, o+ &p, 03+ &) = gu (o, 4y, #g) + 2&57

0o
7
Weiter gilt, weil &, von o;, «, und a3 abhingt,

Ao+ &) = do, + X o do,
7

und

(A + &) = det +2 332 docd,
7

wenn die Glieder, die mindestens von zweiter Ordnung in den Koordinaten-
dnderungen &; sind, auch hier vernachlissigt werden (vgl. Ziff. 12). Gleichung (3)
geht also, wenn zur Abkiirzung

’ 08 0¢,
go= gt X 20, 0, @)
7
' 0&; & ..
8§y = 8u da, + &; 30(71 (¢ =) ®)
geschrieben wird, iber in
ali = 3 3¢y do, doj. (6)
v g

Wie in Ziff. 9 driicken wir jetzt fiir die besonderen Linienelemente, die im
unverzerrten Zustand die positiven Koordinatenrichtungen angeben, die Lingen-
und Winkeldnderungen aus in den Koeffizienten gj;, durch die das allgemeine -
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Linienelement im verzerrten Zustand nach (6) bestimmt ist. Fiir das Linien-
element in Richtung wachsender «; entnimmt man aus (6)
dl, = Vgl do,

withrend nach (2) fiir dasselbe Element im unverzerrten Zustand gilt

dl=guda,.
Die Dehnung ¢; berechnet sich also zu
= Bl _ Ve Ve g g
i Ve Ve (Vei + Veu)
oder, da bis auf Glieder hoherer Ordnung im Nenner g, =g;; gesetzt werden darf,
a= Tt =123 g

Um ferner die Winkeldnderung der Linienelemente in den Richtungen wachsen-
der o; und o; zu berechnen, bestimmt man, wie in Ziff. 9, auf zwei verschiedene
Arten die neue Linge desjenigen Linienelements, das im unverzerrten Zustand

die Komponenten —/g;da;, 1/5, doj hat. Man findet, indem man den Winkel
dieser Komponenten im verzerrten Zustand wieder mit ¢;; bezeichnet,

g dod+ g dod—2 181, g dot, Ao cos gy = gri dod + gy dof— 2 g1 do; doy;
und daher , ,
oS @;j = LU gi—]g.
Vegi  Veus
Die Winkeldnderung v, selbst ist also
8
81 8y

Hiermit sind wir imstande, die Gleichungen (17, 2), welche natiirlich ihre
Form nicht dndern, in den neuen Koordinaten anzuschreiben.
Die neuen Gleichungen enthalten auBler den g,; die Differentialquotienten

(t,7=1,2,3; i¥j). (8)

WY = v

der den Verschiebungen #; entsprechen-
den GréBen &; nach den drei Koordi- %‘dy
naten o;. Man schreibt sie nach Bedarf &

leicht in die Verschiebungen #; um, in-
dem man, wegen der vorausgesetzten
Kleinheit der #,, gemilB (2) (r+ey)dy

M1=ﬂ§1, %2=]/£ &y, tg="1gzs (9) Clry+dy)

v
setzt. ¥4 e
Weiter bestimmen wir noch die auf A (7+&,)dx
die ortlichen Koordinatenachsen bezo- v
s
genen Komponenten o, , w,, w; des Dreh-
vektors w, der in Ziff. 12 durch seine auf A&y % - Blrdzy)

einfestes rechtwinkliges Kreuz (x y Z) Abb.17. Die mittlere Drehung wz bezogen auf ein
2l kartesisches (x, 4)-System.

bezogenen Komponenten w,, w,, w,

definiert worden ist. Aus jener Definition geht hervor, daB beispielsweise die

10 0 . . .

Drehkomponente ;= - (a—i — %) als die mittlere, auf die z-Achse bezogene
Drehung zweier Linienelemente aufgefaBt werden kann, welche im unverzerrten
Korper den #- und y-Achsen parallel liefen. In Abb. 17 sind zwei solche Linien-
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elemente in ithrer Projektion auf die (x, y)-Ebene vor und nach der Verzerrung
des Kérpers wiedergegeben, und man sieht sofort, dall der Winkel o', wenn man
&, gegen Eins vernachlissigt, durch
0v/ox und ebenso der Winkel 9"’
durch —ou/dy dargestellt wird.
Ahnliche Uberlegungen gelten fiir
w, und w,.

Im krummlinigen Koordinaten-
system kommt es also zur Be-
rechnung von wg nur darauf an,
die mittlere, auf die ay-Richtung
bezogene Drehung zweier Linien-
elemente zu bestimmen, die im un-
verzerrten Koérper mit den positiven
Richtungen o, und oy zusammen-
fallen. Wir beschrinken uns auf
die Drehung des in die Richtung «,
fallenden Linienelements A B, des-
sen Langeq/gy; do, betrigt. Die in
die (o, oy)-Ebene fallende Drehungy’
dieses Elements wird durch die indie-
se Ebene fallenden Verschiebungs-
komponenten seiner Endpunkte 4
und B angegeben. In Abb. 18 sind
diese Verschiebungen w,, #, und

M
% ou
1 2
Abb. 18. Die mittlere Drehung w, bezogen auf ein (Ml + TO(I dtll) y | Uy -f— do )

krummliniges (e, &z, &3)-System. . K
v eingetragen. Zieht man durch den

Punkt A’ die Gerade A’B"’ parallel zu A* B*, so sieht man, daB A’ B’ gegen A’ B”’
(oder A* B*) um einen Winkel 5} im positiven Sinne gedreht ist. Obwohl 4’ B”’
nicht genau senkrecht zu B’B’ steht, so kann doch

gﬂd“’_}dw unter Vernachlassigung von GréB8en héherer Ordnung

'}/, B'B” B'B” 1 0Ou,

=715 ¥ 4B = Ven 01
LA gesetzt werden. Die Strecke A*B* selbst hat sich
gegen AB im negativen Sinne um den Winkel y,
Var ders gedreht, der im Kriimmungskreis der Kurve o, = konst.

als derjenige Zentriwinkel bezeichnet werden kann, der
die Strecke A A* iiberspannt. Ist ¢ der Halbmesser dieses
0 Kreises, so ist bis auf eine GréBe hoherer Ordnung
’ Uy

2 = —

und die endgiiltige Drehung 9’ des Linienelements A B

Abb. 19, bei seiner Verschiebung nach 4’B’ ist dann im ganzen
Der Krummungshalbmesser g. , , ,
Yy ="V,

Zur Berechnung des Kriimmungshalbmessers o betrachten wir (Abb. 19) eine
Masche des krummlinigen Koordinatensystems mit den Maschenweiten /g, do,
und /gy, da, und haben die Proportion

g d
e: Vad% ]/gzzd‘xz (1/%;2“1_)‘{“2,

Vgu

so daB3

0= Vgu 8oz *
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!

re Veuo®  Vengn 9%
In gleicher Weise erhilt man far die Drehung des in die Richtung «, fallenden
Linienelements (

wird. Es ist also 1 du, w Ve

L ow  wy Mﬂ)
Ve Coty V& €22 doy |°
So kommt mit wy=1%(y'+y") die dritte der drei folgenden Formeln (deren
beide anderen durch zyklische Vertauschung hervorgehen) fiir die Komponenten
der gesamten Drehung eines Kérperelements:

'

g [Pl elore)
2 l/é’zzgss oy Doty !
W, = __l 0 (“1 Véa) . 0 (“3 Vé;;)_ (10)
r 2Vl % duy |’
g = — {a (142 Veae) 2 (1 Vgn)J _
2 ]/gugzz ooy Bty

Jetzt sind nur noch die Gleichgewichtsgleichungen (17,3) zu transfor-
mieren. Hierzu betrachten wir ein durch die Koordinatenflichen

f(%, %, %5) = oy, fo (%1, %p, %5) = 1y, f3(%y, %, %) = a3,

fr (%1, %0, %) = oy + day, fo(%, Xg, ) = oty + dotg, [5(%;, %p, Xg) = o + dotg
begrenztes Raumelement unter der Wirkung seiner Volumkraft und seiner
Oberflichenkrifte. Obwohl dieses Raumelement in erster Niherung als Quader
aufzufassen ist, so mufl doch, wie wir
gleich sehen werden, in Rechnung gezogen
werden, daBl die einander gegeniiber-
liegenden Seitenflichen unendlich kleine
Winkel miteinander einschlieen.

7/ de,
Ve 2oty 05 g,

A Vdez A%, V4
i
1
;

(/g2 A N A4
4 Vaez Dot —gle—wjdw, e

Abb. 20. Raumelement. Abb. 21. Seitenflache des Raumelements.

Geht man etwa aus von den beiden zur positiven MeBrichtung von a, senk-
recht stehenden Seitenflichen A DDA’ und BQ C’ B’ (Abb. 20), so .Werden. ihre
Normalspannungen in der Projektion auf die Seitenfliche A BC D einen Winkel
einschlieBen, der in erster Naherung gleich dem Winkel zwischen den Linienele-
menten 4D und BC ist. Aus Abb. 21, wo die Seiten des . Rechtecks” A BCD
dargestellt sind, entnimmt man, daf3 der gesuchte Winkel gleich

cer ccr_ 1 218 doy

BC” ~AD T g, 0
ist. Somit liefern die beiden auf die Flichen ADD'A" und BCC ' B’ wirkenden
Normalkrifte

P — — 8 — .
faa Vél—l doy* Vg:;a Aoy und foy- 1/g11d°‘1 : Vg33doc3+ a—az(tzz : 1/gu daoy- ]/g33 doc3)doc2

in der positiven Richtung o, eine Resultante

S 1 9Vgw
— ]/gugsad% d“s'v—a; aafzd%-
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Ebenso geben die auf die Seitenflichen 4 BCD und A4’B'C’D’' wirkenden
Normalkrifte eine in die positive Richtung «, fallende Resultante
1 9Vewm i
Veu Oay 3
Aber auch die auf die Seitenflichen 4 B B’ A’und D C C’ D’ wirkenden Schub-

kriafte liefern in derselben Richtung Beitrige. Denn zunichst schlieBen

. . — — 9 —
die Krifte 7, l/g22 gss Aoty dog und 4y ]/g22 8z dosdag + a, (tm ngz 8as Aoty d“s)dal
(bis auf einen unendlich kleinen Betrag hoherer Ordnung) denselben Winkel

—lg3 Vé;?% doy doty -

wie die Linienelemente A B und CD, d. h. den Winkel = %1%“— da, ein, so
daB sie in der positiven Richtung o, eine Resultante Ve :
1 0
2P ngzgaa doy dos . ngz ;/5 do

liefern. Ebenso geben die beiden andern auf ABB’A’ und DCC’D’ wirkenden

x —— S o ——
Schubkrafte £ ]/g22g33 doy Aoy und ¢3Y/ gas gayd oty dog+ Ta, (t13 8oz ez Aty doc;,) doy
in der positiven Richtung «, die Resultante

EVE daoy

dog

— 1
b Vg22 a3 Aoty d oty - —l/é’:
33

Abgesehen von diesen Kraften wirken in der Richtung «; noch die Resultanten
der Normalkrifte der Seitenflichen A BB'A’ und DCC’D’ und die Resultanten
der (in die Richtung o, fallenden) Schubkrifte der Seitenflichen 4 BCD und
A'B'C’'D’ sowie ADD'A’ und BCC'B'.

Nennt man die Komponenten der Volumkraft auf die Raumeinheit X,
X,, X, so lautet mithin die Gleichgewichtsbedingung in der «-Richtung

[ 8 (tn 'l/gzz Z52) 4 8 (ty Vgu ga:i + 8 (1 Ve 820) .

ooy oo, oty

— 81/ g4 — 9 i
— o ]/g; ]/gzz —lg3 ngz ;/aé:ss +te ]/g33 ;/agzn + b ]/gzz ]/gu +

+X11/g11 822 g:ss] doydaydoy = 0.

Beniitzt man noch die Beziehungen Li=1t;, so nehmen die gesuchten Gleich-
gewichtsbedingungen nach einfacher Umformung die endgiiltige Gestalt an:

oty vV 0 0
(1 V822 gsa) tos Vg33 é’lzz —tyy Vg22 Vgss -+

ooy

+

1 (tlz glﬂ/gss) 0 (tmg 1V 82 ) ] ST
E[ EPN + 6;3 2 | ‘I‘Xﬂ/gugzzgas =0,

] 0 0
(22 833 gu — gy Vgll 1/5733 ty Vgss 1/811 -+

o (11)
1 |2l 1/g) 8 (tar 803 1/839) | -
+1/577 [ %a;: =+ Zla::l/ N+ X101 8208 =0,
22
a( — 5
—QSZT?@— tlll/ 822 ’_tzzl/gn @—F

1 (ta g2 12 ot I T Emsma
+ ”]7;7: [ 3180:21/ 22 + 32857:11/45'11 + )ﬁ3 Vgll €22833= 0.
33 - J
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Wir geben die Formeln (2), (7), (8), (10) und (11) noch fiir zwei besonders

wichtige Sonderfille explizit an.
a) Zylinderkoordinaten.

#, v und w. Dann ist
G =7, Oy=0, A3 =2,
Al =dr* 4+ rtde* 4 dz*

und somit
=1, gu=7r gu=1,
v
s =u, §2=7, f=w
Daher werden die gesuchten Gleichungen
_ Ou _Ov 1 ow
" e Yor= 3. Ty ap
1 ov % ow
S=op Ty YW= T
ow 1 ou 0 v
&= 3z’ ’/"*"_7?37;7'*' or v’
30’, 1

Die Koordinaten z
eines Punktes P (Abb. 22) werden mit 7, @, z be-
zeichnet, die entsprechenden Verschiebungen mit

§
l

w

T4 X, =0,

i

ou ow
G )

| = ro| = ro| =

(12)

0T, 61
+ 7 rQ + % +

61,¢ 1 86,,, 61¢3 9
or v op + +
0Ty; 1 anpz %z Trz
or +5 v + 0z +

b) Kugelkoordinaten. Die Koordinaten eines
Punktes P (Abb. 23) werden mit 7, ¢ (geographische
Liange), 9 (Poldistanz, vom Siidpol gerechnet) be-
zeichnet, die entsprechenden Verschiebungen mit

#, v und w. Dann ist
=7, =g, =79,

A2 = dr® + 2 sin? Pdg? + 72 do*

+X,=0,

"X, =0.

und somit
gn=1, gop=rsin?d, gy=r2,
v w x
=t GeTgye b
Daher werden die gesuchten Gleichungen Abb. 23. Kugelkoordinaten.
ou 1 1 ow
&y =— —(— —_— —_—
r or’ Voo r 9% Ctgﬁ + rsing dgp ’
1 w w 1 ou
? rsind 8<p+ —|—~ctgﬂ Yor= —77—'_7 of’
_ 10w | u ou dv v
=739 T, Y= sno o T — 7>
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o =3 (ramg o9 — 5 85— Ct8?)
o= (o5 =5 =) 03)
wﬂ“%(%_}_%_rsfnﬁ %)’
ac’;' + rsilru? _a?;%% % agg + 20,'“%_(:6—*_7’6 e +X, =0,
a;‘:' + 7siln19 %’)— %a_;‘;i—!— et 2:(?'9 = + X, =0,
0T gy + 1 0Oty +i aa(;,g + (09 — 0g) ctg? + 37y, + X, =0.

(4

or rsind ¢ v

§ 5. Das neutrale elastische Gleichgewicht.

19. Der Kirchhoffsche Eindeutigkeitssatz und das neutrale Gleichgewicht.
Schon in Ziff. 17 ist festgestellt worden, daB, auch wenn die Existenz einer
Losung der von uns zu behandelnden elastischen Probleme gewihrleistet sein
mag, die Eindeutigkeit dieser Losung doch nur unter einer einschrinkenden
Bedingung gesichert ist.

Zur Verdeutlichung dieser Aussage erinnern wir zunichst noch einmal daran,
daB3 die klassischen Gleichungen (17, 1) bis (17, 3) und (17, 12) streng genommen
das Elastizititsproblem des homogenen isotropen Korpers nur fiir eine un-
endlich kleine Gestaltinderung des Kérpers richtig darstellen. Dies kommt
in diesen Gleichungen selbst auf zweierlei Weise zum Ausdruck, und zwar
einmal in den Gleichungen (17, 1) implizit dadurch, daBl die Verzerrungs-
gréBen in ihnen nur bei einer unendlich kleinen Verzerrung Richtigkeit bean-
spruchen, und zweitens in den Gleichgewichtsbedingungen (17, 3) und in den
Randbedingungen (17, 12) explizit dadurch, da8 sie das Gleichgewicht des
betrachteten Korperelements auf den unverzerrten Koérper beziehen. Denkt man
sich also die Oberflichenspannungen und die etwa wirkenden Volumkrifte bis
auf einen gemeinsamen Proportionalititsfaktor 4 vorgegeben, so liefern die
klassischen Gleichungen (Ziff. 17) nichts weiter als die Grenzwerte der Ver-
hdltnisse der Spannungen und Verschiebungen, wenn 4 gegen Null geht.
Unter diesem Gesichtspunkt hat der vielfach zitierte — aber fast durchweg zu
allgemein gefafite — Kirchhoffsche Eindeutigkeitssatz, nach welchem das
elastische Problem ,,eine eindeutige Ldsung** besitzt, folgende Bedeutung:

Ist fiir einen Kérper die Belastung bis auf einen Proportionalititsfaktor 4
vorgeschrieben, so gibt es, wenn diese Belastung von Null an mit A stetig wiichst,
im unbelasteten Zustand des Korpers fiir jeden Punkt nur eine mogliche
Verschiebungsrichtung, fiir den Ko&rper als Ganzes also nur eine mégliche
,,Gestaltinderungsrichtung*’.

Will man den Gleichungen von Ziff. 17 eine praktische Brauchbarkeit bei-
legen, so hat man sie fiir endliche (wenn auch immerhin kleine) Verschiebungen
und fiir endliche (durchweg groBe) Spannungen als giiltig anzusehen. Dabei
sind dann aber zwei wichtige Tatsachen mit in Kauf zu nehmen: erstens kénnen
bei einer endlichen Verzerrung die in Ziff. 17 benutzten Verzerrungen nur
noch als eine Niherung erster Ordnung der wahren Verzerrungen gelten, so
daB z. B. auch die Differentialgleichungen (17, 4) und (17, 11) nur als Nihe-
rungen erster Ordnung der wahren Differentialgleichungen zu betrachten sind;
zweitens sind auch die Gleichgewichtsbedingungen (17, 3) und (17, 12) nur als
Néherungen der wahren Gleichgewichtsbedingungen anzusehen, weil diese sich
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bei einer endlichen Verzerrung des Kérpers eigentlich auf den verzerrten Kérper
beziehen sollten.

Die Erfahrung lehrt aber, daB fiir die meisten technischen Probleme diese
Niherung durchaus zuldssig ist; und wahrscheinlich beruht darauf die viel-
verbreitete, jedoch irrige Auffassung, daB nun auch der Kirchhoffsche Eindeutig-
keitssatz sich auf den endlich verzerrten Kérper ohne weiteres ausdehnen lieBe.
Wie falsch dieser TrugschluB ist, zeigt schon der einfachste Fall des auf reinen
Druck beanspruchten geraden Stabes, welcher bei gentigend groBen Druck-
kraften A P aufler im geraden auch im ausgebogenen Zustand im Gleichgewicht
sein kann. Wir wollen an diesem Beispiel, das wir hier als bekannt voraussetzen
(wir werden es tbrigens in Kap. VII, § 1 in allen Einzelheiten behandeln), den
Sachverhalt noch etwas genauer verfolgen.

Zunichst, wenn nidmlich A kleiner als ein bestimmter Grenzwert A, bleibt
(so daB also die belastenden Krifte kleiner als 4, P sind), ist die gerade Form
eines solchen Stabes die einzig mogliche Gleichgewichtsform. Jede kiinstlich
am Stabe hervorgerufene kleine Durchbiegung verschwindet sofort, wenn ihre
Ursache aufgehoben wird, und die Erzeugung einer solchen Durchbiegung er-
fordert eine von auBenher zu leistende Arbeit: der Stab befindet sich im stabilen
Gleichgewicht. Hat A den Grenzwert A, iiberschritten, dagegen einen gewissen
zweiten Grenzwert A, noch nicht erreicht, so stellt man fest, daB eine Gleich-
gewichtslage mit gerader Stabachse zwar immer noch méglich bleibt, dal aber
auch die Méglichkeit einer zweiten Gleichgewichtslage mit gekrimmter Stab-
achse entstanden ist. Bei der durchgebogenen Form ist zur Erzeugung einer
unendlich kleinen zusitzlichen Durchbiegung ein Arbeitsaufwand von auBenher
erforderlich; bei der geraden Form dagegen wird durch die Erzeugung einer
Zusatzdurchbiegung Arbeit gewonnen. Daher erweist sich die gebogene Gleich-
gewichtslage als stabil, die gerade dagegen als labil. Der Wert A=1, definiert
einen Grenzfall: die eindeutige und stabile gerade Gleichgewichtslage hért auf,
eindeutig und stabil zu sein; nimmt A um einen unendlich kleinen Betrag zu,
so sind zwei unendlich benachbarte Gleichgewichtslagen moglich. Wir
sagen daher, der Stab befinde sich fiir A=4, im neutralen Gleichgewicht,
oder die elastische Verzerrung des Stabes habe bei der Belastung 4, P eine
Verzweigungsstelle.

Nach dieser Definition kann fiir einen Wert A=4', der um einen endlichen
Betrag grofler als 4, ist, jedoch kleiner als der erwdhnte und sogleich zu defi-
nierende Wert A, bleibt, von einem neutralen Gleichgewicht im allgemeinen
nicht gesprochen werden, weil die beiden zu der Belastung A’ P gehérigen Gleich-
gewichtslagen nicht unendlich benachbart sind. Es gibt aber einen Grenzwert 4,
bei welchem ein zweites neutrales Gleichgewicht eintritt; d. h. also, daB bei
A =2, eine dritte Gleichgewichtsform méglich wird, welche bei unendlich kleiner
VergréBerung von A nur um unendlich wenig von einer der beiden bis dahin
méglichen Gleichgewichtslagen abweicht. In der Tat lehrt sowohl die Erfahrung
wie eine spiter (Kap. VII, § 1) durchzufiihrende Rechnung, dal3 bei der Grenz-
belastung 4, P eine neue unendlich kleine Ausbiegung des Stabes in zwei Wellen
méglich wird (wihrend bei dem Grenzwert 4, P die Durchbiegung nur eine
Welle zeigte). Das neue neutrale Gleichgewicht tritt also in bezug auf den labilen
geradlinigen Gleichgewichtszustand ein. Die zweiwellige Durchbiegung ist selbst
ebenfalls labil, so daB, im Gegensatz zum ersten neutralen Gleichgewicht, die
beiden zum zweiten neutralen Gleichgewicht gehdrigen Gleichgewichtszustinde
labil sind.

Hiermit sind die méglichen neutralen Gleichgewichtszustinde keineswegs
erschopft, denn es gibt in Wirklichkeit eine unendliche Reihe von A-Werten
A (f=1,2,3,...), deren jeder fiir sich ein neutrales Gleichgewicht definiert.

Biezeno-Grammel, Dynamik. 4
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Der Zeiger i eines solchen A bezeichnet zugleich die Wellenzahl der jeweils
von der geraden Linie abzweigenden zugehérigen Gleichgewichtsform. Man
nennt die A; (1=1,2,3,...) die Verzweigungswerte des Parameters 1 und
die zugehorigen Werte P,=4, P nach technischem Brauch die Knickkrifte
des Stabes.

Die bekannte klassische Herleitung dieser Knickkrifte (vgl. Kap. VII, §1)
geht von der sogenannten technischen Balkenbiegegleichung aus sowie von der
Annahme, dal der Stab bei bestimmten Lasten AP wirklich einer Ausbiegung
fahig ist, und bestimmt die Verzweigungswerte 4; aus den Randbedingungen,
welche einfach aussagen, daB der Stab, beispielsweise wenn er beiderseits frei
drehbar aufliegt, an seinen beiden Enden keine Durchbiegung erfihrt. Schein-
bar liegt hier ein Widerspruch mit dem Eindeutigkeitssatz vor; denn die
Balkenbiegegleichung gehort durchaus dem Giiltigkeitsbereich der klassischen
Elastizititsgleichungen (Ziff. 17) an (aus denen sie hergeleitet ist), so dafl man
erwarten kénnte, daBB mehrdeutige Losungen ithrem Wesen widersprechen.

Hierzu ist erstens zu bemerken, daB}, auch wenn die Ausbiegung als unendlich
klein angesehen wird, doch die Druckkrifte AP, die sich zur Erhaltung einer
solchen Durchbiegung als erforderlich erweisen, einen endlichen Wert haben.
Die gerade Gleichgewichtsgestalt, von der sich die gebogenen Gleichgewichts-
lagen abzweigen, ist also das Ergebnis einer endlichen Verformung des Stabes,
und {iber endliche Verformungen sagt der von uns formulierte Eindeutigkeits-
satz nichts aus; ein Widerspruch mit diesem Satz besteht also tatsichlich nicht.
Zweitens ist zu beachten, daB bei der klassischen Herleitung der Knickkrifte
die Randbedingungen (17, 12) verletzt werden. Denn diese sagen fiir unser
Beispiel aus, daf} die Stirnflichen des Stabes eine gleichmiBig verteilte Normal-
spannung erfahren, wihrend in Wirklichkeit beim ausgebogenen Stab in diesen
Flichen wegen ihrer Schrigstellung Schubspannungen auftreten.

Aus diesen Uberlegungen an dem einfachsten Beispiel erkennt man, aus
welchen Griinden eine wirklich einwandfreie Handhabung der klassischen
Differentialgleichungen und ihrer Randbedingungen nicht zu Verzweigungs-
stellen fiihrt: erstens treten derartige Stellen immer erst bei endlichen (wenn
auch gewdhnlich kleinen) Verzerrungen auf, so daB die Differentialgleichungen
nicht streng giiltig sind, und zweitens miilte mit den sich mit der Verzerrung
selbst 4ndernden Randbedingungen gerechnet werden.

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, den klassischen Gleichungen des elastischen
Gleichgewichts (Ziff. 17) einen zweiten Satz von Gleichungen an die Seite zu
stellen, die das hier aufgeworfene Problem des neutralen Gleichgewichts all-
gemein umfassen. Zunichst beschrinken wir uns dabei auf homogene Spannungs-
zustinde (fiir welche also die Hauptspannungen aller Punkte feste Richtungen
und die gleichgerichteten Hauptspannungen gleiche GréBe haben); sodann be-
handeln wir den Fall des allgemeinen Spannungszustandes.

Wenn wir spiter (Kap. VII) einzelne technische Verzweigungsprobleme
behandeln, so werden wir dabei allerdings immer noch an die klassischen
Gleichungen ankniipfen. Den jetzt aufzusuchenden Grundgleichungen des
neutralen Gleichgewichts (Ziff. 20 bis 26) kommt also vorliufig nur eine grund-
sitzliche Bedeutung zu; es ist aber zu erwarten, daB sie bei verfeinerten Frage-
stellungen auch eine praktische Bedeutung erhalten werden.

20. Das neutrale Gleichgewicht des homogenen Spannungszustandes?!).
Im folgenden unterscheiden wir drei verschiedene Spannungszustinde I, I7
und III, und zwar sei I der spannungslose Zustand des Kérpers, IT der zu

1) R.V. SouTHWELL, On the general theory of elastic stability, Phil. Trans. Roy. Soc.
Lond. (A) 213 (1913) S. 187.
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untersuchende Zustand des neutralen Gleichgewichts, von dem also zunichst
angenommen wird, da} er homogen sei, und 111 ein zu 11 unendlich benachbarter
Zustand. Ausdriicklich werde hierbei festgestellt, daB die Verschiebungen, die
von I nach II fithren, zwar klein, aber durchaus endlich sein diirfen.

Alle Koordinaten werden auf ein einziges rechtwinkliges Achsenkreuz (x, y, 2)
bezogen, dessen Achsenrichtungen mit den Hauptspannungsrichtungen des
Zustandes 11 zusammenfallen. Die Koordinaten eines Punktes P des elastischen
Korpers werden in den drei Zustidnden I, II und 111 mit

P a0y, 2,
Prr:x(l4¢), v(14+¢e), 2(14 &),
Prr: x(14¢) +u, y(I4+¢) + v, 2(14¢) +w

bezeichnet. Es sind also ¢, ¢,, ¢; die (endlichen) Verschiebungen des Punktes
(1,1,1) beim Ubergang von I nach I und #, v, w die (unendlich kleinen)
Verschiebungen des Punktes (x, y, z) beim Ubergang von II nach III.

Bei endlichen Verzerrungen haben wir nun zunichst eine Entscheidung
dariiber zu treffen, in welcher Weise eine Spannung zu definieren ist: denn die
auf ein Flichenelement wirkende Kraft kann ebensogut auf das unverzerrte
Element wie auf das verzerrte Element bezogen werden. Wir entschlieBen uns
zu dem ersten und definieren also die Spannung als den Grenzwert des Ver-
hiltnisses der auf ein Flichenelement wirkenden Kraft zu der Fliche des unver-
zerrten Elements, wenn seine GroéBe gegen Null geht. Als MaB der linearen
Dehnung wird das Verhiltnis der Verlingerung eines Linienelements zu seiner
urspriinglichen Linge festgesetzt.

Wie in Ziff. 10 bewiesen worden ist, gibt es, auch bei einer endlichen Ver-
zerrung, in jedem Punkte des unverzerrten Korpers drei (und im allgemeinen nur
drei) zueinander senkrechte Linienelemente, die nach der Verzerrung noch senk-
recht zueinander stehen. An den Kanten eines nach diesen drei Richtungen
orientierten Elementarquaders des unverzerrten Kérpers tritt also bei der Ver-
zerrung keine Winkelinderung auf, so dall seine Seitenflichen im verzerrten
Zustande nur Normalspannungen oy, ¢;, o; erfahren. Der Zusammenhang
zwischen diesen Hauptspannungen und den zugehérigen Hauptdehnungen
definiert vollkommen den Zusammenhang zwischen dem Spannungszustand
und dem Verzerrungszustand eines Punktes. Wir machen die Annahme, daB
dieser Zusammenhang durch Gleichungen von der klassischen Hookeschen
Form (17, 2), also

1 1 _ mE el+e2—|—ea‘
el—f[ol—ﬁ(az-f‘%)}, 0y = m+1 ke m— 2 )’
1 1 e, + €5 + e
g2=f{gz—ﬁ(aa+al)}, oder ¢, = m+1 (e ) 3), (1)
1 1 e, + ey + &
eszf[as—ﬁ(lﬁ‘f‘oz)}: 03 = m+l lmi2 3)

beschrieben wird.

Wir bestimmen jetzt zuerst fiir einen beliebigen Punkt Pp;; des Verzerrungs-
zustandes III die drei Hauptrichtungen. Diese Richtungen definieren drei
Linienelemente des Punktes Py, welche sich im unverzerrten Zustand I von allen
anderen Linienelementen des Punktes P; dadurch unterscheiden, daB ihre
Dehnung beim Ubergang von I nach III einen extremen Wert annimmt.

Betrachten wir zuerst ein beliebiges Linienelement ds; des Punktes Py mit
den Komponenten dx, dy, dz und mit den Richtungskosinus

dx dy dz

cosazazl, cosﬂ:d—slzm, cOsy = 5=,
4*
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welches im Zustand 1] die Linge dsy;; haben mége, so kann nach (9, 5) seine
Dehnung ¢ in folgender Form geschrieben werden:

__dspr—dsy aspr
€= dSI - 1 + dSI

=1+ (U 7)) B+ (L+ py) M2+ L+ ) 02 +29,mn + 2y, nl + fl;/xylrn_E (2)
=—1 —f—]/V

Hierin sind unter 9, ..., 9y, ... diejenigen Verzerrungen zu verstehen, die
zum Ubergang von I nach IIT gehdren. Die in den Gleichungen (9, 6) vor-
kommenden Verschiebungen #, v, w sind also hier durch (e;x+u), (exy+v),
(e32+w) zu ersetzen, so daB

Leye= (T at g5 )+ (55) + (5)
tom=(5 )+ (1tat 5] (5]
Ly = () + (5) + (1r et )

ou du dv | ow ow
YT By Br T <1+62+3y> 9z T oy <1+e3+6z)’

7 dv 0 0 ow
yzxz—fg(ue1+W)+§;—a—}+(1+ea+—‘”)a—

7= (l+at 2:) T (1t et ) o a

ist. Weil die Zusatzverschiebungen #, v, w nach Verabredung unendlich klein
sind, so vereinfachen sich diese Ausdriicke bei Vernachlissigung aller Gré8en
zweiter Ordnung zu

Ly = (14 e)? + 2 (14 ¢) 2%, = (1 &) o+ (14 e) 22

0
It 9y = (14 &) + 2 (14 &) 5, = (14 &) 5o+ (L4 &) Gos | (3)
1+yzz = (1+ 63)2+2(1+53)aa—z§: Vey = (1+ 61) "a—y‘—*— (1+ 62)5'

Aus (2) geht hervor, daB ¢ fiir solche Tripel (/, m,#) einen extremen Wert erreicht,
fiir welche der rechts unter der Wurzel stehende Ausdruck V einen extremen
Wert annimmt.

Weil die gesuchten Extremalrichtungen nur sehr wenig von den Achsen-
richtungen unseres Achsenkreuzes abweichen kénnen, so kann man sie in ein-
facher Weise einzeln bestimmen. Faft man z.B. die in die Umgebung der
x-Richtung fallende Extremalrichtung ins Auge, so sind ihre Richtungskosinus /,,
m,, ny nur sehr wenig von 1, 0, 0 verschieden, und man kann sogar von vornherein
feststellen, daB /; um eine GroBe zweiter Ordnung von Eins abweicht, wenn m,
und #, klein von erster Ordnung sind. Um das Auftreten von unendlich gro8en
Differentialquotienten in den Bestimmungsgleichungen der gesuchten Richtungs-
kosinus /;, m,, #, zu vermeiden, hat man also im Ausdruck V die GréBen m und n
als die unabhingigen Verinderlichen zu betrachten und mit Riicksicht auf die
Beziehung /2 + m? - #n2 =1 zu schreiben:

LoV oV ol
s )= [yl (L ) ] L= (L aa) L+ Yy + e n] m=0,

om " 9l om
ov ol
2(3% + 27 a1 3%)3 [)’zx l+'yzym+(1+7zz) n]l_[(l+ yxx)l‘f‘ Vay M+ '}’xzn]nzo-
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Behilt man in diesen Gleichungen nur die in # und # linearen Glieder bei und
setzt gleichzeitig /=1, =1, so erhilt man fiir #, und #, die beiden Bestimmungs-
gleichungen

(Vo — Var) My + Yy tig + Py = 0,

Vay My + (sz_yxx) #y+ Y =0.
Thre Losungen sind

!

. Vyx Vya R 2
my = — . H
Vax (sz - Vxx) Vay ()/zz—" 7xx)
" — \ (Pyy—Vax) Pyx . (Vyy — V22 Vs
! sz Yz 7zy (7zz - Vxx)

Vernachlissigt man in den Zihlern dieser Briiche die Glieder, die im Hinblick
auf (3) unendlich klein von zweiter Ordnung in %, v und % sind, so erhilt man

my=— Vyx (Yaz— Vaz) - Vyx
oy = 7s) (e 72) = 73 Vaz— Vyy + *‘}/?zz_ ’
Vzze—Vxx (4)
Wy = — Vax (Yyy — V) _ Vax .
1 (Vyy— Vx) (Vaz — Yax) — V32 Vex — es L _ﬂ‘
= “ Yyy—Vax

Bevor wir diese Ausdriicke weiter vereinfachen, tiberzeugen wir uns davon,
daB der hier entwickelte Gedankengang nur dann einen Sinn hat, wenn der
homogene Spannungszustand I nicht rotationssymmetrisch ist und die Dif-
ferenzen (e, — e,), (e5—¢3), (¢3—¢;) von derselben GréBenordnung wie e, e,
und e, selbst sind. Ist ndmlich eine dieser Differenzen, z. B. (¢; — ¢,), gleich Null,
so daB die z-Achse Rotationsachse des Spannungszustandes I wire, so trifft
es nicht mehr zu, daB in dem Punkte F;, der dem Punkte Pj;; entspricht, eine
der Hauptrichtungen nahezu mit der x-Richtung zusammenfillt. Denn diese
Annahme stiitzt sich auf die Tatsache, daB im Zustande II die x-Richtung
sicherlich eine Hauptrichtung des Punktes Pj; war, und daB die entsprechende
Hauptrichtung von Pr;; wegen des Unendlichkleinseins von #, v und @ nur
um einen unendlich kleinen Winkel von dieser Richtung abweicht. Ist aber
e;==¢y, s0 kann jede durch den Punkt P;; hindurchgehende und die z-Achse
senkrecht kreuzende Gerade als Hauptachse des Spannungszustandes angesehen
werden, so daB die entsprechende Hauptrichtung des Punktes Pj;; sehr wohl
einen endlichen Winkel mit der x-Achse einschlieBen kann. Es braucht also /;
nicht mehr nahezu gleich Eins zu sein, und hiermit verliert die ganze Rechnung
ihre Giltigkeit.

Unter der nunmehr ausdriicklich fiir den Spannungszustand I zu machen-
den Voraussetzung, daB keine der Differenzen (e;— ¢,), (65— ¢5), (¢3—¢;) Null
ist, vereinfachen sich die Gleichungen (4) gemifB (3) weiter zu

0 0
(14 e) 7o + (14 e)) oo
W — Yy — oy ox
17 yar— vy (14 &) — (1+ eg)? ’
ow ou (5)
Vax (1+ ¢5) x + 1+ &) Bz
W=

Vax— Viz - (14 )2 — (1+ ey)?

Durch zyklische Vertauschung erhilt man natiirlich aus /; =1, m,, #, die beiden
Sitze von Richtungskosinus [,, m,=1, n, und I3, ms, n3=1, welche die beiden
anderen Richtungen des Punktes P; definieren, die im Zustand I/ Haupt-
richtungen werden.
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Zur Bestimmung der Hauptrichtungen des Punktes Pj;; untersuchen wir
zunichst, wie die Richtungskosinus /, m, # eines beliebigen Linienelements sy
des Punktes P; mit den Komponenten dx, dy, dz sich beim Ubergang von I
nach III #indern. Betrachten wir das ds; entsprechende Element dsy; des
Punktes Py, so hat seine Projektion auf die x-Achse die Linge

(x+ Lds) (14 &) + u + 9% dx + gl;_dy 2 G [x (14 e) + ] =
— [(1+ ¢ +%)l+%—m+%n]ds,,
wihrend nach (2)
dsIII = (1+ 6) dSI
ist. Man erhilt also fiir die drei Richtungskosinus des Elements ds;;; den ersten
der folgenden Ausdriicke, aus dem die beiden andern durch zyklische Ver-
tauschung hervorgehen:

1
1+ e
1

(14 e+ 55) 1+ g m+ 5],

1 ow ow ow
T:zb?’+5;m+0+%+"5?4-

Nimmt man jetzt diese Ausdriicke insbesondere fiir die vorhin erhaltenen
RichtungsgréBen I, m,, #,, so hat man nicht nur /, m, » durch [,, m,, n, zu
ersetzen, sondern auch die GréB8e ¢ im Nenner durch ihren der Richtung 7;, m,, #,
entsprechenden Wert, der offensichtlich die erste, mit ¢; zu bezeichnende Haupt-
dehnung des Punktes Pyy; darstellt. Man tiberzeugt sich leicht davon, daB man
dabei bis auf Fehler, die unendlich klein von zweiter Ordnung sind, ¢; durch

die zur x-Richtung gehorige Dehnung ersetzen und somit ei:el—}—g% setzen

darf. Weil namlich’die x-Richtung und die Richtung /,, m,, #, nur sehr wenig
voneinander verschieden sind, so weicht der wahre Wert der ersten Haupt-
dehnung von diesem Wert ¢; nur um Betrige ab, die, soweit sie in ¢, (bzw. ¢,
und e;) ausgedriickt sind, unendlich klein in bezug auf diese GréBen, und soweit
sie von den Differentialquotienten von #, v und w abhingen, unendlich klein
in bezug auf jene GroBen sind. DaB die letztgenannten Betrige unendlich klein
von zweiter Ordnung sind, leuchtet unmittelbar ein. Aber auch die erstgenannten
Betrige haben dieselbe GroBenordnung, weil die x-Richtung fiir den Ubergang
von I nach II die Bedeutung einer Extremalrichtung hat, so daB Richtungs-
unterschiede, die in bezug auf die x-Achse unendlich klein von erster Ordnung
sind, in der Dehnung nur Unterschiede unendlich klein von zweiter Ordnung
hervorrufen.

Mithin erhalt man fiir die RichtungsgréBen /3, m; , #; der ersten Hauptrichtung
im Punkte PIII

u ou u
,_@+“7ﬂ+$%+zm
1 1 ou )

Tat gy
ov dv ov
M_a+ﬂm+ww+ﬁm
1 oun )
et gy
dw dw ow
v 'a—x'f‘—g;’ml-i-(l—f'es'i'—a?)%
1= .

0
e+,
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Ersetzt man hierin noch m, und #, durch die Werte (5) und beschrinkt sich
in den entstehenden Ausdriicken jeweils auf die der GréBe nach iiberwiegenden
Glieder, so erhilt man nach einfacher Rechnung

a 0 0 0
(e gt Uba) g () g+ (+e) o
el —0+ea® T I — (It )

Durch zyklische Vertauschung folgen hieraus die Richtungskosinus der beiden
anderen Hauptrlchtungen (ly, my, ny) und (g, my, ny) des Punktes Pyr;. Es zeigt
sich dabei, daB8 I/, =—m], Iy =—mn] und my =—mn, ist.

Bezeichnet man das durch die Hauptrichtungen des Punktes Py;; definierte
rechtwinklige Achsenkreuz mit (x’, ', 2’), so ist also dessen Orientierung gegen
das (x, y, z)-System durch das Schema

4 ’
Lh=1, my =

ou ov
! 1+ 32)7y+ (I+ey) o
ERE 1 (LHey= ey
T ow
| 1 m) n . 1+ es) + (1+e) s (6)
mit ) = z,
y|—m| 1 n} 1+ 31) (14 e5)?
dv 0
7=l —my| 1 , (1+83)E+(1+32)%
Ny =

(1+ e2)* — (14 ¢5)?

vollstandig festgelegt. Die zur x’-, y-" und z’-Achse gehorigen Hauptdehnungen
sind
ow

ou ’
eg=e3+ > (7)

31:e1+ﬁy 62—62—{—73/,

Nachdem die Hauptdehnungen und Hauptrichtungen des Punkts Pj; be-
stimmt sind, kénnen jetzt seine (auf die Flichenelemente des Zustandes I be-
zogenen) Hauptspannungen berechnet werden. Weil sie die Richtung der x'-,
y’- und z’-Achse haben, so bezeichnen wir sie mit o7, 0, 63 und finden sie, indem
wir in die {iberall mit Strichen versehenen Gleichungen (1) die Werte (7) ein-
setzen und nachtriglich sofort wieder die Hauptspannungen o, 0,, o; des Ver-
zerrungszustandes I mittels (1) einfiihren:

, mE Ju w
=0t LT m—2) [(m Do tay +7]
, mE ou w

0y = 0y + (m+ 1) (m_ 2) [a‘ + (m ) +W:| (8)
mE ow

’ ou
03 = 0o+ Wﬁ[ﬁ*?ﬁ(’”—” o)

Weil wir die Gleichgewichtsbedingungen eines Elementarquaders anzu-
schreiben wiinschen, der im Punkte Py nach den festen Koordinatenrich-
tungen x, v, z orientiert ist, so haben w1r ]etzt noch zwei Schritte zu tun. Erstens
miissen aus den Hauptspannungen 0y, 03, 05 des Punktes Py, welche definitions-
gemiB auf die ihnen im Punkte P; zugeordneten Flichenelemente df; bezogen
sind, andere, 6}, 03, 03, hergeleitet werden, die sich auf die ihnen im Punkte P,
zugeordneten Flichenelemente dfr;; beziehen; und zweitens miissen aus diesen
neuen Hauptspannungen mit Hilfe der TransfoImationsgleichungen (8, 2) die
Spannungskomponenten derjenigen Flichenelemente hergeleitet werden, die
in Prr senkrecht zu den festen Achsenrichtungen x, y, z stehen.

Die erste Aufgabe erledigt sich einfach dadurch, daB fiir je zwei ein-
ander entsprechende Flichenelemente df; und dfy; die zugehérigen Krifte
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angeschrieben und einander gleichgesetzt werden. Fiihrt man dies insbesondere
fiir das in Pjy; senkrecht zur x'-Achse stehende Element df;;; und das ihm
zugeordnete Element df; des Punktes P; aus und beriicksichtigt dabei, daB

dfur = (14 €5) (14 ¢5) df;

ist, so erhilt man aus ¢} df; =07 dfi; sofort

’

01

(I4ep) (14ef) * ®)

—
0, =

Setzt man hierin fiir ¢} seinen Ausdruck (8) ein und vernachlissigt alle Glieder,
die in u, v, w von zweiter oder hoherer Ordnung sind, so findet man

on dv |, OJw
=Dt ey T e

o = 0 + mE

1™ "MF e (1+e) | (m41) (m—2) TE T

= 01 + mE (m—1) ax+ ay+4
e S i ) TN T g

oder die erste der drei folgenden Formeln, aus der die beiden andern wieder durch
zyklische Vertauschung hervorgehen:

— o, 1 ov 1 ow
=i (e e Tie o)t
mE
+ (m+1) (m—2) (1+ e5) (1+ &) [(m D 8x+ + azJ
_, 0y 1 ow 1 ou
2T e (I+e) < T l4e 8z 1te ‘67>+
uds (24 nn 22 2], |
T I =9 0F e 0+ ) oy T %z’
— ] 1 ou 1 ov
%= i) (15 < T 14 8x Ide W)“L
mE dw
T D=2 A+ (T e [ax+ + (m— )62]'

Auch die zweite Aufgabe bietet keine Schwierigkeiten. Bevor wir aber die
Transformationsgleichungen (8, 2) anwenden, fithren wir im Punkte Pj; noch
ein zweites rechtwinkliges Achsenkreuz (%, y, z) ein, das in derselben Weise wie
das Hauptachsenkreuz (x, y, z) orientiert ist. Dementsprechend werden die zu
berechnenden Spannungen jetzt mit o6zz, T:7, Tz T3z, 055, Ty Tiz, Tiy, Oz De-
zeichnet, wobei der Strich iiber den Buchstaben ¢ und 7 angibt, daB die
Spannungskomponenten auf die ihnen zugeordneten Flichenelemente des
Punktes Pjp; bezogen sind. Jene Transformationsgleichungen (8, 2) sind dann
in der Weise umzuschreiben, daB x’, 3/, 2 durch %, y, z ersetzt wird, «, y, 2
durch z’, y', 7, ferner ¢, usw. durch Ozz Usw. und oy, Oy, Ou, Tys, Ta, Tay
durch ¢;, 0,, 03, 0,0, 0. So erhilt man zunichst

Gz =0, cos? (x, %) + 0p cos? (%, y') + 05 cos? (%, 2'),
2=, 08 (1, ) Cos (5, #') -+ G c0s (%, 7') cos (7, 5') + 5} 08 (%, #) cos (7, 7)
Tz =07 €08 (%, x') cos (z, x') + 03 cos (%, ¥') cos (2, ¥') + oy cos (%, 2') cos (2, ')

und analoge Formeln fiir die tibrigen Spannungskomponenten.
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Fiir die Kosinus in diesen Formeln gilt die Tabelle (6), wenn man in ihr die
Richtungen x, y, z durch die mit ihnen identischen Richtungen ¥, ¥, z ersetzt,
so da8 man jetzt auch schreiben kann

’ 2 —r
ox,,_ol—}—m 02—}—n’1 Oy,

et d
Ty = My Oy — My Oy + 1y 1,0y,
— =7 I r = r =7
Tzz = My Oy — My Ny Gy — 1 O
Unterdriickt man in diesen Formeln alle GréBen, die unendlich klein von zweiter

Ordnung sind, so gehen sie iiber in den ersten Satz der folgenden, unter sich
zyklisch verwandten Formeln:

Oiz= 01 > Ti = mll (_; _‘6,2) ’ Tu= ”; (0 03)
Tyr= ml (0,—03), om= 0'2’ Tyz = My (03—03), (11)
sz - nl (6; _6{;) > T“ - %2 (6; - 6:,3) s azz = O-;;

21. Die hinreichenden Gleichgewichtsbedingungen. Nachdem die Kom-
ponenten des Spannungszustandes in Pj;;, bezogen auf das Achsenkreuz (%, ¥, z)
und auf die diesem zugeordneten Flichenelemente, bestimmt sind, kénnen die
drei in Pj;; geltenden (in Ziff. 16 als hinreichend bezeichneten) Gleichgewichts-
bedingungen unmittelbar angeschrieben werden. Vernachlissigt man dabei,
was praktisch in allen Fillen zuldssig ist, die Volumkrifte, so lauten sie

agxx aT'vx 0%;z

+ 3y +—; =0 (1)

und zyklisch weiter, und unser Ziel ist erreicht, sobald in diesen Gleichungen
die Differentiationen nach’x, ¥y und z durch Differentiationen nach x, y und z
ersetzt sind.

Betrachtet man ganz allgemein eine Funktion f(x, y, z) der drei Verinder-
lichen x, y, z, die je fiir sich wiederum als Funktionen von drei Verinderlichen
%, y, z aufzufassen sind, so gilt

of of ox of oy of 0z
°% ox 8x+8y 9% | 0z 0x (2)

Weil in unserem Fall der Zusammenhang zwischen x, y, z und %, ¥, z durch die
Gleichungen

i

x(1+¢)+u,
y(1+e)+v, (3)
z(1+e) +w
gegeben ist, so erhdlt man aus (3) fiir die in (2) auftretenden Differential-

quotienten 9x/0x, 0y/dx und 0z/0x unter Beachtung, daB u, v, w als Funktionen
von x, y, z aufzufassen sind, die drei folgenden Bestlmmungsglelchungen

i

X
y
z

ou o0y ou 9z

1“<1+el+ax>ax+ay ox T 0z ox°

dv O0x 0v 0z
0= ar <1+ +3y>@x+azax’ (4)

dw 0x ow 0y 0z
0=, 7% Wﬁ+<l+ + 6z>8x

Beschrinkt man sich bei der Losung auf die in #, » und w linearen Glieder,
so erhidlt man
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ox 1
e
S E. 2
o
oy _ E
e on ov\? 5
(1-}-31—1-—3;)(1—{—62-{-—6;) (%)
o
o5 _ 7
0% du dw )\’
(1+a+5o)(1+ea+ 7]

wovon man sich am einfachsten durch Einsetzen dieser Ausdriicke in (4) iiber-
zeugt. Eigentlich kénnen in den beiden letzten Briichen die Differentialquo-
tienten ou/0x, 0v/0y und 0w/0z im Nenner auch noch gestrichen werden, weil
diese Glieder den Wert der Briiche selbst nur um Gré8en zweiter Ordnung be-
einflussen, und wir werden dies in der Folge denn auch tun. Die Bestitigung
der Gleichungen (4) geht aber mit den ungekiirzten Ausdriicken (5) etwas ein-
facher. Aus (2) folgt nun in Verbindung mit (5) nebst zyklischer Vertauschung

v ow
oV 8 @x 8 Fx &
0% ou 9x  (L+e)(I+es) 0y (I+e)(l+e) 0z°

+ e+
Fra
ou o
L+ — + 1 o oy o (6)
0y (L+e) (1+¢) éx Jdv oy (I4e)(l+e) 02°
1465+
oy
ou v
e ® e e 8. 1 @
0z (I+e) (1+e) 08 (1+e5)(1+ey) Oy 1+33+@ 2

Wir berechnen jetzt nacheinander mit (6) und (20, 11), (20, 10), (20, 6) unter
sofortiger Vernachlissigung aller Glieder, die in #, v, w von héherer als erster
Ordnung sind, die Differentialquotienten in (1) und erhalten

ov ow
003z 1 b ox 2 ax o | .
x| bu 8x  (l+e)(I+e) 0y  (I+e)(liey o7 |1
tat ox
1 1 v 1 Pw
Tl te)(T4e) (1 +ey) {_01[1+92 3x3y+ 1+ a”az]+
mE 2u &2y 22w
+Vn+1) (m—2) [(m_l)—a-x?“’“ ox 0y + axaz”
und analog
+ 1+e 020
aT:Vx _[]mr(a,l__a'): (I+ea)oi—(1+e)o, yz 146, axay
“oy 1 2 (14e) (1+e5) (1+ey) ( +31) —(1+4e)®
14+e 2w
o7z _ A +e)oy— (142504 z“‘ + 1+4+e3 0x02

g = U 1m0 = T e Tt e) T er =t e

Setzt man diese Ausdriicke in Gleichung (1) ein und beniitzt dabei die

Abkiirzungen
e r @ . mE
A:ax2+ay2+az2’ b= 8x+ +— sowie G_2(m+l)’
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(wobei also jetzt die Volumdehnung zum Unterschied von der Lineardehnung e
mit e, bezeichnet wird), so erhdlt man

-+

m Oty (I+e)o— (14-¢4) O3 14e) 0,—(1+¢;) 04 2w
G<A“+ m—2 ax>+[ (1 te)?—(1+ey)? ] [ 1+e,l (1+e:,) - ]axaz
+ [(l—i—e1 o —(l+e5)0p ] [(I—i—e2 01— (1+e)0, o%v
4 (I+e)—(1+e,)? (I4e)—1Fe)® ]axay“
oaer
m Oey) (1+e)or— (1+e)as—[(L+e) + (L+e5)](e,—es) G 3%u
(A“+ m— 2 8x)+ (14 e)2— (1 +ey)° ozt
A+e)o—1+e)os—[(1+e)+1+e)](eg—e)G Pw
T (1462 —(14ey)? 8x6z+
o (I+e)o—(1+e)o—[(1+e)+ (1+e)] (1—e) G 3 “u
i L+ eyi— (1 +e9? g T
+ (I4e)oy— (1 +e)oa—[(1+e)+(1+e)](6,—e) G 32v _
4 (14 61)2— (1 +¢e,)® oxdy
oder wegen

(1—e) G=7F(07—035), (6—¢) G =14 (0—0y)
und mit den Drehkomponenten

1 /0w Jv _1/0ou ow L yov ou
Oz ="y 5;—§>’ Wy ="9\%z: " ax )’ ‘*’z-ﬂa‘a)
die erste der drei folgenden Gleichungen, deren zweite und dritte aus der ersten
durch zyklische Vertauschung gewonnen sind:

Oy o, + 0y owy . o, + oy Jw;
G(AM + m—2 0x )+ (1+e) + (1+¢e5) 0z (I4-e) +(14+e) oy 0,

m_ Oy 0, + 0y ow; o3 + 0, dwy 7
G+ s S )t it as e o — et ara o =0

de o3 + O ‘cw o, + o w
G(A m v) 3 2 z 1 3 _ owy __
Gldwt s So) s ar e 8y — AT 0 e =0

In dieser Form lassen die neugewonnenen Gleichungen deutlich erkennen, worin
sie von den klassischen Elastizititsgleichungen (17, 4) abweichen, und inwieweit
diese als eine brauchbare Niherung anzusehen sind. Fir o, =0,=0;=0 gehen
sie, wie es natiirlich sein muB, in die klassischen Gleichungen iiber.

An und fiir sich haben die Gleichungen (7) noch nichts mit der Frage des
neutralen Gleichgewichts zu tun. Vielmehr ist ihre Bedeutung im Grunde
dieselbe wie die der klassischen Gleichungen: beide Satze von Gleichungen
setzen uns instand, zu jeder ihrer Ldsungen u, v, w diejenigen zusitzlichen
Oberflichenspannungen zu berechnen, die zur Aufrechterhaltung dieser Ver-
schiebungen erforderlich sind. Wihrend aber in den klassischen Gleichungen
u, v, w (unendlich kleine) Verschiebungen vom spannungslosen Zustand aus dar-
stellen, werden in den neuen Gleichungen #, v, w von einem homogenen Ver-
zerrungszustand aus gerechnet, der sich vom spannungslosen Zustand um end-
liche, von Null verschiedene Betrige unterscheidet.

Ein Stabilititsproblem kann also nur in Verbindung mit der besonderen
Beschaffenheit der von #, v und w hervorgerufenen zusitzlichen Oberflichen-
spannungen entstehen, und es 1Bt sich jetzt auch genau angeben, unter welchen
Umstinden sich der Kérper im Zustand I7 im neutralen Gleichgewicht befindet.
Dazu ist erforderlich,

1. daB diese zusitzlichen Oberflichenspannungen, die an dem Kérper bei
irgendeiner zusitzlichen Verschiebung #, v, w angreifen, von dieser Verschiebung
abhingen, und daB diese Abhingigkeit durch das Kraftfeld, in dem sich der
Korper befindet, zum voraus vorgeschrieben ist,
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2. daB die Gleichungen (7) eine mit diesen zusdtzlichen Oberflichenspan-
nungen vertrigliche Lésung zulassen.

Weil die betrachteten Zusatzverschiebungen #, v, w unendlich klein sind und
die zusitzlichen Oberflichenspannungen nur von diesen GréBen abhidngen, so
sind die Zusatzspannungen homogen-linear von den Zusatzverschiebungen und
deren Differentialquotienten abhingig. Weil auch die Gleichungen (7) in diesen
GroBen linear sind, so ist, wie zu erwarten war, jede etwaige mit den Rand-
bedingungen vertrigliche Losung von (7) nur bis auf einen Proportionalitéts-
faktor bestimmt.

22. Das neutrale Gleichgewicht des rotationssymmetrischen Belastungs-
zustandes mit radialer, azimutaler und axialer Hauptspannungsrichtung.
Die fiir viele technische An-

) wendungen wichtige Sta-

LE bilitdtsirage des Hohlzylin-

&% ders, der eine rotations-

s 2% symmetrische Belastung

y 2% trigt, 1aBt sich mit den

Abb. 24. Ubergang des Linien- /\/!‘ Gleichungen von Ziff. 21

elements ds; 1n das Linienelement
dsyy, projziert auf eine Ebene
senkrecht zur z-Achse. \ kann man den in Ziff. 20
T%  und 21 entwickelten Ge-
&X dankengang mit Zylinder-
koordinaten sofort auf sol-
= che rotationssymmetrische
Probleme iibertragen.

Man unterscheidet auch
jetzt wieder drei Zustinde
I, II und III, von denen
der erste den spannungs-
losen Zustand, der zweite
den auf sein neutrales
Gleichgewicht zu untersuchenden rotationssymmetrischen Belastungszustand
und der dritte einen dem zweiten unendlich benachbarten Zustand darstellt.

Wir bezeichnen die Koordinaten eines Punktes P in den drei Zustinden mit

\ \ nicht behandeln; indessen

P o7, o9z,
Py: r4U, ¢, 24+ W,
Py r—i—U—}—u,qp—}—ﬁ,z—}-W—i—w.

Das Linienelement ds; zwischen zwei Nachbarpunkten P; und P; im Zustand 7
mit den Koordinaten (7, ¢, 2) und (r4-d7, p 4 dg, 2+ dz), also von der Linge

ds; = V(dr)? 4 (rde)? + (d2)2,
verwandelt sich beim Ubergang von I nach III (Abb. 24) in das Linienelement

dspp=VY[dr+U+u)—vdg+ [+ U+u) dp+do]* +[d(z + W + ).

Die Dehnung des Elements P; P;, dessen Richtungskosinus beziiglich der 6rt-
lichen radialen, azimutalen und axialen Richtung im Punkt P; die Werte

, op 0z

1 Br k3

—, W= e, A= e (I}

e T A TR

l:
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haben, ist also
= Bty ([ B (-
+igrFmi+ T i el L)
ow = wm Ow 2|1/2

g+ g+ 5+ 5]

Der Ausdruck (2) hat einen ersten extremen Wert fiir eine Richtung, die nur
sehr wenig von der radialen abweicht. Setzt man

ouU U ow
(=7, €e= "> €= 75> 3)

so findet man fiir die zugeordneten Richtungskosinus (1, m,, %) durch eine ganz
analog zu Ziff. 20 verlaufende Rechnung die Werte

1o 0
Ut el go—y) + Ote) 57
= T e — (L +e)? ’ @
0 0
(Lt e) G+ (Lt e) 2o
" =

(14 1)* — (1 + &5)?

In dhnlicher Weise kommt fiir die Richtungskosinus der beiden anderen im
Punkte P;vorhandenen Richtungen, die bei dem Ubergang von I nach III in
Hauptspannungsrichtungen des Punktes 117 iibergefithrt werden,

—my, 1, mn
und
— Ny, —Hy, 1
mit (42)
ov 1 dw
e (1+32)67+(1+e3)7_é$
2 (L4 €5)2 — (1+ ¢€,)*

Bezieht man im Zustand /11 die Richtungskosinus der Hauptspannungs-
richtungen auf die radiale, azimutale und axiale Richtung des Punktes Pj;
und bezeichnet diese GréBen mit (1, m], #;), (my, 1, ny), (my, ng, 1), so ist

1 ou v dv
Ate) ([ go—y)+ 0+ e 5

v
, o
(14 €)2 — (14 )2 1+e’
ou Jw
(1+93)'a—z+ (1+EI)W
(I+e)—(1+e)? (5)

ov 1 dw

(1—|—e3)—£+ (1‘1‘32)7%
(14 )% — (1+ €3)® ’

’ ’ 7 — 7 ’ . ’
My = — My, Mg = —1y, g = — 1.

my =

’_
", =

’_
Mg =

Die Dehnungen e;, ¢, ¢, der drei Linienelemente in den Hauptrichtungen
des Punktes Pp;; betragen

ou ’ u 1 ov , dw
6’1231+Wa eg=¢+ +

7 Bg” "’3:63‘*‘5: (6)
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so daB sich die Hauptspannungen des Punktes Py, bezogen auf die verzerrten
Flichenelemente dieses Punktes, wegen der Beziehungen (20, 1) wie folgt schreiben
lassen:

w 1o Ow
- A _7 Ta,p_~ o ]
o= (14 e5) (1+ es) [1 1+e, 1+e, +
mE ou | u 1 0v  ow
+ (m+ 1) (m—2) (1 + ey (1 + e5) {(m—l)ﬁ-i'? P -ﬁ]’
gw o
5 — P 1— 0z _ or }
0= (l—l—ea)(l—l—el)[ 1te, 1t1¢ + -
mE " 1 8y ow ou
R e e (o [ GRS ) B
fu w1060
—r O3 _ or . ¥ v a(p}
7T (e (14e) [1 1+e 1+ e, +
mE

ow ou u 1 ov
F T T m— 0T e) (11 a [(m_1)3?+77'+7+77¢]'

Bezeichnet man das durch o, 6}, 65 definierte Achsenkreuz mit 7/, ¢, 2/, das
im Punkte Pj;; durch die radiale, azimutale und axiale Richtung definierte
Achsenkreuz mit 7, ¢, z, so findet man mit Hilfe des Schemas

7 ¢ z
7 1 m n'
. (8)
@ | —m} 1 ny .
g | —ny | —ny 1

fiir die auf die Achsen 7, @, z bezogenen Spannungskomponenten des Punktes Py;;

— —r - ' =t — = ' o=t —r
0;= 0y, Tig= My (0} —0,), Trz = Ny (0'1 —0y),
Tgr = my (0, —03), 0p =0y, Tz == Mgy (05— 03), (9)
Tii=ny (01 —03), Tig=1ny(0,—03),  0;=0j.

Hierbei beachte man, daB diese Spannungen sich auf die (verzerrten) Flichen-
elemente des Punktes Py;; beziehen. Es kénnen also ohne weiteres die Gleich-
gewichtsbedingungen (18, 12) iibernommen werden, wenn nur 7, @, zdurch7, p, z
ersetzt werden. Vernachlassigt man auch hier die Volumkrifte, so findet man

065 1 6?;5, 077 G; —0p _

b7 —I‘T 79 + oz + 7 =0,

0Tz 1 ooy 0Tz; Trp

Sy r a2 =0, 0
075 | 1 ovg do; T -

v T o T oz T =0

In diesen Gleichungen sind nun erstens noch die SpannungsgréBen mittels
(9) und (7) in ¢y, 0, und 0, auszudriicken, und zweitens sollen die Differentiationen
nach 7, @, z durch Differentiationen nach 7, @, 2 ersetzt werden.
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Beachtet man, daB der Zusammenhang zwischen diesen beiden Sitzen von
Koordinaten durch die Gleichungen
— — v —
r=r+U+u, <p=<p+7_}—_~Uﬂv, z=z+W+w

gegeben wird, so findet man

ov.  l+¢ v ow
o, 1 0 _or lbe v 16 b b
o7 l—l—el—i—% By (I4¢6)(1+e,) 7 o (14 e3) (1+¢) Oz
1 ou 1ow
re __ rée 0, ! 12 reg 0 U
r 0p (14e)(1+e)or u, 180 v 0p (14e) (1+ey) 0z °
1+ez+ —
7 Op
oun 67;
o _ e o & Li+¥_L443
0z~ (I+e)(1+e) or (1+e) (1+e) v O ow 0z’
1+e s-l-

Beschriankt man sich bei der Transformation auf den praktlsch wichtigsten
Fall, daB ¢, und o, beide konstant sind und ¢, und o, nur von 7 abhingen, so
erhilt man vollends fiir die gesuchten Gleichungen des neutralen Gleichgewichts

2u  10u u 162w  *u 3m—41 0v m (1 &%*v o*w
2503 2(W ;W—ﬁ)Jrﬁ@#a?—m_z Viog m—2(;éTaq3 5r0)+
ol 1ot _u,  ecto, b g,
2G (1+e)+(1+e) v 8p\r 09  or ) (IFe)+(1+ey)8z\02  ov)f
m 1 %u 3m—4 1 0u 10v v m—1 1 0% m 1 0*w
m—27r 8rdp ' m—2 ﬂa(p+arz+;‘a7“ﬁ 2m —2720¢? +622 m— 2;'a<paz+
1(o] ote v o lou e S U
+2Gl@r[(l+el)+(l—|—e2)(8r+r ya¢)]+(1+e2)+(1+e3) 9z\0z v dgl| 0,
m 2u 10u 1 o%v 10w 1 0%w m—1 *w
—2(6783 v 8z 78¢6z>+ 672+r 67_*_72‘»6#,;24—21%_——72 622+
118 0+ 0, ow Ou Oyt 0y 18 (18w 0v\|
L ra] ke (fw fu) | ade 100w ol
2Glr or " (1+e)+(1+e)\or 0z (Ite)+(1+e)r dp\r 0p  9z/)

23. Das neutrale Gleichgewicht des allgemeinen Spannungszustandes.
Bis jetzt bezogen sich unsere Stabilitdtsbetrachtungen immer noch auf Sonder-
fille, dadurch gekennzeichnet, daf im Spannungszustand II die Hauptspan-
nungsrichtungen aller Punkte entweder dieselben waren oder wenigstens in
einem sehr einfachen Zusammenhang mit deren Koordinaten standen. Nunmehr
wenden wir uns dem allgemeinen Fall zu, wobei also der Spannungszustand IT
keinerlei Beschrinkung unterworfen ist. Weil der bisherige Gedankengang sich
hier weniger gut eignet, schlagen wir einen anderen Weg ein'): wir beziehen
jetzt die Spannungen stets auf die ihnen zugeordneten Flichenelemente und
schieben die Einfithrung des zu benutzenden Elastizititsgesetzes bis zum
Schlufl auf.

Wie in Ziff. 20 unterscheiden wir die drei Zustinde I, I7 und II7: den unver-
zerrten Zustand I, den auf seine Stabilitit zu untersuchenden Zustand IT,
dessen Verzerrungsgrolen zwar als kleine, aber immerhin endliche GréBen zu

1) C. B. Biezeno u. H. HENCKY, On the general theory of elastic stability, Proc. Acad.
Sci. Amst. 31 (1928) S. 569; 32 (1929) S. 444.

(12)
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betrachten sind, und den dem Zustand I unendlich benachbarten Zustand I71.
Alle Zustinde werden auf ein einziges festes Achsenkreuz (x,y,z) bezogen.
Der Spannungszustand II sei als bekannt vorausgesetzt. Seine Spannungs-
komponenten werden mit S,,, Sy, Sz, Ty, Tps T,y bezeichnet und seien auf
die (verzerrten) Flichenelemente des Zustandes II bezogen. Ebenso bezeich-
nen X, Y, Z die Volumkrifte der Raumeinheit des Kérpers im Zustand I1. Be-
trachtet man also im Zustand 7 ein Korperelement mit den Kanten dx,dy, dz,
so lauten die Gleichgewichtsbedingungen dieses Elements nach (17, 3)

0Syy 0Ty, 0T 3y

on T oy T TX=0

8Ty |, 8S aT

v Tay Ta TY=0 (1)
0T 4, 0Ty, 05, _

ox T ey Ta T Z=0

An der Oberfliche des Korpers gelten, wenn die Komponenten der Oberflichen-
spannung mit P,, P,, P, bezeichnet werden, die Gleichungen (17, 12)

Syxcos (n, x) + T, cos (n,y) + T,y cos (n,2) = P,
T,y cos (n, x) + S,y cos (n, ¥) + T,y cos (n,2) = Py, (2)
T, cos (n, x) + T, cos (n,y) + S, cos (n,z) = P,.

Die unendlich kleinen Verschiebungen, die den Ko&rper vom Zustand 17
in den Zustand 1] iiberfithren, bezeichnen wir auch jetzt mit #, v, w, und die
Frage, die wir nunmehr stellen, lautet: Welche Zusatzkrifte miissen an den
Seitenflichen des schon von den Kriften S,,dydz usw. belasteten Korper-
elements angreifen, damit es vom Verzerrungszustand II in den Verzerrungs-
zustand 111 tbergefithrt wird.

Zur Beantwortung dieser Frage stellen wir zunichst fest, daB3 die Gestalt-
dnderung des Korperelements beim Ubergang von II nach III vollstindig
durch die sechs GréBen (12, 2) und (12, 4)

ou dv ow
T (=&, 5;(2831): -7 (=&),

dv dw Jw ou ou ov (3)
Ty T G T B 5t (5

definiert ist, und seine Lagednderung, abgesehen von der fiir diesen Zweck
belanglosen Verschiebung #, v, w seines Schwerpunktes, durch die drei Dreh-
komponenten (12, 8)
1 [ ow ov 1 [ou ow 1 /0v ou

o=y(a—a) o=3(F-F) e=g(G-5) @

Sodann fassen wir das zu einem schiefen Parallelflach verzerrte Korper-
element samt allen auf es wirkenden Kriften im Zustand I1I ins Auge und
drehen es, um einen Vergleich mit seiner Gestalt und Belastung im Zustand I7
zu ermdglichen, mit allen seinen belastenden Kriften um die Winkel w,, o,, o,
zuriick. Die neue Lage, in die das Element bei dieser Drehung gerit, bezeichnen
wir mit III'. Vergleicht man nun die Zustinde /T und III’, so erkennt man,
daB die Krifte, die man vektoriell zu den auf die Seitenflichen des Elements I1
wirkenden Kriften addieren muB, um sie in die entsprechenden am Element I11’
angreifenden Krifte iiberzufiihren, offenbar die zur Erzeugung der erforderlichen

Gestaltinderung mechanisch notwendigen Zusatzkrifte sind. Diese Zusatz-
krifte beziehen wir auf die ihnen zugeordneten Flichenelemente des Kérper-
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elements I/, und die hierdurch definierten Spannungen bezeichnen wir als die
zum Ubergang von II nach III erforderlichen Zusatzspannungen. Wire
das Koérperelement im Zustand 17 spannungsfrei gewesen, so wiren diese Zusatz-
spannungen die Komponenten eines symmetrischen Spannungstensors. Jetzt
aber, da das Korperelement im Zustand I bereits von Kriften belastet wird,
ist dies nicht der Fall.

Unter der Wirkung der am Element II angreifenden Zusatzkrifte indern
nimlich die Angriffspunkte seiner schon vorhandenen, nach Richtung und
GroBe gegebenen Krifte ihre Lage, so daB sie sich am Korperelement 111
im allgemeinen nicht mehr das Gleichgewicht halten. Zwar ist ihre Summe in
jeder der Koordinatenrichtungen auch in der Lage 111’ noch immer Null, aber
ihre Momente beziiglich der Koordinatenachsen verschwinden nicht mehr. Das
dadurch verletzte Gleichgewicht der schon vorhandenen Krifte muB durch die
Zusatzkriafte wieder hergestellt werden. Wiren nun die Zusatzspannungen
Komponenten eines symmetrischen Tensors, so wiirden die aus ihnen her-
geleiteten Krifte sicherlich keine Momente liefern, und sie konnten also nicht
fir das verlangte Gleichgewicht aufkommen. Wir stellen deshalb die Zusatz-
spannungen als Komponenten eines unsymmetrischen Tensors dar, und zwar
wie folgt:

Sxx txy + Vxy txz + £7] }
T'= by, + 1y Syy by + 7y, | mit {

i box + Vax tzy + 7y Sz

Die in der ersten Zeile stehenden Grofen stellen die in die -, ¥- und z-Richtung
fallenden Zusatzspannungen der senkrecht zur x-Achse stehenden Seitenflichen
des Elements II dar; die in der zweiten Zeile stehenden GréBen bezeichnen die
Zusatzspannungen der zur y-Achse senkrecht stehenden Seitenflichen, die in
der letzten Zeile stehenden GréBen die Zusatzspannungen der zur 2-Achse senk-
recht stehenden Seitenflichen. Die Zusatzspannungen s und ¢ kommen fiir die
Gestaltinderung des Korperelements /1 auf, und also sind nachher nur diese
Spannungen mit den VerschiebungsgroBen #, v, w durch Elastizititsgesetze
zu verbinden. Die GriéBen » dagegen folgen aus Gleichgewichtsbetrachtungen.
Zur Bestimmung der GrofBlen » untersuchen wir, wie die gegenseitige Lage
der Angriffspunkte der am Korperelement II schon vorhandenen Krifte sich
in der Lage I1I’ gedndert hat, und fithren dazu folgende Bezeichnungen fiir diese
Angriffspunkte im Zustande III' ein: A und A’ seien die Angriffspunkte der-
jenigen Krifte, die im Zustand /1 an den senkrecht zur x-Achse stehenden Seiten-
flichen angreifen, B und B’ sowie C und C’ gehdren entsprechend zu den Seiten-
flichen, die im Zustand II senkrecht zu der y- bzw. z-Achse sind.
Betrachtet man nun die Strecke 4 A’ zuerst im Zustand I, so hat sie die

Komponenten
0 ov ow
ax:<1+a‘:t’>dx, ayzwdx, az:?;dx.

t, = + 1, usw.

Tyy=—1, USW.

Sieht man diese als Komponenten eines Vektors a an, so handelt es sich darum,
die neuen Komponenten dieses Vektors nach einer Drehung, die durch den
Vektor — o mit den Komponenten — w,, — w,, — @, dargestellt ist, zu bestimmen.
Wie aus der Kinematik bekannt ist, dndert sich der Vektor a hierbei um das
Vektorprodukt [ap], seine Komponenten also um die Komponenten dieses
Vektorprodukts, somit um

w,g—;dx—wygfdx, Wy g? dx—w, <1 + 21—;> dx, o, <l + %) dx—uw, 22 dx.

5

Biezeno-Grammel, Dynamik.
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Beschrinkt man sich auf die Glieder, die in den Differentialquotienten von #,
v und w linear sind [wobei auf (4) zu achten ist], so erhilt man. fiir die Kom-
ponenteninderungen des Vektors

0, —w,dx, +w,dx,
so daB die Komponenten der Strecke 4 A’ im Zustand I1I’ die Werte in der
ersten Zeile der folgenden Tabelle erhalten. Die Komponenten der Strecken
BB’ und CC’ im Zustand I1I’ erhilt man hieraus durch zyklische Vertauschung.

x ¥ z
, ou ov 1 ow 1
A4 <1 + W)dx (a—x—w2>dx<—§wxy dx) <H+wy>d”<—§ %xdﬂf)
L, /ou 1 ov ow ) _1
L/ ow 1 v 1 ow
cC (E—wy>dz <=§ Yix dz) (E-wa)dz(:Q%z dz) (1 + —ﬁ)dz

Wir betrachten jetzt die im Zustande /1]’ auf das Element wirkende duBere
Belastung und finden, daB (definitionsgemiB) in 4 und A’ zwei Krifte mit den
Komponenten

(Six + s2x) dy dz, (T + by +7iy)dydz, (T+tu+rn)dydz,
in B und B’ zwei Krifte mit den Komponenten :
(Tyr + tye +7y) dzdx, (Syy + syy) dzdx, (Tye +ty, + 7)) dzdx,
in C und C’ zwei Krifte mit den Komponenten
(Tox + tox +7:2)dxdy, (Ty +ty +7y)dxdy, (Sez +sz) dxdy

angreifen. Beschrinken wir uns zuerst auf die in 4 und A4’ angreifenden Krifte,
und bestimmen wir ihre Momente M2, M, M beziiglich dreier Geraden durch
den Schwerpunkt des Korperelements parallel zu den Koordinatenachsen, so
finden wir mit den Tabellenwerten

Mf = (sz + bty + 712) dydz"%w” dx— (T -+ by + ny)dy dz'%"/’zxdx,
M = (Sux+ 5) dy de 5 Yus dx— (Tae - b+ 70 dyda (14 55 ) v,
MY = (T by +725) 4y da (1 £ Gp ) dx— (Suu o+ 50) dy da - 5 pay 5.

Analog liefern die in B und B’ angreifenden Krifte beziiglich derselben Mo-
mentenachsen die Momente

ME = (Tyo+ by + 7y) dzdx (1 +Z_;) dy—(Syy + 5p) dzdx -y, dy,

Mf = (T +tp+ry)dzdx-Sy,dy— (T, + byt 7)) dzdx TPy Ay,

ME = (Syy + $) 4245+ 5 puy dy— (Tyu + by + 1) dzdx(l +%> dy
und die in C und C' angreifenden Krifte die Momente

ME = (Su+5:)dxdy- syude— (T ty +7.) dxdy (1 + Z;’j) dz,

My = (Tt b+ 1) drdy (14 57 Az — (Su o ) dxdy -y pueds,

MY = (Ty+ by + 1) dxdy -y dz— T+t + 72) dxdy - Ly, da.
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Setzt man, wie dies das Gleichgewicht erfordert,
M+ M7+ M =0,

so erhilt man

1 1
? (sz+ txz+ rxz) "/)xy_? (Txy + txy + 7’;\:y) "/)zx + (Tyz + tyz + rvz) <1 + 3_>
1
*%(Syy + S ¥y + 5 (Sez 4 Su2) ¥y — (Ly + by + 72) < ou ) 0

oder unter Vernachléssigung der in #, v und w» quadratischen Glieder (wobei
zu beachten ist, daB3 die Zusatzspannungen von der GréBenordnung der #, v, w
sind)

0 0
sz',uxy_" Txywzx— Syy'/’yz + SzﬂPyz + 2 Tyz ’i% —2 sz % + 2 7yz*‘2 Yoy = 0.
Durch zyklische Vertauschung folgen hieraus die beiden Gleichungen
Tyx"/)yz”— Tyz"/)xy— zz"/)zx + Sxx’pzx + 2 :rzx%”’_' 2 szz_u + 27’”—2 Vg = O:
ou
Ey’}’zx—szwyz_sxxny+5ynyy+2Txy o7 —2 T 3 +27xy 27yx:0-

Aus diesen drei Gleichungen berechnen sich

0 ov

47y =—47y = (Syy—S5u) Py + Loy Yor — Tox sy + 2T (% ‘;)
ou 7

47’275 = _4rxz = (5224 Sxx) ',sz + Tyzwxy"— Txy'pyz + 2 ]‘zx (ax _Tf‘> s (5)
ov ou

4 rxy - 47yx = (Sxx_ Syy) Yy + sz WYyz— Lyz Yax + 2 Txy ( ay ‘a—>

24, Die hinreichenden Gleichgewichtsbedingungen. Die soeben herge-
leiteten Gleichungen (23, 5) sind zwar notwendige, aber keineswegs hinreichende
Gleichgewichtsbedingungen, weil sie nur das Gleichgewicht der auf das Korper-
element wirkenden Krifte zweiter Ordnung verbiirgen. Weil aber Krifte
dritter Ordnung bereits imstande sind, dem Korperelement eine endliche Be-
schleunigung zu erteilen, so muB (genau wie in Ziff. 16) jetzt noch verlangt
werden, daB auch die Summe aller auf das Element wirkenden Krifte dritter
Ordnung in jeder der drei Koordinatenrichtungen Null ist. Zu beachten ist
dabei, daB diese Forderung ausdriicklich auf das Kérperelement im Zustand 117,
und nicht etwa im Zustand I[I', bezogen werden muBl. Denn wenn es auch
zur Aufstellung der Gleichungen (23, 5) zulissig war, das Element 117 als Ganzes
um die Winkel ,, wy, @, zuriickzudrehen, so darf man nicht.iibersehen, daf
diese Drehkomponenten sich von Punkt zu Punkt idndern, und daB also in
Wirklichkeit zwei einander gegeniiberliegende Seitenflichen des Kérperelements
und dadurch auch die mit diesen Flichen fest verbundenen Krifte beim Uber-
gang von III nach III' (und umgekehrt) verschiedene Drehungen erfahren.
Zwar sind die Unterschiede dieser Drehungen unendlich klein von erster Ordnung,
aber sie haben, wie die nun folgende Herleitung zeigt, eine wesentliche Bedeutung
fiir die am Korperelement urspriinglich vorhandenen (endlichen) Spannungen S
und 7.

Betrachten wir das Flichenelement A im Zustand I1I’, so sind die Kom-
ponenten des auf es wirkenden Spannungsvektors nach Ziff. 23

Sxx “+ Sz, Txy + txy + Vxys sz + Ly + Vi
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Erteilt man diesem Vektor eine Drehung (w,, ,, ®,), so entsteht ein neuer
Vektor, dessen Komponenten oy, T,y, Ty, in den festen Koordinatenrichtungen
sich nach dem Muster von Ziff. 23 leicht berechnen lassen. Man findet, wenn
Glieder zweiter Ordnung sogleich vernachldssigt werden,

Oyx = Sxx + Sux + sz Wy — Txy Wy,
Try = Txy + txy + 74 + Spxw;— Ty 0y, (1 a)
Taor = Log + oy + 722+ Txy Wy Syy Wy .
Es sei ausdriicklich hervorgehoben, daB o, 7., und 7,, fiir ihr Flichenelement
nicht die Bedeutung einer Normal- oder Schubspannung haben, weil dieses

Element nicht zur x-Richtung senkrecht steht.

Bezeichnet man die in die festen Achsenrichtungen fallenden Spannungs-
komponenten derjenigen Seitenflichen des Korperelements 111, die im Zustand 17
senkrecht zur y-Richtung bzw. zur z-Richtung waren, mit z,,, g,,, 7,, bzw. 7,
Ta, Oz, SO erhdlt man in entsprechender Weise

Tyx = Tyx -+ tyx + Vyx + Tyz Wy — Syy Wz,
Opy = Syy + Syy + Ty, — Tpp 0z, (1b)
Ty, = Tyz + lyr 7y + Syy Wy — Tyx Wy

bzw.
Tox = Lx + b+ 7+ Szzwy"" ];ywz;

Ty = sz + by + 7y + T,,0,— S, 0,, (1 C)
Oy = Szz + Sz + ];ywx_ ];xwy-

Nunmehr kénnen die Gleichgewichtsbedingungen des Elements III auf-
gestellt werden. Sie nehmen zufolge unserer Bezeichnungen dieselbe Form an
wie die entsprechenden Gleichungen der klassischen Elastizititstheorie und lauten
somit

O0yx 0ty 0Tz .

ox + oy + dz +X=0,
0ty do. 0T,

5z T a;y tg - TY =0, )

0Ty, 0Ty, 00, _
ox + oy + 0z +2Z=0.

Fiihrt man in die erste dieser Gleichungen die Ausdriicke (1) ein, so erhilt man

0Sxx | 0Tyy | 0Ty 0T 4, 0Ty: | 05
<—8x_ "oy +—_82_+X + ox + oy + 0z >wy_—

OTyy | 0Syy | 0Ty 05 | Olye Oty \ | [ryy . Oras)
— (Gl T ot (GE e B 5+ (G ) ) o

day doy

w Jdw, dw, 0w,
+ (sz" 7y + TyzW'f‘ Sz 3z‘>“‘<Tw % T Syy(ny‘ + sz@,’) =

Zyklische Vertauschung von «, ¥ und z liefert die beiden anderen Gleichungen.
Beachtet man jetzt noch die Gleichgewichtsbedingungen (23, 1) fiir den Gleich-
gewichtszustand II, so erhilt man als Endergebnis unserer bisherigen Be-
trachtungen das folgende Gleichungssystem:
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Otyy Oty Oryy | Ofuy

_(Osxx ’ oo do ow
L:( ox + oy + 0z >+< oy + 0z >+(\T“—£§x+Tyz~a}x+S” azy>_

dw,

dus 2o,
(T 52 S0 52+ Ty 52) + (Yoo —Zay) =0,

Otyy

ME( ox +

0syy
oy

Oty | 872y | O7ay das

+ )+ (G2 G2+ (Sa g+ Tu g+ T 52 ) —

dwy dwy Swy
“(sz‘?; + Tyz_a'y‘ + Szz'"g?’) + (wa —sz) = 0:

Oty | Oly; 08y, 0%y | Oy / Jdwy Jdwy Jwy
N=( G+ 5 >+< r +7y*>+(TwW+5w*a’;+Tw7>7>*
ow Ow o
— <Sxx Txy + 1y, Tyz + T T;i) + (Xwy—Yw,) =0.

Das System (4) in Verbindung mit (23, 5) stellt die notwendigen und hinreichen-
den Gleichgewichtsbedingungen dar.

25. Das Elastizititsgesetz. Erst jetzt, nachdem die notwendigen und hin-
reichenden Gleichgewichtsbedingungen des Korperelements im Zustand 117
vorliegen, ist die Einfiithrung eines Elastizititsgesetzes unerlaflich. Nimmt man
an (wie dies bei Stabilitidtsproblemen hiufig der Fall ist), daB der Spannungs-
zustand S,,,..., T,,,... gegeben vorliegt, so ist nur ein Zusammenhang
zwischen den beim Ubergang von II nach IIT auftretenden Zusatzspannungen
Saxs--+» bys, ... und den Verschiebungen #, v, w erforderlich. Der einfachste
Ansatz lautet nach (17,1) und (17, 2)

2G

ou , v Jw ou
=ty (55 oyt 5 ) 26 55

w ou
ou ov
(75 + )

Er enthilt, in Ubereinstimmung mit einer Bemerkung in Ziff. 23, von den
SpannungsgréBen nur die s und ¢ und bringt zum Ausdruck, daB der Zusammen-
hang zwischen den (unendlich kleinen) Spannungen und Verschiebungen eines
urspriinglich unbelasteten Korpers auch fiir die unendlich kleinen Zusatz-
spannungen und Zusatzverschiebungen eines Korpers im belasteten Zustand
gilt. Es sei aber ausdriicklich darauf hingewiesen, daB diese Annahme, wenn
auch mdglichst einfach, nichts anderes als ein postuliertes Elastizititsgesetz
zum Ausdruck bringt, welches nicht besser (aber auch nicht schlechter) als das
in Ziff. 20 zugrunde gelegte Gesetz ist. Natiirlich werden die mit (1) umgeschrie-
benen Gleichungen (24, 4) und (23, 5) bei einer Spezialisierung auf den {friiher
behandelten Fall (Ziff. 20 und 21) nicht vollkommen mit den Endgleichungen
von Ziff. 21 iibereinstimmen. Dagegen muB, wenn statt (1) das dortige Elasti-
zititsgesetz benutzt wird und die beiden Gleichungssysteme der Ziff. 21 und 24
auf ein gemeinsames Koordinatensystem transformiert werden, véllige Uber-
einstimmung im Endergebnis erwartet werden. Wie eine etwas langwierige
Rechnung (welche hier unterdriickt werden soll) zeigt, trifft diese Uberein-
stimmung tatsichlich zu.

Fiir welches Elastizititsgesetz man sich entscheiden soll, ist nur auf Grund
der experimentell zu bestimmenden elastischen Eigenschaften des Baustoffes
festzustellen. Hat man es mit verhidltnismidBig kleinen Spannungen zu tun,
so wird der Unterschied zwischen den beiden benutzten Elastizititsansitzen,

()
<

2G
m— 2

te=G

2G u ov ow ov
i (“a—;+3>7+%> F265, =G
by =G

Szz =

I

ou ov Jw ow
(Se+ o +52) +2657,
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welcher im wesentlichen darin besteht, daB8 die Spannungen das eine Mal auf die
unverzerrten, das andere Mal auf die verzerrten Flichenelemente bezogen
sind, kaum zur Geltung kommen.

Bei sehr groBen Spannungen gilt das Hookesche Gesetz weder in der einen
noch in der anderen Form, und fiir sie muB aus dem experimentell bestimmten
Spannungs-Dehnungsdiagramm bzw. aus dem Elastizititsgesetz, das dieses
Diagramm so gut wie moéglich annidhert, ein das System (1) ersetzender Satz
von Gleichungen hergeleitet werden (vgl. etwa Ziff. 15).

26. Die Randbedingungen. Die Gleichungen (24, 4) und (23, 5) und die
Gleichungen (25, 1) beziehen sich ganz allgemein auf den Ubergang eines
anfinglich gespannten Korpers in eine elastisch mégliche Nachbarlage und haben
mit dem Problem des neutralen Gleichgewichts unmittelbar noch nichts zu tun.
Das eigentliche Merkmal des neutralen Gleichgewichts liegt in den Randbe-
dingungen des Korpers.

Zur Aufstellung dieser Randbedingungen betrachten wir ein Oberflichen-
tetraeder des Korpers [fiir welches also im Zustand II die Randbedingungen
(23,2) gelten] und bestimmen die im Zustand IIT auf seine Seitenflichen
wirkenden Krifte.

Bezeichnet 40, (= {dydz) diejenige Seitenfliche des Tetraeders, die im Zu-
stand I7 senkrecht zur x-Achse steht, so wirken im Zustand III’ in den festen
Koordinatenrichtungen die Krifte

(Sxx + Sxx) dOl, (Txy + txy + 7’xy) do]; (sz ‘+“ txz + rxz) d01

Zufolge der Drehung (w,,w,, w,), die das Kérperelement von seiner Lage I11’
in die Lage III iiberfiihrt, haben dieselben Krifte in der Lage II] die folgenden
Komponenten in der festen x-Richtung:

(Ser+ 5040y, —(Toy + by + 72) 0,40y, (Tog + by + 7.5) 0, O,

Bezeichnen in dhnlicher Weise d0, bzw. d0, die Seitenflichen des Oberflichen-
tetraeders, die im Zustand IJ senkrecht zur y- bzw. z-Achse waren, so haben
die im Zustand II] an diesen Seitenflichen angreifenden Krifte in der festen
x-Richtung die folgenden Komponenten:

(Tyx + tys + 74x) 4Oy, — (Syy + $yy) 0,40y, (T + tys + 7y) 0, 40,
bzw.
(sz + byx = 722) doa: - (sz -+ by - 72}') Wy d03: (Szz + Szz) Wy d03

Beschrinkt man sich auf solche Belastungsfille, fiir welche beim Uber-
gang von II nach III entweder die Oberflichenspannungen P,, P,, P, fest
bleiben, oder fiir welche zusitzliche elastische Widerstinde entstehen, die von
den VerschiebungsgréBen #, v, w abhingen, so daB diese Widerstinde durch
Ausdriicke von der Form

— (kR +Lo+mw) d0, —(kyu+lyv+myw)dO, — (kyu+lyv+myw)dO (1)

(wo dO das Oberflichenelement des Koérpers bezeichnet) dargestellt werden
kénnen, so lautet die Gleichgewichtsbedingung des Tetraeders in der x-Richtung

(Sax + Sax— Ty 0, + Ty wy) A0y 4 (Tys + by + 732 — Sy 0, + T, wy) A0y +
+ (Lx A lox Vo — zy Wz + Szzwy) d03— (Px—klu—llv—ml 'L?/) a0 =0,
Beachtet man die Randbedingungen (23, 2), so geht diese Gleichung iiber in

die erste Gleichung des folgenden Satzes (2), dessen zweite und dritte Gleichung
aus der ersten durch zyklische Vertauschung von x, v, z gewonnen werden:
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Sxx COS (1, %) - (fyx -+ 7x) COS (1, ¥) 4 (fix + 7:4) COS (1,2) —
—Pyw, +FPwy+ kut-Lv4mw=0,

(tey + 74y) COS (1, %) + Syy €OS (1, 9) + (tzy + 725) cOS (1,2) — @)
—Pw,+ Py, + kyu + lyv -+ myw =0,

(tyz 1 #2) COS (1, %) + (8, + 7,2) cOS (1, y) + S, 08 (n,2) —
—P.ow,+ Pyw, - kyu—+lgv 4 mgw=0.

Diese Gleichungen zusammen mit den Gleichungen (24, 4) und (23, 5) und dem
Elastizititsgesetz definieren das Problem des neutralen Gleichgewichts voll-
stindig. Aus ihrer Form geht hervor, daBl eine Losung #, v, w dieser Gleichungen,
wenn sie existiert, nur bis auf einen Proportionalititsfaktor bestimmt ist.

Mit dem Ansatz (1), wonach bei der Verzerrung Zusatzoberflichenkrifte
entstehen, die linear von %, v und w abhingen, sind die moglichen Stabilitits-
aufgaben keineswegs erschopft; denn es kdnnen sehr wohl auch Zusatzkrifte
entstehen, die mit den Differentialquotienten dieser GréBen zusammenhingen.
Wesentlich fiir das neutrale Gleichgewicht ist aber, daBl diese Zusatzkrifte, wie
sie auch geartet sein mogen, immer homogene lineare Funktionen der Ver-
schiebungsgroBen oder ihrer Differentialquotienten sind.

Wir bemerken zum SchluBl noch, daB das hiermit besprochene allgemeine
Problem des neutralen Gleichgewichts in zweierlei Hinsicht eine andere Behand-
lung zuldBt. Erstens kann man den dem Spannungszustand /I benachbarten
Spannungszustand /I] auch noch auf andere Art beschreiben: wihrend hier
stets ein raumfestes Koordinatensystem benutzt worden ist, kann ebensogut
ein mit dem Massenteilchen mitgefiihrtes, substantielles Koordinatensystem
zugrunde gelegt werden. Zweitens aber kann man sich zur Definition des neu-
tralen Gleichgewichts einer energetischen Formulierung bedienen'), nach welcher
ein Gleichgewichtszustand aufhort stabil zu sein, wenn die potentielle Energie
nicht mehr ein wahres Minimum ist.

1) E. Trerrrz, Uber die Ableitung der Stabilitatskriterien des elastischen Gleichgewichts
ausder Elastizititstheorie endlicher Deformationen, Verh. d. 3. internat. Kongr. f. techn. Mech.
Stockholm 1930, Bd. 3, S. 44; sowie: Zur Theorie der Stabilitat des elastischen Gleich-
gewichts, Z. angew. Math. Mech. 13 (1933) S. 160.



Kapitel II

Allgemeine Theoreme der Elastomechanik.

1. Einleitung. Ausden in Kap. I, § 3 und § 4 entwickelten Grundgleichungen
folgen einige sehr allgemeine Theoreme, die wir jetzt herleiten wollen, um sie
entweder spiter unmittelbar verwenden zu konnen, oder weil sie sich sonstwie
bei der. Lésung von elastomechanischen Problemen als niitzlich erweisen. Dahin
gehéren vor allem die Variationsprinzipe, die die Verschiebungen und die Span-
nungen durch eine Minimumforderung bestimmen, der Energiesatz und das
Hamiltonsche Prinzip (§ 1), ferner die Clapeyronschen, Bettischen, Castigliano-
schen und Maxwellschen Arbeits- und Reziprozititssitze sowie die Untersuchung
der Maxwellschen EinfluBzahlen und das de Saint-Venantsche Prinzip (§2),
und endlich die Lésungsansitze fiir solche Verzerrungs- und Spannungszustinde,
die nur von zwei Koordinaten abhingen (§ 3).

§ 1. Variationsprinzipe.

2. Das Minimalprinzip fiir die Verschiebungen. Es ist moglich, den
elastischen Zustand eines Korpers durch eine Minimalforderung zu definieren.
Wir beschrinken uns vorliufig auf den ruhenden Kd&rper und stellen zuerst
ein Minimalprinzip fiir die Verschiebungen auf. An der Oberfliche des Kérpers
seien in einzelnen Gebieten die Verschiebungen #,, v,, w,, in anderen Gebieten
die Oberflichenkrifte, bezogen auf die Flicheneinheit, durch ihre Komponenten

ﬁx’ py: pz gegeben.
Wir gehen aus von der Formel (I, 14, 5a) fiir die Verzerrungsarbeit

Ale,y) = G[ei + &2 4 &2 + ;nl_—z (ex + &y + &) % (w5, +v2, + wiy)] 0y
und betrachten nun das (als existierend vorausgesetzte} System von Verschie-
bungen #, v, w, welche einerseits den Differentialgleichungen (I, 17,4) und
andererseits den Randbedingungen geniigen [d.h. da, wo die Verschiebungen
gegeben sind, die vorgegebenen Werte #,, v,, w, annehmen, und da, wo die
Oberflichenkréfte gegeben sind, die Gleichungen (I, 17, 12) befriedigen], und
bestimmen die Variation des Ausdrucks fiir die im Korper aufgespeicherte

Forminderungsarbeit
A= /ffA(e,zp)dxdydz.
Diese Variation ist

— 04 24 04 24 oA a4
aarmfd[/(a—&aex + 52, 0% +»36—2aez+mé¢yx+mawzx+mawxy)dxdydz
oder wegen (I, 14, 7) und (I, 17, 1)

o [ 52 o (B4 )

5 , 2)
) 8y

wobei sich die Integration iiber den ganzen Kérper erstreckt. Umformung durch
Teilintegration ergibt
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//'/[ 8o'x 81:3,,, + 8g;x) + 5o (d'{xx_*_@o'y + ar,y)+
+ o (G 4+ G+ T axayaz +
+ //{6u [0 cos (n, x) + Ty, cOS (1, ¥) + Toy cOS (0, 2)] + 3)

s
+ 0 [T,y cos (n, x) -+ 6, cos (n,y) + Tz cos (n,2)] +

0Ty,

+ 6w[T,; cos (n, X) - T,;c08 (#,9) + 0, cos (n, z)]} a0

wobei die zweite Integration iiber die Oberfliche O des Korpers geht.

Erseizt man im Raumintegral von (3) die runden Klammern gemiB den
Gleichgewichtsbedingungen (I, 17, 3) durch die mit umgekehrten Vorzeichen
versehenen Volumkrifte X, Y, Z und ebenso im Oberflichenintegral von (3) die
eckigen Klammern gemiB den Oberflichenbedingungen (I, 17, 12) durch die
Oberflichenkrifte p,, p,, ., so ergibt sich

dU=/[[[(Xou+Yov+Zow)dxdydz+ [[ (p.0u+ p, 60+ p,6w)d0. (&)

Hiermit ist der sogenannte Energiesatz bewiesen, nach welchem die mit
einer Variation du, dv, dw des Verzerrungszustandes verbundene Variation der
Formanderungsarbeit gleich der Arbeit der duleren Krifte ist [das erste Integral
der rechten Seite von (4) stellt die Arbeit der Volumkrifte, das zweite Integral
die Arbeit der Oberflichenkrifte dar]. Die Volumkrifte X, Y, Z sind fiir den
ganzen Korper bekannt, die Oberflichenkrifte nur da, wo sie vorgeschrieben
sind. Beschrinken wir uns aber auf solche Variationen du, dv, dw, welche an
den Stellen, wo die Randverschiebungen u=wu,, v=v,, w=w, gegeben sind,
verschwinden, d.h. betrachten wir nur solche variierte Verschiebungen, die
den Randbedingungen fir die Verschiebungen geniigen, so liefert das Ober-
flichenintegral in (4) da, wo die Verschiebungen gegeben sind, keinen Beitrag,
so daB dieses Integral nur iiber diejenigen Oberflichenteile zu erstrecken ist,
wo die Oberflachenkrifte p,, p,, p. gegeben sind. Weil X, Y, Z, p,, p,, p, nicht
mitvariiert werden, kénnen in (4) die d vor die Integrale treten und man erhilt

—[[[ (Xu+Yv+Zw)ydxdydz— [[ (psu+pyv-+p,w)d0] =0.  (5)

Der Klammerausdruck ist die potentielle Energie P des elastischen Kérpers
und der auf ihn einwirkenden duBeren Kriftesysteme:

P=U—[[[(Xu+Yv+Zw)dxdydz— [[ (pu+ pyv + p,w)dO.  (6)

Vergleicht man also das wirklich eintretende System von Verschiebungen
mit allen moglichen unendlich benachbarten Verschiebungen #, v, w, welche die
Randbedingungen da, wo die Verschiebungen vorgeschrieben sind, erfiillen (und
welche die Randbedingungen da, wo die Krifte vorgeschrieben sind, nicht zu
erfilllen brauchen), so zeichnet sich das wirklich eintretende System von Ver-
schiebungen durch einen extremen Wert der potentiellen Energie aus.

Wir zeigen nun noch, daB dieser extreme Wert ein Minimum ist, indem
wir die potentielle Energie P fiir die wirklich eintretenden Verschiebungen
u, v, w vergleichen mit derjenigen P’ fiir ein anderes System von Verschiebungen
w =u-+0u, vV=v-|0v, w'=w-+dw, welche an die Bedingung gebunden sind,
daB iiberall da, wo die Verschiebungen vorgeschrieben sind, 6% = v = dw = 0 ist.
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Nach (6) ist zufolge (1) die potentielle Energie P’ fiir die Verschiebungen
ul, 'UI, wr

=G [[[l(es+ 8207 + ey + 82,)2 + (e + 88)* + oy (et O+ &+ Bey+
et 86 2 [t 0y)? 4 (i + O+ (pay + 0]} dxdy dz—

_f/[[X(u+au)+Y(v+av>+2(w+aw)]dxdydz—
— [[ [+ 60+ py 0+ 89) + . w+ 6)] dO.

Fithrt man in diesen Ausdruck die Spannungen o, 6y, 6;, Tys, Tu, T,y der wahren
Losung ein, welche mit den Verzerrungskomponenten durch die Beziehungen
(I, 17, 2¢) und (I, 17, 2d) verbunden sind, so erhilt man

G///[E”_*_ ey +ei+ 5 (T eyt )+ ; (W§z+¢§x+1/)3y)]dx dydz—
—/// X"+Yv+2w>dxdydz—//(mwvazw)d0+
—*—//f(ﬂ',, 68"‘*‘Gy6€Y+6268z+Tyz6¢yz+sz51sz+15xy51/1xy)dxdydz—
_f/f(Xéu—i—Yév—i—Zéw)dxdydz~// (s du—+py 60+ p, 6w) 4O +
+ G [[[{de2+ (08) 4+ (B2t 525 (deutdey+ da)+
[(0p5e)2 + (892 + (9p)?]} dx dy dz

—2
1
Ty

oder
:P—{—fff(axdex—{—ayésy+azéez+ryzétpyz—i—rzxdwzx—i—rxyéwxy)dxdy dz—
—[J[(Xou4Yov+Zow)dxdydz— [[ (p, du-+tpydv+p, 0w) 40+

+ einen wesentlich positiven Ausdruck.

Die rechtsseitigen Integrale haben zusammen den Wert Null. Denn wendet
man auf das erste Raumintegral [welches mit der rechten Seite von (2) iiber-
einstimmt] Teilintegration an, so daB es durch die rechte Seite von (3) ersetzt
wird, so heben sich in der neuen Gleichung die beiden Raumintegrale wegen der
Gleichgewichtsbedingungen auf, die Oberflichenintegrale fallen da, wo die Ver-
schiebungen gegeben sind, wegen du = dv=Jdw =0 einzeln fort, und heben sich
da, wo die Oberflichenkrifte gegeben sind, wegen der Gleichgewichtsbedingungen
an der Oberfliche auf.

Die potentielle Energie P’ ist also sicher gréBer als die Energie P, womit
die Minimaleigenschaft der wirklich eintretenden Verschiebungen bewiesen ist.

3. Das Minimalprinzip fiir die Spannungen. Wir schreiten jetzt zur Frage,
ob auch die wirklich auftretenden Spannungen einem Minimalprinzip unter-
liegen, und betrachten dazu abermals die Verzerrungsarbeit, diesmal aber als
Funktion der Spannungen, n'amlich nach (I, 14, 4a)

A (0‘, T) 41G { + 02 + 0'2: + 1 (Gx + Oy + GZ) + 2 (Tyz + sz + Tg}’)] (1)

Bestimmt man auch jetzt die Variation der im ganzen Korper aufgespeicherten
Forminderungsenergie, so erhilt man

a%r:///(é%aox+%aoy+g.‘iaa,+i‘4—~azyz+

0A
T o 0T, + a 61,y>dx dydz
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oder wegen (I, 14, 6)
OU=[[[ (e, 00, + &y 00y 4 & 005+ Pys 0Ty + Yz OTux -4y 07 ) dxd y dz,

wobei g, ... und gy, ... die wirklich eintretenden Verzerrungen bedeuten, welche
mit den wirklich eintretenden Verschiebungen %, v, w durch (I, 17, 1) zusammen-
hingen. Fithrt man so die u, v, w statt der &;...,y,,... ein, so erhilt man
durch Teilintegration

6%1_—///[ aao,, aazyx+ ag:H (aarxy+aaay n aarzy)Jr

+w (MT“ + aéryz -+ aagz)]dxdydz—l—
+// {u [60,, cos (n, x} + 0Ty, cos {n, y) -~ 87, cos (n,z)] +
+ v [674y cos (1, x) + doy cos (n,y) + 67,ycos(n,2z)] +

+ w [0 7., cos (n, %) + 07y, cos (n,y) + do; cos (n, z)]} a0.

Beschrinkt man sich nun auf solche Spannungssysteme, die in jedem Punkte
des Korpers den Gleichgewichtsbedingungen (I, 17, 3) gentigen, so ist, da die
Volumkrifte fest gegeben sind und also nicht mitvariiert werden,

000, 6613,,, 00T
ox + + 0z =0,
661,,3, + aéay + z’iérzy -0 (3)
367:” + z’iéiryz + 660‘, —0
oz

so daf} in dem Ausdruck (2 ) das Raummtegral fortfillt. Ebenso liefern die Ober-
flichenintegrale da, wo die Krifte gegeben sind, keinen Beitrag. Denn wenn
beim variierten Spannungszustand in jedem Punkte Gleichgewicht vorhanden
sein soll, so gelten, weil die GréBen p,, p,, p, nicht mitvariiert werden, an der
Oberfliche die Bedingungen
(044 00%) cos (1, %) 4 (Tyx + 07ys) COS (1, V) -+ (Tax + 0Tua) COS (1,2) = Py

und zyklisch weiter, oder wegen der Gleichgewichtsbedingungen (I, 17, 12) des
unvariierten Zustandes

da, cos (n, %) + 0Ty, cos (1, y) + 87, c08 (1,2) =0,
074y cos (n,x) + do, cos (n,y) + 074y cos (n,2) =0, 4)
07, cos (n, x) + 67y, cos (n,y) + do, cos (n,z) =0.

Die Oberflichenintegrale liefern also nur da, wo die Verschiebungen u =1,
v=1,, w=1w, vorgeschrieben sind, einen Beitrag. Es folgt somit aus (2)

59U :f/{uo [80, cos (n, %) + 0Ty cos (n, ¥) + 7. cos (n, 2)] +
+ 5[0y cOs (n, %) - 80, oS (n, y) + 07,y cos (1, 2)] + (5)
+ 1w, [61;,,5 cos (1, x) + 91y, cos (n, y) + da, cos (x, z)]}dO.

Weil u,, v,, @, nicht mitvariiert werden, kann (5) auch in der Form geschrieben
werden

[ — [[{uo [0+ cos (1, ) + Tyecos (n, y) + Tux COs (1, 7))+
+ v, [r,,y cos (1, x) + g, €os (1, y) + Ty cOs (1, 2)] + (6)
-+ wo [Tx €OS (1, %) + Ty, c08 (1, 9) + 0, cos (, z)]} dO] =0.

Die eckigen Klammern bedeuten die Komponenten der unbekannten Ober-
flichenkrifte da, wo die Verschiebungen gegeben sind. Wir bezeichnen diese
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Komponenten mit p%, p}, 7, um sie von den bekannten Oberflichenkriften
P Dy, P2 (welche also da angreifen, wo iiber die Verschiebungen nichts gegeben
ist) zu unterscheiden und schreiben (6) in der Endform

— [ 6%+ p3 0+ pF ) 40] = 0. ™)

Vergleicht man also das wirklich auftretende Spannungssystem mit allen

moglichen unendlich benachbarten Spannungssystemen, welche in jedem inneren

Punkt des Korpers den gegebenen Volumkriften das Gleichgewicht halten,

und welche in denjenigen Punkten der Oberfliche, wo die Oberflichenkrifte

gegeben sind, auch mit diesen Kriften vertriglich sind, so zeichnet sich das
wirklich auftretende Spannungssystem dadurch aus, da der Ausdruck

IT = A — [ (p% g + Pt vy + p¥wy) dO (8)
einen extremen Wert annimmt. Dabei sei betont, daB die zur Konkurrenz
zugelassenen Spannungssysteme die fiir die Verschiebungen vorgeschriebenen
Bedingungen nicht zu erfiillen brauchen.

Auch hier kann man zeigen, daB der extreme Wert von I7 ein Minimum
ist. Berechnet man ndmlich den Ausdruck I7” fiir den variierten Spannungs-

zustand (o, -+ d0y), (0y+d0y), (0,4 00,), (Ty:+07Tys), (Tax+07T0), (Tuy+ OTay),
so erhdlt man nach (8) und (1)

H’:ZI—G—///{(ax+ 00.)2+ (0y+00,)2+ (0, + 602)2——%_1_1(0,,4— 66,+ oy +00,+
+0.406,)% + 2[(Tyat 07,0)2+ (Tart 6722)2+ (Txy+ar,,y)2]} dxdydz—
~// [(p% + 6p%) uo + (85 -+ cw;) v+ (pF + 0p%) wy) 4O
=4c ///[02—1—0 +o2— m—i—l (0x+0y+0,)2+ 2 (72,4 12, + 12 )]dxdydzw
— [ @ uo+ 5 0+ % w) 4O +
+ %f/f [ox do, -0, 00,40, 00, — %%-T (6:+0y+0;) (80, -+ b, + ba,) +
+2 (ryz 8Tyt Tex OTustTay 0T,y) | A dy dz— [ (g0 5+, 83+ w0, 07) 4O+
e /// (00,)% + (80,)2 4 (80,)2— ﬁl— (00, + S0y + day)? -

+ 2[(87,)2 + (072)% + (ar,,y)z]} dxdydz

oder nach (I,17,2b) und (I, 17, 24)
= H+///(sx 60’,;—}—6;, (sgy+8z 60‘2—""‘}’5/2 6Tyz+1/)zx 6sz+1/)xy 6Tx'y) dxdy dz—
—/f (1o 0% + vy 65 + w, 6pF) dO - einen wesentlich positiven Ausdruck.

Die rechtsseitigen Integrale haben zusammen wiederum den Wert Null.
Denn Teilintegration 148t diese Glieder {ibergehen in

__///[ 660,, + 861”_}_ 8(;-;”)_*_ (8(5'Iixy+a(sa'y+ 86-rzy>+
+ 1w + 66-ryz 4 666,

+ [[{ug[60 cos (1, %)+ 87, cos (n, ) + 87, cos (x, 2)] +
+ v, [6rxy cos (n, x) ++ do,, cos (n, y) + 87,y cos (n, 2)] +
10y [7,; cos (n, %) + b7y, cos (1, y) +- da, cos (n, z)]} a0 —
— [ (40 60% + vq 0% + 1w, 853) dO.

(aé‘rxz )]dxdydz_l_
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Das Raumintegral verschwindet wegen der Bedingungen (3), und die iibrig-
bleibenden Oberflichenintegrale heben sich gegenseitig auf. Denn da, wq die
Spannungen nicht variiert werden, also da, wo die Spannungen vorgeschrieben
sind, ist zufolge (4) das erste Oberflichenintegral Null, und da, wo die Spannungen
wohl variiert werden, ist
00, cos (1, %) + OTyx cOS (1, ) + 07T,y COS (1,2) = d P

und zyklisch weiter.

Damit ist die Minimaleigenschaft des wirklich eintretenden Spannungs-
zustandes bewiesen.

4. Der Energiesatz des bewegten Korpers. Wenn ein Korper sich bewegt,
so treten an Stelle der Gleichgewichtsbedingungen (I, 17, 3) die Bewegungs-
gleichungen (I, 17, 13). Wendet man also die Uberlegungen von Ziff. 2 in einem
bestimmten Zeitpunkt auf den bewegten Kérper an, so hat man in dem Raum-

integral von (2, 3) die runden Klammern jetzt durch —X —i—g%ﬁg— usw. zu er-

setzen. Man erhilt so als Energiehauptformel fiir den bewegten Korper

o :///(Xau+ Y(Sv—i—Z(Sw)dxdydz—l—//(;bxéu—i—pyév—i—pzéw)dO—

02 02 02
—/f/g(—a—;:— on + _67:“ dv + —at—zzu 6w)dxdy dz.
Identifiziert man nun die Variationen d#, dv, dw mit den wirklich im Zeit-
element d¢ auftretenden Verschiebungen du = % dt, dv= % dat, dw= 3;:— dt,
so erhilt man, weil damit zugleich auch § % mit der Zunahme der Forminderungs-
arbeit dU in der Zeit d¢ identifiziert wird,

dm:///(x%dt+y%dt+z

+//(pxait‘dt+py%dupz%i;’!dt)do»« 2)

0*u ou o*v ov Pw ow

Nun ist die kinetische Energie des Korpers
1 o \2 ov\2 ow \2
=, [[fel(Ge) +(5) +(F) | dxdydz. (3)
Die Zunahme d 7 dieser GroBe in der Zeit d¢ ist also
02u ou 0%v dv 2w 0
dT:///Q(W—aTdt—i—-5{2-“3’—dt+ i g dt)dxdydz,
und (2) geht daher {ber in

dm+d:r:/f/(x%dt+ Y%?dt—x—Z%’;)—dt)dxdydz—}—

+//(pxa—1:dt+?y%dt+ pr - 1)d0.

Dies ist der Energiesatz des bewegten Korpers:

)

ow
0

; dt)dxdydz+

(4)

Die Zunahme der Summe von Forminderungs- und Bewegungsenergie A -+ T
in einem beliebigen Zeitelement ist gleich der im selben Zeitelement von den
duBeren Kriften geleisteten Arbeit.

5. Das Hamiltonsche Prinzip. Ein Variationsprinzip fiir den bewegten
Koérper erhilt man, wenn man die Energiehauptformel (4, 1) zwischen zwei
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willkiirlichen Zeitpunkten £, und #, nach der Zeit integriert und die Variationen
du, v, dw, welche sowohl von x, vy, z als von der Zeit £ abhingig sind, von der
in Ziff. 4 gemachten Spezialisierung freihilt.

Fithrt man zunichst die erwihnte Integration aus, so erhilt man

4 b 121
Jfouat=[[[[( X(Su-{—Yév+Zdw)dtdxdydz+//f(ﬁx6u-l—pyév+p26w) dtd0—
£, to

—////Q<8t2 ou + 5 > v + 3 6w)dtdxdydz

Das letzte Integral J ist durch Teilintegration umzuformen:

J= [///Q ot 6“"’ I 5”+ 3,5 5'10 dxdydz] —
—t//f/ (7 e+ o agtw)dtdxdydz

Unterwirft man die Variationen d#, §v, dw der Einschrinkung, daB8 sie zur Zeit ¢,
und zur Zeit ¢, fir alle Kérperpunkte Null sind, so geht (2) mit (4, 3) iiber in

f/f/e(i;: oo 3’; P o agtw)dtdxdydz
4
- *////9< Lol + o+ o s S arandyas = — [sTat,
t

Unter der gemachten Voraussetzung wird also aus (1)

t h
Jo@U—T)dt =/[[[[ (X ou+Y dv+ Zow)dtdxdydz + l
4 %

; )
+t///(i>x6u+ b, 00+ p, dw) dtdO. I

Wenn die auf den Korper einwirkenden duBeren Krifte derart beschaffen sind,
daB die Summe der Integrale

Jff (X ou+Yov+Zowydxdydz+ [[ (pe0u+ p, v+ p, 6w)dO

als die Variation einer einzigen Funktion W der Koordinaten #, y, z und der
Verschiebungen #, v, w aufgefaB8t werden kann, so 148t sich (3) in der prignanten
Form schreiben

tfla(%—w— T)dtzé/l(?l——W— T)dt=0, 4)

wobei der Ausdruck
D=A-W-—-T (5)

gewohnlich die Lagrangesche Funktion genannt wird.

Das Oberflichenintegral in (3) liBt sich nur dann auswerten, wenn es
bloB iiber denjenigen Oberflichenteil erstreckt zu werden braucht, wo die
Oberiflichenkrifte gegeben sind. Neben die Bedingung, daB fiir £, und ¢ die
Variationen du, dv, dw fiir alle Kérperpunkte Null sind, hat man also noch die
Forderung zu stellen, daB im ganzen Zeitintervall iiberall da, wo die Verschie-
bungen vorgegeben sind, die Variationen du, dv, dw Null sein miissen. Die
Formel (4) driickt dann das Hamiltonsche Prinzip aus:
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Das Zeitintegral der Lagrangeschen Funktion {iber das Zeitintervall {, bis ¢,
nimmt bei der wirklich eintretenden Bewegung einen extremen Wert an, falls
man nur solche Variationen der Verschiebungen zuliBt, die erstens zur Zeit £,
und zur Zeit ¢, fir alle Koérperpunkte verschwinden und zweitens iiberall da,
wo die Verschiebungen vorgeschrieben sind, im ganzen Zeitintervall ver-
schwinden.

§ 2. Arbeits- und Reziprozititssatze.

6. Der Clapeyronsche und der Bettische Satz. Ist ein Kérper im Gleich-
gewicht das eine Mal durch die Volumkrifte X', Y’, Z’ und die Oberflichenkrifte
P Py, Pi belastet, das andere Mal durch die Volumkrifte X”, Y, Z” und die
Oberflichenkrifte ¢y, py, p;', und sind die zugehorigen Verschiebungen das
eine Mal #’, v, w’, das andere Mal #”, v", w”, so folgt aus der Linearitit der
Gleichungen (I, 17, 4) und der zugehdérigen Randbedingungen (I, 17, 12), daB
infolge der Volumkrifte X=X'+X", Y=Y'+Y", Z=2Z'4+2" und der
Oberflichenkrifte p,=p,+p%, py=7py+py, p.=pi+p, die Verschiebungen
u=u'+u"', v=0-+v", w=w+w’ auftreten werden. Dies ist das Additions-
gesetz der Verschiebungen.

An diese einfache Aussage kniipft sich eine ganze Reihe von Sitzen, die als
Arbeits- und Reziprozititssitze bekannt sind. Zu ihrer Herleitung bestimmen
wir zunichst die Arbeit %*, die von dem Kriftesystem X, Y, Z, p,, p,, $, bei
der von ihm verursachten Forminderung des Korpers geleistet wird. Weil
nach dem Vorangehenden die endgiiltig eintretende Forminderung, sowie die
ortliche Verzerrung des Kérpers und also die Verzerrungsarbeit 4 unabhingig
davon ist, wie das Kriftesystem sich entwickelt (wenn nur dafiir gesorgt wird,
daB in jedem Belastungszustand die wirkenden Krifte ein Gleichgewichtssystem
bilden), so ist auch die mit / f f Adxdydz gleichzusetzende Arbeit U* der
duBeren Krifte unabhingig von der Art, in der diese Krifte ihre Endwerte
erreichen. In Anlehnung an Kap. I, Ziff. 14 lassen wir nun sowohl die Volum-
wie die Oberflichenkrifte von Null an proportional miteinander bis zu ihren
Endbetrigen anwachsen und finden dabei, wenn y als Proportionalititsfaktor
eingefithrt wird, die geleistete Arbeit

Q1**//// [ X d(w) +MYd(uv) +pZdpw)]dxdydz +

+//f [ pxd(pw) 4 pupyd(uv) + ppsd(uw)] dO

oder
=5 [f[[&utYv+ Zw)dxdydz+ 5 [[(pu+pyv+pw)do, (1)

wo das Raumintegral iiber den ganzen Korper, das Oberflichenintegral iiber
dessen Oberfliche zu erstrecken ist und beide Integrale im Stieltjesschen Sinne
zu betrachten sind. Gleichung (1) stellt den Clapeyronschen Satz dar.

Spalten wir nun das System X, Y, Z, p,, p,, #, in die beiden Gleichgewichts-
systeme X', Y', Z', p, py, p: und X", Y", Z", pY, py, P/, welche wir mit I
und II bezeichnen, so kann A* auch dadurch bestimmt werden, daB3 man zuerst
das System I auf den Koérper einwirken 14t und dann das System II oder
umgekehrt. Im ersten Falle leistet zundchst das System I seine Eigenarbeit %¥ ;.
Wenn nachher das System I/ am Kérper angreift, erleiden dessen Punkte
Zusatzverschiebungen, die ebenso groB sind, wie wenn das System I nicht
vorhanden gewesen wire; infolgedessen wird dann neben der Eigenarbeit %f; ;s
des Systems I noch eine Erganzungsarbeit U¥;; vom System I gelelstet
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Die gesamte Arbeit ist also

W=+ U+ U (2)

In gleicher Weise erhilt man, wenn zuerst das System 77 und dann das System I
angreift
W+ = Ay 1+ UL+ U1, 3)
wo Uy, ; die beim Angreifen des Systems I geleistete Erganzungsarbeit des
Systems II darstellt. Aus (2) und (3) folgt die Gleichheit

UL = UL, 1. (4)

Weil die jeweiligen Krifte bei der Leistung ihrer Ergdnzungsarbeit einen festen
Wert, nimlich ihren Endwert, behalten, so gilt

W o= (X w+Y' v +Z w")dxdydz+ [[ (pru’~+py v+ piw") O,
Wi = [[[ (X" +Y" v+ 2" w)dxdydz+ [[ (B w'+py v'+p) @) dO

und man kann also die Gleichheit (4), den sogenannten Bettischen Rezi-
prozititssatz folgendermaBen in Worten fassen:

Wenn auf einen elastischen Korper zwei Gleichgewichtssysteme [ und I1
wirken und je fiir sich die Verschiebungen #’, v/, @’ und %", v/, @'’ erzeugen,
so ist die Arbeit, die das System I bei den Verschiebungen "', v"/, w’’ leistet,
gleich der Arbeit, die das System II bei den Verschiebungen #’, v, w’ leistet.

Man bemerkt iibrigens, daB die Eigenarbeiten ¥ ; und U7, ;1 jedes Systems
ihrer Natur nach wesentlich positiv sind, wogegen die Ergidnzungsarbeiten U} 7
und Uf;, ;7 auch negativ sein konnen.

Hier ist schlieBlich noch die Bemerkung hinzuzufiigen, daBl die Giiltigkeit
des an die Spitze gestellten Additionsgesetzes der Verschiebungen offenbar
an die Voraussetzung gebunden ist, daB das erste Kriftesystem X' )Y’, Z’,
D%, Py, p» nicht von den Verschiebungen #'’, v"’, w’’ des zweiten, und das zweite
X", YY", Z", pY, Py, P nicht von den Verschiebungen #', v’, w’ des ersten
abhingt. Wenn diese Voraussetzung nicht zutrifft (wofiir wir in Kap. VII
Beispiele kennenlernen werden), so ist das Additionsgesetz der Verschiebungen

samt allen seinen Folgerungen hinfillig.

7. Das de Saint-Venantsche Prinzip. Bei der wirklichen Berechnung der
Spannungen und Verformungen in elastischen Kérpern macht man fast unaus-
gesetzt (bewuBt oder unbewuBt) Gebrauch von dem grundlegenden und sehr
tiefgehenden de Saint-Venantschen Prinzip, das folgendes aussagt:

Wenn in einem beschrinkten Bezirk B eines elastischen Koérpers (z. B. in
einem Teilbereich seiner Oberfliche) das eine Mal ein Kriftesystem S, angreift,
das andere Mal eine Kriftesystem S,, und wenn S; und S, statisch dquivalent
sind (d. h. wenn S;— S, ein Gleichgewichtssystem bildet), so ist der durch S,
{zusammen mit den etwa sonst noch am Koérper angreifenden Kriften S)
erzeugte Spannungszustand (g;) und Verformungszustand (¢,) von dem durch S,
(zusammen mit S,) erzeugten Spannungszustand (o,) und Verformungszustand
(€s) um so weniger verschieden, je weiter man sich im Kérper von dem Bezirk B
entfernt.

Oder auch (offenbar gleichwertig mit der vorausgehenden Fassung): Wenn
in einem beschrinkten Bezirk B eines elastischen Koérpers ein Gleichgewichts-
system S angreift, so klingen der hierdurch erzeugte Spannungszustand (¢) und
Verformungszustand (¢) mit zunehmender Entfernung von B mehr und mehr ab.

Man kann dies — weniger genau, aber unmiBverstindlich — auch noch so
ausdriicken: In hinreichender Entfernung vom Angriffsbezirk B eines Krifte-
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systems hingt dessen Wirkung nicht mehr merkbar von seiner Verteilung,
sondern nur noch von seiner statischen Resultante ab; oder noch kiirzer: statisch
dquivalente Kriftesysteme sind in hinreichender Entfernung vom Angriffs-
bezirk B auch elastisch dquivalent.

Man benutzt dieses Prinzip z. B. schon beim einfachsten Zugversuch, wenn
man die Enden eines Stabes in Backen einklemmt und dann annimmt, daf
sich die mittleren Teile des Stabes nahezu so verhalten, wie wenn die Krifte
gleichmiBig verteilt an den beiden Endquerschnitten angreifen wiirden; oder
bei der Biegung einer eingespannten Platte, wenn man so rechnet, als ob das
Einspannmoment allenthalben in Gestalt eines linear
iiber den Einspannungsquerschnitt verlaufenden
Normalspannungszustandes aufgebracht wiirde. A 5

Zum Beweis?) des de Saint-Venantschen Prin-
zips-leiten wir zuerst einen Hilfssatz her, der vz
auch fiir andere Zwecke niitzlich ist und so lautet:

T4

Wenn man einen elastischen Kérper K, dadurch zu
einem Koérper K, 4 K, erweitert, da man an einem !
Stiick F seiner Oberfliche einen genau passenden a K, i 5
Erginzungskérper K, anfiigt, so ist die Forminde- ;
rungsarbeit 9;, die ein an K in einem beschrinkten
und von F durchaus verschiedenen Oberflichenbe-
zirk B angreifendes Gleichgewichtssystem S in dem

(sonst freien) Korper K, allein erzeugt, groBer !
als die Forminderungsarbeit ¥, ,, die das gleiche P PRENIP
System S im erweiterten Korper K, + K, erzeugt. ‘ "

Der Beweis dieses Hilfssatzes, den man an der P

beispielhaften Abb.1 verfolgen mag, verliuft so. Wir
fassen die Forminderungsarbeit ; als duBere Ar-
beit A¥; des Systems S am Koérper K; auf:

A = UL, 1) % 4

Die Verformung des Kérpers K, 4+ K, durch das Sy-
stem S kann man sich in der Weise hervorgebracht
denken, daB man zuerst den Kérper K, allein durch
das System S verformt — dies gibt wieder die Arbeit %%; — und sodann durch
geeignete Krifte R (samt ihren Reaktionen) die Oberflichenstiicke F von K,
und von K, so verformt, da sie gerade zusammenpassen und diejenige Schnitt-
fliche des erweiterten Kérpers K, + K, bilden, in welche F auch iibergegangen
wire, wenn man K, und K, im spanhungsfreien Zustande zusammengefiigt
und dann durch das System S belastet hitte. Bei dieser Verformung
leisten die Krifte R an K, die Arbeit A%, die Krifte R und S aber
an K, erstens die Eigenarbeit %%,, die von R allein geleistet wiirde, wenn das
System S nicht vorhanden wire, und zweitens die Erginzungsarbeit %%z, die
das System S wegen der im Bezirk B vom System R erzeugten Zusatz-
verschiebungen noch zusitzlich leisten muB. Da nunmehr derjenige Endzustand
fiir den Korper K, + K, hergestellt ist, den das System S auch an dem von vorn-
herein zusammengesetzten Kérper K; + K, mit der Forminderungsarbeit ;. ,
unmittelbar hervorgebracht hitte, so muBl

Wy o= A1+ ARy 4 Ak + U (2)

[

Abb. 1. Zum Beweis des Hilfssatzes.

sein.

1) O. ZanaBonI, Dimostrazione generale del Principio del DE SAINT-VENANT, Atti
Accad. Lincei Roma 25 (1937) S. 117 u. S. 595.

Biezeno-Grammel, Dynamik. 6
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Das Kriftesystem R ist, da es in Wirklichkeit die inneren Normal- und
Schubspannungen im Schnitt F des Korpers K;-- K, darstellt, nach Ziff. 3
durch die Forderung bestimmt, daB ;. ein Minimum wird. Um dieser
Minimalbedingung zu geniigen, denken wir uns die richtigen Krifte R alle
im gleichen Verhiltnis 1:(14-¢) verandert, wobei €20 sein darf. Dadurch
gehen die Arbeiten Uk, UE> und UZx tber in (14¢)2A¥1, (1+4¢)2A%2 und
(14¢)U¥x; denn A%, und AZ. sind nach (6,1) homogene lineare Funktionen
sowohl der Krifte R wie der zugehorigen Verschiebungen, die ihrerseits wieder
homogene lineare Funktionen der Krifte R sind; U¥ ist eine homogene lineare
Funktion der von R im Bereich B erzeugten Verschiebungen, also eine homogene
lineare Funktion der Krifte R. Die Arbeit U, , geht damit iiber in

Wie = A1+ (1 + )2 Uk + (1 4 &2 Uk + (1 + &) Udg,
nimmt also gegeniiber (2) zu um
AWy gy = (2L + 2 Wk + ULR) + e2(UR1 + AR2).

Damit A%;4,, wie es die Minimalbedingung verlangt, fiir jedes Vorzeichen
von ¢ positiv ist, muB

Wr=—2 (Wk1+ ko) @)
sein, und damit und mit (1) geht (2) iiber in
Wop = W— (U1 + UR2). 4)

Weil %%; und A}, als Eigenarbeiten nach Ziff. 6 wesentlich positiv sind, so ist
A +o<Y;, womit der Hilfssatz bewiesen ist.

Da die Verringerung der Forminderungsarbeit vom Betrag %; auf den
Betrag 9., beim selben Kriftesystem S nach (6,1) bedeutet, daB die von den
Kriften S im Bezirk B erzeugten Verformungen sich im Durchschnitt verkleinert
haben miissen, so kann man den Hilfssatz auch kurz dahin aussprechen, da8 jede
irgendwie geartete VergroBerung eines elastischen Korpers auBerhalb des Be-
zitks B den Kérper steifer macht gegen ein im Bezirk B angreifendes Krafte-
system S, und zwar steifer in dem Sinne, daB die von den. Kriften S an ihrer
Angriffsstelle erzeugten Verformungen mit wachsendem Korper im Durchschnitt
kleiner werden. Wenn beispielsweise auf eine Welle eine Scheibe aufgeschrumpft
ist, so wird die vom Schrumpfungsdruck dort verursachte Zusammenpressung der

F iy Welle bei gleichem Schrumpfungsdruck um so
geringer, je linger die. Welle ist. (Bei einer
A Kt 5|ts wirklichen Welle wird diese Erscheinung aller-
dings dadurch wieder teilweise aufgehoben,
- 7/ daB mit-abnehmender Zusammenpressung der
. i Welle der Schrumpfungsdruck selbst zunimmt ;
[ vgl. Kap. VIII, Ziff. 6.)
Aus dem Hifssatz folgt nun vollends leicht
Kerhs % B|f5 auch die Richtigkeit des de Saint-Venantschen
4 ' Prinzips. Wenn man den Kérper K durch die

b, 2. Zum Beweis des Kérper K, und K; der Reihe nach zu den

de Saln.t-\}en‘;;lmtsclf;ﬂ}s’ri:zips. Kérpern Kl +K2 und K1+K2+K3 erweitert,

wobei zwischen K; und K, zunichst die Zu-

sammenschluBkrifte R und dann zwischen K;+ K, und K; die Zusammen-

schluBkrifte R’ erforderlich sind (wie dies Abb.2 wieder beispielhaft an-
deutet), so gilt in ohne weiteres verstidndlichen Bezeichnungen analog zu (4)

Wtor3= Yrro— (YR @42y + Ukrs)
und also mit (4)

Wiors= W — (Uk1+ Uk o) — (U 142y + Wk 3) (5)
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Andererseits hat man aber auch, indem man den Korper K; 4 K, + K; aus K,
und K,-- K; bildet, wobei die ZusammenschluBkrifte R’ nétig sind (die von R
durchaus verschieden sind),

Wpyo43= W — Wk 1+ Ak 243)) - (6)
Der Vergleich von (5) und (6) zeigt, daB
Wk 1+ U 2+9y> k(142 + ks (7)

wird, und diese Ungleichung hat man als formelmaBigen Ausdruck des de Saint-
Venantschen Prinzips anzusehen. Denn das System R’ stellt in Wirklichkeit
die Normal- und Schubspannungen (¢’) vor, die in der Schnittfliche F’ des
Gesamtkorpers K, + K,+ K, durch das Gleichgewichtssystem S hervorgerufen
werden; und also ist Uy + AF (2+3,= g ein unmittelbares MaB fiir die Span-
nungen in der Schnittfliche F’. In gleicher Weise ist Uk~ o)+ k5 =Ug-
ein MaB fiir die durch das System S hervorgerufenen Spannungen (¢”) in der
weiter entfernten Schnittfliche F”". Die Ungleichung (7) aber stellt dann in
der Form A~ < Wg- das vom de Saint-Venantschen Prinzip behauptete Ab-
klingen des Spannungszustandes {(¢) und damit natiirlich auch des Verformungs-
zustandes (¢) mit wachsender Entfernung vom Kraftbezirk B dar.

8. Die Castiglianoschen Sédtze. Wir betrachten einen elastischen Kérper,
der vorldufig in statisch bestimmter Weise starr gestiitzt sei. Die duBeren Krifte
P, P,, ..., P, zusammen mit den zugehérigen Stiitzkriften sollen das System [
genannt werden. Die in die zugehorige Wirkungslinie fallende Verschiebungs-
komponente des Angriffspunktes einer Kraft P, sei mit y, bezeichnet. Das
System II bestehe aus einem Zuwachs AP; der einzigen Kraft P, und den
dazu gehérigen Zuwichsen der Stiitzkrifte. Fir beide Systeme bestimmen wir
nach Ziff. 6 die Erginzungsarbeit. Diejenige U7 ; des Systems I7 ist einfach

rr=y,- 4P, (1)

weil die zuerst aufgebrachte Last AP, sich beim Hinzutreten des Systems I
in ihrer Wirkungsrichtung iber den Weg y; fortbewegt und die Stiitzkrifte
des Systems IT keine Arbeit leisten. Diejenige U ;; des Systems I erhilt
man, indem man den Zuwachs A% der Formanderungsarbeit ¥ ==¥¥ ; bestimmt,
die in dem Korper unter Einwirkung des Kraftsystems I enthalten ist. Es
ist offensichtlich

AN =Wty 11+ Uf = o Ay,- AP+ Ut 1, (2)

wenn man den Clapeyronschen Satz (Ziff. 6) beachtet und unter Ay, die durch
AP, verursachte VergréBerung der Verschiebungskomponente y; versteht. Aus
(1) und (2) folgt wegen des Bettischen Satzes (6, 4)

AA— Ay, AP, =y, AP,

LiBt man jetzt AP, gegen Null gehen, so geht die letzte Gleichung in den
Castiglianoschen Satz

%

gp, — (3)

iiber, welcher in Worten lautet:

Die partielle Ableitung der Forminderungsarbeit eines in statisch bestimmter
Weise starr gestiitzten Korpers nach irgendeiner duBeren Kraft ist gleich der in
die zugehorige Wirkungslinie fallenden Verschiebungskomponente des Angriffs-
punktes dieser Kraft.

6*
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Wirken auf den Koérper in mehreren Punkten 1, 2, 3 Krifte, die von einer
einzigen Kraft P abhingig sind, z. B. im Punkte I eine Kraft « P, im Punkte 2
eine Kraft f P, im Punkte 3 eine Kraft ¢ P, so hat man bei der Anwendung des
Saztes darauf zu achten, daB diese Krifte mit verschiedenen Namen P,, P,, P,
belegt und erst im Endergebnis durch ihre eigentlichen Werte ersetzt werden.
Nur so ist es moglich, die partielle Ableitung von

’ A nach jeder von diesen Kriften einzeln zu bilden,
14 . X
wie es der Satz zur Bestimmung von y;, ¥, oder
ys verlangt. Andernfalls finde man bei der Differen-
tiation nach P
Vo > oA _ U OB, | 2% 9P, | oY 0B
%P —op, oP T 0B, o T 9P, %P —
=oy+By:+yys
,i Ein praktisches Beispiel, bei dem dies zu beach-

Abb. 3. Druckeing eincr ten ist, bildet der elastische Ring einer Polysius-
Polysiuskupplung. kupplung (Abb. 3), der durch vier gleich groBe
Krifte P belastet wird, und bei dem die Verkiirzung

des Durchmessers 4 B zu berechnen ist. Entweder hat man bei dieser Berech-
nung die in C und D wirkenden Krifte vorliufig mit anderen Buchstaben zu
belegen, oder aber man mufB auf ein doppelt zu groBes Ergebnis gefaBt sein.
2 Ein anderer Fall, bei dem man bewuBt zwei von der-
=% selben GroBe abhingige Krafte nicht voneinander unter-

scheiden wird, sind die beiden Krifte P; und P, eines
Kriftepaares M = P/ (Abb. 4). Berechnet man hier i;%—,

so erhilt man

- oA oA 9B, | oA 9P,
TP B, 6P T op, op ~ TV
oder auch
1o oA _ oA _ » -+,

- " TP Ty T M T 1

Aot tur e Kratiepaar.  Sind die Krafte P, und P, (wie in Abb. 4) senkrecht zur
Verbindungsgeraden ihrer Angriffspunkte gerichtet, so ist

ﬁ?&der Drehungswinkel ¢ des Kraftepaares M, und es gilt dann die zu

B=P

(3) analoge Gleichung o9
o =P )
welche besagt:

Die partielle Ableitung der Forminderungsarbeit nach einem duBeren Moment
ist gleich der Winkeldrehung dieses Momentes.

Ein dritter Fall, bei dem zwei duBlere Krifte oder Momente sich zugleich
indern, wird nachher behandelt werden.

Die Sitze (3) und (4) werden ausgiebig bei solchen Aufgaben beniitzt, bei
denen es sich um einen Stab oder ein Stabsystem handelt, weil sich bei diesen
Gebilden die Forminderungsarbeit sehr einfach in den resultierenden Kriften
und Momenten des Querschnitts ausdriicken 1i8t. Zur Bestimmung dieser
GroBen reduziert man zunichst alle den Querschnitt belastenden Krifte auf
dessen Schwerpunkt, so daB dort eine resultierende Kraft & und ein resul-
tierendes Moment I entsteht. Sodann zerlegt man diese beiden Vektoren je
in ihre drei Komponenten nach der Achsenrichtung x des Stabes und nach den
beiden Hauptachsenrichtungen y und z des Querschnittsschwerpunktes. So
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erhilt man drei Kraftkomponenten N, S, und S, und drei Momentkomponenten
M,, M, und M,. Zuletzt reduziert man dle in der Querschnittsebene wirkenden
GroBen Sy, S; und M, auf den sogenannten Querkraftmittelpunkt @, den
wir allerdlngs erst spiter (Ziff. 20) niher bestimmen werden, d. h. man wihlt Q
als Momentenbezugspunkt. Dabei erhilt man zwei in  angreifende Krifte S,
und S, in der y- und z-Richtung als Komponenten der Querkraft und ein eigent-
liches Torsionsmoment W, wogegen N die den Querschnitt insgesamt belastende
Normalkraft, M, und M, die Biegemomente sind. In diesen Gréfen nun driickt
sich die Forminderungsarbeit des Stabes, wie wir als bekannt voraussetzen
diirfen, folgendermaBen aus:

9{:2< dx —}—k/Gydx—{—k/ i st [ dx+/E‘dx+k"/£dx>.(5)

Hierin bezeichnet F den Stabquerschnitt, J, bzw. [, das Trigheitsmoment des
Querschnitts beziiglich der y- bzw. 2-Achse, J; das polare Trigheitsmoment des
Querschnitts beziiglich des Schwerpunkts; 2, 2 und 2" sind nur von der Quer-
schnittsform abhingige Beiwerte. Die Integrationen in (5) sind iiber die ganze
Stablinge zu erstrecken. |[Die Ableitung der Formel (5) erfolgt im wesentlichen
durch Integration des Ausdruckes A(o, 7) in (I, 14, 4) tiber den Stabquerschnitt,
wobei die bei Zug, Schub, Biegung und Torsion auftretenden Spannungsgréfien
eingesetzt werden.] Bemerkenswert an Formel (5) ist, daB Dehnungs-, Biegungs-,
Schub- und Torsionsarbeit sich einfach addieren. Dies gilt aber nur dann, wenn
die im Querschnitt wirkenden GréBen auf den Querkraftmittelpunkt reduziert
werden (vgl. Ziff. 20, wo wir diesen Punkt geradezu durch diese "Eigenschaft
definieren und bestimmen werden). Hat der Querschnitt zwei Symmetrieachsen,
so fillt iibrigens der Querkraftmittelpunkt mit dem Schwerpunkt zusammen.

Auch wenn die Stabachse eine gebrochene oder eine schwach gekriimmte
Linie ist, behilt die Formel (5) im wesentlichen ihre Giiltigkeit bei. Nur ist dann
dx durch das Bogenelement ds der Stabachse zu ersetzen.

Wir wollen jetzt noch die hauptsichlichsten Aufgabentypen aufzihlen, zu
deren Losung die Castiglianoschen Sitze (3) und (4) herangezogen werden kénnen.
a) Es sei fiir ein statisch bestimmt gestiitztes elastisches System bei vor-
geschriebener Belastung die Verschiebungskomponente y; in irgendeinem
Punkt 7 in irgendeiner Richtung 7, gesucht. Man bringe in 1, wenn keine duBere
Kraft mit der Richtung #, vorhanden ist, eine solche Kraft H als Hilfskraft

an und bestimme
yp = lim o (6)
Hoo 9H '
Der Fall, daB in 7 in der Richtung 7, eine duBlere Kraft P, angreift, wird durch
(3) unmittelbar erledigt.

b) Ein elastisches System sei statisch unbestimmt gestﬁtzt und es seien
die statisch unbestimmten Stiitzkrifte und -momente R, R,,..., R;; M,,
M,, ..., M, gesucht. Weil fiir jede statisch unbestimmte GréBe d1e zu 1hr
gehorige Verschiebungs- oder Verdrehungskomponente bekannt ist oder (wie
z. B. bei elastischer Stiitzung) zumindest in bekanntem Zusammenhang mit
den ortlich angreifenden Stiitzgréfen steht, so sind in den Gleichungen

o . oU .
?R,Zy] (]:1,2,...,q), 8—M,:(p7 (]:1,2,...,7’) (7)

die rechten Seiten bekannt oder wenigstens in bekannter Weise von den Gréen

M; abhingig. Die Gleichungen (7 ) bilden also die zur Bestimmung der
StatlSCh unbestimmten GréBen notwendigen und hinreichenden Bedingungs-
gleichungen.
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c) Es seien fir ein mehrfach zusammenhingendes Stabsystem, das zu-
nichst statisch bestimmt gestiitzt sein moge, die inneren Schnittkrifte und
-momente gesucht. Man mache soviele Schnitte (Abb. 5), daB das System
als ein einfach zusammenhingender Stabzug aufzufassen ist, und fithre die
zugehoérigen Krifte und Momente

N =N, S;=S, M/=M,, N/=N,, S//=S,, M/=M, (1=1,2,...,9)

als statisch unbestimmte GréSen ein. Dann gilt nach (3)

ou o

aN =Y e =N
wenn vy, bzw 1y, die Verschie-
bungskomponenten der Krifte N,
bzw. N/’ in der Richtung von N,
bzw. N/’ sind. Weil die Angriffs-
punkte dieser Krifte in Wirklich-
keit keine relativen Verschiebun-

Abb 5. Die inneren Schmittkrafte und -momente eines . . o ,
mehrfach zusammenhangenden Stabsystems. gen aufwelsen, so 1st VY, =— V1.

Anstatt N, und N, je fiir sich
einen Zuwachs zu erteilen, kann man sie auch um dasselbe Differential d N,
anwachsen lassen und erhilt nach einer fritheren Bemerkung

o oA ©ON,; oA oN; oU oAU

8N aN’ aN +a]\/" aN aN' +aN//:ys+yz =0.

Ein idhnliches Ergebnis kommt fiir alle anderen statisch unbestimmten GréBen,
und ihre Bestimmungsgleichungen lauten somit im ganzen

oU oAU oU .
aNi—O’ W—O’ m~0 t=1,2,...,9). (8
d) Es seien fiir ein ein- oder mehrfach zusammenhingendes, statisch un-
bestimmt gestiitztes Stabsystem die in ihre Wirkungslinien fallenden Verschie-
bungskomponenten y,, ¥y, ..., ¥, der auBeren Krifte P, P,,..., P, gesucht.
Sind N,, S;, M, (i=1,2,...,p) wieder die zur Herstellung eines einfach zu-
sammenhingenden Stabzugs n('jtigen Schnittkrifte und -momente, ferner
R;(j=1,2,...,¢9) und Mj*(j=1,2, 7) die statisch unbestimmten Stiitz-
krafte und -momente endlich a; und’ oc, ihre hier in Betracht kommenden Ver-
schiebungs- und VerdrehungsgréBen (welche moglicherweise noch von den Gréen
R, und M}* abhingen koénnen), so gelten nebeneinander die Beziehungen

o o o :
v, =0 55, =0 =0 =12...9), (92)
2 : 0% =
on, =% (=120 Zr=u (=127, (9D)
o
,a?k,:yk (k:l,Q,...,n). (gc)

Sie reichen der Zahl nach aus, um sowohl die inneren und iuBeren statisch
unbestimmten GréBen, wie die gesuchten Verschiebungen y; zu bestimmen.
Die Arbeit % ist nach (5) zu berechnen, wobei zu beachten ist, daB die statisch
bestimmten Stiitzkrifte explizit sowohl von den Kriften P, wie von den GréBen
R, und M}* abhingen. Dieser Abhingigkeit hat man natiirlich bei den Differen-
tiationen in (9b) und (9¢) Rechnung zu tragen.

9. Die Maxwellschen Sitze. Wir greifen an einem in vorgeschriebener
Weise starr gestiitzten Korper zwei beliebige Punkte 1 und £ heraus und legen in
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diesen Punkten je eine beliebige Richtung 7, und 7, mit bestimmtem Richtungs-
sinn fest. Greift im Punkte I in der Richtung 7, eine Einheitskraft P, an, so
heiBt die in die Richtung 7, fallende Verschiebungskomponente des Punktes 2
die Maxwellsche Einflu8zahl ay. Greift im Punkte 2 in der Richtung 7,
eine Einheitskraft P, an, so heiBt entsprechend die in die Richtung 7, fallende
Verschiebungskomponente des Punktes I die EinfluBzahl «,,. Weil die GréBen
o, und oy auf die Krafteinheit bezogene Verschiebungen darstellen, haben
sie die Dimension (Linge:Kraft).

Wird nun P, zusammen mit den zugehérigen Stiitzkriften und -momenten
als das Kriftesystem I, ebenso P, mit den zugehérigen Stiitzkriften und
-momenten als das Kriftesystem II aufgefalt, so liefert der Bettische Satz,
weil die Stiitzkrifte und -momente keine Arbeit leisten, die Beziehung

Oy = Ggg- (1)
Diese Gleichheit driickt den Maxwellschen Reziprozitidtssatz fir die
Verschiebungen aus.

Dieser Satz 1iBt seinerseits wieder
verschiedene wichtige Folgerungen zu.
Greift man z.B. die beiden Punkte-
paare (1,1') und (2, 2') (Abb. 6) mit den
zugehoérigen, zu den Linienelementen
As; und As, senkrecht stehenden und
paarweise parallelen, aber entgegenge-
setzten Richtungen (r,,7;) und (r,,73)
heraus, so entsteht die Frage, um welche
Winkel f,, und Sy, die Linienelemente As;
und As, sich um die Normalen der Abb.6. Der Maxwellsche Satz fur Verdrehungen.
durch die Linienpaare (r,, 7;) und (7,4, 73)
bestimmten Ebenen drehen, wenn das eine Mal in 2 und 2’ zwei entgegengesetzt
gleiche Krifte (P,, P;), das andere Mal in I und 1" zwei entgegengesetzt gleiche
Krifte (P, P;) von solcher GroBe angreifen, daB P, As, = P, As,, und zwar gleich
dem Einheitsmoment ist. Hierbei bedeutet ,, den Drehwinkel des Linienelements
As, in dem durch (r,, 7;) definierten Drehsinn, wenn die Krifte (P,, P,) witken,
P den Drehwinkel des Linienelements As, in dem durch (7, 7,) definierten
Drehsinn, wenn die Krifte (P, P;) wirken. Die Dimension beider GréBen ist
(Winkel: Moment). Wirkt zunichst in 2 die Kraft P,, so tritt in I in der Rich-
tung 7, eine Verschiebung P, ., in I’ in der Richtung 7, eine Verschiebung
P, ay, auf. Ebenso liefert P; in I in der Richtung 7, die Verschiebung Pjey
und in 7’ in der Richtung 7] die Verschiebung Pyey. Die Drehung des Linien-
elements As, im Drehsinn (ry, 7;) ist also

,
4

N
N

ﬂlz = (012 + 0t197) js](al'z + oyrgr) P2 . (2)

Ebenso erhilt man fiir die Drehung des Linienelements As, im Drehsinn (7,, 73)

ﬂz o (ot 0t517) j]‘s(‘kq + otyrrr) Pl . (3)
2

Geht man zur Grenze 4s,—~ 0 und As,— 0 so iiber, daBl dabei die beiden Ebenen
der Kraftepaare (P, Py) und (P,,P;) sich nicht &ndern, und daB auBerdem
die Produkte P,;4s, und P,4s, gleich dem Einheitsmoment bleiben, so greifen
in den Punkten I=1" und 2=2' des elastischen K&rpers zwei Einheitskrifte-
paare an, und der Vergleich der beiden Ausdriicke (2) und (3) liefert zufolge
(1) und der Bedingung P;4s,= P,4s,

Bro=Pa- (4)
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Dies ist der Reziprozitdtssatz fiir die Verdrehungen. Man beachte
hierbei, daB beim Grenziibergang den Kriftepaaren (P, P;) und (P,, Pj) je
noch ein bestimmtes Linienelement (als gemeinsame Normale der jeweiligen
beiden Wirkungslinien der Krifte) zugeordnet bleibt, auf dessen Drehung sich
fiz und S, beziehen.

Wirkt dagegen das eine Mal im Punkte I in der Richtung », eine Einzel-
kraft P, von der GroBe Eins, das andere Mal in den Punkten 2 und 2’ ein Krifte-
paar (P,, P;), dessen Moment P, As, ebenfalls gleich Eins sein soll, so entsteht
im ersten Falle im Punkte 2 um d1e Normale der Momentebene eine Verdrehung
Y2 des Linienelements As, von der GréBe

Ya = ‘(@Z—i_sa# Py, (5)
im zweiten Falle im Punkte I eine Verschlebung 0, in die Richtung 7, von der
GroBe

01s = (oqp + 042) Ps. (6)

Die Dimensionen von v, und §;, stimmen iiberein; denn y, ist eine auf die
Krafteinheit bezogene Winkelverdrehung, 4,5 eine auf die Momenteinheit be-
zogene Verschiebung. Geht man zur Grenze As,—0 so {iber, daB die Ebene des
Kriftepaares P,, P, sich nicht dndert, und da8 auBerdem das Produkt P, A4s,
gleich dem Einheitsmoment bleibt, so greift im Punkte 2 ein Einheitskriftepaar
an, und der Vergleich der beiden Ausdriicke (5) und (6) liefert zufolge (1) und
der Bedingungen P, =1, P,As, =1

Ya = Oz (7)

Dies ist der Reziprozititssatz fiir die von einem Einheitsmoment
verursachte Verschiebung und die von einer Einheitskraft ver-
ursachte Verdrehung.

Rechnet man das Linienelement As, positiv in dem Sinne, daB es nach einer
Verdrehung um 90° im gleichen Drehsinn, in welchem auch y,, positiv gezihlt

wird, in die Richtung 7, fillt, so wird beim Grenziibergang oy, = — oty -+ %0% ds,
und somit nach (5) mit (7) . :
Vo1 == Opp = 33221 . (8)
Entsprechend folgt aus (2) und (5)
oy a4
e ®

Mit Hilfe der Formel (1) beweist man leicht die folgenden Sitze, die in der
Technik vielfach angewendet werden:

Die AbstandsvergroBerung zweier Punkte 7 und 2 infolge der Wirkung einer
Einheitskraft im Punkte 3 in der Richtung 7, ist gleich der Verschiebungs-
komponente des Punktes 3 in der Richtung 7; infolge der Wirkung zweier in
den Punkten I und 2 angreifenden, in die Gerade 12 fallenden, auseinander
gerichteten Einheitskrifte.

Die AbstandsvergroBerung zweier Punkte I und 2 infolge der Wirkung
zweier in den Punkten 3 und 4 angreifenden, in die Gerade 34 fallenden, aus-
einander gerichteten Einheitskrifte ist gleich der AbstandsvergroBerung der
Punkte 3 und 4 infolge der Wirkung zweier in den Punkten 7 und 2 angreifenden,
in die Gerade 12 fallenden, auseinander gerichteten Einheitskrifte.

Auch hier bemerken wir noch, daB3 die EigeneinfluBzahlen oy, oy, By, Bae»
die sich auf den Kraft- bzw. Kriftepaarangriffspunkt selbst (und die dortige
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Richtung der Kraft bzw. den Drehsinn und die Wirkungsliniennormale des
Kriftepaares) beziehen, wesentlich positiv sind, wogegen oy,, fia, Y12 und oy,
auch negativ sein kénnen (weil Eigenarbeiten immer positiv sind, Erginzungs-
arbeiten aber auch negativ sein kénnen; vgl. Ziff. 6).

10. Allgemeine Sitze iiber Determinanten aus Maxwellschen EinfluB-
zahlenl). Bildet man aus den fiir # Punkte definierten »? EinfluBzahlen o;

(¢==1,2,...,m,7=1,2,...,n) die Determinante, so gilt fiir sie der wichtige
Satz:
*11 K19 - .. U3y
D, = %=, (1)
A1 Upg -« - Lyy

vorausgesetzt, dafl kein Punkt ¢+ mit einem Stiitzpunkt des Kérpers zusammen-
fillt oder dal, wenn dies doch zutrifft, wenigstens die zugehérige Richtung 7,
mit keiner der Richtungen zusammenfillt, in denen dort infolge der Stiitzung
die Verschiebung verhindert wird [andernfalls hitte man statt (1) das triviale
Ergebnis D, =0].

Zum Beweis betrachten wir zunichst nur zwei Punkte, als welche wir, ohne
die Allgemeinheit zu beeintrachtigen, die Punkte I und 2 wihlen diirfen. Wirkt
im Punkt I in der Richtung », die Kraft P, so tritt im Punkte 2 in der Rich-
tung 7, eine Verschiebung oy, P; auf. Diese Verschiebung denken wir uns durch
eine im Punkte 2 in der Richtung 7, wirkende Kraft X, aufgehoben; dann muf3

Oy P+ 090 Xy =0, also X,= ——Z—n-Pl
22
sein. Wirken die Krifte P; und X, zusammen, so ist im Punkte I die Ver-
schiebung # in der Richtung r

%= 0y Py + g0 Xp = oty P— g9 <E& P1> = e 13w P. 2
G2 %oz

Sie ist wesentlich positiv, weil sie die in die Wirkungsrichtung von P; fallende
Verschiebung des Punktes I darstellt fiir den Fall, daB der Korper auBer in
seinen vorgegebenen Stiitzpunkten auch noch im Punkte 2 in der Richtung 7,
gestiitzt wird. Aber auch a,, ist wesentlich positiv, so daB der Zihler der rechten
Seite von (2) ebenfalls positiv sein muB. Es gilt also fiir jedes beliebige Punkte-
paar D,>0.

Zum Beweise dafiir, daB auch D; positiv ist, fassen wir drei Punkte I, 2, 3
ins Auge, bringen in den Punkten 2 und 3 in den zugehérigen Richtungen 7,
und 7, Hilfsstiitzen an, die den Kérper in diesen Richtungen am Verschieben
verhindern, und belasten den Kérper im Punkte I in der Richtung 7; durch eine
Kraft P,. Bezeichnet man die im Punkte I in der Richtung 7, auftretende
(wesentlich positive) Verschiebung mit %, die in den Punkten 2 und 3 auftretenden
Reaktionen mit X, und X;, so gelten die Beziehungen

oy Pyitoye Xop+oys Xy =u,
oy Py tpp X+ 093 X3 =0,
oy P+ otz Xotog X3=0.
1) C. B. Biezeno u. R. GRammiL, Dije Eigenschaften der Determinanten aus Max-

wellschen EinfluBzahlen und ihre Anwendung bei Eigenwertproblemen, Ing.-Arch. 8
(1937) S. 364.



— 90 —
11,10 Kap. II: Allgemeine Theoreme der Elastomechanik.

Aus diesen Gleichungen folgt

w O %2 %3
P Olgp Oog |
1= Xy Qg Xog | . 3)
| Xgo g3
Ogy Ogg Ogg

Weil nach dem Vorangehenden 1222 :23‘ positiv ist, so ist auch Dy> 0. Durch
32 33
vollstindige Induktion kann solder Sa’tz (1) allgemein bewiesen werden.
Auch jede Teildeterminante, die aus D, dadurch entsteht, da man irgend-
welche (etwa die i-te, j-te, ..., I-te) Spalten und die ebenso numerierten
Zeilen wegstreicht, ist positiv; denn sie ist selbst eine vollstindige Determinante
der fiir die Punkte 1, 2, ..., n, jedoch ohne die Punkte 7,4, ..., [, definierten
EinfluBzahlen.
In derselben Weise zeigt man, dal die Determinante

ﬂll 1312 L ﬂln

ﬂ21 622 .- ,32n

D, = 0 4)

Bus Bz - B |

ist, wieder vorausgesetzt, daB kein Punkt mit einem Stiitzpunkt des Kérpers
zusammenfillt oder daB, wenn dies doch zutrifft, wenigstens die zugehérige
Drehrichtung nicht zu den infolge der Stiitzung verhinderten gehért (andern-
falls hitte man wieder das triviale Ergebnis D, =0).

Noch allgemeiner ist der Satz, daB jede Determinante D, von der Form

{ 2351 25T e %1p 614,.}.1 61y#+2 e 61,,
Aoy oo PPN %2 p 62,p+1 62,p+2 ‘e 62,,
%1 %z oo %y Opprr Oppya Opn
D= | e >0 (5)
Yo+, Yp+1,2 oo Vpiip Bo+1,p41 Bo+rptz -+ Boiyn
Yo+l Voto2 oo Voizp  Ppizorr Porzptz oo Porraaw
Vm Vn2 coe Vmp P Buorz - Pun
ist, in welcher die a;;, B;, ij, 0;; die zu # beliebigen Punkten 1, 2,..., n eines

elastischen Korpers gehérigen Maxwellschen EinfluBzahlen darstellen.

Beim Beweise dieses Satzes nehmen wir der Einfachheit halber an, daB alle
Punkte unter sich verschieden sind, so da8 sie in zwei Gruppen zerfallen, deren
erste diejenigen Punkte I,2,...,4 enthilt, die — soweit es sich um ihre
,,eigenen’’ EinfluBzahlen handelt — nur durch die Zahlen « vertreten sind, und
deren zweite die {ibrigen Punkte p+1, p+2,..., » umfaBt, fiir welche die
,,eigenen” EinfluBzahlen 8 eine Rolle spielen. Es sei aber ausdriicklich darauf
hingewiesen, daf3 diese Annahme unwesentlich ist, und daB sehr wohl Punkte
aus verschiedenen Gruppen zusammenfallen diirfen.

Setzen wir voraus, der Satz sei bereits fiir alle Werte # < ¢ bewiesen, so folgt
leicht, daB er auch fir n=g¢+-1 gelten muB. Um dies einzusehen, berechne
man im Punkte g +1 die Winkelverdrehung ¢ eines dort angreifenden Momentes M
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unter der Annahme, daB in den Punkten I1,2,...,p Krifte X, X,,..., X,
und in den Punkten p+1,p+2,..., ¢ Momente Y11, Yy1s,..., Y, von noch
zu bestimmender GroBe derart angreifen, daB in den Punkten 1, 2, ..., p keine
Verschiebung und in den Punkten p--1, 42, ..., g keine Verdrehung auftritt.
Dann handelt es sich um die Bestimmung der durch ein Moment im Punkte
g+1 am gleichen Ort erzeugten Verdrehung, wenn der Kérper auBler in seinen
eigentlichen Stiitzpunkten noch in den Punkten I1,2,...,4 schiebungsfest
und in den Punkten p+1,$42,..., ¢ drehungsfest gelagert ist, also um die
Bestimmung einer ihrer Natur nach positiven GroBe.
Schreibt man nun die Bedingungsgleichungen fiir die Unbekannten

X,0=1,2,...,9) und Y, l=p+1,24+2,...,9

sowie die Bestimmungsgleichung fiir ¢ an, so erhilt man

Xy FogeXy, FotoupXp +0upr1 Y1+ OupreYpra ot 0 Y, 04,00 M =0,
o Xy toge X, dtop Xy +00pr1Ypr1+ 02540 pra o020 Y, +05,00M =0,

ap N1 Fope Xo Atopp Xp F0ppr1Ypr1+0ppr2YpiatF0p Yy +65,0M =0,
Vo111 Vo0 X ot Vo108 Xpt Borrpn1 Yora+BosrpraYprat+Ppin, e Yot Bpin e M= 0,

YaXi +veXe Tt ve X +Bir+1Ypi1+ BorraYoratet By Y, “+ Bo01 M=0,
Varr,1 X1+ Va0 Xot e, p Xpt+ Boir.p 1Yo+ Bornpr2Yoro "+ Bosr,a Yot Beir, g1 M=g.

Die Auflosung dieses Gleichungssystems nach M (bei bekannt gedachtem g)

liefert
D// (p D//
_ g _— g
=D @, also i 7

Weil das linke Glied der letzten Gleichung sowie voraussetzungsgemif der
Nenner des rechten Gliedes positiv sind, so ist auch Dy, positiv.

Der Beweis ist vollends geliefert, wenn wir jetzt noch zeigen, daB schon
Dy, positiv ist. Dies gelingt, indem wir nur die Punkte 1,2,...,9p41 in
Betracht ziehen, die Punkte 1, 2, ..., $ in derselben Weise wie soeben stiitzen
und die Verdrehung ¢’ im Punkte p + 1 zufolge eines im Punkte p + 1 angreifenden
Momentes M’ berechnen. Es wird nicht nétig sein, die zugehérigen Gleichungen
hier anzuschreiben. Wie man sich leicht iiberzeugt, erhilt man als Ergebnis

B4 _Dé;+1
M Di’,'

Weil D} mit der fritheren Determinante D, identisch ist, welche nach (1) positiv
ist, und weil auch ¢':M’ eine wesentlich positive GroBe ist, so muB Dj.,
ebenfalls positiv sein, womit der Beweis erbracht ist.

Die Beziehungen (2) und (3) lassen folgende Deutung zu, die ebenfalls fiir
manche Anwendungen niitzlich ist. Sind bei einem irgendwie gestiitzten Korper
o, (1,7=1, 2) die Maxwellschen EinfluBzahlen fiir zwei Punkte 7, 2 und diesen
zugeordnete Richtungen 7,, 75, so geht die EinfluBzahl e, dadurch daB man den
Korper nachtréglich auch noch im Punkt 2 in der Richtung 7, unbeweglich
stiitzt, iiber in oy,, und zwar ist nach (2)
O %2 |

s (6)

U =

| %21 G2
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Da infolge der zusitzlichen Stiitzung im Punkte 2 die Nachgiebigkeit im Punkte 1
nur geringer werden kann, so mufl oy, <oy, sein oder nach (6)

%1 %32
Oy *Olop =

3 (7)

Aoy Oog

was hier auch noch unmittelbar einleuchtet. Ebenso geht aus (3) hervor, daB
bei einem Koérper mit den EinfluBzahlen «,; (7,7=1,2, 3), wenn man ihn in
den zwei Punkten 2, 3 in den zugehorigen Richtungen 7,, 7, unbeweglich stiitzt,
die EinfluBzahl e, infolge dieser doppelten Einschrinkung der Bewegungsfreiheit
iibergeht in

%31 X2 %y

_—_— .| %22 %23
Oq1 = | Olgg Xgp Olog |-

(8)

b
Olgg Ogg
Olg; Xgg Kgg

und hieraus schlieBt man dann wegen o;; <a«,, auf

’“11 %2 K3
Koy Olgg &Koz |- 9)

U3y Hgg &gy

L | %22 %o

=
U3 Olgg

%1

So fortfahrend findet man durch vollstindige Induktion fiir beliebiges # den
Satz:

Oy Ogg - .- O1n | | Ogy g - - . Oy
_ Koy XKog - .. Ogy | |Ugg Olgg ... Agy
Oy =1 . . A . . (10)
Kn1 Kn2 v - o Ky Hng Xu3 - .- KAup
und
|
®gg Koz « + .+ Uoy ®yy Ogg - - . O1n
Ogg Olgg ... Ogy Aoy Kgg - . . Aoy .
ST T . . = | . . . | (1 ])
. . . - . .
Unz Xp3 - - - Epy .“ﬂla‘nZ'--ann
das Gleichheitszeichen in (11) gilt nur fiir den Fall oy =033 = - -+ = 0z, = O.

Die Formeln (10) und (11) lassen sich noch weiter verallgemeinern, und
auch diese Verallgemeinerungen sind wichtig (z. B. bei der Berechnung kriti-
scher Drehzahlen, Kap. X). Betrachten wir beispielsweise fiinf Punkte I bis §
samt den zugehérigen Richtungen 7; bis 7; in einem beliebig gestiitzten Kérper,
und greifen in den Punkten I und 2 in den Richtungen 7, und 7, die Krifte
P, und P,, in den Punkten 3, 4, 6 in den Richtungen 7,, 7,, r, die Krifte
X3, Xy, X5 s0 an, daB der Korper in den Punkten 3, 4, 5 in den Richtungen
73, 74, 75 am Verschieben verhindert wird, so folgen fiir die Verschiebungen u,
und #, in den Punkten I und 2 in den Richtungen 7, und 7, die Beziehungen

ay P+, Pyto3 Xyt oy Xyt o5 Xg=uy,
ooy By + oty P+ tyg X+ ooy X g+ otps Xy =14y,
oy Py + g, P2+°‘33X3+°‘34X4+°‘35X5=0r
‘141P1+°‘42P2+°‘43X3+°‘44X4+°‘45X5:0’
oc51Pl—}—oc52P2+oc53X3+oc54X4—}—oc55X5=0.
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Bezeichnet man mit Dy die Determinante | «;;| und mit A;; die Unterdeterminante?)
des Elements «;, so geben diese Gleichungen aufgelost

- All A21 — A12 AZZ
P = D, ”1+ﬁ5“2’ Pz—‘D—surl‘—D;Mz
oder vollends nach %, und u, aufgeldst
Uy = oy Py + 045 Py, Uy = gy Py + 0yp Py,
wenn man unter
_ D . D
O‘11="AiA22: “122’—7‘5"6‘21» ) A. A
D D mit A= Au A12
Ko = — 7% Az, o= Ts Au 2 a2

wieder die EinfluBzahlen der beiden Punkte 1, 2 bei Verhinderung der Beweg-
lichkeit in den Punkten 3, 4, § in den Richtungen 7,, 7,, 7, versteht. Nach dem
Jacobischen Determinantensatz?) ist aber

Ogg Olgg Olgs

[A; A
wo =Ds- ogy gy o5/, (12)

A= An

X5z Ksq U

und mithin wird die Determinante der «,; (¢,7 =1, 2)

|
| s As —A Ggg X3q g5 | \2 Ugg *3g4 U35
22 21| |
‘& % :] A Al Olgg gy Og5| | =Dy 0z Ogg Ogs!. (13)
|Gy Qoo — Ay 11
Og3 %54 Osp X5z K54 0‘55‘
Weiter gilt
Oy %ya| %1 %2
] _ DUy < D Ogy- (14)
|otgy oo Hoy Xag

Denn rechts steht hier nach (6) die EinfluBzahl fiir den Punkt 1, falls nur
im Punkt 2 die Verschiebung r, verhindert wird; links steht die EinfluBzahl
fiir den Punkt 1, falls im Punkt 2 und in den Punkten 3, 4, § die Verschie-
bungen 7, bis 7; verhindert werden; und somit sagt (14) einfach wieder aus,
daB eine zusitzliche Freiheitsbehinderung die Nachgiebigkeit im Punkte I nur
verringern kann. Da aber sowieso schon ay,< oy, ist, so folgt aus (14)

%1 %2 % %12

. (15)

Koy X2 Oy gz

Mit (15) gibt (13) schlieBlich

‘“33 %3q O35
Oy Oy Og5| 2 Ds. (16)

|
| %53 54 Oss

%y G2

Ugp Ko

Diese Ableitungen lassen sich in gleicher Weise auf beliebig viele freie und
beliebig viele durch Krifte X; in vorgeschriebenen Richtungen fixierte Punkte

1} Wir bezeichnen der Kiirze halber als ,,Unterdeterminante eines Elemer}tg oy stets
die sogenannte algebraische Adjungierte, d.h. die mit dem Faktor (—1)"t7 versehene
Unterdeterminante, die aus der urspriinglichen Determinante entsteht, wenn man die i-te
Zeile und die j-te Spalte streicht.

2) Siehe E. Pascar, Repertorium der hoheren Mathematik, Bd. I, 1, S. 61, 2. Aufl,
Leipzig u. Berlin 1910.
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ausdehnen und liefern dann als Verallgemeinerung von (10) und (11) den Satz:

totn Gz - .. O1p [0l 02 ... Oig Xr+1,k+1 Xpt+1,k+2 - - Xk+1,n
Idzl Koz - - - Glgk | ‘ a1 Oz .. Opm || OkbRk+1 Xht2ki2 e Xhig (17)
IET : g
’“kl g2 - -« KEk | Apl Xp2 o v o Ky | an,k+1 Opk+2 - oo Ly
und
‘0!11 o12 .- - Kk Ok +1,k+1 Kk+1,k+2 «+ - Xkt1,n %11 K12 - .. O1p
i
|01 22 .. . 2k g t+2,k+1 Rpr2kri2 - -0 Kpyo X1 Ko ... O
L il T R tREE Bl S el . (18)
iakl k2 - -« ki i On, k+1 Ly k42 oo Oun Op1 Ky - .. Oy
das Gleichheitszeichen in (18) gilt nur fir den Fall «, s 1= pr2="" =0 =0
G=1,2,..., k).

Man kann die Beziehungen (6), (8) und (10) endlich dazu verwenden, den
Determinanten D, aus Maxwellschen EinfluBzahlen «,, eine anschauliche Deutung
zu geben. Bezeichnet man mit «2 (statt mit «;;) die EinfluBzahl im Punkt 1
fiir die Richtung r,, falls der Korper (auBer in den vorgegebenen Stiitzpunkten)
auch noch im Punkt 2 in der Richtung 7, festgehalten wird, so lautet (6)

Oy O
‘ noe = Uy - “121) (19)

|
| Koy Xgg |

Ist ebenso «%® die EinfluBzahl im Punkt I, falls der Korper (auler in den vor-
gegebenen Stiitzpunkten) auch noch in den Punkten 2 und 3 in den Richtungen 7,
und 7, festgehalten wird, so lautet (8) [wenn man gleich noch (19) mit weiter-
geschobenen Zeigern beniitzt]

Oy %z O
Ggg Oog
_ (2.3 (8, (2.8
Koy &Kgg Koz | = N Ky7" == Kgg - Kgp + Oy . (20)
32 g
| K1 O3z 0(33‘

So fortfahrend erhilt man schlieBlich aus (10) den Satz:

11 12 ... 1y
| oer Koz ... Koy | ») (n—1,n) (3,4,...,n 2,3,...,n
D, = - R Rl R MG TS I A S oy o) s (21)
Ayl Ky - o« Kyy |

oder iibersichtlicher mit Vertauschung der Nummernfolge der Punkte

11 %12 - .. Kap
o1 gz « .. A2y o (1,2 1,2,3)
— j— . . ,2) 33 e e o120, m—2), (1,2,...,n—1
D, = .. . oy o) ol ® e alp R Vo olhZen=1) - (22)
Ayl Lpg - o o Oy

Die Deutung der Beziehungen (21) bzw. (22) ist einfach. Man stelle der
Reihe nach fest: die EinfluBzahl «; des in den vorgegebenen Stiitzpunkten
gehaltenen Kérpers, dann diejenige o) des nun auch noch im Punkt I in der
Rlchtung 7, gehaltenen Korpers, weiter diejenige ait® des auBerdem noch im
Punkt 2 in der Richtung 7, gehaltenen Kérpers, und so fort bis zu derjenigen
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af-z #=1) des (auBer in den vorgegebenen Stiitzpunkten) in allen Punkten
1,2,..., n—1 in ihren zugeordneten Richtungen gehaltenen Kérpers; dann
ist die Determinante D, der EinfluBzahlen a,, des nur in seinen vorgegebenen
Stiitzpunkten gehaltenen Korpers gleich dem Produkt aller so gefundenen , ge-
bundenen® EinfluBzahlen ofl:%- 1. Weil alle diese EinfluBzahlen a2t =)

ihrer Natur nach wesentlich positiv sind, so folgt aus (21) oder (22) Satz (1)
noch einmal.

Die Formeln (17), (18), (21) und (22) diirfen, wie man in gleicher Weise
zeigen kann, auf die Determinanten D;(4) und D,/(5) entsprechend angewendet
werden.

11. Die zu den Maxwellschen EinfluBzahlen dualen Gré8en. Wie die
Maxwellschen EinfluBzahlen «,, es ermoglichen, in den Punkten eines elastischen
Korpers die Verschiebungen in vorgeschriebenen Richtungen formal einfach
anzuschreiben, wenn der Kérper in diesen Punkten durch Krafte beliebiger
GroBe (aber von vorgeschriebener Richtung) belastet ist, so ermoglichen
die sofort zu definierenden Zahlen 4;; die Bestimmung der in den Punkten
eines elastischen Korpers in vorgeschriebenen Richtungen erforderlichen Krifte,
wenn dort die Verschiebungen (in festgelegten Richtungen) vorgegeben sind.
Unter der Zahl a,; hat man hierbei, indem man sogleich #» Punkte in Betracht
zieht, diejenige Kraft zu verstehen, die im Punkte ¢ nétig ist, wenn im Punkte §
die Einheitsverschiebung, in allen anderen Punkten aber die Verschiebung
Null vorgeschrieben ist. (Man hat sich dies so vorzustellen, daB alle Punkte
auBler dem Punkt 7 in der ihnen zugeordneten Richtung festgehalten werden
und daB im Punkte j eine Einheitsverschiebung in vorgeschriebener Richtung
durch eine geeignete Kraft daselbst erzeugt wird; dann ist unter a,; die Lager-
reaktion im Punkte 7 in vorgeschriebener Richtung zu verstehen.) Genau so,
wie man im ersten Falle bei vorgeschriebenen Kriften P,, P,, ..., P, mit den
Zahlen a,; fiir die Verschiebung y, im Punkte ¢ den Ausdruck

y1:<111P1+“12P2+"'+amPn (1/21,2,,’}1) (1)

erhdlt, so erhilt man im zweiten Falle bei vorgeschriebenen Verschiebungen
Y1» Yo - -+ » Yo mit den Zahlen a,; fiirr die Kraft P; im Punkte ¢ den Ausdruck

Pt:atly1+ai2y2+"'+atnyn (121,2,,’”) (2)
Man zeigt leicht, daB auch fiir die Zahlen a,; der Reziprozititssatz
ij = @i (3)
gilt. Schreibt man nidmlich die Gleichung (1) fiir alle Zeiger ¢ an und ersetzt
in diesem Gleichungssystem y; durch Eins, alle iibrigen v,(i=4) durch Null
und die Krifte P, P,, ..., P,durch a, a,, . .., a,,, so erhilt man die folgenden
Definitionsgleichungen fiir die a,;j(zj=1,2,...,n):
O:all al‘] +a12 azy + e + A1y any:
0= o @j + gy @y + -+ - + x2u @,

1= oy ayj + atjp @aj + -+ -+ auj,

0= An1 Ay + Oz Agj T+ o Ay, .
Bezeichnet man die Unterdeterminante des Elements a;; in der Determinante D,
der Maxwellschen EinfluBzahlen wieder mit A;, so findet man

A Gi=1,2,...0). (4

Ay = D,
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Weil nach dem Maxwellschen Satze (9,1) die Determinante D, symmetrisch
ist zu ihrer Hauptdiagonale, so ist A,;=A,;, und mithin gilt auch der Satz
(3) allgemein.

Wir nennen die Zahlen a,; die zu den Maxwellschen Zahlen dualen GréBen.
Die Erweiterung des Dualitatsbegriffs auf die Zahlen 8, y, 4, sowie die Uber-
tragung der Sitze von Ziff. 10 auf die a,; und auf die zu den ;, y;; und §;
dualen GrdBen b, c; und d;; bereitet keine Schwierigkeiten.

§ 3. Spannungsfunktionen der zweidimensionalen
Spannungsprobleme.

12. Der ebene Verzerrungszustand; die Spannungen. Wihrend die
Variationsprinzipe (§ 1) und die Reziprozitits- und Arbeitssitze (§2) fiir den
allgemeinen Spannungs- und Verzerrungszustand gelten, wenden wir uns jetzt
einer Gattung von besonderen Problemen zu, die man als zweidimensional zu
bezeichnen pflegt. Wir gehen von den Gleichungen (I, 17, 11) aus

m 0%s 0%s

4o, +- m-4-1 oa? =0, Aryz Ry m+1 Byor O’
m o%s m 0%s

A0y+ m+1 092 =0, A +- m+1 0z0x =0, (1)
m 0%s m o0%s

A0: + Sy 5 = 0 Aty + 07 dxoy

welche, wie in Kap. I, Ziff. 17 auseinandergesetzt, zusammen mit den Gleich-
gewichtsbedingungen (I, 17, 3)

00y afyx OTux
ox + + 0z =0,
thy + 30',, + arzy —0 2)
81,“ 6Tyz | 8o'z .
x oy z
5z T T 0

und den Randbedingungen (I, 17,12

)
04 €08 (1, 2) + Ty COS (1, 9) + Tu €OS (1,2) = P,
T,y COS (1, x) 4 0, coS (1, ¥) + T,y COS (1, 2) = Py, (3)
T4z COS (1, x) + Ty, COS (1, ¥) + 0; cos (n,2) = p, ’

eine eindeutige Losung zulassen. Die Form der Gleichungen (2) driickt aus,
daB wir von vornherein auf Volumkrifte verzichten.

Es werde nun die Frage gestellt, ob und, wenn ja, unter welchen Umstinden
der durch die Gleichungen (1), (2) und (3) bedingte Spannungszustand nur von
zwei Koordinaten, etwa y und z, abhingt. Fiir einen solchen Fall vereinfachen
sich die Gleichungen (2), weil alle Differentialquotienten nach x verschwinden, zu

aTyx O0Tyy

3y +5, =0,
6ay + Brzy —0, (4)
61,,2 aa,

+ 0z =0,
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und es laBt sich sofort zeigen, daB die Spannungskomponenten oy, 0;, Ty,
Ty, Tay, Wenn iberhaupt eine Losung der verlangten Art existiert, sich mit
Hilfe zweier Funktionen F und @ folgendermaBen ausdriicken lassen:

_»F _F _ @F 5
Oy =g G=guas  Tm= g, (52)
oD oP
sz=——a—y“, Tay = +'ﬁ- (5Db)

Zunichst sieht man namlich unmittelbar, daB diese Ansitze die Gleichungen
(4) identisch erfilllen. Um einzusehen, daB sie alle Losungen von (4) umfassen,
denkt man sich irgendeine derartige Losung gy, 0;, Ty;, Tus, Tsy VOIgegeben und
bestimme zuerst durch zweifache Integration von o, nach z eine Funktion

2z
F* =ffaydz2, so daf3

00 o*F*
= g
ist. Aus der zweiten Gleichung (4) folgt dann fiir 7,, durch Integration nach z
0*F*
Tyz = — 3y oz +@(y).
Die Integrationsfunktion ¢(y) kann als — : ;‘gg geschrieben werden, wenn unter
@* verstanden wird
2y
o*=—[[ply) dydz.
80
Hiermit wird
__ O(F*4 9%
=TT gy 0z
Aus der dritten Gleichung (4) folgt nun, daB ¢, von der Form
02 (F* 4 p*
0= —(71,—2£l +9(¥)

2, %
ist. Ersetzt man hierin wieder y(y) durch %, wobei also unter y* verstanden

wird

yy
p*=/[p(y) dy*,
00
so findet man
& (F*+ g*+ y*)
Gy = ——a—yz“; .
Setzt man schlieBlich noch
F=F*4¢*{y*,

2p* _ y* P2y*

d .

so folgt aus der Tatsache, dal — "5 =— 5= Gy — 0 ist,
_&F __#F _ &F

Oy = 37 0: = oy?’ ’W*'“ayaz'

In dhnlicher Weise schlieBt man, daB jede Losung der ersten Gleichung (4) in
der Form (5b) geschrieben werden kann. )
Beschriinken wir uns auf solche Belastungsfille, bei denen 7,,=0 und 7,,=0
ist — auf den wichtigen Fall der Torsion, bei welchem 7, und 7, verschieden
von Null, dagegen o, oy, 0;, Ty, gleich Null sind, kommen wir in Ziff. 18 aus-
fithrlich zuriick —, so haben wir jetzt noch zu untersuchen, welchen Bedingungen

Biezeno-Grammel, Dynamik. 7
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die Funktion F, welche als Airysche Spannungsfunktion bezeichnet wird,
unterworfen ist. Dazu greifen wir auf die Gleichungen (1) zuriick, welche mit
den Groé8en

, ' . B o T o
s'=o0,+ o, (s'=s—0,), AEa_y?_’_?z? (A EA——W>, (6)
fiir den jetzigen Sonderfall ibergehen in

Ao, =0, (7a)
, m 02%s’ m %0y

Aoy + m+1 02 +m+1 oy? =0, (7b)
, m 02%s’ m 0%cy

Ao, + m+1 022 +m+1 022 =0, (7¢)
B m 0%s’ m %6y

Aty + m+ 1 3ydz+m+1 0y 0z =0 (7d)

Mit (7a) folgt durch Addition von (7b) und (7c)
Aoy +0;) =A4's'=0, (8)

also die sogenannte Potentialgleichung, womit s’ als eine Potential-
funktion erwiesen ist. Mit (5a) wird aus (8) vollends

A'A'F = 0. 9)

Fur F gilt also die sogenannte Bipotentialgleichung; die Funktion F ist
eine Bipotentialfunktion.

Bevor wir zur Aufstellung ihrer Randbedingungen iibergehen, bestimmen
wir zuerst mit Hilfe der Gleichungen (7b) bis (7d) die Spannung o,, von der bis
jetzt noch nicht die Rede war. Aus (7b) folgt zunichst mit (5a)

0%0; o0s’ m+41 A 0:F o0%s’ m+1 o2

9y2 ~ 0y m 922 ayr  m 622AF’

Nun ist aber wegen (9), (5a) und (6)

o e P
i A==

02s’

AE ==

so daB man
o, 1 8%

0y2 ~ m 02
erhilt. Ebenso schlieBt man aus (7¢) und (7d) auf

o, 1 &5 o, 1 &
922 m 022’ 9y0z m 0yoz

Bis auf Glieder ersten Grades in ¥ und z ist also ¢, identisch mit s'/m, so daB
man hat

oy=—+ay+pz+ty,
wo «, f und y Konstanten sind. Die Glieder mit diesen Konstanten stellen
aber einep trivialen Spannungszustand dar, der z. B. fiir einen prismatischen
Kérper eine Kombination von Zug und Biegung ist, und den wir weiterhin
ausschlieBen. Unter dieser Einschrinkung gilt daher

0s— - (0y + 0) = 0. (10)
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Diese Gleichung driickt nach (I, 17, 2a) aus, daB in der x-Richtung keine
Dehnung auftritt, oder aber, wenn man von einer Bewegung des Kérpers als
Ganzes absieht, daB alle Punkte des Korpers nur Verschiebungen senkrecht
zur x-Achse erleiden. Man sagt, der Koérper befinde sich in einem ebenen
Verzerrungszustand.

Jetzt haben wir noch festzustellen, was die Randbedingungen (8) fiir die
Funktion F aussagen, und beschrinken uns dabei auf den wichtigsten Fall eines
in der x-Richtung prismatischen Kérpers. Es sei (Abb.7) k der Schnitt der
zylindrischen Kérperoberfliche mit der (y, z)-Ebene, A ein beliebiger Punkt
auf ihm, fiir den die Randbedingungen angeschrieben werden sollen, » die nach
auBlen gerichtete Normale, / die von einem Nullpunkte 4, aus bis 4 gemessene

Bogenlinge von k£, dann ist cos (n, y) = %

Die zweite und dritte Gleichung (3) neh- ;2
men also fiir unseren Sonderfall 7,, =7,,=0
wegen (5a) die Form an

02F 0z ?F oy

9:2 0l 8y3z87_py’

#F 0z | O*F 9y _

dyoz ol 0y ?T__pz
oder etwas anders geschrieben

0 0 oF
d dy+ azz dZEdW:pydl; i

und cos (#, z) = — 4 -.

(11a)

oy
(11b) : : :
oF oF Abb. 7. Bezichungen zwischen den Ablei-
aa_y 00— tungen in der Tangenten- und Normalen-

y _ 3i — richtung einer Randkurve k.
Ldyt 2 di=a = pal

woraus hervorgeht, daBl 0F/0y und 9F/0z als Randintegrale von — p, und p,
aufzufassen sind. Wihlt man irgendeinen Punkt des Randes als Nullpunkt,
so ist also

l
oF
oy =—[pal+G=—Fp+q,
°, (12)
oF
W:/pydl—}- Co=Fyfl) +C,,
0
so daBB F selbst am Rande bestimmt ist durch
1 l
__[[oF 9F .\ _ [r_
F=[(Grdy+ 5, ds)= [[-E@) dy+ FQ & + 1)
[ 0

+ G (31— o) + Ca(zi—2p) + C;  (am Rand).

Ist der betrachtete Querschnitt einfach zusammenhingend, so daB er nur
eine in sich geschlossene Randkurve hat, so kénnen C,, C, und C; ohne weiteres
Null gesetzt werden. Stellt man nidmlich F als eine rdumliche Fliche dar, deren
Randordinaten durch die Gleichung (13) vorgeschrieben sind, so sieht man
leicht ein, daB eine Anderung der Konstanten C,, C,und C; nur eine Lageinderung
der Fliche F gegen die (y, z)-Ebene bedeutet, welche aber ihre Kriimmung und
also nach (5a) auch die Spannungen ¢,, o; und 7,, unberiihrt liB8t. Fir den
einfach zusammenhingenden Querschnitt kann also gesetzt werden

7%
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3 !
F=[(~Fdy+ Fds) =~y + Py + [(y dF,—2dF)

0

! 1 l
=—y10f75zdl+zlofi’ydl+0/(M’z—zi’y)dl

oder kiirzer
!

l
F= 0/ (y—y) pedl— [ (z—z) pydl  (am Rand). (14)

Hieraus geht hervor, daB am Querschnittsrand die Funktion F als das Moment
aller auf den Bogen ! wirkenden Randkrifte, bezogen auf den Endpunkt dieses
Bogens, gedeutet werden kann, und daB also F am Rande vorgeschriebene
Werte hat.
Eine zweite Randbedingung erhilt man aus den Gleichungen (12), indem
man fiir einen beliebigen Randpunkt den Wert 8F/on bestimmt. Man findet
oy 0z 0z ay

wegen cos (n, y) = T und cos (x, 2) = T = mit (12)

oF OF oy oF 0z oF oz oF oy 0z dy
Ty on T am oy ol ar ol Ot Qg+ Clgr. (15)
Beim einfach zusammenhingenden Querschnitt, fiir welchen C; und C, wieder
gleich Null gesetzt werden diirfen, kann also die rechte Seite von

l

oF 0

LB A /pzdl ylf;sydz (am Rand)  (16)
0

mechanisch gedeutet werden als die in der negativen i-Richtung. (Abb. 7) ge-
messene Projektion der Resultierenden aller auf den Bogen ! wirkenden Randkrifte.
Dadurch, daB sowohl F als 0F/on am Querschnittsrande vorgeschrieben ist,
ist die der Differentialgleichung (9) geniigende Airysche Spannungsfunktion F
fir den prismatischen Koérper mit einfach zusammenhingendem Querschnitt
eindeutig bestimmt.
Die erste Gleichung (3) schreibt schlieBlich zusammen mit (10) fiir die Stirn-
flichen des Korpers die Oberflichenspannung p, vor. Es ist
oy 4. 17)

px::o‘x: m

13. Der ebene Verzerrungszustand; die Verschiebungen. Zur Bestimmung
der Verschiebungskomponenten » und w gehen wir aus von den Beziehungen
(I, 17, 1) und (I, 17, 2) und haben mit (12, 6) und (12, 10)

ov — ¢ ____1_( s 1 s’

oy Y 26 \% m—}—1>_ﬁ<a"_ﬁ)’

ow _ 1 s 1 s’

7= —W(GZ“WH)*%(%“W)’ (1)

o Ty ==
Differentiation dieser Gleichungen liefert mit (12, 5a)
v _ ey _714( PF 1 8A’F>

dy: = 0y dy92®2 m 0y
v _de, 1 [BF 1 3AF
dyoz ~— 0z — 232G ( 028 m oz ’ (2)

Po _ Oy, Pw _ Oy 0 1 < BF . BF 18A’F>

92 T 0z oyoz =~ 0z dy ~ 2G\“ayax2 "V 8y m oy
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Aus der Identitit
ov 2%v
372_/(6y3z dy +_dz)

findet man mit Hilfe der beiden letzten Glelchungen (2)

63F 1 9A'F PF 1 0A'F
az 20/[53 om0z )dy_( 3y6z2+ ay3 “m ’aT)dz]'

Wegen
BF _oA'F BF PF 0A'F BF
9y® 9y  o0yoz2’ 03~ 9z  0y20z
geht dieser Ausdruck tiber in
*F m—104’F *F m—1 04’F
62 2G/[3y23z_ m 0z )dy+(6y322+ o0y )dz]

:_E/[(% ;1 aai)”l +(3y322+ ;1 g;)’iz}'

Fiihrt man jetzt die zur Potentialfunktion s’ [vgl. (12, 8)] konjugierte Funktion ¢
ein, d. h. diejenige Funktion, welche (s'+7#) zu einer analytischen Funktion
von (y+1z) macht und also mit s* durch die Beziehungen

as’ ot as’ ot
By oz’ 9z = By (3)

Verknﬁpft ist, so wird weiter

6z: 2G,[[ayzazd +6y622 dz)*’%( tdy+'%dz)J
*F

0?F 1 m—1 ,
:_E/ By 0z +“it) T;(a g7 T 1)+ Co
Wird schlieBlich noch gesetzt
[(s+ityd(y+iz)=S+iT, 4)
so daB, wegen d/d(y + ¢ 2) = 0/0y = —1 00z,
os _oT _ oS _oT _,
oy T o O T Ty (5)
ist, so wird )
ov 1
W:ﬁﬁ«m —ﬁ+c
Aus der ersten Gleichung (1) folgt mit (5) und (12, 5a) noch rascher

ov 1 _s’_>__L< _ls'——o 1 o m—ls oF
3y 26\ m) T 26\ " m )2 oy \ m “'a_y‘>’

und somit kommt im ganzen

1 (m—1 o 8F\ | . .
”ﬁf(*d‘k—dﬂ s6 (MmS—5 ) +C G (6a)
Ebenso berechnet sich ,
1 m—1 F " .
w=?6<m T_%7»+Qy+@- (6b)

Bestimmt man schlieBlich mit den Werten (62) und (6b) y,, 5%4_%,

so findet man wegen (5) und (12, 5a)
Yo =g+ Ci+ CY,
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so daB zufolge der dritten Gleichung (1)

Ci=—Cj
sein muB. Die Verschiebungen des ebenen Verzerrungszustandes sind also
1 —1
0= 2G<mm 5————)—{—C22+C3, o
1 -1 oF
wzﬁ<—%—T— ) C:y+Cy.

Die rechten Glieder mit den Integrationskonstanten Ci, C3 und C§ stellen eine
Verschiebung und Drehung des Querschnitts als Ganzes dar. Sie konnen, ohne
daB hierdurch die Allgemeinheit der Lésung beeinfluBBt wird, unterdriickt werden.

Wir kommen jetzt noch auf einen Umstand zu sprechen, der fiir die experi-
mentelle Untersuchung von ebenen Verzerrungs- und zugehérigen Spannungs-
zustinden von groBer Bedeutung ist. Wie aus Ziff. 12 hervorgeht, treten, so
lange man sich auf einfach zusammenhédngende Querschnitte beschrinkt, weder
in der Differentialgleichung (12, 9) fir F, noch in ihren Randbedingungen
(12, 14) und (12, 16) Elastizititskonstanten auf. Hieraus zieht man den wich-
tigen SchluB, daB bei einem Modellversuch der beniitzte Stoff keine Rolle
spielt, soweit er nur homogen und isotrop ist und dem Hookeschen Gesetze folgt.

Es fragt sich nun, ob dies auch noch bei mehrfach zusammenhingenden
Querschnitten der Fall sein wird. In Ziff. 12 ist betont worden, aus welchem
Grund beim einfach zusammenhingenden Querschnitt die drei Integrations-
konstanten in der Randbedingung (12, 13) Null gesetzt werden kénnen. Beim
mehrfach zusammenhingenden Querschnitt treten auf jedem Rande drei solche
Konstanten auf. Auch hier kann iiber ein einziges Tripel, z. B. dasjenige, das
zum AuBenrand gehort, frei verfiigt werden. Die anderen Konstanten dagegen
bestimmen sich durch die Forderung, daB die Verschiebungs- und Verzerrungs-
gréBen eindeutige Funktionen der Koordinaten y und z sein sollen. Insbesondere
miissen die Verschiebungen v und w nach einem Umlauf um ein Loch herum
zu ihren Anfangswerten zuriickkehren. Sieht man von den unwesentlichen
Integrationskonstanten in (7) ab, so miissen also fiir jedes Loch die Randintegrale

SEdv_Mgg (m—l 5__@.’;_) und %dw:%fd%iir_ 21:)

den Wert Null haben. Nun ist wegen (5)
fas= <ﬁ<*fdy—|— dz) (say—taz), faT= 5£<3Tdy+ddz> § (tay +5'az)

und wegen (12, 11)
3€d-§i=—9§p,dl=_z

5£d =$pydi=Y,

wenn mit Y und Z die y- und z-Komponente der auf den Lochrand wirken-
den resultierenden Kraft bezeichnet werden. Fiir jedes Loch soll also gelten

$way—tds) =—=Tv 2, pldy+5dn) =", (8)

Eine dritte Gleichung erhilt man, indem man fordert, da8 auch die x-Komponente
der in (I, 12, 8) definierten Drehung w, d.h. der Ausdruck

ow ov 1 m—1 ;

9y 8z G m
[wie mit (7) und (5) folgt] eindeutig sein soll. Dazu muB zufolge (3) an jedem

Lochrand
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ot ot os’ as’
. . . .. 0y 0z 0z oy
sein. Nun ist nach Ziff. 12, Abb. 7 mit - = — > und ==
ol on ol on
os’ os’ os” 0y os” 0z . s’
o dy— g da= (G- GF— g 57 ) dl=— G dl,

so daB} (9) iibergeht in
o ai=o0. (10)

Die Gleichungen (8) und (10) geniigen, um alle auftretenden Integrations-
konstanten eindeutig zu bestimmen. Aus den Gleichungen (8) folgert man aber
auBerdem den wichtigen Satz:

Bilden fiir jeden Lochrand die auf ihn wirkenden Krifte ein Gleichgewichts-
system (so daf} fiir jeden Rand Y =0 und Z =0 ist), so ist auch beim mehrfach
zusammenhingenden Querschnitt die Spannungsverteilung unabhingig von den
Elastizitdtskonstanten.

14. Der ebene Spannungszustand. Wir betrachten einen plattenférmigen,
von den Ebenen x= 4+ a begrenzten Korper, welcher nur an seinem Rand durch
Krifte belastet ist, die iiber die Dicke symmetrisch zur (v, z)-Ebene verteilt
und iiberdies zur (y, z)-Ebene parallel sind. Ist die Dicke 24 dieser Platte im
Verhiltnis zu ihren anderen Abmessungen gering, so ist von vornherein klar,
daB Spannungs- und Verzerrungszustand iiber die Dicke der Platte nur sehr
wenig verdnderlich sein kénnen, so dal man sich mit der Kenntnis der iiber
die Plattendicke genommenen Mittelwerte aller Spannungen und Verzerrungen
begniigen kann.

Bezeichnet man die in diesem Sinne genommenen Mittelwerte der Spannungen
Grynvey Tygy .. Mit 64, ..., Ty, ..., s0 daB also

+a +a
/axdx:2a6x,...,ftyzdx=2a%yz,...
—a —a

ist, so sind, weil die Ebene x=0 eine Symmetrieebene ist, 7,, und 7, beide
Null; ¢, dagegen wird im allgemeinen einen von Null verschiedenen, wenn auch
kleinen, Wert haben. Gewohnlich stellt man sich auf den Standpunkt, daB
die Spannungen o,, T, und 2% welche voraussetzungsgemil fiir x = 4-a genau
gleich Null sind, iiberall sonst im Kdérper so klein bleiben, daB sie vernachlissigt
werden kénnen. In diesem Falle bezeichnet man den Spannungszustand als
einen ebenen Spannungszustand, weil auf Grund der eingefiihrten Ver-
nachlissigung jetzt der Spannungsvektor eines beliebigen Flichenelements zur
(y, 2)-Ebene parallel ist.

Zur Bestimmung der Mittelwerte o,, o, und 7,, greifen wir zuriick auf die
Gleichungen (12, 2) und integrieren diese nach x zwischen den Grenzen —a
und +a. Vertauscht man dabei die Reihenfolge der vorkommenden Differen-
tiationen und Integrationen, so findet man

/aaxdx+if; dx—}—ifz dx=0
oy vE 0z = -

fa””d +a /aydx—{—a /rzydx_O

+a +a

/BT’”dx—}— 2y /ryzdx—}— fazdx=0.

—a —a
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Die erste dieser Gléichungen scheidet aus, weil

—%—aa +a +a
/ A5 =(0,) +a—(02)~a=0, /ryxdxz 247, =0, /rzxdx=2afzx=O
—a —a —a
ist. Die beiden anderen reduzieren sich auf
95y | 0Ty
oy + 0z =0, 0
0T | 0o _
oy oz

Weil die Gleichungen (1) in ihrer Form mit den letzten zwei Gleichungen (12, 4)
iibereinstimmen, so kénnen die Spannungsmittelwerte o,, o,, 7,, auch hier aus
einer einzigen Funktion F hergeleitet werden, welche der Differentialgleichung

AAF=0 (2)
geniigt, indem man setzt
_ @F ___ ®F - 92F
Oy = 52 0; = 92 Tyz = — 3y0s (3)

Integriert man auch die Gleichungen (I, 17, 2a) und (I, 17, 2d) nach x
zwischen —a und 4-a und fithrt dabei die tiber die Plattendicke genommenen
Mittelwerte u, v, w der Verschiebungskomponenten #, v, w ein, indem man

+a
/ udx=2au,... setzt, so erhilt man wegen der Symmetrie beziiglich der
—a
Ebene x=0
Ug— U_ 1 — _
aza a _— mE (O'y_l_az),
o 1 (- 1 -\ 1 [ 5
Ty“_—<gy—‘m— ‘>—"2f<03’_m+1>’ lﬂ o
6w 1 (- 1 -\ _ 1 [. 5 I(S =0, +0,) (4)
¥ra f("‘_-in"’y)“?c‘ aZ_m—f—l)’
0v ow Tyz
o0z +W G

Die drei letzten Gleichungen stimmen in ihrer Form mit den Gleichungen (13, 1)
iiberein; nur ist der dortige Faktor m durch m -1 zu ersetzen. Die Formeln
(13, 7) fiir v und w kénnen also ohne weiteres fiir 7 und w {ibernommen werden,

—.1 .

wenn der Faktor mm durch ;L—gn—_—l ersetzt wird. Unterdriickt man die unwesent-
lichen Konstanten C;, C;, Cj, so erhilt man mithin

_ 1 m oF

”=ﬁ<—m+1 S*W)’

(5)

g/

1 m oF
=§6(r+1 T—?a?)-

Die in (3) und (5) erhaltenen Ergebnisse driicken die Filonschen Mittel-
wertsdtze aus.

15. Der rotationssymmetrische Verzerrungs- und Spannungszustand.
Ein anderer wichtiger Fall, bei dem der Spannungs- und Verzerrungszustand
nur von zwei Koordinaten abhingt, tritt auf, wenn der Kérper und seine Be-
lastung rotationssymmetrisch beziiglich einer bestimmten Achse sind. Wihlt
man diese Achse zur z-Achse und benutzt Zylinderkoordinaten 7, ¢, z, so sind
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alle Spannungen und alle Verzerrungen vom Winkel ¢ unabhingig, und die
Gleichungen (I, 18, 12) vereinfachen sich zu

ou dv oo,

0Ty, a,—cr e
fr_ 67 s ",Utpz_ az H 31, + 32‘ ? _—O’
u ow ou o, 0T, ‘r,
tp=—5 ((1a) Yuw =7 T3, (1b) w + 'pz+2 ? +X,=0, t(lc)
ow ov v 31’; doy -;,z
&= 5 Vo=, """ | -t -+ X =0.

Fiir die Spannungen findet man daraus nach (I, 17, 2¢) und (I, 17, 2d)

0‘,=2G(€r+mi2>:mzfz [(m— ) % or +1:+ 32‘]
0r=26G (et g ) =g [ n— 1) %+ 22,
0. =26(et 50y )= 2 [ 1) 22,
N (2)
T¢z=G—a;,

T":G(ar + 8z>

Typ = G(W‘%)'

Setzt man diese Werte in die Gleichungen (l¢) ein, so erhdlt man

" m e u . o 02 1
(A u+ 2’37_F)+X'_0’ A'= g+~ 67 + 5 822
” _ . 16 @ a2
G(A v—ﬁ)—l—X‘pr, mit = (r ay)-}- 5 (3)
173 m u ow
G(d"wt 282)+X—O o=t

Die Randbedingungen lauten, wenn 4,, ¢,, ¢, die Oberflichenspannungen in den
Koordinatenrichtungen sind und » die Richtung der nach auBen gerichteten
Oberflichennormale bezeichnet,

g, cos (¥, 1) + T, COS (2, 1) =1,
Ty COS (7, 1) + Ty, COS (2, 1) = £y, 4)
T,y COS (7, ) + 0, cos(z,n) =1,.

Man bemerkt, daB 7, und 7,, nur von v abhingen, und daB v selbst nur in
der mittleren Gleichung (3) vorkommt. Die anderen Spannungskomponenten
dagegen hingen nur von # und w ab, und diese GréBen sind, wie aus der ersten
und letzten Gleichung (3) hervorgeht, ihrerseits unabhingig von ». Man hat es
also mit zwei getrennten Sitzen von Unbekannten und also auch mit zwei ge-
trennten Spannungs- und Verzerrungsproblemen zu tun.

Wir wollen jetzt noch fiir das zweite dieser Probleme bei fehlenden Volum-
kriften zeigen, wie fiir die Verschiebungen # und w eine gemeinsame Differential-
gleichung aufgestellt werden kann. Differentiiert man die erste Gleichung
(3) nach z, die dritte nach r und setzt zur Abktirzung

1 1 o (/1 0 02
“=2:—2’ f= iy Ei= 972+r 67__:61'( __7)’ D*=Zs

m—2 r Oy 022
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so erhidlt man ow
(OLE2+D2) +ﬂD2 5 =0,
ou
BELZE 4 (B2 oDy 82 o,

Eliminiert man aus diesen belden Gleichungen 6%/8z, indem man auf die erste
den Differentialoperator §E2, auf die zweite den Differentialoperator (x E2 - D?)
anwendet und dann die erste von der zweiten subtrahiert, so entsteht wegen
a?+1—f2=2a mit dem neuen Differentialoperator

III 2 1 82 — a 1 a 32
4= gat 545 7+7§——a7<7—37’>+w ()
die Gleichung
e ter a
A4 52 =0, (6)
Ebenso findet man
A///A/u_aa_’::(). (7)

Somit ist die Bestimmung der Verschiebungen # und @ und also nach (2) auch
der Spannungen o,, 0y, 0;, T, auf die Losung der Gleichung

A"A"F=0 (8)
zuriickgefiihrt.
Auf das andere Teilproblem, das die GréBen 7, 7,, und v umfaBt und offen-
bar eine Torsion des Korpers darstellt, kommen wir in Ziff. 19 zuriick.

16. Die Verschiebungsfunktionen fiir den ebenen und fiir den rotations-
symmetrischen Verzerrungszustand. Fiir manche Aufgaben noch geeigneter
als die Airysche Spannungsfunktion F [vgl. (12, 5a) und (12, 9)] ist eine andere
Funktion?'), die an die Verschiebungen ankniipft und nicht nur fiir das ebene,
sondern auch fiir das rotationssymmetrische Problem eine einfache Darstellung
zuldBt, falls keine Volumkrifte wirken.

a) Der ebene Verzerrungszustand. Wenn v und » die Verschiebungen
eines ebenen Verzerrungszustandes ohne Volumkrifte sind, welche also den
Gleichungen (I, 17, 4) mit =0, §/0x=0 und X=Y=Z=0

m  ode A'w m  0e

Av 4 23y:0’ Tz 2, =0 (1)
geniigen, wobei
r__ 0% r_ ov ow
M=ot om =gt @)
ist, so kann man mit zwei Funktionen ¢(y, 2) und y(y, z) die Ansitze
m—1 oy __O¢ m—1 oy
+ m—2 9z’ _W_zm—2~6_5/ﬁ (3)
machen. Dies gibt nach 2 ) zunichst ¢’=A4'p, und dann nach (1)
o O _ (29 _ ow
AT+ >_0, A(az ) =o. )

Die erste dieser Potentlalglelchungen (4) wird identisch befriedigt, wenn man ¢
und y aus einer neuen Funktion @ folgendermafBen ableitet:

od oD
@Y= 8z ° w:_W' (5)

1) Von A.E. H. Love, Lehrbuch der Elastizitat (deutsch von A. TimrE), S. 317, Leipzig
1907, fiir das rotationssymmetrische Problem angegeben, von K. MARGUERRE, Spannungs-
verteilung und Wellenausbreitung in der kontinuierlich gestiitzten Platte, Ing.-Arch. 4
(1933) S. 332, fir das ebene Problem.
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Hiermit geht die zweite Gleichung (4) tiber in die Bipotentialgleichung
AAD=0 (6)
fiir die Funktion @. In ihr driicken sich die Verschiebungen sehr einfach aus,
weshalb @ die Verschiebungsfunktion heit. Man findet nimlich nach (3)
m 2P

VST M2 Gy0z -
m—1 02 2o o om—1 m 0P
w22m—2 3y2+ 022 :2m—2d¢—m—2 022~
Die raumliche Dehnung wird
’ a ’

Die Spannungen folgen schlieBlich aus (I, 17, 2¢) und (I, 17, 2d) zu

Oy = % —;741’@,

o 2 (49 22). )
0= 2P g (e TR ),

= 20Ty gy (1050 R )

wogegen T,, und 7,, auch hier abseits bleiben.

b) Derrotationssymmetrische Verzerrungszustand. Wenn # und w
die in die Meridianebene fallenden Verschiebungskomponenten eines rotations-
symmetrischen Verzerrungszustandes ohne Volumkrifte sind, welche also der
ersten und dritten Gleichung (15, 3) mit X,=X,=0

de % m  de

" m _ 17 .
Au+m~~2ﬁ_72—~0’ 4 w+m—2ﬁ-‘0 (10)
geniigen, wobei
;0% 1 @ o? o ou u ow
V=gwtyomta =ty ta (1)
ist, so kann man setzen
_ Og m—1 Oy _ e om—11 d(ry)
= T2y YT Pwtay e (12)
Dies gibt nach (11) zunidchst e =A"¢, und dann wird wegen
0 A 0 1 0
a5 A=A 5=, (13)
vollends aus (10)
v V\[0p | Oy _ w09 1 a(ry) ] _
(4' — ) (%TJF@T) =0, 4 [W“‘: 57 ]—0- (L4)

Die erste dieser Gleichungen (14) wird identisch befriedigt, wenn man ¢ und Y
aus einer Verschiebungsfunktion @ folgendermaBen ableitet:

oD oPp
Hiermit geht die zweite Gleichung (14) iiber in die Gleichung
AHAH¢:O (16)
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fiir die Funktion @. In ihr ausgedriickt, werden nach (12) die Verschiebungen

" m  O*D
T m—2 0réz’
) 6:4: 1 00 m—1 m 2P (17)
w:2m-—2<—67 7 67>+622:2m A¢_m—2W'
Die raumliche Dehnung wird
a "
Die Spannungen folgen schlieBlich aus (15, 2) zu
2G 0 ” 0@
0y = m—2*<A @—m5f>,
2G " m 0D
% =3 o (A o— o) 19
_2em—D6 8 (g m &P
T o om—2 W< T em—1 W) ’
—1G 8 (4, m D
m=~—i?—y<A¢ _m e,

wogegen 7, und 7,, wieder, ebenso wie , abseits bleiben.

Wie bei der Airyschen Spannungsfunktion in Ziff. 12, so kann man auch
fiir die Funktion @ zeigen!), daf8 jeder ebene bzw. rotationssymmetrische
Verzerrungszustand sich in ihr durch die Formeln (7) bis (9) bzw. (17) bis
(19) darstellen 148t.

AuBerdem erkennt man leicht, daB sich zu diesen Darstellungen je noch ein
duales Gegenstiick bilden 148t, indem man die Rolle der beiden Gleichungen
(4) bzw. der beiden Gleichungen (14) je unter sich vertauscht, also beim ebenen
Problem statt (5) mit einer andern Verschiebungsfunktion ¥

oV oY
setzt, was dann auf
AAY=0 (21)

fithrt und auf analog zu (7) bis (9) gebaute Formeln, in denen nun einfach y
mit z und v mit w vertauscht erscheinen. Beim rotationssymmetrischen Problem
sind die dualen Formeln etwas umstindlicher gebaut. Den Ansitzen (15) ent-
spricht hier
1 0¥ 1 o¥
=73 V=7 (22)

r Or v 0z °

die Gleichung (16) aber ist zu ersetzen durch

[ (57t (G o)+ 7w = 0 3)

Die duale Darstellung bietet hier also im allgemeinen keinen Vorteil.

17. Beispiel: die Einzelkraft auf den elastischen Halbraum. Als Anwen-
dung der vorangehenden Methode der Verschiebungsfunktionen behandeln wir
ein Beispiel, dem, wie wir erkennen werden, eine sehr allgemeine und wichtige

3y C. B. Biezeno, Uber die Marguerresche Spannungsfunktion, Ing.-Arch. 5 (1934)
S. 120.
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Bedeutung zukommt. Es soll sich um den rotationssymmetrischen Fall, also
um die Gleichung (16, 16)

474"9=0 <A” = —872— + 14 37 + 022 ) (1)
handeln. Wir gehen aus von den Boussinesgschen Funktionen
D, =R, D,=zIn(z+R) mit R=7yr*+ 2 (2)

und iiberzeugen uns zunichst davon, daB sie in der Tat die Gleichung
(1) erfiillen. Es ist ndmlich

o®, v 00, z &P, 2 2P, r: B,

G =R’ 6 “R’ o B oz R a2 R =%z ©
und ebenso weiter (mit der Funktion A”’®,) nach kurzer Rechnung A" A"”®, =0,
ferner

oP, 1z 0D, z 2P, 2 z

5 —ReiR o —ETR+p. Sy =m—RrerE

2D, v 1z 2D,

9r6z R(z+R) R®’ 92°
und daher ebenfalls 4”A”®,=0. Der Ansatz

®=A4D, + BD, (8)

fiir die Verschiebungsfunktion mit den noch offenen Konstanten 4 und B
fithrt also nach (16, 17) und (16, 19) mit den Werten (3) und (4) auf die Ver-
schiebungen

AII¢1

. 9 (4)
— gt AG=¢

m vz I4
"= m—z[(“B)‘?*B W] o
m Im— m—2 1 22
w:m_2[( fA42 )f+(A+B)F]
und die Spannungen
m 1 2 z
"':2G[m—2B Rzt R +<A_m—2 B)R" g A+ B) R5]’

2 m 1
a¢=26[(A+B)F—m__2B (Z+R)],

J_—2B)£3+ ~(4+B) 2 ]

B)go+ ey (4 + B 5.

Wir verfiigen jetzt iiber die Konstante B so,
daB in der Ebene 2=0 (Abb. 8) keine Schub- P=pdf
spannung vorhanden ist [abgesehen von dem .
singuldren Nullpunkt des (7, z)-Systems], setzen *
also

a,=_2G[(A—

z,,=—2<;[(A—L

—2
2
und haben damit statt der dritten Gleichung (7)
3m2G 2
m—2 " RS

B_m

A (8)

z
0, =— (9) Abb. 8. Halbraum mit Einzelkraft.

Da die Ebene z =0 also (abgesehen vom Nullpunkt) auch keine Normalspannung
trigt, so kénnen wir sie als unbelastete Begrenzungsebene des Korpers ansehen,
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der sich etwa iiber positive Werte von z erstrecken soll und mithin als elastischer
Halbraum anzusprechen ist.

Im Nullpunkt gehen die Spannungen iiber alle Grenzen, es sei denn, daB
wir A als unendlich klein von zweiter Ordnung ansehen: In diesem Fall herrscht
im Nullpunkt eine endliche Normalspannung $, die wir uns als Druckkraft
P=pdF (unter dF ein Element der Oberfliche im Nullpunkt verstanden)
von auBen her aufgebracht denken wollen. Die Konstante A bestimmt man aus
P, indem man ausdriickt, daB der Kraft P das Gleichgewicht gehalten wird durch
die Gesamtheit der Normalspannungen o, in jeder Ebene z=konst. (> 0). Dies
gibt mit (9)

T 3miG [ 2mrdr _ 2amG
P:-—/a,dF—_ S Az /m+z2)-"'" =2l 4,
r=0 0
so daB also
m—2
4= 2am2G P (10)

wird. Geht man mit den Werten von 4 und B aus (10) und (8) in (6) und
(7) ein, so findet man die endgiiltigen Werte der Verschiebungen

" — P vz m-—2 4 ]
» T 4aG | R® m R(z+R) )’ 1
we P [20m—1) 1+zi (11)
T 4nG m RV Re
und der Spannungen
P m—2 1 3 rzz]
"= 2a [ m R(z+R) R5 |’
_ P m—2 oz 1 ]
% =%x “m |R T RE+R) )’ 12)
3p z# (
O: = "9, R’
3P r22
z W= T o R
Abb. 9. Die S| P, und p, im " . . . .
Halbraum mit Binselkraft. fiir den elastischen Halbraum mit einer Ein-

zelkraft P an der Oberfliche.

Man erkennt, daB auf jedem Fahrstrahl durch den Angriffspunkt der Kraft
die Verschiebungen mit der ersten Potenz, die Spannungen mit der zweiten
Potenz der Entfernung vom Kraftangriffspunkt abnehmen.

Zur Verteilung dieser Spannungen soll hier nur folgendes bemerkt werden.
An einem inneren Flichenelement z=konst. (Abb.9 rechts) setzen sich die
Spannungen ¢, und 7, zu einem Spannungsvektor p, zusammen, der nach

(12) den Betrag

5 3P 2
b=Vl + T =5 (13)

und wegen ¢,:7,,=2z:7 die Richtung des Fahrstrahls R hat. Die Punkte, deren
Flichenelemente z=konst. Spannungsvektoren von gleichem Betrag p, auf-
weisen, liegen auf einer Fliche, deren Meridianschnitt der Gleichung

2 2 3P
Y422 =z V—z p—y
gehorcht, und das ist ein die r-Achse im Kraftangriffspunkt berithrender Kreis
vom Durchmesser }3P/2np,. Fir m =2 kann man eine dhnlich einfache
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Aussage iiber die Flichenelemente r=konst. (Abb. 9 links) machen; dort setzen
sich die Spannungen ¢, und t,, zu einem Spannungsvektor p, zusammen, der

dann den Betrag
3P vz

p,:]/o‘%—}—rf,z o7 RY (14)
und wegen o,:1;, = z wieder die Richtung des Fahrstrahls R hat. Die Punkte,
deren Flichenelemente » =konst. Spannungsvektoren von gleichem Betrag ¢,
aufweisen, liegen auf einer Fliche, deren Meridianschnitt der Gleichung

3P

(4222 = Smp,

gehorcht, und das ist eine Vierblattkurve mit dem gréBten Fahrstrahl 1/ 3P/dnp,.

Wenn P eine Drucklast ist, so ist nach (12) auch o, eine Druckspan-

nungen im ganzen Halbraum, wogegen ¢, und g, je innerhalb eines zur z-Achse

koaxialen Kreiskegels Zugspannungen, je auBerhalb des Kegels jedoch Druck-
spannungen bedeuten. Der Nullkegel fiir o, gehorcht der Gleichung

rz(z+R) = m—2 pa

rz

3m P
oder mit 7/R =sin® und z/R = cos®} (Abb.8) , fedredre )
_ =P ¥
Sinz'l?COSﬁ(l-}—COSﬁ): ”L3m2’ & 2 l 2z ///f sa X

was mit m=10/3 einen Erzeugungswinkel
des Kegels von #,=15,4° gibt. Der Null-
kegel fiir o, gehorcht der Gleichung
z2(z 4+ R) = R?
oder, in ¢ geschrieben,
cos?¥ +cosd =1, ¢

was, unabhingig von m, auf 4,= 52° fiihrt.

Wir beniitzen dieses Beispiel schlieBlich, nt-Venantechen
um das de Saint-Venantsche Prinzip (Ziff. 7) A e ats Halbeaum mit Einselkratien.
quantitativ nachzupriifen. Der Halbraum
werde das eine Mal durch die Einzelkraft P im Nullpunkt des (7, z)-Systems
belastet, das andere Mal durch zwei Einzelkrifte je vom Betrag 4P in der-
selben Meridianebene (Abb. 10) je im Abstand Ar von der ersten Kraft P.
Diese beiden Belastungsfille sind statisch dquivalent. In einem Punkt ( der
z-Achse beispielsweise erzeugt die erste Belastung nach (12) eine Spannung

3P 1
PT T eg 2

die zweite Belastung dagegen eine Spannung

, 3P 8 Ar \2]-5/2
o= e =+ (]
Die zweite Formel entsteht einfach dadurch, daB man, anstatt die Angriffspunkte
der Krifte } P um die Strecken +4-Ar zu verschieben, den Aufpunkt Q umgekehrt
um FAr verschoben denkt und die so nach (12) erhaltenen Ausdriicke addiert.
Der relative Unterschied der Spannungen ¢, und o; fiir diese beiden statisch
dquivalenten Belastungen ist also

ot (T (2

z

Z

Betrachtet man das Abstandsverhiltnis A7:z als klein von erster Ordnung, so
ist mithin der relative Spannungsunterschied klein von zweiter Ordnung. Das
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gleiche Ergebnis findet man in dhnlicher Weise auch fiir die anderen Span-
nungen (12) und fiir andere Aufpunkte.

Man kann aus der Fundamentalldsung (12) unbegrenzt viele weitere Lésungen
durch Uberlagerung gewinnen, z. B. die Wirkung eines Stempels, der auf dem
Oberflachenbereich F mit vorgeschriebener Druckverteilung 4 (x, y) lastet, wobei
(%, ¥) ein ebenes Koordinatensystem in der Oberflichenebene ist. Zur Losung
dieser Aufgabe denkt man sich den Nullpunkt des (7, z)-Systems der Reihe nach
in die einzelnen Elemente dF von F gelegt (was wieder einfach auf eine entgegen-
gesetzte Verschiebung des Aufpunktes hinauskommt), wendet die Formeln
(12) fir jedes Element mit P=p(x, y)dF an und iiberlagert (integriert) die
Einzelwirkungen zur Gesamtspannung. (Die Rechnung ist i. a. recht miithsam.)
Indem man sich dann vollends wieder auf das de Saint-Venantsche Prinzip
beruft, wird man solche Losungen als mehr oder weniger gute Niherungen auch
auf endlich begrenzte Kérper beziehen diirfen, wenn nur die Begrenzungsflichen
(auBer der Ebene, auf die der Stempel driickt) hinreichend weit vom Stempel
und vom Aufpunkt entfernt sind; mit anderen Worten: man erhilt st fiir end-
liche Korper eine brauchbare Niherung der Spannungsverteilung in der Um-
gebung der Stempelfliche, also gerade in dem Bereich, wo die Kenntnis der
Spannungen wohl am wichtigsten ist.

18. Die reine Torsion des prismatischen Stabes. In Ziff. 12 haben wir
fiir das Torsionsproblem eine gesonderte Behandlung angekiindigt. Wir wen-
den uns jetzt diesemn Problem zu und gehen in die allgemeinen Gleichungen
(12, 1) mit dem Ansatz

0, =0y, =0,=7Ty, =0, ;

(1)

7,; und 7, unabhingig von x

ein. Dann bleiben fiir die beiden letztgenannten Spannungen gerade zwei
Gleichungen tibrig, welche die Form

!, 1 ’ az az
ATyy=0, A'7y=0 (AEWJrW) @)

annehmen. Diese beiden notwendigen, aber keineswegs hinreichenden, Be-
dingungsgleichungen fiir 7,, und 7., verkniipfen wir mit den ebenfalls not-
wendigen Gleichgewichtsbedingungen (12, 2), welche sich in unserem Falle auf
die Gleichung

0Ty O0Tyy
oy Tz 0 ®)

reduzieren. Differentiiert man (3) das eine Mal nach z, das andere Mal nach y
und subtrahiert jedesmal von (2), so kommt

i [ 0Ty . aTx'y =0 _a_ 0Ty _ aTxy -0
oy ( oy oz | o0z \ 0y oz |
und somit
0Ty aTxy _ __
5y ez — konst. = ¢. (4)

Die Gleichungen (3) und (4) lassen sich ihrerseits wieder durch eine einzige
Gleichung zweiter Ordnung ersetzen, indem man im Einklang mit (3) setzt
[vgl. (12, 5b)]

od od
szz_Ty: Txy=+W- (5)

Nach (4) geniigt dann @ selbst der Gleichung
4P =—c. (6)
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Es handelt sich also nur noch um die Feststellung der der Funktion @ auf-
zuerlegenden Randbedingungen. Diese erhidlt man, indem man beachtet, daB
fiir jedes Randelement des Querschnitts die Richtung der resultierenden Schub-
spannung mit derjenigen der UmriBtangente zusammenfillt. Dies heif3t fiir die

Schubspannungskomponenten 7., und 7,, (Abb.11) 2

Tyz dz
=4 7
- 7
und demzufolge fiir die Randwerte der Funktion @
oD 0D . Tzz
'——'_67 . W = dz . dy .
oder Abb.11. Zur Randbed Iyd
.11. Zur Randbedingung des
% dy + %Zl dz2=d®P =0 (am Rand) . (8) Torsionsproblems. g

Dies besagt, daB die Funktion @ an jeder in sich geschlossenen Begrenzungskurve
des Querschnitts einen konstanten Wert hat (welcher aber bei Hohlquerschnitten
fiir die verschiedenen Begrenzungskurven verschieden ist).

Bildet der Querschnitt ein einfach zusammenhingendes Gebiet, so daB er
nur eine Randkurve hat, so kann — weil nicht die Funktionswerte @ selbst,
sondern nur ihre Ableitungen fiir unser Problem Bedeutung haben — der Rand-
wert von @, ohne daB die Allgemeinheit der Lsung beeintrichtigt wird, gleich
Null gesetzt werden. Stellt man die gesuchte Funktion @ durch eine sich iiber
den Querschnitt wolbende Fliche dar, so lauft unsere Aufgabe fiir den einfach
zusammenhingenden Querschnitt auf die Bestimmung einer durch den Quer-
schnittsrand hindurchgehenden und der Gleichung (6) geniigenden Fliche hinaus.

Zur mechanischen Deutung der in (6) vorkommenden Integrationskonstanten
¢ aus (4) verbinden wir den Ansatz (1) mit den Gleichungen (I,17,1), (I,17,2a)
und (I, 17, 2d) und schlieBen so auf

on ov ow ov dw

W_—‘O, a—y:O, 67:0, ‘E“}"'——‘:O. (9)
Aus den letzten dreien dieser Beziehungen folgt, daB die Projektionen der
Flichenelemente eines Stabquerschnitts auf die (y, z)-Ebene bei der Verformung
des Stabes keine Forminderung erleiden, d.h., daB die (y, z)-Projektion jedes
Querschnitts sich bei der Torsion des Stabes als Ganzes bewegt. ;

Stellt man die Forderung, daB8 die Schnittpunkte 4 und B der x-Achse mit
den beiden Endquerschnitten des Stabes keine Verschiebungen v und w erleiden
(was durch eine Bewegung des Stabes als Ganzes immer erreichbar ist), so
werden fiir alle Punkte der x-Achse diese Verschiebungskomponenten zu Null.
Betrachtet man nimlich eine Reihe von Aquidistanten Punkten auf dieser
Achse, so hat, weil der Spannungszustand voraussetzungsgemiBl von x unab-
hiingig ist, die Relativverschiebung je zweier aufeinanderfolgender Punkte einen
festen Wert. Somit ist die Relativverschiebung zweier Punkte der x-Achse
proportional zu ihrem Abstand, so daB fiir einen beliebigen Punkt x dieser Achse
mit den Verschiebungen v, w gilt

Vq—7? v— Wy—w w—uw,
A—VB _ 4 und 4—WB __ 4
X4 —XB xX—X4q X¥4—X*B X¥—X4

Weil vy =v5=0 und wy =wp=0 ist, so muB} also auch v=v,=0, w=w,=0
sein. Unter der gemachten Voraussetzung fillt daher der gemeinsame Drehpol
der Projektionen aller Querschnitte auf die (y, z)-Ebene mit dem Koordinaten-
anfang zusammen. Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB dieser Punkt
fiir den Stabquerschnitt keinerlei Bedeutung hat, und daB jeder Punkt der

Biezeno-Grammel, Dynamik. 8
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(v, z)-Ebene durch eine geeignete Bewegung des Korpers als Ganzes zum Dreh-
pol gemacht werden kann. Wihlt man aber den Koordinatenanfang zu diesem
Punkte, so erhilt man fiir v und w die einfachsten Ausdriicke. Ist namlich «
der Drehwinkel eines beliebigen Querschnitts x gegen den Querschnitt x=0,
so gilt (Abb. 12) s=a«r oder in Komponenten

v=—uaz, w=oy.

Weil die Relativdrehung zweier aufeinanderfolgender
Stabquerschnitte voraussetzungsgemiaf3 von x unab-
hingig und also « zu x proportional ist, so kann mit
der auf die Lingeneinheit bezogenen spezifischen

Abb.12. Die zu einer reinen  Verdrehung w auch geschrieben werden
Drehung gehorigen
Verschiebungskomponenten.

V=—wx2, w=awxy. (10)

Die dritte VerschiebungsgréBe # ist nach der ersten Gleichung (9) von x
unabhingig, so daB sie als eine Funktion der Koordinaten y und z allein an-

geschrieben werden kann:
u=u(y,z). (11)

Sie stellt die Verwoélbung des Querschnittsinfolge der Torsion des Stabes dar.

Kehren wir jetzt wieder zu den Schubspannungen 7,, und 7,, zuriick, so lassen
diese sich in zweifacher Weise ausdriicken: das eine Mal nach (I, 17, 2d) mit
(I, 17,1) in den Verschiebungen u, v, w, das andere Mal nach (5) in der Funktion @:

Mit (10) und (11) findet man also
%z—G(wy—}—%Z—), -%?:—G(mz—%), (12)
und hieraus folgt durch Elimination von
AP=—-2Gw. (13)
Vergleicht man dieses Ergebnis mit (6), so erhdlt man
c=2GCw. (14)

Die, Konstante ¢ stellt also die 2G-fache spezifische Verdrehung des Stabes dar.

Ist die Funktion @ aus (13) mit der Randbedingung (8) bestimmt, so folgen
die Spannungen aus (5), die Querschnittsverwélbung # aus (12), indem man
zundchst

ou _ 1 00 ou . 1 09
T w955y (15)
und daraus
ou ou
M:/(—a—;dy—}—-a?dz) (16)
bildet.

Auf die mechanische Bedeutung der @-Fliche, welche nunmehr durch die
Gleichung (13) und die Randbedingung (8) véllig definiert ist, kommen wir
in Kap. III, Ziff. 24 bei der Behandlung des sogenannten Seifenhautgleich-
nisses noch ausfithrlich zu sprechen. Hier sei nur festgestellt, dal bei einfach
zusammenhdngenden Querschnitten das vom ganzen Querschnitt iibertragene
Torsionsmoment W, das dem Stab die zur Integrationskonstanten ¢ gehérige
spezifische Verdrehung w=¢/(2G) erteilt, durch das iiber den Querschnitt
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erstreckte Doppelintegral W—2 f f Gdydz (17)

dargestellt wird. Denn es ist (Abb. 13)
oD op
W= f/(rxzy—rxyz)dydz=—//(Wy—}- WZ) dydz

:2//¢dydz—//a(;;y) dydz——//a(gzz) dydz
=2 ff@dydz—/[@y]::dz—f[@z]:dy,

wenn y;, ¥, die zu einem beliebigen z gehérigen
Integrationsgrenzen von y und z, z, die zu einem
beliebigen y gehorigen Integrationsgrenzen von
z sind. Weil diese Integrationsgrenzen sich alle
auf Randpunkte beziehen, fiir welche @ den Wert
Null hat, so sind die Integranden der beiden
letzten Integrale identisch Null, womit die Be-
hauptung bewiesen ist.

Die rechnerische Bestimmung von @ macht
im allgemeinen recht viel Schwierigkeiten, so
daB man auf Niherungsldsungen oder experi-
mentelle Methoden zuriickzugreifen gezwungen ADl 3 ur Derechnung des
ist (vgl. hierzu Kap. 111, Ziff. 11,20 und 24 bis 30);
doch gibt es einen besonderen Fall, fiir welchen ¢ in geschlossener Form

angegeben werden kann. Wird ndmlich die Querschnittsrandkurve durch die
Gleichung

Hy,2) =0 (18)
dargestellt, und geniigt die Funktion f der Gleichung
Af=a, (19)
wo o eine Konstante bezeichnet, so ist
=—2%%40y,4. (20)
Denn erstens gilt wegen (19)
AP=—2pf— 260,

und zweitens ist @ wegen (18) fiir alle Randpunkte wirklich Null.
Diese Bemerkung erméglicht es, beispielsweise die Spannungsverteilung fiir
den elliptischen Querschnitt, dessen Randkurve durch

2 2
Ht5—1=0 1)
dargestellt wird, sofort anzuschreiben; denn nach (19) und (20) ist hier
Gobic® [ y2 22
¢=_W<ﬁ+?_1> (22)
und somit nach (5)
2G wc? 2Gwb?
T”:Wy’ Txy:—mz. (23)

Das vom Querschnitt iibertragene Torsionsmoment W berechnet sich entweder
aus (17) oder aus W= ff('c,,z Y—Tay2)dydz zu
_ aGebds 24
W e W > ( )
8*
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so daB die allgemein durch
g W= (e £X13] (25)
definierte Torsionssteifigkeit o hier den Wert
7 b33
0= G (26)

besitzt. Die Spannungen haben, in W ausgedriickt, folgende Werte:
2Wy 2Wz
T apwe o TMT T apes
Fir die Querschnittsverwélbung u folgt aus (15) mit (22)

ou b2— c? ou b2—c?

7y T e ®® T T eV
y + +

Weil aus Symmetriegriinden die Verschiebung # des Querschnittsmittelpunktes
Null ist, nimmt # die Gestalt
b2 — 2

an, und es zeigt sich also, daB der Querschnitt in ein hyper-
bolisches Paraboloid iibergeht.

Die bekannten Ergebnisse fiir den Kreisquerschnitt
vom Halbmesser a folgen natiirlich als Sonderfille aus
(23) bis (28) mit b=c=a.

Bis jetzt war immer nur von einfach zusammenhingen-

Abb. 14, Mehrfach  den Querschnitten die Rede, so daB fiir die Funktion @

Zusapennangdet  pur ein einziger Randwert in Betracht kam, der gleich

Null gesetzt werden konnte. Beim mehrfach zusammen-
hingenden Querschnitt (Abb.14) hat man es aber mit mehreren Rand-
kurven und also mit ebenso vielen Randwerten der Funktion @ zu tun, von
denen nur ein einziger frei wihlbar ist, z. B. der, der zur duleren Begrenzungs-
kurve C; des Querschnitts gehort. Auch hier werde dieser Wert gleich Null
gesetzt. Es fragt sich dann, wie die anderen Randwerte bestimmt werden
konnen. Hierzu bemerken wir, dafl die axiale Verschiebung # eines beliebigen
Querschnittspunktes nach ihrer mechanischen Bedeutung eine eindeutige Funk-
tion von y und z sein muB, so daB fiir jede in sich geschlossene Querschnitts-

kurve C die Bedingung o
Seds=0 (29)

gilt. Weil » nach (15} mit @ verkniipft ist, so kann diese Bedingung auch als
eine Bedingungsgleichung fiir @ aufgefallt werden. Schreibt man nimlich (29) in

der Form
du 0y ou 0z
IR A T, —
Sg(ay gs | Bz as)ds—()’

so findet man mit (15)
L T

oder
80 9y 30 3z)d —0 30)

wfg (edy—ydz) + 3?56(?2 3s " dy 35

Nun gilt, wenn wir unter # die ,,iuBere’ Normale der Kurve C, verstehen
(vgl. Abb. 7 von Ziff. 12),
90 80 3y 9D 95 0® 0z 0D By

Fn oy on T Bz on — 8y s 6z s’
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so daB (29) iibergeht in
1 0P

Bezeichnen wir mit F; die von der Kurve C; umschlossene Fliche, so ist unter
Beriicksichtigung des fiir die Kurve C; angenommenen positiven Umlaufsinnes

fydz:Fi ygzdyz—Fi.
Die Bedingungsgleichung (31) fiir @ lautet also

oD
Wendet man sie auf jede der Randkurven C,, C,, ... an, so erhilt man so viele

Gleichungen, wie es unbekannte Randwerte gibt.

19. Die Torsion des Umdrehungskérpers. In Ziff. 15 ist festgestellt
worden, daB fiir den rotationssymmetrisch belasteten Umdrehungskérper die
Spannungen und Verschiebungen sich in zwei voneinander unabhingige Sitze
(0y, O, Oz, Trz, #, w) Und (T,;, Ty, v) trennen lassen. Man erhilt also einen mog-
lichen Spannungs- und Verzerrungszustand, wenn man alle GréBen der ersten
Gruppe gleich Null setzt und dafiir sorgt, dafl die Oberflichenspannungen mit
diesem Ansatz vertriglich sind. Hierzu ist nach (15, 4) erforderlich, daB an der
Oberflache iiberall 7,=#,=0 ist, so daB der Korper nur durch tangential ge-
richtete Oberflichenkrifte belastet wird. Unser Ansatz bezieht sich also auf den
Belastungsfall der reinen Torsion. Die ihn kennzeichnenden GréB8en 7, 7, und v
sind bei Vernachlissigung der Volumkrifte eindeutig bestimmt durch die
folgenden Gleichungen [vgl. (15, 1c), (15, 2), (15, 4)]:

0Ty O0Tgz Ter
o T 2570 ()
ov v ov
Tw=G(gr—") =G, (@)
Tar COS (¥, 1) - Ty COS (2, 1) = 1,,. (3)

Mit der Hilfsvariablen ¢ =v/r gehen die Gleichungen (2) iiber in

o 09
T¢,=G7w, T¢3=G7'a—z. (4)

Fiihrt man diese Ausdriicke in (1} ein, so erhilt man als Differentialgleichung
fir ¢

g o : e *
A"9% =0 mit 4 =55+

v oy T o2 v or \'v br

3 0 02 1 0 1 0 0%
= < 2)4‘522*' (5)

Die Randbedingung (3) geht iiber in

o9 o
Gr |5, cos (r,n) + —5-cos (2, n)] = l,. (6)

Dem durch (5) und (6) definierten Problem kann man zwei verschiedene
Formulierungen geben!), von denen die eine sich fiir die Fille eignet, wo die
Randspannungen vorgeschrieben sind, und die andere sich auf die Fille bezieht,
wo die Oberflichenverschiebungen vorgegeben sind.

1) F. A. WiLLERS, Die Torsion eines Rotationskérpers um seine Achse, Z.Math. Phys.

55 (1907) S.225; A. Tivpe, Die Torsion von Umdrehungskérpern, Math. Amnn. 71
(1912) S.' 480.
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a) Vorgeschriebene Oberflichenspannungen. Schreibt man (1) in
der Form
0 0
a7 (7)) + Bz (7)) =0, (7)
so sieht man, daB 7, und 7, aus einer Spannungsfunktion @ hergeleitet werden
konnen, indem gesetzt wird

oo o
72Ty = — 5 2y, = + Gy (8)

o () _ 0 (m
or\ v | 0z \ r

ist, so geniigt @ der Differentialgleichung

Weil nach (4)

*P 3 00 | @
>=O oder -5 ———-+55=0. 9)

y o7

0z

3(13@) 6(18@5

@y \ 18 oy oz
Gemil (3) lautet die Randbedingung fiir @

1 00 1 00
7 Gy 008 (5 1) — o5 5

oder, wenn mit s die Bogenlinge der Meri-
diankurve bezeichnet wird, wegen cos (¥, #) =

cos (7, n) = t,

b7} 0 ..
—a—j und cos (z, #) = a: (Abb. 15), kiirzer
1 o0
FW = t‘p (am Rand) . (10)

Es 1aBt sich auch sofort zeigen, daB die
Abb. 15, Beziehungen zwischen den Ab- Schubspannungslinien der Meridianebene

leitungen in der Tangenten- und Nor- mit den Kurven
malenrichtung einer Meridiankurve. @ = konst (11)

identisch sind. Denn aus der Bedingungsgleichung fiir die Schubspannungslinien

ar Ty
dz Toz

(12)

folgt wegen (8)
a0 =22 ar+ 22 4.0,

also @=konst. Man kann auch beweisen, daB die Schubspannungslinien
& =konst. Orthogonaltrajektorien zu den Linien #=konst. sind.
b) Vorgeschriebene Oberflichenverschiebungen. Setzt man
1 9(9) 1 8(r29)

r or =20, y 0z =—2a, (13)

so kann die Gleichung (5) in der Form geschrieben werden

0 — 0 _
a7 (2 wz)_"a’;(2 wr) =0, (14)
so daB sie durch den Ansatz
_ oD — oP
2 Wy; = W N 2 y — "a—;- (15)
befriedigt wird. Aus (13) folgt dann
0Q2ra;)  9(2vdy)

0z or
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und also wegen (15) fiir @ selbst
w0 1 00
A" = Fo+ 5,
Die Randbedingung fiir @ erhilt man, indem man zuerst die Gleichungen
(18) und (15) durch
od 1929 o0 1 9(r9)
or v 9z 9z v or
ersetzt und dann aus diesen beiden Gleichungen die fiir jeden Randpunkt geltende
Beziehung

0*P

o oD oo o9
7 |5, cos (r,n) + —.-cos (z,7) =—(;y—)cos (2, n)——(;z—)cos (r,n) (17)

ableitet. Bezeichnet man nun mit s wieder die Bogenlinge der Meridiankurve,

0z or 0 7 .
so kann wegen cos (r,n) =— = i (3, m) = a—Z:ﬁ (Abb. 15) fiir
(17) geschrieben werden

od 1 09
= (6s ) (am Rand). (18)

Ist 4, also auch 724, am Rande vorgegeben, so ist damit auch die Normalableitung
von @ an diesem Rande bestimmt.
Hitte man den Ansatz

=¥
gemacht, so daB nach (13)
— 1 0¥ — 1 0¥
20i= s 20, =—TF (19)
wire, so hitte man wegen (14) als Differentialgleichung fiir ¥
oy 1 0¥ | 0¥ ’
o 7 ar T om0 (20)

gefunden. Ist &, also auch 728, am Rande vorgegeben, so werden damit auch die
Randwerte von ¥ selbst vorgeschrieben.

Z z
20. Der Querkraftmittelpunkt. In Ziff. 8
haben wir betont, daB die in einem Stabe 7]-‘
aufgespeicherte Forminderungsenergie nur 4 Z
dann in der Form (8, 5) geschrieben werden Pl P
kann, wenn die den Stabquerschnitt be-
lastenden Krifte in ganz bestimmter Weise  Abb.16. Einseitig eingespannter Balken.
reduziert werden, nimlich bezogen auf den
Querkraftmittelpunkt, dessen Lage noch niher bestimmt werden sollte. Wir
treten jetzt an diese Aufgabe heran') und betrachten dazu den Balken in Abb. 16,
der in seinem linken Ende durch eine lotrechte Kraft P belastet wird, welche
der Haupttrigheitsachse z des Querschnittsschwerpunktes parallel ist. Der Ab-
stand # dieser Achse von P soll derart bestimmt werden, daB die Forminderungs-
arbeit 9 des Balken sich als Summe der Torsionsarbeit %, und der Biegungsarbeit
A, darstellen 1aft.
Nach Ziff. 18 lassen sich die Spannungen, soweit sie von der Torsion her-
stammen, mittels einer Spannungsfunktion @ ausdriicken:

oD oD
szz—ﬁi Txyzw: (1)
wobei
A =— c, QRand =0 (2)

1) Vgl. E. TreFr1z, Uber den Schubmittelpunkt in einem durch eine Einzellast ge-
bogenen Balken, Z.angew.Math. Mech. 15 (1935) S. 220.
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ist. Aber auch die von der Biegung hervorgerufenen Spannungen lassen sich
mit einer Spannungsfunktion ¥ darstellen, indem man setzt
Pxz _ o oV P2 3
7’ Tey = 37 » sz—-——‘—a;—"z‘jy‘- 3)
Denn erstens bedeutet eine solche Spannungsverteilung, wie insbesondere an o,
ersichtlich und aus der elementaren Biegelehre bekannt, in der Tat eine Biege-
beanspruchung des so belasteten Balkens; zweitens werden die Gleichgewichts-
bedingungen (12, 2) durch diesen Ansatz (3) identisch befriedigt, sobald ¥
unabhingig von « ist, und drittens reduzieren sich dann die Gleichungen (12, 1)
auf

Oy =0,=71,,=0, Oy =

0 gy P 0 iy
——AT_ CER Ty =AY =0
und werden also befrledlgt wenn
_ Ply—yi)
A==y, @

gesetzt wird, wo y, eine Integrationskonstante bedeutet.
Weil am Querschnittsrande die Richtung der Schubspannung mit derjenigen
der Querschnittstangente {ibereinstimmen muf, so gilt dort

d
7}%: ZZ , also Tudy—Tydz=0 5)
oder wegen (3)
o oy P24
dg/EWdy_*_Wdz:_f;Jyy (am Rand). (6)

Durch (4) und (6) ist ¥ eindeutig bestimmt, sobald y, bekannt ist. Diese Kon-
stante bestimmt sich nun zuletzt aus der erwihnten Bedingung, dafl

?1 U+ Uy ()
sein soll. Nach (I, 14, 4) und ) ist

%= // (65 () ]ava,

ebenso nach (I, 14, 4) und (3) mit E—2G(m+ 1)/m

e [ttt [ 557+ (0 o

und endlich noch einmal nach (I, 14, 4) mit ( } und (3) zusammen

m—*/// dxdydz + 20//[ by +6y "‘2]) +(6z +6agf):,dydz

so daB (7) ibergeht in
Pz2 op oV
//[ o 2])+az az]dydz=o (8)

//—zzdydz —fzzdz/—v—dy —/
weil @ nach (2) am Rande verschwindet. Die Bedingung (8) vereinfacht sich
folglich noch zu

o 0¥ |, 0D 0¥
e+ az)d 4z =0.

Diese Gleichung 148t sich unter Beriicksichtigung der Randbedingung (2) durch
Teilintegration schlieBlich auf

_//qﬁA'wydz_//@ o= y° S dyds=0 (9)

Nun ist
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umformen, wobei noch (4) beniitzt ist, und liefert so
. f f yDdydz
- f/®ayas
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