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Vorwort.

Es soll der Zweck des vorliegenden Buches sein, jene Kluft zu iberbriicken,
die auch heute noch zwischen Technikern und Physikern besteht. Wahrend die
Techniker meistens flinke Rechner sind, dafiir aber selten den hohen Anspriichen
der theoretischen Physik gewachsen sind, liegt der Fall bei den Physikern fast
immer umgekebrt. Dieses Buch wendet sich darum in erster Linie an alle beruf-
lich praktisch und wissenschaftlich titigen Techniker und Physiker, aber auch
gleichzeitig an alle Studierenden der im Titel genannten Wissenschaften. Es soll
der Versuch gemacht werden, auf den Gebieten der Mathematik, Geometrie und
Physik kurze Zusammenstellungen des Lebrstoffes zu geben, die in knapper
verstédndlicher Form logisch aufbauend zuerst die erforderlichen Grundbegriffe
und Definitionen und darauffolgend die fiir die praktische Anwendung notwen-
digen Lehrsétze bringen. Der Erklirung der Grundbegriffe wird darum in diesem
Buche eine besonders grofle Sorgfalt gewidmet. Auf ein richtiges Verstdndnis
der Lehrsitze wird groBler Wert gelegt. Auf die Ableitung der Lehrsitze wird
immer dort verzichtet, wo dies ohne Beeintrichtigung des Verstindnisses der
Sdtze moglich ist. Viele Satze werden dabei an Hand von Rechenbeispielen er-
klart und erldutert. Die Formeln werden nicht immer in der Reihenfolge ihrer
Entwicklung, sondern in jener Reihenfolge gebracht, wie sie beim praktischen
Rechnen bendtigt werden.

Vorausgesetzt werden in diesem Buche nur geringe Kenntnisse in der Mathe-
matik, wie sie in jeder Mittelschule und Gewerbeschule gelehrt werden. Da jedes
Kapitel des Buches in sich selbstéindig aufgebaut wird, so bleibt das Buch auch
selbst fir Schiiler aller Lehranstalten noch lesbar. Zum Verstindnis des Werkes
brauchen daher vom Leser keinerlei andere Werke herangezogen zu werden.

Es werden in der vorliegenden ,,Einfiihrung in die #n-dimensionale, algebraische
Geometrie mit besonderer Beriicksichtigung der Physik* die Grundlehren der im
Titel genannten, einzelnen Kapitel entwickelt und schlieSlich zu einem einzigen
Lehrgebiude, welches vielleicht treffend mit den neuen, heute noch nicht ge-
brauchlichen, Worten ,,Mathematisch-geometrische Physik* bezeichnet werden
konnte, zusammengefigt.

Der vorgesehene Ausbau des Werkes soll dann speziell der Mathematik,
der 1-, 2-, 3- und n-dimensionalen Geometrie, insbesondere der Matrizenrech-
nung, aber auch den Lehren der Physik, jedoch in Form der im vorliegenden
Buche entwickelten , Mathematisch-geometrischen Physik* gewidmet werden.

Die ,,Einfiihrung in die n-dimensionale, algebraische Geometrie mit besonde-
rer Beriicksichtigung der Physik* verfolgt den Zweck, einen Uberblick iiber die
Grundlehren der Mathematik, Geometrie und Physik zu geben und diese zu einem
einheitlichen Ganzen zusammenzufiigen. Eine Rechenmethode, die dies gewéhr-
leistet, stammt von einem unserer gréBten deutschen Mathematiker, HEINRICH



Iv Vorwort.

GrassMaNN dem Alteren. Seine grundlegenden Werke sollen darum hier in erster
Linie zur Losung der gestellten Aufgabe verwendet werden.

Jeder Physiker und Techniker kennt die grofie Bedeutung, die heute der
Punkt-, Vektor- und Tensorrechnung auf dem Gebiete der gesamten theoretischen
Physik zukommt. Da fast alle Erscheinungen des téglichen Lebens an das Vor-
handensein des Raumes gebunden sind, folgt, daf die mathematisch-geometrischen
Methoden die geeignetsten sind, die Vorginge in der Natur klar und einwand-
frei zu beschreiben. Gerade dasz Studium der Punkt-, Vektor- und Tensorrech-
nung fordert das rdumliche Anschauungs- und Denkvermdogen so sehr, daB es
jedem, der sich die neuen Erkenntnisse der Naturwissenschaften zu eigen machen
will, nur wiarmstens empfohlen werden kann. Leider besitzen die meisten Studie-
renden auch heute noch eine unbegriindete Scheu vor den vielen verschiedenen
Schreibweisen und Operationszeichen, die sich in der Punkt-, Vektor- und Ten-
sorrechnung eingebiirgert haben. '

Die weitestgehende Anwendung findet das hauptséchlich in England und
Amerika gebriuchliche und von GiBBs angegebene System, das fiir die Be-
trachtung von nur ein-, zwei- und dreidimensionalen Réumen sicher eines der
besten unter den bestehenden Systemen ist. Nur selten verwendet wird leider
das bis heute uniibertroffene System des grofien deutschen Mathematikers HEIN-
RICH GRASSMANN dem Alteren. Es besitzt gegeniiber dem (GiBBsschen System den
ungeheuren Vorzug, fiir n- wie fiir 1., 2- und 3-dimensionale Réume gleich ver-
wendungsfihig zu sein. Gerade diese Tatsache ist es, die GRASSMANN selbst heute
noch, wenn er auch in Vergessenheit geraten ist, den ihm gebiihrenden Platz
in der mathematisch-theoretischen Physik sichert.

GRASSMANN hat mit weit vorausschauendem Blick jene Wege, die die theore-
tische Physik in der Zukunft nach ihm durchwandern mufte, frithzeitig erkannt
und das mathematisch-geometrische Handwerkzeug geliefert, mit dem heute
und auch in Zukunft jeder Physiker und Techniker der Natur zu Leibe riicken
muf, wenn er ihr in schépferischer Arbeit neue, fir die Menschheit segensreiche
Erkenntnisse abringen will. Die GrassMaNNschen mathematischen und physika-
lischen Werke bilden daher auch heute noch einen sicheren Ausgangspunkt fir
einen einwandfreien Aufbau des gesamten Lehrgebdudes der theoretischen Physik.

Der Verfasser hat deshalb in diesem Buche den Versuch unternommen, die
Methoden, die GrassMANN insbesondere in seiner zweiten Ausdehnungslehre
vom Jahre 1862 niedergelegt hat, noch weiter zu verallgemeinern und die heute
gebrauchliche Determinanten-, Dyaden- und Matrizenrechnung in das System
der Punkt-, Vektor- und Tensorrechnung einzufiigen. In eleganter Form ergibt
sich dann von selbst der Ubergang von der euklidischen Geometrie iiber die affine
und projektive Geometrie zur R1EMaNNschen Geometrie und zur Krone der klas-
sischen Physik, der Relativititstheorie. Die GrRassMANNsche Ausdehnungslehre
wird aber auch gleichzeitig — und das ist gerade die wesentliche Neuerung in
diesem Buche — vom Verfasser durch die Einfithrung des physikalischen Dimen-
sionsbegriffes in die Geometrie wesentlich erweitert.

Nun bringen wir noch einige kurze Bemerkungen iiber die Anordnungen im
vorliegenden Buche. Die Grundbegriffe und Definitionen werden bei ihrem erst-
maligen Auftreten, damit sie vom Leser immer wieder rasch gefunden werden
kénnen, kursiv gedruckt. Um das rasche Auffinden der Gleichungen im Text
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zu ermoglichen, wird bei Verweisungen im Text in einer runden Klammer links
die Nummer des Textabschnittes und rechts die Nummer der Formel im Text-
abschnitt vermerkt. Fiir die Einheiten und Formelzeichen verwendet der Ver-
fasser das gegenwirtig in Deutschland eingefiihrte System der Bezeichnungen
des Ausschusses fiir Einheiten und Formelzeichen, fiir die Zwecke der theoretischen
Forschung jedoch ein eigenes wissenschaftliches Bezeichnungssystem. Damit
haben wir die wesentlichsten Anordnungsgrundsitze des Buches bekanntgegeben.

Zum SchluBl dankt der Verfasser des vorliegenden Werkes ganz besonders
der Akademie der Wissenschaften in Wien, die durch Ubernahme eines Teiles
der Kosten wesentlich zur Herausgabe des Werkes beigetragen hat. Der Verfasser
dankt aber auch allen seinen hochverehrten Lehrern, Herrn Professor Dr. KARL
FEDERHOFER, Graz, und Herrn Professor Dr. HERMANN WENDELIN, Graz, ins-
besondere aber den Herren Professoren Dr. FriepricHE HARTMANN und Dr.-Ing.
ErNstT MEDAN an der technischen Hochschule in Wien fiir ihre Unterstiitzung
und Forderung, die sie ihm bei dem Zustandekommen des Werkes haben zuteil
werden lassen. Herrn Professor Dr. Lupwic HoLzer, Graz, ist der Verfasser fiir
seinen fachwissenschaftlichen Rat, der ihm sehr wertvoll war, sehr verbunden.
Endlich .dankt der Verfasser auch dem Verlag fiir die sorgfiltige Drucklegung
und die schéne Ausstattung des Buches.

Wien, im Mirz 1942,
Dr.-Ing. FRIEDRICH KLINGER.
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Einfithrung,.
Die Mathematik, Physik, Geometrie und geometrische Physik.

"Unter einer Grofe verstehen wir in dieser Schrift irgendeinen Gegenstand
einer Berechnung, der sich zahlenm&Big, d.h. seiner Grofle nach erfassen 1agit.
GroBen, die dem Gebiete der Physik angehéren, nennen wir physikalische Grifen.
GroBen, die dem Gebiete der Geometrie angehoren, nennen wir geometrische
Grofen. :

Da der allgemeinsten iiberhaupt denkbaren GroBe drei wesentliche Eigen-
schaften zukommen, nimlich 1. ihr rein zahlenm#Big erfaBbarer Wert oder
Betrag, 2. ihre raumliche Ausdehnung, Extension, geometrische Stufenzahl bzw.
rdumliche Dimension, 3. ihre Benennung, physikalische Dimension oder kurz
Dimension, so zerfillt das gesamte Gebiet der Lehre von den GréBen dement-
sprechend in vier grofie Hauptgebiete, namlich: 1. in die Mathematik, die die
Gréflen nur ihrem Betrage nach erfallt, das ist die Lehre von den Zahlen, die
Arithmetik, die Lehre von den Gleichungen, die 4lgebra und die Lehre von den
Funktionen, die Analysis, 2. in die Physik, die die GréBen ihrem Betrag und ihrer
physikalischen Dimension nach erfafit, 3. in die Geometrie, die nur den Betrag
und die Stufenzahl der GréBen beriicksichtigt, und schlieBlich 4. in die geome-
trische Physik oder algebraische Geomeirie und Physik, die den Betrag, die Stufen-
zahl und die physikalische Dimension der Gréfien in Rechnung stellt. Die Ge-
biete der Physik sowie der Geometrie umfassen somit das Gebiet der Mathematik.
Die geometrische Physik hingegen umfaft die Mathematik, die Geometrie und
die Physik. Ihr Lehrgebiude ist also am umfangreichsten und ihre Lehren sind
daher am praktischsten verwendbar.

Entsprechend der gegebenen Einteilung behandeln wir im ersten Kapitel die
Zahlen. Sie geben uns die Einfithrung in das Gebiet der Mathematik. Im zweiten
Kapitel besprechen wir die Skalare, worunter wir in dieser Schrift GroBen ver-
stehen, die Produkte aus einer Zahl, ndmlich ihrem Betrag und ihrer physika-
lischen Dimension darstellen. Ihre Lehre gibt die Einfiihrung in das Gebiet der
Physik. Das dritte Kapitel bringt das Wesentlichste aus dem Gebiete der Kom-
binationslehre, deren’ Lehren zur mathematischen Darstellung der folgenden
Kapitel benotigt werden. Im wvierten Kapitel befassen wir uns mit den geome-
trischen Gréflen des n-dimensionalen Rawmes, denen nur ein Betrag und eine
Stufenzahl zukommt. Thre Lehre vermittelt uns die Einfithrung in die n-dimen-
sionale Geometrie. Das letzte und fiinfte Kapitel behandelt die extensiven Grofen
des n-dimensionalen Rouwmes, welchen ein Betrag, eine Stufenzahl und eine physi-
kalische Dimension zukommt. Ihre Lehre bildet schlieBlich die Grundlage der
geometrischen Physik oder der algebraischen Geometrie und Physik.

Klinger, n-dimensionale Geometrie. 1



I. Kapitel. Die Zahlen. Einfiihrung in die Mathematik.

1. Die natiirlichen Zahlen.

Die Grundelemente jeder mathematisch-geometrischen-physikalischen Be-
trachtung bilden die Zahlen. Um alle Unklarheiten zu vermeiden, soll zunéchst
eine Ubersicht iiber die verschiedenartigen méoglichen Zahlbegriffe gegeben wer-
den. Die Grundlage jeder Untersuchung bilden die natiirlichen Zahlen, nimlich
die positiven, ganzen Zahlen, einschlieBlich der Null:

(L1 0, +1, +2, +3, +4, +5,...
Ihre Gesamtheit nennen wir den Bereich N der natiirlichen Zahlen n oder den
Bereich % der positiven ganzen Zahlen n. Wir schreiben deshalb auch:
(1,2) M = alle natiirlichen Zahlen n oder
=0, +1, +2, +3, +4,...
Diese Zahlen stehen in einer bestimmten Rangordnung:
(1,3) Jede in (1,1) weiter links (rechts) stehende Zahl nennen wir kleiner
{grofer) oder in Zeichen <C (>>) als die weiter rechts (links) stehende Zahl.
Je zwei Zahlen aus (1, 1) sind wungleich oder woneinander verschieden, in
Zeichen ==, irgend eine Zahl aus (1, 1) nennen wir nur zu sich selbst
gleich oder in Zeichen =.
Beispiel: +3 <47, +7>+3, +3++4+7, +3=+3.
Null ist, die kleinste natiirliche Zahl, eine grofite natiirliche Zahl gibt es nicht.

Die Einheit der natiirlichen Zahlen -+ 1 nennen wir stets die absolute Einheit oder
die reelle Einheit.

(1,4) Das Zeichen
Das Zeichen

soll heillen: ,,gréfer oder gleich,

=
< soll heilen: ,,kleiner oder gleich.

(1,5) Das Zeichen ,,folgt*“: —» (<) oder ,,logische Folge* soll heiflen: aus den
links (rechts) von — (<) stehenden Aussagen folgen stets die rechts
(links) , von — (<—) stehenden Aussagen.

(1, 6) Das Zeichen <—soll heilen: Die Aussagen rechts folgen aus den linksstehen-
den und die Aussagen links aus den rechtsstehenden Aussagen.

(1,7) Wir bezeichnen irgendwelche Zahlen stets mit kleinen lateinischen Buch-
staben a, b, #, m, ... und falls erforderlich zur Unterscheidung auch
durch kleine lateinische Buchstaben mit angehingten kleinen Zahlen,
den Indizes, z. B. a,, a5, ... oder auch mit angehingten kleinen Buch-
staben, "die wiederum einen Zahlenindex tragen, wie z.B. a,, a

11, i2, DR
darin bedeuten die Indizes ;, %,, . . . selbst wieder irgendwelche Zahlen.



Die Grundgesetze der Addition oder der Rechenoperation erster Stufe. 3

(1,8) Die Null und nur sie bezeichnen wir auler durch 0 auch durch o..die Eins
und nur sie bezeichnen wir auler durch 1 auch durch e, so dal gilt:
0=0,e=1.

(1,9) E Unter einem System von Elementen &, in dem im allgemeinen auch
die Null o und die Eins e vorkommen wird, verstehen wir irgend eine
endliche oder eine unendliche Gesamtheit von Zahlen: © = a, b, ¢, .. .,
o, ¢, ..., die aus irgend einem Zahlbereich, z. B. aus dem Bereich 9t der
natiirlichen Zahlen herausgegriffen sind.

Diese Elemente brauchen in keiner besonderen Anordnung zu stehen. Ein
und dieselbe Zahl kann darin auch auf verschiedene Art und Weise bezeich-
net oder dargestellt sein und auch mehrmals auftreten.

Die Namengebungen beziiglich der Zahlenbereiche, Rechenoperationen und
Rechengesetze findet der Leser in Punkt 12 iibersichtlich zusammengestellt,
worauf wir schon jetzt ausdriicklich verweisen wollen.

2. Die Grundgesetze der Addition oder der Rechenoperation erster Stufe.

Verkniipfen wir in (1, 2) irgend zwei Zahlen des Bereiches 9t durch die Addi-
tion, so erhalten wir immer wieder eine Zahl des Bereiches 9. Wir sagen deshalb,
die Addition ist im Bereich 3t uneingeschriankt ausfilbrbar und setzen darum
fest:

(2,1) 4 Im System & ist die Addition uneingeschrinkt ausfihrbar, wenn darin
die Gesetze der Addition 4 gelten:
A,: Das assoziative Gesetz a + (b +¢)=(a+bd) 4+ ¢
A,: Die Existenz der Null a+0=a,0+a=a
A,: Das kommutative Gesetz a + b = b + a.

Als Klammerregel bezeichnen wir folgende Schreibweise, an der wir von nun
an stets festhalten wollen:

(2,2) Treten in einer Gleichung mehrere Rechenoperationen hintereinander
auf, so wollen wir unter dem nicht eingeklammerten Ausdruck stets jenen
verstehen, in welchem nach dem folgenden Schema alle Klammern gleich
zuerst auftreten und welchem unseren Begriffsbildungen zufolge ein im-
mer eindeutig bestimmter Sinn beigelegt werden kann.

atbtetd+f+--={l@+b+el +df+f+---

Bringen wir die Zahlen (1, 2, 3, ..., 7) in eine andere Reihenfolge (i, %,,
23, - - . 1p), Stellen wir sie also nur um, so nennen wir das Symbol:
2,3) {1 2 37‘}
il iz i.s v 7:1'

cine Umstellung oder eine Permutation.

Das assoziative Gesetz A} fiir beliebig viele Summanden lautet:

(2,4) A} Die Summe aus mehreren Summanden ist von der Art der Zusammen-
fassung beliebig vieler nebeneinanderstehender Summanden zu Teil-
summen unabhéngig. Die Reihenfolge der Summanden in allen diesen
Teilsummen darf jedoch nicht gefindert werden. Es gilt dabei: 4, — A*.

1*



4 Die Zahlen. Einfithrung in die Mathematik.

Das kommutative Gesetz A; fiir beliebig viele Summanden lautet:
(2, 5) A} Die Summe aus mehreren Summanden ist von der Reihenfolge der
Summanden unabhéngig, d. h.
Uy + g+ TG, =0y Fay+ -t a,
wenn darin (2, 3) irgend eine Permutation bedeutet. Es gilt dabei:
A4, A,— A},
Fiir Summen, die dem Gesetz A} gehorchen, gebraucht man auch héufig
die folgenden vereinfachten Schreibweisen:

(2:6) a’1+’a’2+"'+a’n:2az‘:
i=1
(277) a1+a2+---+a”=a,,,

darin nennt man 3 ein Summenzeichen und sagt: es wird summiert tiber den In-
dex i von 1 bis n oder der Index ¢ lduft von 1 bis n. Den Index ¢ in (2, 6) nennen
wir einen Awufzihlungsindex. Man schreibt némlich statt

(2-8) Ay, Gy, Ag,° 5 Oy,

2,9) a;,, i=1,2,3,..., n) oder kurz a,.

In der Schreibweise (2,7) hingegen wird auch noch das Summenzeichen
weggelassen und summiert itber den kleinen griechischen Index v, welcher als
kleines griechisches n schon von selbst die Summierung von 1 bis klein latei-
nisch # andeutet. Wir nennen darin » einen Summationsindex und halten an fol-
gender Bezeichnungsregel fest:

(2, 10) Aufzahlungsindex bezeichnen wir nur durch kleine lateinische Buch-
staben, Summationsindex nur durch kleine griechische Buchstaben.

(2,11) Ist in der Summe a; + a, + - « - + a, jeder Summand des Systems &
gleich @, wobei n eine natiirliche Zahl ist, so nennen wir das Ergebnis
das natiirliche n-fache von a und schreiben: a +a + - - - 4 a = na.

Sind n und m natiirliche Zahlen, so gelten im System & die Séatze:
(2,12) 0a =0, la=a, na=an,
n+m)a=mna+ma, n(a@+bd =na+nb,
n(ma) = (nm)a.

3. Die Grundgesetze der Multiplikation oder der Rechenoperation
zweiter Stufe.

Wir erkliren jetzt weiter:
(8,1) M Im System © ist die Multiplikation uneingeschrdankt ausfithrbar, wenn
darin die Gesetze der Multiplikation M gelten:
M,: Das assoziative Gesetz a(bc) = (ab)c
M,: Die Existenz der Eins ae=a, ea =a
M,: Das kommutative Gesetz ab = ba.

Die Klammerregel lautet:
3,2) abedf...={[(ab)cld}f...
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Das assoziative Gesetz M fiir beliebig viele Faktoren lautet:

(3,3) M} Das Produkt aus mehreren Faktoren ist von der Art der Zusammen-
fassung beliebig vieler nebeneinanderstehender Faktoren zu Teil-
produkten unabhingig. Die Reihenfolge der Faktoren in allen diesen
Teilprodukten darf jedoch nicht gesindert werden. Es gilt dabei:

M, M.
Das kommutative Gesetz M} fiir beliebig viele Faktoren lautet:

3,4) M ’}‘ Das Produkt aus mehreren Faktoren ist von der Reihenfolge der
Faktoren unabhéngig, d.h. es gilt: a; a0, ... a;, = a,0505...a,,
wenn darin (2, 3) irgend eine Permutation bedeutet. Es gilt dabei:
M,, M, M.

Fir Produkte, die dem Gesetz M; gehorchen, gebraucht man auch haufig
folgende vereinfachte Schreibweise:

7
(3,5) a1a2a3...a,z:‘ﬂla“
i

darin nennt man I ein Produktzeichen und sagt: Es wird multipliziert diber den
Index i von 1 bis n. Der Index 7 heif3t darin wieder ein Aufzihlungsindex. Ein wich-
tiges Gesetz, welches die Addition mit der Multiplikation verbindet, ist:

(3,6) D Das distributive Gesetz:
alb+¢)=ac+bc, b+c)a=ba+ca,

darin kann die Multiplikation nicht mit der Addition vertauscht werden. Das
distributive Gesetz fiir Summen von mehr als zwei Summanden lautet:

- n 7n n n
3.7) D*: a(Zb) = J(ab), (Fb)a=3 ().
1=1 =1 = i=
Fir Produkte von zwei Summen ergibt sich:
( “z) (Zbl) = 2[ Zbk = (2 az
i=1 k=1 i=1 k=1 k =1

2

HM§ .'.LM§

il

( by) -
. 1=
Man beniitzt deshalb dafiir die beiden Schreibweisen:
n noom n, m
(_Zlva’l)( A):Z’Zaibh: Z aibk'

k=1 i=1 k=1 k=11
Fiir Produkte von beliebig vielen Summen verwendet man die folgende
Schreibweise :

<2" )(3b) = 3 (Sab,) =
=1 k=1 =1 k=1

i

m

nl ne My n1 ne My
N
(3.9) (Xa)( X by) . (XYg)= 2 L 2a g =
f1=k1 ig=ke drs=ky =k iag= kz ir=kr
Ny, Re, ..., Nr
=23 a; by, o gy
i, d2y 0., tr=k1, kay..., ke

Zum Beweis von (3, 7) bis (3, 9) bendtigt man nur die Gesetze 4, und D, nicht
aber A,
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(3,10) Ist in einem Produkt aya,a;. ..a, von n Zahlen des Systems & jeder
Faktor gleich a, wobei n eine natiirliche Zahl ist, so nennen wir das
Ergebnis die n-fe natiirliche Potenz von a und schreiben in-Zeichen:
aaa...q=qa"

speziell setzt man noch:

(3,11) a®=ce, al=a, a"l=gqa"a fir n==0,1,2..))

(3,12) Sind # und m natiirliche Zahlen, so folgt

Ma_>ana,m — an+m’ (an)m =qrm,
M,, M — (ab)® = a™b".

4. Die Grundgesetze des Potenzierens oder der Rechenoperation
dritter Stufe.

Wir erkliren jetzt weiter:

4,1) P Im System G ist das Potenzieren uneingeschrinkt ausfithrbar, wenn darin
die Gesetze des Potenzierens P gelten:
P,: Das Gesetz (a?) (a®) = aP**,
Py: Das Gesetz (a?)° = a®°,
P, Das Gesetz (ab)® =a’be.
Die Addition, Multiplikation und das Potenzieren heiflen auch die direkten
Rechenoperationen erster, zweiter und dritter Stufe.
Setzen wir jetzt die Regeln der gewdhnlichen Algebra fiir die Addition, Multi-
plikation und das Potenzieren von natiirlichen Zahlen als bekannt voraus, wéh-

len wir als System © den Bereich % und nehmen wir (1, 8) als giiltig an, so er-
kennen wir jetzt die Richtigkeit folgenden Satzes:

{4,2) Im Bereich 9t der natiirlichen Zahlen sind die Addition, die Multiplikation
und das Potenzieren uneingeschrinkt ausfiihrbar.

5. Die inverse Rechenoperation erster Stufe. Die Subtraktion.
Wir erklédren:

(5,1) 8 Im System & ist die Subtrakiion uneingeschrinkt ausfihrbar, wenn gilt:
Ist b ein beliebiges Element von &, so ist die Gleichung x 4 b =0
immer durch ein Element x von & erfiillt. Wir schreiben x = (—¥b)
und nennen x zu b enigegengesetzt.

Man beniitzt auch die folgenden Schreibweisen:
(5,2) (—a)=-—a, a4+ (—b) =a—0>b.

Auf Grund dieser Festsetzung erweitern wir den Bereich 9t der natiirlichen
Zahlen n durch die Einfithrung der negativen Zahlen ¢’ zum Bereich & der ganzen
Zahlen g. Ist n irgend eine natiirliche Zahl, so kann eine negative ganze Zahl g’
dargestellt werden durch

(5.3) g'=—n.
Jede ganze Zahl g kann daher dargestellt werden in einer der beiden Formen:
(5,4) g=-+n oder g=-—n
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oder anders kurz ausgedriickt in der Doppelform:

(5,5) g = +n.
‘Wir schreiben deshalb:

(8,6) @& = alle ganzen Zahlen = alle natiirlichen Zahlen n -+ alle negativen
ganzen Zahlen ‘g’ oder

(‘Bz"'—4fa —'35 '—2’ —'1;0,_{"1: _{'—2, +33 +‘4y--°

Auch diese Zahlen stehen wieder wie der Bereich M der natiirlichen Zahlen in
einer bestimmten Rangordnung. Es gilt (1, 3), wenn darin (1, 1) durch (5, 6) er-
setzt wird. Daraus folgt:

(5,7) Jede positive Zahl ist > 0, jede positive Zahl ist > als jede negative Zahl.
Jede negative Zahl ist < 0, jede negative Zahl ist <C als jede positive
Zahl.

Im Bereich & der ganzen Zahlen gibt es weder eine gr68te Zahl noch eine kleinste
Zahl.
Beispiel: +3>-7, +3>0, +7>+43,
—T7< =3, —3<0, —T7<+43.
Der Begriff der natiirlichen Vielfachen na einer Zahl a des Systems kann
jetzt auf den Begriff der ganzzahligen Vielfachen ga erweitert werden.

6. Die inverse Rechenoperation zweiter Stufe. Die Division.

Wir erkliren:

(6,1) @ Sind im System & Elemente b =& o vorhanden, und ist b sonst ein
beliebiges Element aus &, dann ist tm System die Division uneinge-
schrinkt ausfihrbar, wenn' die Gleichung xb = e immer durch ein Ele-
ment x des Systems & erfiillt ist. Wir schreiben & = b~ und nennen
x zu b reziprok.

Man beniitzt auch die folgenden Schreibweisen:

6,2) bl=eb=efb=-, abl=ab=afb=3, b+o,
Die Potenzen des zu a == o reziproken Elementes a heiflen auch die negativen
Potenzen von a. Ist n eine natiirliche Zahl, so setzt man

(6,3) a®=c¢, al=cla, a™=a"gl, n=0,1,2,..)
(@ )* = am.

Setzen wir jetzt die Rechenregeln der gewdhnlichen Algebra fir die Addi-

tion, die Subtraktion, die Multiplikation und das Potenzieren von ganzen Zahlen

als bekannt voraus, wihlen wir als System & den Bereich % und nehmen wir (1, 8)
als giiltig an, so erkennen wir die Richtigkeit folgenden Satzes:

(6,4) Im Bereich @ der ganzen Zahlen sind die Addition, die Subtraktion, die
Multiplikation. und das Potenzieren uneingeschrinkt ausfithrbar.

(6, 5) Man nennt ein von o verschiedenes Element a eines Systems € ein singu-
lires Element oder einen Nullteiler, wenn gilt: a = 0, b &= 0, ab = 0.



8 Die Zahlen. Einfiihrung in die Mathematik.

Solche Elemente gibt es im Bereich f, & und den erst spéter zu erklirenden
Bereichen &%, 3, & nicht. Wir werden aber spéter andere Bereiche kennen lernen,
in welchen bei entsprechender Deutung (6, 5) erfiillt ist. Wir erkléren deshalb jetzt:

(6,6) N Ein System & enthilt keine Nullteiler, wenn gilt:
ab=0->a==0 oder b=o0 oder @ =0, b=o.

Auf Grund der Festsetzungen (6, 1) und (6, 2) erweitern wir jetzt den Bereich &
der ganzen Zahlen g durch die Einfiihrung der Briiche b’ zum Bereich R der ratio-
nalen Zahlen r. Sind ¢, g, und g, irgendwelche ganze Zahlen und gelten die Be-
ziehungen b'g, = ¢;, ge = ¢, so kann, wie sich daraus mit Hilfe der bekannt-
gegebenen Gesetze folgern 14Bt, gezeigt werden, daB jeder Bruch b’ und jede
ganze Zahl g durch

(6,7) b =g:/g,, 9=/
dargestellt werden kann. Nennen wir jede ganze Zahl einen unechten Bruch und
jeden Bruch eine rationale Zahl 7, so gilt fiir jede rationale Zahl r die Darstellung

(6, 8) r=¢/gs-
Wir schreiben deshalb:

(6,9) R = alle rationalen Zahlen r = alle ganzen Zahlen g + alle Briiche
oder R = Gesamtheit aller Briiche.

Man kann leicht zeigen, daB jede rationale Zahl r entweder gleich einer ganzen
Zahl g sein muB, oder zwischen zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen g und
g -+ 1 in der geordneten Reihe der ganzen Zahlen (5, 6) liegt, denn es gelten der
Relhe nach bei Einfithrung der neuen ganzen Zahl g durch (6, 11) die Bezie-
hungen:

(6, 10) 9= (gilg) <g + 1,

(6,11) g=01— 99

(6,12) 0=9<g: 0=(glg) <1,
d.h. aber g ist eine der ganzen Zahlen aus der folgenden Reihe:
(6, 13) 0,1,2,3,...,9,—2, g,— 1.,
daraus folgt jetzt:

(6, 14) (91/92) = g + (9/g2)

d. h. jede rationale Zahl r = ¢,/g, kann eindeutig in die Summe aus einer ganzen
Zahl g und einem sogenannten — nach der Eigenschaft (6, 12) — nicht negativen
echten Bruch g|g,, der stets zwischen Null und Eins liegt, zerlegt werden. Man
nennt g den Quotienten und g den Rest der Division g, durch g,. Gilt im Sonderfall
=0, so folgt:

(6,15) 9=0, (0./92) =9, §1=99-

Wir sagen dann, g, vst durch g, teilbar oder g, ist ein Vielfaches, namhch das g-fache
von ¢,. Auch die rationaleni Zahlen stehen wieder wegen (6, 10) in einer Rang-
ordnung und es gelten fiir sie iibertragen auch wieder die Gesetze (1, 3) und (5, 7)
Beispiele: (17/5) = 3 + (2/5), (—18/5) = (—4) + (2/5),

(24/12) = 2 4 (0/12) = 2.
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7. Die Dezimalbriiche.
Wir gehen jetzt zu einer anderen Darstellungsform einer beliebigen rationalen

Zahl s ndmlich dem Dezimalbruch s, iiber. Unter einer Ziffer verstehen wir eines
der zehn Zahlzeichen:

(7,1) 0,1,2,3,4,5,6,7,8,09.
Sind die Zahlen
(7,2) Gy Opgs Opgs -ves Qyy Gy Gy, gy Gg, ...

irgendwelche Ziffern, so kann jede rationale Zahl s dargestellt werden in der
Form:
7,3) §=+1Te,10® +a, ;10" +a, ,10%2 4 ... 4
4+ a, 10t + a4 10° 4+ a_, 107 +a_, 102 4 a_5 103 - . . - ],
oder wenn s wie iiblich als Dezimalbruch geschrieben wird, in der Form:
(7, 4) §=0,0, 1 5. .. 080, G100 ....

Einen Dezimalbruch, bei welchem endlich viele Stellen (unendlich viele Stellen)
von Null verschieden sind, nennen wir einen endlichen (unendlichen) Dezimal-
bruch. Einen unendlichen Dezimalbruch, bei welchem sich ein und dieselbe Ziffer
oder ein und dieselbe Gruppe von Ziffern immer wieder von neuem wiederholt,
nennt man einen unendlichen periodischen Dezimalbruch. Es 1aBt sich jetzt fol-
gender Satz beweisen: ‘

(7, 5) Jede rationale Zahl r ist darstellbar als endlicher oder als unendlicher,
aber periodischer Dezimalbruch und umgekehrt: Jeder endliche oder un-
endliche, aber periodische Dezimalbruch bestimmt eine rationale Zahl.

Beispiele:
1=0999... =09, 15=14,999...=14,9, 27/1000 = 0,027,
1603/100 = 16,03, 343/99 — 3 + 46/99 — 3,464646 ... — 3,46 .
1880771/99900 — 18 + 82571/99900 — 18 -+ (82653 — 82)/99900 =

= 18,82653653653 ... = 18,82653.
Wegen (7, 5) treffen wir jetzt die Festsetzung:

(7,6) TUnter einer irrationalen Zahl r' verstehen wir jeden unendlichen, aber
nicht mehr periodischen Dezimalbruch.

8. Die inversen Rechenoperationen dritter Stufe, das Radizieren und
das Logarithmieren.

Da fiir die gewShnliche Addition und Multiplikation im Bereich -der rationalen
Zahlen je fiir sich das kommutative Gesetz 4, in (2, 1) bzw. M, in (3, 1) gilt, und
deshalb zwei Summanden in einer Summe bzw. zwei Faktoren in einem Produkt
vertauschbar sind, so besitzt die Addition wie die Multiplikation nur je eine Art
inverser Rechenoperationen, namlich die Subtraktion und die Division. Anders
ist dies bei der Rechenoperation dritter Stufe, dem Potenzieren. Sind @ und b
natiirliche Zahlen, so gilt beim Potenzieren im allgemeinen das kommutative

Gesetz nicht, denn es gilt der Satz:

(8,1) Die Gleichung a® = b* besitzt im Bereich 3 der natiirlichen Zahlen nur
die einzigen Losungen a = b = einer beliebigen natiirlichen Zahl oder
=2, b=4 oder a =4, b =2,
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Daher ist also im allgemeinen a® == 4¢. Somit liefert die Rechenoperation des
Potenzierens zwei voneinander verschiedene Umkehrungen. Wir geben deshalb
die folgenden Erklirungen:

a) Die erste inverse Rechenoperation dritter Stufe, das Radizieren oder Wurzel-
ziehen.

(8,2) B Sind a und b = o sonst aber beliebige Elemente aus dem System @,
dann ist vm System & das Radizieren oder Wurzelziehen uneingeschrdinkt
ausfithrbar, wenn die Gleichung 2? = ¢ immer durch mindestens ein

Element z des Systems & erfiillt werden kann. Wir schreiben « = 'b;/;z
und nennen z die b-te Wurzel aus a.

Man beniitzt auch die folgende Schreibweise:

b—
(8, 3) z=7Va=a".
Die Potenzen dieses Elementes x nennen wir auch die Bruchpotenzen von a. Ist r
ein Bruch und damit eine rationale Zahl r = ¢,/g, so setzt man dann nach den
Regeln der Algebra '

(8,4) ar = q9lv :(1”/;)!“, g+0.

Setzen wir im Bereich der ganzen Zahlen @ z. B. in (8,2) b = 2 und a = 9, s0
zeigt sich, daB die zweite Wurzel oder Quadratwurzel aus 9 gleich + 3 oder gleich
— 3 sein kann. Beim Anschreiben der zweiten Wurzeln 1468t man dabei der Ein-
fachheit halber stets den Zweier oberhalb des Wurzelzeichens weg. Um auBlerdem
die hier auftretende Zweideutigkeit beziiglich des Vorzeichens der Quadratwurzel
zu vermeiden, schreibt man genauer in eindeutiger Form:

2— 2 —
(8,5) Jo=,/9=+3 _J9=_Y9=-3.
b) Die zweite inverse Rechenoperation dritter Stufe, das Logarithmieren.

(8,6) L Sind a und b beliebige Elemente aus dem System &, dann ist im Sy-
stem © das Logarithmieren uneingeschrankt ausfiihrbar, wenn die Glei-
chung b% = ¢ immer durch mindestens ein Element x des Systems &
erfiillt werden kann. Wir schreiben & = ®log ¢ und nennen x den Loga-
rithmus aus @ zur Basis b.

Setzen wir jetzt die Regeln der gewohnlichen Algebra fiir die Addition, Sub-
traktion, Multiplikation, Division und das Potenzieren von Briichen als bekannt
voraus, wihlen wir als System & den Bereich R der rationalen Zahlen und nehmen
wir {1, 8) als giiltig an, so erkennen wir die Richtigkeit des Satzes:

(8, 7) Im Bereich R der rationalen Zahlen sind die Addition, die Subtraktion,
die Multiplikation, die Division und das Potenzieren uneingeschrinkt
ausfithrbar. :

9. Die irrationalen Zahler und die komplexen Zahlen.

Die Auflosung der Gleichungen in (8, 2) bzw. in (8, 6) nach « ist in den Be-
reichen 9, @, ja sogar auch noch in R in vielen Fallen unmoglich. Um wenigstens
diese Gleichungen teilweise 16sbar zu machen, wird deshalb der Bereich 9 der
rationalen Zahlen noch zweimal erweitert. Einesteils fithrt die Forderung der
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Losbarkeit der beiden Gleichungen zur Einfithrung der von uns bereits genannten
irrationalen Zahlen, andrerseits zur Einfiihrung der komplexen Zahlen.
a) Suchen wir z. B. die Losungen der Gleichung (9, 1)

9,1) 22 —2=0,

némlich z =.72 und x = _]/5, so kann die positive Losung, die auch kurz mit
T = V 2 bezeichnet wird, durch den unendlichen Dezimalbruch

9,2) V2 = 141421 ...

dargestellt werden. Es gibt dabei eine genau bestimmte Vorschrift, ndmlich die
Operation des Quadratwurzelziehens, mit deren Hilfe jederzeit beliebig viele Stellen
des Dezimalbruches in (9, 2) rechts ermittelt werden kénnen. 1/5 ist aber keine
rationale Zahl mehr und kann auf keine Weise als Quotient zweier ganzer Zahlen
dargestellt werden. Damit also die Gleichung (9, 1) noch l6sbar bleibt, muf3 der
Bereich R der rationalen Zahlen r durch die Einfithrung der irrationalen Zahlen '
zum Bereich 3 der reellen Zahlen s erweitert werden. Treffen wir dann wegen (7, 5)
und (7, 6) die Festsetzung:
(9, 3) TUnter einer reellen Zahl s verstehen wir jeden beliebigen endlichen oder
unendlichen, periodischen-oder nicht periodischen, positiven oder negati-
ven Dezimalbruch,

wobei wir in (7, 3) die allgemeine Darstellung einer reellen Zahl s kennen gelernt
haben, so kénnen wir schreiben:

(9,4) 38 = alle reellen Zahlen s = alle rationalen Zahlen r + alle irrationalen
Zahlen 7’ oder 3 = Gesamtheit aller positiven und negativen Dezimal-
briiche.

Es kann jetzt gezeigt werden, daf} jede irrationale Zahl zwischen zwei auf-
einanderfolgenden ganzen Zahlen liegt, dhnlich wie eine rationale Zahl. Deshalb
stehen auch die reellen Zahlen wieder in einer Rangordnung und es gelten fiir sie
iibertragen auch wieder die Gesetze (1, 3) und (5, 7).

b) Suchen wir ferner die Lésungen der Gleichung:

9, 5) 2?4+1=0,

namlich z = +]‘f:‘ 1und z = _Vj, so erkennt man leicht, daB diese Losun-
gen in keiner Weise als reelle Zahlen dargestellt werden koénnen. Man bezeichnet
eine Losung dieser Gleichung mit 4, die andere ist dann gleich — ¢. Die neu ein-
gefithrte GroBe ¢ nennt man die imagindre Einheit im Gegensatz zur reellen Ein-
heit - 1. ’

(9.6) i=7-—1.

Wir setzen jetzt folgenden Begriff fest:

(9,7) TUnter einer rein imagindren Zahl s' verstehen wir irgend ein Produkt der
imagindren Einheit ¢ mit einer reellen Zahl s, also in Zeichen s’ = 4s.

Damit jetzt die Gleichung (9, 5) noch lésbar bleibt, muf3 der Bereich der
reellen Zahlen s durch die Einfilhrung der imaginiren Zahlen s’ zum Bereich &
der komplexen Zahlen z erweitert werden. Treffen wir dann wegen (9, 7) die Fest-
setzung
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(9,8) Unter einer gemeinen komplexen Zahl z verstehen wir die Summe aus
einer reellen Zahl s, und einer rein imaginéren Zahl ¢s,, wobei ¢ die imagi-
nire Einheit bedeutet und s, eine zweite reelle Zahl ist. z = s; + ¢s,.

Man nennt speziell:

(9,9) =z eine gemischt-komplexe Zahl, wennin z = s, + is, gilt s, == 0, s, &+ 0,
z eine rein imagindre Zahl, wenninz = §; + 48, gilt s, = 0,8, £ 0,
z eine reelle Zahl, wenninz == s; + 18, gilt s; + 0, s, = 0.

Daher erkliaren wir jetzt:

(9,10) Die reellen Zahlen s und die komplexen Zahlen z zusammengenommen

bilden den Bereich & der komplexen Zahlen z oder & = alle reellen Zah-
len s 4 alle komplexen Zahlen z.

Mittels dieser Einfithrung erkennt man jetzt die Richtigkeit folgenden Satzes:

(9,11) Im Bereich 3 der reellen Zahlen sind die Addition, die Subtraktion, die

Multiplikation, die Division und das Potenzieren uneingeschrénkt, hin-

gegen das Radizieren und das Logarithmieren nicht uneingeschrankt aus-
fithrbar.

10, Die algebraischen Gleichungen.
Es sei n eine natiirliche Zahl = 1, ferner seien die # + 1 GréBen

(10, 1) Qps Qpqy ovny Gy Gg,

irgendwelche fest und unverinderlich gegebene reelle Zahlen sogenannte Kon-
stanten. Wir nennen dann die Gleichung

(10,2) a,z"+a, 2"+ a, ;xv 2+ - FaattaxFa,=0

mit a,=4+0, n=>1
eine algebraische Gleichung n-ten Grades mit der Unbekannten x. Der Ausdruck,
welcher die linke Seite der Gleichung bildet, wird zur Abkiirzung mit f(z) be-
zeichnet.
(10, 3) fx) =a,2* +a, a1+ - -+ a2+ a,x 4 aq.
Erteilt man der Zahl x der Reihe nach bestimmte Werte, z. B. 2, @5, 23 .. ., 80
werden diesen Werten durch (10, 3) bestimmte Zahlwerte von f(z) eindeutig zu-
geordnet, die wir mit f(x,), f(x,), f(%3), . . . bezeichnen wollen.  nennt man in
diesem Falle die Verdnderliche und f(x) eine ganze rationale Funktion der Ver-
dnderlichen z, falls die Zahlen (10, 1) Konstante, d. h. unveréinderliche Zahlen
sind. Da f(x) einen vielgliedrigen Ausdruck darstellt, so wird f(x) auch ein Poly-
nom n-ten Grades in der einen Verdnderlichen x genannt. Statt (10, 3) kann auch
folgende Darstellung gegeben werden:

n -
(10,4) f(x) = 3 a2t
i=0
Diese Form nennt man auch die Normalform des Polynoms in der einen Verdnder-
lichen x. Die Summanden ;2 (1 =0, 1, 2, ..., n) heillen die Glieder des Poly-

noms, a; heilt der Koeffizient des Gliedes a; x?, der Exponent ¢ heilit der Grad dieses
Gliedes. Unter dem Grad des Polynoms versteht man jedoch den grofiten aller
Exponenten, die in den Gliedern mit von Null verschiedenen Exponenten auf-
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treten. Die Polynome vom Grad Null sind die Konstanten. Die Polynome vom
Grad 1, 2, 3, 4, ... heiflen der Reihe nach lineare, quadratische, kubische, biqua-

dratische, . .. Polynome. Die zugehtrigen Gleichungen
n
(10, 5) Da;at =0
i=0

heiBen entsprechend der Reihe nach lineare, quadratische, kubische, biquadra-
tische . . . Gleichungen. Ein Polynom, dessen sdmtliche Koeffizienten in (10, 1)
gleich Null sind, nennt man ein Nullpolynom und sagt von ihm, daf es keinen
Grad besitzt. Jede Losung x der Gleichung (10, 2) nennt man auch eine Wurzel
der algebraischen Gleichung n-ten Grades. Da jede dieser Wurzeln den Ausdruck
(10, 3) nach der Forderung (10, 2) zu Null macht, so heiBt jede solche Wurzel =
auch eine Nullstelle des Polynoms f{x). Es 1aBt sich der folgende Satz beweisen:

(10, 6) Jede algebraische Gleichung n-ten Grades mit einer Unbekannten x be-
sitzt genau n Wurzeln oder ein Polynom #n-ten Grades in einer Verdnder-
lichen besitzt genau n Nullstellen.

Bezeichnen wir diese » Nullstellen mit
(10,7) Xy, Ty, Tz ovrs Tys

so 1aBt sich beweisen, dafl das Polynom (10, 3) dann in folgender Form als Pro-
dukt dargestellt werden kann:

(10, 8) f(x) =a,(x —a)(x — ) ... (x — x,),
darin nennt man die einzelnen Faktoren
(10,9) X — gy T — Xy, eeny & — Xy

die Wurzelfaktoren und speziell x — x; den zur Wurzel x; der Gleichung (10, 2) ge-
horigen Wurzelfaktor. Gilt im Sonderfall:

(10, 10) Ty = Xy ==r 0 =Ly A Xyyqy Xp o Bpgn, s B Xy,
80 nennt man x, eine k-fache Wurzel der Qleichung (10, 2). Besitzt die Gleichung

(10, 2) unter ihren #» Wurzeln nur m voneinander verschiedene, gilt also m < n
und ist x, eine n,-fache, x, eine nyfache usw., x,, eine n,,-fache Wurzel, wobei

auch einige der Zahlen n,, n,, . . ., n,, gleich Eins sein kénnen, so ergibt sich statt

(10, 8) die Darstellung

(10,11) (&) = a,(x — 2" (x — )" ... (& — 2,)",  wobei
w4y t+ug - fn, =n gilt.

Nach Satz (10, 6) gilt fiir jede der Wurzeln «;, (: =1, 2, ..., n) -

(10, 12) ) =0, G=1,2,...,n).

Hat man die » Wurzeln einer algebraischen Gleichung irgendwie gefunden, so er-
geben sich fiir sie die wichtigen n Kontrollformeln:

(10, 13) 2 F - F o, = (— Da,4/a,,
By&y + By &y + X%y F 0 A Xy @y = (— 1Py, /0y,
By ®g + By X®y + + - By By &, = (— 13 @, 5 0,

@By .. Xy = (— 1) ayla, .
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Hier stehen in der i-ten Gleichung auf der linken Seite die Summen aller mog-
lichen Produkte von je ¢ der Wurzeln (10, 7). Nach unseren spéateren Ausfiibrun-
gen im Kapitel ITI der Kombinationslehre lautet die ¢-te Gleichung

(10,14) ) kZ’ kalxkz...xki=(~1)"a,,_i/an, (=12 ...,m
darin ist die Summe iiber alle

: f7) nn—1)n—2)...(n —2+1
(10,15) K:,=(%.)= ( 1-)2(-3 )...( ; )
Kombinationen (&, %, . .., k;) ohne Wiederholung zur i-ten Klasse der n Ele-
mente 1, 2, 3, .. .; n zu erstrecken. Wir erkléren jetzt:

(10,16) @ Sind (10, 1) Elemente eines Systems &, dann ist darin das Ldsen
von Gleichungen uneingeschrinkt ausfithrbar, wenn die Gleichung
(10, 2) immer durch mindestens ein Element x des Systems & er-
fiillt werden kann. & nennt man eine Wurzel der Gleichung (10, 2).

Es gilt jetzt der Satz:
(10,17) Im Bereich & der komplexen Zahlen sind die Addition, die Subtraktion,

die Multiplikation, die Division, das Potenzieren, das Radizieren und
das Losen von algebraischen Gleichungen uneingeschrénkt, ausfiihrbar.

11. Die algebraischen und transzendenten Zahlen.

(11,1) TUnter einer algebraischen Zahl verstehen wir jede Zahl, die die Wurzel
einer algebraischen Gleichung x in (10, 2) ist, deren Koeffizienten (10, 1)
aber ganze Zahlen sind.

(11,2) TUnter einer transzendenten Zahl verstehen wir jede nicht algebraische
Zahl.

Die bekanntesten transzendenten Zahlen sind die Zahlen:

(11,8) e =2,718281 ... die Basis der natirlichen Logarithmen,
n = 3,141592 . . . die Ludolphische Zahl.

(11,4) Alle rationalen Zahlen sind algebraische Zahlen, denn die rationale
Zahl x = ¢1/9,, g, == 0 ist die Wurzel einer algebraischen Gleichung
ersten Grades g, — g; = 0.

(11, 5) Die irrationalen und die komplexen Zahlen sind teils algebraische und
teils transzendente Zahlen.

12. Ubersicht iiber die Rechengesetze, Zahlenbereiche und
Rechenoperationen.

Sie sind durch folgende Tabellen gegeben:

(12, 1) Tabelle der Rechengesetze.

E Begriff: System von Elementen (1, 9) @ Gesetze der Division (6, 1)

A Gesetze der Addition (2, 1) N Nullteilergesetz (6, 6)

M Gesetze der Multiplikation (3, 1) R Gesetze des Radizierens (8, 2)

D Distributives Gesetz (3, 6) L Gesetze des Logarithmierens (8, 6)

P Gesetze des Potenzierens (4, 1) G Lésen von algebraischen Gleichungen

8§ Gesetze der Subtraktion (5, 1) (10, 16)
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(12, 2) Tabelle der Zahlenbereiche.
%zg?cﬁgz Darstellung der Zahlen Erweiterungen
natirliche |
% Zahlen |"= 0,1,2,3,... negative ganze Zahlen g’ =—n
G| Sl |9=—3 2 L0, +1L +2,43,...

rationale
R " Zahlen

r=g1/gs G2+ 0

Briiche b'=g,/g, + ¢

Zahlen

irrationale [ 7" =unendlicher
nicht per. Dezimalbruch

I
3 Zr:ﬂgﬁ Jo=d0,0, .. .05 0 Qg By 30-5. ..
| Kompiexe |o =y tisy, i=)—1
(12, 3)

in den einzelnen Zahlbereichen.

Zahl%g:"eich uniﬁlsgf?ﬁg:: e Formel
N A, M, P (4, 2)
U] A, M, P, S (6, 4)
R A4, M, P, 8, Q (8,7)
3 4, M, P, 8, @ (9, 11)
& A, M, P, 8,Q, R @ (10, 17)

imaginére Zahlen s’ =is

Tabelle iiber die Ausfiithrbarkeit der einzelnen Rechenoperationen

(12, 4) Namen der Zahlen in den Rechenoperationen.
. e | e N Name der Name der
Rechep 28 Rechqn B ll%oeghepl passiven aktiven EName_ des
operation | N -§ |operation | eispie! Zahl @ Zahl b rgebnisses ¢
" . _ Augend Auctor
Addition | 4 direkte 1 atb=c (Summand) (Summand) Summe
Multipli- . . Multiplikand | Multiplikator )
kation M | direkte | 2 ab=c (Faktor) (Faktor) Produkt
Potenzie- P | direkte | 3 at=c Basis Exponent, Potenz
rung
Sug(s)l:k- S | inverse | 1 | a—b=c Minuend Subtrahend | Differenz
B . o Dividend Divisor Quotient
Division | @ inverse | 2 a:b=c (Zahler) (Nenner) (Bruch)
Radizie- . b . Wurzeiexpo-
yong - R [1.inverse , Ja=e Radikand nent Wurzel
Logarith- . _ . Loga,riﬁhmen- ; .
mierung L |2.inverse log @ =¢ | Logarithmand basis Logarithmus
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(12, 5) Die Umkehrungen der Rechenoperationen.
Rechen- 3 & Gesucht wird die passive Gesucht wird die aktive
operation N Zahl « Zahl y
Addition A x+b=c¢ x=c—b aty=c Yy=—a-+c¢
Muitiigﬁika- M xb=c z=c:b ay=c y=c:a '
Potenzierung | P xb=c = 'i/g av=c A y=-2logc
Subtraktion 8 r—b=¢ x=c-+b a—y=c y=a—c¢
Division Q z:b=c¢ z=cb ary=c y=a:c
Radizierung R l"y’; =c x=c? yy& —c y=°loga
I;Eiaglig}gk L | tlogz=c x=5b¢ vloga=c yzif,

13. Die Ordnung der reellen Zahlen.

~ Alle reellen Zahlen lassen sich in eine Ordnung bringen. Es gelten hierbei fol-
gende Grundgesetze.

(13,1) a>b<«>b<a.

(13,2) a=b, b>c—a>c,
a>b, b=c—>a>c,
a>b, b>c—a>c.

(13, 3) a>b—>at+ec>b+c,
a>b-+a—c>b—c,
a>b—>a—b>0.

(13,4) a>b, ¢c>d—a+c>b+d.

(13, 5) a>b, ¢>0—=>ac>bc,
a>b, ¢c<0—ac<bc,
a>b—>a—b>0—->b—a<0—>—a< - b.

(13,6) a>b, ¢ > 0 —(ajc) > (bc),
a>b, c¢<0-—>(afc)<(bfc).
(13,7) a>0<>—a<0,
a<<0<>—a>0,
>0, b>0—>a+b>0.

(13,8) a+0<>a*>0,
”
Za’?:OHai:()? (7::1,2,...,71).
i=1

(13,9) Zwischen zwei um Eins voneinander verschiedenen natiirlichen bzw.
ganzen Zahlen gibt es keine weiteren natiirlichen bzw. ganzen Zahlen
mehr. Der Bereich 9t der natiirlichen Zahlen und der Bereich & der gan-
zen Zahlen heiBlen deshalb diskret.
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(13, 10) Zwischen irgend zwei ungleichen rationalen bzw. reellen Zahlen liegen
immer noch beliebig viele weitere rationale bzw. reelle Zahlen. Der Be-
reich R der rationalen Zahlen bzw. der Bereich § der reellen Zahlen
heiflen deshalb dicht. Es gilt z. B.

o <(r;+71)[2 <1y

14. Das Vorzeichen der reellen Zahlen.

Unter dem Vorzeichen einer reellen Zahl a 4= 0 geschrieben sign a, gesprochen
Signum von a versteht man:

(14,1) signa=+1 wenn a>0, signa= —1 wenn a <0,

sign 0 ist nicht definiert, wir sagen auch, es existiert nicht. Es gelten die wichtigen
Séatze:

(14, 2) sign (d;@, . .. @,) = sign a, -sign @, .. .-sign a,, ,
sign (a,/a,) = sign a,/sign a, .

15. Der absolute Betrag der reellen und der komplexen Zahlen.

a) Unter dem absoluten Betrag oder absoluten Wert | a| einer reellen Zakl a
versteht man:

(15,1) a>0->a|=a, a<0-—>|a|=—a, a=0->|a|=0,
oder in anderer Form:
(15,2) la| =, Va?.

Fiir den absoluten Betrag der Zahlen gelten die im folgenden aufgefiihrten
Rechenregeln:

(15,8) a>0—>la|>0, a=0—>|a|=0, a<0->|a|>0.
(15,4) a=+0->a=(signa):|a .
(15,5) ai=l—al, Ja—bi=]b—al,

az20, |lz|=a—>x=a oder x= —a,

a>0, lz|<a—>—a<z< +a,
a>0, v—bl<a—>b—a<z<b+ta,
—lal=a< +|al,

=t e+ [b[<>[al<Th1.

n n
(15.6) ot <lal+ (0] | Sal < Sal,
a+012]la =10, o=t 2al o
a—blz ol =[b], [a—b2[b]-

(15,7 bl =lal-l6), | [l = lljail,

lafb| = lalllb].
b) Unter dem absoluten Betrag | z| der gemeinen komplexen Zahl z

(15,8) z=a+ib, i=1—1

Klinger, n-dimensionale Geometrie. 2
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verstehen wir folgende reelle Zahl:

(15,9) 2] =la+ibl = J@+ 5.

Unter der zu z konjugiert-komplexen Zahl z versteht man die Zahl:

(15, 10) z=a—1tb.

(15, 11) Es gilt der Satz: 2| = Yz .

Fiir mehrere komplexe Zahlen gelten ferner die folgenden Beziehungen:

(15,12) m+z|<lal+al latalz]lal—nll
|2z | =2 | |2a]s [2]=]—2],

z20<>[2|>0.

16. Die MaBeinheiten der Zahlen.

(16, 1) Unter der Mapeinheit einer reellen Zahl verstehen wir die Einheit der
natiirlichen Zahlen + 1, die sogenannte absolute Einheit oder reelle Hin-
heit.

(16, 2) Unter der Mapeinheit einer komplexen Zahl verstehen wir die reelle Ein-

heit + 1 und die imagindre Einheit ¢ = ]/ — 1 zusammengenommen,
also symbolisch geschrieben den Ausdruck: (- 1, -+ ¢).

II. Kapitel. Die Skalare. Einfithrung in die Physik.
17. Die physikalischen GroBen, MaBzahlen und MaBeinheiten.

a) Unter dem Ausdruck Gréfe verstehen wir irgend einen Gegenstand einer
Berechnung, der sich zahlenmiBig, d. h. seiner GroBe nach, erfassen 148t. GroBen,
die dem Gebiete der Mechanik, der Akustik, der Warmelehre, der Elektrizitits-
lehre, der Lehre vom Magnetismus und der Optik entnommen sind, nennen wir
kurz mechanische, akustische, thermische, elekirische, magnetische und optische
Grifen. Da alle diese Grofen dem Gebiete der theoretischen und praktischen
Physik angehdren, so nennen wir sie alle zusammengenommen kurz auch physi-
kalische Grofen.

Wollen wir mit physikalischen Gréflen rechnen, so miissen wir sie messen.
Dazu benétigt man eine physikalische Mafeinheit oder kurz eine Mafeinheit. Die
Mageinheit, mit der irgend eine GréBe in irgend eine Rechnung eingefiihrt wird,
nennt man auch die Dimension dieser Grofle. In der Physik werden z. B. Krifte in
kg oder in irgend einem Vielfachen dieser MaBeinheit, z. B. in t gemessen. Von
der Wahl der MaBeinheit ist die Mafzahl der Grofleabhingig. Wir sagen z. B. in der
Mechanik, eine gegebene Kraft besitze die Gréfie von 8300 kg und nennen 8300
die Mafzahl und kg die Dimension oder physikalische Dimension oder Benennung
dieser Gréfle. Unter einem Skalar verstehen wir in dieser Schrift ausnahmslos eine
benannte Zahl, d.h. irgend eine mit einer MaBeinheit multiplizierte Zahl, also
jede physikalische Grifle, wie z. B. die eben genannte Kraft.

VergroBert (verkleinert) man die MaBeinheit einer Griéfle, so nimmt im glei-
chen MaBe die MafBzahl dieser GroBe ab (zu). Messen wir die Kraft von 8300 kg
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z. B. in t, wobei 1 t das tausendfache eines kg ist, so sinkt die MaBzahl von 8300
auf den tausendsten Teil, namlich 8,3 herab, dieselbe Kraft betragt dann 8,3 t.
Messen wir somit eine physikalische GréB8e p mit verschiedenen MafBeinheiten
[p;] bzw. [ps], so erhalten wir die zugehdrigen, voneinander verschiedenen Maf-
zahlen p; bzw. p;. Nach dem eben Besprochenen mufl dann stets das Produkt p
aus der MaBzahl und der zugehorigen MaBeinheit denselben Wert behalten, d. h.
also fiir jeden Skalar p gilt der Satz:

(17,1) P = p; [P = pi [Pi] -

Ist darin die Mafeinheit [p,] gleich dem n-fachen der MaBeinheit [p;], wobei n
eine reelle Zahl ist, so wird die MaBzahl p;, gleich dem n-ten Teil der MaBzahl p,.
Also gelten die Beziehungen: '

(17,2) [pel = n(pd, pe=(1/n)p;.
Aus (17, 1) und (17, 2) folgen die Beziehungen:
(17,3) (pel:lp] =mn:1, pipe=mn:l,

P P = [pelilpl =mn:1.
(17,4) Unter einem Nullskalar verstehen wir in dieser Schrift jeden Skalar,
dessen MaBzahl gleich null ist, wihrend seine Mafleinheit beliebig ge-
wihlt sein kann. Wir stellen ihn wie folgt dar: o = 0[o;] = 0 [0,].

Beispiel: Fiir unser Zabhlenbeispiel lauten die angegebenen Beziehungen wie
folgt: p = 8300 [kg] = 8,3 [t]. In der Praxis 148t man die eckige Klammer weg
und schreibt dafiir bequemer kurz p = 8300kg = 8,3t. Es gilt dann t:kg
= 8300: 8,3 = 1000: 1.

b) Die MaBeinheit aller reellen Zahlen ist die absolute Einheit + 1. Man sagt
talschlich eine Zahl sei dimensionslos. Wir sagen richtiger:

(17,5) Jede reelle Zahl p besitzt die Dimension 1 oder genauer in Zeichen
p=pll]

d. h. alle Zahlen fassen wir von jetzt ab stets als spezielle Skalare mit der Di-
mension 1 auf.

¢) Gehen in eine Rechnung auch komplexe Mafzahlen ein, so sprechen wir
von komplexen Grifen bzw. komplexen Skalaren. Die MaBzahlen dieser Skalare
erscheinen als komplexe Zahlen in der Form:

(17, 6) P =P+ ivy, Pe=1pi+ipy, i=7—1.

Der zugehorige komplexe Skalar p in (17, 1) kann dann jederzéit in einen
reellen und in einen imaginiren Bestandteil zerlegt werden, denn setzt man (17. 6)
in (17, 1) ein, so folgt:

(17,7) p = pilpl + 1P [p] = pi[ped + i plp]
Aus der Lehre von den komplexen Groflen folgt dann mit den neuen Ab-

kiirzungen p’ und p"’ fiir den reellen und den imaginédren Bestandteil des Skalars p
weiter: ’

(17, 8) p = pilp]) = pelpe), 7 = pi(p] = pi (D]
2*
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Also die Darstellung:

(17,9) p=1p +ip’,

womit nur wieder der Satz ausgedriickt wird, daB die reellen und die imaginéren
Bestandteile eines komplexen Skalars, in verschiedenen MaBeinheiten gemessen,

je fiir sich gleich sein miissen. Aus (17, 2) und (17, 3) folgen auch noch die weiteren
wichtigen Beziehungen:

(17,10) pipr=mn:1, p:pi=mn:1
Wir nennen p’ den reellen Bestandteil und p”' den vmagindren Bestandteil des kom-

plexen Skalars p. Ahnlich wie bei den Zahlen sprechen wir wieder von reellen,
rein imagindren und gemein-komplexen Skalaren.

18. Bezeichnungsgrundsiitze.
Wir vereinbaren jetzt folgende Bezeichnungsgrundsitze:

(18,1) Alle Skalare, also auch alle Zahlen, ob reell oder komplex, bezeichnen
wir in unseren Formeln durch kleine lateinische Buchstaben.

Von dieser Regel weichen wir nur ab, wenn wir dem allgemeinen Brauch der
Bezeichnung der verschiedenartigen Skalare in der theoretischen Physik folgen
und dabei nicht zu MiBverstindnissen iiber die Art der GréBen kommen wollen,
s0 z. B. bei der Bezeichnung der Winkelgeschwindigkeit durch w, der elektrischen
Feldstéirke durch €, der Leistung durch & usw.

(18, 2) TFiir die Buchstabenbezeichnungen der einzelnen GréBen verwenden wir
nach Moglichkeit die Formelzeichen des Ausschusses fiir Einheiten und
FormelgroBlen 4 EF, d. h. verschiedene GréBen werden durch verschie-
dene, aber genau bestimmte Buchstaben bezeichnet.

Wir bezeichnen so z. B. die Langen mit s, die Massen mit m, die Zeiten mit ¢ usw.

(18, 3) Mehrere voneinander verschiedene Skalare bezeichnen wir auch &hnlich
wie in der Mathematik durch p,, p,, p;, - . . oder in diesem Kapitel auch
kurz durch p,, (v =1, 2, 3,....) (v ist hier Aufzdhlungsindex).

In den angegebenen Formeln ersetzen wir dann den Buchstaben p einfach
durch p, und schreiben daher statt (17, 1) die Gleichung:
(18: 4) p'v = p’i [p'vi] = pvk [p‘y Ic]

und entsprechend alle iibrigen Gleichungen. Schreiben wir aber die Gleichung
(17, 1) z. B. fir die Masse m an, so setzen wir statt dem Buchstaben p, den wir
fiir beliebige Groflen beniitzen, einfach den Buchstaben m und schreiben daher:

(18: 5) m = m‘z[mz] = mk[mk] .

19. Das absolute MaBsystem Nr.1 der theoretischen Physik.

a) In der Physik lassen sich erfahrungsgem&f alle MafBeinheiten auf dem
Begriff einiger weniger GrundmaBeinheiten aufbauen. Als absolute Grundmaf-
einheiten wahlen wir fir die
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(19,1) Léange s das Zentimeter . . . . . . . . . [es1] == [8] = [em],
Masse m die Grammasse. . . . . . . . . [eg,] = [m,] = [g*].,
Zeit t die Sekunde . . . . .. . . .. . [eng] =[] = [sk],
Wirmemenge @ die Grammkalorie . . . . [ey] = [@,] = [cal],
Temperatur & den Colsiusgrad . . . . . . [es:] = [94] = [ °C],

Dielektrische Leitfahigkeit des Mediums A,

die elektrostatisch gemessene Einheit der di-

elektrischen Leitfahigkeit . . . . . . . . [ee1] = [4,] = [dil],

Magnetische Leitfahigkeit des Mediums 7,

die elektromagnetisch gemessene Einheit der

magnetischen Leitfahigkeit . . . . . . . [e71] = [LI;] = [mal],
Lichtstarke I die Hefnerkerze . . . . . . [es] = [L,] = [HK].

Eine nihere Erkliarung der Begriffe A und IT geben hierbei die Grundformeln
in (25, 33) fir das Coulombsche Gesetz.

b) Alle iibrigen gebrauchlichen Mafleinheiten der Physik lassen sich aus den
Grundmalfeinheiten (19, 1) ableiten. Wir verstehen beispielsweise unter der Ge-
schwindigkeit v eines Korpers den Weg, den der Korper in der Zeiteinheit zuriick-
legt. Dieser Weg ist daher zu messen in der Einheit [cm pro sk] oder [em/sk] oder
[em?! sk—1] oder ausgeschrieben [ecm?! g*0%k—1cal® °C?dil® mal® HK®]. Man er-
kennt allgemein leicht die Giiltigkeit folgenden Satzes:

Im absoluten Mafsystem Nr. 1 gemessen wird irgend eine physikalische
Gréle p, (v =1, 2, 3, . . .) stets darstellbar sein durch das System der folgenden
Gleichungen:

(19,2) p,=9p,,[p,], P,y =MaBzahl, [p,,] = absolute MaBeinheit.
(19,3)  [pal=ley e e e ar e ey egrl=

= [8&"1 miw ti'yti Q’ILM ﬁiv& A{M ”i'w Iivs] =

= [em?n g¥hz gkt caltrt 0Chs dilt»s mall” HK ] .

Darin bedeuten 4,4, 4,5, 4,3, ..., 4,5 bestimmt gegebene, und die physika-
lische GroBe p, genau eindeutig charakterisierende Potenzexponenten, zumeist
positive oder negative ganze Zahlen und p,, in (19, 2) irgend eine bestimmt gegebene
reelle oder komplexe Mafzahl. Die iibrigen GroBensind in (19, 1) erklirt worden.

¢) Wahlen wir nur eine bestimmt gegebene physikalische GréB8e p aus, dann
schreiben wir in den eben angegebenen Formeln statt p, einfach wieder p und
statt 1, einfach 4 und erhalten die Darstellungen:

(19,4)  p=op,0p,], p, = MaBzahl, [p,] = absolute MaBeinheit .
(19,5) (Pl =1[eii eff ey et ep el e eit]=
=i mi Qi i A ITh I
= [em* g*% sk’ caltt 0C* dil*s malt HK%].
Irgend eine physikalische GréBe p ist im absoluten MaBsystem Nr.1 somit ge-
geben durch einen Ausdruck der folgenden Form:
(19,6) p=pilsf mi 2 QY 9 A ITh Is].
Darin sind p, irgend eine bestimmt gegebene reelle oder komplexe Ma3-
zahl und 1;, 4,, .. ., g irgendwelche bestimmt gegebene, meist positive
oder negative ganzzahlige Potenzexponenten, hingegen s;, m,, ..., I,
die durch (19, 1) festgesetzten absoluten GrundmaBeinheiten.
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Die MaBeinheit [p,]in (19, 5) nennen wir zum Unterschied von den absoluten
Grundmafeinheiten in (19, 1) eine abgeleitete, absolute Mapeinheit. Fassen wir
alle aus den absoluten Grundmafeinheiten (19, 1) abgeleiteten absoluten MaB-
einheiten (19, 5) in einem System zusammen, so sprechen wir von einem Maf-
system. Als grundlegendes MaBsystem, welches wir mit Nr. 1 belegen wollen,
verwenden wir in der theoretischen Physik das absolute Mapsystem, das von uns
auch als das theorefisch-physikalische Mapfsystem Nr.1 mit den GrundmaBein-
heiten (19, 1) bezeichnet wird.

d) Wollen wir bestimmte Groflen eines abgegrenzten Teilgebietes der Physik,
z. B. mechanische, elektrische GroBen usw. darstellen, so werden sich immer ein-
zelne der Potenzexponenten A;, 4,, . . ., Ag in (19, 6) gleich null ergeben. Die zuge-
hérigen Potenzen der Grundmafleinheiten s,, my, . . ., I; kénnen dann, da sie den
Wert 1 besitzen, als Faktoren in der Darstellung (19, 6) der Einfachheit halber
weggelassen werden. Damit erhalten wir die folgenden Darstellungen fiir

(19,7) mechanische und akustische Grofen p = p, [sh m’ 4],

thermische GroBen . . . . . . . p=p,[sh m’ t} Q% ],
elektrische und magnetische GroBen p = p, [st* m’2 ts A% [177],
optische GroBen . . . . . . . . p=p [sh miih [],

Artet im Sonderfall der Skalar p in (19, 4) in eine reelle Zahl aus, so mufl dessen
Dimension [p;] = [1] also gleich der reellen Einheit -+ 1 nach (16, 1) sein. Dies
ist, wie aus (19, 5) hervorgeht, nur dann moglich, wenn alle Potenzexponenten A;
gleichzeitig verschwinden. Also gilt fiir eine Zahl folgende wichtige Beziehung:
(19;8) Mh=lg=+-=2=0, [pl=[1, p=mp[l].

Beispiel: Die absolute Krafteinheit belegt man mit dem neuen Namen Dyn.
Eine Kraft von 7,8 Dyn kann nach (19,7) wie folgt dargestellt werden. Wir
setzen darin: :

p=P, p,=P, =78, L=1, =1 A=—2,
dann ergibt sich
P = 78[simit%] = 7,8[cm! g¥1sk~2] = 7,8 [Dyn].

20. Darstellung der GriéBen in einem beliebigen MaBsystem Nr. k.

a) Wir gehen jetzt von unserem absoluten MaBsystem Nr.1 zu einem be-
liebigen anderen MaBsystem, das von uns mit der Nummer % belegt werden soll
iiber. Wir wihlen als Grundmafeinheiten dieses neuen MaBsystems beliebige,
aber fest gewahlte Vielfache unserer absoluten GrundmaBeinheiten (19, 1) aus,
néamlich :

(20,1) 0y Zentimeter fiir die Linge s . . . . . [ey] = [sx] = oy [om],
Oy, Grammassen fiir die Masse m . . . . [ey] = [m;] == 04, [g*],
0y, Sekunden fiir die Zeit ¢ . . . . . . [eg] = [t] = og[sk],

o4 Grammkalorien fiir die Warmemenge @ [e4.] = [Q)] = 04 [cal],
05, Grad Celsius fiir die Temperatur 9 . . [e5] = [P] = 045 [°C],
0g; dil fiir die dielektrische Leitfahigkeit A [eq] == [4,] = o4 [dil].
0, mal fiir die magnetische Leitfahigkeit I7 [e.] = [I1;] = 04 [mal].
og;, Hefnerkerzen fiir die Lichtstirke I . . [eg] = [I] = og, [HK].
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Die GroBenag,;, (» =1, 2, 3, .. ., 8) sind dabei in der Regel reelle Zahlen und
simtlich ungleich null zu wihlen.

b) Man bezeichnet in (20, 1) die Vielfachen und Teile der absoluten Grund-
maBeinheiten (19, 1) auch héufig durch Vorsetzen folgender VergréBerungs- und
Verkleinerungssilben, so z. B. beim GrundmaB Gramm g und Meter m mit:

(20,2) - T oder Terra, das Billionen oder 10!2 -fache ---Tg...Tm
G oder Giga, das Milliarden oder 10° -fache ...Gg...CGm
M oder Mega, das Millionen oder 10 -fache ...Mg...Mm

k oder Kilo, das Tausend oder 10® -fache ...kg...km
h oder Hekto, das Hundert oder 102 -fache ---hg...hm
D oder Deka, das Zehn oder 10! -fache ...Dg...Dm
Ohne Vorsilbe, das Ein oder 10% -fache ... g... m
d oder Dezi, das Zehntel oder 10—! fache ...dg...dm
¢ oder Zenti, das Hundertstel oder 10-% -fache ... cg... cm
m oder Milli, das Tausendstel oder 10-% -fache ...mg...mm

u oder Mikro, das Millionstel oder 10~ -fache ... ug...
n oder Nanno, das Milliardstel oder 10-° -fache ...ng...nm
p oder Pico, das Billionstel oder 10-'%fache ... pg...pm

¢) Entsprechend unseren Formeln (19, 1) bis (19,7) fiir das absolute MaB-
system Nr. 1 konnen wir jetzt leicht dieselben Formeln fiir das MaBsystem Nr. k&
anschreiben. Im Mafisystem Nr. % gemessen wird irgend eine physikalische
Grofe p,, (v =1, 2, 3,...) stets darstellbar sein durch folgendes Gleichungs-
system:

(20, 3) Py = Py [Por]l, Do = MaBzahl, [p,;] = MaBeinheit im
Mafsystem Nr. k.
(20,4) [Pl = [ e ey eip op e ey arl=
= [317;1;1 m{:'ﬂ tim in 79/':” Aire H}}EW Il .

Darin bedeuten A,{, 4,5, 4,3, - . -, A, bestimmt gegebene und die physikalische
Grofle p, genau eindeutig charakterisierende Potenzexponenten, zumeist posi-
tive oder negative ganze Zahlen [es sind dies genau dieselben Zahlen wie in (19, 3)]
und p,; irgend eine bestimmt gegebene reelle oder komplexe MaBzahl. Die tibrigen
GréBen sind in (20, 1) erklart worden.

d) Wahlen wir wieder eine einzelne physikalische Gréfle p aus, dann schreiben

wir in den angegebenen Formeln statt p, einfach wieder p und statt 1, wieder A
und erhalten die gegebenen Darstellungen in der Form:

(20, 5) p = pi[pr], pr=MaBzahl, [p,] = MaBeinheit im
MaBsystem Nr. k.
(20, 6) [pel = [e} €3t et it et eit eif <l
= [spt mr i Qfr O Ap I Iip).
Eine bestimmte physikalische Grofe p wird also gegeben sein durch einen
Ausdruck folgender Form:
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(20,7 p = py[sis mis t Qis O Ajs ITj Ii).
Darin sind p irgend eine bestimmt gegebene reelle oder komplexe Ma8-
zahl und 2;, Ay, . . ., A irgendwelche bestimmt gegebene, meist positive

oder negative ganzzahlige Potenzexponenten, hingegen s, my, . .., I
die durch (20, 1) festgesetzten GrundmaBeinheiten im MafBsystem Nr. k.

e) Fiir spezielle GroBen aus den Teilgebieten der Physik erhalten wir analog
zu (19, 7) die folgenden Darstellungen fiir

(20, 8) mechanische und akustische GroBen p = p, [si* mfe ],
thermische Grofen P = pi[s}r mlz the Ql+ 9],
elektrische und magnetische GroBen p = p, [sit m}e th2 Al IIi7],
optische GroBen p = pi [s}r miz g Ie].

f) Artet der Skalar p wieder in eine Zahl aus, so folgt aus (19, 8), daBl auch die
Dimension einer reellen Zahl im MaBsystem Nr. k& wegen (20, 6) wieder gleich 1
sein muB. Es gelten fiir eine reelle Zahl im MafBsystem Nr. k folgende wichtige
Beziehungen:

(20,9) M=dyg=++-=12=0, [Pl =1, p=p[l]l, pr=1p1-

(20, 10) Artet ein Skalar in eine reelle Zahl aus, so hat er in verschiedenen Maf-
systemen immer dieselbe Maflzahl und dieselbe Dimension [1].

g) Zwischen den MaBeinheiten [p,] in (20, 6) und [p,] in (19, 5) 1aBt sich eine
Beziehung aufstellen, wenn man die Formeln in (19, 1) und (20, 1) miteinander
verbindet. Es ergibt sich der Reihe nach:

[sh mie tis Qi+ 9fs Al ITls Ils] = 0¥ olg ol ot ol oly ol ol
[shr mis s Qe 9% Al ITY I*],

also das Ergebnis:

(20, 11) [pe] = o [pa], o = 0%} 0lf 03 0l 0l ol 07 o

Da aber wieder die Gleichung

(20,12) p = p1[P1] = pr[P:]

bestehen muB, wenn derselbe Skalar p einmal im MaBsystem Nr. 1 und einmal
im MaBsystem Nr.% dargestellt werden soll, so folgt, daB8 dann zwischen den
MaBzahlen p, und p, auch andererseits die Beziehung besteht:

(20, 13) D = (o) s -
Wird der Index % in (20, 11) gleich 1 gesetzt, so folgt sofort, daB fiir jeden be-
liebigen Skalar pimmer a; = 1 sein muf. Zusammenfassend erhalten wir also fir
die Umrechnung der MaBzahlen und MaBeinheiten einer physikalischen GroBe p
vom MaBsystem Nr. 1 ins MaBsystem Nr. & und umgekehrt die folgenden grund-
legenden Formeln :
(20, 14) w =1, o, =ol ol oy oit ol ol o] oif,
pr = (/o) prs Py = %Py
(2] = e [p1],  [P1] = (1)) [2] -
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h) Wollen wir jetzt weiter gleich direkt von einem Mafisystem Nr. 1 auf ein
MaBsystem Nr. k& umrechnen, so erhalten wir der Reihe nach die Beziehungen:
p =pipl =pelpeds o =[plllpa], o = [pililpdd,
% = pyfPis O = Do/Prs  [PPe] = [y, Dil P = /o
und daraus die grundlegenden Umrechnungsgleichungen:

(20, 15) p; = (/) p, fiir die MaBzahlen,
[p:] = (o;/o) [p,] fiir die MaBeinheiten,
% =1, o =0} o3 o5} ot o} 03 07} 038,
o = 03} 05% 03} Ol O3 Ok 0% ok
Eine nachtrigliche Proberechnung ergibt die bequemen Kontrollformeln:
(20, 16) Py = &P; = % Pp fiir die MaBzahlen,
[p,] = [p;]/2; = [pp]fo;, fiir die MaBeinheiten .

21. Die allgemeine Definitionsgleichung einer beliebigen physikalischen
Grofie p.

a) Ist y irgend eine reelle oder komplexe Zahl, so 1laBt sich die allgemeine
Definitionsgleichung irgend einer physikalischen skalaren Gréfie p auf folgende
Form bringen:

(21,1) p =1y sh ml th Qt G Ak [T4 [P,

Darin bedeuten wieder 4,, 4,, . . ., Az die die GréBe p genau charakterisierenden
gegebenen, meist ganzzahligen, positiven oder negativen Potenzexponenten.
Setzen wir jetzt im MaBsystem Nr. k

(21, 2) s=suls]l, m=my[mgl, ..., I=1I,[I1,

worin s, my, . . ., I; fest gegebene reelle oder komplexe Mafzahlen sind, so folgt
durch Einsetzen von (21, 2} in (21, 1) die Darstellung:

(21,3) p=ysi mle th Qi+ G Al [T Iis.

sy mlp v @ Of Al Iy Il
Setzen wir darin wieder in Ubereinstimmung mit unseren fritheren Gleichungen
(21,4) P =y sit mir s Q¢ O Ap Il I,
(o] = [sh mie e Qi O A ITi Ip),

so erhalten wir wieder unsere alte Darstellung des Skalars p im MaBsystem Nr. k:
(21,5) P = P [Pe]

b) Im absoluten Mafsystem Nr. 1 ergibt sich dann analog dazu die Darstel-
lung:

(21, 6) py=ysit mip s Qi 9 Ap Iy Ie,
(o] = [sh e s Qi 5 A IT3 I,
) p = p[pl.
Da aber die Beziehungen
(21,7) (sl = o1xls1), [md = 0ar[my], ..., [Lx] = ogx[L4],
(21, 8) 8 =881, m=mym], ..., I =1I1[I],

(21,9 8 = (Yoyp)sy, my = fay)my, ..., I, =(1/cg,)],
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bestehen miissen, so ergibt sich fiir die MaBzahlen und MaBeinheiten wieder
wegen

(21, 10) Py = (o) pr,  [Pe] = o [p4]
und wegen (21, 4) und (21, 6) die Umrechnungszahl
(21,11) o, = o3} 03} o3} ol o} o3 o7} ol

c) Verallgemeinern wir jetzt diese Gleichungen auf beliebige physikalische
MaBsysteme — nicht mehr mit acht GrundmaBeinheiten (19, 1) bzw. (20, 1) wie
bisher, sondern gleich allgemein — mit 7-GrundmaBeinheiten

(21,12) lewds [eads ..o0 [ed]

im absoluten MaBsystem Nr.1 bzw. mit den r-GrundmaBeinheiten
(21,13) . lern], [eael, -oos [epzl

im MaBsystem Nr. k, wobei wieder die Beziehungen

(21, 14) levi)s = 0ile,]s =1,2,3,...,7)

entsprechend (21, 7) — worin die o, reelle Zahlen sind — bestehen, so erhalten
wir allgemein fiir die Definitionsgleichung irgend einer physikalischen, skalaren
GroBe p entsprechend den Formeln (21, 1) die Darstellung:

(21, 15) p=rypeh el els ¢,

Setzen wir entsprechend (21, 2) im Mafsystem Nr. k

(21, 16) 61 =¢er[e1xl, € =esrlCrls . .5 = e e ls
worin wieder die GréBen

(21,17) €1r>  €aks -3 Epp

fest gegebene reelle oder komplexe Zahlen sind, so erhalten wir die beiden Dar-
stellungen:

(21, 18) P = ype el . et
(el = [diess .. el

(21, 19) P, =yeiez . . e
[p] = [efiely... el

Die Umrechnungsgleichungen von einem System aufs andere sind dann gegeben
durch:
(21, 20) p; = (x/®;) p,, fiir die MaBzahlen,
[p;] = (a;fe;,) [p;] fiir die MaBeinheiten,
levd = 0,50e,0)s (6,1l = 0,64,
P = ;[P = P [P
o, =1, ;=0 gk ols. . . ok
o, == 0%} 03 ofy ... .
d) Haben wir jetzt schlieBlich in Anlehnung an die eben gegebenen Formeln
(21, 14) bis (21, 20) beliebig viele physikalische skalare Gréflen p, (» = 1,2,3,...)
gegeben durch ihre Definitionsgleichungen

: — ny ohe1 glaz gha .
(21, 21) P, =, €71 ez elrr | elvr
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und gelten fiir die Einheiten wieder die Beziehungen (21, 16), sowie im MaB-
system Nr. k& die Umrechnungsbeziehungen (21, 14) bei Bezugnahme auf das abso-
lute Mafisystem Nr. 1, so erhalten wir analog zu (21, 17) bis (21, 20) die neuen
Formen der Umrechnungsgleichungen:

(21, 22) Dy =p,elnele e [p,]=[eyrelyr .. ear].
(23, 23) p=v,eelr e, [p,]=[ey ey elyr].
(21, 24) Py; = (%[, ;) P, fir die MaBzahlen,

[2,:] = (%,5/%,1) [P,z]) fiir die MaBeinheiten,
le,:d = 0y:[e,1],  [er] = 0,1 [61]

P = 0,i[Pi]l = Por[Prr] s
A

v2 ;hy3 ey
2% O3 -+ 0%

— — il
Oy = 1’ avi—o‘lgil o
I § 2. 7. 2.
®%,5 = O 093 O3% ... O

Schreiben wir in diesen Gleichungen:

(21, 25) 8 statt r, s statt e;, m statt e,, ¢ statt e, @ statt e,
9 statt ey, A statt eg, IT statt e;, I statt eg,

(21, 26) p statt p,, 9 statt v, o statt o,, A statt 4,

so erhalten wir daraus wieder die entsprechenden Gleichungen (21, 1) bis (21, 11).
Schreiben wir dagegen in diesen Gleichungen nur (21, 26), so erhalten wir daraus
die Gleichungen (21, 17) bis (21, 20).

22. Die MaBzahlprobe und die Dimensionsprobe einer physikalischen
Gleichung.

a) Eine der wichtigsten Priifungen der Formeln beim praktischen Rechnen
ist die Priifung auf die Richtigkeit ihrer physikalischen Dimension. Alle in einer
Gleichung links und rechts des Gleichheitszeichens stehenden und in ihren mathe-
matischen Ausdriicken durch Plus- und Minus-Zeichen verbundenen Glieder miis-
sen, im gleichen MaBsystem gemessen, dieselbe Dimension oder MaBeinheit auf-
weisen, um zueinander addiert bzw. voneinander subtrahiert oder gleichgesetzt
werden zu konnen. Wir nennen deshalb nur solche Skalare, die in ein und dem-
selben MaBsystem Nr. % gemessen dieselbe Dimension besitzen, gleichartig und
addierbar. Stehen also z. B. die » 4+ 1 Skalare (22, 1) in der Beziehung (22, 2)

(22,1) Po> P1s P Pss-ces P

(22,2) Po=Pi+ D2t Pyt + Py

und gilt im MaBsystem Nr. k die Bedingung der Gleichartigkeit der Skalare (22,1),
néamlich

(22,3) [Por] = [Prr] = [Per] = - - = [Pns]

wobei wieder fiir jeden der » 4 1 Skalare (22, 1) die Beziehungen (21, 21) bis
(21, 24) bestehen, so muB wegen (22, 2), (22, 3) und (21, 24), wie sich leicht ergibt,
auch die Beziehung

(22,4) Por = Pr1x + Por + Par + -+ + Pas

fiir die MaBzahlen im MaBsystem Nr. k& bestehen. Da aber (22, 3) gilt, so miissen
wegen (21, 22) auch die Beziehungen
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(22:5) 7-01:}'11=121=‘ ot :an
Aop =1ty =App ="+ = Aug>s

Mop=Qpp=Rop ="+ =1lp,

bestehen. Mittels (22, 4) und (22, 5) folgt aber sofort wegen (21, 22) auch die
Giiltigkeit der Gleichungen:

(22, 6) Yo=vityet-t V-

Die Gleichungen (22, 4) und (22, 6) nennen wir die Mafzahlenprobe und die Glei-
chungen (22, 3) und (22, 5) die Dimensionsprobe.

Skalare, die in ein und demselben MaBsystem Nr. k gemessen verschiedene
Dimensionen besitzen, nennen wir ungleichartig und niché addierbar. Z. B. kann
eine Linge und eine Kraft nicht mehr addiert werden. Das Ergebnis ist in einem
solchen Falle nicht mehr zu einer Summe zusammenziehbar. Es bleibt immer ein
Ausdruck, welcher aus zwei Gliedern besteht. Meter und Tonnen kénnen eben
nicht addiert werden. Liegt also irgend eine physikalische Gleichung vor, die die
Form (22, 2) besitzt, so wird sie iiberhaupt nur dann einen Sinn haben, wenn
neben ihr auch die Beziehung (22, 3) besteht. Wiren in einer solchen Gleichung
aber z. B. Lingen und Krafte gemischt, so miifite fiir sich die Summe der Léngen
einander gleich und die Summe der Krifte einander gleich sein und die gegebene
Gleichung wiirde dann in zwei Gleichungen je fiir die Langen und je fir die Krifte
fiir sich, und zwar je von der Form (22, 2) zerfallen miissen.

b) Stehen die n 4+ 1 Skalare (22, 1) hingegen in der Beziehung:

(22,7 Po=0P1P2 - -+ P>
worin ¢ irgend eine reelle Zahl bedeutet, so ergibt sich durch Einsetzen von
(21, 24) im MaBsystem Nr. k die Gleichung:

(22,8) Dox [Por] = 0D1:Dar - - Pre [Prl [Par] - - - [Pns]-

In dieser Gleichung sind alle GroBen durch die zusammengehdérigen Mafleinheiten
eines bestimmten MaBsystems Nr. & ausgedriickt. Sie mufl daher in die einzelnen
Teilgleichungen

(22,9) Pox = O PrpPar - -- Ppp fur die Malizahlen,

(22, 10) [Dor] = [P12] [P2r] - - - [Pnr) Tir die MaBeinheiten

von selbst zerfallen. Setzen wir jetzt in (22, 10) die Gleichungen (21, 22) ein, so
folgt mit der Bedeutung des Summenzeichens

n
(22, 11) 2=2
y=1
zunichst die wichtige Beziehung: ‘
ey g« - o] = (e i B

d. h. aber es miissen die grundlegenden Forderungen

7 n n
(22, 12) ;'01 == Zlvu )*02 == Z)wz’ e 201: = szr
=1 y=1 r=1

erfiillt sein. Setzen wir noch in (22, 9) die Gleichungen (21, 22) ein, so folgt mit
Beriicksichtigung von (22, 11) sofort die Beziehung:

(22,13) Yo = O0V1Y2 -+ Vn-
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Die Gleichungen (22, 9) und (22, 13) nennen wir wieder die Mafzahlenprobe und
die Gleichungen (22, 10) und (22, 12) die Dimenstonsprobe.

¢) In der Gleichung (22, 2) kénnen jetzt z. B. auch die » + 1 Skalare (22, 1)
nach folgendem Schema jeder fiir sich aus einem Produkt beliebig vieler anderer
Skalare entstanden gedacht werden:

(22, 14) (7‘17‘2---7’7),=(g_112)+\(ﬁf23_3)/+"'+(t_1t_z_\---ts) oder
(22,15) o=+ B oAt D

Um diese Gleichung zu kontrollieren, muB} also zuerst wieder untersucht werden,
ob die in runden Klammern durch Plus- und Minus-Zeichen getrennt stehenden
Glieder links und rechts des Gleichheitszeichens dieselbe Dimension aufweisen.
Die Dimensionen und Mafzahlen der einzelnen Klammerausdriicke werden dabei
nach dem Verfahren unter b) gefunden. Damit kdnnen auch komplizierter ge-
baute physikalische Gleichungen der allgemeinen Form (22, 14) auf ihre Rich-
tigkeit hinsichtlich der MaBzahlen und Dimensionen gepriift werden.

d) Die gegebenen Untersuchungen zeigen jetzt deutlich, daf also das ganze
System der Definitionsgleichungen, der Mafzahlen und der Mafeinheiten — na-
tiirlich auch das erst spiter zu beschreibende geometrische System — der Gréflen
durch die Auswahl eines bestimmt gewdhlten Mafsystems — und eines bestimmi
gewdhlten geometrischen Grundsystems — gegenseitig genaw aufeinander abgestimmt
sein muf}. Die theoretischen und praktischen Physiker, sowie die Techniker,
sind erst durch die Einfiihrung des absoluten MaBsystems zu einer allgemeinen
internationalen Verstdndigung gekommen. Es wurde deshalb vereinbart, allen
wissenschaftlichen Unitersuchungen das von uns in Punkt 19 beschriebene absolute
Mafisystem Nr. 1 zugrunde zu legen. Je nach Bedarf kann dann aber auch ein be-
liebiges anderes Maflisystem Nr. k entsprechend unserer Beschreibung in Punkt 20
zur Losung irgend einer physikalischen Aufgabe beniitzt werden; denn wie die
Gegeniiberstellung der Gleichungen (22, 2) und (22, 4) einerseits, sowie der
Gleichungen (22,7) und (22, 9) andrerseits zeigt, bleibt jede Qleichung zwischen
beliebigen physikalischen Grifen (22, 2) und (22, 7) auch fir die Mapzahlen selbst
(22, 4) und (22, 9) in jedem beliebigen Mafsystem Nr. k giiltig. Die Gleichung (22, 2)
zerfillt also in die Gleichung (22, 4) fiir die MaBzahlen und in die Gleichung (22, 3)
fiir die MaBeinheiten. Ebenso zerfallt die Gleichung (22, 7) in die Gleichung (22,9)
fiir die MaBzahlen und in die Gleichung (22, 10) fiir die MaBeinheiten.

e) Verwendet man in einer physikalischen Gleichung jedoch MaBeinheiten,
die durch das MafBsystem nicht mehr gegenseitig aufeinander abgestimmt sind,
so verdndern die Definitionsgleichungen hdufig ihre &ufere Form. Wir wollen
dies an einem einfachen Grundsatz der Mechanik — Arbeit ist gleich Kraft mal
Weg — vor Augen fiihren. Es gilt im absoluten MaBsystem die Beziehung:

(22, 16) A=P:s
und im Mafisystem Nr. k fiir die Mafzahlen und Mafleinheiten:
(22, 17) A, = Py-s, [d] =[P, [s:],
oder in Form eines Zahlenbeispieles:
(22, 18) 1000 (kgm] = 50 [kg]- 20 [m]
1000 = 5020, [kgm] = [kg]-[m].
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Das Gesetz (22, 16) nimmt aber sofort einen Zahlenfaktor und somit eine andere
Form an, wenn wir links und rechts des Gleichheitszeichens Dimensionen ver-
wenden, die durch das MaBsystem nicht mehr gegenseitig aufeinander abgestimmt.
sind, z. B.:

(22, 19) A=100P-s
mit unserem Zahlenbeispiel:
(22, 20) 100 [tcm] = 100 [em/m]- 0,05 [t] - 20,0 [m]

100 = 100-0,05-20,0, [tem] = [ecm/m]-[t]-[m].

Aus diesem Beispiel erkennt man deutlich, daf§ also auch die Gestalt der verwendeten.
Formeln abhingig ist von dem threm Aufboau zugrunde gelegten Mafsystem.

f) In einer Formel kénnen aber auch ohne weiteres MaBeinheiten, die nicht.
ein und demselben MafBsystem angehtren, verwendet werden. Solche Formeln
finden zumeist bei der Aufstellung von Tabellen Verwendung. Bei Beniitzung der-
artiger Formeln ist jedenfalls groBte Vorsicht am Platze. Fiir wissenschaftliche
Untersuchungen sind sie sicher unzweckmé&Big. Z. B. kann das Hookesche Gesetz
wie folgt zahlenmiBig ausgewertet werden:

(22, 21) 41 = 1 - P | E - F

[m] = [m] - [kgl/[kg/m?*m]- [mm?].
Hier sind die Dimensionen nicht einheitlich, sondern vermischt gewéhlt. Dies
ist ein Beispiel dafiir, dafl eine Formel, nicht wie in (22, 18), bei Anwendung be-

liebiger, nicht gegenseitig aufeinander abgestimmter MaBeinheiten ihre Form
nicht unbedingt verindern mub.

23. Die MaBsysteme der Mechanik und Akustik bzw. der Schwingungslehre.

a) Eine Ubersicht iiber die GréBen der Mechanik gibt die Tabelle (23, 1) am
Schlufl des Buches. Das absolute Mafisystem Nr. 1 verwendet nach (20, 1) bzw.
(19, 1) die folgenden Vielfachen der GrundmaBeinheiten

(23,2) on=1, 064=1, o04q=1,
d. h. die urspriinglichen absoluten GrundmafBeinheiten (19, 1) selbst
(23,3) [s] =[em], [my] =[g*], [t]=[sk]

Das Zentimeter, die Grammasse und die Sekunde.

Also wird wegen (19,7) die Definitionsgleichung einer mechanischen GréBe p in
diesem MaBsystem gegeben sein durch

(23, 4) p = py 85 mizte] = p, [em* g*hesk™]

wobei py, 44, Ag, A5 als reelle Zahlen fest gegeben sein miissen. Somit wird wegen
(21, 20) und (23, 2)

(23,5) % = oljosiof =1

fiir jede beliebige mechanische Gréle p unabhingig von A;, A, A5. Fiir das physi-

kalisch-praktische Mafsystem Nr.2 unserer Tabelle (23, 1) ergeben sich ent-
sprechend zu den Gleichungen (23, 2) bis (23, 5) die folgenden Beziehungen:
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(23, 6) 035 = 102, 09, =103, o053, =1,
(23,7) [sp] = [m], [m,] = [kg*], [f,] = [sk].

Das Meter, die kg-Masse, die Sekunde.
(23, 8) P = py[sht mf? 7] = p, [m* kg™ sk,
(23,9) oy = o' ol2 olz = 102h+3%

Fiir das technische Mafsystem Nr. 3 unserer Tabelle (23, 1) folgt analog:
(23, 10) 033 == 10%, 0y =9,81-10%, o0g3==1,
(23,11) [sg] = [m], [ms] =[TM], [t;] = [sk].
Das Meter, die technische Masseneinheit, die Sekunde.
(23,12) p = pg[sht miz 1] = pg [m* TM?= sk’],
(23,13) o = oM ol gls = 9,8]%2. 1024 +3%
Fur das elektrotechnische Mafsystem Nr. 4 in Tabelle (23, 1) folgt:
(23, 14) 014 = 10°, 0y =107, gy =1,
(23, 15) [ =[El, [my] =[Mi], [t,]= [sk].
Der Erdquadrant, die Dekapicogrammasse Mi, die Sekunde.

(23, 16) = p, [s}t m ]3] = p, [E* Mi* sk¥],
(23,17) oy = 0%} o2 oy = 109411k,

b) In allen vier Maflsystemen lautet dabei die allgemeine Definitionsgleichung
einer rein mechanischen GréBe nach (21, 1)

(235 18) p _— »y 8;'1 mlg t).s

und ihre Mafizahl und MaBleinheit in irgend einem Mafllsystem Nr. k ist dann
nach (21, 4)

(23, 19) Pe =y s miz s, [p] = [sft mi= ]
c¢) Ist die rein mechanische Gréfe p im Sonderfall eine reelle Zahl, so kénnen
wir in (23, 18) setzen
(23, 20) p=y, h=2l=1=0,
fiir sie wird also nach den Gleichungen (22, 5), (22, 9), (22, 13), (22, 16)
(23, 21) 0y = oy = Olg = 0ty = 09, 09, 0%, = 1.
d) In der Tabelle (23, 1) sind auch die allgemeinen Umrechnungsgleichungen

fiir die MaBzahlen sowie die Werte der wichtigsten mechanischen Konstanten,
namlich der Gréflen (23, 22) enthalten.

(23, 22) Erdbeschleunigung g = 980,665 cm! g*0 sk—2
Gravitationskonstante C = 6,658 1078 cm® g*1 sk—2,
Planksches Wirkungsquantum A = 6,55 1027 cm? g* gk-1,
Lichtgeschwindigkeit ¢=3,0-100cm! g*0 gk—1,

Ferner enthélt die Tabelle alle Umrechnungszahlen o, sowie alle Definitions-

gleichungen der wichtigsten mechanischen GréBSen in der Reihenfolge ihres natiir-
lichen Aufbaues.
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e) Da die Kraft P gegeben wird durch die Definitionsgleichung

(23, 23) P =slml2,
so kann daraus umgekehrt fiir die Masse m die Definitionsgleichung
(23, 24) m = g1 P12

angenommen werden, wenn die Kraft P als gegeben betrachtet wird. Setzt man
diese Beziehung in (23, 18) ein, so folgt daraus, da8 die Definitionsgleichung einer
mechanischen GréBe p auch in der Form

p =y shls Pla glat2ls

also mit den neuen Exponenten

(23, 25) =M =2y, Hs=21y, u3=2%+ 1

auch in der Form

(23, 26) P =7y s PFzgis

geschrieben werden kann. Aus (23, 25) folgt dann noch umgekehrt:
_(23,27) A=ty Ay =y, Ay = i3 — 2.

Da diese Darstellungsart auch gelegentlich beim technischen MaBsystem ver-
wendet wird, so finden sich deshalb in der Tabelle (23, 1) beim absoluten-MaB-
system Nr.1 die Exponenten 4,, 4, 4; und beim technischen MaBsystem Nr. 3
die Exponenten p,, u, u; angegeben. Allgemein kann also jede mechanische
Grofle p im MaBsystem Nr. £ in folgenden beiden Formen dargestellt werden:

(23, 28) p = p;, [k mi= 1] = p [si2 Pl tia] .

24, Die MaBsysteme der Wérmelehre.
a) Eine Ubersicht iiber die Grofen der Wirmelehre gibt die Tabelle (24, 1)
am SchluBl des Buches. Das absolute Mafsystem Nr.1 verwendet nach (20, 1)
bzw. (19, 1) die folgenden Vielfachen der Grundmafeinheiten

(24, 2) on=1, 05=1, o53=1, o4=1, o053=1,
d. h. die urspriinglichen absoluten GrundmafBeinheiten selbst, ndmlich
(24,8) [8;] = [em], [my] = [g*], [t,] = [sk]. [@] = [cal], [#]= [*C].
Das Zentimeter, die Grammasse, die Sekunde, die Grammkalorie und

den Grad Celsius.
Wegen (19,7) mull dann die Definitionsgleichung irgend einer thermischen

Groe p in diesem Maflsystem gegeben sein durch:

44 p=mpylsit it Qi 9] = pyomh g sl cal 0%,

wobei py, 44, Ay, A3, Ay, A5 als reelle Zahlen fest gegeben sein miissen. Somit
wird wegen (21, 20) und (24, 2)

(24.5) @ = ol ol ol ol ol = 1,
fiir jede beliebige thermische GroBe unabhéingig von der Grofe von Ay, 4,5, A,
Ay As.

Fiir das thermische praktische Mafsystem Nr. 2 unserer Tabelle (24, 1) ergeben
sich entsprechend zu den Gleichungen (24, 2) bis (24, 5) die folgenden Beziehungen :
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(24,6) 05 =102, 05 =9,81-10%, oy =1, 04=10°, o5 =1.

(24,7) [s;] = [m], [my] = [TM], [t,] = [sk], [Q.] = [keal], [9,]= [°C].
Das Meter, die technische Mafleinheit, die Sekunde, die Kilogramm-
kalorie und der Celsiusgrad.

(24, 8) p = py[sh mhe ths @k 9] = p, [m* TM?s gk’s keal* 0C%].
(24,9) o, = 0% 0’2 oks ot ols = 9,817 . 10241 +3%e 3k

b) In allen MaBsystemen lautet die allgemeine Definitionsgleichung einer rein
thermischen Grofle p nach (21, 1)
(24, 10) p =y s mie tls QP+ O
fiir die MaBzahl und MafBeinheit in irgend einem MaBsystem Nr. Z folgt daraus
die Gleichung:
@4,11)  p=yshmp i QO [pd = (s m o Qi O],

c) Die Tabelle (24, 1) gibt auch wieder die Werte der wichtigsten thermischen
Konstanten, namlich der
(24,12) (Gaskonstante R = 8,315-107 cm? g*1 gk~2 0 C1,

Warmediquivalent 4 = (1/427) keal /kgm .

d) Da die Umrechnungsbeziehungen
(24, 13) 1 cal = 4,1863 - 107 cm? g*! sk—2,
(24, 14) [Q,] = 4,1863 - 107 [s2 m} £;2]
bestehen, so kann irgend eine thermische Grofe der Darstellungsform (24, 4)
sofort auf die Darstellungsform

P = py - 4,18634 . 1077 [sh+22s gpleths fha—20s hs],

also mit
(24,15) @ =M+ 24 Q=Ilot+ Ay 03=13— 2N, 0=,
(24,16) o0, = 4,1863%-10"™, p, =p,-0,
auf die neue Form
(24,17) p = Pulsf mg* 14 99 = P [eme gres skes 0Cec]
gebracht werden. Aus (24, 15) folgt auch noch umgekehrt:
(24,18) A, =0, — 24, Ay =0,— Ay, Ag=05+ 24, A =9,.

e) Da im MafBsystem Nr. 2 die Beziehung (24, 13) wie folgt lautet:
(24, 19) 1kcal = 427 m2TM! sk~2 = 427 kgm ,
(24, 20) [Qa] = 427 [s§ mj 5°],
so kann damit irgend eine thermische Grofe der Darstellung (24, 8) sofort auf
die Darstellungsform

D = o 42T 200 i 2 ],

also mit den Abkiirzungen (24, 16) und der Abkiirzung

(24, 21) 0y = 427, P, = py 0,
auf die neue Form
(24, 22) P = Py [s8* mE2 183 9] = P, [mer TMe: skes 0(Ces]

Klinger, n-dimensionale Geometrie. 3
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gebracht werden. Es gilt auch wieder (24, 15). Die Tabelle (24, 1) enthélt auBer
den Exponenten 4,, 4,5, 45, 4,, 4; auch die Exponenten g,, g,, 95, ¢4 und die Um-
rechnungszahlen ¢, und o,.

25. Die MaBsysteme der Elektrotechnik.

a) Eine Ubersicht iiber die GréBen der Elektrotechnik gibt die Tabelle (25, 1)
am Schluf3 des Buches.

Das absolute oder QaupPsche Mapsystem Nr.1 verwendet nach (20, 1) bzw.
nach (19, 1) die folgenden Vielfachen der Grundmafeinheiten
(25, 2) opn=1 on=1, og=1, gag=1, on=1,
d.h. die urspriinglichen absoluten Grundmafeinheiten selbst, ndmlich:
(25,3) [8,] = [em], [my] = [g*], [t] = [sk], [4,]=[dil], [I]}] = [mal].

-Das Zentimeter, die Grammasse, die Sekunde, die elektrostatisch ge

messene Einheit der dielektrischen Leitféhigkeit, und die elektromagne-
tisch gemessene Einheit der magnetischen Leitfédhigkeit.

Also wird wegen (19, 7) die Definitionsgleichung irgend einer elektromagne-
tischen GroBe p in diesem MaBsystem gegeben sein durch

(25, 4) p = p, [s mi s A% [T17] = p, [em* g** skis dil* mal],

wobei p;; Ay, Ag, A3, Ag» A7 als reelle Zahlen fest gegeben sein miissen. Somit wird

wegen (21, 20) und (25, 2)

(25, 5) % = o} 03} 031 03 07 = 1

fiir jede beliebige elektromagnetische GroBe p.

Fiir das absolute elektrostatische Mapfsystem Nr. 2 unserer Tabelle (25, 1) ergibt

sich analog zu den Gleichungen (25, 2) bis (25, 5):

(25, 6) G =1, Gpa=1, 0p=1 o0gu=1, 0,=9-10%,

(25,7) [8,] = [em], [my] = [g*], [ta] = [sk], [4,] = [dil], [{];] = 9*-10%° [mal].
Das Zentimeter, die Grammasse, die Sekunde, die estat. gem. Einheit
der dielektrischen Leitf., die estat. gem. Einheit der magnetischen
Leitfahigkeit,

(25,8)  p=p,[sh ml tls Al II}7] = p,[emh g*he sk dil IT77],

(25,9) wy = 0% ol ol ot ol = 94710204,

Fiir das absolute elektromagnetische Mafsystem Nr. 3 unserer Tabelle (25, 1)
ergibt sich wiederum entsprechend: '

(25, 10) oi=1, 0p3=1, 033=1, 053=9-100, oy3=1,

(25,111 [s5] = [em], [ms] = [g*], [ts] = [sk], [45] = 9'-10%[dil],

[I1,] = [mal].
Das Zentimeter, die Grammasse, die Sekunde, die emagn. gem. Einheit
der dielektr. Leitf., die emagn. gem. Einheit der magnetischen Leit-
fahigkeit.

(25,12)  p = pylsit mbe ths A% [T}] = py[em? g*le sk?s Al mal*],

(25, 13) oy = o' ot gl aég ol = 9%. 1020%
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Fir das prakiisch elekiromagnetische Mafsystem Nr. 4 unserer Tabelle (25, 1)
ergibt sich hingegen:
(25, 14) Oy = 10, 0, =101, oy =1, o0g=9"-10% o;,,=1,
(25,15)  [s]] =I[E], [mg]=[Mi], [{]=I[sk], [d,]=9'-10%[dil],
(1] = [mal].
Der Erdquadrant, die Dekapicogrammasse Mi, die Sekunde, die prakt.

elektromagn. gem. Einheit der dielektr. Leitf., die emagn. gem. Ein-
heit der magnetischen Leitfahigkeit.

(25, 16) P == pg[s* miz ths A% [T%7] = p, [EM Mi* sk’s A% mal*],
(25, 17) oy, = 0% 02 ols oy o7 = 9. 10911 At 2he
Fiir das Mapsystem von Giorgione Nr. 5 oder das Zentimeter-Sekunden-Volt-
Ampere-Mafsystem erhalten wir die folgenden Formeln:
(25, 18) 15 =1, 0455=107, 035 =1, 05 =910, g,; =107,
(25,19) [ss] = [em], [mg) =[Ma], [f;]=I[sk], [4;]=9*-10"[dil],
[I7;] = 10° [mal].
Das Zentimeter, die Dekamegagrammasse Ma, die Sekunde, die gior-
gionisch-gemessene Einheit der dielektr. Leitfahigk., die giorgionisch
gemessene Einheit der magnetischen Leitfahigkeit,
(25, 20) p = p5 [ sk mk ghs Al [T = py [em* Ma’e sk*s A%e [T7],
(25, 21) o = 0%5 0’212 Uég O.ég O.i.g = Qls. 10712+117-o+97-7 .
Fiir ein beliebiges Mafsystem Nr. k der Tabelle (25, 1) folgt endlich:

(257 22) 01 k> 02701 0316! O-Gk’ 0770 ’

(25, 23) [si] = o1 [s1], [yl = oo lmy], (8] = 031 [44],
(4] = 06, 41, [II}] = 04, [U1,],
(25, 24) p = P [}t miz o Ajpp IT7),
(el = [sfr miz g Aje 1T,
(25, 25) o, = 0%} 05 0% 0l% o

b) Da auch noch die Verhaltniszahlen oy/ec,, oy/eg und oz/a; interessieren, so
sind sie in der Tabelle (25, 1} und hier in den folgenden Formeln angegeben:

(25, 26) Ugfoty = Qo 102042047
064/0(3 — 10911—1112—1816’
055/“3 — 10712—97-3-*—97.7 .

c) In allen MaBisystemen lautet jetzt die allgemeine Definitionsgleichung
einer elektromagnetischen Gréfe p nach (21, 1)

(25, 27) p =y st mte ths Ars [T*
IThre MaBzahl in irgend einem System Nr. % ist daher gegeben durch:
(25, 28) P =y spt mfz ths Al [Tl

d) Inder Tabelle (25, 1) sind auch die Werte der wichtigsten elektrotechnischen
Konstanten enthalten, ndmlich der

3*
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(25, 29) Dielektrischen Leitfahigkeit des Athers . . A, = 1[dil],
Magnetischen Leitfahigkeit des Athers . . II, = 1[mal],
Lichtgeschwindigkeit im Ather . . v = 310 [cm/sk],
Elementarladung . ¢ = 4,77 10720 [em®? g*/2 sk~1 dil*?] ,
Universellen Konstanten ¢ = 3- 10" [cm* sk* dil** mal*?].

Aligemein besteht fiir irgend ein Medium folgender Zusammenhang zwischen
der Geschwindigkeit v der elektromagnetischen Wellen in diesem Medium, der
universellen Konstanten ¢, der dielektrischen Leitfahigkeit des Mediums 4 und
der magnetischen Leitfahigkeit des Mediums I7:

(25, 30) v? = c2(4-1I).
Speziell fiir den Ather und nahezu auch fiir Luft gilt daher
(25, 31) vi = c¥(dy-ITy) .
Im MaBsystem Nr.1 muBl somit die Gleichung bestehen:
(25,32) vi = (g - I1y) s
da aber nach (25, 29) zu setzen ist:
vy, =3-101°, ¢, =3-10"°, A4,, =1, M, =1,
so ist diese Grundgleichung fiir den Ather also erfiillt. Der Leser iiberzeugt sich
leicht mittels der Angaben der Tabelle (25, 1), dafi diese Gleichung auch in jedem
beliebigen anderen MaBsystem Nr. k erfiillt ist.

e) Sind @ und @' zwei Elektrizititsmengen und m' und m'’ zwei Magnetis-
musmengen, 80 ergibt sich in einem Medium mit der dielektrischen Leitfahigkeit /
und der magnetischen Leitfahigkeit /7 fiir die Anziehungskraft P dieser beiden
Mengen je in der Entfernung s nach dem Coulombschen Gesetz folgendes Glei-
chungssystem: ,

(25, 33) P=¢@-Q"[(4-52), P=m -m"|(I]s?.

Durch diese Grundformeln werden die Begriffe Elektrizitdtsmenge @, Magnetis-
musmenge m, dielektrische Leitfahigkeit 4 und magnetische Leitfahigkeit I7
am ehesten der Anschauung néher gebracht.

f) Setzen wir in (25, 30) die Definitionsgleichung fiir die Geschwindigkeit
(25, 34) ve=g-{1
ein, so ergibt sich leicht die Giiltigkeit der beiden Gleichungen:

(25, 35) A = 72§+ [[1 ¢t (25,36) Il =s2t"2 A1 ¢,
Setzen wir jetzt weiter diese Beziehungen in die allgemeine Definitionsgleichung
(25, 27) ein, so erhalten wir die beiden Formeln:
(25’ 36) p —_— ys}.l—z s m}uz t;.3+216 ﬂ;.7—;5 62;'6,
p = ysh—2h pls hat2ls flo~ln 20

Setzen wir somit erstens:

(25,37) Ty =4 —2X, Ta=2hy, Ta=2A+ 2k, Ta= —lg+ iy, T3=214;,
cder umgekehrt
(25, 38) A=TyF+ Ty, =Ty, Ay=Ty3—Tg, i =T52,

2’7 el 7:4 + (15/2)5
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8o erhilt man die Definitionsgleichung in der Form:
(25, 39) P =y &t m¥e 7 [T ¢¥s .
In dieser Form findet sie beim absoluten elektromagnetischen MaBsystem Nr. 3
und beim praktischen elektrpmagnetischen MaBsystem Nr. 4 Verwendung. Dort
sind deshalb fiir alle elektromagnetischen Gréfien die Exponenten 7y, 7, 73
T4 Ty angegeben.

Setzen wir hingegen zweitens:

(25,40) ;=121 —24, w,=1;, wy=24A3+ 24, wy=14— 1, wy=24,,
oder umgekehrt
(25,41) L=+ w;, lh=w, lh=0—0;, =0+ (w)2), l,=w,2,
so erhalt man die Definitionsgleichung in der Form:
(25, 42) P =y & Mm@ (s Ao cos |
In dieser Form findet sie beim absoluten elektrostatischen MaBsystem Nr. 2 Ver-
wendung. Dort sind deshalb fiir alle GroSen die Exponenten wy, w,, w;, w,, @;
angegeben.

g) Im Mafsystem Nr. 5 von GIORGIONE verwendet man hingegen neben der

Linge und der Zeit zur Darstellung der Groflen die Spannung U und die Strom-
stdrke 1. Da diese durch die folgenden Definitionsgleichungen

(25, 43) U=§2m2t1 A7, ] =2 pn'?2 42

gegeben sind, so konnen aus beiden Gleichungen zundchst folgende Beziehungen
durch Multiplikation bzw. Division gefunden werden:

(25, 44) U-IT=gmtt3, UL.J=4g1¢1/A,

daraus folgt aber sofort:

(25, 45) m=g2 s U [, A =gl U-1]+,

Setzt man diese Gleichungen in der Formel (25, 42) ein, so ergibt sich die

Beziehung .
p — ,y_ S"J‘_sz_w“‘ t3w2+w3+w4 Uwz—au Iw2+w4 s ;

nennt man jetzt die neuen Potenzexponenten der Reihe nach my, 7y, 75, 714, 715, S0

ergeben sich durch diese Substitution wegen (25, 40) die folgenden Gleichungen:

(25, 46) p =7y &t tv U™ [" ¢,

(25, 47) Ry ==y — 2y Ay — Ay Ty = 3y Ay g - Apy
Ay=Ry — A+ Ay, =2+ A — Ay, m=2A.

Wenden wir jetzt die Formel (25, 46) auf irgend eines der MaBsysteme Nr. 2, 3, 4, 5,
also auch auf das Giorgionische MaBsystem an, so ergibt sich, weil die universelle
Konstante ¢ in den genannten Mafisystemen jedesmal die MaBzahl 1 erhlt, stets

(25, 48) ¢, =1, ¢ =1 mit @y = beliebig aber == oo
im MaBsystem Nr. k fir (k = 2, 3,4,5),

daher kann also die allgemeine Definitionsgleiehung (25, 46) irgend einer Grofie p
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fiir die MaBzahlen p;, in den Maflsystemen Nr. % in (25, 48) auch wie folgt geschrie-
ben werden:

(25, 49) P =y SP e Up I+,

Das Giorgionische MaBsystem heit deshalb auch das Zentimeter-Sekunden-
Volt-Ampere-MaBsystem. In der Tabelle sind darum auch die Potenzexponenten
7Ty, 9, T3, 7w, UNd 7r; angegeben worden.

h) Im GauBschen MaBsystem Nr. 1 kénnen sofort die rein elektrischen Grifien
von den rein magnetischen Grofen unterschieden werden. Fir die elektrischen
Groflen gilt in (25, 4) ndmlich 4, =0, fiir die magnetischen Grofen hingegen
A¢ = 0. Die MafBeinheiten der elektrischen GroSen bleiben wegen (25, 6) im elektro-
statischen MaBsystem dieselben wie im absoluten GauBschen MaBsystem. Die
Mageinheiten der magnetischen GréBen hingegen bleiben wegen (25, 10) im elek-
tromagnetischen MaBsystem dieselben wie im absoluten GauBschen MaBsystem.
Aus diesem Grunde wurde in der Tabelle (25, 1) das GauBsche MaBsystem als
GrundmaBsystem Nr. 1 ausgewahlt.

26. Die MaBsysteme der Beleuchtungstechnik.

Eine Ubersicht iiber die GroBen der Beleuchtungstechnik gibt die Tabelle
(26, 1) am Schluf des Buches.

Das absolute Mafsystem Nr. 1 verwendet nach (20, 1) bzw. (19, 1) die folgenden
Vielfachen der Grundmafeinheiten:

(26,2 on=1, oy=1, o053=1, o4 =1,

d. h. die urspriinglichen absoluten GrundmafBeinheiten selbst, ndmlich

(26, 3) (8] = [em], [my] = [g*], [t,] = [sk], [I]= [HK]
Das Zentimeter, die Grammasse, die Sekunde, die Hefnerkerze.

Irgend eine lichttechnische GréBe wird daher in diesem MaBsystem gegeben
sein durch:

(26, 4) p = py [s} mi2 2 Tis] = p; [emlt g*Pe skis HK™].

Darin miissen wieder p;; Ay, As, A3, A als reelle Zahlen gegeben sein. Also wird
wieder wegen (21, 20) und (26, 2)

(26,5) | wm—oliolohio—1

fiir jede beliebige Groflie p.

Fiir das praktisch lichttechnische Mafsystem Nr. 2 unserer Tabelle (26, 1) er-
geben sich entsprechend die folgenden Beziehungen:

(26, 6) 012 = 102, 05 =981:10%, 05 =1, ogp=1,

(26, 7) (s] = [m], [my] = [TM], [t,] = [sk], [[] = [HK].
Das Meter, die technische Masseneinheit, die Sekunde und die Hefner-
kerze,

(26, 8) p = p,[sh ml2 ths I'] = p, [m* TM? sk’ HK?*],

A 2 271+3%2
(26,9) o, = 03 oi3 ol ofy = 9,81%2- 102k 3%,
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27. Uber die zweckmiiBigste Anlage technischer Tabellen.

Es soll hier noch kurz eine Bemerkung iiber die zweckmaBigste, zahlenmaBige
Anlage technischer Tabellen gemacht werden. Wir sollen z. B. die spezifischen Ge-
wichte verschiedener Gase in einer Tabelle in einem bestimmten MaBsystem an-
geben. Nachfolgend geben wir die spezifischen Gewichte einiger Gase abgerundet
auf zwei Dezimalstellen in allen MaBsystemen Nr. 1 bis 4 der Mechanik, sowie die
relativen Dichten d der Gase, bezogen auf Luft, als auch den Teil der Tabelle (23, 1)
wieder, welcher sich auf den Begriff des spezifischen Gewichtes bezieht.

Tabelle (27, 1).

MaBsystem Nr. 1 Nr. 2 Nr. 3 Nr. 4 Nr. k& d
Umzr:gll“t‘ings‘ =1 oty =107 |03=9,81-10") oy = 10-2 |z =o7iothozi| 1
Dimension [y;] | Dyn/em® | GroBdyn/m3 kg/m3 ¢ Dyn/E3 spemit 2 1
MaBzahl y; 7 Ve Vs Vs Vi dy
fiir Luft 7, 1,27 12,7 1,29 1,27-10® | 1,276t 03k 012 | 1,00

0, 1,40 14,0 1,43 1,40-102 | 1,400t205t 032 | 1,11
N, 1,23 12,3 1,25 1,23-10® | 1,230t} ozhoti] 0,97
H, 0,09 0,9 0.09 0,09-102 0,09 0?2 o5kot2] 0,07

Probe: 71 = AgYy = OgY3 = MYy = o Y —

Darin bedeuten y das spezifische Gewicht des Gases, G dessen Gewicht und V
dessen Volumen, ferner y, das spezifische Gewicht der Luft und d die relative
Dichte des Gases bezogen auf Luft. Es gelten die einfachen Formeln:

(27,2) y = v [yi] = ye [s72 mit1 £7%] im MaBsystem Nr. k;

y=GIV, yr=G04/Vy, d=vylys.
Wir erkennen jetzt leicht folgendes: Eine Grofle, die in verschiedenen MaB-
systemen verschiedene Dimensionen besitzt, weist dort auch verschiedene MaS3-
zahlen auf. Nur eine GroBe, die die Dimension [1] besitzt, also eine Zahl, weist
in allen Mafsystemen dieselbe Dimension [1] und daher auch dieselbe Mafzahl
auf. Statt die spezifischen Gewichte fiir alle unsere MaBsysteme Nr. 1 bis Nr. 4
in vier voneinander verschiedenen Zahlentabellen wie oben in (27, 1) anzugeben,
ist es weit bequemer, nur eine einzige Tabelle fiir die relativen Verhdltniszahlen d
anzugeben und hinzuzufiigen, wie gro§ die Mafzahlen der Bezugsgrofle — hier

des spezifischen Gewichtes der Luft — in allen vier MaBsystemen sind. Aus
der Tabelle fiir d und dieser Angabe
(27,3) v =1270}12 07t o2 [si2ml 72 =

= 1,27 [Dyn/em3] = 12,7 [GroBdyn/m?®] =

= 1,29 [kg/m?] = 1,27-10% [¢cDyn/E?3]
kann dann jedes spezifische Gewicht irgend eines Gases y sofort mittels der Formel
(27,4) y=d-yg
berechnet werden. Die Tabelle fiir die relativen Zahlen d ist, da d als reiner Zahl-
wert die Dimension [1]in allen MaBsystemen besitzt, fiir alle MaBsysteme dieselbe.
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Bei Auswertung von Formeln in Tabellen hat man also — um eine allgemeine
Giiltigkeit der Formeln in jedem beliebigen MaBsystem zu erreichen — zu trach-
ten, stets nur Tabellen fir relative Zahlwerte anzulegen. Dies gilt insbesondere
fir die Tabellarisierung von Materialkonstanten verschiedener Stoffe usw. Eine
derartige Tabelle ist auch, da sie Verhiltniswerte angibt, viel anschaulicher als
eine absolute Darstellung der Zahlwerte selbst. Auflerdem ergeben sich bei ver-
niinftiger Wahl der Bezugsgréfie stets nur MaBzahlen, die um 1 herum liegen
werden. In dem irgend einem Tabellenwerk zugeordneten Formelsystem wird man
also stets trachten, moglichst viele Verhdliniszahlen einzufiihren.

28. Praktische Winke fiir die richtige Lésung physikalischer
Rechenaunfgaben.

a) Um Irrtiimer bei der Durchrechnung irgend einer physikalischen Rechen-
aufgabe der Theorie oder der Praxis zu vermeiden, wird man sich iiber drei wich-
tige Punkte Klarheit verschaffen miissen:

Erstens: Man hat zu untersuchen, ob die zur Verwendung gelangenden For-
meln, Definitionsformeln, Mafzahlen und MaBeinheiten aller verwendeter GroBen
schon ein und demselben MaBsystem angehéren; andernfalls sind die Formeln,
MaBzahlen und MaBeinheiten an Hand unserer Tabellen erst alle in Ubereinstim-
mung zu bringen. Dem Aufbau der Formeln ist hierbei immer das absolute Mal3-
system zugrunde zu legen. Wahrend der gesamten Durchrechnung der Rechen-
aufgabe diirfen dann weiterhin die gewiihlten MaBeinheiten, der zueinander durch
Formeln in Beziehung gesetzten Grofien, nicht mehr geéndert werden.

Zuweitens: Die Auswahl des der Rechnung zugrunde zu legenden MaBsystems
Nr. 1 bis 4 bzw. allgemein % wird man der Art der gegebenen Aufgabe weitest-
gehend anpassen. Fihren wir beispielsweise Berechnungen in der Astronomie
durch, so werden wir fiir die Entfernungen, Massen und Zeiten méglichst grofle
Grundmafleinheiten auswéhlen. Wir messen dann vielleicht die Entfernungen in
Lichtjahren, die Massen in Sonnen- oder Erdmassen, die Zeiten in Jahren usw.
Nur so werden auch die stets nach dem absoluten Mafsystem entwickelten For-
meln fiir die Ausrechnung nur kleine Mafzahlen und damit bequeme Zahlenrech-
nungen ergeben.

Drittens: Hat man dennoch groBe Mafizahlen in Rechnung zu stellen, so wird
man die Zahlen niemals ausschreiben, sondern stets mit Zehnerpotenzen multi-
pliziert darstellen. Wir schreiben beispielsweise statt
(28,1) 1523 000 000, 000 ...

Stelle: 9 876 543 210 —1—2—3
einfacher und iibersichtlicher
... 0,01523 - 10 = 0,1523- 10" = 1,523 - 10° =
==15,23-108 = 152,3.107 = ...,
oder statt :
(28,2) 0, 000 005 673
Stelle: 0 —1—2—3 —4—5—6 —7—8—9
einfacher und tbersichtlicher
... 0,05673-107* = 0,5673-10-% = 5,673 - 10-% ==
= 56,73.10"7 = 567,3-10~8.



Praktische Winke fiir die richtige Losung physikalischer Rechenaufgaben. 41

Am bequemsten sind dabei immer die unterstrichenen Schreibweisen. Will man
die Zahlen aussprechen, so merke man sich, daf3:

(28, 3) 103° eine Quintillion 10-! ein Zehntel
102 eine Quadrillion 10-2 ein Hundertstel
1018 eine Trillion 10—2 ein Tausendstel
1012 eine Billion 10~* ein Zehntausendstel
10° eine Milliarde 10~% ein Hunderttausendstel
108 eine Million 10-% ein Millionstel
16° Hunderttausend 10-% ein Milliardstel
10* Zehntausend 1012 ein Billionstel
103 Tausend 10-18 ein Trillionstel
102 Hundert 10—2% ein Quadrillionstel
101 Zehn 10-3® ein Quintillionstel
10° Eins

darstellen. So sind z. B.
(28,4) . 3,864.10% = 3,864 -10%- 10'® — 386,4- 10 = 386,4 Trillionen ,
(28, 5) 8,57-10717 = 8,57-107% 10712 =: 8,57 Hunderttausendbillionstel .

Unter Beriicksichtigung dieser praktischen Winke wird man umfangreiche
und oft auch falsche Zahlenrechnungen leicht vermeiden kénnen. Aulerdem wird
die Moglichkeit einer Kontrolle der Rechnung, ohne welche jede Zahlenrechnung
itberhaupt wertlos ist, stets einfach und iibersichtlich gegeben sein.

b) Wir wollen jetzt, um das Gesagte zu vertiefen, eine Rechenaufgabe aus
der Mechanik in allen vier Masystemen unserer Tabelle (23, 1) praktisch durch-
fithren.

1. Beispiel: Man berechne die notwendige Beschleunigungsarbeit eines
D-Zuges, dessen Lokomotive eine Masse von 2-10° kg*-Massen aufweist und von
dessen 10 Wagen jeder eine Masse von 5-10% kg*-Massen besitzt. Es soll eine Fahr-
geschwindigkeit von 108 km/h erreicht werden.

Losung. 1. Arbeit: Die Angaben sind in Formeln zu fassen, fir die gefragten
GréfBen sind Endformeln aufzustellen:

(28, 6) m = (2105 4 10-5-10%) kg* = 7,0 10° kg* ,
v =1,08-102 km/h, 4 == m %2 Formel im absoluten MafBsystem.
2. Arbeit: Wir wihlen uns ein fiir die Rechnung passendes Mafsystem, z. B.
das physikalisch-praktische MaBsystem Nr. 2 aus. In diesem Mafisystem haben

wir fiir die vorkommenden Gréfien nach unserer Tabelle (23, 1) folgende zusam-
mengehorige Mafeinheiten zu verwenden:

m...kg* wv...mfsk, 4...Wsk.

Wir haben also nur die Angabe v umzurechnen. Dies geschieht am einfachsten
auf folgende Art:

(28,7) ‘ 1 km/h = 1000 m/3600 sk = 2,78- 10"  m/sk ,
daraus erhalten wir
v = 1,08-102-2,78. 101 m/sk = 3,0- 10t m/sk
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und damit ergeben sich die aufeinander abgestimmten Mafzahlen, MaBeinheiten
und Formeln

(28, 8) m =T,0-10%[kg*], m, = T7,0-105,
v = 3,0-10'[m/sk], v, = 3,0-101,
A4 = 4,[Wsk], Ay = myv3[2.

3. Arbeit: Ausrechnung des Ergebnisses durch Einsetzen in die Formeln.
A, =17,0-10°-(3,0-10Y)%/2 = 3,15-108, also ausgerechnet
(28, 9) A =315-108[Wsk], 4, = 3,15-108.

4. Arbeit: Willman sich das Ergebnis wieder irgendwie gut vorstellbar machen,
so bezieht man dasselbe neuerdings auf die gewiinschte MaBeinheit. Wiinschen
wir z. B. das Ergebnis in kWh, so verwandeln wir es wieder analog zu (28, 7):
(28, 10) 1 Wsk = 10-3kW -1h/3600 = 2,78-10~7kWh.

Damit erhalten wir das gewiinschte Ergebnis aus (28, 9) zu
4 =3,15-108-2,78-10~"kWh, oder ausgerechnet zu
(28, 11) A = 87,5[kWh]. ‘
Wir wollen nun dasselbe Rechenbeispiel noch in den anderen drei MaBsystemen
unserer Tabelle (23, 1) durchrechnen.

§. Arbeit: Die Umrechnung gelingt sofort mit Hilfe unserer Umrechnungs-
tabellen in (23, 1) fiir die MaBzahlen p wie folgt:

(28,12)  Fiir dic Geschwindigkeit v gilt 2, =1, 4, =0, A= —1,
Fir die Masse m gilt . . . .2, =0, A, =1, A= 0,
Fir die Arbeit 4 gilt . . . .4 =2, A=1, l,=—2.

Somit wird der Reihe nach, entsprechend den allgemeinen Formeln der Tabelle
(23,1)

(28,13) py=p,-102M1¥3%,  py= gegeben, py==p,-9,81 7%, py= p,-107Thi 1k,

V3= 0,102, 0,=23,0 101, wy==v,, = vy 10,
Mmy=msy+ 103, me="1,0 -10%, my=m,- 9,81, my=m, - 1014,
A;=A4,-107, A,=3,15-108, A,=4,-9,81, A,=A4,.

Somit lanten die Zahlenrechnungen in den vier verschiedenen MaBsystemen
(28,14) Ay = myv}2, (8,15-10%) = (7-108)-(3-103%)%/2,
Ay = myvd2, (3,15-108) = (7-105)-(3-101)2/2,
Ag = mgv3/2, (30,8-108) = (68,67-10%)-(3-101)?/2,
Ay = mgv3/2, (3,15-108) = (7-10%%)-(3-107%)%/2.
Also lautet das Ergebnis in allen vier MaBsystemen fiir die einzelnen Gréfen
(28, 15) m=T7-10% g* = 7.105kg* = 6,867 - 108 TM = 7. 10'° Mi,
» = 3-10% em/sk = 3-10'm/sk = 3,0- 101 m/sk = 3-10~% E/sk,
A =3,15-10"®Erg == 3,15-108J =3,08-10°kgm == 3,15-10%J .

Die Arbeit betragt also z. B. 3,08 Milliarden kgm.
Damit ist die Anwendung unserer Dimensionstabellen in der Praxis gezeigt.
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2. Beispiel: Das Newtonsche Gravitationsgesetz fiir die Anziehungskraft P
zweier Massen m’ und m'’ in der Entfernung s mit der Gravitationskonstanten C
lautet im absoluten Ma8system Nr.1 der Tabelle (23, 1):

(28, 16) P, = Cymym{[s?, [cmg*sk2] = [cm3g*1sk2?]- [g*]- [g*]/[cm?],
C, = 6,658-10-8.

‘Wie dndert sich die Konstante C, wenn Pin t, m' und m'’ in t*-Massen und s in km

ausgedriickt wird ?

Losung. 1. Arbeit: Wir stellen zunéchst folgendes fest: Die verlangten Maf-
einheiten sind nicht mebr zusammengehérige Mafle eines Mafsystems, denn
wiirden wir im Mafisystem Nr. k die Wahl treffen:

(28,17) o1 =105, 05, =10%, o5, =1,
d. h. die neuen GrundmaBeinheiten
(28’ 18) {sk] = [km]= [mk] = [t*]’ [tk] = [Sk]

verwenden, so ergeben sich nach (28, 16) aus unserer Tabelle (23, 1) die Umrech-
nungszahlen

fir die Kraft P . . . . . . .o = (1091 (10%)% - (1)-2 == 108,

fiir die Gravitationskonstante C o, = (10%)3-(103)71- (1)-2 = 1012.

Somit lauten die Umrechnungsgleichungen fiir die MaBeinheiten
(28,19) [sp] = 10%[s1],  [my] = 103 [my], [t] = [4],

[Pp] = 108[Py], [Ci] = 102[C].
Fiir die MaBzahlen ergeben sich dann nach unseren Regeln die Umrechnungs-
gleichungen:
(28,20) s, =10%s;,, my=103my, t, =1,, P;=108P,, C,=1012C,.
Setzen wir diese Formeln in unsere alte Gleichung fiir die MaBzahlen in (28, 16)

ein, so ergibt sich daraus sofort, wie wir schon wissen, die Giiltigkeit derselben
Gleichung auch fiir die neuen MaBizahlen, némlich:

(28, 21) P, = C,mimy[s} — Py = C,mj,my/[s}.

2. Arbeit: Suchen wir aber dennoch eine Formel aufzustellen, in welcher
die GroBen in den gewiinschten MaBeinheiten eingesetzt werden kénnen, so ergibt
sich wieder eine Formel, deren Aufbau nicht mehr dem absoluten MaBsystem
entsprechen kann und die daher einen Zahlenfaktor erhalten muf. Dieser Zahlen-
faktor kann in unserem besonderen Falle jedoch in die neue Gravitationskonstante
eingerechnet werden, so daf durch diesen Kunstgriff die alte Gleichungsform
erhalten bleibt. Die neue Formel ergibt sich auf folgendem Wege. Wir bezeichnen
die neuen Einheiten und Mafzahlen mit dem Index 0. Gewiinscht wurde von uns:

(28, 22) [Pol = [t], [mel = [t*], [se] = [km] oder

[Pyl ==9,81-108[P,], [mg] == 108[m,], [so] = 10°%[s;],
somit gilt fiir die neuen Mafzahlen die Beziehung:
(28, 23) P, =981-108 Py, my =108m,;, s, = 10%s,.
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Setzen wir diese Beziehungen in die Grundgleichungen (28, 16) ein, so folgt
9,81 108 P, = (- 108 my - 168 my /1010 s2 oder

(28,24) Py = Cymim{[st, Cp=C,-9,81-1-10~% = 6,79 105 .

Wir haben also schlieBlich zu setzen:

(28, 25) 0, = 9,81-108C,, [C,]=9,81-108[C,].

Die neue MaBeinheit [C,] ist aber jetzt in vermischten GrundmaBleinheiten
ausgedriickt. Denn entsprechend der Formel (28, 19) hétten wir in ein und dem-
selben MaBisystem [C,] = 102 [C,] und nicht (28, 25) setzen miissen. Das Formel-
system (28, 24) entspricht deshalb nicht mehr dem absoluten MaBsystem. Fiir
theoretische Untersuchungen ist es nicht mehr geeignet, wohl aber fiir die zahlen-
méBige Auswertung von Rechenbeispielen. Dieses Beispiel zeigt uns auch die
Richtigkeit folgenden Satzes:

(28, 26) In einer Gleichung, die » Groéfien miteinander verbindet, kénnen die
MagBeinheiten von (n — 1) Groflen willkiirlich ausgew#hlt werden. Die
MagBeinheit der n-ten GréBe ist dann aber eindeutig bestimmt.

3. Arbeit: Wir gehen jetzt dazu iiber, ein Paar, auf das Newtonsche Gravita-
tionsgesetz beziigliche, Rechenbeispiele zahlenméfiig durchzurechnen.

1. Die Anziehungskraft zweier Gramm*-Massen in 1 cm Entfernung ist nach
Formel (28, 16) gegeben durch:

P, = (6,658-1078) - (1)- (1)/(1)? = 6,658 - 10~8,
P =6,658 108 Dyn = 6,79 10~8 mg-Gewicht. .
2. Die Anziehungskraft zweier kg*-Massen in 1 m Entfernung nach Formel
(28, 16) ist gegeben durch:
P, = (6,658-1078) . (10%) - (10%)/(10%)? = 6,658 -10°¢,
P = 6,658 :10~¢ Dyn = 6,79 - 10~% mg-Gewicht .
3. Die Anziehungskraft zwischen der Erdmasse und der t*-Masse in der Ent-
fernung des Erdradius ist nach Formel (28, 16)

P, = (6,658-1078) . (5,98 - 10%7) - (10%)/(6,37 - 108)2 = 9,81 - 108,
P =9,81 -108Dyn == 1t-Gewicht oder nach Formel (28, 24)
Py = (6,79 -10715). (5,98 10%) - (1)/(6,37-10%)2 == 1, P == 1+t-Gewicht.

3. Beispiel: Wie ungeheuer voneinander verschieden die elektrostatische Ein-
heit der Elektrizitdtsmenge [@,] von der elektromagnetischen Einheit der Elek-
trizititsmenge [@g] ist, zeigt sehr anschaulich folgendes Beispiel:

1. Die Anziehungskraft zweier absoluter elektrostatischer Einheiten der Elek-
trizititsmenge in 1 cm Entfernung im Ather ist nach der FormelP = Q' Q"’/4s?
im Mafsystem Nr. 2 unserer Tabelle (25, 1) gegeben durch P, =1-1/1-12=1,
also P =1 Dyn = 1 mg-Gewicht.

2. Die Anziehungskraft zweier absoluter elektromagnetischer Einheiten der
Elektrizititsmenge, also zweier Deka-Coulomb in 10 km Entfernung im Ather
ist nach derselben Formel P = @'Q"/As* im Mallsystem Nr. 3 unserer Ta-
belle (25, 1) gegeben durch Py =1-:1/9-1-10-20.(10%)2 = 9-10%, also durch
P = 9-108 Dyn - 900 kg-Gewicht.
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4. Beispiel: Fihrt man folgende neue GrundmaBeinheiten ein:
(28, 27) {s:] = 4,02-10"8 [ecm], [m,;] = 5,43-1075 [g*],
6] = 1,3¢-10%[sk], [#] = 2,37 -10%2[°(C],
so ergeben sich fiir die folgenden Naturkonstanten, wie man leicht nachrechnet,
die MaBzahlen 1.

(28,28) Lichtgeschwindigkeit . . . . ¢ = 3:-10Y[emsk™] = 1[v.],
Gravitationskonstante . . . . C=6,658-10"8[cm?®g*1sk2|=1[C,],
Absolute Gaskonstante . . . G = (R/4,04-10% = 2,06 - 10-16)

[em? g*1 sk—20C-1] = 1[6,],
Plancksches Wirkungsquantum % = 6,55 - 10~27 [cm® g*1 sk—1] == 1 [A,] .

In einem solchen MaBsystem Nr. k wiirden in den Formeln eine ganze Reihe
von Konstanten verschwinden. Die Definitionsformeln des absoluten Mafsystems
bleiben hierbei natiirlich wieder erhalten.

¢) Bemerkungen zu unseren Dimensionstabellen:

Unsere Tabellen erheben keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit. Sie erhalten
ihren vollen Wert fiir die Praxis erst, wenn sie fiir alle maBgebenden Gréfien
in Verbindung mit einem dem absoluten Maf@system entsprechenden Formel-
system entwickelt werden. Mittels der in den Tabellen angegebenen Formeln fiir
beliebige Grofen p konnen fiir jede durch ihre Definitionsformel gegebene Grofie
alle Zahlwerte o, berechnet werden, da dann die die Gr6Be charakterisierenden
Potenzexponenten 4,, A5, A; usw. als bekannt anzusehen sind. Driickt man in
irgend einer auf dem absoluten MaBsystem gegriindeten Formel alle GroBen
immer nur durch die zusammengehorigen Mafleinheiten irgend eines Maflsystems
Nr. k (also in unseren Tabellen immer nur durch die in einer Spalte untereinander-
stehenden MaBeinheiten eines Mafisystems) aus, so erhalten wir stets richtige
Zahlenrechnungen, wie wir auch in dem Beispiel unter b) gezeigt haben. Der
praktische Rechner spart also bei sachgemidfier Anwendung der Tabellen viel
Miihe und Uberlegungen. Er weiB an Hand der Tabelle sofort, in welchen zusam-
mengehorigen MaBeinheiten die GroBen in den Formeln einzufithren sind. Der
Leser wird nach den gegebenen Untersuchungen auch imstande sein, sich fiir
irgend ein Arbeitsgebiet in der Physik seine Tabelle fiir die MaBeinheiten selbst
aufzubauen und dann praktisch auszuwerten. Eine gute wissenschaftliche Unter-
suchung sollte auf jeden Fall immer eine Tabelle der Dimensionen der in ihr vor-
kommenden SkalargroBen aufweisen. Erst aus einer derartigen Tabelle geht der
Sachverhalt der ganzen Untersuchungen deutlich hervor und werden die gegebe-
nen Formeln erst tiberhaupt rechnerisch auswertbar. Leider wird gegen diese
Forderung nur allzu héufig verstoBen.

ITI. Kapitel. Kombinationslehre.

Wir unterbrechen jetzt unsere Entwicklungen und geben in diesem Kapitel
vorerst die Grundbegriffe der Kombinationslehre bekannt, die wir als Grundlage
fir den Aufbau unserer algebraischen #n-dimensionalen Geometrie bendtigen.
Wir erklidren zuerst die Gesetze der Anordnung von Zahlenreihen zu je r-Elemen-
ten. Dann definieren wir die Begriffe der geraden und ungeraden Permutationen,
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der Fehlstinde, der Transpositionen, der Vertauschungen usw. Schlieflich folgt
die Bestimmung aller Permutationen, Kombinationen und Variationen mit und
ohne Wiederholung bis zu einschliefllich vier Elementen. Eine Ausdehnung der
Bildungsgesetze auf mehr als vier Elemente kann dann vom Leser jederzeit an
Hand der gegebenen Beispiele vorgenommen werden, diirfte aber, da man mit
drei-. bis hochstens vierdimensionalen Réumen zumeist das Auslangen finden
wird, kaum gebraucht werden. AbschlieBend fiigen wir noch einige Ergéinzungen
beziiglich der Lehre von den Gleichungen und der Polynome mit mehreren Ver-
anderlichen, sowie der Schreibweisen in der Relativitdtstheorie hinzu.

29. Anordnung von Zahlenreihen zu je r-Elementen.

Es seien:
(29,1) (@1, @, a3, ..., a,) und (by, by, b3, ..., b,)
zwei beliebige Reihen von je r-Zahlen aus der Folge der natiirlichen Zahlen
(29, 2) 0,1,2,3,4,....

Wir wollen diese beiden Reihen (29, 1) in eine Ordnung bringen. Im folgenden,
insbesondere bei den Beispielen, werden, wenn dadurch keine Unklarheiten ent-
stehen kénnen, die Beistriche zwischen den Elementen a,, a,, a, . . . usw. in der
Darstellung (29, 1) einfach weggelassen. Wir treffen nun folgende Vereinbarungen:
Wir schreiben in einer Aufeinanderfolge von beliebig vielen solcher Zahlenreihen
zu je r-Zahlen oder Elementen die Anordnung (a;, @, ag, . .., @,) vor der An-
ordnung (by, by, b, . . ., b,) oder in Zeichen

(29, 3) (@, @9, Agy ...y @) < (by, by, bgy ..., b,),
wenn die aus beiden Reihen gebildete neue Differenzreihe
(29, 4) (0, —a;, by—ay,, by—as, ..., b.—a,)
folgende Bedingungen erfiillt:

a) Bei der lexikographischen Anordnung der Zahlenreihen:
(29, 5) Sind die ersten ¢-Differenzen gleich null, also

a,=by, ay="by,, az=0b;, ..., a;=0"b;,

so soll die erste nicht verschwindende Differenz gréfer als Null sein,
also gelten a;,, < b;,, wobeinoch (¢ = 0,1, 2,3, ...,7 — 1) sein kann.

1. Beispiel:
(12233336) << (12234167), (124) << (231), (34672) < (34675) .

Schreiben wir statt der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, . . . der Reihe nach die Buch-
staben des Alphabetes a, b, ¢, d, . . ., so erkennen wir, daBl durch dieses Anord-
nungsgesetz alle moglichen Zahlenreihen mit -Zahlen bzw. alle Worte mit r-Buch-
staben in eine Ordnung kommen, wie sie in einem Lexikon der deutschen Sprache
zu finden sind. AuBerdem entspricht diese Anordnung auch zugleich der natiir-
lichen Ordnung der Zahlen. Diese Anordnung von Zahlenreihen scheint die
naturgemifere zu sein, sie ist aber fiir gewisse mathematische Operationen un-
bequem und stért den Typus héufig gebrauchter Rechenausdriicke, wie z. B. der
Matrizen, und wird dann besser durch die folgende Anordnung ersetzt.
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b) Bet der normalen Anordnung der Zahlenreihen:
(29,6) Sind die letzten i-Differenzen gleich Null, also
Crj1 =br 11 = 0O ys =br 15, ..., @, =0b,,
so soll die vorhergende ¢+ — 1-te Differenz grofer als null sein, also gelten
a,_; < b,_;, wobei noch (=20, 1, 2, 3, ..., r — 1) sein kann.
2. Beispiel:
(164253472) < (233163472), (323) < (114), (2576) < (3576) .

80, Grundbegriffe der Kombinationslehre.
a) Es sei wieder

(30, 1) (a,m s Quas Qugs « v aMr)

eine beliebige Reihe von je - sdmtlich voneinander verschiedenen natiirlichen
Zahlen aus der Folge 1,2, 3, .. .. Wir bringen diese r-Zahlen (30, 1) in eine andere
Reihenfolge

(30,2) - ' (@15 Qrgs Qugs o5 @y,)

Wir nennen wieder (30, 2) eine Permutation oder Umstellung von (30, 1) von r-Ele-
menten.

b) Wir greifen aus (30, 1) je alle moglichen, voneinander verschiedenen Paare
von beliebigen Elementen heraus, ohne ihre Reihenfolge zu dndern, und stellen
sie in einer Tabelle (1) unten zusammen. Es kénnen so

(30, 3) s==r-(r —1)/2

voneinander verschiedene Paare von Elementen gebildet werden. Dasselbe neh-
men wir mit den Elementen aus (30, 2) vor und stellen die Paare wieder in einer
Tabelle (2) unten zusammen. Nun stellen wir alle Paare von (1) je allen Paaren
von (2) in der Tabelle (1’) unten gegeniiber, die aus denselben natiirlichen Zahlen
bestehen, wobei die Reihenfolge der Zahlen in den Paaren von (1) nicht gedndert
werden darf. Es gibt dann nur die beiden Moglichkeiten: je zwei so gegeniiber-
gestellte Zahlenpaare aus (1') und (2) und damit auch aus (1) und (2) sind gleich-
geordnet g oder vertauscht geordnet v. Die Anzahl v der so in (1) und (2) vertauscht
geordneten Elementenpaare, die hochstens gleich s sein kann, bezeichnen wir
kurz und iibersichtlich mit

(30, 4) Burs Buzs> Ops ++ o> Quy| ;
- 3
By Qugy Qugs o v vy Gy,
wo links vom Gleichheitszeichen die Permutation selbst einfach bezeichnet ist.

Die Anzahl der in (1) und (2) gleichgeordneten Elementenpaare nennen wir g.
Es muf natiirlich

(30, 5) v+g=s

sein. Man sagt auch in anderer Ausdrucksweise: wvertauschigeordnete Elementen-

paare bilden einen Fehlstand oder eine Inversion und nennt v die Anzahl der Fehl-
stinde.
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(30, 6) Ist nun die Anzahl der Fehlstinde v eine gerade bzw. eine ungerade
Zahl, so nennen wir die Permutation. in (30, 4) links eine gerade bzw. eine
ungerade Permutation.

c) 3. Beispiel:

Tabelle Ord

MW@ | T
Elementenpaare aus Paare Es gilt:

a nlel | '

) (1) (2) g a4a5a3a2a6a1}

45 | 52 | 52 g =

43 51 51 g (A5020; a3a4a4

42 | 53 | 53 g o

6 45 54 v Hier ist:

41 | 56 | 56 g r=16, s=652=15

gg g% gé v g Die Abzahlung ergibt:

56 42 24 v _ - _ s —_

51 2% 2 g v="T g=8 v+g=15.
- 32 31 13 v

36 41 14 v

31 61 16 v

26 43 34 v

21 36 36 g

61 | 46 | 46 g

d) Entsteht die Permutation (30, 2) aus der Permutation (30, 1) dadurch,
daB nur irgend zwei beliebige Elemente in (30, 1) ihren Platz miteinander ver-
tauschen, so bezeichnet man eine derartige Permutation als eine T'ransposition.
Werden im Sonderfall zwei benachbarte Glieder oder Elemente miteinander ver-
tauscht, so sprechen wir auch kurz von einer Vertauschung. Sie stellt somit eine
spezielle Transposition dar.

(30,7) Eine Vertauschung bedingt stets das Auftreten eines Fehlstandes:

[y oo Gy - - a, | 1

la,l Grg v Qrgpy Qg - - a,,,[

(30, 8) Befinden sich in einer Transposition zwischen den beiden zu vertau-
schenden Elementen noch {-Elemente, so betrégt die Anzahl der Fehl-

stinde 2 ¢ ++ 1, ist also stets eine ungerade Zahl:

t-Elemente
Qg Oyg v o Qg Oy v e Qg By - - Gy,
! ’ Th==2¢+1.
Gy Qg oo Oy Qg v e O By, v oo Oy,

e) Somit folgt:

(30, 9) Eine gerade bzw. ungerade Permutation (30, 2) kann nur durch Vor-
nahme einer geraden bzw. ungeraden Anzahl von Transpositionen aus
der urspriinglich gegebenen Zahlenreihe (a,,, @,,, ..., @,,) erhalten
werden.
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Da es spiter allein darauf ankommt, zu wissen, ob die Anzahl der Fehlstédnde v
einer Permutation gerade bzw. ungerade ist [v tritt n#mlich in den Formeln
immer nur als Potenzexponent von (— 1) auf] die Anzahl v hingegen aber selbst
unwesentlich erscheint, so untersucht man also in Zukunft nur, ob die neue Rei-
henfolge der Elemente aus der alten Reihenfolge der Elemente durch Vornahme
einer geraden oder einer ungeraden Anzahl von Transpositionen erreicht werden
kann. Da durch Vornahme einer Vertauschung immer genau ein Fehlstand be-
seitigh werden kann, so kann jetzt leicht gezeigt werden, daB die geringste Anzahl
der vorzunehmenden Vertauschungen durch die Gesamtzahl der Fehlstinde v
selbst gegeben ist. Die Vertauschung erscheint so als das Grundelement jeder
Permutation. Dies soll jetzt an dem von uns bereits gegebenen Beispiele gezeigt
werden.

4. Beispiel: Es war

@y Qs Qg Oy g Oy g
=7
Gy Qg Oy By Oy O
und die Fehlstinde 4 5, 32, 42, 31, 41, 6 1, 4 3. Wir beseitigen je einen
Fehlstand durch Vornahme einer Vertauschung wie in der folgenden Zusam-
menstellung. Wir schreiben dabei der Ubersichtlichkeit wegen nur mehr die
Indizes selbst an.
453261
453216 45
543216
534216 4,
532416-
41
32146
32
23146
521346

f) Geht man von einer grundlegenden Reihenfolge von Elementen (a,a,a; . . .
a,) aus und erzeugt aus dieser durch Vornahme aller denkbaren Vertauschungen,
oder bequemer gleich Transpositionen, alle iiberhaupt méglichen Permutationen
(30, 10)

(30, 10) {a1 ay @3 ... 0 } _ (30,11) {al Gy Gy - ..a,} 0
=7, = )

yy Qpy By« o Oy,

beseitigte Fehlsténde.

[ ST

ay 8505 ...0,)

so gibt es P =1-2-3-...-r = r! voneinander verschiedene solcher Permutatio-
nen. Das abkiirzende Zeichen r! fiir das Produkt 1-2-3- .. .r- heiBit ,,r Fakto-
rielle‘’. Die uneigentliche Permutation, welche in (30, 11) unten dieselbe Elemen-
tenanordnung wie oben zeigt, bezeichnet man auch als sogenannte identische
Permutation. Sie entsteht durch null Vertauschungen und soll daher als gerade
Permutation bezeichnet werden. Im Falle lauter gleicher Elemente gibt es dann
nur eine einzige Permutation, und zwar die identische gerade Permutation. Die
Gesamtanzahl der Permutation fiir r = 2 ist stets eine gerade Zahl. Es 148t sich
leicht beweisen, dafl der folgende Satz gelten mufB:

Klinger, n-dimensionale Geometrie. 4
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(30, 12) Fiir beliebiges r = 2 ist genau je die Hilfte aller Permutationen gerade
und ungerade.

Dies soll jetzt an einem Beispiel gezeigt werden.

5. Beispiel: Es sei r = 4, also s = 4-3/2 = 6, wobei wir alle Permutationen,
die aus (1 2 3 4) durch Vornahme von Vertauschungen bzw. von Transpositionen

- hervorgehen,  normal
Anordnung: {“1 @y a3 @y } _, Pa=4!=24  und lexikographisch an-
(vavsvavy) (v1v2v37y) vy Oy Gy Gy "p=u =12  ordnen. Man schreibtda-
normal |lexikographisch | Anzahl Permutation bei die normale Anord-
geordnet geordnet der nung am besten von
— — Fehlstinde| gerade | ungerade  pechts nach links, die
(v-Fehlstande) v P u lexikographische Anord-
4321 1234 0 D nung von links nach
3421 1243 1 u rechts auf. Die Tabelle
; Z g’ i i g’ i g % » u zeigt auch, daB man bei
3241 1423 9 P den Permutationen ver-
2341 1432 3 % schiedener Elemente aus
4312 2134 1 ” dernormalen Anordnung
i ell é .22 g é ell i % P der Elemente sofort die
1432 2341 3 P w lexikographische Anord-
3142 2413 3 % nung und umgekehrt er-
1342 2431 4 halt, wenn man sie ver-
4213 3124 2 kehrt von rechts nach
2413 31432 3 u links liest.
4123 3214 3 u 1 o ey
1423 39241 4 P Fir dlesesBelsplellst
2143 3412 4 P P,=1-2-3-4=41=24,
1243 3421 5 " p=u=12. In der Ta-
3214 4123 3 % ~ belle wurden, der Uber-
g i’ % i i % ? g i g sichtlichkeit wegen, wie-
1324 42381 5 w der nur die Indizes an-
213 i 43 % 2 5 % geschrieben. Die Anzahl
123 4321 6 p der Fehlstinde v bezieht

sich in der Tabelle auf die lexikographische Anordnung, wie wir auch im Ta-
bellenkopf oben vermerkt haben.

Es gibt stets gleich viel gerade wie ungerade Permutationen. Somit gilt der
Satz:

(30, 13) r=>2, =u=1r![2.

g) Wir haben jetzt noch den Begriff der zyklischen Vertauschung zu erkléren.
Nehmen wir in der urspriinglichen Reihenfolge der Elemente das letzte Element
weg und setzen es vor das erste Element, oder nehmen wir das erste Element weg
und setzen es nach dem letzten Element, so sagen wir die neue Reihenfolge der
Elemente entsteht aus der alten Reihenfolge durch Vornahme einer zyklischen
Vertauschung. Fithren wir bei n-Elementen einen der beiden genannten Vorginge
n-mal durch, so erhalten wir einen geschlossenen Zyklus, d. h. wieder die urspriing-
liche Reihenfolge der Elemente; dabei befinden sich im geschlossenen Zyklus
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natiirlich »# voneinander verschiedene Reihenfolgen der Elemente. Eine zyklische
Vertauschung kann bei #-Elementen durch Vornahme von 7 — 1 Vertauschungen
erreicht werden. Sie liefert stets n — 1 Fehlstdnde. Also gilt:

(30,14) [aya;... 0,0, }—n ! {alaz...an_lan}_n )
=n—1, —n—1,
l@nay ... Gpsy@yy Ay ... Q, O

(30, 15) Ist die Zahl n gerade, so liefert jede zyklische Vertauschung aus einer
geraden Permutation immer eine ungerade Permutation und aus einer
ungeraden Permutation immer eine gerade Permutation.

(30, 16) Ist die Zahl » ungerade, so liefert jede zyklische Vertauschung aus einer
geraden Permutation immer wieder eine gerade Permutation und aus
einer ungeraden Permutation immer wieder eine ungerade Permu-
tation.

Dies soll wieder an zwei Beispielen gezeigt werden.

6. Bewspiel: n = 6. 7. Beispiel: n = 3.
123456 g 123456 12345 ¢ 12354 w
234561 u 612345 23451 ¢ 41235 «
345612 g 561234 34512 ¢ 54123 «
456123 u 456123 45123 ¢ 35412 w
561234 g 345612 51234 ¢ 23541
612345 u 234561 12345 ¢ 12354 »
123456 ¢g 123456

h) In den folgenden Punkten 31, 32, 33 werden bei Besprechung der Per-
mutationen, Kombinationen und Variationen alle méglichen verschiedenen An-
ordnungen der Elemente stets lexikographisch geordnet. Lexikographisch und
normal werden nur die Kombinationen ohne Wiederholung angeordnet, weil
diese nimlich spéiter bendtigt werden. Es sollen ferner fiir jedes Beispiel die még-
lichen Permutationen, Kombinationen und Variationen stets bis zu vier Ele-
menten angeschrieben werden, da man im allgemeinen mit einem vierdimensio-
nalen Raum das Auslangen finden wird. Der Vollstdndigkeit halber soll der
Begriff der Permutation noch einmal kurz wiederholt werden.

31. Permutationen.

a) Ohne Wiederholung.

n-Elemente, die alle voneinander verschieden sind 1, 2, 3, . .., » sollen per-

mutiert oder umgestellt, d. h. in verschiedene Reihenfolgen gebracht werden. Es.
gibt dann:

(31,1) P,=1-2-3....n=n!

voneinander verschiedene Permutationen ohne Wiederholung aus n-Elementen.
Man setzt:

(31,2) 0!=1.
4*
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Die Permutationen ohne Wiederholung von (123 ...%) lauten:

Tabelle (31, 3).

n P, " Permutationen ohne Wiederholung

1 1 1

2 2 12, 21

3 6 123, 132, 213, 231, 312, 321

4 24 1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431
3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321

b) Mit Wiederholung.

n-Elemente, von denen nur 7 verschieden sind und die aus r-Gruppen von je
8y, 83, + . ., 8, gleichen Elementen bestehen, sollen, wobei also (31, 6) gilt, permu-
tiert oder umgestellt, d.h. in verschiedene Reihenfolgen gebracht werden. Es
kann also <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>