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Vorwort.

Die in dem vorliegenden Buche entwickelte Theorie rostférmiger Tragwerke
ist im Sinne der Baustatik als genau zu bezeichnen; das Verfahren ist an die ein-
zige Voraussetzung gebunden, daB der Verlauf der Trigheitsmomente einerseits
bei allen Lingstrigern, andrerseits bei allen Quertrigern dhnlich ist. Diese Vor-
aussetzung ist in praktischen Fillen in der Regel erfiillt. Lediglich zur Verein-
fachung der Rechnung ist der Verdrehungswiderstand der Rosttréiger vernach-
lassigt; doch wire es mdoglich, auch diesen zu berficksichtigen.

Die neue Theorie ist im ersten Abschnitte des Buches allgemein dargestellt;
sie bildet das Ergebnis der Zusammenarbeit der beiden Verfasser. Das Verfahren
stammt grundlegend von dem erstgenannten Verfasser und wurde von demselben
im Juni 1940 in dem Anzeiger der Akademie der Wissenschaften in Wien ver-
offentlicht. Die Erweiterung des Verfahrens bildet den Inhalt einer an der Tech-
nischen Hochschule in Wien eingereichten Dissertation des zweiten Verfassers.

Der zweite Abschnitt des Buches ist vom ersten Verfasser, der dritte und
vierte Abschnitt vom zweiten Verfasser bearbeitet. Der Leser findet hierin alle
erforderlichen Anleitungen fiir den praktischen Gebrauch; auBerdem sind fiir
hiufig wiederkehrende Rostanordnungen Formeln, Zahlen- und Kurventafeln bei-
gegeben, die den Umfang der Rechenarbeit weitgehend vermindern. Die Aus-
stattung des Buches mit diesen wertvollen Behelfen verdanken die Verfasser der
Mitarbeit des Herrn Dipl.-Ing. Rudolf Rothmayer. Mit diesen Hilfsmitteln ist
man nunmehr imstande, auch Rostbriicken mit der im Briickenbau tiblichen Ge-
nauigkeit und Sparsamkeit zu bemessen, wobei sich der Rechenaufwand in er-
triglichen Grenzen hdlt. Hierbei erweist es sich als vorteilhaft, daB die Rost-
grofen einen einheitlichen Aufbau zeigen, der sich leicht dem Gedichtnisse ein-
prigt und eine iibersichtliche Anordnung der statischen Berechnung erméglicht,
Hierzu ist tiberdies Klarheit in der Bezeichnungsweise erforderlich.

Die Verfasser haben das neue Verfahren an einigen ausgefiihrten Rostbriicken
mit Erfolg erprobt. Sie iibergeben daher das vorliegende Buch der Offentlicbkeit
mit dem Wunsche, daB das in demselben dargestellte Verfahren bei der Berech-
nung von Rostbriicken wegen seiner Genauigkeit und verhiltnismiBigen Einfach-
heit allgemein Verwendung finden méoge.

Wien, im Januar 1942.
Ernst Melan. Robert Schindler.
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I. Die allgemeine Theorie rostférmiger Tragwerke.

§ 1. Die Grundgleichungen des Rostes.

1. Einleitende Bemerkungen.

Unter einem Rost verstehen wir ein Tragwerk, das aus zwei sich kreuzenden
Trigerscharen besteht. Die einzelnen Tragwerke einer jeden Schar sind parallel,
besitzen aber nicht notwendigerweise gleiche Abstinde voneinander. Der Winkel,
unter welchem sich die beiden Scharen kreuzen, ist in der Regel ein rechter; doch
gelten die nachfolgenden Unter-
suchungen ohne jedwede An- Langstréger
derung auch fiir beliebig andere
Kreuzungswinkel. Die Tragwerke
der einen Schar, die im folgenden
als ,Lingstriger” bezeichnet Duertriger
werden, seien durch Lager unter-
stiitzt; es ist fiir die nachfolgen-
den Untersuchungen belanglos,
was fiir ein System diese Lings- Abb. 1.
triger in statischer Hinsicht bil-
den. Das Verfahren fiihrt grundsitzlich ebenso zum Ziele, wenn wie in Abb. 1
die Langstriger eingespannte Bogen oder wie in Abb. 2 durchlaufende Tréger
oder wie immer geartete Tragwerke sind. Die Triger der anderen Schar sind stets
Durchlauftriger, deren Feldweiten gleich der Entfernung der Lingstréger sind.

Léngstrdger Q//erfrayer

/‘///‘////‘/”///‘

Diese Triger werden ,,Quertrdger’ oder ,,Querscheiben genannt. Als ,, Quer-
tragerfeld endlich bezeichnen wir den zwischen zwei Lingstragern liegenden
Teil eines Quertrigers.

Es wird vorausgesetzt, da} in den Auflagerstellen der Quertrdger keine Ver-
drehungsmomente auf die Lingstriger iibertragen werden. Unter dieser Voraus-
setzung ist ein Rost mit % Quertrdgern und = -+ 1 Langstriagern, die selbst »-fach
statisch unbestimmte Tragwerke sein sollen, (m 1) -v 4% (m—1)-fach statisch
unbestimmt, wenn die Quertrdger iiber den Auflagern nicht mitgezdhlt werden.

2. Bezeichnungen.

Wir bezeichnen die Quertriger der Reihe nach mit x =o, 1, 2, . . . %, die Langs-
trager ebenso mit ¥ =o, 1, 2, . . . m und nennen den Kreuzungspunkt des Lings-

Melan-Schindler, Berechnung von Trigerrosten. 1



2 § 1. Die Grundgleichungen des Rostes.

trigers y mit dem Quertridger x den ,,Knoten'‘ xy. Eine beliebige Stelle des Quer-
tragers x, die nicht notwendigerweise mit einem Knoten zusammenfallen muf,
sei mit x7, eine solche des Lingstrdgers ¥ mit &y bezeichnet. £ und # sind stetig
verianderlich, wihrend x und y auf ganzzahlige Werte beschrinkt sind.

Die Belastung kann sowohl auf die Langstrager wie auf die Quertriger wirken.
Wir bezeichnen den Angriffspunkt einer Last P mit einem Querstrich, wenn dies
zur Unterscheidung von anderen Stellen des Rostes notwendig ist. Pg greift
demnach an der beliebigen Stelle 7 des Quertrdgers ¥ an; ebenso bedeutet Pg
eine Last an der Stelle Z des Lingstrigers y; Pz; endlich steht in dem Knoten zy.

Grundsitzlich soll jede GréBe mit den ihr angefiigten Zeigern veramderlich
sein. So dndert sich eine GréBe mit den Zeigern x und y sowohl mit x als auch
mit y. Eine GréBe mit dem Zeiger x allein ist nur von #, mit dem Zeiger y nur
von y abhingig. Unverdncerliche erhalten iiberhaupt keinen Zeiger. Dabei sind,
wie schon oben erklirt, fiir x und y nur ganzzahlige Werte zugelassen; fiir stetig
verinderliche GréBen werden die Zeiger £ und 7 verwendet.

Wir fiihren folgende, aus
Abb. 3 ersichtliche Bezeich
nungen ein:
4y zy a, sei die Entfernung der
P & Lingstriager y—1 und b die
. 7r 3 y| entsprechend dem Zeiger y
: i zwischen den einzelnen Lings-
E trigern verschieden groB sein

kann.
ok > ] = J .y sei das Trdgheitsmo-
' ment des Quertriagers x in
Abb. 3. dem Felde zwischen den Kno-
ten xy—1 und zyp. Es soll
feldweise unverdnderlich, aber entsprechend den angefiigten Zeigern nicht mur in
den einzelnen Feldern eines Quertrédgers, sondern auch bei den verschiedenen

Quertragern verschieden sein.

Je, sei das Tragheitsmoment der Lingstrager, welches sowohl Eings der ein-
zelnen Lédngstrager als auch fiir die verschiedenen Lingstriger veranderlich sein
kann.

Soll das im folgenden angewendete Verfahren zum Ziele fiihre.., so muB beziig-
lich der Verinderlichkeit der Trédgheitsmomente J,, und J,, eine einschrinkende
Annahme gemacht werden. Es muB} J,, in der Form

Ty =T1:1, (1)

und [, durch
Jo=Js7y (2)

darzustellen sein; dabei hingt, wie durch den Zeiger angedeutet, §j, nur von z,
7, und v, nur von y ab. J bedeutet ein unverinderliches, [, ein mit &, d.1. lings
des Lingstrdgers stetig verdnderliches Tridgheitsmoment, das beliebig angenom-
men werden kann. Die angefithrten Beziehungen driicken die Tatsache aus, daB
der Verlauf der Trigheitsmomente bei allen Quertrigern und allen Langstrigern
,,ahnlich* sein mu8.

Wir stellen ferner a, mit Beniitzung einer beliebigen Vergleichsfeldweite a
der Quertrdger in der Form



4. Die Aufstellung der Grundgleichungen bei unbelasteten Quertragern. 3

dar, und fithren zur Abkiirzung fiir die wiederholt gebrauchten Ausdriicke

a2
T k (4)
und % —p (5)
iy 7

ein.

In den einschrinkenden Annahmien, die fiir J,, und J,, notwendig sind, sind
iibrigens die technisch wichtigsten Fille eingeschlossen,

daB niamlich alle Quertriiger gleich sind, in den einzelnen Feldern aber ver-
schiedenes Trigheitsmoment besitzen und die Lingstriger in ungleichen Ab-
stinden liegen: dann ist §, =1; oder

daB alle ,reduzierten Feldweiten der Quertriger gleich sind, also

& 2% % mit k=1

EJw EJjdy EJ i

oder

daB alle reduzierten Feldweiten und iiberdies alle Quertrdger untereinander
gleich sind; dann ist k,=1 und 7, =1 oder

daB endlich iiberdies alle Lingstriger in gleichen Abstdnden liegen, dann ist
auferdem noch &, =1 und 7, =1.

Sind alle Lingstriger gleich, so ist y, =1.

3. Das Grundsystem.

Werden in allen Knoten — mit Ausnahme der Randknoten y =ound y =m —
Gelenke in die Quertriger eingebaut, so erhdlt man das ,,Grundsystem*, welches
aus m -1 voneinander unabhidngigen Lingstrdgern besteht. Von diesem Grund-
system sind die spiter erklirten Systeme ,,i wohl zu unterscheiden. Da nach
Voraussetzung die Lingstriger die Trigheitsmomente J,, = ]y, besitzen, kénnen
die EinfluBlinien der Durchbiegung des Lingstrigers y im Grundsystem, deren
Ordinaten wir mit &g,z bezeichnen wollen, in der Form

Py = Det/v, (6)
dargestellt werden. # ist demnach die Ordinate der Einflufilinie fiir die Durch-
biegung im Bezugspunkt & an der Stelle & eines Lingstrigers im Grundsystem
mit dem Trigheitsmoment J, also y, =11).

4. Die Aufstellung der Grundgleichungen bei unbelasteten Quertriagern.

Unter irgendeiner Belastung des Rostes werden in den Knoten die Momente M,
der Quertriger entstehen, die wir wie iiblich als Stiitzenmomente der Quertriger
bezeichnen. Die Durchbiegung der Lingstriger im Rost nennen wir z, so da@
also die Knoten des Rostes sich um die Betrige z,, gesenkt haben. Nun kann
zwischen den Stiitzenmomenten M,, und den Stiitzensenkungen z,, dreier auf-
einanderfolgender Knoten xy—1, xy und xy -+ 1 des Quertrdgers x die bekannte
,,CLAPEYRONsche Gleichung®

Y W @y Gy +1 7 Ay 4y
6~E'_'_ - Mxy~1+ 2 ('E._'_'— g"i_.‘i) Mxy T =
ny 6 ]xy ]xy+1 6E]xy+1
T TEayir o

Ay+1

1) Im iibrigen wire die Anwendbarkeit des im folgenden eingeschlagenen Verfahrens auch
noch mgglich, wenn die Bedingung [ o= Jevy durch die weniger einschrankende 1953,§=
1953/')}? ersetzt wiirde; d.h. die einzelnen Langstrager konnten in statischer Hinsicht ver-

schiedene Systeme vorstellen, wenn nur ihre Biegelinien ghnlich waren. Doch hat dieser Fall
wohl keine praktische Bedeutung.

Zyy—1 — Zxy
_!_ S A

“ (7)

way-l-x

— xy:O

1%



4 § 1. Die Grundgleichungen des Rostes.

aufgestellt werden. (Vgl. Abb. 4.) T,, ist das Belastungsglied; es verschwindet,
wenn die Quertrdger unbelastet sind, die Belastung also nur lings der Lings-
triger oder nur in den Knoten angreift.

Wir beschrinken uns im folgenden auf den Fall unbelasteter Quertriger,
setzen demnach T, =o voraus und werden spiter den Fall belasteter Quer-
trager auf bestimmte Knotenpunktsbelastungen zuriickfithren. Die Gleichung (%)
lautet demnach

Gy 7 %y Ay+1 |\ 77 Ay+1 77 Zxy—1 — Zxy
6 EJzy Mo 2 (‘6 EJw 6 EJ.—xy+1) Moy 6 EJry+1 Mers & @ (8)
Zxy — Zxy+1

=0.

ay+1 — . .. .
Diese Gleichung zwischen M,, und z,, ist fiir alle Knoten mit Ausnahme
der Randknoten anzuschreiben, also fiir ¥ =0, 1,2...nundy =1,2,... m—1.
=2y 2 In den Glelchunggn fir y =1und
m 7 7 y=m—1 1st M,,=M,,, =0
/MIJ/‘/ A{@L Ty R x0 x
, o a— ¢ ~ ot zu setzen, weil an den Quer-
| I I_ T Tk é‘y A %]I I trigerenden keine Momente auf-
| 5o )/ Y Y Ay g zm o
Lo Zg y w1 treten konnen.
P | ‘ Das Gleichungssystem (8) ent-
I
I
L

Puertriger z,

R

1
|
|
!
I
!
|

|
: {‘!f.?’j?’! ! f hilt also (% 4 1) (m — 1) un-
f J £ - bekannte GréBen —M,,y und (# + 1)
oy [Py (m + 1) Unbekannte z,,. Hin-
Blegelinie des Puertrigers z %fli?(rzlhfflfél:;l I;:;]; (?/:ij;)gl(:ﬁg— ; g
Abb. 4. fehlen also noch (# 4+ 1) (m + 1)

Gleichungen.

Um diese fehlenden Gleichungen zu erhalten, beachten wir, daB die Lings-
triger neben der im Grundsystem auf sie wirkenden Belastung noch durch die
infolge der Stiitzenmomente M,, der Quertriger entstehenden Krifte belastet
sind. In jedem Knoten betridgt diese zusétzliche Belastung
 [(Myy— My Myy— Myyyy
Cpy = — (P =7 — TR, (9)
so daf3 also positive C,, nach aufwirts auf die Lingstriger wirken.

Bedeutet #¢yz; = e/, die Ordinate an der Stelle ¥ der EinfluBlinie fiir die
Durchbiegung des Ladngstrigers y im Punkte £ im Grundsystem, so wird die
Durchbiegung des Rostes an der Stelle £ des Lingstriigers y gleich der Durch-
biegung 2z, dieses Lingstrdgers im Grundsystem vermehrt um den EinfluB der
Krifte C,, in den Knoten. Es ist also
17; 7952 ( M;y——1 — H:’cy M, M,

Zy -:_Z y+l

By =2, +
&y i Yy ay ' Gy+1

(10)
Diese Gleichung gilt fiir jede beliebige Stelle &, also auch fiir die Knoten xy
und wir erhalten demnach fiir die Durchbiegung Z,,in den Knoten, die bereits in

den GIl. (8) auftrat,

n 37 Eva <7 v
2 =20 4+ v’f’ﬁ(wﬁ_%yﬂ@ﬂ)
T 4yt Gy s ) (11)

z=0
Mit Verwendung der EinfluBlinie 8,7 = 9,2/, kann z;, durch
& 9=
0 xE
= Py,
ausgedriickt werden. Pg, stellt die Belastung der Langstrager vor.



5. Die Aufstellung partikularer Lésungen durch Trennung der Veranderlichen. 5

Fiir die Randknoten ¥ = 0 und y = m vereinfacht sich die zusitzliche Be-

lastung durch die Momente M,, der. Quertrager auf
Mrs oy, Men
ay (277
d. h. wir miissen als weitere Randwerte zu M,, = o und M,,, = o noch
M,,=M,,.,=0(x=0,1,2,...%)

hinzufiigen.

Verwendet man die schon beniitzten Ausdriicke

a2

L —p und ¥=¢
EJ Ty

a, = ao

y ¥’ v

so erhdlt man die erste der Grundgleichungen des Rostes in der Form

k1 = — -
7—’;3 (knyy—x + 2 [ky + ky+1] Mxy + ky+1 Mxy+1)
Zxy—1 — Zxy Zxy — Zxy+41
—_ =0 12
+ does (12)
(x=o0,1,2...0, 9y =1,...m—1)
und die zweite
” M., _ M., M., __M,
zry=_1_ ﬂx%( %y-1 Iy Tz xﬂlj'_l) + 2, (13)
’ &Yy ' %y RXy+1
=0
(x=0,1,2,...70; y =0,1,...m)
mit den Randwerten
Mx—l ZMxonxszxm—Fl =0. (14)

Dies sind ebensoviele Unbekannte wie Gleichungen. Wir vereinfachen die
Schreibweise durch die Verwendung der im folgenden erklidrten Symbole

D (ky Mxy) = ‘é (kyﬂxy—l '"}‘ 2 [ky + ky+1] Mxy + ky+1 —Mx y+1)

A (ny ) __fxy—1 — Zxy  Fxy — Zxy+ta

\ Ky Xy Byt
Damit koénnen die zu 16senden Gleichungssysteme kiirzer
k — 'z
SD (k) + 4(2) =0 (15)
x Ky !
n M_ B - n "M_
=+t N (22 = L Y e
ny Zry +“V:v_{do 19xx 4 ( %y 2 Péy 7y + a?/y_éo/ ’19xx 4 ( oy ) (16)

mit den Randwerten M, = M, = M,,, = M,,,., = o geschrieben werden.

§ 2. Die Lésung der Grundgleichungen bei unbelasteten Quertrigern.

5. Die Aufstellung partikularer Lésungen durch Trennung der Veranderlichen.
Zur Loésung der Grundgleichungen wird im folgenden ein Verfahren verwendet,
welches bei der Losung partieller Differentialgleichungen unter der Bezeichnung
Trennung der Variabeln hdufig beniitzt wird. Es besteht im wesentlichen darin,
daB man sich zunidchst eine hinreichende Anzahl von partikularen Lésungen
beschafft, die die Form eines Produktes besitzen, also in unserem Falle

Zy =2, und M, =U,w,, (1)
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wobei z, und U, nur mit x, v, und w, nur mit y verdnderlich sind, wie schon
durch den Zelger angedeutet wird. Uberdies soll M,, bereits die Randbedin-
gungen (14) in § 1 erfiillen. Dies wird erreicht, wenn Tiir w, die Randwerte

W, =Wo =Wy, =Wy4, =0 (2)

vorgeschrieben werden. Wenn es gelingt, mehrere solcher partikularer Losungen,

etwa 2y Uy, ZzVy, . zxv,, .und Ugw;, Uzwy. .. U, wy . zu finden, so kann
durch Uberelnanderlagern dleser partikularen Losungen eine allgemeinere Losung

in der Form
xy = Zz;v;’ M, = ZU;w;
erhalten werden.
Mit den Ansdtzen nach Gl. (1) ergibt sich zunichst
— 1
D (ky Mxy) = ng (kywy"—l + 2 [ky + ky+1] w, + ky+1wy+1) = UrD (kywy)

a(2)

X

A (Mxy') —U, (wy_1 —wy Wy — wy+1) —U
Oy | Xy Gyt1

und ebenso
e vy
4 (“—y) =z,4 (\;y).
Damit nehmen die Gleichungen (15) und (16) des § 1 die Form an
k v
2U.D(kw,) +zxA(;:):o
£

0:”? . n w
= X Pyl gy X 0aUs af),

Die erste dieser Gleichungen ergibt durch Trennung der Verdnderlichen

vy
o )
1z 2x D (kywy)

Damit diese Gleichung, bei welcher linker Hand eine nur von x, rechter Hand
des Gleichheitszeichens eine nur von y abhingige GroBe steht, erfiillt ist, ist es
notwendig, daB sowohl linke wie rechte Seite unverdnderlich sind. Ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit setzen wir

k Uy

Jx 2x

=1, also U, 7" z,

und daher

oo
D (k, w,) —i—A(o‘i;) =o0.

Die zweite Gleichung verlangt zunidchst, damit die Trennung der Verdnder-

lichen gelingt, daB Pg, die Form pz v, v, be51tzt denn dann erhidlt man durch

Division durch v,
A ( ”’y)

E
:Z E 9,F -+ — Z"?xxU' PyUy
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Diese Gleichung verlangt, daB die rechte Seite ebenso wie die linke nur von %
A%

abhingt; dazu mufl —>
VyUy

soll. Es ist also

eine Konstante sein, die mit — 2 bezeichnet werden

A(Z—;’.)—}—/lyyvy:o

und
2y = 2?5 19“: Z&xz 2z

wenn fiir U; der Wert —k—z,—, eingefiihrt wird.

Wir fassen daher das Ergebnis wie folgt zusammen:
Die Durchbiegungen z, der Lingstriger und die Knotenmomente M,, der
Quertrager sind durch die Ausdriicke
X7 Jx%x

zey =20, und M, = =& Yy (3)
gegeben, wenn die Belastung der Lingstriger durch
Py, = P50, 7, (4)
dargestellt werden kann und die Quertriger unbelastet sind. Dabei miissen v,
und @, dem Gleichungssystem

D(kywy)+4(%)=o (y=1,2,...m—1)

A(%’)—}-la}yvy:o (y=o0,1...m) )

mit den Randwerten

Wy =Wy =Wy, = Wyy, =0
geniigen, wahrend z, fiir jedes & durch die Lésungen der Gleichung
" 17 13 .
Zet N oda 9= 3 pidg =2 (6)
mithin auch fiir & = » e
n 27’: & .
2z, + it Guz = Z?Eﬁfé =2z (6a)
zZ=0
(*x =0,1,2,...n)

dargestellt ist. $7 ist hierbei gegeben; v,, w, und 2 kénnen aus dem Gleichungs-
system (5), welches im 2. Abschnitt noch ausfithrlich behandelt werden wird,
ermittelt werden.

Sind die Losungen v, w, und 2 sowie die GréBen z, bekannt, so kann jede
GroBe des Rostes bestunmt werden. Man erhilt fiir d1e Auflagerkrifte zwischen
Léngs- und Quertrigern infolge der Stiitzenmomente der Quertriger

_ 1 (M, ie o (w9 _ , Teh
Co=—ga(32)=—afal)=s"00 7)
oder mit der Abkiirzung z, 7;:% =C,
=C,v, (72)

Dabei wirken, wie schon erklart pos1t1ve C,, auf die Langstriger von unten
nach oben, auf die Quertriger daher von oben nach unten.
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Fiir eine beliebige statische GréfBe S der Lingstriger im Roste wird

n
— Z Czy0ez = 2 Pgyogg — 2 2T ‘Tsx”y?’y
Z=o0
§
= <Z ?'5' Ogg — Z C:»c‘ 662) ijly .

(8)

Darin bedeutet o die EinfluBllinie von S im Grundsystem und S%, den Wert
von S im Grundsystem infolge der Belastung desselben mit Pg, = pzv,y,.

Handelt es sich hingegen um eine GroBe Eg, des Lingstrigers, die von dem

Tragheitsmoment desselben abhingig, wie z. B. eine FormdnderungsgréBe, so ist

die EinfluBlinie derselben durch

: 6,7 = i3

Yy

gegeben und man erhilt

" . -
855 1zA
= k&, — Z C"y Z P.fy o Z 2z 4y, cexly
F=o0

= (Zﬁéesé — ),
) =0

worin Eg, = E¢/y, den Wert von E im Grundsystem fiir den Langstriger y, E,
den Wert von E und eg die EinfluBlinie von E im Grundsystem eines Lings-
trigers mit y, = 1 bedeutet.

Auch samtliche GroBen der Quertridger sind leicht zu bestimmen. Man hat
nur zu beachten, daB dieselben lediglich durch die Auflagerkrifte C,, zwischen
Lings- und Quertragern belastet sind; die Knotenmomente betragen nach Gl.(3)

Mxyzazx%wf::asz%. (10)

(9)

6. Das Gleichungssystem fiir v, und w;,.
Mit dem Gleichungssystem fiir », und w,, namlich mit

D(kywy)—{—A(%):o y=1,2,...m—1)

- .
A(\oc_z)—f—l'y:vvyzo (y=o0,1,2,...m)

und den Randwerten

W, =W, =W, = Wy, =0

werden wir uns im II. Abschnitt ausfithrlich beschiftigen. Wir nehmen hier
einige der dort bewiesenen Ergebnisse vorweg und bemerken zunichst, daBl dieses
homogene Gleichungssystem bei beliebigen Werten von 2 nur die triviale Losung
alle v, = w, = o besitzt. Diese triviale Losung besitzt kein weiteres Interesse.
Denn h1erm1t verschwinden sowohl die Belastung Pf, als auch die z, und
M,, - v, =0 undw, = o entspricht daher dem unbelasteten Rost.

Erhdlt aber 4 bestunmte Werte, die der GroBe nach geordnet mit A%, 4. . ., 2% . ..
bezeichnet werden sollen und die man ,,Eigenwerte’ nennt, so gibt es zu jedem
dieser Eigenwerte ein Losungssystem v, und w,, bei dem nicht alle v, und w,
verschwinden. Man nennt diese Losungen ,,Eigenlosungen®. Es gehéren also zu
den Eigenwerten
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o 3 3 20 0 0 0 0 0 0
»° die Eigenldsungen i, v3,..., vy,..., vy, und @9, ..., wy, ..., W,
1 1 1 1
At . Vo, VL, ..., Uy, ou., Up b Wi, Wy, ou, Wi,
o . . 1' 1’ . ,; 7
A, . Ve, Uiy ovovy Uyy ooy Upy ' W, Wy, oo, Whoy
m m M m
A ' VLU, L, Uy, e, U » W, ..., Wy, .., Wy

Hierbei wurden die Werte w, und w,,, die als Randwerte bei allen Lésungen
verschwinden, nicht angeschrieben. '
In Abb. 5 sind z. B. die Werte v; fiir m = 6, also fiir 7 Langstriger dargestellt.
In Abschnitt IT wird gezeigt werden, daB es genau m + 1 Eigenwerte und
m -+ 1 Eigenldsungssysteme gibt. Die ersten beiden Eigenwerte 2° und A! sind
stets Null, alle iibrigen positiv. Zu 2° und A* ge- 0 1 7 3 & 5 §
l

héren stets die Losungen: alle ) = w; = o, wihrend —t

die vy konstant sind, die v; linear von y abhéingen 0u v
2=
Es ist weiteres unschwer zu erkennen, daB, wenn v,, — (4
und w,, eine Losung sind,auch die Werte qu und qw), ‘T\;\ ol
die Gleichungen befriedigen, worin ¢ eine beliebige N \J'r\i ,
Konstante vorstellt. Diese Konstante wird stets so b Ty ¥
gewihlt werden, daB i=2 =N i L [ ol
;7"5 ivg N — :/T\T\ 5/
B A
y=e I=4 . L/ AN ‘ /1(/
. . . 2 : T NP L x4
wird. Man sagt, die GréSen v, ]/yy sind ,,normiert‘‘. 7 <

Es 14Bt sich weiters zeigen, daB zwischen den ;-;on_ ’I“\j 5 /f‘\qi

Losungen vi, und v’;, die zu den Eigenwerten 4 und ; : l
¥ gehoren, die Gleichung =6 e A /T N
\\L_, AN VA 17
m \\L/
Z'v; 'u;,l vy =0 (1 5£h) Abb. 5

wegen des besonderen Aufbaues der Gleichungssysteme fiir v und w besteht.
Man bezeichnet diese Eigenschaft als Orthogonalitit der GréBen v, 1 Yy undv;;l/)/y-
In den Ansdtzen

— Z w Az
=20, M, = U,w, —7~’f~xw =aC,5%C,, _ [xhex

k =2 Tak ¥y = il

3gy

welche zu der Belastung Pz, = pz v, v, gehoren kann nun fir v, und w, und 2

eines der m 4 1 Elgenlosungssysteme v, und w, sowie der zugehorlge E1gen—
wert 2 gewdhlt werden und man erhilt fiir die Belastung

i i
P‘Ey = j);g 'Uy Vy
die L&sungen
jdizt

i R P ¥
Ze, = Zg Uy, My, :—kf =aC, 7 C 77?—51),, =C; Uy Py (11)

Eine solche Belastung P- ist dadurch gekennzelchnet dafBl entsprechend der
Darstellung durch ein Produkt dessen ein Faktor nur von &, der andere nur von y
abhingt, alle Lingstriger dhnlich belastet sind; ebenso sind die Biegelinien zg,,
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der Lingstriger dhnlich. Auch der Verlauf der Knotenmomente M,, und der
Auflagerdriicke C,, ist dhnlich.

Da die zu dem Eigenwerte 2° = o gehérenden Eigenlosungen konstant sind,
stellt P%,, eine Belastung vor, bei der sdmtliche Léngstriger proportional
ihrem Tragheitsmoment belastet sind. Da dann 2%, nicht von y abhidngt, haben
alle Liangstriger im Rost dieselbe Biegelinie. Die Knoten eines Quertridgers
haben sich alle um den gleichen Betrag gesenkt und da die Quertréger selbst un-
belastet sind, bleiben sie gerade. Es treten demnach keine Biegungsmomente in
den Quertrégem auf. Dies findet man auch dadurch bestdtigt, daB zu v die
Werte wj = o gehéren und demnach M;, verschwindet. Ebenso wird C%,
wegen 2° = o Null.

Die Belastung Pl‘gy = p‘g v, y, hat eine Verformung des Rostes zur Folge,
bei welcher alle Punkte der Lingstriger mit demselben & auf einer geneigten
Geraden liegen, weil v;, welches zu 1! = o gehoért, linear von .y abhingt. Die
Quertrédger stellen sich in diesem Falle schridg, bleiben aber gerade; es treten
also ebenfalls keine Biegungsmomente in den Quertrdgerknoten auf, wie auch
durch den Ansatz fiir M,, wegen wy = 0 bestatigt wird. Ebenso verschwinden
die Cj, wegen A =o. )

Erst bei den hoheren Belastungszustinden 7 = 2 treten Knotenmomente J_Vf;,y
und Auflagerkrifte C;, auf. Die Belastung P, = p; v} 7, besitzt ibrigens
fiir 7 S 1 keine Resultierende; man erkennt dies daraus, daB3 wegen der Ortho-
gonalitdtsbedingung

m
2 5y, =o

y=o0
m m
0 0 z 0 4 .
2 Psy =) 2 P.fy = Pz zovyvyyy-—o
y
wird, daher auch
m
NP =0
-,
y=o0

ist.
7. Das Gleichungssystem fiir z.

Wir erhielten fiir die GréBen z,, welche zu dem Belastungszustand
Py =150 7, geh&iren das Gleichungssystem (6a)

1 .
oAy 7" 2 = 2755 E=2p (¥ =0,1,...1),

Z=0

Diese Gleichung 148t eine einfache Deutung der Werte # bzw. 7, zu. Betrachten
wir ndmlich einen Langstrager des Grundsystemes mit dem Tridgheitsmoment [,
also mit », = 1, der iiberdies in den einzelnen Knoten elastisch federnd gestiitzt

ist, so daB die Knotensenkung #, einen Auﬂagerdruck
Cx = 5;5 ux

erzeugt, so kann die Biegelinie dieses federnd gestiitzten Trigers aus jener des
nicht in den Knoten abgestiitzten Trigers gefunden werden, wenn man den Ein-

fluB der Stiitzenkrifte C% beriicksichtigt. Bedeutet wie bisher 9 die Ordinate
der EinfluBlinie der Durchbiegung des nicht federnd gestiitzten Trigers an der
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Stelle Eﬁir den Bezugspunkt &, so wird die Durchbiegung des mit der Federungs-
zahl £, federnd gestiitzten Lingstrigers mit

n 3 "
i i % v
ug = uf — 252“; Doz = 2557952— Z Cz Vez
z=0 Z=o0
unter den Lasten gz erhalten.
Der Vergleich dieses Ausdruckes mit jenem nach Gl. (6) zeigt, daB man z;
als Biegelinie eines Langstragers mit dem Trigheitsmoment J¢, also y, = 1 auf-

fassen kann, welcher in den Knoten federnd gestiitzt ist und wobei die Federungs-

zahl den Wert
i Txh?
B, = ’; k (12)

besitzt. Hervorgerufen wird diese Biegelinie durch die Belastung 75%. Zu jeder

Belastung P%y gehort natiirlich wegen des Wertes #* eine besondere Federungs-
Telt
ak
Léngstriger mit dem Trdgheitsmoment J¢ (y, = 1) als System ,,¢*

Da die beiden ersten Eigenwerte2°=21'=o sind, fehlt denSystemen ,,0° und
17 die Stiitzung in den Knoten. Es ist also 23 = z; gleich der Biegelinie des
Langstrigers im Grundsystem welcher das Tragheltsmoment Jebesitzt. Sie tritt

auf, wenn die Belastung P;y = ;bg v, v, oder P:, = 255 v, , vorliegt.

Die Tatsache, daB z% als Biegelinie des Systemes ,,5“ gedeutet werden kann,
erlaubt, auch auf allenfalls anderem Wege als durch die Aufldsung des Gleichungs-
systemes (6) die GréBen 2, zu ermitteln. Ebenso ist auch fiir die Berechnung
der anderen GroBen der Umweg iiber die Auflésung des Gleichungssystemes (6a)
nicht notwendig. Es kénnen z. B. die Werte von Ciy durch

zahl ﬁi. Der Kiirze halber bezeichnen wir den mit ﬁi = abgestiitzten

i fra i i i g
Cay = b Uy Py = B2z vy Yy = Cs Yy Yy (13)
ausgedriickt werden.
~ Ebenso kann jede beliebige statische GréBe des Léngstrigers im Rost z. B.
Sk, infolge der Belastung P%y = ﬁ;— vyy,, fiir welche nach Gl. (8) der Ausdruck

é n
%ﬁ%zgﬂﬁg~zggwﬁﬁ%,
gefunden wurde, auch durch o
Sty = St v, v, (14)
dargestellt werden. Dabei ist Sé der Wert von S im System ,,2“ infolge der Be-
lastung p%_ Die Richtigkeit von Gl. (14) ist sofort einzusehen, wenn man bedenkt,
daB S} durch die Belastung gb% und iberdies durch die Auflagerdrﬁéke in den

Knoten
Juht i
ak %

i
Cr =
hervorgerufen wird.

Ganz dhnlich ergibt sich fiir eine Gré3e Eéy des Lingstrigers im Roste, die
von dem Trigheitsmoment Jg abhidngt, der Wert

E%, = E%v, (15)
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wobei E”,g den Wert von E im System ,,2 bedeutet. Eé,, ist, wie alle GréBen des
Rostes, durch die Belastung Piy, E’g durch die Belastung ﬁ% des Systems ,,7
hervorgerufen.
Endlich ergibt sich fiir die Knotenmomente A—lf,,.der Quertriger mit Beniitzung
der Werte C% nach GL (11) der Wert
. g

i ix2 R o
M,y = Tx wy = aChw, /2 (16)

8. Die Losung der Grundgleichungen bei beliebiger Belastung der
Lingstriger.

Wir haben in Absatz6 erwihnt und werden im Abschnitt IThierauf nochausfiihr-
licherzurtickkommen, daB8 das Glelchungssystem(5)furv undw, m 4~ 1 verschiedene
Losungen v;, und w;, besitzt. Diesen m -+ 1 verschiedenen Losungssystemen ent-
sprechen m 41 verschledene Belastungen P =P F vy 74, zu denen ebensoviele
2y, Sk, 5,,, Cx,,, 7 +y gehdren. Es ist nun moghch, eine beliebige Belastung

der Lingstriger Pg, in der Form

Py = X Py =3 by, (17)

darzustellen. Gelingt dies, so werden auch die zu der Belastung Pz, gehérenden

Werte zgy, Sgy, Egy, C,y, M,, in der Form

m

m m m
7 7 Y 1
Zgy = E ey 55’, = Z Sgy 5 Eé-y = 2{ E,;:y, 'fJ/ E ny,

i=0 i=0
m
= 7,
- ’ xy
1=0

darzustellen sein.
Wir beniitzen hierzu folgenden, spiter bewiesenen Satz: Ist eine Gréfe F
an den Stellen y = o0, 1,...m gegeben, so kann sie in der Form

¥y

m
Fy = f f"l); ’yy
i=0

dargestellt werden, wobei die f* durch die Gleichung

m
T 7
f _ZF?%
y=o

gegeben sind. Demnach ergibt sich fiir ﬁ% die Gleichung

m

pe= X Py (18
y=o0

Damit sind die Grundgleichungen fiir eine beliebige Belastung der Langstriger
gelost. Die Losungen lauten fiir die Durchbiegungen

" . .
N7 o
gy = N ey,

i=0
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die Knotenmomente der Quertriger

'—aZﬂx x—:y =a VC;?——:

Al
i=2
die Auflagerdriicke zwischen Langs— und Quertrigern
Liid . . . ” . .
ny=27ﬁ;zxv;'yy:2c;v;?’y, (19)

1=2

die statischen GréBen der Langstriger
id . .
= X Sidyy,,
1=0

die FormanderungsgroBen der Lingstriger

m
Ey— N Eid,
i1=0
Hierbei ist Zig die Biegelinie des Systemes ,,s* infolge der nach GI. (18) be-
stimmten Belastung p; - C}, S;und E} sind die Werte von C, S und E im System

,,4¢¢ infolge der Belastung pfé-. Die Reihenentwicklung fiir M, beginnt erst mit

1 =2, weil die Belastungszustinde Pg-y fiir ¢ =0 und 7 =1 keine Knotenmomente

ergeben. Ebenso beginnt
auch die Reihe fiir C,, erst
mits =2wegenC; =C,=o.

Die Systeme ,,2“ sind
gemafl Gl (18) an allen ¥=
Stellen & mit p; belastet, =2 £
an denen irgendeiner der
Langstrager belastet ist.
Ist nur ein Lingstriger §
an der Stelle & mit Pjz be-
lastet, so ist

i
br=Pg 75
sind mehrere Lingstrager

an derselben Stelle & be-
lastet, so ergibt GI. (18)

m
ti= 2 Py
y=0

wie dies die Abb. 6 veranschaulicht.

Sind die GroBen zg, v, und w), ermittelt, so werden simtliche GréBen wie zy,
M,, C,, usw. durch Matrizenmultiplikation erhalten. Um diese Rechen-
arbeit iibersichtlich zu gestalten, schreibt man am besten den von & bzw. y ab-
hingigen Faktor, also z. B. fiir Sg,: S und vy 7,, in der Form von Matrizen an
und zwar so, daB} die Werte von S zeilenweise nach £, die von v}, y, spaltenweise
nach y fortschrelten
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E= 1=
o 1 2 7 0 1 2 m
S S S oS, o %Y VYo VYo ...U"%,
1 1] S SioS ...S. Iilwn un iy .. Py
) Sy S s LS D2 | oy Uiy ViVy ... Uy
e B
m| Sm Smo Smo ST M\ U Vs U Vm ViV . U

Um z. B. Sg, fiir £ = 2 und y = 1 zu erhalten, multipliziert man die Elemente
der dritten Spalte der Matrix von S% mit denen der zweiten Zeile der Matrix v, Yy
und addiert; man bekommt so

Se1 =S80 m + Siviy +S1viyy ...+ SPUMy
Auch die Werte
m
752 = Z Pé;v 7);
y=0

erhdlt man durch die Multiplikation der beiden Matrizen

&= Y =

| o 1 2 n 0 1 2 "

0 0 (]
0| Py Py, Py, . Py o) v, N v, gy
1 1 et 1
It Py Py Py . Py 1 v, 28 v, U
2 2 o2 2
= 2| Py Py Py, R =2 v, v, 5 U
M| Py  Pim  Poy ... Pum m| om ™ vt L Uy
0 1 0 1 2 m

Es ist zweckmiBig, wenn man sich diese immer wiederkehrende Rechen-
operation griindlich klar macht und mit ihr vertraut wird. Die Ergebnisse stellt
man wiederum in Form einer Matrize zusammen; so erbilt man die Matrizen p:
und Sg,, indem man das Ergebnis immer an jene Stelle schreibt, an der sich die
Zeile und die Spalte der urspriinglichen Matrizen kreuzen. Das Ergebnis lautet
demnach

&= &=
o 1 2 7 0 1 2 "
o S S Se S Y o N P, "
I 1] Sea Su  Sa Swm bzw. I 1| 2} : v "
2| Seg Sz Sae S,2 Sz . H P Ps
m| Sem Sim Sem ... Sum m| pm P P P

9. Zuriickfithrung des Falles beliebig belasteter Langstrager auf den Fall
von nur in den Knoten belasteten Lingstrigern.

Das in den vorhergegangenen Absidtzen beschriebene Verfahren setzt voraus,
daB man fiir den Fall beliebig belasteter Lingstriger die Biegelinie zg sowie die
Gréfen SZ; und E‘E der Systeme ,,5 fiir die an beliebigen Stellen € wirkenden
Lasten ﬁ% kennt. Mitunter erscheint es vorteilhafter, wenn man das System ,,z*¢
nur fiir Knotenlasten 75; zu untersuchen braucht. Dazu verfahren wir wie folgt:
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Wir denken uns (Abb. 7) die belasteten Lingstriger in den Knoten unver-
schieblich gestiitzt. Dann erfahren sdmtliche Knoten des Rostes keine Verschie-
bungen; denn auch die unbelasteten Lingstriger bleiben gerade. Die inneren
Krifte eines belasteten Lingstrdgers sind als solche eines Durchlauftrigers auf
festen Stiitzen nach irgendeinem Verfahren zu bestimmen oder Tafelwerken zu
entnehmen. Insbesondere seien die Biegungsmomente dieser Lingstriger als
Durcblauftriger auf festen Stiitzen mit M7}, irgendwelche statische GréBen mit

¥ A 7
=7,
A
bb

//////f7‘

Abb. 7a.

a 3
A

S% und Forminderungsgréfen mit Ely, die Auflagerdriicke aber mit R,
bezeichnet. Um nun zu dem tatsichlichen Belastungszustand des Rostes zu ge-
langen, miissen wir die festen Stiitzen entfernen, d.h. dem Rost einen zweiten
Belastungszustand iiberlagern, bei welchem in den Knoten xy der belasteten
Langstrager y die gleichen Lasten R,; (positiv von oben nach unten gerechnet)
angreifen, wie dies Abb. 7a zeigt. Es sind also fiir die Untersuchung des Rostes
nur mehr die Knoten der belasteten Lingstrdger mit den Lasten R,5 belastet.
Wir nennen diese Lasten R,; die Knotenersatzlasten des Lingstrigers v ; sie sind
also nichts anderes als die Auflagerdriicke der belasteten Lingstriger als Durch-
lauftrager auf festen Stiitzen. Die Belastung mit R,; ergibt die Knotenmomente
M,, aller Quertriger, die Knotenverschiebungen z,, aller Knoten, ferner die
Momente aller unbelasteten Langstrdger sowie deren statischen GréBen Sg, und
ForminderungsgroBen Eg,. Fiir die belasteten Lingstriger erhdlt man durch
Uberlagerung irgendwelche GréBen S oder E im Rost

Dabei bedeuten S und E die endgiiltigen RostgroBen, 557 und EE? diese GroBen
bei Belastung des Rostes mit den Knotenersatzlasten Rg und endlich S und
E’ die Werte von S und E in den belasteten Langstridgern als Durchlauftriger
auf festen Stiitzen.

§ 3. Die Lésung der Grundgleichungen bei belasteten Quertrigern.

10. Zuriickfithrung der Losung auf den Fall belasteter Knoten.

Es ist ohne weiteres moglich, auch fiir den Fall belasteter Quertrdger parti-
kulare Losungen durch Trennung der Verdnderlichen zu beschaffen und durch
Uberlagerung derselben zu der allgemeinen Losung zu gelangen. Im folgenden
soll aber derselbe Weg wie in dem letzten Absatz eingeschlagen werden, der die
Losung auf den Fall einer ausschlieBlichen Knotenbelastung des Rostes zuriick-
fihrt.

Wir denken uns jetzt den Rost zundchst in allen Knoten der belasteten Quer-
trager unverschieblich unterstiitzt (Abb. 8). Dann erfahren, wenn blof§ die Quer-
trager belastet sind, die Langstrdger keine Verschiebungen; sie bleiben gerade und
es treten in ihnen keine inneren Krifte auf. Die Quertrédger stellen durchlaufende
Triager auf festen Stiitzen vor, deren innere Krifte wiederum nach einem be-
kannten Verfahren oder aus Tafelwerken bestimmt werden kénnen. Wir bezeich-
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nen die Knotenmomente dieser Durchlauftriger mit 77,, die Auflagerdriicke
mit Rz,. Um nun den tatsdchlichen Zustand des Rostes zu erhalten, miissen wir
einen zweiten Belastungsfall iiberlagern, bei welchem in den Knoten die Krifte Ry,
angreifen (Abb. 8a). Jetzt sind also nur mehr die Knoten des Rostes mit den
Knotenersatzlasten Rz, der belasteten Quertrdger belastet. Damit ist der Fall
belasteter Quertrdger auf die Berechnung von Durchlauftrigern auf festen Stiitzen
und auf die Untersuchung des Rostes unter Knotenlasten zuriickgefiihrt.

(L L AP
A[// // )IAr /\@_{/1 7; ALA// //i/V /?/1&
AL LT T 7T A
AT T TS e es
Abb. 8. Abb. 8a.

Man erhilt also auf diese Weise die Biegelinien der Lingstriger zg, ihre
‘statischen GréBen Sg, und Forminderungsgréflen Eg, bei Belastung der Quer-
triger dadurch, dal man die Lingstriger in den Knoten der belasteten Quer-
triger » mit den Knotenersatzlasten R;, belastet; letztere sind die Auflager-
driicke der belasteten Quertriger als Durchlauftriger auf festen Stiitzen. Diese
Belastung ergibt auch die Knotenmomente M,, und die Krifte C,, unbelasteter
Quertrager.

Es ergibt sich nach den Gl (19) in § 2 fiir die Lingstriger:

m m m
i i i i i
By = :v ZE Uy Sgy = 2 Sevy v, Ly = 2 Egvy (1)
i=o0 i=0 i=0

und fiir unbelastete Quertrdger

m wi m
_ ; Wy A
MxydeC;—Zf nyZZC;'U;’yy‘
i=2 i=2

Dabei sind Zig, 52, E’; und Ci die bereits erkldrten GréBen in den Systemen ,,2%,
wenn diese mit den Knotenersatzlasten
m

= 2 Rt @)
S
belastet werden. Die Belastung r; wirkt in allen jenen Knotenx der Systeme ,,2*,
in denen im Rost belastete Quertriger vorhanden sind.

Fiir die belasteten Quertrdger kommt zu den nach den Gl. (1) bestimmten
Werten M;, und Cz, noch das Moment Mz, bzw. Cy, =—Ry, hinzu, die sich
fiir den Quertridger als Durchlauftriger auf festen Stiitzen ergeben. Damit erhilt
man fiir das Knotenmoment eines belasteten Quertrigers  im Rost unter der
gegebenen Belastung

und fiir den Auflagerdruck in einem Knoten eines belasteten Quertrigers
Ciy = C;‘cy "_Riy (33)

wie sich denn iiberhaupt jede innere GroéBe eines belasteten Quertrigers aus den
Werten als Durchlauftriger und infolge der Knotenersatzlasten R, zusammensetzt.
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11. Weiterentwicklung der Lésungen bei belasteten Quertriagern.

Im allgemeinen wird man bei der praktischen Berechnung von Rosttrigern
die Knotenersatzlasten Rz, und die Zusatzmomente M7, der belasteten Quer-
triger bestimmen und den Rost selbst nur fiir eine Knotenbelastung Rj, unter-
suchen. Es ist aber auch moglich, diese ZusatzgréBen nach den bereits beniitzten
Eigenlosungen zu entwickeln und so zu einer einheitlichen Darstellung der Rost-
groBen bei belasteten Quertrdgern zu gelangen.

Um die Knotenersatzlasten Rz, der belasteten Quertriger als Durchlauftriger
auf festen Stiitzen zu bestimmen, denken wir uns iiber den Knoten Gelenke ein-
gebaut. Dieses Grundsystem hat dieselben Stiitzendriicke wie das Grundsystem
des Rostes, welches ja ebenfalls in den Knoten Gelenke in den Quertrigern besitzt.
Die Stiitzendriicke des Quertrdgers im Grundsystem seien mit Pz, bezeichnet;
zu denselben kommt noch der Beitrag der Stiitzenmomente My,, nidmlich

A (@) , so daBB Ry, =Pz, + 4 (@) (4)
. ay ay
wird.

—

Es soll nun A(M ”‘3’> bestimmt werden. Dazu schreiben wir die CLAPEYRONschen
\ (ly

Gleichungen in der Form

ay i
D (Ejiy M,y)+ T:;y=o0 (y=1,2,...m—1)
an. Ty, ist hierbei das Belastungsglied; ist ndmlich im Grundsystem Bj, der
Auflagerdruck der Momentenfliche des Feldes a, zwischen den Knoten x y—1
und %y, Az, jener der Momentenfldche des Feldes a, ., zwischen xy und % y 41
im Knoten xy so ist

B_ A
T xy xy
= E:“F Ef.
]Ey ]§y+1

Mit den bereits verwendeten Abkiirzungen

a2 — J— .
ﬁ:k’ Jey=1z17,], a,= ax, und %zky
erhdlt man
E (Bay | 4z k
T— — A 'xy T 24 _ Lz
= “27; ( Ty +7y+1) 7% 4
mit
_ 1 (P sy
Ly= [2+32) (5)
und
ay ——un\ __k —
D(E]TM Ey.)—r,—, D (&, Ey)
sonach
D (kyMz)+aLlsy=0(y=1,2,3,... m—1) 6)

Wenn sich nun Lz, mit Beniitzung der bereits verwendeten Eigenlosungen vy
und w}, sowie der Eigenwerte #*in der Form
i (v’)
=L =— _*p4|27
Ly=L,, =— 54 P

Melan-Schindler, Berechnung von Trigerrosten. 2
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darstellen 148t, so lautet die Lésung

Denn setzt man diesen Wert und jenen fiir L;y in Gl. (6) ein, so erhdlt man die

erste der Gleichungen zwischen vﬁ, und wi,, niamlich
D (k,wl) + A< ) —o
&y
Mit Hilfe der zweiten Gleichung
a0 Py V=0
ergibt sich dann der gesuchte Wert

iy AT '
A<~ﬂ)~—“ m"( )_‘ﬂm- (7)

2y
Wir erhalten nunmehr wieder eine allgememere Lésung durch Uberlagerung
dieser partikularen Lésungen mit ¢+=o, 1,...m." Ist L,, allgemein durch

m ; l__
ny=.=27 Lzy:_g 7 - 4 (a,,)

darstellbar, so wird
174;;) &
a(T) = 3

Da aber, wie schon frither bemerkt, 4 (: )fur i1=o0 und ¢=1 fiir alle y ver-
¥

schwindet, kann die Summe fiir L;, erst bei =2 beginnen: es ist also
m o, o
fal)
=— ZA=).
i; # %y )

Es bleibt demnach nur noch die Bestimmung der l; iibrig, wenn die L;y

irgendwie gegeben sind. Da die Gl. (5) fiir y =1, 2, ... m—1, anzuschreiben ist,
kommen die Werte von Lg, fiir y =0 und y = nicht vor. Wir kénnen nun mit
Hilfe des folgenden Satzes, welcher im II. Abschnitt bewiesen werden wird, unsere
Aufgabe l6sen. Es gilt ndmlich:

Ist die GroBe F, anden Stellen y=1,2,...m—1 gegeben, so kann sie durch

die Reihe
—— ()

=" m

sz) _ Z i

ay - ~ l; 'Uy j/y . (8)
1=

dargestellt werden, wobei
m—1
fi= 2 Fs
y=1

m—1

l—— ZL-—w .

ist. Hiernach ergibt sich
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Im Falle belasteter Quertrdger ist daher der Rost neben den Knotenlasten P;,

vk

. N M3 . .
des Grundsystemes noch mit den Kréften A( - "), also insgesamt mit
y

)= D tsn =2 i,

i=0 1=0

——'//,L'

Miy
R;y:P;y—i—A( o

zu belasten.
Die Belastung der Systeme ,,2 besteht aus den Lasten r; in den Knoten x,
d.i. in jenen Knoten, in denen belastete Quertriger vorhanden sind. Es ist

s =pz + 5k (10)
mit
m m—A
=D Py, wd  E= D Lyw. (11)
y=0 =1
Es wird also bei Belastung der Quertriger die Biegelinie der Langstrager
m
= 2 41, (12)

irgendeine vom Tréigheitsmoment der Lingstrdger unabhingige GréBe

m

Sey= Z Slé 7);" Yy (13)
eine vom Trigheitsmoment abhidngige GroSe der Lingstriger
Egy= Etv). (14)
Fir die Knotenmomente der Quertriger gilt
— i i i w) - i i w)
M, =a _2’ (Brdy— 1) 3 =a X (Cim 1) 32, (15)

fur die inneren Kréfte zwischen Quertridger und Lingstriger infolge der Biegungs-
momente der Quertridger ergibt sich

m

nyz Z(ﬁ; Z; v'y yy 2:' C _l 7)y yy (16)

i=2
Hierbei ist z: die Biegelinie des Systemes ,,s* infolge einer Belastung
h=p: + b,
die in jenen Knoten % angreift, wo belastete Quertriger vorhanden sind. C? g

und E‘; sind die Werte von C, S und E in dem mit #% belastetem System ,,i*".
In den Glelchungen fir M und C,, ist I, =o0, wenn x=£x. Ist aber x=7%, so
erhdlt I; nach Gl. (11) den Wert
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§ 4. Besondere Belastungsfille.

12. Ein einziger Langstriager ist beliebig belastet.

Wir nehmen an, daf} lediglich auf den Lingstrdger y eine beliebige Belastung
Pg5 wirkt (Abb. g). 'Dann vereinfacht sich der Ausdruck fiir die Belastung der
Systeme ,,2 zu

P' Pll /g/// PIII/ PV PVI

A VA i VA Vs N Pe =Py 7 )
£ // a /, /./l da ja in Gl. 18 § 2 alle Pg mit Ausnahme
& // L “ des belasteten Lingstrigers verschwin-
1 f
|

Systeme 2 infolge der Belastung Pz,

7 i
/. < den. Ist nunmehr zzp die Biegelinie der
|
|
! sind weiters Sgp, E,gp und C’ p die stati-

1/;/ Y,I/Pm Pll// PV/;VI

'""”\

A System, i

= = = = yo¢
Bigelnie schen GréBen im Systeme ,,i ' untfer der
Belastung Pg, so ergeben sich die ent-
Abb. 9. sprechenden Werte fiir die Belastung mit
S
Pz vy mit:
Ze=Zepvy, Se=Sipvy, E;=Eiptvy, Ci:Cipv;. (2)

Damit erhalten die Ergebnisse des § 2 im Falle der Belastung eines einzigen
Lingstrégers die folgende Form:

m

Durchbiegungen . gy = Z Zep v; ’U;, s
i=0
Knotenmomente der Quertriger M,, = a,-; Cipty 7; ,
Auflagerkrifte d i > Cipol ! (3)
uflagerkrafte der Quertrdger C,,= . Cipv30y9,, 3
Statische GréBen der Lingstriger Sey= Z Sipvy v,y ,
F 6rméinderungsgr68en der Lingstriger Eg = Z E ’5 P v; v; .

Es sind also alle Systeme ¢ =0, 1, . . . m mit denselben und zwar mit den tat-
sdchlichen, auf den Langstrager y w1rkenden Lasten zu belasten. Dementspre-
chend bleiben die Werte 2ip, Sip, Egp und C’ +p unverandert, wenn dieselbe Be-
lastung nacheinander an den Lingstrigerny =o, 1,...m angreift. Die Pro-

1

dukte der Eigenlosungen v; vi, und v; & sind fiir die verschiedenen Wertey und y

zu berechnen. Fiir den Fall gleicher Lingstriger in gleichen Abstinden und
konstanten Trigheitsmomentes der Quertriger, also fiir a, =1, 7'y:1, k,=1
und y, =1 sind dieselben in den Tafeln S. 128 fiir Roste von 3—8 Lings-
trigern bereits angegeben. Auf diese Weise wird der Umfang der Rechenarbeit
wesentlich vermindert; es empfiehlt sich die Berechnung der Rosttragwerke auf
diesen Fall zuriickzufiihren.
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13. Ein einziger Langstriger ist durch eine Einzellast P belastet.

Ist ein einziger Lingstriger y =% an der beliebigen Stelle & durch die Last P
belastet, so ist auch jedes System ,,¢‘ durch eine Einzellast P =1 an dieser Stelle
zu belasten. Es stelle nun ﬁ’ég die Ordinate der EinfluBlinie an der Stelle € fiir
die Durchbiegung im Punkte & im System ,,7 vor. Ebenso sollen i, ez und £oF

die Ordinaten der EinfluBlinien der GréBen 52, Ef; und Cf, im System ,,2‘ an der
Stelle € fiir den Bezugspunkt & bzw. x bedeuten. Mit Benutzung dieser EinfluB3-

linienordinaten findet man
m
ii i i
gy=P 2 Bz v5 vy,
m i

SRR FPIE J S

i=2
4)
T ot _ T 1t i _ i1
Cioy=P Z Br VuEvy vy v, =P ZCQEvi'vy”/y
i=2 =2
m m
i_ 1 1 i_ 1t
Sg:y:P 2 0'557)72)3,’}/3,, E§y=P 2 EgE Uy Uy .
i=0 i=o0

14. Ein einziger Quertriger ist beliebig belastet.

Man bestimmt zunichst die Knotenersatzlasten Rz, des belasteten Quer-
trigers x unter der gegebenen Belastung als Durchlauftrigers auf festen Stiitzen.
Sodann belastet man den Rost mit diesen Knotenersatzlasten R;, in den Knoten
xy. Die Systeme ,,i“ sind demnach mit den Kriften

m

s = Z R 7 (5)

in den Knoten ¥ zu belasten. Verwendet man die Einflufllinie z?ieg des Systemes, i,
so wird fiir die Langstriager

m
Z Pl i
gy = 7z Bez Uy
1=0
m k3

E iod 2 LI
Sgy = Vg Ogz Uy Yy und Egy = ¥z €z Uy -

1=0 i=0

ferner [ ©6)

Fir alle unbelasteten Quertriger, also fiir ¥ % werden die Stiitzmomente

m L w i

J— . . w

M, a2 kbt =a D il )
1=z i=2

und die inneren Krifte zwischen Lingstrigern und Quertrigern infolge der
Biegungsmomente der Quertriger

m m

Cop= D 7o Bl 0y, = Aliadhy, , 8)
=2

1=2
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Nur fiir den belasteten Quertriger, also fiir x =% wird das Knotenmoment im
Knoten zy

m

L i
My, = Z B bt = Mgy 0 D it (9)

wobei M3z, das Stiitzenmoment des Quertrigers unter der gegebenen Belastung
als Durchlauftriger auf festen Stiitzen bedeutet.

Will man aber die Stiitzendriicke R, und Stiitzenmomente M, des Quer-
tragers als Durchlauftriger auf festen Stiitzen nicht gesondert bestimmen, so
kann entsprechend den vorhergegangenen Ausfithrungen auch 7; aus

7 i
= ?52 + Iz
mit
m m—1

;b; = Z Py v; und l; = Z:L,-,7 w;

y=o F=1

ermittelt werden. Dabei sind die Pj; die Stiitzendriicke und die Lz; die Be-
lastungsglieder des belasteten Quertridgers im Grundsystem. Die Gleichungen
fiir alle GréBen der Lingstrdger und der unbelasteten Quertriger bleiben die
gleichen wie oben angeschrieben; fiir den belasteten Quertriger ergibt sich

m z i ¢
Mz =a 2 (75 B3 92— L) =a Z (7375;"‘_-12)1_:} ‘

i=2 i=2 (11)
n m
Cop= D) (Fpl 0o B vy, = D (il — ) 0hy, .

i=2 1=2

§ 5. Die EinfluBllinien.

15. Die EinfluBlinienordinaten in den Knotenpunkten (KneteneinfluBwerte).

Die Ordinate einer EinfluBlinie an der Stelle &y des Lingstrigers y fiir die
GroBe N an der Stelle & ¢ des Lingstrdgers y sei mit g, & bezeichnet. Handelt
es sich um die EinfluBlinie einer Gréfe N des Quertrdgers ¥ an der Stelle x5, so
bezeichnet ., g die Ordinate der EinfluBlinie an der Stelle &. Es bedeuten
stets die beiden ersten Zeiger den Bezugspunkt, die beiden zweiten Zeiger die
Stelle, an welcher die wandernde Last P =1 steht und an welcher v, g oder v, &
aufzutragen ist. Mithin sind Zy die Verdnderlichen. Fillt der Bezugspunkt oder
der Angriffspunkt der wandernden Last mit einem Knoten zusammen, so ist &, 7
durch x, ¥ bzw. & 7% durch %,y zu ersetzen.

Die Gl 4 in § 4 ergeben ohne weiteres die EinfluBordinaten der RostgroBen
in den Knotenpunkten, also wenn z.B. die Last P=1 im Knoten xy steht.

Man erhalf fiir die
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m
. i
Durchbiegungen Doy, 25 = E ez v5 vy,
i=o0
m ) ) w"
Knotenmomente der Quertrager oy 37 =0 Z Tz vy =L,
=2 ]'Z
m
. . i 11
Auflagerkrifte der Quertridger Coyiy = 2 Cez V5 Uy 7y, (1)
i=2
m
statischen GréBen der Lingstriger Ot 35 = 2 Otz V5 Uy ¥y
i=o0
.
ForméinderungsgroBen der Langstriger ez, z; = Z €5z V5 Uy .
i=o0

19;_‘, C:E, aéf und a;? sind die EinfluBordinaten der entsprechenden Gréfen

in den ¢-Systemen.

16. Die EinfluBordinaten zwischen den Knotenpunkten.

Wir nehmen an, da@ fiir eine beliebige GréBe N¢, des Lingstrégers y an der
Stelle & bzw. fiir eine beliebige GréBe N,, des Quertrigers x an der Stelle  die
EinfluBordinaten in den Knotenpunkten des Rostes bereits bekannt sind. Diese
Ordinaten mégen allgemein mit gy, 33 bzw. v,, 7 bezeichnet werden.

Die Ermittlung der Ordinaten an Stellen zwischen den Knoten kann nach den
in §2, 9 und §3, 10 beschriebenen Verfahren wie folgt vorgenommen werden.

Als erstes stellen wir uns die Aufgabe, die EinfluBordinaten einer beliebigen
Rostgrofle zu ermitteln, wenn die Last P =1 iiber den Quertrdger ¥ wandert.
GemdlB den Darlegungen in §3, 10 betrachten wir zunichst den Quertrdger x
als Durchlauftriger, der in den Knoten y = o, 1, ..., m fest gestiitzt ist und er-
mitteln in diesem System die EinfluBllinien der Knotenersatzlasten in o,1. ..,
deren Ordinaten wir allgemein mit gy; bezeichnen, Abb. 10. Diese Einflufllinien
gleichen den EinfluBllinien fiir die Auflagerdriicke des vorerwdhnten Durch-
lauftragers.

Auf Grund der Ausfiihrungen des § 3 erhdlt man unmittelbar die Einfluf3-
ordinate v, z ciner beliebigen LingstriigergroBle Ne, im Punkte %7 aus:

m
Vey,mm = Z Q37 * Vey, zy (2)
y=o

die EinfluBordinate »,,, ;; ciner beliebigen GréBe N,, eines Quertrigers x % im
Punkte xy aus:

m
Vin, 7 — Z Q3% * Van, 75 (3)
¥=0

schlieBlich die EinfluBordinate »z,, z; einer beliebigen Gréfe N, des Quertrigers ¥
im Punkte x7 aus:
M
Ve am = Vo, m T Y an, = 2 O35 " Ve T Vi - (4)
j=o0
7,5 ist hierbei die EinfluBordinate der GréBe N, an der Stelle 7 der Quer-
triager als Durchlauftriger auf festen Stiitzen.
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In Abb. 10 sind als Beispiel die EinfluBordinaten eines Quertridgermomentes
M, fiir eine tiber den Quertriger ¥ wandernde Einzellast P =1 entwickelt. Zu-
nichst sind die KnoteneinfluBwerte u,,, z3 aufgetragen. Daneben sind entspre-
chend den vier Lingstrigern die vier EinfluBlinien gz (¥ =o, 1,2, 3) der
Knotenersatzlasten Rz; abgebildet; diese entsprechen den Auflagerdriicken des
Quertrdgers ¥ als Durchlauftriger auf vier Stiitzen. GemifB Gl. (3) gewinnen
wir hieraus die EinfluBordinaten p,,, s des Momentes M,,, indem wir die Ordi-
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naten jeder der vier EinfluBlinien g5z mit den zuy gehorigen Werten p,,, z; multi-
plizieren und je vier an derselben 7-Stelle befindliche Ordinatenwerte g55 * ., 75
addier=n.

Wandert die Einzellast P =1 iiber dem Quertridger x des Bezugsortes xy, so
sind zu den auf obigem Weg ermittelten Ordinaten p}, .; die EinfluBordinaten

By des Durchlauftrigermomentes M,; hinzuzufiigen. u,; z. B. ist die EinfluB-

linie fiir das Stiitzenmoment der mittleren Stiitze 1 eines Durchlauftrigers
auf vier Stiitzen (Abb. 11).

In gleicher Weise ermittelt man die Einflufordinaten einer belicbigen Rost-
groBe, wenn die Last P = 1 iiber einen Lingstriger y wandert. Wir betrachten
jetzt diesen Lingstrdger als Durchlauftriger, der in den Knoten x = o,1,...n
fest gestiitzt ist und ermitteln in diesem System die EinfluBlinien der Knoten-
ersatzlasten in ¥ =o, 1, .... #, deren Ordinaten wir allgemein mit sz bezeichnen.
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fe, 57 =ZQW’ W1, 59 B1, 00 = Py
F=o



17. Das Gleichungssystem fiir v und w als Sonderfall eines allgem. Gleichungssystemes. 25

Diese EinfluBlinien gleichen den EinfluBlinien fiir die Auflagerdriicke dieses
Durchlauftrigers.

Auf Grund der Ausfithrungen des § 2, 9 erbdlt man unmittelbar die EinfluB3-
ordinate vg, z; einer beliebigen GroBe N, eines Langstrigers y £y im Punkte? y aus:

n
Vey, &y = Z 03 " Y&y, 7y (5)
=0

die EinfluBordinate v 3 einer beliebigen GroBe Ng des Lingstrigers y im
Punkte €y aus:

"
- ;o o _ -
Ve, By = V3,5 + Ve, B = Z 0 " Vg, 3y T VeE - (6)
zZ=o0

vgs ist hierbei die EinfluBordinate der entsprechenden GréBle Ng an der
Stelle & im Léingstriger ¥ als Durchlauftriger auf festen Stiitzen; schlieBlich
erhdlt man die EinfluBordinate 7,, g einer beliebigen Quertrdgergréfie N, im
Punkte £y aus:
Vi, By = Z 03F * Vin, 77 - (7)
=0
Die praktische Ermittlung der EinfluBllinien mit Hilfe der KnoteneinfluBwerte
ist in Abschn. IV gezeigt.

I1. Das Gleichungssystem D (k,w,) + 4 (:"l) =0, 4 (%) + Pyyh =0
Yy Nt 4
mit den Randwerten w_, = w, = w,, = w,,, = 0.

§ 6. Die wichtigsten Eigenschaften homogener Gleichungssysteme.

17. Das Gleichungssystem fiir v und w als Sonderfall eines allgemeineren
Gleichungssystemes.

Wie aus den vorhergegangenen Ausfithrungen folgt, verlangt die Auflésung

der Grundgleichungen des Rostes vor allem die Kenntnis der Ldsungen des
Gleichungssystems

D(kywy)—l—A(:—;):o (y=1,2,...,m—1)

A(%”) + v,k =0 (y=o0,1,... m) (1)
&y
mit den Randwerten w_, =w, =w,, = W, . =0.

Ausfiihrlich angeschrieben lautet dasselbe mit Beriicksichtigung der Randwerte
folgendermafBen:

'%[2(k1+k2>w1+kzwz]"l'vo:vlwv—l:—v—z=0

o oy

% [Rywy + Zl(kz + k3) wy + kyws] + ”1%2712 —2 3y

...................................................

1 Vy—1 — Uy Uy —Uy+1 __
? [ky wy—l + 2 (ky + ky-f—l) wy + ky+1 wy-l-l] + oy - Oyt1 =0
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1 Um—3 — Um—z Um—y — Um—y ___
3 [Bm—2 Wis 42 (km._z + km—-1) Whg + R wm—»l] + P - s =0

1 Um—2 — Um— Um—1 — Um __
5 (R Wi + 2 (Rm—y + km) W] + P ™ =0

und

21 + Ay Vo =0
231

w Wy — W
1 1 2 + Y —
—_1 = Y103 =0
&y Oy
W, — W Wy — W,
1 2 2 3 ) _
—_ Vg = O
Xy oy T Ar2 v
Wy—g — W Wy — Wy 11
¥ y Y v+ __{__ Z,y‘v Uy =0
Xy Ky+1
Waypp—q — Wap—2 Wm—s — Win—1
s - + 2 Ym2 Uns =0
Kan—2 Kgn—1
Wmp—g — Wm— Wh—1
————— — —— + Yy Uy = O
Xm—1 &

w.
= AP Om =0
Om

Dieses Gleichungssystem kann als Sonderfall des folgenden allgemeineren an-
gesehen werden:

Qoo Wy ~+ Aoy Wy ~+ * * * Aom Wiy + boo Us + Doy ¥y + * * * boim U = O
Qo Wo + Q11 W1 4 ** * Aam Wiy + 1o Vo + Dix V3 4+ * Dy U = 0

Ao Wo Ay W1+ ° ° Dy Wi =+ bmo Yo +- bml Uy + ce bmm Un =0

boowo +bo1w1 -+ bomwm"i‘l?’ovo =0

blowo +b11 wy + Oy W + 2y, =0

Omo ®Wo + by W1 + * * * Dy @i + A YV =0
oder kiirzer geschrieben

m m

E V
Ak wp + b;‘k'Uk =0

k=0 k=0

m (’ = 07 IJ 2: AR m)~ (2)

:bmwk +2yjv; =0

k=o
Wir setzen hierbei in Ubereinstimmung mit den GI. (1) voraus, daf die fiir die
folgenden Beziehungen wichtigen Gleichungen

Ajx = kg und b]*k = bkj
bestehen, also die Matrix der Koeffizienten der Gleichungen symmetrisch wie bei
allen aus einem Extremalproblem hervorgehenden Gleichungssystemen ist.
Das Gleichungssystem besitzt kein Glied, welches von den Unbekannten v

und w frei ist; man nennt ein solches System ,,homogen. Bei beliebigen Werten
von 4 hat es nur die triviale Lésung fiir alle k&

Vg = W = 0.
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Diese Losung bietet kein weiteres Interesse, denn zufolge der Ansitze fiir Be-
lastung, Durchbiegung, Momente usw. des Rostes verschwinden alle diese GréBen
mit » und w. -

Anders liegt der Fall, wenn eine lineare Beziehung zwischen den Koeffizienten
der GI. (2) besteht, also, wenn es GréBen 7, und s; (j =o, 1, . . . m) gibt, welche
das Gleichungssystem

m m m

Sria,k—i—Zsfb,-k:o yn-b,-k—}—lskyk——:o
j=o0 j=o0 j=o0
erfiillen. Vertauscht man hierin 7 und £, so erhilt man das transponierte System
m m m
E;’kakj—}—Zskbk_,-:o Zrkbkf—}—lsjy]»:o.
k=o0 k=o0 k=o

Wegen a; = ap; und by, = by; ist dieses transponierte System identisch mit dem
urspriinglichen, sonach wird w, = 7, und vz = s; eine Losung der Gleichungs-
systeme (2). Es existieren von Null verschiedene Losungen v, und wg, wenn die
Gl (2) linear abhingig sind.

Der prignante Ausdruck hierfiir ist das Verschwinden der Determinante aus
den Koeffizienten. Denn eine Determinante ist Null, wenn zwischen den Ele-
menten der Zeilen (oder Spalten) eine lineare Beziehung besteht. Wenn demnach
die Determinante

Qoo o1 -+ « Aom oo Doy - . . Do

e 11+« « Ay D10 byp v . by

amo aﬂll LR amm b”'O ])'Inl AR bmm

boo bol'--bo‘mlyo O...0
b,obu...bmo Z‘}/l...O

bne Oma- - Oym © 0 ... AYm

verschwindet, treten von Null verschiedene Losungen v, und w; auf. Man kann
dies erreichen, wenn man A passend wihlt, d. h. man erhilt durch Nullsetzen der
angeschriebenen Determinante eine Gleichung vom m + 1 Grade in 4, deren
Wurzeln, der Gr68e nach geordnet, mit 7°, A%, . .. A" bezeichnet werden mégen.
Es liegt in der Natur der Aufgabe, daf3 alle diese Wurzeln reell sind. Zu jeder
Wurzel gehort ein System von Ldsungen, von denen mindestens ein v, oder
ein wg nicht Null ist.

Man nennt die Gleichung m 4+ 1Grades, die durch Nullsetzen der Deter-
minate entsteht, die Frequenzgleichung, ihre Wurzeln die Eigenwerte und die
nicht verschwindenden Losungen des homogenen Gleichungssystems (2) Eigen-
lésungen. Es gehéren also zu dem Eigenwert

. a: . .. o . 0
Jo: die Eigenl6sungen v3, 09, ..., v, w), w!, ..., wy
. 1. 1
At Vg U}y« v oy Uy W5, WE, ..., Wy
A pi, y? o Wi, w o
. 0 Yis y Um, 0 Wis ) m

- M gy . m
AT Vo Uyse ooy Uy WY,

Y43 )
WL, Wy
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18. Die Normierung der Lésungen v und die Orthogonalitétsbedingungen.
Wie man sich sofort durch Einsetzen uberzeugen kann, sind auch ¢ v} und qwk

Losungen, die zu 4* gehdren, wenn v;, und w} Lésungen sind und g eine beliebige
Konstante vorstellt. Im folgenden wird g stets so gewdhlt werden, da3 die Summe

Yo (32 + 1 (92 + 7p (7)?,;)2 +... i (Um)? = 1 (3)
wird.

Wir nennen dann die Gréf3en ]/;, v; ,,normiert‘ ‘1),

Die Bedingung, dal aj = az; und b = bg; ist, hat eine bemerkenswerte,
fiir die Folge wichtige Eigenschaft der Eigenlésungen vj und w} zur Folge. Diese
Losungen, die zu dem Parameter #* gehoren, erfiillen das Gleichungssystem

m m
Za/kw; + ijkvfz =0
k=o0 k=o0
"
Zb,kuﬁ +Myivp=0 (j=o0,1,... m).
k=o
Multipliziert man die zweite der vorstehenden Gleichungen mit der zu einem
anderen Eigenwert 4* gehérenden Lésung v} — wobei * = 2 vorausgesetzt ist, —

und summiert die m + 1-Gleichungen fiir § = o, ..., m, so erhdlt man
m m m
2" E B i ; .S: b_i
b]'k '1)7' Wp = — A Vi '1)7' ;.
j=o0 k=o0 j=o0

Wegen by = by; kann fiir die Summe

m 3 m

h . h
by .,,7 E br; vy auch E az; w;
i=o0

geschrieben werden und damit wird

l“O

m " m

v ho i ; ho i
. . — A . . .
2 2 ag; w; W = A > Vi V5 V5.

~j=0 k=o j=o0
Vertauscht man hierin % und 4, # und ¢, so erhdlt man mit Beriicksichtigung,
daBl ap; = a; ist

m m m

2 Zak/wsz = A y?’kvkvk

k=0 7=o0

1) Man kénnte durch die Substitution w, =, /)y, v =0/Y7 %= Gn-17; 7%
b/kzsz']/y; y;, die Gleichungen auf die von y freie Form

m

Z’a w, +2b7k”k—°

m - _ -
2 b]k wy, +lv7- =0
k=o
bringen, wobei wiederum E/k :&k/ und E;‘kzgk y ist, doch ist hiermit kein wesentlicher Vor-
teil verbunden.
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Die linke Seite hat sich hierbei nicht gedndert und demnach ihren Wert behalten;
auf der rechten Seite ist der Faktor von 4 bzw. 2* ebenfalls unverindert geblieben,
da ja in beiden Féllen dieselben Ausdriicke zu summieren sind. Sonach folgt aus

m m
i Lo gt — Ly ot
2 27’7”7 v =12 27'/'”7 Y
j=o 7=o0

bei verschiedenen Eigenwerten A* £ 2%
m
ho i

2 v =o. (3a)

j=o
Man bezeichnet dies als Orthogonalitdtseigenschaft der v, 1/;, ; der Name riihrt
daher, weil diese Gleichung die Bedingung dafiir vorstellt, daB} zwei Vektorep
mit den Komponenten ]/yo vk, 1/;, b oL, ]/ Vs o*, und ]/yo g, ]/'y1 L/ ;/ymv:,,
zueinander senkrecht sind. Ist aber 2 = ¢, so kann die Summe nicht verschwin-
den, da nur nicht negative Summanden vorkommen; sie erhilt vielmehr in Folge
der vorausgesetzten Normierung den Wert 1.

m

Aus 2 »; vp vy = o folgt, daB auch

7=o0
m m
i .

b 2 ajpw; W =0 wenn h 51 (4)
i=o0 k=o
m m

und Z 2 ajr w; wy, = + 1 (42)
j=0 k=0

und wenn man hierin statt
m

m

i i

D apwl=— X o
k=o k=o

m m

setzt, schlieBlich

22@;;1@)?1}2:0 wenn h 1 (5)
k=0 j=o

und Z Z b wr vy = — . (5a)
k=0 j=o

19. Reihenentwicklungen nach Eigenlésungen.

Es sei das folgende lineare Gleichungssystem mit den Unbekannten #* vor-
gelegt:
o’ +@pu + . gput g ut =T,
QU gl gt et = U,

0 1,1 7 ;
’P?onu' T et @t e = Uy
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oder kiirzer geschrieben
m

le;-uiz U (1=o0,1, ..., m).

Hierbei sind die U; ebenso wie die g gegebene GroBen. Letztere sollen iiberdies

die Eigenschaft haben, daBl es eine Reihe von GréBen tp? (h=0,1,..., m;
j=o0,1, ... m) gibt, welche die Gleichungen

m
Z tpf-w?io wenn ¢ £k, und

j=o

m

i 1 ;

2 Py =7
j=o

erfilllen. Die Losung des vorgelegten Gleichungssystem 148t sich dann leicht
bewerkstelligen. Man multipliziert die vorgelegten Gleichungen der Reihe nach
mit zp;' und summiert {iber 7; so findet man

m m
D D auiyi = U
7=0

j=o0 i=o0

Durch Vertauschung der Summationsfolge nimmt die linke Seite die Form

" 7

; i b
Z ' ;i
1=0 j=o0
an und hierin verschwindet die innere Summe fiir ¢ s A; nur fiir ¢ = % erhilt
sie den Wert »*. Sonach wird die Losung des vorgelegten Gleichungssystemes

m

1 o
“’h:—,‘,-hZ U]"‘Pi .
i=0

Dieses Ergebnis 148t sich wie folgt auf das Gleichungssystem (2) iibertragen:
Es sei die GréBe P; an den Stellen § =o, 1, ..., m gegeben; es sollen die Bei-
werte p¢ der ,,Entwicklung*

Pi= 2 p o 6)

ermittelt werden. Wir setzen
U]' = P]' , u = pi

i 1
P =YY
i i
Y =05
und erhalten
m m
. i . : 7 7
Pt = 2 P;v; mit v= D viy;v, =1 (6a)
j=o0 j=o0

Weiteres wird die Entwicklung der Grofen L; in der Form

L,:-—-zjé— t;r ‘7)

=0 4
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m

worin zur Abkiirzung i = 2 bjk Vi
k=o0

gesetzt wurde, gebraucht. Wir setzen jetzt
li

Uj = LI' ) M’ _ — 7
m
v =14 =2 buvk
k=0
i i
Y =W
und erhalten mit
m
vl = 2 w; b= — X
j=o0
m
= —2Nu= 2 L;w;. (7a)
j=o0

§7. Anwendung der Ergebnisse auf das Gleichungssystem

D(kywy)+4(;’—:>=0, A(%)—}—Ayyvy:O.

20. Eigenwerte und Eigenlésungen.

Wir iibertragen nunmehr die in § 6 erhaltenen Ergebnisse auf das Gleichungs-
system fiir v und w in der urspriinglichen Form. Es gibt demnach m + 1-Werte
Jo, M ..., 2, ..., 2, welchen die Eigenldsungen v¢, vf, ..., v;, ..., b und
wi, ..., wi,, W (#=o0,1,2, ..., m) zugeordnet sind. Da w»! und w',
wegen der Randwerte fiir alle ¢ gleich Null sind, wurden diese Werte nicht be-
sonders angeschrieben.

Die Orthogonalititsbedingung lautet gemiB der Gl. (3) und (3a) des §6

e m

T i L ;i :
D by, =0 fir i#h und Z vy vyy, =1 (1)
y=0 . y=o0

wihrend nach Gl. (5) und (5a) von §6

fidd m i

\T wi> A . (wy) i :

__,A(a—: v, =0 fiir 4% und ZA;;'U,,—_——Z‘ (2)
y=o0 y=0

wird. Ferner iiberzeugt man sich leicht, daB unser Gleichungssystem stets

auch den Eigenwert 1 = o besitzt, denn fiir 2 = o lautet es
(Vy\ _
D (k,w,) + 4 (a—y) =0

w.
A (—Z) =0
Gy
mit den Randwerten
Wy = W = Wiy = Wipyy = O .
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Schreibt man die zweite Gleichungsgruppe ausfiihrlich an

w
1
—= =0
&
— W. Wy — W
2
~————:!'—-— 1 = Q0
3% Ko
Wy — W, Wy — W
1 2 3
2 = 0

so sicht man, daB3 nur die Losung alle w, = o mdglich ist. Damit erhdlt man fiir
die v, folgendes Gleichungssystem

Vo— Uy U — Uy

=0

%1 &Ko

Uy — U Uy — U,

1 2 Y2 3 _o

X &g
Vy—1— Uy Vy — Uy41 o

&y Gy+1
Um—2 — Um—1 Um—1 — Um o

Km—1 &m ’

Die Losungen dieses Gleichungssystems lassen sich leicht angeben. Abge-
sehen von der trivialen Lésung v, = o, bietet sich der Ansatz

vy = k° = const.
m
unmittelbar dar. £%° wihlen wir so, daB3 Z (03)* ¥y = 1 wird.
y=0

Wir erhalten aber noch eine zweite Losung, wenn wir v, so bestimmen, daB

1 1
Vy—1 — Uy

&y

= k! = const.

wird. Es muf also auch
Vg ‘*L;’ _ 7’11'—1 — vy
aa, a,
sein. Es heiflt dies, da die Endpunkte der v, auf einer Geraden liegen. Diese
Gerade bestimmen wir so, da3 die Orthogonalitétsbedingung

Zv'yvy?’y_

oder was wegen v, = const dasselbe ist,

m
2y
Uy Y, =0
y=o

erfiillt ist. Die Neigung der Geraden ist so zu wihlen, daf3

m

E )2y, =1
y=o0

= const.

wird.
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Es gehort also zu 4 =o, d. i. fir =0 und ¢ =1 stets w, = o und. ent-
weder v, = const. oder v, als lineare Funktion von y. Wir nennen

2 = o einen doppelten Eigenwert und erhalten
2 = o mit den Eigenlésungen v, und allen w, = o
A = o mit linearem v} und allen w, =o.

Schreibt man die Orthogonalitidtsbedingung fiir vj, (¢ = 2) einmal mit v,, das
andere Mal mit v, an, so erhdlt man die beiden Gleichungen
m m
Ev;yy=0 2‘027)},;\@:0.
y=o0 y=0
Faft man nun die GréBen vyy als Krifte mit den Angriffspunkten y auf, so heift
dies, daB3 diese Krifte weder eine Resultierende, noch wegen des linearen Zu-
sammenhanges von v, und @, ein Moment besitzen diirfen, also im Glelchgewmht

sind. Es tritt hierbei ein ¢- mahger Zeichenwechsel im Vorzeichen der v), auf;
so hat vy iiberhaupt keinen Zeichenwechsel, v; einen, vy zwei Zeichenwechsel usf,

Ist der Rost zu einer zu den Lingstrigern parallelen Achse symmetrisch, also
Ayy1 = &y, ferner ky .= ku, und y, =ym,, wie dies praktisch wohl zumeist
der Fall ist, sowerden alle Eigenlésungen mit geraden Ordnungszeigern ¢ = 2 #
symmetrisch, d. h. es ist

d 21 —
1),, ——‘l)m_y un W,y wm_y,

wiahrend Losungen mit ungeraden Ordnungszeigern ¢ = 2 # — 1 antisymmetrisch
sind. Es ist also
2n—1 2n—1 2n—1 2n—1

Vy = —Up,y und w, = -—Wpu_,.
21. Die Entwicklungssitze.

Die Entwicklungssitze, welche in § 6,19 angegeben sind, nehmen jetzt folgende
Gestalt an:

In der Entwicklung

P,= 2 p o, )
1=0

sind die Beiwerte p* durch

m

Pt = ZPW’; (3a)

y=o

g% a2 ) @)

gegeben. Ferner wird in

I durch

m—1

= Z Ly} (4a)
y=1
bestimmt.

Dabei beginnt die Reihe fiir L, erst mit ¢ = 2, weil fiir t=ound i =1 w)
und w, und damit auch 4 (%) verschwindet. Die Reihe fiir // umfat hingegen
y .
nur die Glieder von y =1 bis y =m — 1, da w; = o fiir y =o und y = m.

L, darf daher nur an den Stellen y =1, 2, ..., m — 1 beliebig vorgegeben sein;
fir y =0 und y = m mul} es den Wert L = o besitzen.

Melan-Schindler, Berechnung von Trigerrosten. 3
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§ 8. Die numerische Bestimmung der Eigenwerte und Eigenlésungen.

22. Die Auflésung des Gleichungssystemes bei veranderlichen k,, «, und ,.
Das Gleichungssystem D (ky w,) 4 4 (gy«) =0, 4 (?) + Ay, v, =0 be-

Y y
zeichnet man als ein Simultansystem von zwei Differenzengleichungen 2. Ordnung.
Fiir die allgemeine Losung dieses Gleichungssystems gibt es unter bestimmten
Voraussetzungen eigene Verfahren; doch kommt man bei nicht zu vielen Unbe-

kannten durch unmittelbare Auflésung rascher zum Ziele. Setzt man den aus
der zweiten Gleichung sich ergebenden Wert mit ¢, = 1/y,

-t ﬁ’l)
v, = 7 & Y| (zxy
in die erste Gleichung ein und bezeichnet zur Abkiirzung
l Ey 8y-—1 + &y
L - , =1 TE
6 " Y aylyta Hy &y

so erhdlt man

—Vya Wy s + (’I’ky +vq +ony + "y) w,1 + [2v (ky + kyi1)
—(uy + 22, + pyr)]w, + (Whyo1 + v+ pyat ) @y o (1)
—Vyt1Wyig =0 . [
Dieses Gleichungssystem ist das erste Mal fiir y = 1, das letzte Mal fiir y =m —1,

anzuschreiben. Beriicksichtigt man die Randwerte, so sind gerade soviel Glei-
chungen als Unbekannte vorhanden. Die ersten Gleichungen lauten:

(2 v (ks + ko) — (g + 29 + po) s + (why + 91 + s+ vp) Wp —vywy =0

(whe + v 4 po + v2) Wy + [2 p (ks + kg) — (g + 2 vp+ pg)] s +
+ (whs+ vy + py + v3) w53 — 3wy =0
— 90y + (Why - vp+ s +v5) Wo - [2 v (Rs+ Ry) — (4342 v3+ ) J w05 + (2)
+ (why + v3 + g + vg) ©y — viws =0

Sind die Langstrager zur Briickenldngsachse symmetrisch, d. h. ist By = iy,
also auch &,;, = ap, und Jiy = Jemy, daber y, =y, und e, = eny, weiters
auch die Quertriger symmetrisch, %,., = km_y, SO gehoren zu geraden 1 sym-
metrische Eigenlosungen, bei welchen w) = wm_,, und v,, = vm,_j, ist, zu un-
geraden 7 antisymmetrische Eigenlosungen mit w; = — w;,, und v,, 7),,,_,,
Es geniigt dann die Gleichungen bei gerader Felderanzahl nur bis zur Mitte
y = m/2, bei ungerader Felderanzahl bis y = (m—1)/2 anzuschreiben. Dann stellt
man die Frequenzgleichung auf, indem man die Determinante aus den Koeffizien-
ten der vorstehenden Gleichungen Null setzt. Man erhdlt so bei ungerader Felder-
anzahl sowohl fiir die Eigenwerte mit geradem Zeiger ¢ wie fiir jene mit un-
geradem Zeiger je eine Gleichung vom (m —1)/2ten Grade in y. Ist die Felderzahl
aber gerade, so ist die Gleichung fiir gerade ¢ vom /2 ten Grade, fiir ungerade ¢
vom Grade m/2 —1. In beiden Fillen ergeben sich m —1 von Null verschiedene
Eigenwerte und ebensoviele dazugehérige Systeme von Eigenlésungen. AuBler-
dem gibt es noch die Doppelwurzel 4° =2 = 0. Bezeichnen wir im folgenden
die noch nicht normierten Eigenlésungen mit @, und v, so werden nach Friiherem
fiir 2° @) =o0 und vy = 1 und mit

m m
W)= @ry, =2,

y=o0 y=0
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die normierten Eigenlésungen

0 o __
vy = 1/N,, wy =o0. (3)
Fiir 2= 1 wird
m y
—1 -1 -1 _ 1
w, =0 und v,,——v,,,,,,_—z—szy— 03 .
y=1 j=1
Die normierten Losungen lauten dann, nachdem
m
—_— PTRAY
W= @),
y=o
bestimmt ist, ‘
vy
U= Uy =, Wy =0, (4)
1

Die Eigenlésungen fiir 4 > 2 kénnen nur so bestimmt werden, daB zunichst
die Determinante der Koeffizienten ausgerechnet und Null gesetzt wird. Bei
acht Lingstragern, also m = 47 und Symmetrie zur Mitte erhdlt man nach dem
Vorhergehenden sowohl fiir gerade als auch ungerade ¢ je eine dreizeilige Deter-
minate und sonach fiir p eine Gleichung dritten Grades. Es ist dies wohl die
obere Grenze, wo die Rechnung — insbesondere das Ausrechnen der Deter-
minante — noch keinen allzugroBen Umfang annimmt. Fiir m = 8 wiirde sich
bereits die Beniitzung der Theorie der Differenzengleichungen empfehlen; doch
scheinen wohl kaum andere Fille als mit konstanten Koeffizienten einer Behand-
lung zuginglich zu sein. Hierauf soll hier nicht ndher eingegangen werden.

Hat man die m — 1 Werte 3’ und damit auch #* = 6 y* bestimmt, so setzt
man diese Werte der Reihe nach in die Gl. (1) ein, nimmt den Wert einer Unbe-
kannten, z. B. @wf =1 an, und 16st das lineare Gleichungssystem (1) fiir die
wy (y =2,3,...) auf. Dabei liegt um eine Unbekannte weniger als die Zahl
der Gleichungen vor; man 148t irgendeine der Gleichungen unberiicksichtigt und
kann diese Gleichung als Kontrolle beniitzen. Sind yund die @, richtig bestimmt,
so muB diese iiberzdhlige Gleichung erfiillt sein.

. @'
Aus den @), ermittelt man dann die Werte 4 (‘T")
v

. v
und mit Unterdriickung des Faktors 4’: 7}, =—¢, 4 <;1>
y

wobei, wenn @' = 1 gewihlt wurde, sich ergibt

) 1
A <_> _t
&Ko &y
a(2 :__<i i) 4
&1 &1 &y 22 ( )
— ;= =i 5
A<w2>_1—wq W, — Wy
Go o2} &3
y (@;) _ w,—w, W, —y
O3 &3 Gy

Man erhidlt dann weiters
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und damit die normierten L&sungen

”;—‘Ny‘i: w?y—_——NlM'. (7)

23. Lésungen fiir den Sonderfall a, =k, =1, v, ='ny.

Wenn alle Felder eines Quertrigers das gleiche Trigheitsmoment und gleiche
Feldweite besitzen, wird &, = k, = 1; beziiglich der Lingstrager setzen wir zur
Lingsachse symmetrisches Trigheitsmoment, also Yy = Vm_y VOTAUS.

In digsem Falle wird », = ¢, und #, = &,, + ¢, und das Gleichungssystem
zur Bestimmung der w, lautet mithin

—eays [ +2 (e te)]w,n + 4y — (g0 + 46 +e)]w, +
+ [y +2 (sy + 8y+1)] Wyp1r 7= &y Wyto = 0.

Setzt man unbeschadet der Allgemeinheit &, = 1, so lauten die ersten Gleichungen
mit Beriicksichtigung der Randbedingungen w_, = w, =0

By—(1+4e+e)lw+y+2(5+ a)]w—ew,=0
v +2(a+e)]w +4y—(e + 46+ &)]w, +
[y + 2 (e; + &5)] w5 — &gw04 =0 - (8)
— e @y + [y + 2 (e + &) 1wy 4 [4 9 —o(ea + 4 &5 + &) ] w5 + ]

(v + 2 (&5 + &) w0y — w5 = 0.

Nach Auflésung der Frequenzgleichung und Bestimmung der w, mit w, =1
erhdlt man in diesem Falle fiir ¢ = 2 aus Gl. (5):

Awy =+ 1 Uy = —1
Aw;, = —2 + W, v, = — AW g 1
AWy =1 —2 W, + W, Uy = — AWyey (9)
Awy =Wy —2 Wy + W, V3= — Awge; .. J
Sohin wird
N2 = —[—1 + 0, 4w + v, AW, + vz dwy + - - *] (10)

In dieser Summe sind simtliche Summanden positiv und die normierten
Losungen lauten:

v = —1/N w, = AN
v = ?1/1\;’ Wy = ?2 7»/z\i (11)
Uy = Up/N wy = w3 AN J

Im folgenden sind fiir drei bis acht Langstrdger, d. i. fiir m =2 bism =7 die
zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenlésungen notwendigen Gleichungen

angegeben.

+n III

;& 1
U, =Yy = Vy — ——— wy =0
° 1R ! Abb. 12.
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i=1 A=0 Vo = —Up=1 v, =0
N2 =2
|/2
Vo =—'7J2=~;—, Uy =0, W3 =0

1 =2 Das Gleichungssystem fiir w besteht aus einer einzigen Gleichung:
dyv—Q0+48+1)]w, =0

w, =1
1+ 2e
p=1128 g4z
Ao = Ay = 1 To =Ty = — 1
Mw, = —2 n=+4+2¢g
N2=2(1+42¢g)
ey 1 _ 28 1-—|:2b£;
Vo=V = —————, VY = — -
° 2 V2 (1 4+ 2¢) 1 V2 (14 2¢)’ =3 |/ 2

m=3 co=¢c3=1, ¢ =¢c; (Abb. 13)

t=0 A=0 NZ=2(1+49) II
1 I I
Uo = Uy = U _——V—;(T’*"}ﬁ) w 0 7T & & 7
Abb. 13.
t=1 A=0 , =— 03 =3, UV =—Up=1
N2 =2(9 +n)
3 1
?, = =Yy = e Vy = Vg —= ——e————— wW=0.
0 RECEED ! P V20

1t = 2 Gleichungssystem fiir y =1
w4y — 1+ 48+ a)]twly+2(E+a)]=o0

i =2 symmetrische Losung w, = w,

1+ & 6
wi[5v—(1+e)]=o0, Wz"s‘}» '1:'5—(1“"51)
W =W, =1 Adw,= Adw; =1 Vo =0y =—1

AW, = AWy, = — 1 V] =10y =g
N2 =2 (14 g)
1 &
Vo = 3 — — y = = T
Vz(1+¢) V2 (1+¢)
wy :w?‘:%l//l_*;al
¢ =3 antisymmetrische Lésung w; = — w,

14+9¢ .
wBy—(1+9a)l=0 v="—, 1=201+094g)
W =—Wy=1 AWo=—AWy3=1 Vo= —T3=—1

AW, = — AWy=—3 7 =—7; =3¢

N2=2(149g¢g)
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1 3&a
Vo = — Vg = ——F———— V, = —Vg = ———
° 3 V2(1+9¢g) + 2 V2 (1 + 9 &)

w =—w,=)2(1+9&)

m=4 co=eg=1, eg1=¢3 €2 (Abb. 14)

t=0 A=o0 N2=2(1 +7’1)+?’2 IIIII

Vo =W =17 =13~ F7—7———————— W =20 €& & & T
V2l 1+y1)+72 Abb. 14.
{=1 A=0 U =—70;=2 Uy =—73=1 Uy =0
N =2 (4 + )
Vo= —10 2 v v ! . 0
o= T Uy = T—— 1 = B R —i— 5 =
V24 + ) V2 (4470
w =0

1 =2 Gleichungssystem (y =1 und y = 2):
w4y — 1+ 48+ e)]+wly+2(a+e)l—wen=0
w1 [w +2 (e + e)] +wa [4 v — (e + 480+ &) ]+ w3 [w + 2 (e + &) ]=0
1 =2 und 7 = 4 symmetrische Losung w, = w;
w4y —(1+4e+28)]+wly+2(yg+e)]=o0
w2y +4(e+e)]l+wldy—2(+28)]=0

Frequenzgleichung
—(t4et2e) vitz(ate)|
v+2 (e + &) 29— (e +2 &)
1

Losung v, :% (a —Va®—7y b) =— (a4 Ja>— 7b)

mit a =1+ 8 (g + &) b—£1+282(1—i—51)A

2 =06y, M =061y,
= fore = 4y — (1 + 4814 2¢8)
= =1 = — &
= v v+ 2+ e
Awe= Adw, = 1 Vo =7y = — 1
Aw, = dwg = — 2 + w, v =03 =—(—2 + W) 5
Adwy, =2 (1 — w,) Vg = —2 (1 — W) &
N2 = —[2 (—1+ dw) + dwyv,]
Vo = vy=—1IN, v =v3="0[N, v,=210,/N
w;, =wy =A/N, wy = Wy * AN
1 =3 antisymmetrische Losung w; = —w;, w; =0
1+ 4¢ 3
w4y —(1+4e)l=0 y=-—7—, L=5(1+4g)
D= — Wy =1 A= —AWy=1  Tp=—0y=—1
AW, = — dwy = —2 v, = —103=2¢g
Adw, =0 Uy =0

N— —2 (14 d@5) =2 (1 +4 )
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1 28
P, = e, = e | Yy = Uy = e, Uy =
’ = Gt O 5= 2 tae) ) 270
31/1+4¢
%=—%=?%7J»%=0

m=5 €o=85=1, €1 = &4, 82=€3(Abb.15)

im0 d=o  N=zltntw 1 III71:

Vo=V1 = e nunr = Up = ———————

T Vel T B e a

w =0 Abb. 15.

i=1 A=0 9, =—0;3=35 9, =—1U;=3 Up = — U3 =1

N2=2(25 4+ 9% + 72)

Uo :——«vsz——l—«T_ U3 =-—'v4::/————31—-—_—:
V2 (25 4991 + 72 V2 (25 +971 + va)

Vg = —7 ! — w =0

P Yaleston t+ 7
1> 2 Gleichungssystem (y =1 und y = 2)
0 [4y— (1 + 46+ e)]+ @[+ 2 (e + )] —Wsea=0
wl['l"l‘z(ﬁ‘f‘82)]+w2[4‘/’—(€1+4€2+32)]+
Wy [p + 2 (e + &)] — Waes =0
i==2 und % =4 symmetrische Losung w; = w,, w, =®;
w4y — (1 + 48+ &) +wlyt+2a+ea]=o0
wily+26+el+w[59—(5+e)]l=0

Frequenzgleichung
!4“/’—(1‘{‘451‘}“52) v+26 -+ —0
v+28+ & 59— (e + &) |
Losung v, = = (a — ]"'/aT:‘T;Z’) Y= = (a + V “2‘“1919)
19 19
22 =06y, =061y,

. 1
mit a=;—(5—|—2851-{—11£2) b =g+ &+ &g&

= - —:_4’/’“(1+481+32)

W, W1 @m0 Yt 2e+ 6
Adw, = Aws = 1 Vo =V = —1
Ay = Ay = —2 + W, v =10,=—(—2FW)8
AWy = AWy, =1 — W, Vg = Uy = — (1 — W) &
N2 = —2(—1+ AWo, + Aw,v,)
%o =vs=—1/N v, =0v,=0/N v,=0="0/N
w, =w,=24N wy = Wy = W AN
i =3 und ¢ = 5 antisymmetrische Lésung wy = —w, W, = —3

w4y — 1+ 48+ &) +wlv+25+3al=0
w [ +28+36]+w39v—(a+98)]=0
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Frequenzgleichung
4y — 1+ 46+ v+25+3a —
v+25 435 3v— (5 1+ 98)
Lésungzpszﬁ(a—yaz-m) ws:%(a—i—V?——ub)
3 =06y, B =06y,
. 1
mit “=?(3+20€1+4582) b=2¢ 42566+ 9¢

_ 4y — (1t 48+ e

W, =—w, =1 Wy = — Wy = v Foet3e
Aw, = — Awg = 1 Vo= —705=—1
Aoy = — Awy = —2 + W, v =—0=—(—2+W,) 5
Adwy= — AWy =1 —3W, V,=703=—(1—31W,)5%

N2 =—2(—1+ Aw, v, + AW, v,)
V%o =—0=—1/N v =—19,=0,/N v,=—v,=1,/N
w, =—w,=A21N Wy = — Wy = Wy A/ N

m==6 EQ=c¢c¢= 1, €1=¢€5, €27 &4, €3 (Abb 16)
i=0 A=o0 N2=2+42y 429,49y

11111y

s £, & 1

Abb. 16.
1
Vo =0y = e e w=0
i=1 A=0 B =—v5=3
Ym—Ty=2 Gy=—G=1 T3=0
N2=2(9+ 47+ )
Vo = — Vg = -3 v = —02 -z
V2 (o+ a9, + 72 V2 (o+ 491 + 72
Uy = —7 ! —  U3=0

YT it ant
w =0

1> 2 Gleichungssystem (y =1, y =2 und y = 3)

w4y — 1+ 46+ )]+ wv+2(ag+ea)]—we=0

Wiy +2 (e + &) +wo [49— (67 + 4 65 + &3)] + wy [ + 2 (65 + )]

— W, 8 =0
—w g+ Wy +2 (et )] Fwy4v—2 (54 28)] +
Wyly +2 (o + &)l —ws 6, =0

1 =2, 1 =4, ¢ =6 symmetrische Losung w; = w;, w, = w,, w,
w4y —(1+4e+e)] +w v+ 2 (e + &)] —ws 8, =0
Wiy +2(ete)]+w 4y —(a-4et2ea)]+wy+2(e4g)l=o0
—w e+ Wy +2(t+ )] tw[2y—(+2¢6)] =0
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Wir setzen zur Abkiirzung:
=144+t e =& +46+28 dy==¢c+2¢
typ =2 (& + &) Aoy = 2 (&3 + &)

Frequenzgleichung
4y —an Y-+ ap — &
v+t 4y —ax Y+ ay | =0

— & Y+ ay 2y —ag
oder

(4v—an) (4v—ay) (29 —ag) —2 & (v + a) (v + ag) —
% (4v—an) —@4v—ay) (v+aw)’® —(2v—a) (v + @) =0

und nach Potenzen von y geordnet
26 9® — 92 (7 @y + 8 agy + 15 agg + 2 &5 + 8 agg + 4 ay5)
— 29 [— a1y 09p — 2 Gy A3 — 2 Agaly + &5 (A1g + dog + 2 &)
+ @93 (2 gy — ayy) + Ay (G — ag5)] —
(@11 092 G35 + @150 2 €3 — gy 65 — gy g — Ajplgs) = O.
Die Loésungen v, vy, und y; werden am einfachsten durch Versuche

ermittelt.
B=6y, M=6y, =06y,

w, = 1, @, und w, als Lsungen des Gleichungssystems

Walv+ 2 (e + )] —Wasy = —[4 9 — (1 + 4 & + &)]
Woly+2(a+ )]+ w329 — (e +28)]=¢

Aw, = Awg = 1 Vo =70 =—1
AW, = AWy = —2 + W, U =vs=—(—2+W) &
Awy = Aw, = 1 — 2 W, + W, 52=54=—(1*27@2+@3)32
Adwy = 2 (0, — W) Uy = —2 (Wy — W) &
N2 = —2(—1+ 49,0, + dwyvy) + A5,
V% =vg=—1/N, v =v5="10/N, v,=10,="0[N, v3="04N
wi = wy; = AN Wy = W, = Wy A/N wy = Wy A/N
¢ =3 und 7 = 5 antisymmetrische Losung w; = —w;, w, = — @, W3 = 0

w4y — 1+ 48 +e)]+wly+2(+ea)]=0
wily+2(e+e)ltwdy—(q+48)]=0

Frequenzgleichung
4y — 1+ 45+ &) v+ 2 (e + &) =0
¥+ 2 (o + =) 4v—(at4e)
Losung v =7 (e — Y2 —158) w5 = 15 (a +Va® —150)
mita=2[1 + 6 (e + &)] b=4#+48+ 965

3 = by, AP =6y,

—_— e —_— — (1 & &
By = — B — 1 w2=-w4:~—4w (14 4& +2)

Y+ 2+ &)
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Awy = — Awg = 1 Vo= —0g=—1
AWy = — Awy = —2 + w, U = —Uy = (2 — W) &
Awy = — dw, =1 — 2w, Vg =—70Uy =— (1 —2W,) &
4wy =0 U3 =0
N2 =2 (—1+4 dw, v, + AW, v,)
Vo =—vg=—1IN, v, =—v5="0/N, vy=—0,=0[N, v3=0
w, =—w;=4iN, w,=—w,=w,AIN, w3=0
m=% go=¢c;=1, e1==¢¢ e2=¢5 c3=-¢c4 (Abb.17)
t=0 A=0 N =2(+y+rnt+r)
IIIIIII
& & & &5 & &
Abb. 17.
Vo =103 =... =0, = : W =0
V2 (1 + 91472 + 73
1=1 A=0 7 =—V, =79
U =—Vg=5 U =—U;=3 U3 =—0=1
N*=2(49+ 2571+ 97 + )
v =—v;,=7/N v, =—0=5/N v,=—v3=3/N vg=—0v,=1/N

w=0

i =2 Gleichungssystem (y =1, y =2, ¥ =3)
w4y —(1 446+ e)l+wlyt+2(a+e)]—we=o0

w [y +2 (5 + &)+ w4y — (6 + 4 6+ &3)] + w5 [v+2 (651 5)]

— Wyezg =0

—wye, + Wy [ + 2 (65 + &)1 + W [4 % — (62 + 5 &) ] + Wy [v + 4 &]

— W5e5 =0

i =2, t =4, 1 =6 symmetrische Losung w, = w,, w0, = w5, ws =W,

w4y — 14+ 46+ )]+ wy+2(+e)—we=0

w[p+2(a+ )]+ w4y — (e + 46+ e)]+ws [y + 282+83]—0

— Wy e+ Woy + 28+ 5] +ws[59— (2 + )] =0

Frequenzgleichung
4y—an Y+ gy —e |
Y+ @ 4y Y+ ay | =0
— & Y+ Ay 5v-—dym

mit den Abkiirzungen

app=1+48+e dp=8-+46+sg ady=&g+g
My =2 (&1 + &) U3 =2 & + &

oder

(4 v—ay) (4 v—0ag0) (5 ¥—0g3) — 2 &3 (¥ + 10) (¥ + a23) — €5 (4 ¥ — ayy)

— (49 —ay) (¥ + a59)* — (5% —ag) (¥ + a19)? =0
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und nach Potenzen von v geordnet
71 93 — 92 (19 ay; + 20 Ggy + 15 ag3 + 2 &5 + 8 ay3 + 10 ay)
— 9 [—5 anass — 4 (a11 + Ggp) ags + 2 &3 (a1s + an5) + 4 83 + 4 033
— 2 ly30y; + 5 a1y — 2 (03]
— (A G235 + 2 €3 play — € Aoy — 33077 — lalag) = O
Die Losungen y,, y, und y, werden am einfachsten durch Versuche
ermittelt.
=6y, M=06y, I%=06ry
w; = 1, w, und w, als Losungen des Gleichungssystems
Wyly +2(e1 + )] —Wgeo = —[49 — (1 + 46, + 2)]
Welyt2eteltw59—(6+ea)]=4

AW = dw, = 1 Vo =0V = —1
Ay = Awg = —2 + W, Uy =75 = (2 —1W) &
AWy = Awy = + 1 —2 W, + W, Ty =Ty = — (1 — 2 W, + W) &
Az_e)3:Az714:z}72-—z7;3 Vg = Uy = — (W, — W) &
N2 = —2(—14+ Aw, v, + Adw, vy + Aw;vy)
V% =10,=—1/N 1, =05="70/N vy="05="10/N v3=10,="70s/N
w, =wg = AN Wy =wW5; =Wy A/N w; = w, = w3 A/N
1 =5, ¢ = 7 antisymmetrische Losung w; = —w,, Wy =—w;, Ws=—14
w4y — (1 + 46+ e)]+wly+2(+e)]—we=0
w[y+2(a+e)]tw 4y —(a+4ete)twslvt2et3al=o0
—w e+ W[y +26+36]l+w[3y—(at+98)]=0
Wir setzen zur Abkiirzung
ay=1+4e+e ap=4&+46+e =T
My = 2 (& + &) Qo3 =286 1 3 &
Frequenzgleichung
)4’1’*“11 Y+ &
YA 4y —dy PGy | =0
— & Y+ 3y —ag
oder

(4v—ap) (49— am) (3% — ag) —2 & (¥ + 1) (¥ + az3)
— 5 (4 —ag) — (4v—an) (¥ + d)® — 3 ¥ —ag) (¥ + @) =0
und nach Potenzen von w geordnet
41 9% —y? [11 ay; + 12 agy + 15 ag3 + 2 & + 8 a3 + 6 ay,]
— 9 [—3 A ey — 4 (a1 + Ag9) A33 + 2 &5 (Mp + ag3) + 4 &5 + 4 aj
— 2 @055 + 3 415 — 2 A1pds;]
— [@11092035 + 2 3015095 — €395 — Gy A3 — Aiallgg] = O
Die Losungen w,;, w; und v, werden am einfachsten durch Versuch

bestimmt
B=6y, MP=06y, IN=06uy,
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w; = 1, w, und w; als Losungen des Gleichungssystems
Woly +2 (e +&)] —Wgeo =—[4y — (1 + 46 + &)
Wy +2e+3e6]l+wBy—(2+98)]=m2

AWy = — Adw; =1 Vp=—0;=—1
AWy = — Awg = — 2 + W, v = — Uy =—(—2 + W) g
AWy = — Awg = 1 — 2 Wy + W, Vg =—7Vy = — (1 —2W, + W) &
AWy = — Aw, =Wy — 3 Wy Uy = — Uy = — (W — 3 W) &
N2 = —2(— 1+ 4w, v, + dw,v, + Aw;7V,)
% = —1v,=—1[N, v, =—uvg="10/N, Vg = — U5 = Up/N,
Vg = — v, = Ug/N
w, = —wg = AN, Wy = — w5 = W,y AN, Wy = — Wy = Wy AN

24. Lésungen fiir den Sonderfall a, =k, =y, = 1.

Dieser Fall entspricht einem Rosttragwerk, bei dern d1e Quertriger unverander-
liches Trigheitsmoment besitzen, alle Lingstriger untereinander gleich sind und

in gleichen Abstédnden liegen. Das Gleichungssystem fiir die Eigenlosungen v},
und @), erhilt jetzt die Form
1/6 (wy—l + 4 wy + w1'+1) + Yy —2 vy + vy+l =0
Wy —2W, + Wy ia -{-lvy =0
mit den Randwerten
w_l — Wo :wm=w1n+1 =0.
Setzt man den Wert von v, aus der zweiten Gleichung in der erstenein, so bekommt
man fiir w, die Gleichung
—Wy_g+ (4/6 + 4) Wy + (44/6 — 6) w, + (/64 4) Wy11 — Wy =0
mit denselben Randbedingungen wie oben. Mithin lautet das Gleichungssystem:
(4 116 —6) w0y + (16 -+ 4) w0, — 1w, = 0
(46 + )0, + (4 4/6 —6) wy -+ (1/6 + 4) w5 — 10y = 0
—wy + (2/6 + 4) wp + (44/6 —0) w5 + (A/6 + 4) w4 — w5 =0

Die Auflésung kann entweder ebenso wie in Absatz 23 oder auch mit Hilfe
der Theorie der Differenzengleichungen erfolgen. Die Anwendung der letzteren
ist fiir m > 7, also bei Rosten mit mehr als acht Léingstréi_gem angezeigt. Zur

Ersparnis an Rechenarbeit sind iibrigens die Werte von vy, @, und 4 in den
Tafeln (S.128) firm =2 bis m =7 angegeben Ebenso sind die héufig ge-

brauchten Produkte der Eigenlosungen v3v, und v} w,./l‘ in diesen Tafeln ent-
halten.

II1. Die ,,i*“:Systeme.

§ 9. Allgemeine Erlduterungen.

25. Einleitende Bemerkungen.
Die in Abschnitt I ermittelte Theorie der Rostbriicken fithrt mittels Trennung
der Verdnderlichen auf die Berechnung der ,,“-Systeme; es sind dies statisch
unbestimmte Systeme, deren Grundsystem dem Lingstrigersystem der jeweils
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vorliegenden Rostbriicke gleicht und die auBerdem in jedem einem Querscheiben-
orte entsprechenden Punkte lotrecht elastisch gestiitzt sind. Wir wollen diese
Punkte ebenso wie beim Rost Knoten nennen. Besitzt also eine Rostbriicke
7- Querscheiben — jene iiber den Auflagern nicht mitgezahlt — und »-fach statisch
unbestimmte Lingstriger, so ist das zugehdrige ,;2“-System (v 7)-fach statisch
unbestimmt.

Der Biegungswiderstand des ,,“-Systems an der Stelle & betrigt:

B¢ =EJe (1)
wobei Jg¢ nach § 1,2 das im allgemeinen mit & verinderliche Trigheitsmoment des
Bezugstrigers an der Stelle £bedeutet; bekanntlich ist J; mit den Trigheits-
momenten Je, der Lingstrager y durch die Beziehung: Jg = J&- v, verkniipft.
Weiteres ist nach Gl. (12), § 2,7 die Federungszahl der elastischen Zwischenstiitzen
des i-Systems im Knoten x durch

i Aix . EJie
ﬂx - ak =4 a8 (2)

gegeben. Die hierin vorkommenden GréBen §,, @, &, J sind in § 1, 2 erkldrt. A°
bedeutet den ,,i*'ten Eigenwert des Gleichungssystems fiir v;, w; (s. §2,6 und
ausfiihrlicher Abschnitt II). Der Stiitzendruck des ¢-Systems im Knoten x ergibt
sich mit

Co = Bus, (3)
wobe1 z,, die lotrechte Verschiebung des ,,i*-Systems an der Stelle x darstellt.
2 wird wie {iblich nach abwirts positiv gezdhlt. Da nach § 2, 6 * immer positiv
ist, so ist C% bei positiven 2}, ebenfalls positiv. Ein positives C% bedeutet demnach
eine auf das ,,i“-System nach aufwirts wirkende Kraft.

Wir wissen nun aus Abschnitt II, daB es stets ebensoviele Eigenwerte ¢ gibt,
als der Rost Lingstriger besitzt. Da der Wert von g% durch bedingt ist, so
erhalten wir bei einem Rost mit (m 1) Langstrigern (m--1) ,,7*-Systeme, die
sich nur durch den verschiedenen Wert der Federungszahlen voneinander unter-
scheiden. Da fiir ¢ = 0 und 1 2° und mithin auch ﬂi stets gleich Null sind, fehlen
inden ,,2-Systemen ¢+ = o und 1 die elastischen Zwischenstiizen; die ,,i"-Systeme
1=0 und 1 gleichen also dem Langstriger mit y, = 1. Es verblelben somit
(m — 1) ,,0*-Systeme mit elastischer Zwischenstiitzung. Die Eigenwerte 2! sollen
stets so geordnet werden, da mit ¢ auch * zunimmt; dementsprechend wichst
in den Systemen ¢ > 1 mit zunehmendem ¢ die Federungszahl ﬁi der elastischen
Zwischenstiitzen, wahrend die Durchbiegung #,abnimmt. Die Berechnung dieser
(m — 1) Systeme ,4* erfolgt am zweckmdBigsten so, daB zundchst fiir einen
beliebigen Wert von A Losungen aufgestellt werden, in welche darn die (m — 1)

Zahlenwerte von f eingesetzt werden. T

26. Die zumeist vorkommenden
‘.Systeme. A3 A i A F3ioA

Die hdufigste Ausfithrungsart von Rost- Abb. 18.
briicken im Stahl- und Eisenbetonbau sind
ein- oder mehrfeldrige Balkentragwerke mit ein oder mehr Querscheiben je
Feld. Die zugehérigen ,,2*-Systeme sind daher einfache oder durchlaufende Balken
mit ein oder mehr elastischen Zwischenstiitzen je Feld (Abb. 18). Die Aufldsung
derartiger Systeme ist verhdltnismaBig einfach, wenn ,




46 § 10. Der frei aufliegende ,,7'*-Balken, ¢ = 2, 3, ...., %, mit 1—6 Zwischenstiitzen usw.

1. die Lingstriger des Rostes und mithin auch die ,,s-Balken feldweise
konstante Trigheitsmomente aufweisen, und wenn

2. die Querscheiben des Rostes in jedem Feld gleich sind, d. h. 7, feldweise
konstant ist und mithin die elastischen Zwischenstiitzen der ,,s-Balken eine
feldweise unverdnderliche Federungszahl besitzen.

Derartige ,,7-Systeme haben wir in den folgenden §§ 10—12 fiir verschiedene
Anzahlen von Querscheiben je Feld allgemein untersucht. Man findet dort expli-
zite Formelausdriicke fiir alle mafBgebenden Grofen und fiir die wichtigsten
Belastungsfille. Ferner haben wir diese Formeln auch zahlenmiBig ausgewertet
und die Ergebnisse in den Tafeln des § 19 graphisch dargestellt. Durch diese
Vorarbeiten wird der Rechenaufwand fiir die praktische Anwendung auf ein Ge-
ringstmaB3 herabgemindert.

Die Berechnung der ,,i-Systeme wird wesentlich umfangreicher, wenn die
Trigheitsmomente der Lingstrager und damit auch die Trigheitsmomente des
zugehorigen ,,i-Balkens im Felde verdnderlich sind (s. § 13). Wir werden aber
im § 17 einen Naherungsweg zeigen, mit Hilfe dessen man die Untersuchung der-
artiger ,,7-Systeme vereinfachen kann.

Besonders im Eisenbetonbau werden auch Rostbriicken
ausgefiihrt, deren Lingstriger eingespannte oder gelenkig
gelagerte Bogen darstellen. Die zugehérigen 7 “-Systeme

Abb. 10 sind dann eingespannte oder gelenkig gelagerte Bogen, die

e auBerdem in den Knoten lotrechte elastische Zwischen-

stiitzen aufweisen (Abb. 19). Allgemeine Erliuterungen iiber die Berechnung der-
artiger ,,4'*-Systeme bringt § 13 dieses Abschnittes.

27. Die Belastungen der ,,i*-Systeme.

Gemi den Ausfithrungen des Abschnittes IV, § 15, ist es in der Regel aus-
reichend, die ,,5“-Systeme fiir folgende Einheitsbelastungsfille zu untersuchen:

a) fiir eine Einzellast P, die der Reihe nach an allen Knoten angreift;

b) fiir eine feldweise Gleichlast p.

Die Lastfille a) entsprechen im Roste der Belastung durch eine Einzellast P
in den einzelnen Knoten des Rostes, die Lastfille b) der Belastung durch eine
Gleichlast p in den einzelnen Feldern der Lingstriger. Jeder beliebige Belastungs-
fall des Rostes, welcher praktisch in Frage kommt, kann, wie Abschnitt IV, § 15
zeigt, in einfacher Weise auf diese Belastungsfille zuriickgefiihrt werden.

Im folgenden untersuchen wir nur die ¢-Systeme mit wirksamer Zwischen--
stitzung, d.s. die Systeme ¢ =2, 3,...,m. Auf die Berechnung der Systeme
1t =0 und 1 hingegen gehen wir hier nlcht niher ein, da sie den Lingstriger-

systemen gleichen.

§ 10. Der frei aufliegende ,,i*“-Balken, ;= 2, 3,.... m, mit 1—6
Zwischenstiitzen, mit konstantem Trigheitsmoment und mit
gleichen Federungszahlen.

28. Die Elastizitdtsgleichungen und deren Auflésung.
Wir betrachten im folgenden einen einfeldrigen ,,s*-Balken mit einer geringen
Anzahl von elastischen Zwischenstiitzen (héchstens 6), wobei wir voraussetzen, daf

1. das Trigheitsmoment konstant ist (J¢ = J) und daB
2. die elastischen Zwischenstiitzen in gleichen Abstinden liegen und eine

gleiche Federungszahl p aufweisen (5, = 1).
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Diesen Annahmen entspricht ein Rost, dessen Lingstriger frei aufliegende
Balken mit unverinderlichen Trigheitsmomenten darstellen und dessen Quer-
scheiben in gleichen Abstdnden liegen und unterein-

ander gleich sind. zrﬂ 72 . s n
Wir bezeichnen in einem derartigen ,,:‘-Balken ¥ ,—* i* N i?
(Abb. 20) mit 1028 0 N R
: l=ne -

I: die Spannweite von Festlager zu Festlager; mit Abb, 20,

J: das konstante Tragheitsmoment; weiters mit
n: die Anzahl der Zwischenfelder, somit mit

(n — 1): die Anzabl der elastischen Zwischenstiitzen, schlieBlich mit

Bi: deren konstante Federungszahl; sie betrigt mit §,= 1 nach § 9, Gl. (2):

i BT
B =4 @ (1)
Der Einfeld-i-Balken ist (n — 1)fach statisch unbestimmt. Besitzt er eine

geringe Anzahl von elastischen Zwischenstiitzen (Abb. 20), so ist es zweckmaBig,
die Stiitzkrifte C?, Cé .... Cy_, als Uberzéblige einzufithren und die zugehdrigen
Elastizititsgleichungen allgemein aufzulésen. Um die Anzahl der zusammen-
hingenden Gleichungen zu vermindern, ist es weiters vorteilhaft, einseitige Be-
lastungen in einen symmetrischen und einen spiegelsymmetrischen Belastungsfall
aufzuspalten. Hierdurch werden auch die Stiitzendriicke C*in einen symmetrischen
und einen spiegelsymmetrischen Teil zerlegt. Sind die Stiitzkrifte Ci, Ci .... Cjy
ermittelt, so konnen simtliche Momente und Querkrifte des i-Balkens sowie auch
seine Verformungen in einfachster Weise berechnet werden.
Bezeichnen allgemein:
4zp: die Durchbiegung des Freifeldbalkens  in x unter der duBeren Last,

3:z. die Durchbiegung des Freifeldbalkens / in x unter Co=—1,
so lauten die Flastizititsbedingungen fiir die Stiitzkrifte C¢, C? .... Cis:

Ci (31,1 + 1/F) + Clprg - + Cot > B1ma = 31
Ci 391+ Ci (302+ 1/6) ... + Coa* Bon-1 = Boup (2)
C: “n11 Tt C; “Fn1e e T C:l——l (Bn—a,m—1 + l/ﬁi) = ¥n-1.p
Mit Hilfe der im einschligigen Schrifttum angegebenen allgemeinen Formeln
kann man in jedem praktischen Belastungsfall die Beiwerte 3 der Elastizitits-
gleichungen (2) rasch und einfach ermitteln. Die Auflésung dieser Gleichungen
zeigt, daB die Stiitzendriicke C, und damit auch die iibrigen statischen GréBen,
auBer von der Belastung und Spannweite, von einer einzigen GroBe, ndmlich von

. D
o =15 3)
mit
— ‘7 . l 3

abhingen; wir nennen ¢° den Parameter des i-Balkens. Entsprechend den m—1
Werten von ¢ gehért zu jedem der Systeme ¢ =2, 3. ., m ein bestimmter Wert
von ¢%. In & duBert sich der EinfluB der Abmessung des Rostes auf das ¢-System.
Umgekehrt bedingt die GréBe @, wie wir im Abschnitt IV, Abs. 44 erkldren
werden, das MaB der Querverteilung im Rost; wir nennen @ deshalb den Kenn-
wert der Querverteslung vm Roste.
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Sind die Stiitzkrifte C% ermittelt, so konnen hieraus simtliche statischen
und ForminderungsgroBen des Einfeld-i-Balkens in Abhingigkeit von ¢ dar-

"i gestellt werden.

% 7T Der folgende Abs. 29 bringt die Lésungen fiir Ein-

! i T i RE i feld-i-Balken mit 1 bis 6 elastischen Zwischenstiitzen

i *  gesanz 1 Dei den praktisch wichtigsten Belastungsfillen; hierbei

! ogelime | .

T— 4 sind angegeben (Abb. 21):

7% ; i | 1. die Stiitzkrifte C% der elastischen Zwischenstiitzen,
Abb. 21 2. die Momente M7 am Orte der elastischen Zwischen-

stiitzen,

3. die Endverdrehungen in der Form: ﬁi—ylt— 7t und B «7-1;

Aus den beiden ersten kénnen alle weiteren statischen Gréfen und die Durch-
biegungen z leicht ermittelt werden. Die Endverdrehungen werden in der oben
angegebenen Form im § 12 bei der Ermittlung der Stiitzenmomente durchlau-
fender ,,7“-Balken verwendet. Im Abs. 29 sind alle soeben aufgezdhlten GréBen
als Produkte dargestellt, bei denen ein Faktor die duBleren Krifte P, , M und

die Spannweite / enthdlt, wihrend der andere (¢, m% #!) nur von ¢ abhingt;
dieser Faktor wird als Beiwert bezeichnet.

29. Formeln fiir den Einfeld-i-Balken (7 > 1) mit 1—6 elastischen
Zwischenstiitzen.

Allgemeine Formeln:

Einzellast P in . Stiitzendruck in x: Ci; =P- ci;,
- Moment in x: My = PlL- mﬁ,x (5)
0 _z 3y n Endverdrehungen: f' > i, = z",,
Abb. 22. Loax 1

i
—

Gleichformag verteilte Vollbelastung p: Stiitzendruck in »: x,, = pl- cxp

P Moment in x: =Pl my,
o BT, T v (©
R E : Endverdrehungen: % — Thy, = Tt
: z ; Abb. 23. np np
Endmoment M in u: Stiitzendruck in % Cfm = % “ct
0 = ,z‘)” Moment in x: Minz M - (7)
£5331732 . ) M i
; Z i Abb. 24. Endverdrehungen:  fi T Ton _173 -
nn nn
Beiwerte ¢/, m* und # der Gleichungen (5) bis (7):
(" s. GL 3)

i- Balken mit einer Zwischenstiitze (n = 2):

Ni=1+42¢ 0 1 2
Last in 1. Gleichlast: H/zﬁ.a._yz—.i
011229i Cip:ie"j‘v l ! ‘
N*? ’ 4 Nt Abb. 25.
my =L s — L (2
’ 4 N7 ’ 16 N*

i i o1 ;
boq = tz1 = 12¢¢ N bop = l2p =0
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Endmoment 1n 2:

1

c1,2 = 6pi —

1,2 QN’

; 11
" —;F(l—@’)

; 1 .
oo = 8¢ —7(6+3e’):F2]
2,2 N

i-Balken mit zwei Zwischenstiitzen (n = 3):
0 1 __2 3

Nt =1+ 1090 ¥ 1
: ) (5 —tedf5 —wtf5 —
Ni=3+z2¢ Abb.26. [ 2 4
Last in 1: Gleichlast:
i /L1 1 i 11 . 1
c = p* — — C = - o —
= (st =t
i 1 /1 1) i 11
m = —|— — My p = —— (1 — 0
b= e (v =t =)
) , ) 0 .1
£, =180 (32 4+ = fe p = = gi — 2 o
= s o AR A
Endmoment in 3:
i . 1 1
c13=060(3->F —
g =0 (35 F 5
i 11 . 1 )
m = — |— —‘6@1' — — 20
8= [Ni (3 )T )}
fo = goi|=(2 + 54 of 22 + 10 0
22 9@[“(7 54 )?N,ZM 9)»
i- Balken mit drei Zwischenstiitzen (n—=4):
: ) ) 0 1 2 3 %
NP =1+ 329 4 14 ¢?® it
Ni=142¢f Abb. 27. E-z/:;—-p—z/q;* o T
Last wn 1. Last in 2:
1 .
C11 = pi |2 . 1 : bt
n=e [Ni 8+ 70) + N’j C1,2 = C32 = Cay
Coy = 11¢i — Cop =0 — (16 + 14 ¢
‘/ 1 1
mi o — L 10 1 i i
1= == 09 +— My o = Mg g =M
1= 38 [Ni( + 10 ¢9) :EN; 1,2 3,2 2,1
i 11 ) i 11 :
Moy, = —— (2 — 12 g¢ = *
24~ 1% 7 ( e?) 22 8Nﬁ(2+109)
for = 2400 |1 NS 06 o (2 — g
o 40 I (6 + 8¢f) £+ N lo,2 = 4,2 =00 ¢t N (2 —0")

Melan-Schindler, Berechnﬁng von Trigerrosten. 4



50 § 10. Der frei aufliegende ,,7‘*-Balken, i = 2, 3, . m, mit 1—6 Zwischenstiitzen usw.

Gleichlast:
Gy =y = 5 0 - (57 + 320
1
Cop = -18— o' i, (80 + 26 ¢i)

i ; 1
My,p = m;,p =33 E: (3 —oi — 3 0%)

¢ 2
Mho = Sl — 90 —20%)

tg,j: = ti,ﬁ =4 @’2“\77(32 + 310+ 4 0?)

Endmoment in 4

i 11 . 1
mye=—|—(2 4+ 40 — 802 - — (1 —of
b=l e s T
i 1
”‘1124—7";(2“'209’4‘4912)
1

7 1 . .
fog = 32 @° h; (24 + 156 o' + 4802) F = (8 + 7 m)}

\Tt

i- Balken mit vier Zwischenstiitzen (n = 5):

Ni=1+ 780 + 76 ¢® ——— ; 4
Ni =25 4 130 0f + 44 0 "/f*l/““‘zf“‘*’/“‘z/&’ Abb. 28
Last in 1.
1= o e (11+389)*-(45+°29)}
41 N3
2 i (17 pe L
horTEsE
i 1|1 , 1
= - 22 ot —=(15 4 14 0°
mﬂ 10{Ni(1+ e)iM(ST 49)j

U |
Lo, = 300 g [— (1+4+350) =—(5+ 391)}
5,1 It Ny
Last 1n 2

1 7
C1,2 = C21

12 31

i 1 . i
che = 0|2 (28 + 380) & (20 + 2201
AP N |

2
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m;,z = mé,l
42 31
7 1 1 . 1
mgg =T Fﬁ(z =+ 10 ¢) :l:l—v—; (10 + 26 Ql)l
t;,g = 150 ¢* [_, (3—2¢)+— (05— Zot)]
Gleichlast:
i = —59’—-(58 + 86 ¢)
4,p

Cap = ?ef—i (93 + 74 ¢9)

7 1
My = 55 25N’ (2 +50 —8¢?
i 1 o . i
Map = 5557 (3 —10¢ =07
; 5 .
fop = — 0 — (125 + 270 ¢ + 44 ¢®)
3,0 2" Nt

Endmoment in 5

Ci.s = 30 ¢¢ [—1 (2 + 10 ¢%) F -l; (1046 gi)]

45 : Nq

P i — i2 1 . i 2

s = Nf( 14 180 —20¢ )¥Ni(15 60" — 120 )}

7 1 i 1 ; ;
mg;g:ﬂN (1"189‘+4@2)$E(5—22@ +492)}

zf,,g = 125 [ (15 + 2340¢ + 132 0%) T —; (125 + 2900 + 769"2)1‘

i- Balken mit fiinf Zwischenstiitzen (n=26):
2 A S S R

Nf:1+1629i—|—37zgi2+1049i3 : £ sy
Ni =3 + 32 ¢i 4 20 ¢? Abb. 20. rw*;/fﬁ/iﬁwg*%‘l
Last in 1.

7 X 1 ) ) ' . .
ar=e [N—ﬁ(“f + 14200+ 520%) b 55 (8 + 10 o)

Ci E—] ir__i_ 6 . __1—
0ot [w (23 + 46 0) £ 7 37
Cg:l:ﬁ”'-&l;l'(26—36 2’)
1 1 -
:— 6 1__1_ 2 72 = (2 6 ;
i (w( L+o6ze 39>iN§(+ e)]
1‘ _«_1~ 1 o P 1 B

4*
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i 1 o
- _— 1 2 ot
mgy = e L (1—36¢ + 12 0

foy = 360|155 (15 + 204 ¢ 84.¢%) o 75 (10 + 1609
6,1 Nt N

1 2

Last in 2:

1
32 = @ —,-(46 + 92 ¢f)
N
i i
My,e = M2
3.2 41
; 11 ) ) 1 .
mhe =l e b6 et 4 £ 5 + 601
4,2 N,
P, — 4R oi
a2 = 12 Nt (2 20 ¢¢ 48 o)

= 14401 (6 + 90 607 £ 5 (2 — o)

2
Last in 3:

i i i

C1,3 = C5,3 = (31

C2,3 = C43 = C32

C33 —29’;“(274— 124 ¢¢ + 52 0?®)

7 7 7
Wy,3 == M33 = M3
i 7 7
Moz = My,3 = M32
i 1
mzz = EVB + 88 ¢ 4 76 0%

2 .1 . <
fo3 = log = 108 0 (9—240 +4 ®)

1

Gleichlast:
ip = Cop = 491 = (205 + 748 0i + 236 0i2)

Chp = Cip =150 = —,—- (352 + 804 ¢f + 200 ¢?)

oo ~@’ = (405 + 696 ot - 212 ¢?)
mi,ﬁ :mgp = 144N‘ (10 -+ 101 g¢ — 80 0% — 44 ¢*3)
A 2 1
Map = Mip = ;@;:( 16 — 36 ¢ — 152 0 — 32 ¢®)
1

i 1
Mo = AN — (18 — 117 ¢F — 104 ¢ — 36 ¢#)

fop = top =9 — (72 + 337 ' + 176 0™ + 20 %)
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Endmoment in 6'
Cig - [N (45 + 612 of + 252 02 ? - (30 + 48 e’)]
: — ) i PR 72 - i
Gy =20 {Nf (72 + 1080' —720%) F (24 — 12 e)]
cho = 2 0 — (81 — 216 ¢ + 36 ¢?)
Nl
miyz = % [—1—1 (3 + 171 ¢f — 108 02 — 840%) F — v L (6 + 8¢i —16 @12)}
mig == [ 7 (3 —540" —1080" +240%) F (3 —20¢ + 4@”‘2)]
mys = 5 7 (1 —45¢ +36 0% —40)
téég =72¢ {N (54 + 1755 ¢ + 2376 ¢ + 540 ¢®) F
T 1 (54 + 2480 + 104 )|
i- Balken mit sechs Zwischenstiitzen (n=7):
Ni =14 300 ¢* + 1244 ¢ + 568 0™ ——
Ni =49 + 980 ¢’ + 1372 ¢® + 3283 o '4/7—*‘5/7""1/7—*5/17”‘*6/7*5/7-*73/7-’
Last n 1:
Cg’i — ol v ~ (17 + 390 ¢ + 284 ¢%) - z; (175 + 550 ¢¢ + 164 eﬂ)}
cgﬁ = ;ﬁ; (29 4 218¢7) £ z% (189 + 134 ei)}
z = ot _ 1 S i
1 =e _v’ (35 —72¢) + o (77 — 72 9)}
mgi = —112 2—\71—2 (1 + 138 0% + 172 0i) 4- ;ﬂ (35 + 266 of 4 100 912)}
A -1— 1 — P2 _1__ J— [ A— 12
i (1 + 10 ¢f — 120 ¢#) :tNé(Zl 98¢ 7202)}
i 1 : 1 4 )
mha =l (1 =G0 e 2409 & (7 — B4+ 240)
tg;,l =204 ¢ {——( 3 + 88¢¢ + 76 0%) £ ﬁl— (35 + 136 0¢ + 44 efz)]
1 :
Last in 2:
01,2 = 02,1
6,2 5,1
Cop = [ - (52 + 318 0t +284 0%) £ Ni (252 + 478 ¢¢ + 164 e"z)}
5,2 1 2
c:’zl,g = [i (64 + 146 o) :}: (112 + 206 ¢7)
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mi,a = mé,l
6,2 51
L B i 2 1 i 72
m;jg— 14{N (2 + 78 0f + 196 ¢ )iN’; (42 + 182 ¢ 4 124 ¢ )}
% 1 1 .
a2 = E{Nﬁ (2 —50 ¢ — 96 ¢®) + N (14 — 14 0i — 96 efz)]
fos = 204 0f [—1; (5 + 38 0i — 20 0®) + — (35 + 6 — 12 e"2)]
7,2 N N;
Last in 3:
C;,s = 013,1
6,3 4,1
05,3 = Cf%,z
5,3 4,2
Ch3 = (i (81 + 536 0F + 284 ¢%) & —; (63 + 344 ¢ + 164 aﬂ)}
4,3 Nj NS,
Hlig = mfo;,l
6,3 4,1
mfz,a = mé,z
5,3 4,2
L " 2 1 i 2
Mg = 14{N,; (3 + 88 ¢t + 76 ¢**) :"th_, (21 + 280¢" + 1960 )}
tha = 2040506 — 220+ 407 1 (14— 260+ 4 )|
7,3 N N’

Gleichlast:

ci,, céd, - ot Eli (165 + 1160 ¢ + 644 0%2)
1

7 e

Chp = Chp= % # (295 + 1402 ¢ + 548 0??)
1
7

@‘ — (366 + 1198 ¢/ + 572 ¢%%)

1

i i
C3p = Cap =

mi,p = mg,p = ENL (3 + 74 o — 28 0 — 60 0%)
) ) L
Map = M3p © ﬁ (5 + 13 ' — 140 ¢ — 44 ¢®*)

I

e P 2 i3
49N§~( 530°—04¢ 48 0%%)
lop = tho = ¢ = (343 + 2016 ¢ + 2420 0 + 328 0)

i 4
mgp = Myp =

Endmoment in 7:

L (35 + 136 07 + 449’2)}

1
: i(35 + 6 0i — 12 ¢%)
N N,

= i 6 — i 2 — —_ i 72
cs,7 429[N( 22 ¢f 4 40®) F N;(14 26@-#49)}
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3 1 1 . .
mag = [;v—i (1+ 1320 — 4 0% — 152 %) F

1

:F;V}; (35 4+ 196 0 — 172 0> — 88 e""‘)l
2 E

. = AL i i 21 — i i
m?‘; = Z[Nf (1 — 196 02 4 40 0®) T ¥ (21 — 168 84 02 + 24 gﬁ)]
gt o= 2L (1 mp i 2 843 Loy — i 2 __ 8 i3
mh = [Nz (1720 + 6862 — 80 F 5 (7 — 11200 + 76 0% — 8o )]
to,7 = 343 of L—\;— (21 + 1260 ¢¢ + 2940 0 + 984 ¢®) TF

7.7 :

?# (343 + 2972 ¢f + 2836 02 1~ 568 gi3)}

Um bei der Anwendung der Formeln die Rechenarbeit méglichst zu beschranken,
haben wir die in diesem Absatz enthaltenen Beiwerte der 7-Balken ¢ > 1 im
praktisch vorkommenden gi-Bereich zahlenmiBig ausgewertet und die Ergebnisse
in Tafeln des § 19 graphisch dargestellt.

§ 11. Der frei aufliegende ,,i*-Balken, ;=2, 3, ... m, mit mehr als
6 Zwischenstiitzen, mit konstantem Trigheitsmoment und mit
gleichen Federungszahlen.

30. Ndherungslésung.

Besitzt ein einfeldriger ,,*-Balken mehr als sechs elastische Zwischenstiitzen,
so wird der in § 10 eingeschlagene Weg einer unmittelbaren Auflosung der Elasti-
zitdtsgleichungen fiir die Stiitzdriicke Cj, umstindlich und langwierig. Wir verein-
fachen uns die Arbeit durch folgende Niherungslosung:

Gegeben sei ein einfacher ,,i-Bal-

ken mit der Spannweite /, mit dem il 2 3 &7 nt n
konstantenTrigheitsmoment Jund mit 2 & ¥ 3% LV
(n—1) elastischen Zwischenstiitzen im e e

konstanten Abstand ¢ =//n (Abb.31a); J ”

die Federungszahlen aller Zwischen- 1b) ‘%mwwmwm T

stiitzen seien gleich und betragen ge- =J.n/s !
mifB Gl (1), § 10: ¢ —
P o Abb. 31.
ﬂ =/ ;a' . (1)

Wir betrachten nun an Stelle dieses ,,z'*-Balkens einen zweiten, welcher dieselbe
Spannweite besitzt, in den Punkten o und % ebenfalls unverschieblich gelagert,
aber im iibrigen an Stelle der Zwischenstiitzen in x = 1, 2,++* (n—1) stetig elastisch
gestiitzt ist (Abb. 31b). Wihlen wir fiir diese stetige Stiitzung die Federungszahl,
die wir hier als Bettungsziffer bezeichnen wollen, mit

EJ

” ;i n Ef LY 7
ﬁ':ﬁ*T A —5 T 2t o (2)

wobei
T =7% (3)

ist, so zeigt es sich, daB bei hinreichend groBem 7 die Durchbiegungen z, und
Biegungsmomente M’ beider Balken geniigend genau iibereinstimmen. Der



56 § 11. Der irei aufliegende ,.7*-Balken, ¢ = 2, 3, .... m, mit mehr als 6 Zwischenstiitzen.

i-Balken mit stetiger Stiitzung wiirde sich sonach bei einem Rost ergeben, bei
welchem die Quertriger unendlich nahe nebeneinanderliegen und je Lingeneinheit
das Trigheitsmoment j' besitzen.

Wir konnen also einen 7-Balken mit zahlreichen Einzelzwischenstiitzen (n >6)
niherungsweise durch einen 7-Balken mit stetiger Zwischenstiitzung ersetzen, wo-
bei die Bettungsziffer dieser Stiitzung aus Gl. (2) zu ermitteln ist.

Den Bettungswiderstand dieses Ersatzsystems an der Stelle » je Lingeneinheit

wollen wir mit C,f bezeichnen (Abb. 32). Zwischen C;f und der Durchbiegung 2
besteht der Zusammenhang:

Belastung intfm Cy =p* ;. . (4)
2 Mi\Px ” Die Differentialgleichung fiir C; lautet allgemein:
| % 1 45 i
! ﬂeﬂyﬂgsmb’zrsfaﬂd/}/t/n’ EJ- d_4 =p, — ;z (5)
P Gigeliie ax
| 22 — bzw. nach Einfithrung der Gl. (2) und (4):
! \UXL 1
z — J ad d“C i
Abb. 32. 7 T A + Cy =p,. (6)

Hierin bedeutet p, die Belastung an der Stelle » je Lingeneinheit (Abb. 32). Die
allgemeine Losung dieser Differentialgleichung hat die Form:

CrF — (A;67% + Aye ) cos pix & (Bye®* + Bye %) sin ¢ix + Fo ()
wobei

T (8

i )

Kennt man die von der Belastung abhiingige Hauptlosung F, so kénnen mittels

der Randbedingungen die Integrationskonstanten 4 und B bestimmt werden;

damit ist C: als Funktion von x dargestellt. Aus cy ergeben sich die ibrigen”
statischen und ForminderungsgréBen, und zwar:

die Durchbiegungen: z = /3’: (9)
v p dzi 1 dC”

die Verdrehungen: R T P (10)
. a*z, Ej @C} . a@cy

die Momente: M,= —EJ — dx2 =5 am T iy e (11)

di -y ; AM, . @cy
ie Querkrafte: Q. = ix = iy am (12)

Die statischen GréBen C . M o Qx sowie die mit ¥ = p*- n/l multiplizierten

FormanderungsgroBen ,B”z,,, B'i 7, sind auBer von der Belastung und Spannweite
von einer einzigen GréBe abhingig, nimlich von:

: T inJ[ 1 /2
o= VT8 - T - g
mit 3 _
Jiyp 18 \
o =L ==12). (14)
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Es entspricht demnach dem in § 10, 28 definierten Wert #%¢’ jetzt der
Wert (¢°2)%; wir nennen, dhnlich wie dort ¢, jetzt ¢l den Parameter des stetrg
gestiitzten ,,1*‘-Balkens. Entsprechend den m —1 unterschiedlichen Werten von Y
gehort zu jedem der Systeme ¢ =2,3,...,m ein bestimmter Wert von o'l
@ stellt, wie uns bereits bekannt ist, den Kennwert der Querverteilung im Roste
dar. Durch Einfithrung der Werte J und # des urspriinglich vorgelegten s-Bal-
kens wird @ auf dieselbe Form gebracht wie § 10, 28.

Im folgenden werden die Losungen fiir die einfachsten Belastungsfélle ohne
Wiedergabe der Entwicklung angegeben. Hierbei werden, dhnlich wie in § 10, die
Ausdriicke, die den Parameter ¢l bzw. ¢« enthalten, zu gesonderten Gliedern,
den sog. ,,Beiwerten‘ zusammengefaBt. In den Ldsungen treten hyperbolische
und trigonometrische Funktionen des Parameters ¢'l bzw. ¢'x auf. Zur Verein-
fachung beniitzen wir hierfiir folgende Abkiirzungen:

€ (¢'x) = Gof (¢2); © (¢#x) = Gin (¢n); ¢ (%) = cos (¢%%); s (¢') = sin (¢')
Cc(gx) = Cof (¢'x) - cos (¢°x); Cs (¢ix) = Cof (¢'x) - sin (p'x)
usw.
N (¢'2) = Gof* (¢') - cost (g2) + Gin? (pix) - sin? (¢'2)
N (%) = Gof? (¢x) - sin® (¢'x) + Gin® (p'a) - cost (¢2)

Cc, ;\ Coj(prx)-cos(pix) Cc Ss iy Cof (¢ix) cos (pix) + Gin (¢ix) sin (¢'x)
¥ (7%) = N (i) » Ty (o) = N (gix)

usw.

In dem Tabellenwerk: Havashr: ,, Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen*
sind die Zahlenwerte der Produkte €c (¢’x), ©s (¢'x) - - - enthalten.

I P
31. Formeln fiir den Einfeld-i-Balken (i > 1) mit kirriismrten ]

L
stetiger elastischer Zwischenstiitzung. ez —Lz’-zi ,
Gleichfiérmig verteilte Vollbelastung W
(Abb. 33). A ti,
Bettungswiderstdnde pro lfd. m: Abb. 33.
"7 @C 2 ;r © i] 3ar!
T B e R R Co R )
Cxp =P Cyp; o |1~_@c (ﬂﬂ
'251’ L N \2
Querkrifte:
1 [€c+ &s( g i ony Co-Cs (il /
T = (‘ﬁ)["”F_ (%H)-Cs (o) 4555 (5 - & (9]
i i 2
sz:f)l'qxp.: i 4 1 {@(&—{-sa(qﬂl‘)‘
oo = (q;z'z) 5

Momente:

ﬂli,, = pl2- mij, ;

Ss (@il
= e 5 ()
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Endverdrehungen (Vorzeichensinn s. Abb. 33):

15 i Mg 2 7 @il\ (€€ —sc (¢l
=P Top=-"lop ; lop=+2 .
Piro=F P =T ey 5 o= (2)[ N (2)}
0 z n\)ﬁﬂ
W Moment (+M) am Balkenende ,n*
= : (Abb. 34).
Abb. 34 Bettungswiderstinde pro lfd. m:
’4 . @ .
o b =2 (w2 [ (9]) - & (i) — o (91) - 65 (¢ )
Cn, ", c’z .
n 12 s 4 _ 9’” 265 ‘P’l
C—gf-n 4( ) N ( 2 )
Querkrifte:
g = (0D |2 520 0i1) - G () + 252 (9 @5 (pim)|
. (€ S .
Q'm: q;m ; qon - (pl { 5_2'\_] - ((P‘l)}
Gon = (10) [255% (g1)|.
Momente:
| | i = [ () - €5 (97) + 2f () B (92)
lWx‘n =M - Myn ;5 m’: . _1_9':_0_(5?_12)
é”_ 2 N\2/"

Endverdrehungen (Vorzeichensinn wie in Abb. 33):

Cs—Cc , ..}
ton = + 2 (93225 (i)
’; 3 i M
ﬁz":cm—ﬂ 7 on:ﬁ“ton B
nn

| =+ 2 00 [ )

N/

Einzellast P in Feldmitte (Abb. 35).
Bettungswiderstinde pro lfd. m fiir x = o bis /2

i @] Cct Gsigtl Cc—8s (il
_ » Crie = %)[ <p ) Se (pix) — 5 (‘p ) @s(qﬂx)l
1 ‘%
Crip =7 " Czup2; ¢l \,Csjhsa pil
01/21/2 = (T) TN 2/
z /Z’/ Querkrdfte am Lastort:
a 2 1
- frrrrr e, I P
b * Qujee = — Qraye = + -
| I
A‘;b *  Momente fiir ¥ = o bis //2:
.+ 35. . 1 (S, 3 p— 3
i _ c+Gs @il . Cec Cs(zpl L= ]
. N S(w){—ﬁ_ (%) 65 oin) + =5 (&) - Segi)
Mye = Pl-myys; 2

iy = 8(;_1'_1) {é@% (%Z)J ’
2
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Endverdrehungen (Vorzeichensinn wie in Abb. :
g 33):
.4 M 4 P i 20\2 Ss (@il
B toyz = B+ Tore = o oz foyeg = + 4 ((p ) ~ (q; ).
nl/2 ni/2 ni2 nll2

Einzellast P in beliebiger Stellung (Abb. 36).

Bei diesem Belastungsfall ist es zweckmiBig, die Losungen des i-Balkens
auf die Lésungen eines unendlich langen 7-Balkens (Abb. 37), zuriickzufiihren.

’ xz
0 n P
1 -0 e _f 0 +f — F 00

r-—.t - t

1
s-——‘z —
1

L l
Abb. 36. Abb. 37.

SaNaRE R R RS n N AR NS RE R R RR R R AR RN NRERRER]
| |

- —fo-u-—«,kg—-t

Y

Losungen des unendlichen i-Balkens filr ¢ > o (Abb. 37).
Bettungswiderstinde pro lfd. m:

rieo P e oo . i . . .
Ci™ =7 6" &= (pil) % [cos (¢7) + sin (piz)] .
Querkrifte:

Q7 =P g5 g7 =— ;e cos (g) .
Momente:
100 100 i 00 1 — gt A i J
My~ = Plemy s m = gy o0 [eos (v13) —sin (p7)] -
Verdrehungen (Vorzeichensinn wie in Abb. 33):
pidy = pl g = li: 475 47 = — (pil)? 9% - sin (i) .

In obigen Glelchungen bedeuten ! bzw. @il die Spannweite bzw. den Parameter
des i-Balkens von endlicher Linge, % die Anzahl seiner Zwischenfelder. Die
Werte der Funktionen e¢—%, cos x und sin x findet man in HavasH1: , Tafeln
der Kreis- und Hyperbelfunktionen®. '

Die Werte von ¢;”, ¢y~ und ;" nehmen mit zunehmendem ¢ stetig ab, des-

gleichen die Werte von £, wenn  iiber einem bestimmten Grenzwert liegt. Der
Rechnungsgang verlduft nun folgendermaBen: Man wihlt passend ein Inter-
vall 4¢ =1/, z. B. gleich dem Abstand e der tatsichlich vorhandenen Quer-
scheiben (also 4¢ = /8, }/10 - - *) und bestimmt die statischen Gréfen und Form-

p
g z L

— 00 -— rozwwz*—z—.z—*—z ~Z —~ ——— 4o
P P : b o P P
—— 20-5) e 28—l 2(1-8) 2T et~ 2(17) 2z 2(4~Z)— z“——i

; ) . Sl s T 21— (-7} 5 - 20—
2 20H(ztT) e 20-(T4T} 22 2 -

Abb. 38.

dnderungsgroBen im unendlichen ¢-Balken gemi 3 den obigen Gleichungen der Reihe
nach fiir ¢ =o, Ifv, 2-Ifv---, soweit, bis die Werte unterhalb der gewiinschten
Genauigkeit der Rechnung liegen. Mit Hilfe dieser Reihe von Werten erhilt man
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gemid Abb. 38 in einfachster Weise die Losungen des endlichen -i-Balkens fiir
Bezugsorte und Lastorte, deren Abszissen ein Vielfaches von 4y sind, und zwar
wie folgt:

Losungen des endlichen i-Balkens (Abb. 36).

% bzw. ¥ bedeutet den Abstand des Bezugsortes bzw. Lastortes vom linken Fest-
lager; beide sind voraussetzungsgemifBl Vielfache von 4g.

Bettungswiderstdnde pro lfd. m:

. P ’e > i oo K
o — I .ol E c (4 =
Cx:? I Coz o Cu r=lr—z t=lr+%|
wobei:
2 = Cz s E 2rl+g) -+ E C(Zrl—g) .
Querkrifte:

f.. < =, i _ 700
i _p.g urx % ez = — flz o Jg=!x+3|
Quz = 'P% i
x

1 fiir « _i)} ‘,—‘ = 4+ Z q; |—%] — 2 qt;:——!x'wﬂ

wobei:
r r
100 _ 700 700 100
9 =49 + Yen+n — 2, d@n—r -
=1 r=1
Momente:
i P ioo ico
Mz = Pl gz ; Myz = E Wp=|x—z| — E WMyp—|x+%!
wobei:

r r
o 100 100
=m; -+ z'm(z A+r) T Em(z r—g) -
r=1 =1

Endverdrehungen (Vorzeichensinn wie in Abb. 33):

e ) £ 0o
,8”7 s, P i qurx:o:té;:—zZtF;
oz — P 7 Toz = 75 " loz > ; i oo
ni ! nz ®E [fﬁr % =1ty =+ Z t§=ﬂ——3§ — Z f;=‘1+;;

wobei:

Z 67 =4~ Z l5nr HZ 5 i) -

r=1

Die in den vorangegangenen Gleichungen angegebenen Summen iiber » =1
bis 7 erstrecken sich iiber alle jene Werte des Unendlich-:-Balkens, die innerhalb
der gewiinschten Genauigkeit der Rechnung liegen. Die Strecken | x—% | und
| x+ %| miisser immer ein Vielfaches des Intervalls Ay =1I/y sein, das bei
der Untersuchung des unendlich langen s-Balkens verwendet wurde; dement-
sprechend miissen, wie vorerwidhnt, sowohl die Abszissen x der Bezugsorte,
als auch die Abszissen ¥ der Lastorte ein Vielfaches von 4y sein.

Um bei der Anwendung der Formeln die Rechenarbeit méglichst zu be-
schrinken, haben wir die wichtigsten Beiwerte des ¢-Balkens mit stetiger elasti-
scher Stiitzung in dem praktisch vorkommenden ¢il-Bereich zahlenmiBig ausge-
wertet und die Ergebnisse in Tafeln des § 19 graphisch dargestellt.
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32. Strenge Lésung.

Im allgemeinen, insbesonders bei der Bemessung von Rosten mit mehr als
sechs Querscheiben im Felde, ist es zweckmiBig, den zugehérigen ,,i“-Balken
mit Hilfe des in (30) und (31) entwickelten Ndherungsverfahrens, bei welchem der
stetig gestiitzte Balken des Ersatzsystems verwendet wird, zu behandeln. In
besonderen Fillen hingegen, vor allem bei der genauen Ermittlung von Rost-
einfluBflichen, ist es erforderlich, die zugehorlgen ,4-Balken mit Hilfe der
Theorie der Differenzengleichungen auf strengem Wege zu untersuchen. Hierbei
wird, im Gegensatz zu (30), dasvorhandene ¢-System unverindert beibehalten.

Gegeben sei ein einfacher ,,2-Balken 7 > 1
(Abb. 39), mit der Spannweite /, mit dem kon- , , , 21 7 241 ner n
stanten Trigheitsmoment J und mit (» —1) £~ 53 I
elastischen Zwischenstiitzen im konstanten Ab- rko’ c, T(,}t ?QZ”
stand ¢ =1/n; die Federungszahlen aller Zwi- {_
schenstiitzen seien gleich und durch GL (1), wﬁf M|
§ 10 definiert. i

Zwischen je drei aufeinanderfolgenden Stiitz- ' b=ne
kriften und Knotenmomenten bestehen, wenn Abb. 39.
man von duBeren Lasten im zugehérigen Tri-
gerteil absieht, folgende Beziehungen:

(Mis + 4 M2+ M) + 5d
(Miy — 2 M; + M) —e-Chi=o0.

Diese beiden Gleichungen bilden ein Simultansystem zweier homogener linearer
Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten, das nach der Theorie der
Differenzengleichungen aufgeldst werden kann. Aus der allgemeinen Losung der

Gl. (15) einschlieBlich der Hauptlésung und aus den Randbedingungen ergeben
sich dann Ausdriicke fiir die Stiitzkrifte C% und Momente M%, die im folgenden
ohne Wiedergabe der Entwicklung angegeben werden. Ebenso wie in § 10 sind
auch hier die Lésungen auBer von der Belastung und Spannweite nur von dem
Parameter:

E

(Con—2Ci4Cop) =0 | 1s)
J

A I ]
=1 (16)
abhingig, wobei wieder
5
o= (L) (17)
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