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MEINEM VEREHRTEN LEHRER

E. STUDY



Vorwort zur zweiten Auflage.

Dieses Lehrbuch soll vier Bindchen umfassen. Das erste bringt
eine knappe Einfilhrung in die ,elementare”, das heiBt bewegungs-
invariante Differentialgeometrie, das zweite, bereits erschienene, eine
Darstellung neuerer Untersuchungen iiber affine Differentialgeometrie.
Das dritte wird der konformen und verwandten Kugelgeometrien ge-
widmet sein. Das letzte endlich soll die mehrdimensionale Geometrie
mit der allgemeinen MaBbestimmung Riemanns und damit die geo-
metrischen Grundlagen einerseits fiir Einsteins Gravitationstheorie und
andrerseits fiir die Untersuchungen der Dynamik bringen, die die
Quantentheorie benatigt.

Die Differentialgeometrie untersucht die Eigenschaften der krummen
Linien und Flachen im unendlich Kleinen. Die verschiedenen Wendungen
des Begriffs ,Krimmung“ stehen dabei im Vordergrund, so daB man
auch von ,Kriimmungstheorie“ spricht. Im Gegensatz dazu betrachtet
man in der algebraischen Geometrie die geometrischen Gebilde von
vornherein in ihrer Gesamterstreckung. Indessen verzichtet auch die
Differentialgeometrie durchaus nicht auf das Studium der geometrischen
Figuren im ganzen und die Fragen der ,Differentialgeometrie im
groBen®, die die mikroskopischen mit den makroskopischen Eigen-
schaften verkniipfen, gehdren zu den reizvollsten, allerdings auch zu
den schwierigsten Fragen unsrer Wissenschaft.

Die Krimmungstheorie erscheint, wenn man erst die Fesseln der
Dimensionenzahl Drei und der MaBbestimmung Euklids zerrissen hat,
von hohem Standpunkt aus gesehen, nicht mehr bloB als ein eng
begrenztes Teilgebiet der Mathematik, sondern sie umfaBt einen er-
heblichen Teil der theoretischen Physik. Aus diesem weiten Gebiet
soll in diesem Buch, das aus Vorlesungen in Tiibingen und Hamburg
entstanden ist, ein Ausschnitt geboten werden, der nicht allein im
Werdegang der Anwendungen der Analysis auf die Geometrie, sondern
auch in Geschmack- und Arbeitsrichtung des Verfassers begriindet ist.



VHI Vorwort zur zweiten Auflage.

Als Leitstern moge uns F. Kleins Erlanger Programm dienen. Ferner
sollen besonders die Beziehungen zur Variationsrechnung gepflegt
werden.

Als ich 1908 nach Bonn kam, hat mich E. Study trotz einer
schweren Erkrankung seines personlichen Unterrichts gewlirdigt und
mir die kritischen Untersuchungen zur Diﬁ’erentialgéometrie vorgetragen,
an denen er damals arbeitete. In dankbarem Gedenken an die schénen
Bonner Tage sei Herrn Siudy dieses Bindchen gewidmet.

Bei der Herausgabe haben mich zahlreiche Fachgenossen unter-
stiitzt, und zwar bei der zweiten Auflage insbesondere die Herren
Artin und Berwald.

Die neue Auflage bringt zunichst eine Reihe von Verbesserungen
und Zusitzen. Die Angaben iiber das Leben von Monge und Gauf
habe ich, da sie von einem Kritiker mit besonderm Lob, von einem
andern mit besonderm Tadel bedacht wurden, unverdndert stehen ge
lassen. Die wesentlichste Neuerung bringt der Anhang. In § 86 der
alten wie der neuen Auflage habe ich eine Aufgabe gestellt, die mir
besonders anziehend erscheint, Gehen auf einer Kugelfliche von einer
beliebigen Stelle zwei Wandrer in beliebigen Richtungen gleich schnell
und geradewegs fort, so begegnen sie sich stets an einer zweiten
Stelle der Kugel. Es fragt sich: Ist die Kugelfliche die einzige
deren Bewohner mit Sicherheit auf ein solches Wiedersehn rechnen
konnen? Ich freue mich im Anhang jetzt die Antwort bringen zu
konnen, die Herr Reidemeister nach Uberwindung mancher Hinder-
nisse kiirzlich gefunden hat.

Mathematisches Seminar, Hamburg im Januar 1924.
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1. Kapitel.

Kurventheorie.

§ 1. Bogenlinge.

Eine rdumliche Kurve kann man dadurch festlegen, dal man
die rechtwinkligen Koordinaten z,, z,, #, eines Kurvenpunktes als
Funktionen eines Parameters ¢ gibt

r, =x(f), k=1,2,3.
Es soll von den Funktionen z, () im folgenden in der Regel an-
genommen werden, daB sie ,,analytisch
sind, sich also nach Potenzen von ¢ 3
oder ¢t — ¢, entwickeln lassen. Wir
werden ferner im allgemeinen nur re-
elle Parameterwerte und nur reelle '
analytische Funktionen zulassen. Natir-
lich diirfen unsre drei Funktionen z, (f)
nicht alle drei konstant sein, sonst
schrumpft die Kurve auf einen ein-
zelnen Punkt zusammen. Von den
Koordinatenachsen werden wir voraus-
setzen, deB sie so zueinander liegen, Fig. 1.
wie das in der Fig. 1 angedeutet ist.

Die Entfernung zweier Nachbarpunkte, die zu den Parameter-

werten ¢ und ¢ - df gehoren, ist

) s = V(G + (@) + (@ o
und das Integral
(@) § = fbl/xl'e +x,'? 4z, dt

wird als die Bogenlinge unsrer Kurve bezeichnet.

Es sei kurz darauf hingewiesen, wie man diese Bogenlinge durch
Grenziibergang aus der Linge von ,einbeschriebenen“ Vielecken er-
hilt. Setzt man
(3) A==ty <t <it,<...<t =b

n
Blaschke, Differentialgeometrie I. 2, Aufl. 1



2 Kurventheorie.
so ist die Linge eines unserm Kurvenbogen einbeschriebenen Vielecks
n

4) o, =k§11/{x1 (t) — 2y (be—)}* + -

Wendet man den Mittelwertsatz der Differentialrechnung an, so wird
n

(5) o, :ké’l(tk - tk—l) V‘”1' (tlﬁ”)g + ze'(té 24 xa’(t/gd))z’

wobei

(6) tk—lét}:)gtki i=1,2,3.

An Stelle der drei Mittelwerte ¢ soll ein einziger 7, gesetzt und

der entstehende Fehler abgeschitzt werden:
(7) Vazr:]’(t,f;”)2 + o=V, (5. + ...
{o @) — 2! @) Mo ) + 2/ @)} + ..
— Vo @ +. .+ V! @p+... '
Wihlt man die Zwischenwerte #, so dicht, daB
®) |2/ () — 2/ ()| <e

wird, was wegen der gleichmiBigen Stetigkeit der z/ in a <t <b
moglich ist, so folgt aus (7)

(9) |VaT TP T - —Val Gl F | <l () — /(s + - < 3,
da der Absolutwert der durch den Nenner geteilten zweiten Faktoren
in (7) sicher < 1 ist. Somit ist

(10) | O, — Z(tk - tk—l) Vx1’(7k)2 + xz, (r;')z + x3' (Tk)2 ! é 3¢ (b - a).
Verfeinert man nun die Einteilung £, ¢,,...,¢,, so daB e gegen Null
geht, so wird

b —— ——— .
(11) limo, = [ dtVa,® + 2,2+ x,"2,
a

wie behauptet wurde. Die einzige kleine Schwierigkeit, die zu iiber-
winden war, um auf die iibliche Niherungsformel fiir das bestimmte
Integral zu kommen, war die Verschiedenheit der drei Zwischen-
werte £{9.

Man kann an Stelle von { als neuen Parameter auf der Kurve
den Bogen

¢
(12) s=[Vz,* +2,* + 2, dt
a

einfilhren. Zur Festlegung dieses besonderen Parameters ist noch die
Wahl des Anfangspunktes { = a der Zihlung (s=0) und die Wahl
des ,positiven Sinnes“ auf der Kurve erforderlich, der wachsenden
s-Werten entspricht. Nimmt man in (12) die Wurzel positiv, so wird



§ 2. Tangente. 3

der positive Sinn auch den zunehmenden {-Werten entsprechen. Fiir
den Bogen als Parameter (s = = ¢ 4- konst.) ist kennzeichnend

(13) /42 4/ = 1.
Als einfachstes Beispiel fiir eine unebene Kurve nehmen wir
eine Schraubenlinie auf einem Kreiszylinder vom Halbmesser a

(14) x, = acost, x, = asint, x, = bi.
Wir finden

(15) /= —asint, x,)=uacost, x/'=b
und daraus

(16) s =tVa®+ bt

§ 2. Tangente.

Als ,,Koordinaten“ des ,,Vektors“, der vom Kurvenpunkt z,(¢),
x, (t), ,(f) zum Kurvenpunkt z, (¢ + k), z,(t + k), z, (¢ + k) hinfiihrt,
konnen wir die Differenzen
(17) 2yt ) — =, ()
bezeichnen. Zwei Vektoren heien gleich, wenn die entsprechenden
Koordinaten iibereinstimmen. Der Vektor vom Ursprung zum Punkt z,(¢)
soll mit r(f) bezeichnet werden. Definiert man dann die Linear-
kombination von Vektoren durch die Linearkombination entsprechender
Koordinaten, so konnen wir den Vektor mit den Koordinaten

(18) @ (t+ k) — (1)
)
mit
tE+m—xr@
(19 st

bezeichnen. Dieser Vektor hat dieselbe Richtung wie die Verbindungs-
sehne der Kurvenpunkte, die zu den Parameterwerten ¢ und ¢4 & ge-
horen. Fir h— 0 geht der Sehnenvektor iiber in den ,Tangenten-
vektor

(20) ¢’ (t) mit den Koordinaten z; (¢)

an der Stelle ¢. Deutet man ¢ als Zeit, so nennt man p'(#) den
»Geschwindigkettsvektore.

Als Grenzlage der Sehne ergibt sich so die Tangente, die mittels
eines Parameters r folgendermaBen dargestellt werden kann:

oy e

d. h. ausfiihrlich:
(22) y, =, + rx;.
Es kann also, wenn alle z,"3=0 sind,

(23) o Snler W Sl WO ol

’ ’ - ’
, Z, xy

1



4 Kurventheorie.

als Gleichungspaar der Tangente in den laufenden Koordinaten wy;
angesehen werden. Die Tangentenformeln (21) — (23) werden un-
brauchbar, wenn der Geschwindigkeitsvektor ;' = 0 ist, d.h. wenn
alle 2/ =0 sind (=1, 2, 3). Das kann an der Parameterdarstellung
liegen oder auch daran, daB unsre Kurve an der betreffenden Stelle
ein besonderes Verhalten zeigt. Wir wollen im folgenden ¢’ 4= 0 an-
nehmen.

Denkt man in (22) ¢ und 7 verdnderlich, so hat man, wenn unsre
Kurve nicht geradlinig ist, die Parameterdarstellung einer Fliche vor
sich, die von den Kurventangenten iiberstrichen wird. Wie bei der Para-
meterdarstellung einer Kurve ein einziger Parameter ¢ zur Anwendung
kommt, so bei der Darstellung einer Fliche deren zwei: 7, t.

Fiir t=s haben wir /2 ... =1, d. h. der Geschwindigkeits-
vektor hat die Linge Eins, er ist ein Einheitsvektor. Wir wollen, um
dies kiirzer schreiben zu kdnnen, eine gebriuchliche Abkiirzung ein-
fihren. Sind g, ) zwei Vektoren mit den Koordinaten z;, y,, so soll
der bilineare Ausdruck

(24) Iﬁ%“*"xaye"l‘xays:Et)

als skalares oder immeres Produkt der Vektoren g, p bezeichnet
werden. Dann ist

(25) rp="0

die Bedingung fiir das Senkrechtstehen zweier Vektoren und

(26) rr=r==">r

das Quadrat der Linge / des Vektors ;. Fiir {t =s haben wir dann
(27) 7?=1.

Allgemein bedeutet das skalare Produkt rpy das Produkt der
Langen mal dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels.

Sind ¢ und p beide von einem Parameter abhingig, so w1rd das
skalare Produkt folgenderma.Ben differenziert:

(28) ﬁzxiyi=2xi ¥+ 29,
was sich abgekiirzt so schreibt:

d ,
(29) 7@ =ry+zy.

§ 8. Schmiegebene.

Legen wir durch drei Kurvenpunkte ¢, ¢ -+ h, ¢ 4- 2 die Sehnen-
vektoren
s(t+h) £ _

_ (it k) -z
k

Y04 o () + L q () +

(30)
=1 (t)+gz”()+w’”(t)+---,



§ 8. Schmiegebene.

[

so bestimmen sie dieselbe Ebene wie die Vektoren

Durch den Grenziibergang h— 0, k— 0 erhdlt man daraus die
Vektoren

£ () und (1),

die, wenn sie nicht gleichgerichtet sind, die Grenzlage der Ebene
durch drei benachbarte Kurvenpunkte festlegen. Man bezeichnet diese
Ebene als Schmicgebene. Ist y ein beliebiger Punkt in ihr, so liegen
die drei Vektoren p/, ” und y~ ¢ in einer Ebene, was sich durch
das Verschwinden der Determinante

’ ”

: Yi—% % zy
(81) | Ya — %o zy xy |=0
Yy — Ty X ;"
ausdrickt, wofiir wir zur Abkiirzung
9 (6 or71=7]

schreiben. (31) oder (32) ist also die Gleichung der Schmiegebene.

¢’ pflegt man in der Mechanik als ,Beschleunigungsvektor' zu
bezeichnen, so daB demnach die Schmiegebene durch Kurvenpunkt,
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektor festgelegt ist.

Ein Ausnahmefall tritt nur dann ein, wenn die Vektoren 3’ und ¢”
gleichgerichtet sind, wenn es also zwei Zahlen a und b gibt, die
nicht alle beide Null sind, so daB ap’ + bp” = 0 ist, oder, was das-
selbe besagt, wenn alle Determinanten
(33) x/z) — 2, x/ G, k=1,2,3)
gleichzeitig verschwinden. Um auch das in Vektoren leicht schreiben
zu konnen, bezeichnet man den Vektor mit den Koordinaten
”

a0

Y ] oo
(34) y, =5 2" — x,'2,”,

Y I

Y1 =%y X3 Zg T
! n 14 n

Vs =%, %y — Xy Ty

als Vektorprodukt oder duferes Produkt von ' und r” und schreibt
etwa

o [=r=7]

Geometrisch ist der Produktvektor fj so festgelegt: 1. y steht auf
t’, " senkrecht; 2. die Linge von y ist gleich dem Flicheninhalt des
Parallelogramms mit den Seiten ¢/, ”; 8. der Sinn von y ist so zu



6 - Kurventheorie.

wihlen, daB die drei Vektoren ¢, 1", y ebenso aufeinanderfoigen wie
die Koordinatenachsen (Fig. 1).

Es gelten dann, wie man sofort sieht, die Rechenregeln

(36) rx<Fg =rxy4r>=3 rxp=—pyxy,
(37) 2 L@ <y} =@ < 9) + @ <),

Es ist also
(38) ’'><"=0

die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die ,lineare Ab-
hingigkeit (ag’ + br” = 0) der Vektoren ¢, f”. Ebenso ist

(39) (£93) =0

die Bedingung fiir die lineare Abhingigkeit (agz - by +c3=0)
dreier Vektoren. Die Abhingigkeit zweier bedeutet Ubereinstimmung
der Richtung, und die von dreien, daB3 die Vektoren zu einer Ebene
parallel liegen. Die geometrische Bedeutung der Determinante (ry3)
ist bekanntlich der mit einem geeigneten Vorzeichen versehene Raum-
inhalt des Parallelflachs iiber den drei Vektoren g, y und 3.

Ist 3= >< 1, so steht 3 auf r und y senkrecht, denn es,ist z. B.
£(z><p)=(zey)=0.
Wir fithren weiter die leicht zu bestitigenden Rechenregeln an:
(40) t(h><3)=1G><z) =35> =(En3)

dann den Multiplikationssatz fiir Determinanten:

(zz) (&v) (x4)
(41) (x93) @'y'3) = | (02) (vy') (v%)

(32" Gv) 3
und die ,Identitit von J. L. Lagrange*

(42) | &< )& =< v)=Gx) (vy) — @) 0F) |-
Hieraus folgt ferner
(43) (><p)>=<5=_(z3)y — (v3)z-

Wir benutzen hier die Vektorenschreibweise nur nebenbei zur Abkiir-
zung. Eine systematische Darstellung der Vektor- und Tensorrechnung
soll erst in einem spiteren Teil der Vorlesung folgen.

Wann tritt der Ausnahmefall ein, daB ¢’ >< ;" lings einer Kurve
identisch verschwindet? Da ' nicht identisch Null sein darf, wenn
die Kurve nicht auf einen einzigen Punkt zusammenschrumpfen soll,
so muB ¢” von ¢ linear abhingen:

V= or.
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Durch Integration dieser drei vektoriell zusammengefaBten Differential-
gleichungen folgt '

a
v, =cf() +C, f(t):fef"’ ‘dt.
Dadurch sind aber die geraden Linien gekennzeichnet. Somit ver-
schwindet ¢’ >< 1" nur bei den Geraden identisch.

§ 4. Ein Mittelwertsatz von H. A. Schwarz und T.J. Stieltjes,

Das Vorhandensein der Schmiegebene 1aBt sich auch unter all-
gemeineren Voraussetzungen iber die Funktionen' z,(f) erweisen. Da
diese SchluBweise fiir viele verwandte Fragen kennzeichnend ist,
wollen wir hier darauf eingehen,

Von den Funktionen x,(#) sei jetzt nur vorausgesetzt, daB} sie in
a <t < b mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig seien
und daB g’ (f) < ”(f) §= 0 sei. Wihlen wir in @, b drei verschiedene
t-Werte g < f, < t, <<t < b, so wird behauptet: Wenn die t,, ¢,,
im dibrigen beliebig gegen denselben Wert t riicken, so geht die Gleichung
der Ebene durch die Punkte ¢ (t,), t(%,), t(t;) diber in die Gleichung

(32) h—1z 1, ")=0.
Zum Beweis stellen wir die Gleichung der urspriinglichen Ebene auf

' 1 3’1 3’2 y3 '
(44) 1z, (t) 2,(ty) 75 (t)

1z, (t) =, () 5(2,) =0
1z, (t;) 24 (ty) 25 (ts)
oder
|12y (t) 25 (ty) 1 2 (t) 2, (t,)
(45) | 1 2y (ty) 25 (8,) | {yy — 2 ()} + | 1 25(8) 2, () | {ya — %2 (81)}
1 2y (f) @5 (t) BENIEAY

1 2,(4) 2, ()
+ 12 () %, () | {3 — 2 (t)} =0.
1 2, (t) 24 (t)
Da die dreireihigen Determinanten mit ¢, — ¢, Null werden, wollen
wir die Gleichung dividieren durch

14, t72
(46) 1y 87 | =(t; —8)(t, —8,) (s — 1)+ 0.
’ 1t t2
Die Briiche wie z. B.
1z, (4) 2y () A
(47) 1o () x,(8) | 2|1 8y 6,2 | =4,
1z, (t5) 24 () 1ty 8?
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sollen nun abgeschitzt werden. Ersetzt man in der linken Seite der
Gleichung

1, () %, (t,) ’ 14 47
(48) 1z, (fy) 25 (%) | — 4, } 14 4°|=0

1 @, (f3) 4 (%) l |1ty
t, durch eine Verdnderliche ¢, so erhidlt man eine Funktion von ¢,
die fir =1, und ¢ =14, verschwindet, also fiir eine Zwischenstelle
t, <t < t, verschwindende Ableitung hat:

1z (t) =, (t1) i‘ 1t 47
(49) 1 x1(t~3) Zy(ty) | — A4 1 2 47 =0,
L0 =, (8%, (8)) .01 2¢

Ersetzt man jetzt #, durch eine Verdnderliche f, so entsteht eine
Funktion, die fiir ¢ =1¢,, ¢t =1¢, Null wird und deren Ableitung somit
fir £, <¢," < ¢, verschwindet:

1a(t) z3(t) | 1447
(50) 0z (t)xy (t') | — 45 |0 1 28, =0.
0z (&)=, (t) 01 2t

Ersetzt man jetzt linker Hand ;" durch ¢, so erhilt man eine Funktion, die
fir ¢=1t," und {=+1," Null wird, und somit ist fiir £, <¢," <t,” <t/ <#,

12(t) () 14 ¢° ,‘
(51) 0w/ (8)) ' (t)) | — 4,01 28" =0.
0 " (") 2" (6" 002

Damit ist die gewiinschte Abschitzung fir den Bruch 4, gewonnen,
niamlich, wenn die Bezeichnung etwas vereinfacht wird,
12/ () =)
(52) Ay = ‘2’! 1”( 2: 2”( 21 B
| % (t )xz (t)‘
wobei t, < ¢ < ¢" <{; gilt. Schitzt man in unserer Ebenengleichung

A {yy — @ ()} + Ao {ye — 2 ()} + A5 {ys — 25 (4,)} =0
auch die Briiche 4, und 4, entsprechend ab, so erkennt man sofort,
daB beim Grenzibergang wirklich die Gleichung (y —g, 1 ") =0.
entsteht wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Ableitungen.

Das Verfahren geht urspriinglich auf H. A. Schwarz (1880) zuriick
in der hier entwickelten Weise auf T. J. Stieltjes (1888)%). Durch
eine leichte Verallgemeinerung ergibt sich folgender Mittelwertsatz.

Haben die Funktionen z;(¢) Ableitungen bis zur Ordnung # — 1
fir a <¢t<bund ist a <8, <8, <<...<t, =b, so ist

1y H. A. Schwarz: Abhandlungen II, Berlin 1890, S. 296—302; T. J. Stieitjes:
(Euvres II, Groningen 1918, S. 110—123.
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; z, (ty) 2, (8)- - - 2, ()
@y (by) Zy(ty)- -2, (2y)

4 R z, (1) Z(7y) AL
jx1 ) %, (2,) -2, (t,) . 1 /(1) ® (1) .. z, (1)
16 ...t 12l (e—1) . C e e e e e
1° _ - _
1 tZ" tz"_l jxin Y (tn)xén Y (Tn)"'x:‘n Y (Iﬂ)c
1.5

Dabei gelten fiir die Zwischenwerte r die Beziehungen
T, =1,
T, LTy <y,
(54) T, < T3 < 1y,

T, <7, <t

§ 5. Kriimmung und Windung.

Nehmen wir jetzt die Bogenldnge als Kurvenparameter

. r=1t(s), =1,
so wird

(55) r'" =0,

d. h. der in der Schmiegebene gelegene Beschleunigungsvektor steht
auf der Kurventangente senkrecht. Man nennt jede Gerade durch
den Kurvenpunkt p senkrecht zur Tangente 1’ eine ,,Kurvennormale
und insbesondere die Kurvennormale in der Schmiegebene , Haupt-
normale”. t” gibt also die Richtung der Hauptnormalen an.

Triagt man vom Koordinatenursprung o aus den Einheitsvektor ¢’
ab, so durchlduft sein Endpunkt auf der Einheitskugel um p eine
Kurve {'(s), wenn p die Kurve g(s) beschreibt. Diese Kurve ¢'(s)
nennt man das Tangentenbild von r(s). t'(s) schrumpft nur dann auf
einen Punkt zusammen [f’(s)= konst], wenn (s) geradlinig ist
(t=1-s + konst). Das Bogenelement des Tangentenbildes sei mit
ds, bezeichnet. Nach der Formel (1) findet man

ds, \2
9) (o)==
Da ds,:ds nur fiir die Geraden identisch verschwindet, also gewisser-
maBen die Abweichung der Kurve g(s) an der betrachteten Stelle s

von der Geraden mift, so nennt man ds, : ds die , Kriimmung® von g (s)
an der betreffenden Stelle. Man bezeichnet die Kriimmung iiblicher-
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weise mit 1:9. Wir finden also

— 4y

1
(~57) E T ds

Das Vorzeichen der Wurzel kann beliebig gewiahlt werden. |1:p] ist
also die Linge des Beschleunigungsvektors und g ¢” ist ein Einheitsvektor
auf der Hauptnormalen, wenn ¢” &= 0 ist, wie wir hier voraussetzen wollen.
Die Kurvennormale, die auf der Schmiegebene senkrecht steht,
nennt man ,,Binormale”. Thre Richtung ist die von ¢’ ><¢”, denn dieser
Produktvektor steht auf ¢’ und ¢” senkrecht.
Wir wollen nun drei Einheitsvektoren zu jedem Kurvenpunkt g (s)
einfithren: 1. den Tangentenvektor
(58) o (s)=&.(5)s
2. den Hauptnormalenvekior
(59) e’ (s) =08/ (s) = ¢, (s)
und 3. den Binormalenvektor &, (s). Wir erkldren ihn durch die Formel
(60) E=& <& =00 =<1"). .
&, steht in der Tat auf &, &, senkrecht. £, ist ein Einheitsvektor;
denn nach der Identitit von Lagrange [§ 3, (43)] und wegen &, &, = 0 ist

(61) E2=¢E257 — (£, E)7=1.

SchlieBlich folgen die Vektoren &,, &,, & so aufeinander wie die drei
Einheitsvektoren auf den Koordinatenachsen, d. h. es ist

(62) (G18385) = (&, < &) =8 =+ 1.
Aus &, =< &, =&, folgt iibrigens fiir unsere drei Einheitsvektoren auch
fy < §y=24§ und & <& =&,

Um die Krimmung zu erkliren, haben wir vom Ursprung aus
die Vektoren £, (s) abgetragen und die Bogenlinge ds, des entstehen-
den ,Tangentenbildes“ berechnet. Entsprechend erkliren wir jetzt
die ,,Windung“ oder ,,Torsion** dadurch, daB wir vom Ursprung aus
die Binormalenvektoren &, (s) abtragen. Ihre Endpunkte erfiillen das
,,Binormalenbild von g(s). Den Quotienten der Bogenelemente

. ds T 1
(63) Ti‘z_ = V§3" =

wollen wir als ,, Windung* bezeichnen. Fiir ebene Kurven ist £, — konst.,
also die Windung Null. Somit ist die Windung ein MaB fiir die Ab-
weichung unsrer Kurve g(s) von ihrer Schmiegebene.

Durch (63) ist 1:7 wieder nur abgesehen vom Vorzeichen erklart.
Wir konnen jedoch diese Unbestimmtheit beseitigen. Der Vektor &’
niamlich 1aBt sich sicher aus den linear unabhingigen Einheitsvektoren
&, &, & kombinieren:

(64) 53’ =a,é +a,é+azé;.
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Nun ist & ein Einheitsvektor, also &% =1 und daraus £, £’ =4, =0.
Ferner ist nach (59)

(65) 51’ = %‘
und somit
(66) FEE) —7EE)FHE =0,

also wegen &,&, =0

€16/ =a,=0.
Es bleibt also
(67) & =a,é,
und nach (63)

£rn gL
8 T M2 T g2t

Wir entscheiden jetzt ilber das Vorzeichen von 1:7, wenn wir

a,= — 1:7 setzen und somit die Windung durch die Formel er-
klaren:

&
(68) 53' = —.

T

§ 6. Formeln von Frenet.

Wir hatten (65) &' =§&,:0 und (68) &' = — &,:7. Wir wollen
noch die Ableitung &, aus §&,, §,, § zusammensetzen. Wir finden
(69) £, =§& <&,

und daraus

Ea' = (‘53’ > 51) + (53 > 51’)’

' __ ExE | <&
(70) g — = Brh RE
__ &5 &
=—= 4.
Die damit aufgestellten Beziehungen
& &
r + e *
d& & &
(71) e TRt
€ _ &
ds T

stammen von F. Fremet (Toulouse 1847) und bilden die Grundlage
der ganzen elementaren Differentialgeometrie der raumlichen Kurven,
auf die sich alles zuriickfithren laBt.

Aus der ersten Formel konnen wir sofort die Kurven bestimmen,
fir die die Kriimmung 1:¢ identisch verschwindet. Man findet durch
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zwel Integrationen
46 _ dx
ds ’ ds
(72) 2;=§1S+E0,
also die Geraden.
Aus dem Verschwinden der Windung folgt

= £, = konst.,

(73) = =0, &, — konst.

Da ferner

& 2E=0
ist, erhdlt man durch nochmalige Integration
(74) &, -t = konst.,
d. h. die Kurve liegt in einer Ebene, denn (74) ist eine lineare Glei-
chung in z,, z,, x,.

2 3 \3

— 1 2

T;/__ﬁ

a) b) <)
Fig. 2.

Wir hatten "= £,. Durch Ableitung folgt 1" = §,' = §,:¢0 und
weiter

m b €5 &
(75) . r = gg 92 + ot *
Nimmt man fiir ¢ die Reihenentwicklung
76) =, s+ L) st L2+
( r=1 5o s Lo

und setzt man fiir ¢, r,”, r,”” die gefundenen Werte ein, so folgt,
wenn man die (£,),_, der Reihe nach mit den Koordinatenachsen zu-
sammenfallen 1dBt, die sogenannte kanonische Darstellung fiir unsre
Kurve in der Umgebung von s = 0:

1

xl'—_:s * -—-ggéss"}—-..,
1 '
— % - . -.¢2__ S0 3
(77) Ty =T 58’ — G S + ..
Ty =% % +L53+”_

60070
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Da die Reihen rechts beliebig fortgesetzt werden konnen, wenn man
Kriimmung und Windung in ihrer Abhangigkeit von der Bogenlinge s
kennt, so folgt, daB hierdurch und durch die Festlegung der Anfangs-
lage unsres ,begleitenden Dreibeins” &, &,, &, die Kurve eindeutig
bestimmt ist. AuBerdem kann man aus der kanonischen Entwicklung
ablesen, wie die Normalrisse (senkrechten Projektionen) unsrer Kurve
auf die £;£,-Ebenen im Ursprung aussehen. Man vergleiche die bei-
gegebene Fig. 2.

§ 7. Uber das Vorzeichen der Windung.

Es war (68) o &
M

T 2

also
- Eg 53’ .
Wir wollen links die Ableitungen von g einfiihren. Nach (59), (60) wird

52 — QE”) 53 —_ Q(E’ % g")’
Eal —_ Q(E’ >< g/") + Q’ (gl >< g”) .

1
T

Somit ist
1 o ’ ”r
7= —5253'29‘(2,2’,,&' ))

und wir haben zur Bestimmung von ¢ und 7 aus r(s) die Formeln
1__ o 1 _ @™

(78) —Q- == Vg s 7= E”Z .

Wir wollen die Ausdriicke fiir Kriimmung und Windung noch um-
rechnen fiir den Fall eines beliebigen Parameters {. Deuten die
Punkte Ableitungen nach ¢, die Striche Ableitungen nach s an, so ist

3

Z'=?
vE?

£ EDE
£

" b3

gII — = _*_“.)
ViE»®

wo die fehlenden Glieder sich aus § und i linear zusammensetzen.
Daraus ergibt sich

1 _ 28 —-@p*  @Exiy
& G @
79 .
(79) 1_GEd)
T T e

Hieran ist besonders bemerkenswert, daB die Windung sich
rational, ohne Ausziehen einer mehrwertigen Wurzel berechnen 1aBt,
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sobald nur r><f 0. Ihr Vorzeichen hat also eine geometrische
Bedeutung. Nehmen wir an, daf3 das zugrunde gelegte Achsenkreuz
so aussieht, daBl man Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten
Hand der Reihe nach gleichzeitig mit der -, x,, #,-Achse zur
Deckung bringen kann (Figur 1), dann werden positiv und negativ
gewundene Schrauben schematisch durch Fig. 3 dargestellt.

In der Tat! Berechnen wir fiir unsre Schraube von § 1 (14)
Kriimmung und Windung, so erhalten wir:

¥, = —asint, ¥, = —acost, &, = - asint,
x,= 4-acost, Z,= —asint, Z,== — acost,
r,=b, z, =0, z, =0,

b) und daraus

i?=a*4- 0%, £2=ae’ §E=O’

“— GE5)=a.

\ Somit nach (79):

1 a
< 1__»
PR T a2+ b2

Die Windung ist also > oder <0, je
nachdem b2 0 ist, was den Fig. 3a und 3b
entspricht. Entsprechend kann man sich die
Bedeutung des Vorzeichens von 1:7 fiir eine beliebige Kurve, etwa
an der kanonischen Darstellung (77) deutlich machen.

Spiegelt man unsre Kurve an einer Ebene, indem man etwa das
Vorzeichen einer der Koordinaten z; umkehrt, so dndert die Windung
ihr Vorzeichen. ’

Fig. 3.

§ 8. Kinematische Deutung von Frenets Formeln.

Dreht man einen starren Koérper um eine Achse um den Ur-
sprung o in der Zeit d¢ durch den Winkel d¢, so bezeichnet man
de:dt als die Winkelgeschwindigkeit der Drehung. Es sei p ein
Punkt des Korpets, p=dp:d¢ sein Geschwindigkeitsvektor. Ferner
tragen wir auf der Drehachse den ,,Drehvektor b so ab, daB seine
Linge gleich dg:d¢ und sein Sinn so ausfallt, daB die Drehung um
den Vektor nach links herum erfolgt. Dann schlieBt man aus der
geometrischen Deutung des Vektorprodukts (§ 3) leicht auf das Be-
stehen der Gleichung
(80) b=0>xp.

Denken wir uns jetzt an den Ursprung einen starren Korper ange-
hingt, von dem drei Achsen parallel zu den Einheitsvektoren £, einer
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Raumkurve verbleiben. Einen Punkt dieses Korpers konnen wir in
der Form darstellen:

p=u & +uy by +ug &y
Sein Geschwindigkeitsvektor wird fiir ds = d¢ nach den Frenetformeln

. ] Uy Yy ]
b_—g§1+(g :)E?_{—t&;'
Daraus folgt nach (80)
1 1
(81) =1t 1,
Wir finden also:

Die Komponenten des Drehvektors fiir das begleitende Dryeibein
einer Raumkurve sind: die Windung in der Tangentenvichtung und die
Kriimmung in der Binormalenrichtung.

Wenn man umgekehrt Kriimmung und Windung durch die For-
mel (81) einfiihrt, so ergeben sich riickwirts sofort die Formeln Frenets:

ag& _ &
h—bcg =12,
(82) %—:bxf‘l:_%_‘_%’
ag _ &
}?—DXES_ -

Diese anschauliche Herleitung stammt von G. Darboux.

§ 9. Ebene Kurven, Vierscheitelsatz.

Bei ebenen Kurven kann man, wenn erst iiber den positiven
Sinn der Zihlung der Bogenlinge entschieden ist, der Kriimmung ein
bestimmtes Vorzeichen zuschreiben. Dazu kommt man folgender-

maBen. Es sei g(s) eine Kurve der Ebene z, = 0. Wir setzen
(83) xz/=cost, &,/ =sint, x/=0

und wihlen als Hauptnormale den Einheitsvektor

” ki : ’
ox, =cos(t—f——2~>=—sm1: — X, ,

(84) ox,” = sin (1: - %) = 4 cost= 42/,

0% =0.

Wir haben also, wenn wir die verschwindende x,-Koordinate im
folgenden weglassen, fiir die Ebene als Ersatz der Frenetformeln

(85) ox," = — =z, ox)" ==z

Das Vorzeichen des dadurch eindeutig bestimmten p kehrt sich um,
wenn man das Vorzeichen von ds umkehrt.
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Wir wollen von den Formeln (85) eine Anwendung machen und
zum erstenmal einen Lehrsatz aus der Differentialgeometrie ,im grofen‘
beweisen. Es sei g(s) eine geschlossene ebene Kurve, deren Tan:
gentenbild ein einmal stets im gleichen Sinn umlaufener Kreis ist. Eine
solche Kurve, fiir die 1:9 etwa > 0 sein soll, und die von einer
Geraden héchstens in zwei Punkten geschnitten wird, nennt man eine
»Eilinie** oder ,,Oval“. Ein Beispiel einer Eilinie ist die Ellipse. Ein
Punkt der Kurve, in dem die Kriimmung » = 1:9 verschwindende
Ableitung (»’ = 0) hat, soll ein ,Scheitel“ genannt werden. Solche
Punkte sind bei einer Ellipse die Achsenpunkte, und zwar sind diese
vier Punkte, wie man leicht nachrechnet, die einzigen Scheitel einer
(nicht kreisformigen) Ellipse.

Es soll nun gezeigt werden:
(Vierscheitelsatz.) Die Mindestzahl der Scheitel einer Eilinie ist vier.

Dazu beweisen wir den Hilfssatz, daB das rings um die Eilinie
erstreckte Integral

(86) $(ag+ a,z, +a,2,)% -ds =0

ist, wenn die g, beliebige Konstante, , (s), &, (s) die Koordinaten eines
Punktes der Eilinie sind und x(s) die zugehorige Kriimmung bedeutet.
Da die g; beliebig sind, kommt man auf die drei Gleichungen

(87) $§xds=0, $x,dds=0, §x,dds=0.

Die erste Gleichung folgt sofort aus der Geschlossenheit, die zweite
und dritte bestitigt man durch Integration pach Teilen unter Be-
achtung von (85)

(88) §uynds = — ' nds = — §x,"ds = 0.

Setzen wir x(s) als stetig voraus, so gibt es sicher zwei Stellen
p und q auf unsrer Eilinie, wo x seinen groBten und seinen kleinsten
Wert annimmt. Diese sind jedenfalls Nullstellen von %', und damit ist
das Vorhandensein zweier Scheitel p, ¢ gesichert. Angenommen,
#/ wechselt zwischen p und ¢ nirgends sein Zeichen, sei also auf
dem einen Teilbogen p g unsrer Eilinie immer >0 und auf dem
andern stets < 0, Es sei dann g, - a,#, + 4,2, =0 die Gleichung
der Verbindungsgeraden p g, so daB der Ausdruck (a, + a, x, + @, %,) %’
beim Durchlaufen unsrer Eilinie niemals sein Zeichen dndert. Dann
kann aber das Integral (86) nicht verschwinden. Die Annahme von
nur zwei Zeichenwechseln von s’ auf unsrer Eilinie fiihrt also zu
einem Widerspruch mit unserm Hilfssatz. Da aber aus der Ge-
schlossenheit der Eilinie hervorgeht, daBl die Zeichenwechsel von ',
falls ihrer nur endlich viele vorhanden sind, jedenfalls in gerader
Zahl auftreten, so ergibt sich das Vorhandensein von mindestens vier
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Scheiteln. Da wir in der Ellipse eine Eilinie mit tatsdchlich vier
Scheiteln vor uns haben, ist die Vier als Mindestzahl gesichert.

Den vorgetragenen Nachweis des mehrfach bewiesenen Vierscheitel-
satzes verdankt der Verfasser einer Mitteilung von G. Herglotz?).

§ 10. Kriimmungsmittelpunkt.

Kehren wir zu rdumlichen oder ,gewundenen“ Kurven zuriick,
halten wir aber die Voraussetzung i” 3= 0 fest! Soll die Kugel mit
dem Mittelpunkt 3 und dem Halbmesser @ an der Stelle s = s, mit
der Kurve g(s) drei zusammenfallende Punkte gemein haben, so muB
die Reihenentwicklung

(89) f(s)=(z(s) —p)* — o

nach Potenzen von s — s, mit den Gliedern dritter Ordnung beginnen,
d. h. es muB fiir s = s,

f(s)=0, f'(s)=0, ['(s)=0

sein. Das gibt nach den Frenetformeln

a) x —y?=2a’,
o) P (xr—19)é =0,
) c—n2+1=0.

Nach (90b) liegt der Mittelpunkt y in der Normalebene, nach (90c)
oder (y — )&, = hat der NormalriB von y auf die Hauptnormale
die Entfernung ¢ vom Ursprung. Setzen wir also von y voraus, dab
es in der Schmiegebene liegt, so haben wir:

o |

Wir wollen den Punkt y in der Schmiegebene, den Mittelpunkt
der Kugel ,durch drei benachbarte Kurvenpunkte von g(s) den
Kritmmungsmittelpunkt nennen. Damit ist eine geometrische Deutung
fiir den ,,Kriimmungshalbmesser* ¢, den reziproken Wert der Kriimmung
gefunden. Da y — ¢ = p§&, ist, weist der Hauptnormalenvektor £, von
¢ nach dem Kriimmungsmittelpunkt y oder in entgegengesetzter Rich-
tung, je nachdem p > 0 oder ¢ < 0 gewihlt ist.

Die Schnittgerade der Ebenen (90b) und (90c), d. h. mit andern
Worten den Durchschnitt ,,benachbarter Normalebenen pflegt man als
Kriimmungsachse'* der Kurve zu bezeichnen. Sie steht im Kriimmungs-
mittelpunkt auf der Schmiegebene senkrecht.

2) Andere Beweise bei: 4. Kneser: H. Weber-Festschrift, Leipzig u. Berlin
1912, S. 170~180; W. Blaschke: Rendiconti di Palermo 36 (1913), S. 220—222;
H. Mohrmann: ebenda 37 (1914), S. 267—268.

Blaschke, Differentialgeometrie I. 2. Aufl. 2
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§ 11. Schmiegkugel.

Wir wollen jetzt durch vier benachbarte Punkte von g(s) eine
Kugel legen, 3 sei ihr Mittelpunkt, R ihr Halbmesser. Dann muB

(92) gis)=@—3 — K

gleichzeitig mit den Ableitungen bis zur dritten Ordnung Null sein.
Das gibt neben den schon unter etwas anderer Bezeichnung berech-
neten Formeln (90) noch eine neue

(g - a) 61 == 0)
&
(98) E—3)3+1=0,
__ l 53 E)_ ’ _5_2 -
(x 8);(‘;—3 — =3 =0
Setzt man zufolge der beiden ersten dieser Gleichungen
(94) p=t+e& + ok,

so folgt aus der dritten, wenn 1:7 3= 0,
s=r1p0.

Somit ist der Mittelpunkt der ,,Schmieghugel*

(95) s=1+0&+o'v5 ]
und ihr Halbmesser
(96) R*=g*+ ¢ 7"

Der Mittelpunkt 3 der Schmiegkugel liegt nach (95) auf der Kriim-
mungsachse.
Durch Ableitung von (95) erhalt man nach den Frenetformeln

(e
67) F={ e }a
Fiir eine unebene Kurve auf einer festen Kugel ist also
o d do\

Nehmen wir umgekehrt an, diese Differentialgleichung zwischen den
Funktionen g(s), (s) sei identisch erfiillt, dann ist 3§ = 0, also 3 = konst.

und nach (96)
d R?

= 29’1{3 +;-(9’1)}= 0

T S

oder R = konst. Das heiBt, die Beziehungen (98) ist fiir die unebenen
sphirischen Kurven kennzeichnend.

Nehmen wir einmal eine Kurve mit fester Kriimmung (¢’ = 0)!
Dann fillt der Mittelpunkt (95) der Schmiegkugel in den Kriimmungs-
mitte]punkt (91)

y=3=r-+ob=1"
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Man findet
ar* _ e as* __ e
und somit
dg* *

Ferner durch Ableitung von (100) nach s
dar_Ee(ye)_ ok

ds o T T
oder .
(101) ¥ 5_
Bildet man das ,innere Quadrat“,v so folgt
(102) 0% = o = konst.
Ferner ist
(103) Y=g =t ot =1 —eb =1t

Die Kurven (r) und (z*) haben also beide die gleiche feste Kriimmung
und jede ist der Ort der Kriimmungsmittelpunkte fiir die andere.
Die Formeln (93) lassen noch eine andere Deutung zu. Die
erste ist bei verdnderlichem 3 die Gleichung der Nomalebene unserer
Kurve g(s). Die beiden ersten Gleichungen zusammen ergeben daher
als Schnitt benachbarter Normalebenen die Kriimmungsachse, auf
der y und 3 liegen. Nimmt man noch die dritte hinzu, so erkennt
man, daB 3 Schnittpunkt dreier benachbarter Normalebenen ist.

§ 12. Bertrandkurven.

In den Kurvenpaaren mit fester Kriimmung, die im letzten Para-
graphen betrachtet wurden, haben wir ein Beispiel eines Kurvenpaares
mit gemeinsamen Hauptnormalen. Alle derartigen Paare hat zuerst
J. Bertrand®) ermittelt, und zwar auf folgende Weise.

Es sei g(s) die eine Kurve des Paares,

(104) * =+ aé,

die zweite. Durch Ableitung mit Benutzung der Fremetformeln folgt
- dar* a a

(105) g5 = (1_E> Ltdé+ 4.

Da dieser Tangentenvektor auf &, senkrecht stehen soll, muB jeden-
falls @’ = 0, also g konstant sein. Bezeichnen wir den Winkel zwischen
&, und dem Einheitsvektor £* in der Tangente an (r*) mit e, so ist

(106) §F¥=¢ cosw + & sinw.

9 J. Bertrand: Mémoire sur la théorie des courbes & double courbure, Paris,
Comptes Rendus 36 (1850), und Liouvilles Journal (1) 15 (1850), S. 332—350.

o*
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Daraus folgt durch Ableitung

dE* ds*  £* ds* (cosa_)_ sma)) dcosw dsin w
ds* ds—g*_'_ 52 p +§1 +§3 ds
Sollen also die Hauptnormalen &, und &£,* zusammenfallen, so muf
o = konst. sein. Da die Vektoren & * und dg*:ds gleichgerichtet
sind, folgt aus (105) und (106)
1% 2 [
Q T
cosw Sinw

(107)

(108) =0,

also eine lineare Gleichung zwischen Kriimmung und Windung:

a sin o a cos w
(109) 0 + = = sin@.
Fir w ==/2 kommen wir auf den im vorigen Abschnitt behan-
delten Fall der Kurven mit fester Kriilmmung zuriick. SchlieBen wir
den trivialen Fall ebener Kurven, der fiir sinw = 0 eintritt, aus, so
kénnen wir fiir
acotgm=2>b

setzen und (109) in der Form schreiben
a b

(110) P + =1

Eine solche Beziehung muBl also fiir jede Kurve eines Bertrand-
paares erfiillt sein. Wenn man die SchluBweise umgekehrt durchgeht,
erkennt man die Bedingung (110) auch als hinreichend. Fiir eine
Schraubenlinie (¢, T = konst.) gibt es unendlich viele Beziehungen (110)
und entsprechend unendlich viele Schraubenlinien, die die erste zu
einem Bertrandpaar erginzen.

§ 13. Natiirliche Gleichungen.

Es handelt sich darum, ob durch Angabe der Funktionen ¢ = g (s),
T =1(s) eine Kurve im Raum, abgesehen von Bewegungen, eindeutig
bestimmt werden kann. Fir den Fall analytischer Kurven war die
Eindeutigkeit schon in § 6 (77) mittels der kanonischen Darstellung fest-
gestellt worden. Macht man nur Differenzierbarkeitsvoraussetzungen,
so kann man das Vorhandensein folgendermafien herleiten.

Nach Frenet geniigen die Kordinaten &;, der Vektoren §; des be-
gleitenden Dreibeins den linearen, homogenen Differentialgleichungen
mit schiefsymmetrischer Determinante
a8y Son e _ ka_,_fak . __ ek
ds o’ ds

(111) Uk 2k,
Angenommen, wir hitten auBer der Kurve g (s) noch eine zweite g (s),
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deren Eik denselben Gleichungen (111) geniigen. Dann folgt aus der
schiefen Symmetrie der Frenetformeln, dafi

(112) %(511‘211:‘!'5%221«+§3ké3k)20

ist. Bewegen wir nun die Kurve g (s) so lange, bis das zur Stelle s =0
gehorige Dreibein mit dem entsprechenden Dreibein zu g (s) zusammen-
fallt, so ist fiir s =20

(113) §1k£1k+§2kéik+53k§3k=l

und somit gilt die Formel wegen (112) fiir jedes s. Also fallen die
Einheitsvektoren m_it den Koordinaten §&;,, §,,,4=1,2, 3 fiir jedes s
zusammen: £, =§, . Insbesondere folgt fiir =1

. d -
(114) ¢1_§1=;fs(§"“§):0’
also, da fiir s = 0 nach unsrer Annahme y — y = 0 ist, allgemein

(115) r()=1(s),
w.z. b, w.

Es bleibt noch festzustellen, ob man die Funktionen g(s) und
7(s) beliebig vorgeben kann. Schreibt man in (111) an Stelle von
& kurz u,, so hat’man das System linearer, homogener Differential-
gleichungen zu losen:

dulzgg du, dus  ty

L R
(116) ds o’ ds T e + 7’ ds T’

Sind die Funktionen 1:9(s), 1:7(s) stetig in einem Intervall um
s = 0, so haben diese Differentialgleichungen nach bekannten Existenz-

sitzen (vgl. den folgenden § 14) bei beliebig vorgegebenen Anfangs-
werten ein Losungssystem. Wir wollen drei derartige Losungssysteme

ermitteln:
(Gr1s a0 &3a)s (Brar Ganr Esa)s (Buso Gass Eas)
mit den Anfangswerten
(1,0,0); (0,1,0); (0,0,1).

Da, wir wir schon im besonderen Fall ( = k) bemerkt haben,
J )

ist wegen der schiefen Symmetrie der Matrix (111), so erfiillen die
&, nicht nur fir s =0, sondern fiir jedes s die Bedingungen einer
orthogonalen Matrix

(=0, fir 73k,

(118) an'frkzaiki:l, fiir ¢=k.
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Setzen wir nun

d

—x‘: Eli’
(119) s
f 1:(s ds’

0
so haben wir eine Kurve gefunden, deren Kriimmung und Windung,
wie man ohne Mihe bestitigen wird, die vorgeschriebenen Werte
1:0(s), 1:7(s) haben.
Durch Angabe der stetigen Funktionen 1:p(s) und 1:z(s) ist

also eine Kurve, und zwar wie vorhin bewiesen wurde, abgesehen von
Bewegungen eindeutig bestimmt. Man nennt deshalb die Formeln:

(120) Ce=e(s), T=1(s)

die , natiirlichen Gleichungen“ einer Kurve. ,Natiirlich¢, weil sie von
der Koordinatenwahl unabhingig
sind. Unwesentlich ist es, wenn
in diesen Gleichungen s durch
+ s - konst. ersetzt wird.

Berechnen wir als Beispiel
die natiirlichep Gleichungen einer
»Epizykloide, die von einem Um-
fangspunkt eines rollenden Kreises
beschrieben wird, der auf einem
festen Kreis seiner Ebene auBen
gleitungslos abrollt. Es seien a
und Aq die Halbmesser des festen
und des rollenden Kreises. Dann
findet sich fiir die Kurve (Flg 4)
die Parameterdarstellung

z, = a{(1 + A)cos ip — Acos (4 + 1) p},
wy=a{(1+4)sinlp — Asin (14 1)¢},

Man findet nach geeigneter Wahl einer Integrationskonstanten

(121)

. 41 14-1
(122) s=44(1 +l)ac0542——, o IE}—;)aSInE

c

Somit ergeben sich die natiirlichen Gleichungen der Epizykloide

(1238) ST (Lh2apet = (41(14+Da),  L=o0.

Es ist bemerkenswert, daB bei dieser im allgemeinen transzendenten
Kurve die Beziehung zwischen s und g stets algebraisch ist.
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§ 14. Hilfssatz iiber lineare Differentialgleichungen.

Im vorigen Abschnitt wurde benutzt, daB ein System von Gleichungen

d 3 .
(124) d—?=k§cikuk; i=1,2,3,

wenn die ¢;, (s) in 0<s < stetig sind, ebenda stetige Losungen
besitzen, die vorgeschriebene Anfangswerte % annehmen. Den Nach-
weis erbringt man am einfachsten mittels ,;schrittweiser Niherungen®,
Man setze

8
(125) ul=up —{—J%}cikukods,
s
ui‘::uio_‘_‘jéj’cikukld‘s’
0k

8
w=ud+ [ S, up~tds.
0%
Es sei |¢;,| < %C, |u2] <1. Dann wird
|ut —ul|< Cs,
8
u®—ut = fzcik (! — ) ds,
0k
2 s*
[ —ul | < CPy
[ Cni"_<cn7_"
Iui ui ! < nl = n! °
Somit ist die Funktionenfolge u,"(s) gleichmiBig konvergent
(126) lim % (s) = w,(s)- .
Wegen der gleichmiBigen Konvergenz folgt aus (126) fiir n — oo

1.3
(127) u,=ul + [ e, u, ds
0
oder
du,'
(128) =2ty u;,(0) = u?,

w. z. b. w.4).

§ 15. Boschungslinien.
Kurven, deren Tangenten mit einer festen Richtung einen festen
Winkel bilden, nennt man nach E. Miiller Boschungslinien. Beispiele
dafiir sind die ebenen Kurven und die Schrauben (§ 1). Das Tan-

%) Zum Eindeutigkeitsbeweis kann man so verfahren wie im 2, Band dieser
Differentialgeometrie § 50, Hilfssatz 1.
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gentenbild einer Boschungslinie ist ein Kreis. Nennen wir den Ein-
heitsvektor in der festen Richtung ¢ und den festen Winkel ¢, so ist

(129) e &, = cosd

und durch Ableitung

(130) ef,=0.

e liegt somit in der Ebene &, & . So kénnen wir
(131) ¢ &, = sind

setzen. Durch Ableitung von (130)folgt nach Frenet und wegen (129), (131)

(132) s—“:—l’ — 59;—1% =0 oder r==ptg?d,

d. h. bei einer Boschungslinie stehen Kriimmung und Windung in
festem Verhilinis.

Ist umgekehrt (132) erfiillt, so ist

(133) ;—S(El cos & + &, sind) =0,
also die Richtung

(134) e =& cosd + & sind
und der Winkel

(185) e&, = cosd

unverinderlich, unsere Kurve also eine Bgschungslinie.

Wir wollen uns die Béschungslinie auf eine Ebene senkrecht
zu e projizieren. Der Normalri8 sei g (s):

(136) r=r— (zre)e.
Daraus folgt nach (129)
(137) r'=§& —ecosd,
(138) 7= %
Ferner
(139) Pr=sin?d, P _sing, s=ssind.
Somit ist
d’r = ds 2_ & . Es
(140) E=r(E) = g = g

Man kann also setzen

(141) £, =¢&, und g =psin?d.
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§ 16. Boschungslinien auf einer Kugel.

Soll man auf einer Kugel vom Halbmesser R die unebenen
Boschungslinien ermitteln, so kann man zunichst die Formel (96)
von § 11 heranziehen. Namlich

'+ =R
Nach (132) ist 7= th ¢, also

L+ ) =
0 tgﬂ \/R2 __é
4

gd

/Rg

und daraus nach geeigneter Wahl
des Kurvenpunktes s = 0

(142) s=tgdVR* —¢o*

oder

(143) o= VR®—s%ctg®d.

Fiir den Normalrif3 (§ 15) unserer

Boschungslinie folgt nach (139)
und (141)

(144) g == VR*sin*9 — s?cos?d.

Nach § 13 (123) sind diese Nor-
malrisse also Epizykloiden. In der
Fig. 5 wird dieser Zusammenhang
zwischen sphérischen Boschungs-
linien und ebenen Radlinien in
Auf- und GrundriB verdeutlicht.
Der Grundrif3 ist dabei doppelt zu
durchlaufen.

Wir wollen von den Béschungs- .
linien einer Kugel folgenden Satz Fig. 5.
erwahnen:

Denkt man sich mit dem begleitenden Dreibein einer unebenen
Béschungslinie auf einer Kugel eine Ebene fest verbunden, die zur
Richtung ‘¢ weder parallel noch senkrecht ist, so umhiillt diese Ebene,
wenn das Dreibein lings seiner Kurve vorwirtsgleitet, ebenfalls eine
Boschungslinie, die auf einem Drehellipsoid liegt, dessen Achse zu e
parallel ist und durch den Mittelpunkt unserer Kugel h1ndurchgeht5)

=ds

5 Vgl. W. Blaschke : Bemerkungen iiber allgemeine Schraubenlinien. Monats-
hefte fiir Mathematik und Physik 19 (1908), S. 188—204, bes. S. 198.
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§ 17. Béschungslinien auf einem Drehparaboloid.

Als NormalriB der Béschungslinien auf einem Drehparaboloid,
dessen Achse parallel zur festen Richtung e ist, auf eine Ebene senk-
recht zu ¢ erhidlt man Kreisevolventen, ebene Kurven also, die ihre
Kriimmungsmittelpunkte auf einem Kreise haben.

Man kann das aus den Ergebnissen des letzten Abschnitts
folgern, wenn man den Raum in der Richtung e streckt und durch
Grenziibergang aus dem Ellipsoid, das aus der Kugel entstanden ist, ein
Paraboloid herleitet. Aber man kann die Behauptung auch unab-
hingig davon, und zwar ohne jede Rechnung bestitigen.

Es habe unser Vektor ¢ die Koordinaten 0, 0, 1, liege also auf
der z,-Achse. Die Gleichung des Paraboloids sei:

(145) z?+,>=2cx,.
Eine Schmiegebene unsrer Béschungslinie schlieBt mit 2, nach (129)

und (130) den Winkel ¢ ein, ihre Gleichung kann also, wenn wir
sie um x, noch geeignet drehen, auf die Form

(146) x, = x, ctg & - konst.

gebracht werden. Ihr Durchschnitt mit dem Paraboloid ist eine Ellipse,
die mit unserer Boschungslinie drei benachbarte Punkte gemein hat.
Der ,,GrundriB“ dieser Ellipse auf z, = 0 ist eine neue Ellipse, die
mit dem GrundriB der Béschungslinie wieder drei benachbarte Punkte
gemein hat. Man findet ihre Gleichung durch Eliminieren von
aus (145) und (1486), nimlich:

(147) z,? 4+ z,” = 2 cx, ctg ¥ -+ konst.

Das ist aber offenbar ein Kreis, also der Kriimmungskreis des Grund-
risses der Boschungslinie. Sein Mittelpunkt hat von der Drehachse
(vom Ursprung) die feste Entfernung cctg¢. Somit ist der Ort der

Kriimmungsmittelpunkte des Grundrisses unserer Boschungslinie tat-
sachlich ein Kreis.

§ 18. Evoluten, Evolventen.

Die Kurven auf der Tangentenfliche einer Raumkurve g(s), die
die Tangenten senkrecht durchschneiden, nennt man Fadenevolventen.
Setzt man

(148) &'*:g—rfl,
so folgt
ar* ' £
(149) Fz(l_"")fr"‘f-
Also muf3 sein
dr* ’r__
(150) 51—3?_71——7 = 0.
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Daraus folgt » = s - konst. Somit haben wir die gesuchten Evolventen
in der Parameterdarstellung

(151) t* =1 (s) — (s + konst.) d—fli:l .

Anziehender ist die umgekehrte Aufgabe: zu (r*) riickwirts eine
»Evolute (1) aufzusuchen. Vertauscht man die Bezeichnungen r*
und gz, so handelt es sich darum, Normalen von (r) so anzuordnen,
daB sie Tangenten einer Kurve (z*) werden. Setzen wir entsprechend

(152) tr=r Uy byt ug &y,
so wird
I N L O L%

Sollen die Vektoren r* —r und dz*:ds linear abhingen, so muf
zunichst

(154) Uy = @

sein, d. h. die zum Punkt y gehorigen Evolutenpunkte r* liegen auf
der Kriimmungsachse (§ 10) von r. Ferner muB sein

’

Us ’ [4
0 — U + =

|
(155) | T =0
oo Us !
oder
’ — ’ 1
(156) e -,
& tu v
Daraus folgt ’
(157) arctg% = arctg’uig— =f%f.
Somit ist ? ’
ds

(158) Uy =0 ctgf-

T

Entsprechend der hier auftretenden Integrationskonstanten hingen die
Evoluten

(159) x*=z+9{§2+53 ctg(f%“ﬂ)}

noch von einer Konstanten ab. Der Winkel, unier dem man’ zwei
verschiedene Evoluten von 1 aus sieht, ist unverdnderlich. Insbesondere
gilt fir ebene Kurven

(160) =1+ o0& +cok.

Es gibt also eine einzige ebene Evolute (¢ = 0) einer ebenen Kurve.
Die iibrigen sind Boschungslinien, deven Tamgenten gegen die Ebene
von () feste Neigung haben.
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§ 19. Isotrope Kurven.

Es ist, selbst wenn man nur geometrisch anschauliche Ergebnisse
herleiten will, doch zweckmiBig, gelegentlich auch imaginire Kurven
zu betrachten, also die Funkiionen z, (f) als komplexe analytische
Funktionen der komplexen Verinderlichen =% | {v mit gemein.
samem Existenzgebiet vorauszusetzen. Fiir diese imaginiren Kurven,
die, wenn wir ,reelle Dimensionen“ zihlen, Triger von zweifach un-
endlich vielen Punkten sind, da die Kurvenpunkte von zwei reellen
Parametern #, v abhiangen, ist die hier vorgetragene Theorie im groBen
und ganzen anwendbar; nur treten gewisse Ausnahmefille auf. So ist
besonders der Fall moglich, daB die Bogenlidnge einer solchen Kurve
Null ist, ohne daB sich die Kurve auf einen Punkt zusammenzieht. Aus.
(161) fi=a/"42,/"42,/2=0
folgt ndmlich jetzt nicht mehr f' = 0. Die durch '?*=0, 40
gekennzeichneten imaginiren Kurven pflegt man isotrope Kurven zu
nennen (oder auch ,Minimalkurven*). Wir werden spiter sehen, daB
diese unanschaulichen imaginiren Kurven zur Herleitung einer sehr an-
schaulichen reellen Flichenklasse verwendbar sind, nimlich zur Herlei-
tung der ,,Minimalflichen‘, in die sich ein Seifenhiutchen formt, das lings
eines geschlossenen (irgendwie gewundenen) Drahtes ausgespannt ist.

Aus 1'?2=0 folgt ¢'”" =0, ¢'v" = — ¢”? und daher nach dem
Multiplikationssatz (§ 3, (41))
0 0 —y \l
(162) (E, " HI)2= O gllg * ‘ - (3;12)3.
__'gllg * * }

Ebenso gilt allgemeiner identisch fiir den beliebigen Vektor p

(163) " 0)?= —"2.('v)°

Daraus folgt, daB (r't"”r™) oder, was wegen (162) dasselbe ist,
£’ nur dann identisch verschwinden kann, wenn t'><y” =0 ist. Da-
durch waren aber nach § 3 die geraden Linien gekennzeichnet. Wir
wollen im folgenden diese geradlinigen, isotropen Linien, also die
isotropen Geraden ausschlieBen (z”? == 0). Bei Einfithrung eines neuen
Parameters p auf unsrer Kurve ergibt sich

(E’ II dp (E’ r” n)t

164 jul ) QR
(164) (z'v)p (dt) @)
Wollen wir also den neuen Parameter p so wihlen, daB

(165) " 0),= —('v),

wird, so brauchen wir nur

(166) p= fV — (5(;';)”)‘ dt

zu setzen, wo p einen beliebigen konstanten Vektor bedeutet. Dadurch
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ist dieser natiirliche Parameter $, der zuerst von E. Vessiot und dann
insbesondere von E. Study eingefiihrt worden ist®), dhnlich wie frither
die Bogenlange durch eine (zweiwertige) Quadratwurzel erklart.

Fir { = ¢ wird nach (165)

(167) z/><g//: —E,

und nach (163)

(168) ' "= —1.

Ferner ist nach (167)

(169) ") =" =1y"=—1

Wir wollen zeigen, daB sich die Kriimmung des Normalrisses
unsrer isotropen Kurve auf eine Ebene berechnen 1idft, wenn der
Einheitsvektor ¢ der Normalen auf diese Ebene gegeben ist. Geht
die Ebene etwa durch den Ursprung, so gilt fiir den Normalri y
eines Kurvenpunktes r

(v =z — (o
(170) i "=t —(er)e,
t)” — g”__ (e zll) e.
Daraus folgt unter Verwendung der Formeln (161), (168)

1)12 —— (e g’)z,
(171) t)l t)”: . (egl) (ezﬂ)’
t)//g —_ 1 — (E E")g'
Nach (79) in § 7 ergibt sich somit fiir die Kriimmung ()
1 nl? nII'Z _ ([)’ nll)‘l 1
172 =25 -« -
a72) ¢ o L F/L
oder nach willkiirlicher Entscheidung iiber ein Vorzeichen
(173) Vie—er, ("= —1)

eine Formel, die eine geometrische Deutung des Vektors ' enthilt.
Z. B. bekommen wir daraus fiir die Kriimmungsradien der Normal-
risse auf die Koordinatenebenen

(174) Vig, ==z,
und somit '
(175) 91+92+03:0'

In Worten: Die Kriimmungshalbmesser der Normalrisse einer isotropen
Kurve auf drei paarweise senkrechte Ebenen in zugehorigen Punkten
haben bei geeigneter Vorzeichenwahl verschwindende Summe?).

8) E. Vessiot: Comptes Rendus Paris 140 (1905), S. 1381—1384; E. Study:
Zur Differentialgeometrie der analytischen Kurven, Transactions of the American
Mathematical Society 10 (1909), S. 1—49. In dieser Arbeit werden die imagi-
nidren Kurven systematisch studiert.

N W. Blaschke: Archiv f. Mathematik u. Physik 14 (1909), Aufgabe 256, S. 355.
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§ 20. Integrallose Darstellung der isotropen Kurven.

Man kann alle krummen isotropen Linien, also die Lésungen der

Differentialgleichung p'? = 0 mittels einer willkiirlichen analytischen
Funktion und -deren Ableitungen darstellen. In der Tat! Fiir die
Schmiegebene einer nicht geradlinigen isotropen Linie ist nach (167)
(176) (-2 )=—0b—5)=0.
Der Vektor ¢, der die Stellung der Ebene festlegt, geniigt aber der
Gleichung '? = 0. Gehen wir umgekehrt von einer Schar solcher
isotroper“ Ebenen aus, die nicht parallel laufen, so kénnen wir sie
mittels eines Parameters ¢{ so ansetzen:

(177) A=)y, +i(1 1)y, — 28y, =24f() |

wo i2=- — 1 und f eine analytische Funktion bedeutet. Leitet man
die Gleichung bei festem y zweimal nach ¢ ab, so findet man durch
Auflsung fiir die umbhiillte Linie die gewiinschte Darstellung

(178) = (f—tr+155),
gy = — i (' —tf").

Es folgt daraus:
dz, 11—, dx, 1412 ,, dx, ., m
(179) G =i =g T =
also ist wegen p’? = 0 die Kurve (178) wirklich isotrop. Man hat nur
vorauszusetzen, daB f””’ nicht identisch verschwindet. Fiir den ,,natiir-

lichen“ Parameter p von Vessiot und Study ergibt sich

(180) p=J VI ().
Auch kann man leicht aus der Parameterdarstellung (178) die Ergeb-
nisse vom SchluB des vorigen Abschnitts bestitigen.

§ 21. Aufgaben und Lehrsitze.

Wir beginnen mit einigen Mitteilungen diber gewundene Linien.

1. Die Schmiegebene. In einem Kurvenpunkte y mit 1:9 == 0 und
1:7 == 0 ist die Schmiegebene jene Ebene durch die Tangente in g,
die die Kurve in g zerschneidet.

2. Ein Satz von Beltrami, Die Tangentenfliche einer Raumkurve
schneidet die Schmiegebene in einem Punkte y der Kurve in einer
ebenen Kurve, deren Krimmungshalbmesser in p gleich 4:3 des
Kriimmungshalbmessers der Raumkurve in p ist. E. Beltrami, 1865,
Opere I, S. 261.
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3. Rektifizierende Ebene. Die Ebene durch einen Kurvenpunkt
senkrecht zu &, pflegt man rektifizierende Ebene zu nennen. Die rek-
tifizierenden Ebenen einer Kurve (r) umhiillen im allgemeinen die
Tangentenfliche einer Kurve (r). Man findet

P—r—p@a+E), =%

T

(181) ’
F=—(5) & +4&).

Somit gehen die rektifizierenden Ebenen alle durch einen festen Punkt,
wenn 4" = 0 oder

(182) L —as+b

T

ist (A. Enneper). Man kann diesen Sachverhalt durch eine spater (§ 56)
einzufithrende Ausdrucksweise auch so kennzeichnen, dafl man sagt:
Die Kurven mit 4” = 0 sind geoditische Linien auf Kegelflichen.
Insbesondere kommen wir fiir 2 = 0 auf die Béschungslinien zuriick.

4. Eine kennzeichnende Eigenschaft der Boéschungslinien. Das
Verschwinden der Determinante (r”z” V), wobei die Ableitungen
nach der Bogenlinge zu nehmen sind, ist fiir die Boschungslinien
kennzeichnend. A. R. Forsyth, Differential Geometry, Cambridge
1912, S. 28.

5. Béschungslinien eines parabolischen Zylinders. Die Boschungs-
linien eines parabolischen Zylinders, die mit der durch eine Erzeugende
gehenden Symmetrieebene des Zylinders feste Winkel bilden, haben
als NormalriB auf die Symmetrieebene gemeine Radlinien, die von
einem Umfangspunkt eines auf einer Geraden rollenden Kreises be-
schrieben werden.

6. Uber Béschungslinien auf Drehflichen zweiter Ordnung. Be-
trachten wir auf einer Drehfliche 2. Ordnung eine Bschungslinie, die
mit der Drehachse einen festen Winkel bildet! Die Kurve ihrer
Kriimmungsmittelpunkte liegt auf einer koaxialen Drehfliche zweiter
Ordnung und hat als NormalriB auf eine zur Drehachse senkrechte
Ebene eine Radlinie, die beim Abrollen zweier — nicht notwendig
reeller — Kreise entsteht. W. Blaschke, Monatshefte f. Math. u. Phys.
19, 1908, S. 201.

7. Kurven fester Windung. Jede Kurve mit der festen Windung
1:7 1aBt sich in der Form darstellen:

t
(183) r=v[&><de,
o

wo &= £(f) einen Einheitsvektor bedeutet.



32 Kurventheorie.

8. Konstruktion des Beriihrungspunktes. Zwei Punkte p, q durch-
laufen zwei rdumliche Kurven P und £ unabhingig voneinander; die
Symmetrieebene ¢ von p und q umhiillt dann im allgemeinen eine
Fliche %. Die Ebene in p senkrecht zu P, die Ebene in q senk-
recht zu & schneiden sich mit § in der Regel im Beriihrungspunkt
von € mit §. Vgl G. Darboux, Surfaces 1 (1887), S. 123—126.

9. Ein Satz von Halphen iiber riumliche Kraftfelder. Sind alle
Bahnkurven, die unter Einwirkung eines unveranderlichen Kraftfeldes
bei beliebigen Anfangsbedingungen zustande kommen, eben, so gehen
alle Krifte des Feldes durch denselben festen Punkt G. H. Halphen,
Comptes Rendus Paris 1877, S. 939 und G. Darboux in Despeyrous,
Cours de Mécanique I, Paris 1884, S. 433.

Es folgen einige Sitze diber imagindre Kurven.

10. Die Parabel als logarithmische Spirale. Die beiden uneigent-
lichen Punkte einer Ebene, in denen sich alle Kreise der Ebene
durchschneiden, werden als ,absolute Punkte®“ der Ebene bezeichnet.
Eine (notwendig imaginire) Parabel der Ebene, die einen der abso-
luten Punkte enthilt, hat.die Eigenschaft: alle Geraden durch den
eigentlichen Punkt der Parabel, dessen Tangente durch den andern
absoluten Punkt geht, schneiden die Parabel unter demselben Winkel.

11. Minimalprojektion. Jedem Punkte g(z,, x,, ;) im Raume
ordnen wir in der Ebene x, = 0 den ,gerichteten Kreis“ mit dem
Mittélpunkt z,, #,, 0 und dem Halbmesser ¢z, (2= — 1) zu. Diese
imagindre Zuordnung nennt man Minimalprojektion. Durchliuft ¢ eine
Boschungslinie (e = {0, 0, 1}), so beschreibt der zugehdrige Kreis in
der Ebene eine Schar mit im allgemeinen zwei einhiillenden Kurven.
Zwischen den zugehédrigen Bogenlingen s,, s, der beiden Einhiillenden
und der Bogenlinge s der Raumkurve besteht bei geeigneter Vor-
zeichenwahl die Beziehung 2s=3s, —s,.

12. Kurven von Study. Neben den isotropen Kurven entziehen
sich auch noch die Linien in isotropen Ebenen der vorgetragenen
Kurventheorie. Diese Kurven hat zuerst E, Siudy untersucht. Ameri-
can Transactions 10, 1909, S. 25 —32.

13. Zusammenhang zwischen isotropen Kurven und Kurven fester
Windung., Triagt man auf den Binormalen einer Kurve der festen
Windung Eins die Strecke ¢(i® = — 1) ab, so beschreibt ihr End-
punkt eine isotrope Kurve. Die Bogenlinge der urspriinglichen Kurve
kann gleich dem entsprechenden Wert des natiirlichen Parameters p
der isotropen Kurve gesetzt werden. E. Study, American Journal of
Mathematics 82, 1910, S. 264 —278.
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14. Isotrope Kurven als Orte von Kriimmungsmittelpunkten.
Die Krimmungsmittelpunkte einer gewundenen Linie auf einem iso-
tropen Kegel liegen auf einer isotropen Kurve. Man kann umgekehrt
eine krumme isotrope Linie vorschreiben und dazu auf einem ge-
gebenen isotropen Kegel eine Linie finden, die die erste als Ort der
Kriimmungsmittelpunkte hat. E. Study, American Journal 32, 1910,
S. 257—263.

15. Eine Invariante isotroper Kurven. Unter Verwendung des
natiirlichen Parameters p von § 19 tritt an Stelle der Formeln von
Frenet bei isotropen Kurven die folgende

(184) tIV=1F'y + Fy"

Darin bedeutet F(p) die Differentialinvariante niedrigster Ordnung
unsrer Kurve, nimlich

2
185 Feyme_3hli=51
( ) L 4f88 2
wo rechts die Ableitungen der in § 20 verwendeten Funktion f ein-
zusetzen sind. Vgl E. Study, American Transactions 10 1909,
S.1—49.

Dann einige Ergebnisse dber Kurven im grofen.

16. Kurven konstanter Breite. Haben je zwei parallele Tangenten
einer Eilinie den festen Abstand b, so hat die Eilinie den Umfang s b.
E. Barbier, Liouvilles Journal (2) 5 1860, S. 273 —286.

17. Ein Satz von L. Berwald iiber Eilinien. Die Mindestzahl
der Punkte mit fiinfpunktig beriihrender logarithmischer Schmieg-
spirale auf einer Eilinie ist vier. Bei einer Ellipse sind es die End-
punkte der zu den Achsen symmetrischen, konjugierten Durchmesser.

18. Uber die Scheitel einer Eilinie. Hat eine Eilinie mit einem
Kreise 2# Punkte gemein, so hat sie mindestens 2#u Scheitel.
W. Blaschke, Kreis und Kugel, Leipzig 1916, S. 161.

19. Formeln von Crofton iiber Eilinien. Es sei € eine Eilinie;
(xl, z,) ein dulerer Punkt; L ihr Umfang; ¢,, ¢, die Lingen der Tan-
gentenstrecken von (x,,,) aus an §; g,, 9, die Kriimmungshalb-
messer von § in den zugehodrigen Berithrungspunkten und ¢« der
Winkel der beiden Tangenten. Dann ist

, a sin ¢ o . 0, 02
(186) 2« —Jf—tl : de, dz,, L*= 2jfsm¢x i dz,dx,,
wenn die Integration iiber das AuBere von & erstreckt wird.
M. W. Crofton, Philosophical Transactions 1568, 1868. H. Lebesgue,
Nouvelles Annales (4) 12, 1912, S. 495.

Blaschke, Differentialgeometrie I. 2. Aufl. 3
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20. Ein Satz von Jacobi. Das Hauptnormalenbild einer ge-
schlossenen Kurve begrenzt auf der Einheitskugel zwei flichengleiche
Teile, C.G. J. Jacobi, 1842, Werke, Bd. 7, S. 39.

21. Uber geschlossene Kurven. Eine geschlossene regulire raum-
liche Kurve ohne mehrfache Punkte habe die Eigenschaft, daB durch
jeden ihrer Punkte eine Ebene geht, die die Kurve sonst nirgends
trifft. Dann hat die Kurve mindestens vier Punkte mit stationdren
Schmiegebenen. (C. Carathéodory).

22. Uber geschlossene Kurven auf der Kugel. Auf einer Kugel
liege eine geschlossene, durchweg regulire Kurve ohne mehrfache
Punkte, die hochstens zwei Schmiegebenen durch den Kugelmittelpunkt
schickt. Diese Kurve liegt dann ganz auf einer Halbkugel. '

Es sei schlieBlich noch darauf hingewiesen, daB wir im 7. Ka-
pitel, §§ 104, 105 neuerdings auf die Theorie der Raumkurven unter
einem allgemeineren Gesichtspunkt, nimlich im Zusammenhang mit
den geradlinigen Fldchen, zuriickkommen werden.



2. Kapitel.

Extreme bei Kurven.

§ 22. Die erste Variation der Bogenlinge.

Wenn man, wie es spiter geschehen soll, die Begriffe der
Krummungstheorie der Kurven auf allgemeinere MaBbestimmungen
als die Euklids iibertragen will, so kann man das z. B. durch Heran-
ziehen der Gesichtspunkte der Variationsrechnung erreichen, nimlich
auf folgende Weise. Es sei r(s) eine ebene oder rdumliche Kurve.
Wir leiten daraus eine zweite (f) her durch den Ansatz:

(1) t=t1+tué+v&+twh=cr+9,

wobei die &, (s) die Einheitsvektoren des begleitenden Dreibeins von ()
und #, v, w Funktionen von s bedeuten, die noch einen Parameter ¢
enthalten:

(2) w=¢eu(s), v=2¢9v(s), w=c¢cw(s), =¢£y(s).
Riickt ¢>0, so riickt die Nachbarkurve (r) gegen (r). Wir wollen
die Linge der Nachbarkurve

(3) s fﬁ%s

nach Potenzen von ¢ entwickeln. Diese Entwicklung wird die Form
haben
(4) s=s+0s+...,
wenn mit ds das in ¢ lineare Glied bezeichnet wird:
(5) ds=elim>°,
e>0

Man nennt §s die ,erste Variation“ der Bogenlinge. Dieses ds soll
zunédchst berechnet werden.

Zur Abkiirzung fiir Krimmung und Windung von (z) fithren wir
die Bezeichnungen ein

. 1 1

(6) n = —e— > g = ’t—,

wodurch die Frenetformeln (§ 6) die Gestalt annehmen

(7) 51’2”52, §2I= _”§1+0§3’ 53’2 —052.

8*
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Dann folgt aus (1) durch Ableitung nach der Bogenlinge s von (r)

(8) r=rt+y.
Daraus ist das innere Quadrat
(9) =42y 4 ...

wobei die weggelassenen Glieder in ¢ von zweiter Ordnung sind.
Weiter folgt

P

(10 g gpy

und durch Integration und Integration nach Teilen mittels (7)
89 32

(11) §=s—|—f§'t)'ds—}—...=s+[u];j—fxvds+....
8y 81

Somit ist endlich

89
(12) ds=[u]2 — fxvds.
81

Hieraus kann man eine Reihe von Folgerungen ziehen. Da in
ds zwar u,v, aber nicht w vorkommt, so sieht man: Die Binormalen
etner Raumkurve sind dadurch gekennzeichnet, daf bei beliebiger un-
endlich kleiner Verviickung der Kurve in Richtung der Binormalen
die Bogenlinge stationdr bleibt. Ferner: haben (r) und (r) die Rand-
punkte gemein [#(s,) =0, #(s,) = 0], so wird

82
(13) o0s= — [xvds.
8

v = ¢v sind die unendlich kleinen auf der Hauptnormalen von () ab-
getragenen Komponenten vontf — g == §r. Wir wollen fiir » auch é#n
schreiben, also

(14) ds= — [x-6n-ds.
8

Diese Formel werden wir spiter (§ 53) bei allgemeineren MaBbestim-
mungen zur Definition der Kriimmung » von (r) verwerten.

§ 23. Variationsprobleme von .J. Radon.

Jetzt soll ermittelt werden, wie sich die Kriimmung » beim Uber-
gang von (r) zur Nachbarkurve (f) dndert. Wir wollen der Einfach-
heit halber % =0, also

(15) t=r+vé+wé
setzen, was eine ganz unwesentliche Einschrinkung bedeutet. Dann
wird unter Verwertung von Frenets Formeln (7)

(16) =01 —xv)§ + 0 —ow)é, + (@ + ov) &,
A7) " =®& +{1 —%v)x + (' — ow) — (v + ov) 0} &, + (%) &, .

Die mit (*) bezeichneten Glieder sind darin von erster Ordnung in &.
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Nach § 7 (79) ist die Krimmung % = 1:p von ()
p o VR =T

ve®’

LaBt man die in ¢ quadratischen Glieder weg, so wird

(18) i=VE

und
?=1—-2xv+4...,
Vit =(1 — xv)x+ (v — ow) — (@' +ov)o 4 ...,

also
(19) x=14xv)x+ (v — ow) — (@ + ov)s+
oder
(20) 0 =unv+ (v — ow) — (v} ov)o.

Es sei nun nach J. Radon ein ,Variationsproblem® von folgender
Art vorgelegt. Man soll zwei gegebene Punkte des Raumes durch
eine Kurve p miteinander verbinden, lings derer das Integral

(21) J=[96)-as

einen extremen Wert bekommt. Dabei sei ¢ eine vorgegebene
Funktion. Gehen wir dann zu einer Nachbarkurve (r) mit denselben
Randpunkten iiber, so muB jedenfalls die ,erste Variation“ von J,
das sind wieder die in ¢ linearen Glieder der Reihenentwicklung
von J nach Potenzen von g, verschwinden. Wegen (10) oder
ds=(1—xv)ds ... wird

(22) J=[o&ds= [ @@+ 6x) (1 —xv)ds-....

Also ist

(23) 6] = [ (¢ 6x — pxov)ds.

Fiir dx setze man aus (20) den Wert ein und forme den Ausdruck
durch Integration nach Teilen um unter Beachtung der festen Rand-

punkte. Dabei wollen wir annehmen, dal am Rande nicht nur v
und , sondern auch noch o’ verschwinden soll. So erhilt man

(24) 6]= [ds |3 Hx —0)(]7'—1—%:?’ xtp}vfL {o‘fit’—l—;s-(a(p’)}w}.

Soll nun § J bei beliebiger Wahl der Verriickungen v(s), w(s), die
nur verschwindende Randwerte zu haben brauchen, verschwinden, so
miissen die Bedingungen erfiillt sein

. a2y’
(% — 0% @' + S —xp =0,
(25)

d |
G dq: -} ~(6q9)~().
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Die zweite Differentialgleichung, die fiir ebene Kurven (6= 0) von
selbst erfiillt ist, 1aBt sich integrieren. Es ist

d¢' ydo
205+ 5 =0
do do/
- T 2 0,
c
(26) 0:?2.

Damit ist die Windung der ,Extremalen unseres Variationsproblems
bestimmt. Als Extremalen bezeichnet man die Kurven, fiir die § J= 0
ist, fiir die also die Differentialgleichungen (25) gelten.

§ 24. Bestimmung der Extremalen unserer
Variationsprobleme.

Radon hat bemerkt daB man die gefundenen Differentialglei-

.. 4 dx .
chungen zusammen mit ——¢ = ¢ s SO schreiben kann

d de’

(¢ — @)=+ 5=,

d (d¢g’ . ’ c
(27) E<H> = ""(”99 _¢)+0?:

d (¢ _ 'dtp’

ds (;,-) =T %

Diese drei linearen, homogenen Differentialgleichungen haben wie
die Frenetformeln (§ 13) eine schiefsymmetrische Matrix. Also gilt

e —or+ (2] + (2)} =0
und
’ 2 de"\? c\?

(28) g — o+ (32) +(5) =
Hier kann man » als unabhingige Verdnderliche nehmen und ds:dx
als Funktion von s berechnen. Somit ist die Differentialgleichung (28)
durch eine einzige Integration (,,Quadratur®) losbar, also auch um-
gekehrt x als Funktion von s zu bestimmen. Da nach (26) o(s) bekannt
ist, so sind damit die natiirlichen Gleichungen der Extremalen ermittelt.

Aber noch mehr! Die Formeln (27) haben nicht nur die schief-
symmetrische Gestalt der Fremetformeln, sie sind sogar, wenn man
fir »,0 wieder 1:p, 1:7 schreibt, mit den Frenetformeln identisch.
Deshalb und wegen (28) kann man das Achsenkreuz so wihlen, daB

. xp'—¢ 1 dy ¢ 1
(29) 1 = T §ag = @ ds’ §g5 = a ¢
wird. Daraus ergibt sich dann
dz, 2y — ¢
(30) ds — a
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Ferner ist
dz,\? LEAREE dxg\?
(31) o)+ (G =1 = (52"
Nach (30) und (28) kann man dafiir auch schreiben:
dz,\?2 dz,\2__ 1 ((do'\? c\2
(32 G+ (52) *?{(Ts) +(2) }
Aus
& <& =¢,
oder
dy dzg_
is e T % &
folgt nach (29)
dzx, d*x, dze.dle__ ¢ %
s dst  ds d_si_”§33__a_‘¢;‘

Nach (32) ist daraus

dz, d*z, dz, d’xz,
ds ds? ds ds?

RSP S S
G+ & )
und durch Integration

(33) arctg {(%‘—vsﬂ) : (%)} = Mfw{(ﬂ:%i ( . )2}

’

¥
Jetzt sind die die Ableitungen von , (s) und z, (s) aus den Gleichungen (32)
und (33) zu ermitteln und daraus diese Funktionen selbst durch Inte-
gration,

Damit ist das Ergebnis von Radon gefunden:

Die Extremalen der Variationsprobleme

(34) 8f@(x)-ds=0
sind durch Quadraturen auffindbar.

Betrachten wir den besonderen Fall

(35) () =Vx,

so wird nach (26)

(36) c=4cx.

Das heiBt nach § 15: die Extremalen sind Boschungslinien. Um-
gekehrt folgt aus (26), daB das Variationsproblem (35) unter denen
von der Gestalt (84) im wesentlichen das einzige ist, dessen Extre-
malen Boschungslinien sind.

Aus (28) erhdlt man fiir »
1
(37> H = T T i{xi68”
+16¢*
S e v
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Die Tangenten der Boschungslinien schlieBen nach' § 15 mit einer
festen Richtung e einen festen Winkel ¢ ein, und zwar ist nach (36)
und nach § 15 (132)

(38) 4c=ctgd.

Fir Bogenlinge und Kriimmung des Normalrisses unserer Boschungs-
linie auf eine zu'e senkrechte Ebene haben wir nach § 15 (139), (141)

s=ssind®, %=1z sin?d.
Somit ergibt sich fiir diesen Normalri die natiirliche Gleichung

(39) P !

o
425+ sin®o. 11 16¢

4a%

Diese Kurven bezeichnet man als ,Kettenlinien®.

§ 25. Die Isoperimetrie des Kreises.

Unter allen geschlossenen Kurven desselben Umfangs in der
Ebene soll die ermittelt werden, die den gréBten Flicheninhalt um-
schlieBt. Das ist die klassische isoperimetrische Aufgabe. Beim
Ubergang von einer geschlossenen zur benachbarten Kurve findet
man fiir die Anderung des Umfangs I wegen der Periodizitit der
Verriickung v nach (12)

(40) 0L = — $xvds.

Die Anderung des Flicheninhalts ist offenbar der Streifen, der von

den benachbarten Kurven begrenzt wird:

(41) OF = — fuds,

vorausgesetzt, dal man {iber das Vorzeichen von F geeignete Fest-

setzungen trifft. Soll nun die geschlossene Kurve, lings derer in-

tegriert wird, unsere Aufgabe lésen, so muB fiir jede Funktion u(s)

mit der Periode L, fiir die §L = O ist, von selbst auch F = O sein.

Dafiir ist 3% = konst. hinreichend.
DaB diese Bedingung auch' notwendig ist, erkennt man etwa so.
Hitte die Funktion x(s), die wir
als stetig annehmen wollen, auf
der Strecke 0 < s<< L an zwei
Stellen s, s, zwei verschiedene
Werte zx,, %,, so konnte man die
Funktion v (s) in der in der Fig. 6

S gezeichneten Art wihlen, so dafB

§vds nahezu =d(h,—+h,),
$xvds nahezu = d(hyx,+ h,x,)
wird. Ist also #, = %,, so kann man k,, h, so wihlen, daBl 6L =0
und § F & 0 wird, entgegen der Voraussetzung.

U
A

<8

-O--




§ 26. Beweis von Crone und Frobenius. 41

Wer wegen der nicht analytischen Wahl von »(s) in Fig. 6 Be-
denken hat, kann sich leicht eine analytische, etwas verwickeltere
Funktion herstellen, die dasselbe leistet.

Gibt es also unter ,allen® geschlossenen Kurven der Ebene mit
vorgegebenem Umfang eine mit groftem Flicheninhalt, so muf} fiir
sie » = konst, d. h. die Kurve muB ein Kreis sein?). Hier bleibt
also eine Existenzfrage offen. Ferner kann man den isoperimetrischen
Satz noch in sehr verschiedenem Umfang beweisen, je nach den
Voraussetzungen, die man {iber die zur Auswahl zugelassenen Kurven
macht?).

§ 26. Beweis von Crone und Frobenius®).

Wenn die Kreislinie wirklich die isoperimetrische Eigenschaft
hat, so kann man diese Tatsache folgendermaBen fassen. Zwischen
Flicheninhalt F und Umfang L eines Kreises besteht die Beziehung

(42a) L? —4nF=0
und fiir jede andere geschlossene ebene Kurve ist
(42Db) L? —4xF > 0.

Fiir diesen Satz soll hier ein sehr einfacher Beweis vorgetragen
werden, den man Crone und Frobemius verdankt, bei dem aber zur
Auswahl nur Eilinien zugelassen werden.

Es sei & eine nach links herum umlaufene Eilinie, & die duBere
Parallelkurve im Abstand p, deren Tangenten also von den gleich-
sinnig parallelen Tangenten an § den festen Abstand p haben. Offen-
bar ist €, wieder eine Eilinie*). Es sei ferner §* der nach links um-

1y Es ist nimlich der Kriimmungsmittelpunkt in diesem Falle ein fester Punkt:
d . d
s (&, —ox,)=0, ;i—s(z2+gxl’)=0 nach § 9 (85).

2) Unter recht allgemeinen Voraussetzungen findet man den Beweis in
dem Biichlein des Verfassers ,Kreis und Kugel* (Leipzig 1916) gefiihrt. Dort
finden sich auch Literaturangaben.

3) C. Crone: Nyt Tidskrift f. Math. Bd. 4 XV (1904), S. 73—75; G. Frobenius:
Uber den gemischten Fldcheninhalt zweier Ovale, Sitzungsberichte der Konigl.
Preufi. Akademie. Berlin 1915 (1), S. 387—404.

1) Die Beziehungen zwischen der Eilinie § und der Parallelkurve €, kann
man sich etwa so deutlich machen. Es sei in der Bezeichnung von § 9 (83)

z,sint—gz, cost=k(r)

die Gleichung der Tangenten an § mit der Richtung z. Dann findet man fiir
den Kriimmungshalbmesser ¢ von &

e=h(@)+H (v,
so daf sich die Konvexitit von @ dadurch ausdriickt, da 4 (z) die Periode 2z
hat und %+ #” >0 ist. Dann gilt aber fiir eine Parallelkurve €,

Op = P+ h+ h”y
und somit folgt aus ¢ >0, p >0 auch g, =p+0¢>0. Darin ist wegen der
Periodizitdt von p -- £ (z) die Konvexitit von €, enthalten.
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fahrene Einheitskreis; 9 ein Dreieck von Tangenten an ¢, dessen
Fliche € enthilt, D, und ®* die gleichsinnig parallelen Tangenten-
dreiecke an €, und (&* Ferner sei ¢ die Linge der Strecke auf einer
Tangente an (E gemessen vom Berithrungspunkt im positiven Sinn
der Tangente bis zum Austrittspunkt aus 9; Z, und #* die entsprechen-
den Strecken auf den gleichsinnig parallelen Tangenten; ¢ ihr Winkel
mit einer festen Richtung; D, Dp D* die Flacheninhalte von @, ® » D*
und F, F F* = 7 die Flicheninhalte von §, (E &*; endlich » der
Halbmesser des dem Dreieck ® einbeschriebenen Krelses (vgl. die Fig. 7).

Dann ist
t, (@) =t(@) + p*(9)s
. -
F,=D, “"%_.!;tpgd‘}”
' +a
(43) F,=(p+r?D*— ;f t+pt*‘-‘d<p.

Andrerseits gilt fiir den Flicheninhalt der Parallelkurve
(44) FP=F+1>L—{—1>‘3F*,

wo L den Umfang von § bedeutet. Das kann man etwa so ein-
sehen, Setzt man auf jedes Bogenelement ds von € ein unendlich
schmales Trapez auf, von dem zwei Seiten in die Normalen an €
fallen und die Linge p haben, so hat dieses die Fliche

p(ds+3pdo)

und daher ist wirklich

F,— F=§p(ds+}pdp) = pL+ px.
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Da das in p quadratische Polynom F, fir =0 positiv und
fir  +7 =0 nach (43) <0 ist, so sind die Wurzeln der Gleichung
F,=0 in p sicher reell, also ist nach (44)

(45) L? —4aF >0,
was zu beweisen war.

Es bleibt nur noch der Einzigkeitsbeweis zu filhren, das heibt zu
zeigen, daB in (45) das Gleichheitszeichen nur fiir den Kreis gilt.

Soll fiir das quadratische Polynom F, die ,»Diskriminante
L* — 47 F =0 sein, so darf F, sein Vorzeichen nicht wechseln. Da
Fp fiir p = 0 positiv ist, darf Fp fiir p = — 7 nicht < 0 sein. Somit
muf3 in (43) fir p= —r das Integral verschwinden, also f:#*= 7
= konst. sein. Andert man eine Seite des Dreiecks ® ab, so bleibt
fir gewisse Richtungen (namlich fiir solche Tangenten, deren End-
punkte auf einer anderen Dreieckseite liegen) das Verhiltnis ¢:¢* und
damit » ungeindert, Somit haben alle unsere Eilinie & umschriebenen
Dreiecke denselben Inkreishalbmesser. Daraus folgt aber sofort, daB €
ein Kreis ist. Hilt man nimlich zwei Tangenten fest, so bleibt der
Inkreis fest, die dritte umhiillt also diesen Kreis.

Der Beweis in der vorgetragenen Form ist dann ohne weiteres
richtig, wenn die zur Auswah] zugelassenen Eilinien G keine Ecken
und keine geradlinigen Strecken enthalten. Er laBt sich aber auch
leicht auf beliebige FEilinien ausdehnen?).

§ 27. Ein Beweis von 4. Hurwitz.

Wir werden spiter (§ 55) den isoperimetrischen Satz unter ziem-
lich allgemeinen Voraussetzungen iiber die zuldssigen Vergleichskurven
anzuwenden haben. Wir wollen deshalb hier noch einen zweiten rech-
nerischen Beweis andeuten, der sich einiger Sitze iiber trigonometrische
Reihen bedient, und der die erstrebte Allgemeingiiltigkeit hat. Es sei

z,=xz,(s), x==2,(5; O0ZLs<L
eine stetige geschlossene Kurve, von der wir nur noch anzunehmen
brauchen, daB sie eine Bogenlinge s besitzt, d. h. daB sie ,streckbar
oder ,rektifizierbar® ist. Wir fiilhren an Stelle von s den proportio-
nalen Parameter # ein durch die Formel
2

U = —f N

und entwickeln z, und z, in trigonometrische Reihen nach u:

* .
2, —La,+ 3 (@, cosku+ g sinkw),
46) !
( . _
x, =%by %Z(bkcosku + b, sink u).
5) Eine ghnliche Beweisfilirung bei H. Liebmann: Mathemat. Zeitschr. 4
(1919), S. 288—294. '
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Wenn die Kurve streckbar ist, sind nach H. Lebesgue die Funktionen

, (s), 2, (s) im wesentlichen differenzierbar und die Fourierreihen der

Ableitungen lauten
(ﬁ

o~ Dk(a/cosku —a,sinku),

1
(47) in

2 ~§,‘k(bk’cosku — b sinku).

Wihrend die Reihen (46) wegen der Voraussetzungen iiber unsere

Kurve stets konvergieren und die Funktionen darstellen, braucht das-
selbe fiir die Reihen (47) nicht mehr zuzutreffen.

(' (451

Daraus folgt fiir die Differentiation nach dem Parameter #

G+ (G =)
o

(48) J{G)+ (G2 aw—2a ().

-7

Nun ist

und somit

Ist nun .
fu) ~ 52‘9 + ‘f} (e ,cosku + , sinku)

die Fourierreihe einer nach Lebesgue integrierbaren Funktion, so gilt
die ,Vollstandigkeitsbeziehung* fiir das Fourierorthogonalsystem

+5T
1 2 2 N [y @
(19 L aw =yt + a2+,

Ein wenig allgemeiner: Aus

f(0) g+ 5 (G coshu+ o sinkw),

g(u) ~ 36+ %’(ﬂo cosku -+ B, sinku)
folgt

600 Lfrosman—tabe+ S b+e).

Somit ergibt sich aus (48), wenn man die Reihenentwicklungen (47)
einsetzt, nach (49)

(51) n SH @2+ a4 0240 =2 ()"
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Erklart man anderseits den Flicheninhalt unserer Kurve durch das

Randintegral
+x

. dx,
(52) F:J‘xlﬁdu,
-z
so erhilt man durch Einsetzen der Reihen (46), (47) wegen (50)
(53) n S k(@b —a/b)=F.
1
Aus den gefundenen Formeln (51), (53) folgt aber

12

o F—n S{(ka, — b (e, +5) (8 — 1) (o7 + B}

Darin ist aber offenbar die isoperimetrische Ungleichheit
L* —4aF >0

enthalten. Man erkennt, daB3 das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn

a/+b, =0, a, —b'=0,

a,=a =b,=b'=0; E=2,3,...
Dann haben die Entwicklungen (46) die Form

x, =3 a,+ a, cosu—+a,siny,

T, =73b,—a,'cosu +a,sinu
und stellen einen Kreis dar. Damit ist ganz allgemein gezeigt:

Bei allen geschlossemen, streckbaren ebemem Kurven gilt zwischen
Umfang L und dem durch (52) erklirten Flicheninhalt F die Be-
ztehung L* — 4a F > 0. Es ist nur dann L* — 4aF =0, wenn die
Kurve ein Kreis ist.

Der vorgetragene Beweis stammt von A. Hurwilz aus dem
Jahre 1902¢). Wegen der benutzten Hilfsmittel aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen vergleiche man ein neueres Lehrbuch iiber
diesen Gegenstand?).

§ 28. Ein Hilfssatz iiber Kurven auf der Kugel.

Es sollen im folgenden einige schone Sitze iiber riumliche
Kurven mit der konstanten Kriimmung Eins hergeleitet werden, die
in den achtziger Jahren von H. A. Schwarz gefunden worden sind,
und deren Kenntnis der Verfasser einer miindlichen Mitteilung von
C. Carathéodory verdankt. Als Vorbereitung werde folgendes bewiesen.

%) 4. Hwrwitz: Quelques applications géométriques des séries de Fourier;
Annales de I'école normale (3) 19 (1902), S. 357—408, bes. S. 392—394.

%) Etwa Ch.-]. de la Vallée-Poussin: Cours d’Analyse, tome II, Paris 1912,
S. 165.
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Hilfssatz. FEine Kurve von der Ldnge | <<t beginne tm Nordpol
der Einheitskugel. Es set « die Poldistanz des Schwerpunkies der
homogen mit Masse belegten Kurve. Dann ist stets

I
aé'zv

und nur dann gleich 1:2, wenn die Kurve Teilbogen eines Mevidian-
kreises ist.

Zum Beweise nehmen wir den Kugelmittelpunkt zum Ursprung
und die Richtung zum Nordpol als z,-Richtung eines rechtwinkligen
Achsenkreuzes. Dann verschieben wir die auf unserer Kurve befind-
lichen Massen in den Ebenen z, = konst. unverindert nach einem
im Nordpol beginnenden Meridianhalbkreis, Wir behaupten zunichst,
daB fiir den so belegten Kreisbogen die Poldistanz &, des Schwer-
punkts groBer ist als die fiir die urspriingliche Kurve (¢, >«). In
der Tat! Es ist

V(fx1 dm)g + (fxadm)g

fxsdm '
Darin ist wegen ! < sz der Nenner positiv, d. h. die Hauptmasse
unserer Kurve liegt auf der noérdlichen Halbkugel, denn um vom
Nordpol zum Aquator zu gelangen, muB man mindestens den Weg s : 2
zuriicklegen. Bei unserer Verschiebung der Massenelemente dm bleibt
der Nenner fest; vom Zahler kann man aber einsehen, daB er wachst,

(54) (J =, dm)p + ([ 2y dmp < ([ Vo, + 2,2 dmp.

Fihrt man niamlich diese Integrale formal in Doppelintegrale iiber,
also in leicht verstandlicher Bezeichnung beispielsweise

([, dm)® = ffxlzildmdﬁ,
so nimmt die zu beweisende Ungleichheit die Gestalt an
[ @7 +2,3)dmam < [[ Va2 + 2,2 Va, + 2,2 dmdm.

Zur Bestitigung braucht man nur zu zeigen, daB

tge =

<55) (xl 51 + x? 52)2 é (xlg + x‘z_?) (512 + 5‘.’?)

ist. Dazu geniigt es zu beachten, daB
3w+ &z (=12)
1

eine positiv definite quadratische Form in &, & ist, was zwischen den
Koeffizienten der Form genau die Beziehung (55) zur Folge hat.
Damit ist zunidchst nachgewiesen, daB ¢ <L «,, oder, wenn die Pol-
distanz eines auf der urspriinglichen Kurve beweglichen Punktes mit &
bezeichnet wird,

tg“<fsinz9ﬂ
= fcosﬂdm'
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Die Integrationen rechter Hand konnen ebensogut auch an der
verschobenen Kurve, also an dem Meridianbogen gedeutet werden.

War die Dichte der urspriinglichen Massenbelegung Eins, ihre
Gesamtmasse also [, so ist die Dichte des (nicht lingeren) Meridian-
bogens > 1; also ist auf diesem Bogen dm > ds. Wir zerlegen nun
die Massenbelegung des Meridianbogens in zwei Teile, erstens in die
homogene Belegung mit der Dichte Eins (thr Schwerpunkt sei 3,, ihre
Gesamtmasse m,) und zweitens in die Belegung dm —ds (deren
Schwerpunkt sei ,, deren Gesamtmasse m, =1 — m,). Wir heben
nun die zweite Belegung ab und benutzen sie, um anschlieBend an
den mit m, belegten Meridianbogen nach Siiden hin die Verlingerung
des ‘Meridians mit einer Belegung von der Dichte Eins und derselben
Gesamtmasse m, == — m, zu versehen. Der neue Schwerpunkt sei 3,
Der alte Gesamtschwerpunkt 3 des Meridianbogens ergibt sich, wenn
man in 3,, 3, die Massen m,, m, anbringt, und N
der neue 8, wenn die Masse m, von 3, nach 8, X
verlegt wird. Da die Poldistanz von 8, grofer ist
als die von g,, so folgt aus der Fig. 8, daB die Pol-
distanz &, von 3 jedenfalls < als die Poldistanz [:2
von 8 ist. Damit ist aber der Hilfssatz

e<e <
nachgewiesen.

Beim Beweise wurde die Ungleichheit (55) von
Cauchy benutzt. Aus (55) folgt, daB in (54) nur
dann das Gleichheitszeichen gelten kann, wenn z,, 2,
linear abhingen, wenn also schon der urspriingliche
Kurvenbogen auf einem Meridian liegt. Somit ist nur dann
!

g
wenn die Ausgangskurve ein homogener Meridianbogen ist. Damit
ist unser Hilfssatz vollig bewiesen.

Man kann leicht erginzend zeigen, daBl der Hilfssatz auch noch
fir ] = n giiltig bleibt.

Fig. 8.

o =

§ 29. Sitze von H. A. Schwarz iiber Raumkurven fester
Kriimmung.

Als Kriimmung einer Kurve war das Verhiltnis der Bogenelemente
der Kurve (¢) und ihres Tangentenbildes (dg:ds) bezeichnet worden.
Hat eine Kurve die feste Kriimmung Eins, so sind entsprechende
Kurvenbogen auf der Kurve und ihrem Tangentenbild gleich lang.
Durch Angabe des Tangentenbildes &, (s,)=¢,(s)=dr:ds==E&(s)
(wie hier einfacher geschrieben werden soll) ist die Kurve g (s) bis auf
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Schiebungen gegeben. Denn es ist, wenn wir etwa r(0) = O setzen,

8
(56) r=[é&ds.
0
Es soll nun gezeigt werden:

(I) Der Winkel « eines Kurvenbogens von der festen Kriimmung Eins
und der Linge 1| < mit seiner Sehme ist <1:2 und nur
dann = 1:2, wenn die Kurve Teilbogen eines Einheitskreises 1st.

Das ist nur eine andere Ausdrucksweise fir den im vorigen
Abschnitt bewiesenen Hilfssatz. Der Winkel ¢ (Fig. 9) zwischen
7(0)=£(0) und g(J) ist ndmlich wegen (56) gleich dem
Winkel zwischen £(0) und de;n Vektor

§=%J‘E(s)ds,
0

also, wenn §(0) zum Nordpol weist, gleich der Poldistanz des

oL Schwerpunkts unserer homogen mit der Massendichte Eins
belegten sphirischen Kurve £ (s), die auf g(s) lingentreu be-
zogen ist.
Fig.9. Setzen wir weiterhin
=1,
so ist durch Ableitung
r £— dy
v° T ds’
Nach unserm Satz (I) ergibt sich daraus
ar T ) s
(57) ;= cos (7,4-‘ ;cos2
und durch Integration
(58) r > 2sin %

(II) Alle Kurvembogen von der festen Kriimmung Eins, deren Lingen
L @ sind, und die zwei Punkle, deren Entfernung < 2 1ist,
miteinander verbinden, haben kiirzere Bogenlinge als der kleineve
Bogen eines Einheitskreises durch die beiden Punkie.

Der GroBtwert von ! wird nur fiir die Kreisbogen erreicht. Man
sieht leicht ein, daB die I-Werte die Strecke
4

(59) r <l<L 2arcsing

ganz ausfilllen. Insbesondere kann man dem Wert [ = » dadurch be-
liebig nahe kommen, daB man Schraubenlinien auf geniigend diinnen
Kreiszylindern verwendet. '
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§ 30. Weitere Ungleichheiten von H. 4. Schwarz
fiir Kurven fester Kriimmung.

Wir wollen nun weiterhin folgendes beweisen:

() Es seten a und b zwei Punkte, deven Entfernung d < 2 ist. Wir
verbinden beide durch eine Kurve € mit der festen Kriimmung
Eins, deven Linge 7 < 1 << 2 a ist. Unier allen diesen Kurven €
haben die Rleinste Linge die groferen Teilbogen der Eimheits-
kreise durch a und 9.
Es sei ¢ der (erste) Punkt der Kurve €, der vom Anfangspunkt a
die groBte Entfernung #' hat (Fig. 10). ¢ fallt sicher nicht nach b,
und # ist > 2, da der in a be-
ginnende Teilbogen von € mit
der Lange z nach (58) eine Sehne
= 2 >d hat., Der Winkel zwi-
schen#” und der in ¢ an € ge-
zogenen Tangente ¢ ist, da ¢
der von a fernste Punkt auf @
ist, ein rechter Winkel
[d7:ds =z (s) ¢ (s") = 0].
Demnach ist nach § 29 (I) der
Bogen s’ auf § zwischen ¢ und ¢
sicher 2> z. Der Bogen s” zwi-
schen ¢ und b ist <<z wegen
l=s"}+s"<2a. Da <=
ist, gilt nach (I) fiir den Winkel 8

zwischen der Tangente ¥ in ¢ Fig. 10.
und der Sehne ¢

sl/
(60) By

Wegen des rechten Winkels zwischen # und ¢ ist weiter, wenn y
der Winkel des Dreiecks abe¢ bei ¢ ist,

(61) B+r=s-

Da sicherlich ¢ > dem kiirzesten Abstand des Punktes q von ¢b ist,
haben wir

(62) dgr’sinyg2sinyg2cosﬂ_2_2cos;.

Wir verbinden a und b auch durch den groBeren Einheitskreisbogen

(vgl. Fig. 10) und bezeichnen den Bogen dieses Kreises zwischen dem

Gegenpunkt o’ von g und b mit ¢’. Dann ist :
14

(63) | d=2005%<.

Blaschke, Differentialgeometrie I. 2. Aufl. 4
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Aus (62) und (63) folgt aber das behauptete Ergebnis
(64) S”;O” oder l=sl+sllgn+0’,.

Der Kleinstwert # + ¢” wird wieder nur fiir die Kreisbogen er-
reicht.

Die Sitze (II) und (II) lassen sich auch so zusammenfassen:

Es seten a und b zwei Punkte eines Einheitskreises und Ay, Ay (1, < 4,]
seien die durch die beiden Punkte begremzten Teilbogen des Kreises.
Die Bogenlingen 1 aller Kurven der festen Kriimmung Eins, die a
und b verbinden, sind entweder < A,, oder 2> 1,.

Ist die Entfernung d der Punkte g, b aber > 2, so kann die
Bogenlinge I jeden Wert >4 annehmen. Es sei auch erwihnt, daf
zur Giiltigkeit der Beweise §§ 28 —30 nur vorausgesetzt zu werden
braucht, daB die Tangentenbilder (&,) streckbare®) (rektifizierbare)
sphirische Kurven sind. Die Kurven (r) brauchen also keineswegs
zweimal stetig differenzierbar zu sein. Die vorkommenden Integrale
sind dann im Sinne von Steltjes®) zu verstehen,

§ 31. Bemerkungen und Aufgaben.

1. Uber die Notwendigkeit von Existenzbeweisen in der Varia-
tionsrechnung. R. v. Mises hat die Aufgabe gestellt: Zwei gerichtete
Linienelemente in der Ebene sollen durch eihe immer im gleichen Sinn
gekriimmte gerichtete Kurve der Ebene so verbunden werden, daB
die groBte Kriimmung der Kurve moglichst klein wird. Man zeige,
daBl die Aufgabe keine Ldsung hat. Dagegen wird die Aufgabe 16s-
bar, wenn man die Gesamtkrimmung oder die Gesamtlinge der zu-
lassigen Kurven einschrinkt. W. Blaschke, Jahresbericht der deutschen
Mathematiker-Vereinigung 27 (1918), S. 234—236; R. v. Mises, eben-
da 28 (1919), S.92—102. Wegen der Existenzfragen vgl. man im
folgenden §§ 85, 99.

2. Variationsproblem von Ch. E. Delaunay. Die in den letzten
Paragraphen behandelten Gegenstinde hingen mit folgendem Varia-
tionsproblem zusammen:

Zwei Punkte o und b sollen durch ecine Kurve (x) der festen
Kriimmung Eins verbunden werden, deren Richtung in a und b durch
die Einheitsvektoren o« und 8 gegeben sei, und derem Bogemlinge ein
Extrem ist. :

8) Vgl. etwa W. Blaschke: Kreis und Kugel, Leipzig 1916.
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§ 31. Bemerkungen und Aufgaben.

Wir bekommen fiir den Vektor £ = dg:ds folgende Bedingungen:

F=1,

B
J.EV?'—"dtszds=[g(s)]=b—a,

8
f VErdt = f ds = Extrem,

Die Extremalen dieser Variationsaufgabe lassen sich, wie K. Weier-
straf} 1884 gezeigt hat, mittels elliptischer Funktionen aufstellen.
K. WeierstraB: Uber eine die Raumkurven konstanter Kriimmung be-

treffende von Delaunay herrilhrende Aufgabe der Variationsrechnung.
Dort findet man auch die Vorgeschichte

Werke III, S.183—217.
des Variationsproblems angegeben.

3. Uber Kurven mit fester Kriimmung. Man zeige, daB alle
Kurven der Kriimmung Eins, die vom Punkt ¢ mit der Richtung e
ausgehen, und deren Linge < & ist, einen Korper erfiillen, der durch
Umdrehung des in der Fig. 11 schraffierten Flichenstiicks um seine

'r Ao =\
—— =

e —
a ,

Fig. 11.

Symmetrieachse beschrieben wird. Das Flichenstiick ist durch zwei
Halbkreisbogen mit dem Halbmesser Eins und durch zwei Bogen

von Evolventen dieser Halbkreise begrenzt.
Bei der Besprechung der geoditischen Kriimmung einer auf einer

Fliche gezogenen Kurve werden wir auf die in den §§ 28—30 be-
handelten Fragen von H. A. Schwarz zuriickkommen (vgl. § 55).

4. Eine Verallgemeinerung der Sitze von Schwarz iiber die
Kurven fester Kriimmung. Verwenden wir bei der Uberlegung von § 28
eine unhomogene Kette & () mit der Dichte g (6)>0(£2=1, &§'?=1),

4!
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so erhalten wir fiir die Kurve g =f§gdo, die £(o) zum Tangenten-
bild und g zum Kriimmungshalbmesser hat, an Stelle von § 29 (I)

den Satz:

(I*) Ein Kurvenbogen mit der natiirlichen Gleichung o9 = ¢ (s) >0
und der ,,Gesamikriimmung

ds E4
Ji-Jass

schliefft mit seiner Sehme in den Endpunkien dann und nur dann den
kleinsten Winkel ein, wenn er in einer Ebene liegt (1:7=0).

Als Verallgemeinerung von (II) folgt daraus:

(IT*y Ein ebener Kurvembogen begremze mit seiner Sehme einen Ei-
beyveich. Bei jeder ,Verwindung” dieses Kurvenbogens, das heifit bet
jeder viumlichen Formdnderung, die die Bogenlingen und Kriimmungen
erhdlt, wichst notwendig die Ldinge der Sehne. Vgl. A. Schur, Mathe-
matische Annalen 83 (1921), S. 143 —148; W. Blaschke, Abhandlungen
des Mathematischen Seminars Hamburg 1 (1921), S. 49—53. Dort
findet man auch den Beweis von § 28 vereinfacht.

5. Variation von Kurven mit fester Windung. Von den Punkten
einer Kurve mit fester Windung werden in den Schmiegebenen feste
unendlich kleine Strecken derart abgetragen, daB die Anderung der
Bogenlidnge zwischen irgend zwei Punkten verschwindet. Dann hat
auch die variierte Kurve feste Windung, Vgl L. Bianchi, Memorie
della societad italiana delle scienze (3) 18 (1913), S. 7-—10.

6. Die Isoperimetrie auf der Kugel nach F. Bernstein. Es sei
€ eine Eilinie auf einer Einheitskugel ®, eine geschlossene Kurve
also, die von jedem GroBkreis von ® in hochstens zwei Punkten ge-
schnitten wird. Es sei F der Flicheninhalt des ,Inneren“ von G,
d. h. des kleineren der von € begrenzten zwei Oberflichenteile von §,
und L der Umfang von §. Dann drickt sich die isoperimetrische
Eigenschaft des Kreises in der sphirischen Geometrie so aus: Es ist
fiir jede Eilinie €
(66) @a—FP+L*>(2n)?
und nur dann ==, wenn § ein Kreis ist. Zum Beweis betrachte man
die duBere Parallelkurve €, im sphirischen Abstand ¢ von @, die fiir

0<Le< % keinen Doppelpunkt hat. Man findet fiir ihren Inhalt F, und

ihre Linge L,
(@n—F,)=2n— F)cose — Lsineg,

(67) L.=(2a — F)sine -+ Lcose;
@n—FP4L'=2n— F)? 4 L2
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Somit geniigt es, zu zeigen, daB fiir F, = 2z die Beziehung L, > 2=n
besteht. Dazu braucht man nur nachzuweisen, daBl jede geschlossene
und doppelpunktfreie sphirische Kurve, die die Kugelfiiche hilftet,
mindestens zwei Gegenpunkte enthilt. F. Bernstein, Mathematische
Annalen 60 (1905), S.117—136.

7. Variation isotroper Kurven. Ist y(p) eine auf ihren natiirlichen
Parameter bezogene isotrope Kurve (§ 19), so kann man jede benach-
barte, ebenfalls isotrope Kurve in der Form darstellen y -+ dr, wobei

(68) 16 =g ()t — I (B) "+ h(p)r"

ist und g und % zwei unendlich kleine Funktionen (g =¢g, h=¢h, e—0)
bedeuten. Man findet dann bei festgehaltenen Endelementen fiir die
erste Variation von $ den einfachen Ausdruck.

(69) op=t [ Enap,

wo F in § 21 (185) erklart wurde. Die Extremalen von 8p = 0 sind
also die isotropen Schrauben F = konst.



3. Kapitel.

Anfangsgriinde der Flidchentheorie.

Im ersten Kapitel waren die bekanntesten Lehren aus der Kriim-
mungstheorie der Kurven zusammengestellt worden. Hier soll Ent-
sprechendes fiir die Lehre von der Kriimmung der Flichen geschehen,
wie sie nach-den ersten Untersuchungen von L. Euler (1707—~1783),
dann insbesondere von G. Monge (1746 —1818) in seinem klassischen
Werk ,L’application de I'analyse 2 la géométrie, das 1795 zu er-
scheinen begonnen hat, begriindet worden ist. Die tiefergehenden
Gedanken von Gawufens ,Disquisitiones circa superficies curvas® (1827)
werden in dem vorliegenden Kapitel nur zum geringen Teil verwertet
und bilden die Grundlage des vierten Kapitels. Wihrend das Wesent-
liche der Kurventheorie schon in den Formeln von Fremet enthalten
ist, wodurch sie etwas einformig wirkt, ist die Flachentheorie ungleich
vielgestaltiger und anziehender.

§ 32. Die erste Grundform.

Fiir die meisten Untersuchungen ist die zweckmiBigste analy-
tische Darstellung krummer Flichen die Parameterform. Wir setzen

(1) =, (u,v); k=1,2,3
oder vektoriell abgekiirzt
)] =1z (u,v).

Man spricht von der Gaufischen Parameterdarstellung. Die Funk-
tionen 2, (u, v) setzen wir als analytisch voraus, also als entwickelbar
in konvergente Potenzreihen in (u— u,), (v— v,). Dabei sollen in der
Regel nur reelle Parameterwerte #, v und reelle Funktionen z, zu-
gelassen werden.

Betrachtet man auf der Fliche die , Parameterlinien® v = konst.,
u = konst,, die man entsprechend auch #-Linien und y-Linien nennen
kann, so wollen wir die Tangentenvektoren an diese beiden Kurven,
namlich den Vektor
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9y und
ou

89:,,.

av

t, mit den Koordinaten

t, mit den Koordinaten

an den betrachteten Stellen der Fliche als linear unabhingig vor-
aussetzen:

(3) L, ><t, 0.

Setzen wir u = u(t), v=1v(f), so wird auf unsrer Fliche eine
Kurve festgelegt mit dem Tangentenvektor

dg du dv
) e =beg TR G

der auf dem Vektorprodukt g, < r, senkrecht steht. Aus g, ><g, 0
folgt also, daB die Tangenten an alle Flichenkurven durch die be-
treffende Stelle %, v in einer Ebene liegen, der Tangentencbene der
Fliche an dieser Stelle. Diese Tangentenebene steht senkrecht zum
Einheitsvektor der Flichennormalen

(5) = el

Vi <5*
Fir das ,,Bogenelement ds® unsrer Flichenkurve y (u (#), v ()) erhalten
wir die Formel

ds\? dr\? o [Au\? dudv NCAY
© G =G = G et a @)
Fihren wir die von Gauf herrithrenden Abkiirzungen ein
(7) lEZEug’ F=xu:§v’ ngaﬁ’ |
so wird
(8) ds? =Edu®* -+ 2Fdudv + Gdv?

eine quadratische Differentialform, die man als das Bogenelement der
Fliche oder als die erste Grundform bezeichnet. Geht man mit der
Abkiirzung (7) in den Ausdruck (5)
fir die Flichennormale hinein, so
findet man nach der Identitit von
Lagrange (§ 3 (42))
L <o

® T Jreor

Als Beispiel nehmen wir eine
Gaufische Parameterdarstellung der
Einheitskugel (Fig. 12), bei der wir
statt #, v lieber &, @ schreiben wollen,

x, = sind cos g,

(10) z, = sind sing,

Z; == cos .
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¢ bedeutet die ,Poldistanz*“ vom ,Nordpol“ % (0, 0, 1) und ¢ die
»geographische Linge“. & = konst. sind die ,Parallele, @ = konst.
die ,,Meridiane®. Die Pole sind singuldre Stellen unsrer Parameter-
darstellung, da 9p:0¢ fiir 9 = 0, x verschwindet, also die Bedingung
(8) nicht mehr erfiillt ist. Diese Bedingung scheidet also nicht nur
singuldre Stellen der Fliche aus, wie etwa die Spitze eines Dreh-
kegels, sondern auch Singularititen der Parameterdarstellung. Fiir
das Bogenelement unsrer Kugel erhdlt man

(11) ds? = d9? 4 (sindde)?,
fir den Normalenvektor

§ 33. Die zweite Grundform.
Wenn man die lings einer Flichenkurve giiltige Identitit
dy _
it =0

unter Beriicksichtigung der ersten Formel Frenets (§ 6) nach s ab-

leitet, so folgt
&EE  dp df
(18) e T T ds'ds

wenn £, den Einheitsvektor auf der Hauptnormalen unsrer Flichen-

kurve und p ihren Kriimmungshalbmesser bedeutet. Den Ausdruck

(14) —dr-dé= —(r,du—+r,dv) (&, du + &, dv)
=Ldu*+-2Mdudv+ Ndv®

fihrt man nun als zweite Grundform der Flichentheorie ein. Setzen
wir kurz

(15) Edu*+2Fdudv-+ Gdv? =1,
Ldu* +2Mdudv-+ Ndv® = II,

so schreibt sich die Gleichung (13)

S8 11
e I

Aus (14) ergeben sich durch Koeffizientenvergleichung die Werte der
L,M,N
L = e ’ N= — ’
(1 7) zu Eu g‘U 51]
2M= - (guEv—}—ngu)
Die letzte Formel kann man auch anders schreiben. Leitet man die

Identititen
Ly E = O: Ly E =0

(16)
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nach » und « ab, so folgt

Lu, 6+ 5,6,=0, 1,,6+1,6=0
und somit

(18) —nb = b= i=M
Leitet man die gleichen Identitaten nach % und v ab, so wird
Euu5+gu§u=O’ gvv£+gv§v=0'

Man findet nach (17)
L=Zuu§" N:gva'

Fiihrt man aus (9) den Ausdruck fiir & ein, so erhilt man schlieBlich

(EuuZqu)
L=—¢gé,= ﬁ—GT‘F:%’
(19) Mz_l‘ufv:—gv/fu:M

VEG—F’

N= —yp & = Cobi)
L5 = pe_p

§ 34. Sitze von Meusnier und Euler.

Die Formel (16) oder

I3 II Lduw*+2Mdudv-+4 N dv?

o T I Edwi2Fdudv-Gav'
enthilt eine Reihe geometrischer Satze, Zunichst: Alle Flichenkurven,
die durch denselben Flichenpunkt gehen und hier dieselbe Schmieg-
ebene haben, besitzen dort auch gleiche Kriimmung. Um die Ver-
teilung der Kriimmungen der Flichenkurven in einem Flichenpunkt
kennen zu lernen, genligt es also, die ebenen Schnitte der Fliche
zu untersuchen.

Betrachten wir jetzt alle ebenen Schnitte durch unsern Flichen-
punkt, die hier noch eine Flichentangente gemein haben. Ist @ der
Winkel der Schnittebene mit der Flichennormalen, also &,&=cos 6,
so wird

(20)

Setzen wir @ = 0, bekommen wir die Kriimmung 1:R des Normal-
schnitts.  Also

cos @
0o

[

== konst.

(21) COZ@-_—_%, o= Rcos 6.

Darin steckt der ,,Satz von Meusnier® (1776):

Die Kriimmungskreise aller ebenen Schuitte durch dasselbe Linten-
element der Fliche liegen auf einer Kugel. Oder: Alle zugehorigen
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Kriimmungsachsen bilden ein Biischel (liegen in einer Ebene und
gehen durch einen Punkt).

Als ,Linienelement“ ist dabei ein Punkt mit einer Tangenten-
richtung zu verstehen, Legen wir alle Schnitte senkrecht zur Zeichen-
ebene, so gibt Fig. 13 ein Bild des Satzes von Meusnier.

Setzen wir in (16) jetzt £, und & gleichgerichtet und gleichsinnig
voraus, so wird &, £ = 1, und wir bekommen
fir die Kriimmungen der Normalschnitte

1 11
) (22) T

Dabei ist nach den in § 5 tber das Vor

zeichen der Krimmung getroffenen Fest-
P setzungen R >0, wenn der zugehorige

Krimmungsmittelpunkt auf der Seite des

Flichenpunktes liegt, nach der die (will-

kiirlich gewihlte) Normalenrichtung & hin-

weist. Im entgegengesetzten Fall ist R < 0.

Da I==ds®> 0 ist, hingt das Vorzeichen von R nur von dem
von IT ab. Wir haben zwei wesentlich verschiedene Fille, je nachdem
dieses Zeichen mit der Anderung von du:dv fest bleibt oder wechselt.
Ist LN — M*® >0, so hat II festes Zeichen: die Krimmungsmittel-
punkte aller Normalschnitte durch den Flichenpunkt r liegen auf
derselben Seite von r. Man sagt, die Fliche ist im Punkt g elliptisch
gekrimmt. (Beispiel: alle Punkte einer Kugel) Ist LN — M?%= 0,
so haben wir zwar noch keinen Zeichenwechsel von 1:R, aber eine
einzige reelle Nullrichtung (1:R = 0). Man spricht von einem para-
bolischen Flachenpunkt. Endlich ist LN — M?® << 0 kennzeichnend
fiir hyperbolische Kriimmung.

Deutlicher werden diese Verhaltnisse, wenn wir eine besondere
Parameterdarstellung benutzen: z, = u, &, =1v, 2, = f(u, v). Legen
wir unsern Flichenpunkt in den Ursprung, seine Tangentenebene in
die z,, z,-Ebene, so sieht die Reihenentwicklung von f so aus:

(23) Ty =3 (rx,? + 2 sz, 2, + tx,%) - .. ..

Ferner wird im Ursprung E=G =1, F=0; L =7, M=s, N=1;
also ist nach (22)

Fig. 18.

(24) %=7C052(p—{—-2ssin(pcos<p—{—-tsin2(p,

wenn @ den Winkel der Tangentenrichtung im Ursprung mit der
z,- Achse bedeutet. Setzt man

V[R[cosp=y,, V[R|sinp=y,,
so wird

(25) 7y + 25y, v, Ftyt=11
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die Gleichung eines Kegelschnitts (oder eines Kegelschnittpaares), den
man als Indikatrix von Dupin bezeichnet (Fig. 14). Dieser Kegel-
schnitt um den Ursprung als Mittelpunkt ist ein dhnliches Abbild der
Niherungsschnittkurven unsrer Fliche mit Ebenen ;= konst. fiir
kleines |, |.

Aus unsrer Reihenentwicklung folgt, daB bei elliptischer Kriim-
mung (r¢ — s* > 0) die Fliche in der Umgebung des Ursprungs eine
Seite der Tangentenebene 2, —0 ganz
freilal3t, wahrend bei hyperbolischer Kriim-
mung die Tangentenebene die Fliche in
beliebiger Nzhe des Ursprungs durch-
schneidet. Man kann sich iiber solche
hyperbolischen Flachenpunkte am besten
an dem Beispiel x, = x, z, ein Bild machen.
Weist die x,-Achse nach oben, so liegen
in den beiden Winkeln «, z, > 0 die Berge
und in z x, <0 die Ta]er die im Ur- Fig. 14.
sprung einen Sattel bilden.

SchlieBen wir den parabolischen Fall aus (nehmen also die Vor-
aussetzung rf — s23=0 als erfiillt an), so konnen wir die Achsen der
Indikatrix als #,, z,- Achsen wihlen. Dann wird s =0 und (24) be-
kommt die Form

(26) 1 cos?e | sin®g ‘

R TR, TR,

Das ist die Formel von Euler, die die Krimmung eines beliebigen
Normalschnittes aus den ,Haupthriimmungen herzuleiten gestattet.
Dabei sind die Hauptkrimmungen die Kriimmungen der Normal-
schnitte durch die Achsen der Indikatrix von Dupin. Als ,,Asym-
ptoten oder ,,Wendetangenten der Flache bezeichnet man die Asym-
ptoten der Indikatrix.

§ 35. Die Hauptkriimmungen.

Es galt fiir die Kriimmungen der Normalschnitte in einem Flichen-

punkt die Gleichung (22)
1  Ldu®+2Mdudv+ Ndov®

R Edu*1+2F dudv +Gdo®
Schreibt man 1:R vor, so ist das eine quadratische Gleichung fiir
die Richtung du:dv
(27) (RL — E)du®+42(RM — F)dudv 4 (RN — G)dv®=0.
Wir wollen die Werte von 1:R, fiir die diese Gleichung in du:dv
eine Doppelwurzel hat, dic Hauptkriimmungen der Fliche nennen in
Ubereinstimmung mit der im nichtparabolischen Fall mittels der Indi-
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katrix gegebenen Erklarung. Soll (27) in du:dv eine Doppelwurzel
haben, so muBl neben der Gleichung (27) in du:dv noch die gelten,
die man aus (27) durch Ableitung nach du:dv erhadlt. Oder, was
auf dasselbe hinauskommt, es miissen nebeneinander die Beziehungen
bestehen
(28) { (RL — E)du -+ (RM — F)dv=0,

(RM — F)du+ (RN — G)dv=0.
Daraus folgt fir R die Gleichung

/RL —E RM-—F

'RM—F RN_¢|™%

Diese Gleichung hitte man auch unmittelbar aus (27) entnehmen
kénnen. Sie bedeutet das Verschwinden der Diskriminante von (27).
Die Determinante gibt ausgerechnet '

(29) (EG— F?)gg— (EN—2FM-GL) % + (LN — M%) =0.

Somit ergeben sich fiir die symmetrischen Funktionen der Haupt-
krimmungen die Werte

1 1 LN_M?

R, "R T EG_F®’
(30) 1 2

1 4 1 EN—-2FM+GL

R, "R, EG—F?
Man setzt auch

1 1 1 1

(31) RT'I_?;=K’ va__}_112_2_:215[

und nennt K das Gaupische Kriimmungsmaf und H die mittlere Kriim-
mung der Fliche. Diese beiden ,Kriimmungen® treten bei Flichen
an Stelle der einzigen Kriimmung bei Kurven. Es ist schon deshalb
bequemer, an Stelle von 1: R, 1:R, die symmetrischen Verbindungen
K, H einzufilhren, weil diese aus den beiden Grundformen rational
zu berechnen sind.

H wechselt das Zeichen, wenn man bel
(32) VEG—F =W

das Vorzeichen &ndert, eine Irrationalitit, die nach (19) in der Er-
klarung der zweiten Grundform steckt, wiahrend K vom Vorzeichen
dieser Wurzel W nicht abhingt. Nach § 34 ist K >0 fiir einen
Flichenpunkt mit elliptischer, — 0 fiir einen Flichenpunkt parabo-
lischer Kriimmung und < 0 fiir hyperbolische Kriimmung.
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§ 36. Gaufiens Theorema egregium.

§ 36.

DaB K von der Irrationalitit W (32) nicht abhingt, sieht man
am deutlichsten, wenn man in

Gaupens Theorema egregium.

LN - M2
K="00

fiir L, N, M die Werte aus (19) einsetzt:

1 9
(33) K = i {(tuuta ) @ontuls) — @uo a2}

Man kann nun, wenn man auf den Klammerausdruck zweimal den
Multiplikationssatz fiir Determinanten anwendet, leicht das beriihmte
Ergebnis von Gauf herleiten, daB K allein aus E, F, G und den Ab-
leitungen dieser Funktionen nach #, v bis zur zweiten Ordnung be-

stimmbar ist. Man findet
[ ) (tuuu) Euuly) i ooz, (su,,xu) (Tun ) |
K=y @, B F |- | (o) F
i) FOG o (k) F G
oder
L () =25 Euutd Guur) | 10 (TuoZu) (Euos)
(34) K:_uﬁ (Eu ?:‘qw) E F [ guvzu) E F
(€, Zuv) F G | ‘ wi) F G
Aus der Erklarung
gu‘z:E’ zugsz’ gu‘z:G
folgt aber durch Ableitung
(35) guu gu ]é Eu’
(36) Luvbu=3 Eys
(37) Lol =13 Gy
(38) Luvly=13 Gu3
(39) Lunlo=F,— 3 E,
(40) Lo ln ™ Fv - % Gu '

Leitet man (38) nach % und (39) nach v ab, so erhdlt man durch

nachtragliches Abziehen

(41) Luulon— Emp= — 3 Cuut Fuy— 3 By,
Damit ist in (34) alles durch E, F, G ausgedriickt:
(42)
(—3Guut Fuy—3E, )3 E,(F,—3E)| | 0 3E, 36G,|
(EG—F*?K= (F,—3G,) E F |—|E, E F |.
36, F G | 36, F G |
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In dieser einfachen und naheliegenden Art ist das beriihmte
Gaupische Ergebnis von R. Balizer hergeleitet worden?). Gauf selbst
ist 1826 durch sehr langwierige Rechnungen zu einer gleichwertigen
Formel gekommen?). Ihre geometrische Deutung soll erst spiter
(§ 52) erdrtert werden.

§ 37. Kriimmungslinien.
Die Gleichungen (28) oder

{R(Ldu + Mdv) — (Edu -+ Fdv) =0

(43) R(Mdu+ Ndv) — (Fdu + Gdv) =0

ergeben, wenn man R herauswirft, fiir die ,,Hauptrichtungen« auf der
Fliche, die den Achsen der Indikatrix entsprechen, in du:dv die
quadratische Gleichung

Ldu +Mdv Edu- Fdv

Mdu-+Ndv Fdu+Gdo| 0

(44)

oder

(45) (LF— ME)du®+ (LG — NE)dudv -+ (MG — NF)dv®=0
oder endlich

| dv? —dudv du?

(486) ] E F G

L M N |

Eine Kurve auf einer Fliche, deren Richtung in jedem Flichen-
punkt mit einer zugehérigen Hauptrichtung zusammenfillt, nennt man
»Kriommungshinie“. Da die Indikatrix im allgemeinen zwei reelle
Achsen hat, so gehen durch einen Flichenpunkt im allgemeinen zwei
reelle aufeinander senkrechte Kriimmungslinien. (44), (45), (46) sind
verschiedene Formen der Differentialgleichung dieses orthogonalen
Kurvennetzes auf der Fliche.

Um noch eine zweite Erklirung der Kriimmungslinien geben
zu konnen, filhren wir den Begriff der ,Torse* ein. Eine Fliche,
die als Ort einer einparametrigen Geradenschar angesehen werden
kann, nennt man eine ,.geradlinige Fliche oder auch eine ,Regel-
fliche« in ungliicklicher Ubersetzung des franzosischen , surfaces
réglées®. Insbesondere sollen die geradlinigen Flichen, die Tangenten-

1Y R. Baltzer: Ableitung der Gaupfschen Formeln fiir die Fldchenkriimmung.
Leipziger Berichte, math.-phys. Klasse 18 (1866), S. 1—6.

®) Vgl. P, Stdckel: Materialien fiir eine wissenschaftliche Biographie von
Gaup, V: Gaup als Geometer (1918), bes. S. 120—125. Ferner den folgenden § 73.
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flichen von Kurven sind, und dazu noch die Kegel- und Zylinder-
flichen als , Torsen“ bezeichnet werden. Jetzt erkliren wir:

Eine Flichenkurve ist Krimmungslinie der Flache, wenn dic
Flichennormalen lings der Kurve eine Torse bilden.

Ist y der Berilhrungspunkt mit der (im allgemeinen) von den
Normalen umbhiillten Raumkurve, so mul

(47) h =g+ RE

sein, wo R skalar ist; und dy und & miissen linear abhingen oder
es muB

(48) dy + Rdé = 1i¢&

sein. Dieselbe Gleichung besteht auch in dem Sonderfall, wo die
Torse ein Kegel oder Zylinder ist. Multipliziert man (48) skalar
mit £ so folgt A=0. Die Formel (48) geht in die iiber, die die
Franzosen nach Olinde Rodrigues (1816) zu benennen pflegen:

(49) | dr +Rdg=o. |

Multipliziert man skalar mit g, und r,, so bekommt man nach (19)
das gleichwertige Formelpaar (43). Daraus ergibt sich die Uberein-
stimmung mit der vorhergehenden Erklirung der Kriimmungslinien
und die Bedeutung von R und y.

Fithren wir also das orthogonale Netz der Kriimmungslinien als
Parameterkurven #, v = konst. ein, so mufl zunichst g,z = F =0 sein
und nach (45) ME =0, MG =0, also,
da E, F, G nicht alle verschwinden koénnen
(EG — F* > 0), muB M =0 sein.

(50) F=M=0
ist notwendig und hinreichend dafiir, daf
die Kriimmungslinien Parameterkurven sind.

Auf einer Drehfliche kann man sofort
die Kriimmungslinien ermitteln. Es sind
das nimlich die Parallelkreise und Meri-
diane der Flache; denn die aus den Nor-
malen lings dieser Kurven gebildeten gerad-
linigen Flichen sind Torsen. Von den beiden
zu einem Punkt einer Drehfliche gehorigen
»Hauptkrimmungsmittelpunkten« ist der
eine Kriimmungsmittelpunkt des zugehori- Fig. 15.
gen Meridians, der zweite liegt auf der
Drehachse (Fig. 15). Letzteres kann man einsehen, wenn man bedenkt,
daB die Normalenfliche lings des Parallelkreises ein Drehkegel ist,
oder auch mit Hilfe des Satzes von Meusnier.
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§ 38. Nabelpunkte.

Nach (46) versagt die Differentialgleichung der Kriimmungslinien
immer dann, wenn die beiden Grundformen I, II sich nur um einen
von du:dv unabhingigen Faktor unterscheiden, wenn also nach (22)
die Kriimmungen aller Normalschnitte durch den Flichenpunkt {iber-
einstimmen. Einen solchen Flichenpunkt nennt man Nabel. Eine
Ebene und eine Kugel bestehen offenbar nur aus Nabelpunkten. Hier
lassen sich alle Kurven als Kriimmungslinien ansehen, was auch
daraus hervorgeht, dafl die Normalenflichen lings beliebiger Kurven
auf diesen Flichen Zylinder oder Kegel, also Torsen sind.

Es fragt sich, ob die Kugeln (mit EinschluB der Ebenen) durch
die Eigenschaft, nur Nabelpunkte zu enthalten, gekennzeichnet sind.
Gibt es auf der Fliche Punkte mit endlichen Hauptkrimmungshalb-
messern, so gilt, wenn alle Nabelpunkte sind, R, = R, = R(u, v) und,
da jede Kurve auf der Fliche Kriimmungslinie ist, so folgt aus (49)

(51) t, +RE=0, g, +RE{=0.
Leitet man die erste Formel nach v, die zweite nach % ab, so findet
man durch Abziehen
(52) R, =R,E,.
Andererseits folgt mittels (51) aus der linearen Unabhingigkeit der
Vektoren r,, r, auch die von &, & . Deshalb gibt (52) R, =R, =0
oder R = konst. und durch Integration von (51) erhdlt man das
Ergebnis f = — R&4- 0. Das heiBlt aber die Fliche p (u, v) ist tat-
sachlich eine Kugel mit dem Mittelpunkt p und dem Halbmesser R.

Ist hingegen 1:R identisch Null, so folgt aus (52) £, =& =0
oder & ==konst. Also durch Integration von &dr = 0 die Gleichung
einer Ebene &i = konst.

Damit ist gezeigt:

Die Kugeln mit Einschluf der Ebenen sind die einzigen nur aus
Nabeln bestehenden Flichen.

§ 39. Satz von Dupin iiber Orthogonalsysteme.

Die Ermittlung der Kriimmungslinien auf manchen Flachen (z. B.
auf den Flichen zweiter Ordnung), also die Integration der Differential-
gleichung (46) gelingt in besonderen Fillen mittels eines schonen
Satzes von Ch. Dupin. Wir denken uns die Koordinaten x, eines
Punktes im Raum als Funktionen von drei Parametern dargestellt
(53) x, = x, (u,v,w),
wofiir wir zur Abkiirzung wieder vektoriell

(54) =z (v w)



§ 39. Satz von Dupin iiber Orthogonalsysteme, 65

schreiben werden. Dann nennt man #, v, w ,krummlinige Koordi-
naten“ im Raum, wenn die Gleichungen (53) nach den u, v, w 18sbar
sind, d. h. wenn die Funktionaldeterminante der x,, «,, ; nach u, v, w
nicht identisch verschwindet. Wir wollen nun insbesondere annehmen,
je zwei Flichen #, v, w = konst. sollen sich lings ihrer Schnittlinie
senkrecht durchschneiden. Dann bilden die drei Flichenscharen ein
dresfaches Orthogonalsystem.
Nehmen wir z. B. Polarkoordinaten

x, =rsindcos g,
z, = rsin & sin ¢,

z, = 7 COS ¥,

3
so sind die Flichen » = konst. konzentrische Kugeln, ¢ = konst. Dreh-
kegel und @ = konst. Ebenen. Diese drei Flichenscharen bilden ein
dreifaches Orthogonalsystem. Als Bedingungen fiir ein Orthogonal-
system"bekommen wir

(55) I*),‘Ew = O’ Iwgu = 0’ Eu!v = O’
wo z.B. r, den Vektor mit den Koordinaten gz, :zu bedeutet. Das
Bogenelement ds® = dz,* + dz,* + dx,*> des Raumes nimmt bei einem
dreifachen Orthogonalsystem die Gestalt an: :
(56) ds? = ridu® 4 r2dv? 4 r2dw’.

Es gilt nun folgender Satz aus Ch. Dupins Hauptwerk ,Dé.
veloppements de géométrie“ (Paris 1813):

Die Flichen eines dreifachen Orthogonalsystems durchschneiden
sich paarweise in Kriimmungslinien.

Zum Beweise leiten wir die Gleichungen (55) der Reihe nach
nach #, v, w ab. Das gibt

vl + Lwude = 0’

Liwly + Iuvgw = 0’

wuly T Lenly =0
oder
(57) Tuvlw = 0, Lowke = 0, Twnle = 0.
Da alle drei Vektoren g,, r, und r,, auf g, senkrecht stehen, liegen
sie in einer Ebene:
(58) (guugugv) =0.
Betrachten wir jetzt eine Fliche w» = konst., auf der die u, v Gaufische
Parameter ‘bilden. Es ist gz, == F = 0, und nach der Erklirung (19)
von M folgt aus (58) auch M =0. F=0, M =0 war aber kenn-
zeichnend fiir Kriimmungslinien als Parameterlinien, w. z. b. w.

Ein nicht triviales Beispiel eines dreifachen Orthogonalsystems
bilden die ,konfokalen“ Flichen zweiter Ordnung, Beschrinken wir
Blaschke, Differentialgeometrie I. 2. Aufl. 5
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uns auf den Fall der Mittelpunktsflichen, so kann man die Flichen
des Orthogonalsystems mittels eines Parameters ¢ in eine Gleichung

zusammenfassen :
xz xﬂ? xe
(59) f(t)zt;{a;_*_t—:;g_{“t:aa:l'

Es sei ¢, > a, >a,>>0 und z, 4= 0. Gibt man die z,, so er
hilt man fiir ¢ eine kubische Gleichung, von der man einsehen kann,
daB sie nur reelle Wurzeln hat. Denn linker Hand steht in (59)
bei festen x, eine Funktion f(¢), die an den Stellen g, von — oo
nach -4 oo springt und im {ibrigen stetig ist. Nach dem Satze von
Bolzano lber stetige Funktionen mufl es also tatsdchlich drei reelle
Nullstellen ¢, von f(f) — 1 geben, und zwar auf den folgenden Teil
strecken:

b ag >ty > ay > by > ay.
Somit gehen durch jeden Raumpunkt (z, &= 0) drei reelle Flichen
unseres Systems (59): ein Ellipsoid ¢,, ein einschaliges Hyperboloid ¢,
und ein zweischaliges ;. Die ¢, sind an Stelle der «, v, w als krumm-
linige Koordinaten verwendbar. Die Orthogonalitat sieht man so ein;
Die Fliachennormale an die Fliche f, = konst. hat die Richtung

z, z, Zs

ti—a,’ t—a,’ L—ay

(60)

Bilden wir das innere Produkt mit dem Normalenvektor der Flache ¢, ,
so erhalten wir

x,® z,° '
(61) (i—a) (b —a) T ) (a— ) T (6 ap) e — )"
Dieser Ausdruck ist aber Null; denn aus f(f;)=1, f(¢,)=1 folgt
f(t) — f@,) =0, was das Verschwinden von (61) ausdriickt. Darin
ist die behauptete Orthogonalitidt enthalten.

2
Z3

Die Kriimmungslinien der Flichen zweiter Ordnung sind also im
allgemeinen Raumkurven vierter Ordnung, in denen sich je zwei kon-
fokale Flachen durchdringen.

§ 40. Die winkeltreuen Abbildungen des Raumes.

Setzt man
Vi = Vi (%1 %35 %) s
wo die y, analytische Funktionen der x, mit nicht verschwindender
Funktionaldeterminante sind, so erhilt man, wenn man die , und y,
als rechtwinklige Koordinaten zweier Punkte r und py deutet, eine
,,Abbildung® oder ,Punkttransformation® des Raumes. Bleiben bei
dieser Abbildung die Winkel erhalten, so nennt man die Abbildung
;,winkeltreu“ oder (nach Gaup) ,konform¢. Trivale Beispiele solcher
winkeltreuer Abbildungen sind die Ahnlichkeiten.
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Ein nicht triviales Beispiel bildet die ,,Inversion*
3
(62) h=ryz-
Entsprechende Punkte liegen dabei auf demselben Halbstrahl durch
den Ursprung. Das Produkt ihrer Entfernungen vom Ursprung ist Eins:

(63) Py =1.

Die Einheitskugel (Inversionskugel) bleibt bei dieser Abbildung punkt-
weise fest (r=1). Der Ursprung wird ins Unendliche beférdert.
Die Abbildung ist ,involutorisch¥, da die Beziehung der Punkte g, y
symmetrisch ist, also die Abbildung r—y mit der inversen y— 1 zu-
sammenfillt. Man spricht daher auch von der ,Spiegelung® an der
Kugel * = 1. Eine Gleichung von der Form

(64) Ag+ Ay, + Agys + 4395 + A9n*=0
behalt diese Gestalt:
(65) Ay + Az, 4 4,2, + Ay + A, =0,

d. h. die Gesamtheit der Kugeln und Ebenen geht bei der Inversion
in dieselbe Gesamtheit iiber. Wir wollen im folgenden die Ebenen
immer mit zu den Kugeln rechnen.

Die Winkeltreue der Inversion kann entweder geometrisch aus
der Invarianz der Kugeln oder wie im folgenden durch Rechnung
erwiesen werden. Aus (62) ergibt sich

*dy—2 (zdr)x
6 ay — 226
(6 ) (22)2

dr® dsg
S T
Sind & und % Einheitstangentenvektoren in entsprechenden Punkten
entsprechender Kurven

(67) dy*

- dr dy
(68) a0 T sy
so folgt aus (66) und (67)
*E—2@d)

Fiir ein zweites Paar entsprechender Kurven durch dasselbe Punkte-
paar t, p gilt ebenso
= rE—2(f)
(70) 5= _E_E%(),E
-und daraus

worin die Winkeltreue enthalten ist.
5*
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Wir werden nun umgekehrt zeigen, daB aus der Winkeltreue
die Invarianz der Kugeln folgt:

Satz von Liouville. Jede winkeltreue rdumliche Abbildung fiihrt
die Kugeln wieder in Kugeln iiber®).

Zunichst folgt aus der Winkeltreue, daBB ein dreifaches Ortho-
gonalsystem bei konformer Abbildung wieder in ein solches iiber-
geht. Daraus schlieBen wir:

Bet winkeltrener Abbildung bleiben die Kriimmungslinien erhalten.

Wir brauchen dazu nach Dupin nur zu zeigen, daB jede Flache
t (#,v) in ein dreifaches Orthogonalsystem: ,eingebettet werden kann.
Wir nehmen die Kriimmungslinien auf der Fliche als #, v-Kurven
und setzen (&= Einheitsvektor der Fléchennormalen)

(72) r=z(u,v)+ wé(u v,

dann bilden die geradlinigen Flichen (Torsen) u, v = konst. und die
»Parallelflichen w = konst. zur urspriinglichen Fliche (w == 0) ein
solches System. Es ist ndmlich

(73) iu = Iu.+ wsu’ ir = gc + w":r’ Eu- =<

oder nach Olinde Rodrigues (49)
-/ w — /) w .
(74) L, =1 —'R) Lo E=\1— R__) Lo L,=¢&-
Die drei Vektoren sind parallel zu g, r,, §, also tatsichlich paarweise
senkrecht. Aus der Invarianz der Kriimmungslinien folgt aber nach
§ 28 die behauptete Invarianz der Kugeln.
Der damit bewiesene Satz von Liouwille 148t sich auch so fassen:

Jede winkeltreue Abbildung (die nicht dhnlich ist) lift sich durch eine
Aufeinanderfolge einer Inversion und einer Ahnlichkeit vermitieln.
Man zeigt es etwa auf folgende Weise. Es sel y —y eine vor-
gelegte winkeltreue Abbildung. Wir nehmen ein dreifaches Ortho-
gonalsystem von Kugeln an, die durch einen Punkt y, hindurchgehen
und hier drei paarweise zueinander senkrechte Ebenen beriihren.
Dieses Orthogonalsystem geht durch die vorgelegte Abbildung in ein
ganz entsprechend wieder aus Kugeln aufgebautes Orthogonalsystem
durch den entsprechenden Punkt y, iiber. Jetzt nehmen wir zwei
Inversionen, von denen die eine y— r* den Punkt r, ins Unendliche
beférdert (,* = o), die andere y— y* den Punkt p, (y,* = c0). Von
der so entstehenden Abbildung r*— y* 1aBt sich nun einsehen, daB
sie eine Ahnlichkeit ist. Die beiden Kugelorthogonalsysteme sind
durch die Inversion in Ebenenorthogonalsysteme (etwa x,* — kohst., -

3) J. Liouville: Note VI in Monges Application de 1'Analyse, Paris 1850,
S. 609—616.
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v,* = konst.) iibergefiihrt worden. Die Abbildung i* — y* hat also
eine analytische Darstellung von der getrennten Form

Yt =" (@,.%)-

Ferner ist die Abbildung y* — y*, die durch Zusammenfassung winkel-
treuer Abbildungen entstanden ist, selbst winkeltreu, fiihrt also die
Kugelschar ;*? = konst. in die Kugeln y*? = konst. iiber. Daraus
schlieBt man aber leicht auf die Ahnlichkeit y* = konst..z*, womit
die Behauptung erwiesen ist. Die eine der hier zum Beweis ver-
wandten Inversionen kann man auch sparen, wenn man etwa g, gleich
im Unendlichen wihlt.

§ 41. Gaupfens sphirisches Abbild einer Fliche.

Denken wir uns, wahrend ein Punkt p(#, v) eine krumme Fliche
beschreibt, den Einheitsvektor £ (4, v) der zugehérigen Flachennormalen
vom Ursprung aus abgetragen, so ist der Endpunkt ¢ dieses Vektors
auf der Kugel £* = 1 beweglich. Die Fliche (r) ist so ,,durch parallele
Normalen* auf die Einheitskugel (£) abgebildet. Man spricht vom
sphirischen Abbild nach GauB. Wir wollen nun ahnlich, wie wir
beim Tangentenbild einer krummen Linie das Verhalten entsprechen-
der Linienelemente festgestellt haben, jetzt beim ,,Normalenbild“ er-
mitteln, wie sich entsprechende ,Flichenelemente“ von (r) und (&)
verhalten.

Die Oberfliche*) einer krummen Fliche erklirt man (zweiwertig)
durch das Doppelintegral

(75) ff(gud“’ . dv, 5)=fdeudv.
Das ,Flichenelement®
(76) do:(gudu, gvdv, 5)

stellt man sich am einfachsten vor als ,unendlich kleines Parallelo:
gramm* zwischen den Vektoren g, du, y,dv. Man kann leicht ein-
sehen, daB die Erklirung (76) von der Parameterwahl unabhingig
ist. Sind nimlich #%, ¥ neue Parameter, so wird

[0 auas = [ u;+ 1,050 1,04 1,0;, §duds
=ff(§u§v§)(uivi—,—uava)dﬂdi—),:ff(gugvf) du dv

nach der bekannten Formel fiir die Einfiihrung neuer Verinderlicher
in ein Doppelintegral.

(7)

%) Eine geometrische Erkldrung der ,Oberfliche’ entsprechend der der
Bogenlidnge in § 1 findet man etwa bei H, Bohr und J. Mollerup, Mathematisk
Analyse II, Kopenhagen 1921, S. 366.
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Das entsprechende Oberflichenelement der Einheitskugel ist
(78) do = (&,du, &, dv, £).

Nehmen wir als Parameterlinien etwa die Kriimmungslinien und
setzen r,du =d,r, r,dv = d,r und nach Olinde Rodrigues (§ 37 (49))

dt= —R,-d,§, dyt = — R,-d, &,
so wird
(79) d0=R1 Rﬂ(dl E) dgé) S)
=R R,dw.

Wir haben damit gefunden

do 1__ —K.

(80) @0 —R.E,

Das Gaufische KrimmungsmaB ist also gleich dem Quotienten
entsprechender Flichenelemente von (£) und (r): Man kann hier
wieder eine Bemerkung iiber das Vorzeichen machen. do und dw
haben einzeln willkiirliches Zeichen, da wir aber in der Erklarung (76),
(78) dieser Flichenelemente beidemal denselben Normalenvektor &
verwendet haben, so sind diese Zeichen so aneinander gebunden, daf
dw:do >0 oder < 0 ist, je nachdem die Vektoren &, du, & dv, &
ebenso aufeinander folgen wie die Vektoren g, du, g dv, & oder nicht,
je nachdem also das sphirische Abbild ,,gleichsinnig“ oder ,,gegen-
sinnig* ist,

Man fiihrt

81 A =cdut+ 2fdudv 4 gdv® = I11
§

(82) €= Euz’ f: Eu év’ = évf3

gelegentlich als dritte Grundform ein. Die quadratischen Formen
I, I1, IIT sind aber linear abhingig. Aus den Fortschreitungen lings
der Hauptrichtungen kann man jede andere Fortschreitungsrichtung
auf unsere Fliche linear kombinieren:

dy = 1I+d-3§’

(83) 3§ = dy§ + dgf = — (B2 4+ %),

Danach wird

I=+d52 =d12‘3+d225",

. d,1? d,z?

I — —dpas = B8 | %8

(84) F4S="R, TR,
HI— g =48  &r
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Wirft man aus den drei Gleichungen d,%, d,z* heraus, so folgt

I 1 1
1 1
(85) I % =& =0
1 1
oder .
(86) KI—2HII+ I =0,

wenn mit H wieder die mittlere Kriimmung (31) bezeichnet wird.
In 86 ist die behauptete lineare Abhingigkeit enthalten. Ausfiihrlich
schreibt .sich diese Beziehung der drei Grundformen:

KE —2HL +e=0,
(87) KF—2HM 4 f =0,

§ 42. Normalensysteme.

Es sei r(u,v) eine Fliche. Durch jeden Punkt y der Fliche
legen wir eine Gerade, deren Richtung durch den Einheitsvektor 4 (u, v)
gegeben sei, also in Parameterdarstellung

(88) h=g+wr.

Wann gibt es zu diesem System von Geraden, das von zwei Para-
metern %, v abhdngt, eine orthogonale Fliche; wann bilden also
diese Geraden das System der Normalen einer Fliche? Es sei y (u, )
diese orthogonale Fliche. Dann brauchen wir nur w(u, v) so zu be-
stimmen, daB %-dy =0 wird. Es ist

(89) ay = (z, +wn,)du+(, +wn,)dv+ yde.
Also gibt 5-dy = 0 die Bedingung, dafB
(90) —dw=z,ndu -+, ndv

ein vollstindiges Differential ist (man beachte, daB #*=1 und daher
71, =nn,=0). Somit folgt

(5311) (), = (&1,
(92) LMy — £, =0 °)

als notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein Normalensystem.
Aus (92) folgt fiir ein Normalensystem

(93) LuMo~F Lyn = &,y + Lupt = (£, 1), = O-

®) Fiir £ =9 ist das eine schon friiher hergeleitete Formel § 33 (18).
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Nehmen wir orthogonale Parameterlinien auf unsrer Fliche, und
zwar insbesondere so, daB

(94) r,n="0

wird, so liegen die drei Vektoren &, 7, ¢, in einer Ebene, der ,Ein-
fallsebene« von 7.

Bezeichnet man den ,Einfallswinkel®, d.h. den Winkel des Vek-
tors 7 mit dem Normalenvektor £, durch ¢, so kann die Bedingung (93)
fir ein Normalensystem auch so geschrieben werden

(95) (Vi,2-sing), = 0.

Verdndert man daher die Lage des Strahls in seiner Einfallsebene,
so daB an Stelle von ¢ (nach dem Brechungsgesetz) der Winkel §
vermége der Gleichung

(96) sinp = nsingp; u = konst.

tritt, so gilt wiederum

(97) (Vgg—sin (ﬁ)u =n (V/i'? -sin ‘P)u, =0,

d. h. die gebrochenen Strahlen bilden wieder ein Normalensystem.
Damit ist der Satz von Malus und Dupin bewiesen:

Werden dic Strahlen eines Novmalensystems an einer Fliche nach
dem Gesetz (96) von Snellius gebrochen, so bilden auch die gebrochenen
Strahlen ein Normalensystem.

Seine eigentliche Quelle hat dieser Satz allerdings nicht in der
hier durchgefiihrten Rechnung, sondern in dem Prinzip von Huyghens.
Die Spiegelung (n = — 1) ist unter Brechung mit enthalten.

Auf die aus der Optik stammende Theorie der Strahlensysteme
werden wir im 7. Kapitel eingehen,

§ 43. Asymptotenlinien.

Die Linien auf einer Fliche, lings derer die zweite quadratische
Grundform verschwindet

(98) Ldu®*+2Mdudv + Ndv* =

nennt man ,,4symptotenlinien oder gelegentlich auch ,,Haupttangenten-
kurven der Fliche. Die Tangenten an die Asymptotenlinien sind
die Asymptoten oder Wendetangenten der Fliche. Der Normalschnitt
durch eine solche Tangente hat dort einen Wendepunkt. Man spricht
deshalb auch von ,Wendelinten* der Fliche. Die Differentialglei-
chung (98) 1iBt sich nach (19) ausfiihrlich so schreiben: ‘

(99) ! (guudu‘2 + 2I1(1~d“dv + grvdvg’ gu’ go:) = 0'
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Ist die Fliche hyperbolisch gekrimmt (K < 0, LN — M? < 0), so
gehen durch jeden Flichenpunkt zwei reelle Asymptotenlinien hindurch.
Die Tangenten an die Asymptotenlinien fallen mit den Asymptoten
der Indikatrix von Dupin (vgl. § 34 (25)) zusammen, liegen also sym-
metrisch beziiglich der Hauptrichtungen der Fliache, die mit den Achsen
der Indikatrix zusammenfallen. In parabolischen Flichenpunkten
(LN — M?® =0) gibt es, wenn II nicht identisch verschwindet, nur
eine Asymptotenrichtung. Im elliptischen Fall (K > 0, LN — M?> 0)
werden die Asymptotenlinien imagindr.

Eine mehr geometrisch-anschauliche Erklirung der Asymptoten-
linien ist die folgende:

Die Asymptotenlinien einer Fliche sind die Kurven auf der Fldche,
deren Schmiegebenen gleichzeitig Tangentencbenen der Fliche sind.

In der Tat bedeutet
(100) (Euu gu Ev) = O’

daB die Schmiegebenen einer u-Kurve (d. h.v = konst.) gleichzeitig
Tangentenebenen sind. Dann ist aber nach (19) L =0, also tat-
sachlich fir dv = 0 die Differentialgleichung (98) erfiillt. Ebenso auch
umgekehrt.

In innigem Zusammenhang mit der Erklirung der Asymptoten-
richtungen . steht die der ,konjugierten“ Richtungen. Zwei Richtungen
du:dv und du:0v auf der Fliche in einem Flichenpunkt %, v nennt
man konjugiert, wenn sie durch die Asymptotenrichtungen in- dem-
selben Punkt harmonisch getrennt werden, Es muf} dann die ,,Polaren-
bildung® der zweiten Grundform, nidmlich

(101) Ldudu -+ M(dudv + dvdu) + Ndvdv =0

verschwinden. Diese Beziehung (101) behdlt auch fir K > 0 ihre
reelle Bedeutung.

Nach (101) sind die Parameterlinien (du, dv=0; du = 0, dv)
konjugiert, wenn M == 0 ist. Die Kriimmungslinien bilden also ein
Kurvennetz, das gleichzeitig orthogonal (F = 0) und konjugiert ist
(M =0). _

Aus der geometrischen Deutung der Asymptotenlinien kann man
leicht den Schiuf ziehen, daB diese Kurven mit der Fliche nicht nur
gegeniiber Bewegungen, sondern gegeniiber Kollineationen und Kor-
relationen invariant verbunden sind, eine Tatsache, auf die wir spiter
noch zuriickkommen werden. Entsprechendes gilt fiir konjugierte
Richtungen. '

Auf die geometrische Deutung der konjugierten Richtungen
kommen wir bald zu sprechen (§ 45).
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§ 44. Asymptotenlinien auf geradlinigen Fldchen,

Die Ermittlung der Asymptotenlinien vereinfacht sich ein wenig
fur die Flichen, die von einer Schar geradlininiger ,,Erzeugender*“ be-
deckt werden, also fiir die geradlinigen Flichen. Man kann eine
solche Fliche stets so darstellen

(102) r=1(v)+ 3()-u,

wobei etwa 3?=1 gewihlt werden kann. Es folgt:
(103) Iu= a’ Ivz t)v'f‘&-“?

(104) =0, Ty =%0 Lep=Yp, T b, %

und somit fiir die Asymptotenlinien nach (99)
(2 &;d“dv + (t)vv+ avvu) dve’ 5 Ur + avu) =0
oder

(105) dv'{z (avat)v) du —'_ (nvv + avvu’ &’ Dn _[— 51.- M) d1)} = 0.

Das Verschwinden des ersten Faktors (dv = 0) ergibt die Schar der
geradlinigen Erzeugenden.

Der Klammerausdruck gleich Null gesetzt, ergibt eine zweite,
die Fliche einfach bedeckende Schar von Asymptotenlinien. Ist

(106) (.39,) + 0,
so hat die entstehende Differentialgleichung die Form
(107) 2 — Puw'4-2Qu-tR,

wo P, (Q und R nur von v abhingen. Man pflegt eine solche Differen-
tialgleichung nach dem italienischen Geometer J. Riccatt zu benennen.
Aus der Form dieser Gleichung kann man leicht ablesen, daB vier
Losungen #, (v); k=1, 2, 3, 4 festes, d. h. von v unabhingiges Doppel-
verhiltnis besitzen:
(108) D="""% "%"%_ yonst.
Uy — Uy Uy — Uy

Dazu braucht man nur zu zeigen, daBl

w, —u) ! — u! u’

(109)  JTigp=— B Sk . S G

Uy — Uy Uy — Uy u,— U, Uy — %,

verschwindet, In der Tat erhdlt man unter Benutzung der Glei-
chung (107) z. B.
’ ’
'::T_Mg:_ = P(u1 + “3) +20.
Daraus folgt die Richtigkeit von (109).
Geometrisch bedeutet unser Ergebnis, daB die neue Schar von

Asymptotenlinien die alte Schar, also die geradlinigen Erzeugenden,
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nach festen Doppelverhiltnissen durchsetzt. Sind beide Scharen von
Asymptotenlinien geradlinig, so erhilt man geradlinige Flichen zweiter
Ordnung, deren bekannte Eigenschaften man hier bestitigt findet.

Es bleibt noch der ausgeschlossene Sonderfall zu beriick-
sichtigen, daB3

(110) (3,39, =0
identisch verschwindet. (103) ergab
(111) P 1 Evzj')v—f—avu'

Diese Vektoren liegen fiir alle # in einer Ebene, wenn nach (110)
% v, und 3, in einer Ebene liegen. Die Bedingung (110) bedeutet
also, daB beim Fortschreiten lings einer Erzeugenden unserer Fliche
die Tangentenebene der Fliche sich nicht um die Erzeugende dreht,
sondern fest bleibt,

Eine geradlinige Fldiche, die langs feder Erzeugenden von einer
festen Ebene berithrt wird, soll eine ,,Torse* heifen.

Die fiir (3,39,)=0 nur von v abhingigen Tangentenebenen
bilden nidmlich im allgemeinen die Schmiegebene einer Raumkurve
oder die Tangentenebenen eines Kegels oder Zylinders. Damit ist
die Ubereinstimmung der eben aufgestellten Erklirung der Torsen
mit der in § 37 hergestellt. Die durch (106) gekennzeichneten all-
gemeineren geradlinigen Flichen nennt man ,windschief*.

§ 45. Konjugierte Netze.

Die konjugierten Richtungen auf einer Fliche lassen folgende
geometrische Deutung zu. Gehen wir von einer Flichenkurve aus,
und betrachten wir die Torse, die von den Tangentenebenen der
Fliche in den Punkten der Kurve umhiillt wird! Die Erzeugenden
dieser, der Fliche lings unserer Kurve umschriebenen Torse sind zu
den Tangenten der Kurve konjugiert. Das kénnen wir etwa so ein-
sehen. Ist y) ein in der Tangentenebene beweglicher Punkt, ¢ der
Berithrungspunkt und & der Vektor der Flichennormalen in g, so ist
die Gleichung der Tangentenebene

(112) (h—2)E=0.
Schreiten wir lings unserer Flichenkurve fort, so ergibt sich nach

der bekannten Regel fiir die Einhiillende dieser Tangentenebenen
die zweite Gleichung

(113) —dr-é+(y —p)dé=0,
oder, da das erste Glied wegfill, — wenn man noch y — = ¢
setzt —

(114) dr-d& = 0.
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Ausfiihrlich geschrieben nach (19)
(z,0u +1,0v)-(§,du 4 & dv)
= —{Ldudu+ M(dudv + dvéu) -+ Ndvdv} = 0.

Das ist genau unsre Bedingung (101) fiir konjugierte Richtungen. _

Diese Konstruktion konjugierter Richtungen gestattet, auf jeder
Fliche ein Netz konjugierter Kurven herzustellen. Es 148t sich nim-
lich die Beziehung zwischen Parallelkreisen und Meridianen so ver-
allgemeinern: Die Beriihrungslinien aller Kegel, die einer Fliche
umschrieben sind, und deren Spitzen auf einer Geraden liegen, bilden
zusammen mit den Schnittlinien der Fliche mit den Ebenen durch
dieselbe Gerade ein konjugiertes Netz auf der Fliche.

Dafiir, da3 die Parameterlinien ein konjugiertes Netz bilden,
hatten wir die Bedingung M = 0 oder

(115) (Fuptut,) =0

in § 43 abgeleitet. Diese letzte Bedingung (115) ist sicher erfiillt,
wenn g, = 0 ist, wenn also p die Gestalt hat

(116) r=1y(u)+3 ().

Solche Fliachen, die besonders von S. Lie studiert worden sind, nennt
man ,,Schiebflichen oder ,,Translationsflichen, da sie durch Parallel-
verschiebung einerseits der Kurve p= y(ux), andrerseits der Kurve
r = 3(v) erzeugt werden konnen. Auch die Sehnenmittenfliche einer
Raumkurve

(117) r=3{p()+y()}

gehort zu den Schiebflichen.

§ 46. Ableitungsformeln von Weingarten.

Will man einen tieferen Einblick in die Flichehtheorie ge-
winnen,- so muB3 man, den Formeln Fremets in der Kurventheorie
entsprechend, die Ableitungen der Vektoren g, , r,, & nach %, v -aus
diesen Vektoren selbst linear zusammensetzen. Im Hinblick auf die
Asymptotenlinien wollen wir mit &,, &, den Anfang machen.

Aus &—1 folgt &, — £, =0,
also haben wir
Eu = agu + bgv’

Ev =CL, + dgu'

Multipliziert man skalar mit g,,r, so folgt nach (19)
— L=aE+bF, —M=cE-dF,
—M=aF+4+0bG, —N=cF+}dG,

Berechnet man daraus q, b, ¢, d, so erhilt man durch Einsetzen der

(118)

(119)
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gefundenen Werte in die vorhergehenden Formeln die gewiinschten
Gleichungen, die von J. Weingarten (1861) angegeben worden sind,

: _(FM-GLy.+(FL-EM)g,
120 w EG—F® ’
(120) ¢ = FN=GM+(FM—EN)r,
=T UUTTRGLE T

Hieraus kann man leicht einige Schliisse ziehen; z. B. kann man
neuerdings die Formel (86) von § 41 bestitigen. Ferner sieht man
jetzt leicht ein: Stnd auf einer Fliche alle Kurven Asymplotenlinien,
so ist die Fliche eben.

Aus (98) L = M = N = 0 folgt nédmlich wegen (120) §, =§,=0
oder & = konst. dr-& =0 ergibt durch Integration r& -+ konst. =0,
also wirklich die Gleichung einer Ebene.

Ferner: Die Torsen sind die einzigen Flichen mit lauter Punkten
parabolischer Kritmmung (K ==0).

Ist namlich L N — M? =0, so wird die Differentialgleichung der
Asymptotenlinien (98)

II = (VL-du +VN-dv)>* =0,

wo
(121). VL-YN=M
ist. Es gibt also nur eine Schar von Asymptotenlinien, die die Fliche
schlicht iiberdeckt (wenn wir den Fall des identischen Verschwindens
von II jetzt ausschlieBen). Wihlen wir diese Kurven als Parameter-
linien » = konst,, so wird L = M =0 und nach Weingarten £, = 0.
Somit ist

(122) 1€ =(xé),=0

oder

(123) £-£(v) = p(v):
Die Ableitung nach » ergibt

(124) &, = p,-

Also ist unsre Fliche die Einhiillende der Ebenenschar (123), d. h.
wirklich eine Torse. Umgekehrt kann man fiir eine Torse, etwa
nach (105), immer L =M =0 erreichen. Somit sind die Torsen
durch die Identitit K = 0 gekennzeichnet.

§ 47. Satz von Beltrami und Enneper iiber
die Windung der Asymptotenlinien.
Da die Schmiegebenen einer Asymptotenlinie auf einer Fliche

mit den Tangentenebenen der Fliche iibereinstimmen, fallen die Bi-
normalen der Kurve mit den Flichennormalen zusammen (§3=$).
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Deshalb 1aBt sich die Windung einer Asymptotenlinie leicht be-
rechnen:
132 ag® ag IIr
= (-t i
Nach § 41 (86) war
KI—2HII+ IIT=0.

Da lings einer Asymptotenlinie JI = 0 ist, so folgt

(126) (%)2= M _k

Diesen Zusammenhang zwischen der Windung der Asymptotenlinien
und dem Gaupischen KriimmungsmaB der Fliche haben E. Beltrami®)
(1866) und A. Eunneper (1870) angegeben. Auf geradlinige Asym-
ptotenlinien ist die Formel nicht ohne weiteres anwendbar.

Uber das Vorzeichen der Windung 148t sich durch eine genauere
Untersuchung feststellen, daB die Windungen der beiden durch einen
Flachenpunkt gehenden Asymptotenlinien entgegengesetztes Vorzeichen
haben. Man kann sich das leicht dadurch veranschaulichen, dal3 man
die Fliche an einer zu dem betreffenden Flidchenpunkt g, gehorigen
Hauptnormalebene spiegelt. Dabei ist unter ,Hauptnormalebene«
eine Normalebene durch eine der beiden Hauptrichtungen des Flachen-
punkts r, verstanden. Durch diese Spiegelung erhdlt man nidmlich
eine neue Fliche, die mit der alten an der Stelle r, eine Beriihrung
szweiter Ordnung® hat. Eine Asymptotenlinie der urspriinglichen
Fliche durch g, hat einerseits dieselbe Windung wie die sie in g,
beriihrende Asymptotenlinie der gespiegelten Fliche. Andrerseits ist
diese Kurve in g, entgegengesetzt gewunden zu der ihr durch Spiege-
lung entsprechenden zweiten Asymptotenlinie der urspriinglichen Flache.
Darin ist das gewiinschte Ergebnis enthalten.

§ 48. Die Ableitungsformeln von Gaup.

In § 46 hatten wir begonnen, das flichentheoretische Gegenstiick
der Kurvenformeln von Frenet abzuleiten. Damit wollen wir jetzt
fortfahren. Es muB sich z B. r,, in der Form darstellen lassen

(127) Tyu=Ar,+Br,+ CE.
Es bleiben die Faktoren 4, B, C zu berechnen. Aus g &= 0 folgt
durch Ableitung nach u zunichst wegen (19)

(128) C=g,m§=—gu§u=l..
Ferner ist nach (127)
(129) (guu gv E) = A (gu gv E) ’

oder, wenn man beiderseits mit (g, r, &) = W nach dem Multiplika-

) E. Beltvami: Opere matematiche I (1902), S. 301.
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tionssatz fir Determinanten (§ 3 (41)) multipliziert, unter Benutzung

der Formeln (35) bis (40) von § 36

3E, F 0|
(130) F,—3E, G 0 | =AW"
: * 01
Daraus ist
__GE,—2FF,+FE,
(131) A="""" S
Ebenso erhalt man
(182) - (tutuu &) = B, 2,%)>
E 3E, O
(133) F F,—1E, 0 |=BW".
| 0 * 1
s _ —FE,+2EF,—EE,
(134) B=T T e

Fihrt man so fort, so erhilt man schlieBlich das Formelsystem, durch
das sich z,,, 1,,> L,, 39S I, I,, & aufbauen. In diesem Gaufischen
Formelsystem wollen wir die Faktoren gleich in der etwas ver-
wickelten, von Christoffel herriihrenden Bezeichnung schreiben:

ne={ " bt {7y JutLe
(135) fe={ 'y brH {5 fr HMe,
o ={ 2 ba+{% e

In diesen Ableitungsformeln von Gauf haben die ,Dreizeigersymbole‘
Christoffels folgende Werte

11\ _+GE,—2FF,+FE, {11)_—FE,+2EF,—EE,
O 2We e T oW?e ’
12 GE,— FG, 12 EG,—FE
(136) { 1 }= owe ’ { 2 }= swe
22\ —FG,+2GF,—GG, [22)_+EG,—2FF,+FG,
O oWe Ve JT awW?e :

Wir wollen die Formeln (135) auf die Einheitskugel selbst an-
wenden, indem wir £ an Stelle von g treten lassen und fiir & wieder
& setzen (§ 32 (12)). Dann tritt an die Stelle von

1=dy? I = —dg-d&
III= dg und — Il = — d&®

und entsprechend
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und die Formeln (135) gehen iiber in

11 } { 11 } - -
E) . — €5,
Euu { 1 IIIEu + 2 III¢L ¢

(137) fn={ "} e {0} s —re
L=} a+{%} & —es

Hier sind die Dreizeigersymbole beziiglich der dritten Grundform (81)
zu berechnen, so daB z. B.

(12} _Lea-ts

U1 eg—ff
bedeutet.

§ 49. Grundformeln von Geauf und Codazzi.

Die Abhingigkeit, die zwischen den sechs zu einer Flache ge.
horigen Funktionen E, F, G; L, M, N besteht, kann man aus den
Gaufischen Ableitungsformeln ermitteln, wenn man die Vektorenyg, .,

T.,, auf zwei verschiedene Arten berechnet. Setzt man

0 0 -
_a;(guu) - 5;(&“,) =0 Ly + ﬁlgv + Y16

0 0
5;( uv) —ﬁ(gtru) :aﬁgu_{_ﬂ‘..’ gv +7‘3 E’

so miissen die sechs GroBen «, 8, y einzeln verschwinden. Das
gibt durch eine etwas umfangreiche Rechnung drei Gleichungen
zwischen den E, F,G; L, M,N. Aus a,=f =a,=f,=0 ent
springt niamlich dieselbe Grundformel von Gauf, die besagt, daB sich

das Kriimmungsmal
LN-—M*
K=4eopm
allein durch die erste Grundform ausdriicken 14B8t. Diese Formel, die
wir in § 36 in einer von R. Balfzer angegebenen Gestalt geschrieben
hatten, 14Bt sich nach G. Frobemius iibersichtlich auch in folgende

(nur scheinbar irrationale) Form bringen

\EE,E,| r

1 (6 E,~F, & F,—G,)

(138) | K= — 4W3'FFF “wlev W " w W |
166G,G,

Die Gleichungen y, = y, = 0 liefern hingegen etwas Neues, nimlich
zwei Formeln, die auf G. Mainards (1857) und D. Codazzi (1868)
zuriickgehen. Man kann diese Formeln in einer von E. Study an-
gegebenen Art iibersichtlich so anordnen:
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(EG—2FF +GE)(L,— M,) EE L
— (EN—2FM+GL)(E,—F) ggthl =0
(139) EEL
(EG—2FF+GE)(M,—N,) |
T W L IFF, M =0.
—(EN—2FM+GL)(F,—G .

Durch die Beziehungen (138), (139) sind die Abhangigkeiten
zwischen den beiden Grundformen 7, IT ersch6pft und durch Angabe von
I und II ist, wie aus (120), (135) gefolgert werden kann, unsre Fliche
im wesentlichen eindeutig bestimmt (0. Bonnet 1867). Wir werden
einen ganz dhnlichen Beweis im zweiten Bande §§ 50, 51 durchfiithren.

§ 50. G. Monge.

Die heutige Differentialgeometrie geht, wenn wir von Vorlidufern
wie Euler absehen, im wesentlichen auf zwei Quellen zuriick, einer-
seits auf Monge (1746—1818) und seine Schiiler und andrerseits
auf Gauf (1777—1855). Die beiden Hauptwerke sind: von Monge
das Lehrbuch ,Application de I'Analyse 4 la Géométrie« (von 1795
an erschienen), von Gauf die Abhandlung , Disquisitiones circa super-
ficies curvas®“ (1827). Beide Werke haben ein voéllig verschiedenes
Gepriage. Bei Monge handelt es sich um eine Sammlung von ein-
zelnen Problemen, um eine Reihe von Untersuchungen iiber beson-
dere, in den Anwendungen hiufig vorkommende Flichenfamilien. Die
Darstellung ist den Lehrzwecken angepaft und leicht lesbar. Bei
Gauf hingegen handelt es sich um eine einheitliche und tiefe, aber
auch um eine etwas unnahbare Theorie. Beiden Werken gemeinsam
ist der innige Zusammenhang mit praktischen Dingen. Die Gegensitze
sind in den Persénlichkeiten der beiden Mathematiker begriindet. Monge
war ein hochst erfolgreicher Lehrer und glinzender Organisator, der
mitten im Getriebe der Politik stand, zuerst als iiberradikaler ,,Konigs-
morder*, spiter als Monarchist und treuer Anhédnger des groBen Napoleon.
Gauf hat ein einsames und stilles Gelehrtenleben, in recht engen Ver-
hiltnissen gefiihrt. Er hat seinen allerdings elementaren Unterricht als
Last empfunden, sich um Politik kaum gekiimmert und vom Staate
nur gefordert, daB er ihm die Moglichkeit ungestorten Schaffens gébe.

Monge lehrte zunichst in der Kriegsschule zu Méziéres und hat
dort den Unterricht in darstellender Geometrie ausgebildet. In der
schlimmsten Umwilzung, zur Zeit des groBten Valutaelends wurde
1794 in Paris die Fcole Polytechnique gegriindet, wie Jacobi sagt
»eine Schule ohne Vorbild und ohne Nachbild in Europa“?), und

) C. G. J. Jacobi: Werke VII, S, 356.
Blaschke, Differentialgeometrie 1. 2. Aufl. 6
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zwar als ein militirisches Internat. Revolutionszeiten, in denen man
viel vom ewigen Frieden redet, sind ja dem Emporkommen neuer
militirischer Einrichtungen immer giinstig gewesen. Monge war als
Lehrer und Organisator die treibende Kraft dieser Offiziersschule,
und er erreichte, daB die Geometrie zum Mittelpunkt ihres unglaublich
intensiven Lehrbetriebes wurde. Die bedeutendsten Mathematiker
wurden an die Schule berufen. Durch die Verdffentlichungen der
Vorlesungen reichte die Wirksamkeit ihres Unterrichts iiber die Grenzen
Frankreichs hinaus. So ist von Monge auBer dem genannten Werk
iber Differentialgeometrie besonders noch sein Lehrgang der dar
stellenden Geometrie, der ebenfalls 1795 zu erscheinen begonnen
hat, berithmt geworden.

Der auBerordentlich anregenden Lehrbegabung von Monge gelang
es, eine geometrische ,Schule“ zu begriinden, der vor allem Ch. Dupin
(1784-—1873) angehort, dessen Name in diesem Kapitel wiederholt
genannt wurde. Wihrend bei Monge die geometrische Anschauung
und die Handhabung der analytischen Rechenverfahren noch aufs
innigste verkniipft sind, tritt bei dem zweiten groBen ,Schiiler* von
Monge, ]. V. Poncelet (1788—1867), dem Begriinder der projektiven
Geometrie, eine vollige Loslosung eines Zweiges der Geometrie von
der Analysis ein, die auch heute noch nicht ganz {berwunden ist.
Die Arbeiten aus der Schule von Monge sind groBtenteils in Gergonnes
»~Annales des mathématiques pures et appliquées* (Nimes 1810—1831),
der ersten rein mathematischen Zeitschrift, veroffentlicht.

Von den &ulleren Lebensschicksalen von Monge sei noch er-
wihnt, da3 er wahrend der Revolution Marineminister war, in nahen
Beziehungen zu Napoleon stand, mit ihm den ersten italienischen
Feldzug und das éagyptische Abenteuer mitgemacht hat. Den Sturz
seines Kaisers hat Monge nicht lange iiberlebt.

§ 61. Aufgaben und Lehrsitze.

1. Ein duales Gegenstiick zum Satz von Meusnier. Ein Dreh-
kegel, der mit einer Torse drei benachbarte Tangentenebenen gemein
hat, soll ,Kriimmungskegel der Torse heiBen. Es sei nun § eine
Tangente einer Fliche §. Der Berithrungspunkt p von § mit § sei
kein parabolischer Punkt von §. Wir denken von den Punkten von
T aus der Fliche § Kegel umbeschrieben und die zur Erzeugenden ¥
gehorigen Kriimmungskegel dieser Kegel ermittelt. Alle diese Dreh-
kegel umhiillen dann eine Kugel, die § in p berithrt. B. Hostinsky,
Nouvelles Annales de mathématiques (4) 9 (1909), S. 399—403;
E. Miiller, Wiener Berichte 1917, S. 311—318.

2. Ein duales Gegenstiick zum Satz von Fuler iiber die Kriim-
mungen der Normalschnitte. Es sei » der Kriimmungshalbmesser



§ 51. Aufgaben und Lehrsitze, 83

des Normalquerschnittes eines Zylinders, der eine Fliche § in einem
nichtparabolischen Punkt p beriihrt und ¢ der Winkel der Zylinder-
erzeugenden mit einer Hauptrichtung von § in p. Bei festem p driickt
sich dann die Abhingigkeit von » und ¢ so aus:

(140) r = R, cos?p + R, sin?p.
W. Blaschke, Kreis und Kugel, Leipzig 1916, S. 118.

3. Satz von O. Terquem iiber den Durchschnitt zweier Flichen
lings einer gemeinsamen Kriimmungslinie. Aus dem, was in § 18
uber die Evoluten einer Kurve hergeleitet wurde, kann man fiir die
Kriimmungslinien folgende Beziehung gewinnen. Zwei Flichen §,, ¥,
mogen sich lings einer Kurve € schneiden. Es sei a) der Schnitt-
winkel von @, und @, lings € fest, b) es sei € auf §, Kriimmungs-
linie, und es sei c¢) € auf ¥, Kriimmungslinie. Dann folgt stets aus
zwei dieser Voraussetzungen a) b) c) die dritte. O. Terquem, Nouvelles
Annales de mathématiques 9, 1852, S. 402.

4. Ein von Beltrami angegebenes duales Gegenstiick zum Satz
von Terquem. Eine Ebene § rolle auf zwei krummen Flichen F1
und &,; a) die Entfernung entsprechender Beriihrungspunkte von &
mit §, und F, sei fest, b) der Ort der Beriihrungspunkte auf &, sei
Krimmungslinie von §,, c¢) der Ort der Beriihrungspunkte auf §, sei
Kriimmungslinie von §,. Aus zwei dieser Annahmen folgt die dritte.
E. Beltrami, 1864, Opere I, S. 130. :

5. Darboux’ Umkehrung des Satzes von Dupin (1866). Hat man
zwei Scharen von Flichen, die sich in Kurven senkrecht durchsetzen,
die auf der einen Flichenschar Kriimmungslinien sind, so 1iBt sich
eine dritte Flichenschar finden, die die beiden ersten zu einem drei-
fachen Orthogonalsystem erginzt. G. Darboux, Lecons sur les systémes
orthogonaux ..., 2. Aufl,, S. 10, Paris 1910.

6. Ein Satz von Beltrami iiber koaxiale Drehflichen. Zu einer
Schar von Drehflichen, die aus einer von ihnen durch Verschiebung
langs der Achse entsteht, werde eine neue koaxiale Drehfliche kon-
struiert, die die Flichen der Schar senkrecht durchschneidet. Das
KriimmungsmaB der neuen Fliche in einem Punkt ist dann entgegen-
gesetzt gleich dem KrimmungsmaB der durch diesen Punkt hindurch-
gehenden Fliche der Schar. E. Beltrami, 1864, Opere I, S. 200.

7. Parallelflichen, Geht man von einer Fliche p(u#, v) dadurch
zu einer Parallelfliche iiber, daB man lings der Flichennormalen das
feste Stiick # abtragt (I = ¢ -+ # &), so erhilt man fiir das Kriimmungs-
maB K und die mittlere Krimmung H dieser Parallelfliche die Aus-

driicke — K
Keo %
1—-2uH+4+n2K’
(141) i HenK

=1-%+H T K
6*
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Zwischen zusammengehorigen Normalen und Hauptkriimmungshalb-
messern bestehen die Beziehungen
E=¢,

(142) _ p
Ri=R —n, R,=R,—n.

Fihrt man das zuerst von J. Steiner und spiter besonders von
H. Minkowski betrachtete Integral der mittleren Kriimmung

(143) M= [Hdo
ein, so ist fiir geschlossene Flichen z. B. (0 = Oberflache)
(144) M*— 420

invariant gegeniiber dem Ubergang zur Paralleifiiche. Weitere In-
varianten bei H. Liebmann, Minchener Berichte 1918, S. 489—505.
Man vergleiche dazu den § 76 und die Aufgabe 1 in § 102.

8. Uber die Kriimmung der Asymptotenlinien. Der Kriimmungs-
halbmesser einer Asymptotenlinie in einem Punkt r ist gleich 2:3
des Kriimmungshalbmessers des die Asymptotenlinie beriihrenden
Astes der Schnittkurve zwischen der Fliche und der Tangentenebene
in r. E. Beltrami, 1865, Opere I, S. 255.

9. Kanonische Reihenentwicklung. Entwickelt man die Gleichung
einer krummen Fliche in der Form ‘
(143) @y = 3(ag2,” + a, %,%) + 5 (by 2,° 4 3 b, 2,2, + 3 b, 2, z,°
+ b2+ ...,
so hingen die Werte der Koeffizienten mit den Hauptkriimmungs-
halbmessern im Ursprung so zusammen

__1 _;1_

116 TR TR
(146) _a 1, a1 . a1, a1
" dx R’ ' dxy R’ 2 xR’ 8 om R,

E. Beltrami, 1866, Opere 1, S. 297, 298.

10. Deutungen des KriimmungsmaBes. Es sei p eine Stelle ellip-
tischer Kriimmung auf einer Fliche § und V der Rauminhalt eines
kleinen Eikérpers (konvexen Kérpers), der eiderseits von § und an-
drerseits von einer Parallelebene im Abstand h zur Tangentenebene
von & in p begrenzt wird. Dann gilt fir das Kriimmungsmall von
% in p

. ﬂh2\2
(147) K=1lim ( V)

h>0
W. Blaschke, Jahresbericht der Dtsch. Math. Ver. 27, 1919, S. 149. Be-
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deutet O den krummen Teil der Oberfliche unsres Eikorpers, so ist

. [2m A\
148 K =lim (—) :
( ) h—>0 Y
11. Nabelpunkte. Es sind die Nabelpunkte auf der Fliche
x, ¥, &, = 1 zu ermitteln,

12. Asymptotenlinien. Es sind die Asymptotenlinien auf einer
Ringfliche zu bestimmen, die durch Umdrehung eines Kreises um
eine Tangente entsteht.

13. H. Minkowskis Stitzfunktion. Es sel § eine Fliche, die
keine Torse ist. Die Entfernung p der Tangentenebene vom Ursprung
sei als Funktion der Koordinaten £, &,, &, des Einheitsvektors der
Flichennormalen dargestellt.

Wegen £2 =1 kann man die ,Stiitzfunktion® P von § so nor-
mieren, daB :

(149> P(é:l: Eg) 53) = P (51’ 62: 53) s
und
(150) Py, pey, pog) = puPloy, ty; o)

wird fiir 4 > 0. Wird dann zur Abkiirzung fiir die Ableitungen
P (&, 8y, 6)

(151) z?a;aak

=P,
geschrieben, so gilt fiir beliebige g, die Gleichung
j Pll Pl‘! P13 al

P, P 22, Py a,
! Py Py Py g
Coa, a, -4 (O
(152) RRy——— = R

(@, &y + 098y + a5 5)
Vgl. L. Painvin, Journal de Mathématiques (2) 17 (1872), S. 219—248
und im folgenden § 78.

14. Ein Satz von 4. Voss iiber Kanalflichen. Schligt man um
die Punkte y einer Kurve y(#) Kugeln vom Halbmesser 7 (%), so um-
hiillen diese eine sogenannte Kanalfliche, die man folgendermafien
durch Parameter #, v darstellen kann:

(188)  r(u,v)=y—r7rE +rV1— 72 (& cosv L &, sinw).

Dabei bedeuten die &, (#) die Einheitsvektoren des begleitenden Drei-
beins der Kurve p(#). Betrachtet man nun zwei solche Kanalflichen,
wobei die zugehdrigen Leitlinien y(u), v, (%) (v'*=1, y,/?=1) in
entsprechenden Punkten gleiche Kriimmung, aber verschiedene Win-
dung haben (o (u) = @, (#), 7 () = 7, (4)), so haben diese Kanalflichen
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in Punkten, die gleichen #x, v-Werten entsprechen, gleiche Haupt-
krimmungen. A. Voss, Zur Theorie der Kanalflichen, Miinchener
Berichte 1919, S. 353—368.

15. Ein Satz von E. Study iiber Normalensysteme.- Man kann
die Geraden des Raumes derart auf die Punktepaare p, q einer Ebene
abbilden, dall einem Normalensystem im allgemeinen eine flichen-
treue Abbildung p-—gq in der Ebene entspricht und umgekehrt.
W. Blaschke, Ein Beitrag zur Liniengeometrie, Rendiconti di Palermo
33 (1912), S. 247—253.

16. 8. Lies Abbildungen der Geraden auf die Kugeln. Durch zwei
Ebenengleichungen

(154) x, =ax, +p, z,=bx,+4¢

ist deren Schnittlinie festgelegt. Man kann 4, b, p, ¢ als Koordinaten
dieser Geraden ansehen. Es sei ferner

(155) (@ — @+ ( — 9P+ @ — 2 =
die Gleichung einer Kugel. Durch die imaginire Zuordhung

= Y, b= , .
(156) Ty i = — 1

p=z—1y, g=2z—r,
werden die Geraden derart auf die Kugeln abgebildet, daB schnei-
denden Geraden im allgemeinen beriihrende Kugeln entsprechen.
Allen Tangenten einer Fliche entsprechen in der Regel alle eine
andere Fliche berithrenden Kugeln. Den Asymptotenlinien der ersten
Flichen sind dadurch die Kriimmungslinien der zweiten zugeordnet.
S. Lie, Uber Komplexe . .., Math. Annalen &, 1872, S. 145—256.

17. Fldchentreue Abbildung. Die Punkte x,, z, einer Ebene
lassen sich auf die Punkte derselben Ebene dadurch unter Gleichheit
entsprechender Flicheninhalte abbilden, daB man setzt

. af(“,?) * of (u, v)
Tp=u G a =
o ofm,® e ofw,v)
(157) O P el T
a?f a?f (é‘.gf 2
T —(EL) +1+0.

G. Scheffers, Mathem. Zeitschrift 2 (1918), S. 181. Ein Sonderfall bei
Gaufs, Werke 1II, S. 373. Vgl auch D.-A. Gravé, Journal de mathé-
matiques (5) 2 (1896), S. 317—361.

18. Aquilonge Abbildungen. Betrachtet man eine Zuordnung
& > &* der Ebenen des Raumes, so sind entsprechende Ebenen €, E*
im aligemeinen kollinear aufeinander abgebildet, wenn man die
Schnittlinien mit unendlich benachbarten,. einander zugeordneten
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Ebenen sich entsprechen 148t. Nach einer von E. Study eingefiihrten
Bezeichnung nennt man die Zuordnung € - @* ,dquilong®, wenn ent-
sprechende Ebenen stets kongruent aufeinander bezogen sind. Schreibt
man die Gleichung einer Ebene in der Form

. u4v . U—v 1 —wuv w
(158) Ve 5 T B T T % = T
dann kann man in den Ebenenkoordinaten u, v, w, die zuerst von
O. Bonnet benutzt wurden, die dquilongen Abbildungen so darstellen

du* dv*

(159)  w*=u*(u), v*==1v*(v), w*= \./i e (s 0),

Dazu kommen noch die Abbildungen, die man durch Vertauschung
von i, v erhalt. W. Blaschke, Archiv fir Mathematik u. Physik (3)
16 (1910), S. 182—189. Die entsprechenden Geradentransformationen
in der Ebene bei G. Scheffers, Math, Annalen 60 (1905), S. 491—531
und E. Study, Bonn, Gesellschaft f. Natur- und Heilkunde, Ber. 5. Dez.
1904,

19. Uber Schiebflichen. Dafiir, daB auf einer Schiebfliche sich
die erzeugenden Kurven iiberall senkrecht durchschneiden, ist not-
wendig, daB die Fliche ein Zylinder ist.

~ 20. Eine Formel von E. Laguerre. Fiir alle Kurven auf einer
Fiache, die sich in einem Punkte beriihren, stimmen dort die Ausdriicke
A2 2\sin ® d (1
(160) (3 Z r—) o s <57> -cos G
iiberein. Dabei bedeutet @ den Winkel zwischen Haupt- und Fliachen-
normale. E. Laguerre (1870), Werke I, S. 129 —130; E. Goursat, Cours
d’Analyse I, 3. Aufl,, Paris 1917, S. 641 —642.



4, Kapitel

Geometrie auf einer Fliche.

§ 52. Verbiegung.

In diesem Kapitel soll der Grundgedanke von Gaufens flichen-
theoretischen Untersuchungen auseinandergesetzt werden. Denkt man
sich eine Fliche aus einem biegsamen, undehnbaren Stoff hergestellt,
wie er etwa durch Papier verwirklicht wird, so 14aBt . diese Fliche
auBer ihrer Beweglichkeit als starrer Koérper im allgemeinen auch
noch Forminderungen, sogenannte , Verbiegungen“ zu. Die Undehn-
barkeit duBert sich dadurch, dal die Bogenlingen aller auf der
Fliche gezogenen Kurven bei der Verbiegung ungeindert bleiben.
Etwas allgemeiner bezeichnet man als ,ldngentreue” oder ,isometrische
Abbildung« zweier Flichen aufeinander eine Transformation mit Er-
haltung der Liangen.

Wihrend nun die gewohnliche Flichentheorie die Eigenschaften
der Flichen untersucht, die erhalten bleiben, wenn man die Fliche
als starren Korper bewegt, untersucht die Gaupische ,,Geometrie auf
einer Fliche“ die gegeniiber lingentreuen Abbildungen invarianten
Eigenschaften, also die ,inneren“ Eigenschaften der Fliche, die nur
von den MaBverhaltnissen auf der Fliche selbst und nicht von denen
des umgebenden Raumes abhingen., Diese Betrachtungsweise ist auf
praktischem Boden erwachsen, nidmlich aus der Frage der Geodisie,
was man aus Messungen auf der krummen Erdoberfliche iiber diese
Flache aussagen kann.

Als Beispiel der lidngentreuen Abbildung soll gezeigt werden,
daBl man ein geniligend kleines Stiick einer Torse lingentreu auf
die Ebene abbilden kann. Nehmen wir an, um einen bestimmten
Fall herauszugreifen, die Torse sei die Tangentenfliche einer Raumkurve

(1) =90 +oy (), y*=1.
Setzen wir y’ = &, und wenden wir die Formeln § 6 (71) von Frenet
an, so folgt

(2) n=6tobh =4
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und fiir das Linienelement der Tangentenfliche
2
(3) I=ds“=<1+-:—2>du2—{—2dudv+dv2.

Ordnen wir unsrer Raumkurve (y) eine ebene Kurve (y*) so zu, daB
bei lingentreuer Abbildung der beiden Kurven g(s) = g*(s) wird und
beziehen wir die Tangentenfliche (1) von (y) auf die Tangentenfliche
(die Ebene) von (y*)

(4) = y* (u) +vp*’ ()

durch gleiche u, v-Werte, so ergibt sich derselbe Wert des Bogen-
elements (I = I*). Damit ist der gewiinschte Nachweis erbracht.
Ahnlich 148t sich die ,,Abwickelbarkeit“ der Kegel und Zylinder auf
die Ebene beweisen. Wir kommen auf diese , Abwickelbarkeit“ der
Torsen spiter (§ 60) zuriick.

Sind zwei lingentreu zugeordnete Flachen so auf Parameter «, v
bezogen, daB entsprechenden Punkten dieselben Parameterwerte zu-
gehoren, so stimmen die zugehorigen ersten Grundformen, also E,
F, G fiir beide Flichen iiberein. Diese Ubereinstimmung sichert die
Lingentreue. In der Formel (42) von § 36 ist nun das Hauptergebnis
von Gauf3 enthalten, daB man das KriimmungsmaB K nur aus E, F
und G berechnen kann. Das 1aBt sich jetzt so aussprechen: Bei zwes
langentren aufeinander abgebildeten Flichen stimmen in entsprechenden
Punkten die Kriimmungsmafe iiberein. Diesen Satz hat Gauf 1822
abgeleitet (vgl. § 73).

Es wird sich im folgenden zunichst darum handeln, etwas deut-
licher den geometrischen Grund dieser Biegungsinvarianz von K auf-
zuhellen,

Da wir frither (§ 46) gezeigt haben, daB die Torsen durch iden-
tisches Verschwinden von K gekennzeichnet sind, so folgt aus dem
Gaupfschen Satz: Die Torsen sind die einzigen auf die Ebene lingentreu
abbildbaren Flichen. Diese Tatsache war schon Euler (1770) und
Monge bekannt. Man nennt die Torsen wegen der ,,Abwickelbarkeit
auf die Ebene auch ,abwickelbare Flichen. LieBe man auch imagi-
nare Flachen zu, oder fafite man im reellen Gebiet den Flichen-
begriff sehr aligemein?'), so wire dieser Satz mit Einschrinkungen zu
versehen,

§ 53. Geoditische Kriimmung.

Wenn man die ,Kriimmung* einer auf einer Fliche gezogenen
Kurve so erklaren will, daB3 sie bei Verbiegungen der Fliche unver-
andert bleibt, so braucht man nur die Uberlegung von § 22 auf die

1) H. Lebesgue: Paris C. R. 128, 1899, S. 1502—1505. Die Tangenten-
flichen der isotropen Kurven (§ 19) sind nicht ,abwickelbar®.
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durch das Bogenelement einer Fliche gegebene MaBbestimmung zu
iibertragen.

Nehmen wir unsern Ausgang von orthogonalen Koordinaten
(F=0) auf einer Fliche, und setzen wir das Bogenelement in der
Gestalt an
(5) ds®* = A*du® + B*dv*; A >0, B>0.

Wir wollen die erste Variation der Bogenlinge der Kurve v = 0 aus-
rechnen. Dazu setzen wir

(6) v =2¢0(u).

Die Bogenlinge der Nachbarkurve ist

%
(7) s=J VA + BV du,

Yo
wo bei A und B die Verdnderlichen %, eév zu nehmen sind. Entwickelt
man nach Potenzen von ¢, so erhdlt man

s— [Vd+vAd . F+ Tdu,

Uy "
S=[(A+vd,+.. )du=s+ [vA, dut...

%o

Darin bedeuten die Punkte solche Glieder, die in ¢ mindestens von
zweiter Ordnung sind. Daraus ergibt sich fiir die erste Variation
von s der Ausdruck

Uy
) ds = vavdu.

%o
Fihren wir an Stelle von d# das Bogenelement A dy = ds auf v =0

ein und an Stelle von
vB =¢vB = dn,

so wird
“IA

9) 0s = | T50n-ds.
U

Nach § 22 (14) liegt es nahe, den Ausdruck
4, 1

(10) T AB g,

als neue Art von ,Kriimmung* versuchsweise einzufithren. Man nennt
diese schon von Gawuf betrachtete Kriimmung einer Flichenkurve,
deren Invarianz gegeniiber Biegungen von F. Minding (1806 —1830)
erkannt worden ist, nach einem Vorschlag von J. Liouville (1809
bis 1882) ,geoddtische Kriimmung*?).

%) F. Minding: ,,Bemerkung tiber die Abwicklung .. .%, Crelles Journal 6
(1830), S. 159; J. Liouville in Monges , Application . ..* (1850), S. 568 unten.
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Um diese Erklarung zu rechtfertigen, bleibt noch zu zeigen, daB
die gefundene Kriimmung unabhidngig ist von der noch in weitem
AusmaB willkiirlichen Wahl der Parameter %, v. Davon werden wir
uns im nichsten Abschnitt durch eine Betrachtung {iberzeugen, bei
der wir aus der Fliche heraustreten, also die innere Geometrie der
Flache wieder verlassen. Indessen wire es auch ganz einfach, einen
»inneren® Beweis fiir die Unabhingigkeit des 1:9 von der Para-
meterwahl zu geben. Die Biegungsinvarianz ist bei unsrer Herleitung
selbstverstiandlich.

§ 54. Riumliche Deutung der geoditischen Kriimmung.

Auf unsrer Fliache g(u, v) sel eine Kurve

r(s) =z (u(s), v(s))

gezogen. Wir zeigen, daB die Determinante

(1) (52,0 8) = -

99

mit der geoditischen Kriimmung zusammenfillt. Zunichst ist der
Ausdruck sicher unabhingig von der Achsenwahl, hat also eine
geometrische Bedeutung. Nehmen wir ferner die Parameter auf der
Fliche so, daB die Kurve r(s) mit v = 0 zusammenfillt, so ist

1
I, = A Lu> l .
Lu>XLuu
(12) 1 A L, o<l = A3
L = A Tunw — 'A‘ag,,; J
N _n<n,
wenn
(14) - (e, §)=w=>0

gewihlt wird. Somit ist

(E >< L n) (guxxv) Luul
(Es Iss E) = = A'B = _A_‘.{Bﬁ' .

Aus den hierbei schon benutzten Gleichungen A°®=1¢}2,
F=yx,r,=0 folgt

Cuunle ™ T 8ulye = — AA",
und deshalb ist wirklich
. 4, 1
(10) (§3£885)= —Z'E—-Q;

Da der Ausdruck links nicht mehr von der Willkiir in der Wahl
der Parameter #, v abhingt, so ist damit die in § 53 gegebene
Erklirung der geoditischen Kriimmung gerechtfertigt. Wegen (13)
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kehrt sich das Vorzeichen von & und daher von o, um, wenn g, >-<g,
sein Vorzeichen wechselt, wenn man also zu gegensinnigen Para-
metern ibergeht. Ebenso wechselt 1:9 ~sein Zeichen, wenn man
den positiven Sinn der Zihlung der Bogenlinge s umdreht, wie
wir das im besonderen Fall der ebenen Kurven in § 9 festgestellt
haben. Was dort iiber das Vorzeichen gesagt wurde, ldBt sich
sofort auf den hier vorliegenden, allgemeineren Fall iibertragen.
Die geoditische Kriimmung ist also zunichst nur abgesehen vom
Vorzeichen erkliart. Das Zeichen kann aber dadurch festgelegt wer-
den, daB man 1. den positiven Sinn wachsender s auf der Kurve
auswihlt und 2. iber den Sinn des Koordinatensystems der #, v
oder, was bei W > 0 auf dasselbe hinauslduft, iiber die Wahl des
Normalenvektors & entscheidet.

Aus (11) kann man jetzt leicht entnehmen, wie die geoditische
mit der gewoéhnlichen Krimmung zusammenhidngt. Nach Frenet ist

@ _ &

gs‘: 1?2 gsszds o’

also
1

. : 5E_
(16) (z,2,,€) = P

Wir wollen aus unsern Formeln einige Schliisse ziehen. Zunichst
folgt aus (11):

Berithren sich zwei Flichen lings einer Kurve, so hat diese auf
beiden Flichen dieselbe geoddtische Kriimmung.

Wenden wir ferner dieses Ergebnis auf die einer Fliche lings
einer Kurve umschriebene Torse an, und beachten wir, daB aus § 53
die Biegungsinvarianz von 1:9, folgt und aus (11), daB bei einer
ebenen Kurve die geoditische mit der gewohnlichen Kriimmung zu-
sammenfillt, so erhalten wir weiter:

Die geoddtische Kriimmung einer Flachenkurve ist gleich der
wAbwickelkriimmung; d. h. der gewchnlichen Kriimmung der cbenen
Kurve, die man durch Abwicklung der unsrer Fliche lings der Kurve
umschriebenen Torse erhilt.

Wendet man den Satz von Meusnier (§ 34) auf den Zylinder
durch unsre Flichenkurve r(s) senkrecht zur Tangentenebene der
Fliche in einem Punkt dieser Kurve an, so folgt aus (16):

Die geoddtische Kriimmung einer Flichenkurve ist gleich der ge-
wohnlichen Kriimmung ihres Normalrisses auf die Tangentenebene.

Es sei noch eine zweite, sehr einfache Herleitung der Formel (11)
fir die geoditische Kriimmung angegeben. In § 22 hatten wir fir
die erste Variation der Bogenlinge die Formel (13) hergeleitet, ndmlich

17) | 6s=—f%ds.
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Dabei war vorausgesetzt, dafl die Verriickung senkrecht zur Kurven-
tangente erfolge und » die Verriickungskomponente in Richtung der
Hauptnormalen &, bedeute. Jetzt haben wir die Formel

(18) s = —f%ﬁl ds.
dg

Nun ist nach der Erklirung von v

V= (E ES) 6” = Q ('529 Eas) 6” *
Da durch diese Substitution die Formel (17) fiir ds in die Formel (18)
ibergehen muB, finden wir tatsichlich

{}; = (5 Ls gss)'

§ 55. Beweis von Radon fiir einen Satz von Schwanrz.

J. Radon hat bemerkt, dal man die Sitze von Schwarz aus
§§ 28, 29 durch den Begriff der geoditischen Kriimmung sehr ein-
fach bestitigen kann. Beweisen wir z. B. folgendes:

Eine geschlossene Kurve des Raumes, deven Kriimmung < Eins
1st, und die hochstens eine Ecke besitzt, hat mindestens den Umfang
des Einhettskreises.

Man lege durch die Ecke p der Kurve oder, wenn die Kurve glatt
verlduft, durch irgendeinen ihrer Punkte als Spitze den durch die
Kurve ¢ hindurchgehen-
den Kegel. Durch Ab-
wicklung dieses Kegels in
die Ebene geht § in eine
ebene Kurve ¢* iiber.
Nach den Ergebnissen des
vorigen Abschnitts ist

<.
R

Damit ist die Aufgabe
auf ein Problem der ebe-
nen Geometrie zuriick-
gefiihrt.

Ferner kann man leicht einsehen, daB es geniigt, den Satz fiir
Eilinien zu beweisen. Ist namlich @* eine nicht konvexe Linie, die

den Voraussetzungen geniigt, dann geniigt der Rand G der (in Fig. 16
schraffierten) ,.konvexen Hiille von @* ebenfalls den Voraussetzungen,
daB |1:g¢| < 1 sein und héchstens eine Ecke vorhanden sein soll. Denp

@ falit zum Teil mit * zusammen und wo G sich von G* abhebt,
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ist € geradlinig. Da aber die geradlinige Verbindung die kiirzeste
ist, ist der Umfang von § hochstens gleich dem von @*.

Zum Beweis fir den Fall einer Eilinie § verfahren wir so. Hat
G eine Ecke p, so sei p der von p am weitesten entfernte Punkt
von €. (Falls € glatt verliuft, wihlen wir p beliebig auf (S,)

Die Normale an § in o, die durch p geht, wihlen wir zur
z-Achse eines rechtwinkligen Achsenkreuzes, das p zum Ursprung
hat. 7 sei der Winkel der y-Achse mit der Kurventangente, s die

Bogenlinge auf € von p aus gewihlt. Dann ist etwa fiir den Bogen
in der Halbebene y >0 ’ '

8
idT dr
(20 FiESt v= |5 ds,
0

also
(21) <.
Ferner

8 8
(22) y:fcosr-ds gfcoSs ds = sins.

H 0

Da fiir p die Beziehung y = 0 besteht, mul die Bogenlinge von »
bis p somit mindestens = n sein. Dasselbe gilt fiir den Teilbogen
von € in ¥ < 0 und daher ist wirklich

(23) : L>2a.
Man erkennt aus unsrer SchluBweise auch, daB
(24) L=2x
nur fiir
dz
= b

also nur fiir den Kreis eintreten kann.
Auch die iibrigen Satze von § 28, 29 sind dem hier vorgetragenen
Verfahren Radons zuginglich.

§ 56. Geoditische Linien.

Nach der Formel (vgl. § 53 (9), (10))

(25) | bs=— [ as

verschwindet die erste Variation ds der Bogenlinge fiir beliebige Ver-
riickungen d# fir die Flichenkurven mit identisch verschwindender
geoditischer Kriimmung. Man nennt seit der Mitte des 19, Jahrhunderts

diese Linien auf der Fliche, die an Stellen der geraden Linien in der
Ebene treten, und die schon Euler betrachtet hat, geoddtische Linten.
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Unter ihnen sind jedenfalls die kiirzesten Verbindungen auf einer
Fliche zwischen zwei vorgegebenen Flichenpunkten zu suchen.
Nach (11) geniigen die geoditischen Linien der Bedingung

(26) (z,2,,8) = 0.

D. h, geometrisch, ihre Schmiegebenen gehen durch die zugehirigen
Flachennormalen. Auch die geraden Linien (g, ><y,, = 0) auf einer
Flache geniigen der Bedingung (26).

Ferner ergibt sich aus (26), daB die geoditischen Linien einer
Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigen, so daBl wir erwarten
konnen, daB durch jedes Linienelement®) der Fliche eine einzige
geoditische Linie hindurchgeht, was sich aus der Regularitit der
Flache auf Grund von Existenzsitzen iiber gewohnliche Differential-
gleichungen zweiter Ordnung streng begriinden 1aGt.

Nehmen wir eine einparametrige Schar geoditischer Linien, die
ein Flichenstiick ,,schlicht“ iiberdeckt, so dall also durch jeden Punkt
des Flichenstiicks nur eine einzige Kurve der Schar hindurchgeht.
Diese Schar — nach Weierstraf spricht man auch von einem ,Feld«
geoditischer Linien — nehmen wir als Kurven v = konst,, wihrend
die Kurven # = konst. die orthogonalen Trajektoren sein sollen. Fiir
das Bogenelement

ds*=Edu® + G dv?

finden wir dann nach (15) und (26) die Bedingung

(27) ;—”=—_‘§—g——5‘/)%=0

d. h. E ist nur von u abhiangig, nicht von ». Fiilhren wir nun an

Stelle von .
SVEdu

einen neuen Parameter ein, er sei nachtriaglich wieder mit # be-
zeichnet, so nimmt das Bogenelement die einfache von Geuf an.
gegebene Gestalt an
(28) ds? = du® + G dv°.

Fiir v = konst. wird

’

th
s=f'du=u1—u0.‘
Uo
- Das gibt sofort den Satz: Die orthogonalen Trajekiorien eines
geoddtischen Feldes schmeiden auf den geoddtischen Liniem des Feldes
gleiche Langen ab.

3) Das Wort ,Linienelement* oder ,Bogenelement* wird in zwei ver-
schiedenen Bedeutungen gebraucht. Wihrend sonst immer die erste Grund-
form der Fldchentheorie  darunter zu verstehen ist, ist hier ein Punkt mit
hindurchgehender Richtung gemeint. :
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Umgekehrt: Schneiden die Kurven # = konst. auf ihren ortho-
gonalen Trajektorien v = konst. gleiche Lingen aus, so sind die
Linien v = konst. geodatisch.

Die Kurven u — konst. nennt man geoddtisch parallel. Fiir die
Bogenlinge einer Kurve des Feldes v = v(u), v(uy)=v(u,) =1,
erhilt man

(29) s =f;/1 +6(%%) au.

Wegen G > 0 folgt danach
(30) S 2> n, — Ug.
Daraus ergibt sich, daBl die geoditischen Linien Asrzeste sind

Lipt sich ein Bogen einer geoddtischen Linie in ein ,Feld” ein-
betten*), so liefert die geoditische Linie die kiirzeste Verbindung zwischen
zweten threr Punkte im Vergleich zu allen anderen innerhalb des Feldes
verlaufenden Kurven.

Die Bedingung des Einbettens ist dabei nicht iiberfliissig. Davon
kann man sich am besten auf der Kugelfliche iiberzeugen. Die
GroBkreise der Kugel sind dort die geoditischen Linien. Jeder Grof-
kreisbogen, der kleiner als ein Halbkreis ist, 1aBt sich in ein Feld
von GroBkreisbogen einbetten, hingegen ein Grobkreisbogen, der
diametral gegeniiberliegende Punkte enthilt, nicht. Tatsachlich liefert
aber auch ein GroBkreisbogen, der iiber einen Halbkreis hinausragt,
fiir die Bogenlinge kein Extrem.

§ 57. Geoditische Polarkoordinaten.

Es sei p ein Punkt einer Fliche, ¢ der Winkel einer durch o
gehenden geoditischen Linie mit einer festen Richtung durch », und »
die auf dieser geoditischen Linie gemessene Entfernung eines ihrer
Punkte von p. Diese GroBen 7, ¢ kann man als das Gegenstiick
der Polarkoordinaten der Ebene als geoddtische Polarkoordinaten be-
zeichnen. Das Linienelement hat fiir diese Parameter 7, ¢ zunichst
die Gaupische Form (28)

(31) ds®=dr’ + Gdg®. ")

Hierin ist enthalten, dafB- die ,geoditischen Kreise“ 7 = konst. ihre
geoditischen Radien ¢ = konst. senkrecht durchschneiden. Es bleibt

%) Die Bedingung des Einbettens ist nahe verwandt mit der sogenannten
Bedingung Jacobss, auf die wir spdter (§ 83) zu sprechen kommen werden.

% Auf die Frage, in welchem Umkreis um p diese geoditischen Polar-
koordinaten brauchbar sind, kommen wir spiter zu sprechen (§ 85).
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festzustellen, wie sich die Funktion G(7, ¢) an der fiir die Parameter-
darstellung ausgezeichneten Stelle » = O verhdlt. Offenbar sind

(32) rcosp=u, rsing=uv
in p regulire Parameter, die man als Normalkoordinaten oder als

Riemanns kanowische Koordinaten in p zu bezeichnen pflegt. Sie treten
an die Stelle der rechtwinkligen Koordinaten in der Ebene. Es ist

— o
r=Vu*+v? @=arctg 0

_udv—vdu_

dr d(P—* ’

_udu+vdv
= - s

2
(33) ds®= wdu+2 ,“lr,‘il‘,,d,” + vt dvt +G utdy? —2 “”"i“ dv +v dw? )
Soll dieses Linienelement die Form

ds* =FE du® 2 F,dudv + G,dv*
haben, wo E,, F,, G, regulire Potenzreihen an der Stelle u, v =0
sind, so muB G (7, ¢) die Form haben

(34) G(r, ¢) = {1 + r*B(u, v)},
wo B eine konvergente Potenzreihe von #, v ist. Ziehen wir aus
dieser noch das konstante Glied heraus, so haben wir

4 Glrnp)=r{t+r[afL(u o)}

(35) G(r,p)=r*+art+r(fcosp+ ysing)+ ...,
wo die nicht hingeschriebenen Glieder in 7 von mindestens sechster
Ordnung sind.

Die Form (31) des Bogenelements bezogen auf Riemanns Normal-
koordinaten bekommt jetzt die Reihenentwicklung

(36) ds?=du® 4+ dv® + a(udv — vdu)® -+ . ..

Dreht man unser Polarkoordinatensystem um p, so bleibt » un-
gedndert, @ wichst um eine Konstante, und e bleibt fest. Daraus
ergibt sich, daB ¢ nur vom Punkt p abhingt, also eine Biegungs-
invariante der Fliche fiir den Punkt p ist. Es bleibt festzustellen,
wie ¢ mit den Bewegungsinvarianten von § 35 zusammenhingt.

§ 58. Noch einmal Gaupens Theorema egregium.

Im vorigen Abschnitt sind wir ganz naturgemiB zu einer
Biegungsinvariante ¢ gelangt, von der wir nur festzustellen brauchen,
daB sie mit dem Kriimmungsma® K =1:R R, (§ 35) bis auf einen
unwesentlichen Zahlenfaktor zusammenfilit.

Um diesen neuen Beweis fiir die Biegungsinvarianz des Kriim-
mungsmaBes zu erhalten, der keinen Gebrauch von der Gaufischen

Blaschke, Differentialgeometrie I. 2. Aufl. 7
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Formel § 36 (42) macht, brauchen wir nur von geodatischen Polar-
koordinaten auf rechtwinklige riumliche Koordinaten iiberzugehen,
indem wir etwa setzen

z, ;rcos¢—f—§y1(tp)—}—~:;zl((p)+. Co
2 3
(37) =75+ 5y, (@) + 5 %@+

lx3= * »g-y3(¢)+.-- :

Die Kurven ¢ = konst. sollen geoditisch sein, ihre Hauptnormalen
somit identisch mit den Flichennormalen (&,, = §&,, =0, §,; =1).
Es ist also nach Frenet (§ 6) und Euler (§ 34)

A

(azza) 1 cos'¢ | sin’¢g
02 0_‘ 3 °

Somit haben wir

R R, R,

y3
x, = rcosqv—f—»e—zl—l—.

. 73
(38) Za=rsing+-ez+...,
72 fcos?p | sin’g\ | _
%“EGﬁﬁ'&>+m—2%+”‘

Hieraus berechnen wir mit Hilfe von (31) und (35)

E=147{zcosp+zsing+ 92 +...=1,

Fep{fasingtncosy | z_xisos_@_éhe.{_ sing | zzy_} + ...=0,
G=1r"4 {:z”-smgjfg'—w? ? 4 ZZI—O} d=r ot L
Somit ist durch Vergleichen gleicher Potenzen
2, Cosp +zsing = — y;%,
3(—z sing +z,cos )+ (2, cos @ + z,/sin @) = — 3y,5,,

4(—z/'singp +z,'cosp)+3y,/?=12a.

Daraus folgert man leicht

(39) 120= — 49,2+ 9,/ — 29,9,
oder, wenn man fiir y, seinen Wert einsetzt,
3o = — !
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Es ist also damit wirklich gezeigt, daB
(40) o= —3K,

ist, dafl also ¢ im wesentlichen mit dem KriimmungsmaB3 der Fliche
im Ursprung zusammenfillt. Damit ist der Gawufische Satz neu be-
wiesen.

Viel einfacher bekommt man natiirlich den Zusammenhang zwi-
schen K und «, wenn man die Formel (138) von Gaug in § 49 heran-
zieht. Setzt man darin E=1, F =0, so wird

1 ¢
(41) K= — ‘/GW,\/G

Hieraus ergibt sich sofort der gewiinschte Zusammenhang '(40).

Aus unsren Formeln folgt leicht eine geometrische Deutung des
KriimmungsmaBes, die seine Biegungsinvarianz in helles Licht riickt.
Es war fiir geoditische Polarkoordinaten

(42) ds2=dr2+(r“—£3‘lr4—{— ...)d(p?

Berechnen wir hieraus die Umfinge L der Kurven 7= konst, die
man nach Gaup als ,geoddtische Kreise* bezeichnet, so finden wir

+T - +x K
(43) L=[VGipg=[(r—%opy.  )a

-z - 6
oder
(44) L=2ar —C K7’ +....
Somit ist, wie ). Bertrand und V. Puiseux 1848 gefunden haben®),
(45) Ko._hmi 2"'3_

>0 ¥

Das ist die gewiinschte ,innere“ geometrische Deutung von K. Man
kann sie auch mit Diguet (1848)%) noch etwas anders fassen. Der
Flacheninhalt F unseres geoditischen Kreises ist nimlich

r
(46) onderzmﬂ—l”—ZKo#-;-...
und daraus folgt
12 T r? —-F
(47) K, = '1‘1_)0 = -9

) Vgl. G. Monge: Application . .., 5. Aufl. 1850, 4. Note, S. 583—588.
Diguet: Journal de Mathématiques (1) 13 (1848), S. 83—86.

7*
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§ 59. Zwei verschiedene Erklirungen
der geoditischen Kreise.

Wir haben im vorigen Abschnitt die geoditischen Kreise einer
Flache durch ihre Mittelpunktseigenschaft erklirt, indem wir nidmlich
auf allen durch einen Punkt p der Fliche gehenden geoditischen
Linien von p aus dieselben Enfernungen abgetragen haben. Wir
wollen die so erklirten geoditischen Kreise im folgenden , Enifernungs-
kreise“ nennen.

Ebenso gut kann man aber die isoperimetrische Eigenschaft der
Kreise (§ 25) verwenden, um ihre Definition von der Ebene auf eine
krumme Fliche zu iibertragen. Die erste Variation des Umfangs L
einer auf der Fliche gezogenen geschlossenen Kurve ist (vgl. § 58 (18))

on

g
und die Variation des auf der Flache umgrenzten Flicheninhalts
(49) OF = — §on-ds.

Daraus ergibt sich genau wie in § 25 als Differentialgleichung der Extre-
malen des isoperimetrischen Problems (L = gegeben, F = Maximum)

(50) 1 _ xonst.

[

Diese Kurven mit fester geoditischer Kriimmung, die von S. Lie und
G. Darboux als ,geoditische Kreise“ bezeichnet wurden, sollen hier
(geoditische) ,Kriimmungskreise“ genannt werden.

Wir wollen zeigen: Dafiir, daf8 dic beiden Erklirungen der geo-
ddtischen Kreise auf einer Fliche zusammenfallen, ist notwendig, daf
die Fliche festes Kriimmungsmaf (K = konst.) besitzt.

Dazu setzen wir das Bogenelement in geoditischen Polarkoordi-
naten an (vgl. § 57).

(61) dst=dr*+r*{14ar®+(fcosp -t ysing)r®4 ...} dp*.

Entwickeln wir auch K nach Potenzen von 7! Es war nach (41)

1 =

K= — ;/—E* 5% VG.
Setzt man fiir G seinen Wert aus (51) ein, so folgt
(52) — K=3a-F6(fcosp+ ysing)r -+ ...

Andrerseits findet sich fiir die geodatische Kriimmung der Mittelpunkts-
kreise 7 = konst. nach Formel (10)

(53) -! :_(\/,:‘i_)r:

1 . _ _
g VG - y‘{l+“’“+§(ﬂcos¢+7/sm<p)r"+...}.
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Dafiir, daBl diese Mittelpunktskreise auch gleichzeitig Kriimmungskreise
sind, ist notwendig f =y ==0. Dann aber hat K nach (52) an der
betreffenden Stelle einen stationiren Wert, da ¢ K:9r fiir jede Rich-
tung ¢ verschwindet. Soll das an jeder Stelle unsrer Fliche der Fall
sein, so mubB tatsichlich K lings der Fliche fest bleiben.

Spiter (§ 70) soll gezeigt werden, daB} sich die notwendige Be-
dingung K = konst. schon aus der schwicheren Forderung herleiten
1aBt, daB alle Kriimmungskreise geschlossen sein sollen, was bei den
Entfernungskreisen von selbst der Fall ist.

§ 60. Fliachen festen KrimmungsmaBes.

Durch unsre Fragestelung sind wir ganz von selbst auf die
wichtige Klasse von Flichen mit festem K gefiilhrt worden. Um nun
festzustellen, in welchem Umfang die gefundene Bedingung K = konst.
fir die Ubereinstimmung der Kriimmungskreise mit den Mittelpunkts-
kreisen auch hinreicht, wollen wir die MaB3verhiltnisse auf einer solchen
Fliche untersuchen, womit schon 1830 F. Minding begonnen hat.

Dazu fithren wir auf einer solchen Fliche ein Gaufisches geo-
ditisches Parametersystem ein

ds® — du? + G do*

und wahlen insbesondere auch die Kurve u = 0 als geoditische Linie
mit » als Bogenlinge. Dann ist

(54) G(0,v)=1, G,(0,v)=0.

Ferner hatten wir fiir das Krimmungsmafl die Formel (41)
. 1 0%/~

(50) — A‘/(; m.‘/G = K

Durch die Differentialgleichung (55) und die beiden Randbedingungen
(54) ist aber die Funktion G leicht berechenbar. Ist zunichst K=0,
so wird

(56) VG = A (v)u + B (v).
Wegen der Randbedingungen ist B=1, 4 = 0. Somit haben wir
(57) ds* = du? 4 dv?,

die MaBbestimmung in der Ebene Euklids. Dadurch ist aufs neue
bestitigt (vgl. § 52), daB die Torsen (K —=0) im Kleinen auf die
Ebene langentreu abbildbar sind.

Nehmen wir zweitens K > 0. Dann hat die allgemeine Losung
von (55) die Form

(58) VG = A (v)cos(VK u) -+ B (v) sin (VK u).
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Unter Beriicksichtigung der Randwerte ergibt sich
4=1, B=0.
Somit bekommen wir das Linienelement
(59) ‘ ds2=du2—{—cosz(VR'u)-dv2.
Es bleibt noch der Fall K <~ 0. Man findet entsprechend

(60) ds® = du?-- ch® (V— Ku)-dv?,

wo der hyperbolische Kosinus die Bedeutung hat

(61) chyp— H(e+e +e-¥).

In den damit gewonnenen Ergebnissen ist enthalten: Zwes ge-
niigend kleine Stiicke zweier Flichen mit demselben festen Gaufischen
Kriimmungsmaf sind stets aufeinander lingentreu abbildbar.

DaB der entsprechende Satz fiir Flachen in ihrer Gesamterstreckung
nicht mehr gilt, soll spater gezeigt werden (§ 77). Da ferner, um zu
unsren Normalformen des Linienelements zu kommen, der Punkt
#=0, v=0 und durch ihn die Richtung von » = 0 noch beliebig
wiéhlbar ist, erkennt man: Jede Fliche festen Kriimmungsmafes ge-
stattet eine Gruppe lingentreuer Abbildungen auf sich selbst; und zwar
kann man einem Punkt und einer hindurchgehenden Richtung einen
beliebigen andern Punkt und eine beliebige Richtung durch ihn zuordnen.

Da die ,Spiegelung #* = — #, v* = v ebenfalls isometrisch ist,
wird durch die Zuordnung der zwei ,Linienelemente“ (Punkt - Rich-
tung durch ihn) die Abbildung zweideutig bestimmt.

§ 61. Abbildung der Flichen festen negativen
KriimmungsmaBes auf Poincarés Halbebene.

Als einfachen Typus fiir die Flichen K =0 haben wir die
Ebenen, fir K> 0 die Kugeln. Fir K < 0 kénnten wir Kugeln mit
rein imaginidrem Halbmesser einfilhren. Doch wird eine reelle Dar-
stellung wiinschenswert sein. Dazu kénnte man etwa alle Drehflichen
mit festem K ermitteln, was sich mittels elliptischer Integrale leicht
ausfiihren 146t7). Aber das anschaulichste Bild der MaBbestimmung
auf einer Fliche, etwa mit K= -— 1, bekommt man auf folgende
Weise.

Es wird fiir eine solche Fliche mit dem Gaufischen Bogen-
element (vgl. § 60)

V6 =VG.

ou?

%) Vgl. etwa G. Scheffers: Theorie der Flichen, 2. Aufl, Leipzig 1913,
S. 139 ff., bzw. die Figur S. 141.
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Der Typus der betrachteten Fliche bleibt erhalten, wenn wir etwa setzen
(62) ds® = du® + e2%dv>.

Es seien nun z, y rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene. Wir
bilden die Fliche auf diese Ebene ab, indem wir setzen

(63) z=uv, Yy=e %

Das Abbild der Fliche auf die Ebene liegt dann jedenfalls in der
oberen Halbebene y > 0. Dann wird

L

64 ds?
(64) st =T

Was sind die ebenen Bilder der geoditischen Linien? Dazu brauchen
wir etwa nur die Extremalen des Variationsproblems

' I
(65) 6fds=6f~"l—;’i—dx =0
zu ermitteln.
Hat man ein Variationsproblem von der Form

{66) J =f f(x, ¥y, ¥') de = Extrem,
und betrachtet man Variationen von der Gestalt

(67) y=y(x)+en (=),
so findet man fiir

(68) 8J=e[J'(ehmo=2cJ (f,n+ fyn)da.

Ist an den Enden der Integrationsstrecke # =), so folgt durch Inte-
gration nach Teilen

(69) s =¢| (fy— ot ty) wder.

Soll also fiir beliebiges 7 stets ¢ J = 0 sein, so muB} die Kurve y =y (x)
der Differentialgleichung von Euler und Lagrange geniigen

a
(70) fy - 7dx' f]l' =0
oder ausfiihrlich
(71) fy_ﬁ'v'_fw’y"“fu’u’y” = 0.
In unsrem Fall (65) hiangt f von x nicht ab. Es ist daher
d ., - d \
(72) (=¥ fy)=9 (fy — i T

Die Differentialgleichung von Euler und Lagrange hat also hier ein
»erstes Integral“ :

(73) f— y’f» = konst.
Setzt man fiir f seinen Wert ein
(74) f= Vity™

y



104 Geometrie auf einer Fliche.

so erhilt man

WIEy =
und daraus durch eine weitere Integration
(15) (& — wpf + ¥ = @

als Gleichung der Extremalen.

Die Abbilder der geoddtischen Linien sind also Halbkreise, die
auf der Achse y = 0 senkrecht aufsitzen. Dazu sind auch die Halb-
geraden z = konst. zu rechnen, die sich der Darstellung y = y(%)
entziehen.

Von der Abbildung unsrer Fliche auf die Halbebene kann
man leicht einsehen, dab sie winkeltreu ist. Der Winkel ¢ zweier
Linienelemente

dr =y, du -+, dv
or =g, 0u -+, dv

auf einer Flache ist durch die Formel bestimmt

dr-dr g@u6u+ Fr(dzi{v‘—i—dvéu)t{—gdl(?v

76 [ofe 1) = = - - m—m—— - - T
(76) P = dsss VEdut +-2Fdudv+ Gdv® VEou? +2F0udv + Gov?

Fir die Form (62) des Bogenelementes ergibt sich also wegen (63)
dzdx-+dydy

VR dy ot + 8y

Das ist genau der gewohnliche Winkel ¢ in der xz, y-Ebene. Etwas

vereinfachen kann man diese Rechnung dadurch, da® man die In-

varianz des Ausdrucks rechts in (76) nachweist und dann diesen

Ausdruck fir das Bogenelement (64) aufstellt,

Cos @ =

§ 62. Lingentreue Abbildungen
einer Fliche mit K= — 1 auf sich selbst.

Es soll jetzt untersucht werden, was den lingentreuen Abbil-
dungen unsrer Fliche auf sich selbst in der Halbebene y > 0 ent-
spricht. Nach den Ergebnissen von § 61 sehen wir: Die lingentreuen
Abbildungen der Fliche auf sich selbst sowie die Abbildungen der
Halbebene auf sich selbst sind. winkeltren: Wir setzen nach Gauf

r=x-41y, ¥=—1
und behaupten: jeder Substitution
x4zt
(77) =T

wo @, fi, y, & vier reelle Zahlen mit positiver Determinante sind
(¢d — By > 0), entspricht eine isometrische Abbildung der Fliche.
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Dazu braucht man nur zu zeigen, daBl das Bogenelement (64)
bei der Abbildung (77) erhalten bleibt. Man findet

d
(78) a* = (@b B7) oy
und aus
{e@+iy)+8)-{r(@—1iy)+9)

* ___ LF N7 Y
= o

ergibt sich

y
y* = (“ 6 _— ﬂ 7) l‘y‘é“ “mé .
Daraus fOlgt

laz*! _ idz|
(79) ds*=—5 xzfl}——=:ds,

wie behauptet wurde. Nimmt man zu den Transformationen (77)
noch die Abbildung
(80) = —z, Y=y

hinzu, so bekommt man durch Zusammensetzung alle Abbildungen
unsrer Halbebene y > 0, die den lingentreuen Abbildungen der Fliche
in sich entsprechen. Dazu braucht man nur zu zeigen, daB man
durch eine Abbildung (77) jedes Linienelement in y > 0 in jedes
andre Element derselben Halbebene iiberfilhren kann. Jeden Punkt
29 =%, -+ iy, mit y, > 0 kann man {berfilhren in den Punkt z*= ¢
durch die Substitution
(81) =g,
Yo

AuBerdem 1afit sich unsre Halbebene y > 0 um den Punkt z = ¢

durch einen beliebigen Winkel w ,,drehen® was durch die Substitution

W
g T
(82) e
1—ztg @
2
gelingt. Man findet namlich aus (82) durch Differenzieren fiir z =1
dz* = et dz.

Damit haben wir also die Gesamtheit der lingentreuen Abbil-
dungen unsrer Fliche auf sich selbst in den Parametern x, y oder
deren komplexer Verbindung x - 7y = z analytisch dargestellt,

Man kann jetzt leicht einsehen, was das Integral

2y . o
) s [virsar
y .
2

genommen zwischen zwei Punkten z,, z, (y, > 0) lings des Abbildes
der geoditischen Linie, also lings des sie verbindenden auf y =0
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senkrechten Halbkreises, fiir eine Bedeutung hat. Die Schnittpunkte

dieses Halbkreises mit y = 0 seien mit z,, z_ bezeichnet (z, < z_, Fig.17).
Durch die Substitution

Z—2z

: *
(84) 2* = P
die das Integral (83) ungeindert
1aBt (vgl (79)), werfen wir unsern
Halbkreis auf die Halbachse der
positiven y. Jetzt wird

ya*
! dy y *
o) 5= 5] =[m33
) n*

Das 1aBt sich auch durch ein Doppelverhiltnis ausdriicken
S =|InDv(z,*z,*zy*z%)|.
Da aber das Doppelverhiltnis bei linearen Substitutionen ungeindert
bleibt, haben wir schlieBlich
(86) ‘ -S:]Ian(zlz,_,zozw)f.
Darin ist die gewiinschte Deutung von S enthalten.

Was ist das Abbild der , Entfernungskreise“ in unsrer Halbebene?
Nach § 56 schneiden die Entfernungskreise ihre geoditischen Radien

Fig. 18.

senkrecht. Da die Abbildung auf die Halbebene winkeltreu ist, konnen
wir das Abbild der Entfernungskreise um den Punkt z, so konstru-
ieren. Wir zeichnen alle Halbkreise durch z, senkrecht zu y = 0.
(Fig. 18.) Die orthogonalen Trajektorien dieses Halbkreisbiischels
sind bekanntlich wieder Kreise. Das Abbild der Entfernungskreise
sind also gewdhnliche Kreise, die ganz in der Halbebene y >0
verlaufen.

Um festzustellen, daBl alle diese Entfernungskreise auch gleich-
zeitig Kriimmungskreise sind, kann man so verfahren. Man schafft
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durch (81) z, nach ¢. Dann bemerkt man, daB durch die Trans-
formationsgruppe (82) die Kreise um den ,Mittelpunkt“ ¢ (im geodi-
tischen Sinne gemeint!) in sich fortgeschoben werden, also wegen der
Invarianz von g  gegen lingentreue Abbildungen feste geoditische
Kriimmung besitzen, w. z. b. w.

Es gibt aber auch Krimmungskreise, die keinen Mittelpunkt
haben, und die sich auf die Halbebene y > 0 in Kreisbogen abbilden,
die auf der Achse y =0 in reellen Punkten z),z_ aufsitzen. DaB
diese Kurven Abbilder von Kriimmungskreisen sind, kann man etwa
so einsehen. Man schafft durch (84) die Schnittpunkte z,, z, nach
0,00, wodurch der Kreisbogen in eine vom Ursprung ausgehende
Halbgerade iibergeht. Die hat aber festes g, . da sie durch die Sub-
stitution
(81 F==wz; >0
in sich fortgeschoben wird. Eine besondere Stellung nehmen noch
die Kriimmungskreise ein, die in 9 >0 durch Kreise dargestellt
werden, die die x-Achse beriihren. Schafft man durch eine Substi-
tution (84) den Beriihrungspunkt ins Unendliche, so erhélt man ins-
besondere die Geraden y = konst.

Die beiden Kreisfamilien, einerseits die Entfernungskreise und
andrerseits die Kriimmungskreise decken sich also nicht, sondern es
ist die erste Familie ein Teil der zweiten.

Die MaBbestimmung in der Halbebene y > 0 durch das Bogen-
element
s — Ve& +ay

y

spielt eine Rolle in beriihmten funktionentheoretischen Untersuchungen
von H. Poincaré (1854—1912) aus dem Beginn der achtziger Jahre
des vergangenen Jahrhunderts®). Wir haben hier eine Verwirklichung
der auf Gauf, den Russen Nikolaj Twanowitsch Lobatschefskij (1793
bis 1856) und den Ungarn Johann Bolyai (1802—1860) zuriick-
gehenden sogenannten hyperbolischen Geometrie vor uns, einen Zweig
der ,nicht-Euklidischen“ Geometrie. ,NichtEuklidische® Untersuchungen
von Gauf beginnen 1792, Bolyai und Lobatschefskij haben etwa 1826
thre Untersuchungen durchgefiihrt.

,Nicht-Euklidisch nennts die Geometrie,
spottet ihrer selbst und weil nicht wie

hat sich in Anlehnung an Faust Kurd Lasswifz iber diese Bezeich-
nung lustig gemacht. —

Man kann sich die hyperbolische Geometrie der Ebene an unsrer
MaBbestimmung in der Halbebene y > O leicht klarmachen.

%) H. Poincaré: Acta mathematica 1, 1882, S. 1—62.
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§ 63. Das Integral der geoditischen Kriimmung.

Wir wollen jetzt wieder zur inneren Geometrie einer beliebigen
krummen Fliche zuriickkehren und den Sonderfall K = konst. ver-
lassen.

Wir betrachten mit Gauf das lings einer Kurve genommene
Integral ihrer geoditischen Kriimmung
ds
e
Von der Kurve wollen wir annehmen, daB sie geschlossen sei, keine
mehrfachen Punkte habe und sich durch ihr ,JInneres® hindurch stetig
auf einen Punkt zusammenziehen lassen soll. Thr Inneres ist dann
weinfach zusammenhdngend“. Eine Kurve z. B, die um einen Ring
herumgeschlungen ist, begrenzt in diesem Sinne keinen einfach zu-
sammenhingenden Teil der Oberfliche. Dagegen umschlieBt jede
doppelpunktsfreie, geschlossene Kurve auf der Kugelfiiche zwei solche
Fliachenstiicke.

Wir wollen einen Zusammenhang herleiten zwischen dem Integral
der geoditischen Kriimmung lings einer solchen Kurve § und dem
Oberflichenintegral

(89) [Kao =”»R?;; dudy,

erstreckt iiber das ,Innere“ von §. Dieses Oberflichenintegral hat
ebenfalls Gaup eingefilhrt und als ,Gesamtkriimmung” (curvatura
integra) bezeichnet.

Wir nehmen unsre Kurve § als Kurve » == 0 eines orthogonalen
Parametersystems

(88)

(90) ds® = A%*du® -1- B®d+*; A>0,B>0
und setzen voraus, dafB
(91) (z,z,6) > 0.

Wir denken unsre Fliache von der Seite betrachtet, daB g, ,links*
von r, liegt. Der Sinn wachsender # auf € soll so gewdhit werden,
daBl das ,Innere“ von € links von € liegt, also r, mit der nach
innen gerichteten Normalen zusammenfillt. Dann haben wir nach (10)

ds A, . 4,

Es ist

i Z =$- (%)d“

Andrerseits ist die Ableitung des Fliachehintegrals

d
s [Kdo=—§KABdu.
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Fihrt man in die allgemeine Formel § 49 (138) fir K unser beson-
deres Linienelement (90) ein, so wird

1 (a4, 3 B,
(93) K= — il ot
Somit ist wegen der Geschlossenheit von §
(94) §KABdu— § — (42 du,
also !
d ds ]
(95) dv{fﬁzjg'—}—‘!‘KdOj:O.

Wir denken uns nun die Kurvenschar » = konst. als geschlossene
Kurven gewihit, die sich etwa als geoditische Mittelpunktskreise um
einen Punkt im Innern von § zusammenziehen lassen. Dann wird,
wenn man fir 1:9, nach (53) und fiir ds =VG dp nach (34) die
Potenzreihenentwicklung einsetzt und zur Grenze r = Q ibergeht,

(96) lim [4 = 25, fim [K-do=0.
<9

Somit finden wir die wichtige Integralformel, die O. Bonnet (1819
bis 1892) im Jahre 1848 entdeckt hat?),

(97) §%+J"Kdo=2n.

Darin ist das Randintegral links iiber den Rand des einfach zu-
sammenhingenden Flichenstiicks zu erstrecken, auf den sich das
Flachenintegral bezieht, und zwar in dem Sinne, daB die Flache zur
Linken bleibt und 1:g, etwa durch (£g,z,,) auch dem Vorzeichen
nach erklirt ist.

Die Formel (97) ist eine der wichtigsten der Flichentheorie.
Vermutlich hat schon Gauf sie besessen. Daher sprechen manche
(sogar franzésische) Geometer von der ,Formel von GaufB-Bonnet“.

§ 64. Folgerungen aus der Integralformel
von Gaupf und Bonnet.

Die Formel (97) gilt zunidchst nur fiir den Fall, daB die Rand-
kurve des einfach zusammenhingenden Flichenstiicks eine einzige
analytische Kurve ist. Doch bleibt, wie man sofort sieht, die Formel
giiltig, wenn sich der Rand aus endlich vielen reguliren analytischen
Bogen glatt zusammensetzt. SchlieBen zwei Bogen hingegen nicht
gleichsinnig tangentiell aneinander, tritt also eine Ecke auf mit dem

9) O. Bonnet: Journal de I'Ecole Polytechnique 19 (1848), S. 131.
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AuBenwinkel w, so kann man diese durch einen kleinen geoditischen
Kreis abrunden und dann den Grenziibergang zur Ecke machen. So
sieht man, daB die Ecke zum Kriimmungsintegral den Beitrag w liefert.

Wenden wir die Formel Bonnets auf den Fall an, daB es sich
um ein dreieckiges Flichenstiick handelt, das von einem Kurven-
bogen von der Linge 4s und den zwei geoditischen Tangenten in
den Endpunkten des Bogens begrenzt wird; dann ist (Fig. 19)

(98) fg—:-+2ﬂ+m+fz{do=2n.

Der Beitrag 2 linker Hand stammt von den Spitzen. .z bezeichnet
den Winkel zwischen den geoditischen Tangenten.

Die geoditischen Linien dagegen
liefern wegen 1 10, = 0 keinen Bei-
trag zum Randintegral. Macht man
den Grenziibergang mit 4s— 0 und
beachtet, daB das Flichenintegral mit

AT :1's? klein wird, so findet sich
AS 1 Aar
C == lim - -
(99) o™ fim © - .

Dabei wird der Ausdruck > 0, wenn
die Kurve (wie in der Figur), ,links«
von ihren geoditischen Tangenten liegt. (Vgl § 63.) Die Eigen-
schaft (99) der geoditischen Kriimmung entspricht vollig der Grund-
eigenschaft der gewdhnlichen Kriimmung einer Kurve (§ 5).

Wenden wir die Formel von Gauf-Bonnet auf ein ,geoditisches
Dreieck“ an, das von drei geoditischen Linien begrenzt ist und die
AuBenwinkel w,, also die Innenwinkel ¢, =z — w, hat, unter der
Annahme, daBl K = konstant ist, so finden wir, wenn F den Inhalt
des Dreiecks bedeutet,

Fig. 19.

2w, +FK=2an
oder
(100) FK=uo, +a, +a; — n.

Diese Formel von Gauf lehrt, daB die Winkelsumme im Drei-
eck, die fir K= 0 bekanntlich gleich = ist, fir K > 0 groBer und
fir K < 0 kleiner als = ausfillt.

Es hangt das aufs innigste mit den beiden Arten der nicht-
Euklidischen Geometrie zusammen, die wenigstens im Kleinen auf
den Flachen festen Kriimmungsmafes verwirklicht werden, wie ins-
besondere E. Beltrami gezeigt hat'?).

Wir wollen schlieBlich noch feststellen, welche Aussagen sich

10) E. Beltrami: Saggio di interpretazione della geometria non-euclidea,
1868, Werke I, S. 374—405.
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auf Grund der Formel von Bonnet iber die Gesamtkriimmung einer
geschlossenen Fliche machen lassen.

Nehmen wir als erstes Beispiel eine Fliche ,vom Zusammen-
hang der Kugel“, die also ein eindeutiges und stetiges Abbild der
Kugeloberfliche ist. Durch einen doppelpunktfreien geschlossenen
Schnitt zerfillt die Flidche in zwei einfach-zusammenhingende Stiicke
I, II, auf deren jedes wir unsre Integralformel anwenden kénnen.
Es ist

ds
§% +IfK-do =2z,

$ ‘-l-f+jK-do=2n.
[ P

Beide Male ist der Integrationsweg so zu beschreiben, daB das zuge-
horige Fliachenstiick I oder II links bleibt; d. h. die beiden Umlaufs-
sinne sind entgegengesetzt. Also haben zusammengehorige Qg-Werte
zur Summe Null. Durch Addition folgt daher

(101), [K-do=4n.

Die Gesamtkriimmung einer geschlossenen Fliche vom Zusammenhang
der Kugel ist 4.

Als zweites Beispiel wollen wir eine Fliche vom Zusammenhang
einer Ringfliche betrachten. Durch zwei Schnitte kann man die Ring-
fliche in ein einfach zusammenhingendes Flichenstiick verwandeln.
das von einer Randkurve mit vier
zusammenfallenden Ecken - begrenzt
wird. Wendet man den Bonnetschen
Satz auf diese Fliche an, so heben
sich die Randintegrale gegenseitig
weg, da jedes Randstick zweimal
gegensinnig durchlaufen wird (Fig. 20). ‘

Es bleiben nur die vier Winkel an
den Ecken iibrig, die zusammen 2%
ergeben. Somit ist

(101), [K.do=0
fir jede Fliche vom Zusammenhang Fig. 20.
der Ringfliche.
Ganz entsprechend findet man fiir eine geschlossene Fliche, die

man sich (Fig. 21, p = 2) als eine Kugel mit p ,Henkein“ denken
moge, durch die ,kanonische Zerschneidung

(101), JK-do=4a(1 —p).
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Die ganze Zahl p nennt man nach Riemann (1857) das ,Geschlecht
der Fliche.

Wir sind, ausgehend von der Formel von Gauf-Bonnet, auf Dinge
gekommen, die zwischen der Differentialgeometrie der Flichen und
der sogenannten Topologie oder Analysis Situs der Flichen die Briicke
bilden. Noch deutlicher wird dies werden, wenn wir den sogenannten

Polyedersatz Eulers auf unserem Wege
herleiten, den Euler in andrer Form 1752

gefunden hat, der aber nach einer Mit-
‘ - teilung von Letbniz schon hundert Jahre

vorher Cartesius bekannt war.
/ ‘ Denken wir uns eine geschlossene
‘ Fliche §, die durchweg reguldr ist, auf-

gebaut aus einfach zusammenhingenden

Flachenstiicken . Zwei benachbarte €

Fig. 21. von § mogen eine ,Kante“, also etwa

einen reguliren analytischen Kurvenbogen

auf § gemein haben, die in ,Ecken“ endigen, an denen mindestens

drei @ zusammenstoBen. § heillt ,orientierbar, wenn sich auf allen €

ein Umfahrungssinn so festsetzen liBt, daB jede Kante in entgegen-

gesetzten Sinnen durchfahren wird beim Umlauf beider von der Kante
begrenzter €. Fiir jedes € ist nach Gaupf-Bonnet

[%4 Yo+ [Kio=2an,
p % 3 ]

wo @ die AuBenwinkel an den Ecken von § bedeutet (0 < w < 7).
Statt der AuBenwinkel wollen wir lieber die Innenwinkel y =7 — @
einfilhren. Durch Addition dieser Formeln folgt dann fiir eine orien-
tierbare Fliche ¢, da jede Kante zweimal in entgegengesetztem Sinn
durchlaufen wird, die zugehérigen Integrale sich also wegheben,

%(n——w)—%—JKdo=2nf,

wenn f die Anzahl der § bedeutet. Summanden sz kommen so viele
als Winkel, also doppelt so viele als Kanten vor. Die Winkel ¢ geben
an jeder Ecke summiert 2. Ist also ¢ die Ecken- und % die Kanten-
zahl, so wird

g(n——w)——— 2r(k —e).
[
Wir finden also

oy E[xio=r—bte]
&

Aus der linken Seite von (102) folgt, daB die Anzahl unabhingig
davon ist, wie wir unsre Fliche in Teilstiicke & zerschneiden. Aus
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der rechten Seite folgt, daB die Anzahl bei allen stetigen Forminde-
rungen der Fliche erhalten bleibt. Durch Vergleich mit (101)? ergibt
sich die gesuchte Polyederformel Eulers

(108) f—k+e=2(1—9),
die. Euler fiir p =0 gekannt hat.

§ 65. Uber Hiillkurven von geoditischen Linien.

Die Formel (12) von § 22 fiir die erste Variation der Bogen-
linge einer Kurve gibt, angewandt auf eine nur auf einer Fliche
bewegliche Kurve!?), eine Verallgemeinerung der Formel (25) von
§ 56, ndmlich

{104) ds = — j~- ds -+ [o2]7

Dabei bedeuteten é# und 6¢ die Komponenten der Verriickung unsrer
Kurve in Richtung der Normalen (in der Tangentenebene) und in
Richtung der Tangente. Ist insbesondere die Ausgangskurve geoditisch
(1:599 = 0), so vereinfacht sich die Formel zu

(105) ds = [ot];}.

Betrachten wir jetzt eine Schar geodatischer
Linien, die eine Kurve ¢ senkrecht durch-
schneiden und eine Kurve § einhiillen (Fig. 22),
so gibt (105), angewandt auf die geoditischen
Bogen zwischen € und §, da im Schnittpunkt
mit € 6= 0 und im Berithrungspunkt mit
stets 0t gleich dem Bogenelement von § ist,
den , Hillkurvensatz*

(108) a4 o b =bb" ).
In Worten: der Zuwachs der geoditischen Ent-
ferl'rihng aao’ ist gleich dem entsprechenden
Bogén der Einhiillenden.

Das gilt insbesondere auch dann, wenn
allé¢ geoditischen Bogen durch denselben Punkt ¢
laufen, wenn sich also gewissermaflen die Fig. 23.

) Tragt man Bedenken, die Formel (12) von § 22 hier anzuwenden, da
sie nur fiir geradlinige Verrhckungen abgeleitet wurde, so kann man die fol-
gende Formel (104) etwa auch so finden, daf man von einer Parameter-
darstellung der Fliche ausgeht.

1") Fiir den Fail der ebenen Geometrie ist das ja die bekannte Beziehung
zwischen Evolute und Evolvente von § 18 (Fadenkonstruktion),

Blaschke, Diiferentialgeouietrie 1. 2. Aufl. 8
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Kurve § auf den einzigen Punkt ¢ zusammenzieht. Dann wird (vgl,
Fig. 23, S5..113)
’ ab + 5o =ad )

Es sei noch eine Bemerkung von H. Poincaré iber die geodi-
tische Krimmung der Einhiillenden § hinzugefiigt. Nimmt man a
zum Ursprung eines Systems geoditischer Polarkoordinaten auf der
Flache, so bekommt das Linienelement die Form

ds®=d»* + B*dg®.
Lings 9 ist B(r,p)=10. Der Abstand benachbarter geoditischer
Radien durch a ist Bde. Deshalb ist

2B

Frd
der ,geoditische Kontingenzwinkel“ von §, -d. h. der Winkel benach-
barter geoditischer Tangenten. Da das entsprechende Bogenelement

von § gleich dr ist, bekommen wir nach (99) fiir die geoditische
Krimmung von § die einfache Formel

1 0B dr
(107) Pk
wenn 7 (¢) die geoditische Entfernung von a bis zum nichsten Be-
rilhrungspunkt mit § ist. Da auf § B(r, ) =0 ist, erhdlt man

durch Ableitung
0B dr |, 4B __ 0
ardy T og
Setzt man hieraus den Wert von dr:dg in (107) ein, so erhilt man
fir die geoditische Kriimmung von § schlieBlich den Ausdruck
1 #B\2 3B 1)
( —_— == — | == —
\108) Q4 ((’)r) ‘g :

§ 66. Beltramis erster Differentiator.

Um die geoditische Kriimmung einer Flichenkurve bei beliebiger
Wahl der Flichenparameter u, v darstellen zu konnen, ist es zweck-
miflig, gewisse Differentiationsprozesse abzuleiten, die gegeniiber
langentreuen Abbildungen invariant sind, und die gestatten, aus einer
auf der Fliche gegebenen Funktion eine zweite zu bestimmen, die
mit ihr invariant verkniipft ist. » ‘

Ein solches Differentiationsverfahren, das aus einer Funktion
@ (4, v) auf unsrer Fliche mit dem Bogenelement

ds?=Edu®*4 2Fdudv 4+ Gdv?

13) Nach G. Darboux stammen diese Sdtze von Jacobi. Vgl. Darboux’
Surfaces 111, S. 87. : '
1) Vgl. H. Poincaré: American Transactions ¢ (1905), S. 241.
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ein Mafy fiir die Steilheit des Anstieges der Funktion ¢ an einer
Stelle liefert, bekommen wir folgendermaflen. Wir suchen an dieser
Stelle den GroBtwert von (deg:ds)’, wenn wir 4s um den Punkt
drehen. Es soll also

(109) (‘tg); (@ %' + @,7)* = Maximum

werden unter der Nebenbedingung
(110) DP=Ew?-2Fuv 4 Gov'2=1.

Nach der bekannten Multiplikatorregel von Ewuler und Lagrange
bildet man

(111) e=(%)-i90

und sucht die freien Extreme von 2. Die Gleichungen 2Q: 6% = 0,
202:0v = 0 geben
(112) (@ut 4 @,0) ¢, —HEW + Fo/) =0

(@t +@,V)p, —A(Fu' 4+ Gv')=0.

Multipliziert man beide Formeln mit #’, v’ und . addiert, so erhilt man
p ’

(113) (@)~ 1.

Entfernt -man andrerseits #', »" aus den beiden Gleichungen (112),
so folgt
MEG—F)=E@p®—2Fp,p,+ Go2.
Somit ist .
d(p 2 E¢v2_2F¢u(pv+G(pu2
(114) (22) = .

ds/ Maximum EG—-F2

Wir wollen fiir diesen ,.ersten Differentiator von. Beltrami“, der schon
bei Gauf vorkommt,

_ _E¢v2“2F¢u‘Pv+G‘Pu2
(115) V((P, <p)—V<p—~ EG—F®

schreiben. 7 kann man etwa ,Nabla“ lesen. Die Benennung
,Differentiator stammt von F. Engel. Es ist auch

E F o,
F G o,|.
@, ¥, 0 |

Setzen wir an Stelle von ¢ ein: @ 4 w1y, wo u konstant ist, so wird

Ve+uy, o+pyp)=V(p, @)+ 2u7(pv)+ 82V (v, v),

worin :

1

(116) Vo= —ge 7

j E@uo—F(@urt+ Poyu) + G Pupu
(117) V((P: 1/}) = . EG_F?

8*



116 Geometrie auf einer Fliche..

ist, oder auch
. E F ¢,
(118) Vig:)=—zc—m|F G o,
Yu ¥y O
Nach seiner Herleitung ist ¥/ (@, ) ebenfalls ein vom Parameter-
system #, v unabhingiger Differentialausdruck.

§ 67. Beltramis zweiter Differentiator.

Um zu einem weiterer- derartigen Differentiationsverfahren zu
kommen, gehen wir von einem Variationsproblem auf einer Fliche
aus, das die naturgemiBe Verallgemeinerung der sogenannten ersten
Randwertaufgabe der Potentialtheorie ist. Es soll nidmlich auf einem
einfach zusammenhingenden Flichenstiick eine Funktion ¢ mit vor-
geschriebenen Randwerten so bestimmt werden, daB das Integral

(119) D, =[] (p, p) Wandv

moglichst klein ausfallt. Dann bedeutet Wdudv = do das Ober-
flichenelement. Es sei ¢ - ¢y eine Vergleichsfunktion, also y auf
dem Rande Null. Dann ist

(120) Dyiew=D,+2¢ [V (@, w)Wdudv+ & D,.

Fiir das Minimum ist notwendig und wegen D,, > 0 auch hinreichend,
daB das mittlere Integral fiir jedes y verschwindet. Man erhilt durch
Integration nach Teilen unter Beriicksichtigung der verschwindenden
Randwerte von vy

J‘fv(% )Wdudv—‘ff(E% ,Ftpu)w.,+(6¢u—F%)wudu dv

w
E‘Pv F‘Pu G‘Pu F‘Pv
— — [ B + (62, 72) Y waudo.

Setzen wir

1 ((Ege—Feu\ . (Gp,—Fo,
N P R
so haben wir also gefunden |
(122) JIv@.vyWawav— — [y-0p-Waudo
und als Differentialgleichung fiir ¢

die Verallgemeinerung der .Laplaceschen Differentialgleichung fiir die
Ebene
ai

(124) v %7 _o.

du2 ov?

Da die Gleichung (122) identisch in @ und v gilt, da ferner
Wdudv = do und die linke Seite der Gleichung invariante Bedeutung
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haben, so mul auch A ¢ biegungsinvariant sein. Man nennt A @
Beltvamis zweiten Differentiator der Funktion ¢.

E. Beltram: hat im AnschluB an Untersuchungen von G. Lamé
seine Differentiatoren in einer hervorragenden Abbandlung aus den
Jahren 1864 und 1865 eingefiihrt??).

§ 68. Formeln nach Green.

Als erste Anwendung der Differentiatoren sollen zwei Formeln
Hergeleitet werden; die die Ubertragung zweier bekannter Formeln
Greens auf die Flichentheorie bilden. Es seien ¢, ¢ zwei Funktionen
auf einem einfach zusammenhidngenden Fliachenstiick. Dann ist
(do = Wdudv)

IV (@, v)ydo=[[(Py,+Qu,) dudv,

Go,~Fo, Eg F<P
P=—~"W-,~'A, O=" "W “

wobel

Es folgt
(125) fv(tp w)do—~J‘J‘{a(§uw d(gvl,)}ldudv —nJ.wA(p-do

Das erste Integral rechts kann man nach der gewdhnlichen, nach
Gaup oder Green benannten Formeél in ein Randintegral iiberfiihren

(126) R= [[{(Py),+ Qv),}dudv = §y(Pdv— Qdu).

Dabei ist der Rand so zu durchlaufen,: daf3 das Flichenstiick links
bleibt (r, links von g,). Nehmen wir die im richtigen Sinn um-
fabrene Randlinie fiir den Augenblick als #-Kurve eines orthogonalen
Parametersystems, so wird

(127) —ff"{“Po\/ du= - §wa¢ds’

wenn durch 2:9n die Ableitung in Richtung g,, also in Richtung der
inneren Normalen angedeutet wird. Somit haben wir als erste Formel
von Green gefunden

(128) SV, v)- d0~~§wa¢d8~]w Ag-do|.

Vertauscht man ¢ und Y unter Beachtung der Symmetrle von \/ (@, )
so folgt durch Abziehen die zweite F ormel Greens

2l

(129) |f{p-ay—y- Aw}dow{qnﬁw as—o0|.

18) E. Beltrami: Ricerche di analisi applicata alla geometria, Opere [
S. 107—198. Besonders: Nr. XIV und XV: -
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§ 69. Allgemeine Formel fiir die geoditische Kriimmung.
Setzt man das Linienelement in der Form (§ 53)

(5) ds® = A* du® + B* dv*

an, so wird die geoditische Kriimmung einer Kurve v = konst. durch

den Ausdruck

(10)

T A,
o AB

dargestellt. Mittels der Differentiatoren kann man sich jetzt leicht von
der besonderen Koordinatenwahl befreien. Man findet im vorliegen-
den Fali

o e e (o (o)

— v Pu v Vv
V (g, y) = Bgr 4 T,
1

({4 B

(181) no=g5{Ge)+Ge)}
also

1

1 740 4, B,
(133) Av:ﬁ(?),:’ABé B
(134) < (v, B)= 5
Nach den drei Gleichungen (132) bis (134) wird

1 Nv 1

185) . 1__ 42 _ LAY
(139) % e Y (v v’Vv>

Aligemein ergibt sich daraus fir die geoditische Kriimmung einér
Kurve @ (u, v) = konst. folgender von Belirami (1865, Werke, S. 1763
angegebene Ausdruck

1 No 1

o VWe i We
Diese invariante Formel gilt fiir beliebige Koordinaten %, v. Aus-
fibrlich lautet die Formel, wie Q. Bonnet 1860 gefunden hat,

yL_1f Foy—G g,
7) = — -
(187) [ Wl(

Fo,—E g, 1
VEp;—2F g0, G%”) “ (\/—35719:’-—_2;15 Pugut Gt >»f )
Ist die Flachenkurve in der Form
u=u(l), v=ov(l)

vorgelegt, so erhilt man fiir die geoditische Kriimmung

(138) 1_1, T .
e, W (Ewe2Fu'v'+Go'd) e
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worin I" die Bedeutung hat:
I = Wz( ! v’u”)
(189) +(Eo +Fo)[(F,— LE)W*+ G, u'v 416,07
— (Fo + G)[LE, ' + E,w'v + (F, — £6,) %],
Diese Formel findet sich bei Belirami (Werke I, S.178). Sie hat
vor der vorhergehenden den Vorteil, daB keine weitere Verabredung
wegen des Vorzeichens nétig ist.

§ 70. Flichen, deren geoditische Kriimmungskreise
geschlossen sind.

Mittels der eben abgeleiteten Formel fiir die geoditische Kriim-
mung soll jetzt eine Behauptung von G. Darboux®) bestitigt werden,
Dafiir, daf auf einer Fliche alle Kurven mit fester geodatischer
Kriimmung geschlossen sind, ist notwendig, daf die Flache festes
Kriimmungsmaf besitzt!?).

Gehen wir von geoditischen Polarkoordinaten aus (§ 57), und
setzen wir das Linienelement in der Form an

(81) ds* =dr* + G (r, p)d¢?,
dann ist das KriimmungsmaB
1 (’)‘3 —_
(41) K(r, p)= — ;/CJE?JVG'
Hieraus folgt umgekehrt fir VG unter Benutzung von (35) die Reihe
K, oK\
(140) VG——r--gr“_ _(-—) + ..

Far die geoditische Krimmung der Kurve ergibt sich nach (137),
wenn man fiir die dort mit @ bezeichnete Funktion 7 (@) — 7 einsetzt,

avG \ = 4, WG ,
G— (1—[—2f— — VG + o "

, B
G/ (] + V_) /2
Fihrt man hier den Ausdruck (140) ein, so wird

(141)

Si-

l_l( _ Ky 1 ?!ﬁ)a ( [ K. (ax 5.
gy—,{l 3 7 z(a,’ )“f* Ty 57)

y”( Ky o 1(01{) s : 2 9 (0KY , )
AR e A I R +-~)“4?5;(7;)0” +y
Ky o , 1(3K

R (R 1 R

16) G. Darbous: Théorie des surfaces, III. 1894, S. 151.

1% Die Bedingung reicht aber durchaus nicht hin. Trigt man z B. auf
den Tangenten einer Schraubenlinie gleiche Lingen ab, so bilden die End-
punkte auf der Tangentenfliche einen offenen Kriimmungskreis.

"\
1)
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Setzt man hierin 2, konstant, so hat man die Differentidlgleichung
der ,Kriimmungskreise®“ vor sich.

Da fir kleines o, der Kriimmungskreis nahezu ein ebener Krels
wird, liegt es nahe, fur 7 eine Entwicklung nach Potenzen von g
der Form anzusetzen

(143) r=10,+b(p)e,} +c(p)e+d(p)e} -

Gehen wir mit dieser Reihe in die Formel (142 hmem, SO bekommqn
wir durch Koeffizientenvergleichung Differentialgleichungen fiir die
Funktionen b(g), ¢(p).... Zunichst erhilt man

1__}_ ¢ 72

9—”*90{1 b+ 0,4},
also
(144) b-+b"=0.

Wir koénnen also b = 0 setzen. Dann erhalten wir

Lot oo Bor= (e e 1) a0+ )

€y Qg
und daraus fiir ¢ und 4 die Differentialgleichungen
[ C”—}—C: ‘_Ifo’
(145) i >
"o g LK)
't d=— —(ar.)o'

Alle Losungen der ersten haben die Periode 2a
(146) c= —{§°-7}—Ac05(p+Bsin¢p.

Anders bei der zweiten! Die.rechte Seite hat, wenn man als Rich-
tung @ =0 die‘Richtung stirksten Anstiegs von K nimmt, die Form

(142) (=G

o )Maximum- cosp ==Ccos .
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung

d”+d:—%cosq),
ist
148 d=—~—~c~<psin’ -+ A cos @ ++ B sin .,
( 8 @ @ '

wo A, B beliebige Konstante bedeuten.
Verlangen wir nun, daB sich die Kriimmungskreise ('143) alle

schlieBen, so miissen die b, ¢, d, ... die Periode 2z (oder 2nn) haben.
Das ist bei d nur moglich, wenn C—O ist. Dann. haben wir

0K
(149) ‘(W)o'; 0.

Also hat K im Ursprung r = 0 -‘e_»inen stationiaren Wert. D;i diese
Stelle keine ausgezeichnete Rolle auf der Fliche spielt, sondern:.be-
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liebig gewihlt werden kann, so muB} K konstant sein, wie zu Anfang
behauptet wurde.

DaB die Bedingung ‘K = konst. fiir die Geschlossenheit nicht
vollig hinreicht, kann man aus § 62 entnehmen *8).

§ 71. Isotherme Parameter.
Es liegt die Frage nahe, ob man jedes Bogenelement
ds*=Edu?4+2Fdudv+ Gdov?

durch Einfilbrung neuer Parameter $, ¢ auf die sogenannte ,iso-
therme* Form

(150) ds* = A(p, q)-(dp* -+ dg)
bringen kann. In diesem Fall nimmt der zweite Differentiator. (121)
die besonders einfache Form an:

(161) Ag— Tt Pu
ra

so daB also

(152) Ap=1g=0

ist, Die isothermen.Parameter (u,v), q(u,v) geniigen also beide
derselben linearen, homogenen partiellen Differentialgleichung zweiter
Ordnung, der Verallgemeinerung der Differentialgleichung von Laplace.

Um den Zusammenhang zwischen $ und g zu bekommen, be-
rechnen wir uns auch noch die ersten Differentiatoren nach (115)
und (117)

B

(153) V=75,
(154) V(¢: w)=¢q'/’q':¢p‘l’p.
also

1
Die letzte Gleichung lautet ausfithrlich in den Verdnderlichen #,-v
(vgl. 117)
Daraus ist

9= —u(Ep,— Fp,),

9 — +1u’(Gpu - va)
1) Die Entwicklungen dieses Abschnitts 'sind "einer vom Verfasser ver-
anlaiten Arbeit von B. Baule entnommen, auf die spiter noch zuriickgekommen

werden soll:"Uber Kreise und Kugeln im Riemannschen Raum I, Math. Annalen
83 (1921), S. 286—310.
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Bildet man linker Hand W ¢ (u, v), so folgt wegen Vp = Vg
1

e
(156) M — EG-—F®"
Somit haben wir :
E Pv - Ff’u
Q= — W
(167) Gp.—Fp,
g, =+ P E
und umgekehrt
Eq - Fqu
b=+,
(158)
Gg,— Fyq,
po=— g,

Ist insbesondere schon das System #, v isotherm, so vereinfachen
sich unsre Formeln zu

(159) ﬁu= + qu’ pvz - qu

wenn man etwa W > 0 nimmt. Diese Gleichungen sind das SyStem
der Differentialgleichungen von Cauchy und Riemann aus der Funk-
tionentheorie; die Formeln (157) oder (158) sind also als die Ver-
allgemeinerung dieses Gleichungssystems anzusehen.

Ist eine Losung p von A p = 0 bekannt, so bekommt man die
dazugehorigen ¢ durch Integration iiber ein vollstindiges Differential:

g= f —(Epy—Fp)du+(Gpu— Fpidv

(160) W

Es ist ja gerade der Inhalt der Voraussetzung A p = 0 oder

Fr 4 (hFR)
u

Ep,
(161) (Bepfe) 4 (EPe

daB der Ausdruck unterm Integralzeichen in (160) ein vollstindiges
Differential bedeutet,

Die komplexe Verbindung z = p |- 4¢q zweier zusammengehdériger
isothermer Parameter bezeichnet man als eine komplexe analytische
Funktion auf unsrer Fliche. Ist w= f(z)= u --iv eine analytische
Funktion der komplexen Veriinderlichen z, so ist

dw=1{"(2)dz,
aw| =17 ()1 55
also - ‘
(162) ds?= ﬁﬁ(du“+ dv?).

Das Bogenelement hat wieder die isotherme Form, d. h. w ist wieder
eine analytische Funktion auf unsrer Fliche.
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Die Gleichung dz = dp + tdg = 0 oder z = konst. liefert wegen
ds® = (dp+1dq)(dp —idg) =0 auf unsrer Fliche eine Schar von
imaginidren Kurven mit der Linge Null, die wir in § 19 als isotrope
Kurven bezeichnet haben. So kann man die Bestimmung der iso-
thermen Funktionen p, g und der komplexen analytischen Funktionen
auf einer Fliche auf die Ermittlung der isotropen Kurven der Fliche
zuriickfilhren, wenn man die Flichen von vornherein als analytisch
voraussetzt.

Macht man nur Differenzierbarkeitsannahmen, so ist der Existenz-
beweis fiir die Losungen der Differentialgleichung A p=0 mit
Schwierigkeiten verbunden??).

§ 72. Winkeltreue Abbildung.

Sind $ und ¢ zwei zusammengehdrige isotherme Parameter auf
einer Flache, hat also das Linienelement die Form

ds? =21(dp*+ dq?),
so bekommt man eine winkeltreue Abbildung unserer Flache auf die
Ebene, wenn man p und ¢ als rechtwinklige Koordinaten in der Ebene
deutet. Der Winkel ¢ zweier Richtungen dr und Jr auf der Fliche
bestimmt sich durch die Gleichung
dg-0x
ds-os ,
Das gibt bei Einfilhrung unserer isothermen Parameter den Winkel
der entsprechenden Richtungen in der p, q- Ebene. (Vgl die Ableitung
am Schluf von § 61.)

Um jetzt alle winkeltreuen Abbildungen unserer Fliche auf die
Ebene aufzustellen, geniigt es — wegen der Zusammensetzbarkeit
der winkeltreuen Abbildungen —, alle winkeltreuen Abbildungen der
p, 9-Ebene auf sich selbst zu ermitteln. Es seien p, ¢ und #, v zwei
in einer winkeltreuen - Abbildung mit FErhaltung des Umlaufsinnes
{~eigentlich“ winkeltreu) entsprechende Punkte. Dann muB die Ma-
trix der Substitution

COS @ ==

dp = p,du -+ p, dv

dg=gq,du + gq,dv
einer eigentlich orthogonalen Matrix proportional sein. Das gibt die
Gleichungen

(163) Pu =+ 9y pvz — 4y
von Cauchy und Riemann, die aussagen, daB z=p 4 ¢¢ analytisch
von =%} 4iv abhingt: z=f(w). Bezeichnet man mit w die

%) Wegen der Literatur iiber diesen Gegenstand vgl. man L. Lichtenstein:
Zur Theorie der konformen Abbildung . . ., Bulletin de I'académie de Cracovile
1916. S. 192—217. .
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zu » konjugiert komplexe Zahl, so werdeén durch die analytischen
Beziehungen

(164) z=f(w)
und
(165) z = f (i)

die allgemeinsten winkeltreuen Abbildungen der Ebene dargestellt,
o (165) als ,uneigentlich winkeltreue Abbildung bezeichnet wird.

Ist allgemeiner z =—=p 44 ¢ eine analytische Funktion auf einer
krummen Fliche und w = # -} iv eine analytische Funktion auf einer
zweiten Fliche, so wird durch die Beziehungen (164) und (165)"die
aligemeinste winkeltreue Abbildung der beiden Flichen aufeinander
vermittelt.

Die Aufgabe, die winkeltreuen Abbildungen, die man nach einem
Vorschlag von Gauf (1843) auch ,konform“ nennt, zu bestimmen, ent-
stand bei der Herstellung ebener ,Landkarten® von krummen Flachen.
So haben schon die alten Griechen die ,,stereographische Projektions
der Kugel besessen, bei der die Kugel A(vgl. Fig. 34, S. 168).

(166) z,=sindcosp, z,=sindsing, z,=cosd
winkeltreu auf die p g- Ebene abgebildet wird
__sindcosg sin ¢ sin ¢
(167) P=Tieess’® 1= Ticoso-
Nach besonderen Untersuchungen von G. Mercator (1512—1594) und

J. H. Lambert (1728-—1777) haben dann Lagrange, Euler und Gaup
die allgemeine Theorie entwickelt.

§ 73. Die Foérderung der Flichentheorie durch Gaugp.

Von Gauf3 gibt es zwei bedeutende Abhandlungen zur Flichen-
theorie. Die erste bat Gauf 1822 als Preisschrift der Kopenhagener
Akademie eingereicht. Sie ist 1825 erschlenen unter dem Titel ,die
Teile einer gegebenen Fliche auf einer anderen gegebenen Fliche
so abzubilden, dafl die Abbildung dem Abgebildeten in den Kleinsten
Teilen dhnlich wird“ (Werke Bd. 4, S. 189—216). Ungleich wichtiger
als diese Arbeit iiber die winkeltreue Abblldung ist die zweite Gaufische
Schrift zur Flichentheorie, die 1827 erschienen ist, die ,Disquisi-
tiones generales circa superficies curvas® (Werke Bd. 4, S. 220~,2‘5;'8).
Beide Abhandlungen sind nicht aus reinem Denken entstanden, sor-
dern Ergebnisse seiner geoditischen Arbeiten bei der:von ihm -ge-
leiteten Vermessung von Hannover (1821-—+-1841).

Das Hauptergebnis der ,Disquisitiones®, nimlich die Biegungs-
invarianz des KriimmungsmaBes, hat Gauf. schon 1816 gekannt und
1822 an der isothermen Form des Bogenelements hergeleltet
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Erst 1826 gelang ihm die allgemeine Herleitung des Kriilmmungs-
males aus einem beliebig vorgeschriebenen Bogenelement.

Die Verbiegung von Flichen ist schon vor Gauf von Euler und
Monge untersucht worden; und zwar haben beide nach den krummen
Flichen gefragt, die auf die Ebene lingentreu abbildbar sind. Die
geodatische 'Krummung (,,Sextenkrummung“) und ihr Integral ist zuerst
von Gauf behandelt worden (Werke Bd. 8, S. 386). Vielleicht hat
er auch schon die Integralformel (97) von Bomnet besessen, die den
Zusammenhang zwischen der Flichentheorie und der nicht-Euklidischen
Geometrie herstellt, 'zn der ebenfalls Gauf den Grund gelegt hat.

Die ,,Disquisitiones“ haben als erster grofer Fortschritt in der
Flichentheorie seit Monge einen bedeutenden Einflul auf die Ent-
wicklung der Geometrie gehabt. So haben sich Arbeiten von Minding,
Mainardi, Codazzi, Bonnet und Jacobi angeschlossen. Die wichtigste
Weiterbildung der Gedanken von Gauf hat aber B. Riemann in
seinem Habilitationsvortrag von 1854 gegeben, auf den wir spiter
eingehend zuriickkommen werden.

Eine geschichtliche Wiirdigung der geometrischen Leistungen des
»Princeps mathematicorum« findet man in der Schrift von P. Stickel,
C.F. GauB als Geometer, Leipzig 1918.

§ 74. Aufgaben und Lehrsitze.

1. Eine geometrische Deutung des KriimmungsmaBes. Bedeutet
S (¢) die Bogenlinge einer Parallelkurve zu einer geoditischen Linie
im geoddtischen Abstand &, so ist
&S (0) _
1 db“
wenn K die Werte des KriimmungsmaBes lings der geoditischen
Linie bedeuten. Vgl. im im Folgenden § 83 und F. Engel, Leipziger
Berichte 83 (1901), S. 409.

-2. Besondere Form der Gleichung der geoditischen Linien. Ist
eine Flache auf geoditische Parameter bezogen, so daf3

ds*=du® + G (u,v)dv?

ist, so beschreibt ein Flichenpunkt #, v dann eine geoditische Linie auf
der Fliche, wenn der Winkel &, unter dem die %-Kurven (v = konst.)
von der geoditischen Linie geschnitten werden, der Beziehung geniigt
doa oy G
dv ou

(168) — [ Kas,

(169)
Gaup, Werke 1V, S. 244.

3. Eine geometrische Deutung von Beltramis Differentiator A .
Es sei ¢ eine Funktion auf einer krummen Flache, s, , s, die Bogenlingen
zweier in einem Punkt sich senkrecht schneidender Flachenkurven, g, und
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, deren geoditische Kriimmungen im Schnittpunkt. Dann gilt dort

(170) Agv—-asz_}_dse_{_gﬂ" +glds'
E. Cesaro, Lezioni di geometria intrinseca, Napoli 1896, S. 165.

4. J. Liouvilles Ausdruck fiir das KriimmungsmaB. Es selen
1:9,, 1:p, die geoditischen Krummungen der Parameterlinien

v = konst., ¥ = konst. auf einer Fliche und £ der kael der Para-
meterhmen Dann ist

(171) K=W{aé_:!aiv aau( )+a (‘/f)}

J. Liouville, Paris C. R. 82. 1851, S. 533.

5. Ein Satz von Liouville iiber geoditische Linien. Gibt es auf
einer Fliche zwei Felder geoditischer Linien, die sich unter festem
Winkel schneiden, so ist die Fliche eine Torse (K =0). G. Darboux.
Surfaces 1II, S. 422, 423.

6. Ein Ausdruck von Liouville fiir die gecditische Kriimmung.
Es seien 1:p,, 1:p, die geoditischen Kriimmungen eines Systems
von orthogonalen Parameterlinien. Dann gilt fiir die geoditische
Krimmung einer Kurve, die die #-Linien (v= konst.) unter dem
Winkel 7 durchsetzt,

sinz
172 — = .
(172) o g it T
Vgl. Monges ,Application . . . von 1850, S. 575.

7. Flichen von ILiouville. Hat das Linienelement einer Fliche:
die Form

cost

(173) ds® = {p (u) + v (v)} (du® + dv*),
so sind die geoditischen Linien durch die Gleichung gegeben
du dy
174 e — — =0,
(174) fv’w(u)+a f\'w@)*a

in der a, b Konstante bedeuten. (Ebenda S.577—582.) Es ist zu
zeigen: Die Drehflichen und die §, gehoren zu den Flichen Liouvilles.

8. Die geoditischen Linien als Charakteristiken. Die geoditi-
schen Linien einer Fliche sind die Charakteristiken der partiellen
Differentialgleichung ¥V ¢ = 1. Kennt man eine Schar von Lésungen:
@(u,v,¢), so geniigen die geoditischen Linien der Gleichung

(175) 5, = konst.

(W. R. Hamilton, C. G. ]. Jacobi.)

9. Mechanische Verwirklichung geod&tischer Linien. Eine Stahl-
lamelle mit rechteckigem Querschnitt, die, in die Ebene ausgebreitet,
geradlinig ist, ergibt, wenn man sie mit ihrer Breitseite lings einer
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krummen Fliache anlegt, eine geoditische Linie dieser Fliche. ,,Hoch-
kant”“ gestellt ergibt sie hingegen eine Asymptotenlinie der Fliche.
S. Finsterwalder, Mechanische Beziehungen bei der Flichendeformation,
Jahresbericht d. Dtsch. Math. Vereinigung. 6. 1899, S. 45—90.

10. Ein Satz von Gaup iiber kleine geoditische Dreiecke. Es
seien o; die Innenwinkel, @; die gegeniiberliegenden Seiten, K; die
KriimmungsmaBe in den Ecken, F der Flicheninhalt eines kleinen
geoditischen Dreiecks. Dann ist der Quotient

F
“— g {Ki+ K, + K, + K,}

176)

sin a;
nahezu unabhingig von ¢ (= 1, 2, 3). Gaupf, Disquisitiones .
Werke IV, S.257; den Sonderfall K; = K hat Legendre angegeben.

11. Geoditische Kegelschnitte auf einer Fliche. Die Kurven

auf einer Fliche, die die Eigenschaft haben, daB die Summe oder
Differenz der geoditischen Entfernungen ihrer Punkte von zwei festen
Kurven konstant ist, bilden ein Orthogonalsystem, das die konfokalen
Kegelschnitte als Sonderfall enthdlt. Das Bogenelement in bezug auf
dieses Orthogonalsystem kann auf die Form gebracht werden

du dav®

(177) PR L

e @ @
sin? — cos? —-

2 2
Solche ,,Kegelschnitte** kénnen nur dann ein Isothermensystem bilden,
wenn das Linienelement sich auf die Form von Liouville (Aufg. 7)
bringen 1afit. U. Dini, Annali di matematica 3, 1869, S. 269.

12. Ein Satz von G. Darboux iiber geoditische Kegelschnitte.
LiBt sich ein Orthogonalsystem auf zwei verschiedene Arten als
System geodatischer Kegelschnitte deuten, so ist diese Deutung auf
unendlich viel Arten moglich. Das Linienelement 1iBt sich auf die
Form von Liowwville bringen. G. Darboux, Surfaces III, S. 19.

13. Eine kennzeichnende Eigenschaft der Flichen festen Kriim-
mungsmagBes. LiBt sich eine Fliche im kleinen so auf die Ebene ab-
bilden, daB dabei die geoditischen Linien in die Geraden der Ebene
iibergehen, so hat die Fliche notwendig festes Kriimmungsmal.
E, Beltrami, 1866, Opere 1, S. 262—280; vgl. auch G. Darboux, Sur-
faces III, S. 40-—44.

14. Flichen mit geoddtischen Schattengrenzen. Es sind die
Flichen zu ermitteln, die nicht Torsen sind, und die von allen um-
schriebenen Zylindern lings geoditischer Linien beriihrt werden. Vgl
2.Bd. § 45, S. 121.

Ein naturgemiBes Rechenverfahren, das der Geometrie auf'einer
Fliche angepaft ist, werden wir unter dem Namen Tensorrechnung
oder Ricci-Kalkiil erst im zweiten Bande (§§ 53—57) dieser Vor-
lesungen kennen lernen.



5. Kapitel

Fragen der Fldchentheorie im GroRen.

§ 75. Unverbiegbarkeit der Kugel.

Ein geniigend kleines Flichenstiick 1iBt stets lingentreue Form-
anderungen zu. Anders ist es bei Flichen in ihrer Gesamterstreckung,
wenigstens, sobald wir an unseren frilheren Regularititsvoraussetzungen
festhalten, So hat schon 1838 F. Minding als Vermutung ausgesprochen?),
daB die Kugelfiiche als Ganzes ,starr* ist. Aber erst 1899 hat H. Lieb-
mann diese Behauptung begriinden konnen?). Auf die allgemeinen
Satze, die damals.H. Minkowski schon gefunden, aber noch nicht
veroffentlicht hatte, kommen wir spiter zurlick. Da nach Gauf bei
lingentreuen Abbildungen das Kriimmungsmafl erhalten bleibt, 1iBt
sich der Satz Liebmanns so fassen:

Die einzige geschlossene Fliche mit festem Gaupischen Kriimmungs-
map ist die Kugel.

Ohne einschrinkende Regularititsannahmen ist die Behauptung
sicher nicht richtig. Schneiden wir nimlich eine Kugelkappe ab und
ersetzen “sie "durch ihr Spiegelbild an der Schnittebene, so erhalten
wir eine ,eingedriickte Kugel“, die zwar konstantes KriimmungsmaB
hat, aber eine Kante besitzt.. Wir wollen indessen daran festha.lteﬁ,
daBl es sich um durchweg regulire analytische Flichen handeln soll.
Allerdings lieBe sich der folgende Beweis, der von D. Hilbert stammt?)
auch leicht unter etwas weiteren Voraussetzungen fiihren.

Fithrt man auf einer Fliche die Kriimmungslinien als Parameter-
linien ein (F = M=0), so nehmen die: Formeln von Weingarten
(§ 46 (120)) die Gestalt an

N

(1) Eu=_-~EI:£u’ 51):_—6&0'

Y F. Minding: Uber die Biegung krummer Flichen, Crelles Journal 18
(1838), S. 365—368, bes. S. 368.

%) H. Licbmann: Eine neue Eigenschaft der Kugel, Gottinger Nachrichten
1899, S. 44—55. Der Beweisversuch von J. H. Jellet 1854 ist unzureichend.

3) D. Hilbert: Uber Flichen von konstanter Gaufscher Kriimmung, ab-
gedruckt in Hilberts Grundlagen der Geometrie. .3. Aufl.,, Leipzig und Berlin.
1909, Anhang V.
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Nach Olinde Rodrigues (§ 37 (49)) war lings einer Kriimmungslinie

dr + Rd&=0.

Wir haben also fiir die Hauptkrimmungshalbmesser
E G
(2) Ri=71, Ry=1-
Die Gaufische Formel (§ 49 (138)) vereinfacht sich dann zu
LN 1 (2 (VE) 7. (yG)

3 Ke—Fn=— —us{- 4 -
®) EG ‘/E\/G{a” VG ou JE )

und die von Codazzi (§ 49 (139))

1 L N
L—35E(5+3)

(4)

1 L N
N—56.(5+¢)
Wir wollen den Satz Licbmanns etwa unter der Voraussetzung K = 1
beweisen, K = 0 miissen wir nidmlich ausschlieBen; denn die Torsen
enthalten geradlinige FErzeugende, sind also sicher offene Flichen.
Ebenso ergibt K << 0 keine geschlossenen Flichen, da in einem
,,hOchsten‘ Punkt (etwa. T, = Maximum) der Fliche K > 0 sein miiBte.
Es bleibt somit nur K > 0 zu behandeln und durch eine Ahnlichkeit
IiBt sich immer K=1 oder R,.R, =1 erreichen. Wir konnen
dann setzen
(5) R, =tho, R, =ctho,

wo die ,Hyperbelfunktionen® ¢ und cth so erklirt sind:

f;+a —eC e+o‘ +e"“
th0=m-e—_—a, Cth0=';:*_a— e
Aus (2) folgt
E
L= 'tihio
und daraus
E, Eo,
(6) L= e~ iy’
worin
sho=1(et® —e~%), cho=1}(et? 4 e %),
sho
thU = ch—o

ist. Vergleicht man mit dem, was aus (4) folgt, wenn man darin o
einfilhrt, so ergibt sich

% %’ =o,ctho.
Entsprechend erhilt man

16 _ oo

? E =0, tho.

Blaschke, Differentialgeometrie I. 2. Aufl. 9
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Diese beiden Gleichungen érgeben integriert:
VE =sho-Uu),
VG =cho-V(v).
Nimmt man Stelle von 4, v die Verinderlichen
w=[Udu, p=fVdo,
= E =z G
E= ue’ G= g
An Stelle der Formeln (7) treten, wenn man .die Striche nachtriglich
wieder fortliBt, die einfacheren

(8) VE=sho, VG=tho.

Fiibrt man diese Ausdriicke in die GakBische Formel (3) ein, so er-
halt man fir ¢ die Differentialgleichung

(7

so wird

2o | & 1
(9) (514—':—{—(;7;:—shocho=7(e‘2"—e+2"),

Jetzt benutzen wir die Voraussetzung der Geschlossenheit. Ist
durchweg R, = R, =1, so hat die Fliche nur Nabelpunkte, ist also
mnach § 33 eine Kugel Ist R :}: > SO kann etwa der kleinere R, deér
Hauptkrummungshalbmesser als eine stetige Funktion auf der Flache
angesehen werden. Somit erreicht R, wegen der Geschlossenheit der
Flache an einer Stelle p den klemsten Wert, Dieser Wert R, wire < 1,
wenn die Fliche nicht Kugelgestalt hitte. Da dann p keln Naf)e)-
punkt wire, so wiirden die Kriimmungslinien in" der Umgebung von. p
ein regulires Parameternetz bilden und die vorhin abgeleiteten For-
meln anwendbar sein. Durchlauft ¢.die Werte von 0 bis - 00, so
nimmt R, = tho wachsend die Werte von O bis 1 an. o hatte also
in p ]edenfalls einen positiven Kleinstwert. Somit ware O'“u, G, 2 0
in p. Andrerseits wire die linke Seite von (9) sicher << 0. D. h.
diese Gleichung (9) fithrt auf einen Widerspruch, es sei denn, daB unsre
Flache eine Kugel ist.

Damit ist der Nachweis beendet. Man kann das Ergebnis unsres
Beweisganges auch so fassen: Innerhalb eines Fldchenstiicks von fester
positiver Kriimmung kann an einer Stelle, die kein Nabelpunki ist,
keiner der Haupthriimmungshalbmesser etnen groften oder kleinsten Wert
haben.

Es sei nebenbei erwihnt: Schneidet man. in eine Kugelfliche
ein beliebig kleines Loch, so wird. die iibrig bleibende Fliche ver-
biegbar?).

4) H. Licbmann: Die Verbiegung von geschlossenen und offenen Flichen
positiver Kriimmung, Miinchener Berichte 1919, S. 267—291.
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§ 76. Die Kugeln als einzige Eiflichen mit fester mittlerer
Kriimmung.

Ein ganz dhnlicher Satz wie der im vorigen Abschnitt gilt auch fiir
den Fall, daB3 an Stelle des KriimmungsmaBes die mittlere Krimmung
1 1
langs der Fliche fest sein soll, wie ebenfalls H. Liebmann gefunden hat?).
Eine geschlossene konvexe Fliache, die wir als -durchweg regulir
und analytisch, ferner als iiberall positiv gekrimmt (K > 0) annehmen
wollen, soll kurz eine , Eifliche“ heiBen. Dann lautet der zu be-
weisende Satz:

Die einzigen Eiflichen mit fester mittlerer Kriimmung sind die
Kugeln.

Man kann diese Behauptung durch einen von Q. Bonnet 1867
angegebenen Kunstgriff auf die Uberlégungen des § 75 zuriickfiihren,
wenn man bemerkt: Unter den Parallelflichen einer Fldché festen
positiven Kriimmungsmafes gibt es eine mit . fester mittlerer Kriimmung
und umgekehri.

Es sei niamlich g (%, v) eine Fliche mit K =1, & der Einheits-
vektor ihrer Flichennormalen. Dann hat die Parallelfliche
(10) r=1—¢
die mittlere Krimmung 2 H = 1. In der Tat! Fir die Krimmungs-
linien von (r) gilt nach 0. Rodrigues

dy -+ RdE =0,
oder

dg -+ (R - 1)d&E=0.

Den Krimmungslinien auf () entsprechen wegen §—¢ wieder
Kriimmungslinien auf (r). Fiir entsprechende Hauptkriimmungshalb-
messer gilt
(11) R=R-1.
Somit ist wegen

11 1

. _
9 —_ e e - - =
(12) 2H = R RA1 R+ 1

1

Ebenso verliuft die umgekehrte SchluBweise.
Haben wir nun eine Eifliche mit 2 H = 1, so gilt
1
R, R, R, R,

5)“H. Liebmann: Uber die Verbiegung der geschlossenen Flichen positiver
Kriimmung. Math. Annalen 53 (1900), S. 81—112; bes. § 6, S. 107,
g*
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Somit wire, wenn die Eifliche nicht Kugelgestalt hitte,

1 1
Le(d), <
R /Max

oder
1< (R < 2.

Fir den zugehorigen Hauptkriimmungshalbmesser
" R=R~—1

der Fliche (r) mit K =1 hitten wir
0 < (Ruin <1

im Widerspruch mit dem SchluBergebnis von § 75. Damit ist unser
Satz bewiesen,

§ 77. Starrheit der Eiflichen.

Der Satz von der Starrheit der Kugel soll in engerem Umfang
jetzt auch fiir beliebige Eiflichen (§ 76) bewiesen werden. Dieses
Ergebnis verdankt man wiederum H. Liebmann®). Der folgende Be-
weis stammt von H. Weyl und dem Verfasser?). Der fragliche Lehr-
satz 1aBt sich etwa so fassen:

Soll eine Eifliche stetig und lingentrenw verdndert werden, so ist
ste nur als starrer Korper beweglich.

Von dieser ,Abanderung* wird vorausgesetzt, daB sie sich folgender-
malen darstellen 146t. Es sei g(u, v) eine Parameterdarstellung eines
Stiickes der Eifliche. Wir setzen
(13) £(u, v) =g(u, v; 0);
und g(u, v;¢) sei in allen drei Verianderlichen analytisch. Den ver-
schiedenen #-Werten entsprechen die verschiedenen Lagen unsrer ver
anderten Fliche. Die Teilableitung nach ¢ sei im folgenden durch
ein vorgesetztes ¢ gekennzeichnet. Soll dann die Abinderung so er-
folgen, daB die Bogenlingen der auf den Flichen ¢— konst. ge-
zogenen Kurven erhalten bleiben, so muB

(14) 0(ds*)=0d(dr)*=0
sein. Oder es mull, wenn man fiir
or _
ot
setzt, das skalare Produkt verschwinden:
dg-dz=0.

% H. Licbmann: Gottinger Nachrichten 1899. Math. Annalen 53 (1900)
und 54 (1901).
") W. Blaschke: Gottinger Nachrichten 1912, S. 607—610; H. Weyl: Ber-
liner Sitzungsberichte 1917, S. 250—266. W. Blaschke: Die Starrheit der Ei-
flichen. Math. Zeitschr. 9 (1921), S. 142—146.
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Man kann deshalb den Vektor dj mittels eines Hilfsvektors t)(u, v; t)
darstellen in der Form
(15) dy=1y><dg.
Da dg ein Biischel von Vektoren durchliuft (bei verinderlichem du : dv),
so ist 1 durch diese Formel eindeutig bestimmt.

Nach (15) ist bei festem ¢

b ><dp = (y><g,)du + (y ><z,) dv

ein vollstindiges Differential und somit
(16) L, <, =, XY,
Die Vektoren y,, ), miissen sich deshalb aus den nach Voraussetzung
linear unabhingigen g, ¢, darstellen lassen

(17) t)u = “Eu + ﬂpv’ t)'u = 7274 + 62{:'
Aus (16) folgt

Ferner ergibt sich durch Ableitung aus (16)
(qu >< t)v) - (Euv > t)u) = (Eu > nuu) - (Eu X Yyp)
(gll ” >< t)b') - (g’l)” >< LJu) = (I’U >< nu'}) - (gll >< t’v )‘

Multipliziert man die erste Gleichung skalar mit r,, die zweite mit g,
und subtrahiert, so folgt

(19) (Ev Luu t)v) - (zv Luy t)u) = (gu Luv t)v) - (gu Lov t)u)

oder, wenn man nach (19) in § 33 die Koeffizienten der zweiten
Grundform einfiihrt,

Ist (z) elliptisch gekriimmt
(21) LN—M?>0,

so sind auf (r) und (y) entsprechende Umlaufsinne entsprechender
Stellen entgegengesetzt, d. h. es ist
(22) ad —fy=—a* — gy <0.
In der Tat! Die Punkte (die &, bedeuten homogene Punktkoordinaten
in der Ebene)

& =+L, &=+M & =+4N;

él’z—ﬁ) Eg’=+“: 53’=+?’
sind wegen (20) oder
(23) §8 — 25 & +§E =0
zum Kegelschnitt &, & — &,* = 0 konjugiert. Der erste ist nach (21)
innerer, also der zweite AuBerer Punkt dieses Kegelschnitts. Somit

ist in der Regel .
& — &=~ — By <0
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und nur dann
— =By =0,
wenn die homogenen Punktkoordinaten & versagen, wenn also die
Beziehung gilt
(24) e=f=y=06=0.
Haben wir zwei einfach zusammenhingende Flichenstiicke 1 (u, v),
y(u, v), so bleibt das Doppelintegral

JJ ey, dudo

ungeindert, wenn man fiir %, v neue gleichsinnige Verinderliche ein-
fiihrt. Es ist

0 .
55 (0 9) = (£,9,9) F (9, 9) + (£ 9,9,)>

0 , . .
5{‘ (Z th- 1)) = (Eu t)r t)) S (Iu t)uv t}) -;—— (Z} t)v Uu) :
Daraus folgt durch Abziehen

(25) 2 (£9.90) = @, 9,9) — @, 9.9) + ;’u (9,9) — fd (x9,v)-

Wegen (16) heben sich in unserm Sonderfall die ersten zwei Glieder
rechts weg. Fiir unser Doppelintegral ergibt sich also, wenn es {iber
einfach zusammenhingende Flichenstiicke erstreckt wird, ein im ge-
eigneten Sinn genommenes Randintegral

(26) 2 [f &y, v, dudv = § (5 dy, v).

Die Fliche (r) soll nun eine Eifliche sein. Wir konnen daher
(z) durch eine doppelpunktfreie, geschlossene Linie in zwei einfach
zusammenhingende Teilflichen zerschneiden, auf jede die Formel (26)
anwenden und addieren. So ergibt sich

(27) ff(gl)unv)»du dv=0.

Andrerseits ist fir jede der beiden Teilflichen

(28) [ S, n,)dudv = [[(2,1,) (@8 — By)dudv.

Waihlen wir den Ursprung im Innern von (r) und die Parameter #,
in beiden, Teilflichen so, daB (rr,z,) > O wird, so ist in (28) rechts
wegen (22) der Integrand < 0 und das Integral, welches nach (27)
verschwinden muf}, kann nach (24) nur so zu Null werden, daB
¢=f=y=4J einzeln verschwinden. Dann ist aber nach (17)
y, =1b, =0, also y(£) nur von ¢ abhingig. Die Integration von (15)
liefert

(29) = ) 0 ()< (w05 ).

Das bedeutet, daf- die Eiﬁéi;che als starrer Korper bewegt wird. Denn,
haben wir zwei Punkte

L= E(ulli"‘v1; t)’ =1 (u‘-" ¥ t) ’
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so bleibt ithre raumliche Entfernung erhalten:

(30) 6(52 —1)=2 (52 — 3 L) =209 1, — &y La— r,)=0.
Damit ist der Nachweis beendet:

H. Weyl hat allgemeiner bewiesen, daBl zwei lingentreu aufein.
ander -abgebildete FEiflichen entweder kongruent' oder symmetrisch
sein miissen. Ja noch mehr! Er hat gezeigt: Zu einem vorgegebenen
Bogenelement positiver Kriimmung gibt: es stels eine und im wesent-
lichen nur eine Eifliche. Indessen sind H. Weyls Beweise sehr ver-
wickelt®),

§ 78. Minkowskis Stiitzfunktion.

Fiir das Folgende ist es zweckmaBig, einige auch sonst verwend-
bare Formeln der Flichentheorie herzuleiten, die auf ‘H. Minkowski
zuriickgehen. Denken wir uns eine krumme Fliche dadurch dar-
gestellt, daBB die Entfernung $ der Tangentenebene vom Ursprung in
ihrer Abhingigkeit vom Einheitsvektor der Flichennormalen & vor-
geschrieben ist:

p= P(Ev £y> Es)'
ré=w, r>0,
——— . . o, 24
Ve * + o, -+ o, BESL s —__#—‘*‘*t:t_i-*> .
! : v b Vel + e+ oy “12 + st + «® Ve e + et }
= P(e,, ¢y, &),
und haben, wenn die Vorzeichen positiv genommen werden, in P
elne von erstem Grad ,positiv homogene* Funktion der ¢ vor uns:
P(pay, pey, peg) = uP ey, ey, ¢5); > 0.
Dieses P ist Minkowskis ,,Stiitzfunktion*.
Wegen der Homogeneitit von P ist nach Euler

Wir setzen

(31) «, P +~«,P,+a,P,=P,
wo
P,
i a;‘

bedeutet. Die Gleichung der Tangentenebene an unsre Fliche ist
0, &, €y Ly 1 €y Ty = P.
Wir konnen uns darin fiir den Augenblick e, festgehalten denken und
finden: dann' durch’ partielle Ableitung, z. B. nach ¢, bei festen z fur
den Berithrungspunkt mit der umbhiillten Fliche
z, =P,.
® H. Weyl: Uber- die Bestimmung einer geschlossenen, konvexen Fliche

durch jhr Linieneléement. Vierteljahrsschrift, der naturforschenden Gesellschaft
in Ziirich 61 (1915), S. 40 bis 72.
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Aus Symmetriegrinden miissen daher die Beziehungen gelten:
(32) z,=F; (“1’ G “3)-
Dabei ist es unwesentlich, daBl die ¢ homogene Verinderliche, also
nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt sind. Denn die P;
sind als Ableitungen einer im ersten Grad homogenen Funktion im
nullten Grad homogen:

P,(uey, ue,, pog) = P;(e,, @, ¢;); ©>0.

Wir wollen nun die Halbmesser R,, R, der Hauptkriimmungen
unsrer Fliche aus der Stiitzfunktion ermitteln. Nach Olinde Rodrigues
(§ 37) gilt fiir die Fortschreitung auf einer Kriimmungslinie

dz,-- Rd§;=0
oder nach (32)
(33) P dé +RdE=0.
k

Darin ist, ausfiihrlich geschrieben,
_ P, 5,8)
P‘-k = W— .
Da die d&; nicht alle Nuli sind, muB die Determinante des Gleichungs-

systems (33) verschwinden:

P11+R P12 PlS i
(34) P21 P22+R P-zs = 0.
P31 Pse Pss'l'R

Diese scheinbar kubische Gleichung fiir R liBt sich leicht auf eine
quadratische zurtickfithren. Aus (31) folgt nimlich durch Ableitung
‘nach ¢;: VP @ —0
2 Ep =V

Somit verschwindet die Determinante der P,,. Die Gleichung (34)
hat also, wenn man R weghebt, die Gestalt

R* 4 (P, + Pyy + Py) R+ (+) = 0.
Daraus folgt das gesuchte Ergebnis

(35) _‘(R1+R2)=P11+P92+P33’

wobei rechts die normierten Verinderlichen &; einzusetzen sind®).

§ 79. Ein Satz von Christoffel iiber geschlossene Flichen.

Als Anwendung der Formel (35) fiir R, - R, soll jetzt folgender
von E. B. Christoffel 1865 gefundene Satz®) bewiesen werden:

% Vgl. dazu die Angaben von Aufgabe 13 des § 51.

10 E. B. Christoffel: Uber die Bestimmung der Gestalt einer krummen
Fliche durch lokale Messungen auf derselben. Werke I. Leipzig und Berlin
1910. S. 162—177. Vgl. auch A. Hurwitz: Sur quelques applications géo-
métriques des séries de Fourier, Ecole Normale (3) 19 (1902), S. 357—408.
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Betrachten wir eine geschlossene Fliche §, die sich durch (passend
gerichtete) parallele Normalen eineindeutig auf die Einheitskugel abbilden
lapt! Durch die Angabe von R, -+ R, als stetige und etwa analytische
Funktion auf dem sphirischen Bilde ist die Flache § bis auf Parallel-
verschiebungen eindeutig bestimmi.

Zum Beweise wollen wir die Funktion (R, + R,) auf der Einheits-
kugel nach sogenannten ,Kugelfunktionen® entwickeln. Das heiBt,
wir setzen

(36) R, +R,= %Q%Uk(fvfﬂ’ €3)s

wobei U, eine Form vom Grad %k in den ¢ ist, die der Differential-
gleichung von Laplace geniigt:

a-z a? 62 N
(37) <_T’+675;2+‘W32) Uk(“vas’ o) =0.

oa,®

Die Moglichkeit und Eindeutigkeit dieser Entwicklung setzen wir als
bekannt voraus!!). Entsprechend soll die Stiitzfunktion P von § nach
Kugelfunktionen entwickelt werden:

P= ‘(§Vk(§1’ 52: 58)

Wir wollen nun P zu einer in den «; homogenen Funktion ersten
Grades machen. Dazu brauchen wir nur zu setzen

V ((Z [+4 (x)
P El k 1’ 2’ 3/

r=\/¢x12+¢x22—{—¢xs .

Auf die normierte Funktion kénnen wir die Formel (35) anwenden.
Es ist

Vi — Y 0° Vk 6Vk_ 0
(39) (24 60:,) 7‘~1 2oy +2 Z' da; dey r’“

=7 Z s s
13

Das erste Glied rechts fillt weg, da V, ebenso wie U, der Differential-
gleichung von Laplace (37) geniigt. Andrerseits ist

. 0o 1
(40) da 1 —(k— 1) k+1
und somit wegen der Homogeneltit von V,
y oV, @ BR—1)
L Poy Doy rk~1 2R K

1y Vgl. etwa E. Heine: Handbuch der Kugelfunktionen. 2. Aufl., Leipzig 1881.
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Ferner hat man durch nochmalige Ableitung von (40)

2 1 e K3k 42
%].541—42"‘74 3k~ 1) 1"+1 + 2’ (** —1) 555 rk+3 Py TSI
Somit nimmt die Formel (39) die Gestalt an
: , Vi, BtR=2) _ (A=1)(k+2)
(41) (2' 805;) —Ea = T o Ve

Aus (38) ergibt sich also, wenn gliedweise Ableitung zuldssig ist,
nach (35) fir r =1

R1 + R2 :g(k - 1)(k + 2)Vk (51: Es’ Es)‘

Wegen der Eindeutigkeit der Reihenéntwicklung mull die letzte Reihe
mit der unter (36) Glied fiir Glied iibereinstimmen. Es ist also

1
(42) Ve= amneTn ¥
In der Entwicklung von (42) verschwindet der Koeffizient V,. Also
ist V, = ¢, & + ¢, & 4 c;&; beliebig, was damit zusammenhingt; daB
der Ursprung willkiirlich wihlbar ist. In der Reihenentwicklung von
R, + R, muB dann das lineare Glied U, fehlen, was wegen der
,,Orthogonalititseigenschaft der Kugelfunktionen?) bedeutet, daf3

(43) f(R.l + Ry)édw =0

sein muB. Darin bedeutet dw das Flichenelement der Kugel. Die
Integration ist iiber die ganze Kugelfliche zu erstrecken. Im iibrigen
darf die Funktion R, + R, auf der Kugel beéliebig vorgeschrieben
werden, Die dazugehorige Stiitzfunktion P ist aus (42) (bis auf be-
liebiges V,)-eindeutig bestimmt.

Es soll' noch schnell gezeigt werden, daB die Integralgleichungen
(43) tatsichlich fiir jede geschlossene Fliche gelten. Es seien d,01
do, die Bogenelemente des sphirischen Bildes, die den Bogen-
elementen ds,, ds, der Kriimmungslinien entsprechen. Dann gilt
fiir das Oberflichenelement

do=ds,-ds, = (R, do,)- (R,do,)
und fiir das Flichenelement der’ Parallelfliche im Abstand 4:
(44) do, = (R, + h)do,-(Ry+ h)do, = do - h(R, + R,)dw + K dw.
Nun ist offenbar identisch in A
Jédo, =0,

d. h. die Projektion unsrer geschlossenen Fliche auf eine Ebene hat
den Gesamtflicheninhalt Null, Setzt man fir do, aus (44) den Wert

k_‘O:-‘:

) [V, ¥, do=0 firid k.
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ein, so ergibt sich die Richtigkeit unsrer Behauptung:

f(Rl + Ry)§;dow = 0.
Von Konvergenzschwierigkeiten ist hier abgesehen worden. Sie
werden von vornherein vermieden, wenn wir die betrachteten Funk-
tionen als regulir und analytisch auf der Fliche voraussetzen.

§ 80. Ein Satz von Hilbert iiber Flichen festen
negativen KriimmungsmaSes.

Ahnlich, wie wir in § 75 Formeln fiir Flichen mit K = 1 ab-
geleitet haben, wollen wir jetzt Formeln fir K= — 1 berechnen.
Wir setzen, indem wir wieder die Kriimmungslinien als Parameter-
linien wihlen,

R, =tgo, R,= —ctgo.
Dann zeigen wir genau so, wie in § 75 (8), daB man setzen kann:

VE = sing, VG = coso

und daraus nach § 75 (2)
L = {|-sinocoss, N= — singcoso.
Die Differentialgleichung der Asymptotenlinien hat somit die Form
(45) (du + dv)(du — dv) = 0.
Fihren wir also durch die Formeln
u=p—gq, v=p+tgq

neue Parameter p, ¢ ein, so sind die neuen Parameterlinien p, ¢ = konst.

oder u 4 v = konst. die Asymptotenlinien der Fliche. Das Bogen-
element hat die Form

(46) ds®=— du®sin?¢ - dv® cos® o = dp> + 2dpdgcos 26 + dg°.
Hieraus ergibt sich nebenbei, daB bei einem Viereck aus Asymptoten-
linien die Gegenseiten gleich lang sind. Solche Kurvennetze (mit
E = G =1) auf beliebigen Flichen hat der russische Mathematiker
P. L. Tschebyscheff 1878 untersucht!3). Spannt man ein Fischnetz
iiber eine krumme Fliche, so bildet es eine solche Figur,

Wendet man auf das Bogenelement in $, ¢ die Formel von
Gauf (§ 49) an, so findet man fir den Winkel 2 ¢ == o der Asym-
ptotenlinien die Differentialgleichung

)

(47) 55g = sin .

13y P.L. Tschebyscheff : Sur la coupe des vétements, Oeuvres 11, S. 708. 4. VopB:
Uber ein neues Prinzip der Abbildung krummer Oberflichen, Mathem. Annalen
19 (1882), S. 1—26. L. Bianchi: Lezioni di geometria differenziale. 3. Aufl.
1920. I, S. 153—162. S .
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Hieraus kann man z. B. fiir die Oberfliche

F=ffsinwdpdq
einfache Folgerungen herleiten. Fiir ein Viereck aus Asymptoten-
linien p, << p << p,, g, < g < ¢, erhilt man

F=w(py;q) — @(pys9a) + @ (b %)
—w (pe’ ql)
oder, wenn man die Innenwinkel mit «, be-
zeichnet (Fig. 24),
(48) F=o 4o+ o +a, - 27;
0<ea, <m,

eine Formel, die 1878 von J. N. Hazzidakis
angegeben worden ist!4).

Die bekannten Flichen mit K= — 1,
wie die von Minding gefundenen Schrauben-
flichen sind alle mit singuldren Linien behaftet.
D. Hilbert hat deshalb die Frage aufgeworfen, ob es auch unbe-
randete und im Endlichen iiberall regulire, analytische Flichen mit
K= —1 gibt. Er bhat gezeigt, dal dies nicht der Fall ist3).

Gibe es eine solche Fliche, so wiren ihre Asymptotenlinien im
Endlichen durchweg reguldre, analytische Kurven, von denen durch
jeden Flichenpunkt zwei mit verschiedenen Tangenten hindurchliefen,
so daB wir den Winkel w auf die Werte 0 <« w < n beschrinken
konnten. Deuten wir die Parameter p,q gleichzeitig als rechtwinklige
Koordinaten in einer Ebene, so entspricht jedem Punkt der Ebene
sicher ein einziger Flichenpunkt. Die Fliche ist ein eindeutiges
Abbild der Ebene. In umgekehrter Richtung braucht die Abbildung
von vornherein nicht eindeutig zu sein, da es geschlossene Asym-
ptotenlinien geben kénnte. Da nach (47) w
lings keiner Asymptotenlinie fest bleibt,
konnten wir den Ursprung der p, ¢ auf der
Fliche und die positive p-Richtung so wihlen,
daBl w(p, 0) fir 0 < p < p, wichst. Dann
hitten wir

(49) @ (p,9)— »(0,9) = 0 (p,0) — @ (0,0)

y 4
P P2 +6f6f sinw-dpag.
Fig. 25.

Hieraus folgt: w wichst auf jeder Strecke
g=konst. >0, 0 <p < p, mindestens ebenso stark wie auf der Strecke
=0, 0 < p < p, (da das Doppelintegral positiv ist).

14) J. N.Hazzidakis: Uber einige Eigenschaften der Flichen mit konstantem
Kriimmungsmafi, Crelle 88 (1880), S. 68—78.
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Betrachten wir dann (Fig. 25) das Viereck 0 < p < p, < p,,
0<g<g,, und setzen wir w(p,, 0) — w(p,, 0)=e¢. Dann gibt es
in diesem Viereck fiir geniligend groBes ¢, sicher eine Stelle, an der

. &
=7 —
ist. Bliebe namlich stets w < 7 — (¢:2), so wiirde in (49) das Inte-
gral fiir geniigend groBes ¢ beliebig groB werden, da etwa fiir
$,:2 <p < P, stets

(50) o (%,0) —0(0,0) < w(p, g < —

&

2

ist. Also bliebe sin @ iiber einer positiven Schranke. Dann konnte
man aber w (p, q) beliebig vergréBern entgegen der Annahme w < .
Es sei nun $,, ¢, eine Stelle (0 < p, < p,), Wo

o (py> 9o) = 7 — ’%
ist. Nach (49) wire

(51) @ (py; 90) — @ (Py> 9p) = @ (g, 0) — @ (B, 0) —I—pf(:fosina)-d;‘)-dq

> o(p,, 0) — w(p, 0)=¢
und daher

o (py, 9) > ”+"2£‘-

Somit {iberschritte der Winkel w den Wert & auf der Strecke
Do < P < Py, g=4¢q, entgegen der Voraussetzung. Dieser einfache
Unmoglichkeitsbeweis stammt von Erik Holmgren 190219).

SchlieBlich sei noch kurz auf den Gedanken des urspriinglichen
von Hilbert stammenden Beweises hingewiesen. Aus der Tatsache,
dal} die Asymptotenlinien ein Tschebyscheffnetz bilden, schlieBt Hilbert,
daB es keine geschlossenen Asymptotenlinien geben kann. Deshalb wire
jede Fliche der gewiinschten Art eineindeutiges Abbild der p, q- Ebene.
Aus der Formel (48) von Hazzidakis fiir die Fliche eines Vierecks aus
Asymptotenlinien koénnte man entnehmen, daBl jede solche Fliache
< 2z sein muB, daB daher die Gesamtfliche < 2z sein wiirde.
Hingegen kann man aus der Abbildung auf die Halbebene von
Poincaré (§ 61) leicht sehen, daB die Gesamtfliche

daxd
[z =

y>L
unendlich ist. Somit fiihrt die Annahme des Vorhandenseins einer
singularitdtenfreien und unberandeten Fliche mit K= — 1 auch auf

diesem Wege zu einem Widerspruch.

1%) E. Holmgren: Paris, Comptes Rendus 134 (1902), S. 740—743.
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§ 81. Bemerkungen iiber geschlossene geoditische Linien
auf einer Eifliche nach H. Poincaré.

Ausgehend von astronomischen Fragestellungen iiber das ,Drei-
korperproblem* hat Poincaré die geschlossenen geodatischen Linien
aut einer Eifliche untersucht'®). Man kann sich leicht veranschau-
lichen, daB3 es auf jeder Eifliche mindestens eine solche geschlossene
geoditische Linie€ geben muf.

Wendet man nimlich zundchst auf eine derartige Linie die
Integralformel von Bonnet (§ 63 (97)) an, so ergibt sich

[Kdo=2a,

d. h. das von unsrer Kurve umschlossene Fliachenstiick hat die Gesamt-
kriimmung 2z. Bilden wir unsere Eiflichen etwa durch parallele
duBere Normalen auf die Einheitskugel ab, so konnen wir feststellen:
Das sphdrische Abbild einer geschlossenen geoddtischen Linie halﬂet
die Oberfliche der Einheitskugel.

Deshalb hegt es nahe, umgekehrt von allen auf unsrer Eifliche
liegenden geschlossenen Linien auszugehen, deren sphirisches Abbild
die Kugel hilftet, und unter diesen die kiirzeste aufzusuchen. Es
wird behauptet, daB diese kiirzeste eine geoditische Linie ist. Gehen
wir von einer geschlossenen Kurve auf unsrer Eifliche zu einer be-
nachbarten iliber dadurch, daB wir senkrecht zur Kurve die Strecke d»
abtragen, so andert sich der Umfang L nach der Formel § 54 (18)

OL— —§ "Q:’ ds.
Die Anderung der Gesamtkrimmung des umschlossenen Oberflichen-
teils der Eifliche ist (vgl. § 59 (49))
0Q = —§K-8n-ds.
Soll nun die Ausgangskurve bei gegebenem 2 — 25 den Kleinstwert

des Umfangs ergeben, so muB aus ¢ = 0 folgen 4L = 0. Daraus
schlieBt man wie in § 25

(52) 1 AK, i = konst.

Og
Nun ist nach Bonnet

§%° L Q=2a,
Qg

also
(53) § Zs — 1§Kds = 0.
g
Da- aber auf der Eiftiche das KrimmungsmaB K> 0 ist, folgt A=0
und 1:9 ==0. D.h. unsre Kurve ist in der Tat geoditisch.

16) H. Poincaré: Sur les lignes géodésiques des surfaces convexes, Americ.
Transactions.' 6 (1905),.(S. 23y—274.
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Das Vorhandensein, einer Losung des Variationsproblems £ — 2 7,
L'= Minimum ist aber recht einleuchtend und kann auch nach Me-
thoden bewiesen werden, die im Anschiu3 an Hilberts Untersuchungen
iiber das sogenannte Prinzip von Dirichlet ausgebildet worden sind'?).
Poinéaré hat durch ein physikalisches Gedankenexperiment deutlich
zu machen gesucht, daB die l6sende geschlossene geoditische Linie
keine mehrfachen Punkte besitzt.

Nachdem auf diese Weise das Vorhandensein efner geschlossenen
geoditischen Linie auf jeder Eifliche veranschaulicht ist, soll nach
einer Mitteilung von G. Hergloiz gezeigt werden, dal} es ihrer min-
destens dret geben mufB, die keinen Doppelpunkt haben.

Zu diesem Zweck ordnen wir zunichst jeder geschlossenen Kurve
einen Vektor p zu nach der Formel

(54) b =§g><dg‘,

wo das Integral rings um die Kurve zu erstrecken ist'®), Wir nehmen
nun zu unserem Variationsproblem (auf der gegebenen Eifliche eine
geschlossene Kurve mit 2 = 2z und L = Min. zu finden) noch die
Bedingung hinzu, daB der Vektor p der Kurve zu einer Geraden §
durch p parallel sein soll. Auf @ tragen wir von p aus nach beiden
Seiten hin den Kleinstwert. von L ab. Dreht man & um o, so be-
schreiben die Endpunkte dieser Strecken, wie man zeigen kann, eine
stetige Fliche §, die offenbar p zum Mittelpunkt hat und nicht durch o
hindurchgeht®). Dem Punktepaar von g, das am nichsten von o
liegt, entspricht auf der Eifliche die frither betrachtete geschlossene
geoditische Linie. Da es bei allen diesen Fragen aber nur auf erste
Ableitungen ankommt, so leuchtet ein: Jedem zu p symmetrischen
Punktepaar auf §, dessen Entfernung von o einen stationiren Wert
hat, entspricht auf der Fliche eine geschlossene geoditische Linie.
Wir haben also nur mehr festzustellen, wie'viele zu o symmetrische
Punktepaare extremer Entfernung von o auf unserer Fliche § vor-
handen sind, die o zum Mittelpunkt haben. Zundchst gibt es das
Paar p, q weitester Entfernung und das Paar geringster Entfernung.
Verbindet man auf § die Punkte p und ¢ derart, daB man sich auf
diesem Wege von p moglichst fern hilt, so entspricht dem o zunachst
gelegenen Punkt des Weges ein Sattelwert der Entfernung, Somit
gibt es mindestens drei Punktepaare ,extremer“ Entfernung, oder

"17). Man vgl. etwa O. Bolza: Vorlesungen iiber Variationsrechnung. Leipzig
und Berlin 1909, Kap. IX, S. 419—483. Vgl. im folgenden § 85.

1) Man kann tbrigens leicht sehen, dafi p von der Wahl des Koordinaten-
ursprungs nicht abhéngt.

19) Es gibt stets geschlossene doppelpunktireie Kurven auf:unserer Eifldche,
fiir die- der Vektor p = 0 ist. Die Kugel um o, die den Umfang einer solchen
Kurve zum Halbmesser hat, liegt ibnerhalb vdgn §.}
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besser ,stationdrer Entfernung, von o auf {§, Punktepaare, in denen
die Tangentenebenen senkrecht auf der Verbindungsstrecke des
Paares stehen. :

Damit wire, wenn man diesen Beweisansatz ausgestaltete?®), gezeigt:
Jede Eifliche besitzt mindestens drei geschlosseme geoddtische Linien.

Weitgehende mechanische' Untersuchungen, die mit der Frage
der geschlossenen geoditischen Linien zusammenhingen, sind kiirzlich
von dem Amerikaner G. D. Birkhoff angestellt worden?®?).

§ 82. Erdmanns Eckbedingung.

O. Bonnet hat 1855 gezeigt, daB zwischen der Kriimmung und
der Gesamterstreckung einer Eifliche der Zusammenhang besteht: Isf
das Kriimmungsmap K auf einer Etfliche durchweg > 1: A% so ist
die Entfernung irgend zweier Flichenpunkte stets << mA. Wir gehen
darauf aus, den besonders geistvollen Beweis dieses Satzes, dessen
Gedanke ebenfalls von Bonnet stammt, vorzufiihren. Wir beginnen
damit, eine auch an und fiir sich anziehende Hilfsbetrachtung aus
der Variationsrechnung einzuschalten.

Nehmen wir eine Variationsaufgabe einfachster Art. Es sollen
zwei Punkte 2, y,; z,, y, durch eine Kurve y = y(x) so verbunden
werden, dafl das Integral

(55) 7=Jtey e

lings dieser Kurve erstreckt, einen extremen Wert bekommt. Dabei
wollen wir untersuchen, ob es moglich ist, daB die losende Kurve
y =y (x) an einer Stelle z;, y, einen Knick haben kann, so daB in
leicht verstindlicher Bezeichnung die Beziehungen bestehen

y{zs — O) = y(z; 4+ 0),
(56) Y (@ — 0) ="y,
yl (xs + 0) — y'*_
Gehen wir zu einer Nachbarkurve iiber
¥ () + &9 (),
mit 5 (z,) = n(x,) = 0, so wird, unter der vereinfachenden Annahme,
dal der Knickpunkt auf der Geraden z = z, fortriickt,

J(e) =sz(w, y+en, ¥ +en)dz +zf f@ y+en ¥+ ey)de.

20) Es wire dabei z. B. die Differenzierbarkeit der Fliche § nachzuweisen.

2Y) G.D. Birkho{f: Dynamical systems with two degrees of freedom, Ameri-
can Transactions 18 (1917), S. 199—300. Neue Ergebnisse iiber geoditische
Linien auf Eiflichen bei 4. Speiser, Vierteljahrsschrift der naturforschenden
Gesellschaft in Ziirich 56 (1921), S. 28—33.
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Daraus folgt durch Ableitung
Z, z,
I ©) = [ (fyn+ton)dz + [ (fyn + fyrof) d=
1 3

und durch Integration nach Teilen

(67) I'(0) ZJ‘<f‘/ - ;_xfy') ﬂdw—f‘f(fy.“‘ gd; fy'> ndx -4~ 0y (*fy — f)-

Darin bedeutet 7, den Wert, den 5 an der Stelle z; annimmt und

*fy =ty (%35 ¥, *¥)-
Wegen der Freiheit in der Wahl von y ist fiir J’(0)=- 0 notwendig

(58) fo— & fy =0,
daB also die beiden Teile der Kurve y = y(z) der Differential-
gleichung (58) von Euler und Lagrange geniigen. Dazu kommt noch
die folgende Eckbedingung Erdmanns
{69) *fy =1

Obwohl spiter kein Gebrauch davon gemacht wird, sei in Kiirze
angegeben, wie man die zweite Eckbedingung Erdmanns aufstellt.
Deuten wir das ,Grundintegral“ J unseres Variationsproblems als Zeit,
die ein Punkt braucht, um die Bahn y (%) zu durchlaufen, und tragen
wir dann die zu einem festen Punkt x,, y, und einer verdnderlichen
Richtung ¢’ gehorigen Geschwindigkeitsvektoren

!

dx 1 dy ¥

"Ta T MTTalTT
vom Punkt z,, y, aus ab, so erfiilllen diese Endpunkte dieser Vektoren
die sogenannte Eichkurve oder Indikatrix des Punktes w,, y,. Fiir
die Richtung der Eichkurve erhilt man

dn_ v _ ¥y -f
(60) L "
und fiir ithre Tangente die Gleichung

. (I s)

f fy
Daraus folgt fiir den Schnittpunkt mit & = 0
) 1
61). =
(61) 1=,

Die erste Bedingung (59) Erdmanns sagt also aus, daB die zu den
Richtungen *y und 4'* gehorigen Punkte der Eichkurve Tangenten
besitzen, die die Gerade £ =0 im gleichen Punkt treffen. Da aber
die Eckbedingung und die Eichkurve von der Achsenwahl unabhingig
Blaschke, Differentialgeometrie I. 2. Aufl. 10
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sind, miissen die Tangenten zusammenfallen (Fig. 26.) Das gibt nach
(59) und (60) die zweite Erdmannbedingung
(62) =y )=~
*.01 Die beiden Eckbedingungen
*f .ﬂ' == f 17' E)
=y t) =~y
hat G. Erdmann 18752%) und etwa
zur selben Zeit K. WeiersiraB in
seinen Vorlesungen iiber Variations-
rechnung angegeben. Die geometrische
Deutung der Eckbedingung stammt
3 5 von C. Carathéodory®®). Die beiden
-0 ——— o= Richtungen *y' und ¢'* an dér Eich-
8. &0 kurve des Knickpunkts miissen zu den
Beriihrungspunkten einer Doppeltangente hinzielen (Fig. 26).

§ 83. Die Bedingung von Jacobi.

Wenn ein Grofikreisbogen' auf einer Kugel zu einem seiner Punkte
auch den diametral gegeniiberliegenden innerhalb des Bogens enthilt,
so gibt dieser GroBkreisbogen sicher nicht die kiirzeste Verbindung
seiner Endpunkte. Es handelt sich darum, diese einfache Bemerkung
auf eine beliebige geoditische Linie einer beliebigen Fliche zu iiber-
tragen.

Wir nehmen auf dem zu untersuchenden geoditischen Bogen
den Anfangspunkt a zum Ursprung eines Systems geoditischer Polar-
koordinaten (§ 57)

‘ ds* = dr* 4- Gdg?,
dann geniigt, auf dem geoditischen Kreis 7 — konst. gemessen, die
Entfernung

dn=VGdy
zur unendlich benachbarten geoditischen Linie durch q der Differential-
gleichung (§ 58 (41)) oder
d%én

(63) i + K(r)-6n =0,
wo K(r) das KrimmungsmaB der Fliche auf unsrer geoditischen
Linie ist, Die Verallgemeinerung des zu a diametral gegeniiber-

) G. Erdmann: Uber unstetige Losungen in der Variationsrechnung,
Crelles. Journal 82 (1877), S. 21—30.

) C. Carathéodory: Uber die diskontinuierlichen Lésungen in der Varia-
tionsrechnung, Dissertation Gottingen 1904, vgl. den Schluf S. 71.
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liegenden Punktes wird der zu a ,konjugierte Punkt o/ auf unsrem
geoditischen Bogen genannt. Der ist so erklirt: man ermittelt die
bis auf einen konstanten Faktor bestimmte Lésung dx der ,, Jacobi-
schen Differentialgleichung® (63), die in a verschwindet. Die auf q
folgende Nullstelle dieser Losung d# gibt den konjugierten Punkt o’
Wir werden erwarten konnen: Liegt o' wor b, so ergibi umser geoda-
tischer Bogen ab keinen kiirzesten Weg zwischen seinen Endpunkien.
Zum Nachweis nehmen wir unsre geoditische Linie als Kurve

v=0 eines rechtwinkligen Netzes von Parameterlinien, wihrend wir
als Kurven # = konst. die die Kurve v =0 senkrecht schneidenden
geoditischen Linien wihlen. (Vgl § 56.) Dann bekommen wir das
Gaupische Bogenelement

ds® = A%*du® 4- dv?
mit

A(u,00=1, A, (%, 0)=0.

Fir die Bogenlinge der variierten Kurve

v=10v(u)=¢cv(u)
erhalten wir, wenn wir nach Potenzen von & entwickeln,

S(e)= f VAT o2 du
szl +9?4,,(»,0)+ 92 ... du
=fdu+1[{*A4,,(u 0 +v3dut....
Setzen wir, wie iiblich
S(e)=S(0)+6S+36°S+...,
so ergibt sich also neben dem selbstverstindlichen S = 0 fiir die
,2weite Variation* der Bogenlinge der Ausdruck

(64) »2s=[ {v*4,,+ v} du.

Nach § 58 (41) hat das KriimmungsmaB lings unserer geoditischen
Linie v =0 den Wert

(65) K= —4,,.

Schreiben wir statt » noch s (Bogenlinge auf v = 0), so haben wir
fiir die zweite Variation die endgiiltige Formel

(66) 8:S = f{v"" — K(s)-v*}ds®).

Soll die Ausgangskurve v = 0 einen kiirzesten Weg zwischen
ihren Endpunkten ergeben, so mull neben S’ (0) = 0 noch die bekannte
Bedingung S”(0) > 0 oder

#S>0
gelten fiir jedes v, das in den Randpunkten verschwindet. Falls das

%) Fiir v = konst. bekommt man hieraus die Formel § 74, Aufg. 1.
10*
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KrimmungsmaB3 K durchweg <{ 0 ist, ist diese Bedingung sicher
erfiillt. Wir wollen im folgenden den entgegengesetzten Fall K > 0
behandeln. Um auch dann iiber das Vorzeichen von 42S ins klare
zu kommen, benutzen wir einen hiibschen, von G. A. Bliss stammen-
den Gedanken??). Soll °S > 0 sein fiir alle », so muB die Kurve
v =0 ein Minimum des Integrals
%S =f{v'9 — K(s)v*}ds

ergeben. Dieses Integral laBt sich als Sonderfall des Grundintegrals
fir das in § 82 behandelte Variationsproblem betrachten. Wir kénnen

also die dort entwickelte Theorie hier anwenden, Die Differential-
gleichung von Euler und Lagrange (58) nimmt hier die Gestalt an

(67) vV 4+ Kv=0,

fallt also mit der Differentialgleichung Jacobis (63) zusammen. Be-
stimmen wir von dieser Differentialgleichung die im Anfangspunkt q
unseres geoditischen Bogens verschwindende (aber nicht identisch
verschwindende) Losung. Ihre in der Richtung der wachsenden s
nichste Nullstelle auf » == O falle nach o’ vor den Endpunkt b des
geoditischen Bogens. Dann konstruieren wir eine Funktion %(s), die
zwischen q und @ mit der eben aufgestellten zusammenfillt, und die
von o' an identisch Null ist. Wir haben dann

’

(68) f{a'e—m?}ds=—faﬁ{ﬁ”+K7f}d8=°-

Da wir die Kurve in beliebiger Niahe von v =0 (Fig. 27) wihlen
konnen (¢ beliebig klein), so miilte, da fiir v(s) 6°S =0 erfiillt ist,
die Kurve ebenfalls ein Minimum von %S ergeben, wenn §2S stets
> 0 sein soll. Also miifite v(s) eine geknickte Extremale des Varia-
tionsproblems (4% S = Extrem) sein. Wen-
v den wir auf den Knick an der Stelle o’
die Eckbedingungen Erdmanns an, so

ergibt die erste

> *pl ok
& O B/ S v =1v*¥=0.
Fig. 27. Das ist aber unmoglich, da eine nicht

triviale Losung der Jacobischen Gleichung
v” 4 Kv = 0 nicht gleichzeitig mit ihrer Ableitung verschwinden kann.

Damit ist die Notwendigkeit von Jacobis Bedingung erwiesen:
Soll ein geoddtischer Kuyvenbogen ab die kiirzeste Verbindung seiner
Endpunkte ergeben, so darf der zu a konjugicyvte Punkt o' nicht in den
Bogen hineinfallen (o’ > b).

%) G. A. Bliss: Jacobis condition . .., American Transactions 17 (1916),
S. 195—206.
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Natiirlich ist hierin auch die Moglichkeit enthalten, daBl es gar
keinen zu g konjugierten Punkt o’ gibt, wie bei Flichen mit K < 0.

Noch eine Bemerkung! Aus dem vorigen ergibt sich, da man
fir o’ < b stets in beliebiger Nihe von v = 0 eine Verbindung zwischen q
und b mit einem Knick herstellen kann, fiir die 6%S << 0 wird. Dann
kann man aber immer die Ecke so abrunden, daB sich der Integral-
wert 6°S so wenig andert, da} auch fiir die abgerundete Kurve v (s)
noch 425 < 0 ausfillt.

Dieser von Bliss stammende Beweis fiir die Notwendigkeit von
Jacobis Bedingung 1iBt sich ganz entsprechend fiir allgemeinere
Variationsprobleme durchfiihren. Die ersten Beweise fiir die Not-
wendigkeit der Bedingung Jacobis gehen auf K. WeierstraB, G. Erd-
mann und H. 4. Schwarz zuriick. Sie benutzen ebenfalls die zweite
Variation?®).  Jacob: hat seine Bedingung 1836 gefunden?®?).

Es gibt noch ein von G. Darboux®®) stammendes, anschauliches
Verfahren, um die Notwendigkeit der Bedingung Jacobis einzusehen.
Nur versagt dieses Verfahren in gewissen Ausnahmefillen. Die ersten
zu einem Punkt a einer Fliche konjugierten Punkte erfilllen im all-
gemeinen eine Kurve, die die geoditischen Linien durch a einhiillt.
Es seil nun a, o' ein Paar konjugierter Punkte. Die Einhiillende habe
in o keine Spitze. Dann kann man in der Nihe von o’ einen Punkt b’
der Einhiillenden so wihlen, daB nach dem Hiillkurvensatz (§ 65)
zwischen den Bogen die Beziehung besteht (vgl. Fig. 23, S. 113)

ad =ab+ba.

Nun gibt es zwischen den Punkten §’, o’ sicher noch einen kiirzeren
Weg als die Einhiillende, da diese nicht geoditisch ist. Denn durch
jedes Linienelement geht nur eine geoditische Linie. Somit gibt es
von a nach o im allgemeinen einen kiirzeren Weg als den vor-
gegebenen geoditischen.

Diese Betrachtung versagt, wenn die Einhiillende in o’ eine a
pzugewandte® Spitze hat (vgl. Fig. 32, S. 161).

§ 84. Satz von Bonnet iiber den Durchmesser einer
Eifliche.

Nach den Vorbereitungen von § 82 und § 83 sind wir jetzt in
der Lage, den zu Beginn von § 82 angekiindigten Satz Bonmnefs zu
beweisen, den man auch so fassen kann:

26) Vgl. etwa O. Bolza: Vorlesungen iiber Variationsrechnung, Leipzig 1909,
S. 82—87. Ein einfacher Beweis fiir die Bedingung Jacobis im Fall der geo-
datischen Linien findet sich bei G. Darboux, Surfaces III (1894), S. 97.

2% C. G. J. Jacobi: Zur Theorie der Variationsrechnung, Werke 1V, S. 3955,

) G. Darboux: Surfaces III, S. 86—88.
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Wenn fiir das Kriimmungsmaf in allen Punkten einer Eifldche die
Beschrankung K > (1 : A®) besteht, so gilt fiir ihren Durchmesser D <m A.

Dabei ist unter ,,Durchmesser“ die GréBtentfernung zweier Flachen-
punkte zu verstehen. Zum Beweise greifen wir auf der Eifliche irgend
zwei Punkte a, b heraus und nehmen als bekannt an, daBl es einen
allerkiirzesten Weg auf der Fliche zwischen a und b gibe, und daf
dieser einer geoditischen Linie angehore. Dann liegt (§ 83) sicher
der zu a konjugierte Punkt o’ nicht diesseits b (a' > b). Die raum-
liche Entfernung von g nach b ist jedenfalls < als die geoditische
Entfernung zwischen g und o’. Dann braucht man also nur mehr
zu zeigen:

Aus K > (1:4%) folgt, daf die geoditische Entfernung S zweier
konjugierier Punkte einer geoddtischen Linie < m A ist.

Das 1aBt sich folgendermafien einsehen. Hat man zwei Differen-

tialgleichungen

v + K(s)v=0,

v’ + L(s)w=0,
wobei

K(s)=L(s)

ist, so liegen nach einem Satz von J. C. F. Sturm?®) (1836) die Null-
stellen von v(s), kurz gesagt, dichter als die von w(s). D. h. bes
wachsendem Kriimmungsmaf riicken die konjugierten Punkte dichter
zusammen. Hat man also zwei Losungen v, w mit einer gemeinsamen
Nullstelle s;, so kann die nichste Nullstelle s, von w nicht vor der
niachsten Nullstelle von v liegen. Wir hitten nidmlich sonst

(69) j!{v (@' 4+ Lw)— w@" + Kv)}ds=0
oder durch Intesglration nach Teilen
[ve —wd]} = j"vw(K — L)ds.
Wegen der Randbedingungen (v (s:; =w(s,) = w(s,) = 0) gibt das
(100 v (Sy) 2 (s5) = fsz(K — L)ds.
&

Wirenun » >0 in 5, <s<s, und w >0 in 5, < s <'s,, so hitten
wir »'(s,) <0, da w von positiven zu negativen Werten iibergeht.
Also wire die linke Seite von (70) sicher kleiner als Null, wihrend
die rechte Seite >0 ist, was einen Widerspruch ergibt. Ahnlich er-
ledigen sich die iibrigen Fille.

) J. C. F. Sturm: Mémoire sur les équations différentielles du second
ordre. Journal Liouville 1 (1836), S. 131.
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Setzen wir insbesondere L = 1: A% = konst., so wird
(71) w = @ CoS (%) -+ bsin (;)
und demnach wegen w(s +n d)= — w(s)

s, — s, = n 4 = konst.

Somit gilt fiir die Entfernung S benachbarter Nullstellen von v jeden-
falls S<n 4.

Damit ist die Behauptung bestitigt. Der franzosische Mathe-
matiker Sturm (1803——-1855), von dem der hier benutzte Satz und
verwandte Sitze aus der Algebra herrithren, soll der eigenen Wert-
schitzung dieser schonen ,,Sturmschen Sitze“ in seinen Vorlesungen
dadurch Ausdruck verliehen haben, dafl er von den Theoremen sprach,
»deren Namen zu tragen ich die Ehre habe“

Mittels der eben vorgetragenen SchluBweise zeigt man auch leicht:
Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen einer Lisung der Diffe-
rentialgleichung v" + Kv = O licgt immer genaw eine Nullstelle jeder
davon linear unabhdngigen Lésung derselben Gleichung.

Bonnet hat seinen Satz und im wesentlichen auch den hier mit-
geteilten Beweis 1855 verdffentlicht®0).

An den von Minding aufgestellten spindelférmigen Drehflichen
konstanter Kriimmung kann man leicht feststellen, daB die Ungleich-
heit Bomnels die wahre Schranke liefert, d. h. daB D dem Wert 7 4
beliebig nahe riicken kann.

Die ganze vorgetragene Beweisart hat noch einen Haken. Es
wurde nimlich als ,selbstverstindlich“ hingestellt, daB es zwischen
zwel Punkten einer Eifliche wirklich stets einen allerkiirzesten Weg
gibt, der einer geoditischen Linie angehért. Auf diese Schwierigkeit
kommen wir im nichsten Abschnitt zuriick. Einen Beweis, der die
Existenzfrage umgeht und auch weitergehende Ergebnisse liefert, hat
der Verfasser 1916 erbracht3!).

§ 85. Das Vorhandensein kiirzester Wege auf Eiflichen.

Es ist im vorhergehenden die Frage aufgetaucht: Gibt es zwischen
zwei Punkten a und b einer Eifliche § immer einen Kkiirzesten Weg
auf §? Wenn ja, ist dann dieser kiirzeste Weg geoditisch? Fiir
diese vom Standpunkt des Physikers ziemlich selbstverstindliche
Tatsache soll hier ein Beweis erbracht werden unter der Voraus-
setzung, daB die Eifliche beschrinkt und durchweg regulir und analy-
tisch sein soll. Bezeichnen wir den gréfBten Wert des Kriimmungs-

%) 0. Bonnet: Comptes rendus, Paris 40 (1855), S. 1311—1813.
31) Man vgl. etwa W. Blaschke: Kreis und Kugel, Leipzig 1916, S. 119.
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maQes K auf § mit 1: B2, so folgt aus K < 1: B® nach dem Sturmschen
Satz von § 84 fiir die geoditische Entfernung S zweier konjugierter
Punkte

(72) S=>aB

genau entsprechend, wie wir vorhin S nach oben hin abgeschitzt
haben.

Ziehen wir daher von einem Punkte a auf § aus in allen Rich-
tungen geoditische Bogen von der Linge z B, so iiberdecken diese
den geoditischen Entfernungskreis {a, #B}. Dreht man nimlich
diesen ,geoditischen Radius“ so um seinen Anfangspunkt a, daB der
Anfangswinkel @ mit einer festen Richtung in der Tangentenebene
von a stetig wachsend die Werte von 0 < ¢ < 25 durchliduft, so
hat nach Voraussetzung die Differentialgleichung Jacobis

@ on —~Koén=20,
ar?

worin (vgl. § 57)

ddn

< ar )7 0: d(p

die Entfernung zum unendlich benachbarten Radius angibt, eine .posi-
tive Losung (6n >0 fiir 0 <7< nB). Deshalb bewegt sich dieser
Radius stets nach derselben Seite vorwirts. Da er schlieBlich (¢ = 2 )
in die Ausgangslage (¢ = 0) zuriickkehrt, ist man versucht zu schlieBen,
daB die geoditischen Radien durch g mit der Linge nB die Kreis-
fliche {a, # B} ,,schlicht* iiberdecken, d. h. daB durch jeden inneren
Punkt (3=a) der Fliche ein einziger dieser Radien hindurchgeht.
Von der Unzuldssigkeit dieser SchluBweise kann man sich am besten
an einer diinnen und langen Ringfliche iiberzeugen, wo ein derartiger
Kreis dhnlich wie das Deckblatt einer Zigarre um den Ring herum-
geschlungen ist. B

Es handelt sich fiir das Folgende darum, sich einen geoditischen
Radius 2 R > 0 so zu verschaffen, daB alle Kreise {a, 2 R} auf unsrer
Eifliche § schlicht ausfallen bei beliebiger Wahl des Mittelpunkts q.
Das kann man etwa so erreichen. Angenommen, der Kreis {a, 7 B}
sei nicht schlicht. Dann verkleinern wir bei festem Mittelpunkt a den
geoditischen Halbmesser so lange, bis der Kreis aufhort sich selbst
zu uUberdecken. Der erste solche Kreis habe den geoditischen Radius 7.
Er wird sich selbst in einem Umfangspunkt p beriihren und seine
beiden Radien durch p werden zusammen ein geoditisches Eineck
mit der Ecke a bilden, denn in p schlieBen sie glatt aneinander, da
beide den Umfang senkrecht durchschneiden. Auf dieses FEineck
wenden wir die Formel von Gauf-Bonnet (§ 63, 64) an und finden

on=VG-do,

w—}—fK-d0=27t,
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wenn @ den AuBlenwinkel bei a bedeutet. Wenn wir eine geeignete
unter den beiden von unserm Eineck begrenzten Flichen auswaihlen,
so wird 0 < w < #n und daher

n<deog2n

sein. Das Integral ist die vom sphdrischen Abbild unsres Einecks
auf der Einheitskugel umschlossene Fliche £. Nach dem isoperi-
metrischen Satze fiir Kurven auf der Kugel (§ 31, Aufgabe 6) gilt
demnach fiir den Umfang A des sphirischen Bildes unsres Einecks

A2 > 47— (27— Q) > 3%

Es seien nun ds und do entsprechende Bogenelemente auf der Ei-
fliche & und ihrem sphérischen Bilde und ¢ das Minimum von (ds: d o)
auf §. Nebenbei ist ¢ der kleinste Hauptkriimmungshalbmesser von §.
Dann haben wir fiir den Umfang 2 T unsres Einecks

2T>0Ad>V3ap.

Ist nun 2 R die kleinere der beiden Zahlen z B und V3 =z 0, SO wissen
wir, daB} jeder geoditische Mittelpunktskreis {a, 2 R} auf § von seinen
Radien schlicht bedeckt wird.

Liegt nun b innerhalb oder auf dem Rande des Kreises {a, 2 R},
so gibt der Teilbogen » des ,geoditischen Radius* dieses Kreises,
der von a nach b fithrt, den kiirzesten Weg zwischen diesen Punkten.
Fihrt man nimlich geoditische Polarkoordinaten (§ 57) mit q als
Ursprung auf § ein, so ist wegen G > O in leicht verstindlicher Be-
zeichnungsweise

b b
(73) [as=[Var+Gag*> [|dar| >0

Das gilt fiir alle Kurven, die den Kreis {a, 2R} nirgends verlassen.
Tritt hingegen eine a, b verbindende Kurve aus diesem Kreise bei ¢
heraus, so ist nach dem eben bewiesenen schon ihr Teilbogen von «
bis ¢ sicher > 2R > 7.

Man kann das Ergebnis auch so fassen: Gibt es zwischen zwet
Punkten a,b von § einen Weg von der Linge S < 2R, dann gibt es
tmmer auch eine kiirzeste Verbindung, namlich auf einem geoddtischen
Radius des Kreises {a, 2 R}.

Die Linge dieses kiirzesten Weges wollen wir die geoditische
Entfernung von a und b nennen und mit [ab]=[ba] bezeichnen.
Davon kann also zundchst nur dann die Rede sein, wenn es zwischen
a und b einen Weg S < 2R gibt.

So bleibt nun der Fall zu behandeln, daB b auBerhalb des
Kreises {a, 2 R} liegt.
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Wir verbinden zundchst a und 6 auf § durch einen Weg € von
endlicher Linge S. Dieser Kurve € soll in folgender Weise eine
»geoditische Gelenkkette von der Gliedlange R“ einbeschrieben werden.
(Vgl. Fig. 28.) Wir verbinden a radial mit dem ersten Austrittspunkt a,
von € aus dem Kreise {a, R}, so daB [aa,]=R wird. Ebenso g,
mit dem ersten Austrittspunkt a, von § aus dem Kreise {a,, R}
Dieses Verfahren setzen wir so lange fort, bis wir zu einem Punktq,
von € kommen, fiir den [a,b] < R ist. Diesen Punkt q, erreichen
wir in endlich vielen, nimlich in
#n < S:R Schritten, denn jeder
Bogen q,_, a, ist linger

(=) [ap—y o] =R,

also ist S > n R, wie behauptet
wurde. g, verbinden wir mit b
durch den von § ausgehenden
geoditischen Radius. Damit ist
unsere Gelenkkette vollendet. Fiir
thre Linge L gilt

(4) S=>L=nR+[a,b].

Da die Linge S der urspriinglichen Kurve € jedenfalls > der
Linge L der einbeschriebenen Kette ist, so brauchen wir nur zu
zeigen, dall es unter den Liangen dieser a und b verbindenden Ketten
mit der Gliedlinge R, deren Gliederzahl hichstens # ist, eine kiirzeste
gibt. Das ist aber verhidltnismaBig leicht einzusehen.

Es sei L, die untere Grenze der Lingen aller ,zuldssigen Ketten,
wie wir kurz sagen wollen. Wir konnen jedenfalls aus der Menge
dieser zuldssigen Ketten eine Folge herausgreifen, so daB fiir die zu-
gehorigen Bogen die Beziehung besteht

Fig. 28.

L"—L, fir »—co.
Die zugehorigen Gelenke g,” haben jedenfalls einen Hiufungspunkt
auf §, da @ beschriankt ist. Wir konnen daber aus der Folge unserer
Ketten eine Teilfolge so aussondern, daB, wenn wir die alte Bezeich-
nung beibehalten, die Beziehung besteht

al"—»alo fir »—o00.
Daraus sondern wir eine neue Folge aus, so daB auch die Punktfolge

der a,” konvergiert:
asv s 020,

usf. Dann haben wir
o —af fir k=1,2,..., m<n,

wemn m die letzte FuBmarke ist, fiir die der zugehorige Hiufungs-
punkt nicht innerhalb {b, R} filit.
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Es wird behauptet: Die so gefundene Kette q, a,°, a,°, ..., al, b
ist zuldssig und hat die Liange L,. Dazu ist zu zeigen

(75) [af_,adl=R
und
(76) [a2 b] = lim{a” 5].

Da beide Nachweise gleich verlaufen, geniigt es, etwa den ersten zu
filhren. Wegen der Konvergenz

lim[ay  a? =0, lim[a;al]=0
P> »—>0

ist fur hinlinglich grofles »
S=[ag ,ar_,J+[az_ja7] +[afaf] < 2R.

Also existiert nach dem frither hervorgehobenen Ergebnis die geodi-

tische Entfernung von af | nach qf. Es ist

[op 2] <S.
Daraus folgt fiir » — o0

IA

[af o] <R.

Vertauscht man in dieser Uberlegung die Rolle der oberen Marken
» und O, so zeigt man ebenso

[a) a1 = R.

Es bleibt somit nur die Méglichkeit (75) iibrig.

Damit ist das Vorhandensein eines kiirzesten Weges zwischen a
und b bewiesen, und zwar ist dieser kiirzeste Weg eine Kette. Jetzt
kann man leicht einsehen, daB die Glieder dieser Kette an den Ge-
lenken a,° glatt aneinanderschliefen, dal also die ganze Kette auf
einer einzigen geoditischen Linie aufliegt. Unsere Kette muB nim-
lich wegen ihrer Kleinsteigenschaft auch zwischen den Punkten
ap_s» ak_,_1 (k=1,2...m — 1) die kiirzeste Verbindung ergeben, also
(da zwischen diesen Punkten ein Weg der Linge 2 R vorhanden ist)
mit dem geoditischen Radius zusammenfallen, der g | mit af  ver

bindet. Damit ist gezeigt, daB in . keine Ecke sein darf. Ent-
sprechend erkennt man dies auch noch fiir a,. Damit ist der Nach-
weils beendet und gezeigt:

Unter den zwet Punkle a und b auf einer Eifliche verbindenden
Wegen gibt es stets einen allerkitrzesten. Dieser gehort einer geodd-
tischen Linie an.

Seit D. Hilberts Untersuchungen von 1899 iiber das Dirichletsche
Prinzip sind die Fragen nach dem Vorhandensein eines absoluten
Extremums besonders von H. Lebesgue und C. Carathéodory behandelt
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worden®?), Das hier vorgetragene Verfahren hat den Vorteil — wenn
wir uns etwas anders ausdriicken als in diesem' Abschnitt — nur den
Satz von WeierstraB tber das Vorhandensein eines Extremums bei
stetigen Funktionen heranzuziehen. Freilich gibt es neuerdings ,Ex-
pressionisten” (vielleicht koénnte man auch sagen ,Bolschewisten)
unter den Mathematikern, die auch die Berechtigung dieses Hilfs-
mittels leugnen.

§ 86. Flichen, deren konjugierte Punkte festen
geoditischen Abstand haben.

Es mogen hier einige Bemerkungen iiber eine besonders an-
ziehende Aufgabe der Flichentheorie folgen. Man kann diese Aufgabe
auf zwei verschiedene Arten fassen.

Geht man von einem Punkt g einer Fliche lings einer geoda-
tischen Linie bis zum konjugierten Punkt o’ (§ 83), so wird der zu-
riickgelegte Weg qq im allgemeinen vom Ausgangspunkt und von
der Ausgangsrichtung abhidngen. Man kann sich nun fragen:

I. Welches sind die Flichen, bei denen die geoddtische Entfernung
konjugierter Punkle fest ist. ’

Nach dem Hiillkurvensatz von § 65 mubB sich dann die Ein-
hiillende aller geoditischen Linien durch einen Punkt q der Fliche
auf einen einzigen Punkt o’ zusammenziehen. D. h. @ hat auf der
Fliche nur einen einzigen konjugierten Punkt o’. Somit liegt die
Fragestellung nahe:

II. Alle Flichen zu suchen, bei demen zu fjedem Punkt nur ein
etnziger konjugierier Punkt vorhanden ist.

Wir wollen zeigen, dafl dann notwendig die geoditische Ent-
fernung konjugierter Punkte unverinderlich ist, so daB also die
Fragen I und II gleichwertig sind. Durchlduft man eine geoditische
Linie von a ausgehend bis zum kon-
jugierten Punkt o’ und dariiber hinaus,
kommt man wegen der Wechselseitig-
keit der Beziehung der konjugierten
Punkte zum Ausgangspunkt o zuriick,
und zwar mit der Anfangsrichtung,

Fig. 29. so daB alle geodatischen Linien ge-

schlossen sind. Fielen namlich Aus-

gangs- und Endrichtung des geoditischen Bogens in a nicht zusammen,
so miite, wenn man o nach b vorriickt, der zugehérige konjngierte

#) Literaturangaben bei O. Bolza: Variationsrechnung, 9. Kapitel, S. 419,
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Punkt zu %', da sich die Nullstellen der Differentialgleichung Jacobis
nach Sturm (§ 84) trennen, im selben Sinne auf unsrer geoda.
tischen Linie fortwandern. Also wiirde er, je nachdem man den
,vorwarts“ oder ,rickwarts konjugierten Punkt auswahlt, in zwei
verschiedene Punkte §”, b fallen, was sich mit der Voraussetzung
nicht vertrdgt. (Fig. 29.)

Jetzt 1aBt sich zunichst einsehen, daB unsre Fliche den Zu-
sammenhang der Kugel hat. Alle geoditischen Bogen zwischen a
und o’ haben namlich nach dem Satz iiber Einhiillende (§ 65) die-
selbe Liange 2R. Nach der SchluBweise von § 85 wird der ,geodi-
tische Entfernungskreis® mit dem Mittelpunkt ¢ und dem Radius 2R
von seinen Radien genau einfach iiberdeckt. Da alle Radien in o zu-
sammenlaufen, kann man diese Figur wirklich eineindeutig und stetig
einer Kugel mit den auf ihr gezeichneten Meridianen zuordnen. Die
Punkte q, o’ hilften den Umfang jeder durch sie laufenden, geschlosse-
nen geoditischen Linie.

- Aus den Beziehungen von Sturm (§ 84) zwischen den Nullstellen
von Losungen linearer homogener Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung folgt, daB die Paare konjugierter Punkte einer geschlossenen
geoditischen Linie einander trennen. Wenn man daher alle ge-
schlossenen geodatischen Linien durch a, o' betrachtet, so erkennt
man, daB jede unter ihnen die Fliche in zwei Teile zerschneidet, so
daB die Punkte des einen Teils zu denen des andern konjugiert sind.
Da jede weitere geschlossene geoditische Linie zu jedem ihrer Punkte
auch den konjugierten enthilt, erkennt man, daB irgend zwei unsrer
geschlossenen geoditischen Linien sich schneiden missen, und zwar
offenbar in konjugierten Punkten. Daraus folgt aber, daB alle unsre
geschlossenen geoditischen Linien denselben Umfang haben, daB
also die Entfernung konjugierter Punkte, die gleich dem halben Um-
fang ist, konstant sein muf3, wie behauptet wurde.

Von unsren Flichen kann man noch leicht sehen, daB sie durch
die Zuordnung aq<«—>a’ lingentreu auf sich selbst abgebildet sind.
Riickt namlich a@ um ein Stickchen auf einer geoditischen Linie fort,
so riickt a' auf derselben geoditischen Linie im gleichen Sinne um
dasselbe Stiick vorwirts. Also sind die Linienelemente durch q
lingentreu auf die durch o bezogen. Nach Gaufens Theorema
egregium stimmen demnach die KriimmungsmaBe umsrer Fliche in g
und o iiberein.

Es sei noch erwahnt, daB fiir das KrimmungsmaB K auf unsrer
Flache die Beziehung besteht:

o

0K
(1) fﬁuvwds=0.

a
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Darin bedeuten #, », w irgend drei Losungen der Differentialgleichung
von Jacobi 4" -- Ku =0 lings des geoditischen Integrationswegs.
Sind nidmlich 7, ¢ geoditische Polarkoordinaten mit dem Ursprung a
und ist ds?=ds* 4 4?’de® das Linienelement, so geniigt u als
Funktion von r der Gleichung von Jacob:

w4+ Ku=20.
Durch Ableitung nach ¢ folgt daraus

” K K .,
ug + Ku, = ip T T W
Multipliziert man die erste dieser Differentialgleichungen mit %,,, die
zweite mit %, so folgt durch Subtraktion und Integration
o a
' oK
J‘{u,p(u" + Ku) — u(ufy + Kuy)} dr = [upo’ — uul]s =f widr.
4 ,

on
a

Da am Rande # und %, verschwinden, so folgt

o

f% udr=20.

a
Hieraus ergibt sich leicht die ein wenig allgemeinere Formel (77),
wenn man fiir # eine Linearkombination mehrerer Losungen einsetzt.
Die Integration ist lings eines geoditischen Bogens zwischen zwei
konjugierten Punkten zu erstrecken. 9K:0n bedeutet die Ableitung
des KriimmungsmaBes senkrecht zu diesem Bogen.

Es soll hier noch eine kleine Warnungstafel errichtet werden,
ein Hinweis, wie man den Beweis nicht weiterfilhren darf.

Man ordne unsre Fliche vom Zusammenhang der Kugel zwei-
eindeutig einer neuen Fliche zu, so daBl jedem Paar konjugierter
Punkte ein einziger Punkt der neuen Fliche entspicht. Dann hat
die neue Fliche, wie man leicht einsieht, den Zusammenhang der
projektiven Ebene. Das Abbild der geoditischen Linien ist eine
zweiparametrige Kurvenschar mit der Eigenschaft, daB durch irgend
zwel Flachenpunkte genau eine Kurve der Schar geht, und daB zwei
Kurven der Schar stets einen Schnittpunkt gemein haben. Wenn es
auf Grund dieser topologischen Eigenschaften allein méglich wire zu
beweisen, dal unsre neue Fliche mit ihrer Kurvenschar sich einein-
deutig auf die projektive Ebene mit den Geraden der Ebene ab-
bilden lieBe, dann wire unsre urspriingliche Fliche ,geodatisch® auf
die Ebene abgebildet. D. h, daB die geoditischen Linien in die
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Geraden iibergingen. Nach einem Satz von E. Beltrami (§ 74, Aufg. 13)
hitte die Fliche dann festes KriimmungsmaBl und miifite wegen ihrer
Geschlossenheit eine Kugel sein (§ 75).

Indessen ist die benutzte topologische Annahme unzulissig: Es
lassen sich in der projektiven Ebene zweiparametrige Kurvenscharen
angeben, so daB durch zwei Punkte eine Kurve der Schar hindurch-
geht und zwei Kurven immer einen Schnittpunkt haben, die sich
aber nicht in die Geraden iiberfilhren lassen. Dafiir hat D. Hilbert
ein sehr anschauliches Beispiel erbracht®®). Man schneide aus der
projektiven Ebene das Innere einer Ellipse heraus und ersetze jede

Gerade, soweit sie ins Innere der Ellipse eindringt, durch einen an-
schlieBenden Kreisbogen, dessen Verlangerung durch einen festen
Punkt p in der Verlingerung der groBen Achse geht (Fig. 30). Die
so entstandene Kurvenschar kann nicht durch Verzerrung der Ebene
aus den Geraden hervorgehen; denn sonst miifite fiir die abgednderten
,»Geraden« der Satz von Desargues gelten: Schneiden sich entsprechende
Seiten (a;a,, a;Fa,*) zweier Dreiecke auf einer Geraden, so gehen
die Verbindungsstrecken entsprechender Ecken (a;a;*) durch einen
Punkt. Das ist aber, wie man aus unsrer Figur erkennt, im allge-
meinen nicht der Fall3).

33) D. Hilbert: Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl. §23, S.72 u. f. Leipzig
und Berlin 1909.

%) Bei den Ausfilhrungen dieses Abschnitts hat sich der Verfasser mehr-
fach auf miindliche Mitteilungen seines verehrten Kollegen J. Radon stiitzen
konnen. Vgl. im folgenden § 88, Aufgabe 15 und den Anhang §§ 116 —117.
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§ 87. Ein Satz Carathéodorys iiber die Hiillkurven
geoditischer Linien auf Eiflichen.

Es sei § eine FEifliche, also eine durchweg regulire analytische,
geschlossene konvexe Fliche. Das Krimmungsmafl auf der Fliche
geniige den Bedingungen

1 1
(78) - m =K<
Dann bestehen nach § 84 -fiir die geoditische Entfernung konjugierter
Punkte die Beziehungen

(79) aBLS<a4.

Betrachten wir einen durch einen Punkt a der Eifliche gehenden
gerichteten Extremalenbogen (Fig. 31). Dann gibt es darauf (§ 86)
einen zu g konjugierten Punkt o/. Im allgemeinen
hort der Bogen schon vor o auf, einen kleinsten
Weg von a aus zu liefern, wie die SchluBweise
am Ende von § 83 lehrt. Es gibt also im all-
gemeinen einen Punkt b auf unsrer Extremalen
zwischen a und ¢/, so daB der Extremalbogen
ac, wenn ¢ vor b liegt, einen kiirzesten Weg
ergibt, nicht aber, wenn ¢ hinter b liegt. Dann
gibt es offenbar von a nach b zwei gleichlange
kiirzeste Wege. Diese Wege liegen getrennt und
begrenzen auf der Fliche ein Zweieck. Geht
man von einer zweiten geoditischen Linie durch
a aus, so kommt man zu einem andern solchen
geoditischen Zweieck. Zwei solche Zweiecke lie-
gen, wegen der Kleinsteigenschaft der begrenzen-
den geoditischen Bogen, getrennt, so daB jedes
ganz in eines der einfach zusammenhingenden
Stlicke unsrer Eifliche fillt, in das unsre Eifliche durch das andre
zerschnitten wird. Es mull deshalb mindestens zweimal vorkommen,
daBl unsre Zweiecke sich auf eine doppelt iiberdeckte Strecke zu-
sammenziehen. Der von a verschiedene Endpunkt einer solchen
Strecke ist aber eine Spitze der Einhiillenden der geoditischen Linien
durch a, soweit sie als Ort der ersten zu a konjugierten Punkte an-
zusehen ist. Man erhilt auf diese Art die dem Punkt a zugekehrten
Spitzen der Einhiillenden (Fig. 32), die nach dem Satz von § 65 einem
Mindestwert der geoditischen Entfernung aa’ entsprechen. Wegen
der Stetigkeit gibt es dazwischen auch mindestens zwei GroBtwerte
von aa', die den von q abgekehrten Spitzen entsprechen. Somit ist
das Vorhandensein von mindestens vier Spitzen gesichert, wenn der
Ort des Punktes o’ nicht auf einen einzigen Punkt zusammenschrumpft.

Fig. 31.
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Scheinbare Ausnahmefille konnten nur dann auftreten, wenn bei
der Drehung des geoditischen Bogens um o der Punkt o' die Hiill-
kurve mehr als einmal durchliefe. Dann wiren aber die Spitzen mit
der betreffenden Vielfachheit zu zihlen.

Damit ist folgender Satz bewiesen,
dessen Kenntnis der Verfasser einer Mit- a,
teilung des Herrn C. Carathéodory (1912)
verdankt: a b

Der Ort der zu einem Punkie einer
Etfliche konjugierten Punkte hat minde-
stens vier Spitzen. a,

DabB es solche Hiillkurven mit genau
vier Spitzen wirklich gibt, kann man am Fig. 32.

Ellipsoid sehen.

Der ganze Beweis gilt allgemeiner auch fiir beliebige, positiv
definite Variationsprobleme auf der Kugel, bei denen die Eichkurven
(§ 82) konvex sind.

§ 88. Aufgaben und Lehrsitze.

1. Eine Kennzeichnung der Eiflichen. Eine geschlossene, zwei-
seitige und iberall positiv gekriimmte Flache ist notwendig eine Ei-
fliche. J. Hadamard, Liouvilles Journal (5) 8 (1897), S. 352.

2. Zum Problem von Christoffel. Die Formel (35) fir R, 4 R,
148t sich nach Weingarten auch so schreiben

(50) R+ R, — @+ 4)p,
wobei p (&,,&,,&;) die Stiitzfunktion auf der Einheitskugel ist und 4
den zweiten Differentiator Beltramis beziiglich des Bogenelements der
Kugel bedeutet. Die in § 79 mittels der Kugelfunktionen geldste
Differentialgleichung

(81) @+)p=f

auf der Kugel 148t sich auch mittels einer Greenschen Funktion 16sen:

82) ()= %,,ff(n){l — (&-m)log[1 — (§-7)]} - doo, .-

Die Formel (80) steht bei J. Weingarten, Uber die Theorie der auf-
einander abwickelbaren Oberflichen, Festschrift der Technischen Hoch-
schule. Berlin 1884.

3. Fldcheninhalte der Normalrisse einer Eifliche. Es sei § eine
Eifliche, auf der das KriimmungsmaB den Bedingungen geniigt

1 1
{78) S K< 5

Blaschke, Differentialgeometrie I. 2. Aufl. 11
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Es sei F der Flicheninhalt des Normalrisses (der orthogonalen Pro-
jektion) von § auf eine Ebene. Dann ist

(83) B < F<n A%,

und ein Gleichheitszeichen kann nur gelten, wenn & eine Kugel ist.
Andererseits gilt fiir die Oberfliche O

(83%) 4nB* <0 <L 4n A2,

4. Eine Ungleichheit von Carathéodory fiir die Flicheninhalte
der Normalrisse einer Eifliche. Sind F, die Flicheninhalte der Normal-
risse auf drei paarweis senkrechte Ebenen, F der auf eine beliebige
vierte Ebene, so ist
(84) FP<F*+ F? 4 F2.

Vgl. W. Blaschke, Kreis und Kugel. S. 148.

5. Kugeln in einer Eifliche. Die groBte Kugel, die in einer
Eifliche unbehindert rollen kann, hat den kleinsten Hauptkriimmungs-
halbmesser der Eifliche zum Halbmesser. Vgl. ebenda S. 118—119.

6. Kugeln um eine Eifliche. Die kleinste Kugel, in der eine
Eifliche unbehindert rollen kann, hat den gréBten Hauptkriimmungs-
halbmesser der Eifliche zum Halbmesser. Ebenda S. 118—119.

7. Umkehrung eines Satzes von Archimedes iiber die Kugel.
Aus einer Eifliche werde durch irgend zwei sich schneidende, parallele
Ebenen im Abstand % stets eine Zone mit der Oberfliche 2mah
ausgeschnitten. Dann ist die Eifliche notwendig eine Kugel vom
Halbmesser 4. Man zeige zunichst, daB die Kriimmung konstant
gleich 1:q% ist.

Die allgemeinere Aufgabe, die man erhilt, wenn man ¢ nicht
als unabhingig von der Stellung der Schnittebenen voraussetzt, scheint
ziemlich schwierig zu sein.

8. Eine kennzeichnende Eigenschaft der Kugel. Die einzigen

Eiflichen, bei denen zwischen Kriimmung K und Entfernung P der
Tangentenebene von einem Festpunkt o die Beziehung besteht

(85) K= j:?’ ¢ = konst.,
sind die Kugeln.

Man zeige zundchst durch Betrachtung der Flachenstellen, wo P
seinen groBten und kleinsten Wert annimmt, daBl ¢ =1 sein muB.
Bedeutet nun do das Element der Oberfliche, dw das des spharischen
Bildes, so folgt aus K=1:P?=dw:do das Bestehen der Beziehung

(86) 1fPio=1[Pdow.

D. h. aber: der Rauminhalt der Eifliche ist gleich dem Rauminhalt
ihrer FuBpunktsfliche beziiglich des Festpunkts p. Bei einer nicht-
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kugelférmigen Fliche liegt nun die FuBpunktsfliche auBerhalb der
urspriinglichen Eifliche. Somit ist dann
(87) L{Pdo<i[Pdw.

9. Eidrehflichen mit lauter geschlossenen geodétischen Linien.
LaBt sich zu einer Eilinie € mit der Symmetrieachse Y ein Kreis &
so angeben, daB jede Parallele zu % von & und § gleichlange Bogen
abschneidet, so entsteht durch Umdrehung von & um 9 eine Eifliche,
deren samtliche geoditische Linien geschlossen sind. Vgl. G. Darboux,
Surfaces, Beginn des 3. Bandes. Weitere Literatur iiber Flichen mit
geschlossenen geoditischen Linien: O. Zoll, Math. Annalen 57 (1903),
S.108 und P. Funk, Math. Annalen 74 (1913), S. 278.

Mittels der Konstruktion von Darboux lassen sich auch Nicht-
Drehflichen, die aber aus Stiicken von Drehflichen zusammengesetzt
sind, angeben, die die gewiinschte
Eigenschaft haben. Es mag dieser
Gedanke, der von G. Thomsen (1921)
stammt, durch die beigegebene
Figur angedeutet werden (Fig. 33).
Andert man niamlich eine dquatoriale
Zone der Kugel nach Darboux ab,
so werden in dieser Zone die geo-
ddtischen Linien so verbogen, daf
ithre Randelemente fest bleiben.
Durch die abgeinderte Zone hin-
durch hidngen also die geoditischen <
Linien der nicht geinderten Kugel- ‘_‘“\\\\\\\\\\\\\\
teile ebenso zusammen wie vorher. Fig. 33.

Drei zonenweise Anderungen der
Kugel wie in Figur 33 storen sich also untereinander nicht.

"4

10. Geoditische Zweiecke. Auf einer Fliche negativen Krim-
mungsmafBes kann es niemals zwei verschiedene, zwischen zwei ver-
schiedenen Punkten der Fliche verlaufende geoditische Linien geben,
die auf der Fliche stetig ineinander iiberfilhrbar wiren. [ Hadamard,
Liouvilles Journal (5) 8 (1897), S. 331.

11. Uber geoditische Linien auf Eiflichen. Durch jeden Punkt
einer Eifliche gibt es eine ausgezeichnete Richtung, so daB die in
dieser Richtung von dem Punkte auslaufende geoditische Linie wieder
zu dem Punkt zuriickkehrt, nachdem sie unterwegs nur einen zum
Ausgangspunkt konjugierten Punkt durchlaufen hat (C. Carathéodory).

12. Eine Frage von C. Carathéodory. Gibt es auf jeder Eifliche
ein Punktepaar, so daB jede geoditische Linie durch den einen Punkt
des Paares notwendig auch durch den andern geht? Auf einem
Ellipsoid spielen bekanntlich die Nabelpunkte eine solche Rolle.

11*
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13. Ein Satz von L. Berwald iiber Flichen mit fester mittlerer
Kriimmung., Auf einer Fliche lassen sich nur dann die natiirlichen
Parameter (§ 19) der isotropen Linien als Flichenparameter einfithren,
wenn die Fliche feste mittlere Kriimmung hat (1921). ‘

14. Integralformel von M. W. Crofton fiir Eikérper. Eine ge-
richtete Ebene werde festgelegt durch ihre Entfernung $ vom Ur-
sprung und die Polarkoordinaten , ¢p des Punktes der Einheitskugel,
dessen Halbmesser zur positiven Normalen der Ebene gleichsinnig
parallel luft. Dann ist

(88) [[[sn®-d9-dp-dp
eine Integralinvariante gegeniiber Bewegungen, Das Integral, erstreckt

iiber alle Ebenen, die einen Eikorper schneiden, ist gleich dem Inte-
gral der mittleren Kriimmung

1 /1 1
(89) f?'(?e}+§2)'d0’
erstreckt iiber die Oberfliche des Eikorpers. Vgl die Aufgabe 18

in § 21 und 20 in § 115 und etwa E. Czuber, Wiener Berichte II
(1884), S. 719—742.

15. Flichen mit festem Abstand der konjugierten Punkte. FEr-
ginzend zu den Ergebnissen von § 86 hat P. Funk gezeigt: Man kann
die Gestalt der Kugel stetig nicht so abidndern, daB sie die Eigen-
schaften I und II von S. 156 beibehilt: Mathematische Zeitschrift 16
(1923), S. 159—162.



6. Kapitel,

Extreme bei Fliachen.

§ 89. Erste Variation der Oberfliche.

Wir wollen berechnen, wie sich die Oberfliche einer krummen
Fliche bei einer Forminderung verhilt. Es sei g(u, v) die Ausgangs-
fliche., Auf deren Flichennormalen tragen wir die Lingen

n(u, v)=c¢cn(u, v)
ab und kommen dadurch zur Nachbarfliche
t=t+n &
die fiir ¢ — 0 in die Ausgangsfliche hineinriickt. Durch Ableitung folgt
T, =&, 6+ né,
gv = gn—l—nvg +”Ev

Berechnen wir daraus

E = iug’ -F: fuiv’ E = _gv?’
indem wir Glieder, die in & von zweiter Ordnung sind, weglassen, er-
halten wir nach § 33 (19),

E=E—2nlL,
(1) F=F—2uM,

E;G-— 2nN.
Hieraus ergibt sich weiter fiir

W?=EG — F?

der Ausdruck
W?=EG—F*—2n(EN—2FM+ GL)
und daraus nach § 35 (30)
(@) W=W(@1 —2nH),
wo H die mittlere Kriimmung der Ausgangsfliche (r) bedeutet.

Fir die Oberfliche von () folgt daraus
(3) fdeudv:fdeudv——2fanWdudv.
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Somit ist die ,erste Variation® der Oberfliche, wenn man an Stelle
von u wie Ublich dn schreibt,

60=—[[oén-2H - Wiudy

oder

(4) 00 — — [én-2H-do.

Darin bedeutet do das Oberflichenelement von (r). Man kommt so
durch die Variation der Oberfliche ganz von selbst zum Begriff der
mittleren Kriimmung H, genau so, wie wir durch die Variation der
Bogenlinge einer Kurve zu deren Kriimmung 1:p gelangt sind (§ 22).
Damit hat man wieder ein Hilfsmittel zur Hand, um den Begriff der
mittleren Kriimmung auf allgemeinere MaBbestimmungen zu iiber-
tragen, wovon wir spiter Gebrauch machen werden.

§ 90. Die Minimalflichen als Schiebflichen.

Physikalische Betrachtungen bei der Statik diinner Seifenhdutchen
legen das ,Problem von J. Plateau“') nahe: Gegeben sei eine ge-
schlossene Kurve. Man soll iiber diese Kurve eine Fliche mit mog-
lichst kleiner Oberfliche ausspannen. Haben wir eine Fliche, die
diese Forderung erfiillt, so muB in (4) stets 60 = 0 sein fiir jedes
auf der Randlinie verschwindende dn. Daraus folgt, daB auf den
gesuchten Flichen H = 0 sein muBB. H = 0 ist die von J. L. Lagrange
1760°%) aufgestellte Differentialgleichung der ,Extremalen® unsres Varia-
tionsproblems. Man nennt deshalb die Flichen mit identisch ver-
schwindender Krimmung, da sie als Losungen der Minimumaufgabe
Plateaus in Betracht kommen, ,,Minimalflichen“. Es gibt wohl kaum
eine zweite Flichenfamilie, die wie die Minimalflichen die Aufmerk-
samkeit der groBten Geometer auf sich gezogen hitte. So haben,
um nur die wichtigsten Namen zu nennen, J. L. Lagrange, G. Monge,
B. Riemann, K. Weierstra, H. A. Schwarz, E. Beltrami, S. Lie und
A. Ribaucour Untersuchungen iiber Minimalflichen angestellt.

Man kann die Bestimmung der Minimalflichen, wenn man sich
von vornherein auf analytische Flichen beschrinkt, sehr leicht auf die
Bestimmung der isotropen Kurven (§§ 19, 20) zuriickfilhren und hat
darin wohl das glinzendste Beispiel fiir die Anwendung imaginirer
geometrischer Gebilde (wie die isotropen Kurven) auf reelle und phy-
sikalisch wichtige Flichen. Fiihren wir nidmlich auf einer krummen
Fliche die beiden Scharen isotroper Kurven, fiir die ds® = 0 ist, als

1) J. Plateaw: Recherches expérimentales et théoriques sur les figures
d’équilibre d'une masse liquide sans pesanteur. Mémoires de I'Académie royale
de Belgique 36 (1866).

2y J. L. Lagrange: Werke I, S. 335.
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Parameterlinien ein®), so haben wir E=0, F< 0, G=0 und fir
die mittlere Kriimmung nach § 35

M
(5) H==.

Aus H = 0 folgt also M =0 oder £g,, = 0 in der Bezeichnung von
§ 33 (18). Aus

E=?>=0, G=p’=0
ergibt sich aber durch Ableitung nach v und w», dall g,r,,=0,
yZ,, = 0. Somit geniigt der Vektor r, ~gleichzeitig den Bedingungen

(6) guguv_—_o’ gvguuzo’ Sguv:()'
Da g, t,, & linear unabhingig sind, folgt hieraus das identische Ver-
schwinden von g, . Wir haben somit

) 2y =y(u) +3(v),
wobei der Faktor 2 ganz unwesentlich ist, und wegen E =G =0
(8) y2=0, 3?=0.

Umgekehrt folgt aus dem Bestehen der Gleichungen (6) und (7) fiir
die Flache (r) riickwarts H = 0.

Wenn wir daher eine Ausdrucksweise von § 45 hier wieder ver-
werten, so haben wir gefunden: Die Minimalflichen sind Schiebflichen,
deren Erzeugende isotrope Kurven sind.

Somit kommt die Integration der Differentialgleichung H =0
zuriick auf die Bestimmung der isotropen Kurven, die uns in § 19
schon gelungen ist. Die vorgetragene Deutung der Formeln von
G. Monge fiir Minimalffachen?) riihrt von S. Lie (1877)%) her.

§ 91. Formeln von Weierstraf fiir Minimalflichen.

Wenn man beachtet, daB auf einer reellen Minimalfliche die
isotropen Linien paarweise konjugiert imagindr sind, und wenn man
in (7) fir y die Parameterdarstellung von § 20 einfiihrt, so erhilt
man fiir reelle analytische Minimalflichen die integrallose Darstellung

g = Ri(r—tr = 1507),

®) 7= (f—tf +15577),
2y =R —i(f — tf").

3) Hier wird der Fall iibergangen, dafi es blofi eire solche Kurvenschar
gibt, was nur bei imagindren Torsen moglich ist, deren Erzeugende isotrope
Geraden sind.

1) Vgl. etwa G. Monges: ,Application ...* von 1850, § XX, S. 211—222,
Die ersten Versuche Monges iiber Minimalflichen gehen bis auf 1784 zuriick.

8) S. Lie: Beitrige zur Theorie der Minimalflichen. Mathem. Annalen 14

(1879), S. 331.
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Dabei bedeutet f eine analytische Funktion der komplexen Verander-
lichen ¢ und % den Realteil der dahinter stehenden analytischen Funk-
tion. Die Ebene entzieht sich dieser Darstellung, obwohl man sie
mit zu den Minimalflichen zdhlen kann. Ferner hat man wie in § 20
von der Funktion f vorauszusetzen, daB ihre dritte Ableitung nicht
identisch verschwinde. Die Formeln (9) oder gleichwertige Formeln
sind von K. Weierstraff 1866 angegeben worden®). Aus diesen For-
meln folgt, daB zu einer analytischen Funktion eine Minimalfliche
gehért, Es besteht also zwischen der seit Cawuchy, Riemann und
Weierstraff so viel beackerten Theorie der Funktionen einer kom-
plexen Verinderlichen und der Theorie der Minimalflichen ein inniger

Zusammenhang.
Wir wollen feststellen,

welche Bedeutung die kom-
plexe Verinderliche £ fiir die
Minimalfliche hat. Dazu be-
rechnen wir uns aus der
Darstellung (9) von Weier-
straf den Einheitsvektor &
der Flichennormalen. Zu-
nichst erhilt man durch Ab-
leitung fiir eine Fortschrei-
tung auf der Fliche

oz, =R — i-l—;—tfl,
2

6xg=§R+l—_gt ’

dzy =R J-1th,

Fig. 34. worin
A=f"(t)dt
bedeutet. Daraus erhidlt man nach willkiirlicher Wahl eines Vor-
zeichens folgenden Vektor &, der fiir alle 1 auf dp senkrecht steht:

£ — 27
1140 +%)°

2s . & +1§ 1-¢
1 _— = = S17T % L
(10)  &y=ypgeyay (= Tis="i0g =g i
£ _1-("+5s)
8T 14 s%)°

Durch Angabe der komplexen Zahl f=7-4-4s (r, s reelll) ist
also der Normalenvektor & festgelegt und umgekehrt. Dieser Zu-
sammenhang zwischen den Punkten ¢ der Einheitskugel £2 =1 und

%) K. WeierstraB: Untersuchungen liber die Flichen, deren mittlere Kriim-
mung iiberall gleich Null ist. Werke III, S. 39—52; bes. S. 46 (35).
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den ¢-Werten wird durch ,stereographische Projektion“ vermittelt.
Verbindet man jeden Punkt & mit dem ,,Siidpol“ (0, 0, — 1) der Ein-
heitskugel, so wird die Aquatorebene z, =0 von diesem Strahl im
Punkte £* mit den Koordinaten 7, s, 0 geschnitten (vgl. Fig. 34). Faft
man also die Ebene z,=0 als Gaufische Ebene der komplexen
Zahlen ¢{ =1y - is ==, 4 ¢z, auf, und ordnet man dieselben ¢-Werte
den Punkten der Einheitskugel z.? 4 #,® + #,® =1 zu, die aus den
Punkten (7, s, 0) durch Projektion aus (0, 0, —1) entstehen, so hat
man die Zahlenkugel Riemanns vor sich. Fiir unsre Minimalfliche
bedeutet also ¢ Riemanns komplexe Verdnderliche fir das Gaufische
sphirische Abbild der Fliche durch parallele Normalen.

Nach Weierstra} kann man unschwer einsehen, daBl man in der
Darstellung (9) alle algebraischen Minimalflichen erhilt, wenn man
fiir f (f) eine algebraische Funktion einsetzt.

§ 92. Formel von Study fiir Minimalflichen.

Gehen wir von der Darstellung (7) einer im ballgemeinen imagi-
niren Minimalfliche (r) durch zwei isotrope Kurven (y) und (3) aus:

(11) 2r=y9(u)+3(); y?=42=0,

so liegt nach § 19 der Gedanke nahe, mit Study die beliebigen Para-
meter u, v durch die natiirlichen Parameter b, q zu ersetzen, so daB

2r=y(p)+3(0-
(12) p<y' = —y, y?r=—1;
al><&ll=_al’ 6II‘A=___1
wird. Es ist
’ ’
(13) L Lol IR B,
V<10 oy
bei willkiirlicher Entscheidung iiber das Vorzeichen. Aus &% = 1 folgt
Eé'p =0 oder
(14) £, =ay by

Andrerseits ist £’ = 0. Durch Ableitung nach p folgt daraus £ 08 =0.
Deshalb ist nach (14)

& =ayy =0, also a=0.
Ebenso folgt aus £y = 0 durch Ableitung und aus (14)
§pnl —_ er)”= b't)’&’-

Somit ist
_ Enll . (I)’I)”ﬁ’)
b= e i Ww'y)e
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oder endlich nach (12)

b= —i
)
(15) £ — it
P t), aI
Entsprechend erhilt man
.y
/1' * : = 1.
(15) § =+ 7y

Neben den Parametern p, ¢ auf der Minimalfliche sollen noch
zwei weitere Parameterpaare verwendet werden:

— o etif

1>—~u+w_-1+1,,

. _oc—z'ﬂ.

g=u—tv=- -";

__pt+q «+p

(16) o=yt =55
" i p b=t «—f.
2 2 7’

_ _ p—1ig

[OC—ZI‘U-— 1= 5

_ — ptig
(B=utov="y17",

Setzen wir fir den Augenblick

2 3
?g;= prfq:l,
so wird
dr=+3(y'dp +4dg),
j’ !’ 4
df = — 5-(3'dp — v/ dg),

und daraus (§§ 33, 41)

Vtiirug—kdv? . do® +dp?
. - 21

I=+4dg-dr= dP;dq =
= —dp-dé= | (dp° — dg®) = — 2dudv = 4 (da® — dp?),

IIl = + d&-dE = ddpdg— A(du? + dv?) =%(dvﬂ +dp).

Nach § 41 war
KI—2HII+ III = 0;

also ist hier wegen H =0
: KI-- IIT= 0.

Somit folgt fiir das Kriimmungsmal unsrer Minimalfliche

1) K——p=—(2)
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Beachten wir, dal II = 0 die Differentialgleichung der Asymptoten-
linien ist, so ergibt sich, daB #, v = konst. oder p & ¢ = konst. die
Asymptotenlinien unsrer Fliche sind. Fiihren wir andrerseits «, 8
= konst. als Parameterlinien ein, so fehlt in I und I das gemischte
Glied; also sind diese Kurven p & ¢q= konst. nach § 37 (F=0,
M = 0) die Kriimmungslinien unsrer Fliche. Hat man also erst die
natiirlichen Parameter $, ¢ ermittelt, so sind damit die Kriimmungs-
linien und Asymptotenlinien gleichzeitig aufgefunden.

Die Formeln dieses Abschnittes hat E. Study in einer Vorlesung
1909 angegeben, in der er die Theorie der Minimalflichen neu be-
griindet hat?).

Setzt man wie in § 79 die Entfernung P der Tangentenebene
vom Ursprung als positiv homogene Funktion eines (nicht normierten)
Normalenvektors der Fliche an, so lautet nach § 78 (35) die Differen-
tialgleichung der Minimalflicien

P 0P o’ P
i T taga =0
‘Hieraus folgt, daB die Theorie der Minimalflichen aufs innigste mit
den KugeMichenfunktionen zusammenhingt. Darauf soll aber hier
nicht eingegangen werden.

§ 93. Eine allgemeine Formel von Gaup fiir die erste
Variation der Oberfldche.

Wir wollen die Formel von § 89 fiir 40O noch einmal unter
der allgemeineren Annahme herleiten, daB die Verriickung dr des
Flachenpunkts in beliebiger Richtung erfolgt. Legen wir beispiels-
weise die Kriitmmungslinien als Parameterkurven auf der Ausgangs-
fliche zugrunde, so lauten die Ableitungsgleichungen nach § 48
(185), (136):

E E,

Liw =T 55t — 5t T L&
E, Gy .
L=t ot T ygt T%
G, G,
Lo = — 3g b T gg& + N
und (§ 46): ‘
L N
§u=~fgu’ Evz__égr'

Wir gehen nun von unsrer Fliche g(u,v) zu einer Nachbarfliche
T=rg(u,v)+ 0r(u,v)

”) Vgl. die Angaben am Schlusse der Abhandlung E. Study: Uber einige
imaginidre Minimalflichen. Leipziger Akademieberichte 63 (1911), S. 14—26.
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iber, indem wir setzen:
oy = pr,+ gz, +né,
(18) p=cp(u,v), g—equ,v), n=cn(u,v);
e—0.
Wir kommen also durch Spezialisierung $ = ¢ =0 auf den in § 89
behandelten Sonderfall zuriick. Hier ergibt sich durch Ableitung unter
Beachtung der Ableitungsformeln

B,= (14 p, + BLFEAZ2EM) L 4 (h)g, 4 (#) €,

= (05,4 (14 ¢, + PTG 2NN L 4 (e

Dabei deuten die Symbole (#) Ausdriicke an, die ¢ in erster Ordnung
enthalten. Beriicksichtigt man nur die in & héchstens linearen Glieder,
so folgt

Eup+Eg—2Ln

fu><50=(1+15u+qu+' ’ 2F

Gup+G,q—2Nn\
__%g—ﬁ) Lo <L, + (%) 1, < &4 (%) &< g,-

Da die Parameterlinien Kriimmungslinien sind, so sind die Vek-
toren r,, t,, £ und daher auch die Vektoren g, ><r,, r,><§, § <,
paarweise orthogonal. Somit lautet das innere Quadrat von (19), wenn
wir wieder die in ¢ quadratischen Glieder weglassen:

(Eu > gv)ﬁ = @* (Iu > gv)ﬁ = ¢* EG’
wo @ den Koeffizienten von g, ><r, in (19) bedeutet. Somit wird die
Oberfliache von % (u, v)

0= VG, <i)Pdudv=[ ®VEGdudv=0-+40.

Darin ist
0 S 0 = )
30 =ff{a-u(pVEG) + 5 @VEG)}dudy
L N =~
—-ff(E—FE)nVEGdudv.
Das zweite Glied ist das uns schon von § 89 bekannte

-2an¢10,

wihrend man das erste Doppelintegral durch Integration nach Teilen
(-, Formel von Green) in ein lings des Randes erstrecktes Kurven-
integral umformen kann: '

$(pdv—qdu)VEG.
Nun folgt aber aus (18) wegen (r,z, &)= VEG

PVEG = (8.1, 8),

qVEG = (g, 8z, 8).

(19)
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Das gibt eingesetzt in das Randintegral

§ 0z, dz, §),
wenn dp =g, du | r,dv das vektorielle Linienelement der Rand-
kurve ist.
Somit erhalten wir schlieBlich fiir §O die gewiinschte allgemeine
Formel

80 = §(dz, dr, &) — 2 [ Hu do,

oder, wenn wir auch noch # durch die Verriickung dr ausdriicken:

(20) 00 =§ (o, dz, &) — [[ 2 H-(8z, z,, 1, dudv

Fiir das Randintegral gilt darin die Zeichenregel: Stellt man sich auf
die Fliche g(u, v), so dal der Vektor & nach oben weist, so ist das
Randintegral nach links herum zu nehmen, wenn wir voraussetzen,
daB} die x,-Achse links von der x,-Achse liegt.

Die Formel (20) fiir 60 ist 1829 von Gauf angegeben worden®)

§ 94. Eine Formel von Schwarz fiir die Oberfliche einer
Minimalfliche.

Wir wollen die Formel von Gauf fiir 0 dazu verwenden, um eine
auf Untersuchungen von Riemann zuriickgehende, von H. A. Schwarz
1874 angegebene Formel herzuleiten®), die die Oberfliche eines Minimal-
flichenstiicks durch ein lings der Randkurve erstrecktes Linienintegral
ausdriickt.

Wir betrachten eine Schar shnlicher und beziiglich des Ursprungs
dhnlich gelegener derartiger Flachenstiicke

t*u, v, )=2Ar(w,v), 0<iL1.
Setzen wir
or* =961,
so ist nach der Formel (20) wegen H =0 und &* = ¢
00* = (”'§(L dg*, E) = 1(”'55(5’ dg, E) .

Hieraus ergibt sich wegen O* (0) = 0 durch Integration nach 1 zwischen
den Grenzen Null und Eins die gewiinschte Formel

(21) 0=3§(x dr, %)

Aus (21) folgt z. B., daB man die Vektoren & lings des Randes
sicher nicht beliebig vorschreiben darf. Denn wegen seiner Bedeutung

8) C. F. GauB: Principia generalia theoriae figurae fluidorum in statu
aequilibrii, Werke 5, S, 29—77, bes. S. 65.
%) H. A. Schwarz: Mathematische Abhandlungen I, S. 178.
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muf3 das Integral O unabhingig von der Wahl des Ursprungs sein,
d. h. es muB

§(§ -+ v, dg, E)
unabhingig von der Wahl des (langs der Kurve festen) Vektors p
sein. Das ergibt die Bedingung

(22) $&<dy=-—§$r>=<déf=0.
Das Verschwinden dieses Integrals fiir jede geschlossene, ein einfach

zusammenhingendes Flichenstiick begrenzende Flidchenkurve ist aber
fir die Minimalflichen kennzeichnend. Wir haben nimlich

§&><dy=§{(§><g,)du+ (¢ >y,)dv}
und finden als Bedingung, daB der Integrand ein vollstindiges Diffe-
rential ist s s

g0 E><x,) —5;(E><g,)=0

oder
(23) §v><gu_§u><gv=0'
Mittels der Ableitungsformeln Weingartens (§ 46) ergibt sich daraus
die Behauptung H = 0. Im iibrigen kann man H = 0 aus (22) noch
einfacher mittels der Formel (20) von Gauf herleiten.

Es sei nebenbei erwahnt, daB man die Beziehung (22) auch
mechanisch deuten kann. Denkt man sich die Minimalfliche durch
eine diinne Haut verwirklicht und in dieser einen solchen Spannungs-
zustand hergestellt, dal auf das Linienelement dr der Spannungs-
vektor d& -wirkt, so ist wegen

§d&=0, $r><dfé=0
die Haut im Gleichgewicht.

Statt die Minimalfliche zu verwirklichen, kann man ebensogut
die Einheitskugel (£) oder ein Stiick von ihr durch eine Haut ersetzen
und im Linienelement d& die Spannung dg herstellen. Wegen

$dr=0, $&xdr=0

herrscht dann wiederum Gleichgewicht.
Die Flichen (r) und (£) stehen in der Beziehung, daB man die
eine als ,reziproken Krifteplan“ zu den Spannungen in der andern

ansehen kann?®).

§ 95. Bestimmung einer Minimalfliche durch einen Streifen.
(Aufgabe von E. G. Bjorling.)

Nach dem letzten Ergebnis ist das auf einer Minimalfliche er-

[e><ag

1) Vgl. W. Blaschke: Reziproke Kriiftepline zu den Spannungen in einer
biegsamen Haut. Congress Cambridge 1912, 2, S. 291—297.

streckte Integral
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vom Integrationsweg unabhingig!?). Wir wollen dieses Integral auf
eine andre Form bringen, indem wir die Parameterdarstellung (12)
der Minimalfliche zugrunde legen. Wir setzen also

’

E=i 8 edr=ydp+4dg

v
und finden nach der Rechenregel § 3 (43) oder
(24) (p><g)><r=(pr)a—(a1)»
das Ergebnis
(25) 2&<dr= —i(dy — d3).
Aus den Gleichungen

dy+dz=2d;x

dy —dzy= -+ 24i& <dg
folgen die 1874 von H. 4. Schwarz'?) gefundenen Formeln
! dy=dy —i(§ < dy)

oder

p=g+if&><dr,

(26
(#6)s p=r—ifExdg.

Hierin ist in iibersichtlichster Art die Losung einer 1844 durch
den Professor an der Universitit in Upsala E. G. Bjérling behandelten
Aufgabe enthalten: Alle Minimalflichen durch einen vorgeschriebenen
wStretfen' zu ermitteln. D. h. die Minimalfliche soll so bestimmt
werden, daB sie durch eine vorgegebene (offene) Kurve hindurchgeht
und in den Punkten der Kurve gegebene Tangentenebenen besitzt.
Die Kurve sei g(f), die Tangentenebene werde durch den Vektor &(f)
der Flichennormalen bestimmt (£2 =1, £¢’=0). Dann kann man
die Integrale (26) lings der Kurve g(f) erstrecken. Man findet so
die isotropen Kurven y(f) und 3(¢#), durch die die gesuchte Minimal-
fliche durch den Streifen eindeutig bestimmt ist. Eine Ausnahme
kénnte nur dann eintreten, wenn lings g (f) entweder

f—iéxy =0 oder ¢y4i&x<y=0
wire, Da der Vektor £ >< i’ auf ¢’ senkrecht steht, kann er nur dann
die Richtung 3’ haben, wenn die Kurve g(f) isotrop ist (' =0).
Somit ergibt sich:
Durch einen Streifen (dessen Kurve micht isotrop ist, also ins-

besondere durch jeden reellen Streifen) geht eine und nur eine Minimal-
fliche hindurch, die durch die Formeln von Schwarz (26) bestimmi ist.

1) Es ist das ein Sonderfall eines Satzes von Frdulein E. Noether liber
invariante Variationsprobleme, Gottinger Nachrichten 1918, S. 235—257.
12) H. A, Schwarz: Mathematische Abhandlungen I, S. 179, S. 181.
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Schwarz hat bemerkt!?), daB hierin die besonderen Ergebnisse
enthalten sind:

Enthélt eine Minimalfliche eine (nicht isotrope) gerade Linie, so
fiihrt eine Drehung durch den Winkel n um diese Gerade die Minimal-
flache in sich selbst diber.

Liegt auf einer Minimalfliche eine (etwa reelle) ebene geoddtische
Linie, so ist die Fliche zur Ebene dieser Kurve symmetrisch.

Entsprechend beweist man nach Study'3): Ein konischer Doppel-
punkt einer Minimalfldche ist stets Mittelpunkt der Fliche.

§ 96. Ein Satz von T. Carleman iiber den Kreis.

Wir haben in § 26 und § 27 die isoperimetrische Haupteigen-
schaft des Kreises bewiesen, unter ,allen“ geschlossenen, ebenen
Kurven gegebenen Umfangs den grofiten Flicheninhalt zu umgrenzen.
Diese Tatsache 148t sich, wie T. Carleman gefunden hat!t), in be-
merkenswerter Art auf die rdumliche Geometrie i{ibertragen. Hier
soll das Ergebnis Carlemans unter engeren Voraussetzungen, dafiir
aber auf sehr anschauliche Art hergeleitet werden.

Spannt man iiber eine geschlossene ridumliche Kurve, die man
-sich durch einen Draht verwirklicht denken moge, ein diinnes Fliissig-
keitshdutchen — etwa einer Seifenlésung — aus, so ist dessen Gleich-
gewichtsfigur die Minimalfliche, die von allen iiber die Kurve aus-
gespannten Flichen die kleinste Oberfliche besitzt. Der mathema-
tische Nachweis fiir das Vorhandensein einer Losung dieses ,,Problems
von Plateau* ist unter recht allgemeinen Voraussetzungen iiber den
Rand von S. Bernstein'®) erbracht worden.

Gehen wir von einer geschlossenen Rauwmkurve € vom Umfang L
aus, und nehmen wir an, es gehe durch & eine Fliche M Rleinster
Oberfliche. M ist dann eine Minimalfliche, thre Oberfliche sei O. Es
soll nun gezeigt werden: Zwischen L und O besteht die Beziehung

(27) L*—47202>0,
und es ist nur dann L?* — 470 =0, wenn © ein Kreis isi.

Beschrankt man sich auf ebene Kurven €, so erhilt man den
alten isoperimetrischen Satz (§ 26) als Sonderfall.

Zum Nachweis wihlen wir auf § einen beliebigen Punkt 8 aus
und bestimmen die Kegelfliche &, die 8 zur Spitze hat und durch €
hindurchgeht, Wickelt man ® in die Ebene ab, so geht § in eine

13) E. Study: Leipziger Berichte 63 (1911), S. 23, 26.
1) T. Carleman: Zur Theorie der Minimalflichen. Math. Zeitschr. 9§ (1921),

S. 154—160.
1) S. Bernstein: Math. Annalen 69 (1910), S. 126, 127.
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geschlossene ebene Kurve @* iiber, deren Flicheninhalt F gleich der
Oberfliche des Kegels &, also wegen der Kleinsteigenschaft der
Minimalfliche 9t sicher > O ist, und deren Umfang L ist. Nach

§ 27 gilt

(28) L*—~4aF2>0
und wegen

(29) F>0

folgt die zu beweisende Behauptung
L?—~4702>2L*-4aF>0.

Es bleibt nur noch festzustellen, wann in (27) die Gleichheit gilt.
Dazu muB sowohl in (28) wie in (29) das Gleichheitszeichen richtig
sein. Ist F =0, so muB & eine Minimalfliche sein. Da nun die
Ebene als einzige (reelle!) Fliche gleichzeitig Torse und Minimalfliche
ist, so ist = M eine Ebene. Fiir eine ebene Kurve * = ¢ gilt
aber nach § 27 nur dann L?=4x F, wenn § ein Kreis ist. Damit
ist auch noch der Einzigkeitsbeweis erbracht.

Es sei noch einmal der Unterschied zwischen den ,Randwert-
aufgaben® von Bjorling (§ 95) und Plateau (§ 90) hervorgehoben. Bei
Bjorling soll durch ein offenes Kurvenstiick eine Minimalfliche gelegt
werden, die langs dieser Kurve gegebene Tangentenebenen hat. Bei
Platean hingegen handelt es sich um das mathematisch ungleich
schwierigere Problem, die Minimalflichen durch eine geschlossene Kurve
zu bestimmen, so daB die Kurve ein einfach zusammenhingendes
Stiick der Minimalfliche berandet. Legt man mittels der Formeln
von Schwarz (§ 95) durch einen geschlossenen Streifen die Minimal-
fliche, so wird der Streifen in der Regel kein regulires, einfach zu-
sammenhingendes Stiick ihrer Fliche begrenzen.

§ 97. Isoperimetrie der Kugel.

Das einfachste Gegenstiick zur isoperimetrischen Eigenschaft des
Kreises in der Ebene ist in der rdumlichen Geometrie nicht der im
letzten Abschnitt auseinandergesetzte Satz Carlemans, sondern die ent-
sprechende Eigenschaft der Kugel, unter ,allen geschlossenen Flichen
mit gegebener Oberfliche den grofiten Rauminhalt zu umgrenzen, oder,
was auf dasselbe hinauslauft, bei gegebenem Rauminhait kleinste
Oberflache zu besitzen.

Es sei zunachst darauf hingewiesen, wie man die Differential-
gleichung des Problems aufstellt. Fiir die Variation der Oberfliche
hatten wir in § 89 die Formel

80 = —2 fén-H-do

gefunden. Fiir die Variation des Rauminhalts ergibt sich bei ge-
Blaschke, Differentialgeometrie I. 2. Aufl. 12
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eigneter Vorzeichenbestimmung offenbar
OV = — f on-do.
Soll nun aus 60 = O folgen 6V == 0, so mub sein
H = konst,

was man genau so wie den entsprechenden Satz in der Ebene be-
griindet (§ 25). Durch H = konst. sind aber (wenigstens unter den
Eiflichen) nach Liebmann (§ 76) die Kugeln gekennzeichnet. Somit
kommen als Losungen der isoperimetrischen Aufgabe unter Eiflichen
nur die Kugeln in Betracht.

Hierfiir soll nun noch ein zweiter, weit einfacherer Beweis er-
bracht werden, den man dem phantasievollen Geometer J. Steiner
(1796—1863), einem der Mitbegriinder der projektiven Geometrie,
verdankt. Ubrigens war Jakob Steiner (trotz seines ostlich klingenden
Namens) ein urwiichsiger Schweizer Bauernsohn. Das wichtigste Hilfs-
mittel des Beweises ist Steiners ,,Symmetrisierung®, ein Verfahren, das
gestattet, aus jedem Eikorper einen neuen, inhaltsgleichen herzuleiten,
der eine Symmetrieebene und in der Regel kleinere Oberfliche besitzt.

Dazu denken wir uns den Ausgangseikérper § aus parallelen,
»vertikalen® Stibchen aufgebaut. Die vertikale Richtung sei etwa die
z;-Richtung eines rechtwinkligen Achsenkreuzes. Wir verschieben
jedes Stibchen auf seiner Geraden so lange, bis sein Mittelpunkt in
die Ebene z; = 0 zu liegen kommt. Die so verschobenen Stibchen
erfillen dann eine zu x, =0 symmetrische Punktmenge §* Es ist
zundchst zu zeigen, daB aus der Konvexitit von § die von &* folgt,
daf also auch der ,symmetrisierte* Korper &* ein Eikorper ist. Dazu
ist nur zu zeigen, daB mit zwei Punkten p,* ¢,* immer auch deren
Verbindungsstrecke in ®* liegt. Es seien p,*, q,* die Spiegelpunkte
von p,* ¢,* an 2, =0 und p,, q,; p,, g, die vier Punkte in ®, durch
deren Vertikalverschiebung p.*, q,*; 9,* q,* entstanden sind. Da &
ein Eikorper ist, enthdlt  die konvexe Vierecksfliche mit den Ecken
Py> 945 Pgs Gy Infolge seiner Entstehung  enthilt demnach auch §*
die aus dieser Vierecksfliche durch die Symmetrisierung entstehende
mit den Ecken p.* q,*; p,*, q,*, also auch insbesondere die Strecke
p.* 0% w.z. bow. _

DaB & und &* inhaltsgleich sind, folgt aus dem sogenannten
Prinzip von B. Cavalieri (1598—1648). Man zeigt es auch folgender-
mafBen. Bedeutet f(x,,®,) (= 0) die Linge der vertikalen Strecke,
in der & durch die Gerade geschnitten wird, deren Punkte die vor-
geschriebenen #,, x,-Koordinaten haben, so gilt fiir den Rauminhalt
von § die Formel

V= ff f (@, x,)de, dz,,
und, da f fir §* dasselbe ist, gilt diese Gleichung auch fiir den
Inhalt von §*
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Bevor wir zur Verkleinerung der Oberfliche iibergehen, soll ge-
zeigt werden: Ist die den Eikdrper § begrenzende Eifliche § durch-
weg regulir und analytisch, so hat auch die Begrenzung §* von &%
diese Eigenschaft. Eine Singularitit konnte namlich hochstens dort
entstehen, wo die Tangentenebenen von § vertikal, d. h. parallel x,
sind. Fiir eine solche Stelle 1aBt sich durch geeignete Achsenwahl
die Darstellung

r,=ax,+2bx, 2, Fcx,® 4 ...
herbeifithren mit 4, ¢, ac — b > 0. Fiir die symmetrisierte Eifliche *
ergibt sich dann an der entsprechenden Stelle die Entwicklung
ac—b

2
2 2
Ty =%, Fexl?A...,

woraus die Regularitit von §* einleuchtet.

§ 98. Wirkung von Sfeiners Symmetrisierung auf die
Oberflache.

Zum Beweis fiir die Oberflichenverringerung zerschneiden wir
unsre Eifliche ¢ durch die Kurve der vertikalen Tangentenebenen in
zwei Teile, in den ,oberen“ Teil % und den unteren ¥. Beide be-
ziehen wir auf Parameter #, v, so daB B

z, (u,v) =2, (v, v) ==, (1, v),
@y (u, v) =, (1, v) = 2, (u, v)
wird. Wir setzen ferner

141- 1—t
2y (u, 03 8) =" 5= %5 (u, v) — —— 24 (u, v)
und
O(t)=[[VAAF B+ Cdudv;
_ 0z, 0m, 0z, 0z, _ 14t - 1t
S w2 A" 74
_omom _ omow _litp 1t
“uw w2 B 7B
_mn, s, 0,
T du ov v ou’ De1) ‘D(O) &
Dann driickt sich unsere Behauptung iiber %&m
die Verkleinerung der Oberfliche durch : v :
Symmetrisierung durch die Formel aus el 0 é‘)'”
(80) D(4+1)—28(0)+ P(—1)>0. Fig. 35.

In der #, @-Ebene bedeutet (30) (vgl. Fig. 35), daB der Mittelpunkt
der beiden Punkte — 1, @(— 1) und 41, ®(4 1) iiber der Stelle
0, P(0) liegt, was durch die Konvexititsbedingung @’ (f) >0, fiir
— 1 <t < 4- 1 sichergestellt wire.

12%
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Man erhalt

& (1) =f {a(B+B)-Bla+4)y+{(@+4)+(B+B)}c

dudv.
4 {A2+B9+C2}%

Daraus ist aber @”(f) > O ersichtlich und somit die Behauptung be-
wiesen, daB die Oberfliche beim Symmetrisieren im allgemeinen ab-
nimmt. :

Es bleibt noch die Frage zu erledigen: wann bleibt die Ober-
fliche beim Symmetrisieren erhalten? Dazu ist notwendig, daf
D" (f) = 0 fiir alle — 1 <f#< -+ 1 und daher

(31) A+ A=B+B=0,
da C im Innern des Integrationsbereichs 5= 0 ist (£; 3 0). Aus (31) und
C=C=C

ergibt sich aber, daB der obere und untere Flichenteil zu einer
Ebene r, = konst. symmetrisch sind*¢).

Wir finden also zusammenfassend: Steiners Symmetrisierung ver-
wandelt jede regulire Eifliche wieder in eine regulive Eifliche, die zur
ersten inhaltsgleich und in der Regel kleiner an Oberfliche ist. Die
Oberfliche bleibt nur in dem trivialen Fall ungedndert, daf schon die
urspriingliche Fliche senkrecht zur Symmetrisierungsrichtung eine Sym-
metriecbene hatte.

Die einzige Eifliche, bei der dieser Ausnahmefall fiir jede Rich-
tung zutrifft, ist die Kugel. Denn diese Eifliche hat zuniachst sicher
drei paarweis senkrechte Symmetrieebenen, also deren Schnitt zum
Mittelpunkt p. Dann muB jede Ebene durch o Symmetriecbene sein.
Somit wird die Eifliche alle Geraden durch o senkrecht durchschneiden,
was wirklich nur bei der Kugel der Fall ist.

Damit ist aber gezeigt: Jede nichtkugelige Eifliche kann man
durch Symmetrisierung in eine inhaltsgleiche mit kleinerer Oberfliche
verwandeln. Falls daher die isoperimetrische Grundaufgabe der rdum-
lichen Geometrie unter den reguldven Eiflichen iiberhaupt eine Lisung
hat, so kann diese Losung nur die Kugel sein.

Das ist der Gedanke von J. Steiners Beweis aus dem Jahre 183617).

16) Man kann zu dem eben gefilhrten Nachweis auch folgenden Mittel-
wertsatz von O. Hélder (1884) heranziehen

P(-1)—-200)+PHY="); [k|<L1.
17) J.Steiner: Einfache Beweise der isoperimetrischen Hauptsitze. Werke 1I,
S, 75—91.
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§ 99. Konvergenzbeweis von Willhelm Gross.

Wenn man das Vorhandensein einer LOsung unsres isoperime-
trischen Problems als selbstverstindlich ansieht, so ist mit dem FEr-
gebnis des letzten Abschnitts die Frage vollig erledigt. Will man
aber iiber diese Schwierigkeit nicht ebenso leichtsinnig hinweggleiten,
wie das in dhnlichen Fallen (§ 81; § 96) schon geschehen ist, so ist
man durchaus noch nicht iiber den Berg.

0. Perron hat die Notwendigkeit von Existenzbeweisen an einem
zwar trivialen, aber dafiir um so schlagenderen Beispiel so ausein
andergesetzt: Gibt es unter den Zahlen 1,2, 3, ... eine groBte, so ist
es die Zahl Eins. Denn durch das Verfahren des Quadrierens wird
jede andre dieser Zahlen vergrofert. Das ist genau dieselbe SchluB-
weise wie die vorgetragene von Sietmer herriilhrende. An Stelle der
Zahlen 1, 2, 3, ... hatten wir dort die unendliche Menge der inhalts-
gleichen Eiflichen. Anstatt zu quadrieren, wurde dort symmetrisiert.

Der erste, der auf Grund von Methoden, die K. Weierstraff in
die Variationsrechnung eingefiihrt hat, die isoperimetrische Haupteigen-
schaft der Kugel einwandfrei begriindet hat, war H. A. Schwarz im
Jahre 1884'%). Ein neues Beweisverfahren, auf das wir im zweiten
Teile zurlickkommen werden, hat 1903 H. Minkowsk: ersonnen. 1916
hat der Verfasser auf Grund von Steiners Symmetrisierung einen
strengen Beweis gefiihrt'®). In neuer und besonders schéner Weise
hat dann 1917 Wilhelm Gross diesen Gedanken wieder aufgenommen??).
Das Verfahren von Gross, der 1918 im Alter von 32 Jahren in Wien
ein Opfer der Grippe geworden ist, soll hier unter der Beschrinkung
auf Eiflichen wiedergegeben werden.

Es handelt sich darum folgendes zu zeigen: Man kann jede Ei-
fliche § durch geniigend hiufiges Symmetrisieren in eine neue inhalts-
gleiche Eifliche g, verwandeln, deren Oberfliche sich um beliebig
wenig von der Oberfliche Oq der inhaltsgleichen Kugel & unterscheidet.
Dann gilt nach § 96 fiir die Oberflichen

0>0,, im0, =0,
also
0 = Og,
w. z. b. ist.
Zum Nachweis nehmen wir innerhalb von § einen Punkt o an
und schlagen um o als Mittelpunkt zwei Kugeln, erstens eine Kugel

18) H. A. Schwarz: Beweis des Satzes, daf die Kugel kleinere Oberfliche
besitzt, als jeder andre Kérper gleichen Volumens. Gesammelte Abhandlungen II,
S. 327—340.

19) W. Blaschke: Kreis und Kugel, Leipzig 19186.

20) W. Gross: Die Minimaleigenschaft der Kugel, Monatshefte fiir Mathe-
matik und Physik 28 (1917), S. 77—97.
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®,, die in § liegt, zweitens die zu § inhaltsgleiche Kugel §®. Der
Rauminhalt von &, der aubBerhalb § liegt, sei mit ¢ bezeichnet. Da
¥ und & inhaltsgleich sind, ragt dann auch § iiber § um ¢ hinaus.
Wir wollen zeigen:

Es 1aBt sich eine stetige Funktion @ () angeben, so dab fiir
@ > 0 auch @ > 0 ist und daB zu jeder Eifliche §, die die Kugel &,
enthilt und um ¢ iiber die zu § inhaltsgleiche Kugel @ hinausragt,
zwei Kugeln des Inhalts @ ermittelt werden konnen, die eine & in §
auBerhalb &, die andre &' in ® auBerhalb § (Fig. 36).

Wir schlagen um p die Kugel, die iiber  um die Schale vom
Inhalt ¢ hinausragt. Diese neue Kugel liegt sicher nicht ganz aufler-
halb des zu @ inhaltsgleichen §. Also gibt es auf der Oberflache
der neuen Kugel einen Punkt p in §. Wir konstruieren die Kugel

P

Fig. 36. Fig. 37.

(Fig. 87), die ® von auBen, und den Kegel, der von p als Spitze
an &, gelegt ist, von innen beriihrt. Der Inbhalt der so gefundenen
Kugel (Fig. 37), die sicher in § liegt, sei @, (p). Andrerseits ragt
die Kugel um p innerhalb &, die mit § zusammen eine Schale des
Inhalts ¢ begrenzt, sicher ilber § hinaus. Wir koénnen daher in
dieser Schale eine Kugel ermitteln, die die beiden die Schale be-
grenzenden Kugeln berithrt, und die auBerhalb § liegt. Ihr Inhalt
sei @, (p). Wir konnen ihren. Mittelpunkt etwa auf dem Fahrstrahl
wihlen, der von o nach dem am ndchsten liegenden Punkt von §
hinweist. Die so erklirten Funktionen @, (p), P, (p) konnte man
elementar berechnen. Sie sind aber sicher stetig und positiv. Die
kleinere unter ihnen

D(p) =3{D, () + P (®)} — 3| D, (p) — D, (9)]

hat die behauptete Eigenschaft. Da bei wachsenden ¢ die Kugeln
€, @ offenbar groBer werden, so ist die Funktion @ (p) sicher
monoton zunehmend.
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Jetzt wollen wir & so zu einer Eifliche §, symmetrisieren, daBl
die Symmetrisierungsrichtung (7,-Richtung in der Bezeichnung von
§ 97) in die Verbindungsgerade der Mittelpunkte der Kugeln & und
@ fillt und die Symmetrieebene (z; = 0) durch o hindurchgeht. Dann
enthdlt §, wieder die alte Kugel &,. Der Rauminhalt ¢,, um den
%, lber die inhaltsgleiche Kugel ® hinausragt, geniigt der Bedingung

0S¢, <9p— Dp)
da die ganze Kugel & beim Symmetrisieren innerhalb § Platz findet.

Das Verfahren kénnen wir jetzt auf &, neuerdings anwenden
unter Wiederverwendung der alten Kugeln ®, und ®. Fiir den Raum-
inhalt ¢,, um den die neue Eifliche §, iiber ® hinwegragt, gilt dann

P < @ — ¢(¢’1)'

So fahren wir fort. Da die Funktion @((p) monoton wachsend ist
folgt aus

und daraus

Will man also durch #-malige Symmetrisierung eine Eifliche er-
reichen, die iiber die inhaltsgleiche Kugel ® nur um den Raumteil ¢
hervorragt, so geniigen

@
N 10)

Wiederholungen des Symmetrisierungsverfahrens.

Damit haben wir einen genauen Einblick
in die Konvergenz unsres Verfahrens genommen
und kénnen wirklich eine zu § inhaltsgleiche
Eifliche g, auffinden, deren Oberfliche sich
um beliebig wenig von der inhaltsgleichen
Kugel & unterscheidet. Das kann man so fest-
stellen (Fig. 38).

Wir zeichnen um o eine Kugel §% durch deren Tangenten-
ebenen von @ ein Raumstiick vom Inhalt ¢ abgeschnitten wird. Dann
liegt ®* sicher in §,. Suchen wir ferner einen Punkt q auBerhalb ®
auf, so daB der Korper, der von dem Kegel von q an $* und von
der Kugel ® begrenzt wird, den Inhalt ¢ hat, so liegt die Kugel f**
um o durch q sicher auBerhalb e (Immer unter der Voraussetzung,
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daB §, tiber & nur um ¢ hinausragt) Aus der Lagenbeziehung

f* < F, < ¥,

f* < & < 8%,
und den daraus folgenden Beziehungen zwischen den Oberflichen®!)

0* < On < 0**’

0* < Og < O*%,
folgt nun

Og — 0, | < O** — O*.

Da aber fiir hinreichend kleines ¢ die berechenbare Differenz rechts
beliebig herabgedriickt werden kann, ist darin das gewiinschte Er-
gebnis enthalten. Unser Konvergenzbeweis geniigt allen Forderungen
der Exaktheitsfanatiker und ,Finitisten. Denn man kann, wenn der
Fehler |0, — O, ! vorgeschrieben ist, die Anzahl # der zu dieser An-
niherung notwendigen Symmetrisierungen durch Berechnung einiger

elementarer Funktionen ermitteln. =
Bemerkt man schlieBlich, daB zwischen Rauminhalt ¥ und Ober-

fliche O bei einer Kugel die Gleichung gilt
0*— 36aV*=0,

dann kann man das Ergebnis so fassen:
Zwischen Rauminhalt V und Oberfliche O einer Eiflache besteht
die Beziehung
(32) 0% = 36aV2>0,

und zwar gill nur fir die Kugeln das Gleichheitszeichen.

Die einschrinkenden Regularititsforderungen, die wir der' Kiirze
halber eingefithrt haben, sind unwesentlich. Auch die Beschrankung
auf Eiflichen ist fiir das Beweisverfahren unnétig, wie man bei Gross
nachlesen moge.

Spiter, im zweiten Teil dieser Vorlesung, werden wir die iso-
perimetrische Ungleichheit (32) unter einem allgemeineren Zusammen-
hang, den H. Brunn und H. Minkowsk: entdeckt haben, wiederfinden.

§ 100. Zweite Variation der Oberfliche.

Wir wollen jetzt die Rechnung von § 89 dahin verfeinern, daB
wir bei der Berechnung der Anderung der Oberfliche beim Ubergang
zu einer Nachbarfliche

r=zru,v)+nE(m,v), n=cen(u,)

1) Dafi bei Eiflichen aus ®* < &** fiir die Oberflichen O% < O** folgt,
kann man z. B. aus der Formel (4) von § 89 fiir die Variation einsehen. Um-
gekehrt kann man diese Ungleichheit auch zur Definition des Begriffs Ober-
fliche einer Eifliche verwenden, wie es der Verfasser in seinem Biichlein
»Kreis und Kugel*, Leipzig 1916, S. 58 durchgefiihrt hat.
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auch noch die Glieder zweiter Ordnung in ¢ ausrechnen. Wir haben
L=1,+n&+né
t,=t, +n& +né

daraus ist
E:g =E—2nL +n*¢? +n2
F=7%,i,= F—an+nss+n,‘ v
Ezg =G—2nN+4n*é? tn,
oder nach 1 (83), (87)

E=E —2nL +#*2HL — KE)+ n?,
F=F—2uM+n*2HM — KF)+n,n,
G=G—2nN +u*2HN — KG) +n}
Hieraus ergibt sich weiter, wenn wir
EG—F =W
berechnen und die Abkiirzung aus § 66 (115)

En2—2 Fn,n, - Gn,?

V= e

verwenden,
(33) W=W{1—2nuH+nK+1vn)t..
Fiir die Oberfliche folgt daraus durch Integration
0=0—2[nH-do+[(nK+1Vn)do+ ....
Setzen wir wie {iblich
0=04680+18%0+ ...,
so haben wir fiir die ,zweite Variation® der Oberfliche die Formel

gefunden

(34) 820 =[(2n* K+ Vv n)do

Ist die Ausgangsfliche insbesondere eine Minimalfliche (H = 0),
so konnen wir, anstatt den Differentiator 5/ fiir die erste Grundform I
zu berechnen, den fiir die dritte Grundform IIT = d£&® verwenden. Es
ist in diesem Falle (§ 41, (86))

II= — K.I,
Vin=—K-V,n

Fihrt man noch das Flichenelement des sphirischen Bildes Kdo = dw
ein, so erhilt man schlieBlich

(35) 820=[{2n* - vV, n}dw,
eine Formel, die in etwas anderer Form von H. A. Schwarz 1872
angegeben worden ist®?). Es ist besonders auffallend, daB in dieser

%) H:A. Schwarz: Gesammelte Abhandlungen I, S. 157.
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Formel nur mehr die Funktion » auf der Einheitskugel des sphiri-
schen Bildes auftritt, daB jede Spur der besonderen Minimalfliche,
von der ausgegangen wurde, aus der Formel verschwunden ist.

Es soll hier mit einigen Worten iiber die Schliisse berichtet
werden, die H.A. Schwarz in seiner beriihmten Festschrift von 1885 %),
die fiir die Begriindung der Integralgleichungen in der Dissertation
von E. Schmidt neuerdings vorbildlich geworden ist, aus der Formel (35)
fir 420 bei Minimalflichen gezogen hat.

Genau wie in § 83 findet man mittels der Uberlegung von Bliss
aus der Bedingung 6?0 > 0 die Bedingung von Juacobi fiir das- vor-
liegende Problem von Platean, nimlich

2n 4+ A,,n=0.
Dabei bedeutet A\, den zweiten Differentiator Belframis beziiglich
der quadratischen Differentialform III, d. h. beziiglich des Bogen-
elements des sphirischen Bildes. Fiihren wir noch einen auf der Kugel
unverdnderlichen Parameter 1 in unsere Differentialgleichung ein:

(36) 2in 4+ A,,n=0,
dann kénnen wir das von Schwarz so aussprechen:
Dafiir, dap bei festgehaltenem Rand eine Minimalfliche den kleinsten

Wert der Oberfliche unter den benachbarten Flachen ergibt, ist notwendig,
daf alle Eigenwerte A der Differentialgleichung (36) der Bedingung

(37) i=>1
gentigen, und hinreichend, daf
(38) A>1.

Dabei heiBt die Konstante A ein Eigenweri von (36), wenn es eine
nichttriviale Lésung # dieser Gleichung gibt, die auf dem Rande ver-
schwindet.

L. Lichtenstein hat diese Ergebnisse von Schwarz neuerdings auf
allgemeinere Variationsprobleme iibertragen?*).

§ 101. Erste Variation von H und K.

Zum AbschluB dieses Kapitels sei noch festgestellt, wie sich die
beiden Kriimmungen H und K einer Fliche g(u, v) bei einer ,Normal-
variation®

£(w, v) =g (u, v) +n(u, v) ¢ (u, v),

n(u,v)=c¢en(u,v), ¢—>0

23) Ebenda, S. 223—269.

24) L. Lichtenstein: Untersuchungen iiber zweidimensionale reguléire Varia-
tionsprobleme I. Monatshefte fiir Math. u. Phys. 28 (1917), S. 8—51.
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andern. Durch Ableitung erhilt man

t, =t, +né&, +nt

t, =i, +n& +n&;
Lyuw=Tuu T+ 0+ 20,6, +m,,8,

Luo =Lyt n&,, + 0,6, + 08,4 0,6,
Lo =1L+ n&,, + 20,8, 40, &

Hieraus ergibt sich, wenn man Glieder, die in ¢ von zweiter und
hoherer Ordnung sind, weglaft

E=E—2Lu,
(39) F=F —2Mn,
G=G — 2Nu;

L=L 4+ (KE—2HL)n +mn,,,

(40) M=M--(KF —2HM)n-+ n,,,

N=N 4 (KG—2HN)n + nyy,

Dabei bedeuten die n;, die ,kovarianten zweiten Ableitungen“ der
Funktion #, nidmlich

!11\ 11

nllznuu—l 1 inu— 92 n,»
12) 121

Mg = Pyp — 1 j”u_ 2 }"’v’

22 (22 .
n‘.!‘.!:nvv_ 1 nu_i 2 nv'

Die Dreizeigersymbole Christoffels wurden in § 48 erklart. Statt der
Ausdriicke KE — 2HL,... konnten wir nach § 41 (87) auch die
Koeffizienten der dritten Grundform III (des Eogenelements des
spharischen Bildes) einfiihren.

Aus (39) und (40) ergeben sich jetzt die gewiinschten Formeln

Lng —2Mmn,+ Nny,

wy | TETRHERE T e
E:H—I_(zHZ_K)"—{—;Enw—EzGF_rfl;j—Gn“—{— L

Dabei ist

(42) Am=ZTR 2 e T

nichts andres als der uns wohlbekannte zweite Differentiator Belframsis
(§ 67) in etwas verdnderter Schreibart.

Aus der zweiten Formel (41), die wir auch so schreiben wollen
(43) 0H=(2H*—K)n-+3An,
konnen wir neuerdings die Formel (34) fiir 620 herleiten.
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Aus der Formel (4) fiir die erste Variation von O, das heifit aus
(44) ddo=—2nH-do
ergibt sich niamlich durch neuerliche Anwendung des Differentiations-
prozesses J bei festgehaltenem #

Pdo= —2n(H-0do-+-0H-do) =
=(2Kn*—n An)do.

Durch Integration folgt daraus wieder (34), wenn wir beachten, daB3
fiir verschwindende Randwerte von # nach § 68 (128)
(45) an-do=——ann-do

1st.

§ 102. Aufgaben und Lehrsatze.

1. GroBteigenschaft der Minimalflichen nach Steiner (1840).
Ein Stiick einer Minimalfliche hat stets groBeren Flicheninhalt als die
benachbarten Paralleiflichen. J. Steiner, Gesam. Werke II, S. 176.

2. Verbiegung der Minimalflichen nach O. Bonnet (1883). Es
sei 2 =1(u)+3(v) eine Minimalfliche (§ 92), y*=3>=0. Wir
betrachten die von einem Parameter ¢ abhingige Schar von Minimalflichen

(46) 21 (u, v; @) = ereiy (u) + e~ 5 (v),
deren Bogenelement die Form hat
(47) 2ds® =y 3’ dudv.

Alle diese ,,assoziterten’ Minimalflachen sind also lingentreu aufeinander
abgebildet (ds? ist unabhingig von «). Die einzigen Minimalflichen,
die auf eine gegebene abwickelbar sind, sind im wesentlichen ihre
Assoziierten. Die Tangentenebenen in entsprechenden Punkten asso-
ziierter Flachen sind parallel. Umgekehrt, sind zwei Flichen lingen-
treu aufeinander so bezogen, daB in entsprechenden Punkten die
Tangentenebenen parallel laufen, so sind sie entweder kongruente
oder assoziierte Minimalflicheh. Entsprechende Linienelemente auf
zwei assoziierten Flichen schlieBen einen festen Winkel ein. Die
Flachen, die den Parameterwerten ¢« = 0, ¢ =— 7 : 2 entsprechen, heiBen
adjungiert. Adjungierte Flichen sind so aufeinander bezogen, dab
entsprechende Linienelemente senkrecht stehen und den Asymptoten-
linien der einen die Kriimmungslinien der anderen entsprechen, und
umgekehrt. Sind zwei Flichen so aufeinander lingentreu abbildbar,
daB entsprechende Linienelemente senkrecht stehen, so sind sie ad-
jungierte Minimalflichen. (O. Bonnet, Comptes Rendus, Paris 837 (1853),
S. 529—532). Jede von. zwei adjungierten Flichen ldBt sich in der
Art von § 94 als Krifteplan von Spannungen in der anderen deuten.
Es treten dann nur Normalspannungen mit konstantem Absolutwert
auf. wie das bei einem Fliissigkeitshiutchen der Fall ist.
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8. G. Darboux’ Erzeugung der Minimalflichen von Enneper.
Zwel Parabeln, die in senkrechten Ebenen so liegen, daB der Brenn-
punkt der einen in -den Scheitel der anderen fillt und umgekehrt,
nennt man Fokalparabeln. LaBt man zwei Punkte beliebig auf zwei
Fokalparabeln wandern, so umhiillt ihre Symmetrieebene eine Minimal-
fliche mit ebenen Kriimmungslinien. A. Enneper, Zeitschrift f. Math.
u. Physik 9 (1864), S. 108. G. Darboux, Theorie des Surfaces 1
(1887), S 318.

4. Kettenfliche. Die einzige reelle, unebene Minimalfliche, die
zugleich Drehfliche ist, entsteht durch Umdrehung einer Kettenlinie:

7
48) Vot =gt e 7).

B. Wendelfliche. Die einzigen reellen Minimalflichen, die gleich-
zeitig windschiefe Flichen sind, sind die ,Wendelflichen®, die durch
Schraubung einer Geraden um eine sie rechtwinklig schneidende Achse
entstehen. E. Catalan, Journal de Mathématiques (1) 7 (1842), S. 203.
Wendelfliche und Kettenfliche sind adjungierte Minimalflichen (vgl
Aufg. 2).

6. Lies imaginire Minimalfliche dritter Ordnung. Die Sehnen-
mittenfliche einer isotropen Raumkurve dritter Ordnung ist eine alge-
braische, windschiefe Minimalfliche dritter Ordnung. Study hat liber
diese Flichen Lies folgendes bewiesen: Alle solche Flichen sind
untereinander kongruent. Sie lassen sich als Schraubenflichen erzeugen
und sind auf unendlich viele Arten Spiralflichen. Die Gleichung der
Fliche 1iBt sich durch geeignete Achsenwahl auf die Gestalt bringen

(49) 2(x, — iz, — 61, —i2) 2y — 3 (2, +i2,) = 0.

S. Lie, Mathem. Annalen 14 (1879), S. 353. E. Study, Leipziger Be-
richte 68 (1911), S. 14—26.

7. Imagindre Minimalfliche vierter Ordnung nach Geiser. Nach
Study 1aBt sich die Minimalflache

{60) (@, — d2p)* + 3 (2" + 2,7 +2,°) =0
als Drehfliche um die auf ihr liegende isotrope Gerade
(51) z, —ix,=0, x,=0

auffassen. E. Study, ebenda (vgl. Aufg. 6).

8. Ein Satz von Steiner zum Problem von Plateau (1842).
Durch eine geschlossene Kurve konnen unméglich zwei verschiedene
Flichen allerkleinster Oberfliche hindurchgehen, die sich in der Ge-
stalt @, = f, (z,, %), 3 = f, (%,, ,) darstellen lassen; denn die Fliche
22, = f, (%,, %,) + f,(x,, x,) hitte kleinere Oberfliche als beide.
J. Steiner, Werke 11, S. 298.



190 Extreme bei Flichen.

9. Ein Satz von Beltrami iiber Minimalflichen (1868). Es sei
z,(u,v); (=1, 2, 8) eine Minimalfliche. Dann ist A ,= 0, wenn A
den zweiten Differentiator Beliramis bezeichnet. Die ,Hohenlinien®
x, = konst. und die zugehérigen orthogonalen Trajektorien bilden also
eine Schar isothermier Kurven. E. Beltrami, Werke II, S. 25.

10. Eine Aufgabe iiber Minimalftichen. Nach den Formeln (9)
von Weierstraff besteht zwischen den analytischen Funktionen einer-
seits und den Minimalflichen anderseits eine innige Beziehung. Es
miissen sich also die Eigenschaften der analytischen Funktionen in
entsprechenden Eigenschaften der Minimalflichen widerspiegeln und
umgekehrt. Man untersuche nun, was fiir Eigentiimlichkeiten der Mini-
malflichen den Eigenschaften der analytischen Funktionen entsprechen,
die man in neuerer Zeit in Zusammenhang mit dem Satz von E. Picard
gefunden hat. Vgl dazu die neuerschienene vortreffliche Darstellung
in dem Enzyklopiadieartikel von L. Bieberbach, Neuere Untersuchungen iiber
Funktionen von komplexen Variablen; Enzyklopidiell C4(1921),S.409u. ff.

11. Gleichgewicht einer gravitierenden Fliissigkeit. Es sei & ein
Kérper mit vorgegebenem Rauminhalt ¥, dV, und dV, zwei Raum-
elemente von ® mit der Entfernung #. Das Integral

E;fdex;%
1 4
K

erreicht dann und nur dann seinen gré8ten Wert, wenn ® eine Kugel
ist (A. Liapunoff). Man kann diesen Nachweis wohl am einfachsten
mittels Steiners Symmetrisierung erbringen. 7. Carleman, Mathem.
Zeitschrift 8 (1919), S.1—7. Verwandte isoperimetrische Aufgaben
bei W. Blaschke, Mathem. Zeitschrift 1 (1918), S. 52—57.

12, Literatur iiber Minimalflichen. An zusammenfassenden Dar-
stellungen der Theorie der Minimalflichen seien genannt: H. 4. Schwarz,
Mathem. Abhandlungen I, Berlin 1890; G. Darboux, Théorie des sur-
faces I, Paris 1887, Livre IIl. Es ist dies eines der schénsten Kapitel
in dem ausgezeichneten Werk von Darboux (1842—1917)%%). A. Ribau-
cour, Etude des Elassoides ..., Bruxelles, Mémoires couronnées par
I'Académie de Belgique, 44 (1881); E. Beltrami, Sulle proprieta
generali delle superficie d'area minima (1868), Opere II, S.1—54.
SchlieBlich hat E. Study eine Bearbeitung der Lehre von den Minimal-
flichen in Aussicht gestellt.

25) Uber Leben und Werk dieses hervorragenden Geometers vgl. man:
A. Voss: Jahrbuch der Koniglich bayerischen Akademie der Wissenschaften
1917, S. 26—53 oder Jahresbericht der D. Math. Ver. 27 (1918), S. 196—217.
Ferner: L. P. Eisenhart und D. Hilbert in den Acta mathematica 42 (1920),
S. 275—284 und S. 269—273. Schliefilich sei noch auf den zum Teil auto-
biographischen Vortrag von Da,bour verwiesen, den er beim rdmischen
Mathematikerkongref 1908 gehalten hat: Atti I, S. 105—122.



7. Kapitel

Liniengeometrie.

Von J. Pliicker (1801—1868) stammt der Gedanke, als Baustein
fiir eine rdumliche Geometrie statt der Punkte oder Ebenen hohere
Gebilde, z. B. Geraden oder Kugeln zu verwenden. In beiden Fillen
wird unser gewohnlicher Raum Trdger einer vierdimensionalen Ge-
samtheit, denn sowohl die Geraden wie die Kugeln hingen von vier
Konstanten ab. F. Klein, der 1866—1868 Pliickers physikalischer
Assistent war, hat Plickers Werk zu Ende gefithrt ,Neue Geometrie
des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der geraden Linie als
Raumelement (1868, 1869), in dem Pliicker seine ,Liniengeometrie
hauptsichlich in algebraischer Richtung aufgebaut hatte. Schon vorher
ist die Liniengeometrie in Zusammenhang mit der geometrischen
Optik insbesondere durch W. R. Hamilton (1805—1865) und E. Kummer
(1810—1893) in differentialgeometrischer Hinsicht entwickelt worden.
Hamiltons Abhandlungen sind 1828, 1830 erschienen und Kummers
Schrift iiber unsern Gegenstand 1860. Spiter ist die Liniengeometrie
in innige und vielfache Beziehungen zur Flichentheorie gekommen?).

Hier soll eine Seite der Liniengeometrie behandelt werden, die
auf einem sehr reizvollen ,Ubertragungsprinzip® von E. Study beruht
der in Bonn Pliickers geistiges Erbe verwaltet.

§ 103. Studys Ubertragungsprinzip.

Study hat gezeigt, daBl man die (vierdimensionale) Liniengeometrie
in einen merkwiirdigen Zusammenhang mit der (zweidimensionalen)
Geometrie auf einer Kugelfliche bringen kann, und zwar dadurch, daf
man auf der Kugel eine besondere Art komplexer Punkte -einfithrt.

1) Eine zusammenfassende Darstellung der Liniengeometrie bei K. Zindler:
Liniengeometrie I, II, Leipzig 1902, 1906. Von demselben Geometer: Die Ent-
wicklung und der gegenwirtige Stand der differentiellen Liniengeometrie,
Jahresbericht der D. Math. Ver. 15 (1906), S. 185—213. Man vgl. ferner den
jlingst erschienenen ersten Band der gesammelten Abhandlungen von F. Klein,
Berlin 1921. Ein idlteres Lehrbuch der Liniengeometrie ist das von G. Koenigs:
La géométrie réglée et ses applications, Paris 1895.
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Neben das System der gewohnlichen komplexen Zahlen g -} 10
mit 32 = — 1 tritt ndmlich in mancher Hinsicht gleichberechtigt das
System der sogenannten ,,dualen Zahlen” a -+ ¢b des englischen Geo-
meters W. K. Clifford (1845—1879). Dabei sollen 2 und b reell sein,
und die neue Einheit ¢ geniigt der Rechenregel ¢ = 0. Fiir diese
dualen Zahlen gilt z. B. wieder das Vertauschbarkeitsgesetz der Multi-
plikation, aber es kann natiirlich ein Produkt verschwinden, ohne daf}
irgendein Faktor Null wird. Die Division ist nur dann zuldssig, wenn
der Divisor von Null verschiedenen Realteil hat, also kein , Nullteiler«
ist. Wie man die analytischen Funktionen (Potenzreihen) auf duale
Veridnderliche iibertragt, lehrt das Beispiel:

cos (¢t 4 ¢ f) = cose cosg f — sine sine 3,

' cossﬂ:l—ggf—}—...:l,
n s
sineﬂzsﬂ—&g—'—k...:sﬁ,

cos (¢ +¢ef)=cosq — ¢ fsine.

Wir fithren nun zunidchst Pliickers Linienkoordinaten ein. Eine
Gerade 9 sei durch zwei auf ihr liegende Punkte y und f bestimmt.
Wir setzen
(2) a=eh—z, a=er=y),
wo o einen von Null verschiedenen und im iibrigen beliebigen Faktor
bedeutet. Die sechs Komponenten «,, @, dieser beiden Vektoren sind
Pliickers homogene Koordinaten der Geraden . Sie sind offenbar
an die Bedingung

(8) aa=0
gekniipftt Wir wollen nun, um den Faktor g festzulegen, iiberdies
(4) a?=1

fordern, was im reellen Falle, auf den wir uns hier in der Regel be-
schrinken, immer, und zwar auf zwei verschiedene Arten erreichbar
ist. Jetzt konnen wir die beiden Vektoren a, a zur Kennzeichnung
der gerichteten, d. h. mit einem Durchlaufungssinn versehenen Ge-
raden 9 nehmen, und zwar gibt der Vektor a die Richtung. In der
Ausdrucksweise der Mechanik ist der zweite Vektor @ das ,vektorielle
Moment“ der in der Geraden 9 wirkenden Einheitskraft @ um den
Ursprung. Die Bedingung dafiir, daB ein Punkt ; auf 9 liegt, ist

() r<a=al.

Wir berechnen den FuBpunkt a des Lotes vom Ursprung auf 9. Es ist

(6) a=a>a.
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Tatsédchlich liegt nach (5) dieser Punkt auf 9,  denn es ist nach (43)
in §3
ax<a=(aa)a—(aa)a=a,
und andrerseits ist
aa=0.

Wir setzen nun nach Siudy

(V) atea=%«
und fiihren damit den ,dualen Vektor 9 ein mit den Komponenten
(8) A,=a, +cea,; k=1,23.

A ist ein Einheitsvektor, denn wir haben wegen

a?=1, aa=0
die Beziehung
(9) W= (a+eaf=0a>+2caa=1.
In dieser Abbildung der Gevaden des Rauwmes auf die dualen Punkte
der Einheitskugel U = 1 besteht Studys Ubertragungsprinzip, das viel-
leicht den wesentlichsten Inhalt seines groBen Werkes ,,Geometrie der
Dynamen® (Leipzig 1903) bildet?).

DaB diese dem ersten Anschein nach recht willkiirliche Zuordnung
einen guten Sinn hat, sieht man sofort ein, wenn man nachrechnet,
was dem inneren oder skalaren Produkt Y U* zweier Vektoren im
Linienraum entspricht. Wir setzen

(10) A* = a* 4 ga*
und finden .
(11) AA* = aa* - e(aa* + a*a).

Wir behaupten: Die beiden Bestandteile rechts sind Bewegungs-

invarianten der beiden Geraden 9, A* Zunichst ist namlich q¢* der

Kosinus des Winkels ¢ der beiden gerichteten Geraden. Es bleibt

also nur noch die Bedeutung des Klammerausdrucks zu ermitteln.

Wihlen - wir auf 9 zwel Punkte 1 und -+ a=1 und auf 9* die
Punkte ¢* und r* | o* = p*, so gibt die Determinante

i 1 2 =z ;

|

(12) o i y1* yz* ya*)‘

T, Xy Tyh |

1 y* 9% 9" |

nach ihren beiden ersten Zeilen nach dem Determinantensatz von
Laplace entwickelt, gerade den gewiinschten Ausdruck

(13) V=aa*+a*a.

)

% Vgl. dort bes. § 23, S. 185 und die Literaturangaben S. 207, 208.
Blaschke, Differentialgeometrie 1. 2. Aufl. 13
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Subtrahiert man in der Determinante die dritte Zeile von der vierten
und dann die erste von der zweiten und dritten, so folgt

(14) V={(a,t*—1, a%.

Verlegt man die Punkte r und r* auf den Geraden ¥, %* in die FuB-
punkte des gemeinsamen Lotes, so erkennt man, daf

(15) V=—gsing

ist, wenn § die Lange dieses gemeinsamen Lotes, d. h. den kiirzesten
Abstand der Geraden bedeutet. Dabei wire iliber die Vorzeichen noch
eine geeignete Festsetzung zu treffen. In der Mechanik nennt man V
das Moment der einen Geraden um die andere. Sein Vorzeichen ist
von der Reihenfolge der Geraden unabhingig, abhingig aber vom
Sinn der gerichteten Geraden.

Setzen wir
(16) P=¢p+ep,
S0 ist
(17) WUU* = cosD = cosp — e Fsing.

Der ,,duale Winkel* @ der Geraden U, ¥ setzt sich aus dem gewdohn-

lichen Winkel @ und dem kiirzesten Abstand @ zusammen:
P=¢p+cp.

Insbesondere ergibt sich als Bedingung, daB sich zwei Geraden %, %*

senkrecht schneiden,

(18) AA*=0.

Unterwirft man jetzt die Einheitskugel 9> = 1 der Gruppe der
dualen Drehungen, d. h. den orthogonalen Substitutionen mit dualen
Koeffizienten, so entsprechen ihnen die Euklidischen Bewegungen des
Linienraums und umgekehrt. Denn die Bewegungen des Raumes sind
als stetige Gruppe von Transformationen dadurch gekennzeichnet, daB
bei ihnen der duale Winkel zweier Geraden erhalten bleibt.

Den so hergestellten Zusammenhang zwischen der dualen Geo-
metrie auf der Kugel und der Liniengeometrie wollen wir zunichst
dazu benutzen, um die geradlinigen Flichen zu untersuchen.

§ 104. Geradlinige Flichen.

Stellen wir den dualen Einheitsvektor
(19) A=a(t) +ealt)
in seiner Abhingigkeit von einem reellen Parameter ¢ dar, so ist uns
dadurch eine geradlinige Fliche gegeben. Dabei wollen wir, um das
Stirnrunzeln des gestrengen Geometers zu vermeiden, dem dieses
Biichlein gewidmet ist, ausdriicklich den Fall ausschlieBen, daB q und q
nur konstante Vektoren sind. Fiir den dualen Winkel zweier benach-
barter Erzeugender haben wir

(20) AP = (dp + ¢d@)® = d U = (da + eda)®.
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Daraus ist
(21) dg? =da®, de-dp =da-da,
und in
. d al_—!
(22\’ d= . =7 u’

dg a'-a

haben wir die einfachste Differentialinvariante der geradlinigen Flachen,
die man seit M. Chasles (1793—1880) mit dem langweiligen Namen
»Verteilungsparameter' zu belegen pflegt, und die wir kitrzer den ,,Drall
der Fliche nennen wollen. Der Drall wird nur bei den Zylindern
a’® = 0 unbrauchbar (wenn wir uns, wie erwihnt, auf Reelles be-
schrinken). Sein identisches Verschwinden ist fir die Torsen kenn-
zeichnend. Die Zylinder schlieBen wir im folgenden aus. Geradlinige
Flachen, die keine Torsen sind, hatten wir als ,windschief* bezeichnet.

Jetzt filhren wir ein unsre geradlinige Fliche begleitendes Drei-
bein ein, das erstens aus der Erzeugenden 9 = 9, besteht und zweitens
aus der Geraden

9[’

: _ ¥ Y
(23) 91»3*1)) P'—VQI 5]

endlich drittens aus der Geraden

(24) Ay = Ay X< Uy

Um die geometrische Bedeutung von 9, und 9, festzustellen, beachten
wir, dal aus %*> =1 durch Ableitung nach ¢

(25) AW =0

folgt. Wir behaupten nun zunichst, daB 9, das gemeinsame Lot

benachbarter Erzeugender 9 und 9 -+ %'d¢ ist. Tatsdchlich! Wir
haben dazu nach (18) nur zu bestitigen, daB

(26) WA =0, U(U+Wdt)=UWdt=0
ist, und daB ¥, der Normierungsbedingung geniigt:
(27) Uy® == (A > W) =AU — (W A = 1.

Den Schnittpunkt y der drei Geraden unsres Dreibeins U, U,, %,
also den Punkt auf 9, der von der Nachbarerzeugenden die kleinste
Entfernung hat, werden wir als , Kehlpunkt’ der Fliche bezeichnen
und den Ort g(¢) dieses Punktes als ihre ,Kehllinie“. Statt Kehl-
punkt und Kehllinie sagt man wohl auch ,Hawuptpunks und ,,Strik-
ttonslinie’. Die Ebene durch %,, %, nennt man ,,Asymptotencbene’
unsrer Flache.

Wir wollen nun die Ableitungen 9,’ der drei dualen Vektoren
A, aus den ¥, linear aufbauen:

(28) U = Za, A, @y =A%,
Aus
(29) AA=0, k+l; AA=1, k=1

13*
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folgt durch Ableitung
(30) oA+ WA =ay, + a4, =0,
d. h. die Matrix der a,, ist schiefsymmetrisch. Das Gleichungs-
system (28) hat also die Form
U =a, Uy — a5y,
(31) Uy = gy Ay — 23, %,
Ay = g, Wy — g3 A -
Nach (27) war aber %' = %,/ = P%,, es ist also a,, = P, a5, =0,
und es bleibt nur

(32) gy = Uy U,

zu berechnen. Aus (23) folgt durch Ableitung
A , 1y

(33) U= p U (P) :

und da andrerseits nach (24)

(34) Wy oy < Uy =

war, so finden wir fiir a,,, wofiir wir Q setzen wollen, den Ausdruck

@y (AL w)

2 0= =03,

Somit haben unsre Ableitungsgleichungen schlieBlich die Gestalt:
o0 =+ P, P—Vu*,

(36) QIQ’: - PQ[I +QQI3; (mmlmﬂ)
9{3”—:_0%2; Q:‘Amrz -

Trennen wir bierin Reelles und Imaginires und setzen wir

(37) P=p+ep, Q=q+e¢q,
so finden wir, falls wir
(38) A = 0, + 4,
einfithren, das Gleichungssystem
o, =+ pa,,
(39) 0y = —pa, +quq,,
as’ = —(40ay;
[ o, =+ E/ae +pa,.
(40) ia‘z’:““{;a1+§a3"?a1+qas’
4 = — go,— qa,-
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Darin sind

(41) q= ,

s @da)+eda")+(add) ,(ad'0") (@ a)
q - o2 (al 2)2

Fir die ,duale Linge“ der sphirischen Kurve 9 (f) erhalten wir
nach (36), (37)

(42) Jva2ai—= [Pat= [(p +ep)at
und fiir die duale Linge von 9 (f)
(43) JVuRat=[Qat= [(g+eg)ar.

Dabei blieb ein Vorzeichen willkiirlich. Somst sind die Integrale
[pat, [pat, [qat, [qat
Integralinvarianten unsrer geradlinigen Fliche A(%).

Ferner findet man mittels der Formel (22) fiir den Drall der
Fliche 9, (f) den Wert

o/ a,’ p
(44) 4, =" — _g,
ebenso fiir den Drall der Fliche 9, (¢)
_ a8 pp+eq
(45) d-z_ 02'2 - P2+q2
und schlieBlich fiir den Drall der Fliche U, (¢
3
16 _%'e g
(46) dy= "o =1

‘ Um den Geschwindigkeitsvektor ¢’ des Kehlpunkts ¢ zu gewinnen
beachten wir, daf 9, die von (%,) bestrichene Fliche in g beriihrt,
daB also

(47) ' =aq +bag

sein mufl. Leiten wir andrerseits die Gleichungen

(48) r>x<a; =gy, r><oa;=aqa,,

die aussagen, dab der Kehlpunkt gy auf 9, und 9, liegt, mittels (39),
(40) und (47) ab, so folgt

(49) a=q, b=2¢p.

Damit haben wir die gewiinschte Ableitungsgleichung fiir den Kehl-
punkt

(50) '=§a1—§—§a3
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und daraus
(51) =t

Aus (50) ergibt sich eine geometrische Deutung der Integral-
tnvarianten

[qat, [pat.
Es ist namlich

(52) J ¥ at=[gas
die auf 9, gemessene Entfernung des Kehlpunkts von einer Kurve

auf unsrer geradlinigen Fliche (%), die die Erzeugenden 9, senkrecht
durchschneidet, und entsprechend

(3) Jeoai=[pat
die Entfernung von einer senkrechten Schnittlinie der 9I,.

p =0 kennzeichnet die Zylinder %A(f). Ist p =0, ohne daB
p =0 ist, so hat 9 (¢) den Drall Null, also ist % (f) auf jeden Fall
eine Torse, wenn p == 0 ist. Aus ¢= 0 folgt nach (39) a;' = O oder
a, = konst. Wegen q, a; =0 bedeutet also ¢ =0, daB die Erzeu-
genden von 9, (¢) einer Ebene (,Richtebene“) paraliel sind. Es bleibt
noch der Fall g= 0 zu untersuchen.

Im allgemeinen, d. h. fiir p4=0, ¢4=0 entsprechen sich die
Flichen 91, (f) und 9, (f) gegenseitig, d. h. jede besteht aus den Kkiir-
zesten Abstinden der Nachbarerzeugenden der anderen. Daf3 namlich
%, das Lot von o, und A, + 4N, ist, driickt sich so aus [vgl (36)]:

. €A, < A’
(54) Ay = — P———l—
und die umgekehrte Beziehung durch

A, o< A

(55) A = ,,:L,Q,,? .

Beide Ausdriicke haben dabei einen guten Sinn, da die Realteile p, ¢
der Nenmner nicht verschwinden. Soll nun g==0 sein, so hat 9, (?)
nach (46) verschwindenden Drall, ist also eine Torse. 9, (f) besteht
aus den gemeinsamen Loten benachbarter Erzeugenden der Torse,
also aus den Binormalen der von der Torse im allgemeinen umbhiillten
Raumkurve. ¢ =0 bedeutet also, daB 9%, () in der Regel aus den
Binormalen einer Kurve besteht.

In dem Sonderfall p — 0 steckt in unsrer Theorie der gerad-

linigen Flichen die Theorie der Raumkurven (5:*: 0) und gleichzeitig

(p = 0) die der Kegel. Im ersten Fall wird nimlich nach (50) ¢’ = ¢ a,,
¢'? =7% und somit nach willkiirlicher Entscheidung iiber das Vorzeichen
der Bogenlinge s der Kehllinie

s=[qadz.
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Die Formeln (39} bekommen also die Gestalt

da, 4
R LT

day 14 q
as = " g T 7%
da‘!=-ga\

ds qg =

Durch Vergleich mit den Formeln (71) von Frenet in § 6 ergeben
sich somit fiir Kriimmung und Windung von (r) die Werte

- 1 1
(56) L , =1
’ o q T q
Nebenbei bemerkt, kann man auBler unsern vier Integralinvarianten
fiir geradlinige Flidchen leicht noch weitere bilden, so z. B. die von

dem franzosischen Geometer G. Koenigs betrachtete

(57) SVppar=SVevar.

Stellen wir einen beliebigen Punkt y einer geradlinigen Fliche
ausgehend von der Kehllinie g (f) in der Form f = g -} ra, durch die
Parameter 7, ¢ dar, so findet sich nach (39), (50) fiir das Bogenelement
der Fliche der Ausdruck

(58,) dy?=dr* |- 2Gdrdt - (p?r* 4 p* %) d 2.
Daraus folgt etwa mittels (42) in § 36 fir das Kriimmungsmaf

= \e
(58,) K=-{ ?? V

/ lP272+P2
Lings einer Erzeugenden hat also K, wenn p, ;:{: 0 sind, fir » =0,
also im Kehlpunkt seinen absolut gréBten Wert.

Aus der Biegungsinvarianz von K (§ 36) folgt: Sind zwei wind-
schiefe (K == O) geradlinige Flichen lingentren so aufeinander abgebildet,
daf3 sich die geradlinigen Erzeugenden entsprechen, so emtsprechen sich
auch die Kehllinien. TFerner: Dafiir, daf zwei windschiefe Flichen
derart aufeinander abbildbar sind, ist notwendig und hinreichend, daf
fiir entsprechende Evzeugende die Verhiltnisse p:p:q iibereinstimmen.

Merken wir uns zum SchluB noch einige Formeln fiir den Kehl-
punkt r einer geradlinigen Fliche an! Setzen wir dazu

1= a ey, + 504,
so gilt die Tatsache, dafl ¢ auf %, liegt

r><a, =a,
oder
<0, = —eya5 ;0 aq,.
Multipliziert man mit a,, so findet sich wegen a,> =1, a,0, =0 das
Ergebnis o, = q, a, .



200 Liniengeometrie.

Daraus durch zyklische Vertauschung

(59,) + 1= (a5 a5) a; -+ (ay ag) ag + (aq 8,) g

oder auch, da 9; und 9, sich schneiden (a;d, 4 a,d = 0)
(59,) — 1= (a, ) 0y (as a,) a + (a1 0,) g -
Mittels (39) und (40) ergibt sich weiter

(69,) r=a>xa-+ (a:,’:’) a

oder nach (6)
: a’ a’

(39,) r=a—ya ).

§ 105. Besondere geradlinige Flichen.

Wir wollen von der vorhin entwickelten Theorie eine kleine An-
wendung machen, indem wir den Drall der geradlinigen Fliche be-
rechnen, die von einer Geraden & beschrieben wird, die mit dem
begleitenden Dreibein einer gegebenen geradlinigen Fliache 9 (z) starr

verbunden ist.
Zu dem Zweck setzen wir den dualen Vektor & linear aus den

dualen Vektoren ,, %,, ¥; zusammen:
(60) @5=G1‘2I1—}—G?%[2—|—G3‘2I3.
Dabei bedeuten die G, feste duale Zahlen mit der Quadratsumme
Eins. Durch Ableitung folgt wegen (36)
(61) @ =—G,PU +(GP—G, QU +G,0%,.
Daraus ergeben sich nebenbei fiir die im Augenblick ruhende Gerade
(@ = 0) die Bestimmungsstiicke
- 9 — -
(62) G, = ‘/ﬁ_'fQTz’ G, =0, Gy=—===—=.
Ferner folgt aus (59)
@? =G, P*+ (G, P— G, Q) - G,> 0?
oder wegen G, 4 G,* + G,* =
(63,) @?=P+Q*— (G P+ G, Q7.
Daraus durch Trennung des Reellen vom Imagindren:
G, =g+ € &>
G =g-+eg;
= (Gt a9
08 =pp+99— (&P + 8@t +ai+8r+89-

23) Entsprechend dem hier vorgetragenen l4d6t sich besonders symmetrisch
fiir die nicht-Euklidische Geometrie eine Theorie der geradlinigen Flichen auf-
stellen. Vgl. W. Blaschke: Math. Zeitschrift 15 (1922), S. 309—820.

(63,)
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Somit hat der gesuchte Drall den Wert
(64) 9y _ PPHeT—@p+a) G TG T+ HITED)
g's P+ — (P69
Suchen wir jetzt insbesondere die Geraden @& durch den Kehl-
punkt p auf, fiir die der Drall verschwindet. Fiir die Geraden durch
t sind die g, = 0; denn die g, bedeuten die Drehmomente von
um die 9,. Somit findet sich die Bedingung

(63) po+99=(gp+ 89D +8ad-

Das ist die Gleichung eines Kegels zweiten Grades durch r. Fragen
wir nun: Fiir welche Flichen U (t) behilt dieser Kegel, dessen Erzeugende
Torsen beschreiben, Gestalt und Lage innerhalb des Dreibeins %, (¢) bei?

Nach (65) ist offenbar dafiir notwendig und hinreichend, daB
p:q und p:g lings A(f) konstant (also unabhingig von f) bleiben.
Wir wollen nun die geometrische Bedeutung der Bedingungen p:g¢
und p: g = konst. ermitteln. p:q = konst. bedeutet, daB die Er-
zeugenden 9 (f) mit einer festen Richtung einen festen Winkel bilden.
In der Tat! Nimmt man in (59) die Realteile, so erhilt man

(66) o =—gta (@t — gDt 8-
Daraus folgt, daB die im Dreibein feste Richtung

67 =L _ g=0, N
(&) 8T e B SN R

auch im Raum fest ist (§" = 0), was sich leicht umkehren liBt. Aus
(51) folgt andrerseits: p:q = konst. bedeutet, daB die Kehllinie mit der
Erzeugenden 9 (#) einen festen Winkel bildet. Da sowohl die Rich-
tung (67) wie die Tangentenrichtung ¢’ in der Ebene durch 9, und 9,
liegen, ist auch der Winkel zwischen 3’ (50) und der raumfesten
Richtung (67) unverdnderlich. In der Ausdrucksweise von § 15 heiBt
das: Die Kehllinie ist eine Bodschungslinie.

Da q, auf der festen Richtung und auf y’ senkrecht steht und
die Hauptnormale £, einer Boéschungslinie nach § 15 dieselbe Eigen-
schaft hat, so konnen wir £, = a, setzen.

Gehen wir jetzt umgekehrt von einer Béschungslinie ¢ (£) aus und
konstruieren dazu eine von unsern geradlinigen Flichen 9% (¢), die g (¢)
zur Kehllinie hat, so muB wegen &, = a, die Beziehung bestehen

(68) a, = &, cos P -} £ sin}, & = konst.
Daraus folgt durch Ableitung mittels der Formeln von Frenet aus § 6
' cos¥  sind
(69) a, =&, <_—g_ - )
Somit ist
a,
(70) g =7 ,2‘252'
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Also ist die Kurve r(¢) auf der Fliche

(71) At) =a, +&(x < q,)
tatsachlich Kehllinie. Um also etne geradlinige Fliche mit p:q = konst,,
p:g =konst. zu konstruicren, braucht man wur durch die Punkie t
einer Bischungslinie die Erzeugenden mit der Richtung

a=2¢§ cosd -+ §;sind, o = konst.
2u legen.

Dabei ist der Winkel 4 so zu wihlen, daB3 die Richtung a nicht
raumfest ausfillt. Das Dreibein der £, ist mit dem der a, starr ver-
bunden. Eine Gerade ¢, die mit den ¥, starr zusammenhingt, ist
also auch mit den &, in unverinderlichem Zusammenhang. Somit
gibt es bei jeder Boschungslinie einen mit dem begleitenden Dreibein.
der & starr verbundenen Kegel mit der Spitze im Kurvenpunkt, dessen
Erzeugende bei der Bewegung des Dreibeins Torsen umbhiillen. Diese
Eigenschaft ist fiir die Boschungslinien kennzeichnend. Damit sind
wir auf ein von P. Appell herriihrendes Ergebnis zurlickgekommen?®).

Nach (60) ist fiir beliebige geradlinige Flichen die Gerade
_e%+PY
VP
das, was dem sphirischen Kriimmungsmittelpunkt auf der dualen
Kugel entspricht, also etwa die , Krimmungsachse’ der geradlinigen
Flache % (f). % (f) konnte man dann die Evolutenfliche zu 9 () nennen.

Setzt man in B fiir %, %,, P, Q die Werte aus (23), (24). (36)
ein, so erhilt man

(731) B =

(72) B (¢)

QA+ A< AN
e

Bezeichnet man den dualen Winkel zwischen o und 9B mit
O =9 ¢, so erhilt man aus (72)

(2 o )
Q=""grs -

& Q  (@wur
ctg® = ctgd — V=% — .
(732) g gt sin2 P_ o 9)3/2
q 9 __9P—Pq
tg ) = L = 1P7P9
ctgd e V) PO

§ 108. Strahlensysteme.

Eine Gesamtheit von Geraden, die von zwei wesentlichen Para-
metern abhingt, nennt man ein ,Strahlensystem“ oder eine ,,Kon-
gruenz“. Wir wollen den Einheitsvektor 9 als Funktion zweier reeller
Parameter u,v darstellen

(7‘4{ A=a(u,v)+ ea(u, )

3) P. Appell: Archiv f. Math. u. Phys. (1) 64 (1879), S. 19—23.
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und haben so ein Strahlensystem gegeben. Das duale Bogenelement
A = {(a,du + a,dv) + e(q, du + a,dv)}?
(75) = (a,?du® 4 2a,0,dudv 4, dv?)

+ 2¢{a,q, du® + (0,8, -+ a,8,)dudv + a,8,dv°}
kiirzen wir so ab

76 d¥? = Edu®> 4+ 2Fdudv + Gdv? ~
(76) =edu® + 2fdudv + gdv® + efedu® + 2fdudv + gdv®}

indem wir setzen

E=c+tee, F=f-+e¢f, G=g+eg;
(77) e=ua,?, f=na,a,, g=ak;
E:2auau’ f: u v—}_anau’ g_: 2a1.-av'

Wir werden im folgenden die ,zylindrischen Strahlensysteme,
d. h. solche, deren sphirisches Bild a (#, v) auf eine Kurve zusammen-
schrumpft (eg — f? = 0), ausschlieBen.

Um die Abhingigkeit zwischen den beiden quadratischen Diffe-
rentialformen*)
(78) I,=edu"—|—2f—_dudv+gdv‘“',

’ I=—¢du®+ 2fdudv -+ gdov?

aufzufinden, brauchen wir nur hinzuschreiben, dafl die duale Diffe-
rentialform I ¢Il das GawuBische Kriimmungsmal Eins hat. Mittels
der Formel (138) in § 49 erhilt man

e e, €,

1 - 5 1§06 e.—fu 0 fo—gu)
(79) 1=_4w‘ f fu f"l_ {611 w  0n w }’
g 8u 8o | ‘
w® —eg — f°
und eine zweite, etwas lingliche Formel
oy | € 3 ! e e, e, e e, e, e -
ot g PPN b
€ 8 & | lggugv, ‘gg g | [ggugl;
k(0 €y — f,, 0 ﬁy u 1 _v“‘fu 2 fv u
(80) TE{{M w  du w J} V2w{ w  u w i
1 0 ev_fu 0 fv—gu
f@{?vh——w‘ —Eih_—zﬂﬁj’

eg—2ff+ge
gp 8 2Fee
eg—f*
%) Dlese Formen hat systematisch zuerst G. Sannia zur Grundlage der
differentialgeometrischen Behandlung der Strahlensysteme gemacht (Math.

Annalen 68 (1910), S. 409—416), nachdem schon K. Zindler beide Formen ein-
gefithrt hatte.
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Man kann (80) mittels (79) noch ein wenig umformen.
Ubertrigt man auch die Abteilungsformeln (135) § 48 von Gauf
auf den vorliegenden Fall, indem man (fir y = & = ) nach (77)
= —L=¢-}c¢e,
Fe=—M={+"F,
G=—N=g-e
setzt, so sieht man z. B., daB durch die Grundformen I, II mit den
Bedingungen (79) und (80) das Strahlensystem im wesentlichen be-
stimmt 1st.

Untersuchen wir den Drall der geradlinigen Flichen, die durch
eine Gerade 9 unseres Systems hindurchgehen und aus Systemgeraden
bestehen! Wir finden
(81) d— a'a' _ (0udu+a,dv)(d,du+d,dy) _ 1 gduwzfdudwgdu;

a'? (ay du + a,dv)? 2 edu?+2fdudv+gdv?
Genau durch die entsprechenden Betrachtungen wie in §§ 35, 37 erhalt
man fir die extremen Werte von d als Funktion der ,Fortschreitungs-
richtung® du:dv die Formeln
(2ed —&)du -+ (2fd — f)dv =0
(2fd—fldu - (2gd —g)dv=0

(82)

und daraus

d(eg—f)d* —2(eg—2ff +ge)d+ (eg—H=0

oder
(83) a2 —2hd-+k=0,
1 leg—2ff+ge
(84) h:Q(d +d2) 2 cg — fﬂ ’
_1eg—f2
(85) k=d,-d, Teg—f

Dabei sind die Nenner == 0, wenn das Strahlensystem nicht zylindrisch
ist, wie wir angenommen hatten. Aus (82) folgt ferner durch Ent-
fernung von d fir die ,,Hauptrichtungen” du:dv

’ (edu - fdv) (edu+fdv) |
(fdu+ gdv) (Fau—+gdv) |~

Da die Differentlalform I >0 definit ist, so sind die geradlinigen
Flichen, die der Bedingung (86) geniigen, stets reell. Diese Flachen,
die den Kriimmungslinien entsprechen, konnte man wohl als ,,Haupt-
fldchen bezeichnen.

Aus (86) folgt, wenn wir den Ausnahmefall, daB3 die Differential-
formen I, II linear abhingen, auf spater (§ 110) verschieben, daB
f=0 und f=0 wird, sobald man die Hauptflichen zu Parameter-
flichen #, v = konst. nimmt.

(86)
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Merken wir noch an, wie sich die Formeln (79), (80) in diesem
Fall vereinfachen. Wir finden

_ 1 0 e UAgu
(87) l=—-5 {‘a‘m ,Tuw}
) 1 (0 2he,~e, , 0 2hgu—gu).
e
_leg+g _—ﬁ 2
(89) h_4 eg =g

Dazu kommen die Ableitungsformeln nach § 48 (136), (137)

E, E,
muu=+;~}§ — s, —EN,

(90) A, =+ 5, +2G
%vv=—z—}'§9‘u+z—2mr—”‘-

Durch die Differentialgleichung
(91) I=¢du?<-2fdudv+-gdv®=0

sind nach (81) die Torsen definiert, die in unserm Strahlensystem
enthalten sind. Wihrend die Hauptflichen stets reell sind, konnen
die Torsen auch imaginir sein (eg — f* > 0).

§ 107. Ubertragung der Integralformel von Gaup-Bonnet
auf Strahlensysteme.
Nach O. Bonnet driickt sich die Gesamtkriimmung eines einfach

zusammenhingenden Flichenstiickes folgendermaBen durch ein Rand-
integral aus (§ 63)

[K-do+§% —2
Qg
Wir wollen diese Formel auf den Sonderfall eines Flichenstiicks auf

der Einheitskugel K= -1, £ =t anwenden, wo die geoditische
Krimmung nach § 54 (11) durch den Ausdruck erklért ist

(92) =+ @r,z,,)-

Wir finden jetzt

(93) fd +§(F§,E)dt

Diese Formel wollen wir dual erweitern und auf ein Stiick eines
Strahlensystems anwenden, dessen sphirisches Abbild ein einfach zu-
sammenhingendes Stiick der Einheitskugel ist. Wir haben zunichst

(94) [do= [fVEG-Faudv—= [[(1 +2eh)Veg— fPdudv

@!Hv
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oder, wenn wir das Flichenelement des sphirischen Bildes

(95) (aa,a,)dudv="Veg —FPdudv=do
einfiihren,
(96) fd0=f(1~}—2eh)dw5).
Ferner ist

§) X (s
(97) f(uzi'g—)d¢=f(?dt,

wenn wir wie in (45)

9[9['“1[")
(98) Q= (‘"‘972
setzen. Somit ist
(99) Jo L 2en)do +§0dt=2n
oder, wenn man Realteil und Imaginirteil trennt,
(100) fdo+§qdt =2a,
101 — 2 |h-dw=4¢$q-dt.

q

Hieraus folgt: Die Strahlensysteme mit h =0 haben die kenn-
zetichnende Eigenschaft, daf3 auf ihnen das- Integral

(102) fqat
nicht vom Wege abhdngt.

Diese Strahlensysteme mit k = 0 sind nichts anderes als die von
uns schon in § 42 betrachteten Normalensysteme. Es folgt das sofort
aus der Unabhingigkeit des Integrals (102) vom Wege und aus der
in § 104 aus (50) entnommenen geometrischen Deutung dieses Integrals.

§ 108. Brennflichen eines Strahlensystems.

Nehmen wir g — {2 4 0, so kénnen wir die Torsen zu Parameter-
flachen machen, wenn wir das Strahlensystem analytisch voraussetzen
und uns nicht scheuen, gegebenenfalls (k¥ > 0) imaginire Parameter-
flachen zu verwenden. Fiir die Kehlpunkte der Torsen, d. h. fir die
Beriihrungspunkte mit dem Hiillgebilde haben wir dann nach (59),

(113) ‘-
3o =a><a+ ﬁa-:"—:ﬁz

v

Nun ist in unsrem Fall ¢ =g =0 und somit nach (77)

(1 14) (ﬂ au a”) ((1 au ﬁu) = + (aug) (av au)’
(a a, av) ((1 a, au) = (ave) (au av)’
% Das iiber ein Strahlensystem erstreckte Doppelintegral f hdw diirfte

zuerst von E. Cartan betrachtet worden sein, Bulletin société math. France 24
(1896), S. 140—177.
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Daraus folgt

e ()
(115) BT e
do=a><0 — (8 8)
(aapa,)
_ (eu@)+(0,8) f
(116) T h = (aa,a,) 4= —(aa.,a,,)a’
_31+52_ - (auﬁv)—(avau)
(117) m—~2—~—a><a—%(a—aua') 11

Von der letzten Formel sieht man sofort, dafl sie von der Parameter-
wahl nicht abhingt, denn es ist
(118) - - @(a,ﬁ)~ a(avﬁ)_ 0 (uy,v,)

Qully ™ Bl = 500, 0) = 3wy, 0,) 9(u,0)

Man nennt die Punkte 3, die ,,Brennpunkie des Strahls % unseres
Systems, ihren Mittelpunkt m den , ,Mittelpunkt des Strahls . Fiir
die Entfernung der Brennpunkte folgt aus (116)

9 eg—f
(119) (b — 0 = — S5 = — 4k,

wenn wir die Formel gleich invariant schreiben.
Im allgemeinen werden die Punkte 3, (#, v), 3, (%, v) Flichen be-

schreiben. Da bei unsrer speziellen Parameterwahl
] 03 _ _6_3_2 .
(120) vy =k Sr=4a
ist [die Flichen u, v = konst. sind Torsen!], so liegt die Richtung a
unseres Systemstrahls in den Tangentenebenen, die durch die Vektoren

21 O O
(121) ou’  dv
bestimmt sind, wenn 3, ><3, == 0. - Die Systemstrahlen sind also im
allgemeinen gemeinsame Tangenien der beiden ,Bremnflichen 3, (u, v).

Fiir spiter merken wir uns die bei beliebigen Parametern giiltigen
Formeln fiir die Brennpunkte an

(122) y=m+aV—k,
( g 1 quly 8Oy
(123) me=a Ty

§ 109. Formeln von Hamilton und Mannheim.

Um das Verhalten eines Strahlensystems in der Nihe eines Strahls
einfach zu beschreiben, wollen wir an dieser Stelle die Parameter u, v
so wihlen, daB sie zu den Hauptflichen (§ 106) gehoren, so daBl f= 0,
f=0 wird und daBl ¢ =g =1 ausfillt. Den Ursprung wollen wir in
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den Mittelpunkt m unsres Strahls verlegen. Dann wird schlieflich,
wenn d,, d, die Dralle der Hauptflichen bedeuten,
a,a,=1, a,a,==0, a,a, =1,

124
( ) C(uﬁu:' dl’ auav= 0’ arau: 0-‘ ai'ﬁv: d‘.."
Unsre Formel (81) fiir den Drall einer Systemfliche vereinfacht sich zu
[ ddutd
du?-+-dov? °

Fithren wir endlich den Winkel ¢ der Asymptotenebenen (§ 104) ein:

du:dv = cose:sing,
so wird

(125) d = d, cos® o 4 d, sin® .

Diese Formel fiir die Dralle aller geradlinigen Flichen eines Strahlen-
systems durch einen Systemstrahl hat 4. Mannheim 1872 angegeben®).
Fiir die Kehlpunkte unsrer geradlinigen Flichen haben wir
nach (59),
r=a>x<a-+47ra,
_ (&, a,du+a,dv, 0, du--a,dv)

(0, du + a,dv)?

oder wegen der Normierung (124) unserer Koordinaten, wenn man
Zshler und Nenner von 7 nach dem Multiplikationssatz fiir Deter-
minanten mit (aa,a,) multipliziert,

_ (dy—d))dudv

du?+dv?

Fithrt man wieder den Winkel « ein, so folgt

(126) = dgz 4 sin 2 ¢.

Dieser Zusammenhang zwischen dem Winke] ¢ der Asymptotenebenen
und der Entfernung » des Kehlpunkts vom Mittelpunkt m ist zuerst
von W. R. Hamilton 1830 gefunden worden®).

Die Punkte auf unserem Systemstrahl, die den Werten 2¢ = + n: 2
entsprechen
dz’“dx

2 .

werden wohl als ,,Grenzpunkte” bezeichnet. Aus der Formel von
Mannhetm erkennt man auch die Gestalt der geradlinigen Fliche,
die von den gemeinsamen Loten unseres Systemstrahls mit seinen
Nachbarstrahlen erfiillt wird®).

r= 4+

%) A. Mannheim: Liouvilles Journal (2) 17 (1872), S. 126.
") W.R. Hamilton: Transact. of the Irish Ac. 15 (1828) und 16 (1830).
8) Vgl § 115, Aufgabe 3.
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§ 110. Isotrope Strahlensysteme.
Die Differentialgleichung (86) der Hauptflichen versagt, wenn
efrg=e:f:g
ist. Solche Strahlensysteme mit der kennzeichnenden}Eigenschaft, daB

alle (reellen) Systemflichen durch einen Systemstrahl dort denselben
Drall besitzen (vgl. Formel (81)), nennt man nach A. Ribaucour isotrop®).

Legen wir fiir das sphirische Bild a (%, v) isotherme Parameter
(vgl § 71) zugrunde: '

(127), da® = 1*(du’ - dv*),

so kénnen wir nach (76) setzen

(127), ANt = A*(du® +dv?), A=4i(1+4cu);
e==4% f=0, g=1%

e=2u, [=0, g=21u.
(aauav) = ;‘2’
k=u?, h=u.

(128)

Setzen wir ferner

w=u-+1v,
so wird
{129) A= R(«(w) + & (w),
wo ¢ und @ analytische Vektorfunktionen der komplexen Verinder-
lichen w sind und R den von der imaginiren Einheit ¢ freien Bestand-
teil hervorhebt. Fiir den Kehlpunkt einer Systemfliche erhilt man
jetzt nach (59,)

(130) t)=§}i{u><a:—}— (xa’@)}

o

b

da (du 4 idv)* sich weghebt. Daraus folgt: Alle Systemflichen eines
isotropen Strahlensystems durch denselben Systemstrahl haben dort den-
selben Kehlpunkt.

Einfacher kommt man zu dieser Erkenntnis mittels der Formel
(126) von Hamilton. Fiir ein isotropes Strahlensystem ist ndmlich
d, = d, und daher » =0. Umgekehrt ist die gefundene Eigenschaft
fir die isotropen Strahlensysteme kennzeichnend. Denn aus (126)
folgt, daB 7 nur fiir d, = d, unabhingig von ¢ sein kann; und dann
ist nach der Formel (125) von Mannheim auch d unabhingig von e,
also das Strahlensystem tatsdchlich isotrop.

Stellen wir unter Verwendung des Bogenelements (127), fiir- die

®) A. Ribaucour: Etude des élassoides ou surfaces i courbure moyenne
nulle, Mem. cour. 44, Briissel 1881. Der Ausdruck ,Elassoid® flir Minimal-
fliche hat sich nicht eingébﬁrgert. _
Blaschke, Differentialgeometrie 1. 2. Aufl. 14
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isotropen Strahlensysteme die Hauptformeln zusammen! Es ist das
Kriimmungsmaf

1 /o 0%
Beachtet man, daB3
(132) log A =logd-+epu,
so folgt durch Abtrennung des Realteils
o 1/ 0® ot
(133) — (it Zoga=1,
1/, &
(134) — 3o 7 m =2
Aus (90) folgt
U= ey, — Sea, - A2,
4, A4,
(135) ¥,,=+ U+ 7Y,
?11)0 = lﬁtmu + QI - A m

Durch Trennung der reellen und imaginiren Teile ergibt sich daraus

lu 21: g
a,,= + 70— 7, — A
\ i Ay
(1386) Oy 70, e, *
et Ay 2 .
e, = — 7o, +7e,—4a

Ly . _ .
=+ p, 0, — p,0,— 28 pa + Fa, — 7, — 10,
A A
+

(137)

k=1

uv:+luuau+luuav *

=1

+
2 ~ g~
= — 0, + p,0,— 212:““ - lau"}'ﬁ‘uv—lza'

vy

§ 111. Beziehungen der isotropen Strahlensysteme
zu den Minimalfiichen.
Aus (123) folgt wegen f= a,d,+ a,d,=0 fiir den Mittelpunkt m
der Brennpunkte

(138) m—aXa—~;Ba1a—aXa+£;:3a

Wir wollen daraus die Ableitungen m, und m, ermitteln. Wir finden

auuav+“u Oy y a8,
e+ 2 2 — 7 O

(139) w, = q,><d + a><i, —
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Zerlegen wir diesen Vektor nach den drei paarweise senkrechten
Richtungen g, a,, a,, so erhalten wir

(140) m, o= (aa,d) — “vvﬁv;“-:ﬁuu+2au1§vzu.

Beachten wir, da3 nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten

(aa,d)(aa,a,) =4 (aa,a)=A%g,0

oder

(aa,8)=1a,d
ist, und rechnen wir das zweite Glied rechts in (140) mittels der Ab-
leitungsformeln (186), (137) um, so finden wir

m, = — g,
wenn wir beachten, dal wegen a@ == 0 durch Ableitung o d 4 ad,= 0
ist. Entsprechend findet sich

m,a, =0, mua =2»=>u

und somit ist

(141) m,= — M, 04 pa,.
Ebenso erhalten wir

(142) m, =+ u,a—pa,.
Es ist

(143) (am,m) =4 pu?,

fir 4 =4=0 und ux == 0 beschreibt also der Mittelpunkt m eine Flache.
Diese Mittenfliche steht nach Ribaucour in einer merkwiirdigen Be-
ziehung zur Kugel o> =1. Es ist ndmlich

(a,du + a,dv)(m,du + m, dv)
= (a,du + a,dv){(— p,a + pa,)du +(+4 p,a — pa,)dv} =0,
d. h.: Enisprechende Linienclemente der Kugel a (u, v) und der Mitten-
fliche m (u, v) stehen aufeinander senkrecht.

(144)

Umgekehrt kénnen wir zeigen: Ewnfspricht eine Fliche m(u, v)
der Einheitskugel a(u,v) unter Orthogonalitit zugeordmeter Linien-
elemente, so bilden die Strahlen durch m mit der Richtung a eine iso-
trope Kongruenz.

Wir wollen die Kugel a(u, v) auf ein isothermes Parametersystem
beziehen, so daB
(145) da®= 2?(du® + dv?)
wird und die Bedingungen (136) gelten. Dann folgt aus der Voraus-
setzung

(1486) (a,du + a,dv)(m,du + m,dv) =0,
daB sich m,, m, in der Form darstellen lassen
(147) T Sah

m, = Ba — ua,.
14*
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o
[
o

Unter Beriicksichtigung von (136) ergibt dann die Integrabilitits-
bedingung m, = m,, das Gleichungssystem

€= — M, ﬁ:+1uu
9 72
o Moy == My == — 247 10
Setzen wir jetzt
a=a, O=m>lq,

so bekommen wir fiir das Strahlensystem dieser Geraden 9 das duale
Bogenelement

A2(1 4 2ep)(du® + dv?).
Darin ist die Bestitigung unsrer Behauptung enthalten, daB dieses

Strahlensystem isotrop ist.

Errichten wir jetzt auf jedem Systemstrahl 9l im Mittelpunkt m
die senkrechte Ebene und bestimmen wir die Hiillfliche dieser Ebenen!
Es gelten fiir den Beriihrungspunkt ¢ nach (141), (142) die Gleichungen

(t—ma=0,
(148) (}: _m) a,=m,a=— W,
(Z——m)av:mua: +qu

und daraus ergibt sich fir den Berithrungspunkt

(149) r=m— f;; a, + ‘;“ a,.

Untersuchen wir jetzt die Brennflichen! Nach (122), (128) beschreibt
der Punkt
g=m-+iua
eine dieser Brennflichen, deren Tangentenebene durch 9 geht, also
in laufenden y die Gleichung
(p —m, a, m-+iua),)==0

oder

(y —m, a, (m+ipa)) =0"
besitzt. Beides gibt nach (141), (142) wegen a ><{(a,+7a,) = — a, - ia,
(150) (y — m)(a, — ta,)=0.

Da (a,—7q,)?=0 ist, ist demnach diese Ebene isotrop und somit
die Brennfliche eine isotrope Torse, "also im allgemeinen die Tan-
gentenfliche einer isotropen Kurve. Um den Berithrungspunkt y mit
der umhiillten Kurve zu ermitteln, brauchen wir nur die Gleichung
(150) bei festem y zweimal nach # oder v abzuleiten und finden unter
Beachtung der Gleichung (150) selbst mittels (136), (141), (142)

(151 A
(152) () —m)a,==1(u, +11,).
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Aus (150) und (152) folgt
(153) (y — m)a,=p, f-iu,
und aus (150) bis (153)

Ha = Ly

(154) p=mipa-tio— (0, — 1 a,).

Der konjugiert imagindre Brennpunkt m — ¢ua beschreibt die kon-
jugiert imaginire Torse und wir erhalten deén konjugiert imaginiren
Berithrungspunkt mit dem Hiillgebilde

fy —

(155) z=m—itua—1 }.21—/{'3(@“%1'%).

Vergleicht man nun die Formeln (154), (155) und (149), so ergibt sich
(1 56) 2r=y9 3.

Da nun y und 3, wenn sie nicht beide fest sind, isotrope Kurven
durchlaufen, so beschreibt nach (156) y im allgemeinen eine Minimal-
fliche (§ 90 (7)).

Die Mittelebenen der Strahlen eines isotropen Strahlemsytems um-
hiillen in der Regel eine Minimalfliche (Ribaucour 1880).

Diese Minimalfliche schrumpft nur dann auf einen einzigen Punkt
zusammen, wenn ) und 3 im Raume festliegen, wenn also die Brenn-
flichen unsres Strahlensystems mit den isotropen Kegeln zusammen-
fallen, die diese Punkte zu Spitzen haben.

Umgekehrt gilt:

Bringt man die konjugiert imagindren Tangentencbenen zweier
konjugiert imagindrer isotroper Torsem zum Schnitt, so ist die Gesami:
hett der Schuittgeraden ein isotropes Strahlensystem.

Ohne Rechnung ist das so einzusehen. Bringt man alle Paare
von Tangentenebenen der beiden Torsen zum Schnitt, so erhilt man
neben den reellen auch noch die imaginiren Strahlen unsres Systems
und erkennt sofort, daBl die im System enthaltenen Torsen in die
Tangentenebenen der gegebenen Torsen  fallen. Die sphérischen
Bilder aller Strahlen einer solchen' isotropen Ebene fallen in die
Punkte einer geradlinigen Erzeugenden der Kugel a®==1, also in
eine isotrope Gerade der Kugel. Aus dem Verschwinden der qua-
dratischen Form II fiir eine Systemfliche folgt also das Verschwinden
des Bogenelements des sphirischen Bildes. D. h. die Differential-
formen I und II haben gemeinsame Nullinien und daher ist

e:f:g:é:f:@.

Das war aber die Definitionseigenschaft der isotropen Strahlensysteme.
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§ 112. Darstellung der isotropen Strahlensysteme durch
stereographische Linienkoordinaten.

Wir wollen jetzt die Theorie der isotropen Strahlensysteme neuer-
dings begriinden, und zwar mittels eines Verfahrens, das im wesent-
lichen auf J. Griimwald (1876—1911) zuriickgeht. Dieses Verfahren
hat den Vorteil, eine duferst einfache Darstellung der isotropen
Strahlensysteme zu ergeben, die mit den Formeln von Weierstraf3 fiir
Minimalflichen (§ 91) nahe zusammenhingt. Dafiir muB man den
Nachteil volliger Unsymmetrie in Kauf nehmen.

Benutzen wir die Formeln (10) von § 91, um die Punkte 9 der
dualen Einheitskugel %% =1 auf die dualen Punkte einer Ebene
stereographisch abzubilden. Wir setzen dementsprechend fiir die
Koordinaten A4, von %

b=y

2s
T+ (R +5%)°
1 —(R%+ S?)

14 (R24+ 5%

(157) 4,=

und umgekehrt

(158)

Die rechtwinkligen Koordinaten R und S fassen wir jetzt zu einer
komplex-dualen Verbindung zusammen, indem wir die R-, S-Ebene
als Zahlenebene von Gauf ansehen:

(159) R}:S=T.
Setzen wir
(160) R=7r-+¢e7r, S=s-+es, T=t-tet,
so haben wir also
=7y 1s,
(161) o
’ t=r-+1s,

wo 7,s,7,s reelle und ¢, 7 gewdhnliche komplexe Zahlen sindlo).

Wir konnen nun das Paar komplexer Zahlen ¢, ¥ als Koordinaten
fiir unsre gerichtete Gerade 9 verwerten. Man konnte £, # vielleicht
als stercographische Linienkoordinaten bezeichnen. Dann gilt der Satz:

Die isotropen Strahlensysteme sind durch eine analytische Be-
ziehung zwischen den steveographischen Linienkoordinaten t, T gekenn-
zeichnet (J. Griinwald).

10) Wegen dieser Zuordnung vgl. man J. Grithwald: Monatshefte flir Math.
u. Phys. 17 (1906), S. 811386 und W. Blaschke, ebenda 21 (1910), S. 201306
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Zum Nachweis berechnen wir den Drall einer geradlinigen Fliche,
.die dadurch gegeben sein moge, daB ¢, { als komplexe Funktionen
einer reellen Veranderlichen vorgeschrieben sind. Es ergibt sich aus
(158) wegen A% =1
drd7 -+ dsds)

— VAR } dS* = 'VZﬁTde(14-1uaﬁ;dﬂ,¢

\
(162) 14_A

Nun gilt fir den Drall 4 nach (22)
- _ — ,
Vau ydad-{1-+ed}  yda {1+8(d_ dy )}

(163) 1414, (IT%)( lia;_s) 1+ a, 1+ a,

Bildet man in (162) und in (163) den Quotienten aus dem mit ¢ be-
hafteten und dem von ¢ freien Teil, so ergibt sich durch Gleichsetzen
der beiden Quotienten

(164) d =

a, drd7r -+dsds

Tha T drast

Soll nun 7(r,s), s(r,s) ein isotropes Strahlensystem seinl!), so
ist dazu nach § 110 notwendig und hinreichend, daf der Drall 4 einer
Systemfliche unabhingig von der Fortschreitungsrichtuug d7:ds aus-

fallt. Es muB also
ar

05
24 (o —w~—d
{165) drdr+dsds  or A +( + ay) drds ds s

arfdst T Tdtrds?

unabhingig von dr:ds werden. Dazu ist notwendig und hinreichend
das Bestehen der Gleichungen von Cauchy und Riemann

o or s or | 05
{166) =0 gt =0
Diese Gleichungen sagen aber tatsichlich aus, dafl { =7 4 {5 eine
analytische Funktion von { =7} 45 ist, w.z b. w.

Daraus folgt, daB durch Transformationen von der Form

(167) r*+is*=gp(r+is, 74 153),
7 is* ==y 4 is, 7 1s)
und
ik is. 7S,
(168) S TR, p i
™ —is*=vy(r+is, ¥1is).
wo ¢ und u analytische Funktionen mit gemeinsamem Existenz-
bereich sind, die isotropen Strahlensysteme wieder in solche iiber-
gefiihrt werden. Unter geeigneten Voraussetzungen 4Bt sich iiberdies

zeigen, daB diese Figenschaften fiir unsre Transformationen kenn-
zeichnend sind.

1) Bei einem nicht-zylindrischen Strablensystem konnen wir immer v, s
als unabhingige Verdnderliche nehmen.
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Hierfiir sei ein Beweis von A. Ostrowsk: mitgeteilt. Setzen wir
r+is=1¢, ¥ —i1s=r1;
r4is=1%, r—is=r1,
dann koénnen wir von unsern Transformationen annehmen, daB sie
sich in der Form schreiben lassen

(169)

=t ist=10p(, 1 1,7),

tr=r*tis*=vy(t,1; 1, 7),

WO @, y analytische Funktionen ihrer vier Veranderlichen sind, zwischen

denen keine identische Abhingigkeit besteht. Setzen wir dann
i=f{), v=7F(r),

wo f eine reelle analytische Funktion bedeutet, so mufl nach Voraus-

setzung zwischen }* und f* €ine analytische Abhingigkeit bestehen,

wenn ¢ und 7 konjugiert imaginir sind, und daher muB3 die Funktional-

determinante :

(170)

a(t*,zt}=:¢¢—}°(pff;: ¢t+(p‘?fr:

171 ; ' IS
(171) ) oyt t/!ift,: Y, 4 wiﬁ.ff;(“g

sein. Da die reelle analytische Funktion f beliebig ist, folgt, daf} die
analytische Funktion ‘

¢t 957 Pt gl ]

Y, "]L Y%, Y + Yz g ‘
in den sechs Verinderlichen ¢, ¢, z; 7, 7, { verschwindet, wenn ~die
letzten drei zu den ersten 'drei konjugiertimaginir sind. Daraus folgt
aber durch analytische Fortsetzung, daf die Funktion {iberhaupt
identisch verschwindet. Denn ist z. B.

wr+is, r—is)=0
fiir reelle 7, s, so folgt daraus auch das Verschwinden fiir komplexe 7, s.

Somit folgt das Verschwinden der vier Funktionaldeterminanten

6(777"1’):0, 6(971"/’):0

179 ot 7) 2@, %)
(172) o) _ o, @) _
2,7 a(%,7)

Wire nun im Gegensatz zu den Annahmen (167), (168) das Funk-
tiohenpaar ¢, v etwa von dem Paar ¢, v von Veridnderlichen abhingig,
so folgte aus den beiden oberen Gleichungen in (172), die linear in
@, y, sind, und aus den beiden linken Gleichungen (172), die in
®., Y, linear sind, auch noch

(g, ) g, y)
173 —— =0, Il=
(173) o(r,7) 2@, 7
Nach (172), (173) wiren aber die Funktionen ¢; y voneinander ab-

hingig entgegen der Voraussetzung.
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Damit ist also gezeigt: Soll durch eine analytische Zuordnung
(r,s,7,5)—(r* s* 7% 5%)
jeder analytischen Beziehung zwischen v +ts und 7 -+ i5 wieder eine

solche zwischen v* + is* 7%+ is* entsprechen, so muf die Zuord-
nung die Form (167) oder (168) haben'?).

Zur Giiltigkeit des Beweises sind ziemlich erhebliche Voraus-
setzungen iiber die Existenzbereiche der auftretenden analytischen
Funktionen erforderlich.

§ 113. Weitere Formeln fiir stereographische
Linienkoordinaten.

Wir wollen in (157) die reellen Bestandteile absondern und er-
halten so

|[a1 1—}—72—‘—5
2s
(174). afa,= RN
1=y
140 —5—5“"
~ b7+c§
(175) A=27 5 o

Darin bedeuten b und ¢ die Vektoren

T—rost _=2rs

14724 s2° 1472452’

—97rs 1+ 92— 52

(176) "i Teate ) Lpers
—2v —2s

ll—’r—r?;f—s?’ 1L fs2

Die drei Vektoren a, b, ¢ bilden ein orthogonales Dreibein von Ein-
heitsvektoren
(177) ax<b=¢, b><c=a, ¢>x<a=Db.

Aus dieser Darstellung der Vektoren a, a folgt: Die stereographi-
schen Linienkoordinaten haben folgende Bedeutung: t=1r +1is gibt die
Richtung, und zwar ist t Riemanns komplexe Zahl auf dem sphanschen
Bilde. t=7%-15 legt die Lage des Strahls im Biindel gleichsinnig
paralleler Strahlen fest, und zwar ist die Gaufische Zahlenebene der

t dhnlich abgebildet auf das Feld der Schnittpunkte der Strahlen des
Payrallelbiindels mit einer dazu senkrechien Ebene.

12) Das hat schon E. Study behauptet, Sugli enti analitici, Rendiconti di
Palermo 21 (1906), S. 845-—359. Fiir seinen etwas allgemeineren Satz hat
Study dem Verfasser 1921 einen Beweis mitgeteilt.
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Diese Deutung unsrer Koordinaten konnen wir benutzen, um mit
ihrer Hilfe eine einfache Abbildung aus der Gruppe (167) darzustellen,
die schon Ribaucour betrachtet hat und die wir kurz als ,,Schwenkung*
bezeichnen wollen. Ist [ ein Strahl, so wird der entsprechende ¥*
nach folgender Vorschrift gefunden: Man lege durch den Ursprung
den zu 9 gleichsinnig parallelen Strahl 9, und schwenke % um die
Achse 9, durch einen positiven rechten Winkel nach %*. In stereo-
graphischen Linienkoordinaten schreibt sich diese ,,.Schwenkung®
offenbar so
(178) t*=t, th=it

oder ausfiihrlicher

k=17, s*¥=3s;

179 R :
(179) =5, s*=-+47r

und in den Vektoren a, a folgendermafien
(180) a¥=4a, @T*=axa.

Geben wir nun eine geradlinige Fliche, 4 sei ihr Drall und I die
Entfernung vom FuBpunkt des Lotes aus dem Ursprung auf eine
Erzeugende bis zum Kehlpunkt dieser Erzeugenden. Dann ist nach

(22) und (59,)
(181) =%

Uben wir auf diese Fliche die Schwenkung aus, so finden wir fiir
die transformierte Fliche

(182) d*F=—1, IF=1d.
Die Formel (164) fiir d kénnen wir jetzt wegen (166) auch so schreiben

rv¥+ss

(183) d= 21+72+32+9{dt’

wenn R den Realteil heraushebt.
Fiir die Schwenkung folgt daraus nach (179)

YS—s7r

*x __ ] __ b5
(184) a4 = I=— 21+rﬁ+s“‘+m dt
Somit ist
r§—s7v .dt
(185) b=21 e Rig-

Hierin steckt, daB alle Systemflichen durch einen Strahl eines iso-
tropen Strahlensystems denselben Kehlpunkt haben und, daB dies die
isotropen Strahlensysteme kennzeichnet, was wir frither anders be-
wiesen hatten (§ 110).
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§ 114. Zusammenhang mit der Theorie der Minimalflichen
von Weierstrap.

Um jetzt wieder auf die Minimalflichen zu kommen, bemerken
wir zundchst folgendes. Man kann die (reellen, eigentlichen und ge-
richteten) Strahlen eineindeutig auf hindurchgehende isotrope Ebenen
abbilden. Dazu setzen wir die Gleichung einer durch den Strahl U

laufenden isotropen Ebene in der Form an
—sa = g2
(186) (g za)g _a >
a=a><a.

Zunichst geht nimlich diese Ebene durch den FuBpunkt a des Lotes
vom Ursprung auf 9, dann geht sie durch ¢ wegen

(@ —t@)a=0
und schlieBlich ist sie isotrop wegen
(a—t8)?=0.

Wir wollen nun die Ebenengleichung (186) auf unsre stereogra-
phischen Linienkoordinaten umrechnen. Wir finden aus (175) wegen (176)

(187) g=a><ﬁ=2~*lc._::z%é-
Daraus ist

. ¥—15§ .
(188) a ——m:?l{-’ﬂ—}is‘?’ (c —b).
Ferner ist nach (175)
(189) a vt

=4 FrErey

Durch Einsetzen in (186) erhalten wir schlieBlich fiir unsre isotrope
Ebene durch den Strahl % die Gleichung

(190) —i(1 = P)x, + 1+ )2, 4 2itx, = 21¢.

Unsre stereographischen Linienkoordinaten bestimmen also aufs ein-
fachste die isotrope Ebene und vermitteln den Zusammenhang zwischen
den Strahlen und isotropen Ebenen.

Aus (190) ist der Zusammenhang zwischen isotropen Strahlen-
systemen und isotropen Torsen klar erkennbar: Jeder analytischen
Abhingigkeit der komplexen Koordinaten ¢, t entspricht im Linien-
raum ein isotropes Strahlensystem und andrerseits eine durch die
Strahlen des Systems hindurchgelegte, von einem komplexen Para-
meter abhingige Schar isotroper Ebenen, die eine isotrope Torse
umbhiillen, d. i. im allgemeinen die Tangentenfliche einer isotropen
Kurve.

Setzen wir

(191) t=£(,
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so geht unsre Formel (190) genau in die Formel (177) von .§ 20 iiber,
die wir der integrallosen Darstellung der isotropen Kurven zugrunde
gelegt hatten. Wir haben daher nach (178) § 20 fiir den Beriihrungs-
punkt n mit der (im allgemeinen) umbhiillten isotropen Kurve

dt  1— a2
y1=’<t—?3£*"2 o)

- di | 1+eat
(192) Y2 (t b T g dt?>’
yen d’t
Vs = 1(:7[ tdi?)‘

Nennen wir den konjugiert imaginiren Punkt 3, so ergibt sich fiir
den Mittelpunkt y von y und 3 das Formelsystem (9) von § 91 fiir
die Minimalfliche (7, s). Die umbhiillte isotrope Kurve y(f) und in-
folgedessen auch die Minimalfliche g (7, s) schrumpft auf einen Punkt
zusammen, wenn ¢ ein in ¢ quadratisches Polynom ist. Hingegen gibt
es auch in diesem Falle ein zugehdriges isotropes Strahlensystem,
das im allgemeinen aus den Erzeugenden einer konfokalen Schar von
Drehhyperboloiden, im besondern aus einem Strahlenbiindel besteht.

§ 115. Bemerkungen und Aufgaben.

1. Bewegungsparameter von Study. Die Drehungen um einen
Punkt kann man nach Euler auf zwei Arten durch Parameter dar-
stellen, erstens durch die ,,Eulerschen Winkel“ und zweitens in sym-
metrischer Form durch die homogenen Parameter von Euler. Uber
trigt man die zweite Art von Parametern mittels des Ubertragungs-
prinzips (§ 103) auf den Linienraum, so erhilt' man die von Study
eingefithrten Parameter fiir die Bewegungen im Raume Euklids. Vgl
E. Study, Mathem. Annalen 39 (1891),:S. 441—566.

2. Parallele geradlinige Flichen. Zu einer geradlinigen Fliche
9 (¢) konstruiere man die , Parallelfliche« A* (t), wobei

(193) A* = A, cos O 4 Y, sin O

und @ = § L &9 konstant ist. Zwischen den zugehorigen GrofBen
(§ 104) besteht die Beziehung

p* = pcosP — gsind,

g* == psind + gcosd;

p* = pcosd — gsin® — F (- psind -+ gcosd),

7* = psind 4 gcosd — §(— pcos? 4 gsind).

Es ist das die Ubertragung des Begriffs der sphirischen Parallel-
kurven auf den Linienraum. Man kann auch dem Begriff der sphit

(194)
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rischen Kurven konstanter Breite ein riaumliches Gegenstiick gegen-
iberstellen und zwischen den Integralinvarianten einer derartigen zu
sich selbst parallel laufenden geradlinigen Flache Beziehungen herleiten.

3. Zylindroid. Die gemeinsamen Lote zwischen einem Strahl
eines Systems und allen Nachbarstrahlen des Systems bilden im all-
gemeinen eine geradlinige Fliche dritter Ordnung, die man als Zylin-
droid zu bezeichnen pflegt. Man vergleiche etwa K. Zindler, Linien-
geometrie II, Leipzig 1906, S. 82.

4. Ein Satz von P, Appell iiber das Zylindroid. Fallt man von
einem beliebigen Punkt auf die Erzeugenden eines Zylindroids die
Lote, so ist der Ort der FuBpunkte stets eine ebene Kurve. Dadurch
sind die Zylindroide unter den nicht zylindrischen geradlinigen Flachen
gekennzeichnet. P. Appell, Bulletin soc. math. France 28 (1900),
S. 261—265. Die Fragestellung Appells hingt aufs innigste mit einer
von G. Darboux zusammen, niamlich nach allen stetigen Bewegungs-
vorgangen eines starren Korpers, wobei jeder Punkt des Kérpers eine
ebene Bahn beschreibt. Comptes Rendus Paris 92 (1881), S. 118.

_ 5. Ein Gegenstiick zum Satz von Meusnier. Die Krimmungs-
achsen (§ 105) aller Systemflichen eines Strahlensystems, die sich lings
einer Erzeugenden beriihren, bilden ein Zylindroid. Dabei sind na-
tirlich die Kriimmungsachsen gemeint, die zur Berithrungserzeugenden
gehoren. Auch zum Satz von Euler iiber die Kriimmungen der Normal-
schnitte einer Fliche gibt es bei Strahlensystemen ein Gegenstiick,
das von den Kriimmungsachsen der Systemflichen mit Richtebene
handelt. Indessen ist dieser Satz etwas verwickelt.

6. Strahlensysteme mit einer einzigen Brennfliche. Durch, das
Verschwinden der Invariante ¢ sind die Systeme mit einer einzigen
Brennfliche gekennzeichnet. Es umhiillen in diesem Fall die Torsen
des Strahlensystems eine Schar von Asymptotenlinien der Brennfliche.
Man vgl. etwa G. Koenigs, Thése 1882 oder G. Sannia, Math. Ann.
68 (1910), S. 414.

7. Dichte eines Strahlensystems nach EKummer. Um einen
Punkt ¢ eines Systemstrahls, senkrecht zu diesem, legen wir ein Flichen-
element do. Das sphirische Bild aller durch do gehender System-
strahlen erfiille das Flichenelement dew der Einheitskugel. Dann nennt
man nach Kummer

- dw 1
(195) 2o Zies
die Dichte des Strahlensystems an der Stelle . Zwischen der Dichte
und der Invariante k (vgl. § 106) besteht die hingeschriebene Be-
ziechung, wenn o die Entfernung von ¢ auf dem hindurchgehenden
Systemstrahl bis zu dessen Mittelpunkt (§ 108) bedeutet. E, Kummer,
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Crelles Journal 5% (1860), S. 189—2380, bes. S.208 u. £ Es sei die
Rechnung kurz angedeutet. FEinen Punkt auf einem Strahl 9 unsres
Systems kann man in der Form g -}- 7q ansetzen und findet fiir das
von ihm beschriebene Flichenelement

do=((a+7a),,(a+7a),,a)dudy
=(ﬂu+"ﬂu, a,+7a,, a)dudyv.

Durch Division mit dem entsprechenden Element dw der Kugelober-
fliche folgt nach einer Umrechnung

(196)

a,a)+ (o, a,
(a. ay a)

E . {8, 0,0)
do (3, 0,0)

+(Qu a)r—|—72

. Eé;_ (ﬁl_ﬁv) (av &u) (au av) - (av 61;) a
197) = e_p -+ (1a 00 0) r+7

_eg—f* (0w @) — (@, B\?__ N

—Rt U e

8. Divergenz eines Strahlensystems. Denken wir uns in jedem

Punkt eines Strahls (a,d) eines Systems den Einheitsvektor a abge-
tragen, so ist dadurch ein ,,Vektorfeld* erklirt. Als Divergenz eines
Vektorfeldes a, (,, «,, #,) bezeichnet man den Ausdruck

da, | bay | Oay
oz, + oz, + oz,
Fiir die Divergenz des eben erklirten Feldes findet man den Wert
o 92
(198) 2+ gy

wo k und p dieselbe Bedeutung wie in der vorhergehenden Aufgabe
haben.

9. Uber die Gesamtkriimmung eines Strahlensystems, Man dehne
die Integralformel (§ 107 (101))
2 [hdw = §qdt
auf geradlinige Flachen mit Kanten aus,

10. Synektische Strahlensysteme. Nach dem Vorbild einer ana-
Iytischen Funktion einer komplexen Verinderlichen kann man die
,»Synektischen Funktionen®“ einer dualen Verdnderlichen erkliren. Man
findet

(199) flutevy=F(u)+evf(u).
Gibt man den dualen Einheitsvektor 9 als derartige Funktion vor
(200) A(n + ev) = A(u) + ev A (u),

so ist dadurch- ein zylindrisches Strahlensystem erkldrt, das man nach
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Study wieder ,synektisch“ nennt. Mittels der Integrabilititsbedingung
(109) zeige man, daB diese Strahlensysteme aus den Normalen einer
Torse bestehen. E. Siudy, Geometrie der Dynamen, S. 305 u. f

11. Uber isotrope Strahlensysteme. Man ermittle zu einer ge-
gebenen Minimalfliche alle zugehorigen isotropen Strahlensysteme,
die die Minimalfiiche zur Einhiillenden der Mittelebenen haben, und
gebe die einfache Konstruktion an, die von einem dieser Systeme zu
irgendeinetti andern fiihrt. A. Ribaucour, Briissel mém. cour. 44 (1881).

12. Btrahlensysteme von Bianchi. Wenn k und %k konstant sind,
so haben die Brennflichen festes KrimmungsmaB. L. Bianchi, Annali
di matematica (2) 15 (1887).

18. Strahlensysteme von Guichard. Das duale Bogenelement
d%A? eines Strahlensystems lasse sich auf die Form von Tschebyscheff
bringen
(201) AW =du® + 2 Fdudv -} dv®.
Dann ist also e=g=1, e=g=0. Man zeige, daB die Torsen des
Systems die Brennflichen in Kriimmungslinien beriihren. C. Guichard,
Anmnales de I'Ecole normale (3) 6 (1889), S. 333—348.

14. Synektische Transformationen des Strahlenraumes. In den
Linienkoordinaten R=17-}¢7, S=s-}¢es von § 112 schreibt sich
eine synektische Transformation in der Form

R =((R,S)=1(,5)+e{s7+ L5},
S*=g(R,S)=¢(r:s >+s{-~r+~ 3

wo f und g synektische Funktionen im Sinne der Aufgabe 10 sind.
Man zeige, daB diese Transformationen die synektischen Strahlen-
systeme unter sich vertauschen.

(202)

15. Dual konforme Abbildungen. Unter den synektischen Ab-
bildungen (Aufg. 14) sind die dual-konformen enthalten, die sich in

der Verianderlichen T ==¢ 4 ¢4 so schreiben lassen

(208) T*=F(T)=F()+¢F' (i)-1,

wo F eine Potenzreihe mit komplexdualen Koeffizienten bedeutet. . Die
sWinkeltreue®“ dieser Abbildungen duflert sich so: Ist dp -} ed§ der

duale Winkel zweier Nachbarstrahlen, dg* | e¢d®* der der ent-
sprechenden, so ist

(204) dp* + edp* = (a+ ¢b)(dp + £dP),
d&*_

(205) o
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wo a, b nur vom Orte, nicht von der Richtung abhingen. Die Trans-
formationen (203) gehoren zu den Transformationen. (167). "J. Griin-
wald, Monatshefte f. Math. u. Phys. 17 (1906), S. 118 u. f.

16. Die dualen Kreisverwandtschaften. Eine Untergruppe der
dual- konformen Abbildungen entsteht, wenn wir fiir F eine linear-
gebrochene Funktion nehmen
AT-+B
(206) I ="tvp
Dieselbe (12-gliedrige) Gruppe von Transformationen-des Liniepraumes
kann man auch auf anderem Wege erhalten: Man unterwerfe die
isotropen Ebenen den komplexen Euklidischen Bewegungen,- dann
entspricht diesen Transformationen der isotropen Ebenen vermoge der
Abbildung von § 114 auf die Strahlen im Linienraum die Gruppe (206).
Man vergleiche dazu neben der eben genannten Arbeit von J. Griin-
wald noch E. v. Weber, Leipziger Berichte 55 (1903), S. 384—408
und W. Blaschke, Monatshefte f. Math. u. Phys. 21 (1910), S. 201—308.

17. Dual flichentreue Abbildungen. ~ Eine andere Untergruppe
der in Aufgabe 14 besprochenen synektischen Abbildung sind die, bei
denen das duale Flichenelement der Kugel %*=1 erhalten bleibt.
Man beweise, daB diesen Transformationen Abblldungen der Strahlen
entsprechen, bei denen die Normalensysteme untereinander vertauscht
werden.

18. Forminderung von Minimalflichen. Man unterwerfe ein iso-

tropes Strahlensystem einer ,Transformation (203) oder (206), wie
andert sich dann die zugehorige Minimalfiiche?

19. Ein Satz von W. R. Hamilton. Es sei a, (x,,%,,,) ein
Vektorfeld. Unter seiner ,Rotation® versteht man den Vektor

da,  da,
0, oz, ™
oo, 04y
(207) rot a on, 0z’
2T
dx, o0z,

Wenn % =1 ist, so ist die notwendige und hinreichende‘Bedingung
fiir die Geradlinigkeit der Kraftlinien des Feldes

(208) a><rota=0.

W. R. Hamilton, Transactions of the Irish Academy 15 (1828); R. Rothe,
Jahresbericht der D. Mathem. Ver. 21 (1912), S. 256. Weitere Literatur
bei H. Rothe, Enzyklopidie III A B 11, S. 1363 u. ff.
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20. Integralinvarianten der Liniengeometrie. Neben den in § 107
betrachteten beiden Doppelintegralen kann man auch Bewegungs-
invarianten drei- und vierfacher Integrale betrachten. Um sie einfach
schreiben zu konnen, wollen wir unsere Linienkoordinaten a,, @, durch

vier unabhingige Verinderliche ¢, §, 9, ¥ ausdriicken:
a, =cosdcosp, a, = — cosdsing-p — sind cos<p-5,
(209) , = cosdsing, a,= - cos¥cosp-p — sind sin(p-g,
a, = sind}, a; = * + cosd- .

Dann ist das iiber eine von drei Parametern abhingige Gesamtheit
von Geraden erstreckte dreifache Integral

{210) [[{sin9-d0de [Vcostd-dg® + di®}
und ebenso das vierfache Integral
(211) [[{sin9-addg [[|cosd|-d¥ dg}

bewegungsinvariant. FErstreckt man das dreifache Integral iiber alle
(gerichteten) Geraden, die ein Kurvenstiick schneiden, so ist der Wert
des Integrals gleich a? >< Linge des Kurvenstiicks. Erstreckt man
das vierfache Integral liber alle Geraden, die ein Flichenstiick treffen,
so ergibt sich, wenn man die Vielfachheit der Schnittpunkte beriick-
sichtigt, als Integralwert 2sm >< Oberfliche des Flachenstiicks. Das
vierfache Integral hat in etwas anderer Schreibweise schon E. Cartan
betrachtet, Bulletin société mathématique France 24 (1896), S. 140—177.
Man vgl. auch die Aufgaben 18 in § 21 und 14 in § 88 und die
dort angegebene Literatur.

21. Ein Satz von G. Darboux. Eine Gerade % sei so beweg-
lich, daB auf ihr drei Punkte p, mit festen Abstinden in drei festen
paarweis senkrechten Ebenen gleiten kénnen. Dann beschreibt 9 das
Normalensystem einer Fliche, die vom Mittelpunkt der Strecke be-
schrieben wird, deren eines Ende nach p, fillt, und deren andres
Ende der FuBpunkt des Lotes vom Schnittpunkt der festen Ebenen
auf 9 ist. Comptes Rendus, Paris 92 (1881), S. 446.

22. Ein Lehrsatz zur Kinematik. Ein Strahl eines Strahlen-
systems heiBt ,isotrop®, wenn dort d, = d, (§ 106) ist. Man zeige:
Die geraden Linien eines mit zwei Freiheitsgeraden beweglichen starren
Korpers, die in einem Bewegungsaugenblick von allgemeiner Art iso-
trope Strahlen der von ihnen durchlaufenen Strahlensysteme sind, bilden
ein isotropes Strahlensystem, das aus den Erzeugenden der Paraboloide
einer konfokalen Schar besteht. W. Blaschke, Archiv d. Mathem. u.
Physik (3) 17 (1911), S. 194—195.

Blasc hke, Differentialgeometrie I. 2. Aufl. 15
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23. Uber geradlinige Flichen. Fiihrt man in § 105 an Stelle
der §, die Koordinaten «, ein:

(212) &, =0y —ey05, By=0,0; —03a,, G3=008 — 0,
durch die sich der Kehlpunkt ; so darstellen 148t

(213) L=, 0+ ya, 1 Cyay,

so treten an Stelle von (46) die Ableitungsgleichungen

(214) o'=q+pea,, o) =—peo, +qa,, a3’=$—qa2.

Zum SchluB sei erwahnt, da8 sich die hier vorgetragenen Methoden
der Liniengeometrie auch dazu verwenden lassen, um die Differential-
geometrie der ,Linienkomplexe“ zu behandeln, d. h. der von drei
wesentlichen Parametern abhingigen Mannigfaltigkeiten von geraden
Linien. Indessen wurde bisher die elementare Differentialgeometrie
dieser Gebilde noch wenig untersucht®), vielleicht da kein Anstof
dazu aus der geometrischen Optik erfolgt ist, aber die algebraische
Seite ist z. B. von F. Klein entwickelt worden, wobei er wieder auf
die beriihmte nach Kummer benannte Fliche gekommen ist, die den
Gegenstand der Untersuchungen vieler Geometer gebildet hat.

18) Vgl. etwa G. Sannia: Annali di matematica (3) 17 (1910), S. 179—223.



Anhang.
Uber die Kugel.

Von Kurt Reidemeister.

§ 116. Ein Satz von E. Study.

In den beiden Abschnitten des Anhangs soll gezeigt werden,
daB die in § 86 behandelten geschlossenen Flichen mit Paaren kon-
jugierter Punkte Kugeln sind. Dazu verhilft ein topologischer Satz, der
von Herrn E. Study ausgesprochen worden ist und folgendermaBen
lautet:

Es sei § eine Fliche vom Zusammenhang der Kugel und & eine
Schar geschlossener doppelpunkifreier Kurven K auf der Fliche. Be-
stimmen dann irgend drei Pumkie von §F eindeutig eine Kurve K, so
laBt sich § so auf eine komvexe Fliche R abbilden, daf3 die Schar &
in die Schar der cbenen Schnifte von & dibergeht.

Unter ,,Abbildung* ist dabei eine eineindeutige und stetige Zu-
ordnung verstanden. Wir wollen die Kurven K kurz als Kreise be-
zeichnen. Die Gesamtheit der Kreise durch zwei Punkte P und P’
nennen wir ein Kyeisbiischel (BS) mit dem Punktepaar P, P’. Zwei
Kreise des Biischels bestimmen es, und wir sagen: zwei Kreise des
Biischels lassen sich durch Drehung um das Punkiepaar P, P’ ineinander
iberfiihren. Durch jeden Punkt von § geht gerade ein Kreis eines
Biischels hindurch. — Zwei Kreise des Biischels miissen sich in den
Punkten P und P’ durchsetzen. Sonst wiren namlich die Kreise
eines Biischels ineinander geschachtelt und es giabe Kreise, die aus
doppelt durchlaufenen Kurvenstiicken bestehen.

Ahnlich erkliren wir ein Kreisbiindel (BD) als eine Schar von
Kurven, die sich aus drei geeigneten Kreisen K|, K,, K; durch eine
Folge von Drehungen herleiten 14Bt, unter der Voraussetzung nimlich,
daB je zwei der Kreise K, ein Biischel bestimmen, dessen Punktepaar
durch den dritten Kreis getrennt wird. Die Schnittpunkte zweier Kreise
des Biindels nennen wir ein Punktepaar des Biindels und erkliren
die Gesamtheit der Kreise, die sich aus K, durch aufeinanderfolgende
Drehungen um Punktepaare des Biindels herleiten lassen, als die

15*
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Kreise des durch K|, K,, K, bestimmten Biindels. Die Bevorzugung
von K, ist nur scheinbar, da K, und K; sich in K, verdrehen lassen.

Wenn K," aus K, durch eine Folge von Drehungen abgeleitet
werden kann, so gilt auch das Umgekehrte: K, geht aus K’ durch
eine Folge von Drehungen (um Biindelpunktepaare) hervor. AuBerdem
trennt K, das Punktepaar des Biischels (K|, K,); denn wenn irgendein
Kreis I—{_s das Punktepaar eines Biischels (El, I—{e) trennt, und I~{1' ist
irgendein Kreis des Biischels (K_lli,) oder des Biischels (1?1 K_.,),
so trennt I_{3 auch das Punktepaar des Biischels (I?l’ K_,) — es
sei denn, dal I?l' und 1?3 identisch waren. -Danach ist ein Biindel
durch irgend drei seiner Kreise bestimmt; denn ist K|’ irgendein Kreis
im Biindel, so bestimmen K, K,, K, ein Biindel, und dieses enthalt
auch K,. — Irgend zwei Punktepaare des Biindels, die auf einem
seiner Kreise liegen, trennen sich gegenseitig.

Nun einiges liber Biischel und Biindel!

1. Ewn Biindel und ein Biischel haben entweder einen Kreis gemein-
sam oder das Biischel ist im Biindel enthalten. Sei P, P’ das Punkte-
paar des Biischels, K,, K,, K, die definierenden Kreise des Biindels.
Ich kann gewiB K, durch einen K, des Biindels, welcher durch P
hindurchgeht, ersetzen, und ebenso K, durch K,', einen anderen Kreis
des Biindels durch P. Dann schneiden sich also Kl’ und Kg’ in P,
und ich kann weiter K, in einen Biindelkreis K,” verdrehen, der P
und P’ enthilt. Biischel und Biindel haben also gewiB einen Kreis
gemeinsam, und wenn sie noch einen weiteren gemeinsam haben, so
ist durch diese beiden das Biischel bereits bestimmt.

1. Zwer Biindel BD und BD' haben ein Biischel oder alle ihre
Kreise gemeinsam. Die Biischel von BD’ haben nidmlich mit BD
mindestens einen Kreis gemeinsam. Angenommen aber, die beiden
Biischel hitten nur einen Kreis K gemein, so ligen alle Punktepaare
von BD und BD’ auf K, und das ist unméglich. Zwei Kreise durch
zwei (sich trennende) Punktepaare von K bestimmen nidmlich ein neues
Punktepaar, das durch K getrennt wird.

1Ii. Dret Biindel haben ecinen Krets oder ewn Biischel oder alle
Kreise gemeinsam. Der Beweis ist leicht.

Nun ordnen wir den Kreisen, Bilischeln und Biindeln ideale Elemente

zu, und zwar den
Kreisen K ideale Ebenen FE

Biischeln BS ideale Geraden I’
Biindeln BD ideale Punkte IT

und erkliren zunichst die wvereinigte Lage der idealen Elemente:
Ein Punkt I7 liegt auf einer Geraden I, wenn das zugeordnete
Biindel BD das zugeordnete Biischel BS enthilt.
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Ein Punkt IT liegt auf einer Ebene E, wenn das zugeordnete
Biindel BD den zugeordneten Kreis K enthilt.

Eine Gerade I' liegt auf einer Ebene E, wenn das zugeordnete
Biischel BS den zugeordneten Kreis enthilt.

Daraus und aus den Sitzen I, II, IIl erschlieBt man: Die II, ', E
erfiillen die projektiven Verkniipfungsaxiome, die féir die Elemente eines
konvexen Stiickes des projektiven Rawmes gelten.

Man errdt nun schon, wie der Beweis weiter geht: die idealen
Elemente werden auch die Stetigkeits- und die Anordnungsaxiome er-
fiillen und sich daher nach F. Schur in den gewdhnlichen projektiven
Raum einbetten lassen?).

In der Tat: die Biindel BD, die das Biischel BS enthalten, lassen
sich stetig auf die Punkte einer gewohnlichen Strecke abbilden. Ist
nimlich BS’ ein Blischel, das mit BS in keinem Biindel liegt, so
bilden die Kreise, die BS’ und den BD gemeinsam sind, ein lineares
Kontinuum mit zwei Randpunkten. ,Randpunkte“ sind nimlich die
Kreise von BS’ durch die Punkte des Punktepaares von BS. Ich
erklire nun: BD, liegt zwischen BD, und BD,, wenn die entsprechen-
den Kreise von BS’ es tun. Diese Festsetzung ist aber von der
Auswahl von BS’ unabhingig. Denn alle BS’ lassen sich stetig in-
einander iberfilhren, und dabei kann niemals z. B. der BD, und BD,
entsprechende Kreis in einen Kreis K zusammenfallen; denn alsdann
miiiten diese beiden Biindel identisch sein. Sie beide wiren namlich
durch irgend zwei Kreise von BS und K bestimmt. Daraus folgen
die Axiome der Stetigkeit und die der Anordnung fiir die II einer I

Das ebene Anordnungsaxiom ergibt sich ganz ahnlich: Zerlegt K
die Fliche ¥ in die Gebiete § und 9 und ist BD’ ein Biischel,
das K nicht enthilt, so bestimmt jedes Biindel, das K enthilt, mit
BD’ zusammen ein Biischel, und ein Punkt des diesen Biischeln zu-
gehorigen Punktepaares liegt in §. Ebenso entspricht jedem Biischel,
das K enthilt, ein Kreis, der BD’ angehort. Der Teil dieses Kreises
in § reprisentiert uns das Biischel. Unsere Punkte und Kurven-
stliicke in § erfiillen nun offenkundig das ebene Anordnungsaxiom, und
man erkennt wie oben, daB3 sich die Lagebeziehungen der Reprisen-
tanten zu einer Erklirung der Lagebeziehungen der Biischel und Biindel,
welche K enthalten, verwerten lassen.

Damit ist die Abbildung der II, I', £ auf die Punkte, Geraden-
stlicke und Ebenenstiicke, die im Innern eines konvexen Kérpers

1) Vgl. F. Schur: Grundlagen der Geometrie, Leipzig u. Berlin 1909, §§ 1,
2 u. 8. Man fiihrt den Beweis auch ohne Miihe, indem man durch Konstruktion
eines Mobiusschen Netzes flir die IT Tetraederkoordinaten einfiilhrt und aus
dem Satze von Desargues folgert, daffi die E durch lineare Gleichungen in
diesen Tetraederkoordinaten dargestellt werden.
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liegen, sichergestellt, und dadurch wird eine Abbildung von ¥ auf
den Rand @ des konvexen Bereiches vermittelt, wie sie unser Satz
behauptet.

Den Randpunkten Ily entsprechen nimlich entartete Biindel, die
aus allen Kreisen bestehen, welche durch einen Punkt P von § hin-
durchgehen. Die P und Ili sind also eineindeutig und stetig auf-
einander bezogen. Ein Kreis K ist in allen und nur den entarteten
Biindeln enthalten, die durch die Punkte P des Kreises bestimmt sind,
und die Ebene E, die dem Kreise entspricht, enthilt alle und nur
die Ilp, deren P auf K liegen. Die Abbildung der P auf die Ily
und der Ily auf die Punkte von § vermittelt also eine eineindeutige,
stetige Abbildung von § auf ®, bei der die Kreise K in die ebenen
Schnitte von ® iibergehen.

§ 117. Kennzeichnung der Kugel.

Die geoditischen Kreise der Flichen § mit Paaren konjugierter
Punkte (§ 86) bilden, wie wir zeigen wollen, eine Kurvenschar, die
die Voraussetzungen des eben bewiesenen Satzes von Study erfiillt.
Es folgt das im wesentlichen aus der Tatsache, daB es auf unseren
Flichen einen eindeutig bestimmten kiirzesten Weg zwischen zwei
Punkten P, und P, gibt; P, und P, bestimmen, falls sie nicht gerade
konjugiert sind, eine und nur eine geschlossene geoditische Linie,
und der kiirzere der beiden geoditischen Bégen P, P, ist die kiirzeste
Verbindung von P, und P,.

Ein geoditischer Kreis K (,Entfernungskreis“ im Sinne von § 59)
hat zwei zueinander konjugierte Mittelpunkte, die durch K voneinander
getrennt werden. Wir wollen aber hier, falls die Radien 4= R (Ab-
stand konjugierter Punkte gleich 2 R) sind, nur denjenigen Punkt als
Mittelpunkt M bezeichnen, fiir den der Radius << R ist und das
Teilgebiet von § als das Innere von K, das den Mittelpunkt M enthalt.

Angenommen nun, es gibe zwei Kreise K, und K,, die mehr
als zwei Punkte gemeinsam haben. Wir kénnen ihre Radien = R
voraussetzen. M, und M, seien ihre Mittelpunkte. Es kann nun erstens
etwa M, im AuBleren von K, liegen.

Seien A, B, C, D vier aufeinander folgende Schnittpunkte von
K, und K, und der Bogen AB sowie CD von K, liege innerhalb K,.
Ein Kreis K," mit dem Mittelpunkt 3, und etwas kleinerem Radius »,’
moge K, in A’,B’,C’, D’ schneiden. Dann liegt der Bogen A’B’
von K, innerhalb von 4B, C’'D’ innerhalb CD, und es muB daher
einen Kreis K,” geben, der entweder K, in A” innerhalb 4B beriihrt
und in C”, D” innerhalb CD schneidet, oder der K, in C” innerhalb CD
beriihrt und in A4”, B” innerhalb AB schneidet oder aber K, in 4”
und C” innerhalb AB bzw. CD beriihrt.
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Alle drei Folgerungen sind aber unmoéglich. Ziehen wir namlich
im ersten Fall die beiden Radien von M, und M, nach A4”, so ver
liuft der daraus zusammengesetzte Bogen M, A”M, in A" glatt, weil
beide Radien auf derselben Richtung in A” senkrecht stehen, M, 4" M,
ist also die kiirzeste Verbindung von M,, M, von der Linge », +7,”
(< 2R). Verbinden wir aber einen inneren Punkt P des Bogens C”D”
mit M, und M, durch geoditische Linien, so erhalten wir einen
Weg M,PM,, dessen Linge gleich 7, + (,” — ) < r, +7," ist. —
Aus demselben Grunde ist der zweite Fall unmoglich; im dritten liefern
die aus geoditischen Stiicken zu-
sammengesetzten Bogen M, 4" M,
und M, B” M, zwei gleichlange
kiirzeste Wege.

Fig. 39. Fig. 40.

Ganz dhnlich verfihrt man, wenn M, im Innern von K, und M,
im Innern von K, liegt. Man findet hier aus der Annahme von vier
Schnittpunkten einen Kreis K,”, der K, von innen her beriihrt und
mindestens noch einen weiteren Punkt C” mit K, gemeinsam hat.
Der geodiatische Abstand M, M, ist gleich », —7,” (der geoditische
Radius von M, zum Beriihrungspunkt steht nidmlich auf dem Kreise K|,
also auch K-z” senkrecht und erhilt daher Mg), und daher wire der
Weg iiber den geoditischen Bogen M, M, und M,C” ebenso lang wie
die kiirzeste Verbindung M, C”, obwohl dieser Weg in M, geknickt
ist. — Liegt M, auf K, und M, auf K,, so konnen wir durch kleine
Verinderung von 7, etwa einen der behandelten Fille erzielen.

Zwei geoditische Kreise haben also hochstens zwei Punkte ge-
meinsam. Drei Punkte P,, P,, P, bestimmen also hochstens einen
Kreis; sie bestimmen aber auch stets einen Kreis:

Die Mittelpunkte eines Kreisbiischels durch P,, P, durchlaufen
eine doppeltpunktfreie geschlossene Kurve -~ das ist klar —, die
mit jedem Punkt auch den konjugierten enthilt. Die Punkte M der
Kurve haben namlich von P, und P, gleichen Abstand, und diese
Eigenschaft haben die konjugierten Punkte M und M’ gleichzeitig.
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Eine solche Kurve C trennt konjugierte Punkte voneinander.
Denn eine geoditische Linie ist offenbar eine doppelpunktfreie ge-
schlossene Kurve, die (4) mit jedem Punkt auch den konjugierten
enthilt und iiberdies (b) Paare konjugierter Punkte, die nicht auf ihr
liegen, trennt. Nun kann ich aber die geoditische Linie in die
Kurve C stetig so iiberfithren, dal die Eigenschaft (4) fiir alle Zwischen-
lagen erfiillt ist, und daraus folgt auch die Eigenschaft () fiir alle
Zwischenlagen und fiir C selbst. Mit derselben Uberlegung pflegt
man sich klarzumachen, da auf der Kugel eine Kurve, die die Kugel
hilftet, diametrale Punkte voneinander trennt.

Zwei solche geschlossene Kurven haben also immer mindestens
zwei zueinander konjugierte Punkte gemeinsam, und jeder Schnittpunkt
der Mittelpunktskurven der beiden Biischel durch P,, P, und durch
P, P; liefert einen Kreis durch P,, P,, P;. — ,

Noch zwei Eigenschaften der geoditischen Linien: (1) sie bilden
ein Biindel. In der Tat wird durch irgend drei geoditische Linien
ein Biindel definiert, dessen Punktepaare Paare zueinander konjugierter
Punkte sind und es kommt auch jede geoditische Linie im Biindel vor,

(2a) Bei der Studyschen Abbildung von § auf & gehen die Kreise,
die auf einer geoditischen Linie senkrecht stehen, in die Schnitte
eines Ebenenbiindels iiber, dessen Tragpunkt auBerhalb von § liegt.
Dieselbe Tatsache kann man auch so aussprechen: (2b) Die geodi-
tischen Linien werden bei der Studyschen Abbildung von § auf &
in ,Schattengrenzen“ von & iibergefiihrt.

Ist nimlich K ein ,GroBkreis mit dem Radius R, der die
geoditische Linie G in P und P’ senkrecht durchsetzt, so beriihren
sich die Kreise der beiden (entarteten) Kreisbiischel, die K in P
bzw. P’ berithren, gerade und nur in Punkten von G, und zwar be-
rihren sich Kreise mit den Radien » und R —7, etwa im Punkt P,

Nun flihren wir die entsprechende Konstruktion auf dem kon-
vexen Korper ® aus. Die Tangenten in den Bildpunkten von P
und P’ an die Bildkurve von K mogen I' und I'* sein; sie liegen
in der K entsprechenden Ebene E und sind Triger der beiden
Ebenenbiischel, die den beiden Kreisbiischeln durch P und P’ ent-
sprechen. Sind nun E_ und Eg_, zwei Ebenen, deren Schnitte mit
® sich berithren, so ist die E, und Ef_, gemeinsame Gerade I,
Tangente an & in dem Bildpunkte von P, und I'; geht durch den
Schnittpunkt I7* von I" und I'” hindurch, Der Beriihrungskegel an
® durch I7* beriihrt also ® in der Bildkurve von G.

Ist I'pp dié den Tangentenebenen von & in den Bildpunkten
von P und P’ gemeinsame Gerade, so berithren die Kegel, deren
Spitzen auf I'ppr liegen, ® in den Bildkurven der geoditischen Linien
durch P und P’. Aus der Eigenschaft (1) der geoditischen Linien
erkennt man, daB die I'pp eine Ebene erfiillen; sie trifft § nicht.
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Wir nehmen sie als uneigentliche Ebene und bilden dann § durch
parallele Normalen auf die Kugel ab. Dabei werden die geoditischen
Linien von § in die GroBkreise dieser Kugel iibergefiihrt, die sich
im kleinen weiter auf die Geraden der Ebene abbilden lassen.

Daher hat § nach einem Satze von Belframi (§ 74, Aufg. 13)
konstante Gaufische Krimmung und ist als geschlossene Fliache kon-
stanter Krimmung nach einem Satze von Licbmann (§ 75) die Kugel.

Man kann aber den SchluB auch ohne Benutzung des Satzes
von Beltrami zu Ende fiihren. Aus (2a) folgt namlich: Alle Kreise,
die auf einer geoditischen Linie G senkrecht stehen und durch einen
Punkt P, gehen, bilden ein Biischel, treffen sich also alle in einem
zweiten Punkt P,. Durch G ist also auf § eine involutorische Ab-
bildung P, «—» P, erklirt, die jeden zu G senkrechten Kreis in sich
iberfilhrt. Wir behaupten: Diese Abbildung ist isometrisch.

Sei P’ ein zu P, benachbarter Punkt und K’ der geoditische Kreis
durch P/, der sowohl G wie die geoditische Verbindung von P, mit P,
senkrecht schneidet. Der zu K’ konzentrische Kreis durch P, heiBe K.
Auch er steht orthogonal auf G, da sein Mittelpunkt auf G liegt.
Es liegt somit P, auf K; der P, entsprechende Punkt P, liegt
auf K. Da der Mindestabstand von K und K’ gleich P, P, ist, muB3
P, P’'< P, P/ sein. Wegen der Symmetrie der Abbildung gilt eben-
so P,P/ <P, P,/ und damit ist die Lingentreue: P, P,’= P, P,
gesichert.

Durch geeignete Wahl von G kann man bei festem P, den
Punkt P, an eine beliebige Stelle von § bringen. Somit ist das
KriimmungsmaB von 3 konstant.

Unsere SchluBweise hat etwas allgemeiner gefaBt folgendes FEr-
gebnis geliefert: Ldpt sich ein Flachenstiick so auf ein zweites ab-
bilden, daB die Entfernungskreise des ersten in die ebenen Schuitte
des zweiten iibergehen, so hat das erste komstantes Kriimmungsmaf} .

?) Andere Anwendungen des Satzes aus § 116 von W. Blaschke in der
Mathem. Ztschr, 1924 und in den Hamburger Abhandlungen 3 (1924).
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Integral der geoditischen Kriimmang
§ 63.

Integralformel von Gauf und Bonnet
108, § 64; ihre Ubertragung auf
Strahlensysteme § 107.

Integralinvarianten geradliniger FIi-
chen 197, 198.

— ihre geometrische Deutung 198.

— weitere, der Liniengeometrie § 107,
225.

Integrallose Darstellung der isotropen
Kurven § 20.

Inversion = Spiegelung an einer Kugel
= Transformation durch reziproke
Radien 67.

Involutorisch 67.

Isometrische Abbildung = lingentreue
Abbildung § 52.

— — zweler Flichen mit festem A
aufeinander §§ 60—62.

Isoperimetrie des Kreises §§ 25—27.

— des Kreises auf der Kugel 52.

- des Kreises im Raum § 96.

— der Kriimmungskreise einer Fliche
100.

— der Kugel § 97, § 98.

Isotherme Parameter auf einer Fliche
§ 71.

Isotrope Kurven = Minimalkurven § 19,
§ 20, §§ 90—92.

— — als Orte von Kriimmungsmittel-
punkten 33.

— — Invariante von 33.

— Strahlensysteme §§ 110—112.

— Ebenen 32.

— Torsen 213.

Jacobi, C. G. J. 34, 81, 96, 125, § 83.
Jellet, J. H. 128.

K 60.
Kanalflichen 85.
Kanonische Darstellung einer Kurve 12.
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Kanonische Darstellung einer Fliche
84, 98.

— Koordinaten Riemanns 97.

Kegelfliche 63.

Kegelschnitte, geodidtische 127,

Kehllinie einer geradlinigen Fliche 195.

Kehlpunkt = Hauptpunkt einer gerad-
linigen Fldache 195.

Kettenfliche = Catenoid 189.

Kettenlinie 40.

Klein, F. 191, 226.

Kmneser, 4. 11.

Koenigs, G. 191, 221.

Konfokale Flichen zweiter Ordnung
65, 66.

Konforme = winkeltreue Abbildung im
Raum § 40.

— Abbildung einer Fldache auf die
Ebene § 72.

Kongruenz 202.

Konjugierte Richtungen in einem Fli-
chenpunkt 73.

— Netze auf einer Fliche § 45.

— Punkte (im Sinn der Variations-
rechnung) 147, § 86, § 117.

Konvergenzbeweis von W. Grof § 99.

Konvexe Fliche 227.

— Hiille 98.

Krifteplan, reziproker 174.

Kreis, isoperimetrische Eigenschaften
des §§ 25—27, § 96.

Kreisbiindel 227.

Kreisbiischel 227.

Kreise, geoditische § 59, 230.

Kreisevolventen 26.

Kreisverwandtschaften, duale 224.

Kriimmung = Flexion einer Kurve § 5,
15.

— elliptische, parabolische,
bolische einer Fliche 58.

— der Asymptotenlinien 84.

— geoditische § 53; ihre rdumliche
Deutung § 54; allgemeine Formel
§ 69.

— mittlere, einer Fliche 60.

Kriimmungsachse einer Kurve 17, 58.

— einer geradlinigen Fliche 202,

Kriimmungshalbmesser einer Kurve 17,

Kriimmungskegel einer Torse 82.

Kriimmungskreise, geodidtische § 59,
§ 70.

Krtimmungslinien § 37.

— in Orthogonalsystemen § 39.

hyper-

Namen- und Stichwortverzeichnis.

Kriimmungslinien der Flichen zweiter
Ordnung 66.

Kriimmungsmaf von Gauf 60, § 36,
70, § 58.

— Deutung des 84, 85, 125.

— Biegungsinvarianz des &9.

Kriimmungsmittelpunkt einer
§ 10.

Kugel, geschlossene Kurven auf der 34.

— als Eifliche fester mittlerer Kriim-
mung § 76.

— als geschlossene Flidche
Kritmmungsmafies § 75.

— Unverbiegbarkeit der § 75.

— isoperimetrisches Problem auf der
52.

— Isoperimetrie der § 97, § 98.

— in und um eine Eifliche 162.

— Kennzeichnungen der § 75, § 76,
§ 97, § 98, 162, § 117.

— als Fldche mit lauter Nabelpunkten
64.

Kugelfunktionen 137.

— Orthogonalitit der 138.

Kummer, E. 191, 221, 226.

Kurven 1.

— ebene 15, § 9.

— fester Kriimmung § 29, § 30, 51.

— fester Windung 32, 52.

— isotrope § 19, § 20.

— konstanter Breite 33, 221.

— von Bertrand § 12.

— von Study 32.

— auf der Kugel § 28.

Kurvennetze von T'schebyscheff 139.

— konjugierte § 45.

— isotherme § 71.

Kurvennormale 9.

Kurvensysteme auf einer Fldche § 116.

Kurve

festen

L 57.

Lingentreue — isometrische Abbildung
§ 52.

Lagrange, J. L. 6, 103, 115, 124, 166.

Laguerrve, E. 81.

Lambert, J. H. 124.

Lamé, G. 117.

Laplace 116, 137, 193.

Lasswitz, K. 107.

Lebesgue, H. 33, 44, 89, 155.

Legendre, A. M. 127.

Leibniz, G. W. 112

Liapunoff, A. 190.
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Lichienstein, L. 128, 136.

Lie, S. 76, 86, 100, 166, 167, 189.

Liebmann, H, 43, 84, 128, 130, 131,
§§ 75—177, 232.

Lineare Abhiingigkeit von Vektoren 6.

— Differentialgleichungen, Hilfssatz
iiber § 14.

Linearkombination von Vektoren 3.

Linienelement auf einer Fliche 58,
95, 97.

Liniengeometrie §§ 103—115.

Linienkomplexe 226,

Linienkoordinaten,
Pliicker 86.

— allgemeine, von Plicker 192.

— stereographische § 112, § 113.

Liouville, J. 68, 90, 126.

Lobatschefskif, N. I. 107.

Logarithmische Spirale 32.

spezielle, von

M 579.

Mainardi, G. 80, 125.

Malus 72.

Mannheim, 4. 208, § 109.

Mercator, G. 124.

Meridian einer Drehfiiche 56.

Meusnier, M. Ch. § 34, 82, 92, 221.

Minding, F. 90, 101, 125, 128, 140,
151.

Minimalkurven=—isotrope Kurven §19,
§ 20.

Minimalflichen 28, §§ 90—92, § 94,
§ 95, 190, § 114, 224.

— algebraische 169.

— Asymptotenlinien einer 171.

— Kriimmungslinien einer 171.

— durch einen Streifen § 95.

— Grofiteigenschaft der 188.

— Verbiegung der 188.

— Oberflidche einer § 94.

— von Enneper 189.

— von Geiser 189.

— von Lie 189.

— als Schiebflichen § 90.

Minimalprojektion 32.

Minkowsks, H. 84, 85, 128, 135, § 78,
181, '184.
Muses, R. v. 50.
Mittelwertsatz

Stieltjes § 4.
— von Holder 180.
Mohrmann, H. 17.
Mollerup, J. 69.

von  Schwarz und
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Monge, G. 54, § 50, 90, 99, 125, 126,
166, 167.

Muiller, E. 23, 82.

Multiplikationssatz fiir Determinanten 6.

Multiplikatorregel von Euler und La-
grange zur Ermittlung bedingter
Extreme 115.

N 57.

Nabelpunkte einer Fliche 64, § 38, 85.

Nabla 115.

Nachbarkurve 35.

Natiirliche Gleichungen einer Kurve
§ 13.

Natiirlicher Parameter einer isotropen
Kurve nach Study und Vessiot 29,
30.

Nichtéuklidische Geometrie 107, 123.

Noether, E. 175.

Normale einer Fliche 55.

Normalenvektor 56.

Normalensystem 71, § 42, 86, 206.

Normalkoordinaten Riemanns 97.

Normalrif einer Kurve =— orthogonale
Projektion 13.

Nullteiler 192.

Oberfliche 69,

— einer Minimalfliche § 94.

Olinde Rodrigues 63.

Orientierbar, topologische Eigenschaft
einer Fliche 112.

Orthogonalititseigenschaft der Kugel-
funktionen 138.

Orthogonalsystem § 39, 64, 83.

Ostrowski, A. 216.

Oval = Eilinie 16.

Painvin, L. 85.

Parabolische Kriimmung 58.

Parallel = Parallelkreis 56.

Parallele geradlinige Flichen 220.

Parallelflichen 83, 131, 220.

Parallelkurven 41.

Parameterlinien 54.

Perron, O. 181.

Picard, E. 190.

Plateau, J. 166.

Pliicker, J. 191.

Poincaré, H. 102, § 61, 107, 114, 141
§ 81.

Poincarés Halbebene § 61.

Polarenbildung 73.
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Polarkoordinaten 55, 65.

— geoditische 96, § 57.

Poldistanz 56.

Polyedersatz Eulers 112, 113.

Poncelet, J. V. 82.

Positiv homogene Funktion 135.

Problem von Platcau 166.

— von Bjorling § 95.

Produkt von Vektoren, skalares 4, du-
Beres 5.

Projektive Axiome 229.

Projektive Geometrie 82.

Puiseux, V. 99.

Punkttransformation — Abbildung 66.

— winkeltreue = konforme § 40.

Quadratische Differentialformen der
Flichentheorie § 32, § 33, 70.

— — bei Strahlensystemen § 106.

Quadraturen 89.

R,, R,, Hauptkriimmungen einer Fli-
che 60.

o 10.

Radon, J. §§ 23, 24, 55, 86.

— Variationsprobleme von §§ 23, 24,

Rechenregeln fiir Vektorprodukte 6.

Regelfldiche — geradlinige Fldche 62,
§ 104, § 105, 226.

Reidemeister, K. §§ 116, 117.

Rektifizierende Ebene 31.

Rektifizierbar 43.

Ribaucour, A. 190, 209, 211, 218, 218,
223,

Riccati, J. 4.

Riemann, B. 97, 122, 125, 166, 168,
173.

Rotation eines Vektorfeldes=curl 224.

Rothe, H. 224.

Rcthe, R. 224.

Sannia, G. 221, 226.
Satz von
Appel iiber Boschungslinien 202.
— tlibers Zylindroid 221.
Archimedes (Umkehrung)
Kugel 162.
Beltrami iiber Krilmmungslinien 83.
— iiber Drehfldchen 83.
— tiber die Windung der Asym-
ptotenlinien § 47.
— iiber Minimalflichen 190.
Carathéodory iber Hiillkurven § 87.

iiber die

Namen- und Stichwortverzeichnis.

Satz von

Carleman iiber den Kreis § 96.

Christoffel iiber geschlossene Flichen
§ 79.

Daybouxs Umkehrung des Satzes von
Dupin tiber Orthogonalsysteme
83.

— iiber die Bewegung einer Punkt-
reihe 225.

Desargues 159.

Dupin iiber Orthogonalsysteme § 39.

Enneper iiber die Windung der

Asymptotenlinien § 47.
Euler iiber die Kritmmung der Nor-
malschnitte § 34.

— Gegenstiick dazu 82,

Hamilton tiber Kurvensysteme 224.

Liebmann iber die Kugel §§ 75, 76.

— iiber die' Starrheit der Eiflichen

§ 77.
Liouville iiber die winkeltreuen Ab-
bildungen des Raumes 68.
Malus-Dupin liber die Brechung nor-
maler Strahlensysteme 72.
Meusnier iiber die Kriimmung der
Kurven auf einer Fliche § 34.
— Gegenstiicke dazu 82, 221.
Reidemeister tiber die Kugel §§ 116,
117.

Steiner zum Problem von Plateau 189.

Study iiber Normalensysteme 86.

— ltber Kurvensysteme auf Flichen

§ 116.
Sturm iiber lineare Differentialglei-
chungen 150, 151.

Terquem liber Kriimmungslinien 83.

Vop iiber Kanalfldichen 85.

Weyl {iber die Starrheit dér Eifli-

chen § 77.

— zur Kinematik 225.
Schattengrenzen, geoditische 127.
Scheffers, G. 86, 87, 102.

Scheitel einer Kurve 16, 33.
Schiebflichen = Translationsflichen 76,
87, § 90.

| — Minimalflichen als § 90.

Schlicht 152.

Schmidt, E. 186.

Schmiegebene § 3, 30.

Schmiegkugel § 11.

Schraubenlinie 3.

Schrittweise Ndaherungen == sukzessive
Approximationen 23.
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Schuy, A. 52.

Schur, F. 229.

Schwarz, H. 4. 7, 8, §§ 28-30, 51, 93,
§ 55, 149, § 94, § 95, 185, 190.
Schwenkung in der Liniengeometrie

218.

Schwerpunkt 46.

Sehnenmittenfliche 76.

Skalares Produkt von Vektoren 4.

Snellius, Gesetz von 72,

Speiser, A. 144.

Sphiirische Abbildung nach Gaup § 41.

Spiegelung an einer Kugel = Inversion
67,

Stdckel, P. 62, 125.

Starrheit der Kugel § 75.

— der Eifldchen § 77.

Steiner, J. 84, § 97, § 98, 188, 189.

Stereographische I.inienkoordinaten
§ 112, § 118.

— Projektion 124, 169.

Stieltjes, T. J. 7, 8, 50.

Strahlensysteme §§ 106—113.

— isotrope §§ 110—112.

— Hauptflichen eines 204.

— Integralformel von Bonnet fiir §107.

— Brennflichen eines § 108.

— mit einer einzigen Brennfliche 221.

— Dichte eines 222.

— Gesamtkriimmung eines 222.

— synektische 222,

— zylindrische 2083.

— von Bianchi 223.

— von Guichard 223.

Streckbare = rektifizierbare Kurven43.

Streifen 174.

Striktionslinie = Kehllinie einer gerad-
linigen Fldche 195.

Swdy, E. 29, 32, 33, 80, 87, § 92,
169, 171, 176, 190, 191, § 103, 217,
220, 223.

Stiitzfunktion 85, § 78.

Substitutionen, lineare 104.

Symbole Christoffels 79.

Symmetrisierung nach Steiner
§§ 97—99.

Synektische Transformation des
Strahlenraumes 223.

178,

T 10.

Tangente einer Kurve § 2.

Tangentenbild einer Kurve 9.

Tangentenebene ciner Fliche 55.
Blaschke, Differentialgeometrie I.

2. Aufl.

-

Tangentenvektor 3, 10.

Tangentenfliche einer Raumkurve 3, 4.

Terquem, O. 83.

Theorema egregium von GaupB §§ 36,
58.

Thomsen, G. 163.

Topologie = Analysis situs 112,

Torse —= abwickelbare Fldche 62, 75,
77, 88.

— Abwicklung auf die Ebene 88.

Torsion = Windung einer Kurve §§5, 7.

Trajektorien, orthogonale, eines geo-
ddtischen Feldes 95.

Transformationen der isotropen Strah-
lensysteme 215.

— dual konforme 223.

— synektische 223.

Translationsfliche — Schiebfldche 76

Trigonometrische Reihen 43.

Tschebyscheff, P. L. 1389, 141.

Ubertragungsprinzip Studys § 103.

Umfang einer Kurve 40.

Ungleichheit von Cauchy 46.

— von Schwayz fiir Kurven fester
Kriimmung §§ 29, 30, 55.

Unverbiegbarkeit der Kugel § 75.

Vallée-Poussin, Ch. J. de la 45.

Variation, erste, der Bogenlidnge einer
Raumkurve § 22.

— erste, derBogenldnge einer Flachen-
kurve § 53, 93.

— erste, der Oberflache § 89, § 93.

— erste, von H und K 186, § 101.

— der Kurven fester Windung 52.

— der Kriimmung einer Raumkurve 37.

— isotroper Kurven 53.

— zweite, der - Bogenlinge
Flachenkurve 147.

— zweite, der Oberfldche § 1€0.

einer

| Variationsprobleme von Radon § 28,

§ 24.

Vektor 3, § 2, dualer 193.

Vektorprodukt — #ufieres Produkt 5.

| Vektorielles Moment 192.

Verbiegung § 52.
— geradliniger Fliachen 199.
Verteilungsparameter — Drall einer ge-
radlinigen Fldiche 195.

Verwindung eines Kurvenbogens 52.
Vessiot. E. 29.
Vierscheitelsatz § 9.

16
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Vierscheitelsatz, Literatur zum 17.
Vierspitzensatz Carathéodorys § 87.
Vollstindigkeitsbeziehung des Ortho-

gonalsystems von Fourier = Formel |
| Winkeltreue = konforme Abbildungen

von Parseval 44.
Vorhundensein kiirzester Wege § 85.
VoB, 4. 85, 139, 190.

W 60.

Warnungstafel 158.

Weber, E. v. 224.

Weerstraff, K. 51, 95, 146, 149, 156,
§ 91, 167, 181, 214, 219.

Weingarten, J. § 46, 161.

Wendelflache 189,

Wendelinien — Asymptotenlinien 72.

Wendetangenten einer Fldche §9.

Weyl, H. §77, 132, 135.

Windschiefe Flachen 75, 195.

Windung = Torsion § 5.

Namen- und Stichwortverzeichnis.

Windung, Kurven fester 31.
— Verschwinden der 12.

— Vorzeichen der § 7.

— der Asymptotenlinien § 47.

im Raum §40.
— auf einer Fliche §72.

Zahlenkugel Riemanns 169.

Zindler, K. 191, 203, 221.

Zoll, 0. 163.

Zusammenhingend, einfach 108.

Zusammenhang der Kugel 111, 227.

Zweiecke, geoditische 163.

Zweite Variation der Bogenldnge einer
Flichenkurve 147.

— — der Oberfliche §100.

Zylinderflache 63.

Zylindrische Strahlensysteme 203.

Zylindroid 221.
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