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PREFACE.

Le Galcul des probabilites est une des branches les plus attrayantes

des Sciences mathematiques et cependant 1'une des plus negligees.

Le beau Livre de Laplace en est peut-etre une des causes. Deux.

opinions, en effet, se sont formees, sans rencontrer presque de con-

tradicleurs : on ne peut bien connaitre le Galcul des probability's sans

avoir lu le livre de Laplace ;
on ne peut lire le livre de Laplace sans

s'y preparer par les etudes mathematiques Jes plus profondes.

La seconde de ces propositions est incontestable, et le Traite

analytique du Calcul des probabilites commence par deux cents

pages, au moins, dans lesquelles ['exposition des theories mathema-

tiques qui doivent servir au calcul des chances est completement

independante de toute application ulterieure. Laplace, apres avoir

trouve des methodes nouvelles, devait leur dormer la preference : les

problemes sont choisis et les solutions proposees de maniere a mettre

en evidence 1'utilite des fonctions generatrices.

J'ai cherche dans ce Livre, resume de Legons faites au College de

France, a faire reposer les resultats les plus utiles et les plus celebres

du Galcul des probabilites sur les demonstrations les plus simples.

Bien peu de pages, je crois, pourront embarrasser un lecteur familier

avec les elements de la Science malhematique. Si le signe f s'intro-

duitquelquefois; il suffit presque toujours d'en connaitre la definition.

Je me suis efforce, a Toccasion de chaque question, de marquer

avec precision le degre de certitude des resultats et les limites neces-

saires de la Science. La popart des reflexions suggerees par Eettide
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approfondie des questions souvent controversies ont ete proposees

dans un Travail degage de toute intervention des signes algebriques,

imprime deja depuis plusieurs annees. II servira d'Introduction a

Texpose complet des theories.

LES LOIS DU HASARD.

Comment oser parler des lois du hasard? Le hasard n'est-

il pas Fantithese de toute loi? En repoussant cette definition,

je n'en proposerai aucune autre. Sur un sujet vaguement
defini on peut raisonner sans equivoque. Faut-il distraire le

chirniste de ses fourneaux pour Je presser sur 1'essence de la

mature ? Commence-t-on Fetude du transport de la force

par definir F61ectricite ?

I.

Le mot hasard, intelligible de soi, eveille dans Tesprit

une idee parfaitement claire. Quand un joueur de tric-trac

jette les des, s'ils ne sent pas pipes, s'il ne sait ni ne veut

amener aucun point plutot qu'aucun autre, le coup est Poeuvre

du hasard. Les grands noms de Pascal, de Fermat, de Huy-
gens decorent le berceau du Calcul des hasards. On est

injuste en oubliant Galilee. Un amateur du jeu, qui observait

les coups $t discutait les chances, lui proposa, comme cin-

quante ans pkis tard le chevalier de M6re a Pascal, une

contradiction et un doute. Au jewdepasse-dioc, on jette trois

d6s et Ton g^gae si la somme des points surpasse 10. Les
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chances sont egales ;
les combinaisons qui passent 10 forment

la moitie du nombre total. L'ami de Galilee, tres farnilier

avec les des, s'etonnait de gagner par le point 1 1 plus souvent

que par le point 12 et de voir sortir 10 plus souvent que 9.

Ces quatre points arrivent cependant chacun de six manieres,

et pas davantage. Pourquoi 1-2 est-il plus rare que 1 1 ? Faut-

il nier Pexperience ou douter du calcul? II faut lesaccorder

en faisant mieux le compte. Les cas que 1'on denombre ne

sont pas pareils; 4, 4? 4 ? par exemple, qui donne 12, n'est

pas comparable a 4? 5, 2, qui donne i r
;
la premiere de ces

combinaisons est unique, chacun des trois des doit amener 4;

4, 5, 2, au contraire, representent six combinaisons, par

la meme raison qu'avec trois lettres distinctes on peut

ecrire six mots differents. Attentif a tout circonstancier,

Galilee, au lieu de six chances, en montre distinctement

vingt-sept pour le point 1 1
, vingt-cinq seulement pour le point

la.Lecaicul, lecompte, pourparler mieux, s'accorde, comme

toujours, avec Fexperience des joueurs. Galilee n'en faisait

aucun doute. Quoique ce grand geometre Jacques Bernoulli,

pour avoir etabli la loi sur des preuves, ait pris un rang

eleve entre les plus illustres, la conviction universelle des

joueurs a precede ses profonds travaux. Quand un de lui

montrait trop souvent la meme face, Panurge, qui s'y con-

naissait, pour y voir biffe et piperie, n'invoquait rien que

Fevidence. Ainsi faisait Tami de Galilee : en comptant 1080

fois le point r i contre 1000 fois le point 12, il devinait une

cause et voulait la connaitre.

Un jour, a Naples, un homme de la Basilicate, en presence

de Fabbe Galiani, agita irois des dans un cornet et paria

d'amener rafle de 6
;
il Famena sur-le-champ. Cette chance

est possible, dit-on
;
Thomme reussit une seconde fois, 31

Ton repeta la n^me chose ; il remit les des dans le
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trois, quatre, cinq fois, et toujours rafle de 6. Sangue di

Bacco ! s'ecria 1'abbe, les des sont pipes! et ils Petaient.

Pourquoi Pabbe jurait-il? Toute combinaison n'est-elle pas

possible? Elles le sont toutes, mais inegalement. Galilee

nous en avertit. Commengons, pour aller pas a pas, par

jeter deux des ensemble ou deux fois un seul de, les deux

cas n'en font qu'un. Si deux joueurs parient, Fun pour deux

6, Fautre 6 et 5, les chances, pour eux, sont inegales. Sonnez

represente Tune des trente-six combinaisons possibles ;
le 6

et 5 en reunit deux. Si Fun arrive deux fois plus que 1'autre,

faudra-t-il accuser lehasard de partialite? attribuer au point

6 une antipathic occulte pour son semblable ? Cette interpre-

tation n'est pas a craindre.

Si, prenant soixante des, on compare la reunion des

soixante 6, equivalente a trente sonnez de suite, avec la

combinaison qui contient chacun des six points precisement

dix fois, les nombres par leur immensite se derobent a Fima-

gination, et Fesprit trouble par une telle abondance cherche

les causes d'un mystere qui n'existe pas.

Avec soixante des, pour amener soixante fois 6, une seule

combinaison est possible : chaque de doit montrer le

point 6. Dix 6, au contraire, et dix fois chacun des autres

points, peuvent se distribuer et s'arranger avec tant de

variete que, si chacun des arrangements possibles etait pre-

pare dans une boite d'un decimetre carre sans que, dans

aucune boite, les memes des presentassent les monies faces,

la cent-millionieme partie de celles que la combinaison desi-

gnee enveloppe sous un meme nom pourrait couvrir un

million de fois la surface de la terre sans y laisser aucun vide.

Jeter les soixante des a la fois, c'est charger le hasard de

designer une des boites, et si, dans cette abondance, les

combinaisons peu nombreuses ne se montrent jamais, est-ce



LKS LOIS DU HA SARD. IX

lui qui les exclut? La boite qui contient les soixante 6,

toutes celies meme qui en contiendraient plus de cinquante,

sont introuvables dans la masse comme des gouttes d'eau

designees dans 1'Ocean.

Sur le Pont-Neuf, pendant une journee ou pendant une

heure, on peut predire resolument que les passants de taille

inferieure a deux metres Pemporteront par le nornbre. Le

pont ecarte-t-il les geants ? Quand, au jeu de des, on annonce

quelles combinaisons pr'evaudront, c'est, comme pour les

passants du Pont-Neuf, une question d'arithmetique ;
les

combinaisons qu'on ose exclure forrnent, dans le nombre

total, si les epreuves sont nornbreuses, une proportion beau-

coup moindre que, parmi les Parisiens, les hommes de six

pieds de haut.

Buffon, qui, ce jour-la, manqua de patience, fit jeter

une piece de monnaie en Pair /{o4o fois
;

il obtint 2048 fois

face au lieu de 2020. Un tel ecart n'a rien d'inattendu.

Le jeu etudie par Buffon etait moins simple que pile ou face.

Quelques millions d'epreuves ne pourraient ni en reveler ni

en infirrner la loi. La piece jelee en Fair est jetee de nouveau

et de nouveau encore, s'il le faut, jusqu'a Tarrivee de face.

Buffon, ayant amene face 2o /
|8 fois, a joue 2048 parties.

Un paradoxe singulier rend ce jeu, ce problems de

Saint-Petersbouj*g, c'est le nom qu'on lui donne, memo-

rable et celebre. Pierre joue avec Paul; voici les conditions :

Pierre jettera une piece de monnaie autant de fois qu'il sera

necessaire pour qu'elle montre le c6te face. Si cela arrive au

premier coup, Paul lui donnera un ecu
;

si ce n'est qu'au

second, deux ecus
;

s'il faut attendre un troisieme coup, il

en donnera quatre, huit au quatrieme, toujours en doublant.

Tels sont les engagements de Paul. Quels doivent tre ceux

de Pierre? La Science, consultee par Daniel Bernoulli
,>.



X PREFACE.

pourreponse : Une somme iniinie. Le parti de Pierre, c'est

le mot consacre, est au-dessus de toute mesure.

Les geornetres ont interpreted de plusieurs fagons et des-

avoue, comme excessive, la reponse irreprochable de la

theorie du jeu. D'Alemberl ecrivait en 1768 : Je connais

jusqu'a present cinq ou six solutions au moins de ce probleme

dont aucune ne s'accorde avec les autres et dont aucune ne

meparait satisfaisante. II enajoute une sixieme ou septieme,

la moins acceptable de toutes. L'esprit de d'Alembert, habi-

tuellement juste et fin, deraisonnait coinpletement sur le

Calcul des probabilites.

Buffon, pour expliquer le paradoxe de Saint-Petersbourg,

allegue que posseder ne sert de rien si Ton ne peut jouir.

Un mathematicien, dans ses calculs, cesont les propres

paroles de Buffon, n'eslime Targent que par sa quantite,

c'est-a-dire par la valeur numerique ;
mais Fhomme moral

doit Festimer par les avantages et les plaisirs qu'il peut

procurer. On promet a Pierre de doubler son gain a

chaque coup qui retarde 1'arrivee de face, on ne peut dou-

bler que ses ecus. Pierre ne demande rien de plus, Buffon

peut en etre certain. L'accroist de chevance, avait dit avant

lui Montaigne, n'est pas Taccroist d'appetit au boire, manger
et dormir...

;
chacun peut allonger la lisle. Daniel Ber-

noulli, reduisant cette distinction en formule, oppose a la

richesse mathematique une richesse morale que Tor accroit,

mais si lentement, que toutes les unites, jusqu'a la derniere,

procurent un egal contentement.

Cette theorie condamne tous les jeux de hasard. Le con-

seil de ne jouer jamais, si excellent qu'il soit, nc peut tre

propose pour une theorie dujeu. Supposons en presence deux

disciples de Bernoulli. Sijegagne, dirait Pierre, qui est

pauvre, en proposant a Paul une partie d'ecarte, votre enjeu
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de 3 fr

payera mon diner. Repas pour repas, repondrait

Paul, vous me devrez 2ofr encas de perte, car tel sera le prix

de mon souper. Si je perdais 20 fr

,
s'ecrierait Pierre effraye,

je ne dinerais pas demain
;
vous pouvez, sans en venir la,

perdre ioooofr
, deposez-les contre mes 2o fr

; Favantage,
Daniel Bernoulli Faffirme, restera de votre cote. Us ne

s'entendront pas.

Ceux qui suivent Condorcet et Poisson, sans contester la

bonne foi de Paul, tiennent ses engagements pour nuls. Si le

hasard amenait pile soixante quatre fois, Paul devrait payer
autant d'ecus que le sultan des Indes ne put donner de

grains de bles a Finventeur du jeu d'echecs Une telle pro-
messe est Lemeraire ; si riche qu'on le suppose, Paul, ruine

des le trentieme coup, ne pourra plus payer double. Ne

comptanl plus sur ses promesses, Pierre ne doit pas les payer,

et le calcul regie le droit de Paul a i5 ecus.

On propose a 5o personnes possedant chacune 20 millions

et pas davantage d'organiser une loterie a 20 millions le billet.

Le gagnant deviendra I'homme le plus riche du monde, les 49

autres seront ruines. Les 5o vigesimillionnaires acceptent. Us

sontpeu senses,, mais equitables. La justice et la raison sont

choses distinctes. Au jeu de Saint-Petersbourg, tout aussi

bien qu'a cette loterie, les esperances doivent tre payees ;

il ne s'agit plus d'un seul, niais d'un nombre illimite de

milliards. Le probleme imagine par Daniel Bernoulli dissi-

mule ingenieusement cette enorme mise. 1^'Algebre, en la

degageant, met la chance a son juste prix,

Les conditions d'un jeu peuvent etre equitables et dange-

reuses
; iniques dans d'autres cas, mais acceptables. Est-il

d^raisonnable, malgre le o, le double o et le refait, de risquer

5 fr a la roulette ou au trente-et-quarante ?

Quant ail probleme de Saint-Petersbourg, il faut approuver
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absolumentet simplementlareponse reputee absurde. Pierre

possede, je suppose, un million d'ecus et les donne a Paul en

echange des promesses convenues. II est fou! dira-t-on. Le

placement est aventureux, mais excellent
; Favantage infini

est realisable. Qu'il joue obstinement, il perdra i partie,

1000, 1000 millions, i million de milliards peut-etre ; qu'il

ne se rebute pas, qu'il recommence un nombre de fois que la

plume s'useraita ecrire, qu'il differe surtout le reglement des

comptes, la victoire, pour lui, est cerlaine, la ruine de Paul

inevitable. Quel jour? quel siecle? On 1'ignore ;
avant la fin

des temps certainement, le gain de Pierre sera colossal.

Une fourmi transporte un grain de poussiere de la cime

du mont Blanc dans la plaine, retourne sur la hauteur, des-

cend une nouvelle charge et recommence to uj ours. Apres
combien de voyages aura-t-elle cornble les vallees et nivele la

chaine des Alpes? Le premier ecolier, sans consulter 1'are-

naire d'Archimede, fera le calcul sans erreur. Le dessein de

la fourmi depasse ses forces, s'ecrieront des gens sages ;
elle

mourra a la peine. Condorcet et Poisson ne sont pas moins

sages. Pierre est un imprudent ; il entreprend, au dela de son

credit, une operation beaucoup trop longue ;
il est aussi cer-

tain pourtant de ruiner Paul que la fourmi de niveler la

Suisse.

Dans un probleme plus celebre et plus grave, la vie

humaine servait d'enjeu. L'inoculation, avant la vaccine,

etait, contre la variole, le meilleur parti qu'on put prendre ;

mais i inocule sur 200 mourait des suites de Poperation.

Quelques-uns hesitaient
;
Daniel Bernoulli, geometre impas-

sible, calculait doctement la vie moyenne, la trouvait accrue

de trois ans et diclarait par syllogisme 1'inoculation bienfai-

sante. D'Alembert, toujours hostile a la theorie du jeu, qu'il

n'a jamais comprise, repoussait, avec grande raison cette
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fois, Papplication qu'on en voulait faire : Je suppose, dit-il,

que la vie moyenne (Tun homme de trente ans soil trente

autres annees et qu'il puisse raisonnablement esperer de

vivre encore Irente ans en s'abandonnant a la nature et en ne

se faisant pas inoculer. Je suppose ensuite qu'en se soumet-

tant a cette operation la vie moyenne soit de trente-quatre

ans. Ne semble-t-il pas que, pour apprecier 1'avantage de

Tinoculation, il ne suffitpas de comparer la vie moyenne de

trente-quatre ans a la vie moyenne de trente, mais le risque

de i sur 200, auquel on s'expose, de mourir dans an -mois,

par Finoculation, a 1'avantage eloigne de vivre quatre ans de

plus au bout de soixante ans?

On argumente mal pour vider de telles questions : sup-

posons que Ton puisse, par une operation, accroitre la vie

moyenne, non plus de quatre, mais de quarante ans, & la

condition qu'une mort immediate menacera le quart des

operes : un quart des vies sacrifie pour doubler les trois autres,

le benefice est grand. Qui voudra le recueillir? Quel medecin

fera Poperation? Qui se chargera, en y invitant 4000 habitants

robustes et bien portants d'une mme commune, de com-

mander pour le lendemain 1000 cercueils? Quel directeur de

college oserait annoncer a 5o meres, qu'empresse a accroitre

la vie moyenne de ses 200 eleves, il a joue pour eux ce jeu

avantageux et que leurs fils sont les perdants ? Les parents

les plus sages acceptaient i chance sur 200; aucun, sur la foi

d'aucun calcul, ne s'exposerait a i chance sur L\.

Un jeu, sans blesser la justice, peut causer de grands

dom mages ;
il peut elre periileux d'y echanger les chances de

perte et de gain, les regies que doivent suivre ceux qui

veulent commettre cette imprudence n'en regoivent aucun

changement.
1 Un ingenieur calcule la charge capable d'abaisser de om

,
5o
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le tablier (Tun pont. L'epreuve est inutile, imprudente, dan-

gereuse r le poids calcule est-il moins juste ? II est mauvais de

trop charger un pont, mauvais aussi de jouer trop gros jeu.

Cela ne change ni la theorie du jeu ni celle de I'elasticite.

Revenons au thepreme de Bernoulli.

S'il pleut un jour entier sur la place du Carrousel, tous les

paves seront egalement rnouilles. Sous une forme simplifiee,

inais sans rien retrancher, c'est la le theoreme de Bernoulli.

II pouirait se faire assurement, lorsque tout alentour la pluie

tombe a torrents, qu'un certain pave restat sec. Aucune

goutte n'a pour lui de destination precise, le hasard les dis-

perse, ilpeut les porter toutes sur les paves voisins
; personne

ne le supposera serieusement.

Telle est la puissance des grands nombres. Le hasard a des

caprices, jam ais on ne lui vit d'habitudes. Si 1000 gouttes

tombent sur 1000 paves, chaque pave n'aura pas la sienne
;

s'il en tombe TOGO millions, chaque pave recevra son million

ou bien peu s'en faudra. Si Ton jette deux des 36 millions

de fois, le double-six, au lieu de i million de fois, pourrait

ne se presenter que 100000, et peut-6tre n'arriver jamais.

Une telle exclusion soumise au calcul, d'apres notre fagon de

parler, est declaree impossible.

L'analogie va a Tidentite. Considerons en effet, sur la

place, pendant la pluie, un carre de om,6 de cote. Partageons
la base, aussi bien que la hauteur, en 6 parties, portant
chacune un numero d'ordre

; decoupons le carre, par des

paralleles aux c6tes, en 36 cases egales designees chacune

par les deux numeros places en tete des bandes auxquelles
elle appartient; une case repondra a 6,6; une autre a 5,6 ;

une troisieme a 6,5 ;
elles auront memes noms que les coups

possibles avec deux des. Chaque goutte de pluie tombant sur

le carre represente un coup de des. Le hasard, dans les deux
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epreuves, decide entre les memes points. A la fin de la

journee, la pluie aegalement mouille les 36 cases, les des ont

amene les 36 points egalement : ou est la difference ?

Rien ne manque au rapprochement et le meme tempera-
ment est necessaire aux deux assertions trop precises, II serait

fort etrange que les paves, quoique mouilles egalement,
n'eussent pas regu dans le cours d'une journee quelques cen-

taines de gouttes en plus ou en moins
;
de meme, sur quelques

millions de coups de des, quelques points se montrent sans

doute un peu plus, d'autres un peu moins souvent.

Les rapports sont certains, non les differences, et c'est

malheureusement la difference qui mine. Onjoue too parties

a un jeu de hasard, 1'enjeu est 2O fr
;

il est pen probable, mais

possible, que Ton perde 65 parties. La perte de 3o louis

represente 3o pour TOO du nombre des parties jouees.

Au lieu de 100 parties, on en joue 100005 une perte de 3o

pour TOO, c'est-a-dire de 65oo parties, doit etre tenue pour

impossible. 5i5o parties perdues supposeront, d'apres le

calcul, une fortune aussi adverse que 65 sur une serie unique
de 100 parties 5

la perte correspondante, 3oo louis, repre-

sente 3 pour 100 du nombre des parties jouees.

Sur i million de parties, une perte de 3 pour 100 suppo-

serait, contre les lois du hasard, un dereglement qui jamais

ne s'est vu ; 3 pour 1000 represente une chance defavorable

equivalente a celle des deux hypotheses precedentes. Trois

parties sur 1000, pour i million de parties, feraient une

perte de 3ooo louis; un jeu egal devient a la longue dange-

reux. Non seulement les lois du hasard permettent la ruine

du joueur, elles la predisent. Tout joueur se ruinera si le

temps ne lui manque pas. Lagrange, Laplace et Ampere Tout

demontre
;
leurs raisonnements n'ont corrige personne, Us

interessent tout le monde.

B.
t
b
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Si deux joueurs jouent sans cesse jusqu'a la ruine de Tun

d'eux, le moins riche sera probablement vaincu. Le rapport

du nombre des parties gagnees ou perdues differera de moins

en moins de 1'unite, mais la difference augmentera, comme

nous Tavons dit
;
tantot Pun sera en perte, tantot 1'autre. La

difference, petite d'abord, deviendra grande. La perte, dans

ses oscillations, frappera chacun des deux joueurs alterna-

tivement; quand elle depassera la fortune du perdant, la

ruine pour lui sera consommee. Le danger menace surtout,

on le comprend, le moins riche des deux joueurs. L'homme

qui joue sans limite et sans cesse accepte tous les adversaries,

dont Fensemble, sans changer son sort, peut recevoir un

nom collectif : le public, qui n'esl jamais mine, ruine les

imprudents qui 1'attaquent.

Tout change quand les conditions du jeu sont inegales.

Le moindre avantage fait pencher la balance. Pour le joueur

que les conditions favorisent, le gain augmente sans limite.

Au trente-et-quarante, par exemple, Tavantage du banquier

estun peu plus de 0,6 pour 100. Si Ton joue TOO parties, en

evaluant a i ooofr la somme des enjeux pour chacune d'elles,

Tavantage reserve au banquier par les regies du jeu represente

6oo fr
. Les accidents du hasard produiront un ecart dont la

valeur moyenne, indiquee par le calcul, est 8ooofr
. Le

banquier, sur une serie de 100 parties, a done chances egales,

a tres pen pres, de perdre ou de gagner. La perte moyenne,

c'est tout son avaritage, est un peu moindre que le gain

moyen.
Sur loooo parties, en supposant toujours Fenjeu de

iooofr
, 1'avantage menage au banquier par les regies du jeu

represente 6oooofr
. L'ecart moyen, dix fois plus grand seu-

lement pour un nombre centuple de parties, est 8oooofr
. La

perte du banquier sur 10000 parties sera done un evenernent
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tres ordinaire; mais, en ce cas, la valeur moyenne de la

somme perdue sera 20ooofr
,
tandis que, dans Hiypothese

plus vraisemblable du gain, la valeur moyenne est i^oooo
fr

.

Sur T million de parties, le benefice regulier, equivalent a

Pavantage reserve au banquier, serait 6 millions
;
Pecart

moyen en plus ou en moins, 8ooooofr
sejilement; s'il gagne

moins de 5 millions, le banquier a eu du malheur
;
un gain

inferieur a 4 millions serait invraisemblable, et il y a plus de

10000 a parier contre i que son gain ne s'abaissera pas

au-dessous de 2 millions.

La loi de Bernoulli, quand elle est mise en defaut, revele

une cause perturbatrice du hasard.

Tels se montrent souvent les resultats du suffrage universel.

Supposons 10 millions d'electeurs. Attribuons 6 millions de

votes a un parti, celui de la majorite. 4 millions seulement a

la minorite. On forme 1000 colleges de toooo electeurs

chacun : tout candidat qui reunira plus de 5ooo suffrages sera

elu. L 1

opinion approuvee par les quatre dixiemesdes votants

serait representee proportionnellement par 4^o deputes sur

1000. Les lois du hasard ne lui accordent rien. Sur 1000

representants, pas un seul pour elle. Le calcul reduit a zero,

pour ainsi dire, la vraisemblance de toute autre hypothese.

Supposons, pour donner une idee des chiffres, que, saisissant

1'occasion pour tenter la chance, un joueur s'engage, dans

les conditions electorales supposees, a payer autant de

millions qu'il se trouvera cje deputes de la minorite vainqueurs

dans la lutte. On ne pourrait pas, en echange de ses pro-

messes, c'est la reponse rigoureuse, sinon acceptable, du

calcul, lui offrir equitablement plus d'un centime.

Ce centime pourrait lui cotiter cher. Les minorites, m^me

beaucoup moindres, obtiennent quelques represenlants. Les

electears n'etant pas associes par le sort, les influences
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locales triomphent des lois du hasard. C'est avec grande

defiance qu'il faut, sur les traces de Condorcet, eclairer les

Sciences morales elpolitiquespar leflambeau de VAlgebre.

Les etoiles, sur la voute celeste, semblent semees sans

ordre et sans loi; 3ooo environ, pour qui a la vue bonne,

brillent au-dessus du notre horizon. Ptolemee, dans son Cata-

logue, n'en inscrivait que 1020. Un astronome dont le nom

est reste obscur sans injustice, Tarcheveque Mitchell, a fait

d'une idee ingenieuse et juste une application trop hardie.

Si le hasard distribuait sur la voute du ciel 3ooo points bril-

lants, quelle serait la distance moyenne de chacun d'eux

a son voisin le plus proche? Le probleme est interessant
;

Mitchell ne le resout pas ; mais, remarquant dans la constel-

lation du Dragon deux etoiles situees a 3" Tune de 1'autre, il

trouve que con Ire un tel rapprochement on pourrait, apriori,

parier (So contre i; dirigeant ensuite ses calculs sur le groupe
des Pleiades, Mitchell conclut a 5ooooo chances contre i

pour qu'une cause, en dehors du hasard, ait rapproche les

six etoiles.

En proposant la mesure precise d'assertions aussi vagues,

on peut compromettre la Science. Si Mitchell, soupgonnant
entre les etoiles un lien mecanique, avait tire avantage de

leur rapprochement singulier, s'il avait declare vraisemblable,

tres vraisemblable, presque certain, qu'une cause particuliere

a trouble pour elles les lois generates, il serait sans reproche,

mais la precision du chiffre 50U
*

OUO ne peut trouver d'ap-

probateurs. Les appreciations sans chiffres n'engagpnt a

rien, un chiffre engage la Science, et c'est sans aucun

droit,

L'application du calcul aux questions de ce genre est une

illusion et un abus.

Les motifs de croire que, sur 10 millions de boules
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blanches melees a i noire, ce ne sera pas la noire que je

tireraidu premier coupest de meme nature, a ecrit Condorcet,

que le motif de croire que le Soleil ne manquera pas de se

lever demain. L'assimilation n'est pas permise : Tune des

probabilites est objective, Fautre subjective. La probabilite

de tirer la boule noire du premier coup est

ni moins. Quiconque Fevalue autrement se trompe. La pro-

babilite pour que le Soleil se leve varie d'un esprit a Fautre.

Un philosophe peut, sans etre fou, annoncer sur la foi d'une

science que le Soleil va bientdt s'eteindre
;

il est dans son

droit comme Condorcet dans le sien
;
tous deux Fexcederaient

en accusant d'erreur ceux qui pensent autrement. L'assimila-

tion a une urne est le precede de demonstration. Une urne

contient des boules blanches, peut-etre aussi des noires
;
on y

fait i million de tirages, tous donnent des bouies blanches ;

quelle est la probabilite pour qu'un nouveau tirage amene

une noire ? Le calcul repond : <00(
'

)000 . On a vu, conclut

Condorcet, T million de fois le Soleil se lever du cote de

Forient, quelle est la probabilite pour qu'il manque demain?

La question n'est-elle pas la meme? Elle est differente.

L'urne, dans le premier cas, est invariable
; qui peuL, dans

le second, savoir le train des choses ?

Paul, sur la foi de Condorcet, veut parier que le Soleil se

levera demain. La theorie fixera les enjeux. Paul recevra i
fr

si le Soleil se leve et donnera i million s'il fait defaut. Pierre

accepte le pari. Au lever de chaque aurore, il perd i
fr et le

paye. La chance pour lui diminue chaque jour, puisque le

Soleil compte un lever de plus. Paul consciencieusement

augmente son enjeu 5
consciencieusement aussi, Pierre con-

tinue a lui payer i
fr

. Les conventions demeurent equitables.

Les parieurs voyagent, on parcourt vingt contrees, de Focpi-

dent a Forient, Pierre perd toujours ; il poursuit sa chance
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cependant, conduit Paul vers le nord
;
on franchit le cercle

polaire ;
le Soleil reste un mois au-dessous de 1 'horizon

;
Paul

perd 3o millions, croit Pordre de nature perverti et soupgonne

que Purne est changee.

TarquinPancien, rebelle aux pretentious de Paugure Accius

Nsevius, osa, dit-on, le mettre au defi. Ce que je pense est-il

possible ? demanda le roi. L'augure accepta Pepreuve. Tu

peux done couper'cette pierre? Nsevius prit un rasoir et

coupa le caillou. Avec une tres louable impartiality Condor-

cet a cherche la chance de verite. Le point de depart de son

calcul estle nombre des caillouxque, depuis Pinvention des

rasoirs, on n'a pas reussi a couper, et, sans repondre du detail

des chiffres, il evalue a
100 d 000 la probabilite de Panecdote. II

est un peu naif. Un caillou que 1'on coupe comme un radis

est un caillou miraculeux ou un faux caillou. La saine

philosophic dont il se vante repousse tout miracle
;
Paccord

fait sous main entre Nsevius et le roi sauverait la vraisem-

blance. Pour resoudre le probleme, au lieu de cornpter des

cailloux, il faut comparer, si on le connait, le nombre des

princes capables d'imposture a celui des augures complaisants

et des historiens sans critique.

Le hasard, a tout jeu, corrige ses caprices. Les irregula-

rites memes ont leur loi.

Supposons qu'a un jeu de pur hasard une serie de parties

ait ete jouee. Precisons, pour plus de clarte : le jeu est pile

ou face
;
la serie de 100 parties. Pour chacune, on marque la

difference entre ie nombre des gains et le nombre normal 5o.

Si Pon a gagne 44 ou 56 fois, on marque 6 dans les deux cas.

Chaque serie, de cette maniere, se trouve caracterisee par
un nombre que nous appellerons lVc0r/supposons obtenus

i million d'ecarts. Le hasard decide leur grandeur, comme
si Pon puisait i- million de fois dans un sac contenant des>
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boules de lolo. La difference est grande cependant : tandis

que toutes les boules sortiront egalement ou peu s'en faut,

les petits ecarts seront les plus nombreux. Chacun se presen-

tera
;
a la Inngue, un nombre de fois proportionnel a la

probabilite que Ton peut calculer
;
la regularite des resultats

peut recevoir une forme apparente et visible. Marquez sur

une ligne droite, & distances egales et petites, les chiffres o,

i, 2, 3, ... representant les ecarts possibles. Par chacun de

ces points elevens une hauteur egale au nombre de fois que
Tecart s'est produit;les extremites de ces lignes feront

paraitre une courbe, toujours de rneme forme; le sommet

correspond au point o
; 1'abaissernent, a partir de ce point,

tres lent d'abord, s'accroit suivant une loi prevue par le

calcul. Si quelques irregularites deparent le dessin, doubles,

decuplez le nombre des epreuves, Inexactitude des predictions

est k peine croyable.

Les grands nombres regularisent tout. La moyenne de

tous les ecarts peut etre predite avec confiance : elle sera L\

si la serie est de i oo epreuves, 4 si el'e est de 10 ooo. La meme

certitude s'attache i la moyenne des carres des ecarts, a celle

de leurs cubes, de leur quatrieme puissance. Pour des series

de 100, par exemple, la moyenne des carres est 25. Ces

predictions sontsures. N'est-cepas, pourainsiparler, miracle

de voir un hasard aveugle dieter des resultats exacterneat

prevus ?

Aidee de ces theoremes singuliers, la dexterite des geo-

metres a su, chose merveilleuse, rencontrer sur ces voies

detournees une solution de la quadrature du cercle. Si, dans

une serie d'epreuves suffisamment nombreuses, on divise la

moyenne des carres des hearts par le carre de la moyenne, le

quotient est, a tres peu pres, la moitie de la surface clu cerate

de rayon unite. Avec de la patience, le succes est certain,;!
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Beaucoup de joueurs, preoccupes de cette regularite

necessaire dans les moyennes, cherchent, dans les coups qui

precedent celuiqu'ils vont jouer, une indication etun conseil.

Ce n'est pas bien entendre les principes. La Science, a ces

chimeres, ne reste pas sans reponse. La decision du bon sens

suffit, elle est nette et claire : a quoi bon la traduire en

Algebre? Le prejuge est opini&tre. Les geometres perdraient

a le combattre leur lemps et leurs formules.

L'illusion repose sur un sophism e : on allegue la loi de

Bernoulli comme certaine
;

elle n'est que probable. Sur

20000 epreuves, dit-on, a la roulette, la noire ne peut pas

sortir plus de i o 5oo fois, Tassertion de la Science est formelle.

Si les 10000 parties ont donne 6000 noires, les 10000

suivantes ont done contracte une dette envers la rouge. On
fait trop d'honneur a la roulette : elle n'a ni conscience ni

rnemoire. En supposant qu'a une rencontre inouie succedera,

pour la reparer, un nouvel ecart de la regie, on n'efface pas

Tinvraisemblance, on la redouble.

La certitude des lois de Bernoulli est celle d'un chasseur

tres adroit, qui, connaissant son arme, est certain d'abattre

une bete feroce a dix pas. La bete se presente, il la manque ;

en la voyant, furieuse, se ruer et rassaillir, doit-il rester

impassible, confiant dans la certitude de Tavoir tuee?

II.

Le hasard, sans choisir, regularise tout
;
la raison en est

que, si toutes les combinaisons, dont le nombre est immense,
etatent presentes materiellement, les moins nombreuses

deviendraient introuvables. Le hasard reste libre, mais la

carte est forcee.
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Appliquee aux des, aux cartes, au jeu de rouge et de noire,

aux numeros pairs ou impairs, a pile ou face, la theorie des

chances est indiscutable: rienn'yalterelarigueurdespreuves;

FAlgebre execute plus rapid emcntles denombrements qu'avec
de la patience et du temps on pourrait faire sur ses doigts.

Tous les arrangements sont egalement possibles ; que les plus

nornbreux se presentent, il n'y a pas de sujet d'etonnement.

La Physique, I'Astronoime, les phenomenes sociaux,

sernblent, dans plus d'un cas, regis par le hasard. Peut-on

comparer la pluie ou le beau temps, Tapparition ou Tabsence

des etoiles filantes, la sante ou la maladie, la vie ou la mort,

le crime ou Tinnocence a des boules blanches ou noires tirees

d'une meme urne? Le meme desordre apparait dans Jes

details, cache-t-il la meme uniformite dans les moyennes ?

Retrouvera-t-on dans les ecarts les traits connus et la phy-
sionomie des effets du hasard ?

Tout evenement qui alterne avec son contraire est com-

parable aux boules blanches ou noires puisees dans un sac
;

le sac est-il toujours le meme? est-il ouvert? Une force

inteliigente, se proposant une fin, intervi^nt-elle dans une

rnesure petite ou grand e pour corriger les caprices du sort?

Le raisonnement ne peut devancer Fexperience ;
les observa-

tions, soigneusement discutees, condamnent, en m6me temps

que les sceptiques rebel les a tout rapprochement, les esprits

absolus qui pretendent tout soumettre au calcul.

L'empreinte du hasard est marquee, tres curieusement

quelquefois, dans les nombres deduits des lois les plus

precises. Une Table de logarithmes en temoigne. Pour i oooo

nombres successifs, dans les Tables a 10 decimales de Vega,

je prends la septieme figure du logarithme : rien dans ce

choix n'est laisse au hasard. L'Algebre gouverne tout, une

loi inflexible enchaine tous les chiffres. Si 1'on compte cepen-
'
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dant les resultats, on aura, a tres peu pres, sur 10000, 1000

fois le chiffre o, 1000 fois le chiffre i et ainsi des autres
;
la

formule se conforme aux lois du hasard. Verification faite,

sur 10000 logarithmes, le septieme chiffre s'est trouve 990

fois egai a o
; 997 fois a i ; 998 fois a 2

;
1012 fois a 4- En

partageant les loouo nombres en dix series et prenant pour

chacune les moyennes des ecarts, j'entends la difference entre

le nombre des apparitions de Fun des chiffres et le nombre

normal 100, et les comparant a la moyenne du carre des

ecarts, le rapport des nombres, qui, d'apres les lois du

hasard, devrait etre 1,670796, moitie du nombre que les

geometres designent habituellement par la lettre T:, se trouve

egal a i,56i ;
le mme calcul fait a Taide du chifFre i donne

1,098, et la moyenne de ces deux resultats est 1,679. Les

trois premiers chi(fres sont exacts.

La marque du hasard semble visible* Pouvait-on cepen-

dant lemieux tenir al'ecart? Nos lois expriment une propriete

commune aux combinaisons les plus nombreuses
;
elies se

verifient quand on ne choisit pas, il ne suffit pas de choisir

pour s'y soustrair^.

Le partage des naissances entre les deux sexes a ete etudie

sur plusde 200 millions d'enfants. Depuispres de deux siecles

le nombre des gargons a depasse celui des filles
;
aucun pays

ne fait exception ni aucune epoque. Le rapport varie peu : le

nombre des gargons, pour 100 filles, est compris, pour un

grand nombre de naissances, entre 104 et 108. On s'est

demande si cette superiorite observee chez toutes les races,

dans les villes comme a la campagne, au midi comme au nord,

chez les plus pauvres comme chez les plus riches, est une loi

de Fhumanite ou un accident fortuit.

A notre epoque et pour notre etat social, Tevidence est

complete ;
ni les calculs ne sont necessaires ni les raisonne-
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ments. Us le sont pour un second probleme. Les variations

observees (Tune annee a Tautre pour un meme pays, d'une

province a 1'autre pour une meme annee, sont-elles assimi-

lables aux resultats capricieux du hasard? Peut-on voir dans

la coristance approchee du rapport un temoignage sufiisant de

la loyaute du jeu? Je precise la question : une urne, loujours
la meme, contient des boules noires et blanches ; on y puise

une boule au moment de chaque naissance. Pourrait-on sans

invraisemblance representer par le nombre de bonles de

chaque couleur la proportion variable des naissances ? Le

nombre des noires, bien entendu, 1'emporte sur celui des

blanches dans la proportion qui convient au succes.

Les ecarls de la moyenne produits par le hasard sur

i million d'epreuves, pour un evenement dont la probabilite

differe peu de ~
?
ont pour valeur moyenne 4o- De plus

grands ecarts sont possibles assurement, mais leur proba-

bilite diminue rapidement. On peut parier 1000 contre i

pour un ecart moindre que 1600. La probabilite d'un ecart

superieur a 2000 est I000
*

oooa . Telles sont les indications du

calcul.

2000 naissances masculines en plus sur i million accroi-

traient de moins d'un centieme le rapport du nombre de

gargons k celui des filles. Les rapports extremes fournis par

la Statistique, i,o4 et 1,08, different trop Tun de 1'autre pour

permettre rassimilation pure et simple aux effets du hasard.

Les conditions ne peuvent done etre, en tout temps et en tout

pays, identiquement les m6mes, mais la variation est petite.

Pendant 1'annee 1837, le nombre des gargons nes a Paris

est descendu i 10074 pour 10000 filles. Dans les hasards

d'un tirage au sort dont les conditions seraient invariables,

sur un nombre d'epreuves egal a celui des naissances an-

nuelles a Paris, on pourrait parier plus de i million contre* t
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dant les resultats, on aura, a tres peu pres, sur zoooo, i ooo

fois le chiffre o, 1000 fois le chiffre i et ainsi des autres
;
la

formula se conforme aux lois du hasard. Verification faite,

sur 10000 logarithmes, le septieme chiffre s'est trouve 990

fois egal a o
; 997 fois a i ; 998 fois a 2

;
1 012 fois a 4- En

partageant les 10000 nombres en dix series et prenant pour

chacune les moyennesdesecarts, j'entends la difference entre

le nombre des apparitions de Tun des chiff'res et le nombre

normal 100, et les comparant a la moyenne du carre des

ecarts, le rapport des nombres, qui, d'apres les lois du

hasard. devrait etre 1,570796, moitie du nombre que les

geometres designent habituellement par la lettre ir, se trouve

egal a i,56i ;
le meme calcul fait a 1'aide du chiffre i donne

1,098, et la moyenne de ces deux resultats est 15679. Les

trois premiers chiffres sont exacts.

La marque du hasard semble visible. Pouvait-on cepen-

dantlemieux teniraTecart?Nos lois expriment une propriete

commune aux combinaisons les plus nombreuses
;
elles se

verifient quand on ne choisit pas, il ne suffit pas de choisir

pour s'y soustrair^.

Le partage des naissances entre les deux sexes a ete etudie

sur plus de 200 millions d'enfants. Depuis pres de deux siecles

le nombre des gargons a depasse celui des filles
;
aucun pays

ne fait exception ni aucune epoque. Le rapport varie peu : le

nombre des gargons, pour 100 filles, est compris, pour un

grand nombre de naissances, entre 104 et 108. On s'est

demande si cette superiorite observee chez toutes les races,

dans les villes comme a la campagne, au midi comme au nord,

chez les plus pauvres comme chez les plus riches, est une loi

de Phumanite ou un accident fortuit.

A notre epoque et pour notre etat social, Tevidence est

complete ;
ni les calculs ne sont necessaires ni les raisonne-
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ments. Us le sont pour un second probleme. Les variations

observees d'une annee a Tautre pour un meme pays, d'une

province a Fautre pour une meme annee, sont-elles assimi-

lables aux resultats capricieux du hasard? Peut-on voir dans

la Constance approchee du rapport un temoignage sufilsant de

la loyaute du jeu? Je precise la question : une urne, toujours

la meme, contient des boules noires et blanches ; on y puise

une boule au moment de chaque naissance. Pourrait-on sans

invraisemblance representer par le nombre de boules de

chaque couleur la proportion variable des naissances ? Le

nombre des noires, bien entendu, Temporte sur celui des

blanches dans la proportion qui convient au succes.

Les ecarls de la moyenne produits par le hasard sur

i million d'epreuves, pour un evenement dont la probabilite

differe peu de
-^,

ont pour valeur moyenne 4o De plus

grands ecarts sont possibles assurement, mais leur proba-

bilite diminue rapidement. On peut parier 1000 contre i

pour un ecart moindre que 1600. La probabilite d'un ecart

superieur a 2000 est ,0000000* T6^68 sont ^es indications du

calcul.

2000 naissances masculines en plus sur r million accroi-

traient de moins d'un centieme le rapport du nombre de

gargons a celui des filles. Les rapports extremes fournis par

la Statistique, i,o4 et 1,08, different trop Tun del'autrepour

permettre Tassimilation pure et simple aux effets du hasard.

Les conditions ne peuvent doncetre, en tout temps et en tout

pays, identiquement les memes, mais la variation est petite.

Pendant Tannee 1837, le nombre des gargons nes a Paris

est descendu a 10074 pour 10000 filles. Dans les hasards

d'un tirage au sort dont les conditions seraient invariables,

sur un nombre d'epreuves egal a celui des naissances an-

nuelles a Paris, on pourrait parier plus de i million contre i
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qu'une telle anomalie ne se produira pas. Que s'est-il passe

en 1837 ? On doit s'attendre a 1'ignorer toujours. Dans

plusieurs departements, depuis le commencement du siecle,

le nornbre des naissances annuelles des filles a surpasse excep-

tionnellement celui des garcons. L'anomalie a moins d'im-

portance que 1'ecart observe a Paris, elle se rapporte a des

nombres cinq fois moindres.

La recherche des causes est delicate et obscure. II est a

regretter, dit M. Quetelet apres de longues et patientes

recherches, qu'on ait si peu de documents pour s'eclairer.

L'age des parents joue sans doute un grand rdle. Cette

explication semble la meilleure. Si on ne 1'accepte qu'avec

doute, c'est que, masquee parle hasard, 1'influence reste mal

connue
; 1'age moyen du pere et celui de la mere varient peu

dans un meme pays. La variation des ages peut cependant

expliquer, en partie au moins, les anomalies observees.

Allons plus avant et cherchons dans les eflfets troubles les

traits generaux du hasard.

La quadrature du cercle deduite approximativement du

nombre des naissances ne laisse guere subsister de doutes.

En appliquant la formule des ecarts aux 86 departements

pendant 1'annee 1878 eifTenant dansYAnnuaireduBtu^eau

des Longitudes les ecarts entre le nombre des naissances de

gargons correspondant a 10000 filles pour chacun des depar-

tements et la moyenne pour la France entiere, etlacomparant
a la moyenne de leurs carres, au lieu du quotient 1,5-7 Pr^vu

par la theorie, on obtient r ,73. La petitesse de Terreur parait

digne d'attention.

La recherche des causes est le grand probleme : on le

transforme sans le resoudre. En enchainant les inconnues

aux inconnues, la Science s'agrandit et s'eleve. Si chaque
effet n'avait qu'une seule cause, les enonces au moins seraient
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faciles. La complication est plus grande. Dans le monde

immense des fails, les parentes existent a tous les degres.

L'enumeration des observations revele les liens quand les

nombres sont grands. La discussion est delicate, le bon sens

la dirige, le calcul prononce.

L'inventeur d'un systeme associe, je suppose, la chute de

la pluie a un phenomene astronomique ;
il a observe vingt

fois, sans une seule exception, qu'une pluie plus ou rnoins

forte suivait le phenomene indique; ce rapprochement est

digne d'attention. Mais c'est a Brest qu'on a observe; les

jours sans pluie, a Brest, sont une rare exception. Que vaut

alors la demonstration? Au Caire, elle serait decisive.

II faut rapprocher, dans les cas semblables, le nombre des

coincidences observees de celui qui le remplacerait proba-

blement, si tout etait regie par le hasard. Si deux phenomenes
se preseritent chacun 9 jours sur 10, les coincidences, meme
tres frequentes, ne prouvent rien. Si chacun d'eux revient

deux fois par an seulement, la coincidence, plusieurs fois

observee, sera difficilement attribute au hasard. Difficile-

ment : Tindicadon est vague! elle doit Tetre. Qaand les

geometres, dans les cas semblables, ont donne un chiffre

precis, ils ne tenaient aucun compte dela probabilite a priori

du rapprochement qu'on a voulu faire, ou ils Pevaluaient, ce

qui revient au meme, tout a fait au hasard. Une comete a

precede la mort de Cesar. Quelque nombreux et bien cons-

tates que fussent les evenements de ce genre, oserait-on

croire, sur la foi du calcul, que telles dmes sont tant nobles

et hero'tques que de leur delogement et trepas nous est

certains jours devant donn signification des cieux?

Un geometre a trouve une demonstration nouvelle du

theoreme de Bernoulli. J'en examine le principe, j'en parcours

les calculs, j'en verifie quelques-uns, et, n'aperccvant aucune
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objection et aucune meprise, je declare avec confiance

Inexactitude de la methode.

Le m&me auteur propose une demonstration du celebre

theoreme enonce par Fermat. J'examine le principe, je par-

cours les calculs, j'en verifie quelques-uns, et, n'apercevant

aucune objection et aucune meprise, je continue a chercher la

faute. Pourquoi cette difference? Si les cas sont identiques,

1 inegalite ost-elle juste? Les cas sont differents. L'auteur qui

demontre le theoreme de Bernoulli enfonce une porte

ouverte, il ne peut guere trebucher au passage. Celui- qui

demontre le theoreme de Fermat suit un sentier sans issue

connue
;
les chances d'une chute, d'apres 1'experience du

passe, y surpassent 100 contre i pour les plus habiles.

Toujours exact et precis dans Fenonce des regies, Laplace

n'a pas manque d'introduire cette probabilite aprioj^icomme

point de depart et base necessaire du calcul. Quelles que
soient les conditions du probleme, elle entre comme facteur,

presque toujours inconnu, dans la formule qui la resout.

L'illustre auteur de la Theorie analytique des probability
a plus d'une fois cependant donne des chiffres precis qu'il

faudrait changer avec Thypothese arbitrairement adoptee
sur la probabilite a priori. Quand il assigne 1 826214 a parier

contre i comme mesure de la probabilite pour que le Soleil

se leve demain, Taffirmation, quelles que soient les attenua-

tions qui la suivent, repose sur une pure illusion.

Le rapport du nornbre des deces a la population n'a pas
ete moins soigneusement etudie que celui des naissances. Les

Compagnies d'assurances ont interet a le connaitre et a en

grossir revaluation. La Statistique le montre a pen pres
constant. Les variations, quoique petites, sont superieures a

celles du rapport des naissances des deux sexes. L'assimilation

a des boules tirees d'une urne de composition invariable n'est
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done pas acceptable. La vicissitude des evenements regie

sans cesse la composition de Furne. Tantot c'est le cholera

qui passe et y verse des boules noires. Ce sont les eaux plus

pures et plus fraiches qui apportent des boules blanches. C'est

la disetle qui rend les maladies plus abondantes et plus

graves, la guerre qui accroit les mauvaises chances dans

Furne sans cesse renouvelee.

M. Dormoy, dans un livre savant et bien compose sur la

theorie des assurances, a cherche curieusement dans les

documents de la Statistique la confirmation de la loi des

ecarts. II introduit, sous le nom de coefficient de divergence,
le rapport de Fecart observe a Fecart moyen prevu par le

calcul.

Unphenomene sembleregulier, les chiffres quileresument,
sans etre constants, varient peu d'une annee a Fautre. On

peut composer une urne qui, sous Finfluence du hasard,

representera en moyenne, dans un grand nombre de tirages,

par les boules noires amenees, la loi de Farrivee de Fevene-

ment. On nomme ecart, pour Fume, la difference avec la

moyenne annoncee par le calcul. L'ecart, pour Fevenement,

est la difference entre le chiffre relatif a une annee et la

moyenne generale. Si le hasard regie le phenomene, le coef-

ficient de divergence differera peu de Funite. Un rapport

plus grand revele, s'il se maintient, Finfluence d'une cause

perturbatrice. Un coefficient de divergence plus petit que
Funite ferait deviner, au contraire, une action regulatrice

qui, surveillant pour ainsi dire le hasard, amoindrit les

inegalites et en efface le caractere. Tel est le cas d'un

observateur trop avise qui, dans les cas douteux, altere et

corrige les observations pour en accroitre la vraisemblance.

Pour les naissances des filles et des gargons, le coefficient

de divergence a ete 1,17 pour la France entiere, de r832 a



XXX PREFACE.

1841, et r,3S de i85i a 1864. II confirme pour ces periodes

la supposition d'une probabilite constante.

Le rapport du nombre des naissance nalurelles au nombre

total des naissances est moins regulier. Le coefficient de

divergence, de 1817 a 1826, est egal a i5; pour le rapport

du nombre des manages a la population, le coefficient de

divergence, de 1829 a 1848, s'est eleve a 20.

Le rapport du nombre des deces a la population a pour

coefficient de divergence 86 ! Les anomalies sont continuelies.

Le coefficient ne porte que sur des ecarts, il faut le remarquer.

Le nombre des deces pendant une annee etant suppose pour
la France entiere egal a i million et au trente-sixieme de la

population, Tassimilation des Tables mortuaires annuelles

aux tirages fails 36 millions de fois dans une urne contenant

i boule noire et 35 boules blanches peut etre tentee. Le

nombre des boules noires, comme celui des deces, differera

peu de i million
; mais, tandis que 1'ecart moyen, pour le

nombre des boules noires, sera egal a 800, celui des deces

sera 86 fois plus grand ;
86 fois 800 font 68800, c'est moins

de 2 pour 1000 de la population. Une epidemic produisant a

Paris 4000 deces pour une annee pourrait, pour le departe-

ment de la Seine, expliquer le coefficient 86. Le cholera de

1 849 a fait perir 20000 Parisiens.

Les lois du hasard sont invariables, ce sont les conditions

du jeu qui changent. Poisson, pour les plier a lous les acci-

dents, a cru completer Poeuvre de Bernoulli en enongant sa

loi des grands nombres.

Pour que le hasard regularise Tarrivee d'un evenernent et

que, sur un grand nombre d'epreuves, les rapports soient

certains, aussi bien que la loi des ecarts, il faut que la pro-
babilite soit constante. Poisson supprime cette condition.

Un cas fictif tres simple montrera la portee du nouveau
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principe. Une urnc contient des boules numerotees, on y fait

une serie de tirages ; mais, en remettant chaque fois la boule

qu'on a tiree, on neglige d'agiter et de faire le melange :

les chances, peu a peu, deviennentinegales ;
certaines boules

sortent plus souvent que les autres, la theorie semble raise

en defaut. Continuez, dit Poisson
; pour prolonge que soit

le desordre, il est embrasse lui-meme dans la loi des grands
nombres

;
certaines boules sont dessus, vous les verrez

dessous un aulre jour ;
riiomme peu soigneux a faire le

melange aura un successeur plus consciencieux ou dont la

negligence, qu'ii faut prevoir, profilera a des combinaisons

nouvelles
;
tout a la longue se compensera. Gitons ses propres

paroles : Les choses de loute nature sont soumises a une

loi universelle qu'on peut appeler la loi des grands nombres.

Elle consiste en ce que, si Ton observe des nombres tres

considerables d'evenements de meme nature, dependant de

causes qui varient irregulierement, tantot dans un sens,

tantot dans un autre, c'est-a-dire sans que leur variation soit

progressive dans aucun sens determine, on trouvera entre

ces nombres des rapports a tres peu pres constants
; pour

chaque nature de choses, les rapports auront une valeur

speciale dont ils s'ecarteront de moins en moinsa mesure que
la serie des evenements observes augmentera davantage et

qu'ils atteindraient, s'il etait possible deprolonger cette serie

a Finfini.

Tel est le resume fait par Poisson lui-meme d'une decou-

verte qui se distingue bien peu des lois du hasard, et a

laquelle il a, a peu pres seul je crois, attache une grande

importance.

B.
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III.

Aucune mesure n'est certaine, mille operations succes-

sives donnent mille resultats differents. Non que 1'observa-

leur, de mieux en mieux instruit, corrige ses defauts et

s'avance vers la perfection. II n'en va pas ainsi. Les derniers

resultats ne ressemblent en riena une limite dont on s'appro-

cherait par contmuel progres ;
les evaluations, tantot trop

petites, tantot trop grandes, se succedenten confusion et sans

ordre comme des boules blanches ou noires puisees dans

une urne.

Bessel, apres un siecle ecoule, comparail les observations

de Bradley aux resultats connus d'une theorie devenue

certaine. En classant les differences, dont le desordre est

complet, il trouva, sur 47 observations, g4 erreurs infe-

rieures a ~ de seconde, 88 comprises entre et ~, puis,

successivement, entre ^ et j^, entre et ~, ..., jusqu'a i'",

la plus grande des erreurs commises par Bradley, les nombres

decroissants 78, 58, or, 36, 26, i4,io , 7 et 8. Si les plus

petits sont les plus nombreux, Thonneur n'en revient ni a

ce grand observateur Bradley, ni aux constructeurs des

instruments de Greenwich
5
leur excellence fait la petitesse,

non la loi des erreurs
;
un instrument mediocre, un obser-

vateur moins soigneux, remplaceraient les dixiemes de

seconde par des secondes, les secondes peut-etre par des

minutes
5
a cela pres tout resterait pareil. La courbe des

erreurs en s'elevant conserverait la meme forme.

L'origine des erreurs est tres diverse. Les unes sonl for-

tuites, renchainement en est infini
;

c'est tantot Fair agite

par le vent, tantot un ebranlement du sol, un nuage qui

passe, un rayon de soleil qui trouble Tobservateur, tantot
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une attention precipilee ou distraite
;

le hasard decide, mille

causes imprevues se reunissent, ajoutent quelquefois leurs

effets, quelquefois les retranchent, suspendent ou repren-
nent leur action : tout est incertaijn, tout change, sans incli-

nation dans aucun sens.

II n
?

en va pas -ainsi des causes permanentes ;
c'est une

balance mal construite, les tils d'une lunette mal places, un

metre trop court, un chronometre trop rapide. Les mesures

prises sous de telles influences n'entourent plus la valeur

exacte, mais une autre, souvent fort differente
;
une nouvelle

scrie de mesures, sous 1'influence permanente des memes

causes, se groupera autour de la meme moyenne.
Tout observateur soigneux etudie les erreurs constantes

et les corrige sans retrancher la cause
;
rien ne trompe moins

qu'une balance trompeuse. Qu'importe que les bras soient

inegaux, pourvu qu'on le sache? Qu'un gramme ait 999 mil-

ligrammes, un decimetre 99 millimetres, Fobservation re-

duite conserve toute sa Yaleur. Toute mesure est comparable

a un jeu; les erreurs possibles en plus ou en moins sont les

chances de gain ou de perte ;
les erreurs constantes chan-

gent les regies du jeu, les erreurs fortuites laissent le jeu

equitable.

La loi que doivent suivre
; d'apres une ingenieuse theorie,

et que suivent a tres peu pres ; quand elles sont nombreuses,

les erreurs corrigees de toute inclination Gxe, a ete propo-

see par Gauss. L'histoire en est singuliere. En proposant

en 1809 une hypothese sur la theorie des erreurs, 1'illustre

auteur ne pretendait nullement etablir la verite, mais la

chercher. Laplace, par une voie differente, sans beaucoup
de rigueur a son tour, avait obtenu la meme formule qui,

tres voisine souvent de la verite, pourrait s'en eloigner sans

dementir la Science.



XXXIV PREFACE.

Le principe de Gauss est fort simple : quand une gran-

deur a ete mesuree plusieurs fois, les erreurs constantes

eta nt ecartees (la precaution est necessaire), entre plusieurs

resultals egalement dignes de confiance, la moyenne est, en

Fabsence de tout autre renseignement, la valeur la plus pro-

bable. Les consequences de cet axiome sont belles et impre

vues, mais incertaines; Gauss en convient volontiers. Le

rapprochement des observalions peut affaiblir la confiance

en quelques-unes d'elles. Si quatre pesees successives ont

donne 2oms
, puis 27"*', 26my et 28 ingr

,
on se decidera sans

doute, quelles que soient les circonstances, a ecarter la pre-

miere mesure pour adopter la moyenne des suivantes. Quoi

qu'il en soil, Gauss, sur ce fondement, etablit ingenieuse-

ment une formule que Texperience confirme. Le hasard,

quand les epreuves sont nombreuses, amenant chaque eve-

nement en raison de sa probabilile, il suffit, pour juger la

formule, de faire mesurer un grand nombre de fois une gran-

deur que Ton connail tres exactement a 1'avance.

La probabilite des erreurs suit, d'apres la formule, preci-

sement la loi des ecarts dans les epreuves repetees. La ren-

contre n'est pas fortuite, Laplace Fa expliquee. Les erreurs

constantes etant ecartees, les accidents fortuits troublent

seuls chaque epreuve, ils sont analogues aux tirages faits

dans une urne. Laplace developpe ce rapprochement, le

rend precis, transforme le probleme, et retrouve la formule

de Gauss.

Cette admirable et tres simple formule s'etend a toutes les

grandeurs, s'applique a tous les instruments, regit toutes les

observations et embrasse tous les procedes de mesure
;
les

differences, d'un cas a 1'autre, si grandes qu'elles puissent

etre, se resument dans un nombre caracteristique represen-
tant la precision, Verreur probable, lepoids de I'obsejva-
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tion; pen imporlc le nom, un seul nombr^ connu pcrmet de

calculer Louies les chances et depredire, surun grand nombre

d'epreuves, la distribution certaine des ecarts.

Si Ton caracterise une seric de mesures par Verreur pro-

bable qu'il y a chance d'atleindre ou de ne pas atteindre, en

prenanL cctLe erreur pour unite, la probability d'une erreur

double cliffere peu de ^, celle d'une erreur quintuple

s'abaisse a ~^-; pour une erreur div fois plus grande que
1'erreur probable, le nombre donne par la formule vaut une

declaration d'impossibilite.

L'inslrument, il ne faut pas 1'oublier, est, aussi bien que

1'observateur, suppose sans defaut
;
on n'accepte en lui que

des defaillances, des accidents forluits qu'aucune cause con-

stante n'incline dans aucun sens.

Les epreuves du tir, soit au canon, soit a la carabine,

mettcnt en evidence les effets du hasard; les erreurs for-

tuites out pour origine, outre le coup d'ceil plus ou moins

juste et les distractions du pointeur, le poids variable du

projectile, les inegalites de sa structure, le tassement irre-

gulier de la poudre, les courants, les vibrations, Thumidite

des couches d'air traversees
;
c'est pour cela que, sans chan-

ger en lien les conditions du tir, on voit les coups s'ecarter

les uns des autres, en se groupant autour d'un point central,

autour du but lui-meme, si les erreurs constantes sont

ecartees.

Un savant professeur, M. Jauffret, a defini, par une image
fort nette, les lois de distribution des coups, identiques,

d'apres le theoreme de Bernoulli, a celles des probabilites.

Si, visant pendant un long temps un meme but place sur le

sol, on arrete chaque boulet au point meme de sa chute,

1'amas des projectiles prescntcra Taspect d'une cloche dont

la base circulaire aurait le but pour centre; un lireur plus
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adroit retrecirait la cloche et la rendrait plus haute
;
une

moindre precision donnerait naissance a un solide moins

eleve, s'abaissant plus lentement vers le sol.

N'est-il pas merveilleux et presque incroyable qu'on puisse,

par le raisonneinent seul, predire ainsi la disposition des bou-

lets sans connaitre Padresse du pointeur ni demander la pre-

cision de Farme?

Les formules, a dit Poinsot, ne donnenl que ce qu'on y a

mis. Aucun raisonnement ne fait davantage; le dernier an-

neau d'une chaine de deductions est, pour qui sail Ty voir,

tout entier dans les hypotheses. Nous avons expressernent

suppose, il ne fautpas Foublier, qu'il n'existe dans Farme ni

dans la maladresse du pointeur aucune cause d'erreur con-

stante
;

il n'y a done pas plus de chance, c'est Thypothese

meme, de tirer a droite plutot qu'a gauche, trop pres plutot

que trop loin. Faut-il s'etonner que le but se trouve au

centre des divers points atteints dans une longue serie

d'epreuves? Si plus de la moitie se trouvait a droite, on en

conclurait qu'une cause les y porte, et ce serait une erreur

constante.

Un doute peut s'elever encore. Les erreurs constantes

sont celles que Ton peut corriger, la maladresse est une

cause fortuite, un tireur maladroit atteint bien rarement le

but
;
au lieu de le cacher sous le sommet d'un dome de pro-

jectiles, ne ie laisserait-il pas au centre d'un grand vide?

Diogene pensait ainsi : Un jour, voulant s'esbattre, ilvisita

les archers qui tiroient a la butte
;
entre iceux, un etoit tant

fautier, imperit et maladroit, que lorsqu'il estoit en ranc de

tirer, tout le peuple spectateur s'escartoit de peur d'etre par
lui feru. Diogenes 1'avoit un coup vu si perversement tirer,

que la flesche tomba plus d'un trabut loin de la butte
;

au second coup, le peuple, loin de cote et d'autre, s'escar-
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tant, il accourut et se tint en pied, jouxte le blanc. affirmant

cetuy lieu etre le plus sur et que 1'archer feriroit tout autre

lieu, le blanc seul etre en seurete de traict. La plaisanterie

fit rire. II n'aurait pas fallu recommencer souvent; les

gouttes d'eau, guidees par le hasard, n'epargnent a la longue

aucun pave. Pourquoi les projectiles, non moins nombreux,

c'est Phypothese, eviteraient-ils le point vers lequel, adroi-

tement ou non, on s'etudie a les diriger tous?

Dans la formule de probabilite des erreurs, la rigueur,

nous Favons avoue, n'a pas ete mise
;
Paxiome suppose est

loin d'etre evident
;

les consequences sont comme lui discu-

tables. Dans les concours de tir a la carabine, chaque tireur

ayant droit a un certain noinbre de balies, on decide du me-

rite de chacun par la distance moyenne de ses balies au but.

La theorie consultee prescrirait une autre regie : la plus

petite moyenne du carre des ecarts caracterise mieux le plus

adroit. La decision, je crois, a ete prise pour Parmee beige.

Le changement est de petite consequence, et sur un grand
nombre d'epreuves toutes les methodes s'accorderaient ;

toutes deux, la seconde surtout, traitent trop severement le

tireur, si adroit qu'il se soit montre, dont un coup s'est egare

des autres. Supposons, pour donner des chiffres simples,

qu'un tireur ayant place neuf balies a la distance moyenne i

du but, la dixieme s'en ecarte a la distance 10. D'apres la

premiere regie, la moyenne generale etant 1,9, il sera pre-

fere a celui dont toutes les balies seraient a la distance 2
;

cela parait juste. La seco.nde regie, celle qui s'appuie sur la

loi de probabilite des ecarts, placerait avant lui le tireur

dont Loutes les balies seraient a la distance 3. Peut-etre vau-

drait-il mieux, sans tant raffiner, s'en tenir a la vieille me-

thode, qui reserve le prix a qui le plus souvent touche la

mouche, sans rechercher Tecart des balies moins heureuses.
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La formule de Gauss declare, pour ainsi parler, certains

cas impossibles. N'invite-t-elle pas par la, quand ils se pre-

sentent, a se defier un pen cFelle"? Les cas exccplionnels

echappent a toute regie. Le bon sens ne perd jamais scs

droits : opposer a Feviclcnce une formule demoutree^ c'est a

peu pros commc si, pour refuser a un homme le droil de

vivre, on alleguait devaut lui un acle de deces authentique.

La moyenne d'un grand noinbrc de mesures, quand on

ecartc les errcurs conslante^ esl une mesure plus precise

quo celles qui Font fournie ; Ferreur probable est diminuee,

ct la precision atigmente commc la racine carree du nombre

des epreuves.

Fourier conriaissait ou soupgonnait cette regie : pour

prendre la hauteur de la pyramide de Cheops, il fit siinple-

rnent mcsurer par des soldals les :o3 marches de ce gigan-

tesque escalier. c< Yos homines manquent d'habilude, disait-

on; les surfaces soul irre^ulieres, les aretes sont inclinees
;

aucunc precision n^est possible, et Ferreur commise sur

cliaque marche sera muliipliee par ao3. Elle le sera par i \

seulenient, repondit-il resoltiment, car \f\ est la racine carree

de 2o3. La comparaison avoc une mesure plus exacte aurait

pu le contredire; on ne la fit pas.

En ire les grandeurs inconnues enchainees par les for-

mules, la Science, dans chaque probleme, choisil pour la

determiner direclement la plus accessible aux mesures.

Pour peser Fobelisque il n'exisle pas de balance; une chaine

d'arpenteur donnerait Ires lentement et trcs mal la distance

de Paiis a Home. La theorie fournit des equations, on les

aecepte lotites, chacune est irreprochablc; 1'Algcbre degage
les inconnues; les chiflres malheureusement se contredisenl

toujours. Que doil-on fa ire? Entre des mesures discordantes

on prend la moyenne; pour des equations, ce mot n'a pas
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de sens; a chacune, cependant, il faut un role; la methodc

des moindres carres enseigne et prcscrit la meiileure com-

binaison.

Cetle methode, inventee par Gauss, proposee pour la

premiere fois par Legendre ;
a procure plus d'une deception.

La masse de Jupiter, deduite par Newton de 1'etude des

satellites, corrigee peu a peu par les progres des observa-

teurs, culculee de nouveau par Bouvard a Faide des pertur-

bations de Saturne, semblait fixee a -^o de celle du Soleil.

Les principes du calcul des chances permettaient de parier,

suivant Laplace, 999308 centre i que 1'erreur n'est pas la

centieme partie de la valeur trouvee. Quelle ostentation de

consciencieux savoir! C'est 9Q93o8
fr

,
ni plus ni inoins, que

Ton peut risquer contre i
ip

. On aurait eu tort de risquer dix

sous-, on les aurait perdus; les perturbations de Junon Font

prouve. Sans contester ce ternoignage irreprochable de la

petite planete, Poisson maintenait les principes. c< Les calcul s

de Laplace, dit-il, ont donne, avec une precision voisine de la

certitude, une masse plus petite qu'elle n'est reellement. Cela

ne provient d'aucune inexactitude dans les formulas dont il a

fait usage ;
il y a lieu de croire que la masse de Jupiter, un peu

trop petite, resulte de quelques termes fautifs dans I'expression

des perturbations. Poinsot, son spirituel adversaire, pour

transformer 1'apologie en epigrammc, ne change rien au

trait que Taccent : Apres avoir calcule la probabilite d'une

erreur, il faudrait calculer la probabilite d'une erreur dans

le calcul.

Peut-on, par des combinaisons habiles, s'assurer sur les

resultats d'observations imparfaites, puisees a des sources

douteuses"? Onlepeut, repond la theorie, pourvu qu'oji n' ait

pas a cralndre d'erreurs constantes. Le calcul echouera,

repond le bon sens. Les deux reponses sont d'accord.
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Lorsqu'en 1761, apres soixante-dix annees d'attente, les

aslronomes de tons ies pays distribuerent sur la portion du

globe designee par Halley plus de cent observateurs du

passage de Venus, la crainte du mauvais temps et Femula-

tion du zele pour la Science en accrurent ainsi le nombre,

on croyait la methode infaillible, et cleux observateurs soi-

gneux, Halley Pavait prouve, pouvaient sans aucun associe

donner la parallaxe exacte au centieme de seconde. 60 ob-

servations, au lieu de 2, faisaient esperer par leurs combi-

naisons 1770 determinations identiques. La deception fut

grande; les resultats variaient entre 7"et n". En combinant

1 5 observations europeennes avec celle du Cap de Bonne-

Esperance, Short trouva une moyenne de 8"* 47- ^obser-

vation de Tobolsk, combinee avec i5 autres, donnait 9", 56 ;

en en supprirnant 4 3
il restait 8^,69. Ces 4 observations,

2 de Stockholm et 2 de Tornea, comparees a celle de Tobolsk,

auraient donne plus dc i ". L^operation etait a refaire. Rien

ne fut epargne en 1769, le succes fut pareil. En combinant

les observations sans regie et sans methode, les calculateurs

du xvme
siecle n'en purent montrer queFincertitude. Encke,

en 1822, voulut reprendre dans leur ensemble les resultats

des deux expeditions, et, par un prodigieux travail, appli-

quant dans toutes ses prescriptions la methode des moindres

carres, il obtint 8
r/

, 6776. L'erreur probable etait o", 0370.

Cette expression fterreur p7*obable exige une explication :

Terreur probable est celle qu'il y a chance egale d'atteindre

ou de ne pas atteindre; de celle-la, nous Favons dit, on

deduit toutes les autres. Contre une erreur huit fois plus

grande il n'y a pas, dit la theorie, i chance sur i million.

G'est justement celle-la qui s'est produite. La parallaxe,

aujourd'hui bien connue, surpasse le resultat d'Eneke de

huit fois son erreur probable. Tous ces calculs devaient 6tre
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steriles, rien ne garantissait centre les causes constantes, et

le nombre des observations douteuses n'etait pas assez grand

pour assurer une compensation.

IV.

Tout semblait debattu sur les universaux, et tout oublie.

M. Quetelet, sans reveiller ce vieux probleme, a cru serieu-

sement le resoudre, et, dans un livre riche de faits judicieu-
sement recueillis, a voulu definir et preciser le mot homme

independammentdeshommesparticuliers consideres comme
accidents. Sans discussion ni subtilites, le patient auteur

attribue a son type, par definition, la moyenne de chaque
element variable d'un homme a Fautre. En relevant, par

exemple, les tailles de 20000 soldats, on a trouve pour

moyenne i
m

, 7^; telle est la taille de I'homme moyen; au-

tour d'elle, dans la serie des mesures, se groupent les tailles

plus grandes ou plus petites, exactement graduees suivant la

loi des ecarts. Rien ne distingue les tailles des conscrits des

mesures qu'un observateur tres maladroit aurait prises

20000 fois de buite sur un meme homme de i
m

, 70, avec

des instruments bien grossiers, il faut le supposer, mais cor-

riges de toute erreur constante.

M. Quetelet, dans ce rapprochement, voit une identite;

nos tailles inegales sont pour lui le resultat des mesures tres

mal prises par la nature sur un modele immuable, qui, seul,

revele tout son savoir. i
m
,75 est la taille normale; pour

avoir un peu plus, on n'en est pas moins homme, mais ce

qui manque ou depasse pour chacun est erreur de nature et

monstruosite.

Abailard, si habile a raisonner des choses, aurait reduit
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Fargument en forme, mais on ne remue plus de telles subti-

lites. M. Quetelet, sur ce vieux champ de bataille des ecoles,

n'a rencontre ni defenseurs ni adversaires.

La these a cependant plus d'un inconvenient. L'homme

ideal, dit-on, represente en toute chose la moyenne de 1'hu-

manite. Cela paralt tres simple et tres clair, mais ces details,

defmis par regie et par compas, comment s'ajustent-ils? La

hauteur de la tete, par exemple, pourra, pour Phomme

moyen, se calculer par deux methodes : on peut prendre la

moyenne des longueurs, ou, pour chaque individu, le rap-

port cle la tete a la hauteur du corps, puis la moyenne de

ces rapports. Les resultats sont differenls : comment les

accorder?

Grave difficulte et inevitable ecueil! Pour le montrer avec

evidence, cherchons entre deux spheres la sphere moyenne;
Tune a pour rayon i; nous choisirons les unites de maniere

a representer egaiement la surface et le volume par i. La

seconde sphere a, je suppose, pour rayon 3, pour surface 9

ct pour volume 27; ces chiffres sont forces. Les moyennes

2, 5 et 1 4 sont incompatihles; une sphere de rayon 2 aurait

pour surface 4 et pour volume 8 tres exactement; aucune

concession n'est possible, nulle sphere n'est difforme. Un
homme malheureusement pent Tetre, et M. Quetelet en pro-

jSte; en associant le poids moyen de aoooo consents a leur

hauteur moyenne, on fera I'homme type ridiculement gros
et

? quoi qu'en ait pense Reynolds, un mauvais modele

pour un peintre. Get artiste eminent, dans ses legons sur les

Beaux-Arts, avait, avant Quetelet, signale dans Thomme

moyen le type de la beaute parfaite. Si tel etaitle cas, a dit

Sir John Herschel, la laideur serait Texception. Je n'en

apergois pas la raison. Aucun trait de la beaute parfaite ne

serait rare; distribues sans convenance, ils seraient sans
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rite. L'harmonie fait la gr&ce. Le hasard appellerait sans

doutc peu d'elus, et, n'en deplaise a Sir John Herschel, dans

les assemblages incoherents, si la laideurformait 1'exception,

le grotesque deviendrail la regie.

Dans le corps de I'homme moyen, 1'auteur beige place

une ame moyenne. II faut, pour resumer les qualites mo-

rales, fondre vingt mille caracteres en un seul. L'homme

type sera done sans passions et sans vices, ni fou ni sage, ni

ignorant ni savant, souvent assoupi : c'est la moyenne entre

la veille et le sommeil; ne repondant ni oui ni non; mediocre

en tout. Apres avoir mange pendant trenle-huit ans la ration

moyenne d'un soldat bien portant, il mourrait, non de vieil-

lesse, mais d'une maladie moyenne que la Statistique reve-

lerait pour lui.

L'applicalion du calcul aux decisions judiciaires est, dit

Stuart Mill, le scandale des Mathematiques. L'accusation est

injuste. On peut peser du cuivre et le donner pour or, la

balance reste sans reproche. Dans leurs travaux surlatheorie

des jugements, Condorcet, Laplace et Poisson n'ont pese que

du cuivre.

La reunion, quelle qu'eile soit, qui peut juger bien ou

mal, est remplacee dans leurs etudes par des urnes oft Ton

puise des boules blanches ou noires. On peut, dans plu-

sieurs cas, a dit Laplace, le plus grand des trois, le moins

imprudent, et incomparable aux deux autres, resoudre

des questions qui ont beaucoup d'analogie avec les questions

qu'on se propose, et dont les solutions peuvent tre regar-

dees comme des approximations propres a nous guic|^ et
,
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a nous garantir des erreurs et des dangers auxquels les mau-

vais raisonnements nous exposent. Une approximation Lien

conduite est toujours preferable aux raisonnements les plus

specieux.

Rien n'est plus sage : les bonnes approximations valent

mieux que les mauvais raisonnements; mais il n'y a, malgre

cela, moyen ni apparence de les reduire en acte pour rendre

la justice meilleure que les juges. On peut assurement sup-

poser le nombre des boules noires egal a celui des jugements
mal rendus, les deux problernes n'en restent pas moins fort

differents et, pour tout dire, sans analogic.

Un juge, supposons-le, se trompe une fois sur dix. Con-

dorcet et Poisson 1'assimilent a une urne contenant 9 boules

blanches et i noire, Le sort des accuses resterait-il le

meme?

Sur 1000 epreuves, la boule noire sortira 100 fois, tout

comme, sur 1000 jugements, 100 seront mal rendus. Les

nombres se ressemblent, tout le reste differe. Quand un juge
se trompe, c'est que le cas sans doute est complexe et ardu.

On condamne & coup slir le coupable qui avoue, on acquitte

en hesitant celui que Ton n'a pu convaincre; les 100 boules

noires de Turne se montreront le meme nombre de fois,

mais tout autrement. Cpndorcet repondrait peut-6tre que

pour la societe, qui seule Tinteresse, le dommage et Talarme

resteraient les mmes et qu'ils dependent du nombre des

crimes impunis et des innocents declares coupables. Mais

une autre objection est sans replique : Pindependance des

tirages est supposee; les urnes, dans les calculs, echappent
a toute influence commune. Les juges, au contraire, s'eclai-

rent les uns les autres, les memes faits les instruisent, les

ru^rnes t^moignages les troublent, les memes sollicitations

les tourmentent, la m6me eloquence les egare, c'est sur les
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memes considerants qu'ils font reposer la verite ou Perreur.

I /assimilation est impossible.

Condorcet a pris possession de Punivers moral pour le

soumettre au calcul. C'est la louange qu'on lui a donnee;

on s'est demande si c'est apres Pavoir lu. Dans son Livre sur

La probabilite des jugemenlSj il se propose d'abord deux

problemes. Premierement : Quel est, pour chaque jugement
et pour chaque juge, la probabiiite de rencontrer juste? En

second lieu : Quelle est la probabiiite d'erreur a laquelle la

societe peut se resigner sans alarmes?

La premiere question lui semble facile.

Je suppose, dit Condorcet, que Ton ait choisi un nombre

d'hommes veritablement eclaires et qu'ils prononcent sur la

verite ou sur la faussete de la decision. Si, parmi les deci-

sions de ce tribunal d'examen, on n'a egard qu'a celles qui

ont obtenu une certaine pluralite, il est aise de voir qu'on

peut, sans erreur sensible, les regarder comme certaines.

C'est un concile infaillible, tout simplement, qu'il definit

et pretend convoquer. Sans douter, il hesite; non que les

hommes veritablement eclaires soient rares, gardons-nous

de le croire, mais leur temps est precieux; pour Tepargner,

Condorcet propose une seconde methode dont Poisson, plus

tard, n'a pas apergu Tillusion. La probabiiite d'erreur etant

supposee pour un jure, on peut, en augmentant leur nombre,

la diminuer sans limite pour Tensemble. L'instrument est

trouve, on n'a plus qu'a choisir, c< Que 1'on compte, dit

Condorcet, combien II perit de paquebots sur le nombre de

ceux qui vont de Calais a Douvres, et qu'on n'ait egard qu'k

ceux qui sont partis par un temps regarde comme bon par

les hommes instruits dans la navigation. H est clair qu'on

aura, par ce moyen, la valeur d'un risque que, pour les

autres comme pour sol, on peut negliger sans imprudemce. k
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Prefere-t-on le danger de perir au Pont-Sainl-Esprit, quand

on descend le Rhone de Lyon a Avignon? Les bonne tes gens

s'y exposent sans frayeur. Veut-on, pour le faire court, la

probabilite 7^^? II ne faut que dire oui. Je n'invente ni

n'exagere. Dans une assemblee de 65 volants, on exigera la

majorite de 9 voix. Deux conditions seulement sont sup-

posees : chaque juge, isolement, ne doit se tromper qu'une

fois sur cinq. En jugeant la meme cause, le raisonnement

propose le suppose, ils ne doivent pas non plus etre exposes

aux memes chances d'erreurs.

Lorsque, 8 ans plus tard, Condorcet preferait le poison

a une justice suspecte, s'il eut pu s'assurer en des juges cou-

rageux eL honngtes, il n'en aurait pas exige 65.

Laplace aborde tres modestement le probleme des juge-

ments : La probabilite des decisions d'une assemblee

depend, dit-il, de la pluralite des voix, des lumieres et de

Timpartialite des juges. Tant de passions et d'interets parti-

culiers melent si souvent leur influence qu'il est impossible

de soumettre le resultat au Galcul des probabilites. II Ty

soumet pourtant, et Poisson, en fondant, dans son Livre, sur

des principes certains, des applications a peine douteuses.

a cru suivre son illustre exemple. Laplace cherche d'abord,

pour les assemblies, le meilleur systeme de vote. II est rare

que Ton puisse, en repondant oui ou non, exprimer toute

son 'opinion. Plusieurs propositions, presque toujours, sont

relatives aux memes objets. Le calcul, suivant Laplace, ne

conseille pas de les mettre aux voix suceessivement. Voici ce

qu'il faut faire : chaque votant recevra un nombre illimite

de boules, et Ton passera, pour recueillir les votes, autant

d'urnes qu'il y a d'opinions en presence, en invitant chaque

votant 4 verser dans chaque urne un nombre de boules pro-

portionnel & la probabilite qu'il attribue a la proposiiiou
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correspondante. Docile a la theorie du probabilisme, chacun

resistera a la tentation de verser sa provision tout entiere

dans 1'urne favorable a Fopinion qui lui agree le plus.

Les assemblies n'ont pas tente Pepreuve; elles cherchent

le sur, comme Pascal, le probable ne leur suffit pas.

Laplace, reprenant une idee de Condorcet, cherche dans

le compte des votes concordants ou discord ants des divers

juges la chance qu'ils ont de prononcer juste. Se separant

pourtant de Condorcet sur un point de grande importance,

il fait varier cette probabilite d'une cause a Pautre, mais la

fait, dans chaque cause, egale pour tous les juges; la seule

donnee introduite est le nombre des juges favorables a chaque

opinion. Si un jury de douze negres prononce sur le vol

d'une banane, la probabilite de bien juger sera, d'apres la

formule, precisement la mme, a majorite egale, que pour
douze conseillers a la Cour de cassation decidant une ques-

tion de droit.

La probabilite, dans les calculs de Poisson, reste la meme

pour toutes les causes; il n'ignore pas qu'elle peut varier,

mais il croit obtenir, sans doute, une de ces approximations

bien conduites dont parle Laplace.

Une urne contient des boules noires ou blanches; la pro-

portion est inconnue; il suffira, pour la decouvrir, de faire

un grand nombre de tirages. Le rapport du nombre des

boules blanches sorties au nombre total des tirages fera con-

naitre leur proportion dans Turne. La verite, malheureuse-

ment, aussi differente de 1'erreur que la couleur blanche Test

de la noire, ne s'en distingue pas si facilement.

Supposons, en second lieu, deux urnes en presence. On

ignore la proportion des boules noires ou blanches, et, a

cfhaque tirage, on fait eonnaitre, non la couleur des boules,

mais leur accord settlement ou leur disaccord. On ne"pourina

B. d
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par de telles epreuves, si souvent qu'elles soient repetees,

determiner la composition des urnes, mais seulement ren-

fermer le doute dans des limiles plus ou moins etroites.

En consultant trois urnes an lieu de deux, le probleme se

resout exaotement. Si, tirant une boule de chacune, on sait

quelles urnes s'accordent a donner meme couleur, 1'epreuve,

suffisamment repetee, fera connaitre, avec telle probabilite

qu'on voudra, la composition des trois urnes, sans distinguer

toutefois les cas ou les noires seraient changees en blanches,

et reciproquement.

Poisson et Cournot substituent aux trois urnes les trois

juges d'un meme tribunal. Si Pierre, Paul et Jacques pro-

noncent sur un grand noinbre d'affaires, on pourra, sans

savoir si leurs decisions sont justes ou injustes, connaitre

leurs differences d'opinion. La formule qui revele les boules

blanches des urnes s'appliquera aux chances de bien juger,

en repoussant toutefois, pour chaque magistral, la proba-

bilite de se tromper plus d'une fois sur deux. Mieux vaudrait

sans cela, apres avoir vu, lu, relu, paperasse et feuillete les

pieces du proces, jouer, comme faisait Bridoye, la sentence

a trois des.

Les deux problemes assimiles par Poisson sont, en realite,

tres differents. Si Pierre et Paul s'accordent souvent contre

Jacques, il pent se faire qu'ils aient, sur certains cas douteux,

une opinion pareille et que, en la repoussant, Jacques com-

prenne mieux la loi. Peut-etre Pierre et Paul montrent-ils

pour certains plaideurs une meme indulgence, pour d'autres

une egale.rigueur. Pour etre plus eclaire, plus droit, plus

impartial, Jacques alors serait diffame par la formule. Si

Paul, quand un de ses collegues a opine le premier, n'a pas
la hardiesse de le contredire, la formule y verra une preuve
de son m&rite. Est-elle digne de confiance? Sans s'arr6ter a
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des difficultes aussi visibles, Poisson n'a pas craint d'assigner,

pour un jure pris au hasard, la probabilite de decider juste.

D'apres Tensemble des documents interpretes parses calculs,

chaque jure, en France, se trompe une fois sur trois. C'est

beaucoup : Condorcet n'en demanderait pas davantage.

Quelques centaines de ces jures sans lumieres lui sufiiraient

pour promettre, au nom de la Science, aux accuses innocents

toute la securite d'un joyeux touriste qui, par un temps

serein, s'embarque sur une mer sans ecueils.

VI.

L'action libre des etres humains, celle aussi des animaux,

quoi qu'en ait dit Descartes, mele a Tenchainement des effets

et des causes un element inaccessible au calcul. La liberte

du choix produit, a parler rig-oureusement, les seuls cas

fortuits.

Les lois du hasard etendent plus loin leur domaine. Un
homme agite un cornet, lance les des, doucement ou avec

force, droite ou a gauche, use sans conlrainte de son libre

arbitre; il amene sonnez i fois sur 36.

On substitue au bras de chair des organes de cuivre et

d'acier. Une machine jette les des, les ramasse, les lance

encore, mue par la force aveugle d'un ressort entretenue par
d'autres ressorts. Tout est determine; un geometre calcule a

Tavance la succession des points. La formule donne sonnez

\ fois sur 36.

Tous les soldats d'une nombreuse armee sont appeles tour

4 tour i dire un nombre moindre que 7, le premier venu.

Dans leurs repomses^ inscrites deux par deux, on rencontre

deux 6 i fois sur 36.
,

,
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D'ou vient cela? Les lois du hasard genent-elles la liberte

des efforts musculaires? reglent-elles Tordonnance d'un me-

canisme aveugle? troublent-elles le caprice de 100000 ima-

ginations qui les ignorent? II n'en est pas ainsi. Si Ton

influence la volonte de ces hommes; si le mecanicien, rebelle

k la loi de Bernoulli, prend plaisir a la mettre en defaut; si le

joueur de des s'y applique avec ou sans adresse, toutes nos

assertions seront fausses. A tout effort le hasard est docile;

sans souci de la regie, il suit les gros bataillons.

Le hasard est sans vertu : impuissant dans les grandes

affaires, il ne trouble que les petites. Mais, pour conduire

les faits de nature a une fin assuree et precise, il est, au

milieu des agitations et des varietes infinies, le meilleur et le

plus simple des mecanismes. Les vapeurs s'elevent, les vesi-

cules se forment, les nuees s'epaississent, les vents les dis-

persent, les meient, les entre-choquent, engendrent la tem-

pete et la pluie ; le hasard conduit tout sans surveillance ni

deliberation aucune, et, precisement parce qu'il est aveugle,
il remplit le lit de tous les fleuves, arrose toutes les cam-

pagnes et donne a chaque brin d'herbe sa ration necessaire

de gouttes d'eau.
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CHAP1TRE I.

ENUMERATION OES CHANGES.

On csiimc la. probabilite d un evcncmenl par le nombre
de^ ca> favorable*. divide par le noml>re des cas po&bibles
La diffieulle ne eonsiste quc dans. 1'enumcration des eat.

LAGRA.NGE

1. Definition de la probabilite. L'egahte des chances est supposee dans la defini-

tion. 2. Exemple d'une enumeration incorrecte. 3. Autre exemple.
4. Le nombre des cas ne doit pas etre lofini. Contradiction resultant de 1'oubli

de cette condition. 5. Second exemple. 6 Troisieme exemple. 7. Qua-
trierne exemple. 8, 9, 10, 11, 12, 13, Solution de quelques problemes par
1'enumeration des chances. 14. Pretendu paradoxe du chevalier de Mere.

15. Combien faut-il tenter de coups pour obtenir une probabilite donnee de

produire au moins une fois un evenernent dont la probabilite est connue?

16'. Probleme du jeu de rencontre. 17. Problemes relatifs aux tirages de boules

numeiotees sans les remeitre apres chaque tirage. 18. Probleme relatif au

depouillement d'un scrutin de ballottage. 19. Une urne contient des boules

numerotees, quelle est la probabilite pour que sur n Lirages la sonime des

points tires ait une valeur donnee. 20, Application au cas de trois des.

1. La probability cTun ^venement est estimee par I'enumera lion

-des cas favorables, rapprochee de celle des cas possibles.

On parie, en jetant un de, qu'il montrera le point 4* Le de a

six faces : six cas sont possibles, un seul est favorable. La proba-
bilite est j. C'est une definition.

B. i
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On jette deux des; les six points du premier, en s'associant aux

six du second, peuvent former trente-six combinaisons : la pro-

babilite d'amener une d'entre elles, double deux par exemple,

est
3
-L.

La probabilite d'amener 3 et 4 est ^ : chacun des des pouvant
donner 3 lorsque Pautre donne 4? ^ J a deux combinaisons favo-

rabies 3 et 4? 4 et 3; on leur donne le meme nom, 3 et 4? mais

elles sont reellement distinctes.

La probabilite d'un evenement est le rapport du nombre des

cas favorables au nombre total des cas possibles. Une condition

ebt sous-entendue : tons les cas doivent etre egalement possibles.

La definition, sans cette restriction, n'aurait aucun sens, llpeutse
faire que Tevenement arrive, il se pent aussi qu'il n'arrive pas; ce

sont deux cas possibles, un seul est favorable. Tonte probabilite

serail done . L'erreur est grossiere. D'Alembert a eleve J'objec-

lion et refuse de passer outre.

Avant de compler les chances
?

il faut constaler qu'elles ont

meme vraisemblance.

2. Trois coffrets sont d'apparence idenlique. Chacun a deux

liroirs, chaque tiroir renferme une medaille. Les medailles du

premier coffret sont en or; celles du deuxieme coffret en argent;

le troisicme cofiret contient une medaille d'or et une medaille

d'argenl.

On choisit un coffret; quelle est la probabilite pour trouver,

dans ses tiroirs, une piece d'or et une piece d'argent?

Trois cas sont possibles et le sont egalement puisque les trois.

coffrets sont d'apparence identique.

Un cas settlement est favorable. La probabilite est |.

Le coffret est choisi. On ouvre un liroir. Quelle que soit la

medaille qu'on j trouve, deux cas settlement reslent possibles. Le
tiroir qui reste ferme pourra contenir une medaille dont le metal

differe ou non de celui de la premiere. Sur ces deux cas, un seul

est favorable au coffret dont les pieces sont differentes. La proba-
bilite d'avoir mis la main sur ce coffret est done ^.

Comment croire, cependant, qu'il suffira d'ouvrir un tiroir

pour changer la probabilite et de | Telever a |?
Le raisonnement ne peut etre juste. II ne Test pas en effel.
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Apres I'ouverture du premier tiroir deux cas reslenl possibles.

Sur ces deux cas, un seul est favorable, cela estvrai, mais les deux

cas n'onl pas mme vraisemblance.

Si la piece qu'on a vue est en or, I'autre pent tre en argent,

mais on aurait avantage a parier pour qu'elle soil en or.

Supposons, pour en faire paraitre I'evidence, qu'au lieu de trois

cofFrets on en ait trois cents. Cent conliennent deux medailles

d'or, cent deux medailles d'argent et cent une medaille d'or et

une medaille d'argent. Dans chaque coffret on ouvre un tiroir, on

voit par consequent trois cents medailles. Cent d'enlre elles sont

en or et cent en argent, cela est certain; les cent autres sont dou-

leuses, elles appartiennent aux cofFrets dont les pieces ne sont pas

pareilles : le hasard en reglera le noinbre.

On doit s'attendre, en ouvrant les trois cents tiroirs, a y voir

moins de deux cents pieces d'or : la probabilite pour que la pre-
miere qui se presente appartienne a Pun des cent cofFrets dont

I'autre piece est en or est done plus grande que |.

3. Supposons, pour second exemple, que Pierre et Paul jouent

auxboules; celui (|ni placera la boule la plus rapprochee du but

gagnera. Us sont egalement habiles; mais Pierre a deux boules a

jeter, Paul u'en a qu'une. Quetle est la probabilite pour que Pierre

gagne?
Sur trois boules jetees par des joueurs egalement liabiles, Pierre

en a deux. La probabilite de gagner est pour lui
|.

Ne pourrait-on pas dire cependant :

Chacune des boules dc Pierre pent lre meilleure ou moins

bonne qne la boule dePaul; quatre cas ^ont done possibles. Sur

les quatre, un seul fait perdre Pjerre, celui ou ses deux boules

sont Tune et I'aulre moins bonnes que celle de Paul, les trois

autres cas lui sont favorables. La probabilite de gagner, pour

Pierre, est f .

L'enumeration et exacte, mais les cas n'ont pas m^me vrai-

semblance.

Paul a de bons et mauvais coups. Si la boule qu'il a lancde

I'emporte sur la premiere boule de Pierre, il est a croire, sans

rien savoir de plus, qu'elle n'est pas parmi les mauvaises. La

chance pour qu'elle soit moins bonne que la seconde boule de
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Pierre est diminuee. Parmi les quatre cas possibles, ceux dans

lesquels Pierre vamcu dans un coup est vainqueur dans 1'autre

sont moins vraisembJables que ceux dans lesquels ses deux boules

ont le mme sort.

4. Une remarque encore est necessaire : 1'infini n'est pas un

nombre; on ne doit pas, sans explication, I'introduire dans les

raisonnements. La precision illusoire des mots pourrait faire

naitre des contradiclions. Choisir au hasard, entre un nombre

infini de cas possibles, n'est pas une indication suffisante.

On dernancle, par exemple, la probabilite pour qu'un nombre,

en tier ou fractionnaire, commensurable ou incommensurable,

choisi au hazard entre o et too, soit plus grand que 5o. La

re'ponse senible evidente : le nombre des cas favorables est la

moitie de celui des cas possibles. La probabilite est .

Au lieu du nombre, cependant, on peut choisir son carre*. Si le

nombre est compris entre 5o et 100, Je carre le sera entre ^5oo

el 10000.

La probabilite pour qu'un nombre choisi au hazard entre o

et 10000 surpasse 2000 semble evidente : le nombre des cas favo-

rables est les trois quarts du nombre des cas possibles. La pro-
babilite estf.

Les deux problemes sont identiques. D'ou vient la difference

des reponses? Les enonces manquent de precision.

Les contradictions de ce genre peuvent etre multipliees a

Tinfini.

o. On trace au hasard une corde dans un cercle. Quelle est la

probabilite pour qu'elle soit plus petite que le cote du triangle

equilateral inscrit?

On peut dire : si Pune des extremite"s de la corde est connue, ce

renseignement ne change pas la probabilite; la symetrie du cercle

ne permet d'jattacher aucune influence, favorable ou defavorable

a I'arrivee de 1'evenement demande.

L'une des extre'mites de la corde e'tant connue
5
la direction doit

tre r^glde par le hasard. Si Ton trace les deux cdte's du triangle

equilateral ajant pour sommet le point donne, ils forment entre

eux et avec la tangente trois angles de 60. La corde, pour e*tre
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plus grande que le cdte du triangle equilateral, doit se trouver

dans celui des trois angles qui est compris entre les deux autres.

La probabilite pour que le hasard entre trois angles egaux qui

peuvent le recevoir le diri^e dans celui-la semble, par definition,

On peut dire aussi : si 1'on connait la direction de la eorde, ce

renseignement ne change pas la probabilite. La symetrie du cercle

ne peimet d'y atlacher aucune influence, favorable ou defavorable

a Parrivee cle Pevenement demande.

La direction de la corde etant donnee, elle doit, pour tre plus

grande que le c6te du triangle equilateral, couper Pun ou Pautre

des rayons qui composent le diametre perpendiculaire, dans la

moitie la plus voisine du centre. La probabilite pour qu'il en soit

ainsi semble, par definition, egale a |.

On peut dire encore : choisir une corde au basard, c'est en

choisir au hasard ie point milieu. Pour que la corde soit plus

grande que le cote du triangle equilateral, il faut et il suffit que
le point milieu soit a uue distance du centre plus petite que la

moitie du rayon, c'est-a-dire a Pinterieur d'un cercle quatre fois

plus petit en surface. Le nombre des points situes dans Pinterieur

d'une surface quatre fois moindre est quati-e fois moindre. La pro-

babilite pour que la corde dont le milieu est choisi au hasard soit

plus grande que le cote du triangle equilateral semble, par defini-

tion, egale a {.

Entre ces trois reponses, quelle est la veritable? Aucune des

trois n'est fausse, aucune n'est exacte, la question est mai

posee.

6. On choisit au hasard un plan dans Pespace; quelle est la

probabilite pour qu'il fasse avec 1'horizon un angle plus petit

-

On peut dire : toua les angles sont possibles entre o et -, la

probability pour que le choix tombe sur un angle inferieur a 7
4

est|.

On peut dire aussi : par le centre d'une sphere, menons un

rayon perpendiculaire au plan en question. Choisir le plan au
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hasard, c'est choisir au hasard Ie point ou cette perpendiculaire

perce !a sphere.

Pour que Tangle tin plan avec 1'horizon soil pins petit que 2,

il faut que la perpendiculaire coupe la sphere dans 1'interieur

d'une zone dont la surface est

cos T )
= 4 -

Le rapport de la surface de cette zone a celle de ia demi-sphere
est

asin 2 ^ = 0,29.
o

La probabilite est done 0,29.
Cette question, comme la precedente, est mal posee et les deux

reponses contradictoires en sont la preuve.

7. On fixe au hasard deux points sur la surface d'une -phere;

quelle est la probabilite pour que leur distance soit inferieure

a 10'?

Le premier point peut tre suppose connu, la position qu'il

occupe, quelie qu'elle soit, ne change rien a la probabilite cher-

chee,

Le i^rand cercle qui reunit les deux points peut etre egalemenl

suppose connu, les chances possibles sont les niemes dans toutes

les directions. Si Ton partage ce cercle en 2160 arcs de io', de ma-

niere que le point commun soit un point de division, les points
situes dans le^ deux arcs separes par ie point donne rcmplissent
senls la condition demandee : la probabilite est done ^^o =
On peut dire anssi : le premier point etant connu, pour que le

second soit a une distance moindre que io', il faut qu'il soit situe

dans nne zone dont la surface est

2i6o

Le rapport de la surface de cetie zone a celle de la sphere est

0,0000042308 =

plus de deux cents fois plus petite que 77^.
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Les probabilites relatives a la distribution des etoiles, en les

supposant semees au hasard sur la sphere celeste, sont impos-
sibles a assigner si la question n'est pas precisee davantage.

8. L'application clirecte de la definition, lorsque les cas pos-
sibles sont en nombre determine et d'egale vraisemblance, est

souvent, au contraire, un probleme facile appartenant a la theorie

des combinaisons.

PROBLEME I. On jette une piece de monnaie n fois de

suite. Q tie lie est la probabilite pour que pile et face se sue-

cedent dans un ordre assigne?

Pile et face, a chaque epreuve, sont egalement possibles. Toutes

les successions presentent des chances egales. Leur nombre, pour
n e'preuves, est 2*, car chaque jet nouveau presente deux, cas pos-

sibles qui, Fun et Pautre, peuvent s'associer a chacune des combi-

naisons precedentes, dont le nombre est par consequent double.

Parmi ces 2" combinaisons, une seule est demandee. La proba-

bilite est. L^rrivee de face ou de pile est prise ici comme le

type d'un evenement donl la probabilite est
J-.

La probabilite de voir, a la roulette, la rouge et la noire se suc-

ceder dans un ordre assigne serait exactement la mme.
Quelle est, par exemple, la probabilite" pour que, la rouge se

montrant au premier coup, la couleur change sans interruption a

chacun des 29 coups suivants?

Ln probabiiite" est

-^. =0,00000000093133.

La probabilite pour que, pendant les trente premiers coups ?
la

rouge et la noire se succedent sans que la m&me couleur sorte

deux fois de suite est double de la precedente. La suite alternee

peut commencer par rouge ou par noire. Gela fait deux cas pos-

sibles.

9. PROBLEME II. Quelle est la probabilite pour obtenir

L9ec un de a six faces n fois de suite le point 3?
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A chaque jet, six cas sont possibles et peuvent s'adjoindre a

chacnne des combinaisons precedentes, dont le nombre est ainsi

sextuple. Le nombre des combinaisons possibles sur n epreuves-

est done 6"; une seule est demandee, elle a pour probabilite g^

10. PBOBLEME III. Quelle est la probabilite pour amener
avec deux des une somme de points egale a jl

Le nombre des cas possibles quand on jetie deux des est 36.

La somme 7 pent etre obtenue par 6 et i, 5 et 2, 4 et 3. Chacune
de ces manieres represente deux cas; 6 et i, par exemple, pent
resulter de 6 donne par le premier de avec i donne par le second,
ou de i donne par Je premier avec 6 donne par le second.

Sur 36 cas possibles, 6 sont favorables
;

Ja probability est ^

11. PROBLEMS IV. Quelle est la probabilite pour amener
avec deux des n fois de suite le point 7?

Le nombre des combinaisons possibles sur n epreuves faites

avec deux des est 36*.

Chacune des six combinaisons qui, a chaque epreuve, penveni
amener la somme 7, en s'associant a toutes les precedentes, mul-

tiplie par 6* le nombre des cas favorables. Le nombre total de ces

cas pour Jes n epreuves est done 6^. La probabilite, rapport du
nombre des cas favorables a celui des cas possibles, est

36*
~"

6^
"

*

12. PUOBJLEME V. Quelle est la probabilite, en jetant deux
des, pour avoir une tomtne de points egale a 8?

La somme 8 peut etre comme la somme 7, obienue de trois

manieres : 6 et 2, 5 et 3, 4 et 4; mais ces trois manieres repre"-
sentent cinq cas et non six. Le doublet 4 et 4 ne peutse produire,
en effet, que si les deux de*s donnent 4. Le nombre des cas pos-
sibles est 5 et la probabilite est ^.
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13. PROBLEME VI. Quelle est la probabilite, en jetant
deux des trois fois de suite, pour amener une fois au moins un
doublet.

Le nombre des combinaisons possibles sur trois epreuves est

36^ = 46656.

A chaque coup, six combinaisons sont des doublets, trente n'en

sont pas. Le nombre total des combinaisons qui ne contiennent

aucun doublet est done, sur trois epreuves, 3o 3 ou 27000. Le

nombre des combinaisons qui conliennent un doublet au moins

est

36* 3o3 = 19606.

La probabilite demandee est

19666
, AA -A

= 0,421296.
4DD3D

14. PROBLEME VII. Quetle est la probabilite pour qu'en

jetant deux des n fois de suite on amne sonnez au moins une

fois?

A chaque fois que Ton jette deux des, le nombre des associa-

tions de points possibles est 36; 35, sur ces 36, sont autres que
sonnez.

Le nombre des combinaisons possibles en n coups est 36*; le

nombre de celles dont sonnez est exclu est 55n
;

le nombre des

combinaisons qui contiennent une ou plusieurs fois sonnez est

36/t 35/z.

La probabilite demandee est

36* - 35"

36"
~~

V36/

Si Pon veut que cetle probabilite soit
-j,

il faut determiner n

par I'equation
/35\ i

(SB) -;
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On en deduit

Si Ton parie d'amener sonnez en 24 cotij3S, les chances de perte

Tern portent sur celles de gain. C'est le contraire si Ton accorde

o.5 coups.
Le probleme precedent, propose a Pascal par le chevalier de

Mere, a ete Poccasion des premieres rqcherches sur le Calcul des

probabilites.

Je n'ai pas le temps, e*crivail Pascal a Fermat, de vous envoyer

la demonstration d'une difficulte qui etonnait fort M. de Mere;

car il a un tres bon esprit, mais il n'est pas geometre. C'est,

comme \ous savez, un grand defaut. II me disait done qu'il avait

trouve difficulte sur les nombres pour cette raison : Si Ton entre-

prend de iaire 6 avec un de, il y a avantage de 1'entreprendre par

4 coups. Si Ton entreprend de faire sonnez avec deux des, il j a

d^savantage de 1'entreprendre en 24 coups, et neanmoins 24 est

a 36, qui est le nombre des faces des deux des comme 4 St & 6,

qui est le nombre des faces d'un de.

Voila quel elait son grand scandale et qui lui faisait dire

hautement que les propositions n'etaient pas constantes et que

1'Arithrnetique se dement.

La reponse ne pouvait embarrasser ni Pascal ni Fermat.

11 semble que Pexemple d'un de a deux faces, c'est-a-dire d'une

piece de monnaie, aurait suffi pour ouvrir les yeux de Mere*. Sur

i coup, avec une piece de monnaie, on pent parier sans avantage
ni desavantage, d'amener une fois pile. Avec un de* six faces,

M6re le savait, il y a a vantage a entreprendre d'amener tin point
donne en 4 coups. La proportion est done en defaut, et la peti-

tesse des nombres permet d'en apercevoir ais^ment la raison.

Lorsque le nombre des faces d'un d^ s'accroit et lorsque I'on

augmente le nombre des tirages, le nombre total des cas possibles
et celui des cas qui contiennenl un point donne ne croissent pro-

portionnellement ni au nombre des faces ni ^ celui des coups.
On peut s'en assurer soit par Pexamen des cas les plus simples,

soit par la recherche d'une formule. La premiere methode 6tait
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senle accessible au chevalier de Mere, Pascal, en voulant lui

expliquer I'aiUre, a apergu son grand defaut : il n'etait pas geo-
metre,

IS. PROBLEMS VIII. La probabilite d'un evenement est p,

combien faut-il tenter d'epreuves pour que La probabilite de

voir Cevenement se produire au moms une foi's depasse une

fraction donnee rl

Supposons que, dans une urne, soient conlenues m boules

blanches et n boules noires, m el n etanl telles que

11 faut chercher combien de tirages doivent e*tre tentes pour que
la probabilite d'amener une boule blanche soil plus grande que/'.

La boule sortie est remise dans 1'urne apres chaque epreuve, d

lelle sorte que la probabilite reste, a chaque Lirage, egale a p.

Le nombre des combinaisons possibles, sur k epreuves, est

Je nombre de t-elles qui ne contiennent pas de boules blanches

esl nk
.

Le nombre des combinaisons contenanl une boule blanche au

rnoins est

(m +- ri)
k nk

.

La probabilite demandee est done

= | ^^

Le nombre k des epreuves a tenter pour que cette probabilile

soit egale a r est donne par Tequation

i (i P)
k=r,

d'ou

*-

Cette valeur de k n'esl pas, en general, un nombre entier. Pour
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tin nombre d'epreuves plus petit que A1

,
la probabilite de voir une

boule Blanche sortir sera rnoindre que r; eile surpassera /* si le

nornbre des epreuves est plus grand que k.

Le chevalier de Mere se scandaiisait de ne pas voir k inver*e-

ment proportionnel a p.

Pourquoi, disait-il, pour/? = ~, k a'est-il pas six fois plus

grand que

La formule (i) sert de reponse pour les geometres ;
elle montre

que, pour de petites valeursde/>, Ja proportionnalite snpposee par

de Mere s'eloigne peu de la verite.

On a
?
en eflet,

est tres petit, on pent supposer

Le nombre k des epreuves est done, a tres pen pres, pour une

valenr donnee de ;% proportionnel a -, pourvu que p soit tres

petit.

On a, en supposant les logarithmes neperiens, ce qui est permis
dans la formule (i), dont cela ne change pas les rapports,

1-2, = 0,6981.

3 = 1,0986,

1 100 =
^ooo = 6,9077,

ib ooo = ~" ^10000 = 9,210.

La formule (i) donne done les theoremes suivants :

Si un rvenement a pour probabilite ,
N e*tant assez grand pour

qtTon puisse negliger
~ et prendre - pour le logarithme nepe-

rien de i

^,
le nombre des epreuves qu'il faut tenter pour

acquerir les probabilites i, |, ^, Jft, ^, -^ de voir Fev^ne-
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rnent se procluire au moins une fois est :

Pour la probabilite 2 ........ o?^9^
T

7 ......... 1,098 N

6,907

On pent s'expliquer sans calcul comment, avec le nombre des

epreuves, la probabilite s'accroit pour devenir rapidement une

quasi-certitude.

Le chevalier de Mere aurait aecepte sans etonnement le premier
cfaiffre du Tableau, II y a chance egale, il 1'avait reconnu, pour

que sonnez, dont la probabilite est j^ ?
arrive ou n'arrive pas en

4 coups, environ. 24 est les | de 36, comme o,6gN est, a peu

pres, les| de N.

La proportion n'est pas exacie, mais approchee.

Quand le nombre des epreuves est 9,aN, on peut le partager en

1 4 groupes, environ, de o,6'gN chacun. Celui qui a parie pour
Parrivee de 1'evenement une fois au moms en 9,aN coups est dans

le meme cas que s>

7

il etait admis a renouveler quatorze fois une

epreuve qui donne probabilite egale pourgagner ou pour perdre.

Ne pas voir une seule Ibis Tarrivee de 1'evenement est, pourlui,

aussi peu vraisemblable que de perdre quatorze fois de suite a

pile ou face.

16. PROBLEME IX. Quelle est la probabilite pour qu'en

tirant n boules de suite dans une urne qui en contient
[j.,

mar-

quees i
, 2, 3, . . .

, [x,
et remettant la boule sortie apres chaque

tirage, k numeros designes soient sortis au moins une fois?

Lorsque k est egal a i, un seul numero etant design^, le nombre

des combinaisons qui le contiennent est

(2) p* (jx i)*.

II faut, en eSet, retrancher du nombre total des combinaisons,

UL*, le nombre des combinaisons qui restent possibles quand le

numero designe est laisse en dehors.
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Pour avoir le nombre des combinaisons qui con liennent deux.

numeros designes, il faut retraucher de (2) le nombre des combi-

naisons qui, ne conlenant pas le second, contiennent le premier;

ce nombre est donne par la meme formule, dans Jaquelle ^ esL

remplace par p. i,

Le nombre des combinaisons qui contiennent une ou plusieurs

fois deux numeros designes est done

(3) fA'
1

2(fJl l)*-f-( JJL 2).

Pour avoir le nombre des combinaisons qui conliennent trois

numeros designes, il faut, de (3), retrancher le nombre des com-

binaisons qui, ne contenant pas le troi&ieme, contiennent les deux

premiers. Ce nombre s'obtient en remplacant dans (3) t

u par
i i

;
il est

Le nombre des combinaisons qui contiennent une ou plusieurs.

fois trois numeros de'signes est

(4) pa 3({* i)-h3(tA 2)- (f* 3).

La methode est generale. Le nombre des combinaisons qui con-

tiennent k numeros designes est

En divisant ce nombre par JJL",
nombre des combinaisons pos-

sibles, on aura la probability demandee.

Si 1'on suppose k =
JJL,

on aura la probabilite pour que n tirages

fassent sortir tons les numeros

(5)
V-

La suite contient
JJL -J- i lennes.
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Si n et
p.

sont grands, on a approximalivement

__lmi- }
= e H .

Ces formules d'approximation sont applicable aux premiers
lermes de (5); les autres bont negligeables, el I'on pent represen-
ter approximativenient la probability [3our que tons les numeros

soient sortis en n li rages par

17. PROBLEME X. Un e urne contient
;j.

boutes marquees
i, 2, 3, ..., [x.

On les tire successivement, sans les remettre

dans Vurne quand elles sont sorties. Queile est la probabilite

pour que, parmi k boules designees, aucune ne sorte a un rang
egal au numero (font elle est marquee?

Les combinaisons dans lesquelles une boule designee n'est pas
a son rang sont an nombre

(6) l.2.3...fX~I.2.3...((Jt 1).

I^e nombre de ceJles dans lesquelles deux boules designees ne

sont ni Time ni 1'autre a leur rang s'obtiendra en retrancbant de

(6) le nombre de celles dans lesquelles, la seconde boule e*tant a

son rang, la premiere, dans Tarrangement des
p.

i autres, ne

serait pas au sien. Ce nombre s'obtient en remplagant dans (6)

p. par p.
i

;
il est

I.2.3...((JL I) I.2.3...([l 2).

Le nombre des combinaisons dans lesquelles deux boules desi-

gnees ne sont ni Fune ni Tautre a leur rang est, par consequent,

(7) i.a.3...fi a.i.a.3...(|Jt i) + i.a.3...(jJL 2).
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Pour avoir le nombre des combinaisons dans lesquelles Lrois

boules designees ne sont pas a leur rang, il faut retrancher du

nombre (7) le nombre des cornbiuaisous dans lesquelles, la troi-

bieme etant a son rang, les deux autres ne sont pas aux leurs dans

les
[JL

i boules restantes. Ce nombre s'obtient en remplagant

dans (7) [A par p.
i

;
il est

.a.3...([JL 3).

La difference avec (7) est

.2.3...[JL 3.I.2.3...f[JL -I)4-3.I.2.3...(JJ. 2) T.2.3...([JL 3).

La meihode est generale. Le nombre des combinaisons dans

lesquelles k bonles ne sont pas a lenr place est

f 1.2.3. . ,IJL~ /c.i. A. 3. . .(p. i)

<g>
|
^ kJ

\~
l

i.*-3...(f*--2) ...ifa i.2.3... (tz~ k).

La probabilife pour qa'aucune des boules designees ne sorte a

son rang esr le quotient de (9) par le nombre i . 2 . 3 . . .
p.

des com-

binaisons possibles.

En supposant k =
[j.,

on obtient la probabilite pour que, dans

le tirage de Unites les boules, aucune ne sorte a son rang; elle est

(to) '-"+T-:-
i . a 1.2.3 1.2.3.4

Le nombre des termes dont la loi est evidente est celui des nu-

meros de Fume augmente de un.

Laserie (10), si on la prolongeait indefiniment, representeraJt-*&

Si done
[A

n'est pas un tres petit nombre entier, la probabilile

devient, quel que soit le nombre des boules, tres voisine de -,
6

- = 0,36787944.

La probabilite pour qu'un numero au moins sorte a son rang
est
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Voici, du reste, les valeurs, pour

;JL
= i, ^, . . .

, 10, i r,

de la probabilite //p, a moins d'une demi-unite da seplieme ordre

decimal :

Pi = o.ooooooo,

JD 2 == 0, 5000000,

/? 3
= 0,3333333,

p = 0.8750000,

yy-
= 0.3666667,

y? 6 = o,368o556,

/? 7 = o,36;857i,

y? 8 =0,3678819,

/?<j
= 0,3678792,

/? 10
= 0,3678795,

/>H = 0,3678794.

On voit done que, des que [*
est egal ou superieur a 9^ la diffe-

rence entre p et - n'atteint pas un millionieme.
&

18. PROBLEME XI. Pierre et Paul sont soumis a an scrutin

de ballottage ; Vurne contient m bulletins favorab les a Pierre,

n favorables a Paul; m est plus grand que n, Pierre sera elu.

Quelle est la probabilite pour que, pendant le depouillement
du scrutin, les bulletins sortent dans un ordre tet que Pierre

ne cesse pas un seul instant d'avoir Cavantage.

Le nombre des combinaisons possibles est ceiui des arrange-

ments de m 4- n lettres, parmi lesquelles m semblables entre elles

representent ie nom de Pierre el les n autres, semblables aussi,

representent le noin de Paul.

Le nombre de ces arrangements est

i.tz.3...(/H -+- n)

1.2.3. . .m. 1.7.3. . >TL

Cherchons le nombre des arrangements dans lesquels Paul, a

4.in certain moment, aura le mdme nombre de voix que Pierre.

Parmi ces arrangements, il faut compter tons ceux qui com-

B. 2
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inencent par le nom de Paul. Leur nombre est celni des arrange-

ments de m -h n i lettres, parmi lesquelles m semblables entre

elles repre*senlent le nom de Pierre, et les n i autres celui de

Paul. Ce nombre est

1.2.3. ..(m +- /i r)

1.2.3. . .m. i. a. 3. . .(n 1)
?

ils forment la moitie, precisement, du nombre que nous cher-

chons.

Nous aliens demontrer, en eflfet, que tons les depouillements

commencant par le'nom de Pierre, et dans lesquels J'^galite des

suffrages se produit a un certain moment, correspondent un a un
r

d'une maniere parfaitement determinee, aux arrangements de

m _|_ n i lettres dont le nombre est represente par la for-

mule (i i).

Representons par la lettre A les bulletins qui portent le nom
de Pierre et par B ceux qui portent le nom de Paul.

Considerons une combinaison commen^ant par A et dans la-

quelle, a un certain moment, quand on appelle tous les termes a

partir du premier, le nombre des B est egal a celni des A. Arr^-

tons-nons dans cetle enximeralion faile de gauche a droite la pre-

miere fois que cette egalite se produit. Enlevons le groupe deja

appele", transportons-le a la fin de la combinaison, apres avoir

enleve le B qui le termine necessairement. Nous formerons Ja

combinaison de m -f- n i lettres, conjuguee de celle que nous

avons choisie.

Par exemple, la combinaison

AABBABAB,

qui contient qnatre A et quatre B, donnera

ABABAAB,

qui contient quatre A et trois B.

La combinaison de m -f- n i lettres, deduite, comme nous

1'avons dit, de 1'une des combinaisons commengant par A dont

nous voulons faire le compte, permet, quand elle-meme est donnee,
de retrouver celle dont on 1'a deduite. II suffit d'j appeler les

lettres en commen^ant par la droite jusqu'au moment, qui ne peut
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manquer de se produire, puisque les A. sont en majorite, ou le

nombre des A surpassera d'une unite celui des B. On enlevera

alors le groupe ainsi defini pour en faire le commencement de la

combinaison, en le Iransportanl a la gauche apres 1'avoir separe
des termes non transported, qui gardent leur ordre, par la lettre B

ajoutee a la fin.

Le nombre total des depouillements dans lesquels le nombre

des lettres B, a un certain moment, atteint 1'egalite est done

I. 2. 3... (//1-4-Tl l)
'

i. 2.3. . .m. i . 2 . 3 ... 7i i

En le divisant par le nombre total deb arrangements distincts

i .2.3. . .f in -i- n)
1.2.3 .. 771. I. 2. 3. ..71*

le quotient

(ri)

est la probability pour que Pierre, pendant la cluree du scrutin,

perde, a un certain moment, Pavanlage.
La probabilite pour que Pierre garde tonjours Tavanlage est

03) m -4- n m -*- n

Cette ingenieuse demonstration est due a i\J. Andre.

19. PROBLEME XII. Une urne contient
|ji

boules nume-
rotees i, 2, 3, ..., a. Quelle est La probabilite pour que, dans

n tirages, la somiwe des numeros sortis soit egale a k^

On suppose qu'apres chaque tirage la boule sortie soit remise

dans Ptirne.

Le nombre des combinalsons possibles est
p.

72

, puisque chacun

des UL numeros peut sortir a chacun des n tirages.

Le nombre des cas favorables a Tevenement demande est le

nombre des manieresde former une somme egale aA'avecnnombres

inferieurs a |x+x. Cette somme est, evidemrnent, le coefficient

de W dans le developpement de

(l) (-
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ordonn suivanl les puissances de t. Par quelque voie que 1'on

effectae ce developpement, les coefficients des puissances de t

feront connaitre les numerateurs des diverses probabilites dont le

denominateur commun esl p/
2

.

On a

t [X-+-1 __ t
t -h- t 2

-+- . . . -+ W =--
t I

L'expression (i) pent done s'ecrire

Les developpements du deuxieme et du troisieme facteur se

feront par la formnle dn binome.

Le troisieme donnera nn developpement illimite; mais la multi-

plication fera disparaitre tons les termes dans lesquels 1'exposant

est negatif.

Le Tableau suivautat form par cette methode. On ja inscrit

en regard de chaque somme demandee, et pour un nombre de

tirages inferieur a huit, le nombre des combinaisons qui la pro-
duisent en supposant p.

= 6.

Les lirages peuvent ^tre remplaces par des des, en nombre egal
a n

: que 1'on jette a la fois sur le tapis. La somme des points est

inscrite dans la premiere colonne verticale, le nombre des des en

tte de chaque autre colonne, et le nombre des combinaisons sur

la colonne horizontale commengant par la somme demandee.

Nombre
demand^ 1 d& 2 ds. 3 d&>. 4 d&s. 5 d&s. 6 d^s. 7 d6s.
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Nombre
demand^. 1 de. 2 d6s. 'i de~s. 5 des. 6 des. 7 des. 8 des

20. PROBLEME XIII. Combien fait t-il Jeter de fois ti ois des

pour avoir la probabilite p d'amener une fois au moins le

point 1 5?

La probabilite z d'amener i5 en jetanl trois des est, d'apres ie

Tableau precedent,

^<L= 0,0462963.

La probabilite d'amener 16 une fois au moins en n coups est

Le nombre n est done donne par L'equation

(i )' = !-/>;

on trouve, en faisant

29,24

En jetant quinze (bis le& trois des, la probabilite d'amener i5

est plus grande qne g-;
elle est plus grande que | en les jetant

trente fois et que ^ en les jetant quarante-neuf fois.
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21. Le jeu du. passe-dix, autrefois fort en vogue, donnait aux

deux adversaires chance egale de gagner.
Pierre jetait trois des et gagnait si la somme des points surpas-

sait 10; il perdnit dans le cas contraire.

Le Tableau monlre que, dans le cas de trois des, les points

supeVieurs sont precisement en meme nombre que les points non

superieurs a 10; n a anlant de chances que 10, 12 que 9, i3

que 8, etc.

La me1 me sjmetrie se rencontre pour les points obtenus avec

cinq ou sept des. Avec quatre, six ou huit, il existe un maximum

pour lequel il n'y a pas de point conjugue.
La raison en est simple. Sur un de, le point 6 et le poiat i sont

sur des faces opposees, le point 5 est oppose a 2 et 4 a 3. Si done

on jette sur une table 2,n-\-i des, la somme des points marques

par les faces posees sur la Table, ajoutee a celle des points mar-

ques par les des, sera 7(2/1-1-1). Si Tune des deux sommes est

plus grande que 7/1 -4-3, 1'autre sera au plus egale a 7/1-4- 3.

Celui qui parierait d'amener tin point superieur a 7/1 -j- 3 a done

pour lui la moitie des chances; lorsque zn +- 1 = 3, n est egal a i

et 7/1 -h 3 est egal a 10. Si 1'on jouait avec cinq des, il faudrait an

passe-dix, pour laisser les chances egales, substituer le passe-dix-

sept.

G'est pour cette raison que les derniers chiffres du Tableau ont

ete SLipprimes. Veut-on savoir, parexemple, le nombre des manieres

d'amener 44 avec 8 des. Ce nombre est le mme pour 28 -f- 16 et

pour 28 16, ou 12; il est done 33o.
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CHAPITRE [I.

PROBABILITY TOTALES ET PROBABILITES COMPOSEES.

Un des points Ics plus importants de la theorie des

probabihtes et celui qui prfitc le plus> aux illusions es>t

la raanidre dont les probabilites augmenfent ou dlmi-

nuent par leurs combmaisons mutuelles

LAPLACE

22. Les solutions de problemes isoles ne font pas une theorie. 23. Theoreme
des probability totales. 24 Probabihles compose'es. 25 Gas ou le premier
ve"nement influe sur la probability dti second. 26. Le^ theorcmes ne sont

dernontres que dans les cas pour lesquels la probabilite est definie; on complete
les definitions. Les theoremes deviennent g^neraux. 27. Erreur commibe

dans la theorie du tir a la cible. 28. Erreur corannse dans la theorie des

gaz. 29 Erreur commise dans J'appreciation des pronostics sur le temps.

30. Probleme relatif aux tirages faits dans une urne Faussete d'un raisonne-

ment en apparence tres plausible. 31. Probability du brelan au jeu de la

bouillotte. 32. Avantage du banquier au jeu de trente-et-quarante.

33. Etudes sur le jeu du baccarat 34. Problerne de la poule.

22. La solution des probl&mes precedents n'a pas exige* de

principes nouveaux. Le comple des cas favorables rapproche de

celni des cas possibles appartient a la theorie des combinaisons.

L'ingenieux et bizarre Cardan, bon geometre et grand ami des

de's, connaissait pour chaque coup le aombre exact des chances;

il Pa publie sans devenir, pour cela, I'inventeur de la Science du

hasard.

Une Science doit enchainer les cas simples aux cas composes et

reposer sur des principes. Ceux du Calcul des probabilitcs sent

aussi simples que feconds.
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Deux theoremes fondamentaux rencontrent fles applications a

chaque page pour ainsi dire de la theorie des chances. Nous les

demontrerons d'abord dans les cas ou la probabilite
a et defmie.

L'etude des autres cas ne pent preceder, evidemment, la defini-

tion du sens exact attache aux mots qui y figurent.

23. Probabilites totaLes. La probabilite d'un evenement

etant, par definition, le rapport du nombre des cas favorables a

celui des cas possibles, si Con partage les cas favorables en

plusieurs groupes, la probabilite de evenement sera lasomme

des probabilites pour qu'il appartienne a chacun des groupes.

On ajoute en eftet les fractions de mme denominuteur en ajou-

tant les numerateurs.

La probabilite d'amener avec trois des une somme de points

sup&rieure a i4 est la somme des probabilites pour obtenir i5, 16,

17 ou 18.

Le choix des groupes est arbitraire, sous la seule condition,

bien en tend u, d'y enfermer tons les cas possibles sans qu'aucun

s'v rencontre deux fois.

Si, par exemple, pour calculer la probabilile d'amener sonnez

une fois au moins en 20 coups, on faisait la somrne des probabi-

Jites calculees pour chaque coup, on appliquerait rnal Je principe.

Le sonnez obtenu a un coup n'empche pas celui du coup sui-

vant; on compterait vingt Ibis, de cette maniere, la serie de coups

dans laquelle sonnez arrive vingtfois.

La probabilite d'amener avec deux des le point 3 ou le point 4

n'est pas la somme de la probabilile* pour amener 3 et de celie

pour amener 4- On petit, en effet, Jes amener tons deux; et le

point 3 et 4> compte une premiere fois comme contenant 3, ne

doit pas 1'filre une seconde comme contenant 4-

24. Probabilites composees. Un evenement compose est

d^lini par le concours de plusieurs ^venements simples que le

hasard doit arnener successivement ou simultanement. Le nombre

N des cas possibles, lorsque les 6vnements simples sontind^pen-

dants, est le produit JJL, p.2
. .

,[x*
des nombres de cas possibles dans

chacun d'enx, chaque cas de Tun des groupes pouvant s'associer

avec tous les cas des autres groupes. Le nombre des ca.s favorables
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au concours des evenements bimples donL la reunion forme Peve-

nement compose est, par une raison semblable, le prod nit des

nombres de cas m^ m2 ,
. . .

, m^ favorables a I'arrivee de chacnn

d'eux.

La probabilite de l'eve*nement compose est done

^. . .rrik _ I m^ \ / m 2 \ I m/c \
t

'- ***

~~

\PI) \ KJ/ \ n*/

c'est le produit des probabilites des evenements simples.

25. La probabilite d'un evenement compose est le produit
des probabilites des evenements simples dent il exrge la reunion.

Un cas doit elre pre'vu-, c'est celui ou la probabilite du second eve-

nement est influenced par Ja maniere dont se produit le premi'er.

Si, par exemple, une urne contient deux Louies blanches et deux

boules noires, quelle est la probabilite, en tirant deux bottles de

suite sans les> remet^re dans Turne, pour obtenir les deux boules

blanches? La probabilite d'en obtenir une an premier tirage est i;

niais, an second, elle est douteuse : egale a
|

si le premier tirage a

enleve une boule nojire, elle sera | seulement si la boule disparue
est blanche. Quelle est celle de ces deux fractions qui doit servir

de rnulliplicateur? C'est la seconde, evidemment. Dans le premier
des deux cas supposed, 1'evenement demande est devenu impos-
sible. Peu importe la probabilite des epreuves qui viennent

ensuite.
\

La probabilite d*un evenement compose est le produit de la

probabilite du premier Evenement par la probabilite qu'acqmert
le second guand on sait gue le premier est arrive.

On a souvent commis des errenrs graves en oubliant les dei 1-

niers mots de cet e'nonce*.
v

26. Les deux theoremes pr^c^dents sont et doivent e*tre incom-

pletement demonlres. La probabilite, en effet, n'a ete defiuie que

pour une classe tres rebtreinte d'evenemenls. 11 en existe d'autres,

incertains comme eux, dans lesqueU I'enum^ration des cas ne

pent rien apprendre. Les principes leur sont-ils applicables?

Sont-ils des a present demontres pour eux ?

Les principes sont applicables.
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Us ne sont pas encore d<montre"s. Comment le serai en t~i Is? Les

probabilities dont ils donnent la mesure n'ont pas m<lme e"te definies.

Quelle est la probabilite pour que la Seine soit gelee a Paris

clans le couranl de Tannee 1990?
Pour qu'un medecin appele pres d'un malade sache decouvrir

la nature, la cause et le remede dn mal?

Pour qu'un hoznme age de quarante ans, aujourd'hui bien por-

tant, atteigne Tage de soixanle ans?

11 faut completer la definition; lous ces cas Ltii echappent.

La probabilite d'tm evenement, quelle qu'en soit la nature, est

dile egale a une fraction donnee /?, Jorsque celni qui attend I
7

evc-

neinenl pourrait echanger indifleremment le.s craintes on les espe-

rances, les avantages on les inconvenieuts attaches a 1'arrivee de

cet eve"nement contre les consequences supposees identiques de !a

sortie d'une boule puisee dans une urne dout la composition fait

naitre une pt'obabilile egale a/?.

Comment, dans des cas tcls que ceux qu'on a cites, justifier

une telle assimilation? Ce n"est pas en ce moment la question. Si

FassimiJation e^t impos>sible ?
on ne le fera pas. Si on la fait, il

hmdra la justifier.

La definition, dans Jes deux cas, reste irreprochable.

Lorsque rassimilation sei-a faite et justifiee, on en acceptera les

consequences.
On aura le droit de dire, par exempts :

Si, apres avoir appele un inedecin, on evalue a ~ la probabilite

pour qu'il vienne et a
J

la probabilite pourqu'il procure, s'il vienl,

la guerison du malade
;
sans discuter ces chifFres, celui qui les

admet peut ajouter : La probabilite pour que le malade soit visite*

et gueri par le inedecin est, pour moi,

Celui qui accepte, en effet, les probabilite*s -^ et |-est, par defi-

nition, dans le menoe doute que si, en presence de dix urnes

indiscernables dont neuf renierment une boule blanche et deux

boules noires, il cherchait la probabilite pour mettre la main sur

I'une des neuf urnes dont la composition est connue et en tirer

une boule blanche. L'identite' de^ deux problemes est admise
;
elle

fait j>artie de I'^nonce. Si on allegue ['impossibility de mesurer en
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chiffres les probability's dont nous parlous, 1'objection serait anssi

peu fondle que si, evaluani la longueur d'un champ d'apparence

rectangulaire a 3oom el la largeur a ioom
,
on contestait le droit

d'ajouter, independamment de lonle verification, ces mesures, si

douieuses qu'elles soient, et ces appreciations assignent au champ
une surface de trois hectares.

La regie des probabililes totales et celle des probabilites com-

posees s'appliqueront a loutes les combinaisons de probabilites

simples -aupposees evaluees en nombres. L'evaluation sera plus ou

moins judiciVuse, plus ou moms justified, les consequences vau-

(Jront ce qu'elle vaut elle-meme, mais sans introduire aucun doute

nouveau.

Leb precautions prescribes dans 1'applicalion des deux principes
sont indispensables, bien entendu, quand on les transporte aux

cas nouveaux.

II ne faudrait pas dire, par exemple :

La probabilite pour que la Seine soit gelee a Paris en 1996 est

la somme des probabililes pourqu'elle NOit gelee pendant chacun

dc^ mois qui composent 1'annee.

Elle pent geler, en effet, en plusieurs moih diflerents, et (23)

1'application du principe des probabilites totales n'est pas permise.
Si Ton a evalu^ la probability pour qu'il gele demain a |, celle

pour qu'il tombe de la neige a
-{,

la probability pour voir a la ibis

de la glace et de la neige n'est pas ~. La gelee, en efl'et, si elle se

presente, change la probabilite de la neige.

Nous citerons trois exemples inleressants d'erreurs commises

par Poubli de ces conditions necessaires dans 1'enonce des prin-

cipes.

27. PROBLEMS XV. On tire a la cible. L'arme, sans etre

parfaite, ne presente aucun defaut systematique; les devia-

tions ont en tous sens m&me probabilite. Uhypothese est-elle

realisable? On le suppose.

Quelle est la probabilite pour que le point frappe soit a une

distance du but comprise entire r et 4- dr?

Les donnees sont insuffisantes, cela semble evident. On a rdsolu

cependant le probleme par une fausse application des principes.
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Rapportons le point ou frappe la balle a deux axes de coordon-

nees ayanl pour origine le centre de la cible, c'est-a-dire le point

que Ton veut atteindre. SoienL <p(#) dx la probability inconnue

pour que Pabscisse du point frappe tombe entre so et x -+- dx,

v(y)dy la probability pour que I'ordonnee tombe entre y et

y 4- dy. La probabilile pour que la balle frappe le rectangle dx dy,
dont les coordonnees sonla? ely. est, d'apres le principe des pro-

babilites composees,

CetLe probabilite, d'apres notre hypothese, ne doit dependre

que de la distance du point frappe a 1'origine, et Ton doit avoir

Cette equation suffit pour determiner la fonction y. On en

dedtiit, en prenant les derivees successlvement par rapport a cc et

La fraction -^ - est par consequent constanle, el Ton en conclul

que la fonction
<p(^?), qui doit s'annulei- quand x est infini, est de

la forme

Ce re^ultat, fort remarquable, n'est pas, malheureusement^

acceptable.

La connaissance de la valeur de x changerail, en effet, la proba-
bilite de celle de y et le lacteur par lequel il faudrait multiplier

v(x)d3C) pour obtenir la probabilite d'un ecart y dans tin sens,

associe a un ecart x dans 1'autre, serait une fonction incon)ue de

x et de^, tres differente peut-^tre de p(jK)-

La deviation de la balle depend, en effet, du soin plus ou moins

grand et plus ou moins habile avec lequel le coup a ete prepare*.
Si I'on a r^ussi sous un certain point de vue, il y a plusde clxances

pour que le coup soit bon et que tons les ecarts soient petits en

me'me temp^. La demonstration precedenle ne tient aucun comple
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de ceLte remarque; Jes probabilites y sont traitees comme ind6-

pendanles.

28. Un physicien justement celebre, Maxwell, a propose dans

1'etudo des gaz un raisonnement donl Tillusion est semb]able.

Les molecules d'un gaz, suivanl nne theorie que nous n'avons

pas a discuter, se meuvent en Lous sens avec de grandes vitesses.

Les directions sont regimes par le hasard aussibien que les vitesses,

mais loutes les vilesses ne sont pas egalement probables; la

vitesse maxima et La vitesse moyenne varienl avec la temperature.
C'est la probabilite pour qu'une molecule ait nne vilesse donnee

qn'on espere decouvrir, sans introduire d^autres conditions.

Soit <?(%) la probabilile pour que la composante paraliele a

Taxe des X de la vitesse d'une molecule prise an hasard soit x. La

probabilite pour que les trois composantes soienl x,y, z paralle-

lement aux trois axes sera, d'apres le theoreme des probabilites

composees, proportionnelle

Mais La probabilite pour qu'une molecule ait une vitesse donnee,

sans que 1'ou indique dans quel sens, doit ^tre une fonction de

cetle vitesse, puisque toutes les directions sont supposces egale-

ment possibles. On doit done avoir

et cette condition suffit pour determiner la forme de la fonction
<p.

On en deduit, comme (27),

La demonstration n'est pas acceptable. Le principe des proba-
bilites composers n'a pas et^ correctement applique. Si la compo-
sante de la vitesse d'une molecule parall&lementa I'axe desX est 5?,

la valeur de x supposee connue influe sur la probabilite pour que
la vitesse composed parallelement a Taxe des Y soit y. Si, par

exemple, x est gal a la vitesse maxima, le mouvement est certai-

nement dirig^ parallelement a Taxe des X, et la probabilite dey
est nulle.
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La conclusion obtenue, independamment des objections qtie la

iheorie peaL faire naitre, ne naerite done aucane confiance.

29. On pourrail multiplier les exemples ;
nous en citerons tin

troisieme :

Un me'teorologisle annonce chaque soir le temps qu'il fera le

lendemain. La probabilite pour qu'il pronostique juste est supposee

egale a p.
Un second observateur fait, de son c6te, des predictions donl

Inexactitude a pour probabilite p
]

'.

Les deux observateurs s'accordent pour predire qu'il pleuvra
demain. Quelle est la probabihie pour qu'ils se Irompent tons les

deux?

La probabilite pour que le premier se trompe est t p.
La probabilite pour que le second se trornpe est i p

1

'.

La probabilite pour qu'ils se trompent tons les deux est une

probabilite composed, mais elle n'est pas mesuree par le produit

La probabilite composee estle produit de (i p) par la proba-
bilite' pour que le second observateur se Lroinpe, quand on sait

que le premier a fait un faux pronostic.
Les donne"es du probleme laissent cette probabilite complete-

men t ineon nu e.

Si Jes deux observateurs ont recu les me"mes lecons, s'ils ont

adopte les memes principes, en presence des mmes faits ils por-
terontle m^rne jugemenl. Si Tun se trompe, I

7

a litre se trompera
aussi; le second facteur du produit sera Tunite. L'accord certain

des deux, predictions ne diminue pas la chance d'erreur.

Si Jes deux methodes sout difFerentes, les conclusions pourront
1'etre aussi, sans pour cela devenir iodependantes. Certains s/m-
ptomes sonl necessairenient apprecies de la mme rnaniere, et leur

nombre inconnu laisse le probleme insoluble*

Si Tun des me'teorologistes annonce qu'il pleuvra, 1'autre qu'il
ne pleuvra pas, la probabilite pour qu'ils disent juste tons deux
n'est pas pp

1
: elle est nulle.

30. PROBLEME XVI. Une urne contient trots boules mar-
quees i, 2 et 3. On en tire deux successwement, en remettant
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dans Curne, apres le premier tirage, la boule qui en est sortie.

Quelle est la probabilite pour que le plus grand numero
sorti soit 2 ?

Pour que 2 soil le plus grand des numerss sorlis, il faut que 3

ne se soit pas montre et que I'on n'ait pas tire deux fois le n i .

Pour qu'al'une des epreuves 3 ue sorte pas, la probabilite estf*
Pour qu'il ne sorte ni au premier ni au second tirage, elle est

-|.

Pour que i sorte deux fois, la probabilite est i; | est par conse-

quent la probabilite pour qu'il ne sorte pas a I'un et 1'autre

tirage.

L'evenement demande semble done compose de deuK autres-

dontles probabilites sont| et-|; il ne faut pas cependant faire le

produit de ces deux fractions. II faut (2o) multiplier | par Ja pro-
babilite pour que i ne sorte pas 2 fois, lorsque I'on sait que 3>

ny
est pas sorti. Celte probabilite" est|; le numero 3 e*tant ecarte,

il n'en resle en efiet que deux. La probabilite pour que i sorte

est
|, pour qu'il sorte deux fois

,
et pour qu'il ne sorte pas deux.

fois, par consequent, elle est |.

La probabilite demanded est

On aurait pu dire : Pour que le plus grand des numeros sort-is-

soit 2, il faut que 2 soit sorti et que 3 ne le soit pas.

La probabilite de n'amener 2 a aucune des deux epreuves est
|- ?

celle de I'amener uoe fois au moins est, par consequent, -.

La probabilite | doit etre multipliee par la probabilite de ne pas-

amener 4> sachant que 2 est sorti.

Si 2 est sorii au premier tirage, la probabilite de ne pas amener

3 au second est .

Si 2 est sorti au second tirage, la probabilite de ne pas avoir

amene 3 au premier est |. Acceptons done cettte probabilite f qui
convient aux deux cas, nous trotiverons pour la probabilite* de-

mandee

Le disaccord avec le resultat precedent est un avertissement. II

n'etait pas permis, comme nous 1'avons fait, de partager la sortie
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supposee de 2 en deux cas distincts et de supposer successivement

2 sord a la premiere on a la seconde epreuve. II a pu sortir a

touLes deux; notre calcnl fait enlrer deux fois en comple le cas ou

les deux tirages auraient, 1'un et I'autre, amene" le point 2.

31. PROBLEMS XV11. Probabilite des brelans aujeu de la

bouillotte.

La bouillotte se joue avec vingt carles. On enleve d'nn jeu de

trente-deux cartes les sept, les valets et les dix.

Chacun des quatre joueurs recoit trois cartes. On retourne la

treizieine.

Un joueur a brelan lorsque ses trois cartes sont de me'me espece,

trois rois, trois as, etc. 11 a brelan carre* lorsqae toates trois sont

de me'ine espece que la retourne.

Soil pt la probability pour que i joueurs design e*s aient des

brelans. On deduit dn theoreme des probabilite*s composees

20 . 3 . 2

= o,ooooi36o8,

8.3.2 ae= 0,0000006^981 .

On pent avoir brelan en effet quelle que soit la premiere carte;

la probabilite pour avoir une premiere carte est ^J, celle ponr

que ia deuxieme soit de mme espece que la premiere est
,
et

pour que la troisieme soit de mme espece que les deux autres la

probability est ^.
Cette probability /?^ calcul^e pour un premier joueur a qui 1'on

donnerait trois cartes, sans s'occuper des autres, convient a Tun

quelconque des trois, car la maniere de distribuer les cartes est

indifferente.

Lorsqu'un premier joueur a brelan, la probabilite pour qu'un
second Tail aussi est change, II faut d'abord que fa premiere
carte rende le brelan possible. La probability est ||, car eile ne
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doit pas tre celle qui complete le brelan deja fait; pour que la

deuxieme carte soit pareille a la premiere, la probabilite est ~,
et pour que la troisieme soit pareille aux deux autres elle est ~.
Oa en conclat

/>=<pi-tfAA;

les autres formnles se demontrent de la mme maniere.

P*i Pi, pzi P* sont des probabilites totales. Si I'on represente

par w t la probabilite pour que i joueurs designe's aient des bre-

lans et qu'ils soient seals a en avoir, on aura les relations

P\ = 73Ji H-

II est clair, en effet, que la probabilite pour qu'un joueur ait

brelan se compose de la probabilite tz t pour qu'il Fail seul
?
de la

probabilite 37jj2 pour qu'il Fait en mme temps que Fun ou Tautre

de ses adversaires, de la probabilite 3w2 pour qu'ii Fait avec deux

d'entre eux, ce qui fait trois cas, et de la probabilite w* pour que
les qnatre joueurs aient brelan.

On deduit des equations (i)

et, par consequent,

wit. = 0,000000669,

Tn3 = 0,0000 ragiS,

ny2 = o,ooo386244,

TUi = 0,016345764.

La probabilite pour qu'il n'j ait aucun breian est

Rj etant la probability d'avoir brelan pour le joueur de rang i

-quand les precedents n'en ont pas.

On a evidemment

JR. i
=

7J5j[ H 3 TZTg -+- 3 TiTa H W^ j

B.
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La probabilile R4 pour qne le quatrieme joueur ait brelan, les

autres ne I'ayant pas, ne differe pas en effet de Wj.

R 3 , probabilite pour que le troisieme joueur ait brelan, les deux

premiers ne 1'ayant pas, esl une probabilite totale. II pent avoir

brelan tout seul, la probabilite est w< ;
on 1'avoir en me-me temps

que le quatrieme joueur, la probabilite esttsjj. Les autres formules

se justifient par des raisons semblables.

On en conciut

R! = /?i
= 0,017554,

R> = /?i ^1=0,0171312,

R3 = Pl 2/?2-f- Ps= 0,016782,

R4 pi 3^-4- 3/?3 p4 = o,[ 634576,

Q = o,93395.

32. PROBLEME XVIll. Quelle est la probabilite de la

chance favorable reservee au banquier dans le jeu de trente

et quarante?

Le jeu de trenle et quarante se joue avec un grand nombre de

cartes, reunion de divers jeus complets meles en un seul, bien

entendu.

On abat une a une assez de cartes pour obtenir une somme
de points superieure 3o, les figures e*tant comptees pour 10 et

les autres cartes pour le nombre de points qui s'y trouvent mar-

ques.
Une seconde cpreuve suit la premiere.
Le hasard donne ainsi deux sornmes toutes deux plus grandes

que 3o et egales au plus a 4o.

Le joueur parie pour celle des deux sommes qu'il choisit et

gagne si elle est plus grande que I'autre.

Si les sommes sont egales, le coup est nul. Un seul cas est

excepte", celui ou Ton a deux fois 3i.

Ce refait de 3i est le seul avantage reserve* au banquier; il a

droit, dans ce cas, a la moitie' des mises.

Nous supposerons le nombre des cartes assez grand pour que,

pendant les deux premiers lirages, on puisse ndgliger 1'inflnence

des cartes sorties sur les probability des divers points. S'il y a

huitjeux, par exemple, et par consequent trente-deux sept, la
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sortie cPun sepi diminue la probabilite d'en voir sortir un second.

II serait difficile de dire quelles sont les cartes dont la sortie

accroit ou diminue la probabilite du refait de 3i. Nous neglige-
rons cette tres petite influence.

Soit P^ la probabilite pour que, en abattant successivement les

cartes, la somme prenne a un certain moment la valeur n.

La somme i ne pent se produire qu'au premier coup, si Ton

abat un as. La probabilite pour cela est ~; on a

La somme 2 pent se produire de deux manieres : 2 au premier

coup ;
as au premier, as an second. On a

p == J_ == _L = J/ I _,JL\2
i3 i3 2 i3 V i3/

La somme 3 peut se produire de trois manieres : 3 au premier

coup ; passer par la somrne 2 obtenue en une ou en deux fois

et la faire suivre d'un as; commencer par un as
7 puis amener

un 2.

On en deduit

On a, eu general, tant que n est inferieur a 10,

Prt=
73
+

75
Pl+

T3
P2+ ' ' *

73
Pn~

On trouve ainsi

PI = 0,076927,

P 3 = 0,089212,

P 4 = 0,096075,

P5 = o, io8465,

P e = 0,1 11424,

P 7 = 0,117995,

P 8 = 0,129226,

P 9 = 0,139166.
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A partir du point 10, les conditions changent; quatre cartes

differentes, en effet, les dix et les trois figures, peuvent amener

dix points. On a

Au-dessus de n = 10, la formule evidenie

P = 7o ( Pn-1 -H Pft-2 +-..-*- P-9 ) ~*~
73

P

donne

PII = 0,120218, P22 = 0,142640,

P J2 = o, 124908, P 23 = o, 146089,

P 13 = 0,129613, P24 =
Pu -o,i343o4, P25=
PIS= 0,139898, Pa6= 0,161192,

Pis = 0,143167, P 27 = 0,152728,

Pl7 == 0,l47J43, P2 8 = 0, 154272,

P 18 = 0,161978, P29 == o,i55382,

P 19 = o,i56o2r, P
3()
= 0,168488,

P 20 = o. 218024, P 3 i
= 0,148218.

P 21 = o,i4oo33,

La probabilite d'obtenir 3i e'tani P 3H ,
celle de Fobtenir deux

fois est

(P3 i)
2 = 0,0219686.

Poisson, dans un Memoire de lecture difficile, a Irouve', pour
valeur approchee de la probabilite du refait de 3i,

0,021967.

II tient compte de 1'in.fluence des cartes dja passees sur la pro-
babilite de celles qui suivent et suppose huit jeux reunis. L'in-

fluence est petite, on le voit par la concordance du re*sultat exact

du calcni fait en snpposant le nombre des jeux infini avec le r^sul-

tat approche de 1'autre.

II ne faut pas croire que 1'influence augmente lorsque, le jeu

continuant, les cartes deviennent moins nombreuses. II s'agit,

en effet, de calculer wantage du banquier et non son bene'fice,
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variable avec le hasard des coups. Le calcul doit e*tre fait avant

que Ja premiere carte soil abattue
,

si 1'on doit, avant d'e*puiser les

huitjeux, faire cinquante tallies, les probabilite*s de la cinquan-
tieme sont, a ce moment, identiquement les mmes que celles de

la premiere.
Les cartes sorties n'auraient d'influence que si un joueur avail

assez de memoire pour se les rappeler toutes, et assez d'habilete

pour calculer en quelques secondes leur influence sur la probabi-
lite d'un refait. Le merite serait grand, J'avantage bien petit.

33. PROBLEME XIX. Est-il avantageux pour le ponte ou

pour le banquier de demander une carte au jeu du baccarat

quand il a le point 5?

L'etude mathematique du jeu de baccarat est complique'e par la

ne*cessite d'enumerer les cas, toujours nombreux, en faisant pour
chacun un petit calcul.

Le ponte recoit deux cartes, le banquier en preud deux. Le

ponte a droit de demander une carte qui s'adjoint anx deux pre-

mieres, ou de s'y tenir en gardant son jeu.

Le banquier a les memes droits, mais il a Favantage, avant de

prendre sa decision, de savoir si Fadversaire a demande une carte

et de connattre celle qu^il a recue.

Chaque carte vaut, com me au trcnte et quarante, le nombre des

points marques sur elle. Les figures valent 10. Le gagnant est

celui qui a le point le plus fort, les chiffres des dizaines ne comptant
dans aucun cas : 11 vaut i; 12 vaut 2; 28, si Ton a trois cartes,

vaut 3.

Le jeu se termine imme'dJatement si I'un des joueurs regoit,

quand on donne les cartes, Tun des points 8 ou 9. II abat et

gagne si Padversaire n'a pas un point meilleur. Dans ce cas, il

n'est pas donne de cartes nouvelles.

Tous les points, a Pexception de 10 (on ze*ro) ont m^me pro-
babilit^ quand on donne Jes cartes : la probabilite de 10 est

^=0,1479, celle de chacun des autres ^=0,09467. La de*-

monstration ne presents aucune difficulte.

Quand un joueur demande une carte, quel que soil le point

qu'il ait, il a probabilite^ de le conserver en recevant un dix et
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probabilite ^ de le changer pour un quelconque des autres points,

qui deviennent tous egalement probables.

Nous traiterons une seule question.

Lorsque le ponte a regu le point 5, est-il avantageux pour lui

de demander tine carte?

II faut resoudre quatre problemes :

Le ponte ayant 5 et ne demandant pas de carte, quelle esl pour

lui la probability de gagner et quelle est celle de faire coup nul,

lorsque le banquier, ignorant qu'il
a le point 5, sait qu'il a 1'habi-

tude, quand il a ce point, de ne pas demander de carte?

Le ponte ayant 5 et ne demandant pas de carte, quelles sont

pour lui les probability's de gagner on de faire coup mil, lorsque

le banquier, ignorant qu'il a le point 5, croit qu'il a ['habitude.,

quand il a ce point, de demander une carte?

Le ponte ayant f> et demandant une carte, quelles sont pour
lui les probabilities de gainer ou de faire coup nul, lorsque le ban-

quier connait son habitude de demander une carte dans cette

circonstance ou lorsqu'il croit savoir qu'il n'en demande pas?
Resolvons le premier probleme.
Le ponle a 5. Le banquier ['ignore. En le voyant s'y lenir, il

apprend qu'il a 5, 6 ou 7. Ces trois cas ont chacun pour probabi-
Jite . Huit suppositions peuvent etre faites : le banquier peut
avoir o, 1,2, 3, 4> 5

3
6 ou 7. Les probabilites des huit hypotheses

etaient ^ pour le point o et -^ pour les autres, au moment ou

les cartes ont ete donnees. Mais on n'a pasabattu; les points 8

et 9 ne sont plus possibles. Les probabilites deviennent

i|= 0,18,48

et

^-0,0^679.

Que fera le banquier? S'il a o, i, 2, 3, 4? il prendra une

carte.

II ponrra hesiter s'il a 5 ou 6, et il faut resoudre cette question
incidente : Dans les circonstances supposees, c'est-^i-dire le ponte
s

j

y ^tant tenu et ayant I'habitude de ne pas tirer a 5, le banquier
doit-il tirer a 6? doit-il lirer a 5?
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Nous ferons le calcul pour le cas ou le baaquier a Le point 6
;

il

se compose de deux autres :

Quelle est la probabilile de gagner pour le banquier qui,

ayant 6, demande une carte dans les conditions suppose'es?

Quelle est la probabilite s'il ne demande pas de carte?

Si le banquier ne tire pas ayant 6, U a prohabilite j de perdre le

ponte ayant 7, } de gagner le ponle ayant 5,
i de faire coup mil.

Si le banquier, ayant 6, demande une carte, il acquiert la pro-
babilite*

-p5
d'avoir chacun des neuf points autres que 6 et ^ d'avoir

celui-la.

La probability de perdre contre Tadversaire dont le point est 5,

6 ou 7 doit s'evaluer par 1'e"numeral ion des cas :

II y a la probabilite
~ de perdre avert les points o, i, 2, 3, 4>

la probability
~ pour avoir, avec le point 5, probabilite de

fa ire coup nul et f de perdre ;
la probabilite -^ pour avoir, avec le

point 6, probability | de gagner, de fairecoup nul el de perdre;

probabilite ^ pour acquerir, avec le point 7, probabilite f de ga-

gner, j de faire coup nul
; probability -^, enfin de gagner avec le

point 8 ou avec le point 9.

La probabilite de gagner est, d'apres cette enumeration,

A r .j_'2 .+.JL-JL.
i3 3 i3 3 i3

""
i3'

celle de faire coup nul

ii 41 ii ^
T3 3

+
iU 3""

1
"
73 3""" 73*

La probabilite de gagner etait
J- ;

elle devient
-fa

: elle a diminud.

Celle de faire coup nul a egalement diminue; le banquier, dans

les conditions suppose'es, ne doit pas tirer a 6.

Un calcul fonde sur les mnaes priixcipes et tout aussi facile

montre que, dans les conditions supposees, le banquier doit

tirer a 5,

Sans ^num^rer les cas possibles, qui deviennent plus nombreux

quand le ponte a regu une carte su|>posee connue, nous nous bor-

nerons k donoer les r^sultats.

Le ponte se tient a 5, le banquier sachant qu'il a cette habi-

tude.
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Le sort du ponle qui a 5 est le suivant :

Probabilite de gagner 0,444^94

de faire coup nul 0,086907

de perdre 0,469400

Le ponte qui a 5 demande une carte, Je banquier sail qne telle

est son habitude.

Le sort du ponte qui a 5 est le suivant :

Probabilite de gagner o, 444348

de faire coup mil. ... o, I2og35

de perdre o,4347i/

Tels sont les resultats du calcul Jorsque le ponte ne cherche pas

a tromper le banquier sur ses habitudes.

Si le ponte qui a 5 s'y tient, faisant croire au banquier qu'il a

1'habitude de demander des cartes, le sort est le suivant :

Probabilite de gagner 0,489612
de faire coup nul. . . . 0,094890
de perdre o,4i5497

Si le ponte, ayant 5, demande une carte en faisant croire an

banquier qu'il a 1'habitude de s'y tenir, son sort est le suivant :

Probabilite de gagner o, 447^3
de faire coup nul. ... 0,126468
de perdre o

, 426424

L'etude n'est pas complete. Si le banquier ignore ce que fait le

ponte quand il a 5, doit-il tirer a 6? Quelle est, dans cette inde-

cision, la chance du ponte qui a 5?

11 est impossible de la calculer : elle depend de la chance qu'il

ya, quand il aura pris son parti, pour que le banquier se trompe
ou devine juste en se demandant ce qu'il fait quand ii a 5.

En resume, le ponte doit-il se tenir 5, doit-il tirer?

Si, sans joner au plus fin, des le de*but de la partie, il declare

franchement ses habitudes, il doit tirer a 5.

Si les conventions du jeu permettent la ruse, il doit se tenir a 5>

en faisant croire au banquier, s'il le pent, qu'il a 1'habitude de

tirer.
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34-. PROBLEME XX. n -f- i joueurs A 1} A2 ,
. .

., An+} jouent
aux conditions suivantes : A < et A2 jouent une premiere partie ;

A3 remplace le perdant; A*, A 5 ,
... luttent successivement

contre le perdant de la partie precedence* La poule continue

ainsi jusgu'd ce qu'un joueur ait gagne successivement tons

les autres, et par consequent n parties de suite. Quelle est La

probabilite pour que la partie se termine au coup de rang x*l

Le joueur qni gagne la poule au coup de rang x est entre au

jeu au coup de rang x n -+- i
;

il a gagne ce coup el les n i

suivants. On peul partager cette hypothese en n i autres, en

distinguant les cas d'apres le nombre des parties gagnees par I'ad-

versaire du joueur dont nous parlons au moment ou celui-ci est

entre au jeu.

Soit pi la probabilite pour que ce premier adversaire ait gagne
une seule partie, la probabilite" pour que cette liypothese se pre-
sente et fasse gagner la poule au coup de rang x est

mais on a evidemment

Gar, si la partie se termine au coup de rang x i , le joueur qui
la gagne avait une partie gagnee d^ja au coupde rang x n-hi,
et il en a ensuite gagne n i sans interruption.

La probabilite" pour que la poule se termine au coup de rang x,

le joueur qui la gagne ayant rencontr^ d'abord un adversaire qui

n'avait gagne qu'une seule partie, est, d'apres cela,

a la probability pour que le gagnant de la poule au coup
de rang # ait eu pour premier adversaire un joueur ayant gagne
deux parties de'ja, le terme correspondaiit de la valeur de yx sera
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On a, e*videmment,

par consequent,

est le second terme de la valenr de yx .

Le raisonnement successivement applique a chacun des cas

donnera

(*) y* = \ y*-\
+ 7^-2 +-

g r-r-3 -t- . . . -4- - y*-n+i -

On a, evid eminent,

Inequation (i), aTaidedeces donnees initiales, fera connattrejKo?

pour x = n -h i et pour les valeurs suivantes.

35. Nous donnerons, pour terminer ce Chapitre, 1'dnonce' de

quelques problemes empruntes pour la plupart a Moivre etdont Ja

solution est facile.

PROBLEMS XXI. Probabilite pour obtenir unefois lepoint i
,

et une fois settlement, enjetantquatre des.

500
=0,3858.

1296

PROBLEME XXII. Pierre parie que, en jetant cinq des, II

obtiendra une fois le point \ et pas davantage. Quelle est La

probabdite de gagner?

7776

PROBLEME XXIII. Quelle est la probabilite pour que, sur
cent essais successifs avec un seul d6, on obtienne une fois au
moins une succession de cinq as sans interruption?

0,01026.
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PROBLEME XXIV. Pierre parie d'amener en trois coups,

avec deux des, le point 5 et le point 7, chacun une fois. Quelle
est sa probabilite pour gagner?

g= o,o956.

PROBLEME XXV. Pierre entreprend d'obtenir la point 7

avec deux des avant qu'aucun autre ne se soit produit deux

fois. Quelle est la probabilite de gagner?

?3o3 r .

0,6269.
18860

PROBLEME XXVI. Pierre jette trois pieces de monnaie,
Paul en jette deux; celui des deux qui amenera le plus de

faces gagnera. Si les nombres sont egaux, on recommencera

V epreuve jusqu'a ce qu'elle donne un resultat. Quelle est la

probabilite pour que Pierre gagne?

PROBLEME XXVII. Pierre lance un de et recommence au-

tant defois qu'ilfaudra pour amener, soit deux fois lepoint \
,

soit Vun des points a ou 3. Quelle est la probabilite d'amener

deux fois le point i ?

i

9"

PROBLEME XXVIII. Pierre et Paul jouent avec deux des,

Pierre gagnerapar le point 7, Paulpar le point 6. Pauljoue
le premier et Us jettent les des alternativement jusqu'dce que
Vun d'eux ait amene le point qui le fait gagner. Quelle est la

probabilite de Pierre?

ii
61*

PROBLEME XXJX. - Pierre et Paul jouent avec deux des;

Pierre jette les des deux fois. S'll obtient le meme point, il
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gagne. Si les points sont differents, il continue a Jeter les des

jusqu'a ce qu'il ait obtenu I'un des deux premiers points. 11

gagne si c'est le premier. Quelle est la probabilite de gagner?

2" = o,5563.
1296

'

PROBLEME XXX. Onjette en I
9
air cinq pieces de monnaie.

Quelle est la probabilite pour qu'elles montrent t?^ois piles et

deux faces?
_5
16"

PaoBLEME XXXI. Pierre et Pauljouent a un jeu d'adresse.

Le gagnant, apres chaque partie, marque un point. Le jeu
devient egal lorsque Pierre, plus habile que Paul, lui rend

deux points sur trois, qui font gagner la partie. QaeLLe est, a

chaque partie, la probabilite du gain pour Pierre?

PROBLEME XXXII. Pierre et Paul jouent aux conditions

enoncees dans Le probleme precedent. Pierre peut, sans desa-

9antage ni avantage, rendre un point sur trois. Quelle estpour
lui la probabilite p de gagner une partie?

Le rapport
- = z est donne par ['equation

= ^-1- 4-s
3

On en d^duit approximativement

^ = 0,627, P =0,6/4.

PROBLEMS XXXIII. Une loterie contient an tres grand
nombre de billets; le nombre des Lots est le quaranti&me du
nombre des billets. Combien faut-il prendre de billets pour
avoir probabilite \ de gagner ou de ne pas gagner un lot?

27 ne suffisent pas, 28 donnent au gain uoe chance plus grande

que i.
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PROBLEMS XXXIV. Dans une loterie de 4oooo billets, ily
a trois lots. Pierre prend 8000 billets. Quelle est la probabilite
d*avoir un lot?

- = 0,488, a peu pres.
1 20

Quelle est celle de les avoir tous les trois?

= == 0,008, a peu pres.

PROBLEMS XXXV. Combien Pierre devrait-il prendre de

billets, d la loterie indiquee au probtdme precedent, pour avoir

chance | de gagner un des lots?

8200..

PROBLEMS XXXVI. Une Loterie, sur 100000 billets, doit

donner 10000 tots. Combien faut-il prendre de billets pour
avoir chance 7 de gagner un lot?

Le calcul donne 6,6. Avec 7 billets, la probabilite de gagner un

lot, au moms, est 0,62172; avec 6 billets, elle est 0,46867.

PROBLEMS XXXVII. Une loterie, sur i ooo billets, promet
trois lots. Quelle est la probabilite, avec (rente billets, de

gagner un lot?

Jzi4az = 0,0874.
99700200

' '

PROBLEMS XXXVIIL On a dans une urne trente boules, dix

blanches, dix noires, dix rouges; on en prend trois au hasard.

Quelle est la probabilite pour avoir une boule de chaque cou-

leur?

PROBLEMS XXXIX. En combien de coups, avec trois des,

peut-on parier, avec chance egale, d'amener trois as deux
^

36i coups.
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PROBLEMS XL. En combien de coups, avec trois des,

peut-on parier, avec chance egale, d'amener deux fois le

point io?
45 coups.

PEIOBLEME XLI. En combien de coups, avec un seul de,

peut-on parier, avec chance egale, de voir les six faces?

i3 coups.

PROBLEME XL II. En combien de coups, avec deux des,

peut-on parier, avec chance egale, d'amener tous les doublets?

79 coups.
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CHAPITRE III.

ESPERANCE MATHEMATIQUE.

Hoc utrobique utar fundamento : nimirum, in aleae

UHo tanti wslnnandum est oujusque sortem, seu expec-
tatiunem ad ahquid obtmendum, quantum si habeat, pos-
sit denuo ad similem sortem sive expectationein per\e-

nirc, oequa condltione certans.

H in GENS.

6. Definition de Pesperance mathematique. 37. Assertion exageree de Pois-

son. 38. La recherche de l
j

espe"rance mathematique et celle de la probability
sont deux problemes distincts. 39. Exemple de la simplification d'un pro-
bleme par la recherche directe de l'espe>ance mathematique. 40. Second

exemple. 41. Troisieme exemple. 42. Quatrieme exemple dans lequel la

recherche de Pesperance mathemalique fait connaltre la probabilite. 43. Cal-

cul d;une esp^rance mathdmatique deduite des probabilites des divers cas pos-
sibles. 44. Probleme sur le jeu de des. 45. Discussion de la formule ob-

tenue. 46. La valeur probable d'une fonction n*est pas d6terminee par celle

des grandeurs dont elle depend. 47. Exception relative aux sommes et aux

produits quand les facteurs sont independants. 48. Paradoxe de Saint-Pe"-

tersbourg. 49. Insuffisance des explications proposers par Condorcet et par
Poisson. 50. La response du calcul est parfaitement raisonnable et n'a be-

soin d'aucune justification. 51. Insignifiance de Texplication propos^e par
Daniel Bernoulli et devenue c6Iebre sous le nom de theorie de I'esperance
morale.

36. Le sort des joueurs a ete la premiere preoccupation des

cr6ateurs de la the*orie du hasard. On Je nomme aujourd'hui espe-

rance mathtmatique, il est Ja valeur Equitable des avantages en-

core incertains que font esp^rer les conditions du jeu.

L'esperance mathematique, dans un jeu equitable, est, pour

chaque joueur, ^gale a sa mise qui, livree au jeu, ne lui appar-
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tient plus. Cette egalite tradnit la definition : le joueur echange sa

mise conlre une esperance mathematique. Si I'equivalence n'existe

pas, le jeu n'est pas equitable.

L'esperance malhematique de celui qui a la probabilite p de re-

cevoir la somnie S est mesuree par le produil/>S.

Si n personnes, en efiet, ont sur la somme S des droits egaux,
g

elles peuvent eq entablement la partager et prendre chacune ou la

tirer an sort et accepter pour part la probabilite
- d'obtenir S. Si

quelques-uns des ayanls-droit, au uombre de m, s'associent, on

pourra leur offrir equitablement, soit le partage donnant a leur

association ^ 3 soit la probabilite de recevoir S. Les deux offres

sont done equivalentes.

37. Poiss,on a ecrit ; Si le gain espere par une speculation est

6oooofr et qne | soit la probabilite de Tobtenir, la personne qui

devra recevoir cette somme eventuelle pourra considerer le tiers

de 6oooofr comme tin bien qu'elle possede etquel'on devrait com-

prendre dans I'inveniaire de sa fortune.

Poisson va trop loin. Le plaideur engag6 dans un proces qu'il

a neuf chances sur dix de perdre et qui, en cas de gain, doit lui

rapporter i million, mentirait en disant qu'il possede iooooofr
.

Un homme prudent, sur une telle garantie, refuserait de lui pr^-
ter 5oofr

. Son esperance mathematique vaut iooooo fr
,
mais vrai-

semblablement il ne trouvera pas d'acheteur.

Cetle confusion enlre une esperance mathematique et la certi-

tude d'une somme ^quivalenie a fait naitre de grandes difficultes.

Nous aurons a y revenir.

38. Si la somme esperee est connue, la recherche de la proba-
bilite et celle de Tesperance mathematJque forment un meme pro-
bleme. II en est autrement lorsqtie les conditions du jeu impliquent
la possibilite de gagner ou de perdre, suivant les cas, plusieurs
sommes difF^rentes.

Si deseVenements ajant pour probabilileb p^ /? 2 ? ? Pn donnent
droit aux sommes S<, S 2 , ..., S^, Pesperance mathematique est

Pi Si -H p* S 2 -h . . . -H pn S.
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Celui
<jui doit, suivant les ca^ encore incertains, recevoir I'une

ou I'a litre des sommes S l7 S 2 , ..., S /2 , peut vendre ses droits et,

par de* marches equitables, echanger ses chances con Ire les sommes

/^S^yOoSj, . . ., /? /2 S/j qui donneront droit a n acheteurs diffie* rents

de toucher en son Jieu et place, le premier la somrne S<, si c'est

ceJIe qui lui echoit, le second la somme S 2j . . ., et enfin le dernier

la somme S,,.

Le reglementdes comptes ne fera naitre aucune difficulte puisque
deux acheteurs, d'apres les conventions, n'auront jamais a reclamer

la m^me somme.

L/esperance matheinatique est connue quand les probabilit^s
des divers cas possibles ont ete calculees. Mais il est plus aise, quel-

quefois, de la chercher directement sans s'occuper des termes qui
la composent.

39. PROBLEMS XLIll. Pierre et Pauljouent au jeu de ren-

contre. Une urne contient p numeros marques i, 2, 3, . . .
, [x.

Paut tire successivement tes p boules et s'engage a donner &
Pierre i

fr
chaque fois qii tin numero sortira a son rang. Quelle

est Vesperance mathemaiique de Pierre?

S'il fallait evaluer la probability* des divers cas possibles, le pro
bleme, sans etre difficile, cxi^erait de longs calculs.

En nommant p t la probability pourqu'il j ait i rencontres, L'es-

perance demandee est

La somme est plus aisee a calculer que chacun des termes qui la

composenl.

L'esperance mathematiqtie de Pierre est, a chaque tirage,

La somme esperee est en efFet i
fr

,
et la probabilite de 1'obtenir

La f>rc)babilite au moment 01^1 le tirage va se faire depend des

numeros sortis ante'rieurement. Si le numero i est sorti deja, la pro-

babilit^ de le voir au t
l*me

tirage est nulie. S'il n'est pas sorti, elle

est- :-- Mais c'est au debut du ieu qu'il faut la calculer, et
IJL

i -+- I
J T

la probabilite est alors -

B. 4
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L'esperanue rnathematique de Pierre, etant pour chaque tirage

-> esl, pour les u tirades, p~, c'esl-a-dire i
h

.

40. PBOBLEME XL1V. Une urne contient des bottles noires

et des boules blanches; la probabilite de la sortie d'une boule

blanche esl />, celle de la sortie d'une boule noire est q. On

fait p. tirages en remettant chaque fois dans Vurne la boule

qut en est sortie. Pierre recevra i
fr

chaque fois qiCune boule

blanche sortira} precedee et suivie par une boule noire. Quelle
est, pour Vensemble des p tirages, I'esperance rnathematique
de Pierre?

La probabilite pour que le tirage de ran^ i donne a Pieire le

droil de recevoir i
fl

esi/jgr
2

,
car il faut le concours de irois rvene-

menis dont les probabihtes sonl q, p et q. LTesperance mathema-

tique etant, pour chaque tirage, egale a/?^
2
,eile est, pour 1'ensemble

des
p. lirage^, e*gale a u*pq*.

L'esp^rance mathematique est la me'me que si les p tirages se

faisaient dans une urne donnant a la sortie d'une boule blanche la

probabilite/?^
2

,
et que Pierre dul recevoir i

fr

pour chaque boule

blanche sortie, sans qu'aucune condition fut imposee a ceile qui
la precede ni a celle qui Ja suit. Les deux jeux donnent a Pierre

des avantages equivalents, mais non idenlique*. Dans le premier,

sur
p. tirages, la plus grandesomme qu'il puisse gagner est -, dans

le second elle est
p..

Si Ton voulail, pour obtenir Tesperance ma-

th^matique, calculer les lermes qui la composent et, pour cela,

chercher la probabilite pour qne sur
JJL

li rages Pierre eut un
nombre donne n de fnines a recevoir, la difficulte des deux pro-
blemes serait (brt ine*gale. La consideration, parfaitement rigou-

reuse,derespe'rance mathematique dispense de les re*soud re. Pierre,
en efFet, peut, pour chacun des tirages, vendre la chancr qu'il a de

gagner i
fr sans avoir ^ tenir compte de Tintluence exerc^e par les

chances de Tun des coups sur celles du suivant. II est certain que,
si rachetem- du coup de rang i est favorise par le sort, celui du

coup suivant ne I*- sera pas; la bouie qui lui appartient sera noire.

Peu leur importe : la chance qu'ils achetent, an moment ou ils la

payent, n'est ni augmented ni diminuee.
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41. PUOBLEME XLV. Un# urne contient un grand nombre n

de boules marquees des numeros i, 2, 3, . ..,/?. On fait succes-

sivement p tirages, en remettant chaque fois dans /'urne la

boule qui en est sortie. Pierre recevra i
fr

chaque fois que la

serie des numeros ecrits darts leur ordre de sortie presentera
un maximum ou un minimum. Que tie est Vesperance mathe-

matique de Pierre?

Si 1'on considere un tirage de^igne, la probabilite pour que le

num ero correspondant soil dans la suite un maximum ou un mi-

nimum est |. Si 1'on compare en effet le numero sorti a celui qui

le precede eta celui qui le suit, il sera maximum s'il esl le plus

grand des trois : la probability pour cela est
|, et minimum s'il est

le plus petit : la probabilite est egalement i; en ecartant comme

ayant une probabilite negligeable, si n est tres grand, le cas ou

deux numeros consecutifs seraient egaux, la probabilite pour que
le numero dont le rang est donne soit maximum ou minimum estf.

L'esperance mathematique de Pierre pour chacun des termes de

la serie est done |;
elle est pour les IJL termes de la serie

|[JL.

Le raisonnement pent, comme le precedent, laisser un doute

<ju'il
faut discuter.

Si, dans la suite, un numero est maximum ou minimum, cela

-change la probabilite* pour que le suivant le soit au<$si.

La probabilite pour que le vingtieme terme de la suite soit

maximum est
-|.

La probabilite pour que le vingt et unieme soit maximum est

aussi j.

La probabilite pour qu'ils le soient tons deux n'est pas | ? elle

-est nulle.

L'objection serait fondee si nous calctilions les probabilite*s.

Quand il s'agit des esperances mathematiques, elle perd toute sa

.force.

Pierre, en effet, peut vendre a des achetours differents chacun

des francs qu'il peut esperer; tous les marches sont equitables.

Chaque acheteur a bien reellement probabilite | de recevoir i
fr

;

pen lui importe que son gain, s'il est obtenu, diminue les chances

cTun autre : les conventions partielles n'en sont pas moins
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tables. Pierre a pu vendre equi tablemen t ses droits
j[ji

h%
. Telle est

done son esperance mathematique.

42. Si, une urne contenant deux boules blanches et une bonle

noire, on fait successivement
pi tirages, I'esperance mathematique

deceluiquidoitrecevoir i
fr

par boule blanche sortie sera | JJL
comme

dans le cas precedent; la s'arr^te la ressemblance des deux pro-
blemes. La probabilite d'extraire de Turae an certain nombre de

boules blanches n'est pas e^ale a celle d'avoir un meme nombre
de maxima ou minima.

La probabilite pour que toutes les boules soient noii-es est (|)^ r

celle pour qu'elles soient toutes blanches (f)^. Les probabilites

de n'avoir ni maximum ni minimum et celle de n'avoir que des

maxima et des minima sont tres diflferenies.

L'egalile entre \e$ esp^rances matbematiques n'implique nulle-

ment celle des diverses probabilities qui fig-urent dans leur expret.-
si on.

43. PHOBLEME XLVI. On trace sur un plan indefini

lignes paralleled equidistantes. Une aiguille est lancee au
hasard sw (e plan. Pierre recevra i

fr

par rencontre de Vai-

guille avec une des paralleles. Quelle est I'esperance mathe-

matique de Pierre?

L'esperance mathematique de Pierre est proportionnelle a la

longueur de Paiguille et independante de sa forme, droite ou
courbe.

II n'en est pas de meme de la probability de la rencontre, et ce

probleme, comme le precedent, montre la difference entre le cal-

cul de la probabilite et celui de I'esperance mathematique.
Une aiguille e.st droite; on la courbe; la probabilite de la ren-

conlre ost chang^e : Taiguille ne pouvait, si elle est plus petite

que la distance des deux parallels, procurer deux rencontres a la

fois; elle le peut quand, sans changer sa longueur, on Ta plie'e en
(jourbe. On peul me"me ^tre certain, si la courbe estferrnee, qu'une
premiere rencontre en rend une seconde necessaire.

Les conditions du probleme sont done changes. L'esperance
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mathemarique de celui qui doit recevoir i
fr

par rencontre resto la

meme. Chaque element de I'aiguille donne, en effet, une espe-
rance independante des autres elements qui lui sont attache's. Celui

qui doit recevoir i
fr

par rencontre (c'est la me'me chose que i*
r

s'il

y a rencontre, quand une seule rencontre est possible) pent vendre

a des acheteurs differents les droits resultant pour lui de chaque
element de I'aiguille, et la valeur de ces droits reste la me'me, soit

que raiguille soit <lroite ou courbe.

Soient a la distance de deux paralleles, I la longueur de Fai-

guille, plus petite que a. Si la probability* d'une rencontre est/>,

p est aussi I'esperance mathemalique de Pierre. Remplagons I'ai-

guille par UTI cercle de me'ine longueur. Le rayon R de ce cercle

sera
;

La probabilite pour que le cercle rencontre une des pa-

ralleles est Si Ton partake, en effet, la distance a des deux

paralleles entre lesquelles tombe le centre du cercle en n parties, il

y a chance egale pour qu'il tombe snr chacune d'elles, et il faut,

pour qu'il y ait rencontre, qu'il soit a une distance moindre que R
de Tune ou I'autre des deux lignes. Le nombre des divisions favo-

rables est ; leur nombre total est n, et la probabilite de la ren-

contre est, par conbdjquent,

aR
a

Si le qercle rencontre une des paralleles, il la rencontre deux

fois; I'esperance mathematique est done

4R _ *2/

a
~~

air

Telle est la probabilite pour la rencontre de I'aiguille.

, L'ingenieuse substitution d'un cercle a une aiguille rectiligne

-est due a M. Emile Barbier.

44. PROBLEME XLVII. Pierre a trois pieces de 5 fr
,
Paul en

a deux; Us conviennent que chacun jettera ses pieces* Celui

qui obtiendra le plus grand nombre de faces prendra les cinq

pieces. Le jeu est-il equitable?
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Pierre expose i5 fr et Paul iofr
settlement; mais Pierre a plus

grande chance cle gagner. La compensation est-elle exacte?

Dans ce cas, comme dans un grand nombre d'autres, la methode

la plus simple pour calculer Pesperance mathematique est de cber-

ciier la probabilite de chacnn des cas possibles.

Pierre pent, avec ses trois pieces, amener o, i, 2 ou 3 fois face.

Les probabilites sont
-g, |, |

et~.

Paul peut avoir o, i ou 2 fois face; les probability sont {, |et{.

Si Pierre n'a pas face une seule fois, sa probability de gagner
est. o, celle de perdre est |.

S'iJ a face tine fois, sa probability de gagner est ~, celle de

perdre {.

S^il a face deux fois, sa probabilite de gagner est |, celle de

perdre o.

S'il a face Lrois fois, sa probabilite de gagner est i.

La probabilite de Pierre est done

({

3 3 i \ 16

celle de Paul est

La somme des deux probabilites n'est pas egale a I'unite, parce

que la partie peut ^tre nulle; mais, s'il est convenu qu
T

on recom-
mencera jusqifa ce qu'un des joueurs air gagne, les probabilites

^ et YQ representent deux fractions de me'me denommateur ayarit

pour numerateur les nombres de cas favorables, dont le rapport
reste constant quand le nombre des parties augmente. 11 faut done,

pour avoir les deux probabilites, partager Tunile en deux parties

qui soient dans le rapport de ~ a ^; elles sont

8 3
et .

ir 1 1

Uesperance mathematique de Pierre est

25 x
i r

elle esi plus grande que sa mise.

8 200x =
;

ir ii
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L'esperance mathematique de Paul est

3 75
25 x =

;u n '

elle est plus petite que sa mise.

Le jeu est avantageux a Pierre.

45. PROBLEMS XLVII I. Un nombre n de joueurs ayant

depose chacun i
fr
jettent an nombre

[/.
de des. Uenjeu total

appartiendra & celui qui amenera la plus grande somme de

points, ou sera partage entre ceux qui auront amene le meme
nombre de points, plus grand que celui des autres joueurs*

Pierre joue le premier, il amene k points. Quelle est, avant

que les adversaires aient joue, son esperance mathematique?

Les nfr

qui forment Fen jeu total appartiendront a Pierre si

aucun des adversaires n'amene on point egal ou superieur a k\ ils

seront partakes entre m -+- 1 joueurs si, aucun n'amenant un point

superieur a A", m des adversaires amenent k.

La probabilite d'amener avec
pi

des un point donne est connue

par le Tableau donne (19), qu'il serail ais^ d'etendre au cas d'un

plus grand nombre de des. Nommons q^ la probability d'un point

superieur a k et pk celle d'un point precisement egal a k\ la pro-

babilite d'un point inferieur a k sera

Pour que Pierre ait part a 1'enjeu, il faut qu'aucun des points

ne soit superieur a k', la probability pour qu'il en soit ainsi est

(i y*)'
1
""

1
- Soient p'% la probability, dans cette hypothese,

d'amener le point k et r'k celle d'amener un point inferieur.

La probabilite pour qne Pierre partage avec i de ses adversaires

est _ -r-
i . > 3. . .1. i. a. 3.. .(n i i

L'esp&rance malhdmatique de Pierre est

(
r - q k )'-> n

[r>f-

' -+ i
( n - i p't
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egale evidemment a

et, a cause de /^-4-/^ = i, puisque r'k el PA sont les probability's

de deux e've'nements conlraires,

(n

il reste a calculer r\

Le rapport de r'h a p'k est le mme c|ue celui de /> a /?#. L'hypo-

these faite qu'aucun nnmero superieur a k n'est sorti diminue

en efFet le nombre des cas possibles, sans changer celui des cas

favorables a 1'arrivee d'un nombre de points egal ou inferieur a k.

Les nnmerateurs de r'h et de p'h son!, avec un m^me denoiuina-

teur devenu plus petit, ceux de r^ el de/>A On a done

* __ rk

P' Pk

et, puisque /

46. CJn probleme interessant f)ent 6tre resolu :

Pierre ayant obtenu le point k, quel est le nombre d'adver-

saires le plus favorable & ses interts, dest-a-dire quel est celui

qui lui laisse la plus grande esperance mathematique?

En accroissant le nombre des joueurs, on accrott la somme a

partager, mais on diminue la chance d'y avoir pan et celle de

1'avoir tout entiere. II fant determiner n de maniere a rendro (i)

maximum.
En egalant a zero la derive'e par rapport a n, on obtient

Cette equation fera connaitre la valeur de n.

Si Pierre a amen^ le point le plus e'leve' possible, on a y* o;
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r'k est nul et n infini. Pierre, dans ce cas, certain d'avoir une

part, a avantage a accroitre sans limite le nombre de ses adver-

saires.

L'esperance mathematique de Pierre ne grandit pas inde'fini-

ment. La formule (i), quand on y suppose q^=o et n infini, se

reduit a

i

L'enjeu total n devant eHre parlage entre tons ceux, qui auront

le point maximum, pour que chaque part soit -7-, il faut qne le
Jr k

nombre des partageants soit np'k . p^ qnand k est le plus grand
des points possibles, ne difiere pas de /;#. np^ est le nombre pro-

bable de ceux d'entre les n Hdversaires qui ameneront le point

maximum dont la probabilite e*>l />&.

Le Tableau suivant donne les resultats relatifs au cas ou Ton

jotie avec trois des. Pierre ayant amene* au premier coup i'undes

points inferieurs au maximum 18, la premiere colonne donne le

point obtenu, les deux suivantes donnent les probabilites d^si-

gnees dans la fbrmule par p& et q^\ le nombre d'adversaires le

plus avantageux pour chaque valeur de k est inscrit dans la qua-
trieme colonne; la cincjuieme donne la valenr de (i 9ff)

n
: proba-

bilite pour que Pierre ait une part.
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Si Pierre ayant lance six des a obtenu cinq 6 et un 5, on aura

6
p*= 6*'

Le noinbre d'adversaires le pliib avantageux est i 5 i 44 t ' a pro-

babilito de recevoir une part, dans ce cas,

47. Lorsque les valeurs probables de plusieurs grandeurs sont

connueSj on ne connait pas pour cela la valeur probable d'une

fonction donne"e de ces grandeurs.
La vaieur probable crane grandeur inconnue a est, par defini-

tion, I'esperance mathematique de celui qui devrait recevoir une

somme egaie a a.

Si a pent prendre, selon les decisions du hasard, les valeurs a <5

a2 ,
. . .

,
a/2 ,

er que, pour chacune d'elles, les probabilites soient

p\^ />2, - - -
y />j Id valeur probable de a est

La valeur probable de a 2 est

P\*\-+Pi*\-*-*

elle est tres diffe'rente du carrd de la valeur probable de a.

Si deux grandeurs a et b ont pour valeurs probables A et B, la

valeur probable de 2 n 'est pas ^ . On pent meme remarquer que,

si o est une des valeurs possibles de
,

si pen probable qu'elle

soil, la valeur probable de
j-

esl infinie.

48. Deux cas importants sont a noter.

La valeur probable d'une somme est la somme des valeurs pro-
bables des parties de la somme.

C'est la consequence immediate de la definition.

La valeur probable d'un produit, quand les facteurs sont in-

dependants, est le prodiiit des valeurs probables des facteurs.
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Soienr a el b deux grandeurs. La premiere peul recevoir les va-

leurs a, ,
a J5 . .., a,,, dont les probabilites sont /?< , p 2 ,

. . .
, pn .

La seeoncle pent avoir les valenrs
(3 1? J3 2 * . . . , [3m? dont les proba-

bilites sont q^ q^ . . .
, qm . Les valeurs probables sont

pi

leur produit est id somme des termes tels que

qui repr^senteni Jes prodnits de loutes les valeurs possibles a z j3 Z
'

cln produit a6 par ieurs probabilites p t qi^

Si I'arrivee de i'^venement a exercait une influence sur celle

de 6, la probabilite de {'association de at avec $ t
> ne serait pas (33)

le produit p t q L '.

Si, par exemple, b est egal a a 2
, les valeurs possibles de a elant

a
i , aa ,

. . .
,
a/n celles de b sont a-, aj, . . .

, a;r Si a est egal a a: ,

il essL certain que b sera a^.

49. Paradoxe de Saint-Peiersbourg. On a oppose les in-

dications du bon sens aux decisions de la theorie et pour con-

damner les pnncipes allegue leur-> consequences.
La discussion, jubqu'ici, n'a pas dissipe la meprise. La theorie,

pourtant, esl irreprochable; il n'est pas juste de lui oppo&er
J'absurdii^ de ses conseils : elle n'en donne pas. 11 est deraison-

nable d'exposer an jeu une forte somme, indelicat d'accepter un

risque qui pent rendre insolvable. L Calciil des probabilites doit

ignorer ces sages appreciations.

On joue, c'est 1'hypothese. A-t-on tort ou raison ? La question

n'esi pas posee.

On cherche les conditions equitables du jeu sans se demander

si elles ^ont raisonnables, ni etablir an c une relation entre cette

question, (jue Ton ne veutpas aborder
7
et le probleme a r^soudre.

Le parti raisonnable, si les risques sonl grands, est de ne pas

jouer.

On pent, en acceptant des conventions strictement equitables,

faire un acte de fojie ou commettrc une escroquerie. La remarque,
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pour e*tre incontestee, ne change pas la iheorie du jeu equitable.
La confusion esl analogue a celle que faisait Poisson (37), en por-
lant une esperanee malhemalitjue dans TinveuLaire d'une fortune.

Pierre, pour toute fortune, possede iooooo fl

,
il vent avoir une

chance de gagner 100 millions.

Rien n'est plus facile, repond sans s'emouvoir le geometre qu'il

consuhe. Si le jeu est equitable, vous aurez 999 chances sur 1000
de perdre vos iooooo fl

.

La reponse doit s'arreter la. Si Pierre trouve 999 personnes de-

sireuses comine lui de gagner 100 millions el resignees comme lui

a la presqne certitude de perdre iooooo fr
,

ils organis>eronl une

lolerie de 1000 billets a iooooo fr
le billet.

Le jeu sera equitable, la iheorie le declare, le bon sens le de-

montre, et Pierre, cependant, sera tres juslement interdil comme
insense.

Le probleme de Saint- Pelersbourg est deventi celeb re par Tin-

genieuse combinaison des conventions faiies pour dissimuler

Penormile des mises, on, pour etre plus exact, des engagements.
Pierre et Paul jouent aux conditions suivantes :

Pierre jette une piece de monnaie. Si elle montre face, il don-
nera i

fr a Paul. Si elle montre pile, il jettera la piece de nouveau.
Si face arrive au second coup il donnera 2 fr a Paul. La piece sera

jetee jusqira la premiere arrivee de face qui termine la partie. S'il

a fallu la jeter n fois, Paul recevra a 7*~ 4fp
.

Quelle est Tesperance mathematique de Paul?

Elle est infinie.

Patil
?
en effet, recevra, selon le nombre des coups qui seront

joues, une somme 6gale a Tun des termes de la suite illimit^e

i, 2, 4, 8, ..., a, ....

Les probabilites pour lui de recevoir ces diflferentes sommes
soni

LVsperance mathematique de Paul est, par consequent,
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elle se compose d'un nombre infini de termes qui sont tons e'gaux

Quel que soit le prix dont il paye la promesse qui lui est faite,

le marche sera avantageux a Pciul.

Qui voudrait cependant risquer ioo fr a un tel jeu?

50. Les reponses proposees au pretendu paradoxe sont nom-
breuses. D'Alembert ecrivait a Lagrange : VoLre Memoire sur

les jeux me fait desirer beaucoup que vous nous donniez une solu-

tion du probleme de Petersbourg, qui me parait impossible en

admettant les principes connus.

Les conditions du jeu impliquent contradiction, ont dit Con
dorcel et Poisson. Pierre prend des engagements qu'il ne pent
tenir. Si face ne se presente qu'au centieme coup, le gain de Paul

representera une masse d'or plus grosse que le soleil. Pierre le

trompe en la lui promettant.
L'ob^ervation est juste, mais n'eclaircit rien. Si Ton joue des

centimes au lieu de francs, des grains de ^able au lieu de cen-

times, des molecules d'hydrogene au lieu de grains de sable, la

crainte d'etre insolvable peut diminuer sans limite. La theorie ne

doit pas faire la difference. Elle ne suppose pas non plus qu'avant

cheque jet de la piece on depose la mise. Quclle que soit hi dette

de Pierre, la plume peut Tecrire, on reglera les comptes sur le

papier; la theorie triomphera sMs copfirment hes prescriptions. Le

hasard tres probablement, on pent dire Ires certainement, finira

par favoriser Paul. Quel (jue soit le prix dont il paye, a chaque

partie, la promesse de Pierre, le jeu, s'il est tenace, Tenrichira sans

limite. Pierre, insolvable on non, lui devra une somme immense.

51. Si une machine pouvait jeter 100000 pieces par seconde

et enregistrer les resuliats, Paul, en payant iooofr

par partie,

s'endetterait sans doute d'une centaine de millions par seconde;

il n'en f'erait pas moins, apres quelques millions de milliards de

siecles, un benefice colossal. Les conditions du jeu le favorisent,

et la the*orie a raison.

On peut, sans calculs, rendre 1'asst^rtion ^vidente :

Supposons, pour ne pas aborder de trop grands nombres, que
Pierre s'engage a faire i milliard de parties.
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Cherchons quelle somme Paul pent espe>er recevoir, sans pre-

sumer pour lui le hasard benevole.

Sur i milliard de parties, il Caul s'attendre a en voir 5oo millions

pour lesquelles Paul ne recevra que i
fr

. On ne peut s'etonner

d'amener face tine fois sur deux. Si le nombre est moindre, Paul

aura du bonheur; nous ne voulons pas lui en supposer.

La seconde moitie .des partieb jouees commencent toutet par

I'arnvee de pile. Le second coup amenera face vraisemblable-

ment a5o millions de fois : une (bis sur deux. Paul, pour chacune

de ces parties recevra '-i

fr
;

il doit, de ce chef, esperer 5oo millions,

Les 25o millions de parties restantes commencent par deux fois

pile; pour la moitie d'entre elles, on doit s'y attendre, face arri-

vera au troisieme coup, Paul recevra 4
fr

;
c'est encore 5oo millions

qu'il pent raisonnablement esperer. On pent renouveler trentefois

le rneme raisonnement et voir clairement que J 'ensemble des par-

ties doit vraisemblablement rapporter a Paul, d'apres les condi-

tions convenues, une quinzaine de milliards. Le hasard, evidem-

ment, peut le favoriber el accrottre la somme, ou le mal trailer et

la diminuer; mais, en donnant 1 5fr
par partie, il a des chances

serieui>es de ne rien perdre.

Si Pierre doit faire 100 parties seulement, les chances sont difr<e-

rentes; Paul, en donnant io fr

par partie, aurait graude chance de

se trouver en perte. Les conditions du jeu lui seraient toujours

avan tag-en ses; mais son avantage resullerait des yros benefices

possibles, dont la chance est petile.

51, au contraire, an lieu de i milliard de parties, on en devait

faire 1000 milliards, Paul, au lieu de i5 fr
, pourrait donner aofr

par parlie, avec chance serieuse de recouvrer 20000 milliards,

sans compter, bien entendu, pour rien dans eette appreciation
sommaire la possibilite de gagner des sommes immenses, dont le

calcul exact a du tenir compte.

52. La reponse la plus singuliere faite au pr^tendu paradoxe
est celle de Daniel Bernoulli qui, le premier, a tirade 1'oubli cette

question autrefois proposee par son cousin Nicolas.

100 millions, smvant Daniel Bernoulli, ajout^s a une fortune

deja acquise de 100 millions, ne sufffisent pa& pour la doubler.

Quels avantages uouveaux peuvent-ils procurer.
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II substitue, en consequence, a Temperance mathematique I'es-

perance morale, dans le calcul de laquelle une fortune depend non

du nombre d'ecus dont elle se compose mais des satisfactions

qu'elle procure
Le probleme etani ainsi pose, Bernoulli a I'audace de le re-

soudre. La solution est simple. Un accroissement dx ajoute a une

fortune x vaut --
. Gelui dont la fortune etait a et devient b gagne

un avantage me sure par

= Ib la.

..
*

Jamais compte n'a ete ni ne sera regie d* k la sorle; mais, grace a

d'ilLustres approbations, la theorie de I'esperance morale n'a pas
moins contribue a la celebrite de Daniel Bernoulli que ses admi-

rabies travaux de Physique.

S3. Buffon a accru par son eloquence I'importance, je veux dire

le retentissement de I'idee de Bernoulli.

La theorie de I'esperance morale est devenue classique, jamais
le mot ne put 6tre plus exactement employe : on l'e"tudie, on Ten-

seigne, on la developpe dans des livres justement celebres. Le

succes s'arrte la, on n'en a jamais fait et n'en pourra faire aucun

usage.

L'importance d'une somme d'argent diminue avec la fortune de

celui qui Ja recoit.

L'avare, dit Buffon, est comme le math^maticien : tons deux

estiment ('argent par sa quantite numerique. L'homme sense* n'en

considere ni la masse ni le nombre. II n'y voit que les avantages

qu'il pent en tirer. II raisonne mieux que le mathematicien, L'ecu

que le pauvre a mis a part pour payer un impdt de n6cessite et

Tecu qui complete les sacs d'un financier n'ont pour Favare et le

math&naticien que la meme valeur. Gelui-ci les comptera par

unite's cgales, Tautre se les appropriera avec un plaisir egal, au lieu

que Thomme sense comptera I'ecu du pauvre pour un louis et

Tecu du financier pour un liard.

Un commentateur, qui n'estpas sansm6rite, Quetelet, a ajoute,
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pour faire mieux comprendre une theorie qu'il expose et ap-

pro live :

Ainsi iooofr
pour celui qui ne possede que 2OOOfr ont ia

meme importance que 5ooooo fr
pour celui qui possede i mil-

lion.

Si, par ce fier dedain de la fortune lorsque le necessaire est

assure, on echappe au reproche d'avarice, c'est pour en meriter

un plus grave. Gelui qni possedanl un million en acquiert un se-

cond changera fort peu, pas du tout peut-^tre, les habitudes de sa

vie.

Eut-ce la, pour qui n'est pas avare, le seul fruit de la richesse?

Si 1'homme sense dont parJe Buffon n'est pas un cynique

egoiste, il pourra, sans thesauriser, faire bon usage des millions

qu'on lui suppose. On pourra les doubler, les d^cupler et les dou-

bler encore, sans ralentir la progression constante du bien qu'il

peut faire. JN'a-t-iJ pas une famille a enrichir, des miseres a sou-

lager, de grandes cauvres a creer ou a faire naitre? II evilera, s'il

est sage, de jouer gros jeu, m^me a des conditions ^quitables;
mais, s'il ne porte pas, si riche qu'il soit, tooooofr

par jour a la

roulette, la crainte de la perte Farre'tera beaucoup plus que le

mepris du gain.
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CHAPITRE IV.

THEOREMS DE JACQUES BERNOULLI

Hoc isitui est illiirl pi oli !c ma, f*uod evulganduni hoc

loco pioposm, posf(|uam jim pci vicennium pressi, et

eujns lum nnvita, turn &umrna utihtas cum pan conjuncta
dillicultate ommbu*. reliqint- liujus doctrines capitibus

potulu-i et pretiuin siiperadilere potcst

JACOBIN BERNOULLI

53. Regularite observee des resullats du hasard 54. Probabilite des epreuves

repe'teess 55. Evenemenls dont la probability est maximum. 56. Valeur

approchee du produit T 2.3. .n. 57. PrubabihLe maxniia dans une sene

d'eprcuves. TjS- Px*obabilite d'un evenement peu different du plus probable.

59. Fiction d'un ecarl represente par une variable continue 60. Premiere

verification. 01 Seconds verification. 62. C^lcul exact de la valeur pro-

babJe du carre de 1'ecart; ellc ne diflfere pas de la valeur ajDprochee.

63. Troisieine verification. 64. Calcul exact de la valeur probable de 1'ecart,

eile n'est pas egale a la valeur approchee. 65. La probability pcur que 1'ecart

soil inferieur a une liniite donnee e^t donnee par une integrate que 1'on a

reduiie en Table. 66 La probabilite d ; un ccart absolu inferieur a une limite

iixe tend vers zero; quaud le nornbre des epreuves augmente, c'est 1'ecart rela-

tif qui tend vers zero. 67. La probabilite d'un ecart a, sur \L epreuves, depend

de -. . examples numeriques. 68 Ecart probable et ecart moj'en; leur rap-
VH-

port. [69 Representation du numbre probable d'arrivees en introduisant

un facteur dont la valeur determine la coniiaoce mentee par la forrnule.

70. Ce qu'on doit entendre par jouer plus ou moms gros jeu, expression de

laquelle dependent les chances de perte sur un grand notnbre de parties

71 Application du iheoreme de Bernoulli aux chances electorates. 72. Dif-

fe"rence$ en ire les conditions reeltes et, les donnees du probleme precedent.
73. Le th^oreme de Bernoulli suppose la probabilite d'un eVenement inva-

riable, il buppose aussi que cette probability ait une valeur objective; re-

marques sur cette question. 74. Example d'une serie d'^preuves faites avec

probability variable.

53 Le hasard corrjge le hasard. Une vague experience reVele

la justesse de cette maxime a ceux m^mes qui en ignorent la

B. 5
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rigueur. Le mot rigueur n'est pa& exagere*. Les resultais de Pac-

tion libre du hasard sont predits avec certitude, sans gener en

rien ses caprices.

La certitude n'est pas celle d'un theoreme de Geom.etrie. 11

faut Paccepter dans le sens qii'indiqne Jacques Bernoulli, veri-

table inventeur de Pun des plus admirable*; resultats de la Science

mathematique : In usu vitce civili ubi moraliter cerium pro
absolute certo habetur.

Vous bortez sans abri par un violent orage, vous serez mouille,

cela e*t certain.

La certitude du theoreme de Bernoulli est de meme sorte. La

ressemblanoe va a Pidenlite. La mme objection peut ^'appliquer

avec autant, osons dire avec aussi pen de raison dans les deux

cas.

La pluie, dites-vous, me mouillera, qu'en savez-vous? Chaque
*

goutte esl dirigee par le hasard, aucune n'a de destination
;
rien

ne prouvant pour aucune d'entre elles qu'elle ira s'abattre sur le

promeneur, de quel droit affirmer de 1'ensemble ce qui est incer-

tain pour chacune?

Sans que 1'assertion soil certaine a la maniere du carre de

Phypotenuse, on pent la produire avec entiere confiance. II y a

plus : si deux protneneurs sorlenl ensemble et marchent sfins se

quitter sous la me*me pluie, non seulement ils seront mouilles

tons denx, mais ils le seront egalement. Si Pui d'eux accusait le

hasard de lui avoir donne la plus grosse part, il ne rencontrerail

pas plus de creauce que s'il affirmait n 'avoir rien recu.

Les ev^nements fortuits ressem blent aux gouttes de pluie.

Pourvu qu'ils soient asez nombreux, le hazard les distribue equi-
tablement entre tons les cas possibles, sans en favoriser aucuu.

Tel est le tbeorerne que nous alJons demontrer avec precision et

dont Pimportance meme justifiera plusieurs demonstrations.

La premiere repose sur plusieurs propositions, dont chacune

par elle-mme est de grande importance.

54. PROBLEME XLV1I. La probabilite d'un evenement
est p, celle de I'evenement contraire est q\ on fait p. epreuves
dans Les memes conditions. Quelle est la probabilite pour que
le premier evenement se presents n fois, le second p n fois?
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Si 1'ordre dans lequel les evenemenls doi\ent se succeder etail

assigne, Ja probabilite demandee serait (24) le produit de n fac-

teurs egaux a p el de
[x

n egaux a q

(1) pn>qV.~>>.

L'ordre restant indetermine, I'evenement pent tre decompose
en aulant d'auLres, de probabilites egales, qu'il y a de combinai-

sons possibles de
p. objets dont n sont egaux a A et

p.
n a B. Ce

nombre est

I . '2 . 3 ... >X

i. 2. 3. . .a. 1.2. 3. ..[x n
'

La probabilite demandee est done

e->t le terme general du developpement de (p -H g)^*

Si Ton ecrit

le premier terme represente Ja probabilite pour que ]
7

eve"nement

dont la probabilite est q ne se pr^sente pas une seule fois; le

deuxieme, ]a probabilite pour que cet evenement arrive une fois;

le troisieme, pour qu'il arrive deux fois, etc.

La somme des k premiers termes est la probability pour que cet

evenement, dont la probabilite est^, arrive an plus k i fois sur

ix epreuves.

La .^omme de tous les termes est la probabilite pour que Teve'-

nement arrive au plus [JL fois, c'est la certitude, el la somme des

termes est 6gale en efFet a 1'unite, puisque p -+- q = i.

35. PROBLEME XLVI II. La probabilite d'un evenement

est p, celle de U evenement contraire est q\ on fait pi epreuves
dans Les memes *conditions. Quel est, pour chacun des deux

evenements, le nombre d*arrivees le plus probable?

II faut trouver pour quelle valeur de n, jx
^tant
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['expression (a)

-

n

i. 2.

acquiert la phis grande valeur.

Si Ton range les expressions (2), c'est-a-dire les terines du

developpement de (p -h q)V, suivant Tordre des valeurs decrois-

santes de n, le rapport d'un terme an precedent est

n-+- 1

La valeur cherchee de n doit rendre ce rapport plus grand que

1'unite, et le rapport huivant, obtenu en changeant n en n i,

doit ^tre plus petit que Tunite.

Nous avons done, pour determiner n,

nq <d ]j.p np -+- p

et, a cause de p -+- q = i
,

n < ij,/? -t-jD.

Le nombre entier n est compris, d'apres ces formules, entre

deux limites dont la difference p -f- q est egale & I'linke*.

II est done determine.

On peut dire, en neghgeant la fraction, que ^.p est le nombre
le plus probable d'arrivees pour Pevenement dont Ja probabilite

est/?; le nombre d'arriv^es le plus probable pour I'evenenient dont

Ja probabilite est g est 'JL pp = pc/.

La combinaison dont la probabilite est la plus grande e^t done
celle dans laquelle les evenement^ se produisent en nombre pro-

portionnel a leurs probabilites.

56. Pour rendre possible 1'application des expressions trouvees-
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pour Ja probabilile, ilfaut transformer les produits qui j figurent.

Le nombre des facteurs, quand les epreuves sont nombreuses,
rendrait les calculs interminables.

La transformation repose sur la ce'lebre formule de Stirling

i . *2 . 3 ... /2 = e~n nn
y 2 TT n.

Les deux membres ne sont pas egaux, leur difference grandit

sanb limite quand n augmente; inais leur rapport tend vers ['unite*,

et cela sufiit. Nous devons d'abord demontrer cette ibrmule.

Posons

(r) 1.2.3. . .n = n 11

(/i),

et cherchons, lorsque n est grand, une valenr approchee de (/?)

On a rigoureusement, en changeant dans (i) n en n -+ i et divi-

saut la seconde equation par la premiere,

cp
( n -f- 1 ) (' n -4- i y1"^ 1

__

<?(*) *"
"" /l "hl '

par consequent,
/ i \-n

9(n -+- i)
= (#)( n-- j

/i H- -
j

> lorsque n est grand, differe pen de -

Si done on pose

? (/i) = -^(n),

la fonction A(/i), par le changemeut de n en n -+- 1, se mullipliera

par un facteur pen different de 1'unite. Nous pourrons ecrire

avec la certitude que fy(n) vaiie lentement quand n augmente.

&(n) varie lentement, mais il n'est pas constant et ne tend pas

4 le devenir. On a, en effet,

Posons, pour evaluer le second membre,
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on en deduil

Is = i nl( n )

\ */

el, en rempLagani l(i + -
j par les deux premiers tennes de son

developpement en serie, c'esl-a-dire en negligeant ^

Par consequent

et, en remplagant e"
2/z

par les deux premiers lermes de son deve-

loppement,

Nouti pouvons ecrire, en negligeant -,

in

On a au mme degr^ d'approximalion

la fonction i(/z) varie done, quand on neglige
~

5 suivanl la meine

loi que 0i,
Si Ton pose

^(/i) = ^F(/i),

par consequent

i. 2. 3.. .n = n"e~ n
)/n, F(/i),

la fonciion F(/z) variera Ires lentement, le rapport
~ se

r^duisanl a Tunit^ quand on neglige
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On pourrait contimier le meme mode d'approximation pour
chereher la valeur approchee de F(#), comme nous avons cherche

celles de f

f(n) el de ^(/i); ma is *l est permis de s'arre'ter, parce

que, d'apres 1'evaluation obtenue pour le rapport
~--> on

peut demontrer que F(/i) tend vers une valeur constante par

laqnelle on peut des lors le remplacer si n esl tres grand.
F(/i -+- 1) . . , |,

. , , , ,. i

=-; - se reduisant a L unite quand on neglige y> on peut

poser

F(n-t-i) ___ Xi_~~ I "f"'

X, ne grandissant pas indefinirnent avec n, nous <
jn deduirons, en

changeant la valeur de /i,

F(TH-I)

F(/n-2)

Xi? X2 ,
. . ., X^ n'augmentant pas sans limite avec/?. En multipliant

les equations precedentes, on a

le second membre, et par consequent le premier qui lui est 6gal,

tend vers Tunite lorsqne, n e*tant de plus en plus grand, on donne

a/> une valeur quelconque, grande ou petite. On a, en effet,

(4)

6 tendant ver> zero lorsque n augmente. Le logarithme du second

membre de (3) ^st
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et, a cause de (4)*

Oeite expression tend verb zero quand n augmenle, parce que la

serie dont le terme general esl ~ est convergente: la somme des

termes qui, dans cette serie, suivent est done Ires petite, quel-

que loin qu'on la prolonge, et elle resle tres petite quand les

termes sont multiplies par des facteurs qui ne grandissent pas

sans limite.

Nous pouvons done po&er, en nommant G Ja limite constanle

vers laquelle tendF(/2j,

1.2 3. ..n = Gn"e-n
\/n.

Le theoreme, sous cette forme, elait connti de Moivre; Stirling

a trouve Ja valeur de la constante.

On a, d'apres un theoreme celebre de Wallis,

TC __ 2 2 4 4 '-it 21
2

"~
i 3 3 5 a /' i 2 n -+ i

que Ton peut ecrire

Si, dans cette formule, noiib remplagons i .a.3.../?, et 1.2. 3. ..

par leurs valeurs d&Juites du theoreme de Maivre,

1.2.3.. .n = Ge-'*n n
\/n,

i. a. 3.. .2/1 = Ge-

elle devient

2 2(2/1-4-1)

et, lorsque n devient infini,

G = V/2TC.



CHAP. IV. THEOREMS DE JACQUES HERNOULLI. 73

Nous pouvons ecrire eiifin

(5) r .2.3. . .n = e~nnn
v/2irAi.

Pour eprouver Inexactitude de cette formule, veritablement

indispensable dans les ealculs de probabilities, faisons ft = 20;

nous trouverons

i. 2. 3. 4. 5. ..20 = 9432902008176640000,

e
- 20 2o20 /4o -X 2422786385010400000.

Le rapport de ces deux nombres est 1,00417*

57. Les probabilities de deux evenements contraires elant p
et q, la combinaison la plus probable, sur

k

u epreuves, est celle

dans laquelle le nombre d'arrivees du premier evenernent est u,/> et

celle du second \j.q.

Cetle probabilite maxima est

(6)^ }

L'application de la formule de Stirling donne pour valeur

approchee _e-U- pV- /a~Tt|z

ce qui &e r^duit, en ayant egard a la condition p -r- q = i
,
a

i

Cette probabilite,
Ja plus grande de toutes, contient^ en divi-

seur. Elle tend veis zero, quand le nombre des epreuves aug-

mente.

58. Cherchons la valeur approchee du terme dans lequel Fexpo-

sant de p est
p./? A, en supposanl ce terme assez voisin du terme

maximum pour que - et mme -= soient petits.^ *
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L'expression exaete est

,

'

Le the'oreaie de Stirling la reduit a

On a, en negligeant --?

tXr/+ A -H -

r( _^ h \ t z.
J \ /I IH--

)
=

(
a or _|_ A -H -

I (

V W/ V^ a/\

et, par consequent, en negligeant -^*

1

(
l-^

P "
2

('
+ j)^

h

^-
TJI(J;

+
)
+

;
~
(--?)'

On a

I i __ i

T ~ __ yn (j PQ

el 1'on conclul

h \W+ b +
\ /i* J/i i>

) =^^^- ~"

(i-A)V KPx;
l-h

Je second facteur difFere fort peu de Tunile; on pent Ie supprimer
et remplacer le terme (8) par

(9)

La demonstration de cette formnle suppose h petit par rapport
a

p.; on 1'etend cependant a toutes les valeurs de A, sans qu'il en

resulte, lorsque p.
est grand, aucune erreur sur les chiffres.
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La Tone lion

decroit, en effet, lorsque h augmente, avec une telle rapidite que
sa valeur numerique n'a plus d'influence sur les chiffres con-

serves. La probabilile dans I'expression de laquelle on 1'introduit

est elle-ine*me d'une extreme petitesse et, quoique la formule

acceplee n'en soil plus la valeur approchee, la substitution de

deux quantites negligeables I'une et 1'autre est sans inconve-

nient.

On etend m^me ('expression approchee de la probability a des

valeurs de h pour iesquelles cette probabilile n'existe pas; A, en

effet, ne pent etre plus grand que u,/?,
et on le fait varier sans que

cela exerce d'influence sur les chiffres, entre oo et oo.

59. Par une fiction qui rendra les calculs plus faciles, nous

remplacerons le noinbre entier h par une variable continue, en

assignant a un ecart compris entre s et z -+- dz la probabilite

(10)

Ce mot ecart doit ^tre defini. On considere la valeur
[x/>

du

nombre d'arrivees de 1'evenement dont la probability est/> comme
une valeur norrnale, la plus probable de toutes, et les aulres sont

delinies par leur difference avec celle-la. Cette difference prend le

nom A*ecart.

Si, par exernple, on fait 10000 epreuves a pile ou face et que

pile se presenle 5oai fois, Vecart sera 21. Si Ton jette deux ds
36ooo fois et que sonnez .se presente 996 fois, I

1

ecart sera 5.

La substitution de la fonction continue (10) a i'expression qui

convient aux ecarts entiers, les seuls possibles, est comparable a

celle d'une courbe a un poljrgoae.

Supposons, par exemple, [x
= 1000, p = q = %

La formule (9) devient, pour h = 4<>,

3,2 0,0010286;
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pour h = 60,

e-7'2^ o,oooui883;
l/IOOOTt

pour h = 100,

g~-Q= o, 00000000062006.
y roooTt

L'influence d'un nombre aussi petit dans les (ormules est insi-

gnifiante; on pent le supprimer s'il existe, Tintroduire s'il n'existe

pas, le remplacer par un autre de meme ordre, les chiffres miles

dti resultat n'en seront pas modifies.

60. Quelques ^preuves'justiiieront la confiance accordee a la

formule (10).

La probability d'une erreur comprise entre z ei z -f- dz etant

il est necessaire <jue la somme des probabilitds de toutes les erreurs

possibles represente la certitude; on doit done avoir

Si Ton pose, en effel,

cette integrate devient

-^y e-<*dt,

egale a Tunite en vertu d'un theor&me tres connu.

L'^preu^e r^usbit mieux qu'on n'etait en droit de I'esperer;
toute formule approchee doit en etfet laisser craindre une erreur.

Le resultat, ici, est rigoureubement exact.
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61. Cherchons, cTapres la formule (ro), la valeur probable du
carve de 1'ecart, c'est-a-dire I'esperance mathematique de celui

qui doit recevoir une somme egale a s 2
. Gette esperance est la

somme des produits de chaque valeur de s 3
par sa probabilite :

elle a pour expression, d'apres notre formule,

POSOMS

la formule devient

(ID

62. Nous allons chercher directement la valeur exacte de I'espe-

rance malhematique dont la formule (n) doane la valeur appro-
chee. Posons

(P -+ q)^ = p^^r &\pV-*q -h A2 /?H-~
2
^
2 -+-... -h A^/^^-h ----

Les Lermes de cette formule represented! rigoureusement les pi'O-

babihtes dont (9) donne la valeur approchee.
La probabilite qui correspond a un ecart h est

ou on a

L'esperance matliematique de celui qui attend une somme egale

a h'1 est done

(u) S(fxy /i;*An/>H-y,

la somme S s'etendant a toutes les valeurs de n.

L'expression (i i) peut sV'cnre

On a
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puisque Pon multiplie par [A

2
y

2 tons les termes d'une somme egale

a 1'unite.

L'identit^

donne, en egalant les derivees par rapport a q, pralablement mul-

tipliees par q,

et, en remplac^ant (p + q) par 1'unite daas I'equation precedente,

qui est une identite", on en deduit

et, par consequent,

Ujdentite (i3), differentiee par rapport a y, donne, en multi-

pliant ensuite les deux membres par ^,

L I) (p H- ^)H--
9

et, a cause de p H- ^ = i
,

Ces formulas reduisenl la somme (12) a

C'est le resultat obtenu (61). La substitution des valeurs appro-
ctiees aux valeurs exacteb n'a donn^ aucune erreur.

II ne peut pas toujours en 6tre ainsi. Faisons une troisieme

epreuve. f

63. Cherchons la valeur probatjle de I'ecarts considere en gran-
deur absolue; cela est n^cessaire. car sans cela les termes n^gatifs

detruiraient les termes positifs et le resultat serait uul.

La valeur probable de z, d'apres la formule adoptee pourrepre-
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senter la probabilite d'une erreur z, est

jf

s*

.se ^P<J dz.

L'integration s'e"tend de o a L'infini settlement, parce que nous

ne considercms pas les valeurs negatives, dont on tient comple ce-

pendanl en introduisant le multiplicateur 2.

Posons

L'integrale devient

telle est 1'expression approchee de la valetir probable de z.

64. Calculons exactement la valeur probable de Tecart.

La probabilite d'un ecart egal a z est le terme dn developpe-
ment de (p -f- g)^ dans lequel 1'exposant de p est

JJL/? -r et celui

de y, p.y 5.

II faut multiplier ce terme

par ,5, afin de former 1'esperance mathematique de celui qui attend

uiie somme egale a z. On a, a cause de p -H q = i
,

pp + z et [Ay z sont les exposants de p et de q dans le terme

de (p -+- q)v*. Or, multiplier un terme

par

c'est prendre la de'rive'e par rapport a yO, en retrancher la derived

par rapport a q et multiplier la difference par pq.
Nous devons done prendre les termes de developpement de
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{p _|_ q^y- pour lesquels z est positif, c'est-a-dire

el relraneher la derivee par rapport a q de la derivee par rapport

a /?, pour multiplier ensuite le resultat par pq.
Les termes, on 1-e voit aisement, &e detrmsenl deux a deux : la

derivee par rapport a q du second est egale a la derivee du pre-

mier par rapport a/>; la derivee du troisieme par rapport a ^est la

derivee du second par rapport a /?, et ainsi de suite; il ne reste

que la derivee du dernier par rapport a /?.

i . -2 . 3 . . . fJi/?
1.2.3 . .

(1 q

C'est le produit par ppq du terme maximum, c'est-a-dire, d'apres

la valeur approchee (o7) de ce terme,

II faut doubler ce resultat, pui^que nous n'avons pris que Jes va-

leurs positives de z : il s'accorde avec Texpression obtenue (63).

60. Nous pouvons done accepter avec confiance Pexpression (9)

pour la probabilite d'un ecart egal a z,

La probabilite pour que z soil inferieur a une limite donne*e a,

c
7

est-a-dire pour qu'il soit compris entre a et -+- a, sera

ou, ea posant ?

ds

a __

>??

~' 8
dt.<i4) v*=y

Gette probability s'obtiendradans chaque cas particulier aTaide
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de Ja Table des valeurs de la fonction

que Ton trouvera a la fin du Volume.

0(), on peut le voir a Pinspection de la Table, tend rapide-
ment vers I'unite; on a

6(3) = 0,9999779,

6(3,70) = 0,9999998.

66. On pent, sans consulter la Table des valeurs de ia fonc-

tion <s>, deduire de la formule (9) d'importantes consequences.
L'ecart zero est le plus probable. II a cependant une probabilite

infiniment petite lorsque le nombre des epreuves devient infini.

La formule qui represente la probabilite d'un ecarf, inferieur a a

s'annule pour a = o. II faut remarqner qu'en substituant un va-

riable continue a 1'ecart, qui necessairement est entier, nous de-

vons, pour representer Tecart nul, prendre tout J'intervalle entre

a = o et a= i. Nous n'avons plus alors une probabilite' rigoureu-

sement nulle, qui devrait diminner la confiance iospiree par la

formule.

Si I'on assigne a a une valeur d^terminee, quelque grande

qu'elle soil, la probabilite pour qu'il ne la depasse pas tend vers

zero lorsque p. augmente sans iimite.

On peut regarder comme certain, par consequent, que, le

nombre des e'preuves croissant indefiniment, Yecart croitra sans

Iimite. La probabilite pour qu'il reste an-dessous d'une Iimite

donn^e est infiniment petite.

Ce resultat fixe Je sens du beau the'oreine de Bernoulli; 1'ecart

relatif est de plus en plus petit, 1'ecart absolu de pins en plus

grand.

67. La certitude, quand Jes e'preuves se multiplient, de voir

Pe*cart absolu grandir sans Iimite peut se d6montrer a priori, inde-

pendamment de toute formule.

Le r^sullal le plus probable de
[x epreuves successtves est ]'ar-

riv^e
[JL/>

fois de Tevenement dont la probability est/?. Cette pro-
B. 6
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babilite maximum, quoique plus grande que toutes les autres,

tend vers zero; elle est (57) proportionnelle a

Les autres, cjni sont plus petites, tendenta fortiori vers zero
;

et, si I'on en prend un nombre designe, quei qu'il soil, leur somme

ne pent manquer de tendre vers zero lorsque, ce nombre restant

fixe, u. augmente indefiniment.

68. II faut insister, en donnant un exemple, sur cette distinc-

tion entre Pecart absolu, qui doit grandir, et Pecart relatif, qui

tend vers zero.

On joue a pile ou face. Combien doit-on faire d'epreuves pour

que la probabilite d'obtenir pile on face, sans preciser lequel, un

million de fois au moins de plus que 1'autre surpasse 0,0 1 ?

II faut determiner
pi par 1'eq nation

1 000 000

-<<& = 0,99.

On trouve dans la Table de la fonction (z)

0(i, 83) = 0,99.

Nous poserons done

i ooo ooo = 1,00;

v/l
on en de'duit

JJL
= 597 an millions.

69. La probability wa d'un ecart plus petit que a est, en g-
neral,

il depend du rapport et tend rapidement vers Punite quand ce

rapport augmente. Si 1'e'cart relatif - reste constant, -^= =\/? ~

augmentera sans limite, et la probabilite d'un ecart moindre que
a se rapprochera de la certitude.
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CherchonSj par exemple, le nombre d'epreuves cju'il
faut tenter

a la roulette pour avoir 99 a parier contre i de voir le zero sortir

plus d'une f'ois sur quarante en moyenne. Le nombre de sorties le

plus probable est une sur trente-sept; si le zero sort moins d'une

fois sur quaranle, Fecart est negatif'et plus grand que

Nous avons

6(1, 65) = 0,98.

La probabilite d'un ecart plus grand que a, si I'on pose

est done 0,02; le signe etant donne, elle esi 0,01.

Nous poserons done

a = 0,0014027,

-7^= = i, 65.

/2 }J,pq

En prenant
i 36

?=W * = W
on trouvera

1^
= 34848.

Quelque petit que soit Pecart relatif assigne, on pourra faire un

nombre d'epreuves assez grand pour rend re la probabilite de oe

pas Tatleindre aussi grande que Ton voudra.

70. Deux ecarts remarquables ont regu des noms qu'H faut

connaitre.

On a

0(0,4769363)=!.

L'ecart a d6fini par Pequation

a done probabilite e'gale d'etre ou de ne pas ^tre surpasse.
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Get ecart

0,47693/2^^

se nomme Vecart probable sur
[JL epreuves.

L'ecart moyen est la valeur probable de Tecart; il a pour va-

leur (64)

-p Vv-P? = ,79 789 /fW-
/

Le rapport de 1'ecart probable a 1'ecart moyen est 0,8468. Us

sont Tun el I'autre proportionnels a la racine carree du nombre

des epreuves.

71. On represents souvent le nombre d'arrivees de Tevenemenl

dont la probabilite est^? ?
sur a ^preaves successives, par

En assigoant ap une valeur numerique donnee, la probability pour

que le nombre d'arrivees soil compris enii %e les limiles indiquees

par celte formule est un nombre fixn, independant de
pi,

de p et

de q*

Dans une serie quelconque d'epreuves, il y a un a parier conlre-

un de voir le nombre d'arrivees de reVenemenl dont la probabi-
lite" est p compris dans les limites

neuf a parier contre un qu'il sera dans les limites

et rmlle a parier contre un qu'il ne ^ortira pas des limites

72. La formule (14) permet de d^finir avec precision ce qu'on*
doit entendre par j'ouer plus ou moms gros jeu.

Pierre joue i ooo parties, Penjeu est i
fr

;
Paul en joue 100, mai&

1'enjeu est io fr
.

Tous deux peuvent perdre iooo fr
. Us courent les m^mes risqiies,,
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mais n'j sont pas egalement exposes. Supposons un jeu equitable;
la probabilite do gdgner est/>, celle de perdre est q. La mise de

Pierre est a, celie de son adversaire est 6, et I'on a

pb qa.

Si Pierre gagne pp -h h parties, il en perdra ^q h\ son bene-

fice sera

A ) 6 ( !* # h) a = h(a -r- b).

II est proportionnel a h.

La probabilile pour que la somme perdue on gagne*e soit infe-

rieure a h(a -+- )
= S est done

]

La situation faite aux jouenrs par les conditions du jeu et par le

nornbre des parties est determinee par ie produit (a^rb)\/ppq.
Pierre expose io fr

par partie et jone 20000 parties, avec chance

egale de gagner on de pei'dre.

Paul expose egalement ro tr
,
mais sa chance de gain est Jg-seule-

ment; il doit, en cas de gain, recevoir 35ofr
. Combien Paul doil-il

faire de parties, a ce jeu equitable, pour courir les mmes risques

que Pierre?

Le nombre
[JL
des parties est donne par Tequation

= 36o 4/
-^^-

La situation de Paul, qui joue 671 parties, serait exaclement la

m^me que celle de Pierre qui en joue 20000, si les formuJes 6taient

rigoureuses; elles ne sont qu'approchees. II ne faudrait pas les ap-

pliquer a de petits nombres.

73. Supposons que, dans tin pajs qui compte 10 millions

d'e*lecteurs, on en designe 20000 par un tirage au sort, pour leur

faire elire un repre"sentanl. En supposant que le pays soit partage



86 CALCUL DBS PROBABILITES.

entre deux opinions, 45ooooo d'un cdte et Soooooo de 1'autre,

quelle est la probability pour que le candidat elu appartienne a la

rninorite.

Le probleme estidentique a celui-ci :

La probabilite d'nn evenement est o,45, celle de l'e*venement

contraire o,55; on fait entre eux 20000 epreuves, quelle esl la

probabilite pour que I'ecart depasse 1000 en faveur de V evene-

ment le moins probable .

La combinaison la plus probable donnerait a la minorite

9000 electeurh sur 20000. Pour que le hasard la transforme en

majorile, il faut un ecart superieur a 1000, dont la probabilite

s'evaluera en divisanl par 2 Pindicalion fournie par la f'or-

mule (i4)j qui se rapporte a un ecart infrrieur a a dans un sens

on dans l
?

autre.

La probabilite pour avoir un ecarl superieur a 1000 est

0(io) differe tellement peu de 1'unile que L'evenement peut

regarde coranae absolument impossible. La probabilite de gagner
deux quines de suite a la loterie serait beaucoup plus grande.

L' experience semble dementir la th^orie. Les minorites sont

representees, et, sans qu'il y ait aucune relation entre leur nornbre

dans le pajs et celui de leurs elus, celui-laest loin d'etre nul.

Le calcul precedent suppose, en effet, que, tous les 61ecteurs

etant inscrits sux une seule liste, on y prenne 20000 noms au

hasard pour composer le college electoral. II n'en est pas ainsi;

les electeurs d'un mme departement, d'un m^me arrondissement

quelquelbis ou cJ'une m6me ville ayant des interets comfnuns, ne

pouvant manquer de subir Jes monies influences, ne sont nulle-

ment assimilables a un groupe de votants designes independam-
ment les uns des autres sur le pays tout entier.

74. Lorsque la probabilite d'un evenement est connue, o'n pent

predire avec presque certitude la valeur approchee du nombre
d'arriv^es de cet evenement sur un nooibre connu d'epreuves.

Jl faut cependant faire d'importantes reserves.

Le th^oreme reste vrai quand la probabilite de l'e"venement est
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inconnne. Le rapport du nombre des arrivees de I'evenement au

nombre total des epreuve*> s'approchera certainement de cette

probability* inconnue, si I'on augmente sans ce^se le nombre des

epreuves. Si, par exemple, on puise dans une urne contenant des

bonles blanches et des boules noires, en remettant apres chaque

tirade la boule qui est sortie, le rapport du nombre de boules

blanches sorties au nombre des tirages convergera vers la proba-
bilite assignee par la composition de J'urne.

Mais deux conditions sont necessaires : la probabilite ne doit

pas changer pendant les epreuves, et elle doit avoir une valeur

determinee.

Un evenement incertain n'a-t-il pas toujours une probabilite
determinee connue ou inconnue?

II faut se garder de le croire.

Quelle est la probabilite pour qu'il pleuve demain?

Elle n'existe pas.

Non pas parce qu'elle varie d'un jour a I'autre avec Tetat du

ciel et la direction des vents; mais parce que dans aucune circon-

stance elle u'a de valeur objective, la m^me pour tons ceux qui
I'evaluent sans se tromper.

II pleuvra ou il ne pleuvra pas, I'un des deux evenements est

certain, des & present, et I'autre impossible. Les forces physiques
dont depend la pluie sont aussi bien determinees, somnises a des

lois aussi precises que celles qui dirigent les planetes.

Oserait-on demander la probabilite pour qu'il y ait eclipse de

lune le mois prochain?
Uo homme est age de quarante ans, quelle est la probabilite

pour qu'il vive dans dix ans?

Ni I'evenement cette fois, ni 1'eveneinent contraire n'ont, des a

present, certitude egaie a celle d'une eclipse, mais la piobabilite

n'a pas davantage, pour cela, de valeur objective, inde'peridante

des renseignements connus et du bon jugement de celui qui en

fait usage.

Le roi de Siam a quarante ans, quelle est la probabilite pour

qu'il vive daus dix ans? Elle est autre pour nous que pom ceux qui

ont interroge son me*decin, autre pour le me*decin que pour ceux

qui ont rec.u ses confidences; tres differente enfin pour des con-

jures qui preudraient leurs mesures ponr 1'etrangler le lendemain.
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Toutes ces probabJIites sont subjectives, il rTen existe pas d'ob-

jective. L'esprit se refuse a concevoir une urne contenant de^

boules blanches et des boules noires que Ton puisse composer

chaque maim de telle sorte que la chance de vie pendant la jour-

nee puisse eire remplacee, pour un individu designe, par le tirage

d'une bonle dans cette urne.

Les cas precedents ne peuvent etre pris pour exemple de I'appli-

cation du iheorerne de Bernoulli. Que ie roi de Siam meure ou

vive, ii est impossible de renouveler 1'epreuve.

II iaut considerer, au lieu d'un evenement isole, une classe

d'evenemenis defmis tous ensemble sans distinction. La re"ponse

alors est moins evtdente.

QueUe est la probabilile pour qu'il pleuve dix Ibis a Paris pen-
dant Ie mois de Janvier? On ne du pas de quelle annee.

Pour qu'un habitant de Paris age de quarante ans vive encore

dans dix ans? On ne designe pas inhabitant.

Ces deux questions, semblables en ripparence a celles qui ont

ete posees d'abord, en sont r^ellement tre& diflerentes. Nous re*u-

nissons en eflet, sans distinguer entre eu\, tous les jours du mois

de Janvier de toutes les annees et tous les hommes ^ges de qua-
rante ans, au lieu de designer un seul jour et de s'occuper d'un

seul homme.

Supposons que les progres de la Science permetlent la predic-
tion des jours de pluie avec une certitude egale a celle des e'clipses.

Le Tableau dresse a Tavance souslrairait le probleme a la theorie

du hasard, mais pour I'y faire rentr-er s'il s'agit d'un jour inde*-

termine du mois de Janvier choisi dans une annee indeterminee.

L'assimilation ^ une urne devient possible alors. Le nombre des

boules est le nombre des journees de Janvier pendant un ^rand
nombre de siecles

;
celui des boules blanches, le nombre des jours

de pluie.

Une difference suhsiste. Dans les epreuves relatives aux jours
de pluie, on ne pent ni agiter les boules ni les remettre dans

J'urne. En termes plus clairs, 1'ev^nement observe un jour n'est

pas sans influence sur celui du jour suivant.

S'il s'agit des chances de mort pour un Francais age* de qua-
rante ans, la question est moins ^vidente encore. On ne peut plus

supposer le tableau des evenements dresse a 1'avance avec certi-
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tude ni accepter, a priori, I'assimilation avec les lirages dans une

urne.

II n'est pas permis d'affirmer ia regularile de la proportion des

deces dans une grande ville ou meme dans un grand pays.

Cette regularite est reveiee par la statistique; elle est tres

remarquable, mais nullement necessaire.

Le rapport du nombre des deces a celui des survivants est, pour
tin age donne, a peu pres invariable.

Le rapport du nombre des naissances masculines a celui des

naissances feminines est constant a tres peu pres, a toutes les

epoqnes eL dans touj> les pays.
II serait impossible de le demontrer a priori.
Le nombre d'heclolitres de ble recoltes dans un departenient

vane d'une annee a 1'antre.

Ponrquoi celui des naissances est-il invariable?

On ne saurait en dire la raison.

La Constance des rapports, quand elle est constatee, donne-t-elle

le droit d'assimiler les chances ''es deces et celles des naissances

pour I'un et 1'autre sexe a des tirages fails dans une urne de com-

position invariable?

La consequence n'est nullement perrnise.

Les tirages au sort, si I 'urne est composee pour cela, seront

d'accord, en moyenne, avec la statistique. C'est une verit^ iden-

tique.

Mais de Pegalite des moyenne*? peut-on conclure celle des

cbances d'ecart? Ce serait admettre ce qui est en question.
Substituons aux hommmes d'une meme ville les moutons d'un

meme troupeau'et faisons la statistique de Fabattoir; un marche

fait pour un grand nombre d'annees regie le nombre des victimes,

la regularite est parfaite. On pent composer I'urne dans laquelle

on tirera avec certitude, pour un nombre suffisant d'epreuves, un

noinbre moyen de boules noires egal a celui des moutons sacrifies

chaque jour.

L'assimiiation n'ira pas plus loin. Le nombre des boules noires

variera d'un jour a 1'autre; le nombre des moutons sera invariable.

On fait une experience sur les des. On Jes introduit dans un

cornet, on agite, on les lance eton note le coup. L'epreuve repetee
20000 fois confirme les previsions theoriques. Tous les cas se pro-
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duisent proportionnellemenl a leurs probabilites. L'experimen-
tatenr se fatigue; une seule chose importe apres tout, c'est de

mettre le hasard a 1'epreuve. 11 dicte les points sans jeler les des,

il s'interdit le choix, le hasard parle par sa houche.

Obtiendra-t-il les memes resultats? Aura-t-il 1000 doublets

environ sur 6000 epreuves? Le noinbre des poinls impairs sera-

t-il peu different de celui des points pairs? II serait temeraire de

1'affirmer. L'improvisaleur des coups de des pent se dire : il y a

longlempb que je n'ai appele le double six, 1'impartialile veut qu'il

ail son tour. Le sort n'a pas de tels scrupules, et il pourra arriver

qu'une trop grande conformite aux proportions prevues trahisse

I'intervention d'une cause perturbatrice.
Si Ton jette deux des 6000 fois de suite, le nombre

le plus probable des doublets est 1000, I'ecart probable est

0,476934/^2 = 19,4706 et I'ecart moyen ^Jv/5ooo = 23,0829.V d /
Si, en faisant tooo series de 6000 coups, tous les ecarts sont

inferieurs a vo
;

si la valeur mojenne des ecarts, an lieu d'etre a3,

estinf^rieure a 10, on pourrait a/firmer avec une certitude presque
mlaillible Fexistence d'une cause regulatrice corrigeant les ecarts

du hasard.

75. Lorsque la probabilile d'un evenement est variable d'une

epreuve a 1'autre, le theoreme de Bernoulli n'est plus applicable.
La generalisation proposee par Poisson sous le nom de lot des

grands nombres manque non seulement de rigueur, mais de pre-
cision. Les conditions supposes dans Penonce ^chappent par le

vague a toute appreciation mathematique. On peut, dans un cas

simple et digne d'interel, appliquer le theoreme de Bernoulli,

rnalgre la variation des chances pendant les epreuves.

Supposons une urne contenant un nombre X de boules blanches

ou noires, la probability d'en extraire une boule blanche est /?,

celle d'extraire une boule noire est q.

On fail
(JL tirages sans remettre dans 1'urne les boules qui en

sortent. Si \ et
JJL

sont de grands nombres, il est tres probable qua
le rapport du noinbre des boules blanches sorties a celui des

boules noires differera peu de^* En ne remettant pas les boules,
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on change a chaque epreuve la probabilite de choisir une boule

blanche; mais ce changement est, en quelque sorte, un reguiateur
de la proportion prevne par le theoreme de Bernoulli. Quand la

proportion d'une des coulears est inferieure a ce rapport normal,

la probabilite pour elle augmente et les epreuves Miivantes ont

pins de chance pour corriger Tirregularite.

On pent preciser cet indication.

Soient A le nombre tolal des boules, \p celui des boules blan-

ches, \q celui des boules noires. La probabilite de tirer sur

[JL epreuves pp k boules blanches et
JJL^ -f- k boules noires est,

comme on le voit aisemenl,

1.2.3. . .
\J.p k . 1 . 2 . 3 . . .

f.

1 . 2 . 3 . . . X D . 1X
i.2.3...[(X \J.)q -V/r] i 2.3...X 1.2. 3. . .[(X JJL)/? k]

On a trouve (38) approximativement

->-

et, par consequent,

i. a. 3... (//> /r)[.2.3...(

En remplacant les fractions

i. 2. 3.. .f_
K2.3. ..(fjiyo

i . 2 . 3 . . . X/? . i . 2 . 3 . . . X q
I.2.3...X

par leurs valeurs deduites de cette formule, on trouve

i

i I*

C'est precisemenl la formule qui convient au cas ou Ton ne
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remet pas les boules, dans laquelle le nombre ^ des tirages est

muUiplie par T" ^
A

Si I'on tire la moitie des boules sans les remettre, la probability
d'un m^me ecart absolu entre le nombre des boules blanches et le

nombre le plus probable sera la meme que si I'on tirait un quart
seulement en remettant les boules.
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CHAPITRE V.

DEMONSTRATIONS fiLEMENTAIRES DU THEOREME
DE BERNOULLI.

L'cmploi du calcul est comparable a celui d'un instru-

ment dont on connait exactement la precision

FOURIER.

76. Lorsqu'un venement douteux peut se presenter de plusieurs manieres et

qu'une certaine grandeur resulte de chaque epreuve, la valeur probable diftere

de moins en moms de la moyenne des valeurs obtenues. 77. Application a

une serie de parties faites a un meme jeu de hasard. 78. Gas ou le jeu est

equitable, les enonces se trouvent en defaut. 79. Epreuves successives de

deux evenements contraires. 80. Troisieme demonstration du theoreme

de Bernoulli.

76. Le calcul dont parle Fourier est celui des moyennes.

Lorsqu'un evenement douteux peut se presenter de plusieurs

manieres entre lesquelles prononce le hasard et qu'une certaine

grandeur re*sulle de chaque epreuve, la valeur probable definie (47)

differera de moins en rnoins de la moyenne des valeurs obtenues.

La probability d'une difference superieure a un nombre donne,
si petit qu'il soit, tend vers zero quand le nombre des epreuves

augmente.
Soient "X^ \.2 ,

. . .
,
X/2 les valeurs possibles d'une grandeur, p t ,

p*i 3 Pn leurs probabilites. La valeur probable de la grandeur
est par definition
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Si 1'epreuve renouvelee un grand nombre de fois donne succes-

sivement les valeurs x\, x, . . .
, x^ la moyenne aritlimetique

\ -+- X* -h .

differera peu, si
JJL

est grand, de la valeur probable G.

Rien. n'est certain, bien entendu, mais la valeur probable du

carre de la difference

tend vers zero lorsque pi augniente. Lorsque la valeur probable
d'une grandeur tend vers zero, on n'en peut rien conclure. De

grandes valeurs positives peuvent avoir grande probabilite. aussi

bien que les grandes valeurs negatives qui les compensent; il en

est autrement quand la valeur probable d'un carre esl tres petite.

Toutes les valeurs possibles etanl de meme sig'ne, ancune ne peut
a la fois n'^tre pas tre* petite et ne pas avoir une probabitile tres

petite. La probabilite pour que la valeur surpasse un nombre

donne tend necessairement vers zero.

Nous considererons, dans le cas actuel, 1'expression eisentielle-

ment positive

pour demontrer que sa valeur probable tend vers zero.

L'expression (i) peut ^tre remplacee, en adoptant une notation

bien connue, par

XM X2 ,
. . . , \n desig-nant, comme on Ta suppose, les valeurs pos-

sibles de #4, J?2, %n et/? /?2 ,
- . .

, pn leurs probabilites, la

valeur probable de xf est

Representons-la par H; x*, x\, . . .
,

a?* ont m^me valeur pro-
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bable, puisque rien neies distingue. La valeur probable de S&f est

done
[jtH.

La valenr probable de x Lx t
> esl (48) le produit de la valeur pro-

bable G de xt par la valenr egale G de x t -.

La valeur probable de Xi est G.

La valeur probable de la somme (a) est done

qui se reduit a

H- P* K

Quels que soient H et G, elle tend vers zero lorsque p. aug-
mente.

77. Le theoreme precedent a de nombreuses applications.

Pierre joue a un jeu de hasard. S'il gagne ?
il recevra une somme

b, enjeu de son adversaire; s'il perd, il donnera une somme a. La

probabilite de gagner est /?, celle de perdre est q. Le gain pro-
bable a chaque partie est

pb qa = G.

La valeur probable du carre du gain est

z = H.

Si done, apres [JL parties, on nomme X le gain, positif on nega-

tif, resultant de ces
pi parties, la valeur probable de

(4)

est

Eo multipliant Pexpression (4) par pi

2
,
la valeur probable sera

,multiplie*e par p.
2

,
et
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est, par consequent, la valeur probable de

(5) [X-p(pb-<ya)]>.

Si Ton represente ce carre (5) par s 2
,
on aura

(6) X = \t.(pb qa}:s.

Le gain Xfait sur u. parties a un jeu quelconque est done repre-

senle par Ja somme de deux termer : Fun, completemenl connu,

proportionnel au nombre des parties joue'es; 1'autre e, qui depend
du hasard et dont le signe memo est inconnn.

Un Lei enonce, si I'on n'ajoutait rien, seraitinsignifiant. Ignorer
dans tine somme la valeur et le signe de Tun des termes, c'est ne

rien savoir sur Ja somme. Mais, sans connaitre e, nons avons sur

hii un renseignement. La valeur probable de e 2 est p(a -f- b)'
2
pg,

elle est proportionnelle a
p.;

celle de est done de 1'ordre de
y/pi

et le second terme de (6) deviendra de plus en plus petit par rap-

port an premier lorsque pi
croitra sans lirnite.

Nous comparons, il est vrai, la valeur certaine du premier terme

a la vaienr probable du second. Nos conclusions peuvent tre en

defaut
; mais, lorsque JJL augmente, la probability pourqn'il en soit

ainsi tend vers zero. II faudrait que Je hasard reridit 2 infiniment

grand par rapport a sa valeur probable.

Si w d^signe la probabihie d'une vaienr superieure a a, il en

^sulle dans la valeur probable de cette grandeur essentiellement

positive un terme *ua-, qui deviendrait a lui seul plus grand (jue la

somme dont il fait partie, si, Jorsque a augmente, w me devenait

pas ires petit.

En reduisant revaluation du gain fait en
p. parties au premier

terme

on pourra af6rmer avec une certitude croissante que I'errenr rela-

tive tend vers zero lorsque [X augmente sans limite.

78. Le cas ou le jeu est equitable doit e*tre traite a part.

On a alors

pb qa = o,

et le the*orme est en defaut.
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Le premier terme de la valeur (6) de X etant nul, le gain fait

en
p. parties se reduit a

X = s.

On ne peut rien affinner sur son signe. Quelque grand que
soit

[Ji, Pierre, a un jeu equitable, peut perdre ou gagner. La va-

leur probable du carre du gain positif ou negatif est proportion-
nelle au nombre des parties. On peut done tenir pour certain

X
qu'apres un grand nombre de parties la valeur moyenne du

gain fait' a chaque partie par celui des joueurs que le hasard a

X2

favorise sera tres petite. La valeur probable de --, carre du gain

moyen par partie, est en effet

\Lpq(a -+- b J
2

__ P<j( a -f- b)- t

[J.- [JL

*

elle tend vers zero quand JJL augmente.

79. Le theoreme demontre (77) peut s'appliquer aux epreuves
snccessives entre deux evenements contraires.

Soient/? et q les deux probabilites. Leur somme est egaie a I'u-

nite; une serie de
p, epreuves amenant, dans un ordre regld par le

hasard, Tun ou I'autre de ces deux evenements peut donner Jieu a

un jeu equitable. Pierre gagnera la [partie si i'eve"nement dont la

probabilite est p se presente; sa mise seraegale a />, celle de Tad-

versaire e*gale a q.

On aura, en adoptant ies notations du the'oreme (77),

Si, sur
pi parties, Pierre en gagne m et en perd |JL

m, son gain
seta

mq ( (x
m

) p = m IJL/?.

La valeur probable de

B.
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est done (76)

eile tend vers zero Jorsque p. augmente. On peut done affirmer

aver une certitude croissanle qne la difference entre le rapport

el la probabilite p lend vers zero lorsque le nombre des epreuves

augmente. C'est le theoreme de Bernoulli.

La valeur probable de i'expression (8) a ete obtenue deja sous

une an Ire forme.

La valeur probable (62) du carre de Tecart sur ^ epreuves

est .

Get ecart est la differencem pp. La valeur probable de(m

etant ypq, celle de
(^ p]

est 3L*

C'est le meme theoreme.

80. Nous* donnerons dn theoreme de Bernoulli une demonstra-

tion plus simple encore que la precedente.

Supposons deux evenements contraires ayant pour probability's

p etq. Sur
[JL epreuves faites enlre eux, les nombres d'arrivees les

plus probables sont
JJL/>

et pg; nommons ecart la difference entre

le nombre d'arrivees de Tevenement dont la probabilite esty?et le

nombre le plus probable p./?.

On promet a Pierre une somme egale a la valeur absolue de

Pecart, et non plus a son carre comme on I'a suppose dans la de-

monstration precedenie. Sans calculer Tesperance mathematique
de Pierre^ nous allons drmontrer qne, le nombre

[Ji
des epreuves

tjrandissant indefinimenl, cette esperance est tres petite par rap-

port a a.

Designpns par <p ([JL) 1'esp^rance mathematique de Pierre.

Si Pon doxible le nombre des epreuves, <p (pi)
deviendra

cp(2pi) ?

tres different de ao(u).

Partageons, en effet, les 2
pi Epreuves en deux series de

p..
L'ecart

peut, dans les deux series, avoir le me*me signe on des signes dif-

ferenls. Dans le premier cas, 1'eoart total est la somme des deux

ecarts parhels; dans le second, il est leur difference. L'esp^rance

mathematique, si Pon bait que lepremiercas seproduit, est 20
(p.);
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dans Ie second, elle est evidemment plus petite. Designons-la par

2oc<p([ji),
a etant plus petit qtie I'unite.

Solent pi la probabilite pour que, sur
JJL epreuves, 1'ecart soit

positif, y, pour qu'il soit negatif; la probabilite pour que, dans

les deux series de a epreuves, les deux signes de Tecart soient sem-

blables est /?J-f- q\\ pour qu'ils soient differents, elle est o.p { q^
On en conciut

On a

par consequent
p\

<o(2,u.) est done plus petit que 2(jji).

La somme

ne pourrait tendre vers Punite lorsque JJL augmente que dans deux

cas : on bien 1'une des probabilites/? 1 o\iq^ tend vers zero, ou bien

a tend lui-meme vers I'unite.

La premiere hypothese est impossible. Si, en effet, p {
tend

vers zero, il en re'sulterait que, sur un nombre d'epreuves ind^fi-

niment croissant, on pourrait regarder comme certain que 1'ecart

sera d\in certain signe. En jouant alors au jeu Equitable, defini (79),

I'un des joueurs, apres un grand nombre de parties, serait certain

de gagner.
La seconde hypothese est egalement inadmissible.

L'esperance mathematique de celui qui attend la difference de

deux e'carts ne peut Stre la meme que s'll attend leur somme.

Nous pouvons done ecrire

G d elant plus petit que I'unite* et ne s'en approchant pas indefi-

niment.

On en conciut
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et, en multi pliant ces equations,

cp
( a {ji;

= 2" GI Go - . - Gw w ( H- >

On en conclut

Les facteurs Gn G^, . . ., G etant plus petits que 1'unite et ne

tendant pas vers j'unite, iear produit tend vers zero. En posant
2,
n

p.
= 5, on a, lorsque 5 grandit sans limite,

Urn

L'esperance mathematique de celui qui attend une somme egale
a 1'ecart absolu sur z epreuves est done tres petite par rapport
au nombre des epreuves, et Ton pent regarder, par consequent,
comme certain qu'apres un nombre indefiniment croissant d'e

preuves I'^cart est infiniment petit par rapport au nombre des

eprenves.
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CHAPITRE VI.

RHINE DES JOUEURS.

Si le norabre des parties est mdefini, 1'avantage du

joueur le plus riche serait mfini si sa fortune pouvait
1'etre c'est pour cela que c'est courir a une ruine cer-

tame que de jouer indifTeremment aveo tous ceux qui

se rencontrent.

-81. Lorsqu'im joueur joue indefimment a un jeu equitable, sa ruine tdt ou tard

est certaine. La proposition semble contradictoire, elle ne I'est pas. 82. Lors-

que deux joueurs luttent indefiniment, quelles que soientleb conditions du jeu,

Tun des deux doit finir par se rumer. 83. Calcul numenque. 84. La perie

peut entrainer la ruine avant la fin du nombre convenu de parties. Cela accroit

les chances de ruine. 85. Deux mameres d'enoncer le probleme de la ruine

des joueurs. 86. Gas ou Pierre possedant m francs joue indefiniment a un jeu

equitable. 87, La valeur probable du nombre des parties est infinie. II n r

y
a pas contradiction. 88. Demonstration de I^nonce precedent. 89. Calcul

des chances de ruine dans un nombre donne" de parties. 90. Exemples nume-

nques. 91. Gas ou deux joueurs ont des fortunes donne"es. Chance de ruine

de chacun. 92. Gas ou le jeu n'est pas Equitable. 93. Autre maniere d'ob-

tenir le m6me resultat. 94. Gas ou les deux joueurs ont mtoe fortune et

exposent la meme mise. 95. Probabihte pour qu'un joueur qui joue inde-

finiment finisse par se ruiner. Trois cas peuvent se presenter. 96. Le cas

.ou la ruine n'est pas certaine est celui ou le joueur a un avantage.
97. Exemple numerique. 98. Probability d'etre rume* pr^cisement apres un

nombre donne de^ coups. 99. Valeur approche'e de la probability. 100. Pro-

babilite* pour que la ruine soit poste*rieure au
(jL

l4me
coup. 101. Valeur maxima

de la probabilite. 102. Valeur maxima de la valeur approchee. 103. Valeur

probable du nombre des parties jouees avant la mine de run des joueurs.

104. Cas ou le jeu n'est pas Equitable. Theoreme de M. Rouche. 105. 6vi-

dence apparente du th^oreme. 106. Insuffisance de la demonstration.

107. Reduction du cas ou le jeu est Equitable au cas general. 108. Cas ott les

fortunes sont e*gales en commenc,ant le jeu. , 109. Cas ou deux joueurs luttant

Tun contre 1'autre peuvent Tun et 1'autre toe rujne*s. Insuffisance d'un raison-
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nement qui semble fort simple. 110. Gas oil Pierre et Paul posseclent cha-

cun a fr
. 111 Cas ou ils possedent 3 fr

. 112. Gas general. 113. Examen

d'une combmaison proposee pour accroitre les chances de gain.

81. Le jen mine ceux qui s'y livrent. II n'y a exception que

pour les joueurs auxquels les conditions accepte'es accordent un

avantage.
Le fermier des jeux a Monte-Carlo pent accroitre sans crainte

le nombre des coups. La menace ne s'adresse qu'aux pontes.

Lorsque le jeu est equitable, la ruine tot ou tard est certaine.

La proposition semble contradictoire. En ruinant Fun des

joueurs, le jeu enrichit 1'autre; en s'exposant a perdre une for-

tune, on a 1'espoir de la doubler.

Gela n'est pas douteux
; mais, qnand la fortune est doublee, le

theoreme s'y applique avec la mme certitude : elle pent doubler

encore, centupler peut-tre, tout sera emporle a la (bis par un ca-

price du hasard. En combinn de temps? Nul ne le sait
;

la proba-
bilite augmente avec le nombre des parties et converge vers la

certitude. G'est cette progression extrmement lente, il faut le

declarer tout d'abord, a Petude de. laquelle est consacre ce Cha-

pitre.

82. Lorsque deux joueurs luttent constamment Tun centre

1'autre, quelles que soient leurs fortunes et les conditions, equi-
tables ou non, du jeu qu'iU renouvellent sans cesse, 1'un des deux

finira par miner 1'autre
;
la probabilite pourqu'ils puissent faire un

nombre donne de parties tend vers zero quand ce nombre

augmente.

Lorsque deux joueurs, en effet, font un grand nombre de par-

ties, la probabilite de la repartition la plus probable entre les par-

ties gagnees et perdues par 1'un d'eux tend vers zero quand le

nombre des parties augmente. Elle est (57) inversement propor-
tionnelle a la racine carr^e du nombre des parties.

Si la probabilite de la combinaison la plus probable tend vers-

zero, il en est de mme, a plus forte raison, de toute autre com-

binaison designee et, par consequent, aussi d'un ensemble de

combinaisons quel qu'il soit, dont le nombre ne croitrait pas inde-

finiment avec le nombre des parties.



CHAP. VI. LA RUINE DES JOUEURS. lo3

Quelles que soient les mises des deux joueurs, on peut assigner

une repartition des pertes et des gains, telle que la compensation
soit parfaite et que chaque joueur, a la fin, se retrouve avec sa for-

tune primitive. Si, prenanl pour point de depart ce mode de re-

partition, on accroit le nombre des parties gagnees par Tun des

joueurs, le gain sera pour lui, pour chaque partie gagnee de plus,

et par consequent pour chaque partie perdue de moins, egal a la

somme des deu\ mises, et tout ecart de cette repartition qui

equilibre les pertes et les gains ruinera I'lin ou I'autre joueur, si,

multiplie parla somme des mises, il donne un produit plus grand

que la fortune du plus riche.

En caracterisant les combinaisons par le nombre total des par-

tieb gagnees par Tun des joueurs, le nombre de celles qui, ne

ruinant aucun des deux joueurs, permettent la continuation du

jeu est done inde*pendant du nombre des parties jouees, et la pro-

babilite pour que Tune ou Tautre de ces combinaisons se produise

tend vers zero quand le nombre des parties au^mente.

83. Supposons, par exemple, que 1'on joue a pile ou face,

Tenjeu etant i
fr

la partie. Si le nombre des arrivees de pile est

egal a celui des arrivees de face, il n'y aura ni perte ni gain.

Cherchons combten il faut faire de parties pour que la probabi-

lite d'une perte de iooooofr

pour Tun des joueurs soil e*gale

a 0,999.

Pour que, en jouant i
fp

la partie, I'un des joueurs perde iooooofr
,

il faut que T^cart, dans un sens ou dans Pautre, soit plus grand

que Soooo.

On entend par ecart, il n'est pas inutile peut-etre de le rap-

peler, la difference entre le nombre des parties gagnees et le

nombre relatif a la combinaison qui rend les pertes nulles. Celte

combinaison correspond, dans le cas actuel, a Pe*galile des pertes

et des gains.

Si
}*.

est le nombre des parties jouees, la probabilite de la com-

binaison la plus probable est (57)
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et, dans le cas actuel, puisque p et q sont egaux a

La probabilite pour que le basard amene une des 100000 com-

binaisons pour lesqnelles la perLe est inferieure a iooooof' est

plus petite <|ue

100 OOO

(l)V '

Si done on a

100 000

i/f
TT

k

U I00

la probabilite d'une perte moindre que iooooofr sera plus petite

que YoTo t
? Par consequent, celle d'une perte plus grande surpas-

sera 0,999.

L'inegalite (j) donne

I016 .2

y millions de milliards de parties su/firaient pour donner la pro-

babilite demandee.

Si deux joueurs pouvaient (aire ce nombre immense de parties,

il y aurait pour chacun d'eux probability presque egale a ^ de

perdre plus de iooooofr et probabilite egale de les gagner.

Cette evaluation numerique pourra rassurer ceux que la certi-

tude de ruine effrayait plus qu'il ne faut.

La probability d'un ecart reste la mme (S8), lorsqne 1'ecart

diminne ou augmente proportionnellement a la racine carr^e du

nombre des parties. Si Ton divise le nombre des parties par i mil-

lion, en les reduisant a 7 milliards, Ja somme dont la perte par
Tun des joueurs aura 999 chances sur 1000 sera re*duite a ;oo fr

.

La methode precedente ne donne qu'une limite. Le calcul exact

est facile.

La probabilite pour qu'en jouant a un jeu equitable, les niises
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etanta et 6 et les probabilites de gagner a chaque partie /> et y,
la somme perdue ou gagnee soit inferieure a une limite S a ete

donnee (72); elle e*t

( a

b
,
____

\l>i \ji.pq J

en la retranchant de Tunite, on aura la probabilite pour que la

perle de Pun des joueurs soil plus grande que S.

On trouve dans la Table

0(0,09) = :
10 -

Si Ton pose
S = 0,09,

011 en deduira le nombre u des parties necessaires pour que la

probabilite" d'une perte s>uperieure a S soit egale a -.

Soient

n = -, q = -, a = i, & = i;
2 -,i

on trouvera

looooS 2
^

1 6'2

~~
'

Si Ton suppose S = 100000, on aura

IJL
= 624000 millions.

En prenant S = i oo, on a

fA
= 624000.

II faut laire 624000 parties a i
fr

pour que la probabilite de

perdre ou de gagner ioofr soit egale a ^.

84. Les chiffres precedents, donne"s sans commentaire, feraient

naitre une ide*e tres fausse sur les chances de ruine.

Nous supposons le nombre des parties convenu a Tavance. On

r^glera a la fin : telle a ete notre hypothese. La chance de perte

n'a rien alors de bien <^fFrayant, il y a une chance sur dix pour
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qu'apres 624000 parties jouees tout se reduise a une perte infe-

rieure a ioofr
.

La chance de mine que nous voulons etudier est bien diffe-

rente. On doit a chaque partie deposer lamise; si done, a un cer-

tain moment, la perte du joueur depasse sa fortune, il ne sera pas

admis a continuer et perdra toute chance de se relever. La pro-

babilite qu'il faut connaitre n'est pas celle de la perte finale, mais

celle de la perte maximum a Tun des instants de la s^rie de

parties.

85. Le probleme peut etre pose de deux manieres. On peut
considerer deux joueurs jouant I'un contre Pautre a des condi-

tions donnees, et chercher les chances de mine pour chacun

d'eux et les probabilites relatives a la duree du jeu, c'est-a-dire au

nombre des parties jouees avant la mine de Pun d'eux. On peut,

et c'est une etude tres differente, etudier le sortdu premier joueur
sans se preoccuper du second, supposer qu'il change d'adversaire,

qu'il en trouve tou jours un dispose a jouer aux monies conditions,

ou, ce qui revient au mgme, que celui contre lequel il entreprend
la lutte ait une fortune infinie.

Dans le premier cas, nous Pavons vu (82), lejeu doit finlr t6t

ou tard par la ruine de I'un des joueurs. La probabilite pour que
le nombre des parties necessaires atteigne une liinite donnee tend

vers z6ro quand cette limite augmente.
Dans le second cas, quand un seul des deux joueurs peut tre

ruine, la ruine est egalement certaine si Je jeu est equitable; la

probabilite pour que le nombre des parties depasse toute limite

est infiniment petite.

On pent le demontrer sans calcul. Supposons que Pierre pos-
sede m francs et qu'il ait resolu de risquer une meme somme a

un jeu Equitable, tant qu'il pourra deposer sa mise.

Nous pouvons supposer qu'une premiere lutte s'^tablisse entre

Pierre et un adversaire de fortune e*gale. Le jeu est Equitable.
Pierre a chance | de sortir vainqueur de cette lutte : ii posse*-
dera alors 2/w francs. Supposons-lui alors un second adversaire

possedant comme lui zm francs, Pierre a chance ~ d'etre mine

par lui, mais chance | aussi de le ruiner et de posseder 4m francs*

Pierre luttera alors contre un adversaire possedant ^m francs, et
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il aura chance
,
en le ruinant, d'en posseder 8m. La serie est in-

definie. On voit que, pour echapper a toutes ies chances de mine,
Pierre devrait avoir autant de bonhetir que si, jouant sans cesse

a pile ou face, il ne perdait jamais une seule partie. Une telJe per-
sistance doit tre ^videmment considere*e comme impossible el

Pierre, t6t ou tard, se ruinera.

L'assimilation avec le jeu de pile ou face est evidente. Pour en

eflacer toute difference, il faut supposer aux parties de pile ou

face des durees croissantes. Si I'une d'clles ne finissait pas, la de-

monstration perdrait toute sa force. Un tel hasard (82) doit etre

tenu pour impossible.

86. La demonstration precedente, en montrant la mine du

joueur inevitable, n'apprend rien sur Ies probabilites relatives au

nombre de parties qui doivent 1'amener. Nous pouvons, des a pre-

sent, demontrer que la valeur probable de ce nombre de parties

est infinie. La contradiction senible choquante.
La mine est certaine, dit-on, et la valeur probable du nombre

des parties qni Ja procurent est infinie. Si le nornbre des parties

est infini on ne pourra pas Ies jouer, la ruine ne s'accomplira pas :

elle n'esl done pas certaine.

La mine est certaine. II ne faut pas confondre le nombre des

parties qui, vraisemblablement, seront jouees avec le nombre pro-
bable des parties; il faut surtout ne pas oublier ce que nous en-

tendons par certitude. Qnand on dit la ruine est certaine, tdt ou

tard, on n'entend pas aftirmer qu'apres un nombre de parties, si

grand qu'il soit, la ruine est assuree comme un theoreme de Geo-

metric. S'ii en etait ainsi, le nombre probable des parties ne pour-
rait pas, videminent, surpasser et serai t certainement tres loin

d'^galer cette limite infranchis sable.

La ruine est certaine, cela veut dire : la probabiJite pour que le

nombre des parties qui s'accompliront surpasse une limite donne*e

tend vers zero quand cette limite augmente.
La valeur probable du nombre de parties est infinie, cela veut

dire : Fesperance mathematique de celui qui doit recevoir autant

de francs qu'on jouera de parties est infinie.

Les propositions ainsi comprises ne sont nullement contradic-

toires.
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Supposons que Pierre, se mettant au jeu avec i
fr

seulement,

c'esl le cas le plus defavorable, soit decide a jouer, sans interrup-

tion, jusqn'a ce que ce franc soit perdu. La probabilite pour qu'il

le perde, tot ou tard, est une certitude; mais, quelle que soit la

limite qu'on voudra assigner, il y a possibility pour que le nombre

des parties jonees Ja surpasse. La probabilite pour qu'il eti soit

ainsi tend vers ze*ro quand la limite augmente. En disant que le

nombre des parties ne pent pas etre infim, on ne veut pas dire

aulre chose.

Si Ton promet a Paul i
fr

par partie que jouera Pierre avant

d'avoir perdu le franc qu'il possede en entrant au jeu, Fesperance

mathematique de Paul est, par definition, le nombre probable des

parties. II faudra, pour la calculer, multiplier chaque nombre pos-

sible par la probabilite correspondante. Or les nombres possibles

vont a Tinfini -
il n'y a rien de contradictoire a annoncer qu'en les

multipliant par des probabilites de plus en plus petites qui, sui-

vant notre fagon de parler, expriment des impossibilites, la somme

des produits augmente sans limite.

Le resultat est analogue au paradoxe de Saint-Petersbourg,

dans lequel nous asons rencontre deja une esp^rance mathema-

tique rendne infinie par 1'enormite des sommes dont la probabi-
lite paraissait assez petite pour qu'on n'j attachat aucun prix.

87. Demontrons que la duree probable du jeu est infinie pour
un joueur qui change d ?

adversaire et veut risquer Ja mnie mise,

a un jeu Equitable, tant qu'il aura possibilite de la mettre en jeu.

Considerons d'abord deux joueurs, Pierre et Paul, possedant
chacun im francs. Us luttent a un jeu equitable jnsqu'a la mine
de 1'un deux. Soit v(2m) le nombre probable des parties qu'ils

joueront, v(m} designant, par la mme notation, le nombre pro-
bable des parties quand les deux joueurs possedent chacun m francs.

La lutte entre Pierre et Paul pourra, sans que rien soit chang
aux chances de chacun, comnaencer par deux ^preuves distinctes.

Paul, dans une premiere serie de parties, risquera m francs

contre m francs de Pierre, et dans une seconde serie il exposera
la seconde moide* de son avoir contre la seconde moitie de celui

de Pierre.

Deux cas Ipourront se presenter : ou les deux luttes, quand
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elles seront terminees, auront le mme vainqueur, qui aura ruine

son adversaire
;
ou chacun gagnera I'une des deux series, et les

joueurs se retronveront dans la situation primitive, possedant
chacun 2/n francs.

On en conclut

(2) <p(2/7l)
= 20(/H) -1-

-9(2/71;.

Le nombre des parties se compose, en effet, des nombres de

parties faites dans les deux series, et dont chacune a pour va-

leur probable f(^), et de plus, eventuellement, du nombre de

celles qu'iJ faudra faire encore si, a la suite des deux series, on

se retrouve dans la situation primitive, ce dont la probabilite

est^.

L'equation (2) donne

(3) cp(a/; = 4p #*)

Suppo&ons maintenant que Pierre, possedant m francs, ait re-

solu de jouer sans limite contre tout adversaire qui se presentera.
On pent regler son jeu de la mamere suivante : il luttera d'abord

centre un premier adversaire possedant comme lui m francs. S'il

le ruine, il possedera 2/n francs; on lui opposera un second adver-

saire de fortune egale. S'il ruine le second, il possedera ^m francs

et pourra lutter, a chances egales, cootre un adversaire ayant
comme lui km francs. Le jeu continuera jusqu'a la rencontre d'un

adversaire qui, a ce jeu toujours egal, reussira a le miner.

On voit tout d'abord, comme on Fa remarque deja (80), que la

ruine de Pierre est certaine; il ne pourrait Teviter qu'en etant

toujours favorise par le hasard dans une serie indelinie d*6preuves

pour chacune desquelles la probabilite est
|.

Le nombre probable des parties est, d'apres 1'analyse prce-

dente,

(4) cp(w)-h ip(aw)H- icp(4^)-+-^?(S/7i)-i-
2i

i\.
O

Pierre, en eflet, est cei'tain de jouer la premiere srie, pour

laquelle le nombre pi^obable des parties est
<p(/rc)

: il a probabi-

lite ;7 de jouer la seconde : il suffit pour cela qu'il sorte vainqueur
de la premiere ;

il a probabilite j de jouer la troisieme, car il suffit
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qu'il gagne les deux premieres, etc. En ayant e"gard a la rela-

tion (3), la somme (4) devient

elle est infinie quel que soit <p(m).

89. Les chances de ruine d'un joueur, a un jeu equitable, se

calculent aisement lorsque, le nombre des parties etant fixe a

Pavance, on doit les faire, quoi qu'il arrive, et regler les comptes
a la fin. \

p et q de"signant les probability's de perie et de gain a chacune

des
[Ji parties, la probabilite pour que le nombre des parties per-

dues surpasse p.<? H- h, c'est-a-dire pour que la perte surpasse le

produit de h par la somme des mises, est

/----
(5) T- /

e *WdS .

V'2TtlJ.pq Jh

Si Ton pose

elle devient

Le premier terme est egal a
-|,

le second tend vers zero quand {JL

augmente.
La probabilite pour qu'un joueur, apres un nombre croissant

de parties, fasse un gain supeYieur a une somme donn^e, tend

vers 5, quelle que soit cette somme, quand le nombre des parties

augmente sans limite.

La probabilite pour qu'il soit en perte d'une somme e*gale tend

aussi vers
,
et la probabilite pour que la perte ou le gain restent,

pour un nombre croissant de parties, infer ieurs a un nombre donne
tend vers zero, quel que soit le nombre. Le jeu, on ne doit pas

1'oublier, est suppose equitable.

90. La probabilile d; une perte donnee pour un nombre donne
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de parties diminue rapidement quand la perte assignee esi

grande.

Supposons que Ton joue 1000 parties, p et q etant Fun el

Fautre egatix a i. La probabilite pour Tun des joueurs de perdre
un nombre de parties superieur a 5oo H- h, par consequent d'etre

en perte de a/ra/z, m etant la mise, e*>t

Le Tableau suivant donne la probabilite pour que le joueur qui

possede 2 A francs soit ruine en jouant mille parties.

h. A. h \. h. A..

1 0,^75 18 0,129 35 0,014

2 o,45o 19 o,n5 36. ... 0.012

3 o,{25 20 o,io3 37 0,010

4 o,4oo 21 0,093 38.. . . o,o<9
5 0,377 22 o,o83 39 0,007

6 o,353 23 0,073 40 0,006

7 o,33o 24 o,o65 41 o,oo5

8 0,307 23 o,o58 42 0,004

9 o,285 26 o,o5i 43 0,004

10 0,264 27 o,o45 44 o,oo3

11 o,2f4 28 .... 0,039 45 o,oo3

12 0,225 29 o,o34 4f> 0,002

13 0,206 30 0,0^9 47 0,002

14 0,188 31 0,026 48 0,002

15 0,172 32 0,022 49 0,001

16 o,i56 33 0,019 50
'
001

17 0,142 34 0,0 if> 82 o, 000004

Le Tableau suivant donne le nombre des parties qu'ilfaut jouer

pour que, les deux adversaires ayant a chaque par tie probabilite |

<le gagner, et Tenjeu e*tant i
fr

,
celui des deux qui sera favorise par

le hasard ait une probabilite- de gagner une somme supe*rieure a
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un noinbre donne :

Benefice assigne

dont la probabilite est |. Nombre des parties.

5o 5493
100 21970
200 87900

4oo 25i6o3

600 791108
1000 2197522

Les parties, comme dans le cas precedent, seront jouees, quoi

qu'il arrive. Si le jeu devait se terminer des qu'un joueur a obtenu

Le benefice demande ou des qir'il
ne peut plus deposer sa mise, les

resultats seraient tres diflferents.

91. PROBLEME XLIX. Pierre et Paulfont un nombre illi-

mit& de parties d un jeu dont les conditions sont equitables ;

leurs fortunes sont m et n. Quelle est, pour chacun d'eux, la

probabilite de rutner Uautre'l

Le jeu devant se prolonger jusqu'a la ruine de Pun des joueurs

peut 6lre assimiJe a une seule partie dans laquelle celui qui risque
m francs devrait, s'll est vainqueur, en obtenir m -h n. L'espe'-

rance mathematique doit tre egaie a la naise, et, si Ton nomme/>
la probabilite pour que Pierre ruine son adversaire, ('equation

p(m -h n} = m
donne

m +- n

On peut calculer directement cette probabiiite. Soit yK la pro-
babilite pour que Pierre ruine Paul au moment ou il poss^de
x francs et ou Paul, par consequent, en possede m -h n, x. On
pourra e'erire

Lorsque Pierre, en effet, possede x francs, il peut, a la fin de
la partie suivante, selon qu'il la gagne ou qu'il la perd, poss^der
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x H- b on x a francs
;

il j a done probabilite p pour que yx se

change en jr#+&, et probabilite g' pour qu'il devienneyx-a* L' equa-
tion (5) en esr la consequence.

pb etant egal a qa, puisque le jeu est equitable, la solution

generate de 1'equation (5) est

a et p etant arbitrages.

Cette valeur de yx satisfait, OQ le verifie immediateme nt, et,

renfermant deux constantes arbitraires, elle est la solution la plus

generale.

On a, pour determiner Jes con^tantes,

jKo = o, ym+n~i,
on en deduit

,r m -+- n

par consequent,

qui s'accorde avec Ja solution precedente.
Cette solution pent donner lieu a une difficulte. Si les enjeux

& et b ne sont pas egaux a 1'unite, 1'un des joueurs pourra
tre forc^ de cesser le jeu avant d'avoir tout perdu, possedant
encore une somme inferieure a la mise exigee. Nous n6gligeons
cette petite sormne, qui, cependant, mettrait la formule en defaut

dans le cas ou elle formerait une partie notable de la fortune du

joueur.

92. PUOBLEME L. Les conditions restant celtes du probieme
precedent, on ne suppose plus les conditions du jeu equitables.

Quelie est, pour chacun des joueurs, la probabilite de ruiner

Vautre?

Un ingenieux artifice de Moivre permet de deduire la solution

de la theorie de 1'esperance mathematique.
Dormons a Pierre, au Lieu des m francs qu'il possede, m jetons de

valeur a, a2
,

. . .
,

cf.
m

;
a sera choisi ulterieurement. Remplagons

B 8
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egalement les n francs de Paul par n jetons de valeur a** r

a"*"2
,
...

,
a77*4"

72

qui conlinuent Ja progression.

Le jen se iaisant dans les conditions snpposees, la niise de

Pierre sera a jetons, au lieu de a francs, et celle de Paul b jetons.

On conviendra qu'a cliaqne partie Pierre exposera toujours les

jetons dontla valeur est exprimee par les plus hautes puissances

de a, et Paul, au contraire, ceux don I la valeur est represented par

les pins petites.

La serie des jetons restant tonjours la me'me, Ja separation apres,

chaque partie se fera en un point different, mais Pierre aura tou-

jours les premiers termes de la serie, et Paul tons les suivants.

La chance, pour chaque joueur, de perdre tous ses jetons est

independante de la valeur qu'on leur attribue et, par consequent,.

du choix de a. Le jeu sera equitable si Ton pose

CetLe equation se re\Uiit, quel que soil x, a

a i __ p_"~

c'est-a-dire, p +- q etant egal a i
,

(6) paL
a-^b a-fr- q = o.

Le jeu, grace a cet artifice, eLant devenu equitable, Tesperance-

mathematique de chaque joueur doit e"tre eale a sa mise
; et^

si Ton nomine Pm la probabilite pour que Pierre, qui a m jetons,,

ruine Paul, qui en a n, on aura

Pm ='

)
= a -+-

I

93. Le calcul de Pm pent se faire directement.

Soit yx la probabilite, au moment ou. Pierre possede x francs,,

pour qu'il finisse par miner Paul, on aura, coinme (91),

pb n'etant plus dgal a qa, 1'int^grale de cette Equation est, comme-
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on le verifie aise'ment,

(7) rar

C^ el C2 etant des constantes arbitrages eta satisfaisant a la con-

dition

. i

I = p vj> .+. q >
* J

qQ.

c'est-a-dire a 1'equation (6) deja obtenue

p aoH- a _j_ q 0<

Les constantes C< et G 2 se determineront par les conditions

evidentes

^0=: ym+n=*i
et Ton trouve

c'est le resultat deja obtenu (92).

L'equation (6) a pour racine a = i qui, evidemment, ne con-

vient pas ou qui, ptutot, sert a former le premier
> term e de la

formula (7), Cj i
37

.

94-. Si Ton suppose a= b = t et m = n, la formule donne un>

resultat signale par Huygens dans un cas particulier.

On trouve

et

I V, =
ptn 4_ qn

Les chances de ruine pour les deux joueurs qui possedent
chacun m francs, et exposent i

fr
par partie a un jeu dans lequel

les probabilites degagner chaque partie sontp pour Tun et g pour

Tautre, sont dans le rapport de pm a q
m

. On peut le d&nontrer

directement.

Les deux joueurs ajant rne*me fortune et les enjeux etant egaux,

ies successions de perte et de gain qui peuvent ruiner Pierre cor-
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respondenL une a une aux successions de gain et de perle qui pen-
vent miner Paul; il suffil de changer les pertes en gains, et reci-

proquement, pour passer d\ine serie a 1'autre. Dans I'une des

series, le nombre des parlies surpassera de m celui des gains;

dans 1'autre, ce sera le contraire. Les probabilites des deux com-

binaisons sont done entre eJles dans le rapport de

Ce rapport est celui des probabilites totales dont les termes sont

en mme nombre.

95. PROBLEMS LI. Pierre jone a un jeu equitable ou non,

mats dans des conditions invariables d* une partie a 1'autre,

contre tout adversaire qui se presente. Quelle est la probabilite

pour qu* iLfinissepar se ruiner?

La solution de ce probleme, deja resolu en partie (85), pent se

deduire des resultats precedents.

La chance tie mine est la mme, evidemment, pour Pierre que
s

?
il luttait contre un adversaire de fortune infinie.

Lorsque, Pierre possedant m francs, son adversaire en pos-
sede n, la probability pour que Pierre soit ruine est (92)

a etant la racine de Peqtiation

= OJ

p et q sont les probabilites de gain pour chaque joueur a chaque

partie, a la mise de Pierre, b celle de son adversaire. II faut, dans

cette formule, supposer n infini. Trois cas peuvent se presenter :

a est plus petit que 1'unite, egal a 1'unit^ ou plus grand que

Si a est plus petit que 1'unite, Texpression (8), en y snpposant
n infini, se reduit a Punite. II est certain que Pierre sera ruine.

Si a est egal a 1'unite, la formule prend la forme
|, elle a pour
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valeur le rapport des derivees de ses termes par rapport a a

egal a Funile quand n est infini.

Dans ce cas, comme dans Je precedent, la mine de Pierre est

certaine.

Lorsque a est plus grand que Funile, la formiile (8) a pour

limite La probabilite de ia ruine de Pierre dans sa lutte contre

un adversaire de fortune infinie n'est egale, dans ce cas, ni a zero,

ni a Funite.

96. II importe de chercher a quelles hypotheses correspondent
les trois valeurs de a.

L'equation

q ya+b a A -h /?
= O

a, dans tons les cas, la racine a= i. Pour que I'autre racine reelle

et positive soit egale a I'unite, il faut que Fequation ait deux

racines egales et que, par consequent, a soit racine de liquation
derivee

q ( a H- b
)

+*- ! b y.
b - 1 = o.

Cette racine double etant egale a Funite, on doit avoir

}
b.

JLejeu, par consequent, est Equitable.

Pour celui qui joue indefiniment, a un jeu equitable, a esL egal a

Funite et la mine est certaine. Ce resullat a ete obtenu (85).

Le seul cas ou la ruine ne soit pas certaine est celui de a plus

grand que Funite : le jeu alors n'est pas equitable et les conditions

favorisent celui des joueurs dont la fortune est limite*e.

L'avantage, quelque petit qu'il soit
?
fail disparaitre la certitude

de ruine.

(Test le cas du banquier dans les jeux publics. Dans tout autre,

sa ruine serait certaioe.

Un avantage est pour lui juste et n^cessaire; il importe seule-
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inent de ne pas Texagerer. La chance de mine

lorsque a est plus grand que i, est petite. On pent, dans les

conditions ou se placent habituellement les maisons de jeu, la

considerer comme nulle.

97. Supposons, comme a la roulette ordinaire,

IQ 18

* = W *=ST

Les mises etanlsupposees egales a i
fr

,
a est donne par Pequation

^ a2
a-f-y? = o:

une des racines, comme toujours, est egale a 1'unite. C'est I'autre

qu'il fa tit prendre; on a

*- - IS.

q~~ 18'

La chance de ruine du banquier est done

/i8\

U/ '

7? etant le rapport de Favoir du banquier a la mise totale de Tun

des coups.
Si Ton suppose n = iooo

?
on a

98. PROBLEME LIF. Pierre joue a un jeu clans lequel il a
d, chaque partie la probabilite p pour gagner et pour perdre
la probability q* Lenjeu est i

fr

pour chacun des deux adver-

saires. Queile est la probabilite pour que Pierre, qui possede
m francs, soil ruin& precisement apres avoir fait p parties, de
telle sorte que la

(JL

Ume
partie lui enleve son dernier franc?
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Pour que Pierre ait perdu m francs en
[/. parties, il faut qu'il

j Lt-H m . , u m
ait perdu parties et gagne

*-

Le nombre a etant tel que ces deux fractions soient des

nombres entiers, c'est-a-dire de meme parite que m, la probabi-

lite pour que, bur
[Jt parlies, Pierre en gagne ? esl (54)

[l m jjn-m

Cette probability est plus grande que celle que nous cherchons.

On compte, en efiet, comme series de parties faisant perdre Pierre

en
p. coups, toutes celles dans lesquelles, a la fin de la

p.

1**
partie,

il est en perte de m francs. On doit exclure celles qui, avant de

procurer la mine de Pierre au
p.

m*
coup, I'ont procuree deja a

un coup anterieur.

Pierre une fois mine, en effet, le jeu doit cesser* il n'est pas
admis a exposer 1'argent qu'il n'a pas.

Le probleme resolu (18) nous fait connaitre le rapport du

nombre des combinaisons qui ruineront Pierre en
p. coups au

nombre total de celles qui assurent en
pi coups, joues quoi qu'il

arrive, la perte de ses m francs.

Si Ton considere, en effet, 1'une de ces combinaisons el que Ton

range les pertes et les gains dans 1'ordre ou ils se sont produits,
en les appelant en commen^ant par la derniere partie, Texces du

nombre des pertes sur celui des gains etant m, le rapport du

nombre des combinaisons dans lesquelles, a aucun moment, les

pertes et les gains ne seront en meme nombre, au nombre total

des combinaisons est (18) m etant la difference et
p.

la somme

des nombres de parties gagnees et perdues. Le nombre des cas qui

procurent la ruine de Pierre doit done etre multiple par la frac-

tion La probability pour que Pierre soit ruine pour la premiere

au al6me coup est

p. m {A-f-tfz
I.2.3...U~r- 5

(10) /?
2

q
2

r 2 3
"~

r * 3I . Z tj . . .
* L,2l*>Jmf
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99. .[/expression preeedente pent eHre rempJacee, lorsque p
et q sonl egaux a |, par une valeur approchee Ires simple. Le fac-

m
teur qui multiplie e&t alors le terme dont le rang s'ecarte de

du plus grand, dans le developpement de (/> + q}V'; il a ete cal-

cule (58).

La probabilite de ruiner en
JJL coups precisement celui qui joue

a un jeu equitable a i
fr

la parti e, et qui possecle m francs, esL

m^ _^
(ii) I e ^.

100, La probabilile pour que la ruine s'accomplisse en
^JL coups

precisement permet de calculer celle ponr qn'elle ait Jieu apres le

fJL

iemc
COUp.

Cette probabilite est la sonmie des valeurs que prend L'expres-

sion (10^ qnand on y remplace successivernent
JJL par les valeurs

u-j-2, p- H-4- ..-de m^me parite, seuls nombres possibles de

parties qui puissent procurer la ruine.

Si o
(jx) designe 1'expiession (10), la sonime

prolongee indefiniment est la probabilite pour que la ruine de

Pierre soit posterieure au
|jL

li>ine

coup. Cette somme, pour de

grandes valeurs de
JJL, peut ^tre remplacee par

;jO
c'est-a-dire, d'apres la valeur approchee de

<p(-3),

La probabilite pour qne Pierre soit ruine avant le ^me
coup

esi, par consequent,
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Si Ton pose = t2
,
celle expression devient

121

t* dt.

La Table des valeiirs de la fonction

2 rJL
f e-*dt =

V/TC JQ

se trouve la fin du Volume.

On en deduit, en appliquant la formule au cas d'un joueur qui

possede ioofr
et dont Ja mise est de i

fr

par partie, avec probabi-
lite

-|
de gagner on de perdre :

Probability d'etre ruine

Avant d'avoir fait 2000 parties 0,026

$000 0,114

TOOOO o
,
3 i 54

Le Tableau suivant, calcule a Taide de la formule (10), que

pour des petits nombres la formule approchee remplace mal,
donne la probability de perdre iofr en un nornbre j)r^cis de parties

infe'rieur a too.

__ 1.2. 3. 4. ..(^o? i). 10

!*

0,00664/16

0,00640106

0,00626906
O

,
OO6 I 2 \ OO

0,00698692

0,00686677

0,00573047

0,00660796

0,00548910

O,OO526203

0,005l536l

o,oo5o4846

0,00494647

0,00484764
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101. II est interessanl de chercher pour quel nombre
p,

de

parties la probabilite de voir la mine du joueur s'accomplir au

jji

lenie
coup precisement a la valeur maxima. L'expression de cette

probabilite, en supposant le-5 enjeox egaux a i
fr et la probabilite

de gainer chaque partie gale a ^, est

rn ( \ \t\
-i- x a

2

si Ton change p.
en

p. -j- 2, elle se multiplie par

\ 2
'

/\ * "/

c'est-a-dire

L'expression augmente avec
t

a
?
Lant cfiie 1'on a

^((jiH-OXjji-Ha)
2 ml*

c'est-a-dire

et la probabilite maxima correspond a

si m = 100.

On a

/ns 4

3
"

3
'

La probabilite maxima est egale a 0,0000926.

102. Si Ton rempla^ait I 'expression (10) par la valenr approche'e

la valeur maxima s'obtiendrait en egalant a ze*ro la d^rivee par
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rapport a
pi ;

on trouve

La difference des res til ta is ebt, par sa petitesse, nne verification

de la (brmule approchee.

103. PROBLEME L1II. Pierre et Paid jouent a un jen de

hasard. La probabiiite de gagner chaque partie est p pour
Pierre et q pour PauL Lenjeu de Pierre est a francs, celui de

Paul b francs. Pierre possede m francs, Paul n francs; Lejeu
est equitable. Quelle est la valear probable du nombre des

parties qui seront jouees avant la ruine de Vun desjoueurs?

En nommant yx celle valear probable lorsque Pierre possede
& francs, c'e^t-a-dire I'esperance matheirjatique de celui qui aurait

promesse de recevoir i
fr

par parlie jouee, on aura

II est clair, en effet, que le nombre des parties jouees comprend
d'abord la partie par laquelle on commence, qui cerlainementaura

lieu, et qu'apres cette partie I'esperance mathematique cherchee

est devenue y<c+i> ou y<c^a ,
selon celui des deux joueurs qui a

gagne.
La probabiiite pour que la valeur de I'esperance mathematique

devienne y^+b etant />, et pour qu'elle devienne y<jc-a etant q^

Fequation (12) est la consequence immediate des principes.

La solution ge*nerale de Fequation (12) doit contenir deux

constantes arbitraires, et ne peut evidemment en contenir davan-

tage.

Posons

en supposant^ = qa, Tequation sera satisfaite si Ton pose

a = -,
ab

et y restant arbilraires.
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La solution generate estdonc

Les conditions evi denies

ro = o,

ym+n = O

don nen l

y = o,

n _ m H- n
P ~ ab

et

Le nornbre probable des parlies est done proporlionnel au pro-

dull des forlunes des deux joueurs ;
il devient infini (88) lorsque

Tune des fortunes est infinie.

M. Rouche a etendu la solution precedente an cas ou le

jen n'est pas equitable. II a resolu le probleme suivant :

PROBLEMS FJV. Pierre et Paul jouent aux conditions

enoncees dans Le probleme precedent; mats le jeu n'est pas

equitable, La difference pb qa n'est pas nul/e. Trouper la

valeur probable du nombre des parties qui precef/eront la

ruine de Van des joueurs.

L'eq nation

df^finil, comme dans ie cas precedent ?
le nombre probable des

parties qui restenl a jouer lorsque Pierre possede x francs el Paul

772 -h n x francs.

On satisfait a cette equation, quelles que soient les constautes

qui y figurent, except^ dans le ca.^ traite precedemment ?
en posant

C",

a elant la racine de 1'equation
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et en prenant

G' =
~~

l

(a -+- b)p a

Ces valeurs sonl donnees par Ja substitution de (i3) dans

I'equation, en ecrivant qu'elle devient identique. C et C" restent

arbilraires. Quelles que sclent leurs valeurs, 1'eqnation est satis-

faite. On les cleterminera par les conditions

JKO
= o, ym+-n o.

En nommant P la probabilite calculee (92) pour que Pierre

finisse par miner Paul, on trouve, en effectuant les calculs,

, ,. (m-t-n)P in
( ' 4) y*= pb-qa '

resuliat elegant qui peut s'enoncer ainsi :

Le nombre probable des parties est egal au rapport de Vavan-

tage total de Vun des joaeurs a Vavantage da m&me joueur
dans chaque partie.

(m + /i)P est en eflfel Tesperance malhematique du joueur qui
a probabilite P de posseder Tenjeu total (m-\-n), m est la for-

tune de ce joueur, et le numeraleur est i'avRntage qui resulte pour
lui de la decision prise de continuer le jeu indefiniment. Le deno-

minateur est, pour chaque partie jouee, I'exces de son esperance

malhematique sur sa mise.

lOo. II semble facile de d^montrer ce theor^me directement.

Supposons pb aq positif, le jeu est avantageux au premier

joueur. Soit n le nombre de parties qui seront joules. Si p^
yC 2 ,

. . .
, py. sont les probabilites pour que le jeu finisse en x { ,

#2 ,
. , .

, x^ parties, le nombre probable des parties est

Celui qui aura droit a une somme egale a (i5) pourrait con-

clure avec drs acheteurs diff&rents des marches equitables pour
leur vendre en detail les avantages qui, suivant les cas, pourront

pour lui resulter du jeu. Si le nombre des parties est # un ache-
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teur recevrail la promesse du benefice correspondent; il devra

pour cela payer
b aq),

puisqne ehaque partie jouee equivaut pour Pierre a un avantage

pb aq.
Les ventes simultanees failes a des acheteurs differents ne

peuvent faire naitre aucune difficulte pour le reglement des

comptes. Quel que soil, en eflfet, le nombre des coups joues, Fun

des acheteurs se substituera au vendeur, eL les aulres n'auront

rien a reclamer. La somme payee en echange de la totalit dm

gain espere sera

CeLte somme est Texces, sur ia fortune de Pierre, de 1'esperance

mathematique resultant pour lui de la determination de conti-

nuer le jeu jusqu'a la mine de I'un des joueurs, a un jeu inegal

dont les conditions lui sont avanlageuses. Cette esperance matlie'-

matique est le produit de Tenjeti (m 4- n) par la probabilite P de

le gagner, et Tavantage du joueur est I'exces de cette espe-
rance mathematique sur la sornme qu'il possedait avant d'entrer

au jeu, mais qui, une fois le jeu commence, ne lui appartient

plu&.

On peut done ecrire

(p\x^^-p^os^^r...^-p^x^}(pb qa) == P(7?2-f-/z) m

et, par consequent,

P (m -H n ) m= -
pb _ qa

--

C'est le th^oreme de M. Rouche.

106. Nous avons plusieurs fois signal^ des raisonnements plau-

sibles, qtn", lorsqu'on y regarde de pres, manquent de rigueur et

conduisent a des conclusions fausses. Celui qui precede conduit

a une forrnule exacte. On peut cependant clever centre lui une

objection fonde'e.

Lorsqu'un joueur est admis a jouer une partie inegale, dont les
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conditions lui sont favorables, la probabilite de gagnerlamise b

de I'adversaire 6tant /?, et celle dc perdre une mise egale a a
etant q, 1'avantage de jouer une partie dans ces conditions a pour
valeur equitable pb qa ;

le droil de jouer un nombre x de par-
ties doit tre paye x(pb ##); c'est ce qu'il vaut.

Mais quand ce nombre x, au lieu d'etre donne, est designe
com me le nombre de parties jouees jusqu'a la mine de Pun des

joueurs, ces parties, quoique le detail des pertes et des gains soil

inconnu, ne presentent pas les mmes chances que si Ton connais-

sait seulement leur nombre fixe a 1'avance etJes conditions du jeu.

Si, p.ar exeinple, le nombre de ces parties est assez petit pour que
Ja fin du jeu, que par hypothese elies procurent, ait exige la perte
continuelle du second joueur, le droit, pour le premier, de jouer

chaque partie ne vaut plus pb qa :
il vaut b.

Le calcul de M. Rouche* etait done necessaire, et le raisonne-

ment, quoique tr^s specieux, qui conduit au resultat exact, n'est

cependant pas rigoureux.

107. La demonstration (105) ne s'appJique pas au cas ou le jeu
est equitable. L'expression (14) prend la forme

;
on peut ea

trouver Ja vraie valeur.

La valeur probable du nombre des parties est

P(/n H-rt) m
pb qa

3

on a (92) t

OL etant racine de 1 'equation

p^a-^t-b a,
a ~r- q = o.

Si I'on suppose pb qa = e, e etant infiniment petit, a difFere in-

flniment peu de Funite. Posons

La valeur de P devient

mh-\
a

n) H
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et, en negligeant le carre de A,

m I hn\
(

j ;m -T- n\ a /
P =

Fexpression dti nombre probable de parties devient, par la sub-

stitution de cette vaJeur de P,

hmn

le rapport T est independanl de m el de n : le nombre probable des

parties est done

Cm/i,

Cetant une conslante; et, comme le nombre des parties est e*gal

a 1'unite quand on a m = a, n= 6, il faut supposes C = T* On

retrouve le resultat d^ja oblenu.

108* Dans le cas ou les deux joueurs possedent au debut la

mme somme, on peut trouver la valeur probable du nombre des

parties par une methode tres differente des precedentes.

Soito(/?z) le nombre pi obable des parties lorsque chaque joueur

possede m francs. Supposons que I'avoir de chacun soit double,

le nombre probable des parties deviendra
cp(a/?z).

Si Ton fait dans

I'avoir de chaque joueur deux parts egales a /n
:
on peut supposer

que chacun expose d'abord, dans deux luttes separees, la moitie m
de ses francs centre la moitie de ceux de son adversaire. Apres
cette premiere serie de parties, de deux choses 1'une, Tun des

joueurs a gagne deux fois, et 1'autre esl ruine, ou bien chacun

a ga^ne une serie et ils se retrouvent tous deux avec 2/rz francs.

La valeur probable du nombre des parties est alors, comme au

debut, cp(2/w). La probabilite pour que le premier joueur ruine

son adversaire, lorsque tous deux possedent m francs, est (92)

i-h a.

et, pour qu'il soit ruine,

i -h a'
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La probabilite pour que 1'un des joueurs gagne une serie et

perde 1'autre est le produit de ces deux probabilites, qu'il fant

doubler puisqu'on ne dit pas dans quel ordre les evenements

doivent se succeder; on doit done avoir

fn

(16)

a etant (92) la racine de Inequation

LVquation (16) doune

Celte equation, si on la suppose vraie pour tonte valeur de ;??,

permet de determiner la fonction de
cp.

Nous nous bornons a

mentionner ce problem e, qui n'interesse pas le Calcul des proba-
bilites.

109. La probabilite dans un nombre donne de parties de la

mine d'un joueur, dont I'adversaire est infiniment riche, a ete

donnee par Lagrange, puis par Ampere dans le Memoire sur la

theorie du jeu, lequel a ete son debut dans la Science.

Lorsque deux joueurs luttent Tun conlre 1'autre et que cliacun

pent ruiner son adversaire, le probleme est tres different. La solu-

tion suivante, qui se presente d'abord, n'est pas exacte.

Soient m et n \e*> fortunes des deux joueurs. Supposons le jeu

equitable : la probabilite pour chaque joueur de gagner une partie
est -i, 1'enjeu est i

fr
.

La probabilite pour que le premier joueur mine 3e second est-
y pour qu'il soit mine lui-m^me elle est-- rn

Si Ton sait que Tun des joueurs doit e"tre mine, on peut ?
sans

changer les chances, supposer a 1'adversaire une fortune infinie.

Si done on nomme <p(/w, pi)
la probabilite pour qu'un joueur qui

possede m francs soit mine, en
pt. coups preeisement, par un ad-

versaire dont la fortune est iufinie, la probabilite pour que la

parlie engagee entre deux joueurs, dont Tun possede m francs et

B. 9
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Pautre n francs, *e termine en
pi coups precisement sei'a

Le raisonnement n'esl pas exact.

Si Ton sail que Pierre a ele mine par un aclversaire dont la

fortune est finie, on en pent conclure <jne le hasard ne 1'a pas

favorise : les combinaisons qui, debutant par un grand nombre de

parties gagnees, auraient mine son adversaire doiventtre exclues,

celles dans lesquelles il gagne an debut plus souvent qu'il ne perd
sonl rendues moms probables. La probability* pour que la luine se

soil produite en JJL coups n'est pins egale a y (/n, pi).

HO- PIIOBLEME LV. Pierre et Paul possedent chacun 2 fr
,

^5 jouent jusqu'a la ruine de run d'eux. La probabilite
de gagner chaque partie etant ^ et Venjeuegala t

fr
, quelle

est la probabilite pour que Le jeu se termine precisement en

2
p. parties?

Le nombre des parties doit tre evideinment pair. Si le jeu n'est

pa& terniine, chaque joueur possedera 2 fr
; car, en un nombre pair

de parties, la perle de chacun est nn nombre pair; si done elle

n'etait pas nulle, le perdant serait ruine.

Soit y^f
la probabilite pour que Je jeu ne soit pas termine en

2[x parties, on aura

08)

II est clair en effet qne, si le jeu n'est pas termine en 2jx par-

ties, ce dont la probabilite est j'^, pour qn'il ne le soit pas par
les deux parties qui suivent, il faut que chacun des joueurs gagne
une partie et perde 1'autre. La probabilite pour q u'il en soit ainsi est |.

De Tequalion (18), on conclut

et comme, pour p.= i, on aj^ = i, C est ^gal a 1'nnite. La pro-
babilite pour que le jeu ue soit pas termini apres 2[x parties est

done (TT>. Pour que le jeu se termine precisement en 2[x parties,
il faut

qii'il ne soit pas termine en a
JJL 2, ce dont la probabilite
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esL (-j)^"*, et que le mdme joueur perde Jes deux parties suivantes,

ce dont la probability est
-j.

Le produit (i)^ est la probabilite pour

que le jeu se termine a la 2
jjL

1lnti
partie.

HI. PIIOBLEME LVL Pierre et Paul possedent chacun 3 fr
,

Us jonent dans les conditions definies dans I'enonce precedent.

Quelie est la probabilite pour que I'un des deux soil ruine

precisement au coup de rang JJL?

Le nombre de partie-s doit etre impair. Apres 2[ji-f-i parties,

si le jeu n'eist pas termine, la perte et le gain seront un norabre

impair, il doit etre moindre que 3, il est done F unite : Fun des

joueurs posse'dera afr et Fautre 4
fr

- Soil y^ la probabilite pour que
le jeu ne soit pas termine au ^2[x-f- i)

leme
coup, on aura

(20) J>i-i= -{7*-

Si, en efFet, le jeu n'est pas termine au (2^ -f- i)
1 ^"14*

coup, ce

dont la probabilite est y^ il faut, pour qu'il ne le soit pas au

('2 IJL -f- 3)
lenie

,
on que chacun des joueurs perde une partie et

gagne Fautre, on que celui qui a conserve 4
fr
perde les deux par-

ties; la probabilite pour que Fun ou I'auire de ces evenements se

produise est --.

De I'equation (20), on conclut

On a d'ailleurs

car, pour que la partie soit terminee en trois coups, ii faut que le

me*me joueur gagne les trois premieres parties, ce dont la proba-
bilit^ esL \. II faut done prendre C = i

,
et Fon a

Pour que la partie se terznine precisement au coup 2p.-f-i, il

faut qu'elle ne le soit pas au coup 2[x i et que le joueur qui

possede 2fr settlement perde les deux parties suivantes, ce dont la

probabilite est {.
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La probabilite pour que le jeu se termineau coup de rang

precisement est done

i /3\

4V4/

112. M. Ronche a traite avec beaucoup d'elegance et de bon-

heur le cas general.

PROBLEMS LVII. Pierre et Pauljouent Vun contre Vautre

avec des probabilites ?gales. Us passedent chacun n francs
avant d'entrer aa jeu; a chaque partie Le perdant donne i

fr

au gagnantj et te jeu ne cesse que lorsque Vun quelconque des

deux joueurs est mine. QuelLe est la probabilite P pour que
le jeu se termine precisement a la fin d^une partie de rang
assigne?

Si, apres u, parties, le jeu doit encore se con tinner, c'est que
Tetat des fortunes est alors I'un des suivants :

(i, an ij, fa, a/i 2), ..., (n, /i).

la notation
(z",

2/7
z') indiquant que Pun quelconque des deux.

joueurs possede z francs et, par suite, I'anlre 2/i z'francs.

Designons par p/(^.)
la probabilite pour que, apres pi parties, le

JCMI ne soit pas encore termine et que 1'etat des fortunes soil.

(z",
*>.n

z').
On aura, par le principe de la probabilite totale,

p\ designant la probabilile de passer en une partie de Tetat

(/f, in A*)
a Tetat

(z",
2/1

z*).

Or on voit avec un peu d'attention que/?~' est egal a i, et que
pour les autres valeurs des indices p\ est egal a ~ ou a zero, suivant

que la valeur absolue de / k est egale a i ou differe de i . D'apres.

cela, la formule (21) donne les n relations

(aa)
-jCfi -4-1) = o

/z_3 (jji)



CHAP. VI. LA RUINE DBS JOUKURS. l3S

d'ou il faul tirer
sp< (j^); car, celle quantite etant connue, on aura,

pour la probabilile cherchee,

Or, bi !'on adjoignait aux equations (22) celles qu'on obtient en

changeant p.
en

JJL
-I- i dans la seconde, u. en a -f- i, a -h 2 dans

la troisieme, . . .
, p en

JJL
-h i

,
u. -f- 2, . . .

, JJL

-4- n i dans la

derniere, on aurait ^n(n -f- i)
relations qui, par I'elimination de*>

n(n -T-I) i quantites dont 1'indice difFere de i, conduiraient

a une equation de la forme

D'ailleurs, si a^ a>>, ..., afl designent les racines de L'equation

caracte'rislique que Ton obtient en faisant dans (28) <fi(p.)
== ^

3

Texpression generale de
cpi([x)

sera ^c^ajf, et, par suite, la valeur

<le P^ sera ySc/i-af"
1

, les constanles c^ c a ,
. -

,
cn etant determi-

jpees par Jes conditions initiales da probleme.
Cette determination se fait elegammenl de la facon stiivante ;

d'abord, ni Pierre ni Paul ne pen vent tre ruines avant la fin de la

^leme partie ;
d^autre part, la probabilile pour que le jeu cesse

juste apre^ la n^me partie, c'est-a-dire la probabilite pour qne
Pierre ou Paul perde n fois de suite, est

De la resul ten ties relations lineaires

(24)

qui permettraient d'obtenir c i: c2 , ..., c et, par suite, P^ en

fbnction des racines ao a2 ,
. . .

,
a/t . Mais ce que nous voulons,

c'est 1'expression de P^ en fonction des coefficients de 1'eqnation

caracteristiqtie.

Or, s*i Ton pose

(z <

et si Ton ajoute les equations (24) apres les avoir multipliees res-
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pectivement par les coefficients de
,

t
{ ,

t'
2

, ..., t
n~ { dans le

quotient
0(5) -

5

on oblient

5 a/t
2--*

ou, en multipliant par

et designanl par E(s; la partie entiere du premier membre,

z ak

On voit par la que le coefficient de - dans le developpemeiit du

premier membre est 2?^; la probabilite cherchee P^ est done

egale an coefficient de - dans le developpement de

II reste a trouver Tequation caracleristiqne. An lieu de la cher-

cher par le procede laborieux ci-dessus mdique, nous i'obtien-

drons rapidement comme il suit : les relations (22) montrentque,
si Ton pose

on a

dela re*sultenl les ecjuations

_! -4- ^-2 = o,

rt-t -h .r d; 7i^2 -4- ^/^a = o,
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ou x designe la quantite 2 ;
et 1'elimination des

<j/
donne

Les valeurs evidentes

et IVchelle de relation

que Ton obtientimmediatement en d^veloppanl le determinant par

rapport aux deux dernieres ligacs, prouvent que la function \rn

estcelle quel'on rencontre dans la theorie de la division du cercle

en parties egales et cjui a pour expression

n (x -\ = a?"- *~* H-

-*-(!)'

r designant le plus grand noinbre entier con ten u dans ~n.

Done
Pj;.

est le coefficient de - dans le developpement de

ou, ce qui revient au me'me, en posant

23 = -?

JJ,,

est le coefficient de yV*~" dans le developpement de

( i)^-* i

A/ de\ignant le coefficient de xn ~"21 dans Vw (

egal a zero quand 1'indice i surpasse ^n.

et, par suite, etant
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Ce quotient a pour expression

B/ designanl le determinant d'ordre

On voit par la que, si u, n est impair, P^ est mil, et que, si

JJL
n est pair et egal a zk, on a

Une verification s'offre ici d'elle-meme. Pour /z = 2 ou /z = 3,

le determinant B>t se reduit a son terme principal, et 1'on retrouve

immedialement Jes resuliau obtenus directement aux n os ilO

etlll.

113. On pent rattacher au probleme de la ruine des jonenrs

Fesperarice, acceptee souvent, d'accroitre les chances de gain par
une ingenieuse disposition des mises et du nombre des parties

jouees. Toutes ces combinaisoiib sont illusoires. Si les conditions

du jeu rendent pour cheque partie IVspeiance inalhematique egale
a la mise, ]

7

egalite eastern, quoi qu'on fasse, quel que soit le

nombre des parlies.

Nous nous bornerons a examiner un procede plausible pour
accroitre les chances de gain en laissant celles de perte petites.

Un joueur entre au jeu avec la resolution de continuer tant (jue

le sort lui sera favorable et de se retirer apres sa premiere perte.
Le nombre des parlies qu'ii jouera pent ^tre Jllimite et Je benefice

immense; la perte, au contraire, sera necessairement petite, egale
tout au pllis a la mise pour une seule partie.

Lorsque Ton compare, cependant, les chances de perte a celles

de gain, on les trouve, comme cela doit e"tre, dquivalentes, lorsque
les conditions du jeu, a chaque pirtie. &ont equitables.
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Soient

p la probabilite de gagner une partie;
a la somme a recevoir;

cj
la probabilite de perdre;

b la somme a payer dans ce cas
;

on a

P+-q = i.

Le joueur a une probabilite q de perdre la somme b \ une pro-
babilite pcj de gagner a b

;
une probabilile p-q de gagner

2 a &, etc.; une probability pn
q de gagner net b. Son espe-

rance niathematique, an moment ou il se met au jeu, est done

pq(a

c'est-a-dire

pqa(i-+* '2p -f- 3/?
2 H-. . .) j

et, en remplacant les deux series i)ar leurs valeurs -^ et
' f - t

(i />)
2

c^est-a-dire z^ro si le jeu est equitable.

L/avantage pretend u de la combinaison se rednit a accroitre la

valeur possible du gain, en diminuant proportionnellement Ja pro-
babilite de Pobtenlr.
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CHAPITRE VII.

PROBABILITY DES CAUSES.

Un jour, a Naples, un homme de la Basilicate, en pre-
sence de 1'abbe Galtani, aglta trois des dans un cornet

et pana d'amener rafle de 6 , il 1'amcna sur-le-champ.
Cette chance est possible, dit-on, 1'homme reussit une
seconde foi&, et Ton repeta la mfime chos>e

,
il remit les

des dans la cornet trois, quaire, cinq fois, et toujours
rafle de 6 Snngite di Bacco ' s'ecna Fabbc, les des

sonl pipes' et ils 1'etaient

DIDEROT.

114. Ce que, dans le Calcu! des probabililes, on entend par le mot cause.
115. Enonce du probleme a resoudrc. Formula qui en donne la solution.

11G. Autre demonstration de la formule. 117. Probleme relatifa la composi-
tion inconnue d'une urne 118, 119 Autre maniere de comprendre 1'enonce.

120. Probleme plus general. 171. Loi approchee des probabilites.
122. Autre rnaniere de preciser I'enonce 123 Applications incorrectes

des re'sultats precedents. 124. Discussion d'une experience de Buffon.
125. Discussion de la methode d'approximation adoptee. 126. Gas extreme ou
la conclusion du raisonnement souvent accepte serait evidemment sans valeur.

127. ReSguIarite des naissances masculines et feminmes. 128. Quelle est
la r^ffularite dont on serait en droit de s'etonner? 129. Exemple cite par
Buffon. 130. Exemple cite* par Laplace. 131. Les conditions d'un probleme
doivent tre definies avec detail. 132. 133. Qtielques examples 134. Ap-
plication faite par Mitchel a la theoric des etoiles doubles. 135. Probabilite
des evenements futurs. 136. Applications ridicules de la formule a la proba-
bilite' du lever du Soleil.

I14-. Etudier les faits ponr remonter aux causes est le bnt le

plus eleve de la Science. Notre cnriosite est ici moins ambiriense.
Nous n'aurons dans ce Chapkre aucune loi de la nature a disculer,
aucune ^ni^me a resoudi^e. Les causes sont ponr nous des acci-
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denls qui ont accompagne ou precede un evenement observe. Le

mot n'implique pas qu'au sens philosophique J'evenement soit tin

effet prodtiit par la cause.

Pierre a parie d'amener avec trois des un point superieur a 16
}

il a gagne : tel est I'evenement. Le point amene peut etre 17 ou

1 8 : telles sont les causes possibles du succos.

On a, sous un memo nom, reuni plusieurs ca distincts : ce

sera, par exemple, un point plus j^rand que 16 qui peut tre 17

ou 18; Ja sortie, au loto, d'un numero divisible par 5 qui peut
etre 5, 10, 10, . . . ; le tirage, clans une urne, d'une boule de

couleur qui peut etre rouge, verte ou jaune; la retourne, dans

une partie de cartes, d'une figure qui pent tre roi, dame ou

valet. L'evenement s'est produit, on le sait
;
les causes qui, dan*>

ces differents cas, restent possibles sont les manieres diverges dont

il a pu se presenter. On sait qu'une riviere a deborde en Espagne :

c'est a la Geographic, non a la Metdorologie, qu'il appartient, par
]'enumeration des cours d'eau, de faire connaitre la diversite pos-
sible des causes.

De tels cas sont les plus simples. Les causes dont on cherche la

probability ne peuvent, si elles agissent, produire qu'un seul eve-

nement dont I'firrive'e, supposee connue, diminue le dcnominateur

de la probabilite sans en changer le nimierateur. On sait, par

exemple, qu'en donnant les cartes on a retourne uue figure. Quelle
est la probabilite pour qu'elle soit un roi? Le numerateur de la

probabilile est le m^me qu'avant le renseignement donne : c'est le

nombre des rois ; mais le denominateur, nombre des cartes pos-

sible, a diminue* : les figures seules doivent y etre cotnptees.

On sail qu'au lolo le rnimero sorti est divisible par 5, on de-

mande la probabilite pour qu'il soit 9.5. Le numerateur de cette

probabilite est i, comme avant le renseignement donne; mais le

denominaleur, qui etait 90, nombre total des uumeros, est de-

venu 1 8, nombre des multiples de 5.

Le numerateur de la probabilite, dans d'aulres cas, est change",

en mme temps que le denominateur, par la connaissance de Peve-

nement observe. Quelquefois aussi, les cas restes possibles ne

sont pas egalement vraisemblables.

Deux urnes, par exemple, sont d'aspect identique : 1'une con-

tierit une boule blanche et une boule noire
; J'autre, dix boules
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noires et une blanche. On choisit une des urnes, on en fait sorlir

uneboule, elle est blanche; quelJe est la probabilite (Tavoir choisi

I a prem i e re u rn e ?

Deux causes sont possibles : la premiere urne et la seconds

urne; mais, contrairement a ce qui avail lieu dans les cas prece-

dents, aucune de ces deux causes, supposee veritable, ne rend

certain Tevenement observe. On pourrait considerer comme causes

possibles les deux boules blanches qui ont pu sortir, Tune de la

premiere urne, 1'aulre de la seconde; mais ces boules n'ont pas
mme vraisemblance. La seconde, associee a dix autres boules, a

moins de chances de sortir que la premiere et sortira certaine-

ment moins souvent si 1'epreuve est renouvele"e un grand nombre

de fois.

118. Le probleme general pent s'enoncer comme il suit :

Diverses causes E<, E2 , ..., E,, ont pu produire un evene-

ment observe. Les probabilites de ces causes, lorsque Le resul-

tat n'etait pas encore connu, etaientrssi^ TJJ^,
. . .

,
wn . Uevene-

ment se produit; La cause E/, lorsqifon est certain que c'est elle

cjui agif, donnc a L'evenement la probabilite pi. Ouelle est la

probabilite de chacune des causes qui sont, on I'admet, les

seules possibles'!

Le type des problemes dont nous parlons pent etre represente

par une urne conlenant des boules blanches et des boules noires.

L'evenement est la sortie d'une botile; elle est blanche, on le sait.

Mais chaque boule eslmarquee parun des numeros i, 2, 3, , . .
,
n.

Quelle est la probabilite pour que la boule blanche sortie soit

marquee d'un numero donne? Ces numeros representent ici ce

que Ton nomme les causes possibles de Tevenement, sans avoir

rien de commun, bien entendu, avec Pidde de causalite.

Si
p. designe le nombre total des boules, |xx le nombre de celles

qui sont marquees i et, dans ces
[*/, nit le nombre des boules

blanches, le nombre total des boules blanches est

Elles sont toutes egalement possibles, puisque, placees dans la
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me*me nrne, chacune, considered individiiellement, a chance egale
de sortie. La probabilite pour que la boule blanche que Ton a tiree

et dont on n'a pas vti le numero soil marquee d'un* i esl

Telle est la isolation du probleme. II reste a I'exprimer en fonc-

tion des donnees. On a

par consequent,

La probabilite est done, en supprimant le facteur
[JL,

Le denominateur est le nn^me pour toutes les valenrs de , el les

probabilites des diverses causes sont proportionnelles, par conse-

quent, aux prodiiits de la probabilite de chacune, avant 1'evene-

ment (TO;), par ]a probabilite qu'elle donne a 1'evenement (p t )

quand on la suppose certaine.

116. La demonstration pent se faire autremeut.

La probabilite cherchee est celle pour que I'^venement qni est

arriv^, on le sait, soit du a la cause represented par 1'indice i.

La probabilite pour que, avant Tepreuve, Tevenement en ques-
tion se produisit et fut du a la cause designee est un evenemenL

compose, et cela de deux manicres :

i II faul que la cause soit mise en jeu ;

2 II faut qu'elle produise Tevenement.

Ou bien :

i" II faut que Tevdnernent se produise;
2 II faul que, etant produit, il soitdu a la cause de"signee.



I.fl CALCUL DES PROBABILITIES.

On en deduit deux expressions de la rneine probabilite

et, par consequent, la probabilite x pour que 1'evenement, elant

produil, soit flu a la cause designee par Tindice i est celle qui a

etc obtenue (113)

(I)

117. PROBLEMS LVI1T. Une urne contient
p.
boules : ies unes

sont blanches, Ies autres noires, on ignore en quelle pro-

portion. On tire k boules, en r^emettant a chaque fois la

boide sortie. II ne sort que des boules blanches. Quelle est

la probabilite pour que I'urne ne contienne que des boules

blanched?

La question est mal posee.

On ignore, dit I'enonce, la proportion dans I'urne des boules

blanches et des boules noires. Toutes Ies hypotheses sont possibles.

II faudraitdire, en outre, quelle est, a priori, la probabilite de cha-

cune. Si, toutes Ies combinaisons possibles ayant ete preparees
dans des urnes d'apparence identique, le hasard a decide entre

elles, Ies conditions sont autres que si Ton a puise au hasard dans

une urne de composition convenue, pour composer avec Ies boules

ainsi lirees Turne nouvelle dont nous pai-lons.

Nouh adinetlron-> d'abord, pour preciber la question, que toutes

Ies compositions* de I'urne soient, a priori, egalement possibles.
Toutes restent possibles apres I'epreuve, a 1'exception d'une reu-

nion de boules noires, mais Ies probabilites ne sont plus eg-ales.

La combi itaison dans laquelle, sur
|JL boules, le noinbre des

blanches est n donne a I'eveuenient observe la probabilite

Les probabililes desig-nees par t^, w2? ..., ^sn dans Fenonce"

general sont supposees egales entre elles; en Jes supprhnant
comme facteur commun dans la formule (i), on irouve la probabi-
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lite pour que le nombre cles boules blanches soil n

La probabilite pour que loules Jes boules de 1'urne soient

blanches est done

Si I'on suppose, par exemple, [Ji

= 5, k = 6, apres avoir lire
1

six

ibis de suite une boule blancbe d'une urne qui contient cinq

boules, la probability pour que les cinq boules soient blanches est

5 6
= 0,76l63.

118. Si, an lieu de supposer toutes les combinaisons egalement

possibles a priori, on avail compose* 1'urne en tirant au sort, a

pile ou face par exemple, la couleur de chaque boule, le probleme
serai t ire-s different.

Les hypotheses possibles sur la composition de Purne, au lieu

d'etre egalemeiit vraisemblables a priori, ontles probabilites sui-

vantes :

5 blanches ou 5 noires,

i ( -
j
= o,o3ia5;

4 blanches et i noire ou 4 noires et i blanche,

i)

5

=o, 15625;

3 blanches et 2 noires ou 3 noires et 2 blanches,

Les probabilites designees parw 1? Tu2 ,
. . ., ro^ dans la formule (i)

sont proportionnelles aux norubres i
, 5, 10, 10, 5, i, et la proba-

bilite, quand six fois de buile on a extrait une boule blanche, pour
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que les cinq boules de 1'urne soient blanches est

56

5 -4-io.'2 6 H- io.3 6 H- 5.4
G H- 5 6

= 0,35^79.

119. Si, apres avoir extrait les boules de Purne, on ne les

remeltail pas, les resultats seraient differents.

II est clair, d'abord, qu'on ne pent, dans cette hypolhese, extraire

plus de cinq boules, et que, si on les extrait Unites Jes cinq, il n'y

a plus de probleme.

Supposons done que 1'evenement observe soit la sortie de qnatre

boules blanches; les probabilites, a priori, des diverses composi-
tions de 1'nrne etant proportionnelles a i, 5, 10, 10, 5, i, cher-

chons la probability pour que la cinquieme boule qui reste dans

Turne, la seule que Ton n'ait pas vue, soit blanche.

L'evenement observe est la sortie de quatre blanches. Les

hypotheses possibles lui donnent pour probabilites : i, -, o, o,

o, o.

La formule (i) devient, en y substituant les valeui^s de & et

de pi,

_ I 2
I + 5 X = -4- O

Ce resultat est evident a priori.

Apres avoir vu quatre des boules, sachant que pour Jes cinq la

couleur a ete tiree au sort, on n'a acquis sur la derniere aucun

renseignemeni. Les circonstances pour elle sout les niemes que si,

lorsque Ton procedait a la formation de 1 urne, le hasard avait

d^signe la couleur blanche aux quatre premieres epreuves. On ne

devraity voir aucune raison pour qu'il la desigo^t une cinquieme
fois.

120. PROBLEME LVIII bis. Une urne contientdes boules noires

ou blanches en proportion inconnue. On y fait p. tirages, en

remettant dans Fume, apres chaque tirage, la boule qui en est

sortie. Onaobtenu m boules blanches et n boules noires. Quelle
est la composition laplus probable de Vurne?

L'enonce, comma celui du probleme pr^c^dent, n'est pas suffi-

sarnment precis.
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Toutes les hypotheses sur ]a composition de 1'urne etaient pos-
sibles avant Tepreuve. L'etaient-elles egalement? II est necessaire

de le dire. Nous le supposerons d'abord.

Soil x la probabilite assignee a la sortie d'une boule blanche

par la composition de I'urne.

La probabilite de 1'evenement observe, la sortie de m bonles

blanches et de n noires, est

Le nombre des combinaisons qui peuvent se presenter est inde-

penclant de #, et la probabilite de 1'evenement observe, que 1'on

connaisse ou non Tordre de sorlie des boules, est proportionnelle a

xm (\ a?)
1
*.

Ce produit doit remplacer la probabilite designee par pi dans la

formule (i); les probabilites wt sont supposees e*gales entre elles,

et la probabilite de chaque valeur supposee pour oc, proportion-
nelle an produit ptWj, est, dans le cas actuel, proportionnelle a

La valeur de x la plus probable rendra ce produit maximum.
En egalant la derivee a zero, on trouve

La composition la plus probable est celle qui rend les probabi-
lites de sortie des boules blanches ou noires proportionnelles aux

nombres de fois qu'elles se sont montrees.

121. Chaque hypothese sur la valeur de a? a nne probability.

Nous devons en chercher la loi. II ne pent ^tre question d'assigner

la valeur de 1'une de ces probabilites. Toutes les hypotheses ayant

ete supposees possibles et leur nombre etant inJtini, la probabilite

de Tune d'elles, rigoureusement desig-nee, est o; maib la probabi-

lite pour que x soit compris entre z et z -f- dz est proportionnelle

kdx.

E. 10
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La loi des probabilites esl celle des valeurs de la fonclion

a laqnelle elles sont pioportionnelles.

Pour etudier celte fonclion dans le voisinage du maximum,

posons

_ m
CCf -^ - ~rm -r- n

_~~
n

Le maximum el ant

la valetir voisine uera, en posant x =p s, i x= q -f- e,

(/> 8)(-*-e)=s:/>'3n^I
--

J"'/
n- 1 \

n

;

pmqn elant independant dee, la probabilile est proportionnelle an

prod Lift

ou a

fm n\
fm(m i) 2, mn n(n i )

"I e 2

*~(7~9r'*'L~~Pr -^-
+ ^1*'

en ncgligeant les puissances de e superieures a la seconde. Or, a

cause de

m n m -f- n
-4- n,

I'expression precedente pent e^re remplaeee par

ou, au meme degre d'approximation, par

S 8 ( //? + n
)
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et, par consequent, la probabilile* pour que la composition de

1'nrne donne a la sortie d'une boule blanche la probabilile

m
m -+ n

et a celle d'une boule noire

n
q =-- s3 m -h n

est proportionnelle a

et [)eut etre representee par

G etant independant de s.

Cette (orinule equivaut a celle qui a ete trouvee (58). On a,

dans les deux cas, obtenu n fois sur
p. epreuves un. evenement

dont la probabilite est./>. La difference s, egale a --p, est rem-

placee par h egale a n
JDJJL.

La probability d'une valeur d^signee
de h est proportionnelle a

La seule difference des deux iheoremes consiste en ce que, dans

un cas (08), p est donn exacternent, le doute porte sur la valeur

de n\ dans la forimile acLuelie (121), n est donne exactement, le

doute porle sur la valeur de p.

122. La formule pre"cedente est deduite d'nne hypothese qui se

realisera rarement. Toutes les probability's designees par x ont, en

general, a priori, de^ valeurs inegales.

PROBLEME LIX. Une urne contient N boules* On a tire au
sort La couleur noire ou blanche, avec probabilite | pour cka-

cune des boules. Sur
[x lirages, fails dans t'urne ainsi com-
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posee, on obtient m boules blanches et n noires. Quelte est la

composition la plus probable de I'urne?

La probabilite pour que, dans une urne ainsi composed, le

nombre des boules blanches soit ^ z est approxima tivement (58),

si N est grand et z petit,

La probability de la sortie d'une botile blanche est, dans cette

hypothese,

Posons ^ =y, la probabilite d'une valeur designee de y est

proportionnelle a

_!i!

(4) e N =-sy.

La probabilite de Pevenement observ^ est proportionnelle a

/i W* \
n

(5) (--y) (z+r)'
'

Les probabilites designees par w t el p l dans la formule gene-

rale (116) doivent etre remplacees par (4) et (5).

La probabilite de la cause, c'est-a-dire de la valeur y, est pro-

porlionnelle au produit

(T

\ m f T \ n

--y) (j+r)

En egalant a zero la derivee du logarithme, on obtient, pour
determiner la valeur dey qui rend (6) maximum, I'equation

on, commejK est petit,

aNjK
d'ou

__ 71 771

3^
~~

2(N-f- m -4- n)
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La plus grande probability correspond a

___
n m

* ~~
2(N -h m -+- n)'

La composition la plus probable de 1'urne donne a la sortie

d'une blanche la probabilite

, . i n m N -i- 2 m.
(7)

2 2(N -i- /ft 4- n) a(N -f- m -4- /i)

Cette fraction est comprise entre 4 et On aurait pu le
1 - 7tt-h /I

r

prevoir. Avant le tirage d'aucune boule, les chances pour les deux

couleurs etaient egales, le rapport le plus vraisemblable tait celui

qui donne la probabilite |. Si !e tirage indique pour Tune des

couleurs la proportion de m a m -+- /i, c'est une raison pour croire

an mme rapport dans 1'ensemble des boules. Si ces deux indica-

tions ne s'accordent pas, la probabilite la plus plausible est entre

les deux.

Si N est tres grand, la formule (7) est tres voisine de 3, quels

que soient les nombres m et n\ si, au contraire, m el m -f- n sont

tres grands, elle est voisine de ? quel que soit N.

Ces conclusions du calcul |>ouvaient egalement se prevoir.

Si le nombre N est tres grand, on a fait, pour choisir les cou-

leurs des boules de 1'urne, un tres grand nombre d'epreuves, don-

nant chacune a la couleur blanche une probabilite . II est certain,

d'apres le iheoreme de Bernoulli, que le rapport du nombre des

boules blanches a celui des boules de 1'nrne difFere peu de. Cette

certitude est assez grande pour ne pas e*tre notablement amoindrie

par les couleurs, quelles qu'elles soient, de quelques boules tirees

de Turne. Si cependant, apres un nombre immense d'essais, on

trouve entre le uombre des boules blanche** et le nombre des

boules sorties un rapport tres different de
,
on se irouvera en

presence de deux certitudes inconciliables.

Nous adoptons, on le voit, le sens vulgaire du mot certitude. On
tire au sort mille fois entre la couleur blanche et la couleur noire,

en leur donnaut des probabilites egales. Dans Tiirne contenant les

boules dont les couleurs sont ainsi designees se trouveront, a

tres peu pres, autant de boules blanches que de boules noires :
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on peut le tenir pour certain. Stir m-^n tirages, on obtient

m boules blanches; le rapport du nombre des bonles blanches au

nombre total differe pen de > on peut aassi le tenir pour
1 m -+ TI

*

certain. Les deux rapports cependant sorit tres inegaux. On est

evidemment dans an cas exceptionnel, possible assurement, ma is-

fort rare.

Supposons, par exemple, N = iooo. Dans 1'urne composee de

1000 boules, contenanr vraisemblablement, d'apres la maniere

dont elles ont ete choisies, 5oo blanches environ, on fait 4 tirages.

On tire 4 boules blanches. La composition la plus probable de

I'urne, d'apres la forrnule (7), est telle que le rapport du nombre

des boules blanches au nombre total soit

1008 __ 126

2008
~~

25 1

La demonstration supposant un grand nombre d'epreuves faites

dans I'urne nVst plus applicable, il est vrai, au cas ou le nombre

/TI -+ n se reduit a 4- Le resultat est cependant }>iu different du

veritable. On a vu 4 boules blanches; amenees par Je hasard,,

elles sont presque certainement diflerentes; on ne sait rien .sur les-

996 autres. Le nombre des boules blanches le plus vraisemblable

est, pour cette portion tie I'urne, 49^; cela fait, en tout, 002 pour
le nombre le plus probable des boules blanches et pour probabi-
lite la plus vraisemblable

5oa _ a5 i

1000
~~

5oo

Si, dans la mme nrne composee de 1000 bonles, on a fait

4oooo tirages et obtenu 22000 houles blanches, le rapport le plus

probable donne par la formule (^ ) est

45oo<> _ 5

81000
~"

9
?

pen different du rapport^ indique par le resultat du tirage; les

motifs qu'on avait d'abord de croire a un rapport voisin de i se

trouvent en quelque sorte annules par les 4oooo epreuves qui les



CHAP. VII. PROBABILITE DBS CAUSES. l5l

contredisent. Tous ces chifFres, nous devons le repeter, sont pos-

sibles, mais absolumenl invraisemblabies.

La probability pour que, sur 1000 botiles dont la couleur a el6

de'signee par le sort, avec chance egale pour blanc et pour noir, le

nombre des blanches soit inferieur a 55o est (65)

Deux cas, en effet, sont possibles : on les noires sont en majo-
rile, ce dont la probabiiile est

^-;
on I'ecarl est positif et compris

entrc o et 5o.

On a

\/5oo

0(2,23) =0,99888,

^-+-^0(2, 23) = 0,9991.

II y a plus de mille a parier con l re un, a priori, qu'un tel ecart

ne se produira pas. Nos hypotheses cependant le rendent pro-
bable. La sortie de 22000 blanches sur 4oooo tirages dans une

urne contenant nombro egal de blanches et de noires pi^esenterait

nne anomalie plus singuliete encore. Si la |>robabilite de lirer

i boule blanche est
,

la probabilite d'en oblenir moins de 22000

sur 4oooo tirages est

j j />v/20000

2
"^

i/S Jo

(i4) est tellement voisin de 1'unite, que Tevenement doit etre

considere comme certain, I'evenement contraire comme impos-
sible. On ponrrail renouveler Tessai des milliards de milliards de

fois sans avoir chance d'obtenlr, sur 4oooo epreuves, 22000 fois

un cvenemenl dont la probabilite est ~.

123. On a assimile sans raison an probleme precedent des ques-

tions en realite fort difierentes.
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Lorsque les observations demenlenl des previsions dont la pro-

babilite semblait grande, on presume, naturel lenient, I'influence

d'une cause pertnrbatrice el Ton esl conduit a chercher la proba-

bilite de son existence.

La question est insoluble. On n'a pas, d'une part, les donnees

necesbaires. Le dilemrae, d'autre part : ou ii existe une cause, ou

il n'en existe pas, n'a pas la nettete* promise par la forme de

I'&nonce.

Qu'entend-on, si l'on dit: il y a une cause?

On a jete une piece de monnaie 1000 (bis, elle a montre face

5io fois. Quelle est la probabilite pour que cet ecarl soit du au

hasard ou pour qu'il resulte de 1'imperfectiorr de la piece?

Les hypotheses possibles sonl en nombre infini.

La piece pent etre parfaite.

Elle pent donner a 1'arrivee de face une probabilite quelconque

plus grande ou plus petite que ^.

L'evenement observe, 1'arrivee de 5io fois face sur 1000 coups,

est compatible avec toutes les hypotheses : il se pent que, la piece

etant parfaite, le hasard ait amene ce petit ecart; que, la piece

favorisant Parrivee de face de inaniere a rendre Tecart le plus pro-
bable plusj-etiL que 10, le hasard ait complete la difference; que
la piece rende probable un ecart plius grand, beaucoup plus grand
meme que 10, ou que, inegale en sens oppose, elle donne proba-
bilite a 1'arrivee de pile plus frequente que celle de face, et que le

hasard cependant ait amene 1'exces 10.

C'est precisement, dira-L-on peut-elre, parce que tant d'hypo-
theseb sont possibles qu'il y a lieu de chercher la probabilite de

chacune.

La recherche ne pent aboutir : les donnees sont insuffisanles.

La solution varie, en effet, avec la probabilite a priori de telle

ou telle imperfection de la piece, et cetLe probability n'est pas
connue.

Si 1'exp^rience est faite dans un pays ou la fabrication des mon-
naies a une grande perfection, les grands e*carts, a priori, sont

presque impossibles, et, parmi les petits, ceux qui favorisent face

ont mme probabilite que ceux qui favorisent pile.

Si les pieces, par leur relief exagere", favorisent toutes le meme
resullat, Je probleme est autre que si, par un autre accident de la
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fabrication, elles favorisaienl le resultat conlraire. II faut remplacer

par une h)
7

po these les renseignements qui font defaut.

L'hypothese adoptee est inoui'e.

Toutes les probability's, depuis o jusqu'a i, donnees par la

piece a 1'arrivee de face sont supposees, a priori, egalement vrai-

sembldbles.

On a cherche quelquefois, non la probabilite de chaque hypo-

these, mais la probabilite pour (jue la chance donnee a 1'arrivee

de face soit plus grande que . Surpasse-t-elle -|
de un cent-millio-

nieme sen lenient, il faudra donner a cette difference imperceptible
le nomde cause et laisser croire, d'apres la denomination adoptee,

que Fecart observe est clu a cette imperfection de la piece.
11 n'est pas inutile de traiter, pour ne laisser aucun doute, un

cas celebre pris pour exemple par Poisson.

124. Buffon a jete une piece de monnaie 44 fois et obtenu

2048 fois face.

Poisson a cherche la probabilite pour que la piece de Buffon

donnat a 1'arrivee de face une probabilite plus grande que celle de

pile.

Avant de resoudre la question, il semble naturel de chercher si

cet ecart de 28, qui substitue 2048 fois face an chiiYVe probable

2020, est assez invraisemblable par lui-rn&me pour rend re suspecte
la piece qui 1'a donne.

La probabilite d'un ecart h pour un eveneraent dont la probabi-

est/> est

[x designant le nombre des epreuves et q la probabilite i p de

F6venement contraire.

La probabilite d'un ecart moindre que h, en valeur absolue, est

II faul, dans cette formule, faire h = 28, p.
= 4<>4o. ^n peut,
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sans erreur sensible, remplacer pq par ^; on aura

h ^-ig-^ o,6236.
V/2 \i.pq V/2O20

La Table des valeurs de la fonction donne

0(0,62) = 0,619.

La probability de I'evenement contrairc, c'est-a-dire la probabi-

lite pour que, la piece etanl parfaite, 1'ecart soit e*gal
ou superieur

a 28, est done o,38.

Si Ton reeommencait 1000 fois Pexperience de Buffon, avec des

pieces parfaites, on obtiendrait 38o fois. environ un ecart supe-
rieur a 28. Si done le hasard est la cause du re&ultat obtenu, il n'y

a pas s 11jet dYtonnement.

Resolvons cependant le probleme.
Soient + z la probabilile donnee par la piece de Bullon a

1'arrivee de face; | z celle qu'elle donnait, par consequent, a,

Parrivee de pile. TouLes les valeurs de
,
entre 4 et ^, sont

sapposees egalement probables a priori.

La probabilile de Tevenement observe rtait, avant J'epreuve,

proportionnelle au produit

En prenant le lo^arithnie de ce produit, remplagant

s) par I h l(i -+- 2,3) = I- H- 2^ 2-s2
,

/ 2 2

j j
"

2
~~

2
*"

'

on voit qu'en suppriniant un facleur constant dont la presence ne

change rien, la probabilite de Tevenement etait, pour une petite
valeur de z^ proportionnelle a

g 808059-1-1123^

La probabilite pour que z soit positif est done proportionnelle a

r
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et, pour qu'il soil negatif, a

on a

/
/-

+*$sds = e** I

*/}

R
as - =

,et, en posant

on a egalement

Le rapport de la probability pour qne z soit positif a celle pour

qu'il soit negalif est done

Si I'on designe par p
1
et q' ces deux probabilites, on deduit de

^=4,263,
4,263 _

^-57^63 -' 81
'

Poisson a irouve o,8[o43.

12o. Une difficult^ pourrait s'^Iever, le principedu calcul 6tant

admis, sur la formule d'approximation employee. Apres avoir

design^ la probability cherchee par -}-, et annonce que toutes

les valenrs de z seraient traitees comme egalement vraisemblables

a priori, nous avons neglige ies puissances de z snperieures a la

seconde.

Cela est permis. Lorsque 3 en efifet n'est pas petit, la probabi-



1 56 CALCUL DES PROBABILITES.

lite de I'evenement observe peut tre considered comme nulle,

atissi bien que 1'exponentielle qui la remplace. G'est pour la inline

raison que, z etant compris entre o et
,
nous pouvons etendre les

integrations de o a oo.

126. Si Buffon, au lieu de jeter la piece 44o fois, 1'avait jetee

i fois seulement et qu'il eut obtenu face, I'evenement, on en

conviendra sans peine, n'apprendrait rien sur la qualite de la piece.

Cherchons cependant, en appliquant les monies principes, la

probabilite pour que la piece ait une tendance a favoriser face.

Soit#la probabilite que la piece donne a Tarriv^e de face. La

probabilite de I'evenement observe etant x et les probabilites de

toutes les hypotheses etant supposees egales a priori, la probabi-
lite de chaque valeur de x est proportionnelle a x; la probabilite

pour que x soil compris entre | et i est proportionnelle a

I _ _ 3
:

2 8
~

8

eU pour qu'il soit compris entre o et ^, a

Je rapport est 3 et les probabilites dont la somme est I'unite sont

fetf
Une telle consequence suffirait pour condamner le principe.

127. La regularite du rapport des naissances masculines et fe-

minines a beaucoup occupe les geonielres. On a commis, en etu-

diant des anomalies toujours petites, des erreurs semblables a

celles que je viens de signaler. On a assimile les uaissances a des

tirages au sort fails dans une urne de composition constante, dans

laquelle le rapport du Dombre des boules blanches a celtii des
boules noires difFererait peu de celui des nombres de naissances

indique par la
Statistique.

Une telie substitution n'est legitime que si les hearts obser-
ves sont compris dans les limites et suivent les lois que la
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theorie montre certaines dans une suite d'epreuves reglees par le

hasard.

S'il arrivait que, dans la France entiere, le rapport, d'uneannee

a Vautre, presentat de trop grandes variations
;
on si, an contraire,

il se maintenait dans de trop etroiles limites, il faudrail conclure,

avec grande probabilite, qu'une cause intervient pour regler le

hasard ou pour le Iroubler.

La regularity de la proportion a Londres entre les annees 1629
et 1710 a ete admiree comme un miracle par un savant, novice

encore a la theorie du hasard. Nicolas Bernoulli, digne heritier de

son oncle Jacques et editeur de son beau Livre, montra au con-

traire dans les chi Ores signales la confirmation des principes.

Admettant I'assimilation des naissances a un tirage au sort, stir

i4ooo naissances annuelles, tel etait le chiffre moyen pour la ville

de Londres, il est tres vraisemblable que 1'exces du chiffre des

garcons sur la valeur mojenne ne snrpassera pas une fois en

cent ans i63; c'est Tecart le plus grand que Ton ait observe a

Londres.

La probabilite (Tun ecart inferieur a une limite X entre le nombre

des naissances masculines, sur i4ooo enfants nes annuellemenl, et

le nombre suppose le plus probable, 7200, a pour expression
tres approchee

On suppose, bien entendu, que, par une regie de trois, on rainene

toiijours le nombre des naiss<mces a i4ooo.

Si Ton fait p.= i4ooo, X= i63, le produit pq pouvant etre

remplace par ~, on trouve pour probabilite

^(i,949) = 0,994;

ii y a done plus de cent a parier contre un, chaque annee, pour

que le hasard n'amene pas Tanomalie dont Arbuthnot admirait la

petitesse et qui s'est produite une fois seulement en cent ans.

128. On peut se demander jusqu'ou devrait aller la regularite

pour qu'il j eul lieu de s'en ^tonner. Cherchons, pour preciser la
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question, quel est 1'ecart qu'il y a dix miile a parier centre un de

franchir nne fois an moins en cent ans.

Nous avons vu (15) que, si Ja probabilite d'un eveneinent est

f il y a dix mille a parier centre un que, sur 9,2 n epreuves, I 'eve-

nement se produira au moins une fois. Si 1'on a

9,'2/i=ioo, c'est-a-dire -=0,092,

il y aura dix mille a parier contre un pour que i'evenement dont

la probabilite e^t se produise une fois an moins sur cent

epreuves. La probabilite pour que l'e"cart, pendant une annee,
sur 14000 nais^ances soil plus grand que A est

'"^
Determinons X de telle sorte que cette probabilite soit 0,092 et,

par consequent,

0[-

v

-] =0,908.
\\A* y-pqj

La Table donne

On peut remplacer ly-pq par 7000; on en deduit

Si, dans un siecle, Pecart n'avait pas une seule fois depasse 99;
1, ur i4ooo naissances annuelles, le nombre des gargons s'etait

niaintetni enlre 7^00 et 7100, une cause regiilatrice serail presque
certaine; il y a dix miJle a parier contre un, a priorij pour que
le hasard, Mir cent epreuves tentees dans la meme urne, ne main-

tiennepas une telle regularity.

129. Buffon a signale une commune de Bourgogne dans laquelle,
sur 2000 bapt^meb enregistre^s pendant cinq ans, le nombre deb

filles a surpasse de 20 celui des gargons. II est ne dans cette com-
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niune, sur 2000 enfants, 89 garcons de mnins que le chiffre nor-

mal. La forznule donne 0,92 pour Ja probability d'un ecart, en

plus on en moins, inlerieur a 89 ; 0,08 est, par consequent, celle

d'une anomalie an moins egale a celle cju'a signalee Buffon
; les

statisticiens la rencontreraient souvent, s'ils la cherehaient.

130. Laplace a trouve, pendant le xvm e
siecle, la proportion

des garcons jmx filles plus petite a Paris qne dans 1'ensemble du

pays, f-f
an lieu de 4f, chiffre normal adople alors, auquel les do-

cuments nouveaux etplus> nombreux. ont substitue j~.

Quelle est, se demande Laplace, la probabilite pour que celte

difference soit due a une cause?

A Pans, dit-il, les baptemes des enfants des deux sexes

s'ecartent un peu dn nipport de 22 a 21. Depuis i^4^? epoque a

laquelle on a commence a distinguer les sexes sur les registres des

naisbanccs, jtisqu'a la (in de 1784, on a baptise dans cette ca pi tale

893886 garcons et 877 555 filles. Le rapporl de ces deux noinbres

esl a pen pres celui de 20 a 24; il parait done <ju'a Parih une

can^e particuliere rapproche de I'egalite les bapLeaies des deux

sexes.

Si 1'on applique a cet objet le Calcnl des probabilites, on

trouve qu'il y a 288 a paiier contre i en faveur de ['existence de

cetle cause.

J^aplace supprime les details. Ni ses calculs ne sont rapportes,

ni les principes.sur lesquels ils reposent.

131. Faut-il croire a un ecart fortuit ou affirmer Texistence

d'une cause? Les donnees ne sont pas vSufii-santes. Comment se

prononcer de la me'me maniere si les etudes anterieures ontappris

que le rapport varie tres rarement, ou si Ton constate, partout ou

les documents sont nombreux, des ecarts comparables a ceux dont

t-'etonne Laplace? La solidite plus ou tnoins grande de la regie

qui se tronve en defaut doit faire appr^cier differemment les con-

sequences.
II n'est pas inutile d'insisler.

Si Ton assirnile la distribution des naissances entre les deux
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sexes a des tirages fails dans une urne, la probabilite pour que le

hasard prodnise, sans 1'intervention d'aucime cause perturbatrice,

sur 770941 naissances, im ecart relalif egal ou supe"rieur a

22 25 ,- = 0,00142, est

~0,~
/

/TC./O

,OOU2 v/770 941 v/2

e-dt = i 6(1,762) = o,oi3.

Si done on dresse des listes pendant un temps suffisant, le ha-

sard seal, on pent 1'affirmer, produira r3 fois sur 1000 environ,

dans un sens ou dans I'a litre, un ecart egal ou superieur a celui

dont s'est preoceupe Laplace.

Si des causes autres que le hasard amenentaussi des anomalies,

le statisticien, en classant par groupes de 770000 naissances les

registres de tons les temps et de tons les pays, trouvera un certain

nombre de rapports anomauxegaux ou superieurs a celui de Paris.

Parmi ceux-la, quelques-uns seront dus au liasard, i3 sur TOOO

environ, cela peut tre tenu pour certain, si les chiffres sont suffi-

samment grands. D'atitres ecarts seront dus a des causes; nous en

saurions a peu pres le nombre, si la statistique etait faile en

retranchant du nombre total le nombre probable de ceux que
le hasard a prodnits. Nous n'avons qu'un seul fait : est-il du au

hasard? II serait temeraire, impossible meme, d'en rien dire sans

accepter sur les probabilites a priori quelque convention arbi-

traire.

132. Le possesseur d'un chronometre a remarqu6 un retard

de i
s
, quand la temperature de la chambre dont le chronometre

ne sort pas s'eleve de 10.

L'observation a etc renouvelee vingt fois.

Quelles sont les probabilites pour que la chaleur soit la cause

du ralentissement et pour que le concours des deux faits soit for-

tuit?

Le possesseur d'un chronometre a remarque une avance de i
s

le lendemain de chaque jour ou les artilleurs se sont exerces au

champ de tir voisin.

L'observation a e*te renouvelee vingt fois.

Quelles sont les probabilites pour que 1'ebranlement cause* par
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le tir ait change* la marche du chronometre et pour que le con-

conrs soil fortuit?

Le possesseur d ;un chronometre a rernarque un ralentissemenl

de i
s
, chaque fois que la planete Mars passe an meridien entre

minuit el i
h du matin.

L'observation a ete renouvelee vingt fois.

QuelJes sont Jes probabililes pour qne la planete influe sur le

chronomeire et pour que le concours soit fortuit?

Les problemes sont identiques. Les reponses ne peu\ent cepen-
dant tre les mmes : n'est-ce pas une raison pour reconnaitre les

donnees insuffisantes?

133. Les habitants de Saint-Malo s'etaient persuade, il j a un

siecle, que, dans leur ville, le nombre des deces a I'heure de la

maree haute etait plus grand qu'a maree basse.

Admettons le fait.

Supposons que, sur les cotes de la Manche, on ait rernarque
une plus grande proportion de naufrages par le vent du nord-

onest que par aucun autre.

Les chiffres recueillis a I'appui des deux remarqnes etant sup-

poses en meme nombre et inspirant meme confiance, on sera loin

d'en drduire les mmes consequences.

Lorsqu'on sera conduit a accepter comme une certitude Tin-

fluence du vent de nord-ouest sur les naufrages, les gens prudents

exiger'ont des prenves nouvelles pour reconnaitre seulement vrai-

semblable 1'influence de la maree sur la derniere heure des Ma-
louins.

Les problemes, cette fois encore, sont identiques; I'impossibi-

lite d'accepter une meme reponse rnontre la necessite de faire

intervenir la probabilite a priori de la cause qu'on veut apprecier.

134. Le fermier d'une maison de jeu a install^ une roulette nou-

velle. L'instrument, sur 10000 coups, a amene la rouge 53oo fois

et 4700 fois la noire. L'acheteur refuse le pavement et demande une

indemnity : ies joueiirs ont remarque* les sorties plus frequentes
de la rouge et en ont profite. Un proces s'engage. On allegue le

Calcul des probabilites. Jamais, dit le fermier, machine bien con-

struite n'a donne un telecart. 3oo coups sur 10000 ne peuvent
B. i
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reflet du hasard. La probability do la rouge n'est pas comrae elle

devrait. Pen importc, repond le meeanicien, la statislique des

parlies jouees : on ne petit pas garanlir les caprices du basard; la

machine, construit'e par d'exeellents ouvriers, a ete verifiee avec

soin. Aucune piece n'est imparfaite; on ne montre ni roue mal

cenlree, ni cases inegales, ni nivellemenl defeclueux. Le tribunal

nomine un expert. Quelle decision doit-il conseiller?

L'ecart observ est un indice. Qaelle en est Pimportance? L'ap-

plication du principe (115) suppose des donne*es qu'on n'a pas.

Les probabilites des diverses hypotheses, que nous nommons

les causes, sont proporlionnelles au produit de leur probability

a priori par la probabilile qu'elles donnent a Tevenement.

L'eve'nement est 1'arrivee de 53oo fois rouge sur 10000 epreuves.

La cause inconnue, c'est la valcur de la probabilite, dounee par la

machine, a 1'arrivee de la couleur rouge.

La probabilite a priori designee par TO/ dans la formule (115),

est completement inconnue; en supposant, comme on Fa fait dans

des cas analogues, toutes les valeurs egalement probables, on pro-

poserait une hypothese inacceptable. Si, reellement, la roulette

favorise la rouge, un tres petit e*cart est plus probable qu'un grand,
un tres grand est impossible. Les grands ecarts sont, en outre,

d'autant moins probables que le mecanicien a meilleure reputation

et qu'il a employe de meilleurs ouvriers.

L'expert doit repondre :

Les faits connns de la cause ne permeUent pas revaluation des

probabilites : il manque i'appreciation a priori de la probabilite

qu'on veut connaiire aposteriori.
Le calcul serait sans issue.

11 faut simplifier la question.
La machine, suivant 1'une des parties, donne a la sortie de la

rouge une probabilite peu differente de o,53.

Le resultat de 10000 epreuves ne permet pas, suivant Jui, d'en

douter.

La machine, suivant I'adversaire, donne, comme elle doit, a

la sortie de la rouge une probabilite* voisine de o,5oo. Le soin

apporte a la construction ne permet de croire a aucun defaut

grave.

Precisons les deux dires :
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La probal>ilile de la rouge, dans Tun des systemes, seriit com-

prise enlre 0,499 et o,5ot ;
suivant 1'auLre, enlre 0.029 et o,53i.

Laissons de cdte le cas Ires possible ou les plaideurs se trompe-
raient tous deux, et cherchons le rapport des probabililes de leurs

assertions.

Soient # la probabilite pour que la roulette donne a LJ couleur

rouge une chance comprise entre 0,529 eL 5^3i \ y la probabilite

pour que la cbance soit comprise enlre 0,499 ct o,5oi, x +y
n'esl pas gal a 1'unite. Le rapport* sans faire cotmaitre les deux

probabilites, apportera un renseignement utile.

Soient TZJ< la probabilite a priori pour que la machine, d'apres
ce qu'on savait avant sa raise en oeuvre, en tenant compte de sa

bonne apparence, de la bonne renommee du constructeur et de

1'apparente sincerite* de ses declarations, donne a la sortie de la

couleur rouge une valeur comprise entre 0,499 et >5oi ;
Tj 2 la

probabilite, e"valuee loujours avant 1'epreuve, pour que, malgre
les garanties enumerees, elle donne une probability comprise enlre

0,629 et o,53i .

TST^ et r*y2 sont inconnus.

Soient pi elp$ les probabilites que les deux hypotheses sur le

merite de la roulette donneraient a Tevenement observe, on

aura (Ho)

En nommant X la probabilite de la sortie de la rouge, la pro-

babilite qu'elle donne a 1'eveneinent observe est proportion nelle a

i X)"oo.

Si 1'on suppose

Xi = o,5oo et X2 =o,53o,

on Irouve

v 4700
= 0,0000000 1 5o8.

Le rapport varie peu quand X t et X2 restent dans les limites as-

signees. On pent done supposer

i = 0,000000015;
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par consequent,

X 1 5 TJTj _ I

y looooooooo "&% 66606666 w*

^i est inconnu. Si le conslructeur est tres habile, ce rapport est
TET2

tres grand; il est invraisemblable qu'une piece detestable sorte

d'ateliers dignes de confiance
; mais, quelle que soil la eonfiance,

en divisant le rapport qui Ja mesiire par 66666666, il est a craindre

que le quotient soit petit.

Si vous croyez qu'un defant tel que celui qu'on soupgonne ne

pent se produire qu'une (bis sur un million, il restera 66 a parier

centre i qu'il s'e&t produit cetlefois-lu.

13o. Les restriciions proposees peuvent s'appliquer anx con-

sequences deduites par Mitchell du rapprochement frequent de

deux e*toiles dans le ciel. Deux hypotheses sont possibles :

Pour lre aperQiies dans la rn^me direction, deux etoiles n'ont

rien de commun, Icur vraie distance est immense;
Les deux etoiles, au contraire, sont voisines dans Fespace; c'est

pour cela quVlles sont rapprochees dans le ciel.

En comptant les etoiles de i
re

,
de 2 e et de 3 e

grandeur et les

supposHut inddpendantes Jes unes des autres, Mitchell a calcnle le

noinbre probable des groupes dont la distance est inferieure a une

limite donnee.

11 ne fauclrait pas croire f(ue routes les distances angulaires

soienr, a priori, egalernent probables : les petiles le sont moins

que les grandes. Considerons une premiere etoile, peu importe la

position qu'eile occupe. Si une seconde etoile est placee au ha-

sard, pour (ju'elle se trouve a une distance anguhn're de la pre-
mi6re comprise entre 8 et 8-4-^8, il faut que le hasard la place
dans une zone comprise entre deux cercies ajant pour pdles la

premiere e'loi le et pour rayons spheriqnes 8 et 8 -f- d$. La surface

de cette zone est d'autant plus grande que 6 s'approche davantage

de -
; elle est proportionnelle au sinus de Tangle 6 dont on cherche

la probability. La probabilite pour qu'une etoile se trouve ^ une

distance inferieure a y d'une etoile donnee est le rapport de la

zone a une base term!nee par le petit cercle dont y est le rayon
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spheriqne a la surface de ['hemisphere sar laqnelle on suppose

Tetoile placee an hasard. Ce rapport, egal a i cosy, petit etre

Y2

represente, si y est petit, par f--

Si, par exemple, on prend

v = 10' = ^- = 0,0029089,
a lOoO

on aura

=
0,000004*307=3^-

Le nombre des etoiles des trois premieres grandeurs elanl egal

a 23o, on peut former
2 '*2

9. 26 335 combinaisons deux a deux.

La probabilite pour que le hasard procure deux etoiles a distance

inferieurea io
r

est celle d'obtenir i boule blanche en a6335 ti-

rages dans uneurne conienanlune seule blanche eta3636a noires.

Cetle probabilit'e est

L'ingenieux argument de Mitchell ne peut pas cependant four-

nir devaluation numertque. La recherche plus ou moins rigou-

reu^ement faite de la probabilite potir que le hasard ait produib

le.^ groupes observes n'est pas le seul element de la question. (Test

Je seul, cependant, que Ton fasse intervenir. Si Ton trouvait, en

etudiant Je ciel
;

trois etoiles cle i
re

grandeur ajant, a I
s
pnjs j

la

ni^me ascension droite, la probabilile pour que le hasard produise

nn tel rapprochement est plus petite assurement que la formation

fortuite du groupe des Pleiades.

En conclura-t-on, avec la interne vraisemblance, que ce rappro-

chement doit avoir une cause et que ces Etoiles, dont la declinai-

son dififere de 4o ou 5oa
peut-^tre, sont solidaires et forment un

systeme?
< *

Persoune, assurement, n'j songera, et la raison en est que la

probabilite a priori, designee par wt dans nos formnles, est trop

petite.

Comment definir, d*ailleurs, la singularite dont on juge le hasard

incapable?
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Les Pleiades semblent plus rapprocliees les unes des autres qu'il

n'estnaturet. L'assertion est digne d'inter^t ; mais, si Ton veul

traduire la consequence en chiffres, les elements font defaut.

Faut-il, pour preciser cette idee vague de rapprochement, cher-

cher le plus petit cercle qui contienne le groupe? la plus grande
des distances angulaires? la somme des carres de toules les dis-

tances? Paire du polygone spherique dont quelques-unes des

etoiles sent les sommets et qui contient les autres dans son

interieur ? Toutes ces grandeurs, dans le groupe des Pleiades,

sont plus petiles qu'il n'est waisemblable. Laquelle d'entre elles

donnera la mesure de I'invraisemblance? Si trois etoiles formenl

un triangle Equilateral, faut-il faire entrercelte circonstance, assu-

rement peu probable a priori, an nombre de celles qui reVelenl

une cause?

L'intervention du hasard dans la formation de I'univers est

inacceptable. Une loi regie lout, cela n'est pas douteux. Quelle
est celte loi? voila la question. II n'est pas admissible qu'on de-

mande s'il y en a une et que Ton lvalue la probabilite de la

reponse.
Si 1'elude du ciel suggerait plusieurs lois, on pourrait les meltre

en balance et non choisir I'une d'elles, celle du groupement par

attraction mutuelle, pour 1'opposer a 1'ensemble des aulres, reu-

nies sous le nom vague de hasard.

Lorsque plusieurs cloiles semblent voisinessur la voute celeste^

leur proximite dans I'espace est la premiere explication qui se pre-

sente. Ne petit-on en imagiaer d'autres ?

Si I'ensemble des eioiles forme un reseau regulier, si le Soleit

en est un sommet, les lois geometriques de cette immense cristal-

lisalion peuvent exiger des alignements. La Terre, voisine du

Soleil, apergoit, pour ce motif, beaucoup d'etoiles dans line m^me
direction. L'hjpothese, dira-t-on, ne merite pas examen. Raison

de plus, si on la condainne par ['appreciation des probabilites a

priori, pour ne ne'gliger dans aucua cas le rdle indispensable

qu'elles doivent jouer.

i36. On a attache" beaucoup d'importance a la recherche de la

probabilite des evenements futurs, d^duite des evenements ob-

served conime corollaire de la probabilite des causes.
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Le probleme pent s'enoncer ainsi :

Plusieurs causes peuvent produire un meme evenement dont La

probabilite depend a la /bis de la probabilrte pour que chaque
cause agisse et de la probabilite que, dans ce cas, elle donne a

I'evenement.

Si les probabilites des causes sont Tsji? 732 ,
. .., tcr^, et celles

qu'elles donnent a Pevenenient/?<, p%, ..., /? 2 ,
la probabilite, a

priori, pour que J'dvenementse produise, est

p i Wi H- pz "&2 + - + Pn 53?n

On fait un certain nombre d'epreuves, dans des conditions

telles que la me*me cause, on ignore laquelle, a agi dans toutes. Si

les causes sont des urnes de compositions diflferentes, que le hasard

peut designer pour qu'on y fasse Le tirage, une m^me urne a servi

a tous les tirages. La connaissance des resultats obtenns change
les probabilites, qui ne sont plus, pour ies diffeVentes causes,

rsr i? w2 , , ^n- On demande la probabilite pour qu'une nouvelle

epreuve, faite dans les memes conditions que les precedentes,

procure Parrivee d'un evenement designe.

Une urne, par exemple, contient desboules noires et des boules

blanches en proportion inconnue. Toutes les suppositions sont

egalement possibles.

On a fait
jx tirages-, il est sorti m boules blanches el n noires.

Qtielle est la probabilite pour que le
(JJL + i)

l me
tirage amene une

boule blanche?

Soito? la probabilite donnee par la composition de 1'urne la

sortie d'une boule blanche. Toutes les valeurs de x sont, a priori,

egalement probables.
La probability qu'une valeur x donne a I'evenement observe est

La probabilile pour que x soit compris entre x et x -4- dx peut
done etre repre'seniee par

G e*tant independant de x. La probabilite pour que x soit compris
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entre o et i est la certitude. On doit done avoir

o 7 _ r(7?n-i)r(/i-4- 1)i=G -
done

G =

et la probabilite pour que Ie rapport du nombre des boules blan-

ches au nombre total des boules soit compris entre x el x -4- dx

est

T(m + 7i -t- a)
/; v

.

c'est-a-dire

i . 2 . 3 . . . r/i -4- n -+- 1

La probabilite pour qu'uoe nouvelie epreuve amene line boule

blanche est la somme des produits des diverses valeurs de la pro-
babilitea? par la probability pour que chacune soit la veritable,

c'esl-a-dire

on a

r(w-f-/iH-7)__ i

r(77lH- fl -h3)
"~

7?Z -f- n -+- '2

'

2) = 4-1,
i

et la probabiiile demand^e est

137. Les applications faites de cette formule ont ete presqne
toules sans fondement.

On a ose* cbercher la probabilite pour que le Soleil se leve

demain.

Poi7r chercher la probabilile d'un eve*nemenl, il fant accepter
son contraire comine

f pos,sible. Une urne est done supposee qui
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conlient des bonles blanches et des bonles noires. La probabilite
d^n tirer i boulc blanche represente celle de voir le Soleil se

]ever. Jamais il n'a manque : cela dure depuis six niille ans. L'urne,
consultee 2 191 5oo fois, a donne 2 191 5oo boules blanches.

La formule donne pour Ja probabilite d'un nouveau tirage sem-

blable aux precedents

2191001 =

Esl-il besoin d'insister sur Pinsignifiance d'un tel calcul?

Representons-nous le premier homme an premier coucher du
SoLeiL 11 devrait, pendant sa premiere nuit, s'il raisonne comme
Condorcel, assigner la valeur f a la probabilite de le revoir. S'il

comprend la question et s'il se la pose, les chances pour luiseronl

beaucoup moindres. Le Soleil a disparu 5
s'il est eteint, qui le ral-

lumera? S'il est tombe dans la mer, comment en sortirait-il?

Sans avoir cependant la science parfaite que lui supposent les

theologiens, le premier homme se persuadera sans donte, apres
cent apparitions, que le Soleil tourne antour de Ja Terre

; rien

alors ne doit lui faire craindre un arr^t brusque, 1'absence du
Soleil au cent et unieme jour ne I'etonnerait pas mnins que celle

des objcts eclaires chaque matin par ses premier^ rajons ;
faudra-

t-il, en invoquant I-a forintile, supposer qu'apres cent jour^ la pt'O-

babilite de les revoir est {$4? L'absurdile serait precisement la

jne*me.

Le lever du Soleil, apres une annee, sera pour le premier homme
une certitude.

Si le temps doit la confirmer et Faccroitre, c'est par Ja dcou-
verie des loib astronomiques et non par Je succes renouvele d'un

jeu de hazard.
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CHAPITRE VIII.

LOI DES ERREURS D'OBSERVATION.

In der Astronomic ist die Praxis eine Aufgabe der

Wahrscheinhclikeits-Rechnung, die Theorie erne Auf-

gabe der hoberen Mechanik
BESSEL.

138. Postulatum de Gauss. 139. Autre hypothec faite implicitement.

140. Gas dans lequel le postulatum est ngoureusement cxacU 141. Con-

sequence des suppositions acceptees. 142. Comparison du r&ultat avec

une formule connue; accord apparent, mais non r6el. 143. Autres con-

tradictions resultant de la lot admise. 144. Consequence d'un autre mode
de cornbinaison des mesures. 145. L'observation confirme la regie de Gauss,
les erreurs constantes etant ecart6es. 14C. Methode de verification.

147. Resultats de Bradley discutes par Bessei. 148. Determination du para-

metre k\ divcr&es formules. 149. Verifications possibles. 150. Valeur pro-
bable du carre de 1'erreur commise en adoptant la premiere formule.

151. Valeur probable pour la seconde. 152. Comparaison des deux resultats.

153. Les formules peuvent etre remplacees par d'autres qui sont preferables.

154. Autre modification accroissant la con fiance merited par la formule.

155. Autres methodes pour calculer k. 156. Groupernent des observations

deux par deux; valeur probable de fa plus graude erreur. 157. Autre de-

monstration du resultat. 158. Valeur probable du carre de ia plus grande
des erreur:, considereesdeux a deux. 159. Groupement des erreurs trois par
trois. Distinction necessaire entre Perreur veritable et J'erreur presumed.
160. Cas plus ge'ne'ral. 161. Discussion de la demonstration prec6dente.
16*2. Expression qui caracterise la precis/on d'un systeme de mesures

163. Ce qu'on en tend par poids et par precision. 164 Si la loi de probrbilite
etait a litre, ces deux mots n'auraient plus de sens precis. 165. Est-il permis
d'ecarter les mesures rendues suspectes par leur difference avec la rnoyenne?

166. Valeur probable de la plus petite des erreurs commises 167. Com-
binaison d'observations qui n'mspirent pas egale confiance. 168. Partage
d'une grandeur en plusieurs parties mesurees separement. 169. Evaluation

donnee par Fourier en figypte. 170. Discussion relative a la determination

de la constante k deduite d ?un systeme d'observations.

138, La loi rigoureuse de probabilite des erreurs d'observation

varie sans doute avec la grandeur rnesuree, conime avec le choix
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de 1'instrument et I'habilete de 1'observateur; elle est inaccessible

aux geometres.

Euler, Bernoulli, Lagrange et Laplace ont fait des hypotheses
demenlies par les faits et mal justifiees par des preuves sans vrai-

semblance.

Gauss, plus heureux, a deduit d'un raisonnement fort simple
une loi que la demonstration laisserait douteuse, mais que les con-

sequences justifient.

Lorsque plusieurs mesnres d'une grandeur inspirenl une con-

fiance egale, la valeur la plus probable est la moyenne de celles

qu'on a obtenues.

Tel est le postulatum de Gauss. Tous les observateurs, avant

qu'il fut pris pour base de la theorie, y avaient adhere en en fai-

sant usage.

S'il suffisait d'admettre une regie aussi plausible, la theorie

serai t parfaite.

A la condition enoncee, il faut, malheureusement, en ajouter

plusieurs autres qu'on ne dit pas. Nous devons signaler d'abord

une difference essentielle entre la valeur la plus probable d'une

grandeur et la meilleure valeur a adopter.
La valeur la plus probable est celle dont la probabilite est la

plus grande. Pen importent les autres. Elles doivent toutes, ce-

pendant, diriger le choix a faire. S'il est utile d'accroitre la pro-
babilite des petites erreurs, il est desirable aussi de diminuer

celle des grandes. S'attacher seulement a choisir la valeur la plus

probable, c'est imiter le joueur qui, pouvant esperer un grand
rbombre de gains differents et craindre un grand nombre de

pertes, prendrait ses decisions de maniere a accroitre la chance

de gagner le plus gros lot, sans aucunement se soucier des

autres.

En disant : En presence de plusieurs mesures d'une mme
grandeur, le parti le meilleur est d'adopter la moyenne ,

et :

La moyenne entre plusieurs mesures est la valeur la plus pro-

bable , on enonce deux propositions differentes. On a eu tort de

les confondre.

Supposons, pour donner un exemple, que Ton cherche I'ori-

gine probable d'une plante d'espece connue cueillie en France.

Dans la liste des 100 localites ou Pespece se rencontre, ou en
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trotive trois dans la me*me commune du Gantal et les autres dans

97 communes differentes du Finistere.

La commune la plus probable est en Auvergne ; 1'origine pro-

bable de la plante, la Bretagne.

139. Apres avoir propose le poslulatnm qui a ete admis sans

difficulte, Gauss represente par cp(A)dAla probabilite pour que
1'erreur d'une mesure soit comprise enlre A et A+ cZA; la fonc-

tion p(A) est 1'inconnue qu'il veut determiner.

Ici encore s'eleve nne objection. La probabilite" d'une erreur A

est-elle une fonction de A?

Ne depend-elie pas de la grandeur mesuree? Si I'on fait une

pesee, si I'on mesure mi angle, lorsque le poids est nn nombre

exact de milligrammes, lorsque Tangle contient un nombre exact

de secondes, n'a-t-on pas plus de chances d'evaluer juste que s'il

faut ajouter une fraction? Si celte fraction, que I'inslrtiment ne

donne pas, est exaclement egale a ^, n'a-t-on pas, en I'evaluant,

moins de chances d'errenr que si elle est 0,27 ?

En disant, sans explication : Soitcp(A)^A la probabilile d'une

erreur A, on s'ecarte, des les premiers mots, de la rigueur pro-
mise en quclque sorte par la forme geomelrique de la demonstra-

tion.

14-0. II esl un cas ou, le postulatum etant rigoureusement d^-

montrable, la c<mclusion cependant n'est qu'approchee. C'est une

preuve decisive conrre 1'exactitude de la tlieorie.

Supposonsque la grandeur a mesurer soit le rapport du nombre
des boules blanches au nombre total des boules, dans une urne de

composition inconnue.

On tire un certain nombre de boules; nous le dcsignerons

par [ji.

Sur ces
p. boules, m sont blanches.

La fraction peut ^tre consideree comme une mesure du rap-

port cherche. L'instrument qui J'a donnee estd'autant plus precis

que le nombre des tirages est plus grand. L'operation recommen-
cee n f'ois donne les mesnres successives

mi mi win

IA

*

"fT
7 '" "
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La valeur la plus probable du rapport cherclie deduite des ny.

elle est, on le volt, la moyenne en ire les valeurs snccessivement

obtenues par n mesnres qui meritenl memtj con fiance. Si la de-

monstration que nous allons donner etait irreprocliable, la con-

clusion devrait, dans ce cas, s'appliquer en toute rigueur.

141. Soienl x>(, x*, . . .
,
xn les valeurs d^ine meme grandeur

donnees par n mesures successives, failes dans ies monies condi-

tions et dignes de la meime confiance.

La valeiir la plus probable de la grandeur inconnue est, on le

suppose, la moyenne

A =

Si z est la valeur veritable, Ies erreurssuccessivement commises

ont ete z x { ,
z x^ ..., z xn . La probabilite, avant

I'epreave, de ce concours de mesures, c'est-a-dire celle de 1'eve-

nement observe, est proportionnelle au produit

(i) cp( ari)9(js a?j)...<p(* a?n .

La probabilite pour que la valeur exacte s.oit z est proportion-
nelle a (i); la valeur la plus probable est celle qui rend ce produit
maximum : elle doit done rend re nulle sa derivee el

y par conse*-

quent, aussi celle de son logarithme, et 1'on doit avoir

Gette equation, d'apres le postulatum, doit 6tre satisfaite par la

valeur

Si I'on pose

liquation (2) peul s'enoncer de la maniere suivanle :
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La somme des valeurs de la fooction F(w) doit etre nulle

lorsque celle des valeurs de la variable est elle-me'me egale a

zero.

Si I'on considere deux valeurs u {
et w 2 de la variable, on doit

avoir

la fonclion est impaire.

Si Ton en considere Irois, u^ w2 et u\ M 2 ,
ont doit avoir

On deduit de ceLte equation bien connue la forme de la fonc-

tion F; elle est pioportionnelle a la variable.

L'equation (3) donne

On en dednit, en integrant,

c

et, en remarquant que <p (w) doit s'annuler quand ?/ est infini,

G et etant des constantes.

On pent determiner le facteur G.

La probability d'une erreur comprise entre z et z -h dz etant

celle d'nne erreur comprise entre oo et -f- oo est

elle represenle la certitude. Ilfaut Fegaler a Tunite. On en deduit,
en se rappelanl Tequation bien connue
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et Ja loi de probabilile des erreurs est represenlee par

(4) JL e-*#d*,
/It

une seule constante servant a distinguer el a caracleriser les cas.

142. La verification donl nousavons parJe (140) semble confir-

mer le re's u I tat.

Si, sur
JA lirages fails dans une urne, on a rencontre m boules

blanches, la probabilite pour que la composition de I'urne donne

m--h 3

pour rapport du nombre des boules blanches an nombre total des

boules est (121)

(5)
V/27T77l((JL

Le iheoreme semble eonfirme; il est mis en defaut : la for-

mule (5) est settlement approchee, elle devrait etre rigoureuse-

nient exacte.

143. La regie des mojennes, il importe d'insister sur ce point,

n'est ni demontree ni exacte. S'il etait admis que la mojenne entre

plusieurs mesures fut toujours la valeur la plus probable, il en

resulterait des contradictions. Quand on mesure une grandeur,
on mesure, par cela mme, toutes les fonctions de cette grandeur,

son carr6 par exemple, ou le logarithme du nombre qui la repre-

sente. Pourquoi la valeur la plus probable du carre ne serait-elle

pas la mojenne des valeurs obtenues pour le carre, et la valeur

probable du logarithme, la mojenne des logarithmes?
La valeur la plus probable d'une grandeur dont les mesures

successives sont^, a?2 , ..., x fl serait alors repre*sentee par Tune

ou 1'autre des formules

(6)

/ayf-Harj-t-...

V n
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le carre de la premiere est, en effet, la moyenne des Carre's, et le

logarithme de la seconde, la moyenne des Jogarithmes.

II ne faut pas, pour ecarter ['objection, faire une distinction

entre Jes grandeurs directement mesurees et celles qui resultent

d'un calcul. Un mecanicien pourrait, bien aisement, annexer a

une balance une aiguille marquant le carre ou le logainthme dn

poids. Ce carre ou ce logarithme deviendrait alors la grandeur
mesnree. Le postulatum admis dans un cas devient done impos-
sible dans les autres.

La seconde supposition indispensable a la demonstration, la

possibilite d'exprimer la probabilite d'une erreur en fonction de

cette erreur seuLement, impliqne egalement contradiction. Une

grandeur etant egale a X, on lui irouve, en la mesurant, la va-

Jeur x\ ;
1' erreur est X x\. L'erreur sur le carre est X2

x\.

Si Pon pose
X 0?! = Z,

on aura

X2
x\

la probabilite d
1

une erreur s etant f (-s), cellede Terreur 2.x^ -\- z*

sur le carre sera aussi (-s). Elle n'est pas une fonction de 1'erreur

commise.

144. L'importance du resultat justifie 1'etude et la discussion

niinu ileuses des details. Nous resoudrons encore le probleme sui-

vant :

Si Gauss avail adople, an lieu de la moyenne, un autre mode
de combinaison des mesures, quelie Joi des erreurs en aurait-il

deduite?

En supposant que

represente la valeur la plus probable d'nne grandeur dont les

valeurs successivement obtenues sont x { ^ x, . . .
?
x tl , quelie est la

loi correspondante pour la probability des erreurs?

En general, nous allons le demontrer, il n'existe pas de loi,

exprimaat la probabilite d ?

une erreur A en fonction de A, qui
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puisse justifier Fadoption de la fonction
cp.

Le probleme ne peuL
etre resold que pour certaines formes tres particulieres.

En de*signant par z la valeur de la grandeur mesure'e et par

'j
1 (A) la fonction de A a laquelle est proportionnelle la probabilite
d'une erreur A, la valeur la plus probable z doit rendre maximum
le produit

La derivee par rapport a z de ce produit doit etre nulle et, si

Ton pose

on doit axoir

z elant lie a oc\ , x2: , #/z p^r la relation

Pour que Tequation (8) puisse etre satisfaite par une fonction F,
il faut que les valeurs z x { ,

z #2 i ? &n de la variable,

auxquelles correspondent les valeurs de la fonction dont la somme
doit etre nulle, ne soient pas independantes les unes des autres.

Les n fonctions de n variables

Cp
O - -

cp

doivent tre liees par une relation. II faut et il suffit, pour cela, que
leur determinant fonctionnel soit mil.

On doit avoir

dv

dx\
dtp

ce qui donije IVquation lin^aire

. A. =
,

B.
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dont 1'integrale est

Telle est la seule forme possible de la fonction
cp, pour laquelle

la recherche, telle qu'on Fa faite, puisse donner une loi de proba-

bilite.

La foime obtenue pour <p pent se definir simplement. La fonc-

tion
cp

est telle qu'en donnant a toutes les mesures prises im

mme accroissement a, elle augmente elle-mme de a. Cette con-

dition est necessaire et suffisante pour que la fonction ait la

forme (9).

Si Ton prenait

, , .-, = #{ 4- a?f
\ /

la condition ne serait pas remplie.

Aucuxie loi de probabilite des erreurs, en fonction de I'erreur

commise, nepeut doncjustifier Padoption des formules (10).

145. Malgr les objections pr^cedentes, la formule de .Gauss

doit etre adoptee. L'observation la confirme : celadoit snffire dans

les applications. Les consequences miniuieusement^tudiees se sont

toujours trouv^es d'accord avec les faits. II est bien entendu que
les erreurs constantes sont en dehors des formules; chaque obser-

vateur doit etudier son instrument et sa melhode pour les ecarter.

La moyenne, evidemment, ne pent donner que la mesure entachee

de 1'erreur sjstematique inherente a ['instrument. Si 1'on pese
avec de faux poids, si les fils de la lunette sont mal places, les

moyennes ne pourront pas faire les corrections; c'esta la grandeur
mesuree accrue de 1'erreur constante que se rapportent alors les

formules.

146. Disons d'abord comment la verification de la formule a

<H faite.

Bessel, le premier, a fait ia comparaison des erreuBs commises
dans de nombreuses observations avec les consequences de la for-

mule de Gauss.
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Le lheorme de Bernoulli permet d'affirmer que, dans une serie

suffisammenl nombreuse, si Ton parlage les erreurs en groupes
bien definis, chaque groupe se presenlera un nombre rle fois a pen

prcs proportionnel a sa probabilite.

Bessel a etudie quatre cents observations de Bradley portant
sur les coordonnees, parfa itemen t connues aujourd'hui, d'une

meme efoiie. Les erreurs ont ete classees par ordre de grandeur;
on a compte le nombre de celles qui sont inferieures a o

r

',4 en

valeur absolue, le nombre de ceiles qui sont comprises entre c/,4

et o",8, etc.

On a compare ces different is nornbres avec le Tableau des

nombres probables de chaque groupe d'erreurs, d'apres la loi de

probabilite admise

Le calcul exige la connaissance de la constante k* Les methodes

pour la calculer sont nombreuses; leur accord numeriqne est une

des meilleures verifications de la theorie.

Nous reviendrons sur cette importante question. Bornons-nous

a faire remarquer en ce moment que chacun des calculs qui vont

donner, en fonction de k suppose connu, le nombre probable des

erreurs (Tun certain groupe, suffit, par la condition cl'egaler le

resullat du calcul a celui de ^experience, pour fournir une valeur

de k. Si J'on n'avait qu'un groupe, la determination de la constante

par la condition de satisfaire a i'egalite qu'on vent verifier forme-

rait un cercle vicieux. Mais les egaliles sont nombreuses. Cliacune

d'elles delerminera une valeur de k] on adoptera la moyenne et

les verifications ulterieures auront toute leur valeur.

Nous aurons d'ailleurs It revenir sur ce probleme tres important
de la determination de k.

La probabilite d'une erreur comprise entre s et z -4- dz ctant

e-^** dz,
V*

celle d'une erreur plus petite que a, en valeur absolue, sera

9 /~*L I

TZ J$
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Cette formule donnera la probabilite pour qu'une erreur soil

comprise entre o et a, entre o et 2 a, o el 3 a, etc. La difference de

deux termes consecutifs sera la probabilile pour qu'elle soil com-

prise enlre deux multiples.

147. Le Tableau suivant a et forme par M. Nikolans Wuich,

professeur a Fficole d'Artillerie de Vienne.

Les erreurs sont evalue'es dans la premiere colonne par leur rap-

port a Verreur probable, c'esl-a-dire a celle qu'il y a probabilite |

de surpasser ou de ne pas surpasser. La moitie des erreurs sur un

grand nombre de mesures doivent tre par definition, pour ainsi

dire, plus grandes, Tautre moitie plus pe tiles que Terreur pro-

bable. On voit en eflet dans le Tableau, en regard de i, le nombre

5ooo indiquant que la moitie des erreurs sout inferieures a I. On

lit en regard de 2, 8227; sur 10000 erreurs, par consequent, il y

en a 8227 plus pelites que le double de 1'erreur probable; 9370,

d'apres le Tableau, sont plus petites que le triple, 9980 que le

quadruple et 9998 que le quintuple.

Stir 10000 observations, nombre probable des erreurs plus

petites que m/ij h etanl 1'erreur probable :
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La valeur de k est inversement proporlionnelle a 1'erreur pro-

bable. Si 1'on a pose, en effet,

on trouvera

A-X = 0,47693

et, par consequent, A designant 1'erreur probable, la valeur cor-

respondanle de A" est

148. Bessel a irouve par la discussion des 470 observations de

Bradley, en reduisant les nombres par une proportion a 1'hypo-
these de 100 observations settlement, les nombres suivants pour
les erreurs variant cle o" ,4 :

Declinaison d*une etoile.

Nombre
Erreurs. des erreurs. Nombre calcule,

L'etude des observations d'ascension droite de la meme e*toile a
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donne :

k = o",22S3.

Nombre
Erreurs. des erreurs. Nombre calcule".

149. Nous devons dire maintenant comment on determine le

parametre k.

Deux cas peuvenl se presenter : si les mesures ont porte stir

une grandeur exactement mesuree avant ou apr&s les observations

qu'on discute, toutes les erreurs sont connues avec certitude. Si,
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au contraire, les mesures ont et prises snr une grandeur cjuin'est

connue qne par elles, les erreurs sont inccrlaines comme la gran-

deur elle-me'me; el, en dormant cc nom A'crreur a la difference

enlre chaque vaiein* observee et Ja moyenne, on ne petit avoir

qu'une evaluation vraisemblable et approchee.
Nous trailerons d'abord le premier cas, auqnel sc ramene le

second.

Ln determination approchee de k pent se faire d'un grand
nombre de manieres. II suffit, eu efTet, de calculer la valeur pro-
bable d'une fonction qnelconque de Perreui 1 commise dans une

obbervation. La moyenne des valeurs de cette fonction, dans une

serie suffisammentnombreuse, en vertu du theoreme de Bernoulli,

diflerera peu de la valeur probable. En les egalant, on obliendra

la valeur de k.

On peut ainsi d^duire la valeur approchee de k de la valeur pro-

bable de 1'erreur prise en valeur absolue, du carre de 1'erreur, du

cube et, en general, d'une puissance qnelconque de 1'erreur.

La probabilite d'une erreur z etant

k
e~

la valeur probable de z, conside're' comme essentiellement positif,

est

''0

i* r
./- . /

La valeur probable de 2 est

celles de z* et de s 4
,

y it t/o J& /T:

En admeltant que, sur un grand nombre d'epreuves, la moyenne
des valeurs d'une grandeur diffdre pen de la valeur probable, en
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nommant e^ <? 2 , ,.., en les erreurs succcssivement commises dans

n observations, on pourra ecrire

-+ g a -K . .-he,, __~~
n

ef -+<?!-!-.. .-he? S 2 i- = - =
JT

/i /I a A"

ef -f-ej-t".. .-4- eg __ Sj i

150. Chacune de ces equations doone une valeur de A*; elies

doivent s'accorder et s'accordent, en effet, dans les a])plications,

d'une maniere tres satisfaisante. On en dduit ces relations remar-

quables. S S 2 ,
S 3 ,

S 4 d^signant la somme des erreurs, prises en

valeur absolue, la somme des carrcs, la somme des cubes, la

somme des' qualri^mes puissances, on doit avoir approximative-
ment

Ces formtiles singulieres, dont le premier membre est fourni

par le hasard, meritent taut de confiance qu'un calculaleur a qui

des observations sont remises et qui trouve ces egalites en dgfaul

pent tenir pour certain qii
7on a retouche el altere les resullats

immediats de Pexperience.

lol. II imporle d'evaluer la confiance meritee par les valeurs

de la constante k que nous,venons d'oblenir. Cette appreciation
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consistera dans le calcul de la valeur probable de Ferreur com-

mise en adoptant une des equations precedentes.

Lorsque nous ecrivons, par exemple,

,.. <i --
^

1'equation n'esl pas rigoureuse. Nous savons que, pour de grandes

valeurs de n, la moyenne des erreurs differe pen de -= 9 qui est
k yTi

la valeur probable. Quel que soil /z, une grande difference eslpos-

sib/e, cela est evident; mais elle est peu probable.
Nous auroos une appreciation de la confiance meritee par

Fdqualion (n) en cherchant la valeur probable de

On comprend la ndcessite d'elever I'expression au carr^. Elle pcut
tre positive ou negative : sa valeur probable est nulle, cela ne

protive nullement la precision des mesures; les grandes valeurs

peuvent ^tre detruites dans la somme par des lermes de signes

contraires.

On a

La valeur probable de chacun des termes du second membre est

connue.

Le carre d'une erreur e* a pour valeur probable 7^; 1'erreur /.i r r 2 A~2

qui est prise ici en valeur absolue, a pour valeur probable i,
k \/TT

et le produit <?//' de deux erreurs a
7 par consequent (48), pour

valeur probable TJ* La valeur probable de 1'expression (12) se

r6dtfit, en ayant egard au nombre des termes de chaque somme, a

1 n - n \ i ! y_ a
.

i

n* \k*r,) /C2 7U

elle lend vers zero lorsque n augmente.
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152. Cherchons la valeur probable de

cette valeur etant calculee, bien entendu, de meme que la prece-

dente, avant les operations faites et sans qu'on pnisse prevoir ni

presumer qi7elles sont les plus grandes erreurs.

L'expression (i3) peut s'e'crrre

La valeur probable s'obtiendra en remplacante*, quel que soil;,

r sa valeur probable -rjz*
e

pour valeur probable de (12)

par sa valeur probable -rjz*
e

i
e

'

t

~

Par 77^
et e\ Par "TI" ^n a

_

^2 4"F
""
IF "^TT

152. On peut se demander quelle e?t, entre ces deux evalua-

tions d'erreur a craindre, celle qui justifie le rnieux la formule

correspondante.

11 ne faut pas se borner a comparer les resultats
-p

( i --
J

et p pour donner Pavantage au plus petit. En adraettant que

ce^ expressions dorment une appreciation de Terreur a craindre,

ces erreurs ne portent pas sur la meme inconnue. La premiere est

commise dans 1'evaluation de -=.} 1'autre, dans celle de 77- Ce

qifil faut assurer evidemment, c'est la petitesse de 1'erreur com-

niise sur k. Soitj^ cette erreur, Perreur sur -7 sera
jiJ^'

et sur

^j
elle sera, en negligeant bien entendu jK

2
t zj^* ^e carr ^e

Perreur commise sur est done rrr2
?
et le carre de Perreur

kyK TCA

i t i
.>commise sur

^-p
est %-j/

Les requitals obtenus doivent done s'enoncer de la maniere sui-

vante :

La valeur probable de Ty~ est r^
(

*

)^
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La valeur probable de vrr2 est =r'L /C8 J 2 n]&

Par consequent, en adopLant la premiere formule, celle qui
dduit k de la moyenne des errenrs, la valeur probable de y'

2 est

it A* / 2\ 2

(i = i, 3 14 1,
'2.n \ 7C/ 271

' '

et, en adoptant la seconde, c'esl-a-dire en dcduisanl k de la

moyenne des Carre's des errenrs, la valeur probable de y- esl

La seconde formule doil elre preferee.

153. Les formuJes precedentes peuvent ^tre remplacees par
d'autres qui donnent une plus grande chance d'exactitude.

Nous resoudrons d'abord le probl&me suivant :

Determiner la valeur de \ qui rend minima la valeur probable de

CetLe expression peut s'^crire

En remplacanl les erreurs e t et leurs carres par les valeurs pro-
bables, on a, pour valeur probable de (i5),

-L _ 2X X 2

^ A-Vw
"*"

a ^"2/*

"

on

Le minimum correspond a

&(L+*-JL) a _/2Ll^)\n IT rnzj \ n /

II convient done, pour diminuer les chances d'erreur, de rem-



CHAP. Vfll. LOI DBS ERREURS D'OBSERVATION. 189

placer la formule

par

154. Nous determinerons le facteur 5; par la condition que la

valeur probable de 1'expression

soil la plus petite possible.

Cette expression pent s'ecrire

En faisant le calcul comme au n 153, on trouve pour valeur

probable de cette expression

JL A. 1L( 1 H\
A:* A-*

"^
>t*\a

"^
4/

Le minimum correspond a

On diminuera done la valeur probable du carre de 1'erreur a

craindre, en substiluant a la formule

la formule, probablement plus exacte,
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15o. Les determinations de 3a valeur approchee de k sont ea

nombre infini.

On peat poser le probleme d'une maniere differente.

Les observations sont faites, on connatt les errenrs, qnelle est

la valeur la plus probable de k
:
la valeur probable de k et celle de/r 2?

On sait que la valeur la plu^ probable n'est pas la valeur pro-

bable et que la valeur probable du carre n'est nnllement e"gale an

carre de la valeur probable.

Soient i? 0o, ..., en les erreurs successiveraent commises, k la

valeur inconnue du parametre caracteristique de la serie d'obser-

vations.

L'evenement observe etant I'arrrv^e successive de n erreurs e { ,

e^ ..., ea , la probabilite de cet e*venement etait, avant I'epreuve,

pro portion nelle an produit

7U
2
*

des probabilites simples.

La valeur de k la plus probable est celle qui rend ce produit
maximum.
Le maximum correspond a celui du logaritlime

c
r

est-a-dire a la valeur de k qui an mile la derive*e

? -4- e| -*-...

C'est une des formules deja obtennes.

AAI lieu de la valeur la plus probable de #, on pent chercher la

valeur probable, qui doit, en general, etre prefdree; la valeur pro-
bable est Pesperance malhematique de celui qui, apres les mesures

prises, altendrait une somme egale a k.

La probabilile d'une valeur de k est proportionnelle a

En d^signantla somme des carres des erreurs par S 2 , on pent
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la represenler par
Ge-*is

.

On de'lerniinera G par la condition

G

qui exprime que la probabilite pour que k soil compris entre o

et oo est egale a I'unite. On a

r/c''e-*
2s3 <M- =

w

par consequent,

La |)robabilite d'une valeur A* du parametre est

La valeur probable de k est la somme des produits obtenus en

multipliant chaque valeur de k par la probabilite qui lui corres-

pond

qui se reduit a

>t="

Si Ton suppose n tr^s grand, en remplagant la fonction

par sa valeur approchee
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on trouvera

,

V & 2 * 1

n r\ a \ / fn i\- -f- -
I / -a 7r

(

- H- -
)2 2/ V \ 2 2/

' "a

V^ peut, 7i etant tres grand, tre reraplace par 1'unitc

2 2

et, en supprimant le facteur commun e
2 2

,
on pent ecrire

-
/Si

-1 1

Le produit e *MH-
J^rf)

a P<>ur limite 1'unite, et Ton voit

aisement que, pour de grandes valeurs de /i, le rapport

83

n

a pour limite -7^-

La formule nouvelle est done d'accord avec celles qui donnent

1 _ S*

^^""n"*
i _ S.2

2J^2
~

/t -+- 2'

lorsque /? devient tres grand.

156. La loi de probabiiite etant admise, on peut chercher a

Tavance la probabiiite' d'une combinaison quelconque des resul-

tats des mesures. La valeur moyenne de la quantite calculee, si le

nombre des mesures devient grand, differera peu de sa valeur pro-
bable.

Nous re"soudrons quelques problemes dont les solutions, remar-

quables par leur simplicity pernlettent d'el^gantes verifications.

Si, apres avoir fait un grand nombre d'observations, on les

groupe deux par deux en chargeant ie hasard de les associer, et
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que, dans chnque groupe, on choisisse la plus grande des deux

erreurs, la valeur probable de cette erreur pent se calculer : elie

est Je prodi'it par y/a de la valeur probable d'une erreur prise au

hasard. La probability pour que, sur deux erreurs prises au hasard,
Tune soil comprise entre z el z -f- dz el I'aulre plus petite que z

.

/IT JQ V/7T

Le premier (acLeur est, en eflTel, la probability pour que 1'erreur,

positive ou negative, soit comprise entre z et z-+- dz\ le second,
la probabilite pour que la seconde erreur soit plus petite que 5.

On multiplie par 2, parce que 1'une ou 1'autre des erreurs clier-

chees pent eMre la plus grande et egale a z.

La valeur probable de z s'obtiendra en multipliant la probabilite

par z et faibant la somme pour loutes les valenrs de r

En integrant par parties el remarquant que le terme uiiegre dis-

parait aux deux limites, cette expression devienl

r ,***.-.
-7T JQ k VK

c'est le produit par \/2, de la valeur probable d'une erreur.

La valeur probable d'nne grandeur quelconque differant peti,

sur un grand nombre d'epreuves, de la mojenne arithmetique des

valenrs fburnies par le hasard, 1'application de ce theor^me a une

sdrie de mesures d'une grandeur connue donnera et a donne a plu-

sieurs reprises une verification des formules.

157. Le theoreme precedent, remarque experimentalement par

M. le commandant Delanney, petit s'obtenir plus direcfement.

Soient x\ et x% deux mesures prises successivement, -i--

pent e*lre considere comme une mesure.

En nommant e (
et e* les erreurs commises sur e { et <?;>, le carre

B. i3
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de 1'erreur sur cette mesure nouvelle sera

La valeur probable de e
{
e est nulle, puisque les valeurs posi-

tives de e { et de e*> onl mme probabilile que les valeurs negatives.

La valeiir probable de (19) est done

c'est precisement la valeur probable du carre de 1'erreur pour uu

systeme de mesures dans lequel le parametre caracteristique k serai t

remplac^ par /cy/a.

La valeur probable de Terreur commise bur --- est done

Mais cetle errenr peut &tre la somme ou la difference des

deux erreurs commises sur x { et x* : la somme, si ces erreurs sont

de ineme signe; la difference, si el les sont de signes contraires. Les

deux suppositions ont chacune pour probabilite |; on a done, en

nommant G et P la valeur probable de la plus grande et celle de la

plus priile des deux,

0=.

2

c'est-a-dire

On a aussi

par consequent,

Io8. On peut, en ckargeant le hasard de grouper les erreurs

deux a deux comrae dans le calcul precedent, calculer la valeur

probable du carre* de la plus grande.

L'expression de eette valeur, obtenue par un raisonnement tout
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semblable, est

En integrant par parties, faisant porter 1'integration sur ze~K *z * dz

et remarquant qae le terme iniegre disparait auK limites, celte

expression devient

C* e-^dz C -><*=* dz H- ^ f~ ze-^*"- ds,T* JQ /o
^

*-M)

e~k **
n'

dz etant la difierentielle de 1'integrale par laqaeLIe il est mul-

tiplie dans le premier terme. On a

~^'dz re-Md*=*~;
Jo i k -

on a auss

et la valeur probable du carr6 de la plus grande erreur est

159. On peut grouper les erreurs trois par trois, en chargeant
le hasard de les associer, et chercher la valeur probable du carre

de la plus gra'nde des trois.

Un raisonnement identique aux precedents donne pour cette

valeur probable

Integrons par parties, en faisant porter Immigration sur

ze~r**~z*

dz] en posant, pour simplifier 1'ecriturej

et n'ecrivant pas le terme integi*^, qui s'annule aux deux limites,
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nous aurons

20) i**.

TC/n

mais on a
ro'(5)=e-ASs

Ce-^rz(z)*dz =

sjrfc-)*-*'
31 *^ rv^

^

__5 -

La subshlution de ces resultals dans Texpression (20) donne,

pour la valeur probable cherch^e,

160. Dans loules les formules precedents, que les observations

soienl fakes ou projetees seulement, ce sont les erreurs veri tables

qui sont introduites.

II arrivera ires sotivenl (dans Timmense majorite des cas, on

peul le dire) que, la grandeur elant determinee par les observa-

tions seulement, les erreurs, evaluees par la difference de ciiaque

mesure avec la moyenne, difF^reront des erreurs veritables qui

restent inconnues.

En remplagant 1'erreur veritable par Perrenr presum^e, on ob-

tiendra tine valenr approchee de la constante k. On a propose,

dans ce cas, des regies de correction fort simples, dont la demon-

stration, malheureusement, peul laisser des doutes.

Le probleme est celai-ci :

^?l? x^ ...
7
xa elant les mesures successivement prises d'une

grandeur X, si Ton adopte la valenr

x==

Terreur probable est d'auiant moindre que n est plus grand,
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pourvu que Ton ait pu, commc nons le supposons loujours dans ce

Chapitre, ecarter les erreurs conslanles.

La form ul e

() tI^* '

n 2/r2

sera rem place*e par

(_X ^i )
2 -WX # )

s -H . . . H- ( X rg /t )-'

Celte valeur de
-p-

n'est pas, je n'ose pa* dire exacte (il ne faut

esperer dans aucun cas qu'elle le soit), mais conformed ia formule

qu'on vondrait appliquer.

La formule (22) donnera 7-7^ toujours plus petit que ^ detluit

de (21). La correction la plus plausible consiste, nous allons ie

montrer, a multiplier la formule (22^ par
--

; ce qui, lorsque n

est grand, en changera tres peu la valeur.

L'e\pression (22) proposee pour represcnter ^-p pent e'tre trans-

formec par rintroduction de 1'erreur E commise en adoptant la

mojenne X pour valeur de la grandeur mcsuree.

Les differences X ^ i7 X a?2 , ..., X xn sont rigoureuse-
menl (

/k

gales aux differences E e^ E e2 . ..., E <?, et la for-

mule (22) pent s'e'crire

(E - e t )

9--H (E - ca ^H-. . .H- ( E e,, >*

identique a

... -4- g,,

mais E, elanl 1'erreur commise sur la mojenne, est egale ^ la

mojenne des erreurs, et la somme e\ -+- e2 -f-. ..-4- 2̂ est egalo
a E; ^expression (22) se rduit done a

__ _

Le premier lerme represente la valeur de -^ telle que la for-
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mule (21) doit la donner. CeLLe valeur est diminuee cle E-
; par

consequent, k* est plus grand que/r
2

,
et la substitution cles erreurs

presumees aux erreurs veritables, en accroissant la valeur de Xr
2

,

conduit a attribuer aux observations une precision plus grande

qu'il ne faut.

On a exactement

E =

par consequent,

( 25 ) K*=

Les erreurs et, e L
' sont les unes positives, les aulres negatives,

et, les mesures n'exposanl, c'est I'hvpothese, a aucune erreur

constante, la valeur probable du produit e t ec est nulle. On se

permet pour cette raison de stipprimer le second terme de la

formule (20). II pent en resuller une erreur notable; une gran-
deur dont la valeur probable est petite est certainement petite

elle-me'me, quand elle est essenliellement positive; mais, quand
elle pent, comme ici, changer de signe, la valeur probable elant

wulle, cela prouve settlement que les valeurs positives ont m^me
probabilite que les negatives. Eiles peuvent dire fort grandes.

Quoi qu'il en soit, les observaleurs, sur le conseil et a Texemple

de Gauss, suppriment le second Lerme de (20) et ^ devfent

i / n i \
"

IF \~rT~)
'

on con^eiJle, en consequence, pour calculer ~^, de diviser la

somme des carres des erreurs presumees par n i et non par 72,

ddnoininateur prescrit pour la somme des carres cles erreur&
reelles.

16i. La formule prec^dente prend, dans un cas plus general,
une forme differente, ires elegante et ires souvent appliquee.

Soienl Xj, X2 ,
..

., XJD, p grandeurs de m^me espece mesurees

par les in^mes precedes, avec le meme instrument et les monies
chances d'erreur. Cbaque mesure a ele reproduite plusieurs fois :
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la premiere, n
{ fois; la deuxieme, n.2 ibis, ...; la dermere,

np fois, les erreurs successivemenl commises etant e\, e(
2 ,

. .., e'n

pour la premiere mesure; e\, e"^
. .., e"na pour la deuxierae; e\

p
\

e
l

f\ . . ., e^ pour la derniere. La formule (21), evidemment appli-

cable, donnera

6
i ^ e\* + e't+... + e'n\

+
-

Supposons que, les valeurs veri tables des grandeurs mesurees

restaot inconnues, on remplace chacune d'elles par la mojenne
des resultats obtenus en la mesurant. Si E ( * J est 1'erreur ainsi com-

mise sur I'une d^elles, les erreurs apparentes seront

el la substitution de ces erreurs apparenles aux erreurs veritables

remplacera, comme on Fa vu (160), la formule (26) par

gy + gy +--+-< gy + gyn-.-.+ g^

/li-h/12-h. ..-f-/l
/;

Mais e
;

4 , e'o, >., e'
p

etant les erreurs commises dans la mesure

d'une m&iie grandeur et Je parametre de precision ^tant A*,
on a

approximativement

La m^me reduction peut se faire pour les fractions relatives aux

autres grandeurs, et la formule (27) devient

I

PTF.

N designant le nombre total n { -{- n2 -f-. . .+ rip des mesures

prises.

La formule conseillee dans ce cas est, d'apres cela,

N
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S(X/ x t }- etant la somme des carres de tontes les crreurs pre-
sumdes et N p Pexces du nombre total des mesures sur le nombre

des grandeurs mesurees.

Si les errenrs reellement commises etaient comities, il faudrait

diviser la somme de Jeurs carres par N et non par N /?.

La demonstration suppose, malheureusement, que Ton puisse

regarder comme ntille la somrne des produits des erreurs consi-

derees deux a deux.

162. Les erreurs 1? e 2j - .-, e/i etant approximativement con-

nues dans chaque application de la metliode, on ponrra, dans

chaque cas, verifier approximativement aussi 1'exactitude de 1'hy-

po these faife en supprimant le terine Se z ^.

Celte verification, si n est grand, entrainerait, il est vrai, des

calculs hors de proportion avec Timportance du resultat.

II est digne de remarqne que, dans i'expression

les termes, les tins positifs, les autres n^gatils, ont tons, a

priori^ si on les considere isolemenl, meme valeur probable, le

nombre des termes negatifs doit, le plus souvent, I'emporter sur

celui des termes positifs.

Soit 2
pi

le nombre des epreuve^. Le cas le plus probable est

celui OLI, parmi les erreurs, il s'en trouverait
JJL positives et

[JL nega-

tives; le nombre des produits et e t
' dont le signe est negatif se

trouve alors egal a
pi

2 et le nombre des produits positifs est

[x((ji i). La difference est
JJL.

C'est une raison, dans ce cas, si

Ton ne sait rien de plus, pour prebiimer que cette somme arbi-

trairement negligee sera negative.

Si Ton nomine
p.

a le nombre des erreurs positives etfJL+ a

celui des erreurs negatives, le nombre des produils eie? obtenus

en multipliant une erreur positive par une erreur negative sera

celui des produits positifs est
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Le nombre des produits negatifs sera le plus grand, si Ton a

a*,

La probabilite pour qu'une erreur soil positive est
-^ ; par conse-

quent, la probabilite pour que, sur 2
p.

erreurs prises an liasard,

Yecart, difference entre le nombre des erreurs positives et le

nombre le plus probable pi,
soit plus petit que {/^ est (65)

J-ia [>rol)abilil^ pour que le nombre des prod nils negatifs I'emporte
sur celui des produits positifs est done plus grande que |.

163. La form ul e

(28) I
V ^

caracterise la precision d'uu sjistenie de mesures dans lesquelles
nne grandeur a ete suecebsivement trouvee egale a x\, x^, . . . , xn .

On pent lui donner une forme plus e'legante et plus commode.

Xi et Xi' etant deux quelconques de n mesures, Texpression est

identiquement egale a

Les deux formules (28) et (29) sont composees des memes
lerrnes.

On a, identiquement aussi,

n2 n V /i

La valeur de p est done donnee par la difference entre la

moyenne des carres des mesures prises et le carre de leur mojenne.
Si toutes les mesnres sont egales, Texpression se reduit a zero. La

precision doit tre supposee iufinie.
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16-4. Lorsqu'on a pris plusienrs mesures d'une mme grandeur,

calcule la moyenne, determine Ja valeur de la conslante speci-

fiqne k, celte constanle est sonvent nommee la precision et k^ le

poids de chaque observation.

II importe d'expliquer ces locutions.

La precision d'une mesure est dite a fois plus g'rande que celle

d'une autre mesure, lorsque la probabilite d'une erreur comprise
enlre z et z -h dz pour une mesure du premier systeme est la

ineme que celle d'une erreur comprise enlre zz et &(s-}-dz)

pour le second. Si, par exemple, les erreurs commises sur les

minutes, en mesurant un angle, ont memes probabilites qne les

erreurs sur les secondes commises en se servant d'un auire

instrument, la precision du second systeme de mesures esl dite

60 fois plus grande que ceJle du premier.

Le poids d'une observation est dit
|3

fois plus grand que celui

d'une autre observation, lorsque les consequences que I'on pent
deduire sur la valeur de la grandeur mesuree par une observation

du premier sysleme equivalent a celles que 1'on peut deduire de

j3 observalions du second systeme donnant Unites le m^me re-

sultat.

Si p n ?

estpas entieret qu'il soit egal a une fraction > il faudra

que m observalions concordantes du premier systeme puissent
etre remplacees par n observations identiques du second.

Le systeme d 'observations qui donne a I'erreur z une proba-
bility* proportionnelle a

-7=*-*"",
V/7T

aura k pour precision et k* pour poids, si I'on prend pour unites

la precision et le poids d'une observation d'un systeme dans iequel
la probabilite d'une erreur z serait proportionnelle a e~~

z
"~.

La probabilite' d'une erreur comprise entre z et z -+- dz elant,

en efFet, supposee e'gaL' a

en rempla^ant z par /cz, la probability d'une erreur comprise enlre
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kz el kz-i- k dz sera

4= *-*'*' fe;

yAr

c'est precis&nent celle d'une erreiir comprise entre z et z-\-dz

dans le premier systeme.

Si Ton suppose A'
2= 9 la probability d'une erreur z etanl pro-

portionnelle a

e~*\

celle de m erreurs egales a s, commises dans m observations suc-

cessives, sera proportionnelle a

La probabilite de n erreurs egales a ^, commises dans n obser-

vations successives faites dans le second systeme de mesures, sera

proportionnelle a

Les probabilites des deux syslemes d'errenrs sont done propor-
tionnelles et par consequent egales pour toutes valeurs de j&, si

I'on a

nk*= m\

par consequent,

Le poids du premier syslenie d'observalions, celui du second

etant pris pour unite, est done egal a > c'est-a-dire a A'-.

165. II est interessantde remarquer que, si la loi de probabilite

n'avait pas une forme Unite speciale, les mols poids et precision,
dont les physicians font souvent usage, ne pourraient pas avoir de

sens exact et precis.

Supposons deux syslemes d'observations. Soient, dans le pre-

mier, v(z)dz la probabilite pour que 1'erreur commise soit com-

prise enlre z et z + dz et b(z)dz la probabilite d'une mme
erreur dans le second systeme. Pour que le rapport des precisions
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soit h, il faut et il suffit que le rappoit
?

t

*- soil constant, et,

pour que le rapport des poids d'une observation dans les deux

svstemes soil egal a
,

il faut que le rapport

_?(*)*

+ (*)

soil constant.

Pour que le systeme caracterise par la fonction <f(z) donnc, par

rapport a un autre systeme quel qu'il soit, characterise' par 'i(-s),

un poids determine et unc precision defiuie, il faut que le rapport

soit independant de z.

Posons done

G etant independant de ^
?
ct detenninons les formes possibles de

la fonclion
cp(-c).

On pent remplacer 1'equation (3o) par

et anssi, en prenant les deriv^es, par

hv'(hz) _ ky'(s)

?(/^) ""?W~'
En posant

SS-""-
la fonction F est definie par la condition

A representant le rapport -r*

Soit \=hv<.

On aura

La fonction F est done muliiplide par A^ quaud la variable est
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multiplied par h. On apercoil la solution

H etant une consiante; on en deduit

-h i

cp(^) devantrester invariable quand on change z en z, Texpo
sant

p. -j- i doit tre pair.

Le cas de UL= i correspond a la loi de Gauss.

On a dans ce cas

Le poids/r estle carre de la precision A. L'equalion (Si)n'admeL

pas d'autres solutions; mais la demonstratioo, d'ailleurs facile, esl

sans inler^l pour le Galcnl des ProbabiliLes.

166. Entre plusieurs inesures d'une me'me grandeur, celles qni

s'^carleDl le pins de la mojenne sont presnmees avec raison,

presque avec certitude, tre moins bonnes que les autres : il

semble naturel de les ecarter.

La question est delicate. Les observaieurs ne se permetlent nne

lelle suppression qu'apres avoir reconnu une cause vraisemblable

et inlrinseque a I'inferinrite de la mesure suspecte. On croirajt

manquer a la sincerity due en omeltant uae mesure, d'ailleurs

irr^prochable, par cela seul qu'elle s'ecarte du resultat presume.
II est incontestable qtie, si Ton est certuin d'avoir opere de la

m^me maniere et avec le m^me soin, toutes les observations ont

le me~me droit a exercer Jeur influence sur la mojenne adoptee.

Mais, si Ton opeVail to uj ours de la m&me maniere, on obtiendrait

Loujours le m^me re's ul tat.

L'assimilation des erreurs fortuites a des lirages au sort dans

une urne composee de maniere a donner a chaque erreur la pro-

babilit^ qui lui convient est une fiction, non une realitc. Si 1'iirne
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exislait et qu'elle fut composee avec une perfection infinie, s'il

arrivait qu'une serie de tirages fails dans les conditions normales

demenlissent Tensemble des aulres, il faudrait les couserver assu-

rement. Mais, si celui qui lirait les bonles vient declarer qu'il a

neglige dc les agiler, peut-etre anssi de plonger la main dans les

parties inferieures; s'il a pris et remi*> sn boule ton jours a la

surface, Jes tirades ainsi fails seront a rejeter. 11s Je seront ega-

lement si, le lirenr n'avouant pas sa negligence, on le soupconne
d'etre pen soigneux; peul-e'tre aussi, la question est delicate je

le repete, si la seule raison de le soupgonner est I'ecart observe

quand il a tire les bo u les.

Chercbons les consequences de Fabandon des mesures pre-

sumees Jes moins bonnes.

La question se pose de la maniere suivante :

On a pris n mesures d'une inline grandeur; loutsemble regulier,

la mo}'enne est obtenue; la con^tante caracleristique A1

,
d^duiie

de toutes les observations, a une valeur tres grande; aucun indice

n'eveille la defiance. On est en droit de regarder comme tres pro-
bable la valeur de la mojenne; comme tres probable aussi la

valeur obtenue pour k. La probabilite d'une crreur z est regardee
avec con fiance comme egale a

Dans ces conditions, je calcule Terreur X, telle que la prob.n-
bilit^ pour qu'une erreur soit mferieure a X ait une valeur p
arbitrairement choisie. 11 suffit de re"soudre liquation

(32) />
= -

X etant ainsi determine, je supprime parmi les n observations

celles dont la difference avec la mojenne est plus grande que X;
il en restera np a peu pres, dont une moitie environ sera plus
grande, Tautre moitid plus petite que Ja mojenne. On recom-
mencera les calculs en considerant ces observations comme les

settles,

Supposons, pour justifier la hardiesse de ce parti, que, dans le
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laboratoire ou les mesures sont prises, se trouve un surveillanl

d'une rare habilete qui, sans observer lui-mme, suive des yeux
les obbervateurs, et qui, tres an couranl des methodes, tres inslruit

des details relatifs a chaque instrument, des erreurs de division,

des inegalite'b des pas de vis, des petiles imperfections des poids,

de J'influence de la temperature, etc., declare, apres chaque

mesure, son opinion en un seul mot : bien on inal.

Personne ne contestera que, si ce surveillant est, comme nous

1'avons suppose, tres habile, la suppression deb mesures qu'il a

condamnees accroi trait d'autant plus la confiance qu'il en aurait

ecarte davantage.

Quoi qu'il en soit, acceptant le principe, nous remplacerons les

obbervalionb x i: x%, ...,# par y^y*, . .., yni ,
m differant pen

de np. Si ces m observations sont donnees a un calculateur

boigueux, il n'aura j)as besoiii d'en connaitre I'origine pour les

declarer suspectes. Le rapport de Ja mojenue du carre des erreurs

an carre de la moyenne pourra diflerer beaucoup de -
(149).

Pour aucune valeur de k, les erreurs des observations main-

ten ues ne s'accorderont avec la formule

Le calculateur prevenu renoncera a la formule et prendra la

mojenne

m

pour repr^senter la grandeur inconnue.

Soient s i? e2 ,
. . ,

,
e/2 Les erreurs successives. La valeur du carre*

de 1'erreur commise sur la moyenne sera

Negligeons e/e;', dont la valeur probable est nulle. La valeur

probable du carre de 1'erreur moyenne s'obtiendra en divisant

par m la moyenne



208 CALCUL DKS PROBABILITIES.

pen differenle, ties probablement, de Ja valeur probable du carre

des erreurs maintenues.

Celle moyenne sera pins pelile evidemmenl qu'avant la sup-

pression des observations rejetees; mais ii faudra, pour obtenir !e

carre de Perreur probable, la diviser par m, eL ia fraction qu'elle

remplace devait tre divisee par n.

La valeur probable do carre z 2 d'une erreur plus petite que A

esl, lorsque les aulres ont etc ecart^es.

Le noinbre des erreurs ajaiH ete mulliplie f)ar la fraction /?, la

probal)ilite' de chacune d'elles, dans 1'intervalle ou elles sont com-

mises, est divisee par p. Le numerateur de la fraction qui repre-
sente la probabilile resle le rn^me, ea efiet, et le denominateur,
noinbre des erreurs commises, est multiplie' par/?. En integrant

par parlies, I'expression (33) devient

c^est-a-dire, d^apres F Equation (3a) qui definit X,

En divisant par /??, ^gal approximalivement a
/?/?,

on a, pour

repr^senter le carre de 1'erreur a craindre,

en posant, selon la notation habituelle,

est, par definition, egal a /?, et la valeur probable du
carre de 1'erreur devient
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La fonction

0(0- =e-'*_
[6(0?

est nulle pour =o; eile augmente avec t et cievient e'gale a 1'unite

pour une valenr infinie de t.

Voici quelq aes-unes de ses valeurs :

0,10 o,o9)

0,20 o,i33

0,30 0,198

0,40 0,246

0,50 0,293

0,60 0,339

0,70 o,379

0,80 o,{i6

Le multiplicateur de w e"value approximativement, pent

diminuer sans limite. On ne doit pas oublier que, pour appliquer
la formule, il faut que les observations conservees, de me"me que
les observations faites, soient en grand nombre.

167. La Joi de probabilite des erreurs dont 1'exactitude a ete

verifiee experimentalement en quelque sorte (145) permet de

prevoir, lorsque les epreuves sont nombreuses, tous les details

relatifs a la serie des erreurs commises.

Nous donnerons un dernier exemple en cherchant la valeur

probable de la plus petite des erreurs commises dans un grand
nombre de mesures successives.

Soit z la plus petite des erreurs commises sur n mesures. La

probabilite pour qu'une erreur designee soit egale a z et soit la

plus petite de toutes est

2# M .a _T_ / _ *" I 3-2 J^* as

Le premier facteur exprime la probabilite pour que 1'erreur

soit z\ le second, pour que toutes les autres soient plus grandes

B. i4
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que z. Chaeune des n mesures pouvant produire cette erreur

minima, il faul multiplier Texpression par n\ puis, pour avoir Ja

valeur probable de Terreur z dont elle represente la probabilile, il

faut multiplier par z el integrer entre o et oo.

La valeur probable de la plus petite des n erreurs est done

(34j *e-*d*(i-^ f'e-*
V TT /Q \ V TC *M)

lutegrons par parties, en faisant porter ['integration sur Je fac-

teur qui multiplie 3, dont 1'integrale est

et, en remarquant que Je terme integre est nul aux deux limites,

1'expression (34) devient

r ( vk C z
\
n

(34') / M
J

e-^* z dz\ dz.

Lorsque z est petit, ^-= i e~"
K'^ dz differe peu de kz, et, lorsque

z cesse d'etre petit, la puissance n placee sous Je signe d'inlegra-

tion est negligeable. On pent done, en designant par \ une

valeur arbitraire de z, remplacer (34
7

) par

n etant grand et 1 n^etant pas tres petit, le second terme de la

paren these est negligeable, et Ja valeur probable approchee de la

plus petite erreur est

168. Si Ton calcule par nne me'thode semblable la valeur pro-
bable de la seconde des erreurs classees par ordre de grandeur, on
la trouve double de la plus petite; la troisieme est triple, et ainsi

de suite, tant que les Tommies d'approximation sont applicables.
II peut sembler Strange que, en classant les erreurs par ordre de
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grandeur absolue, la valeur probable de la seconde ne soil pas

egale a celJe de la-premiere. Tout est symetrique, en eflfet, entre

les erreurs positives et les erreurs negatives. Pour<]iioi la valeur

probable de Ja plus petite erreur negative differe-t-elle de celle de

la plus petile erreur positive?

Elle n'en diflere pas.

La singularity apparenle provient d'une confusion qui s'etablit

entre la valeur probable d'une grandeur et la valeur qu'il est pro-
babie de lui voir prendre.

Pierre et Paul doivent se partager un heritage. On sait que
Tune des parts, on ignore laquelle, sera double de I'autre.

Les deux parts ont mme valeur probable, egale pour chacune a

la moitie de la somme totale.

La valeur probable de la plus grande part est double de la

valeur probable de la plus petite.

169. La valeur probable -. T de la plus petite erreur est

plus petite que la valeur probable de 1'erreur commise sur la

moyenne.
La valeur probable du carre de 1'erreur commise sur la moyenne

fii -*- es -t- . . . H- e,i

egale a. la valeur probable de

gj-t-

est, en effet.

Le carre de I'erreur commise sur la moyenne etant de me*me

ordre que 3 celle de 1'erreur est de Pordre ? beaucoup plus

grande par consequent que la valeur probable des plus petites

erreurs.

On accroiirait beaucoup la precision d'une mesure si Ton

pouvait decouvrir les evaluations les meilleures et les adopter de

pre'fe'rence a la moyenne generale; il pn serait de me*me si 1'on
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pouvait prendre la moyenne des observations les meilleures. Elles

sont malheurensement confondues avec les autres sans que rien

les decele avec certitude.

170, La regie acceptee eomme postulatum present, enlre plu-

sieurs mesures d'une meme grandeur, d'adopterla moyenne. Cette

regie suppose deux hypotheses : la premiere, que nous avons faite

constamment dans 1'elude de Ja theorie des erreurs, est 1'absence

de toute erreur constante; la seconde, que toutes les observations

me'rilent la meme confiance et qu'elles aient ete faitcs, par

exemple, par le nie'me observaleur, suivant la mme methode,
avec le meme instrument.

Lorsque cette seconde con di lion n'est pas remplie, il faut

apprecier ces valeurs relatives.

Supposons que les constantes caracteristiques de chaque sys-

teme de mesures soient connues : soient A* k^ ..., kn ces con-

stantes, les poids des observations sont
,, k\, .... Afr

Supposons que I'on ait a
i mesures prises dans le premier

systeme, a 2 dans le deuxieme, ..., afl dans le n me
.

Ramenons toutes ces mesures a d'aatres dont le poids soit 1'unite

et supposons celle unite choisie de telle sorte que A*J, k\, . ..
7 k\

soient des nonibres entiers.

Chaque mesure de poids kf sera remplacee par le systeme equi-

valent de kf mesures avant chacune un poids egal a 1'unil^. Toutes

les valeurs mises en presence ayant ainsi m^me poids, il suffira

de prendre la moyenne. a^ designant le nombre des mesures de

poids k^ et x { la moyenne de ces mesures, on obtiendra ainsi la

valeur

On pent enoncer ce resultat en disant que chaque mesure est

multipliee par le poids de Tobservation correspondante et que la

somme des produits est divisee par la somme des multiplicateurs.

Le poids de la valeur (35) est

La moyenne entre plusieurs observations equivaut a une obser-
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vation unique ayant pour poids la somme des poids des observa-

tions partielles.

171. II arrive quelquefois qne, pour mesurer une grandeur, on

la partage en plusieurs parties a\ , a^ . . .
,
an ]

on mesure chacune

d'elles et 1'on fait la somrne.

Supposons que totites ces mesures aient le me*me poids kz
.

Quel est le poids de la somme a { -\- a2+ . . .-h an ?

Soient i, So? ---5 /* les erreurs, inconnues bien entendu, com-

mises snr chacune des mestires, I'erreur sur la somme est

on a

(e,

Cherchons la valenr probable des deux membres. Celle des

produits tels que z e.' est nulle, puisque les erreurs positives ont,

par hypolhese, m^me probabilite que les erreurs negatives.

Les valeurs probables des termes tels que ef sont egales (148)

a T-y et, par consequent, puisqu'il j a n termes, la valeur probable

du carre de I'erreur cornmise est

Si la probability d'une erreur z commise sur la somme e*tait

repr^sentee par
-**

la valeur probable du carre d'une erreur serait

Si done nous posons

*-*,
/*

k est la precision d'une mesure qui donnerait au carre de Ferreur

commise ine*me valeur probable que la somme etudiee.
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La confiance meritee par la moyenne de n mesures est inver-

sement proportionnelle a \Jn.

172. L'armee francaise, pendant 1'expedilion d'figypte, voulut

determiner la hauteur de la pjrainide de Cheops. Les assises suc-

cessive?, formant pour ainsi dire les 208 marches d'un gigantesque
escalier par lequel on s'eleve au sommet, furent mesurees succes-

sivement par les soldats du Genie. L'erreur cornmise 2o3 fois
7

disail-on, sera multiplies par 208. L'erreur a craindre, repondit
Fourier, est multipliee par i4, racine carree de 2o3. On ignore
sur quels principes I'lllustre savant faisait reposer cette regie, que
personne avant lui n'avait proposee.

173. Je terminerai ce Chapitre par Texamen d'une question
tres delicate. On a pris plusieurs mebures d'une meme grandeur
x^ :

#2 , > %n\ elJes ne s'accordent pas. Une formule demon-
tree (163) fait connaitre revaluation de la precision des observa-

tions, deduite de la somme dcs carres des differences entre les

valeurs obtenues ou, ce qui revient au m^me, de 1'exces de la

mojenne de Ja somme des Carre's sur le carre de la mojenne. II

faul appliquer cette regie avec beaucoup de prudence ;
elle suppose,

en effet, qne le merite des observations soit, a priori, inconnu et

que la discordance qu'elles presentent soit le seul indice dont on

dispose pour leur appreciation.
II en sera tres rarement ainsi. Si les observations sont faites par

un observateur habile avec un instrument excellent, elles meritent

plus de confiance, lors meme qu'elles s'accorrleraient moiiis, que
des observations pkib concordantes d'un observateur mediocre. II

n'est pas admissible, par excraple, qu'en detachant sur les registres
de Bessel qwelques observations d'une mme etoile on pretende
en deduire une a|>preciation de son habilete et du merite de son
instrument.

La constante designe'e par k, prise pour inconnue dans les for-
mules trouvees (163), est souvent assez bien connue a Tavance

pour que des renseignements nouveaux n'autorisent pas a en

changer la valeur.

Le probleme alors devient tres diflerent.

La constante qui caraclerise la precision du systeme d'observa^
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lions etanl connue, quelle doit tre 1'influence de 1'accord plus
ou moins grand des mesures sur la con fiance meritee par la

moyenne?
Si, par example, on a mesure les trois angles d'un triangle inde-

pendamment les uns des autres, leur somme se trouvant exac-

tement e'gale a deux droits, faut-il, pour cette raison, accorder

plus de confiance aux mesures que si la somme avait surpasse de

o,a5 la valeur
qti'elle dolt avoir?

La reponse doit varier snivant les cas. Si Fobservateur est

inconnu aussi bien que Tinstrument, on devra appliqner la for-

inule lrouve"e (163), et la concordance des mesures determinera la

precision presumee des observations.

Si la constante appelee A
2 est assez bien connue, a prior i> pour

qu'on ecarte Pidee d'en changer la valeur, la concordance des

observations ne doit pas accroitre la confiance qu'elles inspirent.

La conclusion semble inacceptable.
Si les observations sont discordances, si leurs differences de-

passent 1'erreur probable de 1'instrument, peut-on leur accorder

autant de confiance qu'avant eel indice defavorable?

Si un observateur, quelle que soit son habilete reconnue, donne

du m^me angle trois mesures tres difFerentes, on n'echappera pas
a Tidee que, ce jour-la, soil faligue, soit oubli d'une precaution

necessaire, il a moins bien observe que de coutume, C'est sur

cette conviction que repose la defiance eveillee par le resultat,

et c'est elle, precisement, que nous ecartons dans I'enonce du

problem e.

L'application du Calcul des probabilites a Tetude des erreurs

d'observation repose sur line fiction dont il ne faudrait pas faire

une realite. Les erreurs sont suppose*es tirees au sort dans une

urne dont la composition est definie par la loi de probability

acceptee.
Si Tobservateur est malade, si I'on a derange les fils de sa lu-

nette, expose a 1'humidite les poids de sa balance, change son

thermometre habituel, il fait, ce jour-la, le tirage dans uue autre

urne, les resultats 6chappent a loute th^orie.

Nous ecartons
,
dans le calcul suivant,. toutes les suppositions

de ce geure. L'observateur s'est applique comme de coutume, son

instrument est en bon etat, les erreurs sont soumises aux chances
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habiliielles; ia constante k est coumie et ne peut etre changee par

Je succes de quelques observations nouvelles.

II faut admelire, en outre, pour que les hypotheses n'impliquent

pas contradiction, que les ecarts n'aient rien d'exceptionnel.

174. Le calcui, lorsque ces reserves sont le'gitimes, justifie les

conclusions qtii precedent.

Supposon* que n mesures d'une me*me grandeur aient ete

prises. Soient y^ y, --ly/i les erreurs commises hiiccessivement.

Chacime d'elles est inconnue, bfen entendu.

La probability d'une erreur comprise entre z et z 4- dz etant,

pour 1'observation de rang i^

-!e-*i*'d*,
V/7T

et les valeurs de k t etant connues, la probability du concours des

erreurs supposees sera

(36)

Soit 5 la moyenne des diverses mesures, prise en ayant egard
a I'erreur probable de chacnne d'elles, c'est-a-dire (171) en attri-

buant a chaque determination de la mme grandeur un poids

inversement propoi tionnel a la valeur probable du carre de I'er-

reur.

On aura

Posons

et substituons dans ['expression de la probability (36), consideree

comme un Element d'integrale multiple, les variables z, a i7

2 ,
. .

., a,^^ a y^ y.2j . . ., yn ;
& n'est pas une variable indepen-
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dante, car on a identiquement

L'element

dy\ dy^ . . . dyn

doit tre remplace, comme on sait, par le produit

ly.% . . . d&fi i
j

D I >

D

etant le determinant fonctionnel des variables y {

rapport a celles qu'on leur substiiue.

Ce determinant est

/Z par

les derivees de z-\-v.n qui forment la derniere ligne etant de"duiles

de la relation (87).

Le determinant est egal a

La probabilite (36) peut done ^tre remplacee par

(38)

x dz cly.\

Le lerme du premier degre en z, dans 1'exposant de e, disparait

de 1'expression (38), a cause de la relation (3^).

Lorsque a a2 ,
...

? a/2_i sont donnes, la probabilite est de la
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forine

el comme il faut bien que, dans cette hjpotliese, z ait tine valeur

comprise entre oo el -}- oo, ['equation

G f -

donne

/it

La valeur probable du carre de 1'erreur commise sur z, deduite

de la formule (89), est

ind^pendante des valeurs suppos^es connues de a, ao> - > a/i-

Dans le plus grand nombre des cas, quand on enlreprend une

serie de mesures, 1'habilete de 1'observateur n'est ni parfaitemenl

connue, comme nous venons de le supposer, ni completemenl
inconnue, comme on I'a admis (148); cc sont deux cas extremes.

II arrivera presque loujours que, loutes les valeurs de k efcanl pos-

sibles, elles seront, a priori, inegalement vraisemblables. Si la

loi de leurs probability's avant Tepreuve estinconnue, le probleme
est insoluble.
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CHAPITRE IX.

ERREURS DE SITUATION D'UN POINT.

Sit p locus object! alicujus ex observatione pnma de-

finitus, q, /*, s, . ejusdem objecti loca m obserratio-

mbus sequentibus, sint insuper l>, Q, R, S pondeia

reciproce proportionalia spatus evagationum, per qute

se diffundere possmt errores ex observationibus singu-

hs prodeuntes., quoe dantur ex datis errorum hmitibus,
et ad puncta p, f/, r, s, .. posita inielhgantur pon-
dera P, Q, R, S, .., et invenidtur eorum gravitati*

centrum Z dico punctum Z fore locum objcti, qui

pro vero ejus loco tutissime haben potest

ROGER COTES.

175. Gonfiance de Bravais dans la loi elemenlaire de la probabilite des erreurs

proposee et abandonnee par Gauss. 176. Consequence dans le cas od 1'erreur

sur chaque coordonnee est la resultante de deux erreurs elementaires.

177. Formule de Bravais d6dmte d'un postulatum. 178. Determination du

facteur que la demonstration laisse indetermine. 179. ProbabiliLe des hearts

dans le tir a la cible. 180- Ellipse dans 1'interieur de laquelle il y a proba-
bihte donnee de voir la balle se placer 181. Moyenne probable des valeurs

de la constante. 182, 183. Quelle est la mesure de 1'habilete d'un Ureur.

Difficulte d'une reponse precise. 184. Verifications de la formulc. 185. Er-

reur a craindre sur la moyenne des valeurs de la constante. 186. Valeur pro-

bable du carre de 1'erreur commise dans 1'evaluation du nombre des balles

inteneures a une certaine ellipse. 187. Calculs relatifs a 1000 balles tirees

dans une m^me cible.

175. Lorsque les coordonaees d'un point sont d^terminees in-

directement par Pobservation de grandeurs dont elies dependent,
1'erreur commise sur sa veritable place et la probabilile* d'un e'cart

donn^ dependent de la loi de probabilite des erreurs coaimises

dans les diverses mesures.
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Les etudes faites sur cette question, parliculierement par Bra-

vais dans un Memoire remarque, snpposent une confiance absolue

dans la loi proposed par Gauss sur la probabilite des erreurs eJe-

mentaires
;
la probability d'une erreur s est proportionnelle a e~k*z

\

la constante k variant seule avec la precision des mesures.

Les formules deduiies de eette hjpothese sont confirmees par

les fails conn us.

Bravais exprime les coordonnees du point observe en fonction

lineaire des grandeurs mesurees; cela revient a prendre pour va-

riables les differences entre les grandeurs mesurees et les valeurs

observees, en supposant ces differences assez petites pour qu'il

soit perinis d'en negliger le carre.

176. Snpposons, par exemple, que, x et y etant les coordon-

nees d'un point inconnu dans un plan, on ait

& = X -h au H- bv,

y = Y -t- a1 u -f- b
'

v,

X et Y etant les valeurs approchees obtenues en acceptant les

mesures comme exactes et u et c les erreurs commises sur ces

mesures.

La probability pour que 1'erreur wsoit comprise entre aet a

etant

et celle pour que Terreur 9 soit comprise entre
(3

et
(3

la probabilite pour que le point dont les coordonnees sont x et y
se trouve dans la partie du plan qui correspond aux limites indi-

quees est

On peut, dans cet ]ment d'integ-rale double, substituer aux

variables a et
(3

les differences

X =
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Le produit rfarfg, d'apres la theorie de la transformation des

integrates, sera remplace par

<fa\ dyi _ da?
i dyl

ab' ba'
9

et la probabilile pour que Je point soit compris dans le rectangle
infiniment petit dx { dy\ prendra la forme

Pexposant de e etant la somme A"
2 a2

k-$* exprimee en fonc-

tion de x
{
et de y {

.

177. La methode peut tre etendue an cas d'un nombre quel-

conque de variables elemental" res. On transformera, dans tous les

cas, la probabilite d'un systeme d'erreurs mis sous la forme d'un

element d'inte'grale multiple, en introduisant an nombre des

variables les coordonnees du point etudi6 auxquelles il faudra,

dans le cas general, associer d'autres variables. Ces variables,

arbitrairement choisies, disparaissent a la fin du calcul; mais les

transformations mtermediaires sont fort compliquees.
On obtient tres simplemenl le m^me resultat en acceplanL un

postulatum equivalent a celui de Gauss (138), enonce par Cotes,

en 1709, et employe ingenieusement par M. Schols pour demon-

trer le theoreme de Bravais.

Si plnsieurs positions d'un m^me point ont ete' successivement

obtenues et meritent la m^me confiauce, la position la plus pro-

bable est le centre de gravite du systeme des differents points

consideres comrne de meme masse.

Soit
<p(a, fi)dxdfi la probabilite pour que Perreur commise sur

Tabscisse du point inconnu soit comprise entre a et a -h da et

Perreur sur Pordonnee entre p et p + rf^, le point se trouvant

compris, par consequent, dans un rectangle infiniment petit de

surface dxd$.
Si x^y^x^y^ ..., xnyn sont les coordonnees des positions pre-

sume"es d'un meme point et #, y les coordonnees veritables, les

erreurs successivement commises dans les diverses determina-

tions des coordonnees inconnues sont repre'sentees par x x
{ ,
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y y\, . . ., et la probabilite de leur concours est proportionnelle
au produit

(i) cp(a7 a?!, y

La position Ja plus probable a pour coordonnees, d'apres le

poslulatum,
#1 -i- x?, -4- . . . -f- octl

Ces valenrs de x et de y doivent rendre le produit (i) maximum

el, par consequent, annuler les de*rivees de ce produit par rapport
x variables x et y.
Si Ton pose

les coordonnees x et y definies par les equations (2) doivent

satisfaire aux equations

La somme des variables x x
{

. x a?2> ..., x xn est, en
vertu des Equations (2), egale a zero, ainsi que celle des va-

riables y y\,yy^ .-., y ya \
aucune autre condition ne

leur est imposee. Les fonctions F 1 el F2 sont done definies par les

conditions que les Equations

soient les consequences necessaires des relations

MI -h w2 -i- . . . -+- utl
= o,

PI -I- Pj -h...H-fw =0

entre les variables.

En reduisant a deux le nombre des variables, la condition se
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rduil a

la fonction F^ change de signe quand les deux variables changent
de signe.

Si Ton suppose trois variables, on obtiendra, en tenant compte
du resultat precedent,

(4) F^wa, Pi)-HFi(M2 ,
c 2 )

= FI(M,-*- w2 , Oj-h^),

quelles que soient les variables u\^ v\, u%, v%. On en de*duit, en

t fl?F,(a?, y) , N

i
josant ^ =

?* (
x

* y)->

par consequent,

La derivee de F^ par rapport a a? est done une constante. En
differentiant 1'equation (4) par rapport a v\ et a ^2 ,

on verra

qu'il en est de mme de la derivee par rapport a y. Les derivees

de la fonction F^ etant constantes, cette fonction est lineaire par

rapport anx deux variables; il en sera de me*me de F2 ,
et nous

pouvons poser, en remplacant F 1 et F 2 par les derivees qui les

definissent (3),

dl 0(37. y )

ax -+- by et a1 x -\- b
ly etant les derivees d'une m^me fonction, on

doit avoir

d(ax + by) _ d(a'x -+ b'y) t

~dy

~
~dx

'

par consequent, 6= a7
. La fonction Icp (5?, y) definie par ses

deux derivees est necessairement de la forme

a, b
:
b 1 et G etant des constantes.
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Les erreurs infinies etant impossibles, <f(#,JK)
doit s'annuler

quand x et y sont infinis, les constantcs a et b' seront ne"ga-

tives.

La probabilite d'une erreur comprise entre u et u + du pour x
et 9 et v H- a?? pour y est done de la forme

G etant une constante et X, constant aussi, pouvant e*tre positif

ou negatif.

Les points d'e'gale probabilite sont sur une me*me ellipse ayant

pour equation

u et P designant les differences entre les coordonne*es du point
considere et la position veritable, centre commun de toutes les

ellipses semblables entre elles dont les dimensions sont propor-

tionnelles a y/H.

d78. Les quatre constantes G, X, k, k1 sont li^es dans tons les

cas par la relation necessaire

( 5 ) G C f e-**u*-&ut'-** t* dudv i.

*/. */__,

II faut bien, en efFet
; que les erreurs aient des valeurs comprises

entre ooet -f-oo, et la somme des probabilites relatives a toutes

les erreurs possibles est egale a Tunite.

Posons

a chaque valeur de H correspond une ellipse dont la surface est

TtH

Tous les points de la couronne comprise entre les ellipses cor-

respondant aux valeurs H'et H-h dB. du paramelre ont mme pro-

babilite', et la somme des probability's relatives aux elements de
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cette couronne est

G e~tl
?

le factenr representant la surface de la couronne.
/ /,'> /. 9 T5 *

^ fVH<ffl=i.
r .. .^'2_>2 Jn

et, comme

on deduit de (5)

La condition (5) devient

G = i/A**'* X.

La probabilite pour qne le point se tronve entre les deux ellipses

qui correspondent aux paramelres H et H -f- dB. est

179. La formule precedente s'applique a la probabilite des

ecarts dans le tir a la cible.

La premiere question a resoudre dans Petudedes questions rela-

tives a une arme donnee et a tin tireur qui en fait usage est de

determiner pour cette arme et pour ce tireur les constantes carac-

teristiques A', k' et X. INous chercherons pour cela, en consideVant

ccs constantes comme connuos, les valeurs probables de w 2
,

p 2

et UP, u et 9 designant les coordonnees du point ou frappe la

balle par rapport a deux axes passant par le centre de gra-

vite de tons les points frappe*s, supposes, bien entendu, Ires nom-

breux.

Les valeurs probables, en vertu du theoreme de Bernoulli,

doivent difFerer tres pen des vaieurs donnees aux rnoyennes par

le hasard.

Les coordonnees du point ou frappe la balle par rapport aux

axes dont I'origine est au centre de gravile des points frapp6s

etant designees par u et r, la probabilite pour que ce point se

B. i5
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trouve dans le rectangle du dv elant

tiu

la valeur probable de w 2 est

A*

On peut IVcrire

u, e-^ du
^-

on a

el J'expression (7) devient

(8)

~ ^ "

La formula

*/-..

donne pour (8) la valeur

Telle est la valeur probable de w2
.

La valeur probable de uv est exprimee par

** r w

we_A,2wS ^w r "
Pe_^S( ,a_ ax,^ rfp

.

*/_ ^-00

on a

, / \n \

Posons
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on aura

La valeur probable de uv se reduil done a

A
X

La valeur probable de P 2
,
calculee comme celle de w 2

,
est

2

(10)

En egalant les valeurs probables aux valeurs moyennes donnees

par Tensenible des resukats obteoas, on obliendra des equations
dont les deux membres, si les observations sont nombre uses, dif-

fereront probablement tres peu. Posons done

U\ -+- u\ H- . . . -H U\ .

" A.
n '

n

Nous aurons, pour determiner k, k1
et X, les equations

k'*

on en deduit

A ==

2(AB <

G
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180. Les constantes
A",

1\ et 1 elant connues pour nne certaine

arnie et pour un certain tireur, si I'on pose

la probabilile pour qtie la balle soil placeV entre les deux ellipses

qui correspondent aux valenrs H el H-h dK sera (178)

e- H dH.

La probabilite pour qne la balle frappe en dehors de Pellipse

correspondant a nne valeur H, du paramelre est

-C
e-H dU = ,

Si Ton pose

H, = 0,69815,

la probabilite sera . L'ellipse correspondant a cette valeur de H
t

conliendra, si les coups sonl nombreux, la moitie des points

frappes a tres peu pres.

Si Ton donne successivement a H les valenrs

o, io536,

0,2^315,

o, 35669 ,

0,51082,

0,69815,

0,91829,

1,20677,

1,60944,

2,3o359)

les neuf ellipses semblables correspondant a ces valenrs du para-
metre pariageront le plan en di\ regions contenant chacune,
vraisemblablement sur un ires grand nombre de coups, la dixieme

partie a pen ]>res du nombre des balles. La premiere de ces re-

gions est la plus petite des ellipses; la derniere est la portion du

plan situee au dela de la plus grande.

181. A chaque point frappe par la balle correspond une valeur
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de H. La valeur probable de H est

/
Telle doit done lre, avec une probability d'autant plusgrande que
les epreuves seront plus nombreuses, la moyenne des valeurs

de H correspondant aux points frappes.

182. Une question fort importance doit rester indecise. Queile

est, dans un concours de tir, la regie a coaseiller pour juger les

lireurs? Le probleme ne me semble pas comporter de solution

absolue.

Si Jes balles tirees par deux concurrents pen vent elre classees

de telle sorte que chaque point frappe par le premier soit plus

pres du centre qne le point correspondant frappe par le second,

la decision, semble facile. Dans ce cas-la mgme, si les differences

sont petites, le tirenr dont les balles sont moins approchees du

but pent quelquefbis pretendre an premier rang, en alleguant I'im-

porlance d\in ecart horizontal plus grande que celle d'un ecart

qui laisse la balle dans I'alignemenL vertical.

II semble naturel, a premiere vue, de mesurer le merite d'un

tireur par la surface de 1'ellipse a I'int^rieur de laquelle il y a

probabilite donnee de voir la balle se placer.

La valeur de la difference

representerait alors le merite de chacun.

Cette appreciation pent, dans des cas extremes, qui, tres proba-

blement, ne se sont jamais pr^sentes et ne se presenteront jamais,

donner des consequences inacceptahles.

Si 1'un des tireurs plagait toutes ses balles sur une ligne droite

passant par 1'origine des coordonnees qui sert de but, la regie

proposee lui assignerait le premier rang, quelle que fut la distance

de ses balles au centre de la cible. La surface de 1'ellipse caract^-

ristique serait nulle, en eflfet, dans ce cas qui, veritabiement,

n 7

est pas a craindre. II suffit qu'il soit possible pour condamaer

la regie. La the*orie n'en regoit aucune atteinte.
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183. Si Ton regardait a priori toutes les directions comme in-

difTerenteb, il faudrait supposer X= o, k= k1

]
la probabilite pour

frapper la cible a une distance comprise enlre R et R+ dR serail

La valenr probable fie R et celle de R 2 seraient^ et -^ ; elles

representent, pour un grand nombre d'epreuves, la valeur moyenne
des distances au centre de la cible et celle de leurs carres.

Si dans un concours de tir on accorde le premier rang au

lireur pour lequel une des deux mojennes designee a 1'avance

a la plus petite valenr, les deux regies, si les epreuves sont

nornbreuses, donneront le me'me resultat
;

celui des tireurs

pour Jequel k a la plus grande valeur sera certainement vain-

queur.
Si les epreuves sont pen riombreuses, le concours devient un

jeu de hasard dans lequel, comme il est juste, un avantage est fait

au plus adroit. La valenr de A", deduite de la moyenne des dis-

tances au centre de la cible, merite moins de confiance que celle

qui resulle des carres. Le rapport des carres des arrears a craindre

sur A", dans les deux hypotheses, se calculera comme (152); il est

egal a 16 4^-

184. La difficulte, on pent dire mme 1'impossibilite de donner
une regie precise cle preference entre deux series de coups resulte

d'une autre circonstance encore. Le^ formules prdc^dentes suppo-
sent que, sur un grand nombre de coups, le centre de gravite des

points frappes coincide avec le centre de la cible. Nous avons

ecarte, en un mot, les erreurs conslantes. Elles ne sont jamais
milles cependanl, et, quand un grand nombre d'epreuves aurout
ete faites, Pexamen du merite de leur ensemble devra commencer
par la determination du centre de gravite du systme des points

frappes. La distance de ce centre a celui de la cible representera
avec une grande probability la partie constante de 1'ecart. Pour
determiner les constantes caract^ristiques k, k' et X, on devra

rapporter Jes coordonn^es des points frappes a deux axes ayant
pour origine le centre de graviuL Le merite d'nn tireur se trou-
vera ainsi defini par cinq parametres : les deux coordonnees a et b
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du centre de gravite G de Tensemble des points frappes et les

constanles k, A*
7

, X, determinees au rnoyeu des coordonnees prises

par rapport a des a\es passant par le point G. La somme a 2
-{- b*

pourrait mesurer Pimperfection systematique de I'arme employee
ou le defaut constant du tireur dans sa maniere de viser, et

la difference k'2 k l - X 2
representerait la precision. Le tireur

est d'antant plus habile que ces quantites sont plus petites,

mais il est impossible de Jetir assigner nne importance rela-

tive.

Supposons deux tireurs, Pierre et Paul, ayant tire chactm

100 balles. Les balles de Pierre sont toutes a o ra
, i du centre de la

cible dans un cercle de om ,o5 de rayon. II y a dans sa maniere de

tirer nne cause d'erreur commune a tons les coups; a cela pres,

son tir approche de la perfection.

Paul, au contraire, n'a pas dans son tir d'erreur systematique.

Les points frappes par ses balles entotirent le centre de la cible;

ils sont tons dans un cercie de om
,

i 5 de rayon.

Entre ces deux tireurs, donl I'un tire avec plus de precision,

mais dont I'autre est exempt dc toute erreur systematique, quel

est le plus habile? La question ne peut dtre resolue. On pourrait

la comparer a la suivante : Deux chronometres ont ete etudies.

Lorsque la temperature est constante, la marche du premier est

plus reguliere; mais, si I'on echauffe ou refroidit 1'enceinte, il subit

une influence plus considerable. Comment decider la preference

men" tee par Pun d'eux?

Le probleme est evidemment impossible a rdsoudre.

185. J'ai applique les resultats precedents a Texamen de

rooo coups tires par des tireurs habiles a 20om de distance avec

dix armes de rn^me modele, chaque tireur tirant dix coups avec

chaque arme.

Le centre de gravite des 1000 points frappes avait pour coor-

donnees
X = om,o8,

on a trouve, en nommant u et 9 les coordonn6es par rapport a des

axes passant par ce centre de gravit6, pour Tensemble des points
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fruppes, - = 568,255 = A.,n

= 648,666 = B,
71

Les equalions
k'~

A -

donnent
k* = 0,0008826,

^'2= 0,000773*2,

X = 0,000045*2.

L'equation d'une ellipse d'eg-ale probabilite est

= H;

a chaque point du plan correspond une valeur de H. En faisant le

calcul pour )es 1000 points frappes par les balles, on a forme le

Tableau suivant :
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Tm DE 1000 BALLES. Valeurs de H.
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Tm DE 1000 BALLES. Valeurs de H. (Suite.)
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Tm DE 1000 B\LLES. Valeurs de H. (Fin.)

<0,105 < 0,223 <0,356 <0,5ll <0,693 <0,913 <1,206 <1,609 <2,30J > 2,303

91 0,096 0,198 0,342 o,4S5 0,667 o,85g // i,586 // 5.g55
92 0,096 0,199 o,343 0,^85 0,668 0,869 // i,588 // 5, 980
93 0,097 0,200 o,346 o,486 0,670 o,S65 it i,6o3 // 7,609
94 0,097 0,202 o,346 0,486 0,673 o,865 // 1,609 " 8,120
95 0,097 o,ao3 o,35i 0,4^9 0,676 0,866 // // 8,181
96 0,097 0,204 o,355 0,489 0,677 0,869 // // // 9)645
97 0,099 0,206 o,356 0,491 0,682 0,869 " n " 10,607
98 0,102 0.208 o,356 0,491 0,687 n 870 n n //

(
l

)

99 o,io3 0,209 o,356 o,494 0,687 0,872 n // // v

100 // 0,214 o,356 0,494 07690 0,881 // // // //

101 // 0,214 // o,4g5 n 0,886 // n // //

102 // o,2i5 // o,5oo // 0,887 // // ff it

103 // o,2i5 // o,5oi // 0,888 // // tt //

104 // o,2i5 // o,5o3 // 0,893 // // // //

105 // 0,217 // 0,507 // 0,894 // // // //

106 // o,225 // o,5og // 01897 // // '/ //

107 // it rt o,5io // 0,897 // n n //

108 // // // o,5io // OjSgg // n " if

109 // // // // // 0,900 // // // //

110 // // // // f/ 0,901 // ft ff "

111 // // // // // o,go3 // // H if

112 // // // rt //
o,go!j.

// // // if

113 // // n rf rt ,go6 // ft " it

114 // if tt ff // 0,909 // // // tf

115.. . . // // rt ft tt o,gi3 // // // if

Les nombres de balles placees dans les divers intervalles aux-

quels correspondent des probabilites egales a -^ sont, d'apres ce

Tableau, 99, 106, 100, 108, 100, ii5, 89, 94, 90, 97.

Aucun d'eux ne s'ecarte assez du nombre le plus probable 100

pour dementir la theorie.

A ehacuue des ii miles adoptees pour H correspond, nous 1'avons

dit, nne probabilite -j~,
et 100 balles par intervalle repr^senLe-

raient 1'evenement le plus probable. L'evenement le plus probable
se presente rarement, il j a to uj ours un ^cart. La valeur probable
du carre de I'ecart calculee plus loin (187) est

9000^ = 90.
100

*

Plus deux balles mises hors la cible.
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La somme des carres des hearts observes est

m_ 36 -4- 64 H- ti-25 -f- 12 n- 36 -+- 1 oo H- r = 624 ;

la moyenne est 62,4-

Le carre* de Tecan moyen est done inferieur a sa valeur pro-

bable, et 1'accord de la the'orie avec les fails est aussi satisfaisant

que possible.

La valeur probable de H est, nous Tavons demontre, e*gale a

Tunite. La valeur moyenne des 998 valeurs donnees par le ha-

sard est 0,981. L'accord, on le voit, est de nouveau tres satis-

faisant.

186. Nousavons trouve (181) la valeur probable duparametre H,

caracteristique des ellipses de probabilite donnee, egale a 1'unite.

II est interessant de chercher la valeur probable du carre de Terrenr

commise en egaiant a 1'unite la moyenne des valeurs de H, c'est-

a-dire de calculer la valeur probable avant 1'epreuve de

H i? Ho, ..., Hw etant les valeurs de H relatives aux diverses

epreuves.
On a

La valeur probable de Hf est

celle de H ? est 1'unit^, et la somme (i i), en ayant egard aunombre
de termes compris dans chaque somme S, est

2 n i

n n

TeFle est la valeur probable du carre' de Ferreur commise en
t la moyenne des valeurs de H a Tunite.
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187. Nous avons trouve la valeur de H pour laquelle la proba-
bilite de voir la balle se placer a Pinterieur de Pellipse correspon-
dante est -~.

Soient N le nombre des balles qui frapperont dans Pinterieur de

1'ellipse, n celui des balles tirees; la difference

10

sera petite si n est grand. Cherchons la valeur probable du carre

on a

_ N)
<i/iN 7i 2

~
10 TOO

La valeur probable de N est : par consequent, celle de

est } el Pexpression (12) pent tre remplacee par

est donne, puisque n est le nombre des balles qni ont e*te*

tirees; nous dcvons chercher seulement la valeur probable de N 2
.

N est le nombre de balles placets dans Pinterienr de 1'ellipbe.

Le probleme est done celui-ci :

Uii evenenient a pour probabilite j^; quelle est la valeur pro-
bable du carre du nombre de (bis qu'il se presentera sur n eprenves?

Soient p la probabilite de Tevenement (p est ici egal a j~) et q
la probability de 1'evenement contraire.

*Le developpement

(P ~*~ q)
tl = pn -{- npn~ l g -\ p n

^-q^-
Jr . . .-f- q

n

donne, par ses diff^rents termes, les probabilites des combinaisons

qui peuvent se produire.
Si done on represente cette somme par
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la valeur probable du carr du nombre m d'arrivees de Tevene

meut dont la probabilite est p est

on a

En prenant la derivee par rapport a p et mnllipliant par /?,

prenant de nouveau la derivee par rapport a p et multipliant

par/?,

n (p -h- g }
n~lp -Jrn(n i)(p->r-q )

n~*p* = 2 rn* Aw/>

et, puisque /? -I- ^r
= i ,

S /ft
2 A/WJD'"= np -+- n(n i )/?

2 ^2

/? est
j--, y est ^; la valeur probable de N2 est done

n* 9"
100 100

et, par consequent, celle de N2-- est

La difference N-- doit tres probablemenl augmenter indefi-

niment, comme le font toujours les valenrs des differences abso-

lues entre les grandeurs dont les valeurs probables sont egales;
mais la difference des valeurs relatives

tendra vers zero, car la valeur probable de

est

_ 9

loon*
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Le rapport du nombre N des balles qui se placeront dans I'inte-

rieur de la petite ellipse, an nombre total n des balles tirees, tend

vers quand n augmente, puisque la valeur probable du carre de

la difference avec 7^ est -
1

i oo n
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CHAPITRE X.

LA. THEORIE DBS MOYENNES.

Errorum rcgulanum consideratio proprle ab institute

nostro excluditur

GAUSS.

188. Abandon necessaire de la loi de Gauss. 189. Conditions imposes & la loi

inconnue qui devrait la remplacer. 190- Determination experimental de la

partie constante de Terreur Evaluation de 1'erreur & cramdre. 191. La
moyenne des noesures converge vers la valeur veritable augmentee de 1'erreur

constante. 192. Valeur probable de la conslante caracte>istique designee
par m*. L'evaluation de Terreur craindre depend d'une constante nouvelle.

193. La constante ?n? diminue quand on retranche 1'erreur constante. 194. Im-

portance de la valeur de m-, msuffisance de la formule la plus simple. Cor-
rection proposee sans preuve bien satisfaisante. 195. Observations de merite

indgal. Poids d'une observation. 196 Objection de Poisson a la theorie
des moyennes. Cause de Texception.

188. Ni le sncces prs des observateurs de sa loi de probabilile
des erreurs, ni ia simplicile des consequences, ni leur accord con-
stant avec les fails n'ont decide ^on illustre inventeur a yvoir une
verite demonlree. Nous avons indique Jes graves objeclions que
laisse subsister (138) Ja demonstration. Jamais Gauss ne les a pro-
posees, raais Tabandon de sa premiere theorie permet de croire

qu'elles s'^laient presentees a son esprit.

Sans renoncer aux ine"thodes deduites de cette theorie et deve-
nues indispensables, Gauss a voulu les etablir sur des principes
plus certains.

La recherche d'une loi rigoureu.se pour representer la probabi-
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lite des erreurs ne semble laisser aucun espoir de succes : les plus
illustres j ont echoue et les denudes du probleme ne semblent

donner prise a aucune recherche theorique.

Gauss, sans chercher cette loi inaccessible, variable sans aucun

doute d'un cas a Pautre, a sn, tout en laissant la fonction indeter-

minee, resoudre rigoureusement le probleme.
La foncdon inconnue, d'apres I'ingenieuse maniere dont ii pose

la question, figure settlement dans des integrates definies dont les

valeurs mimeriques deviennent les constantes caracte*ristiquescTuii

s^ystcme d'observations.

189. Supposons qu'en mesurant une grandeur la probability
d'une erreur comprise enire z et s -j- dz soit represented par

cp (z) dz. La fonction inconnue 'f(s) doit satisfaire a quelques con-

ditions qn'il faut dire :

On a rigoureusement

(t) I &(
*J oo

II faut bien, en efiTet, que 1'errenr ait une valeur, et la somme
des probabilites pour tons les cas possibles, entre oo et H-oo,

representant la certitude, doit etre egale a 1'unite.

Si les mesures n'ont pas d'errenr sjstematique et que 1' instru-

ment rende les erreurs positives aussi probables, exactement, que
les erreurs negatives, on aura

C'est ce que nous avons suppose jusqti'ici, admettant qu'avant
I'etude d*un cas particulier on ait determine J'erreur constante de

Finstrument, pour la faire disparaiire on pour en corriger les

resultats.

Ne faisons pas d'abord cette hjpothese, et posons

/-

(2) / 2<s>(z)dz= a,
*/ oo

a sera une constante que 1'on pent appeler Verreur probable.
Gauss la nomine la partie constante de I'erreur. Quand on 1'aura

B. 16
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delerminee pour un instrument donne et un observateur designe,

on la retranchera de chaque mesure; I'errenr, qui etait z, devien-

dra 3 a. En posant

la probabilite de Terrenry sera toujours cp (s) dz\ si on la nomme

f(y) dy, on aura

f yf(y}Jy = f (z-a}^(z)dzJ o J oo

et, a cause des conditions (i) et (2),

f yf(?)fy = -

J ao

La valeur probable des erreurs corrigees est done egale a ze'ro

et, ce qui revient au m^me, Jeur partie constante est nulle.

Nous parlous de la diflerence entre la valeur exacte et la valeur

observee, qui peut elre positive ou neg-ative, et non de 1'erreur

absolue, toujours positive, dont la valeur probable, evidemment,
ne saurait dtre nulle.

190. La determination de la constante a sera facile, en gene-
ral : on mesurera un grand nombre de fois une grandeur bien

connue.

Soient e\, e*, ..., en les erreurs sticcessivement commises, on

prendra

(3)

La valeur probable de Terreur doit, en efFet, d'aprs le the'oreme

de Bernoulli, differerpeu de la mojenne des erreurs.

On, peut aller plus loin et donner une appreciation de 1'erreur a

craindre, en acceptant Tequation (3).

Posons

La constante m 2 est determinee pour chaque sjsteme d'expe-
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rience. On en trouvera la valeur approchee, experimentalement
comme on a trouve celle de a.

Cherchons la valeur probable de

(5)

elle donnera, evidemment, une indication de Terreur a craindre

quand on accepte comme nulle la grandeur positive qu'elle repre-
sente.

Cette expression (5) pent s'ecrire

+ _a, +
7i- n 2 n

La valeur probable de e\ est, quel que soit

I z*v(z) dz = m2
;

celle de

et, par consequent, celle de e^e? est a2
.

Ces valeurs sont les memes pour toutes les valeurs de i, car

1 'appreciation de Ferreur d, craindre est supposee faite a Tavance :

elle est relative aux instruments dont on dispose, aux me'thodes

employees et a Phabilete connue de L'observateur. Sa valeur n'a

rien de fortuit.

L'expression (5) devient, en ayant dgard au nombre des termes

de chaque somme,

m2 n(n i)a2--
1

--i-^n /i2

c'est-adire

(6)
=

La valeur probable du carre de I'erreur commise en prenant

pour a la moyenne des erreurs tend done vers zero lorsque n

augmente,

191. La moyenne d'un nombre de mesures de plus en plus
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grand convergera vers la valeur veritable augmentee de Ferreur

constante a.

On aura, en effer, en nommant x { ^ x^ ..., xn les evaluations

successives d'une meme grandeur z et e,, 2 ,
. . ., en les erreurs

correspondantes,

072 -4-. . .-H-'tf/j
,

ei-h ^2-1-. . .H- ?
~ -----'

et, puisque la moyenne des erreurs difFere peu de a quand n est

grand, la moyenne des valeur-* de x diflerera peu de z -f- a; et, si a

a ete doune par 1'etude prealable de 1'instrument et de la melhode,

en le retranchant de la moyenne, on aura une evaluation de la gran-

deur mesuree d'autant plus certaine que les mesures seront plus

nombreuses. ^

L'erreur commise sera exactement

H- en
a\

la valeur probable de son carre est inversement (190) propor-
lionnelle a n : on pent done la regarder elle-me'me comme de

1'ordre 4-'
yn

La con fiance meritee par la moyenne d'une serie de mesnres

s'accroit comme la racine carree de leurnombre.

192. Pour obienir, dans un sysieme donne d'observations, la

valenr probable de la consiante w 2
,
on fera une serie de mesures

# { , #2, ..., xn d'une grandeur bien connue ^ 1'avance. e
{ ,

^ 2 , ..., en etant les erreurs successivement commises, on pourra

prcntlre

L'erreur a craindre en adoptant cette Equation sera d'autant

moindre quejle nombre n des mesures sera plus grand. II faut,
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pour I'evaluer, chercher la valeur probable de

Posons

C
J oo

h sera une nouvelle constante liee a la perfectioa du systeme d'ob-

servation et, comme m, d'autant plus petite que le systeme de

mesures sera meilleur.

h'4 esl la valeur probable de la quatrieme puissance de 1'erreur

commise dans une observation.

On a

^ y^
i ^e?^^;^ t>
* l l

La valeur probable de e] est A 4
, quel que soit i] celle de ef est

m- et celle de ef e\n par consequent, m*. La valeur probable de (7)

est, par consequent,

hk n(n i--
1

--i-
n n*

c'est-a-dire

elle tend vers zero lorsque n augmente.

193. Lorsque Ton etudie un instrument, si Ton ne peut pas

faire disparaitre les erreurs consiantes, le premier soin doit lre

de determiner Terreur probable a; elle sera retranchee de chaque
resultat donne parrinstrument, la difference devenant revaluation

accept^e.
La valeur de /w 2

,
relative anx mesures ainsi prises, est toujours

plus petite qu'avant la correction
; plus petite m<hne que si, au lieu

de retrancher a, on faisait une autre correction constante, quelle

qu'elle Cut.

Lorsque z est remplace par (z a), la valeur probable du carre



246 CALCUL DES PROBABILITIES.

de 1'errenr devient

C~ (z ay<j(z}dz= C z*y(z}dz aa C zv(z)dz+ a?\ y(x)ds
A_oo Joo J-> J~>

et, a cause des equations

/co

r*<n

y(z)djs = i, / z<?(z')dz= a,

_oo *^

/ (* #)
2
cp(s) dz m* a2

,

^ 00

plus petite que m-. II n'y a pas a craindre que a2 soit plus grand

que m 2
,
car le premier membre est essentiellement positif.

Si, au lieu de a, on retranchait de z line autre constante a, on

aurait

r'(_ a ) ? (s)d
/_

= / ^ 2
cp(^)c^ 2 a / ^cp(^)^-f-a

2 / y(z}dz
''00

'

^ 60 ^ 00

= ;n2 2aa H- a2= ^ 2 a2 H- (a a)
2

,

plus grande que /n2 2
.

i. La valeur de /7?
2

, quand on la calcule, comme on doit le

faire, apres avoir corrige chaque observation de sa partie con-

stante, est la mesure du degre de confiance a accorder au syst^me
considere.

Si m2 est petit, tonte erreur qui n'est pas tres petite en valeur

absolue a une probability ires pelite. La valeur probable du

carr6 de 1'erreur ne pourrait pas evidemment, sans cela, ^tre tres

petite.

Si m* est grand, on pent craindre de grandes erreurs; leur pro-
babilite ne peut pas dtre petite.

La determination de m 2 est done importante. La regie donue'e

la fait dependre de liquation
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et, pour connaitre m, it fanL, par consequent, connailre d'abord

les erreurs commises dans une serie de mesures.

Si cette condition n'est pas remplie, on procedera comme on a

fait (160) pour un probleme semblable, on, pluidt, pour resouclre

le me"me probleme que nous avons deja rencontre. Nous avions

trouve, en etudiant une loi de probabilite d'erreurs,

e\

e^ e 2 , ..., en etant les erreurs successivement commises. C'est

precisement la m^me formnle, demontree de la me*me maniere,

dans laquelle -^^ represente Tintegrale

qui remplace
r 8

/

<J C

Jorsque la probabilite d'une erreur z, au lieu d^tre
cp (5), est

Nous pourrons, comme nous Tavons fait (160), remplacer les

erreurs e^ e*, ..., en ,
si elles ne sont pas connues, par leurs va-

leurs approchees, qui seront les differences entre chaque mesure

et la moyenne, et Ton devra, comme il a e*f6 explique", remplacer

apres cette substitution le de'nominateur n par n i.

La demonstration, nous Pavons vu, suppose que Ton ne*glige

un terme donL la petitesse ne"cessaire est tres imparfaitement de-

montree.

195. Lorsqu'une m^me grandeur X a ete mesuree par des pro-

cedes diffe*rents, ou par divers observateurs avec des instruments

de me*rite inegal, on ne doit pas prendre la moyenne. Les obser-

vations les plus dignes de confiance doivent garder une influence

plus grande.
Soient x^ x^ . .., xn n evaluations d'nne me"me grandeur.

Supposons que chacune des evaluations soit corrigee de la partie
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conslante, de telle sorte que Ja valeur probable de Perreur ait ete

rendue nulle.

Soient mj, m\, ..., m\ ies valeurs supposees connues dc la

constante m pour chacun des systemes de mesures qui out fourni

ces n valeurs. Si 1'on fait enlrer dans la determinahon plusieurs

mesures prises dans Ies memes circonstances, on supposera Ies

valeurs de m egales.

Cherchons parmi les expressions de la forme

(9) X = X,fl7, -H X 2 #2-l-. . .-4- ^n xn

celle qui doit inspirer le plus de confiance. La valeur a adopter est

celle, evidemment, qui rendra minima la valeur probable du carre

de 1'erreur commise.

On doit avoir necessairement

(10) Xi-h XS-H. . .-+- X,i= i;

car, sans cela, toutes Ies mesures etant snpposees exactes, la valeur

qu'on en dednit ne le serait |>as.

L'erreur commise dans revaluation (9) sera

elle a pour carre

La valeur probable de e t est nulle; par consequent aussi, celle

de 6161'] celle de ef est mf. La valeur probable du carre de 1'erreur

commise esc, par consequent,

Xf ml -+ X|m| -h. ..-h XJ/wJ.

II faut choisir Ies valeurs de X4 ,
X 2 ,

. .., X/z qui rendent cette

somme minima en satisfaisant a IVquation (10).
II Taut egaler a zero Ies deux diff6rentielles

. 4- d\n = o,

a/nf X
a

La seconde de ces equations dolt tre la consequence necessaire

de la premiere. II faut pour cela que Ies coefficients des differen-
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tielles soient egaux et que I'on ait

!
=

on en deduit, a cause de (10),

et la valeur de X qu'il faut adopter est

a?i a?s
,

-------
j- ~T~ . ~T~ ~T~

m\ tn$

I I i

7 H--r -h...H---

m\ m\ m^

G'est la mojenne des valeurs snccessivement obtenues apres que
chacune a ete multipliee parun factenregal a 1'inverse de la valeur

corresponds nte /w 2
.

Ce facteui- -, d'autant pins grand que m 2 est plus petit et que,

par consequent, la mesure merite plus de confiance, se nomme le

poids de I*observation.

r observations semblables equivalent, d'apres la formule, a une

seule qui aurait un poids r fbis plus grand.
Si la probabilite d'une erreur z e^t

on a

Le poids d'une observation est proportionnel a A-
2

.

La definition nouvelle se trouve d'accord avec celle qui a ete"

donn^e.

Le inot precision ne peut pas (165), dans le cas general, e"tre

defini avec la meme rigueur.

196. La regie relative aux moyennes, et la securite qui en resnlte,

est demon tree independamment de toute hjpothese sur la loi de

probability des erreurs.
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Poisson a signale comme une objection le cas ou la fonction
<p(js)

serait proportionnelle a

2 -+-,32

En la representant par

Gds

on doit avoir

r 00 Gdz _

on en deduit

^V =I
'

G -""
7C

La probabilite d'une erreur comprise entre s el z -\- dz est

alors

A- dx

Dans ce cas, Pintegrale

designee dans la demonstration par /n2
,
est infinie. Le poids

-

d'une observation est nul.

Jl n'j a pas lieu de s'^tonner si la conclusion est en defaut.

L'hypothese est realisee par tine girouette qui tourne libi-enaent

sans que rien la dirige. Consideree coinme un instrument destine

a montrer une direction, celle dn nord par exemple, elle donnera

precise"ment la probabilite' d'erreur exprimee par la forniule (n).
Nommons z, en eSet, la distance a laquelle la direction pro-

longee de la girouette coupera une perpendiculaire a la ligne que
Ton pretend determiner, si la girouette fait avec cette ligne un

angle ?, on aura

( ' 2 ) <p
= arc tang -r
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Toutes les valeurs de a? comprises entre et H sont ega-

lement probables.
La probabilite pour que Tangle designe par le hasard tombe

entre
<p

et 03 -+- df$ est

dv
1C

L'equation (12) donne

kdz

La probabilite d'une erreur, sur js, comprise entre z et z -H dz

est done
k dz

C'est precisement ia formuJe (i i).
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CHAPJTRE XL
COMBINAISONS DES OBSERVATIONS.

Nachdem der Observator das Seimge gethan hat, ist

es an dem Geometer die Unsicherhcit der Bcobachtun-

gen und der Rechnung daraus abgelcitcten Gr6&sen,
nach slreng mathematischen Prmcipien zu \vurdigen.

GAUSS.

197. La theorie des moyennes n'est pas applicable, en general, a la determination
sjrnukanee de plusieurs grandeurs. 198. Lorsque plusieurs valeurs d'une
raeme inconnue sont mdependantes, on peut prendre la moyenne en ayant egard
a leur poids; premier exemple. 199. Deuxieme exemple. 200. Troisienie

exemple. 201, 202. Probleme dans lequel les valeurs d'une meme inconnue
ne sont pas independantes, resolu en suivant le prmcipe de la demonstration, dont
il faut changer le detail. 203. Probleme g6ne>al ; premiere solution de Gauss,.

204. En ne faisant, en apparence, aucune hypothese sur la loi de probabi-
lite, on ne change pas essentiellement les conditions de Penonce. 205 Sub-
stitution de la plus petite valeur probable du carre de 1'erreur a 1'erreur la

plus probable. 206 Lorsque le nombre des equations surpasse celui des

inconnues, il existe entre les erreurs des relations necessaires qui ne sont pas
saiisfaites. 207. Expression adoptee pour Tune des inconnues; on rend le

carre de la valeur probable de 1'erreur minimum. 208. Les erreurs tant tres

peiites, la solution est la plus generale. 209 Valeur probable du carre de
1'erreur & craindre 210. Premier exemple. 211. Second exemple.
212. Les valeurs probables des carres des erreurs commises sont independantes
de la concordance des rdsultats; explication de ce paradoxe. 213. Les for-
mules sont demonlr6es pour des observations qui ne sont pas encore faites.

214. On peut se placer a un point de vue tres different; le probleme devient
insoluble. Developpement sur un exemple. La valeur probable a priori de
Tinconnue que Ton veut calculer a posteriori est un element n^cessaire de
la solution. 215. La question appartient a la theorie de la probabilite des
causes; faute de 1'une des donne^s indispensables, la solution est impossible.
216. Discussion d'un probleme analogue. 217. 6tude du probleme general;
les solutions sont en nombre mfmi. 218. Premier exemple. 219. Second
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exemple. 220. Evaluation, dans un cas tres simple, de Terreur a crarndre

en egalant la valeur vraie a la valeur probable Calculs numenques.
221. Theoreme des momdres carres. 222. Simplification des calculs

223. Exemple. 224. TJieorie de Gauss 225. Objections de Bienayme.
226. Les corrections prescntes par la methode de^ momdres carres *ont des

fonctions determinecs des erreurs reellement comrmses. 227 Expression de

la somme des carres de ces corrections. 2^8 Valeur probable de cette somrne.

229. Exemple. 230 Incertitude de quelquea assertions compiomeitantes

pour la theorie.

197. Lorsqu'une meme grandeur a ete mesuree phisieurs fois

et que les resullats ne s'accordent pas, s'ils inspirent une egale

confiance, il faut en prendre la moyenne ; si leurs poids sont

inegaux, on tient compte (195) dans le caicul de leurs valeurs

relatives.

Lorsque plusienrs grandeurs ont ete mesurees et qu'elles doi-

vent servir a determiner des inconnues par des equations plus

nornbreuses qu'il n'est necessaire, le probleme semble de meme
sorte. On poss^de, en efiet, autant d'appreciations difTerentes de

chaque grandeur que de groupes d'equations pouvant les deter-

miner
;
mais ces appreciations ne sont pas independantes : cela

exige un changement de methode.

Si Ton a, par exemple, mesure les trois angles A., B, C et les

trois cdtes a, 6, c d'un ni^me triangle, on pourra adopter comme
valeur de Tangle A, soit la mesure A directement obtenue, soit le

supplement de la somme B -+- C, soit celle que Ton obtient en

associant B on C a deux quelconques des cotes, soit enfin prendre

pour donnees les trois cdtes.

Lors mme que 1'on aurait evalue les poids relatifs de ces neuf

valeurs de Tangle A, la theorie des moyennes ne serai I pas appli-

cable. La combinaison qu'elle prescrit vaudrait mieux, peut-etre,

que Tune des mesures adoptee sans correction, mais elle n'est

pas la plus plausible entre toules. La theorie des moyennes sup-

pose, en effet, Pindependance des mesures associees. La valeur

probable de chaque erreur est supposee nulLe, ainsi que celle des

produits de deux erreurs. Les erreurs positives, en d'autres termes,

ont, par hypothese, m^me probabilite que les erreurs negatives:

cette condition n'est pas remplie dans le cas qui nous occupe. Si

Ton s'esl trompe, par exemple, en mesurant un angle, et cela est

inevitable, les calculs par lesquels on fera servir cet angle a deux
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determinations cl'un autre angle donneront, vraisemblablement,

des erreurs de signes contraires a celles da premier. Lavaleur pro-

bable du produit de ces deux erreurs sera positive.

198. Lorsque la dependance des erreurs n'existe pas, on pent

appliquer la the*orie des moyennes. Nous en donnerons quelques

exemple?.
On vent determiner la direction d'une ligne droite partant d'un

point pris pour origine des coordonnees. On mesure pour cela les

ordonnees jKo JK2? J JK de n points de cette droite correspon-

dant a n abscisses connues x^ #2 ,
. . ., ccn . Quelle valetir faul-ii

adopter pour le coefficient angulaire de la droite? Les mesures

prises donnent, en designant ce coefficient par <#,

Ces determinations independantes ont des poids inegaux qu'il

faut calculer.

Si Ton nomme m\ la valenr probable du carre de 1'erreur corn-

inise sur yt , le carre de 1'erreur commise sur ? xt etant exacte-^ Xi

ment connu, a pour valeur probable ~|-;
le poids de la valeur

correspondante de a est, par consequent, -^- On doit, avant dem
t

prendre la moyenne, multiplier chaque valenr de a par son poids.
On aura

.

m\
"*"""

_
m\

"~

m\
~+'-'~i

-

oo\

Si les mesures des ordonnees inspirent toutes la mime con-

fiance, Pexpression se r^duit a

199. Prenons pour inconnues, dans un second exemple, les

trois angles directement mesures d'un triangle. Lasomme des trois
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inestires ne se trouvant pas egale a deux angles droits, quelles
corrections faut-il adopter?
En nommant les angles A, B, G, on a deux mesures de I'angle A :

A et 1 80 B G.

Ces mesures sont independantes ; on pent done en prendre la

mojenne, mais il faut calculer leur poids.

Soient m'2 le carre de 1'erreur a craindre sur cliacune des trois

mesnres
; e\, e^ e$ les erreurs reellement commises. L'erreur sur

180 B C est e2 4- 3? elle a pour carre

dont la valeur probable est 2 m-. Les poids des deux determinations

de Tangle A sont done -^- er
1

> et Ton adoptera la valeur& m* 2.mz
"

I^So B G)
=AH- 7(180 A B G).

L'erreur commise est

ie\ 2 __ s

3 3 3

La valeur probable du carre de cette erreur est

4 T

200. Le calcul precedent suppose les chances d'erreur dans la

mesure d'un angle independantes de la grandeur de I'angle. Quand
les mesures sont prises dans les mdmes conditions, cela est, en

effet, presque absolument vrai.

Si, au lieu de mesurer les trois angles d'un triangle, on mesu-

rait les trois parties d'une ligne tres bien connue par des mesures

ante"rieures, le probleme, en apparenceidentique, serait, en realite,

tr&s different.

Soit / la longueur, supposed parfaitemenl connue, d ?une ligne

dont les trois parties a, 6, c sont directement mesurees
5
on



256 CALCUL DBS PROBABILITES.

trouve

Comment doit-on repartir 1'erreur a enlre les trois mesures? On a

deux evaluations de a : a et / b c.

Si e^ e*>, e$ sont les erreurs commises snr a, 6, c, les erreurs

commises sur les deux mesures sont e { et 2+ 3 >
mais les valeurs

probables dee
1

;, go, 3 sontinegales : c'est ce cfui distingue ce pro-

bleme du precedent. Solent m*, m\, rri\ les valeurs probables

de e\,

2=

La vaieur probable de e% e$ est nulle s'il n'y a pas d'erreur con-

stantc; les carres des erreurs commises sur les valeurs de a ont

done pour valeurs probables ni\ et m\ + 7723 et les poids des

deux determinations sont r et 5
-

m\ m$ -4- mi
On devra prendre pour vaieur de a

__
m\ -h

La difficulte est d'evaluer les erreurs probables,
Si les mesures ont ete prises en portant snr chaque ligne une

unite de longueur, la vaieur probable du carre" de 1'erreur com-

mise, dont chaque partie peut tre positive ou negative, est pro-

portionnelle (171) an nombre des unites; on prendra done m\ = a,

m* = b, rri^
= c, et la vaieur la plus plausible de a est

201. Resolvons un probleme tres simple auquel la theorie des

moyennes n'est pas applicable.

Supposons que, d'une station O, on ait observe quatre points
A

4 , A2 ,
A8 ,

A4 . On a mesure, en les reduisant a l'horizon
?

les

angles sous lesquels sont vues les cinq distances A
i
A2 , A< a3 ,

A,A 4 ,
A2 A4 ,

A3 A^. Soient /<, /2 ,
/3 ,

/4 ,
/ 5 les cinq valeurs
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ohtenues
;

elles donnent evidemment trois mesures de Tangle

Ces valeurs ne sont pas independantes. Les erreurs commises

sur /3 /4 et sur l>2 -}- / 5 1A sont liees Tune el 1'autre a 1'exacti-

tude de l-
t
. La probabilite pour qu'elies soient de me'mes signes

est plus grande que pour qu'elies soient de signes contraires. La

theorie des moyennes n'est pas applicable.

Cherchons sans changer de methode, en modifiant seulement

la demonstration, la meilleure combinaison a adopter.
Nous resoudrons deux problemes :

Quelle est la meilleure combinaison des deux mesures 1% Lk

et /2 -4- ^s I* q u J ne sont pas independanles?

Quelle est la meilleure combinaison de l\ avec la valeur deduite

des deux autres mesures?

Pour deduire de 1$ I* et de L-- 1$ I* la valeur la plus plau-
sible de 1'angle dont ces expressions representent deux, valeurs

approchees, nous prendrons pour cet angle

(I) A! (/3 4) -+

avec la condition necessaire

car il faut bien que, dans le cas ou les deux evaluations s'accorde-

raient, leur moyenne soit egale a Jeur valeur commune.
En nommant e^ e>2 ,

e 3 , e^ e s les erreurs commises sur les cinq

mesures, I'erreur corumise en adoptant (i) est

^i (ea~e*)-H^a(62-^-Cs &k) = Ag^H-^i^ t ^i -+- A 2 )e4 -h A,e s .

La valeur probable du carre de I'erreur commise, en nommant
m- la valeur probable des carres

e'f, e^ :
. .

., e\, est

II faut determiner \\ et X2 de-telle sorte que, en supposant

X1 H-X 2 =I,
la somme

2Af -H 3Xf -f-aX^a

soit minima.

B. 17
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On Irouve

et la valeur la plus plausible est

00 f (J.-M + j(/t-H*i-M=3f*-Hf
*

Le carre de I'erreur commise sur cette determination a pour
valeur probable

mi (aXj -f- 3Xf H- aX t X,) = | TW.
o

La valeur probable du carre de I'erreur commise sur
,
etant

m 2
,
le poids de cette determination sera --, celui de Fexpres-

3
sion (2),

-
-; ces deux valeurs du meme angle sont indepen-

dantes. On prendra done, enfin, pour valeur la plus plausible
deduite de I'ensemble des mesures,

5 ^

L'erreur commise sera

8

dont le carre a pour valeur probable

202. Si, oubliant que les evaluations ne sont pas independantes,
on avail cherche les poids des trois mesures

ils sont
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on aurait adopte puur valeur de 1'angle

Le carre de 1'erreur aurait pour valeur probable -^-m-^ c
7

est-

a-dire o,644^2 aa lieu de o,

203. Le probleme general qu'il faut resoudre est le suivant :

On a fait, pour determiner n grandeurs ineonnues, n -\~p me-

sures, dont les resultats s'y rattachent par des equations neces-

saires. Les equations se trouvent incompatibles; quel est le meil-

leur systeme de valeurs a adopter?

Si 1'on accepte pour loi de probability des erreurs la formule

e^^'dZ) en supposant a la coristante k line merne valeur pour
VK
toutes les grandeurs directement mesurees, la th^orie devient fort

simple.

Les mesures obtenues etant Z i7 Z2? . .
, ln+p> on devra, pour

rendre les equations compatibles, Jeur faire subir des corrections

e^ ez , -.-, e/i+p- La probabilite pour que ces erreurs supposees
aient etc re*ellement commises est proportionnelle au produit

elle sera maxima quand la somme des carres des corrections sera

la plus petite possible.

Le meilleur systeme de corrections est celui pour lequel la

somme des carres des erreurs supposees commises est un mini-

mum.

204. Apres avoir propos6 le theoreme precedent, dont il a

suivi les consequences avec une merveilleuse habilet^, Gauss,

dans ses derniers Me"moires sur la combinaison des observations,

a vouiu s'affranchir de toute hypo these sur la loi de probabilite

des erreurs.

Les regies preterites n'ont pas chang pour cela.
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11 doit sembler etrangc que la loi de probabilite des erreurs soit

sans influence sur ies conclusions d'une theorie dans laquelle elle

jone un si grand r6le.

L'explicalion est simple : une hypothese, compatible en appa-

rence avec toutes les lois, est introduce dans la demonstration
;

elle impose en realite la me'me forme a toutes.

Nous snpposons, dit Gauss, les observations assez exactes pour

que les carres et les produits des erreurs soient negligeables.

Toutes les equations se trouvent par la reduites au premier

degre, et toutes les lois sont equivalentes.

Si I'on nomme
tp (z] dz la probabilite pour qu'une erreur d'ob-

servation soit comprise entre z et z-*rdz, on pent, z etant tres

petit, remplacer (5) par le developpement

-2 -A -i

(3) <p() =cp(o)-h^cp'(o)-f- ^.cp'^ojH-
--

r?'"(o;-H , 7 cp
lv

(o).
I.I i.^.o i . z . o . 4-

Les erreurs constantes etant ecartees, on doit a\oir

<p

;

(o) et
w
(o) sont done nuls:

Le droit de negliger 5 2 devant z donne, a fortiori, celui de

negliger z* devant z* et de reduire Tequation (3) a

mais on a, en negligeant toujours z'1 devant s 2
,

Us-

a -+- bz* = ae a
.

La fouction cp(^) estdonc, en realite, assimilee a une exponen
tielle de la forme

205. Gauss, on le voit, aurait pu, dans les conditions ou il se

place, conserver sa the'orie primitive. II a fait beaucoup mieux.
Cette theorie conseille, en efFet, J'adoption du systeme de correc-

tions dont la probabilite est maxima. La the'orie nouvelle semble

preferable. La valeur probable du carr^ de 1'erreur commise e^t
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rendue minima. Les deux conditions s'accordenl, mais les prin-

cipes sont tres differents. II aurail pu arriver que les corrections

les plus probables eussent accru, dans le cas ou elles ne sont pas
les veritables, les chances de commettre de tres grandes erreurs.

Toutes les probabilites doivent intervenir pour decider le meilleur

choix a faire.

206. Soient

/ *idr,y,3, ...)=/i,

(4) ?2(^,r, 5, ...) = /2 ,

les equations qui raltachent n inconnues x, y, z, ... a n-\-p

grandeurs mesurees l
{ ,

12 ,
...

7 l/t+p. Elles sont incompatibles et

donneront senlement une valeur approchee de chaque inconnue.

Nous supposerons les carres des erreurs commises dans cette pre-

miere approximation negligeables. La theorie, sans cette simpliii-

cation, serait inextricable.

Le theoreme de Taylor permettra d'cxprimer cpi , o 2 )
- -

? ?+/> ea

fonction lineaire des accroissements donton neglige les carres. En

eliminant entre les n -f- p equations ainsi transformers les erreurs

commises sur x, y, z, ... dans la premiere approximation, on

obtiendra, entre les erreurs e^ e B ,
. . ., e,lJrp commises sur les gran-

deurs directement mesurees l^ /2 , ..., ln+pt p equations du pre-

mier degre" de la forme

. PllH-]

1 Qie a H-Q2 eo-h...-H-

207. Pour ne pas compliquer les calculs, nous supposerons six

grandeurs observees et trois inconnues, dont elles sont des fouc-

tions determinees
;

les equation^ (5) seront alors au nombre de

trois et n -{-p sera ^gal a six.

Nous adopterons, pour representer la grandeur dont la mesure

a ete trouvee egale a ^, fa somme

(6)
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L'expression (6) seredniraita l\ si les mesures etaient parfaites;

mais de petites erreurs ayant e*te commises, en les nommant e^ e*
7

3? 4? 51 ^65 celle qui en resulte pour (6) est

...-h P6 e e )

II faut choisir X,, X 2 ,
X 3 de maniere a rendre minima la valeur

probable du carre de celte erreur.

En supposant les mesures digneb d'une egale confiance, et nom-
mant m* la valeur probable du carr ef de 1'erreur commise sur

Tune quelconque d'entre elles, les valeurs probables de ei et

de eiey etant n idles par hypoihese, la valeur probable du carr6

de (7) est

ox
( o ) i

/ + 2X3X3 2 QR -f- 2 X 3 A! 2J RP -+- 2X1 PI + -2X3 Q : 2 X 3 R t ).

Pour rendre celte expression minima, il faur e'galer a zero les

derivees par rapport aux facteurs arbitral res X i? 12 ,
X 3 ;

on ecrira

done les equations

,

j

(9)
|

Xi

( XjEPR-HXaSQRn-XsSRS H- R t
= o.

Les facteurs A 1? X2 ,
X 3 etant determines par ces equations^

Texpression

(10) ^H- Xi

sera la meilleure valeur a adopter pour /
4

.

208. Une objection se presente. L'expression (7), dans laquelle
les indetermin^es >H ,

X2j X 3 ont ete choisies le plus avantageu-
sement possible, n'est pas la plus ge'ne'rale parmi celles qui, si les

mesures etaient exactes, se reduiraient a l t
. On pourrait obtenir

d'autres valeurs approchees en nombre infini. Pourquoi ne pas
chercher entre toutes celle qui donne la plus petite erreur pro-
bable?

Si les erreurs n'e" taient pas tres petites, Pobjection serait fondee
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mais, les carres etant negligeables par hypothese, toute fonction

qui se reduit a zero quand h i: h2 ,
... sont nuls pent tre supposee

du premier degre par rapport a ces quantites.

209. Les equations (9) font connaitre les coefficients les meil-

leurs a adopter pour la fonnule (10). La valeur probable du carre

de 1'erreur est rendue minima
;

elle est represented par la

sornme (8), dans laquelle XM X2 , ^3 seront deduits des equa-
tions (9).

L'expression (8) peut s'exprimer plus simplement. Si Ton ajoute

les equations (9) apres avoir multiphe la premiere par A
4 ,

la

deuxieme par A2 et la troisime par 1 3 ,
en retranchant du coef-

ficient de /w2 dans (8) la somme qui est egale a zero, la valeur pro-

bable du carre de I'erreur comniise sur l\ prend la forme

/n2 (i-H P 1
X 1+Q 1 X2+ RiX3 );

elle est proportionnelle a /n2
. Les valeurs de P i9 Q i? R l? ^M

X2 ,
X 3 ne dependent nullement de la concordance plus ou moins

parfaite des observations, rev^lee par les valeurs A
( ,

A2 ,
A a des

fonctions qui devraient e*tre nulles.

210. Supposons, pour dormer un exemple tres simple, que x,

y, z, u soient les quatre angles d'un quadrilat&re. On a trouve

pour ces angles, directement mesur^s,

Si les mesures etaient exactes, on aurait

Cette condition n'est pas remplie; on a

Ji-H 4-H AH- /* 36o= h,

h etant suppose tres petit,
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On adopiera alors pour Pangle x la valeur

X= A-+-XA.

Si j, <? 2 i 35 #4 sont les erreurs respectivement commises biir

les quatre utesures, I'errenr E commise sur X sera

E = ej-h XTe
1
-+- <?2 -h <?3 4- e 4 ).

En nommant m 2 la valeur probable du carre de chacune des

erreurs de mesnre, la valenr probable du carr^ de E est

Elle est minima pour la valeur

el- I'on doit prendre

.

4

La valeur probable du carre de Perreur est donnee par I'expres-

sion
(i i) quand on y suppose ), = I. Elle est done

independanle, on doit le remarquer, de la valeur de A.

211. Supposons, pour donner un second exemple, que, d'une
meme station 0, on ait observe quatre points A 4 ,

A2j A 3 ,
A4 . On

a mesure, en les reduisant a 1'horizon, les angles sous lesquels les

distances A, A2 ,
A < A 8 , A { A f ,

A 2 A, et A 3 A4 sont vues du point 0,
en de"signant par Z,, /2 ,

/3 ,
/4 ,

/ 5 J es valeurs trouvees. On veut en
deduire les valeurs les plus plausibles des angles ^, y, z formes

par OA { avec les trois autres directions OA2 ,
OA 3 ,

OA 4 .

On aurait, si les mesures etaient parfaites,

fia) x = /!, r=4, s = /3} *-a?5=/4 , z-^ss/g

et
? par consequent,

j

/*-h/i 4= o,

( /g -i- /2 ^3=0.
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Les equations (i3j ne sont pas satisfaites et, a cause des er rears

d'observation, on a

-'--

On prendra pour # Ja valeur

05) X = /]-+- Xi/?j-f- A 2 /*2-

Si 1? e 2 , e 3 , 4, e g sont les errenrs commises sur les qualre

mesures, 1'errenr commise snrX sera

(16 ) E = ej-h \\( e>+-T- e\ e 3 ) -+- \-( &$+ e* <? 3 ).

Si m 2
designe la valeur probable du carre de chaque erreur de

mesure e^ e2 , e$, e u , e$, la valeur probable de E 2 est

(17) jra*(i4-3A? H-3X?

Le minimum de cette expression correspond a

3 r

/1 = -8' A2=
8*

Nous adopterons done, pour Tangle #, la valeur

08) X-/,-

Elle s'accorde, on le voit en remplacani h {
et A2 par leurs va-

leurs (i4)j avec ^a solution obtenue (201) par une voie differente.

Le carre de 1' erreur commise en adoptant ['expression (18) e^t

|m 2
;

elle est independante de h
{

et de A2 , par consequent de

Texactilude des mesnres.

On trouverait, par des calculs semblables,

Les carres des erreurs commises ayant pour valeurs probables ^
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et ~^- les valeurs les plus plausibles des angles Z 4 et /5 sont

3 , i

- &iH- -

. Les valeurs probables des carres des erreurs commises sont,

dans tous les cas, independantes de Taccord plus ou raoins parfait

des observations. Les quantites design^es par A A 2 , ..., qui

seraient nulles si les observations etaient parfailes, ne figurent pas

dans revaluation de I'erreur a craindre.

Nous avons deja (173) rencontre et explique ce paradoxe. 11

n'est pas inutile d'j revenir.

Dans la determination de I'erreur probable, la precision des

observations a te supposee connue. Le facteur /n2
repr6sente la

valeur probable du carre de I'erreur commise sur cbaque mesure.

En supposant ainsi 1'habilet^ de Tobservateur evaluee a 1'avance,

sans qu
j

il soil tenu compte dans cette appreciation des discor-

dances rev^lees par Ja comparaison des mesures, il ne faut pas

s'etonner de ne pas voir figure r ces discordances dans le calcul de

I'erreur a craindre.

On mesure, par exempie, les trois angles d'un triangle; on a vu

dja I'observateur a 1'oeuvre, il fait usage d'excellents instruments;

on apprecie en consequence la constante m* : 1'erreur probable
est o;/

,
5o. La somme des angles obtenus surpasse cependant 180

de 12". L'observateur ne meritait pas la confiance accordee. La

valeur de rn* etait tres probablement mal choisie. Mais, pour en

adopter une autre, on manque de donnees snffisantes.

213. Les formules demon trees sont applicables a des observa-

tions qui ne sont pas encore faites; el les indiquent les calculs par

lesquels les inconnues devront se dednire des grandeurs direc-

tement mesur^es. Les valeurs probables des carres des erreurs a

craindre dependent de la precision espree pour les mesures qu'on
va prendre. Le cas ou cette precision est assez bien connue, a

priori, pour que les resultats obtenus n'y puissent rien changer,

quoi qu'il arrive, est tout a fait exceptionnel.
C'est k lui que se rapportent les formules.
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214-. On s'est place quelquefois a un point de vne absolument

oppose. La precision des mesures est supposee inconnue; la con-

cordance plus on moins parfaite des observations est le seul ren-

seignement d'apres leqnel on puisse Papprecier.

Ce probleme est le contraire du precedent. Nous supposions la

precision connue a priori; le resultat plus ou moins heureux des

observations n'j pouvait rien changer; pour rendre cette hypo-
these acceptable, nous supposions meme que les observations ne

fussent pas faites encore.

On suppose, au contraire, dan-> le nouveau probleme, la preci-

sion completement inconnue. II faut la calculer d'apres les resul-

tats, qui sont, cette fois, la seule donnee.

Gauss a faitreposer la solution de ce probleme sur une formule

tres elegante, qui sera demontree a la fin de ce Ghapitre.
La formule est irreprochable; mais Tap plication est rarement

permise.
Le probleme n'est pas nettement pose.

Quelques exemples rendront la difficulte tres claire.

On a mesure les irois angles d'un triangle; I'exces de leur

somme sur deux angles droits peut-il faire connaitre, indepen-
damment de tout autre renseignement, la valeur probable du carre

de Perreur commise dans la mesure de cbacun des angles?
Si Ton admet, comme il est vrai, qu'a chaque instrument manie

par un observateur designe correspond, objectivement, une valeur

probable determinee du carre de Terreur et que, en donnant la

somme des trois angles oblenus, on demande la valeur vraie de

cette constante caracterislique de la precision, le probleme est

insoluble.

Une valeur vraisemblable est, evidemment, tout ce qu'ii est

permis d'esperer.

En reduisant le probleme & ces termes tres vagues, une lacuae

subsiste dans Penonce; elle doit enlever toute confiance dans le

resultat.

La connaissance de la valeur probable a priori de 1'inconnue

dont on veut determiner a posteriori la valeur vraisemblable est

un element essentiel de la question; on ne donne sur lui aucune

indication.

Les trois angles d'un triangle ont ete mesures par un observa-
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teur tres habile; il a fait usage d'un excellent instrument; chaque

mosure a et prise trois fois; les resultats proposes sont les

movennes des trois observations. La somme des angles, apres

Unites ces precautions, surpasse 180 de o'
;

,
a5.

Les monies angles sont mesures par un debutant qni s'exerce;

Instrument qu'on lui a confie est mediocre. Chaque angle n'esl

mesnre qu'nne fois
5

les angles obtenus different des precedents

de plusieurs secondes chacun. La somme des angles, pour ces

secondes mesures, est exactement 180.

Quels sonl les resultats les plus dignes de confiance?

Les premiers, evidemment.

Les formules qui deduiront la precision des mesures de 1'accord

plus on moins parfait des resultats ne pen vent manquer de donner

1'a vantage aux seconds.

Le cas, pourrait-on re'pondre, n'est pas celui qu'on a suppose.

Les deux series de mesures sont faites dans des conditions telles

qu'avant d'en connaitre le resultat, sans donner la mesure nume'-

rique des deux precisions, on les propose cornme tres inegales.

L'e'nonce* du problenie resolu par Gauss suppose, au contraire,

que Ton ne sache rien sur la precision des mesures.

Est-il possible, quand on combine des mesures, de ne rien

savoir sur leur precision? Savoir, comme on 1'admet, que toutes

les valeurs de Perreur probable sont a priori egalement vraisem-

blybles serait tin renseignement tres precis qui, vraisemblablement,
n'a dans aucun cas represente la verite.

Sans avoir etudie un instrument, le nom du fabricant, le prix
dont on 1'a paje, la situation de J'observateur qui s'en sert, font

que certaines evaluations de sa precision, sans tre tenues pour
impossibles, seraient accueillies avec etonnement. Gela suffit pour

changer les conditions de 1'enonce.

21S. La question appartient a la th^orie de la probabilite des

causes. Le disaccord entre les mesures prises est un fait observe.

Les causes possibles, en nombre infini, sont la precision de chaque
mesure. Qnelle que soit cette precision, Pevenement observe est

possible. Le plus adroit peut avoir tine de'faillance
;
le plus mal-

adroit peut, par un heureux hasard, obtenir de bons resultals :

les resultats tres inexacts peuvent se compenser fortuitemem.
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Plus Ja concordance est rande, assurement, plus il esL probable

qu'elle a pour cause 1'exactitude des mesures et que celle-ci esl

due a rhabilete de 1'observaLeur.

La probabilite assignee a chaque cause depend (Ho) de deu\

facteurs : Ja probabilite que la cause donne a I'evenement observe

et la probabilite, a priori, pour que la cause ait agi.

On veul, d'apreb Tenonce, comme on 1'a fait trop souvent en

d'aulres circonstances (123, 124, 130), se passer completement de

la seconde donnee. C'est une faute contre les principes. La iacune

laibsee dans Tenonce sera forcemeat remplacee dans cbaque solu-

tion obtenue par une condition introduite arbitrairement.

216. Supposons, pour laire connaitre le principe de la methode

adoptee, qu'on veuilie determiner la chance pour qu'une piece de

inonnaie designee re torn be sur le c6te face quand on la jette en

1'air.

La piece est jetee [/,
Ibis : elle a montre m fois face et n fois pile,

Soient p la probabilite inconnue qu'elle donne a 1'arrivee de

face, q celle qu'elle donne a Farrivee de pile.

L'evenement le plus probable sur IJL epreuves est ui/? fois face.

En egalant la valeur probable a la valeur vraie, nous aurons

La valeur vraisemblable de p serait done ~̂
Le principe, applique a un petit nombre.-s d'epreuves :

donnerait

des resultats inacceplables. Si, &ur trois epreuves, la piece a

montre deux fois face, oserait-on proposer | comme valeur vrai-

semblable de la probabilite qu'elle donne a Farrivee de face?

Lorsque le nombre des epreuves est grand, le resultat cesse

d'etre choquant. La precision de la valeur proposee pour la pro-

babilite p n;
est pas pour cela mieux justifie'e.

Une m^me piece a ete jetee 1000000 de fois : on. a obtenu

000891 fois face; on en conclut que la piece donne
? vrai^embici-

blement, a la sortie de face, la probabilite

(19) ^ = 0,500891.

Aucuue de ce& six decuiiale^ ne mente confiance.
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La probability p a une valeur objective. A chaque piece,

d'apres ba {structure, correspond une valeur determinee de /?.

Personne n'a pu croire, bien entendu, que cetle valeur soit egale

a (19); mais il n'est pas rneme tres probable qu'elle soit plus

grande que o,5o.

Supposons que, la piece etant bien connue, la valeur exacte

de p soit

(20) p =0,499609,

c'est-a-dire qu'elle s'ecarte de 5 precisenient autant que la va-

leur (19) indiquee par le calcul, mais en sens inverse.

Cherchons quelle serait, dans cette hjpothese, la probabilue

de reveneinent observe.

Le nombre le plus probable des arrivees de face est

499609.

L'evenemenl observe est Tarrivee de 000891 fois iace; P6carl

est 782.
La probabilite d'un ecart ^g'al a h est

A*

on a

te (782)2- L-L-
UOOOOO

La probabilite donne'e par t'hypothese a Tevenemenl observe est

ceile que donne au ineme evenenient Phypothese la plus plausible

pour laquelle il correspond a un 4cart nul est

Le rapport est

0-1,22305=0, 294332.

Le rapport des probability de deux causes egalement probableb
a priori est exactement celui des probabilite's observe'es. La va-
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leur (19) de p n'est done pas quatre fois plus probable que la

valeur (20), que nous avons choisie, on peut le dire, absolument

contra ire.

217. Reprenons la question generale.

On a mesure n-^-p grandeurs l^ L, Z3 , ..., ln+p . Elles sont

Jiees par des equations rigoureuses a n inconnnes x, y, z, ....

En eliminant les inconnues, on obtient p equations necessaires

entre les n -{- p grandeurs mesurees :

F! ( /I, /2i j Zn-hp}
= O,

Fa ( l\ , /s, . .
, ln-^p )

= o,

Les mesures n'etant pas parfaites, ces equations ne seront pas

satisfaites : les premiers membres auront de petites valeurs A<,

A2 , ..., hn qui seront exactement connues, puisque les

mesures /<, /2 j ? IH+P ^e sont.

Si Ton nomme ^, e 2 > .--, e/t+p les erreurs commises sur ces

mesures et qu'on en neglige les carres, la fonction F <7 qui est

6gale a h { et qui doit etre nulle apres les corrections, recevra

un accroissement h { ;
on obtiendra ainsi p equations du premier

degre

PI 0i H- P2 <s2 H- - -H- P-f-/> en+.P = hi ,

RI e t H- R 2 e 2 +

A 1? A2? ..., A/2 etant des nombres connus dans chaque probleme.
Le principe admis est celui-ci :

II est permis, a litre d'approximation, d'egaler une fonction des

premiers membres de (21), dont la valeur est exactement connue,

la valeur probable calcule"e avant Tepreuve.
Cette galite, bien entendu, n'a jamais et^ proposee comme

certaine : Valor verus y
dit Gaus's, prout Jors errores obtulit,

major minorve medii fieri potest.

Ces deux grandeurs, la valeur veritable et la valeur probable,

que Je hasard peut faire plus grandes ou plus petites I
5 une que
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1'autre dans une proportion inconnue, sont egalees cependant

pour former Inequation dont la solution est deduite.

La critique est rendue difficile. Quand on a dit : le second

membre cle Pequation proposee pent etre, suivant la decision du

hasard, plus grand on plus petit que le premier, on s'est mis en

regie avec la rigueur : le lecteur averti sait qu'on n'y pretend pas.

De quel droit reprocher uue caube d'erreur nettement signalee?

Le resultat est donne comme une approximation; il est tout

natuiel, au contraire, de chercher quelle confiance merite le prin-

cipe sur lequel elle repose. Nous montrerons que, le principe
e"tant admis

;
on peut en deduire, pour la precision, des valeurs

tres difierentes et dont aucune, par consequent, ne merite con-

fiance.

Formons un polynome

homogene et du second degre par rapport aux seconds membres,

numeriquement connus, des equations (21). Quels que soient les

coefficients choisis, X<, X2 ,
. . .

, ['expression (22) est connue.

On peut en determiner la valeur probable, avant les epreuves

failes, en fonction de Ja valenr probable m- du carre de I'erreur

commise surchaque niesure.

h^ Ao, ..., hp sont exprimes paries equations (21) en fonction

des erreurs e { , e 2 , ..., en+p . Le polynome (22) est done une
iooction connue des erreurs commises dans les mesures; on en

peut former la valeur probable en remarquant que celle de ef
est m- et que celle de e t e t

' esl nulle, quels que soient i et V . La
valeur probable du polynome (22) sera done de la forme G/n 2

,

G etant connu. En 1'egalant a sa valeur vraie, puisque tel est le

principe accepte, on obtiendra une valeur de m 2 dans laquelle
figureront les facteurs arbitraires designes par X.

218. II ne sera pas inutile de donner une application.
On a mesure les trois angles d'un triangle; les erreurs com-

mises
4 , 2 , e3 sont inconnues, mais leur somme est exactement

connue; on a
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A
i
etant 1'exces de la somme des angles mesures sur deux angles

droits.

On en deduit

h\ = e\ H- e\ -h e"}
-*- <e\ e z -+- 2e2 <e 3 -i- 2 3 ei.

5 1 m 2 esL la valeur probable du carre de ohacune des erreurs o
e2> 63? la valeur probable du second rnembre est 3/n 2

,
et Ton

ecrira, en egaiant cette valeur probable a la valeur vraie,

par consequent,

Comme il n'j a qu'une seule equation entre ies erreurs, il n'y
a pas, dans ce cas, de choix a faire entre Ies combiriaisons.

219. Reprenons le probleme resolu (203). On a mesure cinq

angles l^ 12 , 3 ,
Z4 ,

/5 ,
entre lesquels Ies conditions geometriques

du probleme donnent Ies relations necesbaires

^5 + I* I? = o

Les mesures etant imparfaites, on a trouv^

l\
-

/s = Aj,

En designant Ies erreurs re'ellement commises par e\ , <?2 , e s , e 4 ,
<

on a done

Quels que soient Ies facteurs XM 5^2 ,
X 3 ,

Je trinome

est connu.

Ce trinome est une fonction homogene du second degre des

erreurs e^ e29 e 3 ,
e k , $, et, si Ton nomme m2 la valeur probable

du carre de Tune de ces erreurs, celle du produit de deux d'entre

B. r8
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elles etant nulle, on trouvera pour valeur probable de 1'expres-

sion (28), calculee avantles mesures prises,

En e*galant cette valeur probable a la valeur vraie, on aura

)H , Av>, X 3 sont arbitraires.

Si Ton voulait choisir entre les valenrs en nombre infini repre-

&ente"es par la formula (a4), il faudrait chercher la valeur pro-
bable du carre de Ja difference des deux membres et disposer de

^i ^2? ^3 de maniere a la rendre minima.

Mais la formule (24), cpi peut evidemment donner des valeurs

de m2 tr^s inegales, reste, quels que soienL les facleurs A<: X2 - ^3^

la consequence de Fegalite admise entre la valeur vraie d'une

grandeur et la valeur probable.

220. II est aise de prouver par un exemple combien sont

grandes les erreurs a craiudre en egalant les valeurs vraies aux
valeurs probables.
Un observateur mesure les Irois angles d'un triangle; la proba-

bihte d'une erreur comprise entre z et s -f- dz est, pour lui,

e~-**
s*dz. Quelle est la probabilite d'une erreur y sur la sonome

des trois angles?
On peut dire :

La valeur probable du carre de 1'erreur commise sur chaque
angle est^
La valeur probable du carre de 1'erreur commise sur la somme

n

des trojs angles est
r^

Si done on represente la probability d'une erreury sur la somme
des trois angles par = e-**r*, il faudra supposer

r
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La probabilite d'une erreur plus petite que a sur ia somme des

trois angles est done

La demonstration peut laisser un donte. En acceptant la loi

represented par e~k * s *

pour les probabilites d'erreurs partielles sur

chaque angle, est-il permis d;

en conclure une expression de menie

forme pour 1'erreur totale? L'assertion n'est pas evidente; on peut
la demontrer.

Solent #, y, 5 les erreurs commises sur les trois angles d\in

triangle; posons

x -\-y -+- ,3 = a,

La probabilite du concoars des trois erreurs etait, a priori,

A: 3

elle est le produit de e~l*P par 1'element de volume dx dydz,
7T \(It

en considerant x, y, z comme des coordonnees rectangulaires.

La probabilite pour que, x-*r-y-\-z 6tant compris entre a et

k*
a -+- rfa, p le soil entre p et p -j- dp sera le produit de -j=e"^^

it y"K

par ie volume compris entre les deux spheres qui correspondent
au\ rayons p et p -h dp et les plans dont les Equations sont

Ce volume est

La probabilite a priori pour que, la somme des erreurs etant

comprise entre a et a -H <a?a, celle de leurs carr^s le soit entre p
2

t (p 4- dp)- est egale a



276 CVLCUL DES PROBABILITES.

La probabilite pour que la somme des trois erreurs soil com-

prise entre a et y.-\-da. est la somme des valeurs de (26) pour
oc

toutes les valeurs possibles de p qui sont comprises entre el oo.

La probabilite pour que la somnie des trois erreurs soit comprise
en ire a et a -h da. est done

(27) 7^
V/3

on a
so A 2 as

/ e~"7l2 p
8

P d,O = T7J
6 **

.

La formule (27) se reduit a

precis^ment celle que nous avions admise.

221. Supposons, pour entrerau detail, qu'en mesurant les trois

angles d'un triangle 1'erreur probable sur chaque mesure soit e*gale

a a 77

,
la valeur correspondante de k est

2 /IT

La probabilite d'une erreur plus petite que i
u sur la somme des

trois angles est, dans ce cas,

= =o,i5.

L7

ev6nement n'a rien d'invraisemblable.

S'il arrive cependant qu'en mesurant les trois angles d'un

triangle, on trouve une somme d 'erreurs egale a i
;/

,
la theorie

adoptee donnera, pour determiner la valeur vraisemblable du
carre de J'erreur sur chaque mesure, la relation acceptee

par consequent,

*'-!
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ce qui correspond a une erreur probable de chaque mesnre

Lorsque, dans une seule eprenve, I'erreur cornmise sur la

somme des angles d'un triangle est egale a i", est-il possible de

proposer avec confiance o'
7

, 7 comme la valeur vraisemblable de

Perreur probable sur chaque observation?

La valeur probable, pour 1'observateur qui a mesure les angles,
est un nombre parfaitement determine; en la supposant gale a 2",

c'est-a-dire triple de la solution proposee, la probability d'une

erreur moindre que celle qui s'est produite serait 0,10.
La valeur 0^,7 adoptee pour I'erreur probable donnerait a

Tevenement observe, c'est-a-dire a une somme d'erreurs moindre

que i", une probability plus petite que | egale a

7V/W

La probabilite pour qu'en adoptant o", 7 pour valeur probable
de I'erreur on s'ecarte pen de la verite est, on le voit, fort eloignee
de la certitude.

222. Pour expliquer plus clairemenl les principes thoriques
de la methode des moindres carres, nous n'avons tenu auciin

compte de la longueur des calcals. On peut, dans presque tous

les cas, les abre'ger considerablement.

Les corrections prescribes par la me'thode exposee (210) pour
les grandeurs directernent mesur^es /i? L>, ..., ln+p satisfont a

une condition remarquable qui peut servir de base a une determi-

nation plus rapide des inconnues.

La somme des carres des corrections faites aux mesures est un

minimum.

Reprenons pour le demontrer la question deja resolue (210),

en supposant toujours, pour eviter la longueur des formules, trois

inconnues seulement, entre lesquelles on a six equations.

En nommant /< , l, ..., Z les grandeurs mesure"es et e^ e%, ..., e c

les erreurs tres petites commises dans leur evaluation, les condi-
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tions du probleme donneront trois equations du premier degre

entre les six errenrs

R,

Nous alJons chercher a determiner entre les solutions de ces

equations le systeme pour lequel la somme

(29) e\ +- el H- el -+ e\ 4- e\ -4- e\

est minima. 3Nous constaterons 1'identite des corrections ainsi de*-

terminees avec celles qui resultent des conditions adoptees (2'10).

Pour rendre la somrne (29) minima, il faut egaler sa differen-

tielle a zero en meme temps que celle des expressions (28).

Nons aurons ainsi les equations

(30) e i de l -+- e^de^-\- e^de 3 -\- e^de^-^- e$de$^- e 6 deQ=o-

( Pj dei +- P2 de% -+ P 3 de^-^ Pi de,+ -+- PS de$ +- P 6 de f)
= o,

i iH- 22 -H 33 -H i-h s 3 -f- 6 6= o,

f R! dei-i- R2 <afe2 -t- RS de*-+- RS. ^-H RS ^ 5 -h R6 de &
= o.

On ajontera, conformement a. la methode de Lagrange, ces

quatre equations, apres avoir multiplie trois d'entre elles par des

facteurs
pi t , pu, a 3 ,

et l*on egalera a z^ro les coefficients des six

difierentielles, Les equations

= o,

= O,

Q3 -h f*s RS == o,

= o,

jointes aux trois equations (28), de*termineronl les corrections e {J

#21 $, e4? e 5 ,
e c et les multiplicateurs u^ jJL2 , ^3.

En ajoutant les equations (82) apres les avoir mnltipliees par
les coefficients de chacnne des inconnues p.^ p.2 ? p-3 5

et en ayant

egard aux relations (28), on formera les equations

=A S
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ou (PJ), (PiQi ), reprebentent les sommes

Les equations (33) feront connaitre a l7 p.2 , [A 3
. On deduira

ensuite de (82) e <9 e^ 3,

Les corrections ainsi obtenues sonl iclenliques a celles qui ont

ete deduites (209) da Calcul des probabiiites. Reprenons, en

effet, les equations (7) qui font connaitre A
4 ,

X 2 , \$\ elles ne

different de (33) que par le changement des termes independants
des inconnues.

Cherchons par les deux methodes la correction designee par e< .

Les valenrs de X i? X2? ^3 etant donnees par les equations

(34)

n-X1 (PiQi)-+-X i (P 1 R 1 )=-?!.
H-X,(Q 1 R I )=-Q 1 ,

la correction prescrite est

La condition dn minimum donne

En ajoutant les Equations (33) multipliees par )H, ^2? ^3 et les

equations (9) multipliees par p.M jjt,
2 , ^3, on constate I'identite des

deux sommes.

223. Le principe des moindres carres etant admis, on peut s'en

servir pour obtenir les meilleures valenrs des inconnues, sans

s
7

astreindre au calcul pr^alable des erreurs commises sur les

grandeurs directement determinees.

Les equations imposees aux inconnues e*tant

(35)
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et lenr nombre n -+-p surpassant Je nombre n des inconnues, on

devra d'abord determiner des valeurs approchees X, \ , Z, ... de

#, y, z^ ..., pour lesquelles ils subsistera entre les deux membres

des Equations (35) des differences tres petites an a 2 , ..., &n+P - Si

1'oa nomine x^y { ,
s {1 ... les corrections qu'il fauL faire a X, Y,

Z, . . .
, et 61 ,

e 3 ,
. . .

, n+p celles de ^ , l^ . . .
,

//J+P ,
on aura, en

negligeant les carres de ceb corrections, des equations necessaires

de la forme

(36)

a-j -4- P 2 jTi -+- PS -i -H - -

3?i-h Q*^iH-Q3-5i-t-..--Has

a?! -h R2 r! -H R3 ^i -+- . . . H- a 3

Pour rendre minima la somme

il faut, apres I 'avoir formee, egaler a zero les derivees par rapport
a x { , jKo 5 i )

e ^ ^ JOJQ aura ainsi, entre les inconnues v^ri tables

de la question,

Q 2 a 2 -h. . . = o,

(P 4 #1), (Q^i), ... de^ignant I'ensemble des termer qui, dans

les equations (36), precedent a )? a2 ,
.. . On est conduit a la regie

suivante :

On ajoutera les premiers membres des Equations du premier

degre, dont les seconds membres sont les corrections a faire subir

aux grandeurs directement mesurees, apr^s les avoir multipliees
successivemenl par le coefficient de chaque inconnue.

Les Equations ainsi form^es, en nombre egal a celui des incon-

nues. donneront la solution du probleme.

I. Supposons que cinq points A ( ,
A 2 ,

A a ,
A 4 ,

A 5 aient et^

vises d'une m^me station O. Sur les dix angles que forment deux
a deux les lignes de visee, on en a mesure huit. En nommant x\,

x^ xz , xt, les angles de la direction OA avec les quatre autres,

ces angles determinant tous les autres, les mesures choisies sont
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telles qu'en nommant /M A>, / 3 , /4 , /5 ,
/6 , l~

t , IB leurs valeurs

exactes, on a

(37)
ir!=/i' ^-TiT/r ^""^i/-' r!-r!=/8

4 '

Les relations entre les angles mesures doivent etre

(38)

Ces expressions ne seront pas nulles, mais auront des valeurs

tres petites. Nommon-? ces quatre valeurs a 1? a 2 ,
a 3 ,

a4 ;
elles don-

neront, independammenl de tout calcul, une premiere idee des

erreurs commises.

Pour appliquer la methode des moindres carres, il est inutile de

former les equations (5); nous ajouterons le^ equations (3^) apres
avoir multiplie cliacune par le coefficient de 1'une des inconnues

successivement choibies. Nous aurons ainsi

3 oci a?2 a?3 =. /7 1G 4,

3 Xi- Hi* X\ =

3 3-4

On en dediiira les valeurs des inconnues

l y I 7 7, I_4_ . 4 + Z;5
__

,= i/.-H ll, - I/.-H i/^ i/,H- A*t+ I/, _ .L/.,

22o. Lorsque les corrections -eront calcul6e*, on devra cher-

cher, en tenant compte des reserves faites, la valeur probable du

carre" de 1'erreur a craindre pour chaque inconnue.
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Gauss a donne pour ce calcu], comme pour tons les details de

cette theorie, une methode devenue classique de laquelle resulte

une demonstration du principe des moindres carres tres differente

de celle que nous avons adoptee. Nous la reproduisons textuelie-

ment.

PROBLEMS. Designons par v, v' , v"
,

suivantes des indeterminees x, y, z^ ..

^ = a x -+- by -f- c z

t/ = a' r -+ b'y -t- c'
~

v"^ a" r -u Vy H- c" s

iesfonctions lineaires

.-h/,

.-f-r,

.-H/",

Parmi tons les svstemes des coefficients x, x 7

, x", . . . qui don-

nent identic]uemvnt

x, v -f- Y! v' -r- y" P"H- . . . = x Xr,

k etant independant de x, y, ^, . .
., trouver ceiai pour lequel

Posons

mnmum.

ttp -f- aV-H aV'-h. . .=
,

^p-f-^'p^

C(; H- c' V
1

-f-

5, YI, ? seront des fonctions lineaires de x,y^ 3, et Ton aura

73
= ar-2

ou

et de meine pour les autres S.

Le nombre des quantites ,
-/M i;, . . . Cbt 6gal au nombre w des

inconnues ^?, j^, ^ ...; on pourra done obtemr, par elimination,
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une equation de la forme suivante(')

x = A -

qui sera satisfaite idenliquement lorsqu'on remplacera , vj, par
leurs valeurs (G3 ).

Par consequent, si 1'on pose

a (aa) -H 6 (afi)-h c
( ay) H-. . .= a,

a'(aa)H-6'(ap)H-c
;

(ay)-h...= a
r

,

f a"(aa) +- 6 r/

( xp) -+ c"( ay) -t-. . . = a",

on aura identiquernent

Cette equation montre que, parmi les differents sjstemes de

coefficients x, x7

, x% . . ., on doit compter ie systeme

On aura d'ailleurs, pour un systeme quelconque,

(x )t> -+- fx' a')p'H- (x" a7/

)p"H-. . . = A k,

et celte e<juation, etant identique, (ntraine les suivantes :

(x a) + rx' a')a'-i-fx
f

a
ff

)^-H...= o,

(x a)c -+-(5c
f

^) C'-H(x
ff

:x"

Ajoutons ces equations apres les avoir multipliees, respective-

ment, par (aa), (aj3), (ay), ..., nous aurons, en vertu du sys-

teme (G4 ),

(x a ) a -h (x' a') a'-h (>c
ff

a")a"-i-. . . = o,

c'est-a-dire

(
x
) On verra plus loin la raison qui a conduit k designer les coefficients de

cette formule par la notation (aa), (a(3).
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par consequent, la somme

X2
-4- X'2

aura nne A7alenr minimum, lorsque i'on aura

x = a, Y! = a
;

,
x" = a", ....

D'ailleurs, cette valeur minimum s'obtiendra de la maniere sui-

vante.

JL'equation (G 5 )
montre que I'on a

c y H-C'OC'H- c" a"-i-. . = o,

Mnltiplionsceb eqnalions, respectivemenl, par (aoO, (a(3), (ay), ...,

et ajoutons; en a} ant egard anx relations (G 4 ),
on trouvera

as^ a '2_|_ a'^^ = (aa).

Lorsque les observations anront donne des equations approxi-
m a lives

il faudra, pour determiner i'inconnne #, choisir une combinaison

de la forme suivante

Y. V -+- Y! V' H- X
7/

C5// -H- . . .
= 0,

telle qne I'inconnue x acquiere nn coefficient egal a i et que les

autres inconnues se trouvent eliminees.

Le poids de cette determination sera

On obtienclra la determination la plus convenable en prenant

alors x aura l<i valeur A. OQ obtiendrait e*videmment la

valeur sans connaitre les multiplicateurs a, ar

,
ay

, ..., en efiec-
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tuant Telimination sur les equations

5
= o, 7j=o, ? = o, ...;

le poids de cette determination sera

el I'erreur moyenne a craindre

m
v//> ( aa )

= m' v//?'(aa) = m"
'\J

r

p"'( ax) = . . . .

Une marche analogue conduirait aux valeurs les plus conve-
nables des autres inconnnes y, z, . .., qui seront celles que 1'on

obtiendrait en effectual! t i'elimination sur les equations

Si nous designons par Q la somme

pS-^p^H-^S-T

ou. ce qui revient au me*me,

on aura evidemment

r
JQ dQ dQ

*t = dz>
2 ' = ^ ? 2? = ^' - -

;

par consequent, les valeurs des inconnues, deduites de la combi-

naison la plus convenable, etque nous pouvons appeler les valeurs

les plus plausibleSy sont precisement celles qui donnent a Q une

valeur minimum. Or V L represente la difference entre la valeur

observee et la valeur calculee; done les valeurs les plus plausibles

des inconnues sont celles qui rendent minimum la sornnae des

carres des diflerences entre les valeurs calculees et observees des

quantites V, V, V", . . ., ces carres etant respectivement multiplies

par le poids des observations. Ges principes ont ete depuis long-

temps etablis par d'autres considerations (Theoria motus cor-

porum coelestium).

Si Ton veut assigner la precision relative de chacune des deter-
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minatioTis, il faut deduire des equations (G 3 )
les valeurs de x, y,

z, . .
., qui se presenteront sous la forme suivante :

Les valeurs Jes plus plausibJes des inconnues a?, JK>
z

i
seront

A, B, C, .... Les poids de ces determinations seront

et les erreurs moyennes a craindre

Pour a? .............. /nv//>(a) = m'\/p'(y.x) = ..,

Pour z

ce qui s'accorde avec les resultats obteuus anterieurement
(
Theoria

motus corporum ccelestium).

Le cas ou il n'j a qu'une seule inconnue est le plus frequent et

le plus simple de tous. On a alors

il sera utile d'en dire quelques mots.

On aura

a = s/p, a' = //?',

et, par consequent,

g
= (p H- p'

d'ou

Ainsi, si, par piusieurs observations qui n'ont pas la m^tne pr^-
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eision et dont les poids respectifs so n t />,/?', /A . . ., on a trouve,

pour une meme quantite, une premiere valeurL/, unedeuxieme L',

une troisieme L", . . .
,

la valeur la plus plausible sera

el le poids de cette determination sera

Si toutes les observations sont egalement plausibles, la valeur

la plus probable sera

L'

c'est-a-dire la movenne arithmetique entre les valeurs observees
;

en prenant pour unite le poids d'une observation isolee, le poids
de la moyenne sera TZ.

226. Quoiqne les formules proposees pour exprimer la valeur

probable du carre de Terreur a craindre, a quelque point de vue

qu'on se place pour les obtenir, meritent peu de confiance, il

n'esl pas inutile de les defendre contre un reproche injustement
adresse.

Bienaym^j auteur de 1'objection, a propos^ une modification

profonde ;
il parle de la <c d^fectuosite du calcul ordinaire . Le

ddfaut qu'il sign ale lui parait si simple, qu'aux premiers mots

tout le monde en reconnaitra Pexistence . cc L'erreur consiste,

dit-il, a calculer la probabilite d'une erreur commise comme si

elle etaitla seule. Un des premiers principes de la theorie des pro-
babilites est que, quand plusieurs evenements arrivent simultane-

ment, la probability de leur concours est le produit des probabi-
lit^s de chacun, de sorte que la probability de ce concours estinfe-

rieure a la probability de chaque 6venement pris a part ;
elle est

d'autant plus petite qu'il y a plus d'evenements.

Evidemment, ajoute Bienajme, il en est de mme des erreurs

de plusieurs inconnues. La probabilite que ces erreurs resteront

toutes a la (bis dans certaines limites ne peut ^tre que le produit
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des probabilit^s separees pour que chacune ne s'ecarte pas de ses

lioiites propres el, par consequent, cette probability du concours

des erreurs de grandeur limitee doit etre notablement inferienre

a la probabilite des limites decbaque erreur consid^ree isolement,

qtielles que puissent elre les antres.

L'assertion est evidente; mais le tort est d'accuser les auteurs

de la theorie et des applications qu'on en a faites de 1'avoir ignoree

ou oubliee.

Quand on a calcule ime inconnue, il importe de savoir quelle

confiance merite le resultat. Les formules de Gauss re*pondent

plus on moins rigoureusement a cette question. Si tine seconde

inconnue est calculee, le me*me probleme sera resolu pour elle.

Si Ton connait les probabilites pour que les erreurs commises

sur deux angles soienlplus petites que o", 10, on pourra, les deux

resultats n'etant pas contestes, chercher Ja probabilite pour que

les deux eprenves soient toutes deux plus petites que o7

', 10; Fin-

tert de cet autre probleme sera plus ou moins grand, mais c'est

une etrange pretentiou d'accuser d'erreur ceux qui n'ont pas

desire Je resoudre.

Prenons un exemple.

On veu l connaitre un angle A. Cet angle fait partie d'un-

triangle ABC. On mesure les trois angles A, B, C et 1'on prend

pour A la valeur

(38) A -+- i(i8o A B G).

Si m? est la valeur probable du carre de i'erreur a craindre dans

la mesure d'un angle, le carre de I'erreur a craindre en adoptant

I'expression (38) est (199) |m 2
.

L'objection consiste a dire : Sur les deux angles B et C vous

avez des erreurs a craindre; elles doivent entrer en compte ;
elles

ont leur part necessaire dans revaluation du merite de la solu-

tion. Cela estvraisi le probleme est de resoudre le triangle; mais,

si le calcul est entrepris pour determiner Tangle A, on n'aura nul

souci des deux autres.

Le triangle a irois c6tes; on peut j inscrire un cercle, ou le cir-

conscrire, determiner la surface, calculer les bissectrices, etc., et.



CHAP. XI. COMBINAISON DES OBSERVATIONS. 289

resoudre cent problemes diflTerents pour chacun desquels, puisque
le triangle est imparfaitement connu, une erreur sera a craindre.

Cherchera-t-on la probabilite pour que toutes ces erreurs soient

inferieures a des limites donnees? Si persuade qu'on soit qu'il faut

le faire, le nombre des grandeurs qui dependent du triangle etanl

infini, il faudra s'arre*ter ;
ou commencera la faute commise?

Un exemple reduira Tobjection a sa veritable valeur.

On construit une carte geographique. Les villes, villages et

bourgades y sont Jnscrits par niilliers. On etudie 1'un des points

principaux et Ton cherche Perreur probable a craindre sur cha-

cune de ses coordonnees geographiques. Les calculs sont irrepro-
chables

;
I'auteur de Fobjection, sans j contredire, signale une

faute tres grave. Votre carte, dit-il, contient mille determina-

tions
; \\fallait, en vertu d'un principe dont la verite frappera

tout Le monde, faire pour les mille points marques le calcui exe-

cute pour un seul et multiplier Jes mille probabilites.

Les erreurs n'etant pas independantes, la solution auraitleme-

rite d'une difficulte vaincue, mais elle condamnerait la carte la

plus admiree d'antant plus severement qu'elle serai t plus riche de

details. Comment esperer que le produit de mille probabilites ne

soit pas tres petit?

Le produit e*tant suppose connu, on accueillerait certainemenl

comme un grand progres la recherche isolee de chaqne facteur.

G'est elle seulement qui pent interesser.

227. Nous terminerons ce Chapitre par la demonstration d'un

elegant theoreme de Gauss, annonce (214) et dont les conse-

quences relatives a la determination de la precision d'un svsteme

d'observations ne me paraissent pas acceptables.
On a mesure directement n -}-/> grandeurs. Les mesures inspi-

rent la meme confiance; mais la valeur probable m2 du cams de

1'erreur commise sur 1'une d'elles est a priori completement in-

connue. Ces n -f- p grandeurs mesurees sont liees par des equa-

tions, que Fenonce du probleme fait connaitre, a n grandeurs
inconnues. La methode des moindres carres determine ces incon-

nues par la condition que les corrections sur les grandeurs direc-

tement mesurees, qui rendent les equations compatibles, aient

une somme de carres minima.

B. 19
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Les calculs font connaitre exactement cette somme de carres,

plus petite par I'enonce meme de Ja condition imposee, que Ja

samme des carres des erreurs reellement commises.

Le theoreme de Gauss se compose de deux parties :

La somme des carres des corrections prescrites par la me-

ihode des moindres carres est une fonction liomogcne du second

degre, parfailemenl determinee, des erreurs reellement com-

mises.

En designanl par/?i- la valeur probable, a priori) du carre de

Perreur commise sur une observation, la valeur probable de la

fonction qui represente la somme des carres des corrections pres-

crites par la methode, el par consequent la valeur probable de

cette somme de carres clont la valeur numerique est connue, est

egale a pm 2
.

Nous allons demon trer ces deux iheoremcs, sans pouvoir accep-

ter qu'il soit permis ensnite d'egaler la valeur vraie de Ja somme

des carres des corrections a la valeur probable et d'en con-

clure pour valeur probable du carre de Tune des erreurs d'obser-

v a lions

<?i, o, ..., &n+p etant les corrections faites aux grandeurs me-
surees et le denominateur /? elant 1'exces du nombre n -+- p des

mesures prises sur le nombre n des inconnues qu'on en a de-

duites.

Non seulement la somme des carres des corrections, mais

chaque coirection en particulier pent s'exprimer en fonction des

erreurs reellement commises. Si ces erreurs, en effet, sont con-

nues, les Equations auxquelles les inconnues satisfont, et qui de-

viennentincompalibles, sont parfailemenl de*terminees
;
elles s'ac-

corderaient si Ton ajoutail a chaque grandeur Terreur commise
en la mesurant, mais elles peuvent s^accorder d'une infinile de

manieres. Les correclions verilables ^lanl inconnues, on rend la

somme des carr6s minima. Le calcul a faire pour cela esl parfaile-
menl delermine'j et le resullal ne pent conlenir, oulre le^ don-
nees de la queslion et les grandeurs mesure'es, que les erreurs

reellement commises.
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La methode exposee (207) permet de calcuicr cette fonction,

dont I'existence est evidente a priori.

Soient

(39)
Qi *i -f- Q 2 <s 2 +-.

T
i BI H- T2 e 2

--
.

les equations qui lient les erreurs possibles e l7 e 2 , . . .
,

evaluations des grandeurs / I5 /2 -.
* -

? 6*+/?i dont a i7 a 2 ,
. . .

, a^
sont des fonctions numeriquement connues et tres petites, puis-

qu'elles seraient rigoureusement nulies si les mesures etaient

exactes. Les corrections e^ e^ ..., e +p, preserves par la me-

thode des moindres carres, sont des fonctions de a l3 a 2 ,
.. ., a^,

que la methode fait connaitre. La sonime de leurs carres est une

fonction homogene du second degi-e de a,, a 2? . . .
, a^. Mais les

equations (3g) sont satisfaites par tousles systemes de corrections

compatibles avec les donnees du probleme; elles Je sont done par
les corrections egales aux erreurs veritablement commises, et, en

remplacant a 1? a 2 ,
. . .

,
OLP par leurs valeurs donnees par (3g) en

fonction des erreurs veritables s^ e 2 ,
. . .

, //+jt? ?
on aura exprime"

la somme des carres des corrections en fonction de ces erreurs ve-

ritablement commises qui restent inconnues.

Pour obtenir les corrections prescrites par la metkode des

moindres Carre's, il fatit rendre minima la somme

adjoindre, par consequent, a ('equation

e\ dei -j-

les/? equations obtenues en differentiant le sjsteme (3p).

On devra, conformement a la theorie des oiaNiima et minima,

ajouter ces equations apres les avoir multipliees par des facteurs

indetermines, et ecrire le sjsteme

= o,

= o,

f-p H- .
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les facteurs
JJL I? pi 2 ,

.... pp et les inconnues e^ e 2 ,
. . .

, e +/3 se

deduiront de ces n-\-p equations adjointes aux/> equations (3g).

Pour obtenir les facteurs [x^ [ju,
. .., p.^, ajou tons les equa-

tions (4o)j apres les avoir multipliees par P <7 P2 ,
- .

, puis par

Qi 5 Q2? - -
>
et ainsi de suite, nous aurons

(40

(P
2
), (PQ), ... representant la somme des carres des valeurs

dePJ, de^Q,, ....

Ajoutons les equations (4)? apres Jes avoir multipliees par e^
nous aurons

et cette equation fera connaitre S^
2

, exprime, comme nousl'ayions

annonce, en fonction de a 1? aa ,
. . .

,
an qui sont eux-memes des

fonctions connues d 7un systeme quelconque de corrections possi-

bles et par consequent, en particulier, des errenrs reellement

commises.

228. II nous reste a chercher la va!eur probable de 1'expression

Si e t , 2? -
, e/i+p sont les erreurs reellement commises, la

valeur probable de ef est, quel qne soit /, la quantite inconnue m-

qui represente la precision des observations, et, les mesures etant

independantes, la valeur probable de e/, e z ', quels que soient i et
v
,

est egale a zero.

La valeur probable de (4a) est done le produit par m2 de la

somine des coefficients des carres de eo ea ,
. . .

,
en+p-

En substituant aux a dans la somme (4-0 leurs valenrs en fonc-

tion des e, donnees par le sjsteme (Sg), Texpression devient, en

ayant egard aux equations (4),

(43)
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et, comme les corrections e sont des fonctions Lineaires des
pi

et

des a, par consequent des s, on voit que la somme des coefficients

des carres e
{ ,

s 2? . . .
, /l+p dans (4^) est egale a

de\ de^ defl+p
j -h .

--h . . . -+- ~j
-

)

aii as.2 dZfi+fj

c'est-a-dire
? d'apres le systeme (3g), egale, an signe pres, a

_u P ^ 1
_j_ O 2 ^_ j. T+ ^277:

--H Q 2 j--H. . .-h 1 2 ^T

-+ r /M-;,
'

4- ^,14.^
' H- . . .4-

as/j-f-j, uz/i-i-p

On a, en remarquant que les e satisfontau systeme (89) et que
les

[JL
sont des fonctions lineaires des a,

_Jii = J p a _!_ Jfi Q t H_ . . . -f. _ti T! ;

on en deduit les equations

= ;., ^" 2

La somme des premiers membres est done dgale a

c'est-a-dire a I'unite; car cette expression (44) est precisement le

resultat de la substitution dans la valeur de
[JL,

deduite de (4)> des

coefficients de p { aux termes tout conntis cc<, a 2 ,
. . .

, a^.

La premiere colonne du Tableau est egale a I'unite.

II en est de m^me de toutes les autres, et la somme est egale
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Celte elegante demonstration a ete donnee par M. Gu}?ou.

Lors done que I
1

on rdsont un probleme par la melhode des

moindres carres, n + p mesures ajant ele prises et le carr de

1'erreur a craindre sur chacnne d'elles etant m 2
,

la valeur pro-

bable de la somme des carres des erreurs reellement commises est

mais la valeur probable, necessairement plus petite, de la somme
des carres des coiTections indiqudes par la naethode comme les

plus plausibles est seulement/>/n
2

.

229. Reprenons, pour donner un exenaple, le probleme re-

solu (214). A 17 A 2 ,
A 3 ,

A 4 etant quatre points observes du point O,
et les angles sous lesquelsAj A3 , A,A 3 ,

A i A4 ,
A4A3 et A 4 A 2 sont

vus du point O tant li: Z2 , /3) l
/l}

/5 ,
en posant

cc< et ao <Stant Ires petits, les corrections a faire aux angles mesu-
res sont

3 i

~S ai+ 8*2 '

i 3

i 3

Q 1 O a 2'
O O

La somme de leurs carres est

(45) I(3a?H-3af-o

On a, en nommant e*, e23 s 3 ,
e 4 ,

s s les erreurs reellement com-
mises,

ES,

e3 -

La valeur probable de aj est 3/n2
;
celle de aj, 3^ 2 et celle de
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ocj a2 ,
m 2

;
la valeur probable de (45) est done

-
( 9m 2 -h 9m2 2 m 2

)
= 2 m 2

,

o

c'est-a-dire, conformement au theoreme de Gauss, le produit de

m 2
par 1'cxces 5 3 du nombre des angles mesures sur celui des

angles inconnus reellement distincts.

En egalant cette somme 2/tt 2 a la somme des carres des correc-

tions prescrites paries formules pour les huit angles directement

mesures, la valeur ainsi obtenue pour m- ne peut nullement etre

acceptee pour mesure certaine on vraisemblable de i'erreur a

craindre dans les observations,

On peut affirmer seulement, et c'est la le point important, que,
si la somme des carres des corrections est petite, la probability est

grande pour que les observations aient ete bien faites.

230. Independamment de 1'incertitnde du principe sur lequel

la demonstration repose, je veux dire le droit d'egaler la somme
des carres des corrections aleur valeur probable, une autre cause,

non moins grave que la premiere, suffirait, dans le plus giand
nombre des cas, pour enlever loute confiance dans revaluation

precise des chances d'erreur proposees apres chaque application

de la methode.

On suppose, a priori, toutes les mesures egalement precises;

il est impossible, dans lapltipart des cas, de croire a cette ^ga-

lite : c'est faute de connaitre aucune raison de preference qu'on

accepte 1'equivalence des resultats. Mais, connues on inconnues,

ces raisons, si elles existent, doivent exercer une influence sur

1'eiTeur reellement commise, et c'est celle-la dont on pretend
donner les chances.

II ne fandrait pas dire : On obtient une precision moyenne. Des

mesures dont ia precision est inegale ne donneront nullement le

mme r^sultat qu'un nombre egal de mesures prises avec une pre-

cision unifonne de quelque maniere qu'on la choisisse.

Les (brmules, enfin, supposent pour toutes les observations les

erreuis constantes absolument ecartees; c'est une condition dif-

ficilemcntreraplie quand on combine des observations d'origine

differenle.
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Le calcul de la precision d'un systeme d'observations et l'e"va-

luation qu'on en deduit pour la confiance meritee par le resultat

ont compromis plus d'une fois la methode des moindres Carre's.

Apres avoir discute par d'immenses calculs les observations du

passage de Venus sur le Soleil en 1761, Encke a trouve pour la

parallaxe du Soleil 8", 49 et pour erreur probable o",o6. I! y

avail, en consequence, plus de Sooooo a parier contre i que 1'er-

reur n'atteindrait pas o",42, representant sept fois I'erreur pro-

bable.

Les aslronomes, cependant, acceptent aujourd'hui pour paral-

laxe 8^,91, qni correspond precisement a I'erreur o",42-

Sur un nombre total de 1^9 observations, Encke, par des rai-

sons dont il serait difficile de donner le detail, en avait consi-

dere 90 comme meilleures que les 5g autres. Les premieres avaient

meme poids dans les calculs et les secondes un poids moitie

moiodre. II n'en faut pas davantage, iod^pendamment de toute

objection iheorique, pour expliquer, j'oserai dire pour pre-

voir, des erreurs plus grandes encore que celles qu'on a com-

niises.

Si le resultat final est exact, Pun des observateurs, Short, s'est

trompe de a5 ;/ sur Tinstant du second contact et Justander de 4"
sur celui du premier.

L'un et 1'autre, cependant, sont admis dans la premiere classe,

comme Lacaille, qui se serait trompe de 2," seulement
?
et Lalande

de i", 7.

L' erreur probable sur 1'instant du premier contact, pour Lous

les observateurb de premiere classe, etant 7^, il y aurait, si Ton
s'cn rapporte aux formules, 19000 a parier contre i qu'une erreur

de 4o
v ne sera pas commise

;
n'etait-ce pas une raison suffisante

pour faire passer Juslander dans Ja seconde classe, peut-etre m^me
pour supprimer ses chijffres, en voyant qu'a la sortie il s'est

trompe de 20"?

Encke, en puenant ce parti, aurait manque*, je Je sais, a un

principe que je n'accepte pas : les observations sont des temoins
;

si elles sont, avant Tepreuve, jug'^es dignes de confiance, leur

declaration, quelle qu'elle soit, doit ^tre recueillie et con-
servee.

Laplace a evalue la masse de Jupiter T^ de celle du SoleiL
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L'erreur commise, affirmait-i], est plus petite que y-y
du nombre

propose, et le Calcul des probabilites demontre qu'il y a 100000

contre i a parierpour qu'elle n'atteigne pas celte limite. La Hmite

cependant a ete depassee : aucun astronome n'en doute aujour-
d'hui.

II serait interessant de relaire et de discuter de tels calculs. Je

veux parler ici des prfncipes seulement. Lorsque des inconnues

sont determinees par un grand nombre de mesureb, les equa-
tions etant plus nombreuses qu'il ne faut, le calcul fait con-

naitre les corrections pour lesquelles la somme des carres est

minima.

Quelle est la confiance mritee par les resultals?

Nous avons resolu deux problemes differents :

Les observations n'etant pas faites encore, ou, ce quirevient au

meme, leur resultat tant encore inconnu, mais leur precision
etant appreciee d'apres I'habilete de Pobservateur, quelle est la

precision du resultat? La solution est irreprochable, mais sans

interet dans la plupart des cas. Lorsque les observateurs sont

differents et les observations nombreuses, il est impossible, evi-

demment, d'exprimer a priori par un nombre la confiance meritee

par chacun, en ecartant les circonstances particulieres qui ont pu
Je troubler, comme, par exeinple, dant les observations du pas-

sage de Venus, ce phenomene imprevu de la goutle qui icndait

les contacts incertains.

C'est apres les avoir obtenus qu'il faut juger les resultats, et le

\eritable [)robleme est celui-ci : Les observations sont faites, les

calculs termines, la somme des carres des corrections est connue

en chiffres: en d^duire la precision supposee 6gale des observa-

tions combinees.

iNous devons rep^ter ce qui a ete dit (174) :

Quand on entreprend une s^rie de mesures, I'habilete des ob-

servateurs n'est ni parfaitement connue ni completement incon-

nue. Ce sont des cas extremes. II arrivera presque toujonrs que,

toutes les valeurs de la precision tant possibles, elles seront, a

priori, inegalement vraisemblables. La loi de leurs probabilites

avant I'epreuve etant inconnue, le probleme est insoluble.

Si les observations etaient mat faites, les equations seraient

discordantes. La probabilite pour que le hasard, et non la perfec-
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tion des mesures, les rende compatibles apres de petites correc-

tions, pent e"tre consideree comnie une impossibility. On pent, en

consequence, quand la somme des carres des erreurs est petite,

accepter sans crainte le resultat, mais il est temeraire d'evaluer en

chiffres la confiance qu'il doit inspirer.
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CHAPITRE XII.

LES LOIS DE LA STATISTIQUE.

"Were this calculus founded on the experience of a

very great number of years, it would very well be

worth the while to think of methods to facilite the

computation of two, three or more lives.

HALLEY.

231. II existe plus d'une maniere de consulter le sort; quand la probabilite est

la meme, la moyenne est la meme sur un grand nombre d'epreuves, mais les

chances d'ecart peuvent 6tre differentes. 232 Expression alge"bnque du pro-
bleme a resoudre. 233. Laplace et Poisson, dans leurs etudes sur la siatistique

des naissances, ont neglige cette remarque. 234. Le tirage dans plusieurs
urnes donne, pour une meme probabilite moyenne, une valeur plus petite au

carre de Pe"cart. 235. Influence de 1'imporlance des sornmes assurers sur les

chances d'ecart de la moyenne. La formule obtenue en supposant les tirages

faits dans la meme urne n'est pas acceptable. 236, Loi de mortalite de

Gompertz.

231. Les geometres ont taciternent assimile les evenements

forluits a une serie de tirages an sort faits dans une urne de com-

position inconnue. Rien n'autorise, a priori, une telle hypolhese.
Toutes les manieres de consulter le hasard ne sont pas equiva-

lentes. Sans vouloir le contester, on s'est inontre souvent trop pea
severe dans le choix faire entre elles. Une premiere condition

est ^vidente, c'est Pin variability approchee du rapport entre le

nombre des evenements et celui des epreuves.

Quand cette pr'eniiere verification reussit, on s'en contente

presque toujour ;
le rapport constant fait connaitre la coaiposi-
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lion d'une urne dans laquelle doivent se faire les tirages fictifs; on

en deduit, pourun grand nombre d'epreuves, les consequences

estimees de plus en plus probables.

Si Ton observe, par exemple, dans un pays dont la population

est stationnaire, le nombre des deces, celui des naissances, le rap-

port du nombre des filles a celui des garcons, le nombre des in-

cendies, celui des jours ou le vent souffle dans une direction de-

signed, etc., on trouvera, avec une approximation inegale, mais

toujours grande a la longue, un rapport invariable entre le nombre

d'evenements d'un genre designe et le nombre des epreuves. On

comprend dans quel sens est pris le rnot epreuve. S'il s'agit, par

exemple, des incendies, chaque maison sert d'epreuve, et le rap-

port dont nous parlons est celui de leur nombre total a celui des

sinistres.

Ghaque evenement fortuit acquiert par ces releves, quand ils

portent sur de grands nombres, nne probabilite determinee sur

laquelle, lorsque les rapports restent constants, ne pent s'elever

aucun doute.

Si, sur 10000 individus ges de 3o ans, 5ooo atteignent

l'<>e de 65 ans, on conclura, tres legitimement, que pour un

homme de 3o ans choisi au hasard la probabilite de vivre 35 ans

est j.

La conclusion etant acceptee, elle n^autorise pas Passimilation

des chances de deces des hommes de 3o ans, dans une pe'riode

de 35 ans, a celles du tirage au sort dans une urne contenant

i boule blanche et i boule noire.

Si dans une telle urne on fait 10000 tirages, le nombre des

boules blanches obtenues sera 5ooo environ, un pen plus on un

peu moins, selon les caprices du hasard.

Si, sur 10000 individus ages de Lrente ans, on compte les survi-

vants 35 ans apres, ce nombre, d'apres les Tables qui sont tr^s

exactes, sera 5ooo environ, un peu plus, un peu moins, suivant

des circonstances que mil ne pent prevoir.
Les deux cas j>ous ce'rapport sont identiques.
Est-ce la tout ce qu'on doit demander?
Les nombres compares different peu de 5ooo.

Mais Tecart dans un cas, celui des de*ces, est completement in-

connu
;
nous n'en pouvons rien dire, moins encore affirmer. Dans
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le cas des tirages au sort dans une urne, il esL sou mis a des lois

precises.

La moyenne de ses valeurs absolues, celles des valeurs de son

carre peuvent tre, avec confiance, calculees a 1'avance.

On pent affirmer que, dans le cas pris pour exemple, sur

10000 tirages renouveles un grand nombre de fois, la valeur

moyenne de Fecart sera 4o; celle de son carre, a5oo.

Si, en considerant nn grand nombre degroupesde loooohommes
de 3o ans

;
la moyenne generate des deces en 35 ans etant egale a

5ooo, la moyenne des ecarts, au lieu d'etre 4o, se trouve egale

a 100, on pourra, sans en conclure 1' existence d'une cause pertur-

batrice, accuser de la discordance la prevention d'assimiler deux

problemes tres differents.

II y a, nous 1'avons dit, bien des moyens de consulter le hasard;

quand ils donnent le meme resultat moyen, ils ne donnent pas

pour cela les monies probabilites d'ecart. Au lieu de tirer des

bonles dans une urne de composition donnee, on pent associer

plusieurs urnes de composition differente et puiser alternative-

ment dans chacune d'elles : les resultats moyens sont les memes

qne pour des tirages fails dans une urne de composition moyenne,
les chances d'ecart ne le sont pas.

Si, pour prendre un cas extreme, au lieu de puiser 10000 fois

dans une urne contenant i boule noire et i boule blanche, on

puisait alternativement dans deux times contenant, 1'une la boule

noire, Fautre la boule blanche, on obtiendrait avec certitude

5ooo fois la boule blanche, et Pecart deviendrait nul.

La substitution de plusieurs urnes a une seule pour repre-
senter les Tables de mortal ile parait, a priori, tres plausible.

Parmi les individus du m^me age, il est impossible de ne pas faire

des categories pour lesquelles les chances de vie sont inegales.

Elles ne sont pas les mmes pour la ville et pour la campagne;
on doit tenir compte des habitudes d'oisivete ou de travail, de la

profession exercee, de 1'intemp^rance ou de la sobriete, de la lon-

gevite des parents, etc. La statistique confond tons les cas et

donne une moyenne; on approcherait davantage de la v^ritd en

formant une Table pour chaque cate'gorie : chaque Table alors

serait remplacee par une urne et les compositions seraient diffe-

rentes.
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Si I'evenement e'tudie' est la chute de la pluie et que, clans un

lieu determine, on observe, en mojenne, sur un grand nombre de

siecles, 92 jours de pluie par an, la probability sera, pour qii'il

pleuve nn jour donne, ^, cela n'est pas conteste; mais, chaque

annee, le nombre des jours de pluie s'ecartera plus ou moins de

92 : la moyenne des ecarts n'a rien de commun avec celle qui se

produirail bi, chaque annee, on faisait 365 tirages dans une urne

contenant 92 boules blanches et 2^3 boules noires.

La cause de la difference, tres probablement, est aiure dans ce

cas que dans le precedent. La probabilile pour qu'il pleuve un

jour designe longtemps a 1'avance est-^; mais, pour qu'il pleuve

deux jours de suite, elle est tres difierente de (^) 2
. Quand il fait

mauvais temps, ce n'est pas d'habitude pour un jour settlement;

la probabilite d'un tillage est influencee par celle du tirage pre-
cedent. Cela tie change rien aux. mojennes, puisque 1'urne a ete

composee precisement pour Jes rendre egales; mais il n'y a plus

entre les ecarts
? independamment de toute cause perturbatrice,

aucune relation necessaire.

232. La question generate semble devoir ^tre posee de la ma-
niere suivante :

Un evenement fortnit pent, sur
JJL epreuves, arriver un nombre

inconnu de fois : la probabilite pour qu'il arrive n fois est pn ;
le

nombre probable des arrivees sera

(0 Pi + 2^2 H- 3p3 4-. . .-h-
[JtjDjj,;

en le designant par JJLJD,
la statistique indiquera le nombre p

comme probability de 1'ev^nement ^ chaque epreuve.
Si Ton renouvelle n fois les

pi epreuves, le nombre d'arrive'es

s'ecartera, pour chaque serie, de la valeur mojenne pi/?.
En nom-

mantNi, JNo, . .., Nn les nombres successifs sur
p, Epreuves, la

mojenne

(2)

differera peu de y*p. Nous pouvons meme la regarder comme
egale a

p./?,
car c'est ce rapport seul qui nous fait connaitre la pro-

babilite moyenne de'signe'e par/?.
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L'ecart dans ies
[/. epreuves formant la serie clu rang- i sera

, o x
N 1 H~N2 -HN 3 H-...-f-N /,

(*) - LV

La moyenne des carres des valeurs de cette difference aurait(62)

une expression Ires simple, pp(i />),
si 1'evenement etait le ti-

rage au sort dans une urne
;

elle pourra, sans qu'on s'en etonne,

prendre dans le cas general une valeurtres differente.

L'etude de ces valeurs dans tons Ies cas possibles serait inleres-

sanle.

La moyenne des carres de I'expression (3) est identique-
ment (163)

...
(4)

Le second terme differera pea de
[ji

2
/?

2
;
cela resulle, nous 1'avons

dit, de la definition m^me de p.
Le premier terme

-+-N1

n'est pas une fonction delerminee de/>.

Si Ies noinbres N i? Na , ..., N
fl resultent de tirages an sort

dans une urne donnant & la sortie d'une boule blanche la proba-
bilite />, on aura approximativement, pour un grand nombre

d'epre uves,

(5)
. --.-. , =

,n
(6)

L'ecjuation (5) est evidente.

Le premier membre de (6) pent, si n est grand, ^tre remplace

par la valeur probable de N 2
,

c'est-a-dire par le carre du nombre

d'arrivees stir
JJL epreuves de Tevenement dont la probability est ia

somme des termes du de'veloppement de (p -\- q)v- multiplies

chacun par le carre* de Texposant de p. Cette somme a e"te cal-

culee(183).
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Si Ton ne connait sur les probabilites p { , /? 2 ,
. . .

, p^ que Ja

seule Equation

a laquelle il faut adjoindre la condition identique

1'equation (6) n'est plus demontree. II est impossible de con

naitre, d'apres les donnees, la valeur probable de

egale a

et par consequent aussi la valenr probable de I'ecart repre*sentee

par 1'expression (4) doit rester inconnue.

233. Lorsque Laplace et Poisson ont cherche les probabililes

de cerlaines anomalies locales dans le rapport du nombre de nais-

sances masculines et feminines, ils n'ont pas tenu compte des

differences tres grandes que nous venons de signaler. Leurs cal-

culs sont faits comme si, la naissance d'un gargon ayant une cer-

taine probabilite, les resultats possibles d'un nombre qtielconque
de naissances avaient, a moins de causes perturbatrices, les m^mes
chances que si Ton lirait des boules d'une meme urne convena-

blement preparee.

234. Lorsque la probabilite d'un evenement est /?, la valeur

probable du nombre d'arrivees sur
pi epreuves est pp, et celle du

carre de I'ecart entre le nombre veritable etle nombre probable JJL/?

Si, a tine urne donnant une probabilite p a 1'^venement, on su fa-

sti tue n urnes dijET^rentes donnant les probabilites p t , p2) . . ., pn ^

dans lesquelles on puisera alternativement, la probabilite movenne
etant ^gale a

/>,
la valeur moyenne du carre de l'e"cart sera di-

minuee.

Si Ton tire, en efifet, successivement dans les diverses urnes et
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que, le nombre total des tirages etant pn, on ait puise p fois dans

chacune, le nombre probable des boules blanches sorties sera

.-+- J0)

Sur un ni^me nombre pn de tirages daas la premiere uriie, le

nombre probable des boules blanches serait

Ces nombres sont egaux, puisque, par hypothese, la moyenne

est e*gale a p.
Les chances d'ecart sont tres diflerentes.

Dans le cas des pn tirages faits dans 1'urne qui donne a la sorlie

d'une boule blanche la probabilite /?, si Ton de*signe le nombre
des boules blanches sorties par

la valeur probable de ^ 2 est (62)

(7)

Dans le cas des n series de
p. tirages qui forment la seconde

epreuve, les nombres de boules blanches pourront ^tre repre-
sentes par

1'ecart entre leur nombre total et le nombre le plus probable sera

dont le carre pent tre represente par

(8)

La valeur probable de SiZp est nulle, quels que soient i et ';

celle de z* est

^1(1 Pi}-

La valeur probable du carre* de Pecart dans 1' ensemble des pn
B. 20
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epreuves faites dans n times differentes est

(9) \L[pi(l
- Pl) +P*(l Pi)++ Pn^Pn)].

La difference des expressions (7) et (9) est, on le voit aisement,

elle est essentiellement positive, et la valenr probable du carre de

1'ecart dans le cas d'une seule urne est, pour une meme probabi-

iite moyenne, plus grande que pour Jes urnes associees.

235. Les remarquesprecedentes peuvents'appliquera la theorie

des assurances, Le benefice d'une Compagnie d'assurances sur la

vie, par exemple, depend du nombre des deces qui surviendront

dans Pannee parmi les assures. Ce nombre se compose de deux

parties : un terme fixe, proportion nel au nombre des assures et

donne par Jes Tables, et un terme alealoire, inconnu de grandeur
et de signe, que nous nommerons Vecart. Le premier terme fait

connailre la valeur equitable de Ja prime a pa'yer, le second repre-

sente les variations du benefice annuel; il est tres probablement

petit par rapport au premier, si le nombre des affaires est consi-

derable.

L'appreciation reduite a ces termes vag^ues n'est pas contes-

table; mais il n'est pas permis de la reduire en formule en assimi-

lant les ecarts a ceux que peuvent produire des tirages au sort

dans une urne de composition fixe.

Si Ton considere, par exemple, une Compagnie d'assurances

mutuelles contre Fincendie, la part de chacun dans la repartition
des sinistres variera d'autant moins, toutes choses ^gales d'ail-

leurs, d'une annee a Tautre, que Je nombre des assures sera plus

grand et que les sommes assurees a chacun differeront moins cie

1'egalite.

Soient :

p. i le nombre des assures a qui la prime a payer en cas de sinistre

est a, ;

[^2
le nombre de ceux pour qui la prime est a2 ;

.......................... ' .........
3

[x/2
le nombre de ceux pour qui elle est a^.
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Soient :

e<, 2 ,
.. ., en les hearts relatifs a chacune de ces categories;

p la probabilite (Tun sinistre.

La somme probable a payer sera

/>(^ 1
a

1 H-p. 2 a 2 -f-...-f- ^ ft a ra ),

et la part proportionnelle de celui qui doit recevoir a, est

Uecart de la somme a payer, c'est-a-dire la difference entre la

somme prevue et celle qui sera r6ellement due, est pour la Com-

pagnie

Les ecarts i? e 2 ,
. .

., en ayant des valeurs probables egales a

z<ro, ainsi que leurs produits deux a deux, le carre de cette

expression a me*me valeur probable que

(10) affiJ-4-aJeJ-i-...-hae*.

Si le sinistre dont la probabilite est p etait assimil<6 a un tirage

au sort dans une urne de composition invariable, la valeur pro-
bable de e* serait \^\p(i />), et celle de la somme (10) aurait

pour valeur

(II) /?(i

La part correspondante de Fas-sure* qui doit recevoir a/ serait

1 + 2 -H . , .

.Cette evaluation, de*duite d'une assimilation que rien n'aulorise,

ne doit inspirer aucune confiance.

236. Je terminerai ce Chapitre en indiquant une loi remar-

quable de probabilite proposee par Gompertz, et qui, dans des

limites assez ecartees, parait s'approcher de la verit^.

La condition arbitrairement imposee a la fonction inconnue est
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que la probabilite pour que deux indiviflus d'ages connus vivent

Pun et I'antre apres tin nombre donne d'annees soil proporlion-

nelle a celle pour qu'un troisieme individu, d'ge convenablement

choisi, vive lui-me'me apres ce meme nombre d'annees.

Si cp(^) designe, ponr un nombre donne de naissances, le

nombre des survivants a 1'age ^, Ja condition demandee est

exprimee par I'equation

(
, cp(aH-aQ <p(^4-ar) G <?(c 4- x)

^ }

?(a) ?(*) ?(c)

Cette equation doit avoir lieu quel que soil x
: quand on choisit

pour G une fonction convenable de a et de b.

( a ~t.
iff '

est, en effet, la probabilite pour qu'un individu dont

1'age est a vive encore dans n annees.

En prenant les logarithmes des deux membres de (12) et posant
/ e?(a) = F(M), la condition devient

F(a -+ a?) -h F(^> H- a?)
= F(c -h a?) + H,

H etant une fonction de a et de b independante de x. En prenant
la derivee par rapport a x et posant

on a

par consequent, en faisant 57 =

on doit avoir aussi

et, en retranchant,

(16) *
7

Les seconds membres des equations (i4) et (i5) sont fonctions

de c; ils dependent done J'un de I'autre. II doit en ^tre de mme
des premiers membres, et une relation doit exister entre les deux
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fonctions

La condition necessaire et suffisante pour qu'il en soil ainsi est

que le determinant fonctionnel soit nul. Ecrivons done

V(a) Y(b) V'(a) <)/ (b) = o.

Telle est ['equation qni determine A. Si Ton. suppose que ni <!/ ni <]/

ne soient mils, on aura

on en d^dnit aisement

et, successivement,

H i? GI, G^j et k sont des constantes.

Cette formule, plus generate que celle de Gompertz, a e"te pro-

posee par Makeham.

Gompertz suppose Cj et C 2 gaux a zero et prend

J'ai determine les coefficients par la condition d'accorder antant

que possible les coefficients avec les meilleures Tables connues.

Les resultats sont donnes par le Tableau suivant :

584, cp( 9o)
= r6,

K= 0,071485, logK = 8, 854ai46,

H=: o,oo6546i, logH = 7, 8159811,

G= 941,160. logG = 2,9786634.
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Tables

Les differences enlre Jes valeurs de (z} et celles que donnent

les Tables des vingl Compagnies anglaises sont moindres que les

differences des diverses Tables entre elles.
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CHAPITRE XIII.

PROBABILITIES DES DECISIONS.

Cela fait, comment sentencioz-vous, mon amy?
Comme vous autrcs, messieurs, repondit Bridoye, pour

celuy je donne sentence duquel la chance livree par le

sort des dez judiciaires premier advient.

RABELAIS.

237. Resume critique des tentatives faites pour appliquer le Calcul des probabilites
aux decisions judiciaires.

237. L'assimilation la plus te*meraire d'un tirage au sort aux

eflfets de causes inconaues et variables a ete proposee par Gon-

dorcet.

Le Livre trop longtemps admire sur la probabilite des decisions

prises a la raajorite repose tout entier sur celte confusion. Aucim

de ses principes n'est acceptable, aucune de ses conclusions n'ap-

proche de la verite.

La theorie de Condorcet a ete commente'e, refaite me'me en en-

tier par des savants illustres on celebres; aucun progres n'a pu en

corriger rimpuissance.
Les successeurs de Gondorcet, tout en le louant d'avoir porte

le flambeau de la Science dans ces mysterieuses questions, ont

reconnu l'insuffisance de ses formules : ils n'en ont,pas propose
de meilleures.

Laplace a rejete les resultats de Condorcet, Poisson n'a pas

accepte ceux de Laplace; ni I'un ni 1'autre n'a pu soumettre au
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calcul ce qui v echappe essentiellement : les chances d'erreur d'un

esprit plus ou moins eclaire, devant des fails mal connus et des

droits impariaitement definis.

Dans la discussion d\me loi sur le jury, Arago alle"gua 1'autorite

de Laplace.

On pouvait, disait-il, diminuer les erreurs judiciaires dans le

rapport de 5 a 7. La theorie le demon tre. Ces chi fires sont aussi

certains que la parallaxe du Soleil.

Un depute osa exprimer un doute, Arago le traita fort maJ.

Quand il parlait au nom de la Science, il n'appartenait pas a des

ignorants de le contredire.

On a change la parallaxe du Soleil pour une an tre plus exacte.

Les chiffres de Laplace n'ont pas a etre changes, ils ne men tent

que I'oubli.

L'analyse du Livre de Condorcet est difficile a faire. Les erreurs

j sont tellement evidentes, la confiance qu'elles inspire nt telle-

inent naive, que {'approbation connue de juges tres justement
illustres rend les citations invraisemblables.

Comment croire qu'a cote des aberrations singulieres, textuelle-

inent rapportees, ne se trouve pas quelque idee de genie qu'il

serait juste de produire?
Le Livre n'est pas rare, chacun pent chercher.

Tout se passe, suivant Gondorcet, comme si les magistrats, imi-

tant Bridoye, juge de Myrelingues, sentenciaient par le sort des

des. L'assimilation de 1'opinion d'un juge au tirag-e d'une boule

dans une urne de composition de'terminee est pour lui une iden-

tite. Si la boule est blanche, la decision sera bonne. Le juge se

trompera s'ii tire une boule noire. L'urne dans laquelle puise un

juge eclaire et honnete contient beaucoup de boules blanches;
les boules noires abondent dans celle d'un juge sans conscience.

Le difficile est de irouver la composition de 1'urne. Telle n'est

pas Topinion de Condorcet. II suppose qu'une meme urne serve a

tons les juges, pour toutes les causes et pour tons les iribunaux

d'un m^ine pays. Le probleme n'a plus qu'une seule inconnue.

Dans cette hypothese, favorable au calcul, Condorcet est en droir

de rassurer les innocents en menagant les coupables d'un inevi-

table chatiment; on doit supposer, dans 1'urne dont tout depend,
les boules blanches en majorite. En douter serait faire injure a la
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magistrature. Si les juges se trompaient plus d'une fois sur deux,

il faudrait supprimer les proces.

On doit les conserver, mais assurer de bons jugements. Rien

n'est plus facile; il faut accroitre le nombre des juges. Qnarid les

boules blanches sont en plus grand nombre que les noires, leur

sortie en plus grand nombre est probable; elle devieni certaine si

les tirages sont nombreux : la probabilite d'nne decision prise par

la majorite pent approcher ainsi de la certitude.

Nous supposerons, dit Condorcet, les assemblies composees de

votants ayant une egale justesse d'esprit et des lumieres egaies;

nous supposerons qu'aucun volant n'ait d'influence sur les voix

des autres et que tons operent de bonne foi.

Plus le nombre des votanis augmentera, plus la probabilite de

la decision sera grande : la limite de cette probability* est la certi-

tude.

Les illusions de Condorcet ne s'etendent pas a toutes les

assemblies.

Une assemble nombreuse ne pent pas, dit-il, tre composee
d'hommes tres eclaire"s : il y aura un grand nombre de questions

sur lesquelles la probabilite de la voix de chaque votant sera au-

dessous de . Alors, plus Tassemblee sera nombreuse, plus elle

sera exposee a rendre des decisions fausses.

On peut dire plus, elle en sera certaine.

Une assemblee nombreuse, clont chaque membre se trompe

plus d'une fois sur deux, se prononcera certainement contre la

verite : elle donnera un moyen sur de la connaitre. Condorcet ne

1'a pas propose, mais il rdsulle de ses formules; il serait injuste

de lui en refuser I'honneur.

Tons les calculs ont pour base la probabilite pour qu'un juge

se trompe; on ne dit ni quel juge ni dans quel proces : c'est une

constante qu'il faut determiner. Condorcet donne phisieurs so-

lutions.

La plus assuree, malheureusement d'une execution difficile,

consisterait A reunir pour former un tribunal d'examen un assez

grand nombre d'homrnes veritablement eclaires pour que leurs

decisions fussent consider^es comme certaines. On saurait alors

combien de fois les juges se seront trompe's dans leurs decisions

prises a la majorite
1

;
en admettant pour tons la merne chance d'er-

B. 20 -
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rear on degagera aiseinent des formules qui ne contiendront pas

d'autre inconnue Ja valeur exacte de celte chance.

Cette methode, dit Condorcet, ne pent avoir qu'un inconve-

nient. II en enumere trois cenendant :

La difficulte de composer nn tribunal d'examen, le long temps

qui serait necessaire pour examiner un grand nomhre de deci-

sions, les embarras qui peuvenl rendre Fexamen difficile.

Condorcet, on le voit, ne dissimule pas les dilficultes. Mais,

quand on les aura surrnontees, quel dedommagement!
La certitude d'nn bon jugement pourra croitre sans limite, il

n"y aura qu'a choisir.

Si le risque de Ten-cur, dit Condorcet, est tel qu'on neglige un

risque semblable quand ii s'agil de sa propre vie, les plus exi-

geants devront s'en contenler.

Beau coup de gens reputes sages prennent a Lyon le bateau

pour se rendre a Avignon, Le pont Saint-Esprit cependant est sur

la route.

Que faudrait-il penser d'un tribunal qui donnerait aux inno-

cents autant de chances d'filre pendus qu'un voyageur en a de se

noyer au pont Saint-Esprit?

CeUe ide"e ne lui plait pas completement.

Supposons, dit-il, que Ton sache combien il pe*rit de paquebots

sur le nombre de ceux qui vont de Douvres a Calais ou qui

reviennent de Calais a Douvres, et qu'on n'ait egard qu'a ceux qui

sont partis par un temps regarde comme bon et sur par les

homines instruits dans la navigation. II est clair qu'on aura ainsi

la valeur d'un risque qu'on pent negliger sans imprudence.

Apres de longues et conscieucieuses recherches, Condorcet se

decide a accepter la fraction <44
*

768 : C'est la derniere concession

qu'il puisse faire. C'est la, dit-il, Je risque le plus considerable

qu'il soit permis de negliger. C'est la probabilite d'errenr quVme
nation bien gouvern^e peut laisser subsister dans les jngements et

dans les decisions des assemblies de'libe'rantes; Une erreur sur

144768 jugemenls est Je dernier mot de Condorcet.

Laplace promet moins, mais ne tient pas mieux sa promesse;
il assimile, comme Condorcet, 1'opinion d'un juge a un tirage fait

dans une urne, mais il repousse I'hypoth^se d'une probability

invariable.
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Laplace suppose toutefois que, dans une m^me cause, tous les

juges ont chance egale de se tromper; il admet aussi, supposition
non moins etrange, qne cette chance, a 1'ouverture des debats,

soit com pi element inconnue.

Qu'il s'agisse d'un jury d' expropriation, d'un tribunal de pre-
miere instance, d'une Gour d'appel ou de la Cour de cassation,

d'une question de droit ou d'une question de fait, d'un crime

centre les personnes ou centre les propriety's, ses formules et ses

chiffres n'en regoivent aucun changement. Un seul renseignement

figure dans ses formules : le nombre des voix emises en faveur de

chaque opinion. Deux jugements portes a, la majorite de cinq
centre trois se valent, quels que soient lesjuges. Si le partage se

fait dans la proportion de sept contre un, celui des juges qui s'est

separe des sept autres puise, coinme eux, dans la presque unani-

mite la me'me garantie de sagacite. La chance d'erreur est Ja me*me

pour tons, telle a e*te la base du calcuL Ces huit juges puisent
dans la meme urne, les bouies blanches y sont en grande majorite.

Si le hasard a mis une boule noire dans les mains du huitieme

juge, c'est un pur accident : il n'en faut rien conclure contre lui.

Les consequences de ces hypotheses sont moins assurees, quoi

qu'en ail dit Arago, que la the"orie du Soleil.

Dans les tribunaux ou cinq voix bont necessaires pour une con-

damnation, la probabilite d'une erreur est ^-, et cela quels que
soient Jes juges.

Si le tribunal est re*duit a six membres qui ne pourraient con-

damner qu'a la pluralite de quatre voix, la probabilild d'une

erreur a craindre serait au-dessous de i.

Dans le jury de douze membres, si Ja pluralite exigee pour la

condamnalion est de huit voix sur douze, la probabilite de 1'er-

reur a craindre est {j||; elle est a pen pres jj si la pluralite est de

neuf voix. Dans le cas de 1'unanimite, la probabilite d'une erreur

est re"duite a ^j.
Telie serait, suivant le calcul, la mesure de la securile assuree

aux innocents par la loi anglaise.

Poisson n'accepte pas la solution de Laplace, il le declare timi-

dement.

Laplace, dit-il
?
fait une hypothese qui n'est point incontestable.

L'insucces de son maitre ne le decourage pas ; il fait reposer a son
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tour des calculs exacts sur des hypotheses sans fondementet propose

le resultat avec la meme confiance qu'un theoreme de Geometric.

Avant 1881, dit-ii, el pour la France entiere, la probabilite

qu'un jure ne se tromperait pas dans son vote etait un peu supe'-

rieure a f dans le cas des crimes contre les personnes, et a pen

pres egale a if dans le cas des crimes contre les proprietes. Sans

distinction de 1'espece de crimes, cette chance etait tres peu infe-

rieure a f pour Unite Ja France et un peu superieure a cette frac-

tion pour le departement de la Seine.

La probabilite de la culpabilite de I'accuse se trouverait, pour

la France entiere, comprise entre o,53 et o,54 : elle surpasse f

dans le cas des crimes contre les proprietes.

Dans les annees qui ont precede i83i el pour la France en-

tiere, la probabilite de I'erreur d'une condam nation prononcee a

la majorite minima de sept voix contre cinq etait, a peu pres,

o, 16 ou o,o4, selon qu'il s'agissait d'un crime contre les personnes

on d'un crime contre les proprie'te's.
Sans distinction de 1'espece

de crime, elle avait pour valeur 0,06.

Que faut-il croire de tout cela?

Absolument rien.

Poisson, comme Condorcet et comme Laplace, assimile les jures

a des urnes. Comme Laplace, il suppose la probabilite la meme

pour tous ceux qui jugent une meme cause; comme Condorcet, il

la suppose egale pour toutes les causes.

II declare formellement, il est vrai, ces hypotheses inaccep-

tables; elles n'en sont pas moins la base de ses calculs : il croit tout

concilier en substituant dans les enonces ce qu'il appelle une pro-
babilite moyenne a la constante introduce dans les demonstra-

tions, erreur de principe nioins excusable peut-e*tre que les hypo-
theses les plus hasard<es.

Si, sur douze jur^s, sept ne se trompent jamais et cinq se

Irompent toujours, la probability moyenne d'erreur sera -~. Elle

le sera aussi si chaque jure tire sa decision bonne ou mauvaise

dans une urne contenant cinq boules noires ou sept blanches. Le

jury cependant, dans le premier cas, ne se trompe jamais; les

boules noires, dans le second cas, seront souvent en majorite.
Poisbon dans ses calculs ne distingue pas les deux hypotheses.
L'une des formes les plus etranges de 1'illusion, dont on fait
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hormeur a Coadorcet, a ete proposed par Cournot. II de*duit des

formules par un calcul tres exact le merite des trois juges qui

composent un me'ine tribunal, non seulement le merite relatif,

mais le me"rile absolu, la probabilite pour chacun d'eux de ne pas
se tromper dans une cause qui leur est soumise. On a peine a

comprendre qu'un tel re"sultat n'ait pas mis en defiance un esprit

rigoureux et subtil.

Le tribunal se compose de trois juges. Trois inconnues seule-

ment sont a determiner. Cournot, qui fait un pas vers la r^alite",

en supposant aux juges une sagacite inegale, leur attribue la meme
chance d'erreur dans toutes les causes qui leur sont soumises,

croyant, comme Poisson, obtenir par cette singuliere hypothese
ce qu'il nomme une probabilite moyenne; il suppose en outre, et

c'est la la moins acceptable de ses arrears, la chance de bien juger

independante, pour chaque juge, de celle des deux autres. Si

chaque juge se trompe une fois sur quatre, ils se tromperont tous

les trois ensemble une fois snr soixante-quatre.

C'est se placer trop loin de la verite pour que 1'application des

formules puisse donner me'me nne grossiere approximation. Que
I'on veuille faire ou non la fiction contraire, quand un juge se

trompe il y a pour cela des raisons : il n'a pas reellement mis la

main dans une urne ou le hasard 1'a mal servi. II a ajoute foi a un

faux temoignage, le concours fortuit de plusieurs circonstances a

eveille a tort sa defiance, un avocat trop habile I'a emu, de hautes

influences peut-etre 1'ont ^branle. Ses collegues ont entendu les

monies temoins, on les a instruits des mdmes circonstances, le

m^me avocat a plaid devant eux, on a tente sur eux la me*me

pression : la chance d'opiner dans le m^me sens n'est aucunement

comparable a celle de tirer trois boules de me*me couleur dans

trois tirages independants les uns des autres.

Si, comme le demande tres sdrieusement Gournot, on invitait

le greffier a noter, apres chaque jugement, Topinion de chacun

des juges, pour appliquer, quand les chifFres sont nombreux, la

formule qui donne leur merite, la perspicacite* de chacun etant

controlee par celle de ses deux collegues, le juge le mieux note de

France serait celui qui, sans discuter ni reflechir, voterait toujours

comme son president : s'il faut en croire la formule, un tel juge

ne se trompe jamais.
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Ni Cournot ni Poisson n'ont commis la plus petite faute comme

geometres; ils traduisent rigoureusement leurs hypotheses. Mais

les hypotheses n'ont pas le moindre rapport avec la situation d'un

accuse" devant les juges.
Ils ont apergu les differences et croien t, en les signalant, acquerir

Je droit de ne pas en tenir compte.
Poisson, qui, comme Condorcet, a consacre a la theorie des

jugements un volume entier rempli des plus savants calculs, croit

attenuerles objections qu'il ne pouvait manquer d'apercevoir, en

alterant, dans ses enonces, la signification du mot coupable. On
rendrait, dit-il, le langage plus exact en substituant le mot con-

damnable, qui est toute Ja verite, au mot coupable qui avait

hesoin duplications et que nous continuerons d'emplojer pour
nous conformer a 1'usage.

L'innocent, accable sous des indices trompeurs ou victime de

machinations trop liabiles pour qu'aucun juge puisse les sonp-
conner, est un accuse condamnable. Poisson, pour se conformer
a Vusage, le classe parmi les coupables. L'erreur unanime des

jtiges devient alors une preuve de sagacite dont I'algebre leur tient

compte en evaluant leur merite avec son infaillible precision.
Dans cette suite de calculs steriles, qui resteront, comme I' a dit

justement Stuart iVTill, le scandale des Matbematiques, Condorcet
seul a donne un sage conseil : celtii de choisir pour composer les

assemblies des hommes veritabletnent ecLawes.
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3,01..

3,02..

3,03..

3,04..

3,05..

3,06..

3,07..

3,08..

3,09..

3,10..

3,11..

3,12..

3,13..

3,14 .

3,15..

3,16..

3,17..

3,18..

3,19..

3,20..

3,21.

3,22..

3,23..

3,24..

3,25 .

3,26..

3,27..

3,28..

3,29..

3,30..

3,31..

3,32..

3,33 .

3,34..

3,35..

3,36..

3,37..

3,38..

3,39 .

3,40..

3,41..

3,42 .

3,43..

3 r44.,

e.

0,9999793

0,9999805

0,9999817

0,99998*9

0,9999839

0,9999849

o,9999 8:>9

0,9999867

0,9999876

0,9999884

0,9999898

o,99999o4

o, 99999 <

o, 99999-?6

0,9999936

0,9999940

0,9999944

o,9999 (,:47

o, 999995 t

0,9999954

0,99999^7

o,999996o

0,9999962

0,99999^5

0,9999967

o,999997i

0,9999973

0,9999975

0,9999977

0,9999978

o,999998o

o,999998i

0,9999982

0,9999984

0,9999985

0,9999986

0,9999987

0,9999988

0,9999989
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FIN.

Paris. - luiprimerie GAUTH1ER-V1LLARS, quai des Grands-Auguslins, 55.
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