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Vorwort.

Die vorliegende Einfithrung ist aus den Vorlesungen und Ubungen hervorge-
gangen, die ich vom Wintersemester 1924/25 bis zum Sommersemester 1926 in
Gottingen gehalten habe, um Physikern, Chemikern und Biologen die Mathematik
nahezubringen. Niedergeschrieben habe ich sie in den Monaten Februar bis Juni 1927
wihrend eines durch den International Education Board erméglichten einjidhrigen
Aufenthaltes in Dédnemark. Ich folgte dabei einer freundlichen Aufforderung von
Herrn Professor T. PrERFI in Berlin, welcher das von ihm bei JULIUS SPRINGER
herausgegebene Sammelwerk ,,Methodik der wissenschaftlichen Biologie durch
einen mathematischen Abschnitt zu eréffnen winschte. Zu meiner Freude waren
Herr PérerFI und der Verlag damit einverstanden, daB der Beitrag auch in einer
Sonderausgabe erscheint.

Fiir meine Ziele und Wege mag im ganzen das Buch selbst sprechen. Nur einiges
wenige will ich ausdriicklich hervorheben. Es kommt mir darauf an, dem Leser
nicht Formelkram und lediglich handwerksméBige Geschicklichkeit zu geben,
sondern ihm den Sinn der mathematischen Methoden zu erschliefen. Deshalb habe
ich ganz besondere Sorgfalt darauf verwandt, die (meistens reichlich vernachléssigten)
verbindenden Zwischeniiberlegungen zwischen der mathematischen Theorie und den
naturwissenschaftlichen Anwendungen oder umgekehrt zwischen dem naturwissen-
schaftlichen Problem und der mathematischen Formulierung herauszuschilen.

Daf mir Anschaulichkeit am Herzen liegt, beweist die Anzahl 174 der Abbildungen.
Anschaulichkeit allein aber tut’s meines Erachtens nicht. Man muB sich vielmehr,
so meine ich, entschlieBen, neben den iiblichen formelméfigen Verfahren als gleich-
berechtigt und ebenso wichtig die zeichnerischen und numerischen anzuerkennen
und sie von vornherein organisch in den ganzen Aufbau einzugliedern, statt sie aus
einer Art Pariastellung erst dann herbeizurufen, wenn ,,edlere** Methoden versagen.
Ich habe mich hierbei vor einem gewissen Radikalismus nicht gescheut, z. B. bei
der Einfithrung der Ableitung oder bei der Zuriickdringung der Differenzier- und
Integrierregeln.

Grofen Nachdruck habe ich auf Begriff, Ausdeutung und Anwendung des
Differentials gelegt, weil dieses, systematisch und folgerichtig benutzt, neben seinen
sonstigen Vorziigen der naturwissenschaftlichen Denkart aufs feinste angepalt ist
und eine ihr vollkommen entsprechende mathematische Ausdrucksweise gestattet.

Manche Dinge sind mit der ,,Methode des Erzéhlens* ohne Beweise, aber unter
moglichst klarer Umschreibung ihres Gehaltes und ihrer Bedeutung gebracht.
Ich hoffe, hierdurch einmal dem Lernenden Ausblicke auf mathematische Bezirke
zu geben, die ihm sonst anfangs oder iiberhaupt unzuginglich bleiben wiirden,
und so seine ,,allgemeine Bildung® in mathematicis zu heben. Zum anderen lafit
sich natiirlich auf diese Weise das Wesentliche schirfer herausarbeiten und ein
groferer Stoff bewaltigen, und, wenn man schon Arbeitsteilung in der Wissenschaft
einfiihren will, von wem sollte man dann lieber etwas auf Treu und Glauben hin-
nehmen als vom Fachmathematiker ?



v Vorwort.

Ein Buchverfasser hat vielen zu danken. Mein aufrichtiger Dank gilt in allererster
Linie der Verlagsbuchhandlung Jurrvs SpriNcER, die gleich Herrn P#TERFI in
endloser Langmut das Anschwellen des Manuskriptes weit {iber den vereinbarten
Rahmen hinaus zugelassen hat, bei Satz und Korrektur allen meinen Wiinschen
entgegengekommen ist und fiir das AuBere des Buches das Beste gerade fiir gut ge-
nug hielt. Ich danke weiterhin den Herren, die meine Gottinger Vorlesung gefér-
dert haben, insbesondere Herrn Geheimrat G. TaAmMmmaNN, Herrn Professor R. Cou-
RANT und Herrn Professor J. Frawck, ferner Herrn Courant dafiir, daB er die Ver-
bindung mit Herrn PETERFI und der Verlagsbuchhandlung angebahnt hat, meiner
Schiilerin Fraulein cand. math. INGE SEYNSCHE in Gottingen fiir ihre treue und auf-
opfernde Hilfe beim Zeichnen eines Teiles der Abbildungen, bei der Korrektur und
bei der Anfertigung des Sachregisters, meinen Freunden Professor F. Huxp in
Rostock, Studienrat Dr. F. SeyrarTE in Géttingen und Dr. H. SpitH in Tibingen
fir ihre Mitwirkung bei der Korrektur. Schliefilich, aber nicht zuletzt sei fiir vieles
meiner Frau gedankt, der ich gerade vor einem Jahre in einer Sturmnacht am
Kattegat bei Kerzenschein den Rohentwurf der letzten Bogen diktieren konnte.

Hoffentlich kann ich diesem ersten, in sich abgeschlossenen Teile der Einfithrung
bald einen weiteren folgen lassen, der Kollektivtheorie, Wahrscheinlichkeitsrechnung,
Ausgleichsrechnung und &hnliche Dinge behandeln soll.

Moge das Buch vielen zur Freude und zum Nutzen sein.

Darmstadt, 24. Juni 1928.
ALWIN WALTHER.
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Vorbemerkungen.

1. Der Leser mache sich von der psychologischen Hemmung frei, die ,,h6here Mathematik
sei schwer. Schwer waren Teile der fritheren Schulmathematik mit ihren verzwickten, oft auf
bloBles Raitselraten hinauslaufenden Dreieckskonstruktionen u.dgl. Demgegeniiber ist die
héhere Mathematik eigentlich nur die systematische und prizise Herausarbeitung und Zu-
sammenfassung von Dingen, die jedem Naturwissenschaftler, ja iiberhaupt jedem, der sich
irgendwie mit Kopf oder Hand, nach Erkenntnis strebend oder werktitig schaffend mit der
Natur auseinandersetzt, ohne weiteres geldufig sind.

2. Wenig hat vielleicht die Ausbreitung der Mathematik in weiteren Kreisen mehr gehindert
als das — meist nicht mit tieferer Sachkenntnis verbundene — Riihmen ihrer logischen SchluB-
kette, bei der sich mit euklidischer Strenge und Folgerichtigkeit ein Glied ans andere reihe,
das Reden vom Ariadnefaden, der von einer mathematischen Wahrheit zur nichsten hinleite,
und was dergleichen Wendungen mehr sind. Glaubt doch daraufhin der Anfinger, er miisse
zur Erwerbung mathematischer Kenntnisse und mathematischen Koénnens miihsam Stein auf
Stein aufeinandersetzen, mehr praktisch ausgedriickt: er miisse beim Lesen eines mathemati-
schen Buches langsam und schrittweise Zeile nach Zeile, Seite nach Seite bewiltigen und sich
zu eigen machen. Nun trifft er ziemlich sicher bereits auf den ersten Seiten eine Einzelheit,
die er nicht sofort versteht; er bemiiht sich hartnickig; es miBlingt immer wieder, und in der
falschen Meinung, unter diesen Umstidnden auch von Spiterem keinen Gewinn mehr haben
zu konnen, legt er das Buch weg — vielleicht mit der Entschuldigung, zur Mathematik gehére
eben doch eine besondere Begabung.

In Wirklichkeit 148t sich die Mathematik weit besser als mit einer Kette mit einem Netze
oder Gewebe vergleichen, bei dem alle Maschen und Fiden miteinander zusammenhéngen und
alles mit allem in Verbindung steht. So beginne man denn auch das Lesen eines mathematischen
Buches an mdglichst vielen Stellen gleichzeitig; man suche sich fesselnde Abbildungen, Aus-
einandersetzungen, die mit dem eigenen Arbeitsgebiete Beriihrungspunkte haben. Dadurch
wird sozusagen die Festung von vielen Seiten sturmreif gemacht — denn etwas versteht man
sicher —, und eines Tages hat man sie plétzlich nahezu véllig im Besitze; die restlichen Bastionen
fallen dann von selbst.

Und man lese rasch, gehe iiber Schwierigkeiten zundchst ruhig hinweg. D’Alembert hat
gesagt: ,,Allez, Monsieur, allez, et la foi wous viendra®, frei iibersetzt: ,,Niemals hingen-
bleiben oder sich iiber etwas allzu viel Kopfschmerzen machen; mit der Zeit klart sich alles von
selbst auf.“ Das ist ein goldenes Wort fiir mathematisches Studium. Denn nur so kann man
zu einem wirklichen Uberblick gelangen und statt einer Sammlung einzelner Teile von
vornherein etwas Ganzes in die Hand bekommen, kann sehen, warum der oder jener Begriff
eingefithrt wird, wozu er niitze ist, was man mit ihm erreicht. Dinge, die fiirs erste ganz unver-
standlich erscheinen, werden vielleicht schon durch den nachsten Satz oder auf der nichsten
Seite geklart; eine zunichst ruhig unverstanden hingenommene Tatsache bietet sich nach
einigen Tagen in neuer Beleuchtung dar, und siehe da, alle Wolken zerteilen sich.

3. Mathematik kann nur erarbeitef, nicht erlesen werden; Selbsttitigkeit mufl die Losung
sein. Stets habe man Papier und Bleistift zur Hand, um alles selbst mit- und nachrechnen zu
konnen; dabei empfiehlt es sich, auch das AuBere nicht zu vernachlissigen und sich fiir Zahlen-
rechnungen zweckmiBige, ein fiir allemal festzuhaltende Rechenschemata zurechtzulegen.
Allgemeine Begriffe verdeutliche man sich an selbstgebildeten Beispielen. Figuren sind nur
dann einprigsam, wenn man sie selbst noch einmal entwirft, und zwar sowohl als Faustskizzen
wie auch als sorgfiltige Reinzeichnungen.

Walther, Einfilirung. 1



2 I. Funktion und graphische Darstellung.

Insbesondere iibe man sich im elementaren Zahlen- und Buchstabenrechnen, Klammer-
auflosen, Behandeln von linearen und quadratischen Gleichungen, Umgehen mit trigono-
metrischen Formeln u. dgl. Denn wie ein Klavierspieler niemals zu kiinstlerischer Vollkommen-
heit gelangen kann, wenn er technisch nicht wenigstens die Anfangsgriinde beherrscht, so ist
es lastig, sich bei elementaren und an sich unwesentlichen Dingen fortgesetzt zu verrechnen
oder jedenfalls unerwiinscht aufgehalten zu werden.

4. Mathematische Beweise sind nur fiir denjenigen da, der das Bediirfnis nach ihnen empfin-
det. Die wenigsten Menschen wissen oder haben auch nur Interesse dafiir, wie eigentlich die
iiblichen Multiplikations- und Divisionsregeln zustandekommen, und doch verwendet jedermann
sie fortgesetzt und ersprieBlich. Ahnlich vermag man sehr wohl gewinnreich héhere Mathe-
matik zu treiben, ohne die vom Laien so sehr gefiirchteten SchluBketten mathematischer Her-
leitungen oder Beweise durchlaufen zu miissen. Es gibt eine hohere mathematische Einsicht,
als sie das ziemlich wertlose Nachpriifen von Formeln o. dgl. bringen kann. Worauf es ankommt,
ist: den eigentlichen Kern der Sache zu erfassen, die Sache selbst, nicht das Beweisbeiwerk sich
so klar und anschaulich zu machen, daB sie als vollig selbstverstandlick erscheint, kurz: auf
einen Standpunkt dber der Sache zu gelangen. Nur vor einem hiite man sich dabei: versteckte
Moglichkeiten zu iibersehen, deren Ausschlufl vielleicht gerade den eigentlichen Inhalt des
mathematischen Beweises bildet.

Wer unerbittlich nach restloser Anschaulichkeii strebt, bleibt einerseits davor bewahrt,
sich jenen ganz unmodernen, mystischen und in sich widerspruchsvollen Methoden aus der
Friihzeit der héheren Mathematik vor reichlich 200 Jahren auszuliefern, welche leider gerade
dem Naturwissenschaftler noch heute in vielen fiir ihn bestimmten ,,mathematischen‘* Biichern
dargeboten werden — diese geben hiochstens formale Fertigkeit, aber keine wirkliche begriffliche
Frkenntnis. Zum anderen wird er dadurch befihigt, die Mathematik wirklich anzuwenden
(wozu auch die beste Vertrautheit mit der, als Kunstwerk betrachtet, so wundervollen ,,reinen‘‘
Mathematik nicht ausreicht). Denn wenn Justus von Liebig ihm allzu eifrig erscheinenden
Lobredunern der Mathematik entgegnete: ,,Nun, sie ist ein Federmesser®, so mufl das genauer
dahin umschrieben werden, dafl der Naturwissenschaftler mit diesem Federmesser schneiden,
nicht nur seine Konstruktion oder kunstreiche Verzierungen auf ihm betrachten will.

5. Der Naturwissenschaftler kann selbstverstindlich nicht bestindig die ganze Mathematik
gedachtnismaBig bereit haben. Das ist aber auch gar nicht notig. Es geniigt vollkommen, wenn
er weif}, daB es die oder jene Formel oder Betrachtungsweise iiberhaupt gibt, wenn er ihre Be-
deutung und Tragweite einzuschétzen vermag und die Kunst beherrscht, sich in einer Formel-
sammlung oder einem mathematischen Buche zurechtzufinden. Vor allem aber muB sein ganzes
Werk vom Geiste der Mathematik durchtrinkt sein, ,,sub specie matheseos‘ stehen; dann wird
er bei technisch-mathematischen Schwierigkeiten in jedem Augenblicke fiir wohl umschriebene
Fragestellungen leicht die Hilfe des Fachmathematikers in Anspruch nehmen kénnen — in einem
Zusammenarbeiten, das gegenwirtig noch viel zu wenig gepflegt wird!

I. Funktion und graphische Darstellung.

A. Was ist eine Funktion?,

1. Zuordnungen. Dem Naturwissenschaftler begegnet auf Schritt und Tritt
der Sachverhalt, daB verschiedenen Werten einer GroBe z Werte einer anderen
GroBe y zugeordnet sind. Beispielsweise liest der Physiker bei der Priifung des
Ohmschen Gesetzes neben verschiedenen Werten z,, #,, ... der Spannung = am
Voltmeter die zugehirigen Werte y,, y,, ... der Stromstirke y am Amperemeter
ab. Oder der Chemiker verfolgt den Verlauf einer chemischen Reaktion, indem
er mehrmals die Zeit « und die entsprechende bis dahin entstandene Menge y des
Reaktionsproduktes feststellt; ein andermal studiert er die Abkdngigkeit zwischen
dem Mischungsverhéltnis « zweier Stoffe und der Schmelztemperatur y des Ge-
misches. Dem Biologen ist es belangreich, daB und wie Nahrstoffgabe x und Er-
trag y an Trockensubstanz verkniipft sind. Oder er ermittelt durch Auszéhlen
in einer vorgegebenen Menge von Individuen, sagen wir 1000 Bliiten einer Pflanzen-
sorte, welche Bezichung zwischen einem verdnderlichen Merkmal z, etwa der
Zahl der Staubgefalle, und der zugehérigen Anzahl y von Exemplaren, der sog.
Haufigkeit oder Frequenz, besteht.

2. Definition der Funktion. Die Mathematik hat fiir derartige Zuordnungen von
Werten einer GrofSe y zu den Werten einer Ausgangsgrofie x, die sprachlich auch
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noch in mannigfacher anderer Weise umschrieben werden, den Begriff der Funktion
oder des funkiionalen Zusammenhanges geprigt. Man nennt y eine Funktion von x
und schreibt symbolisch y = ()

(sprich: y gleich f von ), wenn jedem in Betracht gezogenen Werte von x ein Wert
von y zugeordnet ist. Die AusgangsgroBle x heilit unabhdngige Verdnderliche, unab-
hingige Variable oder Argument, die zugeordnete GroBe y abhdngige Verdnderliche,
abhiingige Variable oder Funktion; x und y zusammen werden als Verdnderliche oder
Variable bezeichnet und die Gesamtheit der Werte, welche x annehmen kann,
als der Definitionsbereich der Funktion.

3. Beispiele. So ist z. B. beim Ohmschen Gesetz die Stromstirke y eine Funk-
tion der Spannung z oder in der Biologie die Haufigkeit y eine Funktion des Merk-
mals . Bedeutet dieses die Zahl der Staubgefdfle, so wird der Definitionsbereich
offenbar durch gewisse positive ganze, nicht zu grole Zahlen gebildet, weil die Zahl x
der Staubgefafle nur positiv ganz sein kann.

Beim Ohmschen Gesetz kann die symbolische Beziehung y = f(xz) durch die

viel prizisere Aussage y — sz ersetzt werden, wobei R den in Frage kommenden

Widerstand bedeutet, z. B. B =20.2. Diese Gleichung besagt nicht nur, daB
iiberhaupt eine Zuordnung besteht, sondern sie kennzeichnet dariiber hinaus
ganz genau deren Art. Wir vermdégen mit ihrer Hilfe zu jedem x das zugehorige
y zu berechnen, z. B. zur Spannung z = 10 Volt die Stromstirke y = 0,5 Amp.,
ferner zu schlieBen, daBl der doppelten Spannung die doppelte Stromstarke ent-
spricht usw.

Die Anzahl der Beispiele fir den Funktionsbegriff lieBe sich leicht beliebig
vermehren. Insbesondere kann man sagen, eine der Haupttétigkeiten des Natur-
wissenschaftlers sei die Beschéftigung mit Funktionen.

4, Warnungstafeln, Bei Anwendung der Worter ,,unabhdingig’‘ und ,,abhingig*, ebenso bei
der sehr gebriuchlichen Ausdrucksweise: ,,y hingt von z ab‘“ und dhnlichen Redewendungen

hiite man sich, an kausale Verkniipfung zu denken. Mit Kausalitit hat der Funktionsbegriff
nichts zu tun.

Weiter ist die ,,Funktionsgleichung* = f(x), welche nur symbolisch ausdriickt, daB jedem =

ein y entspricht, oder eine entsprechende Sondergleichung wie y = ; beim Ohmschen Gesetz

nicht zu verwechseln mit ,,Gleichungen*, welche durch algebraische Umformungen entstehen, z. B.
(@ + b)% = a? + 2ab + b2,
oder mit ,,Bestimmungsgleichungen® zur Bestimmung von einer oder mehreren Unbekannten.
Derartige Gleichungen, etwa eine quadratische Gleichung
»?—5x+6=0,

oder ein System von 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten

22+ y =1,

3x+42y=+4,
fordern die Ermittlung von solchen Werten der Unbekannten, dafl beim Einsetzen dieser Werte
und Zusammenrechnen auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens dasselbe htrauskommt (in
den Beispielen trifft dies fiir = 2 und « = 3 bzw. fir = —2, y = 5 zu). Hingegen darf bei
einer Funktion fiir « ein ganz beliebiger Zahlenwert (fiir den die Funktion erklirt ist) gewahlt
werden. Thm entspricht ein gerade durch den funktionalen Zusammenhang festgelegter Wert
z
7

b. Bezeichnungen. Zur Bezeichnung des funktionalen Zusammenhanges dienen

auller f auch andere Buchstaben, etwa

y=09@), y=F(z), y=@(x), y=¢(x), y=9(x), y =h(x).

1 Vgl. zu dieser Nummer ID 1, 2 (S. 13—15), TH 9 (S. 30—31), IK 2 (8. 44—45), II B 13
(S. 84—85), IT B 20—23 (S. 90—01).

von y, der z. B. beim Ohmschen Gesetz y = durch Rechnung gefunden werden kannl.

1*
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Mit Vorliebe schreibt man auch
y=y()

und hat hierin eine besonders prézise Ausdrucksweise dafiir, dal die Aufmerksam-
keit auf das Verkniipftsein von y mit z gerichtet ist. Das Argument wird zu-
weilen nicht in Klammern geschlossen, sondern als Marke (Index, Zeiger) an-
gehiingt, z. B. y =1,. Statt  und y treten natiirlich auch andere Buchstaben
auf, die gern in Anlehnung an die Anfangsbuchstaben zugehériger sprachlicher
Wendungen gewahlt werden.

6. Nihere Kennzeichnung einer Funktion. In der konkreten Wirklichkeit des
Naturwissenschaftlers bietet sich freilich, wie schon die Beispiele lehren, eine
Funktion in keiner dieser abstrakten, nur zur mathematischen Untersuchung
niitzlichen Gestalten y = f(z) usw. dar. Will man mit einer Funktion wirklich
arbeiten, so geniigt das bloBe Wissen, dall eine Zuordnung der y-Werte zu den
x-Werten vorliegt, oder das Aufschreiben der verhiltnism#fig wenig besagenden
Gleichung y = f(z) ebensowenig. Der Zusammenhang zwischen x und y muB
naher charakterisiert werden. Z. B. lduft ein betrichtlicher Teil natur-
wissenschaftlicher Untersuchungen darauf hinaus, von der blofen Kenntnis, daf3
iiberhaupt eine Funktion y = f(x) vorliegt, zu priiziseren Aussagen tiber sie vor-
zudringen. Solche genauere Kennzeichnung einer Funktion kann auf mannig-
fache Weise geschehen — die gewdhnlich in den Vordergrund geschobene Kenn-

zeichnung durch eine mathematische Formel, wie beim Ohmschen Gesetz y = ; ,
ist nur eine, wenn auch besonders wichtige Art.

B. Funktionstafel und graphische Darstellung.

1. Funktionstafel. Dem Naturwissenschaftler besonders geliufig zur Charak-
terisierung einer Funktion ist die sog. Funktionstafel oder Funktionstabelle, mit
deren Hilfe er z. B. die Ergebnisse seiner Beobachtungen niederzulegen pflegt.
Man trigt in eine erste z-Spalte untereinander die Werte der unab- ——m8FH————
hingigen Verénderlichen « ein, in eine zweite y-Spalte die ent- R
sprechenden Werte der abhéngigen Verénderlichen y. Neben jedem ‘
x-Wert steht dann der zugehorige Funktionswert y. Wie man
sieht, schlieBt die Funktionstabelle unmittelbar an den Funktions-
begriff an; bei ihr ist die Zuordnung praktisch durchgefiihrt. Statt
der Anordnung nach Spalten, die man nétigenfalls umbricht, kann auch (freilich
meist viel weniger iibersichtlich) eine Anordnung nach Zeilen gewahlt werden,
wie sie unzweckméiBigerweise z. B. in der Biologie bei der Niederschrift der Ergeb-
nisse von Auszdhlungen (Haufigkeit y als Funktion des Merkmals x) sehr iiblich
ist. Zur Anlegung von Funktionstabellen besonders gut eignet sich kariertes Papier.

2. Beispiel. Als Beispiel einer Funktionstafel ist hier die Temperatur y des
Wassers in einem Kalorimeter, in dem zur Bestimmung der Verbrennungswérme

Zeit Temperatur Zeit t Temperatur Zeit 1 Temperatur
z Yy x ‘ Y x Yy
2h 48m 18,300 2h 53m 22,500 2h 58m l 24,270
30 95 | 30
49 35 54 23,30 59 30
‘ 50 23,60 l 30
50 | 80 55 } 80 60 30
19,30 i 95 ‘ 30
51 95 56 | 24,05 ;
20,60 1 15 \
52 21,30 57 20 i
22,00 { 25 |
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von Kohle ein Stiick Kohle im Sauerstoffstrome verbrannt wird, als Funktion
der Zeit x angegeben. 2P 48™ wurde die Kohle eingeworfen, dann wurde aller
halben Minuten die Temperatur in Celsiusgraden abgelesen. Die Angabe der
halben Minuten ist in der x-Spalte zur Erhohung der Ubersichtlichkeit — ein
Zweck, fiir den man kein Mittel sparen soll — unterlassen; aus demselben Grunde
ist die Tabelle nicht durchlaufend fortgefithrt, sondern umbrochen.

3. Schaubild. Mit der Funktionstafel verbindet man in der Regel eine graphische
Darstellung oder ein Schaubild (Diagramm), welches den ,,Verlauf” der Funktion,
die Art der Anderung von y bei Anderung von z, in einprigsamer Anschaulich-
keit erkennen 14B8t. Der Wert der graphischen Darstellung kann gar nicht hoch
genug veranschlagt werdenl. Aufschliisse, welche aus der Tabelle nur miihsam
zu entnehmen sind, liefert das Schaubild oft ,,auf den ersten Blick’ im wahrsten
Sinne des Wortes.

4. Das rechtwinklige Koordinatensystem. Am gebrauchlichsten ist die Dar-
stellung einer Funktion y = f(x) durch eine Kurve in einem rechiwinkligen Ko-
ordinatensystem. Die Grundgedanken dieses Verfahrens sind allgemein bekannt
und werden beispielsweise vom Arzte bei der Her-
stellung der ,,Fieberkurve* eines Kranken bestintig
angewandt. Man zeichnet zwei sich rechtwinklig
schneidende gerade Linien, die Koordinatenachsen,
eine wagerecht, die andere senkrecht (Abb.1). Zu-
sammen bilden sie das sog. Koordinatenkreuz; ihr ;
Schnittpunkt O wird Anfangspunkt oder Ursprung L i
genannt. Die wagerechte W2 1T 7 223
Gerade heiBt z- Achseoder Vorzeichen von z und y. -7
Abszissenachse; auf ihr  Quadrant = l Y L2 ]
kommen die z-Werte zur ! o . 7
Darstellung. Die senk- I% !
rechte Gerade heiBt y- 1y ¥
Achse oder Ordinaten- 1v
achse; auf ihr versinn-
lichen wir die y-Werte. Und zwar bringt man auf beiden Achsen vom Ursprung als
Nullpunkte aus nach beiden Seiten gleichmaBige Teilungen wie auf einem MaBstabe
oder auf der Skala eines Thermometers mit ihren Wiarme- und Kaltegraden an. Die
Strecke, welche die Einheit darstellt und damit der ganzen Teilung zugrunde liegt,
die sog. Einheitsstrecke, kann, wenn es giinstig erscheint, fiir die wagerechte und die
senkrechte Richtung verschieden groB gewihlt werden. Nach rechts und nach oben
hin kommen iiblicherweise die positiven, nach links und nach unten hin die negativen
Zahlen zu stehen. Der Zahl x entspricht dann eindeutig der mit = zu bezeichnende
(z. B. bei positivem & um 2z Einheiten nach rechts vom Ursprung entfernte) Punkt
auf der Abszissenachse und umgekehrt, der Zahl y der mit y zu bezeichnende Punkt
auf der Ordinatenachse und umgekehrt. Als Vertreter des Wertepaares z, ¥ nehmen
wir den Schnittpunkt P der Senkrechten durch den Punkt x auf der z-Achse mit
der Wagerechten durch den Punkt y auf der y-Achse. Wir gewinnen den Punkt
P(z, y) auch dadurch, daB wir zundchst auf der z-Achse nach dem Punkte = gehen
und dann, im OrdinatenmafBstab gemessen, um y aufwérts- bzw. abwirtssteigen.
Die Zahlen z, y heiBlen die Koordinaten des Punktes P(z, y), einzeln x die Abszisse,
y die Ordinate. Oft legt man diese Namen auch den entsprechenden Strecken O P,
und OP, bzw. P, P und P, P bei.

Y
R

N\ N o
T
]
1
t
H
]
1=
k3]
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Abb. 1. Rechtwinkliges Koordinaten-
system.

1 Vgl. AuersaAcE, F.: Die graphische Darstellung, Aus Natur und Geisteswelt 437 ; Prrani, M. :
Graphische Darstellung in Wissenschaft und Technik, Sammlung Goschen 728.
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5. Darstellung einer Funktion durch eine Kurve im rechtwinkligen Koordinaten-
system. Zur Darstellung der Funktion y = f(z) sucht man nun diejenigen Punkte
auf, welche den in der Funktionstafel verzeichneten Wertepaaren z, y entsprechen.
Diese Punkte in ihrer Lage in bezug auf das Koordinatenkreuz ersetzen die ganze
Funktionstafel; die Hohe jedes Punktes iiber der z-Achse gibt den Funktions-
wert y fiir das betreffende x.

Lassen wir das Auge an der Punktreihe entlanggleiten, so fithlen wir unwill-
kiirlich das Bediirfnis, die Punkte durch geradlinige Strecken oder durch eine glatte

7}
4

Kurve zu verbinden. Gewdhnlich zeichnet man
diese Kurve auch ein und nennt sie die graphische

3

Darstellung, das Bild, Schaubild oder die Schou-

linie der Funktion y = f(z) (Abb. 2), umgekehrt

y = f(x) die Gleichung der Kurve.

Man muB sich bewuBt sein, daB wir hierbei,
wenn von der Funktion weiter nichts als die zu-

1% grunde gelegte Funktionstafel bekannt ist, einen

Akt von auBlerordentlicher Kiihnheit begehen. Wir

Tl ] e
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*erginzen nidmlich durch die Kurve die Definition
der Funktion auch fiir alle nicht in der Tafel ver-

3.
J

iy
t

zeichneten Zwischenwerte von x, weil ja aus der

Abb. 2. Darstellung einer

Zeichnung zu jedem zwischen den in der Tafel

Funktion y = /(%) durch eine Kurve. ~ vorkommenden Argumenten gelegenen z das zu-

gehérige y als Ordinate der Kurve entnommen

werden kann. Die Kurve ,interpoliert”, wie man sagt, die Funktion auch fir alle
Zwischenwerte von z. Hierin liegt, ohne dal dies zumeist ausdriicklich hervor-
ehoben wird, eine Hypothese, welche freilich in vielen Fallen, wie theoretische
berlegungen oder praktischer Erfolg zeigen, wohlberechtigt und &uBerst nitzlich
ist. Daf in anderen Fillen Vorsicht geboten sein kann, lehrt ein spéter (S. 8)
zu besprechendes Beispiel. Wie die Interpolation von Funktionen rechnerisch
vorzunehmen ist, werden wir in I K 3—9 auf S.45—49 sehen.
6. Entspricht jeder gezeichneten Kurve eine Funktion? Einer beliebig ins Ko-
ordinatensystem hingeworfenen Kurve braucht, was sehr wichtig ist, keineswegs
eine Funktion y = f(x) in dem von uns erklirten Sinne zu entsprechen. Kurven-
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Abb. 3. Herausgreifen eines
eindeutigen Zweiges. -

und Funktionsbegriff decken sich nicht, was oft uber-
sehen wird. In Abb. 3 beispielsweise gehoren zu dem
vermerkten x vier Werte von y, zwel positive und
zwei negative, wahrend wir vorausgesetzt haben, dafl
jedem =z genau etn y zugeordnet sein soll. Man
spricht, wenn zu einem x mehrere y gehéren, zuweilen
von mehrdeutigen Funktionen im Gegensatz zu unseren,
dann genauer als eindeutig bezeichneten Funktionen.
Aber der Begriff , mehrdeutige Funktion* kann nur vom
fortgeschrittenen Fachmathematiker einwurfsfrei be-
nutzt werden. Der Anfinger vermeide ihn grund-
sitzlich und halte sich streng an unsere Funktions-
definition. Z. B. beruben viele Scherztrugschliisse,
durch die man 0 =1 u. dgl. ,,beweist, auf der be-
denkenlosen Anwendung mehrdeutiger Funktionen.

Kommen Kurven wie in Abb. 3 vor, so kann man leicht durch eine Zusatzvor-
schrift einen ,.eindeutigen Zweig™ (d. h. ein gewisses Kurvenstiick) herausgreifen,
der durch eine Funktion y = f(x) darstellbar ist, z. B. in der Abb.3 den an-
schraffierten ,,Zweig.
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7. Koordinatograph., Zum bequemen und genauen Einzeichnen von Punkten in ein Koordi-
natensystem gibt es besondere Apparate, die sog. Koordinatographen. Sie sind dhnlich gebaut
wie der Kreuztisch am Mikroskop. Man stellt an zwei rechtwinklig zueinander stehenden, gegen-
einander verschiebbaren Skalen die gewiinschten Koordinaten 2 und y ein. Dadurch wird ein
Schreibstift an die Stelle des Punktes #, y gebracht. Der Koordinatograph ist hervorragend
geeignet fiir den Vermessungsfachmann zum Anfertigen von Grundstiicksplinen, Einzeichnen
von vermessenen Punkten in MeBtischblitter u. dgl., wobei ja ebenfalls eine Festlegung durch
Koordinaten z und y in Frage kommt. Fiir die Anlegung des Schaubildes einer Funktion wird
seine Genauigkeit meist iiberfliissig hoch sein.

8. Millimeterpapier. Da empfiehlt sich mehr das allgemein bekannte Millimeter-
papier (auch Koordinatenpapier genannt). Bei der gebrauchlichsten Ausfiihrung sind
die wagerechten und senkrechten ,,Netzlinien® im Abstande von je 1 mm gedruckt, so
daB eine Einteilung des Papiers in kleine Quadrate von 1 mm Seitenlinge zustande
kommt. Die Halb- und Vollzentimeterlinien sind durch kraftigeren Druck hervorge-
hoben. Fiir meteorologische und éhnliche Zwecke sind Papiere, die sog. Profilpapiere,
kauflich, bei denen die Einteilung in der wagerechten Richtung der Einteilung des Jahres
in Monate oder des Monats und der Woche in Tage oder des Tages in Stunden entspricht.

9. Praxis der graphischen Darstellung. Auch bei Benutzung von Millimeterpapier versiume
man niemals, die Koordinatenachsen deutlich hervortretend einzuzeichnen. Meist braucht man
nicht alle 4 ,,Quadranten®’, I, IT, III und IV (Abb. 1), in welche die Ebene durch das Koordinaten-
kreuz zerfallt, sondern nur den rechten oberen ,,ersten‘* Quadranten, in dem die positiven Werte
von % und y zur Abbildung gelangen (iiber die Vorzeichen von x und y in allen 4 Quadranten
vgl. die Zusammenstellung bei Abb. 1). In solchem Falle legt man den Ursprung vorteilhaft
in die linke untere Ecke der Zeichnung und trigt nur die ,,positiven Halbachsen® mit den
positiven z- und y-Werten ein, welche dann die Zeichnung nach unten und links beranden.
Man behilt auf diese Weise in der Zeichnung keinen unnétigen leeren Raum und kann einen
groBeren Mafstab wihlen.

Auf den Achsen bringe man stets die fiir das Schaubild in Frage kommende Bezifferung an.
Bei weitem nicht immer wird man, was das Millimeterpapier an sich nahelegt, 1 cm als Einheits-
strecke verwenden, sondern oft auch 2cm oder 5cm oder 10 cm. Dann kennzeichnet man
eben die positiven und negativen Vielfachen von 2 cm durch kriftige Strichmarken mit den
beigesetzten Zahlen 1,2,3,...; —1,—2,—3, ... und die aller 2 mm kommenden Zehntel
der Einheitsstrecke 2 cm durch feine Strichmarken. Auch schreibe man an die 2- und y-Achse
daran, welche GroBen auf ihnen zur Darstellung kommen und in welchen Einheiten. Zahlen
und Schrift sollen unterhalb der wagerechten, links von der senkrechten Achse und, wenn irgend
méglich, so stehen, daB sie ohne Drehen der Zeichnung lesbar sind (wichtig fiir Diapositive).
Die beobachteten, aus der Tabelle entnommenen Werte hebt man im Schaubilde durch kleine
Kreuze oder Kreise hervor (wie man sie bei Prizisionszeichnungen mit dem Nullzirkel herstellt),
deren Mittelpunkt der betreffende Punkt ist. Dicke Punkte zu verwenden, ist aus Schonheits-
griinden und auch deshalb unzweckmiBig, weil dadurch die genaue Ermittlung der Koordinaten
des Punktes erschwert wird. Die Schaulinie selbst soll von allen anderen Linien deutlich ab-
stechen. Jedem Schaubild gebe man einen Titel, der genau erkennen 148t, worum es sich handelt.
Im itbrigen aber iiberlade man das Schaubild nicht mit Einzelheijten und Erluterungen, sondern
schreibe diese (Versuchskonstanten, Apparatenummern u.dgl.) in eine besondere Zusammen-
stellung daneben. Ist das Schaubild zur Vervielfiltigung etwa durch Lichtpausverfahren oder
zur Anfertigung eines Bildstockes fiir den Druck bestimmt, so ist es angebracht, auf Millimeter-
pauspapier zu zeichnen. Diejenigen Netzlinien, welche auch in der Pause oder im Druck erscheinen
sollen, muBl man mit Tusche nachzeichnen.

Ein wenig Sorgfalt und ein paar Minuten Arbeit in der geschilderten Richtung sparen oft
mehrere Stunden (vielleicht noch dazu vergeblicher) Versuche, sich nach einigen Monaten oder
Jahren wieder in ein unvollstindiges Schaubild hineinzufinden.

10. Beispiele fiir graphische Darstellungl. Das Schaubild Abb. 4 betrifft die
Funktion y =1, der ,,Uberlebenden 1, vom Alter z. Man versteht unter I, die
Anzahl derjenigen Menschen unter 100000 Geborenen, welche beim Alter z noch
am Leben sind. Durch sorgfiltige statistische Zéhlungen sind sehr genaue Tafeln
fir die Funktion y =1,, sog. Absterbeordnungen, hergestellt worden. Nach-
stehend findet man ein Bruchstiick der nach den Volkszahlungen von 1900, 1905

1 Fir Hilfe beim Zeichnen der Abb. 4, 8, 10, 11, 18, 23, 24, 25, 26, 40, 44, 45, 57,
58, 59, 60, 63, 66, 68, 69, 79, 93, 94, 95, 159, 161, 162, 163, 164, 172, 173, 174 bin ich
Frl. Ince SeyNscHE (Gottingen) herzlichen Dank schuldig.
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und 1910 gewonnenen séchsischen Absterbeordnung fiir Manner, der Grundlage
fiir das Schaubild. Auf der z-Achse entspricht 3/, cm 10 Jahren, auf der y-Achse
00 1 em 20000 Lebenden (zur

" Abkirzung fir ,entspricht
empfiehlt sich das Zeichen ~ ,
& also z. B. 1 cm 2 20000 Le-
N = bende). Da z und y nur
3, I positiver Werte fiahig sind,
,§ braucht die graphische Dar-
N \\ stellung nur den 1. Qua-
'\)"‘Io N
\:g:aa \\ % L
3 \ T
&)Zﬂ : ! :
S L 20 67067
® N 21 66782
0 22 66463
0 v w N w0 &0 w & v W 23 66162

Alfer & in Jahren 24 | 65890
Abb. 4, Im Alter z Uberlebende I, von 100 000 geborenen Ménnern. H \ :

dranten zu umfassen. Man iibersieht mit einem Blicke den ungeheuren Einflul
der Sauglingssterblichkeit, welche I, im ersten Lebensjahre von 100000 fir z = 0

50 auf 74239 fiir x = 1 herunter-

l [ driickt.  Dann ist wieder

24 / = zwischen z = 60 und « = 70

M3 pr ein besonders rasches Fallen
3 // von I, zu bemerken.

EZZ Als zweites Beispiel ist die

327 graphische Darstellung fiir die

'§ 20 V/ S.4 angefiihrte Funktions-

7 tafel der Wassertemperatur y

% A in einem Kalorimeter als

782"%,,, = = p . o et Funktion der Zeit x gewihlt.

Es wire offensichtlich sehr
Abb. 5. Wassertemperatur in einem Kalorimeter w

bei Verbrennung von Kohle, unzweckmifig, wollte man
auf der z-Achse die Ziéhlung
nait Ot 0™, auf der y-Achse mit 0°C beginnen. Man richtet vielmehr die Beziffe-
rung der Achsen so ein, dafl die Kurve in der Nahe des Ursprungs verlauft, setzt also
etwa an den Ursprung 2P 48m (den Zeitpunkt des Versuchsbeginns) und 18°C

(eine Temperatur etwas unterhalb der Anfangstemperatur des Wassers).

11. Weiteres Beispiel: Barometerstand. Pathologische Kurven und Funktionen.
Beim dritten Beispiel handelt es sich um den Barometerstand ( Lufidruck) b in mm
in Abhéngigkeit von der Zeit . Erstens ist die Kurve gezeichnet, welche aus einer
Tabelle abgelesener Barometerstinde durch Ubersetzen ins Graphische entsteht;
die beobachteten Punkte sind durch eine glatte Kurve verbunden (Abb. 6a).
Zweitens ist die Kurve eines selbstschreibenden Barographen fir dieselbe Zeit
wiedergegeben (Abb. 6b). Offensichtlich unterschlagt die erste Kurve alle Zacken
der zweiten Kurve und liefert fiir die Zwischenzeiten falsche Werte des Luftdrucks.
Dieses Beispiel mahnt zur Vorsicht, wenn das Schaubild einer Funktion lediglich
auf Grund einer Tabelle gezeichnet und die Definition der Funktion dadurch fiir
alle Zwischenwerte des Arguments erginzt wird. Durch hinreichende Verdichtung
der Beobachtungszeiten kann die Kurve der abgelesenen Barometerstinde der
selbsttétig aufgezeichneten Barographenkurve weitgehend angendhert werden.
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Dies trifft jedoch — und das ist ein zweiter beachtenswerter Punkt — nur
dann zu, wenn die Genauigkeit des Barometers und des Barographen ungeféihr
iibereinstimmen. Wahrend man an einem gewéhnlichen Barometer im Laufe

einer halben Stunde kein allzu starkes Schwanken im Luftdruck bemerken wird und
in die graphische Darstellung nach bester Uberzeugung ein geradliniges, im allge-
meinen nahezu wagerechtes Stiick eintrigt,
zeichnet ein Toeplersches Luftdruckvario-
meter unterdessen eine Kurve mit zahl-
reichen Zacken wie in Abb. 6¢ aufl. Der
Widerspruch 16st sich hier zunéchst durch Be-
achtung der verschiedenen Mefigenauigkeit.

Wie sieht aber die Luftdruckkurve wirk-
lich aus? Diese Frage riihrt bereits an
letzte Probleme der Naturwissenschaften,
der Mathematik und der Erkenntnistheorie.

Wir kommen zu ,,pathologischen’* Kurven,

welche in jedem noch so kleinen Intervall

wunendlich oft auf und ab zittern. Der

Mathematiker muf} sich natiirlich von sol-

chen Moglichkeiten genau Rechenschaft ab-

legen, dhnlich wie, mit einem treffenden Vergleiche, der Pathologe auch den ab-
stofendsten Mifbildungen und Entartungen nachgeht oder der psychologische Roman
gern iibersteigerte, krankhafte Formen des Seelenlebens zum Vorwurfe nimmt. Der
Naturwissenschaftler braucht sich gliicklicherweise um jene Moglichkeiten nicht allzu-
sehr zu bekiimmern?. Fiur ihn geniigt in den weitaus meisten Fallen die ,,gesunde
Mathematik mit ihren anschaulichen und ,verniinfiigen Kurven, wie er sie als
Verbindungslinien von Punkten aufs Papier zeichnet, und den entsprechenden Funk-
tionen. Wenn man es ganz genau nimmt, mag man an die idealen breitelosen Mittel-
linien der gezeichneten Kurven denken. — Fiir den Naturwissenschaftler ist, das
sei grundsdtzlich bemerkt, eine gewisse Unbekimmertheit, ein frisches Vorwérts-
gehen in mathematischen Dingen oft wertvoller und férderlicher als allzu eingehende
Versenkung in filigranhafte Einzelheiten.

12. Stetigkeit. Bei dieser Gelegenheit sei die sog. Stetigkeif einer Funktion er-
wahnt. y = f(«) heiBit, in Anlehnung an das geometrische Bild und das Zeichnen
einer Kurve in einem ,,stetigen Zuge*, an einer Stelle x = x,, y = y, stelsg, wenn
einer kleinen Anderung des = von 2, aus eine kleine Anderung des ¥ von y, aus

1 Vgl. ToerLEr, M.: Uber Beobachtungen von kurz dauernden Luftdruckschwankungen
(Windwogen), Ann. d. Phys., 4. Folge, Bd. 12, S. 787—804. 1903.

2 Doch ist hier vielleicht einer der Punkte, wo, lediglich durch restiose Folgerichtigkeit,
die moderne Physik (Quantentheorie) weiterkommen wird.
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entspricht oder mit anderen Worten fiir alle an x, nahe benachbarten x der Funk-
tionswert f(x) wenig von f(x,) verschieden ist. Von Stetigkeit in einem Infervall
redet man, wenn y = f(x) fiir alle 2-Werte zwischen zwei Zahlen ¢ und b (man
schreibt ein solches x-Intervall gern in der Form {(a, ) oder a << x =< b) stetig ist.
Unstetigkeit liegt z. B. vor, wenn die Funktion an einer Stelle” # = z, einen
Sprung macht (Abb. 7), so daB man von dem irgendwie erklirten Funktionswert
Yo=1(%,) an der Sprungstelle z, selbst zu Funk-

v —/y:fﬂz tionswerten fiir nahe benachbarte x im Bilde nur
unter Abheben des Zeichenstiftes gelangen kann.

T (Man darf nicht etwa das Bild der Funktion aus

dem linken Kurvenbogen, dem rechten Kurven-

& bogen und einem senkrechten Geradenstiick da-

J/ zwischen an der Sprungstelle zusammensetzen,

0 &, z  weil dann dem Argumente x = z, nicht mehr
Abb. 7. Unstetigkeit durch Sprung. ein einziger Funktionswert zugeordnet wire im

Widerspruch mit unserer Funktionsdefinition.)

13. Beispiel fiir Unstetigkeit durch Sprung: Zugversueh. Ein Beispiel fiir Unstetig-
keit durch Sprung (natiirlich nur mit einer gewissen Idealisierung der naturwissen-
schaftlichen Verhéltnisse) bietet der mechanische Zugversuch oder Zerreifversuch.
Ein in einer ZerreiBmaschine immer stirker belasteter Metallstab erfihrt zunichst

Belastun eine Verlingerung proportional der Be-
P in kg lastung, entsprechend dem Hookeschen
6000 - - Glesetz, wobei als Bild eine Gerade durch
™ | den Ursprung O auftritt! (Abb. 8). Bei
e Verminderung der Belastung geht die
4000 M1 Verlangerung wieder bis auf Null zuriick
(Elastizitit). Fir eine gewisse Bela-
P'do00 stung, die sog. obere Fliefbelastung P’
" aber kann pl6tzlich die Belastung ver-
J mindert werden, ohne daf§ die ,,Flief-
-0 verldngerung® sich dndert (Uberschrei-
0 2 Y 6 F] 70 s .

Verldngerung A in mm tung der Elastizitatsgrenze). Von einer
" . gewissen Belastung kleiner als der

Abb. 8. Forminderungskurve beim Zugversuch .
P’ obere, P” untere FlieBbelastung. oberen FlieSbelastung, der sog. ,,unteren

Flief3belastung® P’ aus nimmt bei Ver-
mehrung der Belastung die Stabverlingerung dann weiter zu. Bei der FlieBver-
léngerung liegt also eine Sprungstelle der Belastung als Funktion der Verlingerung.

14. Wie stellt sich der Naturwissenschaftler zur Stetigkeit? Weitere Beispiele fiir
Unstetigkeiten, insbesondere die sog. Unstetigkeit durch Unendlichwerden, werden
wir spiter kennenlernen (S.34—35). Nahere Untersuchung der Stetigkeit, insbesondere
der sonderbaren Fille, welche auch bei stetigen Funktionen im Gegensatze zu einer
weitverbreiteten, aber falschen Auffassung noch vorkommen kénnen, ist Sache
des Mathematikers. Fiir den Naturwissenschaftler geniigt die Bemerkung, daB
das Hereinkommen von Unstetigkeiten in der Regel durch Warnungszeichen in
Gestalt von Sonderbarkeiten in der Rechnung und immer durch Warnungszeichen
im Schaubilde angekiindigt wird. Im iibrigen setzt er die von ihm benutzten Funk-
tionen stillschweigend als stetig voraus. Dafiir konnte ihm der Mathematiker
strenge Beweise liefern, wenn es sich nicht in Wirklichkeit nur um eine die mathe-
matischen Uberlegungen vercinfachende Annahme handelt; man denke z. B. an
die molekulare Struktur der Materie, die vielen naturwissenschaftlichen GroBen
tatsiichlich einen unstetigen Charakter verleiht.

1 Vgl. Abschnitt H, S. 271f.
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15. Funktion gegeben durch Zeichnung. Die erwihnte Luftdruckkurve eines
Barographen, der sich viele dhnliche Diagramme von Registrierinstrumenten, wie
Blutdruck-, Herztétigkeits- und Atmungsschreibern des Arztes, KErdbeben-
messern u. dgl., anfiigen lieBen, zeigt eine neue Moglichkeit, wie eine Funktion
gegeben sein kann: durch ihr Schaubild, allgemeiner durch irgendeine Zeichnung.
Diese Art ist in gewissem Sinne vollkommener als die Tafel, weil sie den Funk-
tionswert nicht nur fiir endlich viele voneinander verschiedene (,diskrete’’) Argu-
mente, fiir unstetig verinderliches Argument, liefert, sondern auch fir die Zwischen-
argumente, fiir stetig veriinderliches Argument. Hierdurch erklirt sich ein weit-
verbreitetes Streben nach Ersetzung der Beobachtung durch automatische Re-
gistrierung. In anderem Sinne ist die Zeichnung wieder weniger vollkommen als
die Tafel, weil die beschrinkte Ablesegenauigkeit hereinspielt.

C. Formeln und idhnliches fiir Funktionenl.

1. Festlegung einer Funktion durch eine Formel, Definition o.dgl. SchlieBlich
ist noch einer weiteren, scharf umrissenen Art des Gegebenseins einer Funktion
zu gedenken, der die beiden soeben erwiahnten Mingel nicht anhaften. Wir haben

sie schon beim Ohmschen Gesetz y = % kennengelernt, und sie tritt besonders

in der Mathematik haufig auf. Dort ist eine Funktion in der Regel durch eine
Formel (wie man auch ziemlich verwaschen sagt, einen ,,analytischen Ausdruck‘),
eine mathematische Definition o. dgl. gegeben.

2. Beispiele. Beispielsweise ist der Umfang u eines Kreises eine Funktion des
Halbmessers 7, d. h. zu jedem Halbmesser r gehort ein gewisser Umfang u. Diese
trivial anmutende Aussage bekommt einen prézisen Inhalt durch die Formel
oder das Abhdngigkeitsgesetz

u=27r,
wobei mit 7 die konstante Zahl (die Konstante, der Festwert) m = 3,14159 . . . oder?
7 == 3,1416 oder 7 =~ %% bezeichnet ist. Die Formel gestattet, zu jedem vorgegebenen

Werte des Radius, z. B. 5cm, den zugehdrigen Umfang zu berechnen; es wird
u=27-5cm =31,4159 ... cm.

Sie ersetzt also eine ungeheuer ausgedehnte Funktionstabelle, in der zu jedem
Werte von r das zugehorige w aufgeschrieben ist, oder eine graphische Darstellung
von unbegrenzter Genauigkeit. Ahnlich steht es bei der Formel
§ = g t2 (g == 981 cm sek—2) ,
welche die Fallstrecke s beim freien Fall als Funktion der Fallzeit ¢ darstellt, oder
bei der Formel T
F =2
“180°

welche die Fliache F eines sphirischen Dreiecks auf einer Kugel vom festen Radius @
mit dem sphérischen ExzeB ¢ in ¢ (dem Uberschul der Summe der Dreieckswinkel
iiber 1809) verkniipft.

3. Mathematisch definierte Funktionen. Absoluter Befrag. Mathematische

Definitionen legen z. B. die Funktionen
1

N y= l/‘;c'= 22 und y=logx
1 Gleichzeitig mit Abschnitt C sieht man sich zweckmaBig die Abschnitte H (S. 27—38)

und L (8. 49—55) an.
2 Dag Zeichen =~ bedeutet ,,angendhert gleich‘.
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fest (Abb. 9 und 10), wobei fiir die Wurzel noch eine Zusatzvorschrift iiber das
Vorzeichen zu machen ist. Es soll positiv sein, und wir wollen in Zukunft das Sym-
bol } immer in diesem Sinne verstehen. Man soll zu dem gegebenen z ein positives ¥
suchen, das quadriert y2? == x liefert. Wenn man sich auf die reellen Zahlen be-
schrankt, was wir stets tun werden, so weil}
| VL |~ man, daf der Definitionsbereich der Funktion
Y .
L

|

i@, Yy = ]/x aus den positiven reellen Zahlen besteht;
denn zu negativem xz gibt es keine reelle Qua-
dratwurzel. Wiirden wir keine Forderung wegen
y, des Vorzeichens stellen, so bekiimen wir keine
(eindeutige) Funktion. Denn dann erhielten wir

zu jedem positiven z nicht ein y, sondern zwei,

|

N 1 2 ‘1 ¥ ¥ 9 die ohne Riicksicht aufs Vorzeichen oder, wie
~ man auch sagt, absolut gemommen oder dem
‘]\ absoluten Betrage nach einander gleich sind,
s z.B. zu x = 9 die beiden Werte y = + 3 und

y:’-G:—'lﬁI \\\\\\ y — ____3 . y —I—
1 Um ausdriicklich hervorzuheben, daf} es sich
Abb. 9. Quadratwurzel. bei unserer Funktion y = Vz um das.positive
Vorzeichen handelt, schreibt man zuweilen (was
aber bei unserer Verabredung unnétig ist) y = | Vx\ . Unter |a| (sprich: ,,Betrag

13

von a‘‘ oder ,,absoluter Betrag von a) versteht man némlich den Wert einer Zahl a
unter Fortwerfung des Vorzei-

chens, also bei positivem a die

| et

Zah] a selbst, bei negativem «

- IH@TI die positive Zahl —a. |a| ist

A die Lange der Strecke vom Ur-

- ! sprung nach dem Punkte a auf

1 ; 1 der z-Achse und immer positiv.

Die Quadratwurzel mit ne-

N~

gativem Vorzeichen y = —| J/x |

ist auch eine Funktion von 2 und

. der andere ,,Zweig* der ,,mehr-

Abb 10. Zehnerlogarithmus. » ”»
chnerbgrithmos deutigen Funktion“ y = Qua-
dratwurzel aus z. In Abb. 9 ist ihr Bild gestrichelt eingezeichnet. Aber diese Funktion
interessiert den Naturwissenschaftler fast nie, fir ihn kommt vielmehr fast nur

die Funktion y = Va; mit positivem Vorzeichen in Betracht.

Die ausfiihrliche Definition der Funktion y = logz lautet: y soll so beschaffen
sein, daf die y-te Potenz 10¥ von 10 den Wert z hat. Z. B. ist y fiir # = 100 gleich 2
wegen 102 = 100. Auch die Funktion y = logz ist nur fiir positive z sinnvoll.

Weitere Beispiele mathematisch definierter Funktionen, bei denen das Wort
Funktion schon im zusammenfassenden Namen vorkommt, sind die trigono-
metrischen ,,Funktionen‘ sinz, cosz, tanz, cotz (vgl. Abschnitt L, S. 49—55).

4. Prinzipielles iiber Formeln. Stellung des Naturwissenschaftlers zn ihnen.
Zur wirklichen numerischen und zeichnerischen Beherrschung ahstrakt-mathe-
matisch definierter Funktionen miissen aus der Definition gewisse Rechenwvor-
schriften hergeleitet werden, welche zu jedem z das y tatsichlich zu berechnen
gestatten. Bei der Quadratwurzel wird diese Rechenvorschrift in der Schule gelehrt.
Beim Logarithmus hingegen ist sie zu verwickelt, als daB man sie immer neu durch-
fithren konnte und wollte. Man greift daher fiir praktische Zwecke wieder auf die
Funktionstafel — hier Logarithmentafel — zuriick, in der fiir hinreichend viele
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Argumente x der Funktionswert y — log « verzeichnet steht. Diese Bemerkung
ist prinzipiell bedeutsam. Denn sie zeigt, daB mit der Definition oder dem Auf-
schreiben einer verwickelten Funktion, wenn keine Tabellen fiir sie vorliegen oder
wenn nicht an anderer Stelle dadurch eine wesentliche Vereinfachung oder eine neue
Einsicht erzielt wird, gar nichts gewonnen ist. Insbesondere kann fir den Natur-
wissenschaftler eine gute graphische Darstellung viel mehr wert sein als eine nicht wirk-
lich beherrschie oder zu verwickelte Formel.

Andererseits ersetzt die Formel eine ganze ausgedehnte Tabelle und liefert zu
einem beliebig gewahlten Werte von « den zugeordneten Wert von y, ohne daf erst von
neuem das Experiment befragt werden mufl. Daraus erklirt sich das Streben des Natur-
wissenschaftlers, an die Stelle der Tabelle die Formel treten zu lassen. Man dringt so
von Experiment, Beobachtungstabelle und graphischer Darstellung zur ,, Faustformel
und bei Einordnung in gréBere Zusammenhénge zum Naturgesetz vor (vgl. z. B. H 13,
S.32—33; J4—7, S.42—44). Es leuchtet ein, dafl man hierzu einer guten Kenntnis
der von der Mathematik zur Verfiigung gestellten einfachen Funktionen und ihrer
Schaubilder bedarf, um aus einer Tabelle oder graphischen Darstellung herauslesen zu
konnen, welche mathematische Funktion etwa dazu paBt. Auch mufl man wissen, wie
sich naturwissenschaftliche Tatsachen und Hypothesen — z. B. daB beim Radium-
zerfall die Zerfallgeschwindigkeit proportional der vorhandenen Radiummenge ist —
in charakteristischen Eigenschaften mathematischer Funktionen widerspiegeln.

Wenn eine Funktionstabelle zu keiner der gebrauchlichen Funktionen paBt, kann
man oft mit den leider viel zu wenig bekannten graphischen Verfahren! weiterkommen,
welche zudem vor der rechnerischen und formelméaBigen Behandlung den Vorzug der
Anschaulichkeit haben. Auch lehrt die Mathematik systematisch, besonders einfache
Funktionen zu finden, welche fiir die gegebenen Werte von z die beobachteten Werte
von y annehmen (Interpolationsrechnung, K 3—9, S.45—49) oder welche die Beobach-
tungen ,,moglichst gut* darstellen (4usgleichungsrechnung?). Niemals darf man frei-
lich gerade hier die Formel iberwuchern lassen und vergessen, daB sie nicht Selbst-
zweck, sondern Hilfsmittel ist. Dies gilt besonders fiir die Biologie, wo um der Mathe-
matik willen den Tatsachen zuweilen Gewalt angetan worden ist und wo zudem die
gefundenen Formeln manchmal weniger besagen als eine gute graphische Darstellung.

D. Implizite Funktion, Umkehrfunktion, zusammengesetzte Funktion.

1. Implizit gegebene Funktionen. AuBer der ,,expliziten Definition einer Funk-
tion — bei ihr wird von vornherein angegeben, in welcher Weise y aus x hervor-
gehen soll, und es kann sogleich y ,,explizit‘ als Funktion y = f (x) aufgeschrieben

werden, wobei nur an Stelle von f(x) viel prézisere Symbole wie |/ & oder log x treten
oder eine Tabelle oder Zeichnung o. dgl. vorliegt -— spielt noch die sog. ,,implizite’
Definition eine Rolle. Bei ihr ist lediglich eine Beziehung zwischen x und y vor-
geschrieben, aus der man nach den Regeln des Buchstabenrechnens erst y auszu-
rechnen hat, vorausgesetzt, dal} dies wirklich geht. So steht es z. B. beim Boyle-
Mariotteschen Gesetz pV = konst = k

(p Druck, V Volumen eines idealen Gases von konstanter Temperatur)

! Vgl. z. B. ProLss, O.: Graphisches Rechnen, Aus Natur und Geisteswelt 708; NEUEN-
DORFF, R.: Praktische Mathematik, Aus Natur und Geisteswelt 341 u. 526; Ruwae, C.:
Graphische Methoden, Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner.

? Die Ausgleichungsrechnung hat, entgegen dem urspriinglichen Plane, aus Platzmangel
leider nicht in die vorliegende ,,Einfithrung* aufgenommen werden konnen. Man lerne sie etwa
aus HarpacH, V.: Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate, Leipzig u.
Berlin: B. G. Teubner; HeceMANN, E.: Desgl.,, Aus Natur und Geisteswelt 609; WEIT-
BRECHT, W.: Desgl., Sammlung Goschen 302 u. 641, oder aus der ganz wundervollen Darstellung
Porya, G.: Wahrscheinlichkeitsrechnung. Fehlerausgleichung. Statistik, Abderhaldens Hand-
buch d. biol. Arbeitsmethoden, Abt. V, Teil 2. Vgl. auch II B 12, 8.84 und II B 17, S.87—S88.
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oder beim Wienschen Verschiebungsgesetz

Im T = konst = b
(T absolute Temperatur, 1,, Wellenlinge hochster Strahlungsintensitit im Spektrum),

welche echte Gleichungen im Sinne der Algebra zur Bestimmung von V bzw. ,, als
Funktionen von p und 7' darstellen:

Verwickelter liegt die Sache schon bei der van der Waalsschen Gleichung

a
(p—i—ﬁ> (V—b) = RT
(p Druck, V Volumen, T' absolute Temperatur eines Gases, @, b, B Konstanten)

aus der Lehre von den Gasen und Flissigkeiten. Denken wir uns die Temperatur

T konstant und wollen wir ¥ als Funktion von p ausrechnen, so stoBen wir auf eine
Gleichung 3. Grades

RT a ab
ys —(b 4 )V2 L ly %y,
p p p
und diese liefert fiir V einen denkbar uniibersichtlichen Ausdruck. Das Beispiel

z? 4 y? =

zeigt sogar, daB y durch eine Gleichung zwischen  und y iiberhaupt nicht bestimmt
zu sein braucht. Denn fiir jedes reelle « = 0 ist die Gleichung bei reell erwartetem y
sinnlos. Oder man kann vielleicht die Gleichung zwar nach y auflésen, aber es
ergibt sich keine Funktion in unserem Sinne. So ist es bei der Gleichung

x4 y?=a?,
y=7=F|Ja*—a?

ergibt. Die Wurzel kann mit positivem oder negativem Vorzeichen gezogen werden,
und es gehéren zu jedem x zwischen — a und + @ zwei y statt eines y, wie es die
Funktionsdefinition voraussetzt.

2. Wie verhiilt sich der Naturwissensehaftler bei impliziter Definition einer Funk-
tion? Der Naturwissenschaftler verschafft sich hinreichende Klarheit dariiber, ob
und wieweit durch eine Beziehung zwischen # und y, die man symbolisch nach

welche aufgelost

P Vereinigen aller Glieder auf der linken Seite in
y>0 “ ~Ya-x =fl) der Form Fx,y) =0
zu schreiben pflegt, y als Funktion von x:
y =1f(z)
‘\:"’ o = 4% definiert wird, auf geometrische Weise. Man
\ / deute die Gleichung F (x, ) = 0, wenn dies még-
YO\ / lich ist — andernfalls ist y durch sie sicher nicht

/
\\\_ //‘EF-V“"J' %) 4ls Funktion von z erklirt — durch eine Kurve
‘@1_’ im rechtwinkligen Koordinatensystem. Dazu
Abb. %}ei{;mll‘)l(i:i;e) Ee;i’n_il'_ci;?  einer Funktion. sieht man entweder nach, welche geometrischen
’ ) Eigenschaften durch F(z, y) =0 ausgedriickt
werden. So besagt z. B. die Gleichung 22 + y2— a? = 0 oder 2% + y2 = a2, daB
das Abstandsquadrat des Punktes z, y vom Ursprung O, welches nach dem
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pythagoreischen Lehrsatze gleich der Summe der Quadrate der zueinander recht-
winkligen Abszisse z und Ordinate y ist, konstant gleich a2 sein soll. Die Kurve
mufl also ein Kreis vom Radius & sein (Abb.11). Oder man verschafft sich,
wenn das einfach geht, durch Auflésen der Gleichung F(x, y) = 0 nach y einen
expliziten, im allgemeinen mehrdeutigen Ausdruck von y durch x und konstruiert
danach mit Hilfe einer Tabelle ¢.4. die Kurve, wobei in der Regel zu jedem xz
mehrere y gehéren werden. Oder man stellt eine derartige Tabelle her, indem
man direkt in F(z, y) = 0 fiir « verschiedene Zahlenwerte einsetzt und zu jedem
z durch Ausrechnen oder systematisches Probieren die entsprechenden g, im all-
gemeinen mehrere, bestimmt.

Die so ermittelte Kurve fiir F (x, y) = 0 schneidet eine Parallele zur y-Achse
in der Regel mehrmals. Z. B. trifft der Kreis 22 4 y2 = @? jede Parallele zur
y-Achse in einem Abstande kleiner als der Radius ¢ in zwei Punkten, einem ober-
halb, einem zweiten unterhalb der z-Achse. Nun greift man einen ,,Zweig*‘ der Kurve
heraus, welcher jede solche Parallele nur einmal trifft, so daf also fiir diesen Zweig y
zu jedem x esndeutig bestimmt ist. Die Vorschrift des Herausgreifens zusammen mit
F(z,y) =0 gibt dann y als Funktion, genauer als eindeutige Funktion y = f(z)
von z. Z.B. wihlen wir beim Kreise den oberen Halbkreis ¥y > 0. Dann brauchen
wir zu 224 y?=a? oder y =1 ' Va?— 2 { nur hinzuzufiigen, daf die Wurzel positiv
gezogen werden soll, und wir haben eine eindeutige Funktion y = lVa2 — xz' von
z oder mit unserer Verabredung von S. 12 iiber das Vorzeichen beim Symbol J~ auch
einfach y = } a% — a2.

Wie man sieht, kommt es also bei einer implizit gegebenen Funktion nur darauf
an, einen ,eindeutigen Zweig** einer mehrdeutigen Funktion herzustellen. ijrigens
hat es der Naturwissenschaftler verhiltnismaBig selten mit implizit gegebenen
oder ,unentwickelten‘‘ Funktionen zu tun.

3. Umkehrfunktion. Monotonie. Lesen wir die Funktionstabelle einer Funk-
tion y = f(x) von rechts nach links, gehen wir also von den y-Werten aus und ordnen
ihnen die z-Werte zu, so kommen wir unter gewissen Umstdnden zur Umkehrfunktion

oder inversen Funktion. Jetzt ist y die unabhéngige und « die abhingige Verander-
liche, wir schreiben etwa

=@y -

Die graphische Darstellung der Umkehrfunktion erhalten wir, wenn wir das
Schaubild der Urfunktion y = f(x) (Abb. 12a) von links seitlich betrachten, wobei
sich der Anblick der Abb.12b darbietet. Ein Koordinaten-
¥ system wie in Abb. 12b, in dem die positive Halbachse fiir

die unabhéngige Veranderliche anders als gewohnlich nach
Y=/Z)  links lauft und die Drehung, z
welche die positive Halbachse der
unabhéngigen Veranderlichen auf Z=9(y)
! dem kiirzesten Wege in die posi- |
! y tive Halbachse der abhéngigen I
:. Veranderlichen iiberfiihrt, im
0 ! Uhrzeigersinne (in ,,mathematisch 0
< T pegativem Sinne'’) erfolgen muB, Y
Abb. 12a. Urfunktion helBt ein Link&gystem im Gegen_ Abb. 12b. .Umkehrfunktion
y=16@- satz zu dem iblichen Rechts- #= ) Im Linkssystemn.
system mit Drehung entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne (in ,,mathematisch posi-
tivem Sinne'’). Damit die Umkehrfunktion z = ¢ (y) wirklich eine Funktion gemiB
unserer Funktionsdefinition ist, d. h. zu jedem y nur ein x gehort, darf offenbar jede
Parallele zur z-Achse die Kurve y = f(z) nur in einem Punkte schneiden, d. h. es

wb&
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darf in der Tabelle und an der Kurve niemals bei verschiedenen « dasselbe y wieder-
kehren. Dies ist z. B. sicher dann der Fall, wenn die Funktion bzw. Kurve y = f(x)
stetig tst und mit wachsendem x bestindig (,,monoton‘)
7 steigt oder abfdllt:. Dann sind wir also ohne weiteres
sicher, da bei der Umkehrfunktion alles in Ordnung
ist. Wenn hingegen die stetig vorausgesetzte Kurve
y = f(x) teils steigt, teils fallt (Abb. 13), miissen wir
erst ein monoton steigendes oder fallendes Stiick, z. B.
das anschraffierte, herausgreifen, bei dem das zu einem
y gehorige x eindeutig bestimmt ist. Dieses monotone
Stiick, das beim Betrachten von links seitlich einen
Abb. 18  Nichtmonotone Funk- eindeutigen Zweig verkorpert, leitet dann zu einer Um-
kehrfunktion z = @ (y) hin.
Um bei der Umkehrfunktion Ubereinstimmung mit Y
der sonst bei Funktionen iiblichen Bezeichnungsweise
herbeizufithren, schreibt man

g

J gewdhnlich nachtriglich wie-
Yy=plx)y der x statt y und y statt z,
also
y =9,
Y

und zeichnet die Kurve aus

0 einem Linkssystem in ein ’
z < Rechtssystem um, Abb. 12¢. x
Abb.12¢. Umkehrfunktion y = ¢ (x) . Abb.12d. Urfunktion und
im Rechtssystem. Die zustandekommende Umkehrfunktion (Spiegelung).

Kurve ergibt sich einfacher
dadurch, daB wir die Kurve der Urfunktion an der in Abb. 12d strichpunktierten Halbie-
rungslinie des ersten Quadranten spiegeln (sie um diese Halbierungslinie umklappen).

4. Beispiel: Quadrat und Quadratwurzel.

yi B ] /] Ein lehrreiches Beispiel bietet die Urfunktion

4 . y = 27, deren Tafel die bekannte, vielen Log-

\ " arithmentafeln beigefiigte Quadratzahltafel ist.
\ sl 4 Tiir die Zeichnung entwirft man sich zunichst
\ / A — etwa das abgedruckte Téfelchen. Durch Ein-
VB / — schieben weiterer Argumente, etwa x = £ 0,5;

- /@=p¢g¢%'— +1,5; =2,5 bekommt man auf Millimeter-

T ~—————— vpapier so viele Punkte, wie man

N | z J haben will, und kann das Schau-
RN IR RN P'E] 3 5 bild Abb. 14 bei beliebigem MasB-
AP —9 1 stabe mit jeder gewiinschten Ge-

R SumniL —1 1 nauigkeit herstellen. Es ist eine

2 Ry 0 0 die |y-Achse umschliefende, zu

é i ihr éymmetrisehe und nach oben

Abb. 14. (ggv‘,’gg;?;h‘;“%a?a‘;;‘};?“’“m‘ 3 ’ 9 offene und hohle Kurve, die be-

kannte gewchnliche Parabel. Sie
wird von jeder Parallelen zur z-Achse in zwei Punkten geschnitten. Wir kénnen also
nicht ohne weiteres eine Umkehrfunktion erwarten. Dies ist erst der Fall, wenn
wir ebwa nur die rechte Parabelhilfte beriicksichtigen. Sie steigt mit wachsendem
2 monoton an und wird von jeder Parallelen zur z-Achse nur in einem Punkte

1 Statt ,,bestindig” oder ,,monoton zu- oder abnehmend sage man nicht, wie es leider
manchmal geschieht, ,,stetig® zu- oder abnehmend, weil das Wort ,,stetig® schon anderweit
verbraucht ist (vgl. S.9-—10).
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getroffen. Klappen wir um die Halbierungslinie des ersten Quadranten um, so ent-
steht ein Parabelbogen, der nach unten hohl {ber der z-Achse verliuft. Die ent-
sprechende Umkehrfunktion heiflt (schon mit Vertauschung von z und y) mit

unserer Verabredung iiber das Vorzeichen von } -
1

y=|ax=2a2.

Hitten wir die linke Hilfte der Parabel y = z2 umgeklappt, so wiren wir zu einem
nach oben hohlen Parabelbogen unterhalb der z-Achse und zur Funktion

(der Quadratwurzel mit negativem Vorzeichen) gelangt.

5. AnschluB an die implizite Definition einer Funktion. Beide Zweige y = |
und y= — }/ zusammen geniigen der Gleichung

y:=x.

Sie geht aus der fritheren Parabelgleichung y = 2 durch Vertauschung von z und y
hervor. Ihr geniigen die Koordinaten aller Punkte auf der aus den beiden Parabelbogen
oberhalb und unterhalb der z-Achse zusammengesetzten vollen, die positive x-Halb-
achse umschlieBenden und nach rechts offenen Parabel. Durch sie werden beide ,, Funk-

tionszweige y = Vx und y = —]/ x, welche beide als Umkehrfunktion zu y = z?2
geeignet sind, implizit definiert, und wir haben den Anschlufl an die Darlegungen
iber implizit gegebene Funktionen erreicht, wo auch die an sich vorhandene ,,Mehr-
deutigkeit” das Herausgreifen eines eindeutigen Zweiges notwendig machte. Zur
Unterscheidung der beiden Parabellagen nach den Gleichungen y = x2 und y2 =z,
worauf es oft sehr ankommt, kann man sich merken: die Parabel legt sich um die
Achse herum, deren Koordinate in der ersten Potenz auftritt. Man hiite sich vor

Verwechslungen.

6. Zusammengesetzte Funktion. Es ist am Platze, im AnschluB an den Begriff
der Umkehrfunktion noch einen weiteren iiberaus niitzlichen Begriff zu erwihnen,
den der zusammengesetzten oder mittelbarenFunktion oder der Funktion von Funkiion.
Bei der Funktion y = (2 4 3)2 z. B. soll von « zuerst die Funktion 2z - 3 gebildet
werden und dann von dieser Funktion eine neue Funktion, nimlich das Quadrat,

& 6 w &
) KU Yy =Are) y y|=f piz))

5 5 5 (‘
/ - TN \ [

4 : y ; \ ¢

3 J \ 3
U,

2 2 Y 2 g

7_~FJ 7 7 ,

g " 0 0 !

07 225 ¥ 5 6_7 0 7 2 3 4us 6.7 1] 23 4 5 6 _7

73 x

Abb. 15a, b und ¢. Zusammengesetzte Funktion.

ehe man zu y gelangt. Man fihrt da gern eine Zwischenfunktion, Hilfsfunktion,
Zwischenverdnderliche oder Hilfsverdinderliche w = 2x -+ 3 ein und hat damit

u=2x+3, y=nul

Allgemein liege etwa u = @ () und y = f(u) vor, dann ist y = f(¢p(x)) eine
mittelbare Funktion von x durch Vermittlung von u, voratsgesetzt natiirlich, da
die Werte von w = ¢ (x) dem Definitionsbereich von y = f(u) angehéren, so dafl man

Walther, Einfiihrung.

2
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fiir sie y iiberhaupt zu bilden vermag. Das Bild der Zwischenfunktion % ist eine
Kurve u = ¢(z) in einem xu-System (Abb. 15a), das Bild der Funktion y in Ab-
hingigkeit von % eine Kurve y = f(u) in einem uy-System (Abb. 15b). Zu einem
Argument z findet man das zugehorige y, indem man zunéchst im 2u-System die Or-
dinate w zur Abszisse = sucht und dann dieses u als Abszisse im wy-System ver-
wendet. Zu ibm gehért als Ordinate der gesuchte Funktionswert y. Auf diese
Weise a8t sich in einem x y-System punktweise die Kurve y = f (¢ (%)) zeichnen
(Abb. 15¢). Es ist sehr wohl moglich, daB man zu mehreren z dasselbe » erhélt und
daher im u y-System mehrmals an denselben Punkt der Abszissenachse gehen muB.
Zu diesen z geh6rt dann eben derselbe Funktionswert y, was bei der Umkehrfunktion
kritisch werden wiirde, bei der Urfunktion aber gar nichts ausmacht. »

Als zusammengesetzte Funktion 148t sich z. B. die Potenz y = x? mit ge-
brochenem Exponenten, d. h. die p-te Potenz der g-ten Wurzel aus « auffassen. Denn

1 4

w=a? =)z, y=wuP. Ein einfaches Beispiel, bei dem mehr als zwei Funktionen

zusammengesetzt sind, liefert z. B. die Schwingungszeit 7' = 27:1/5 eines Pendels
in Abhéngigkeit von der Lange I. Daist die erste Zwischenfunktion v = U der g-te Teil

von I, die zweite Zwischenfunktion » = Vu die Quadratwurzel aus u; schliefilich
geht 7' aus v durch Multiplikation mit 27 hervor.

7. Warom sind Umkehrung und Zusammensetzung von Funktionen fiir den
Naturwissenschaftler wichtig? Es leuchtet ein, daBl man durch Zusammensetzung
einiger weniger Grundfunktionen bereits eine ungeheure Menge von Funktionen
bekommt. Z. B. sind die fiir den Naturwissenschaftler belangreichen mathe-
matischen Funktionen im wesentlichen alle nur Zusammensetzungen folgender
Grundfunktionen: Potenz, Logarithmus und seine Umkehrfunktion (Exponential-
funktion), trigonometrische Funktionen und ihre Umkehrfunktionen (zyklo-
metrische Funktionen). Daher ist fiir jhn eine genaue Kenntnis dieser Grund-
funktionen (vgl. Abschnitt I H, J, L; II F) und der so fruchtbaren Prinzipien der
Umkehrung und Zusammensetzung von Funktionen notwendig. Hiermit aber hat
er dann seinen Bedarf an mathematischen Funktionen fiir die gewohnlich vor-
kommenden Anwendungen bereits vollig beisammen.

E. Polarkoordinaten und Winkelmessung.

1. Was sind Polarkoordinaten? Zur Veranschaulichung von Funktionen komm#b
aufler der bisher besprochenen kurvenméBigen Darstellung in rechtwinkligen Ko-
y ordinaten, welche mit Recht bei weitem die iiblichste ist?,
auch die kurvenméBige Darstellung in Polarkoordinaten in
Betracht. Hierbei wird (Abb. 16) die unabhingige Ver-

P dnderliche durch den Winkel ¢ (Polarwinkel, Arkus,

r i ) Azimut, Amplitude, Argument) versinnlicht, den ein im
1y=rsi"¢ Ursprung angehefteter Fahrsirahl oder Radiusvektor (eine
A Lz.ﬂmw! - durch den Ursprung einseitig begrenzte Strecke) gegen

Abb. 16. Polarkoordinaten,  S€iN€ Ausgangslage (meist auf der positiven z-Halbachse)
_ bildet, und die abhéingige Veranderliche durch die Lange r

dieses Fahrstrahls. Ublicherweise wird der Winkel positiv gerechnet, wenn die
Drehung des Fahrstrahls gegen die Ausgangslage in positivem Sinne (entgegengesetzt
dem Uhrzeiger) erfolgt ist, anderenfalls negativ. Manchmal beniitzt man auch

1 Das ,,schiefwinklige Koordinatensystem*, bei dem die positiven Koordinatenhalbachsen
einen beliebigen Winkel o bilden und die Koordinaten eines Punktes ihnen parallel gemessen
werden, ist wesentlich nur fiir den Fachmathematiker von Bedeutung.
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negative r, indem man den entsprechenden Fahrstrahl in entgegengesetzter Rich-
tung wie unter dem Winkel ¢, d. h. unter dem Winkel ¢ +- 180° gegen die positive
xz-Halbachse antrigt. Meist sind aber nur positive r vonnéten.

Die durch Ubertragen der Wertepaare einer Funktionstabelle ins Polarkoordina-
tensystem gewonnenen Punkte verbindet man wie bei rechtwinkligen Koordinaten
durch eine glatte Kurve und erhélt so das Bild der Funktion
r = f(gp). So wird z. B. durch 7 = 2a sin ¢ (0 < ¢ < 180°)
ein Kreis vom Radius a charakterisiert (Abb. 17), der die
,»Polarachse von oben her im Ursprung berithrt. Dies
spielt beim ,,Zeunerdiagramm™ in der Lehre von den
Schwingungen eine Rolle (vgl. S. 52).

2. Wann gebraucht man Polarkoordinaten?  Polar-
koordinaten sind beliebt zur Darstellung periodischer Er-
scheinungen. Beispielsweige ist die mittlere Temperatur
der einzelnen Monate eines Jahres anndhernd eine peri-
odische Funktion der Zeit, d. h. sie wiederholt sich jedes
Jahr wenigstens ungefdhr. Man 148t einem Jahre den Vollwinkel von 3609, einem
Monat also den Winkel von 30° entsprechen und trigt die mittlere Monats-
temperatur fir den 15. jedes Monats, d. h. unter Winkeln von 159,459, 759, ..., 345
ein, indem man den Fahrstrahlen
unter diesen Winkeln Léngen ent-
sprechend der mittleren Temperatur
fir Januar, Februar, Marz, ..., De-
zember gibt (Abb. 18; sie ist auf
Grund noch genauerer Kenntnis der
Temperatur entworfen).

Ferner sind Polarkoordinaten am
Platze, wenn die unabhingige Ver-
dnderliche an sich schon ein Winkel
ist. Z. B. nimmt man die durch
einen festen Scheinwerfer in einem
gewissen festen Abstand erzeugte
Helligkeit als Fahrstrahl zum Winkel
gegen die Hauptscheinwerferrich-
tung oder die Entfernung oder Hohe
eines Pilotballons als Fahrstrahl zu
dem Winkel, um den der Pilot- . ]
ballon seitlich abgetrieben ist (aus Abb. 18. T:“i%%’ig&‘ﬁiﬁgﬁﬁ;ﬁ;’s Jahres
der entsprechenden Kurve zieht der
Meteorologe belangreiche Schliisse auf Windrichtung und Windstérke). Zur Erleichte-
rung des Gebrauches von Polarkoordinaten gibt es Polarkoordinatenpapier (Abb. 19)
analog dem Millimeterpapier zu kaufen, auf dem Radienvektoren etwa von 2° zu 2°
und konzentrische Kreise mit Radien etwa von mm zu mm vorgedruckt sind.

3. Umrechnung von Polarkoordinaten in rechtwinklige Koordinaten. Zur Um-
rechnung von Polarkoordinaten 7, ¢ in rechtwinklige Koordinaten z, ¥y und um-
gekehrt dienen die sofort aus der Definition der trigonometrischen Funktionen
(S. 49—50) entflieBenden Formeln (Abb. 16)

Abb.17. Kreis r — 2asing.

x=rcosp, y=rsing, r*=2a%+4 y?, tang):i-

4. Winkelmessung. BogenmaB. Winkel werden in der Praxis meist im Gradmaf,
d. h. nach Grad ®, Minuten’ und Sekunden ’ gemessen. Der Astronom rechnet
A
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Winkel auf der Himmelskugel in Stunden®, Zeitminuten™ und Zeitsekunden*,
wobei der vollen Umdrehung 3609 die Zeit 242 entspricht; der Seemann hat eine Kin-

Abb. 19. Polarkoordinatenpapier (Schleicher & Schiill, Diiren).

teilung des rechten Winkels zwischen zwei Haupthimmelsrichtungen in 8 Striche.
Fiir mathematische Zwecke ist es lidstig, zur Winkelmessung {iberhaupt eine neue

Abb. 20. BogenmaB fiir den Winkel.

Einheit nétig zu haben. Man nimmt daher als MaB
des Winkels eine Langenmafzahl, ndmlich die Lingen-
maBzahl fir den Kreisbogen, welcher durch die
Schenkel des Winkels auf dem Einheitskreise, d. h.
dem Kreise vom Radius 1, ausgeschnitten wird
(Abb. 20). Sie heiBt das Bogenmaf oder natdirliche
Maf des Winkels. So werden wir uns Winkel immer
gemessen denken. Winkel g ist ein Winkel, zu dem auf
dem Einheitskreise der Bogen wvon der Linge @ gehirt.

Das folgende Tifelchen erleichtert den Ubergang
vom Gradmaf zum Bogenmaf3. Der rechte Winkel von

90° erhilt das Bogenmal ; , weil zuihm der Viertel-

einheitskreis i - 27 als Bogen gehort. Diese Zahl g

benutzt man zur Bezeichnung des rechten Winkels und schreibt sie zwischen seine

Schenkel wie sonst 90° (Abb. 20). 1° hat das Bogenmalf3

2n T

360 — 180 tiir die Bogen-

maBe von 1’ und 1’ muBl man noch durch 60 bzw. 602 dividieren. Einem durch
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F. Funktionsleitern. 1. o1

you’ ¢’ gemessenen Winkel kommt das Bogenmaf

1745-10%y + 2909 - 10" 4 4848 - 10— 9¢

zu. Passende Tafeln hierfiir sind in den meisten Logarithmentafeln enthalten.

Umgekehrt ist der Winkel mit
GradmaB BogenmaB dem BogenmaB 1 aus der Gleichung
4848-107%¢=1 im GradmaB in Se-
360° 27 = 6,2832 kunden angenidhert zu 206265’ = 57¢
3x 17" 45" zu finden oder unmittelbar in
270° 5 ~ 47124 Grad n 01800 L
radenaus-—y=1zuy’=" - . Wi
180° 7~ 3,1416 180 7 ) 4 ™
x man allgemein den Winkel ¢ in Grad-
90° g =~ 1,5708 mafB ausgedriickt haben, so multipli-
x ziere man @ mit 206265 und erhdlt
60° g = 1,0472 dann die Sekunden. Z.B. firr ¢ = 0,1
57917’ 45" = 206265 1 ist das GradmaB
5 o ’ o ’ rr
45° Z ~ 0,7854 20626,5"" = 343" 46,6 = 5°43’ 46,5 .
Beim Nebeneinanderauftreten von
300 zz0,5236 Grad- und Bogenmall empfiehlt sich
die Vorsetzung von arc (Arkus) vor
1° 1?8%z 1745-105 ein GradmaB, um den Ubergang zu
. Bogenmal zu verlangen. Z.B. arc 120°
v 18060 = 2909-1077 gg oder arc 159 = 17; .
1”7 T 4848 - 109 Niitzlich ist oft folgende Vorstellung. Der
180 - 602 Winkel ist das MaB der Drehung, die ein

Radiusvektor von der Linge 1 gegen die
positive a-Halbachse erfahrt (Abb.20). Man denke sich einen Faden mit einem Ende im
Punkte x = 1 auf der positiven z-Halbachse befestigt und wihrend der Drehung auf die Bahn
des Endpunktes des Radiusvektors, d. h. auf den Einheitskreis, aufgelegt. Die Linge dieses
Fadens gibt als Mal der Drehung das Bogenmaf des Drehwinkels.
Der Bogen eines Kreises vom Radius 7 zum Mittelpunktswinkel ¢ (p wie immer
im Bogenmafl) betragt rg, ist also proportional dem im Bogenmaf gemessenen
Mittelpunktswinkel mit dem Radius als Proportionalititsfaktor.

F. Funktionsleitern.

1. Die Funktionsleiter. Neben der kurvenmiBigen Darstellung einer Funktion
in rechtwinkligen oder Polarkoordinaten hat neuerdings die Darstellung mittels
einer ,,Skala* oder ,,Leiter steigende Bedeutung gewonnen. Dieses Verfahren ge-
hort in die sog. Nomographie, einen etwa seit der Jahrhundertwende entwickelten
Zweig der Mathematik, welcher namentlich in Frankreich dem Ingenieur und
Artillerieoffizier zu groflen Erfolgen verholfen hat'. Wihrend bei der iiblichen
graphischen Darstellung das Hauptgewicht auf der Veranschaulichung liegt, will
man aus nomographischen Darstellungen bequem, rasch und genau Zahlenwerte
ablesen. Das ,,Nomogramm' soll eine Art gezeichnete Rechenmaschine sein.

Man versieht eine Gerade als ,,T'rdger von einem Nullpunkte oder Anfangs-
punkte aus unter Zugrundelegung einer passenden Einheitsstrecke mit gleichméBiger
Einteilung und Bezifferung, positiv in der einen, negativ in der anderen Richtung

1 Eine vortreffliche ,,Einfiihrung in die Nomographie* rithrt von P. Luckey her, Math.-
Phys. Bibliothek (Teubner) 28 u. 59/60. Vgl. ferner etwa WERRMEISTER, P.: Das Entwerfen von
graphischen Rechentafeln (Nomographie). Berlin: Julius Springer; Scawerpt, H.: Lehrbuch
der Nomographie. Berlin: Julius Springer.
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Empglgioﬁllﬁgrﬂckp » ; vom Nullpunkte aus wie bei der - und y-Achse
Lin°Cl ygindtm o aem imoc  eines rechtwinkligen Koordinatensystems. An
240 Hand der Funktionstabelle sucht man auf dieser
| 1| 100 »y-Skala® oder ,,y-Leiter die den y der Ta-
1os ;’5 gi’ belle entsprechenden Punkte auf, kennzeichnet
220 2,5 128 sie durch Strichmarken nach der anderen Seite
F20 3 134 wie die Strichmarken der gleichmifBigen Ein-
-:Z 3,5 139 teilung und schreibt jedesmal nicht das betref-
00T i 5 ii‘é fende y, sondern dasjenige x daran, dem das y
-+ ’ zugeordnet ist. Neben die gleichmaBige y-Leiter
12 5 152 g e g g0 Y- el
P 6 159 kommt so eine im allgemeinen ungleichmaBige
1 o7 165 x-Leiter auf denselben Trager. In Abb. 21 ist
—__‘5 g igé dies fiir die Siedetemperatur ¢ des Wassers in
160-1_ ¢ 10 180 °C in Abhéngigkeit vom Drucke p in Atmo-
15 11 184,5 sphéren auf Grund der beigedruckten Tabelle
Ly 12 188 ausgefiihrt.
740+ 13 192 Allgemein entsteht eine ,,Doppelskala‘ oder
T 3 ].4: 195,5 . 113 > 13
.| 15 199 »Doppelleiter' oder ein ,,Nomogramm‘* der Funk-
P I 16 202 tion y = f(x). Zu jedem x kann man das zu-
il 17 204 gehérige y ablesen und umgekehrt und besonders
] 18 208 angenehm — darin besteht ein Vorzug des
1 . YN h A B Werte d
2007 20 213 omogramms — nach Augenma erte da-
~ Abb.21. 25 225 zwischenschalten.
Siedetemperatur 30 235 Die Doppelleiter 1i3t sich auch dadurch er-
bei verschiedenen 40 250 zeugen, daB man die Punkte der Kurve y = f(x
Druck 50 265 g ; y
oken. im rechtwinkligen Koordinatensystem durch
. wagerechte (Geraden
E (& auf die gleichmiBig be-
20— zifferte y-Achse hin-
29— iiberprojiziert; dann
5 braucht man gar keine
= Funktionstabelle. So
77 *;__ Y e e ist fir Abb. 22 an der
76— i Skalenteilung  eines
53 3, or Spektralapparats die
=l X i Lage einiger Spektral-
S | linien bekannter Wel-
RETEE LN l !
%’ EN D | i | Wellen-
S72— S : | Metall Sgg;l]:n- linge 4
S Fswy - | | in pp
S —3 3 : {
= X ! ! |. Na | 10 589,3
S W I i i K 5,93 768,2
I St 20 ! ! Li | 775 | 6708
Es | | i ; St 8,00 | 659,9
R AR ! | | | 945 | 606
Es 775t I ! : } 16,92 | 460,7
70— . ! | ; | ! Ca 8,95 | 622
75y ! ! J | { { 9,05 | 619
i x| ! ‘\ ; ! | ; 9,45 | 606
'5_.IIIIiT!]liIf‘IilIlleIlTi!IITiTTTIiIIII’ ;(]j’gi 2337
awo w0 gy 0 g %0 4gp Ba | 1135 | 5536
Wellenlinge 2 in pu 14,50 487,0
Abb. 22. Eichkurve und Eichnomogramm eines Spektralapparates. Tl 12,12 H 535,1
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lenlinge abgelesen worden. Ubersetzt man die gefundene beistehende Tabelle ins
Graphische, indem man die Wellenléngen als Abszissen, die Skalenteile als Ordinaten
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem nimmt, so entsteht die ,,Eichkurve’
des Spektralapparats, durch Hiniiberprojizieren ihrer Punkte auf die Skalenteil-
achse und Daranschreiben der entsprechenden Wellenldngen das ,,Eichnomogramm‘‘.
Dieses liefert zu jeder im Spektralapparat neu beobachteten, auf der Skala fest-
gelegten Spektrallinie sofort die Wellenlinge.

Nachtraglich kann die gleichmaBige y-Teilung fortgeléscht werden. Um dann
den Funktionswert fiir ein x auf der stehenbleibenden z-Leiter bestimmen zu kénnen,
mub man mit dem Anlegemafstab oder mit dem Stechzirkel die den Funktionswert
versinnlichende Strecke vom Anfangspunkte bis zum Punkte mit der Zahl z aus-
messen. Kine solche z-Leiter ist auffalbar als hervorgegangen durch eine nach
Vorschrift der Beziehung y = f(x) vorgenommene Verzerrung (Ausdehnung oder
Zusammendriickung) einer gleichméBigen x-Leiter, wie sie beispielsweise die x-Achse
eines rechtwinkligen Koordinatensystems trigt. Die Funktion y = f(x) vermittelt
in diesem Sinne die ,,Abbildung’’ einer gleichmdfigen - y

Leiter auf eine ungleichmdfige in dem Sinne, wie man in 7 70 &
der Kartenentwurfslehre von Abbildung der Erdoberfliche g_ 9 .
auf eine geographische Karte redet. 1, -

2. Logarithmische Leiter. Wohl die wichtigste ungleich- 277 .
méBige Leiter ist die logarithmische Leiter, d. h. die Leiter der T7 3
Funktion y = log z (Abb. 23). Am Anfangspunkte steht bei g5 E
ihr die Zahl 1, weil bekanntlich log 1 = 0 ist. Die Zahl x ist, T° 50
wenn die MafBstabseinheit ¢ em betragt, vom Anfangspunkte T =
um (logz) - acm entfernt, z. B. die Zahl 2 um log2:-acm 4794 =
==0,3010 g cm, die Zahl 10 um 1:acm =acm. Dielogarith- T =0
mische Leiter tritt vor allem beim Rechenschieber (S. 25—26) P
und beim logarithmischen Papier (S.38—44) auf. Sie hat =~
die bemerkenswerte Eigenschaft, dafl auf ihr fiir die % tiberall 1
die gleiche relative Ablesegenauigkeit erzielbar ist (S. 177). g5 £

3. Zwei gleichsinnige Leitern mit zusammenfallenden I’ iy
Anfangspunkten. Nach Fortléschung der gleichmiBigen 1 —E°
y-Leiter konnen wir auf dem Triger noch eine zweite %% m=s
Funktionsleiter anbringen, etwa fiir eine Funktion = ¢ (§). 1 20°F 390
Man denke sich etwa, daB zwei mit derselben Mafstabs- ;1 ; -+
einheit fiir die abhéingigen Verinderlichen y und n gezeich- T.s =y
nete z- und &-Leitern fiir die beiden Funktionen y = f(z) 1’ 20
und 7 = @ (§) nebeneinandergelegt oder aneinandergeheftet 42176 2 *
werden, so daBl die Triger zusammenfallen. Sind die 14 +
Leitern ,,gleichsinnig”, d. h. laufen die fortgeléschten y- } ’ -+ 10°
und 5-Bezifferungen in gleicher Richtung, so besteht, wenn 0’7f_7,2 -+
die Anfangspunkte y = 0 und 7 = 0 sich decken, fiir zwei i3 F ==
nebeneinanderstehende Werte 2 und & die Beziehung'y =n, o1, 0 E_pe

also f(z) =¢@(). Z. B. sind in Abb. 24 die Leitern Abb.23. po Al 2
y =sing und 5 = » sin 3@ mit #n = 1,5 zusammengeheftet. L&%‘;Eﬂ’: i B;’S;;fu,fg‘s;'esetz

Zusammenstehende Werte « und 3 erfiillen die Gleichung I_‘eilo‘e; x sf’“’; =n
: - " 81n ;
. . . sin & o
sing = nsin 3, d. h. das optische Brechungsgesetz —— =n mit n =%/, (Glag).
sin 8 « Winkel in Luft

(n Brechungsquotient, n = 1,5 fir Glas), stehen also in der (li‘g"lgggfzgikns‘f‘
Beziehung von ZEinfalls- und Brechungswinkel. Der Winkel

A =42° in Glas entspricht dem Winkel x == 90° in Luft, der zugehérige Strahl
tritt streifend aus Glas in Luft; bei g > 42° findet totale Reflexion statt.
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4. Zwei gleichsinnige Leitern mit verschiedenen Anfangspunkten. Kommen beim
Zusamnmenheften gleichsinniger Leitern die Punktey = 0 der §-Leiter und y = q = f(p)
der z-Leiter nebeneinander, so ist jedes y um ¢ groBer als das neben ihm zu
denkende 7. Man erhdlt ja y, indem man auf der z-Leiter bis zu y = ¢ geht,
dann auf der §-Leiter um 7 weiter. Es gilt demnach
y=mn-+g¢q, und fir
nebeneinanderstehende x
b-)nr__)}r | g positiv—> und § ist f(x) =¢(€)+¢
____Jspositiv— (Zufiigen einer Kon-

stanten zu den Funk-

e——
< bpositiv gposifiv—>

Gegenstanasweite g

T tionswerten ¢(§)). Beispielsweise sind bei einer -gs—{
+ ,, diinnen Zerstreuungslinse von der absolut genom- =~ —F
+ 7 menen Brennweite f die Gegenstandsweite g und die -
_F Bildweite b durch die Gleichung T
4 1 1 1 £
o b0 S —r
T verkniipft. Zur Herstellung eines Nomogramms x
o4—f entwerfe man die Leiter der Funktion y = i (rezi- ~2 —F
,Eﬁw proke Leiter) und hefte zwei derartige Leitern mit + v
+ b und g statt x so aneinander, daB der Punkt ~° |
-1 o 7 = 0 der g-Leiter neben dem Punkte y = ; oder —2 — "
I—09 b=1{f der b-Leiter steht (Abb. 25 mit f = 1)L. -~ —SF 9
25— 1. > Richten wir im allgemeinen Falle die »- und &-Leiter 22—
S S gegeneinander verschiebbar ein (zeichnen etwa eine g 20 —
N ul E auf Pauspapier), so kénnen wir der GréBe ¢ ver- ’\;,m el
- § schiedene Werte erteilen, beherrschen im Beispiele § 5 —|
§ + ¥ also Linsen verschiedener Brennweite?. Q% -
e R 5. Gegensinnige Leitern. Bei ,,gegensinnig” (mit 3 —— %°
T entgegengesetzt laufenden y- und 7-Bezifferungen) T
JE = nebeneinandergelegten z- und £-Leitern, fiir welche 2 —f—2
or—F die Punkte y = 0 der §-Leiter und y = ¢ der 2- T
+ Leiter zusammenfallen, liefern die Funktionswerte 5 I S
PO f(x) und ¢ (§) fiir zwei am selben Punkte befindliche T
S s Werte z und § die Summe g, also f(z) + ¢ (§) =g¢. s
09—FE 4 Z.B. gilt bei einer Sammellinse von der Brennweite f E w0
Abb. 25. g b f° Abb. 26.
Zerstreuungslinse Sammellinse
% =,;,+%, j—1. man braucht nur die g-Leiter umgekehrt wie bei 1 | 117 - %, j=1.

der Zerstreuungslinse anzulegen (das Pauspapier
um 180° zu drehen, Abb. 26). Ubrigens werden wir spéter noch bessere Nomo-
gramme fiir Linsen (und Spiegel) kennenlernen (vgl. S. 67).

! Das Symbol o, zu lesen ,,Unendlich, in Abb. 25 bedeutet, daB die Gegenstandsweite g
unbegrenzt zunimmt, je mehr sich die Bildweite b der Brennweite f(= 1) nahert, in leicht
verstandlicher sinnbildlicher Schreibweise

g—> fir b-—>1f.
Sehr weit entfernte Gegenstinde haben ihr Bild ,,beinahe‘‘ im Brennpunkte, um so besser, je
weiter sie entfernt sind. Vgl. IH 15 und 16 (S. 34—35). Was ist entsprechend in Abb. 26
mit oo gemeint ?

2 Dies geschieht auch schon durch Abb. 25, wenn wir Gegenstands- und Bildweite mit der
Brennweite als Einheit rechnen.
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G. Rechenschieber und Rechenmaschinen.

1. Die vier Hauptleitern des Instruments. Reiche Anwendung finden
die besprochenen Tatsachen beim Rechenschieber oder Rechenstab, welcher
in die Hand jedes mit Zahlen arbeitenden Naturwissenschaftlers gehért,
hier aber nur fliichtig besprochen werden kann; sein Gebrauch und seine
wirkliche Ausnutzung sind durch etwas Uben leicht erlernbar. Bei der
iiblichen, etwa 30 cm langen Ausfithrung (Abb. 27) ist auf dem Hauptkirper
des Instruments oben eine 25 cm lange logarithmische z-Leiter mit der
MafBstabseinheit a = 12,5 em firr y = logz und =1 bis =100, unten
eine logarithmische X-Leiter mit der Mafstabseinheit 25 cm angebracht,
welche in bezug auf die MaBstabseinheit @ = 12,5 cm der Funktion
Y =2 logX = log X? entspricht. Unter der z-Leiter und gegen sie ver-
schiebbar befindet sich auf der ,,Zunge* eine ibr genau gleiche logarith-
mische ¢&-Leiter, ebenso iiber der X-Leiter auf der Zunge eine ihr genau
gleiche logarithmische =-Leiter. Da logl0c¢ = log10 + logec = 1 + logc
ist, entsteht das rechte Stiick der z- bzw. &-Leiter zwischen z = 10 und
2 =100 aus dem linken Stiick zwischen x = 1 und z==10 durch Ver-
schieben um die MaBstabseinheit 12,5 cm nach rechts und ist deshalb in
der Regel wieder mit 1 bis 10 beziffert (vgl. die Tatsache, dafl die Log-
arithmen der Zahlen zwischen 10 und 100 dieselben Mantissen wie die
zehnmal kleineren Zahlen zwischen 1 und 10 und die Kennziffer 1 haben).
Wiirde man die Leiter rechts noch einmal ansetzen, so kiime man zu den
Zahlen zwischen 100 und 1000, wiirde man sie links an die Ausgangs-
leiter anfiigen, zu den Zahlen zwischen 0,1 und 1 usw. Mit der einen
logarithmischen Leiter fiir x = 1 bis « = 10 beherrscht man, von Zehner-
potenzen (der Stellung des Kommas) abgesehen, bereits das ganze System
der positiven Zahlen (analog wie in einer Logarithmentafel nur die Man-
tissen der Logarithmen aufgefithrt und doch zu allen positiven Zahlen die
Logarithmen bestimmbar sind). Die Stellung des Kommas liefert der
Rechenschieber nicht; man ermittelt sie durch einen Uberschlag.

2, Liufer. Quadrieren und Quadratwurzelziehen. Zahlen nicht un-
mittelbar benachbarter Leitern in Verbindung zu bringen, bezweckt der
»Ldufer”, eine lings des Rechenschiebers verschiebbare Glasplatte mit
eingeritztem Strich senkrecht zu den Triagern der logarithmischen Leitern.
Dies erweist sich als niitzlich z. B. firr die obere a-Leiter der Funktion
y = logz und die untere X-Leiter der Funktion Y = logX2%. Der Laufer-
strich verbindet Werte mit

logz = log X2, also z = X2,
liefert also zu jeder Zahl der unteren Leiter auf der oberen das Quadrat, i

jeder Zahl der oberen Leiter auf der unteren die Quadratwurzel, wobei man
unter den beiden Hilften der oberen Leiter je nach der Kommastellung

durch Uberschlag die geeignete auswihlen muB, z. B. fiir # = 9 oder
xz = 900 oder z = 0,09 die linke, fiir x = 90 oder = 0,9 die rechte. Es

gibt auch Rechenschieber, die aufler den vier gewéhnlichen Leitern eine
Leiter in 1/; des Mafstabs der beiden unteren Leitern haben; diese weitere

Leiter besteht aus drei mit 1 bis 10 bezifferten aneinandergereihten Stiicken

(System Rietz) und dient zum Rechnen mit Kuben und Kubikwurzeln.

3. GleichmiiBige Leiter und trigonometrische Leitern. Zwischen f

den beiden logarithmischen Zungenleitern findet sich zuweilen eine gleich-
mdpige Leiter. Mit ihrer und des Laufers Hilfe lassen sich die Strecken-
lingen auf den anderen Leitern, d. h. die Logarithmen der auf den
anderen Leitern stehenden Zahlen ermitteln, die fiir hohere Potenzen und
Waurzeln sowie fiir Potenzen mit gebrochenen Exponenten in Frage kommen.
Meist steht aber diese gleichméaBige Leiter auf der Riickseite der Zunge,
die auflerdem noch Leitern der Funktionen y = 2 + log sin« fiir & = 34’
bis & = 90° und y = 2 + 2log tano fiir oo = 5°43” bis o = 45° mit der
MafBstabseinheit @ = 12,5 cm zu trigonometrischen Rechnungen aufweist.

4. Drei Liuferstriche. Manchmal trigt der Laufer drei Striche. Steht
der mittlere auf der oberen Korperleiter auf 1, so fallt der linke auf

4
strich die Zahlen X auf der unteren und # = X2 auf der oberen Kérper-
leiter, so zeigt der links davon befindliche Léauferstrich auf die Zahl

T 0,7854, der rechte auf i =-1,2732. Verbindet allgemeiner ein Laufer- |

1—4.

25

wr

Rechenschieber.

Abb. 27.
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n
4

X = Z X2, Auf diese Weise gewinnt man zum Durchmesser X eines Kreises auf der unteren
Leiter die Kreisfliche Z X2 auf der oberen Leiter.

5, Multiplikation und Division durch festen Divisor. Stellt man durch Verschieben der
Zunge aus ihrer wrspriinglichen Lage den Anfangspunkt £ = 1 der oberen Zungenleiter unter den
Punkt 2 = p der oberen Korperleiter, so gilt fir untereinander befindliche Werte x und ¢ die
Beziehung logz = log & + logp, also z = £p; iber jedem Werte der oberen Zungenleiter steht
(bis aufs Komma) sein Produkt mit dem festen Faktor p (Multiplikation). Ist z. B. p= n=3,1416,
wofiir die meisten Rechenschieber einen besonderen Strich tragen, so liest man iiber jedem
Durchmesser 27 dariiber den zugehorigen Kreisumfang 2rz ab. Umgekehrt befindet sich unter
jedem Werte 2 der oberen Korperleiter sein Quotient durch den festen Divisor p ( Division
durch festen Divisor). So liefert der Rechenschieber bei Einstellung des Anfangspunktes der
Zunge auf einen Widerstand R zu verschiedenen Spannungen F auf der Kérperleiter nach
dem 'Ohmschen Gesetze J = % darunter die zugehdrigen Stromstirken J auf der Zungenleiter.
Fiir das Vergroflern oder Verkleinern von Zeichnungen ist die Bemerkung niitzlich, da8 unter-
einanderstehende Werte ein festes Verhaltnis haben.

Statt den Punkt & = 1 unter den Punkt z = p zu bringen, kénnen wir auch den Anfangs-
punkt x = 1 der Korperleiter iiber den Punkt & == p der Zungenleiter stellen, ferner analog wie
mit den beiden oberen Leitern auch mit den beiden unteren rechnen.

6. Gegenliufige Zunge. Festes Produkt und Division bei festem Dividenden. Wird die
Zunge gegenliufig hineingesteckt, so gilt fiir zwei durch den Liuferstrich verbundene Werte auf der
z- und &-Leiter logx + log§ = logp oder z§ = p, wenn der Anfangspunkt bzw. bis auf Zehner-
potenzen der Endpunkt der &-Leiter dem Punkte z = p der a-Leiter entspricht. Der Léufer-
strich ordnet also Zahlen mit dem festen Produkt p einander zu. Dies erméglicht z. B. die An-
gabe zusammengehoriger Werte von Druck p und Volumen V im Boyle-Mariotteschen Gesetze
pV = konst (der Buchstabe p hat natiirlich eine ganz andere Bedeutung als soeben). Man kann

auch schreiben £ = Z— und hat damit die Anwendung des Rechenschiebers zur Division bes
festem Dividenden. Wollen wir beispielsweise beim Ohmschen Gesetz fiir eine feste Spannung &
(etwa eines Akkumulators) und verschiedene Widerstinde R die Stromstirken J wissen, so
schiebe man den Anfangs- oder Endpunkt der §-Leiter auf der gegenlidufig hereingesteckten
Zunge unter den Wert £ auf der oberen z-Leiter; zu jedem Widerstand R auf ihr gibt dann
der Lauferstrich auf der &-Leiter die zugehérige Stromstéirke J.

7. Kubikwurzeln, Zur Kubikwurzelausziehung stelle man den Anfangs- oder Endstrich der
gegenliufig hereingeschobenen Zunge auf den Radikanden p auf der oberen Kérperleiter und
suche (am besten mit dem Léauferstrich) gleiche Zahlen z und = auf den jetzt unmittelbar be-

nachbarten z- und =-Leitern auf. Fiir diese gilt .

zEt=2a=p, x:Vp,

womit die Aufgabe geldst ist. Verwenden wir sowohl Anfangs- als auch Endstrich der Zunge,
80 bekommen wir insgesamt drei verschiedene Stellen der Gleichheit von # und =. In der Tat
existieren zu Zahlen p, die sich nur durch die Stellung des Kommas unterscheiden, z. B. 5; 50;
500, drei wesentlich verschiedene Kubikwurzeln, im Beispiel 1,71; 3,68; 7,94.

8. Allzemeine Ratschlige. Um vom Rechenschieber vollen Gewinn zu haben, geniigt es
nicht, ihn, wie iiblich, zur Multiplikation, Division und Quadratwurzelziehung anzuwenden.
Man muB vielmehr alle in ihm liegenden Moglichkeiten, an denen er schier unerschopflich ist,
ausbeuten!. Der Naturwissenschaftler wird sich fiir sein Sonderarbeitsgebiet durch Uberdenken
der einfachen Grundprinzipien hiufig besonders zweckmiBige Verwendungsmdoglichkeiten
zurechtlegen kénnen.

9. Rechenmaschinen. Wihrend der Rechenschieber (ebenso wie die Logarithmentafel) in-
folge seiner beschrinkten Herstellungs- und Ablesegenauigkeit nur angenéhert richtige Ergebnisse
liefert, arbeiten die Rechenmaschinen absolut genau. Sie nehmen dem sonst oft gefiirchteten Zahlen-
rechnen seine Schrecken und machen es geradezu zu einem Vergniigen. Man unterscheidet
Addiermaschinen, eigentliche Rechenmaschinen fiir alle vier Grundrechnungsarten und Mul-
tipliziermaschinen.

Bei den Addiermaschinen werden die Summanden adhnlich wie bei einer Registrierkasse
mittels Tasten eingestellt und entweder sogleich beim Niederdriicken der Tasten oder nachher
durch einen besonderen Hebelzug u. &. addiert. Oft werden die Maschinen mit Druckwerk
ausgestattet, welches die einzelnen Posten und die Summe aufschreibt. Sie sind dem Physiker
und Biologen niitzlich, wenn er aus vielen Einzelangaben Durchschnittswerte zu bilden wiinscht.

! Eine gute Anleitung hierzu gibt ROHRBERG, A.: Theorie und Praxis des logarithmischen
Rechenschiebers, Math.-Phys. Bibliothek (Teubner) 23.
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Bei den Rechenmaschinen wird z. B. der Multiplikand in einem ,,Einstellwerk® mittels
Schiebern in Schlitzen oder mittels Tasten eingestellt. Das ,,Ergebniswerk® ist gegeniiber
dem Einstellwerk als ,,Lineal”“ oder ,,Schlitten® verschiebbar, so da8 man entsprechend
der Schreibweise im Zehnersystem nacheinander die Einer, Zehner, Hunderter, . . . des
Multiplikators beriicksichtigen kann. Man dreht eine Kurbel so oft herum, wie die betreffende
Stelle des Multiplikators angibt; dann erscheint diese im ,,Umdrehungszihlwerk und das
Produkt mit dem Multiplikanden im Ergebniswerk. Ahnlich verliuft die Division.

Als Hauptkonstruktionselement einer Rechenmaschine, nach welchem man drei verschiedene
Typen von Rechenmaschinen unterscheidet, kommen in Betracht: die ,,Staffelwalze®, ein Metall-
zylinder mit neun verschieden langen Rippen entsprechend den Zahlen von 1 bis 9 (von Leibniz
erfunden; die Maschinen werden aber meist nach dem Klsisser Thomas um 1820 Thomas-
maschinen genannt, z. B. Burkhardt-Arithmometer, Tim, Unitas, XX X, Archimedes); das
Sprossenrad, ein Zahnrad mit veranderlicher Zahnezahl (ebenfalls wahrscheinlich von Leibniz
erfunden, von Polenus in Padua 1709 beschrieben, von dem russischen Bankbeamten Odhner
1874 sehr vervollkommnet, heute vor allem bei den Brunsvigamaschinen); der Proportional-
hebel mit proportional verschiebbaren Zahnstangen, eine an einem Ende befestigte schlitzformige
Ose, welche den in sie eingehangten parallelen Zahnstangen Bewegungen proportional dem
Abstande vom Drehpunkte entsprechend den Zahlen 1 bis 9 erteilt (Hamannsche Mercedes-
Euklidmaschine 1906). Viele Rechenmaschinen werden auch fiir vollautomatischen Betrieb
mit Elektromotor geliefert, z. B. die Mercedes-Euklid. Man braucht dann nur die Ausgangs-
werte einzustellen und die Maschine in Gang zu setzen, so steht in einigen Sekunden das fertige
Ergebnis da. Die Rechenmaschinen leisten bei allen Zahlenrechnungen unschitzbare Dienste,
z. B. im Vermessungswesen, in der Astronomie (Bahnberechnungen), bei der Auswertung
vieler Beobachtungen (Spektroskopie, Biologie).

Die Multipliziermaschinen (im Handel: Millionir) bendtigen fiir jede Stelle des Multiplikators
nur eine Kurbeldrehung?!.

Jeder Naturwissenschaftler sollte iibrigens das systematische abgekiirzte Rechnen be-
herrschen?.

H. Proportionalitit, lineare Funktion und Potenz3.

1. Konstante. Die einfachste iiberhaupt denkbare Funktion ist offenbar die Kon-

stante (der Festwert) y=2b

bei der jedem Argument derselbe Funktionswert b zugeordnet ist. Als Schaubild
ergibt sich eine wagerechte Gerade parallel der x-Achse im Abstande b von ihr durch

den Punkt b auf der y-Achse (Abb. 28 fir b = —2). 4
Insbesondere ist durch y = 0 die z-Achse selbst ge- g,
kennzeichnet. ’

2.
4

2. Proportionalitit. Als néchst einfache Funktion
kommt y = z; jeder Funktionswert stimmt mit dem
Argument tGberein. Wir betrachten statt dessen so-

~

gleich allgemeiner die Proportionalitit (Verhdlinis- ¥ 2 2 701 1 2 J.%

gleichhert) g 1
Yy=azx mit festem a. ~ il

Jedes y geht aus seinem z durch Multiplikation mit 3

dem Proportionalititsfaktor (der Verhdliniszahl) a her- 4

vor. a heiflt auch Einheitswert, weil es das y fur
x =1 ist, allgemeiner Zahlenfaktor, Koeffizient,
Beiwert oder Vorzahl. Zu doppelt so groflem x gehért das doppelte y, zu drei-
fachem x das dreifache y, zu halbem z das halbe y usw. Allgemein haben y

Apb. z5. Gerade paraliei der a-Achse.

t Uber Rechenmaschinen vgl. Lenz, K.: Die Rechenmaschinen und das Maschinenrechnen,
Aus Natur und Geisteswelt 490; WirLLErs, Fr. A.: Mathematische Instrumente, Sammlung
Goschen 922.

2 Vgl. WrrtiNG, A.: Abgekiirzte Rechnung, Math.-Phys. Bibliothek (Teubner) 47; WERK-
MEISTER, P.: Praktisches Zahlenrechnen, Sammlung Géschen 405.

3 Neben den Erorterungen dieses Abschnitts wird man mit groBem Gewinn die leichtverstiand-
liche Schrift von A. WirtiNg: Funktionen. Schaubilder und Funktionstafeln, Math.-Phys.
Bibliothek (Teubner) 48 lesen. Auch ist es empfehlenswert, schon jetzt mit dem Studium
des II. Hauptteils: Differential- und Integralrechnung (S. 67ff.) zu beginnen.
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und 2 immer das feste Verhiltnis @, also y;: 2, = 9,: @, =---=a, sie sind
verhdltnisgleich oder proportional (stehen in geradem Verhilinis). So ist bei der
gleichformigen Bewegung der Weg s = ct proportional zur Zeit ¢, bei konstanter
Spannung E eines Gleichstroms die Leistung L = EJ proportional der Strom-
starke J usw.

3. Lineare Funktion. Darstellung durch eine gerade Linie. Eine Verallgemeine-
rung der Proportionalitit y = ax ist die lineare Funktion

y=ax-+b mit festem @ und b,

die wir genau studieren wollen. y &ndert sich nicht von y = 0 fiir « == 0 an, wie bei
der Proportionalitit, sondern von y =& fiir # = 0 an, oder die Differenz y — b
ist proportional mit 2. Fir ¢ = 0 kommen wir auf die Konstante y = b zuriick
y und fir b = 0 auf die Proportionalitit y = ax.
Wir erledigen also durch die Betrachtung der
linearen Funktion auch die Proportionalitit mit.

Die Kurve y = a xlauft durch den Ursprung,
weil fir # =0 auch y =0 wird, die Kurve
y=ax + b durch den Punkt y =& auf der

y-Achse (Abb. 29), weil fir x =0 sich y =5
/ einstellt; iiberhaupt geht die Kurve y=ax+b
i’ " aus der Kurve y = ax durch Vermehrung jeder

Ordinate um b, d. h. durch Verschieben der
Kurve y = ax um das Stiick b in der y-Rich-
tung hervor.
Sowohl die Kurve ¥ = az als auch die allge-
AbD.29. Proportionslitit und lineare  meinere Kurve y =ax - b, die auseinander
' durch Verschieben hervorgehen, sind gerade
Linien (daher der Name ,lineare’ Funktion). Denn eine gerade Linie, die nicht
zuféllig parallel der y-Achse lauft, ist dadurch charakterisiert, daB sie sich gegen-
iiber der z-Achse immer gleichm#8ig hebt oder senkt, niemals stirker und niemals
schwicher, d. h. da gleichen Fortschreitungsstiicken in der z-Richtung immer
dasselbe Fortschreitungsstiick in der y-Richtung ent-

Y y :/”% spricht. Dies trifft aber bei der Kurve y =ax -+ b zu.
Denn verdndern wir in ¥ = ax + b das Argument von

4 - einem Werte z, mit dem Funktionswerte y, = ax, -+ b

B4,y aus um eine (positive oder negative) ,,Spanne h

% =g h in &, =y + h, so wird der neue Funktionswert

e n—={@ yy=oax,+b=a(xry+ k) + b=y,+ ahk. Die Ver-

& dnderung des y von y, in y, betrigt y,—y,=ah und

T y wird veranschaulicht durch die lotrechte Strecke @ P,
6 ° zur wagerechten Spanne P, = h (Abb. 30). Schreiten
l wir demnach von z, aus immer um die Spanne A fort
17 z Ty S ?uxo—}—h, -xo—}—'2h, g+ 3h,...,s0 erféthrt:z/bei
Abb. 30. Gloichmaiges Ansteigen J€deIn Schritt dieselbe Verinderung ah. Zu gleichen
einer Geraden. Fortschreitungsstiicken » in der z-Richtung gehért

wirklich immer dasselbe lotrechte Fortschreitungs-
stiick ah, und wir sind, weil & ganz beliebig gewihlt werden kann, am Ziele. Man
nennt y = ax + b die Qleichung der Geraden.

4. Gleichformige Vorgiinge. Lineare Funktion und gerade Linie sind hiernach
fiir den Naturwissenschaftler der mathematische Ausdruck gleichférmiger Vorgdnge,
bei denen der gleichen Anderung von x immer die gleiche Anderung von.y ent-
spricht. So nimmt z. B. die Lange eines Stabes beim Erwirmen um 1° gleichmaBig
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immer um dasselbe Stiick zu. Deshalb ist die Liange I bei t°C eine lineare
Funktion der Temperatur:

=104 pt) =1, + 1,5t (@ linearer Ausdehnungskoeffizient).

5. Bedeutung der Konstanten ¢ und 6. Die Konstante ¢ ist das lotrechte Stiick
zur wagerechten Spanne 1 und an einer gezeichneten geraden Linie leicht auffindbar,
indem man von einem Punkte der geraden Linie wagerecht um 1 fortschreitet und
dann lotrecht aufwirts- oder abwirtsgeht (Abb. 29). Dies ist namentlich auf Milli-
meterpapier sehr bequem durchfithrbar. Oder man zieht die Parallele y = a « durch
den Ursprung und liest fir sie @ als Ordinate zur Abszisse z = 1 ab (Abb. 29).

Allgemeiner ist @ das Verhéltnis des lotrechten Stiickes y;, — y, = ah fir die

Spanne % (Abb. 30) zu dieser Spanne selbst: g = yL_h———y—“ = Ahyg , indem man fir

,,Differenz* ein Symbol A (analog wie log fiir Logarithmus u. dgl.) einfiihrt.
Durch a ist offenbar bestimmt, wie stark die Gerade bzw. die Funktion y = az b
bei wachsendem x ansteigt (fiir positives a) bzw. abfallt (fiir negatives a). Man nennt
deshalb a das Steigungsmafp (den Steigungskoeffizienten, Steiqungsfakior) der Geraden
und hat hiermit auller dem Abschnitt b auf der y- Achse auch die GroBe a ausgedeutet.
a und b zusammen werden zuweilen als Parameter der Geraden bezeichnet. Funk-
tionen y = ax -+ b, die dasselbe a haben und sich nur durch die b unterscheiden,
fithren zu einer Schar von parallelen Geraden (vgl. Abb. 83, S.68), Funktionen

y=ax-+b mit {bereinstimmendem & und ver-
schiedenen @ zu einem ,,Geradenbiischel* durch den 4
Punkt & auf der y-Achse. y=a>§ Urkurve

6. Gleichformige Bewegung. Geschwindigkeit. Be- hal R P
deutet x die Zeit und y den Abstand von einem byt &
Bezugspunkte, so wird durch y =ax 4 b offenbar \|f
eine gleichformige Bewegung gekennzeichnet. Gleichen
Zeitzunahmen entsprechen gleiche Abstands- oder
Wegzunahmen. a, das Verhaltnis der Wegzunahme Y’
zur Zeitzunahme oder dem Zahlenwerte nach die Weg- 71 Abgeleitete
zunahme in der Zeiteinheit wird dann die Geschwin- | Hurve
digkeit genannt. Im Schaubild priagt sich groBe oder 20
kleine Geschwindigkeit durch starkes oder schwaches
Ansteigen der Zeit-Weg-Geraden aus.

7. Abgeleitete Kurve. Um die Beziehung von a
zu y als MaB des Steigens oder Fallens von y bei
wachsendem «x hervortreten zu lassen, schreibt Y
man auch y’ statt ¢ und nennt ¥’ =a die
Ableitung der Funktion y =ax 4 b. Gern
stellb man y in einem zy’-System durch die
,,abgelettete Kurve'‘ oder ,,abgeleitete Gerade* dar,

S
QO

va

7
vra

Abb. 81. SteigungsmaB und
abgeleitete Kurve.

T ” ’
yj’{mywy cm

eine wagerechte Gerade parallel zur z-Achse
im Abstande ¢ (Abb. 31). Dies gibt eine sehr

le—7—>i
% Ldnge e

gute Veranschaulichung dafiir, daf} die Funk- /

L cmr—=

’

tion y=ax 4 b iiberall gleichmiBig steigt vy
(fir ¥’ > 0) oder fallt (fir y' << 0). lan a=o=
Mit dem Winkel x der Geraden y = ax + b Abb.32. Winkel efner Geraden
gegen die positive x-Halbachse hingt die Ab- gogen die z-Achse.
leitung 4= a gemiB der Erklirung der trigonometrischen Funktion Tangens
y va
u

durch die Beziehung tan o = f(’[

(Abb. 32) zusammen ; dabei bedeuten y und »
die MaBstabseinheiten in cm auf der »- und y-Achse, so dafl die wagerechte
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Spanne 1 die Linge u cm und das lotrechte Stiick y’ die Lénge y 4" cm hat. Ins-
besondere wird bei gleichem Mafstab in der z- und y-Richtung, den wir meist
voraussetzen wollen, y = v und y’ = @ = tan«. Daher die Namen Richtungskoeffi-

Gerade unter Y
— [/ (5 a

Abb. 33. Winkelhalbierende

der Achsgen.
¥
=-_ 72
=7
g _n 2
JA

Abb. 34. Gerade parallel der y-Achse.

zient ( Richtungsfaktor) fir @ und Richtungsform der
Gleichung der Geraden fiir die Beziehung y =ax -+ 6.

Fir a =1 wird & = 45, fiir @ = —1 hingegen
& = —45°, Demnach sind die Bilder der Funktionen
y =z und y = —x Geraden unter 459 bzw. —45¢

gegen die z-Achse durch den Ursprung (die Winkel-
halbierenden zwischen der positiven z-Halbachse und
der positiven bzw. negativen y-Halbachse, Abb. 33).
Die Gerade y=axz geht aus y=a bzw. y=—=x
hervor, indem alle Ordinaten im MaBstabe |a|:1
ausgestreckt oder zusammengedriickt werden.

8. Allgemeine lineare Gleichung. Allgemeiner wird
durch eine lineare Gleichung (mit x und y nur in der

ersten Potenz) ls+my+n=0 *)

zwischen x und y eine gerade Linie dargestellt. Denn
fiir! m == 0 diirfen wir durch m dividieren und kommen

mit y = —;; x —::L auf die Richtungsform mit dem

Steigungsmafl —% und dem Abschnitt ———% auf der
n

y-Achse zuriick (fir I = 0 auf die Parallele y = —

zur z-Achse und fir ! = 0, n = 0 auf die z-Achse y = 0
selbst). Fir m =0, I =0 (bei m =0, I =0 kimen

weder x noch y vor) entsteht x = — " . Hierdurch
y I

ist eine Parallele zur y-Achse (Abb. 34) gekennzeichnet

(fir n =0, x =0 die y-Achse selbst), die
wir mit der Richtungsform y=ax-4-b

nicht packen kénnen, weil dem einen x

unendlich viele y zugeordnet sind. Die
implizite Definition (*) der linearen Funk-

tion umfapt also auch Fdlle, wo nicht mehr

- der funktionale Zusammenhang y==f(x)

herstellbar ist, in Analogie zu unseren all-
gemeinen Uberlegungen iber implizite De-

¢ 7 9%4 finition von Funktionen (S.13—15).

9. Zwei gerade Linien. Graphisehe

Losung eines Gleichungssystems. Haben
wir zwei gerade Linien

l1x+m1y+n1:0,

lyx +~myy +mny, =0,

A
v
Y
J
2 Ax+y-3=0
|7 A-2y-479
o
~2 =7 7 ¢4 5
A ]
<z Y
P < ] =7
-F
&
+ 5+ 3=
5 |

Abb. 35. Schnittpunkt zweier Geraden. Abschnitte g geniigen die Koordinaten ihres Schnist-
auf den Achsen.

punktes S beiden Gleichungen. Sie sind

also, wenn wir die eben aufgeschriebenen beiden Gleichungen als Gleichungssystem
zur Bestimmung der Unbekannten x und y auffassen, dessen Losungen. Dies
ermdglicht die bequeme graphische Losung eines solchen Systems; man nimmt

1 o= bedeutet ,,ungleich** oder ,,verschieden von*.
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zunéchst « und y nicht als Unbekannte im Sinne der Algebra, sondern als Ver-
anderliche, zeichnet die entsprechenden beiden Geraden und bestimmt die Koordi-
naten des Schnittpunktes. In Abb. 35 ist dies fiir die Gleichungen

2z+y—3=0,
x—2y—4=0

mit der Losung 2 = 2, y = — 1 durchgefiihrt.

10. Abschnittsform. Das Zeichnen der Geraden ist besonders bequem, wenn
man aus (*) die ,,Abschnittsform'* herstellt. Wir denken uns I/, m, n == 0 und divi-
dieren mit — »n. Dann kommt

z Y . n n

— = t —p— —_——, sk

» g I mit p 4 py (**)
p und ¢ sind die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden (*) mit der z- bzw.
y-Achse. Denn die Abszisse des Schnittpunktes mit der z-Achse y =0 z. B.

ergibt sich dadurch, dafl man iin (*) y = 0 setzt, zu ——1;

Linie in der Form (**) vor, so bedeuten p und ¢ die Abschnitte auf den Achsen.
Z.B. sticht die Gerade x —2y-—4 = 0 oder (nach Division mit 4) 2’ +_l2 =1
in Abb. 35 durch die z-Achse im Punkte 4 und durch die y-Achse im Punkte —2 hin-
durch und kann durch Verbinden dieser Punkte sofort gezeichnet werden.

11. Bedeutung der Proportionalitéit und linearen Funktion fiir den Naturwissen-
schaftler. Proportionalitit und lineare Funktion begegnen dem Naturwissenschaft-
ler iiberaus hiufig und gehdren trotz oder vielleicht gerade wegen ihrer Einfachheit
zu den allerwichtigsten Funktionszusammenhingen fir ihn. Wenn er nicht mit der
eben geschilderten Proportionalitit und Linearitit ,,im Groflen” durchkommt,
s0 geht sein Streben dahin, sie wenigstens ,,im Kleinen‘ herzustellen. Hierin besteht
der eigentliche Sinn der Differentialrechnung (vgl. II C 11, 8. 103).

Oft gelingt es durch geeignete Verabredungen, statt der Linearitdt die noch
leichter uberschaubare Proportionalitit herzustellen. So z. B. beim Ausdehnungs-

gesetz V; =V (1 + ot) fiir Gase (V; Volumen bei t° Cj, ¥, bei 0°C, o —-,§% Ausdeh-
nungskoeffizient). Fihrt man durch 273 + ¢ = T die absolute Temperatur ein, so

V9;37"3“"i~ T der Proportionalitit. Weitere

naturwissenschaftliche Beispiele fiir Propor-
tionalitét sind in T H 20, S.36—37 syste- 7
matisch zusammengestellt.

12. Lineare Interpolation. Eine wichtige An-
wendung findet die lineare Funktion bei der
linearen Interpolation. Wenn die Kurve einer
beliebigen Funktion y=f(x) gezeichnet vor-
liegt (Abb. 36), so gibt offenbar die Sehne
zwischen zwei Kurvenpunkten Py (x,, y,) und
P, (x,, y;) eine befriedigende Anndherung an
das entsprechende Kurvenstiick, wofern P, und
P, nicht sehr weit voneinander entfernt sind L §gpdh Tl
und die Kurve dazwischen keine allzu starken Abb. 36. Lineare Interpolation.
Schwankungen macht. Ein allzu weites Sich-
entfernen von der Sehne ist insbesondere ausgeschlossen, wenn y = f(x) stetig ist und
Pyund P, geniigend nahe beieinanderliegen, weil bei einer stetigen Funktion einer
klemen Anderung von z eine kleine Anderung von y entspricht. Man kann deshalb

. Liegt also eine gerade

gewinnt die Formel die Gestalt V,, ,, =
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den Funktionswert fir eine Zwischenstelle § = x, - 9-h zwischen «,und x;=x,+h,
wobei J ein echter Bruch ist, dadurch angenéhert berechnen, dafl man das Kurven-
stiick durch die geradlinige Sehne ersetzt (,,lineare’ Interpolation). Diese hat das

SteigungsmaB a = ¥ —’;@ , und die Anderung des y von y, aus auf ihr gemiB dem

Fortschreiten von x, zu § um 3% betragt a - b = (y, — y,)>. Hiermit haben wir
die bekannte Regel der linearen Interpolation oder linearen Zwischenschaltung:
Man multipliziere die Differenz y, — y, der Funktionswerte (die ,,Tafeldifferenz’)
mit dem Bruche &, der angibt, wm welchen Bruchteil der Spanne h = x, — x, (der
»Argumenidifferenz) das Zwischenargument § wvon z, entfernt ¢st. Z. B. ist in
der Logarithmentafel die Argumentdifferenz eine Einheit der letzten in der Tafel
vorkommenden Numerusstelle, und man multipliziert die Tafeldifferenz benach-
barter Logarithmen mit dem Bruchteile, etwa 0,7, der letzten Numerusstelle, den
man noch zu beriicksichtigen wiinscht.

13. Ausgleichungsgerade. Oft kennt der Naturwissenschaftler die Gleichung
y = ax -+ b der Geraden nicht von vornherein, sondern hat eine Funktionstabelle
aufgestellt, die entsprechenden Punkte auf Millimeterpapier markiert und bemerkt,

720 dall sie genau oder niherungsweise auf einer
.Zt;;@ / Geraden liegen ; diese erwartet er vielleicht auch
g a / aus theoretischen Griinden. Das Problem ist,
! // a und b zu bestimmen. Man zeichnet die Gerade
8 / als ,,dusgleichungsgerade’ ein, indem man es,
y. wenn sie nicht alle beobachteten Punkte tragt,
0 1 notigenfalls z. B. durch pro-

£ p
w / Temperatur | Lange  bierendes Spannen eines
tin°C I;inmm Fadens so einrichtet, daf
20 / i sie sich den Punkten ,,mog-
» 20 1000,22  pichot gut anschmiegt. Es

g g

P | 40 1000,65 1T e Punkte et
B A 7 50 | 1000,90 Sollen also die Punkte etwa
/7 } l f] :’r t/}lz or 60 | 100105 gleich haufig iber und unter
W ! die Gerade fallen und im

App.37. Lange [, =1, (1 +$1) =1, + I, 3¢ eines NormalmaBstabes

ibri in ihrer samt-
bei der Temperatur ¢°C. Gbr gen in hrer Gesam

heit moglichst nahe an sie

7 herankommen. Dann werden b als Abschnitt
69 y auf der y-Achse und @ als lotrechte Strecke zur
68 / wagerechten Spanne 1 oder als Ordinate einer
o ° Parallelen durch den Ur-
4 Tiefe  Temperatur sprung zur Abszisse 1 ab-
% 66 sinm  #@°'C  gelesen.
\ 65 (/’ 1630 ; 0.5 Die Dbeistehenden Ta-
3 j ’ bellen und Abbildungen
S su 1711 61,4 oildunge:
N o 1742 62,1 behandeln als Beispiele die
§ 63 1773 63,6 Lénge l;=1y(1 + A1) eines
62 / J iggg | g‘é’g Normalmafstabs (Abb. 37)
1866 \[ 65.5 und die geothermische
67 \<700— 1897 | 66,9 Tiefenstufe (Abb. 38).
60— 3w 1928 | 67,5 Aus der Zeichung ent-
Tiefe x in m 1958 69,3 nommen:
Abb. 38. Geothermische Tiefenstufe.

. 2
I, in mm — 999,81 > t= 999,81 +0,021¢,

3 =0,021:999,81 =21-10—5, und:
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Bei 100 m Senkung steigt die Temperatur um 3° Daher betrigt die geother-
mische Tiefenstufe, die 19 Temperatursteigerung entspricht, 331/, m.

Ferner kommt diese ,,graphische Ausgleichung® von Beobachtungen z. B.
fiir die Spektroskopie in Betracht, wo zwischen den Wellenlingen A und den Ab-
standen z von irgendeinem Nullpunkte aus fiir die Spektrallinien in einem kleinen
Stiick eines Gitterspektrums eine lineare Beziehung A = az 4 b besteht. Man
kennt als ,,Normale” die Wellenlingen der in gewissen Abstinden, z. B. 63,2 u
auftretenden Linien und wiinscht die Wellenlédngen der in einigen anderen Absténden,

bt ‘ Wellenlinge 2 in & 48
Abstand ¢ d
zin p bekannt Z:i‘;shn&g et \
63,2 | 3427,127 — o ~

3675 | 3424200 — S .

575,8 ? 3422,3 ~ 92835 N

989,4 | 3418514 — R >

1059,0 | 3417,847 — S 57 ™

1236.4 ? 3416,1 $ I N
1563,0 3413,140 — Xy {' "{\
18528 | ? 3410,4 ”
2169,8 | 3407,468 — N TR T TR T L
2426,9 ? 3405,1 5758 72364 1652,8 24269 Abstond z

Abb. 39. Wellenlinge 2 =az + b im Gitterspektrum.

z. B. 575,8 u beobachteten. Es wird auf Grund der bekannten A die Ausgleichungs-

gerade gezeichnet. Ihre Ordinate fiir die Abszisse 575,8 u liefert die unbekannte

Wellenlinge 3422,35 A. T .
Wie die graphisch selbst- y T/ "/ ,,/ ;y

verstindliche Aufsuchung A

der besten Anschmiegungs- ’ / /

geraden rechnerisch durch- 2 ﬁ / / /

Q\

zufiihren ist, lehrt die Aus-
gleichsrechnung  (vgl. IIL / /
B 17, S.87—88 und FuB-

note 2, S.13). // /

14. Potenz y = a*, « / /

positiv. In Abb. 40 sind

AN

/ T

zur Veranschaulichung wei-
terer wichtiger Typen von J////éé x=0
Funktionen die Kurven der —=
Potenzen y = z* fir ver- [ ,/ /////
schiedene positive (ganze A,
und gebrochene) Exponen- / g

/)

ten & gezeichnet, und zwar
/

25

nur im ersten Quadranten. // 27
%
/

\

Alle Kurven gehen durch 7

den Ursprung =0, y =0 i

und den ,,Einheitspunkt* N

rx=1,y=1. Die zuihnen “ 7 =

gehérende gerade Linie Abb. 40. Potenz y = z* mit positivem Exponenten o.

y = x unter 45° trennt die

Kurven fiir o > 1 und & << 1 voneinander. Fiir x> 1 gehen die Kurven bei << 1 schirfer

an die z-Achse heran und bei x > 1 steiler hinauf als die Gerade y = x, und dies

wird immer ausgeprigter, je groBer « ist. Fiir « << 1 steht es umgekehrt: bei x << 1

verlaufen die Kurven oberhalb der Geraden y = z und bei x> 1 flacher als sie.
Walther, Einfithrung. 3

5.
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1

Da die Funktion y = 2* die Umkehrfunktion 2 = y* oder bei Vertauschung von
1

x und y die Umkehrfunktion y = x* = }/z hat, entstehen zwei Kurven mit rezi-
proken Exponenten, von denen der eine
o 1,1/ / kleiner, der andere gréBer als 1 ist, aus-

einander durch Spiegelung an der Hal-
bierungslinie y = x des ersten Quadranten.
| Wir wissen dies schon von frither fiir die

gewohnliche Parabel in ihren beiden Ge-
1

stalten y = 22 und y = 22 = /= (Abb. 14).

SRS

@

™N

[N

Y

-5 2 7 & 1 3
- Bei y = 2% und y = 3 = }/x spricht
m\/ ~ ’ man von einer kubischen Parabel (Abb. 41).
yyz-zf ; Hier bietet die Umkehrung keine Mehr-
S Ily= 0 deutigkeitsschwierigkeiten wie frither fir
- 3 die Parabel y = 2, weil y = 3 fiir nega-
e / tive x selbst negativ ist und die Funk-
# tion fiir alle x bei wachsendem x monoton

Abb. 41. by d Kubik 1 (kubische Parabel). .
Kubus un ubikwurzel (kubische Parabel) 7 mt, anders als y:xz‘

Allgemein zeigen die Potenzen y = x* bei geradem Exponenten & = 2,4, 6, ...
ein &hnliches Bild wie die gewdhnliche Parabel und bei ungeradem Exponenten
ao=1,3,5, ... ein dhnliches Bild wie die kubische Parabel.

15. Gleichseitige Hyperbel y — % . Ganz anders werden die Verhéltnisse hingegen

bei negativen Exponenten. In Abb. 42 ist zunichst an Hand der danebenstehenden
Tabelle die sehr wichtige Kurve y— a1

[

1 . .
=, fur den ,,Kehrwert“ oder das ,,Rezi-

\ prokum ;10 von x gezeichnet, die sog. gleich-

)

seitige Hyperbel, welche auch implizit durch die
Gleichung xy = 1 erklart werden kann. Fiir
negative x ergeben sich diesel-
— & v=— ben Funktionswerte wie fiir

‘ < T T “ d positive x, nur mit negativem
Vorzeichen. Die Kurve besteht
auszweiAsten, symmetrisch zum
Ursprung, einem fiir positive z,
dem anderen fiir negative x.
Fir =0 ist die Funktion

~

=

B 00 DD 1ok im
PRI U NN

I . .
. y= nicht definiert. Denn das
Abb. 42. Gleichseitige Hyperbel y = — . 1 . . .
@ Symbol o st sinnlos; es gibt

keine Zahl, die mit 0 multipliziert 1 lieferte. Was tritt nun ein, wenn z sich der

0 nahert, d. h. absolut genommen ﬁnbegrenzt Kkleiner wird, etwa gleich %, ; \ —% ,
1

100° —107%,107° —107% usw.? Dann wiichst offenbar der Funktionswert y — i
absolut immer mehr an und ibersteigt, wenn man x klein genug wihlt, jede noch

so groBe Schranke. Die Kurve enteilt fiir positive 2 nach oben und fiir negative x
nach unten in unbegrénzt weitere Fernel. ‘

1 Man denke an das Verhalten des Bildes bsi einer Linse, wenn wir uns mit dem Gegen-
stande dem Brennpunkte nihern, vgl. S. 24.
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16. Das Zeichen co. Unstetigkeit durch Unendlichwerden. Asymptoten. Man
pflegt dies unter Einfiihrung eines ,,Unendlich* zu lesenden Zeichens co und eines
Pfeiles in der Gestalt

y—>oco fur z-—0
(lies: y nach Unendlich fiir # nach Null) zu schreiben oder genauer in unmittelbar
verstdndlicher Symbolik

y—+oo fir 2—>4+0 wnd y—> —oo fir z-—»>—0.

Das Symbol oo hat keinerlei mystischen Beigeschmack und dient nur zur kurzen
rechnerischen Beschreibung einer aus dem Bilde (Abb. 42) ablesbaren Tatsache.
Offenbar liegt an der Stelle x = 0, wo die Funktion nicht definiert ist, eine Un-
stetigkeit vor, weil in der Nihe dieses Punktes zu einer kleinen Anderung von x
eine Riesendnderung von y gehdrt. Man spricht von ,,Unstetighest durch Unend-
lichwerden* und nennt x =0 eine ,,Unendlichkeitsstelle* oder einen ,,Pol*“ der
Funktion y :«acl—.

Unmittelbar verstdndlich sind nach Abb. 42 die Beziehungen
y—> 0 fiar z — oo, genauer y — +0 fir x— + o0, y—> —0 fir x-—» — 0.

Geraden wie hier die z- und y-Achse, denen sich eine Kurve immer mehr (oder
besser!: unbegrenzt) nihert, je weiter man sich auf ihnen entfernt, heillen Asymptoten
der Kurve. Fiir die gleichseitige Hyperbel sind also die 2- und y-Achse Asymptoten.

17. Umgekehrte Proportionalitit. Die ,umgekehrte Proportionalitit” y = Z

(z und y haben das feste Produkt a; absolut gréBerem x entspricht absolut kleineres
y und umgekehrt ; zwei Werte von y stehen im wmgekehrten Verhiltnis y,:y, = x,:x,
wie die entsprechenden x) bietet bei positivem a wesentlich dasselbe Schaubild

wie y = xl . Nur lduft die Kurve durch den Punkt x = 1, y = g statt durch den
Einheitspunkt =1, y = 1. Bei negativem ¢ kommt noch eine Spiegelung an

der z-Achse hinzu. y = 2 stellt sich zu y= ! wie die ,,direkte” Proportionalitat
Yy=ariuy==o. v 1 *

18. Die Funktion y = e Einen anderen Typus von Unstetigkeit durch Un-
endlichwerden haben wir bei der Funktion y = =2 = 1—2 (Abb. 43), wo die beiden
Aste fiir positives und negatives x bei & —> 0 nicht z B
nach verschiedenen y-Richtungen, sondern nach der- I v \
selben y-Richtung enteilen. 7

] X y-F

Dies trifft allgemeiner bei der Potenz y = 2~
mit negativem geradem Exponenten zu, wihrend sich
bei ungeradem Exponenten ein Bild wie bei der Hyper-
bel einstellt. Die Bilder der Potenzen y = 2> fir
verschiedene negative Exponenten « im ersten Qua-
dranten sind in Abb. 44 zu sehen; man #iberlege, wie -3 -z -7 7 7 L Z
hier die gleichseitige Hyperbel y = 910 mit x =—1 Abb. 43 Kurve y= ;-
die Rolle der Geraden y = = bei den Potenzen mit positivem Exponenten (8. 33)
spielt.

Abb. 45 zeigt zusammenfassend die Kurven der Potenzen y — x* fiir positive
und negative Exponenten im ersten Quadranten.

1 Bei ,,immer mehr konnte ein fester Abstand bleiben; so nihert sich z. B. die gleich-
seitige Hyperbel fiir - > + oo der Geraden y =-—1 immer mehr, aber nicht unbegrenzt.
3*

2
(4

0
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I. Funktion und graphische Darstellung.

19. Rechenregeln fiir Potenzen. Es ist vielleicht nicht unniitz, im Anschluf3
an die Potenzfunktion die in der Schule gelehrten Hauptregeln des Rechnens
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Abb. 44. Potenz y = «* mit negativem Exponenten «.

7

l

oI

VL R

SN
LA\

|
/

\

\
\
\

A\

\

N

/

\
\
§

\

1WA\

o

\\//// P
////Z

|

/

73,
/ 2,

]

I

//l
/

A NS

a4
/

e —
\
\
T~——

N
)

[/
/

NN

—

o

Abb. 45. Potenz y = 2*.

o=
7 Z -

mit. Potenzen zu erwah-
nenl. Sie lauten:

% . xl’f — xzx+ﬂ’

x?&
H;(? :xoc—ﬂ’
1
=1, rTTE =
xa
1 a
@y =, o=z,
x"‘y"‘:(xy)"‘, “i::(rx)&.
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20. Auftreten der Potenz
in den Naturwissenschaften.
In der folgenden Ubersicht
sind einige Beispiele zusam-
mengestellt, wo in den Natur-
wissenschaften die Potenz
Y = z% mit verschiedenen Ex-
ponenten o« auftritt?2. Man
versdume nicht, sich Schau-
bilder dazu zu zeichnen.

1. y=2 bzw. y=oax (direkte

Proportionalitit).

a) Weg s = ¢t bei gleich-
formiger Bewegung proportio-
nal der Zeit ¢ (¢ Geschwindig-
keit).

b) Geschwindigkeit v = g¢
beim freien Fall proportional
der Zeit ¢ (g Fallbeschleuni-
gung).

1 Zur Wiederholung der ele-
mentaren Arithmetik und Al-
gebra nehme man etwa CRANTZ,
P.: Arithmetik und Algebra
zum Selbstunterricht, Aus Na-
tur und Geisteswelt 120 und
205; ScmuBert, H. und Fi-
SCHER,P.B. : Arithmetik,Samm-
lung Goschen47 ; Beispielsamm-
lung zur Arithmetik und Al-
gebra, Sammlung Géschen 48;
FiscHER, P. B.: Elementare Al-
gebra, Sammlung Géschen 930
zur Hand.

¢ Zur Erginzung der vor-
Liegenden ,,Einfiihrung® nach
der physikalischen Seite hin
seli aufs wirmste das ausge-
zeichnete Werk MoscH, E.:

Lehrbuch der Physik. Leipzig: G.Freytag empfohlen. Fiir die physikalisch-chemischen Dinge
wird man viel Nutzen aus RotH, W. A.: Physikalisch-chemische Ubungen. Leipzig: L. VoB ziehen.
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¢) Verlangerung / = % ! P beim Hookeschen Gesetz proportional der Belastung P

q
(E Elastizitdtsmodul, I Ausgangslinge, ¢ Querschnitt).
d) Arbeit 4 = Ps einer konstanten Kraft P in Richtung des Weges proportional dem
Wege s.
e) Potentielle Energie E, = mgh einer Masse m proportional ihrer Héhe & .
f) Geschwindigkeit v = 7w bei gleichférmiger Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit
proportional dem Abstande » vom Drehpunkte.

g) Spezifisches Gewicht s = %P oines Gases bei konstanter Temperatur proportional dem

Drucke p . v Po
h) Steigdauer 7' = ?" beim senkrechten Wurf proportional der Anfangsgeschwindigkeit v,.

i) Stromstirke J = B eines Gleichstroms bei konstantem Widerstande R proportional

der Spannung E (Ohmsches Gesetz).

k) Osmotischer Druck p = a kT erstens bei konstanter absoluter Temperatur 7' proportional
der Konzentration k, zweitens bei konstanter Konzentration % proportional der absoluten
Temperatur 7' (Pfeffersches Gesetz).

1) Volumen ¥V = V%E eines idealen Gases bei konstantem Druck proportional der absoluten

Temperatur T' (Gay-Lugsacsches Gesetz).

1
2. y= - bzw. y = % (umgekehrte Proportionalitit).

a) Stromstarke J = % eines Gleichstroms bei konstanter Spannung E umgekehrt pro-
portional dem Widerstand R (Ohmsches Gesetz).

b) Volumen V= 2Yy eines idealen Gases bei konstanter Temperatur umgekehrt pro-
portional dem Druck p (Boyle-Mariottesches Gesetz).

c) Wellenlénge 4,, = 73; groBter Strahlungsintensitit im Spektrum umgekehrt proportional
der absoluten Temperatur T' (Wiensches Verschiebungsgesetz, b = 0,294 cm grad, vgl. S.181).

d) Potential U= f% einer schweren Masse M und Potential U = —ff einer Elektrizitits-
(Magnetismus-) Menge E umgekehrt proportional dem Abstand r (f == 6,7 - 10— gr—! cm3 sek—2).

e) Winkelgeschwindigkeit w = 2n einer gleichférmigen Drehung umgekehrt proportional der
Umlaufszeit 7' T

f) Hohe b = J;ﬁ in kommunizierenden Rohren mit Fliissigkeiten von zwei verschiedenen
spezifischen Gewichten umgekehrt proportional dem spezifischen Gewicht s.
an;’l’i bei "konstanter absoluter Temperatur 7 umgekehrt

proportional dem Volumen V des Losungsmittels (m Masse der geldsten Substanz).

g) Osmotischer Druck p =

h) Spezifisches Gewicht s = s, ;D i’—i;? eines Gases bei konstantem Druck umgekehrt pro-
portional der absoluten Temperatm? T.

3.y =2t

a) Weg s = g t2 beim freien Fall proportional dem Quadrat der Fallzeit .

b) Kinetische Energie E; = 7;4 v? einer Masse m proportional dem Quadrat der Geschwindig-
keit ».

- . J . . -
c¢) Kinetische Energie E; = 5 ©? einer sich drehenden Masse vom Trigheitsmoment J pro-

portional dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit .

d) Zentrifugalkraft Z = mrw? einer Masse m im Abstand r vom Drehpunkt proportional
dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit o .

e) Luftwiderstand R = As Fv? einer Fliche von F m?, die durch Luft vom spezifischen
Gewicht s kg m—® gefiihrt wird, proportional dem Quadrat der Geschwindigkeit » m sek—1 (4 fiir
Kreis und Rechteck —~ 0,06).
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2
f) Steighohe H = 2 beim senkrechten Wurf proportional dem Quadrat der Anfangsge-
schwindigkeit v,. 29
g) Leistung L = J2R eines elektrischen Stromes beim DurchflieBen des Widerstandes
R proportional dem Quadrat der Stromstirke J.
1
4. y=—

x2
Anziehungskraft K = f glg—n zweier schwerer Massen M und m und Anziehungskraft (Absto-

Bungskraft) K = % zweier Elektrizitats- (Magnetismus-) Mengen F und e umgekehrt proportional

dem Quadrat des Abstandes r (Newtonsches Gravitationsgesetz, f~ 6,710~ gr—! cm3 sek—2,
und Coulombsches Gesetz).

5.9 :VT& .
a) Schwingungszeit 7' = 271:]/5 eines Pendels proportional der Wurzel aus der Léinge .

b) Geschwindigkeit » = J2gs beim freien Fall proportional der Wurzel aus der Fallstrecke s.

¢) AusfluBgeschwindigkeit v = V2gh einer Flissigkeit proportional der Wurzel aus der Fliis-
sigkeitshohe A. T

d) Schallgeschwindigkeit » = v, V«— proportional der Wurzel aus der absoluten Tempe-
ratur 7'. - . T,

e) Dicke y = }/2pt einer durch Uberstreichen von Joddsmpfen iiber Silber entstehenden
AgJ-Schicht proportional der Wurzel aus der Zeit ¢ der Einwirkung, vgl. S.95—96.

6. y—ab — JaB.

3
Stromstirke J = CE? eines Gliihelektronenstroms aus einem Glithfaden konstanter Tem-

peratur im Hochvakuum proportional (Anodenspannung E’)g
7. y=2t.

Gesamtstrahlung § = ¢ 7" eines absolut schwarzen Strahlers proportional der 4. Potenz
der absoluten Temperatur 7'
(Stefan-Boltzmannsches Strahlungsgesetz, ¢ =~ 5,7-10—¢ erg cm—2 sek—1 grad—1).

8. Verschiedene Exponenten.

Gesetze fiir Druck p, Volumen V und absolute Temperatur 7' eines idealen Gases bei
adiabatischer Zustandsinderung (vgl. S. 161 und 8.176—177):

pV* = p, V¥ (Poissonsches Gesetz),
oro
x—-1 x—1

TV =T, VY, Tp = =Typ, *

(x :g = 1,67 fir einatomige, » = Z— = 1,4 fir zweiatomige Gase)

J. Logarithmenpapier.

1. Bescﬁreibung eines funktionalen Zusammenhangs mit Hilfe der Potenz. Der
Naturwissenschaftler versucht gern einen experimentell beobachteten funktionalen Zu-
sammenhang zwischen z und y mathematisch durch eine Funktion y = b 2% mit kon-
stantem (moglicherweise negativem) a¢ und & zu beschreiben. Denn die Potenz
y = 2 gehort zu den einfachsten ihm von der Mathematik zur Verfiigung gestellten
Funktionen. Auf Millimeterpapier ist jedoch firr eine zwischen den beobachteten
Punkten mdglichst gut hindurchgelegte Kurve, die sich der Gesamtheit der Punkte
moglichst eng anschmiegt und fiir die man durch Vergleich mit dem Aussehen der
Potenzkurven y = 2% (Abb. 40, 44, 45) den Typus y = ba?* vermutet, die Bestim-
mung der Konstanten ¢ und b nur unter Zuhilfenahme von Rechnung durchfiihr-
bar, und zwar verhiltnismifig mithsam und mit geringer Genauigkeit. Die Aui-
gabe gestaltet sich hingegen sehr einfach und kann rein graphisch erledigt werden,
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Abb. 47. Potenzpapier (ganzlogarithmisches Papier; Schleicher & Schiill, Diiren).
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wenn man statt des gewohnlichen Millimeterpapiers das kdufliche Logarithmenpapier
oder logarithmische Papier benutzt.

2. Zwei Sorten Logarithmenpapier. Man unterscheidet halblogarithmisches oder
Exponentialpapier und ganzlogarithmisches oder Potenzpapier.

Beim Exponentialpapier (Abb.46) ist die wagerechte untere Begrenzungs-
gerade, die wx-Achse, wie beim Millimeterpapier gleichmiBig nach Millimetern
geteilt. Hingegen trigt die senkrechte linke Begrenzungsgerade, die y -Achse, eine
logarithmische Leiter, d. h. es sind wie beim Rechenschieber mit einer passenden
MaBstabseinheit ¥ em, z. B. 10 cm oder 25 cm, die Strecken mit den MaBzahlen
v = v logy aufgetragen, und an den betreffenden Punkt ist y daran geschrieben.
Am Anfangspunkte unten steht y = 1 wegen logl = 0.

Beim Potenzpapier (Abb. 47) sind beide Achsen mit logarithmischen Leitern
versehen.

In Anlehnung an die Achsenleitern ist das logarithmische Papier so wie das
Millimeterpapier mit einem Netz von wagerechten und senkrechten Geraden
iiberzogen. Die Zahlen an den logarithmischen Leitern kénnen nétigenfalls mit
einer passenden Zehnerpotenz multipliziert werden. Es gibt auch Logarithmen-
papiere fiir Sonderzwecke, z. B. ,thermodynamisches Potenzpapier, bei dem
die Einteilung der senkrechten Achse nach dem fiir die Praxis in Frage kom-
menden Temperaturbereich, etwa von 1939 absolut (—80° C) bis 6539 absolut
(380° C) vorgenommen ist.

3. Gerade auf Logarithmenpapier. Exponentialfunktion. Nun zeichnen wir auf
das logarithmische Papier als einfachste Kurve eine Gerade. Welche Beziehung
zwischen den auf den Achsen ablesbaren Zahlen z und y fiir die einzelnen ihrer
Punkte entspricht ihr?

a) Exponentialpapier. Esseien u cm und v em die MaBstabseinheiten auf der gleich-
méBig geteilten wagerechten z-Achse und auf der logarithmisch geteilten senk-
rechten y-Achse, » cm = (u2)cm und vem = (v logy) cm die Abstinde auf den
Achsen vom Ursprung bis zu den mit x bzw. y bezifferten Punkten. Wir denken
uns fiir den Augenblick ein gewéhnliches wv-Koordinatensystem mit den MaB-
stabseinheiten 1 cm auf beiden Achsen in der Zeichnung angebracht, etwa durch-
scheinendes Millimeterpapier mit «v-Netzteilung auf das Logarithmenpapier darauf-
gelegt. Zwischen « und v ist die Gerade, wie uns geliufig, durch eine lineare Funktion

v=Au -} B
charakterisiert. Nun gilt aber u =y und v = v logy, also entspricht der Ge-
raden zwischen x und y die Beziehung

B
10gy=ﬂx+v
v v
oder Au | B B ANz
y =10 =107 " =10 -(107”) = ba?

B Az

mit 10* =b und 10" =a.

Auf halblogarithmischem Papier wird die ,,Exponentialfunktion

y = ba*

(das Argument x steht im Exponenten) in eine Gerade ausgestreckt (daher der Name
Exponentialpapier).

Z. B. wichst bei p 9/, jahrlicher Verzinsung und Zuschlag der Zinsen zum
Kapital am Schlusse jedes Jahres (Zinseszinsen) das Kapital 1 in x Jahren

bekanntlich auf P\
v=(1+15)
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an, etwa bei p=49%, auf y=(1,04)*. Mitb=1,a=1-+- 100 haben wir also

die obige Form der Exponentialfunktion. Fiir p = 3,4 und 5 sind die entsprechenden
Geraden in Abb. 48 zu sehen. Man liest aus ibr z. B. ab, daB sich bei 5 ¢/, das
Kapital in rund 14 Jahren ver-

doppelt, dal es sich bei 49/, in rund T } * 7

~
<>

I /
28 Jahren verdreifacht usw. i H {
Firz=0wirda®=1und y=b, , V| »
also ist & der Abschnitt auf der s | } /|
y-Achse (an der y-Leiter abgelesen). \ // /|
Zur Ermittlung von a ziehen wir s (o L LA
eine Parallele zu unserer Geraden ‘ ATV P
durch den Ursprungz =0,y =1. > il o
Sie hat die Gleichung v = A% oder ’§3 // p
y=a*, fir =1 kommt y =a. £ // L //“3%
b) Potenzpapier.  Hier ist Y // v
u=pulogz, v=yvlogy, und die Ge- 2 L d
radengleichung v = A + B fiihrt
zu
A /
logy—v*HIngJr //
1 1
1010” 10 v ogx+ v zaZe// xin jg/ﬂ’é’ﬂ " »
ol Au Abb. 48. Anwachsen des Kapitals 1 durch Zinseszinsen
101/ 10108“ ¥ bt bei verschiedenen ZinsfiiSen.
B
. . Ap 7
mit 10* = b, = » K
Auf ganzlogarithmischem Papier NN
streckt sich die Potenz NN
46 ‘\
Yy = baxs 45 \\
in eine Gerade aus ( Potenzpapier). <
Abb. 49 zeigt als Beispiel die o \Qy‘ kons
Geraden oy N ol ,mt\\\ ‘\\\
_1 N
V= °p°=(poVo)p N
2
und . \g " \\‘
- N
n \\
0 T‘ (po V )p ? H \
: N
¥4 N
die auf Potenzpapier der Boyle- % S R
Mariotteschen Gleichung p V= konst ruct B imar
. . IR Abb. 49. Volumen V von Luft fiir verschiedene Drucke p
fir isotherme Zustandséinderung (V=11 fiir p=1at).
eines Gases und der Poissonschen Untere Gerade: Isotherme Anderung p ¥V = konst.
Gleichung P V* — konst (bei Luft Obere Gerade: Adiaba_tische Anderung » V¥ = konst

mit » =1,4.

» =14 =21) fir adiabatische Zu-
standséinderung entsprechen. Z.B. wird 11 Luft von 1 at durch Druckvermehrung
auf 3,5 at isotherm auf 0,285 1, adiabatisch auf 0,408 1 zusammengepreft (im
letzten Falle nicht so stark, weil ein Teil der mechanischen Zusammendriickarbeit
fiir die Temperaturerhdhung des Gases verzehrt wird).
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Fir x =1 (Ursprung x =1, y = 1) gewinnt man mit y = b die GréBe b wieder
als Abschnitt auf der y-Achse. Hingegen kann a nicht allein mit Hilfe der auf dem
Potenzpapier vorhandenen Einteilung ermittelt werden. Wohl aber findet sich
leicht 4, die Richtungskonstante der Geraden v = A% 4 B im wv-System mit der
MaBstabseinheit 1 cm fiir beide Achsen. Man geht von einem Geradenpunkte um
10 cm wagerecht nach rechts, dann muB man um 104 cm senkrecht auf- oder

abwiarts bis zur Geraden steigen. a = AV—M wird anschlieBend durch Kopfrechnung
erhalten.

Auch beim Exponentialpapier ist es manchmal natzlich, nicht nur @, sondern

Au
auch 4 und den Exponenten At i 4107 zu kennen. Man verfihrt genau
so wie eben. Y

Weitere kleine Kniffe lernt man bei Beniitzung des logarithmischen Papiers bald L.

Die Exponentialfunktion y = ba® oder spezieller ¥ = a*, auf die wir hier von
selbst gestoBen sind, werden wir spiter eingehend besprechen (II F, S. 165—202).
Sie ist vielleicht die allerwichtigste mathematische Funktion fir den Naturwissen-
schaftler. Offenbar ist y = o* die Umkehrfunktion des Logarithmus x = %logy zur
Basis a.

4. Wie gebraucht der Naturwissenschaftler Logarithmenpapier? Wenn man fir
beobachtete Werte x und y eine mathematische Funktion y = ba® oder y = bz
vermutet, hat man nur die entsprechenden Punkte auf Exponentialpapier oder
Potenzpapier aufzusuchen,durch sie moglichst gut eine Ausgleichungsgerade hindurch-
zulegen und die Konstanten ¢ und & in der geschilderten Weise zu bestimmen.
DaB sich die Gerade ungezwungen und mit nicht zu groflen Abweichungen hindurch-
legen 148t oder nicht, zeigt, ob wirklich eine Beziehung der angenommenen Form
statthat.

5. Beispiel. Als Beispiel ist hier (Abb. 50) die Stromstérke J in einer mit ver-
schiedenen Spannungen E brennenden elektrischen Glithlampe angenommen; sie
fithrt auf eine Potenzbeziehung J = bE®.

T T T e R e vl
1 NI

priass: ui Iz 2 0,0245
42 . v 4 370
< - i - 8 568
§ 4 1 T 16 8563
NASEE et e 2 01125
NWasa: 3z 32 1295
N g o : - 50 | 1715
Vo k T 64 | 2000
S Tr HH 100 | 2605
‘:lm A 125 [ 2965
H S 150 | 3295
i abim 180 | 3635
aor; 7 3456 8W 20 J0 405060 W0 20029 200 3865
Spanmung E in VoIt 218 0,4070

Abb. 50. Stromstirke J in einer Gliihlampe bei der Spannung E.

Die Gerade schneidet auf der J-Achse bei der Stromstérke b = 0,0162 Amp. ein.
Auf 10 cm steigt sie um 104 = 6 cm. Daher ist 4 = 0,6, ebenso gro8 ist
a :%ﬁ, weil die MaBstabseinheiten auf beiden Achsen je 10 cm sind, und die
Gleichung der Geraden lautet

J = 0,0162 - £ —0,0162 B .
! Vgl. z. B. die 8. 21, Fufinote ! erwihnten Bindchen von P. Luckey.
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Der Exponent 3 148t sich auf Grund des Stefan-Boltzmannschen Strahlungs-
gesetzes und der Abhingigkeit des Widerstandes von der Temperatur auch theo-
retisch begriinden?.

6. Wachstums- und Ertragsgesetze. Die Exponentialfunktion begegnet dem
Naturwissenschaftler haufig in der Verbindung

y=>5b(1—a), (*)
wobei a ein echter Bruch ist. Bei wachsendem x wird a® unbegrenzt kleiner und fallt
gegen 1 immer weniger ins Gewicht. y néhert sich daher bei VergréBerung von x dem
,,Hichstwerte* b, wie besonders deutlich Abb. 51 zeigt; fiir =0 hingegen ist y =0.

Ein derartiges Gesetz beherrscht z. B. die Hinmolekiilreaktion in der Chemie,
etwa die Zuckerinversion. Rohrzucker wird durch katalytische Wirkung einer dem
Losungsmittel Wasser zugefiigten Siure in Invertzucker verwandelt. = bedeutet
die Zeit, y die umgesetzte Menge Rohrzucker oder auch die entstehende Menge
Invertzucker, gerechnet in Mol je Volumeneinheit des Lésungsmittels. Urspringlich,
fiir # = 0, ist gar kein Rohrzucker umgesetzt und gar kein Invertzucker vorhanden,
am Schlusse ist die ganze urspriinglich vorhandene Menge Rohrzucker von der
Ausgangskonzentration & Mol je Volumeneinheit umgesetzt und nur noch Invert-
zucker da. Diesem Zustande strebt der Vorgang nach dem Gesetze (*) zu. (Vgl.
die ausfithrliche Behandlung in IT F 25, S.195—196.)

Ferner regelt die Gleichung (*) z. B. das Ansteigen der elekirischen Stromstirke y
mit der Zeit x zum Endwerte b gegeniiber der Selbstinduktion. Schliefilich kommt
sie — mindestens als Arbeitshypothese — fir viele biologische Vorginge in Frage.
Dabei bedeutet x einen ,,Wachstumsfaktor”, z. B. eine Néhrstoffgabe, eine Be-
strahlungsintensitét u. dgl., und y den dadurch verursachten ,,Ertrag an Trocken-
substanz u.dgl., der bei Steigerung des Wachstumsfaktors einem Hochstwerte
zustrebt. Oder x kann auch die Zeit sein und y das erreichte Gewicht, die erreichte
Lénge u.dgl. (Vgl. 1I F 23—24, 8.189—195.)

Oft ist b als Hochstwert von y mit guter Anndherung aus der Beobachtungs-
tabelle zu entnehmen. Dann vermerkt man in ihr noch die den einzelnen y ent-
sprechenden Unterschiede w = b — y = ba®* vom Hochstwerte und konstruiert
auf Exponentialpapier mit x- und w-Achse die zugehorige Gerade. Sie liefert dann
auch a. Gegebenenfalls wiederholt man das Verfahren mit einem anderen b und
sieht nach, ob die neue Gerade besser stimmt.

7. Beispiel. Das folgende Beispiel betrifft die Lange » in em des islindischen
Herings als Funktion des Lebensalters x nach Piitter; fiir b ist die nach der Tabelle
und Abb. 51 einleuchtende Annahme b — 37 cm gemacht.

- N 40 :
Lbens ange o Untorschied | Lebonsi g,  Untersehied 5350 0 TP -1 ———
Jahre |in cm | b=237cm | Jahre |in em | b=37cm 30 li
p
196 214 | 8 lsa2 28 g it
2 17,6 194 9 349 21 MY
3 1236 134 10 1355 1,5 >
4 1215 95 11 356 14 w0
5 208 72 12 358 12 % |
6 |36 54 13 1364 06 A N A A
7 33,1 3,9 14 36,7 0,3 Lebensalter T in Jakren

Abb. 51. Linge y des isliindischen Herings im Iebensalter z.

Da auf dem Exponentialpapier in Abb. 52 bei Bezifferung der Achse links von
1 bis 100 nicht alle Punkte untergebracht werden konnen, ist rechts noch eine Be-

1 Ein weiteres schones Beispiel gibt die Beziehung zwischen Druck und Volumen eines
Kilogramms gesattigten Wasserdampfes.
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zifferung von 0,1 bis 10 zu sehen (bei der logarithmischen Leiter kommt es ja
auf Zehnerpotenzen nicht an). Das mittlere Stiick der ganzen Geraden tritt
einmal als unteres Stiick des linken Teiles und

”/n:g:' Wem m/;:s;?” einmal als oberes Stiick des rechten Teiles auf. Man
201~ A\ ; ¢ denke sich das untere Stiick des rechten Teiles
[ —— ¢ unten an den linken Teil angesetzt, dann hat man
4o S A ¢ die ganze Gerade. Die gestrichelte Parallele durch
NN 5 den linken oberen Punkt w = 100 liefert fir z =1
20 h : den Wert @ = 0,725, indem man sich fiir den Augen-

NN blick alle Zahlen links durch 100 dividiert vorstellt.
10 N AN 7 Mit der Parallelen durch w = 1 kime man ja aus
:-, EEeneas N, der Zeichnung heraus. Also
3 N N y = 37(1 — 0,725%) .
3 ‘\\ \;; Auf 10 cm fallt die gestrichelte Parallele um 14 cm.
2 ,, Daher ist A =—14. Die Einheiten in der wage-

rechten und senkrechten Richtung betragen 1 cm
L e ,7\ 77 % und 10 cm. Hieraus folgt Au :__lf;l, =-—0,14
Lebensatter - in Jakren und @ = 10—%14 weiter v 10

Ainge. gogen aie Hortstiunge 5o Uy = 37(1 — 10—014z)

K. Polynome, Interpolation.

1. Polynome. Allgemeine Parabeln. Durch additive Zusammensetzung ver-
schiedener Potenzen von z mit positiven ganzen Exponenten unter Verwendung
konstanter (von z nicht abhingiger) Koeffizienten entstehen die Polynome oder
ganzen rationalen Funktionen

y:g(x)=a0+alx;+a2x2+...+anwn_

Der Exponent # der hochsten vorkommenden Potenz von z heiBit der Grad des
Polynoms. Die entsprechenden Kurven werden allgemeine Parabeln genannt. Bei
geradem n hat eine solche Parabel mit der gewohnlichen Parabel y = 22 das ge-
mein, daB y sowohl fiir positive wachsende x als auch fiir negative abnehmende z
dasselbe Zeichen (das des hochsten Koeffizienten a,) hat, die Kurve also nach einer
Richtung, entweder nach positiven y oder nach negativen y, immer weiter fort
enteilt. Denn bei geradem n ist 2" = (— «)*, und bei absolut geniigend groBem x
tiberwiegt das Glied @, 2" mit der héchsten Potenz von z alle iibrigen Glieder. Bei
ungeradem 7 hingegen verlduft die allgemeine Parabel fiir positives und negatives
absolut groBles x nach verschiedenen y-Richtungen (Abb. 53), so, wie die kubische
Parabel y = x® (Abb. 41, S. 34).

2. Anwendung zur graphischen Auflésung von Gleichungen. Zwischen den weit
entfernten Kurventeilen fiir groBe || schwingt die allgemeine Parabel y = g(x)
im allgemeinen mehrmals auf und ab. Schneidet oder beriihrt sie dabei die z-Achse,
so ist das z eines solchen Schnittpunktes wegen y = 0 eine reelle Wurzel der alge-
braischen Gleichung

ay+ax+a2?+ - a2t =0 (*)

(bei Beriithrung eine mehrfache Wurzel, weil man sich einen Berithrungspunkt durch
Zusammenriicken mehrerer Schnittpunkte infolge einer kleinen Hebung oder Senkung
der Parabel entstanden denken kann). Man spricht auch von einer Nullstelle der
Funktion y = g (x). Trifft die Parabel hingegen die x-Achse gar nicht, was nur bei
geradem n mdoglich ist, so ist die Gleichung (*) fiir kein reelles z erfiillt und hat nur
komplexe Wurzeln. Man kann also eine algebraische Gleichung (*) dadurch graphisch



J. Logarithmenpapier. 7. K. Polynome. Interpolation. 1—4. 45

auflosen, wenigstens fiir die reellen Wurzeln, dafl man die linke Seite als Funktion von
x auffaft, die entsprechende Parabel zeichnet und deren Schnittpunkte mit der x-Achse
aufsucht. Abb. 53 veranschaulicht dies fiir die Glei-
chung 23—42?+4-22+2=0. Als Schnittpunkts-
abszissen, d. h. als Wurzeln der Gleichung, die sich
simtlich als reell erweisen, liest man ab x; = —0,48,
x, = 1,31, z;=3,17; die Summe z, 4 xz, + x, ist E
gleich 4, also gleich dem Negativen des Koeffizienten VBN i s
— 4 fiir das quadratische Glied —4 22, wie es sein muB. 1 |
Das Verfahren ermoglicht allgemein die Ermitt- fl |
lung der reellen Wurzeln einer ganz beliebigen Glei- H \ ]
/

[

chung f(z) = 0 [der reellen Nullstellen der Funktion -
y=f(z)], indem man die Kurve y=/f(x) benutzt.
Zeichnet man die Gegend eines Schnittpunktes mit
der x-Achse in groBerem Malstabe, so steigert sich
die Genauigkeit.

3. Allgemeines iiber Interpelation. Wenn von
einer Funktion y = f(x) die Werte y,, ¥,, ..., ¥, fir
(n 4+ 1) Argumente z,, z,, ..., x, bekannt sind, ver-
mag man immer ein Polynom n-ten Grades von x, i
das ,,Interpolationspolynom’, aufzubauen, das an den Abb. 53. Zeichnerisches Losen der
Interpolationsstellen’* xy, Ty, . . ., T, gerade die Werte ~ Fleichmg #*—ir*2e+2=0.
Yos Y15 - - » Yp annimmt. Die entsprechende ,,Interpolationsparabel geht also durch
die (» 4 1) vorgegebenen, z. B. durch Beobachtungen bestimmten Punkte x,y, ¥,;
%y, Y15 - -5 Tn, Yp hindurch. Das Interpolationspolynom leistet fiir die Rechnung
dasselbe, was wir zeichnerisch erzielen, wenn wir durch die (» - 1) Punkte ohne
weitere Kenntnis iiber y = f () nach bester Uberzeugung eine glatte Kurve hindurch-
legen. Es gibt einen Ersatz fir y = f(z), so gut er sich eben auf Grund einer
Tabelle mit nur lickenhaften Aussagen tiber y = f(z) herstellen la3t. Wir kénnen
z. B., wie wir bei graphischer Interpolation den Funktionswert an einer beliebigen
Stelle als Ordinate der interpolierenden Kurve abgelesen haben, rechnerisch einen
Néherungswert von y = f(z) fir ein beliebiges Argument als Wert des Inter-
polationspolynoms dafiir berechnen.

4. Newtonsches Interpolationspolynom. Differenzenquotienten. Es wire unprak-
tisch, das Interpolationspolynom nach Potenzen von z geordnet anzusetzen und die
Bestimmung der Koeffizienten a, a,, . . ., a, zu versuchen. Man legt vorteilhafter
die Gestalt :

g(x) ==+ ¢1 (T—2g) +- €5 (¥ —xg) (T— 1)) -+ -+ F Cu (¥ — ) (T—2y)- (T—Tp—1)

zugrunde. Durch Ausmultiplizieren und Ordnen nach Potenzen von z kénnen wir
dann spéter immer noch die andere Form herstellen.

LS

Ee e
T

Fir x = =, fallen alle Glieder des Polynoms bis auf ¢, fort, und g(x,) soll gerade den
Wert y, haben. Also
Co = Yo -
Entsprechend fir = x,
- — N T _%HhTh
Y1 = € + ¢y (wy — ), daher ¢ 5w m—
und mit einer zweckméfBigen Abkiirzung

. ) ¢y = (Yol
Weiter fir r = x, Y2—Y% Y1~ Y%

Yo = € T €1 (Tg— %) 1 Co(@y — X)) (T — 2y)  und g ==
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Es ist bequemer, dies umzuformen in
Yot _ Hh1—¥s

B — % =% _ (Y] —[hy] _ [519:]— %yl

€y = Ty — %, 2y — 2y — 7, = [Yo¥192] -
Hiernach ist das Bildungsgesetz der Koeffizienten ¢, ¢,, ..., ¢, hinreichend
klargestellt. Man berechnet zunéichst die ,,ersten Differenzenguotienten
_ Y% %N _ Y%
[(%0%1] 2 — 1, [3/1y2]—x2_x1> (Y2 ys]—xa_xz,...,

dann durch Subtraktion je zweier von ibnen und Division mit der Differenz der nicht
bei der Bildung beider beteiligten Argumente die ,zweiten Differenzenquotienten’

(91921 — [0l (Y2 ¥3] — [4192]

[Yo¥1Y2] = 2y — 2, s L hye¥s] = — ey

nachher die ,,dritten Differenzenquotienten®,

[¥19295] — [YoY1 4]
[Yo¥1¥ats]l =" 7 39'6]'"_'_';'/0 S
3 0

usw. und kann damit als ,,Newtonsches Interpolationspolynom*

g(x) = Yo + [Yo 1] (@ — xp) + [Yov1¥e) (x — ) (T — @) + - -+
aufschreiben. + [Yo¥1Ys- - - Ynl (T —Zp) (& —2y) -+ (B — Tp—1)

Wiinschen wir zu «,, &, . . . , &, noch ein neues Argument x,_; hinzuzunehmen,
so tritt zu dem alten Interpolationspolynom nur ein neues Glied hinzu, wihrend die
bisherigen Glieder unverdndert bleiben — ein groBer praktischer Vorteil.

5. Differenzenquotientenschema. Die Berechnung der Differenzenquotienten, die
auch Steigungen oder dividierte Differenzen genannt werden, gestaltet sich besonders
bequem an Hand des folgenden ,,Differenzenquotientenschemas™, in dem jeder Diffe-
renzenquotient rechts auf Liicke der beiden Differenzenquotienten steht, die bei
seiner Bildung beteiligt sind:

Lo Yo )
(%o 41]
Ty Y (Yo Y1)
[9195]
Lo Yo (41 Y2¥s]
[¥29s]
O [Yoy1Ys- - - Ynl-
(Yr—2 Yn—1 Yn)
[Yn—1 yul
Zy  Yn

6. Sonderfall der linearen Interpolation. Haben wir es nur mit zwei Interpolations-
stellen z, und x, zu tun, so ist das Interpolationspolynom
y —
9 = 4o+ soml (F—z) = yo+ 22 (a—1)
Xy — %
eine lineare Funktion von z, die Interpolationsparabel die gerade Linie durch x,, y,
und z;, y;. Wir kommen damit auf die schon besprochene lineare Interpolation von
S. 31—32 zurick. Man iiberlege sich das in allen Einzelheiten durch.
7. Aquidistante Argumente. Differenzen und Differenzenschema. Liegen die
Punkte z,, Z;, « « - , &y, ,.dquidistant’” um die ,,Spanne’* h auseinander, ist etwa

y=a, ,=a+h, oa=c+2h, ..., v, =a+nh,
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80 kann man beim Aufschreiben des Schemas die Division mit =, — z;, x, — , usw.
sparen und statt dessen durch einfache Subtraktionen je zweier iibereinanderstehen-
der Zahlen das ,,Differenzenschema‘’

Ty Y
° Ay, 2
L N Ly,

AN A2 n
Ty Y Y
2 Ay, oo Dy,
T3 Yz

Zlf‘/n——2

VAN 7

Tn  Yn
fir die ,,Differenzen‘‘1
DY = Hh— Y, L¥r1= Yo—Y, DYs=Ys— Y2, --

2 2

DYy = Dy — Dy, Dy =0y —Dyy, ...
3 2 2

DYy = Dyr— DY, - - -

aufschreiben. Das Interpolationspolynom lautet dann mit der bekannten Abkiirzung
n!l=1-2-3--.n

9@) =g+ (e —a) P L @)@ —a—h) G g
A
t(@—a)(z—a—h)-- (z—a—(n—1)h) W}%:"

Mit x = a + th, wobei ¢ angibt, um welches Vielfaches von % das Argument «
von a entfernt ist, kénnen wir dies umgestalten zu

(

t ¢ 1 "
9(“+th):yo+ﬂAyo+ - )

t—1) : t .
5= bwt+ (1) cw

, —1)--- (t— 1
Cb) ist der Binomialkoeffizient A n(' n+1)

8. Beispiel. Ausdehnung des Wassers. Wasser hat bekanntlich bei 4° C seine
groBte Dichte. Es sei 11 davon bei 4° C abgemessen, und es sei y = f(z) der Vo-
lumeniiberschufl in mm?3 dieser Menge iiber 1 1 bei der Temperatur zin ® C. Am linken
Rande des folgenden Differenzenschemas stehen beobachtete Werte von y:

2 3 4
x y Lo A AN A

in°C inmm?

0 129
— 98
2 31 67
— 31 —6
4 0 61 —1
30 7
6 30 b4
84
8 114

2 .
X A soll nicht Delta- Quadrat heiBen, sondern zweite Differenz.
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Das Interpolationspolynom heiflt (A = 2)

67 6
g g2 P AE—YgTe .
—x(x—2)(x —4) (x —6) 94,54
=120 -—492 4 8,375x(x — 2) — 0,125x (x — 2) (x — 4)
—0,00260x (x — 2) (x — 4) (x — 6)
=129 — 66,625 + 9,010 2% — 0,094 2 — 0,003 x*.

g(x):129—x—92~8—]—x(x—2)

Die folgende Zusammenstellung zeigt mit Hilfe von g(x) berechnete Néherungs-
werte fiir ¥ = f (z) und wirklich beobachtete Werte:

7"”L g(z) i y=1()
in °C . berechnet in mm? | beobachtet in mm®
120‘ ? ‘

\ 1T 72

\ | 3 7 1 9
w700 / 5 8 10
§ \ 7 66 ‘ 67
N \ ] Abb. 54 verdeutlicht den vorziiglichen AnschluB auch
N j anschaulich. In y = g(x) ist also eine praktisch sehr
N \ / brauchbare ,,Faustformel“ fiir die Ausdehnung des
S \ ] Wassers zwischen 0° C und 8° C gewonnen.
N 9. Interpolationsformel von Stirling. AuBer den Funk-
§ tionswerten y;, s, . . . fiir die Argumente 2, =a + &,
X 20 Zy=a -+ 2h, ... auf einer Seite des Ausgangsargu-
N \ / mentes x,=a mit dem Funktionswerte y, benutzt man
N o ./ 4 gern auch die Funktionswerte 4y, y.g,... fir die

nﬂfpe,af,,,f/w ,;,og Argumente z g =a—h, v g=a—2h,... auf der
Abb. 54. Ausdehnung des Wassers. anderen Seite. Die entsprechenden Interpolations-
formeln sind Sonderfille der allgemeinen Newtonschen
Formel und namentlich von den Astrononien zu groBer Feinheit und Vollkommen-
heit ausgebildet worden, wéhrend sie in weiteren naturwissenschaftlichen Kreisen
langst nicht geniigend gewiirdigt werden. Sie heillen Zentraldifferenzenformeln,
weil die benutzten Differenzen im Zentrum des Differenzenschemas stehen!. Z. B.
kommen bei der Stirlingschen Interpolationsformel die im folgenden Differenzen-
schema eingeringelten Differenzen ,,in einer Wagerechten mit x, =a* und y, zur
Verwendung. Aus den durch einen senkrechten Strich verbundenen Differenzen
ist das arithmetische Mittel zu nehmen.
4 5 6

2 3
YA AN AN A NV ANVAN

Tz Ys

Ty Yo

T4 Y, .

“® g0 0 0
ooh = =

Zy Y

Z3 Y3

1 Fir weiteres Studium greife man zu E. T. WHiTTAKER-G. RoBINSON, The calculus of
observations. London 1924: Blackie (dieses Buch sollte jeder mathematisch weiterstrebende
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Die Faktoren, mit denen man ¥,, das arithmetische Mittel der eingeringelten ersten
Differenzen usw. multiplizieren mufl, um durch Addition aller Produkte den Wert
des Stirlingschen Interpolationspolynoms fir das Argument  =a 4 th zu be-
kommen, sind der Reihe nach:

) 12 (e —1%) (e —1%) s — 12 —2%) (2 —12) (2 —29)
gy g T 51 T
z. B. fir t = ;

L1 1 1 3 1

27 8’ 16’ 128 ° 256° 1024° "

Willman etwa an Hand des Differenzenschemas S. 47 mit A — 2 den Volumeniiber-

. . 1 .
schuB fiir 5 ausrechnen, so nehme man a =4. Dann wird { = _ . Die aus dem

2
Differenzenschema benétigten Werte in einer Wagerechten mit @ = 4 sind
0; ”‘31;’30 =—05; 61; f62*7 =—65;, —1,

und die Stirlingsche Formel gibt als gesuchten Volumeniiberschufl fiir 5°

1 1 1 1
1-0-+ 9" (—0,5) g 61 — 16" (—86,5) — 98 (—1)=~=1779.
Von der dhnlichen Besselschen Interpolationsformel sei nur erwahnt, daB sie mit den
im Differenzenschema S. 48 unterstrichenen Werten arbeitet und besonders geeignet
ist zur ,,Interpolation in die Mitte”*, d. h. fir das zwischen vy =a und v, =a + 2
in der Mitte liegende Argument @ |1 ». Man hat fiir diesen Zweck, wenn man bis

zu den 2. Differenzen geht, nur das arithmetische Mittel M;@ der unterstrichenen

Funktionswerte um élg des arithmetischen Mittels der beiden unterstrichenen 2. Diffe-

renzen zu vermindern. Also im Beispiel

1 614+ 54
Volumeniiberschuf3 fir 5% = 79230 —g" iQ— == T7,81.

L. Trigonometrische und zyklometrische Funktionen.

1. Definition der trigonometrischen Funktionen. Als trigonometrische (gonio-
metrische) Funktionen sin x, cos x, tan z (oder tg x) und cot z (oder ctg x) eines spitzen
Winkels z definiert man in der Schulmathematik an Hand

eines rechtwinkligen Dreiecks A BC (Abb. 55) mit dem Winkel 5
BAC = z die Verhaltnisse! c
. a  Gegenkathete b Ankathete @
SN X — —= e e S — — ,
c Hypotenuse ¢  Hypotenuse A = >
a Gegenkathete b Ankathete Abb. 55. Definition
tanz = = 2w, cObrx= = ———r . dertrigonometrischen
b Ankathete a  Gegenkathete Funktionen.

Naturwissenschaftler einsehen; darin ist u. a. auch die Ausgleichungsrechnung vorziiglich
behandelt) oder zu dem kurzen Auszuge daraus: A short course in interpolation.

1 Zur Riickerinnerung an die Trigonometrie seien empfohlen: CraNTz, P.: Ebene Trigono-
metrie zum Selbstunterricht, Aus Natur und Geisteswelt 431; Wrrring, A.: Einfithrung in
die Trigonometrie, Math.-Phys. Bibliothek (Teubner) 43.

Walther, Einfiilhrung. 4
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Fiir beliebige Winkel erweitern wir diese Definition in folgender Weise. Wir
denken uns (Abb. 56) in einem rechtwinkligen uv-Koordinatensystem die positive,

v
r<—COr T—3{

P

=0, v=7

fan x

-

Abb. 56. Definition der trigono-
metrischen Funktionen.

im Ursprung befestigte «-Halbachse um den Winkel
(im Bogenmaf) gedreht, d.h. solange, bis ein auf dem
Einheitskreise mitwandernder Mann P den Weg
zuriickgelegt hat; x zéhlt positiv, wenn die Drehung
im positiven Sinne (entgegengesetzt dem Uhrzeiger)
erfolgt, sonst negativ. Dann sind Abszisse und Ordi-
nate des Mannes auf dem Einheitskreise, genauer ihre
MafBzahlen, Kosinus und Sinus von z:

cosx=u und sinx=wv.

Offenbar sind cosz und sinz Funktionen von z und
auf jeden Fall zwischen —1 einschl. und -1 einschl.
enthalten. Nach dem pythagoreischen Lehrsatze ist

(cosz)? + (sinzx)? = cos?x - sin2z = 1.

Dies erlaubt, die eine der Funktionen durch die andere auszudriicken:

u -
I x
_—175°

"

I

T —w°
I
4
22—
1—s0°
___5017

7..__.._

1
—t+—30°
T r—2z0°
——0°

g————-0

Abb. 57.
Tangens.eiter
y = tanaz.

sinz =+ |]/1 —co@c! und cosx =1 Wi—sin%

e 90 °

~N

T F—s0°
—~—70°
yo9— «x
Z_— 60°
08—
1—s0°
07—
:i_ 400
os—F
05 —f—a0°
0 —f
—+—20°
03—
02—+t
—10°
91—
0—L— g°
Abb. 58.
Sinusleiter
y =sinz.

>

das Vorzeichen der Wurzel ist durch den Quadranten
bestimmt, in den der bewegliche Winkelschenkel
hineinfallt.

Tangens und Kotangens von z sind die Quotienten

tanz =~ und cotw :c.isg: L .

cos T sinx tanx

Sie koénnen als Ordinaten bzw. Abszissen auf den
Tangenten des Einheitskreises in seinen Schnitt-
punkten =1, v=0 bzw. u =0, v =1 mit der
positiven u- und positiven v-Halbachse dargestellt
werden (Abb.56). Schreibt man die entsprechenden
Winkel daran (fiir die Praxis in GradmaB), so erhilt
man auf den Tangenten als Trégern Leitern der Funk-
tionen y = tanz (Abb. 57) und y = cotx. Leitern
der Funktionen y = cosx und y = sinx (Abb. 58) ent-
stehen durch Projektion der Lagen des Mannes auf
dem Einheitskreise auf die #- und v-Achse und Daran-
schreiben der dazugehorigen Winkel. Dies kann mit
Vorteil bei der Konstruktion des Nomogramms
Abb. 24 fir das Brechungsgesetz (S.23) benutzt
werden, indem man Kreise von den Halbmessern 1
und n verwendet.

2. Periodizitit und dhnliches. Sonderwerte. cos x und
sinz sind ,,periodisch mit der Periode 27, d.h. es ist

cos(x-}+2m)=cosx und sin(x-+27)=sinx;

die Funktionen &ndern sich nicht, wenn das Argument
um 27 (in GradmaB 3609 vermehrt wird, weil sich
nach Zuriicklegung eines vollen Umlaufs wieder derselbe

Punkt auf dem Einheitskreise einstellt. tan x und cot z haben schon die Periode 7 :
tan(x - r) = tanx wund cot(x + 7)) = cotz.
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cosx ist eine ,,gerade Funktion, d.h.
cos(—x) = cosx,
wihrend sinz, tanz und cotx ,ungerade Funktionen* sind:
sin(—x) = —sinx , tan(—z) = —tanz, cot(—x) = —cotx .
(Man nennt allgemein eine Funktion gerade bzw. ungerade, wenn sie fir positives

und negatives Argument gleiche bzw. entgegengesetzt gleiche Werte hat.)
Ferner 148t sich an Hand der Abb. 56 leicht {ibersehen, was bei Vermehrung des

Arguments um 2 , 7 oder 3—; eintritt. Mittels des gleichschenklig-rechtwinkligen
und des gleichseitigen Dreiecks kénnen wir schlieGlich fiir 459, 30° und 60°

cos - = gin ]/2 0,7071 , tan © — cot

T
4 4 4 b
T T 1 — T T
S —sint =__)3=~ tan - — ~
cos o =siny = J/ 3= 10,8660, an - = cot 5= V3 0,5773,
T . T 1 T T —~
008 5 =sinp =, =05, tan o = cot - = V3~1,7321
ausrechnen.

3. Graphische Darstellung. Zur graphischen Darstellung der trlgonometrlschen
Funktionen triigt man die Winkel z, d. h. die Bégen des Einheitsk reises, als Abszissen

Abb. 59. Sinus- und Kosinuslinie.

und die zugehérigen Funktionswerte als Ordinaten auf. Dies macht sich bei sin z und
tan z sehr bequem, wenn man die z-Achse auf die u-Achse darauflegt und den durch z

bestimmten Punkt auf dem Einheitskreise mit der Ordinate sinz bzw. den Punkt
auf der senkrechten Tan-

genteinu=1, v =0 mit ‘
der Ordinate tan « wage- 3 !
recht auf die Senkrechte i a4+ .'“% I
zur richtigen Abszisse z !
hiniiberprojiziert. = Zu- |
weilen werden als Ab-
szissen auch die Grad-
maBe der Winkel mit

5550

-—"T3

\ Y4 fﬂ/?.Z'

einer passenden Ein-
heitsstrecke genommen.
Fiir cosz und cotz legt
man die z-Achse auf die
v-Achse und sieht das
Bild seitlich an.

So entstehen die Si-
nuslinte, Kosinuslinze,
Tangenslinie und Ko-
tangenslinie (Abb.59 und 60). Sie zeigen z. B. sehr anschaulich das Zu- und
Abnehmen der Funktionen, die ,,Mazima® und ,,Minima*, z. B. cos 0 =1,

4%

Ve
|\ i ||
|! N

Abb. 60. Tangens- und Kotangenslinie.
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cost = —1, die ,,Nullstellen”, z. B. sin0 =0, sing — 0 und die ,,Unendlich-
keitsstellen*, z. B.

tanx — -+ oo fiir :v—»%-()l
r
- insgesamt tanx —» oo fir x — - g -

tanz —>» — oo fir z-—> 72T +0|

(x ~>—72£— 0 bedeutet, dafl z aufsteigend nach % strebt.) Die Periodizitat driickt

sich darin aus, da8 die Wellenlinien fiir cos 2 und sin « bei Verschiebung um 2 7 nach
rechts oder links je in sich iibergehen und die aus lauter getrennten Asten be-
stehenden Tangens- und Kotangenslinien bei Verschiebung um 7.

4. Phasenverschiebung. GemilB den am Einheitskreise leicht zu bestétigenden

Beziehungen sin (x -+ %) = COS, 8inx = Ccos (x — %) nimmt cosz fiir x den Wert

an, den sinx erst fir =z -+ —7;— ,d. h., wenn z die Zeit ist, um %

fir x den Wert, den cosx fir x—% (um % frither ) hatte. Der Kosinus eilt, wie

spater erreicht, sinx

T . T .
-voraus oder ist um-; vorwdrts phasenverschoben

2 2

gegen ihn, und der Sinus eilt dem Kosinus um % nach oder ist um ; reickwdrts

phasenverschoben gegenihn. Der Ausdruck ,,phasenverschoben’‘ kommt her von der zu-
weilen angewandten Bezeichnung ,, Phase” fiirr das Argument einer trigonometrischen
Funktion.

Man hiite sich vor Verwechslungen der Phasenverschiebung mit der ortlichen Verschiebung

man zu sagen pflegt, dem Sinus um

um % nach rechts, welche die Kosinuslinie mit der Sinuslinie zur Deckung bringt (Abb. 59).

Denn wenn man unerlaubterweise ,,vorwirts phasenverschoben‘ als ,,nach rechts értlich ver-

schoben® auffaBte, kiime man zu der Aussage, der Sinus sei um T vorwirts phasenverschoben
gegen den Kosinus, womit alles auf den Kopf gestellt wire. 2

Insbesondere hat sinz ein Maximum -+1 oder ein Minimum —1, wenn cosz
durch Null geht (vgl. die vertiefte Einsicht hierein S.81). Dies wird veranschaulicht
durch die Verhéltnisse bei Schwingungen, wo die Elongation mit der einen und die
Geschwindigkeit mit der anderen der beiden Funktionen verlauft, vgl. II E 16—17,
8.156—159 und Abb.59. (In der Schwingungslehre kann der Sinus im Zeuner-
diagramm durch den Radiusvektor zu einem die Polarachse im Ursprung von oben
beriihrenden Kreis veranschaulicht werden, vgl. 8.19 und Abb.17.) Vor- und Nach-

eilen um 72t und auch um andere Winkel spielt in der Wechselstromtheorie eine Rolle

(die Spannungen zur Uberwindung der Kapazitit, des Ohmschen Widerstandes und
T
2
5. Bedeutung des Sinus und Kosinus fiir den Naturwissenschaftler. Formel-
zusammenstellung. Sinus und Kosinus bilden fiir den Naturwissenschaftler vor allem
die mathematische Grundlage der Lehre von den mechanischen, akustischen, optischen
und elektrischen Schwingungen und Wellen. Aber auch sonst kommen sie ihm oft
genug vor. Die in der Schule hiufig in den Vordergrund geschobenen Anwendungen
auf Dreiecke u. dgl. (Vermessungskunde) freilich sind fiir ihn meist minder wichtig.
Unbedingt beherrschen sollte er aber die folgenden bekannten Schulformeln:

der Selbstinduktion sind gegeneinander je um -, phasenverschoben; S.158—159).

sin(x 4+ A) = sinx cosh -+ cosx sink ,

cos (¢ &= k) = cosxcosh T sinzsinh ,
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sin 22 = 2ginx cosx ,

x
14 cosx = 2 cos? -

3—6. 53

cos 2 = cos2x —sin?x = 2 cos2x— 1 =1—2sin?x,

L. Z
l—cosx:ZSanE,

sinx +sin = 2sin - %_E cos — ZM‘B
sinx —sin # = 2 cos ;—ﬂsm— ‘8
cosx +cos B = 2cos- +’9 os“?ﬁ,
cosox —cos f = —2sin T'B — 8 .

2

6. Trigonometrische Funktionen fiir kleines Argument. Wie verhalten sich die
trigonometrischen Funktionen fiir kleines #? Wir wissen schon sin0 =0, cos 0 =1,

‘Winkel ‘Winkel in BogenmaBT Sinus Tangens ‘ Kosinus
in GradmaB z | sinz tanz [ cos z
57° 17 45" 0,8415 1,56574 ‘ 0,5403
10° 0, 1745 ! 0,1736 0,1763 0,9848
5943’ 46" | 0,0998 0,1003 0,9950
10 1745, 33 10— 1745, 24 10— 1 1745,51 - 10—% 1—15-10-°
1 | 2908, 882087 10— 1 2908, 882046 10—712908,882128 - 10— 1 — 0,423 - 10—
17 " 4848,136811 4848 136811 4848,136811 1—0,01175-10—*
i 095 - 10—° 076 - 10— 114 - 10—°
tan 0 = 0. Aus einer in den meisten Logarithmentafeln zu findenden Tabelle ent-

nimmt man:
x, sinx und tanx stimmen tn um so mehr Dezimalen iberein, je kleiner x ist —
die Beziehungen

sinx==x und tanz-—~ x ber kleinem x

sind tmmer besser erfilltt —, und der Unierschied zwischen cos 0 = 1 und cosz fallt
noch viel kleiner als x selbst aus.

Unter Einfithrung der Verhéltnisse zu « pflegt man dies in einpragsamer Sym-
bolik in der Gestalt

1—cosz

tan x

r

sin x

> 1, >0 fir xz—0
x x

gin x

zu schreiben (lies z. B.
gegen oder Pfeil) 0) und sagt

,,naeh“ (oder ,,gegen‘ oder ,,Pfeil*) 1 fiir  nach (oder

,,strebt“ oder ,,konvergiert’ nach 1, wenn z nach 0

strebt .(bel ,snullstrebigems x). Sbatt des einen Pfeiles wird auch die Schreibweise
lim "% —1 (lies: Limes von Srn; fur z nach 0 gleich 1) angewandt, in Worten:
Z—>0

Der ,,Grenzwert‘ oder ,,Limes des Verhaltnisses >

bei nullstrebigem =z ist

gleich 1. Der Begriff des ,,Grenzwertes*, der sich hier zu einer sprachlich anschau-
lichen und klaren Umschreibung des aus unserer Tabelle entnommenen Sachverhaltes
darbietet, wird uns noch oft begegnen (er ist einer der Grundbegriffe der ,hoheren‘
Mathematik) und z. B. auf 8.105 ganz ausfithrlich erortert werden.

1 Bis auf 1%, von = bei sinz bis 14°, bei tanz bis 10°
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Indem wir die Definitionsfigur des Sinus an der u-Achse spiegeln (Abb. 61),
kénnen wir auch sagen:

Bogen und Sehne sind mit vmmer
groflerer Anndherung einander gleich,
je kleiner sie sind, und die ,,Pfeil-
hohe' des Bogens tiber der Sehne ist
viel kleiner als Bogen und Sehne.

Abb. 61. Bogen, Sehne und Pfeilhohe.

Oder, wenn wir auf die Sinuslinie (Abb. 62) achten:

. J
SINZ _, 1firreld 7+ YT . . .. s .
i/ y,J;,I, z Die Sinuslinie y = sinx schmiegt

sich bei Verkleinerung von x immer
75 ik mehr der Geraden y = x unier 45°
gegen die x-Achse an;

Abb. 62. Tangente y = « der Sinuslinie y = sin« fiir 2 = 0.

diese Gerade wird also die Tangente der Sinuslinie im Ursprunge x = 0 sein.
Oder, wenn wir die Kurve “ov (Abb 63) zeichnen:

sin z

Die Kurve y =0

fihrt fir x—>0 in .
m ‘ T 2 2 den  Punkt Y =1

?\L}/J—z-?o‘%}é\iﬂ?b‘yl hinein.

Abb. 63. Xurve y = smx .

Firr x = 0 ist die Funktion y =—— % nicht definiert, weil das Symbol §1£0 = g
ohne Verabredung jeden Wert bedeuten kann oder ,unbestimmt’ ist ( 7ede Zahl
liefert mit dem Divisor 0 multipliziert den Dividenden 0). Aber das Verhalten der
Kurve legt nahe, als ,,natirlichen” Wert der Funktion fiir x = 0 den Wert 1 fest-

zuselzen. Man spricht deshalb von einer ,hebbaren* Unstetigheit der Funktion

=%-£ —7 y= 0T fir o — 0, weil man die an sich infolge der Nicht-

defmlerthelt fiir « = 0 vorhandene Unstetigkeit durch
geeignete Verabredung ,,beheben’ kann.

Der Mathematiker pflegt die Beziehung su;x —>1fir e —0

noch durch Aufschreiben der Inhalte (Abb. 64)

. 1 1
cosz sinx < — z < - tanx

2 2 2
Abb. 64. des Dreiecks O Q P, des Sektors OAP und des Dreiecks 0AT
mit der angegebenen GroBenreihenfolge zu stiitzen. Dividiert man durch %sin z, so kommt
1

z
cosx < o,
sinz  cosz
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und 148t man z —» 0 gehen, 8o streben die beiden einschlieBenden Schranken, die eine wachsend,
die andere fallend, nach 1, so daB der eingeschlossenen Grofie “ix_ auch nichts anderes iibrig-

bleibt., —~— —» 1 hat aber "o
sSinx

—> 1 zur Folge, weiter

tan sinzx 1

= ——1-1=1,
x x cosx
2gin? :
sin® — sin
b—ocosz =~ 2 [ 2].%2_ , qs.9_09.
z z z 2

7. Zyklometrische Funktionen. Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen
Funktionen heillen zyklometrische Funktionen. Da jede Parallele zur z-Achse
in éinem Abstande zwischen —1 und -}-1 die aus lauter steigenden und fallenden
Stiicken zusammengesetzte Sinuslinie und Kosinuslinie (Abb. 59) unbegrenzt oft
schneidet und zu jedem y zwischen —1 und + 1 unbegrenzt viele z gehéren, er-
kennt man hier so recht die Bedeutung des Herausgreifens eines monotonen Stiickes
der Kurve einer Funktion y = f(x) zur Erzielung einer eindeutigen Umkehrfunktion
z=g(y) (vgl. 1D 3, S.15—16). Man nimmt ~72£§ x << % als Monotonieintervall -
fir y = sinz und schreibt die Umkehrfunktion

. T
x = arcsiny (——gé << —)

2
(sprich: Arkussinus y); « ist der Bogen, dessen Sinus den Wert y hat.
Beispielsweise :
arcsin} _— arcsin 1 V§ =7 arcsin 1 ]/3 =7 arcsin 1 = —
276"’ 2" g A I T e

Entsprechend fiir y = cos

x = arccosy (0<x<m),
fir y = tanx
— arct < T 7r>
v =arctany |— s<a<;),
fir y = cotx

x =arccoty (O<<zrx<m).

Nachtriglich vertauscht man wieder x und y. Z. B.

y = arctanx —» g fir « — + ©.

M. Funktionen von zwei und mehr Verinderlichen.

1. Definitionen. Fast noch haufiger als die bisher behandelten Funktionen einer
unabhéngigen Verénderlichen begegnen dem Naturwissenschaftler Funktionen von
zwes, dres oder noch mehr unabhdingigen Verdnderlichen. Bei einer Funktion z = f(x, )
von zwel unabhingigen Verdnderlichen # und y ist jeder Funktionswert z einem
Paare von Werten x, y zugeordnet, bei einer Funktion « = f(x, ¥, 2) von drei Ver-
dnderlichen x, y und z jeder Funktionswert » einem 7'r¢pel von Werten z, y, z und
bei einer Funktion y = f(2), @, ..., 2™) von » unabhingigen Verinderlichen
2@ 2@ . a)jeder Funktionswert y einem System von Werten 2@, 2, , . .z,
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2. Beispiele mit formelmiiBiger Zuordnung. Eine einfache Funktion von zwei
unabhingigen Verdnderlichen « und y ist z. B. das Produkt z = xy (der Flacheninhalt
z eines Rechtecks mit den Seitenlingen x und y). Denn jedem Faktorenpaare x, y,
z. B. 2 = 3,5; y = 8,2 entspricht ein Wert des Produkts (z = 28,7). Analog ver-
korpert das Produkt 4 = zyz von drei Faktoren z, y und z (der Rauminhalt eines
Quaders mit den Kantenlingen x,y und z) eine Funktion von drei unabhingigen
Verdnderlichen und das Produkt y = a® 2 ... 2™ von n Faktoren eine Funktion

von 7 unabhéngigen Verdnderlichen. Oder die Hypotenuse z = /x2 4 y? in einem
rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten = und y ist eine Funktion von zwei un-
abhingigen Verdnderlichen, ebenso die Leistung L eines Gleichstroms in Watt,
welche mit der Spannung F in Volt und der Stromstirke J in Ampere durch die
Beziehung L = E J zusammenhdngt. Hingegen handelt es sich bei der Leistung
L = E J cosgp eines Wechselstroms mit den an den MeBinstrumenten ablesbaren
Effektivwerten von Spannung E und Stromstirke J um eine Funktion von drei
unabhiingigen Veranderlichen, weil noch der Phasenwinkel ¢ zwischen Spannung und
Stromstirke bzw. der Phasenfaktor cos ¢ hereinkommt (vgl. II E 22, 8.163—165).

3. Andere Beispiele. Wahrend bei all diesen Beispielen die Zuordnung des
Funktionswertes zu den Argumentpaaren oder -systemen formelmiBig erfolgt, muB
sie beispielsweise bei der Temperatur 3 (oder anderen meteorologischen, erdmagne-
tischen und dhnlichen Grofen) fiir verschiedene Zeiten ¢ und Orte auf der Erde durch
Beobachtung ermittelt werden. Da der Ort durch geographische Léange 4 und Breite ¢
festgelegt ist, haben wir es hier mit einer Funktion von drei Verdnderlichen zu tun:
4 =f(1,9, t). Hingegen ist die ebenfalls durch Beobachtung zu gewinnende Schmelz-
temperatur eines Gemisches von drei Substanzen nur eine Funktion von zwei Ver-
anderlichen, weil durch die als unabhéngige Verinderliche auftretenden Prozent-
gehalte des Gemisches an zwei Bestandteilen der Prozentgehalt am dritten Bestand-
teil schon mitbestimmt ist.

4. Tabellarische Darstellung. System von Tabellen. Die gerade fiir die letzten Bei-
spiele notige tabellarische Darstellung der Funktionen von zwei oder mehr Verdnder-
lichen wird dadurch erméglicht, dafl sich eine Funktion z = f(z, y) von zwei un-
abhiingigen Veriinderlichen durch Festhalten einer Verdnderlichen, etwa von y bei
¥, auf eine Funktion z = f(x, y,) nur noch einer Verdnderlichen x reduziert und
dafl Entsprechendes gilt, wenn wir fiir eine Funktion von drei Verénderlichen zwei
davon konstant nehmen oder fiir eine Funktion von » Veranderlichen n — 1 davon.
Die Funktionstabelle der Funktion z = f(x, y;) von z beispielsweise aber kann in
der fritheren Art angelegt werden, indem man in eine erste Spalte die z und in eine
zweite Spalte daneben die entsprechenden Funktionswerte z schreibt. Am Kopfe
der Tabelle vermerkt man noch, daf es
sich um den Sonderwert y, von y handelt. Y= % Y= — ¥
Dann macht man dasselbe fir y =y,, = z x z x 2
y=1y, usw. und erhilt so die tabel- v
larische Darstellung der Funktion z = ! ' o a
f (z, y) durch ein System von Tabellen. Der x; . x: . x:
Funktionswert 2 fiir ein Wertepaar z, y
findet sich in ihm, indem man zuerst Y
beriicksichtigt und die richtige Tabelle nach den Tabellenkopfen sucht, nachher in
dieser Tabelle das richtige «; neben ihm liest man 2 ab. Bei einer Funktion von drei
Verédnderlichen v = f(z, y, z) steht am Kopfe jeder Tabelle ein Wertepaar, fiir
das sie gilt, etwa y = y,, 2 = 2; usw.

5. Tafel mit doppeltem Eingang. Fiir eine Funktion von zwei Veranderlichen kann
das System von Tabellen in eine einzige Tafel mit doppeltem Eingang zusammen-
gezogen werden. Dazu vereinigt man alle bisher getrennten z-Spalten in eine und
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laBt dieser dann die Spalten der Funktionswerte fir y = y,, ¥ = ¥,, ¥ = y; usw.
nach rechts nachfolgen, so dal man in einer z-Zeile vielleicht erst iiber verschiedene
nicht in Betracht kommende z hinweggehen mulB, ehe

2= 1=y man zu dem z in der richtigen y-Spalte gelangt. Uber

{’r Y Uy, ¥, s --- die Spalten schreibt man verniinftigerweise nicht mehr z
‘ dariiber, sondern nur noch die y-Werte v, ¥s, ¥5, .- .-

% iZy %y %3 -.- Dall es sich um z = f(«, y) handelt, wird iiber der ganzen

T2 Zn Zp %y .- Tafel angegeben. Jedes z steht im Schnittpunkte einer

T fm Fmo oo g Zeile und y-Spalte; allgemein kennzeichnet man den
Funktionswert f(x;, yx) am Schnittpunkte der ¢-ten Zeile
und k-ten Spalte durch z;, z. B. 23 = f (2., ¥3) . So sind
z. B. die bekannten, fiir Zahlenrechnungen niitzlichen Produkttafeln der Funktion
z = zy eingerichtet, etwa fiir alle ganzzahligen x von 1 bis 1000 und alle ganzzahligen
y von 1 bis 1000; nebenstehend ein Bruchstiick
2| _y;; .. | 322 ’ 393 | 324 | ... einer solchen Tafel. Ferner ist die sog. Kor-
Y .l relationstabelle in der statistischen Biologie weiter
P i it 1t mnichts als eine Tafel mit doppeltem Eingang
166 | -.. 5345253618 53784 ... fir die Haufigkeitsfunktion eines Merkmal-

ik = Heis yz) -

|
i
|

167 | - (5377453941 54108 ... DPaares ¥, y.

‘ * o Tafeln mit doppeltem Eingang liegen bekanntlich
168‘ - | 54006 54?64 54‘}3% " auch b:i Lcl;;trithg:ltafeln, nguadgrat::;fe]nbs.dgl. vor.
: : : Dort handelt es sich natiirlich nicht um Funktionen

zweier Verinderlicher, sondern die Tafel mit doppeltem
Eingang ist nur zur Raumersparnis und Ubersichtlichkeit gewdhlt. Die einzelnen Spalten
entsprechen den verschiedenen Ziffern 0 bis 9 der letzten Stelle des Numerus, dessen andere
Stellen die Zeile charakterisieren. — Bei Funktionen von drei und mehr Verinderlichen 18t
sich eine Vereinfachung des Systems von Tabellen praktisch nicht herbeifiihren.

6. Riumliches Koordinatensystem. Zur geometrischen Darstellung der Funktionen
von zwei Verdnderlichen tritt an die Stelle des ebenen rechtwinkligen xy-Koordi-
natensystems ein raumliches recht- 7
winkliges xyz-Koordinatensystem gt
(Abb. 65). Es entsteht, wenn im
Ursprunge des ebenen zy-Systems
senkrecht zu dessen Ebene noch
eine dritte Achse, die z-Achse, mit
einer positiven und einer negativen
Halbachse angebracht wird. Eine
Veranschaulichung von drei 2-, y-
und z-Halbachsen liefern etwa drei
in einer Ecke eines Zimmers mit
senkrechten Winden zusammen-
stoflende Zimmerkanten. Die
Winde und der FuBboden oder
die Decke versinnlichen die zy-,
yz- und zz-Ebene, zusammen
Koordinatenebenen genannt. Je
nachdem die positive z-, y- und
z-Halbachse zueinander liegen wie
Daumen, Zeigefinger und Mittel-
finger der rechten oder der linken Hand, unterscheidet man Rechts- und Links-
koordinatensysteme. Dreht man die positive z-Halbachse auf dem kiirzesten Wege
in die positive y-Halbachse und bewegt gleichzeitig die « y-Ebene in der positiven
z-Richtung, so ergibt sich im ersten Falle eine Rechtsschraubung, wie sie der ge-

Abb. 65. Riumliches rechtwinkliges Koordinatensystem.
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wohnliche Korkzieher fiir rechtshindige Leute vollfihrt, im zweiten Falle eine
Linksschraubung. Daher auch die Namen Bohnen- und Hopfenkoordinatensystem,
weil die Bohne rechts herum, d. h. von der Wurzel aus nach oben im Sinne des
Korkziehers, der Hopfen links herum windet!. Der Naturwissenschaftler arbeitet
in der Regel mit dem Rechtskoordinatensystem, weil dieses z. B. den Verhéltnissen
in der Elektrodynamik angepafBt ist, das Linkskoordinatensystem dagegen nicht.

Ein Wertsystem x,y,z wird im rdumlichen Koordinatensystem durch den
Punkt mit den Koordinaten x, y, z veranschaulicht (Abb. 65), zu dem wir kommen,
wenn wir auf der 2-Achse nach dem Punkte x gehen, dann parallel der y-Achse
(also in der xzy-Ebene) um y und schlieflich parallel der z-Achse (also senkrecht
zur xy-Ebene) um z fortschreiten oder analog mit anderer Reihenfolge der Koor-
dinaten verfahren. Auch bildet der Punkt z, y,z den Schnittpunkt der drei
Ebenen parallel den Koordinatenebenen durch die Punkte z, y,z auf den drei
entsprechenden Achsen.

7. Geometrische Darstellung einer Funktion von zwei Verinderlichen durch eine
Fliche. Das geometrische Bild der Funktion z = f(z, ) im rechtwinkligen xyz-
System ist eine Fliche, so wie frither das Bild der Funktion y==f () im 2 y-System eine
Kurve war. Man sucht die allen in Frage kommenden Wertepaaren z, y (geometrisch
Punkten in der x y-Ebene) und zugehérigen Funktionswerten z (geometrisch Loten auf
der xy-Ebene) entsprechenden Punkte auf und legt durch sie eine Fiiche hindurch.

Wirklich ausfiithren 148t sich dies freilich nur, wenn man tatsichlich im Raume und nicht
nur in der Ebene des Schreib- oder Zeichenpapiers arbeitet. Man mufl etwa auf einer wage-
rechten Ebene in den richtigen Punkten z, y lotrechte Drahte von der Léinge | z | und in der
richtigen Richtung nach oben oder unten je nach dem Vorzeichen von z anbringen und iiber
sie ein Tuch ausbreiten. Oder man modelliert die Fliche als Oberfliche eines Gips- oder Wachs-
klumpens, indem man den Raum bis zu den Koordinatenebenen mit Gips ausgieBt. Jedenfalls
sieht man hieraus, daB die Veranschaulichung einer Funktion z = f(«x, y) durch eine Fliche
praktisch meist nur problematischen Wert hat. Wenn wir uns mit perspektivischen Zeichnungen
der Fliche auf Papier behelfen, haben wir erstens viel mithsame Konstruktionsarbeit und kénnen
zweitens wegen der unvermeidlichen Verzerrungen nicht ohne weiteres richtige Zahlenwerte
ablesen. Hierin liegt begriindet, daB bei den Funktionen von zwei Verinderlichen andere
Methoden, inshesondere die nomographischen, der geometrischen Darstellung durch eine Fliche
weitgehend iiberlegen sind. Noch mehr gilt dies fiir die Funktionen von drei oder mehr Verdnder-
lichen, wo die unmittelbare geometrische Darstellung tiberhaupt versagt, weil die drei Koordi-
naten «, y und z schon fiir die unabhéngigen Verénderlichen verbraucht werden und nach der
Struktur des Raumes fiir die abhingige Verinderliche keine Koordinate mehr iibrigbleibt.

8. Andeutung iiber den n-dimensionalen Raum. Ubrigens ist es manchmal bequem, ein
Wertsystem 2@, 22, ..., 2 von = Verdnderlichen als ,,Punki in einem ,n-dimensionalen
Raume’ zu bezeichnen, von ,Flichen y = f(z®, 2®, . . ., 2) in diesem Raume zu
sprechen u. dgl. Aber dies sind nur zweckméBige Redeweisen, welche von der suggestiven Kraft
anschaulicher Deutung fiir Fille, bei denen sie nicht durchfithrbar ist, so viel als moglich zu
retten suchen. Z. B. nimmt man in der Relativitétstheorie die Zeit ¢ als gleichberechtigte Koor-
dinate zu den drei Koordinaten x, y, z des gew6hnlichen Raumes hinzu und deutet ein Wert-
system x, y, 2, ¢, das einen Punkt des gewthnlichen Raumes zu einer gewissen Zeit charakte-
risiert, als Punkt in einem vierdimensionalen 2 yz¢-Koordinatensystem.

9. Stetigkeit. In Anlehnung an die geometrische Anschauung nennt man eine
Funktion z von zwei Verdnderlichen x und y stetig fiir ein Wertepaar x = z,, y = ¥,
oder den entsprechenden Punkt in der xy-Ebene, wenn fiir alle nahe benachbarten
Wertepaare oder Punkte x, y der Funktionswert z nur wenig von dem Werte z,
fiir x,, y, verschieden ist, um so weniger, je niher x, y an x,, y, liegt. Analog wird
die Stetigkeit bei Funktionen von drei und mehr Verdnderlichen erklirt.

10, Bemerkung iiber implizit definierte Funktionen einer Verinderlichen, Die geometrische
Deutung der Funktionen von zwei Veranderlicken durch eine Fliche ermoglicht ein besonders

! Der manchmal zu findende Ausdruck Weinkoordinatensystem statt Bohnenkoordinaten-
system ist botanisch miBSbrduchlich, weil der Wein rankt, aber nicht windet. Manche Bota-
niker betrachten die Sache auch von oben; dann windet die Bohne ,links herum, der
Hopfen ,,rechts herum<,
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anschauliches Erfassen der Verhiltnisse bei den durch eine Gleichung F(z, y) = 0 implizit
definierten Funktionen y einer Veranderlichen x. Die definierende Gleichung F(x, y) = 0 ist
nimlich offenbar gleichwertig den beiden Gleichungen

z=F(x,y) und 2=0,

Von diesen stellt die erste eine Fliche im raumlichen xyz-System dar, die zweite die xy-Ebene,
weil in dieser dauernd z = 0 ist. Beide Gleichungen zusammen geben das Schnittgebilde der
Fliache mit der xy-Ebene (man mache sich eine Skizze!), und die Frage der Theorie der impliziten
Funktionen lautet: Ist das Schnittgebilde die Kurve einer Funktion y = f(x), oder trifft die
Flache die zy-Ebene etwa gar nicht, oder nur in einzelnen Punkten (Berithrung), oder in
verwickelteren Kurven ?

11. Implizite Definition einer Funktion zweier Verinderlicher. Aufler fiir die
geometrische Deutung der explizit gegebenen Funktionen z = f(x, y) von zwei
Verénderlichen ist das raumliche Koordinatensystem auch niitzlich zur Behandlung
der implizit durch eine Gleichung F(x, y,z) = 0 zwischen z, ¥ und z gegebenen
Funktionen 2z von # und y. Man veranschauliche sich, indem man zusammen-
gehorige, F (x, y, z) = 0 befriedigende Werte z, y, z und die entsprechenden Punkte
im zyz-System sucht, die Gleichung F(x, y,z) =0 durch eine Fliche. Z. B.
gibt 22 + y%2 4 22— a2 =0 eine Kugeloberfliche vom Radius ¢ um den Ur-
sprung, weil z2 4 y2 4 22 sich durch zweimalige Anwendung des pythagoreischen
Satzes als Quadrat des Abstandes zwischen dem Punkte 2, y, z und dem Ursprung
erweist (Abb. 65). Von dieser Fliche greife man einen Lappen heraus, der von den
Parallelen zur z-Achse nur je einmal getroffen wird, z. B. bei der Kugel die obere
Halbkugel mit z > 0. Diesem Lappen ist dann eine explizite Darstellung z = f(z,y)
zugeordnet, z. B. ist fiir die obere Halbkugel z = Waz—— x?— yzi.

12. Zustandsgleichung und Zustandsfliiche. Ein belangreiches Beispiel fir impli-
zite Definition von Funktionen zweier unabhingiger Verénderlicher liefert die
Zustandsgleichung zwischen Druck p, Volumen V¥ und absoluter Temperatur T
fiir einen beliebigen Stoff.

Bei einem idealen Gas lautet sie bekanntlich

pV =RT.
Dabei bedeutet B die Gaskonstante; fir 1 g Luft hat sie angenshert den Wert?!

2.93-10-3 120 287100 %€ —6,85-10—2 . und fiir 1 Mol (die durch das

grad grad grad

Molekulargewicht in Gramm gegebene Menge) aller Gase, welches das Volumen

99,41 1 fiillt, den Wert 847 - 102 2% 8319107 2 —1,986 2L . fiir » Mol
grad grad grad

ist sie y-mal so grofl. Nach der Gas-
gleichung ist z.B. das Volumen V

sofort als Funktion 7 = RT von

P

Druck pund Temperatur 7' darstell-
bar. Die Zustandsfliche im p V T'-
System mit ihrem physikalisch Femperatur
in Betracht kommenden Teil im awsutier
,.ersten Oktanten'’, d. h. fir positive =
p, V, T, ist in Abb.66 als Ober- w
fliche eines durch sie begrenzten %
Korpers (Gipsklumpens o. dgl) = \ :
gezeichnet.  Der Mathematiker 45 7 % 2 Druck pinat
nennt sie hyperbolisches Paraboloid. Abb. 66. Zustandsfliche p V= R T eines idealen Gases.

! 1at = 1 technische Atmosphére = 1 kg cm~* = 1 Kilogrammschwere/em?. 1 kal = 1 kleine
Kalorie (fir 1 g Wasser). ;
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Bei der van der Waalsschen Zustandsgleichung fir Flissigkeiten und nicht ideale

Gase "
(p + V2> (V—b)=RT (a,b Festwerte)

ist die explizite Darstellung von V nicht in iibersichtlicher Form moglich. Fiir die
entsprechende Zustandsfliche gibt es Modelle aus Gips.

Bei ganz beliebigen Stoffen besteht immer noch eine Zustandsgleichung
F(p,V,T)=0, d.h. eine Beziehung zwischen p, V' und 7. Um sie kennenzulernen
und die Zustandsfliche herzustellen, muB man zu Paaren von Werten des Druckes
p und der Temperatur 7' experimentell den zugehorigen Wert des Volumens ¥V
suchen. Wenn allotrope Modifikationen vorkommen, wie z. B. beim Wasser oder
beim Schwefel, braucht V nicht eindeutig bestimmt zu sein. Die Zustandsfliche
schneidet dann die betreffende Parallele zur V-Achse mehrmals mit verschiedenen
Lappen, ein Beispiel, daB bei naturwissenschaftlicher Definition einer Funktion
Vorsicht vonndten ist.

13. Riumliche Polarkoordinaten und Kugelkoordinaten. AuBler dem recht-
winkligen z yz-Koordinatensystem sind noch das rdumliche Polarkoordinatensystem

z und das Kugelkoordinatensystem gebrauchlich. Beim

’Dyz,r,z ersten ist auf die Ebene eines ebenen ¢-Polarkoordi-
natensystems senkrecht eine 2z-Achse aufgesetzt
z (Abb. 67); jeder Punkt im Raume ist bestimmt durch

7> Polarwinkel ¢ und Radiusvektor 7 in der Grundebene
sowie den mit Vorzeichen versehenen Abstand z von ihr
(Zylinderkoordinaten). Im Kugelkoordinatensystem
G (Abb. 68) dienen als Koordinaten eines Punktes sein Ab-
Abb. 67. (Z%mlélé;ﬂ% f;‘;‘:;é‘e(;lo)rdimtm stand r vom Ursprung, wodurch er auf eine Kugel vom
' Halbmesser r gebannt wird, und die geographische
Lange A und Breite ¢ (oder Poldistanz ¢ = 90° —¢) auf dieser Kugel unter Fest-
legung eines geeigneten ,,Aquators” und ,,Nullmeridians‘, von denen aus ¢ bzw. 1
gezihlt werden. Kugelkoordinaten spielen
z. B. in der Theorie der Ausbreitung von
Lichtwellen oder elektrischen Wellen
eine Rolle.

14. Funktionen des Ortes. Da ein
Punkt im Raume allgemein durch drei
Koordinaten, z, y,z oder r, ¢, z oder
r, 4, @ festgelegt ist, wird eine natur-
wissenschaftlich  besonders  wichtige
Klasse von Funktionen dreier Verinder-
licher durch die sog. Funktionen des
Ortes gebildet, bei denen jedem Punkte
des Raumes oder eines Raumstiickes
ein Zahlenwert zugeordnet ist. Z. B.
ist bei der Temperaturverteilung in
einem Saale die Temperatur % eine
Funktion des Ortes, d. h. etwa der drei

Abb. 68. Kugelkoordinaten. Koordinaten =z, y,z in bezug auf drei

in einer Saalecke zusammenstoBende

Saalkanten als Achsen, & = f(z, y,2). Ebenso ist in einem Korper, etwa dem
Erdkoérper, die Dichte eine Funktion des Ortes (bei Homogenitét eine Konstante),
in der Umgebung einer elektrischen Ladung oder einer gravitierenden Masse das
Potential (die Lageenergie) usw. Umgekehrt kann man jede Funktion v = f(x, y, 2),
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die fur alle z; y, z eines gewissen Raumstiicks definiert ist, als Funktion des
Ortes daselbst ausdeuten. Verbinden wir bei einer Funktion des Ortes alle Punkte
mit dem gleichen Funktionswert, so stoflen wir auf die ,Niveauflichen oder
,,Standflichen‘. Beim Potential heiBlen sie auch Aquipotentialflichen. Senkrecht zu
ihnen laufen die Gefillinien, Kraftlinien oder Feldlinien, an denen entlang sich das
Potential am stirksten dndert und in deren Richtung die Feldkraft wirkt. Néher
mit diesen Dingen beschaftigt sich die Potentialtheorie (vgl. II E 8, S.147—148).

15. Netztafeln. Fassen wir analog die Funktionen z = f(x, y) als Funktionen
des Ortes in einer Ebene auf — man denke etwa an die Temperaturverteilung in
einer ebenen dinnen Platte — und verbinden die Punkte mit gleichem z durch
Niveaulinien oder Standlinien, so kommen wir zu der praktisch recht brauch-
baren geometrischen Darstellung einer Funktion z = f(x, y) von zwei Verdnder-
lichen in einer Netztafel oder Kurventafel. Wir zeichnen im ebenen xy-System
die Standlinien von z == f(x, y) firr passende z-Werte z;, 2,, . . . ein und schreiben
an jede Kurve das zugehorige z. Das entstehende Netz bezifferter Kurven zu-
sammen mit der - und y-Achse bildet die Netztafel (auch Rechenblait genannt).

So gibt Abb. 69 eine Netztafel fiir die Zustandsgleichung pV = RT oder die

Funktion T :% bei der Menge Luft, welche bei 1at Druck und 0°C = 273°

absoluter Temperatur das Volumen 1 1 fillt. Jede Netzlinie pV = R T fiir konstantes
T ist eine gleichseitige Hyperbel (S.34). Sind die Netzlinien geniigend dicht, so
kann man den Wert von 7' auch fiir Werte p und ¥V, welche nicht zu einem Punkte
auf einer eingezeichneten Kurve fiithren, angenéhert durch ,, Interpolation nach Augen-
maB‘ entnehmen. Umgekehrt gestattet die Netztafel, zur Temperatur 7 passende
Werte von p und ¥V zu suchen.

Oder Abb. 45 146t sich mit & =z als eine Netztafel der implizit durch y = z?
definierten Funktion z = *log y auffassen, d. h. des Logarithmus in Abh#ingigkeit
sowohl vom Numerus y als auch von der Grundzahl x des Logarithmensystems.
Den Punkten x, y einer Netzlinie entsprechen konstante Logarithmen *log y, z. B.
tlog 2 = 2log 0,5 = 410g 0,25 =- .- = —1. DaB alle Netzlinien durch den Ein-
heitspunkt z =1, y =1 laufen, bedeutet, dal der Logarithmus von 1 zur Grund-
zahl 1 jeden Wert haben kann.

Ferner erkennen wir als Netztafeln die Erdkarten in Merkatorprojektion mit
eingezeichneten Isothermen (Linien gleicher Temperatur), Isobaren (Linien gleichen
Luftdrucks), Isoklinen (Linien gleicher magnetischer Deklination) usw. in jedem
Atlas. x und y sind hier die geographische Linge und Breite, z ist die Temperatur
oder der Luftdruck oder die magnetische Deklination usw.

Man hiite sich, den Grundgedanken der Netztafeln, daB man in z = f(x, y) der abhingigen
Verinderlichen nacheinander verschiedene feste Werte gibt, durcheinanderzuwerfen mit dem
Festhalten etwa von y bei einem gewissen Wert, wodurch sich z zu einer Funktion von z
allein vereinfacht (S. 56). Natiirlich hdngt beides eng zusammen; denn unter gewissen Um-
standen kénnen wir — analog wie bei der Umkehrfunktion einer Funktion von einer einzigen
Veranderlichen -— aus z = f(2, y) heraus y als Funktion y = ¢(x,2) von z und z darstellen.

16. Netztafel als Darstellung einer Fliche in kotierter Projektion durch Schichtlinien.
Wir kénnen uns die Netztafel einer Funktion z = f(#, y) auch folgendermaBen entstanden denken.
Unter Hinzunahme einer z-Achse senkrecht zur wagerechten zy-Ebene konstruieren wir im
rdumlichen xyz-System die Fliche z = f(x, y). Dann schneiden wir diese Fliche mit wage-
rechten Ebenen z = 2;, 2 = 2, usw. (denn offenbar wird z. B. durch 2 = z, eine Ebene parallel
der xy-Ebene im Abstande 2, bestimmt). Die Schnittkurven bilden Linien gleicker Hdke
(Hohenlinien, Schichtlinien, Niveaulinien, Isohypsen oder Streichlinien, vgl. Abb.66). Wir proji-
zieren sie senkrecht auf die xy-Ebene und schreiben jedesmal an die Projektionskurve die
betreffende Hohenzahl oder in der Sprache des Landkartenzeichners Kote daran. So erhalten
wir (vgl. Abb. 69) eine Darstellung der Fliche in kotierter Projektion, wie sie jede Hohenschichten-
karte eines Gelédndes mit ihren Hohenlinien (oft von 10 zu 10 m beziffert) zeigt. Sie ist gerade
unsere Netztafel. Die Linien senkrecht zu den Schichtlinien, die Fallinien oder Gefillinien,
geben die Richtung des stirksten Gelindeanstiegs bzw. -abfalls.
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17. Netztafeln auf Logarithmen- und Dreieckspapier. Oft laBt sich die Anferti-
gung einer Netztafel durch Anwendung logarithmischen Papiers sehr erleichtern.

JIRATATANAAN N\
\ \

Millimeterpapierhyperbeln

RN
VAN

A

/6

der Gasgleichung auf ganz-
logarithmischem  Papier
(Potenzpapier) in gerade
Linien iiber (Abb. 70). Man
bezeichnet diese Form-
wandlung der Netzlinien
zuweilen als Anamorphose
oder Verstreckung.

Der Chemiker benutzt
fir Netztafeln gern das
kiufliche  Dreieckspapier
oder Rautenpapier' (Abb.71,
Seitenldnge der kleinen
Dreiecke 2mm), dann ndm-
lich, wenn es sich um eine
Funktion der 3 Prozent-
gehalte » %/, v %/, und w%,
= (100 — u — v) %, eines

N
& ~
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<7
Gemisches von drei Stoffen?

Druck ;Z in ot handelt, also um eine Funk-
Abb. 69. Netztafel fiir die Zustandsgleichung pV = R T tion von zwei una,bhé,ngigen
eines idealen Gases. . .

Verdnderlichen % und v,

z. B. um die Schmelztemperatur 3.
Die Tatsache % -~ v -+ w =100, derent-
wegen w keine dritte unabhingige
Veriinderliche ist, spiegelt sich in
einer Kigenschaft des gleichseitigen

\ ‘\)%\ Dreiecks wieder (Abb.72): Die Summe
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\ N  Dretecks. Der Beweis liest sich ohne
N weiteres aus der Abbildung ab. Denn
\ \\ die gekennzeichneten Winkel sind je

\ N 60° also die Dreiecke PP,Q und

)4

A QR gleichseitig, deshalb PP, =: PQ
7 7 7z und PP, =QA4 =QR, schlieBlich
Druck p i at PP, +PP,+PP,=P,R=BA=a.
Abb.70. Netztafel fiir die Zustandsgleichung p7 = RT  Nimmt man ¢ = 100, PP, = u und

eines idealen Gases auf Logarithmenpapier. P P2 —1, 50 wird von selbst P Ps —w.
Der Punkt P verkirpert also eine Prozentzusammenstellung u, v, w. Wir ver-
schaffen uns experimentell Gemische verschiedener Zusammensetzung etwa (Abb. 73)

1 Raute ist das deutsche Wort fir Rhombus.
2 Ein solches ist z. B. auch die Losung zweier Salze in Wasser.

9% 02
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von Blei Pb, Kadmium Cd und Wismut Bi mit gleicher (erster) Erstarrungs-
temperatur, z.B. 140°, suchen die entsprechenden Punkte auf Dreieckspapier auf

Abb. 71. Dreiecksrapier (Schleicher & Schiill, Diiren).

und verbinden sie durch eine Linie, welche
die Bezifferung 140° bekommt und eine
erste Netzlinie ist. Wiederholung des Ver-
fahrens fir 1309 150° usw. liefert die
ganze Netztafel'. Man liest aus Abb.73
z.B. ab, daB ein Gemisch (eine Legierung)
aus 10°%, Pb, 60%, Cd und 30%, Bi die
(erste) Erstarrungstemperatur 250° hat, ein
Gemisch aus 40°/, Pb, 5%, Cd und 55%, Bi
etwa 100°.
18. Nachteile der Netztafeln. Den Netz-
tafeln haften gewisse praktische Nachteile
an. Z. B. miissen, um einigermafen genaue
Einschaltung von Zwischenwerten zu ermog-
lichen, die Netzlinien ziemlich eng gezeichnet o )
werden, wodurch die Ubersichtlichkeit leidet. Abb. 72, pf’f %?fi“‘;‘i?fi‘f’e‘“k

1 Abb.73 stammt aus BarLow, W. E.: The binary and ternary Alloys of Cadmium,
Bismuth and Lead, J. Amer. Chem. Soc., Bd. 32, S.1390—1412. 1910, insb. S. 1410, Abb. 11,
bzw. der deutschen Ubersetzung: Die biniren und terniren Legierungen von Kadmium,
Wismut und Blei, Ztschr. anorg. Chemie, Bd.70, S.178—202. 1911, insb. S.197, Abb.S.
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Ferner steht der z-Wert einer Netzlinie in der Regel nicht an der Stelle, wo man
ihn gerade braucht. Das Verfolgen einer Kurve im Gewirr der vielen Netzlinien
bis zur Stelle der Bezifferung aber ist fiir das Auge anstrengend, leistet Fehlern
Vorschub usw.

Abb. 78. Erste Erstarrungstemperatur von Blei-Kadmium-Wismut-Legierungen.

19. Allgemeines iiber Leitertafeln. Diese Nachteile verschwinden bei den Leiter-
tafeln, Fluchtentafeln oder Nomogrammen! zur Darstellung einer Funktion z = f(x, y).
Sie haben auBerdem den Vorzug der Anwendbarkeit auch bei mehr als zwei unab-

hingigen Verédnderlichen, konnen hier aber trotz
ihrer Wichtigkeit leider nur fliichtig besprochen
werden2.

Der Grundgedanke ist im einfachsten Falle
(Abb. 74), drei Leitern (S. 21—22) fiir «, y und z
auf geraden oder krummlinigen Trigern anzulegen
und es so einzurichten, daB zusammengehdérige
Werte x, y und z immer in gerader Linie liegen.
Spannt man einen Faden als ,,Weiser’ zwischen
zwei Werten x und y auf der z- und y-Leiter

Abb.74. Schems einer Leitertafel. aus oder benutzt statt dessen ein durchsichtiges

Stiick Glas, Zellhorn oder Pauspapier mit schwar-
zem Strich, so wird auf der z-Leiter der zugehorige Wert z getroffen oder ,,ein-
gefluchtet’, wie der Landmesser zwischen zwei seiner ,,Baken eine dritte in
dieselbe Gerade einfluchtet; daher der Name Fluchtentafeln. Statt des gerad-
linigen Weisers kann in weiterer Verallgemeinerung auch ein krummliniger Weiser
Verwendung finden.

1 Der Ausdruck ,,Nomogramm‘ wird manchmal auch fiir Netztafeln gebraucht.
2 Vgl. fir weiteres Studium das S. 21, FuBinote ! angegebene Schrifttum.
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20. Zwei wichtige Typen von Leitertafeln. Beispiele. Zwei praktisch besonders
wichtige Typen von Leitertafeln beruhen auf elementargeometrischen Sitzen tiber
die Mittellinie im Trapez und iiber die Winkelhalbierende im Dreieck. In Abb. 75 gilt

\

| —

Abh.75. Mittellinie im Trapez. wie man trigonometrisch aus-

Triagt man daher auf den u-, v- und w-Geraden mit
MaBstabseinheiten A cm, ¢ cm und ¥ cm die Leitern von

i/

o I
|

v==z

u -+ v
W= -
2
. . .. . . a_v
(die Mittellinie w im Trapez ist Z72
das arithmetische Mittel der
parallelen Seiten « und v) und
in Abb. 76
104
2 cos
2_1 1
w  u v’ y
Abb. 76. Winkelhalbierende
im Dreieck.
rechnet. AB=u, AC =v, AD =u;
Zcos—?i

1 1 2

w

T =

K3 v

Funktionen ¢(z), ¢ (y) und y(z) auf, so da u =A¢(z),
v =u¢(y) und w =9y (z) wird, so kann man Beziehungen zwischen z, ¥ und 2
darstellen, welche sich auf die Formen

und 2vy(z) = Lo(x) + wd(y) fiir drei parallele gleichentfernte Leitern
: o
2 cos 9 1 1
o= o e -—— fiir drei sich in einem Punkte schneidende Leitern
va(z)  le(@)  ud(y)
7-Zw 2% 700 ZL—70 — 790 — ~10—
4939 — & wE—9 = - ]
=N = = —— 780 - -
Za=TAN — =S = 735 -5
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Abb. 77. Leitertafel fiir das Produkt z = zy
und das Ohmsche Gesetz E = J R.

Walther, Einfithrung.

Abb. 78. Spezifisches Gewicht trockener Luft.
Bei 750 mm Druck und 18° C wiegt 11 Luft 1,197 g,
bei 689 mm Druck und 5° C 1,151 g.
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66 I. Funktion und graphische Darstellung. II. Differential- und Integralrechnung.

bringen lassen. Wahlen wir z. B. 2 = u = 2» (halben Ma@stab auf der z-Leiter)
und ¢ (x) = logx, ¢(y) = logy, %(z) = logz, so erhalten wir bei parallelen Leitern
eine Leitertafel fiir

logz = logx + logy, d. h. fir das Produkt z = xzy (Abb. 77).

Sie gestattet mannigfache Anwendungen, z. B. auf das Ohmsche Gesetz £ = J R
mit Spannung F, Stromstirke J und Widerstand R (Abb. 77). Die als Muster
eingezeichneten Weiserstellungen zeigen, dafl man zur Gewinnung eines Stromes
von 0,16 Amp. aus drei hintereinandergeschalteten Akkumulatoren von zusammen
6,2 Volt Spannung eines Widerstandes von 38,75 Ohm bedarf und dafl man aus
einer Batterie von 14 Volt Spannung bei 1,95 Ohm Widerstand keinen Strom von
9 Amp. herausholen kann, sondern mehr als 14 Volt, namlich 17,5 Volt, gebraucht.
(Bei einem  Gebrauchs-

PR P i nomogramm zeichnet man
T - . . .
N P - keine Weiserstellungen ein,
e - 0085 ——095 sondern spannt bei jedem
+ = neuen Problem den Faden
2290 - =
NI . - oder legt das Zellhornblatt
28280 “~_ o 008———4¢ mit Strich auf.)
1 ~ S 1 . - s .
2 om IR = Als weiteres Beispiel ist
1 I S 4085 ——| 685 ein Nomogramm fiir das
. I —)— D . . .
S £~ 7= § h3ufig vorkommende spezi-
g T S 5 —I~J60 — b . . . .
S IS8 S Ty 908 —=1—48 ¢  fische Gewicht seines Liters
5 T 2 T O~ -7 T 2 Luft in g/l bei verschie-
o A2 5 ¥faw s - =% Lome:
- T § -7~ 4m——45§ denen Temperaturen in °C
N N - ~ N N . -
I § 2w ~_ 9 & undDrucken inmm Hgan-
£ -7 N
§ AT 4 o707 g gegeben (Abb. 78). Nach
I o 7T RO = . §  der Gasgleichung gilt
£ 20—=""200 2 »L =T
% i % 28— —+ S pV=RT, p,Vo=RT,,
s wtm 8, T 406——F—06 S e
S LT 26260 —- S bei Division
n 25——250 1
77— 24——2u0 —+ p V T
LT St 2220 905 ———05 po Vo Ty
wt-m 20—— 200 = und weil Vs = Vs, (gleich
oL B8 gov—1"—0¢ der Masse der Luft) sein
i %150 - B
. [ mub,
10— fi——a o0 43 s p T,
P i ) N = -
5@53”50 i Eigm 802 ~—r—42 % Po
—— 0% W ==y Es ist u =1 (logp—logp,),

Abb. 79. Wechselstromwiderstand W=V R* - 47313 L,* bei v =50sek—* UV = U (10g To - log T) und

(50 Perioden je Sekunde). W=y (logs —_— logso) und

Eine Spule vom Gleichstromwiderstande 20 £ und Selbstinduktions- 9y T 2730 (!

koeffizienten 0,08 H hat einen Wechselstromwiderstand von 32,1 2. — A= u=2zv; Lg=2al 3 s

Dem beobachteten Gleichstromwiderstande 290 £ und Wechselstrom- 8. == 1.293 /1 und P =
widerstande 362 2 entspricht der Selbstinduktionskoeffizient 0,69 H. Y ’ g 0

760 mm Hg.
Bei der Annahme 1 =y = 2y, u = (p(2))2, v == (¢ ()2, w = (x(2))? ergibt sich
ein Nomogramm fir die Beziehung
1@ =Vlp@]* -+ [¢ @]*

z. B. bei ¢(x) ==, ¢(y) =y, x(2) ==z fir die Hypotenuse z in einem recht-
winkligen Dreieck mit den Katheten 2 und y oder bei ¢ (¢) = R und ¢ (y) = Lw,
% (z) = W fir den Widerstand

W= R%+ L?w?= | R2 1+ 4722 L?
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einer Spule vom Ohmschen Widerstand R Linsengleichung

und Selbstinduktionskoeffizienten L gegen- einer : f,xf

iiber einem Wechselstrom von der Perioden- Siamn;eumie s pp——
zahl » je Sekunde und der , Kreisfrequenz* T T

w=2my (vgl. 11 E17, 8.158—159). In Abb.79 einer

ist v = 50sek—! vorausgesetzt. Zerstrenungslinse

Ein Beispiel fiir ein Nomogramm mit drei
Leitern durch einen Punkt liefert die Formel

1,1 1
ﬂ+b——f

fiir Gegenstandsweite g = ¢(x) und Bild-
weite b = ¢ (y) bei einer Sammellinse oder
einem Hohlspiegel von der Brennweite f = % (z)
(AbDb.80; auch fiir Zerstreuungslinse und -spiegel
brauchbar). Nach Abb.76 ist

lcos“— cos(xﬁv
g T BP9 T

gewihlt, so daB in einer Horizontalen drei
Punkte liegen, von denen die beiden #&ufle-
ren doppelt so groBe Zahlen tragen wie der
mittlere.

Der Naturwissenschaftler wird sich be-
sonders gern Nomogramme fiir Apparate, mit
denen er bestéindig arbeitet, fiiv immer wieder- Gegenstmdsueig Si:Brenmeire f L. Bitdweite &

kehrende Reduktionen auf 0° C, 760 mm 2L: Bilaweite 3 ZL . Brennweite f
Barometerstand u. dgl. anfertigen, um dann ) Abb- 80. ‘

. . Sammellinse -———: ¢g=6, f=4, b=12
alles Rechnens iiberhoben zu seinl. Zerstrenungslinse — - — - : g=15, =10, b=6.

[I. Differential- und Integralrechnung.

A. Ableitung und unbestimmtes Integral.

1. Steigen und Fallen einer Kurve. Was an der fiir eine Funktion y = f(x) im
rechtwinkligen Koordinatensystem aufgezeichneten Kurve zuerst und am meisten
den Blick auf sich zieht, ist ihr Steigen und Fallen in seinem Wechsel und seiner Stérke.
Ihm kommt auch hohe naturwissenschaftliche Bedeutung zu. Bezeichnet z. B.
y = f(x) die bis zur Zeit x gebildete Menge eines chemischen Reaktionsprodukts, so
hangt das Ansteigen der Kurve y = f(x) offenbar mit der Reaktionsgeschwindigkest
zusammen. Fiihrt die Kurve y = f(«) steil in die Hohe, so geht die Reaktion stiirmisch
vor sich, in kurzer Zeit wird eine verhiltnismaBig groBle Menge des Reaktions-
produkts gebildet ; umgekehrt haben wir es bei miigem Anstieg der Kurve mit einer
langsam und allméhlich verlaufenden Reaktion zu tun. Ahnlich steht es in der
Biologie beim Ertrag ¥ = f(x) in Abhéingigkeit von einem Wachstumsfaktor z, wo
einer steilen Kurve eine betrichtliche Steigerung des Ertrags schon bei geringer
Zunahme von  entspricht; und so lieBen sich noch manche andere Beispiele anfiihren.

Wie soll man den Anstieg einer Kurve (oder den Abfall, was wir nicht immer
ausdriicklich hinzusetzen, indem wir uns notigenfalls den Abfall als negativen An-

note ! erwihnte Biandchen von Prrani.
5*



68 I1. Differential- und Integralrechnung.
stieg denken) ndher beschreiben und messen? In dieser einfachen Fragestellung liegt
geschichtlich und sachlich die Wurzel der Differentialrechnung.

2. SteigungsmaB der iiberall gleichmiiBig ansteigenden geraden Linie. Die Ant.
wort ist leicht und wir kennen sie schon von S.28—30 her fiir die gerade Linte, das
Bild der linearen Funktion y = ax -+ b, weil dort der Anstieg uiberall gleichmdfig er-
folgt. Wir lassen das Argument @ um die ,,Spanne”“ 1 zunehmen, dann dndert sich

¥ Y
) Urkurve
Y=axtb N )
sax+l 7F i L
yrans & 1] acy’
& Ll
7 a1 7 x
y-azx
b Yy _
j’ a 71 Abgeleitete
0 7 z ‘ Kurve
al 1 L
Y@

Abb. 81. Ansteigen der geraden Linie. Abb. 82. SteigungsmaB und

abgeleitete Kurve.

y, welches Ausgangsargument wir auch wihlen, immer um a. Im Schaubilde: wenn
wir von einem Punkte der geraden Linie aus um 1 wagerecht nach rechts gehen,
miissen wir um o aufwérts- oder abwértssteigen, bis wir die gerade Linie wieder

Y

N\

N
)

<Q\

’

yra

a

T
]
|
i
]

[ I x
Abb. 83. Stammgeraden zu ¥’ = a.

treffen (Abb. 81). Die Gréfle a ist das (zur Spanne 1
gehorige) ,,Steigungsmaff der geraden Linie, das
deren Anstieg oder Abfall mifit. (Es ist nach der
ganzen Konstruktion klar, daB diese beiden Worte
fur einen Beobachter gemeint sind, der die x-Achse
in Richtung wachsender xz-Werte durchliuft. Auch
die haufige Anwendung der Ausdriicke ,,vorher* und
,nachher” statt ,links™ und ,rechts erklart sich
aus dieser Vorstellung.) Anstieg liegt vor bei posi-
tivem @, Abfall bei negativem a; fiir @ = 0 schlieB-
lich verliuft die Gerade wagerecht parallel der
z-Achse.

Umn die innige Verbindung von y mit a, dem Mal}
des Anstiegs von y, hervorzuheben, nannten wir a
schon auf S.29 auch die ,,Ablestung” ' von y und
zeichneten als ,,abgeleitete Kurve', die das Ansteigen,
genauer das tiberall gleichméflige Ansteigen der
Urkurve y = az -+ b versinnlicht, die Gerade 3y’ = a
parallel zur x-Achse in einem xy'-System (Abb. 82).

Fir ¢ =0, also y = b = konst (Gerade parallel
der z-Achse im zy-System) haben wir ' = 0. In
Worten:

Die Ableitung einer Konstanten ist gleich Null.

Bei der linearen Funktion y = ax 4 b mit beliebigem festem a héngt die Ab-
leitung % = a von b nicht ab. Lineare Funktionen, die sich nur durch verschiedene

Werte by, by, bs, ...

von b unterscheiden, deren Geraden also auseinander durch

1) Fiir die Bezeichnung ,,Differential® vgl. IT C, 8. 91{f.
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Parallelverschiebung in der y-Richtung hervorgehen und eine Schar paralleler,
gleichansteigender Geraden bilden (Abb. 83), haben samt und sonders dieselbe Ab-
leitung ' = @ und dieselbe abgeleitete Kurve. Dies wird belangreich, wenn wir
unsere Ausgangsgerade y = ax -+ b (mit einem festen, uns bekannten 6) zudecken
und nun von der abgeleiteten Geraden y' = a zu ihr zuriickzugelangen versuchen.
Wir sehen, daB wir dies nicht vermégen, daB vielmehr jede Gerade y = ax - b mit
einem ganz beliebig gewihlten b als Urgerade, ,,Stammgerade’ oder ,,Integralgerade
zu ¥’ = @ dienen kann. Dies ist sehr einleuchtend ; denn die abgeleitete Gerade legt
ja fiir die Stammgerade nur das Ansteigen fest, sonst aber weiter nichts.

3. Gleichformige Bewegung. Geschwindigkeit. Die lineare Funktion y = ax + b
sel jetzt der mathematische Ausdruck einer gleichformigen Bewegung (S.28—29), wobei
x die Zeit, y den auf der Bahnkurve (am einfachsten einer
Geraden) gemessenen Abstand (Abb. 84) des bewegten Punk-
tes 4 von einem festen Bezugspunkte ¢ und b den Anfangs-
abstand zur Zeit x = 0 bezeichnet (oder y —b den in der Zeit «
zuriickgelegten Weg). Die obere gerade Linie der Abb. 82
stellt dann das ,,Zeit- Weg-Schaubild* der Bewegung dar. Was
bedeutet ihr Steigungsmafl a? Es gibt den in der Zeit-
einheit zuriickgelegten Weg, d.h. die immer gleichbleibende ° /o - p
Geschwindigkeit der Bewegung oder genauer ihre Mafzahl eines Punktes.

(die Geschwindigkeit selbst ist das Verhaltnis dieses Weges

zur dazu gebrauchten Zeit, also die entsprechende benannte Zahl); die ab-
geleitete Gerade (unten in Abb. 82) liefert das ,,Zeit-Geschwindigkeits-Schaubild'.
Es ist mechanisch klar, dall man von ihm allein nicht eindeutig auf die Bewegung
zuriickschliefen kann, sondern etwa noch wissen muf, wo sich der bewegte Punkt
zu einer gewissen Zeit, z. B. zur Zeit * = 0, befindet — eine schéne Verdeutlichung
der Unbestimmtheit der Stammgeraden zu einer gegebenen abgeleiteten Geraden.

4. Ansteigen einer beliebigen Kurve. Ableitung und abgeleitete Kurve. Da8 wir
das gleichméBige Ansteigen der geraden Linie beherrschen, genuigt bereits, um auch
das im allgemeinen von Punkt zu Punkt verschie- 4,
dene Ansteigen einer beliebigen Kurve y=f(x) zu
beschreiben und zu messen. Wir zeichnen einfach
an der Stelle P, wo wir den Anstieg zu untersuchen
wiinschen, durch Anlegen des Lineals die Tangente
an die Kurve, die uns sozusagen ein makro-
skopisches Bild des anschaulich klaren Kurven-
anstiegs in P gibt, und definieren als Steigungs-
mal der Kurve in P oder als Ableitung y' der Funk-
tion y = f(x) fir das Argument x von P das Stei- ¢
gungsmal} dieser Tangente (Abb.85). D.h. wir gehen

vom Berithrungspunkte P wagerecht um 1 nach v
rechts und dann senkrecht bis zur Tangente; das
senkrechte Stiick ist die Ableitung y’. Bei gleichem |

MaBstabe auf der xz- und y-Achse ist sie {ibrigens
gleich dem tan des Winkels 7 der Kurventangente
gegen die x-Achse. In der Ableitung haben wir den ¢
Grundbegriff der Differentialrechnung vor uns.

Fir verschiedene Punkte bzw. verschiedene Argu-
mente erhalten wir im allgemeinen verschieden geneigte Tangenten und damit ver-
schiedene Ableitungen ¢'. Um dies zum Ausdruck zu bringen, schreiben wir 3’ als
neue Funktion 3’ = f'(x) von z und stellen diese ,,abgeleitete Funktion* der Urfunk-
tion y = f(«x) in einem zy’-System durch die ,,abgeleitete Kurve'* dar (Abb. 85 unten).

Abb. 85. Definition der Ableitung.
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Das Bilden der Ableitung heiBt ableiten, derivieren oder differenzieren bzw. Diffe-
renttation, und man schreibt in Anlehnung daran mit einem Operationssymbol D
manchmal 3 = Df(x) oder ' = D,f(x). Der Index = an D soll darauf hindeuten,
daB wir den Anstieg in bezug auf das Argument z (die z-Richtung) betrachten; man
redet auch von ,differenzieren nach x*.

Unmittelbar aus der Definition der Ableitung heraus kénnen wir jede ohne
Schwierigkeiten in stetigem Zuge aufzeichenbare Funktion mit Leichtigkeit diffe-
renzieren. Wir brauchen nur an die Kurve y == f(x) geniigend viele Tangenten zu
ziehen, ihre SteigungsmaBe aus den ,,Steigungsdreiecken’ mit den Katheten 1
und %' zu bestimmen und sie als Ordinaten der abgeleiteten Kurve zu den Abszissen
der jeweiligen Beriihrungspunkte zu nehmen (Abb. 85).

An der abgeleiteten Kurve kénnen wir zuweilen das Gesetz ablesen, das y’ mit x
verkniipft, danach Formeln fiir die Ableitung aufstellen und so unserer graphischen
Differentiation eine formelmdfige an die Seite stellen, wie nachher bei den Beispielen
klar werden wird. Man ersieht hieraus auch, warum in der Frithzeit der Differential-
rechnung im 17. Jahrhundert immer vom ,,Tangentenproblem* die Rede war, d. h.
von der Aufgabe, das Tangentenziehen an eine Kurve von rechnerisch bekanntem
Gesetz ebenfalls durch rechnerische Vorschriften zu erledigen.

5. Ableitung als Geschwindigkeit. Bei der Definition des Anstiegs einer Kurve
in einem Punkte P vermittels der Tangente ist benutzt, daB sich diese in P der Kurve
so gut anschmiegt, wie es fiir eine Gerade nur iiberhaupt mdglich ist. Sie liefert mit
einem schon gebrauchten Ausdrucke einen makroskopischen, eine exakte Fassung
ermdglichenden Ersatz der Kurve in P. Dies wird besonders deutlich, wenn wir z
als Zeit und y = f(x) als Abstand von einem Bezugspunkte fiir die Bewegung eines
Punktes A, also die Kurve y = f(x) als Zeit-Weg-Schaubild® ausdeuten. Die
Tangente ist dann das Zeit-Weg-Schaubild fiir eine gleichférmige Ersatzbewegung,
die nach dem Trigheitsprinzip dann eintritt, wenn von der dem Beriihrungspunkte P
der Tangente entsprechenden Zeit x an plétzlich keine Krafte auf den Punkt 4 mehr
wirken. Es ist offenbar sinnvoll, als Geschwindigkeit oder Momentangeschwindigkert
der im allgemeinen ungleichférmigen Bewegung y = f(z) zur Zeit « (im Augenblicke
des Aufhérens aller Kréfte und des Einsetzens der gleichférmigen Tragheitsbewegung)
die Geschwindigkeit dieser gleichférmigen Ersatzbewegung, d. h. die Ableitung ¥’,
zut definieren. Die Ableitung y’ erscheint so als Geschwindigkeit, die abgeleitete Kurve
als Zeit-Geschwindigkeits-Schaubild.

Experimentell wird die Sache bei der Atwoodschen Fallmaschine verwirklicht: Abheben
des Ubergewichts fithrt zu einer gleichférmigen Weiterbewegung, deren Geschwindigkeit ge-
messen und als Geschwindigkeit der vorherigen ungleichférmigen Bewegung mit Ubergewicht
im Augenblicke des Abhebens genommen wird.

Allgemeiner gibt, wenn y = f(x) den Wert irgendeiner GréBe y zur Zeit x be-
deutet, z. B. der Menge eines chemischen Reaktionsprodukts, der Linge oder eines
anderen Merkmals fiir ein wachsendes tierisches oder pflanzliches Gebilde, des Dreh-
winkels bei einer Drehung, die Ableitung 3’ die Anderungsgeschwindigkeit dieser
GroBe y, also z. B. die Reaktionsgeschwindigkeit, die Wachstumsgeschwindigkeit, die
Winkelgeschwindigheit usw.

Ist x die Zeit, so deutet man nach Newton die Ableitung von y=f(z) nach =,
welche die Geschwindigkeit liefert, gern durch einen Punkt statt durch einen Strich
an, schreibt also ¥ statt y'.

6. Stammfunktion oder unbestimmtes Integral. Wenn wir von der abgeleiteten
Kurve y' = f'(x) zur Ausgangskurve zuriickschreiten wollen, stoBen wir auf eine
analoge Unbestimmtheit, wie wir sie schon bei der abgeleiteten Geraden 3 = a

1 Man hiite sich, diese mit der Bahn des Punktes 4 zu verwechseln!



A. Ableitung und unbestimmtes Integral. 4—7. 71

der geraden Linie y = ax -+ b kennengelernt haben.  Gleichzeitiz mit der
Kurve y = f(z) haben ndmlich auch alle aus ihr durch Parallelverschiebung in der
senkrechten g-Richtung hervorgehenden Kurven y = f(z) 4+ € mit konstantem,
im dbrigen aber willkiirlichem C dieselbe abge-
leitete Kurve (Abb.86). Denn alle diese Kurven ¥
unterscheiden sich eben nur durch ihr mehr oder
minder betrichtliches Hoch- oder Tiefgeschobensein
in bezug auf die z-Achse, nicht aber durch ihr An-
steigen dieser gegeniiber, das allein fiir die abgeleitete
Kurve in Betracht kommt; vielmehr haben die
Punkte aller derartigen ,,Parallelkurven’’ auf der-
selben Senkrechten samtlich die gleiche Ableitung.
Wir sehen auBlerdem, daB wir auf diese Weise alle
Kurven mit der abgeleiteten Kurve y' = f' (x), alle
Stammkurven' oder ,,Integralkurven’ zu y' = [’ (x)
erhalten. Denn nehmen wir an der Kurve y == f(x)
-andere Verdnderungen vor, als daB wir sie in ihrer
Ganzheit hoher- oder tieferschieben, biegen wir
etwa ein Stiick an ihr anders zurecht, so &ndert sich 7
sofort der Anstieg und damit die abgeleitete Kurve.
Man nennt eine Funktion, deren Ableitung gerade
y = f(x) ist, eine Stammfunktion oder ein unbe-
stimmtes Integral von f'(x) und schreibt sie

[y'dx  oder f}"(x) dx 0 x 7
mit einer S.93, S.120—122 und S.135—136 genauer Abb.86. Stammkurven zu ¥’ = f'(2).
zu erklidrenden Symbolik, die von allen Bezeichnungs--

weisen der ,,héheren’ Mathematik dem AuBenstehenden in der Regel den meisten
Schauer einflsBt — ,entflichen nicht die Grazien, wo Integrale ihre Hélse
recken 2 fragt Boltzmann in seiner hinreilenden Gedéchtnisrede auf den einen
Entdecker der Spektralanalyse, Robert Kirchhoff. Es ist augenfillig, dall es
sich in Wirklichkeit um eine ganz einfache und leicht auffafibare Sache handelt.
Die Kombination des Integralzeichens [ mit dem SchluBzeichen dz (analog
einer SchluBklammer) fordert weiter nichts, als eine Funktion anzugeben, deren
Ableitung gerade die von [ und dx eingeschlossene Funktion, den ,,Infegranden
ergibt. Falls dieser f’'(x) ist, so versteht sich von selbst, daf die Ausgangsfunktion
f(x), aus der f(x) ja gerade durch Ableitung hervorgegangen ist, eine Stamm-
funktion darstellt. Aber wir haben uns eben iiberlegt, daBl nicht nur f(z), sondern
alle Funktionen f{(z) -~ ' mit willkiirlichem konstantem C, und genau diese, dem

Verlangen Geniige leisten: ,
[t (@) de=f@) +C.

Wegen der Willkiirlichkeit der ,,Integrationskonstanten' C ist bei ,, Integral® noch
das Eigenschaftswort ,,unbestimmt* hinzugefiigt.

Gewohnlich wird die Funktion, deren Stammfunktion man sucht, von vorn-
herein nicht 3’ = f'(x), sondern y = f(z) geschrieben sein. Dann ist die Stamm-

funktion natirlich durch / f(x) dz zu bezeichnen. f f(x) dx gibt einfach eine kurze
Umschreibung unseres Wunsches nach einer Funktion mit der Ableitung f(w).

7. Integrationskonstante. Integration als Umkehroperation zur Differentiation.
Das Auftreten der willkiirlichen Integrationskonstanten (' ist auch naturwissen-
schaftlich durchaus verstindlich. Denn bedeutet z. B. ¥ = f(x) den Abstand eines
bewegten Punktes von einem Bezugspunkte zur Zeit z, also y' = f'(x) die Ge-
schwindigkeit, so ist durch diese allein die Bewegung noch nicht vollsténdig bestimmt.
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Es muB noch eine weitere Bedingung hinzutreten, z. B. die Lage des bewegten
Punktes zur Zeit * = 0 bekannt sein. Wie durch eine solche ,,Anfangsbedingung
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Abb. 87. Differenzieren des

Quadrates (der Parabel) y = a2,

die Integrationskonstante (' auf einen bestimmten Wert
festgelegt und die Willkiir naturwissenschaftlich also
doch nachtréglich wieder hinausgeworfen wird, werden
wir noch oft sehen (vgl. z. B. 8.76 und S8.96). Es
handelt sich dabei um eine Angelegenheit, die der
Naturwissenschaftler theoretisch vollstindig durch-
schauen und praktisch rasch und sicher handhaben muS.

Threr Definition nach bildet die Integration, d.h.
die Aufsuchung der Stammfunktion oder des unbe-
stimmten Integrals, die Umkehroperation zur Differen-
tiation, so, wie etwa die Division die Umkehrung der
Multiplikation ist. Welcher geometrische Gehalt ibr
innewohnt, analog der anschaulichen Bedeutung der
Ableitung als Steigungsmall, das bildet den Gedanken-
kreis des gleichermaBen durch in sich ruhende mathe-
matische Schonheit wie durch reichste naturwissen-
schaftliche Anwendbarkeit ausgezeichneten ,.Funda-
mentalsatzes der Differential- und Integralrechnung
von Abschnitt IT D, S. 117—138.

8. Beispiele. Differenzieren des Quadrates, des Sinus
und Kosinus. Bei der Parabel fir das Quadrat y = x*
ist die Konstruktion der Ableitung fiir verschiedene
Punkte in Abb. 87 durchgefiihrt. Trégt man die gefun-
denen Steigungsmafe y' als Ordinaten zu ihren Ab-
szissen x im xy’-System ein, so erhilt man als abge-
leitete Kurve eine gerade Linie durch den Nullpunkt
(das letzte deshalb, weil fiir x = 0 die Parabel eine
wagerechte Tangente hat). Und zwar sind die Ordi-
naten immer doppelt so groB wie die Abszissen; die
Gleichung der Geraden lautet also y == 2x. Damit
haben wir die wichtige Tatsache:

| Die Funktion y = «* hat die Ableitung y'= (x?) =2x.

Als Umkehrung kénnen wir anmerken

f2xdx:x2+0;

denn jede Funktion y = x% -+ C, deren Kurve aus

der Parabel y = x? durch Hoher- oder Tieferschieben hervorgeht, liefert abgeleitet
die unter dem Integralzeichen stehende Funktion 2 .

Abb. 88 und 89 zeigen die Differentiation der irigonometrischen Funktionen
y = sinz und y = cos x. Als abgeleitete Kurven ergeben sich Wellenlinien, die man
leicht als die Bilder der Funktionen cos z und — sin x erkennt!:

y =sinx hat die Ableitung y' = (sinz) == cosz,
= cosx hat die Ableitung y' = (cosz) = —sinax.

1 Man achte bei (cos z)’ = —sin # auf das Minuszeichen!



A. Ableitung und unbestimmtes Integral. 7—9. 73

Fiir = 0 wissen wir schon von S. 54 (Abb. 62), daBl die Tangente der Sinuslinie
die Gerade y = x ist, weil fiir kleines Argument sinz und x sehr nahe und immer
besser iibereinstimmen. Jetzt kénnen wir dies auch in der Form

(sinz) =1 fir x=0

aussprechen, weil an der Geraden y = & zur Spanne 1 bei z die senkrechte Strecke 1
gehort.
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Abb. 88. Differenzieren des Sinus y =sinzx .
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Abb. 89. Differenzieren des Kosinus y = cos « .

Umgekehrt gilt (in Umschreibung der obigen Formeln)

fcosxdx:sinx—i—(}’, f—sinxdm:cosx-{—()

Ausdriicklich sei noch angemerkt, daBl wir fir die lineare Funktion y = ax - b
naturgemaB auf die frithere Definition der Ableitung zuriickfallen; denn die Tangente
in einem Punkte der darstellenden geraden Linie stimmt in ihrem ganzen Verlaufe
mit dieser iiberein. Die abgeleitete Funktion reduziert sich auf die Konstante
y'=a und die abgeleitete Kurve auf die abgeleitete Gerade y'= a parallel zur
x-Achse. Umgekehrt ist f adx = ax + C mit willkirlichem konstantem C, indem
wir uns hier die Ableitung ¢ aus y = ax mit b = 0 entstanden denken.

9. Etwas iiber Differenzier- und Integrierregeln. Summe und konstanter Faktor.
Man wird wiinschen, den bisherigen karglichen Bestand an Differenzierformeln
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wesentlich zu erweitern, z. B. die Ableitung der Potenz y = x> bei beliebigem Ex-
ponenten o, nicht nur beim Exponenten 2, formelmaBig auszudriicken — kurz, eine
Art Einmaleins der Differentialrechnung aufzustellen. Das war, mehr gefiihls- als
verstandesmaBig erfafit, letzten Endes auch das Streben bei den Bemiihungen um
das Tangentenproblem im 17. Jahrhundert, dessen Erfiillung durch Leibniz (neben
Newton) 1676 man als Beginn der methodischen formelméBigen Differentialrech-
nung zu zahlen pflegt.

Es ist sehr bemerkenswert und keineswegs selbstversténdlich, dal sich dem ge-
kennzeichneten Wunsche iberhaupt und noch dazu auBerordentlich weitgehend
nachkommen 1a8t. Bemerkenswert aus zwei Griinden. Einmal wére an sich von vorn-
herein nicht zu erwarten, daBl sich fiir eine formelméBig einfache Kurve auch der
Anstieg formelmiBig einfach beschreiben laBt, ebensowenig, wie man unvorein-
genommenerweise etwa bei einer Zahl von endlich viel Stellen auf eine Quadrat-
wurzel von endlich viel Stellen rechnen wird. Zum anderen liegen in der Tat fiir
die Integralrechnung die Dinge wesentlich anders. Dort sind die Definitionen ebenso
einfach wie in der Differentialrechnung. Aber die formelmaBige Behandlung ist oft
verwickelter. Z. B. braucht, wenn man sich als Ableitung eine ganz einfache

Funktion vorgibt, etwa 916 , das Integral keineswegs mehr durch die zunichst ins

Auge gefafiten Funktionen ausdriickbar zu sein, sondern kann eine véllig neue
Funktion definieren, deren Eigenschaften erst untersucht werden miissen. Statt aber
deshalb die formelméaBige Integralrechnung als
schwierig zu bezeichnen, ist es angebrachter, im-
mer von neuem iiber die Einfachheit der formel-

Vi méfigen Differentialrechnung zu staunen.
Das Einmaleins der Differentialrechnung bilden
die Differenzierregeln, die in Abschnitt IL E, S. 138
bis 165 systematisch besprochen werden. Schon
></ jetzt seien zwei selbstversténdliche von ihnen
- OR=oE nebst den zugehdrigen Infegrierregeln erwdhnt:
AN a) Hine Summe von Funktionen darf glied-
AN weise differenziert werden. D. h. man findet
~ die Ableitung einer Summe von Funktionen
(worunter Differenzen inbegriffen sind), in-
. dem man alle Glieder einzeln differenziert und

Abb. 90. Diffenzierregel der Summe: :
() =4 o . nachher alle gewonnenen Ableitungen zusam-
menfiigt.

Denn z. B. fiir die Summe y = f(x) = (x) -+ v (x) von zwei Funktionen » = u ()
und » == v(x) addieren sich bei der Aneinandersetzung der Ordinaten der Einzel-
kurven % == u (x) und v = v (z) auch die Steigungsmafe! »" und v’ (Abb. 90), also gilt
fir ¢ = (u - v)

YJx) - u (A Dx)

’ (u -+ v) =o'+ 'v’/ I

Ein Sonderfall ist die Addition einer Konstanten € zu einer Funktion v = u (),
wobei wegen des Verschwindens der Ableitung von C die Ableitung von % unver-

andert bleibt: , ,
Y=+ 0C)=u".

Z.B.hat die lineare Funktion y = ax + bdieselbe Ableitung y' = a wie y = ax.
Umgekehrt gilt
f(u’ +vYdx = fu’dx +fv’dx.

! So kann an einer Stelle, wo v fallt, « -4 v nicht mehr so stark ansteigen wie u usw.
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Denn links ist der Integrand «’ -+ o nach unserer Differenzierregel gleich der Ab-
leitung (v -+ »)" von u 4 v, das Integral selbst also bis auf eine additive willkiirliche
Konstante gleich % 4 v. Nun kann aber « bis auf eine additive Konstante als Inte-

gral f ' dx von u' und v bis auf eine additive Konstante als Integral f v'dx von o'
gefunden werden. Diese beiden Integrale treten aber gerade rechts auf, und man
muB sich nur die additiven Konstanten passend gewahlt denken.

Schreiben wir u statt 4’ und » statt v, so kommt

/(u—}—v)dm:fudm —{—fvdx

Eine Summe von Funktionen darf gliedweise infegriert werden.
Z.B. ist

f(a—{- cos x)dx:fa,dx—}—fcos xdx =ax -+ sin x } C’;

und in der Tat liefert ax - sin  + C differenziert wieder den urspriinglichen Inte-
granden a + cos x.

b) Ein konstanter Faktor bleibt beim Differenzieren wnverdndert. D. h. fiir das
Produkt g = f(x) == cu(x) einer Funktion % == u(x) mit einer Konstanten ¢ multi-
pliziert sich auch die Ableitung %’ mit ¢ zur Ableitung ¥ = (cu)’:

l (cu) = cu' I .

Denn der Multiplikation von % mit ¢ entspricht im Schaubilde eine Ausstreckung
oder Zusammendriickung (und bei negativem c
Spiegelung an der z-Achse) auf das c-fache %¥
(Abb. 91), die Analoges fiir das Steigungsmal
2’ bewirkt.

Beispielsweise betrigt die Fallstrecke s in

der Zeit ¢t beim freien Fall s = % t2. Hieraus

folgt fiir die Geschwindigkeit v, da die Ableitung
von ¢2 gleich 21 ist,

. (9 ) 9 . oy
poed m=l— %) = — ":7~'2t: t
V=238 ( ) t 5 t?) 5 g 1
Entsprechend trité beim Integrieren ein kon-
stanter Faktor vor das Integralzeichen, d.h. I ¥
g 7 x x
Abb. 91. Differenzierregel vom konstanten
fcu da = cfu dzx|. Faktor: (cuy = eu.

Denn es ist nach der Differenzierregel f cu' do = f (cu) dx = cu 4 C; mit will-

kiirlichem konstantem ;. Wird hierin u = f u’ dx — C, mit konstantem C, ein-
getragen, so kommt
fcu’ de+4-cCy—C; = cfu' dx
und, da links infolge der Willkiirlichkeit von ¢C, — €' wieder eine Stammfunktion
[ew’ dx von cu’ steht,
fcu’dx :cfu’dx.

Ersetzt man ' durch «, so erscheint die obige Formel.

Z. B. ist .
fsin rde =—|—sinx dex=—cos x —C,
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weil wir f —sin « d als cos x 4~ € kennen. Statt — ¢ kann wegen der Willkiirlich-
keit der Konstanten auch 4 K oder -+ C geschrieben werden. Oder

fxdx:f%-dew:%/'Zxdx:%ﬂ -+ C.

10. Anwendung: Oberfliche einer rotierenden Fliissigkeit. Ein zylindrisches Ge-
fall mit einer Fliissigkeit werde um die Zylinderachse in gleichférmige Umdrehung
von der Winkelgeschwindigkeit w (S. 70) versetzt, etwa auf der Schwungmaschine.
Was fiir eine Flissigkeitsoberfliche bildet sich
unter dem Einflusse der Zentrifugalkraft und
der Schwere heraus?

Offenbar geniigt es, einen ebenen Schnitt durch
die Drehachse und in ihm die zugehérige Flissigkeits-
begrenzungskurve zu betrachten (Abb. 92), deren
Drehung die ganze Oberfliche erzeugt. Es sei x der
Abstand von der Drehachse, y die Hohe iiber dem
GefaBlboden; man wiinscht die Gleichung y = f(x)
der Begrenzungskurve. Auf ein Flissigkeitsteilchen
von der Masse m an der Oberfliche wirken zZwei
Krifte: die Zentrifugalkraft, deren Grofle wir aus der
Schulphysik zu m2w? kennen, und die Schwere mg.

Abb. 92. Oberflidche einer rotierenden : . . . . .
Fliissigkeit,. Soll die Fliissigkeitsoberflache stationar sein, also das

Teilchen sich in ihr nicht verschieben, so muB die

Resultierende R der beiden Krifte senkrecht zur Oberfliche stehen, in einer Nor-

malen zu ihr liegen. Bedeutet ¢ den Winkel der Kurventangente gegen die
2

x-Richtung, so hat dies nach der Abbildung tan 7 = mazw?:mg = “” % zur

Folge. Nun ist tan = gleich der Ableitung %’ von y = f(z) nach z (S. 69), also haben
wir die ,,Differentiqlgleichung“

Aus ibr ergibt sich durch Integration?

2 2
y:/y’dx:[(; xdw:;gx2+0.

Die mathematisch hereingekommene willkiirliche Integrationskonstante C' bestimmt
sich als Hohe @ des auf der Drehachse gelegenen tiefsten Punktes der Fliissigkeits-

oberfliche iiber dem Gefafboden. Denn fir x = 0 finden wir y = a = :)z -0+ C.

Die Flissigkeitsoberfliche entsteht also durch Drehung einer gegen die gew()’i_mlicke Lage
um a in die Hohe geschobenen Parabel y = (;; x% 4 o um die y-Achse. Sie heifit Dreh-
paraboloid. akann iibrigens mit dem Gesamtvolumen V der Flissigkeit in Zusammen-
hang gebracht werden (vgl. S.126); es ist a = }2 B (r Grundkreisradius
des zylindrischen Gefiles). wrt 4y

11, Nichtdifferenzierbarkeit, Die Konstruktion der Ableitung versagt, wenn die Tangente
senkrecht steht. Denn dann treffen wir, um 1 nach rechts vom Beriihrungspunkt fortgeschritten,
beim senkrechten Auf- oder Abwirtsgehen die Tangente auf noch so groBem Zeichenpapier
nicht. An Stellen mit senkrechter Tangente, z. B. x = 0 fiir y = 2% (Abb. 98) oder y = 2% (Spitze,
Abb. 94), ist also eine Kurve bzw. die zugehérige Funktion ,,nicht differenzierbar. Dasselbe
trifft zu, wenn die Kurve eine Ecke (einen Knick) hat (Abb. 95), weil dann hochstens von zwei

! Eigentlich miifite y--- K mit willkiirlichem konstantem K statt y geschrieben werden,
aber wir denken uns sogleich K in C' hineingezogen.
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Tangenten (einer ,,rechtsseitigen® oder ,,vorderen* und einer ,,linksseitigen* oder ,,hinteren),
aber nicht von einer Tangente die Rede sein kann.

Die abgeleitete Kurve hat fiir Punkte der Urkurve mit senkrechter Tangente eine Unend-
lichkeitsstelle (Abb.93 und 94; fiir den formelmaBigen Ausdruck

vgl. 8.140), fir eine Ecke der Urkurve einen Sprung (Abb. 95). ¥ 5
SchlieBlich ist eine Funktion selbstverstandlich nicht diffe- Urkurve y=X.

renzierbar an Unstetigkeits-

stellen fiir sie selbst, seien sie ¥ , T

nun Sprungstellen (Abb. 7, Urkurve y=2

S.10) oder Unendlichkeits- 1T

stellen (Abb.42, S.34 und 43, }
S.35) oder was sonst.

Die Differenzierbarkeit x Y
stellt nach allem eine be-
sondere Eigenschaft einer
Funktion dar, die nicht ein-
mal, was man lange bezweifelt oy
hat, bei Voraussetzung der
Stetigkeit vorhanden zu sein ¥
braucht (vgl. die Beispiele der
senkrechten Tangente und
der Ecke). Der Naturwissen-
schaftler braucht sich, wenn
er nicht weitgehende rein
mathematische  Neigungen
hat, iiber derartige Fragen %
nicht den Kopf zu zerbrechen. 0 7 z

Bei graphischer Behandlung Abb.93. Kurve mit senkrechter Tan-  Abb. 94. Kurve mit senkrechter Tan-
erled{i;gtpsich‘ die Existenzg- gente nicht differenzierbar, abgeleitete gente in einer Spitze nicht diffenzier-

. Kurve hat Unendlichkeitsstelle. bar, abgeleitete Kurve hat Unendlich-
frage der Ableitung von keitsstelle.

selbst, und fiir die formelmiBig gegebenen Funktionen des
Naturwissenschaftlers, wie Potenz, Sinus, Logarithmus ¥
u. dgl., wird vom Fachmathematiker die Differenzierbar-
keit und die Moglichkeit unbekiimmerter Anwendung des
formalen Apparates der Differentialrechnung nachgewiesen
(vgl. II1 E und ITF). Wohlgemerkt, es kénnen einzelne Aus-
nahmestellen mit senkrechter Tangente u. dgl. vorkommen.
Aber die Nichtdifferenzierbarkeit in ihnen kiindigt sich im- : !

mer durch Warnungszeichen an der Urkurve oder der ab- 7 x
geleiteten Kurve an. Bestindiger Gebrauch des Schau-
bildes wird auch hier den Naturwissenschaftler immer vor Y
Fehlern bewahren.

S
“«
N

Abgeleitete Kurye
y-§x73

)
t

Abgeleitete Kupve
y'=Fx

Urkurve y=f1x)

Abgeleitete Kurve y'=flx)

1
. : . s |
12. Bemerkungen zur Praxis des Differenzierens. ;
Man markiert zweckm#Big zuerst den Beriihrumgs- .
punkt und zeichnet nachtriglich die Tangente. Denn j x
die Tangente zu gegebenem Berithrungspunkt 148t /
sich einfacher und sicherer ziehen als zu gezeichneter
Tangente der Beriihrungspunkt ermitteln. __Abb.95. Urkurve mit Ecke
Die G iokeit der Besti ' nicht differenzierbar, abgeleitete Kurve
ie Genauigkeit der Bestimmung von g’ kann macht einen Sprung.

dadurch gesteigert werden, daB man Teile der Ur-

kurve in vergroBertem Mafstabe einzeln herauszeichnet. DaB trotzdem zuweilen
dem Auge verschiedene Geraden als Tangenten gleich gut geeignet erscheinen und
dadurch praktisch eine gewisse Unsicherheit bei der graphischen Differentiation tibrig-
bleibt, bildet einen berechtigten Grund fiir die Beliebtheit formelm#Biger Behand-
lung von Problemen der Differentialrechnung.

Um die Abbildung nicht mit den vielen kleinen, aus Tangente, wagerechter
Spanne 1 und senkrechter Ableitung 3’ gebildeten, woméglich iibereinandergreifenden
einzelnen Steigungsdreiecken zu iiberladen, legt man die wagerechten Grundlinien 1
aller Steigungsdreiecke gern zusammen auf die Strecke vom Punkte — 1 der x-Achse
nach dem Ursprung O. Dann braucht man die Tangenten selbst gar nicht einzu-
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zeichnen, sondern nur mit Hilfe zweier Zeichendreiecke Parallelen zu ihnen durch
den Punkt 2 == — 1 abzuschieben, nachdem die Richtung der Tangente durch An-

legen des einen Zeichendreiecks an die Kurve fest-
gestellt ist. Jede solche Parallele schneidet auf der
y-Achse die fragliche Ableitung ein (Abb. 96). Legen
wir auBBerdem das xy’-System mit dem xy-System
zusammen, d. h. die y'-Achse auf die y-Achse, so
erhalten wir durch wagerechtes Hiniibergehen nach
der Ordinate zur Abszisse x den betreffenden Punkt
der abgeleiteten Kurve. Abb. 97 veranschaulicht
die Konstruktion der abgeleiteten Kurve y' = 2

Db 06, e onstruktion o1 Parabel y = x2 (vgl. Abb. 87, S. 72) nach diesem

der Ableitung.

vereinfachten Verfahren.

Wenn man in der abgeleiteten Kurve nicht, wie in unseren Beispielen, die Kurve
einer gelaufigen Funktion wiedererkennt und auch die formelméBigen Verfahren

Abb.97. Vereinfachtes
Differenzieren des Quadrates
(der Parabel) y = z2.

versagen, 148t man es bei der gezeichneten abgeleiteten
Kurve, bei graphischer Differentiation, bewenden. Dies.
muBl man z. B. immer, wenn man fiir die Urkurve gar
kein formelmaBiges Gesetz kennt, sondern sie z. B. nur
durch Verbinden der darstellenden Punkte fiir Beobach-
tungsergebnisse gewonnen hat. Da die Zeichnung das
wirklich Wesentliche iiber die Ableitung vollstandig ent-
hilt, und zwar anschaulicher als eine Formel, lassen sich
aus ihr allein bereits die wertvollsten Schliisse ziehen
— das wird noch vielfach klar werden.

13. Differenzieren von Funktionen mehrerer Verinder~
licher. Partielle Ableitungen?. Wie sollen wir den fur
Funktionen einer unabhéngigen Verdnderlichen x ein-
gefithrten Ableitungsbegriff passend auf Funktionen
mehrerer Verdnderlicher ausdehnen? Dazu vereinfachen
wir z. B. eine Funktion z = f(z, y) von zwei unab-
hingigen Verinderlichen z und y (der allgemeine Fall
von beliebig vielen unabhéngigen Verinderlichen erledigt
sich ganz entsprechend) durch Festhalten der einen
Verdnderlichen, etwa von y bei einem Werte y,, zu
einer Funktion z = f(«, y,) nur noch einer unabhingigen
Verdnderlichen x (vgl. 8.56); fir diese aber wissen wir,
was die Ableitung 2" = f'(x, y,) = D,f(x, y,) bedeutet.
Geometrisch: wir schneiden die Fliche z = f(x, y) mit
der Ebene y = y,, welche parallel zur z x- Ebene, senk-
recht zur y-Achse durch den Punkt y, auf dieser
lauft, und untersuchen das Ansteigen der (in der Ebene
y = 9, gelegenen) Schnittkurve z = f(x, y,) von Fliche
z=f(z,y) und Ebene y == y,; das Steigungsmafl im

Punkte « fiir sie betrigt gerade f' (z, y,) und ist bei festem y, und verinderlichem 2

eine Funktion von z.

Z. B. entsteht, wie man sich durch eine Abbildung verdeutlichen moge, durch Umdrehung
der Parabel z = 22 um die z-Achse das Drehparaboloid z = f(x, y) = x* + y2. Die Schnitt-
kurve mit einer Ebene y = y, ist die Parabel z = f(x, y,) = #* - y2, welche aus der erzeugenden

Parabel z = x* durch Hochschieben lings des Drehparaboloids um y2 hervorgeht. Ihr Steigungs-

1 Auf die Funktionen von mehreren Verinderlichen soll trotz ihrer groBen naturwissen~
schaftlichen Bedeutung hier und im folgenden nur fliichtig eingegangen werden.
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maB f'(z, y,) = 22 (denn y?liefert als additive Konstante beim Differenzieren den Beitrag 0)

an der Stelle x erweist sich natiirlich als unverindert gegeniiber dem SteigungsmaBe 2z der
erzeugenden Parabel z = z? fiir dasselbe .

Um anzudeuten, dal z unter Festhaltung von y nach x differenziert werden
soll, fiigt man bei 2’ = {' (z, y,) den Index z bei, schreibt also z}, oder f,(x, y,) oder
einfach z, oder f,(x, y,) fir die ,,partielle’ Ableitung f (x, y,) von z nach x bei kon-
stantem y = y,. Gewodhnlich spart man sich auch die Marke 0 an y. D.h. man
betrachtet die Ableitung nicht nur als Funktion von «, sondern 1Bt nachtraglich
auch y in ihr frei und hat damit f,(x, y) als Funktion erstens des Wertes, bei dem
y festgehalten wird, zweitens der Stelle x, an der wir die Schnittkurve differen-
zieren, insgesamt als Funktion wieder von zwei unabhingigen Veréinderlichen
z und y oder als Funktion eines Punktes in der zy-Ebene.

Ahnlich versteht man unter z), oder z, oder f,(z, y) oder f,(z, y) die ,,partielle‘
Ableitung von z = f(x, y) nach y bei festgehaltenem x (das Steigungsmall der
Schnittkurve der Fliche z = f(z, y) mit einer zur yz-Ebene parallelen Ebene).

Naturwissenschaftlich sehr lohnend ist die Auffassung von z, und z, als Anderungs-

geschwindigkeiten oder Anderungstendenzen von z beim Vorschreiten auf der Fliche
z = f(x, y) in der x- bzw. y-Richtung. Z.B. gibt in der Zustandsfunktion 7' = pFV

eines idealen Gases die Ableitung 7', = , der absoluten Temperatur 7" nach dem

R
Drucke p die Geschwindigkeit der Temperaturzunahme, wenn bei konstantem
Volumen ¥V der Druck gesteigert (mehr Gas eingepreBt) wird.

Die Physiker beniitzen das Anhingen einer Verinderlichen als Index oft dazu, um anzu-
deuten, dafl diese Verinderliche konstant gehalten werden soll, z. B. ¢,, = spezifische Wirme
bei konstantem Drucke; z, wiirde dann heilen: Funktion z = f(x, y) bei konstantem z, d. h. auf

einer Schnittkurve der Fliche z = f(z, y) mit einer Ebene x == konst parallel der yz-Ebene.
Man hiite sichsehr vor Verwechslungen und sehe beim Lesen eines theoretisch-physikalischen Buches
immer erst nach, in welchem Sinne der Verfasser bei Funktionen mehrerer Veranderlicher eine
Verinderliche als Index gebraucht — ob zur Andeutung des Konstanthaltens oder der Diffe-
rentiation nach ihr.

B. Verschiedene Anwendungen der Ableitung. Hdéhere Ableitungen.

1. Positive Ableitung hedeutet Steigen, negative Fallen einer Kurve. Wenn die
Urkurve y = f(x) steigt (Punkt A in Abb. 98), geht die Ableitung y" aufwdrts oder ist
positiv, die abgeleitete Kurve y" == f'(x) verliuft oberhalb der x-Achse (Punkt 4');
wenn die Urkurve y = f(x) fillt (Punkt B), geht die Ableitung y" abwdirts oder ist
negativ, die abgeléitete Kurve y' = f (x) verlauft unterhalb der z-Achse (Punkt B’ )
Auch das Umgekehrte trifft zu: posutlvem y' entspricht steigendes y, negativem y’
fallendes y. In tibersichtlicher Zusammenfassung:

. stezgt ,>
y =1 gy Fir

Und zwar ist der Anstieg oder Abfall stark fiir absolut (ohne Riicksicht aufs Vor-
zeichen) groBes ', schwach fiir absolut kleines %' (man betrachte daraufhin die
Parabel y = 2% der Abb. 87 u. 97 mit 5’ = 2z). Die abgeleitete Kurve charakterisiert
also vollstindig das Steigen und Fallen der Urkurve. Wenn wir die Urkurve zu-
decken, konnen wir doch allein aus dem Anblicke der abgeleiteten Kurve alles
Wiinschenswerte iiber die Anstiegsverhéltnisse der Urkurve entnehmen.

Ist die Kurve y = f(x) das Zeit-Weg-Schaubild einer Bewegung mit dem Ab-
stande ¥ vom Bezugspunkte zur Zeit x, so ist positive Geschwindigkeit 7 > 0 gleich-
wertig damit, dafl der bewegte Punkt 4 auf seiner Bahn in positiver y-Richtung
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(also bei positivem y vom Bezugspunkte weg, bei negativem y auf ihn zu) lauft;
negative Geschwindigkeit § < O hingegen ist gleichwertig mit Bewegung von 4 in
negativer y-Richtung (bei positivem y auf den Bezugspunkt zu, bei negativem y von
ihm weg).

2. Gipfel- und Talpunkte (Maxima und Minima). Besondere Aufmerksamkeit ver-
dienen und ziehen im Schaubilde auch ohne weiteres auf sich die Punkte, in denen die
Kurve y = f(x) vom Steigen ins Fallen iibergeht und die Funktion je ein »Maxi-
mum* erreicht, die sog. Qipfelpunkte wie ¢ und D in Abb. 98, oder die Kurve vom

Y

7
0
i
y' Abgeleitete Hurve
(erste abgelestere Hurvg)f
,}Vl A , 0y=f/.r)
T ! i 1 >’ | d | '
0 \ig 4 ! £ 0’ JH’
7 ! i 1 I ] x
yll K £’ M
Zwerfe aé_qleje;/l}y‘e/e Aurve )
Lf'm %0
1 3 ! ' y ! I t
0”7y\./” i A 1" M\ﬂll _
7 \lW , x
o y=0

Abb. 98. Urkurve, (erste) abgeleitete Kurve und zweite abgeleitete Kurve.

steigt .. A4, ¥’ >0 erhaben : Gund J, E und L, M und H, 3" >0.
Kurve g B By <0; Kurve hohl nach unten zwischen 7 und K,, T und M'

Maxima (Gipfelpunkte) in € und D, i =0, y” <0, links von & rechts von H, v’ =<0
Minimum (Talpunkt) in E, y=0, ¢y >0.

Kleinster Funktionswert am Rande in F.

‘Wendepunkte : mit wagerechter Wendetangente in G und H, 3’ = 0, 3" = 0, gewthnliche in J, K, L und M, y'=0.

Extrema:

Fallen ins Steigen iibergeht und die Funktion je ein ,,Minimum'* erreicht, die Tal-
punkte wie E. Beide Arten von Punkten zusammen heillen Wagepunkte, weil in
ihnen die Tangente wagerecht liegt, auch Kulminationspunkte. Die gemeinsame Be-
zeichnung fiir Maxima und Minima zusammen ist Eatrema.

Eine notwendige Bedingung fiir einen Wagepunkt (ein Extremum) ist offenbar
y' = 0. Genauer als notwendige und hinreichende Bedingung:

Gipfelpunkt (Maximum) . , fallend

Talpunkt (Minimum) steigend durch 0 hindurchgeht,

y=f(x) hat einen

wie man bei den €', D und E zugeordneten Punkten €', D’ und E’ der abgeleiteten
Kurve in Ubereinstimmung mit der Definition von Maximum und Minimum erkennt.
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3. Veranschaulichungen. Mechanisch entsprechen die Extrema des Zeit-Weg-
Schaubildes y = f(») Extremalabstinden des bewegten Punktes 4 vom Bezugs-
punkte C auf der Bahnkurve; fir sie kehrt sich die Bewegungsrichtung von 4
um (Umkehrpunkte). Es ist klar, daBl dabei die Geschwindigkeit § von A4 gleich
Null sein mufl. Man denke etwa an die Umkehrpunkte einer Pendelkugel in Extremal-
abstéinden auf dem durchlaufenen Kreise (vom tiefsten Punkte aus gemessen) mit
Stillstand der Pendelkugel fiir einen Augenblick.

Eine schone Veranschaulichung dafiir, da fiir ein Extremum die Ableitung verschwindet,
liefert die Tagesléinge. Fur den lingsten und den kiirzesten Tag ist die Anderungsgeschwindig-
keit der Tageslinge je gleich Null. In der Tat dndert sich um diese Zeiten, wie jeder weiB, die
Tageslinge nur sehr wenig — wir miissen zu Wintersanfang eine ganze Weile iiber kurze Tage
seufzen, zumal in nordischen Lindern, und kénnen uns zu Sommersanfang dafiir an einer Reihe
ziemlich gleich langer Tage erfreuen.

Auch ein Blick auf eine Wetterkarte bestétigt das Verschwinden der Ableitung an einer
Extremalstelle, wenn wir etwa den Luftdruck auf einer in ein Tief hineinfithrenden Geraden ver-
folgen. Die Ableitung des Luftdrucks als Funktion der Fortschreitungsstrecke gibt seine
Anderungsgeschwindigkeit (den sog. Gradienten ), die sich in der Windstirke bemerkbar macht.
Nun melden vielleicht alle Stationen auf einer Linie fallenden Luftdrucks den stiarksten Sturm —
die Station mit dem Minimum selbst fiir den Luftdruck hat Windstille; der Seemann, dessen
Schiff sich durch ein barometrisches Tief bewegt, sieht das ,,Auge des Sturms®, ein Stiick
blauen Himmels.

4. Beispiele. Bei der Parabel y = x2 (Abb. 87 u. 97) liegt fiir # = 0 ein Minimum vor,
weil die Ableitung y" = 2z fiir x == 0 verschwindet und die abgeleitete Kurve ¢’ = 2«
fiir = 0 steigend die 2-Achse schneidet (links von « = 0 ist " negativ, rechts positiv).

Oder die Sinuslinie y =sin « (Abb. 88) hat fir z = ——% ein Minimum, fir
T = % ein Maximum; denn die Kosinuslinie 3’ = cos  als abgeleitete Kurve tritt
fiir x = —% steigend von negativen zu positiven und fir x = % fallend von positiven

zu negativen Werten durch die z-Achse hindurch. Hiermit erfahrt die Bemerkung
von 8. 52, daf§ die Sinuslinie y = sin « gerade da Extrema hat, wo der Kosinus Null-
stellen aufweist, eine neue und tieferdringende Beleuchtung. Auch sieht man aufs
schonste, dall die Sinuslinie steigt, wo die Kosinuslinie oberhalb der x-Achse liegt,
und fallt, wo die Kosinuslinie unterhalb der z-Achse hinfiihrt.

5. Exirema in Ecken und Spitzen. Bei der Aufsuchung der Maxima und Minima mit Hilfe
des Verschwindens der Ableitung y’ ist stillschweigend vorausgesetzt, daB diese durchweg
existiert, d. h. daBl die Funktion y = f(z) fiir alle untersuchten « differenzierbar ist. Denn sonst
kann sich z. B. ein Minimum in einer Spitze mit senkrechter Tangente (Abb. 94) oder in einer
Ecke (Abb. 95) einstellen, also in Punkten, wo y = f(z) nicht differenzierbar ist und die abge-
leitete Kurve es nicht durch Schneiden der x-Achse, sondern durch Unstetigwerden fertig-
bringt, von der Fallen der Urkurve charakterisierenden Seite negativer y” unterhalb der z-Achse
auf die Steigen charakterisierende Seite positiver y” oberhalb der z-Achse hinitberzukommen.

6. Bemerkungen iiber den Sprachgebrauch. Man hiite sich, unseren durch Abb. 98
verdeutlichten prézisen Sinn der Worte Maximum, Minimum und Extremum mit
anderen Bedeutungen fiir sie aus der Sprache des téglichen Lebens zu verwechseln,
wie deren eine z. B. bei dem (starker Kritik ausgesetzten) Liebigschen Gesetze vom
Minimum aus der Pflanzenphysiologie vorliegt. Nach diesem héngt der Pflanzenertrag
von demjenigen Wachstumsfaktor (Diingermenge u. dgl.) ab, der verhaltnisméBig am
meisten im Minimum ist, d. h. von dem der Pflanze in Prozenten der erforderlichen
Menge die geringste Menge zur Verfiigung steht, und zwar dndert sich der Ertrag bei
Anderung dieses Wachstumsfaktors ihm proportional. Offenbar hat dieses Liebigsche
Minimum mit unserem Minimum, der Ordinate eines Kurventalpunktes, nichts zu tun.

Weiterhin sind die drei Worte, wie aus dem ganzen Zusammenhange hervorgeht,
immer nur in bezug auf die Funktionswerte in einer vielleicht gar nicht so groBen
Nachbarschaft links und rechts gemeint, die vom Maximalwert alle iibertroffen, vom
Minimalwert alle untertroffen werden. Es ist sehr wohl mdéglich, daB fiir andere,

Walther, Einfilhrung. 6
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geniigend weit entfernte = betridchtlich gréfere Funktionswerte als fiir einen gerade
ins Auge gefaBten Gipfelpunkt oder betrichtlich kleinere Funktionswerte als
fiir einen Talpunkt auftreten. Z. B. ist der Funktionswert im Punkte F in
Abb. 98 kleiner als der Minimalwert in . Man redet deshalb manchmal von rela-
tivem Maximum, relativem Minimum, relativem Extremum.

7. GroBter und kleinster Wert einer Funktion. Die letzten Uberlegungen sind
wichtig, wenn man den iiberhaupt gréBten und den iiberhaupt kleinsten Wert? einer
Funktion fiir ein gewisses Argumentintervall, z. B. von p bis ¢ in Abb. 98, ermitteln
will, der fiir die Praxis meist belangreicher ist als die vielleicht nur auf kleine
Nachbarschaften bezogenen Maxima und Minima. Dazu muf man nachsehen, welcher
Gipfelpunkt unter den durch y =0 herausgefischten Wagepunkten der aller-
héchste und welcher Talpunkt der allertiefste ist, indem man einfach die Funktions-
‘werte fiir die verschiedenen Wagepunkte vergleicht. Aber man mul} auch aufmerken,
ob etwa bei Nichtdifferenzierbarkeit noch héhere bzw. tiefere Spitzen oder Ecken auf-
treten oder ob schlieflich vielleicht der iiberhaupt grofite bzw. kleinste Wert am
Rande (in den Endpunkten des Intervalls) erscheint wie in Abb. 98 fiir F. (In den
Randpunkten eines Intervalls haben wir ,einseitige Differenzierbarkeit”, d. h. die
Tangente schlieft sich nur nach einer Seite an die Kurve an. Nach der anderen
Seite auBerhalb des Intervalls wissen wir gar nichts, weil dort die Funktion iiber-
haupt nicht erklirt zu sein braucht oder die Fortsetzung der Kurve vielleicht mit
einer Ecke erfolgt.) An Hand der Zeichnung wird man tuber diese Dinge niemals im
Zweifel sein.

8. Wagerechte Tangente nicht immer gleichbedeutend mit Extremum. Die Be-
trachtung des Schaubildes schiitzt auch dagegen, auf Grund der Beziehung y' =0
Punkte als Extrema mitzunehmen, in denen zwar die Tangente wagerecht liegt,
aber die Kurve weder ganz unterhalb der Tangente bleibt wie beim Maximum
(Gipfelpunkt) in ¢ und D (Abb. 98) noch ganz oberhalb der Tangente wie beim
Minimum (Talpunkt) in Z, sondern die (wagerechte) Tangente durchsetzt wie in
@ oder H. Die abgeleitete Kurve geht hier nicht durch die z-Achse hindurch wie
beim Extremum, sondern wird der Bedingung ¢’ = 0 durch Beriithrung der x-Achse
von einer Seite gerecht. Z. B. ist ¢’ fir den Punkt @ vorher und nachher
positiv, die abgeleitete Kurve hat also in G’ ein Minimum, wihrend in H’ der Fall
eines Maximums von %' zu sehen ist. Im ganzen:

y' = 0 allein ist zwar eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir ein
Eaxtremum einer differenzierbaren Funktion®.

9. Zweite Ableitung. Beschleunigung. Genaueren Einblick hierein wie auch eine
handlichere, allerdings nicht ganz so weit tragende Form der Unterscheidung von
Maximum und Minimum (' fallend bzw. steigend durch 0) liefert die systematische
‘Untersuchung des Steigens und Fallens der abgeleiteten Kurve. Man zeichnet,
wie es in Abb. 98 ausgefiihrt ist, mittels der Tangente der abgeleiteten Kurve zu
dieser eine neue abgeleitete Kurve. Sie heillt in bezug auf die Urkurve y = f(x)
die zweite abgeleitete Kurve, ihre Ordinate, d. h. die Ableitung (y')’ der ,,ersten
Ableitung y’, die zweite Ableitung y'’ oder die Ableitung zweiter Ordnung von y = f(x);
man schreibt auch 3"’ = f’(z) = D?f(z) = Dj f().

Offenbar gibt 3" ein MaB der Anderung von g’ mit z. Dies wird besonders
deutlich, wenn wir uns y'= g als Geschwindigkeit einer Bewegung mit dem Ab-
stand y = f(x) vom Bezugspunkte zur Zeit # denken. Dann miBt 3" = §j die Ge-

1 Die zuweilen gebrauchten Ausdriicke ,,absolut gréBter Wert** oder ,,absolutes Maximum*
und ,,absolut kieinster Wert* oder ,,absolutes Minimum* sind besser zu vermeiden, weil das
Wort ,,absolut* bereits die Bedeutung ,,ohne Riicksicht aufs Vorzeichen* hat.

% Oder: Ein Wagepunkt mit wagerechter Tangente braucht kein Gipfel- oder Talpunkt
zu sein.
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schwindigkeit, mit der die Geschwindigkeit y steigt oder fallt, und wird iiblicher-
weise Beschleunigung genannt (abgesehen von der Dimension Linge/Zeit?, die
der Beschleunigung als benannter Gréfie noch zukommt).

Z.B. ist beim freien Fall der Weg s = g,tz’ also (S.75) die Geschwindigkeit

v =238 =gt. Diese lineare Funktion hat zur Ableitung den Faktor g von ¢,
daher betrigt die Beschleunigung konstant

b=v=8§=y9g.

10. Steigen und Fallen der ersten abgeleiteten Kurve. Erhabenheit und Hohlheit
der Urkurve. Wenn y'' positiv ist, steigt die abgeleitete Kurve, d. h. y nimmt
zu. Dies bedeutet bei negativem y’, z. B. zwischen K und E in Abb. 98, wobei die
Tangente der Urkurve y = f(x) vom Berithrungspunkte im Sinne wachsender z
nach unten weist, daB sie von steilerem zu flacherem Nach-unten-Weisen iiber-
geht, hingegen bei positivem y’, z. B. zwischen £ und L, daB zunichst flacheres,
spéter steileres Nach-oben-Weisen vorliegt: die Urkurve y = f () ist auf einem Bogen,
wo y'' >0 ist, wie zwischen K und L oder auch zwischen G und J, M und H,
erhaben (konvex) nach unten (bzw. hohl [konkav] nach oben). Hingegen entspricht
negativem y'’ ein nach unten hohler (komkaver) (bzw. nach oben erhabener [kon-
vexer]) Bogen der Urkurve y =f(x) wie links von @, zwischen J und K, zwischen
L vnd M, rechts von H, indem entweder bei positivem g’ die Tangente von Punkt
zu Punkt flacher ansteigt oder bei negativem 3’ von Punkt zu Punkt steiler abfalls.
Zusammengefaft:

. erhaben L >
Kurve y == f(x) hohl nach unten fiir y <0 .

Wie y' mit der Richtung, so hingt y'' mit der Kriimmung der Urkurve zusammen.

11. Nochmals Maximum und Minimum. Beispiele. Damit lassen sich Maximum,
wo die abgeleitete Kurve fallend durch Null hindurchgeht, jedenfalls fallt und die
Urkurve hohl nach unten ist, und Minimum, wo das Gegenteil stattfindet, hin-
reichend so kennzeichnen:

Maximum

y=f(x) hat ein Minimum !

r y' =0 und y"iO .

. Beispielsweise ist bei der Parabel y = 2 (Abb. 87 u. 97) die erste Ableitung y' =2«
und die zweite Ableitung y" = 2 (die gerade Linie y' = 2 hat zur Ableitung [zum
Steigungsmafle] den Faktor 2 von xz). D. h. die Parabel y = 2 ist in Uber-
einstimmung mit dem Augenschein durchweg erhaben nach unten, und die durch
die Bedingung 3’ =0 ausgezeichnete Stelle x = 0 ist eine Minimumabszisse, weil
y"' > 0 ausfillt.

Die Funktion y = sinx (Abb. 88) hat zur ersten Ableitung ¥’ = cosz und,
weil der Kosinus abgeleitet zum negativen Sinus fiithrt, zur zweiten Ableitung
y"'=—sinz. D. h. dort, wo y = sinz positiv ist, haben wir 3" < 0, die Teile
der Sinuslinie iber der z-Achse sind hohl nach unten. Umgekehrt ist g’ > 0 bei
negativem ¢ = sinx, d.h. auf den Teilen der Sinuslinie unterhalb der a-Achse,
die demgemif die erhabene Seite nach unten, die hohle Seite nach oben wenden.

Und fir x = —% mit y’' = cosx = 0 liegt wegen y"' = —sinxz =1 > 0 ein Mini-
mum, fir = mit ¥’ = cosz = 0 wegen y" = —sinz = —1 < 0 ein Maximum

des Sinus vor.
6*



84 II. Differential- und Integralrechnung.

Die Tatsache, daB fiir den Sinus (itbrigens ebenso fir den Kosinus wegen
y =cosx, ¥ = —sinz, ¥’ = —cosz) die Beziehung %"’ = —y besteht, daB also
bei einer Bewegung mit dem Abstande gleich dem Sinus der Zeit die Beschleuni-
gung entgegengesetzt gleich dem Abstande ist, bildet die Wurzel fir das Auf-
treten von Sinus und Kosinus bei Schwingungen (bei der harmonischen Bewegung),
vgl. II E 16—17, 8. 156—159.

12. Beispiel: Methode der kleinsten Quadrate, direkte Beobachtungen gleicher
Genauigkeit. Man habe eine unbekannte Grofle X sagen wir n-mal gemessen mit
den erfahrungsgemif etwas voneinander abweichenden Ergebnissen x,, z,, . . ., Z,.
Als besten aus ihnen zu gewinnenden Annédherungswert an X nimmt man mit
Gauss die Zahl z, fiir welche die Summe der Quadrate (x, — )2, (x, — x)?, . . .,
(% — )% der Unterschiede z, — x, #,— x, ..., &, — « zwischen den Messungs-
ergebnissen und z, also die ,, dbweichungsquadratsumme** oder ,,Fehlerquadratsummes

y=@—2)*+ (@—2)*+ -+ (2 —2)?
moglichst klein ausfallt. Was ist das fir eine Zahl «?

Wir denken uns z als unabhingige Veranderliche. Die Funktion y ist zusammen-
gesetzt aus Summanden

(g — )2 =2} — 222, +-22 (v=1,2,...,n).

Die Ableitung eines solchen Summanden nach x lautet —2z, 4 2z, da z? als Kon-
stante die Ableitung Null hat. Daher

y=—2x + 220 —2x, + 22—+ ... —22,} 22
=—2(x + T+ -+ + ) + 202

:{ﬁ‘*‘xz“l“&"xn___zxv
n H

n

und y'= 0 fiir

X

(*)

d.h. fiir das arithmetische Mittel der Beobachtungsergebnisse; das abkiirzende
s»Summenzeichen* X verlangt, fiir » nacheinander alle in Frage kommenden Zeiger
v =1, 2,...,n einzusetzen und die entsprechenden Glieder z, zusammenzuzihlen.
Die zweite Ableitung lautet 4"’ = 2n; denn der erste Bestandteil in g liefert als
Konstante die Ableitung Null. g ist durchweg positiv, die Kurve fiir y also iiberall
hohl nach unten, und es liegt ein und nur ein Minimum vor.

Das arithmetische Mittel (*) der Beobachtungsergebnisse hat die kleinste Ab-
weichungsquadratsumme und ist also im Stnne der ,,Methode der kleinsten Quadrate*,
deren Name sich von selbst mit erkldrt, der beste (oder ,;wakrscheinlichste”*) Anndherungs-
wert an die unbekannte beobachtete Grofe X .

Bekanntlich bildet die von Gauss erfundene Methode der kleinsten Quadrate
die Grundlage der mathematischen Theorie von Beobachtungen (der ,, Ausgleichungs-
rechnung, vgl. Fulinote 2 auf 8. 13). Hier haben wir von ihr den einfachsten
Sonderfall ,direkter Beobachtungen gleicher Genauigkeit** kennengelernt.

13. Wann hat eine quadratische Gleichung reelle Wurzeln? Die ,,quadratische Funktion*
y=Hz)=2*+ax+b

(Abb. 99 mit @ = —8, b = 12, 16 oder 20) hat als Summe aus z2 mit der Ableitung 2z, ax
mit der Ableitung a und b mit der Ableitung 0 die Ableitung ¥’ =2+ a. Ein Extremum von y

liegt an der Stelle z = —g— (z =4 in Abb. 99), wo y’ verschwindet, und zwar ein Minimum1,

1 Man bestimme Lage und Wert des Minimums auch ohne Gebrauch der Ableitung, indem man

2 2 2
f@y=a24azx b= (x + %) + b—i umformt und (w + %) als' nicht negativ erkennt.
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weil y” = 2 und die Kurve y = 22 ++ ax + b (verschobene Parabel) durchweg erhaben nach
unten ist. Ist der entsprechende Funktionswert

I(5)=(5) o) +r-—

negativ (—4 in Abb. 99 fir die untere Kurve mit b = 12), so schneidet die Parabel die x-Ach§e
zweimal;die quadratische Gleichung 224~ @ 2+ b =0 hat zwei reelle, getrennte Wurzeln (2 und 6 in
Abb. 99, vgl. auch S. 44—45). Das steht in schonster Uber- y
einstimmung damit, daf sich dann in der expliziten Dar- f
stellung der Wurzeln, die man in der Schule lernt?, ‘71

s\ a1 o 74
g }s - AL

die Quadratwurzel reell ziehen 1aBt. Hingegen trifft fir
f(——- %) > 0 die Parabel, weil sogar ihr tiefster Punkt noch

\
\\ |
\

\

| /

S Y =x2-8x+20 |
\" 2 romplexe Molisretten | /

\ Posit. Minimum y=4

\\ mnx=4 / /
oberhalb der z-Achse liegt, diese gar nicht, und wir haben ;| | \ / /
zwei komplexe Wurzeln (obere Kurve in Abb.99 mit b = 20); \\ / /
laBt sich doch auch die Quadratwurzel nicht reell ziehen. 7\ \ \ / /
Bei f(~%—) =0 schlieBlich berihrt die Parabel die z- 6 \ \ // /
Achse von oben (mittlere Kurve in Abb. 99 mit b = 16).  s|— : \\ / /
Wir reden von zwei an derselben Stelle zusammenfallenden \ N/
Wurzeln der quadratischen Gleichung, die wir uns aus zwei 4|~ \_yym TI BT o6 /
getrennten reellen Wurzeln durch allméahliches Anheben der s 1reelle Doppelnulistelf in

Parabel erzeugt denken (vgl. auch S.108).

14. Wendepunkte. Intervalle des Steigens und
Fallens der abgeleiteten Kurve ' = f' (x) mit "> 0 7|~

24 Minimum y=0 /}/z‘-//

bzw. 3y’ <0 werden durch die Gipfel- und Tal- . vlv\\é’/ L L
punkte von 3" = f’(x) voneinander getrennt, fiir die L y=z2-87472 /
%" =0 sein muB. Thnen entsprechen an der Ur- Zreelle\gerrernte Nulistellen

kurve y = f(x) Punkte, in denen diese von Er- -2\~ weparvedMinimum y-
habenheit in Hohlheit nach unten iibergeht, z. B.
J, L und H in Abb. 98, oder umgekehrt, z. B. @, )
K, M. Sie heilen Wendepunkte von y = f(z). Weil
sich die Kurve y = f(«) bis zu einem Wendepunkte A oy, retiechen
hin von Punkt zu Punkt steiler aufrichtet und

nachher allméhlich wieder flacher verlauft oder umgekehrt, muf sie die Tangente
im Wendepunkt, die sog. Wendetangente, durchsetzen und schmiegt sich ihr beson-
ders gut an. Dies steht in Ubereinstimmung damit, daB der Kurve im Wende-
punkt eine durch das Schlagwort ,,Geradlinigkeit” zu kennzeichnende Zwischen-
stufe zwischen Erhabenheit und Hohlheit zukommt.

Fir den Naturwissenschaftler liegt die Bedeutung des Wendepunktes darin,
daB in ihm der Kurvenanstieg bzw. -abfall ein Maximum oder Minimum hat. (Das
wird besonders anschaulich, wenn wir uns die Kurvenstiicke um @, J, K, L, M
und H herum in Abb. 98 als Gebirgsprofile denken.) Z. B. steigt in Abb. 5
die Wassertemperatur im Kalorimeter bei Kohleverbrennung erst langsam, dann
rascher und zum SchluB wieder langsamer an. Die Stelle stirksten Temperatur-
anstiegs ist der Wendepunkt der nach unten anfangs erhabenen, zuletzt hohlen
Kurve. Er tritt etwa um 2P 52™ bei 21,30° Temperatur auf, d. h. wenn sich das
Wasser zwischen der Anfangstemperatur -18,30° und der Endtemperatur 24,300
um die Hélfte erwirmt hat. Diese Tatsache, daB sich bei einer S-férmigen Kurve
wie in Abb. 5 der steilste Anstieg einstellt, wenn die in der senkrechten Rich-
tung dargestellte GréBe sich in der Mitte zwischen Ausgangs- und SchluBwert be-

1 Vgl. etwa CraNTZ, P.: Arithmetik und Algebra zum Selbstunterricht. 2. Bd., Aus Natur
und Geisteswelt 205; FiscHER, P. B.: Elementare Algebra, Sammlung Goschen 930.
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findet, wollen wir uns merken — so fiir eine chemische Reaktion mit katalytischer
Wirkung des Reaktionsprodukts: stiirmischste Reaktion, wenn etwa die Hilfte
umgesetzt ist (S. 201).

Ein formelma[?)lg leicht faBbares Belsplel fir Wendepunkte liefert die Sinus-
linie y = sinz. Die zweite Ableitung ¢’ = —sinx verschwindet fiir # =0, L x,
427, ..., und dort liegen Wendepunkte (Abb. 88). Die Wendetangenten schliefen
wegen y' =cosz =41 fir £ =0, -7, + 27, ... bei gleichem MaBstabe in der
z- und y-Richtung Winkel von --45° mit der z-Achse ein.

15. Punkte, in denen mehrere Ableitungen verschwinden. Hohere Ableitungen.
Wenn in einem Punkte gleichzeitig %' und ' Null sind, so kann daselbst
eine wagerechte Wendetangente wie fir ¢ oder H in Abb. 98 vorliegen, falls
nédmlich 4" vorher und nachher dasselbe Zeichen, also die abgeleitete Kurve
y'= f (z) ein Extremum an der betreffenden Stelle hat und die Urkurve y = f(x)
sowohl vorher als auch nachher ansteigt bzw. abfillt. Es ist aber auch méglich,
daB die Urkurve ein Extremum aufweist, falls ndmlich %' vorher und nachher
von verschiedenem Zeichen ist und das Verschwinden von g” dadurch ver-
schuldet wird, daB die x-Achse eine wagerechte Wendetangente der abgeleiteten
Kurve bildet.

Zur bequemen Unterscheidung der beiden Falle ziehen wir hohere Ableitungen
als die zweite heran. Die Ableitung (y”') von y”, welche das Steigen und Fallen
der zweiten abgeleiteten Kurve 3" = "’ (x) mifit, heiBt dritte Ablemmg y' =f"(x
oder Ableitung dritter Ordnung von y = f(x die Able1’cung Yy = ¥ (z) von y'"’ merte
Ableitung usw. Dann ergibt sich durch sinngeméﬁes Weiterfilhren unserer Be-
trachtungen als allgemeine Regel zur Unterscheidung von Extremen und Wende-
punkten die folgende:

y = f(x) hat an einer Stelle, wo eine Anzahl aufemanderfolgender Ableitungen
verschwinden, ein Extremum oder etnen Wendepunkt, je nachdem die erste nichtver-
schwindende Ableitung von gerader oder ungerader Ordnung ist.

Wir wissen z. B. schon, daB Nichtverschwinden der zweiten Ableitung mit ihrer
geraden Ordnung in einem Punkte mit %' = 0 ein Extremum gewihrleistet.

16. Maxima und Minima bei Funktionen mehrerer Verinderlicher. Sattelpunkte, Fiir
Funktionen von mehreren, insbesondere von zwei unabhingigen Verinderlichen sei berichtend
folgendes erwihnt. Eine notwendige Bedingung fiir ein Extremum von z = f(x, y), in dem
die zugehorige Fliche hoher (Gipfel- oder Kuppenpunkt) oder tiefer (Tal- oder Muldenpunkt)
kommt als in der unmittelbaren Umgebung, besteht darin, dafl die partiellen Ableitungen
z, und z, verschwinden (es muB offenbar ein Extremum fiir alle Schnittkurven durch das Flachen-

extremum vorliegen). Aber diese Bedingung allein geniigt nicht; vielmehr gilt 2}, = 0, 2, = 0

auch fiir die sog. Sattelpunkte, in denen, wie bei einem Gebirgssattel, die Fliche fiir eine Rich-
tung, die des Wanderers auf dem Pafhohlwege, so hoch wie moglich aufsteigt, fiir die Quer-
richtung von den links und rechts vom Wanderer liegenden Gebirgserhebungen her aber sich
so tief wie moglich herabsenkt; ein schénes Modell hierfiir hat der Mensch beim Ballen der
Faust an seinen Fingerknicheln.

Die Sattelpunkte lassen sich ausschlieBen und Maximum und Minimum sich unterscheiden
mittels der zweiten partiellen Ableitungen. So nennt man die partiellen Ableitungen (z,), =z, .

und (2p)y = %5y von z, und (z,), =2,, und (2,), =z, von z, nach x bzw. y; {ibrigens ist
in weitaus den meisten fiir den Naturwissenschaftler belangrelchen Fillen, wenn namlich die
,»gemischten® Ableitungen 2, , und z, stetlg sind, z,, = 2, . (Vertauschbarkeit der Differenzier-
rethenfolge; z. B. fiir 2 = xy gilt z =y% 2, =22y,2,,=0, 2z, =2y=2,,2, =22).
Ein Extremum von z = f(z, y) an einer Stelle, wo die ersten und zweilen pamellen Ableitungen
stelig sind, haben wir fiir
2, = 0, z, = 0, zvmz”y——(zw)2 >0,

und zwer ein

Mazimum il

Mintmum zx

<
z >O.
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Z. B. hat das Drehparaboloid z = 2% 4 y* im Ursprunge z =0, y = 0, z = 0 ein Mini-
mum; denn
) z, =2z, zy=2y und 2z, =0, z,=0 fir =0, 'y=0,
sowie
2y =2, 2,,=0=z2, ., 2,,=2, z 2=4>0, z,,>0.

z zzzyy—<z1:y)

17. Beispiel: Ausgleichungsgerade durch einen Punkthaufen. Korrelationskoeffizient.
Vermittelnde Beobachtungen. Man habe n Wertepaare #;, y;; 5, ¥5; - . .5 Z,, ¥, beobachtet

und die entsprechenden Punkte in einem rechtwinkligen xy-KoJEiinatensystem vermerkt; sie
bilden einen ,,Punkthaufen‘‘ (man zeichne sich ein Bild). Wie kénnen wir das zeichnerisch selbst-.
verstindliche Ziehen der ,, Ausgleichungsgeraden® (S.32—33), welche sich dem Punkthaufen ,,am’
besten® anschmiegt, rechnerisch nachmachen? Wir setzen die Gleichung dieser (Geraden in
der Form y = ax + b an; dann haben wir die GréBen a und b ,,moglichst gut* zu bestimmen.
Diese Forderung umschreiben wir genauer folgendermaBen. Wir tragen in die Geradengleichung
y—ax—b =0 auf der linken Seite die Zahlen x,y, (v =1,2, ..., n) statt = und y ein.

Dabei wird rechts im allgemeinen nicht 0 erscheinen, weil die beobachteten Punkte nicht streng
auf der Geraden liegen werden, sondern y,—awx,—0b ist der Abstand des Punktes (z,, y )

von dem Punkte (,, az, - b) auf der Geraden, gemessen in der y-Richtung. Nun sollen ¢ und b

»m Sinne der Methode der kleinsten Quadrate™ gewahlt werden, nimlich so, daB die Quadratsumme !
2 (y, —ax, — b)? dieser Unterschiede mdzlichst klein ausfallt. Sieist eine Funktionz(a, ) vona

und b; durch Ausguadrieren und partielles Differenzieren ergeben sich als notwendige Bedingungen
fiir ein Minimum 2

z, =23 (ax, —x,y +bx)=0,

2, =23 (0b—y,+oazx, =2{nb—-2 yv—i—a,Zx;}:O.

Man priift zunichst an Hand von 2,40 2 Und 2, nach, daB sich wirklich ein Minimum einstellt.
Die zweite Bedingung in der Gestalt
P 29,

n=af+b mit §=7—- und 7 "

lehrt, daf die Gerade durch den ,,Schwerpunkt des Punkthaufens liuft, d.h. durch einen
Punkt, dessen Koordinaten & und # die arithmetischen Mittel der Abszissen und Ordinaten
aller Punkte des Punkthaufens sind (den mechanischen Gehalt lege man sich selbst zurecht,
indem man in den Punkten die Massen 1 anbringt und ¥ , und X y, als statische Momente um
die y- und z-Achse deutet).

Das Steigungsma8 a der Geraden bestimmt sich am einfachsten, indem man durch z = § + X,
y =7+ Y die Koordinaten X, ¥ der Punkte in bezug auf ein zum xy-System paralleles
XY-Koordinatensystem mit dem Ursprung im Schwerpunkte des Punkthaufens einfithrt. Aus
2(Y, —aX)=3(Y:—2aX, Y, + a2 X?) = min finden wir durch Differenzieren nach a

X7,
RS

In der Biologie heift o, das MaB dafiir, um wieviel (die Eigenschaft) y ,,¢m Durchschnitt*
oder ,,im Mittel*, d.h. auf der Ausgleichungsgeraden, sich #ndert, wenn (die Eigenschaft) »
um 1 steigt, der ,, Regressionskoeffizient* von y in bezug auf z.

Entsprechend kann eine Gerade z = ay + f festgelegt werden, welche sich dem Punkt-
haufen in der 2-Richtung, d. h. mit der Forderung 3 (2, — & ¥, — B)% = min, am besten an-
schmiegt. Auch sie liuft durch den Schwerpunkt, stimmt aber mit der ersten Geraden im
allgemeinen nicht iiberein. Diese zunichst vielleicht verwunderliche Tatsache erklirt sich aus
der ganz anderen Vorschrift zur Gewinnung der zweiten Geraden. Das SteigungsmaB

22X,

wird in der Biologie der Regressionskoeffizient von x in bezug auf y genannt und die Quadrat-
wurzel aus dem Produkte @«
i 22X, 7,
r=Yaua=-

[BRIPRE
als ,, Korrelationskoeffizient* erklirt. Wenn die Nennerquadratwurzel positiv gezogen wird, ist
das Vorzeichen von r dasselbe wie das von @ und &, d. h. r ist positiv oder negativ, je nachdem y

a

X =

! Uber das Summenzeichen ¥ vgl. S. 84.
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mit wachsendem 2 steigt oder fallt. Aus der Definition von r 148t sich ausrechnen, dafl der abso-
lute Betrag || immer kleiner als 1 bleibt und daf er dann gleich 1, also 7 = +1 oder r = —1

wird, wenn & = % ist, d. h. wenn (man achte auf die Winkel der Geraden gegen die Achsen!)

die beiden Geraden zusammenfallen und die Punkte streng auf einer Geraden liegen. Hingegen
ist 7 =0 fiir ¢ =0 und &« = 0. Dann laufen die beiden Ausgleichungsgeraden parallel den
Achsen, y #ndert sich im Durchschnitt gar nicht bei wechselndem z und umgekehrt x nicht
bei wechselndem y. Deshalb nimmt man 7 als MaB des Verbundenseins (der ,,Korrelation‘‘)
zwischen z und y bzw. seiner ,,Strammheit“, indem man sagt, bei r = 41 seien x und y
sehr stramm und bei # = 0 gar nicht verbunden oder korreliert. Jedoch ist beim Gebrauch
des Korrelationskoeffizienten Kritik vonnéten — sie wird in der Praxis der rechnenden Biologie
bisher nicht immer geniigend geiibt.

In der eigentlichen Ausgleichungsrechnung fallt man das behandelte Problem meist so auf:
Zwei GroBen a und b sind nicht direkt beobachtet, sondern es ist nur bekannt, daB firr beobacht-
bare Groflen « und y theoretisch eine lineare Gleichung az 4 b = y streng bestehen muf.
Wir haben n Wertepaare «,,y, (v=1,2, ..., n) ermittelt, welche die Gleichung beinahe

befriedigen. Gesucht sind @ und b so gut, wie sie aus den gemessenen zx,, y, herleitbar sind.

Man redet hier von indirekten oder vermittelnden Beobachtungen (gleicher Genauigkeit). Es ist
lohnend, die in I H 13, S.32—33 zeichnerisch behandelten Beispiele von dem jetzigen Stand-
punkte aus rechnerisch vorzunehmen!.
18. Etwas iiber Variationsrechnung. Eine Verallgemeinerung der Lehre von den Maxima
und Minima bildet die Variationsrechnung. Leuchtet schon die Bedeutung der so einfachen
. Theorie der Maxima und Minima dem Naturwissen-
Labiles schaftler unmittelbar ein — z. B. sind Gleichgewichtslagen
Gleichgewicht eines materiellen Punktes auf einer festen Kurve im
Schwerefelde (Abb. 100) durch ein Extremum der Lage-
energie ausgezeichnet, und der Punkt befindet sich fir
einen Gipfelpunkt der Kurve in labilem, fir einen Tal-
punkt in stabilem Gleichgewicht —, so ist erst recht
die Variationsrechnung fiir jeden unentbehrlich, der das
mathematische Werkzeug zur Behandlung leicht aus-
sprechbarer naturwissenschaftlicher Probleme in die Hand
bekommen und ein einheitliches naturwissenschaftliches
Weltbild gewinnen will. Bei den Maxima und Minima
l handelt es sich darum, auf einer gegebenen Kurve die
Punkte zu bestimmen, die in bezug auf eine, wenn auch

Stabiles
Gleichgew.

|

Schwerkraf? vielleicht kleine Nachbarschaft am hochsten oder tiefsten

Abb. 100. Gleichgewichtslagen liegen. In der Variationsrechnung hingegen werden —
Im Schwerefeld. im einfachsten Falle — ganze Kurven so gesucht, daB
gewisse HExtremalforderungen erfillt sind. Problemstellungen der —

Hefttenlinie im ibrigen hier nicht weiter verfolgten und vertiefte Beschaftigung

mit der Mathematik erfordernden — Variationsrechnung sind z. B.:

1. Fir welche Kurve von gegebener Linge zwischen zwei festen
Punkten A und B (Abb.101) liegt der Schwerpunkt moglichst tief ?
Das ist die ,,Kettenlinie’* mit formelmiBig aufschreibbarer Gleichung
(vgl. 8.182) (nicht die Parabel, wie Galilei meinte), d. h. die Kurve,

A
i
I
!
i
|
i
I
|
I
i
|
|
i

I
I
I
I
Jehwerkraft | die eine homogene Kette oder ein homogener Faden von der gegebenen
: Linge zwischen 4 und B unter dem Einflusse der Schwere bildet.
0 > 2. Welche Kurve zwischen 4 und B (Abb. 101) erzeugt bei Um-
Abb.101. Kettenlinie. drehung um die z-Achse eine Drehfliche von kleinstem Fliacheninhalt,

eine ,,Minimalfliche“? Dies tut (unter kleinen Zusatzbedingungen
tiber die Lage von 4 und B) beachtlicherweise gerade wieder die Kettenlinie; die entsprechende
Drehfliche heifit Katenoid. Als Katenoid spannt sich eine Seifenhaut zwischen zwei die Wege

1 Fiir die Rechentechnik vgl. etwa KoHLrRAUSCH, F.: Lehrbuch der praktischen Physik,
15. Aufl., 8.1—14. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1927 (von wo das erste Beispiel S. 32
stammt) oder WHITTAKER, E. T., und RoBINSON, G.: The calculus of observations, Kap. 9.
London: Blackie, oder Ruxnge, C., und K6~1g, H.: Vorlesungen iiber numerisches Rechnen,
Kap. 3 (mit dem 3. Beispiel von 8. 33). Berlin: Julius Springer oder WEITBRECHT, W.:
Ausgleichungsrechnung, Sammlung Géschen 302 u. 641. Ein Beispiel fiir eine Ausgleichungs-
hyperbel (Prozentgehalt y einer Zuckerlésung in Abhingigkeit von der zur Entfirbung von
100 cm? Fehlinglésung nétigen Menge = in cm3) bei Rvoss, H.: Uber die Genauigkeit der
Messungen, die graphischen Darstellungen und die Methode der kleinsten Quadrate bei den physi-
kalischen und chemischen Ubungen. Ztschr. f. physik. u. chem. Unterr. Bd. 39, S.195—201. 1926.
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von 4 und B beim Umlauf um die 2z-Achse verwirklichenden Drahtkreisen aus, weil die
Oberflichenspannung die Oberfliche méglichst klein zu machen sucht.

3. Welche geschlossene Kurve von gegebenem Umfang in der Ebene bedeckt die grofite
Flache? Dieses ,,isoperimetrische Problem* wird durch den Kreis geldst; legt man einen ge-
schlossenen Faden von dem gegebenen Umfang auf eine ebene Seifenhaut und zerstért diese
in seinem Innern, so zieht ihn die von auBen angreifende Oberflichenspannung in einen Kreis.
Ebenfalls fiir den Kreis wird bei gegebener Fliche der Umfang so klein wie méglich.

19. Kurvendiskussion. Die Aufsuchung der Extrema und Wendepunkte (nebst
den Wendetangenten) bildet einen Teil der ,,Kurvendiskussion fiir eine formel-
maBig durch y = f(x) gegebene Kurve. Durch Eintragen dieser ,merkwiirdigen
Punkte’* in ein Koordinatensystem erhilt man ein Gerippe der Kurve und kann
sie mit seiner Hilfe viel leichter und sicherer aufzeichnen, als wenn man wahllos
einige gewohnliche Punkte verwendet. Besonders die Wendetangenten mit ihrem
engen Anschluf an die Kurve geben einen vortrefflichen Zeichenbehelf.

Es handle sich z. B. um die Kurve

Y= —Ccosx.
Fiir sie gilt
y=1-+sinz, y’ =cosz,

also liegen Punkte mit wagerechter Tangente bei
37 Im T Sm
9 g Ty g v

vor. Und zwar sind dies Wendepunkte mit wagerechter Wendetangente, keine
Gipfel- und Talpunkte, weil nicht nur y’, sondern auch %" = cosa in ihnen ver-
schwindet, aber nicht "' = —sinz. Die Ordi-
nate y = x — cosx ist fiir sie wegen des Ver- ¢ ﬁp
schwindens des Kosinus gleich der Abszisse x. |
Daher liegen diese Wendepunkte alle auf der
Geraden y = z. Diese trigt auch die Punkte

y=1-4sinx=0 oder sinz=-—1 oder z=

mit den Abszissen x:Z , »5;, e, _3‘275’
——77”, ..., fir die ebenfalls das Glied —cosz

in y = x— cosz verschwindet und das Ver-
schwinden von y'’ = cosx Wendepunktsnatur
erweist ; die Tangenten in ihnen haben das Stei-
gungsmafl ' =1 -+ sinz
= 2. Damit sind aber . ; ! SN
auch alle Wendepunkte N N . 2 By x Far
gefunden. SchlieBlich ist | L — .
fir =0 die Ordinate
y=2x—cosz=—1und
das Steigungsmafi der
Tangente 3’ =1 4-sinz
=1; ebenfalls das Tan-
gentensteigungsmal 1 ha-
ben auch die Punkte mit
den Abszissen z = 4,
+ 27, 4+ 3m, ..., welche um 41 oder —1 iiber oder unter der Geraden
y =z liegen.

So entsteht durch sehr bequeme Betrachtungen das Gerippe der Abb. 102, in
das die Kurve y = x —cosz selbst eingezeichnet ist; auch ist ihre Erzeugung
durch Subtraktion der Ordinaten fiir die Kurven y = xund ¥ = cosx verdeutlicht.

Abb. 102. Untersuchung und Zeichnen
einer Kurve.
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20. Niherungsweise Auflosung von Gleichungen. Wo schneidet unsere Kurve
die x-Achse, d.h. fiir welches z ist y = x —cosx = 0 oder die ,,transzendente’’
Gleichung x = cosz erfiillt? Aus Abb. 102 entnimmt man z== 0,78 und findet
dies dadurch bestatigt, daB die Wurzel der Gleichung x = cosz offenbar die
Abszisse des Schnittpunktes der beiden Kurven y = x (Gerade) und y = cosx
(Kosinuslinie) sein muf.

Auf solche graphische Weise kénnen wir uns auch bei einer beliebigen Gleichung
f(x) = 0 immer Naherungswerte der Wurzel oder der Wurzeln verschaffen. Wie
aber, wenn groBere Genauigkeit notwendig ist? Dann mufl man entweder den
kritischen Teil der Zeichnung vergréBert entwerfen oder rechnerische Verfahren
heranziehen, von denen wir jetzt zwei, das Newfonsche Verfahren und die Regula
falst, auseinandersetzen und gerade durch. unser Beispiel erliutern wollen.

21. Newtonsches Verfahren. Man habe irgendwie, z. B. durch Zeichnung,
einen Niherungswert x, fir eine Wurzel der Gleichung f(x) =0, d. h. fiir einen
Schnittpunkt der Kurve y = f(x) mit der x-Achse
(eine Nullstelle der Funktion y = f(x)) ermittelt
(Abb. 103). Dann bekommt man oft einen
besseren Naherungswert x; als Schnittpunkt der
Tangente an die Kurve in P,, welche die Kurve
in der Umgebung von P, ndherungsweise ersetzt,
mit der wx-Achse. Fir die wagerechte Spanne 1
steigt die Tangente um die Ableitung y, = f' (%),
zwischen z; und x, aber um y,. Also mul} das
wagerechte Stiick zwischen z; und x, gleich y,:¥
sein und

z

Y% _ _f(xo)
g 0T ()

Hierin liegt die Vorschrift von Newton:
Neuer Niherungswert x, gleich altem Ndherungswert x,, vermindert wm den Quo-
tienten aus Funktionswert y, und Ableitung y, fir w,.
Auf z, wird dasselbe Verfahren angewandt; man hofft, daBl der neue Néherungs-

x =,

Abb. 103. Newtonsches Verfahren
und Regula falsi.

wert x, == 2, —E‘,— wieder besser als z; ist und daB man durch weitere ,,Iteration”

1
des Verfahrens allmahlich mit jeder beliebigen Genauigkeit an die gesuchte Wurzel
herangelangt, dall das Iterationsverfahren, wie man

v zu sagen pilegt, ,, konvergiert”*. Dies trifft z. B. sicher zu
y=rir) bei Verhiltnissen wie in Abb. 103, d. h. wenn wir auf

einem nach unten erhabenen Kurvenbogen mit posi-

9 Zo tivem g’ von einem positiven Funktionswerte y, aus

i Mgﬁ(r beginnen. Hingegen klappt in Abb. 104, wo P, bei
Abb. 104, Versagen des Newtonsohen ¥y > 0 unterhalb der x-Achse liegt, die Sache nicht,
Verfabrens. weil dann die Tangente in P, weiter als z, von der
Nullstelle entfernt die x-Achse schneiden kann.
Allgemein reichen fiir die ,,Konvergenz des Newtonschen Verfahrens folgende
Voraussetzungen hin: auf einem die Nullstelle von y == f(x) enthaltenden Bogen ver-
schwinden weder y' noch y'', es kommen also kein Wagepunkt und kein Wendepunkt
vor, und wir beginnen das Verfahren in einem Punkte, in dem Funktionswert y und
zweite Ableitung '’ gleiches Vorzeichen haben.
22. Regula falsi. Bei dieser schon im Mittelalter bekannten Methode wird die
Kurve y = f(x) statt durch die Tangente in P, ndherungsweise durch die Sehne

1 Vgl. auch I K 2, S.44—45.
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(Abb. 103) zwischen zwei Punkten P, und P, mit entgegengesetztem Vorzeichen
der Funktionswerte y, und g, ersetzt. Die Sehne hat zum SteigungsmaBl den Diffe-

renzenquotienten (vgl. S.31—32, S.45—46) Yo—% _ [96 7o), d. h. steigt fir die

Ty— Ty
wagerechte Spanne 1 um [y,7%,] an. Vom neuen Naherungswert Z, bis x, erhebt sie
sich um y,. Das entsprechende wagerechte Stiick muB also Yo _ sein, und wir
haben 9o 70

= Yo 1 ()
Xy — _— — = —_

TR T e gl T (Fla) — (@) < (g — o)
d. h. die Regula falsi:

Neuer Niherungswert &, gleich altem Niherungswert x,, vermindert um den Quo-
tienten aus Funktionswert y, und Differenzenquotienten [yq7,]-

Z; verbinden wir nun wiederum mit einem x von anderem y-Vorzeichen, z. B.
mit z,, und iterieren so auch dieses Verfahren.

Fiir die Konvergenz der Regula falsi-Iteration reicht hin, daf auf einem die Null-
stelle von y = f(x) enthaltenden Bogen weder y' noch vy verschwinden und immer
Funktionswerte mit entgegengesetztem Vorzeichen verwandt werden.

Praktisch sehr wichtig ist, daB unter unseren Voraussetzungen die Niiherungs-
werte nach dem Newtonschen Verfahren und der Regula falsi von verschiedenen
Seiten an die Nullstelle heranriicken, daB wir also durch Verbindung beider Ver-
fahren Schranken fur die Wurzel nach oben und unten erhalten.

Wie durch Heranriicken von P, an P, aus dem Differenzenquotienten [y,#,]
die Ableitung y, und damit aus der Regula falsi das Newtonsche Verfahren hervor-
geht, werden wir in II C 15, S. 108 schen.

23. Beispiel. Fiir die Funktion y = x — cosz als Beispiel nehmen wir als erste
Néherungswerte an die Wurzel der transzendenten Gleichung z — cosx = 0 etwa

ganz roh x, :% und %, = 0. Dann ergeben sich als neue Niherungswerte mit

Yo="g5 Yo =2, §o =1, [¥oFo] = —_— folgende Zahlen:
2 ‘?E
nach dem Newtonschen Verfahren z;, = z, —«% == %——z— = %zO,S (zu groB),
0
z
nach der Regula falsi Z; = x, — W:/?;—oj = % — &ELE = -;i?_—tl_——éz 0,6 (zu klein).
(313

Der niichste Schritt liefert mit y, ~ 0,103, y,~ 1,717, 7, =—0,225, [y, 7]~ 1,643

nach dem Newtonschen Verfahren 2y == 0,8 — %;(1)3 = 0,740 (zu grofB),
nach der Regula falsi Ty~ 0,8 —91’-2% == 0,737 (zu klein).

Die weiteren Naherungswerte x; = 0,739085, %= 0,739085 stimmen bereits auf
6 Stellen nach dem Komma {iberein. Die gesuchte Wurzel lautet demnach mit 6 Dezi-
malen 0,739085.

C. Differential und Funktionsdifferenz.
1. Was ist ein Differential? Die Ableitung 3’ einer Funktion y = f(x) fiir das
Argument x ist das zur wagerechten Spanne 1 gehorige senkrechte Stiick bis zur

Tangente im Kurvenpunkte P mit der Abszisse x (Abb. 85 u. 105). Oft bedarf
man aber auch des senkrechten Stiickes QT bis zur Tangente fiir eine beliebige
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(positive oder negative) Spanne b == P. Dieses Stiick ist offenbar proportional
zu b mit dem Proportionalititsfaktor y* und daher gleich ky'. Es wird nach Leibniz

f
|

]
f
L

7 -
x"‘*ll'dx-ﬂl‘-’:z xTth XL

Abb. 105. Differential und
Funktionsdifferenz.

das Differential dy oder df(z) von y == f(x), genauer
das Differential zur Spanne h fiir das Argument «
genannt. Also

|dy:df(x)=hy’.|

Z. B. haben wir fir y =sinz mit 3’ = cosz das
Differential dy = d sinez = h cosz.

Die eigentiimliche Bezeichnungsweise dy — dabei
ist d natiirlich kein Faktor, sondern ein Operations-
symbol, das in Verbindung mit y zu d y unsere ganze
Worterklirung kurz zusammenfalt — bringt nicht
zum Ausdrucke, daBi das Differential dy auch von A
abhingt (eine Funktion von hist). Man tut gut daran,

dieser Abhingigkeit stets eingedenk zu bleiben. Insbesondere féillt dy immer
kleiner aus, je kleiner & gewihlt wird, und, wenn % imsmer kleinere und kleinere

Y
P 1
7 ¥z =7
dy-dridy-dz
) g f
A—1=1@ |
! i
Yy
0 o Py e

Abb.106. Differential und Funktions-
differenz an der geraden Linie y = 2.

Werte erhalt oder, wie man zu sagen pflegt, nach Null
strebt oder nach Null konvergiert (vgl. S. 53), so trifft das-
selbeauch firdyzu: dy —> 0 fir h—» 0. Geometrisch:
Beim Einschrumpfen der wagerechten Spanne A = P
wird auch das an ihrem Ende senkrecht auf- oder
absteigende Differential d y = @ T zwischen der Wage-
rechten und der Tangente zu immer unbetrichtlicherer
GroBe zusammengeprefBt. — Als Differential zur Spanne
h =1 stellt sich naturgemifB die Ableitung %’ ein,
dy =y fir h=1.

AufBler von h, zu dem es proportional ist, hingt dy
von z ab. Denn der Proportionalititsfaktor y’, d. h.

das SteigungsmaB der Tangente, wechselt ja im allgemeinen von Punkt zu Punkt
auf der Kurve y — f(z). Nur fiir die gerade Linie y = az - b, die durchweg mit
ihrer Tangente zusammenfillt, ist er konstant, und zwar gleich a. Im Sonderfalle der
Geraden y = 2, die bei gleichem Maflstabe auf den Achsen unter 45° gegen die
z-Achse ansteigt, haben wir demnach

dy=dx="h fir y=u,

was nach Abb. 106 anschaulich unmittelbar einleuchtet.

2. Ableitung als Differentialquotient. Differential bei der Stammfunktion. Wir
diirfen also statt der wagerechten Spanne % in Abb. 105 auch dx schreiben, ohne
befiirchten zu miissen, daf3 wir uns in Widerspriiche verwickeln. dz, das zunéchst

das senkrecht verlaufende Differential der Sonderfunktion y = z

pd darstellt (Abb. 106), wird nachtriglich als wagerechtes ,,Differen-

o 2 > tial der unabhingigen Verdnderlichen xz‘ bei einer beliebigen Funk-
¥ tion y = f(«) ausgedeutet (Abb. 105). Hierdurch erzielen wir eine

Abb. 107 aulerordentliche Symmetrie und Geschmeidigkeit in den Bezeich-

Stelgungsdrefeck.  nungen, worin ein Hauptvorteil des Leibnizschen Differentials liegt.
Ein ,,Steigungsdreieck’ (Abb. 107) mit einem Tangentenstiick als
Hypotenuse hat die Katheten dx und dy, und das Differential erhalt die Gestalt

dy =df(x) =y'dz,

z. B. dy =dsinz = coszda fir y=sinz.
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Die Ableitung y' 1aBt sich hiernach als Quotient

,_dy _ df(@)
Y=4s " da

aus dem Differential dy der Funktion y = f(z) und dem Differential dx der un-

abhangigen Veranderlichen x, als ,,Differentialquotient’* schreiben, etwa ‘izlif =coszx.

Hiermit ist eine weitverbreitete Bezeichnungsweise der Ableitung erklirt.

An Hand des Differentials verstehen wir auch das Symbol / f(z) dx fiir eine Stamm-
funktion zu y = f(x) besser: man sucht eine Funktion mit dem Differential f(z) dzx.
Statt f y'dx darf folgerichtigerweise / dy geschrieben werden. In f dy=y-+ O,
z. B. fcosxdx = /d sinx = sinz - C, tilgen sich also die Symbole f und d
gegenseitig aus (bis auf das Hinzutreten der Konstanten ('), wodurch die Integration
schlagend als Umkehrung der Differentiation beleuchtet wird. Freilich ist hierbei
die unabhéngige Veréinderliche z nicht mehr unmittelbar zu erkennen. DaB da-
durch keine Nachteile und Verwirrungen entstehen kénnen, liegt an dem tiefen Satze
von der , Invarianz des Differentials* (IL E 11, S.150—152, IT E 20, S.161—162).

3. Differenzierregel fiir die Umkehrfunktion. Zur Verdeutlichung dafiir, wie
zweckmiBig esist, die Ableitung y' = f'(#) = D, f () als Differentialquotienten dar-
zustellen, soll die Differenzierregel der Umkehrfunktion dienen. Ist y = f(x) stetig und
monoton, d. h. steigt die Kurve fiir y = f(x) bei wachsendem « bestandig aufwirts
oder bestandig abwirts, so haben wir uns auf S.15—16 iiberlegt, daBl umgekehrt x
als Funktion von y darstellbar ist, etwa x = ¢(y), und dies trifft auch bei nicht-
monotonem y = f(x) zu, wenn wir uns auf ein monotones Kurvenstiick beschrin-
ken (Abb. 13). Z. B. ist firr das
rechte monotone Stiick der Pa-
rabel y = z? iiber den positiven 9/ -9y

. - . y/1@
Abszissen umgekehrt 2 =]y mit iz
positivem Wurzelvorzeichen. Sehen dz/ ] '&
X

x

wir nun die Abb. 108a mit dem ayl L\
Steigungsdreieck von den Xa- T*

theten do und dy und einem es y Yy

zum Rechteck erganzenden Dreieck /( %
fir y = f(x) von links seitlich an 0 z z

{Abb. 108b), so laBt sich dy als
Differential der unabhéngigen Ver-
énderlichen y in der Umkehrfunktion & = ¢ (y) und d« als Differential von =g (y)
auffassen. Also wird die Ableitung ' = ¢’ (y) = D, ¢ (y) von « = ¢(y) nach y

<Y

Abb. 108a und b. Differenzieren der Umkehrfunktion.

. dx__l‘dy__l

Ty T Vi de T
der Kehrwert (das Reziprokum) der Ableitung y'= f' (¥) = D, f(x) von y = f(x) nach x :

d
Urfunktion x = f(x), Ableitung y' = f' (x) = }i% ,
Umbkehrfunktion x = ¢ (y), Ableitung ' = ¢’ (y) = da =1: 4y 11

Man deute dieses Ergebnis auch mit Hilfe der Winkel z und 7% = ’271‘ —t der Kurven-
tangente gegen die - und y-Achse (Abb. 108).
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Wir bemerken als Vorteil des Differentialquotienten, dall sofort erkennbar ist,
nach welcher Verinderlichen differenziert wird; ihr Differential steht im Nenner.
Bei Verwendung des Striches zur Bezeichnung der Ableitung sind demgegeniiber
manchmal Zweifel nicht unmoglich; daher ja auch das Symbol D, statt des Striches
oder des einfachen D.

Damit bei der Division durch y” kein Nenner 0 vorkommt (die Division 1: 0 ist ja sinnlos,
es gibt keine Zahl, die mit 0 multipliziert 1 lieferte), miissen wir y’== 0, d. h. das betrachtete
Kurvenstiick der Urkurve y = f(«) als frei von wagerechten Tangenten voraussetzen. In der
Tat entsprechen ihnen senkrechte Tangenten der Umkehrkurve & = ¢(y), in deren Berithrungs-
punkten z = (p(y) nicht differenzierbar ist (II A 11, S.76—77). Maxima und Minima von
y = f(x) mit y’= 0 sind schon durch das Monotomever]angen ausgeschlossen; die Zusatz-
forderung y’=F 0 braucht also nur noch gegen wagerechte Wendetangenten zu sichern.

4, Quadratwurzel und zyklometrische Funktionen. Fir die Quadratfunktion
y = 22 betrigt die Ableitung y' = 2. Daher hat die Quadratwurzel 2 = Jy als

Umkehrfunktion (Abb. 14) die Ableitung
1
x = — .
00 =5 =5

Vertauschen wir  mit y, so haben wir das neue Differenzierergebnis:

y =V hat die Ableitung y' — (J7) = ——
2 V x

. . — dz |
und das Differential dy =d )z = —

2)x

Umgekehrt gilt

Oder fiir die Urfunktion y = sinx lautet bei — % =z -;E die Umkehrfunktion

x = arcsiny (vgl. 8.55). Aus y =cosz folgt 2'=1:cosx. Nun gilt wegen
sin?x + cos?z =1 die Beziehung cosz = 1 —sin?z = }/1— y2, und zwar

bei unserer Beschrinkung von z auf das Intervall zwischen ——7; und - mit posi-

tivem Vorzeichen. Also 2'=1: ]/1 — y? und bei Vertauschung von z und y:

y = arcsinz. hat die Ableitung y' = (arcsin x)’zl/_?l_t;
—
. . , . dx
und das Differential dy = d arcsinz = Vl——r——;
—x
Entsprechend folgt aus y = cosz, y' = —sinz, x = arccosy, 2’ = —1:sinx:
. « ’ ’ 1
y = arccosx hat die Ableitung y = (arccosz) = ———V-_I:—_—z
—z
. . dx
und das Differential dy = d arccosx = — Vl -
—x
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Demnach stimmen die Ableitungen von arccosz und -— arcsinz iberein. Beide
Funktionen kénnen sich daher nur um eine additive Konstante unterscheiden

(beide sind Stammfunktionen zu —1 :l/ 1—22. In
der Tat ist arccosz, d. h. der Bogen, dessen Kosinus
den Wert z hat, gleich %V———a,rcsinx (Satz vom Kom-

plementwinkel, Abb. 109). Als Umkehrungsformel
kénnen wir demnach

— = aresinz + ¢ = — arccosx - K
2

buchen, wobei ¢ und K willkiirliche Integrationskon-

stanten bedeuten. Abb.109. arccos « + arcsin ==

. Z .
5. Subtangente und Subnormale der Parabel. Die Funktion y = ¢} = mit konstantem
¢ hat die Ableitung
c c? P . c2 -
/= e B e =R mit =, ¢ = 2?,(
Y7 V2 2y ¥ =" /

d. h. eine Ableitung umgekehrt proportional dem Funktionswerte. Bei zunehmendem y, das zu-

nehmendem # entspricht, wird also an der Parabel y = ¢ [ = | 2p« (Abb. 110) das Steigungs-
maf der Tangente immer kleiner, die Tan-
gente legt sich immer flacher, in bester
Ubereinstimmung mit der Anschauung.
Weiterhin kann 3" = p: y auch in der Ge-
stalt y'= y:22 geschrieben werden und
erweist sich so als Kathetenverhiltnis
QP : AQ im rechtwinkligen Dreieck 4Q P
mit den Katheten y und 2 2. Demnach ist T AN

die ,,Subtangente AQ der Parabel y =V2p:v A, J‘ubfazgeﬂfe= Zz.r __@6_,,)15 x
(oder y% = 2px), d. h. das Stiick auf der Jubnormate=p
Abszissenachse vom Schnittpunkte 4 der Abb. 110. Subtangente und Subnormale der Parabel.
Tangente mit ihr bis zum FuBpunkte @

der Ordinate des Beriihrungspunktes P, gerade gleich dem Doppelten 2x der Abszisse z
von P (A4 liegt ebenso weit links von O wie @ rechts von O). Errichtet man in P die Senkrechte
auf der Tangente und ist B der Schnittpunkt dieser ,,Normalen'‘ mit der Abszissenachse, so
findet sich der Winkel ¢ der Tangente gegen die Abszissenachse im Winke] BPQ wieder, und
¥ = p:y kann als Kathetenverhdltnis QB:QP = @QB:y im Dreieck QBP ausgedeutet
werden. Die Kathete @B, die ,,Subnormale der Parabel, mul also konstant gleich p sein,
womit der ,, Parameter p der Parabel anschaulich aufgezeigt ist.

Geometrische Betrachtungen iiber Subtangenten, Subnormalen und &hnliche Dinge bei
mannigfaltigen Kurven haben in der Frithzeit der Differentialrechnung, teilweise im Wetteifer
des Aufgabenstellens und -16sens unter den hervorragendsten Mathematikern, eine michtige
Triebfeder der Entwicklung gebildet.

6. Anlaufen von Metallen. Bedeutet x = t die Zeit, so sagt die Formel y' = g

= %’— fiir y = |2pt aus: Fiir eine der Quadratwurzel der Zeit ¢ proportionale Grofe y

ist die Anderungsgeschwindigkeit ij umgekehrt proportional dem augenblicklichen Werte
dieser Grofe. So nimmt z.B. beim Dariberstreichen von
Joddampf iiber eine Silberplatte (Abb. 111) die Dicke y RN J
der entstehenden Jodsilberschicht proportional der Wurzel T 4
aus der Zeit ¢ zu, wenn zu Beginn der Beobachtung (f = 0) 4g

die Dicke y = 0 betragt, also noch gar kein Jodsilber, ——

sondern eine blanke, reine Silberoberfliche vorhanden ist. " joddamet in Shvar.
Diese Proportionalitit von y mit | ¢ 148t sich durch Beob-

achtung der mit der Jodsilberbildung einhergehenden Anlauffarben des Metalls
nachweisen. Denn es handelt sich um ..Farben diinner Blittchen®, und diese
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gestatten bekanntlich, wie in der Optik gelehrt wird!, auf die Dicke der Schicht
zu schlieBen, an deren Vorder- und Hinterfliche die auf dem Riickwege miteinander
interferierenden und dadurch die Farbung hervorrufenden Lichtwellen reflektiert
werden.

Der innere Grund fiir das Quadratwurzelgesetz liegt darin, daf hierbei die
Verdickungsgeschwindigkeit y der Jodsilberschicht umgekehrt proportional der
schon vorhandenen Dicke wird. Es leuchtet ja durchaus ein, da8 es dem Joddampf
um so schwerer fallt, zu reinem, nichtangegriffenem Silber durchzudringen, je dicker
die vorgelagerte Jodsilbermauer ist, und dal dementsprechend die Verdickungs-
geschwindigkeit mit wachsendem y abnimmt.

Umgekehrt wird man einer Theorie des Vorgangs als plausibel die nicht unmittel-
bar nachpriifbare ,,Differentialbypothese’ j = p: y mit konstantem p iiber die Ver-
dickungsgeschwindigkeit y zugrunde legen. Wie kann man von ihr rechnerisch auf
das ,,Integralgesetz’ y = |/2pt schlieBen, das dann mit der Erfahrung vergleichbar
ist und durch seine Bestatigung die Differentialhypothese rechtfertigt? Wir schreiben

. _dy _p
g=--==, also ydy=opdt.
dt Yy
Betrachten wir firr den Augenblick links y als unabhéngige Veranderliche, so kénnen

S5- von

2 2
wir sofort eine Stammfunktion angeben, ndmlich Y, das Differential d%

2
_1‘{2‘ lautet % *2ydy=ydy. Rechts ist bei ¢ als unabhéngiger Veranderlicher pt

eine Stammfunktion. Nun sollen die Differentiale y dy und p dt einander gleich
sein. Also werden sich die Stammfunktionen nur um eine additive Konstante
unterscheiden,

y?
5= pt+ C.

Dieses Ergebnis (bekommen wir ohne lange Wortumschreibung aus y dy = pdt
einfach dadurch, daBl wir iiber beide Seiten das Zeichen f schreiben, f ydy = f pdt
und dann ,,ausintegrieren (d. h. unsere Integralformeln anwenden). Dabei ist nur zu
bedenken, daB auf einer Seite wegen der Unbestimmtheit der Stammfunktion eine
willkiirliche additive Konstante hinzugefiigt werden mufl. Naturwissenschaftlich
wird die hiermit vom Mathematiker hereingebrachte Unbestimmtheit dadurch sofort
wieder aufgehoben, daB fiir £ = 0 (zu Beginn der Joddampfeinwirkung) auch y = 0

2 —
sein muBl. Dies ist nur mdglich, wenn ¢ = 0 ist. Also "’24 =ptund y =} 2pt.

Durch Differenzieren priift man nach, dafl auf dem Wege zu diesem Ergebnis keine
Fehler unterlaufen sind und wirklich § = p: y herauskommt. Denn wir haben ja
die Kiihnheit begangen, y dy so zu integrieren, als ob y eine unabhéngige Verdnder-
liche wire, was doch gewil nicht zutrifft. DaB es trotzdem erlaubt ist, wird sich,

wie bereits nach f dy =y -+ C (S.93) zu vermuten, auf S.161—162 zeigen (Satz von
der Invarianz des Differentials). Fiir jetzt nehmen wir als am Beispiel erprobt eine
auBerordentlich zugkriftige Methode mit, wie man von naturwissenschaftlichen
Differentialhypothesen mathematisch auf Integralgesetze schlielt: Gleichselzen der
Differentiale, Dariiberzichen des Integralzeichens [ auf beiden Seiten und wunbekiim-
mertes Anwenden von Integrierformeln.

7. Bedeutung des Differentials. Funktionsdifferenz und Differential. Die Haupt-
bedeutung des Differentials besteht in folgendem: Es stellt, wie Abb. 105 erkennen

1 Vgl. GriMSEHL, E.: Lehrbuch der Physik, 1.Bd., 4. Aufl., §307, S.810—814. Leipzig u.
Berlin: B. G. Teubner. 1920.
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1aBt, wenigstens bei (absolut) nicht zu groBem h einen Naherungswert fiir die ,,Funk-
tionsdifferenz‘ _
f Ty = 1@ — @ = fx+ B — @)

dar, um die sich der Funktionswert andert, wenn wir vom Argument x um die
Spanne h zum Argument ¥ = x + h fortschreiten. Man schreibt diese Funktions-
differenz unter Verwendung des Symbols A (vgl. 8. 29 und S. 46—47) als Auf-
forderung zum Differenzenbilden gern in der Form

ANy=A0f(x) =9—y=[f@)—f(x) =[x+ k) — f(z)
und hat dann?

| ANy ==dy bei absolut nicht zu groflem h | .

Es ist namlich A y die senkrechte Strecke Q P vom Endpunkte @ der wagerechten
Spanne PQ = k bis zum Kurvenpunkte P fiir das Argument & = x - h, hingegen
dy die senkrechte Strecke @ 7' bis zur Tangente in P. Weil die Tangente in P mit
der Kurve in der Umgebung von P sehr nahe iibereinstimmt (darauf lauft zeich-
nerisch und begrifflich die Definition der Tangente hinaus: sie ist die in P der Kurve
am besten sich anschmiegende Gerade), sind, wenigstens bei nicht zu groBlem &,
die Punkte P auf der Kurve und 7 auf der Tangente nicht allzu weit voneinander
entfernt. Daher QP ~ QT oder Ay~ dy, wie behauptet.

Auch die Funktionsdifferenz A y hingt ebenso wie das Differential dy von & ab.
Freilich im allgemeinen nicht so einfach wie das zu % mit dem Proportionalitits-
faktor y’ proportionale dy == hy’, dessen Verkniipfung mit % durch die geradiinige
Tangente versinnlicht wird, sondern in verwickelterer und nur durch wirkliches
Bilden von A y als Differenz f(z + h) — f(z) der Funktionswerte f(x + A) und f(x)
zu iibersehender Weise, deren geometrisches Gegenbild der krummlinige Kurven-
verlauf ist. Nur bei der geraden Linie y = ax + b wird Ay = ah proportional
zu h und genau gleich dy, insonderheit (Abb.106)

Ny=~Ax=h=dy=dx fir y=u=x.

Wir diirfen daher statt der Spanne % oder statt des Differentials d x der unabhéngigen
Veridnderlichen x auch A« als ,,Differenz der unabhdingigen Verdnderlichen x* schrei-
ben (Abb. 105, vgl. auch S. 104—109).

8. Ersatz der Funktionsdifferenz durch das Differential. Fehlerrechnung. Der
praktische Nutzen, ¢m Differential dy einen bequemen niherungsweisen Ersatz
fir die verwickeltere Funktionsdifferenz Ay zur Verfugung zu haben, springt in

die Augen. Z. B. ist bei der (Halb-) Schwingungszeit 5
Pendels in Abhéngigkeit von der Pendellinge ! (Pendelformel) das Differential
=% E%dl — . dl und die Funktionsdifferenz A=, d1, also £ ~ 5

betrigt die relative Anderung der Pendellinge flll, so ist die relative Anderung %{

l .
:T:ﬂvf emes

dt

der Schwingungszeit angendhert halb so grof. Verlingert man also ein Sekunden-
pendel unter 45° geographischer Breite am Meeresspiegel von 99,35 cm Lénge um
1 cm, d. h. rund 19/, so nimmt die Schwingungszeit um etwa 1/,°/;, d. h. rund
5/1000 ek zu. Wir sehen auch, wie vorteilhaft es ist, Differenzierregeln zur rein

1; zu besitzen, weil wir
2y
dann auch das Differential sofort formelmaBig aufschreiben kénnen.

rechnerischen Gewinnung der Ableitung wie hier (Vj)’ =

1 = bedeutet ,,angenidhert gleich.
‘Walther, Einfiilhrung.

-1
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Uberlegungen iiber die Anderung einer GréBe bei Anderung einer anderen
gehdren zum téglichen Brot des Naturwissenschaftlers. Das ist einer der Griinde,
weshalb er gern und viel mit dem Differential arbeitet. Betrachten wir z. B. die so-
genannte Fehlerrechnung. Wir haben eine Grofe x unmittelbar beobachtet und
wollen den Wert einer Funktion % = f(«) fiir das beobachtete x berechnen. Es sei
z. B. x die gemessene Ausstromungszeit eines Gases aus einem Gefal mit feiner
Offnung, y = k«? mit konstantem % die nach Bunsen als proportional zu 2 rech-
nerisch zu ermittelnde Gasdichte. Welchen EinfluB hat ein (praktisch unvermeid-
licher) Beobachtungsfehler ¢ bei « auf das gesuchte y = f(x)? Die Angabe des még-
lichen Beobachtungsfehlers ¢ bei der nach bester Uberzeugung als Messungsergebnis
gebuchten Zahl x bedeutet, daBl das Ergebnis in Wirklichkeit zwischen x —¢ und
% + ¢ liegen kann. In der Regel wird ¢ eine halbe Einheit der letzten bei « mit-
genommenen Dezimale sein; z. B. meint der Naturwissenschaftler mit der Nieder-
schrift x = 45,3 sek, daB = zwischen 45,25 sek (einschl.) und 45,35 sek (ausschl.) ent-
halten ist. Der mogliche Fehler 5 bei y = f(x) ist offenbar die absolut groBte der
Differenzen N\ y=f(x—+ h)—f(x), wenn b von —¢ bis -+ ¢ liuft. Man miiite also an
sich diese Funktionsdifferenz untersuchen; falls y zwischen  — ¢ und « -+ ¢ monoton
verlduft, wird ihr GroBtwert fir h = —¢ oder b = -+ ¢ eintreten. Aber auch mit
dieser Kenntnis wire die Rechnung noch unbequem, weil = -+ b meist mehr Stellen
als « haben wird und man vielleicht froh ist, die méglicherweise auch schon miih-
same Berechnung von f(z) fiir das beobachtete x vollendet zu haben. Deshalb ersetzt
man die Kurve y = f(x) fiir die Fehlerrechnung, wobei es sich ja um eine kleine
Umgebung eines Kurvenpunktes handelt, niherungsweise durch ihre Tangente,
also die Funktionsdifferenz A y durch das Differential dy = kg’ und nimmt seinen
groBten Wert fiir 5 = ¢ naherungsweise als méglichen Fehler von y.

Beispielsweise ist bei der Gasdichte dy = 2k« - k und der mogliche Fehler 5 von y
beim méglichen Fehler ¢ von « ndherungsweise yy = 2k « - ¢. Der mégliche relative

Fehler -Z = 25 von y fillt daher doppelt so groB aus wie der mégliche relative
Fehler von x. Fir = 45,3 sek ist der relative Fehler der Zeitmessung

5102 sek
1077 sek 155 10/,, (reichlich),

der mogliche relative Gasdichtenfehler also reichlich 2 °/,, wonach man sich bei der
Stellenzahl von y richten wird.

Oder der Fehler der Gegenkathete a = ¢ sing zu einem mdéglicherweise fehler-
haften Winkel « in einem rechtwinkligen Dreieck mit der fehlerfreien Hypotenuse ¢
wird aus da = ¢ cos x dx als angendhert proportional dem Kosinus von « gefunden,
der relative Fehler aus da:a = ccos & do : ¢ sin & = cot & dv als proportional dem
Kotangens von x. Wir haben also einen groBen relativen Fehler bei kleinem « und
Abnahme des relativen Fehlers bei wachsendem «. Das ist durchaus verstiandlich;
denn ein « nahe an 0 ist ja mit einem kleinen a verkniipft, auf das ein Fehler bei «
im Verhaltnis sehr stark einwirkt. Zum Beispiel sei ¢ = 500 m und &x = 10° mit einem
moglichen Fehler von ¢”’. dx ist im BogenmalB zu rechnen. Die &' gehen also als
Bogen 4848 - 10— in die Rechnung ein, und wir erhalten als moglichen Fehler

ovon @ y =500 - 0,9848 - 4848 - 10— ¢m — 2,4 ¢ mm ,
als relativen Fehler

Nia="5671 4848 -10—9s — 2,75 - 10—5 ¢ — 2,75 - 10—2¢ 9/, ,
etwa bei ¢ = 60 (1’ méglichem Fehler)
n=114dcem, 7:a=~2%, (knapp).
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9. Rechnen mit kleinen Grofien, Allgemein versteht man unter Fehlerrechnung die Kunst
des Abschitzens der Genauigkeit von Messungs- und Rechnungsergebnissen. In ihr 148t sich hiufig
mit groBtem Gewinn Gebrauch von einigen einfachen Regeln des Rechnens mit kleinen Grofen
machen, die jeder Naturwissenschaftler unermiidlich tiben und fiir Uberschlige im Kopfe, so
zur Nachpriifung logarithmischer Berechnungen oder zur raschen Einsicht in verwickelte Zahlen-
ausdriicke, stets bereit halten sollte. Sie sind im letzten Grunde Folgerungen aus der Formel
A\ y==dy fiir den niherungsweisen Ersatz der Funktionsdifferenz A\ y durch das Differential dy,
konnen aber auch unabhingig davon hergeleitet werden.

Es sei ¢ eine positive, gegen 1 kleine Zahl, z. B. ¢ = 0,01. Dann sind &2 und noch héhere
Potenzen von & wiederum klein gegen ¢ oder, wie man zu sagen pflegt, von kleinerer Gréfen-
ordnung als ¢, z.B. 2 = 0,0001; ihre bedeutsamen (von Null verschiedenen) Dezimalen be-
ginnen erst viel spiiter als die von ¢. Daher kann man diese Potenzen und ihre Vielfachen mit
nicht zu groBen Koeffizienten oft vernachlissigen; kommt doch vielleicht & = 0,01 = 19/,
noch sehr wohl in Betracht, hingegen &% = 0,0001 = 1/,,, °/, nicht mehr.

So erhalten wir z. B. aus (1 + )2 = 1 + 2¢ [+ £?| die Naherungsformel
(1te)2=1+2¢. (1)

D. h. eine Zahl nahe an 1 wird quadriert, indem man thren Unierschied gegen 1 verdoppelt
und mit demselben Zeichen zu 1 hinzufiigt. Z. B.

0,9972 = (1 — 0,003)2 =~ 1 — 0,006 = 0,994 (genau 0,994009),
1,022 == 1,04 (genau 1,0404).

Mit Benutzung des Differentials kommt die Formel (1) so zustande: Man betrachte die Funk-
tionsdifferenz (1 + ¢)2—1vony = 22flirx =1+ eund 2= 1. Sie ist angendhert gleich dem
Differential dy = hy’ =h-2% von y = 2 fir =1 und h = * ¢, also gleich +2¢, und
(1+e&)?—1==+ 2¢ ist gleichbedeutend mit (1).

Umgekehrt wird zum Quadratwurzelzichen der Unterschied gegen 1 halbiert:

IETESEDY 2)
denn
(1 5)2 1+ i PP
if =1+e¢ +Z =~1+te.
Z. B.

0,984 = J1 —0,016 ~ 1 — 0,008 = 0,992 (genauer 0,99197),
V1,2 = 1,1 (genauer 1,0955) .
Fiir den Kehrwert einer GréBie nahe an 1 gilt

1
Te 1T ®

(1+te)(1Fe) =1|—e=1ist.

weil

Man nimmt also den Unterschied gegen 1 mit entgegengesetztem Zeichen; z. B.

1
104~ 1—0,04 = 0,96 (genauer 0,9615),
1
0,0988 1 40,0012 = 1,0012 (genauer 1,001201).
Durch Verbindung von (3) mit (1) und (2) entsteht
1 1 B
ke “12: 7~ T2% @
z. B. 1 1
0:97?;% 1,06 (genauer 1,0628); 1’—0006—2::0,9988 (genauer 0,9988011),
und 1 1
e 1T L, (5)
'Vl fe q.° 2
-2
z. B. 1 1
o=z 1,011 (genauer 1,01118); - .- - == 0,988 (genauer 0,98819) .
Yo,978 Y1,024

7*
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Alle bisherigen Formeln werden zusammengefal8t durch die Beziehung fiir die Potenz

Q+e)"=1+tme, (6)
indem der Exponent fiir das Quadrat m = 2, fiir die Quadratwurzel m = % , fiir den Kehrwert
m = —1, fir das reziproke Quadrat m = —2 und fiir die reziproke Quadratwurzel m = —%

wird. (6) besteht sogar fiir ganz beliebige positive oder negative, ganze oder gebrochene, absolut
nicht zu grofe Exponenten m, z. B.

cobaiis

g oder (1 te) 1 = 1T g

Der Beweis lauft nach dem Muster des bei m = 2 Vorgefithrten darauf hinaus, die Ableitung
und damit das Differential der Potenz y = a™ bei beliebigem m anzugeben (vgl. S. 140). Fir
positives ganzes m folgt er auch unmittelbar so: In

ALte"=1+e) (1+¢) --- (1+¢)

m Faktoren

kommt beim Ausmultiplizieren, wenn aus allen Faktoren die 1 genommen wird, zunichst
eine 1, dann, wenn wir aus je einem Faktor + ¢, aus allen iibrigen die 1 verwenden, m-mal

je =+ &; schlieBlich sind bei den iibrigen Gliedern des Produkts je mindestens zwei Faktoren mit
+ ¢ beteiligt. Wir haben also

(1+&"=1+me+ Glieder mit £2, 3, ..., e».

TFalls m nicht allzu groB ist, kann die Anzahl der Glieder mit £2, £3, .. ., & nicht so betriicht-
lich sein, daB die groBe Gliederzahl die Kleinheit von £2, ¢, .. ., em ausgleicht und den letzten
Bestandteil zu einer mit + meée vergleichbaren GroBenordnung aufschwellen 1aBt, und es gilt
wirklich (1 +é&m==1+ms. Bei vergleichsweise allzu groBem m braucht dies hingegen
keineswegs mehr zuzutreffen. Z. B. rechnen wir mit Logarithmen

1,110 ~ 2,5937
LO110 . 27048
1,0011000  — 97169
1,000110000 . 27181

als recht verschueden von dem nach der Niherungsformel zu findenden Werte 1 -+~ 1 = 2 aus.
Nach dem Anblicke der letzten Zahlen steht iibrigens zu vermuten, daB sich die Zahlen
1
(1 4+ ¢)® fir immer kleineres £ —»0 mehr und mehr einer gewissen Zahl nihern, deren erste
Stellen 2,718 lauten und von der wir durch Verkleinerung von ¢ immer mehr Dezimalen erhalten.
So ist es in der Tat. Diese Zahl ist die mit e bezeichnete Basis des ,,natiirlichen* Logarithmen-
systems (vgl. IT F 19, S. 183—184).
Eine bekannte Folgerung aus der Formel (1 + &)= 1 + m ¢ fir m = 3 bildet die Tatsache,
daB die kubische Warmeausdehnungsziffer (Volumenausdehnungsziffer) y angendhert das Drei-
fache der linearen Ausdehnungsziffer 8 1st. Denn zwischen dem Volumen v, = v, (1 + y?) und

der Kantenlinge I; = [,(1 4- B¢) eines Wiirfels bei der Temperatur ¢° C und v, und I, bei 0° C
bestehen die Bez1ehungen ve=1, v, =13, also

Lyt = (14807,

Nun ist fiir fast alle festen Korper 8 < 3 - 10—, also 8¢ < 3 - 10—3 bei ¢ zwischen 0° und 100°,
daher (1 +- 8t)* =14 3ptundy =35.

Bezeichnet J wie bisher ¢ ebenfalls eine gegen 1 kleine GréBe, so wird auch das Produkt d¢
haufig vernachlissigt werden kénnen. Dann ergibt sich fiir das Produkt

1£HAQxe)==1+d+t¢ (7)
und fiir den Quotienten nach (3)
1x+4 ‘ _ Lo
liéz(lrd)(ILS)ZI-zdfs. (8)

Diese Beziehungen sind ohne Miihe auf Produkte mit mehr als zwei Faktoren und auf Briiche
zu iibertragen, bei denen im Zihler und Nenner mehrere Faktoren stehen. Die Unterschiede
gegen 1 kommen bei den Faktoren aus dem Zéhler additiv, bei den Faktoren aus dem Nenner
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subtraktiv zu 1 hinzu. Verbindung von (7) und (8) mit den fritheren Formeln erméglicht sehr
angenehmes und schnelles Uberschlagsrechnen, z. B.

1,07 - 0,9