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Vorwort des Herausgebers.

Die Herausgabe des vorliegenden Buches in deutscher Sprache
erschien mir deshalb wiinschenswert, weil es derzeit in der
deutschen Literatur kein umfassendes und modernes Buch iiber
die kinetische Gastheorie gibt, das gleichzeitig als Lehrbuch fiir
den Studierenden und als Nachschlagewerk fiir den Forschier auf
diesem und verwandten Gebieten dienen kann. Dabei hat die
Darstellungsweise von Jeans den Vorzug, gleichzeitig leicht faf(-
lich und mathematisch exakt zu sein. Vor allem aber beschrinkt
sie sich nicht auf die klassische Darstellung des Gegenstandes,
sondern benutzt, soweit es sich durchfiihren 14Bt, die modernsten
Methoden, inshesondere die Quantentheorie, so dafl man daraus auch
iber den gegenwirtigen Stand der Forschung orientiert wird.

Wie es bei einem Buche dieser Art naturgemifl sein mub,
werden mitunter Einzelfragen, die zwar besonders interessant und
aktuell sind, aber in den allgemeinen Rahmen der Darstellung
sich nicht gut einfiigen lassen, entweder blofi gestreift oder auch
gar nicht beriicksichtigt. Soweit sich diesen Mingeln durch kurze
Anmerkungen und Hinweise auf anderweitige Darstellungen, aus
denen der Leser das Nitige entnehmen kann, abhelfen liefl, habe
ich solche Erginzungen am Schlusse dieses Buches der Dar-
stellung von Jeans hinzugefiigt. Auch die Literaturangaben
wurden, wo es notwendig schien, insbesondere in bezug auf
die Arbeiten deutscher Forscher, ergiinzt. Gewisse Gegenstinde
jedoch, die eine eingehendere Darlegung brauchen und, ob-
schon sie in letater Zeit besonders erfolgreich bearbeitet wurden,
eine gemeinsame zusammenhéingende Darstellung noch nicht er-
fabren haben, sollen in néchster Zeit in eigenen Mono-
graphien behandelt werden, die zwar selbstindigen Charakter
tragen werden, aber in gewisser Beziehung als Ergidnzungen zu
dem vorliegenden Buche aufgefallt werden konnen. Sie sollen
unter anderem folgende Gegenstinde behandeln: Die Methoden
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zur Bestimmung der molekularen Dimensionen (Anzahl, GroGe,
Geschwindigkeit, elektrische und magnetische Momente und Struktur
der Molekiile und Atome) und die Resultate dieser Methoden;
Verhalten der Gase bei sehr grofien und sehr kleinen Dichten,
bei sehr hohen und sehr niedrigen Temperaturen, die elektrische
Deutung der Molekularkréfte, kinetische Theorie der Fliissig-
keiten, der Losungen und der Erscheinungen an den Grenzflichen
verschiedener Phasen.

Was die Ubersetzung betrifft, so habe ich getrachtet, mich
so getreu als es ging an das Original zv halten, um die Sprech-
weise des Autors moglichst direkt auf den Leser wirken zu lassen.
Wenn dabei vielleicht mitunter etwas fremdartig klingende Wen-
dungen nicht zu vermeiden waren, so wolle das der Leser im
Hinblick auf das Obige entschuldigen.

Prag, Mai 1926.
R. Fiirth.



Aus dem Vorwort
des Verfassers zur zweiten englischen Auflage.

In erster Linie war es mein Bestreben in der ersten Auflage
dieses Buches die Theorie der Gase auf einer moglichst exakten
mathematischen Grundlage zu entwickeln. Dieses Bestreben ist
bei der Vorbereitung einer neuen Auflage nicht in Vergessenheit
geraten, es wurde jedoch gleichzeitig der Versuch gemacht, einen
moglichst grofen Teil des Buches auch dem nicht mathematisch
gebildeten Leser verstindlich zu machen. Ich habe deshalb den
teilweise bereits in der ersten Auflage verfolgten Weg eingeschlagen,
das Buch zum grofien Teil in mathematische und physikalische
Kapitel einzuteilen. Der Leser, der namentlich an der physikali-
schen Seite des (Gegenstandes interessiert ist, wird hoffentlich
eine verstiandliche Darstellung des gegenwirtigen Standes desselben
erhalten, wenn er die physikalischen Kapitel 1, 6, 7 und 11 bis 18
liest und die mehr mathematischen Kapitel blof als Bezugs-
material betrachtet. Abgesehen davon ist meiner Meinung nach
damit etwas gewonnen, daf die Grundlage durch eine eingehende
mathematische Behandlung aufgekldrt wird, bevor man an eine
physikalische Diskussion herangeht.

Seit die erste Auflage dieses Buches erschienen ist, wurde
die -Stellung der kinetischen Theorie einigermafen durch das
Wachstum und die Entwicklung der Quantentheorie revolutioniert,
und es war keineswegs leicht, genau zu entscheiden, welche Be-
deutung der Quantentheorie in der Anordnung dieses Buches zu-
gesprochen werden sollte. Ich habe mich schlieflich dazu ent-
schlossen, die Quantentheorie auf das letzte Kapitel zu beschrinken;
ich habe es zwar so eingerichtet, dall die aus der klassischen
Behandlungsweise hervorgehenden Schwierigkeiten bereits in den
fritheren Kapiteln zutage treten, dal sie jedoch dort ungeldst
bleiben. Das letzte Kapitel gibt blo8 einen Hinweis darauf, wie
diese Schwierigkeiten im Lichte der neuen Vorstellungen der
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Quantentheorie verschwinden: es wird jedoch nicht versucht, einen
vollstindigen oder auch nur ausgeglichenen Uberblick iiber die
ganze Theorie zu geben. Beim gegenwirtigen Stande der Quanten-
theorie schien mir dies die beste Art des Vorgehens zu sein, ich
nehme jedoch vorweg, dall die Quantentheorie, wenn das Buch
so erfolgreich sein sollte, eine weitere Auflage zu erleben, wahr-
scheinlich dort eine weit hervorragendere Rolle spielen diirfte
als in der vorliegenden Auflage.

London, Januar 1916.
J. H. Jeans.

Yorwort des Verfassers zur dritten englischen Auflage.

Man wird finden, daf diese Auflage von ihrer Vorgidngerin
hauptsichlich darin abweicht, daB der Quantentheorie eine her-
vorragendere Stellung eingerdumt wurde. Das Kapitel iiber
Strahlung und Quantentheorie, das urspriinglich das Buch ab-
schloB, wurde erweitert und teilweise umgeschrieben. Dazu habe
ich weiter ein ganzlich neues Kapitel iiber Quantendynamik hin-
zugefiigt, das sich vornehmlich mit den neuesten Arbeiten von
Ehrenfest, Sommerfeld, Epstein und anderen beschiftigt.
Dieses Kapitel kann naturgemaf nur eine sehr kurze Kinfiihrung
in die Geheimnisse der Quantendynamik bieten, ich hoffe jedoch,
dal es darin von einigem Wert sein wird, das Interesse der
englisch sprechenden Leser fiir einen Zweig der Wissenschaft
zu erwecken, dessen Entwicklung bisher hauptsdchlich anderen
Nationen iiberlassen war.

Dorking, Oktober 1920.
J. H. Jeans.

Vorwort des Verfassers zur vierten englischen Auflage.

Bei der Vorbereitung fiir eine vierte Auflage habe ich blof
jene kleinen Verinderungen vorgenommen, die notig waren, um
das Buch auf den heutigen Stand der Wissenschaft zu bringen.

Dorking, Juni 1925.
J. H. Jeans.
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1. Kapitel.
Einleitung.

1. Die kinetische Theorie der Materie fult im wesentlichen
auf zwei nahe verwandten Hypothesen: erstens auf der Hypothese
von der Molekularstruktur der Materie und zweitens auf der
Hypothese, da die Wirme eine AuBerung der Molekular-
bewegung sei.

Die erste dieser Hypothesen gehort in das Gebiet der Chemie;
in der Tat bildet sie die Basis der modernen chemischen
Wissenschaften. Es wird nicht allein angenommen, daB alle
Materie aus einer grofien Zahl von Molekiilen zusammengesetzt
sei, sondern auch, daB alle Molekiile derselben chemischen
Substanz einander in bezug auf Grofe, Masse usw. genau gleich
seien. Wire dies nicht der Fall, so wiirde es moglich sein, die
verschiedenartigen Molekiile durch chemische Fraktionierungs-
prozesse zu trennen. Daltons Versuche zeigen jedoch, daB die
sukzessiv getrennten Fraktionen einer Substanz einander vollig
gleich sind.  Allerdings hat die neueste Forschung gewisse
Zweifel dariiber aufkommen lassen, ob die Molekiile einer Substanz
untereinander wirklich genau gleich sind, wie man friiher an-
genommen hatte, aber man mull doch zugeben, dal die Hypothese
von. der exakten Gleichheit der Molekiile heute im groBen und
ganzen unanfechtbar ist und eine angemessene und bequeme
Arbeitshypothese fiir die Theorie der Materie bildet.

Mit der zweiten Hypothese, nimlich der ldentifizierung von
Wirme und Molekularbewegung, beschiftigt sich speziell die
kinetische Theorie der Materie. Diese Hypothose war lange Zeit
hindurch als blofe MutmaBung angesehen worden, die eimer
direkten Priifung unzuginglich war, und deren Wahrscheinlichkeit
nach der Zahl der Erscheinungen bemessen wurde, die man mit
ihrer Hilfe erkliren konnte. In den letzten Jahren jedoch hat

das Studium der Brownschen Bewegung eine gliénzende sichtbare
Jeans, Theorien. 1
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Bestitigung der Richtigkeit dieser MutmaBung gebracht: Die
Wirmebewegung der Molekiile oder wenigstens von Partikeln, die
genau die gleiche Rolle spielen wie die Molekiile, kann nunmehr
von jedem wirklich gesehen werden, der mit einem Mikroskop
umzugehen weil.

Die drei Zustéinde der Materie.

2. Eine der auffallendsten und allgemeinsten Eigenschaften
der verschiedenen Arten von Materie ist es, dal sie in drei
verschiedenen Zustinden — dem festen, fliissigen und gas-
formigen — erscheint. Die drei Zustinde sind, allgemein
gesprochen, mit den verschiedenen Bereichen der Temperatur
verkniipft; wird die Temperatur einer Substanz erhéht, so durch-
lauft sie der Reihe nach den festen, fliissigen und gasférmigen
Zustand. Es liegt in der Natur der Sache, anzunehmen, da die
drei Zustinde der Materie mit drei verschiedenen Typen oder
Intensititen der Molekularbewegung zusammenhidngen und man
kann unschwer sehen, wie sich die Notwendigkeit fiir diese drei
verschiedenen Zustdnde ergibt.

Wir wissen, daB zwei Korper nicht denselben Raum einnehmen
konnen: Jeder Versuch, sie hierzu zu veranlassen, ruft ein System
von AbstoBungskriften hervor, die bestrebt sind, die beiden Korper
voneinander entfernt zu halten und dieses Kraftesystem kann nur
als Inbegriff von Kriften aufgefait werden, die von den einzelnen
Molekiilen herriihren. Daraus folgt, daB die Molekiile aufeinander
Krifte ausiiben und dal diese Krifte im allgemeinen abstoBend
wirken, wenn die Molekiile einander geniigend nahe sind. Anderer-
seits zeigt die Erscheinung der Kohision, daf die Krifte zwischen
zwei Molekiilen unter gewissen Umstéinden auch anziehend sein
ké6nnen.

3. Der feste Zustand. Die Tatsache, dall ein fester
Korper, wenn er sich in seinem natiirlichen Zustand befindet,
sowohl einer Kompression als auch einer Dilatation einen Wider-
stand entgegensetzt, zeigt uns an, daf die Krifte zwischen den
Molekiilen sich aus einer Abstofung in kleiner Entfernung in
eine Anziehung in groBer Entfernung umwandeln. Diese Ver-
inderung aus einer AbstoBungs- in eine Anziehungskraft legt
uns die Annahme nahe, daf es eine Lage stabilen Gleichgewiclits
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gibt, in der ein Paar einander benachbarter Molekiile in Ruhe
verharren kann. Stellen wir uns eine grofie Zahl von nahe
beieinander liegenden Molekiilen vor, die sich in einer Gleich-
gewichtsanordnung in Ruhe befinden, so haben wir nach den
Vorstellungen der kinetischen Theorie der Materie eine Materie
im festen Zustand vor uns, und, da keine Bewegung vorhanden
ist, miissen wir, um mit der Grundhypothese der Theorie im
Einklang zu bleiben, annehmen, dafl diese Materie vollig frei von
Wirme sei.

Es besteht nun die Moglichkeit, da8 die Molekiile, aus denen
die Substanz aufgebaut ist, Schwingungen um ihre Gleichgewichts-
lage ausfithren und wir sagen, daf der Korper Wirme enthilt,
wenn diese Schwingungen wirklich stattfinden. Wird die
Schwingung lebhafter, so sagen wir, daB die Temperatur des
Korpers steigt.

Wir konnen uns zum Beispiel vorstellen, daB die Schwingungs-
bewegung der Molekiille zum ersten Male durch Reibung der
Oberfliche des Korpers gegen die Oberfliche eines abnlichen
Korpers hervorgerufen wird: wir haben dann einen Fall von
Wirmeerzeugung durch Reibung vor uns. Der Vorgang der
Reibung besteht darin, daB zunéchst die Oberflichen der Korper
8o dicht aufeinandergelegt werden, dall die nahe der Ober-
fliche des einen Korpers befindlichen Molekiile eine merkliche
Wirkung auf die in der Néhe der Oberfliche des anderen Korpers
befindlichen Molekiile ausiiben, und daf dann die beiden Ober-
flichen so ibereinander bewegt werden, daf diese Oberflichen-
molekiile eine Stérung aus ihrer Gleichgewichtslage erfahren.
Zunschst wird die Bewegung auf die Nachbarschaft derjenigen
Teile eingeschrinkt bleiben, die wirklich gerieben wurden, die
Bewegung dieser Teile wird jedoch allmdhlich auch auf die
angrenzenden Gebiete iibergreifen, bis sich schliefllich die Be-
wegung iiber die ganze Masse ausgebreitet haben wird.

Als zweites Beispiel wollen wir uns vorstellen, daf zwei
Massen, beide frei von inneren Bewegungen, aufeinanderstofen.
Der Sto8 wird zundchst bewirken, daB Systeme von Wellen in
den beiden Massen entstehen. Nach geniigend langer Zeit wird
der Wellencharakter der Bewegung sich jedoch verwischt haben.
Dennoch muB eine Bewegung von irgend einer Art bestehen
bleiben, welche der Energie der urspriinglichen Bewegung ent-

1*
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spricht. Diese urspriingliche Bewegung wird in der Tat durch
eine innere Schwingungsbewegung der Molekiile um ihre Gleich-
gewichtslagen ersetzt worden sein oder, entsprechend der kinetischen
Theorie, durch eine Wirmebewegung.

4. Der fliissige Zustand. Wenn der betrachtete Korper
fortfahrt, auf irgend eine Weise Wirme aufzunehmen, d. h.
wenn man bewirkt, daB die Schwingungsenergie bestindig
zunimmt, so wird mit der Zeit ein Zustand erreicht werden, in
welchem einzelne Molekiile eine so groBe kinetische Energie
besitzen, daB die von den anderen Molekiilen ausgeiibten Kréfte
nicht mehr ausreichen, sie in ihrer Lage zu erhalten: sie werden,
um einen astronomischen Kunstausdruck zu gebrauchen, aus
ihrer Bahn geworfen werden. Es leuchtet ein, daB, sobald der
Korper einmal einen solchen Zustand erreicht hat, bei dem dies
fiir eine grofie Zahl von Molekiilen mdoglich ist, schon die Ein-
wirkung einer kleinen Kraft, eine Verinderung der Gestalt der
Masse hervorrufen wird, vorausgesetzt, daB sie geniigend lange
andauert; und zwar dadurch, dal sie immer dann, wenn sich die
Gelegenheit dazu bietet, den Umstand ausniitzt, daB die Krifte,
die die einzelnen Molekiile zuriickzuhalten streben, sehr schwach
sind. Wenn dieses Stadium erreicht ist, hat der Korper den
plastischen oder fliissigen Zustand erreicht.

Wenn ein Molekiil einer Fliissigkeit aus seiner Bahn fillt,
wird es im allgemeinen unter den anderen Molekiilen umher-
wandern, bis es in eine neue Bahn gerit. Wenn es sich jedoch
gleich anfangs in der N#he der Fliissigkeitsoberfliche befunden
hat, kann es moéglicherweise vollkommen aus dem Anziehungs-
bereich der anderen Molekiile entfliehen, genau so wie ein Geschof§
sich fiir immer von der Erde entfernen kanu, wenn es von der
Erdoberfliche mit einer geniigend grofien Geschwindigkeit ab-
geschossen wird. Wenn dies eintritt, so wird das Molekiil die
Fliissigkeit verlassen, so dafl die Masse und das Volumen der
Fliissigkeit infolge des Verlustes solcher Molekiile sich besténdig
verringern wird. Wir haben hier gemif der kinetischen Theorie
die Erklarung des Vorganges der Verdampfung, wobei der Dampf
aus den entweichenden Molekiilen besteht.

Ist die Fliissigkeit in einem geschlossenen Gefdll enthalten,
so werden die entweichenden Molekille an den Wénden des
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Gefifles anprallen und konnen nach einer bestimmten Zahl von
Stofen wiederum in die Fliissigkeit zuriickfallen. Sobald ein
Zustand erreicht ist, bei dem die Zahl der Molekiile, welche in
dieser Weise zuriickfallen, genau im Gleichgewicht mit der Zahl
derjenigen steht, die entweichen, haben wir gemif der kinetischen
Theorie eine Fliissigkeit im Gleichgewicht mit ihrem eigenen
Dampf vor uns.

6. Der gasférmige Zustand. Nehmen wir an, dafl die
ganze Fliissigkeit auf diese Weise in Dampf verwandelt worden
ist, so haben wir nach der Auffassung der kinetischen Theorie
ein Gas vor uns. Die Molekiile beschreiben nun nicht mehr
geschlossene Babnen, sondern geradlinige Wege mit gleich-
bleibender Geschwindigkeit, ausgenommen dann, wenn sie andere
Molekiile oder die Winde des Gefafes treffen. Es leuchtet ein,
dal diese Ansicht iiber die Natur der Gase hinreichend erklirt,
wieso ein Gas die Eigenschaft besitzt, sich iiber das ganze Innere
eines geschlossenen Raumes, in den es gebracht wurde, zu ver-
breiten. Es ist nicht notwendig anzunehmen, wie man das
frither einmal gemacht hatte, daB diese Expansionseigenschaft
der Gase auf AbstoBungskrifte zwischen den Molekiilen zuriick-
zufithren sei.

Die Richtigkeit dieser grundlegenden Vorstellung vom -gas-
formigen Zustand ist endgiiltig durch einige Versuche von
Dunoyer?) bewiesen worden. Ein zylindrisches Rohr war durch
zwei Winde senkrecht zur Rohrenachse in drei Abteilungen
eingeteilt, und durch die Winde waren in ihren Mittelpunkten
kleine Locher gebohrt, so daf sie Diaphragmen bildeten. Die
Rohre war vertikal aufgestellt und in ihre unterste Ab-
teilung wurde ein Stiickchen einer Substanz z. B. Natrium ge-
bracht, das sich bei normaler Temperatur im festen Zu-
stand befindet. Nachdem das Rohr véllig luftleer gepumpt
worden war, wurde das Natrium (oder eine andere Substanz) bis
zu einer Temperatur erhitzt, bei der es verdampfte. Die ab-
geschossenen Dampfmolekiile bewegen sich in verschiedenen
Richtungen, in der Mehrzahl stoBen sie an die Winde der ein-
zelnen Abteilungen des Robres und bilden hier einen Beschlag.

1) L. Dunoyer, Compt. rend. 152, 592 (1911), und Le Radium 8, 192
(1911).
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Einige dringen jedoch durch das erste Diaphragma hindurch und
beschreiben Bahnen, welche von der Offnung dieses Diaphragmas
ausstrahlen. Einige wenige Molekiille dringen durch beide
Diaphragmen in die oberste Abteilung des Rohres hinein. Diese
stoBen nicht zusammen, da ihre Bahnen einander nicht schneiden
konnen, denn alle Babnep sind geradlinig, die von demselben
Punkt ausgehen, nimlich der Offnung in dem oberen Diaphragma.
Demzufolge erzeugen diese einen Niederschlag an dem -oberen
Ende des Rohres und man findet, dafi dieser Niederschlag genau
mit der Projektion der Offnung im- zweiten Diaphragma zu-
sammenfillt, die durch die Geraden gebildet wird, die durch die
Offnung im ersten Diaphragma hindurchgehen. Legt man ein
kleines Hindernis in die Bahn der Molekiile, so findet man, daB
dieses einen ,Schatten“ auf die obere Fliche des Rohres wirft.
Es kann sogar sein, daB sich ein Kernschatten und ein Halbschatten
unterscheiden la0t.

Mechanische Illustration der Kinetischen (astheorie.

6. Der kinetischen Theorie der Materie kann man sich am
besten durch das Studium der kinetischen Theorie des gasformi-
gen Zustandes anndhern. In der Tat war bis in die neueste
Zeit die kinetische Theorie der Materie identisch mit der
kinetischen Theorie der Gase; man hatte noch nicht geniigend
Einsicht in die Bedingungen, die den festen und fliissigen Zustand
beherrschen, um eine kinetische Theorie dieser Zustinde aufzu-
bauen. Diese benotigte Einsicht ist nun zwar in raschem Wachs-
tum begriffen, so daB die Moglichkeit zur Bildung von Theorien
des festen und fliissigen Zustandes wenigstens im Umrif besteht,
aber dennoch ist unzweifelhaft die Theorie der Gase weit mehr
entwickelt und ausgearbeitet als die entsprechende Theorie der
fliissigen und festen Korper, und die &lteren Kapitel des vor-
liegenden Buches sind speziell den Betrachtungen iiber den gas-
formigen Zustand gewidmet.

7. Es ist von Wichtigkeit, sich eine moglichst klare Vor-
stellung von dem Mechanismus des gasformigen Zustandes, auf
dem die kinetische Theorie fulit, zu bilden, und dies kann am
besten dadurch geschehen, dal man eine mechanische Illustration
heranzieht.
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Es ist sehr wenig iiber die wirkliche Struktur oder GréBe der
Molekiile bekannt, oder iiber die Art und Weise, wie sie aufeinander
einwirken. Da es nun aber nichtsdestoweniger erwiinscht ist, eine
so konkrete Vorstellung als moglich vor Augen zu haben, wenigstens
fir den Anfang, so wollen wir uns einem Vorgang anschliefien,
der in den Entwicklungen der kinetischen Theorie sehr gebriuchlich
ist, und zundchst mit. der Idee eines Molekiils die eines kugel-
formigen Korpers von groBer Elastisitit und Festigkeit verbinden
— um das Bild ganz vollkommen zu machen, sagen wir mit einer
Billardkugel. Die Rechtfertigung fiir diesen Vorgang liegt in
seinem Erfolg: es wird sich zeigen, dafl die Eigenschaften eines
Gases, dessen Molekiile zusammengesetzte Strukturen der all-
gemeinsten Art sind, in recht weitgehendem Male aus den
Eigenschaften eines vereinfachten imaginiiren Gases vorausgesagt
werden konnen, dessen Molekiille von der eben beschriebenen
Art sind. In der Tat, einer der auffallendsten Ziige der kinetischen
Theorie ist der hohe Grad, bis zu dem es mdglich ist, die Eigen-
schaften eines Gases als Ganzes vorauszusagen, wihrend man
beinahe vollkommen in Unkenntnis iiber die Eigenschaften der
Molekiile ist, aus denen es sich zusammensetzt. Sehr viele Resul-
tate der Theorie bleiben tatséichlich fiir alle Arten von Molekiilen
richtig, so daB sie auch zutreffend bleiben wiirden, wenn die
Molekiile wirklich Billardkugeln wiren.

Da es einigermafien schwierig ist, sich im einzelnen die Be-
wegung einer groflen Zahl von Kugeln vorzustellen, die in drei
Richtungen durcheinanderfliegen, konnen wir uns bequemlichkeits-
halber auf die Betrachtung der analogen Bewegung in zwei
Dimensionedt beschrinken. Da wir uns die Gasmolekiile durch
Billardkugeln repriisentiert denken, wollen wir annehmen, daB
das Gefil, in dem das Gas eingeschlossen ist. durch einen groBen
Billardtisch reprasentiert wird. Die Winde des Gefifles werden
dann offenbar durch die Banden dargestellt und, wenn das
darzustellende Gefdfl geschlossen ist, darf der Tisch keine
pLocher“ haben. Endlich muB man sich die Materalien, aus
denen der Tisch besteht, von so idealer Qualitit vorstellen, daB
eine einmal in Bewegung gesetzte Kugel viele tausend Male mit
den Banden zusammenstoBen muB, bevor sie durch die Reibung
und die anderen Widerstandskriifte, welche bestrebt sind, ihre
Bewegung zu verlangsamen, in Ruhe gebracht worden ist. Eine
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grofe Zahl von Eigenschaften der Gase kann mit diesem fiktiven
Apparat illustriert werden.

Wenn wir eine grofle Zahl von Kugeln hinlegen und sie
nach dem Zufall auf dem Tische mit zufilligen Geschwindigkeiten
ausgehen lassen, so wird der entstehende Bewegungszustand eine
Darstellung davon geben, wie nach unseren Vorstellungen die
Materie im gasformigen Zustand aussieht. Jede Kugel wird be-
stindig sowohl mit den anderen Kugeln als auch mit den Banden
des Tisches zusammenstoBlen. Die Geschwindigkeiten der Mole-
kiile werden sich in der verschiedensten Art verindern: in einem
Augenblick kann eine Kugel vollkommen zur Ruhe gebracht
werden, wihrend sie im nichsten Augenblick als Resultat einer
Aufeinanderfolge giinstiger Zusammenstéfe eine Geschwindig-
keit besitzen kann, welche die mittlere Geschwindigkeit der
anderen Kugeln weit iibertrifft. Es wird eines der Probleme bilden,
die wir zu l6sen haben werden, zu ermitteln, wie sich die Ge-
schwindigkeiten der verschiedenen Kugeln iiber die mittlere Ge-
schwindigkeit verteilen. Wir werden finden, da8, wie auch immer
die Geschwindigkeiten im Anfang gruppiert waren, sie bestrebt
sind, sich nach einer geniigend groflen Zahl von Zusammenstofen
gemiaB dem sogenannten Fehlergesetz zu verteilen — dem Gesetz,
welches die Anordnung der Treffer von Schiissen beherrscht, die
gegen eine Scheibe abgeschossen werden.

Wiren die Banden des Tisches in ihrer Lage nicht fest-
gehalten, so wiirden sie durch die ununterbrochenen Stofe der
Kugeln zuriickgetrieben werden. Die Kraft, welche auf die Banden
durch die anprallenden Kugeln ausgeiibt wird, stellt den Druck
dar, der sich an den Winden des Gefilles zeigt, welches das
Gas enthilt. Stellen wir uns vor, dafl im Anfang eine bewegliche
Barriere lings einer der Winde gelegt sei, die man parallel zu
dieser Wand bewegen kann. Eine Vorwirtsbewegung dieser
Barriere ist gleichbedeutend mit einer Verminderung des Gas-
volumens. Wenn die Barriere vorwirts bewegt wird, wihrend
die Billardkugeln eine vorschreitende Bewegung machen, so
werden die Zusammenstobe sowohl gegen die bewegliche Barriere,
als auch gegen die drei festen Winde sicherlich zahlreicher
werden: wir haben hier die Darstellung einer Druckzunahme,
welche die Verdnderung des Gasvolumens bewirkt. Wir werden
noch zu diskutieren haben, inwieweit das Gesetz, das Druck und
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Dichte eines Gases miteinander verkniipft, so wie wir es gemiB
den Vorstellungen der kinetischen Theorie aufstellen konnen, in
Ubereinstimmung mit demjenigen ist, das man experimentell fiir
ein wirkliches Gas findet.

Nehmen wir an, die Barriere an unserem Billardtisch werde bis
iiber den halben Tisch verschoben. Nehmen wir ferner an, daB der
Teil des Tisches vor der Barriere von weiflen Kugeln eingenommen
sei, die sich im Mittel mit einer groBen Geschwindigkeit bewegen,
wihrend der Teil hinter der Barriere ebenso von roten Kugeln ein-
genommen sei, die sich im Mittel mit einer viel kleineren Geschwin-
digkeit bewegen. Dementsprechend konnen wir uns vorstellen, daB
unser GefaB in zwei getrennte Kammern geteilt ist; die eine ist mit
einer Gasart von hoherer Temperatur erfiillt, die andere mit einer
anderen Gasart von tieferer Temperatur. Kehren wir nun zu
dem Billardtisch zuriick und denken uns die Barriere plotzlich
entfernt. Die weillen Kugeln werden augenblicklich in den Teil
eindringen, der vorher ausschlieflich von roten Kugeln besetzt
war und umgekehrt. Ferner werden die rasch bewegten weillen
Kugeln bestindig Energie durch die Zusammenst6Be mit den
langsameren roten Kugeln verlieren und offenbar die roten durch
diese Zusammenst68e mit den weilen Energie gewinnen. Nachdem
die Bewegung geniigend lange Zeit vor sich gegangen ist, werden
die roten und die weilen Kugeln gleichmiBig iiber den ganzen
Tisch verteilt sein, und die mittlere Geschwindigkeit der Kugeln
wird fiir beide Farben gleich gro8 sein. Hier haben wir eine
einfache Illustration der Diffusion von Gasen und des Ausgleichs
der Temperatur. Das wirklich zu losende Problem ist indes
bedeutend komplizierter als das durch diese Analogie nahegelegte,
da in der Natur die Molekiile verschiedener Gase sich in viel
tiefer liegenden Eigenschaften unterscheiden als in der blofen
Farbe.

Eine weitere Frage mufl nun erwogen werden. Wie elastisch
die Billardkugeln und der Tisch auch immer sein mogen, keines-
wegs kann die Bewegung unbeschrinkt andauern. Mit der Zeit
wird die Energie dieser Bewegung zersplittert werden, zum Teil
durch die Reibungskrifte, wie z. B. den Luftwiderstand, und zum
Teil durch die Schwingungen, die in den Kugeln durch die Zu-
sammenstofie entstehen. Die durch den Luftwiderstand zerstreute
Energie wird in Energie der Luft umgewandelt, die durch



10 Einleitung. [1. Kap.

die Zusammenstofie zerstreute Energie in innere Schwingungen
der Billardkugeln. Was bedeutet dies nun fiir ein Gas und
wieso kommt es, dall ein Gas, wenn es so konstitutert ist, wie
wir es angenommen haben, nicht in sehr kurzer Zeit die Energie
der Translationsbewegung seiner Molekiile verliert und sie durch
die Energie von inneren Schwingungen dieser Molekiile und durch
Energie im umgebenden Ather ersetzt?

Die Schwierigkeiten, die sich durch diese und &bnliche
Fragestellungen erheben, bildeten viele Jahre hindurch ein sehr
ernstes Hindernis fiir den Fortschritt der kinetischen Theorie.
Maxwell lenkte bereits die Aufmerksamkeit auf sie, jedoch erst
die Einfilhrung der Quantentheorie durch Planck und seine
Nachfolger in den ersten Jahren dieses Jahrhunderts haben
die Mdoglichkeit gebracht, so etwas wie eine befriedigende
Erklarung davon zu geben. Die durch die Quantentheorie ge-
lieferte Erklirung werden wir im Detail in einem spéteren Kapitel
des vorliegenden Buches zu besprechen haben. Sie ist bestenfalls
nur eine teilweise, kann jedoch, soweit dies iiberhaupt méglich
ist, als befriedigend angesehen werden. Die Erklirung lautet, in
Kiirze gesagt, so, daf keine genaue Analogie zwischen den zwei
Fillen besteht, wenn wir Fragen der inneren Schwingungen und
der Ubertragung von Energie auf ein umgebendes Medium in
Rechnung ziehen. Denn die Bewegung der Billardkugeln ist von
dem wohlbekannten Newtonschen Gesetz beherrscht, wihrend die
innere Bewegung der Molekiile und die Ubertragung der Energie
an den Ather, wie man jetzt annimmt, von einem durchaus ver-
schiedenen System dynamischer Gesetze beherrscht wird. Wir
wollen in diesem Buche so vorgehen, dall wir die kinetische
Theorie so weit entwickeln, als dies geschehen kann, ohne das
Newtonsche Gesetz zu verlassen, um dann zu priifen, inwieweit
auf die verschiedenen ausstindigen Phinomene durch das neue
System dynamischer Gesetze, das von Planck begriindet worden
ist, Licht geworfen werden kann.

Numerische Werte.

8. Die vorstehende rohe Skizze wird hoffentlich eine un-
gefihre Idee von der Art der Probleme gegeben haben, die be-
handelt werden sollen. Als Beschlufl dieses einleitenden Kapitels
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diirfte es von Nutzen sein, einige annihernde numerische Werte
zu geben. Dies wird uns eine Vorstellung von der GroSenordnung
der Grofen geben, mit demen wir uns zu beschéftigen haben
werden und es uns leichter machen, uns im Geiste ein klares Bild
der betrachteten Vorginge zu machen.

Die Zahl der Molekiile im Kubikzentimeter. Gemifl
dem Gesetz von Avogadro (siehe weiter unten § 147) ist die
Zahl der Molekiile bei normaler Temperatur und normalem
Druck (0°C und 1 Atm.) unabhiingig von der chemischen Zu-
sammensetzung des Gases. Diese Zahl, die mit N, bezeichnet
werden soll, wird meist als Avogradosche Zahl bezeichnet und
ihre zahlenmé#fige Bestimmung ist naturgemifl von grofer
Wichtigkeit fiir die kinetische Theorie der Materie. Leider
ist es aulerordentlich schwer, die Zahl mit grofler Genauigkeit
zu bestimmen: viel von den Ungenauigkeiten der numerischen
Werte, die in der kinetischen Theorie gebraucht werden, konnen
letzten Endes auf die Ungewifheit bei der Schitzung dieser Zahl
zuriickgefithrt werden. Zum Gliick gibt es eine grofie Zahl von
Methoden, die man zur Bestimmung von N, gebrauchen kann.

Die beste Bestimmung von N, ist die, welche aus dem Werte
der Ladung des Elektrons abgeleitet ist. Millikan?) bestimmt
diese mit einem wahrscheinlichen Fehler von etwa 1 Prom. zu

e == 4,774 .10~10 elektrostatische Einheiten,
= 1,592.10—2 elektromagnetische Einheiten.
Da Nye die Konstante der Elektrolyse ist, und deshalb gleich

9649,6 elektromagnetische Einheiten, so ist der entsprechende
Wert von N, Ny = 2,705.10%.

Die Dichte des Wasserstoffs (Molekulargewicht 2,016) bei
normaler Temperatur und normalem Druck ist gleich 0,00008987,
8o daB wir haben, wenn N, die Zahl der Molekiile in Gramm-
molekiil ist,

N, = 0,00004458 N,,

also entsprechend dem obigen Werte von N,
N, = 6,062.10%.
Eine weniger genaue Bestimmung von N, erhdlt man aus
der Untersuchung der Strahlung des schwarzen Korpers.

1) Phil. Mag. 34, 1 (1917).
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Richardson?) erhilt den Wert N, — 2,76.1019, eine neuere
Berechnung jedoch, in welcher Gebrauch von neueren Beobach-
tungsdaten gemacht wird, zeigt, dal der Wert von N, sehr nahe
an dem Werte N, = 2,705.101%, der oben angegeben wurde,
liegen muB.

Eine .andere Bestimmung von ¥, kann aus Beobachtungen
der Brownschen Bewegung gewonnen werden. Die Methode
wurde zum erstenmal von Perrin entwickelt, der durchaus
grofere Werte erhielt als die oben angefiihrten Millikanschen,
Neuere Beobachtungen von H.Fletcher?) ergeben den Wert
N, =6,03. 102, mit einem wahrscheinlichen Fehler von etwa 2 Proz.

Fiir die in dem vorliegenden Buche auszufiihrenden Berech-
nungen wollen wir die Millikanschen Werte annehmen:

Ny = 2,705 . 101,
N, = 6,062,102, die Zahl der Molekiile im Grammolekiil,
e = 4,774,101 elektrostatische Einheiten.

Demnach sind bei 0°C und 1 Atm. Druck (760 mm) 2,705 .10
Molekiile im Kubikzentimeter enthalten. Unter anderen Um-
stinden ist diese Zahl natiirlich der Dichte direkt proportional.

Die mittlere Entfernung zwischen zwei benachbarten Mole-
kiilen beim Atmosphérendruck ist demnach ungeféhr (2,705 . 1019)—*
oder 3,33.10~7cm. Bei einem Druck von ein milliontel Atmo-
sphire (0,00076 mm) vergroflert sich. diese Entfernung auf
3,33.10~%cm (0,00033 mm).

Die Masse eines Molekiils. Da wir N, = 6,06.1028 an-
genommen haben, miissen wir die Masse eines Atoms mit der
Einheit des Atomgewichts zu (6,062.102)~1g oder 1,651.10~%g
annehmen. Es wird also das Wasserstoffatom mit dem Atom-
gewicht 1,008 die Masse 1,662.10—2¢g besitzen und die Massen
der Molekiile werden ihrem Molekulargewicht proportional sein;
die von Sauerstoff z. B. betrigt 52.10—2g.

Geschwindigkeit. Die Geschwindigkeit der Molekiile hingt
nicht von der Bestimmung der Avogadroschen Zahl ab und ist
mit sehr grofier Genauigkeit bekannt (siche § 150).

Fiir Luft bei einer Temperatur von 15°C betrigt die mittlere
Geschwindigkeit ungefiihr 459 m/sec, fiir Wasserstoff bei 0°C un-

1) Electron theory of Matter, S. 356.
2) Phys. Rev. 4, 440 (1914).
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gefdhr 1694 m/sec. Was die Geschwindigkeiten unter anderen
Umstéinden betrifft, kann man sagen, daB roh ausgedriickt, die
mittlere Geschwindigkeit eines Molekiils vom Molekulargewicht m
bei einer Temperatur von @ Zentigraden proportional ist zu
Y273 + @ und umgekehrt proportional zu Ym, so daB z. B. die
Geschwindigkeit des Sauerstofimolekiils amndhernd ein Viertel
von der des Wasserstoffmolekiils bei der gleichen Temperatur ist.
Die Geschwindigkeit ist unabhingig von der Dichte des Gases.
Eine Tabelle der Geschwindigkeiten wird an einer spiteren Stelle
angefiihrt (§ 151).

Da die Molekille von Wasserstoff bei 0°C sich mit einer
mittleren Geschwindigkeit von 1694 m/sec bewegen, betrdgt die
gesamte Strecke, die von den 2,705 . 10° Molekiilen in einem Kubik-
zentimeter Wasserstoff bei 0° C zuriickgelegt wird, 458 . 1017 km/sec.

GroBe. Es ist eine ziemlich schwierige Sache, die GrifBe
eines Molekiils zu bestimmen oder auch nur zu definieren. Die
Schwierigkeit erwichst in erster Linie aus unserer Unkenntnis
der Gestalt und anderer Eigenschaften des Molekiils. Wenn man
witlte, dall die Molekiile elastische Kugeln seien, so wire die
Frage einfach genug und die Grofie des Molekiils wiirde durch
den Durchmesser der Kugel gemessen werden. Wenn man
jedoch annimmt, daB die Molekiile in erster Niherung elastische
Kugeln seien, so fiihrt der Versuch zu widersprechenden Resultaten
fiir die Durchmesser dieser Kugeln, woraus hervorgeht, daB die
urspriingliche Annahme nicht gerechtfertigt ist. Die Divergenz
kommt nicht allein davon, daf die Gestalt der Molekiile nicht
kugelférmig ist, sondern auch daher, daB die Molekiile von Kraft-
feldern umgeben sind, und in den meisten Experimenten ist die
Ausdehnung des Kraftfeldes und nicht die des Molekiils selbst
ausschlaggebend.

Wenn wir gleichwohl iibereinkommen, die Molekiile in roher
Anniherung als elastische Kugeln anzusehen, so finden wir, dafl
wir diesen Kugeln im Falle des Wasserstoffs einen Radius von
etwa 1,36.10—%em zuschreiben miissen. Die Grofe miilite eigent-
lich, genau gesprochen, verschieden sein fiir verschiedene Molekiile,
und genauere Zahlen werden auch spiter angegeben werden, da
jedoch die Differenzen in der GroBe den Fehler, der durch die An-
nahme eingefiihrt wird, daB die Molekiile elastische Kugeln sind,
kaum iibertrifft, ist es nicht notig, diese Differenzen hier zu dis-
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kutieren. Eine eingehende Diskussion iiber die Einsicht, welche
die kinetische Theorie in bezug auf die GroBe der Molekiile ge-
withrt, findet man im 14. Kapitel des vorliegenden Buches.

Zahl und Hiufigkeit der ZusammenstoBe. Betrachtet
man das Wasserstoffmolekiil als eine Kugel vom Radius 1,36.10—8cm,
so findet man, daB die Zahl der Zusammensté8e pro Kubikzenti-
meter in Wasserstoff bei 0°C ungefihr 2,037.102° pro Sekunde
betrigt.

Freie Weglinge. Jeder Zusammenstol begrenzt zwei freie
Weglingen, daher ist die Zahl der freien Weglingen, die in dem
soeben betrachteten Gase beschrieben wird, etwa 4,07.102 pro
Sekunde. Wir erwdhnten bereits, daB die gesamte Strecke —
das ist die Summe aller dieser freien Weglingen — 459.1022cm
ausmacht. Durch Division finden wir daraus, daB die mittlere
freie Weglinge 1,125.10-5cm betriigt.

Es ist klar, daB die mittlere freie Weglinge, die eine reine
Linge ist, bloB von dem Durchmesser der Molekiile und von der
Zahl der Molekiile im Kubikzentimeter abhiingen wird; dagegen
wird sie nicht von den Bewegungsgeschwindigkeiten der Molekiile
abhingen. Also sind die Werte, die wir fiir die mittlere freie Weg-
linge erhalten haben, angenihert fiir alle Gase richtig, solange
wir annehmen, daB die Molekiile aller in gleicher Weise Kugeln
vom Radius 1,36.10~8cm sind. Die freie Weglinge ist, abgesehen
hiervon, umgekehrt proportional der Zahl der Molekiile pro
Kubikzentimeter des Gases. Zum Beispiel ist in einer Vakuum-
rohre, in der der Druck !/,mm Hg betrigt, die Gasdichte blo8
1:1520 der normalen Dichte und deshalb die freie Weglinge
ungefihr 1/, mm.

Aus diesen Zahlen geht hervor, dal die freie Weglinge eines
Molekiils ungefihr 400mal so groB ist als sein Durchmesser, in
einem Gase bei normalem Druck und ungefihr 600000mal so
grol als der Durchmesser, wenn der Druck auf '/, mm Hg ernie-
drigt wird. Es ist daher in erster Niherung die Annahme durch-
aus gerechtfertigt, dal die linearen Durchmesser der Molekiile
klein sind im Vergleich zu ihrer freien Weglinge.

Vergleichen wir die Werte, die wir fiir die freie Weglinge
erhalten haben, mit den Werten, die wir oben fiir die Geschwin-
digkeit der Bewegung gegeben haben, so finden wir, daB im Mittel
die Zeit zur Beschreibung einer freien Weglinge von ungefihr
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3.10"%sec im Falle von Luft unter normalen Bedingungen bis
ungefihr 10-7sec im Falle von Wasserstoff bei 0°C und dem
Druck von 1/, mm Hg variiert.

Die erste Lehre, die wir aus den vorstehenden Zahlen ziehen
konnen, ist die, daB der Mechanismus der kinetischen Theorie
aullerordentlich ,feinkornig“ ist, wenn er mit den gewdohnlichen
NormalmaBen gemessen wird. Die Molekiile sind tatsachlich weder
unendlich klein, noch ist ihre Bewegung unendlich schnell, jedoch
sind die Einheiten von Zeit und Raum, die fiir die Messung der
Bewegung einzelner Molekiile geeignet sind, so klein im Vergleich
selbst mit den kleinsten Grofien, die wir noch experimentell
messen konnen, daf die Erscheinungen, die ein Gas aufweist, das
in der beschriebenen Weise aufgebaut ist, so weit, als Experiment
und menschliche Beobachtung geht, sich nicht von denen eines
kontinuierlichen Mediums unterscheiden lassen.

Es gibt noch zwei andere fundamentale GroBen, deren nume-
rische Werte hidufig in diesem Buche gebraucht werden, nimlich
das mechanische Wirmetquivalent und der absolute Nullpunkt
der Temperatur.

Das mechanische Warmesdquivalent. Die Kalorie ist die
Zahl von Wirmeeinheiten, die man braucht, um die Temperatur
von 1g Wasser bei 15°C um 1°C zu erhéhen. In dem Recueil
de Constantes Physiques (Gautier-Villars, 1918) veroffentlicht
unter Mitwirkung der Société Frangaise de Physique, ist als ihr
wahrscheinlichster Wert angenommen J = 4,184.107. Der von
der Deutschen Physikalischen Gesellschaft!) angenommene Wert
(1910) ist J == 4,189.107. Fiir das vorliegende Buch nehmen

wir an J = 4,184.10%.

Der absolute Nullpunkt der Temperatur. Der Wert
des absoluten Nullpunktes der Temperatur 7),, der in dem Re-
cueil de Constantes Physiques als wahrscheinlichster an-
gegeben ist, betriigt — 273,09°C. Aus einer lingeren Untersuchung
leitet Callendar?) —273,10°C als den wahrscheinlichsten Wert
ab. In dem vorliegenden Buche wollen wir den Wert

To = — 273,10 C
annehmen.

1) Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 12, 11, 476 (1910).
%) Phil. Mag. 5, 95 (1903).
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Historische Notiz.

9. Die Entwicklung der kinetischen Theorie erfolgte stufen-
weise und es ist schwer, irgend einen Zeitpunkt anzugeben, von
dem man sagen konnte, daB in ihm die Theorie entstanden wire,
oder einen einzelnen Namen, dem die Ehre zukiime, sie auf-
gestellt zu haben. Drei Stadien kann man in ihrer Entwicklung
abgrenzen. Da ist zundchst das Stadium der bloBen spekulativen
Meinung, die von keinem wissenschaftlichen Beweis gestiitzt ist.
Gesetzt, eine grofle Zahl von Denkern gibe sich Spekulationen
iiber die Struktur der Materie hin, so ist es nur im Einklang
mit den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit, da8 einige von ihnen
der Wahrheit recht nahe kommen. Eine Meinung jedoch, die
schlieBlich blof das Resultat hat, nahe der Wahrheit zu sein,
bleibt nichtsdestoweniger ohne griferen Wert fiir den Fortschritt
der Wissenschaft als eine irrige Meinung, so lange, bis -wissen-
schaftliche Griinde dafiir angegeben werden Lkonnen, dafl die
erstere genauer sei als die letztere. Wenn dieser Punkt erreicht
ist, kann man sagen, dal die Theorie in das zweite Stadium
ihrer Entwicklung getreten ist, die wahren und die falschen
Meinungen stehen zwar noch immer in gleicher Weise im Felde,
die ersteren jedoch sind mit Waffen zur Abwehr der letzteren
ausgeriistet. Im dritten Stadium besteht allgemeine Uberein-
stimmung, was die allgemeinen Grundlagen der Theorie und
ihren Wahrheitsgehalt anlangt, und es wird nicht linger Arbeit
darauf verwendet, entgegengesetzte Meinungen zu bekimpfen,
sondern vielmehr darauf, die Einzelheiten der Theorie auszu-
arbeiten und zu versuchen, ihre Grenzen weiter zu stecken.

In ibhrem frithesten Stadium ist die Entwicklung der kinetischen
Theorie kaum von der der Atomtheorie zu unterscheiden. Die
Ansicht, dafl die Materie als eine Anhidufung von harten, unteilbaren
und einander dhnlichen Teilen anzusehen sei, wurde von Lukretius
vertreten, der seine Meinung von Demokrit und Epikur iiber-
nommen zu haben scheint, welcher wiederum von Leukippus ge-
leitet worden ist. Diese Theorie wurde neu belebt von Gassendi
in der Mitte des 17. Jahrhunderts!). Anscheinend war Gassendi
der erste, der vermutete, dafl die Bewegung der Atome allein geniigt,
um von einer Reihe von Erscheinungen Rechenschaft zu geben, ohne

1) Syntagma Philosophicum 1658, Lugduni.
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die Einfilhrung von Zusatzhypothesen, die diese Erscheinungen
speziell erkldren sollten. Lasswitzl) beschreibt. Gassendis
Leistung folgendermafien: ,Nach dem Vorbild von Demokrit und
Epikur erneuerte Gassendi im 17. Jahrhundert die Atomtheorie
und arbeitete sie auf Grund der Annahme aus, dafl alle materiellen
Erscheinungen der unzerstorbaren Bewegung von Atomen zuge-
sprochen und daher als »kinetisch« beschrieben werden konnen.
Gassendis Atome sind frei von allen Qualitiiten, mit Ausnahme
der absoluten Starrheit, sie sind einander gleich in ihrer Substanz,
aber voneinander verschieden in Form und Grofe und bewegen
sich nach allen Richtungen durch den leeren Raum. Auf dieser
Basis erklirt Gassendi eine Anzahl von physikalischen Prozessen,
speziell die drei Zustinde der Materie und den Ubergang von
einem in den anderen in einer Weise, die von der modernen
kinetischen Theorie sehr wenig verschieden ist.¥ Es ist also
klar, da mit Gassendi die Theorie in das zweite Stadium ihres
Bestehens eintritt.

Zwanzig Jahre spiter scheinen Ideen derselben Art unabhingig
davon bei Hooke aufgetreten zu sein; es ist ein Verdienst von
Prof. Taits), den Leistungen dieses Mannes in bezug auf die
Grundlegung der kinetischen Theorie wieder Anerkennuug ver-
schafft zu haben.

Den nichsten Fortschritt der Theorie verdanken wir Daniel
Bernoulli?), dem man frither hiufig die Prioritit der Entdeckung
von Gassendi und Hooke zugeschrieben hat. In seiner Hydro-
dynamica, verdffentlicht im Jahre 1738, spricht er die Ansicht
aus, daB die Elastizitit eines Gases durch die StoBe der Partikel
gegen die Begrenzungen hervorgerufen sein kénnte. Er leitet
das Boylesche Gesetz fiir den Zusammenhang zwischen Druck
und Volumen ab und macht den Versuch, eine allgemeine Rela-
tion zwischen Druck und Volumen zu finden, wenn die endliche
GroBe der Molekiile, die als absolut hart und kugelférmig zu-
grunde gelegt werden, in Rechnung gezogen wird.

!) sDer Verfall der kinetischen Atomistik im 17. Jahrhundert.“ Pogg.
Ann, 158, 373 (1874).

%) yHookes Anticipation of the kinetic Theory“. Proc. Roy. Soc. March 16,
(1885). Taits gesammelte Werke 1I, S. 122.

8) Daniel Bernoulli, ,Hydrodynamica“. Argentoria, 1738. Sectio
decima ,De affectionibus atque motibus fluidorum elasticorum, priecipue
autem aeris“.

Jeans, Theorien, 2



18 Das Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung. [2. Kap.

Nach Bernoulli ist beinahe ein Jahrhundert lang wenig zu
verzeichnen. Dann finden wir, dafl in rascher Folge Herapath?)
(1821), Waterston (1845), Joule?) (1848), Kronigs) (1856) und
Clausius (1857) den Gegenstand aufnehmen. Waterston macht
den Versuch, eine wissenschaftliche, mathematische Theorie des
Gegenstandes zu begriinden, seine Arbeit jedoch, die der Royal
Seciety 1845 vorgelegt wurde, enthilt gewisse Ungenaunigkeiten
und wurde deshalb in den Philosophical Transactions nicht
veroffentlicht bis zum Jahre 18924), als sie Lord Rayleigh
wegen ihres historischen Interesses verdffentlichte. Clausius be-
rechnet in seiner ersten Arbeit®) genau die Beziehung zwischen
Temperatur, Druck und Volumen und ferner auch den Wert des
Verhiltnisses der beiden spezifischen Wirmen eines Gases, dessen
Molekiile ausschlieBlich Translationsenergie besitzen. Im Jahre
1859 stellt sich ClL. Maxwell in die Reihe der Mitarbeiter zu
der Theorie durch die Voriesung einer Arbeit fiber diesen Gegen-
stand vor der British Association at Aberdeen®). KEs ist ver-
mutet worden, dal Maxwell zuerst durch seine Untersuchungen
iiber die Bewegung der Saturnringe, die ihm den Adamspreis vom
Jahre 18577) einbrachte, dazu gefiihrt wurde, sich fiir die Sache
zu interessieren. In der Hand von Clausius und Maxwell
entwickelt sich die Theorie mit groBer Schnelligkeit, so dafl man,
um die Geschichte des Gegenstandes von. diesem Zeitpunkt an
zu schreiben, schwerlich weniger tun konnte, als einen Bericht
iiber die Theorie in ihrer gegenwirtigen Gestalt zu erstatten.
Unter den hervorragenden Mitarbeitern an der Theorie in der
Zwischenzeit zwischen der Zeit von Clausius und Maxwell und
dem Ende des 19.Jahrhunderts mégen Boltzmann, Kirchhoff,
van der Waals und Lorentz auf dem Kontinent und Tait und
Lord Rayleigh in England genannt werden.

1) Ann. of Phil. (2) 1, 278.

%) British Association Report 1848, Teil 1I, S. 21. Memoirs of the
Manochester, Literary and Philosophical Society (2) 9, 107.

3) Pogg. Ann.

4) Phil. Trans. 183, 1.

8) ,Uber die Art der Bewegung, welche wir Wirme nennen.“ Pogg.
Ann. 100, 353.

6) Phil. Mag. Jan. u. July 1860; Collected works 1, 877.

7) Siehe W.D. Niven, Vorwort zu Maxwells gesammelten Werken XV..
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In der erwdhnten Zwischenzeit hatten sich um die Theorie,
um einen Ausspruch Lord Kelvins?) zu gebrauchen, ,die Wolken
des 19. Jahrhunderts iiber der dynamischen Theorie der Wirme
zusammengeballt“. In seiner Vorlesung im letzten Jahre dieses
Jahrhunderts sagt?) Lord Kelvin: ,Die Schonheit und Klarheit
der dynamischen Theorie, die behauptet, daf Wirme und Licht
Arten von Bewegung seien, ist gegenwirtig von zwei Wolken
verhiillt.“ Die erste dieser Wolken hiingt mit der Frage nach
der Konstitution des Athers zusammen und braucht uns hier
nicht zu beschiftigen; die zweite Wolke wurde iiber die Theorie
der Gase durch Schwierigkeiten dhnlicher Natur geworfen, wie sie
am Ende des § 7 erwihnt worden sind. Diese Wolke ist jetzt zum
groflen Teil durch die Entwicklung der Quantentheorie zerstreut,
eine Theorie, welche an geeigneter Stelle in dem vorliegenden
Buche auseinandergesetzt werden soll. Es moge noch erwihnt
werden, dal seit der Zeit, da die Quantentheorie im Jahre 1901
ins Leben trat, das Wachstum der kinetischen Theorie beinahe
genau identisch mit dem Wachstum der Quantentheorie vor
sich gegangen ist.

2. Kapitel.

Das Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung.
L. Die Methode der ZusammenstiBe.

10. Die mathematischen Schwierigkeiten der Sache beginnen,
wenn wir versuchen, das Gesetz zu besprechen, gemil dem sich
die Geschwindigkeiten der Molekiile um ihren Mittelwert gruppieren.
Wir haben zwar selbstverstéindlich die Freiheit, ein imaginires
Gas zu betrachten, in dem die Geschwindigkeiten anfangs nach
einem beliebigen Gesetz verteilt sind, aber im allgemeinen wird
jeder Zusammensto, der stattfindet, bestrebt sein, dieses Gesetz
zu verindern. Das Problem besteht nun darin, zu suchen, ob es
irgend ein Gesetz gibt, das im ganzen und groBen durch die Zu-
sammenstdfe unverindert bleibt; und wenn es ein solches gibt
ob die Geschwindigkeiten der Gasmolekiile, wenn sie von irgend

1) Phil. Mag. 2, 1 (1901).
?) Vortrag, gehalten an der Royal Institution of Great Britain, Freitag,
27, April 1900.

2%
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einem willkiirlich angenommenen Gesetz ausgehen, dahin streben,
nach einer geniigend langen Zeit ein bestimmtes Gesetz zu be-
folgen, das unabhingig von dem speziellen Gesetz ist, von dem
das ‘Gas ausgegangen ist.

Es gibt zwei vollkommen verschiedene Methoden, dieses Pro-
blem zu behandeln, die in diesem Kapitel und in dem folgenden
entwickelt werden, wihrend die Beziehung zwischen ihnen im
4. Kapitel diskutiert wird. Dieses Kapitel enthdlt die klassische
Methode, deren Entwicklung vor allem Clausius, Maxwell und
Boltzmann zuzuschreiben ist. (Siehe § 60.)

Die Definition der Dichte.

11. Es besteht keine Schwierigkeit, die Dichte einer
kontinuierlichen Substanz zu definieren. Nehmen wir ein kleines
Volumen », das einen gegebenen Punkt P einschliefit, und be-
zeichnen wir mit m die Masse der Materie, die in diesem Volumen
eingeschlossen ist, dann folgt aus der Annahme der Kontinuitit
offenbar, daB das Verhiltnis m/v sich einem bestimmten Grenz-
wert ¢ nihert, wenn das Volumen v so lange zusammenschrumpft,
bis es unendlich klein wird, wihrend es immer noch den Punkt P
einschlieft. Wir definieren dann die Dichte im Punkte P als
diesen Grenzwert .

Wenn andererseits, wie in der kinetischen Theorie, die Materie
aus diskreten Molekiilen aufgebaut ist, so besteht wiederum
keine Schwierigkeit, die Dichte zu definieren, wenn die Materie
homogen ist und wenn weiter angenommen werden kann, daB
eine unendlich groBe Menge von ihr vorhanden ist. In diesem
Falle nehmen wir ein Volumen 7 und setzen voraus, daB darin
die Masse M enthalten sei. Aus der Homogenitit der Materie
geht nun sicherlich hervor, daB das Verhdltnis M/V sich einem
bestimmten Grenzwert @ ndhert, wenn ¥ unendlich zunimmt.
Wie friiher definieren wir die Dichte der Materie als den
Grenzwert g.

Das Gas der kinetischen Theorie wird im allgemeinen zwar
weder kontinuierlich noch homogen sein. Es wird infolgedessen
unmoglich sein, eine allgemeine Definition nach dem Muster der
zwei vorhergehenden zu machen, denn um dies zu tun, miiiten
wir verlangen, dafl das Volumenelement gleichzeitig unendlich grof3
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und unendlich klein wird. In bezug auf die wirklich in der
Natur herrschenden Bedingungen jedoch ist dieser Einwand nicht
ernstlich. Wir konnen ein Volumenelement finden, das ohne nennens-
werten Fehler gleichzeitig als unendlich grof im Vergleich mit
den Abstinden zwischen den benachbarten Molekiilen und als
unendlich klein verglichen mit den Bereichen, in denen sich die
Dichte des Gases veréindert, angesehen werden kann. Zum Bei-
spiel kann die Dichte eines Gases im allgemeinen als homogen
in einem Wiirfel angesehen werden, dessen Kante gleich 1mm
ist, withrend ein solcher Wiirfel im Verhiltnis zu den Abmessungen
der Molekularstruktur grofl ist, da er, wie bereits erwihnt worden
ist, ungefdhr 2,75.101¢ Molekiile im Falle eines Gases unter nor-
malen Bedingungen von Druck und Temperatur enthilt.

Das Verhiltnis der Masse, die in einem derartigen Volumen-
element enthalten ist, zum Volumen dieses Elements, gibt die
Massendichte des Gases. Setzen wir ,Zahl der Molekiile, deren
Mittelpunkt enthalten ist ...“ an Stelle von ,Masse, enthalten in...%,
80 liefert diese Definition die Molekulardichte des Gases. Wir
werden es zweckmiflig finden, die Massendichte mit ¢ und die
Molekulardichte mit v zu bezeichnen. Ist m die Masse eines
Molekiils, so haben wir
1) 0 = mw.

Man sieht, daB diese Dichtedefinition logisch nicht vollkommen
ist, aber man muB auch zugeben, daf sie fiir den praktischen
Gebrauch angemessen ist. Die Schwierigkeit, eine logisch ein-
wandfreie Definition zu erbalten, ist von Burbury?) diskutiert
worden. Einer #hnlichen Schwierigkeit begegnet man haufig in
statistischen Arbeiten: man betrachte z. B. die Aussage, ,die Be-
volkerungsdichte in gewissen Teilen Londons betrigt bis 105
per Morgen¥.

12. Ist 2 ein Volumen, in dem die Dichte iiberall merklich
konstant ist, so wire die Zahl der Molekiile, deren Mittelpunkte
in diesem Volumen enthalten sind, gleich v, wenn die vor-
stehenden Definitionen logisch vollkommen wiren. Da dies aber
nicht der Fall ist, so miissen wir untersuchen, innerhalb welcher
Grenzen die Aussage richtig ist, daB die Zahl der Molekiile gleich

1) S. H. Burbury, Kinetic theory of Gases, S. 3.
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ist Lv. Sie ist sicherlich nicht buchstiblich wabr, da im all-
gemeinen weder £ noch v ganzzahlig sein werden, wihrend die
Zahl der Molekiile, deren .Mittelpunkte in dem Volumen & ent-
halten sind, notwendig eine ganze Zahl sein muB. In der Sprache
der Wahrscheinlichkeitsrechnung bedeutet die Aussage, daB die
sErwartung“ der Molekiilzahl in dem in Frage stehenden Bereich
gleich ist Qv. Jede Berufung auf die Theorie der Wahrschein-
lichkeit bringt es mit sich, daB eine gewisse Summe von Kenntnis
gegeben ist, wihrend wir in Unkenntnis der iibrigbleibenden Tat-
sachen bleiben. In diesem Spezialfall ist das, was man wei, daB
die Molekulardichte innerhalb des Bereichs & gleich ist v; was
man nicht weil, ist die Stellung der einzelnen Gasmolekiile.

Unter dieser Voraussetzung wird es gestattet sein, zu sagen,
dal die Zahl der Molekiile in dem Volumenelement dxzdydz,
verteilt nach dem Zufall, gleich ist vdxdydz. Damit ist ge-
meint, daB die Wahrscheinlichkeit dafiir, den Mittelpunkt eines
Molekiils im Innern des Volumenelements zu finden, gleich ist
vdzdyda.

Die Definition des Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes.

13. Die Schwierigkeiten der beiden letzten Abschnitte kehren
wieder, wenn wir den Versuch machen, das Gesetz der Geschwin-
digkeitsverteilung zu definieren. Tatséichlich haben wir nunmehr
zu beriicksichtigen, daf ein Molekiil sechs Koordinaten besitzt —
die Raumkoordinaten seines Schwerpunkts, die wir mit z, 9,2 be-
zeichnen, und die entsprechenden Geschwindigkeitskoordinaten,
die wir u,v,w nennen wollen. In den beiden letzten Abschnitten
haben wir im wesentlichen das Gesetz der Verteilung der Koordi-
naten z,y,# diskutiert; nunmehr haben wir das Gesetz der Ver-
teilung der Geschwindigkeiten u,v,w zu besprechen.

Nehmen wir irgend einen gedachten festen Punkt als Ur-
sprung an und ziehen von diesem Punkte ein System von Strahlen,
die nach GroBe und Richtung die Geschwindigkeiten der verschie-
denen Gasmolekiile darstellen sollen. Bezogen auf rechtwinklige
Achsen, werden die Koordinaten der Endpunkte dieser .Strahlen
gleich u,v,w, den Geschwindigkeitskoordinaten der entsprechenden
Molekiile sein. Eine Diskussion iiber das Gesetz der Geschwin-
digkeitsverteilung ist genau #quivalent mit einer Diskussion iiber
das Gesetz der Dichte dieser Punkte.
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Abgesehen von den oben besprochenen Beschrinkungen (§12)
konnen wir die Dichte dieser Punkte in der bereits erlduterten
Weise definieren. Bezeichnen wir diese Dichte mit 7, so konnen
wir gemiB unserer fritheren Ubereinkunft sagen, daf die Zahl
der Molekiile, deren Geschwindigkeiten zwischen « und w4 du,
vund v4 dv, w und w4 dw liegen, gleich tdudvdw ist, wo
t die ,Punktdichte im Punkte u,v,w“ ist. Wir werden es an-
gemessen finden, ¢ durch Nf zu ersetzen, wo N die Gesamtzahl
der Molekiile ist, deren Geschwindigkeiten dargestellt worden sind.
Wenn es sich als notwendig erweisen sollte, den Punkt u,v, w, in
dem [ gemessen wird, nsher zu bezeichnen, so werden wir
f (u,v,w) an Stelle von f schreiben.

Um die stindige Wiederholung zu vermeiden, wollen wir
iibereinkommen, ein Molekiil, dessen Geschwindigkeitskomponenten
zwischen % und « 4+ dwu, v und v+ dv, w und w4+ dw liegen,
als ein Molekiil der- Klasse A zu bezeichnen.

14. Die Gesamtzahl der Molekiile der Klasse A ist daher gleich
Nfwov,w)dudvdw,
und da im ganzen N Molekiile vorhanden sind, folgt, daB die
Wahrscheinlichkeit, daB die Geschwindigkeit eines aufs Geratewohl
ausgewidhlten Molekiils Komponenten zwischen # und « + du,
v und v 4 dv, w und w + dw hat, gleich ist f(u,v,w)dudvdw.
Im Einklang mit der Definition des § 12 kénnen wir sagen,
daBl die Zahl der zur Klasse A gehérigen Molekiile, die sich in
dem Volumenelement dxdydz verteilt nach dem Zufall be-

finden, gleich ist
@ fuv,w)ydudvdwdzdyda.

Wortlich ausgelegt ist diese Aussage unverstindlich, da
dudvdwdzrdydz eine von sechster Ordnung kleine GroBe ist;
dagegen in dem bereits erklirten Sinne interpretiert, kann weder
gegen ihre Verstindlichkeit noch gegen ihre Richtigkeit eine Ein-
wendung erhoben werden.

Die Annahme der molekularen Unordnung.

15, Stellen wir uns vor, da wir an Stelle des Elements
dzdydzs, das aufs Geratewohl ausgewshlt worden ist, ein Element
in der unmittelbaren Nachbarschaft eines zweiten Molekiils zu-
grunde gelegt hitten, dessen Geschwindigkeitskomponenten, wie
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man wiite, zwischen «' und «' 4 dw', ' und o'+ dv', ' und
w' + dw liegen. Wir wollen es ein Molekiill von der Klasse B
nennen. Wir sind nun nicht mehr linger berechtigt zu sagen,
daB die Wahrscheinlichkeit, ein Molekiil der Klasse A im Innern
dieses Elements vorzufinden, durch den Ausdruck (2) gegeben sei.
Wiiren alle Molekiile der Klasse A nach dem Zufall verteilt, und
dann die der Klasse B unabhéingig davon auch nach dem Zufall
verteilt, so wire die Aussage vielleicht richtig. Wenn sich jedoch
das Gas den natiirlichen dynamischen Bedingungen gemiB bewegt,
ist es sehr gut verstéindlich, daB beispielsweise Molekiile, die nahezu
die gleiche Geschwindigkeit besitzen, das Bestreben haben werden,
sich zusammenzuscharen. In diesem Falle wire die Wahrschein-
lichkeit, die wir besprechen, grofler als die durch den Ausdruck (2)
gegebene, wenn die Geschwindigkeiten der zwei Melekiile aus den
Klassen A und B einander nahezu gléich wiren; im allgemeinen
diirfte sie ebensowohl von %',v',%’ als von u,v,w abhingen.

In dem Falle, der in dem vorliegenden Kapitel besprochen
wird — wo wir die Molekiile als harte Kugeln ansehen —, ist es
iiblich anzunehmen, daf die Molekiile, deren Geschwindigkeits-
komponenten zwischen irgendwelchen bestimmten engen Grenzen
liegen, in jedem Augenblick wihrend der ganzen Bewegung des
Gases nmach dem Zufall verteilt sind, unabhiingig von der Lage
oder der Geschwindigkeit der anderen Molekiile, wofern nur zwei
Molekiile nicht denselben Raum einnehmen: Die Berechtigung
dieser Annahme ist nicht selbstverstindlich. In der Tat, nichts
als eine Diskussion der dynamischen Gleichungen, welche die Be-
wegung der Molekiile bestimmen, kann dariiber entscheiden, ob
die Annahme richtig ist oder nicht. Eine solche Diskussion
werden wir im 4. Kapitel durchfiihren und es wird sich zeigen,
daB die Annahme berechtigt ist; fiir jetzt wollen wir damit zu-
frieden sein, die Annahme zu machen, ohne ihre Giiltigkeit zu
untersuchen.

Die durch die ZusammenstéBe herbeigefiihrten Verinderungen,
unter der Annahme, daB die Molekiile elastische Kugeln sind.

16, Der Zustand eines Gases ist, vom Standpunkt der Stati-
stik, vollkommen bekannt, wenn die Dichte und das Geschwindig-
keitsverteilungsgesetz in jedem Punkte des Gases bekannt sind.
Das Hauptproblem dieses Kapitels, das wir nun in Angriff zu
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nehmen beginnen, bildet es, nach dem stationdren Zustand zu
suchen: das heilt dem Zustand, bei dem die Dichte und das Ge-
schwindigkeitsverteilungsgesetz mit der Zeit in jedem Punkte des
Gases unveréindert bleibt.

Wir beginnen mit der Besprechung des einfachsten Falles.
Wir setzen nicht nur voraus, daf die Molekiile harte Kugeln sind,
sondern auch, daf in jedem Punkte des Raumes die gleichen
dulleren physikalischen Bedingungen gelten, und daf das Gas
einen unbegrenzten Raum erfiillt. Die letzte dieser Annahmen
ist nur eine vorldufige, die uns in den Stand setzt, gesondert die-
jenigen Bestandteile des Problems zu betrachten, welche durch
das Vorhandensein eines begrenzenden Gefifles eingefiihrt werden.

Unter den jetzt geforderten Bedingungen werden wir natiir-
lich mit der Annahme beginnen, dafl das Gas iiberall die gleiche
Molekulardichte » und das gleiche Geschwindigkeitsverteilungs-
gesetz [ besitzt. Da infolgedessen nichts da ist, worin sich die
verschiedenen Teile des Raumes voneinander unterscheiden, so
wird diese Gleichformigkeit des Raumes offenbar mit der Zeit
beibehalten bleiben, die wirkliche Gestalt der Funktion f wird sich
jedoch mit der Zeit verdndern.

17. Die erste Aufgabe ist es, einen Ausdruck fiir die Ande-
rung der zur Klasse A gehorigen (Definition siehe auf S. 23)
Molekiile wihrend des Zeitintervalls df zu finden. Da die Be-
wegung der Molekiile mit gleichféormiger Geschwindigkeit erfolgt,
ausgenommen dann, wenn ein Zusammenstof stattfindet, ist es klar,
daB ein Molekiil nur dann, wenn ein ZusammenstoB stattfindet,
in die Klasse A eintreten oder sie verlassen kann. Wir beginnen
mit der Betrachtung derjenigen Molekiile, die die Klasse A infolge
eines Zusammenstofes verlassen. Betrachten wir eine spezielle Art
von ZusammenstoBen, die wir einen Zusammensto der Klasse «
nennen wollen. Diese Zusammenstéfe konnen durch die drei
folgenden Bedingungen definiert werden:

1. Eines der beiden zusammenstoBenden Molekiile muB der
Klasse A angehoren.

2. Das andere der zusammenstoBenden Molekiile muB der
Klasse B angehoren (Definition auf S.24).

3. Die Richtung der Geraden, die die Mittelpunkte der
beiden Molekiile im Moment des StoBies verbindet, muf derart
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sein, dal eine parallel zu ihr vom Mittelpunkt einer festen Kugel
mit dem Radius 1 zu deren Oberfliche gezogene Gerade diese
Oberflache innerhalb eines kleinen Flichenelementsd w trifft, das so
gelegen ist, dafl die Richtungskosinus der Geraden von seinem
Mittelpunkt zum Mittelpunkt der Kugel gleich I,m,n sind.

Die Zahl der Molekille der Klasse A ist »f (u,v,w) pro
Volumeneinheit, und fiir jedes davon besteht die Moglichkeit, an
einem Zusammensto der Klasse & teilzunehmen. Sei 6 der
Durchmesser eines Molekiils, und denken wir uns eine Kugel
vom Radius ¢ um jedes Molekiil konzentrisch zu demselben ge-
schlagen. Wenn sich das Molekiil bewegt, so soll sich die Kugel

Fig. 1. auch bewegen, und zwar so,
da sie dabei konzentrisch
bleibt, aber nicht mit dem
Molekiil mitrotiert. Soll ein
Zusammenstof der Klasse «
stattfinden, so muf der Mittel-
punkt- des zweiten Molekiils
— von der Klasse B — im
Moment des Stofes auf dieser
Kugel liegen und ferner, da
auch die Bedingung 3 befrie-
digt sein mul, in dem kleinen Oberflichenelement vom Flichen-
inhalt 62dw. In Fig.1 ist die Kugel vom Radius ¢ dick aus-
gezogen. Die anderen Kugeln bezeichnen die zwei Molekiile
unmittelbar vor dem Stofe und im Moment des Stofes.

Da wir voraussetzen, daB ein Zusammenstof der Klasse o
stattfindet, sehen wir, daf sich vor dem StoBe das zweite Molekiil
relativ zum ersten mit einer Geschwindigkeit bewegt haben muB,
deren Komponenten bis auf unendlich kleine GroBen gleich %' —u,
v'—wv, w'—w sind, wir wollen sagen, mit einer Geschwindig-
keit ¥V in der Richtung A, u,v. Ferner muB in der unendlich
kurzen Zeit 0¢ vor dem Zusammenstofl der Mittelpunkt des zweiten
Molekiils auf dem kleinen Element vom Flicheninhalt 62dw ge-
legen sein, das wir erhalten, wenn wir das Element 6*d® aus
einer Anfangslage auf der Kugeloberfliche iiber die Distanz V4t
in der Richtung — 4, —u, —v bewegen. Wenn daher in dem
Zeitintervall df ein Zusammenstof stattfinden soll, so mull der
Mittelpunkt des zweiten Molekiils zu Beginn dieses Zeitintervalls




§ 17, 18] Veranderungen durch die ZusammenstoBe. 27

innerhalb des Zylinders gelegen sein, der durch die Bewegung
des urspriinglichen Elements iiber die Strecke Vd¢ in derselben
Richtung beschrieben wird. Das Volumen dieses Zylinders ist
gleich seiner Grundfliche multipliziert mit seiner Hohe. Die
erstere ist gleich 6*dw, die letztere gleich V'dtcos®, wo @ der
Winkel zwischen der Zylinderachse und dem Lot auf die Grund-
fliche ist. Die Richtungskosinus der Achse sind — 4, —yu, —,
die des Lotes auf die Grundfliche sind offenbar I, m, n, so daf

3) co8s® = —(IA+myu+ nv).

Daher ist das Volumen des Zylinders V62 cos ® dwdt, so dal fiir
irgend ein einzelnes Molekiil der Klasse A die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dal der Mittelpunkt des Molekiils der Klasse B zu Beginn
des Intervalls dt innerbalb dieses Zylinders liegt, gemiB § 15
gleich ist

vf(w, v, w')du dv' diw' Ve2cos @ do dt.

Dies ist also die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Molekiil
der Klasse A innerhalb des Zeitintervalls d¢ einen Zusammensto
der Klasse o erleidet. Die Zahl der Molekiile der Klasse A pro
Volumeneinheit betrigt »f(u,v,w)dudrdw, so daB die ,Er-
wartung® der gesamten Stofzahl der Klasse «, die in der Zeit dt
pro Volumeneinheit vor sich geht, gleich ist

(4) »3f(u,0,w)f W, v, w') Vo2cos @ dudvdwdw dv' dw' do dt.

18. Wir betrachten nun eine zweite Type von StoBen, die
der Klasse B. Dies sollen derartige Zusammenstéfe sein, daB
durch sie ein Molekiil in die Klasse A eintritt und die so definiert
sind, daB bei ihnen die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind.

1. Nach dem ZusammenstoB soll das eine der Molekiile der
Klasse A angehoren.

2. Nach dem Zusammenstol soll das andere Molekiil der
Klasse B angehoren.

3. Die Verbindungslinien der Mittelpunkte wihrend des
Stofies sollen derselben Bedingung unterliegen wie fiir einen Zu-
sammenstol der Klasse « (S.25).

Die Geschwindigkeiten vor dem Stofie kann man ohne Schwierig-
keit finden. Denn die Relativgeschwindigkeit kann in zwei Teile
gespalten werden, einen in der gemeinsamen Tangentialebene
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durch den Beriihrungspunkt auf den Kugeln und einen anderen
laings der Zentrallinie. Von diesen bleibt der erste beim Stof
ungedndert, wihrend der zweite seine Richtung umkehrt, abér in
seiner Grofe ungedndert bleibt. Nun mufl die Normalkomponente
der Relativgeschwindigkeit nach dem Stofe, damit die drei Be-
dingungen erfiillt sind, ebenso grol sein wie fiir einen Zusammen-
stof der Klasse &« vor dem Stofle, also gleich Fecos®. Nach
Gleichung (3) haben wir

Veos® = —V(IA+mu+nv)=1(u—u)+m(v—2v')+ n(w—w').

Seien #, ¥, w und #', 7' w' die Komponenten der Geschwindig-
keiten von zwei Molekiilen, derart, daB nach dem Stofie in der
Richtung der Zentralen mit den Richtungskosinus I, m, n die Ge-
schwindigkeiten gleich w,v,w bzw. «/, v, %’ sind, dann muf nach
dem soeben Gesagten gelten:

Byu=u—1Vcos® —=u—{I8(u—u)+Im@®w—ov)+ In(w—w)});
6) W=u'+1Vcos® = uw'—{12(w'—u) +1Im(®' —v) + ln(w'—w)}.

Die Zahl der Zusammenstofe pro Volumeneinheit, derart, daf
vor dem Stofe die Geschwindigkeitskomponenten zwischen # und
@+ du usw. und zwischen #' und % + d#’ usw. liegen, und daB
ferner die dritte Bedingung von S.27 durch die Zentrallinie im
Moment des Stofes befriedrigt wird, ist, wie man durch Vergleich
mit dem Ausdruck (4) sieht, gleich

(1) vaf (3, W) (@, v, ') Vo2cos O dia db diw dit’ dv' div’ deo dt.

19. Alle diese Zusammenstofle werden zur Klasse g gehoren,
wofern nur die durch d#%, dv usw. bestimmten Grenzen derart ge-
wihlt sind, daB die durch die Gleichungen (5) und (6) gegebenen
Werte von u, v, w innerhalb der angemessenen Grenzen # und
-+ du, v und v 4+ dv usw. liegen. Um die Gesamtzahl der Zu-
sammenstofe der Klasse g zu erhalten, miissen wir den Aus-
druck (7) iiber alle Werte von #%,v usw. integrieren, fiir die u, v usw-
innerhalb dieser Grenzen liegen.

Zu diesem Zwecke miissen wir bloB das Verhalten der zwei
Produkte von Differentialen

dudvdwdu' dv'dw' und dudvdwdy dv'dw'
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ins Auge fassen. Wir benutzen das Theorem von Jacobi,
welches besagt, daB

(8) dudvdwdu dv' dw’ — +ddudvdwdu dv'dw',
wo 4 die Determinante
2a 0% du 0w du 0f
ou’' 00’ 0w’ ou” 90" ow'’
05 20 0%
ou’ ov’' dw

usw.

bedeutet.

Mit Benutzung der durch die Gleichungen (5) und (6) ge-
gebenen Werte finden wir ohne Schwierigkeit, dal 4 = —1. Den
Zahlenwert von A, der allein benotigt wird, konnen wir tatséch-
lich sogar ohne eine wirkliche Rechnung erhalten. Da némlich
die Gleichungen (5) und (6) in bezug auf die Geschwindigkeiten
linear sind, kann der Wert der obigen Determinante nicht von
den Geschwindigkeiten abhingen. Da ferner die Beziehung
zwischen den Geschwindigkeiten vor und nach dem Stofile wegen
der Umkehrbarkeit der Bewegung eine gegenseitige ist, so ist es
klar, daB wegen Gleichung (8)-der einzige mogliche Wert fiir 4
gleich ist + 1.

Da nun das in Frage stehende Verhiltnis notwendig das
positive Zeichen tragen muf, verwandelt sich Gleichung (8) in
9) didvdwdw dv' dw = dudvdwdu dv' dw’
und der Ausdruck (7) kann in der Form geschrieben werden
(10) v2f (i, v, w)f (W, o', w') Vo2cos @ dudvdwdu' dv'dw dwdt.

Soll diese Zahl wirkiich genau alle zur Klasse § gehorigen
Stofe umfassen, so miissen die Werte von du, dv, dw,dw',dv',dw’
genau dieselben sein, die der Beschreibung eines Stofles der
Klasse o entsprechen (S.25), daher so, wie sie in dem Aus-
druck (4) enthalten sind.

20. Gesetzt nun, der Ausdruck (4) werde iiber alle moglichen
Klassen von Zusammenstofen, die bei dem Molekiil der Klasse A
vorkommen konnen, summiert oder, was dasselbe ist, der Aus-
druck (4) werde iiber alle moglichen Werte von «/,+,w' und
iiber alle Elemente der Kugeloberfliche dw, fiir die ein Zu-
sammenstoB moglich ist, integriert. Offenbar wird die so er-
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haltene Grofle die Gesamtzahl der Molekiile der Klasse A dar-
stellen, die in dem Zeitintervall d¢ einen Zusammenstol erfahren 1)-
Ebenso gibt der Ausdruck (10), iiber den gleichen Wertebereich
integriert, die Gesamtzahl der Molekiile der Klasse A, die wihrend
desselben Intervalls aus dem Zusammenstol hervorgehen.

Der Gesamtgewinn fiir die Klasse A in dem Intervall d¢ ist
daher die Differenz dieser zwei Integrale, das ist

(1) v dudvdw dt [ [ {[ [(FF' —ff) Vor cos@du' dv' du' d,
wenn ff ff' geschrieben ist fiir f(u, v, w), f(u', v’y w'), f(u,v, w)
und £ («, v', w').

21. Wir wissen, dall die Zahl der Molekiile, die zu Beginn
des Intervalls df zur Klasse A gehorten, gleich vfdudvdw wan
wihrend fiir den Schluf -des Intervalls dieselbe Zahl angesetzt
werden kann in der Form

<f+ fdt)dudvdw

Der Gewinn fiir die Klasse A ist daher
f du dvdw dt.

Setzen wir diese GriBe glelch der durch den Ausdruck (11) ge-
gebenen, so erhalten wir die Gleichung

(12) g_f I JJH(ff' ff") Voicos Odu’ dv' dw' d e,

Die Bedingung fiir den stationdren Zustand ist, daB 9f/ot fiir
alle Werte von u, v, w verschwinden muB. Trotzdem kann man
durch die Nullsetzung der rechten Seite von Gleichung (12) keinen
Fortschritt erzielen: das Problem der Bestimmung des stationiren
Zustandes muf auf eine andere Weise in Angriff genommen werden.

Das H-Theorem.
22. Wir betrachten die Griofie H, die definiert sei durch

(13) H:J‘Hflogfdudvdw,

1) Nicht die Gesamtzahl der ZusammenstéBe, die ein Molekiil erfihrt,
das urspriinglich der Klasse A angehort hat, da ZusammenstdBe, bei denen
beide Molekiile der Klasse A angehoren, zweimal gezihlt sind.
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worin die Integration iiber alle moglichen Werte von u, v, w zu
erstrecken ist, so dafl H eine reine Zahl und nicht Funktion von u,
v, w ist.. Diese GroBe hingt ausschlieBlich von dem Geschwindigkeits-
verteilungsgesetz ab und bleibt daher ungeindert, solange dieses
Gesetz unverindert bleibt. Die notwendige Bedingung fiir einen
stationdren Zustand ist also gegeben durch d H/d¢ = 0. Wir
gehen nun daran, die GroBe d H/dt im allgemeinen Falle aus-
zuwerten.

Nach dem Intervall d¢ wird sich der Wert von flogf, der
irgendwelchen bestimmten Werten von «, v, w entspricht, jedenfalls
verwandelt haben in

0
flogf+ 2 (log/) dt
oder, was auf dasselbe hinausliuft, in flogf + (1 +loo'f) of dt.

Daher ist der Zuwachs von H, der geschrieben werden kann
d H/dt.dt, gegeben durch

(14) ‘zfdt —{H (1+loof)afdudvdw}dt

und wenn wir den Wert von o//2¢ aus Gleichung (12) einsetzen,
wird dies

a5 {"%’mHH:”j(wmgf}(f?—fﬁ)
o ‘VG? cosOdudvdw du dv'dw' de.

23. In Gleichung (13) wird H als die Summe einer Anzahl
von Beitrigen angesehen, und zwar von je einem Beitrag von
jeder Molekiilklasse. In dieser Gleichung ist ferner die Klasse A
als die typische angenommen. Hitten wir die Klasse B als die
typische angenommen, so hétten wir H in der Form schreiben
miissen

(16) H= j j j f'log ' du' dv' dw',

und der Zuwachs von H wire an Stelle von Gleichung (14) gegeben
durch
dH

(17) W:J[j(l-}-lovf’) o awav dw.

Um die rechte Seite dieser Gleichung auszuwerten, miissen
wir den Wert von 9f"/0t kennen. Nun wird in Gleichung (12)
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die Anderung von f als Summe einer Anzahl von Beitrigen auf-
gefaft, und zwar von je einem Beitrag von jeder Klasse von
ZusammenstoBen, bei denen eines der Molekiile entweder vor oder
nach dem Stofe der Klasse A angehort, und von den Zusammen-
stoBen sind als typisch die der Klassen « und g angenommen. In
dhnlicher Weise konnen wir -0f’/0¢ als Summe einer Anzahl von
Beitrigen auffassen, und zwar von je einem Beitrag von jeder
Klasse von ZusammenstoBen, bei denen eines der Molekiile ent-
weder vor oder nach dem StoBe der Klasse B angehort. Als
typische Klasse von ZusammenstéBen kann man wiederum die
Klassen o und 8 ansehen, und wir erhalten dann fiir o f'/0¢ den-
selben Ausdruck wie den in Gleichung (12) fiir 9f/3¢ gegebenen,
pur mit dem Unterschied, dall die akzentuierten Symbole durch
unakzentuierte zu ersetzen sind und umgekehrt. In der Tat
tauschen die Molekiile 4 und B ihre Rollen.

Setzen wir nun diesen Wert fiir ¢ ///0¢ in Gleichung (17) ein,
so erhalten wir [vgl. Gleichung (15)]

T =[[[][[[Ja+werir—rr
Ve2cos @dudvdwdu dv'duw d e,

eine Gleichung, welche, wie man sieht, mit (15) iibereinstimmt bis
auf den Umstand, daB die akzentuierten und die unakzentuierten
Symbole miteinander vertauscht sind. Addieren wir die beiden
erhaltenen Werte fiir d H/d¢, so haben wir

= [[[]]]e+wermer—re
Ve2cosOdudvdwdu dv' dw' de.

(18)

Diese Gleichung driickt d H/dt als die Summe einer Zahl von
Beitrigen aus, und zwar von je einem fiir jede mogliche Klasse
von ZusammenstoBen. Als typische Klasse von ZusammenstofBen
ist dabei die Klasse o angenommen, in der

u, v, w, w, v, w'
in

T A Ay

Wy Dy Wy Wy D'y W

umgewandelt worden ist.
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Benutzen wir dieselbe Gleichung, nehmen jedoch als typische
ZusammenstofBe die der Klasse 8 an, worin
. 72’ ﬁ’ w’ u” v’? w’
in .
u, v, w, W, v, w
verwandelt wurde, so erhalten wir als weitere, wiederum ver-
schiedene Form fiir d H/dt

o) {%’tf: 2 [ I]T] ] je+wefmer—r
Vo2cos@didvdwda dv'dw' de.
Gleichung (9) setzt uns in den Stand, das Produkt der ersten
sechs Differentiale auf der rechten Seite dieser Gleichung durch
dudvdwdu' dv' dw zu ersetzen, und wenn wir -den so umge-
wandelten Wert von d H/dt zu dem durch Gleichung (18) gegebenen
addieren, erhalten wir

an fae= s [[[I[][Jerr —eriir =i

Nun ist (log ff'—logf ") positiv oder negativ, je nachdem
Ff' groBer oder kleiner ist als ff’, und hat daher stets das ent-
gegengesetzte Vorzeichen als f ' —ff'. Daher ist das Produkt

(og ' —log F )" —FT)
sicherlich negativ, wenn es nicht gleich Null ist. Da fernerV cos 8,
die Relativgeschwindigkeit in der Richtung der Zentralen vor
dem Stof notwendig fiir jede Art von StoB positiv ist, so folgt,

daf das Integral der Gleichung (20) stets entweder negativ oder
Null ist.

Die Losung fiir den stationfiren Zustand.

24. Damit das Gas sich im stationdiren Zustand befinde, ist
es notwendig, daB, wie bereits erwéhnt wurde, d H/d ¢ gleich Null
ist. Nun driickt Gleichung (20), wie wir gesehen haben, d H/dt
als Summe einer Zahl von Beitrdgen aus, und zwar von je einem
Beitrag von jeder Type von Zusammenstoflen, und jeder Beitrag
ist notwendig negativ oder gleich Null. Damit also d H/dt ver-
schwinde, muB jeder einzelne Beitrag verschwinden. Mit anderen
Worten, wir miissen fiir jede Type von ZusammenstoBen haben

@ 1 =17

Jeans, Theorien. 8
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Wir haben gesehen, dal diese Bedingung fiir den stationéren
Zustand notwendig ist. Gleichung (12) zeigt, da sie auch hin-
reichend ist, denn wenn sie befriedigt ist, dann ist df;dt = 0
fiir jeden Wert von u, v, w. Das Problem der Bestimmung des
stationdiren Zustandes ist damit auf das Problem der Losung
von (21) zuriickgefiihrt. Es erweist sich als zweckmifig, auf
beiden Seiten die Logarithmen zu nehmen und die Gleichung in
der Form zu schreiben:

(22) logf + log f' = logf+ log f".

25. Es sei g eine Funktion der Geschwindigkeiten u, v, w
derart, daB, wenn zwei Molekiile zusammenstofen, die Summe der
zu zwei Molekiilen gehorigen y vor dem Stofle gleich ist der
Summe der beiden y nach dem StoBe. Da nach Voraussetzung g
eine Funktion von u, v, w allein sein soll, so wird der Wert von g
fiir jedes Molekiil gleich bleiben, aufler, wenn es einen Zusammen-
stoB erleidet. Wir konnen daher sagen, daf nach Definition g
zwischen zwei Molekiilen austauschbar aber unzerstorbar ist;-
Xy bleibt wihrend der Bewegung unveréndert, wenn X eine Summa-
tion bezeichnet, die fiber alle Molekiile des Gases zu erstrecken ist.

Es ist klar, daB eine partikulare Losung der Gleichung (22)

logf =1
darstellt. Fernmer kann man sehen, daf die Differenz zwischen g
und der allgemeinsten Losung von (22) derart beschaffen ist, daB
sie die dem y auferlegte Bedingung erfiillt. Seien 7, %2 %3 ---
unabhiingige GroBen, von denen jede diese Bedingungen erfiillt,
und nehmen wir an, daf es keine anderen solchen Grofen gibt,
dann muB die allgemeinste Losung von (22) lauten:

(23) logf = o 2.+ o ga+ o525+

wenn o, oy, o; voneinander unabhingige und zunéchst willkiirliche
Konstanten sind.

Aus der Dynamik des StoBes wissen wir, daB es vier Grofen
gibt, welche die fraglichen Bedingungen erfiillen: nimlich die
Energie und die drei Komponenten des linearen Impulses. Das
gibt vier Formen fiir 4: eine fiinfte erhalten wir, indem wir g
gleich einer Konstanten setzen, und es ist klar, daB es keine
andere geben kann. Denn gibe es auBerdem noch eine andere
mogliche Form fiir §, so gibe es fiinf Gleichungen, die 4, v, w,
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@, 7'y w durch u, v, w, v, v', w ausdriicken, so daf u, v, w, o, v', w'
bis auf eine Unbekannte bestimmt wiren, wihrend es doch zwei
Unbekannte geben mufl, da die Richtung der Zentrallinie un-
bekannt ist.

Man sieht demnach, dal die allgemeine Losung der Gleichung
(22) lautet

(24) logf = oym (u2+ 024+ w2) + oemu 4 o3 mv 4+ o6, mw + ot
Wir ersetzen die Konstanten ey, o, &, o durch neue und
schreiben die Losung in der Form

log f'= oy m[(w — o) 2 + (v — ) 2+ (W — wo) 2] + @,
oder, wenn wir die Konstanten noch einmal veréndern,
(25) f=Ae—rmlu—u?+ @—r)2+ (w—wp)2]
worin A, h, 4y, vy, W, neue willkiirliche Konstanten sind.

26. Erteilen wir diesen fiinf Konstanten verschiedene Werte,
80 erhalten wir alle fiir ein Gas moglichen stationiren Zustéinde.
Die verschiedenen Werte der Konstanten hingen von den ver-
schiedenen Werten von Xy, Xy 23 S0 =7 das heilit
von Gesamtenergie, -impuls und -masse des Gases ab. Wir
schreiten nun fort in der Bestimmung der Beziehungen zwischen
diesen Konstanten und den entsprechenden physikalischen GroBen.

Der Wert irgend einer GroBe y pro Volumeneinheit, summiert
iber alle Molekiile, ist gegeben durch

26) Zp=v[f[rderntu—wi+o-wtw-wl dudyduw.

Schreiben wir
U—uy = u,
V—1Uy =V,
W— Wo=— W,
80 verwandelt sich dies in
en  Er=v[ffrdeTt " P dudvaw,

und wenn wir weiter die Variablen nach dem Schema

u = c¢sin O cos g,
(28) v = c¢sin @sin P,
w = ccos @

transformieren, erhalten wir die Gleichung
(29) Zx=v-j”er—’““zcﬂsin@d@ddidc.
3 *
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Setzen wir g = 1, so ist 2’y die Zahl der Molekiile pro Vo-
lumeneinheit und daher gleich v. Entsprechend wird Gleichung (29)
lauten

1 = 4nA5e—’”"czcﬂdc,
0

Wars
und da bekanntlich der Wert des Integrals?) gleich Zl/ 7 ist,

h3ms
gibt dies die Beziehung

(30) 4= V}F;ﬁ :

Setzen wir weiter y — u in Gleichung (27) ein, dann erhalten
wir

+ @ + +
Su—=vAd j.e—-hmuzuduj.e—hmw',lvj.e—hmwzdw’
— D —_ —

wo die rechte Seite verschwindet, da der Wert des ersten Integrals
gleich Null ist. Daher ist also Zu — 0 oder, was dasselbe ist,

Zu = Z‘uo = VU,

u, ist also der Mittelwert von » und daher gleich der z-Kompo-
nente der mittleren Geschwindigkeit des Gases. Ahnlich sind v,
und w, die y- und z-Komponenten dieser Geschwindigkeit.

SchlieBlich wollen wir setzen y = u?+ v® + w2 Wenn wir
diesen Wert in Gleichung (29) einsetzen, erhalten wir

S+ v+ wt) = 4:wAj'e—’"“"c4dc.
o

Der Wert des Integrals auf der rechten Seite ist bekanntlich 1)
.. 3
gleich 3 VkﬁLW’ und das fithrt zu

3
Z+ v+ w?) = §A
oder, wenn wir den Wert von A4 aus Gleichung (30) einsetzen,

(31) Z(u?+ v+t w?) = 2—27511.

1) Betreffs des Wertes dieser und ahnlicher Integrale siehe den Anhang A
am Ende des Buches.
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Die kinetische Energie pro Volumeneinheit des Gases ist
Z1ym(ut 4+ 02+ w?), und da Ty = Zv = Zw = 0, haben wir

Z1/ym(us+ 024 w) = Vym Z ((a+ )2 4+ (v + o) + (W w,)?)
=Y ymZ(u? + v + w? 4 42 4 v,2 + w,?)

3
(32) =1/ymv (m + uo? + v* + w02>
3
=" + s 0 (Uo? + 0o + wy?),

wo ¢ die durch Gleichung (1) bestimmte Massendichte des Gases ist.

Wir haben nun fiinf Relationen zwischen den unbekannten
Konstanten und der Dichte der kinetischen Energie und dem Impuls
des Gases abgeleitet. Daraus geht hervor, daB fiir gegebene
Dichte, kinetische Energie und Impuls die Werte der Konstanten
eindeutig sind, da % [durch Gleichung (32), u,, v,, wo durch die
Impulse und 4 durch Gleichung (30) bestimmt sind. Es gibt
also nur einen moglichen stationdren Zustand fiir gegebene Werte
der Dichte, der Energie und der Impulse.

Das Gas ist in einem GefdB eingeschlossen.

27. Damit ist die Bestimmung des stationiren Zustandes
einer unendlichen Gasmasse vollstindig. Wir haben nun die Ver-
dnderungen ins Auge zu fassen, welche eintreten, wenn das Gas
sich in einem geschlossenen Gefdf befindet. Gesetzt, die Winde
dieses Gefiles seien absolut starr nnd elastisch, so werden wir
zeigen, dall das bereits in Gleichung (25) gefundene Geschwin-
digkeitsverteilungsgesetz, nimlich
(33) f= Ae—hmlu—ug? + 0 —ve + (0 —we)?]
auch jetzt noch den stationiren Zustand darstellt, unabhingig
von der Gestalt des GefdBes, vorausgesetzt, daB sich dieses Gefil
mit einer Geschwindigkeit w,, vy, w, bewegt.

Um dies zu beweisen, betrachten wir den Zusammensto von
Molekiilen mit einem einzigen kleinen Element der Wand des begren-
zenden GefiafBes. Das Element habe den Flicheninhalt d S, und die
Richtungskosinus der Senkrechten dazu seien I, m,n. Wir betrachten
diejenige Klasse von Zusammenstofen, bei denen die Geschwindig-
keitskomponenten des stoBenden Molekiils vor dem Stofe zwischen
(34) w und % +du, v und v+ do, w und w4 dw
liegen.
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Wie frither mogen alle solche Molekiile Molekiile der Klasse A
genannt werden. Wir wihlen ferner, wie bei den friiheren Gelegen-
heiten (§ 13), den festen Punkt 0 als Ursprung und stellen die Ge-
schwindigkeiten der verschiedenen Molekiile nach Gréfle und Richtung
durch ein System von Strahlen dar, die von diesem Punkte aus ge-
zogen werden. Alle Molekiile der Klasse A werden durch Strecken
dargestellt werden, deren darstellende Punkte innerhalb eines be-
stimmten kleinen rechtwinkligen Parallelepipeds liegen, dessen recht-
winklige Koordinaten innerhalb der Grenzen (34) liegen (s. Fig. 2).

Es sei P einer dieser Punkte, so daBl O P die Geschwindig-
keit des entsprechenden Molekiils darstellt. Stellt OR die Ge-

schwindigkeit w,, vy, w,
" Fig. 2. des Gefiafes dar, dann
bedeutet BRP die Ge-
schwindigkeit des Mo-
lekiils relativ zum Ge-

z

T,
L. AExy
L | Tamms i e

J’ fi dieser Geschwindigkeit
sich umkehren, wih-
rend die Tangential-

U komponente - ungeéin-
dert bleiben wird. Ist

Y daher TR S eine Ebene
durch R parallel zum Element d S, so ist die Relativgeschwindig-
keit nach dem StoBe EP', wo P’ das Spiegelbild von P an der

Ebene TR S ist.

Das kleine Parallelepiped, in dem P liegen muf}, wenn das
entsprechende Molekiil zur Klasse A gehoren soll, hat als Spiegel-
bild an der Ebene TR S ein zweites Parallelepiped, das natiirlich
dasselbe Volumen hat wie das friithere. Wir bezeichnen die zwei
Parallelepipede mit e, § und wollen sagen, dafl das Molekiil der
Klasse C angehort, wenn die Geschwindigkeit des Molekiils derart
ist, dall die darstellende Strecke ihren Endpunkt in # hat. Wir
haben also gesehen, daf ein Molekiil der Klasse A durch einen
Zusammenstol in ein Molekiil der Klasse C verwandelt wird und
umgekehrt, wie aus Symmetriegriinden klar ist.
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Die Zahl der Molekiile der Klasse A, die mit dem Element d S
in der Zeit d¢ zusammenstoB8en, ist gleich der Zahl der Molekiile
der Klasse A, die zu Beginn des Zeitintervalls d¢ in einem ge-
wissen kleinen Zylinder liegen. Ahnlich ist die Zahl der Molekiile
der Klasse C, die mit d S in der Zeit d¢ zusammenstoBen, gleich
der Zahl von Molekiilen der Klasse C, die zum selben Zeitpunkt
innerhalb eines zweiten Zylinders liegen,

Der erste Zylinder hat als Basis d S und als Hohe die von
einem Molekiil der Klasse A in der Zeit d¢ zuriickgelegte Strecke,
gemessen senkrecht zum Element dS. Der zweite Zylinder hat
dieselbe Basis d S, jedoch seine Hohe ist gleich der Strecke, die
von dem Molekiil der Klasse C in der Zeit dt zuriickgelegt wird,
gemessen senkrecht zu dS. Da die Normalgeschwindigkeit fiir
ein Molekill der Klasse A die gleiche ist wie fiir eines der
Klasse C, so sind die Hohen dieser beiden Zylinder gleich groB, und
da ibre Grundflichen gleich sind, sind auch ihre Volumina gleich.

Die Dichte der Molekiile der Klasse A im ersten Zylinder
ist gemdlB Gleichung (33):

v A e hmlu—u+©—v)? + (w—w) d oy dov dw,

und da in Fig. 2 die Koordinaten von P gleich u, v, w, die von
R dagegen u,, v, w, sind, so haben wir

RP? = (u —uo)* + (v —100)? + (w — w,)?
und die Dichte der Molekiile der Klasse A im ersten Zylinder ist

(35) v Ae—*mEP? Volumen von o.

Ahnlich ist die Dichte der Molekiile der Klasse B im zweiten
Zylinder
(36) v Ae—"mEP? Volumen von f.

Nun ist RP = RP’; und das Volumen von « ist, wie wir
gesehen haben, gleich dem Volumen von 8. Es sind also die
Dichten (35) und (36) einander gleich. Da wir nun gezeigt haben,
daB auch die beiden Zylinder gleich groB sind, so folgt, daB die
Zahl der Molekiile der Klasse A, die in dem Intervall d¢ mit dem
Element d S zusammenstoBen, gleich der Zahl der Molekiile der
Klasse C ist, die dasselbe tun. Jedes der ersteren Molekiile ver-
wandelt sich beim Zusammensto aus einem Molekiil der Klasse A
in eines der Klasse C und jedes der letzteren aus einem Molekiil
der Klasse C in eines der Klasse A. Es bleibt also die Zahl der
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Molekiile der Klasse A durch Zusammenst6fe mit dem Element d S
ungedndert. Dasselbe ist natiirlich der Fall fiir jede andere
Klasse von Molekiillen und fiir jedes Oberflichenelement des be-
grenzenden Gefilles, woraus wir sehen, daB das Verteilungsgesetz
im ganzen durch die Anwesenheit der Wand nicht geiindert
wird oder, mit anderen Worten, daB das Verteilungsgesetz (33)
einen stationdren Zustand darstellt.

Nunmehr sind jedoch blofi die zwei Konstanten 4 und A zu
unserer Verfiigung im Falle eines Gases, das in ein Gefil ein-
geschlossen ist, das sich entweder in Ruhe befindet oder sich mit
einer Geschwindigkeit u,, vy, wo bewegt, und auch diese zwei Kon-
stanten sind noch durch die Beziehung (30) miteinander verkniipft.
Durch Variieren dieser Konstanten sind wir in den Stand gesetzt,
unserem Gase verschiedene Werte der Gesamtenergie oder, physi-
kalisch gesprochen, verschiedene Temperaturen zu erteilen, und
dhnlich, durch Variieren von v, verschiedene Dichten.

Massenbewegung und Molekularbewegung.

28. Wir haben gesehen, daff der allgemeinste stationire Zu-
stand, der moglich ist, aus einer Bewegung besteht, die aus einer
Massenbewegung und einer Molekularbewegung zusammengesetzt
ist. Die Massenbewegung hat die Geschwindigkeitskomponenten
o, Vo, Wy, die Molekularbewegung die Geschwindigkeitskomponenten
% — g, V— Vg, W — Wy, die wir mit u, v, w (8. 35) bezeichnet
haben. Die Zahl der Molekiile, deren Molekulargeschwindigkeiten
zwischen u und u+ du, v und v-+dv, w und w4 dw liegen,
ist gleich der Zahl der Molekiile, deren wirkliche resultierende
Geschwindigkeiten zwischen % und « 4 du usw. liegen, also nach
Gleichung (25)

= Ae—hmi—wP+@—v?t@—u)dydydw
— Ae—hm@@+vi+wtgudvdw.

Wir konnen also annehmen, daf die Molekulargeschwindig-
keiten nach dem Gesetz

(37) Aemm@+v2ewd dudydy
verteilt sind.

Bedienen wir uns des Schemas (28) von Transformationen,
so konnen wir die Geschwindigkeit mit den Komponenten u, v, w
ersetzen durch eine Geschwindigkeit vom Betrag ¢ in einer Rich-
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tung, die mit der z-Achse den Winkel ® einschlieit, derart, daB
eine Ebene durch diese Richtung und die 2-Achse mit der
z-Achse den Winkel @ bildet. Aus dem Verteilungsgesetz (37)
wird dann

(38) Aermec2sin OdOdDdc.

Dies zeigt, dal die Geschwindigkeiten der Molekularbewegung
gleichmiBig iiber alle Richtungen im Raume verteilt sind. Das
Gesetz der Verteilung der Betrige dieser Geschwindigkeiten, un-
abhéingig von ihrer Richtung im Raume, findet man durch Inte-
gration des Ausdrucks (38) nach ® und @ zu

(39) 4w Ae—hmiagde,
Fig. 3.
10
[
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N
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Das Gesetz, das durch den Ausdruck (37) gegeben ist, kann
auch in der Form geschrieben werden:

(40) Alermudy)[e=rmvid y][e—hmw d w),
womit ausgedriickt ist, daf die Verteilungen von u, v, w voneinander
unabhéngig sind.
In Fig. 3 ist die dicke Linie die Kurve
Y = 2x2e 2,
wihrend die diinne Linie die Kurve

y=e*
darstellt.
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Der Faktor 2 ist in die erste dieser beiden Gleichungen ein-
gefiihrt, um zu bewirken, daf die beiden Kurven den gleichen
Flicheninhalt, nimlich 1/, Yz haben. Die erste Kurve zeigt die
Gruppierung der Betrige der Geschwindigkeiten unabhéingig von
ihrer Richtung im Raume, die zweite die der Betriige einer ein-
zelnen Komponente.

29. Gleichung (32) driickt aus, dal die Gesamtenergie eines
Gases als die Summe der Energie einer Massenbewegung und
einer Molekularbewegung angesehen werden kann. In der Sprache
der alteren Physik wiirde man sagen, dal die Gesamtenergie zum
Teil kinetisch und zum Teil thermisch sei. In der Sprache der
kinetischen Theorie sind beide in gleicher. Weise kinetisch.

Nehmen wir an, dafl das Gefill, das sich bis dahin mit einer
Geschwindigkeit mit den Komponenten u,, v, w, bewegt haben
soll, plotzlich zum Stillstand gebracht werde. Dies wird offenbar
den stationdiren Zustand des Gases zerstoren, aber nach einer ge-
niigend langen Zeit wird das Gas einen neuen, und zwar ver-
schiedenen stationdren Zustand annehmen. Die Massengeschwin-
digkeit dieses stationiren Zustandes wird selbstverstindlich gleich
Null sein und die Energie ganz molekular. Auf die einzelnen
Molekiile hat dabei keinerlei duBere Kraft eingewirkt, mit Aus-
nahme der ZusammenstoBfe mit dem Gefdl, und diese lassen
deren Energie ungeindert. Die neue Molekularenergie ist daher
gleich der fritheren Gesamtenergie. Diese Angaben ermdoglichen
es uns, den neuen stationdren Zustand zu bestimmen. In der
Sprache der &lteren Physik wiirde man sagen, daB durch die
plotzliche Hemmung der Fortschreitungsgeschwindigkeit des Gases
die kinetische Energie dieser Bewegung sich in Wérme verwandelt
hat. In der Sprache der kinetischen Theorie sagen wir, dafl die
gesamte kinetische Energie neu verteilt worden ist, so dal sie
nunmehr zur Ginze molekular ist.

Ein interessantes Forschungsgebiet, obwohl etwas abseits
von dem Bereich der reinen kinetischen Theorie, wird durch die
Betrachtung der Vorginge erdffnet, durch die dieser neue Zustand
erreicht wird. Um nur einen einfachen Fall zu betrachten, wollen
wir annehmen, daf das Gas in einem wiirfelférmigen Gefil ein-
geschlossen sei, und sich urspriinglich in einer Richtung senkrecht
zu einer der Seitenflichen bewegt habe. Die hydrodynamische
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Theorie des Schalles ist imstande, die Bewegung des Gases fiir
alle Zeiten zu verfolgen, natiirlich nur soweit die Annahmen gelten,
auf denen die Theorie aufgebaut ist. Die vom hydrodynamischen
Standpunkt erhaltene Losung des Problems lautet so, daf die
urspriingliche Bewegung des Gases stindig in der Form von ebenen
Schallwellen im Gase erhalten bleibt, wobei die Wellenfronten
alle senkrecht zur urspriinglichen Bewegungsrichtung stehen.
Diese Losung ist selbstverstindlich von der aus der kinetischen
Theorie abgeleiteten sehr verschieden. Zum Beispiel zeigt die
hydrodynamische Liosung an, daB die urspriingliche Bewegungs-
richtung gesondert von anderen Richtungen im Raume fiir alle
Zeiten erhalten bleibt, wihrend die Losung aus der kinetischen
Theorie zeigt, dal bald ein Zustand erreicht wird, bei dem es keinen
Unterschied zwischen den verschiedenen Richtungen im Raume gibt.

Die Erklirung fiir die Divergenz der beiden Losungen ist
naturgemill in der Verschiedenheit der gemachten Annahmen zu
suchen. Die Annahme einer vollkommen reibungslosen Fliissigkeit,
die von der Hydrodynamik gefordert wird, ist ein abstraktes
Ideal, das logisch unvereinbar mit der von der kinetischen Theorie
geforderten molekularen Konstitution der Materie ist. Wir werden
in der Tat in einem spéteren Teile des Buches imstande sein
zu zeigen, daB der wirklichen Viskositit der Gase einfach und
vollkommen von der Molekularstruktur Rechnung getragen wird.
Beziehen wir Reibungsglieder in die hydrodynamischen Gleichungen
ein, so fiihren diese Gleichungen zu einer Losung, bei der der
Endzustand darin besteht, da8 keine Massenbewegung des Gases
vorhanden ist. Vom hydrodynamischen Gesichtspunkt hat sich
die Energie der urspriinglichen Bewegung durch die Reibung
»zerstreut’. Vom Gesichtspunkt der kinetischen Theorie hat sich
diese Bewegung in Molekularbewegung umgewandelt. In der Tat
erlaubt uns die kinetische Theorie, eine Energie als Molekular-
bewegung zu behandeln, betreffs derer sich andere Theorien mit

der Aussage begniigen miissen, dal sie sich ihrem Gesichtskreis
entzogen habe.

Ein von Massenbewegung ireies Gas.

30. Im folgenden wollen wir uns damit begniigen, von der
Komplikation einer Massenbewegung abzusehen. Wir werden an-
nehmen, dall die Gesamtbewegung der Molekiile aus ihrer Mole-
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kularbewegung mit den Komponenten u, v, w besteht, und wir
werden setzen:
(41) ut 4+ 02 4+ w2 = c2

Wir haben gesehen, dafl [gemidB Gleichung (25) und (30)]
unter N betrachteten Molekiilen

3
(42) N(’l}) o hmat et dydydw

eine Geschwindigkeit haben, deren Komponenten zwischen % und
%+ du, ... liegen, wihrend die Zahl derer, deren resultierende
Geschwindigkeit zwischen ¢ und ¢+ dc¢ liegt, betragt:

3,
(43) 47:N<;%n> Pe—hme g2l

Die mittlere Geschwindigkeit aller Molekiile wird gleich dem
Mittelwert von ¢ sein und soll durch ¢ bezeichnet werden. Sie
ist gegeben durch

3
(44) c=4mn <hlrf> 2j e~hmlcsde = 2.
n YV hm

Es ist zweckmiBig, eine Geschwindigkeit C einzufiihren, die
80 definiert ist, dall der Mittelwert von c¢2 gleich C? ist. Die
mittlere kinetische Energie der Translation eines Molekiils ist
dann gleich 1/, m C* und die gesamte kinetische Energie pro
Volumeneinheit des Gases !/, vm C2 oder 1/,0 C?; sie ist ebenso
groB, als wenn sich die Masse ¢ mit der Geschwindigkeit C fort-
bewegen wiirde.

Nach Gleichung (31) ist » O* gleich 5o, so dab
3
(45) C=g%m

Ausgedriickt durch C ist die mittlere Geschwindigkeit ¢ ge-
geben durch

_ 2 8 _ y
Es ist also die kinetische Energie (und wie wir sehen werden
auch der Druck) ebenso groB, wie wenn jedes Molekiil eine Ge-

schwindigkeit C hitte, die 1,086 mal so groll wire wie die
mittlere Geschwindigkeit.
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31. Um rohe Niherungen zur Liosung eines physikalischen
Problems zu erhalten, erweist es sich oft als zweckmiflig, anzu-
nehmen, daB alle Molekiille genau die gleiche Geschwindigkeit
haben. Damit diese Geschwindigkeit im Einklang mit den wirk-
lichen Werten von Druck und kinetischer Energie sei, mufl man
annehmen, daf sie gleich C ist.

Eine Vorstellung von dem Betrag des Fehlers, der durch diese

Annsherung erwichst, kann man aus dem Studium der Fig. 3 ge-

winnen. Da ndmlich €2 = 2—;7”— und da hm bei der Zeichnung
der Kurve gleich der Einheit gesetzt wurde, fiihrt die Ndherung zu
der Annahme, daB die ganze Fliche der Kurve nahe um die Abszisse

v — V% = 1,225

zusammengedringt ist. Die Anndherung ist also, wie man sieht,
sehr roh.

32. Man benétigt mitunter die Kenntnis der Zahl von Mole-
kiilen, die in irgend einem Zeitpunkt eine grofiere Geschwindigkeit
haben als eine gegebene Geschwindigkeit c,.

Aus einer Gesamtheit von N Molekiilen ist die Zahl derer,
deren Geschwindigkeit ¢, iiberschreitet, nach Formel (43)

3| ht
475N<}%n> 2joe—""”zcﬂola

€o
und durch partielle Integration wird daraus

1/ t
(| e e
)
Ausgedriickt durch das Wahrscheinlichkeitsintegral oder die
Fehlerfunktion, die durch -
2 2
T) = —= | e~ *d
v = [t
definiert ist, wird diese Zahl gleich
47 N(w (x) + 2 ze~ -"2),
V=
worin g c
x = (hm)llz Co — ‘/—2— (—Go'—>

ist.
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Aus einer Tafelt) der Funktion v (z) ist es leicht, die Zahl
der Molekiile zu berechnen, deren Geschwindigkeiten entweder
grofer als ein bestimmter Wert ¢, sind, oder sich innerhalb eines
Bereiches ¢, bis ¢; befinden. Der allgemeine Verlauf der zu er-
wartenden Werte ist hinreichend deutlich aus der Betrachtung
der Kurve der Fig. 3 zu ersehen.

Zahl der Zusammensttfie, mittlere freie Weglinge usw.

33. Wir werden nun die erhaltenen Resultate benutzen, um
die Gesamtzahl der Zusammenstofie pro Volumeneinheit des Gases
zu berechnen. Die Zahl der St68e wird durch die Massenbewegung
des Gases nicht beriihrt, so dal wir nach wie vor diese Massen-
bewegung gleich Null setzen konnen.

Im Ausdruck (4) fanden wir die Zahl der ZusammenstoBe
der Klasse o, die pro Volumeneinheit erfolgt, gleich

(48)  v2f (u,v,w) f (W, 0',w') Vo2co8@dudv dwdw dv' dw'd o,

und das Problem, die Gesamtzahl der Zusammenst68e zu bestimmen,
kommt auf die Integration dieses Ausdrucks iiber alle Werte der
.Variablen hinaus mit der Bedingung, dal f(u,v, w) die dem
stationdren Zustand zukommende Form hat, das heifit

/hs ms3

—hme2
78 )

(49) f(us v, w) - V

In dem Ausdruck (48) ist V die Relativgeschwindigkeit, und @
der Winkel zwischen dieser Geschwindigkeit und der Zentrallinie.
Ist @ das Azimut der Zentrallinie, bezogen auf eine bestimmte
Ebene, durch die Richtung der Relativgeschwindigkeit, so kénnen
wir in Ausdruck (48) d® durch sin®d ® d P ersetzen. Da Zu-
sammenstofe fiir alle Werte von @ und fiir alle Werte von ®
zwischen 0 und =/2 vorkommen kénnen, miissen wir den Aus-
druck (48) von @ =0 bis @ = 2, und von ® = 0 bis ® = =x/2
integrieren. Ausfithrung der Integration und Eipfithrung von
f(w,v,w) aus Gleichung (49) liefert

h8ms
(50) 7:1/2< -

e"’””(czﬂ’z)) Verdudvdwdu dv dw'

1) Die Werte von 1 — 1 (x) stehen in der vierten Spalte der Tabelle
im Anhang B.
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als Gesamtzahl der ZusammenstoBe, bei denen die Molekiile vor
dem Stofie Geschwindigkeiten zwischen den gewohnten Grenzen
dudvdwdu dv' dw' haben.

Wir wollen nun neue Verdnderliche durch die Transfor-
mationen

u =1, (u+ ) usw. & = 4 — u usw.

einfithren, derart, dal u, v, w die Komponenten der Geschwin-
digkeit des Schwerpunkts der beiden Molekiile und «, 8,y die
Komponenten der Geschwindigkeit des zweiten Molekiils relativ
zum ersten darstellen. Wir haben

o(w,0) |
0(uu')
dudvdw dedfdy = dudvdw du' dv' dw'.

Daher ist nach (50) die Zahl der Zusammenstife, fiir welche die
neuen Variablen in dem Bereich dudvdw dadfdy liegen,

gy 1/2¥__
—1,1 =h

so daB

78
wenn wir setzen
V= (W — w0 =) (0 —w)t =t B4 9,
c’+c’2 e uﬂ-{-u’ﬂ—{—vi—{—v’?-}—w?-{—w'ﬁ — 2(119—|—V2—|—W2)
+ 12 (a2 + B2+ 1),
oder wenn wir schreiben u2 4 v2 4 w2 = ¢,
24t = 2¢2 41/, Va
Wir wollen eine neuerliche Transformation der Verinderlichen
vornehmen, gemil dem Schema:

(651) w2 <h3 M g—m(e + >> Vesdudvdwdedpdy,

u = ¢s8in O cos P, o = ¥ sin 9 cos g,
vV = ¢sin @ gin P, f = Vsin¢siny,
W = ¢cos @, y = Vcosq.

Damit u, v, w alle moglichen Werte annehmen, muff @ von
0 bis 7, @ von O bis 2z, und ¢ von O bis oo variieren. Wenn
wir jedoch den neuen Variablen in dem zweiten Transformations-
schema einen solchen Bereich zuteilen, zéhlen wir jeden Zusammen-
stoB zweimal. Denn ein ZusammenstoB, bei dem «, 8,y gegebene
Werte haben, kann durch bloBe Vertauschung der Rollen der
beiden Molekiile als ein neuer Zusammensto angesehen werden,
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bei dem die Zeichen von o, 8, y umgekehrt sind. Diese Fehler-
quelle kann beseitigt werden, indem man die Integration in bezug
auf ¥ von O bis /2 anstatt von O bis = erstreckt. Daher er-
halten wir fiir die Zahl der Molekiile, fiir die ¢ zwischen ¢ und
¢ 4 de liegt, wihrend V zwischen ¥V und ¥V 4-d V liegt:
8h3ms12a2e—hme+ Vo2 Vided V.,

Integrieren wir dies nach ¢ von Null bis Unendlich, so wird die
Zahl der Zusammenstofe, fiir die V zwischen ¥V und V4+dV
liegt, gleich

=]

8 h3 ms v2 62 U e—“”"“zc?dc] e thmVE Vs d Y

oder 0

2 s [T s

ein Resultat, das wir spiter benétigen werden.
Integrieren wir dies schlieflich noch von V' = 0 bis ¥V = oo,
so erhalten wir fiir die gesamte Stofzahl
2x
(53) V2 G2 o’
ein Ausdruck, der mit Benutzung der Bezeichnung (44) ersetzt
werden kann durch x
—=v202¢.

In der Volumeneinheit sind v Molekiile enthalten, und jeder
Zusammenstol begrenzt zwei freie Weglingen. Es beschreiben
also die » Molekiile
(54) V2mvrete
freie Weglidngen in der Zeiteinheit.

Die mittlere Dauer einer freien Weglinge ist demgemiB
1
55 —_— .
(55) Y2mvare
Der in der Zeiteinheit von den v Molekiilen in der Volumeneinheit
zuriickgelegte Weg ist v¢, und diese Strecke ist aus allen freien
Weglingen zusammengesetzt, deren Zahl durch den Ausdruck (54)
gegeben ist. Durch Division finden wir als mittlere freie Weglinge
1 0,7071
(56) Vomver  mver
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Wird dieses Mittel in anderer Weise gebildet, so ist das
Resultat jedenfalls hiervon verschieden. Wir kénnen zum Beispiel
iber alle freien Weglingen mitteln, die in einem bestimmten
Zeitpunkt beschrieben werden.

Tait1) nahm einen bestimmten Zeitpunkt und definierte die
mittlere freie Weglidnge als das Mittel der Strecken, die von jedem
Molekiil zwischen diesem Zeitpunkt und dem Zeitpunkt des
néichsten Zusammenstofles beschrieben werden. Er berechnet
als Wert fiir die auf diesem Wege definierte mittlere freie
Weglinge
0,677
(57) Zves

Der Faktor 0,677 ... kommt von einem Integral her, dessen Wert
nicht in gesg¢hlossener Form dargestellt werden kann. Wir werden
spidter zu der wirklichen Rechnung zuriickkehren, aus der man
dieses Resultat erhilt.

Aus den in diesem Abschnitt abgeleiteten Resultaten kann
man die numerischen Werte, die in § 8 angegeben sind, ohne
Schwierigkeit berechen.

Die scheinbare Nichtumkehrbarkeit der Bewegung.

34. Wenn ein Gas nicht im stationdren Zustand ist, so folgt
aus § 23 (8. 33), daB d H/d¢ negativ sein muB. Manche Autoren
haben die Bedeutung dieser Tatsache dahin ausgelegt, dall H be-
stindig abnehmen miisse, bis es ein Minimum erreicht hat, und
dann diesen Wert fiir immer beibehalten miisse. Eine derartige
Bewegung wire jedoch dynamisch irreversibel und daher unver-
einbar mit den dynamischen Bewegungsgleichungen, aus denen
sie doch nach Behauptung abgeleitet sein soll. Wie sich spater
noch herausstellen wird (§ 70 bis 73), ist es in Wirklichkeit so,
daf wir an diesem Punkte die Grenze erreicht haben, bis zu der
die Annahme der molekularen Unordnung zu richtigen Resultaten
fiihrt. Die Bewegung ist tatsichlich streng reversibel, und die
scheinbare Irreversibilitdt ist eine bloBe Tduschung, die durch die
Unvollstindigkeit der statistischen Methode zustande kommt.

1) Royal. Soc. Edinb. Trans. 33, 74 (1886).

Jeans, Theorien. 4
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3. Kapitel.

Das Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung.
(Fortsetzung.)

1I. Die Methode der statistischen Mechanik.
Der Begriff des Phasenraumes.

35. Im letzten Kapitel fanden wir es bei zwei Gelegenheiten
angemessen, die drei Geschwindigkeitskomponenten u, v, w eines
Molekiils durch einen repréisentierenden Punkt darzustellen, dessen
Koordinaten, bezogen auf drei rechtwinklige Achsen, gleich «, v, w
waren. Das angewandte Prinzip ist sehr niitzlich und hat beinahe
unbeschrinkte Anwendungsmoglichkeit und wird sowohl in dem
vorliegenden Kapitel als auch an anderen Stellen des Buches
weitgehend angewendet werden.

Der natiirliche Raum besitzt drei Dimensionen, doch ebenso
wie es fiir uns frei steht, irgendwelche zwei Koordinaten in einem
imaginiren Raume von bloB zwei Dimensionen darzustellen, so
konnen wir in gleicher Weise irgendwelche vier Koordinaten in
einem imaginiren Raume von vier Dimensionen darstellen. Ist
analog ein dynamisches System durch irgend eine Zahl » von
Koordinaten bestimmt, dann kdnnen wir diese Koordinaten in einem
Raume von #» Dimensionen darstellen, dessen verschiedene Punkte
den verschiedenen Konfigurationen des dynamischen Systems zu-
geordnet sind.

In diesem Kapitel machen wir den Versuch, das Geschwindig-
keitsverteilungsgesetz nach einer Methode zu finden, die im wesent-
lichen darin besteht, das ganze Gas als ein einziges dynamisches
System zu betrachten, und seine Koordinaten in einem einzigen
imagindren Raume mit einer angemessenen Zahl von Dimensionen
darzustellen.

Nehmen wir an, das Gas bestehe aus einer groBlen Zahl von
genau gleichen Molekiilen, eingeschlossen in ein Gefil vom Vo-
lumen £. Zundchst wollen wir annehmen, dafl diese Molekiile
elastische Kugeln von der bereits beschriebenen Art seien. Jedes
Molekiil besitzt sechs Koordinaten, die drei Lagekoordinaten seines
Mittelpunkts, bezogen auf drei in bezug auf das begrenzende



§ 35, 36] Begriff des Phasenraumes. 51

Gefil feste, rechtwinklige Achsen, und die drei Geschwindigkeits-
komponenten seines Mittelpunktes parallel zu diesen drei Achsen.
Wir wollen die einzelnen Molekiile mit Buchstaben A4, B, C usw.
bezeichnen, und die sechs Koordinaten des Molekiils 4 mit
Zay Yar Zay Yay ¥as Wa. Das ganze Gas kann dementsprechend
als ein einziges dynamisches System angesehen werden, das
6 N Koordinaten besitzt, ndmlich

(58) Zay Yay %ay Uay Vay Way Loy Yoy Zby Upy Vby Why T USW.

Wir konnen uns dieses dynamische System in einem allge-
meinen Raume von 6 N Koordinaten dargestellt denken (Phasen-
raum). Die Konfigurationen (Phasen) des Systems werden, wenn
die Koordinaten durch (58) dargestellt sind, durch einen einzigen
Raumpunkt (Phasenpunkt) gegeben sein, némlich den Punkt,
dessen Koordinaten, bezogen auf 6 N rechtwinklige Achsen, durch
(58) gegeben sind.

36. Auf diese Weise wird jede mogliche Phase durch einen
Punkt dargestellt, jedoch folgt daraus noch nicht, daB jeder
Punkt eine mogliche Phase darstellt. Wenn z. B. wie zuvor der
Durchmesser jedes Molekiils gleich ¢ ist, dann ist eine Phase,
bei der

(59) (xa - xb)2 + (ya - f'/b)2 + (Za - zb)z < a2

ist, physikalisch unméglich, da dies eine Phase darstellt, bei der
die Mittelpunkte der Molekiile 4 und B eine kleinere Distanz
als ¢ haben, und daher gewisse Teile dieser beiden Molekiile
denselben Raum einnehmen. Wir miissen daher voraussetzen,
daB der Bereich, fiir den die Ungleichung (59) befriedigt ist, aus
dem Phasenraum ausgeschlossen wird. Schliefen wir alle Be-
reiche aus, die wir erhalten, wenn wir fiir a, b, ¢ die entsprechen-
den Indizes fiir alle moglichen Molekiilpaare einsetzen, so sehen
wir,.dafl jeder Punkt in dem zuriickbleibenden Raume ein System
darstellt, das insofern physikalisch méglich ist, als nun keine zwei
Molekiile iibereinandergreifen.

AuBlerdem ist aber noch die Begrenzung zu beriicksichtigen.
Soll eine Phase physikalisch moglich sein, so ist es notwendig,
daB der Mittelpunkt jedes Molekiils einen Normalabstand von der
Begrenzung hat, der grofer ist als der Radius des Molekiils. Es

4*
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sind daher alle Teile des Raumes auszuschlieBen, die nicht
Gleichungen von der Form

(60) D (%0 Yo £2)> /2 0
D (y, Yy, 25) > 1/, 6 usw.

befriedigen, worin @(x,y, #) den kiirzesten Normalabstand vom
Punkte z, 9, # zur Oberfliche des Gefilies bedeutet.

37. Schliefen wir alle soeben angegebenen Bereiche aus, so
ist es klar, daf jeder iibrigbleibende Punkt im Raume eine Phase
des Molekiilsystems darstellen wird, welche physikalisch moglich
ist. Im Laufe der Bewegung des Gases wird diese Phase anderen
Phasen Platz machen, und wenn wir diese Gesamtheit von Phasen
im Phasenraum verfolgen, erhalten wir eine ,Phasenlinie¥, welche
die Bewegung des Gases anzeigt. Gehen wir von einer groflen
Zahl von Punkten aus und verfolgen die Bewegung sowohl riick-
warts als auch vorwirts, so kann der Phasenraum auf diese Weise
in Phasenlinien aufgelost werden. Da ndmlich die Bewegung des
Gases vollkommen bestimmt ist, wenn alle Koordinaten (58) be-
kannt sind, so folgt, daB durch jeden Punkt eine und nur eine
Phasenlinie hindurchgehen kann; zwei Phasenlinien konnen ein-
ander niemals schneiden. Es sind also offenbar die Phasenlinien
im Phasenraum fest; die Bewegung des Gases ist stets die
gleiche, wenn man von gegebenen Werten der Geschwindigkeits-
und Lagekoordinaten ausgeht. Diese Phasenlinien sind identisch
mit den ,Trajektorien® der abstrakten Dynamik.

Die Bewegung im Phasenraum.

38. Den allgemeinen Charakter der Phasenlinien kann man
ohne Schwierigkeit erkennen. Ein -Zusammenstol zwischen zwei
Molekiilen oder zwischen einem Molekiill und der Begrenzung
findet dann und nur dann statt, wenn eine Phasenlinie eine der
Oberflichen der in § 36 ausgeschlossenen Bereiche trifft. Zwischen
zwei Zusammenstoen nun bewegt sich jedes Molekiil mit gleich-
formiger Geschwindigkeit in einer geraden Linie.. Wenn daher
zur Zeit ¢ = 0 die Koordinaten eines Systems lauten

) "o ' oo [
(61) Zas Yas Zay Yay Vay Way Loy Yoy Gby Uy Uiy Woy « - -

so werden die Koordinaten zur Zeit ¢{ unter der Annahme, daB
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in der Zeit ¢t kein Zusammenstof stattgefunden hat, gegeben
sein durch
Za = Zo+ taly, Yo = Ya + val,

’ ’
Uq Uy Vg = Vqy

Um die Gleichungen der Phasenlinien zu finden, die der
Phasenpunkt im Phasenraum beschreibt, eliminieren wir ¢ und
erhalten so

Cowe v,
g = M;, Vg =— U:,, Wa = 'w(:u

Ta—By _ Ya—Yo __
(62)

und da diese Gleichungen linear sind, sind sie offenbar die
Gleichungen einer Geraden. Wir sehen daher, daf die Phasen-
linien im Phasenraum gerade Linien sind, ausgenommen dann,
wenn sie die ausgeschlossenen Bereiche treffen. Liéngs des
geradlinigen Teiles jeder Phasenkurve behalten alle Koordinaten
gy Vay Wa, - .. konstante Werte, und jede Schar von Phasenlinien,
fir die diese konstanten Werte gleich sind, ist parallel. Wenn
ein Phasenpunkt, der sich langs einer solchen Phasenlinie bewegt,
eine Begrenzung des ausgeschlossenen Raumes trifft — ent-
sprechend dem Zusammenstof —, so miissen wir annehmen, daf
er sich lings dieser Begrenzung so lange bewegt, bis er den
Punkt trifft, dessen Koordinaten denen des Systems nach dem
Zusammenstof gleich sind, und dann von hier ausgeht und eine
neue geradlinige Bahn durch diesen Punkt beschreibt.

39. Nun wissen wir im Falle des Gases der kinetischen
Theorie gar nichts betreffs der Koordinaten der einzelnen Mole-
kiile des Gases: das Problem, das wir in Angriff nehmen wollen,
besteht im wesentlichen darin, soviel als moglich von den Eigen-
schaften eines dynamischen Systems ausfindig zu machen, ohne
Kenntnis der Kurve im Phasenraum auf der sein Phasenpunkt
sich bewegt.

Unsere Methode besteht deshalb darin, von einer unendlichen
Zahl von Systemen auszugehen, wo jedes System ein vollkommenes
Gas von der bereits beschriebenen Art ist, so dafl wir Systeme
haben, welche von jeder moglichen Phase ausgehen und sich iiber
jede Phasenkurve bewegen. Wir untersuchen dann, soweit als
moglich, die Bewegung dieser Gesamtheit von Systemen, in der
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Hoffnung, charakterische Merkmale zu finden, die allen gemein-
sam sind. Oder, was genau auf dasselbe hinausliuft, wir werden
uns unseren Phasenraum von einem Nebel von Phasenpunkten
erfiillt vorstellen, die so nahe beieinander liegen, dafl man an-
nehmen kann, daf sie eine kontinuierliche Fliissigkeit bilden;
wir werden uns vorstellen, dal die verschiedenen Punkte dieser
Fliissigkeit oder dieses Nebels sich lings der Phasenlinien im
Phasenraum so bewegen, als ob sie Stromlinien wiren, deren
Richtung durch die dynamischen Gleichungen des Gases bestimmt
sind, und wir werden daun die Bewegung dieser Fliissigkeit
untersuchen.

Es ist selbstverstindlich, da die Anfangsverteilung der Dichte
dieser Fliissigkeit vollkommen willkiirlich gewdhlt sein kann. Wir
wihlen sie homogen. Der Vorteil dieser Wahl besteht darin, daf
die Fliissigkeit wihrend der folgenden Bewegung homogen bleibt.
Dieses Resultat folgt aus einem allgemeinen Theorem, das spiter
bewiesen werden wird (§ 85). Hier jedoch geben wir einen
besonderen Beweis fiir den Spezialfall, den wir gegenwirtig im
Auge haben.

40. Wir haben gesehen, daf wihrend der ganzen Bewegung,
die zwischen zwei ZusammenstoBen vor sich geht, alle Geschwin-
digkeitskoordinaten g, Vg, W, %s, - .. fiir irgend eine einzelne Phasen-
linie konstant bleiben. '

Betrachten wir eine Gesamtheit von Systemen, die gleich-
zeitig von denselben Werten dieser Geschwindigkeitskoordinaten
ausgehen, deren Lagekoordinaten hingegen zwischen den Grenzen

(63) {wa und zq + d &g Yo und y, + Ay, 2, und 2, + dz,,
Zy und zp +dag, ...
liegen.

Dieses System moge sich eine Zeit d¢ hindurch bewegen und
wir nehmen an, daf wiahrend dieses Zeitraumes keine Zusammen-
stoBe stattfinden. Es ist klar, daB dann an Ende des Zeit-
intervalls die verschiedenen Lagekoordinaten Werte haben werden,

die zwischen
Za+ U, dt und z, 4+ usdt + dg, ...

liegen, wihrend die Geschwindigkeitskoordinaten jedenfalls un-
gedndert bleiben. Es bleibt also das Element des Phasenraums,
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das durch diese Systeme eingenommen wird, ungeéndert in
Gestalt, Grofle und Richtung, es hat sich jedoch im Laufe der
Zeit dt parallel zu sich selbst um eine Strecke w,d¢ parallel zu
der Achse z,, v,dt parallel zur Achse y, usw. bewegt. Daraus
folgt, daB die Dichte der Fliissigkeit, die in diesem Klement
des Phasenraums enthalten ist, wihrend dieser geradlinigen Be-
wegung unverindert bleibt.

Genau so wie eine geradlinige Bewegung die Geschwindig-
keitskoordinaten ungeiindert 146t, wihrend sich die Lagekoordinaten
#ndern, 1iBt ein Zusammenstof die Lagekoordinaten ungeéndert,
wihrend die Geschwindigkeitskoordinaten geéindert werden. Es
gibt hier zwei Arten von ZusammenstiBen, die zu besprechen
sind: ZusammenstoBe zwischen Molekiilen und der Wand und
Zusammenstofe zwischen Paaren von Molekiilen.

Als Spezialfall der ersteren betrachten wir einen Zusammensto§3
zwischen einem Molekiill 4 und der Begrenzung: Dieser 1ift alle
Koordinaten ungedndert, mit Ausnahme von ug, ¥4, w, Betrachten
wir eine Gesamtheit von Systemen, bei denen vor dem Zusammen-
stof alle Koordinaten mit Ausnahme von w,, v, w, die gleichen
Werte fiir jedes Glied der Gesamtheit haben, wihrend g, v4, w,
zwischen wu, und wu, + du,, v, und v, + dv,, w, und w, + dw,
liegen, so sehen wir, daB nach dem Zusammenstol alle Koordi-
naten ungedindert bleiben werden, mit Ausnahme von g, v, s
die innerhalb einer neuen Gruppe von Grenzen liegen werden.
Wir konnen nun in Fig.2 (S.38) annehmen, daB die ersteren
Grenzen durch das Parallelepiped « dargestellt sind; die letzteren
werden dann durch das Parallelepiped g dargestellt werden. Von
diesen Parallelepipeden wurde gezeigt, dall sie zwar nicht in ihrer
Richtung, wohl aber in ihrer Grofe miteinander iibereinstimmen.
Dies beweist, dafl die Grofie der Volumenelemente des Phasen-
raumes, die durch die Gesamtheit der jetzt betrachteten Systeme
eingenommen wird, durch den Zusammenstof eines Molekiils 4
mit der Begrenzung nicht geindert wird, und daf daher ange-
nommen werden kann, dall die Dichte der Fliissigkeit unverindert
bleibt.

Der Fall eines Zusammenstofles zwischen einem Paar von
Molekiilen kann in derselber Weise behandelt werden. Sind es
die Molekiile 4 und B, so bleiben die Komponenten ungeindert,
mit Ausnabme von wu,, v,, 1., %, vi, wy, und dieselben Resultate wie
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friiher folgen aus Gleichung (9), wenn wir die Bezeichnungen so
verindern, dafl wir u,v, w durch w, v, w, und ¥, v, w' durch
#py Upy Wy ersetzen. Denn diese Gleichung zeigt, dal du,, dv,, dw,
dup, dvp,dwy, beil einem Zusammenstofl ungedndert bleibt, so daf3
das Volumenelement im Phasenraum das gleiche bleibt, und daher
auch die Dichte der darin enthaltenen Fliissigkeit.

Untersuchen wir die Bewegung irgend eines kleinen Fliissig-
keitselements in unserem Phasenraum, so bleibt, wie wir jetzt
bewiesen haben, die Dichte dieses Elements bei einer stationidren
Bewegung und bei ZusammenstoBen ungedndert, d. h. sie bleibt
ungetindert wihrend der ganzen Bewegung des Gases. Daraus
folgt, daB, wenn der ganze Phasenraum mit einer anfangs homo-
genen Fliissigkeit erfiilllt war, diese Fliissigkeit wihrend der
ganzen Bewegung homogen bleiben wird, oder, wenn wir wieder
die Fliissigkeit in den Nebel der Phasenpunkte auflosen, so be-
steht, wie wir gesehen haben, keine Tendenz fiir diese Punkte,
sich zusammenzuballen oder sich voneinander zu zerstreuen.

41. Es wurde bereits bemerkt, daB die Stromlinien, denen
entlang sich die Fliissigkeil bewegt, fortdauernd im Phasenraum
fest bleiben. Diese Tatsache, kombiniert mit dem eben bewiesenen
Resultat, zeigt, daB die Fliissigkeitshewegung, die wir eben
diskutieren, eine ,stationire Bewegung“ im Sinne der Hydro-
dynamik ist.

Eine weitere charakteristische Eigenschaft dieser Bewegung
muB noch erwihnt werden. Bezeichnen wir die gesamte kinetische
Energie eines Systems mit E, so dal

(64) 2F = m(ud 4 v + wi + ug +--),

so ist es klar, daBl £ lings einer jeden Stromlinie iiberall kon-
stant bleibt. Wenn E eine Konstante ist, driickt Gleichung (64),
aufgefalit als Beziehung zwischen den kartesischen Koordinaten
eines Punktes im Phasenraum, aus, dall der Punkt auf einem be-
stimmten geometrischen Orte (von 6 N — 1 Dimensionen) in diesem
Raume liegt. Daraus folgt, dal die Bewegung irgend eines
Flissigkeitselements auf dasjenige Glied der Familie von geo-
metrischen Orten FE — const beschrinkt ist, von dem es aus-
gegangen ist.
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Um eine gewisse Vorstellung von der Anordnung dieser Fa-
milien geometrischer Orte in unserem Phasenraum zu bekommen,
bemerken wir, daf 2 E/m das Quadrat der Normaldistanz von

Ug == Vg = Wy == Up = -+ =0
oder, was dasselbe ist, von E == 0 ist. Die geometrischen Orte
schliefen einander also ein, indem sie eine Art von Réhrenflichen
darstellen, deren Querschnitte Kugeln von 3 N Dimensionen sind.
Die Rohren erstrecken sich in ihrer Langsrichtung nicht unendlich
weit. Denn wir bewegen uns ldngs einer Erzeugenden einer
Rohre, wenn wir x,, Y4, 2, Zs,... variieren, ohne dafl irgend eine
dieser Koordinaten unendlich grof werden kann, weil laut An-
nahme jedes Gasmolekiil in einem endlichen Gefdf eingeschlossen
ist. Die Flichen E = const sind also endliche geschlossene
Flichen im Phasenraum, die Fliche E — oo allein als Grenzfall
ist unendlich grof und schlieft alle anderen ein.

Die Bewegung der Fliissigkeit im Phasenraum ist also eine
Zirkulation in geschlossenen Flichen, und im besonderen ver-
schwindet die Fliissigkeitshewegung durch die Begrenzungsfiiiche
im Unendlichen.

42. Wenn es &dhnlich noch irgendwelche anderen Grofien g,
%gs--- als Funktionen der Koordinaten im Phasenraum gibt, die
wihrend der Bewegung des Gases konstant bleiben, so wiirde die
Fliissigkeitsbewegung im Phasenraum auf die geometrischen Orte

(65) %1 = const, %, = const, ...
beschriinkt bleiben.

Die einzigen Grofien, von denen wir wissen, dafll sie aufler
der Euergie bei einem Zusammenstol zwischen zwei Molekiilen
konstant bleiben, sind die drei Komponenten des linearen Im-
pulses, die drei Komponenten des Drehimpulses und die Zahl der
Molekiile im Gase; von diesen werden die Komponenten sowohl des
linearen als auch des Drehimpulses im allgemeinen bei einem
Zusammenstof zwischen dem Molekiil und der Begrenzung ge-
#ndert und die Zahl der Molekiile im Gase ist keine Funktion
der Koordinaten im Phasenraum. Die Energie ist also im allge-
meinen die einzige GroBe, von der wir wissen, daf sie die frag-
lichen Bedingungen erfiillt.

Eine Ausnahme davon kann eintreten, wenn das GefiB,
welches das Gas enthdlt, ein Rotationskorper ist, dessen innere



58 Das Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung. [3. Kap.

Fliche vollkommen glatt ist. Denn dann gibt es stets eine
Komponente des Impulses, die bei dem Zusammensto zwischen
dem Molekiill und der Wand nicht geéindert wird, nimlich
die, welche im Punkte des Zusammenstoles parallel zu einer
Tangente des Begrenzungsgefifles ist; in diesem Falle bleibt
also der Drehimpuls des ganzes Gases um die Figurenachse des
Begrenzungsgefifies wihrend der ganzen Bewegung konstant. Es
wird jedoch giinstig sein, die Betrachtungen von speziellen Fillen
dieser Type fiir das 5. Kapitel aufzusparen.

Die Einteilung des Phasenraums — Lagekoordinaten.

43. Wir haben vorausgesetzt, daf das Volumen des Gefdles
gleich & sei. Wir wollen nunmehr annehmen, daB das Gefdll in
eine Anzahl n von ,Zellen* geteilt sei, jede vom gleichen Vo-
lumen @, so daf £ — nw. Diese Zellen sollen mit den Zahlen
1,2,... bezeichnet werden. Die verschiedenen Phasen des Gases
konnen entsprechend der Zahl der Molekiile, deren Mittel-
punkte in die verschiedenen Zellen fallen, klassifiziert werden.
Als typische Klasse sehen wir eine solche an, bei der a, Molekiile
ihre Mittelpunkte innerhalb der Zelle 1 haben, a, Molekiile in
der Zelle 2 usw. Wir wollen dies als die Klasse A bezeichnen.
Wir versuchen herauszubekommen, welcher Bruchteil des ganzen
Phasenraums Systeme der Klasse A darstellt.

Nehmen wir zunichst an, daB der Radius der Molekiile ver-
schwindend klein sei, so daf die durch die Bedingungen des § 36
ausgeschlossenen Teile des Phasenraums vernachlissigt werden
konnen. Dann werden die Phasenpunkte derjenigen Systeme, die
die Eigenschaft haben, daB der Mittelpunkt des Molekiils 4 inner-
halb einer bestimmten Zelle liegt — d.h. auf ein bestimmtes
Gebiet @ des ganzen Volumens £ des Gefiafles beschrinkt ist —,
jedenfalls den Bruchteil @/& des ganzen Phasenraums einnehmen.
Da no = &, kann dies geschrieben werden »—!. Wenn zwei
Molekiile, A und B, beide innerhalb bestimmter Zellen liegen,
nehmen die Phasenpunkte den Bruchteil »—2 vom Ganzen ein usw.
Wenn also schlieBlich jedes der N Molekiile innerhalb einer be-
stimmten Zelle liegt, nehmen die Phasenpunkte den Bruchteil »—¥
des ganzen Phasenraums ein.

Nun ist die Zahl der verschiedenen Wege, auf denen die
N Molekiile den » verschiedenen Zellen zugeordnet werden konnen,
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80 zwar, dal das System nach der obigen Definition zu der
Klasse A gehort:

Nl
(66) ol agl agl o anl’
worin, da die Gesamtzahl der Molekiile gleich N ist,
(67) & +ay+ag+---+a, = N.

Daraus folgt, dal die Phasenpunkte der Systeme der Klasse A
einen Bruchteil, sagen wir ®,, des ganzen Phasenraums einnehmen;

der gegeben ist durch

' —_—
(68) 0, = _ Nam¥

Ahnlich nehmen die Phasenpunkte von Systemen einer an-
deren Klasse, sagen wir B, einen Bruchteil ®, des ganzen Phasen-
raums ein, der gegeben ist durch

Nln—¥
P b 0B, bl b,
Die Summe aller dieser Ausdriicke muf} selbstverstindlich gleich
Eins sein.

()

44. Wir haben bereits vorausgesetzt, daff N eine groBie Zahl
ist; wir setzen jetzt voraus, dal auch ay, a,, ... fiir sich sehr grofi
sind. Das setzt uns in den Stand, (68) in einfacher Form aus-
zudriicken, indem wir das wohlbekannte Theorem von Stirling
gebrauchen:

(69) limp! = V2 pr <i:>".

Indem wir auf beiden Seiten die Logarithmen nehmen, er-
halten wir

(70) limlog p! = 1/3log 27 + (p 4 1/,) logp — p.
p:oe

Nehmen wir ferner auf beiden Seiten der Gleichung (65) die
Logarithmen

s—=mn

log ®, = log N!— >} log a,! — Nlogn,

8=1
80 kann dies in der Grenze, wenn a,, a, ... a,, N alle unendlich
gro werden, im Hinblick auf Gleichung (70) ersetzt werden durch

log ®, = ,log2x + (N + 1/,)logN— N
- 2 {1/2 1082” + (as + l/g)log ag'—‘(h}——N].Og’ﬂ.
$§=1
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Nun ist Y a, = N, so daB X (as + 1/y) = N+ 1/, n, und daraus
findet man, daB die vorstehende Gleichung umgewandelt werden
kann in

R

(71) log ®, = ﬁlogn— ZL:-lloanN—E(as—}— 1/y) log —+ -
2 2 s=1 N

Wir schreiben zweckmiBigerweise

1 < . nd,
@2 K, =5 =@+ Y2 log "y,
so daB @,, der Bruchteil des Phasenraums, der Systeme der Klasse A
darstellt, gegeben ist durch

(73) 0, = n'2n (27 N)~l2tn—1 ¢~ NE,

ein Ausdruck, der bemerkenswerterweise die ¢ nur in dem Terme K,
im Exponenten enthilt.

45. Um die Art und Weise zu finden, in der &, fiir die ver-
schiedenen Klassen von Konfigurationen (A, B usw.) variiert, ge-
niigt es, die Verinderungen von K, die durch Gleichung (72)
gegeben sind, zu untersuchen.

Wir wollen fiir den Augenblick a;, a,,... nicht linger als
ganzzahlig betrachten, sondern als kontinuierlich verdnderliche
Grofen, die ausschlieBlich der Bedingung (67) unterworfen sind,

(74) a4 a4 = N,
und es moge K, als kontinuierliche Funktion dieser Verdnderlichen
behandelt werden, definiert durch Gleichung (72). Wir suchen
zunéichst nach maximalen und minimalen Werten von K. Durch
Variation der Gleichungen (72) und (74) erhalten wir

(75) aK:jlv Z(log’%’+1+ﬁ%ﬂ)aaa,

8—=1

(76) 0= Sda,
s=1

Die Werte von ay, a,, ..., fir die K stationdre Werte besitzt,
sind die, fiir welche 0 K verschwindet fiir alle Werte von da,,
dag, ..., die der Beziehung (76) Geniige leisten. Das Verschwinden
von 0 K verlangt daher, daf die Koeffizienten von da,, da,, ... in
Gleichung (75) alle untereinander gleich sind, und das wiederum
verlangt, daf a,, a,, ... alle untereinander gleich sind.
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Es gibt also nur eine einzige Gruppe von Werten der a, fiir
die K stationdr ist, und zwar

(77) Gy = Qg == -+ == —,

wobei die Grofle N/n aus der Beziehung (74) hergenommen ist.

Als niichste Aufgabe untersuchen wir, wie K fiir Werte von
a varilert, die den obigen benachbart sind. Eine benachbarte
Gruppe von Werten ist

N N
(78) “1:%‘}—0‘1» “2:'—;4'“2,"',
wo die o klein sind im Vergleich mit N/» und
(79) Wt ot =0

damit Gleichung (74) nach wie vor erfiillt sei.
Fiir diese Verteilung der Molekiile in den verschiedenen
Zellen finden wir als Wert von K, aus Gleichung (72)

S i)

Da N und N/»n beide sehr groB sind und log <1 + ’12%‘%) sehr

. " . 1
klein, so konnen wir g—{— 3 ersetzen durch N/»n und erhalten so

(80) K, ; 2 <1 + ",,“j) <1 n n oes>

s=1

| =3 G) Sere -

(=1re P
e R )

Daraus ist klar, dafl K verschwindet, wenn o, =g =--- =0
ist, wihrend fiir kleine Werte der o, K stets positiv ist. Der
stationire Wert, den wir fiir K gefunden haben, ist also ein
wahres Minimum; da wir ferner gesehen haben, daf dies der
einzige stationire Wert von K ist, so folgt, dal K monoton zu-
nimmt, wenn wir uns davon entfernen, und daher iiberall mit
Ausnahme dieses Minimums positiv sein mul.

In dem Ausdruck (81) ist das Verhiltnis jedes Gliedes zum vor-
hergehenden von der Groflenordnung n«/N, was so lange klein ist,

(81)
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als o klein bleibt im Verhdltnis zu N/n. Es ist also fiir kleine
Werte von o, K, durch das erste Glied von (81) dargestellt.
Wenn « mit N/n vergleichbar wird, so werden die Glieder in (81)
alle von derselben Grofenordnung, jedoch N K ist dann von der
GroBenordnung N/n und daher sehr groB. Fiir solche Werte von
o ist deshalb e—¥Xs verschwindend klein, so daf ®, nach Glei-
chung (73) ebenfalls verschwindend klein ist. Es nehmen also
die Anordnungen der Molekiile, fiir die die & mit N/n vergleichbar
sind, einen verschwindend kleinen Teil des Phasenraums ein.
Fiir alle iibrigen sind die « klein im Vergleich mit N/n und K,
ist gegeben durch

17— .
(82) N.Ka = §NZ“3.
1

46. Die Zahl der Molekularverteilungen, fiir die N K kleiner
ist als irgend ein vorgegebener Wert N K,, der nicht selbst un-
endlich ist, wird gleich sein der Zahl der Gruppen von ganz-
zahligen Werten von oy, o, ... derart, daB [vgl. Gleichung (82)]
(83) “12 + a: + . e “: < 2_1_v;_l&,
wihrend die Summe der « verschwindet.

Stellen wir uns vor, die o, ..., seien kartesische Koordi-
naten in einem Raume von % Dimensionen, dann werden ganz-
zahlige Werte von o je einmal pro Volumeneinheit auftreten.
Die Gruppen der Werte, fiir die o, + ot + -+ 0, = 0, finden sich
alle in der Ebene, deren Gleichung dies ist. Es ist eine Ebene
durch den Ursprung mit den Richtungskosinus n—"2, n—=",...n="2
Es kommen also in dieser Ebene n—'» ganzzahlige Werte pro
Fliicheneinheit der Ebene vor. Ist 4 der Flicheninhalt desjenigen
Teiles dieser Ebene, in der die Ungleichung (83) befriedigt ist,
dann ist die Zahl der Gruppen von Werten, die wir suchen,
gerade gleich n—'2 4.

Die GroBe 4 ist [vgl. Gleichung (83)], wie man leicht sieht,
der Inhalt einer Kugel (oder eines Kreises) von » — 1 Dimen-
9 N2K, >‘/z'

sionen und einem Radius (”*’,; Sein Wert ist demgemif(

A atler—=1 /2 N2 K \'Y2(—1)
=y )T
)
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Die gesuchte Zahl, namlich die Zahl der Verteilungen, fiir
die K kleiner als K ist, ist »—"2 A4 oder

) a2 (n—1) o (2 N2 K\t =D
IR YR Y e — .
(84) F<”+ 1)n z( p >
2

Differenzieren wir dies nach K, so finden wir die Anzahl der
Verteilungen, fiir die K zwischen K, und K, 4 d K liegt, mit

iz (n—1)

- _— _3/ —
(85) (n—}-]) Nep—3:(n 1)(
(o
2
47. Multiplizieren wir dies mit ®, gemdf Gleichung (73),
so finden wir als Bruchteil des urspriinglichen Phasenraumes, der

Verteilungen der Molekiile darstelit, fiir die K zwischen K, und
K, 4+ d K liegt,

(86)

2 N;Ki)llz (n _3)dK.

fon—1)
RO VR K ha-9dE,

n—1

r("3)

Man kann leicht verifizieren, daf das Integral davon, erstreckt

von K = 0 bis K = oo, gleich Eins ist, was ja jedenfalls der

Fall sein mufl (siehe § 43). Der Ausdruck (86) gibt also das

~ Verteilungsgesetz der Werte von K im Phasenraum, oder, um es

anders auszudriicken, er gibt die Wahrscheinlichkeit, dal ein

nach dem Zufall aus allen Phasenpunkten im Phasenraum

herausgegriffenes System einen Wert K zwischen K, und K, + d K
annimmt.

Schreibt man z an Stelle von N K, so schreibt sich das Ver-
teilungsgesetz

(87) o
r(*3%)

wobei # gemdl Gleichung (82) gegeben ist durch

— 1/, —_
e—=xtam=3dy,

n

1 n R
(88) x:iWZo&‘;.

48. Es ist klar, daB der Ausdruck (87) nur dann merkliche
Werte hat, wenn z endlich ist; der Beitrag zum ganzen Integral,
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der durch unendliche Werte von z geliefert wird, ist verschwindend
klein. Der Mittelwert von z ist

@l ferevdi=too

n—1
(*3)

Daher ist fiir alle im Phasenraum dargestellten Systeme, mit
Ausnahme eines infinitesimalen Bruchteiles, z oder NK endlich,
so daB K gleich Null ist. Ebenso ist der Mittelwert von « fiir
alle Systeme gleich 1/,(n—1), so dal der Mittelwert von K
gleich ist 1/, (n — 1)/ N.

Es ist also fiir alle Systeme, mit Ausnahme eines unendlich

kleinen Bruchteiles, ¥ o; von der Grofenordnug N/n, so dafl jedes
o2 mit N/n? vergleichbar wird und der Mittelwert jedes einzelnen

o? gleich N(ﬁnn;fl—) ist.

Ist ¢ die mittlere Dichte in einem Gase und in irgend einer
Zelle die Dichte ¢ (1 4 0), dann folgt aus Gleichung (78) 6 = oiTn.
In allen Systemen, mit Ausnahme eines unendlich kleinen Bereiches,
ist also 62 von der GroBenordnung 1;N und der Mittelwert von

n—1

02 ist gleich N

Fassen wir zusammen: Wir haben entdeckt, daB eine sehr
starke Tendenz gegen eine Gleichverteilung der Dichte besteht.
In allen Systemen, mit Ausnahme eines unendlich kleinen Bruch-
teiles, wird die Veréinderung der Dichte in den verschiedenen
Stellen nur von der GroBenordnung 1/N des Ganzen sein. Da wir
vorausgesetzt haben, daBl N so groll sei, daB 1/N vernachlassigt
werden kann, kénnen wir sagen, daf in allen Systemen, mit Aus-
nahme eines unendlich kleinen Bruchteiles, eine gleichmiBige
Dichte innerhalb des ganzen Gases besteht.

49. Wir lassen nun die Zellen, jede vom Volumen @, un-
endlich klein werden und mit den Volumenelementen dxdyd z des
Gases zusammenfallen. Die mittlere Molekulardichte v, ist im
ganzen Gase gleich N/ und die Molekulardichte v, in der s-ten
Zelle ist so, dab

a =v,dxdyde.
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Wie in § 45 konnen wir die Differenz zwischen «, und

as + 1/, vernachlissigen und konnen demgemiB Gleichung (72)
ersetzen durch

1 — na, 1 < v, Vs
I K= yXals y =3, log (5:) dedyas

| = AT e () e

wo das Integral iiber das ganze Gas zu erstrecken ist.

(90)

K ist also der Mittelwert von 3 log ;, gemittelt iber das
0 0

ganze Gas. Sind die Abweichungen von der gleichméBigen Dichte
klein, so daBl v durch v, + dv ersetzt werden kann, so wird der
Wert von K gleich

(91) K = Q%EH'R‘%)dedydz,

was man auch aus Gleichung (82) hitte entnehmen konnen.
2
K ist also gleich dem Mittelwert von (i_v) , gemittelt iiber das
0

ganze Gas, und daher eine GrofBe, die naturgemif zur Messung
der Abweichung von der gleichformigen Dichte heranzuziehen ist.

Die Einteilung des Phasenraumes. — Geschwindigkeitskoordinaten.

50. Wir konnen die Verteilung der Geschwindigkeits-
koordinaten auf einem Wege finden, der jenem &hnlich ist, den
wir fiir die Verteilung der Lagekoordinaten benutzt haben.

Wie in § 13 nehmen wir einen dreidimensionalen Raum her
und stellen die Geschwindigkeit jedes Molekiils durch einen
Punkt dar, derart, daB seine Koordinaten in diesem Raume wu, v, w,
die Komponenten der Molekulargeschwindigkeit sind. Auf diese
Weise erhalten wir N Punkte in diesem dreidimensionalen
Raume und ihre Lagen bestimmen die Geschwindigkeiten aller
Molekiile des Gases.

Der nun betrachtete Raum erstreckt sich in allen Richtungen
ins Unendliche, da die Werte von u, v, w fiir jedes Molekiil von
— oo bis 4 oo variieren konnen. Wir werden es jedoch nicht
nétig haben, die im Unendlichen liegenden Bereiche in Rechnung

zu ziehen. Wir werden uns ja schlieflich nur mit Systemen
Jeans, Theorien. 5
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befassen, in denen die gesamte kinetische Energie der N Molekiile
einen bestimmten Wert £ hat, und fiir diese Systeme existiert
daher ein oberer Grenzwert fiir die Werte u, v, w, der durch den
Umstand bestimmt ist, daB die Energie irgend einer Koordinate
1omud, Yymvy Yymw? nicht grofler sein kann als E. Wenn

. 2 .. . .
wir also setzen I* = 50 kénnen wir annehmen, dall der drei-

dimensionale Raum, in dem die Geschwindigkeitskoordinaten
dargestellt sind, durch die Ebenen u =+, v=+1, w=+1
begrenzt sei. Und ebenso kann der urspriingliche 6 N-dimensionale
Raum durch die Ebenen wu, =41, v,=+41, w,=-+1 usw. be-
grenzt gedacht werden. Mit dieser Beschrankung ist es klar, dafl der
dreidimensionale Raum gerade geeignet ist, die Geschwindigkeits-
koordinaten aller Systeme im 6 N-dimensionalen Raume dar-
zustellen, die der bezeichneten Energie E entsprechen.

51. Wir konnen uns nun den dreidimensionalen Raum vom
Volumen 813 in eine groBe Zahl % von sehr kleinen Zellen ein-
geteilt denken, jede vom Inhalt ® oder dudvdw. Wir betrachten
eine bestimmte Verteilung der Geschwindigkeiten, derart, dal} die
Zahl der Punkte in Zelle 1 gleich a,, in Zelle 2 gleich a,
ist usw., wobei selbstverstindlich

92) a4 +ag+ -+ +a, = N.
Wir konnen genau so wie in § 43 zeigen, dal die Systeme
der Klasse A einen Bruchteil ®, des urspriinglichen Phasenraumes

von 6 N Dimensionen einnehmen werden [vgl. Gleichungen (68)
und (73)]:

Nin—¥
®) O = ilagl el
(94) = nn (2w N)— Y@ -1 ¢—NKa
WO
1 - na,
(95) I(a — NZ Qs log _F"
8—1

da das Glied 1/, in Gleichung (72) gegen a, vernachléssigt werden
kann. Und wie zuvor werden die hiufigsten Verteilungen die
sein, fiir welche K, am kleinsten ist.

B2, Wiirden wir versuchen, die Verteilungen zu finden, die
im ganzen 6 N-dimensionalen Raume die hé#ufigsten sind, so



§ 50—53] Geschwindigkeitskoordinaten. 67

wiirden wir naturgemif zum selben Resultat gefiilhrt werden wie
in § 45. Was wir jedoch hier wollen, ist, die hdufigste Verteilung
zu finden, nicht fiir alle Systeme im Raume, sondern bloB fiir
die Systeme, deren Energie gleich F ist.

Wenn die Geschwindigkeitskomponenten eines Molekiils durch
einen Punkt in der Zelle 1 dargestellt werden, so wollen wir
sagen, dal seine Energie gleich & sei, ist der Punkt in der
Zelle 2, so sei die Energie &; usw. Dann wird die gesamte
kinetische Energie der N Molekiile a,¢&, 4 a4¢, + -+ + a, &, sein,
und das ist fiir die betrachteten Systeme gleich . Wir miissen
also annehmen, daf a,,...a,, nicht blof durch Gleichung (92),
sondern auch durch die Gleichung
(96) a8 + 038 + - +ane, = E
beschréinkt sind.

83. Wir gehen nun daran zu suchen, fiir welche Verteilung
K, am kleinsten ist, wenn die Werte von a den Beschrinkungen
der Gleichungen (92) und (96) unterworfen sind. Durch Variation
der Gleichungen (95), (92) und (96) erhalten wir

z N0
(97) NOK, = ; (10g 5t + 1) da,
(98) 0= Zﬂ 0 a,,
8=1
(99) 0= é &0 d,.
8§=1

Daher sind die stationiren Werte von K gegeben durch
Gleichungen vom Typus
(100) log ”N“ +14+A4ps =0,

worin 4 und g multiplikative Konstanten sind.
Die Dichte in dem dreidimensionalen #, v, w-Raum soll, wie
in §13 durch t oder N{f bezeichnet werden. Wir haben also

a; =70 = Nfw = Nfdudvdw,

so daf
na,
N
wo & = nwo das Gesamtvolumen 873 des u, v, w-Raumes ist.
B*

=unfo =[f8,
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Durch Verinderung der Konstanten nimmt daher Gleichung

(100) die Form an:
f:Ae—Ehss

oder, ausgedriickt durch die Koordinaten u, v, w,
(101) f(uyv,w) = Aehm@+o2ud

was, wie es ja auch offenbar sein mull, mit dem bereits durch
die Methode der ZusammenstoBe im 2. Kapitel erhaltenen Ver-
teilungsgesetz iibereinstimmt.

54. Man konnte nun genau so wie im friitheren Falle zeigen,
daBl bis auf einen unendlich kleinen Bruchteil desjenigen Teiles
des Phasenraumes, in dem die Energie des entsprechenden
Systems gleich E ist, das Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung
durch Gleichung (101) gegeben ist. Es diirfte unnétig sein, die
Einzelheiten - dieses Beweises wiederzugeben; der Mathematiker
wird imstande sein, sich ihn selbst zu konstruieren, wihrend
der Physiker wahrscheinlich nicht wiinschen wird, damit auf-
gehalten zu werden.

So wie im Falle der Lagekoordinaten hitte man das Gesetz
der Geschwindigkeitsverteilung durch Wahrscheinlichkeitsbetrach-
tungen voraussagen kounen. Denn einen Punkt nach dem Zufall
in dem Bereich, der Systemen der Energie E entspricht, auszu-
wihlen, ist gleichbedeutend damit, den Molekiilen nach dem
Zufall Geschwindigkeitskoordinaten wu, v, w zuzuteilen, die allein
der Bedingung unterworfen sind, dafl ibre Quadrate um einen
bestimmten Mittelwert gestreut sein sollen. Es ist deshalb nur
naturgemiB, wenn wir finden, dafl das Geschwindigkeitsverteilungs-
gesetz im Einklang mit dem Fehlergesetz steht.

55. Der Wert von K, ist [nach Gleichung (95)]
N [a, 7 ag
K=3 (%) 108 "5
n a, as

)G o 3 (%)
=19, % =fo=/fdudvdw und g (N -1
Benutzen wir diese Beziehungen, so finden wir

K =log & + [ [flogfdudvdw,

worin
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wo das Integral iiber das Volumen &' im wu, v, w-Raum erstreckt
ist. Da auBerhalb dieses Volumens f = 0 ist, so kann man sich
das Integral ebenso iiber den ganzen Raum erstreckt denken.

Es zeigt sich nun, daB bis auf eine additive Konstante K
mit dem H aus der Methode des letzten Kapitels identisch
ist [vgl. Gleichung (13)]. Das dort bewiesene Theorem, daf H
dahin strebt, stindig abzunehmen, hat, wie man nun sieht, die
Bedeutung, daB K dahin zielt abzunehmen, und daher @, zu
wachsen. Mit anderen Worten, bei seiner Wanderung zum End-
zustand strebt ein Gas immer dahin, von dem weniger wahr-
scheinlichen zum wahrscheinlicheren Zustand iiberzugehen, oder,
wie wir auch sagen konnen, von dem abnormalen zum normalen,
wenn wir als normalste Zustinde die ansehen, die am h#ufigsten
im 6 N-dimensionalen Raume vorkommen.

56. Das Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung, das durch
Gleichung (101) ausgedriickt wird, ist ein Spezialfall des allgemeinen
Gesetzes, das fiir den ,stationdren Zustand“ im letzten Kapitel
gefunden wurde. Wir sind auf diesen Spezialfall beschrinkt,
weil wir gleich anfangs angenommen haben, dafl das begrenzende
Gefi im Raume fest ist. Wenn sich das Gefi hingegen im Raume mit
einer Geschwindigkeit mit den Komponenten u,, v, wo bewegt, so
kann man die Entwicklungen dieses Kapitels auch anwenden, wenn
man nur alle Koordinaten auf bewegte Achsen bezieht, deren Ge-
schwindigkeit die Komponenten wo, vy, wo hat. In diesem Falle
driickt (101) das Geschwindigkeitsverteilungsgesetz relativ zu diesen
bewegten Achsen aus. Das Gesetz der Verteilung der Absolut-
geschwindigkeiten im Raume lautet daher

(102) f — A e—hmlu—n)? + (v —vg)2 + (w—wo)Z]’

was mit dem allgemeinen durch Gleichung (25) gegebenen Gesetz
fiir den stationéiren Zustand zusammenfdllt.

Dieses Gesetz liefert, wie wir bereits bemerkt haben, f = 0,
wenn u, v oder w unendlich grof sind. Es besteht daher a
posteriori gegen die Ableitung, durch die wir es erhalten haben,
der Einwand, daB, wenn wir alle moglichen Geschwindigkeiten
in ,Zellen“ nach der Art von § 51 einteilen, die Zahl der Molekiile
in einigen dieser Zellen von Rechts wegen nicht als sehr grof§
angesehen werden kann. Der Schwierigkeit begegnet man am
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besten so, dall man eine bestimmte Geschwindigkeit ¥ hernimmt,
derart, daf} jene Molekiile, deren Geschwindigkeit die Ungleichungen

ulV, o<V, wu<<V

nicht befriedigt, einen unendlich kleinen Bruchteil des Ganzen
ausmachen. Konnen die Geschwindigkeiten, welche diese Un-
gleichungen befriedigen, in Zellen nach Art von § 51 eingeteilt
werden, so daB sie die Bedingung erfiillen, dall die Zahl in jeder
Zelle sehr grof} ist, dann ist weiter keine Schwierigkeit vorhanden,
und Gleichung (102) gibt dann das Verteilungsgesetz der Ge-
schwindigkeiten, die kleiner sind als V. TFir Geschwindigkeiten
groBer als V hat das Gesetz keine Bedeutung. Es ist beispiels-
weise klar, daB das durch Gleichung (102) ausgedriickte Gesetz
keine wie immer geartete obere Grenze fiir die Werte u, v, w
fiir ein einzelnes Molekiil fordert, wihrend faktisch eine solche
Grenze durch die Energiegleichung notwendig bedingt ist.

Molekiile von endlicher GroBe.

7. Es ist einleuchtend, dafl es in keiner Weise fiir die
Entwicklungen der §51 bis 53, aus denen das Geschwindigkeits-
verteilungsgesetz gefunden wurde, wesentlich ist, ob die in § 36
erwihnten Bereiche aus dem Phasenraum ausgeschlossen werden
oder nicht. Denn die Ausschliefung dieser Bereiche betrifft die
Geschwindigkeitskoordinaten iiberall in gleicher Weise. Das Gesetz
der Geschwindigkeitsverteilung lautet also gleich, mogen nun die
Kugeln von endlicher GroBe sein oder unendlich klein. s bleibt
auch dasselbe bis zu dem #HuBersten Grenzfall, bei dem die Kugeln
g0 dicht in dem GefiB gepackt sind, daB sie sich iiberhaupt nicht
bewegen konnen.

Der Normalzustand.

58. Im letzten Kapitel haben wir mit Hilfe der nicht
sichergestellten Annahme der molekularen Unordnung (§ 15) ge-
funden, daB das durch Gleichung (102) ausgedriickte Verteilungs-
gesetz einen ystationdren Zustand“ des Gases darstellt. Im vorliegen-
den Kapitel haben wir, ohne von dieser Annahme Gebrauch zu
machen, zeigen konnen, daf bis auf eine unendlich kleine
Fehlerwahrscheinlichkeit ein nach dem Zufall aus dem Phasen-
raum herausgegriffenes System sich in dem durch Gleichung (102)
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bestimmten Zustand befindet. Es erweist sich als zweckmilig,
diesen Zustand als den ,Normalzustand* (siehe § 87) zu bezeichnen,
und ein Resultat, das bis auf eine unendlich kleine Fehlerwahr-
scheinlichkeit richtig ist, als unendlich wahrscheinlich.

Wenn daher ein System nach dem Zufall ausgewihlt wird,
so ist es unendlich wahrscheinlich, daf es sich in dem Normal-
zustand befindet. Nehmen wir an, dall ein System nach dem
Zufall ausgewihlt sei und sich dann mit seiner natiirlichen Be-
wegung eine Zeit ¢ bewegen diirfe; was kOnnen wir dann iber
seinen wahrscheinlichsten Zustand nach einer Zeit ¢{ aussagen?
Die Antwort wird durch das in § 40 bewiesene Theorem gegeben.
Die Bewegung aller moglichen Systeme wird im Phasenraum
durch die Bewegung der zugrunde gelegten Fliissigkeit dargestellt-
Anstatt ein System nach dem Zufall auszuwédhlen und es sich
dann eine Zeit ¢ bewegen zu lassen, konnen wir die ganze Fliissig-
keit sich im Phasenraum eine Zeit ¢ bewegen lassen, und dann
daraus ein System nach dem Zufall auswihlen. Das Theorem
in § 40 bewies, daB die Fliissigkeitshewegung im Phasenraum eine
»stationdre“ Bewegung sei. Es ist also genau dasselbe, ob man
das System zur Zeit ¢ auswihlt oder zur Zeit Null, und es ist
unendlich wahrscheinlich, dal das so ausgewdhlte System sich
im Normalzustand befinden wird.

59.. Dies vervollstindigt unsere Kenntnis von der Bewegung
des Gases. Zu jeder beliebigen Zeit ist es unendlich wahr-
scheinlich, daf sich das Gas im Normalzustand befindet. Im
Laufe der Bewegung werden Abweichungen vom Normalzustand
vorkommen, es ist jedoch unendlich wahrscheinlich, da dies
nur einen unendlich kleinen Bruchteil der Zeit in Anspruch nimmt,
welche fiir die ganze Bewegung gebraucht wird.

In der Theorie besteht fiir ein Gas die Moglichkeit, sich
wahrend seiner Bewegung allmihlich in einen vom Normalzustand
verschiedenen Zustand zu begeben. Nehmen wir z. B. an, daf
das begrenzende Gefill wiirfelformig sei, und dall die Molekiile
so losgelassen werden, daBl sie sich alle senkrecht auf eine Fliche
langs eines Systems paralleler Linien bewegen, und zwar so, daB
keine zwei in kleinerer Distanz stehen, als der Durchmesser eines
Molekiils betrigt. Dann ist es klar, dal die Molekiile die Geraden,
auf denen sie losgegangen sind, nicht verlassen und ihre Ge-
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schwindigkeit nicht verindern werden. In diesem Falle wird
jedes Geschwindigkeitsgesetz f (u, 0, 0) bestéindig sein, wo u die
Geschwindigkeit in der Richtung der parallelen Linien ist.

Die Ableitung dieses Kapitels wird dann, wie man sieht,
hinfdllig, weil die in § 42 gemachte Voraussetzung nicht ldnger
richtig ist, da es némlich auler der Energie keine Funktion
der Koordinaten im Phasenraum gibt, die wihrend der Bewegung
konstant bleibt. Denn selbstverstindlich haben wir dann »2 — const,
ui = const usw., und v, = w, = 0, v, = wp, = 0 usw.

Unsere Ergebnisse zeigen, dal es unendlich wahrscheinlich
ist, dall ein nach dem Zufall ausgewdhltes System nicht diesem
speziellen Typus angeh6rt. Der Zusammenhang zwischen den Bahn-
kurven solcher Systeme und den ,Zyklen“ der abstrakten Dynamik
ist von Interesse, kann jedoch hier nicht diskutiert werden. Wir
werden zu der Besprechung von Fillen, bei denen es aufier der
Energie noch andere Konstanten gibt, im 5. Kapitel zuriickkehren.

Historische Bemerkung.

60. Das Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung, das sowohl
in diesem als auch im vorhergehenden Kapitel abgeleitet worden
ist, wurde von Maxwell aufgefunden und wird allgemein nach
ihm benannt. Es erscheint zuerst in der bereits erwihnten
Arbeit (§ 9), die in der British Association im Jahre 1859
verGffentlicht wurde. Es wird heute allgemein zugegeben, daB
der urspriingliche Beweis unbefriedigend ist, er ist jedoch wegen
seiner historischen Wichtigkeit von Interesse. Bis auf eine kleine
Verinderung der Bezeichnungen ist die Form, in der er gegeben
wurde, die folgende?):

»E8 sei N die gesamte Partikelzahl. Es seien ferner u, v, w
die Komponenten der Geschwindigkeit jedes Partikels in drei
zueinander senkrechten Richtungen, und die Zahl der Partikel,
fiir die w zwischen « und w 4 du liegt, gleich N f(u)du, wo f (u)
eine noch zu bestimmende Funktion von « bedeutet.

Die Zahl der Partikel, fiir die v zwischen » und v 4 dv
liegt, wird dann Nf(v)d+ sein, und die Zahl derer, fiir die w
zwischen w und w4 dw liegt, gleich Nf(w)dw, wo f immer
dieselbe Funktion bezeichnet.

1) J. C. Maxwell, Collected Works 1, 380.
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Nun beeinfluit die Existenz der Geschwindigkeit « in keiner
Weise die der Geschwindigkeiten v oder w, da diese alle recht-
winklig aufeinanderstehen und unabhéngig sind, so dafl die
Zahl der Partikel, deren Geschwindigkeiten zwischen » und -+ d u
liegen und gleichzeitig zwischen » und v 4 dv und zwischen w
und w + dw, gleich ist

Nf(w)f()f(w)dudvdw.

Nehmen wir an, daB die N Partikel vom Ursprung im selben
Augenblick ausgehen, so wird dies die Anzahl im Volumenelement
dudvdw nach Verlauf der Zeit Eins sein, und die auf die Vo-
lumeneinheit bezogene Zahl wird gleich sein:

Nf(w) f () f(w)-

Nun sind aber die Richtungen der Koordinatenachsen voll-
kommen willkiirlich, so daB diese Zahl allein vom Abstand vom
Koordinatenursprung abhingen kann, also

fw)f(v)f(w) = @ (u* + v* 4 w?).
Losen wir diese Funktionalgleichung, so finden wir
f(w) = Cet, @ (u2 + v? 4 ws) = O3 ¢ A2+ 02 + w?) «

Dieser Beweis muf als unbefriedigend angesehen werden,
weil er annimmt, daB die drei Geschwindigkeitskomponenten
voneinander unabhingig sind. Die Geschwindigkeiten gehen
jedoch keineswegs unabhingig in die dynamischen Gleichungen
fiir die ZusammenstoBe zwischen den Molekiilen ein, so dall wir,
bis das Gegenteil bewiesen wird, erwarten sollten, eine Verkniipfung
zwischen diesen Geschwindigkeiten zu finden.

Um diesem Mangel Rechnung zu tragen, versuchte Maxwell
einen zweiten Beweis 1), der nachVerbesserungen durch Boltzmann?)
und Lorentz3) die im 2. Kapitel angegebene Form annimmt.
Es ist jedoch sehr zweifelhaft, ob dieser Beweis, was logische
Folgerichtigkeit oder Vollstindigkeit betrifft, eine Uberlegenheit
iiber Maxwells urspriinglichen Beweis beanspruchen kann. Der
zweite Beweis mufl annehmen, daf es keine Beziehungen zwischen den
Geschwindigkeits- und den Lagekoordinaten gibt, wihrend der erste

1) J. C. Maxwell, Collected Works 2, 43.

2) Wiener Sitzungsber. 58, 517 (1868); 66, 275 (1872); 95, 1563 (1887);
Vorlesungen iiber Gastheorie 1, 15.

3) Wiener Sitzungsber. 95, 115 (1887).
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Beweis blofl annimmt, daB es keine Beziehung zwischen den einzelnen
Geschwindigkeitskomponenten untereinander gibt. In beiden
Féllen lassen die dynamischen Bedingungen in gleicher Weise Be-
ziehungen vermuten, bis nicht das Gegenteil bewiesen ist, und es
diirfte schwer sein, einen Grund anzugeben, warum die eine Annahme
betreffend das Nichtbestehen einer Beziehung gerechfertigter sein
sollte als die andere. Es moge erwihnt werden, da Burbury?) stets
der Meinung war, der zweite Beweis Maxwells sei nicht allein
logisch nicht stichhaltig, sondern fiihre auch zu einem nicht ganz
richtigen Resultat.. Er behauptet, daf wirklich eine solche Be-
ziehung statthat, mit Ausnahme des Grenzfalles eines unendlich
verdiinnten Gases. Diese Ansicht wird jedoch durch die Ent-
wicklungen dieses und des folgenden Kapitels nicht gestiitat
(siehe § 69).

Zu einer zweiten Klasse von Beweisen fiir das Gesetz gehort
der in diesem Kapitel gegebene. In dieser Klasse von Beweisen
bildet es das Ziel, ein Gesetz aus allgemeinen dynamischen Be-
trachtungen abzuleiten. Als wichtiges Beispiel moge ein Beweis
von Kirchhoff erwihnt werden, der in seinen Vorlesungen ent-
halten ist2), und einer von Meyer und Pirogoff, der in Meyers
kinetischer Gastheories) enthalten ist. Beide angefiihrte Beweise
machen, wie die nihere Betrachtung zeigt, von der Wahrschein-
lichkeitsrechnung in einer Weise Gebrauch, die nicht gerecht-
fertigt ist. Der in diesem Kapitel gegebene Beweis stammt von
mir4): auch er wurde von Burburys) kritisiert, ich bin jedoch
der Ansicht, daf seine Kritik gegen die Richtigkeit des Beweises
mangelhaft begriindet ist ¢).

1) S. H. Burbury, The Kinetic Theory of Gases. - Cambridge 1899.
2) Kirchhoff, Vorlesungen iiber die Theorie der Warme, S. 142,
3) Meyer, Die kinetische Theorie der Gase.

4) Phil, Mag. 5, 597.

5) Ebenda 6, 529; 7, 467.

6) Ebenda 6, 720; 7, 468.
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4, Kapitel.

Das Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung.
(Fortsetzung.)

Vergleich zwischen den Methoden der zwei vorangehenden
Kapitel.

61. Das Problem des vorliegenden Kapitels besteht darin, die
Beziehungen zwischen den in dem 2. und 3. Kapitel angewendeten
Untersuchungsmethoden zu betrachten.

Die Entwicklung des 2. Kapitels war auf gewisse Wahrschein-
lichkeitsfragen aufgebaut. Eine Antwort auf diese Fragen wurde
mit Hilfe der Annahme der molekularen Unordnung ermdoglicht
und durchgefiihrt, die in §15 eingefiibhrt wurde.

Auch die Entwicklung des 3. Kapitels beruht, wenn auch in
einem anderen Sinne, auf der Wahrscheinlichkeitstheorie. Der
mit Fliissigkeit erfiillte Phasenraum lieferte die Grundlage fiir die
Berechnung von Wahrscheinlichkeiten, und da bewiesen wurde, dafl
die Fliissigkeitshewegung stationir sei, so folgte weiter, dal diese
Grundlage auch von der Zeit unabhingig sei. Wir behalten nun
zunichst den Phasenraum als Grundlage von Wahrscheinlichkeits-
betrachtungen bei. Die Frage ,Wie grofl ist die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB ein System die Bedingung p erfiillt%, hat dem-
nach die Bedeutung: ,Fiir welchen Bruchteil des Phasenraumes
ist die Bedingung p erfiillt¥. Die weitere Frage: ,Gesetzt, ein
System erfiille die Bedingung p, wie grol ist die Wahrschein-
lichkeit, daB es auch die Bedingung ¢ erfiillt¥, wird so inter-
pretiert: ,Ein Punkt ist nach dem Zufall aus allen den Gebieten
des Phasenraumes ausgewihlt, in denen die Bedingung p erfiillt
ist, wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dafl in diesem Punkte
auch die Bedingung ¢ erfiillt sei“. Wenn v, das Gesamtvolumen
desjenigen Teiles des Raumes ist, in dem die Bedingung p
erfiillt ist, und v,, dasjenige des Raumes, in welchem auch die
Bedingung g erfiillt ist, so ist der Wert der gesuchten Wahr-
scheinlichkeit offenbar gleich dem Verhiltnis

v
103 Pe,
(103) Uy
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Wenn v das Gesamtvolumen dieses Phasenraumes ist (oder
eines Teiles desselben, auf den wir unsere Betrachtungen be-
schrinken wollen), so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die
Bedingung ¢ unabhéngig von p erfiillt ist,

Yq
(104) o

Die Bedingung dafiir, dal die Wahrscheinlichkeiten, daB p
und ¢ erfiillt werden, als ,unabhingig# voneinander angesehen
werden konuen, ist, daB die Ausdriicke (103) und (104) einander
gleich sind, oder symmetrisch geschrieben, dafB
(105) Upg _ Vp Yo,

v v v

Analyse der Annahme der molekularen Unordnung.

62. Die Annahme der molekularen Unordnung war gleichbedeu-
tend mit der Annahme, dal zwei Wahrscheinlichkeiten als un-
abhingig voneinander angesehen werden konnen. Gleichung (105)
setzt uns demnach in den Stand, zu entscheiden, ob diese An-
nahme im Hinblick auf unsere jetzige Wahrscheinlichkeitsgrund-
lage berechtigt ist — n#mlich den mit homogener Fliissigkeit
erfiillten Phasenraum.

Zu diesem Zwecke wollen wir die Bedingung p dahin definieren,
daB ein Molekiil der Klasse A (definiert in §13) sich in dem
Element dxdydz des Gases befinden moge — mit anderen
Worten, daf eines der N Molekiille Koordinaten besitze, die
zwischen den Grenzen

106 zund z+dx,y und y+dy,z und z-+dg,
(106) wund w4+ du,v und v +dv,w und w4+ duw
liegen.

Fiir gewisse Systeme wird diese Bedingung von einem Mole-
kiil 4 erfiillt, und diese Systeme werden im Phasenraum durch das-
jenige Gebiet dargestellt, fiir welches x, zwischen z und z 4+ da
liegt, und #hnliche Bedingungen von ¥, 2. Ua Ve W, erfiillt
werden. Dieser Bereich trigt zu v, einen Beitrag

(107) “5 . drdaydz, ... dugdusdu,. ...

bei, wo die Integration iiber alle Werte der Variablen zu er-
strecken ist, die nicht durch §36 ausgeschlossen sind, mit Aus-
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nahme von .. Y Zay Uay Vs, W fir welche die Grenzen durch
(106) gegeben sind. Das Integral kann in der Form

4oo oo
(108) dedydzdudvdw ” o dxpda, ... .\. duy jduc

geschrieben werden. Fiir andere Systeme wird die Bedingung p
von einem Molekiil B erfiillt, und diese Systeme liefern wiederum
einen Beitrag, dessen Betrag gleich dem obigen ist. Jedes der
N Molekiile trigt auf diese Weise zu v, einen Betrag bei, der gleich
ist dem Ausdruck (108), so dal der Gesamtbetrag von v, gleich ist

(109) vp:Ndxdydzdudvde... dxy dx, f;ubf;uc .

Der Wert von v, das Volumen des ganzen Raumes, ist durch
{107) gegeben, wenn die Iutegration iiber alle Werte der Variablen
erstreckt wird, mit Ausnahme der durch §36 ausgeschlossenen.
Dies kann jedenfalls in der Form geschrieben werden:

+ o + o

(110) v = J.‘” d.radx,,d.rc...J'du,,jaub

und aus Gleichung (109) und (110) finden wir nun

ny vy el e dudvdn
J‘j“.dm”d.rbd.rc... ."duj.dvjdw

Dies verschwindet offenbar infolge des zweiten Faktors, weil,
wenn alle Molekiile in gleicher Weise befihigt sind, alle moglichen
Geschwindigkeiten anzunehmen, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
ein einzelnes Molekiil irgend einer festgesetzten Klasse angehore,
unendlich klein ist.

63. Wir wollen nun annehmen, dal die Geschwindigkeiten
der einzelnen Molekiile gegeben sind, und wollen die Wahrschein-
lichkeit dafiir berechnen, daf in diesem kalle die Bedingung p
erfiillt sei. Wir wollen annehmen, daBl wir wissen, dall die Ge-
schwindigkeiten des Molekiils A zwischen den Grenzen

(112) u, und ua—{—vé‘ Ugy Vg und v, 4 0 v, w, und w, + 0w
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liegen, und daBl wir betreffs der ibrigen Molekiile #hnliche

Kenntnis besitzen. Da der ganze Raum Systeme darstellt, fiir

welche die Molekiile die gegebenen Geschwindigkeiten besitzen,

ist der Wert von v durch die Gleichung (110) gegeben, wenn

die Integration von w, bis u, + 0, anstatt von —oo bis +-oo

erstreckt wird, und dhnlich fiir die anderen Geschwindigkeiten.
Wir haben also als neuen Wert von

(113) v = 0u 00, 0w, ... JH v dzgdayda, ...

So wie zuvor werden die Systeme, fiir die die Bedingung p
fiir das Molekiil A erfiillt ist, durch diejenigen Teile des Raumes v
dargestellt, fiir die z, zwischen x und % + d x liegt, und #hnliche
Bedingungen werden von y,, 2, %, v, w, erfiillt. Wir werden
annehmen, wozu wir auch berechtigt sind, daB die 0 ug,, 0 v,, 0 w, der
Grenzen (112) im Vergleich mit dudvdw unendlich klein sind.
Unter der Voraussetzung, daB der durch (112) dargestellte
Bereich fiir %, innerhalb des Bereiches zwischen % und w4 du
liegt, und daf} &hnliche Bedingungen von v,, w, erfiillt werden, ist
der dem Molekiil A entsprechende Beitrag zu v, durch die
rechte Seite von (113) gegeben, bis auf den Umstand, daf die
Integration nach z, sich blof von z bis -+ dx erstreckt, und
dhnlich fiir y, und 2,, Wenn also die Geschwindigkeiten des
Molekiils 4 innerhalb der bestimmten Grenzen liegen, so betrigt
der Beitrag vom Molekiil 4 zu v,

(114) dedydzdudv, ... J“‘J. codzydz, ... dy dy, ...

Liegen die durch die Grenzen (112) bestimmten Geschwindig-
keiten nicht innerhalb des Bereiches d udwvd w, so ist der Beitrag
gleich Null. Die Zahl der Molekiile, deren Geschwindigkeiten
die Bedingung erfiillen, innerhalb dieses Bereiches zu liegen —
mit anderen Worten, die Zahl der Molekiile, die imstande sind,
die Rolle des Molekiils 4 in dem Ausdruck (114) zu spielen —,
moge angesetzt werden in der Form:

(115) Nf(uv,w)dudodw.

Das Produkt der Ausdriicke (114) und (115) liefert v,. Daraus
und aus Gleichung (113) erhalten wir

Hj daydz,...dy,dy,..

ﬂjjjj .dx dxydx,... dy,dy,dy,...

Y
(116) ;1'1 = Nf(u,v,w)dudvdwdzdydz
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64. Wir wollen nun die Bedingung ¢ als Bedingung dafiir
definieren, daB es ein Molekiil gibt, dessen Koordinaten inner-
halb der Grenzen 2’ und 2’ 4 d 2’ usw. liegen. Das Volumen v,,,
fir das beide Bedingungen p und ¢ erfiillt sind, wird aus Bei-
trigen von den versghiedenen Paaren von Molekiilen bestehen.
Wir nehmen an, daf in dem Ausdruck (116) das Molekil A die
Bedingung p erfiillt. Erfiillt das Molekiil 3 die Bedingung g,
30 kann man den entsprechenden Beitrag zu v,,/v aus der
rechten Seite von (116) erhalten, wenn man die Integration im
Zihler iiber den Bereich von «’ bis '+ d’ in bezug auf x;, er-
streckt, und iiber dhnliche Bereiche in bezug auf y; und 2. Die
Zahl der Molekiile, die befihigt sind, die Rolle von B zu spielen,
ist gleich

Nf@,v,w) dudv dw.

Also erhalten wir als Wert von v,q/v:

[vi‘l = N2f(u,0,w) f (w',0', ') dudvdwdw'dv'di’'dadyde da'dy' de’

=
(117) jj...dwc...clyc...
TI11] dmdmnde - dinds.

Die Integration erstreckt sich iiber alle Werte der Variablen
mit Ausnahme derer, die durch die Bedingungen des § 36 aus-
geschlossen sind. Wenden wir diese Bedingungen auf den Zéhler
an, 80 miissen Wir %, ¥a 2, durch z,y, # und zy, 3, % durch 2/, ¥, 2
ersetzen. Wir finden daher, wie es auch 8ein mul, dall v,, ver-
schwindet, wenn die Punkte z, y, # und «/, ¢/, 2’ eine kleinere
Distanz als ¢ haben, oder wenn einer von ihnen sich in einer
kleineren Entfernung als 1/,6 von der Begrenzung befindet. Wir
sehen ferner, dall v,,/v nicht gleich ist dem Produkt von wv,/v
und v,/v, so dafl die Erfilllungen der Bedingungen p und ¢ nicht
als unabhingige Ereignisse behandelt werden konnen.

Unendlich kleine Molekiile.

656. In dem Spezialfall, in dem die Radien der Molekiile
verschwindend klein sind, konnen diejenigen Teile des Phasen-
raumes, die in § 36 ausgeschlossen wurden, vernachlissigt werden,
In den Integralen der Gleichungen (116) und (117) werden nun
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die Integrationen. nach den Variablen mit verschiedenen Indizes
voneinander unabhingig. Wir konnen zum Beispiel schreiben:

1] dvcamdn .. dydpdy. ...
= j_”l Az, dYo d 2 ”.j dxydypdey... = QF.

Die anderen Integrale konnen in #hnlicher Weise vereinfacht
werden, und wir erhalten:
he lgf(u,v,w)dudvdwdxdydz,

v &

(118)

2 ..
119)”—”3: N w,v,w)f (W', w')dudvdwdu'dv'dw'dedydzdr'dy'ds'.
119 -=={5 J

Schreiben wir v fiir N/£2, so sehen wir, dall die rechte Seite
der Gleichung (118) mit unserem fritheren Ausdruck (2) (Seite 23)
identisch ist. Mit anderen Worten, in dem Falle konstanter
Dichte innerhalb des Gases ist die Wahrscheinlichkeit, daf die
Bedingung p fiir ein nach dem Zufall ausgewihltes System erfiillt
ist, gleich der in § 14 berechneten Wahrscheinlichkeit.

Aus den Gleichungen (118) und (119) erhalten wir das
wichtige Resultat

(120) Vea _ Vs Vo,

Die Erfiillungen der Bedingungen p und ¢ sind also nun un-
abhiingige Ereignisse. Mit anderen Worten, wir haben bewiesen,
daB, bezogen auf die, von uns verwendete Wahrscheinlichkeits-
grundlage, die Annahme der molekularen Unordnung, wie
gie in §15 ausgesprochen wurde, gerechtfertigt ist, falls
die Radien der Molekiile verschwindend klein sind.

66. Um den Weg zu rechtfertigen, auf dem diese Annahme
im 2. Kapitel eingefithrt wurde, miissen wir etwas weiter ge hen
In dem Ausdruck (4) fanden wir einen Wert, der, wie wir an-
nahmen, gleich der Zahl der Zusammenstofe einer bestimmten
Klasse o sein sollte. Der wahre Wert dieses Ausdruckes war
jedoch

== (der Zahl der moglichen ZusammenstoBe der Klasse o)
x (der Wahrscheinlichkeit fiir das Zustandekommen jedes Zu-
sammenstofes).
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Diese GroBe driickt also die wahrscheinliche Anzahl von
ZusammenstéfBen aus, ndmlich die Zahl, die wirklich im Mittel
iiber eine grofle Zahl von Fillen auftritt, oder die ,Erwartung
der ZusammenstiBe, sie mufl aber nicht notwendig die wirkliche
Zahl in irgend einem einzigen Falle ausdriicken. Von einem
anderen Gesichtspunkt betrachtet ist die avsgedriickte GroBe
121 = (der Summe einer Zahl von kleinen Volumenelementen)
(121) {X (der Dichte der Molekiile der Klasse B).

Nun gibt es in dea Entwicklungen des 3. Kapitels keinen Um-
stand, der uns nétigen wiirde, die ,Zellen“ als ,kontinuierlich“
im Raume anzunehmen. Wir konnen demgemiB den ersten
Faktor in dem Ausdruck (121) als eine dieser Zellen ansehen.
Wir sehen nun im Einklang mit den Ergebnissen des 3. Kapitels,
daB der Ausdruck (121) nicht allein die ,Erwartung* der Mole-
kiile der Klasse B in diesem Volumenelement gibt, sondern auch,
dafl es unendlich wahrscheinlich ist, daB er die wirkliche Zahl
gibt, bis auf einen unendlich kleinen Bruchteil des Ganzen. Daraus
folgt, dal die Zahl der Zusammenstofie einer gegebenen Type, die
wir im 3. Kapitel fanden, nicht allein die wahrscheinlichste ist,
sondern auch, dall es unendlich wahrscheinlich ist, daB diese bis
auf einen unendlich kleinen Bruchteil die wahre Zahl darstellt.

Molekiile von endlicher GriBe.

67. Sind die Molekiile nicht verschwindend klein, so wollen
wir das Integral

Jif§ - amaa .. aay...,

erstreckt iiber alle Werte der Verinderlichen, die nicht durch § 36
ausgeschlossen sind, mit I (b,¢,...) bezeichnen. Der Wert des
Integrals kann allein von z,, y., 2, abhingen, und da wir an-
genommen haben, dafl das Molekiil 4 sich im Punkte z, y, # be-
findet, so kdunen wir sagen, daB I(h,c,...) eine Funktion von z,y,
allein sei. Die Gleichungen (116) uud (117) werden nun so aussehen
v Ib.ed,...)
1 K “p — . ( . - 1N
{122) » Nf(u,v,w)duc?vdudxdydz ahed,.)
% = N2f (u,v,w) f (o, v, ')
I{ec,d,

, ’ 30 ] ’ ’ ’ "')
dudvdwduw' dvdw dzdydzdz' dy dz Tabed,)

(123)

Jeans, Theorien.
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Aus Gleichung (122) sehen wir, daf die Dichte der Molekiile
der Klasse A in x, y, # nicht mehr linger in der Form

vf(uv,wydudodw
angesetzt werden kann, sondern in der Form

v f(uv,w)ydudovdw
geschrieben werden muli, wo

(124) S U (CLRD;

I(a,b,c,...)

eine GroBe ist, die sich auf N/Q reduziert und daher auf v, wenn
die Molekiile unendlich klein sind. Im allgemeinen ist v, eine
Funktion von z, 4, #, aber nicht von u, v, w. Wir wollen bequem-
lichkeitshalber v, als ,effektive Molekulardichte“ im Punkte z,y, 2
bezeichnen. Wenn wir den Punkt 2,4, 2, in dem », berechnet
wird, niher bezeichnen wollen, werden wir v, ersetzen durch v, .

68. Die ,Erwartung der Molekiilzahl in dem ganzen Gefil3
ist gleich der Gesamtzahl der wirklich in dem Gefdll vorhandenen
Molekiile, so daB
(125) J.” Vg,y,:00dyde = v Q.

v ist also der Mittelwert von v, , im ganzen Gefill. Wir werden
spiter die Wichtigkeit der Unterscheidung zwischen v, , , und »
einsehen.

Fiir jetzt moge der folgende Punkt angemerkt werden. In
Gebieten, die so weit im Innern des Gefidfles liegen, dall man die
Begrenzung als weit entfernt im Verh&ltnis zur molekularen
GroBenskala ansehen kann, mufl der Wert von v, ., in jedem
Punkte gleich sein, da keine Ursache da ist, die Veriinderungen
in v,y , zwischen einem Punkte und dem anderen bewirken sollte.
In einem normalen oder sehr grofen Gefdf (vgl. § 160) behalten
diese Bedingungen im ganzen Innern Geltung, mit Ausnahme
einer diinnen Schicht nahe der Begrenzung, deren Gesamtvolumen
im Vergleich mit dem des ganzen Gefdfles klein sein wird. Aus
Gleichung (125) folgt, dal v, ., von v im ganzen Innern des
GefdBes nicht unterscheidbar sein wird, jedoch in der Ndhe der
Begrenzung davon merklich abweichen kann. Die Auswertung
YOn v, , fir Punkte in der Nihe der Begrenzung wird im ein-
zelnen in einem spiteren Kapitel ausgefithrt (vgl. § 202).
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69. Aus den Gleichungen (122) und (123) erhalten wir

vy _ Vg I(hed,..)I(a,64d,...)

vv v I(ed,..)I(ab,ecd,..)

Gesetzt, das Molekiil 4 wire in der Stellung z,¥, 2, dann hat
die Wahrscheinlichkeit, dal ein zweites Molekiil B eine Stellung
Z, 4,2 habe, nicht den Wert, den sie nach der Annahme der
molekularen Unordnung haben sollte, sondern diesen Wert, multi-
pliziert mit
(127)

(126)

I(d,..)I(abcd,...)
I(b,ed,...)I(a,cd,..)’

eine Funktion, die in bezug auf-die z,y, 2-Koordinaten von A
und B symmetrisch ist und unabhingig von den Geschwin-
digkeiten der Molekiile 4 und B.

Analyse des H-Theorems.

70. Die Annahme der molekularen Unordnung (wenn mnot-
wendig korrigiert gem#l § 69) wird daher richtige Resultate er-
geben, vorausgesetzt, dall man sie gemif der Wahrscheinlichkeits-
grundlage interpretiert, die durch unseren Phasenraum geliefert
wird, und vorausgesetzt, dal man die Resultate als wahrschein-
liche, nicht aber als sichere auffait. Wiinschen wir streng richtige
Resultate zu erhalten, so miissen die daraus berechneten Grofen
nicht als einem einzigen System zugehorig angesehen werden
sondern als Mittelwerte iiber alle Systeme im Phasenraum, die
gewisse Bedingungen erfiillen. Zum Beispiel ist der Wert von
g—{ aus Gleichung (12) blo der Mittelwert von 27’
jene Teile des Raumes, fiir die das System ein gegebenes f hat.
Ebenso miissen wir auch den Wert von d H/dt aus Gleichung (20)
interpretieren als den Mittelwert von d H/d¢, iiber alle Systeme
unseres Raumes, die einen gegebenen Wert H besitzen.

iiber alle

71. Wir kommen nun zu einem Punkte, der auf den ersten
Blick als ein Paradoxon erscheint. Nehmen wir an, daB f eine
gerade Funktion von w, v, w sei, die von der Normalfunktion
Ae=hmed+vitud yergchieden sei. Dann folgt aus Kapitel 2 (§ 23),
dal d H/dt negativ ist, wobei d H/dt, wie wir eben gesehen
haben, den Mittelwert von dZ/dt iiber alle Systeme unseres

6*
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Raumes bezeichnet, die dieses gegebene [ besitzen. Nun mdogen
diese Systeme in Paare geteilt werden. Zu jedem System gibt
es doch ein entsprechendes zweites System, dessen Lagekoor-
dinaten die gleichen sind wie die des ersten Systems, und
dessen Geschwindigkeitskoordinaten in ihren Betriigen gleich
aber entgegengesetzt in ihren Vorzeichen sein sollen. Da f eine
gerade Fuuktion der Geschwindigkeitskoordinaten ist, so wird
der Wert von f fiir diese zwei Systeme gleich sein und beide
Systeme sind in gleicher Weise in das Mittel von d H/dt ein-
zubeziehen. Die Bewegung des ersten Systems ist jedoch der
des zweiten Systems gerade entgegengesetzt. Es scheint daher,
als ob die Werte vou d H/dt gleich und entgegengesetzt fiir die
beiden Systeme sein miifiten, so dall der Mittelwert von d H/d{
fiir diese zwei gleich Null sein miiite. Da die Gesamtheit
der zu einem bestimmten f gehorigen Systeme in Paare dieses
Typus zerfillt, konnte man daraus folgern, daBl der Mittelwert
von d H/dt gleich Null ist.

72. Die Erklirung der scheinbaren Paradoxie lautet folgender-
mafen: aus § 55 geht hervor, daB d H/d¢ dasselbe ist wie d K/di,
wo K durch Gleichung (95) gegeben ist. Das Gesetz der Verteilung
der K. fiir Geschwindigkeitskoordinaten ist, wie man leicht zeigen
kann, von derselben allgemeinen Gestalt wie das in §47 ab-
geleitete fiir die Lagekoordinaten. Im besonderen kann man
sehen, daB von den Systemen, fiir die H einen gréferen Wert
hat als ein bestimmtes H,, das aber verschieden von dem Minimal-
wert H ist, alle mit Ausnahme eines unendlich kleinen Bruchteiles
einen Wert H haben. der nur unendlich wenig von H, abweicht.
Wenn wir daher nach dem Zufall einen Punkt herausgreifen,
in dem der Wert von II gleich H, ist, so ist es unendlich wahr-
scheinlich, daB H abnehmen wird, wenn wir uns von diesem
Punkte in irgend einer Richtung lings der durch den Punkt
hindurchgehenden Phasenlinie entfernen. Mit anderen Worten,
es ist unendlich wahrscheinlich, daB der Wert H — H, einen
Maximalwert von /1 fiir die Phaseulinie durch den Punkt darstellt.

73. Man kounnte es vielleicht noch als paradox ansehen,
daB d [{/dt nicht fiir jedes dieser Maxima gleich Null ist. Die
Erklirung liegt darin, dall die Verdnderung von I/ nicht durch die
Gesetze der Differentialrechnung beherrscht wird, da diese Ver-
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dnderung, genau gesprochen, nicht kontinuierlich ist. Der Wert
von H ist konstant zwischen zwei ZusammenstoBen der Molekiile
und dndert sich plotzlich bei jedem ZusammenstoBf. Wenn die
Zahl der Molekiile in einem Gase unendlich ist, wird das Intervall
zwischen den aufeinanderfolgenden Zusammenstofen unendlich
klein werden, aber im allgemeinen werden die Anderungen von H
nicht kontinuierlich sein. Deshalb verschwinden die Differential-
quotienten von H zwischen den Zusammenstofen und werden
unendlich gro8 bei jedem Stofe, so dafl H, betrachtet als Funktion
von ¢, wenn wir den Phasenlinien folgen, eine Funktion der
wohlbekannten Art sein wird, die eine unendliche Zahl von
Maximis und Minimis in einem endlichen Gebiet der Verinder-
lichen besitzt. Wir konnen jedoch die fiir H als Funktion von ¢
erhaltene Kurve ,ausgleichen“ und auf diese Weise die Funktion H
als kontinuierliche Funktion der Zeit erhalten. Dies ist das bei
der Ableitung des 2. Kapitels betrachtete H. Doch nun konnen
wir auch sehen, dafl wir keinen Grund haben anzunehmen, daB
d H/d t verschwinde, wenn H einen Maximalwert bekommt, sondern
daB im Gegenteil H im allgemeinen sein Vorzeichen in einem
solchen Punkte plotzlich &ndern wird. Es ist demmnach Kklar,
daB, im Mittel iiber alle Systeme, die ein gegebenes f haben,
d H/dt negativ sein wird, ausgenommen dann, wenn f das Ver-
teilungsgesetz fiir den Normalzustand ist, in welchem Falle es
verschwindet. Dieses Resultat ist nun in Ubereinstimmung mit
dem des 2. Kapitels.

5. Kapitel.

Allgemeine statistische Mechanik
und Thermodynamik.

74. Wir haben nun zwei Methoden entwickelt, das Gesetz
der molekularen Geschwindigkeitsverteilung zu erhalten, und
ferner einen Vergleich zwischen denselben angestellt. Diese zwei
Methoden haben wir auf die Betrachtung von Molekiilen beschriinkt,
die als elastische Kugeln behandelt werden konnen, die aufein-
ander keine Krifte ausiiben, ausgenommen dann, wenn sie wirk-
lich zusammenstoen. Es gibt noch einen allgemeineren Weg,
diese Fragen zu behandeln, welcher die Moglichkeit offen 1a8t, daB
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die Molekiile dynamische Systeme vom allgemeinsten Typus sind,
denen man jegliche Art von inneren Bedingungen auferlegen
kann und die aufeinander beliebige Krifte ausiiben. Diese Me-
thode soll in dem vorliegenden Kapitel erlautert werden.

Um gleich solche Resultate zu erhalten, die wir spéter bei
der Entwicklung des Gegenstandes benstigen werden, werden wir
die Diskussion des vorliegenden Kapitels nicht auf das oben er-
wéhnte Problem beschréinken ; wir wollen die ,statistische Mechanik*
eines ganz allgemeinen dynamischen Systems betrachten, ohne im
mindesten uns auf ein Gas zu beschrinken. In diesem Kapitel
werden besonders Anwendungen auf ein Gas gemacht werden,
wihrend wir in spdteren Kapiteln Gelegenheit haben werden, die
Resultate auf allgemeine Systeme anzuwenden.

Freiheitsgrade.

5. Die Gesamtzahl von unabhingigen Grofien, die man
kennen muB, um die Konfiguration und Stellung irgend eines
dynamischen oder anderen Systems vollig angeben zu konnen,
wird die Zahl der Freiheitsgrade des Systems genannt. Wir
sehen, daf diese Zahl von den Bewegungen oder Bewegungs-
moglichkeiten der Teile des Systems abhingt, aber in keiner
Weise von den Kriften, welche die Bewegung hervorrufen; sie
entsprechen daher den geometrischen oder kinematischen Eigen-
schaften des Systems, haben aber nichts mit seiner Dynamik zu tun.

So kann z B. die Lage eines Punktes, der sich frei im
Raume bewegen kann, bestimmt werden, wenn drei Grofen,
sagen wir z, y, 2, die Koordinaten des Punktes, bekannt sind, so
daBl ein frei im Raume beweglicher Punkt drei Freiheitsgrade
hat. Die Zahl der Freiheitsgrade eines festen Korpers betrigt
sechs, da die Stellung des Korpers festgelegt werden kann, wenn
sechs Grofen, sagen wir z, y, 2, die Koordinaten des Schwer-
punkts des Korpers, und drei Winkel ®, @, &, um die Richtung
des Korpers festzulegen, bekannt sind. Ahnlick erhilt man fiir
die Zahl der Freiheitsgrade eines Zirkels sieben, eines Nub-
knackers acht, zweier fester Arme, die durch ein , Universalgelenk
verbunden sind, neun usw.

76. Zahlen von Freiheitsgraden sind additiv in dem Sinne,
daB die Zahl der Freiheitsgrade eines zusammengesetzten Systems,
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das aus einer Anzahl von einfacheren Systemen aufgebaut ist,
gleich ist der Summe der Zahl der Freiheitsgrade der Teilsysteme.
Dies ist selbstverstindlich, wenn man bedenkt, dafl die Kenntnis
der Konfiguration des zusammengesetzten Systems in der Kenntnis
der Konfiguration aller Teilsysteme besteht.

Wenn z. B. Atome als Punkte aufgefalit werden, wird
jedes Atom drei Freiheitsgrade haben, entsprechend seinen Koor-
dinaten, sagen wir z, ¥, #. Ein zweiatomiges Molekiil mufl daher
notwendig sechs Freiheitsgrade besitzen. Diese konnen in ver-
schiedener Weise gezihlt werden, insgesamt miissen aber stets sechs
herauskommen. Wir konnen z. B. annehmen, dafl die sechs
Freiheitsgrade aus den drei Freiheitsgraden des Schwerpunktes
fir seine Bewegung im Raume, den zwei Freiheitsgraden der
Verbindungslinie der beiden Atome fiir die Anderung ihrer Rich-
tung im Raume und dem einen Freiheitsgrad besteht, der aus der
Maglichkeit erwichst, daB die beiden Atome ihren Abstand ver-
dndern konnen.

Im allgemeinen wird, wenn die Atome als Punkte auf-
gefallt werden, ein aus » Atomen zusammengesetztes Molekiil
3n Freiheitsgrade haben, wihrend dann, wenn die Atome als feste
Korper betrachtet werden, die sowohl Rotationsbewegungen als
auch Translationsbewegungen ausfithren konnen, ein aus » Atomen
zusammengesetztes Molekiill 6 n Freiheitsgrade besitzen wird.
Wenn Elektronen als Punkte angesehen werden, wird ein Haufen
aus n Elektronen 3#n Freiheitsgrade haben. Werden Molekiile
als Punkte aufgefalt, so wird ein aus N Molekiilen bestehendes
Gas ein dynamisches System mit 3 N Freiheitsgraden darstellen,
wihrend, wenn jedes Molekiil » Freiheitsgrade hat, das Gas n N
Freiheitsgrade besitzen wird.

77. In der Chirurgie spricht man von Gelenkstarre (Anchylosis),
wenn ein Gelenk so steif geworden ist, daf} es keiner Bewegung fahig
ist. So verliert bei Gelenkstarre der menschliche Korper einige
seiner ,Freiheitsgrade®. Der Ausdruck wurde wegen seiner grofen
Bequemlichkeit von Poincaré in die dynamische Theorie ein-
gefithrt. Wir haben z. B. gesehen, daB ein Zirkel sieben Freiheits-
grade hat; wenn das Gelenk eingerostet ist, so daf die Schenkel
nicht gedreht werden konnen, ist die Zahl der Freiheitsgrade
auf sechs reduziert, wie bei jedem anderen starren Korper; ein
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Freiheitsgrad ist erstarrt. In dem zweiatomigen Molekiil, das wir
uns aus zwei Punktatomen aufgebaut denken, ist die Zahl der
Freiheitsgrade gleich sechs. Wenn jedoch die beiden Atome auf
Grund irgendwelcher Bedingungen so eng aneinander gebunden
sind, dafl sich ihr Abstand nicht dndern kann, wird die Zahl
der Freiheitsgrade auf fiinf reduziert; der sechste Freiheitsgrad
ist erstarrt.

Die Bewegung eines allgemeinen dynamischen Systems.

78. Theoretisch kann man die Bewegung irgend eines dyna-
mischen Systems bestimmen, wenn die Anfangskonfiguration des
Systems und die Anfangsgeschwindigkeiten seiner verschiedenen
Teile gegeben sind. Statistisch kann die Bewegung nach einer
Methode #hnlich der bereits im 3. Kapitel angewendeten unter-
sucht werden.

Man betrachte irgend ein System, das » Ireiheitsgrade be-
sitzt. ¢y, gy ... ¢» seien die Koordinaten, welche die Konfiguration
des Systems bestimmen. Dann werden die Verbéltnisse der Zu-
wichse ¢y, gy, . . - ¢, dieser GroBen die Geschwindigkeiten der ver-
schiedenen Teile des Systems bestimmen, und es wird moglich
sein, die Bewegung des Systems festzulegen, wenn uns die An-
fangswerte der 2n Grofen,

(128) Q‘H Q2a oo Gy q.l»i q.‘h v (irz
gegeben sind.

Die Gesamtenergie des Systems wird eine Funktion der 2
obenstehenden Groflen sein. Es ist zweckmifig, die Momente
P1y Pgy - - - Pn €inzufithren, die definiert sind durch

(129) Pps = g-f—s usw.,
die selbstredend Funktionen der 2 n Koordinaten und Geschwin-
digkeiten (128) sind. In allen gewohnlich betrachteten Fillen
ist £ eine Funktion zweiten Grades in den Geschwindigkeiten
1, gy -« Gn, so daB die Momente lineare Funktionen dieser Ge-
schwindigkeiten sein werden.

Die 2% GroBen (128) konnen nun ersetzt werden durch die
2n Grolen

(130) q}’ QQ’ e q'n Pl’ 2)27 . '})w
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Wenn die Werte dieser Grofen zu irgend einer Zeit bekannt
sind, so sind die Lagen und Geschwindigkeiten des Systems in
diesem Zeitpunkt bekannt und konnen daher fiir alle Zeiten be-
stimmt werden.

79. Im allgemeinen werden wir uns bloB mit dem Studium
von abgeschlossenen, konservativen Systemen beschéftigen, in denen
keine Zerstreuung von Energie stattfindet. Fiir den Augenblick
wollen wir uns jedoch nicht auf konservative Systeme beschrinken;
wir wollen annehmen, daB die Bewegung des Systems einer
Energiezerstreuung im Betrage 2 F unterworfen ist, wo F' eine
quadratische Funktion der Geschwindigkeiten ist.

Gehorcht das System bei seiner Bewegung den gewdhnlichen
dynamischen Gesetzen, dann sind die Bewegungsgleichungen des-
selben die bekannten Gleichungen

d ps oL OoF
1 — T — —_—
(181) at 09 0¢s
dgs o FE
(e at = op.

worin E als Funktion der p und ¢q ausgedriickt gedacht ist, wihrend
die Zerstreuungsfunktion F als Funktion der g und ¢ ausgedriickt
ist. Wenn keine Energiezerstreuung stattfindet, so ist ¥ = 0,
und die Gleichungen reduzieren sich auf die bekannten Hamilton-
schen Gleichungen

dp, _ _0F
(133) it = T

dg, ok
(134) = ap

Darstellung im Phasenraum.

80. Im 2. Kapitel (§ 35, 36) wurde die Bewegung eines aus
einer Anzahl elastischer Kugeln béstehenden Systems im Phasen-
raum mit entsprechender Dimensionenzahl dargestellt. Es ist
zweckmiifig, sich die Bewegung des jetzt vorliegenden allge-
meinen Systems in derselben Weise dargestellt zu denken.

Wir denken uns deshalb einen 2 zn-dimensionalen Raum kon-
struiert, fiir den die 2n Variablen

(135) Qs 9oy -+ - Qny P1y Poy++- P
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rechtwinklige Koordinaten sind. Dann wird jeder Punkt in diesem
Raume eine bestimmte Gruppe von Werten gy, g, . .. pn, und daher
eine bestimmte ,Phase“ des Systems darstellen, die durch eine
Gruppe von Lage- und Geschwindigkeitskoordinaten bestimmt
wird. Wenn das dynamische System seine Phase veriindert, wird
der Phasenpunkt eine stetige Kurve im 2 n-dimensionalen Raume
beschreiben,

Die Bewegung irgend eines solchen Phasenpunktes auf seiner
Kurve wird durch die Gleichungen (131) und (132) bestimmt.
Wie man sieht, driicken diese Gleichungen die Komponenten der
Geschwindigkeit (dp,/dt, dp,/dt, ... dq,/dt) des Phasenpunktes
durch die Koordinaten dieses Punktes aus. Es ist klar, daB,
nachdem diese Geschwindigkeitskomponenten fiir jeden gegebenen
Punkt eindeutig bestimmt sind, durch jeden Punkt im Raume
nur eine Kurve hindurchgehen kann.

Ferner sind die Geschwindigkeitskomponenten, die durch die
Gleichungen (131) und (132) dargestellt werden, Funktionen der
Koordinaten allein, so daf man sich die Kurve, die durch diese
Gleichungen bestimmt wird, im Phasenraum ein fiir allemal
fixiert denken kann. Wir konnen uns alle moglichen Kurven
dieser Art im Phasenraum erzeugt denken, und diese fiktive
2 n-dimensionale Karte setzt uns in den Stand, die Bewegung
des dynamischen Systems, ausgehend von einem beliebigen An-
fangszustand, zu verfolgen.

Alle Begriffe des vorliegenden Abschnitts werden durch den
in den § 35 bis 38 ausgefithrten Spezialfall erliutert.

81. Was wir zu untersuchen wiinschen, ist nicht die von
irgend einer Gruppe von Anfangshedingungen ausgehende Bewe-
gung des Systems; wir wollen vielmehr statistische Eigentiimlich-
keiten des Systems auffinden, die fiir alle Bewegungen richtig
sein sollen, ohne Riicksicht auf den besonderen Zustand, von dem
das System ausgeht. Es ist daher zweckmiBig, sich den 2 n-dimen-
sionalen Raum zur Gidnze mit bewegten Punkten angefiillt zu
denken, von denen jeder seine eigene Bahn beschreibt, die sich
aus den Gleichungen (131) und (132) bestimmt. Wir wollen an-
nehmen, daf} diese Punkte so dicht ausgestreut sind, da man sie
als kontinuierlichen Nebel oder Fliissigkeit ansehen kann, genau
80 wie in dem Spezialfall des § 39.
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Die Zahl der Phasenpunkte pro Volumeneinheit des Phasen-
raumes soll mit ¢ bezeichnet werden, und dies wird die Dichte
des imagindren Nebels oder der Fliissigkeit messen.

Wenn sich die Phasenpunkte auf ihren Bahnen bewegen, so
ist es denkbar, daB sich die eine kleine kontinuierliche Gruppe
bildenden Punkte néher aneinanderschliefen, in welchem Falle ¢
wachsen wiirde, oder daf sie sich voneinander entfernen, in welchem
Falle ¢ abnehmen wiirde. Die zu erwartenden Verinderungen
in 7 werden in den folgenden Entwicklungen untersucht.

82. Wir betrachten ein kleines rechtwinkliges Volumenelement
im Phasenraum, vom Volumen dv gleich dp,, dp, ...d g, das
sich von p, bis p, +dp,, p, bis p, + dp, usw. erstreckt. Die
Zahl der Phasenpunkte im Innern dieses Raumelementes in irgend
einem Augenblick ist zdv.

In dieses Element stromen Punkte durch jede seiner Seiten-
flichen hinein und heraus. Wir wollen die Stromung durch das-
jenige Paar voneinander gegeniiberliegenden Seitenflichen be-
trachten, das senkrecht zur p,-Achse steht und fiir das p, die
Werte p, und p, + dp, hat. Der Flicheninhalt jeder dieser
Flachen sei d S, so daBl dp, d S = dw.

Die Punkte, die die Fliche p, passieren, haben eine Ge-
schwindigkeitskomponente dp,/dt senkrecht zur Fliche, dargesteilt
durch Gleichung (131), so da die Zahl der Punkte, die durch diese
Fliche in das Element dv in der Zeit d¢ hineinstromen, gleich ist

d
(136) «“PL d8at,

eine GroBe, die offenbar negativ ist, wenn die Stromung nach
aufen gerichtet ist. Ahnlich ist die Zahl der Punkte, die durch
die entgegengesetzte Flidche einstromen:
(137) —v%det.

Die zwei Grofen (136) und (137) sind nicht gleich und ent-
gegengesetzt, da die erstere an der Fliche p,, und die letztere
an der Fliche p, 4 dp, gebildet ist. Ihre algebraische Summe ist

0 d p,
—0—10:<1W>dp1d8dt
oder auch 5
] 0
( 38? 5. @p)dvdt,



92 Allgemeine statistische Mechanik und Thermodynamik. [5. Kap.

und dies stellt den Gesamtzuwachs der Punktzabl rdv in dem
Element dv dar, der durch die Stréomung durch das zu der
p-Achse senkrechte Flachenpaar hervorgerufen wird.

Abnlich kann man den Zuwachs ausrechnen, der durch die
Stromung durch irgend ein anderes Flidchenpaar entsteht, und
der Gesamtzuwachs, der gleich der Summe aller dieser Beitriige
ist, wird dann gleich

~f 0, . o,
(139) -2{6—17 (Tps) + -é~~-(rqs)}dvdt.
Dies muf} glelch sein dem Zuwachs von zdv in der Zeit d¢
und daher gleich - t(zdv)dt so dab
(140) at *+ { @)+ 5 (tq-,)} =0
Hier stellt den Betrag des Zuwachses von z im Innern

des festen Volumenelementes dar. % moge den Betrag des Zu-

wachses von = darstellen, wenn wir der Punktgruppe bei ihrer

Bewegung folgen. Dann wird, da g ; den Betrag des Zuwachses
einer Funktion von ¢, p,, p, ... qn. darstellt,

Dr 0t 0t op, , 0T 0P, 0T 0¢n

Dt~ ot Tap, ot Tap ot T Tag, ot

(141) -
T T . ot
= 5% + Z{a—p:})s + (/Ta; q.s'}'
Daraus folgt, daB die Gleichung (140) in der Form
0Ps a”s]
142 =
(142) Dite 2{ N
geschrieben werden kann, was emfach die hydrodynamische Kon-
tinuititsgleichung im 2 n-dimensionalen Raume bedeutet.

Die Werte von ps, ¢, sind durch die Gleichungen (131) und
(132) gegeben, so dal

0

op, . cE  F o4 @F
0ps  0Ps0¢s OPs0gs 04 ops 04’
und daher
@qg_ o2 F

(143)

045 2ps0ds



§ 82—84] Nicht-konservative Systeme. 93

So reduziert sich Gleichung (142) auf

Dy _ g BF

Lt = " <09p,04ds

und das ist die gesuchte Gleichung, welche die Anderung der
Dichte = gibt, wenn die Wolke der Phasenpunkte ihres Weges
dahinzieht.

(144)

n 2
83. Es liBt sich leicht zeigen, dal > % immer positiv
n ] 8

gein muB, mit Ausnahme des Spezialfalles ¥ — 0. Da nédmlich
F als Funktion der g und ¢ ausgedriickt gedacht ist, haben wir

n ot F 24, NI W)

(‘45)2@ 00— 2 D500 =2 aq',-oq's'ap,ap.;

Gleichung (144) zeigt, dal der Wert von 2 in irgend

sa gs
einem Purnkte im Phasenraum wunabhingig von der speziellen
Wahl der Achsen in diesem Punkte sein muf. Durch eine lineare
Transformation konnen wir die p so verindern, dal E sich
in eine Summe von Quadraten allein verwandelt, sagen wir

= Y, Yo p?, wihrend F eme allgemein quadratische Form,
sagen wir F = 1/, 3 B,? + ¥ Sy,¢4,G; ist. Der durch Gilei-
chung (145) gegebene Wert wird nun gleich

(146) 2 oL o Sub.

CPs 04,

Da E und F fiir alle Werte der Veridunderlichen notwendig
positiv sein miissen, so miissen alle & und B notwendig positiv
oder Null sein, und daher ist jedes Glied der Gleichung (146)
positiv oder Null.

Da alle « notwendig positiv oder Null sind, so ist der einzige
Weg auf dem Yo, B, gleich Null werden kann, der, daf alle
B verschwinden, und das wiederum fordert, da F fiir keinen Wert
der Variablen negativ sein kann, daf alle iibrigen Koeffizienten
in F verschwinden, so daB F = 0. Dies beweist die obige Be-
Behauptung.

Nicht-konservative Systeme.

84. Gleichung (144) zeigt, daB fiir ein System, fir das F
angleich Null ist, z bestindig wachsen mufl; mit anderen Worten,
die Puukte, die irgend einen Haufen im Phasenraum bilden,
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werden im Verlauf der Bewegung sich allméhlich immer enger
und enger zusammenballen.

Die Zerstreuungsfunktion F der Gleichung (131) ist ihrer
Definition nach gleich der Halfte des Betrages, der durch Zer-
streuung der Energie verlorengegangen ist, daher

dE
(147) L= —2F,
ein Resultat, das augenscheinlich auch aus Gleichung (131) und
(132) direkt abgeleitet werden kann.

Da F' positiv vorausgesetzt wird, driickt diese Gleichung aus,
dal die Phasenpunkte, wihrend sie sich im 2n-dimensionalen
Raume bewegen, bestéindig von hoheren zu niederen Werten von
E ibergehen. Die Bewegung der Punkte ist also eine solche, bei
der t stindig zunimmt, wihrend F stindig abnimmt; sie besteht
in einer Bewegung, bei der eine Verdichtung um die Punkte im
Phasenraum stattfindet, in denen E einen gewissen Minimalwert
hat; die Punkte sind durch die Bedingung F = 0 definiert.
Unabhidngig davon, wie die Phasenpunkte im Phasenraum los-
gehen, werden sie nach einer hinreichend groflen Zeit alle um
diese bestimmten Punkte zusammengedringt sein.

Dieses Resultat enthélt die Losung des Problems, den schlief3-
lichen Endzustand eines dynamischen Systems beliebiger Art zu
finden, mit Ausnahme des Spezialfalles, daf vollkommene Erhal-
tung der Energie eintritt. In diesem Falle ist die Bedingung
F = 0, welche im allgemeinen die endgiiltigen Ruheplitze der
Phasenpunkte bestimmt, im ganzen Phasenraum erfiillt, und das
eben erhaltene Resultat wird nutzlos.

Konservative Systeme.
Der Liouvillesche Satz.

85. Fiir ein dynamisches System, welches vollstindig frei von
Energiezerstreuung ist, ist ¥ = 0, und Gleichung (144) reduziert
sich auf

(148) De _

57 =

Dieses Resultat, das zuerst von Liouville ausgesprochen
worden ist, zeigt, dall die Dichte irgend eines Haufens von Phasen-
punkten im Verlauf der Bewegung ungedndert bleibt, wenn die

0.
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Bewegung eines dynamischen Systems durch die Hamiltonschen
Gleichungen (133) und (134) beherrscht wird. Es besteht also
fiir die Phasenpunkte keine Tendenz, sich in irgend einem be-
stimmten Bereich oder bestimmten Bereichen des Phasenraumes
zusammenzuballen.

Ein spezielles Beispiel dieses allgemeinen Satzes wurde im
Detail in § 40 ausgearbeitet.

86. Dieses Resultat zeigt, daB das Problem der Aufsuchung
des Endzustandes eines Systems in einer Weise behandelt werden
muB, die von der vorangehenden fiir ein nicht-konservatives System
verschieden ist.

Denken wir uns, wir hédtten gefunden, daB ein System eine
bestimmte Eigenschaft (z. B. maximale Entropie) besitze, nach-
dem es eine geniigend lange Zeit sich selbst iiberlassen wurde.
Dies kann a priori aus einer von zwei moglichen Ursachen er-
wartet werden: entweder daf die Punkte im Phasenraum dahin
streben, sich in den Gebieten des Phasenraumes zusammenzuballen,
in denen diese Eigenschaft zutrifft, oder dal die Eigenschaft fiir
den ganzen Raum besteht. Fiir konservative Systeme schliefit
der Liouvillesche Satz die erste Moglichkeit aus; die zweite
Ursache muB daher die wahre sein. Wir werden also dahin
gefithrt, nach Eigenschaften zu suchen, die fiir den ganzen Phasen-
raum erfiillt sind.

Die hiermit zusammenhingenden Probleme miissen jedoch
etwas mehr im einzelnen untersucht werden.

Normaleigenschaiten und der Normalzustand.

87. Wir wollen unsere Aufmerksamkeit einer bestimmten
Eigenschaft P zuwenden, welche so beschaffen ist, daf das in
Betracht kommende System diese Eigenschaft in einigen Zusténden,
jedoch nicht in allen besitzt.

Da das betrachtete System, wie angenommen wurde, ein
konservatives System ist, so wird der Wert von F wihrend
der ganzen Bewegung erhalten bleiben: die Phasenpunkte werden
sich lings der Flichen F — const im Phasenraum bewegen. Wir
wollen unsere Betrachtung auf den Teil des Phasenraumes be-
schrinken, der Systeme darstellt, deren Energie nahe an einem
gegebenen Werte F liegt, sagen wir Systeme, deren Energie zwischen



96 Allgemeine statistische Mechanik und Thermodynamik. (5. Kap.

Fund £ + dFE enthalten ist. Und wir wollen annehmen, da von
diesem Gebiet ein Volumen W, Zustinde darstellt, in denen das
System die Eigenschaft P hat, wihrend ein Volumen W, Zustinde
darstellt, in denen das System die Eigenschaft P nicht hat.

Koordinaten von Lagen und Momenten fiir das System nach
dem Zufall auszusuchen, ist dasselbe, wie einen Punkt nach dem
Zufall aus dem ganzen Phasenraum auszuwihlen. Koordinaten
nach dem Zufall auszuwéhlen, mit der einzigen Beschrinkung,
dafl die Energie zwischen E und E + d F liegen soll, ist dassclbe,
wie einen Punkt nach dem Zufall aus dem Gebiet des Raumes
auszuwihlen, fir den die Energie zwischen E und E+ d E liegt.
Daraus folgt, da, wenn ein System, dessen Energie zwischen &
und F 4+ d E liegt, Koordinaten besitzt, die ihm nach dem Zufall
zugeordnet sind, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB es die Eigen-
schaft P hat, gleich sein wird

W,
(149) Wik W,

Ein davon verschiedenes Problem besteht darin, zu untersuchen,
wie grol}, die Wahrscheinlichkeit ist, daB ein System, das anfangs
nach dem Zufall herausgegriffen ist, und nur der Bedingung unter-
liegt, daB seine Energie zwischen E und E 4 d F liegt, die Eigen-
schaft P annimmt, nachdem es eine Zeit ¢ seiner natiirlichen Be-
wegung gefolgt war. Wir wollen annehmen, daBl die diinne Schale
im Phasenraum, die zwischen den Flichen E und E 4 d E liegt, mit
einer Wolke von Phasenpunkten erfiillt sei, die so nahe aneinander-
liegen, dall man sie als eine kontinuierliche Fliissigkeit ansehen
kann, und es mogen diese Punkte anfangs so verteilt sein, daB
die Dichte dieser Fliissigkeit iiberall gleich ist. Dann hat jeder
dieser Punkte die gleiche Moglichkeit, das anfangs nach dem
Zufall herausgegriffene System darzustellen. Diese Wolke von
Punkten mdge sich eine Zeit ¢ gemdB den Bewegungsgleichungen
des Systems bewegen. Dann folgt aus der Erhaltung der
Energie, dal die Punkte am Eude der Zeit ¢ noch immer
zwischen den Flichen E und E 4 dE liegen werden, und
aus der Gleichung 1‘% = 0 folgt, daB die Fliissigkeit nach wie
vor eine gleichmifBige Dichte besitzen wird. Die Zahl der Punkte,
die nach einer Zeit ¢ Systeme darstellen, welche die Eigenschaft P
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besitzen, werden demgemil einen Bruchteil -WI—TTyﬁ des Ganzen
bilden, und daher mifit derselbe Bruchteil die Wahrscheinlichkeit,
daB das System nach der Zeit ¢ die Eigenschaft P besitzt.

Daraus folgt, dal, wenn sich berausstellt, daB ein konservatives
System immer die Eigenschaft P besitzt, nachdem eine geniigend
lange Zeit verstrichen ist, dies nur dadurch zustande kommen
kann, daB das Verhidltnis W, /W, unendlich gro8 ist. Die folgen-
den Definitionen werden sich als zweckmiiBig erweisen:

Definitionen. Eine Eigenschaft P, die so be-
schaffen ist, dal das Verhidltnis W;/W, unendlich
grofl ist, soll eine Normaleigenschaft des Systems
genannt werden.

Ein System, das alle Normaleigenschaften besitzt,
deren es fiahig ist, soll als im Normalzustand be-
findlich bezeichnet werden.

Solange man sich vorstellt, daB das System nur eine endliche
Zahl 2n Koordinaten hat, ist es naturgemil, zu erwarten, dal
das irgend einer Eigenschaft P entsprechende Verhiltnis W,/ W,
einen endlichen Wert hat, doch sobald man 2% unendlich grof
macht, ist es nicht iiberraschend, daB W,/ W,, das im allgemeinen
eine Funktion von » sein wird, unendlich oder Null werden kann.

88. Wir sind nun in der Lage, die Frage zu beantworten,
was fiir ein Endzustand in einem konservativen System zu er-
warten ist.

Das System wird befihigt sein, gewisse Eigenschaften P,, P,,
Py, ... zu besitzen. Diese Eigenschaften werden sich im allgemeinen
mit der Zeit veriindern, einige davon sehr langsam, einige schneller,
einige mit auBerordentlicher Geschwindigkeit. Wir wollen an-
nehmen, daB man erwarten kann, daB sich die Eigenschaft P,
im allggmeinen in einer mit ¢, vergleichbaren Zeit verindere, die
Eigenschaft P, in einer mit £, vergleichbaren Zeit und so weiter.

Nach einer Zeit ¢, die sehr groB ist im Vergleich mit allen
Groflen ¢, f,, ..., wird das System geniigend Zeit gehabt haben,
alle seine Eigenschaften zu #ndern. Der EinfluB der Anfangs-
bedingungen wird in einem gewissen Sinne verschwunden sein;
der Phasenpunkt im Phasenraum wird Zeit genug gehabt haben,

sich aus den besonderen Bereichen, von denen er ausgegangen sein
Jeans, Theorien. 7
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kann, und wo keine Normaleigenschaft statthat, wegzubewegen.
Wir kionnen daher erwarten, dafl das System alle Normaleigen-
schaften besitzen wird und sich daher im Normalzustand befindet.

89. Eine Verwicklung kann eintreten durch die Moglichkeit,
daB das System Eigenschaften hat, die iiberhaupt nicht einer
Anderung fihig sind, oder fiir die die Veréinderungszeit unendlich
grof} ist.

Wenn zum Beispiel ein System gauz abgeschlossen ist und
keinem #ufleren Einfluff unterliegt, so mub sein Drehimpuls not-
wendig stets gleich seinem Anfangswert bleiben. Die Eigenschaft
also, daB ein System einen Drehimpuls besitzt, der zwischen be-
stimmten Grenzen liegt, ist eine solche, die das System im Laufe
der Zeit nicht annehmen kann; entweder das System hat diese
Eigenschaft schon bei Beginn oder es wird sie niemals besitzen.
Eine Untersuchung des Phasenraumes wird zeigen, dall ein Wert
des Drehimpulses, nimlich Null, allen Gebieten des Phasenraumes
gemeinsam ist, mit Ausnahme gewisser unendlich kleiner Gebiete. —
Fiir diese Eigenschaft, namlich einen Drehimpuls Null zu besitzen,
ist das Verhidltnis W, /W, in der in § 87 eingefiihrten Bezeich-
nung unendlich. Doch wenn nicht das System gerade mit dem
Drehimpuls Null seine Bewegung begonnen hat, wird keine Zeit
hinreichend groB sein, um diesen Wert des Drehimpulses zu erreichen.
Die Eigenschaft also, einen Drehimpuls Null zu haben, ist zwar
eine Normaleigenschaft des Systems, ist jedoch nicht als fiir den
Normalzustand wesentlich anzusehen; sie wird bei der Definition
des Normalzustandes nicht benotigt, da sie keine Eigenschaft ist,
deren das System fihig, wire.

Wenn anderseits das System imstande ist, seinen Drehimpuls
zu #ndern, dann mufl die Eigenschaft, den Normalwert des Dreh-
impulses zu besitzen, als eine der Eigenschaften des Normal-
zustandes angesehen werden. Es sei zum Beispiel das System ein
Gas, das in ein festes Gefil eingeschlossen ist. Mit Ausnahme
sehr spezieller Fille, von der Art, wie sie in § 42 beschrieben
wurden, kann das Gas seinen Drehimpuls &ndern, und man sieht
leicht, daB die Eigenschaft, den Drehimpuls Null zu haben, eine
der Normaleigenschaften des Systems ist. =~ Daher miissen wir
erwarten, daf im Endzustand des Systems das Gas den Dreh-
impuls Null hat.
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90. Eine Eigenschaft, die niemals in einem konservativen
System getindert werden kann, ist die, dal es einen bestimmten
Wert der Energie hat. Aus diesem Grunde haben wir bei der
Definition des Normalzustandes bloS solche Systeme betrachtet,
die einen bestimmten Betrag von Energie haben, namlich einen
solchen zwischen £ und E++ dE. In der gleichen Weise muB,
wenn das System andere unverénderliche Gréfen oder Eigen-
schaften besitzt, dieser Unverdnderlichkeit bei der Beschreibung
des Normalzustandes Rechnung getragen werden. Die mannig-
fachen Komplikationen, die auf diese Weise entstehen konnen,
lassen sich allgemein einigermaBen schwierig diskutieren, sie
lassen sich jedoch unschwer in besonderen Fillen behandeln, wie
die verschiedenen Beispiele, die uns in diesem Buche begegnen
werden, zeigen.

Die Normalverteilung der Energie.

91. Die Normaleigenschaften, die zuerst betrachtet werden
sollen, sind die, welche mit der Energieverteilung verkniipft sind.
Werden die 2 n Lagen- und Geschwindigkeitskoordinaten (135)

nun mit @,,0,, ..., @, bezeichnet, so wird die Energie E die all-
gemeine Gestalt

(150) E = f(0,,0,...,0,,)

haben.

Wir wollen jedoch annebmen, dal die Energie E in einzelne
gesonderte Teile E), E,, ... geteilt werden kann, derart, daB E,
allein von einer Gruppe von Koordinaten, sagen wir 6,,0,...,0,
abhéingt; E, nur von einer anderen, von der vorigen verschiedenen
Gruppe @, 1,0, ,,...,0, ., usw. Ferner wollen wir annehmen,
daf jede dieser Gruppen eine Anzahl (s,%,...) von Koordinaten
enthélt, die so grof ist, dal man sie als unendlich grof an-
sehen kann. Dann wird

{ E=E+E.. = fl(@lv@zs ) @s)
+f2(@8+'11 @8+21 Tty @H+t)+
Wir wollen die Eigenschaft P dahin definieren, dafll sie ein

System besitzen soll, wenn eine bestimmte Energieverteilung be-
steht, so dul

[ E, hegt in dem engen Gebiet zwischen E, und E, +-d F,,
” ” ” ” 9 ” -E2 ” E + dE usw.
7 *

(151)

(152)
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Dann ist das Volumen W, des Phasenraumes, in dem die Eigen-
schaft P statthat, gegeben durch

(153) Wy=[[f - [d0,d0y -, d0,,

wo die Integration iiber das Gebiet erstreckt ist, das durch die
Bedingungen
(154) E1<f1 (@n @ﬁa"', @3)<E1 +d-E11
(155) Eﬂ<f2(@s+11@a+21"'s @s+t)<E2+dE2 usw.
definiert ist.

Das Integral W, kann in der Form eines Produktes geschrieben

werden '” j.
w, = (|| d@ud@g,---,d@,,)

5

(156) { (”...jd@,+l,d@Hg,...,d@m)(_,,),

in dem das erste Integral zwischen den durch (154) bestimmten
Grenzen zu erstrecken ist, das zweite Integral zwischen den
Grenzen (155) usw. Es ist klar, da das erste Integral in dem
Produkt ausschlieBlich von E, und d E, abhingen kann, und daher
von der Form F,(E,)dE, sein muB. Ahulich muf das zweite
von der Form F,(E,)dE, sein usw. Wir miissen also haben

(157) W, = F,(E,) Fy(E,)---dE,dE,---

Es wire nun moglich, den Versuch zu machen, das Verhiltnis
W,/ W, (vgl. § 87) auszuwerten, doch wird es leichter sein, zu-
nichst das einfachere Problem zu erledigen, ndmlich zu berechnen,
fiir welche Werte von E,, E, ... das Verhiltnis W, /W, seinen
maximalen Wert hat. Mit anderen Worten, wir werden nach
der wahrscheinlichsten Energieverteilung suchen, ohne zunichst
zu versuchen, zu beweisen, dall dies eine Normalverteilung ist.

92. Da W, + W, einen fiir alle Energieverteilungen konstanten
Raum darstellt, nimlich den ganzen Raum, fiir den E zwischen
fixen Grenzen E und E -+ dE liegt, folgt, dal W,/W, ein
Maximum sein wird, wenn W, ein Maximum ist. Wenn E,, E,, ..
zu der besonderen Energieverteilung gehéren, die W, zu einem
Maximum macht, dann wird dlog W, verschwinden, wenn E,, E,, ...
kleinen Variationen 8 E,,d I,, . .. unterworfen werden, vorausgesetzt,
daB diese Variationen der Bedingung

(158) OE, +0E,+- =0
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unterliegen, die ausdriickt, dafl die Gesamtenergie unverindert
bleibt. Wir miissen also haben

dlog F, (E,) dlog F, (E,) .
(159) ~—7—El——‘»———6El + == AE, 0E, + ... =10
fiir alle Werte von 0 E,,0 E,, ..., die der Gleichung (158) geniigen.

Ersetzen wir 6 E, durch —0E,—6FE, — ..., so wird aus
Gleichung (159)

[dlog Fy (B _dlog F, (), .
dlog Fy (E,) dlogF, (E,)) _
| +{ 1A R o gy =

und da dies nun fiir alle Werte von o £, 0 E, ... richtig sein
mull, so mul} gelten

(161) dlog Fy (Ey) _ dlogFy(By) _

d E, - dE,
Die Losung dieser Gleichungen, zusammen mit
(162) E—FE +E -+,

gibt die wabrscheinlichste Energieverteilung fiir ein System von
gegebener Gesamtenergie E.-

Fiir den Augenblick wollen wir nicht versuchen, zu zeigen,
da diese Energieverteilung einen Normalzustand darstellt; wir
wollen dies provisorisch annehmen und es erst spiter fiir die
Spezialfille, bei denen es von Bedeutung ist, beweisen.

Thermodynamik, Entropie und Temperatur.
93. Wir wollen setzen
(163) P = log| F\(E,)- Fy(E,)--].

Nehmen wir an, daf eine Quantitit d @ von Energie dem
System von auflen zugefiihrt wird. Da wir zugrunde gelegt
haben, daB das System konservativ ist, so muf dies bewirken,
dall die Gesamtenergie des Systems von E auf E + d E anwichst,
wo d E = d@, und es kann angenommen werden, daf dies so
vor sich geht, dal E,, E,, ... auf F,+dE, E,+dE,... an-
wachsen, wo
(164) AdE, +dE,4+ .- = d .
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Wir wollen annehmen, dafl vor und nach, aber auch wihrend
der Wirmezufithrung die Energieverteilung immer die wahr-
scheinlichste ist, so daB die Gleichungen (161) in jedem Augenblick
richtig sind.

Die dadurch an P bewirkte Anderung ist nach Gleichung (163)
gegeben durch
dlog F\ (E,) dlog F, (E,)

iE, —ap, ‘Bt

Nach Gleichung (161) haben die Koeffizienten von d.E,, d E,, ...
in dieser Gleichung alle denselben Wert. Nennen wir diesen %,
so wird

(166) AP =k(dE, +dE,+---) = kd@.

(165) dP = dE, +

Dies zeigt, dal kd@ ein vollstindiges Differential ist, oder, mit
anderen Worten, dall % ein integrierender Faktor des Differentials
d @ ist.

94. Aus der allgemeinen Thermodynamik ist ein anderer
integrierender Faktor des Differentials d ¢ bekannt, nimlich 1/7,
wo T die in der thermodynamischen Skala gemessene Temperatur
ist. Wenn @ die Entropie ist, so wissen wir, daB

d
(167) io =7,

wodurch der zweite Hauptsatz der Thermodynamik sich am ein-
fachsten ausdriickt.

Der Umstand, daBl sowohl % als auch 1/7 sich als integrierende
Faktoren des Differentials d ¢ erweisen, rechtfertigt es sicherlich
nicht, £ mit 1/7 zu identifizieren. Es setzt uns aber trotzdem
in den Stand, eine einfache Beziehung zwischen ihnen aufzustellen.

95. Die Energie E des Systems wird im allgemeinen von
einer Anzahl von Verinderlichen £ »,¢, ... abhiingen, die den
physikalischen Zustand des Systems oder seiner einzelnen Teile
bestimmen. Es mufl daher der Wirmezuwachs d ¢, der hinzu-
gefiigt werden muB, um eine bestimmte Anderung hervorzurufen,
von der Form sein

(168) dQ = Ldt+ Mdn + Nd¢+ -
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[vgl. fir ein bestimmtes Beispiel Gleichung (446)] und wir
werden haben

(169) dP=FkLdE+kMdy+ENdE+---
Daraus folgt

oP o P
(170) kL = oF EM — 248

Ahnlich erhalten wir aus Gleichung (167)
L o0 M _¢o
T=%0 T on "
Daraus folgt, dall
oP oP OoFP
0 on 0¢
o om0t
worin der Wert jedes Bruches gleich %k T ist. Daraus folgt, dafi
eine Funktionalbeziechung zwischen P und @ bestehen muf, sagen
wir P = f(®@). Setzen wir diesen Wert von P in Gleichung (172)
ein, so verwandelt sich diese Gleichung in

(179) k=l (@),

1)

wo f' (D) gesetzt ist fiir 8£ E;D), worin sich die Beziehung zwischen

den beiden integrierenden Faktoren k& und 1/7 ausdriickt.

96, Die GroBe k ist doch nun aber der Wert eines jeden
.. . . dlog I (E)) .
der Briiche in Gleichung (161), — g UsW. Gleichung (173)
1

gibt also den Wert von E,, ausgedriickt durch —}—f’ (P), und so

auch fiir E,, E;,... Der Wert von E, wird selbstverstindlich
durch eine Anderung der Temperatur geindert werden, doch er
wiirde nicht beriihrt werden durch eine Anderung, bei der die
Temperatur T' konstant bliebe, wihrend die Entropie sich in
einigen Teilen des Systems, die die Energie E, nicht beriihren,
verdnderte. FE, kann also durch Anderungen von @ nicht ge-
dndert werden, und daher kann das durch Gleichung (173) ge-
gebene % nicht verindert werden durch Anderungen von @.
Daraus folgt, daBl f'(®) eine Konstante sein mulb.

Bezeichnen wir diese Konstante mit 1/R, dann ist A = 1/RT.
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97. Die Gleichungen (161) werden nun lauten

174 dlog I\ (E\) _ dlog Fy(Ey) _  _ 1

(174) TdE, —  dE, T RI
wihrend aus der Beziehung P = f(®) wird

(175) P= I%LD + const.

Die Entropie ist also gegeben durch

(176) ® = RP + const

oder, wenn wir die Gleichungen (163) und (157) vergleichen,
(177) @ —= Rlog W, + const.

98. Dieses letzte Resultat wirft ein helles Licht darauf, was
die Untersuchung in den letzten Abschnitten bezweckt. Es zeigt,
dafl diejenige Verteilung der Energie, welche am leichtesten ein-
tritt, d. h. fiir die W, ein Maximum ist, gerade die ist, welche
die Entropie zu einem Maximum macht. Wenn wir es als ein
allgemeines physikalisches Prinzip annehmen wollen, daB jedes
System zu einem Endzustand strebt, bei dem die Entropie ein
Maximum ist, dann muf dies der Zustand sein, fiir den W, ein
Maximum ist, und der daher durch Gleichung (174) gegeben ist,
Ist diese Anuahme gemacht, so folgt sogleich, daB die Kon-
figuration, fiir die W, ein Maximum ist, auch eine solche ist, bei
der W,/ W, unendlich ist, und daher der in § 87 definierte Normal-
zustand. Doch diese Annahme miissen wir gar nicht machen, da
man, wie wir sehen werden (§ 103), einen direkten Beweis in
allen Fillen, die von physikalischer Wichtigkeit sind, geben kann.

Die Gleichverteilung der Energie.

99. Die Gleichungen (174) liefern E,, E,, ... vollstindig aus-
gedriickt durch die Temperatur, doch konnen sie nur in den
besonderen Fillen gelost werden, in denen die Funktionen
F, (E,) usw. ausgewertet werden konnen, und von diesen ist der
einzige Fall, der von einigem physikalischen Interesse ist, der,
bei dem E; eine homogene quadratische Funktion der darin ent-
haltenen Koordinaten ist. Dies schlieBt die Fille, daf E, die
kinetische Energie, oder die potentielle Energie bei kleinen Ver-
schiebungen aus einer Ruhelage, oder die Energie irgend einer
Type von regelmifigen Schwingungen ist, ein.
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100. Es sei die Anzahl der in E, eingehenden Koordinaten,
wie in § 91 s, und E, sei gegeben durch

(178) Ey=[1(0,,0y,+,05) = ¢ 02 + 002 + -+ +20,,0,0, + -
Dann ist f) (E,)d E, laut Definition der Wert des Integrals
(179) ”---'fd@ld@z---d@,,

erstreckt iiber alle Werte von ©,,0,,..., @, fir die f, (0,,0,,...,0,)
zwischen [, und E, 4+ d E, liegt.
Durch eine lineare Transformation der alten Koordinaten
kann man neue Koordinaten @,,®,, ..., @, erhalten, die die Eigen-
schaft haben, daB der Wert von E, in diesen Koordinaten gleich ist
(180) E, = a(@2+ D2+ .- + D)
und wenn y der Modul dieser Transformation ist, nimlich
2(0,,0,...,0,)
b(d)l’(DQ,...,Qt?)’

so ist der Wert des Integrals (179)

(181) u ”..-jdcpl,dcpg, e d D,

Der Wert dieses Integrals, erstreckt iiber alle Werte der Vari-
ablen, fiir die & (D, + D,? + --- + B2 kleiner als E, ist, ist gleich
E,

o

dem yu-fachen Volumen einer Kugel vom Radius ‘/( ) in einem

Raum von s Dimensionen. Er ist daher
Y28 B \'e#
(182) “rons+1)(a)
Durch Differentiation nach E, erbilt man den Wert des Integrals,

fiir alle Werte von @,, @,,...,®,, fiir die o (P2 + .2+ D,?) zwischen

E, und E, 4 dE, liegt:
T2 8

“r (145)

und dies ist gerade die Grofle, welche wir F)(E,)d E, genannt
haben. Wir haben also als gesuchten Wert von F, (E,)

(183)

o128 [ Yas =1 (] 5,

28

(184) Fi(E) = u T(1,5)

o Ls 11,1311/28 -1,
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Die wahrscheinlichste Energieverteilung wird durch die Glei-
chungen (174) dargestellt, so dall bei dieser wahrscheinlichsten

Verteilung E, gegeben ist durch

dlogF\(E,) _ 1
~dE, T RI’
was sofort mit Benutzung des eben gefundenen Wertes von F, (E,) zu

E, = (;s—1)RT

(185)

fithrt.

Da wir bereits angenommen haben, daB s eine sehr grofie
Zahl ist, kaon die Differenz zwischen 1/,s—1 und 1/, vernach-
ldssigt werden. Ebenso kann fiir alle Bestandteile der Energie,
sagen wir K, F;, ..., fir welche die Energie eine quadratische
Funktion ist, der wahrscheinlichste Wert der Energie in derselben
Weise berechnet werden, und wir finden so, dafl die wahrschein-
lichste Energieverteilung beziiglich der Teile der Energie, fiir
welche die Energiefunktion quadratisch ist, gegeben ist durch
die Gleichungen
(186) . = Y3sRT, E, = 1/,t RT usw,

wo S,%,... die Zahl der Koordinaten bedeutet, die in die quadra-
tischen Funktionen E,, F,, ... eingehen.

101. Es ist nunmehr moglich, zu zeigen, dal, soweit es
wenigstens diese Teile der Energie betrifft, die durch die Glei-
chungen (186) ausgedriickte Energieverteilung nicht nur die wahr-
scheinlichste Verteilung ist, sondern auch eine Normalverteilung im
Sinne des § 87 darstellt; das heilt nichts anderes, als daB diese
Verteilung unendlich wahrscheinlicher ist als irgend eine andere.

102. E,, E, ... bezeichne die wahrscheinlichste Energie-
verteilung, entsprechend den Gleichungen (186) und E, + &
E, + &, ... bezeichne irgend eine andere Energieverteilung, die
derselben Gesamtenergie entspricht. Dann miissen wir haben

(187) & 4 gyt e = 0.
Aus den Gleichungen (157) und (163) ist zu sehen, dafll der all-
gemeine Wert von W, gleich ist

(188) W, =¢ePdE,dE,---,
wahrend der Gesamtwert von W, + W, gleich ist
(189) W1+W2:j[-~-e"deld52---



§ 100—102] Gleichverteilung der Energie. 107

Fir die Energieverteilung E, + &, E, + &, -+ ist
P*ZlogF (&, + &)
1/ 8
— 210g<1 +1/ sRT + P,

wo P, eine Summe von konstanten Gliedern ist, die &, &,, ... nicht
enthalten und gleichzeitig gleich dem Werte von P fiir die
Energieverteilung F,, E,,... Entwickeln wir den Logarithmus,
so erhalten wir

¢ & 2
P—F **ERT{ —hysgpt s <17,,ER—T> —y
und wegen der Beziehung (187) verschwindet das erste Glied
dieser Summe und es bleibt iibrig
&8

Wir haben bereits gesehen, dafl der einzige stationdre Wert
von P durch & = & = ... = 0 dargestellt wird. Dies macht
P = P,, und eine Betrachtung der Glieder auf der rechten Seite
der Gleichung (190) zeigt, daB dieser Wert ein wahres Maximum
ist. Daraus folgt, daB die rechte Seite der Gleichung (190) fiir
alle Werte der & negativ ist.

Wenn wir von dem Wert & = ¢, == ... = 0 ausgehen, ist es
klar, daB P — P, endlich wird, wenn & mit }s. R T vergleichbar
wird, & mit VT.RT usw. Fiir solche Werte von ¢,, &, ... ist der
erste Term von (190) unvergleichlich grofer als einer der folgenden
Terme, und der Wert von P — P, reduziert sich auf

‘ _p = N At
(191) P—P, = ZS(R Ty
Fiir Werte der &, &, ..., die grofier sind als diese, wird P — 2,

gleich — oo, 80 dafl e~ P verschwindet im Vergleich mit e—%.
Daraus folgt, daB der ganze Betrag des Integrals (189) von
einem: kleinen Wertebereich der Variablen dicht um die Werte
& — & == .- = 0 herrithrt, d. h. den durch die Gleichungen
(186) gegebenen Werten. Das Integral (189) reduziert sich also
auf das Glied auf der rechten Seite von Gleichung (188), wobei
der kleine Bereich d E, vergleichbar ist mit s.RT, der kleine
Bereich d E, vergleichbar mit {/¢t. R T usw. Diese kleinen Bereiche
sind wirklich klein im Vergleich mit den ganzen Werten von
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E, E, ...; also ist dE, vergleichbar mit E Vs, dE, mit
E,,/Vt_ usw.

Mit solchen Werten fiir die kleinen Bereiche d E,, d E, wird
der Wert von W, + W, gemiB Gleichung (189), identisch mit
dem Wert von W, nach Gleichung (188). Also ist W,/W; un-
endlich, woraus hervorgeht, dall die jetzt betrachtete KEnergie-
verteilung eine Normaleigenschaft des Systems ist.

Wir haben mithin gezeigt, dafl diejenigen Teile eines Systems,
sagen wir E,, E,, ..., in denen die Energie von quadratischem
Typus ist, notwendig zu der durch die Gleichungen (186) be-
stimmten Energieverteilung streben. Diese Gleichungen driicken
den Satz von der Gleichverteilung der Energie aus:

Die fiir irgend einen Teil der Gesamtenergie, der
gich als eine Summe von Quadraten ausdriicken 146t, zu
erwartende Energie betrigt 1/, RT fiir jedes quadratische
Glied in diesem Teil der Energie.

103. Der Beweis dafiir, daB die iibrigbleibenden Teile des
Systems, in denen, wenn sie vorhanden sein sollten, die Energie
nicht von diesein Typus ist, notwendig zu der durch die Glei-
chung (174) gegebenen Energieverteilung streben, ist schwieriger.
An Stelle von Gleichung (191) haben wir

otlog F, (£
P—P, 221/2 & 7‘25E:2(" 1)

und das Vorzeichen der Glieder auf der rechten Seite mul not-
wendig unbestimmt bleiben, solange die Form der Energiefunktion
unbestimmt bleibt. Dennoch ist es klar, daB die Anordnung der
Orte E, — const, E, — const usw. im Phasenraume in jedem
Falle von derselben allgemeinen Art sein mufl, wie in dem eben
betrachteten einfachen Fall, woraus wir folgern konnen, daB
P — Py in dem allgemeineren Fall ebenfalls das negative Vor-
zeichen haben muB. Daraus folgt wiederum, dal W,/W, unend-
lich sein muB, so dal man sieht, daB die durch die Gleichungen
(174) ausgedriickte wahrscheinlichste Energieverteilung eine
Normaleigenschaft des Systems ist.

Demnach sehen wir, dall jedes System zu einem Endzustand
iibergehen muB, bei dem W, und also auch die Entropie ein
Maximum ist. Auf diese Weise erhalten wir einen analytischen
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Beweis des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik, von dem
wir nun sagen konnen, daB er eine mathematische und nicht
nur eine rein empirische Grundlage hat.

Das Gesetz der Verteilung der Koordinaten.

104. Es wird nicht nur eine Normalverteilung der Energie
geben, sondern auch einen normalen Weg, den die einzelnen
Koordinaten - einschlagen werden, um sich so anzuordnen, daf sie
diese besondere Euergie ergeben. Dies haben wir schon im
3. Kapitel gefunden, fiir- den Spezialfall eines Gases, das aus
Molekiilen zusammengesetzt ist, die sich wie elastische, harte
Kugeln verhalten. Eine dhnliche Methode kann bei dem allge-
meineren Problem angewandt werden.

Wir wollen annehmen, daB das betrachtete dynamische System
aus N gleichen Einheiten bestehe, die wir uns, um uns etwas
Bestimmtes vorzustellen, als Molekiile denken konnen; jede Ein-
heit besitze p Freiheitsgrade und daher ist ihr Zustand durch
2p GroBien @,, @,,---, D, , bestimmt, ndmlich die Lagekoordinaten
und’ die entsprechenden Momente wie in § 78.

Denken wir uns einen Phasenraum mit 2% Dimensionen kon-
struiert, der

Qla ¢2a th (Dﬁp

als rechtwinklige Koordinaten hat. Danun kann der Zustand irgend
eines Molekiils des Systems durch einen einzelnen Punkt in diesem
Raum dargestellt werden, den Punkt ndmlich, dessen Koordinaten
gleich sind den Koordinaten @,, ®,, ---, @,,, die den Zustand des
Molekiils (d. h. Geschwindigkeits- und Lagekoordinaten) bestimmen.
Der Zustand aller Molekiile kann durch eine Gesamtheit von
Punkten in diesem Raume dargestellt werden, und zwar durch
einen Punkt fiir jedes Molekiil. Das vorliegende Problem besteht
darin, das Gesetz zu finden, nach dem diese Punkte im Raume
verteilt sind.

Moge © die Punktdichte in diesem Raume bedeuten — die
Grofe, die wir finden wollen, so dafB
(192) td®,dd, ... dD,,

die Zahl derjenigen Punkte (oder Molekiile) bedeutet, bei denen
@, zwischen @, und &, + d D, liegt, P, zwischen P, und D,
+ d®, usw. r ist daher eine Funktion von @), @, ..., Dy,
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105. Indem wir dem in den § 43, 50 angewendeten Ver-
fahren folgen, teilen wir den ganzen Raum in % kleine rechtwinklige
Volumenelemente, jedes von der gleichen Grofle @ und bezeichnen
sie mit den Zahlen 1, 2, 3,... Wir richten unsere Aufmerksamkeit
auf eine spezielle Verteilung der Punkte, derart, dall die Zahl
der Punkte in den Elementen 1, 2, 3, ... beziehungsweise gleich
@y, Ay, Gg, ... 1st.  Jede Punkteverteilung, welche diese speziellen
Zahlen a,, a,, ag, ... liefert, wollen wir eine Verteilung der Klasse 4
nennen. Ahnlich soll eine Verteilung von’Punkten, die eine andere
Gruppe von Zahlen by, b,, bs, ... liefert, eine Verteilung der Klasse B
genannt werden usw. ’

Jeder Punkt in dem urspriinglichen Phasenraum des § 80
wird einer vollstindigen Verteilung von Punkten in dem jetzt
betrachteten Raum entsprechen. Einigen dieser urspriinglichen
Punkte werden die Verteilungen der Klasse 4 entsprechen, anderen
wieder die Verteilungen der Klasse B usw. Wir gehen nun dazu
iiber, das Volumen, sagen wir W, des urspriinglichen Phasenraumes
auszuwerten, derart, dafl die Punkte in ihm Systeme darstellen,
fiir welche die Verteilung der Koordinaten der Klasse A angehort.

Man sieht sofort, dall dieses Volumen gegeben ist durch

| .
N vcon jj e dypdydyg ...

(98 W= arag

In diesem Ausdruck stellt der erste Faktor, wie bereits in
§ 48, die Zahl der Wege dar, auf denen es mdglich ist, die N
Punkte, die die N verschiedenen Molekiile darstellen, auf die n
verschiedenen Elemente zu verteilen, mit der Bedingung, dafi die
Endanordnung vom Typus 4 ist. Der iibrigbleibende Faktor,

sagen wir A, der durch
(194) l:wl"f“'...dxldxﬂdxg...,
dargestellt wird, stellt das Volumen des Phasenraumes dar, das
jeder dieser Anordnungen entspricht, wobei die z;, fa, X3 ... die
Koordinaten anderer Teile des Systems sind, als die betrachteten
N Molekitle. Wenn wir schreiben

N!
(195) O =Tl al ..
und eine analoge Bezeichnung fiir ein System der Klasse B ge-
brauchen usw., dann sind die Volumina W,, W, ... gegeben durch
(196) WA == A@A, WB = }.@B, e
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Benutzen wir die Stirlingsche Formel, wie in § 44, so

finden wir
(197) log ®4 = (N + 1/;)log N—1/,(n—1)log 2w — X} (a, + 1/5)l0ga,
g =1

und wenn wir wie in Gleichung (72) setzen

na
(198) Ko= g 3@+ vlog"y s
so gibt dies als Wert von ®, [vgl. Gleichung (73)]
(199) Oy = n¥+%r (27 N)=th(t—1) ¢~ NE,,

Da W4 = 40, soist es klar, dall W, proportional zu e~ ¥ ist.
Die wahrscheinlichste Verteilung der Energie ist augenschein-
lich die, bei der W ein Maximum ist, und daher K ein Minimum
fiir verschiedene Werte von ay, a,, ...
Wie in § 45 finden wir fiir die Variation von K

n

=1 LM 1|
(200) K =5 2 log "+ 1455 80

s=1
Die Variationen 0 a,, 0 a,, ... sind nicht unabhingig. Sie sind
notwendig durch zwei Beziehungen verkniipft und in manchen
Fillen auch durch mehr. Von den zwei Beziehungen, die gewifl
sind, driickt die erste aus, dall die gesamte Molekiilzahl gleich
der vorgeschriebenen Zahl N ist; sie driickt sich daher durch die
Beziehung

(201) 2 66&3 =0

auns, die man durch Variation der Gleichung

(202) é g = N

erhilt. *=

Die zweite Beziehung driickt aus, daB die Gesamtenergie der
N Molekiile gleich dem zugeteilten Betrag E, ist. Maoge ¢, die
Energie bedeuten, die mit einem Molekiil verbunden ist, das
durch einen Punkt in der Zelle'l dargestellt wird, so daB &, eine
Funktion von @,, @,, ..., @,, der Koordinaten der ersten Zelle
ist. Moge ferner &, die Energie bedeuten, die mit einem Molekiil
verbunden ist, das durch einen Punkt in der Zelle 2 dargestellt
wird usw. Dann wird die Gesamtenergie der N Molekiile, wenn
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die Verteilung der Koordinaten der Klasse A angehort, jedenfalls
gleich sein a,¢& + a,& + .-+, s0 dall wir haben miissen

n
(203) > ga, = E,,
8 =1
und durch Variation davon erhalten wir die Beziehung
(204) > &da, = 0.
8§ =1

Sind noch andere Beziehungen da, so werden sie im allge-
meinen von Gleichungen desselben Typus abgeleitet, die ausdriicken,
daB die Gesamtmenge einer Grofle g, summiert iiber alle Mole-
kiile, einen vorgeschriebenen Wert haben wird. Die endliche
Gleichung wird die Form haben

(205) > sty =M

8§ =1
und die entsprechende Beziehung zwischen den Gréflen da,, da, ...
wird sein

(206) > wda, = 0.

§ =1

In manchen Problemen wird es sechs Gleichungen dieser Art
geben, wobei die verschiedenen y die drei Komponenten des line-
aren Impulses und die drei Komponenten des Drehimpulses dar-
stellen. Wir konnen uns indessen damit begniigen, eine Beziehung
als typische aus allen herauszugreifen, und zwar die, welche durch
die eben niedergeschriebenen Gleichungen bestimmt ist.

Einem bekannten Vorgang folgend, multiplizieren wir nun
die Gleichungen (201), (204), (206) mit unbestimmten Faktoren
p, g, v und addieren die entsprechenden Glieder dieser Glei-
chungen zu Gleichung (200) Wir erhalten

0K = > {1 4 — —}—10

s =1

4+ rus0a,

and das Maximum von K 1st jetzt gegeben durch die Gleichung
1+ +lgr~~+p+qes+rys—0 (s=1,2,...,n).
Da zugrunde gelegt ist, dall a,, ay, ... alle grofe Zahlen sind,

so kann das Glied Q}a vernachlissigt werden, und wir erhalten
8§

(207) S0 = e— (14 p) p— (a5 + rug),
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Ist = die in Gleichung (192) definierte Grofle, so wird der
Wert von a; gleich T ® sein, wo = sich auf die s-te Zelle bezieht.
Aus Gleichung (207) wird

T ,11 e—a+p) g—@etrm),
neo
und da Gleichung (207) fiir jede Zelle richtig war, so wird diese
Gleichung fiir alle Werte @,, @,, ... @,, gelten. Verindern wir die
Konstanten, so kann diese Gleichung geschrieben werden

(208) 7T — Ce—-ihs e—(rip + rape + ...)’

in der die eine typische Grofe g nunmehr durch die Reihe der
wirklichen Groflen g,, g, ... ersetzt ist. Beénutzen wir diesen Wert
von 7, so sicht man, daB das Gesetz der Verteilung der Koordi-
naten [vgl. den Ausdruck (192)] gegeben ist durch

(209) Ce—the g=um+ram+ ) @D A Dy ... d Dyp.

In dem Spezialfall, in dem auBer der Energie keine kon-
stanten Groflen vorhanden sind, reduziert sich das auf

(210) Ce=2ed D, dD, ... d Dy,

106. Nehmen wir an, dall gewisse Koordinaten, sagen wir
@, D, ..., D, in die Energie ¢ allein mit ihren Quadraten ein-
gohen, so daB der Wert von ¢ von der Form

8= 1,3, D2+ 1,B,DP2+ - +1,B3P + D

ist, wo @, die @,, D,, ..., D, nicht enthilt, sondern blof D, ,,
D9 ..., Dyp. Dann kann das Verteilungsgesetz geschrieben
werden in der Form

C(e— 22 A B,) (e= 1522 d Dy) ... (e~ Bs P5 (| D) e=2h 9 Dy y 1 ... A Dy,
Dies zeigt, daB es keine Verkniipfung zwischen den Ver-

teilungen der @y, @, ..., P, gibt. Das Verteilungsgesetz fiir irgend
eine einzelne Koordinate, sagen wir @, lautet

(211) V’Lf—‘ e~ Bl D,

wo die Konstante gemiB der Bedingung bestimmt ist, dal das
Integral von @ = — oo bis @ = + oo gleich Eins sein soll.

Jeans, Theorien. 8
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Der Mittelwert des Beitrages von @, zu der Energie ist
[1aBi@pe 020,
P ﬂl D2 = g © - 1h
J e~hbL 2 d P,

0

und dhnlich fiir die anderen Koordinaten. Der Mittelwert von

1/2ﬁl®12+ 1/2ﬁ2®22+ + 1//2/’8@5

S

ist dementsprechend gleich und da wir gesehen haben, dall

nv
dies auch gleich ist [vgl. Gleichung (186)] /s R 7, so muB
2RRT =1

sein, wodurch sich die Konstante 4 durch die Temperatur ausdriickt.

Von den Koordinaten @,, @,, ..., @, die in die Energie bloB
mit ihren Quadraten eingehen, konnen wir immer drei als die
Geschwindigkeiten %, v, w annehmen. Die in diesem Abschnitt
erhaltenen Resultate konnen demgem&f durch die Gleichungen
[1,/2 MU = 1y o2 = Vyimw? = 1/, f, D,?

— 1 o

Ve By @p? == - = i Yy i1
ausgedriickt werden, die den Gleichverteilungssatz in einer neuen
Form aussprechen.

(212)

Beispiele von Verteilungen der Koordinaten.
Ein Gas mit unendlich Kkleinen, harten, kugelformigen Molekiilen,

107. Als erstes Beispiel fiir den Gebrauch der eben ab-
geleiteten Formeln konnen wir diese auf den Fall eines Gases
anwenden, wie wir es bereits im 2. Kapitel betrachtet haben, wo
die Molekiile unendlich kleine, harte Kugeln sind, und die dulleren
physikalischen Bedingungen in jedem Punkte des Raumes, der
von dem Gas eingenommen wird, dieselben sind. Solche Mole-
kiile haben nur drei Freiheitsgrade, die das Vermogen, sich im
Raume zu bewegen, darstellen, so daB die 2p Koordinaten @,,
Dy, ..., Dy, sich auf die sechs Koordinaten u, v, w, z, y, 2 redu-
zieren. Die Zahl der Molekiile, die in irgend einem Augenblick
in Beriihrung stehen, wird unendlich klein sein, so dal die po-
tentielle Energie des Gases, die von den elastischen Kriiften bei
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den ZusammenstoBen herriihrt, stets unendlich klein sein wird
und so im Vergleich mit der kinetischen Energie vernachlassigt
werden kann. Die Gesamtenergie des Gases kann dementsprechend
angenommen werden in der Form
(213) E = 1/, m > (u? 4 12 + w?),
so daB & in Formel (209) gleich 1/, m (u2 + v2 + w?) gesetzt werden
kann. Wir konnen ferner u,, yty, 43 den drei Komponenten des
linearen Impulses mu, mv, mw gleichsetzen und p,, ys; ne den
drei Komponenten des Drehimpulses
f, = m(yw—2v) ... usw.
Wir finden also, dal das Verteilungsgesetz lautet
Ce—hmu?+22 4+ w?) p—m (ryu + rav + r3w) + Trg (y w —zv)

{ dudvdwdzdyde.

Die bis jetzt unbestimmten GroBen C, h, ry, 7y, rg 74 75, 76
konnen aus der Kenntnis der Gesamtzahl der Molekiile, der

Gesamtenergie und der gesamten Momente nach der von uns
bereits in § 26 benutzten Methode berechnet werden.

(214)

108. Keine Massenrotation. In dem gebriduchlichsten
Falle, in dem das Gas als ganzes keine Rotationsbewegung hat,
muf} jede der drei Komponenten des Drehimpulses des ganzen
Gases verschwinden, und dies fiihrt, wie man leicht sieht, zu den
Bedingungen 7, — r; = 7; = 0. Man sieht, daB das Verteilungs-
gesetz nun lautet

(215)  Ce hm@+ot+ullfp—m(nut vt nw dydydwdzdy dez.
Dies kann auch ausgedriickt werden in der Form
g
(216) De—hmiu—uP+ =102+ w—w2 dydvdwdzdyde,

worin D, uy, vy, w, neue Konstanten sind, und man findet leicht,
dafl die Komponenten des Gesamtmomentes der N Molekiile N m u,,
Nmvy, Nmw, sind, so daB wu,, v,, w, die Komponenten der
Geschwindigkeit der Massenbewegung des Gases sind, wie in § 26.
Der Umstand, da8 z, y, # nunmehr bloB durch die Differentiale
dz dy dz vorkommen, zeigt, dal das Geschwindigkeitsverteilungs-
gesetz fiir jeden Punkt des Gases das gleiche ist. Ersetzen wir
D& durch A4, wo £ das Gesamtvolumen des Gases ist, so findet
man das Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten allein in der Form

(217) Ae—hmllu—u?+(v—vol+ (0 — w01 d g oy d ),
8%
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was genau mit Formel (25) und (102) iibereinstimmt, und wobei
zufillig das h dieses Kapitels mit dem frither gebrauchten &
zusammenfillt.

109. Keine Massenbewegung. Wenn keine Massen-
bewegung stattfindet, verschwinden u, vy, w, und das Verteilungs-
gesetz (215) reduziert sich auf

(218) Cetmwetv+ud dy dvdw dr dy de,

das in der Tat mit (101) iibereinstimmt, wenn man €& = A setzt.

110. AuBeres Kraftfeld. Es moge auf die Molekiile ein
auberes Kraftfeld einwirken, so dafl ein Molekiill im Punkte
2, Y, 2 eine potentielle Energie 7 hat, wo y eine Funktion von
%, y, # ist, aber nicht von u, v, w. Dann haben die Molekiile
auBer der durch Gleichung (213) ausgedriickten kinetischen
Energie noch eine potentielle Energie Y y und die Gesamtenergie ist

(219) E = 2 {Yym(u? 4 02+ w?) 4 7).

Der Wert von ¢ in Formel (209) kann nun angenommen
werden zu

om (ut 4 vt w) + 1.

In dem Falle, dall weder eine Massenrotation noch eine Massen-
bewegung vorhanden ist, wird das Verteilungsgesetz der Ko-
ordinaten lauten

(220) Ce—hmei + v +w2) o—2hx dy dv dw dz dy de.

Diese Formel zeigt, da in jedem Punkte des Gases das
Geschwindigkeitsverteilungsgesetz einfach lautet

(221) Aerm@+v+ ) dy dy dw

und daher mit demjenigen, das fiir ein Gas, das nicht durch ein
suleres Kraftfeld beeinfluft wird, identisch ist. Integrieren wir
nach w, v, w, so wird aus Formel (220)

3
(222) C Vh:tmae—ﬂldwdydz,

das Verteilungsgesetz in bezug auf die Koordinaten x, y, 2. Dies
ist jedoch einfach das Gesetz der Dichteverteilung im Gase. Be-
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deutet ¢ die Dichte in dem Element dxzdydz, so mull der Aus-
druck (222) dasselbe sein, wie ;%dx dydz, so dab gilt

(223) 0 = Q¢ ",

—
wo g, eine durch g, = Cl/ﬁ%z gegebene Konstante ist, und
daher die Dichte in Punkten, wo 3y — 0.

Molekiile von endlicher GriBe.

111. Durch eine ganz #hnliche Uberlegung wie in § 57
kann man sich klar machen, daB das Geschwindigkeitsverteilungs-
gesetz (221) richtig bleiben muf, auch wenn die Molekiile endliche
GroBe haben. Das Dichteverteilungsgesetz (223) jedoch wird,
auBler fiir Molekiile von unendlich kleiner Ausdehnung, nicht
giiltig bleiben.

Molekiile mit komplizierterer Struktur,

112. Hat das Molekiil die Moglichkeit zu inneren Bewegungen
und zur Rotation, so wird seine Energie & die Form

g =1/ym(ud +v2 + w?) + & + &

haben, wo &; bzw. ¢, die Energien von innerer Bewegung und Rotation
bezeichnen. Diesen Bewegungen entsprechend, wird es Lage- und
Geschwindigkeitskoordinaten @,, @,, ..., @y, geben, und die Energien
&, & werden Funktionen dieser Koordinaten sein. Das Gesetz
der Verteilang der Koordinaten in dem Spezialfall fehlender
Massenbewegung und Massenrotation ist, wie man ausfFormel (210)
sieht,

(224) Ae—hm@2+v2+wh) e—2h(e; + ey dudvdw drdyded D, d Dy ... d Dy,

was wiederum zeigt, daB das Geschwindigkeitsverteilungsgesetz
allein ebenso lautet wie fiir unendlich kleine, harte Kugelmolekiile,
namlich entsprechend Formel (221).

Eine Mischung von Molekiilen verschiedener Sorten.

113. Genau dieselbe Methode kann auf eine Mischung von
Molekiilen verschiedener Sorten angewandt werden. Die Methode
ist ganz allgemein, jedoch der Einfachheit der Darlegung halber
wollen wir zugrundelegen, dall nur zwei Sorten von Molekiilen
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da sind. Die erste Sorte soll mit den bereits in § 104 betrach-
teten Molekiilen identisch angenommen werden, von der zweiten
Sorte wollen wir annehmen, dall sie die Masse #' haben und
Lagen- und Geschwindigkeitskoordinaten

(225) wl’ w?v LR} %pu

Wir folgen den Methoden der § 105, 106; es wird zwel
Gleichungen vom Typus (201) geben, jede fiir eine Sorte von
Molekiilen, jedoch wie frither nur eine Gleichung vom Typus (204),
(206). Man sieht sofort, daB die Verteilungsgesetze folgender-
mafen aussehen:

Fiir die erste Molekiilsorte [vgl. Formel (209)]:

(226) Ce—2he g—tumtratat ) d@,, dD,, ..., dD,,.
Fiir die zweite Sorte von Molekiilen
(297) C a2 g=tran’ +ram + ) Ay, d by, ..y Ay

Hier beziehen sich ¢, g, ug, ... wie frither auf die Energie
und die Impulse von Molekiilen der ersten Sorte, wéhrend &', u3, uj, ..
die entsprechenden Grofien fiir Molekiile der zweiten Sorte sind.
Die Konstanten C, C’ sind fiir die zwei Sorten von Molekiilen
verschieden, die Konstanten %, ry, r,, ... aber sind fiir beide gleich.

Die Uberlegungen der § 107 bis 112 konnen in gleicher Weise
auf ein Gasgemisch angewendet werden. Wir merken uns zwei
spezielle Resultate als besonders wichtig an.

I. Wenn zwar eine Massenbewegung, aber keine Massen-
rotation vorhanden ist, werden die Gesetze der Verteilung der
u, v, w Koordinaten lauten (vgl. § 108, 112):

(228) (Ae—hm[(u—uo)3+(ﬂ—vo)2+(w—wo)2]du dv dw’
(229) | A'ehm i — w2 + w—v02 + (w— w02 4 dp ),

und diese Formeln gelten fiir Molekiile von endlicher GroSe,
die auch Rotationen- und innerer Bewegungen fihig sind, sowie
fiir solche, auf die ein HuBeres- Kraftfeld einwirkt. Die Kon-
stanten A, u,, vy, w, stimmen in beiden Formeln iiberein. Wenn
keine Massenbewegung vorhanden ist, nehmen die Formeln die
einfachere Gestalt an

(230) A ehmeetvi+uwd) dy doda,
(231) |4’ e—hmz+ v+ wd dy do du.
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II. Nimmt man die Molekiile unendlich klein an und wirkt
auf sie ein #uberes Kraftfeld, so lauten die Gesetze der Dichte-
verteilung im Raume [vgl. Formel (223)]:

(232) fo = e 2,
(233) lo' = og'ehr.

Hier sind ¢ und ¢’ die Dichten der zwei Gassorten, g ist die
potentielle Energie eines Molekiils der ersten Sorte im Kraftfeld
und %' die entsprechende GroBe fiir ein Molekiill der zweiten
Sorte. Ist das Feld so beschaffen, daB die potentiellen Energien
den Massen proportional sind, so konnen wir setzen y = m7V,
¢ = m'V, und die Formeln bekommen die Gestalt

(284) (e =g e,
(235) lo' = ogo/e—2hm'V,

Molekular- und Atomdissoziation und Assoziation.

114. Eine letzte und wichtige Illustration der Methode ergibt
sich bei ihrer Anwendung auf den Fall, wo die Molekiile nicht
von fester und unverdnderlicher Art sind, sondern der Disso-
ziation und Wiedervereinigung fihig sind oder der Bildung von
Molekiilaggregaten.

Der einfacheren Erklirung halber wollen wir annehmen, daB
die zu besprechenden Einheiten Molekiile sind und die aus diesen
Einheiten zusammengesetzten Strukturen Molekiilaggregate. Die-
selbe Uberlegung wird man mit entsprechenden Beschrinkungen
anwenden konnen, wenn die Einheiten Atome sind und die Aggre-
gate Molekiile und ebenso, wenigstens soweit es die mathematische
Theorie betrifft, wenn die Einheiten Ionen oder Elektronen sind
und die Aggregate Atome oder Molekiile.

Die verschiedenen Typen von Einheiten mégen durch die In-
dizes o, B, 9, ... unterschieden werden, und die verschiedenen
Typen von Aggregaten, die aus ihnen gebildet werden konnen,
durch die Indizes «f, By, ..., «By ... bezeichnet werden. Das
Aggregat o wird dabei durch Kombination der zwei einfachen
Einheiten « und S gebildet, und so weiter.

Es ist notwendig, irgend eine Konvention oder Definition zu
machen, um die Stelle genau zu bestimmen, an der die geson-
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derten Einheiten als durch das Aggregatsystem ersetzt anzusehen
gsind oder umgekehrt. Zwei Einheiten, die einander nicht be-
einflussen, mogen die Energien FE,, E; haben, daher ist die
Energie dieses Paares von Einheiten gleich Ey + E; Wenn sich
die Einheiten einander his in den Bereich der gegenseitigen Be-
einflussung nédhern, wird dieser Ausdruck fiir die Energie des
kombinierten Systems im allgemeinen nicht mehr zutreffen; wir
miissen dazu noch gewisse Glieder addieren, die von den Koor-
dinaten beider Einheiten abhingen. Bezeichnen wir sie mit Weg,
dann wird die Energie des Systems, sagen wir F,z gegeben sein
durch :

(236) By = E,+ Eg+ Wag.

Wir werden sagen, dafl die Einheiten e, 8 ibre Identitit als
separate Einheiten verlieren und dafl das Aggregat in Existenz
tritt, sobald Wyz einen von Null wesentlich verschiedenen Wert
erhilt, und &dhnlich fiir den umgekehrten ProzeB. Assoziation
tritt also ein, sobald Wy, einen Wert erhdlt, der merklich von
Null verschieden ist; Dissoziation tritt ein, sobald W,,; bis zu
einem Werte abgenommen hat, der nicht merklich von Null ver-
schieden ist.

115. Wir werden annehmen, dafl die Zahl der nicht in
Aggregation befindlichen Einheiten des Typus a gleich N, ist,
und #hnliche Bedeutung den Bezeichnungen Ng ..., Nag ..., Nug, ...
zuschreiben. Die Gesamtzahl der Einheiten vom Typus «, in
Kombination oder nicht, werden wir gleich R, setzen, und &hn-
liche Bedeutungen werden wir Mz, %, usw. zuschreiben. Da Be-
wegungen und Verinderungen im ganzen System vor sich gehen,
dndern sich die GroBen Ny, Ng ..., Nag..., Nag, ... entsprechend
dem Eintreten von Dissoziationen und Wiedervereinigungen, die
GroBen N, N N, jedoch bleiben stets die gleichen. Durch eine
blofe Abzéihlung kommen wir zu den Gleichungen

(287)  Na+ Nag+ Nay+ -+ + 2 Noa + Nagy + - = N
(288) Nz + Nag+ Npy + -+ 2 Ngp + Nagy + -+ = Rp.
Wir setzen fest, dafl fiir die N, einzelnen Systeme des

Typus o das Geschwindigkeitsverteilungsgesetz fiir die Koor-
dinaten @,, @,, ... des Systems mit f,(D,, D, ...) bezeichnet werde,
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so daB die Zahl dieser Systeme, die Koordinaten innerhalb des
Gebietes d ®@,, dD, ... haben, gleich ist

(239) Nofou(Pyy @y .. ) A D, d D, ...

und dies kann, zu einer bereits in § 13 benutzten Bezeichnung
zuriickkehrend, geschrieben werden
(240) 20 (D Dy, .. ) A DA Dy ...,
80 daB 7o = Nafo Ahnliche Bedeutungen teilen wir den Sym-
bolen 74,7, ... Tag... zu. Aus der Bedeutung des Verteilungs-
gesetzes folgt

[ fa(@ @y )d D d @, ... =1,
so daB
(241) Na:jj...ta((D,,tpg,...)d¢1d¢2...

Zur Abkiirzung werden wir die rechte Seite dieser Gleichung
mit I 7. bezeichnen, so dall unsere Gleichung geschrieben werden
kann
N, = I T
und aus den Gleichungen (237), (238) wird
(242) ma:Iza+Iraﬁ—{—jza7+. .+2I-gaa+jzaﬂy+...
(243) mﬁ:jrﬁ+,fr“ﬁ+jtﬁy+"'+2jtﬂﬁ+jtaﬂ}'+"'

Bei allen Verinderungen bleiben die Gréfen Mg Mg, ... un-
gedandert; die Energie bleibt auch ungefindert, und wenn diese
mit € bezeichnet wird, ist ihr Wert gegeben durch

(244) 6 = [Buvut [Eprpt+ - + [ Eaprap+ -

116. Wir wollen den in den § 50, 105 erliuterten Kunst-
griff auch hier anwenden, um die Variationen der Koordinaten
der verschiedenen Typen von Molekiilen auf einen bestimmten
Bereich zu begrenzen. Wir wollen das mdogliche Gebiet der Ko-
orvdinaten fiir ein einzelnes Molekiil der Type o in %, gleiche
nZellen® aufteilen, den moglichen Bereich fiir ein Einzelmolekiil
der Type 8 in =g gleiche Zellen usw. Der Bereich fiir ein zu-
sammengesetztes Molekiil der Type «f wird dann neng Zellen
enthalten, wenn wir fiir den Augenblick irgend eine Kombination
eines o-Molekiils mit einem g-Molekiil als Verbindung der Type of
bezeichnen. Wenn wir diese nur dann als Doppelmolekiile an-
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sehen, wenn die intermolekulare Kraft einen bestimmten Betrag
iiberschreitet, dann folgt, dal Doppelmolekiile nur in gewissen
von diesen my g Zellen vorhanden sind, und nicht in allen — es
interessiert uns momentan nicht, in wie vielen.

Betrachten wir eine bestimmte Systemklasse — die Klasse A —,
wo sich befinden

@, ¢, . .. Einzelmolekiile des Typus « in den beziigl. n, Zellen
(245) ﬂl’ Boy.e. » » ” By ” "ﬁ ”
(@ B);,(xBgy ... Doppelmolekiile , , «pg, n Nafg  n

usw.
Jede Anordnung von Molekiilen, die ein System der Klasse 4
bilden, wird in einem Elemnent des Phasenraums dargestellt, der

einen Bruchteil
1

nePamg¥s ... (ng)Nea (ngng)es ...
des Ganzen bildet. Benutzen wir die Gleichungen (237), (238), so

wird dies gleich

1
(246) W ..

Die Zahl der Wege nun, auf denen man die Rollen der ver-
schiedenen mitspielenden Molekiile verteilen kann, so dal die
Bedingungen (245) erfiillt sind, ist gleich

MRyl
oy .. By Bal .. (@B) ! («B)s! ...

Hier gibt der Faktor R,! die Zahl der Wege, auf denen die
o Molekiile des Typus « untereinander vertauscht werden kénnen,
o,! die Zahl der Wege, auf denen die Molekiile in der ersten der
nq Zellen untereinander vertauscht werden konnen, usw. Der
Ausdruck (247) gibt also die Zahl der Elemente an, die Systeme
der Klasse A darstellen. Multiplizieren wir die Ausdriicke (247)
und (246) miteinander, so finden wir, dall der Bruchteil des ganzen
Phasenraums, der durch Systeme der Klasse A eingenommen wird,
gleich ist
248) 0, — L Moyl

npenge ... I

(247)

117. Der eben gefundene Wert von . ist eine verallge-
meinerte Form des Ausdruckes (68). Gehen wir wie in § 44 vor,
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indem wir das Stirlingsche Theorem [Gleichung (69)] in der
Form

lim log p! = 1/, log (2 7e) + (» + V) log—g-
p:oc
benutzen, so erhalten wir
log @ = € — (e + /) log % — (8, +/s) log P — ..
”a I.B

-2 [(«p)s + 11a) lOg(u_ﬁLg‘—""

e
ﬂa"ﬂ

wo C eine Konstante ist, die von den Konstanten Jty, Ry, ..., 7, 925, . - -

abhiingt. Aus dieser Gleichung folgt, dafl man den Normalzustand

erhilt, indem man § zu einem Minimum macht, wo

249) & = J.ralog%“ + Itﬁlogr: +... +"-raﬂlog%9+

Die Variation von § ist der Energiegleichung (244) und
Gleichungen von der Form (242) unterworfen, welche die Be-
stindigkeit der einzelnen Typen der bestindigen Molekiile aus-
driicken. Variieren wir Gleichung (249) und addieren dazu die
Variation von Gleichung (244) multipliziert mit einem unbestimmten
Faktor 4, und die der Gleichungen vom Typus (242), (243), ...
multipliziert mit pe, ug, ..., so erhalten wir

09 = I(logta-}- AEy + pa) 07, + ---
+ j(logzaﬂ+lEaﬂ+ya+yﬁ)6zaﬁ+...
+ j(logzaa + AEuu+ 2 ua) 0Taa + -

und die Bedingung, da § ein Minimum sein soll, wird durch
das Gleichungssystem
logze + A Ey + o = O usw.
logtas + A Eap + po + g = O usw.
logtaa + A Ego + 2 e = 0 usw.

usw.
dargestellt.

Veréindern wir die Konstanten A, g, pg, -+ und setzen fiir
Eog, Eqa, ... ein, so fithren diese Gleichungen sofort zu den
folgenden

Ty = Ade2hEa Tap == A Be—2hEatEgt Wap

(250) jvs = Be2hEg Taq — A3e—2h(Ea+ By + Wag)
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Allgemein haben wir fiir das zusammengesetzte Molekiil afy ...
(251)  Tugy..= ABC...e"2EatEgt Byt Wagy ),

Diese Formeln geben nicht allein die Verteilungsgesetze fiir
Molekiile, die der Assoziation fihig sind, sondern auch fiir ge-
wohnliche Molekiile, die zusammenstofen oder aufeinander in
irgend einer Weise Krifte ausiiben.

118. Aus der bekannten Anziehungsformel
W= %jjjg Vdxdydz,
wo ¢, V Dichte und Potential im Punkte z,y, # sind, folgt, da
wir Wag, .. in der Form
Wapy... = Va(ta+ 28+ 1+ )

schreiben konnen, wo .y, das Potential des Molekiils der Type o«
in dem Felde der intermolekularen Krifte ist, die von den an-
deren Molekiilen herrithren usw. Also konnen wir in Glei-
chung (251) schreiben

(252) Tagy... — VaVp¥Py ...,
WO
(253) Vo = Ae 2 Ba=hia, ...

Wir konnen daher die Wahrscheinlichkeit einer Kombination
von Molekiilen, die irgendwelche bestimmte Koordinaten haben,
als das Produkt der Wahrscheinlichkeiten der Molekularbestand-
teile, welche die entsprechenden Koordinaten besitzen, ansehen,
wenn wir die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal ein Molekiil vom
Typus « seine Koordinaten in dem gewohnten Bereich df, d§,...
hat, ansetzen mit
(254) Ae2hEa—hradf dE,...

Da die Grofe y, die Geschwindigkeitskoordinaten nicht be-
rithrt, so ist es klar, daB die Entwicklung des § 106 diesem
Falle angepalit werden kann, und dal daher das durch die
Gleichung (212) ausgedriickte Resultat richtig ist, auch wenn
intermolekulare Krifte in Betracht gezogen werden. Wir sehen
also, daB das Gesetz der Verteilung der Geschwindigkeitskoordi-
naten durch die Anwesenheit von intermolekularen Kréften nicht
beeintrichtigt wird und daB das Gesetz von der Gleichverteilung
der kinetischen Energie unabhingig von der Existenz solcher
Krifte giiltig bleibt.
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Im besonderen ist das Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung
der Molekiile, die miteinander zusammenstoBen, dasselbe, wie das
fiir freie Molekiile. Man hat hiufig, jedoch falschlich angenommen,
daB Molekiile, die eine gewisse Strecke in ihr gegenseitiges Kraft-
feld eingedrungen sind, im Mittel eine kleinere kinetische Energie
haben, als entsprechende freie Molekiile. Unsere Untersuchung
hat gezeigt, daB dies nicht der Fall ist.

In der Tat wird ein einzelnes Molekiil, das sich in eine
Stellung begibt, in der seine potentielle Energie gleich y ist,
bei diesem Vorgang die kinetische Energie y verlieren, aber es
wird oft iibersehen, daB die Molekiile, die dies tun, nicht ur-
spriinglich zufillige Molekiile waren; es sind vielmehr ausgesuchte
Molekiile, und zwar solche, fiir die anfangs die kinetische Energie
grofer war als 3. Anfangs war ihre kinetische Energie grofer
als der Mittelwert: die gegen die AbstoBungskrifte geleistete
Arbeit verbraucht gerade diesen Energieiiberschul. Man versteht
die Sache vielleicht am klarsten, wenn man bemerkt, dall die Be-
wegung eines Molekiilschwarms in einem Felde von AbstoBungs-
kraften bewirkt, daB die Dichte, nicht aber die mittlere kinetische
Energie (oder Temperatur) des Schwarmes kleiner wird (vgl.§110).

Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, machen wir noch auf
die Ahnlichkeit zwischen dem Effekt eines intermolekularen und
eines duBeren Kraftfeldes aufmerksam. Wire y, anstatt das
Potential eines Molekiils vom Typus o in einem intermolekularen
Kraftfeld das Potential in einem permanenten dufleren Kraftfeld
gewesen, dann wiirde das Gesetz der Verteilung der Molekiile
vom Typus « gemif § 110 ganz ebenso gelautet haben, als das
durch (254) ausgedriickte, nur da g durch 2y, hiitte ersetat
werden miissen.

Maxwells Behandlung der Energieverteilung.

119. Der Satz von der Gleichverteilung der Energie in einem
System von Molekiilen verschiedener Massen wurde entdeckt und
veroffentlicht von Waterston?) im Jahre 1845 in der bereits
erwihnten Abhandlung. Er spricht den Satz in der folgenden
Form aus: ,In Stoffgemischen sind die mittleren Quadrate der
Molekulargeschwindigkeiten umgekehrt proportional den spezifi-

1) Phil. trans. 183, 1.
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schen Gewichten der Molekiile. Dies ist das Gesetz des Gleich-
gewichts der lebendigen Kraft“ Lord Rayleigh sagt in einer
Fulinote: ,Dies ist die erste Aufstellung eines sehr wichtigen
Lehrsatzes. Der Beweis jedoch ... kann kaum aufrecht erhalten
werden. Genau der gleiche Satz wurde unabh#ngig hiervon von
Maxwell im Jahre 1859 in der bereits erwihnten Arbeit in der
British Association ) ausgesprochen. Er stellt den Satz auf: ,Zwei
Systeme von Molekiilen bewegen sich in demselben Gefdfl; zu
beweisen, dafl die mittlere lebendige Kraft jedes Molekiils in den
beiden Systemen gleich werden wird.“ Die Frage wurde aufs neue
aufs Tapet gebracht durch die Verdffentlichung einer Arbeit von
Boltzmann im Jahre 18612). Im Jahre 1879 publizierte Maxwell
ebenfalls eine Arbeit iiber die Gleichverteilung, in der er die ganze
Frage von einem etwas anderen Standpunkt aus ansiehts). Im fol-
genden werden wir die Frage vom Maxwellschen Gesichtspunkt
behandeln mit dem einzigen Unterschied, daBl die mathematische
Ableitung weit biindiger mit Hilfe der Vorstellung vom Phasen-
raum gefiihrt werden kann.

120. Wir betrachten wieder das dynamische System von »
Freiheitsgraden, das bereits in § 78 beschrieben wurde. Seine
Phase ist bestimmt durch die n Koordinaten

(255) 1y Qay +++y In
und die entsprechenden » Geschwindigkeiten
(256) Gar iy -+ e

Die kinetische Energie L wird eine quadratische Funktion
der n Geschwindigkeiten (256) und daher auch eine quadratische
Funktion der » Momente

(257) pl’pﬁi "'1p”

sein, die durch die Gleichungen [vgl. Gleichungen (129)]
o E

(258) p = 24 usw.

definiert sind.

1) ,Ilustrations of the Dynamical Theory of Gases“. Phil. Mag. Jan.
and July, 1860, Collected Works, S.378.

?2) ,Studien iber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft zwischen be-
wegten und materiellen Punkten¥. Sitzungsher. d. Wiener Akad. 88.

3) ,On Boltzmanns Theorem on the average distribution of energy in
a system of moving points“. Camb. Phil. Trans. 12, Collected Works 2, 713.
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Bekanntlich kann man diese quadratische Funktion in eine
Summe von Quadraten von der Form
(259) L =Yy (erny +camg’ + - + cana)
transformieren,worin die 5 lineare Funktionen der Momente (257) sind,
und zwar derart, dafl der Transformationsmodul gleich eins ist; d. h.

0NNy -« M) __
(260) pirs-pn)

Die GroBen n, 15... nennt man ,Momentoide“. Da L notwendig
fiir alle Phasen des Systems positiv sein muf}, so ist es klar, daB
jeder der Koeffizienten ¢, ¢, ..., ¢, notwendig positiv sein mub.

Wir konnen dementsprechend die Energie E des Systems in
der Form
(261) E=V+L
(262) = V4 yylan’+ean 4+ -+ ennn)
ausdriicken, wo V, die potentielle Energie, eine Funktion der ¢
allein und ¢, ¢,,... ebenfalls Funktionen der ¢ allein sind.

121. Wir werden nun alle mdglichen Konfigurationen und
Geschwindigkeiten dieses Systems in einem 2 #n-dimensionalen
Raume darstellen, der

(263) 1y Qay <+ <y Uny N1y Ny -« o5 Nn

als Koordinaten hat. Wegen Gleichung (260) ist es klar, da
jede Gesamtheit von Systemen in diesem Phasenraum durch
eine Fliissigkeit derselben Dichte dargestellt werden wird, als
die, durch welche es in dem fritheren Phasenraum des § 81 dar-
gestellt wurde. Wenn daher angenommen wird, dafll die Fliissig-
keit in dem vorliegenden Phasenraum anfangs gleichmiliig war,
so wird sie fiir alle Zeiten gleichm#Big bleiben?).

1) Diese Behandlung scheint in einfacher Weise einem Einwand zu be-
gegnen, der ofters gegen Maxwells Originalbeweis geltend gemacht wurde.
Maxwell nimmt Koordinaten, in denen die kinetische Energie bereits als
eine Summe von Quadraten ausgedriickt ist, und nimmt an, daB sie wirkliche
Lagrangesche Koordinaten bilden. Leider ist es nicht immer moglich,
Koordinaten zu finden, die diese Bedingungen befriedigen. Um nur den ein-
fachsten Fall herzunehmen, so kann die kinetische Energie der Rotation
eines starren Korpers als Summe von Quadraten in verschiedener Weise
ausgedriickt werden, doch in keinem Falle sind die Koordinaten wirkliche
Lagrangesche Koordinaten. Wenn wir z. B. schreiben:

2L = Ao+ Bwi+ Cog,
so wissen wir, daB [, d¢ usw. keine wirklichen Lagrangeschen Koordi-
naten sind.
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Das Volumen des Phasenraums, fiir das ¢q,, ¢y, ..., ¢, zwischen
bestimmten Grenzen dg,,dqy, ..., 49, liegen, wihrend %;,%s, ... %4
alle solche Werte haben, daf E < F,, ist gegeben durch

(264) dql,dqg,...,dq,,ffj...dnldnz...dnn,
WO 3y g +- -y Ny smtlich Werte besitzen, die der Bedingung
(265) anitFen + .o Fama<<2E,—V)

unterworfen sind.
Das Integral ist ein Dirichletsches?), dessen Wert bekannt
ist, und zwar

(266)

atlen
ra+rt, n)( 162

Differentiieren wir das nach E,, so finden wir das Volumen,
das Systeme darstellt, fiir die g;,qs, ..., ¢, innerhalb desselben Ge-
bietes liegen, wie vorher, wihrend E zwischen E; und E, + d E
liegt, zu

(267) 2dgq, dg,.. dqndE

) (2 By — 2 V),

(1/ )(C1 Cyev. Ca) T2 (2B, —2V)len 0

Fithren wir eine neue Bedingung ein, dall #, zwischen 7,
und 7, + d7, liegen soll, dann bestehen die Veréinderungen, die
man an Gleichung (267) vornehmen muB, um den neuen Bedin-
gungen zu geniigen, darin, daB wir » — 1 schreiben an Stelle
von n, 2E,—2V —c, 1. anstatt 2 E,— 2V und das neue Diffe-
rential dv, einfiihren. Machen wir diese Abidnderungen, so ent-
steht die Gleichung

2dq,dqg,...dq.d Edn,

gtz (n —1)
F{in—1j,) @4
(2E;—2V— ¢ )29,
Wir finden daraus das V_erh'ziltnis dieses Ausdrucks zu dem
Ausdruck (267), indem wir Yz durch I'(Y/,) ersetzen
(269) I (1/ym) QE, —2V—cya)t—?
L(yn—1,) I'(Y,) (2E;—2V)ht—9
Dies ist der Bruchteil, fiir den %, zwischen den Grenzen 7,

und 7%, + dn, liegt, von allen Systemen, fiir die g, g, ..., @y ¥
zwischen bestimmten engen Grenzen liegen. Schreiben wir

_1/
(268) e Cam)

Al dn,.

, e
K, = 1/a Cn Ny

1) Williamson, Integral Caleulus, S. 320.



§ 121—123] Energieverteilung nach Maxwell. 129

g0 ist K, die dem Momentoid 7, entsprechende kinetische Energie;
dann ist

cl/Zdy]” — E_K_ﬂ’
" V2K,
und daher verwandelt sich der Ausdruck (269) in
I'(Yyn) (B, —V—K)e0o-9dK,

(270)

L(Vyn—1j5) I'(Yy)  (Ey — V)= VE .

122. Der Mittelwert von K,, gebildet iiber alle Systeme, fiir
die g5 gay -y Gn und E in dem bestimmten Gebiet liegen, sagen
wir K,, ist daher gleich

K, =E -V
I'(/sm) (Ey— V—K,)t20—3 ”
T (Yyn—1,y) T'(Yy) j (Eo'— Vyat— — K” dK,,

Kn:(l

Kn ==

dessen Wert man durch Integration ermittelt zu

@71) g, =57
so daB aus Symmetriegriinden folgt
(272) K =K,= - - =K,
In Worten ausgedriickt, sagt dieses Resultat, daB im Mittel
iiber alle jene Teile des Phasenraums, in denen ¢;, ¢y, --., ¢» und E

bestimmte Werte haben, die Energien der verschiedenen Momen-
toide gleich sind. Durch Addition folgt, daB im Mittel iiber alle
Gebiete des Phasenraums fiir die F einen gegebenen Wert hat,
die Energien der verschiedenen Momentoide einander gleich sind.

123. Formel (269) driickt das Verteilungsgesetz der 7, aus
und Formel (270) das der K,. Diese Formeln nehmen besondere
Gestalt an, wenn n sehr grol} ist.

Ist » sehr grof3, dann ist

I'(Vyn)2 = I'(Yyn+ 1) I'(Yogn—1/p) =1y (n — 1T (Y gn—1/2)}%

so dab L
Ir(/,n) . / "
I(iyn— 19) (1) o ‘ PES
Ferner
(Bo—V—E20= _ 0 o, K, \tho-9
EEo — V)R- T (Ey—V)" (1_ Er__—V>
1 nKpy
e 2E—V
T VE—V

Jeans, Theorien. 9
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Setzen wir &# =%, 80 dab x der Wert jedes der Aus-

driicke der Gleichung (272) ist, so reduziert sich das Verteilungs-
gesetz (270) auf
1 _1%n
(273) ————ce 2*dK,,
V2zx K,

was, wie man leicht sieht, mit dem bereits friiher erhaltenen Ver-
teilungsgesetz [vgl. Gleichung (211)] identisch ist.

124. Das Ergebnis des § 122 ist Maxwells Hauptresultat.
Wollen wir es auf die Bewegung dynamischer Systeme anwenden,
so miissen wir eine Gesamtheit von Systemen zugrunde legen,
deren Energien anfangs zwischen den engen Grenzen E und
E + dFE gelegen sind, derart, daf ihre Dichte im Phasenraum
gleichférmig ist, d. h. dal alle Werte der Koordinaten und Mo-
mente, die mit der zwischen den vorgeschriebenen Grenzen lie-
genden Energie vereinbar sind, gleich wahrscheinlich sind. Die
einzelnen Systeme stehen offenbar miteinander nicht in Wechsel-
wirkung. Daraus folgt, daf anfangs und auch zu allen Zeiten
die Mittelwerte der verschiedenen Momentoide gleich sind,
Summieren wir iiber alle moglichen Werte der Energie, dann
konnen wir das Resultat ableiten, dal in einer Gesamtheit von
Systemen, die alle moglichen Werte der Koordinaten und Momente
besitzen, im Mittel die Energien der verschiedenen Momentoide
gleich grof sind, vorausgesetzt, dal anfangs die Dichte im
Phasenraum gleichférmig war.

Wir konnen indessen auch noch ein allgemeineres Resultat
erhalten als dieses. Die Bewegung im Phasenraum ist auf die
geometrischen Orte E — const beschrinkt, so daB, wenn wir eine
Anfangsverteilung der Dichte im Phasenraum z so annehmen, da8

(274) v = @(E),

wo @(E) irgend eine Funktion der Energie ist, diese Verteilung
bestéindig sein wird, d. h. Gleichung (274) ist fiir alle Zeiten er-
filllt. Fiigen wir das Resultat des § 122 hinzu, so folgt, daB in
dieser Gesamtheit die Mittelwerte der Energien der verschiedenen
Momentoide einander gleich sind.
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Die Ergodenhypothese.

125. Die Schwiiche der Maxwellschen Methode liegt in der
Tatsache, daB sie sich bloB mit den Mittelwertseigenschaften der
im Phasenraum dargéstellten Systeme befaBt und keinerlei Aus-
kunft iiber die Eigenschaften eines einzelnen Systems gibt. Dem-
entsprechend hat man Versuche gemacht, Maxwells Resultat
g0 zu erweitern oder abzuiindern, daB man es anstatt auf ein
iiber alle Systeme genommenes Mittel auf die Bewegung eines
einzelnen Systems, gemittelt iiber eine grofe Zeitstrecke, anwendet.
Es ist klar, daB diese Erweiterung des Resultats von Rechts
wegen nicht ohne weitere Annahmen gewisser Art gemacht werden
kann. Es kann z B. sein, daB die Phasenkurve des einzelnen
Systems vollstindig auf ein bestimmtes Gebiet der Energiefliche,
auf der es sich bewegt, beschriinkt ist, und in diesem Falle wiirde
es selbstverstiindlich falsch sein, das Zeitmittel durch Integration
iiber die ganze Fliche zu berechnen. Die Annahme, die man
gewohnlich macht, um die Ausdehnung auf Zeitmittel zu ermog-
lichen, ist allgemein bekannt unter dem Namen Ergodenhypothese.
Sie lautet: ,Das sich selbst iiberlassene System wird, friither oder
spater, durch jede Phase hindurchgehen, die mit der Erhaltung
der Energie vertriglich ist“!). Lord Rayleigh?) weist darauf
hin, daB, ,wenn wir es ganz wortlich nehmen, die Annahme stark
einschrinkenden Charakter hat, denn sie behauptet, daf die
Systeme, die von irgend einer Phase ausgehen, jede andere Phase
durchlaufen werden (die mit der Energiebedingung vereinbar ist),
bevor sie zu der Anfangsphase zuriickkehren. Sobald die Anfangs-
phase wieder erreicht ist, ist ein Zyklus gebildet und keine neue
Phase kann erreicht werden, wie lange auch immer die Bewegung
andauern mag¥.

Es ist jedoch vollkommen klar, daB die Annahme nicht
gerechtfertigt werden kann, wenn man sie ganz wortlich nimmt.
Es ist bekannt, daB es zu jedem dynamischen Problem eine un-
endliche Zahl von geschlossenen Bahnkurven — die ,periodischen
Bahnen“ der Astronomie — gibt, so dafl augenscheinlich ein
System auf einer dieser Bahukurven niemals die Phasen auler-
halb dieser besonderen Bahnkurve erreichen wird, wahrend ein

1) Maxwell, Collected Works 2, 714.
%) ,The law of partition of Kinetic Energy“. Phil. Mag. (5)49, 111 (1900).

9*
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System, das nicht auf einer dieser Bahnkurven liegt, niemals die
Phasen erreichen kann, die durch Punkte auf diesen dargestellt
werden.

Dieser Folgerung kann man begegnen, indem man beweist,
daf die geschlossenen Bahnkurven nur einen unendlich kleinen
Bruchteil des Ganzen bilden, und daf es ganz gut denkbar ist,
dal alle Phasen auBerhalb dieser geschlossenen Bahnkurven eine
einzige Bahnkurve bilden. Wenn dies so wire, dann wire es fiir
ein System auf dieser einzelnen Phasenkurve gleichgiiltig, ob wir
iiber die ganze Energiefliche gemittelt hitten oder nur iiber
diese einzelne Phasenkurve. Dieser Ausweg scheint auf jeden
Fall auf den ersten Blick nicht sehr plausibel zu sein. Er nétigt
uns anzunehmen, daf die Phasenkurven alle geschlossen sind,
daB aber eine davon unendlich lidnger ist als alle anderen zu-
sammengenommen. Es mufl auch bemerkt werden, daf es dyna-
mische Systeme gibt, bei denen alle Bahnkurven geschlossen
und von endlicher Linge sind, wie es beispielsweise in dem von
Lord Rayleigh als Beispiel angefiihrten Falle eintritt (s. oben),
wo ein Partikel eine Bahn um ein Kraftzentrum mit dem Kraft-
gesetz pr beschreibt.

126. Einen mdglichen Ausweg kann man sich ausdenken, in-
dem man annimmt, daf das System nicht stetig eine einzige
Bahnkurve ungestort durchliduft, sondern daB es durch die Ein-
wirkung &ulerer Krifte von Zeit zu Zeit von einer Bahnkurve
auf eine andere gebracht wird. Wenn diese #uBeren Einwirkungen
nach dem Zufall erfolgen, dann diirfte es gerechtfertigt sein, an-
zunehmen, dal das System durch alle Phasen der Energiefliche
hindurchgeht. Man muf jedoch in bezug auf die Natur der Ein-
wirkungen, die man als zufillig ansehen kann, vorsichtig sein.
Die wesentlichen Elemente dieser Frage kionnen durch den ein-
fachen Fall einer sich auf einem glatten Tisch bewegenden Billard-
kugel dargestellt werden. Hier sind die St6Be der Kugel gegen
die Banden nicht zufdllig. In der Tat konnen die Banden durch
ein Feld von Abstofungskriften ersetzt werden, die an den Banden
unendlich grof werden und anderswo verschwinden, und die Be-
wegung der Kugel ist nunmehr eine ungestdrte Bewegung in
diesem Kraftfeld. Wenn ferner das System aus zwei Billardkugeln
besteht, die sich auf demselben Tische bewegen, so konnen die
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ZusammenstoBe zwischen ihnen nicht als zufillig betrachtet
werden, da die AbstoBungskrifte beim Stof als ein Spezialfall
eines zwischen ihnen wirkenden kontinuierlichen Kraftsystems
behandelt werden konnen. Augenscheinlich liBt sich dieselbe
Uberlegung auch auf den Fall eines Gases der allgemeinsten
Art, das sich, ungestort durch #uBere Einwirkungen, in einem
geschlossenen Gefif beliebiger Art bewegt, anwenden.

Ubergang zu Zeitmitteln.

127. Wire Maxwells Annahme richtig, so wiirde der Uber-
gang zu Zeitmitteln eines einzelnen Systems sofort durchfiihrbar
seinl). Denn die Gesamtheit der im Phasenraum dargestellten
Systeme wird nacheinander durch dieselben Zustinde hindurch-
gehen, so daB das Zeitmittel fiir ein einzelnes System, wenn die
Mittelbildung iiber eine geniigend lange Zeit ausgedehnt wird,
genau gleich dem Zeitmittel iiber alle Systeme ist. Maxzwells
Resultat gibt aber dieses Zeitmittel gemittelt iiber alle Systeme.
Denn was die Mittelbildung iiber alle Systeme betrifft, sind die
Gleichungen (271) und (272) in jedem Augenblick richtig und
daher auch im Mittel iiber lange Zeiten. Nehmen wir also
die Ergodenhypothese an, dann sind diese Gleichungen fiir
das Zeitmittel eines einzelnen Systems, erstreckt iiber eine ge-
niigend lange Zeit, richtig.

Ist jedoch Maxwells Annahme unrichtig — und da miissen
wir uns vor Augen halten, da man bis jetzt kein einziges System
aufgefunden hat, bei dem sie stimmen wiirde —, so scheint es,
da8 man nicht berechtigt ist, die Gleichheit der Zeitmittel aus
dem Theorem des § 122 abzuleiten. Der Hauptpunkt, auf den es
ankommt, ist der, da man, wenn die Systeme zufélligen Storungen
unterworfen sind, keinen Grund fiir die Annahme hat, daf eine
gleichmifige Dichteverteilung im Phasenraum [oder allgemeiner:
eine Verteilung, die die Gleichung (274) befriedigt] bestindig
bleiben sollte oder umgekehrt, daf der permanente Zustand die
durch Gleichung (274) ausgedriickte Bedingung befriedigen sollte.
Wenn dem aber nicht so ist, dann ist der Ubergang zu Zeit-
mitteln vollkommen verfehlt.

1) Vgl. Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5) 49, 108.
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128. Nichtsdestoweniger kann es richtig sein, dal fiir zu-
féllige Storungen besonderer Art die durch Gleichung (274) aus-
gedriickte Verteilung permanent bleibt, und es kann auch sein,
daBl das Umgekehrte richtig ist, und dall die einzige bestindige
Verteilung die durch Gleichung (274) ausgedriickte ist. Besteht
z. B. ein Gas aus einer unendlich grofien Zahl von Molekiilen, so
konnen wir ein einzelnes Molekiil von den iibrigen auswihlen und
die iibrigbleibenden Molekiile als das dynamische System ansehen,
wihrend das einzelne Molekiil die Rolle der zufdlligen stérenden
Einwirkungen spielt. Die Storungen sind im wahren Sinne des
Wortes nicht zufdllig, da jedoch das einzelne Molekiil der Reihe
nach mit einer unendlichen Zahl verschiedener Molekiile zu-
sammenstofit, so diirfte es gerechtfertigt sein, seine Wirkung
als zuféllig anzusehen. Andererseits ist zwar auch die Energie des
Systems nicht konstant, wenn das einzelne Molekiil aus der Be-
trachtung ausgeschlossen wird, doch diirfte es erlaubt sein, die
Abweichungen der Energie, die im Vergleich mit dem Ganzen
unendlich klein sind, zu vernachléssigen.

In den folgenden Abschnitten geben wir eine Behandlung der
Gleichverteilung und des Verteilungsgesetzes in einem Gase wieder,
welche das Ergebnis des soeben skizzierten Gedankenzuges ist.
Die Untersuchung ist jedoch nicht auf den einigermafien zweifel-
haften Annahmen gegriindet, die soeben besprochen wurden; sie
ist auf der Annahme der molekularen Unordnung aufgebaut,
deren Berechtigung im 4. Kapitel dieses Buches durchgefiihrt
worden ist. Wir werden blof den Fall eines Gases betrachten.

Eine andere Behandlung der Energieverteilung in einem Gase.

129. Wir wollen annehmen, dafl das Gas aus einer Anzahl
von genau gleichen dynamischen Systemen — den Molekiilen —
aufgebaut sei. Wir nehmen ferner an, dall jedes Molekiil von
einer molekularen Wirkungssphire vom Durchmesser ¢ umgeben
sei, deren Grofle so gewihlt ist, daB zwei Molekiile aufeinander
nur dann Krifte ausiiben, wenn ihre Sphiren sich schneiden.

Wenn sich die Sphéren von zwei oder mehr Molekiilen durch-
schneiden, dann sagen wir, daB eine ,Begegnung* stattfindet, die
80 lange andauert, bis die Sphéiren wiederum voneinander getrennt
gind. Die individuellen Molekiile bilden nun die Systeme, die wir
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diskutieren sollen, und die ,Begegnungen“ spielen die Rolle der
zufilligen Einwirkungen, die ihre Bewegung stéren. Jedes Molekiil
soll n Freiheitsgrade haben aufler den drei Freiheitsgraden, die
durch die Bewegung seines Schwerpunktes im Raume dargestellt
werden, und die moglichen Zustdnde eines einzelnen Molekiils
konnen in einem Raume von 2# 4 3 Dimensionen dargestellt
werden, von denen 2% die inneren Koordinaten und Momente
des Molekiils darstellen und die iibrigen drei die Geschwindig-
keiten des Schwerpunktes.

Doppelte Begegnungen.

130. Wir beginnen unsere Betrachtung mit doppelten Begeg-
nungen allein. D. h. wir arbeiten mit der Hypothese, dafll das
Ereignis, dafl die molekulare Wirkungssphire von zwei anderen
Sphéren gleichzeitig geschnitten wird, so selten eintritt, dall man
es vernachlidssigen kann.

Wir behandeln diesen Fall folgendermaBen: Sobald eine Be-
gegnung zwischen zwei Molekiilen beginnt, nehmen wir an, dafl
ihre Existenz als Einzelmolekiile plotzlich aufgehoben ist, und
daB ihre Phasenpunkte aus unserem Phasenraum von 27+ 8
Dimensionen entfernt werden. Wéihrend der Begegnung werden
die zwei Molekiile zusammen, wie wir annehmen, ein neues dyna-
misches System bilden — ein Doppelmolekiill. Dieses System
wird durch 4»+ 9 unabhingige Koordinaten bestimmt werden,
2n fiir die inneren Koordinaten jedes Molekiilbestandteils, sechs
fiir die Geschwindigkeiten und Lagen des Schwerpunktes des einen
Molekiils relativ zu dem des anderen, und drei fiir die Geschwin-
digkeit des Schwerpunktes des ganzen Systems im Raume. Es
kann daher jedes solche System durch einen Punkt in einem
4n + 9-dimensionalen Raume dargestellt werden. Wir werden
jedoch nicht den ganzen 4# -+ 9-dimensionalen Raum brauchen.
Sind x,y,#,2',y,7 die Koordinaten der Mittelpunkte der beiden
Molekiile, so lautet die Bedingung, daB eine Begegnung beginnt
oder endet,

(275) (@—2)+@Y—y)P+ (e —2p =0
Im 4#n 4 9-dimensionalen Raume wird dies die Gleichung

einer gewissen ,Fliche* S (von 4% + 8 Dimensionen) sein, und
die Phasenpunkte aller Doppelmolekiile werden sich innerhalb S
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befinden. Es wird zweckm#Big sein, jedes Doppelmolekiil durch
zwei Phasenpunkte zu bezeichnen, da die Rollen des ersten und
zweiten Molekiils in zwei verschiedenen Weisen verteilt werden
konnen.

Es sei 7, die Dichte der Phasenpunkte in einem kleinen
Volumenelement in diesem neuen Raume und 7, die Dichte in dem
urspriinglichen Raume von 2# + 3 Dimensionen. Dann sind die
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir eine stationire

Bewegung
dz,

(276) T =o,
dr,
(277) =0

In der letzteren schlieBt die Anderung in z; auch die durch die
Bildung und Auflosung von Doppelmolekiilen bewirkte Ande-
rung ein.

131. Um die Beziehung zwischen z; und 7z, zu bestimmen,
machen wir die Annahme des § 15, namlich daf sich das Gas
in einem Zustand molekularer Unordnung befinde. Nachdem wir
diese Annahme gemacht haben, gehen wir daran, die Zahl der
Begegnungen einer gegebenen Art zu berechnen, die in einem
Intervall dt¢ vor sich gehen. Sind &), &, ... &, die inneren Ko-
ordinaten eines Molekiils, so wird die Zahl der Molekiile in der
Volumeneinheit, fiir die £, &, ... £24, %, v, w in einem Gebiet

(278) dé dg,y...dEn dudvdw
liegen, gleich sein
T, dE dEy ... dEdudy du.

Daher wird, wie in Ausdruck (4), die Zahl der Zusammen-
stofe in der Zeit dt, fiir die die Koordinaten des ersten Molekiils
in dem Gebiet (278) liegen und die des zweiten Molekiils in
einem #hnlichen Gebiet, in dem die Variablen akzentuiert sind,
wihrend die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte eine Einheits-
kugel in einem gegebenen Oberflichenelement d w trifft, gleich sein

7,7y Ve2eos OdE dE, ... dEdEdE: ...
{ cdE&dudvdwduw dv' dw' di.

Diese Zahl der Zusammenstofe muf jedoch der Zahl von
Doppelmolekiilen gleich sein, die ein bestimmtes Element der

(279)
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Fliche S im 47 4 9-dimensionalen Raume in der Zeit d¢ durch-
kreuzen, und diese Zahl wird gleich sein

(280) a8t

"oy ot
wo d S das Element der Oberfliche S ist, das Zusammenstofe
der in Frage stehenden Type darstellt, und d1e Geschwindig-

keit in diesem Raume an dem Flachenelement dS gemessen
entlang der inneren Normalen. Da die Gleichung der Flidche S
durch (275) dargestellt wird, konnen wir offenbar annehmen, da8
die Normale die kiirzeste Distanz von d S nach

x—2' =0, y—y =0, 22— =0
ist, und konnen daher schreiben

o= (@—P+y—y)+E—s)
Daher
0¢& r—x' ¢

(281) 51 = —'avt(x—x’)—}-n-:l(u—u’)—}—---: V cos 0,

&
wo l,m,n, wie im 2. Kapitel (§ 17), die Richtungskosinus der Zen-
tralen sind. Der Wert von dS, der ZusammenstoBen der be-
schriebenen Art entspricht, wird offenbar gleich sein

(282) dS=d¢, ---dEpdudvdwdy - -d&,du' dv' dw' 62d @.

Setzen wir den Wert von g; aus Gleichung (281) und fiir d S

aus Gleichung (282) in den Ausdruck (280) ein und setzen den
so erhaltenen Wert gleich dem Ausdruck (279), so erhalten wir
nach Kiirzung durch die gemeinsamen Faktoren

(283) 0T = 1,

Diese Gleichung liefert die Dichte z, in allen Punkten an
der Fliche S in dem 4# 4 8-dimensionalen Raume, ausgedriickt
durch die Dichten in Punkten des 2% 4 3-dimensionalen Raumes.

132. Da die in dem 4n 4+ 9-dimensionalen Raume dar-
gestellten Systeme nicht der Einwirkung #uBerer Krifte unter-
liegen, so haben wir wie in § 85 [Gleichung (148)]

D,

(284) 52 =0
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wo D/Dt eine Differentiation nach der Zeit bezeichnet, wenn man
der Flissigkeit bei ihrer Bewegung folgt. Wir konnen nun

?glslge)nben Dz, _dr, n 0s dz,

Dt — dt ' ot ds’
wo dzy/dt den Betrag des Zuwachses in einem festen Punkte
bedeutet, 9s/0¢ die Geschwindigkeit lings einer Stromlinie und
dty/ds der Zuwachs von 7, pro Lidngeneinheit lings der Strom-
linie ist. Gem&B den Gleichungen (284) und (276) reduziert sich
Gleichung (285) auf

(286) ey _

ds
go dall 7, lings jeder Stromlinie eine Konstante sein muB.

Es mogen 7;, 7; die Dichten im 2# - 3-dimensionalen Raume
in Punkten bedeuten, die von den Phasenpunkten der beiden Molekiil-
komponenten bei der Bildung eines Doppelmolekiils eingenommen
werden, und 7, 7] die Dichten in den Phasenpunkten derselben
beiden Molekiile bei der Auflésung des Doppelmolekiils. Dann
sind nach Gleichung (283) 7,7, und 7,7, die beiden Werte von
7, an den beiden Enden einer einzigen Stromlinie im 4# 4 9-
dimensionalen Raume und daher nach Gleichung (286)

(287) LT =TT,

bemerkenswerterweise dasselbe Resultat wie das, welches wir
auf Grund des H-Theorems des 2. Kapitels [vgl. Gleichung (21)]
erhalten haben.

Da die Bewegung dynamisch reversibel ist, so konnen wir
ebensogut annehmen, daB 7;,7; die Dichten bei der Bildung und
demgemil t,,7; die Dichten bei der Auflésung sind, und dasselbe
Resultat bleibt giiltig.

Daraus folgt, daBl in Gleichung (277) der Abnahme von 7z,,
die durch die Bildung von Doppelmolekiilen irgend einer be-
stimmten Art verursacht ist, durch den Zuwachs, der durch die
Auflosung von Doppelmolekiiler derselben Art bewirkt wird, genau
das Gleichgewicht gehalten wird. Daher kann man annehmen,
daBf in Gleichung (277) dt,/dt die durch die kontinuierliche
Stromung der Fliissigkeit allein verursachte Anderung ist, welche
man genau so behandeln kann, wie man v, behandelt hat, was
zu dem Resultat fiihrt, daff 7, lings jeder Stromlinie konstant
bleiben mubB.

0,
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133. Wir haben daher gefunden, daB die Bedingungen fiir
eine stationdre Bewegung nach der Hypothese der doppelten
Begegnungen wie folgt ausgedriickt werden konnen:

o) Innerhalb des 2# - 3-dimensionalen Raumes muf =, ldngs
jeder Stromlinie konstant sein.

8) Innerhalb des 4n 4 9-dimensionalen Raumes muf z, lings
jeder Stromlinie konstant sein.

7) An jedem Punkte der Begrenzung des 4# 4 9-dimensio-
nalen Raumes mufl gelten

Ty = T, 7;.

Dazu konnen wir noch eine vierte Bedingung fiigen:

0) In jedem Punkte der Begrenzung des 2# + 3-dimensionalen
Raumes (d. h. im Unendlichen) muB der Strom durch die Be-
grenzung verschwinden, eine Bedingung, die dafiir sorgt, daf
die Stationaritdit ohne Zuzug neuer Systeme aus dem Unend-
lichen erhalten bleibt.

Diese Bedingungen sind notwendig und hinreichend fiir
stationdre Bewegung.

Dreifache und hohere Begegnungen.

134. Durch eine einfache Erweiterung der bereits erlduterten
Methode kann die Moglichkeit von Begegnungen von dreifacher
und hoherer Ordnung behandelt werden. Um z B. dreifache Be-
gegnungen in Rechnung zu ziehen, denken wir uns Systeme von
Dreifachmolekiilen und stellen diese in einem entsprechenden Raume
dar, in dem die Zahl der Dimensionen gleich 6% 4 15 sein wird,
néimlich 2% + 6 fiir jeden Molekiilbestandteil, weniger drei fiir
die Lage des Schwerpunktes des ganzen Systems. Ist die Dichte
in diesem Raume gleich 75, so haben wir als Zusatzbedingungen
zu den eben gegebenen:

¢) Innerhalb des 6# -+ 15-dimensionalen Raumes muf 7,
lings jeder Stromlinie konstant sein.

) In jedem Punkte an der Begrenzung des 6% -+ 15-dimen-
sionalen Raumes muBl gelten:

Ty = Ty7;.

1356, Begegnungen von hoherer Ordnung konnen &hnlich
behandelt werden. Benutzt man zx zur Bezeichnung der Dichte
in dem Raume von 2 K« 4 6 K — 3 Dimensionen, in dem K-fache
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Molekiile dargestellt werden, so lautet das vollstindige System
fiir stationire Bewegung:

I. Lings jeder Stromlinie in dem 2 K% 4 6K — 3-dimen-
sionalen Raume ist
(288) Tx = const.

IL. In jedem Punkte auf der Begrenzung dieses Raumes ist
(289) Tk = TaTh,

worin T, 7, sich auf die zwei Systeme von Molekiilen der Ord-
nungen a, b beziehen, deren Begegnungen in dem besonderen
System der Ordnung K enthalten sind, das in dem betrachteten
Punkte dargestellt wird (daher ist immer a {6 = K).

Sollen Begegnungen aller Ordnungen in Rechnung gezogen
werden, 8o miissen diese Bedingungen fiir alle Werte von K, von
K =1 bis K = oo, befriedigt sein. Im Falle KX = 1 mul} die
Gleichung (289) so gedeutet werden, dall sie mit der Bedingung (9)
des § 133 identisch wird.

Wir bemerken, dal man, wenn diese Bedingungen fiir alle
Werte bis zu K = oo erfiillt sind, nicht die Hypothese machen
mufl, daB der Radius der molekularen Wirkungssphire im Ver-
gleich mit der freien Weglinge klein ist. Die einzige Annahme
die man dann macht, ist die, daB sich das Gas in einem Zustand
der molekularen Unordnung befindet.

Losung der Gleichungen.

136. Wie zuvor moge 3 eine Funktion der Koordinaten eines
Molekiils oder eines Systems von Molekiilen bedeuten, derart, dall
wihrend der ungestrten Bewegung des Molekiils oder des
Systems y einen konstanten Wert behilt, und daf dann, wenn
zwei Molekiile oder Systeme sich zu einem neuen System kom-
binieren, das 3 des neuen Systems gleich der Summe der y der
Komponenten ist. Etwas fliichtig ausgedriickt konnen wir sagen,
daB wir g so definieren, dafl es zwischen den Molekiilen bei einem
StoB austauschbar, jedoch im ganzen unzerstorbar sein soll.

Man sieht dann, daB eine Losung der Gleichungen (288) und
(289) lautet:

(290) logtK.—:gxn-(K:l,Q,u-oo),
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wo >, 7 der Wert von g fiir ein K-faches Molekiil ist, das nach
g

Definition gleich der Summe der y der K-Molekiilbestandteile
ist. Sind g, 2, alle moglichen Werte von g, dann lautet die
allgemeine Losung

(291) logry = %(/h n+ dagat+ )

Was die Anzahl und die Bedeutung der y betrifft, so ist die
Sachlage genau so wie in §106; und aus den dort angegebenen
Griinden konnen wir in einem Gase, das keine Massenbewegung
besitzt, alle auBer acht lassen, mit Ausnahme von

n=1
— E,
der Energie  des Molekiils.

Daher werden die Losungen lauten

T, = Ae2hE,
T, = Ale—2hE+E+ W)
(292)

—2n(ZE+ W)

T = AKe K )
worin F, I, die Energien der einzelnen Molekiile sind und W
die potentielle Energie der zwischen den Molekiilen wirkenden
intermolekularen Krifte, die nicht in £ und E’' enthalten ist.
Diese Losung stimmt mit der des §117 iiberein, und aus

ihr folgt die Gleichverteilung ohne weiteres.

Vergleich der beidén vorstehenden Methoden.

137. Wir haben nun dasselbe Resultat erzielt wie das,
welches in Maxwells Behandlung der Gleichverteilung heraus-
gekommen ist, jedoch anstatt wie er die Ergodenhypothese an-
zunehmen, haben wir die Annahme der molekularen Unordnung
gemacht, oder genauer, wir haben angenommen, daB die Zahl
der ZusammenstbBe einer gegebenen Art durch den Ausdruck (279)
dargestellt wird. Es ist unendlich wahrscheinlich, jedoch nicht
sicher, daf} dieser Ausdruck genau ist, so daB es unendlich wahr-
scheinlich, aber nicht sicher ist, daB (292) die Losung fiir den
stationdiren Zustand sein wird. Das ist aber genau dasselbe
Resultat, das wir vorher erhalten hatten.
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138. Es ist interessant, daB sich die Notwendigkeit, Max-
wells Behandlung durch eine Annahme dieser Art zu ergéinzen,
a priori hdtte voraussagen lassen.

Dies folgt aus der Tatsache, daB das Problem ein ,statistisches®
ist, und nicht ein dynamisches der gewShnlichen Art. Wir konnen
gemil dem angenommenen Gebrauch sagen, daf ein dynamisches
Problem ein Problem der statistischen Mechanik ist, wenn die Daten
und die Objekte der Untersuchung nicht die wirklichen Werte der
verschiedenen Koordinaten, sondern das Verteilungsgesetz dieser
Koordinaten sind. Da die Daten eines Problems der statistischen
Mechanik die dynamischen Koordinaten des Systems nicht voll-
kommen festlegen, diskutieren wir bei einem Problem der statisti-
schen Mechanik eine unendliche Zahl verschiedener Systeme auf
einmal und ohne sie untereinander zu unterscheiden. Die Bewegung
dieser Systeme wird naturgemif im Laufe der Zeit divergieren.
Es kann sein, daB nach der Bewegung eine einzige statistische
Bestimmung angegeben werden kann, die alle Systeme mit Aus-
nahme eines unendlich kleinen Bruchteils umfaft. In diesem
Falle konnen wir sagen, daf wir eine Losung des Problems
gefunden haben. Es ist unmoglich, daf man eine Losung erhilt,
die alle Systeme umfaft aus dem Grunde, weil, selbst wenn das
Anfangssystem statistisch vollig bestimmt worden ist, es noch
immer eine unendliche Zahl unbestimmter Variablen gibt; und
wenn wir diesen geeignete Werte erteilen, konnen wir irgend eine
gewihlte unendliche Zahl von Beziehungen zwischen den Koordi-
naten des Endresultates erhalten, und konnen daher bewirken,
daB dieses Endresultat mit einer einzigen statistischen Bestimmung
im Widerspruch steht. Es ist daher klar, daf ein statistisches
Problem immer ein Element der Ungewiiheit in seiner Endlosung
enthalten muB, obschon im Hinblick auf die unendliche Zahl der
Variablen diese UngewiBheit durch eine unendlich kleine Fehler-
wahrscheinlichkeit dargestellt werden kann: in der friiher ge-
brauchten Terminologie wird es ,unendlich wahrscheinlich“ sein,
da das Resultat richtig ist.

Wir haben gefunden, daf die Annahme der molekularen
Unordnung andererseits zu einem bestimmten definierten Resultat
fiihrt, und nicht bloB zu einem wunendlich wahrscheinlichen.
Dieser Umstand setzt uns auch noch in den Stand, etwas iiber
die innere Bedeutung dieser Annahme auszusagen. Wir sehen
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sogleich, dal die Annahme darauf basiert, dafl die Systeme, auf
die sie sich bezieht, in jedem Augenblick eine definierte statistische
Bestimmung besitzen. Sie schlieft daher gerade jene Systeme
aus, welche als unendlich kleiner Bruchteil des Ganzen die
statistische Bestimmung, der die Mehrzahl unterliegt, verletzen.
Mit anderen Worten, sie enthidlt, daf jedes in Betracht gezogene
System die statistische Bestimmung der Mehrzahl besitzt, und
daher naturgemdf zu einem bestimmten Resultat fiihrt, anstatt
zu einem bloB unendlich wahrscheinlichen.

Was Maxwells Behandlung der Gleichverteilung betrifft, so
diirfte das Besagte geniigen, um zu zeigen, dafl wir niemals zu
absoluter Sicherheit gelangen konnen, wenn wir uns statistisch
mit einem Gase beschiftigen; es ist daher unmoglich, ein bestimmtes
Resultat zu erzielen, wenn nicht ein Schlupfloch in die Primissen,
mit denen wir arbeiten, eingefiihrt worden ist, durch das wir der
absoluten Sicherheit entschliipfen konnen.

6. Kapitel.
Physikalische Eigenschaften: Temperatur, Druck usw.

Temperatur.

139. Die vorhergehenden Kapitel enthielten eine leidlich
vollkommene Untersuchung der statistisch-dynamischen Eigen-
schaften der betrachteten Systeme. Es ergibt sich fiir uns nun
die Aufgabe, diese Eigenschaften, die bis dahin meist vollstindig
in rein mathematischer Sprache ausgedriickt worden waren, mit
den Worten der physikalischen Begriffe: Temperatur, Druck usw.
zu interpretieren. Wir wollen zuerst die Hauptresultate, die wir
erhalten haben, zusammenfassen und wiederholen.

In §93 behandelten wir ein System von sehr allgemeiner
Natur, und es wurde dort gezeigt, daB das Hinzufiigen einer
GroBe d@Q von auBen zu dem System bestimmte Anderungen
an dem System bewirkt. Es wurde ferner gezeigt, daf fiir alle
KAnderungen dieser Art die GroBe kd € ein vollstéindiges Differential
sein miisse, wo k¥ eine rein mathematische GroBe ist, die durch
die Konstanten und Variablen des Systems definiert wurde.



144 Physikalische Eigenschaften: Temperatur, Druck usw. [6. Kap.

Aus der Thermodynamik ist es bekannt, dafl d@/T unter
denselben Bedingungen ein vollstindiges Differential sein muf,
wo T die absolute Temperatur in der thermodynamischen
Skala ist. Dies berechtigt uns noch nicht, ¥ mit 17 zu identi-
fizieren, wir haben jedoch bewiesen (§96), dall eine Relation von
der Form k¥ — 1/RT bestehen miisse, wo B eine universelle
Konstante ist. Auf diesem Wege wird der physikalische Begriff
der Temperatur eingefithrt und mit den rein mathematischen
Begriffen, mit denen wir uns bis dahin beschéftigt haben, verkettet.

140. Die néchste Stufe in der physikalischen Entwicklung
betraten wir in dem Beweis (§ 100) der Gleichungen

(293) E, =1,sRT, E, = Y,t BT usw,

wo E, ein Teil der Gesamtenergie ist, der durch s quadratische
Glieder in dem allgemeinen Ausdruck fiir die Energie dargestellt
wird, und dhnlich E, die durch ¢ quadratische Glieder dargestellte
Energie usw. Diese Gleichungen sind nur dann richtig, wenn
s, t... sehr groBe Zahlen sind, doch sind wir berechtigt das
Resultat in der Form auszusprechen, daf die mittlere Energie
jedes quadratischen Gliedes gleich 1/, RT ist. Dieses Ergebnis
ist als die Gleichverteilung der Energie bekannt. Es verkniipft
die physikalischen Begriffe von Energie und Temperatur und gibt
der universellen Gaskonstanten R eine physikalische Bedeutung.

Wir betrachten irgendwelche N gleiche Einheiten (Molekiile,
Atome usw.) des betrachteten Systems. In der Gesamtenergie
des ganzen Systems wird es stets 3 N quadratische Glieder von
der Form

N .
(294) S 1/, m(u2 4 02 4 a?)

geben, welche die kinetische Energie der Translation der 3 N
Einheiten darstellen. Diese Energie mége mit dem I, von
Gleichung (293) identifiziert werden. Dann mufl s gleich 3N
gesetzt werden und es gilt die Gleichung

N
(295) Syygm(u v+ w?) =3/, NRT.

Der Wert des Ausdruckes (294) kann jedoch noch in einer
anderen Weise berechnet werden. Wir haben im letzten Kapitel
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gesehen, daB, gleichviel wie kompliziert auch das System sein
mag, das Gesetz der Verteilung der Geschwindigkeitskomponenten
u, v, w stets das gleiche ist wie in dem einfachen im 2. Kapitel
besprochenen Falle, nimlich das Maxwellsche Gesetz

Ae=hm0@+ v+ doy dy dw.
Daher wird in dem zusammengesetzten System der Mlttelwert
von u?4 v+ w? fiir alle N-Einheiten gleich sein -Qh— wie in
Gleichung (45) und der Wert des Ausdruckes (294) wird daraus
durch Multiplikation mit 1/, N hervorgehen. Daher haben wir

¥
(296) > l m (u2 4 v2 4 w?) = 3 N,
T2 4h

und wenn wir diesen Wert mit dem durch Gleichung (295)
gegebenen vergleichen, so folgt

1
(297) o5 = RT.
Wir sehen also, daB der Mittelwert jedes quadratischen Gliedes
in der Energie, der, wie wir bereits gesehen haben, gleich 1/, R T
ist, nun auch gleich 1/, h ist, was eine physikalische Interpretation
fiir die GroBe h darstellt, die als mathematischer Faktor bereits
in dem Verteilungsgesetz aufgetreten ist.

141. Um zusammenzufassen: wenn wir den Mittelwert von
u? fiir eine Anzahl von Gliedern, jedes mit der Masse m, mit »?
bezeichnen, so haben wir
1 — 1 — 1 1
il 2 — _ 8 — _mwd — -
(298) 5 M g MVt = ymuw? = & = R T,

und die mittlere kinetische Energie der Translation irgend einer
einzelpen Einheit ist gegeben durch

Loy Lo 3 _3
(299) §m(u2 + 02+ w?) = §m( = RT

Diese Gleichungen stellen vielleicht die einfachste Deutung
der Temperatur in der kinetischen Theorie dar. Es ist von grofter
Bedeutung, zu bemerken, daf fiir die kinetische Theorie die
Temperatur ein statistischer Begriff ist; es ist sinnlos, von der

Temperatur eines einzelnen Molekiils zu sprechen.
Jeans, Theorien 10
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Ausgleich der Temperatur.

142. Die fundamentale Notwendigkeit des Bestehens einer
Beziehung zwischen » und 7' wird klar, wenn man den Weg be-
trachtet, auf dem die GroBe % in das Verteilungsgesetz eingefiihrt
wurde. Man wird sich erinnern, daf zuerst % in jedem Falle als
unbestimmter Faktor erschienen ist, mit dem die Energiegleichung
des Systems multipliziert war. Verschiedene Werte von A miissen
demgemal verschiedene Werte der Gesamtenergie darstellen, was
dasselbe ist, wie wenn man sagt, dall verschiedenen A verschiedene
Temperaturen entsprechen.

In §118 leiteten wir das Gesetz fiir die Verteilung einer
Mischung zweier verschiedener Arten von Molekiilen ab; wir fanden,
daB die GroBe h notwend gerweise fiir die beiden Arten von
Molekiilen gleich grof sein muf: wir sehen nun, da die physi-
kalische Deutung davon einfach so lautet, daB die Temperaturen
der beiden Gasarten gleich sein miissen. Hitten die Gase an-
fangs verschiedene Temperaturen gehabt, so wiirden sie schliellich
einen normalen oder Endzustand erreichen, in dem die Ver-
teilungsgesetze des § 113 Geltung haben; der Wert von % wiirde
fiir die zwei Substanzen derselbe sein und daher wiirden schlieB3-
lich die Temperaturen gleich sein. Der ProzeB der Erreichung
des Normalzustandes wiirde also physikalisch von einem Prozel3
des Ausgleichs der Temperatur begleitet werden.

Die Entwicklung des §113 benétigt in keiner Weise, dall die
beiden Scharen von Molekiilen zwei wirklich vermischten Gasen
angehdren; sie konnen vielmehr Molekiile (oder Atome) von irgend
einem Gase oder festen Korper sein: die zwei Substanzen kénnen
entweder wirklich vermischt oder in Berithrung oder ginzlich
getrennt sein. Damit das mathematische Resultat eintreffe, ist
es nur notig, daB es der Energie moglich sein muB, von einer
Substanz zur anderen zu fliefen. Ist dies der Fall, dann gibt es
nur eine Energiegleichung fiir das ganze System und so nur einen
Wert von %: daher mufB also schlieBlich der Temperaturausgleich
erfolgen. Wenn anderseits die Energie von der einen Substanz
oler dem einen Teile des ganzen Systems zu dem anderen nicht
flieBen kann, so wird es mehr als eine Energiegleichung geben,
némlich eine fiir jeden Teil des Nystems und daher mehr als
einen Wert von A, und mehr als eine Temperatur im Endzustand.
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Im ndchsten Kapitel werden wir den Vorgang des Temperatur-
ausgleiches vom Gesichtspunkt der Thermodynamik wund der
Entropie betrachten.

Berechnung des Druckes in einem idealen Gase.

Unendlich kleine Molekiile.

143. Es gibt im groBilen und ganzen zwei Wege, den Druck
eines Gases in unsere Rechnungen einzufiihren, die analog den
zwei Wegen sind, das Verteilungsgesetz zu bestimmen. Die Methode,
die zuerst betrachtet werden soll, ist auf die allgemeine Dynamik
begriindet; die zweite Methode, die in § 146 dargestellt ist, beruht
auf der Vorstellung der einzelnen Zusammenstofe zwischen den
Gasmolekiilen und der Oberfliche, auf welche, wie wir annehmen,
der Druck ausgeiibt wird. Zundchst geben wir die einfache Ent-
wicklung entsprechend dem Falle wieder, in dem angenommen
wird, daBl die Molekiille unendlich klein sind und aufeinander
Krifte ausiiben, die nur dann nicht vernachldssigbar klein sind,
wenn die Molekiile einander sehr nahe kommen.

Berechnung des Druckes nach der Methode der allgemeinen Dynamik.

144. Fiir ein Gas oder irgend eine andere Vereinigung
dhnlicher Einheiten, erhielten wir in §110 die Gleichung

(300) 0 =.0pe—2hmY,

wo ¢ die Dichte des Gases in irgend einem Punkte und ¥V das
Potential eines dulleren Kraftfeldes im selben Punkte ist, so daB
mV die potentielle Energie eines Molekiils der Masse m ist.

Der Druck p ist mit der Dichte ¢ durch das bekannte System
der hydrostatischen Gleichungen

op oV
(301) . % = —0 W, usw.,
verbunden.
Setzen wir fiir ¢ aus Gleichung (300) ein, so wird daraus
a_p — —2 hmVa_.K
(302) a z - 90 € ox L]
was integriert
1 0
J— —-2hm¥V —
(303) P=ggm " 2hm

10*
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gibt, wobei die Integrationskonstante gleich Null gesetzt ist, da
p mit ¢ verschwinden muf.

Benutzen wir die Gleichungen ;% = v (§11) und /b = RT

[Gleichung (297)], so kann die eben gefundene Gleichung in die
einfachere Gestalt

v
(304) p__ﬁ=vRT

gebracht werden, die den Druck durch die Dichte und die Tempe-
ratur ausdriickt.

145. Gasgemisch. Fiir ein Gasgemisch ist die Gesamt-
dichte g, die in der Gleichung (301) vorkommt, die Summe der
Partialdichten der verschiedenen Gasbestandteile. Aus Gleichung
(302) wird also

0 ' o oV
5% — (QOE—thV+ 0 e—2hm'y 4+ ) 52’
was nach Ausfithrung der Integration
=@ , ¢ .
P= ohm T ok T
oder wieder wie in Gleichung (304)
(805) p="TG =ty ) BT

2h
liefert. :

Die physikalische Deutung dieser Gesetze sowohl, als ihre
Erweiterung auf die Fille, in welchen die einfachen Annahmen,
auf denen sie beruhen, nicht mehr giiltig sind, soll fiir eine spiitere
Diskussion aufgespart bleiben. Inzwischen wollen wir seben, wie
man dieselben Gesetze durch eine Berechnung des Druckes aus-
rechnen kann, der auf die Begrenzung eines Gefifles durch die
Stofle der Molekiile ausgeiibt wird, die mit dieser Begrenzung
zusammenstofen.

Bestimmung des Druckes nach der Methode der ZusammenstoBe.

146. In Fig. 4 sei d S ein Element der Begrenzung eines GefiBes,
das das Gas enthilt. Die Richtung der Normalen auf dS wihlen
wir zweckmilig als z-Achse.
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Es mogen v Molekiile in der Volumeneinheit des Gases ent-
halten sein und wir wollen annehmen, dafl diese in Klassen ein-
geteilt sind, so daB alle Molekiile in irgend einer Klasse annihernd
dieselben Geschwindigkeiten haben, sowohl was die GroBe, als
auch was die Richtung betrifft. w»,, v,,... seien die Zahlen der
Molekiile in diesen Klassen, so daBl v, +vy+--- = ».

%y, ¥y, w, mogen die Komponenten der Geschwindigkeit der
Molekiile der ersten Klasse bezeichnen. Wir kénnen diese Molekiile
als einen Hagelschauer von Molekiilen der
Dichte v, pro Volumeneinheit ansehen, in
dem sich jedes Molekiil mit der gleichen
Geschwindigkeit bewegt.

Jene Molekiile dieses Hagelschauers
werden dS in einem Zeitintervall d¢
treffen, die zu Beginn dieses Intervalls
innerhalb eines gewissen kleinen Zylinders
im Innern des Gefdfles liegen (siehe
Fig. 4). Der Querschnitt dieses Zylinders
ist dS, seine Hohe ist u,dt, so daB sein Volumen gleich ist
u,dtdS. Die Anzahl dieser Molekiile ist demnach v u,dtdS.

Vor dem Stofe hatte jedes dieser Molekiile ein Moment
normal zu der Begrenzung vom Betrag mu,, so dall normal zur
Begrenzung das Moment der ganzen Gruppe von Molekiilen, die
wir betrachten, gleich war mv,u? d Sdt. Summieren wir iiber
alle diese Hagelschauer von Molekiilen, welche die Fliche dS in
der Zeit dt treffen, so finden wir, daB das Gesamtmoment dieser
Schauer senkrecht zur Begrenzung gleich

mdSdt > v, u3

ist, wo sich die Summation iiber alle Klassen von Molekiilen
erstreckt, fiir die % positiv ist.

Dieses resultierende Moment mufl sich, da sich das Gas
im stationiren Zustand befindet, beim Stofie genau umkehren.
Die Anderung des Momentes, das durch den Druck pdS auf die
Fliche d S in der Zeit df hervorgebracht ist, wird demgemif sein

(306) pdSdt = 2mdSdt > v, u,®

Der Wert von >, v, u3, ist gleich der Summe der Werte von u3
fiir alle Molekiile in der Volumeneinheit, fiir die « positiv ist

Fig. 4.
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und diese ist offenbar gleich 3/, vus. Gleichung (306) kann also in
der Form
(807) P = mvul = gu?
geschrieben werden.
Wir haben gesehen (§141), da8

(808) mu? = mv? = muw? = ;mC? = RT,
so daB Gleichung (307) die Form annimmt
(309) p =100 =vRLI.

Aus Gleichung (299) ersieht man, dafl die gesamte kinetische
Energie der Translation in der Volumeneinheit gleich ist 3/, R T.
Aus Gleichung (309) folgt also:

Der Druck in einem idealen Gase ist gleich zwei
Dritteln der kinetischen Energie der Translation der
Molekiile pro Volumeneinheit.

Die zweite Formel fiir p ist identisch mit der Formel (304),
die wir bereits oben erhalten haben. Bevor wir ihre physikalische
Bedeutung diskutieren, moge bemerkt werden, daBl im Falle eines
Gasgemisches die Summation der Gleichung (306) iiber alle Typen
von Molekiilen ausgedehnt werden mufl, so dafl das Endresultat
an Stelle von Gleichung (309) lautet:

(310) p=(@+v+.-)RT,
was mit Formel (305) iibereinstimmt.
Enthdlt ein Volumen v eines homogenen Gases im ganzen

N Molekiile, dann ist (v 4 %'+ ---)v =N, und die Gleichungen (309)
und (310) konnen zu der einzigen dquivalenten Gleichung

(311) pv = NRT
zusammengefalit werden.

Bevor wir diese Berechnung verlassen, machen wir noch
darauf aufmerksam, dall es nicht notwendig war, irgend eine An-
nahme dariiber zu machen, auf welche Weise Momente und Ge-
schwindigkeiten iiber die verschiedenen Hagelschauer nach der
Reflexion von der Begrenzung verteilt sind.

Knudsen machte die Annahme, da8 die Richtungen der Be-
wegung nach dem Stofe ohne irgend eine Beziehung zu den Rich-
tungen der Bewegung vor dem StoBe verteilt sind, und daB die
Zahl derer, die einen Winkel ® mit der Normalen auf die Ober-
fliche einschlieen, proportional zu cos®d ® ist. Aus dieser
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Annahme leitet er gewisse Eigenschafter ab, die, wie man
gefunden hat, in guter Ubereinstimmung mit Beobachtungen
an Gasstromungen stehen. Diese Annahme wurde auch von
R. W. Wood?) gepriift, der findet, dal sie sehr gut mit dem
Experiment iibereinstimmt. Das genaue Gesetz der Reflexion ist,
obschon unwesentlich fiir die Berechnung des Normaldruckes, doch
von Bedeutung, wenn Tangentialspannungen berechnet werden
sollen, wie bei der Stromung von Gasen durch Réhren.

Physikalische Gesetze.

1497. Wir konnen nun sehen, daf die erhaltenen Formeln fiir
den Druck alle bekannten Gasgesetze in sich enthalten.

Das Gesetz von Avogadro. Man sieht, dal der Wert
von N nach Gleichung (311) gleich ist pv/R T, eine Grofle, die
blof von dem physikalischen Zustand des Gases, nicht aber von
der Struktur seiner Molekille abhdngt. Daher gilt das Gesetz
von Avogadro:

Zweiverschiedene Gase oder Gasgemische enthalten
bei gleicher Temperatur und gleichem Drucke gleiche
Anzahlen von Molekiilen im gleichen Volumen.

Die Anzahl der Molekiile im Kubikzentimeter eines Gases bei
normalem Drucke und normaler Temperatur, wurde bereits frither
(§ 8) mit N, = 2,705.10'® angenommen.

Das Gesetz von Dalton. Formel (310) zeigt, daf der Druck
in einem Gasgemisch gleich der Summe einer Anzahl einzelner
Beitrige ist, und zwar je eines von jedem Gase. Dies stimmt mit
dem Daltonschen Gesetz iiberein:

Der von einem Gasgemisch ausgeiibte Druck ist gleich
der Summe der einzeln von den verschiedenen Kompo-
nenten des Gemisches ausgeiibten Drucke.

Die Gesetze von Boyle und Charles. Ohne weiteres ent-
halten die Gleichungen (309) und (311) die Gesetze von Boyle
und Charles:

Der Druck eines Gases ist proportional seiner Dichte,
solange die Temperatur ungeindert bleibt, und er ist,
proportional seiner Temperatur, solange das Volumen
ungeidndert bleibt.

1) Phil. Mag. 80, 300 (1915); siehe auch ebenda 82, 364 (1916).
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148. Die verschiedenen Gesetze, die von der Theorie voraus-
gesagt worden sind, und die, wie man gefunden hat, durch die
experimentellen Gesetze des letzten Abschnittes bestitigt werden,
sind in der Tat richtig bloB innerhalb der Grenzen, die durch
die gemachten Annahmen gezogen sind. Die hauptsichlichste dieser
Annahmen bestand darin, dal die Molekiile (oder die anderen
Einheiten, durch die der Druck ausgeiibt wird) so klein sind, dafl
sie als Punkte gemessen an der Skala der intermolekularen Di-
stanzen betrachtet werden konnen. Man kann also die Gesetze
am besten als ideale ansehen, fiir welche die Bedingungen niemals
absolut genau erfiillt sein konnen, die jedoch sehr anndhernd
in einem sehr verdiinnten Gase erfiillt sind. Ein imaginires Gas,
in dem die Molekiile im Vergleich mit den anderen vorkommenden
Distanzen so kleine Dimensionen haben, dafl man sie als Punkte
ansehen kann, nennen wir ein ideales Gas. Die vorstehenden
Gesetze treffen also stets fiir ein ideales Gas zu; fiir reale Gase
werden sie mit verschiedenen Genauigkeitsgraden giiltig sein, wobei
die Genauigkeit der Anndherung von dem Grade abhingen wird,
mit dem sich das Gas dem idealen Gaszustand annéhert.

149. Was die erste Methode betrifft, den Druck zu bestimmen
(§ 144), so war es fiir die Entwicklung keineswegs nétig, anzunehmen,
daBl das Medium gasformig sei, obgleich die resultierenden Gesetze
von Dalton, Boyle und Charles gewdhnlich bloB auf Gase be-
zogen werden. Es ist jedoch klar, daf diese Gesetze sich mit
einem Annidherungsgrad, der blo davon abhingen wird, wie nahe
die eben erwihnten Annahmen der Wahrheit kommen, auf jede
Substanz anwenden lassen miissen.

In der Tat hat man gefunden, daf} die Gesetze (wie es ja auch
sein mull) fiir den osmotischen Druck von verdiinnten Ldsungen
richtig sind. Auf die zwischenmolekularen Kriifte zwischen
den Molekiilen des Losungsmittels und jenen der gelosten Sub-
stanz kann man durch den dem ¥ in der Entwicklung des § 144
zuzuteilenden Wert Riicksicht nehmen, und die Krifte zwischen
Paaren von Molekiilen des Gelosten konnen vernachldssigt werden,
wenn die Losung geniigend verdiinnt ist.

Auf dhnliche Weise kann man den obigen Begriff auf den
Druck anwenden, der von freien Elektronen ausgeiibt wird, die
sich in den Zwischenrdiumen eines festen Leiters umherbewegen,
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und ebenso auf den Druck, der von einer ,Atmosphire* von
Elektronen ausgeiibt wird, die einen heiflen festen Kérper um-
geben. Von jedem dieser Drucke p konnen wir annehmen, daB
er durch die Formel (309) dargestellt wird, wo v die Anzahl der
freien Elektronen in der Volumeneinheit ist?).

Numerische Berechnung von Geschwindigkeiten,

150. Wir haben gesehen, dall Druck und Dichte in einem
Gase durch die Beziehung
(312) p =10t
verkniipft sind, wo (vgl. §30) C eine Geschwindigkeit ist, die 1,086 mal
s0 grof ist als ¢ die mittlere Geschwindigkeit aller Molekiile,
oder, anders ausgedriickt, so gewihlt ist, daB C? gleich ist ¢2, dem
Mittelwert von ¢2 fiir alle Molekiile in dem Gase.

Wir haben ferner die Beziehung gefunden:

_8RT

(313) s =

die zeigt, daB C proportional der Quadratwurzel der absoluten
Temperatur und fiir verschiedene Gase umgekehrt proportional
der Quadratwurzel aus dem Molekulargewicht ist.

1561. Sobald korrespondierende Werte von p und ¢ fiir irgend
ein Gas bekannt sind, konnen wir den Wert von C aus der
Gleichung (312) bestimmen.

So ist z. B. die Masse eines Liters Sauerstoff bei 0°C und
dem Normaldruck von 1,01323.106 dyn/cm2? gleich 1,429 00 g.
Daher haben wir fiir Sauerstoff bei 0°C als korrespondierende

Werte
p = 1,013 23.10¢, o = 1,42900.10-3,

und Gleichung (312) liefert uns nun den Wert von C fiir Sauer-
stoff bei 00C:
C = 461,2 m/sec.

Bei 0°C ist der Wert von 7' gleich 273,1 (siehe § 8), womit
Gleichung (313) uns fiir Sauerstoff den Wert

R/m — 259,6.10¢
liefert.

1) Siehe Richardson, The Electron Theory of Matter, S. 445, 468 u. f.
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Aus diesem Werte von R/m fiir Sauerstoff konnen wir den
Wert von R/m fiir irgend eine andere Substanz berechnen, und
Gleichung (313) liefert uns dann C und ¢ fiir eine beliebige Tempe-
ratur. In dieser Weise ist die folgende Tabelle berechnet worden.

Gas Molekular- R c c
(oder andere gewicht — cm/sec cm/sec
Substanz) (0 = 16) m bei 00C bei 00C
Wasserstoff . . . 2,016 4127 .10 1839. 102 1694 . 102
Helium . . . . . 4 2077 . 10¢ 1310. 102 1207 . 102
Wasserdampf . . 18,016 462.10¢ 615 .102 565 . 102
Neon .. .. .. 20,15 412.10¢ 584 . 102 538.102
Kohlenmonoxyd . 28 297 .10* 493.102 454 . 102
Stickstoff . . . . 28 297 . 104 493.102 " 454 .102
Athylen . . . . . ' 28 297 . 104 493.102 454,102
Stickoxyd . . . . 30 277 . 104 476,102 438.102
Sauverstoff . . . . 32 260 . 104 461.102 425. 102
Argon . . . . . . 39,91 208.10¢ | 431,102 | 380.102
Kohlendioxyd ' . . 44 189.10¢ 893.102 862.102
Stickoxydul . . . 44 189 .104 393 . 102 362.10?2
Krypton . . . . . 82,9 100. 104 286 . 102 263 . 102
Xenon . . . . . . 130,2 64 .10 228,102 210.102
Quecksilberdampf 200 41. 6¢ 185. 102 170.102
Luft. ... ... — [287.10%] 485,102 447 .102
Freies Elektron . | 1/1835(H = 1)| 1,515.101 | 1,114.107 | 1,026.107

Wir haben gesehen, daB fiir Sauerstoff R/m — 259,6.104 ist,
wihrend der Wert von m nach § 8 gleich 52,83.10-2¢g ist. Daher
durch Multiplikation
(314) R = 1,372. 101,

Diese Grofe ist eine universelle Konstante, die nur von der be-
sonderen angewendeten Temperaturskala abhéingt. Man wird sich
erinnern, daf 3/2 R die kinetische Energie der Trarslation irgend
eines Molekiils bei einer Temperatur von 1° absolut bedeutet
[vgl. Gleichung (299)].

Diese Grofie 3/2 R wird manchmal mit & bezeichnet, so dal o T’
die kinetische Energie der Translation eines Molekiils (oder freien
Atoms oder Elektrons) bei einer Temperatur von I’ Grad absolut
ist. Der Wert von o ist

(315) % = 3/2 R = 2,058.10-1,
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Andere numerische Werte, die oftmals von Nutzen sind, lauten:
RT, — 8747.10-%, &T, = 5,620.1014,
wo T, = 278,10 (Zentigrade) ist, also die Temperatur des schmel-
zenden EKises (0°C).

Wir diirfen nicht iibersehen, daB die Genauigkeit dieser Be-
stimmungen von R, « usw. nicht groBer ist als die unserer Ab-
schitzung der Avogadroschen Zahl, fiir die wir den Wert
N, = 2;705.10% angenommen haben.

152. Wir haben nun, was quantitative Messungen betrifft, zum
erstenmal in den Mechanismus der Molekularbeweguug von Gasen
Einblick gewonnen. Die Groflenordnung der Molekulargeschwin-
digkeiten hitte jedoch ohne wirkliche detaillierte Rechnung vor-
ausgesagt werden konnen.

Wenn z. B. das Gas durch ein kleines Loch des Gefifies in
ein Vakuum ausstromen kann, so ist die Geschwindigkeit der
Ausstromung identisch mit den Geschwindigkeiten der individuellen
Molekiile, die ohne diese Offnung gewéhnliche Molekulargeschwin-
digkeiten im Innern des Gefilles gewesen wiren. Die mittlere
Molekulargeschwindigkeit mufl also mit der Geschwindigkeit der
Ausstromung des mittleren Gasstromes vergleichbar sein, und es
ist bekannt, daB diese von der Grofenordnung der Geschwindig-
keiten ist, die in der letzten Spalte der Tabelle auf der vorigen
Seite verzeichnet sind.

Ferner muf} eine Stérung in einem Punkte eines Gases einen
Effekt an den Molekiilen in seiner unmittelbaren Nachbarschaft
hervorrufen. Wenn diese Molekille mit jenen in der nichsten
Gasschicht zusammenstoBen, so wird der Effekt dieser Storung in
diese Schicht hineingetragen und so unbegrenzt weiter. So treten
die Molekiile als Botentriger des Effekts irgend einer Storung auf,
so daf die Stérung sich im ganzen mit einer Geschwindigkeit
ausbreitet, die mit der mittleren Geschwindigkeit der Molekular-
bewegung vergleichbar ist, genau so wie z. B. eine Nachricht, die
durch Botenstafetten weiterverbreitet wird, sich mit einer Geschwin-
digkeit verbreitet, die mit dem Mittelwert der Geschwindigkeit der
Fortbewegung der Boten vergleichbar ist. Die Ausbreitung einer
Storung in einem Gase ist jedoch nichts anderes als der Durchgang
einer Schallwelle, und in der Tat ist die Schallgeschwindigkeit
mit den in der Tabelle enthaltenen Werten von C vergleichbar.



156 Physikalische Eigenschaften: Temperatur, Druck usw. [6. Kap.

Schallgeschwindigkeit.

153. Es ist leicht, eine genaue Formel fiir die Schallgeschwin-
digkeit zu finden. Denn wenn « diese Geschwindigkeit ist, so
gilt die bekannte Formel
p
Q,
worin p das Verhiltnis der beiden spezifischen Wirmen des be-
trachteten Gases ist (vgl. § 248). Setzen wir fiir p seinen Wert
17,0 C2 ein, so liefert diese Gleichung

o = V‘m C.

Fiir zweiatomige Gase bei gewohnlichen Temperaturen ist
y = 13/, so dal fiir diese Gase
(316) a = 0,683 C = 0,742¢
ist, was die wahre Relation zwischen der Schallgeschwindigkeit
und den Geschwindigkeiten C und ¢ darstellt.

Zum Beispiel gibt die Tabelle fiir Luft bei 00C C = 485 m/sec,
woraus Formel (316) « — 331,3 m/sec fiir die Schallgeschwindigkeit
in der Luft berechnen 148t, was dem wahren Werte sehr nahe kommt.

at =y

Ausstromungsgeschwindigkeit von Gasen.

164. Es ist ebenso leicht moglich, eine genaue Formel fiir
den Betrag der Ausstromung eines Gases zu finden. Wir wollen
uns vorstellen, daf das Element d S in Fig. 4 (S. 149) eine Fall-
tir bildet, die man in jedem Augenblick o6ffnen kann. Wenn
diese Falltiir offen ist, wird das Gas durch die Offnung d S aus-
stromen, und wir haben die Erscheinung der Ausstrémung durch
eine kleine Offnung vor uns.

Wir denken uns die verschiedenen Molekiile im Innern des
Gefidfes in Hagelschauer von Molekiilen eingeteilt, die sich mit
gleichen Geschwindigkeiten bewegen, wie in § 146. Die Anzahl
der Molekiile irgend eines bestimmten Hagelschauers, sagen wir des
ersten, der durch die Offnung dS in der Zeit d¢ hindurchstromt,
wird offenbar ebenso groB sein wie die Zahl derer, die auf das
Element d S der Begrenzung aufgefallen wiren, wenn die Falltiir ge-
schlossen geblieben wire. Sie ist daher gleichu, v, dtd S, wie in § 146.

Der Betrag der Ausstromung, gemessen in Masse pro Zeit-
einheit, ist also gleich
(317) Su, v, md S,
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wo sich die Summation iiber alle Hagelschauer erstreckt, welche
das Element d S von innen erreichen konnen und daher, mit der
Bezeichnung des § 146, iiber alle Klassen von Molekiilen, fiir die u,
positiv ist. Benutzen wir das Maxwellsche Gesetz, so konnen

wir v, ersetzen durch
g
(M e
.

und der Betrag der Ausstromung (317) wird gleich

" .
(318) wvm <M> ? Je*hm“"udu = lTo_ = ‘/ET .
n 2yYxhm 2xm
0

Die erste dieser Formeln zeigt, daB der Betrag der Aus-
stromung ebenso grof ist, als ob das ganze Gas von der Dichte
aus der Offnung mit einer einheitlichen Geschwindigkeit 1/,¢
ausstromen wiirde, wihrend die zweite mit dem bekannten Gesetz
iibereinstimmt:

Die Betrige der Ausstromung von verschiedenen
Gasen beider gleichen Dichte und Temperatur, verhalten
sich umgekehrt wie die Quadratwurzeln aus den Mole-
kulargewichten der Gase.

Dieses Gesetz wird in schlagender Weise durch einige Ex-
perimente bestitigt, die von Graham?) im Jahre 1846 veroffent-
licht wurden. Die folgende Tabelle enthdlt einige Ausstromungs-
betriige, die von Graham fiir verschiedene Gase gefunden wurden,
die durch feine Offnungen in einer durchbohrten Messingplatte
ausstromten:

Spezifisches |Ausstréomungs-
Gas Gewicht betrag

(Luft = 1) | (Luft = 1)
Wasserstoff . . . . . . 0,263 0,276
Sumpfgas . . . . . . . 0,745 0,753
Athylen. . . . . . .. 0,985 0,987
Stickstoff . . . . . . . 0,986 0,986
Luft . .. ... ... 1,000 1,000
Sauerstoff . . . . . . . 1,051 1,053
Kohlendioxyd . . . . . 1,237 1,203

1) Phil. Trans. 136, 573.
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Die Zahlen werden einen Begriff von der Genauigkeit geben,
mit der das Gesetz erfiillt ist. Es ist interessant, daB schon friih-
zeitig Forscher das Gesetz benutzten, um die Molekulargewichte
verschiedener Gase zu bestimmen ?).

165. Thermische Ausstromung. Aus Formel (318) folgt,
daB der Betrag der Ausstromung eines Gases mit seiner Temperatur
steigt, und zwar proportional der Quadratwurzel aus der ab-
soluten Temperatur, wenn man die Dichte konstant 1iBt. Der
Betrag der Ausstromung eines Gases ins Vakuum wird also durch
Erwirmung des Gases erhoht, was ohne weiteres klar ist, wenn
man sich den molekularen Mechanismus der Ausstromung iiberlegt.

Formel (318) ist streng bloB auf den FKall der Ausstrémung
in ein vollkommenes Vakuum anwendbar. Befindet sich ein Gas
auf der anderen Seite der Offnung, so werden einige Molekiile des
ausstromenden Gases mit den Molekiilen des dulleren Gases zu-
sammenstollen und zuriickgetrieben werden, und so den Betrag
der Ausstromung vermindern. Ist jedoch die Dichte des dufleren
Gases klein, so wird die Zahl der Zusammenstofie dieser Art
klein sein, und die Formel (318) wird noch eine gute Annéherung
fiir den Betrag der Ausstromung liefern.

Fiir experimentelle Anwendungen ist es zweckmifBig, an Stelle
einer einzigen Offnung oder Bohrung eine grofie Zahl sehr kleiner
Offuungen zu benutzen, z. B. die Zwischenrdume in einem Pfropfen
eines porosen Materials, etws Ton oder Meerschaum. Man spricht
dann besser von einer , Transpirations-“ als einer ,Ausstromungs-
erscheinung®.

Denken wir uns ein GefdB mit Gas in zwei Teile eingeteilt
durch eine Scheidewand, von der ein Teil aus einem pordsen
Material der eben beschriebenen Art besteht. Es wird eine Tran-
spiration oder Ausstromung von einer Seite dieses Pfropfens zu
der anderen vor sich gehen. Nenut man die beiden Kammern, in
die das GefiB eingeteilt ist, 4 und B, so wird Gas von A durch
den Pfropfen nach B stromen und #hnlich von B nach 4. Und
wenn die Drucke in den beiden Kammern 4 und B geniigend
niedrig sind, so wollen wir annehmen, da die Betriige der Tran-
spiration niherungsweise durch Formel (318) gegeben sind. Sind

1) Leslie, Gilb. Aon. 30, 260 (1808); Bunsen, Gasometrische Me-
thoden (Braunschweig 1867), S. 127.
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die Gase in den beiden Kammern in jeder Beziehung gleich, so
werden die beiden Ausstromungsbetrige in der Tat gleich sein.
Hilt man aber die eine Kammer wirmer als die andere, dann
werden die Ausstromungsbetrige nicht gleich sein, und wir haben
das Phinomen der thermischen Transpiration vor uus.

T, und Ty seien die Temperaturen der beiden Kammern,
und @4, ¢ und py, pp seien die entsprechenden Dichten und
Drucke. Wird die Temperaturdifferenz stéindig aufrechterhalten,
so wird die Gasstromung so lange andauern, bis ein stationirer
Zustand erreicht ist, bei dem die Strémung von A nach B genau
ebenso grof ist wie die von B nach A. Nach Formel (318) wird
dieser Zustand erreicht sein, wenn

(319) QAV-TA = QBVTB'
Nach der Druckgleichung ist das Verhéltnis der Drucke py4, ps
gegeben durch
Pa_ 0ala
Ps (] I’
und daher ist in dem durch Gleichung (319) bestimmten stationéren
Zustand

Pa T,
320 pa — 1/,
¢ 5 | Tp

Wenn man also die beiden Kammern ungleich warm hilt,
80 wird eine Gasstromung eintreten, die so lange andauern wird,
bis sich zwischen den beiden Seiten eine Druckdifferenz eingestellt
hat, wie sie durch Gleichung (320) ausgedriickt wird.

Diese Erscheinung wurde in einer Reihe von Versuchen von
Osborn Reynolds?) untersucht. Die beiden Kammern wurden
auf konstanten Temperaturen, und zwar 8 und 100°C gehalten.
Wenn ein stationdrer Zustand erreicht war, wurden die Drucke
gemessen, und es zeigte sich, daf in den Fillen, in denen der
Druck geniigend mniedrig war, Gleichung (319) mit sehr be-
merkenswerter Genauigkeit erfiillt war. Fiir hohere Drucke ver-
sagte diese Gleichung, wie zu erwarten war.

156. Nehmen wir an, daB die Kammern 4 und B in Fig. 5
auBer durch den pordsen Pfropfen noch durch eine dullere Rohre
verbunden seien, die bewirkt, daff sich die Drucke in 4 und B

1) Phil. Trans. 170, II, 727 (1879).
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ausgleichen, dann kann ein stationdrer Zustand so lange nicht
erreicht werden als die Temperaturen stdndig auf verschiedenen
Graden 7, und Ty gehalten werden, und es bildet sich ein
stetiger Strom von Gas durch die von den Kammern 4, B und
die Rohre gebildete geschlossene Leitungsbahn aus, der sowohl
formal als auch dem Wesen nach einem thermoelektrischen Strome
analog ist.

167. Die Kohdsion der Gase. Nehmen wir an, dafl die
Kammer B in Fig. 5 kein Gas enthilt, wihrend die Kammer A
mit Gas gefiillt ist, das auf der Temperatur 7', gehalten wird.
Es wird ein Gasstrom durch den Pfropf oder die Offnung in die
Kammer B stattfinden, und die Tempe-
ratur dieses Gases, sagen wir T, kinnte
bei seinem Eintritt in die Kammer B mit
einem dort angebrachten Thermometer
B gemessen werden.

Wir nehmen zundchst an, dafl die
Gasmolekiile genau dem Modell ent-
sprechen, das wir uns von ihnen gemacht haben, und daB sie
harte Kugeln, #dhnlich wie Billardkugeln seien, von unendlich
kleiner Ausdehnung, die aufeinander nur dann Krifte aus-
iiben, wenn sie wirklich zusammenstofen. Nehmen wir an, da,
wie man es leicht bewerkstelligen kann, keine Wirmeleitung
zwischen den ausstromenden Molekiilen und den Winden der
Offnung (oder dem Material des Pfropfens) wihrend ihres Hin-
durchganges durch sie stattfinde; dann werden die Molekiile
wahrend ihres Durchganges durch den Pfropfen ihre Geschwindigkeit
beibehalten, und, da die Temperatur durch das mittlere Quadrat
dieser Geschwindigkeiten gemessen wird, so wird die Temperatur T
gleich der Temperatur 7' sein.

Nehmen wir jedoch an, daf die Gasmolekiile durch starke
Kohiisionskréfte zusammengehalten werden, so daB jedes Molekiil
von den anderen Gasmolekiilen angezogen wird, oder wenigstens
durch die in seiner unmittelbaren Nachbarschaft befindlichen,
dann wird jedes Molekiil, wihrend es durch den Pfropfen hin-
durchgeht, unter dem Einfluf der Anziehung gegen die Molekiile
in der Kammer B hin stehen, und diese Anzichung wird seine
Geschwindigkeit herabsetzen, so daf die mittlere Geschwindigkeit

Fig. 5.
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des Molekiils, wenn es in B angekommen ist, kleiner sein wird
als die mittlere Geschwindigkeit der Molekiile in A.

Es ist demgem&lB klar, daB eine Untersuchung der Tempe-
ratur eines Gases nach einer Transpiration oder Ausstromung
wichtige Auskiinfte betreffend die Existenz oder Nichtexistenz von
Kohisionskriften in einem Gase geben wird. Versuche zur Unter-
suchung dieser Frage wurden von Gay-Lussac und Joule er-
dacht und durchgefiihrt und spéter wurde eine exaktere Reihe von
Kreuzexperimenten von Lord Kelvin ersonnen, und von ihm selbst
und von Joule ausgefiihrt1). Die &lteren Experimente hatten
keine Temperaturinderung in dem Gase erkennen lassen, womit
wenigstens gezeigt war, dall die Kohisionskrifte in einem Gase
sehr schwach seien. Die sorgfiltiger ausgefithrten Experimente
von Lord Kelvin und Joule bewiesen endgiiltig das Vorhanden-
sein einer kleinen Temperaturinderung und so die Existenz von
Kohésionskriaften in Gasen. In einem Versuch, bei dem Luft
von einem Drucke von etwa vier Atmosphdren zu einem Drucke
von einer Atmosphére transpirierte, war die beobachtete Tempe-
raturinderung gleich einer Abnahme um 0,9°C. Im allgemeinen
zeigte sich, daB fiir Luft und die permanenteren Gase die Ab-
kiihlung zwar merklich, jedoch sehr gering war; fiir Kohlendioxyd
jedoch gab es eine viel stirkere Abkiihlung, wihrend fiir Wasser-
stoff eine sehr geringe Erwidrmung beobachtet wurde.

Fir ein ideales oder vollkommenes Gas sollte, wie wir ge-
sehen haben, keine Temperaturinderung stattfinden. Was also
die Kohésionskréfte anlangt, so kann man Luft und die perma-
nenten Gase beinahe ,vollkommen“ nennen, wihrend Kohlendioxyd
sehr weit davon entfernt ist, wie es auch im allgemeinen in bezug
auf alle Eigenschaften, mit denen sich die kinetische Theorie
befalit, mit diesem Gase der Fall ist. Das anomale Verhalten
des Wasserstoffs fiihrte Regnault dazu, dieses Gas als ,plus que
perfait% zu bezeichnen.

Berechnung des Druckes in einem ,,unvollkommenen‘ Gase.

168. Es ist nun klar, daB ein reales Gas sich von einem
idealen oder ,vollkommenen, das wir in den § 143 bis 146 be-

1) Die Originalabhandlung findet man in Phil. Trans. of the Royal Soc,
of London 143, 357; 144, 321; 150, 325 und 152, 579. Siehe auch Lord
Kelvins Collected Works 1, 333.

Jeans, Theorien. 11
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trachtet haben, in wenigstens zwei Beziehungen unterscheiden
wird. Die Molekiile, die beim idealen Gase als Kugelpunkte be-
handelt wurden, miissen Ausdehnung und Oberfliche besitzen,
und die Kohisionskrifte, die wir beim idealen Gase als nicht be-
stehend angenommen hatten, werden beim realen Gase keineswegs
vernachlédssigbar sein. Daher kommt es nun, dal die Gleichungen
(307) und (311), die beim idealen Gase den Druck genau ergeben
hatten, bloB Anniherungen liefern werden, wenn man sie auf ein
reales Gas anwendet. Wir miissen demgem#f untersuchen, in
welcher Weise diese Gleichungen verbessert werden miissen, da-
mit man sie auf ein reales Gas anwenden kann.

159. Die beste bekannte Korrektion dieser Art ist die von
van der Waals, die in seiner Abhandlung ,Uber die Kontinuitét
des fliissigen und gasformigen Zustandes?)“ enthalten ist.
Wir werden zuerst eine Erklarung der von van der Waals ein-
gefiithrten Korrektionen geben, die, wie sich zeigen wird, zu einer
Gleichung fithren, die die Abweichungen vom Boyleschen Gesetz
bloB in erster Niherung ausdriickt, und wir werden spiter eine
allgemeinere Berechnung des Druckes versuchen, die sich nicht
auf kleine Abweichungen vom Boyleschen Gesetz beschridnkt.

Die van der Waalssche Gleichung.

160. Gemil van der Waals muB die Gleichung (311)
(321) pv=RNT

in zweierlei Arten korrigiert werden. Die erste Korrektion bezieht
sich auf das Glied », um die endliche Grole der Molekiile aus-
zudriicken, und die zweite auf-das Glied p, um den Einfluf der
Kohésionskrifte in dem Gase auf den Druck wiederzugeben.

1) Die Originalausgahe (1873) ist in hollindischer Sprache bei Sigthoff
in Leiden verdffentlicht. Es gibt eine deutsche Ubersetzung von Roth
(1881, Barth, Leipzig) und diese wurde ins Englische iibersetzt von Threl-
fall und Adair (1890, Physical memoirs published under the direction of
the Physical Society, Taylor and Francis, London).

Wir verweisen auch auf die sehr vollstindige und meisterhafte Be-
handlung dieses Gegenstandes durch Kamerlingh Oones und Keesom in
der Enzyklopédie der mathematischen Wissenschaften (10, 615—945). Abge-
druckt als Band 11 der Communications from the Physical Laboratory of
Leiden.
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Die SchluBfolgerung von van der Waals, beziiglich der ersten
Korrektion lautet folgendermaBen 1). Im Volumen v seien N Molekiile,
die wir noch als kugelformig annehmen, denen wir aber endliche
GroBe zuschreiben, indem jedes den Durchmesser 6 besitzen soll, und
wir wollen uns um den Mittelpunkt von jedem eine Kugel vom Ra-
dius ¢ und daher vom Volumen 4/3 w63 beschrieben denken. Be-
trachten wir die moglichen Lagen fiir den Mittelpunkt eines Mole-
kiils A, so wissen wir, da8 er nicht innerhalb einer der N — 1 Kugeln
liegen kann, die die N—1 anderen Molekiile umgeben, so daf der fiir
den Mittelpunkt von 4 zur Verfiigung stehende Raum nicht gleich v,
sondern gleich v — 4/3 w63(N — 1) angenommen werden mulb.

Dieser Ausdruck bedarf noch einer Korrektion, im Hinblick
auf die Moglichkeit, daB zwei oder mehr von den N —1 Kugeln
iibereinandergreifen, doch diese Korrektion wird von héoherer
Ordnung klein sein, als die obige und kann daher vernachlissigt
werden. Der Ausdruck. verlangt auch noch eine Korrektion
im Hinblick auf die Unméglichkeit, daf der Mittelpunkt einer
Kugel innerhalb einer Distanz 1,6 von. der Begrenzung liegt.
Diese Korrektion notigt uns, weiter v um das Volumen einer
Schichte von der Dicke 1/;6 genommen léings der Begrenzung
des Gefifles zu vermindern, es ist jedoch klar, daBl diese Korrek-
tion vernachldssigt werden kann, wenn 6 im Vergleich mit den
Dimensionen des Gefalles verschwindet. Diese Bedingung ist in
der Tat vollkommen verschieden von der Bedingung, daB die
Summe der Volumina der Molekiile im Vergleich mit dem
Volumen des Gefdles klein sein soll. Die erstere Bedingung ist
befriedigt, wenn N 63'v vernachlissigbar ist, die letztere, wenn
6 v—"s vernachldssigt werden kann. Benutzen wir die Zahlen des
§ 8 und betrachten ein Gas bei Atmosphérendruck in einem Gefifl
von einem Liter Inhalt, so finden wir

v = 2.10"°% Na3v = 2,2.10—4
Es ist daher verniinftig, die eine Korrektion auller acht zu lassen,
withrend man die andere in Rechnung zieht.

1) Was die Methode der Darstellung betrifft, habe ich mich mehr an
Beltzmann (Gastheorie 2, 7) als an die Originalarbeit von van der Waals
angeschlossen. Der Gebrauch, der in diesem Beweis von der Wahrschein-
lichkeitsrechnung gemacht wird, ist wahrscheinlich von der Kritik anfecht-
bar, doch werden wir spater zu genau demselben Resultat nach einer Methode
gelangen, die nicht der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu ihrer Rechtfertigung
bedarf (siehe § 201).

11*
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Daher ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, den Mittelpunkt eines
Molekiils in einem Element dv aufzufinden, das nicht innerhalb
einer Distanz 1/,6 von der Begrenzung liegt, oder in einer der
Sphiren, die jedes Molekiil umgeben, eingeschlossen ist, gleich

Ndv
v—4mes (N —1)
Wird jedoch das Element nach dem Zufall herausgegriffen, dann
miissen wir iiberlegen, wie grof die Wahrscheinlichkeit dafiir ist,
daf die gestellten Bedingungen befriedigt sind, namlich daB es
nicht innerhalb einer Sphire oder innerhalb der Distanz 1/,6
von der Begrenzung liegt.

Das besondere Volumenelement, das schlieflich von Wichtigkeit
fiir die Berechnung des Druckes ist, ist eines, dessen Distanz von
der Begrenzung etwas grofier ist als 1/,6. Die zweite Bedingung
ist also als selbstverstidndliche Tatsache erfiillt. Um die Wahr-
scheinlichkeit zu berechnen, daff die andere Bedingung erfiillt sei,
néamlich, daB das Element dv nicht innerhalb einer der N —1
Sphiren vom Radius ¢ liege, bemerken wir, dafl, wenn es innerhalb
einer dieser Sphéren liegt, der Mittelpunkt der Sphire, der in
einer nicht kleineren Distanz als 1/,6 von der Begrenzung liegt,
wenigstens ebenso weit von der Begrenzung entfernt sein muf,
wie das Element dv. Mit anderen Worten, wenn man die in Frage
stehende Sphire durch eine Ebene parallel zur Begrenzung in
zwei Hemisphéiren teilt, kann das Element dv bloB in der Hemi-
sphiire liegen, die von den beiden der Begrenzung niher liegt.

Daher ist die Wahrscheinlichkeit, daB dv nach dem Zufall
herausgegriffen, innerhalb einer bestimmten Sphire liege, gleich
9/3m 68/v, s0 dal die Wahrscheinlichkeit, daB es nicht in einer
der N —1 fraglichen Sphiren liegen soll, bis auf Glieder, die
von der ersten Ordnung klein sind, gleich ist

2/, m 63 (N —1)
v

(322)

1 —

Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Molekiil sich in dem kleinen
Element dv befindet, dessen Distanz von der Begrenzung etwas
grofer ist als 1/, 6, wird gemessen durch das Produkt dieses Aus-

druckes und des Ausdruckes (322), und das ist
Ndvv—2;me®(N—1)

(328) 0 v ma (N—=1)
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Bis auf Glieder erster Ordnung genau ist dies gleich

Ndv
o v b’
(324) b=1,Nnas

gesetzt ist und worin die Unterscheidung zwischen N — 1 und N
nunmehr fallengelassen wurde.

Fiir die Berechnung des Druckes, ist also der Effekt davon,
daB man den Molekiilen endliche Grofie zuschreibt, derselbe,
wie wenn man das Volumen v auf v — b reduziert, und um dem
Rechnung zu tragen, ersetzen wir Gleichung (321) durch

(325) p(v—b) = RNT.

Es ist interessant, daB der Wert von & viermal so grof ist,
als die Gesamtsumme der Volumina der Molekiile in dem Gase.

161. Das der zweiten Korrektion von van der Waals zu-
grunde liegende Prinzip ist das folgende. Wenn zwei Molekiile
nahe beieinander sind, jedoch nicht in Beriihrung stehen, so
nehmen wir an, daB die Kriafte zwischen den Molekiilen, wenn
auch schwach, so doch nicht vernachldssigbar seien. Mit anderen
Worten, wir nehmen an, daB ein Molekiil in dem Gase Kohésions-
kriften unterliegt, die zwischen ihm und allen Nachbarmolekiilen
wirken. Die Resultierende dieser Krifte variiert stetig in Richtung
und Grofe, mit der Lage der Molekiile. Ist das Molekiil geniigend
weit von der Oberfliche entfernt, so sind alle Richtungen fiir
diese Resultierende gleich moglich, und daher wird die zusammen-
gesetzte Kraft, gemittelt iiber eine geniigend lange Zeit, gleich
Null sein. Ist aber das Molekiil nahe der Oberfliche oder auf
ihr gelegen, so ist das nicht mehr richtig. Es moge die Kraft
von jedem benachbarten Molekiil in zwei Komponenten tangentiell
und normal zur Begrenzung zerlegt werden. Dann sind alle
Richtungen in der Tangentialebene fiir die Tangentialkomponente
gleich moglich, die Normalkomponente jedoch ist in der Mehrzahl
der Fille nach innen gerichtet. Im Mittel iiber eine geniigend
lange Zeit wird die resultierende Kraft eine stets nach innen
gerichtete Normalkraft sein.

Wir konnen annehmen, daB die Kriimmungsradien der Ober-
fliche im Vergleich mit den molekularen Dimensionen so grof
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sind, dal die Oberfliiche in jedem Punkte als Ebene angesehen
werden kann. In diesem Falle werden die Bedingungen in jedem
Punkte der Oberfliche gleich lauten, und die Normalkraft wird
bloB von der Dichte des Gases und von der Distanz des Punktes,
in dem diese Kraft berechnet werden soll, von der Begrenzung
abhéingen.

Es folgt daraus, dal der mittlere Effekt der Kohisionskrifte
durch ein permanentes Kraftfeld dargestellt werden kann, das
auf jedes Molekiil in der Ndhe der Oberfliche wirkt. Dieses
Kraftfeld ist es, das, wie man annehmen kann, zu den Erschei-
nungen der Kapillaritit und der Oberfiichenspannung in Fliissig-
keiten Anlaf gibt. Man kann die Sache so betrachten, daf dieses
Kraftfeld einen nach innen gerichteten Druck, sagen wir p, pro
Fliacheneinheit, auf die dullerste Schicht von Molekiilen des Gases
ausiibt. Es ist klar, daB man diesen Druck direkt proportional
der Zahl der Molekiile pro Flidcheneinheit dieser Schicht und
der Intensitit der Normalkomponente der Kraft annehmen muf,
s0 da p, dem Quadrat der Dichte proportional sein wird. Wir
konnen also annehmen, daf3

P =c@?

ist, wo ¢ eine Konstante ist, die blof von der Natur des Gases
abhéngt. Die Molekiile werden nun, nachdem sie die Begrenzung
erreicht haben, nicht durch den Stof allein, sondern durch die
Gesamtwirkung ihres ZusammenstoBes mit der Begrenzung und
der Wirkung des zugrunde gelegten Kraftfeldes zuriickgeworfen.
Mit anderen Worten, die Anderung ihres Moments wird, wie man
annehmen kann, durch einen Gesamtdruck p + p, oder p + c o2,
anstatt durch den einfachen Druck p hervorgerufen.

Daher mufl Gleichung (325) weiterhin abgedndert werden,
indem man sie in der Form schreibt

(326) (p+co?)(v—b) = RNT,
oder, wenn man @ durch Nm/v ersetzt und ¢ N2m?2 —= a setzt,
P a

(327) <p+ﬁ) (v —b) = RNT.

Dies ist die Gleichung von van der Waals, die p, v und T
verkniipft. Wir bemerken, daB ¢ und & Konstanten fiir dieselbe
Gasmasse sind, jedoch von der Menge des Gases ebenso abhingen
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als von seiner Natur, indem @ proportional dem Quadrat und b
proportional der ersten Potenz der Gasmenge ist.

162. Ein Faktor wurde in dem Beweis, der zu dieser Gleichung
gefiihrt hat, iibersehen, nimlich daB im Falle der Existenz von
Kohisionskraften einige Molekiile, die die Begrenzung erreicht
hétten, wenn keine Kohisionskrifte vorhanden wiren, die Be-
grenzung iiberhaupt nicht mehr erreichen werden, da sie durch
die Kohidsionskrifte zuriickgezogen werden, bevor ihre Bahnen
die Begrenzung treffen. In Wirklichkeit iiben dann diese Molekiile
keinen Druck auf die Begrenzung aus, wihrend sie nach dem
Beweis von van der Waals einen negativen Druck ausiiben.
Als eine Folge davon 1i8t die Gleichung (327) negative Werte
von p zu, wihrend eine Priifung der physikalischen Bedingungen
zeigt, daB p notwendig positiv ist.

Dieser Einwand fillt nicht ins Gewicht, solange man sich
klar vor Augen hilt, dal die Gleichung (327), was Abweichungen
vom Boyleschen Gesetz betrifft, blof bis zur ersten Ordnung
richtig ist.

Berechnung des Druckes aus dem Virial von Clausius.

163. Clausius hat versucht, auf einem Wege, der von dem
von van der Waals verfolgten vollkommen verschieden ist, die
Beziehung zwischen Druck, Volumen und Temperatur in einem
unvollkommenen Gase zu bestimmen ?).

Sind X, Y, Z die Komponenten der auf ein Molekiil in einem
Gase wirkenden Kraft, so wird seine Bewegung durch die

Gleichungen
(328) m @z X, usw.
di2 ?
bestimmt sein.
Mit Hilfe dieser Gleichungen finden wir fiir die kinetische

Energie des Molekiils

[ (32 + @)+ (] = e B
—l/ﬂm( dtﬂ-l— dtf+zdt2)~l/4 dt2(x2+y2 29)

— Y, @ X +y Y4 22).

1) Phil. Mag. August 1870.
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Daher ist die gesamte kinetische Energie der Translation in
dem Gase gleich

hEmet =, Im i @yt e) S @ X 4y Y 42 2),

wo Y eine Summation iiber alle Molekiile in dem Gase bezeichnet.
Im Mittel iiber alle Zeitpunkte von ¢ — 0 bis ¢ = 7 wird
aus dieser Gleichung
t=71
! 1y ¥ me2dt = _I—Em[—d—(xﬂ + y2+zs)]
)2 47 dt

t=0

t=1t
t =
t==7

(329) —Hl/ﬂz(xxjuyyjuzzmt.

t—=—20
Im stationdren Zustand eines Gases sind die Gréfien

Yy Sime, Sim @4yt wd Y SeX4y¥+2)

wihrend der Bewegung annihernd konstant. Wenn wir daher =
in Gleichung (329) unbegrenzt wachsen lassen, werden die ersten
und letzten Glieder annihernd konstant bleiben, wihrend die
mittleren Glieder gegen Null streben. Nehmen wir z geniigend
grol, so reduziert sich die Gleichung auf

(330) Yy Smer = —1/, @ X +yY +22),

worin beide Seiten, die in jedem Falle mit Ausnahme von kleinen
Abweichungen vom stationdren Zustand, die wihrend der Be-
wegung des Gases vor sich gehen, konstant sind, iiber eine Zeit
gemittelt sind, die hinreichend lang ist, dal man diese GroBen
als merklich konstant ansehen kann. Der Mittelwert von
— 13X +yY+ 2Z) wurde von Clausius das Virial des
Systems genannt. Wir haben also gezeigt, dal die kinetische
Energie der Bewegung eines Gases, das sich ungestért von seinem
stationdren Zustand aus bewegt, gleich seinem Virial ist.

164. Das Virial hingt bloB von den auf die Molekiile wir-
kenden Kriften ab, und nicht von der Bewegung der Molekiile.
Im Falle eines Gases bestehen diese Krifte aus dem auf das Gas
von den Winden des Gefilles ausgeiibten Druck und den von
den Molekiilen aufeinander ausgeiibten Kriften.

Ist d S ein Element der Oberfliche des Gefdles, und I, m, n
die Richtungskosinus der nach aullen weisenden Normalen, so iibt
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der Druck auf das Element d S auf das Gas eine Kraft aus, deren
Komponenten lauten —IpdS, —mpdS, —npdS, so dall der
Wert desjenigen Teiles von ¥ 2 X, der dem Drucke zugeordnet ist,
lautet 'H‘—lpxd S. Die vorliegende Behandlung nétigt uns,
anzunehmen, daf der Druck in allen Punkten des begrenzenden
Gefdfles gleich groB ist. Machen wir diese Annahme, so kinnen
wir die eben erhaltene Grofe schreiben —p”lde. Daher ist
der Beitrag des Druckes zum Virial alles in allem gleich

1,/21)H(lx +my+n2)ds,

was nach dem GauBschen Satze ergibt
_ ox 0y b6 02 _
= van [ [ [ (35 + 5L+ 55) dwdyds = ap,

wo v das Volumen des Gefilles ist.

Wir nehmen an, daf die zwischen zwei Molekiilen in der
Entfernung r wirkende Kraft eine AbstoBungskraft @ (r) ist, und
zwar eine Funktion der Entfernung r allein. Befinden sich die
Mittelpunkte der Molekiile an den Stellen x,y, 2, 2, ¥, ¢ und
sind X, Y, Z, X', Y', Z' die Komponenten der auf sie wirkenden
Kriifte, dann ist
x_
X=a(r ;

' "
r X =¢_p(,.)x_r_x.

Der von der Kraft zwischen diesen beiden Partikeln herriihrende
Beitrag zu ¥z X ist

X+ X = g,'@ (x — 2')
Daher ist der Beitrag zu S (x X +y Y+ 22)
{0/]
2O o — a4 =yt (— ) = r D),

8o daB der von den intermolekularen Kriften herriihrende Teil

des Virials gleich ist
— X2 P(r)

worin sich die Summation iiber alle Paare von Molekiilen erstreckt.
Gleichung (330) kann nun ersetzt werden durch

Y 2me? = 3/, pv—1/, 2 7 P (1),
80 daB der Druck gegeben ist durch

(331) PY =1 SImer+4 1y SIS r D (7).
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165. Clerk Maxwell?!) macht eine wichtige Bemerkung in
bezug auf diese Gleichung. Unterdriicken wir eines oder das
andere der Glieder auf der rechten Seite, so bemerken wir, dafl
ein Druck entweder bloB durch die Molekularbewegung oder
bloB durch intermolekulare Krifte hervorgerufen werden kann.
Das letztere ist eine Hypothese, mit der man versucht hat, von
dem Druck in einem Gase Rechenschaft zu geben?). Wenn dies
die wahre Ursache wire, dann konnte dem Boyleschen Gesetz, daf
pv konstant ist, blol dadurch Geniige geleistet werden, da man
3 Y r®(r) konstant macht, und daher, da man @(r) = lr
getzt. Mit anderen Worten, zwei Molekiile miiiten einander mit
einer Kraft abstoBen, die umgekehrt proportional dem Abstand
ist. Dies ist aber fiir ein Gas ein unmogliches Gesetz; es wiirde
bewirken, daB die Wirkung der entfernten Teile der Masse iiber
die der benachbarten Teile iiberwiegt und wiirde nicht einen
Druck ergeben, der fiir ein gegebenes Volumen und gegebene
Temperatur konstant bliebe, wenn man von einem Gefil zu
einem anderen iiberginge, oder selbst von einem Teile der Ober-
fliche desselben GefiBes zu einem anderen. Wir schlieBen daher,
daB der Druck eines Gases nicht durch die Annahme von Ab-
stoBungskriften zwischen den Molekiilen erkldrt werden kann;
er muf} vielmehr auf jeden Fall von der Bewegung der Molekiile
herriihren.

166. Kehren wir zu dem allgemeinen Problem zuriick, so
sehen wir, daf wir, wenn wir das Glied X7 @ (r) in Glei-
chung (831) fiir jedes Gesetz von intermolekularen Kriften be-
rechnen konnten, eine vollstindige Kenntnis von den Korrektionen
gewonnen, die man an dem Boyleschen Gesetz anbringen muf.
Leider ist dies selbst in den einfachsten Féllen kaum mdoglich.

167. Da sich N Molekiile in dem Gase befinden, so wird die
Gesamtzahl der moglichen Paare gleich sein 1/, N(N—1). Es seien
A und B irgendwelche zwei ein solches Paar bildende Molekiile.

Wiren die Molekiile einfache Punkte, die aufeinander keine
Krifte ausiiben, so wiirde die Wahrscheinlichkeit dafiir, dall A

1) ,The Dynamical Evidence of the Molecular Constitution of Bodies*.
Collected Works 2, 422.

2) Vgl. Newtons Principia II, Prop. 23 und eine Anmerkung bei Max-
well in Cavendish’s Electrical Researches (Anm. 6, Art. 79).
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und B in einer Distanz zwischen r und # + dr voneinander
stehen, betragen
dmridr

(332) SEDE

wo der Zihler das Volumen einer Schale von der Dicke dr ist
die das Molekiil A umgibt, und der Nenner v der ganze Raum,
der fiir den Mittelpunkt von B mdoglich ist. Indem wir diesen
Ausdruck bilden, vernachlissigen wir die Moglichkeit, da der
Mittelpunkt von A innerhalb einer Distanz » von der Begrenzung
des Gefilles liegt, was wir berechtigterweise tun konnen, wenn r
geniigend klein ist. Die Zahl der Molekiilpaare also, deren
Mittelpunkte eine Distanz r voneinander haben, wiirde in diesem

Falle gleich sein .

(333) E%E r2dr,

da es selbstredend berechtigt ist, die Differenz zwischen N —1
und N zu vernachlissigen.

Wenn dagegen Molekiile in einem Abstand r einander mit
einer Kraft @ (r) abstoBen, so sehen wir, wenn wir uns die Er-
gebnisse des § 117 vor Augen halten, daf der Ausdruck (333) in
zweierlei Weise modifiziert werden mufi. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, zwei Molekiile in einem Abstand r voneinander aufzufinden,
ist nach § 117 kleiner als die Wahrscheinlichkeit, dieselben zwei
Molekiile unendlich weit voneinander entfernt zu finden (wo oo
jede Distanz bedeutet, die groB genug ist, dafl sich die Mole-
kiile auBerhalb ihres gegenseitigen Wirkungsbereiches befinden),
und zwar im Verhéltnis

—2h [ &(r)dr

(334) e T

Und ferner ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, zwei Molekiile in
der Entfernung oo aufzufinden, grofer, als es der Fall wire,
wenn keine intermolekularen Krifte da wiren, da gewisse Lagen
fiir die Molekiile, nimlich die kleinen Distanzen infolge der inter-
molekularen Krifte, weniger leicht moglich sind als sie es sonst
wiren. Die erstere Uberlegung notigt uns, den Ausdruck (333)
mit dem Faktor (334) zu multiplizieren; die letztere ndtigt uns,
den Faktor N?/V in dem Ausdruck (333) abzuéindern, der nur
dann genau ist, wenn alle Lagen der Molekiile gleich moglich
sind. Wir wollen fiir den Augenblick annehmen, daB diese letztere
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Modifikation dargestellt werden kann, indem man N2/» durch
(1 + B) N2/v ersetat.

Machen wir diese Korrektionen an dem Ausdruck (333), so
wird die Zahi der Molekiilpaare mit einer Entfernung r gleich sein

@

9 —2n{d@rdr
24:N151-|—ﬁ) re r dr,
und indem wir dies mit @ (r) multiplizieren und von 0 bis oo
integrieren, erhalten wir

fo o] @
—2hjd>(r)dr

.(335) 227¢(7)=2—7t£;(im_[r3¢(r)e r dr.

168. In dem einfachen Falle, in dem die Molekiile sehr
angendhert elastische Kugeln vom Durchmesser ¢ sind, wird der
Wert von @ (r) sehr klein sein, wenn r sehr viel grofler ist als g,
und der Wert der Exponentialfunktion in Gleichung (885) ist
sehr klein, wenn r viel kleiner ist als 6. Also bezieht das Glied
auf der rechten Seite der Gleichung (335) seinen ganzen Wert
von solchen Werten von », die nahe an ¢ liegen. DemgemiB
konnen wir den Faktor r¢ durch 63 ersetzen und ihn aus dem
Integral herausziehen. Dadurch wird die Integration ausfithrbar
und Gleichung (335) reduziert sich auf

(336) SSror) = ?_ﬂlgl_ﬂi) 65/2 h

oder, wenn wir wieder b einfithren, das durch b = %/; N x o3

definiert ist [vgl. Gleichung (324)], so verwandelt sich dies in
3Nb

(387) SSrem =5, 0+5)

169. Wenn ¢ klein ist, wird b/v eine Grofie sein, die von der
ersten Ordnung klein ist, so dal wir uns bei einer Anndherung,
die nur bis zur ersten Ordnung getrieben wird, damit begniigen
konnen, 8 zu vernachlidssigen. Gleichung (331) wird dann

1 Nb
po=gAmetgpy
oder, wenn wir die Temperatur einfithren,
(338) pv = BRNT(1+4 b/v),

was mit Gleichung (325) in den Gliedern erster Ordnung in &
iibereinstimmt.
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170. Boltzmann?) hat die Anndherung bis zu den Gliedern
zweiter Ordnung getrieben, indem er den Faktor g auswertete
und auch auf die Moglichkeit Riicksicht nahm, daB mehr als
zwei der die Molekiile umgebenden Kraftsphéiren einander durch-
schneiden. Diese korrigierte Gleichung lautet

b 5 /b\?
(339) pv_RNT{1+5+§<5)+---}

171, Keesom, der eine andere Methode benutzte, die spéter
erklart werden wird (§ 201), hat die Koeffizienten in der Gleichung
unter der Annahme berechnet, dal die Molekiile starre Ellipsoide
sind %), sowie auch unter den Annahmen, daB sie eine kugelférmige
Struktur haben und einen elektrischen Dipol3) oder Quadrupol+)
tragen. Das Objekt der Untersuchung war, zu priifen, welche
Annahme betreffs der Molekularstruktur die beste Uberein-
stimmung mit dem Experiment liefere, es scheint jedoch nicht
moglich zu sein, zu ganz exakten Schliissen zu gelangen.

172. Ein allgemeinerer Fall, bei dem das Glied auf der
rechten Seite von Gleichung (335) sich integrieren 1dft, ist der,
wo die abstoBende Kraft @ (r) einer Potenz der Entfernung um-
gekehrt proportional ist: @ (r) = wr—* Dann haben wir

@®

— 1 v
J-tp(r)dr_;—l presy
" ol _(_2h e
EETQ(r)ZQﬂN’?EL'*—ﬁ)J‘r:"—se (8—1 ,,.s—l)dr

0
3

__2mN2(L4B) 2hu\ 1! 3
o 2hv ( s— 1> r <1 o >
Man sieht, daB diese Gleichung mit (336) in Einklang ge-
bracht werden kann, wenn wir den Molekiilen einen Durchmesser 6

zuschreiben, der gegeben ist durch
3

(340) 6 — <2_h_“ . 1"<1 _ 3*>,
s—1, s—1

1) Vorlesungen iiber Gastheorie, IT, § 51.

2) Communications from the Physical Laboratory of Leiden, Supp. 24 a,
15 (1912).

3) 1. c. Supp. 24 b, 32 (1912).

4) 1. ¢. Supp. 39, 1 (1916).
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80 dal man ¢ als temperaturabhingig ansehen muf}; ersetzen wir
1

2h durch 1/R T, so sehen wir, daB ¢ proportional ist 7 #—1
Wir konnen noch eine Griofie b einfiihren, die durch
b= 2/q Nnos
definiert ist. Ist b, der Wert dieser Grofle bei 0°C (T = 273,1),

8o wird der allgemeine Wert von b lauten
3

(341) _ < T >_’T‘
b= b, 2173,1
und Gleichung (338) wird mit diesem Werte von b richtig sein.

173. Nimmt man an, daBl auch Kohisionskrifte von der in
§ 161 bezeichneten Art wirken, so werden diese Kriifte auch einen
Beitrag zum Virial liefern. Begniigen wir uns mit den Gliedern
erster Ordnung, so konnen wir bei der Berechnung von ¥ ¥ r @(r)
den Effekt vernachléissigen, den die Kohéasionskrifte auf die
Dichteverteilung des Gases ausiiben. Der Wert von X ¥ r®@(r)
pro Volumeneinheit des Gases ist daher offenbar einfach pro-
portional zu g2 Mit Riicksicht auf diesen Beitrag zum Virial
wird aus Gleichung (338)

pv:RNT(l-{—%)-—cgﬂv,

wo ¢ dasselbe ist wie das ¢ des § 161 und unabhéngig von der
Temperatur. Schlieflich kann diese letztere Gleichung geschrieben
werden

<p+%2>u=RNT<1+%>,

was mit der van der Waalsschen Gleichung (327) in den Gliedern
erster Ordnung iibereinstimmt.

Physikalische Deutung der Gleichungen.

174, Die van der Waalssche Gleichung liefert unzweifelhaft
die bequemste Grundlage, um das Verhalten eines Gases in dem
Bereich des Druckes, der Dichte und der Temperatur zu diskutieren,
innerhalb dessen man die Gleichung als angenihert richtig be-
trachten kann — das ist der Bereich, in dem die Abweichungen
vom Boyleschen Gesetz klein sind. Wir betrachten nun einige
physikalische Eigenschaften eines Gases, die sich aus der van
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der Waalsschen Gleichung ableiten lassen. Wir untersuchen
zuerst, wie sich Druck und Volumen &ndern, wenn man das
Gas erwiarmt.

Anderungen bei konstantem Volumen,

176. Wir stellen uns vor, daB das Volumen eines die van
der Waalssche Gleichung befriedigenden Gases konstant gehalten
wird, und nehmen an, daf die Temperatur zuerst gleich 7, und
spiter gleich 7} sei.

Sind p,, p, die entsprechenden Drucke, so haben wir

(342) <po+;i2> (v—b) = ENT,

(343) <p1+;i2> (v—b) = RNT,
Durch Subtraktion erhalten wir

(344) (p1—po) (v —0) = RN(T,—T1,)

und durch Elimination von v—b aus dieser Gleichung und
Gleichung (342)

=0 Iy a
345 £ P00 14 7,
(845) T, — T, po +I’ov2

Beziehen sich 7, p, auf eine feste Temperatur, so ist der
Zuwachs von 7T proportional dem von p. Man kann also ein auf
konstantem Volumen gehaltenes Gas als Thermometer betrachten,
das Ablesungen nach der thermodynamischen Temperaturskala
zuliBit, wobei die Ablesung proportional p ist.

Die Beziehung zwischen p, und p, kann in die Form

(346) P=2po {1 +% (11— T,)}
gebracht werden, worin %, der sogenannte ,Druckkoeffizient“ des
betreffenden Gases fiir den Temperaturbereich T, bis 7} ist. Be-
nutzen wir die Relation (346), so reduziert sich Gleichung (345) auf
a 1

(347) ””_<l+pov2> T

#p hiingt also von der Dichte, nicht aber von der Temperatur
ab, so daB fiir eine gegebene Gasdichte der Druckkoeffi-
zient von der Temperatur unabhingig ist.
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Dieses Gesetz ist natiirlich blof innerhalb der Grenzen richtig,
in denen die van der Waalssche Gleichung gilt. Regnault?)
hat gezeigt, dal es sehr angendhert unter normalen Bedingungen
richtig ist, indem er fand, daB mit verschiedenen Gasen gefiillte
Gasthermometer iiber einen weiten Bereich der Temperatur iden-:
tische Ablesungen gaben. Neuere und exaktere Experimente
haben, wie zu erwarten war, gezeigt, dali das Gesetz keineswegs
vollkommen exakt oder von universeller Giiltigkeit ist. Vollstdndige
Tabellen der Werte «, findet man in dem Recueil de constantes
physiques?). Als Beispiel mogen die folgenden Werte angegeben
werden, die Chappuis 1903%) erhalten hat:

Werte von xp.

T - Fiir Stickstoff Fiir C Oy
emperatur i )

(po = 1001,9 mm bei 0°C) (py = 998,5 mm bei 0°C)
0%bis 200. . . . x¥p = 0,003 675 4 xp = 0,003 733 5
00 bis 400 . . . . = 0,003 675 2 = 0,0037299
00 bis 1000 . . . . = 0,003 674 4 = 0,003 726 2

Callendar¢) gibt die folgenden Werte fiir den Druckkoeffi-
zienten (0 bis 100° bei einem Anfangsdruck von 1000 mm) von
den drei permanentesten Gasen an:

Luft . . ... 0,003 674 25

Stickstoff . . . 0,003 674 66
Wasserstoff . . 0,003 662 54

wihrend Leducst) fir Neon und Argon die Werte fand:

Neon . . . . Ty = 5479C bis 1} = 29,07°C x®p = 0.003 664

Argon . . . To=11,950C bis T; = 31,87°C  xp — 0,003 669

Fiir ein vollkommenes Gas sollte in Wirklichkeit der Wert
1/273,10 oder 0,0036617 betragen. Man sieht, daB der Druck-
koeffizient von Wasserstoff dem eines vollkommenen Gases sehr nahe
kommt, woraus hervorgeht, dal der Wert von a fiir Wasserstoff
duferst klein ist. Aus diesem Grunde hat das Comité inter-

1) Mém. de ’Acad. 21, 180.

2) 8. 234—240. Der Druckkoeffizient xp im Bereich © bis €' ist dort
mit B9’ bezeichunet.

3) 1 c. 8. 234

4) Phil. Mag. 5, 92

5) Compt. Rend. 164, 1003 (1917).
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nationale des poids et mesures beschlossen, das Wasserstoff-
thermometer mit konstantem Volumen als Standardthermometer
zu wihlen. Um dem dennoch bestehenden kleinen Wert von a
Rechnung zu tragen, hat sich das Komittee entschlossen, fest-
zusetzen, dal das zu benutzende Gasvolumen so grof sein soll,
dafl bei 0°C der Druck 1000 mm betrigt.

Anderungen bei konstantem Drucke.

176. Wir betrachten als nichstes ein Gas, das auf dem kon-
stanten Drucke p gehalten wird, wihrend sich das Volumen durch
Erwirmung von v, auf v, veréindert. Die zwei zu (342) und (343)
des § 175 analogen Gleichungen sind nun:

(348) @+%ywwpﬂmn
(349) (p+;5) =¥ =RNT,

Vernachléssigen wir das Produkt ab, das von der zweiten
Ordnung klein ist, so erhalten wir durch Subtraktion

(350) @_“)m_m=RNm—m.

Vo Uy

Wir konnen einen ,Ausdehnungkoeffizienten® x, fiir den
Bereich der Temperatur von 7, bis T einfiithren, so dafB

Uy = o {1 + “v(Tl - TO)}’
und %, gegeben ist durch

(351) Ry = Wl =Ty

Gleichung (350) wird dann lauten

und liefert

Eliminieren wir RN aus dieser Gleichung und Gleichung
(348), so erhalten wir
a /1 1 b1
(532) m={r L () wl
Jeans, Theorien. 12
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Dieser Ausdruck ist komplizierter als die Formel (847) fiir
den Druckkoeffizienten, da %, hier sowohl vom Druck als auch vom
Volumen abhéngt.

Die folgende Tabelle enthilt, dhnlich der Tabelle auf S. 176,
einige Werte von x,.

Werte von xy.

Temoer Fiir Stickstoff Fiir CO, \ Fiir O
emperatur

(p = 1001,9 mm) (p=9985mm) | (p=517,9mm)
00 bis 200 . ®y = 0,003 677 0 xy = 0,003 760 8 ®y = 0,003 7128
00 bis 40° . = 0,003 6750 = 0,003 753 6 = 0,003 7100
00 bis 1000 . = 0,003 673 2 = 0,003 7410 = 0,003 707 3

Weitere Werte findet man in dem Recueil de constantes
physiques, aus dem die obigen entnommen sind.

Bestimmung von a und b,

17979. Aus einer experimentellen Bestimmung des ,Druck-
koeffizienten“ », gemiB Gleichung (347), kann man die Grofle
a ohne weiteres erhalten und wenn @ bekannt ist, so kann man
den Wert von b aus dem Volumkoeffizienten bestimmen.

Benutzen wir zum Beispiel den Wert von Callendar fiir
%, von Luft, so haben wir [Gleichung (347)] mit 7, = 273,10

a 1

2y, = <1 +W) 7 = 0,003 67425,

1

T,

Der Wert von x, bezieht sich auf einen Druck von 1000 mm
Quecksilber, oder 1,3158 Atm. Bei diesem Drucke ist daher

ajv? = p, Ty.0,0000125 = 0,004 53 Atm. Druck.

Fiir Luft bei 1,3158 Atm. Druck auf die Begrenzung, bestehen
also die Koh#sionskriifte in einer scheinbaren Druckverminderung
von 0,00453 Atm. oder etwa einem Dreihundertstel des Ganzen,
go daB der Druck im Innern des Gases 1,3203 Atm. betriigt.
Dies wird eine Vorstellung von der GroBenordnung der Kohédsions-
krafte geben.

Nehmen wir nun an, dal wir es mit einer bestimmten Gasmasse
zu tun haben, sagen wir mit einer solchen, fiir die das Volumen

wiahrend
— 0,003 661 7.
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bei einem Drucke von einer Atmosphire gleich Eins ist. Bei
einem Drucke von 1000 mm Quecksilber ist der Wert von » gleich
0,7599 und das fithrt zu dem Werte

a = 2649,5 in CG S-Einheiten = 0,002 60 Atm.

fir diese spezielle Gasmasse. Haben wir @ in dieser Weise be-
stimmt, so konnen wir & aus dem beobachteten Werte von %,
bestimmen.

178. Die Bestimmung von & ist von besonderem Interesse, da
wir daraus direkt den Wert 6, des Molekiildurchmessers oder der
Wirkungssphire berechnen konnen.

Die Werte von b, die van der Waals mit der eben be-
schriebenen Methode aus der Diskussion einer groBen Zahl von
Experimenten von Regnault abgeleitet hat, waren die folgenden:

Luft. . . ... 0,002 6
Kohlendioxyd . 0,003 0
Wasserstoff . . 0,000 69

Die Werte beziehen sich auf eine Gasmasse, die bei einem
Drucke von 1000 mm Quecksilber die Volumeneinheit einnimmt.

Eine neuere Methode der Bestimmung von & beruht auf der
Messung des Joule-Thomsoneffektes. Nach Berechnungen von
Rose-Innes?) leitet Callendar?) folgende Werte fiir & ab:

Luft . . . .. .. 1,62
Stickstoff . . . . . 2,08
Wasserstoff . . . . 10,73

Diese Werte sind gemessen in cms$, bezogen auf die Volumen-
einheit des Gases. Die entsprechenden Werte, bezogen auf ein
cm? eines Gases beim Normaldruck, lauten:

Luft. . . . .. 0,002 09
Stickstoff . . . 0,00255
Wasserstoff . . 0,00096

Fir Helium hat Kamerlingh Onnes3) den Wert von &

bestimmt zu
Helium . . . . 0,000432

1) Phil. Mag. 2, 130.
2) Phil. Mag. 6, 48 oder Proec. Phys. Soc. 18, 282.
8) Communications from the Physical Laboratory of Leiden 102 a, 8.

12%
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Werte des Molekiilradius !/, 6.
179. Der Wert von b ist nach Gleichung (324) gleich > Nxor,

und da die Werte von b fiir ein cm3 Gas beim Normaldruck
bestimmt worden sind, so konnen wir N = 2,705.101° setzen und
80 ¢ unmittelbar bestimmen.

Die aus den besten Werten von b abgeleiteten Werte von
1/, 6 lauten wie folgt:

Gas (v;,i:‘;g;:; Beobachter Wertvon 1/ 0
‘Wasserstoff . . . 0,000 96 Rose-Innes 1,27.10—8
Helium . . . .. 0,000 432 Kamerlingh Onnes 0,99.10-8
Stickstoff . . . . 0,002 55 Rose-Innes 1,78.10—8
Luft . .. ... 0,002 09 Rose-Innes 1,66.10-8
Kohlendioxyd . . 0,002 28 van der Waals 1,71.10—8

Isothermen.

180. Einer der instruktivsten Wege, um die Beziehung zwischen
Druck, Volumen und Temperatur eines Gases darzustellen, besteht
darin, ,Isothermen“ oder Kurven zu zeichnen, welche die Beziehung
zwischen Druck und Volumen zeigen, wenn die Temperatur
konstant gehalten wird. Es wird in der Tat zu jeder moglichen
Temperatur eine Isotherme geben, und wenn wir uns alle Isothermen
in einem Diagramm eingezeichnet denken, in dem die Ordinaten
und Abszissen den Druck bzw. das Volumen bedeuten, so haben
wir eine vollkommene Darstellung der betreffenden Beziehung.

Isothermen eines idealen Gases.

181. Fiir ein ideales Gas lautet die Beziehung zwischen
Druck, Volumen und Temperatur
(853) pv=RNT.

Um diese Beziehung mit Hilfe von Isothermen darzustellen,
nehmen wir p und v als rechtwinklige Achsen und ziehen die
Kurven, die man erhilt, wenn man dem 7' in Gleichung (353)
verschiedene konstante Werte erteilt. Die Kurven haben alle
Gleichungen von der Form pv — const, und bilden so ein System
gleichseitiger Hyperbeln, wie es Fig. 6 zeigt. Das sind die Iso-
thermen eines idealen Gases.
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Isothermen eines realen (ases.

182. Wir wollen ferner sehen, was fiir Isothermen der van
der Waalsschen Gleichung entsprechen:

(354) <p n %) (w—b) = RNT,

wobei wir aber im Auge behalten miissen, dafl diese Gleichung
die wahre Beziehung zwischen p, v und T bloB innerhalb eines
Bereiches darstellt, in dem die Ab- Fig. 6.

weichungen von der idealen Relation p
(353) klein sind.
Man bemerkt, dafl das System der \
in Fig.6 gezogenen Kurven, wenn man
es als Ganzes um eine Strecke b
parallel zur v-Achse verschiebt, das
durch die Gleichung
(855) p(v—b)=RNT

dargestelite System von Isothermen
bildet, und wenn man weiter jede ° v
Ordinate um eine Strecke a/v? parallel zur p-Achse verkiirzt, so
erhilt man das durch die Gleichung (354) dargestellte Iso-
thermensystem.

Aus Gleichung (354) findet man sofort, dal die Punkte, in
denen die Isothermen parallel zur v-Achse laufen, d. h. die Punkte

der Isothermen, fiir die dp = 0, auf der Kurve

dv
(v—20)
8

(356) p=a

liegen.

Diese Kurve schneidet die »-Achse im Punkte v —= 24, so
dafl es also eine Isotherme gibt, welche die v-Achse im Punkte
v = 2b beriihrt, man findet, daBl dies die Isotherme
) RNT=1,a/b
1st.

Aus Gleichung (356) ergibt sich fiir den groftmoglichen Wert
von p, v = 3b, p = a/276% so daBl in dem Punkte mit diesen
Koordinaten (Punkt P in Fig. 7), die hindurchgehende Isotherme
zwei zusammenfallende Punkte haben muB, in denen dp/dv = 0,
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also einen Inflexionspunkt mit horizontaler Tangente. Diese be-
sondere Isotherme ist gegeben durch

8 a
(357) BNT= 375
Es ist klar, daB alle Isothermen fiir Werte von 7, die grofler
sind, als der durch Gleichung (357) gegebene, keine Punkte be-
sitzen konnen, fiir die d p/dv — 0 ist, und diese sind daher iiberall
konvex gegen die v-Achse.

183. Die Isothermen ecines realen Gases werden &hnlich
aussehen, wie die in Fig. 7, solange das Gas nicht zu sebr von
Fig. 7. einem idealen Gase verschieden ist.
D Die Isothermen in Fig. 7 werden
demgemafl die Isothermen eines
realen Gases darstellen, und zwar
genau in den von den beiden Achsen
weit entfernten Gebieten, jedoch
nicht in der Nihe der Achsen. Wir
‘\ R P miissen untersuchen, welche Ver-
W sh—————4 #nderungen an diesen Kurven vor-
genommen werden miissen, um die
Isothermen eines realen Gases dar-
zustellen.

Die Isotherme 7' == 0 wird in
Fig. 7 durch die gebrochene Linie
dargestellt, die von der Kurve AB
und der vertikalen Linie BCD
gebildet wird. Die richtige Iso-
therme ist jedoch genau bekannt. Wenn man ein Gas bei der
Temperatur 7' = 0 komprimiert, bleibt der Druck gleich Null,
solange die Molekiile nicht wirklich in Beriihrung stehen, worauf
der Druck sich beliebig steigern 1406t, wihrend das Volumen den-
selben Wert v, beibehilt, da dies das kleinste Volumen ist, das
die Molekiile einnehmen konnen. Nun findet man leicht, das v,
das kleinste Volumen, auf das N Kugeln, jede vom Durchmesser o,

komprimiert werden konuen, gegeben ist durch

63
v(,:N),

2’
withrend nach Gleichung (324) v
(358) b =2y Nwos —= 2,96 v,.

(=)
© |b3
o |

B



§ 182—184] Isothermen eines realen Gases. 183

Die Isotherme 7 = 0 ist also nicht die Kurve A BCD in
Fig. 7, sondern besteht aus den beiden Linien v E, EF. Denken
wir uns die Kurven in Fig. 7 so verzerrt, dal der Punkt Bmit E
zusammenfillt, und die Kurve A B C D mit den Linien v E F, so
werden wir eine Vorstellung von dem Verlauf der Isothermen
eines realen Gases erhalten. Wir konnen uns vorstellen, daf die
Kurven etwa #ahnlich wie in Fig. 8 liegen werden, in der sowohl
die vertikalen als auch die horizontalen Mafstibe im Vergleich
zu den in Fig. 7 angewendeten erheblich vergréfert wurden, je-
doch die vertikalen viel mehr als die horizontalen.

184. In dieser Figur wird die Isotherme mit dem Wende-
punkt und der horizontalen Tangente darin durch die Linie
P, PP, dargestellt, wobei P
der Wendepuukt ist. Diese Iso-
therme entspricht dem Maxi- p
malwert von 7, bei dem noch
dp/dv verschwinden kann.

An jeder Isotherme, die
einem kleineren Wert von T
entspricht, sagen wir SQ RN
in Fig. 8, wird es zwei Punkte
@, B geben, in denen dp/dv
verschwindet, und demgemaB
wird es ein Gebiet Q X R
geben, innerhalb dessen dp/dv
negativ ist. Ein Punkt, sagen
wir X innerhalb dieses Bereiches, stellt einen Zustand dar
mit der Eigenschaft, daB eine Abnahme des Volumens bei
konstanter Temperatur von einer Abnahme des Druckes be-
gleitet ist. Der durch den Punkt X dargestellte Zustand ist
demgemif ein labiler oder unstabiler, da eine kleine Volumen-
abnahme sogleich eine Tendenz zu weiterer Abnahme in der
Form eines unausgeglichenen #ulleren Druckes hervorbringt. Alle
Punkte im Innern der Kurve RP @ (des geometrischen Ortes der
Punkte, in denen d p/d v = 0), werden unstabile Zustéinde darstellen.

Auf der Isotherme durch X mull es naturgemil zwei andere
Punkte Y,Z geben, die Zustinde darstellen, die dieselbe Tem-
peratur und denselben Druck haben, wie X. In jedem dieser

Fig. 8.
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beiden Punkte ist dp/dv positiv, so daBl die betreffenden Zustinde
beide stabil sind, und daher beide beobachtbar sein sollten. Der
Punkt Z stellt offenbar den Gaszustand dar; wir nehmen an,
daf der dem kleineren Volumen entsprechende Punkt ¥
dem fliissigen Zustand entspreche.

Durch diese Interpretation wird es sofort klar, daf das Gas,
wenn es auf einer Temperatur unterhalb der Isotherme P, P P,
gehalten wird, durch keine noch so groBe Kompression in den
fliissigen Zustand iibergefiihrt werden kann. Die Temperatur
der Isotherme P, PP, mufl also die ,kritische Temperatur¢ der
Substanz sein.

Solange die Temperatur unterhalb der kritischen
gehalten wird, kann kein noch so grofler Druck die
Substanz verflissigen.

Kontinuitit des fliissigen und gasférmigen Zustandes.

185. Es ist iiblich,.ein unterhalb der kritischen Temperatur
befindliches Gas als Dampf zu bezeichnen. Wir sehen also, daB
die Linie PP, in Fig. 8 die Grenzlinie zwischen dem gasférmigen
und dem dampfformigen Zustand ist, und die Linie PP, die
Grenzlinie zwischen dem gasformigen und dem fliissigen Zustand.
Wir miissen nun noch die Grenzlinie zwischen dem fliissigen und
dem Dampfzustand untersuchen, die vorldufig durch das instabile
Gebiet dargestellt wird, in dem dp/dv positiv ist. Ist U irgend
ein Punkt in diesem Gebiet, so ist es aus physikalischen Er-
wigungen klar, dal es einen stabilen Zustand geben mul, in
dem Druck und Volumen so groB sind, wie im Punkte U. Was
fiir ein Zustand ist das?

Wir ziehen durch U eine Gerade parallel zur wv-Achse.
Diese schneide irgend eine Isotherme in den Punkten X, Y, Z,
wo die beiden letzteren stabile Zustinde — den fliissigen bzw. den
Dampfzustand — darstellen. Diese Zustéinde entsprechen dem
gleichen Druck, so dal eine gewisse Menge Dampf in dem Zu-
stand Z mit einer gewissen Menge Fliissigkeit im Zustand Y
im Gleichgewicht stehen kann. Wir konnen diese Mengen in
entsprechendem Verhéltnis so wihlen, dafl das Volumen des
Ganzen durch den Punkt U dargestellt wird. Das gibt uns eine
Interpretation der physikalischen Bedeutung des Punktes U.
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Wenn der Dampf bei der Temperatur der Isotherme SZQ XRY
komprimiert wird, so bleibt die Substanz ein Dampf, bis der
Punkt Z erreicht ist. In diesem Punkte beginnt die Konden-
sation und wahrend diese fortschreitet, bewegt sich der darstellende
Punkt lings der Geraden ZX U Y, bis sich schieflich, sobald
der Punkt Y erreicht ist, die ganze Materie im fliissigen Zustand
befindet. Danach durchliuft die Substanz, die sich nun zur Génze
im fliissigen Zustand befindet, die Reihe der durch die Bahn-
kurve Y @' N dargestellten Zustéinde.

Man sieht, daB hierin ein willkiirliches Element enthalten
ist, da die Substanz anstatt die Bahn SZ UY N zu beschreiben,
ebensogut die Bahn SRR'Y N durchlaufen konnte, wo sie gleich-
falls stets auf der gleichen Temperatur gehalten wird, oder auch
irgend eine andere Bahn, die aus zwei stabilen Zweigen einer
Isotherme zusammengesetzt ist, die durch eine Linie konstanten
Druckes miteinander verbunden sind. Mit anderen Worten, es
gibt keine einzige Beziehung zwischen dem Druck und der Tem-
peratur der Verdampfung oder Kondensation. Dies ist jedoch
im Einklang mit den bekannten Eigenschaften der Materie, indem
der Bereich Z @ in Fig. 8 unterkiithlten Dampf und der Bereich Y R
iiberhitzte Fliissigkeit darstellt.

186. Wenn jedoch keine von Oberflichenspannungen, Staub-
partikeln oder anderen #uflleren Einwirkungen herriihrende Kom-
plikationen auftreten, mufl es zu jedem Druck einen bestimmten
Siedepunkt geben, so daf der Ubergang der Substanz von einem
Zustand zum anderen vollkommen bestimmt sein mufl, voraus-
gesetzt, dafl die dufleren Bedingungen genau dieselben sind. Bis-
her sind wir noch nicht zu einer solchen Bestimmung gelangt.

Maxwell?) sowohl wie Clausius?) versuchten es, die
Wege zu bestimmen, auf denen eine Substanz sich bei kon-
stanter Temperatur umwandelt. Die Schluifolgerung, zu der sie
gelangen, lautet, daB die Linie SZX YN in Fig. 8 die wirk-
liche Isotherme von S nach N darstellt, wenn die Linie ZX Y
so gewahlt wird, daf die Flichen ZQX und X RY gleich sind.
Dieser Schluf wird folgendermafBen bewiesen. Wir denken uns
die Substanz gehe von Z aus, und werde gezwungen, den Zyklus

1) Nature 2, 1875; Collected Works, 2, 445.
2) Wied. Ann. 9, 337 (1880.)



186 Physikalische Eigenschaften: Temperatur, Druck usw. [6. Kap.

von Verdnderungen zu durchlaufen, der in Fig. 8 durch die Bahn-
kurve ZQ X R Y X Z dargestellt wird, wobei der erste Teil der
Bahnkurve Z@Q X RY ldngs der gekrimmten, und der zweite
Teil Y X Z lings der geradlinigen Isotherme genommen ist. Da
dies ein geschlossener Kreisprozef ist, folgt aus dem zweiten

»

Hauptsatz der Thermodynamik, daB a6 = 0, wo d@ die ge-
y 7 g

samte der Substanz in jedem kleinen Teile der Bahnkurve zu-
gefiihrte Wirmemenge ist, und das Integral iiber die ganze ge-
schlossene Bahnkurve, die den Zyklus darstellt, erstreckt ist. Da
die Temperatur wihrend der Bewegung konstant ist, so wird
diese Gleichung lauten: [d@ = 0, so daf die Gesamtarbeit, die
an dem Gase wihrend des ganzen Zyklus geleistet wird, gleich
Null ist. Diese Arbeit ist jedoch auch gleich [pdv und daher
gleich dem algebraisch gerechneten Flicheninhalt der Kurve in
Fig. 8, die den KreisprozeB darstellt. Diese Fliche muB also
verschwinden, wie oben be-
hauptet wurde. Gegen diesen
Beweis sind Einwinde erhoben
worden, es wiirde uns jedoch
zu weit in das Gebiet der
Thermodynamik fiithren, wenn
wir diese Frage diskutieren
wollten.

Fig. 9.

187. Die Figur, die man
aus Fig. 8 erhilt, wenn man
\ die gekriimmten Teile der Iso-
>~— thermen, wie etwa ZQXRY,

1] =-‘0 v

o durch die gerade Linie ZX Y
ersetzt, wird durch die Fig. 9 dargestellt. Diese Abbildung sollte
also demgemiafl die Hauptmerkmale der beobachteten Isothermen-

systeme von wirklichen Substanzen darstellen.

188. Vergleich mit dem Experiment. Die Kurven in
Fig. 10 sind die Isothermen von Kohlendioxyd, wie sie in den
klassischen Experimenten von Andrews?) gefunden wurden. Die
Zahlen linkerhand bedeuten den Druck, gemessen in Atmosphiren,

1) Phil. Trans. 189, 575 (1869) und 167, 421 (1876).
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wobei nur die Isothermen oberhalb 47 Atmosphéren eingezeichnet
sind. Die Zahlen rechterhand bezeichnen die Temperatur der
entsprechenden Isothermen, gemessen in Centigraden.

Die der Temperatur 31,1° entsprechende Isotherme ist sehr
interessant, da sie der kritischen Isotherme sehr nahe liegt, in-
dem ndmlich die kri-
tische Temperatur nach
den Angaben von An-
drews?) bei 30,92
liegt. Auf dieser, so-
wie allen hoher liegen- 100+
den Isothermen, bleibt
dieSubstanz gasformig,
ohne Riicksicht darauf,
wie hoch der Druck ist.

An der nichst s
niederen  Isotherme,
entsprechend einer 80}
Temperatur von 21,59,
bemerken wir ein hori-
zontales Gebiet bei 1ol
einem Drucke von
etwa 60 Atmosphiren. F
Wenn der darstellende
Punkt iiber dieses Ge-  60f
biet hinweggeht, findet

Fig. 10.

p Atm,

901

Sieden oder Konden- L
sation statt. Bei einem 50} ,
0-
Drucke von etwa ' 13,1 Volum N\

60 Atmosphéren liegt

also der Siedepunkt von Kohlendioxyd bei 21,50C. Das Verhalt-

nis der Volumina im fliissigen und im Dampfzustand ist gleich

dem Verhiltnis der beiden Werte von v an den Endpunkten des

horizontalen Gebietes — ein Verhiltnis von etwa eins zu drei.
Die niederste von allen Isothermen entspricht einer Tem-

peratur von 13,10C. Hier ist die Un#hnlichkeit zwischen den

1) Keesom (1903) gibt an 30,98%, Amagats Versuche fithren zu dem
Werte 31,35.
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Volumina der Fliissigkeit und des Gases grofer als frither. In der
Tat zeigt eine Betrachtung des allgemeinen in Fig.9 gegebenen
theoretischen Diagramms, daf die Un#dhnlichkeit um so mehr her-
vortritt, je mehr die Temperatur abnimmt, so daf bei allen Sub-
stanzen der Unterschied zwischen dem fliissigen und dem gas-
formigen Zustand allméhlich immer ausgesprochener werden mub,
je weiter wir uns von der kritischen Temperatur entfernen.

Der kritische Punkft.

189. Der kritische Punkt ist, wie wir gesehen haben, der-
jenige Punkt, in dem die hindurchgehende Isotherme einen
Wendepunkt mit horizontaler Tangente hat. Er ist daher be-
stimmt durch die Gleichungen
dp _, #p_ ),

dv 7 der
Nehmen wir an, dafl der Druck durch die van der Waals-

sche Gleichung bestimmt sei
¢« RNT
(360) Pt ="

(359)

so wird aus diesen Gleichungen
2a RNT 6a _2RENT
w0 W o0
Losen wir diese auf, so erhalten wir fiir die Werte des
kritischen Volumens, der kritischen Temperatur und des kriti-
schen Druckes v,, 7, und p.

(861) v, = 8b
8a

(362) RNT, = 57
a

(363) Pe = 3733

Diese Gleichungen liefern die Koordinaten des Punktes P in
Fig. 7 (S. 182).

Durch Kombination dieser Gleichungen finden wir als Wert
von pv im kritischen Punkte
(364) Peve = 8/ RN T,,
woraus hervorgeht, dall in diesem Punkte die Abweichung vom
idealen Gaszustand durch den Faktor 3/, dargestellt wird.
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190. Es ist nun klar, daB der kritische Punkt nicht inner-
halb des Gebietes liegt, in dem man die van der Waalsche
Gleichung als gute Anniherung ansehen kann, und wir konnen
daher nicht erwarten, dafl die Gleichungen (361) und (362) den
kritischen Punkt mit Genauigkeit liefern. In der Tat hat man
gefunden?), daB fiir die meisten Gase das kritische Volumen v,
niher an 24 als an 3b liegt, wihrend der Wert von RN T, im
allgemeinen etwa 3,7 p.v. betriigt, anstatt, gemi Gleichung (364),
gleich 2,66 p,v. zu sein. Diese Zahlen zeigen jedoch, daf die
Gleichungen (361) bis (363) den kritischen Punkt mit einer Ge-
nauigkeit von 20 bis 30 Proz. zu bestimmen gestatten und um-
gekehrt kann man die Gleichungen benutzen, um die Werte a, b
mit demselben Genauigkeitsgrad zu bestimmen, wenn der kritische
Punkt bekannt ist. Die folgende Tabelle gibt ein Beispiel von
auf diese Weise berechneten Werten von a und b:

Substanz T beob. | pebeob. a ber. b ber. b (S. 180)
C-Grade Atm.
Wasserstoff . . . | —239,9 12,80 0,000 56 0,001 37 0,000 96
Helium . . . .. — 267,8 2,3 0,000 0615 0,000995 | 0,000 432
Stickstoff . . . . | —147]1 33,49 0,002 59 0,001 65 0,002 55
Luft. . .. ... — 140,7 37,2 0,002 57 0,001 56 0,002 09
Kohlendioxyd . . 31,1 73 0,007 17 0,001 91 0,002 28

Die reduzierte Zustandsgleichung.

191. Wir wollen die GroBen &, p und v einfiihren, die defi-
niert seien durch

T v

(365) tzT;,p=£,n:ac‘,

so daB t das Verhiltnis der Temperatur irgend einer Substanz zu
ihrer kritischen Temperatur bezeichnet usw. Die GroBen t, p, v
werden reduzierte Temperatur, reduzierter Druck und reduziertes
Volumen genannt.

1) Siehe §208; ferner Recueil de Constantes Physiques, Tabelle 83,
S. 243,
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Nehmen wir an, daB die van der Waalssche Gleichung
richtig ist, so haben wir [vgl. die Gleichungen (361) und (363)]

a , 8a
und die van der Waalssche Gleichung reduziert sich auf
, 3 1\ 8

Man bemerkt, daf diese Gleichung fiir alle Gase gleich
lautet, da die von einem Gase zum anderen variierenden GroBen
a und b aus ihr vollstindig verschwunden sind. Eine Gleichung,
die gleich der van der Waalsschen dazu dient, die Beziehung
zwischen Druck, Volumen und Temperatur in einem Gase auszu-
driicken, nennt man eine Zustandsgleichung, oder auch manch-
mal eine charakteristische Gleichung oder Gasgleichung. Die
Gleichung (367) wollen wir die ,reduzierte® Zustandsgleichung
von van der Waals nennen; sie lautet fiir alle Gase gleich.

Ubereinstimmende Zustiinde.

192. Nehmen wir fiir den Augenblick an, daB die van der
Waalssche Gleichung als absolut richtig fiir alle Gase angesehen
werden konne, dann geht aus der Gleichung (367) hervor, daB,
wenn irgendwelche zwei von den Grifen t, p, v gegeben sind
auch die dritte bestimmt und fiir alle Gase gleich ist. Mit
anderen Worten, es gibt eine Beziehung von der Form

(368) p = f(t0),
in der die Koeffizienten von f unabhingig von der Natur des
Gases sind.

193. Nehmen wir nunmehr an, dal die Zustandsgleichung
von allgemeinerer Natur ist, als die van der Waalssche, jedoch
auch von nur zwei Grofen abhingt, die die besondere Struktur
des betreffenden Gases bestimmen — zum Beispiel, dieselben
zwei, die wie in der van der Waalsschen Gleichung, die
GroBe und den Kohisionsfaktor der Molekiile reprisentieren.
Sind @ und b diese beiden Konstanten, so ist es klar, daf die
Zustandsgleichung in der Form

(369) p = /(R T, v/N, a,b)

geschrieben werden kann.
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Darin konnen wir die Konstanten durch neue ersetzen, und
aus Dimensionsgriinden folgt nun, daf es moglich sein muf, dies
go durchzufiihren, daB die Gleichung die Gestalt

5 p_pv T
(370) 2=ty )
annimmt, worin p,, v, 7, Konstanten — d. h. Funktionen von

a, b, N und R sind —, deren Dimensionen die eines Druckes,
eines Volumens und einer Temperatur sind.

Der kritische Punkt wird gegeben sein durch

dp _ o, ¥2 _
dv~ T de

und die Losung dieser Gleichungen muf die Gestalt haben
Vo = €; Vo, Lo = ¢y T

Aus Gleichung (370) folgt nun, daB auBerdem noch die Gleichung
p. = c3p, bestehen muB, worin ¢, c,, ¢; rein numerische Kon-
stanten sind. Macht man nun die Substitution (365), so kommt
heraus, daf Gleichung (370) in die Form

(371) p=f(t0)

gebracht werden kann, worin die Koeffizienten in f unabhiingig
von der Natur des Gases sind. Das ist dasselbe Resultat, das,
wie wir bereits gesehen haben, fiir die spezielle Gleichung von
van der Waals zutrifft [vgl. Gleichung (368)].

Nehmen wir an, dall die Gleichung in die Gestalt (371) ge-
bracht werden kann, so sagen wir, dafl zwei Gase, welche die-
selben Werte von t, p und v haben, sich in ,iibereinstimmenden“
oder ,korrespondierenden Zustinden befinden. Selbstverstéindlich
geniigt es, dal zwei von den drei GroBen t, p und v fiir beide

Gase gleich sind, damit sie sich in korrespondierenden Zustinden
befinden.

194. Das Gesetz der korrespondierenden Zustédnde.
Es ist mitunter behauptet worden, es sei ein Naturgesetz, dal,
wenn zwei von den Grofen t, p und v fiir zwei Gase gleich sind,
auch die dritte Grofe iibereinstimmen miisse, und dieses zugrunde-
gelegte Gesetz wurde ,Gesetz der korrespondierenden Zustéinde“
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genannt. Die Bedingung fiir die Richtigkeit des Gesetzes ist, wie
wir bereits gesehen haben, die, dal die reduzierte Zustandsgleichung
in die Form (371) gebracht werden kann, und dies wiederum
verlangt, dall die Natur des Gases durch blofi zwei physikalische
Konstanten sich bestimmen lidBt, wie zum Beispiel das a und &
von van der Waals. Es wird sich spiter zeigen, in welchem
Bereich das Gesetz zutrifft. Es ist offenbar keine Frage, daf das
sesetz in erster Naherung richtig ist, da ja auch die van der
Waalssche Gleichung in erster Niherung richtig ist.

Augenscheinlich behauptet das Gesetz der korrespondierenden
Zustinde, daB, wenn Verlingerungen oder Verkiirzungen in den
MaBstiben vorgenommen werden, mit denen p und » gemessen
verden, die Isothermen aller Gase gleich gemacht werden kionnen.
Wie Raveaun?) gezeigt hat, kann man diese Aussage noch in
yine andere Form bringen, némlich so, dal graphische Dar-
itellungen, in denen log p, log @ und log T als Koordinaten auf-
retragen sind, fiir alle Gase gleich aussehen miissen, wenn das
yesetz der korrespondierenden Zustinde richtig ist.

Man hat sehr viel Arbeit aufgewendet, um die Richtigkeit
les Gesetzes der korrespondierenden Zustinde zu beweisen.
iinige der erzielten Resultate sollen spiter besprochen werden
§196 bis 199).

Andere Zustandsgleichungen.

Die empirische Zustandsgleichung von Kamerlingh Onnes,

195. Nach dem Vorgang von Kamerlingh Onnes wollen
7fir eine Grofie K einfiihren, die fiir ein Gas definiert ist durch
__RENT,

T Peve

Aus Dimensionsgriinden ist es klar, dal K eine reine Zahl

ein muf. Gem#B der van der Waalsschen Gleichung sollte K

leich 2,66 sein, der Wert von K fiir wirkliche Gase ist jedoch
ngefdhr 3,7 (vgl. §208). Wir wollen ferner setzen

372)

373) bxc = -

1) Journ. de Phys. 6, 432 (1897).
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Mit dieser Bezeichnung reduziert sich die van der Waalssche
Gleichung (367) auf

27 1
(374) (p + mg) <U1( —§> =t,
was auch in der Form geschrieben werden kann
pog = _ a7
1 — l* 64 vy
(875) 8vg

—ie L <l_ﬂ.l> 1
=ttt 8762 1) Teaog T 51203 e
Unzéhlige Beobachter haben gefunden, daB eine Gleichung
von diesem Typus nicht geeignet ist, die verschiedenen Zustinde

eines Gases darzustellen, und so hat Kamerlingh Onnes die
allgemeinere empirische Formel

616)  pue=t{lbo oy B g B

g8
vorgeschlagen, wo B, G, SD_selbst Relhen von der Form
(377) B=b 4l by b
sind.

Diese Entwicklung enthélt nicht weniger als 25 frei wihlbare
Koeffizienten. Wire die van der Waalssche Gleichung richtig, so
miiiten davon alle mit Ausnahme von by, ¢, b;, e;, f, und b, ver-
schwinden, deren Werte durch folgende Tabelle dargestellt wiirden:

1 2
1086 . . . || 125000 | — 416,666
104 . . . | 156,25 0,0
105b. . . | 1953125 0,0
107¢ . . . ? 0,0
1097 . . . ? 0,0

worin die Werte von e;, f; nicht eingetragen wurden, da diese
durch Vergleich mit (375) nicht bestimmt werden konnen, da wir
Glieder mit v=5 v—7 usw. in (376) vernachléssigt haben.

Wenn das van der Waalssche Gesetz unrichtig wére, jedoch
das allgemeine Gesetz der korrespondierenden Zustéinde richtig,
so miiten die Koeffizienten in den Entwicklungen (376), (377)

fiir alle Gase gleich sein.
Jeans, Theorien. 13
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196. Kamerlingh Onnes?!) findet, dal eine allgemeine
Zustandsgleichung vom Typus (371) aufgestellt werden kann, die
mit groBer Genauigkeit die Beobachtungen von Amagat an
Wasserstoff, Sauerstoff, Stickstoff und C,H,,0 wiedergibt, ebenso
die von Ramsay und Young an C,H;,0 und von Young an
Isopentan (C; H,;). Dieso gefundenen Koeffizienten dieser Gleichung
sind in der folgenden Tabelle enthalten:

1 2 3 4 5
103b . . . 117,796 | —228,038 | — 172,891 | — 72,765 | — 3,172
10tc . . . 135,580 | — 135,788 295,908 160,949 51,109
105 . . . 66,023 | — 10,968 | —187,157 55,851 | — 27,122
107¢ . . . — 179,991 648,583 | — 490,683 97,940 4,582
108% . . . 142,348 | — 547,249 | 508,536 | —127,736 | 12,210

Der Umstand, daf dieselbe Zustandsgleichung fiir alle diese
sechs Gase giiltig ist, zeigt in der Tat den weiten Anwendungs-
bereich des Gesetzes der korrespondierenden Zustéinde. Anderseits
wurden die Koeffizienten der Zustandsgleichung von Argon von
Kamerlingh Onnes und Crommalin2) bestimmt und es zeigt
sich, daB sie betrichtlich von den in der Tabelle enthaltenen
abweichen. In einer spiteren Abhandlung?) sprechen die Autoren
die Meinung aus, daB die Abweichung des Argons von der Standard-
gleichung dem Fehlen der gewohnlichen Kompressibilitit der
Molekiile von normalen Substanzen zugeschrieben werden konnte;
mit anderen Worten, das Argonmolekiil gleicht eher der idealen
elastischen Kugel als die Molekiile der oben erwihnten Substanzen.

197. Ein Vergleich der Koeffizienten in der obigen Tabelle
und jener der Tabelle des § 195 zeigt sofort, dal die van der
Waalssche Gleichung ganz und gar nicht imstande ist, die
wahre Zustandsgleichung darzustellen; in der Tat ist ihre Genauig-
keit, wie wir bereits gesehen haben, auf den Zustandsbereich
beschriankt, in dem sich das Gas beinahe wie ein ideales Gas
verhilt, oder mit anderen Worten, auf groe Werte von t und o.

1) Enzykl. d. math. Wissensch. V, 10, 729 oder Communications from the

Physical Laboratory of Leiden XI. Suppl. 23, 115.
2) Communications from the Physical Laboratory of Leiden 118 b, 24 (1910).

3) L ¢. 121D, 25 (1911).
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Kamerlingh Onnes hat die Vermutung ausgesprochen?),
daB die van der Waalssche Gleichung mit den Beobachtungen
besser iibereinstimmen diirfte, wenn man sie auf ein Gas an-
wendet, in dem die molekularen Bedingungen den von van der
Waals betrachteten ndher kommen. Er hat daher die Isothermen
von Helium untersucht, und fand, daf sie zwischen 100°C und
— 217 C sehr gut durch die Gleichung

NRTb—a 5 NRTb?
po = NRT+—“*5~ S 8 ;-
dargestellt werden, was einfach die durch Einbeziehung der
Boltzmannschen Korrektur zweiter Ordnung richtiggestellte
van der Waalssche Gleichung ist. Wir miissen jedoch bemerken,
daB der Wert von 7, fiir Helium sehr niedrig ist, etwa 5,3° abs,,
so daB der von Kamerlingh Onnes untersuchte Temperatur-
bereich von etwa t = 10 bis t = 70 reicht, und fiir diese hohen
Werte von t muf die van der Waalssche Gleichung auf jeden Fall
eine gute Ndherung liefern.

Die Zustandsgleichung von Clausius.

198. Man hat verschiedene Versuche gemacht, die van der
Waalssche Gleichung durch Einfiihrung von mehr willkiirlichen
Konstanten zu verbessern, die man so wihlen kann, daf die
Gleichung mit dem Experiment besser iibereinstimmt.

Die beste dieser Gleichungen ist die von Clausius, ndmlich

(378) (v + T@%W> (w—b) = RNT.

Setzen wir darin ¢ = 0, so wird die Gleichung der van der
Waalsschen dhnlich, wobei aber das @ der van der Waalsschen
Gleichung durch o'/ ersetzt ist; mit anderen Worten, anstatt
daB o konstant ist, wird angenommen, dal es der Temperatur
umgekehrt proportional sei. Man hat gefunden, daf fiir einige
Gase die Gleichung von Clausius, in dieser Weise reduziert,
besser die Beobachtungen darstellt als die van der Waalssche
Gleichung.

Setzt man jedoch ¢ in (378) nicht gleich Null, sondern
behandelt es als willkiirliche Konstante und wahlt es so, daBl es

1) Communications from the Physical Laboratory of Leiden, 102 a (1907).
13*
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den Beobachtungen geniigt, so findet man, dall es keineswegs die
Tendenz hat, zu verschwinden. Die folgende Tabelle enthilt die
Werte von ', b und ¢, die von Sarrau?) als beste Niherungen
zu den Beobachtungen von Amagat angegeben worden sind:

Gas : a! b i c ¢/b
|
Stickstoff . . . . . . 0,4464 0,001359 0,000263 | 0,19
Sauerstoff . . . . . . 0,5475 0,000890 0,000686 0,75
Athy]en ....... 2,688 0,000967 0,001919 1,98
Kohlendioxyd . . . . 2,092 0,000866 0,000949 1,10

199. Das Gesetz der korrespondierenden Zustinde.
Wir haben bereits gesehen, dafl, wenn die van der Waalssche
Gleichung richtig wire, das Gesetz der korrespondierenden Zustinde
als notwendige Komsequenz folgen wiirde, da in der van der
Waalsschen Gleichung nur zwei Konstanten a und & enthalten
sind, die die MaBstibe liefern, an denen Druck und Volumen in
reduzierten Koordinaten gemessen werden konnen.

In der Gleichung von Clausius [Gleichung (378)] jedoch
gibt es drei einzelue Konstanten o/, & und ¢, und von diesen
liefern zwei, namlich & und ¢ verschiedene MafBstibe, an denen
das Volumen gemessen werden kann: diese beiden Malstibe
werden nur dann identisch, wenn & und ¢ in einem konstanten
Verhiltnis zueinander stehen. Wenn also das Gesetz der korre-
spondierenden Zustéinde richtig wire, so miite das Verhiltnis ¢/b
fiir alle Gase das gleiche sein. Die letzte Spalte der obigen

Tabelle zeigt jedoch, dal die Werte von ¢/b auch nicht anndhernd
konstant sind.

200. Clausius hat urspriinglich die Formel (378) erdacht, in
dem Bestreben eine Formel zu finden, die den Beobachtungen
von Andrews an Kohlendioxyd geniigt. ks zeigte sich, dafi
man diese Formel in gute Ubereinstimmung mit den Beob-
achtungen an Kohlendioxyd bei hohen Dichten bringen kann, daf
jedoch bei kleinen Dichten die Formel von van der Waals die
Beobachtungen besser wiedergibt, wie auch zu erwarten war?).

1) Compt. Rend. 114, 639, 718, 845 (1882).
?) Siehe ein Diagramm bei Berthelot, Arch. Néerl. §, 420 (1900), ab-
gedruckt im Recueil de Constantes Physiques, S. 246.
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Ferner zeigte sich, daf die Gleichung (378), obschon sie in dem
Falle des Kohlendioxyds zum Teil erfolgreich war, bei anderen
Gasen nicht in gleicher Weise zum Erfolg fithrte, und Clausius
schlug daher die allgemeinere Form vor

"
{p + <T%—a”’T>(7:}li7)é}(v—b) — RNT,

die fiinf willkiirliche Konstanten enthédlt. Fiir Kohlendioxyd
findet man » = 2 und & = 0, so dall sich die Gleichung auf
(878) reduziert, fiir andere Gase jedoch nidhern sich % und a"
keineswegs diesen Werten. So findet zum Beispiel Clausius?),
daB fiir Ather » = 1,192 und fiir Wasserdampf » — 1,24 ist,
wihrend man, um mit den Beobachtungen an Alkohol in Uber-
einstimmung zu kommen, » selbst als Funktion der Temperatur
und des Druckes ansehen muB, da seine Werte von 1,087 bei 0°C
bis 0,184 bei 240°C variieren.

Es ist selbstverstdndlich, dal keine dieser Formeln endgiiltig
ist und es ist moglich, mit ihrer Erweiterung unbeschriinkt fort-
zufahren, ohne zu einer vollig befriedigenden Formel zu gelangen,
was man in der Tat hétte aus dem Umstand vorwegnehmen
konnen, dafl sie rein empirischer Natur sind, und nicht auf
einer befriedigenden theoretischen Basis ruhen.

Aligemeine Berechnung des Druckes.

201. Wir wollen nun untersuchen, was fiir eine Art von
Formel aus der kinetischen Theorie fiir die allgemeine Be-
ziehung zwischen Druck, Volumen und Temperatur vorausgesagt
werden kann, es wird sich jedoch zeigen, dafl die erhaltene Formel
von so komplizierter Natur ist, daB es nicht méglich ist, sehr
weit vorzudringen.

Wir werden die Berechnungen des § 146 modifizieren, so daf
man sie anwenden kann, ohne daf eine Annahme iiber die Grole
oder Struktur der Molekiile gemacht wird. Bei dieser Berechnung
schitzten wir die Zahl der Molekiile ab, die Geschwindigkeiten
zwischen den gegebenen Grenzen dudvdw haben und auf das
Element dS in der Zeit dt auffallen und wir zeigten, daf sie
gleich der Zahl jener Molekiile war, die zu Beginn des Intervalls d¢

1) Vgl. Preston, Theory of Heat, S.511.
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innerhalb eines bestimmten Volumenelementes ud Sd¢ lagen.
(Vgl. Fig. 11.) Von den allgemeineren Molekiilen, die wir nun
betrachten, miissen wir annehmen, dafB sie auller den Koordinaten
fir Lage und Geschwindigkeit des Schwerpunktes u, v, w, z, y, 2
eine Anzahl von Koordinaten ;, £,... besitzen, die ihre Richtung
und ibren inneren Zustand bestimmen. Alle Molekiile in dem
Gefdll, seien sie nun chemisch gleich oder nicht, konnen in
Klassen «, 8, ... eingeteilt werden, so daB alle Molekiile in
irgend einer Klasse untereinander chemisch gleich sind, ihre
Koordinaten £,, £,... zwischen den bestimmten Grenzen df,, d&,...
liegen und die Komponenten ihrer Geschwindigkeiten u, v, w in

Fig. 11. Fig. 12.

as a8

einem bestimmten Gebiet dudvdw. Alle Molekiile in einer der
Klassen stellen also einen Hagelschauer von parallel zueinander
sich bewegenden Molekiilen dar, die wiahrend der Bewegung ein-
ander, was ihre dynamische Bestimmung betrifft, gleich bleiben,
solange sie nicht durch StoBe beeinflufit werden.

Fiir irgend eine besondere Klasse von Molekiilen, sagen wir
o, moge g die senkrechte Distanz vom Schwerpunkt des Molekiils
zu derjenigen Tangentialebene an die Oberfliche des Molekiils
zu Beginn des Zeitintervalls d¢ bedeuten, die senkrecht zur
z-Achse und daher parallel zu dS steht. Die entsprechende
senkrechte Distanz am Ende des Zeitintervalls d¢ wird gleich sein

g+ dq/dt.dt.

Die Molekiile der Klasse «, die in einem Zeitintervall dt
auf dS auftreffen werden, sind jene, deren Schwerpunkte zu
Beginn dieses Intervalls innerhalb eines bestimmten zylindrischen
Volumens liegen, wie in Fig.12. Der Querschnitt dieses Gebietes
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ist gleich dS und dieses ist begrenzt von Ebenen in den Ab-
stinden ¢ und ¢4 udi 4 dg/dt.dt von dS. Das Volumen dieses
zylindrischen Elementes ist demgemill

(u-;—%)det

und wenn v, die Dichte der Molekiille der Klasse o in diesem
bestimmten Volumenelement ist, wird die Zahl der St6Be gegen
d S in dem Intervall dt gleich sein

dg>
(379) v (u—{—m)det.

Die Impulse, die auf die Fliche d S in der Zeit dt iibertragen
werden, konnen in zwei Teile geteilt werden, sagen wir @, und
@,, 80 dab @, die Summe der Impulse ist, die von den Molekiilen
bis zu dem Augenblick iibertragen wird, in dem ihr Schwerpunkt
in der Richtung senkrecht auf die Begrenzung zu Ruhe gekommen
ist (das ist der Augenblick, in dem ¥ = 0) und ®, die Summe
der iibrigbleibenden Teile der Impulse ist.

Jeder der in dem Ausdruck (379) aufgezihlten Stofie tragt
zu @, den Beitrag mu bei, so dall

(380) o, = Emva(u+(fi—z>ud8dt

ist, wo die Summation iiber alle Klassen von Molekiilen e, 8, 7...
zu erstrecken ist, fiir die  positiv ist.

Der Wert von @, wird offenbar genau analog dem von @,
sein. Wir konnen annehmen, dal er dem Ausdruck (380) genau
gleicht, bis auf den Umstand, dal die Summation {iiber alle
Klassen von Molekiilen zu erstrecken ist, fiir die u negativ ist.

Durch Addition der Ausdriicke von @, und @, findet man

d
(381) W, + Wy = Emva<u+d—(§>ud Sdt,

worin die Summation sich iiber alle Klassen von Molekiilen
erstreckt. Man sieht sofort, daf bei der Ausfithrung der Summation
die Glieder mit dq/dt verschwinden miissen. Da ferner @, + @,
= pdSdt, haben wir

(382) P = Smveu
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analog zu unserer fritheren Gleichung (306). Die Summation
erstreckt sich fiber alle Werte von u, so daf die Gleichung in
den édquivalenten Formen

(383) p=Cv)RT = =

geschrieben werden kann.

Obschon wir nun bewiesen haben, daB sich dieses allgemeine
Resultat in einer sehr einfachen Form ausdriicken lift, so muf
doch daran erinnert werden, daf die Bedeutung des Symbols v,
sehr kompliziert ist. Demgem&f kann die Auswertung von p nur
in sehr einfachen Fillen vollstindig ausgefiihrt werden.

202. Wir wollen uns iiberlegen, was fiir eine Gestalt das
Problem annimmt, wenn man sich vorstellt, dafl die Molekiile alle
kugelférmig sind, und einen bestimmten Durchmesser ¢ haben,
der nicht als sehr klein angesehen werden kann. In diesem Falle
wird ¢ identisch mit 1/, 6, so dall dg/d¢ verschwindet. Die Klassen o,
B, v von Molekiilen sind nun, wie frither in § 146 nur durch die
verschiedenen Werte fiir die Geschwindigkeitskomponenten u, v,
w unterschieden und >} v, kann ersetzt werden durch v,, wo v,
die Dichte der Molekiilmittelpunkte in einem Volumenelement
bedeutet, in einer eben grofleren Entfernung als 1/,6 von der
Begrenzung.

In der Bezeichnung des §67 [Gleichung (124)] ist, wie wir
gefunden haben, die ,effektive molekulare Dichte“ », in irgend
einem Punkte gegeben durch die Gleichung

(b, ¢, d..)
I(a, b, ¢, d...)’

die den Wert von », im Punkte z,, Yay 4 berechnen Jaft. Hier ist
I(a, b, ¢, d...) das iiber den ganzen Phasenraum mit Ausnahme
der durch den §36 ausgeschlossenen Teile integrierte Volumen-
element.

Das iiber den ganzen Phasenraum integrierte Volumenelement
ist, wie in §65 gleich 2F, wo & das Volumen des GefiBes ist,
in dem nach Annahme das Gas eingeschlossen ist. Die aus-
geschlossenen Teile gehoren zu zwei Typen.

Zunichst haben wir das durch die Gleichungen (60) bestimmte
Gebiet auszuschliefien, worin @ (24, ¥q, 24) <1/;6. Diese Aus-
schliefung kann vollkommen durch Beschrinkung der Grofle

(384) v, = N
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unseres Gefifles in Rechnung gesetzt werden, indem man annimmt,
daf es durch eine Schicht von der Dicke 1/,6 vom Innern
getrennt sei. Ist das iibrigbleibende Volumen gleich &', dann
wird der korrigierte Wert des Integrals I(a, b, c...) offenbar
lauten L'%.

Ferner miissen wir aus dem Phasenraum diejenigen Gebiete
ausschlieBen, die gegeben sind durch

(385) (#a — 26 + (Ya— o)* + (20 — 20)* < 0%

Wir wollen den Beitrag zu dem ganzen Integral &'V betrachten,
der auf Grund dieser besonderen AusschlieBung entfernt werden
mubB. Das ganze Integral moge alle moglichen Wege darstellen,
um die Mittelpunke der Molekiile 4, B... iiber das Volumen £’
zu verteilen, wobei jede Lage fiir jedes Molekiil in gleicher Weise
moglich ist. In diesem Falle stellt der Beitrag, der die Bedingung
(385) befriedigt, alle Anordnungen dar, fiir die die Mittelpunkte
von A und B in einer Entfernung ¢ voneinander liegen.

In Fig. 13 moge der schraffierte Teil die Schicht von der
Dicke 1/,6 an der Begrenzung des Gefifles bedeuten, und die
Kreise mogen die moglichen Lagen fiir das.
Molekiil B vom Durchmesser ¢ darstellen.

Ist B in einer Lage, in der sein Mittel-
punkt sich in einer gridferen Entfernung als ¢
von der Begrenzung des Volumens £2’ befindet,
s0 ist das Verhéltnis der im Phasenraum dar-
gestellten Konfigurationen, in denen die Be-
dingung (385) befriedigt ist — oder was das-
selbe ist, in denen der Mittelpunkt von 4 inner-
halb einer Kugel vom Radius 6 liegt, welche B
umgibt —, gleich dem Verhiltnis des Volumens
dieser Kugel zu dem ganzen Volumen, das
dem Mittelpunkt von A zur Verfiigung steht,
und daher gleich ¢/;wae8/82". Ist jedoch B in
einer Lage, in der sein Mittelpunkt sich in einer kleineren Ent-
fernung als ¢ von der Begrenzung des Volumens £ befindet, wobei
es sich in einer Lage wie in I in Fig. 13 befinden kann, in der sein
Mittelpunkt sich in einer groferen Entfernung als 1/, 6 von der Be-
grenzung befindet, oder wie in II in Fig. 13, wo sein Mittelpunkt
eine kleinere Distanz als 1/,6 von der Begrenzung hat, dann ist das

Fig. 13.
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fragliche Verhiltnis kleiner als das eben gefundene, da nunmehr 4
bloB in dem Teile der Kugel vom Radius ¢, die B umgibt, liegen
kann, der im Innern des Volumens £’ liegt. Wenn schlieSlich
B in der Lage III ist, so ist das Verhiltnis blof die Hailfte
der obigen Grofle, ndmlich 2/;763/Q, da es nunmehr fiir 4
blof méglich ist, im Innern einer der Halbkugeln der Kugel um B
zu liegen. Nimmt man das Mittel iiber alle Lagen von B, so ist
es offenbar berechtigt, diese Ausnahmefille auller acht zu lassen,
und wir kommen zu dem Resultat, daB das Verhiltnis der Fille,
in denen die Bedingung (385) befriedigt ist, gleich ist 4/, m a3/,
Wiirde also die Bedingung (385) das einzige Gebiet definieren,
das man auszuschliefen hétte, so wiirde sich das ganze Integral
Q¥ um 4/;w63/Q'¥—1 verkleinern.

Es gibt nun aber 1/, N(N—1) solche Bedingungen ent-
sprechend allen moglichen Paaren von Molekiilen. Die gesamte
Verminderung ist also 1/, N(N—1) mal grofer als der obige
Betrag. Davon muf eine Grofle abgezogen werden, welche Gebiete
darstellt, in denen zwei der Bedingungen vom Typus (385) auf
einmal befriedigt sind. Dies muf abermals korrigiert werden,
in Anbetracht der Moglichkeit, daBl mehr als zwei von diesen
Bedingungen auf einmal befriedigt sind, und so unbegrenzt
weiter.

Auf diese Weise erhalten wir eine Entwicklung nach fallenden
Potenzen von &', deren zwei erste Glieder, wie wir gezeigt haben,
lauten,

(386) I(a,b, ¢ d...)= QY —2 maN(N—1)Q¥~14...

Das Integral I(b, ¢, d...) kann auf dhnliche Weise ausgewertet
werden, nur mit dem Unterschied, daf in diesem Falle angenommen
ist, daf das Molekiil A bereits mit der Begrenzung in Beriihrung
steht, und sich daher in der Lage IlI in Fig.13 befindet. Daher
ist der fiir die Mittelpunkte der Molekiile B, C, D... zur Ver-
fiigung stehende Raum gleich £'— 2/, w68 an Stelle des obigen £’
und die Zahl der Molekiile ist N — 1 anstatt N. Machen wir
die nétigen Anderungen in Gleichung (886), so erhalten wir eine
Entwicklung von der Form

I(bye,d..) = (& —2/;ma3)N—1
(387) { —2/37Z63(N—])(N—2)(52,’_2/37563)Nv2+_._
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Gleichung (384) fiihrt demgemaB zu dem Werte
(R —3/ymas)N—1—23/, w68 (N—1) (N—2) (L' —2/yma)V 2 |- ...
QN —2/was N(N—1)Q¥—1+4 ...

’Ub:

N N—1 \
:@<1+2/3“63 o +)7
wenn wir bis zum zweiten Gliede entwickeln; und da wir in der
Grenze setzen konnen

N—1_N_N_
Q T Q7
erhalten wir »; in der Form
(388) vy = v+ 2/ mwa3 Vs 4 .-
Benutzen wir diesen Wert fiir v, in Gleichung (383), so erhalten
wir die Gleichung

3
(389) p:%:(v+%iv2+--->RT,
was mit Gleichung (325) in den beiden ersten Gliedern iiber-
einstimmt.

Diese Methode kann man offenbar benutzen, um die Ent-
wicklung (388) fiir v, bis zu so viel Gliedern zu erhalten, als man
wiinscht; die Rechnungen sind jedoch recht miihevoll und die
Resultate von geringem Wert, da sie die Annahme enthalten, da$
die Molekiile kugelformig sind. Diese Annahme mag vielleicht
zu leidlich richtigen Resultaten fiihren, wenn wir uns blof mit
den Gliedern erster Ordnung befassen, es kann jedoch kaum er-
wartet werden, dafl sie zu richtigen Ergebnissen fiihrt, was die
Glieder von zweiter und von hoherer Ordnung betrifft.

203. Wir haben ferner zu untersuchen, wie man auf das
Vorhandensein von Kohésionskriften in der Druckgleichung Riick-
gicht nehmen kann. Der physikalische Effekt von Kohisions-
kriften ist bereits (§ 161) erldutert worden, als wir die van der
Waalssche Gleichung ableiteten, so daf wir sofort mit der Vor-
stellung eines Kraftfeldes an und nahe der Begrenzung des Gases
beginnen konnen. Der Effekt dieses Kraftfeldes auf das Gas als
Ganzes wird darin bestehen, daf die Dichte des Gases in Punkten
in der Ndhe der Begrenzung gedndert wird.

Ist  der Betrag an Arbeit, der aufgewendet werden mus,
um ein Molekill aus einem Punkte im Innern des Gases zu der
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Begrenzung zu ziehen, entgegen den anziehenden Koh#sionskriften,
dann ist die Dichte an der Begrenzung, sagen wir g, gemil
Gleichung (232) gegeben durch

(390) Qo = Q.e"2hx

wo ¢ die Dichte im Innern des Gases ist, und daher gleich der
mittleren Dichte des Gases als Ganzen. Ist der Effekt der Ko-
hisionskrifte klein, so wird die Gasdichte anndbernd iiberall
gleich sein und 5 von der Form ¢+, wo ¢ unabhingig von der
Dichte ist.

Offenbar héngt der Druck in dem Gase bloB von der Gas-
dichte in der der Begrenzung anliegenden Schicht ab und ist
daher fiir das betrachtete Gas ebenso gro, wie er fiir ein von
Kohésionskriften unbeeinflutes Gas wire, das iiberall die gleiche
Dichte @, hétte. Daher ist der Druck gegeben durch

(891) p» =7(0) BT,

Wwo v (9o) die effektive Dichte », fiir ein Gas von der Dichte g,
bedeutet, wihrend der Wert von ¢, durch Gleichung (390) be-
stimmt ist.

204. Die Gleichung (391) driickt die allgemeine Beziehung
zwischen Druck, Volumen und Temperatur aus. Benutzen wir
den Wert von v, der von Gleichung (388) geliefert wird, so wird

daraus :
(392) p= RIT(ve~2hr 4 3 masvie—4hr | ...)

Die Klammer auf der rechten Seite kann als Produkt von
e—2%z und einer Entwicklung nach Potenzen von 6%e—2%% an-
gesehen werden. Fiihren wir eine neue GroBe 6, ein, die definiert
ist durch
(893) 0, = 6 e~ sk,

8o wird der Druck gegeben sein durch

(394) p = RTv (6,)e=2hs,
worin ’
(395) vy (6)) = v + QV’,:G—CW TH

ist, und daher dieselbe Funktion von 6, darstellt, wie v, von a.



§ 208—206]  Kleine Abweichungen vom Boyleschen Gesetz. 205

Kleine Abweichungen vom Boyleschen Gesetz.

205. Sind die Abweichungen vom Boyleschen Gesetz klein,
so kann y durch @¢ ersetzt werden und 6, mit ¢ identifiziert
werden. Daher kann man in Gleichung (394) e—2%7 ersetzen
durch 1 —2hov oder 1 —% und v, (6,) wird identisch mit v,

oder v (1 4+ 3/; w63v), was wiederum in der Bezeichnung des § 160

gleich wird 1/(1 + %) Gleichung (394) verwandelt sich also in

p = RT’V<1 + %)(1 —%%,),

was bis auf Glieder, die von erster Ordnung klein sind, ebensogut
in der Form

(596) __RNT a

T o—b v

geschrieben werden kann, wo a = N2my gesetzt ist. Dies ist
identisch mit der van der Waalsschen Gleichung.

Die Zustandsgleichung von Dieterici.

206. Machen wir von der eben erhaltenen Beziehung zwischen
¥ und a Gebrauch, so zeigt sich, daB fiir kleine Abweichungen
vom Boyleschen Gesetz die Gleichung (394) identisch wird mit
__RNT @

= € RNTv,
/U —_—

(397)

einer zuerst von Dieterici vorgeschlagenen Zustandsgleichung?).

Theoretisch genommen hat diese Gleichung genau denselben
Geltungsbereich als das van der Waalssche Gesetz, da sie blof
bis auf Glieder richtig ist, die von erster Ordnung klein sind. In
einem fritheren Abschnitt hatten wir untersucht, was fiir einen Fehler
man macht, wenn man annimmt, daf das van der Waalssche
Gesetz iiber die erste Ordnung hinaus richtig sei: wirfanden, dal} im
kritischen Punkte das van der Waalssche Gesetz das Verhéltnis b/v
gleich 8 voraussagt, wihrend der richtige Wert etwa 2 ist, wihrend

1) Wied. Ann. 65, 826 (1898) und 69, 685 (1899).
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fiir das durch die Gleichung (372) definierte Verhdltnis K das
van der Waalssche Gesetz den Wert 22/; voraussagte, wahrend
der wahre Wert etwa 3,7 betrigt. Es ist der Miihe wert, zu
priifen, ob die Gleichung (397) besser oder schlechter mit dem
Experiment iibereinstimmt, als die van der Waalssche Gleichung
in Gebieten, in denen die Abweichungen nicht mehr klein sind.

Wire die Gleichung (397) iiber den ganzen Bereich von
Druck, Volumen und Temperatur giiltig, so wiirden die Gleichungen,
welche den kritischen Punkt darstellen, ndmlich

dp _, &p

=% =0
lauten
1 a
(898) G5 EBNTe — "
1 2a
(399) = ENTS ="

Daraus finden wir sofort, dall im kritischen Punkte

(400) ve = 2b
und a
BENT = 4
Also 1st
RNT, _,
pc = b (£ )

so dafl das Verhiltnis K gleich ist

(401) x — BN

= 1/,e2 — 3,695.
/Ucpc

Man sieht sofort, daf die durch die Gleichungen (400) und
(401) gelieferten Werte von v, und K, viel besser mit dem
Experiment iibereinstimmen, als die Werte 35 und 2,66 nach der
van der Waalsschen Gleichung. Obschon daher die Glei-
chung (397) innerhalb des Gebiets, in dem diese Gleichungen an-
wendbar sind, dieselbe Giiltigkeit hat als die van der Waalssche
Gleichung, so folgt sie den wahren Gesetzen weit genauer als
die van der Waalssche Gleichung, wenn wir uns aus diesem
Gebiet herausbegeben.
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Setzen wir die Werte von T, p, und v, ein, so finden wir
die ,reduzierte“ Form der Gleichung (397)

(402) p(2o—1) = 1209,

207. Vergleich mit dem Experiment. Ware die Glei-
chung (397) genau richtig, so sollten wir haben

ekzg:ﬁ{{ _ BNT
p—0b)
was sich, wenn man auf beiden Seiten die Logarithmen nimmt,
mit v multipliziert und (b/v)? vernachléssigt, in
sy = vlog (B0,0) + 0
verwandelt.

Es sollte also bis auf Glieder von héherer als der ersten
Ordnung vlog (%) langs jeder Isotherme konstant bleiben;
aus dem, was wir in § 205 gesehen haben, folgt, dall man das-
selbe Resultat auch aus der van der Waalsschen Gleichung
hitte erhalten konnen.

Die folgende Tabelle enthélt die einander entsprechenden Werte
von p und v, die bei der kritischen Temperatur von Isopenthan
von Young?t) beobachtet worden sind. Diese Temperatur betrigt
nach Young 187,80C, das kritische Volumen ist 4,266 cm3 fiir
ein Gramm Gas und der Wert von K gleich 3,739. Die Werte
von p in der dritten Kolonne sind von Dieterici?) aus der

Gleichung (402) berechnet und jene von v log (Rj\iT) in der vierten

Kolonne aus Youngs Beobachtungen.

Es geht daraus hervor, dal v»log fiir alle Drucke unter

12 Atm. annghernd konstant ist. Das wire also das Gebiet,
innerhalb dessen eine erste Annéiherung giiltig ist. Es ist jedoch
auch noch eine recht gute Ubereinstimmung zwischen den beob-
achteten und berechneten Werten von p weit aullerhalb dieses
Gebietes vorhanden, was auf eine bemerkenswerte Genauigkeit
der Zustandsgleichung schliefen 148t.

1) 8. Young, Proc. Roy. Soec. 15, 126 und 16, 11.
2) Ann. d. Phys. 5, 58 (1901).
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Die kritische Isotherme von Isopenthan,
Kritische Temperatur — 187,80 C. Kritisches Volumen = 4,266 cm3/g.

Vol.v || Druck p | Druck p olo RNT'| Vol.v | Druck p | Druck p olo RNT
pro g | mm Hg (ber.) | g pv | pro g|| mm Hg (ber.) ¢ po
o4 | 49080 | 42780 | 1,271 8 | 23710 | 23400 | 2582
95 | 40560 | 35810 | 1,86 9 | 20930 | — 2,576
26 | 34980 | 32090 | 1,669 10 | 22040 | 21590 | 2,575
28 | 28940 | 28390 | 1,938 | 12 | 20300 | 19850 | 2,568
30 | 26460 | 26780 | 2,103 15 | 17980 | 17540 | 2548
32 | 25490 | 26000 | 2205 | 20 | 14840 | 14560 | 2,564
36 | 25050 | 25420 | 2,326 30 | 10950 | 10770 | 2,526
40. | 25020 | 25320 | 2402 | 40 | 8570 | 8508 | 2624
43 | 25010 | 25300 | 2447 50 {7068 | 7025 | 2,625
46 | 25000 | 25300 | o483 | 60 | 6001 | 5978 | 2,652
5 24990 | 25240 | 2520 | 80 | 4614 4604 1 2680
6 24840 | 24880 | 2564 | 90 | 4182 4127 2,687
’ 01400 | o o577 | 100 [ 8750 | 8740 | 2,680

Werte von Konstanten im Kkritischen Punkte.

208. Die folgende Tabelle enth#lt einige von zuverlédssigen
Beobachtern gefundene Werte der Grifle K:

Gas K Beobachter

Sauverstoff. . . . . . . 3,419 , .
Stickstoff . . . . . . . | 3421 } Iﬁi?;ifl‘f gfd (1)11111::1)
Argon . . . ... .. 3,424
Xenon . . ... .. 3,605 Patterson?)
Sumpfgas - . . . . .. 3,67 Berthelot?)
Kohlendioxyd . . . . . 3,61 "

e e e 3.61 Young?)
CCl, . . ....... 8,68 ”
CeHg . o . . v .. 371 »
SnCl,. . . . ... .. 8,75 »
CgHgBr. . . . . . .. 3,78 ,,
CeHsCl. . . .. ... 3,81 ”

579 (

1) Communications from the Physical Laboratory of Leiden 1914, 8. 145.
2) Patterson, Cripps und Whytlaw Gray, Proc. Roy. Soc. (A) 86,

1912).

3) Bull. de la Soc. Fran¢. de Phys. 167, 4, 1901.
4) Phil. Mag. 1892, S.503; 1894, 8.1 und §0, 303 (1900).
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Es moge hinzugefiigt werden, dall Young der Meinung ist, dal
fiir alle Substanzen, die den kritischen Zustand ohne chemische
Verdnderungen erreichen konnen, K anndhernd konstant ist und
ungefihr den Wert 3,7 hat.

Es ist schwieriger, Werte fiir das Verhiltnis v, zu & anzugeben,
da b schwer zu bestimmen ist, und fiir viele Substanzen geben
verschiedene Beobachter stark differierende Werte fiir die kritischen
Konstanten an. Die folgenden Werte jedoch sind recht verlaflich:

Wasserstoff?) . . . v, = 0,00269, b = 0,00096, v,/b = 2,80
Stickstoffl) . . . . v, = 0,00382, b = 0,00255, v,/b = 1,50
Luft?) . . ... . v, = 0,00892, b = 0,00209, v,/b = 1,89
Sauerstoff3) . . . . v, = 0,00882, 4 = 0,00228, v,/b = 1,46
Kohlendioxyd4) . . v, = 0,00424, b = 0,00228, v,/b = 1,86
Argon®) . . . .. v, = 0,00328, b = 0,00232, v,/b = 141

Soweit man daraus schliefen kann, 148t sich vermuten, daf}
die Werte K = 3,7 und v./b — 2,0 recht nahe der Wahrheit
kommen diirften¢). Das sind aber die aus der Zustandsgleichung
von Dieterici vorausgesagten Werte. Wir bemerken, dafl die
Verinderungen in den Werten von K und v,/b fiir verschiedene
Gase einen Finzerzeig geben, in welchem Grade das Gesetz der
korrespondierenden Zustdnde ungenau ist. Wire dieses Gesetz
genau richtig, so wiirden die Werte dieser Grofen fiir alle Gase
gleich sein.

1) Die kritischen Volumina sind von Dewars Werten der kritischen
Dichte abgeleitet (aus dem geradlinigen Durchmesser).

2) Erhalten durch Kombination der Isothermen Witkowskis fiir
Luft bei niedrigen Temperaturen mit den Werten von Olszewski fiir die
kritische Temperatur und den kritischen Druck (s. S.189).

8) Der Wert von v, ist der von Mathias und Kamerlingh Onnes
angegebene (Leiden Comm. Nr.117). Der Wert von b ist aus dem Werte
von 1/, 6 abgeleitet, der aus dem Viskosititskoeffizienten folgt (vgl. § 386).

4) Aus Amagats Experimenten abgeleitet, die eine kritische Dichte
0,464 liefern. Dieser Wert von v, stimmt sehr nahe mit dem aus Kamer-
lingh Onnes Experimentalstudie iiber die kritische Isotherme von CO,
folgenden {iberein.

5) Der Wert vou v, ist der von Kamerlingh Onnes (Leiden Comm.
Nr.120a). Der Wert von b ist auf dieselbe Weise abgeleitet, wie bei Sauerstoff.

6) Berthelot stellt es als allgemeine Regel hin, dal das kritische Vo-
Jumen ungefihr gleich dem vierfachen Kovolumen v, ist, das durch unsere
Gleichung (358) geliefert wird, das jedoch auch nach seiner Annahme gleich
b sein soll (siehe Recueil de Constantes Physiques, S.244). Die Beziehung
v, = 4w, liefert v,/b = 1,35. Viele Forscher haben angenommen, Ber-
thelots Aussage bedeute, daB v,/b = 4.

Jeans, Theorien.

14
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1. Kapitel.
Physikalische Eigenschaften.

(Fortsetzung.)

Massenbewegung, Thermodynamik, Kalorimetrie
und Dissoziation.

Die Gleichungen der Massenbewegung.

209. Im letzten Kapitel haben wir gesehen, in welcher Weise
durch eine Schar bewegter Molekiile ein Druck ausgeiibt wird.
Wir wollen nun versuchen, das Studium der physikalischen Eigen-
schaften eines aus bewegten Molekiilen bestehenden Mediums
weiterzufiihren, besonders im Hinblick auf die Ahnlichkeiten
zwischen dem Verhalten eines solchen Mediums und dem einer
kontinuierlichen Fliissigkeit.

Wir werden nun nicht allein Probleme betrachten, bei denen
gich das Gas in einem stationdren Zustand befindet, so dal
in jedem Punkte das Maxwellsche Verteilungsgesetz gilt. Wir
werden Probleme betrachten, in denen das Geschwindigkeits-
verteilungsgesetz die allgemeine Gestalt f(u,v,w) hat, und es soll
auch nicht linger angenommen werden, daf das Verteilungsgesetz
in jedem Punkte das gleiche sei: wir werden zulassen, daf das
Verteilungsgesetz sowohl von z,y,# als auch von u,v,w abhinge.
Wenn es notwendig werden sollte, dies besonders anzuzeigen, so
werden wir das Verteilungsgesetz in der Form

f(ui v, W, x/ y’ Z)-

schreiben.
Die Zahl der Molekiile, deren Mittelpunkte sich in dem Ele-

ment dzdyds um den Punkt x,y4,2 befinden und deren Ge-
schwindigkeiten sich innerhalb dee Gebiets du dvdw um die Werte
u,v,w befinden, wird gleich sein

(403) v (u,v,w,x,y,2)dudvdwdzdyda.

In diesem Ausdruck wird v im allgemeinen eine Funktion
von z,y,2 sein und sich auf denselben Punkt beziehen, wie f.
Es ist oftmals zweckmifBig, das Produkt v als eine einzige Va-
riable anzusehen.
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Die hydrodynamische Kontinuitdtsgleichung.

210. Wir betrachten das kleine Volumenelement dzdydz
im Innern des Gases, das seinen Mittelpunkt im Punkte £,7,¢
hat, und begrenzt ist von sechs Ebenen, parallel zu den Koordi-
natenebenen, deren Gleichungen lauten:

(404) xvzgil/ﬂdxv y:ni1/2d% z:@il/ﬂdz.

Die Zahl der Molekiile der Klasse A (definiert auf S.23),
welche die Ebene £ = £ — Y/, dx gegen das Innere des Volumen-
elementes hin in der Zeit d¢ durchkreuzen, wird gleich sein

j'_"uf(u,v,w,g—%dx,y,z)dydz dudvdwudt,

worin sich die Integration auf y und # bezieht, und zwar zwischen
den Grenzen y = n+Y,dy, 2 = {+1/,dz Bis auf GroBen, die
von zweiter Ordnung klein sind, kann dies in der Form ge-
schrieben werden

(405) v (u,v,wE— 1, da,n,§)dydzdudvdwudt.

Ahnlich ist die Zahl der Molekiile der Klasse A, die die
Ebene 2 = £ 4 1/;dz aus dem Volumenelement heraus durch-
kreuzen, gegeben durch den Ausdruck (405), wenn man darin
¢ — 1/,dz ersetzt durch £ + 1/;dx. Subtrahiert man dies, so ist
der schlieBliche Verlust an Molekiilen der Klasse A fiir das Ele-
ment, der durch die Bewegung durch die zwei senkrecht zur
x-Achse stehenden Seitenflichen verursacht wird, gleich

2 (o, u)lda dy dz dudv dwu dt,

wo der Differentialquotient an der Stelle &7, zu nehmen ist.
Der Gesamtverlust an Molekiilen der Klasse A, der durch die
Bewegung durch alle Seitenflichen verursacht wird, ist daher gleich

(406)< +v +w >[1/f(u,v,w)]dudvdwdxdydzdt

Integrieren wir das iiber alle Werte von w,v,w, so erhalten
wir die Gesamtzahl von Molekiilen, die dem Element dzdydz
in der Zeit dt verloren gehen. Wenn wir schreiben

(407) “"fuf(u,v, w) dudvdw — u, usw.,
14*
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so dafl ug,v,, 1, die Komponenten der Massengeschwindigkeit des
Gases im Punkte z,y,2 sind, so sehen wir, dall diese Zahl
gleich ist

(408) ( (o) + o “’0‘+a (vw&)dxdjdzdt

Da jedoch die Zahl der Molekiile in dem Element zur Zeit ¢
gleich ist vdzdydz und zur Zeit ¢ 4 dt gleich

(a/ + Z—: dt) dzdyda,
80 muB der Gesamtverlust betragen — %dtd zdyda.

Setzen wir dies gleich dem Ausdruck (408), so erhalten wir
dv , 0 (4 0
W+0_x(vu°) + @(’”’0) + 5, @Ww) = 0.
Das ist die hydrodynamische Kontinuititsgleichung, welche
die Bestindigkeit der Gasmolekiile ausdriickt — mit anderen
Worten, die Unzerstorbarkeit der Masse.

(409)

Die hydrodynamischen Bewegungsgleichungen.

211. Der Verlust eines jeden Molekiils der Klasse A fiir das
Element verursacht einen Verlust an Bewegungsgroe parallel zur
x-Achse vom Betrage mu. Der Gesamtverlust an Bewegungsgrife
parallel zur z-Achse, der aus diesem Grunde in der Zeit di vor
sich geht, ist, gemil dem Ausdruck (406) gleich

(410) 77zdxdytlzdtjjj<e —-+uv +uw >[vf(u,'v,w)]dudvdu

Wir wollen schreiben

(411) § [ fwf wv,w) dudvdw = w
(412) “'juvf(u,v,w) dudvdw = uv
usw.,

so daB w2, uv, usw. die Mittelwerte von u?, wv, usw. im Punkte
z,9,2 sind. Dann verwandelt sich der Ausdruck (410) in

(418) mdzdydzdi <—(vu2) + *(vuv) + 54 (vuw))

Hierzu muB noch der Gewinn an Bewegungsgroﬁe genommen
werden, der durch die Wirkung von Kréften auf die Molekiile
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herrithrt. Der Gewinn an Bewegungsgrofie parallel zur z-Achse,
der einem einzigen Molekiil in der Zeit dt erwichst, ist gleich
Xdt, wo X die Kraftkomponente parallel zur x-Achse ist, welche
offenbar auch die intermolekularen Krifte und die StofSkréfte
einschlieBt, die auf das betreffende Molekiil wirken. Kombinieren
wir die Summe dieser Gewinne mit dem durch den Aus-
druck (418) gegebenen Verlust, so finden wir fiir den Zuwachs
an Bewegungsgréfe im Innern des Elements dxdydz in der
Zeit dt insgesamt

(414) [2 X—mdzdyde <% (vue) + (%(v wv) + %(vﬁ)>] dt

worin X eine Summation iiber alle Molekiile bedeutet, die am
Beginn des Zeitintervalls d¢ im Innern des Elements dxdydz

waren.
Das Gesamtmoment in der z-Richtung im Innern des Ele-

ments dz dydz zur Zeit ¢ ist jedoch gleich mvu,dxdydz. Daher
kann der Gewinn in der Zeit d¢ wie folgt ausgedriickt werden:

%(vuo)mdxdydzdt,

und, wenn wir dies dem Ausdruck (414) gleichsetzen, erhalten wir
(415) [gt-(vuo)-}—; (vu2) 4 =~ 3y (vuvH— (vuw)]mdxdydz—ZJX

Diese und die analogen Gleichungen in y und # sind die hydro-
dynamischen Bewegungsgleichungen des Gases, die ausdriicken,
daf die BewegungsgroBe erhalten bleibt, solange sie nicht durch
die Einwirkung duflerer Krifte gedndert wird.

212. Schreiben wir wie in § 26

U — Uy + u usw.,

80 haben wir 4 — %, und @ =0. Also ist #® = u,v, + wv, und
dhnliche Gleichungen gelten fiir %2 und ww. Daher ist

v+ = (wu)+ | waw) = ud) + o (Wovo)
(416)

+ 350w + L 0 + 20w+ )
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Benutzen wir wiederum die Kontinuitétsgleichung (409)

d _du, dv duo
g =vg th g =vgy

— Uy (ax('”“o) + = ( ) + Y (”w0)>

so erhalten wir durch Addition entsprechender Seiten dieser
Gleichung und der Gleichung (416)

d o, — 0, __ 0, ___ d 0
Ez(vuo) + ,O—x(vw) + ,a—(vuv) + é;(vu w) = v(cﬁ + u, 57
0 0, — o, 0,
+vo +wo()z>uo %(vu“)—}f @(Vuv)-{—ﬁ(vuw).
Die linke Seite dieser Gleichung ist jedoch identisch mit der

Klammer in Gleichung (415), so dal diese Gleichung nunmehr
sich verwandelt in

d 0 0 7
) v<(ﬁ+uoa—x—kvo@—i-wo—)uomdwdydz:EX
[ax( ll”)+ (Vuv)—i-a (Vuw)]mdxdydz

213. Wir gehen nun weiter und wollen etwas genauer das
System der Krifte untersuchen, die auf diejenigen Molekiile wirken,
deren Mittelpunkte in dem Element dzdydz liegen; bisher hatten
wir dieses Kriftesystem vorliufig mit ¥ X, ¥ Y, 3 Z bezeichnet.

Wir konnen annehmen, dall diese Krifte zum Teil durch die
Wirkung eines duBleren Kraftfeldes auf die Gasmolekiile und zum
Teil durch die Wirkungen der Molekiile aufeinander zustande
kommen.

Besteht ein #dulleres Kraftfeld mit den Komponenten %5, H, Z
pro Masseneinheit, so betrigt der Beitrag zu ¥ X

(418) Emvdrdyda.

Der restliche Beitrag zu X X kommt von den intermoleku-
laren Kraften her. Was die Krifte zwischen einem Paar von
Molekiilen betrifft, die beide innerhalb des Elementes dxdydz
liegen, 8o sehen wir, daB der Gesamtbeitrag, da Wirkung und
Gegenwirkung einander entgegengesetzt gleich sind, gleich Null
sein wird. Es bleiben also nur Krifte zwischen Molekiilpaaren
iibrig, derart, daf eines innerhalb und das andere auBerhalb des
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Elementes dzdydz liegt, d. h. nichts anderes als intermolekulare
Krifte, die durch die Begrenzung dieses Elementes hindurch
wirken. Der Wirkungsbereich der intermolekularen Kréfte kann
als klein selbst im Vergleich mit den Dimensionen des Elementes
dxdydz angesehen werden, so daf die Kréfte von Molekiil-
paaren herriihren, die nahe der Begrenzung liegen, jedoch auf
entgegengesetzten Seiten.

Die Summe der Komponenten aller Krifte dieser Art pro
Flicheneinheit durch eine Ebene senkrecht zur z-Achse moge mit
sy Wiy, We, bezeichnet werden, und eine dhnliche Bezeichnung
soll fiir die Krifte durch die Ebenen senkrecht zur y- und -
Achse angewendet werden. Dann ist der Beitrag zu Y X, der
von Kriften herriihrt, die durch die Ebenen z = £+1/,dx

wirken, gleich

0wz
(@ra)o= 132 dY A2 — (Tao)e=g r1pandyde = — — dxdyda.

Fiigen wir hierzu dhnliche Beitrige von den anderen Ebenen,
so finden wir, daBl die z-Komponente aller Molekularkréifte, die
auf das Element dedydz wirken, in die Form gebracht werden
kann

0W.z , OWys , OWiy
_<bx + cy + 0z

Setzen wir diesen Beitrag zu ¥ X mit dem bereits gefundenen
[Gleichung (418)] zusammen, so finden wir als Gesamtwert von 3 X

>dxdydm

S Y — w_ (CWex | OTys awz,)J
X [mv,_, <6w + 2y + 5s dxdydz

und #hnliche Gleichungen liefern offenbar die Werte von XY
und Y Z.

Daher wird aus Gleichung (417) bei Division durch dxdydz
und Ersetzen von mv durch ¢

d 0 0 0
9<—t+“o_+vo_+wo_)“o=93
(419) d ox oy 0z

0 — 0 _ 0 -
— g (@eatou®) — @(wyﬁ— 0uv) — o= (@a+0uw)

und dies ist eine andere mit Gleichung (417) gleichbedeutende
Form der Bewegungsgleichungen eines Gases.
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Berechnung der Spannungen in einem (ase,
214. Setzen wir B
— 2
(a0 N
dann kann die Gleichung (419) geschrieben werden
d%+%%+%%+%%ﬂo
oP,; 0Py, 0P,

—-_-—QE_ —

cx oy te
Diese Gleichung ist formal identisch mit der hydrodynamischen
Gleichung einer Fliissigkeit von der Dichte ¢, die sich mit einer
Geschwindigkeit u,, vy, w, bewegt, wobei die Volumenkrifte pro
Masseneinheit gleich sind &, H, Z, und die Druckkrifte durch
das System

(421)

me, -Pya:v sz, -nyy usw.

dargestellt werden. Wir konnen daher dieses System von Druck-
kriften als den Gesamtdruck in dem Punkte z, y, 2 an-
sprechen. Nach Gleichung (420) ist es klar, daf die Drucke zum
Teil von den intermolekularen Kriften und zum Teil von der
Molekularbewegung in dem Gase herriihren.

215. Multiplizieren wir die Gleichung (409) auf beiden Seiten
mit m, so erhilt sie die Form

d 0 0 0
“29) i+ g0t 5y (ev) o (ewd) =0,

was formal genau das gleiche ist wie die hydrodynamische Konti-
nuitdtsgleichung, und damit ist die hydrodynamische Analogie
vollstindig.

Wir haben daher gesehen, daf wir ein Gas als kontinuier-
liche Fliissigkeit ansehen konnen, deren Bewegung den hydro-
dynamischen Bewegungsgleichungen und der Kontinuititsgleichung
der iiblichen Art unterworfen ist. Das ist die Rechtfertigung
dafiir, daf man bei der Behandlung der Massenbewegung eines
Gases — der Ausbreitung des Schalles zum Beispiel — so vorgehen
kann, als ob das Gas eine kontinuierliche Flissigkeit von der in
der Hydrodynamik betrachteten Art wire.
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Molekiile von endlicher GrifBe.

216. Um die Schwierigkeiten so weit als moglich zu trennen,
und so die Behandlung des Problems zu vereinfachen, haben wir es
als zweckmifig erachtet, die durch die endliche Grole der Mole-
kiile eingefithrten Schwierigkeiten zu beseitigen. Wie wir bereits
erkliart haben, kann man annehmen, dafl auf die endliche Grobe
der Molekiile bereits durch das intermolekulare Kraftfeld Riick-
gicht genommen worden ist, um jedoch Resultate zu erhalten, die
eine einfache Interpretation zulassen, ist es am besten, anzu-
nehmen, daB die Molekiile von endlicher Grofle seien und auler-
dem intermolekulare Kraftfelder besitzen.

Wenn v, , die nach § 67 im Punkte z, y, # definierte ,effek-
tive Molekulardichte ist, dann mul man die Erwartung der
Zahl derjenigen Molekiile, deren Mittelpunkte in einem gewissen
Volumenelement liegen, ansetzen mit

“‘jvx.y,zdxdydz,

worin sich die Integration iiber das betrachtete Volumenelement
erstreckt. Dies mull aber, wie wir in § 68 gesehen haben, gleich

sein
v j'jjdxdydz,

vorausgesetzt, daB das Integral iiber ein Volumen erstreckt ist,
das groB genug ist, um eine grofe Zahl von Molekiilen zu ent-
halten, und dies ist identisch mit dem Werte, den wir fiir den
Fall angenommen haben, daf die Molekiile unendlich klein sind.

Abnlich wird die Zahl der Molekiile, die ein Oberflichen-
element d S durchkreuzen, als Faktor

(423) j [vey,.a8

enthalten; ist jedoch dieses Fldchenelement grof im Vergleich
mit der Grofe eines Molekiils, wihrend gleichzeitig v annihernd
konstant ist, wenn wir uns in irgend einer Richtung iiber eine
mit der GroBe von d S vergleichbare Strecke bewegen, so kann
der Faktor auch so geschrieben werden:

(424) v [[as,

was wiederum der fiir ein unendlich kleines Molekiil angenommene
Wert ist.



218 Physikalische Eigenschaften: Massenbewegung usw. [7. Kap.

Eine Verwicklung ergibt sich in der Nachbarschaft der Ober-
fliche, da hier, wie sich im letzten Kapitel gezeigt hat, der Wert
von v sich lings einer mit dem Molekulardurchmesser vergleich-
baren Strecke sehr wahrnehmbar verdindern kann. Ist dann d 8
ein Flachenelement in einer Entfernung 1/;6 von der Begrenzung
und parallel zu ihr, so mufl der Ausdruck (423) nicht durch
(424), sondern durch

(425) v | [as

ersetzt werden, wo v, dasselbe ist wie das v; des § 202.

Man sieht nun, daf alle Entwicklungen des vorliegenden
Kapitels auch dann noch zutreffend sein werden, wenn wir auf
die endliche Grofie der Molekiile Riicksicht nehmen, wenn wir nur
annehmen, dafl die Dichte iiberall auller an der Begrenzung
gleich v sei und wenn wir v durch v, ersetzen, falls wir ein
Flichenelement in der Distanz 1/,6 von der Begrenzung be-
trachten.

Man wird sich erinnern, da wir bei der Berechnung des
Druckes angenommen haben, dall das Volumenelement so grol sei,
daB intermolekulare Krifte nicht durch dasselbe hindurch wirken
konnen. Gleichzeitig nehmen wir aber an, daf es so klein sei,
dafl die Dichte iiberall in ihm ann&hernd konstant ist. Diese
Annahmen werden an der Begrenzung unvertréglich, da die Dichte
wie aus dem § 161 hervorgeht, hier in einem Gebiet variiert,
iiber das intermolekulare Kriafte wirken konnen und auch wirken.
In diesem Falle jedoch konnen wir die Annahme fallen lassen,
daBl die Dichte iiberall anndhernd konstant sein soll. Alles was
man braucht, ist die Kenntnis der mittleren Dichte in dem
Volumenelement, und diese kann in Anbetracht der geringen Dicke
der Schicht in der Nidhe der Oberfliche, in der die mittlere
Dichte merklich von v abweicht, nach wie vor gleich v gesetzt
werden.

Ein Gas im Gleichgewicht.

217. Die Gleichungen (420) liefern allgemeine Formeln fiir
die Druckkrifte in einem bewegten Gase. Wir wollen nun unter-
suchen, welche Form diese Gleichungen annehmen, wenn sich das
Gas im Gleichgewicht befindet, und werden finden, dal es so
moglich ist, andere Beweise fiir eine Anzahl von Sitzen iiber das
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Gleichgewicht eines Gases zu erhalten, die wir schon friiher be-
wiesen haben. Wir wollen annehmen, dafl das Geschwindigkeits-
verteilungsgesetz in jedem Punkte das Maxwellsche sei, so daB
nach den Gleichungen (298)
0u = QU = VMU = =
2h
und
av=vw=wu = 0.

Von den durch die Gleichungen (420) bestimmten Druck-
kriiften reduziert sich also derjenige Teil, der von der Molekular-
bewegung herriihrt, auf einen einfachen hydrostatischen Druck

Betrage o
vom Betrage 57. S
der Druckkriifte, das von den intermolekularen Kriften herriihrt,

ebenfalls auf einen einfachen hydrostatischen Druck @, und wir
haben daher

v
P,, = yy=Pu=m+ﬂ)ny: zs = Py, = 0.

Selbstverstandlich reduziert sich das System @

Der Gesamtdruck im Punkte z, y, # ist daher ein einfacher
hydrostatischer Druck vom Betrage P, der gegeben ist durch

v

2—_}'&’

eine Gleichung, die sich mit der Virialgleichung (331) ver-
gleichen lafit.

(426) P=wn+

218. Die Gleichungen fiir das Gleichgewicht lauten nun
0P
ox’
Die Bedingungen dafiir, daB ein Gleichgewicht herrscht, sind also
drei Gleichungen vom folgenden Typus

5 (@) = 7% (e H).

Eliminiert man die unbekannte Verinderliche ¢ aus diesen Glei-
chungen, so lautet ganz allgemein das Resultat

o (0H 9Z 0Z 2% 08 oH\ _
(428) H<a7"a—y +H(%_5?>+Z<ay—'a?)_o'

(427) oF = usw.
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Hat das Gas iiberall die gleiche Temperatur, so hingt der
intermolekulare Druck @ bloB von ¢ ab, so daB wir P als Funk-
tion von ¢ allein ansehen kénnen und die Gleichung (427) kann
in der Form
(429) g=2 (%

or) o
geschrieben werden.

Es gibt offenbar zwei #hnliche Gleichungen fiir H, Z, und
das System der drei Gleichungen zusammengenommen driickt
einfach aus, daf die Krafte ein Potential haben miissen. Wenn
diese Bedingung erfiillt ist, so ist auch die durch die Gleichung
(428) ausgedriickte Bedingung befriedigt, jedoch sind die beiden
Bedingungen nicht identisch. Nur in dem Falle eines iiberall
auf der gleichen Temperatur gehaltenen Gases kann die eine aus
der anderen abgeleitet werden.

219. Nimmt man an, dafl die Temperatur gleichférmig sei, und
lassen sich die Krifte &, H, Z von einem Potential ¥ ableiten, so
folgt aus Gleichung (429), dal dieses Potential gleich sein muf}

(430) V= — J@gf
oder, wenn wir fiir P aus Gleichung (426) einsetzen
. dw 1 (deo do 1
V———J‘*@-—Qh—nﬁj—g————S?—ékmlog9+const,
was zu folgender Gleichung fiir ¢ fiihrt:
ae
(431) 0 = 0 s %),

Offenbar ist die im 5.Kapitel abgeleitete Gleichung (223) ein
Spezialfall der eben gefundenen Gleichung, da % in jener Gleichung
dieselbe Bedeutung hat wie das vorliegende m ¥V, und die An-
mahme von unendlich kleinen harten Kugelmolekiilen uns zwingt,
@ = 0 zu setzen.

220. Wenn keine dulleren Krifte wirken, so zeigen die Glei-
chungen (427) fiir das Gleichgewicht, da P in dem Gase kon-
stant sein muBl. In der Tat ist es selbstverstdndlich, daB, wenn
ein Gas ohne Einwirkung von Kriften im Gleichgewicht sein soll,
der Gesamtdruck P iiberall gleich grof sein muB. An der
Begrenzung mufl der Gesamtdruck mit dem in dem letzten
Kapitel berechneten Druck p auf die Begrenzung identisch werden.
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Dies ist dann der konstante Wert von P; er ist das, was man
gew6hnlich den Gasdruck nennt.
Gleichung (426) zeigt, daf in jedem Punkte in dem Gase

v
) p=wt g

Berechnen wir den Druck p in einer Entfernung von der
Begrenzung, die eben grofler ist als 1/,6, so miissen wir @ =0
setzen, da die Anzahl der Molekiile, deren Mittelpunkte zwischen
dieser Schicht und der Begrenzung liegen, unendlich klein. ist.
Wenn wir dies tun, so miissen wir, wie in § 216 auseinander-
gesetzt wurde, annehmen, daB der Wert von v, gleich v sei und
aus Gleichung (432) wird dann
o Vi
(433) D=5

Wie bei der Behandlung der van der Waalsschen Kohésion
(§ 203) konnen wir die Dichte im Innern des Gases mit ¢ be-
zeichnen und die an der Begrenzung mit g, Gleichung (433)
kann nun in der vollstindigeren Form

: __ (eo)
(434) p="00)
geschrieben werden, was mit dem Werte des im letzten Kapitel
berechneten Druckes [Gleichung (391)] iibereinstimmt.

Aus den Gleichungen (432) und (433) erhalten wir

) (00) —v
(435) w =2
was einen allgemeinen Ausdruck fiir den intermolekularen Druck
liefert.

221. Wir setzen
T = W, + Wi,

wo @, der durch die Zusammenstofe gelieferte Teil von @ ist —
d. i. Begegnungen, bei denen sich die Molekiile so nahe anein-
ander befinden, daf sie iiberhaupt nicht mehr niher kommen
konnen — und ®; der von den restlichen intermolekularen Kriften
zwischen Paaren von nicht in Kontakt befindlichen Molekiilen
herriihrende Teil ist. Offenbar wird @; negativ sein, wenn diese
intermolekularen Krifte, wie die Kohisionskrifte, anziehend wirken.

Wir haben bereits einen Wert fiir @ berechnet; wir konnen
nun @; und @, einzeln bestimmen.
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Wir wollen uns vorstellen, dal in irgend einem Punkte im
Innern des Gases ein starres ebenes Flichenstiick vom Flichen-
inhalt Eins festgehalten wird. Diese Operation wird die Dichte-
verteilung im Innern des Gases nicht beeinflussen, da das inter-
molekulare Kraftfeld auf beiden Seiten der Fliche bestehen bleibt.
Der durch die MolekularstoBe hervorgerufene Druck wird offen-
bar auf beiden Seiten gleich sein, sagen wir gleich p; Behandeln
wir diese Flidche ebenso, wie wir bereits (§ 220) die Fliache be-
handelt haben, welche die wahre Begrenzung des Gases bildet,
so erhalten wir Gleichungen fiir die Konstante p von der Form

— v5(0)
(436) p =i+ 50
wenn wir eine Fliche in einer Entfernung, die eben groBer ist
als 1/,6, von dem festen Flichenstiick ins Auge fassen; und
P = @i+ pi
wenn wir eine Fliche betrachten, die in einer eben um 1/,6
kleineren Enfernung von dem festen Flichenstiick steht.

Nebenbei bemerken wir, daf wir durch Vergleich der zwei
Ausdriicke fir den inneren Druck p; den Wert

(437) Py = ”%(]f_) — B (o) T
erhalten.
Kehren wir zu dem fiir p gefundenen Wert in Gleichung
(436) zuriick und ersetzen p durch seinen bekannten Wert
— ()
- 2hn°
, — (@) — 7 (0),
(438) @ = o
Wir fanden aber auch, daB
— 2o(Q0) —v

o=+ = 2%

so erhalten wir

ist, woraus wir durch Subtraktion

__w(e)—7
B = "9}
erhalten.

Diese Gleichungen liefern @; und , einzeln.

222. Um einen Einblick zu erhalten, welche Bedeutung diesen
Drucken zukommt, wollen wir untersuchen, was aus ihnen wird,
wenn die Abweichungen vom Boyleschen Gesetz klein sind.
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b(@o)

Setzen wir p = in der van der Waalsschen Gleichung

ein, so erhalten wir
""(90) +— (v—b) =RNT

und ferner fiir den Druck auf eine Fliche im Innern des Gases,
wenn wir bemerken, daBl der Kohisionsterm in diesem Falle ver-
schwinden mufi,

(439) ””(" (v—b) = RNT.

Aus diesen Gleichungen erhalten wir sofort

4 (Q0) L E ™ s (0)
2h v~ 2k
so dall
Vy — v a
(440) o = _QB)ETL(@) = —
w; wird also, wie zu erwarten war, bis auf das Vorzeichen
identisch mit der Kohésionsspannung, die wir zugrunde gelegt
hatten, um zu der van der Waalsschen Gleichung zu kommen.
Wir haben also
v(¢)—v _ RNT RNT
2h T o—b v

_U<RNT> < +v2>

so daB also herauskommt, dall @, dem b der van der Waals-
schen Gleichung proportional ist, indem es einen Bruchteil b/v
des gesamten inneren Druckes (p + a/v?) bildet.

Die zwei Drucke @; und w, sind also die physikalischen
Beweggriinde, welche die Einfiihrung der Konstanten a und & in
die van der Waalssche Gleichung notwendig machen. In der
Tat kann die Gleichung (432), ndmlich

W, —
(441)

v
P= m+2_h’
in der Form
RNT

v

pP— @Oy = @, +
geschrieben werden oder anders

(442) (0 — @) (v— 520 ) = BNT,
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was die van der Waalssche Gestalt hat und die Werte von a, b
durch Vergleich unmittelbar liefert.

Es hitte zweifellos ohne jede Betrachtung vorausgesagt werden
konnen, da der Druck @, einen endlichen Wert haben miisse.
Dieser Druck riihrt ndmlich von den StéBen zwischen Molekiil-
paaren im Zustand der Beriihrung her. Die Zahl der in Beriihrung
befindlichen Paare ist in jedem Zeitpunkt unendlich klein,
wihrend der Druck zwischen jedem Paar unendlich groB ist. Das
Produkt dieser unendlich kleinen Zahl und des unendlich groBen
Drucks bewirkt, dafl ein endlicher Druck w, herauskommt.

Thermodynamik,
Die Energiegleichung.

223. Die Gesamtenergie des Gases kann man in innere und
dgullere Energie einteilen. Die erstere besteht aus der kinetischen
Energie der Molekularbewegung und der potentiellen Energie der
intermolekularen Kriéfte. Die #uflere Energie wird durch die
Arbeit gemessen, die durch das Gas geleistet werden konnte,
wenn es sich aus seinem gegenwirtigen Zustand bis zu unendlicher
Verdiinnung ausdehnen wiirde, wobei diese Arbeit offenbar durch
den Gasdruck geleistet wird. Die dulere Energie soll mit 8, die
innere mit € bezeichnet werden. Wir konnen schreiben

(443) €= NE+ o,
wo E die mittlere Energie der N Molekiile und @ die potentielle
Energie der intermolekularen Krafte ist.

224. Wir wollen annehmen, dafl eine gewisse Menge d ¢ von
Energie entweder in der Form von Wirme oder anderweitig von
dem Gase aus irgend einer dulleren Quelle absorbiert wird, so daf
sich als Folge davon Druck, Volumen und Temperatur des Gases
verdndern.

Wir wollen ferner annehmen, dafl nach dieser Absorption
von Wirme das Gas wiederum einen stationdiren Zustand an-
nimmt, und daB in dem neuen Zustand sich die Werte ¥ und
Ein B4 dBW und € 4 dE abgedindert haben. Die Energie-
gleichung, die man erhilt, wenn man die Gesamtenergien vor und
nach der Veridnderung gleichsetzt, lautet

(444) dQ =dC+dB = NdE+ dW + dO.
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Nehmen wir an, dafl sich das Gasvolumen vergrofert, indem
sich ein kleines Element der Oberfliche d S um eine Strecke dn
parallel zu sich selbst senkrecht nach auflen bewegt, dann ist
offenbar die von dem Gase geleistete Arbeit gleich der einer iiber
die Strecke dn bewegten Kraft pdS, und daher gleich pd Sdn.
Die resultierende Volumenzunahme (dv) ist jedenfalls die Summe
der Beitrige d Sdn von allen Flidchenelementen, die bewegt wur-
den, so daBl der Wert von d2B gleich ist

(445) dB = pdv.
Aus Gleichung (444) wird daher
(446) dQ = NdE + pdv + d®.

226. Wir wissen aus experimentellen Griinden, daB (§157) d®
sehr klein ist. Setzen wir d ® = 0, so nimmt Gleichung (446) die Form

(447) dQ = NdE + pdv
an, und, wenn wir p durch seinen Wert Rv, T ersetzen,
(448) dQ = NdE + RvyTdv.

226. Vernachlassigen wir das Glied d@® nicht, so wird die
Rechnung betrichtlich schwieriger, da nun der intermolekulare
Druck @ Arbeit leisten wird, wenn sich das Gas ausdehnt.

Es leuchtet ohne weiteres ein, daf die von dem Teil @, dieses
Druckes geleistete Arbeit gleich Null ist, denn die Zahl der ge-
rade vor sich gehenden Zusammenstofie ist in jedem Zeitpunkt
unendlich klein, und von jedem derselben kann hochstens ein
endlicher Betrag an Arbeit geleistet werden.

Um die von dem Druck @; geleistete Arbeit auszuwerten,
konnen wir annehmen, dafl bei dem Expansionsprozef jedes
Element dxdydz des Gases sich auf ein Volumen (1 4 &)dzdydz
ausdehnt. Der sich daraus ergebende Beitrag von diesem Element
zu d @ ist gleich — w;edadyde, wo das negative Vorzeichen an-
zeigt, dall Arbeit vom Drucke gegen das Gas und nicht wie
friither von dem Gas gegen den Druck geleistet wird. Der Gesamt-
wert von d® ist die Summe aller dieser Beitrige und demgemil

ad = —“‘jm,-adxdydz = - m,-”jédxdydz
(449) = — @;dv
— _ V(e —(e)
(450) = — 2,

nach Gleichung (438).

Jeans, Theorien. 15
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227. Die Energiegleichung (446) nimmt nun die Gestalt an

1Q=NaE+pdv+d0=NiF+| (&) (@) =@ g,

oy ()
= Nd E+ ) dv
(451) = NdE+ Rv,(¢) Tdv.

Wir sehen nun, daf diese allgemeine Energiegleichung formal
genau so aussieht, wie Gleichung (448), die wir durch Vernach-
lassigung der Kohésionskréifte erhalten hatten; der Wert von v, (o)
muf jedoch nunmehr mit Zugrundelegung einer gleichméBigen
Dichte ¢ ndmlich der mittleren Dichte des Gases, berechnet werden.
Der Wert von v,(g) ist offenbar blo Funktion der Konstanten
und des Volumens oder der Dichte des Gases [vgl. z. B. die
Gleichungen (388) oder (439), in denen vy(¢) in Spezialfidllen be-
rechnet ist].

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik.

228. Der Satz, den man gewdhnlich den ersten Hauptsatz der
Thermodynamik nennt, ist in der Gleichung (444) enthalten und er
driickt einfach aus, dafl die Warme eine Energie ist, die befihigt
ist, sich in andere Energieformen umzuwandeln, so wie z. B. die
kinetische Energie der Bewegung materieller Massen. Dieser
Satz ist jedoch in den Hypothesen, auf denen die kinetische
Theorie aufgebaut ist, bereits enthalten, so dafl fiir die kinetische
Theorie der erste Hauptsatz der Thermodynamik sich auf eine
Trivialitdt reduziert. Fiir das spezielle Problem eines Gases, wie
wir es betrachten, wird der erste Hauptsatz durch Gleichung (451)
ausgedriickt.

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik.

229. Dividiert man Gleichung (451) auf beiden Seiten durch 7,
8o wird aus ibr -
dq dE
(452) T = NAT— + By (@) dv.
In dieser Gleichung ist vorausgesetzt, dal das Gas wihrend
seiner Zustandsinderung dieselbe Koustitution beibehilt. Da E
eine Funktion von 7' allein und w,(g) von v allein ist, so sind
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die beiden Grlieder()l—:l,l'—7 und v, (@)dv beide vollstindige Differen-

tiale. Daraus folgt, daB die rechte Seite von (452) ein voll-
stindiges Differential ist, sagen wir d®, so daB

. aq
(4538) T = do.

Die auf diese Weise eingefiithrte Grofle @ ist jedoch nichts
anderes als die Entropie, die wir bereits in § 94 eingefiihrt haben.
Der Umstand, daB das Gas eine Gleichung von der Gestalt (453)
erfiillt, zeigt blofl, dafl das Gas dem zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik unterworfen ist. Wir sehen nun, daB der Wert
der Entropie gegeben ist durch

(454) Q:deTE+ijb(g)dv,

und es zeigt sich nun, daB die Entropie die Summe aus zwei
Gliedern ist, wovon das eine bloB von der Bewegung und den
inneren Energien der Molekiile abhingt, das andere bloB8 von
ihren Lagen.

230. In § 94 fanden wir, als wir den allgemeineren Fall eines
Gases betrachteten, das sich nicht notwendig in seinem Normal-
zustand befinden muB, fiir @ den allgemeinen Wert

(455) @ — Rlog W 4 konst.

In dieser Gleichung ist W das Gesamtvolumen desjenigen
Teiles des Phasenraumes des 5. Kapitels, der Systeme darstellt,

die eine gegebene Anordnung der Geschwindigkeiten und Lagen
der Molekiile haben.

Das Gesamtvolumen dieses Phasenraumes, sagen wir &, kann
als Produkt der beiden Riume £, und £, angesehen werden,
wenn £, ein Raum ist, in dem alle Geschwindigkeitskoordinaten
dargestellt sind, und L ein solcher, in dem alle Lagekoordinaten
dargestelit sind.

Es sei W,/8, derjenige Bruchteil des ersten Raumes, in dem
die Geschwindigkeiten eine bestimmte Anordnung haben, und W,/RQp
der Bruchteil des zweiten Raumes, in dem die Lagekoordinaten
die verlangte Anordnung haben. Dann wird der Bruchteil des

15%*
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ganzen Raumes, in dem gleichzeitig Geschwindigkeits- und Lage-
koordinaten die bezeichnete Anordnung besitzen, gegeben sein durch

W __ (WN\(We

2= (2)(a,)
so daB W= W, Wp, und Gleichung (455) ersetzt werden kann durch
(456) ® — RlogW, + RlogWp+ const,
woraus hervorgeht, daf die Entropie gleich der Summe aus zwei
Teilen ist, von denen der eine blol von den Geschwindigkeiten,
der andere blof von den Lagekoordinaten abhingt, sagen wir
b=, + (DP-

Der Maximalwert von @ fiithrt zum Normalzustand, und ist
gegeben durch Gleichung (454). Daraus geht demmnach hervor,
daf die beiden Glieder auf der rechten Seite von Gleichung (454)
die maximalen Werte von @, und ®Pp darstellen.

231. Wir wollen diese Frage ein wenig mebr im Detail
untersuchen, indem wir uns der Einfachheit halber auf den be-
sonderen Fall beschrinken, in dem die Molekiile die elastischen
Kugeln des 3. Kapitels sind.

Wir haben gesehen, dal der Wert von @, gleich ist
(457) @, = Rlog W, 4 const,

orin (vgl. § 51
v (vel. § 51) W = @,.const
und .

log ®, = const — >, a,log a,
ist. o=t
Daher reduziert sich der durch die Gleichung (457) ge-

lieferte Wert von @, auf n
(458) @, = const — R >} a,log a,.

§ =1
Wir wollen nun a, durch f(«,v,w)dudvdw und die Summation
iiber die n Gebiete, in die wir uns alle moglichen Geschwindig-
keiten eingeteilt gedacht haben, durch eine Integration iiber alle
Werte von u, v, w ersetzen. Aus Gleichung (458) wird dann

@, = const——R_”Iflogfdudvdw,
oder wenn H wie in § 22 durch die Gleichung
H :”jfmgfdudvdw

definiert ist, haben wir
(459) ®, — const — R H.
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Den Minimalwert von H in § 23 aufzusuchen war also im
Prinzip dasselbe, wie den Maximalwert von @, zu suchen und
fiihrte auch demgemif zu dem stationiren oder Normalzustand.

Auf dieselbe Weise kann man zeigen, dal die Gleichung
fiir @p namlich

@p — Rlog Wp -+ const,

nmit Hilfe der Entwicklungen des § 43, zu

@p = const — R > u,loga,
(460) 3121

= const—Rjjjvlogvdxdyde

fithrt, und wiederum ist der in § 49 gefundene stationire Zustand
einfach der, fiir den ®p ein Maximum ist.

Die im 3. Kapitel angewandte Methode, den stationiren Zu-
stand zu finden, bestand also einfach in nichts anderem, als den
Zustand aufzufinden, der die Entropie zu einem Maximum macht

(vgl. § 98).

Die physikalische Bedeutung der Entropie.

232. Die Bedeutung der Entropiefunktion @, von einem rein
physikalischen Gesichtspunkt betrachtet, kann man folgender-
maflen ersehen. Zwei Systeme, die durch die Indizes 1 und 2
unterschieden seien, mogen anfangs Entropien @, und @, haben,
und es moige eine Warmemenge d ¢ von dem ersten zu dem

zweiten iibergehen. Der Verlust von @, betrigt dTQ—, wihrend
1
der Gewinn von @, gleich EZZ—,Q— ist. Die Gesamtidnderung der
Entropie ist also gleich :
/1 1
461 d(D, + D) = d _i._7>.
(461) @+ @) =dQ (7 — 7

Bei einem Prozel, bei dem die Entropie wichst, mu$
dQ(Ti—%) positiv sein, und daher mufl die Wirme von dem
2 1
wirmeren zu dem kilteren Korper iibergehen, es geht also ein
Ausgleich der Temperatur vor sich. Bei einem ProzeB, bei dem
die Entropie abnimmt, muB die Wirme von dem kilteren zu dem
warmeren Korper iibergehen, so dafi der warme Korper wirmer
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wird und der kaltere noch kélter. Bei natiirlichen Vorgiéingen
wiichst die Entropie und die physikalischen Prozesse bestehen in
einem Ausgleich der Temperatur.

Scheinbare Nichtumkehrbarkeit.

233. Es scheint, da wir hier wiederum zu einer irre-
versiblen Erscheinung gekommen sind, #hnlich jener, der wir
bereits im Zusammenhang mit der Funktion H im 4. Kapitel
begegnet sind. In beiden Fillen waren die Bewegungsgleichungen,
aus denen die Erscheinung deduziert worden war, streng rever-
sibel, und dennoch scheinen diese Gleichungen zu einem nicht-
umkehrbaren Phénomen zu fithren. Um die Sache etwas kon-
kreter auszudriicken: die Maschine des Universums kann, wenn
wir annehmen, daf ihre Bewegung durch die kanonischen Be-
wegungsgleichungen beherrscht wird, ebensogut in einer Richtung
laufen, wie in der gerade entgegengesetzten. Wenn sie von einem
Zustand A zu einem Zustand B iibergehen kann, so zeigen die
Bewegungsgleichungen, da8 sie auch von dem Zustand B zu dem
Zustand A iibergehen kann. Bringt der Ubergang von A nach
B einen Zuwachs an Entropie mit sich, so muB der Ubergang
von B nach A eine Abnahme der Entropie mit sich bringen; bei
dieser letzteren Bewegung wird die Warme von den kilteren
Korpern zu den wirmeren iibergehen.

Wir haben gesehen, daf die Entropie @ eng mit der friiheren
Funktion H verkniipft ist, und die Erklirung der scheinbaren
Irreversibilitit von @ lautet ebenso, wie die bereits fiir H ge-
gebene. Wir sahen im 4. Kapitel, daB ein bestimmter Minimal-
wert H, fir H moglich war; wenn der Anfangswert von H von
H, verschieden war, so war es unendlich wahrscheinlich, daf H
abnehmen werde, andererseits war es unendlich wahrscheinlich
— wenn man als Grundlage fiir die Wahrscheinlichkeiten den
Phasenraum zugrunde legt —, daf der Anfangswert von H gleich
H, sein werde, in welchem Falle, da H nicht weiter abnehmen
kann, die ,Erwartung ein schwaches Anwachsen ausspricht. Die
grofe Wahrscheinlichkeit eines kleinen Zuwachses von H wog
also die kleine Wahrscheinlichkeit einer endlichen Abnahme von
H auf, so daB im ganzen die ,Erwartung“ einer Anderung von
H gleich Null war.
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Eine ganz dhnliche Erkldarung trifft auch auf @ zu. Eine
Zunahme von @ setzt eine anfingliche Temperaturdifferenz
zwischen den zwei Systemkomponenten voraus; und diese Anfangs-
bedingungen sind, vom Gesichtspunkt der abstrakten Dynamik
betrachtet, und mit Beziehung auf die durch den Phasenraum
gebildete Wahrscheinlichkeitsgrundlage abgeschitzt, unendlich
unwahrscheinlich.

Mit derselben Wahrscheinlichkeitsgrundlage gemessen, ist es
unendlich wahrscheinlich, daB die Anfangsbedingungen die des
Temperaturgleichgewichts sind, in welchem Falle die einzig még-
liche Anderung von @ eine Abnahme ist. Oder, physikalisch
ausgedriickt, die einzig mogliche Anderung in dem Zustand des
Systems ist die Bildung von Temperaturungleichheiten. Die
Entstehung einer solchen Ungleichheit ist zwar unwahrscheinlich,
wenn die Bewegung auf eine kurze Zeit beschrinkt ist, jedoch
nicht unmoglich, und wird in der Tat unendlich wahrscheinlich,
wenn die Bewegung geniigend lange Zeit andauert. Die Zunahme
der Entropie ist also, selbst wenn man die (vom dynamischen
Standpunkt) unendlich unwahrscheinlichen Anfangsbedingungen,
die einen solchen Zuwachs ermoglichen, zuldft, blof eine Wahr-
scheinlichkeit, nicht aber eine Sicherheit; und wenn die Entropie
anfangs mit ihrem Maximalwert beginnt, so ist es unendlich
wahrscheinlich, daf die Entropie, wenn man nur geniigend lange
Zeit zuldft, abnehmen wird.

234. Wendet man diese Resultate auf konkrete Fille an, so
erscheinen sie auf den ersten Blick einigermafien verbliiffend.
Wir entlehnen ein Beispiel von Lord Kelvin: wenn wir eine
Eisenstange haben, die anfangs gleichm#fiige Temperatur besitzt,
und weder einer &dulleren Storung noch einem Energieverlust
ausgesetzt ist, so ist es unendlich wahrscheinlich, dafl nach einer
geniigend langen Zeit die Temperatur der einen Hilfte nach
einiger Zeit um einen gewissen Betrag von der der anderen Seite
abweichen wird. Oder ein anderes: Wenn wir ein Gefill mit
Wasser auf ein Feuer setzen, so ist es blof wahrscheinlich und
nicht sicher, da das Wasser sieden wird und nicht gefrieren.
Und mehr als das, wenn wir es geniigend oft versuchen, das
Wasser zum Sieden zu bringen, so ist es unendlich wahrscheinlich,
dal das Wasser in manchen Fillen gefrieren wird, anstatt zu
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sieden. Das Gefrieren des Wassers bedeutet keineswegs eine
Ubertretung der Naturgesetze: Das Ereignis ist bloB, was man
gewohnlich einen ,Zufall* nennt, von genau der gleichen Art wie
der, welcher vorliegt, wenn ein Teilnehmer bei einem Whistspiel
findet, dall er alle Triimpfe in der Hand hat.

Die Analogie mit der Verteilung eines Pakets Karten wird
uns helfen, tiefer in das Problem hineinzublicken, das die Entropie
eines Gases darbietet. Beim Kartenverteilen ist es ebenso wahr-
scheinlich, daf der Austeiler die 13 Triimpfe hat, oder dall er
irgendwelche anderen 13 Karten hat, die wir nidher zu bezeichnen
wiinschen. Das Ereignis, dafl ein Spiel aus 13 Triimpfen besteht,
diirfte dennoch gerade als ,Zufall“ bezeichnet werden, wihrend das
Ereignis, daf irgend ein bestimmtes Spiel zustande kommt, in
dem die Karten mehr durcheinander gemischt auftreten, ver-
niinftigerweise nicht als solcher angesehen werden kann. Die Er-
klirung lautet so, dall es verhiltnisméiflig wenig Arten gibt, auf
die ein Spiel so verteilt werden kann, dafl es alle Triimpfe ent-
hilt, aber sehr viele Arten, auf die ein gemischtes Spiel verteilt
werden kann.

Ahnlich lautet die Erklirung fiir das, was geschieht, wenn
man kaltes Wasser iiber ein heilles Feuer setzt. Es gibt verbilt-
nismifbig wenig Arten, auf die das Feuer heiller werden kann, und
das Wasser kilter, aber sehr viele Arten, auf die das Feuer auf
das Wasser Wirme iibertragen kann — ein Satz, der selbstverstdnd-
lich wird, wenn man ihn vom dynamischen Gesichtspunkt des
Phasenraums betrachtet. Unprizis ausgedriickt ist es ebenso wahr-
scheinlich, daB das Wasser gefrieren, als daB es auf irgend einem
bestimmten Wege kochen wird. Es gibt aber so viele Wege, auf
denen das Wasser zum Kochen kommen kann, die alle fiir uns
ununterscheidbar sind, daB wir sagen konnen, dal es praktisch
sicher ist, dal das Wasser sieden wird.

Das Wachsen der Entropie bedeutet dann einfach den Uber-
gang von einem leichter unterscheidbaren Zustand zu einem
schwerer unterscheidbaren, oder in der Sprache des Phasenraums
ausgedriickt, von einer weniger wahrscheinlichen zu einer wahr-
scheinlicheren Konfiguration.

235. Ein Verweis auf Gleichung (456) zeigt uns, daf die
Entropie aus zwei Teilen besteht, von denen der erste von der
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Energie der Gasmolekiile abhiingt, und der letztere von deren
Lagen. Bisher haben wir blof Anderungen des ersten Teiles be-
trachtet, die von Ungleichheiten in der Temperatur des Gases
herrithren. Ahnliche Bemerkungen kénnten jedoch in bezug auf
die Verinderungen des zweiten Teils gemacht werden, welche
Ungleichheiten in der Dichte des Gases bezeichnen. Eine Illu-
stration, die von Willard Gibbs?) vorgeschlagen wurde, wird
vielleicht klar machen, was gemeint ist.

GieBen wir rote und blaue Tinte zusammen in ein GefaB
und mischen sie zusammen, so lehrt uns die allbekannte Erfahrung,
daB das Ergebnis der Durchmischung, wenn wir annehmen, dafl
die Tinten anfangs sich durch nichts anderes als durch die Farbe
unterschieden haben, eine gleichméafig violette Tinte ist. Hier
haben wir den Ubergang von einer besser unterscheidbaren zu
einer weniger leicht unterscheidbaren Anordnung von farbigen
Tinten. Gehen wir jedoch davon aus, dal wir eine gleichmabig
violette Tinte, die aus einer Mischung von roter und blauer Tinte
besteht, umriihren, dann ist es méglich, jedoch nicht wahrscheinlich,
daB der Effekt des Umriihrens darin bestehen wird, die Tinten
von verschiedener Farbe zu separieren, so daf die eine Hilfte
des GefiBes bloS rote, und die andere blof blaue Tinte enthilt.
Vom dynamischen Standpunkt ist es nicht weniger wahrscheinlich,
daBl dies eintreten konnte, als daf wir imstande sind, Tinten
durchzumischen, die anfangs in ihrer Farbe separiert waren.

236. In bezug auf diesen Gegenstand sind einige bekannte
Bemerkungen von Maxwell?) von Interesse. Er sagt: ,Eine
der bestbegriindeten Tatsachen in der Thermodynamik ist
die, daB es in einem System, das in eine Hiille eingeschlossen
ist, die weder eine Volumenverinderung noch einen Durchflufl
von Wirme gestattet, und in dem iiberall die Temperatur und
der Druck gleich sind, nicht moglich ist, irgend eine Ungleichheit
der Temperatur oder des Druckes ohne Aufwendung von Arbeit
herbeizufiihren. Dies ist der zweite Hauptsatz der Thermo-
dynamik, und er ist unzweifelhaft so lange richtig, als wir blof
mit massiven Korpern operieren konnen und nicht imstande sind,
die einzelnen Molekiile, aus denen sie aufgebaut sind, wahrzu-

1) Elementare Prinzipien der statistischen Mechanik, S. 144.
2) Theory of Heat, S. 328.
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nehmen, oder mit ihnen zu hantieren. Denken wir uns jedoch
ein Wesen, .dessen Fihigkeiten so verfeinert sind, dafl es jedem
Molekiil auf seinem Laufe folgen kann, dann wiirde ein solches
Wesen, dessen Eigenschaften aber noch im wesentlichen ebenso
beschréinkt wiren, wie unsere eigenen, imstande sein, zu tun, was
uns gegenwirtig unmdoglich ist. Denn wir haben gesehen, dafl
die Molekiile sich in einem mit Luft gefiillten Gefa bei gleich-
mibiger Temperatur mit Geschwindigkeiten bewegen, die keines-
wegs gleichmiBig sind, obgleich die mittlere Geschwindigkeit irgend
einer grofen Zahl von ihnen, die nach Willkiir ausgewdhlt sind,
beinahe genau gleichméfig ist. Nehmen wir nun an, daf so ein
Gefifl in zwei Hilften 4 und B durch eine Wand geteilt sei, in
der sich eine kleine Offnung befindet, und daf ein Wesen, das
die einzelnen Molekiile sehen kann, diese Offnung G6ffnet und
schlieft, und zwar so, dall es nur den schnelleren Molekiilen erlaubt
ist, von A nach B zu passieren, und blof den langsameren von B
nach A zu passieren. - Es wird so ohne Arbeitsleistung bewirkt,
daB die Temperatur von B steigt und die von A fillt, im Wider-
spruch zu dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik¥.

So konnte Maxwells sortierender Damon in sehr kurzer
Zeit bewirken, was wahrscheinlich sehr lange Zeit in Anspruch
nehmen diirfte, wenn es dem Spiel des Zufalls iiberlassen bliebe.
Dennoch wiirde in dem einen Falle nichts enthalten sein, das mehr
gegen die Naturgesetze verstoBen wiirde, wie in dem anderen Falle.

Kalorimetrie.

Spezifische Wirme eines idealen Gases.

237. Wir gehen nun zu einer Untersuchung der spezifischen
Wirmen eines Gases iiber und wollen mit der Betrachtung des
einfachsten Falles beginnen, nimlich dem eines idealen Gases, in
dem die Beziehung zwischen Druck, Volumen und Temperatur lautet

Die Energiegleichung lautet in diesem Falle
(463) dQ:NdE%—pdv:NdE—}—RNT(ZU

und dies ist die allgemeine Gleichung fiir die Kalorimetrie eines
idealen Gases.
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238. Spezifische Wirme bei konstantem Volumen.
Nehmen wir zunichst an, dafl eine Energiemenge d ¢ in der Form
von Wirme von dem Gas absorbiert wird, wihrend das Volumen
des Gases konstant gehalten wird. In diesem Falle wird die
ganze Wirme dazu bendtigt, die Temperatur des Gases zu er-
hohen, und Gleichung (463) nimmt die Form an

(464) d¢ = NdE.

C, sei die spezifische Wirme des Gases bei konstantem Volumen,
das ist der Betrag von Wirme, der dazu benétigt wird, die Tem-
peratur der Masseneinheit des Gases um einen Grad zu erhihen;
dann wird die Wirmemenge, die man braucht, um die Masse Nm
des Gases um die Temperaturdifferenz d T zu erhéhen, gleich sein
C,NmdT. Ist also J das mechanische Wirme#dquivalent, so ist

dQ = JC,NmadT,
und Gleichung (464) wird lauten
, __ 1 dE
(465) Co=FmdT
239. Spezifische Wirme bei konstantem Druck.
Nehmen wir weiter an, da die Wiarmeabsorption bei konstantem
Druck stattfindet. In diesem Falle wird sich sowohl die Tempe-

ratur, als auch das Volumen #ndern, nach Gleichung (462) miissen
sie sich aber so dndern, daB

T
— = const.
v

Differentiieren wir diese Gleichung logarithmisch, so erhalten wir
aT  dv
T
als Beziehung zwischen d 7 und dv, wenn der Druck konstant
gehalten wird, und benutzen wir diese Relation, so wird aus der
Gleichung (463) ‘
(466) dQ = NdE+ RNAT.

Der Wert von d ¢ ist nunmehr gleich J C, Nmd T, wo C, die spezi-
fische Wirme bei konstantem Druck ist. Gleichung (466) fiihrt
also zu der Beziehung

, 1 dE | R
(467) G = Fm'aT * Im”
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240. Aus den Gleichungen (465) und (467) erhalten wir
durch Subtraktion
(468) Cp—Cy = L

= Jm’

Da m dem Molekulargewicht des besonderen Gases, das wir be-
sprechen, proportional ist, so driickt diese Gleichung das Car-
notsche Gesetz aus:

Die Differenz der zwei spezifischen Wirmen eines
Gases ist umgekehrt proportional dem Molekulargewicht
des Gases.

Dieses Gesetz kann noch in einer anderen Form ausge-
sprochen werden. Die spezifischen Wirmen bezogen auf die
Volumeneinheit anstatt auf die Masseneinheit sind offenbar
Cpo, C ¢ und die Gleichung (468) kann geschrieben werden

Al Y R
(469) Cro—Coo =30 = 55,

wobei die letztere Umformung auf Gleichung (462) beruht. Also:

Bei gegebener Temperatur und gegebenem Druck
ist die Differenz der beiden spezifischen Wirmen pro
Volumeneinheit fiir alle Gase gleich groB.

241. Aus Versuchen ist es bekannt, daB, zumindest fiir eine
grofle Zahl von Gasen C, und C, iiber einen groBen Temperatur-
und Druckbereich unabhiéingig von der Temperatur sind. Das
bedeutet, wie durch Vergleich mit den Formeln (465) und (467)
hervorgeht, daB gg konstant ist, und dall daher die mittlere
Energie eines Molekiils des Gases in konstantem Verhaltnis zu
der Translationsenergie steht. Bezeichnen wir dieses Verhiltnis
mit (1 + B), so dal B das Verhéltnis der inneren zur Trans-
lationsenergie ist, dann ist

(470) E=(148)ymCr=(1+p)%RT
so dal} B

o
(471) =SB4
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Setzen wir diesen Wert fiir %? in die Gleichungen (465)

und (467) ein, so erhalten wir

3 R
(472) Co =5 (+B) 7.

(473) 6 =[1+50+p)] 7

Bezeichnen wir das Verhiltnis C,/C, mit p, so erhalten wir durch
Division
Co _1+3%(1+8)

) Co ™ sh(+p)

_ 2
=150 1p

il

Adiabatische Bewegung.

242, Nehmen wir an, dal sich Druck, Volumen und Tempe-
ratur derart verindern, dal Wirme in das Gas weder eintritt,
noch es verlit. Da d @ = 0, so erhalten wir dann aus Glei-
chung (463)

NdE + RNT%) -

oder, wenn wir fiir £ aus Gleichung (470) einsetzen und durch
RNT dividieren

3 al do

5(1+ﬁ)7 +-, =0

Daher nach Integration
2
(475) Tv8a+A = const,
oder weiter, da T proportional zu pv ist,
142
(476) pv  3G+B = const,
oder
pvé = const.

Dies ist die allgemeine Beziehung zwischen Druck und
Volumen bei einer Bewegung des Gases, bei der Wirme weder
in das Gas eintritt noch es verlidfBt, eine Art von Bewegung, die
als ,adiabatisch* bezeichnet wird.
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Da f nicht negativ sein kann, so sehen wir aus Gleichung (475),
daB bei einer adiabatischen Bewegung ein Zuwachs in v von einer
Abnahme von T begleitet ist und umgekehrt — ein Gas kiihlt
sich notwendigerweise ab bei einer Expansion, und es erhitzt
sich bei einer Kompression.

243. Da die Wirmeleitung in Gasen ein sehr langsamer
Vorgang ist, so folgt, dal bei vielen physikalischen Erscheinungen
die Verinderungen so schnell stattfinden, daf die Temperatur des
Gases nicht Zeit hat, sich auszugleichen. Hiufig konnen wir an-
nehmen, daf der Vorgang so schnell erfolgt, daf Wirmeleitung
iberhaupt keine Rolle spielt, so daB die Veriinderung jedes
Gaselementes als adiabatisch behandelt werden kann. Ein
bekanntes Beispiel dafiir bieten die Bewegungen der Luftstrome
in den tieferen Schichten der Atmosphire.

Ein zweites Beispiel, das fiir unser vorliegendes Problem von
Wichtigkeit ist, wird durch die Fortpflanzung des Schalles in
einem Gase geliefert. Die verschiedenen Volumenelemente des
Gases unterliegen Expansionen und Kontraktionen dadurch, daB
die Schallwellen iiber sie hinwegstreichen — und man sieht sofort,
dall diese Expansionen und Kontraktionen zu schnell erfolgen,
als daB fiir sie die Warmeleitung von irgend einem EinfluB wire;
daher gehorchen die Verdnderungen in jedem Element des Gases
dem adiabatischen Gesetz.

Die Schallgeschwindigkeit, sagen wir a, ist gegeben durch

die bekannte Formel1) I
= V@)
do/’

und wenn wir annehmen, daf p und ¢ miteinander durch das
adiabatische Gesetz p — c¢” verkniipft sind, so gibt das als
Wert fiir

dp

L = -1 —
do=7e@ =7

by
9’
so daB N

b
477 avzl/ P,
(477) 7o

Da sich Beobachtungen der Wellenlinge des Schalles ver-
héltnisméBig leicht ausfilhren lassen, so liefert diese Gleichung

1) Siehe z. B. Lord Rayleighs ,Sound“ 2, § 246.
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ein einfaches Mittel, den Wert von p zu bestimmen. Es muf
jedoch besonders bemerkt werden, daB die Gleichung blof fiir
ein Gas giiltig ist, das als ideal angesehen werden kann.

Allgemeine Berechnung der spezifischen Wirmen.

244. Wir wollen nun die Untersuchung iiber die spezifischen
Wirmen eines Gases wiederholen, ohne die vereinfachende An-
nahme zu machen, dafl das Gas ein ideales Gas ist. Dann muf
als Beziehung zwischen Druck, Volumen und Temperatur die
allgemeine in Gleichung (391) gefundene Beziehung herangezogen
werden

(478) p = Ewvy(00) T,
und als Energiegleichung die allgemeine Gleichung (451)
(479) dQ = NdAE -+ Rvy(0) Tdo.

Fiir eine Anderung bei konstantem Volumen erhalten wir,

wie in § 238 -
NdE=dQ = ¢ C,Nmd T,
so dall wie friiher
1 dE

(480) "= TmdT

Fir eine Anderung bei konstantem Druck muB der Wert
von @ in Gleichung (479) gleich J C,Nmd T gesetzt werden,
woraus sich ergibt

, 1 (dE R |
8y G=g7 {dt tyn@T (dT) -
Mit Benutzung von Gleichung (478) folgt

op d
(& o7 _ _ arlm(edT]
(ﬁ’ = cons: - a_ - d ’
pmems 2B T [ (00)]

und Gleichung (481) verwandelt sich in
d
7 g "@ gp(e)T]
(482) ()p___L @_EL_.
d
do [v5 (00)]

Diese Gleichung ist zu kompliziert, um fiir eine weitere
Diskussion im allgemeinen Fall von Vorteil zu sein. Wir bemerken
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jedoch, dafl bei Vernachldssigung der Kohésionskrifte v;(o,) und
v, () identisch und unabhingig von der Temperatur werden, so
dafl sich Gleichung (482) auf

(483) €= L[4, K|

v
m
4 JV' -
V \Vp

reduziert.
Wird ferner angenommen, daB v, den ihm nach van der
Waals zukommenden Wert besitzt, so folgt

41y _d o=y 1
(iv<vb “dv\ N >_N’
und aus Gleichung (483) wird
1 dE R
(4549 = Jmar t Tw
was genau mit der Gleichung iibereinstimmt, die vorhin fiir den
einfacheren Fall eines idealen Gases erhalten wurde.

Abhiéingigkeit der spezifischen Wérmen von der Molekularstruktur,

245. Die GroBen Gz—];’ und f [die durch die Beziehung (471)

verkniipft sind] konnen nur dann ausgewertet werden, wenn die
innere Struktur des Molekiils bekannt ist. Wir haben nicht ge-
niigend Kenntnis von dieser inneren Struktur, um diese Grofen
direkt zu berechnen, sie konnen jedoch bis zu einem gewissen
Grade durch einen Vergleich zwischen der Formel fiir die
spezifische Wirme und den experimentell bestimmten Werten
der spezifischen Wiarmen bestimmt werden und die auf diesem
Wege erhaltenen Werte liefern eine Basis fiir die Diskussion be-
treffend die Struktur der Molekiile.

246. Als ein Beispiel fiir diesen Vorgang konnen wir den
Fall der Luft untersuchen, von der wir fiir den Augenblick, wie
dies héufig in der kinetischen Theorie geschieht, annehmen wollen,
dal sie aus lauter dhnlichen Molekiilen besteht.

Fiir p, das Verhiltnis der spezifischen Warmen, unter einem
Druck von 1 Atmosphédre, wurden die folgenden Werte von Koch
und anderen !) erhalten:

1) Kaye und Laby, Physical Constants (1911), oder Recueil de Con-
stantes Physiques (1913).
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Werte von y fiir Luft bei 760 mm Druck:

8 = — 79,3°C. y = 1,405
6 = 0 y = 1,404
6 = 100 y = 1,408
& = 500 y = 1,399
6 = 900 y = 1,39,

Diese Zahlen zeigen, daf bei diesem Druck y beinahe unab-
béingig von der Temperatur ist, und annihernd gleich 12/,. Da
das Verhdltnis der spezifischen Wirmen und auch nach Glei-
chung (468) ihre Differenz von der Temperatur unabhingig ist,
so folgt, daB die spezifischen Wirmen selbst unabhingig sein
miissen, so daB f einen bestimmten Wert besitzen muB. Glei-
chung (474) nimlich
2
(485) 7~1+3(1+ﬂ)
zeigt, dall dieser Wert gleich ist g = 2/,.

Bei hoheren Drucken bleibt der Wert von y keineswegs kon-
stant, wie aus den folgenden Beobachtungen von K och 1) hervorgeht.

Werte von p fiir Luft bei hoheren Drucken.

6 = —179,3°C 6 = o°C
p = 1Atm. y = 1,405 y = 1,404
25 1,57 1,47

100 2,21 1,66

200 3,33 1,85

247. Allgemein gesprochen, man hat gefunden, daf bei den
einatomigen und bei den permanenteren zweiatomigen Gasen ein
Bereich von der betrachteten Art existiert, innerhalb dessen die
spezifischen Wérmen anndhernd konstant bleiben., Hiufig scheint
in dem Falle der komplexeren Gase kein solcher Bereich zu bestehen.

248. Die Tabelle auf Seite 242 enthilt Werte von C, und y
fiir eine Anzahl der bekannteren Gase beider Typen. Die letzte
Spalte enthilt Werte von 8, berechnet aus Formel (485), wir be-
merken jedoch, dal diese Werte offenbar nur innerhalb des Ge-
bietes, in dem die spezifischen Wirmen annihernd konstant
bleiben, eine physikalische Bedeutung haben.

1) Ann. d. Phys. 26, 551, 1908.
Jeans, Theorien. 16
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Aus den Zahlen dieser Tabelle geht mit Unterstiitzung
einer grofBen Menge anderer experimenteller Schliisse hervor,
daB der Wert von 8 annihernd gleich Null ist (y = 12/;) fiir die
einatomigen Gase, Quecksilber, Krypton, Argon und Helium. Er
ist anndhernd gleich %/; (y = 12/;) innerhalb des gleichm&fBigen
Gebietes fiir eine Anzahl von zweiatomigen Gasen, Wasserstoff,
Stickstoff, Sauerstoff, Kohlenmonoxyd und andere. Gehen wir zu
Temperaturen unterhalb des gleichméfBigen Gebietes iiber, so
sehen wir, dall 8 sehr rapid abnimmt.

Werte von Cp und y.

Wert Wert Wert
Gas Beobachter von Cp von von B
Quecksilberdampf . . Kundt u. Warburg — 1,666 0,000
Krypton . . . . .. Rayleigh u. Ramsey — 1,666 0,0 0
Argon . . . . . . . Niemeyer — 1,667 0.000
Helium bei 180C . . Scheel u. Heusel) | 1,260 1,654 0,02 4)
. 5, —1800C o mm 1,245 | 1,667 | 0,00 %)
Wasserstoff bei 160C ” ” " 3,403 1,407 0,637
) , —1760C I, 3,157 1,453 | 0,470
) , —181°C y  » 2,644 | 1,597 | 0,124
Stickstoft bei 20°C . » 0,2492 | 1,400 | 0,666
” , —1810C o m 0,2556 | 1,468 | 0,424
Sauerstoff bei 200C . s w 0218 | 1,399 | 0,670
» ” —76°C ” » » 0’214 1,416 07603
n , —181°C . w m 0,228 | 1,447 | 0493
Luft bei 100°C . . . Swann ?) 0,24301| — —
. » 200C . .. , 024173 — -
w » 200C . .. Scheel u. Heuse?) 0,2406 | 1,401 0,663
. s —T6C. . . o » n 0,2430 | 1,401 | 0,668
. . —1819C . . o n a 0,2496 | 1,450 | 0,481
Kohlen- 180C o e 0,2502 | 1,398 | 0,675
monoxyd bei{—lSSOC ” » ” 0,2587 1,472 0,412
Kohlendioxyd bei 0°C || Holbornu. Henuning 3)| 0,2010 — 1,30
Y , 200C Swann 2) 0,20202| — 1,31
» » 50°C | Holbornu.Henning 3)| 0,2045 — 1,43
” »1000C | Swann?) 022141 — 1,61

1) Ann. d. Phys. 37, 79 u. 40, u. 473,
2) Phil. Trans. 210 A, 199.
3) Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. 1905, S. 175.

4) Berechnet aus ffl = 2077 .104
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249. Die Energie eines Molekiils besteht stets aus drei
quadratischen Gliedern, welche die kinetische Energie der Trans-
lation darstellen, zu denen noch eine gewisse Zahl von anderen
Gliedern hinzutreten kann, die die Energie der Rotation, der
inneren Schwingung usw. darstellen.

Wir wollen ein Molekiil betrachten, das in seiner kinetischen
Energie aufler den drei Gliedern, die sich auf die Translation
beziehen, noch » quadratische Glieder enthilt, so dafB

E = 1/,mu? + v+ w2) 4 g0 D2
+ Vg @24 ... + Yy, D
Der Mittelwert jedes quadratischen Gliedes ist wie in § 140
gleich 1/, BT, so dal}
(487) E=1,RT(3+ n).
Vergleichen wir dies mit dem fiir £ in Gleichung (470) ange-
nommenen Mittelwert, némlich

(488) I =3/, RT(1 + B),
so sehen wir sofort, dafl » — 3 8.

Dies gibt sofort eine einfache Erklirung fiir die Tendenz,
welche die verschiedenen stationdren Werte von B zeigen, sich
um die Werte 8 = 0, 2/; usw. zusammenzudringen, denn man
sieht, daB dies genau die Werte sind, welche ganzzahligen Werten
von 7 entsprechen. Mit anderen Worten, diese Werte sind gerade
solche, wie man sie gemdB der Hypothese erwarten sollte, daB
die molekulare Energie die Gestalt (486) hat.

Fiir ein Gas, dessen molekulare Energie diese Gestalt hat,
wird Formel (472) und (474) lauten

(486)

(489) Co= Ya(3 4+ m) i,
2

Einatomige Gase.

250. Es gibt vier Gase in der Tabelle, nimlich Quecksilber,
Krypton, Argon und Helium, fiir die sehr angenihert y = 1%/,
=0 und n» = 3 ist. Diese Gase besitzen also keine mole-
kulare Energie mit Ausnahme der Translationsenergie. Das
scheint darauf hinzuweisen, daf die Gasmolekiile sich bei einem

16*
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Stofle wie harte kugelformige Korper verhalten miissen. Wiirde
dem nicht so sein, so. miiite ein betrichtlicher Bruchteil der
molekularen Translationsenergie bei jedem ZusammenstoB in
Rotations- oder Schwingungsenergie verwandelt werden. Die vier
Gase haben die FEigentiimlichkeit, daf sie alle einatomig sind,
das Molekiil ist identisch mit dem Atom.

Obschon die Atome dieser Substanzen sich beim Zusammen-
stoB wie harte kugelformige Korper verhalten, haben wir reich-
liche Beweise dafiir, daB sie eine sehr komplizierte innere Struktur
besitzen. Wir glauben zum Beispiel, auf Grund unbestreitbarer
Beweise, daB das Heliumatom aus drei Teilen aufgebaut ist —
einem positiven Kern, der mit dem «-Partikel der Radioaktivitit
identisch ist, und zwei negativen Elektronen. Das in dieser
Weise aufgebaute Heliumatom mufl aus geometrischen Griinden
aufer seinen drei Freiheitsgraden fiir die Bewegung im Raume
noch sechs Freiheitsgrade haben.

Die Erklirung dafiir, warum unter -diesen Umstinden die
spezifischen Wirmen genau wiedergegeben werden, wenn man in
den Formeln (489) und (490) n = O setzt, bot viele Jahre hin-
durch ein sehr ernstes Problem. Man nimmt jetzt allgemein
an, daB sich auf Grund des klassischen Systems der Dynamik
keine befriedigende FErkldrung geben 1dfit. = In den letzten
Jahren hat sich ein neues System der Dynamik entwickelt,
das gewohnlich Quantendynamik genannt wird. Es diirfte viel-
leicht geniigen, hier zu bemerken, dafl die Quantendynamik nicht
nicht nur von dem Verhalten der einatomigen Molekiile, sondern
auch fiberdies von vielen anderen Problemen der spezifischen
Wirmen eine Erklirung geliefert hat. Wir werden hier die
Quantendynamik nicht weiter behandeln, da sie den Gegenstand
eines eigenen Kapitels (17. Kap.) bildet.

2561. Nach n» = 0 wiirde der ndchste theoretisch mogliche
Wert # = 1 sein, was zu o = 11!/, fithrt. In der Tabelle auf
Seite 242 gibt es kein Gas, fir das n =1 (8 = 1) wire,
und es ist auch kein Gas bekannt, fiir das 8 und y wenigstens
annidhernd diese Werte héitten. Dies kann jedoch bei niherer
Priifung als eine weitere Bestitigung der Richtigkeit der
kinetischen Theorie betrachtet werden, da kein molekulares
System eine Energie von der Form (486) mit » — 1 haben
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konnte. Sowohl eine Rotation, als auch eine Schwingung, wiirde
notwendiger Weise mindestens zwei quadratische Glieder in die
Energie einfilhren. Ein Molekill, fiir das » — 1 ist, ist also
eine Unméglichkeit, und man kann den Wert y — 11/, fiir
keine Gastype erwarten.

Zweiatomige Qase.

252. Nach » = 0 wird also der nichste theoretisch mog-
liche Wert » = 2 sein, was y = 12/; liefert. Aus der Tabelle
ist ersichtlich, daB » und p diese Werte sehr anndhernd fiir
Luft, Wasserstoff, Stickstoff, Sauerstoff und Kohlenmonoxyd be-
sitzen. Die Molekiile dieser Gase sind alle zweiatomig, und man
findet, daff dieselben Werte von # und g fiir die meisten, jedoch
nicht fiir alle zweiatomigen Gase zutreffen. Die beiden Terme

1/g 06 @2 + 1/, 00 Dy?

in der Energie, die durch Formel (486) geliefert werden, konnen
entweder von einer Schwingung der beiden Atome relativ zu-
einander entlang ihrer Verbindungslinie herrithren oder von
einer Rotation. Wir bemerken, dafl zwar im allgemeinen die
Rotationsenergie eines starren Korpers durch drei quadratische
Glieder in Formel (486) dargestellt werden wird, die Rotations-
energie eines um eine Achse symmetrischen Kérper jedoch kann
durch zwei Glieder allein ausgedriickt werden, da bei den Zu-
sammenstoffen keine Rotation um die Symmetrieachse entsteht.

Welches auch immer der wahre physikalische Ursprung dieser
beiden Terme sein mag, jedenfalls sehen wir aus der Tabelle auf
Seite 242, daBl ihre Energie sehr rasch abfillt, wenn die Tempe-
ratur sinkt, besonders im Falle des Wasserstoffes. Eucken und
andere) haben experimentell gefunden, da bei Anniherung an
den absoluten Nullpunkt der Temperatur die Molekiile der zwei-
atomigen Gase die»Tendenz haben, ihre ganze Energie mit Aus-
nahme der Translationsenergie zu verlieren und sich daher wie
die Molekiile von einatomigen Gasen mit den Werten 8 = 0 und
y == 12/; verhalten. Wir werden auf eine Diskussion dieser be-
merkenswerten Tatsache spiter noch zuriickkommen (Kapitel 17).

1) Eucken, Sitzungsber. d. Berl. Akad. d. Wiss. 6, 141 (1912); Scheel
und Heuse, Ann. d. Phys. 40, 473 (1913); Schreiner, Zeitschr. f. phys.
Chem, 112, 1 (1924).
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Mehratomige Gase.

263. Es ist schwer, irgend ein Gesetz oder eine Regel-
mifigkeit in den Werten von # und p fiir mehratomige Gase
aufzufinden. Verschiedene Versuche sind gemacht worden, die
Werte von » und p mit der Zahl der Atome in dem Molekiil
zu verkniipfen. Naumann?) zum Beispiel vermutete, dall das
n mit der Zabl der Atome im Molekiil identisch sei, wihrend
J.J. Thomson?) glaubte, dal in dem besonderen Falle eines
symmetrisch angeordneten Molekiils, » 4 3 proportional der Zahl
der Atome im-Molekiil angenommen werden koénne.

Die Versuche von Capsticks) haben jedoch zwingend ge-
zeigt, dall man nicht erwarten kann, daf ein allgemeines Gesetz y
mit der Zahl der Atome, unabhingig von der Natur dieser Atome
verkniipfe. Er findet zum Beispiel die folgenden Werte fiir die
Methan-Derivate:

Y n+3
Methan . . . . . . . . ... CH, 1,313 6,4
Methylehlorid . . . . . . . CH;3Cl 1,279 7,2
Methylenchlorid . . . . . . CH,Cl, 1,219 9,0
Chloroform . . . . . . . . CHCly 1,154 13,0
Kohlenstofftetrachlorid . . . CCl, 1,130 15,4

und einigermafen &hnliche Werte fiir » kann man aus Regnaults
Bestimmung von C, fiir diese Reihen ableiten. Es erhoht also
die Einfithrung der Reihen von Chloratomen # bei jedem Schritt
sehr betrachtlich.

Ein #dhnliches Resultat wurde von Strecker+) erhalten, der
fand, daf Chlorwasserstoff, Bromwasserstoff- und Jodwasserstoff-
séure, alle ungefihr denselben Wert haben wie Wasserstoff, ndmlich

y =14 nt3=>5
wéhrend fiir Clor, Brom und Jod, die Werte annihernd gleich sind
Chlor. . . . .. y = 1,333 n4+3 =26
Brom, Jod . . . y = 1,298 n-+3 = 68,
Ahnlich fiir die Jodide von Brom und Chlor
Bromjodid . . . . . . y = 1,33 n+38 =26
Chlorjodid . . . . . . y = 1,317 n+3 =263

1) Apn. d. Chem. 143, 284 (1867).

2) Watts Dictionary of Chemistry I, S. 89.

%) Phil. Trans. 186, 564 (1895); 185, 1 (1894).
4) Wied. Ann. 13, 20 und 17, 85,
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Aus diesen Zahlen ersiecht man, dafl ein Halogen an die
Stelle von Wasserstoff gesetzt werden kann, ohne irgend eine
Differenz in den Werten von ¢ und #» hervorzurufen, dafl jedoch
die Substitution des zweiten Halogenatoms eine ausgesprochene
Erhohung von # hervorruft. Capstick?) findet eine &hnliche
Erscheinung im Falle der Paraffinderivate. Im allgemeinen bringt
das zweite in das Molekiil eingefiilhrte Chloratom eine starke
Anderung hervor, obgleich das erste sich so verhalten kann oder
auch nicht.

Molekulare Assoziation.

254. Die Untersuchung der physikalischen Eigenschaften der
Gase, die in diesem und dem vorangehenden Kapitel durchge-
filhrt wurde, war auf der Annahme aufgebaut, daf ein Gas als
eine Gesamtheit einzelner dynamischer Systeme, nidmlich der
Molekiile, betrachtet werden kann, von denen jedes seine Identitit
die ganze Zeit hindurch beibehdlt. Zum SchluBl wollen wir noch
untersuchen, was fiir Anderungen wir zu erwarten haben, wenn
diese Annahme blof3 als Anndherung an die Wahrheit, und nicht
als vollkommen richtig angesehen wird. Wir werden uns zunichst
iiberlegen, welche Komplikationen durch die Moglichkeit von mole-
kularen Assoziationen entstehen, wihrend wir die Besprechung des
entgegengesetzten Vorganges der Dissoziation auf spéter aufheben.

255. Wir haben bereits gesehen, dall eine schwache An-
ziehungskraft zwischen den Molekiilen in einem Gase wirken muf,
wenn sie sich geniigend nahe aneinander befinden, oder, préziser
ausgedriickt, dafl die potentielle Energie der gesamten intermole-
kularen Krifte negativ ist.

Dieses Resultat 146t sich bemerkenswerter Weise einsehen,
ohne die Annahme machen zu miissen, dall dem einzelnen Molekiil
eine definierte Anziehungskraft anhaftet. In § 117 erhielten wir als
Gesetze der Verteilung fiir jene Molekiile, die von intermolekularen
Kriaften frei sind und fiir die, welche unter dem Einfluf einer
intermolekularen Kraft stehen, Gleichungen von der Gestalt

Ty = Ae—2hEa
(491) s = A ¢~ W)

usw.,

1) Phil. Trans. 186, 564 (1895); 185, 1 (1894).
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wobei es fiir unseren vorliegenden Zweck geniigt, ein Gas zu be-
trachten, in dem nur eine Art von Molekiilen enthalten ist, d. h.
ein chemisch reines Gas. In den obigen Gleichungen ist Wgq
das Potential der intermolekularen Krifte zwischen den zwei
Molekiilen. Bezeichnen wir das Potential der intermolekularen
Krifte zwischen drei Molekiilen mit Weaqo, und so weiter, so er-
halten wir fiir die gesamte intermolekulare potentielle Energie
des Gases

492) @ = arff... Wyge™ P EatFatPad ge g ..
n ASH'WWaaae—zh(Ea+E{,+E&+Waaa)dgld§2,_, + usw.

wo sich die Integrationen iiber alle Konfigurationen erstrecken,
in denen die intermolekularen Krifte merklich sind. Wenn nun
die Konfiguration von zwei Molekiilen nach dem Zufall aus allen
moglichen Konfigurationen ausgewihlt ist, so kann Wy, ebenso
leicht positiv als negativ sein, so dall das ganze erste Integral
als Summe von Gliedern von der Form

_ 9
Waae hWaa _ Waaethaa

ausgedriickt werden kann, welche durch. Kombination je zweier
Konfigurationen erhalten werden, bei denen die Werte von Waa
der GroBe nach gleich, doch dem Vorzeichen nach entgegengesetzt
sind. Diese Ausdriicke sind jedoch negativ fiir alle Werte von
Waa. Das zweite Integral kann dhnlich behandelt werden, so
dall wir schliefllich zu dem Endresultat gelangen, daf @ negativ ist.

Grad der Assoziation.

266. Wir wollen nun das Problem vereinfachen, indem wir
die Molekiile als punktférmige Kraftzentren ansehen, die aufein-
ander mit einer Kraft einwirken, die bloS von ihrer gegenseitigen
Distanz abhéngt. Die Wahrscheinlichkeit, ein freies Molekiil der
Klasse 4 im Innern eines Volumenelementes dxdydz aufzu-
finden, ist nun gemiB Gleichung (401)

(493) Aemedudvdwdzrdyde,

wihrend die Wahrscheinlichkeit, zwei ‘Molekiile der Klassen A
und B in benachbarten Elementen dzdyde und dz'dy'de’
aufzufinden, gleich ist

A2e—hm@teh—2m¥ qyudodwdrdydezdu dv'dw' dz' dy' de'.
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Nehmen wir an, dafl das Element dz'dy’' d2' eine Kugelschale
mit den Radien r und r + dr ist, die das Zentrum des ersten
Molekiils umgibt, so verwandelt sich der letztere Ausdruck in

A2e-tm@+—=h¥dydydwdu' dv'dw 4dmridrdzdyde,

worin ¥ eine Funktion von r ist. Benutzen wir, wie in § 33
(Seite 47) die Transformationen

u=1,(u+u) usw. o =u' —u usw.
und schreiben

wvitwe=re, o+ =7Vy
80 konnen wir den vorstehenden Ausdruck transformieren in
(494) Ave2rmedudvdwdzdydze"ehmV—20¥ dodfdy dmredr.

Der erste Faktor hinter A* driickt das Gesetz der Verteilung
der Translationsgeschwindigkeiten fiir ein Doppelmolekiil aus.
Es ist genau so, wie wenn jedes Doppelmolekiil eine permanente
Struktur von der Masse 2m besifle. Die restlichen Faktoren
driicken die Verteilung derjenigen Koordinaten aus, die man als
innere in bezug auf das Doppelmolekiil ansehen kann.

267. Wihrend der Bewegung eines Doppelmolekiils wird,
solange es durch Zusammenstofe nicht gestort ist, €2 konstant
bleiben, so daf aus der Energiegleichung folgt, dafl 1/;mVs + 2%
konstant bleibt. Die moglichen Bahnen, die die Komponenten-
molekiile um ihren gemeinsamen Schwerpunkt beschreiben konnen,
zerfallen in zwei Klassen, je nachdem, ob sie sich ins Unendliche
erstrecken oder nicht. Analytisch sind diese zwei Klassen von-
einander durch das Vorzeichen von i/, m V24 2 ¥ unterschieden.
Doppelmolekiile, fiir die 1/, m¥V?2 4 2 ¥ positiv ist, bestehen aus
zwei Molekiilen, die sich einander aus dem Raume auBerhalb
ihrer .gegenseitigen Wirkungssphiren gendhert haben, und die
sich, nachdem sie einander einmal bis auf einen Minimalabstand
nahe gekommen sind, wieder aus ihren gegenseitigen Machtsphéren
entfernen werden. Doppelmolekiile jedoch, fiir die y,mV2 2%
negativ - ist, bestehen aus zwei Molekiilen, die um einander
Bahnen beschreiben, die vollstindig im Innern der beiden Wir-
kungssphiren liegen, und diese Bewegung dauert an, solange sie
nicht durch Zusammenstofle mit anderen Molekiilen gestort wird.
Es ist klar, dall Doppelmolekiile der ersten Art einfach Paare
von zusammenstoBenden Molekillen sind. Da wir die mole-
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kulare Assoziation besprechen, so miissen wir unser Augenmerk
auf Doppelmolekiile der zweiten Art richten, d.h. jene, fiir die
YamV?2 4 2% negativ ist. Wir bemerken, daB Doppelmolekiile
dieser Art nicht durch das Zusammentreffen von zwei Einzel-
molekiilen allein entstehen konnen. Es ist notwendig, daB,
wihrend die Molekiile sich im Zusammenstol befinden, etwas
geschieht, was die Bewegung so dndert, daB sich das Vorzeichen
von YymV?24 2% umkehrt. Dies konnte durch ZusammenstoB
mit einem dritten Molekiil hervorgerufen werden, oder es konnte
auch, wenn 1/,mV?2+ 2% zu Beginn eines Zusammentreffens
geniigend klem wére, durch Strahlung so viel Energie zerstreut
werden, daB 1/,mV?2+ 2% noch vor der Beendigung des Zu-
sammentreffens negativ wiirde. Wir konnen die Betrachtung
dieser zweiten Moglichkeit hier auBer acht lassen, da wir, wenn
dies die primére Ursache der Assoziation wire, nicht linger be-
rechtigt wiren, die Gleichungen zu benutzen, mit denen wir ge-
arbeitet haben, da sie auf der Annahme der Erhaltung der
Energie beruhen.

258. Integrieren wir den Ausdruck (493) iiber alle Werte
von u, v, w, so finden wir fiir », die Molekulardichte der unkom-
binierten Molekiile

(495) v, = A<_a>3'2.

Ahnlich erhalten wir, wenn v, die Molekulardichte der Doppel-
molekiile ist, durch Integration des Ausdruckes (494)

3j .
v. — A2 _”,> e=ham VL2 ¥ do dBdy 4w rd dr
(496) [2 <2hm ”H

\ 3y
] = A <ﬁ“ﬁ) [ [erumvreenig ey aVar,

worin die Integration sich iiber alle Werte von ¥ und r erstreckt,
fiir die 1/,m V24 2 W negativ ist.
Die Gesamtzahl der] urspriinglichen Molekiile pro Volumen-
einheit ist
v =+ 2v,+ 3vy | -

(497) :1/1< 5Up—htlzmmﬂ"l167:2Vzszdr|+Aﬁ( SRt )
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so daB, wenn ¢ den Bruchteil der ganzen Masse bedeutet, welcher
nicht assoziiert ist,

(498) g="1= — 1 :
1+V—§”e—h[12m"2+”’116 mVer2dVdr 4 ---

Elimieren wir A aus den Gleichungen (495), (496) usw., so
erhalten wir eine Reihe von Beziehungen von der Gestalt
(499) v, = 29 (T)

v, = v, 3¢ (1) usw,
wo @, ¥ ... Funktionen der Temperatur allein sind. Gleichungen
von dieser Gestalt bilden praktisch genommen die Grundlage
jeder Theorie der Assoziation und Dissoziation?).

Um die Verinderung der Assoziation mit der Temperatur
zu studieren, ist eine Kenntnis der genauen Gestalt der Funk-
tionen @ (T), ¥ (I) usw. notwendig, wir konnen jedoch die Ab-
hingigkeit der Assoziation von der Dichte ohne diese Kenntnis
untersuchen.

Abhéngigkeit der Assoziation von der Dichte.

2569. Fiir eine grofie Anzahl von Substanzen ist es wahr-
scheinlich, dafl kein hoherer Grad von Assoziation betrachtet
werden mufl, als der, welcher sich in der Bildung von Doppel-
molekiilen duflert. Fir solche Substanzen ist

v = v, + 2,
Vernachlassigen wir die van der Waalssche Korrektion, so
ist der Druck gegeben durch (vgl. § 145)
(300) p= RI(v,+v)) = Yo RT(v+ ) =1, RvT(l 4 g),
wo q aus Gleichung (498) eingefithrt ist. Daraus geht hervor,

daB ¢, der freie Bruchteil der ganzen Masse ohne weiteres durch
Ablesungen von Druck und Temperatur bestimmt werden kann.

1) Vgl. z. B. Boltzmanns Theorie, Wied. Ann. 32, 39, oder Vor-
lesungen iiber Gastheorie, 1I, § 63: Natansons Theorie, Wied. Ann. 88, 288
oder Winckelmanns Handbuch der Physik, III, S, 725, oder die Theorie
von J.J. Thomson, Phil. Mag. (5) 18, 233 (1884). Diese Theorien sind
auf sehr verschiedenen physikalischen Annahmen aufgebaut, doch alle fihren
zu Gleichungen von derselben allgemeinen Form wie (499). Der Unterschied
der physikalischen Annahmen zeigt sich in der verschiedenen Form fir die
Funktionen ¢ (7) usw.
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Die folgende Tabelle enthilt die Werte von 1 — ¢, die in dieser
Weise aus den Beobachtungen von Natanson?) iiber die Dichte
von Stickstoffperoxyd berechnet wurden.

Assoziation von NO,.

Wert von 1 —¢q = 2y
Temperatur v
p'—_115mm’ P = 250 mm 1 Pp=—580mm | p = 760mm
6 = —12,60 0919 | — | — —
6 = 090 0,837 0,901 | — —_
6= 21° — — 0,824 —
6 = 49,70 0,253 0,370 0,550 —
0= 7370 0,084 0,149 0,263 —_
6 = 99,80 0,031 0,050 0,093 0,117
6 = 151,40 unmefbar klein

In diesem Falle ist das Einzelmolekiil NO,, das Doppelmolekiil
ist. N, O,, und es wird angenommen, dafi kompliziertere Strukturen
nicht vorkommen. Der Wert von 1 —gq ist gleich 2w,/», und
mifit so den Bruchteil der Masse, die in der Form N0, vorkommt.

Gleichung (499) sagt nun voraus, daB das Verhiltnis von
v, zu v,2 fiir alle Messungen bei der gleichen Temperatur gleich
sein sollte. Aus dieser Gleichung erhalten wir

1 v v; + 2 v,

_:-_V_I:_T:l—}-%/lq)(l),

nnd daraus
1/1
“(z—1
;1)
1—gq=2¢vep(I)

Kombinieren wir das mit Gleichung (500), so erhalten wir

o(T)
RT°

I

()2ne @ =20

oder

l—g=4pg

— 2
woraus hervorgeht, dall das Verhiltnis 1p—qﬂl fiir alle Messungen

bei derselben Temperatur gleich sein sollte.

1) Recueil de Constantes Physiques, S. 168.
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Die folgende, aus den Beobachtungen der obigen Tabelle
berechnete Tabelle zeigt, bis zu welchem Ausmafie diese Vor-
aussage der Theorie vom Experiment gerechtfertigt wird:

Assoziation von NO,.

—_— 2
Werte vonl—g = 4 (p(T)
Temperatur Pq RT
p=115mm | p=250mm | p=580mm |.p = 760mm
0 — 49,70 0,689 0,608 | 0,680 —
6 = 73,79 0,167 0,152 0,145 —

6 = 99,80 0056 0043 | 0,087 0,037

Abhéingigkeit der Assoziation von der Temperatur.
260. Wir haben gesehen, dafl

1_ L 4pe(D)
¢ 'TTRT
ist, worin gem#dl den Gleichungen (495) und (496)

vy (hm\* Rl )
(501) @ (T) = v = (5}?> ‘”e h[YamV2+2¥) 16 2V 22 d Vdr.

Die Ermittlung der genauen Beziehung des Assoziationsgrades
zur Temperatur hingt demnach von der Auswertung der Funk-
tion @ (7) ab und stellt daher ein schwieriges Problem dar.

Ganz allgemein kann man leicht einsehen, dall bei hohen
Temperaturen (b sehr klein) der Wert von ¢ (I') unmerklich sein
wird, wihrend wir erwarten miissen, dafl er, nachdem er einmal
abschitzbare Werte erlangt hat, sehr rasch mit fallender Tem-
peratur ansteigt.

Unsere Kenntnis der Struktur der Materie ist nicht aus-
reichend, um uns zu gestatten, @ (I') geméal Gleichung (501) mit
Genauigkeit zu bestimmen. Ein Fortschritt kann nur durch die
Einfiihrung einfacher Hypothesen iiber die Wechselwirkung
zwischen den Molekiilen erzielt werden, wenn sich herausstellt,
daB sie zu Resultaten fithren, die der Wahrheit naheliegen.

Boltzmann ) nimmt an, daB eine potentielle Energie zwischen
zwei Molekiilen nur dann existiert, wenn der Mittelpunkt des

') Vorlesungen iiber Gastheorie II, Kap. 6.
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zweiten ionerhalb eines kleinen und definierten Gebietes liegt,
das selbstverstindlich in bezug auf das erste fest ist, und daB,
wenn das zweite Molekiil seinen Mittelpunkt innerhalb dieses
»empfindlichen Gebietes“ hat, die potentielle Energie stets den
gleichen Wert & besitzt. Dieses Gebiet muf nicht notwendig
aus einer Kugelschale bestehen, bedeutet jedoch @ sein Gesamt-
volumen, so kann Gleichung (501) in der Form

3
p(T) = (%) ‘et J.e—lr’z'"”’thnVﬂdV

geschrieben werden, wo ® das Integral 47cjr2dr ersetzt, das die

Ausdehnung des ,empfindlichen Gebietes“ in unserer Entwicklung
dargestellt hat. Ersetzen wir 1/,Am¥V?2 durch 22, so kann diese
Gleichung in die Form

§
(502) o(T) = 22 e—WJe—xzxzdx
Vn
gebracht werden. ’

Die obere Grenze der Integration ist bestimmt durch.die Be-
dingung, dafl dort 1/;m V24 2 & verschwinden soll, und ist daher
gegeben durch £2 = — 21 %, wobei der Wert von % notwendig
negativ ist. Setzen wir — ¥ — R, so dall B positiv ist, so ist
der Wert von £2 gleich 22 R oder 8/T.

Fiir manche Substanzen diirfte ¥ so groB sein, daB wir eine
gute Approximation erhalten, wenn wir das Integral in Gleichung
(502) zwischen den Grenzen x — 0 und # = oo erstrecken (vgl.
§ 267). In diesem Falle 148t sich die Integration leicht ausfiihren
und wir finden

Q(T) = we ¥ = e~ ¥IBT —= @eblT,

worin ¥ negativ ist. Der Dissoziationsgrad ist dann gegeben
durch
1 4pw

; — = L eBIT
(503) q2 1+ RT )
das ist Boltzmanns Formel fiir die molekulare Assoziation und
Dissoziation. Numerische Werte, die man durch Vergleichung
dieser Formel mit dem Experiment erhilt, sind von Boltzmann?)
angegeben worden.

1 1. c. § 66.
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Williard Gibbs!) hat den Gegenstand ebenfalls behandelt
mit einer Methode, die zwar auf den ersten Blick von der Boltz-
mannschen sehr verschieden zu sein scheint, von der sich jedoch,
wie Boltzmann bemerkt ?), zeigen 1ifit, daB sie im Grunde ge-
nommen auf genau der gleichen physikalischen Grundlage ruht,
und daher notwendig im wesentlichen zu denselben Gleichungen
fithrt.

Die folgende Tabelle, die von Williard Gibbs angegeben
wurde, enthilt die Dichten von Stickstoffperoxyd, die bei ver-
schiedenen Temperaturen von Deville und Troost3) beobachtet
worden sind, wobei der Druck stets 1 Atm. betrfigt und ferner
die aus Gleichung (503) berechneten Werte.

Assoziation von NO,.

Temperatur Dichte Dichte Temperatur Dichte Dichte
(beob.) (ber.) P (beob.) (ver.)

183,2 1,57 1,592 80,6 1,80 1,801
154,0 1,58 1,597 70,0 1,92 1,920
185,0 1,60 1,607 60,2 2,08 2,067
121,56 1,62 1,622 49,6 2,27 2,256
111,3 1,65 1,641 39,8 2,46 . 2,443
100,1 1,68 1,676 35,4 2,53 2,524
90,0 1,72 1,728 26,7 2,65 2,676

Fiir andere Substanzen kann wieder & so klein sein, dal} man
eine gute Anndherung durch Entwicklung nach Potenzen von £
erzielen kann. Durch wiederholte partielle Integration erhalten
wir die Entwicklung

§

g, 28 (2892 (2873 |
je Pz = ke §2{1.3+ﬁ3+1.3.ﬁ+"'y

0

die fiir alle Werte von £ konvergent ist. Durch Benutzung dieser
Gleichung verwandelt sich (502) in

=2 2 5 (D))

1) Trans. Connecticut Acad. 3, 108 (1875) und 343 (1877); Sill. Journ.
18, 277 (1879); ferner Coll. Works 1, 55 bis 372.

2) Vorlesungen iiber Gastheorie II, S.211.

$) Compt. Rend. 64, 237 (1867).
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Eine andere mogliche Entwicklung, die auch fiir alle Werte von
¢ konvergiert, lautet
§
.e—x?-xndler gs_Lgu+ 1 £7 — 1 §9+...
s 1.5 1.2.7 1.2.8.9 ’

0
was zu

do /BN (1 1
o0 =12(p) 5+ 57+ g (n) e
fiithrt.
Jiager1) gibt eine Tabelle an, die von Neumann?) iiber-
nommen ist, aus der hervorgeht, daB die Dissoziation von unter-
salpetriger Siure zwischen den Temperaturen 270C und 135°C

gut dargestellt werden kann, wenn man annimmt, da8 ¢ (7') pro-
portional ist zu

1 ebIT,

Te
Er gibt auch eine Theorie an, die zu dieser Gestalt fir ¢ (T)
fithrt. Sie ist jedoch nicht vertriglich mit den dem vorliegenden
Buche zugrunde gelegten dynamischen Prinzipien.

Kontinuitiit des fliissigen und gasférmigen Zustandes.

261. Bei sehr hohen Temperaturen reduzieren sich die
Reihen (497) auf ihr erstes Glied, so da ¢ — 1 ist und daher
keine Molekiile in bestindigen Kombinationen existieren.

Bei tieferen Temperaturen ist A groBer, so daf nicht nur A4
groBer ist, sondern auch die Potenz e—*["emV*+2¥]  in der wie man
sich erinnern wird, der Exponent positiv ist. Der relative Ein-
fluf der folgenden Glieder der Reihe (497) ist daher grofer.
Schlieflich erreichen wir Werte der Temperatur, fiir die & einen
so groflen Wert hat, dal die Reihe (497) divergent wird. An
diesem Punkte angelangt streben die Molekiile, unserer Uber-
legung entsprechend, dahin, Schwirme zu bilden, von denen jeder
eine unendliche Zahl von Molekiilen enthdlt, oder schlieBilich
einen einzigen Schwarm, der alle Molekiile absorbiert. Sobald
einmal dieser Zustand erreicht ist, verliert die Entwicklung ihre

!) Winkelmanns Handbuch d. Physik, Bd. 3 (Warme), Artikel ,Die
kinetische Theorie der Gase“, S. 731.
2) Neumann, Thermochemie, S. 177.
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Anwendbarkeit, da die Annahme, daf die molekularen Schwirme
klein sind, die wir in § 117 gemacht haben, nun aufler Kraft
tritt. Es ist jedoch leicht, eine physikalische Interpretation des
nunmehr erreichten Zustandes zu geben: offenbar ist dies der
Punkt, bei dem die Verfliissigung beginnt, und die Ansammlung
von Molekiilschwirmen ist ein gesittigter Dampf.

Als Reihe von Gliedern der A betrachtet, ist die Reihe (497)
eine Potenzreihe mit steigenden Potenzen von 4. Fiir einen
gegebenen Wert, sagen wir hy, von b gibt es einen bestimmten
Wert, sagen wir 4, von A, so daB die Reibhe fiir alle Werte von
A kleiner als 4, konvergent ist, und fiir alle Werte von 4
grofer als A4, divergent. Mit anderen Worten, bei einer ge-
gebenen Temperatur gibt es eine bestimmte Dichte, bei der die
Substanz sich verfliissigt. Dies ist offenbar die Dampfdichte, die
dieser Temperatur entspricht. Es ist klar, daB, wenn h wichst,
A abnimmt, und umgekehrt, so daB eine Erhohung des Druckes
von einer Erhohung des Siedepunktes der Substanz begleitet ist.

Da A von v abhingt, kann die Beziehung zwischen einander
entsprechenden Werten %y, A, die wir eben erhalten haben, in
der Gestalt
(504) fv, T) =0
ausgedriickt werden, die die Beziehung zwischen v und 7 am
Siedepunkt einer Fliissigkeit ausdriickt.

Der kritische Punkt.

262. Wir haben bereits bemerkt, dafl v, und v fiir sehr
kleine Werte von h identisch werden, so daB die Reihe (497)
nicht divergent werden kann. Fiir sehr hohe Werte von 7 kann
also Gleichung (501) keine einem physikalisch moglichen Zustand
entsprechende Wurzel haben. Sei 7, der kleinste Wert von 7,
fir den eine Wurzel der Gleichung (501) existiert, dann ist
T, eine Temperatur, oberhalb derer eine Verfliissigung unméglich
eintreten kann, wie gro auch die Dichte des Gases sein mag;
mit anderen Worten, 7, ist die kritische Temperatur.

Die Algebra lehrt, daB es gemafB Gleichung (501) zwei zu-
sammenfallende Werte von v geben muB, die der kritischen Tem-
peratur T, entsprechen, was mit den bereits bekannten Tatsachen
betreffend die Neigung der Isothermen im kritischen Punkte in

Ubereinstimmung ist.
Jeans, Theorien. 17
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Druck, Dichte und Temperatur.

263. Es ist daher klar, daB wir annehmen miissen, daB
Gase oder Dampfe bei einer Temperatur, die nur wenig hoher ist,
als der Siedepunkt bei dem betreffenden Druck nicht aus ein-
zelnen Molekiilen aufgebaut sind, sondern dafl sie zum Teil aus
einzelnen Molekiilen und zum Teil aus Schwirmen von zwei, drei
oder mehr Molekiilen bestehen. Ist m die Masse eines einzelnen
Molekiils und haben vy, v, v; ... dieselbe Bedeutung wie friiher,
go ist die Dichte gegeben durch

o =m +2v,+3v; --.).

Zur Berechnung des Druckes miissen wir jede Art von
Schwirmen als eine eigene Gasart behandeln, die ihren eigenen
Partialdruck ausiibt. Wir erhalten demgemif fiir den Druck,
wie in § 145

p :ﬁ%(”1+”2+1’3+"')

— QRT< v+ v+ v+ ';‘ﬂ_)
T om \v,+2v, 3y -

Aus einer Vergleichung dieser Gleichung mit Gleichung (305),
wobel wir uns erinnern, daf v;,v,.. Funktionen von 7' und ¢
sind, geht hervor, dafll weder das Boylsche noch das Charlessche
noch das Avogradrosche Gesetz genau erfiillt sein werden.

264. Die beobachteten Abweichungen von den Gesetzen
eines idealen Gases miissen offenbar zum Teil den Assoziationen
zugeschrieben werden, wie wir es eben auseinandergesetzt haben,
und zum Teil den Ursachen, die bereits im 6. Kapitel ausein-
andergesetzt wurden. Die beiden Ursachenreihen sind jedoch
nicht ginzlich unabhingig, daher geniigt es nicht, die Effekte
gesondert zu betrachten und sie dann zu addieren. Der Stand
der Frage laft sich vielleicht am besten folgendermaBen kenn-
zeichnen.

Der -Effekt der Kohdsionskrifte ist zu kompliziert zusammen-
gesetzt, als dal eine exakte mathematische Behandlung méglich
wire. Wir haben daher im 6. Kapitel und in dem vorliegenden
Kapitel ihren Effekt mit Hilfe zweier besonderer vereinfachender
Annahmen untersucht. Im 6. Kapitel haben wir, van der Waals
folgend, das Gas als einen einzigen Molekiilschwarm betrachtet,
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der eine unendliche Zahl von Molekiilen enthilt und indem wir
das ganze System der Kobédsionskrifte durch eine permanente
mittlere Kraft ersetzten, vernachlissigten wir im wesentlichen
den Effekt der Bildung irgendwelcher kleiner Schwiirme im Innern
des groBen Schwarmes. Andererseits beschrinkten wir uns im
vorliegenden Kapitel blo8 auf die Bildung kleiner Schwirme
und lieBen den groBen Schwarm vollkommen aufier acht. Als
Konsequenz des Umstandes, daB die erstere Behandlungsweise es
unterlidt die kleinen Schwirme in Rechnung zu ziehen, fiihrte
diese zu dem irrigen Ergebnis [Gleichung (436)], daB der innere
Druck genau portional der Temperatur ist, wahrend wir infolge des
Umstandes, dal die vorliegende Behandlungsweise es unterlift,
die Schwarmbildung des Gases als Ganzes zu betrachten, in
dem vorliegenden Kapitel zu der irrigen Schluifolgerung gefiihrt
wurden, daB der innere Druck mit dem Oberflichendruck identisch
sei. Die Lage kann also zusammenfassend so gekennzeichnet
werden, daf die Behandlungsweise des 6. Kapitels bloB die Tendenz
zur Massenschwarmbildung betrachtet, wihrend die des vor-
liegenden Kapitels blof die Tendenz zur Molekiilschwarm-
bildung betrachtet.

Solange die Abweichungen von dem Verhalten eines idealen
Gases klein sind, kénnen die beiden Tendenzen getrennt untersucht
und die Gesamtabweichung als die Summe der zwei Abweichungen,
berechnet werden, die durch diese Tendenzen einzeln bewirkt
werden. Wenn wir uns anderseits dem kritischen Punkte an-
nihern, vermengen sich die Phinomene der Massen- und der
Molekiilschwarmbildung miteinander und werden schliefilich im
kritischen Punkte identisch. Die beiden Effekte sind nicht linger
additiv, da jeder mit dem Gesamteffekt identisch geworden ist.

Wir miissen uns vor Augen halten, da wir nur dadurch eine
exakte mathematische Behandlung eines jeden dieser Effekte
ermoglichen konnten, daf wir die Annahme machten, dafl der
Effekt selbst klein sei. Mit anderen Worten, soweit unsere
Resultate anwendbar bleiben, sind die Effekte additiv. Wir
bemerken, dal die Abweichung von den idealen Gasgesetzen,
die wir im 6. Kapitel besprochen haben, proportional mit 1/7T
und 1/7% abnahmen, wihrend die in dem vorstehenden Kapitel
besprochenen sehr viel rascher abnehmen, wenn die Temperatur
steigt.

17%*
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Kalorimetrie.

265. Es ist einleuchtend, dafi die abgeleiteten Formeln fiir
die spezifischen Wirmen durch die Moglichkeit der molekularen
Assoziation stark beeinfluft werden konnen. Denn bei Erhéhung
der Temperatur des Gases leistet man Arbeit nicht nur um die
Energie der verschiedenen Molekiile zu erhShen, sondern auch
um eine Anzahl von Molekiilen aus ihrem gegenseitigen Anziehungs-
bereich zu entfernen. Diese letztere Arbeit bedingt einen Beitrag
zu den Werten von C, und C,, den wir in den vorhergehenden
Entwicklungen der § 237 bis 241 nicht beachtet haben. Wir
sollten daher erwarten, daB die Werte von C, und C, die aus
unseren fritheren Formeln erhaltenen Werte innerhalb des Gebietes
von Druck und Temperatur, in dem molekulare Assoziation ins
Spiel kommt, iibertreffen. Die spezifischen Warmen von Stickstoff-
peroxyd zum Beispiel sind von Berthelot und Ogier?) untersucht
worden, die die folgenden Werte fiir C, angeben:

Von 270 bis 679 Cp =1,62

. 27, 100 1,46
. 27 , 150 1,115
. 27, 200 0,85
. 27 , 300 0,64

Die Erhohung der Werte von C, bei den niederen Tempera-
turen kann verniinftigermaflen der Arbeit zur Trennung der
N,0,-Molekiile in Paare von NO,-Molekiilen zugeschrieben werden.

Als eine weitere Illustration mit einem etwas abweichenden
Charakter konnen wir den Fall des Dampfes betrachten. Feuchter
Dampf ist ein solcher, in dem groBe Molekularschwirme vor-
kommen, trockener Dampf ist ein solcher, in dem die Molekiile
alle einzeln sind und unsere Grofie ¢ miBt das, was die Techniker
die Trockenheit des feuchten Dampfes nennen. Fiir die Werte
von p fiir feuchten (gesiittigten) Dampf geben Rankine und
Zeuner die Werte 1,0625 bzw. 1,0646 an. Fiir trocknen Dampf
(,Dampfgas“) betrigt der beobachtete Wert 1,30. Wiirden wir
die Formel

2
r=1t 0

1y Bull. Soc. Chem. [2] 87, 434 (1882); Compt. Rend. 92, 916 (1832); Ann.
d. Chim. et Phys. (5] 80, 382 (1883); Recueil de Constantes Physiques, S. 108.
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fiir die Berechnung von » benutzen, so wiirden wir zu der Schluf-
folgerung kommen, daB n -+ 3 fiir feuchten Dampf den Wert 32
und fiir trocknen Dampf den Wert 6,6 hitte.

Der groBe Wert von n in dem ersteren Falle entspricht der
Existenz groBer Molekiilschwiirme, die so grof sind, dal jeder
32 Freiheitsgrade besitzt.

Dissoziation.

266. Was die mathematische Entwicklung betrifft, hindert
uns nichts, die vorhergehende Behandlungsweise auf die Dissoziation
anzuwenden. Die friiheren Molekiile miissen nun durch Atome
und die die friiheren Molekiilschwirme durch Einzelmolekiile
ersetzt werden.

Wir wollen ein Gas betrachten, in dem jedes vollstindige
Molekiil aus zwei Atomen vom Typus o bzw. 8 zusammengesetzt
sei. Wie in den Gleichungen (491) lauten die Verteilungsgesetze
der dissoziierten Atome und der vollstindigen Molekiile

T = Ae P
Tp = B 8_2"Eﬁ
Tap = ABe M EutEgt¥)

wo ¥ die potentielle Energie der beiden Atome darstellt, die das
Molekiil bilden. Die Entwicklung wird vereinfacht und die Theorie
hinreichend illustriert werden, wenn wir die Atome als punkt-
formige Kraftzentren mit den Massen m, und m, auffassen. Wir
erhalten so als Verteilungsgesetz der dissoziierten Atome
AetmE dudvdw

Ae—rm® dydodw

und als Verteilungsgesetz der vollstindigen Molekiile

(505)

M2 gy opw

(506) ABehmtmdegydydwe mitm dodBdydnridr
ein Gesetz, zu dem wir in derselben Weise gelangen, wie zu dem

Gesetz (494) mit dem Unterschied, daf als Transformations-
schema fiir die Geschwindigkeiten genommen werden mufl

_ mqu A mg o
w = g o0 = u — usw.,
was eine Verallgemeinerung der vorher gebrauchten Transfor-
mationen (vgl. § 338) darstelit.
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267. Obgleich die mathematische Entwicklung der auf Asso-
ziation beziiglichen #hnlich ist, besteht ein bedeutender Unter-
schied in den physikalischen Bedingungen. Das Verteilungsgesetz
(506) ist auf solche Werte der Veranderlichen beschriankt, daB

s,

oot V2T
negativ ist; sobald diese GroBe positiv wird, zerfallen die Mole-
kiile in ihre Atombestandteile. Nun ist im Falle der Molekular-
assoziation die Anziehungskraft zwischen vollstindigen Molekiilen
nicht grof, so dal ¥ eine kleine negative GroBe ist, und daher
der Bereich der Werte fiir 7 entsprechend klein. Im Falle der
chemischen Dissoziation ist % eine grofe negative GroBe, und
der Bereich fiir ¥ ist praktisch unbegrenzt.

In der Theorie des § 260 sollte also die erste der beiden
Auswertungen von ¥ (T'), ndmlich die, welche annimmt, daf ¥
sehr grof sei, im allgemeinen auf Probleme wahrer Dissoziation
angewendet werden, die zweite auf Probleme der Assoziation-

Eine Abschétzung des Wertes von % erhilt man, wenn man
die Warmemenge betrachtet, die entsteht, wenn eine chemische
Verbindung vor sich geht. Wenn sich zum Beispiel zwei Gramm
Wasserstoff mit 16 Gramm Sauerstoff zu 18 Gramm Wasser
vereinigen, 8o ist gemif der Thomsonschen Bestimmung die
dabei entwickelte Wirmemenge gleich 68 376 Einheiten, — die
ausreicht um die Temperatur der ganzen Wassermenge um
3600°C zu erhdhen. Der Wert von ¥, der notwendig ist, damit
Dissoziation eintrete, ist daher vergleichbar mit dem Mittelwert
von V bei 3600°C, und diese hohen Werte von ¥ werden in einem
Gase bei normaler Temperatur sehr selten sein. Die AusschlieBung
der hohen Werte von ¥ aus der Verteilung (506) wird daher
sowohl auf das Verteilungsgesetz, als auch auf die durch innere
Freiheitsgrade dargestellte Energie nur wenig EinfluB haben, und
wir konnen ohne ernstlichen Fehler das Verteilungsgesetz fiir
alle Werte von 7 als richtig ansehen.

In einem solchen Falle kann man also das Molekiil genau
80, wie ein gewdhnliches zweiatomiges Molekiil behandeln, das
man als undissoziierbar ansieht, das jedoch sechs Freiheitsgrade
besitzt, drei Freiheitsgrade der Translation, die durch die Differen-
tiale du dvdw dargestellt werden, und drei innere Freiheitsgrade,
die durch die Differentiale dodBdy dargestellt werden.
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Da sechs Freiheitsgrade vorhanden sind, wird der Wert von
7, selbst wenn wir die potentielle Energie vernachldssigen, nur
11/; betragen und wird noch kleiner sein, wenn man die poten-
tielle Energie in Rechnung zieht. Wir haben jedoch gesehen,
dafl fiir zweiatomige Molekiile y sehr nahe gleich 1%/ ist und
dies zeigt, daf man das gewdhnliche zweiatomige Molekiil
nicht so behandeln darf, als ob es aus zwei Atomen bestédnde,
die in der Weise, wie wir es uns vorgestellt hatten, Bahnen
beschreiben.

Wir werden hier zu den Schwierigkeiten zuriickgefiihrt, auf
die wir bereits in §250 im Zusammenhang mit den spezifischen
Wérmen der Gase gestofen sind. Die Ldsung dieser Schwierig-
keiten wird zwar nicht durch die alte klassische Dynamik, jedoch
durch die neue Quantendynamik geliefert. Wir verlassen demnach
die Frage in diesem Stadium, um im 17. Kap., welches sich speziell
mit der Quantendynamik beschiftigt, wieder zu ihr zuriickzukehren.

8. Kapitel.

Erscheinungen in einem nicht im stationdren Zustand
befindlichen Gase.

268. In dem 6.und 7. Kapitel besprachen wir die physikali-
schen Eigenschaften eines Gases, in dem die Molekularbewegung
in jedem Punkte in bezug auf jede Richtung im Raume symme-
trisch war. Wir wollen uns nun mit einer weit komplizierteren
Klasse von Erscheinungen beschiftigen, fiir welche diese Eigen-
schaft nicht mehr zutrifft. Betrachten wir den Ausdruck, den
wir fiir das Geschwindigkeitsverteilungsgesetz in irgend einem
Punkte eines Gases im Normalzustand erhalten hatten, nimlich

3
(507) vf = (M) ? e hml(u— P+ (0 — 002 + (w— w02 + 27,
b4

80 bemerken wir, da es da fiinf unabhéngige Konstanten u,, v, w,
h und v gibt. Die Konstanz von wu,, v,, w, bedeutet, daf die
Massenbewegung des Gases innerhalb des Gases iiberall gleich ist:
variiert diese Massenbewegung von Punkt zu Punkt in dem Gase,
80 bewegen sich die Gasschichten relativ zueinander und wir
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stehen vor dem Problem, die Viskositit des Gases zu bestimmen.
Ahnlich bedeutet die Konstanz von & die Gleichheit der Temperatur
innerhalb des Gases: 4ndert sich diese von Punkt zu Punkt, so
haben wir das Problem der Warmeleitung vor uns. Schlieflich
bedeutet die Konstanz von » das Massengleichgewicht des Gases:
existiert dieses Gleichgewicht nicht, so liegt das Diffusionspro-
blem vor. Diese drei Probleme der Viskositit, der Warmeleitung
und der Diffusion haben wir nun zu behandeln.

Die Untersuchung wiirde viel leichter sein, als sie sich tat-
sichlich erweist, wenn man annehmen konnte, daBl der Ausdruck
(507) das Geschwindigkeitsgesetz in jedem Punkte darstellte,
blof mit dem Unterschied, daB w,, vy, w, & und v von Punkt zu
Punkt sich é&ndern. Ungliicklicherweise wird die Entwicklung
des Folgenden zeigen, dafl diese Annahme unberechtigt ist.

Die Boltzmannsche Gleichung.

269. Wie in § 209 moge die Zahl der Molekiile, deren
Zentren in irgend einem Zeitpunkt innerhalb eines Volumen-
elementes dzxdydz liegen, wihrend die Geschwindigkeitskom-
ponenten innerhalb eines Gebietes du dvdw liegen, mit
(508) v(u,0,w, 2,9 2,t) dudvdwdrdydzdt
bezeichnet werden.

Ist das Verteilungsgesetz f in einem Zeitpunkt ¢ bekannt,
so wird es offenbar moglich sein, der Bewegung jeder Molekiilgruppe
zu folgen, und so das Verteilungsgesetz im nichsten Moment
t 4+ dt zu erhalten, und dhnlich in jedem folgenden Augenblick.
Das Verteilungsgesetz (408) ist also fiir alle Zeiten bestimmt,
wenn sein Wert in irgend einem Zeitpunkt gegeben ist.

Daraus folgt, dall die oben definierte Funktion »f eine
charakteristiche Gleichung von einer solchen Gestalt erfiillen

mub, dafl dadurchgft(az f) in Abhéngigkeit von v f gegeben ist. Und
fiir den stationfiren Zustand mull »f eine Gleichung befriedigen,
die man aus den fritheren ableitet, indem mano%(v f) gleich

Null macht. Wir sind daher bei einem Problem der stationéren
Bewegung nicht berechtigt, die Werte von »f so zu wihlen, da@
sie die physikalischen Bedingungen in der einfachsten Weise er-
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fiilllen: die einzigen angemessenen Werte fiir v f sind jene, welche
die charakteristische Gleichung erfiilllen. Wir gehen daran,
die Gestalt dieser Gleichung zu erforschen, indem wir einer von
Boltzmann?) angegebenen Methode folgen.

270. Nehmen wir an, daB sich die Molekiile in einem per-
manenten Kraftfeld bewegen, so daf auf ein Molekiil im Punkte
7,9, 2 die Kraft (X, Y, Z) pro Masseneinheit wirkt. Die Bewegungs-
gleichungen eines Molekiils, das nicht gerade zusammenstoft,
lautet daher

(509) du dv dw

=X =71

dt —()ﬁ:Z'

Die Anzahl Molekiile, deren Geschwindigkeitskomponenten
u,v,w sich in irgend einem Zeitpunkt ¢ innerhalb des kleinen
Bereiches dudvdw und deren Koordinaten sich innerhalb des
kleinen Gebietes dzdydz befinden, ist durch die Formel (508)
gegeben.

Diese Molekiile mogen ihre natiirliche Bewegung eine Zeit
dt hindurch ausfithren. Am Ende dieses Intervalls werden sich
die Komponenten u, v, w der Geschwindigkeit eines jeden Molekiils,
wenn in der Zwischenzeit keine Zusammenstofe stattgefunden
haben, um Xdt¢ bzw. Ydt, Zdt vermehrt haben, wihrend sich
die Koordinaten z,y, # um die Betrige wdt bzw. vdt, wdt
vermehrt haben werden. Nach einem Intervall d¢ werden sich
also die Geschwindigkeiten der urspriinglichen Molekiile in dem
kleinen Gebiet dudwvdw befinden, das die Werte u+ Xdt,
v4 Ydt, w+ Zdt umgibt, und die Koordinaten in dem kleinen
Gebiet dxdyde, das den Punkt z -+ udt, y+ vdi, 24 wdt
umgibt. Verfolgen wir ferner die Bewegung riickwirts, so wird
es klar, daB die Molekiile, die wir betrachten, die einzigen sind,
die im Augenblick ¢+ d¢ Werte von x.v,%,u,v,w haben kionnen,
die innerhalb dieses Gebietes liegen.

Die Zahl der Molekiile, deren Werte x,¥,z2,u,v,20 zur Zeit
t + dt innerhalb dieses Bereiches liegen, ist jedoch

fri(w+ Xdt v+ Ydt, w4 Zdt, z+udt,y+vdt,
\

(510) 2+ wdt)ydudvdwdrdydz.

1) Vorlesungen iiber Gastheorie I, 2. und 3. Kap.
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Findet daher kein Zusammenstol statt, so muf dieser Aus-
druck genau gleich sein dem Ausdruck (508).

Entwickeln wir den Ausdruck (510), bis zur ersten Potenz in
dt und setzen wir ihn gleich dem Ausdruck (508), so erhalten
wir die Beziehung

G1) G0n) =X+ ¥ 5 + 2t u Lo Dps Lon,

die ausdriickt, wie sich »f infolge der Bewegung der Molekiile
und der auf sie wirkenden Krifte verindert.

Erfolgen ZusammenstoBe, so bewirken diese eine zusitzliche
Anderung von vf, die wie in § 21 _ausgewertet werden kann
[vgl. Gleichung (12)]. Wir haben dort gefunden, daB, wenn die
Molekiile elastische Kugeln vom Durchmesser 6 sind, diese
Anderung durch die Gleichung

(512) —% vf) = Jjjjjvﬂ(ff’—ff") ve2cos @du'dv'duw' de

ausgedriickt wird.
In dem allgemeineren Falle, in dem angenommen wird, daB
dle Molekiile eine beliebige Struktur haben, mége der Beitrag zu

(11 f), der durch die ZusammenstoBe bewirkt wird, bezeichnet

N, 1
[a (/Vf).,Zus..
Kombinieren wir diese zwei Ursachen der Anderung von (vf),
g0 gelangen wir zu der allgemeinen Gleichung

o Jf—t(vf)z—[ Saryzl ul
[ foptul]on+|Gon]

Diese Gleichung muf} unter allen Umsténden von v [ erfiillt
werden. Befindet sich das Gas in einem stationiren Zustand, so
mubl offenbar das Glied auf der rechten Seite verschwinden.

Werden mit

271. Ehe es nicht gelingt, den Térm [a%(vf)] zu be-
Zus.

rechnen, kann man in der Entwicklung oder Losung dieser
Gleichung nicht fortfahren. Leider liGt sich dies nur sehr un-
vollkommen ausfiihren.
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Wir wollen iiberlegen, welche Gestalt das Problem annimmt,
wenn die Molekiile als punktférmige Kraftzentren angesehen
werden, die einander anziehen oder abstofien mit einer Kraft,
die bloB von ihrer gegenseitigen Distanz abhingt.

Wir heften unsere Aufmerksamkeit auf einen Zusammenstof
zwischen zwei Molekiilen, wobei die Geschwindigkeiten vor dem
Zusammenstol gleich %, v, w und «’, v/, w’ sind. Die Relativ-
geschwindigkeit vor dem Zusammenstof sei ¥, némlich

(514) Ve = (v —up + (v — )24 (w' — w)

In Fig. 14 stelle O den Mittelpunkt des ersten Molekiils vor, der
sich in irgend einer Richtung @ O mit einer Geschwindigkeit
4, v, w bewege, und es sei MNP der vom zweiten Molekiil
relativ zu O zuriickgelegte Weg, vor dem
Beginn der Begegnung, die Relativgeschwin-
digkeit vor der Begegnung sei V. Kommt
das zweite Molekiil in eine solche Entfernung
von O, daf die Wirkung zwischen den zwei
Molekiilen merklich wird, so wird es von
seiner urspriinglichen geradlinigen Bahn M NP
abgelenkt werden, und wird eine gekriimmte
Bahn M NS beschreiben, welche selbst-
verstindlich in der Ebene M N P O liegt.

R OP sei eine Ebene durch O senkrecht
zu MN, und MN treffe diese Ebene in
einem Punkte P. Die Polarkoordinaten von
P in der Ebene R O P geien p, ¢ wobei der Punkt O als Ursprung
angenommen ist, so da OP — p und irgend eine Gerade RO
sei als Anfangsgerade angenommen. Offenbar ist p der senkrechte
Abstand des ersten Molekiils O von M N, der relativen Bahn des
zweiten Molekiils vor der Begegnung.

Wir wollen untersuchen, wie grof die Hiufigkeit von Zu-
sammenstoBen ist, so daB das zweite Molekiil eine Geschwindigkeit
o'y v'y w' hat, deren Komponenten innerhalb eines kleinen be-
stimmten Bereiches du', dv', dw' liegen und dall seine Bahn vor
der Begegnung so beschaffen ist, dall p, ¢ innerhalb des kleinen
Bereiches dp, d ¢ liegen. Fiir alle diese Zusammenstofie mull die
Gerade M P die Ebene RQP in dem kleinen Flichenelement
pdpde treffen. Die Anzahl solcher ZusammenstofBe, die in einem

Fig. 14.
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Intervall dt zu erwarten sind, wird daher gleich der Zahl der
Molekiile sein, die in einem gewissen Augenblick in einem kleinen
Volumenelement pdpdeVdi liegen und deren Geschwindigkeiten
in dem bestimmten Bereich du',dv’, dw’ enthalten sind. Diese
Zahl ist gleich

(515) vi(wv'w)du dv'dw' pdpde Vdt.

Die Zahl der Molekiile in der Volumeneinheit, deren Geschwin-
digkeiten zwischen % und 4 du, v und v 4+ dv,w und w4 dw
liegen, ist

v (u,v,w) dudvdw,
g0 daB die Gesamtzahl der Zusammenstofle von der Art, die wir
jetzt betrachten, pro Volumeneinheit gleich ist

(516) v2f(u, v, w)f (o, v, w)dudvdwdu' dv'dw pdpde Vdt.

Die Klasse von Zusammenstoflen, die wir nun betrachten, ist
dhnlich der, die wir in §17 Klasse « nannten, und der Ausdruck
(516) ist offenbar eine Verallgemeinerung unseres friiheren Aus-
druckes (4).

Die Beweisfiihrung kann ebenso wie in § 17 weitergefiihrt
werden, wenn man den Ausdruck (516) an Stelle von (4) setat,
Die Formel (9) ist nach wie vor richtig, da sie nun eine Konse-
quenz des allgemeinen Liouvilleschen Satzes ist (§ 85), und
wir erhalten, ebenso wie in Formel (11),

(517) [a%(vf)_]zus_: ”vaz(f}ﬁ_ff') Vawdo' dw pdpdse.

Dies ist also die gewiinschte Verallgemeinerung der Gleichung
(612). Sie reduziert sich einleuchtender Weise fiir elastische
Kugeln auf diese letztere Gleichung, da der Faktor 62cos @ dew der
Gleichung (512) genau gleich dem Faktor pdpde der Gleichung
(517) ist.

272. Setzen wir diesen Wert in die Gleichung (513) ein, so
erhalten wir als charakterische Gleichung, die von [ erfiillt
werden mul,

c [ © o 0 ° 4 ¢ :
Ei(vf)_ — lX%+Y872 +4%+u%+v 5—§/+w52}(v/‘)

+ [ [[{mGF—rf) Vdwdodwpdpde.

(518)
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Fiir ein Gemisch aus Gasen, in dem die verschiedenen Molekiil-
arten durch die Indizes 1, 2, ... unterschieden-sind, erhalten wir
auf dhnlichem Wege eine Reihe von Gleichungen von der Gestalt

0 0 [4 0 0

17
a‘i(vlfl)_ —[Xﬁ+Y(3—+ZaAu—)+u—+v@+w ](vlf1

+ SH[[[[wva(fi— fif2) Vaw av' dw' pdpde.

273. Es ist ohne weiteres klar, dall, wenn wir
(520) f — Ag_hm[(““uo)z+(‘U-—vo)2+(w—w0)2]

setzen, die rechte Seite von Gleichung (518) und (519) ver-
schwindet, und so eine Losung herauskommt fiir den Fall, daf
X =Y = Z=0 und v{ unabhingig von z, ¥, # ist. Das ist
die bereits in § 256 gefundene Losung.

Setzen wir
(521) f= Ae-lm+2p)

in die Gleichung (518) ein, so erhalten Wir

(522) Xu4 Yo+ Zw+ u + v + = 0,
was erfiillt ist, wenn wir setzen
0y Ux _ 0oz
X = T ox’ Y= oy’ Z= 02
(521) ist also eine Lisung, wenn y das Potential der auf

das Molekiil wirkenden Kriifte ist, ein Resultat, das wir bereits
in § 110 erhalten haben.

(519)

274. Variieren jedoch uy, vy, o, B und v von Punkt zu Punkt,
so liefern die Formeln (520) und (521) keine Losung, denn wenn
wir sie in Gleichung (518) einsetzen, so finden wir, dall zwar die
rechte Seite verschwindet, aber die linke nicht.

Um eine diesem Falle angemessene Losung zu erhalten,
setzen wir

(523) f="rh(l14+P@y 2 uv,w)
wo @ eine von erster Ordnung kleine Grofe ist, und
(524) fo = Ae—hmlu—u?+ @—vo? + @ —wp?),

Da f = f, eine Losung ist, wenn u,, vy, wy, ~ und v nicht
von Punkt zu Punkt variieren, so folgt mit Notwendigkeit, daf
Gleichung (523) eine Losung liefern mulB, wenn diese Grillen
sich wie kleine Gréfen erster Ordnung veréndern.
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275. Der Integrand von Gleichung (519) enthdlt ein Glied,
dessen Wert gemifl Gleichung (523) gleich ist

(525) nvfifs = v forfoe (1 4+ @, + Dy).

Hier bedeutet f,, den Wert von f, fiir ein Molekiil der ersten
Art usw., und das Produkt @, ®; ist vernachlissigt, da es von
zweiter Ordnung klein ist. Ahnlich ist

(526) v fifs = ivefoifoe (14 @ + 5’2)
und aus der Erhaltung der Energie und des Impulses bei einer
Begegnung folgt

(527) forfor = fo1 foe,
8o dall

vy (fyfo — f1f2) = vivafor foo (D) + @y — @, — D))
Beim Kinsetzen der Losung (523) in die Gleichung (519) kann
f durch f, iiberall mit Ausnahme der Integrale ersetzt werden;
wiirden wir ndmlich Glieder mit @ in den iibrigen Teilen der
Gleichung zuriickbehalten, so wiirden wir darin Glieder ein-

schliefen, die von der zweiten Ordnung klein sind. Gleichung
(519) reduziert sich demgemif auf

¢ 0 0 0 o, @ 0
528 l(é-t+X67¢+ Y%+Z%+“%+”gé+wﬁ)(%fol)
=1 for 2 [[[[[ vafos (s + Do @, —03) Viu! @ dw' pdpde,

eine Gleichung, in der jedes Glied von der ersten Ordnung klein ist.

Dividieren wir durch »,f,, und ersetzen f,, durch seinen
Wert aus Gleichung (524), so wird aus dieser Gleichung

2 B b0 2 0 ?

(o1 T X gut Yoot 2 guTua T, T,

I X {logv A —hm[( — uo) + (v — v)% + (w — w,)?]}
=3 JM Vy oo (D, -+ Oy — B, — @) Vdu'dv' dw' pdpde.

(529)

276. In der vorgeschlagenen Losung (523) steckt noch eine
gewisse Unbestimmtheit, da die Anderungen in u,, v,, w, oder in
vA oder A von Anderungen in @ nicht getrennt sind; es konnen
daher Anderungen in f, von solchen in @ kompensiert werden,
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oder umgekehrt. Das Gesamtmoment parallel zur z-Achse pro
Volumeneinheit des Gases ist z. B.

jjjmuzrfdudvdw
(530) = jjjmuvfodudvdw—}—j'H'muvfodidudvdw
= mVvU, —}—j”muvfo@dudvdw

und ein Zuwachs hiervon kann ebensogut durch einen Zuwachs
von u, als durch eine Anderung von @ dargestellt werden.

Wir konnen die Losung (523) vollstdndig eindeutig machen,
wenn wir iibereinkommen, dafl wug vy, wo, B und vA in der
allgemeinen Losung (523) die gleiche physikalische Bedeutung
besitzen sollen, wie in der Losung fiir den stationiren Zustand.
GemifB dieser Vereinbarung miissen die Komponenten der Ge-
schwindigkeit der Massenbewegung gleich sein wu,, vy, w,. Das
Moment parallel zur z-Achse mufl also gleich sein mwvu, und
daher gilt gemiB Gleichung (530)

(531) j'“.vfoudidudvdw=0

zusammen mit zwei dhnlichen Gleichungen in v und w.
Ahnlich koénnen wir iibereinkommen, daf

hom\3
o 1= ()
sein mufl, und wir finden, dafl die Bedingung dafiir lautet
(533) [{{vfi@dudodw = o.
Schlieflich vereinbaren wir
. 3
(534) e = oy

zu machen, so wie in Gleichung (45) fiir den stationdren Zustand,
wo ¢? der Mittelwert von ¢? fiir alle Molekiile in irgend einem
kleinen Volumenelement ist; die Bedingung dafiir lautet

(535) “'jvfo(uﬂ+v2+wﬂ)d§dudvdw = 0.

277. Wird @ in dieser Weise eingeschrinkt, so lautet die
Kontinuitdtsgleichung fiir das Gas, wenn wir kleine Grdlen von
der zweiten Ordnung vernachldssigen [vgl. Gleichung (409)],

o | D).

0y
oz ' 3y Ly

0
(536) ﬁlogv=—<ax +
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Benutzen wir die Werte von logv und log 4, die durch die
Gleichungen (536) und (532) geliefert werden, und vereinfachen
wir durch Vernachlissigung gewisser Glieder, die von der zweiten
Ordnung klein sind, so reduziert sich Gleichung (529) auf
1+ 23hme?) % logv + éa—t

+ (0 —v9)? + (w— wo)ﬂ]}

—2hm(uX+vY+wZ)+<u—+v +w )logv

(537) <m g_f_h>< SZ ah+ ah>

— 2k (2 — v ) G + (02— 102 %f;

810 00y | CU
e g wo (G4 )+
=3 (WJ v, foa (B, + <1>2—<1>1_ &) Vdwdv'dw pdpde.

{3/ylog h — hm [(u — u,)?

278, Wir bemerken, dafl diese Gleichung nur dann genau
ist, wenn @ fiinf Relationen, die durch die Gleichungen (531),
(633) und (535) ausgedriickt werden, befriedigt. Die Ldsungen
in @ werden jedoch additiv sein, da die Gleichungen linear sind;
fiinf Losungen, die zu keiner Seite einen Beitrag liefern, sind
(538) D = 1, mu, mv, mw, mce
so dafl zu jeder Losung fiir @, die die Gleichung (537) befriedigt,
ein Glied von der Form
(539) ® =B+ Cmu+ Dmv+ Emw + Fmc?
hinzugegeben werden kann und die Konstanten B, C, D, E, F

konnen so gewdhlt werden, daf die fiinf notwendigen Bedingungen
erfiillt sind.

Das Kraftgesetz ur—>.

279. Ein weiterer Fortschritt kann mit der Gleichung (537)
nur erzielt werden, wenn man bestimmte Gesetze fiir die Wechsel-
wirkung zwischen den Molekiilen beim Stofle zugrunde legt. Wir
werden daher annehmen, daf die Molekiile Zentren von Ab-
stoBungskriften gemif dem Gesetz wr—*¢ sind1).

1) Die Methode der § 279 bis 281 stammt von Maxwell, Collected
Works 2, 36.
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Wenn zwei Molekiile mit den Massen m,, m, in einer Distanzr
voneinander eine AbstoBungskraft

(540) y My

ausiiben, dann betrégt ihr Potential & in dieser Entfernung
(K K

(541) Q—jmlmﬂfr—sdr"—mlmz(s—l_—)w—ﬂ'

Wir wollen die Koordinaten der beiden Molekiile mit z;, ¥, 2,
und zy, ¥,, 25 bezeichnen. Auf sie sollen ihre gegenseitige Ab-
stoBungskraft und auch noch eine Kraft mit den Komponenten
X, Y, Z pro Masseneinheit wirken, von der wir annehmen wollen,
daf} sie innerhalb von Strecken, die mit der Entfernung » zwischen
den zwei Molekiilen wihrend einer Begegnung vergleichbar sind,
nicht variieren.

Die Bewegungsgleichungen der beiden Molekiile lauten

(542) Wy Zy, == 08 + m X usw,
oz,

(543) My Ty = 08 4+ my, X usw.,
0z, .

woraus wir erbalten

(544) ml M2 (a‘l _ .1'2) =

und zwei dhnliche Gleichungen.
Es seien z, y, # die Koordinaten des ersten Molekiils relativ

zu dem zweiten, so dall x = z, —z, usw. Dann ist & eine
Funktion von z, y, # und Gleichung (544) reduziert sich auf

. 082
(545) mymy & = (my + my) 2z

02 28
152, 15?2

Die Bewegung des ersten Molekiils in bezug auf das zweite
ist also die eines Partikels von der Masseneinheit um ein fixes
Kraftzentrum, wobei die potentielle Energie in der Entfernung r
gleich ist

my+mg o, (my +m) K
(546) my My L= (s—1)r—?

280. Um diese Bahn zu finden, fiihren wir an Stelle der
Koordinaten z, y, # Polarkoordinaten », ® in der Ebene der

Bahn ein.
Jeans, Theorien. 18
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Wir haben die beiden bekannten Integrale des Impulses und
der Energie
(547) 720 = h,
. . v (my 4 my) K
(548) 1y (7241100 = C — (s‘_f-l——)—;s_l :

Eliminieren wir die Zeit, so lautet die Differentialgleichung der

Bahn
1 h2(/0r\? o () K
2 {(é@) * ﬂ} =0—G=Dr
und diese hat das Integral

r

(549) (o — dr ,

2(C 2(my +my) K
V(W“—"Q““(T_l—)ii—” )

@

worins angenommen ist, dafl die Richtung der Asymptote an die
Bahn die Anfangslinie ® — 0 ist.

281. Aus den Gleichungen (547) und (548) erhalten wir
(550) h=pV, C=1,V3
worin ¥ die Bahngeschwindigkeit im Unendlichen ist (d. h. die
Relativgeschwindigkeit der beiden Molekiile, bevor die Begegnung
beginnt) und p der senkrechte Abstand vom Mittelpunkt zu der
mit dieser Geschwindigkeit beschriebenen Asymptote. p, V werden
in demselben Sinne gebraucht wie in § 271.

Benutzen wir die Gleichungen (550) und schreiben wir weiter
n fiir p/r, so wird aus Gleichung (549)
"

0= i .
o (. 2 (1 t_ﬂzﬂ)i( 77N
J Pl =2yt G
- 0
(551) .
! dy
- f} e 2 E s—l}’
} V[l (A <(x>
worin ' v L
2 §—=1
(552) o« =1p <———(ml T mz)——K;>

gesetzt ist.
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282. Die Scheitel der Bahnkurve sind bestimmt durch

or
56 = 0 und daher durch .

n §--1
—n?— A i
l1—19g T “> = 0.

Nach einer einfachen graphischen Behandlungsweise oder
nach dem Sturmschen Satze iiber die Wurzeln von alge-
braischen Gleichungen, ist es klar, dal diese Gleichung blo8 eine
reelle Wurzel fiir alle Werte von s gréfer als 1 haben kann.
Nennen wir diese Wurzel 7,, dann wird der Winkel zwischen der
Asymptote und der Apsidenlinie, sagen wir ®,, durch Gleichung
(551) gegeben sein, wenn wir als obere Grenze 7, setzen. Der
Winkel zwischen den Asymptoten, sagen wir @', ist zweimal so
groB und daher gegeben durch

%o
-

an

V{_l e si 1 (_g>s—l}

Nach der Begegnung sind die Geschwindigkeiten parallel und
senkrecht zu der Anfangsgeraden offenbar gleich — ¥V cos ® und
— Vsin 0.

(553) O =20, = 2

283. Fiir irgend einen Wert von s wird es naturgemiB eine
doppelt unendliche Schar von moglichen Bahnen geben, ent-
sprechend den verschiedenen Werten von p
und V. Durch eine Verinderung des Liingen- [
males konnen diese jedoch auf ein einfach
unendliches System reduziert werden, ent-
sprechend der Veranderung von o oder p¥V2/s—1, ¥
In Fig.151) ist éine Anzahl von Gliedern
dieses einzigen unendlichen Systems fiir das
Kraftgesetz u/rs dargestellt. *85

Fig. 15.

284. Wir wollen einen Zusammenstol3
zwischen zwei Molekiilen betrachten, bei dem
die Geschwindigkeiten vor dem Stole u, v, w

1) Diese Figur ist von Maxwell angegeben worden, Collected Works 1,
42. Ich bin der University Press fiir die Benutzung des Originalbildstocks
verpflichtet.

18%*
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und o', ¢/, w' sind, und die Relativgeschwindigkeit V gegeben
ist durch

(554) V2= (v —up + (v — )24 (v — w)2

In Fig. 14 des § 271 war angenommen, da die Gerade OR,
von der aus ¢ gemessen wurde, willkiirlich gezogen sei. Um sie
genau festzulegen, wollen wir nun annehmen, dafl sie die Schnitt-
linie der Ebene POR mit einer Ebene durch O sei, welche die
Richtung von NP und die x-Achse enthilt wie in Fig. 16.

In Fig. 17 seien OR, OX die Richtungen der Geraden OR
der Fig. 16 und der X-Achse. OG sei die Richtung von 7, der
Relativgeschwindigkeit vor dem StoBe, so dafl OR, 0X, OG alle
in einer Ebene liegen. Wir nehmen an, dal diese Strecken jede
die Linge 1 haben, so daB die Punkte GXRE auf einer Kugel
mit dem Radius 1 um O als Mittelpunkt liegen.

Fig. 17.

Z
Fig. 16. [t}
/N
X
0
0 X Y
5 R
GI

0Y, OZ seien Einheitsstrecken, welche die Richtungen der
y- und z-Achse angeben, und O G’ gebe die Richtung der Relativ-
geschwindigkeit nach der Begegnung. Dann ist G OG' die Bahn-
ebene, wie in Fig. 16 die Ebene NPO. Der Winkel RG G’ ist
also das & des § 271, wihrend der Winkel G O G’ gleich @’ ist.

Aus dem sphirischen Dreieck G'G X folgt
cos G' X = cos G X cos G G' + sin G X 8in G G cos ¢,

worin wir haben

cos X = — a;%——d, cos GX = 11-‘1;—@-‘,
so dab

(355) % —u' = (W —u)cos @ 4 {V?2— (u' —u)?sin @ coss.



§ 284, 285] Lgsungen fiir @. 277

Bezeichnen wir den Winkel X G'Y mit @, und X G Z mit a,,
so erhalten wir auf dhnlichem Wege
(556) v — ' = (v — ) cos @ + Y V2 — (v — v)2sin @ cos (¢ — @),
(357) W —w' = (W' —w)cos @+ Y V2 —(w' — w)2 sin @' cos (¢ — o).
Wir bestimmen @,, indem wir bemerken, dafl in dem Dreieck
GXY, XY =1,z und XGY = w, ist, also ist

(558) (W—w)(v'—v) + Y[ V2 — (W' —u)f][V2—(v'—v)?] cos @y = 0
und dhnlich
(559) (w'—u)(w'—w) +Y[Vi—(w'—u2)|[ V2 — (w'—w)?]cosas =0.
Zu diesen Gleichungen kommen noch drei Gleichungen fiir
den Impuls von der Art von
(560) My i+ Mgt = m, U+ Mg u'
Eliminieren wir % aus den Gleichungen (555) und (560), so
erhalten wir

(561) w—wu+ - +~— [2(w'—1)cos21/,0' + Y Vi—(u'—u)?sin @ cose],

wodurch sich u durch die Geschwindigkeiten vor dem Stofle aus-
driickt, und offenbar gelten analoge Gleichungen fiir v und w.

Lésungen fiir &.

285. Wir sind nun in der Lage, in der Diskussion der
Gleichung (537) fortzuschreiten. GemaB Gleichung (552) haben wir

2 4

pdpde = [(m, +my) K}V *—oadade.
so dall Gleichung (537 ) die Gestalt annimmt
1+ ﬂ/thc?) logv + {3/2logh—hm[(u«uo)2
+ (v — ) + (w— wo)“‘]}

—2k1n(uX+@l+wZ)+< 5z +v +w )logw

3 oh Oh Oh
(562) (mcs— 27) (455 Lrwg)
—2hm [(uﬂ— l/scﬂ) — + (v? — Y c2) 6_?:;2

. g\ OW, 0v, , Cu
oot T v (52 4 50 4

= 2 v, [(my + my)] K);:iL
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wo I gesetzt ist an Stelle des fiinffachen Integrals

(563) I= HW@I + @ — O, — By adads Voify,da' do' duw'.

Wir erinnern uns, daB in diesem Integral @, eine bis jetat
unbestimmte Funktion von w,» und w ist; @} ist die gleiche
Funktion von «/, ¢, w' fiir ein Molekiil der zweiten Art, wihrend
@,, @, entsprechende Bedeutungen haben, ausgedriickt durch die
Geschwindigkeiten nach dem Stofe. Unsere Aufgabe ist es nicht,
den Ausdruck (563) fiir gegebene Werte von @ auszuwerten,
sondern Werte von @ zu finden, so daf nach der Integration
der Ausdruck (563) gleich einer bestimmten algebraischen Funktion
ist, die Glieder vom Grade 0, 1, 2 und 3 in u, v und w enthilt.

286. Betrachten wir versuchsweise einen Wert von @, der
vom Grade p in u, v, w algebraisch ist. Man sieht sofort aus
den Gleichungen des § 284, da sowohl

®, + Dy — D, — D,
als auch o
(564) [{(® + & — @, — Dy) il

vom Grade p in w, », w sein werden.
Um das durch die Gleichung (563) gegebene Integral I zu
8—5H
erhalten, mul das Integral (564) mit ¥s—! multipliziert und das
Produkt iiber alle Werte «/, v, w' gemittelt werden, wobei wir
das Maxwellsche Gesetz als giiltig annehmen. Das Resultat ist

ein Ausdruck vom Grade
s—5
(565) P+ s—1

in den Geschwindigkeiten.

Damit Gleichung (562) befriedigt sei, mul @ aus Termen
bestehen, fiir welche der Ausdruck (565) die Werte 0, 1, 2 und 3
hat. Im allgemeinen werden jedoch die auf diese Weise fiir p
erhaltenen Werte, es sei denn, das s sehr spezielle Werte hat,
keine ganzen Zahlen sein, und die Auswertung selbst des vor-
liufigen Integrals (564) kann nicht in geschlossener Form er-
folgen. Aus diesem Grunde ist die Methode ungeeignet, eine
exakte Losung im allgemeinen Falle zu liefern. In besonderen
Yillen jedoch kann die Integration ausgefiihrt werden.
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287. Die besonderen Werte von s, fiir welche die Integration
s—5H
s—1

moglich wire, sind jene, fiir die ganzzahlig ist, das ist also

§ = oo und s = 3.

Der Wert s — oo entspricht dem Falle elastischer Kugeln,
es zeigt sich jedoch, daB es nicht mdglich ist, die Integration in
diesem Falle in geschlossener Form auszufiihren.

Der Wert s = 5, der Molekiilen entspricht, die einander mit
einer Kraft u/rs abstoBen, ist von Maxwell vollstindig behandelt
worden. Maxwells Methode ist von der hier betrachteten etwas
verschieden, und seine Behandlungsweise heben wir uns daher
fiir das nachste Kapitel auf, wo sie zur Ginze wiedergegeben ist.
Fiir jetzt mogen die folgenden Punkte betreffs des Spezialfalles

s — 5 angemerkt werden.
8—5

Sobald s = b ist, verschwindet der Faktor ¥s—! vollstindig
aus dem Ausdruck (563) und der Wert von I reduziert sich
einfach auf den Wert des Integrals (564), gemittelt iiber alle
Geschwindigkeiten des zweiten Molekiils. Wenn also s = 5,
reduziert sich der Ausdruck (565) einfach auf p, so dafl in der
korrekten Losung @ aus Gliedern vom Grade 0,1,2 und 3 in
u, v, w bestehen wird?). Nimmt man einen Wert dieser Art fiir
@ an, so liBt sich das Integral (564) aus Gleichungen von der
Art von (561) leicht auswerten, und man findet dann leicht den
Wert von I, der direkt zu dem korrekten Werte von @ fiihrt.

Lassen wir diesen Spezialfall s =— 5 beiseite, so zeigt sich
also, dafl das vorldufige Integral (564) fiir solche Werte von @,
wie man sie braucht, um eine Losung der allgemeinen Gleichung

1) Es ist gemiaB dem Gesagten klar, dal in keinem Falle, mit Aus-
nahme von s = 5, @ aus Gliedern vom Grade 0, 1, 2 und 3 allein in %, v, w
bestehen kann. Chapman veréffentlichte eine interessante Arbeit [,On the
Kinetic Theory of a Gas constituted of spherically symmetrical molecules,“
Phil. Trans. (A) 211, 433 (1912)), in der er annahm, daB man fir alle Werte
von s, @ als Summe von Gliedern von den Graden 0, 1, 2 und 3 in u, v, w
betrachten konne. Eines der Hauptresultate seiner Abhandlung besteht darin,
daf gewisse Formeln, die Maxwell fiir den Spezialfall s — 5 erhalten hatte,
anndhernd fir alle Kraftgesetze richtig seien. Diese Schlufifolgerung konnte
nicht als streng begriindet gelten, da sich der Autor dem Wesen nach durch
die fiir @ angenommene Form auf den Fall s = 5 beschrankt hatte. In
einer spiteren Arbeit [Phil. Trans. (A) 216, 279 (1915)] hat derselbe Autor den
durch diese Annahme hereingebrachten Fehler untersucht und gezeigt,
dal er sehr klein ist. Siehe weiter unten § 378, 401, 424,
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(562) zu erhalten, nicht ausgewertet werden kann. Es gibt jedoch
einen Spezialfall, in dem die Integration ohne Beschrinkung
auf den speziellen Wert s — 5 ausgefiihrt werden kann. Wir
gehen daran, diesen Fall zu betrachten, zum Teil als Illustration
der Methode, hauptsichlich jedoch, da der Fall selbst von grofiem
physikalischen Interesse ist, und da wir das erhaltene Resultat
spiter brauchen werden?).

Eine Mischung aus zwei Arten von Molekiilen
mit sehr grofem Massenverhiltnis.

288. Nehmen wir an, daB nur zwei Arten von Molekiilen (oder
anderen Einheiten) da sind, und dafl von diesen die Molekiile der
zweiten Art ungeheuer viel grofier sind als die der ersten. Nehmen
wir ferner an, dall von den leichteren Molekiilen im Verhiltnis
zu den schwereren nur wenige vorhanden sind, so daf wir annehmen
konnen, dafl die Ablenkungen der Bahnen der leichteren Molekiile
vollstindig durch Zusammenstofe mit den schweren Molekiilen
verursacht werden; wir vernachlissigen die Zusammenstofie der
leichten Molekiile untereinander. Um uns bestimmter Vorstellungen
zu bedienen, konnen wir die leichten ,Molekiile“ als Elektronen
und die schweren ,Molekiile* als die Atome oder Molekiile
eines festen Korpers ansehen, zwischen denen die Elektronen
ihren Weg suchen. Das erzielte Resultat wird spiter auf diesen
besonderen Fall angewendet werden, obschon die Entwicklung
naturgemif auf allgemeinere Probleme anwendbar ist.

In Anbetracht der angenommenen Ungleichheit der Masse
folgt, dal die Geschwindigkeiten der schweren Molekiile im Ver-
hiltnis zu jenen der leichten Molekiile sehr gering sein werden.
Wir werden demnach «, ¢, w' gegen u, v, w vernachléssigen, und
konnen daher so tun, als ob die schweren Molekiile in Ruhe wéiren.
Die Dynamik der ZusammenstdBe ist dadurch sehr vereinfacht,
denn wir konnen jetzt die schweren Molekiile als massive
Hindernisse ansehen, die die leichten Molekiile ablenken, ohne
ihre Geschwindigkeiten zu #ndern. Die Geschwindigkeit ¢ des
leichten Molekiils vor dem Stofe ist gleich der Relativgeschwin-
digkeit 7 und ebenso die Geschwindigkeit ¢ nach dem Stofe.

1) Die Methode der § 288 bis 295 stimmt in den Hauptziigen mit einer
zuerst von Lorentz (Theory of Electrons, Note 29) gegebenen iiberein.
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289. Da wir angenommen haben, dab «/, v, w' so klein sind,
daB man sie vernachlissigen kann, kann man @} und @/, vernach-
lassigen, und das Hilfsintegral (564) ist gegeben durch
(566) Ip :jj(@l_—q:l)udads,
also eine Funktion von u,v, w allein. Weiterhin ist ¥ einfach
gleich ¢, und der Wert von Ip hingt nicht von «/, %', w' ab, so
daf Gleichung (563) als Wert von I liefert

8—5b
I—= I P cm,
und die rechte Seite der Gleichung (562) reduziert sich auf das
einzige Glied ) —b
(567) vy(my K)*—1 Ip o1,

Das durch die Gleichung (566) dargestellte Zwischenintegral Ip
1468¢ sich in dem jetzt betrachteten Spezialfall leicht auswerten, da
sich Gleichung (561) auf -

(568) @ = u—2ucos21/y @ + Yc2 — u2sin @ cos ¢

reduziert, und es entsprechende Gleichungen fiir » und w gibt.

290. Betrachten wir z. B. eine versuchsweise Losung
(569) Q= ug(c)
worin ¢ (¢) irgend eine Funktion der Geschwindigkeit ¢ ist. Da
¢ bei der Begegnung unverindert bleibt, haben wir @ = % ¢ (c),
so daf

D, — D, = — (2ucos?1/, @ — Ve —us sin @' cos &) @ (c).

Multiplizieren wir mit « de d ¢ und intregieren wir von & = 0
bis &« = oo und von ¢ = 0 bis ¢ = 2=, so erhalten wir
(570) Ip = —4nug(c) j c0s821/,0 wd o,

0

Das Integral in diesem Ausdruck hingt blo8 von s ab [vgl
Gleichung (553)]. Es kann nicht in geschlossener Form ausge-
wertet werden, fiir einen gegebenen Wert von s jedoch kann man
es jedenfalls durch Quadratur auswerten. Schreiben wir

(571) 47 [cos? 1/, @ ado = I (s),
0

dann zeigt sich, daf die Losung (569) Ip den Wert Ip = — I, (s) @
erteilt.
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Kombinieren wir Losungen dieses Typus, dann zeigt sich,
dafl, wenn ¥, irgend eine Funktion von w, v, w und ¢ ist, die in
o, v, w linear ist, die Liosung

(572) D =y,
liefert
(578) Ip = — I, (s v

291. Betrachten wir ferner eine Liosung
(574) ® — (1 — 1/, 8) g (0).
Mit Hilfe der Gleichung (568) erhalten wir
D, — D, = (i2—u)p(c) = ([— u2 4 (¢ — u?) cos %] sin2 O’

—2uYe2— u2 sin @' cos @' cos ¢) g (c),

so dafB
Ip=m(s—3u)g(c)|sim@ade

Schreiben wir 0

(575) m [sin?@ ad o = I,(s),

0
dann finden wir, daf die Losung (574) Ip den Wert

(576) Ip = —3L(s)®
erteilt.

292. Wir denken uns nun in der eben erhaltenen Losung
die Koordinatenachsen transformiert, so da « durch lu 4+ mv + n'w
ersetzt wird. Dann sieht man, daf die Losung
(577) [@ = [(lu+ mv+ nw)2—1/;c2] @ (c)

| = [l —ped) + o 2lmun + - 19 (0
den Wert
(678) Ip = —3L(s)[l2(uz—15c2) 4 o + 2lmuv + -]
liefert.

Nun sehen wir aber, dafll die Glieder mit 2, m2 n2 in (577)
genau die Glieder mit 2, m2, n2 in (578) liefern. Wir konnen
daher die Koeffizienten in den iibrigbleibenden Gliedern gleich-
getzen und finden, daBl eine Lésung
(579) D = wvg(c)
liefert
(580) Ip = — 3L, (s) .
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293. Kombinieren wir Losungen vom Typus (574) und (579),
so zeigt sich, daB, wenn ¢, eine Funktion von , », w und ¢ vom
Grade 2 in 4, v und w ist, so daf die Summe der Koeffizienten
von u2 v2 und w3 verschwindet, die Losung

(581) b — Py
liefert
(582) Ip = — 3 1,(s) ¥,

Offenbar mufl ¥, betrachtet als Funktion von w, v, w, eine
harmonische Kugelfunktion sein, wie es auch v, in § 290 ist.

294. Kombinieren wir die zwei LoOsungen v, und %, 80
Liefert & = ¢, + ¥, eine Losung

(583) Ir = —[L(s) ¥, + 3 Iy (s) ¥s]
und macht daher den Ausdruck (567) gleich
2 8—5
(584) — vy (mg Ky —1es =1L (s) ¥, + 3 L (s) ¥,

Da dies der Wert der rechten Seite von Gleichung (562) ist,
folgt, daB eine Losung vom Typus (583) in dem besonderen
Falle eines stationdren Zustandes eine angemessene Losung der
Gleichung (562) darstellen wird. Denn in diesem besonderen
Falle nimmt die zu erfiillende Gleichung die Gestalt

——2hm(uX+vY+wZ)—}—<u~—+v-~-}-u—>logv

3 oh oh
'—<7ncﬂ'——2—h>< + ay+wa—‘z>
C Uy

(585) _th[w TRPLL <0v0+_>+”'1|

2 8 —5

= — vy (M, K); e=1[L(s) ¥, + 31, () ¥4]
an und dies ist befriedigt, wenn man setzt
toth_lf”_}_( ._ﬁ“>
(586) v, = —- , A dL B
vy (m2K)*—1cs 11 (s)

2hm | (u2 —1/ cﬂ) L Tt (61}0 + aau°> + ]
(587) ¥, ' 2 s—5 Y )
vy (my Ky —1co =11, (s)

7] TUy
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Eine Losung @ — v, + v, ist also als Losung der Glei-
chung (585) geeignet, um jedoch auch die Bedingungen zu be-
friedigen, die durch die Gleichungen (531), (533) und (535) aus-
gedriickt werden, kénnen wir die allgemeinere Liosung des § 278
heranziehen:

=19, +v,+B+ Cmu+ Dmv+ Emw+ Fme?,

worin B, C, D, E, F bis jetzt unbestimmte Konstanten sind. In
dem vorliegenden Problem miissen C, D, E fiir beide Gasarten
gleich sein, und von den Molekiilen des schweren Gases haben
wir angenommen, daf sie in Ruhe seien. Daher miissen C, D, E
alle verschwinden, wodurch die Losung

(588) S =, +v,+ B+ Fme
zuriickbleibt.

295. Wir haben angenommen [vgl. Gleichung (523)], daf das
Geschwindigkeitsverteilungsgesetz laute:

3
(589) vf(u, VW, X, Y, Z) = (h;”z> e—hm(u—ug)? + (v—vo)2+(w-—wo)21{ 1+ (D},

und wenn wir fiir @ den durch Gleichung (588) gegebenen Wert
einsetzen, so erhalten wir das dem jetzt betrachteten Spezialfall
angepalte Gesetz, wobei nimlich Ablenkungen der Bahnen der
Molekiile von der ersten Art blof durch Begegnungen mit sehr viel
schwereren Molekiilen einer zweiten Art hervorgebracht werden.
Wir wollen das Wesen dieser Losung durch die folgenden Beispiele
illustrieren.

Viskositit.

296. Nehmen wir an, dall sich das leichte Gas in einem
stationdren Zustand befinde und iiberall die gleiche Temperatur
habe, daB es jedoch eine Massengeschwindigkeit u,, vo, w, besitze,
die von Punkt zu Punkt ein wenig variiert. Die Gleichférmigkeit
der Temperatur bringt auch eine Gleichformigkeit der Dichte mit
sich, da sonst Ungleichheiten des Druckes weitere Massenbewe-
gungen hervorrufen wiirden. Die diesem Falle angemessene Losung
werden wir also erhalten, indem wir in den Gleichungen des
§294 % und v konstant und X = ¥ = Z = 0 setzen.
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Aus der Gleichung (586) folgt, daBl ¥, = 0, so dafl bloB ¥,
in der Losung (588) vorkommt. Ferner konnen B und F ver-
nachlissigt werden, da ihre Beibehaltung blo8 unendlich kleine
Anderungett in & und » hervorrufen wiirde.

Eine entsprechende Losung ist also @ = v,, gemil Glei-
chung (587), und die Einsetzung dieses Wertes fiir @ in Glei-
chung (589) gibt das wahre Verteilungsgesetz.

297. Wir konnen nun den Druck in dem Gase nach Formel
(420) des letzten Kapitels berechnen, indem wir die Komponenten
@,. usw. weglagsen, die von intermolekularen Kriiften (vgl. § 329)
herrithren. Wir haben

3
P —=ou? = mv <ﬁ$> zfjje—hm(a2+v2+wz) (1 + ¥y) w2 du do dw.

Setzen wir fiir 1, ein und schreiben wir zur Abkiirzung

2
(590) Ay = vy (my Ky=1Ly(s),
so wird daraus

©

—5
P=— — 2hmty (hﬂ>3lzje—hm°’cs_%:_1dc

2h . Ay 4
0

4 [ Ot 0%, Bvo awo]
x &7 [2,” < + o0+

_ 4mv (s——1+3>
45Yn 4, (h ),—1 +1

B3 3

(591)

und dhnlich

(592) P., = ouv =

_ 4my 1"(5__1—}—3)[% auo]
45Ym. d, (=i oz ' 0y

Diese Gleichungen geben den Betrag der zusitzlichen Drucke
an, die sich iiber den hydrostatischen Druck p durch die Massen-
bewegung des Gases iiberlagern.
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298. In einer zihen Fliissigkeit, die einen Viskositits-
koeffizienten % hat, ist das System der Drucke in irgend einem
Punkte gegeben durch die Gleichungen?)

. auo ()uo Sve |, Cig

R S
E)UO ouo

(594) P, = u<ax 5

worin ug, vy, we die Komponenten der Massengeschwindigkeit der

Fliissigkeit sind. Mithin zeigt sich, daB den durch die Gleichungen

(591) und (592) gegebenen Drucken genau Rechnung getragen

wird, wenn man das Gas als eine reibende Fliissigkeit mit einem

Koeffizienten der inneren Reibung x ansieht, der gegeben ist durch

2
4mv ( + 3)
45 y=. 4, +10p

(595)
hm)s—l

Wirmeleitung,

299. Betrachten wir ferner ein Gas, das sich im station#ren
Zustand befindet und frei von Massenbewegung ist, das jedoch
nicht gleichméfBige Temperatur besitzt. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, dafl das Gas in parallelen Schichten von kon-
stanter Temperatur angeordnet sei, so daB die Temperatur eine
Funktion von ¢ allein ist.

Wenden wir unsere allgemeine Losung des § 294 an, so
zeigt sich, daB in diesem Spezialfall ¥, nicht vorkommt, und daB
der Wert von ¢;, wenn man X = ¥ = Z = 0 setzt, gleich ist

§—5
(596)  , — g; P ' 17 ﬁ," + <mc2 >§f]
worin gesetzt ist
(597) Ay = vy (my K)251 1 (s).

Wir sehen nun, dall @ = v, eine passende Lisung ist,
wobei wir in Anbetracht des Umstandes, daf keine Massenbewe-
gung da sein soll, d. h. da der Vorgang der Leitung nicht durch
eine hinzukommende Konvektion kompliziert wird, setzen miissen

(598) J.H.vfouwldudvdw = 0.

1) Lamb, Hydrodynamiecs, S. 512.
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Setzen wir fiir ¢, in diese Gleichung ein und fiihren wir die
Integration aus, so erhalten wir die Beziehung

_ /1 %w 3 oh 10h/ 2s
(599) v ox T 5% a_x> h oz (5,_,,.,<i> '
Daraus finden wir fiir ¥, den Wert
u —s—_i’ ' 1/ 25 \|oh
J— 8 — 2 . —
(600) v, = : c [mc i <s 1) P

300. Die Translationsenergie eines Molekiils 1/,mc? stellt
eine Wirmemenge !/,me?/J dar, worin J das mechanische
Wirmeidquivalent ist. Summieren wir iiber alle Molekiile, so
finden wir als gesamten Wirmefluf pro Fliacheneinheit senkrecht
zur z-Achse, der von der Translationsenergie der Molekiile herriihrt,

(601) Qmjj‘jjvde—hmczcﬁuwldudvdzo,

und wir finden, daB nach Ausfihrung der Integration iiber alle
Werte von «, v, w der Wert hiervon gleich ist

2 oh
mey F(s —1 +3> B:x

a1/ 2
5VﬂJ (hm)szl"*"r’szl

301. Bedeutet & den Koeffizienten der Wiarmeleitung, so
betrigt der gesamte WiarmefluB pro Fldcheneinheit senkrecht

(602)

oT 1
zur z-Achse — & B oder, da T — ShR’
> oh
(603) AR bz

‘Nehmen wir an, dafl das Verhdltnis von innerer Energie zur
Translationsenergie, die in diesem Flusse enthalten ist, gleich ist
B1), dann mull der Ausdruck (603) gleich sein (I + ) mal dem
Ausdruck (602). Daher erhalten wir

o meaen Tt

(604) 9= = f) — 1
Ja 2
3V= 1 (= + Y
Benutzen wir die Werte der spezifischen Wirme bei konstantem
Volumen gemidB Gleichung (472) und des Viskosititskoeffizienten

1) Dies ist eiue sehr strittige Annahme: siehe § 394.
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gemil} Gleichung (595), so finden wir, daB sich dieser Wert von
@ ausdriicken 148t in der Form

(605) & = ex C,,
Wo ¢ eine reine Zahl ist, ndmlich

L (s)
606 =5 0.
(608) =L

Fiir den Spezialfall s = 5 wurden I, und I, von Maxwell
ausgewertet (vgl. § 323, 324). Benutzen wir diese Werte, dann liefert
Gleichung (606) ¢ = 2,507.

Fir den Fall s = oo (elastische Kugeln) findet man sofort
die Werte von I, und I,, ndmlich I, (c0o) = 76* und I, (o)
= /3762, wonach sich aus Gleichung (606) ergibt ¢ = 1,666.

Wirmeleitung in einem festen Kérper.

302. Gemil der Drudeschen Theorie der metallischen Lei-
tung (vgl. § 404) findet die Wirmeleitung in einem festen Kérper
durch die Tatigkeit der freien Elektronen statt, die sich, wie die
Molekiile eines Gases, in den Zwischenrdumen des festen Korpers
umherbewegen, und deren Bewegung von Zeit zu Zeit durch Zu-
sammenstéfe mit den Atomen oder Molekiilen des festen Korpers
aufgehalten wird. Die in dieser Theorie von Drude zugrunde
gelegten physikalischen Bedingungen sind dementsprechend fast
genau dieselben als jene, die wir in § 286 zugrunde gelegt
haben.

Nach dieser Theorie wird also der Koeffizient der Warme-
leitung in einem festen Korper durch Formel (604) dargestellt,
worin f gleich Null gesetzt ist, um auszudriicken, daff die Ge-
samtenergie des Elektrons seine Translationsenergie ist.

Nach derselben Theorie kann man die elektrische Leit-
fihigkeit leicht gemdB der eben dargelegten Entwicklung finden.

Elekftrizitiitsleitung,
303. Wir nehmen an, daB der Strom parallel zur z-Achse
flieBe und durch eine elektromotorische Kraft vom Betrag &
hervorgebracht sei. Wir konnen dann in Gleichung (585) setzen:

X — ¢
T

Iz

bl
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h, v, ug, vo und w, sind unabhingig von x, und wir finden daher,

dafl wir eine entsprechende Losung erhalten, wenn wir setzen:
§—5b

(607) @ = v, = 2thsu—o _ 2ke.,:,dc 8__,1,“',
vy (my K) =1t =1, (5) '

worin 4, durch Gleichung (598) gegeben ist.
304. Der Strom ¢ ist gleich dem Elektrizitatsflul durch die

Flacheneinheit eines Querschnittes senkrecht zur x-Achse und
daher gleich

kuf(u, v, W, Z, Y, &) dudvdw

8§—5

i :j
—1
:J.'”.vmmte—’”“2 %Aiil dudvdw
1

(608) 4z s (h ) r <s —1 + 2) 5
— — hve2 3 oD
3 b A 2 . 4,
(h m)s -1
2
2 e Fﬁ(é:’i +2>' g
3 V R_F 1y Al

2
(hm)s——'1+
305. Der Strom ¢ ist ferner auch gleich 6,5, wo ¢ die spezi-
fische Leitfihigkeit des Korpers ist, so dafl

2 e2v <s-—l+2>_

609 0 — =1 -
(609) 3Ym RT4,

=t

(hm)s—1
Den Wert der Wirmeleitfihigkeit & erhilt man, wenn man

in Gleichung (604) B8 = 0 setzt. Durch Vergleich der zwei Koeffi-

zienten erhalten wir?)

& 2s RsT

(610) s =s—1 T

1) Fiir elastische Kugeln (s = oo) fiithrt dies auf 12 = 21: JT zuriick,
eine von Lorentz angegebene Gleichung (The Theory of Electron, S. 67
und Note 29). Richardson (The Electron Theory of Matter, S. 421) erhilt
nach einer &hnlichen Methode wie Lorentz die allgemeinere Gleichung

2
g = 32T81 1:_9} - Eine der Richardsonschen dhnliche Formel wurde auch von
Bohr angegeben (Studies over Metallernes Elektrontheori, afhandling for

den filosofiske Doctorgrad, S. 53, Copenhagen 1911).

Jeans, Theorien. 19
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Diffusion eines leichten Gases in ein schweres.

306. Die Entwicklung dieses Kapitels liefert eine genaue
Losung des Problems der Diffusion eines leichten Gases in ein
schweres, wenn das Verhiltnis m,/m, so klein ist, daB man es
vernachlissigen kann, und man kann erwarten, daB sie eine gute
Anniherung gibt, wenn das Verhiltnis m,/m, recht klein ist, wie
in vielen physikalischen Fillen, z. B. die Diffusion von Wasser-
stoff in Luft, Sauerstoff oder Kohlendioxyd.

Fiir ein Diffusionsproblem [vgl. Gleichung (585)] nehmen wir
gy Vo, wy alle konstant an und X = Y = Z = 0. Eine dem-
entsprechende Losung der Gleichung (585) ist

Uy
(611) @ =y, =— "2

- §—5
Alc"’ii
worin 4, durch Gleichung (598) gegeben ist und ferner ange-
nommen wird, daB die Diffusion in Richtungen parallel zur
z-Achse stattfindet.
Der MolekiilfluB parallel zur z-Achse, bezogen auf die Flichen-
und Zeiteinheit, ist gleich

C hmn% u? v —»’“”
'j‘”v<7> e <u—v—j1 ax >dudvdw

(612) hm\%2 ov s F(.s_;%i +S>
l - 34( ] '

Ox (hm)§2?1+2

Der Diffusionskoeffizient, sagen wir ®, ist der Koeffizient von

—og; in diesem Ausdruck (vgl. § 412) und also gleich

2 F(S—.'+2>.
3‘/;41 (hm)"" + g

Vergleichen wir das mit dem Viskosititskoeffizienten % nach
Gleichung (595), so finden wir

b4
worin ¢ eine reine Zahl ist, ndmlich

(614) ¢ = ‘5(iS—L) % .

(613)
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Benutzen wir die Werte von I,/I, die wir vorhin angegeben
haben (§ 301), so finden wir, dal

(615) £ = ?’TIﬁ =1,5043
ist fiir s = 5 und !

I,
(616) (=3 =12

ist fiir s = oc.
Wir werden auf eine Diskussion iiber das Diffusionsproblem
in einem spéteren Kapitel zuriickkommen.

Eine Mischung von Molekiilen mit beliebigem Massenverhiltnis.

307. Die allgemeine Losung fiir den Fall, da das Massen-
verhéltnis der beiden darin enthaltenen Molekiilarten einen be-
liebigen Wert besitzt, wurde von Enskog1) nach einer urspriing-
lich von Lorentz2) vorgeschlagenen Methode ausgearbeitet.
Hierzu muf} die allgemeine Gleichung (562) gelost werden.

Wir betrachten, wie in § 290, versuchsweise die Lésung

D = ug,(c)
und bezeichnen den durch Gleichung (563) gegebenen Wert von I mit
I = I(u),

wo I(u), abgesehen von seiner Abhingigkeit von w, auch noch
von den verschiedenen Konstanten des Gases miy, my,h usw. ab-
hingt. Ahnlich mioge @ = v, (c) zu einem Werte I = I(v)
und @ = w ¢, (¢) zu einem Werte I — I(w) fiihren.

Da nun I in @ linear ist, ist es klar, daB eine Losung

(617) D = (lu+ mv + nw) @, (c)
f(lSIIS) I=11(u)+mI@®)+ nl(w)

fithren wird.

Wir betrachten nun I, m, n» als Richtungskosinus, so daB
lu + mv + nw die Geschwindigkeitskomponente in einer bestimmten
Richtung (I, m, ) ist; daraus folgt, dall die Losung (617) zu einem
Werte von I fithren wird, der gegeben ist durch
(619) I=1I(1u+mv+ nuw),

1) Kinetische Theorie der Vorginge in mifig verdiinnten Gasen (In-
auguraldissertation. Upsala 1917).

2) Vortrage iber die kinetische Theorie der Materie und der Elektri-
zitit, S.185. Leipzig 1914.

19%
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worin I(lu + mv 4 nw) dieselbe Funktion von lu -+ mv -+ nw
ist wie I(u) von u. Vergleichen wir (618) und (619), so haben wir
(620) I(lu+ mv+ nw)—1I(u)—mlI(v)—nl(w) = 0.

Diese Gleichung mufl fiir alle Werte von I, m, n und fiir
alle Werte von wu, v, w richtig sein, fiir die ¢ denselben Wert
behilt. Die Bedingung, dal ¢ denselben Wert behalten soll,
kann in der differentiellen Form

(621) wdu + vdv + wdw = 0
ausgedriickt werden.

Differentiieren wir (620) nach w, v, w, wihrend wir I, m, n
und ¢ konstant halten, so erhalten wir

(ldu+mdv + ndw)I' (lu+ mo+ nuw)
—ldul' (u) —mdol (v) —ndwl (w) = 0,

worin die Akzente Differentialquotienten bedeuten.

Diese Gleichung muf fiir alle Werte von du, dv, dw richtig
sein, welche Gleichung (621) befriedigen, so daf wir haben miissen

% [I’(lu+mqj+ nw)—-I’(u)] = %[I’(lu +mv +nw)— I’(v)]
= %[I'(lu+mv+n'v)—1’(w)jl'

Da dies fiir alle Werte von I, m, n richtig ist, so mufl gelten
I'(u+ mo+nw) = I'(u) = I' (v) = I'(w).

Jede Funktion muB demnach eine Funktion von ¢ und den
Konstanten des Gases allein sein, also

I(u) = uy, (c) usw.
Wir haben so gezeigt, dall eine Losung
@ = ug,(c)
zu einem Werte von Ir von der Gestalt

Ip = uy, (¢
fiihrt.
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308. Durch eine ganz #hnliche Uberlegung?!) konnen wir
die in den § 291, 292 erhaltenen Resultate erweitern und zeigen,
dall eine Lisung

D = (u—/5¢%) 9,y(0)
zu einem Werte von Ip von der Gestalt
Ip = (w2 — /g ) 15 (€)
fiithrt, wihrend eine Losung
D = uvg,(c)
zu
Ip = uvys(c)
fiihrt.

309. Es wird also, genau so wie in § 294, die Losung der
Gleichung fiir den allgemeinen stationdren Zustand lauten

(622) D — P, + ¢, + B+ Cmu+ Dmv + Emw -+ Fm e,

worin ¥, ¥, die Gestalt haben:

: 10 5\ 0h
(623) ¥, — {u [2 hm X —;a—;—/+<mc2—2—;l—)5?cj+~~-} 91 (¢)
ou,
ox

oo (324 20 4 90
Hier sind ¢, (c), @,(c) Funktionen von ¢ und der Gaskon-
stanten allein. Wie wir bereits gesehen haben, konnen sie nicht
in geschlossener Form dargestellt werden. Ihre Entwicklung in
eine Potenzreihe nach ¢ wurde von Enskog?) untersucht, der
auch numerische Resultate berechnet hats). Diese werden in
dem vorliegenden Buche an spiterer Stelle angegeben werden.

(624) v, = {(“2 — /s Cg)

1) Enskog, L c, 8. 39 u. 40.
?) L ec., 2. u. 3. Kapitel.
3) L o., 4. Kapitel.
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9. Kapitel.

Erscheinungen in einem Gase,
das sich nicht im stationiiren Zustand befindet.

(Fortsetzung.)

Maxwells Theorie.

310. Den Gegenstand des vorliegenden Kapitels bildet in
erster Linie die Maxwellsche Theorie iiber das Verhalten eines
Gases, in dem nach Annahme die Molekiile punktférmige Kraft-
zentren sind, die einander umgekehrt proportional der 5. Potenz
ihrer Distanz abstofenl). Maxwells urspriingliche Theorie
wurde sehr gefordert und ausgearbeitet von Kirchhoff und
Boltzmann, und eine bemerkenswerte Verallgemeinerung wurde
von Chapman9) gemacht, der die Theorie auf Molekiile aus-
gedehnt hat,; die einander nach einer beliebigen negativen Potenz
der Entfernung abstofBen.

Allgemeine Transportgleichungen.

311. Es sei ¢ irgend eine Funktion der Geschwindigkeits-
komponenten eines einzelnen Molekiils, z. B. die z-Komponente
seines Impulses oder seine Energie. Wir wollen allgemeine
Gleichungen bilden, die den Transport von ¢ ausdriicken.

In irgend einem Punkte z,y,z sei @ der Mittelwert von ¢,
so daB

(625) Q:J'“‘f(u,v,w)Qdudvdw.

Die Anzahl von Molekiilen im Innern eines festen recht-
winkligen Parallelepipeds dzdyd# in diesem Punkte ist vdzdyd 2,
und daher ist Y ¢, der Gesamtbetrag von ¢ in seinem Innern,
gegeben durch

(626) S Q=vQdxdyaz
Wir untersuchen die verschiedenen Ursachen fiir eine
Anderung in ¥ . In erster Linie werden manche Molekiile

1) ,On the Viscosity of Internal Friction of Air and other Gases“,
Collected Works 2, 1.
2) Phil. Trans. 216 (A), 279 (1915) und 217 (A), 115 (1916).
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das Element dzdyd# verlassen, indem sie einen gewissen Betrag
von @ mit sich fithren. Wir haben bereits in dem Ausdruck
(406) gefunden, dafl die Gesamtzahl der Molekiile der Klasse A,
die dem Element dzdydz in der Zeit dt verlorengehen, gleich ist

dxdydzdt(u——}—v 8y+w )('uf) dudvdw,

und daher ist der Gesamtbetrag von @, der durch die Bewegung
in das Element hinein und aus ihm heraus verloren geht, gleich

(627) d= dydzdt””(ua%ntva% +u ) 0h)] @audvdu.
Schreiben wir
“‘j" Qf (uv,wydudvdw = u ¢ usw.,

so daB @ der Mittelwert von @ iiber alle Molekiile in der
Nachbarschaft des Punktes z, y, # ist, so kann der Ausdruck (627)
auf die Form

0, — 0, — 0, —
(628) dxdydzdt[ﬂ(qu)—}—a—y(va)—}— a(vw Q)]
gebracht werden.
Eine zweite Ursache fiir eine Anderung in Y@ ist die

Wirkung duflerer Krifte auf die Molekiile. Fiir irgend.ein Einzel-
molekiil haben wir

0Q _0Qdu  0Qdv 0Qdw 0@ 0¢Q Q
ot —oudt T vt Tdwadl W( wt g2 8w>
worin X, Y, Z die Komponenten der #duleren Kraft sind, die
auf das Molekiil wirkt, so dal in der Zeit d¢ der Gesamtwert von
> @ einen Zuwachs o L

*1x(89) 47 (29) 1 £(29))
(629) dxdydzdtmlx<_ﬁ>+y(av)+z(%_
erfahrt, wo wiederum der Strich iiber einer Griofe einen Mittel-
wert iiber alle Molekiile anzeigt.

Schlieflich kann I @ durch ZusammenstoBe zwischen den
Molekiilen geindert werden. Ist @ irgend eine von den GroBen,
die wir frilher mit gz, %,,...%; bezeichnet haben, nimlich die
Masse, Energie und die drei Komponenten der Bewegungsgrofe
eines Molekiils, dann gibt es keine solche Anderung, ist jedoch
@ eine andere Funktion der Geschwindigkeiten, so werden solche
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Anderungen eintreten. Allgemein wollen wir den Zuwachs von
3@, der in dem Element dxdydz durch ZusammenstoBe in der
Zeit dt verursacht wird, mit

(630) dzdydzdt ¢

bezeichnen.

Die Ausdriicke (628), (629) und (630) enthalten nun den
Effekt aller moglichen Anderungen in Y ¢. Der Wert von Y @
jedoch ist durch den Ausdruck (626) gegeben, so daf die
Anderung in ¥ @ in der Zeit dt gleich sein wird:

d =
%(vQ)dxdydzdt.

Vergleichen wir die zwei verschiedenen Werte, die wir fiir
diese Anderung erhalten haben, so haben wir

%(”@) [ax( u@)+ 5, WQHaZ(va)]
+o X ( %>+Y( Q>+Z W)]+4Q

312. Setzen wir in dieser Gleichung @ = 1, so daf @ =1,
dann wird aus’ der Gleichung

d i _
7= —|os @D+ 500+ LoD

0 0 0
= — [b—x(”uo) + ﬁ(”vo) +5; Wo)],
also die Kontinuitétsgleichung, die wir bereits in Gleichung (409)

erhalten haben.

Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit ¢ und
subtrahieren sie von den entsprechenden Seiten von Gleichung
(631), so erhalten wir als neue Form fiir die allgemeine Gleichung

(633) »22 2[ 2 (vg) — (vu@>+~~X(w]+AQ,

(631)

(632)

wo ¥ eine Summation in bezug auf z, y, 2z bezeichnet.

313. Schreiben wir nun

U = Uy + u usw,,
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so daB u, v, w die Komponenten der Molekulargeschwindigkeit
sind, dann ist

%= Uy, u =20, MQ—“0Q+ Q—“0Q+"Q

und daher
@2 )~ L uQ) = QL (vu) — (0 @)
7<vu@>=—vuo%§—a—xwm-

Driickt man nun ¢ als Funktion von u,, u usw. aus, so ist

aQ 0¢ 0@

T 0w+ u) 8;&0 !

®-(9-3¢
’au) oU, ou
Machen wir diese Einsetzungen, so wird aus Gleichung (633)

dQ [ 0Q a 0Q
(634) 'yva—t- - 2[ 'V“Oax 3 J)'*"m’ ‘K ]_}"JQ’
oder wenn wir schliefilich schrelben

D d 0 0 0
Di = W+u°87v+v°ﬁ+w°52"
so daB D/Dt eine Differentiation bedeutet, bei der man einem
Gaselement auf seiner Bewegung folgt, erhédlt die Gleichung die
Gestalt

D@

@6) v =S[- 2 0u0+ ) X Q]+AQ

so daf}

(635)

Transportgleichungen fiir ein einzelnes Gas.
314. Ist nur eine Gasart da, so kann man eine Umformung
dieser Gleichung vornehmen. Man setze in Gleichung (636)
Q = u, dann ist, da nur eine Type von Molekiilen da ist, 4 ¢ = 0.

Ferner haben wir @ = u,, so dall
6@ _, 0@ _

DUg * 2w, 8wo

Ferner ist
uQ = ulu+ u) = u,

vQ = v(u+ %) = uv  usw.
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Die Gleichung verwandelt sich nun in
Du, o . _, o, __ o, v
©31) v = |G+ 5 0+ Seaw)| + X,
was mit unserer friiheren Bewegungsgleichung (417) identisch ist,
und es gibt offenbar zwei &dhnliche Gleichungen, die man aus

Gleichung (636) erhilt, wenn man @ = v baw. Q = w setzt.
Aus diesen drei Gleichungen und der allgemeinen Gleichung
(636) konnen wir eine Gleichung erhalten, die X, ¥, Z nicht
enthilt und die daher fiir ein Gas unabhbingig von der Wirkung
dulerer Krifte richtig ist. Fiihren wir die Elimination von X,

Y und Z aus, so finden wir, daf diese Gleichung lautet:
V[I)Q 0Q Duy, 2QDv, 2¢Q Dwy

Dt ou, Dt ~ ov, Dt ow, Dt
(638) :2[_81( Q)+ { vu?) + — 2y (‘Vuv)
+ 0@ |+ 26

Im aligemeinen wird @ eine Funktion von wu,, vy, w, und
der Mittelwerte u3, wv usw. sein. Offenbar ist der Klammer-
ausdruck auf der linken Seite der Wert von D /D¢, berechnet
unter der Annahme, daB #2, v usw. Funktionen der Zeit sind,
%o, ¥y, W, jedoch unabhingig von der Zeit.

Spezielle Werte von Q.

316. Die eben abgeleitete Gleichung ist die allgemeine Glei-
chung, die den Transport von @ ausdriickt, wenn nur eine Gasart
vorhanden ist. Maxwell benutzt gerade diese Gleichung (638) fiir
die Untersuchung der Erscheinungen der Viskositit und der
Wirmeleitung, indem er die Viskositit als einen Transport von
BewegungsgroBe und die Wirmeleitung als einen Transport von
Energie betrachtet.

Die Werte von ¢ miissen jedoch fiir die zwei Erscheinungen
verschieden sein, und wir wollen nun untersuchen, welche be-
sonderen Gestalten die Gleichung (638) annimmt, wenn @ die
erforderlichen speziellen Werte besitzt.
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I @ = u
316. Wir setzen zunichst
Q — u? = uy2+ 2uyu + u

Dann ist :
Q = u¥ + u?
und o L L
uQ = w3+ 20 vQ = u’v+ 2u,uv  UsW.
Aus Gleichung (638) wird nun
v @) = — > (vus + Bugvar _% vty
+2ugvas] — g o) 2w [
(639) -—(uﬂ4- @uw#+du2 —qgwag
——a—(vuﬂv) —'i(’l/uzw)—%}( %~
-+Eva%—+*”9@>+u4w

317. Wir werden diese Gleichung in der vorliegenden genauen
Form brauchen, bis wir dazu kommen, die Warmeleitung zu
besprechen. Fiir andere Probleme kann man eine erste Niherung
verwenden, indem man Abweichungen vom Maxwellschen Ge-
schwindigkeitsverteilungsgesetz vernachldssigt. Wir setzen dem-
gemil

= ¢,

uv = vw — wu = 0.

S
B

u? =

Die allgemeine Gleichung (638) reduziert sich nun auf die
einfachere Form

DQ 0Q Duy 0Q Dv, 0@ Duw,
”[7ﬁ"’5ﬁ'pt 5E.Dt__m%_Dt]
=S|~ Z a0+ 2L 2 wp)+ a0

wihrend die spezielle Gleichung (639) die Gestalt

D9 _
YDt =

(640)

o,
q (]

(641) —2vq 0+ du
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annimmt, und es gelten offenbar zwei dhnliche Gleichungen fiir w2
und o2

Nehmen wir nun an, daB die Molekiile punktférmige Kraft-
zentren sind, so daf ihre einzige kinetische Energie die Trans-
lationsenergie ist, dann mufl wegen der Erhaltung der Energie
A (u? 4 v2 + w?) verschwinden, so dal wir durch Addition der
drei Gleichungen vom Typus (641) erhalten:

(642) sDe _ _,, g“o 6vo+@w°>

Durch Elimination von Dgq/Dt zwischen dieser und der
Gleichung (641) erhalten wir

(643) vq[ 6,312 (%“0 a”°+ aw° ] — du.

318. Adiabatische Bewegung. Bei dieser Gelegenheit
bemerken wir, dall die Kontinuitdtsgleichung (632) in der Form
[vgl. Gleichung (635)]

Dv 0 U, Bvo owo\ _
pt (et oy T at) =0
geschrieben werden kann, und dies gibt kombiniert mit (642)

LDg 21Dv _

Integriert man dies, so zeigt sich, dal Dgt(qw— %) gleich Null

ist, so daf, wenn wir einem Gaselement wihrend seiner Bewegung
folgen, gv—% konstant bleibt. Der Wert von ¢ ist jedoch i/, C?
oder p/o, so dal dieses Resultat einfach aussagt, dal, wenn wir
der Bewegung eines Gaselementes folgen,

(644) po— " — const
bleiben muf.

Das ist ein Spezialfall des allgemeinen adiabatischen Gesetzes
von § 242, den wir erhalten, wenn wir y — 5/; setzen, ent-
sprechend dem Umstand, daB die Molekiile punktformige Kraft-
zentren sind, deren Energie zur Génze Translationsenergie ist.
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II. ¢ = uv.
319. Als nichstes setzen wir in Gleichung (640) @ = uv.
Wir haben
Q@ = (4 + u) (v +;)__: Uo Vo uQ = ve4, _ Ve = 4,
— d d d
w =0, T@z:vo’ a—%:uo, CTJ%:O’
so daf sich Gleichung (640) verwandelt in

0=—|Zoui+ S @] + vz 0D+ 15y G+ ()

was nach Veremfa.chung liefert
00U,

(645) vq(% + W) = A (uv).

IIT. Q@ = u(u?+ v+ w?).

320. SchlieBlich setzen wir in Gleichung (640)
Q@ = u(u2 4 v2 4 w?) = (%o + u) (Ue? + 00> + wo? + 2uUsu+ 20y v
+ 2wow + u?+ v? + w?),
so dal —
- Q@ = g (%o + vo® + wo?) + dueq,
uQ = (Bu* + v+ we?) ¢ +u(?+v?+ w?), ve = 2u0,4,

w@ = 2u,w, ¢,
0@ __ gust pid w2 00 _ 0@ _
Buy 3ue? + % + wo? + 5, v, 2 Vo, ow, 2 up wo.

Aus dem Maxwellschen Gesetz findet man leicht, daB

ut = T — =3¢ uv?®=uwlw?= ¢ mz+v2+w2):5q2.

Setzen wir daher in Gleichung (640) @ = u(u® 4+ v* + w?), so
erhalten wir

D 0 0
.5“01’7)-% = —670{1)(3%2 + o2 + wo2 + 54) g} —@(2uovovq)
° ()
— 8_2(2“0'“70”9)‘}' (Bug2 + vo? + wo? + Bq) %(VQ)
+ 2ot (V) + gt 7 (0) - (W3 07 )
) )
= —v|jr Bttt w4 5) + 5 (2uen)

—+ %(2uowo)] + du(u2+ v2 4 w?).
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Setzen wir fiir Dgq/Dt aus Gleichung (642) ein und ver-
einfachen weiter, so reduziert sich dies auf

o152 B e (524 5)
(646) +2qw0v<8w0+6u0>+5q og

= du(u?+ v+ us).

Berechnung von 4 Q.

321. Die verschiedenen erhaltenen Gleichungen hiingen von
dem Werte von 4 ¢ ab, was nach Definition gleich ist dem durch
ZusammenstoBe aller Art verursachten Zuwachs von ¥ ¢ pro Ein-
heit des Volumens und der Zeit. Um 4@ auszuwerten, miissen
wir zu der Dynamik der ZusammenstoBe zuriickkehren, die wir
im einzelnen in den § 279 bis 284 des letzten Kapitels fiir das
allgemeine Kraftgesetz m, m, Kr—¢ ausgearbeitet haben.

So wie frither mogen zwei Arten von Molekiilen mit den
Massen m, und m, da sein, und es moge 4@ fiir das Gas der
ersten Art in zwei Teile geteilt sein. Es sei

AQ.—_— duQ + 4y @

wo A,, ¢, 4,,¢ die Anderungen in ¥ ¢ bedeuten, die durch Zu-
sammenstofe mit Molekiilen der ersten, beziehungsweise der
zweiten Art verursacht werden.

Es bedeute [Q] die Anderung im Werte von @ fiir ein Mole-
kiil der Masse m; und den Geschwindigkeitskomponenten u, v, w,
die durch einen Zusammenstol mit einem Molekiil von der
Masse m, und den Geschwindigkeitskomponenten w/, 4 w' hervor-
gerufen wird.

Die Anzahl der ZusammenstéBe dieser Type ist durch
Formel (516) auf S.268 gegeben. Multiplizieren wir diese mit [Q]
und integrieren iiber alle Zusammenstofe, die in der Zeiteinheit
pro Volumeneinheit vorkommen, so finden wir

104 :”H”H[QJ v, f1 (1,0, 10) (' ' 0"y dudvdw du'dv' dw'Vp dp de,
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worin alle Symbole dieselbe Bedeutung haben wie frither. Benutzen
wir den Wert fiir pdpde aus § 285, so wird daraus

(647) {dl?Q = nvy{m ‘t ) K}?éij .{ ,f ‘. J' ‘. f1 (v, w0) fo (W', ')

V' =1 Jpdudy dwdu' dv' du',
worin gesetzt ist f— oo &9
(648) Tp=| [[@eduds.
a=0 &=0
Der Wert von @ fiir irgend einen einzelnen Zusammenstof3
folgt sofort aus den Gleichungen des §284, die in der Form
my

(649) w=ut m, + My [2(w —u)cos?1/, 0
+ VY Vo= (w' — u)?sin @' cos (¢ — @,)],

_ ny - /

(650) VI g P ) e0st a0
+ V72— (v — v)2sin @' cos (¢ — @,)]

mit einer analogen Gleichung fiir w geschrieben werden konnen.
Hierin ist @, gleich Null und nur der Symmetrie halber einge-
fiihrt, wihrend nach Gleichung (558)

! '

(651) oS @, = — W—we'—v)
VIVE— (W —wp)[V2 — (v —v)i]

und eine #hnliche Gleichung fiir cos @, gilt.

Haben wir den Wert von | Q] diesen Gleichungen entnommen,
5o konnen wir ohne Schwierigkeit das Integral Jp gemélB Gleichung
(648) auswerten.

Das nichste Integral (647) bringt die Verteilungsgesetze f;,
fo herein und kann daher im allgemeinen nicht ohne die Kenntnis
dieser Verteilungsgesetze ausgewertet werden. Im letzten Kapitel
haben wir gesehen, dafl die Verteilungsgesetze eine besonders
einfache Gestalt im Spezialfall s = 5 annehmen.

Das Gesetz der negativen fiinften Potenz.

322. Maxwells urspriingliche Theorie beschriankte sich aus-
schlieBlich auf das spezielle Kraftgesetz s — 5. Fiir dieses Gesetz
4
verschwindet der Faktor ¥' ¢-1 vollstindig aus der Gleichung

(647) fiir 4,,Q, und die Gleichung verwandelt sich in

(652) A,,Q = v, v, ¥ (m, +m,)KHUHJp(f, dudvdw)(f,dw'dv'dw’).
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Wir bemerken, daB das Integral auf der rechten Seite einfach
der iiber alle Molekiile der ersten und der zweiten Art gemittelte
Wert von Jp ist. Infolge dieser Vereinfachung ist es nicht mehr
notwendig, die wahren Ausdriicke fiir das Verteilungsgesetz ein-
zufiihren.

Wir gehen nun daran, die Werte von 4 fiir bestimmte
Werte von ¢ auszurechnen, wobei fiir das Kraftgesetz das spe-
zielle Gesetz der negativen fiinften Potenz zugrunde gelegt ist.

Berechnung von dwu.

323. Da Xu bei ZusammenstoBen zwischen Molekiilen
derselben Art unveriindert bleibt, ist es klar, daB A4, u ver-
schwinden wird, und wir haben daher Ju =— 4,,u.

Fiir den Wert @ = u ist [@] oder # —u direkt durch Glei-
chung (649) gegeben. Berechnen wir Jp nach Gleichung (648), so
verschwindet das Glied mit cos(¢ —w,) bei der Integration nach
& und es bleibt

o)
2m.
Jp =2 WJ-_—EW (' —u)cos?1/, @ ade

iibrig.
Nach Maxwells Vorgang schreiben wir

(653) 47 [cos21/y @ ode = A,
0

worin die GroBle 4, eine reine Zahl ist und identisch mit der
Grofle, die wir im vorigen Kapitel mit I, (5) bezeichnet haben.
Maxwell gibt in seiner Originalarbeit Tabellen fiir die Berechnung
von A, durch Quadratur an und findet

(654) A, = 2,6595.
Wir haben nun
— ____,m2 A
Jp = T s A, (W — u),

und Gleichung (652) liefert unmittelbar

K

r _ _ .

(655) Adu = dgu — Y, vymy ‘/ml iy A (Ugg — Ugy1),

worin o, der Mittelwert von ' iiber alle Molekiile des zweiten
Gases ist und daher die Massengeschwindigkeit des zweiten Gases
und dhnlich w,,.
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Den Wert von 4 benétigen wir fiir das Problem der Diffusion,
bei dem notwendig zwei Gase vorhanden sein miissen. In den
iibrigen Berechnungen fiir 4¢, die wir fiir die Probleme der
Viskositidt und der Warmeleitung brauchen, werden wir annehmen,
daB bloB ein Gas vorhanden ist, so daB wir m; = m, = m setzen
konnen.

Berechnung von Au? und Auv.

324. Setzen wir m; = m,, so finden wir aus Gleichung (649)
fir den Wert von [u3] oder @? — u?

[u?] = {u 4 (4 — u)cos?1/, &
+ 1/, Y V2 — (W — w)?sin @' cos &2 — w3,
woraus wir erhalten [Gleichung (648)]

]Jp =2 J. {2u (v —u)cos?1/, @ + (w' — u)2cost1/, O
0

+ g (V2 — (o —u))sin2 @} ad e

(656) o
=2z J.{(u’2 —u2)cos?1/, @' + 1/ [— 2 (u — u)?
Q

+ @ —0) 4+ (W —w)]sind @'} w de.
Gleichung (647) gibt nun .

(657) dur = 2mv*2m K.Y/, (— 2@ + v+ w?) [ sin? @' a de.
Maxwell schreibt ’

(658) njsinz@’ocdu = A4,,
0

was mit dem I, (5) des § 291 identisch ist, und findet
(659) A, == 1,3682.

Der Wert von 4 u2? ist nun
(660) Aus = 1,12Y2m K A, (— 22 + v2 + wh).

325. Wir benétigen auch noch Juw, dies jedoch findet man
leichter durch Transformation der Achsen als durch direkte Be-
rechnung.

Wir schreiben Iz + my + nz anstatt z, so daB wir lu 4 mv
+ nw an Stelle von u setzen konnen. Die linke Seite der Glei-
chung (660) wird nun

LAy 4+ 2mAdudv 4 --.

Jeans, Theorien. 20
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Die Klammer auf der rechten Seite kann geschrieben werden
o g R
und transformiert sich daher in
@m0 v + w? — 3 (lu +mv + 0w
Wie in § 318 konnen wir die Koeffizienten von 2im gleich-
setzen und erhalten sofort

(661) Aduv == —3%,2Y2mK Ayuv.

Berechnung von A{w (u? 4 v2  w?)}.
326. Um Au(u?+ v® + w?) zu berechnen, benitigen wir das
vollstindige System von drei Gleichungen der Type (649).
Setzen wir m, = m,, so wird aus Gleichung (649)

(662) %= u-+a+ da'cos(s— m),
worin
(04 g
a = (4 — u)cos? 7 d = 1, YV2— (v —u)? sin @
und @, = 0 zu setzen ist. Ahnlich aus den iibrigen Gleichungen
(663) v = v+ b+ b cos (e — @),
(664) w=uw+ ¢ ¢ cos (s — ay),

worin b,4' und ¢,¢’ aus a,a’ durch Ersetzung von u durch v bzw. w
erhalten werden, und aus Gleichung (651) und der ihr ent-
sprechenden

w —u)(v'—v) .
CO8 Gy — (————41,(”——) sin2 @',

Quadrieren wir das System der drei Gleichungen (662), (663)
und (664) und addieren entsprechende Seiten, so erhalten wir
W2+ 472 = >+ ap+ 2> (u+ a)d cos(e — @)

+ >d'2c08? (s — @,),

w (@240 + w2 = (u+a) 2(u+ ap
+ 2w+ o) = (u + a) a' cos (e — @) + (4 + a) > a2 cos? (e — @)
+ ' cose > (u + a)2 + 2a’ cos & > (u + a)a’ cos(e — w;)
+ o cos e > a'2cos? (¢ — @,).

w—u)(w —w) .
COS 0y == (—%}T—) sint &',

und daraus
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Daher durch Integration nach &
&

(665) 17z | 00+ 01+ )] = — St (k) (S (-
0 + 1/, 2 a'?) + 20’ S (u + a) @’ cos o,

Um dies zu vereinfachen, bemerken wir, daf3
Slaa' cosw, = 0,
2wt ap = Sut 4+ 2 u(u — u)cos?l/y @ + Vicostl/, @,
1y > 0" = 1y 8in2@' X (Ve— (0 —u)2) = V2sin21/, 0 cos? 1/, &,
so da

2wt a)p+ Yy e = 2ur 4 2 (w'? — u?)cos? 1/, @

Es ist nun klar, dafl die rechte Seite der Gleichung (665)
als Summe von zwei Termen ausgedriickt werden kann, die mit
cos21/, @ bzw. sin?1/, @ multipliziert sind. Nach entsprechender
Vereinfachung finden wir fiir diesen Ausdruck den Wert

(W Su'r—u> u?) cos? 1/, @'
+ 1,802 0 [u (2 X w2 — > u— > uu)
+u (> us— S ur— Suu)]

Integrieren wir dies nach o und bilden iiber alle Werte der
Geschwindigkeiten das Mittel, so verschwindet die erste Zeile,

wihrend wir aus der zweiten und dritten mit Benutzung von
Gleichung (647) erhalten

A4Q =1/, Ayv2 Y2 m K {duy (u? + v? + w?) — 2 u (u2 + v2 + u?)
— 2 (upu2 + VUV + WU w)}-

Ersetzen wir % durch w, + v usw., und schreiben wir ferner
(666) n=3,V2mK. 4,
go wird aus dieser Gleichung
ooy | AP0 = Gl @ T
| — 8 (i + voav + woarw) + 3u(w? + v + wa)}-

Endgleichungen.

327. Substituieren wir in die Gleichung (643) den Wert von
A2, aus Gleichung (660), so erhalten wir

[ w2
(668) _ Ouy 2 /0uy  0v,  dwo\|
|=a{ed 3 (G4 31 0.

20*
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Abnlich erhalten wir durch Einsetzen des Wertes von Juv

aus Gleichung (661) in Gleichung (645)
75 = — (200 2%)

(669) nwuv—~—q<ax+ay )
und schlieflich bekommen wir durch Einsetzen der Werte von
Au(ud 4 v2 4+ w?), die wir eben erhalten haben, in die Glei-
chung (646) nach Vereinfachung gemi den Gleichungen (668)
und (669)
(670) Ysnvu(ud + vi+w?) = _54%'

Wir haben nun eine geniigende Menge von mathematischem
Arbeitsmaterial beisammen und gehen nun daran, die physikali-
schen Phianomene weiter zu diskutieren.

Relaxationszeit.

328. Wir wollen zunichst ein Gas betrachten, in dem das
Verteilungsgesetz anfangs ein anderes ist als das Maxwellsche.
Unsere Gleichungen setzen uns in den Stand zu bestimmen, wie
schnell das Gas sich dem stationdiren Zustand annihert. Wir
nehmen den einfachsten Fall her und nehmen an, daB keine
Massenbewegung vorhanden ist, so dall 4, = v, = w, = 0 ist; wir
nehmen ferner an, dall innerhalb des Gases iiberall das gleiche
Verteilungsgesetz gelte, so dafl w2 av,... im Raume konstant
sind. Mit diesen Annahmen wird aus Gleichung (638)

(671) 1/%;? = 4 ¢,

was ausdriickt, daB die gesamte Anderung von @ durch Zusammen-
stoBe hervorgebracht ist. Setzen wir

@ =ut—v? = u?—v?,

80 haben wir nach Gleichung (660)

A4Q = —3,12V2mK. A, (72 — V3 = — nv2 (2 — v2),
was nach Einsetzung in Gleichung (671) liefert
0

(672) 2@ =) = — v — 7).
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Setzen wir analog ¢ — wuv {und setzen in Gleichung (671)
den Wert von Juv gemiafl Gleichung (661) ein, so erhalten wir

(673) 2 @v) = — v @v)

u?—v?2 uv, usw. befriedigen also eine Gleichung von der
Gestalt

wovon die Losung lautet

D = P P
dies bedeutet, dall & exponentiell mit der Zeit abnimmt, derart,
dall es sich auf das 1/efache seines urspriinglichen Wertes in
einer Zeit 1/yv reduziert. Diese Zeit wird von Maxwell ,Re-
laxationszeit“ genannt. ‘

Diese Relaxationszeit mift die Geschwindigkeit, mit der Ab-
weichungen vom Maxwellschen Verteilungsgesetz abklingen
miissen. Ein Blick auf die Gleichungen (674) weiter unten zeigt,
dafl sie auch die Geschwindigkeit mift, mit der Ungleichheiten
des Druckes abklingen miissen.

Numerische Abschitzungen des Wertes von. 7 gemif Glei-
chung (666) lassen sich nicht durchfiihren, so dal es nicht moglich
ist, den absoluten Wert dieser ,Relaxationszeit“ zu finden. Wir
werden jedoch imstande sein, sie mit den bekannten Werten des
Viskositatskoeffizienten zu vergleichen, und werden finden, daf
sie sehr klein ist (vgl. § 330).

Viskositit.

329. Wir haben bereits (§ 214) gesehen, dall das System der
Druckkrifte in irgend einem Punkte eines Gases gegeben ist
durch die Gleichungen

P = Q“l;2
(674) { P,, = guv usw.
Um zu diesen Formeln zu gelangen, haben wir in den Glei-
chungen (420) @,, = @yy — --- = 0 gesetzt. Das bedeutet nicht,

daB wir die intermolekularen Krifte vernachlissigen, die um-
gekehrt mit der fiinften Potenz der Entfernung sich éndern, da
wir diesen Kriften bereits voll Rechnung getragen haben durch
die Annahme, da8 zwei Molekiile in einem Zusammenstol be-
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griffen sind, sobald diese Kriifte merklich werden; mit der Vernach-
lissigung des Kréftesystems .., @,, nehmen wir blof an, daB
keine anderen Krifte existieren als die, welche mit der negativen
fiinften Potenz der Entfernung variieren.

Wir wollen schreiben
(675) p = 1/8 (Pxx+Pyy+st = 1/39(112 V2+W2),
ohne zunichst p eine physikalische Bedeutung zu geben. Wir
haben bereits als erste Anniherung angenommen, dafl y? — y?2
= w? = q sei, so dal p = @q und wir nun ¢ durch pjo er-
getzen konnen.

Aus Gleichung (668) haben wir

Pop = ot = Yoo (@ F v T W) — s 0 (7 + W2 — 2%
(676) P { 0ty ___<6u0 ?vo 8wo>}
=r =\ % T 0z /)’
und dhnlich aus Glelchung (669)

Diese Druckkrifte stimmen genau mit denen iiberein, die die
Komponenten des Druckes in einem viskosen Gase angeben [vgl.
Gleichungen (593) und (594) des § 298], wenn wir p mit dem
hydrostatischen Druck identifizieren und annehmen, daB x, der
Viskosititskoeffizient, gegeben ist durch

- P
(678) ® = Py
Geben wir p seinen iiblichen Wert v BT, so wird daraus
(679) * = Ii]:l,

so daB man findet, daB » unabhiingig von der Dichte und direkt
proportional der Temperatur ist.

330. Die physikalische Diskussion dieser und anderer Glei-
chungen, die man aus der Maxwellschen Theorie erh#lt, heben
wir uns fiir ein spiteres Kapitel auf. Wir bemerken jedoch im
Voriibergehen, dall uns Gleichung (679) in den Stand setazt,
den Wert von  und daher der Relaxationszeit abzuleiten, wenn
% bekannt ist.
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So ist z. B. der Wert von x fiir Luft von 0°C gleich
0,000172 und RT = 3,69.10~%, so dafl n — 2,15.10-2° und die

Relaxationszeit gleich ist
1

1
ﬁ e 6——‘—. 109 sec
Sie ist, wie zu erwarten war, vergleichbar mit der Zeit zum Be-
schreiben einer freien Weglinge.

Wiirmeleitung.

331. Summieren wir drei Gleichungen vom Typus (639), jede
multipliziert mit m, so erhalten wir
D 0, ———— !
l@ I)? 2[—%{Qu(uﬂ+vﬂ+ w?)}
(680) , 0U 8u 8u
e — Y70 — 0
] — 2o (@ Gt +iv 5o +aw )|,
worin @ = u? - v2 4 wi
Das ist die Transportgleichung fiir ¢; sie ist daher die
Transportgleichung der Energie und das ist in der kinetischen
Theorie die Wirmeleitung.

Schreiben wir w2+ v2+ w? — 3¢, so wird die linke Seite

gleich 3¢ g?

langt, so haben wir gemidf Gleichung (670)

Was das erste Glied auf der rechten Seite an-

——— e 15mq 0q
2 2 2 - =
u(u+ v?+ w?) = — 5y @’
die iibrigen Glieder auf der rechten Seite, die w2 av, ... ent-
halten, sind durch die Gleichungen (676) und (677) gegeben.
Setzen wir diese Werte in Gleichung (680) ein, so erhalten wir

Dq ¢ /1bmqoq 0uy . 00y , OW,
3e °Dt = 2@90( 27 8x> 2q 8x+ aa >

1) TG+ G+ ()
_4 q %+avo+awo
2 :q;(@woaidvo> >

=
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In Gleichung (642) erhielten wir einen Wert fiir Dgq/Dt
unter der Annahme, dal das Maxwellsche Gesetz in jedem
Punkte richtig sei. Die vorliegende Gleichung ist die Ver-
allgemeinerung von Gleichung (642) fiir den allgemeineren Fall,
wo nicht angenommen ist, dal das Maxwellsche Gesetz zutrifft.

Ist keine Massenbewegung vorhanden (4, — v, = w, = 0),
so reduziert sich die Gleichung auf

15mq oq>
=25, ox < 27 oz
und da mq = myg? —= RT ist, ist dies die Wirmeleitungs-

gleichung in einem ruhenden Gase. Durch Vergleich mit der
Fourierschen Gleichung der Warmeleitung

dT
Oodt—gax >

erhalten wir fiir den Koeffizienten der Warmeleitung den Wert

(682) o=

oder, indem wir den Viskosititskoeffizienten x aus Gleichung (679)
einfiihren,
(683) 8 = 5/yx C,1).

Die physikalische Bedeutung dieser Gleichung wird spéiter
diskutiert werden.

Energie.

332. Setzen wir die gefundenen Werte von &, » usw. ein, so
finden w_ir, dal Gleichung (681) die Gestalt

00y = Bp{oga) e (T + )
+ 52 = (5 +2<6w0 orey:
— 2, <a“o+ovo+8w0 ‘I

annimmt.

1) Maxwell gab infolge eines Rechenfehlers den numerischen Faktor
gleich 5/ anstatt 5/, an. Der Irrtum wurde von Boltzmann und Poincaré
aufgewiesen.
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Offenbar ist das Glied auf der linken Seite der Zuwachs der
Wirmeenergie eines Gaselements. Auf der rechten Seite stellt
das erste Glied den Zuwachs an Wirme dar, den die gewdhnliche
Physik der Wirmeleitung zuschreibt, das zweite Glied kommt
durch adiabatische Expansion oder Kompression zustande und
das dritte Glied schreibt die gewohnliche Physik der Wirkung
der Viskositit zu; in der Tat ist es einfach die doppelte ,Zer-
streuungsfunktion® der Reibungsbewegung?).

In der kinetischen Theorie jedoch sind Warmeleitung, Tem-
peraturinderung infolge adiabatischer Bewegung und ,durch
Reibung hervorgerufener Wirme“ alle in gleicher Weise in dem
Energietransport durch die Molekiile enthalten, so daf in der
kinetischen Theorie die eben abgeleitete Gleichung nicht mehr
ausdriickt, als die Erhaltung der Energie.

Diffusion.
333. In § 312 erhielten wir die allgemeine Gleichung (633)

(68) v4Y — S[eSon— 2 0ud+, X (6Q>]+AQ,

worin X Summation in bezug auf die drei Koordinatenachsen
z, y, 2 bedeutet.

Diese Gleichung kann man benutzen, um den Wert des
Diffusionskoeffizienten zu bestimmen. Wir nehmen an, dal zwei
Gasarten vorhanden seien, die durch die Indizes 1 und 2 unter-
schieden werden sollen, und wir nehmen an, daf diese ineinander
in einer Richtung parallel zur z-Achse diffundieren. Es wird fiir
jede Gasart eine Gleichung von der Gestalt (684) geben.

Wir konnen annehmen, daf keine duBeren Kréfte angreifen,
so daB in Gleichung (684) X = 0. Wir konnen ferner annehmen,
daB die Diffusion so langsam erfolgt, dal Quadrate der Massen-
geschwindigkeit vernachlissigt werden konnen, und, da die Be-
wegung vollkommen parallel zur z-Achse ist, so konnen wir
9 0
oy 0z

Mit diesen Vereinfachungen reduziert sich Gleichung (684) auf

vc%? = Qa%(ml) —%(vu-@ +49.

= 0 setzen.

1) Siehe Lamb, Hydrodynamik.



314 Nicht-stationdre Zustidnde. [9. Kap.

Wir setzen in dieser Gleichung @ = u, so daB @ = u,, gleich
der ‘Massengeschwindigkeit parallel zu Oz ist. Vernachlissigen
wir .2, 80 konnen wir ferner setzen

1
—_ Y2 — 152 —
u@=uw=u — 2hm
Da h, das die Temperatm milt, na,ch Voraussetzung nicht mit z
ov

variiert, reduziert swh (qu) auf —— 3 h v - Das Glied Q 5z (va)

wird gleich u, a_x (v uo), und dies kann vernachlissigt werden, da

es von der zweiten Ordnung klein ist. Ferner wird bei der
stationiiren Bewegung das Zeitdifferential verschwinden, und die
Gleichung reduziert sich auf

1 ov

(685) 5hm a—x = du.

Der Wert von o u ist nicht Null, da ZusammenstoBe mit
Molekiilen der zweiten Art das Gesamtmoment des ersten
Gases verindern. In- Gleichung (655) erhielten wir den Wert
von A u fiir das erste Gas in der Form

K
Aduw = v, vym, Vm—n-@ .
WO #yq, Up, die Werte von u, fiir das erste, bzw. das zweite Gas
sind. Durch Einsetzung dieses Wertes fiir 4 u liefert Gleichung
(685) fiir das erste und zweite Gas Gleichungen, die in die Gestalt

A; (Ugy — o4),

(686) %:— %1;2 = 2hvlv2m1m21/

gebracht werden konnen.

m, + HI A4, (u 02—“01)

apzo

334. Die Gleichgewichtsgleichung in dem Gase lautet 5z

oder 5z (V' fj_h%> = 0, woraus wir ableiten

o, 07,
(687) 3z = ox

Damit der Druck auch in der Folge Gleichgewicht halte, muf}
v; + v, in allen Punkten des Gases die ganze Zeit iiber konstant
bleiben. Es mufl also der Gesamtflufl der Molekiile durch irgend
eine Ebene gleich Null sein, und dies bedingt, dafl

(688) VY Ug, + Vatlgy = O.
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Der Strom der Molekiile der ersten Art pro Flicheneinheit
und Zeiteinheit, ndmlich v, u,,, ist jedoch gleich — D,, a—%, wo Dy,
den Koeffizienten der Diffusion des ersten Gases in das zweite
darstellt (vgl. § 412). Ahnlich ist offenbar
o3,
oz’
woraus mit Hilfe der Gleichungen (687) und (688) folgt, dall ®,,
und 9,, gleich sein miissen: es gibt nur einen gegenseitigen
Diffusionskoeffizienten zwischen den beiden Gasen.

Anstatt D,, in der unsymmetrischen Form der Gleichung (689)
auszudriicken, konnen wir es mit Hilfe der] Gleichungen (689)
und (688) in der Form

o7,
ez
in symmetrische Form ausdriicken.

Vergleichen wir die soeben abgeleitete Gleichung mit der
Gleichung (686), die wir aus der Dynamik der ZusammenstiBe
erhalten hatten, so finden wir sofort

(689) VoUgg = — @21

(690) D (M + v9) = — viug (Vi + vy) = v vy (Ugg — %)

. | '-ml-{-mg.
(691) D1y T 2hmymy Ay (v, + v,) K
Fiir die Diffusion eines einzelnen Gases in sich selbst wird daraus
(692) P 3 4,

hod,V2mE  2hoA 7
worin 1 aus Gleichung (666) eingefiihrt ist. Fiihren wir ferner
1

den durch » — Thn gegebenen Viskositédtskoeffizienten ein, so er-
halten wir fiir den Diffusionskoeffizienten
34, «
693 D="T2"
(693) 4, o

oder, indem wir Maxwells bereits angegebene Werte fiir A4,
und 4, benutzen:

(694) D = 1,5043 z .

Die physikalische Diskussion dieser Gleichungen heben wir
uns fiir das 13. Kapitel auf.
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Allgemeineres Kraftgesetz.

336. Wie bereits erwihnt, wurde die soeben auseinander-
gesetzte Maxwellsche Theorie, die sich bloB auf fiktive Mole-
kille anwenden laft, die sich nach dem Gesetz r—5 abstoBen,
von Chapman?) auf den allgemeinen Fall von Molekiilen aus-
gedehnt, die sich nach dem Gesetz r—¢ abstoBen. Chapmans
Uberlegungen sind jedoch leider zu lang, um hier selbst im
Auszug wiedergegeben zu werden, es sollen jedoch einige der
interessanteren Punkte angemerkt werden.

Die Hauptschwierigkeit konzentriert sich, wie aus dem vorhin
Gesagten bereits klar geworden sein wird, um den Umstand, daB

4

der Faktor V'~ 5= in Gleichung (647) fiir alle Werte von s mit
Ausnahme von s — 5 stehenbleibt. Demnach ist es notwendig,
ein bestimmtes Verteilungsgesetz f (u,v, w) anzunehmen, bevor
die Grofe 4,, ¢ nach Gleichung (647) ausgewertet werden kann.
Der Wert von f(u, v, w) kann nicht von der speziellen Wahl der
Achsen abhingen, so daB f notwendig in bezug auf orthogonale
Transformationen der Achsen x,y,z invariant sein muB. Nun
sind die einzigen moglichen Invarianten
= uttvit we
Ou, 0V, , 0w,
oz toyt o
0 0 0
¢ = (u a—x—i—v@—{-u’%)h

2 ?ﬂ?

oy
und andere, die zweite Ableitungen nach z,y, # enthalten. Fiir
Gase, in denen die Temperatur- und Dichtegradienten klein
sind, konnen diese zweiten Ableitungen vernachlissigt werden, in
der Tat findet man, daB die gewohnliche Annahme, dafl bestimmte
Koeffizienten der Viskositdt, Warmeleitung und Diffusion existieren,
die Voraussetzung enthdlt, dal alle Ableitungen von der zweiten
und héheren Ordnungen vernachlissigbar seien. Es ist also erlaubt,
fiir den Anfang eine Geschwindigkeitsverteilung von der Korm

f(u,?i,’&l)) — Fl (C’)'+EF2(C’)+§F3(02)+7IF4(02)

anzunehinen.

0w, ow, , 07,

OUq
— 2__+
NT=wsz TV

!) Phil. Trans. 216 A, 279 (1915). Siehe auch Fubnote zu Seite 279,
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Dies hat offenbar die bereits in § 309 erhaltene allgemeine
Form. Chapman entwicklt F,, F,, F;, F, nach Potenzen von
¢® und berechnet die Werte von 4,,« fiir verschiedene Werte
von @ aus der Gleichung (647). Die Einsetzung dieser Werte
in die Gleichung (631) fiihrt zu einem Gleichungssystem, das die
Koeffizienten in den Reihen F,, F,, F; F, bestimmt, und die
darauf folgende Entwicklung ist in allem Wesentlichen der soeben
dargestellten Maxwellschen #hnlich.

Die numerischen Resultate, die von Chapman erzielt wurden,
werden im 11. bis 13. Kapitel dargelegt und diskutiert.

10. Kapitel.
Die freie Wegliéinge.

336. In den zwei vorangehenden Kapiteln haben wir gesehen,
wie Probleme der Viskositit, der Warmeleitung der Diffusion usw.
auf ein Problem der Dynamik der Zusammenstofe zuriickgefiihrt
werden konnen. Wir werden in den folgenden Kapiteln sehen, wie
dieselben Probleme durch eine Untersuchung derjenigen Probleme
behandelt werden konnen, die mit der freien Weglinge verbunden
sind. Aus diesem und anderen Griinden ist das vorliegende
Kapitel den Problemen gewidmet, die mit der freien Weglinge
in einem Gase zusammenhingen, wobei wir fiir diesen Zweck
annehmen, daf die Molekiile elastische Kugeln sind.

Mittlere freie Weglinge.

337. In § 33 stellten wir eine Berechnung der mittleren,
freien Weglinge in einem Gase an. Wir werden nun eine
detailliertere Untersuchung angeben, die sich auf die freie Weg-
linge von Molekiilen in einem Gasgemisch anwenden laft, wobei
die Molekiile der verschiedenen Gase verschiedene Grofen haben,
und wir werden gleichzeitig die Beziehung zwischen der Geschwin-
digkeit eines Molekiils und seiner wahrscheinlichen freien Weg-
linge untersuchen.

Wir setzen fest, dal die Konstanten der Molekiile der ver-
schiedenen Typen durch Indizes unterschieden werden sollen, indem
jene der ersten Type Eins als Index haben sollen (v;, m,,6;,...) usw.
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Wir werden ein System von Symbolen zur Bezeichnung der Ab-
stinde der Mittelpunkte zweier Molekiile verschiedener Art im
Moment des ZusammenstoBles brauchen. Wir wollen schreiben
Sin Sia Sas usw,, so daB S,, die Entfernung der Mittelpunkte
zweier Molekiile vom Typus p, ¢ im Moment des Zusammenstofies
ist. Offenbar ist

(695) 89 = 13 (6, + 0y), S, = 6, usw.

Mittlere freie Weglinge nach Maxwell.

338. Wie in dem Ausdruck (48) ist die Zahl der Zusammen-
stolle pro Zeiteinheit zwischen Molekiilen vom Typus 1 und 2,
die den Klassen A bzw. B angehoren, (S. 25) gleich

(696) vy, fy (u,0,w)fy (w0, w') V ShecosO@dudvdwdu'dv' du' dw,

wo V die Relativgeschwindigkeit und d @ das Element mit festem

Winkel ist, innerhalb dessen die Zentrallinie liegen muf.
Ersetzen wir f;, f, durch die dem stationdren Zustand zu-

kommenden Werte, und fithren wir die Integration nach d @ aus,
so finden wir-die Anzahl der St6Be pro Zeiteinheit

h8 mP2mdie ..
(697) mv,v, <,, - 7}3—" e-“mt“fmz"’z)) VShdudvdwdu' dv' do,

ein Ausdruck, der dem Ausdruck (50) genau analog ist, den wir
vorher erhalten hatten.
Wir wollen nun die Geschwindigkeitskomponenten u, v, w,
w', o', w' durch neue Variable u, v, W, &, 3, ¥ ersetzen, die gegeben
sind durch
myw 4+ myu’
(698) u = P
so daB u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten des Schwer-
punktes der zwei Molekiile und «, 8, y wie iiblich die Kom-
ponenten der Relativgeschwindigkeit ¥ sind. Wir konnen setzen
u v W= 24yt =V
woraus folgt
My €2 + My €' = (my + my)e? 4 e m, Ve
Wir finden sofort

usw.; o = #' —u usw.,

o(u, ‘?f) _

o(u,u) L
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so daB dudw = dudo und der Ausdruck (697) ersetzt werden
kann durch

h3m3/zm o —n [ (g + mg)e2 4 LT P2
(699) “”l”ﬁ( s (im0, ])
VShdudvdwdadpBdy.

339. Bei der Integration iiber alle moglichen Richtungen
im Raume fiir die Geschwindigkeit ¢ des Schwerpunktes konnen
wir dudvdw durch 4 we2de ersetzen, wihrend wir analog bei
der Integration iiber alle moglichen Richtungen von V, dadfdy
durch 47x V2d V ersetzen konnen. Demnach erhalten wir fiir
die Zahl der ZusammenstoBe pro Volumeneinheit und Zeiteinheit,
fiir die ¢, ¥ zwischen bestimmten engen Grenzen de,d V liegen,

my mg

—h | (my +mg)ez 4+ =1 -2 V2
(700) 16 v, vy he w22 She [imemaees S ]02 Vided V.

Integriereil wir von € = 0 his ¢ = oo, so finden wir die
Zahl der ZusammenstoBe, fiir die ¥ zwischen V und V+dV
liegt:

7th3mlSm2 :1"'”22 ve
(701) 4v vg‘ e T ey She mitm’ YsqV,
und integrieren wir dies wiederum von ¥V = 0 bis V == oo, 80
finden wir die Gesamtzahl der ZusammenstoBe pro Volumen-
einheit in der Zeiteinheit zwischen Molekiilen vom Typus 1 und
2 gleich :

/1 1
2 2 slV=(—+ —)-
(70 ) vV, S Vh <m1 + mg)

340. Diese Formel liefert die Zahl der freien Wege der v,
Molekiile der ersten Gattung pro Volumeneinheit, die pro Zeit-
einheit durch Molekiile der zweiten Gattung begrenzt werden.
Lift man den Unterschied zwischen den beiden Molekiiltypen
fallen, so fithrt dies auf den doppelten Ausdruck (53) zuriick,
den wir bereits frither gefunden hatten; den Grund fiir das Auf-
treten des multiplikativen Faktors 2 haben wir bereits auf S. 47
erklart.

Der Ausdrack (702), dividiert durch w,, stellt die mittlere
Wahrscheinlichkeit eines ZusammenstoBes fiir ein Molekiil vom
Typus 1 mit einem Molekiil vom Typus 2 pro Zeiteinheit dar.
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Daher ist die gesamte mittlere Wahrscheinlichkeit eines Zusammen-
stoBes pro Zeiteinheit fiir ein Molekiil vom Typus 1 gleich

. /1 1
(703) 2 v, 57, ]/,7 (77 + %) .
Das mittlere Zeitintervall zwischen den ZusammenstoBen ist
offenbar der reziproke Wert davon.

Der Gesamtweg, der von den w»,-Molekiilen der ersterxr Art
pro Zeiteinheit zuriickgelegt wird, ist

(704) no =t

wihrend die Gesamtzahl der freien Wegléingen, die von diesen
Molekiilen beschrieben werden, gleich ist », mal dem Ausdruck
(703). Durch Division findet man fiir die mittlere freie Weglénge
fiir Molekiile des ersten Typus

(705) Ay = e
m
xS v, S, V1 —
Ist nur eine Gasart vorhanden, so reduziert sich dies auf die be-
reits gefundene Formel (56).

1

Eine andere Berechnung der mittleren freien Weglinge.

341. Es gibt noch einen anderen Weg zur Abschitzung der
mittleren freien Weglénge, wie bereits in § 33 angedeutet worden
ist. Entsprechend dieser Methode der Berechnung wird nicht
angenommen, daf die mittlere freie Weglinge das Mittel iiber
alle Wege ist, die in der Zeiteinheit zuriickgelegt werden, sondern
das Mittel aus allen Wegen, die von einem gegebenen Augenblick
an bis zum ndchsten Zusammenstol beschrieben werden.

Richten wir unsere Aufmerksamkeit auf ein Molekiil der
ersten Type, das sich mit einer Geschwindigkeit ¢ bewegt. Die
Wahrscheinlichkeit eines Zusammenstofes pro Zeiteinheit mit
einem Molekiil der zweiten Type, das eine bestimmte Geschwin-
digkeit ¢’ hat, ist gleich der wahrscheinlichsten Zahl von Mole-
kiilen dieser zweiten Art in einem Zylinder von der Basis = Sj
und der Hohe ¥, wo ¥V die Relativgeschwindigkeit ist.

Wir nehmen an, dal das zweite Molekiil die Geschwindigkeit
¢ hat. O, @ seien Winkel, die die Richtung dieser Geschwin-
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digkeit bestimmen, und zwar ® der Winkel zwischen dieser
Richtung und der Richtung von ¢ und @ ein Azimut. Die Zahl
der Molekiile der zweiten Art pro Volumeneinheit, fiir die ¢, @, @
zwischen bestimmten engen Grenzen d¢', d @', d @' liegen, ist

3/g
v, (’%”E) e hmcle2gin @dOdddc.

Als Resultat der Integration nach @ erhalten wir, indem wir
d® durch 27 ersetzen und mit = S V' multiplizieren, fiir die
Zahl der Molekiile der zweiten Art, die innerhalb des Zylinders
vom Volumen = S}, ¥ liegen, derart, daB ¢, @ innerhalb eines Be-
reiches d¢/, d® liegen:

(706) 27, Shyrhdms Ve rmc25in @dOdc.

Wenn ¢, ¢/ gegeben sind, so hingt der Wert von ¥ von @ ab,
nimlich
Ve =c2+c%"—2cc cos @,

woraus wir durch Differentiation bei konstantem ¢ ¢’ erhalten:

VadV = ¢c'sin®do.
Der Ausdruck (706) kann also ersetzt werden durch

(707) 2 v, S5 Y h3mys ¢—hmac? %dc’ Vidv.

Wir integrieren zuerst nach V, indem wir ¢ und ¢’ konstant
lassen. Wir haben
j VedV = 1,[ V),

worin die Grenzen fiir V gleich sind ¢ + ¢’ und ¢ — ¢, so daB fiir
d>c

j V3dV =%/5c(c?+ 3c),
fiir ¢ <<e¢

j VedV = 2¢ (2 + 3 ¢2).

Das Resultat der Integration des Ausdrucks (707) nach ¥V
ist also fiir ¢’ >c¢:

(708) vy SHYmhSmgBe—hme?c (c2 -3 ¢'2)d s
fir ¢ <<e: _

- /g
(709) 4/ vy S5 YT RS mgs e— hmac'? ‘7 (¢ + 3 c2)de.

Jeans, Theorien. 21
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Integrieren wir nun diese Gréfe nach ¢ von ¢ = 0 bis
¢/ = oo (indem wir die entsprechende Form benutzen, je nach-
dem ¢ grofer oder kleiner als ¢ ist), so erhalten wir fiir die zu-
sammengesetzte Wahrscheinlichkeit eines Stofles zwischen einem
gegebenen Molekiil der ersten Art, das sich mit einer Geschwin-
digkeit ¢ bewegt, und einem Molekiil vom zweiten Typus pro
Zeiteinheit

oo

%vg Stz Y7 h8 my3 H ¢'(c2+ 3c'%)e—hmetd

(710) .
4 [ ]
p .

0

4

342. Das erste der beiden Integrale in der eckigen Klammer
kann direkt ausgewertet werden und man findet, dall es gleich ist

e—hﬂbch
(2hmye? + S/Q)W.

Das zweite Integral kann nicht in geschlossener Form ausgewertet
werden. FErsetzen wir jedoch Am,c® durch 42, so erhilt es die

Form
¢ Vhmy

jyﬂ(ywshmm)e—wdy,

0

¢ Vho mgp
was sich nach weiterer partieller Integration nach y2 auf

] R
f—e—hmecVhm, (2hmyc? + 3
c‘/hﬁ;nﬂb\ V 2( 2 + .4)

¢ Vhmg

+3/,2hmyer + 1) [ev*dy)
0

zuriickfithren 140t
Die Summe der beiden Integrale in dem Ausdruck (710)

ist demnach
o Vivmy

(711)  ———— [c Vhmgermee 4 (2hmye? + I)J‘e—fl2 dy].
Mg 0
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Fiihren wir eine Funktion ) ¢ (z) ein, definiert durch

(7112) Y(@) =ze~ =4 (2024 1) [ dy,
0
8o kann der Ausdruck (711) in der Form
3 JER
m=e= P (cYhm
dcYhsmyp (cyhm,)

gestrichen werden und wir finden daher, wenn wir den Ausdruck
(710) mit ®,, bezeichnen, fiir ®,, den Wert

7 vy Si3 —
(713) 0, = Kh_n:f ¥ (cyYhm,).

Nach dieser Definition ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
ein Molekiil der ersten Art, wenn es sich mit der Geschwindigkeit ¢
bewegt, mit einem Molekiil der zweiten Art in der Zeit d¢ zu-
sammenstoft, gleich @,, dt.

343. Setzen wir an Stelle des Index 2 iiberall wo er vor-
kommt 1, so erhalten wir einen Ausdruck @,, fiir die Wahrschein-
lichkeit pro Zeiteinheit, daf ein Molekiil der ersten Art, wenn es
sich mit der Geschwindigkeit ¢ bewegt, mit einem anderen Mole-
kiil derselben Art zusammenstoQe.

Durch Addition erbalten wir die gesamte Wahrscheinlich-
keit pro Zeiteinheit dafiir, daBl ein Molekiil der ersten Art, das
gich mit einer Geschwindigkeit ¢ bewegt, mit einem Molekiil
irgend einer Art zusammenstofe

(714) 20, =0, +0,+ 0,1+ .-

In der Zeiteinheit beschreibt das betrachtete Molekiil eine
Strecke ¢, es ist daher die Wahrscheinlichkeit eines Zusammen-
stoes pro Lingeneinheit der Bahn gleich

(715) %2(913-

x

1) Der Wert von j ¢~ ¥2dy kann nicht in einfacherer Form ausgedriickt

0
werden, so daB das durch Gleichung (712) definierte w(x) bereits die ein-
fachste Gestalt besitzt. Tabellen zur Berechnung von y (x) sind im Anhang B
enthalten,

21 *
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Die mittlere freie Weglinge A, fiir Molekiile der ersten Art,
die sich mit einer Geschwindigkeit ¢ bewegen, ist demnach
¢
716 e = —° .
(T16) S0,

Freie Weglénge nach Tait.

344. Ist nur eine Gasart vorhanden, so nimmt Gleichung (716)
die Gestalt

(717) =2 hom o

® ~ Yz.very(cyhm)
an und aus dieser Formel konnen wir ohne Schwierigkeit den
Ausdruck von Tait fiir die mittlere freie Weglinge berechnen,
der in § 33 definiert ist. Denn in einem einzigen Gase bewegt
sich in irgend einem Augenblick ein Bruchteil
"
Vh ™ pme—hmegade

78

der gesamten Molekiilzahl mit der Geschwindigkeit ¢, und jedes
dazugehorige Molekiil wird daher im Mittel eine Strecke ¢/@ vor
einem ZusammenstoB zuriicklegen. Daher ist nach Tait die freie
Weglinge (A7) gegeben durch

1 (dzte**dr
mzﬁﬂj v(@)

0

8

° 38
(718) Ar = j @c_‘/hnr:a 4mehmierde —
0

Dieses Integral kann nur durch Quadratur ausgewertet werden.
Die Auswertung wurde von Tait!) und Boltzmann?) durch-
gefiihrt, die beide iibereinstimmend dafiir den Wert 0,677 erhalten,
was zu dem bereits in § 33 angegebenen Werte fiir Ar fiihrt.

Freie Weglédnge nach Maxwell.

345. Wir konnen auch die Maxwellsche Formel fiir die
freie Weglinge aus den in § 343 erhaltenen Resultaten ableiten.
Von allen Molekiilen der ersten Art wird sich ein Bruchteil

3
47 (ZLJ{!;) om0 g
n

1) Edin. Trans. 33, 74, 1866.
2) Wiener Sitzungsber. 96, 905, 1887; Gastheorie I, S.73.
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mit einer Geschwindigkeit zwischen ¢ und ¢ + dc¢ bewegen und
die Wahrscheinlichkeit eines ZusammenstoBes pro Zeiteinheit fiir
ein jedes dieser Molekiile ist gleich X ®;,. Daher ist die mittlere
Wahrscheinlichkeit eines ZusammenstoBSes pro Zeiteinheit fiir alle
Molekiile der ersten Art gleich

8/ ?
ix (’%) 2j e=hme02(30,,)de
oder, nach Gleichung (713) ’

(719) 42Mje—hmlczcw(cVM)dc.

Setzen wir thm, = z, 80 wird daraus

v ()

Nach Einsetzung fiir ¥ () aus Gleichung (712) wird das
Integral in dieser Formel die Summe aus zwei Integralen

(720) 42113818(}'/7”1) '[e ,T: xw(x)dx.

© _x2<1+:%> ®» z —yz—::lix?
(721) je s xzdx+j“.x(2xﬂ+l)e s dxdy

0 00

Das erste dieser Integrale hat den Wert
V; m \~ %2
(722) T (1 + ﬁ; L]

wihrend das zweite, wenn man schreibt y = Ku, gleich ist

x 1 g

—zz<x2+
:Hacﬂ(2x2+1)e N ) s ak

00 )
207 (e 2oy (1 )k
4

4

mg ms

Nig m my

Addieren wir dies zu dem Ausdruck (722) und vereinfachen es,
80 erhalten wir als Wert des Ausdrucks (721)

Val: m,J
+ m,
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Das ist der Wert des Integrals, das in dem Ausdruck (720) vor-
kommt. Der ganze Ausdruck ist daher gleich

s 1w/ 1 1
(723) 2 ?Vssls ‘/W (M‘*‘”I),

was mit dem Ausdruck (703) identisch ist, wie es ja offenbar
auch sein muf.

Formel (723) gibt die mittlere Wahrscheinlichkeit eines Zu-
sammenstofes pro Zeiteinheit fiir ein einzelnes Molekiil der ersten
Art und jeder ZusammenstoB begrenzt eine freie Wegléinge dieses
Molekiils. Die Gesamtzahl der freien Weglingen, die von allen
Molekiilen der ersten Art pro Zeit- und Volumeneinheit zuriick-
gelegt werden, ist daher

/ 1 1
(724) n, = 2>, Sf,l/% <ﬁ1 + ) .

m,
~ Die pro Zeiteinheit von den v, Molekiilen der ersten Art in
dem Volumen Eins zuriickgelegte Strecke ist, wie frither, durch

den Ausdruck (704) gegeben, so daBl die mittlere freie Weglinge
aller Molekiile der ersten Art gleich ist

2, A 1
n, Yxhm, — nsﬁvsslgsl/l_i_ﬂl

was mit Formel (705) iibereinstimmt.

(725) Ay =

Probleme, die mit der freien Weglinge zusammenhingen.
Die Abhéngigkeit der freien Wegliinge von der Geschwindigkeit.

346. Die Art und Weise, in der 4, von dem Werte von ¢ ab-
héngt, bietet einiges Interesse. Die Formel jedoch, die 4. als
Funktion von ¢ ausdriickt, ist zu kompliziert, um eine bestimmte
Vorstellung dariiber zu bilden und wir sind daher gendtigt, zu
numerischen Werten zuriickzukehren. Die folgende Tabelle, die
Meyers kinetischer Gastheorie (S.302) entnommen ist, gibt das
Verhiltnis von A, [Gleichung (717)] zu Maxwells freier Weg-
linge 4 [Gleichung (56)] fiir verschiedene Werte von ¢ von ¢ = 0
bis ¢ = oo ‘an.
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¢/c hmcd Al Ala,
0 0 [S°)
0,25 0,3445 2,9112
0,5 0,6411 1,5604
0,627 1, 0,7647 1,3111
0,386 1 0,9611 1,0407
1,0 1,0257 0,9749
1,253 2 1,1840 0,8816
1,535 3 1,2127 0,8247
1,772 4 1,2572 0,7954
2 1,2878 0,7765
3 1,3551 0,7380
4 1,3803 0,7244
5 1,3923 0,7182
6 1,3989 0,7149
oo 1,4142 0,7071

Wahrscheinlichkeit einer freien Weglinge von gegebenem Betrag.

347. Es ist von Interesse, die Wahrscheinlichkeit dafiir zu
finden, daBl ein Molekiil eine freie Weglinge von gegebenem
Betrag durchlaufe.

Es bezeichne f(I) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein
sich mit der Geschwindigkeit ¢ bewegendes Molekiil eine freie
Weglinge vom Mindestbetrag ! durchlaufe. Nachdem das Mole-
kiil einen Weg ! beschrieben hat, ist die Wahrscheinlichkeit eines
Zusammenstofles innerhalb der weiteren Distanz dl gemiB
Formel (715) gleich dl/A,. Daher ist die Wahrscheinlichkeit,
daB ein Molekiil die Strecke ! durchlaufe und dann noch, ohne
einen ZusammenstoB, die weitere Strecke dl, gleich

£ @) (1 —ala,).

Das muB nun aber dasselbe sein, wie f (I + dl) oder
of(l
fo+ L0
Setzen wir diese Ausdriicke einander gleich, so haben wir

of O _ _f®
ol Ae

wovon die Losung lautet

(726) f(l) = e~
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worin die willkiirliche Konstante der Integration durch die Be-
dingung f (0) = 1 bestimmt ist.

Durch Differentiation finden wir die Wahrscheinlichkeit, daB
ein sich mit der Geschwindigkeit ¢ bewegendes Molekiil einen
freien Weg von der Linge zwischen ! und ! + dl zuriicklege

(727) e—the % .

348. Aus der Gestalt dieses Ausdruckes geht hervor, dafB
freie Wegliingen, die um viele Male grofier sind- als die mittlere
freie Weglinge, sehr selten sein werden. Die Wahrscheinlich-
keit z. B, daf ein sich mit der Geschwindigkeit ¢ bewegendes
Molekiil eine freie Weglinge zuriicklege, die grofer ist als n-
mal 4,, ist gleich f(nA.) oder nach Gleichung (726) e—" Es
beschreibt also blof ein Molekiil unter 148 einen Weg 5 4., und
nur eines unter 22027 einen Weg 104, und nur eines unter
2,7.1048 einen Weg 1004, usw.

Die vorangehenden Resultate beziehen sich nur auf Molekiile,
die sich mit einer gegebenen Geschwindigkeit ¢ bewegen. In
irgend einem gegebenen Zeitpunkt betrdgt der Bruchteil der
Gesamtzahl der Molekiile, die eine Strecke groBer als I seit ihrem
letzten Zusammenstol zuriickgelegt haben,

(728) Vh:r;%s J. dmcre—hmi—li de,
[}

Es ist nicht leicht, diese Funktion zu berechnen. Als Resul-
tat einer rohen Berechnung durch Quadratur habe ich gefunden,
dafl sie innerhalb des Bereiches von I, in dem sein Wert merk-
lich ist, um nicht mehr als 1 Proz. von e—1.%4* abweicht, was
gleich dem Werte fiir Molekiile ist, die sich mit einer Geschwin-
digkeit 1/Yhm bewegen.

Das Gesetz der Verteilung der G(teschwindigkeiten

wahrend des ZusammenstoGes.

349. Fiir manche physikalische Probleme ist es von Wichtig-
keit, die Verteilung von Relativgeschwindigkeiten, Verhiltmissen
von Geschwindigkeiten usw. bei den verschiedenen stattfindenden
ZusammenstoBen zu betrachten. Wir wollen nun Ausdriicke fiir
verschiedene Verteilungsgesetze dieser (Gattung ableiten.
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In Formel (708) und (709) erhielten wir Ausdriicke fiir die
Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit, daB ein Molekiil vom Typus 1,
das sich mit einer Geschwindigkeit ¢ bewegt, mit einem Molekiil
vom Typus 2 zusammenstofle, das sich mit einer Geschwindigkeit
zwischen ¢ und ¢ + d¢’ bewegt.

Die Zahl der Molekiile vom Typus 1 pro Volumeneinheit, die

sich mit einer Geschwindigkeit zwischen ¢ und ¢ + dc¢ bewegen,
ist gleich

{hm P2
47(1/1&Tl> e~hme c2dc,

Multiplizieren wir die Ausdriicke (708) und (709) mit dieser
Zahl, so erhalten wir als Gesamtzahl der Zusammenstéfe pro
Zeiteinheit und Volumeneinheit zwischen Molekiilen, die be-
stimmte Geschwindigkeiten innerhalb von Bereichen dc, d¢' be-
sitzen, fiir ¢’ >¢

(729) l_f Y, V, S h mls/g m23/2 e— h(mic2+mac?) p2 of (243 c”) dedc,
fir ¢ <<c
(730) ? v, vy SHhsmPamyze—hmE+md e '2(3 8 4 (%) dcdc.

350. Wir wollen nun weiter die Zahl der Zusammenstifle
berechnen, bei denen die Geschwindigkeiten ¢, ¢/ in einem ge-
gebenen Verhiltnis zueinander stehen. Es sei ¢ = %<’ und es
mogen in den Ausdriicken (729) und (730) statt der Variablen c, ¢
die Veridnderlichen x, ¢’ eingefithrt werden. Offenbar wird aus
dem Differential dcdc': c’dxdc’, und aus den beiden Ausdriicken
wird, wenn % >1

(131) 139 v, vy ST kS myemy s e—hoHmm+ ma e (3434 1) d o d ¢,
wenn x <1
(732) % v, vy S my amylze—heRm+my) 43 (43 | 3) dxc'edd.

Integrieren wir diese Ausdriicke nach ¢’ von ¢’ = 0 bis ¢/ = oo,
80 erhalten wir die Zahl der Zusammenstofle, fiir die %, das Ver-
hiltnis der Geschwindigkeiten, innerhalb eines gegebenen Ge-



330 Freie Weglinge. [10. Kap.

bietes dx liegt. Wir finden sofort, daf diese Zahlen gleich sind,
wenn x > 1

9 nm13n123>1/2 x(3x2+ 1)
(783) o Sy ‘2< h (my 22 ) %
wenn x

g (M BmB\"2 %2 (%2 + 3)
(134) Sy v, SH(ETE) e 4

Die Gesamtzahl der Zusammenstofie pro Zeit- und Volumen-
einheit konnen wir offenbar durch Integration dieser Grofe von
# = 0 bis # = oo erhalten. Man findet dafiir

’ 5v,v, 8% (nml3m2_3>1/2{ J A+ 3) dx

h ; (mq 22+ my)'l2
(785) o _
x(3x2+ 1) . w/l 1.
|+ [alatt ol = s (b )
1

was, wie es sein mull, mit Formel (702) iibereinstimmt.

361. Das Verteilungsgesetz der x bei verschiedenen Stéfen
kann man erhalten, indem man die Ausdriicke (733) und (734)
durch die Gesamtzahl der Zusammenstofe (734) dividiert, wenn

> 1
5 m2my?  x(3x2 4 1)

o <1 2 (my + mg)Te (my w2 my)"
wenn x
(787) 5 mlimg  x2(x+3)

2 (my + my)'le '(7”1”2‘}"’"2)7/2 .

Das Verteilungsgesetz der Werte von x, wenn die Molekiile
gleich sind, erhdlt man, indem man m, = m, setzt. Wir miissen
jedoch bemerken, dafl in den Ausdriicken (736) und (737), wenn
wir einfach m, — m, setzen, jeder Zusammenstol zweimal ge-
zahlt wird, einmal so, daB er das Geschwindigkeitsverhdltnis x,
und einmal so, dal er das Geschwindigkeitsverhéltnis 1/x be-
sitzt. Es ist am einfachsten, den Wert von x fiir einen Zu-
sammenstof in diesem Falle als das Verhéltnis der groferen
zu der kleineren Geschwindigkeit zu definieren, so daB x stets
grofer als Eins ist und wir erhalten dann das Verteilungs-
gesetz, indem wir in dem Ausdruck (736) m, — m, setzen und
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mit zwei multiplizieren, so dafl jeder Zusammenstol blof einmal
gezihlt wird. Wir finden daher fiir das Verteilungsgesetz
(738) Su@xit+l) .

V2 (1 4 %2)'
Integriert man das von x — 1 bis ¥ = oo, so findet man, wie
es sein mubl, den Wert Eins.

Porsistenz der Geschwindigkeit nach dem StoBe.

352. Als niichstes Problem wollen wir den mittleren Effekt
eines ZusammenstoBes in bezug auf eine Umkehr oder eine
Ablenkung von der Bahn untersuchen. Wir werden finden, daf
im allgemeinen ein Zusammenstofl nicht notwendig die Geschwin-
digkeit in ihrer urspriinglichen Richtung umkehrt, oder sie selbst
zu Ruhe bringt: es besteht vielmehr eine ausgesprochene Tendenz
dafiir, daB die urspriingliche Geschwindigkeit in gewissem Grade
nach dem Stofe bestehen bleibe. Es ist offenbar von grofitem
Interesse, eine Abschitzung vorzunehmen, in welchem Ausmale
diese Persistenz der Géschwindigkeit auftritt.

Persistenz der Geschwindigkeit,
wenn die Molekiile untereinander gleiche, elastische Kugeln sind.

353. Wir beginnen mit der Betrachtung zweier Molekiile von
gleicher Masse, die mit den Geschwindigkeiten ¢, ¢/ zusammen-
stofen. In Fig. 18 mogen OP und O¢ diese Geschwindigkeit
darstellen und es sei R der
Mittelpunkt von P¢. Dann
konnen wir die Bewegung der
beiden Molekiile aufldsen in

(I) eine Bewegung des
Massenmittelpunktesderbeiden
Molekiile, wobei die Geschwin-
digkeit dieser Bewegung durch
OR dargestellt ist, und

(II) zwei gleichen und entgegengesetzten Geschwindigkeiten
relativ zum Massenmittelpunkt, die durch die Strecken RP und
R Q dargestellt sind.

Denken wir uns eine Ebene RTS durch R parallel zu der
gemeinsamen Tangente der beiden Kugeln im Moment des Stofes
gelegt, und es seien P’, @' die Spiegelbilder von P, @ an dieser

Fig. 18.
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Ebene. Dann stellen offenbar RP' und R¢' die Geschwindig-
keiten relativ zum Schwerpunkt nach dem Zusammensto§ dar, so
daB OP und O¢Q' die wirklichen Geschwindigkeiten im Raume
darstellen.

354. Wir nehmen nun an, dal} die Molekiile elastische Kugeln
mit dem Durchmesser 6 seien. In Fig. 19 seien 4B, DE die
Richtungen der Bewegung relativ zum Schwerpunkt vor dem Stofle
und BC, EF jene nach dem Stofie. Dann halbiert die Zentral-
linie jeden der Winkel ABC, DEF. Wir nennen jeden dieser
Winkel @, und zwar so ge-
messen, dall er in der
Figur spitzig ist und den-
ken uns den Punkt E mit
einem Kreise vom Radius 6
umschlossen, dessen Ebene
zu der Richtung 4 B senk-
recht steht. Damit nun
ein Zusammenstol statt-
finden kann, mufl die be-
schriebene Gerade AB die
Ebene dieses Kreises in einem Punkte P im Innern des Kreises
schneiden. Da nun alle Lagen von P im Innern des Kreises gleich
wahrscheinlich sind, ist die Wahrscheinlichkeit, dall die Strecke E P
zwischen r und r + dr liege, gleich 2 rdr/68. Wegen r — 6sin1/, @
kann dafiir sin 1/, @ cos !/, @ d @ geschrieben werden. Das ist daun
die Wahrscheinlichkeit dafiir, da @ zwischen @ und @ 4 d @ liegt,
und daher, daBl der Winkel, den £ F mit D E einschliet, zwischen @
und @4 dd liegt. Der gefundene Ausdruck ist nun gleich 1/;sin@d @
und daber gleich demjenigen Teile der Fldche des Einheitskreises,
fiir den der Radius einen Winkel zwischen @ und @ + d® mit
einer gegebenen Geraden einschlieBt. Daraus folgt, dall alle
Richtungen fiir EF gleich wahrscheinlich sind, ein Resultat, das
zuerst von Maxwell im Jahre 18591) abgeleitet worden ist. In
Fig. 18 sind daher alle Richtungen von ¢/, RF' gleich wahr-
scheinlich, so dafi die ,Erwartung“ der Geschwindigkeitskompo-
nente jedes Molekiils nach dem Stofle in irgend einer Richtung
gleich der Komponente von OR in dieser Richtung ist.

Fig. 19.

1) Collected Works I, S. 378.
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355. Wir wollen nun iiber alle moglichen Richtungen fiir
die Geschwindigkeit des zweiten Molekiils das Mittel nehmen,
indem wir die GroBe dieser Geschwindigkeit konstant halten.
In Fig. 20 bedeuten O P, OQ wie frither die Geschwindigkeiten
der beiden zusammenstofienden Molekiile, und es sei B der Mittel-
punkt von P @, so dal OR die
Geschwindigkeit des Schwer-
punktes der beiden Molekiile
bedeutet. Wir miissen die Ge-
schwindigkeitskomponenten O R
iiber alle Lagen von ¢ mitteln,
die auf einer Kugel mit O als
Mittelpunkt liegen. Es ist doch
unmittelbar einleuchtend, daf
im Mittel die Komponente von
OR in irgend einer Richtung
senkrecht zu O P gleich Null ist.
Wir brauchen daher bloB die Komponente in der Richtung OP,
sagen wir ON zu suchen. Wir diirfen nicht annehmen, daf alle
Richtungen fiir 0@ gleich wahrscheinlich sind, da (vgl. 2. Kapitel)
die Wahrscheinlichkeit eines ZusammenstoBes mit irgendwelchen
zwei Geschwindigkeiten proportional der Relativgeschwindigkeit ist.
Es ist also die Wahrscheinlichkeit eines Winkels PO@ zwischen
® und @ 4 d® nicht einfach proportional sin ®d @, sondern pro-
portional P@ sin ®d 6, denn P¢ stellt die Relativgeschwindigkeit
dar. Der Mittelwert der Komponente O N ist daher gleich

Fig. 20.

jON.PQsin@d@
(739) ON =" —.
jPQsin@d@
0

Schreiben wir nun
OP =¢, 0Q =, PQ=17,

so daB
(740) V2= c24 ¢2—2c¢c cos @,
dann ist
ON = Y3, (0P 4 OM) = 1/, (c + ¢ cos @)
(741)

= 4]_0(3 e+ ¢ — Vn).
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Differenzieren wir die Beziehung (740), so haben wir Vd ¥V
= c¢c'sin @ d @, so dal Gleichung (739) die Gestalt

feater—vymay  guim  [TavV
sc|V2av T 4c tefvedv

(742) ON =

apnimmt, worin die Integrationsgrenzen V — ¢’ — ¢, =cd+c
sind.
Fiihren wir die Integration aus, so erhalten wir fiir ¢>¢'

AN .. 1bet4-ct
(743) ON = 10¢(3 2.+ ¢'3)’
fiir ¢ <<¢'
(T44) oN = (B2 +380)

5(3c2+c?)

Wir bemerken, daB diese Ausdriicke notwendig fiir alle Werte
von ¢ und ¢’ positiv sind, so daB, wie auch immer die Geschwin-
digkeiten der beiden zusammenstofenden Molekiile beschaffen
sein mogen, die ,Erwartung“ der Geschwindigkeit des ersten
Molekiils nach dem StoBe genau dieselbe Richtung hat, wie vor
dem Stofie. NaturgemaB gilt dasselbe auch fiir das zweite Molekiil.

Bezeichnen wir ON, die ,Erwartung“ der Geschwindigkeit
des ersten Molekiils nach dem StoBe in der Richtung von OUP,
mit o, so kann das Verhiltnis «/c als ein Mal fiir die Persistenz
der Geschwindigkeit des ersten Molekiils angesehen werden.

Formel (743) und (744) geben die Werte von « und daher
auch der Persistenz «/c. Man sieht sofort, daff die Werte von
o/c blof von dem Verhéltnis ¢/¢’ und nicht von den Werten ¢
und ¢ einzeln abhingen. Bezeichnen wir wie friither (§ 350) ¢/c’
mit %, so lauten die Werte der Persistenz, wenn %> 1
o 15%t 41
(745) ¢ 10x2(3x2+ 1)
wenn » <1
o 3x2+5
(746) © T 50+ 3)

356. Diese Ausdriicke sind zu verwickelt, um so, wie sie da
stehen, eine Vorstellung zu vermitteln. Die folgende Tabelle ent-
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hilt numerische Werte der Persistenz «/c entsprechend den ver-
schiedenen Werten von %, dem Verhéltnis der Geschwindigkeiten:

%: o0 4 2 1y, 1 2% Yy Y, 0

%:-0,500 0,492 0,473 0,441 0,400 0,368 0,354 0,339 0,333
¢ )

;= 0 1/, 1/, 2/, 1 11/, 9 4 o

Es zeigt sich also, dafl die Persistenz ein Bruch ist, der von
331/; Proz. bis 50 Proz, entsprechend dem Verhiltnis der ur-
spriinglichen Geschwindigkeiten, variiert. Aus den angegebenen
Werten ist es klar, dall wir wahrscheinlich angenihert richtige
Resultate erhalten, wenn wir fiir Zwecke grober Niherungen an-
nehmen, daf die Persistenz stets gleich 40 Proz. der Original-
geschwindigkeit sei.

3567. Nehmen wir das Mittel iiber alle moglichen Werte des
Verhéltnisses %, so konnen wir einen genauen Wert fiir die
mittlere Persistenz iiber alle ZusammenstoBe erhalten.

Jeder ZusammenstoB umfalit zwei Molekiile, deren Rollen
untereinander vertauschbar sind. Wir kommen iiberein, das Mole-
kiil, dessen anfiingliche Geschwindigkeit die grofiere ist, als das
erste Molekiil zu bezeichnen, so daB c/¢’ oder » stets grofer als
Eins ist.

Die Persistenzen der Geschwindigkeiten der beiden in irgend
einem Zusammenstoll enthaltenen Molekiile sind gleich

10?4—[—1 bzw. 73._+5x2 )
1022 (32 + 1) 5(3x2 + 1)
Der erste dieser beiden Ausdriicke ist direkt durch Formel (745)
gegeben, wihrend man den zweiten unmittelbar erhilt, indem
man in dem Ausdruck (746) 1/x statt x setat.

Die mittlere Persistenz der beiden Molekiile, die an diesem
Zusammenstol beteiligt sind, ist das Mittel der beiden eben ge-
fundenen Ausdriicke, nimlich

95 x4 + 63 1 1
(747) 20%2(3x2 4+ 1)
Einige numerische Werte dieser GriBe lauten:
= 1 11/, 11/, 2 3 4 oc
mittlere Pers. = 0,400 0,401 0,404 0,413 0415 0,416 0,417
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Das Verteilungsgesetz der Werte von % bei den verschiedenen
stattfindenden ZusammenstoBen haben wir bereits in Formel (738)
gefunden, namlich
(748) 5%(3#—{—1)

Ve + x“)’lz

Multiplizieren wir die Ausdriicke (747) und (748) miteinander
und integrieren von x =— 1 bis # = oo, so erhalten wir fiir die
mittlere Persistenz aller Geschwindigkeiten nach dem Stofe

25 %4 4+ 622 1
_ ~ S dy — 1/
Jqﬂa + s 1‘+4V2 log (1 + ¥2) = 0,406.

Der Mittelwert der Persistenz ist also sehr nahe gleich 2/,
dem Werte, wenn die Molekiile mit genau gleichen Geschwindig-
keiten zusammenstofen.

Persistenz, im Falle die Molekiile verschiedene Massen haben.

358. Die eben angestellten Rechnungen treffen nur auf den
fall zu, wenn die Molekiille alle untereinander gleich sind.
Wir wollen nun untersuchen, welcher Wert fiir die Persistenz zu
erwarten ist, wenn die Molekiile verschiedene Massen und Gréflen
haben, jedoch nach wie vor als elastische Kugeln angesehen
werden.

Wir betrachten einen Zusammenstof zwischen zwei Mole-
kiilen mit den Massen m, und m,; ihre Geschwindigkeiten mogen
wie zuvor gleich a bzw. b sein, und ihre Relativgeschwindig-
keit gleich V.

Es ist bei Betrachtung der § 353, 354 klar, dafl die ganze
Entwicklung dieser Abschnitte direkt auf den gegenwirtigen
Fall anwendbar ist, mit dem alleinigen Unterschied, daf S,,
(vgl. § 337) an Stelle von ¢ als Distanz BE zwischen den Mittel-
punkten gesetzt werden muBl. Maxwells Resultat bleibt also
aufrecht, alle Richtungen fiir die Geschwindigkeiten nach dem
Stofle relativ zum Schwerpunkt sind gleich wahrscheinlich, und
die Erwartung irgend einer Geschwindigkeitskomponente nach
dem StoBe ist genau gleich der des gemeinsamen Schwerpunktes.

Wir konnen deshalb bei der Mittelbildung genau so wie in
§ 355 vorgehen. Stellt jedoch OR in Fig. 20 die Geschwindig-
keit des Schwerpunktes dar, so wird B nicht mehr wie frither
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der Mittelpunkt von P ¢ sein; er wird P @ derart teilen, daf
my RP = my RQ ist. Wir haben daher an Stelle der Beziehung
741)

( ON__ml()P—}—ln,OM_mlc—}—mgc’cos@

(749) - ml + m2 ml + mﬁ

. my —my My ’
= +m26+m1 +ma(c—{—ccos@).

Solange ¢ und ¢’ konstant gehalten werden, kénnen wir davon genau
my, — My
my + my
konstant ist, wird es von der Mittelbildung nicht beriihrt, wihrend
s 7_"; m, (¢ + ¢ cos @) gleich
mal dem Mittelwert des Gliedes 1/,(c 4 ¢ cos @), den

so wie frither das Mittel nehmen. Da das erste Glied

der Mittelwert des zweiten Gliedes

2my
my + my

wir bereits in § 355 gefunden haben.

ist

Bezeichnet daher <%> den Wert der Persistenz% fiir den

Fall, daf die beiden Massen gleich sind, so haben wir im all-
gemeinen Falle, wenn die Massen ungleich sind,
- o my — My 2m, AW
(750) ¢ my4mg " om + mn<c>e
Dies liefert die Persistenz der Geschwindigkeit ¢ des Mole-

kiils mit der Masse m,, wobei die Werte von (%) durch die Tabelle

auf S.335 gegeben sind. Die Persistenz ist offenbar eine
Funktion der beiden Grofen m,/m, und ¢'/c.

3569. Nehmen wir als grobe Anniherung an, daB der Wert von
(%) gleich 0,400 ist ohne Riicksicht auf das Geschwindigkeits-

verhdltnis », dann fithrt Gleichung (750) zu der angeniherten
Formel

o my —1m,
(75) ¢ my4my
die augenscheinlich nur von m,/m, abhéingt. Diese Formel kann

jedoch nicht angewendet werden, wenn das Verhiltnis m,/m,
entweder sehr groB oder sehr klein ist.

Jeans, Theorien.

)

22
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Wenn m,/m, sehr klein ist, wird ¢ im Vergleich zu ¢ bei
praktisch allen Zusammenstofien gro8 sein, so daB x sehr groB8

ist und der entsprechende Wert fiir (oc_c> gleich 1/, wird, ndmlich
(4

gleich dem Werte fiir x — oo. Aus Gleichung (750) erhalten wir
nun die Néherungsformel
o m, m, .

(752) = e s -~ klem).

Wir bemerken, dal in der Grenze, wenn m, im Vergleich zu
m,y verschwindet, auch die Persistenz verschwindet. Das kann
man in der Tat leicht direkt einsehen: bei einem Zusammenstofl
prallt das leichte Molekiil einfach von dem schweren ab. Nach
der Methode des §354 kann man sehen, daf alle Richtungen
gleich wahrscheinlich sind und daher ist die Persistenz gleich Null.

Im entgegengesetzten Extremum, wenn m,/m, sehr grofl ist,

lauten die entsprechenden zugrunde zu legenden Werte: x — 0 und

<ﬁ> = 1/;. Die aus Gleichung (750) abgeleitete Ndherungsformel
€

c
lautet nun

. o My — /g My (m1 )
753 T —= grof} ).
(753) 4 my = My My 8

In der Grenze, wenn m, verschwindet, wird die Persistenz
gleich Eins. Das kann man auch direkt sehen: das schwere
Molekiil st68t einfach das leichte aus seinem Wege und geht mit
unveranderter Geschwindigkeit weiter.

360. An Stelle dieser N#herungsformeln konnen wir auch
eine genaue Formel fiir alle Werte von m,/m, durch Mittel-
bildung der exakten Gleichung (750) erhalten.

Wenn % >> 1, so haben wir [nach Formel (745)]

<E> 1o+l
¢ 10x2(3x241)
wihrend das Verteilungsgesetz der » [nach Formel (736)] lautet
5 m2my®  x(3%2+1) "
2 (my +my)'lz (my %2+ my)'lz =
Ist x <1, so lauten die entsprechenden Grofen [Formel (746)
und (737)]
2 2 2 2 (52
%}% und 5 myimy, %2 (%2 4 3)

2 (m; + my)'lz (my %2 4 my)'l2 *
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Daher ist der Wert von (Z) im Mittel iiber alle Zusammen-

[4

stoBe gegeben durch
(?) _ 5mydmy? H’I(3 %2+ 5)nddx

= 2(m A mg) | 5 (my s 4 my)e
0

F (5% 4 1)du 1
1'[ 102 (m, %2+ m2)7l2] 4#5 Vl +u 12 log (Vl +p2+4u)

2u84+5u8 4 3put—pu2—1
4p2(1 4 p2e ’
worin u? = my/m,. Setzen wir dies in Gleichung (750) ein, so

erhalten wir eine Formel, die uns die mittlere Persistenz der
Geschwindigkeit fiir ein beliebiges Massenverhiltnis liefert.

(754)

+

361. Man verifiziert sofort, dal der Wert dieser mittleren
Persistenz fiir u = 1 gleich 0,406 ist, wie bereits in § 357
gefunden wurde.

Wenn p sehr klein ist, reduziert sich Formel (754) auf

o 1 2 4 . .
) W T Y S 6
<C)c_ 3 + B g+ Gliedern mit ué usw.,

und wenn g grof ist, lautet die Entwicklung analog
o) 1 logp.
(=1t
Aus Formel (754) und (750) kann man die folgenden Werte
berechnen:

my

=0 Yy Y Y 1 2 5 10 =
(%) =0333 033 0339 0360 0406 0432 0491 0498 0,500
. e

(105) = 1,000 0879 0779 0573 0406 0248 0,152 0,086 0,000

Diese Zahlen zeigen, daB die Persistenz stets positiv ist,
jedoch entsprechend dem Verhiltnis der Molekiilmassen alle mog-
lichen Werte haben kann.

362. Herrschen zwischen den Molekiilen andere Kraftgesetze
als zwischen elastischen Kugeln, so wird jedenfalls die Persistenz
der Geschwindigkeit andere Werte haben als fiir elastische Kugeln.
Es ist jedoch klar, daB alles von unserer Definition eines Zu-

22%
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sammenstoBes abhingen wird. Wenn wir annehmen, dal bereits
eine sehr kleine gegenseitige Einwirkung geniigt, um einen Zu-
sammenstoB zu bestimmen, dann wird die freie Weglinge sehr
klein sein, wihrend die Persistenz nahe gleich Eins sein wird.
Fordern wir jedoch im Gegenteil, dal groBe Krifte ins Spiel treten
miissen, bevor man ein Zusammentreffen zwischen zwei Molekiilen
einen Zusammensto nennen kann, dann wird die freie Weglinge
gro sein, die Persistenz jedoch klein oder moglicherweise sogar
negativ. In der Tat heben die Anderungen in der Persistenz der
Geschwindigkeiten die Willkiirlichkeit, die wir bei der Definition
des ZusammenstoBes hereinbringen, auf. Nach dieser Sachlage
wird man es verstehen, dafl der Begriff der Persistenz der Ge-
schwindigkeiten fiir den Gebrauch in solchen Fillen sehr geeignet
ist, wo ein ZusammenstoB kein klar definiertes Ereignis darstellt.

Il. Kapitel.
Viskositit.

363. Im 8. und 9. Kapitel haben wir eine rein mathema-
tische Theorie entwickelt, die, wie wir gefunden haben, zu einer
Erklirung der Erscheinungen der Viskositit, der Warmeleitung
und der Diffusion von Gasen fiihrt. Obschon diese Theorie mathe-
matisch vollkommen ist, ist sie nicht sehr geeignet, den physi-
kalischen Mechanismus, der den Erscheinungen zugrunde liegt,
aufzudecken.

Es gibt noch eine andere Methode, diese Probleme zu be-
handeln, bei der wir so eng als mdglich den physikalischen
Prozessen folgen, die in den Erscheinungen zutage treten.
Diese Methode wollen wir nun untersuchen. Sie fiihrt nicht zu
Resultaten, die dieselbe mathematische Exaktheit besitzen wiirden,
wie die frithere Methode, ihre Wichtigkeit liegt vielmehr darin,
dafl sie den wirkenden physikalischen Mechanismus bloBlegt. Mit
einem kurzen Ausdruck kann man die drei betrachteten Erschei-
nungen als Transportphinomene bezeichnen. Viskositdt ist
ein Transport von BewegungsgrofBe, Wirmeleitung ist ein Transport
von Energie, und Diffusion ist ein Transport von Masse. Der
Mechanismus des Transportes beruht auf der freien Weglinge; ein
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Molekiil, das eine freie Wegldnge 4 zuriicklegt, iibertrigt in der
Tat gewisse Betrige von Bewegungsgrofle, Energie und Masse iiber
eine Strecke A. Wire das Gas in einem stationdren Zustand, so
wiirde jeder solche Transport durch einen gleichen und entgegen-
gesetzten Transport in der umgekehrten Richtung genau aus-
geglichen werden, und der Gesamttransport miilite stets gleich
Null sein. Ist das Gas jedoch nicht im stationiren Zustand, so
wird stets ein nicht ausgeglichener Rest iibrigbleiben, und dieses
Bestreben nach einem Ausgleich zeigt sich in den Erscheinungen,
die wir studieren wollen.

Allgemeine Gleichungen der Viskositiit.

364. Wir beginnen damit, die Bewegung in einem Gase zu
diskutieren, in dem die Massengeschwindigkeit von Punkt zu
Punkt variiert. In dem besonders betrachteten Punkte wollen
wir die Achsen so wihlen, dafl die Massengeschwindigkeit parallel
zur z-Achse ist, wihrend die Fldchen gleicher Geschwindigkeit
parallel zur zy-Ebene liegen, daher ist in der Nachbarschaft
des Punktes die Massengeschwindigkeit eine Funktion von 2z allein.

Wir schreiben g fiir m u, das Moment irgend eines einzelnen
Molekiils in der Richtung der z-Achse. Der Mittelwert von u in
irgend einem Punkte soll mit g bezeichnet werden, wobei g offen-
bar von Punkt zu Punkt in dem Gase variiert. In dem beson-
ders betrachteten Punkte haben wir die Richtung unserer Achsen
so gewihlt, daB das Gas, was die Verteilung der g betrifft, in
eine Reihe von Schichten parallel zur zy-Ebene zerlegt ist, so,
daB g eine Funktion von # allein ist. Wir gehen nun daran,
den Betrag von g zu berechnen, der durch die Molekularbewegung
durch eine der Ebenen # — const transportiert wird.

Das der Berechnung zugrunde liegende physikalische Prinzip
ist leicht zu erkliren. Um eine bestimmte Vorstellung festzu-
legen, nehmen wir an, daf der Mittelwert von u wichst, wenn #
wichst, daB die Ebenen # — const horizontal sind, und daf 2
wiichst, wenn wir uns nach oben bewegen wie in Fig. 21. Die
Molekiile werden die Ebenen 2z = const in beiden Richtungen
durchkreuzen. Jene jedoch, die irgend eine Ebene, sagen wir
£ = 0 in der Richtung nach unten durchkreuzen, werden, da sie
aus einer Gegend kommen, wo der Mittelwert von pu fiir ein
Molekiil groBer ist als lings der Ebene » — #,, im Mittel einen
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Wert von u besitzen, der den der Ebene 2z — 2, zukommenden
iibertrifft. Ebenso werden jene Molekiile, die diese Ebene in der
Richtung nach oben passieren, im Mittel einen Wert von g be-
sitzen, der kleiner ist als der der Ebene z = 2z, zukommende.
Da nun keine Massenbewegung parallel zur z-Achse besteht, ist
die Zahl der Molekiile, die die Ebene 2 — #, in einer Richtung
durchkreuzen, genau gleich der Zahl derer, die sie in entgegen-
gesetzter Richtung passieren. Es wird daher eine griBere
Bewegungsgrofe durch die Ebene ¢ — 2z, nach abwérts getragen
als nach aufwirts. Mit anderen Worten, es existiert ein abwirts-
gerichteter Transport von Bewegungsgrofe.

365. Fiir jedes einzelne Molekill, das die Ebene z = gz,
in irgend einem Punkte P trifft, wird der Betrag von u, der
durch die Ebene : — 2, getragen wird, offenbar in Wirklichkeit
von der ganzen Vorgeschichte des Molekiils abhingen, bevor
es den Punkt P erreicht hat. Wir basieren unsere vorliufigen
Berechnungen auf die Annahme, daB die Geschichte des Mole-
kiils, die dem letzten Zusammenstof vor dem Eintreffen in P,
sagen wir bei ¢ voranging, unwesentlich sei. Dies wiirde zu
rechtfertigen sein, wenn im Mittel alle Vorgeschichten vor Er-
reichung des Punktes @ gleich wahrscheinlich wiren. Dies ist
leider nicht so, wenn die Molekiile elastische Kugeln sind. Aus
der im letzten Kapitel untersuchten Persistenz der Geschwindig-
keiten folgt, daB ein Molekiil, von dem man weil, dall es nach P
von ¢ aus gelangt ist, wahrscheinlich urspriinglich von einem
Punkte ausgegangen ist, der weiter vom Punkte P entfernt ist
als @. Da jedoch der Betrag der Persistenz im allgemeinen von
der besonders angenommenen Molekularstruktur abhingt, wird
es am einfachsten sein, sie zunichst vollstindig zu vernach-
lassigen, und dann nachtriglich unsere Resultate fiir sie, soweit
es geht, zu korrigieren.

366. Wir betrachten ein Molekiil, das die Ebene 2z — z,
in P trifft, nachdem es vorher in ¢ einen Zusammenstol erlitten
hat. Die Geschwindigkeitskomponenten des Molekiils seien u, v, w
und die Geschwindigkeit denken wir uns aus zwei Teilen zu-
sammengesetzt, ndmlich:

a) einer Geschwindigkeit %, mit den Komponenten wu,,
0, 0 gleich der Massengeschwindigkeit des Gases in P;
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b) einer Geschwindigkeit ¢ mit dem Komponenten wu — u,,
v, w, der Molekulargeschwindigkeit des Molekiils relativ zu dem
Gase in P.

In Fig. 21 sei QP der wirkliche in dem Gase vor der An-
kunft des Molekiils in P zuriickgelegte Weg. RP sei die von
dem Gase in demselben Zeitintervall ent-
sprechend seiner Massengeschwindigkeit
g, 0, 0 zuriickgelegte Strecke. Dann wird
QR den von dem Molekiil relativ zu der 2%
Massenbewegung des umgebenden Gases
zuriickgelegten Weg bedeuten. Wir “<— PR
wollen die Strecke @ B mit i, bezeichnen
und sie schliefe mit der z-Achse den
Winkel @ ein.

Wir arbeiten mit der Hypothese,
daB die Erwartung von p fiir das be- 0
trachtete Molekiil diejenige ist, welche
dem Punkte @ zukommt. Wir nehmen sie daher gleich dem
Mittelwert von p im Punkte @ an, dessen z-Koordinate lautet

Fig. 21.

(755) 2, — A, C08 O,

Da @, der Mittelwert von yu, eine Funktion von z allein ist,
80 konnen wir den Wert von @ lings der Ebene 2z — { mit g (§)
bezeichnen, und der Wert von & in ¢ wird sein

@ (20 — 4, cos O).

Da 4, im Vergleich zu dem Mafistab der Verinderungen
von p klein ist, so kann dieser Ausdruck geschrieben werden

(756) @ (2,) — A, cos @ (%) .

Das ist die Erwartung von g fiir irgend ein Molekiil, das
die Ebene 2z == 2, durchkreuzt und dabei eine Molekulargeschwin-
digkeit ¢ besitzt, die mit der z-Achse den Winkel @ bildet.

Da alle Richtungen dieser Molekulargeschwindigkeit als gleich
wahrscheinlich angesehen werden konnen, so ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, da @ zwischen ® und ® 4 d ® liegt, proportional
sin@d 6,
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Die Anzahl der Molekiile pro Volumeneinheit, die eine relative
Molekulargeschwindigkeit besitzen, fiir die ¢ und @ innerhalb
eines bestimmten engen Bereiches dc, d® liegen, kann daher gleich

Yyvf(c)sin®@d Odc

angesetzt werden, worin jedenfalls

@

[feyde=1
sein mub. ’

Die Zahl derjenigen Molekiile, die eine Geschwindigkeit be-
sitzen, die diesen Bedingungen geniigt, und die die Flicheneinheit
der Ebene z# = 7, in der Zeit d¢ durchkreuzen, ist gleich jener
Zahl, die in irgend einem Zeitpunkt einen Zylinder mit der
Basis Eins in der Ebene # — 2z, und mit der Hohe ccos ® dt er-
filllen und daher gleich

(757) yvef(c)cos@sin®d O dedt.

Jedes Molekiil trigt im Mittel einen durch den Ausdruck (756)
gegebenen Betrag von Bewegungsgrofie mit sich. Das Gesamt-
moment, das durch die Flicheneinheit der Ebene von den jetzt
betrachteten Molekiilen iibertragen wird, ist daher gleich

Yyvef(c) {ﬁ(z@——f,cos@(%)}cos@sin OdOdcdt,

worin A, den Mittelwert von 4, bedeutet und daher gleich ist
dem Mittelwert der Strecke QR relativ zu dem bewegten Gase
fiir alle Molekiile, die sich mit der Geschwindigkeit ¢ relativ zu
dem Gase bewegen. Offenbar ist 4, dasselbe, wie das A, des § 343
und soll daher durch A, ersetzt werden.

Integrieren wir den eben. erhaltenen Ausdruck nach ®, so
erhalten wir den Gesamttransport von Bewegungsgrofie durch
alle Molekiile mit Geschwindigkeiten zwischen ¢ und ¢+ dc,
von beliebiger Richtung. Die Grenzen fiir ® sind 0 und =, wobei
die Werte von ® von O bis 1/, Molekiile betreffen, die die
Ebene von unten durchkreuzen und die Werte von @ von 1/,7
bis 7 jene, die die Ebene von oben durchkreuzen. Das Resultat
dieser Integration ist

o
Ysvef(e)ie (a—{;>dcdt,
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wobei ein megatives Vorzeichen anzeigt, dal der Transport von
oben nach unten erfolgt. Durch weitere Integration von ¢ = 0
bis ¢ = oo erhalten wir den Gesamttransport von Bewegungs-
grofle durch die Flicheneinheit der Ebene in der Zeit dit

(138) 1w ( >jc)l f(c)dcdt—1/3v< )cxdt

worin ¢4, den Mittelwert von ¢A, iiber alle Molekiile des Gases
bezeichnet.

Man konnte vielleicht meinen, dal man in der vorstehenden
Uberlegung hitte 1, durch 1/, A, anstatt durch i, ersetzen sollen.
Denn wenn QO (Fig. 21) die ganze freie Wegliinge ist, die vor
dem Zusammenstof zuriickgelegt wird, so ist kein Grund vor-
handen, warum PO kleiner sein sollte als P ¢, so daB der wahr-
scheinlichste Wert von P @, wie man meinen sollte, gleich 1/, A ist.

Der Irrtum in dieser SchluBweise wird offenbar, wenn wir
iiberlegen, dal bei der Auswahl von freien Wegen nach dem
Zufall durch Wahl von Punkten auf diesen freien Wegen
die groferen freien Weglingen eine grofiere Wahrscheinlichkeit
haben, ausgewidhlt zu werden, als die kleineren, da die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daf irgend eine freie Weglinge ausgewihlt
werde, in der Tat genmau proportional ihrer Linge ist. Der auf
diese Weise ausgewihlte mittlere Weg wird demnach viel linger
sein, als der in § 33 berechnete. Um einzusehen, daB A, der
richtige Wert fiir 1, ist, bemerken wir, daB, nachdem ein Mole-
kiil P verlassen hat, seine ZusammenstoBwahrscheinlichkeiten
genau gleich grol sind, mag es nun soeben einen ZusammenstoB
in P erlitten haben, oder ungestort von @ gekommen sein.
Daher ist PO = A, und daher durch eine #hnliche Uberlegung
PQ = i.

Ein einfaches Beispiel, das Boltzmanns Vorlesungen?) ent-
nommen ist, wird diesen Punkt vielleicht noch besser beleuchten.
In einer Serie von Wiirfen mit einem sechsseitigen Wiirfel be-
trigt das mittlere Intervall zwischen zwei Einserwiirfen offenbar
tiinf Wiirfe. Gehen wir jedoch von irgend einem beliebigen Zeit-
punkt aus, so wird die mittlere Zahl von Wiirfen, bis zum
nichsten Mal ein Einserwurf vorkommt, wieder gleich Fiinf sein

1 1, S.72.
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und #hnlich, wenn wir von irgend einem Zeitpunkt nach riick-
wirts schauen, wird die mittlere Zahl von Wiirfen, seit ein Ein-
serwurf vorgekommen ist, ebenfalls Fiinf betragen.

367. Wir setzen zweckmiligerweise

(759) cd, = ¢l

worin | eine neue Grofe ist, ndmlich die auf eine bestimmte
Weise berechnete mittlere freie Wegléinge eines Molekiils. Die
Art und Weise, in der dieses Mittel zu bilden ist, ist mit keiner
der im letzten Kapitel beschriebenen Methoden identisch, so daf
wir kein genaues Resultat erhalten, wenn wir im Falle elastischer
Kugeln ! durch irgend einen bekannten Wert der mittleren
freien Weglinge ersetzen. Andererseits differieren die auf ver-
schiedene Arten berechneten Mittelwerte nicht sehr von ein-
ander, und da unsere vorliegende Berechnung im besten Falle
bloB eine Anniherung darstellt, so konnen wir fiir den Augen-
blick damit zufrieden sein, anzunehmen, dal ! mit der bereits
berechneten freien Weglinge identisch sei. Die GroBle des in
diesem Vorgang enthaltenen Fehlers soll spiter bestimmt werden.

368. Wir haben gezeigt, daf insgesamt der Transport von
Bewegungsgrofe pro Zeiteinheit durch die Flicheneinheit einer
Ebene parallel zur zy-Ebene gleich ist

_,0
(760) Yy vel 07’“2‘
Durch die Ebene 2+ dz betrdgt analog der Transport

_, ({08 o
l/svcl(ai;+dzf;:),
so daB fiir die Schicht zwischen den Ebenen z und z 4 dz der

Gewinn an Bewegungsgrofie gleich ist
T
1/3 ve lﬁ dz-

Da u gleich ist mu, konnen wir u durch mu, ersetzen und
dieser Ausdruck nimmt die Form an

. g 0%
(761) 1,velm 8:;) de

In einer zihen Fliissigkeit mit dem Viskositétskoeffizienten x,
die sich mit der Massengeschwindigkeit des Gases bewegt, deren
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Komponenten gleich sind u,, 0, 0, betrigt die Kraft pro Fldchen-
einheit der 2-Ebene in der Richtung der z-Achse, auf die Fliissig-
keitsschicht zwischen den Ebenen z und z +dz

0
rre
Ahnlich ist die Kraft auf die Ebene 2+ dz in der entgegen-
gesetzten Richtung gleich

0, 02 ug

(163) x(§;-+d2822)-
Der Betrag des Zuwachses der Bewegungsgrofe pro Flichenein-
heit in der Schicht zwischen diesen beiden Ebenen mufl gleich
der Resultierenden der beiden Kriifte (762) und (763) sein,
niamlich

(762)

02 u
% azg de.
Dies wird identisch mit dem Ausdruck (761), wenn
(764) x = 1svclm

gesetzt wird. Wir sehen daher, dafl sich unser Gas genau so wie
eine zdhe Fliissigkeit verhalten wird, deren Viskosititskoeffizient
nach Gleichung (764) gegeben ist. FErsetzen wir mv durch g, so
nimmt dies die einfache Form an

(765) x=1;0cl

369. Aus den Resultaten unserer Entwicklung konnen wir
pun einen Einblick in den molekularen Mechanismus der Vis-
kositdt im Falle eines Gases gewinnen. Denken wir uns zwei
Molekiile mit den Geschwindigkeiten u, v, w und —u, v, w aus
einer Schicht, in der die Massengeschwindigkeit gleich 0, 0, 0
ist, in eine Schicht mit der Massengeschwindigkeit #,, 0, 0 ein-
dringen. Sobald die Molekiile diese zweite Schicht erreicht haben,
konnen wir uns ihre Geschwindigkeiten in zwei Teile geteilt
denken, namlich

U — Uy, U, W, und o, 0,0
fiir das erste und
— U — U, U, W und %, 0,0

fir das zweite. Der erste Teil stellt in jedem Falle eine Mole-
kularbewegung, der zweite eine Massenbewegung dar. Nun haben
wir in Gleichung (32) gesehen, dafl die Gesamtenergie des Gases
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als Summe der Energien der Molekular- und der Massenbewegung
angesehen werden kann. Die Summe der Energien der Molekular-
bewegungen der beiden Molekiile, die wir betrachten, ist jedoch

Ygm [(w—uo)® + v2 4+ w?] + Ygm [(—wu — uo)* + v2 4 2],
was man so schreiben kann

m (ud 4 v2 4+ w?) + mu,.

Der erste Term ist gleich der Energie der Molekularbewegung
der beiden Molekiile zu Beginn; der zweite Term stellt einen
Zuwachs dar, von dem wir annehmen miissen, dall er auf Kosten
der Massenbewegung des Gases erworben wurde. Die Erscheinung
der Viskositdt in Gasen besteht also im wesentlichen in der
Entwertung der Energie der Massenbewegung in solche der
Molekularbewegung; sie ist daher von einer Temperaturerhéhung
in dem Gase begleitet.

Korrektionen im Falle der Annahme elastischer Kugelmolekiile.

370. Mangels einer genauen Kenntnis der molekularen Struk-
tur haben wir zwei Fehler in unsere Rechnungen hineingebracht.
Erstens haben wir die Persistenz der Geschwindigkeiten nach
dem StoBe vernachléssigt, und zweitens haben wir den Unterschied
zwischen den verschiedenen Moglichkeiten der Abschitzung der
mittleren freien Weglinge auler acht gelassen. Nehmen wir
an, daBl die Molekiile elastische Kugeln seien, dann ist es mog-
lich, den Betrag des Fehlers .abzuschétzen, der durch diese beiden
Vereinfachungen eingefiihrt wurde.

Wir wollen mit einer genauen Berechnung von ¢4, beginnen,
um die Annahme von Gleichung (759) zu ersetzen. Wir brauchen
dazu die GroBe ®
(766) che = [f(0) decde,

0
wo A, dasselbe ist wie das i, von § 343. Setzen wir den Wert
fir A, aus Gleichung (717) ein und setzen

o= 2 inscre,
73

so finden wir

©

e 004: (hm)’iz cog—hme 4 e P du
Chy, = | +—F——_ - de = — me — .
mve g (cYhm) 7 Yhmv 62
0 0

(@)
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Ist daher ! durch Gleichung (759) definiert, sp miissen wir setzen

é_l_c__ IR I5Y P 8 xoe—dx
A J v@
0

Das Integral kann nur durch Quadratur ausgewertet werden.
Tabellen zu seiner Berechnung wurden von Tait?) angegeben.
Das Integral wurde auch von Boltzmann?) berechnet, dessen
Ergebnis auf drei Stellen genau mit dem von Tait erhaltenen
iibereinstimmt.

Benutzen wir diesen Wert fiir das Integral, so finden wir

1
V2 zver

Der fiir unseren Zweck nun genau berechnete Wert von I
weicht demnach bloB um etwa 5 Proz. von der in § 33 berechneten
Maxwellschen freien Weglinge ab.

(767) 1 = 1,051

371. Wir wenden uns nun zu dem ernsteren Fehler, der
durch Aulerachtlassung der Persistenz der Geschwindigkeiten
eingefiihrt wurde. Wir haben gefunden, daf in einem Gase, dessen
Molekiile elastische Kugeln sind, diese Persistenz durch einen
numerischen Faktor gemessen wird, der stets zwischen !/, und 1/,
enthalten ist, und dessen Mittelwert iiber alle ZusammenstoBe
gleich 0,406 ist.

Wenn im Mittel jedes Partikel einen Weg zuriickgelegt hat,
dessen Projektion auf die ¢-Achse gleich ¢ ist, mit einer Ge-
schwindigkeit, deren Komponente parallel zur Richtung der z-Achse
gleich w ist, dann wissen wir, wenn wir die Bewegung riickwirts
verfolgen, dafl, was den vorhergehenden Weg jedes Molekiils be-
trifft, die Erwartung einer mittleren Geschwindigkeit parallel zur
2-Achse gleich ist ® w, wo @ die Persistenz miBt. Die Erwartung
der Projektion dieses Weges auf die z-Achse kann daher gleich
®¢ angenommen werden. Ahnlich kann man annehmen, daf die
Erwartung der Projektion eines jeden diesen Wegen vorangehenden
Weges gleich ist @2¢ usw.

Daraus folgt, daB wir annehmen konnen, daf jedes Molekiil,
wenn wir die Bewegung eine geniigend weite Strecke riickwirts

1) Collected Works 2, 152 und 178.
%) Wiener Sitzungsber. 84, 45 (1881).
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verfolgen, nicht aus einer Entfernung ¢, entlang der x-Achse ge-
messen, gekommen ist, sondern aus einer Entfernung
(768) §—|—@§+@2g+...=l_f_@,

Wir diirfen jedoch nicht annehmen, daf jedes Molekiil bei
seiner Ankunft an der Ebene z — #, im Mittel einen Wert von
p besitzt, der der Ebene ¢z = 2, 4 1-_—§_—@ zukommt. Denn das

§

Molekiil hat nicht eine Strecke 10 ungestort zuriickgelegt und

bei jedem Zusammenstof wird ein gewisser Betrag von diesem
Uberschul an Bewegungsgrofe mit dem zusammenstoenden Mole-
kiil geteilt worden sein. Am plausibelsten erscheint die einfache
Annahme, daB bei jedem Zusammenstof der UberschuB an Be-
wegungsgrofe iiber diejenige, welche dem Punkte zukommt, in
dem der Zusammenstof stattfindet, halbiert wird, indem er zur
Hilfte an das stoBende Molekiil iibergeht und zur Hilfte bei
dem urspriinglichen Molekiil verbleibt. Machen wir diese An-
nahme, so ist es klar, daB der zu erwartende Uberschuf an
Bewegungsgrofe nicht so groB ist, als ob die Bewegung ungestort
iiber eine Strecke erfolgt wire, die durch den Ausdruck (768)
gegeben wird, sondern eine Strecke
§

(769) £+ 1o {OF + 13[O8+ 1/2(O%6 4 --)]} = [ = 1,6
Setzen wir ® = 0,406, so wird dies gleich 1,255¢.

372. Daraus folgt, daBl der Persistenz der Geschwindigkeiten,
falls die Molekiile elastische Kugeln sind, angenéhert Rechnung
getragen werden kann, wenn wir annehmen, dall die freie Weg-
linge in den Formeln fiir die Viskositét gleich ist der mittleren
freien Weglinge multipliziert mit einem Faktor 1,255. Kombi-
nieren wir dies mit dem Ausdruck (767), so finden wir, dafi wir
als freie Weglinge in der Formel fiir die Viskositidt setzen miissen

] — _L8LIT
V2 mvo?
Eine bessere Niherung kann man erzielen, wenn man den

Faktor 1/(1 —1/,®) in den Integranden von § 370 vor der Inte-
gration einsetzt, wobei der Wert von ® aus der Tabelle auf
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S. 835 entnommen wird. Als Resultat einer angeniherten Inte-
gration durch Quadratur finde ich

(770) 1= 382
VZ Y G2

Daher ist in einem Gase, in dem die Molekiile elastische
Kugeln sind, der Viskositatskoeffizient [Gleichung (765)] angenihert
gegeben durch B
(171) x =107 = 0461 2% .

V2 mo?

378. Obgleich diese Formel unzweifelhaft besser ist als Formel
(765), ist sie doch bloB eine Approximation. Es wire zweifellos
moglich, die eben durchgefiihrten groben Niherungen zu verbessern
und so ein der Wahrheit ndherstehendes Resultat zu erhalten.

Dies diirfte jedoch nicht notig sein, da man genaue numerische
Resultate durch die mathematischen Methoden der Kapitel 8
und 9 erhalten kann. Chapman gelangte, Maxwells Methode
folgend, in seiner ersten Arbeit!) zu der Formel

bm me mc
2= e — 0,491 (—— .
32 V2 7 62 ’ V2 nV 62

Dies konnte jedoch, wie bereits erldutert wurde 2), blo8 als An-
néherung angesehen werden, da festgesetzt worden war, die Funk-
tion @ nur bis zu Gliedern dritter Ordnung zu entwickeln. In
einer spiteren Arbeit3) untersuchte Chapman den Fehler dieser
Anniherung, indem er sukzessive weitere Niaherungen suchte und
fand, dal die weiteren Anndherungen der Reihe nach verlangen,
dall der numerische Faktor 0,491 mit 1,01485, 1,01588, 1,016 06
multipliziert werde. Diese Zahlen konvergieren deutlich sehr
rasch gegen eine Zahl, die auf drei Dezimalen genau gleich
1,016 angenommen werden kann, und wir koénnen daher an-
nehmen, dafl der wahre Wert von x gleich 1,016 mal groBer ist
als der durch Gleichung (772) gegebene oder

(772)

mce

773 » = (0,499
(778) ’ V2 m o2

1) Phil. Trans. (A) 211, 433 (1911).
2) Siehe FuBnote, S.279.
3) Phil. Trans. (A) 216, 279 (1915).
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Enskog sieht in der bereits erwdhnten Arbeitt) ebenfalls
die Formel (772) als eine erste Naherung an und berechnet zwei
weitere Nidherungen fiir alle negativen Potenzen der Entfernung.
Fiir elastische Kugeln stimmt seine Anndherung mit der zweiten
Approximation von Chapman iiberein, indem der Korrektions-
faktor 1,0150 betrigt. Es kann also Formel (773) als vollkommen
begriindet angesehen werden.

Veridinderung von » mit der Dichte.

374. Gleichung (773) zeigt, daB theoretisch » unabhingig
von der Dichte des Gases ist, wenn man die Molekiile als elastische
Kugeln ansieht.

In der Tat ist es, was fiir eine Struktur auch immer wir den
Gasmolekiilen zuschreiben, klar, dafi ! in erster Niherung um-
gekehrt proportional zu der Zahl der Molekiile pro Volumen-
einheit des Gases variieren wird. Daher liefert Gleichung (765)
einen Wert von x», der von » unabhingig ist, und wir erhalten
das Maxwellsche Gesetz:

Der Viskosititskoeffizient eines Gases ist unab-
héngig von seiner Dichte.

Trotz seiner scheinbaren Unwahrscheinlichkeit wurde dieses
Gesetz von Maxwell auf rein theoretischer Grundlage voraus-
gesagt, und seine spitere experimentelle Bestitigung bildet einen
der schlagendsten Triumphe der kinetischen Theorie.

Einige physikalische Konsequenzen dieses Gesetzes sind von
Interesse und mitunter iiberraschend. So ist z. B. nach dem
bekannten Gesetz von Stokes die Endgeschwindigkeit einer durch
eine zdhe Fliissigkeit fallenden Kugel gegeben durch

__9(M— M,)

p == I\ )

6Tax

wo a, M der Radius und die Masse der Kugel sind und M, die
Masse der verdringten Fliissigkeit. Da nach Maxwell » unab-
héingig von der Dichte ist, so folgt, daf innerhalb der Grenzen,
in denen das Stokessche Gesetz zutrifft, die Endgeschwindigkeit
einer durch Luft oder ein anderes Gas fallenden Kugel unabhéngig
von der Dichte des Gases ist oder, genauer gesagt, blof durch
das Glied M — M, von der Gasdichte abhingt, das nur unwesent-

1) Siehe Fufinote, S.291.
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lich von M verschieden ist. Es wird also eine kleine Kugel ebenso
schnell durch ein dichtes Gas fallen, wie durch ein diinnes. Ferner
sollte der Luftwiderstand eines Pendels unabhingig von der Gas-
dichte sein, so dafl die Schwingungen eines Pendels ebenso schnell
in einem diinnen wie in einem dichten Gase abklingen sollten, was
tatséchlich, wie Boyle im Jahre 1660 gefunden hat, der Fall ist?).

Gleichzeitig miissen wir aber erwihnen, dafl das Max-
wellsche Gesetz keineswegs durch das Experiment vollsténdig
bestiitigt wird. Meyer?) gibt eine vollstindige und detaillierte
Ubersicht einer Anzahl verschiedener Experimente, die dazu
bestimmt und dahin ausgesonnen waren, dieses Gesetz, zu priifen,
und schlie(t, daB die Abweichungen von dem Gesetz die sich aus
diesen Experimenten ergeben, nicht so grol sind, daB das Gesetz
innerhalb der Grenzen des Druckes von 1 bis /5o Atm. ungiiltig wére 3).

Das vielleicht interessanteste Beispiel fiir ein solches Experi-
ment stellt -eine Versuchsreihe von Maxwell selbst dar¢). Er
héingte drei Kreisscheiben parallel und koaxial horizontal auf
einer gemeinsamen Achse an einem Torsionsfaden auf, derart,
daf sie zwischen vier parallelen und festen Scheiben schwingen
konnten. War das fragliche Gesetz richtig, so sollten die Schwin-
gungen wie bei Boyles Pendelexperiment ebenso rasch abklingen,
ob nun die Luft dicht oder diinn war, oder sollte die Verdnderung
doch wenigstens nur eine kleine Differenz aufweisen, von der Art
der oben bei der Besprechung des Stokesschen Gesetzes er-
wiahnten. Die folgende Tabelle enthélt die Werte des logarith-
mischen Dekrementes, die von Maxwell experimentell gefunden
wurden, und ebenso die von ihm unter der Annahme eines kon-
stanten Viskosititskoeffizienten berechneten Werte:

Druck Logarithmisches Dekrement
(Zoll Queck-
silber). Beobachtet Berechnet
0,54 0,157 0,156
5,68 0,156 0,156
20,09 0,152 0,153
29,29 0,153 0,154

1) Thomson und Poynting: Properties of Matter, S.218.

2) Kinetische Theorie der Gase, S.1331f. .

%) Siehe auch Winkelmanns Handb. d. Phys. (2. Aufl.) 1, 1899, 1406.
4) Phil. Trans. 156, 249 (1866).

Jeans, Theorien. 23
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Bei betrichtlich hoheren Drucken versagt das Maxwellsche
Gesetz fiir gewisse Gase vollstindig. So geben z.B. die folgenden
Zahlen die Viskositit von Kohlendioxyd bei hohen Drucken !) und
bei einer Temperatur von 32,6° C wieder:

Druck X ‘:
(Atmosphiren) Dichte j ¥

60,3 0,170 0,000 189
69,9 0,240 0,000 214
74,6 0,310 0,000 241
76,6 0,380 0,000 273
772 0,450 0,000 315
77,6 0,520 0,000 367
78,2 0,590 0,000 426
80,7 0,660 0,000 496
88,5 0,730 0,000 575

107,3 0,800 0,000 678

Eine #hnliche Abhiingigkeit der Viskositit von der Dichte
wurde auch in Wasserstoff bei m#Bigen Drucken von Kamer-
lingh Onnes, Dorsman und Weber beobachtet 2).

Im entgegengesetzten Grenzfall sehr kleiner Drucke mufl eine
betrachtliche Abweichung vom Maxwellschen Gesetz deshalb ein-
treten, weil die freien Weglingen mit den Dimensionen des
Gefifies, in dem das Experiment vor sich geht, vergleichbar werden
oder sie sogar iibertreffen. Hat das Molekiil nicht geniigend
Raum, um eine freie Weglinge zuriickzulegen, die gleich der in
§ 366 angenommenen theoretischen freien Weglinge wire, so muf}
die resultierende Formel fiir die Viskositit offenbar versagen.
Kann ! wegen der Anordnung der Apparate nicht groBer sein
als ein gewisser Wert [,, so kann x [vgl. Gleichung (765)] nicht
grofer sein als 1/; 0 ¢ [, und mufl daher mit ¢ verschwinden. Man
findet, daB dies tatsichlich der Fall ist. Crookess) maB die
Viskositit von Gasen bei Drucken von blof einigen tausendstel
Millimetern Quecksilber und erhielt viel kleinere Werte als bei
héheren Drucken, die mit der Dichte des Gases gegen Null strebten.

1) Versuche von Warburg und v. Babo, Wied. Ann. 17, 390 (1882)
und Berl. Sitzungsber., S.509 (1882). Die hier angegebenen Zahlen sind die
von Warburg nach Verbesserung durch Brillouin (Legons sur la visco-
sité des fluides, 1907).

2) Communications from the Leiden Phys. Laboratory, 134a (1913).

3) Phil. Trans. 172, 387.
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Anderung von x mit der Temperatur.

378. Da ¢ proportional der Quadratwurzel aus der absoluten
‘l'emperatur ist, so geht aus Formel (773) hervor, daB der Wert
von %, wenn die Molekiile wirklich elastische Kugeln wiren, der
Quadratwurzel aus der absoluten Temperatur proportional sein
miifite.

Tatséichlich hat man gefunden, daB x betriichtlich rascher
mit der Temperatur anwichst: Diese Abweichung zwischen
dem Experiment und dem theoretischen Werte, der unter der An-
nahme, daB die Molekiile elastische Kugeln seien, erhalten wurde,
hétte man jedoch voraussagen konnen. Die Annahme ist ja besten-
falls eine Ndherung, und wir miissen der Reihe nach untersuchen,
welche Abweichungen von den Resultaten, zu denen sie fiihrt, zu
erwarten sind.

Die Besonderheit eines Systems elastischer Kugeln besteht
darin, da die Bewegung geometrisch gleich bleibt, wenn die
Geschwindigkeit jeder Kugel im selben Verhiltnis vergrofiert
wird. Um daher die Bewegung zweier Kugeln nach einem Zu-
sammenstol zu bestimmen, ist es blo8 notwendig, die Richtungen
der Bewegung vor dem Stofe und das Verhiltnis ihrer Geschwin-
digkeiten zu kennen; wir brauchen nicht die wahren Werte dieser
Geschwindigkeiten. Nehmen wir jedoch an, daB die Molekiile
von Kraftfeldern umgeben sind, so ist dies nicht mehr richtig:
die Bahnen nach dem StoBe hingen nicht allein von dem Ver-
héltnis der Geschwindigkeiten ab, sondern von der absoluten
GroBe dieser Geschwindigkeiten. Es seien z. B. in Fig. 22 OP@QR,
0’ P' @' R' die Bahnen, welche beschrieben werden, wenn zwei von
Kraftfeldern umgebene Molekiile einander begegnen, wobei die
Figur der Einfachheit halber fiir den Fall gezeichnet ist, daB die
beiden Geschwindigkeiten gleich und entgegengesetzt sind. Nehmen
wir nun an, daf sich die Molekiile vor der Begegnung entlang
denselben Linien bewegen, jedoch jedes mit einer doppelt so
groBen Geschwindigkeit wie friiher, so wird die Bahn eine andere
sein. Denn offenbar wird die groBere Geschwindigkeit jedes Mole-
kiil weiter in das Kraftfeld des anderen hineinfiihren, bevor die
Mittelpunkte der beiden Molekiile ihre kiirzeste Distanz vonein-
ander erreichen, so daf die beschriebene Bahn anstatt OP QR
sagen wir O PST sein wird.

23*
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Wir kénnen jedoch durch eine einfache geometrische Kon-
struktion die Grofle der beiden Kugeln finden, die Bahnen mit
denselben Ablenkungen wie OP@Q R oder OPST beschreiben
wiirden. Fiihren wir die Konstruktion fiir die beiden Bahnen
der Fig. 22 aus, so finden wir, daBl die GroBe der Kugel fiir die

Fig. 22.

erstere Bahn, die mit der kleinen Geschwindigkeit durchlaufen
wird, grofer ist als die fiir die letztere Bahn, die mit der groeren
Geschwindigkeit durchlaufen wird. Wenn wir also unsere Mole-
kiile durch Kugeln darstellen wollen, so miissen wir annehmen,
daB die GroBe dieser Kugeln abnimmt, wenn die mittlere Mole-
kulargeschwindigkeit zunimmt oder die Temperatur steigt.

376. Wir miissen also annehmen, dal in Formel (773) x
von der Temperatur sowohl durch den Faktor ¢ im Zihler, wie
durch den Faktor 62 im Nenner abhinge. Der Wert von % wird
sich demgem#lB nicht wie die Quadratwurzel aus der Temperatur
verindern, sondern rascher.
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In Meyers Kinetischer Gastheorie!) findet man eine ganze
Anzahl von Experimenten, die dazu dienen sollen, die Verdnderung
von » mit der Temperatur zu untersuchen. Die folgende Tabelle
enthélt die Anderungen von x» mit der Temperatur, wie sie
Schultze?) fir die Gase Helium und Argon gefunden hat, zu-
sammen mit den entsprechenden Werten von 1/,6, die daraus mit
Benutzung von Formel (773) berechnet wurden.

Gas Temperatur K ¥

0C (beobachtet) (berechnet)

Helium . . .. .. .. 15,3 0,000 196 9 1,08.10—8
m e e e e e e 99,6 0,000 234 8 1,04.10—8

m e e e e e e e 184,6 0,000 269 9 1,02.10—8
Argon . . . . . . .. . 14,7 0,000 220 8 1,81.10—8
y e 99,7 0,000 273 3 1,74.10—38

y e 183,7 0,000 322 4 1,68.10—8

377. Eine Tabelle, die die Anderuugen von ¢ mit der Tem-
peratur ausdriickt, gewdhrt einen gewissen, wenn auch beschrénkten
Einblick in das die Molekiile umgebende Kraftfeld. Denn der
berechnete Wert von ¢ ist grob ausgedriickt die mittlere Distanz,
bis zu der sich die Mittelpunkte zweier Molekiile beim Stofle nahern
konnen, so dall im Mittel die gegenseitige potentielle Energie
zweier Molekiile in einer Entfernung ¢ gleich ist der kinetischen
Energie der Geschwindigkeiten lings der Zentrallinie vor dem
Stofe.

Nach Formel (52) ist der Mittelwert von 72 dem Quadrat
der Relativgeschwindigkeit vor dem Stofe, gleich 8/; (2. Das
mittlere Geschwindigkeitsquadrat jedes Molekiils relativ zum
Schwerpunkt der beiden zusammenstoflenden Molekiile wird also
gleich %/; C? sein. Die Wahrscheinlichkeit, da8 die Richtung dieser
Geschwindigkeit mit der Zentrallinie einen Winkel zwischen @
und O + d O einschlielt, ist gleich 28in @ cos ® d O, so dall das
mittlere relative Geschwindigkeitsquadrat lings der Zentrallinie
V cos @ gleich ist

7ilp
2/ Cﬁ." 28in@ cos3 Od O = 1/, C,

0

1) §75, S. 157.
2) Ann. d. Phys. 6, 302, 1901 fir Helium und 5, 140, 1901 fiir Argon.
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Die kinetische Energie, die von dem intermolekularen Kraftfeld
verbraucht wurde, wenn die Molekiile im Mittel an dem Punkte
threr kleinsten gegenseitigen Entfernung im Abstand 6 angelangt
sind, ist daher 1/;m C* oder RT.

Wir konnen also sagen, dall die gegenseitige potentielle
Energie zweier Molekiile in einer gegenseitigen Distanz ¢ gleich
RT sein wird, wo T die dem betreffenden Werte ¢ entsprechende
Temperatur -ist. Die Abstoflungskraft zwischen zwei Molekiilen
in der Entfernung ¢ ist demnach — RﬂT

Lautet z. B. das Kraftgesetz ur—2, so muﬁ gelten

u o arT
6 — ks da’
was nach Integration liefert
1

y/ 8—1
(174) 6= [R—T(s——_l)] .

Bei dieser Uberlegung haben wir angenommen, da8 ¢ die
kiirzeste Entfernung zweier Molekiile bei einer Begegnung sei;
wenn nun die Bahnen alle gekriimmt sind, so ist dies nicht genau
dasselbe wie der Durchmesser der durch eine Koustruktion nach
Art von Fig. 22 erhaltenen #quivalenten Kugel. Gleichung (774)
wird also einen Wert von ¢ liefern, der noch um einen nume-
rischen Faktor falsch ist. Dieser Faktor wird jedenfalls fiir ver-
schiedene Werte von s variieren. Er wird sich fiir elastische
Kugeln auf Eins reduzieren und wird sich davon am meisten
fiir den kleinsten Wert von s unterscheiden.

378. Man wird sich erinnern, daf wir in § 172 gefunden
haben, dal zum Zwecke der Berechnung des Druckes Molekiile
mit einem Kraftgesetz wr—* als elastische Kugeln angesehen
werden konnen, wenn man sich 6 gegeben denkt durch

(778) GZ[RT(S—l)] \/F (1=520)

was mit (774) bis auf den numerischen Faktor iibereinstimmt.
Wir sehen also, daB Molekiile, die in Wirklichkeit punktformige
Kraftzentren sind, als elastische Kugeln behandelt werden konnen,
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sowohl was den Druck als auch was die Viskositit betrifft, die
Kugeln miissen jedoch in beiden Fillen verschiedene Grofie haben.

Ist s beinahe unendlich — d. h. sind die Molekiile sehr hart —,
dann werden die Formeln (774) und (775) identisch. Fiir kleinere
Werte von s jedoch wird der Unterschied zwischen ihnen immer
betrachtlicher. Der kleinste Wert von s, der, wie man annehmen
kann, in einem Gase vorkommt, ist wahrscheinlich ungefihr s =5
(vgl. § 380), und fiir s = 5 1ist

(176) \71‘ (1- ;}J — \3/1“(1/4) — 1,363,

Fiir ein Gas wie Kohlendioxyd also, fiir das s — 5,2 ist, konnen
wir eine Differenz von etwa 50 Proz. zwischen den aus der Vis-
kositit und aus dem Boyleschen Gesetz berechneten Werten
von G erwarten.

In einem solchen Falle jedoch versagt die Berechnung aus
dem Boyleschen Gesetz, da b, das nach Gleichung (341) wie I'—%1
variieren sollte, bei der experimentellen Auswertung als unab-
héngig von der Temperatur angenommen ist.

379. Welcher Wert auch immer dem numerischen Faktor
2

zukommt, auf jeden Fall miilite L wie T*—1! variieren und x» wie

62
T, wo

1 2
771 =4 = .
(777) n=5+

Es ist interessant, daB man, wie zum erstenmal von Lord
Rayleighl) gezeigt wurde, dieses Resultat durch eine blofie
Dimensionsbetrachtung ohne eine genaue Analyse oder eine ins
einzelne gehende Untersuchung des Mechanismus der Viskositit
erhalten kann.

Denn %, der Viskositdtskoeffizient, kann bloB von den folgen-
den Grioflen abhidngen: m und C, die die Masse und die mittlere
Geschwindigkeit der Molekiile messen, u, welches die Entfernung
mifit, bei der ihre gegenseitige Wirkung eine bestimmte Inten-
sitdt erreicht (als Ersatz fiir die ,GroBe“ des Molekiils, die nun

1) Proc. Roy. Soc. 66, 68.
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bedeutungslos geworden ist) und v die Zahl der Molekiile pro
Kubikzentimeter. Es ist, wie in § 374, klar, daBl » von v unab-
hingig und daher als Funktion von m, C und u ausdriickbar
sein mub.

Die physikalischen Dimensionen von %, m, C und u sind die
folgenden:

® ist von der Dimension ML—17T-1
m ” " M

C » » LT

u ” ” MLs+1T-2.

Daher mufl % proportional
1

(ms r1Qst sy—z)s'fl

sein, da dies die einzige Art ist, in der man m, C und g so
kombinieren kann, dall eine GroBe von derselben Dimension
wie » herauskommt. Beobachtet man, daf » wie die n-te Potenz
der absoluten Temperatur variiert und daher wie die 2 n-te Potenz
von C, so haben wir die Beziehung

, s+ 3
(178) 2n:s_:+__1,

was mit der durch Gleichung (777) gelieferten Relation identisch ist.

380. Fir eine grofie Zahl von Substanzen findet man aus
den Versuchen, dafl x ungefihr wie eine Potenz von 7' yvariiert
und sich mit recht befriedigender Genauigkeit durch die Formel

T n

darstellen 146t, worin offenbar %, der Viskosititskoeffizient bei
00C ist.

Die Molekiile solcher Substanzen lassen sich als punktférmige
Kraftzentren ansehen, die einander gemil dem Gesetz u/r® ab-
stolen, wo s durch Gleichung (778) gegeben ist.

Die folgende Tabelle gibt die Werte von » an, die man fiir
verschiedene Substanzen beobachtet hat, zusammen mit den
Werten von s, die aus Gleichung (778) berechnet sind. Ein
Beispiel dafiir, wie gut die Ubereinstimmung zwischen Formel (779)
und der Beobachtung ist, werden wir spiter (§ 383) angeben.
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Werte von » und s.

Wert von 7 Wert von §
Gas Quelle ') ! (beobachtet) (berechnet)
Wasserstoff . . . . . . 1 ‘\ 0,681 12,05
4 0,70 11,0
Helium . . . . . . .. 1 0,681 12,05
2 0,6852 11,80
3 0,647 14,6
Stickstoff . . . . . . . 4 0,74 9,3
Kohlenmonoxyd . . . . 4 0,74 9,3
Luft . .. .. .. .. 1 0,754 8,87
Sauerstoff . . . . . . . 1 0,782 8,09
4 0,80 7,7
Argon . . . ... .. 1 0,815 7,36
2 0,8227 7,19
Stickoxydul . . . . . . 4 0,93 5,6
Kohlendioxyd . . . . . 4 0,98 5,2

381. Die Sutherlandsche Formel. Die Annahme, da8
die Molekularkraft wie eine negative Potenz der Entfernung ab-
fallt, fiihrt zu Formel (774), die verlangt, daB ¢ bei hohen Tem-
peraturen vollstindig verschwindet. Es scheint wahrscheinlicher,
dall ein Molekiil einen harten Kern besitzt, der von anderen
Molekiilen nicht durchdrungen werden kann, wie heftig auch
immer der Zusammenstol zwischen ihnen sei.

Die Sutherlandsche Formel2) ist auf gewissen physika-

lischen Annahmen aufgebaut, die auf die Annahme hinauslaufen,
dal der effektive Wert von ¢ bei der Temperatur T gleich

(780) 6 = a2 (01 + %)

sel, worin C, 6. Konstanten sind, nimlich 6, der Wert von ¢
fir T — oo und daher der Durchmesser des harten Kernes des
Molekiils und C die Temperatur, bei der ¢* = 26Z.

1) Quelle: 1. Lord Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 66, 68 und Collected
Scientific Papers 4, 452 und 481. 2. Schultze, Ann. d. Phys. 5, 163 und 6,
310. 3. Kamerlingh Onnes und Sophus Weber, Communications
from the Leiden Phys. Laboratory 184b, 18. 4. Von Obermeyer, Wiener
Sitzungsber. (2) 73, 433,

%) Phil. Mag. (5) 36, 507 (1893).
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Ist | die freie Weglinge bei der Temperatur 7 und I, ihr
Wert bei 0°C, so mull gelten

c
I e, T a7
I,~ 6 — c
14+ 7

Das ist die Sutherlandsche Formel fiir die freie Weglinge.
Daraus folgt sofort, daB

C
% ¢l _< T >1.’21+ 273,1

% (cDg=o 273,1 c—

oder

. — & T >3lz C + 273,1
- °<273,1 C+T "

und das ist die Formel von Sutherland fiir die Viskositit béi
der Temperatur T

382. Fir viele Gase miBt diese Formel mit bemerkens-
wertem Erfolg die Anderung der Viskositéit mit der Temperatur.
Als Illustration mogen die folgenden Tabellen dienen, die aus
einer Arbeit von Breitenbach entnommen sind?), in denen die
beobachteten und die berechneten Werte der Viskositit ver-
glichen sind.

Athylen Kohlendioxyd
(%o = 0,00009613, C = 225,9) (®y = 0,00013879, C = 239,7)
Temperatur ® 4 Temperatur ® %

oC (beobachtet) | (berechnet) oC (beobachtet) | (berechnet)
— 21,2 0,0000891 | 0,000 0890 —20,7 | 0,0001294 | 0,000128 4
15,0 100 6 101 2 15,0 1457 146 2
99,3 1278 1278 99,1 186 1 1857
182,4 1530 1519 182,4 2221 2216
302,0 182 6 183 3 302,0 268 2 268 6

1) Ann. d. Phys. 6, 168.
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Folgendes sind die fiir C von verschiedenen Beobachtern
gefundenen Werte:

Helium. . . . C = 80,3 (Schultze), 78,2 (Schmitt).

Argon . . . . C = 169,9 (Schultze), 174,6 (Schmitt).
Krypton . . . C =142 (Rankine).
Xenon . . . . C =252 (Rankine).

Wasserstoff . . C = 72,2 (Rayleigh), 71,7 (Breitenbach), 79 (Suther-
land), 83 (Schmitt).

Stickstoff . . . C = 110,6 (Bestelmeyer), 113 (Schmitt).

Kohlenmonoxyd ¢ — 100 (Sutherland).

Luft . . . .. C = 111,3 (Rayleigh),119,4(Breitenbach), 113 (Suther-
land).

Stickoxyd . . C = 195 (Sutherland).

Sauerstoff . . C = 127 (Sutherland), 138 (Schmitt).

Chlor . ... C =199 (Sutherland).

Stickoxydul . . C = 260 (Sutherland).

Kohlendioxyd . € = 239,7 (Breitenbach), 277 (Sutherland).
Athylen . . . O = 225,9 (Breitenbach), 272 (Sutherland).
Methylehlorid. C — 454 (Breitenbach).

383. Anderseits hat Kamerlingh Onnes?) ganz unzweifel-
haft festgestellt, daB die Viskositit von Helium bei tiefen Tem-

Viskositiat von Helium.

Temperatur ® " ( T >°1°47 / (bere:fhuet
0C (beobachtet) %\ 273,1 } Sut'herlun,d)
183,7 0,000 268 1 0,000 263 2 0,000 268 2

99,8 233 7 2309 2345
18,7 1980 1970 1979
17,6 196 7 196 5 1974
—228 1788 1783 1771
— 60,9 158 7 1603 156 3
—700 156 4 155 8 1513
— 785 1506 15152) 1460
— 102,6 139 2 1389 1317
—188,3 091 86 091 86 0745
—197,6 08176 08213 062 8
—198,4 081 32 081 55 0621
— 253,0 034 98 034 89 0135
— 258,1 029 46 028 87 009 2

1) Kamerlingh Onnes und Sophus Weber, Communications from
the Leiden Phys. Laboratory 134D, 18.

2) Dieser Posten, der offensichtlich in der Originaltabelle falsch war,
wurde neu berechnet.
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peraturen durch die Sutherlandsche Formel nicht im entferntesten
it der Genauigkeit dargestellt werden kann, wie mit der einfacheren
Formel (779). Das zeigt die Tabelle auf S.363: die erste Spalte
enthalt die fiir Helium beobachteten Werte von %, die zweite
die aus Formel (779) berechneten, unter der Annahme

%y = 0,000 1887, n = 0,647,
wiahrend die dritte Kolonne die nach der Sutherlandschen
Formel berechneten Werte mit ¢ — 78,2 enthilt.

Sehr #hnliche Resultate erhielten Kamerlingh Ounnes,
Dorsman und Weber?) auch fiir Wasserstoff.

Das allgemeine Versagen der Sutherlandschen Formel
beziiglich der Darstellung der Viskositdt bei tiefen Temperaturen

wurde von Schmidt, Bestelmeyer, Vogel und anderen?)
festgestellt und diskutiert.

Allgemeine Formel fiir den Viskosititskoeffizienten.
Das Kraftgesetz ur—>=.

384. Wir haben gesehen, da man Molekiile, die einander
gemif dem Gesetz ur—* anziehen, als elastische Kugeln ansehen
kann, die einen-effektiven Durchmesser haben, der bis auf eine
multiplikative Konstante durch Gleichung (774) gegeben ist;
setzen wir diesen Wert fiir 6 in die Gleichung (765) oder (773)
ein, so zeigt sich, daB der Viskosititskoeffizient durch eine
Gleichung von der Gestalt

RT(s— 1)]8%
u
gegeben sein mull, wo A eine numerische Konstante ist.

(781) %= A VmRT[

Chapmans$) hat mit Benutzung der bereits erliuterten
Methode den Wert dieser Konstanten bestimmt. In erster Nihe-
rung fand er dafir

LR TR

81, (3)1"<4—S%T>

(182) A=

1) Communications from the Leiden Phys. Laboratory 184a (1913).
2) Quellenangaben siehe bei Chapman, Phil. Trans. 216 A, 342 (1915).
3) Siehe Fulinote auf S. 279.
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wo I,(s) die durch Gleichung (575) definierte Zahl ist. Mit diesem
Werte fiir A reduziert sich Gleichung (781) auf Maxwells exakte
Formel (679), wenn s — 5 ist, und auf Chapmans Niherungs-
formel (772) fiir s = co.

In seiner zweiten Arbeit treibt Chapman die Rechnung zu
einer zweiten Niherung und findet, da der Wert von 4 ge-
mif Gleichung (782) mit einem Faktor multipliziert werden
muB, der kontinuierlich von Eins fiir s = 5 bis 1,01485 fiir
s = oo wichst. Diese letztere Zahl stimmt augenscheinlich mit
der zweiten Niherung von Chapman fiir elastische Kugeln, die
bereits in § 373 angegeben wurde, iiberein. Daraus sieht man, dal
der Fehler bei Benutzung der Naherung (782) fiir A nicht grofer
ist als 11/, Proz., und da dies kleiner ist als die Beobachtungs-
fehler, so hat es kaum einen Sinn, die N&herung weiterzu-
treiben. Ehe wir diese Frage verlassen, bemerken wir, daf
Enskog?!) den Faktor, mit dem A multipliziert werden mub,
wenn die Molekiile sich mit der negativen s-ten Potenz der Ent-
fernung abstoBen, in der Gestalt

3(s— by
2(s— 1)(101s—113)Jr

1+

angegeben hat. Dies reduziert sich offenbar auf Eins, wenn s = 5

. 3
ist, und hat den Wert 1 500
also mit dem Werte von Chapman iiberein, den wir bereits an-

gefiithrt haben.

oder 1,01485, fiir s = oo, stimmt

Viskositit in einem (asgemisch.

385. Andert sich das Mengenverhiltnis zweier Gasarten
in einer Mischung von 1:0 bis 0:1, so wird sich offenbar der
Viskosititskoeffizient ebenfalls #ndern, und .zwar von dem Vis-
kositatskoeffizienten x, des ersten Gases bis zu dem Viskositits-
koeffizienten x, des zweiten Gases. Fiir gewisse Paare von Gasen
hat man jedoch gefunden, daB die Anderung nicht monoton
erfolgt, so daB der Viskosititskoeffizient des Gemisches x,, fiir

1) 1. c. frither (siehe Fulnote zu S. 291).
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gewisse Mischungsverhéltnisse einen groferen Wert haben kann
als jeder von den Viskositétskoeffizienten x,, », der einfachen Gase.

Die theoretische Untersuchung der Viskositdt in einem Gas-
gemisch ist sehr kompliziert. Formeln fiir die Viskositédtskoeffi-
zienten einer Mischung haben Maxwell, Kuenen, Chapman
und Enskog angegeben, und in jedem Falle sagt die Theorie
einen Maximalwert fiir ein gewisses Mischungsverhdltnis der Gase
im Einklang mit der Beobachtung voraus. Die Maxwellsche
Untersuchung ) operiert blo8 mit Molekiilen, die einander mit der
negativen fiinften Potenz der Entfernung abstofen; Kuenen?)
behandelt elastische Kugeln, wobei die Formeln in bezug auf die
Erscheinung der ,Persistenz der Geschwindigkeit“ korrigiert sind,
wie es in Kapitel 10 erklirt worden ist; Chapmans) und Ens-
kog*) jedoch diskutieren die Viskositét eines Gasgemisches nach
den allgemeinen Methoden, die bereits in den Kapiteln 9 bzw. 8
erklirt wurden. Leider sind die betreffenden Uberlegungen zu
langwierig, um hier wiedergegeben zu werden; wir verweisen auf
die Originalabhandlungen.

Bestimmung der Griofie der Molekiile.

386. Wir hatten bereits in § 376 ein Beispiel fiir die Berech-
nung von Molekiilradien aus den Viskosititskoeffizienten angegeben.
Wenn der Viskosititskoeffizient irgend eines Gases experimentell
bestimmt wurde, so ist es moglich, Gleichung (773) als Gleichung
fiir 6 aufzufassen und so den Molekiilradius unter der Annahme
zu erhalten, daB die Molekiile elastische Kugeln sind.

In der folgenden Tabelle sind die Viskositétskoeffizienten von
verschiedenen Gasen und die aus Gleichung (773) berechneten
Werte von !/, 6 angegeben.

1) Gesammelte Werke II.

%) Konink. Akad. Wetenschapen Amsterdam Proc. 16, 1162 (1914) und
17, 1068 (1915). Communications from the Leiden Phys. Lab., Supplements
362 und 38.

8) Phil. Trans. 216 A, 279 (1915) und 217 A, 115 (1916); Proc. Royal
Soc. 93 A, 1 (1916).

4) Kinetische Theorie der Vorginge in méaBig verdiinnten Gasen, Inaug.
Dissert., Upsala 1917.



§ 385, 386] GréBe der Molekiile. 367

o Ange- Yo
Molekular- ® = nommenes
Gas gewicht (beobachtet) g x (berechn.)
=4 bei 00C cm
0,000 088 22 (23° C)
Wasserstoff . . Hy:2 0,00008574 (0°C) 0,0000857 | 1,36.10—¢8
Helium . . . . He:4 0,0001969 (15°C) 0,000189 1,09

0,0001887 (0°C)
Wasserdampf . | Hy0:18 |0,0000904 (0°C)
Kohlenmonoxyd C0:28 10,000163 (0°C)

0,0000904 | 2,29
0,000163 | 1,90

Athylen. . . . | C,H,:28 |0,0000961 (0°C) 0,0000961 | 2,78

Stickstoff . . . | N,:28 |0,00017648 (28°C) 0,000167 | 1,89
0,0001674 (0°C)

Luft . . ... - 0,000 182 26 (23° C) 0,000172 | 1,87
0,0001725 (0°C)

Stickoxyd . . . | NO0:30 |0,0001794 0,000179 | 1,88

Sauerstoff . . . | 0,:32 |0,000204 23 (23°C) 0,000192 | 1,81
0,0001926 (0°C)

Argon . . . .l Ar:40 [0,0002208 (15°C)| 10 | 0,000211 | 1,88

0,000211  (0°C)
Kohlendioxyd . | CO,:44 |0,0001388 (009C)
Stiekoxydul . . | NyO:44 |0,0001353 (0°C)
Methylchlorid . || CHgCl:50  0,0000988 (0°C)
Athylehlorid . | C,H,CL:64 |0,0000935

0,000139 | 2,31
0,000135 | 2,35
0,0000988 | 2,83
0,0000935 | 3,09

= O ON ON OB O©OTIEHNDO WD~

Chlor. . . . . Cl:71 0,000128 7 0,000129 2,70
Benzol . . . . | CgHg:78 |0,0000700 0,0000700 | 3,75
Krypton . . . Kr:83 10,000246 (16°C)| 11 | 0,000238 | 2,07
Xenon . . . . Xe:130 10,000222 (15°C): 11 | 0,000214 | 244

Man sieht ohne weiteres, daf die Werte von 1/, 6 in der letzten
Spalte zumindest von derselben GroBenordnung sind wie die aus
den Abweichungen vom Boyleschen Gesetz in § 179 berechneten
Werte. Der Grund dafiir, warum eine bessere Ubereinstimmung
nicht zu erwarten ist, ist nach dem in<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>