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Vorwort.

Die Elektrotechnik bildet heute ein so groBes und vielfach verzweigtes Gebiet
der Ingenieurwissenschaften, dafl es fiir den einzelnen nicht méglich ist, dieses Gebiet
auch nur einigermaBen kennenzulernen; in noch stirkerem MafBle muB sich der am
Fortschritt der Technik arbeitende Ingenieur auf die Betétigung in einem verhélt-
nisméBig engen Teilgebiet beschrinken. Fir das Studium an den Hochschulen,
das nicht angenidhert so weit spezialisiert werden kann, wie es die spétere Tétigkeit
des Studierenden erfordern wiirde, ergibt sich daraus die Notwendigkeit einer Be-
schrinkung auf diejenigen Grundlagen, die moglichst vielen Gebieten gemeinsam
sind. Das sind insbesondere die den elektrotechnischen Anwendungen zugrunde
liegenden physikalischen Gesetze.

Es gibt heute eine Reihe von vorziiglichen Einfiihrungen in die einfacheren
Grundgesetze der Elektrotechnik. Es gibt ferner eine ausgezeichnete Speziallitera-
tur, die sich mit den Anwendungen der Grundgesetze beschéftigt. Hinsichtlich
der theoretischen Vorbildung sind nun die Anforderungen an die allgemeinen
Kenntnisse des wissenschaftlich titigen Ingenieurs in den letzten Jahren bedeu-
tend gewachsen, und wenn hier auch sehr gute physikalische Lehrbiicher zur Ver-
fiigung stehen, so folgen doch Schwierigkeiten daraus, daBl sich die Sprache der
Elektrotechnik zum Teil nicht unerheblich von der der Physik entfernt hat und da@
der Studierende nicht in der Lage ist, das fiir ihn Notwendige aus der groBen Stoff-
menge herauszufinden.

In dem vorliegenden Buch habe ich versucht, eine Einfithrung in die Vor-
stellungen und die Methoden zu geben, deren Kenntnis nach meinen Er-
fahrungen heute zur Allgemeinbildung des an der Weiterentwicklung
der Elektrotechnik interessierten Ingenieurs gehdren muB. Damit
ergab sich eine Abgrenzung des Stoffes gegen die mehr physikalischen Lehrbiicher.
Eine weitere Einschrinkung wurde noch im Hinblick auf die vorhandene einfiih-
rende Literatur der Elektrotechnik vorgenommen, die gewisse Gebiete sehr aus-
fithrlich behandelt. Diese Gebiete konnten daher hier etwas zuriickgestellt werden.
Ebenso wurde kein Versuch gemacht, die Theorie der elektrischen Maschinen auf-
zunehmen; sie stellt ein hochentwickeltes Spezialgebiet dar, das ein besonderes
Studium erfordert.

Die Stoffeinteilung ist keine systematische, sondern so gewihlt, wie es fiir
das Verstdndnis am zweckmiB8igsten erschien. Daraus folgte eine Einteilung in
einzelne Abschnitte, die nur verhdltnismaBig lose zusammenhingen und z.T.in-
einander greifen, die aber ungefihr von Leichterem zu Schwierigerem fortschreiten.
Der Stoff ist so weit fortgefithrt, wie es zum Verstindnis und zum Studium der
Spezialliteratur notwendig ist; insbesondere ist bei der Darstellung auch den Be-
diirfnissen von Studierenden der Physik, die auf dem Gebiet der Elektrotechnik
tétig sein wollen, Rechnung getragen.

Samtliche Formeln sind als GréB8engleichungen geschrieben. Wer in der
Praxis einmal weniger geldufige Formeln zahlenmiBig auszuwerten hatte, kennt
den fiir den Ingenieur besonders unzuldssigen Zweifel tiber die richtige Wahl der
Einheiten der verschiedenen GréBen; meist ist ein zeitraubendes Nachrechnen der
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Formeln oder Nachsuchen in der Literatur erforderlich, wenn bei irgendeiner Gréfie
die Angabe der Einheit fehlte. Diese Schwierigkeiten verschwinden restlos, wenn
man sich der Grofengleichungen bedient. Die den GréfBlengleichungen zugrunde
liegende Auffassung wurde bereits von J.C.Maxwell vertreten; wir verdanken
den erneuten und tatkréftigen Hinweis auf die ZweckmaBigkeit dieser Gleichungen
J. Wallot. Es ist zu hoffen, daB} sich auch die anderen Gebiete der Technik und
insbesondere die Physik von den veralteten Zahlenwertgleichungen, die nur fir
bestimmte Einheiten richtig sind, im Einklang mit den kiirzlich vom A. E. F. heraus-
gegebenen Empfehlungen moglichst bald abkehren werden. Eine erhebliche Er-
leichterung und ein bedeutender Zeitgewinn fiir die spiteren Generationen wére
der Lohn dafiir.

Fir eine Reihe von Anregungen bei der Auswahl des Stoffes bin ich Herrn
Dir. Dr. phil. h. ¢. Dr.-Ing. E. h. F. Liischen zu Dank verpflichtet. Ferner danke ich
den Herren Dr.-Ing. H. Jenss und Dipl.-Ing. H. Werrmann fiir ihre freundliche
Miihewaltung bei der Durchsicht des Manuskriptes und der Korrekturen. Der
Verlagsbuchhandlung danke ich fiir das bereitwillige Eingehen auf meine Wiinsche.

Danzig, im Februar 1932.
K. Kiipfmiiller.



Inhaltsverzeichnis.

Einleitung. . . . . . . ..o oL e e e

Erstes Kapitel: Der stationire elektrische Strom . . . . . . . . . . . .. ..

I.

II.

II1.

Die Einheiten der elektrischen GréBen. . . . . . . . . . . . . . ... ..
1. Definitionen . . . . . . . . . . . . ..o
2. Zusammenhang zwischen den elektrischen und mechanischen Einheiten

Der elektrische Strom in linearen Netzen . . . . . . . . . . . . . . . . ..
3. Grundgesetze der Stromung in linearen Netzen . . . . . . . . . . . ..
4. Hilfsregeln fiir die Berechnung von Stromverzweigungen . . . . . . . . .

Der elektrische Strom in rdumlich ausgedehnten Leitern . . . . . . . R
5. Grundbegriffe des rdumlichen Stromungsfeldes . . . . . . . . . . . ..
6. Die Grundgesetze des stationdren elektrischen Stromes . . . . . . . .

7. Beispiele von Stromungsfeldern . . . . . . . . ... oo oL
8. Grenzbedingungen im Stromungsfeld . . . . . . . . . . . ...
9. Der elektrische Strom in metallischen Leitern, Elektronentheorie . . . . .

Zweites Kapitel: Das elektrische Feld . . . . . . . . . .. .. .. ... ...

I

II.

Das ruhende elektrische Feld . . . . . . . . . . . . . .. ...
10. Grundbegriffe des elektrischen Feldes. . . . . . . . . . . . . . . . ..
11. Kondensatoren. . . . . . . . . . . . o o o . e e
12. Beispiele elektrostatischer Felder. . . . . . . . . . . . . . . . . . ..
13. Mehrleitersysteme . . . . . . . . .. .. oL oo oo Lo
14. Die mechanischen Krifte im elektrischen Feld, Energie des Feldes . . . . .
15. Die Potentialgleichung . . . . . . . . . . . . .. ...
16. Raumladungsfelder . . . . . . . . . . . . .. L.
17. Graphische Methoden zur Ermittlung der Potentialverteilung in elektrischen
Feldern . . . . . . . . . . . . oo e e e e e
Das langsam verdnderliche elektrische Feld. . . . . . . . . . . .. . ...
18. Verschiebungsstrom und Leitungsstrom . . . . . . . . . . . . . . . ..
19. Das elektrische Wechselfeld . . . . . . . . . . . . . . . . ... ...
20. Der Durchschlag von Isolierstoffen . . . . . . . . . . . . . .. ...

Drittes Kapitel: Das magnetische Feld. . . . . . . . . . .. ... ... ...

I

1II.

Das rubende magnetische Feld . . . . . . . . . . ... ...,
21. Grundbegriffe des magnetischen Feldes, Induktionsgesetz. . . . . . . . .
22. Das Durchflutungsgesetz, magnetische Stoffe . . . . . . . . . . . . ..
23. Der magnetische Kreis, Elektromagnete, Dauermagnete . . . . . . . . .
24. Berechnung magnetischer Felder, Vektorpotential, Ampéresche Formel . .
25. Beispiele magnetischer Felder . . . . . . . . . . . . . .. ... ...

Das langsam veridnderliche magnetische Feld . . . . . . . . . . . . . . ..
26. Die Selbstinduktion . . . . . . . . . .. ...
27. Gegeninduktion, Transformator . . . . . . . . . . . . . . . .. ...
28. Die mechanischen Krifte im magnetischen Feld . . . . . . . . . . . ..
29. Das magnetische Wechselfeld . . . . . . . . . . . .. ... ... ..
30. Die Wirbelstrome . . . . . . . . . . .. Lo
31. Die Ummagnetisierungsverluste . . . . . . . . . . . . .. .. .. ..

Viertes Kapitel: Netzwerke und Kettenleiter. . . . . . . . . . . . . . . ...

32. Theorie der Stromverzweigungen bei Wechselstrom . . . . . . . . . .
33. Vierpole und Kettenleiter. . . . . . . . . . . . . . . ... ..
34. Die Elektronenrshre als Verstirker . . . . . . . . . . . . . . . ...

Seite

22

111

201
206

. 206

224



VI Inhaltsverzeichnis.

Seite
Fiinftes Kapitel: Leitungen . . . . . . . . . . . . . . . . . .00 229
35. Die Leitungsgleichungen . . . . . . . . . . . . . .. ... ... .. 229
36. Naherungsformeln der Leitungstheorie . . . . . . . . . . Co 287
Sechstes Kapitel: Rasch verinderliche Felder . . . . . . . . . . . . . . ... 243
37. Die Maxwellschen Feldgleichungen. . . . . . . . . . . . . .. . ... 243
38. Die elektromagnetische Welle . . . . . . . . . . . . .. . ... ... 249
Siebentes Kapitel: Elektromagnetische Ausgleichsvorgange . . . . . . . . . . 260
39. Allgemeine Gesetze der Ausgleichsvorgénge in linearen Systemen . . . . . 260

40. Der Zusammenhang zwischen den Frequenzcharakteristiken und den Aus-
gleichsvorgéngen . . . . . . . . . . . . . ..o 268
41. Nichtlineare Systeme . . . . . . . . . . . . . . .. ..o . 272
42. Ausgleichsvorginge in Leitungen. . . . . . . . . . . . . .. ... 275

Anhang: MaBsysteme. Literatur . . . . . . . . . . . . ... 284



Einleitung.

Die Technik hat Aufgaben zu lésen, die teils aus wirtschaftlichen Bediirfnissen,
teils aus allgemeinen menschlichen Wiinschen entspringen. Diese Aufgaben be-
ziehen sich immer auf die Herstellung von Einrichtungen, mit denen ein ganz
bestimmter Zweck erreicht werden soll. Der Begriff des Zwecks kennzeichnet die
technische Aufgabe. Die Herstellung eines Elektromotors oder eines Rund-
funkapparates, der Bau einer Hochspannungsleitung oder einer Fernsprechver-
bindung sind technische Aufgaben. Die Aufgaben, die Stromstirke in einem
Stromkreis zu berechnen, oder die elektrische Feldstirke zwischen Kugelelektroden
zu ermitteln, oder eine Differentialgleichung zu integrieren, sind fiir sich keine
technischen Aufgaben; sie kénnen jedoch Teile einer technischen Aufgabe bilden.
Im allgemeinen zerfillt jede technische Aufgabe in eine groBe Zahl von Teilfragen,
die den Entwurf, die Konstruktion und die Ausfiihrung der Einrichtung
betreffen. Soll z. B. zwischen zwei Orten elektrische Energie iibertragen werden,
so sind Fragen des Entwurfs: die Frage nach der Stromart (Drehstrom, Ein-
phasenstrom, Gleichstrom), nach der Héhe der Spannung und dem notwendigen
Leiterquerschnitt; Fragen der Konstruktion: die Frage, ob die Leitung als Kabel
oder Freileitung ausgefithrt werden soll, ob die Leiter als Seil- oder Volldrihte her-
gestellt werden sollen, wie die Kabelleiter isoliert werden sollen, welche Isolatoren-
form zu wihlen ist, wie die Maste beschaffen sein sollen, welche Abstinde sie von-
einander haben sollen usw.; Fragen der Ausfiithrung: auf welche Weise und mit
welchen Maschinen die Leitungen herzustellen sind, die Isolatoren, wie die Kabel
in die Erde zu verlegen sind, wie die Maste aufzustellen sind, wie die Leitungsdrihte
miteinander zu verbinden sind usw.

Bei jeder Teilfrage ist die Auswirkung irgendwelcher Festsetzungen oder Maf-
nahmen zu beriicksichtigen, z. B. die GroBe des Spannungsabfalls in der Lei-
tung bei der Festsetzung des Leiterquerschnitts. Die Losung der Aufgaben setzt
nun nicht unbedingt voraus, daB alle diese Faktoren von vornherein bekannt sind.
Es ist grundsétzlich moglich, sdmtliche Fragen empirisch zu beantworten, indem
man hinreichend viele Versuche vornimmt. Man koénnte in dem betrachteten Bei-
spiel eine beliebige Leitung zwischen den beiden Orten herstellen und beobachten,
ob sie brauchbar ist. Es wird sich dann z. B. herausstellen, da die Energie-
verluste zu groB sind, oder daf die Leiter ins Glithen kommen, oder dafi die
Leitungsdrihte zerreiflen oder die Maste einstiirzen. Man wiirde dann eine zweite
Leitung bauen, die entsprechend stirker bemessen wird, und es ist wahrscheinlich,
dafl man bei Verwertung der Erfahrungen nach einer gewissen Anzahl von Ver-
suchen schliellich eine brauchbare Anlage bekommen wiirde. Dieses empirische
Verfahren fithrt immer zum Ziel, und es ist in der Tat das Verfahren, das in der
Technik besonders in der Anfangszeit hiufig angewendet wurde. Ohne weiteres ist
aber ersichtlich, dafl dieses Verfahren immer groBle wirtschaftliche Aufwendungen
erfordern muf}, und da man diese Aufwendungen um so mehr verringern kann, je
genauer man die Vorgénge kennt, die sich in der betreffenden Einrichtung abspielen.
Diese Kenntnis kann zwar grundsétzlich nur durch die Erfahrung vermittelt werden;
es ist jedoch moglich, auch ohne dafl Erfahrungen mit der besonderen Einrichtung,

Kiipfmiiller, Elektrotechnik. 1



2 Einleitung.

vorliegen, um deren Herstellung es sich handelt, Voraussagen iiber ihre Eigenschaften
zu machen. Dazu dient die Theorie. Der Zweck der Theorie besteht darin, die
jeweils vorliegenden Gesamterfahrungen, die durch Beobachtung und Messung
gewonnen wurden, in handlicher Form und fiir méglichst viele Fille anwendbar zur
Verfiigung zu stellen.

Entsprechend den beiden Hilfsmitteln der Theorie und des Versuchs sind daher
zur Losung einer technischen Aufgabe im allgemeinen zweierlei Arten von Auf-
wendungen erforderlich :

1. Aufwendung von Gedankenarbeit durch Verwertung der theoretischen
Erkenntnisse,

2. Aufwendung von Geldmitteln zur Ausfithrung von Versuchen (Material-
und Herstellungskosten der Versuchseinrichtungen, Betriebskosten).

Die vorhin gemachten Ausfithrungen zeigen nun, daf sich diese beiden Arten
von Aufwendungen gegenseitig ersetzen kénnen. Zur Lésung ein und derselben Auf-
gabe ist mehr Material und Zeit erforderlich, wenn von den theoretischen Erkennt-
nissen kein Gebrauch gemacht wird ; andererseits kann an Geldmitteln gespart werden,
wenn mehr geistige Arbeit bei der Losung des Problems aufgewendet wird. Die
theoretischen Erkenntnisse sind gegenwéartig noch weit von dem idealen Zustand ent-
fernt, daBl man jede technische Aufgabe rein durch Gedankenarbeit 16sen kénnte, da3
also die zweite Art von Aufwendungen vollstindig durch die erste ersetzt werden
kénnte; um so wichtiger ist es daher, mit der Auswertung des Vorhandenen so weit
zu gehen wie irgend moglich, Hierin besteht das wissenschaftliche Verfahren
der Bearbeitung technischer Aufgaben, das den Gegensatz zum empirischen Ver-
fahren bildet, und dessen Einfiihrung die raschen Fortschritte der Technik in den
letzten Jahrzehnten ermoglicht hat. Jede technische Aufgabe ist 16sbar. Hiufig erfor-
dert die Losung grofle Aufwendungen an Mitteln und an Zeit; sie kénnen in dem MaBe
vermindert werden, in dem es mdoglich ist, theoretische Erkenntnisse anzuwenden.

Ein primitives Verfahren des Studiums, das vom pédagogischen Standpunkt aus
wahrscheinlich nicht das schlechteste wiire, bestiinde darin, daB jeder Einzelne alle
Erfahrungen, die im Laufe der Zeit gemacht worden sind, in der gleichen Reihen-
folge und Vollstindigkeit sammeln wiirde. Dieses Verfahren ist aus einer Reihe von
Griinden nicht durchfiihrbar, besonders wegen der Fiille des Erfahrungsmaterials,
die ungeheuer groB ist im Vergleich zu dem, was ein Mensch wihrend seines Lebens
auf diese Weise aufnehmen konnte. Es ist daher notig, die Erfahrungen in eine még-
lichst konzentrierte Form zu bringen und in dieser Form zu verbreiten. Das Hilfs-
mittel dazu stellt die Mathematik dar, die einerseits eine Art Kurzschrift zur Zu-
sammenfassung der Erkenntnisse bildet und andrerseits Anweisungen fiir die
Auswertung dieser FErkenntnisse gibt. Aus diesem Grunde bildet der Besitz
mathematischer Kenntnisse eine der unentbehrlichen Voraussetzungen zum Ver-
standnis der Ingenieurwissenschaften.

Zuweilen wird die Bedeutung schwieriger mathematischer Methoden fiir die
Losung technischer Aufgaben iiberschitzt. Selten sind jedoch Fortschritte der
Technik aus komplizierten mathematischen Rechnungen hervorgegangen. Viel
wichtiger als die Kenntnis schwieriger Gebiete der Mathematik ist es fiir den wissen-
schaftlich arbeitenden Ingenieur, dal er sich eine klare Vorstellung von dem
Wesen der Naturvorgénge erwirbt, mit denen er es zu tun hat. Darunter ist zu ver-
stehen, dafl mit dem Ablauf dieser Vorginge bestimmte Ideen verbunden werden,
die die Erscheinungen auf wenige allgemeine GesetzmiBigkeiten zuriickfiihren.
Zu jeder Technik gehért eine ganz bestimmte Vorstellungswelt, die durch die
Theorie vermittelt wird. Die Fortschritte der Technik gehen jeweils von dieser
Vorstellungswelt aus. Jede Erweiterung der theoretischen Vorstellungen gibt daher
die Moglichkeit weiterer Fortschritte. Diese Vorstellungen aber kénnen in
vollem Umfang nur mit Hilfe der Mathematik erworben werden.
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Benétigt nun der Ingenieur aus dem groflen Wissensgebiet der Mathematik als
Hilfsmittel bei seiner Tétigkeit im allgemeinen nur einen verhéltnisméiBig kleinen
Teil, so ist es fiir den Erwerb der theoretischen Vorstellungen und fiir ihre Aus-
wertung auBerordentlich wichtig, daf} er dieses Hilfsmittel mit der gréften Sicher-
heit beherrscht. Es ist fiir die Aneignung der zu einer wissenschaftlichen Tétigkeit
auf dem Gebiete der Elektrotechnik notwendigen theoretischen Vorstellungen nicht
ausreichend, die Elemente der Differential- und Integralrechnung, die Lehre von
den Potenzreihen und den Fourierschen Reihen, ferner die komplexe Rechnung
und die Elemente der Vektorrechnung zu kennen, sondern es gehort dazu die
Fihigkeit, die in diesen Gebieten gelehrten Regeln anzuwenden. Diese Fihig-
keit kann man durch ein noch so ausgedehntes Studium der Formeln nicht er-
werben, sondern nur dadurch, da8 man spezielle Aufgaben in hinreichend grofler
Zahl 16st. Im folgenden ist daneben noch die Kenntnis der Grundziige der Elektro-
technik vorausgesetzt, wie sie durch die elementaren Einfilhrungen gegeben wird.

Die in den Text des Buches eingestreuten Zahlenbeispiele sollen eine Vor-
stellung von den GroBenverhdltnissen der besprochenen Zusammenhinge geben.
Es ist zweckmiBig, beim Studium moglichst viele von diesen und &hnlichen
Zahlenbeispielen selbst durchzurechnen, da man auf diese Weise das Gefiihl fiir
die Bedeutung der Groflen erheblich vertieft.

1*



Erstes Kapitel.

Der stationire elektrische Strom.
1. Die Einheiten der elektrischen Grofien.

1. Definitionen.

Die praktisch verwendeten elektrischen Mafleinheiten wurden urspriinglich von
den sogenannten absoluten elektromagnetischen Einheiten der Physik abgeleitet,
indem man diese mit Potenzen von 10 multiplizierte, um eine praktisch brauchbare
GréBenordnung der Zahlenangaben zu bekommen. Zur Vereinfachung der MeB-
vorschriften hat man dann die abgeleiteten Einheiten besonders definiert, so daf
heute der Zusammenhang zwischen den auf diese Weise entstandenen ,,internatio-
nalen praktischen Einheiten* mit den ,,absoluten Einheiten‘ fiir die Elektrotechnik
keine Bedeutung mehr hat; es erkliren sich so lediglich die unrunden Zahlen der
einzelnen Einheitendefinitionen. Zwischen den alten Einheiten und den praktischen
Einheiten bestehen einfache Zahlenverhiltnisse, die in Anhang 2 am SchluB des
Buches zusammengestellt sind.

Im folgenden werden die Festsetzungen iiber die praktisch wichtigen Einheiten
aufgefiihrt, damit sich mit der Entwicklung der Theorie ein vollstindiger Uberblick
iiber den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Einheiten ergibt.

a) Stromstirke. Die durch Elektrolyse an einer Elektrode ausgeschiedene Stoff-
menge ist proportional der Elektrizititsmenge, da jedes Ion eine bestimmte Elek-
trizititsmenge transportiert (Faraday). Die Stromstéirke als die in der Zeiteinheit
transportierte Elektrizitatsmenge ist daher proportional der in der Zeiteinheit aus-
geschiedenen Stoffmenge. Hierauf beruht die Definition der Stromstirkeneinheit:

Ein konstanter Strom hat die Stirke von 1 Ampere (A), wenn
er aus einer wiasserigen Loésung von Silbernitrat in einer Sekunde
0,00111800 g Silber ausscheidet (Gesetz, betr. die elektr. MaBeinheiten, vom
1. Juni 1898). .

Die Einheit der Elektrizititsmenge ist dementsprechend die Amperesekunde:

1A-1s=1As. 1)

b) Widerstand. Fiir die Widerstandseinheit hat man ein Grundmaf} festgelegt
durch die Bestimmung, daB eine Quecksilbersiule von der Temperatur
des schmelzenden Eises, deren Linge bei gleichmaBigem Querschnitt
106,300 cm und deren Masse 14,4521 g betridgt, einen Widerstand von
1 Ohm () besitzt (Gesetz, betr. die elektr. MaBeinheiten).

" Das Reziproke der Widerstandseinheit stellt die Einheit des Leitwertes, 1 Siemens

(S), dar; es ist 1S—=10-1. (2)

Die beiden Einheiten fiir Stromstirke und Widerstand sind damit willkiirlich
definiert; es sind unabhéngige Einheiten. Man hitte fiir die genannten Zahlen
ebensogut irgendwelche andern Werte wihlen kénnen. Die iibrigen Einheiten der
Elektrotechnik lassen sich nun simtlich von diesen beiden Einheiten und den Ein-
heiten fiir Linge, Masse (oder Kraft) und Zeit ableiten.
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¢) Spannung. Die Spannung zwischen den beiden Enden einesLeiters
von 1  Widerstand, der von einem Strom von 1 A durchflossen
wird, ist gleich der Spannungseinheit 1 Volt (V). Fiir die Einheiten gilt
daher auf Grund des Ohmschen Gesetzes:

1V=10-1A oder 1V=102A. (3)

Neben dieser Definition der Spannungseinheit kann man noch eine zweite davon
abgeleitete beniitzen, die von der Spannung des ,Normalelementes® ausgeht.
Das Normalelement (Weston-Element) hat Kadmiumamalgam und Quecksilber als
Elektroden und gesittigte Kadmiumsulfatlosung als Elektrolyten. Seine elektro-
motorische Kraft ist bei geeigneter Bauart nur noch etwas von der Temperatur ab-
hangig; fiir die vorkommenden Temperaturen ist sie auf Grund der Definition der
Spannungseinheit durch Messung sehr genau bestimmt worden, sie fallt z. B. zwi-
schen 10° und 20° von

E=1,01861V auf E=1,01830V
ab. Man kann daher umgekehrt mit Hilfe dieser bekannten Zahlen die Spannungs-
einheit aus der Spannung des Normalelementes definieren.

d) Leistung und Arbeit. Die Leistung, die ein konstanter elektrischer
Strom von 1 A bei einer Spannung von 1V liefert, stellt die Lei-
stungseinheit 1 Watt (W) dar.

" Bei beliebigen Spannungen und Stromstiirken ist die Leistung proportional diesen
beiden Groflen; es gilt daher

1W=1VA=1Y§2-——-1A2.Q. 4)

An Stelle von W wird bei Wechselstrom das Zeichen VA beniitzt, wenn es sich um
das Produkt von Spannung und Stromstirke handelt (Scheinleistung). Diese be-
sondere Bezeichnung hat nichts mit den Gl. (4) zu tun, die in allen Féllen gelten.
Fiir die Einheit der elektrischen Arbeit gilt entsprechend die Definition: FlieSt
ein Strom von der Stirke I A bei einer Spannung von 1 V 1 s lang,
so ist die geleistete Arbeit:
1Ws=1V-.1A.1s. (5)
Die Definitionen der iibrigen abgeleiteten Einheiten der elektrischen und magne-
tischen GroBen werden in den betreffenden Abschnitten besprochen.

2. Zusammenhang zwischen den elektrischen und mechanischen
Einheiten.

Die elektrische Arbeit ist einer mechanischen Arbeit dquivalent. Flieft in einem
Widerstand R ein konstanter Strom von der Starke I, so ist die von dem Wider-
stand in der Zeit ¢ aufgenommene elektrische Arbeit

A=I*Rt. (6)
Diese Arbeit wird vollstindig in Wirme umgewandelt. Durch Messung der elek-

trischen Arbeit und der erzeugten Wirme im Kalorimeter findet man daher den
Zusammenhang zwischen der elektrischen Arbeitseinheit und der Einheit der Wirme-

menge. Es ergibt sich: 1Ws =0,2390cal. @)
Andererseits findet man experimentell die Beziehung zwischen der Wirmeeinheit
und der Einheit der mechanischen Arbeit; es ist!

1eal =0,4269mkGr. ®)

1 Zur Unterscheidung zwischen der Kraft- und Masseneinheit wird in
diesem Buch 1g Masse mit 1g, 1g Gewicht mit 1 Gr bezeichnet; es ist also

2
1 Gr = 980,665 dyn und 1g=9—8—016@%rn%.
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Damit ist auch die Beziehung hergestellt zwischen den Einheiten der elektrischen
und der mechanischen Arbeit. Aus den Gl. (7) und (8) folgt

1Ws=10,20cmkGr. 9)
Dies 148t sich auch schreiben:
122 — 10,20k (10)

Der Ausdruck Wattsekunde/cm ist also als Krafteinheit aufzufassen. Alle Berech-
nungen von mechanischen Kriften, die durch elektrische Stréme oder Spannungen
hervorgerufen werden, liefern das Resultat in Ws/em ; die Beziehung (10) stellt daher
eine wichtige Umrechnungsformel dar. Sie zeigt ferner, dall nur eine der beiden
willkiirlich festgelegten elektrischen Einheiten unabhéngig von den mechanischen Ein-
heiten ist. Z. B. folgt aus Gl. (9) fiir die Spannungseinheit

1V=10200"2", (11)
oder fiir die Widerstandseinheit
10=10200"0"" (12)

Der Satz von der Erhaltung der Energie wiirde also die Definition der Wider-
standseinheit iiberfliissig machen, sobald die Stromstérkeeinheit festliegt. Es ist
trotzdem zweckmiBig, die besonderen Definitionen beizubehalten, da der unmittel-
bare Vergleich einer Spannung oder eines Widerstandes mit den Einheiten cm Gr/As
und emGr/A2%s schwierig ist.

II. Der elektrische Strom in linearen Netzen.

3. Grundgesetze der Stromung in linearen Netzen.

Eine grundlegende Aufgabe der Elektrotechnik beschiftigt sich mit der Be-
rechnung von Stromstirken und Spannungen in linearen Netzen. Man versteht unter
einem linearen Netz einen einfachen oder- zusammengesetzten Stromkreis, der
Energieerzeuger, -verbraucher und Leitungen enthélt. Beispiele von solchen Netzen
sind: die Ubertragung der elektrischen Energie von einem Generator auf einen
Motor mit Hilfe einer Leitung, die Speisung eines Glithlampennetzes von mehreren
Zentralen, die Wheatstonesche MefBbriicke oder die Thomsonsche Doppelbriicke.

Das Gemeinsame dieser Félle ist die raumliche Ausbreitung des elektrischen
Stromes in langgestreckten elektrischen Leitern, die die einzelnen Abschnitte des
Netzes (Zweige) bilden, und fiir die praktische Aufgabe die Frage, wie groB die
Stromstéirken in diesen Drihten oder die Spannungen an den einzelnen Zweigen
sind. Es wird dabei vorausgesetzt, daff die Querschnittsabmessungen der Drihte sehr
klein sind gegen die Drahtlinge; dann fiillt der elektrische Strom den Querschnitt
der Leiter gleichmifig aus, und es gilt fiir den Widerstand eines Drahtes von der
Lange ! und dem Querschnitt ¢ das durch die folgenden Formeln ausgedriickte
Gesetz: l !

R=p— oder R=-. (13)
q ®q

Die Groflen g und » werden spezifischer Widerstand und Leitfahigkeit
genannt. Aus den Gl. (13) geht hervor, dafl als Einheit fiir den spezifischen Wider-
stand 1Qcm, als Einheit fiir die Leitfihigkeit 1S/cm gewihlt werden kann. Eine
praktisch hiufig verwendete Einheit fiir den spezifischen Widerstand ist auch
1 Q2 mm?m. In der folgenden Tabelle 1 sind fiir einige Stoffe die Werte des spezi-
fischen Widerstandes und der Leitfahigkeit bei 20° angegeben, ferner der Tempe-
raturkoeffizient o bei dieser Temperatur, der definiert ist durch die Gleichung:

.R:.Rf_)()o (1+0€'l9') .
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Tabelle 1.
Spezifischer Leitfahigkeit Temperatulf-
. ‘Widerstand koeffizient bei
Material Ommt S 200 1000c:

- cm (°C)-1
Silber. . . . . . . . .. 0,0159 6,3 x 105 3,8
Kupfer . . . . . . ... 0,0175 5,7 X 105 3,9
Bronze . . . . . . ... 0,018...0,025 4...5,6 x 10° —
Aluminium . . . . . . . 0,028 ...0,03 3,3...3,6 x 105 3,7
Zink . . .. ... ... 0,063 1,6 x 10% 3,7
Messing . . . . . . . .. 0,07...0,09 1,1...1,4 X 105 1,5
Eisen. . . . ... ... 01 ...0,15 0,67...1 x 10° 4,5
Nickelin. . . . . . . .. 0,43 2,33 x 104 0,13
Manganin . . . . . . . . 0,43 2,33 x 104 0,01
Konstantan . . . . . . . 0,49 2,04 x 104 — 0,005
Bogenlampenkohle . . . . 60...80 170 —02...—0,8
Seewasser . . . . . . . . 3 x 105 0,03 -
FluBwasser . . . . . . . 107...108 10-4...10-3 -—
Erde . . . . . .. ... 108...1010 10-6...10-4 —
Destilliertes Wasser. ..4 x 1010 0,2...1 x 108 —

Die Gl (13) sind GroBengleichungen. Man setzt bei solchen Gleichungen
fiir jede GroBe das Produkt aus Zahlenwert und Einheitszeichen einund be-
handelt die Einheitszeichen wie algebraische Grofien. Um das Rechnen mit GréBen-
gleichungen zu erliutern, werde an dieser Stelle ein ganz einfaches Beispiel ausfiihr-
lich betrachtet: Ein Kupferdraht habe eine Liange [=2km, einen Querschnitt
¢=20 mm?2, Sein Widerstand ist dann nach GI. (13)

Qmm? 2km
R=0,0175—— 55—
Man wendet nun auf die Einheitszeichen die gewchnlichen Rechenregeln der Algebra
an. Beachtet man, daB das Zeichen k vor m fiir die Zahl 1000 steht, so kann mit m
und mm? gekiirzt werden; es folgt
2. 1000

R=0,0175.~— —0=1,750.

Man kann den spezifischen Widerstand auch in 2 cm einsetzen und etwa die Lange

in m. Dann wird
R=175-10Qc mgoom —175-10-Qcm 2280 100"”“——1 150,

Es ergibt sich also in jedem Fall zwanglaufig die rlchtlge Einheit von R. Hierin
liegt der groBe Vorteil des Rechnens mit GréBengleichungen. In so einfachen Fallen
wie dem eben betrachteten ist es natiirlich meist nicht nétig, die Rechnung mit den
Einheiten in aller Ausfiihrlichkeit anzuschreiben; es ist jedoch bei komplizierteren
Rechnungen aufierordentlich zweckmiBig, beim Einsetzen eines jeden Zahlenwertes
in eine Gleichung stets das Einheitszeichen hinzuzufiigen, wobei allerdings beachtet
werden mufBl, daB dies nur bei GroBSengleichungen méglich ist, nicht aber bei den
»Zahlenwertsgleichungen®, die nur fiir bestimmte Einheiten gelten, bei denen also
jedesmal angegeben werden muf}, welche Einheiten benutzt werden miissen. In
diesem Buch werden nur Groflengleichungen verwendet; es empfiehlt sich, die
umstindlichen und unzuverlissigen Zahlenwertsgleichungen iiberhaupt aufzugeben.

Zur Losung der Aufgabe, die stationdre Strom- und Spannungsverteilung in
linearen Netzen zu berechnen, dienen die Gesetze von Ohm und Kirchhoff.
Mit Hilfe dieser empirischen Gesetze kann grundsétzlich jede Stromverzweigungs-
aufgabe gelost werden. Zur Vereinfachung der Berechnungen sind im Laufe der Zeit
mehrere Sitze und Methoden entwickelt worden, die sich aus jenen Gesetzen her-
leiten. Sie sind im allgemeinen nur von Nutzen, wenn es sich um die Durchfiihrung
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einer groen Menge von Rechnungen ein und derselben Art handelt. Es werden daher
im folgenden nur einige dieser Methoden behandelt, die eine besondere Allgemein-
heit haben und einen vertieften Einblick in die GesetzmiBigkeiten der Stromver-
teilung in linearen Netzen geben.

Die Untersuchungen dieses Abschnittes beziehen sich ausschliellich auf stationére
elektrische Strome. Die Gesetze von Ohm und Kirchhoff haben zunéchst nur fir
Gleichstrom Giiltigkeit. Mit Hilfe der komplexen Rechnung kann man sie auch auf
stationire Wechselstrome iibertragen; das vierte Kapitel dieses Buches beschiftigt
sich mit dieser Erweiterung.

Das Ohmsche Gesetz.

Die chemischen Wirkungen des elektrischen Stromes zeigen, dafl dem Strom
eine Richtung zugesprochen werden kann (Metallniederschlag am negativen Pol).
Als positiven Pol einer Stromquelle hat man willkiirlich den Pol bezeichnet,
der in bezug auf elektrisch geladene Korper gleichartige Wirkungen zeigt wie ein

. geriebener Glasstab. Nach einer weiteren willkiirlichen
%W Festlegung geht die positive Stromrichtung vom
positiven Pol der Stromquelle durch den &ufleren
Stromkreis zum negativen Pol und durch die Strom-
quelle vom negativen Pol zum positiven zuriick. Eine
andere Ausdrucksweise fiir diese Festsetzungen ergibt sich, wenn man an Stelle der
Spannungen U das Potential ¢ einfiihrt. Man versteht unter dem Potential ¢
eines beliebigen Punktes in einem Stromkreis die Spannung zwischen
diesem Punkt und einem willkiirlichen Bezugspunkt. In Abb. 1ist z. B.
U, das Potential des Punktes ¢ gegen den Punkt d; das Potential des Punktes d
gegen den Punkt ¢ ist dagegen — U,. Ferner ist das Potential des Punktes a

®=U;+U;+Us
in bezug auf den Punkt d; das Potential des Punktes b ist

! | ! |
Abb. 1. Reihenwiderstinde.

Pp=Us+Us
in bezug auf den Punkt d. Daher gilt allgemein
Pa—Pp="Uas (14)

Die Spannung zwischen zwei beliebigen Punkten ist gleich der Diffe-
renz der Potentiale dieser Punkte. Das Potential ist als eine HilfsgroSe zu
betrachten, die in manchen Fillen die Ausdrucksweise vereinfacht. In der Technik
hat man es nur mit Potentialdifferenzen, also Spannungen zu tun. Infolge
der getroffenen Festsetzung geht die positive Stromrichtung lings des
Stromkreises von Punkten héheren Potentials zu Punkten niedrigeren
Potentials. Man spricht daher von einem Spannungsverbrauch oder Span-
nungsabfall lings des Stromkreises.

Der Spannungsverbrauch eines Widerstandes R, der vom Strom [ durchflossen
wird, ist allgemein U=IR (15)

So ist z. B. in Abb. 1
U,=IR,; U,=IR,; Us,=IR,.

Eine Veranschaulichung der Spannungsverteilung lings des Stromkreises erhilt
man, wenn man die Spannungen gegen den einen Endpunkt eines jeden Leiters, also
die Potentiale, in Abhéngigkeit vom Widerstand auftrigt, Abb. 2. Die Neigungs-
winkel o der geraden Linien sind auf Grund der Gl. (15) durch die Stromstirke I
bestimmt. Da diese in allen drei Widerstinden die gleiche ist, so kann man die
Potentialverteilung durch eine einzige gerade Linie darstellen, Abb. 3, indem man
den Punkt d als Bezugspunkt fiir das Potential wihlt.
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Die Gl (15) stellt das Ohmsche Gesetz in seiner allgemeinsten Form dar. Eine
spezielle Form ergibt sich fiir einen einfachen geschlossenen Stromkreis Abb. 4,
der aus einer Stromquelle und einer Anzahl hintereinander geschalteter Wider-
stinde besteht. Der gesamte Spannungsverbrauch
eines solchen Stromkreises ist 4 4

U=IR,+IR,+IR,+1IR,, an:, ; 2
wenn der innere Widerstand der Stromquelle mit “ 4 (N “
R, bezeichnet wird. Nennt man die Summe der

Abb. 2. Spannungsverteilung bei Reihen-

! ; widerstinden.

einzelnen Widerstinde iiber den ganzen geschlos-

senen Kreis R, so ergibt sich fiir den Spannungs-

verbrauch wieder die Gl. (15). Man stellt sich nun

vor, daf im Innern der Stromquelle eine Kraft titig Ul

. . s 2%

ist, die den gesamten Spannungsverbrauch des Krei. = 4 .

ses deckt, und die als Ursache des elektrischen Stro- o

mes angesehen werden kann. Diese Kraft d 4 ¢ z
Abb. 3. Potentialverteilung bei Reihen-

E=U (16) widerstdnden.

heiBit die elektromotorische Kraft (abgekiirzt
EMK). Der Vorteil ihrer Einfithrung fiir die Theorie liegt darin, daf§ man in den
meisten Fallen die EMK als unabhingig oder nahezu unabhéngig von der Stérke
des aus der Stromquelle entnommenen Stromes I ansehen kann. Die EMK ist
dann gleich der Spannung zwischen den beiden Klemmen der Strom-
quelle im Leerlauf, und bei einer beliebigen Belastung gilt fir die Strom-
stirke auf Grund der Gl. (15) und (16) 7
E
I =45 7
wobei B wieder den gesamten Widerstand des geschlossenen
Stromkreises bedeutet (G. S. Ohm, 1827). Schreibt man diese
G]eichung in der Form Abb. 4. Einfacher Strom-

kreis.
E=IR,4+IR,+IR,+IR,,
und multipliziert man auf beiden Seiten mit I, so ersieht man, daf sie das Energie-
prinzip ausdriickt: E I ist die gesamte von der Stromquelle gelieferte Leistung; die
Ausdriicke auf der rechten Seite stellen dagegen die in Wirme umgewandelten
Leistungen dar.

Zahlenbeispiel: Die Stromquelle in Abb. 4 bestehe aus 30 Bleisammlerzellen mit einer
Klemmenspannung bei Leerlauf von 62V, der innere Widerstand dieser Batterie sei 0,2 Q.
Ferner sei R, =22, R,=3Q und B;=1%. Dann ist E=6,20. Nach Gl. (17) wird die Strom-
stirke 62V

=520
die Klemmenspannung der Batterie (Spannung zwischen den Punkten a und b) ist
U=I(R,+R,+R;)=10A-602=60V.

Die Spannung ist ebenso wie die Stromstérke eine physikalisch definierte GréBe, und zwar
ist die Spannung zwischen zwei Punkten gleich der Arbeit, die zur Uberwindung der elektrischen
Feldkrifte aufgewendet werden mufl, wenn eine punktférmige Einheitsladung von dem einen

Punkt zum anderen gebracht wird (s. Abschnitt 10). Man definiert dann allgemein den Wider-
stand durch das Verhiltnis von Spannung zu Strom:

R = ‘j .

Im allgemeinen &ndert sich das Verhaltnis, wenn die Spannung oder der Strom geindert werden,
vor allem wegen der im Leiter auftretenden Wirmeentwicklung. Bei einigen Stoffen, insbesondere
bei den Metallen, erweist sich dagegen der Widerstand als praktisch unabhingig von Spannung
und Stromstirke, wenn man dafiir sorgt, daB die Temperatur des Leiters konstant bleibt. Nur
in diesem Spezialfall, der zwar physikalisch als eine Ausnahme zu betrachten ist, praktisch aber
grofle Bedeutung hat, ergibt die Einfilhrung des Widerstandsbegriffs eine Vereinfachung der
Uberlegungen.

Ll

=10 A;
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Der erste Kirchhoffsche Satz.

Jedes lineare Netz besteht aus einzelnen Zweigen, dieanden Knotenpunkten
oder Verzweigungspunkten miteinander zusammenhingen. Geht man von irgend
einem Knotenpunkte aus und bewegt man sich lings der elektrischen Leiter, so
kann man immer auf mindestens einem Wege zu dem Ausgangspunkt zuriickkehren,

ohne daB ein Zweig mehrmals durchlaufen wird. Einen solchen
// geschlossenen Weg nennt man eine Masche des linearen Netzes.

z ! Der erste Kirchhoffsche Satz bezieht sich auf die Knoten-
punkte des Netzes. Er bringt die Erfahrungstatsache zum Aus-
/r & druck, daB sich der elektrische Strom an der Verzweigungsstelle

wie eine nichtzusammendriickbare Fliissigkeit verhalt, daf also
von der Verzweigungsstelle in jeder Zeiteinheit die gleiche Elek-
trizititsmenge wegflieBt, die dem Verzweigungspunkt zugefiithrt
wird. Man kann daher den ersten Kirchhoffschen Satz auch als
eine Formulierung des Gesetzes von der Erhaltung der Elektrizitat be-
zeichnen. Im Fall der Abb. 5 muf}
I +1,=I,+1,
sein. Eine Vereinfachung der Ausdrucksweise ergibt sich, wenn man die dem Knoten-

punkt zuflieBenden Stréme als positiv rechnet, die vom Knotenpunkt wegflieBenden
Strome als negativ. Es gilt dann der erste Kirchhoffsche Satz in der Form (Kirch-

Abb. 5. Knoten eines
Netzes.

hoff, 1847):
off, 1847) >1,=0. (18)
»sDie Summe der einem Knotenpunkt zufliefenden Stréme ist Null.“
Fir Abb. 5 gilt also I,4I,—I,—I,—0
1 2 3 [ I

Sind zwei Widerstinde R, und R, parallel geschaltet, so mufl hiernach die Summe der Teil-
strome gleich dem Gesamtstrom sein. Andrerseits ist die Spannung beiden Widerstinden ge-
meinsam. Daraus folgt, daB sich die Teilstrome umgekehrt wie die Widerstdnde verhalten und
daB die Parallelschaltung ersetzt werden kann durch einen Widerstand von der Gréfe

B, R,

Die beiden Teilstrome sind
I,=1I B+ R, (20)
und 12:1171_,?_173; . @1)

Fiir einen einfachen Stromkreis wie in Abb. 4 sagt der erste Kirchhoffsche Satz aus, daB die
Stromstirke in jedem Abschnitt des Stromkreises die gleiche ist.

Der zweite Kirchhoffsche Satz.

Der zweite Kirchhoffsche Satz bezieht sich auf die Maschen des Netzes. Er
stellt eine Erweiterung des Ohmschen Gesetzes dar und besagt, daB, wie in einem
einfachen Stromkreis, so auch in jeder beliebigen Masche eines Netzes die Summe
aller elektromotorischen Kriafte gleich der Summe aller Spannungs-
abfille ist. Dieser Satz ergibt sich auf folgende Weise:

Es seien @,, @,, ¢, und @, die Potentiale der vier Knotenpunkte in Abb. 6 ; dann
berechnen sich die Spannungen an den vier Zweigen zu

Uso=Pa— P>
Upe=9p— P>
Uea=@c—@a;
Usa=@a—@as

und es folgt daraus, daB
Usp+UpetUcatUao=0. (22)
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Auf der linken Seite steht die Summe der Spannungen fiir einen vollstindigen Um-
lauf um die Masche. Man bezeichnet eine solche Spannungssumme als die Umlauf-
spannung, und es gilt also, dal unabhingig von der Umlaufrichtung die Umlauf-
spannung in einer Masche Null ist. Die Giiltigkeit dieses Satzes setzt jedoch
stationdre Strome und Spannungen voraus (siehe 3. Kapitel).

Im allgemeinsten Fall kann jeder Zweig einen Widerstand und eine EMK ent-
halten. Dann setzt sich die Spannung zwischen den Enden eines jeden Zweiges zu-
sammen aus der EMK und dem Spannungsverbrauch
des Widerstandes. Zwei Fille sind dabei méglich: Die

2z,
Spannung am Widerstand kann sich zur EMK addieren %f £ 2
oder davon subtrahieren, je nach der Stromrichtung im L%
Widerstand. Da man die Stromrichtung im allgemeinen ngf 4
Fall von vornherein nicht kennt, so legt man in den ein- 4
zelnen Zweigen willkiirlich Pfeilrichtungen fiir die % %
Stréme fest, Abb. 6. Der Strom wird als positiv be- £ "Y1,

zeichnet, wenn er diese Pfeilrichtung hat, als negativ, ‘ VA

wenn er in entgegengesetzter Richtung flieBt. Damit

ist auch die positive Richtung fiir das Potential-  Abb.6. Masche eines Netzes.
gefille bestimmt infolge der Festlegung, dall die posi-

tive Stromrichtung von Punkten héheren zu Punkten niedrigeren Potentials weist.
Im Zweig E,, R;, Abb. 6 hat z. B. die Potentialdifferenz am Widerstand R, die

gleiche Richtung wie die Potentialdifferenz zwischen den Klemmen der Span-
nungsquelle Z,; es ist daher U,o=E, -1, R;.

Da ilt i i .

agegen gilt im Zweig 2 Uy,=—By+-I,R,,

ferner, wenn die durch den Pfeil angedeutete Umlaufrichtung weiter verfolgt wird,
Uca=—1I3R;,
Ud o= I 4 R4 .

Daher folgt aus Gl. (22)
E2_E1=11R1+I2R2_13R3+I4.R4. (23)

Links steht die Summe der elektromotorischen Krifte, die man bei einem Umlauf
von & iiber bed nach a zuriick erhilt, wenn man dabei die elektromotorischen Krifte
als positiv rechnet, deren Stromquellen vom Minus- zum Pluspol durchlaufen werden
(wie von einem ,,positiven Strom‘‘). Rechts steht die Summe der Spannungsabfille
auf dem gleichen geschlossenen Weg, wenn man die Pfeilrichtung der Stréme als
positive Richtung nimmt. Hatten wir den entgegengesetzten Umlaufsinn von ¢ iiber
dcb nach g zuriick gewihlt, so hitte sich genau dieselbe Gleichung ergeben. Diese
Ableitung des zweiten Kirchhoffschen Satzes 1ift sich ohne weiteres auf Maschen
beliebiger Art iibertragen.

Fiir die Anwendung des zweiten Kirchhoffschen Satzes ergeben sich
also die folgenden Vorschriften:

1. Man versehe jeden Zweig der Masche mit cinem Pfeil, der willkiirlich ange-
nommen werden kann, und der die Pfeilrichtung des Stromes anzeigt.

2. Man gehe vor einem Knotenpunkt aus und umlaufe in einem beliebigen Sinn
die ganze Masche. Auf diesem Wege bilde man die Summe aller elektromotorischen
Krifte, 2'E,. Elektromotorische Kréfte, die vom Minuspol zum Pluspol durchlaufen
werden, erhalten ein positives Vorzeichen, die andern ein negatives.

3. Auf dem gleichen Wege bilde man mit dem gleichen Umlaufsinn die Summe
aller Spannungsabfille 2'I, R,. Wird ein Widerstand in der Pfeilrichtung des Stromes
durchlaufen, so gilt der Spannungsabfall als positiv, bei entgegengesetzter Richtung
als negativ.
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4. Fiir die so gebildeten Summen der elektromotorischen Kréfte und der Span-
nungsabfille gilt dann Sp=YIR (24)

(Kirchhoff, 1847). Die Vorzeichenregeln sind fiir die Anwendung der
Kirchhoffschen Siatze von grundlegender Wichtigkeit; werden sie
nicht beachtet, so verlieren die beiden Sitze ihren Sinn.

Die beiden Kirchhoffschen Sitze liefern in jedem Fall hinreichend viele Gleichun-
gen zur Berechnung der Stromverteilung in linearen Netzen, wenn die elektro-
motorischen Krifte und die Widerstinde gegeben sind.

Anwendungsbeispiele.

1. Laden einer Akkumulatorenbatterie, Abb. 7. Der Netzanschluf habe eine
Spannung von E,=110V, die bei beliebiger Stromentnahme von der Zentrale konstant ge-
halten wird, so daB sie als elektromotorische Kraft aufgefalit werden kann. Die EMK der Akku-
mulatorenbatterie sei £, =60 V. Wie grol muB der Widerstand R gemacht werden, wenn die
Ladestromstirke 10 A betragen soll?

Die Anwendung des zweiten Kirchhoffschen Satzes in dem gezeichneten Umlaufsinn ergibt

B,—E,=IR, oder g0 E _10-60V _

I 10 A
2. Parallelbetrieb von Stromerzeugern, Abb.8. Die beiden Generatoren ¢; und G,
mit den inneren Widerstinden R, und R, und den elektromotorischen Kraften £, und E, ar-
beiten parallel auf ein Netz, das einen Strom I

7 Y/ _ entnimmt. Wie groB sind die Teilstrome I, Z
* und I,, die die beiden Generatoren liefern?
= Nach dem ersten Kirchhoffschen Satz ist 4
4 C 4= ftiir den Knotenpunkt ¢ 7
- T IL+1,=1I.
Abb. 7. Laden einer Ak- Der zweite Kirchhoffsche Satz liefert, auf die  Abb. 8. Parallelbetrieb von
kumulatorenbatterie.  Masche abdc angewandt, Stromerzeugern,

—EB\+Ey=—I, R+ 1L,E,.
Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich
17 B E—E, B E—E,
U RRy RA-RY B,+Ry Ry+R,’
Die Generatorstrome setzen sich also zusammen aus den Verzweigungsstromen des Gesamt-
stromes I, wie Gl (20) und (21), und einem Ausgleichsstrom, der auch flieBt, wenn vom Netz
kein Strom entnommen wird. Dieser Ausgleichsstrom kann wegen der im allgemeinen kleinen
inneren Widerstinde der Generatoren schon bei geringen Spannungsunterschieden grole Werte
erreichen; durch geringe Anderungen der elektromotorischen Krifte von parallel geschalteten
Generatoren kann man daher die Last beliebig verteilen. Die Klemmenspannung der Genera-
toren is Uso=U, d=E1—'IlR1’
U b=E1R2+E2Rl_ By Ry .
=T R+B, BB
Hieraus geht hervor, daB man die Parallelschaltung der beiden Generatoren ersetzen kann
durch einen einzigen Generator mit dem inneren Widerstand

und I,=1

R,R
Ri=__l 2

B+E, (25)

und der EMK

E,R,+E,R

g b BBy
BtE, (26)
Zahlenbeispiel:

E,=120V, E,=122V, I=100A, R,=R,=0,050.
Der Ausgleichsstrom wird
E,—E, 2V

B+R, 0182
und die Verzweigungsstréme sind

=-—20A,

R, R,

I =]-—"—=_—=50A.
RitER, B+R
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Die Generatoren liefern also die Strome I, =30 A und I,="70 A. Die beiden Generatoren wirken
fir das Netz so wie ein einziger Generator mit der EMK
Eiz?’i—;j‘f=121V,

und dem inneren Widerstand
R;=0,025 Q.

3. Dreileitersystem, Abb.9. Wenn in dem Dreileiternetz die Stromentnahmen der
beiden Netzhalften I, =100 A, I,=10 A sind, und wenn die elektromotorischen Kréfte der

beiden Generatoren je 120 V betragen, so gilt fiir die beiden 2030 g
in Abb. 9 eingezeichneten Umliufe nach dem zweiten Kirch- |, .
Coe 14
120V=—0,062-90A+0,032-10A+U,.
Daraus ergeben sich die Spannungen am Leitungsende
nungserhohung auf.
4.Die Wheatstonesche Briicke, Abb. 10. Es sollen die Strome in den einzelnen Zweigen

hoffschen Satz
U,=111,6V; U,=1251V. Cp}o Z
berechnet werden, wenn die elektromotorische Kraft £ und die fiinf Briickenwiderstinde ge-

120V=0,03 2. 100A+0,06L2 - 90A+U,,
In der schwicher belasteten Netzhilfte tritt also eine Span- Abb. 9. Dreileitersystem.

geben sind.
Der erste Kirchhoffsche Satz liefert fiir die Knotenpunkte a, ¢ und d die drei Gleichungen
L+I,=1, £
13+15:I 1» i
I+1,=1I,.
Der zweite Kirchhoffsche Satz ergibt, angewandt auf die Maschen
acd, cbd und acbZ, 7
O=I,B,+I1;R—1,R,,
O=I;R,—I,R,—I;R;, a Y

E=I,R,+1,R,.
Es sind dies sechs voneinander unabhingige Gleichungen fiir die
sechs unbekannten Stréme. Wiirde man noch andere Knotenpunkte
und Maschen hinzunehmen, so wiirden sich Gleichungen ergeben, die L
sich aus diesen sechs ableiten lassen. Durch Auflésen der sechs Abb. 10. Wheatstonesche
Gleichungen erhilt man zur Berechnung von I, Briicke.

R,R,+Ry(R,+Ry)+R, R

L[Re R R R B By § BB

Die Stréome I,, I, und I, ergeben sich daraus durch sinngemifBes Vertauschen der Indizes.
Z. B. gilt fiir I, - Ry Ry--Ry(Ry+R,)+R, B,

RS  ¥5 wi s e w ol )

Es wird also I, =1, fir R, R,= R, R;, wie es nach der bekannten Gleichgewichtsbedingung der

Briicke sein muBl. Der Strom im Galvanometerzweig der Briicke, I;, ergibt sich als Differenz
von I, und I;. Er wird daher

Iy=

@7

B R, R,— R, R,
(By+By)[Ry Ryt By (Ry+ By) 1+ By By (B, +-RBy)
Diese Formel kann zur Berechnung der Einstellempfindlichkeit einer MeBbriicke benutzt werden.

(29)

Im Gleichgewicht ist . R,R, '
4
Bei kleinen Abweichungen kann man daher setzen
R
R="28(1-). (30)
4

Fihrt man dies in Gl. (29) ein, so folgt

R,R, )
By+Ry By(By+Ry+Ry)+ Ry Ry
wenn man im Nenner ¢ als eine gegen 1 kleine Grofie vernachlissigt. Zeigt das Instrument

im Nullzweig nur Stromstérken oberhalb einer gewissen Grenze I, an, so ergibt sich fiir die
Einstellung der Briickenwiderstinde eine gewisse Unsicherheit (Unempfindlichkeit der

Iy=E (31)
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Briicke), deren relatives MaB nach Gl. (31)

_I R, | Bs R
o= F Bt B 1+ F o+ +F) (32)
ist. Haben die vier Briickenwiderstinde unter sich und mit dem Galvanometerwiderstand R,
den gleichen Wert R, dann ist I
— fad |
0=8R 7 ‘ (33)
Es sei z. B. R=1000 2, I,=10-? A und £=8V. Dann wird
0=10-6.

Eine andere Anwendung kann die Formel (31) noch finden firr die Temperaturfernmessung,
bei der einer der vier Briickenwiderstiinde, z. B. R,, den Temperaturindikator bildet (Wider-
standsthermometer). Die Anderung des Briickengleichgewichts entsteht in diesem Fall durch
die Temperaturabhingigkeit dieses Widerstandes, und man hat zu setzen

0= —ad,
wenn « den Temperaturkoeffizienten des Widerstandes R,,® die Ubertemperatur gegen den
Ausgangszustand bezeichnen. Solange ¢ klein gegen 1 ist, wichst der Strom im Anzeigeinstrument
daher proportional der Ubertemperatur, so dal die Skala dieses Instruments leicht in Temperatur-
graden geeicht werden kann.

Die Kirchhoffschen Sitze enthalten noch eine interessante Aussage iiber die im
Netz umgesetzte Leistung. Wir betrachten eine Masche, die keine elektromotorischen
Krifte besitzt, und versehen die Zweige mit Pfeilen so, daf sie iiberall mit der will-
kiirlich gewéhlten Umlaufrichtung iibereinstimmen. Dann ist nach dem zweiten
Kirchhoffschen Satz SI,R,—0, (34)

wobei die einzelnen Glieder des Ausdruckes links alle positiv sind. Die in Warme um-
gesetzte Leistung ist ' N=ZXIR (35)

Wir denken uns nun alle Stréme um den gleichen Betrag ¢ vergréBert oder ver-
kleinert. Eine solche Vergroferung verstoBt nicht gegen das erste Kirchhoffsche
Gesetz, da infolge unserer Festsetzung iiber die Pfeile an jedem Knoten ¢ hinzugefiigt
und wieder abgenommen wird. Bei dieser neuen Stromverteilung wiirde die Leistung

N'=2(I,+i)2R,=§IZRv+2iZI,R,+i22R,
betragen, oder mit Riicksicht auf Gl. (34) und (35)
N’=N+52§R,.

N’ ist also immer gréBer als V; d. h. es stellt sich in Wirklichkeit eine solche Strom-
verteilung ein, daB die in Wirme umgewandelte Energie ein Minimum
wird.

4. Hilfsregeln fiir die Berechnung von Stromverzweigungen.

Das Superpositionsgesetz.

Der Widerstand metallischer Leiter kann in vielen Fillen als unabhingig von der
Stromstérke angesehen werden. Dann sind die aus der Anwendung der Kirchhoffschen
Satze auf die Knoten und Maschen des Netzes hervorgehenden Gleichungen in den
elektromotorischen Kréften und in den Strémen linear. Sind nun in einem solchen
Netz mehrere elektromotorische Krifte wirksam und berechnet man die zu jeder
einzelnen gehorende Stromverteilung, so ergibt sich die wirkliche Stromverteilung
durch Ubereinanderlagern der Teilbilder. Mathematisch liBt sich dies so beweisen,
daB man die Kirchhoffschen Gleichungen fiir die Teilstrome anschreibt und die
Ausdriicke addiert. Es zeigt sich dann, daB auch die Summenstréme die Kirch-
hoffschen Sitze befriedigen. Daher gilt das Superpositionsgesetz (Helmholtz,
1853):
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Die Strome in den Zweigen eines linearen Netzes mit beliebig
vielen elektromotorischen Kréften sind gleich der Summe der Teil-
stréome, die durch die einzelnen elektromotorischen Krafte hervor-
gerufen werden.

Bei der Anwendung dieses Gesetzes hat man also jeweils sdmtliche elektromoto-
rischen Kriifte bis auf eine gleich Null zu setzen. Am Netz darf dabei natiirlich nichts
geindert werden; insbesondere darf bei Stromquellen mit endlichem inneren Wider-
stand das Nullsetzen der EMK nicht so herbeigefiihrt werden, dal man die Strom-
quelle kurzschlieft.

Der praktische Vorteil des Superpositionsgesetzes, das gegeniiber den Kirchhoff-
schen Sitzen natiirlich physikalisch nichts Neues aussagt, liegt darin, dafl man auf
diese Weise hiufig das Anschreiben der Kirchhoffschen Gleichungen ersparen kann
und das Resultat durch eine einfache Addition erhilt.

Beispiel: Als Anwendung werde der Fall der parallel arbeitenden Generatoren, Abb. 8,

betrachtet; die suBere Belastung sei durch einen Widerstand R dargestellt.
Setzt man zunichst E,=0, so kann man sofort aus der Abbildung ablesen:

II — ) El =E R2+R X
T p i BB T R EAR(RAR)
. "TRy+R
Ebenso ergibt sich fiir £, =0:
R
=—Fy .
! % Ry R,+R(R;+Ry)
Damit erhilt man
11=Ii+I;-I_ EI(R2+R)_E2R

_ Ry Ryt R(R+Ry)"
Der Strom im andern Generator ergibt sich durch Vertauschen der Indizes 1 und 2:
[ EoBt-R)—E,R
¥ Ry By R(By+Ry)’
und es wird der Gesamtstrom
E B, +-Ey By
By Ry+R(Ry+Ry)’
der wieder dargestellt werden kann als Strom aus einer Spannungsquelle mit dem inneren Wider-

I=I+I,=

stand . Ry R,
= RERy
und der EMK
g BBt By By
: By+R,

Der Satz von der Ersatzstromquelle.

Dieser fiir die Theorie der linearen Netze sehr niitzliche Satz (Helmholtz, 1853)
ergibt sich auf folgende Weise. Es werde ein beliebiger Widerstandszweig eines
linearen Netzes betrachtet, das irgendwelche elektromotorischen Krifte enthilt.
Der Widerstand des Zweiges sei R,, die Stromstérke in diesem Zweig I,,. Denkt man
sich nun die Kirchhoffschen Gleichungen fiir das Netz angeschrieben, so erkennt man,
daB die Gro8e R, nur in der Verbindung I, R, vorkommt. Die Stromstiirke I, kann
dagegen wegen des ersten Kirchhoffschen Satzes noch in Verbindung mit anderen
Widerstéinden des Netzes auftreten. Da aber ferner die Beziehungen zwischen den
Stromstérken und elektromotorischen Kriften auf Grund der Kirchhoffschen Sitze
lineare Beziehungen sein miissen, so ergibt sich nach Auflésen der Gleichungen fiir
I, eine Beziehung von der Form

¢yl By+0,1,=((E,,R,), (36)
wobei ¢, und ¢, Konstante sind, die sich in bestimmter Weise aus den Widerstinden
des Netzes zusammensetzen, aber R, nicht enthalten, und f eine Funktion der



16 Der stationire elektrische Strom.

Widerstéinde R, (ohne R,) und elektromotorischen Krifte E, des Netzes darstellt.
Dividiert man auf beiden Seiten mit ¢;, so ersieht man, daf ¢,/c, die Dimension eines
Widerstandes haben muB}, der Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung dagegen
die Dimension einer Spannung. Dieser Ausdruck wird Null, wenn sémtliche elektro-
motorischen Krifte E, Null werden, da dann auch 7, =0 sein mufl; man kann ihn
daher als eine elektromotorische Kraft E, auffassen, die die Wirkung sdmtlicher
elektromotorischen Krifte in bezug auf das Zustandekommen des Stromes I, ent-

hilt. Setzt man ferner ¢

_=Ri9
C
so lautet die Gl. (36) '
Die Spannung an dem Widerstand R, ist
B,
Uy=I,B,=E; 55 (38)

Auf Grund dieser Beziehungen kann man den Strom in einem beliebigen Wider-
standszweig eines Netzes folgendermalien berechnen:

1. Man denke sich den betreffenden Widerstand aus dem Netz herausgeschnitten.
Zwischen den beiden Schnittpunkten tritt dann eine Spannung auf, die nach Gl. (38)
gleich der EMK E; ist.

2. Man denke sich den betreffenden Widerstandszweig durch einen widerstands-
losen Leiter kurzgeschlossen. Dann ergibt sich in dem Leiter ein Strom von der Grof3e

E /R, Aus der KurzschluBstromstirke 1aBt sich daher R; ermitteln.

P 7, Die Gl. (37) sagt aus, dafl der wirkliche Strom I, so berechnet
' werden kann, wie wenn der Widerstand R, aus einem Generator
y2 4, mit der EMK E; und dem inneren Widerstand R, gespeist wird.

Man kann also das iibrige Netz durch einen einzigen Generator mit
bestimmtem inneren Widerstand und bestimmter EMK ersetzen; die
EMK ergibt sich aus der Leerlaufspannung, der innere Widerstand
Abb. 11. Ersatz- aus dem KurzschluBstrom. Da iiber das Netz selbst bei der Ab-
stromquelle mit . . . N
Verbraucher, ~ leitung keine weiteren Voraussetzungen gemacht wurden, so gilt
das Ergebnis auch fiir zwei beliebige Punkte eines Netzes:

SchlieBt man an zwei beliebige Punkte ¢ und b eines linearen
Netzes, das eine beliebige Anzahl von elektromotorischen Kriften
enthilt, einen Widerstand an, so 148t sich zur Berechnung des
Stromes in diesem Widerstand das ganze Netz ersetzen durch einen
Generator mit einer EMK E; und einem inneren Widerstand R, (Abb. 11).

Man findet die EMK E; durch Berechnung der Spannung U,, zwischen den
beiden Punkten @ und b fiir den Fall, daB kein duBerer Widerstand an diese Punkte
angeschlossen ist. Den Widerstand R; kann man aus dem KurzschluBstrom 7,
zwischen den beiden Punkten ¢ und b berechnen:

E;
R,= 7.
Eine andere Methode zur Bestimmung von R; besteht darin, daBl man alle elektro-
motorischen Krifte des Netzes Null setzt und den Ersatzwiderstand zwischen den
Punkten @ und b berechnet, ein Verfahren, dessen Richtigkeit ohne weiteres aus der
Betrachtung der Abb. 11 hervorgeht.

Um auszudriicken, daB es sich hier nicht um einen wirklichen Generator handelt,
bezeichnet man den Ersatzgenerator mit der EMK E, und dem inneren Widerstand
R; auch als Zweipolquelle. Unter einem Zweipol versteht man allgemein ein
beliebiges Netz mit zwei Klemmen.

(39)

Anwendungen: 1. Das oben gefundene Ergebnis fiir die parallel arbeitenden Generatoren
laBt sich mit Hilfe des Satzes von der Ersatzstromquelle sofort angeben. Der innere Widerstand
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der Ersatzstromquelle entsteht durch die Parallelschaltung der beiden Generatorwiderstinde;
die EMK E, ist gleich der Spannung zwischen den beiden Punkten @ und b (Abb. 8) fiir den Fall
des Leerlaufes, also E,—E

2

b= Rt

2. Um den Strom im Nullzweig einer Wheatstoneschen Briicke (Abb. 10) zu berechnen,
verfahrt man auf Grund des Satzes von der Ersatzstromquelle folgendermafen. Man nimmt
zunichst den Nullzweig R; weg. Dann lassen sich sogleich die Strome in den beiden parallelen
Zweigen angeben. Die Spannung zwischen ¢ und d ist gleich der Differenz
der Spannungsabfille an den Widerstinden R, und R,, also

B E B E B R2R3—R1R4_.
CURHRTT Byt Ryt Byt Ry) (Rt Ry)
Der innere Widerstand der Ersatzstromquelle ¢d ergibt sich fiir £ =0. Es
fallen dann die Punkte ¢ und b zusammen; der Widerstand R, liegt pa-
rallel zu R;, R, liegt parallel zu R,, wie es Abb. 12 zeigt. Daher ist der
Widerstand zwischen ¢ und d

R,.

= £y By By By . Abb. 12. Innerer Wider-
By+R; " R,+R, stand der MeBbriicke.
Auf diese Weise erhdlt man sofort das Ergebnis
B, E (R, R;—E, R,)

I

_R5+R1—R5(‘R1+R3)(R2+R4)+R1R3(R2+R4)+R2R4(R1+R3) ’
das identisch mit Gl. (29) ist.

Auf Grund des Satzes von der Zweipolquelle 148t sich auch die ¥rage beant-
worten, welche maximale Leistung einem beliebigen Netz entnommen werden kann.
Legt man an zwei beliebige Punkte eines Netzes einen Widerstand R,, so nimmt
er eine Leistung auf von der GroBe

EXR,
Na=LiBa=p gy
Diese Leistung hat ihren Maximalwert
B}
Na= 4R,’

wenn R, =R, ist.

Beispiel: Als Anwendung werde wieder die Wheatstonesche Briicke (Abb. 10) betrachtet.
Hat die Stromquelle mit der EMK F einen inneren Widerstand von der Grée R, so ergibt sich
die folgende Bedingung fiir die maximale Leistungsaufnahme der Briicke, wenn man noch be-
riicksichtigt, daB fiir das Gleichgewicht der Diagonalzweig stromlos ist:

R (Brt+By) (By+By)
By+By+Ry+R,
Fiithrt man hier die Gleichgewichtsbedingung
_ BBy

R, R,

ein, so folgt PR Ry+R,
*By+Ry’
Soll auch das Anzeigeinstrument so bemessen werden, daB es bei einer Verstimmung der
Briicke die maximale Leistung aufnimmt, so muB sein Widerstand E; gleich dem inneren Wider-
stand der Briicke zwischen den Punkten ¢ und d gemacht werden. Denkt man sich zur Bestim-
mung dieses inneren Briickenwiderstandes an die Punkte ¢ und d eine Stromquelle gelegt und
macht man F=0, so erkennt man, daB in dem Widerstand R der urspriinglichen Strom-
quelle kein Strom flieBen kann, wenn die Briicke abgeglichen ist. Es liegen also die Wider-
stinde E,+ B, und R, R, einander parallel, d. h. die Bedingung fiir die maximale Leistungs-
aufnahme des Anzeigeinstruments lautet .
5 (BitB) (R Ry)
S Ry+RytRy+R,’
oder unter Einfithrung der Gleichgewichtsbedingung
R;+R,
Ry+R,
Kiipfmiiller, Elektrotechnik. 2

(40)

By=R, (41)
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Die beiden Gl. (40) und (41) geben die allgemeinen Regeln fiir die giinstigste Bemessung einer
MeBbriicke.

Wenn der Widerstand R, des Verbraucherzweiges gleich dem inneren Wider-
stand der Ersatzstromquelle ist, so spricht man von Anpassung. Ist ein Verbraucher
seiner Ersatzstromquelle angepafit, so nimmt er die maximale Leistung auf. Freilich
wird dabei eine gleich grofle Leistung im Inneren der Ersatzstromquelle in Wérme
umgesetzt; der elektrische Wirkungsgrad einer solchen Anordnung ist nur 50%.
Dies ist der Hauptgrund, weswegen die Anpassung in der Starkstromtechnik keine
Verwendung findet; ein anderer damit zusammenhéngender Grund ist der, daf bei
Anpassung auch der innere Spannungsabfall 50% betrigt, so daBl bei Anderungen
der Belastung starke Spannungsschwankungen auftreten wiirden. In der Schwach-
stromtechnik und MeBtechnik dagegen wird von dem Prinzip der Anpassung haufig
Gebrauch gemacht.

Die Netzumwandlung.

Die Methode der Netzumwandlung beruht darauf, dal man gewisse Bestandteile
von linearen Netzen ersetzen kann durch andere Anordnungen von Widerstéinden,
die zu einer Vereinfachung des Netzes fithren, ohne daf
sich an der Strom- und Spannungsverteilung in den
iibrigen Abschnitten des Netzes etwas #ndert. Das ein-
fachste Beispiel einer Netzumwandlung bildet der Er-
satz von zwei parallel geschalteten Widerstdnden durch
einen einzigen Widerstand. Eine allgemeine Umwand-
lungsmoglichkeit besteht nun fiir sternférmige Anord-
nungen von Widerstdnden. Jeder Knoten eines Netzes
hingt tiber eine Anzahl von Strahlen mit dem iibrigen

Abb. 13. n-strahliger Wider- Netz zusammen. Einen derartigen Widerstandsstern mit
standsstern. n Strahlen, Abb. 13, kann man immer durch ein voll-
standiges n-Eck, Abb. 14, ersetzen, ohne das iibrige Netz dadurch zu beeinflussen.

Das vollstindige n-Eck besteht aus simtlichen Zweigen, die. man von jedem
Eckpunkt zu den andern ziehen kann; es hat in(n—1) Seiten. Diese Seitenwider-
stinde konnen eindeutig aus den n Sternwiderstinden be-
stimmt werden. Wir bezeichnen die Sternwiderstinde wie
in Abb. 13 mit

Ryg, Rogy. .- Ryg. .. Ry

Sind die Potentiale der n-Eckpunkte gegeben durch
P1s Pase e - Qoo - Pas
50 ist damit der Strémungszustand innerhalb des Sternes

vollstindig bestimmt; insbesondere ergeben sich dann die
Abb. 14. Vollstindiges n-Eck. Strome
L, 1,,...1,...1,,

die in die Sternschenkel eintreten, nach dem Ohmschen Gesetz zu

I": ‘Pv"‘l’o, (42)
Rvo
wenn mit ¢, das Potential des Knotenpunktes 0 bezeichnet wird. Dieses i3t sich

mit Hilfe des ersten Kirchhoffschen Satzes berechnen. Es muf3

r=n
2I,=0
r=1
sein, oder mit Benutzung der Beziehung (42)
n

P - (43)
1 1
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Hier werde eine Abkiirzung eingefiihrt. Die rechts stehende Summe stellt nimlich
den Leitwert zwischen den zusammengefaften Knoten 1 bis n und dem Knotenpunkt 0
dar. Dieser Leitwert werde Sternleitwert genannt. Das Reziproke davon bildet

der Sternwiderstand R, und es ist
n

R |
RO ‘R’VO.
1

(44)

Dann wird aus Gl. (43)

9o=R, 2. - (45)

Wird dieser Ausdruck in Gl. (42) eingesetzt, so ergibt sich fiir einen beliebigen Stern-
schenkelstrom, wenn in der Summe der Ubersichtlichkeit wegen fiir ¥ das Zeichen u
gesetzt wird:

w=n
[ =% _ B o
=R, &, R

o=

Unter der Summe ist auch der Wert ¢, enthalten; man kann daher schreiben

— 1 R, B, o Pu
I —¢7(R70_R§0> —Rvo R,;o ) (46)
1

Der Strich am Summenzeichen soll anmerken, daB die Summierung sich nur auf
diejenigen u bezieht, die von » verschieden sind.

Wenn nun das allgemeine n-Eck gleichwertig dem Stern sein soll, dann miissen
die von den Eckpunkten aus in das n-Eck eintretenden Stréme bei gleichen Eck-
punktspotentialen gleich den Sternschenkelstromen sein. Hieraus ergibt sich die
gesuchte Umwandlungsbedingung zur Berechnung der Widerstinde

Ry, Biy.. . Bys.. . R,,... usw.
des n-Ecks.

Die dem n-Eck in irgendeinem Eckpunkt zuflieBenden Stréme setzen sich aus den
Teilstromen in den einzelnen Seitenwiderstinden des n-Ecks zusammen. Es ist z. B.
I, =P"%P | P1—%s , | ‘Pl Pn

- 1= 5 + 7y + e+ By,
oder allgemein w=n,
I = Pr—Pu
¥ R, .
=1
wobei der Strich am Summenzeichen wieder die gleiche Bedeutung haben soll, wie
oben. Die letzte Gleichung liBt sich auch schreiben

I =@ Z R'vy *— (48)

1

Der Vergleich der beiden Bemehungen (46) und (48) zeigt, daf die Strome I, identisch
werden, wenn ”

(47)

Y1 _ 1 R
21/ Rv‘u —Rvo REO ’ (49)
1 R,
und =0
'Rv 122 ‘R’VOR[I.O (50)
Aus der letzten dieser beiden Bedingungen folgt .
R, R
R, = =xoote, (51)

0

Setzt man diese Beziehung in die Gl. (49) ein, so wird diese zur Identitat. Die Gl. (51)
A
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stellt also die einzige Umwandlungsbedingung dar; sie liefert die folgende Regel zur
Berechnung der Widerstinde des n-Ecks:

Ein n-strahliger Stern 148t sich durch ein vollstindiges n-Eck
ersetzen, dessen Seitenwiderstinde R,, sich siamtlich als Produkt
der beiden anliegenden Sternschenkelwiderstdnde R,, und R,, mit
dem Sternleitwert 1/R, ergeben.

Von Interesse ist die Frage, ob das Verfahren auch umgekehrt werden kann, ob
sich also ein beliebiges n-Eck durch einen Stern ersetzen 148t. Dies ist im allgemeinen
nicht moglich, da die Umwandlungsformel im ganzen §n(n — 1) Gleichungen fiir die
n unbekannten R,, liefert, die Unbekannten also iiberbestimmt sind. Nur fiir den
Fall, daB die Zahl der Unbekannten mit derjenigen der Bedingungsgleichungen iiber-

einstimmt, dafl also n=3%n(n—1)

ist, wird die Umwandlung in beiden Richtungen méglich. Diese Gleichung liefert,
abgesehen von der Losung n =0, den Wert n=3. Das Dreieck kann also grund-
sitzlich in den Stern umgewandelt werden (Kennelly, 1899). Das Umwandlungs-
gesetz erhialt man aus den drei Gleichungen, die aus (51) hervorgehen:

Ry Ry Ry R By R
R12= l;ao 20 ; R13: 1_0}3030 ; .R23= 2.(;2030 .
Durch Addition ergibt sich der ,,Umfangswiderstand® des Dreiecks:
R
R12+R13+R23= R10R20+R1-0RR30+R20 30’
. 0
und durch Multiplikation o Ry B3y By
12 £v23 ™ R2
Dividiert man die Ausdriicke auf beiden Seiten der zwei letzten Gleichungen, so
erhilt man BR..R
=y, (52
Eb “b . h Rl2+Rl3+R23
enso ergibt sic B.. R..
z— s— =Ry (53)
Rigt Rzt B
Bys Ry .
und R12+R13+R23 —R30' (54)

Es gilt also der Satz:

Ein Widerstandsdreieck 1laB8t sich durch einen dreistrahligen
Stern ersetzen, dessen Schenkelwiderstinde simtlich gleich dem
Produkt der benachbarten
Seitenwiderstande sind, di- Y
vidiert durch den Umfangs-
widerstand des Dreiecks.

Anwendungsbeispiele; 1. Mit Hilfe
des allgemeinen Umwandlungssatzeskann
man grundsétzlich den Widerstand zwi-
schen zwei beliebigen Punkten eines

Netzes, das keine elektromotorischen
Krifte enthilt, berechnen, z. B. zwischen ¢

4

Z %d
a

Abb. 15. Allgemeines Netz. Abb. 16. Umwandlung des Netzes Abb. 15.

7

den beiden Punkten ¢ und b der Abb. 15. Man ersetzt zu diesem Zweck der Reihe nach die
Sterne durch Vielecke und faBt die entstehenden Parallelschaltungen zusammen. Der Gang die-
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ses Verfahrens ist durch Abb. 16 veranschaulicht. Durch Ersatz des Knotens 2 entsteht das
Bild a, das gleichwertig Bild b ist. Ersetzt man in Bild b den Knoten I, so erhilt man
Bild ¢, das durch Bild d und schlieSlich durch Bild ¢ ersetzt werden kann.

2. Kommen in dem Netz einfache Dreiecke vor, dann ist es zuweilen zweckmifBig, diese
Dreiecke durch Sterne zu ersetzen. Ein Beispiel bildet die Wheat- F
stonesche Briicke. Es sei in Aufgabe 4, S.13 (Abb. 10) der
Strom I, zu berechnen. Zur Losung verwandeln wir das Drei-
eck ¢cdb in den gleichwertigen Stern. Es ergibt sich Abb. 17; fir

{1
W

die Ersatzwiderstinde gilt 7
B3Ry .
¢ Ry+Ry+R5’ a
BBy
" By+ R+ Ry’
_ BB, 4
8~ I p L p° Abb. 17. Umwandlung der
BB, + B, : g
Damit folgt sofort ‘Wheatstoneschen Briicke.
R,+R R,(R;+Ry+R;)--R, Ry
=] 2177 od I,=I . 55
=l trerm TRy, " D B R B R By T (R ROR, O

Durch die gleiche Umwandlung gelangt man auch sehr rasch
zur Berechnung des Ersatzwiderstandes zwischen den Punk-
ten ¢ und b der Briicke.

3. Als weiteres Beispiel werde 7 x & £, W
die Thomson-Doppelbriicke zum
Messen kleiner Widerstinde be-
trachtet. Das Schema der Wider- y)
stinde ist durch Abb. 18 darge- %
stellt. Mit X ist der zu messende

Abb. 18. Thomson-Briicke. Widerstand bezeichnet, mit N Abb'{%}?[)n?slgxaﬁ(ililcﬁg der
der Widerstand des Vergleichs-

drahtes. R, und R, sowie R; und R, sind feste Normalwiderstinde; R, stellt den Galvano-
meterwiderstand dar. SchlieBlich werde noch der Widerstand zwischen den beiden Anschlu8-
punkten ¢ und d mit Ry bezeichnet. Gesucht sei der Strom I, im Galvanometer.

Man verwandle das Dreieck c¢de in den gleichwertigen Stern; dann ergibt sich Abb. 19,
und es gilt

= =

_ BBy
© Byt R+-B;’

R,R,
= 2 ; 6
= Ryt R R, (56)
. BBy
S Ryt Ryt Ry

Die Doppelbriicke ist dadurch auf die Wheatstonesche Briicke zuriickgefiihrt,
und es konnen die dort abgeleiteten Formeln ohne weiteres angewendet werden. Die Gleich-
gewichtsbedingung lautet

R, X+R, .
, RNE, o0
Gewdhnlich macht man R R
31
BB (58)
Dann wird nach den Gl (56) auch R R
-6 __ 1
B, Ry’
Setzt man dies in Gl. (57) ein, so folgt R
=N1
=Ny (59)

Fir den Fall, da8 das Briickengleichgewicht noch nicht hergestellt ist, kann man den Strom I,
z. B. auf folgende Weise berechnen. Fiir die Strome I, und I, gilt nach dem vorigen Beispiel

I By (By+By+4-Ry+- Ry +N)+ Ry (Ry+ By) . (60)
(By+By+X)(Ry+ By+ By + By+N)+ (Ry+R,+N) (Ry+Rg) ’
(Bs+X)(Ry+Ry+ R, + R+ N) (R, +N) (Ry+Ry)
(Byi+B+X) (Ry+ By+ Bo+-Rg+N)+(Ry+ B, +N)(By+Ry)

I=

I=I

(61)
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Damit wird die Spannung am Nullzweig
Ry (Ro+Rs)(Bg+X)— R, (B, +N)(Bo+ Ry)

=7 s,
Vo=l ot Byt X) (Bt Bt Byt Bot BBt Byt ) (B £ p) (62)
und es ergibt sich
L U, Ry( Byt X)— Ry( R+ - 63)
O Ry+Ry (R4 Re+X)(Ry+ Ryt Ry+ Ry N)4-(Ry+ Ry N) (By+Ry)

Praktisch sind meist die Widerstinde X, N und R; sehr klein gegen die iibrigen. Dann ver-
einfacht sich die eben gefundene Gleichung zu der Naherungsformel
R, X—R, N
Iy=I—— 2 L , 64
L BBt Byt B+ Bl Bt By (64)
in der noch die Gl. (56) und (58) beriicksichtigt sind. Fiir kleine Abweichungen von der Gleich-
gewichtsbedingung,

N=%X(1—6), (65)
. 1
wird
X0
I,=I . (66)
Ry (BotBe) (143

IIL. Der elektrische Strom in riumlich ausgedehnten Leitern.

5. Grundbegriffe des riumlichen Stromungsfeldes.

In einem langgestreckten zylindrischen Leiter aus gleichformigem Material breitet
sich ein konstanter Strom um so genauer gleichmifig iiber den ganzen Querschnitt
aus, je groBer die Leiterlinge im Vergleich zu den Abmessungen des Querschnittes
ist. Denkt man sich den Querschnitt in kleine, unter sich gleiche Flichenelemente
zerlegt, so flieBt durch jedes dieser Flichenelemente in der Zeiteinheit die gleiche
Elektrizititsmenge. Die Stromstirke je Flicheneinheit ist iiberall im Querschnitt
konstant; sie ist fiir beliebige Flichenelemente des Querschnitts gleich dem Gesamt-
strom dividiert durch die Fliche des Leiterquerschnittes. Eine solche gleichméGige
Stromverteilung bildete die Voraussetzung der Betrachtungen des Abschnittes II.
In der Elektrotechnik kommen nun auch Fille

T
| einer komplizierteren raumlichen Verteilung des
A elektrischen Stromes vor. Beispiele dafiir bilden

) ~~
Sy ) die Erdungen, bei denen sich der Strom nach

oder Ubergangswiderstinde an Kontakten. Der-
artige Félle rdumlicher elektrischer Stromungen
L I ; sind der Gegenstand dieses Abschnittes. Auch die

C

#7 )]\‘Ai?) allen Richtungen hin im Erdboden ausbreitet,
||
L
|

rdumliche Stromung wird durch die Gesetze von
Ohm und Kirchhoff beherrscht. Wahrend aber

a . - .

Abb. 20, Experimentelle Bosti 4 . diese Gesetze in linearen Netzen ohne weiteres auf
. . xXperimentelie Bestimmun; . .

Potentialvertolung. © o die Strome und Spannungen angewendet werden

konnen, bedarf es im rédumlichen Stromungsfeld

der Einfithrung von einigen neuen GréBen, die aus Strom und Spannung abgeleitet
sind und eine Kennzeichnung und Veranschaulichung des Stromungsfeldes vermit-
teln. Um zu diesen GroBen zu gelangen, gehen wir von dem folgenden Versuch aus.
Auf einer groflen Tafel aus Eisenblech, die isoliert aufgestellt ist, sind zwei
Klemmen ¢ und d angebracht, Abb. 20; sie werden mit einer Gleichstromquelle ver-
‘bunden. Es flieBt dann Strom durch die Blechtafel von der einen Klemme zur andern;
in der Tafel ergibt sich ein rdumliches Stromungsfeld, das genauer untersucht werden
soll. Zu diesem Zweck werden die Klemmen eines empfindlichen Spannungsmessers
V mit zwei Metallspitzen (Sonden) @ und b verbunden. Setzt man diese Spitzen auf
zwei beliebige Punkte der Blechtafel, so zeigt der Spannungsmesser die Spannung
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zwischen diesen Punkten an. Die groBte Spannung ergibt sich beim Aufsetzen auf
die Elektroden ¢ und d; beispielsweise zeige das Instrument dabei einen Ausschlag
von 100 Teilstrichen, den wir der Einfachheit halber mit 100 V bezeichnen. Indem
wir nun die Sonde a auf ¢ setzen, suchen wir mit der Sonde b alle Punkte der Blech-
tafel auf, deren Spannung 50 V gegen die Elektrode ¢ betréigt, die also die Spannung
zwischen den Elektroden gerade halbieren. Der Versuch ergibt, daB diese Punkte,
wie es aus Symmetriegriinden zu erwarten war, auf der Mittelsenkrechten zur Strecke
cd liegen. Setzt man die Sonde ¢ irgendwo auf diese Mittellinie und die Sonde b auf
d, so ergibt sich der gleiche Ausschlag von 50 V. Wir kénnen ferner in gleicher Weise
die Punkte aufsuchen, deren Spannung gegen ¢ einen beliebigen anderen Wert hat.
Fiir eine Spannung von 70 V erhélt man z. B. die in Abb. 20 angedeutete Kurve,
die die Elektrode d umgibt; andererseits zeigt sich, daf} beliebige Punkte dieser
Kurve gegen die Elektrode d eine Spannung von 30 V haben. Man kann so syste-
matisch die Spannungsverteilung in der ganzen Tafel untersuchen, indem man die
Linien gleicher Spannung gegen die eine Elektrode aufzeichnet. Es ergibt sich eine
Anordnung von Kurven, wie sie durch Abb. 21 veranschaulicht ist. Wir nennen diese
Kurven die Linien gleichen Potentials oder die Niveaulinien. Setzt man die
beiden Sonden auf ein und dieselbe Niveaulinie, so ergibt sich kein Ausschlag des
Spannungsmessers V. Entsprechende Punkte gleichen Potentials kann man sich
auch im Innern des Eisenbleches aufgesucht
denken. Sie bilden etwa zylindrische Flichen,
deren Spuren an der Blechoberfldche die ge-
zeichneten Niveaulinien sind. Diese Flichen
nennen wir die Niveauflichen. Niveau-
flaichen sind Flichen gleichen Poten-
tials. Zwischen zwei beliebigen Punkten ein
und derselben Niveaufliche besteht daher
keine Spannung.

Jede Niveaufliche kennzeichnen wir durch
den Wert des ihr entsprechenden Potentials,  Abb.21. Niveaulinien des Stromungsfeldes.
also durch die Spannung gegen einen will-
kiirlichen Bezugspunkt. Das Vorzeichen wird gemaf} der Festsetzung iiber die Strom-
richtung so gewihlt, daB der Strom vom hoheren Potential zum niedrigeren flieft.
In Abb. 21 befindet sich also rechts der positive, links der negative Pol der Strom-
quelle, der Strom flieft von d nach ¢. Wiirde man die Anschliisse der Stromquelle
vertauschen, die Stromrichtung also umkehren, so wiirde sich zwar die gleiche Ver-
teilung des Potentials ergeben; die angeschriebenen Zahlen miifiten dann jedoch
mit negativen Vorzeichen versehen werden.

Der Bezugspunkt des Potentials ist ganz willkiirlich, da es fiir die Wirkungen
nur auf die Potentialunterschiede, also die Spannungen, ankommt. Bei Wahl eines
andern Bezugspunktes erhthen oder erniedrigen sich simtliche Potentiale um einen
bestimmten aber im ganzen Feld konstanten Betrag. Wahlt man z. B. einen Punkt
der Mittellinie als Bezugspunkt, so wird das Potential dieser Mittellinie Null. Alle
Potentialwerte der Abb. 21 erniedrigen sich um den gleichen Betrag von 50 V, so
daB die Elektrode ¢ das Potential — 50 V erhilt, die Elektrode d das Potential 50 V.
Fiir die Spannungen zwischen beliebigen Punkten ist eine solche Anderung belanglos.
Es gelten also die beiden Sitze:

Das Potential eines Punktes ist gleich der Spannung zwischen
diesem Punkt und einem Bezugspunkt. Die Spannung zwischen zwei
beliebigen Punkten ist gleich der Differenz der Potentiale dieser
Punkte.

Ein Feld, in dem diese Eigenschaften vorliegen, nennt man ein Potentialfeld.
Ist ¢, das Potential eines Punktes a, ¢, das Potential eines Punktes b, dann ist die
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Spannung zwischen den beiden Punkten
Uso=90a— - (67)

Aus der Festsetzung iiber die Stromrichtung folgt, daBl der Strom von o nach b
fliefit, wenn U,, positiv ist und umgekehrt.

Sind die Niveauflichen eines Stromungsfeldes im Raum gegeben, so ist damit
zugleich auch die Stromrichtung an jeder Stelle des Raumes bestimmt. Da lings
der Niveauflichen kein Potentialgefille vorhanden ist, so mufl die Stromrichtung
iiberall senkrecht auf den Niveauflichen stehen. Wir veranschaulichen die Strom-
richtung durch die Stromlinien, die den Weg der Elektrizitit angeben sollen. Diese
Stromlinien miissen die Niveauflichen iiberall senkrecht durchstoBen. In dem be-
trachteten Beispiel eines Stromungsfeldes ha-
ben daher die Stromlinien etwa die in Abb. 22
dargestellte Form.

Grenzt man auf einer Niveaufliche ein
kleines Flichenelement dF ab, so findet man,
daB durch dieses Flichenelement ein bestimm-
ter Teil dI des Gesamtstromes hindurchtritt.
Wir nennen das Verhiltnis

dI
G=7F
im Grenzfalle eines unendlich kleinen Flichen-
elementes die Stromdichte. Die Stromdichte gibt daher an, wie groBl die Strom-
stirke bezogen auf die Flicheneinheit an irgendeiner Stelle des Raumes ist. Man
kann die Stromdichte durch die Dichte der Stromlinien veranschaulichen, indem man
willkiirlich festsetzt, daB3 die Zahl der Stromlinien, die durch ein Flichenelement dF
einer Niveaufldche hindurchgehen, proportional der Stromstérke in diesem Flichen-
element sein soll. Man koénnte z. B. 1 A=10% Stromlinien setzen. Dann wire die
Einheit der Stromdichte ] A 108 Stromlinien

cm? cm?

(68)

Abb. 22. Stromlinien des Stromungsfeldes.

Entfernen sich die Linien voneinander, so wird in gleichem Mafe die Stromdichte
kleiner. Von dieser Moglichkeit der Darstellung einer Flu3dichte durch eine Linien-
dichte wird besonders beim magnetischen Feld Gebrauch gemacht.

In einem langgestreckten zylindrischen Leiter breitet sich der Strom gleichméBig
iiber den ganzen Querschnitt ¢ des Leiters aus. Jeder Querschnitt des Leiters stellt
eine Niveaufliche dar; die Stromrichtung steht senkrecht auf dem Leiterquerschnitt.
Ist daher I die Stromstérke, so betriigt die Stromdichte an jeder beliebigen Stelle

innerhalb des Leiters o I
:E-.

Ein derartiges Stromungsfeld wird als ein homogenes Feld bezeichnet. Im all-
gemeinen Fall einer raumlichen Strémung hat dagegen die Stromdichte an ver-
schiedenen Punkten des Raumes verschiedene Werte.

Die Stromdichte kann als ein Vektor aufgefaBt werden, dessen Richtung die
Stromrichtung in dem betreffenden Punkt des Raumes angibt; diese Darstellung
der Stromdichte durch einen Vektor ist aus folgendem Grund vorteilhaft. Es werde
das Biindel der Stromlinien betrachtet, die ein kleines Flichenelement dF einer
Niveaufliche durchstoBen, Abb. 23. Da die Fliche dF sehr klein sein soll, so kann
der Strom innerhalb dieses Biindels als homogen angesehen werden. Die Stromlinien
stehen senkrecht auf dF. Dreht man daher die Fliche dF um einen beliebigen Winkel ¢
aus ihrer Lage heraus, so wird der durch das Flichenelement flieBende Strom kleiner,
und zwar entsprechend der Projektion dF cos « der Fliche dF auf ihre Ausgangslage.

Es wird also nun dI—=@cosqdF. (69)
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Wenn man andererseits die Stromdichte als einen Vektor auffa3t, dessen Richtung
mit der Stromrichtung zusammenfillt, so stellt G cos « den Betrag der zur neuen
Lage von dF senkrechten Komponente dieses Vektors dar. Damit N
ergibt sich das folgende allgemeine Verfahren zur Berechnung des |||}
Stromes, der durch eine beliebige Flache im Strémungsfeld flieBt.

Man teile die Fliche in Flichenelemente d F ein. Innerhalb eines 1
jeden dieser Flichenelemente hat die Stromdichte eine bestimmte Vrr
GroBe; wir schreiben ihr ferner die Richtung des Stromes an der be- A ar
treffenden Stelle zu, stellen sie also durch einen Vektor & im Raum '
dar, Abb. 24. Zerlegt man nun den Vektor ¢ in eine zu dem betrach-
teten Flachenelement dF senkrechte Komponente &, (Normalkompo- ADbb. 23, Stromung
nente) und eine Komponente @, parallel zum Flichenelement (Tan- element,.
gentialkomponente), so ist der durch dF hindurchfliefende Strom
nach dem vorhin Gesagten gleich dem Betrag von &, mal der GréBe des Flichen-

elementes dF: dI=GeosadF=|6,|dF . (70)
Der Gesamtstrom ergibt sich als Summe dieser einzelnen Beitrige; es ist
I=[|8,|dF, (71)
wobei das Integral iiber die betreffende Fliche zu erstrecken fo ®
(]

ist. Bei der Bildung der Summe mufl man das Vorzeichen
fiir die Stromdichte willkiirlich festlegen (4 Pfeil in Abb. 24).
Dann ist |, als positiv einzusetzen, wenn diese Komponente
die positive Richtung zur Fliche hat (wie in Abb. 24), als
negativ bei entgegengesetzter Richtung.

Soll gekennzeichnet werden, daf3 eine Grofle ein Vektor ist,
also einen Betrag und eine Richtung besitzt, so beniitzen wir
den entsprechenden gotischen Buchstaben. Der Betrag wird AbP-2j: Vekfordarstellung
durch den gleichen Buchstaben mit zwei senkrechten Strichen
oder durch den lateinischen Buchstaben dargestellt. In der Vektorrechnung betrachtet
man auch Flichenelemente als Vektoren; der Betrag ist gleich der Fliche, die Rich-
tung wird durch eine Senkrechte zur Fliche gekennzeichnet, also z. B. durch den
-+ Pfeil in Abb. 24. Das Flichenelement dF wird als Vektor durch das Symbol d$§
dargestellt. Das Produkt aus dem Betrag eines Vektors mit der in die Richtung dieses
Vektors fallenden Komponente eines anderen Vektors bezeichnet man als inneres
Produkt der beiden Vektoren oder als skalares Produkt; dieses Produkt ist
eine skalare Grofle, also eine GroBe, die durch das Produkt eines Zahlenwertes mit
einer Einheit vollstindig bestimmt ist, wie z. B. das Potential. Der Strom durch
die Fliche dF ist daher das innere Produkt von Stromdichte und Flachenelement.
Man kennzeichnet das innere Produkt, indem man die beiden Vektorsymbole neben-
einander schreibt. In der Vektorschreibweise lautet also die Gl. (70)

dI=@dyF. (72)

Das innere Produkt wird positiv, wenn die beiden Vektoren einen spitzen Winkel
bilden, negativ bei stumpfem Winkel. Die GI. (71) lautet in dieser Schreibweise

I=[®dF. (73)

Die Stromstédrke ist gleich dem Flachenintegral der Stromdichte.
Die Stromlinien geben iiberall die Richtung der Stromdichte an; die Stromdichte
steht also senkrecht auf den Niveaufldchen. Sie zeigt von einer Fliche hoheren Poten-
tials zu einer Fliche mit niedrigerem Potential. Wir fithren nun noch eine zweite GroBe
ein, die die gleiche Richtung hat, ndmlich das Potentialgefille oder die elek-
trische Feldstiarke. Darunter verstehen wir die Abnahme des Potentials lings
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eines kurzen Stiickes einer Stromlinie, bezogen auf die Lingeneinheit. Die elek-
trische Feldstiarke ist also ein Vektor, der senkrecht auf einer Niveaufliche steht
und in die Richtung abnehmenden Potentials zeigt; dieser Vektor der elektrischen
Feldstéirke werde mit € bezeichnet. Um fiir einen beliebigen Punkt eines Potential-
feldes die elektrische Feldstirke zu bestimmen, denke man sich durch den betrach-
teten Punkt die Niveaufliche gelegt, Abb. 25, und errichte die Senkrechte auf dieser

Niveaufliche. Man schreite dann lings dieser Senkrechten um ein

g in kleines Stiick dn fort und bestimme die Anderung dp des Potentials
auf diesem Weg. Dann ist der Betrag der elektrischen Feldstérke

o
oiil o &= (74)

AbD. 25. Berech- Die Richtung von € ist die der gr6Bten Abnahme des Potentials ¢
nung der elektri- .
schen Feldstirke, 1M Raum.

In der Vektorrechnung beniitzt man fiir die eben ausgefiihrte
Operation der Ableitung des Vektors € aus der skalaren GréBSe ¢ ein besonderes
Symbol. Man bezeichnet als Gradient einer skalaren Funktion ¢ des Raumes
einen Vektor, der genau so gebildet wird wie die elektrische Feldstirke, nur mit dem
entgegengesetzten Vorzeichen. Diesen Vektor schreibt man grad ¢. Es gilt daher

E=—grade. (75)

Zeichnet man das Niveaulinienbild so, daB3 benachbarten Niveaulinien immer die
gleiche Potentialdifferenz entspricht, so liegen die Niveaulinien um so dichter neben-
einander, je groBer die elektrische Feldstéarke ist. In dem Fall der Abb. 21 ist daher
die elektrische Feldstirke am grofiten auf der Strecke ¢d zwischen den beiden Elek-
troden; sie wichst auf dieser Strecke von der Mitte aus nach den beiden Elektroden
hin an. Auch die elektrische Feldstéirke ist wie die Stromdichte im allgemeinen Fall
eine Funktion des Raumes; die Gesamtheit ihrer Werte bildet ein Vektorfeld.

Die Spannung zwischen zwei beliebigen Punkten ¢ und b im Potentialfeld ergibt
sich als Differenz der Potentiale dieser Punkte. Auf Grund der Definition der
elektrischen Feldstidrke lassen sich die Potentialdifferen-
zen allgemein auch durch die Feldstirke ausdriicken. In
Abb. 26 seien a und b die beiden Punkte, fiir die die Poten-
tialdifferenz aufgesucht werden soll. Man zeichne einen
beliebigen Weg, der die beiden Punkte verbindet, und
betrachte einen kleinen Abschnitt ds dieses Weges. Die
Potentiale der Endpunkte des Wegelementes ds seien ¢ und
¢ —dg. Die elektrische Feldstidrke steht senkrecht zu den
2 Niveauflachen; sie bilde einen Winkel « mit dem Weg-

ADD. 26. Zur Berechmung der €lement ds. Der Abstand dn der beiden Niveauflichen ist
Spannung aus der Feldstirke. Jgher

dn=cosads,
llnd naCh Gl. (74) gllt d(p=l@|dﬂ”—“l@‘cosads. (76)

Zerlegt man andererseits den Vektor der elektrischen Feldstéirke in die Komponenten

in Richtung des Wegelementes ds und senkrecht dazu, so ist der Betrag der erst-

genannten Komponente |&,|=|6|cosa (77)
s|= .

Es gilt daher fiir den Potentialunterschied der Endpunkte des Wegelementes auch
dp=|G,|ds. (78)

Die ganze Potentialdifferenz zwischen den Punkten a und b ergibt sich durch Sum-
mieren dieser einzelnen Beitrige iiber den ganzen Weg:

b
Up=J16,|ds=p,—,. (79)
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|&,] ist positiv einzusetzen, wenn €, in die Integrationsrichtung fillt, negativ bei
entgegengesetzter Richtung. Es gilt daher

b a
[16,1ds=—[|&,|ds. (80)
a b

Man nennt das nach Gl (79) gebildete Integral das Linienintegral der elektrischen
Feldstirke. In einem Potentialfeld der betrachteten Art ist das Linien-
integral der elektrischen Feldstirke unabhéngig vom Weg gleich der
Differenz der Potentiale zwischen Anfangs- und Endpunkt des Inte-
grationsweges. Das Voltmeter ¥V der Abb. 20 miit das Linienintegral der elek-
trischen Feldstirke auf Wegen, die die beiden Sonden etwa auf der Blechtafel mit-
einander verbinden.

Mit den Symbolen der Vektorrechnung kann man auch das Wegelement ds als
einen Vektor d3 auffassen, dessen Richtung durch eine willkiirlich als positiv ange-
gebene Wegrichtung, z. B. die Richtung des + Pfeiles in Abb. 26, bestimmt ist. Die
Spannung zwischen Anfangs- und Endpunkt des Wegelementes ist dann das innere
Produkt der beiden Vektoren € und d3

dp=Ed3. (81)
Fiir die Spannung zwischen einem Ausgangspunkt und einem auf der positiven Weg-
richtung zu erreichenden Endpunkt eines beliebigen Weges gilt daher

b
U= [ Cds=p,— g, (82)
a

Fiihrt man hier die Darstellung der Feldstéirke durch den Gradienten ein, Gl. (75),
so folgt noch

b
Jdsgradg=g,— g, (83)
a

6. Die Grundgesetze des stationiiren elektrischen Stromes.

Die Stromverteilung wird bei rdumlicher Ausbreitung durch die gleichen Gesetze
beherrscht wie in linearen Netzen. Wahrend dort jedoch die Bahnen des Stromes durch
die Form der Leiter vorgeschrieben sind, stellen sich hier ganz bestimmte Strombahnen
ein, die zunichst unbekannt sind. Man kann sich aber jeden rdumlich ausgedehnten
Leiter durch ein réumliches Gitterwerk aus sehr diinnen und kurzen leitenden
Stabchen ersetzt denken mit im Grenzfall unendlich feiner Unterteilung des Gitters;
dadurch entsteht aus dem rdumlichen Stromungsfeld ein lineares Netz. Da die
Stromverteilung in einem solchen Netz durch die Gesetze von Ohm und Kirchhoff
bestimmt ist, so sind diese Gesetze auch fiir die Berechnung

riumlicher Stromungen mafBgebend; sie werden zunichst in -dp
eine fir diesen Zweck brauchbare Form gebracht. 7
Das Ohmsche Gesetz in der Elementarform. il ar
Man denke sich in einer beliebigen Strémung ein kleines o

Prisma so abgegrenzt, dafl die Grundflichen auf sehr nahe be-

nachbarten Niveauflichen liegen, wihrend die Seitenflichen

durch Stromlinien gebildet werden, also senkrecht auf den Grund- 3bb. 27. Anwendung des
flaichen stehen, Abb. 27. Der Abstand der betrachteten Niveau- Stromungsfeld.
flichen sei an der betreffenden Stelle des Raumes dn, der Po-

tentialunterschied sei de. Aus den Seitenflichen tritt infolge der gemachten Vor-
aussetzung kein Strom aus. Wenn die Grundflichen des Prismas dF klein genug ge-
wihlt werden, dann ist ferner der elektrische Strom gleichm#Big iiber die Grund-

flichen verteilt. Innerhalb des Prismas verlduft daher der elektrische Strom so wie
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in einem langgestreckten zylindrischen Leiter; es gilt fiir den Widerstand zwischen

den beiden Grundflichen dn

wenn % die Leitfahigkeit des Stoffes bezeichnet, in dem das Prisma abgegrenzt wurde.
Ist dI der durch die Grundfliche hindurchtretende Strom, so lautet das Ohmsche

Gesetz fiir das Prisma dn
dp=Rdl= mdl ;
hieraus folgt dp 1 dI
dn~ % dF’
oder, unter Einfiihrung der elektrischen Feldstirke € und der Stromdichte & nach
Gl. (74) und (68), &=xG. (85)

Diese Gleichung enthilt zugleich die Aussage, daBl die Vektoren € und @ gleiche
Richtung haben. Beniitzt man den spezifischen Widerstand ¢ an Stelle der Leitfahig-
keit, so lautet das Ohmsche Gesetz in der Elementarform

€=06. (86)

Hat z. B. die elektrische Feldstirke an irgendeiner Stelle zwischen zwei Elektroden im
Erdboden den Betrag |€| =1 V/em und ist die Leitfaihigkeit des Erdbodens »=10-% S/cm, so
betrigt die Stromdichte an dieser Stelle

v A
|&j=10-1> Y _joe 2
cm cm cm

Die Feldstarke ist in metallischen Leitern meist sehr klein. Wird eine Kupferschiene mit
einer Stromdichte von 2 A/mm? belastet, so ergibt sich im Innern der Schiene bei einer
Leitfahigkeit des Kupfers von »x =25,7-105 S/ecm eine Feldstidrke von

2 A cm v
7-10smmz § o0 107G
In einem langgestreckten Leiter ist die Feldstdrke gleich dem Spannungsabfall fiir die Lingen-
einheit des Leiters.

Die Richtungen von & und € stimmen nur in isotropen Leitern iiberein, also solchen, bei
denen die Leitfahigkeit fiir alle Stromrichtungen den gleichen Wert hat. Bei gewissen Kristallen
ist diese Bedingung nicht erfiillt, & und € koénnen dann verschiedene Richtungen haben.

Nach GI. (85) ist die Stromdichte proportional der Feldstirke. Da die Feldstirke
um so groBer ist, je dichter die Niveauflichen gleichen Potentialunterschiedes
liegen, so kann man die Stromdichte dadurch veranschaulichen, daf man auch die
Stromlinien um so dichter anordnet, je kleiner der Abstand zwischen den Niveau-
flichen ist. Man kann in der zeichnerischen Darstellung des Feldes in Abb. 22 z.B. den
Abstand der Stromlinien iiberall gleich dem Abstand der Niveaulinien machen. Auf
diese Weise 146t sich zu dem experimentell bestimmten Bild der Niveaulinien leicht
das Bild der Stromlinien hinzufiigen.

|€|=

Der erste Kirchhoffsche Satz im Stromungsfeld.

Der erste Kirchhoffsche Satz sagt aus, da sich der stationiire elektrische Strom
bei Verzweigungen wie eine nicht zusammendriickbare Fliissigkeit verhilt, so daB der
gesamte von einem Knoten wegflieBende Strom Null sein muB. Diesen Satz kann
man auch folgendermaflen ausdriicken. Man lege um den Knotenpunkt eine in sich
geschlossene Fliche, die den Knotenpunkt umgibt (Hiillfliche), z. B. eine Kugel-
fliche mit dem Mittelpunkt im Knoten, Abb. 28. Die von dem Knotenpunkt aus-
gehenden Leiter durchstofen dann diese Fliche, und nach dem ersten Kirchhoff-
schen Satz muf die Summe aller aus der Fliche austretenden Stréme Null sein. Man
kann eine solche Hiillfliche auch an beliebigen andern Stellen des Netzes anbringen ;
auch wenn sie keinen Knoten enthélt, z. B. in Abb. 29, hat der ausgesprochene Satz,
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wie ohne weiteres einzusehen, Giiltigkeit. Da man nun eine rdumliche Strémung
als Grenzfall der Stromung in einem linearen Netz auffassen kann, so gilt der Satz
in der gleichen Form auch fiir das beliebige Strémungsfeld. Er lautet also:

Grenzt man in einem Stréomungsfeld eine beliebige in sich ge-
schlossene Fliache (Hiillflache) ab, so ist der aus der Fldache aus-
tretende Gesamtstrom Null

Dieser Satz 148t sich mathematisch folgendermafBien formulieren. Man zerlege
die betrachtete Hiillfliche in hinreichend kleine Flichenelemente dF, Abb. 30. In

Abb. 28. Hiillfldche eines Abb. 29. Hiillfliche ohne Abb. 30. Berechnung des durch
Knotenpunktes. Knotenpunkt. eine Fliche flieBenden Stromes.

jedem dieser Flidchenelemente kann der Vektor der Stromdichte ¢ als konstant an-
gesehen werden. Der aus dem Flichenelement austretende Strom ist daher nach

Gl. (70) dI=|®,|dF.

Um den Gesamtstrom zu erhalten, der aus der Fliche austritt, hat man die Summe
dieser Produkte iiber die ganze Hiillfliiche zu bilden:

I=¢]®n|dF,

wobei der Kreis am Integralzeichen andeuten soll, daB es sich um eine Hiillfliiche
handelt. Der erste Kirchhoffsche Satz fordert, daB

$|®,|dF=0. (87)

Die GroBen |@,| zihlen als positiv, wenn der Vektor @, nach auBen zeigt, als negativ
bei umgekehrter Richtung.
Mit den Symbolen der Vektorrechnung lautet die Gl. (87)

$GdF=0, (88)

wobei der Vektor d iiberall senkrecht nach auBen zeigt. Man nennt ein Vektorfeld,
in-dem diese Gleichung gilt, quellenfrei, da sie anzeigt, daB die Strémung nirgends
entspringt oder endigt.

Der zweite Kirchhoffsche Satz im Strémungsfeld.

Sieht man von im Strémungsfeld verteilten elektromotorischen Kriften ab, so
ist der zweite Kirchhoffsche Satz bei der Definition der Grundbegriffe des Strémungs-
feldes bereits dadurch beriicksichtigt worden, da die Spannungen als Differenzen
von Potentialen definiert wurden. Die Summe der Spannungen auf einem beliebigen
in sich geschlossenen Weg ist unter dieser Voraussetzung Null.

Bildet man das Linienintegral der elektrischen Feldstirke zwischen zwei be-
liebigen Punkten @ und b des Stromungsfeldes auf dem Wege 1, Abb. 31, so ergibt
sich die Differenz der Potentiale zwischen den beiden Punkten ¢ und b. Das Linien-
integral von Punkt b nach a iiber einen andern Weg 2 hat die gleiche GroSe, aber
das entgegengesetzte Vorzeichen. Addiert man die beiden Integrale, so erhilt man das
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Linienintegral der elektrischen Feldstirke auf dem geschlossenen Weg a1b2a; es ist
im stationiren Stromungsfeld gleich Null:

Das Linienintegral der elektrischen Feldstdrke ist auf beliebigen
geschlossenen Wegen eines stationdren Stromungsfeldes Null
Dieser Satz lautet in der Schreibweise der Vektorrechnung

/'0(“' fEda=0. (89

' 10 . Hier zeigte der Kreis am Integralzeichen an, daB die Inte-
"". gration auf einem geschlossenen Weg erfolgt.
Man nennt ein Vektorfeld, in dem diese Bedingung erfiillt
ist, wirbelfrei. In Gebieten, in denen sich keine elektro-
Abb. 81. Linienintegralder pmotorischen Krifte befinden, stellt also die stationire elek-
einem geschlossenen Weg. trische Strémung ein wirbel- und quellenfreies Feld dar. In
diesen Gebieten treten keine in sich geschlossenen Stromlinien
auf, diese miissen vielmehr die ,,Stromquellen” durchlaufen. Auf einem Integra-
tionsweg, der Stromquellen enthilt, ist das Linienintegral der elektrischen Feld-
stirke gleich der Summe der elektromotorischen Krifte, wie es der zweite Kirch-
hoffsche Satz verlangt.

Es ist auch der Fall moglich, daB elektromotorische Krifte stetig im Raum verteilt
sind, z. B. wenn in dem Leiter elektrochemische oder elektrothermische Wirkungen (Thermo-
effekt) auftreten. Man kann die elektromotorischen Kréfte dann durch eine ,,eingeprigte
Feldstarke* (elektromotorische Kraft fiir die Lingeneinheit) darstellen, indem man die elektro-

motorischen Krifte durch das Linienintegral der eingeprigten Feldstirke definiert. Der zweite
Kirchhoffsche Satz lautet dann

56(@—(55,)015:0 , ‘ (90)

wenn die eingeprigte Feldstirke, die an jeder Stelle des Raumes eine bestimmte GroB8e und
Richtung hat, mit €, bezeichnet wird.

Das Joulesche Gesetz im Stromungsfeld.

In einem linearen Leiter vom Widerstand R, der vom Strom I durchflossen wird,
ist die in der Zeiteinheit entwickelte Wiarme gegeben durch

N=I%R. (91)

Dieses Gesetz kann ohne weiteres auf das bei der Umformung des Ohmschen Gesetzes
betrachtete Prisma, Abb. 27, angewendet werden. Es ist

dn
dI:I@[dF, und R:m,
also die in dem Volumenelement umgesetzte Leistung
dN= |G [2dFdn.
x®

Da dFdn das Volumen des Prismas darstellt, definieren wir die in der Volumen-
einheit in Wirme umgesetzte Leistung durch

4N
1" dFdn*
Es ergibt sich 1
Ny=—|6P=|6]|.|€]=x|€]. (92)

Betrigt z. B. die Stromdichte an der Oberfliche einer in den Erdboden eingegrabenen

A
Erdungsplatte |&|= 10> 5> und ist die Leitfahigkeit des Erdbodens »=10-* S/cm, so wird

om? v
10+ g0 A W
Ny=10% - - 107 =1_5.
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Nun ist 1 Ws=10,239 cal oder 1 W=0,239 cal/s. Also wird die in der Zeit- und Volumeneinheit
entwickelte Wirme cal
N,=0,239 -0,

cm?®s
Hat der Erdboden etwa die Warmekapazitit des Wassers, so wird er sich in jeder Sekunde um
0,239° erwirmen, wenn keine Wirme abgefiihrt wird.

7. Beispiele von Stromungsfeldern.

~

Material, z. B. Kupfer, sei in einen Stoff mit méBiger Leitfihigkeit » eingebettet,
Stromquelle zuriickgefithrt wird. In der naheren Umgebung der Kugelelektrode
verteilt sich gleichmi8ig auf konzentrische Kugelflachen. \ \\\\\
Im Abstand r vom Kugelmittelpunkt hat daher die Strom- N \\\
NG NN
6= (93 S \0
Umgebung einer XKugelelek-

Null ist, muB die Stromdichte den durch GI. (93) gegebenen Wert besitzen.
richtung zeigt er nach dem Kugelmittelpunkt. Die Niveauflichen sind konzen-
licher Spannungsabfall entsteht. Alle Punkte der Kugel und insbesondere ihrer Ober-
stimmt. Es gilt 1 I

(€= 216]= g o4
irgendeinem Punkt P des Raumes mit dem Abstand  vom Mittelpunkt der Kugel:

To

Die Spannung zwischen der Metallkugel und dem belie-
schaulicht. Der Grenzwert I B I 2

Als einfachstes Beispiel fiir die Berechnung eines Strémungsfeldes werde zunéchst
z. B. Erde. Der Kugel werde durch einen isolierten Draht Strom zugefiihrt, der in
werden die Stromlinien aus Symmetriegriinden radial von der Kugeloberfliche aus-

\\‘;\{3
Diese Beziehung kann auch als der Ausdruck des ersten NN\
Kirchhoffschen Satzes betrachtet werden. Eine Kugelfliche Q\\
den Strom I in das Innere dieser Kugel einfithrt. Damit trode,

Der Vektor der Stromdichte ¢ zeigt vom Mittelpunkt der Kugel weg, wenn der
trische Kugelflaichen. Auch die Oberfliche der Metallkugel ist eine Niveaufliche,
fliche haben daher gleiches Potential.

dmxnr?”
Die Richtung ist die gleiche wie die der Stromdichte. Aus der elektrischen Feldstéirke
r
bigen Punkt P nihert sich also mit wachsendem Abstand
U, I g Iy iy oy

der folgende Fall betrachtet. Eine Kugel vom Radius 7, aus einem sehr gut leitenden
sehr groBer Entfernung durch eine zweite Elektrode wieder abgenommen und zur
gehen, Abb. 32. Der gesamte der Kugel zugefiihrte Strom [
dichte den Betrag I 7 &\\Q&\
mit dem Radius 7 wird von dem Leiter durchstoBen, der Abb.32. Strémungsfeld in der
die Summe aller aus der Kugelfliche austretenden Stréme
Kugelelektrode durch die Leitung Strom zugefithrt wird, bei umgekehrter Strom-
da infolge der vorausgesetzten groBlen Leitfihigkeit innerhalb der Kugel kein merk-
Nach dem Ohmschen Gesetz ist durch die Stromdichte auch die Feldstiarke be-
ergibt sich auf Grund der Gl. (82) die Spannung zwischen der Kugeloberfliche und
r
I |[dr I /1 1
UOP—fl@ldf=mfﬁ=m<ﬁ—T)~ (95)
7o
dieses Punktes einem Grenzwert, wie es Abb. 33 veran-
(96)

Abb, 33. Spannung in der Um-

T daxr, 3
gebung einer Kugelelektrode.

wird mit einem Fehler von 1% erreicht, wenn der Ab-
stand r des Punktes P 100 mal so groB wie der Kugelradius ist; man bezeichnet
ihn als den Spannungsabfall am Ubergangswiderstand zwischen der Metallkugel
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und dem leitenden Stoff. Der Ubergangswiderstand ist daher

1
B= dmxry’ (97)
er liegt praktisch innerhalb einer Kugel vom Radius 100 r,. Die Formel (97) kann
beniitzt werden zur Berechnung des Ubergangswiderstandes zwischen einem kugel-
férmigen Erder und dem Erdboden. Es ist bemerkenswert, daB der Ubergangs-
widerstand nicht umgekehrt proportional mit der Oberfliche der Metallkugel, sondern
langsamer abnimmt.

Zahlenbeigpiel: Fiir verschiedene Radien r, eines Kugelerders ergeben sich nach GI. (97)
die folgenden Ubergangswiderstinde im Erdboden mit der Leitfahigkeit 10~ S/cm

o= 5 10 50 100 cm
R =160 80 16 8 0.

Teilt man den Raum in der Umgebung der Kugelelektrode durch eine diinne,
isolierende, ebene Schicht, die durch den Mittelpunkt geht, Abb. 34, so kann man
jedem der beiden so entstehenden Halbriume den Strom¥: I entnehmen, ohne dafi

sich an dem Stromungsbild etwas dndert. Man kann auch
\\\\\ noch die Metallkugel durch den gleichen Schnitt teilen und
\ jeder Halfte den Strom Y21 zufiihren. Es ergibt sich dann
\ \\ ] 4 2 g

= ‘% Radius 7, eingegraben ist, der der Strom % [ zugefiihrt
\\\\\\\\ wird. Das Potential ist tiberall das gleiche wie friiher;
\ \ auch der Spannungsabfall am Ubergangswiderstand ist
\ der gleiche geblieben. Der Ubergangswiderstand ist also

der Fall, daB an der Erdoberfliche eine Halbkugel vom
doppelt so groB: 1
(98)

Abb. 34. Halbkugelelektrode. =
2mxr,
Diese Formel kann in manchen Fillen zur Abschitzung des Ubergangswiderstandes
eines Erders verwendet werden, wenn man diesen angendhert durch eine solche
Halbkugel ersetzen kann. Zwischen dem Erder und irgendwelchen Punkten der Erd-
oberfliche im Abstand r vom Mittelpunkt ergibt sich eine Spannung, die durch
Gl. (95) dargestellt ist. Fithrt man dort den gesamten Spannungsabfall U, des

Erders ein, so folgt
Uoszo( —%) (99)

Diese Funktion hat den in Abb. 33 gezeigten Verlauf. Man bezeichnet die dadurch
gegebene Spannungsverteilung auch als den Spannungstrichter des Erders.
Seine Kenntnis ist von Bedeutung im Hinblick auf die Gefihrdung von Lebewesen,
die in die Nihe des Erders gelangen.

Zahlenbeispiel: LaBt sich die Erdung eines Leitungsmastes durch eine Halbkugel vom
Radius 1 m ersetzen, so ist der Ubergangswiderstand nach GL (98) 16 Q fiir eine Bodenleit-
fahigkeit von 10-¢ S/cm. Bei Beriihrung eines Leiters der Freileitung mit dem Mast ergebe
sich” ein Erdstrom von 100 A. Dann ist die Ubergangsspannung 1600 V. Die Spannung
zwischen zwei beliebigen Punkten, die um den Abstand der Schrittlinge des Menschen von-
einander entfernt sind, nennt man die Schrittspannung. Fiir eine Schrittlinge von 80 cm
betragt sie im ungiinstigsten Falle nach Gl. (99)

100
AU=U, <1_ o

Die Spannung zwischen der Vollkugel und irgendeinem Punkt des Raumes,

GlL. (95), 148t sich als Differenz der Potentiale der Kugeloberfliche, g,, und des be-

trachteten Punktes, ¢, darstellen; es gilt

Uop=go—¢.
Hieraus folgt fiir das Potential des beliebigen Punktes im Abstand » vom Mittelpunkt
der Kugel

>=700V.

I
P~ Lanr +o,
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wobei ¢ eine willkiirliche Konstante bezeichnet ; deren Bedeutung geht daraus hervor,
daB fiir sehr grofle Werte von r das Potential gleich ¢ wird. Die Konstante ¢ bezeichnet
also das Potential weit entfernter Punkte. Bezieht man alle Potentiale auf einen
solchen weit entfernten Punkt, so wird
o= (100)
Ein weiteres Beispiel dieser Potentialverteilung bil-
det das durch Abb. 35 dargestellte Leitersystem, bei
dem der Hohlraum zwischen zwei konzentrischen Kugel-
elektroden mit einem Stoff geringer Leitfihigkeit » aus- )
gefiillt ist. Bezeichnet man willkiirlich das Potential der A‘;‘;;ﬁ;”{sEﬁ;gmﬁlﬁgeﬁgiﬁ‘ggeﬁ?“'
sulleren Elektrode mit ¢;, so ist das der inneren ¢, 4+ U,,
wenn der Strom I von der inneren nach der dufleren Elektrode flieit und die Span-
nung zwischen den beiden Elektroden U, betragen soll. Daher gelten die beiden

Gleichungen I 7
' ‘;’1:‘47”“-2 und U0+(‘v1=4nxrl ’
aus denen hervorgeht, daf3 oy s W (101)
O dmuryry

Der Ubergangswiderstand zwischen den beiden Elektroden ist hiernach gleich dem
Widerstand eines zylindrischen Leiters aus dem gleichen Material mit der Leitfahig-
keit %, der Lénge d=r,—r; und dem Querschnitt F=4mr,r,, der gleich der Ober-

fliiche einer Kugel mit dem Radius ry=17r,r, ist.

Die Spannungsverteilung in der Umgebung einer Kugel ist bei gegebenem Gesamt-
strom unabhingig von der Grofle der Kugelelektrode. Man wiirde das gleiche Potential
auch bei einer Kugel von unendlich kleinem Radius erhalten. In bezug auf den auBer-
halb der Elektrode liegenden Raum 148t sich also die Elektrode ersetzen durch eine
Kugel von unendlich kleinem Radius, durch die der Strom I austritt. Eine solche
unendlich kleine Elektrode nennt man Punktquelle. Das Potential in der Um-
gebung einer Punktquelle ist durch GI. (100) gegeben. Fliet der Strom in umge-
kehrter Richtung, wird er also durch die Elektrode dem Raum entnommen, so gilt
entsprechend I

(102)

P= " tanr-
Bei Anwesenheit mehrerer Punktquellen iiberlagern sich die Einzelpotentiale

(Superpositionsgesetz), da nach den Grundgesetzen des Stromungsfeldes zwi-
schen den Stromen und Spannungen lineare Beziehungen bestehen. Sind z. B. in

den leitenden Raum zwei Punktquellen @, und @,, Abb. 36, im »
Abstand [ eingebettet, von denen die eine den Strom I zufiihrt,
die andere den Strom I entnimmt, so gilt fiir das Potential in ) 5
einem beliebigen Punkt P p 7,
I /1 1
P Ty ) (103 4
Abb. 36. Zur Berechnung
Die Niveauflichen sind durch die Bedingung dos Fobentials oweler
quellen.
p=konst

bestimmt. In Abb. 37 sind einige Niveaulinien dargestellt. Man kann sie auf folgende
Weise aufzeichnen. Es werde gesetzt

1 1 k
TTR=T (104)
Dann folgt
& n=———. (105)
1+k

Kiipfmiiller, Elektrotechnik. 3
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Erteilt man nun & Werte einer arithmetischen Reihe, z. B. k=0, 1, 2, 3 usw., so
ergeben sich auf Grund dieser Gleichung die zu Niveaulinien gleicher Potentialunter-
schiede gehorigen Radien.

Man kann den Zusammenhang zwischen 7, und 7, graphisch darstellen, wie in
Abb. 38. Da r, -7, immer grofler als I, die Differenz der Radien immer kleiner als [
sein muB, so kénnen nur die stark gezeichneten Abschnitte der Kurven verwendet
werden, fiir die > 1—r

und 7 >r,—1

ist. Man schligt nun um die beiden
Quellpunkte mit einem beliebigen
Radius 7, Kreise, entnimmt aus
Abb. 38 die Strecke r, und stellt
die Schnittpunkte P fest. Diese
Schnittpunkte sind Punkte der zu
dem betreffenden Wert von & ge-
horigen Niveaulinie.

Die Stréomungslinien schneiden die
Niveaulinien tiiberall senkrecht, sie
gehen von @, nach @, iiber. Halbiert
man wieder den ganzen Raum durch

Abb. 37. Niveaulinienbild zweier Punktquellen entgegen- eine isolierende Ebene, die durch die
gosetuton Vorzeichens. Verbindungslinie der beiden Punkt-

quellen geht, so ergibt sich das Stromungsfeld fiir zwei Erder an der Erdober-
flache, das etwa die Riickleitung eines Stromkreises bilden kann, dessen Hinleitung
aus einem isolierten Draht besteht (Einfachleitung der Telegraphie). Auf der Ver-

|
1A |
K - 1
N ¢
AN N |
AN v / |
AN 1
AN 1l / | ﬁli
I~ / 4 |
Z |
J /- |
=SS |
5
| N 12 |
7 / |
Abb. 38. Zur Berechnung der Niveaulinien. Abb. 39. Potentialverlauf auf der Verbindungslinie der

beiden Quellen.

bindungslinie der beiden Quellen hat das Potential den in Abb. 39 dargestellten
Verlauf.

Anwendungsbeispiel: Es seien @, und @, die beiden Erder einer Einfachleitung. In irgend-
einem Abstand o sei eine zweite Einfachleitung gleicher Linge mit den Erdungspunkten P,
und P, (Abb. 37) vorhanden. Fliefit in der ersten Leitung ein Strom, dann ergibt sich ein
Stromiibergang in die zweite Leitung; es liegt eine galvanische Kopplung vor. Die in der
zweiten Leitung auftretende Spannung, die nach dem Satz von der Zweipolquelle als eine
zusétzliche EMK E; aufgefaBt werden kann, ergibt sich als Differenz der Potentiale der
beiden Punkte P, und P,. Ist z. B.

fir Punkt Py: r,=a, r,=}a?+12,

fiir Punkt Py: r=}a?+2, r,=a,
so wird

I 1 1
B=y <~ - _—;7> . (106)
ax\a  Ygiil
Bei sehr groBler Leitungsldnge im Vergleich zum Abstand der Leitungen ist angenshert
I
= 2w’ (107
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Zahlenbeispiel: Elektrische Bahn mit 7=500 A; im Abstand ¢=100 m befinde sich eine
Schwachstromleitung; » =10-% S/cm. Es wird nach Gl. (107)

500Acm
Bi= o 104 10iSem 0V
Die Abstinde zwischen Starkstrom- und Schwachstromerdungen miissen daher hinreichend
groB gemacht werden.

Fiihrt man mehreren nebeneinander liegenden Punktquellen Strom in gleicher
Stirke zu, so ergeben sich die Niveauflichen ebenfalls durch Ubereinanderlagern

s
/
7 /
! %
//

— / /

Z v &, 7
/
e
/
/

% /

b
AN < 4
N\ J
X #
| 1
0 Y 2l i p
Abb. 40. Zur Berechnung der Niveaulinien zweier Abb. 41, Niveaulinienbild der beiden Quellen gleichen
Quellen gleichen Vorzeichens. Vorzeichens.

der Einzelbilder. Das Potential in der Umgebung zweier derartiger Punktquellen

im Abstand [ ist I 1 1
7=z 7): (108)
Man findet in ahnlicher Weise wie oben die Niveauflichen, wenn man zunichst die
Kurvenscharen ry
r=—t (109)
k%—l

aufzeichnet fiir Werte von %, die nach einer arithmetischen Reihe fortschreiten, wie
es Abb. 40 zeigt. Auch hier sind nur die stark ausgezogenen Teile der Kurven brauch-
bar, da sich fiir die andern keine Schnittpunkte

der Radien ergeben wiirden. Die Niveaulinien 4

sind in Abb. 41 dargestellt; in groBem Abstand ‘———7,/,

von den Punktquellen geht das Niveaulinien- rl 1y

bild in das einer einzigen Punktquelle mit dop- J/ { &z

pelter Stromstéirke iiber. |

Bringt man eine sehr grofle Anzahl von |
Punktquellen auf einer geraden Linie an, so 2L >}
ergibt sich bei unendlich feiner Verteilung Abb. 42, Linienquelle.
eine Linienquelle. Eine solche Linienquelle,
Abb. 42, kann man sich in kurze Lingenelemente d{ zerlegt denken, die alle
als Punktquellen aufgefaBt werden koénnen; sie filhren dem Feld einen Strom

zu, der gleich 1 g—i ist, wenn mit 2 die Linge der Linie, mit I der gesamte von der
Linie ausgehende Strom bezeichnet wird. In irgendeinem Punkt P mit den Koordi-
naten x und y ergibt die Punktquelle d einen Beitrag zum Potential von der Grofe

dog® 1 gy 9
P=137 Lanr Saxl P+ (@—C)

3*
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wobei { den Abstand des Liangenelementes vom Mittelpunkt der Linie bezeichnet.
Das gesamte Potential der Linienquelle ist daher
1 I oty +(at
o=g— v 8m”ln —Var —. (110)
S Gl +Vy +(w )

Die Niveauflichen sind hier Rotationsellipsoide, die Niveaulinien in der
z, y-Ebene sind konfokale Ellipsen, deren Brennpunkte durch die Endpunkte der
Strecke 21 gebildet werden, Abb. 43. Bezeichnet man némlich die groBle Achse
? einer solchen Ellipse mit 2a, so gilt auf Grund be-

1 /l p kannter Eigenschaften der Kegelschnitte

n=atoo= Yyt @t

rzza——x—(-i-s Vy2+(x—1)2.

Setzt man diese Ausdriicke in Gl. (110) ein, so folgt

| |

| \ I a+l

} | 3 T& E - g=goInit. (111)

l < 2l | | Fiir jeden beliebigen Wert von a ist also das Poten-

< ’a —>] tial eine Konstante. Die Strémungslinien sind Hy-

Abb, 43. Feld- und Niveaulinienbild der ~ perbeln mit den gleichen Brennpunkten, wie in
Linienquelle. ‘Abb. 43 angedeutet.

Wenn die kleine Halbachse der Ellipsen sehr klein gegen die Linge ist, wenn also
a angenéhert gleich [ ist, dann ergeben sich nahezu zylindrische Niveaufldchen, deren
Enden abgerundet sind. Die von einer stabférmigen Elektrode mit dieser Form aus-
gehende Stromung hat daher die gleichen Niveauflichen wie die Linienquelle. Be-
zeichnet man den Durchmesser des Stabes in der Mitte (x=0) mit d, so wird die
Spannung gegen weit entfernte Punkte, U,, gleich dem Potential der betreffenden
Niveaufliche. Fiir =0, y =1d ist nach Gl. ( 110)

I+V Jn
(112)

smz _+'/< )+zz

Beriicksichtigt man, daf der Durchmesser d des Stabes sehr klein gegen seine Linge
21 sein soll, so wird angendhert
In

Uo= dnxl - d "
Die Potentialverteilung in der Umgebung eines senkrecht in die Erdoberfliche ein-
gegrabenen Stabes ergibt sich, wenn man das soeben betrachtete Feld durch die Mittel-

ebene x=0 teilt. Der Ubergangswiderstand ist in diesem Fall
1 41

R:2m\:lln7i_’

wobei I die Lange des Stabes oder Rohres innerhalb der Erde bezeichnet.

Zahlenbeispiele: Ein Robrerder von der Lénge 2m und einem Durchmesser von d =5 cm
hat bei einer Bodenleitfihigkeit von 10~* S/cm einen Ubergangswiderstand

10¢Q 800

Der Ubergangswiderstand eines zylindrischen Rohres vom Durchmesser d ist in Wirklichkeit
etwas kleiner als der berechnete Wert, da der mittlere Durchmesser des Ellipsoides kleiner ist
als d (ndmlich 0,785 d).

Das Potential an der Erdoberfliche ergibt sich aus Gl (110) fiir x=0:

I l—{—]/yz—l-ﬂ
Snxll — )yt iE (115)

I 4!

(113)

(114)

=
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Bezeichnet wieder U, die Spannung des Erders gegen einen weit entfernten Punkt, so ist wegen

Gl (113)
I=47ml——q£—,
lng
d
Oy | VPR
also p=——In"2——.
21n%_l Vyz—}—la——l (116)

Der Spannungstrichter kann danach berechnet werden. Es ergeben sich Kurven, wie sie

in Abb. 44 dargestellt sind. Die Breite des Span- 4, ,

nungstrichters hingt hier von dem Verhaltnis d/I | *

ab. Wenn y groB gegen [ ist, so ergibt sich aus

Gl (115) die Naherungsformel %:4”
d (117) L —

~Tnny’

g

die zeigt, daB in groBer Entfernung vom Erder %
sich die Potentialverteilung der eines Kugel-
erders néihert. NN |

e

_ Die folgende Tabelle gibt einige Werte des 7 2
Ubergangswiderstandes eines Rohres von 1 m Abb. 44. Spannungstrichter von Rohrerdern.
Liange, das senkrecht in den Erdboden ein-
gegraben ist, bei verschiedenen Werten des Verhéltnisses //d und einer Bodenleitfahigkeit

von 10-% S/cm.
/d=10 20 50 100

R =60 70 85 95 2

Die Widerstandswerte von anderen Langen werden durch Division mit der Zahl der Meter
erhalten. Es ist zur Erzielung eines kleinen Ubergangswiderstandes vorteilhaft, mehrere kiirzere
Rohre parallel zu verwenden statt eines einzigen entsprechend lingeren Rohres, wenn nicht das
laingere Rohr in Boden mit groBerer Leitfihigkeit fiihrt (Grundwasser).

Wenn die Linienquelle, Abb. 42, sehr lang ist im Vergleich zu den Koordinaten
x und y des Punktes P, dann konnen die Niveauflichen als konzentrische Kreis-
zylinder angesehen werden, und zwar um so genauer, je grofler die Linge der Linie
ist. Der Strom tritt dann auf der ganzen Lange gleichma8ig in radialer Richtung aus.
Begrenzt man die Niveauflichen durch zwei auf der Linie senkrecht stehende Ebenen,
die voneinander einen Abstand ! haben, so tritt ein und derselbe Strom I durch
jede beliebige Niveaufliche mit dem Radius 7. Er verteilt sich aus Symmetriegriinden
gleichméfig auf jeder Niveaufliche, so daBl die Stromdichte

|6 =5,

2nril (118)

betrégt. Die Stromdichte zeigt nach auBen, wenn der Strom aus der Linienquelle
austritt. Die elektrische Feldstérke hat die gleiche Richtung und den Betrag

6= 1| 6|=g 119)

2axlr’
Das Potential im Abstand r von der Achse ist gleich der
Spannung zwischen diesem Punkt und dem Bezugspunkt
mit dem Abstand b von der Achse; also

b
I
<p=f]@[dr:—mlnr+k, (120)

. . P Abb. 45. Koachsiale Zylinder-
wobei k eine von b abhingige Konstante bedeutet. elektroden.

Eine derartige Stromung liegt in einem konzentrischen
Einleiterkabel vor, Abb. 45. Der Isolationsstrom geht radial zwischen Innen-
leiter und AuBenleiter (Bleimantel) iiber. Bezeichnet % die Leitfahigkeit des Iso-
liermaterials (Papier, Ol) und I den gesamten Isolationsstrom, so gilt fiir das Poten-
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tial im Inneren der Isolierung die GI. (120). Die Spannung zwischen Innen- und
AuBenleiter ist

re
I
Uy=J|€|dr=y7In?. (121)
71
Der Isolationswiderstand hat daher die GroBe
_ 1 Te
=5 nr—l. (122)

Zahlenbeispiel: Fiir verschiedene Werte von r,/r, und eine Leitfahigkeit von % =10-1° S/cm
(Olpapier) ist in der folgenden Tabelle der Tsolationswiderstand einer Leitung von 1000 m Lénge
angegeben.

rofry = 2 5 10 20 50 100
R = 1100 2600 3700 4800 6200 7300 M

Der Isolationswiderstand hiingt also nur verhiltnismiéBig wenig von den Abmessungen der
Leiter ab; dagegen ist die Leitfahigkeit des Isolierstoffes, die praktisch in weiten Grenzen
variieren kann, von grofiem Einfluf.

8. Grenzbedingungen im Stromungsfeld.

Durchflieft der Strom Stoffe mit verschiedener Leitfihigkeit, so ergibt sich an
den Grenzflichen eine Brechung der Stromlinien, die ebenfalls den in Abschnitt 6
betrachteten Grundgesetzen unterworfen ist. Tritt der Strom in eine Grenzfliche
zwischen zwei Stoffen mit der Leitfahigkeit », und x, unter
einem beliebigen Winkel «;, zur Senkrechten auf der Grenz-
fliche ein, Abb. 46, so tritt er unter einem Winkel «, aus,

N____,@ der im allgemeinen nicht gleich o, ist. Die Winkel «; und
AN |- ®, geben die Richtung der Vektoren &, und @&, zu beiden

N LN Seiten der Grenzfliche an. Zerlegt man jeden dieser beiden

6. Vektoren in die Normalkomponente &, und die Tangential-
komponente ,, so geben die Normalkomponenten an, wie
groB3 der Strom ist, der durch irgendein kleines Flichen.-

6, N element dF der Grenzfliche hindurchtritt. Da wegen der
bb. 46, Gremsfliche swi. @uellenfreiheit des elektrischen Stromes in die Grenzfliche
schen Stoffen verschiedener von der einen Seite her genau so viel Strom eintreten muf3,

N
L7 #p

Leitfahigkeit. wie auf der andern Seite herauskommt, so muf}
Gr1=0,2 (123)
sein. Die Normalkomponente der Stromdichte ist an Grenzfldchen
stetig.

Eine Aussage iiber die Tangentialkomponenten ergibt sich, wenn man die elek-
trische Feldstirke einfiihrt, deren Richtung zu beiden Seiten der Grenzfliche mit der
Richtung der Stromdichte zusammenfillt. Die Tangentialkomponenten €, der
elektrischen Feldstirke sind mafBgebend fiir das Potentialgefille lings der Grenz-
fliche. Schreitet man in Richtung der Tangentialkomponenten lings der Grenz-
fliche um ein kleines Stiick ds vorwirts, so ergeben sich die Potentialunterschiede

dp;=|C1|ds und do,=|E€s|ds
auf beiden Seiten der Grenzfliche. Auf Grund des zweiten Kirchhoffschen Satzes
miissen die Potentialunterschiede auf beiden Seiten der Grenzfliche einander
gleich sein.

Dies gilt selbst dann, wenn zwischen den beiden Stoffen eine eingeprigte EMK (Kontakt-
spannung) besteht. Auf einem geschlossenen Weg, der an der einen Seite der Grenzflache beginnt,
den Abschnitt ds durchliuft, durch die Grenzfliche hindurchtritt, auf der anderen Seite lings
der Grenzfliche um das Stiick ds zuriickgeht und die Grenzfliche zum zweiten Male durchstoft,
um zum Ausgangspunkt zuriickzukehren, ist nimlich die Summe der Kontaktspannungen Null,
so daBl auch hier dpy=dg

1=0@2

sein mufl.
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Hieraus geht hervor, daB
— Gy _®
C;1=C;2, (124) oder C— (125)

seinmuB. Die Tangentialkomponenten der Stromdichte verhalten sichan
Grenzflichenwie die Leitfihigkeiten deraneinander grenzendenStoffe.

Beim Ubergang des Stromes von einem Stoff mit gréBerer Leitfihigkeit zu einem
Stoff geringerer Leitfihigkeit wird also der Winkel mit der Normalen zur Grenzfliche
kleiner; in dem Beispiel Abb. 46 ist »; grofer als x»,. Wenn das Verhéltnis der Leit-
fahigkeiten extrem grofl ist, so gelten hiernach die folgenden Sitze:

Aus einem Stoff mit sehr groBer Leitfahigkeit treten die Strom-
linien nahezu senkrecht aus. An der Grenzfliche zwischen einem
Leiter und einem Nichtleiter ist die Normalkomponente der Strom-
dichte O.

Im letztgenannten Fall verliuft der Strom im Leiter an der Grenzfliche tangen-
tial. Die Niveauflichen stehen daher auf der Grenzfliche senkrecht. Von dieser
Tatsache haben wir bereits bei der Berechnung des Stromver-

laufes in der Umgebung von Erdern an der Erdoberfliche Ge- g W]\ﬂx\x \<
brauch gemacht. Als weiteres Beispiel soll das Stromungsfeld A

in der Umgebung einer kleinen Kugelelektrode betrachtet

werden, die sich in einer gewissen Tiefe b unter der ebenen i

Oberfliche des im iibrigen unendlich ausgedehnten leitenden  Abb. 47. Tiefenerder.
Raumes befindet, Abb. 47. Der Kugel werde durch eine iso-

lierte Leitung der Strom I zugefiihrt, der in sehr groBer Entfernung wieder aus
dem leitenden Halbraum entnommen werden soll. Um hier die Grenzbedingung
an der Erdoberfliche zu erfiillen, wendet man das Prinzip der Spiegelung an.
Es besteht darin, daB man sich den ganzen Halbraum mit seiner Elektrode an
der Grenzfliche gespiegelt denkt, Abb. 48. Dann sind

7
in einem gleichmaBig leitenden Raum zwei Punkt- § -~ : 7 %\
Y

quellen im Abstand 2% vorhanden, die beide den f \\
gleichen Strom I zufiihren. Das Potential in irgend- “, \\ N N
einem Punkt ergibt sich durch Ubereinanderlagern X A S
der Teilpotentiale; es gilt die Gl. (108). Die Niveau- \( | /
linien und Stromlinien sind durch Abb. 41 dargestellt, w e

wobei I=2h zu setzen ist. Man erkennt, dafB8 fiir die

Mittelebene in der Tat die geforderte Grenzbedingung AbP- 48 Berechnung des Feldes eines

erfilllt ist. Die Richtung der Stromlinien ergibt sich

graphisch fiir jeden Punkt P, wenn man die Vektoren &, und €, der elektrischen
Feldstarke jeder der beiden Quellen geometrisch addiert, Abb. 48. Fiir die Punkte
der Mittelebene fillt die Richtung der Stromdichte in diese Ebene. Die Spannung U,
zwischen der Elektrode und weit entfernten Punkten ist gleich dem Potential der
Kugeloberflache. Ist der Radius 7, der Elektrode klein gegen die Tiefe £, so gilt
fiir Punkte der Kugeloberfliche r, =7, und angenihert r,=2h; daher wird

I /1 1
. _ Vo=t e (126)
Der Ubergangswiderstand ist 1 ,
— 0.
E= 4, <1+ﬁ>’ (127)

er ist grofler als bei unbegrenztem Leiter, da die Stromlinien im oberen Halbraum

fehlen; der Unterschied ist jedoch praktisch gering. Schreibt man
1

danry’

p=1+35, (129)

R=p (128)

so ist nach GL (127)
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eine Beziehung, die unter der Voraussetzung gilt, dal 7y klein gegen 24 ist. An-
dererseits wird fiir A=0 nach Gl. (98) p=2. Fiir beliebige Eingrabtiefen liegt also
p zwischen 1 und 2.

Das Potential an der Erdoberfliche wird nach Gl. (108)

I 2
Y= 2nx VRt ?

wenn mit x der Abstand des betrachteten Punktes P von der Eingrabstelle 0 des
Erders bezeichnet wird. Der Spannungstrichter ist durch Abb. 49 dargestellt. Das
grofite Potentialgefille tritt in einem Abstand

(130)

bor
__________ —_—— 2=0,707h
vom Punkt 0 auf; dort ergibt sich die groBte
Schrittspannung. Die elektrische Feldstirke hat an
y dieser Stelle den Wert
I
| | f 3 |€]=0,061 . (131)
7 Z j . . . .
‘Abb. 49. Spannungstrichter des Tiefen- Sie nimmt also mit wachsender Tiefe des Erders
erders. sehr rasch ab.

Die Ausbreitung des elektrischen Stromes in einem
rdumlich ausgedehnten Leiter wird zwar durch sehr einfache Gesetze geregelt; es ist
jedoch nur bei verhdltnismaBig einfachen geometrischen Formen der Elektroden und
Leiteranordnungen, von denen hier einige Beispiele betrachtet wurden, mdoglich, die
Stromverteilung auf mathematischem Wege zahlenmiBig zu bestimmen. Allgemeine
Methoden zur graphischen Ermittlung von Potentialfeldern werden im Kapitel iiber
das elektrische Feld besprochen (Abschnitt 17).

9. Der elektrische Strom in metallischen Leitern, Elektronentheorie.

Bei den bisherigen Betrachtungen war es ausreichend, den konstanten elektrischen
Strom als ein gleichm#Biges FlieBen von Elektrizitdtsmengen in den elektrischen
Leitern zu definieren. In dieser Vorstellung wird die Elektrizitit als eine fein ver-
teilte nicht zusammendriickbare Fliissigkeit aufgefat, die die elektrischen Leiter
ausfiillt wie Wasser den Hohlraum eines Leitungsrohres. Sobald diese Flissigkeit
in Bewegung kommt, ergeben sich Warmewirkungen und magnetische Wirkungen,
die den elektrischen Strom kennzeichnen. Diese primitive Vorstellung, die in den
verschiedensten Abarten etwa bis zum Jahre 1880 entwickelt und angewendet
wurde, und mit deren Hilfe eine groBe Gruppe von Problemen vollstdindig gelost
werden kann, ist durch die Elektronentheorie ersetzt worden, die einen vertieften
Einblick in das Zustandekommen der elektrischen Erscheinungen vermittelt.

Messungen iiber die Ablenkbarkeit von Kathodenstrahlen im magnetischen und
elektrischen Feld sowie Beobachtungen iiber die Fallgeschwindigkeit von geladenen
Nebelwolken im elektrischen Feld und die Erscheinungen der Elektrolyse zeigen
folgendes:

1. Elektrizititsmengen treten nur als ganzzahlige Vielfache einer kleinsten Menge

auf. e=1,59.10719As

2. Es werden negative Elektrizititsmengen beobachtet, die eine im Vergleich
zu den vorkommenden positiv elektrischen Teilchen dullerst geringe trige Masse
besitzen.

3. Die trige Masse dieser negativen Elektrizititsmengen ist proportional der
Elektrizititsmenge; sie tritt also ebenfalls nur in ganzzahligen Vielfachen einer
kleinsten Masse auf.

4. Die kleinste vorkommende Masse negativer Elektrizititsmengen hingt von
der Bewegungsgeschwindigkeit der Elektrizititsmengen ab. Fiir im Vergleich zur
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Lichtgeschwindigkeit niedrige Geschwindigkeiten hat sie den Wert
m=29,0-10"28g.

Die kinetische Energie % m v der mit der Geschwindigkeit » bewegten negativen
Elektrizitatsmengen stimmt iiberein mit der Energie, die das infolge der Bewegung
entstehende magnetische Feld enthilt. Die Masse m ist daher als eine scheinbare
(elektromagnetische) Masse aufzufassen. Die beobachteten kleinsten Elektrizitiits-
mengen haben keine materiellen Bestandteile, sofern man nicht die Elektrizitit selbst
als einen Stoff ansieht. ‘

Aus diesen Beobachtungen geht hervor, daf der Elektrizitit selbst genau so
wie der Materie eine atomistische Struktur zugeschrieben werden kann. Die kleinsten
Teilchen negativer Elektrizitit werden nach Stoney und Helmholtz (1891)
Elektronen genannt; sie bilden das Elementarquantum e der Elektrizitit und
einen der Bausteine der Materie. Die anderen Bausteine bestehen aus den positiv
elektrischen Atomkernen, die die Hauptmasse des betreffenden Stoffes enthalten,
und die selbst wieder zusammengesetzt sind aus Elementarteilen positiver Elektrizitit,
»»Protonen‘, und Elektronen. Alle Materie wird dadurch auf zwei ,,Urstoffe’, nim-
lich positive und negative Elektrizitit zuriickgefithrt. Das Wesen des elektrischen
Stromes in einem metallischen Leiter kann man sich nun folgendermaBen vorstellen.

Die Molekiile und die Atome des Leiters bestehen aus Protonen und Elektronen,
die in ganz bestimmter, nur fiir wenige Stoffe niher bekannter Weise raumlich
gruppiert sind, derart, dal zwischen den Atomkernen und den Elektronen Abstéinde
bestehen, die gegen den Durchmesser der Elektronen und Kerne sehr groB sind.
Der Radius der Elektronen liegt in der GréBenordnung von 10~13cm. Im allgemeinen
befinden sich in jedem Molekiil gerade so viele Elektronen, daB die positiv elek-
trische Ladung der Atomkerne dadurch ausgeglichen wird; dieser Ausgleich be-
trifft jedoch nur relativ weit von dem Molekiil entfernte Punkte. In kleinerem
Abstand von den Atomen sind infolge der Ladungen der Atomkerne und der Elek-
tronen elektrische Feldkrifte vorhanden, und diese Feldkrifte sind es, die fiir den
Zusammenhalt und die elastischen Eigenschaften der Metalle und der festen Stoffe
iiberhaupt verantwortlich sind. In Metallen sind nun wahrscheinlich nicht samtliche
Elektronen ganz bestimmten Molekiilen zugeordnet; es ist vielmehr ein kleiner
Bruchteil aller Elektronen frei beweglich. Diese Elektronen werden Leitungselek-
tronen genannt, da sie den elektrischen Strom in den metallischen Leitern bilden.
Sie kénnen sich in den Zwischenrdumen zwischen den einzelnen Molekiilen frei be-
wegen, und man hat sich auf Grund der Beobachtungen iiber die Ausstrahlung von
Elektronen aus glithenden Koérpern (siehe Abschnitt 16) vorzustellen, daB diese
Leitungselektronen ungeordnete Bewegungen in allen Richtungen und auf den ver-
schiedensten Wegen ausfiihren, dhnlich wie die Molekiile eines Gases; deshalb nennt
man die Gesamtheit der Leitungselektronen auch das Elektronengas. Die Ge-
schwindigkeit der unregelméBigen Bewegung, die als eine Teilnahme der Elektronen
an der Wirmebewegung der Molekiile zu deuten ist, hiingt von der Temperatur ab.
Sie hat Werte, die sich um einen wahrscheinlichsten Wert hiufen und liegt bei nor-
malen Temperaturen in der Gréfenordnung von 100 km/s. Der elektrische Strom
besteht nun darin, dal sich dieser ungeordneten Bewegung der Elektronen eine
Bewegung in der Stromrichtung iiberlagert, eine Bewegung, deren Geschwindigkeit
allerdings sehr gering ist gegen die mittlere Geschwindigkeit der Elektronenbewegung.

Die Stromstarke ist bestimmt durch die Elektrizititsmenge, die in der Zeiteinheit
durch den Leiterquerschnitt fliet. Bei einer Stromdichte von 1 A/em? muB in einer
Sekunde eine Elektrizititsmenge von 1 As durch einen Querschnitt von 1 cm?
transportiert werden; da ein Elektron eine Elektrizititsmenge von 1,59 X 1019 As
mit sich fithrt, so miissen 6,3 x 108 Elektronen in jeder Sekunde durch den Leiter-
querschnitt von 1 cm? wandern. Trotz dieser grofien Zahl ist jedoch die Bewegungs-
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geschwindigkeit gering, da in der Volumeinheit der Leiter sehr viele freie Elektronen
vorhanden sind; die genaue Anzahl der Leitungselektronen ist noch nicht bekannt;
es sind bei Metallen wahrscheinlich zwischen 10" und 10% freie Elektronen im
Kubikzentimeter vorhanden. Die mittlere Geschwindigkeit der Elektronenwolke
liegt daher bei einer Stromdichte von 1 A/cm? etwa zwischen 10~* cm/s und 1 em/s.

In der Atomvorstellung wird der Leiter ersetzt durch die in grofien Abstédnden
verteilten Atome und Elektronen ; dazwischen befindet sich leerer Raum. Man nennt
den besonderen Zustand, in den der von Leitern freie Raum durch das Vorhandensein
von Elektrizititsmengen kommt, das elektrische Feld. Im Innern des Leiters
besteht also in der Atomvorstellung ein elektrisches Feld. Dieses Feld ist teils durch
die Atome und Elektronen selbst bedingt, teils kann es durch duBere elektromoto-
rische Krifte hervorgerufen werden. Der durch &uBere Einfliisse bestimmte Anteil
des elektrischen Feldes hat den elektrischen Strom, also die Wanderung der Elek-
tronenwolke zur Folge, und zwar ist nach den vorigen Abschnitten maBgebend dafiir
das Potentialgefille, das im Leiter durch die elektromotorischen Krifte erzeugt
wird. Die Stromrichtung stimmt iiberein mit der Richtung grofiten Potentialgefélles.
Die Elektronen erfahren also mechanische Krifte, sobald sie sich in einem elektrischen
Potentialgefille befinden. Diese Folgerung deckt sich mit den Ergebnissen der be-
kannten Experimente, nach denen auf geladene Korper, die in ein elektrisches Feld,
also in den Raum zwischen zwei Elektroden verschiedenen Potentials gebracht
werden, mechanische Krifte ausgeiibt werden. Die Krifte zeigen bekanntlich bei
positiver Ladung nach der Elektrode niedrigeren Potentials (negative Elektrode),
bei negativer Ladung in die umgekehrte Richtung. Die Elektronen bewegen sich als
negative Elektrizititsteilchen zu Punkten héheren Potentials; die Krifte, die im
elektrischen Feld auf die Elektronen ausgeiibt werden, haben die Richtung gréBter
Zunahme des Potentials, also die entgegengesetzte Richtung der elektrischen Feld-
stirke (es liegt dies an der willkiirlichen Festsetzung des positiven Vorzeichens der
beim Reiben eines Glasstabes auf diesem entstehenden Ladungen).

Bei dem Durchgang der Elektronenwolke durch das Gitter der Metallmolekiile
ergeben sich Zusammenst6e der Leitungselektronen mit den Molekiilbestandteilen;
diese ZusammenstoBe haben zur Folge, dall die Bewegungsgeschwindigkeit der
Elektronenwolke bei gegebener Feldstérke, also gegebener Grofe der Triebkrafte,
die auf die Elektronenwolke einwirken, nicht unbegrenzt wachsen kann. Wenn ein
Elektron auf ein Molekiil st68t, so gibt es einerseits einen Teil seiner Bewegungs-
energie an das Molekiil ab und veranlalt dieses zu gréBeren Warmebewegungen,
andererseits erfihrt es eine Richtungséinderung seiner Bewegung. Fiir die Elektronen-
wolke wirken diese ZusammenstBe mit den Molekiilen daher so wie eine Hemmung
der Bewegung, dhnlich wie Reibungskrifte. Gleichzeitig ergibt sich eine VergroBerung
der Wirmeenergie des Leiters. Es ist die Joulesche Wirme, die an allen stromdurch-
flossenen Leitern beobachtet wird. Die den Elektronen vom elektrischen
Feld zugefiihrte mechanische Arbeit wird in Wiarme umgewandelt.
Mit Hilfe dieser Vorstellung kann man die Grofie der im elektrischen Feld auf die
Elektronen ausgeiibten mechanischen Krifte nach dem Jouleschen Gesetz berechnen.

Es werde ein gerader zylindrischer Leiter mit dem Querschnitt ¢ betrachtet,
durch den ein konstanter Strom I fliet. Die Elektronenwolke fiihrt daher wéhrend
einer beliebigen Zeit ¢ eine negative Elektrizitdtsmenge

Q=1It

durch den Leiterquerschnitt. Hat die Wolke dabei die Geschwindigkeit v, so bewegt
sie sich wihrend der Zeit ¢ um ein Stiick I =wvt weiter. Ein Abschnitt der Wolke von
der Lénge ! enthédlt daher die Elektrizitdtsmenge

l
Q=1I—. (132)
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. . . I
Die Stromdichte ist 65| = o= ?_qv , (133)
und nach dem Jouleschen Gesetz wird in dem Abschnitt von der Léinge I des Leiters
eine Leistung von der GroBe

- N=[6]-|€|lg=Q|€] (134)
in Wiarme umgesetzt, wobei & die elektrische Feldstirke im Leiter bezeichnet.
Andererseits wird auf den betrachteten Ausschnitt der Elektronenwolke vom elek-
trischen Feld eine Kraft P ausgeiibt. Die zur Forthewegung dieses Abschnittes nétige
Leistung ist daher N—Puv (135)

Aus der Gleichheit der beiden Leistungen folgt
P=Q|E]|. (136)
Die Kraft hat die entgegengesetzte Richtung wie die elektrische Feldstéirke, wenn die
Elektrizititsmenge ¢ negativ ist; sie hat die gleiche Richtung wie € bei positivem @.
Stellt man die Kraft durch einen Vektor § dar, so gilt also
P=0QEC. (137)
Im elektrischen Feld wird auf eine Elektrizitdtsmenge (Ladung)
eine Kraft ausgeiibt, die gleich ist dem Produkt von Elektrizitats-

menge und Feldstarke.
Da die Ladung eines Elektrons

Q=—e
ist, so erfihrt jedes Elektron im elektrischen Feld eine Kraft von der GroBe
By=—eC.
Zahlenbeispiel: Es sei Q=1 As; || =1 V/em. Dann wird die Kraft
Ws

P=1—=10,2kGr.
cm

Die auf die Leitungselektronen ausgeiibten Krifte sind auflerordentlich klein. Die Feldstarke
liegt bei Leitern nach fritherem in der Grofenordnung von 10-4...10-3 V/em. Die auf ein
Leitungselektron wirkende Kraft betrigt daher

P,=10"19. . .10-18Gr~10-16. . . 10-15dyn.

Fiir die Leitfahigkeit eines Metalls gilt auf Grund der Elektronenvorstellung
der elektrischen Leitung folgende Naherungsbetrachtung. Es werde angenommen,
daB die Elektronen bei ihrer unregelmifBigen Bewegung im Metall einen Weg von
der Linge I, durchlaufen, bis sie mit einem Molekiil zusammenstoen; die mittlere
Geschwindigkeit dieser Warmebewegung sei vy, Auf jedes Elektron wirkt eine zu-
sitzliche Kraft von der Grofe e|€|; es ergibt sich daher eine Beschleunigung in
der Stromungsrichtung von der GroBe e|€|/m, wenn mit m die Masse des Elek-
trons bezeichnet wird. Die mittlere Geschwindigkeit, die durch diese Beschleunigung
in der Strémungsrichtung hervorgerufen wird, ist

1e|E|
wobei ¢ die Zeit bedeutet, die das Elektron bendtigt, um die Strecke I; zu durch-
laufen. Diese zusétzliche Geschwindigkeit ist sehr klein gegen die Geschwindigkeit
der Wirmebewegung vy, so dal man setzen kann
==,
p Lel€l i

2 m vp’
Befinden sich in der Volumeinheit des Metalls NV freie Elektronen, so hat die Strom-
dichte danach den Betrag e2lp

o |€|. (140)

m

(139)

und

1
I(‘B! _—“NC’U:'E‘N
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Hieraus geht hervor, daf die Leitfahigkeit
1 e”lT
x=5N mon (141)
ist. Sie hiingt in einem MaBe von der Temperatur ab, das durch die Anderung der
Gréflen I, und vy mit der Temperatur bestimmt ist.

Man betrachtet die Leitungselektronen auch als mafigebend fiir den Wéarme-
transport. Die Wirmeleitfahigkeit ist daher ebenfalls durch die in der eben
angestellten Uberlegung vorkommenden GroBen bestimmt. Daraus ergibt sich
(Wiedemann-Franz, 1853; Lorenz, 1872), daBl das Verhiltnis von Wirmeleit-
fahigkeit k zu elektrischer Leitfahigkeit x fiir alle reinen Metalle den gleichen Wert.
hat und proportional der absoluten Temperatur ist. Das Verhiltnis der beiden
GroBen betriagt bei 209 ungefahr

k _o Ws/cm?

w0 e
Bei Metallegierungen nimmt das Verhéltnis im allgemeinen mit abnehmender elek-
trischer Leitfahigkeit zu.

Die Leitfahigkeit ist unabhéngig von der elektrischen Feldstirke und daher auch
von der Stromdichte, solange die mittlere freie Weglinge der Elektronen unabhéngig
von der Feldstiirke ist. Dies ist bei Metallen mit grofler Genauigkeit der Fall, wenn
die Temperatur konstant gehalten wird, weil hier die Geschwindigkeit der Warme-
bewegung der Leitungselektronen sehr grof ist gegen die zusétzliche Geschwindigkeit
der Elektronenwolke, so dal die Zusammenst6Be der Leitungselektronen mit den
Molekiilen bei den praktisch vorkommenden Feldstirken nur durch die Warme-
bewegung bestimmt sind. Auch bei Elektrolyten, bei denen die elektrische Leitung
zuriickgefithrt wird auf die Wanderung von materiellen Trigern der Elektrizitat,
also Atombestandteilen mit positiver oder negativer Ladung (Ionen), gilt bis zu sehr
hohen Feldstidrken, dafl die Leitfahigkeit bei konstanter Temperatur unabhingig
von der Feldstirke ist. Bei Gasen dagegen liBt sich keine bestimmte Leitfihigkeit
angeben; es ist hier die Zahl der Elektrizitatstrager, der ,,Jonisationszustand®, von
der elektrischen Feldstérke und von ionisierenden Einfliissen, wie Einwirkung von
Lichtstrahlen, abhiingig (sieche Abschnitt 20).

Das Zustandekommen eines elektrischen Stromes hat zur Voraussetzung, dafl
in dem Stromkreis Krifte titig sind, die den Elektronenstrom, also die elektrische
Feldstirke und das Potential aufrechterhalten. Im Innern der Stromquelle miissen
die Elektronen den Potentialunterschied zwischen den Klemmen entgegen den
elektrischen Feldkriften durchlaufen, und das Wesen der Stromquellen besteht
daher allgemein darin, dafl durch Krifte nichtelektrischer Art Elektrizitéits-
mengen entgegen den Kriften des Potentialunterschiedes in Bewegung gesetzt
werden. Es ist dazu ein Arbeitsaufwand erforderlich, z. B. die Aufwendung einer
chemischen Energie in den galvanischen Elementen oder die Aufwendung mechani-
scher Arbeit in ‘den elektrischen Maschinen. Umgekehrt wird von den Elektronen bei
der Bewegung im duBeren Stromkreis, also in der Richtung der Feldkriifte, elektrische
Energie in nichtelektrische Arbeit umgewandelt, z. B. in Wirme. Die elektrischen Feld-
krifte vermitteln also den Energietransport zwischen Stromquelle und Stromkreis.

Um eine gewisse Elektrizititsmenge @ durch einen Stromkreis zu treiben, ist ein
bestimmter Arbeitsaufwand A4 nétig. Die Wirksamkeit der Stromquelle kann durch
das Verhaltnis 4/Q gekennzeichnet werden. Dieses Verhiltnis definiert die elektro-
motorische Kraft der Stromquelle:

E:Q~.

Wird kein Strom aus der Stromquelle entnommen, so ergibt sich eine Ansammlung von
Elektronen am negativen Pol, ein Mangel am positiven. Die elektromotorische Kraft
besteht in einem Elektroneniiberdruck zwischen den beiden Klemmen der Stromquelle.
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Zweites Kapitel.

Das elektrische Feld.

I. Das ruhende elektrische Feld.

10. Grundbegriffe des elektrischen Feldes.

Ein ruhendes elektrisches Feld ist dadurch gekennzeichnet, da8 auf elek-
trische Ladungen zeitlich konstante mechanische Kréfte ausgeiibt werden. Solche
Krifte treten immer auf, wenn zwischen beliehigen Punkten eines isolierenden
Raumes konstante Spannungen aufrechterhalten werden. Insbesondere ergibt sich
ein elektrostatisches Feld, wenn sich in dem isolierenden Raum zwei oder
mehrere elektrische Leiter (Elektroden) befinden, zwischen denen Potentialunter-
schiede bestehen, ohne daB elektrische Stréme fliefen.

Im ruhenden elektrischen Feld kann jedem Punkt des Raumes ein bestimmtes
konstantes Potential eindeutig zugeschrieben werden. Damit ist auch tberall die
elektrische Feldstirke € gegeben, und es gelten die im vorigen Kapitel aufgestellten

Definitionsgleichungen 36 Gda=0, (14?)

€=—gradg. (143)

Das Potential wird veranschaulicht durch die Niveaufldchen, die Richtung der
elektrischen Feldstirke durch Feldlinien, die tiberall die Richtung der Kréfte an-
geben, die im elektrischen Feld auf positive Elektrizititsmengen ausgeiibt werden.
Bringt man an irgendeine Stelle des elektrischen Feldes mit der Feldstérke € eine
Elektrizititsmenge @, so ergibt sich dort eine Kraft, Gl. (137), von der Grée

R=0€E. (144)
Die Feldlinien gehen von dem Leiter mit htherem Potential zum Leiter mit niedri-
gerem Potential.

Beim elektrostatischen Feld muBl im Innern der Elektroden die Feldstéirke Null
sein, da sich sonst eine dauernde Verschiebung der Elektronenwolke, also ein elek-
trischer Strom ergeben wiirde. Das bedeutet aber, dafl innerhalb der Elektroden das
Potential den gleichen Wert haben muB wie auf der Oberfliche der Elektroden.
Die Oberflichen der Elektroden sind im elektrostatischen Feld
Niveauflichen. Die Feldlinien miinden daher senkrecht auf den Leiteroberflachen
sie entspringen oder endigen dort.

Im Innern der Elektroden liegen die gleichen Verhiltnisse vor, wie in einem
stromlosen elektrischen Leiter. Dagegen wirken an der Oberfliche duflere elektrische
Feldkrifte auf die Elektronen ein; sie suchen dort, wo Feldlinien in die Elektrode
einmiinden, die Elektronen aus dem Leiter herauszuziehen, umgekehrt dort, wo die
Feldlinien entspringen, Elektronen in das Leiterinnere hinein zu driicken. Es stellt
sich ein Gleichgewichtszustand ein zwischen den atomaren Kriften, die die Elektronen
im Innern des Metalls zu halten suchen und den Kriften des dulleren elektrischen
Feldes. Bei der Herstellung dieses Gleichgewichtszustandes mufl die Elektrode
niedrigeren Potentials daher Elektronen aufnehmen, die Elektrode htheren Potentials
mul} Elektronen abgeben. Man sagt, die Elektrode hoheren Potentials nehme eine
positive Ladung auf, die Elektrode niedrigeren Potentials eine negative
Ladung. Wird das elektrische Feld so hergestellt, daf3 an zwei Elektroden die beiden
Pole einer Stromquelle angelegt werden, so miissen die beiden Ladungen gleich
grof} sein, da dem einen Pol der Stromquelle nicht mehr Elektronen entnommen
werden kénnen, als man dem andern Pol zufiihrt. Entfernt man die Stromquelle
von den Elektroden, so bleibt der hergestellte Zustand erhalten; die Elektrizitéits-
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mengen kénnen sich in dem isolierenden Raum nicht ausgleichen. Die Elektroden
behalten ihre Ladung bei.

Da im Innern der Elektroden kein Potentialgefille besteht und die &uBeren
Feldkrafte nur an der Oberfliche der Elektroden angreifen, so ist die Oberfliche der
Leiter als Sitz der Ladungen aufzufassen. Die Ladung @ einer Elektrode verteilt sich
in bestimmter Weise iiber die Oberfliche. Man kann daher die Ladungsdichte
definieren als die in der Flicheneinheit der Leiteroberfliche vorhandene Ladung.
Befindet sich in einem kleinen Flichenelement dF der Leiteroberfliche eine
Ladung d@, so ist dQ/dF die Ladungsdichte (z. B. 0,1 As/cm?).

Veranschaulicht man die Richtung der elektrischen Feldstéirke an jeder Stelle
des Raumes durch die Feldlinien, die von der positiv geladenen Elektrode zur
negativ geladenen iibergehen, so kann man die GroBle der Ladungen dadurch dar-
stellen, daB8 man die Feldlinien an den Leiteroberflichen um so dichter zeichnet, je
groBer die Ladungsdichte an der betreffenden Stelle ist (M. Faraday, 1831). Die
Anzahl der Linien, die von einer Elektrode ausgehen, gibt dann ein Maf fiir die ge-
samte Ladung der Elektrode an. Wir nennen diese Gesamtheit der Linien den Ver-
schiebungsfluB oder den elektrischen Induktionsflufl. Der von einer
Elektrode ausgehende VerschiebungsfluB ist gleich der Ladung der
Elektrode. Die gezeichneten Linien werden Verschiebungslinien oder elek-
trische Kraftlinien genannt. Im elektrostatischen Feld stehen die
Verschiebungslinien auf den Oberflichen der Leiter senkrecht.

Der VerschiebungsfluB hat eine gewisse Ahnlichkeit mit dem Strom im Strd-
mungsfeld, nur handelt es sich dort um ein wirkliches Fliefen, wihrend hier ein
Zustand veranschaulicht wird. Die der Stromdichte entsprechende Gréfe des
elektrischen Feldes ist die Dichte der Verschiebungslinien, die als Verschiebungs-
dichte bezeichnet wird. Diese GroBe wird durch einen Vektor ® dargestellt, dessen
Betrag gleich dem Verschiebungsflu je Flacheneinheit ist und dessen Rich-
tung durch die Richtung der Verschiebungslinien an der betreffenden Stelle ge-
geben ist. Bezeichnet dF das Flichenelement einer Niveaufliche, d@ die Zahl der
Verschiebungslinien, die durch das Flichenelement hindurchtreten, so gilt also fiir
den Betrag der Verschiebungsdichte an der betrachteten Stelle

aQ
|D|=2F- (145)
Der VerschiebungsfluB, der durch eine beliebige Fliche hindurchgeht, ergibt sich,

wenn man den Vektor ® in jedem Flichenelement zerlegt in die senkrechte und
tangentielle Komponente. Die letztere trigt zum FluB nichts bei, es ist vielmehr

Q=JDdF. (146)
Ganz entsprechend den Verhiltnissen im Stromungsfeld ist der Verschiebungs-
fluB gleich dem Fliachenintegral der Verschiebungsdichte. Legt man
in das elektrostatische Feld eine beliebige Hiillfliche, die eine Elektrode umgibt,
50 ist der durch diese Fliche tretende Verschiebungsflufl gleich der Ladung der

Elektrode: Eﬁgd%=g . (147)

Auf der Oberfliche der Elektrode wird die Verschiebungsdichte identisch mit der
Ladungsdichte. Legt man die Hiillfliche so, dafl sie keine Ladungen umschlie3t,

so gilt fﬁ@d?)‘:()' (148)
Die beiden Gl. (147) und (148) driicken den folgenden allgemeinen Satz aus:
Im elektrostatischen Feld ist das Flichenintegral der Verschie-

bungsdichte iiber eine beliebige Hiillfliche gleich der von der Hiill-

flache eingeschlossenen Elektrizitdtsmenge.
Im Strémungsfeld ist das Flidchenintegral der Stromdichte iiber die Hiillflache
einer Elektrode gleich dem Gesamtstrom, der der Elektrode zugefiihrt wird; das
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Flichenintegral iiber eine beliebige Hiillfliche dagegen, die keine ,,Quelle‘ enthilt,
ist Null.

Die Einfiihrung des Verschiebungsflusses hat zunéichst den Vorteil, daf fiir die
Berechnung elektrischer Felder die gleichen anschaulichen Vorstellungen verwendet
werden kénnen wie im Strémungsfeld. Auf dem Begriff des Verschiebungsflusses
beruht die ,,Nahewirkungs-“ oder ,,Feldtheorie*, die jeder Stelle des isolierenden
Raumes einen besonderen mechanischen Spannungszustand zuschreibt. In Gegensatz
dazu steht die dltere ,,Fernwirkungstheorie®, bei der die Annahme gemacht wird,
daBl die Elektroden iiber den leeren Raum hinweg aufeinander einwirken.

Wihrend bei den elektrischen Leitern die Elektronen eine gewisse Bewegungs-
freiheit haben, hat man sich vorzustellen, dafl in den Nichtleitern die Elektronen
durch die Atomkrifte im Atomverband festgehalten werden. Befindet sich daher in
dem Raum zwischen den Elektroden ein nichtleitender Stoff, so entsteht unter der
Einwirkung der elektrischen Feldkrifte auf die positiv und negativ elektrischen
Bestandteile der Molekiile eine mechanische Spannung innerhalb derselben, die zu
einer kleinen elastischen Verschiebung der geladenen Anteile fithrt; im Gleich-
gewichtszustand halten die duBeren Feldkrifte den inneren Atomkriften die Wage.
Man nennt diese Erscheinung die Polarisation des Nichtleiters. Die Herstellung
des Gleichgewichtszustandes geht mit einer Verschiebung von Elektrizititsmengen
langs der Feldlinien einher, d. h. mit dem Auftreten eines elektrischen Stromes in
dieser Richtung. Dieser Strom wird bei der Herstellung des elektrischen Feldes als
Ladestrom beobachtet, der der einen Elektrode zuflie8t und von der andern abge-
nommen wird. Die Ladung einer Elektrode ist gleich der gesamten Elektrizitits-
menge, die durch den Ladestrom transportiert wird; sie ist also mitbhestimmt durch
die Art des Nichtleiters. Die an jeder Stelle des Nichtleiters auftretenden Verschie-
bungen tragen zum Verschiebungsflul bei. Ein Maf} dafiir bildet die Verschiebungs-
dichte, die daher einerseits von der Art des Nichtleiters (von der Verschiebbarkeit
der Elektrizitatsmengen in den Molekiilen), andererseits von der Grofe der elektri-
schen Feldstirke an der betreffenden Stelle des Feldes abhingen mufl. Auch bei An-
wesenheit von materiellen Nichtlejtern miissen die Gl. (147) und (148) gelten, solange
die Abmessungen der Hiillfliche groB gegen die der Molekiile sind. Diese Voraus-
setzung wird bei allen folgenden Uberlegungen gemacht; sie ist bei den technischen
Anwendungen immer zulissig, da die Molekiildurchmesser in der GréBenordnung
von 10~8 cm liegen.

Der Verschiebungsflufl besteht also aus zwei Anteilen, einem Anteil, der durch
Verschiebungen von Elektrizititsmengen im Innern der Molekiile des Nichtleiters,
durch die Polarisation, entsteht, und einem zweiten, der bereits im leeren Raum
auftritt. Wir haben diesen zweiten Teil nach der Elektronentheorie als eine Folge
der an der Oberflache der Elektrode wirkenden Feldkrifte angesehen; er kann jedoch
formal in gleicher Weise gedeutet werden wie der erste, wenn man die Existenz
eines ruhenden ,,Athers annimmt, der alle Materie durchsetzt und der shnliche
Eigenschaften besitzt wie die Materie, nur mit dem Unterschied, daB er viel feiner
unterteilt ist. Man kann dann den VerschiebungsfluB im leeren Raum als die Polari-
sation des Athers auffassen. Die Folgerungen, die man auf Grund dieser von
Maxwell herrithrenden Vorstellung ziehen kann, decken sich auf das beste mit der
Erfahrung, solange es sich um Vorginge handelt, bei denen sich die materiellen
Koérper mit Geschwindigkeiten gegeneinander bewegen, die klein gegen die Licht-
geschwindigkeit sind. Die Vorstellung des ruhenden Athers kann nicht aufrecht-
erhalten werden, wenn man zu einer einheitlichen Darstellung auch bei sehr rasch
ablaufenden Bewegungsvorgingen gelangen will; man miite auf Grund der Er-
fahrungstatsachen dem Ather komplizierte Eigenschaften zuschreiben, z. B. die, daB
der Ather bei Messungen von jedem gleichférmig gegen das Fixsternsystem bewegten
Kérper aus in Ruhe zu sein, d. h. sich mit dem betreffenden Korper zu bewegen scheint,
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auch bei beliebigen Bewegungen verschiedener Kérper gegeneinander. Obwohl daher
die Annahme eines ruhenden Athers im leeren Raum verlassen werden muB, ist doch
die Zusammenfassung der beiden Anteile des Verschiebungsflusses zu einem einzigen
auBerordentlich zweckmiBig, solange eben die vorkommenden Relativgeschwindig-
keiten der materiellen Korper geniigend klein sind gegen die Lichtgeschwindigkeit,
wie es in den praktischen Anwendungen der Elektrotechnik immer der Fall ist. Unter
dieser Voraussetzung kann man rein formal von einem Ather sprechen und den Ver-
schiebungsfluB im leeren Raum auf das Vorhandensein dieses Athers zuriickfiihren.
Die Dichte des gesamten Verschiebungsflusses ist in dieser Nahewirkungsvorstellung
an jeder Stelle des Raumes durch die dort herrschenden Feldkrifte bestimmt. Bei
der Herstellung des elektrischen Feldes flieBt an jeder Stelle des Nichtleiters lings
der Verschiebungslinien ein Strom (Verschiebungsstrom), dessen Gesamtstirke
gleich dem in den Leitungen zu den Elektroden flieBenden Strom ist; dieser Ver-
schiebungsstrom verschwindet allmihlich im Nichtleiter und daher auch in den
Zuleitungen, wenn der Vorgang der Aufladung beendigt ist. Dadurch kann auch fiir
zeitlich verinderliche Vorginge die Vorstellung des in sich geschlossenen Strom-
kreises beibehalten werden; der Strom in den Zuleitungen setzt sich im Nichtleiter
als Verschiebungsstrom fort. Das Resultat des Verschiebungsstromes ist der Ver-
schiebungsflul zwischen den Elektroden im Nicht-
leiter.

Da der Verschiebungsflull gleich der Ladung der
Elektroden ist, so kann das Verhiltnis der Verschie-
bungsdichte zur Feldstirke experimentell untersucht
werden. Hierzu kann z. B. eine Anordnung nach
Abb. 50 dienen. Zwei ebene Metallplatten von der
Abb, 50. EXPenmenteueUnte“‘mhung Flache F stehen sich in einem kleinen Abstand d
es Zusammenhanges zwischen Ver
schiebungsdichte und Feldstirke. parallel gegeniiber. Im Zwischenraum befindet sich

der zu untersuchende Nichtleiter. An die beiden Elek-
troden kann mit Hilfe eines Schalters S eine Stromquelle gelegt werden; sie ladt
die Anordnung zu einer Spannung U auf, die durch das Voltmeter V angezeigt
wird. Durch Umlegen des Schalters S kann die Anordnung entladen werden. Der
Strom flieBt dabei durch ein ballistisches Galvanometer &, das anzeigt, wie grof3
die Elektrizititsmenge @ ist, die die Platten aufgenommen hatten. Diese Elektrizi-
tatsmenge ist gleich dem Verschiebungsflufl zwischen den beiden Platten.

Wenn der Abstand d der beiden Platten sehr klein gegen die Flachenabmessungen
ist, so geht der Verschiebungsflu8 praktisch vollstindig in dem Zwischenraum von
einer Platte zur andern iiber. Alle Niveauflichen sind parallele Ebenen. Die elek-
trische Feldstirke steht senkrecht auf diesen Ebenen; sie hat iiberall den Betrag

|@{=§. (149)
Der VerschiebungsfluBl @ verteilt sich gleichmiBig auf den ganzen Querschnitt von
der Grofie F. Die Verschiebungsdichte hat daher iiberall den Betrag
_@
|D|=5- (150)

Das Feld zwischen den beiden Platten ist homogen.

Die Spannungsmessung liefert also die elektrische Feldstirke, wihrend man aus
der Ablesung am ballistischen Galvanometer die Verschiebungsdichte berechnen
kann. Fithrt man derartige Messungen bei verschiedenen Spannungen aus, so findet
man, da die Verschiebungsdichte sehr genau proportional der elektrischen Feld-
stirke ist, so dafl man unter Beriicksichtigung der Richtungen dieser GréBen schrei-

ben kann D=:(, (151)

Die Grofie ¢ ist eine Materialkonstante; sie wird absolute Dielektrizitats-
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konstante des betreffenden Stoffes genannt. Es ist

_1®|_Qd
=16 = UF" (152)
Setzt man @ in As, U in V, d in ecm und die Fliche in em? ein, so erhilt man als
Einheit fir As Ss T
lo—=1-—=1—,
Vem cm cm
wobei As
15 =1Farad=1F (153)
gesetzt ist. Da ein Farad eine sehr groe Einheit ist, so werden praktisch die Bruch-
teile 1uF=10%F und 1upF=1012F
verwendet.

Die Dielektrizititskonstante gibt an, wie grol der VerschiebungsfluBl fir die
Flicheneinheit und die Einheit des Potentialgefilles ist. Fiir das Vakuum ergibt
sich nach den genauesten bis jetzt ausgefiihrten Messungen der Wert

2= 0,08859 ", (154)

Die absolute Dielektrizitatskonstante aller andern Nichtleiter ist gréfier als dieser
Wert. Man schreibt _

E=¢8,&), (155)

und nennt ¢, die relative Dielektrizitdtskonstante (kurz auch die Dielek-
trizitatskonstante) oder die Elektrisierungszahl des betreffenden Stoffes. Die
Elektrisierungszahl der Luft und der gasférmigen Stoffe ist fast genau gleich 1. Fiir
einige Isolierstoffe der Elektrotechnik sind in der folgenden Tabelle 2 die Werte der
Elektrisierungszahl aufgefiihrt.

Tabelle 2.
Stoff & Stoff &
Asphalt. . . . . . .. ... 2,5 Luft bei 760 mm und 0° . . 1,0006
Bakelit. . . . . . ... .. 4,5 Mikanit . . . . . . . ... 4,5...5,5
Bernstein. . . . . . . . .. 2,2...29 Papier. . . . . . . .. .. 1,8...2,6
Cellon . . . . . . .. ... 3,5 Paraffin . . . . . . . . .. 2,1...2,2
Bis. . . . .. e e e 2...3 Pertinax. . . . . . . . .. 4,8
Fernsprechkabelisolation Porzellan . . . . . . . .. 45...5
(Papier, Luft). . . . . . . 1,7 Quarz. . . . . . . . . .. 43...4,6
Glas, Glimmer . . . . . . . 5...10 Schellack . . . . . . . .. 3
Guttapercha . . . . . . . . 3...32 Starkstromkabelisolation
Hartgummi. . . . . . . .. 2,5...3,5 (Papier und O1) . . . . . 3...4,5
Holz. . . . . . ... ... ... 35 Transformatorensl . . . . . 2,2...2,5
Wasser . . . . . . . ... 80

In der theoretischen Physik bringt man die Unterteilung des Verschiebungsflusses in den
im Vakuum entstehenden Teil und den durch den Isolierstoff bedingten dadurch zum Aus-

druck, dafl man setzt Dy G- M, G52, E. (156)
Man bezeichnet dann R als ,,Polarisation‘* des Dielektrikums, s als dielektrische Suszepti-
bilitat; es gilt e
§=__°, (157)
&

Die Elektrisierungszahlen von elektrisch leitenden Stoffen kann man nicht in
der angegebenen Weise bestimmen; man findet sie durch Wechselstrommessungen
{sieche Abschnitt 19). Da in den metallischen Leitern nur ein kleiner Teil der Elek-
tronen frei ist, so mull auch in den Metallen dem Leitungsstrom ein Verschiebungs-
strom bzw. ein Verschiebungsfluf iiberlagert sein. Die bisherigen Beobachtungen
lassen genauere Schliisse dariiber nicht zu; es ist jedoch wahrscheinlich die Elektri-
sierungszahl der Metalle kleiner als 10.

Kiipfmiiller, Elektrotechnik. 4
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Bringt man einen kleinen geladenen Korper, z. B. eine kleine Metallkugel, die
mit der Elektrizititsmenge @ versehen ist, in ein elektrisches Feld, so wird auf diesen
geladenen Korper eine mechanische Kraft in der Richtung der Feldlinien ausgeiibt.
Die Kraft ist bestimmt durch die elektrische Feldstérke, die vor dem Einbringen
des geladenen Korpers in das elektrische Feld an der betreffenden Stelle vorhanden
war; sie hat die durch Gl. (144) gegebene GroBe. Voraussetzung fiir die Giiltigkeit

_, dieser Beziehung ist, daB die Abmessungen des geladenen Kor-
b pers so klein sind, daB das urspriingliche elektrische Feld in seiner
Umgebung als homogen angesehen werden kann. Bewegt man den
$ geladenen Kérper, so ist die Kraft durch das gleiche Gesetz be-
stimmt, wenn das Feld ein elektrostatisches Feld ist. Man
erhilt dann eine mechanische Arbeit, die positiv oder negativ
sein kann, je nach der Richtung der Bewegung gegeniiber der
Richtung der Feldlinien. Man findet die Arbeit, die beim Durch-
laufen eines Kkleinen Lingenelementes ds des Weges erhalten
Abb. 51. Zur Berech- Wird, Abb. 51, wenn man die in die Wegrichtung fallende Kom-
nung gg;%gitﬁfé{{n ponente B, der Kraft ¥ mit der Linge des Wegelementes multi-
trizititsmengen,  pliziert. Unter Wegrichtung ist dabei die Richtung der Be-
wegung des geladenen Korpers zu verstehen. Die gesamte Arbeit,

die auf einem beliebigen Weg von a nach b erhalten wird, ist

ds

b

A=[Rds, (158)
oder mit Gl. (144) b

4=Q [Gds. (159)

Fiihrt man schlieBlich noch Gl. (82) ein, so ergibt sich

A=Q(Pa—P5)=QU,s- (160)
Die Arbeit, die die elektrischen Feldkrifte beim Transport eines geladenen Kérpers
von einem Punkt @ nach einem Punkt b des Feldes leisten, hingt nur von der Poten-
tialdifferenz zwischen den beiden Punkten und von der Ladung des Korpers ab;
sie ist unabhingig von dem Weg und wird positiv, wenn eine positive Ladung von
héherem zu niedrigerem Potential, oder eine negative Ladung von niedrigerem zu
hoherem Potential gebracht wird, wihrend bei umgekehrter Bewegungsrichtung
eine mechanische Arbeit aufgewendet werden muf. Auf Grund dieser Zusammen-
hiinge koénnen die Grofen des elektrostatischen Feldes folgendermafien de-
finiert werden:
1. Die elektrische Feldstirke in irgendeinem Punkt ist gleich der Kraft,
die in diesem Punkt auf die Einheit der positiven Elektrizititsmenge (positive

Einheitsladung) ausgeiibt wird:

=2
€=5- (161)

2. Das elektrische Potential in irgendeinem Punkt ist gleich der Arbeit,
die von den Feldkriften geleistet wird, wenn eine positive Einheitsladung von dem
betreffenden Punkt zum Bezugspunkt gebracht wird, oder gleich der Arbeit, die
aufgewendet werden mul}, um eine positive Einheitsladung von dem Bezugspunkt
zu dem betreffenden Punkte des Feldes zu bringen:

A
=9" (162)

3. Die Arbeit, die die elektrischen Feldkriafte beim Herumfiihren einer Ein-

heitsladung auf einem beliebigen geschlossenen Weg leisten, ist Null. Das elektro-
- statische Feld ist ,,wirbelfrei‘:
PPds=0. (163)
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Ein ruhendes elektrisches Feld braucht im allgemeinen kein elektrostatisches
Feld zu sein. Ein Beispiel dafiir bildet das Feld in der Umgebung einer von Gleich-
strom durchflossenen Leitung, Abb. 52. Da die elektrischen FeldgréBen hier iiberall
zeitlich konstant sind, so liegt ein ruhendes elektrisches Feld vor. Infolge des Span-
nungsabfalles lings der Leitungsdrihte tritt jedoch zu der Feldstirke €, des bei
Unterbrechung der Leitung entstehenden elektrostatischen Feldes, die senkrecht

auf der Leiteroberfliche stehen wiirde, noch 6

eine Feldstirke @, in Richtung der Leiter- ¥

achse, die gleich dem Spannungsabfall fiir @71% AA A

die Langeneinheit ist. Die elektrischen Feld- +r @2" SR "—}
linien treten daher nicht senkrecht aus dem = Y Y y Yy |
Leiter aus; auch ist im Innern der Leitung -T VAR
die Feldstiarke nicht Null, sondern gleich €,. N

Der Grund fiir diese Abweichungen vom et )
elektrostatischen Feld liegt darin, gdaB hier 0% Delspiel ghes fuhenden elektrischen

dauernd eine Energieumsetzung (Wéarme-
entwicklung) stattfindet. Beim Bewegen einer elektrischen Ladung in der Um-
gebung der Leitung treten infolge des gleichzeitig vorhandenen magnetischen

Feldes zusitzliche Krifte auf. Diese Krifte tragen allerdings N

zur Arbeit, die beim Bewegen geleistet wird, nichts bei, da sie

senkrecht auf der Bewegungsrichtung stehen (siehe Abschnitt 22). é K

Es gelten daher auch in einem beliebigen ruhenden elektri-

schen Feld die drei Gesetze, Gl. (161), (162), (163). o N
Da nach Gl. (148) in einen beliebigen Raumteil eines ruhen- - &@:

den elektrischen Feldes, der keine Ladungen enthilt, genau so g, N Dne

viele Verschiebungslinien eintreten, wie aus ihm herauskommen, 0?1

so sind die Verschiebungslinien in solchen Rdumen stetig; sie !

endigen oder entspringen nur auf elektrischen Ladungen. Dar- DN

aus folgt fiir die Grenzfliche zwischen zwei Nicht- Abb.53. Grensfliche zwi-
leitern verschiedener Elektrisierungszahlen, daB die Norma]. e" Zvel Nichtleltern.
komponenten der Verschiebungsdichte zu beiden Seiten der Grenzfliche, Abb. 53,
einander gleich sein miissen: Dp1=Dns, (164)

eine zu GI. (123) analoge Beziehung. Aus dem gleichen Grunde wie im Strémungsfeld
miissen ferner auch hier die Tangential-
komponenten der elektrischen Feld-
stirke auf beiden Seiten der Grenz-
fliche einander gleich sein, Gl. (124).
Fiir die Tangentialkomponenten der
Verschiebungsdichte gilt daher

Dia_ &

v (165)
Die Verschiebungslinien werden an der
Grenzfliche gebrochen, und zwar wird
der Winkel mit der Normalen zur
Grenzfliche beim Ubergang der Ver- Abb. 54. Influenzwirkung.
schiebungslinien von einem Stoff hihe-
rer zu einem Stoff niedrigerer Elektrisierungszahl kleiner; in Abb. 53 ist ¢,
groBer als &,.

Bringt man in ein elektrisches Feld z. B. das Feld zwischen den beiden Elek-
troden A und B, Abb. 54, einen isolierten Leiter C, so entsteht in diesem Leiter unter
der Einwirkung der elektrischen Feldkrifte eine Wanderung der Elektronenwolke
so lange, bis im Innern =0

4%
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ist. Als Resultat dieser Wanderung von Elektronen finden sich auf der Oberfliche
des Leiters Elektrizititsmengen. Die Summe dieser Elektrizitatsmengen ist Null,
wenn der Leiter ungeladen war; es miinden ebenso viele Verschiebungslinien auf
dem Leiter, wie davon ausgehen. Diese Einwirkung des elektrischen Feldes auf
Leiter bezeichnet man als Influenz. Sie hat zur Folge, da8 die Leiter die Ver-

schiebungslinien scheinbar zu sich hinziehen;

T T — N\ man benutzt diese Erscheinung zur Abschir-

| / mung elektrischer Felder (Faraday,
Vo 1837). Stellt z. B. C, Abb. 54, eine Hohlkugel

AN , ST e T~ dar, so ergibt sich auBerhalb der Kugel die
SO /4/’—“>\ \\\\\ gleiche Feldverteilung wie bei einer Vollkugel,
\;—: \\\_'(J \ im Innern der Hohlkugel ist jedoch die elek-

AN e 20N trische Feldstirke Null. Als weiteres Beispiel
\\)\\\\\ SR ist in Abb. 55 schematisch die Abschirmung

v\ \\ S des Bedienungsraumes 4 eines Hochspannungs-

Vo y laboratoriums durch ein geerdetes Metallgitter G

Vs \ \\ veranschaulicht, 7' stellt einen Transformator

\ dar, K die Hochspannungselektrode. Durch das

! 7 Gitter werden die Verschiebungslinien zwischen

EANS NS der Hochspannungselektrode und den Wanden

Abb. 55. Schirmwirkung. des Raumes aufgefangen; infolgedessen wird
der Raum hinter dem Gitter praktisch feldfrei.

Auf der Oberfliche eines influenzierten Leiters entsteht teils ein UberschuB,
teils ein Mangel an Elektronen; bestimmte Teile der Oberfliche nehmen eine
positive Ladung an, andere Teile eine negative. Wenn man dafiir sorgt, da die eine

dieser beiden Ladungen abflieBen kann, so ergibt sich eine Aufladung des betref-

4 b
\/ﬁ V4 \ /7
\{ M

——

Abb. 56. Aufladung eines Leiters durch Influenz.

fenden Leiters durch Influenz. Ein Beispiel dafiir ist durch Abb. 56 veranschau-
licht. Es ist hier zunichst, Abb. 56a, das Feld in der Umgebung eines Hochspan-
nungstransformators 7' schematisch dargestellt, der einpolig geerdet und am an-
dern Pol mit einer Kugel K, versehen ist. Abb. 56b zeigt die Verinderung, die das
Feld erfihrt, wenn in die Nihe des Transformators eine Metallkugel K, gebracht
wird. Hat die Kugel K; in dem betrachteten Zeitpunkt eine positive Ladung, so
ergeben sich auf der dieser Kugel zugewendeten Seite von K, negative Ladungen, auf
der andern positive Ladungen. Durch einen Draht, Abb. 56c, werde die Kugel K,
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mit der Erde verbunden; dadurch nimmt K, das Potential der Erde an, die Ver-
schiebungslinien zwischen K, und Erde verschwinden. Entfernt man nun den
Draht, so ergibt sich das Bild 56d. Die Kugel K, hat eine negative Gesamt-
ladung, die bei hinreichend guter Isolation dieser Kugel erhalten bleibt, auch wenn
K, auf Erdpotential gebracht wird, Abb. 56e. Die zunichst ungeladene Kugel K, hat
damit eine Spannung gegen Erde aufgenommen, ohne daB sie mit dem Trans-
formator in Verbindung gebracht wurde, eine Erscheinung, die in Hochspannungs-
anlagen beachtet werden muB. Sie spielt im besonderen eine Rolle bei Blitzent-
ladungen in der Néhe von Freileitungen. Befindet sich eine Leitung im elektrischen
Feld einer geladenen Gewitterwolke, so flieft eine bestimmte Ladung iiber die
Isolationswiderstinde der Leitung ab, dielektrische Verschiebungslinien spannen
sich zwischen Wolke und Leitung. Entlidt sich die Wolke durch einen Blitz nach
der Erde, so bleibt zunéchst die Ladung der Leitung erhalten (K, der Abb. 56); ihr
entspricht eine bestimmte Spannung zwischen der Leitung und Erde, die zum Auf-
treten einer von der betreffenden Stelle lings der Leitung nach beiden Richtungen
hin fortlaufenden Wanderwelle fiihrt (siehe Abschnitt 42).

Die fiir die Grenzfliche zwischen zwei Nichtleitern angestellten Uberlegungen
fithren noch zu folgendem Schlufl. Bringt man in einem materiellen Nichtleiter
einen engen, langgestreckten zylindrischen Schlitz an, dessen Richtung iiberein-
stimmt mit der Richtung der Feldlinien, Abb. 57, und der von Materie frei ist,
so muBl im Innern des Schlitzes die elektri-
sche Feldstirke den gleichen Wert haben wie
aullerhalb, da an der zylindrischen Grenz-
fliche die Feldstirke stetig iibergehen muB.
Es gilt daher fiir die Feldstirke und die -
Verschiebungsdichte im Innern des Schlitzes 20P- 5T Lingssculitz Sbb o8 Querscullts mr

6=6,; Di=-D,, (166)

stérke. bungsdichte.
wenn mit €, und D, die urspriinglich an der betreffenden Stelle vorhandenen Feld-
gréBen, mit e, die Elektrisierungszahl des Nichtleiters bezeichnet werden. Wird
dagegen ein kleiner dosenférmiger Hohlraum von sehr geringer Héhe, dessen Grund-
flichen senkrecht zu den Feldlinien stehen, im Innern des Nichtleiters angebracht,
Abb. 58, so miissen die Verschiebungslinien stetig durch den Hohlraum hindurch-

gehen, d. h. es wird G,=£6,; D,=9,. (167)

Man kann also in einem Lingsschlitz die elektrische Feldstirke, in einem Quer-
schlitz die Verschiebungsdichte messen, die innerhalb des Nichtleiters vorhanden
sind.

11. Kondensatoren.

Unter einem Kondensator versteht man eine Anordnung, die aus zwei vonein-
ander isolierten Metallelektroden besteht. Legt man an die Elektroden eine Span-
nung, so nehmen sie eine Ladung auf, es wird eine bestimmte Elektrizitatsmenge als
Verschiebungsflul in dem Kondensator aufgespeichert. Auf dieser Fihigkeit, Elek-
trizitdtsmengen aufzuspeichern, beruhen die Anwendungen der Kondensatoren.
Beim Anlegen der Spannung an die Elektroden entsteht im Nichtleiter ein elek-
trisches Feld; die elektrische Feldstirke wird an jeder Stelle um so gréBer, je grofer
die Spannung zwischen den Elektroden ist. Die Verschiebungsdichte ist proportional
der Feldstirke und daher ebenfalls proportional der Spannung. Daher mufl auch der
gesamte VerschiebungsfluBl ¢, der von der einen zur andern Elektrode iibergeht,
proportional der Spannung U zwischen den Elektroden sein:

Q=0CU. (168)
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Der Proportionalititsfaktor ¢ wird die Kapazitit des Kondensators genannt;
er ist unabhiingig von der angelegten Spannung, also nur bestimmt durch die geo-
metrischen Formen des Kondensators und die Materialeigenschaften (Elektrisierungs-
zahl) des Nichtleiters. Es gilt also

VerschiebungsfluB zwischen zwei Elektroden
Spannung zwischen den Elektroden

Kapazitit =

Die einfachste Ausfiihrungsform bildet der Plattenkondensator, bei dem
zwei ebene Elektroden durch einen Nichtleiter von sehr geringer Dicke d vonein-
ander getrennt sind. Die Niveauflichen sind dann Ebenen parallel zu den Platten-
oberflichen. Der VerschiebungsfluBl geht senkrecht von der einen Elektrodenfliche
zur andern iiber, um so genauer je gréBer die Abmessungen der Platten im Vergleich
zur Dicke d des Nichtleiters sind. Das Biindel der Verschiebungslinien hat einen
Querschnitt, der gleich der Plattenfliche F ist. Der Verschiebungsflufl @ verteilt
sich gleichmaflig auf dieser Fliche, so dal die Verschiebungsdichte im Innern des
Nichtleiters wie im Fall der Abb. 50

_ @
D=5
ist. Das Potential geht im Innern des Nichtleiters linear von dem Potential der einen

Elektrode zu dem der andern iiber; bezeichnet man die Spannung zwischen den
Elektroden mit U, so ist daher die elektrische Feldstidrke im Innern des Nichtleiters

U
€l=7-
Mit Benutzung der Gl (151) ergibt sich daraus
0=5U,
und es folgt fiir die Kapazitit
P c=:£, (169)

Diese Beziehung gilt angenahert auch bei gekriimmten Elektroden, wenn nur der
Abstand zwischen den Elektroden klein ist gegen den Kriimmungsradius, so daf3
man das elektrische Feld zwischen den Elektroden als homogen ansehen kann.
Da die Einheit der Dielektrizititskonstante Farad/cm ist, so dient als Einheit der
Kapazitit nach Gl. (169) das Farad; die Einheit der Kapazitit liegt vor, wenn die
Elektroden bei 1V Potentialunterschied eine Ladung von 1 As aufnehmen.

Weitere Ausfithrungsformen von Kondensatoren, bei denen die Formel (169)
angewendet werden kann, sind die folgenden:

a) Luftkondensatoren. Die Luftkondensatoren werden in der MeBtechnik und in
der Fernmeldetechnik verwendet, wenn es sich um kleine Kapazitdtswerte handelt.
Bei den Drehkondensatoren greifen zwei voneinander iso-
lierte Systeme paralleler Platten kammartig ineinander, so daf3
sich der VerschiebungsfluB von den Platten des einen Systems
aus nach beiden Seiten hin verzweigt. Der Querschnitt der Ver-
schiebungslinienbiindel, F, Abb. 59, kann durch Herausdrehen
eines der beiden Systeme aus dem andern beliebig eingestellt
werden. Sind im ganzen n Zwischenrdume vom Abstand d zwi-
schen je zwei Platten vorhanden, so verzweigt sich der Ver-

Abb. 59, Zur Berechnung  schiebungsflull in n gleiche Teile; die Kapazitat ist daher
der XKapazitit eines
Drehkondensators. O=n 8_11 (170)

d -’
Fiir Hochspannungsmessungen werden Kondensatoren hergestellt aus konzen-
trischen Metallzylindern mit geringem Abstand, die isoliert voneinander in einem
druckfesten GefiB eingeschlossen sind. Das Gefi wird mit Luft oder Kohlensiure
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von hohem Druck (20 at) gefiillt, wodurch sich eine hohe Durchschlagsfestigkeit
ergibt (Pregaskondensatoren).

b) Papierkondensatoren. Die Papierkondensatoren werden bis zur Spannung von
einigen 1000 V verwendet. Sie werden durch Aufwickeln von Streifen diinner Metall-
folie (Stanniol oder Kupfer) mit Zwischenlagen von paraffiniertem Papier auf einen
Dorn hergestellt (Wickelkondensatoren). Auf diese Weise 148t sich eine groBe
Elektrodenoberfliche auf kleinem Raum unterbringen. Fiir die Berechnung der
Kapazitit gilt die Formel (169); es ist zu beachten, dafl sich der Verschiebungsfluf3
von jeder Folie nach beiden Seiten hin verzweigt.

¢) Glimmerkondensatoren. Glimmer wird verwendet, wenn es sich um die Her-
stellung groBerer Kapazititswerte bei hohen Spannungen handelt, oder fiir MeS-
zwecke, wenn die Kapazitit zeitlich moglichst konstant sein soll. Es werden ab-
wechselnd diinne Scheiben von Glimmer und Metallfolie aufeinander geschichtet,
so daf ebenfalls die Elektroden nach beiden Seiten hin ausgeniitzt werden.

d) Glaskondensatoren. Sie werden bei-hohen Spannungen angewendet und sind
den alten Kleistschen Flaschen nachgebildet. Es wird Glas mit hoher Durchschlags-
festigkeit und hoher Elektrisierungszahl verwendet (,,Minosglas® ¢, = 8) in so diinner
Schicht, daB das elektrische Feld im Innern als homogen angesehen werden kann.
Auch Plattenkondensatoren werden z.T. aus Glas hergestellt (,,Minosplatten-
verdichter®).

Berechnungsbeispiele:

1. Plattenkondensator. In der folgenden Tabelle ist fiir verschiedene Verhéltnisse von
F/d und fir eine Elektrisierungszahl von &,=1 die nach Formel (169) berechnete Kapazitit
angegeben.

Fld =100 200 500 1000 2000 5000 10000 cm
C = 8,86 17,7 44,3 88,6 177 443 886 uuF

2. Drehkondensator. Es soll ein Drehkondensator mit einer Kapazitit von 1000 uuF mit
Platten von r, = 5 cm Radius bei einem Plattenabstand von d = 1 mm hergestellt werden. Der
grofte Querschnitt des Verschiebungsflusses betrigt % ¢z = 39,3 cm? Daher gilt nach Gl. (170)

10,0886 - 39,3 cm? pulF
1000 yuF=n ~— 0dem  om®
n=29.

Es miissen also 29 Zwischenrdume zwischen den Platten vorhanden sein, d. h. 15 feste und
15 drehbare Platten verwendet werden.

Bei kreisférmigen Platten, wie in Abb. 59, wichst die Kapazitit von einem Anfangswert
(,,Anfangskapazitit* bei ganz herausgedrehten Platten) ungefahr linear mit dem Drehwinkel «
auf den Endwert an. Fiir manche Zwecke (z. B. Rundfunkapparate) ist ein anderer Zusammen-
hang zwischen Kapazitit und Drehwinkel erwiinscht; man dndert dann die Form der drehbaren
Platten entsprechend ab, so daB ihr Radius 7 eine bestimmte Funktion des Winkels o wird. Die
Flache F zwischen den Elektroden wird dann

o
F=1[r*da, (171)
0
wenn das bewegliche Plattensystem mit dem Winkel « in das feststehende eintaucht. Soil die
Kapazitit C eine bestimmte Funktion f(«) des Winkels « sein, so gilt

3

_R&% | o
fla)= 5q | dos
0
Hieraus erhilt man durch Differenzieren
_1/2d 1/df(x)
r— %EEV o) (172)

Bei manchen Anwendungen ist es zweckméBig, fiir 1/C eine bestimmte Abhéingigkeit F'(«) vorzu-

schreiben. Dann gilt L
1/2d 1 dF(a)
’“VEF(«)V‘ da (173)
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Wenn z. B. der Kondensator eines Schwingungskreises eine Teilung erhalten soll, die linear von
der Eigenfrequenz 1/27} LC abhéngt, so mufl mit den beiden Konstanten ¢; und ¢, gelten

1 o
_:=61<1—62‘—‘> ,
Ve T

2
oder F(a)=c? (1—02%) . (174)
Damit ergibt sich, wenn alle Konstanten zusammengefat werden, aus Gl. (173)
¢
r=—. (175)
o\
(\ 1— Cy ;)
Der Radius r hat seinen groSten Wert fiir o= 7, nimlich
To=— —C‘T .
(1—cy)?
Fiihrt man diesen Wert an Stelle von ¢ ein, so folgt
3
1—c¢y\5
r=ry (fmvz) 2, (176)
o
1—c,—
T

In Abb. 60 sind hieraus hervorgehende Formen der Platten fiir verschiedene Werte von c, auf-
gezeichnet.
Zwischen dem VerschiebungsfluB des elektrischen Feldes und dem Strom im
Strémungsfelde besteht nach Abschnitt 10 eine formale Analogie. Die zur Kapazitit
analoge Grofle des Stromungsfeldes ist der Leitwert zwischen den
Elektroden, wenn deren Leitfihigkeit sehr groBl gegen die des leiten-
den Mediums zwischen ihnen ist. Man kann diese Analogie zur Be-
¢=0 rechnung der Kapazitit benutzen, wenn das entsprechende Stro-
mungsfeld bekannt ist, oder zur Berechnung des Isolationswider-
standes von Kondensatoren, deren Kapazitit man kennt,
Allgemein gilt fiir den Widerstand zwischen den Elektroden
eines Stromungsfeldes U
R——7, (177)
Abb. 60. Platten-
formen elnes Drehe o0 obei U,, die Spannung zwischen den Elektroden, I den von der
lincazes ¥requenz- einen zur andern Elektrode iibergehenden Strom bezeichnet. Nun
ist fiir irgendeine Hiillfliche, die eine Elektrode enthilt, wenn die
Stromzuleitung von der Integration ausgeschlossen wird,

I=$®dF.
Fir den Fall, daB die Leitfahigkeit im ganzen Raum konstant ist, wird hieraus
I=%$EdF, (178)
1 U
also ==t 179
% §6ds (179)

Ist dagegen der Raum zwischen den Elektroden von einem homogenen Nichtleiter
erfiillt, so wird der Verschiebungsflufl

Q=$DdF=e$CdF, (180)
so daB fiir die Kapazitit zwischen den beiden Elektroden gilt
_ Q@ _ $6ag
C= Uab—-e Uy (181)
Der Vergleich der beiden Beziehungen (179) und (181) zeigt, daf
RC=—. (182)
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Daraus folgt auch, dal der Isolationswiderstand eines Kondensators beliebiger

Form bei homogenem Dielektrikum umgekehrt proportional der Kapazitét ist.
Im Abschnitt 7 hatte sich fiir den Isolationswiderstand eines einadrigen Kabels

von der Linge [ und den Radien 7, und r, von Innenleiter und Bleimantel die Formel

ergeben
g R 1

T2
- n—.
2nxl T ry

Dabei wurde die Voraussetzung gemacht, dall der Zwischenraum zwischen Leiter
und Kabelmantel von einem homogenen Medium mit der Leitfahigkeit » erfiillt
sei. Hat dieses Medium eine Dielektrizitdtskonstante ¢, so gilt daher auf Grund des
eben gefundenen Zusammenhanges fiir die Kapazitdt des Einleiterkabels

g=27el. (183)

7
In-2
"1

Da praktisch meist die Elektrisierungszahl gegeben ist, so ist es zweckmiBig, diese
Beziehung in der Form zu schreiben

556 1)
£=2n80 & _=0,0 be, u :0,02416.,. ‘uF. (184)
l Ty ry km ry km
In—= In-= log—=
1 1 "

Zahlenbeispiel: Fiir verschiedene Werte von r,/r; und e,=1 gibt die folgende Tabelle
die Kapazitat fiir die Léangeneinheit des Kabels an:

75/r1=1,6 1,8 2 2,5 3,0 3,5 4 5,0

C/1=0,118 0,0946 0,0802 0,0607 0,0506 0,0444 0,0401 0,0346 pF /km
Bei Starkstromkabeln mit ¢lgetrinkter Papierisolation ist ¢, ungefihr gleich 4, die Kapazitéts-
werte sind also etwa 4 mal so groB.

Die Formel (183) gilt nur, wenn die Zylinderelektroden so lang sind, dafl die
Verschiebungslinien radial von der einen Elektrode zur andern iibergehen. Fir
MefBzwecke werden in der Hochspannungstechnik zuweilen Zylinderkondensatoren
verwendet, bei denen die Elektroden aus kurzen
konzentrischen Zylindern bestehen. Hier erreicht
man den radialen Verlauf der Verschiebungslinien
durch Verlingerung der Elektroden iiber den aus-
geniitzten Teil hinaus, wie es in Abb. 61 dargestellt
ist. Werden die Verldngerungen o und ¢ (,,Schutz- Abb.61. Luttkondensator mit Schutzringen.
ringe*‘) auf das gleiche Potential gebracht, wie die
mittlere Elektrode b, so ergibt sich zwischen dieser Elektrode und der inneren der
gewiinschte Verlauf der Verschiebungslinien, so daB die Kapazitit zwischen diesen
beiden Elektroden nach der Formel (183) berechnet werden kann.

Werden mehrere Kondensatoren mit den Kapazititswerten C;, Cp, O3 usw.
parallel an eine Stromquelle gelegt, so verzweigt sich bei der Aufladung der
Verschiebungsstrom in die einzelnen Kondensatoren. Der gesamte Verschiebungs-
fluB @ setzt sich aus der Summe der Verschiebungsfliisse in den einzelnen Konden-
satoren, @, @,, @; usw. zusammen. Ersetzt man die ganze Anordnung durch einen
einzigen Kondensator mit einer solchen Kapazitit Cy, da bei der gleichen Span-
nung U, der gleiche VerschiebungsfluBl ¢ aufgenommen wird, so gilt daher

Q:Q1+Q2+Q3+ ot
UpCo=UoC1+UoCo+ U Cs+ - - -,
oder Co=0C1+Cy+Cy+ - - -. (185)
Bei Reihenschaltung der Kondensatoren hat der Verschiebungsstrom in
jedem: Kondensator den gleichen Wert. Die Ladungen @ der einzelnen Kondensatoren

sind daher einander gleich. Die Spannungen an den einzelnen Kondensatoren sind
bestimmt durch diese Ladung und den Kapazititswert; ihre Summe muB gleich der
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Gesamtspannung U, sein. Ersetzt man auch hier die Anordnung durch einen einzigen
Kondensator mit einer Kapazitit C,, so daf} sich bei der gleichen Spannung U, die
gleiche Ladung @ ergibt, so mufl gelten

Uo=U1+U2+ U3+ )

Q _@ @ @

[ A
1 1 1 1
;)jerT ) . z,;——dl-—}——;—}—@——lm--. (186)
1€ €118 g annungen S
P U,=U,er. a8y

Sie verhalten sich umgekehrt wie die Kapazititswerte; an der kleineren Kapazitit
liegt die héhere Spannung. Voraussetzung fiir die Giiltigkeit dieser Uberlegung ist,
daB der Isolationswiderstand unendlich gro8 ist. Bei Gleichstrom stellt sich in Wirk-
lichkeit eine Spannungsverteilung ein, die ausschliefllich durch die Isolationswider-
stinde der einzelnen Kondensatoren bestimmt ist. Nur wenn ¢/x fiir alle in Reihe
geschalteten Kondensatoren den gleichen Wert hitte, wiirde diese Spannungsver-
teilung iibereinstimmen mit der hier berechneten. Praktisch schwankt die Leit-
fahigkeit der Nichtleiter in ziemlich weiten Grenzen, so daf sich bei Gleichstrom
groBe Unterschiede zwischen der idealen und der wirklichen Verteilung der Span-
nung ergeben kénnen. Dagegen gelten die abgeleiteten Beziehungen mit groBer
Anniherung, wenn es sich um Wechselspannungen handelt, da hier der Verschiebungs-
strom im Leiter meist erheblich iiberwiegt (sieche Abschnitt 18).

‘Wenn man eine Anzahl n Kondensatoren parallel geschaltet mit einer Spannung U
auflidt und dann hintereinander schaltet, so ergibt sich eine Addition der Einzel-
spannungen ; die Gesamtspannung wird nU. Die ganze Anordnung wirkt dann wie
ein Kondensator mit dem n-ten Teil der Kapazitit eines Einzelkondensators, der
auf die n-fache Spannung aufgeladen ist. Man benutzt diese Moglichkeit zur Her-
stellung von hohen Spannungen fiir Versuchszwecke.

12. Beispiele elektrostatischer Felder.

In diesem Abschnitt werden einige Beispiele von elektrostatischen Feldern be-
trachtet, die sich mit Hilfe der im Abschnitt 10 entwickelten Vorstellungen iiber
den Verschiebungsflu behandeln lassen. Die elektrostatischen Felder kénnen auf
Grund dieser Vorstellungen auf die Wirkung von Quellen des Verschiebungsflusses
zuriickgefiihrt werden.

Die Punktladung.

Aus dem in Abschnitt 7 behandelten Fall einer in einen leitenden Stoff einge-
betteten Kugelelektrode geht bei verschwindender Leitfahigkeit das elektrostatische
Feld in der Umgebung einer geladenen Kugel hervor. Die Verschiebungslinien gehen
von der Kugeloberfliche nach allen Seiten hin strahlenformig aus, wenn auf der
Kugel eine positive Ladung angenommen wird; sie miinden auf der Gegenelektrode,
deren Entfernung von der Kugel als sehr grol (unendlich grof3) vorausgesetzt werden
soll. Der VerschiebungsfluB verteilt sich daher gleichmiBig auf konzentrischen
Kugelflichen, so dal die Verschiebungsdichte im Abstand » vom Kugelmittelpunkt

|D|= %ﬂ (188)
betriagt; der VerschiebungsfluBl @ ist gleich der Ladung der Kugel. Die elektrische
Feldstirke an irgendeiner Stelle des nichtleitenden Raumes wird infolge Gl. (151)

9 (189)

| —
| |= dmerd’
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Der Vektor der elektrischen Feldstirke zeigt radial von der Kugel weg, wenn @
positiv ist. In bezug auf den Raum auBerhalb der Kugelelektrode kann man diese
ersetzen durch eine Punktquelle oder Punktladung@ im Mittelpunkt der
Kugel. Das elektrische Feld in der Umgebung einer Punktladung ist durch konzen-
trische Kugelflichen als Niveauflichen und durch Radien als Verschiebungslinien
gekennzeichnet. Das Potential im Abstand r von der Punktladung wird

[os] [ee]

p= @dr———fl@[dr=— 9 (190)

dmer’
7

wenn als Bezugspunkt ein sehr ferner Punkt gewihlt wird.
An der Oberfliache der Kugel vom Radius 7, ist das Potential gleich der Spannung
zwischen der Kugel und einem sehr weit entfernten Punkt, also
__ @
, Uo= dmer,
Die Kapazitdt der Kugel wird daher
C=4mer,. (191)

Eine Kugel von 1 cm Radius, die sich in Luft befindet mit einem gegen ihren Radius sehr
grofBen Abstand von andern Leitern oder Nichtleitern, hat danach eine Kapazitit von der GroSe

C=4me,ry=4m-0,0886 - 1 %‘;: em=1,11uF.

Dieser Kapazititswert wird zuweilen als Einheit der Kapazitat beniitzt und mit 1 cm bezeichnet,
da er sich auch aus den Einheiten des elektrostatischen Mafsystems ableitet. Man sagt, die Ka-
pazitit betrage so viele Zentimeter, als der Wert 1,11 uuF in der betreffenden Kapazitit enthalten
ist. Diese Bezeichnung sollte in der Elektrotechnik nicht mehr verwendet werden, da es irre-
fithrend und unnatirlich ist, der Kapazitit die Dimension einer Linge zuzuschreiben.

Die elektrische Feldstirke hat in der Umgebung einer Kugelelektrode vom
Radius 7, den Wert Q 7,
0 }@I:W:UOT‘;— (192)
Sie nimmt wie im entsprechenden Stromungsfeld umgekehrt proportional mit dem
Quadrat des Abstandes vom Mittelpunkt der Kugel ab und betrigt an der Oberfliche
der Kugelelektrode U
£ €| = (193)

Der gleiche Wert ergibt sich in einem Plattenkondensator mit dem Plattenabstand r,
bei einer Spannung U, zwischen den beiden Platten. Die Feldstirke wird um so
groBer, je kleiner der Radius der Kugel ist. Hohe Feldstirken entstehen daher
immer dort, wo die Kriimmungsradien klein sind.

Der gleiche radiale Verlauf der Verschiebungslinien liegt in einem Kugelkonden-
sator vor, das ist eine Anordnung aus zwei konzentrischen Kugelelektroden. Aus
dem Widerstand einer solchen Anordnung im Stromungsfeld, Gl. (101), ergibt sich
die Kapazitit des Kugelkondensators zu

O=dme "2 (194)
To—1
Die Feldstiarke zwischen den beiden Elektroden wird
_U,0 X
‘Gt T 4mer: Uo(rg—rl)ﬁ’ (195)

wenn U, die Spannung zwischen den beiden Elektroden bezeichnet.
Allgemeine elektrostatische Felder entstehen, wenn mehrere Punkt-
ladungen vorhanden sind. Die von den einzelnen Punktladungen herriihrenden
Potentiale iiberlagern sich dann wegen der linearen Abhéngigkeit zwischen Ladung
und Potential, so daB das Gesamtpotential in einem beliebigen Raumpunkt
1319, (196)

9= fmesiT,
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wird, wobei @, die Ladungen der Punktquellen, r, die Abstéinde des betrachte-
ten Raumpunktes von den Punktquellen bezeichnet. Wenn die Verteilung der
Elektrizititsmengen im Raum bekannt ist, so ist damit also eindeutig das Potential
bestimmt.

In Abb. 62 ist das elektrische Feld in der Umgebung zweier Punktquellen, deren
Ladungen sich wie — 1:2 verhalten, dargestellt. Die Niveaulinien lassen sich hier in
ghnlicher Weise ermitteln, wie es in Abschnitt 7 beschrieben wurde.

Abb. 62. Niveaulinien des Feldes von zwei Punktquellen verschiedener Ladung,

Von besonderem Interesse ist, dafl bei einer solchen Anordnung von zwei Punkt-
quellen entgegengesetzter Ladung immer eine Niveaufliche zu finden ist, die eine
Kugelfliche bildet; sie ist in Abb. 62 stirker gezeichnet. Dies lafit sich folgender-
mafBen nachweisen. Bezeichnet ¢ den Abstand der beiden Punktladungen, so ist
das Potential im Punkte P, Abb. 36,

: <Q14—5@). (197)

P= 1ae g

Wir suchen nun die Niveaufliche mit dem Potential Null auf. Fiir alle Punkte dieser

Niveaufliche mufl gelten Q . Q.
P
d no_ %
oder ™ 0, (198)

Bei gleichen Vorzeichen von @, und @), hat diese Beziehung keine geometrische
Bedeutung; Punkte der gesuchten Art sind nicht vorhanden, wenn man von den
unendlich fernen Punkten absieht. Bei ent-
gegengesetzten Vorzeichen wird jedoch das
Radienverhiltnis positiv; die Niveaufliche
mit dem Potential Null ist bestimmt durch

ek, (199)
Ty
, wobei £ das Verhéltnis der Betrige der beiden
Abb. 63. Kugelformige Niveaufliche. Ladungen bezeichnet. Der geometrische Ort

der Punkte einer Ebene mit konstantem Ab-
standsverhiltnis von zwei festen Punkten dieser Ebene ist nach einem Satz der
Geometrie (Apollonius) ein Kreis, der die Verbindungsgerade zwischen den beiden
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Punkten harmonisch teilt, Abb. 63. Es ist
%4 OB
0.4= 0,8 (200)
Da diese Folgerung fiir alle Ebenen gilt, die die Verbindungsgerade der beiden
Punkte enthalten, so geht hieraus hervor, daf} die gesuchte Niveaufliche eine Kugel-
fliche ist, die durch Drehung des gezeichneten Kreises um die Verbindungsgerade
@, @, entsteht. Die Kugelfliche umschlielt die schwéchere Punktladung. Nennt man
ihren Radius 7, und kennzeichnet man die Lage ihres Mittelpunktes M durch den
Abstand b von @Q,, so findet man durch Anwendung der Gl. (199) auf die Punkte 4

und B [GI. (200)]: atb—ry atbir,
b = rfb =k. (201)
Hieraus folgt r=b(a+b). (202)
Setzt man dies in Gl. (201) ein, so ergibt sich
To .
=k (203)
Ferner findet man aus den beiden Gl. (202) und (203)
r=ag (204)
1
b=a— - (205)

Damit kénnen die Bestimmungsstiicke des Kreises berechnet werden. Fir k=1
artet der Kreis zur Mittelsenkrechten der Verbindungslinie @, @, aus, die Mittelebene
wird Niveaufliche.

Bringt man in Punkt M noch eine dritte Punktladung @, an, so bleibt die be-
trachtete Kugel eine Niveaufliche; es wird lediglich zu allen Punkten der Kugel
das Potential 0,

Ps= 4n er,

hinzugefiigt. Ein elektrostatisches Feld dndert sich nicht, wenn man eine beliebige
Niveaufliche durch eine diinne leitende Metallschicht ersetzt, der das gleiche Potential
erteilt wird. Diese Metallschicht verbindet nur Punkte ohne Potentialunterschied;
da die Feldlinien auf den Niveauflichen senkrecht stehen, so stehen sie auch senk-
recht auf der so gebildeten Metallelektrode. Auflerhalb der betrachteten Niveau-
fliche bleibt daher das Feldbild erhalten, wenn man den von ihr eingeschlossenen
Raum mit einem leitenden Stoff ausfiillt, dem das betreffende Potential erteilt wird.
Wendet man diese Uberlegung auf die eben betrachtete Kugelfliche an, so ergibt
sich das Feldbild zwischen einer Punktladung ¢; und einer leitenden Kugel vom
Radius r, und der Ladung @, @Q,, deren Mittelpunktsabstand von der Punkt-
ladung @4 b=d betrigt. Ist dieser Abstand d gegeben, so berechnen sich die
GroBen @, und b nach Gl. (198), (199) u. (203) aus:
b
sz"%:*lez_Q1% (207)

und es wird nach GI. (202) - ul
=1

(206)

(208)

Diese Punktladung @, wird wegen der Analogie zu dem Spiegelungsverfahren bei
ebenen Oberflichen als elektrisches Bild (W. Thomson, 1845) der Punkt.-
ladung @, in bezug auf die Kugeloberfliche bezeichnet. Sind im AuBenraum der
Kugel mehrere Punktladungen vorhanden, so kann man zu jeder dieser Ladungen
ein Bild im Innern der Kugel angeben; der ganze AuBenraum la8t sich mit Hilfe
der Beziehungen (207) und (208) auf das Innere der Kugel abbilden. Diese Beziehungen
stellen das ,,Gesetz der reziproken Radien*“ dar; je weiter ein Punkt des AuBen-
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raumes vom Kugelmittelpunkt entfernt ist, um so dichter riickt sein Bild an den
Kugelmittelpunkt heran.

Da sich das Feld im AuBlenraum der Kugel durch das der drei Punktladungen @, ,
@, und Qg ersetzen 14Bt, so ist die Gesamtladung der Kugel @, + Q5.

Soll die Kugel keine Ladung haben, so muf}

Q= —Q,= "0, (209)
gemacht werden. Das Potential ist dann fiir beliebige Punkte des AuBenraumes
@ o1 71

Pimelm i ) @10

Diese Beziehung stellt die Losung der folgenden Aufgabe dar. Es befinde sich im
isolierenden Raum eine Punktladung @,. Ihr elektrisches Feld ist durch das Potential
&
= dmery
gegeben; die Feldstérke ist 0,
| l:4nar§ :
Es werde nun eine ungeladene Metallkugel in dieses elektrische Feld gebracht, derart,
daBl der Abstand zwischen dem Kugelmittelpunkt und der Punktladung & wird. Die
Feldstirke war dort urspriinglich

’@0!—4”6012 (211)

Gefragt ist, in welcher Weise das primére Feld durch das Vorhandensein der Kuge
verdndert wird. Die Antwort ergibt sich durch Gl. (210); es ist z. B. das Potential
das die Kugel annimmt, Qs

Y3 =ined"

Ein interessanter Grenzfall entsteht, wenn man den Abstand d immer gréBer
und grofer werden 148t, den Punkt @, also immer weiter hinausriicken 148t und
gleichzeitig die Ladung @, so vergréBert, dafi €, konstant bleibt. Dann ergibt sich
schliefilich die Potentialverteilung in der Umgebung einer ungeladenen Metallkugel,
die in ein urspriinglich homogenes Feld gebracht wird. Die Punktladung @, muf
dabei die GréBe erhalten:

=4dmed?|G,). (212)

Ihr elektrisches Bild @, wandert mit wachsendem d immer niher an den Kugelmittel-
punkt heran. Da wir dort eine Ladung — ), anbringen miissen, so riicken also im
Kugelmlttelpunkt zwei entgegengesetzt gleiche Punktladungen ndher und néher
4 p  Zusammen; es entsteht eine sogenannte Doppelquelle

/7 " A oder ein D1pol Abb. 64. Bezeichnet man den Abstand

v /;/ des Aufpunktes P von dem Kugelmittelpunkt mit », den

/S Winkel von r mit der Verbindungslinie der beiden Ladun-
// /ﬁi gen mit «, so gilt im Fall verschwindend kleinen Abstan-
Y des b der beiden Ladungen fiir das durch den Dipol hervor-
+g2 :
gerufene Potential
Abb. 64. Feldberechnung bei 1 Q Q —bQ,cosa
in Dipol. —_ (X2, w2 — 2

emem e ‘P—4”8< r+bcosa>— dme 12 ° (213)
Man bezeichnet das Produkt —b@), als das Moment M des Dipols; damit wird
- é‘% oz (214)

Obwohl also ein Dipol im ganzen die Ladung 0 aufweist, so ergeben sich doch in
seiner Umgebung Feldkrifte, die allerdings rascher abnehmen als in der Umgebung
einer Punktladung.
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Die durch das Vorhandensein einer ungeladenen Kugel in einem urspriinglich
homogenen Feld entstehende Potentialverteilung laft sich nach dem vorhin Aus-
gefiihrten darstellen durch die gleichzeitige Wirkung einer sehr weit entfernten
Punktquelle und eines Dipols:

. Q1 b@, cosa

¢_—4na(d+rcoso?)——m7r'
Fiihrt man hier die Beziehungen (207), (208) und (212) ein und beriicksichtigt, daB d
iiber alle Grenzen wachsen soll, so folgt

— |

1 rcosa , 7§ cosa
oo}t )
Wenn schlieBlich als willkiirliche Konstante —d[@ol hinzu- P
gefiigt wird, so ergibt sich
3
¢=|Go|(—r+2)cosa. (215)
Die Abb. 65 zeigt das nach GI. (215) berechnete Feldbild,
das man sich rotationssymmetrisch zur wagrechten Achse zu
denken hat. Die Feldstarke an der Oberfliche der Kugel ist
dg| 27}
=——=| = 1+ =3 . (216
l@| or To '@01< + 7'3 )cosoc I@O‘COSM ( ) Abb. 65. Ungeladene Metall-
kugel in einem homogenen

Sie wird fiir «=0 und «=180° dreimal so groB wie die Feld.
urspriingliche Feldstirke des homogenen Feldes, die Ver-

schiebungslinien drédngen sich dort zusammen. Kleine metallische Einschliisse in
Isolierstoffen ergeben also eine ortliche Erhohung der Feldstirke. Die Dichte der
influenzierten Ladungen auf der Kugeloberfliche ist gleich der Verschiebungsdichte:

D=3¢|Ey|cosa; (217)

sie ist ebenfalls in der Achse des Feldes am gréBten; es befinden sich auf der einen
Halbkugel positive, auf der andern Halbkugel negative Ladungen, deren Summe
Null ist.

Ersetzt man die zur Achse senkrecht stehende Hauptebene der Kugel, die gleich-
zeitig Niveaufliche ist, durch eine Metallschicht, so ergibt sich der Fall eines halb-
kugelférmigen Buckels auf einer leitenden Ebene, z. B.
auf der Elektrode eines Plattenkondensators. An einem
solchen Buckel ist demnach die Feldstirke im Maximum
dreimal so groB wie auf der Ebene.

Ist die Ladung der Kugel nicht Null, so hat man zu
dem gefundenen Potential noch das der betreffenden
Punktladung @ im Mittelpunkt der Kugel hinzuzufiigen.
Es wird dann

Q

¢:|@0|(—r+§§)cosa+ - (218)

Das Feldbild &ndert sich in der durch Abb.66 dargestell-
ten Weise. Entsprechend der Ladung gehen von der Kugel

mehr Verschiebgngslinien aus, als au% ihr einmiinden; %ei Ab?xi i?ﬁe,ﬁeﬁi‘ifggeefgﬁt%ﬂ‘d‘fgel
negativer Ladung der Kugel gilt das Umgekehrte.

Als weiteres Anwendungsbeispiel der Methode der elektrischen Bilder werde die
Berechnung des elektrischen Feldes zwischen zwei geladenen Kugeln kurz besprochen,
das fiir die Theorie der in der Hochspannungstechnik verwendeten Kugelfunken-
strecken von Interesse ist. Die beiden Kugeln, Abb. 67, sollen den Mittelpunkts-
abstand ¢ und die Radien 7, haben. Ihre Potentiale seien { U, und — } U,. Ware nur
die erste Kugel vorhanden, so kénnte das Feld auBerhalb der Kugel dargestellt
werden durch eine Punktladung @, im Mittelpunkt 4 ; die GréBe dieser Ladung kann




64 Das elektrische Feld.

aus GL (190) berechnet werden: @

270 daer,
Diese Punktladung wiirde auf der zweiten Kugelfliche ein zusitzliches Potential
ergeben; um dieses aufzubeben, mufl auf der Verbindungslinie 4B das elektrische
Bild B’ von 4 in bezug auf die Kugel 2 an-
gebracht werden. Die Ladung in B’ muf} die
Gréfle haben

(219)

QGi=—2¢,. (220)

Ihr Abstand b vom Kugelmittelpunkt B be-
tragt

72
p=10, (221)
Abb. 67. Zur Berechnung des elektrischen Feldes 4

zwischen zwei Kugeln.

Diese Punktladung wiirde nun wieder ein

Zusatzpotential auf der Kugeloberfliche I ergeben; zum Ausgleich muB} ein Bild
in A’ angebracht werden mit der Ladung

{=—,"%0 (222)

=75 %
7-2
R

s (223)

vom Mittelpunkt 4. Um die Wirkung dieser Ladung auf der Kugel 2 aufzuheben,
muf} das Bild B” angebracht werden mit der Ladung

und dem Abstand

=T gy (224)

c—a
und dem Abstand 2
b= (225)
c—a
Wenn dieses Verfahren fortgesetzt angewendet wird, so ergibt sich eine unendliche
Reihe von Bildpunkten, die alle innerhalb der beiden Kugeln liegen, wobei die Ab-
sténde von den Kugelmittelpunkten sich festen Grenzwerten nihern und die La-
dungen mehr und mehr abnehmen (Murphy, 1833). Diese Punktladungen liefern
das elektrostatische Feld fiir den Fall, daB die Kugel I das Potential § U, und die
Kugel 2 das Potential Null hat. Man muB nun eine zweite gleichartige Reihe von
Punktladungen anbringen, indem man von der Kugel 2 mit dem Potential —} U,
ausgeht. Das Gesamtfeld ergibt sich durch Ubereinanderlagern der von den einzelnen
Punktladungen herriih-
renden Felder.

Kugel 1, Potential 43U, Kugel 2, Potential — U,

Abstand vom | Abstand vom FiirdenspeziellenFall,

Ladung Kugelmittel- Ladung | Kugelmittel- daB 7,=0,2 ¢ ist, sind

punkt | punkt in der nebenstehenden

Q=2ner U, | 0 —Q, 0 Tabelle die Ladungen

+0.20Q, 0 /‘ 0,27, —0,2Q, 027, und ihre Abstéinde von

+0,0417Q, | 0,2083 7, —0,0417 @ 0,2083 7, den Kugelmittelpunk-
+0,00870Q,|  0,.2087r, | —0,00870Q, | 020871 £ P

ten angegeben.
Die Gesamtladung einer jeden Kugel ergibt sich durch Summieren der Einzel-
ladungen; sie ist mit einem kleineren Fehler als 1%

@=1,250,.
Die Kapazitit zwischen den beiden Kugeln wird daher
Q
C= '(7; =2,5O7Z8’l‘0 .

Wiaren die beiden Kugeln in sehr groBer Entfernung voneinander angebracht, so
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wire die Kapazitit zwischen den beiden Kugeln nach Gl. (219)
C=2mer,.

Die Feldstirke hat ihren groBten Wert in den beiden Punkten P; und P, der
Kugeloberfliche. Sie kann fiir diese Punkte berechnet werden durch Summieren der
Feldstirken, die von den einzelnen Punktladungen in diesen Punkten herriihren. Es
ist daher im Punkt P,

1 /@, 02Q, , 0,0417Q, , 0,00870Q, ,
€] '4ne<r3 T (08,2 T (0.7017r,)F T (0,7018r T
Q 020, , 0,0417¢Q, , 0,00870Q, ,  \ _ Uy Uy

+ 0807 +(0,76c)2+ (0,758¢)2 T (0,758¢)? )“3’68 e = 0736 "
Als Vergleich dazu werde bemerkt, daf die Feldstarke an der Kugeloberfliche bei
gleichem Potential und unendlich grofer Entfernung der beiden Kugeln

U
€ =052

sein wiirde ; zwischen zwei Platten mit dem gleichen Abstand wie die beiden Punkte P,
und P,, namlich 0,6 ¢, wiirde ferner die Spannung U, eine Feldstirke

16| =1,6722
c

hervorrufen.
In der Mitte zwischen den beiden Kugeln ergibt sich auf dem gleichen Weg wie

oben die Feldstirke

2 (@ 0,2Q 0,0417Q, , 0,00870Q B U
€1 = g (06 + 0607 T @asser T (odmser T ) =108,

Die Linienladung.

Denkt man sich eine Reihe von einander gleichen Punktladungen lings einer
geraden Linie mit gleichméfigen Abstinden aufgereiht und verringert man die Ab-
stinde mehr und mehr, so entsteht eine Linienquelle. Auf Grund einer Uberlegung,
die analog der in Abschnitt 7 fir das Strémungsfeld ausgefiihrten ist, ergibt sich
fiir das Potential in der Umgebung einer solchen Linienquelle von der Lénge I und

1
der Ladung @, Abb. 431, o Q . -+t VPTETI
dnel g pit Vit 30

Die Niveauflichen sind wie im Fall des Stromungsfeldes Rotationsellipsoide, die
Verschiebungslinien Hyperbeln mit den gleichen Brennpunkten. Fiillt man den von
einer Niveaufliche eingeschlossenen Raum mit einem leitenden Stoff aus, dem das
betreffende Potential erteilt wird, so 4ndert sich an dem Feld auller-
halb nichts. Die Gl. (226) gibt daher zugleich das Potential in der
Umgebung einer mit der Ladung @ versehenen Elektrode von der
Form eines langgestreckten Rotationsellipsoides an. Ahnlich wie
im Falle des Rohrerders, Abschnitt 7,
kann ein solches Ellipsoid als Ersatz einer
zylindrischen Elektrode benutzt werden.
Es lassen sich auf diese Weise die in den f
J{ Abb. 68 und 69 dargestellten Fille unter- W R

4 suchen. In Abb. 68 befindet sich ein Draht j
Abb.68. Lintenquelle  yopy der Lange ! und dem Durchmesser d T ——
semkzedhtpurloiter-  eveoht itbor dem Erdboden; in Abb, 69 " iheaticfparsel e

ist der Draht parallel zum Erdboden im

Abstand % angebracht. Die in beiden Fallen geltende Bedingung, dafl das Potential
an der Erdoberfliche konstant (gleich Null) sein soll, kann dadurch erfiillt werden,

(226)

e —

1 Dort war die Lange 2 ! genannt.
Kiipfmiiller, Elektrotechnik, 5
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daB unter der Erdoberfliche ein Spiegelbild des Leiters mit der entgegengesetzt
gleichen Ladung angebracht wird. Dann setzt sich das Potential in einem beliebigen
Punkt P zusammen aus den Beitrigen, die von dem geladenen Leiter und seinem
Spiegelbild herrithren. Langs der Erdoberfliche sind diese Beitrége einander ent-
gegengesetzt gleich, so dafl dort, wie es sein soll, das Potential Null wird. Die
Niveauflichen sind dann keine Rotationsellipsoide mehr; sie werden um so mehr
deformiert, je mehr sie sich der Erdoberfliche nihern. In unmittelbarer Nihe der
Linienquelle ist die Deformation gering. Fiir einen Punkt, der um den kleinen
Abstand 1 d horizontal vom Mittelpunkt der Linienquelle entfernt ist, gilt bei Abb. 68 :

_ Q@ WHVEHE @ | 4h43L+YE+(ER+3IR
Y= 4nel — iyt 4mel 4RI+ )P (Eh+1)?
oder angeniihert, weil d? sehr klein gegen 2 ist,

S, 1n2lV4h+l (227)

b

= 206l " TV 2RF3T
Die Kapazitit zwischen Draht und Erde ist also
N 2rel
- IH%VTLH ' (228)
dy 4h+31
Im Fall der Abb. 69 gilt mit der gleichen Néherung

Q , 2l/yEr(@ahr—i
__Q 2yt (229)
P= 2nel 4 VB (4hye+1
Wenn (4 )2 klein ist gegen 2, so ergibt sich hieraus die Néherungsformel fiir die
Kapazitit einer solchen Leitung gegen Erde:

2mel

C="4 (230)

1n7

Zahlenbeispiel: Die Kapazitit einer Vertikalantenne ist nach Gl.(228), wenn der Ab-
stand & des einen Endes iiber dem Erdboden sehr gering ist,

o 2megl 242105 uB

2 1 [ m (231)
In e —_—
V3 7 logl154 7
Fir eine Linge der Antenne von !=10m und verschiedene Verhiltnisse von Lénge I zu
Durchmesser d des Drahtes sind in der folgenden Tabelle die nach Gl. (231) berechneten Kapa-
zititswerte angegeben:

l/d=100 200 500 1000 2000 5000 10000

0=117 102 81 179 72 64 59 uuF

Die Kapazitit eines zur Erdoberfliche parallelen Drahtes ist bei im Vergleich zur
Lange kleiner Hohe & nach Gl. (230) proportional der Leitungslinge. Die Kapazitit fiir die Lingen-
einheit C/l ist daher unabhéngig von der Drahtlinge. Kann jedoch die Lange des Drahtes nicht
als groB gegen die Hohe angesehen werden, so hingt die Kapazitit fiir die Lingeneinheit sowohl
von dem Verhiltnis «=h/d als auch von dem Verhéltnis f=h/I ab; es gilt nach Gl. (229):

c 0,0242 uF
/A 2 (V116 % +1) km
logdo—log P 1+H166" +1) (232)
Ji+16p2—1
In der folgenden Tabelle sind die beiden Summanden im Nenner
F—logda, (233)

1., 482 01+164241)
2 V1+1662—1

fiir praktisch vorkommende Verhiltnisse « und § angegeben. Es ist dann
C 0,042 uF

U T—Fp km

ey log (14115 165%) (234)

(235)
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=100 200 500 1000 2000 5000 10000
ky,=2,60 2,90 3,30 3,60 3,90 4,30 4,60

f=0 ol 02 05 10 20 5,0 10
k=0 0,017 0,057 0,21 0,41 0,66 1,02 1,31
Solange also die Lange der Leitung gréBer ist als die Hohe, spielt die GréBe k, nur die Rolle

einer Korrektur. Bei einer Leitung mit dem Durchmesser d = 5 mm und der Linge 7 = 1 km, die
sich in einer Hohe von %2 = 10 m iiber dem Erdboden befindet, ist « = 2000, § = 0,01. Die Ka-

pazitdt wird daher 0.0242
C= 3,9

Bei einer horizontalen Rundfunkantenne von der Linge I = 30 m, der Héhe » = 15 m und
dem Drahtdurchmesser d = 3 mm ist « = 5000, § = 0,5, also k, = 4,3, k, = 0,21. Die Kapa-
zitét wird C = 177 uuF.

Wenn die Linienquelle sehr lang ist (unendlich lang), so bilden die Verschiebungs-
linien radiale Strahlen; der von einem Abschnitt mit der Linge ! ausgehende Ver-
schiebungsfluBl verteilt sich auf konzentrische Zylinder mit der Linge I. Es ist
daher die Verschiebungsdichte im Abstand r von der Linienquelle

_ @
l@|*2nrl’ (236)
wenn mit ¢ die Ladung des Abschnittes von der Linge [ bezeichnet wird. Der Vektor
der Feldstéirke ist radial gerichtet und zeigt von der Linie weg, wenn die Ladung
positiv ist; sein Betrag folgt aus Gl. (236):
6= 2 (237)

2merl ”

Die Feldstirke nimmt also hier umgekehrt proportional mit dem Abstand ab. Das
Potential ergibt sich aus der Feldstirke durch Integration:

pF=0,0062uF.

b
¢=f(&‘dr= ——2—7%—llnr+k. (238)

Als Bezugspunkt fiir das Potential kann hier nicht ein unendlich ferner Punkt ge-
nommen werden, da ¢ im Unendlichen selbst unendlich wird. Die unbestimmte
Konstante £ mul} hier vielmehr beibehalten werden [siehe Gl. (120)]; sie fallt weg,
wenn aus dem Potential Spannungen berechnet werden. Man bezeichnet auf Grund
der Gl (238) das Potential in der Umgebung einer Linienladung auch als logarithmi-
sches Potential.

Dieses Potential kann benutzt werden zur Berechnung des Feldes zwischen zwei
konzentrischen Zylinderelektroden (konzentrisches Einleiterkabel, Zylinderkonden-
sator), da die Niveauflichen konzentrische Zylinder sind. Sind 7, und 7, die Radien
der inneren und dufleren Elektrode, und bezeichnet @ die Ladung der inneren, so ist
ihr Potentialunterschied nach GI. (238)

Uy=pr—s= —g7(Inr,—lnry). (239)

Hieraus ergibt sich die Formel (183) fiir die Kapazitit.

Das Feldbild in einem Achsenschnitt des Zylinderkondensators zeigt konzen-
trische Kreise als Niveaulinien und Radien als Verschiebungslinien. Die Feldstéirke
im Innern berechnet sich nach Gl. (237); driickt man die Ladung durch die Span-
nung U, zwischen den Elektroden aus, Gl. (239), so ergibt sich

—
R (240)
L&
Die Feldstirke nimmt, wie durch Abb. 70 veranschaulicht, von einem Maximalwert
€,, an der inneren Zylinderoberfliche nach auBen hin umgekehrt proportional mit
5%
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dem Radius ab. Der Maximalwert betragt
!(&m’:

Y _, (241)
T2

7 1ln—=
"

Er ist maBgebend fiir die elektrische Beanspruchung des Isolierstoffes zwischen den

beiden Elektroden (sieche Abschnitt 20). Bei gegebenem Auflendurchmesser und kon-

stanter Spannung U, héngt die maximale

6] Feldstiarke €,, in der durch Abb. 71 dar- [,

gestellten Weise von dem Innenradius r,

ab. Wenn 7, sehr klein ist, so ergibt sich

eine grofle Feldstirke wegen der grofBen

i€ Kriimmung; ndhert sich andererseits r;

dem Wert r,, so wird der Abstand zwi-

% schen den beiden Elektroden sehr klein, Brg

womit sich ebenfalls eine wachsende Feld- %
Abb. 71. Abhdngigkeit der
s X . Maximalfeldstirke von dem
densator. Bei einem bestimmten Radius inneren Radius.

des Innenleiters 7, wird die Beanspru-
chung des Isolierstoffes am kleinsten. Durch Differenzieren findet man aus Gl. (241)
fiir dieses Minimum die Bedingung

L

AT

ADb. 70. Feldstirke im ot . . o
Inneren eines Zylinder- stirke ergibt wie bei einem Plattenkon-
kondensators.

|
!
|
|
|
l
I
|
|
Z

2,71187yy=",. (242)
Die Feldstirke am Innenleiter wird dabei

|@m§z2,718%. (243)
Wiirde sich das Potential zwischen den beiden Zylindern gleichméBig verteilen,
so wire ](gl:__lﬁ,__gﬂﬁ Uo_ (244)

fa—Trp L7TI8 75
Die Feldstéirke ist also in Wirklichkeit noch fast doppelt so grof3 wie im Fall gleich-
méfBiger Verteilung der Spannung.

Das Minimum der maximalen Feldstirke in einem Zylinderkondensator hat
noch folgende Bedeutung. Entsteht infolge Uberschreitens der Durchbruchfeldstérke
der Luft am inneren Zylinder eine Glimmentladung (siehe Abschnitt 20), so wird der
Radius dadurch scheinbar vergréfBert, da der Entladungsraum als elektrisch leitend
anzusehen ist. Ist nun 7, groBer als 7y, so wichst damit die Beanspruchung des
Isolierstoffes entsprechend Abb.71; die Glimmentladung pflanzt sich weiter fort,
bis der Isolierstoff durchbrochen ist. Wenn dagegen r, kleiner als r,, ist, so ver-
kleinert die Glimmentladung die maximale Feldstirke, es ergibt sich eine stabile
Glimmerscheinung (Korona), solange |€,,,| kleiner als die Durchbruchfeldstirke des
Isolierstoffes ist.

Zahlenbeispiel: Schreibt man die Gl. (241) in der Form

|G| = r—U_—"f— o, (245)
2y In-2
n

so stellt der erste Faktor die Feldstirke dar, die sich bei gleichméfiger Verteilung der Spannung
im Tsolierstoff ergeben wiirde. Diese Feldstirke mufl wegen der Kriimmung der Elektroden mit

einem Faktor
(-2, o
1 In-2
1

multipliziert werden. In der folgenden Tabelle ist dieser Faktor fiir verschiedene Verhaltnisse von
7,/r, angegeben:
rofr;=1,6 1,8 2 2,5 3 35 - 4 5
f=1,28 1,36 1,44 1,64 1,82 1,96 2,17 2,49.
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Ist z. B. Uy=3kV, r,=5 mm, r,—10 mm, so wird
Ty 3kV kV
r1~2, /=144 und |E, |—14405 8,60m.

Es darf daraus, daBl die Beanspruchung des Isolierstoffes ein Minimum fir ein bestimmtes
Radienverhiltnis hat, nicht gefolgert werden, daB dieses Radienverhiltnis das ,,giinstigste® ist.
Bei der Festlegung der Abmessungen eines Apparates oder einer Maschine sind auler der inneren
physikalischen Wirkungsweise immer duBlere Gesichtspunkte zu beriicksichtigen, insbesondere
Herstellungskosten, Materialkosten, Betriebskosten, Betriebssicherheit, Bedienungsméglichkei-
ten usw. Die Gesamtheit dieser Faktoren bestimmt die ,,giinstigsten* Abmessungen. Meist kann
man diese dulleren Einfliisse nicht mathematisch formulieren; dann erhilt man die giinstigsten
Abmessungen durch Probieren. Man nimmt bestimmte wahrscheinliche Abmessungen an, priift,
wieweit die Anforderungen erfiillt sind, und 4ndert danach die Abmessungen. Die Theorie
liefert dabei Anhaltspunkte fiir die Richtung der Entwicklung. Als Beispiel dafiir, daB sich bei
Beriicksichtigung anderer Forderungen andere ,,giinstigste’ Verhaltnisse ergeben, werde der
folgende Fall betrachtet.

Es seien die Abmessungen eines Einleiterkabels zu berechnen fiir eine gegebene Spannung,
wenn die maximale Feldstirke einen bestimmten Wert nicht iiberschreiten soll; das Kabel sei
80 zu bemessen, daf} das Gewicht des Isolierstoffes moglichst klein wird.

Fir das Gewicht des Isolierstoffes gilt

G=(ri—ri)nls, (247)

wenn mit s das spezifische Gewicht bezeichnet wird. Fiihrt man als Abkiirzung fiir das Verhaltnis
der beiden Radien

n_,
1
ein, so wird 1
G:@(l—zgnm. (248)
Andererseits ist die maximale Feldstirke
z
I€n l_ Ty Inx
Berechnet man hieraus r,, und setzt diese GroBe in den Ausdruck (248) fiir das Gewicht ein, so
folgt
_U§ a? ~1
G= TG Infa (249)
Diese Funktion wird unendlich fiir =1 und z=oc. Sie hat ein Minimum bei
29,92
71

Wenn der Zwischenraum zwischen den beiden konzentrischen Zylinderelektroden
durch konzentrische Schichten von Stoffen mit verschiedener Elektrisierungszahl
ausgefiillt ist, so gilt fiir die Feldstirke in jeder Schicht die Gl. (237). Die Spannung
zwischen den beiden Elektroden wird durch Addition der Spannungen an den
einzelnen Schichten erhalten:

T2 T4
Q
Uo= 27z£lr +J‘2ne lrdr_!— f2nslrdr+
__Qﬁ Ay ty sy 1 ’4 .
U(,__znl[ellnr1 %m“+gng+ - (250)

Daraus kann die Kapazitit berechnet werden oder bei gegebener Spannung der
Verschiebungsfluff. Aus diesem ergibt sich die Feldstérke in irgend einem Abschnitt:
‘@[_E 7we,lr’

Stuft man die Elektrisierungszahl so ab, daB die Schichten mit kleinerem Radius
eine entsprechend hohere Elektrisierungszahl haben, so kann eine gleichméBige
Verteilung des Potentials zwischen den beiden Elektroden erzielt werden. Ein anderes
Verfahren zur Herstellung der gleichmiBigen Potentialverteilung besteht darin, daf
man bei gleicher Elektrisierungszahl die Linge [ mit Hilfe von Metalleinlagen um-
gekehrt proportional mit r abstuft (Kondensatordurchfiihrung).
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Einen praktisch wichtigen Fall stellt das elektrische Feld in der Umgebung von
zwei parallelen Linienquellen mit entgegengesetzt gleicher Ladung dar. Die beiden
Quellen sollen den Abstand @, Abb. 72, und auf einem Abschnitt von der Linge I

die Ladungen -+ @ und — @ haben. Das Potential in irgend einem

/{{ Punkt P mit den Absténden ¢, und ¢, von den Linienquellen er-
,(@% gibt sich als Summe der beiden Einzelpotentiale; es ist
i
4/ / \\‘z _Q Cy
</ // \ (p——2nellna+k1. (251)
4 % Fiir weit entfernte Punkte nahert sich c,/c;, dem Wert 1. Daher
s - stellt %, das Potential unendlich weit entfernter Punkte dar.
k22—  Wihlt man einen solchen Punkt als Bezugspunkt fiir das Po-
Abb. 72. Zur Berechnung tential, so wird
des elektrischen Feldes ’ _ @ n% (252)
zweier paralleler Linien- = 2mel ¢

quellen.

Die Niveauflichen sind durch die Bedingung ¢ =Xkonst be-

stimmt. Daraus folgt fiir die Niveaulinien in der Zeichenebene die Bedingung
5—1 —konst=F, (253)

2

die aussagt, daB die Niveaulinien Kreise sind, fiir deren Bestimmungsstiicke die
Gl. (204) und (205) gelten, Abb. 63. Bezeichnet man die Spuren der beiden Linien-
quellen mit C und D, so ergibt sich die Abb. 73, in die auBerdem noch der Hal-
bierungspunkt O der Strecke CD=a eingetragen
ist. Fiir den Abstand des Kreismittelpunktes M von
9 4 27 Y, O gilt nach Gl. (205)

A
[S— 5= 0 80, o okl
“ =g tb=gtp=gE_1 (254)
Daraus folgt mit Hilfe von Gl. (204)
Abb. 78. Niveaulinie des Feldes. 2 ° a\2
w—r=(5) - (255)

Auf Grund dieser Beziehung konnen die Niveaulinien durch die in Abb. 74 darge-

stellte Konstruktion gefunden werden. Man schlage um O mit dem Radius @ einen

Kreis. Um dann zu einem beliebigen Punkt P dieses Kreises die Niveaulinie zu er-

halten, lege man in P die Tangente an den

Kreis. Sie schneidet auf der Verlingerung von

CD den Mittelpunkt des gesuchten Niveau-

kreises aus.

Beweis: In Dreieck OPM ist

OM*—MP*=PO*,

wie es nach GI. (255) sein mu8.

d 72 7 /7 Je kleiner der Radius des Niveaukreises
1 . R s

! 1 = ist, um so enger riickt M an D heran. Um den

Abb. 74, Konstruktion der Niveaulinien. ~ INiveaukreis fiir einen vorgegebenen Wert von

k zu zeichnen, also fiir ein bestimmtes Poten-
tial, errichte man in O die Senkrechte auf CD. Zieht man dann von P aus die beiden
Strahlen ¢, und ¢, und verlingert DP bis zum Schnitt N mit der Senkrechten, so ent-
stehen die beiden einander #hnlichen rechtwinkligen Dreiecke:

ACDP~AODN .
Daher gilt ¢, ON
o~ 0D’

oder 0N=k-‘2”-. (256)
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Die Senkrechte ON kann also als Skala fiir k& eingeteilt werden. Fiir k=1 riickt M
ins Unendliche, der Kreis wird zur Mittelsenkrechten ON. Fiir Werte von k, die
kleiner als 1 sind, liegt der Mittelpunkt des Kreises links von €. Das Niveaulinienbild
wird symmetrisch zu der Mittelsenk-
rechten, Abb. 75.

Die Verschiebungslinien ergeben
sich aus der folgenden Uberlegung.
Ebenso wie sich die Potentiale der
beiden Linienquellen ungestért zum
Gesamtpotential iiberlagern, so setzen
sich auch die von den Quellen aus-
gehenden Verschiebungsfliisse einfach
zusammen. Wir denken uns iiber
a, ¢; und ¢,, Abb.72, drei auf der
Zeichenebene senkrechte Ebenen er-
richtet. Zwischen den beiden Ebenen
iiber ¢ und ¢, die den Winkel «, ein-
schlieBen,geht von der Linienquelle ein
Verschiebungsflufl aus von der GréBe

Q=5,Q. (257)

Dieser FluB geht durch eine iiber der beliebigen Linie PS errichtete Fliche von
links nach rechts hindurch. Zwischen den beiden Ebenen iiber @ und c, ist ferner

der Teil oy
Q=229 (258)

des auf der rechten Linienquelle miindenden Verschiebungsflusses eingeschlossen.
Er tritt durch die Fliche PS ebenfalls von links nach rechts hindurch. Insgesamt
hat also der Verschiebungsflu}, der durch die iiber PS errichtete Fliche hindurch-

geht, die GroBe Q 1 o«
() =Q(F—5=) -

Bewegt sich der Punkt P auf einer Verschiebungslinie, dann bleibt dieser FluB
konstant. Die Gleichung der Verschiebungslinie ist also durch
a=Kkonst

gegeben. Die Verschiebungslinien sind danach Kreise mit dem Peripheriewinkel o,
deren Mittelpunkte auf der Mittelsenkrechten iiber CD liegen, Abb.75. Ver-
schiebungslinienbiindel gleichen Verschiebungsflusses erhilt man, wenn man Werte
einer arithmetischen Reihe fiir o wéhlt (in Abb. 75 ist =09, 22,59, 459, 67,5% usw.;
der ganze VerschiebungsfluB @ ist dann in 16 gleiche Teile geteilt; die Verschie-
bungslinien bilden in der Nihe der Linienquellen Winkel von 22,5° miteinander).

Da die Niveauflichen Zylinder sind, so gilt das Feldbild auch fiir zwei parallele
zylindrische Elektroden. Die Verschiebungslinien endigen dann auf diesen Zylin-
dern. Haben die Zylinder die Radien r, und den Achsenabstand ¢, Abb. 75, so fin-
det man die Lage der Linienquellen, durch die das elektrische Feld auBerhalb der
beiden Zylinder dargestellt werden kann, aus Gl. (255) mit x,=¢/2

EA "

Das Potential auf der Verbindungslinie CD ist im Abstand z von dem PunktO
nach Gl (252) o
—

Q . 2
p=5ln——. (260)

Abb. 75. Niveaulinien und Verschiebungslinien der parallelen
Linienquellen entgegengesetzt gleicher Ladung.

a
2
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Die Feldstirke auf dieser Verbindungslinie hat daher den Betrag
1
ol=staf 2 ) o)

2nel| a a
78 gt

und die Richtung der Verbindungslinie. Potential und Feldstirke sind in Abb. 76
aufgezeichnet. Die Spannung zwischen den beiden Elektroden ist
[2] C

7
U= -Lin2 2 . (262)
el a ¢
2 2t
hieraus folgt fiir die Kapazitit unter Benutzung von Gl. (259)
el
T Te q/7c v 4 (263)
|t 57 2

Die elektrische Feldstirke hat ihren groten Wert an der Zylinderoberfliche, nimlich

/e,
% |Gl =Uo— ez (264)

) ¢ et |
(c—27,)In (2_70+l/ (270> ~1J

Wenn der Radius der beiden Zylinder nahezu
gleich dem halben Achsenabstand ist, so ergibt sich
eine hohe Feldstirke, die mit zunehmender Annéhe-
rung der beiden Zylinderoberfléchen dauernd wéchst.
Ebenso wird die Feldstiirke gro, wenn die Zylinder-
radien sehr klein gemacht werden. Fiir ein be-
stimmtes Verhiltnis von Achsenabstand zu Radius
Abb. 76. Potential und Feldstirke zwi. €IgibY sich ein Minimum der Feldstarke, némlich fiir

schen den Linienquellen. ¢

—=5,85.

To
Ist das Verhiltnis von Achsenabstand zu Radius groBer als dieser Wert, dann kann
bei entspréchender Spannung eine stabile Glimmentladung der Luft (Korona) auf-
treten; das ist der Fall bei den Hochspannungsleitungen, bei denen ¢/r, gewohnlich
groBler als 20 ist.
Zahlenbeispiele: Gl. (264) 148t sich schreiben

\@ml=~;-;f- (265)

Hier stellt der erste Faktor die Feldstirke dar, die sich bei gleichméfiger Verteilung des Poten-
tials zwischen den beiden Zylindern ergeben wiirde. Der Faktor f hat die Grofe
2—1
Infz4}Y22—-1] 27y
Fiir verschiedene Verhiltnisse von ¢/r, ergeben sich fiir diesen Faktor die in der folgenden Tabelle
angegebenen Werte:

c/re=2,0 2,4 3 4 6 10 20
f=1,0 1,065 1,161 1,315 1,604 2,138 3,325
Bei relativ groBen Abstinden der beiden Zylinder, wie sie bei Freileitungen vorkommen, kann
man die Zahl 1 unter der Wurzel vernachléssigen und erhalt
c

f= Pt (267)

27yIn —

To

Fir ¢/ry = 20 ergibt dies den Wert f bereits auf 0,4% genau. Wie der Vergleich mit Gl. (241)

zeigt, ist die Feldstiarke dann ungefihr halb so groB8 wie zwischen 2 konzentrischen Zylindern mit
den Radien 7, und c.

&

8

————™
<%

I
|
|

_——— Ay ————— — —

|
|
|
|
|
|
|
!
A
[
|
|
|
|




Das ruhende elektrische Feld. 73

Fiir die Kapazitéit zwischen den beiden parallelen Zylindern ergibt sich, wenn &, eingesetzt
wird, ¢ 00278  uF ¢

T et je—ilkm’ T2
Der Nenner N hat fiir die verschiedenen Verhiltnisse von ¢/r, die in der folgenden Tabelle an-
gegebenen Werte:
cfre=2,4 3,0 4 6 10 20
N=0,622 0,963 1,317 1,763 2,292 2,993

‘Bei groBeren Werten von ¢/r, kann wieder die gleiche Vernachlissigung eingefiihrt werden wie

oben; dann gilt C  0,0278 uF (268)
T ¢ km’
In—
o

Die folgende Tabelle gibt einige hiernach berechnete Werte der Kapazitat fiir die Langen-
einheit:

¢/ry=20 50 100 200 500 1000

C/1=0,00929 0,00711 0,00604  0,00525 0,00447 0,00403 uF/km.

In dem Feldbild, Abb. 75, ist die Mittelebene eine Niveaufliche. Wird sie durch
eine leitende Elektrode ersetzt, so ergibt sich das Feld zwischen dieser ebenen Platte
und einem parallelen Zylinder. Bei gleicher Ladung des Zylinders ist die Spannung
zwischen Platte und Zylinder halb so gro8 wie die zwischen den beiden Zylindern.
Bezeichnet man daher den Achsenabstand des Zylinders von der Platte mit &, so

ilt fiir die Kapazitit
g P 2nel (269)

O= ]

IH[TFV(E) —IJ
eine Formel, die fiir den Fall einer Einfachleitung mit der Héhe A iiber dem Erd-
boden angewendet werden kann. Wenn man, wie es meist der Fall ist, A/r, als grof3
gegen 1 ansehen kann, so geht diese Formel iiber in die Gl. (230), deren Giiltigkeit,

wie friither gezeigt wurde, noch davon abhingt, ob &/l geniigend klein ist. Die Feld-
stiarke an der Oberfliche einer solchen Leitung ist angenihert

(270)

] 7o
wenn mit U, die Spannung zwischen Leitung und Erde bezeichnet wird.
Wenn man die beiden Linienquellen einander mehr und mehr nihert, so ergibt
sich ein Gebilde, das in Analogie zu dem bereits betrachteten Dipol der beiden Punkt-
quellen steht. Das Potential ist

=+ ——Q~1nr— _Q In(r+bcosa),

" 2mel 2mel

bei gleichen Bezeichnungen wie in Abb. 64. Es folgt hieraus fiir verschwindend
kleinen Abstand b Qb cosa

U PPy (271)

Das Dipolmoment ist fiir die Langeneinheit
u=-2 272)

und es gilt M cos
P=5ms (273)

Die Niveauflichen sind Zylinder, deren Achsen in der Dipolebene liegen, und die die
Mittelebene des Dipols tangieren. Man kann, dhnlich wie bei der Kugel, diese Potential-
funktion benutzen zur Berechnung des Feldes in der Umgebung eines leitenden
Zylinders, der sich in einem urspriinglich homogenen Feld senkrecht zu dessen
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Kraftlinien befindet. Man mufl dann zu dem Potential des Dipols das Potential

des homogenen Feldes p=— J@o{rcosoc

addieren. Das Moment M des Dipols wird durch die gleiche Grenzbetrachtung be-
stimmt wie bei der Kugel. Es ergibt sich fir das Gesamtpotential

2
¢=[@0J<~r+ %)cosoc. (274)
Die Feldstirke an der Zylinderoberfliche wird
a
|G| 2—% ro=2[@0[cosoc.

Sie ist also hier maximal nur doppelt so grof3 wie die urspriingliche Feldstarke. Ganz
entsprechend wie im Fall der Kugel 148t sich auch der
Fall behandeln, dafl der Zylinder geladen ist; dann
muB in seiner Achse noch eine Linienquelle mit ent-
sprechender Ladungsbelegung angebracht werden.

Der Verlauf der Verschiebungslinien ergibt sich
durch eine dhnliche Betrachtung wie bei den paral-
lelen Zylindern. Bezeichnet man den Abstand eines
beliebigen Punktes P von der Ebene des Dipols mit y,
Abb. 77, die Abszisse mit x, so gilt

Abb. 77. Zur Berechnung der Verschie- y=rsina; r=7rCcosa. (275)
bungslinien eines Liniendipols.

Durch die Ebene mit der Spur PS geht, vom homo-

genen Feld herriihrend, ein VerschiebungsfluB von der GroBe
Q1= |C,|ely (276)
von links nach rechts hindurch, wenn diese Richtung der Verschiebungslinien des

homogenen Feldes vorausgesetzt wird. In C befindet sich dann eine negative, in D
eine positive Ladung . Die durch PS hindurchgehenden

Verschiebungsfliisse dieser Ladungen haben die Gréfle
i Q=—Q 5 (277)
o
| und Q=0 % (278)
Der gesamte Verschiebungsflufl in der Flache PS ist also
Qp=[Golely + Q5" (279)
Nun gilt bei verschwindender Gréfie von b
a—a, =y CPD="20% (280)
ﬁ;}?ﬁd@ igniﬂg‘}fg’;‘;fen“‘i%ﬁj Das Dipolmoment hat den Wert
M=2n¢|G,|r2. (281)
Daher ergibt sich . 2
QP:]@olel[rsmoc—l— "0 sin a] (282)

Die Gleichungen der Verschiebungslinien lauten @, = konst, die der Niveau-
linien ¢ = konst. Niveaulinien und Verschiebungslinien sind in Abb. 78 dargestellt.

13. Mehrleitersysteme.

Sind mehrere Leiter vorhanden, die sich auf verschiedenen Potentialen be-
finden, so ergeben sich im allgemeinen Verschiebungslinien zwischen je zwei be-
liebigen dieser Leiter. Von der Oberfliche einer jeden Elektrode gehen dann Ver-
schiebungsfliisse nach sémtlichen andern Elektroden iiber; eine der Elektroden kann
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dabei auch die Erde sein. Die Gesamtheit dieser Verschiebungsfliisse ist die Ladung
der betreffenden Elektrode.

Die Ladungen sind auf den Oberflichen der Elektroden in irgendeiner Weise
verteilt; bezeichnen wir die Ladungsdichte an irgendeiner Stelle einer Elektrode mit
g, so ist gdF die Ladung eines Flachenelementes dF. In einem Punkt P des Raumes,
der von diesem Flichenelement den Abstand ¢ hat, ruft diese Ladung einen Beitrag
zum Potential hervor von der GréBe [Gl. (190)]

do— qdF
P=4neo
Das Gesamtpotential im Punkt P ergibt sich, wenn man diese Beitrige iiber alle
Leiteroberflichen 1, 2, 3 usw. summiert, also
1 fqdF 1 [ qdF
1 2
Es stellt sich eine solche Ladungsverteilung ein, dal das Potential  auf jeder Leiter-
oberfliche einen konstanten Wert hat. Die Ladungen der einzelnen Leiter werden
durch Integration der Ladungsdichte iiber die Oberflichen erhalten:

Q=F$qdF;  Q=§$qdF; usw. (284)
Wenn man nun eine zweite L:Ldungsver"oeilung2 ¢’ annimmt, so gilt entsprechend fiir
das Potential (p':‘r;_e g,ij—ﬁl+4—ylr—e q’iﬁ—‘—l—- - (285
Zu einer Verteilung ' ¢’ =q+q
gehért daher das Potential ' =9+¢. (286)

Die Potentiale, die zu verschiedenen Ladungsverteilungen gehéren, iiberlagern sich
also ungestort. Macht man alle Ladungen % mal so groB, so wichst auch das Potential
in einem beliebigen Raumpunkt auf das k-fache.

Es seien nun simtliche Ladungen Null mit Ausnahme der Ladung @, auf Leiter 1.
Dann ergeben sich nach dem eben Gesagten auf den Elektroden Potentiale, die pro-
portional @, sind, die sich also in der Form

1Q1, 4@y, 30, - ..
schreiben lassen, wobei die Konstanten ¢ unabhingig von der Ladung @, sind.
Genau so ergeben sich fiir den Fall, daB alle Ladungen mit Ausnahme der Ladung @,
des Leiters 2 Null sind, die Potentiale der Elektroden zu

a1Qs, 45Qs, a3Qs, - ..
und ebenso fiir die anderen Leiter. Auf Grund des Satzes von der ungestorten Uber-
lagerung der Einzelpotentiale gilt daher fiir die wirklichen Potentiale der Elektroden
bei Vorhandensein aller Ladungen

P1=0,@Q1+a; Qo F0ay Qs+ - - -,
‘P2:“2Q1+a:2Q2+a:2:Qs+ Cc, (287)
P3=a3Q1+a3Qy a3 Qs+ - - -,
Aus diesen Gleichungen folgt
@1~ Pa=b, Q1 +b1Qo+b Qs+ - - -,
Pr—P3=by Q1+ 0505 +b5 Qs+ - - -, (288)
P1— @y=b3 0 +03Q, +b5 Qs+ - - -,
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wobei die Koeffizienten b in leicht ersichtlicher Weise aus den Koeffizienten a zu
bilden sind. Auf der linken Seite dieser Gleichungen steht nun jeweils die Spannung
zwischen dem Leiter 7 und einem der anderen Leiter. Sind » Leiter vorhanden, so
ergeben sich n— 1 derartige Gleichungen. Wird dazu noch die Gleichung

O+t - =0 (289)
genommen, die aussagt, daB jede Verschiebungslinie auf irgendeinem der Leiter
endigt, so entstehen gerade hinreichend viele Gleichungen zur Berechnung der
Ladungen aus den Spannungen. Da es sich um lineare Gleichungen handelt, so héingen
die Ladungen linear von den Spannungen ab. Die Ladung des Leiters 1 146t sich
daher in der Form schreiben

Q1= Kyao(p1— o)+ Kia(pr— @3) + Kiglr — o)+ - - - (290)
in der die GroBen K Konstante von der Dimension einer
¥ Kapazitit sind, die sich aus den Koeffizienten ¢ zusammen-
'f‘ S _~ setzen. Diese Darstellung der Ladungen kann man nun in

AN ~7 /Y  folgender Weise deuten.
K&” Fy o\ @, stellt den gesamten Verschiebungsflu dar, der von
AN l ) ] dem Leiter I ausgeht. Er kann nach Gl. (290) in eine Summe
U\ \i}// von einzelnen Verschiebungsfliissen zerlegt werden. Jeder
~—— dieser Verschiebungsfliisse ist proportional der Spannung
7 ) >~  zwischen dem Leiter und einer der andern Elektroden. Man
Abb. 79. Verschicbungslinien ka0 daher die Summanden als Verschiebungsfliisse deuten,
zwischen drei Elektroden. die von dem Leiter 7 zu den andern Elektroden iibergehen.
In Abb. 79 sind z. B. die Verschiebungsflisse zwischen
drei Elektroden veranschaulicht; die Ladung des Leiters 1 entspricht der Summe
der beiden Verschiebungsfliisse nach den beiden andern Leitern hin. Das gleiche gilt
fiir die Ladungen der andern Leiter. Allgemein 148t sich z. B. die Ladung des Lei-

ters 2 darstellen durch

Qo= K1 (po— 1)+ Kos(ps— @3) + Kog(@2—@a) + - - - (291)

Da nun der von dem Leiter 2 nach dem Leiter 1 iibergehende Verschiebungsfluf3
entgegengesetzt gleich sein muB dem VerschiebungsfluB}, der von I nach 2 tibergeht,

\w—ll[llli— Kyo(r—@s)=— K1 (g2 — 1)
so folgt _
. Kyy=Ky,

5 und allgemein K,,=K,,. (292)

Man nennt die Grofien K die Teilkapazitdten des

TR Mehrleitersystems (Maxwell). Die Teilkapazitit zwischen

\ \\\ &1 zwei beliebigen Elektroden # und » kann grundsitzlich so ge-

\\\\| messen werden wie die Kapazitdt eines Kondensators, indem

\LZ_@_‘ man die bei einer bestimmten Spannung zwischen den Elektro-

den von diesen aufgenommene Ladung bestimmt. Um z. B. in

P itat aoing e dem System von fiinf Leitern, Abb. 80, die Teilkapazitat zwischen

und 2. 1 und 2 zu messen, lidt man die Leiter 2, 3, 4 und § gegeniiber 1

zum gleichen Potential auf und mift mit dem ballistischen

Galvanometer ¢ die Elektrizititsmenge @,, die beim Anlegen einer Stromquelle mit
der EMK E zwischen 1 und 2 durch den Leiter 2 hindurchgeht. Es ist dann

K=, (293)

Fiir praktische Zwecke besser geeignete Methoden zur Messung der Teilkapazitdten

sind in Abschnitt 19 beschrieben.
In einem System von # Leitern finden sich §#(n—1) Teilkapazititen. Man kann
diese Teilkapazitdten durch Kondensatoren veranschaulichen, die zwischen die be-
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treffenden Leiter eingeschaltet sind. Das Ersatzschema fiir die drei Leiter der Abb. 79
besteht also aus drei im Dreieck angeordneten Kondensatoren. Der Vorteil der
Einfiihrung der Teilkapazititen liegt darin, daf sie unabhéngig von den Spannungen
zwischen den Elektroden sind.

Aus diesen Uberlegungen darf nicht geschlossen werden, daB die den Teil-
kapazititen entsprechenden Verschiebungsfliisse in Form von Verschiebungslinien
in dem Feldbild vorhanden sein miiten. Die durch Gl. (290) ausgedriickte Zerlegung
ist eine rein mathematische. Als Beispiel zeigt Abb. 81 den grundsitzlichen Verlauf
der Verschiebungslinien zwischen zwei pa-

rallelen Doppelleitungen 12 und 34; es ist A J

dabei angenommen, dafl die beiden Leiter 1 - \ ,/9\\\ /

und 3 ein und dasselbe positive Potential S~ N e NS~
haben, die Leiter 2 und 4 das gleiche negative _ _ __7\_ \/7}‘%:
Potential. Obwohl z. B. zwischen den Leitern 2 T T
und 3 die volle Potentialdifferenz besteht und ~ ~ T T T~ =
daher die Teilkapazitit K,y zwischen diesen AT AT T A~
beiden Leitern einen Beitrag zur Ladung der 4 /N /// o
Leiter liefert, gehen doch keine Verschie- v g R

bungslinien zwischen diesen Leitern iiber. ‘
Das Bild der VerSChiebungShnien héngt Abb. 81. Verschiebungslinien bei vier. parallelen

stark von dem Verhiltnis der Spannungen Dréhten.

zueinander ab. Als Beispiel werde das elek-

trische Feld in der Umgebung einer Drehstrom-Freileitung betrachtet. Zwischen

den drei Leitungen und Erde finden sich sechs Teilkapazititen, deren Gréfe unab-

héngig von den Betriebsspannungen ist. In Abb. 82 ist der Verlauf der Verschie-

N N N N\ N
Abb. 82, Verschiebungslinien einer Drehstromleitung.

bungslinien gezeigt, der wegen der zeitlich verdnderlichen Spannungen sich zeitlich
fortgesetzt andert. Es sind folgende Zeitpunkte herausgegriffen:

a) Die Spannung zwischen Leiter 7 und Erde (Phasenspannung) hat ihren
Maximalwert. Wegen der zeitlichen Verschiebung von je % Periode der drei Phasen-
spannungen haben dann die Spannungen der beiden anderen Leiter einen negativen
Wert von halber Gréfle; also

Phasenspannung 1 = 1
’ 2= "095
’ 3 =-05.
b) Eine zwolftel Periode spiter:
Phasenspannung 1 = 0,866
9 2 = 0
29 3 = —0,866.
c) Eine weitere zwolftel Periode spiter:
Phasenspannung 1 = 0,5
’9 2 = 0,5
3=—1.

’
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d) Eine weitere zwolftel Periode spéter:

Phasenspannung 1 =
5 2= 0,866
3 =

3

Wie die Abb. 82 zeigt, ergeben sich schon in diesem einfachen Fall elektrische
Felder von sehr komplizierter Form. Das betrachtete Feld stellt ein elektrisches
Drehfeld dar; das Maximum der Kraftliniendichte wandert im Sinne der Phasen-

ros— o,

I folge 1, 2, 3 sooftmal in der Sekunde herum, wie es
|2 die Frequenz des Drehstromes angibt.

i / Trotz des komplizierten Verlaufs der Verschiebungs-
linien ist gerade in dem praktisch wichtigen Fall der
Leitungen die Berechnung der Teilkapazititen sehr
einfach. Man beniitzt dabei den Satz von der ungestor-
! ten Uberlagerung der Einzelpotentiale. In Abb. 83 seien

S
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N
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N 7\ drei parallel zur Erdoberfliche aufgehéngte Leitungen
1 1, 2, 3 dargestellt. Die Wirkung der Erdoberfliche
}\ kann dadurch beriicksichtigt werden, daBl Spiegel-
| bilder 7/, 2’ und 3’ mit entgegengesetzt gleichen La-
l dungen angebracht werden. Nach Abschnitt 12 kann

man ferner die Leitungsdrihte durch Linienquellen

N in den Drahtachsen ersetzen. Dann gilt fiir das Po-

Abb. 83. Zur Berechnung der Tell- tentija]l in einem beliebigen Punkt P, wenn die Ab-

kapazititen von Leitungen.

stinde dieses Punktes von den Drahtachsen in der

aus der Abbildung ersichtlichen Weise bezeichnet werden, und @,, Q,, @; die
Ladungen der Drihte bedeuten,

p= 2,,6,[Q11n +Qaln +Q31n ] (294)

Der Nullpunkt des Potentials ist dabel in die Erdoberﬂache verlegt. Die Niveau-
flichen sind Zylinder, deren Spuren aber nur in der unmittelbaren Néhe der Draht-

achsen Kreisform annehmen. Unter der Voraussetzung, dafl die

z_— ¢ Driihte hinreichend diinn sind, erhilt man daher das Potential
T // |’ eines Drahtes, wenn man den Punkt P bis auf einen Abstand an
[K\ / |, die Drahtachse heranrticken 1aB3t, der gleich dem Radius des be-
4 N\ / [? treffenden Drahtes ist. Es ergeben sich so ebenso viele Gleichun-
\'/ \g V4 |, gen fiir die Drahtspannungen, als Dréihte vorhanden sind. Zur Be-
\T\ N WX rechnung der Teilkapazitdten hat man diese Gleichungen nach
y /SN | den Ladungen aufzulésen und in die Form der Gl. (290) zu bringen.
| / \\ Iﬁ; Als Beispiel werde die Berechnung der Teilkapazititen einer
,&\\ ¢ \ | Doppelleitung betrachtet, Abb. 84. Die beiden Drihte sollen die
\\\\Q Abstéande k; und %, vom Erdboden haben, der gegenseitige Abstand
Z sel mit @, der Abstand eines Drahtes von dem Spiegelbild des
Do““b]ﬁ' ?4"1,, . andern sei mit b bezeichnet. Die Drahtdurchmesser seien d, und d,.
ppelleitung 1 2
Dann gilt nach Gl. (294)
4h
P1= 27”\0 [Ql - + Q.1n ]
4h, (295)
Po= 2me, Z[Ql n— +Q21n ]
Die ‘Auflésung nach @, und @, erglbt
4h,
Ql[ln4h1 Ak, —In? } 2n£0l[(p11nd—2——(pgln£};
2 a

(296)

4 h 4h b 4h b
Q [1 T —1n2ﬂ =2n£ol[%lnd—ll —%mﬂ.
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Wir bringen diese Gleichungen in die Form der Gl. (290):
45 4h b 4h b b
Ql[l Ehy 2—1n2-d :27:801[%(111 2 ln;—) +(¢1—¢2)1nﬂ;

Q2[1n4h11 4;:2 ln2§}=2neol[%<ln ln—g)—}—(tpz—-(pl)ln%]

Damit folgt fiir die Teilkapazititen, die durch dle Kondensatoren in Abb. 85 dar-

o, (297)

gestellt sind, 4h b
Ingt—Inz
=9 2
KIO —lneoll 4h11 4}L2 e b’ (298)
d, 72 a
4hy b
J— dl a
Kyy=2me,l %, ah, T (299)
In—In —d— 1n?
1 2
lng
Kiy=2me,l (300)

4hy, 4h b’
11 d: lnzz
Wenn die beiden Dréhte in einer Honzontalebene liegen und gleiche Drahtdurch-
messer haben, dann ist
hi=hy=h, dy=dy=d, b= Y4h?+a?
und es wird 276,]

In

K10:K20— —4}&—-——: H (301)
lnF 1+ (2_@)2
‘ /- (2h\E
B In 1+<—>
Kj,=2m¢,l (302)

gy Ca )

Liegen die beiden Dréhte in einer Vertikalebene, so ist in Gl. (298) ... (300) zu setzen
a=hy,—h,, b=hy+h,.
Die Teilkapazitit liefert eine schirfere Formulierung des Begriffes der Kapazitit.

Bei den meisten Anwendungen sind mehr als zwei Leiter vorhanden; dann kann
nicht ohne weiteres ein einziger Kapazititswert fiir die betreffende

Anordnung angegeben werden; definiert sind dann nur die Teilkapa- \/jf
zitdten. In vielen Féllen kann man jedoch die Darstellung verein- P e £
fachen durch die Einfiihrung der sogenannten Betriebskapazi- l v |
tdt des Mehrleitersystems. Man versteht darunter die Er- S
satzkapazitét fiir eine bestimmte Betriebsart. Z. B. ist die normale Abb.85. Teilkapa-
Betriebsart einer Doppelleitung die, bei der ein Draht als Hinleitung, "m;‘i,’ﬁ:;gﬁ;"""
der andere als Riickleitung des Stromes verwendet wird. In dem
Schema der Teilkapazitdten, Abb. 85, liegen dann die beiden Kondensatoren K,
und K, in Reihe miteinander zwischen den Klemmen der Stromquelle, parallel zu K,.
Die Leitung wirkt daher fiir die Stromquelle so wie ein Kondensator mit der Kapazitit
KoKy
Cio=Kp+ K1 Ky (303)
Das ist die Betriebskapazitidt der Doppelleitung fiir diese Betriebsart. Im Fall der

beiden, in gleicher Héhe liegenden Driahte ergibt sich daraus mit Hilfe der Formeln
(301) und (302): neyl el

)T e )T

(304)
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Diese Beziehung unterscheidet sich von der frither fiir die beiden frei im Raum
befindlichen Drihte abgeleiteten durch die Wurzel im Nenner. Diese Wurzel beriick-
sichtigt also die auf der Erdoberfliche influenzierten Ladungen. Bei sehr groBer
Héhe iiber dem Erdboden wird sie 1. Wenn andererseits die Hohe 4 iiber dem Erd-
boden klein gegen den Drahtabstand @ ist, dann wird die Betriebskapazitit halb so
groB wie die Kapazitit einer Einfachleitung. Bei den in der Starkstrom- und Schwach-
stromtechnik praktisch vorkommenden Freileitungen unterscheidet sich die Wurzel
um weniger als ein Tausendstel von 1. Die Betriebskapazitit kann daher fast immer
nach der Formel (268) berechnet werden, um so eher als in Wirklichkeit immer
andere Einfliisse vorhanden sind, die die Kapazitit in gleicher Grofenordnung ver-
andern, z. B. Unebenheiten des Erdbodens, Biume und dgl., ferner die Isolatoren
und Maste.

Eine andere Betriebsart der Doppelleitung stellt der sogenannte Einfachbetrieb
der Telegraphie dar, bei dem jeweils ein Draht als Hinleitung und die Erde als Riick-
leitung des Stromes benutzt wird. Die Betriebskapazitit ist dann die Ersatzkapazitit
zwischen einem Draht und Erde. Ihre Gréfie hingt davon ab, ob der andere Leiter
isoliert oder geerdet ist. Im ersten Fall ergibt sich keine Beeinflussung des Potential-
feldes durch den andern Leiter; die Betriebskapazitit ist gleich der Kapazitit der
Einfachleitung gegen Erde. Im zweiten Fall dagegen liegen die Teilkondensatoren
K,, und K,, einander parallel; es ist die Betriebskapazitit

Cro=Kio+ Kys, (305)
lrlzld—h2
also Cro=2ne)l — 75 7 (306)
In—2Iln=—2—In2—
d,  d, a

Sie wird um so genauer gleich der Kapazitit einer Einfachleitung, je mehr sich das
Verhéltnis b/a dem Wert 1 nihert, je weiter also der zweite Leiter entfernt ist. Im
iibrigen vergréBert die Anwesenheit des zweiten Leiters die Kapazitit.
7 Eine Anwendung finden die Teilkapazititen bei der
, Berechnung der Beeinflussung von Schwachstrom.-
/;H leitungen durch parallellaufende Starkstromleitungen.
4, Das elektrische Feld der Starkstromleitung erzeugt
Potentialdifferenzen zwischen den Dréhten der Schwach-
¢ >  stromleitung, die zwar klein sind gegen die Spannungen
Abb. 88 papauitive Becinflusenn® in der Starkstromleitung, aber doch merkliche Storun-
eine Starkstromleitung. gen in den Schwachstromleitungen wegen der dort ver-
wendeten niedrigen Betriebsspannungen hervorrufen
konnen. Das Schema der Teilkapazititen fiir die Beeinflussung zwischen einer
einzelnen Starkstromleitung (Fahrdraht einer elektrischen Bahn) und einer ein-
dréhtigen Schwachstromleitung ist in Abb. 86 dargestellt. Bezeichnet man den
horizontalen Abstand zwischen den beiden Leitungen mit ¢, so ist nach Abb. 84

a=Vet+(hy—hy)?;
b= e+ (b +hy)?,
und es ist die Kopplungskapazitit K,, aus Gl (300) zu berechnen. Wenn der Ab-
stand ¢ der Leitungen gro gegen die Hohen ist, dann ergibt sich so die Naherungs-
formel 2h.h
K,,=2me,l L, (307)
c“lnézﬁlnll—'}2
4 dy
Die Kopplungskapazitit nimmt also umgekehrt mit dem Quadrat der Entfernung

zwischen den beiden Leitungen ab, so dafl die Vergroferung des Abstandes zwischen
den Leitungen ein wirksames Mittel zur Verminderung der Kopplung ist.
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Zahlenbeispiel: Nennt man das Verhiltnis des Leitungsabstandes zur mittleren Hohe

der Leitungen o, ¢
i ]
[ 22T
so ergeben sich fiir ein Verhéltnis von
f_ta_ 100
dy dy
die in der folgenden Tabelle aufgefithrten Werte der Kopplungskapazitat fiir die Langeneinheit
=5 10 20 50 100
Kp/l=128 31 78 1,24 0,31 uuF/km;
fiir By by
(—l—1= (72=500
wird bei a=>5 10 20 50 100

Kp/l=78 195 49 0,78 0,195 uuF/km.
Mit Hilfe der Teilkapazititen werden die Berechnungen iiber die gegenseitige
Beeinflussung von Leitungen zuriickgefiihrt auf die Berechnung von Stromver-
zweigungen (siehe Abschnitt 32). Die Abb. 87
veranschaulicht die Teilkapazititen zwischen
einer Drehstromleitung und einer Schwach-
stromleitung, die grundsitzlich auf dem glei-
chen Weg wie in dem eben betrachteten
Beispiel berechnet werden koénnen.

7’

%
%
|
[
4

—1iF
= *
AN\ AN\
Abb. 87. Teilkapazititen zwischen Drehstrom- Abb. 88. Zur Berechnung der Teilkapazititen
leitung und Einphasenleitung. eines Drehstromkabels.

Als weiteres Beispiel werde ein symmetrisches Dreileiterkabel betrachtet, Abb. 88.
Die drei zylindrischen Leiter 7, 2, 3 befinden sich im Innern eines zylindrischen
Bleimantels. Fiir die angensherte Berechnung der Potentialverteilung bildet man
zunéichst die drei Leiter durch Linienquellen in ihren Achsen ab. Bezeichnet man
deren Ladungen mit @, Q,, @, so kann die Wirkung des Bleimantels auf die Potential-
verteilung durch drei Linienquellen 77,2’,3’ mit den Ladungen —@,, —@,, —@Q, be-
riicksichtigt werden. Fir die Abstinde b der Spiegelbilder gilt nach dem Gesetz der

2
reziproken Radien b % . (308)
Dadurch wird die Innenfliche des Bleimantels mit dem Radius 7, eine Niveau-
flache. Die die Linienquellen umgebenden Niveauflichen sind ebenfalls Zylinder,
deren Grundflichen aber um so mehr von der Kreisform abweichen, je mehr sie
sich dem Bleimantel nihern. Bei nicht zu groBem Leiterdurchmesser ergibt sich
angendhert Kreisform. Dann gilt fiir die Potentiale der drei Leiter unter Beriick-
sichtigung, daf} die mittleren Abstéinde der Leiteroberflichen von den Linienquellen

/2, b—a, a}3 und Ya?+ b2+ab sind,
Ja*b*+ab |

1 b— b b !
%:m[qzllnzT“wzl ”—f +Qaln BT (309)

1] Ja?+b%fab Ja?+b2tab |
‘pz‘“'éTdLQll a3 '*"'-%Q21n2 d "2+ Qyln a3 it (310)

1 Wa +b +ab ]a2+b 2 ab b—a
Ps=577 [QI] a3 4 @yln a5 FQyIn2— ] (311)

Kiipfmiiller, Elektrotechnik, 6
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Aus Symmetriegriinden sind die drei Teilkapazititen zwischen den drei Leitern

einander gleich, ebenso die drei Teilkapazititen zwischen den Leitern und dem Blei-
7 mantel (Erdkapazititen). Bezeichnet man diese mit K,, jene

mit K, Abb. 89, so gilt
Q=01 Ko+ (p1— @) K+ (91— @3) K

> TR Q2= P2 Ko+ (92— ) K+ (92— p3) K ; (312)
WY s =p3 Kot (ps— @) K+ (py—2) K.
‘ 7 Durch Auflésen dieser Gleichungen nach ¢, erhilt man

Vs
Abb. 89. Teilkapazitiit K K
eines Dreﬂstf{?:l%;a%efs 1= WT [Ql (1 + f’) + Q2 + Q,J . (31 3)
Der Vergleich mit GI. (309) ergibt S
omelln P HEHa0
2mel a)3
Ko b—aa®+b*+ab’ Gl14) K b—a a?+b*+ab, _b—a  a)3 (315)
ln2 T ’—_3 2 ].n 2-—' "——T'iln2"_— p— ———
@ d 3a d Va2 +b*+ab
Fiir den Grenzfall, daB sich die drei Leitungen frei im Raum befinden, ergibt sich
hieraus (ry=00
(ro=c0) K,—=0; K— 27t (316)
2a}3
31 d

Auf die Betriebskapazitat des Drehstrom-Dreileiterkabels kommen wir im Ab-
schnitt 35 zuriick.

In den Kabeln der Fernsprechtechnik ist gewohnlich eine groBle Zahl von Lei-
tungen untergebracht. Die Teilkapazititen zwischen den einzelnen Leitungen haben

; hier eine elektrische Kopplung zwischen den mit den Lei-
£ tungen gebildeten Stromkreisen (,,Nebensprechen) zur
fy A Folge, die natiirlich unerwiinscht ist. Eine Bedingung da-
£, . %y fiir, daB die Kopplung zwischen zwei Leitungen verschwin-
7 det, laBt sich allgemein folgendermaflen formulieren. Es
3 seien in Abb. 90 I und 2 die beiden Adern der einen Lei-
Y tung, 3 und 4 die beiden Adern einer beliebigen anderen
Abb. 90. Bedingung fir die Leltung' Wenn dann
kapazitlvtig};ltﬂfé)g:mg zweier Kl:;: K23 und K14= K24’

dann halbieren die Leiter 3 und 4 das Potentialgefille
zwischen 1 und 2; d. h. sie haben gegeneinander keine Spannung. Man vermeidet
also die Kopplung, wenn die Teilkapazititen von jeder Ader zu den beiden Adern
einer jeden anderen Leitung einander gleichgemacht werden. Dies wird mit einer
gewissen Anndherung durch das sogenannte Verdrillen der Leitungen erreicht, wo-
bei die beiden Adern einer jeden Leitung schraubenlinienférmig umeinander herum-
gefithrt werden.

14. Die mechanischen Krifte im elektrischen Feld; Energie des
elektrischen Feldes.

Die auf eine Punktladung im elektrischen Feld ausgeiibte Kraft ist nach fritherem
F=E.

Dabei bedeutet € die urspriingliche elektrische Feldstirke am Orte der Punktladung.

Die Kraft, die zwischen zwei Punktladungen @, und @, im Abstand e auftritt, li8t

sich danach in folgender Weise berechnen. Wire nur die Punktladung @, vorhanden,
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so wiirde sich am Ort der anderen eine Feldstirke von der GréSe

Q
€= e
einstellen. Fiir die Kraft gilt daher (Coulomb, 1785)
1 Qs
Bl = meat (317)

sie sucht Ladungen gleichen Vorzeichens voneinander zu entfernen, Ladungen ent-
gegengesetzten Vorzeichens einander zu nidhern. Von diesem durch Coulomb
experimentell entdeckten Gesetz hat die Elektrizitatslehre ihren Ausgang genommen.
Ihre Entwicklung ging gegeniiber dem hier eingeschlage-
nen den umgekehrten Weg. Das Coulombsche Gesetz gibt
die Moglichkeit, die Elektrizitaitsmengen zu messen; da-
mit konnte man auf Grund der Gl. (144) die elektrische
Feldstiarke und die Spannung definieren.

Das Coulombsche Gesetz gibt eine Begriindung fiir die
bisher gemachte Annahme, dafl die Ladungen ihren Sitz
an der Oberfliche der elektrischen Leiter haben. Es werde
eine geladene Kugel betrachtet, Abb. 91, und wie frither
angenommen, dafl die Ladung auf der Oberfliche gleich-
mifig verteilt sei. P sei ein Punkt im Inneren der Kugel. .
Durch diesen Punkt denken wir uns gerade Linien so ge- it Taneron einer goladenen K ugel,
legt, dafl die ganze Kugel in einzelne sehr schmale Dop-
pelkegel geteilt wird. In der Abbildung ist ein solcher Doppelkegel gezeichnet;
F, und F, sind die beiden Grundflichen, a¢; und a, die Héhen. Denken wir uns
ferner in P eine Punktladung angebracht, so ist die von F, ausgeiibte Kraft nach
dem Coulombschen Gesetz proportional F,/a?, die von F, ausgeiibte Kraft propor-
tional F,/a2. Nun ist aber aus geometrischen Griinden

F, o

F, a3’
die beiden Krifte heben sich daher auf. Das gleiche gilt fiir alle anderen Doppel-
kegel. Auf Ladungen, die sich im Inneren einer geladenen Kugel befinden, werden

also von Ladungen auf der Oberfliche bei der P

angenommenen Verteilung keine Krifte ausgeiibt; ‘*_71(
die Feldstirke ist dort Null, wie es im Gleich- ‘\L |
gewichtszustand sein mufl. Wiirde die Abstofungs- . 2
kraft zwischen den Ladungen mit einer héheren als | |

der zweiten Potenz abnehmen, so wiirden auf Ladun- ' —JV
gen innerhalb der Kugel Krafte einwirken, die nach éﬂ Zi£§
dem Kugelinneren gerichtet sind; umgekehrt wiir- 2

den bei geringerer Abnahme die Krifte nach aullen — .
wirken, im Inneren der Kugel wiirden dann Ladun- AbD. 92. B%{:i{‘;ﬁﬁ,iﬁ:,{sﬁfﬁ“ 1 einem
gen entgegengesetzten Vorzeichens iibrigbleiben.

Die Formel (317) gilt streng nur fiir Punktladungen; bei raumlich ausgedehnten
Elektroden ist sie naherungsweise giiltig, wenn die Elektrodenabmessungen klein
gegen den Abstand sind. Die zwischen Elektroden beliebiger Grofie und beliebigen
Abstandes wirkenden Feldkrifte konnen berechnet werden, wenn man sich die
Ladungen so fein unterteilt denkt, daf sie als Punktladungen aufgefalit werden
konnen. Die auf die Elektroden wirkenden Krifte sind die Resultierenden aller an
den Punktladungen angreifenden Krafte. Als Beispiel sollen die Krafte zwischen
zwei parallelen Platten sehr grofler Ausdehnung mit dem Abstand a berechnet werden.
Bezeichnet man die iiberall zwischen den beiden Platten konstante Verschiebungs-
dichte mit D, so hat ein Flichenelement dF der einen Platte die Ladung |D|dF.

. 6%
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Um die auf das Flachenelement ausgeiibte Kraft zu berechnen, fillen wir von diesem
Flichenelement ein Lot auf die andere Platte, Abb. 92, und zerlegen deren Ober-
fliche in schmale Kreisringe, die den FuBlpunkt dieses Lotes konzentrisch umgeben.
Die auf die Ladung |D|dF im Punkt P von einem Flichenelement eines solchen
Kreisringes mit der Ladung d@ ausgeiibte Anziehungskraft hat nach dem Coulomb-
schen Gesetz die GroBe |D|dFdQ
dme(rita?)”

Die horizontalen Komponenten der von je zwei einander gegeniiberliegenden Flachen-
elementen des Kreisringes herrithrenden Krifte heben sich auf, wihrend sich die
vertikalen Komponenten addieren. Die vertikale Komponente ist a/ }/7‘2—l—a,2 mal so
grof} wie die Kraft selbst; die gesamte Ladung eines Kreisringes mit der Fliche 27z dr
ruft daher im Punkt P eine Kraft hervor von der Grofle

|D|dF|D|2radra

dme(r2ta?) Jritat
Die von der Gesamtladung der unteren Platte auf das Flachenelement dF der anderen
Platte ausgeiibte Kraft wird durch Integration iiber alle Kreisringe erhalten zu

o|DaF [ rdr o D[F [l_ 1 J
2¢ J.(ﬂ—}—aﬁ)% 2¢ e }rita

Wenn der Radius 7, gro8 gegen den Abstand ¢ gewahlt wird, dann gilt fiir den auf
die Flacheneinheit der Platte ausgeiibten Zug

1|92 1 1
p=22_ L) |o|=1¢l6]=. (318)

Zahlenbeispiel: Die Isolierstoffe kénnen nur mit einer bestimmten héchsten elektrischen
Feldstarke beansprucht werden, ohne daB ein Durchbruch eintritt (s. Abschn. 20). Am gréften
sind die zulissigen Feldstirken bei Glas und Glimmer. Die praktische Grenze liegt hier etwa bei
500 kV/cm. Setzt man fiir die Elektrisierungszahl ¢,=8, so ergibt sich fiir die groBte elektrische

Zugkraft, die mit den bekannten Isolierstoffen hergestellt werden kann,
2
p—-L5.0,886.10-12. 25. 1010_£S_Y__ =0, OSSGAW—S- ~ 0,955
2 Vem cm? cm?’

Eine Glas- oder Glimmerplatte, die sich zwischen zwei Plattenelektroden befindet, kann also mit
einem Flichendruck von rund 1 at durch die elektrischen Feldkrifte zusammengepret werden.
In der Elektrotechnik arbeitet man durchweg mit erheblich geringeren Feldstéirken; die mechani-
schen Beanspruchungen der Isolierstoffe durch die Feldkrifte sind daher immer sehr viel kleiner.

Obwohl die Gl. (318) nur fiir ebene Elektroden abgeleitet wurde, 148t sich leicht
einsehen, daB auch bei beliebigen Elektrodenformen Krifte gleicher Grofle auf-
treten miissen. Es werde eine Punktladung @ in sehr geringer Entfernung von der
Oberfliche einer geladenen Elektrode beliebiger Form betrachtet. Fallt man von
der Punktladung ein Lot auf die Oberfliche und grenzt auf der Oberfliche einen
kleinen Kreis vom Radius 7, ab, so hat die auf die Punktladung @ durch die La-
dung r37|D| der Kreisfliche ausgeiibte Kraft auf Grund der obigen Uberlegungen

die Grofle 1 7
5€Q L~ — =

a l/ 72 aZJ
Laft man die Punktladung  geniigend nahe an die Oberflache der Elektrode hin-
riicken, so reduziert sich diese Kraft auf }€Q. Nun ist aber nach Gl. (144) die gesamte
Kraft, die auf eine solche Punktladung in einem Feld mit der Feldstirke € ausgeiibt
wird, Q€. Die Differenz, namlich 1Q€ ist daher dem iibrigen Teil der Elektroden-
oberfliche auBlerhalb des Kreises mit dem Radius 7, zuzuschreiben, oder anders
ausgedriickt: Schneidet man aus der Oberflache einer Elektrode ein kleines Scheib-
chen heraus und bringt an diese Stelle eine Ladung @, so wird auf diese Ladung eine
Kraft ausgeiibt von der Grofie Q€. Da nun das herausgeschnittene Scheibchen,
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bei gentigender Kleinheit, selbst als Punktladung vom Betrage
Q=r3n|D|
aufgefallt werden kann, so ist die Kraft, mit der dieses Scheibchen von der iibrigen
Ladung der Elektrode abgestoBen wird, 4737z|®|-|E€|; sie ist nach auBen gerichtet.
Die an der Elektrodenoberfliche angreifenden Zugkrifte haben also fiir die Flachen-
einheit die Gréfle _1 1l
p=3|€|-|D|=3¢|€]

auch bei beliebiger Kriimmung der Elektrodenoberfliche. Die Kréfte sind senkrecht
zur Elektrodenoberfliche gerichtet. Man kann diese Krifte dadurch veranschau-
lichen, daB man sagt, es bestehe lings der Verschiebungslinien eine Zugspannung
von der durch Gl. (318) gegebenen Gréfle (Faraday, Maxwell).

Daraus geht nicht hervor, daB tatséchlich derartige Spannungen im Nichtleiter
vorhanden sind. Mit den bis heute vorliegenden Erfahrungstatsachen ist die An-
nahme ebensogut vereinbar, daB die Elektroden infolge irgendeines unbekannten
Prozesses iiber den leeren Raum hinweg aufeinander einwirken. Die Vorstellung
der Nahewirkungstheorie, die insbesondere durch die mechanischen Spannungen
im Nichtleiter gekennzeichnet ist, erlaubt jedoch eine anschauliche Darstellung
der Vorginge des elektrischen Feldes, die bei den fiir
die Elektrotechnik in Betracht kommenden Erscheinun-
gen nicht im Widerspruch mit der Erfahrung steht. Die
neueren Anschauungen vom Bau der Materie nehmen der-
artige Spannungen nur in den materiellen Nichtleitern
an, wo sie durch die Wechselwirkung zwischen den elek-
trischen Ladungen der Atome und dem #ufBleren elek-
trischen Feld bedingt sind, nicht aber im leeren Raum.

Eine anschauliche Vorstellung vom elektrischen Feld im *** °%:; %fgf&?ﬁé’f&%igﬁféff“Ckes
leeren Raum kann so jedoch nicht erhalten werden.

Die langs der Verschiebungslinien wirkenden Zugspannungen haben einen Quer-
druck zur Folge, mit dem sich die Verschiebungslinien scheinbar abzustofen suchen.
Seine Grofe kann auf folgende Weise berechnet werden. Durch zwei benachbarte
Niveauflichen und durch Verschiebungslinien 148t sich an jeder Stelle des Feldes
ein kleiner Kegelstumpf nach Abb. 93 abgrenzen. Wir denken uns diesen Kegel-
stumpf zu einem Kegel vervollstindigt. Die elektrische Feldstérke innerhalb des
Kegelstumpfes ist eine Funktion des Abstandes x von der Spitze des Kegels; fiir
den Radius » gilt

r=xtgo.
Bezeichnet man die Feldstirke auf der linken Seitenfliche mit €, so hat sie auf der
rechten entsprechend der Zunahme der Fliche den Wert (&(l -—2%) , Wobei dx

die unendlich kleine Hohe des Kegelstumpfes bedeuten soll. Die auf die linke
Seitenflache wirkende Zugkraft ist

nie|Catgla.
Die auf die rechte Seitenfliche wirkende Kraft

n%e](é;‘[z(l—z}%x) (x+dx)?tg?a.
Der Kegelstumpf wird daher mit einer Kraft
P,= n%a{@i%%ﬁt&gza

nach links gezogen. Soll ein Gleichgewichtszustand bestehen, so muB diese Kraft
durch einen auf den Kegelmantel wirkenden Flichendruck p aufgehoben werden. Es

ist also zu setzen dz
Pm=2rnc—oszpsinoc=p2nxdxtg2oc;
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daraus folgt p=3|Cl-|D|=3e[€G]
Dieser hypothetische Querdruck ist also ebenso gro3 wie der Langszug. Im leeren
Raum ist Querdruck und Léngszug p, = }&,|€|2. Befindet sich im elektrischen Feld
ein materieller Nichtleiter, so treten Krifte an den Grenzflichen auf:

Fall a. Kraftlinien parallel zur Grenzfliche. Die Feldstirke hat zu
beiden Seiten der Grenzfliche den gleichen Wert €. Auf die Grenzfliche wird
von auBlen der Druck 1 80'@!2

ausgeiibt; von der Seite des nichtleitenden Stoffes her mit der Elektrisierungszahl ¢,
ist dagegen der Druck _1 G
Pi= 280871 I .

Es ergibt sich also ein resultierender Flichenzug an der Grenzfliche von der Grofle
pP=g5¢ (e.—1)| €2, (319)

der den Nichtleiter in das Feld hineinzuziehen sucht.
Fall b. Kraftlinien senkrecht zur Grenzfldche. Bezeichnet man hier
die Feldstirke im nichtleitenden Stoff mit |§|, so ist die Feldstirke aulerhalb ,|€|,

da die Verschiebungsdichte stetig sein muB. Daher wirkt von auflen her ein Zug
auf die Grenzfliche von der Grofle

. Pa= 550 81-‘@:'
von innen her pi=Leoe, |G
der resultierende Zug ist nach auBlen gerichtet und betrigt
p=c0& (5,—1) |€|2. (320)

Wird z. B. eine Glasplatte parallel zu den Platten in einen Plattenkondensator ge-
bracht, so heben sich die Zugkrifte auf beiden Seitenflichen der Glasplatte auf;
dagegen wird die Platte in den Kondensator hineingezogen, wenn sie nur zum Teil
in den Kondensator hineintaucht. Bei flissigen Isolierstoffen wirken die elektrischen
Feldkrafte so wie ein hydrostatischer Druck; sie suchen das Volumen des Isolier-
stoffes zu vergrofern.

Die praktisch vorkommenden elektrischen Feldkrifte sind durchweg sehr klein.
Sie haben eine grundlegende Bedeutung nur bei den elektrostatischen Mef3-
instrumenten, bei denen sie die Triebkrifte bilden. Zur Berechnung der Feld-
krifte in diesen Fillen und bei allgemeinen Elektrodenformen kann man eine andere
Methode anwenden, die von der im elektrischen Feld aufgespeicherten Energie
ausgeht.

Wenn ein Kondensator mit der Kapazitit C auf die Spannung U aufgeladen wird,
so nimmt er eine Elektrizitatsmenge

Q=0U
auf. Die Stromquelle muB also wihrend der Aufladung eine bestimmte elektrische
Arbeit liefern, die auf den Kondensator iibergeht, wenn sonst keine Energieverluste
vorhanden sind. Da nun ein endlicher Betrag von Energie bei endlichen Kraften nur
in endlichen Zeiten iibertragen werden kann, so erfordert der Vorgang der Aufladung,
also der Vorgang der Herstellung eines elektrischen Feldes Zeit. Bezeichnet man die
Spannung in irgendeinem Zeitpunkt wihrend des Aufladungsvorganges mit u, so
ist die entsprechende Ladung in diesem Zeitpunkt

g=Cu. (321)
Von der positiven Elektrode flielen wihrend der Aufladung negative Ladungen ab;
der negativen Elektrode flieen negative Ladungen zu. Es besteht also in dem be-
trachteten Zeitpunkt eine bestimmte Stromstérke 7. Der Strom vermehrt oder ver-
mindert die Ladung einer Elektrode in einem Zeitelement df um den Betrag

dg=1tdt.
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Dadurch wichst die Spannung um einen Betrag du, und es gilt

dg=Cdu.
Daraus folgt idt=Cdu. (322)
Die elektrische Arbeit, die der Kondensator wihrend des Zeitelements df aufnimmt,
ist AW = widt = Cudu.

War der Kondensator zunichst ungeladen, und wichst seine Spannung auf irgend-

einen Wert u, so ist die gesamte vom Kondensator aufgenommene elektrische

Energie u

W=[Cudu=3Cus. (323)
0

Diese Energie ist im Kondensator aufgespeichert wie die potentielle Energie in einer
gespannten Feder. Man kann sie bei der Entladung des Kondensators wieder-
gewinnen. Die Energiebetrage, die auf diese Weise aufgespeichert werden konnen,
sind freilich verhaltnismaBig gering. Wird z. B. ein Kondensator mit der Kapazitit
C=2uF auf eine Spannung von 1000 Volt aufgeladen, so enthélt er die Energie

W=312-10--106FV2=1Ws.

Als Sitz der Energie kann das elektrische Feld selbst angesehen werden. Wir
denken uns durch zwei benachbarte Niveauflichen mit dem Abstand dn und durch
Verschiebungslinien ein Prisma mit den Grundflichen dF im elektrischen Feld ab-
gegrenzt, Abb. 27. An dem Feldbild éndert sich nichts, wenn man die Grundflichen
durch diinne Metallfolien mit den entsprechenden Potentialen ersetzt. Dann ent-
steht ein kleiner Plattenkondensator mit der Kapazitat

dF
C=¢ EYT ,
der auf die Spannung dg aufgeladen ist. Die in ihm aufgespeicherte Energie hat den
Betrag AW =10 ()= }s|G[2dV,

wobei das Volumen des Prismas dn dF =dV gesetzt ist. Daraus geht hervor, daf in
der Volumeneinheit des Feldes die Energie

Wi=7¢|€[*=3|€|- || (324)

aufgespeichert ist. Sie ist gleich dem Flichendruck p und ist im allgemeinen un-
gleichmiBig iiber das Feld verteilt. Die grofite Energie sitzt dort, wo die Feldstirke
am groBten ist. Man erhilt die insgesamt in einem elektrischen Feld aufgespeicherte
Energie durch Integration iiber den ganzen Raum:

W= [|€]-|]aV. (325)

Nun kann man die im elektrischen Feld wirkenden mechanischen Krifte mit Hilfe
des folgenden Gedankenexperimentes berechnen. Wir denken uns die Spannungs-
quelle, die den Kondensator auf eine Spannung U aufgeladen habe, entfernt, und
beschriinken unsere Betrachtung auf so kleine Zeitabschnitte, daf die Ladung @ als
zeitlich konstant angesehen werden kann. Dann ist die aufgespeicherte Energie

1 Q2
Es werde nun verfolgt, wie sich die elektrische Energie bei einer gedachten Ver-
schiebung in Richtung der Feldkrifte dndert. Wirkt auf eine Elektrode die Feld-
kraft P, in einer Richtung z und bewegt sich die Elektrode unter der Einwirkung
dieser Kraft um ein kleines Stiick dx, so wird die Arbeit geleistet

dA=P,dzx.
Dieser Arbeitsbetrag kann nur der Energie des elektrischen Feldes entzogen worden
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sein. Die Kapazitit nimmt zu um %’ dz, also die Energie um den Betrag

19290, 1 _.8C
AW =— 5 g o= — 5 Ulgde;
daher gilt 1 . ..3C
-_— J722
P=5 U, (327)

Die Richtung der Kraft 148t sich immer durch die Regel bestimmen, da8 die Feld-
kriafte infolge des Langszuges und Querdruckes der Kraftlinien die Kapazitit zu
vergroBern suchen.

Bei einem Plattenkondensator mit der Fliche F und dem Abstand a der Platten ist

C =e£ .
a
Die auf die Elektroden ausgeiibte Zugkraft hat die Richtung des Plattenabstandes, also ist
1,00 1e&F_,
P——?U Fra e (328)

Als Anwendungsbeispiel werde das Nadelelektrometer betrachtet. Es taucht
hier eine Blechnadel in einen Plattenkondensator derart, daB sich mit zunehmendem
Ausschlag der Nadel die Kapazitdt zwischen Nadel und
Platte vergroBert, Abb. 94. Die Kapazitit zwischen der
Nadel und den festen Platten ist angenshert proportional
der eintauchenden Linge I der Nadel: C=cl. Legt man
eine Spannung zwischen die Nadel und die miteinander
verbundenen festen Platten, so sucht sich die Kapazitit
zu vergroBern, die Nadel erfihrt ein Triebmoment im Sinne
des Uhrzeigers, dem durch das Richtmoment einer Feder
die Wage gehalten wird. Bezeichnet man das Triebmoment
mit M, so gilt auf Grund der gleichen Uberlegung wie oben

Abb. 94. Prinzip des Nadel-

elektrometers.
fir eine kleine Winkeldnderung du
1 1._,dC
Mdoc:?Ude, oder M=—2—U2%. (329)
Nun ist bei kreisférmiger dullerer Begrenzung der festen Platten
l=ry—r;
also wird
—_ Sl
M= 3 U " (330)

Die Abhingigkeit des Triebmomentes von dem Drehwinkel « des Zeigers 1aft sich
danach durch die Berandungskurve der festen Platten beeinflussen.

Fiir das Gleichgewicht zwischen dem Triebmoment M und dem Richtmoment der Feder,
sa, gilt
sue— S 72"
2 da’
Verlangt man, daB die Skala einen proportionalen Verlauf haben soll, so muB sein
U=c¢a,

oder 28 da
dr=—-——
cci o

s

ce? o
Diese Bedingung 148t sich praktisch in einem gewissen Winkelbereich erfiillen.

Die Uplwandlung von elektrischer Energie in mechanische Arbeit bei der Be-
wegung einer Elektrode ist ein umkehrbarer Vorgang. Dies 146t sich durch den
folgenden Versuch zeigen. Ein Drehkondensator werde mit einer Spannung von
220 Volt bei voller Kapazitit aufgeladen. Seine beiden Klemmen sind mit einer
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kleinen Funkenstrecke versehen, die bei der niedrigen Ladespannung nicht an-
spricht. Entfernt man aber die Verbindung mit der Spannungsquelle und dreht
den beweglichen Teil des Kondensators rasch in die Nullstellung, so springt ein Funke
iiber. Der Vorgang ist dabei der folgende. Der Kondensator hat bei der vollen Kapa-
zitét eine bestimmte Ladung @ = CU aufgenommen. Schaltet man ihn von der Span-
nungsquelle ab und verringert die Kapazitat auf den Wert der Anfangskapazitit,

der%C betrage, so sorgt die Isolierung der Elektrode dafiir, daBl wiahrend dieser

Anderung die Ladung nahezu konstant bleibt. Es muB also die Spannung auf den
n-fachen Wert wachsen. Die Ladung dringt sich auf eine kleinere Fliche der Platten
zusammen, die Verschiebungsdichte wichst und damit wachsen Feldstirke und
Spannung. Die aufgespeicherte elektrische Energie war zu Anfang

w,=1CU?,
am Ende des Vorganges dagegen betrigt sie

11 1
We: ’2—;0(7& U)2=n?0U2

Sie ist also # mal so grofl geworden. Der Differenzbetrag ist dem Kondensator bei der
Drehung der Platte als mechanische Arbeit zugefiihrt worden. Die Anordnung stellt
also einen Generator dar, der mechanische in elektrische Energie umwandelt (In-
fluenz-Elektrisiermaschine). Da die im elektrischen Feld aufgespeicherten Energien
sehr klein sind, so lassen sich jedoch auf diese Weise keine groflen elektrischen
Leistungen herstellen.

Aus Gl. (322) folgt fiir die Stromstérke bei einer Spannungsinderung am Konden-
sator izO’%. (331)
Dieser Strom tritt an der einen Elektrode in den Kondensator ein und verlaft ihn
an der anderen wieder; er flieBt scheinbar durch den Nichtleiter hindurch. Man
kann sich den in den Zuleitungen flieBenden Strom als ;
Verschiebungsstrom, der langs der Verschiebungslinien +I'°\'_m/§,m"’£|:~
verlauft, im Nichtleiter fortgesetzt denken. In einem = P f
Stromkreis, Abb. 95, der aus einem Kondensator C, einem —=— _ u
Widerstand B und einer Stromquelle mit der EMK E be- ~ ‘ J
steht, fliet der Strom dann bei der Aufladung des .
Kondensators auf einem geschlossenen Weg wie in *PP-%%- Stromkrels mit Kon-
einem metallischen Stromkreis. Die EMK der Strom-
quelle deckt die Spannung # am Kondensator und den Spannungsabfall 4R an
dem Widerstand R. Es ist E’:u—}—iR—_—u—}—CR%. (332)

In jedem Zeitpunkt ist die fiir den Spannungsverbrauch im Widerstand R zur Ver-
fiigung stehende Spannung E —u. Daher kann die Ladung des Kondensators nur
so rasch zunehmen, als es diese Spannung erlaubt. Die groBte Ladungszunahme tritt
unmittelbar nach dem Einlegen des Schalters auf. War der Kondensator zunichst
ungeladen (u#=0), so gilt hier

Bt

du
O.R*dz =K oder u=m.

Die Spannung nimmt also anfangs proportional mit der Zeit zu, und zwar um so
rascher, je kleiner das Produkt aus Widerstand und Kapazitit ist. Man bezeichnet
dieses Produkt als die Zeitkonstante
RC=r. (333)
Fiir die Ladung des Kondensators gilt unmittelbar nach dem Einschalten
ECt

T

.
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In dem MaBe, in dem infolge der Ladung die Spannung % wichst, wird die fiir den
Spannungsabfall am Widerstand zur Verfiigung stehende Spannung kleiner, die
Ladung nimmt langsamer zu. Die Gl. (332) 148t sich schreiben
du dt
E—u_ 7°
Durch Integration ergibt sich hieraus
—In(B—u)="1 +k,

t

oder u=E—Fke *.
Soll 4 =0 fiir t=0 sein, so gilt k=K, und es wird
t
u=E<l—e 7). (334)
Fiir die Stromstérke folgt _t
. duw B v (335)
@—OE = EG

Sie hat im ersten Augenblick nach dem Einschalten den gleichen Wert I =E[R, wie
wenn der Kondensator tiberbriickt wire; man sagt daher, der Kondensator verhalte
sich im ersten Augenblick nach dem Einschalten so wie

. ein Kurzschlufl. Fiir die Ladung ergibt sich
S “ g ¢ ¢
/ = _L _t
) £’¢ qr—-EC’(l—e ’>=Q<1—e ’). (336)
X
V4N £ Der zeitliche Verlauf dieser GroBen ist in Abb. 96 dar-
\ "l £ gestellt. Die Spannung néhert sich allméhlich ihrem End-
z 7 2 7 wert B, der Strom nimmt im gleichen MaBe allm#hlich ab.

Abb. 96. Aufladung eines Kon- Der Vorgang der Aufladung dauert streng genommen un-

densators. endlich lang; praktisch ist aber schon nach einer bestimm-
ten endlichen Zeit kein Unterschied mehr gegeniiber dem Endzustand wahrzunehmen.
Die folgende Tabelle gibt einige Zahlenwerte der beiden Zeitfunktionen.

tjr=0 1 2 3 4 5 6 7 8
t

e T=1 0,368 0,135 0,0498 0,0183 0,00674 0,00248 0,000912 0,000335

¢

l—e =0 0,632 0,865 0,9502 0,9817 0,9933 0,9975 0,9991 0,9997
Je nach der Genauigkeit, mit der die Spannungen und Stréme gemessen werden
koénnen, wird man im allgemeinen als Dauer des Aufladungsvor-
ganges eine Zeit zwischen 47 und 87 anzusehen haben.

Ganz ahnliche Uberlegungen gelten auch fiir die Entladung
des Kondensators. Ein Kondensator wird entladen, indem man
seine Elektroden iiber einen Widerstand miteinander verbindet,
Entl;}i?lt;l.g97.emes Abb. 97; bei offenen Klemmen stellt der Isolationswiderstand des

Kondensators.  Kondensators bereits eine solche Verbindung her.
Die Spannung % am Kondensator muf} hier in jedem Augenblick
gleich dem Spannungsabfall iR am SchlieBungswiderstand sein; es gilt

_
U=T .
Durch Integration ergibt sich ot
w=Ue *, (337)
wobei der Anfangswert fiir t =0 mit U bezeichnet ist. Der Strom wird nach Gl. (331)
t
iUt @39

R
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Er hat die entgegengesetzte Richtung und den gleichen Verlauf wie bei der Auf-
ladung. Die bei der Entladung durch den Widerstand R flielende Elektrizitéitsmenge

ist Q:fidt; sie hat den Wert UC.

0

Nach den Formeln (335) und (338) wiirde die Stromstérke im ersten Augenblick
nach dem Einschalten unendlich groB3 werden, wenn der Widerstand Null wiire. Ab-
gesehen davon, daf3 dieser Fall nicht realisierbar ist, ergibt sich in Wirklichkeit immer
ein endlicher Wert der Stromstirke wegen der Wirkung der gleichzeitig mit dem
Strom auftretenden magnetischen Felder, die hier nicht beriicksichtigt sind (siehe
7. Kapitel).

Zahlenbeispiel: Wird ein Kondensator mit der Kapazitat C=1 uF iiber einen Widerstand

von R = 1000 2 durch eine Spannung von 220 V aufgeladen, so hat die Stromstéirke im ersten

Augenblick nach dem Einlegen des Schalters den Wert I =%=12020—00VQ=0,22 A. Die Zeit-

konstante betrigt 7= CR = 10-%.1000 F = 10-% s = 1 ms. Nach einer Zeit von 3 ms hat da-
her die Ladung 95%, nach 4 ms 98% ihres Endwertes @ = EC = 220-10-6VF=2,2.10-% As
erreicht. Der Strom ist nach 4 ms auf ¢ = 0,22.0,0183 A = 4 mA abgeklungen.

Hat der Kondensator einen Isolationswiderstand von 100 M, so entladt er sich nach Unter-
brechen des Stromkreises mit einer Zeitkonstante von T = 10-¢. 10 FQ = 100 s. Die Spannung
ist nach einer Zeit von 400 s = 6,7 min auf 1,83% ihres Anfangswertes, also auf 4 V gesunken.
Nach der doppelten Zeit betrigt die Spannung noch 0,000335 - 220 V = 0,074 V.

Zwischen dem Isolationswiderstand R; und der Kapazitit C eines Kondensators
besteht nach Abschnitt 11 die Beziehung

R,C=Z,

X

wenn mit x die Leitfahigkeit des Isolierstoffes bezeichnet wird. Die Zeitkonstante
fiir die Selbstentladung eines Kondensators ist daher
Die Schnelligkeit, mit der die Selbstentladung vor sich geht, ist also unabhingig von Form
und GroBe des Kondensators und nur durch die Eigenschaften des Isolierstoffs bestimmt. Ist
z. B. ¢,=4, %¥=10-15 S/ecm, so wird
r— £ & =>4 . 0,886 - 1013 Ascm
% 10-15 Vem S
Messungen iiber den Verlauf des Lade- und Entladevorganges bei wirklichen
Isolierstoffen zeigen charakteristische Abweichungen gegeniiber der Rechnung.
Spannung und Stromstérke nahern sich langsamer ihrem Endwert, als es nach der
Berechnung der Fall sein mii3te. Man bezeichnet diese Erscheinung bei der Aufladung
als die Nachladung, bei der Entladung als die Riickstandsbildung. Sie wird
in der Hauptsache zuriickgefithrt auf Inhomogenitiaten im Isolierstoff, insbesondere
ortliche Unterschiede in der Leitfihigkeit. Wenn das Verhaltnis ¢/x an den ver-
schiedenen Punkten des Nichtleiters verschiedene Werte hat, so stimmt die
Potentialverteilung im stationdren Zustand, der durch das Strémungsfeld darge-
stellt wird, nicht iiberein mit der Potentialverteilung withrend des Lade- oder Ent-
ladevorganges. Wahrend die Potentialverteilung im stationiiren Zustand aus-
schlieflich durch die Leitfahigkeit bestimmt ist, stellt sich beim Beginn des Vorgangs
eine Potentialverteilung ein, wie sie dem elektrostatischen Feld entspricht; fiir diese
ist die Elektrisierungszahl ma@gebend, weil hier der Verschiebungsstrom den Lei-
tungsstrom im Nichtleiter bei weitem iberwiegt (sieche auch Abschnitt 18). Mit
der Annsherung an den Endzustand miissen daher im Inneren des Nichtleiters
Umladungen stattfinden, die wegen des groBen Isolationswiderstandes relativ
langsam vor sich gehen. Eine genauere Vorstellung dieses Vorganges erhilt man
aus der Betrachtung eines besonders einfachen Falles der Inhomogenitit. Es werde
angenommen, daf} der Isolierstoff eines Plattenkondensators aus zwei Schichten

=3548~6min.
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zusammengesetzt sei, von denen die eine verschwindend kleine Leitfsahigkeit be-
sitzt (z. B. eine diinne Luftschicht), die andere eine endliche Leitfahigkeit » hat
(z. B. Papier). Da die Grenzfliche zwischen den beiden Isolierstoffen eine Niveau-
fliche ist, so kann man sich dort eine diinne Metallfolie angebracht denken.
Sie teilt den Kondensator in eine Reihenschaltung von zwei Kondensatoren auf,
von denen der eine einen unendlich groBen, der andere einen endlichen Isolations-
widerstand R; besitzt. Fiir das Einschalten des geschich-
teten Kondensators gilt daher das Schema der Abb. 98.
Mit C; und C, sind die Kapazititswerte der beiden Teil-
kondensatoren bezeichnet, mit « die Spannung zwischen
den Klemmen des Kondensators; %, und u, sind die Teil-
spannungen an den beiden Schichten, und es ist

Uyt Uy =1
Abb.98. Ersatzbild des Zwei- . . )
< chichton Rondonsators | Der Isolationswiderstand der Schicht 2 kann ersetzt wer-

den durch einen Widerstand R;, der parallel zu dem Kon-
densator liegt. Es verzweigt sich daher der durch den Kondensator flieBende
Strom i in die beiden Teilstréme 7, und i,, wobei nach dem Kirchhoffschen Satz

i1 Fiy=1

sein muBl. Man hat 7, als den Verschiebungsstrom, 4, als den Leitungsstrom in der

Isolierschicht 2 aufzufassen, wihrend in der Schicht 7 nur ein Verschiebungsstrom ¢

flieBt. Auf Grund shnlicher Uberlegungen wie oben ergeben sich die folgenden
Gleichungen . du ) du w

7':017;; 21=02d—t2; Z2'_:}; 5

daher wird du2 s

01 dt _02 E.

Ferner mufl die EMK Z der Spannungsquelle in jedem Augenblick den gesamten
Spannungsverbrauch decken:

B=uy+uy+RC, o (340)
Aus dieser Gleichung kann man u, in die vorhergehende einsetzen. Das ergibt
d?u, + RC,+R,C,+R,C, dul | uy E
e RR,C,C, RR,0,C, ER,0,Cy"
Man findet das Integral dieser Gleichung durch den Ansatz
u,=E+ke??,

der zur Berechnung von p die Gleichung liefert

1 1 1 1
p2+<R01 +ge, T 1%1.02)7’Jr REC.C,
Die beiden Losungen sind

__i<1+1+1+l/ +1+1>2_1.
P1= "3\ R0, T RC, R402> Z(Rol RC, " RE,C,) ~ RER.C,0,’
1/ 1 1 1 1/ 1 1 T \2 1
b= "E(ROI +ze, T Ri02>_VZ<ROI Tge T Ri02> T RE, 0,0,

Wenn der Isolationswiderstand R; sehr grof3 ist gegen den Vorwiderstand R, so
ergeben sich hieraus die Naherungsformeln
1

i YT AL
1/1 1
P2= —'§<€1+€2> >
wir setzen demgemif} C.C
Ty =Rz17; T,=R;(C1+Cy). (341)
C1+C,
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Man erkennt, daf 7, die Zeitkonstante darstellt, die sich ergeben wiirde, wenn die
Isolierung vollkommen wire, und daf 7, die Zeitkonstante darstellt, die sich fiir die
Entladung ergibt, wenn man die beiden Klemmen des Kondensators kurzschlieBt.
Die zweite Zeitkonstante ist erheblich groBer als die erste.
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet nun
14

¢
u=E+kie ©the ™,

’“2—701<RC’1 *1> —”-I-k (RCI-—I)e—;,

31

und es folgt aus Gl. (340)

t i

RC, — Rol -

Tle ’—!—k

Die Konstanten k;, und k, folgen daraus, daf} der Kondensator zunachst ungeladen
war, dafl also ;=0 und u,=0 fiir {=0. Das ergibt

T2

und u=u;+uy=E-+k,

0=E-+k+ky;
RC RC
0=l (2 —1) 4+l (2 1),
Ty U172
7, Ty—
oder h=—BXG_ " g _p . TG
To— Ty Ty—Ty
Beriicksichtigt man wieder, daf 7,>>7,, so folgt angendhert
- C: p. — G
h="gre R=roga”
und es wird schliellich o o £
_ 0 - L T
w="E [l i+ TG ) (342)
o L.
w=E gyl e ) (343)
Fiir den Ladestrom ergibt sich, gleichfalls angenéhert,
du, E| -+ 01<—i —iﬂ
— 1 = 71 z1t 2 ___p 71
i=03t=7% Le —}—0212 e e . (344)

Der durch diese Formeln gegebene zeitliche Verlauf der Spannungen und des Lade-
stromes ist in Abb. 99 fiir das Beispiel C;,=0C, und 7,=107, dargestellt. Die ge-
strichelte Kurve u; zeigt den Verlauf von «,
fiir den Fall B, =00; es wire dann #, halb #g—-———"--——-———-—————— —
so groBl wie die gesamte Spannung, also

t

uiz%E(l—e TI>. 4R S ———— £
Die Kurven zeigen, dafl unmittelbar nach ‘
dem Einschalten die beiden Teilspannungen [ YA
in der Tat nahezu so verlaufen, wie wenn ¢ 5 7 s 2
der Widerstand R; nicht vorhanden wire; spp. 99, Aufladung des Zweischichten-Kondensators.
der Verschiebungsstrom im Teilkondensa-
tor 2 tiberwiegt den Strom im Isolationswiderstand. Mit abnehmender Schnelligkeit
der Ladungsénderungen kommt der Isolationsstrom mehr und mehr zur Wirkung; er
hat den gleichen zeitlichen Verlauf wie u, und entlidt langsam den Teilkondensa-
tor 2, wahrend sich dabei der Kondensator 1 auf die volle Spannung E auflidt. Un-
mittelbar nach dem Einschalten befinden sich die Ladungen in der Hauptsache an
den beiden Elektroden des geschichteten Kondensators; im Verlauf des Ladevor-
ganges wandert die Ladung der rechten Elektrode, Abb. 98, allméahlich durch die
Schicht 2 hindurch und sammelt sich an der Grenzfliche zwischen den beiden

W&

NN
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Schichten an. Nach Beendigung des Vorganges findet sich eine Ladung von der
GroBe EC, an dieser Grenzfliche, eine entgegengesetzt gleiche Ladung an der linken
Elektrode; der VerschiebungsfluB ist auf die Isolierschicht 1 zusammengedriangt,
wihrend in der Isolierschicht 2 die Feldstirke Null ist. Die Umlagerung der Ladun-
gen duBert sich im Verlauf des Stromes ¢ so, daBl der Ladestrom zunichst mit dem
des vollkommenen Kondensators fast iibereinstimmt; er wiirde eine Ladung von

der Grofle B €10 liefern. Da aber die endgiiltige Ladung £ C; sein muf, so er-

C1+0, ]
gibt sich noch ein Zusatzstrom, der die Differenz
EC,C, e,
BG-g10,= g,

transportiert und verhéltnismaBig langsam abnimmt.

15. Die Potentialgleichung.

Die Methode der Feldberechnung im Abschnitt 12 beruht auf der Anwendung
der beiden folgenden Sitze:

,,Das Oberflichenintegral der Verschiebungsdichte iiber eine geschlossene Flache
ist gleich der eingeschlossenen Ladung‘ und

,,Die Verschiebungsdichte ist proportional der Feldstarke.

Die in diesen beiden Sitzen enthaltenen Aussagen kann man zu einer Bedingungs-
gleichung fiir das Potential zusammenfassen. Zur Ableitung dieser Gleichung be-
nutzen wir ein Symbol der Vektorrechnung, die sogenannte Divergenz. Darunter
versteht man einen Grenzwert, der auf folgende Weise gebildet wird. Es werde ein
beliebiges elektrisches Feld betrachtet mit einer Anzahl von Elektroden, deren
Zwischenraum durch nichtleitende Stoffe ausgefiillt ist. In einem nichtleitenden Stoff
koénnen im allgemeinen freie Elektrizitdtsmengen, Elektronen oder Ionen vorhanden
sein; man spricht in diesem Fall von einer Raumladung des Nichtleiters. Grenzen
wir irgendeinen kleinen Raumteil beliebiger Form, z. B. einen Wiirfel, in dem
Nichtleiter ab, so kann daher in diesem Raumteil im allgemeinen Fall eine bestimmte
Ladung @ enthalten sein. Durch Division mit dem Volumen V des Raumteiles erhlt
man die in der Volumeneinheit enthaltene Ladung. Dieser Quotient néhert sich
einem Grenzwert, wenn man den Raumausschnitt kleiner und kleiner werden 148t,
vorausgesetzt, daB seine Abmessungen noch groBl sind gegen die Abstinde der
Elektronen oder Ionen. Den auf diese Weise erhaltenen Grenzwert nennen wir die

Raumladungsdichte: Q
g:limv. (345)

Es ist eine positive oder negative Griofle, die man in As/cm?® messen kann. Bei ge-
gebener Raumladungsdichte folgt fiir die Ladung des sehr kleinen Raumteiles

Q=¢V.
Nach dem oben erwdhnten Satz kann man nun diese Ladung auch darstellen durch
das Fldachenintegral der Verschiebungsdichte tiber die Oberfliche des Raumaus-

schnittes: Q— é@ i3,
oder Il/— ﬁ DdF=p. (346)

Diese Beziehung kann nun folgendermaBen gedeutet werden. Ist an jeder Stelle des
Feldes die Verschiebungsdichte ® gegeben und bildet man das Flédchenintegral der
Verschiebungsd.chte iiber die Oberfliche eines kleinen Raumteiles, so nihert sich
der Quotient des Integrals zum Volumen des Raumteiles bei abnehmendem Volumen
einer festen Grenze, namlich der Raumladungsdichte. Man bezeichnet die Opera-
tion, mit der man aus dem Vektor der Verschiebungsdichte diesen Grenzwert erhalt,
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als die Bildung der Divergenz der Verschiebungsdichte und schreibt:
div@zlim%SBiDd%. (347)

Diese Definition gilt nicht nur fiir die Verschiebungsdichte, sondern auch fiir be-
liebige Vektoren von dhnlichen Eigenschaften (FluB3- oder Feldvektoren), z. B. die
Stromdichte oder die magnetische Induktion oder die Geschwindigkeit einer Fliissig-
keitsstromung. Die Divergenz ist der in der Volumeneinheit entsprin-
gende FluB.

Die Gl. (346) lautet mit dieser Bezeichnung

div®d=o0. (348)
Die Divergenz der Verschiebungsdichte ist gleich der Raumladungsdichte. Wenn,
wie in den bisher betrachteten Feldern, keine Raumladungen vorhanden sind, dann

gilt div®=0. (349)
Der aus einem beliebigen Raum entspringende Verschiebungsfluf} ist

Q=[odV=[divaadv,

wobei das Raumintegral iiber den ganzen Raum zu erstrecken ist. Andererseits gilt

Q=$4d5,
wobei das Flichenintegral iiber die den Raumteil begrenzende Fliche zu bilden ist.
Durch Vergleich dieser beiden Beziehungen ergibt sich der fiir beliebige Vektorfelder

giltige Satz von GauB
[aivaav=$AdF. (350)

Der Begriff der Divergenz ist unabhéngig von einem Koordinatensystem de-
finiert. Es 148t sich jedoch die Divergenz durch rdumliche Differentialquotienten
ausdriicken, sobald man ein bestimmtes Koordinatensystem zu- 7
grundelegt. In kartesischen Koordinaten ist z. B., wenn unter 9{
irgendein Flufivektor verstanden wird, unter 9,, %, 9, die Kom-

ponenten in der z, ¥ und z-Richtung: 1< »
N g{_amx 69[”_{_8912 . M>
WA= 5z + oy ' 9z
In Zylinderkoordinaten, Abb. 100, wird die Lage eines Punktes be- ————. —
stimmt durch den Abstand » von einer Achse, durch die Linge 2
dieser Achse von einem festen Punkt 0 bis zum FuBpunkt der
Strecke r und durch den Winkel «, den die Ebene zr mit einer
festen Ausgangsebene bildet. Es gilt hier Abb. 100, Zylinder-
o 0%, 1 O(rY,) , 109, koordinaten.

dv =t o T o (352)

Diese Beziehungen werden abgeleitet, indem man die Definitionsgleichung (347) auf ein kleines
Raumelement anwendet. Bei kartesischen Koordinaten ist das Raumelement ein Quader
mit den Kanten dz, dy, dz. Auf den Seitenflichen des Quaders kann der Vektor U jeweils als kon-
stant angesehen werden. Auf der Fliche dy, dz hat dieser Vektor daher eine Normalkomponente,

die iiberall gleich groB ist und mit %, bezeichnet werde. Je nachdem, ob %, positiv oder negativ
ist, tritt der FluB durch das Flichenelement ein oder aus. Auf der gegeniiberliegenden Fliche

gleicher GroBe hat die Normalkomponente den etwas verschiedenen Wert U, ag[“dx. Der ins-

ox
gesamt durch beide einander gegeniiberliegende Fliachen austretende FluB ist daher
oA,
55-dxdydz.

Die gleiche Uberlegung gilt auch fiir die anderen Seitenflichen. Das Produkt dz dy dz ist gleich
dem Volumen des Quaders, so dafl sich mit der Definitionsgleichung (347) die Formel (351) er-
gibt.

Bei Zylinderkoordinaten ist das Raumelement, Abb. 101, ebenfalls rechtwinklig; die
Kanten sind dz, dr und rda. Der Beitrag des oberen und unteren Flichenelementes zum Ober-
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flichenintegral ist auf Grund der gleichen Uberlegung wie vorhin

Q% dzdrrde.
dz
Der durch das innere der beiden zu r senkrechten Flichenelemente eintretende Flu8} ist
A, rdodz.
Durch das gegeniiberliegende Flichenelement tritt der Fluf aus:
(N, rdadz
% ar %(,rdocdz—i-(— 2,«‘1 )dr.
dz Der aus beiden Flichenelementen insgesamt austretende Fluf} ist also
90N) goizar,
or
Abb.101. und schlieBlich ergibt sich noch fiir den Beitrag der senkrecht zu rdo liegenden
Raumelement Flichen
bei Zylinder- oA, dud
koordinaten. 5(,,. doc)r adzdr.

Die Summe der drei Fliisse, dividiert durch das Volumen des Quaders dzdr rdua gibt die Diver-

enz.
Ahnlich findet man fiir Kugelkoordinaten, Abb. 102,

. 1 0(r2¥,) 1 /3(sindWs) , 0N,
div = =5 T rsind ("*aﬁA'F_aTZ)' (353)
Driickt man im raumladungsfreien Feld ® durch € aus, so folgt unter der Vor-

aussetzung, dafl die Elektrisierungszahl in dem betrachteten
»# Raum eine Konstante ist,

div€=0.
# Da die Feldstirke durch den Gradienten des Potentials be-
stimmt ist, erhdlt man hieraus
divgradep=0.
Fiir die aufeinander folgende Anwendung der beiden Opera-
v tionen div und grad fiithrt man als Abkiirzung das Zeichen 4
I (Delta) ein; es ist also

Abb. 102 Kugelkoor- divgradp=A¢=0 (354)
’ die Potentialgleichung fiir das raumladungsfreie Feld
(Laplace, 1782); sie 148t sich in Form einer Differentialgleichung schreiben, wenn
bestimmte Koordinaten zugrunde gelegt werden. In kartesischen Koordinaten ist z. B.

0%¢  0%p  O%¢.

do=GT gt 55 (855)

in Zylinder-Koordinaten

0%, 109 189 0
Ao=Gptr orta gt o (356)
in Kugel-Koordinaten
— 10 (:00 L (9 (ned®) L 00

A(p—rz 6r<r 6r)+rzsin8<8ﬁ<81nﬁﬁ>+m8_a§>' (857)

Zu diesen Ausdriicken gelangt man, wenn man zunéchst das Symbol grad in den betreffenden
Koordinaten darstellt. grad ¢ ist ein Vektor, dessen Betrag gleich der Zunahme von ¢ je Lingen-
einheit in der Richtung grofiter Zunahme ist. Zerlegt man diesen Vektor in die drer Komponenten
in Richtung der Achsen, also bei kartesischen Koordinaten in die Komponenten grad, ¢, grad, ¢,
grad, ¢, Abb. 103, so gibt jede dieser Komponenten die Zunahme von ¢ fiir die Lingeneinheiv der
betreffenden Achse an. Daher ist

_d9. _do, O -
lgrad, ¢| =" |gradm—@, |grad, | =" (358)
Aus der Definition von 4 und mit Hilfe von Gl. (351) ergibt sich damit die Formel (355).
Bei Zylinderkoordinaten gilt ganz entsprechend:

(S

, 0 - 0 ‘ 1
grad, p =575 [grad.p|=7;  |gradgel=—F%; (359)
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bei Kugelkoordinaten: s )

Egradr¢é=%'fé lgradwi:;l-%; Egrada¢i=,si1nﬁ£- (360)
grad und A sind Operatoren, die auf skalare Grofien angewendet werden, wiahrend sich die Di-
vergenz auf Vektorfelder bezieht.

Mit der Potentialgleichung beschéftigen sich die mathematischen Methoden der
Feldberechnung. Es ist eine auBerordentlich allgemeine Differentialgleichung, die
unendlich viele Losungen besitzt. Um sie fiir irgend- 'y
einen bestimmten Fall zu integrieren, hat man eine
solche Losung zu suchen, die die Grenzbedingungen grad rod
der betreffenden Aufgabe befriedigt. Im folgenden werden T2 Q$¢
einige Beispiele betrachtet. 4 QV“

Das Feld von einfachster Form ist das eindimen-

sionale Feld, bei dem die Feldgrofen sich nur nach
einer Richtung hinim Raum #ndern. Legt man die x-Achse /
z

7 £

in diese Richtung, so sind die Differentialquotienten
nach der y- und z-Richtung Null und die Potential-

gleichung lautet: a2 Abb. 103. Komponenten des
% _0o (361) Gradienten,
da? ’

Das allgemeine Integral ist o=k +kx
mit den zundchst unbestimmten Konstanten %4; und k,. Die Feldstirke hat die
x-Richtung, ihr Betrag ist ‘ G| =k

=k,.

Die Niveauflichen ¢ =konst sind Ebenen senkrecht zur z-Achse. Es handelt sich
also um das homogene Feld, wie wir es im Idealfall in einem ebenen Plattenkonden-
sator finden.

Das zweidimensionale Feld, bei dem die Feldgrofien nach zwei Richtungen
hin verdnderlich sind, tritt in sehr groBer Mannigfaltigkeit auf. Ein solches Feld liegt
immer vor, wenn es sich um langgestreckte parallele Elektroden handelt, z. B. bei
Leitungen. Die Potentialgleichung lautet hier:

R (362)
522 T U
Von den Losungen dieser Gleichung 148t sich eine groe Gruppe allgemein angeben.
Es befriedigt ndmlich jede beliebige Funktion der komplexen Grofie £ = x4y die
Potentialgleichung; j=7—1 bedeutet die Einheit der imaginiren Zahlen. Ist
f(x+-jy) eine solche Funktion und bezeichnet man den zweiten Differentialquotienten

nach x mit f ., )
502 =1 @+iy),

so ergibt sich durch zweimalige Differentiation nach y

& :

#:_f,’(x_l-'?y):
so daf} die Summe der beiden Differentialquotienten 0 wird. Da nun eine Funktion
einer komplexen Grofe im allgemeinen selbst wieder eine komplexe GrofBe ist, so
kann man schreiben: flat+jy)=u(@,y)+jv(y), (363)

wobei % und v reelle Funktionen von x und y sind. Geht man nun mit diesem Ansatz
in die Potentialgleichung ein, so ergibt sich

% | Pu | (0% | O

W—{*‘ 5}75 .‘7<ax—z+ W> =0.
Reeller und imaginérer Teil der linken Seite miissen fiir sich Null sein, so da sowohl
« als auch v mogliche Potentialfunktionen darstellen. Man erhilt also mit jeder be-
liebigen Funktion f sogleich zwei Losungen der Potentialgleichung.

Kiipfmiiller, Elektrotechnik. 7
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Es werde z. B.

f@+jy)=(z+jy)
gesetzt; dann wird

u=a?—y?%; v=2zy.

% und v sind mogliche Potentialfunktionen. Die Kurven u=konst bilden gleichseitige Hyperbeln
mit den Halbierungsgeraden der Quadranten als Asymptoten. Die Kurven v=konst sind gleich-
seitige Hyperbeln mit den Achsen als Asymptoten.

Die Funktionen % und v sind nun in einer eigentiimlichen Weise einander zuge-
ordnet. Man erkennt diese Zuordnung, wenn
y v / man von der Darstellung der komplexen
z % p Az Grofen in der GauBschen Zahlenebene
i 4 Y ht. Zu jedem Wertepaar z, y, also zu
Tdz | %1 ausge J p Y,
|ry, 7 5/ 2y » Jjedem Punkt der z, y-Ebene, Abb. 104,
7 7 liefert die Funktion f einen Punkt in der
Zy-Lbene u-Lhene u, v-Ebene, wenn wir unsere Betrachtun-
gen auf eindeutige Funktionen beschrin-
Abb. 104. Darstellggg Z%fhrlelr{lgrb%;llg,xen Funktionen in kan Man kann also mit Hilfe der Funk-

tion f die z, y-Ebene auf die %, v-Ebene
abbilden. Es 148t sich nun zeigen, daB diese Abbildung eine winkeltreue, d. h.
in kleinsten Teilen dhnliche ist.

Wir gehen von einem Punkt P, der z, y-Ebene aus nach einer beliebigen Richtung

um ein sehr kleines Stiick &, = }/(dx)?+ (dy)? weiter zum Punkt P,. Dem Punkt P,
mit den Koordinaten x,, %, entspricht in der u, v-Ebene der Punkt @, mit den Koordi-
naten u,, v;. Ebenso entspricht dem Punkt P, der Punkt Q,, und es gilt fiir den Ab-
stand zwischen @, und Q,: d,= V(du)%+ (dv)2.

o Dun SO T Punkb @y — o), (364)
fir Punkt @ oy du-tjdv=f @i+ dat-jdy).
Durch Potenzreihenentwicklung der rechten Seite folgt hieraus:

wytjoi+dutjdv=f (2, +jy1) + (da+jdy)f (@ +jy)
und durch Zusammenfassung mit Gl. (364)
du+jdv=(dz+jdy)f (v, +3jy,)- (365)
Bildet man auf beiden Seiten die absoluten Betréige und setzt zur Abkiirzung
|f (@) | =F,
0y=1,0,. (366)
k, ist fiir den Punkt P, eine Konstante, gleichgiiltig nach welcher Richtung man
von P, aus fortschreitet. Geht man nach zwei verschiedenen Richtungen um kleine
Strecken weiter, so verhalten sich diese Strecken daher wie ihre Abbildungen in der
u, v-Ebene. Wir zeichnen nun in der z, y-Ebene
2 A 4 ein kleines Dreieck P, P, P;, Abb. 105; dann
7 stellt die Abbildung in der u, v-Ebene wieder
ein Dreieck @, @, @, dar. Nun stimmen nach
% dem eben Gesagten die folgenden Strecken-
verhéltnisse iiberein:
PPy @0, und PyPy Qs
PPy Qh0y PP, Q0"
Daraus geht hervor, daf die beiden Dreiecke einander &dhnlich sind. Das gleiche gilt
auch fiir beliebige andere, unendlich kleine Figuren. Die durch die Funktion f ver-
mittelte Abbildung ist also eine in kleinsten Flichenteilchen #hnliche Abbildung.

Schneiden sich zwei Linien in der z, y-Ebene unter irgendeinem Winkel, so schneiden
sich auch ihre Abbildungen in der «, v-Ebene unter dem gleichen Winkel. Wir denken

so folgt

/’
7 zyLoene u,0-Loene
Abb. 105. Konforme Abbildung.
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uns nun in der u, v-Ebene die zu den Achsen parallelen geraden Linien
u=konst und wv=konst

gezogen. Diese geraden Linien stehen aufeinander senkrecht. IThre Abbildungen in
der z, y-Ebene sind irgendwelche Kurven, die aber nach dem oben Gesagten iiberall
senkrecht aufeinander stehen. Wenn wir daher u als Potential betrachten, die Kurven
w=Kkonst in der z, y-Ebene entsprechend als Niveaulinien, so stehen die Kurven-
scharen v =konst iiberall senkrecht auf den Niveaulinien, d. h. diese Kurvenscharen
sind die Verschiebungslinien. Ebenso gilt das Umgekehrte. Stellt « bzw. v die Poten-
tialfunktion dar, so ergeben sich die Gleichungen der Verschiebungslinien » =konst
bzw. u=konst. Diese beiden Kurvenscharen sind orthogonal.

Fassen wir die Funktion % als Potentialfunktion auf, so gehért zu einer Ver-
groBerung von u um du eine bestimmte Strecke dn=dxz+ jdy in der x, y-Ebene,
die die Richtung einer Verschiebungslinie hat, und es gilt nach Gl. (365)

W f @yt i)
Bewegen wir uns andrerseits vom gleichen Ausgangspunkt langs einer Niveaulinie
um eine Strecke ds, so bleibt » konstant und es dndert sich » um einen Betrag dv.
Die Strecke ds sei gegen dn um 90° links herum gedreht; wir setzen s

daber ds—j(dw+jdy) Z
und es gilt nach Gl. (365)

. d ’ .
dv=—dsf @+iy),  Go=—F(@m+in;
hieraus folgt du dv
dn~—  ds’

Abb.106. ZurBe-
Diese Beziehung gilt auch fiir irgendeinen Punkt P, einer Leiterober-  rechnung des

flache, Abb. 106. Dort ist . ﬁg{{{ :ll)eg%%iﬁ:
d%:%:|@l' troden.
Die Verschiebungsdichte hat daher auf der Leiteroberfliche den Betrag
D] =e|| =2 — 2. (367)

Daraus kann man den Verschiebungsfluf3 Q,, berechnen, der zwischen zwei Mantellinien
des Leiters mit den Spuren P, und P, von der Leiteroberfliche ausgeht. Es ist fiir
einen Abschnitt von der Linge!

Py
Qr2=1 i’f |@

Aus den Funktionswerten », und v, in den beiden Punkten P, und P, liBt sich
also sofort der Verschiebungsflu finden.

Nur fiir wenige Falle von Elektrodenanordnungen gibt es mathematische Ver-
fahren, durch die zu der gegebenen Anordnung die Funktion f ermittelt werden kann.
Der einfachere Weg zur Berechnung von Potentialfeldern ist der umgekehrte, nimlich
irgendwelche Funktionen f anzunehmen und zu untersuchen, bei welchen Elektro-

denformen diese Funktionen die Grenzbedingungen erfiillen. Im folgenden werden
einige Beispiele dafiir betrachtet.

2
ds = —el [dv=el(v;—vs). (368)
1

1. Die Funktion f({)==c(2.

Es wird u=c(@*—y?), v=2czy.

Wihlt man v als Potentialfunktion, so ergeben sich die Niveaulinien

xy=Xkonst
7*
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als gleichseitige Hyperbeln, Abb. 107. Die Kurven u =konst stellen die Verschie-

bungslinien dar, es sind ebenfalls Hyperbeln, die auf der Schar der Niveaulinien

Y iiberall senkrecht stehen. Das Feld in einem einspringen-
den rechten Winkel hat diese Form.

Es wird c . c(x—jy)

- also
cx [
n y

Tory VT Ty
/ . Die Kurven u =konst und » =konst stellen Scharen von
A\ I Kreisen dar, und zwar ergibt sich das Feldbild eines

ADb. 107. Feld in einer einsprin- Liniendipols (siehe Abschnitt 12).
genden Ecke.

3. Die Funktion f({)=cIn{.

V4
I
[
' .

Setzt man y
Ja*+y*=r und o=arctg- -,
Abb. 108, so wird £ —reie; hx
daraus fOIgt u=clnr 5 V=CX. Abb. 108. Polarkoordinaten.

Mit u = ¢ ergibt sich das Feld in der Umgebung einer Linienquelle; die Niveaulinien
sind konzentrische Kreise, die Verschiebungslinien o = konst sind Strahlen durch den
Nullpunkt.

Das Feld zwischen zwei parallelen Linienquellen mit dem Abstand ¢ und ent-
gegengesetzt gleicher Ladung ergibt sich durch den Ansatz

f&)=eln(c— ) —eln(t+). (369)

Es ist in Abb. 75 dargestellt.

Setzt man umgekehrt v=¢, so erhidlt man das Feld in der Umgebung einer
ebenen Metallplatte, die durch einen geradlinigen, unendlich diinnen Schnitt geteilt
ist und deren beide Teile auf verschiedenen Potentialen stehen.

4. Die Funktionf(é'):clﬂr@oig.
Wir schreiben die Gleichung in der Form )

- 1
und benutzen die Formel E=cyCof o’
Cof(a+5b)=Cojacosb+jGinasinbd;
dann ergibt sich
: :r:——-cz@ioiicos1 ; Yy=c, Sin—sin—. (370)
C1 51 51 01
Eliminiert man hieraus » bzw. u, so erhilt man die beiden Gleichungen
2 2 2 2
i b il B (371)
c2Coi2— 2 Ginz— clcos? —  cPsin?—
51 1 41 1

Die erste Gleichung stellt fiir » = konst Ellipsen dar, deren Mittelpunkte im Koordi-
natenanfangspunkt liegen und deren Halbachsen

a:czgoi%, b=c, @in% (372)
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betragen. Der halbe Brennpunktsabstand einer jeden dieser Ellipsen ist daher
Var—b2=c,. (373)

Die Ellipsen haben gemeinsame Brennpunkte (konfokale Ellipsen).
Die zweite Gleichung liefert fiir v=konst eine Hyperbelschar mit den Halb-
achsen ) .
a=C5C08 ~; b=c, sin—_—. (374)
1 1

Der halbe Brennpunktsabstand ist
Va2 +-b2=c,. (375)

Die Hyperbeln haben die gleichen Brennpunkte wie die Ellipsen, Abb. 43.

Setzt man w =g, so ergibt sich das Potentialfeld in der Umgebung eines ellip-
tischen Zylinders; fiir v =¢ erhilt man das Feld zwischen zwei Zylindern mit hyper-
bolischer Spur.

Die Kapazitiat eines elliptischen Zylinderkondensators kann damit
auf folgende Weise berechnet werden. Es seien die Halbachsen der beiden Zylinder
@y, by, @y, b,. Dann gilt nach Gl. (372) und (373) fiir das Potential auf dem ersten

Zylinder . b
p1=¢, W Sin ———,
Jai—bt
auf dem zweiten Zylinder ) b
o=, A Bin —2—.
Yai—b3
Es ist also die Spannung zwischen den beiden Zylindern
= — oo b . by
U=p;—@=0, [‘l(r Gin Mjb.g —Ar @mvﬁj. (376)

Unter Beniitzung der Formel B
e Sinz=In(z +722+1)
ergibt sich hieraus ay+b,

U=611na2Tb2. (377)

Zur Berechnung der Ladung des inneren Zylinders dient die Gl. (368). Es ist nach

Gl. (370) auf der x-Achse v=v,=0, auf der y-Achsev=1v,= g

Quadranten vom inneren Zylinder ausgehende Verschiebungsfluf3

¢;, also der in einem

Q2= —el%cl.
Der ganze Verschiebungsfluf ist daher

Q=—2mc,€l,
und es ergibt sich die Kapazitit

__Q_ 2mel
=7 i (378)
a+b,

Der Kreiszylinderkondensator stellt einen Grenzfall dar, in dem a@,=b, =7, und
@y =by=r, wird.

Ein anderer Grenzfall ergibt sich, wenn die kurze Halbachse & der Ellipse un-
endlich klein wird; er liefert das Feld eines geladenen Blechstreifens von der Breite
2¢,=2a.

Die elektrische Feldstéirke des elliptischen Zylinders kann allgemein nach Gl. (367)
berechnet werden. Fiir irgendeine elliptische Niveaulinie mit den Halbachsen a
und b ist nach Gl. (370) und (372)

v . v
r=acos—; y=bsin—.
G 1
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Daraus folgt do— ——cisincidv; dy= cicoscidv’
1 1 1 1

und es wird das Langenelement der Ellipse
ds=7 (dz)*(dy)*= j.lﬁl/azﬂiﬁi +b2cost—;
! ‘1 G
also ist die elektrische Feldstirke nach Gl. (367)
: -1
6 =2 — cl<a25in2%+bzcos2%> : (379)

Sie ist auf der Oberfliche des Zylinders ungleichméBig verteilt und hat ihren grofiten
Wert fiir + =0, also in der z-Achse, nimlich

[

o=
, also in der y-Achse:

€|="5-

den kleinsten Wert fiir v=n—2cl

Die Konstante ¢, a8t sich bestimmen, sobald die Spannung zwischen den Elektroden
gegeben ist, z. B. durch Gl. (377).

Zahlenbeispiel: In der Achse eines Hohlzylinders vom Radius 7,=5cm befinde sich ein
diinner Blechstreifen von der Breite 2 cm. Wie groB ist die Kapazitit zwischen Blechstreifen und
Zylinder fiir 1 cm Lénge?

Der Blechstreifen wird als elliptischer Zylinder mit den Halbachsen ¢;=1 cm und b,=0
aufgefaBt, der Brennpunktabstand ist dann 2¢,=2 cm. Eine Ellipse mit der groBen Achsea,=5cm
und den gleichen Brennpunkten hat eine kleine Achse von b,=}52-1% cm =4,9 cm; sie weicht
also nur noch wenig von der Kreisform ab, und es ergibt sich eine gute Anniherung, wenn man den
Kreiszylinder durch einen elliptischen Zylinder mit a,+b,=27,=10cm ersetzt. Die Kapa-
zitit wird dann nach Gl. (378)

2meyl C 2me nuF
=i’ T= 230 22T
Wiirde man den Blechstreifen durch einen Kreiszylinder von gleicher Oberfliche ersetzen, also
mit dem Radius 4 ¢cm/2 7, so wiirde man erhalten
C 2ns,

T In25n =0.270

und es folgt

upF
cm

5. Die Funktion f({)=c;1n(2sinc,).

Mit Beniitzung der Beziehung
sinc,C=sine¢, (x-+jy) =sinc,zC€oic,y +jcoscyx Sincyy
ergibt sich

u=0¢,In2 JCof2cyy —cosc,x; vzclarctg%gc%g. (380)

Fiir groBe Werte von y ist 1
@Dic2 Yy —2*863 y,

und es ist cos?c,x gegen Cof2c,y zu vernachlissigen. Dann wird u =c,c,y. Fassen
wir u als Potentialfunktion auf, u =g, so geht demnach das durch f dargestellte
Feld in groBer Entfernung von der z-Achse in ein homogenes Feld iiber, dessen

Feldlinien parallel zur y-Achse und dessen Niveaulinien parallel zur 2-Achse verlaufen.
Andererseits lassen sich fiir sehr kleine « und y die Néherungsformeln

Cofeoy=1+3(coy)? und coscyz=1—5(c)?

anwenden. Damit folgt
ende am & @=c,In2¢, Ja?4y2=c,In2¢,y7,
wenn mit » der Abstand des Aufpunktes vom Koordinatenanfangspunkt bezeichnet

wird. Diese Beziehung zeigt, daB in der Nihe des Anfangspunktes das Potential in
das einer Linienquelle iibergeht.
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SchlieBlich kénnen wir noch eine dritte Feststellung machen, wenn wir
v=a' k>
Ca

setzen, wobei k& eine ganze Zahl bedeuten soll. Mit diesem Ansatz geht die Formel
fiir das Potential in sich selbst iiber, d. h. das Feld ist in der x-Achse periodisch mit
der Periode 7/c,; es ist das Feld eines Gitters paralleler Linienquellen. Die

Linienquellen haben den Abstand o =G£ ; sie P

2
befinden sich in der z-Achse und haben alle
die gleiche Ladung, die sich durch die Kon-
stante ¢, ausdriicken laBlt. Wir beniitzen
nun die dadurch bestimmte Potentialfunk- f{
tion zur Berechnung der Schirmwirkung
eines Gitters aus parallelen Dréahten, i |
Abb. 109, das mit dem Abstand h parallel S NRNRAR
zu einer leitenden Ebene liegt. Legen wir die
z-Achse in diese Ebene, so lautet die Poten- ° ° ° T °
tialfunktion fiir das Gitter

p=c,In2 YCoftc, (y—h) —cosZc,z.  (381)
Damit das Potential auf der leitenden Ebene Null wird, mufl im Abstand y= —~h

ein Spiegelbild des ersten Gitters mit entgegengesetzt gleicher Ladung angebracht
werden. Das Potential beider Gitter wird daher

Oé—ﬂa*

AN

Abb. 109. Schirmgitter.

Unter Einfilhrung von a:(—;yE kann man schlieBlich hierfiir schreiben
2

@oizi(yﬁh)—cosz%x

P=gn——— L. (382)

7
Goizg(y—}-h)~cos2;x

In groBem Abstand von der x-Achse wird dieser Ausdruck Null. Wenn daher die
Feldstirke des homogenen Feldes dort einen bestimmten Wert €, haben soll, so muf§
man noch das Potential des entsprechenden homogenen Feldes hinzufiigen. Legen
wir den Nullpunkt in die leitende Ebene, so hat das Zusatzpotential die Grofle

Po=1Coly . (383)
Damit wird schlieBlich das gesuchte Potential
P=@,+@o. (384)

Die Konstante ¢, hangt von der Vorschrift ab, die wir beziiglich des Potentials des
Gitters machen. Es kann z. B. der folgende Fall auf diese Weise untersucht werden.
Die leitende Ebene stelle eine geerdete Wand in einem Hochspannungsraum dar.
Das Drahtgitter sei ebenfalls geerdet und zu dem Zweck angebracht, den Raum
zwischen Gitter und Wand vor dem elektrischen Feld abzuschirmen. Auf der Ober-
flache der Drihte des Gitters mul dann ebenfalls ¢ —0 sein. Dies liefert, unter der
Voraussetzung, daB es sich um im Vergleich zu @ und A sehr diinne Drahte mit dem
Radius r, handelt, 72

¢ @
Ozl@oih—l——;—ln—r P
Cof22—h—1
a
oder c,=|G,) };b . (385)
ln@in2n;—lnn7"

Der Verlauf der Feldlinien ist in Abb. 109 links dargestellt. Das abzuschirmende
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Feld greift zum Teil durch die Stabe des Gitters hindurch. Die grofite Dichte der
hindurchgreifenden Verschiebungslinien ergibt sich jeweils in der Mitte zwischen
zwei Staben des Gitters. Dort ist zu setzen

v=5+ka, k=012, ...,
so dafl das Potential lings dieser Verschiebungslinien

InGof 7 (y—h)~InGoi 7-(y+)

9=|Co|y+|Co|h

InGin2Zh—Inz e
a a
wird. Fiir die Feldstiarke ergibt sich hieraus

T (y—h)—Tg(y+h)

(386)

6 =[Gy |+ |Gy 2
CI=lGl+ Gl InGin 2% h—Inz o

a a
Sie wird am gréBten in der Hohe des Gitters, y =%, und am kleinsten an der leiten-
den Wand, y=0. Die beiden Werte der Feldstirke seien dort |€,| und |€,|. Ware
das Gitter nicht vorhanden, so wire

C,=€,=¢,.

Man kann daher das Verhiltnis der Feldstirken §, und €, zur Feldstirke €, im
homogenen Feld als ein MaB fiir die Schutzwirkung des Gitters ansehen.

Dieses Verhaltnis ist .
, h T h
R @57)
¢ InGin==h-++In—
a 7y
bzw. . i 2$gn%
No= @—2 =l—-ag—— (388)
0

“In 6ing£h+lni
a Ty
Die hier vorkommenden hyperbolischen Funktionen kann man entweder aus
Tabellen entnehmen oder nach den Definitionsformeln
Binaz=3(e*—e~?);

Cojz=1%(e*+e);

berechnen; sie sind in Abb. 110 graphisch dargestellt.
Gewohnlich wird der Abstand des Gitters von der Wand groB gegen die Gitter-
offnung @ sein. Dann kann man niherungsweise schreiben

Tgr=1; Sinz=7}e*;

und es ergibt sich _1 @y 8.
M=y <1+2:'ch 1n2nro) ’ (389)
172:-2%}; Ny (@>2mr,) . - (390)

Die Feldstirke an der Wand wird also um so kleiner, je kleiner man den Draht-
abstand gegeniiber dem Abstand zwischen Gitter und Wand macht. Dagegen nihert
sich die Feldstarke in der Gitterebene bei Verkleinerung des Drahtabstandes dem
Werte 3|€,| . AuBerdem kann die Feldstirke groBere Werte in unmittelbarer Nihe
der Drahte selbst annehmen. Die Schutzwirkung ist also auf einen Raum beschrankt,
der nicht ganz an das Gitter selbst heranreicht.

Im Falle des dreidimensionalen Feldes liBt sich eine derartig allgemeine
Lésung der Potentialgleichung, wie es die komplexen Funktionen im zweidimensio-
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nalen Falle sind, nicht angeben. Die Berechnung von dreidimensionalen Feldern ist
im allgemeinen mathematisch schwierig. Wir betrachten hier nur ein besonders
einfaches Beispiel eines Feldes, das symmetrisch zu einer Achse ist (rotations-
symmetrisches Feld).

Die Potentialgleichung ist eine lineare Differentialgleichung. Wenn daher ¢,
und @, Losungen dieser Gleichung sind, so ist auch ¢,@, ¢, eine Losung. Mit Hilfe
dieses Satzes kann man aus bekannten Losungen
Potentialfunktionen fiir neue Felder zusammensetzen. ,
Aus der Formel (218), Abschnitt 12, geht z. B. her-

J._.
vor, daf} B 4 _ cosa
g=rcosoe und @,=

r? = Cofp/ Ginx
Liosungen der Potentialgleichungen sein miissen, wennr Iz
den Abstand des Aufpunktes von einem festen Punkt | | |z
und « den Winkel des Strahles r gegen eine feste Achse 7 7 2 J
durch diesen Punkt bezeichnen (Kugelkoordinaten). awb.110. Die Hyperbelfunktionen.
Daher ist auch ¢
p= <clr— F)cosoc (391)

eine Losung der Potentialgleichung. Fiir sehr groBle Abstande 7 iiberwiegt der erste
Summand, der ein homogenes Feld mit Niveauflichen senkrecht zur Achse dar-
stellt. Wir benutzen nun diese Losung der Potentialgleichung

zur Berechnung des Feldes im Inneren und in der Umgebung , ’
einer isolierenden Kugel, Abb. 111, die in ein urspriinglich @
homogenes elektrisches Feld gebracht wird ; die Elektrisierungs- w &

zahl der Kugel sei ¢;, die des iibrigen Raumes &,. Wir machen

dann fir die beiden Rdume folgende Ansétze: Abb. 111. Zur Berechnung
der Storung eines homo-

. c genen Feldes durch eine
im Inneren der Kugel ¢, = (cu r— %) cosa, (392) ™ isolierende Kugel.

. C

im AuBenraum o= <cl2 r— f:) cos o, (393)

und untersuchen, ob mit diesen Ansitzen die Grenzbedingungen erfiillt werden
konnen. Nach diesen sollen die Tangentialkomponenten der elektrischen Feld-
stirke und die Normalkomponenten der Verschiebungsdichte an den Grenzflachen
stetig sein. Es soll also fiir r=r,

091 _ 0, 0p1 _ 992

Frar ™ und &= =657
sein. AuBerdem soll fiir groBe Abstinde r die Feldstirke den vorgegebenen Wert €,
des urspriinglichen homogenen Feldes haben. Fiir r=o00, =0 ist

17}
I(ijs%%:cm also  ¢,=|G,|.

Ferner mufl im Inneren der Kugel das Potential endlich bleiben, also ¢y =0 sein.
Durch diese vier Bedingungen sind die vier Konstanten bestimmt und es ergibt sich

— 382 .
(p1—|@o|mrcosa : (394)
ey 1}
(pzzi@o{(r— éﬁ%)oow. (395)

Die beiden Ansitze geniigen der Potentialgleichung, sie erfiillen ferner die Grenz-

bedingungen, stellen also das gesuchte Potential dar. Im Inneren der Kugel ist das
Feld homogen, die Feldstirke hat dort den Wert
. e,

!@1’—l@0"gl+282 ; (396)

sie ist groBer als die Feldstéirke des urspriinglichen Feldes, wenn ¢, << &,, kann jedoch
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hochstens 1,5 mal so grofl werden. Hat dagegen die Kugel die hohere Elektrisierungs-
zahl, so ist das Feld im Inneren der Kugel schwicher als auflen. Die Feldstirke hat
im AuBenraum ihre groBten Werte in der Achse an der Kugeloberfliche. Es ist

dort O, 3¢,

1€, |= -37!71 :]@0‘81_‘_282 )
Diese Feldstarke kann dreimal so grofl werden wie die des homogenen Feldes, wenn
&,>>¢&,. Auch nichtleitende Einschliisse in Isolierstoffen kénnen also zu einer 6rt-
lichen VergroBerung der Feldstirke und damit zu einer hoheren elektrischen
Beanspruchung des Isolierstoffes fiihren.

Mit den gleichen Ansétzen kann man auch die Stérung eines homogenen Feldes
untersuchen, die sich ergibt, wenn eine isolierende Hohlkugel, z. B. eine dl‘innwandige
Glaskugel, in das Feld gebracht wird.

In diesem Abschnitt sind nur die einfachsten Methoden der Berechnung von
elektrostatischen Feldern beschrieben worden; allgemeine Methoden zur Losung der
Potentialgleichung finden sich in der mathematisch-physikalischen Literatur.

(397)

16. Raumladungsfelder.

Bei der Ableitung der Potentialgleichung wurde vorausgesetzt, da im Nicht-
leiter selbst keine Ladungen verteilt sind, daf also die Raumladungsdichte Null
ist. Wenn nicht fortgesetzt Ionen gebildet werden, so ist dies in gasférmigen Stoffen
immer der Fall; denn die Krafte, die auf freie Ladungen im elektrischen Feld ein-
wirken, sorgen dafiir, da ein Ausgleich der Ladungen eintritt. Wiirden sich aus
1rgendelnem Grund z. B. positive Ionen vorfinden, so wiirden diese Ionen durch die
Feldkrafte entlang dem Potentialgefille zu einer Elektrode getrieben werden. Nach
hinreichend langer Zeit werden siamtliche Ionen aus dem Nichtleiter beseitigt sein.
Raumladungen konnen in gasférmigen Stoffen nur bestehen, wenn dauernd ein
Nachschub neuer Tonen erfolgt, wenn ,,Jonenquellen‘ vorhanden sind. Dann ergibt
sich bei konstanten Spannungen ein stationires Strémungsfeld. Da es sich im all-
gemeinen Falle um den Transport von positiven und negativen ITonen handelt, so
kann auch die Raumladung positiv oder negativ sein, je nachdem, welche Ionenart
iitberwiegt. Die Raumladungsdichte ist um so gréBer, je groBer die Stromdichte und je
kleiner die Geschwindigkeit der Ionen ist. Ruhende Raumladungen kénnen in
festen Nichtleitern auftreten, wenn Beimengungen in feiner Verteilung vorhanden
sind, in denen Ionenbildung entsteht (z. B. Feuchtigkeit). Wenn dann nur die
Tonen mit kleinerer réumlicher Ausdehnung (z. B. Elektronen) abflieBen kénnen,
50 bleiben an den Grenzflichen der Beimengungen Ionen eines Vorzeichens im Uber-
schuB zuriick und bilden eine Raumladung.

Raumladungen spielen insbesondere bei der Elektrizititsleitung in Gasen eine
Rolle (siehe Abschnitt 20). Der elektrische Strom wird bei Gasentladungen durch
Ionen beider Vorzeichen und Elektronen gebildet. Die positiven und negativen
Ladungen wandern in entgegengesetzter Richtung durch das Gas hindurch, haben
jedoch im allgemeinen verschiedene Geschwindigkeit und verschiedene Dichte, so
daB in der Volumeneinheit ein UberschuBl von Ionen eines Vorzeichens vorhanden
sein kann.

Um den Einflufl von Raumladungen auf das elektrische Feld zu untersuchen, denkt
man sich die Elektrizitditsmengen unendlich fein verteilt. Das ist zulissig, da die
Tonen oder Elektronen, wenn sie tiberhaupt merklich in Erscheinung treten, immer
in so groBer Zahl vorhanden sind, dal auch verhiltnismiBig sehr kleine Ausschnitte
des Feldes noch eine groBe Anzahl davon enthalten.

Nach Abschnitt 15 ist dann

div®=g.
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Dies liefert mit D=¢E und E= —grade
die Raumladungsgleichung (Poissonsche Gleichung)
Ap=—%. (398)

Da auf den Ladungen Verschiebungslinien entspringen oder endigen, so spannen
sich zwischen den im Dielektrikum verteilten Ladungen und den entgegengesetzt
geladenen Elektroden zusatzliche Verschiebungslinien aus. Die Raumladung be-
wirkt daher, daf das elektrische Feld an den Elektroden entgegengesetzter Ladung
verdichtet, an den anderen geschwécht wird ; die Raumladung schirmt die Elektroden
gleichen Vorzeichens ab.

Als Beispiel eines Raumladungsfeldes werde das elektrische Feld imInnern
einer Elektronenrohre betrachtet. In den Elektronenréhren wird die Elektronen-
emission glithender Leiter ausgeniitzt. Im Innern der Leiter bewegen sich die freien
Elektronen ungeordnet mit allen méglichen Geschwindigkeiten. Am hiufigsten sind
die kleinsten Geschwindigkeiten; es gilt wie fiir die Molekiile eines idealen Gases die
Maxwellsche Verteilung der Geschwindigkeiten, die dem GauBschen Fehlergesetz ge-
horcht, also einer ,,zuféilligen Verteilung® entspricht. Danach ist die Wahrscheinlich-
keit, daf} ein Elektron eine Geschwindigkeit v besitzt

‘<_2)2
w=ce ‘", (399)

wobei v, eine mittlere Geschwindigkeit der Elektronen darstellt. Obwohl danach jede
beliebige Geschwindigkeit eine gewisse Wahrscheinlichkeit hat, liegen die wirklich
vorkommenden Geschwindigkeiten wegen der raschen Abnahme der Wahrschein-
lichkeit mit wachsender Geschwindigkeit in einem verhaltnism#Big engen Bereich.
Die Wahrscheinlichkeit, daf3 Elektronen Geschwindigkeiten haben, die mehr als vier-
mal so grof} sind wie die mittlere Geschwindigkeit v,, betragt z. B. nach Gl. (399) nur
noch ein Zehnmillionstel der Wahrscheinlichkeit kleiner Geschwindigkeiten, so daf}
sich nahezu alle Elektronen mit Geschwindigkeiten zwischen 0 und 4 v, bewegen.

Die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen v, hiangt nur von der Temperatur
ab, und zwar wird sie doppelt so grof3, wenn die absolute Temperatur des betreffenden
Leiters auf das Vierfache erhoht wird; die kinetische Energie 1 mv? der Leitungs-
elektronen ist proportional der absoluten Temperatur. Infolge ihrer kinetischen
Energie fliegen die Elektronen an den AuBenflichen des
Leiters etwas aus dem Leiter hinaus, wenn sich der Leiter
im leeren Raum befindet. Dabei treten jedoch elektrische
Feldkrifte auf, die die Elektronen wieder zuriickholen.
Denkt man sich die Oberfliche des Leiters als glatte Wand,
so laBt sich das elektrische Feld zwischen der Wand und
einem aus dem Leiter herausgeflogenen Elektron finden,
wenn das Spiegelbild des Elektrons hinzugenommen wird, "™ 2y fetstehung der
Abb. 112. Ist e die negative Ladung des Elektrons, so mul3
die positive Ladung des Spiegelbildes ebenfalls gleich e gesetzt werden. Die von
dem Korper auf das Elektron ausgeiibte Kraft kann man so deuten als An-
ziehungskraft zwischen den beiden Ladungen - ¢ und — e, die den Abstand 2z
voneinander haben; man nennt daher diese Kraft die Bildkraft. Sie hat nach
dem Coulombschen Gesetz die GrioBe

2

8= fome (400)

Man kann sie zuriickfiihren auf ein gedachtes elektrisches Feld auBerhalb des Leiters;
fiir die Feldstirke dieses Feldes muB die Beziehung gelten:

& =B

e  16megya?’
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Daraus folgt: o e
po= |6 |da= 5. (401)
z

Das Potential nimmt also umgekehrt proportional mit dem Abstand von der
Leiteroberfliche ab, und zwar gilt dies bei Abstinden, die

|
/ 'l"p man als grof} gegen den Abstand der Atome ansehen kann;
das sind etwa Abstinde iiber 107 cm. Bei noch kleineren
10 Abstanden nahert sich das Potential ¢ entgegen Formel

(401) einem konstanten Wert ¢, Abb. 113, da die Elek-
tronen durch Zwischenrdume zwischen den Atomen hin-
durchfliegen. Ein Elektron kann also den Leiter nur ver-
| l z lassen, wenn es ein ganz bestimmtes Potentialgefélle ¢, tiber-
0 w7 2~ Jw7em windet. Dazu gehort nach Abschnitt 14 die Arbeit
A=eg,.
Man bezeichnet diese Arbeit als Austrittsarbeit und
verwendet als Mal fiir diese Arbeit das Potential ¢,. Im folgenden sind die Aus-
trittspotentiale fiir einige Stoffe angegeben:

Abb. 113. Austrittspotential.

Platin . . . . . . .. @o=44. .69V, J Eisen . . ... ... 9,=32V,
Wolfram . . . . . . . po=4,6V, \ Kalzium . . . . . . . ©o=3,2V,
Tantal . . . . . . . . @o=42V, i Natrium . . . . . . . @o=2,71V,
Kohlenstoff . . . . . . po=42V, Calciumoxyd . . . . . 9,=0,6 . .1,7V.
Thorium . . . . . . . @=3,3V,

Ist die kinetische Energie des Elektrons grofier als die Austrittsarbeit, dann fliegt

es vollstindig aus dem Leiter heraus. Die Bedingung dafiir ist also
$MVE>eqy.

Steigert man daher die Temperatur des Leiters, so wird ein immer groBerer Teil
der Leitungselektronen befihigt, die Austrittsarbeit zu tiberwinden. Die Elektronen-
theorie benutzt die Analogie der hier auftretenden Erscheinungen mit dem Ver-
dampfen einer Fliissigkeit oder eines festen Stoffes; sie liefert auf Grund thermo-
dynamischer Betrachtungen fiir die in der Zeiteinheit aus der Einheit der Oberfliche
eines Korpers von der absoluten Temperatur 7' austretende Elektrizititsmenge

(Stromdichte) die Beziehung b
|®,| =412 *. (402)
A ist eine universelle Konstante, die bei Metallen den Wert hat
A
Die Konstante b hingt von der Austrittsarbeit ab und hat die GroBe
=%
b= 7 (404)
wobei R die absolute Gaskonstante bezeichnet:
Ws
_ .10~23_"YS_
R=1,37-10 Grad * (405)

Bei Wolfram ergibt sich experimentell
b=>52600° bei Thorium b= 38000°.

T In Abb. 114 ist die Stromdichte |¢,| in Ab-
7@+ hdngigkeit von der absoluten Temperatur fiir
Abb. 114. Elektronenemission verschiedener €inige Stoffe dargestellt. Sie steigt mit der Tem-
Stoffe In Avhingigkelt von der absoluten peratur sehr rasch an, so daf man, um groBe

Ausbeute zu bekommen, moglichst hohe Tem-

peraturen wahlt, soweit es die Anfordungen an die Lebensdauer zulassen.
Befindet sich der gliihende, Elektronen aussendende Leiter in einem luftleer ge-
machten Gefafl und hilt man zwischen ihm und einer anderen kalten Elektrode
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ein Potentialgefille aufrecht, das die aus dem Leiter austretenden Elektronen von
dem Leiter wegfiihrt, so ergibt sich ein Elektronenstrom zwischen der glithenden
und der kalten Elektrode. Wiirden alle Elektronen weggefithrt werden, die die
Austrittsarbeit iiberwinden, so wiirde die Dichte dieses Elektronenstromes an der
emittierenden Elektrode gerade gleich |§,| sein. Es zeigt sich nun, daB dies erst
bei ziemlich hohen Potentialunterschieden zwischen der glithenden und der kalten
Elektrode eintritt. Bei niedrigeren Spannungen ergibt sich nur ein Bruchteil des
,,Sittigungsstromes. Die Ursache dafiir liegt in der Raumladung, die die von
der glithenden Elektrode ausgehenden Elektronen in deren Um- S
gebung bilden; diese Raumladung schirmt die glithende Elek- /2

trode ab.

Die Potentialverteilung zwischen den beiden Elektroden Y y

ist durch Abb. 115 veranschaulicht. Die kalte Elektrode oder #

Anode A hat gegen die Glithelektrode oder Kathode K ein posi-

tives Potential. Dem dadurch entstehenden elektrischen Feld

iiberlagert sich das dem Elektronenaustritt entgegenstehende Abb. 115. Potential zwi.
innere Feld. In einem bestimmten sehr kleinen Abstand von schen einer gliihenden
der Kathode ergibt sich daher ein Potentialminimum. Die Elek- Xathodeundeinerkalten
tronen miissen mit ihrer kinetischen Energie das Potential-

gefille innerhalb des dadurch gegebenen Raumes vor der Kathode iiberwinden.
AuBerhalb dieses Raumes bewirken die Krifte des auBeren Feldes, daB die Elek-
tronen zur Anode wandern. Da das innere Potentialgefille sich im wesentlichen auf
einen so kleinen Abstand von der Kathode beschrankt, daf die Austrittsarbeit durch
das auBere Feld nur wenig beeinfluBt wird, so ist fiir den im Gleichgewichtszustand
entstehenden Elektronenstrom in der Hauptsache das duflere Feld mafigebend. Wir
beschrinken daher die folgenden Betrachtungen auf dieses dullere
Feld, das nach dem Ausgefithrten ein Raumladungsfeld ist.

Es werde die in Abb. 116 skizzierte, hiufig angewendete zylindri-
sche Anordnung zugrunde gelegt. Der Glithfaden befindet sich in
der Achse des Anodenzylinders. Er wird durch den Strom aus einer L
Batterie B geheizt. Die Batterie 4 hilt zwischen Anode und Kathode 4-3-
eine bestimmte Spannung U, aufrecht. Der Elektronenstrom setzt
sich im duBeren Stromkreis mit der Stiarke I fort. Die Lange! des
Zylinders sei grol gegen den Durchmesser, so da3 die Randwirkun-
gen vernachlissigt werden konnen. Das elektrische Feld zwischen
Kathode und Anode ist rotationssymmetrisch; die Feldgroflen han-
gen nur von dem Abstand r des Aufpunktes von der Achse ab. Die H|M|M|||?
Raumladungsgleichung lautet daher gemaf3 Gl. (356) A

N/

A

"
W\

d? 1d Abb. 116,
d_f;_{__; d_(rp = — % . (406) Elektronenrohre.
Wir nehmen dazu noch die Gleichung
|® I
0= == T onlry’ (407)

in der v die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen an irgendeiner Stelle des Feldes
bezeichnet, sowie die Bewegungsgleichung fiir die Elektronen

imt=eg, (408)

die aussagt, dafl die kinetische Energie, die die Elektronen beim Durchlaufen des
Potentialunterschiedes ¢ annehmen, gleich der vom elektrischen Feld geleisteten
Arbeit ist. Das Potential am Glithdraht setzen wir Null.

Aus Gl (408) folgt __
t:]/%i” (409)
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Auf Grund dieses Zusammenhanges gibt man die Geschwindigkeit der Elektronen hiufig in
Volt an. Eine Elektronengeschwindigkeit von 1000 V bedeutet also, dal das Elektron gegen eine
Potentialdifferenz von 1000 V anlaufen kann, bis es zum Stillstand kommt; die entsprechende
Geschwindigkeit ist

2ep 2-1,59-10—19-1000ASV_V 1 ooy Wsem
sz—;n——V 5 108 =) 3ee- 108 98l

5
=V3,48 101 10200 522 _ 18800 K2 |
Grs2 s

Mit GI. (409) ergibt sich aus Gl. (407)

—IYm
= . 410
e 2nlry2eq (410)
In Gl (406) eingesetzt, ergibt dies
do  1dp_ ¢
Tt = (411)
wobei m
o——Im (412)
2nley)2e
Zur Losung der Differentialgleichung werde der Ansatz gemacht
p=0cyr". (413)
Damit wird 1"
n(n—l)czr”‘2+02nr"“2=ﬁér 2,
A
und es folgt aus dieser Bestimmungsgleichung fiir n und c,:
2 1/2\2
n=-, cs <§> =¢. (414)
An der Anode soll ¢ = U, sein, also nach Gl. (413)
b= Ugri (415)
Dies ergibt mit Gl. (414 8
g ) =501, (416)
1=47P ]/;n-e(,—r—0 Ui (417)
Man kann dies in der Form schreiben
3
i I=kU?, (418)
___ wobei sich fiir die Konstante &
_T k=1,47. 10“5r—l 1—2 (419)
z ergibt. o V3
Der Elektronenstrom befolgt also nicht das Ohmsche Ge-
4 setz. Seine Abhangigkeit von der Spannung ist durch Abb.117

_ veranschaulicht. Vondieser sogenannten Raumladecharak-

A i decharak teristik wird bei den Anwendungen der Elektronenrohre

Gebrauch gemacht. Wesentlich ist dabei, dal wegen der

geringen Tragheit der Elektronen der gleiche Zusammenhang zwischen Strom I

und Spannung U, auch bei sehr rasch veridnderlichen Spannungen bis zu Frequenzen

von etwa 108Hz gilt, daf also die dynamische mit der statischen Charakteristik
praktisch zusammenfaillt.

Der Elektronenstrom I kann den Sittigungswert nicht iiberschreiten, der durch

die Stromdichte |, | bestimmt ist. Die Kurve, Abb. 117, biegt daher nach Erreichen

dieser Grenze ab. Unterhalb der Sittigungsgrenze ist der Elektronenstrom nach
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Gl. (417) unabhéngig von den Materialeigenschaften der Glithelektrode und nur durch
die Abmessungen der Anode und durch die Spannung bestimmt.

Fir 1=5 cm, 7o=0,8cm, U=200V wird z. B.: I=147. 10‘5% -200"?5"A:0,26 A, wenn

der Sittigungsstrom geniigend groB ist.

17. Graphische Methoden zur Ermittlung der Potentialverteilung in
elektrostatischen Feldern.

In vielen Fillen gelangt man durch die Anwendung von graphischen Methoden
rasch zur Auffindung der Potentialverteilung, aus der man dann die interessierenden
Groflen berechnen kann. Die graphische Feldberechnung ist am einfachsten beim
zweidimensionalen Feld. Sie beruht darauf, da man gefithlsmafBig Niveau-
linien und Verschiebungslinien aufzeichnet und das Feldbild mit Hilfe der Grund-
gesetze des elektrostatischen Feldes korrigiert. Der Satz vom Flichenintegral der
Verschiebungsdichte ist erfiillt, wenn die Verschiebungslinien stetig von einer zur
anderen Leiteroberflaiche iibergehen. Die Proportionalitit zwi-
schen Verschiebungsdichte und Feldstirke 148t sich auf folgende /
Weise einhalten. Es werden die Niveaulinien so gezeichnet, daf3 4\/ ¢
sie gleichen Potentialunterschieden entsprechen. Dann ist die |
Feldstarke tberall umgekehrt proportional dem Abstand ¢ zweier \
benachbarter Niveaulinien. Man denke sich ferner den von einem 7\ X5
Leiter ausgehenden Verschiebungsflufl in eine Anzahl gleicher ~
Teile geteilt und zeichne die diese Teile abgrenzenden Verschie- -
bungslinien. Dort, wo der Abstand b von zwei nebeneinander- ] [TT]
liegenden Verschiebungslinien grof3 ist, verteilt sich der Ver- - v
schiebungsflufl auf eine entsprechend groBle Fliche; die Ver-
schiebungsdichte ist also iiberall umgekehrt proportional dem !

Abstand b der beiden benachbarten Verschiebungslinien. Die For- |

derung, dal Verschiebungsdichte und Feldstirke einander pro- ‘\ A
portional sein sollen, 148t sich daher so erfiillen, dafl man den \ v
Abstand b zwischen je zwei benachbarten Verschiebungslinien

iberall proportional, oder am einfachsten gleich dem Ab- AbD. 118 oraphischo
stand @ zwischen zwei benachbarten Niveaulinien macht; das dimensionalen Feldes.
ganze Feld ist dann in kleine Quadrate eingeteilt, Abb. 118.

Insgesamt hat man folgende Regeln beim Aufzeichnen ebener Felder zu beachten:

1. Die Randlinien der Leiter sind Niveaulinien.

2. Die Verschiebungslinien stehen senkrecht auf den Randlinien der Leiter.

3. Die Niveaulinien miissen tiberall die Verschiebungslinien senkrecht schneiden.

4. Der Abstand zwischen zwei benachbarten Niveaulinien muB an jeder Stelle
des Feldes gleich dem Abstand zwischen zwei benachbarten Verschiebungslinien sein.

5. Wenn Stoffe verschiedener Elektrisierungszahl vorhanden sind, so mu8 an den
Grenzflichen das Brechungsgesetz der Verschiebungslinien gelten. An die Stelle
von 4. tritt dann die allgemeinere Bedingung

b
&=k, (420)

wobei die Konstante k willkiirlich gew#hlt werden kann.

" Man geht so vor, daB man erst nach Gefiihl einige Niveaulinien einzeichnet.
Dann bringt man Verschiebungslinien an, die moglichst gut die Regel 4 erfiillen, und
korrigiert danach das Niveaulinienbild usw. Ist so durch abwechselndes Zeichnen
von Niveau- und Verschiebungslinien bei immer feinerer Unterteilung das Feld-
bild gefunden und bezeichnet U, die Potentialdifferenz zwischen je zwei benach-
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barten Niveaulinien, @ ihren Abstand an irgendeiner Stelle, so gilt fiir die Feldstirke
di Stell dhert U
an aleser elle angenaner I@ ‘ :—a—l ) (421)

Damit kann auch die Verschiebungsdichte berechnet werden. Der Verschiebungs-
fluB3, der von zwei benachbarten Verschiebungslinien begrenzt wird, hat bei einer
Lénge ! der Elektroden die Gréfle b|D|l. Gehen in dem Feldbild von einem Leiter
n Verschiebungslinien zu einem anderen iiber, so ist daher der gesamte Verschiebungs-
fluf} zwischen diesen beiden Leitern

Q=enl > U, =egnlkU,. (422)

Um die Kapazitit zwischen zwei Elektroden zu berechnen, hat man den Verschie-
bungsflufl durch die Spannung zwischen den beiden Elektroden zu dividieren. Sind
m Niveaulinien zwischen den beiden Leitern gezeichnet, soist die Spannung (m -+ 1)U,
und es gilt fiir die Kapazitit —e, ;n%—_l Ik, (423)
wobei k die oben eingefiihrte willkiirliche Konstante bezeichnet. In Abb. 118 sind
z. B. n=17 Verschiebungslinien und m =2 Niveaulinien zwischen den beiden
Elektroden vorhanden. Es ist ferner £ = 1. Daher wird die Kapazitit fiir die Langen-

einheit, wenn der Nichtleiter aus Luft besteht: v zeoL =0,502 ¥ .
l m-+1 cm

-F:_ res Etwas schwieriger ist die Ermittlung von rotations-
=~ AZ symmetrischen Feldern. Man denke sich hier den ge-
& ’ -~ samten von einem Leiter ausgehenden Verschiebungsflu$3

durch Rotationsflichen, die durch Verschiebungslinien

I \ \ gebildet werden, in gleiche Teile zerlegt, Abb. 119. Be-
R zeichnet man mit b den Abstand zwischen zwei benach-
' barten Rotationsflichen an irgendeiner Stelle mit dem

NN

Abstand  von der Achse, so ist der Querschnitt des
durch diese Flichen begrenzten Verschiebungslinien-
biindels 2nxrb. Die Verschiebungsdichte ist umgekehrt
J. proportional diesem Querschnitt. Damit die Verschie-

bungsdichte proportional der Feldstirke wird, muf3
Abb. 119. Zur graphischen Berech- daher hier 7b proportional dem Abstand o der benach-

ines rotati trische X £ X
THng elnesTot Aonssymmetrischel harten Niveaulinien sein, oder

r—z— =konst. (424)

Diese Bedingung tritt also hier an die Stelle von 4. beim ebenen Feld. Sind Stoffe
verschiedener Elektrisierungszahl vorhanden, so hat die Konstante in ihnen ver-
schiedene Werte, da in diesem Fall

8,.7‘% =konst=Fk (425)

sein muf. Um das Feldbild aufzuzeichnen, wéhlt man fiir k irgendeinen Wert und
geht genau so vor wie oben beschrieben. Die Feldstirke wird aus dem gefundenen
Feldbild wieder nach der Gl. (421) berechnet. Fiir die Kapazitat ergibt sich eine
dahnliche Formel wie oben, und zwar ist mit den gleichen Bezeichnungen

0=2naoml‘ﬁk. (426)

Diese Methode der Feldermittlung kann inshesondere bei den Isolatoren der Hoch-
spannungstechnik angewendet werden, bei denen wegen der komplizierten geo-
metrischen Formen die mathematischen Methoden versagen.

Da die Grundgesetze des elektrostatischen Feldes formal mit denen des sta-
tionaren Stromungsfeldes iibereinstimmen, so kénnen die gleichen Methoden auch
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zur Berechnung von Strémungsfeldern verwendet werden. Es ist in den obigen
Regeln lediglich % fiir & zu setzen. An Stelle der Kapazitit wird der Ubergangs-
widerstand zwischen zwei Elektroden berechnet. Er hat die Grofe

m4+1 1
B am (427)
im ebenen Feld, und R= mil 1 (428)
n 2nxyk

im rotationssymmetrischen Feld, wobei mit #, eine willkiirliche Bezugsleitfahigkeit
bezeichnet ist, und =%, zu setzen ist.

II. Das langsam veriinderliche elektrische Feld.
18. Verschiebungsstrom und Leitungsstrom.

Elektrostatische Felder mit den in den vorigen Abschnitten besprochenen Eigen-
schaften gibt es in Wirklichkeit nicht. Auch wenn alle Potentiale zeitlich konstant
sind, stellt sich wegen der endlichen Leitfahigkeit der Isolierstoffe eine elektrische
Strémung ein. Die Potentialverteilung gehorcht den Gesetzen des Stromungsfeldes.
Werden z.B. mehrere Kondensatoren hintereinander geschaltet an eine Gleich-
spannung gelegt, so verteilt sich die Spannung auf die einzelnen Kondensatoren im
allgemeinen durchaus nicht umgekehrt wie die Kapazitatswerte, wie es unter der
Voraussetzung elektrostatischer Felder sein miite, sondern immer entsprechend den
Isolationswiderstinden, die ganz andere Verhéltnisse haben koénnen. Das zeitlich
konstante elektrische Feld ist immer ein Stromungsfeld.

Stromungsfeld und elektrostatisches Feld unterscheiden sich im allgemeinen, und
zwar wegen der Verschiedenheit der Grenzbedingungen. Wihrend beim elektro-
statischen Feld die Elektrodenoberflichen Niveauflichen sind, trifft dies beim
Stromungsfeld angenihert nur dann zu, wenn die Leitfahigkeit der Elektroden sehr
groB ist gegen die des leitenden Zwischenmediums. Die Brechungsgesetze der Stro-
mungslinien und der Verschiebungslinien zeigen ferner, da} die Grenzbedingungen
an beliebigen Grenzflichen nur dann fiir beide Arten von Feldern die gleichen sind,
wenn iiberall das Verhiltnis g/ den gleichen konstanten Wert hat. Nur in diesem
Falle stimmt das elektrostatische Feld mit dem Stréomungsfeld iiberein. Sind diese
Bedingungen nicht erfiillt, dann ist die Potentialverteilung im stationdren Zustand
durch die Gesetze des Stromungsfeldes bestimmt. Die Grenzbedingungen des elektro-
statischen Feldes haben im Stréomungsfeld keine Giiltigkeit; insbesondere gilt nicht
mehr, daBl die Normalkomponente der Verschiebungsdichte an den Grenzflichen
stetig ist. Vielmehr gilt im Strémungsfeld nach Formel (123)

#€r1=2%C,,. (429)

Hieraus ergibt sich fiir das Verhaltnis der Normalkomponenten der Verschiebungs-
dichte an beliebigen Grenzflichen

Doy _ &%y

Dy ey (430)
Es miinden also von der einen Seite der Grenzfliche her mehr Verschiebungslinien
ein, als von der anderen Seite ausgehen; an der Grenzfliche sind Ladungen vor-
handen. Die Dichte dieser Ladungen ist

@nl—‘@n2=€®n2<ﬁf~2- )3 (431)

Ea%y
sie wird nur Null, wenn die oben angefiihrte Bedingung erfiillt ist.

DaB nun trotzdem der Elektrostatik ein so breiter Raum gewidmet wurde, hat
seinen Grund darin, daB die Gesetze des elektrostatischen Feldes angenahert gelten,
wenn es sich um langsam verdnderliche Felder handelt. Sobald sich die Potentiale
zeitlich 4ndern, werden Ladungen transportiert, denen in den Zuleitungen zu den

Kiipfmiiller, Elektrotechnik. 8
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Elektroden des Feldes elektrische Stréme entsprechen. Dieser Vorgang iiberdeckt
meist schon bei verhaltnismaBig langsamen zeitlichen Anderungen den des Stromungs-
feldes. Die wirkliche Stromung setzt sich dann zusammen aus der des Stromungs-
feldes und der Verschiebung der Ladungen des elektrostatischen Feldes.

Die Leitfahigkeit der Isolierstoffe ist zum Teil auf freie Elektronen zuriickzu-
fithren, wie in den Metallen, teils ist sie bedingt durch Molekiile, die in ihre Ionen
zerfallen sind. Das Wandern der Ionen und Elektronen durch den Isolierstoff ist
gleichbedeutend mit dem Flielen eines elektrischen Stromes. Da die Dichte der
Ionen und Elektronen in den Isolierstoffen sehr gering ist, so ist auch die Leitfshig-
keit entsprechend klein. Sie hingt bei festen Isolierstoffen in hohem MaBe von
Beimengungen, insbesondere Wasser, ab. In der folgenden Tabelle ist die GroBen-
ordnung der Leitfahigkeit einiger Isolierstoffe angefiihrt; es ist ferner der sogenannte
spezifische Oberflichenwiderstand angegeben; das ist der an der Oberfliche des
Isolierstoffes zwischen zwei parallelen Schneiden mit dem Abstand 1 cm gemes-
sene Widerstand je cm

Material Leitfahigkeit spez. Oberflichen- Lange der Schneiden.
Sfem widerstand 2 Die Oberflachenleitung

Glas . . . . . .. 10-16.,,10-1 108...1018 ist in den meisten Fallen
Porzellan . . . . . 10—12...10“1‘; 1099...1011i fast allein maBgebend
Glmmor ... | 100w | g qge  fir den Isolationsstrom,
Quarz . . . . . . 10-1° 108. . .10 sie nimmt mit wachsen-
Transformatorsl . . 10-1s. . .10-12 — der Luftfeuchtigkeit

stark zu.

Durchgangswiderstand und Oberflichenwiderstand hangen bei den Isolierstoffen
noch von der Temperatur ab, und zwar nimmt die Leitfahigkeit mit der Temperatur
zu. Bei feuchtigkeitshaltigen Isolierstoffen mit Faserstruktur, z. B. Papier und
Baumwolle, zeigt sich ferner eine Zunahme der Leitfahigkeit mit der Feldstirke;
sie wird darauf zuriickgefiihrt, dal infolge der Kraftwirkung des elektrischen Feldes
die Flissigkeitsteilchen in die Lange gezogen werden.

Wenn sich die Spannung an einem Kondensator dndert, so ergibt sich infolge der
damit verbundenen Ladungsénderung ein Strom, der um so stéirker ist, je rascher
sich die Spannung &ndert, Gl. (331),

du

=05 (432)

Mit der Ladung dndert sich der VerschiebungsfluB3 im Nichtleiter. Man kann daher
die Ladungsinderung und damit den Ladungsstrom auch zuriickfiihren auf Ande-
rungen des Verschiebungsflusses im Nichtleiter, indem man annimmt, da8 die
Gl. (432) auch fiir beliebig kleine Ausschnitte des Feldes gilt. Betrachten wir als
einen solchen Ausschnitt ein Prisma von der in Abb. 27 dargestellten Art und be-
legen wir die beiden Grundflichen mit auBerordentlich diinnen Metallfolien, so ist
die Kapazitit zwischen diesen Metallbelegungen
dF

C=e-. (433)
Die von diesem kleinen Kondensator aufgenommenen Strome haben daher die GroBe
. dFd(dp)
di= 8% T 5 (434)
dafiir kann man schreiben di d (de
=t an)’ (435)
oder unter Einfithrung von Stromdichte und elektrischer Feldstarke
d€  d®
G=¢ = e (436)

Man kann daher den von einem beliebigen Feld aufgenommenen Ladestrom so be-
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rechnen, wie wenn an jeder Stelle des Nichtleiters bei zeitlichen Anderungen der
elektrischen Feldstirke ein Strom flieBen wiirde, dessen Dichte durch die Anderungs-
geschwindigkeit der Verschiebungsdichte gegeben ist. Diesen Strom bezeichnet man
als Verschiebungsstrom. Er setzt sich zusammen mit dem infolge der Leitfahig-
keit des Isolierstoffes flieBenden Leitungsstrom, so dafl insgesamt an jeder Stelle
des Feldes fiir die Stromdichte zu setzen ist

=G4 eae. (437)

Man bezeichnet diese GroBe als die Dichte des wahren Stromes. Die Ein-
fiihrung des Verschiebungsstromes ist zunéchst willkiirlich ; sie wird plausibel, wenn
man nach Maxwell die dielektrische Verschiebung durch eine Verschiebung von
Elektrizititsmengen im Nichtleiter und im Ather erklirt. Da jedoch die Vorstellung
des Athers zu Schwierigkeiten fiihrt, so muB der Verschiebungsstrom als eine
Rechengréfle betrachtet werden, die zur Vereinfachung der Darstellung dient.

Die Vorteile der Einfithrung des Verschiebungsstromes zeigen sich erst voll, wenn es sich um
rasch veriinderliche Felder handelt, weil sich ndmlich die magnetischen Wirkungen von Strom-
kreisen, die elektrische Felder enthalten, so berechnen lassen, wie wenn der Verschiebungsstrom
im Nichtleiter gleichwertig wire mit dem Leitungsstrom, so daBl es nur auf die Dichte des wah-
ren Stromes ankommt (s. 6. Kapitel).

Da der Verschiebungsstrom als eine Fortsetzung des Ladestromes aufgefallt
werden kann, so gilt auch fiir den wahren Strom das Gesetz von der Erhaltung der
Elektrizitat, das ausgedriickt werden kann durch die Beziehungen

$GdF=0 oder divG=0. (438)

Wenn nun der Verschiebungsstrom den Leitungsstrom erheblich iberwiegt, so
daB man diesen vernachlissigen kann, so bedeutet dies, dafl an den Grenzflichen die
Normalkomponente des Verschiebungsstromes stetig sein mufl, dall also

g fom g, Gz (439)
oder &€, ,=6C,,. (440)
Das ist aber die im elektrischen Feld giiltige Bedingung. Die Stromlinien des ver-
anderlichen elektrischen Feldes sind in diesem Falle identisch mit den Verschiebungs-
linien des elektrostatischen Feldes. Hierin liegt die Bedeutung der Kenntnisse vom
elektrostatischen Feld. Bei den meisten praktischen Anwendungen handelt es sich
um verdnderliche elektrische Felder, in denen der Verschiebungsstrom den Leitungs-
strom erheblich iiberwiegt.

Wird die Schnelligkeit der Feldinderungen mehr und mehr gesteigert, dann zeigt
sich, daf schlieBlich diese Folgerungen nicht mehr gelten. Die Stromlinien kénnen
bei sehr hohen Frequenzen vollstandig abweichende Formen annehmen. Der Grund
dafiir liegt in der elektrodynamischen Wirkung des Verschiebungsstromes, mit der
sich das 6. Kapitel niher befaft. Derartig rasche Anderungen miissen wir daher hier
von unseren Betrachtungen ausschliefen.

Es gilt also unter dieser Voraussetzung: ,,Jm langsam verdnderlichen Feld
ist die Potentialverteilung angensdhert die gleiche wie im elektro-
statischen Feld.”

19. Das elektrische Wechselfeld.

Praktisch besonders wichtig ist das Verhalten der Nichtleiter in elektrischen
Feldern, wenn sich die Feldgrofien zeitlich sinusférmig dndern. Der Verschiebungs-
strom im Nichtleiter wird dann ein sinusférmiger Wechselstrom, die Spannungen
sind sinusformige Wechselspannungen. Um solche Wechselspannungen und -stréme
mathematisch darzustellen, ist es erforderlich, positive Richtungen willkiirlich fest-
zulegen. Wir kennzeichnen die positive Richtung des Stromes in einem Leiter durch

8%
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einen Pfeil und setzen fest, daBl die Spannung zwischen zwei Punkten des Leiters
als positiv bezeichnet werden soll, wenn der Pfeil vom hoheren zum niedrigeren
Potential weist, Abb. 120. Unter dieser Voraussetzung gilt die in Abschnitt 14 abge-

leitete Bezieh 1

eitete Beziehung (331) iy d_;:_ (441)
P A fiir den Ladestrom 4, in einem Kondensator mit der Kapazitét C.

Eine zeitlich sinusférmige Spannung stellen wir dar durch
—L > u=UY2sinwt, (442)
ﬁggﬁf&gﬁﬁ%ﬁ: wobei U den Effektivwert der Spannung, o die Kreisfre-
pazitit. quenz, a)=27zf, (443)
und f die Frequenz der Wechselspannung bezeichnet. Die Periode der Wechsel-
spannung ist T _; ' (444)

Andert sich die Spannung zwischen den beiden Elektroden eines Kondensators ge-
maf (442), so wird der Ladestrom

tg=UwnC}2 coswt. (445)
Das elektrische Feld im Kondensator ist ein Wechselfeld, firr das nach dem vorigen
Abschnitt die gleichen Gesetze gelten wie fiir ein elektrostatisches Feld. Der Lade-
strom des Kondensators erreicht entsprechende
Werte um % Periode friiher als die Spannung,

Y Abb. 121; er eilt also der Spannung um % Pe-
i - riode voraus. Sein Effektivwert ist
s AT I,=UaoC. (446)

\ Indem man die Periode T' in 360 ,,elektrische

Grade‘ einteilt, sagt man auch: ,,Der Strom 1,

eilt der Spannung % um 90° voraus.” Diese

Abb. 121. Zeitlicher Verlauf von Spannung und Aussage hat nur dann einen Sinn’ wenn die

T " Strom bei einem Kondensator. positiven Richtungen so wie oben definiert
werden.

Hat der Nichtleiter eine endliche Leitfahigkeit, so entsteht an jeder Stelle
unter der Einwirkung der elektrischen Feldstirke ein Strom von der Dichte x@.
Da die elektrische Feldstirke in jedem Augenblick proportional der Spannung zwi-
schen den Elektroden ist, also mit ihr ,,in Phase‘‘ schwingt, so ist auch der Leitungs-
strom in Phase mit der Spannung. Bezeichnen wir diesen Strom mit iz, so gilt daher

in="2 =T V2 sinwt, (447)
wobei R den Isolationswiderstand fiir Wechselstrom darstellt. Der gesamte Strom
ist in jedem Augenblick i=ig+ig. (448)
Q Seine Voreilung gegen die Spannung liegt zwischen Null und 90°, und
man kann auf Grund dieses Zusammenhanges fiir den Kondensator

¢ das in Abb. 122 dargestellte Ersatzschema aufstellen, in dem man

sich den Kondensator zerlegt denkt in einen Kondensator mit voll-

Zp kommener Isolierung und einen Widerstand, der den Isolationsstrom
V4 fiihrt.
Abb.122. Ersatz- Die elektrische Arbeit, die der Kondensator wihrend einer Periode

bild eines un- i A
vollkommenen aufnlmmt, ist

T
k¢ ‘ .
Kondensators A,= fu 1dit.
0

Durch Einsetzen von # und ¢ und Ausfithren der Integration erhilt man
U2
Al == "ET . (449)
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Diese Arbeit ist unabhéngig von der GroBSe der Kapazitit, nur bestimmt durch den
Widerstand R. Der Verschiebungsstrom zeigt lediglich ein Hin- und Herpendeln
von Ladungen an, wobei die wihrend eines Teils der Periode, in dem w und ¢
gleiche Vorzeichen haben, aufgenommene Arbeit wihrend der anderen Zeitabschnitte
vom Kondensator wieder abgegeben wird. Die elektrische Arbeit wird wahrend der
ersten Zeitabschnitte im elektrischen Feld als elektrische Energie aufgespeichert. Es
ist in jedem Zeitpunkt, Gl. (323),

W=%Cu?.
Die aufgespeicherte Energie erreicht den Maximalwert
W=CUz?,

wenn die Spannung ihren Maximalwert hat. Nimmt dann die Spannung ab, so ver-
ringert sich die aufgespeicherte Energie entsprechend und es wird Energie aus dem
elektrischen Feld zur Stromquelle zuriickgeliefert. Nur infolge des Leitungsstromes
entstehen elektrische Verluste. Nach dem Abschnitt 6 zeigt die endliche Leitfahigkeit
des Isolierstoffes eine Umsetzung elektrischer Energie in Wiarme an. Die wahrend
einer Periode des Wechselstromes entwickelte Warmemenge ist 4,. In der Zeitein-
heit wird daher die Arbeit U

N=%
in Wiarme umgesetzt. Dies ist die Leistung, die dem Kondensator im Mittel zu-
flieBt. Durch Messen dieser Leistung kann man die Gré8e R bestimmen. Derartige
Messungen zeigen nun, daf bei wirklichen Isolierstoffen der so ermittelte Wert von
R im allgemeinen nicht dem Isolationswiderstand entspricht, den man mit Gleich-
strom feststellen kann; er ist vielmehr meist erheblich kleiner. Man bezeichnet diese
Erscheinung als die der dielektrischen Verluste. Um auszudriicken, daf} es sich
hier nicht um den Gleichstromisolationswiderstand handelt, fiihrt man den rezi-
proken Wert von R, den Leitwert ein, den man mit @ bezeichnet, und man defi-
niert also diese GroBe durch die vom Kondensator aufgenommene Leistung

N=U%G. (450)
@ wird als die Ableitung des Kondensators bezeichnet. Fiir den Effektivwert des
Leitungsstromes gilt I,=UQG. (451)

Eine Veranschaulichung von sinusférmigen Strémen und Spannungen liefert das
»Zeigerdiagramm®. Es ist fiir den hier betrachteten Fall eines Kondensators in
Abb. 123 aufgezeichnet. Die Wechselstromgrofien werden durch Zeiger dargestellt,
deren Linge in einem willkiirlich gewahlten MaBstab
gleich dem Effektivwert gemacht wird; sie bilden
Winkel miteinander, die gleich den in Graden aus-
gedriickten zeitlichen Verschiebungen sind, wobei
eine Voreilung einer Drehung links herum ent-
sprechen soll. Die Projektionen dieser Zeiger auf
eine im Uhrzeigersinn mit der Winkelgeschwin-
digkeit o rotierende ,,Zeitlinie” Z geben, mit }2 mul-
tipliziert, die Augenblickswerte der Spannungen und
Stréome an. Die Zeitlinie wird ebenfalls mit einem  u 193 zeigerdiagramm fir den
Pfeil versehen und dadurch in eine positive und ne- Kondensator.
gative Halfte geteilt. Die Augenblickswerte gelten als
positiv, wenn die Projektionen auf der positiven Halfte der Zeitlinie liegen, im an-
deren Falle als negativ. Der Ladestrom I eilt der Spannung U um 90° vor, wéh-
rend der Leitungsstrom [ in Phase mit U liegt.

Fiir die Wechselstromzeiger gelten die geometrischen Additionsgesetze der Vek-
toren; man bezeichnet sie daher meist als Vektoren, eine Bezeichnung, die man
jedoch fiir die Raumvektoren vorbehalten sollte. Wie aus Abb. 123 ersichtlich ist,
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ergibt sich bei geometrischer Addition von I und I, fiir die Projektionen auf die
Zeitlinie 0A=0B+-00,

oder 1=1g+1ip,

wie es nach Gl. (448) sein soll. Der Zeiger des Gesamtstromes ergibt sich also durch
geometrische Addition der die Teilstrome darstellenden Zeiger.

Als MaB fiir die dielektrischen Verluste kann man den Winkel é beniitzen, um den
der Gesamtstrom dem Ladestrom nacheilt. Man bezeichnet diesen Winkel als den
Verlustwinkel des Kondensators, da sich durch ihn die Verlustleistung ausdriicken
laBt. Es ist I @

Der Verlustwinkel stellt eine Materialkonstante dar, da das Verhdltnis G/C nach
Abschnitt 11 unabhéngig von den Abmessungen ist. Die in Wirme umgesetzte

Leistung wird N=U?Q=UI,=UlIsin 6=Ulcosgp. (453)
Fiir den Gesamtstrom laft sich aus Abb. 123 die Beziehung ablesen

I=U)+(wC)2. (454)

Eine Weiterentwicklung des Zeigerdiagramms bildet die komplexe Rech-
nung der Wechselstromtechnik. Man denkt sich in die Ebene des Zeigerdia-
¢ gramms die Ebene der komplexen Zahlen so gelegt, dafl

die Anfangspunkte zusammenfallen. Dann kann man jeden

4 &G Zeiger durch eine komplexe Zahl darstellen, also in der
g g P
L,/ 7 Form schreiben
/ C=x-+ijy, wobei j=}—1.
o . | 4 Sind zwei Zeiger vorhanden, Abb. 124, so ist also
2 Z, g : ‘
Y l“”f X Gi=2+jys; Co=2+jys.
z Die Summe der beiden komplexen Zahlen
7 ‘ P
Abb. 124. Darstellung der Zei- é‘: Cl + 2:2 =x, + Ty + ,) (yl + yz)

ger durch komplexe Grofen. . .
ergibt, wie man erkennt, die Darstellung der geometrischen

Summe der beiden Zeiger. Um also zwei Wechselstromzeiger zusammenzusetzen,
hat man lediglich die entsprechenden komplexen GréBen zu addieren. Das Ent-
sprechende gilt fiir die Subtraktion.

Schreibt man die komplexen Gréfien in der Form

L=rd=, (455)

wobei r= a2+ =|C| (456)

den Betrag oder die Linge des Zeigers und o den Winkel mit der reellen Achse be-
ichnet

zeichnet, tg o= Y (457)

x b
so erkennt man, dafl die Multiplikation zweier Zeiger
L=, Cym=rry 1y efrtoe)

einen Zeiger ergibt, dessen Betrag gleich dem Produkt der beiden Betrige und dessen
Winkel mit der Achse gleich der Summe der beiden Winkel ist. Die Multiplikation
einer komplexen Grofe £, mit einer anderen, {,, bedeutet eine Streckung mit dem
Betrag von [, und eine Drehung links herum um den Winkel von {,. Eine Multi-
plikation mit =
j=1.¢ 2
bedeutet eine Drehung um 90° entgegen dem Uhrzeigersinn.

Wir bezeichnen die komplexen WechselstromgréBen mit dem iiberstrichenen
Buchstaben, oder wenn keine Verwechslung mit Raumvektoren vorkommen kann,
mit deutschen Buchstaben. Eine komplexe Grofe, die den Zeiger einer Wechsel-
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spannung darstellt, wird also U oder 11 geschrieben, ebenso der komplexe Wechsel-
strom I oder §. Es gilt dann fiir den Ladestrom des Kondensators
I,=joCU, (458)
oder Fo=joCU. (459)
Eine solche Gleichung sagt zweierlei aus:
1. Die GroBe von I, geht aus der von U dadurch hervor, dal man diese mit wC
multipliziert.
2. Die Richtung von I, eilt der Richtung von U um 90° voraus.
Die Gleichung in komplexen Groflen enthilt also alle Aussagen des Zeiger-
diagramms. Ist der Strom gegeben und die Spannung gesucht, so gilt
n= ,(%030 (460)
Diese Beziehung legt es nahe, die Grofie 1/jw C als ein Symbol fiir den Widerstand des
Kondensators anzusehen. Wir setzen .

m_-:’-_w'é,

und nennen R den komplexen Widerstand oder den Widerstandsoperator
des Kondensators mit der Kapazitit C. Seine Einfithrung hat den Vorteil, dafl man
nun mit den Wechselstromgrofien genau so rechnen kann wie bei Gleichstrom. So
wie dort gilt das Ohmsche Gesetz in der Form

(461)

U=3JN. (462)
Fiir den Ableitungsstrom ist in der komplexen Darstellung zu schreiben
Sr=U04; (463)

der der Ableitung G entsprechende Widerstandsoperator ist reell und $ =G~. Der
Gesamtstrom ergibt sich durch Addition der beiden komplexen Strome J, und g,

also F=Fc+3r - (464)
Bei Parallelschaltung addieren sich die reziproken Werte der komplexen Wider-
stédnde.

Die Linge eines Zeigers, also der Effektivwert, ergibt sich in der komplexen Dar-
stellung, wenn man den absoluten Betrag der komplexen Zahl bildet. Es ist also

I=[gl; U=|u|. (465)
Aus Gl. (464) folgt daher fir den Effektivwert

I=U|(G+jo0)|=U16*+(w 0)?,
das gleiche Ergebnis, wie es aus dem Zeigerdiagramm abgeleitet wurde. Legt man
den Zeiger der Spannung in die reelle Achse, so wird 11 reell. Der Winkel, um den der
Zeiger § dem Zeiger U voreilt, ist daher gleich dem Winkel von G- jwC gegen
die reelle Achse, d. h. es ist wC
tgp=—"7"> (466)
ein Ergebnis, das ebenfalls aus dem Zeigerdiagramm abzulesen ist.

Die komplexe Rechnung der Wechselstromtechnik wird im Abschnitt 32 noch-
mals zusammenhingend behandelt. Die hier gewonnenen Rechenregeln sollen im
folgenden auf ein Beispiel angewendet werden.

Die Erscheinung der dielektrischen Verluste wird im wesentlichen durch
die Inhomogenitit der Isolierstoffe erklirt; ihre Ursache ist also die gleiche wie die
der Nachwirkung. Wenn das Verhiltnis ¢/x an den verschiedenen Punkten des
Isolierstoffes verschiedene Werte hat, so stimmt das elektrostatische Feld nicht mehr
iiberein mit dem Strémungsfeld. Im stationédren Zustand ergibt sich dann eine andere
Potentialverteilung als bei Feldinderungen. Im Wechselfeld kommen nun Zeit-
punkte vor, in denen sich die FeldgroBen rasch dndern und andere Zeitpunkte, in
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denen sie nahezu konstant bleiben. Im ersten Fall hat die Verschiebungsdichte auf
beiden Seiten der Grenzflichen die gleiche Normalkomponente, im anderen Fall
die Stromdichte. Withrend also im ersten Fall die Grenzflichen ladungsfrei sind, be-
finden sich im zweiten Fall an den Grenzflichen Ladungen. In einem Wechselfeld
miissen daher fortwihrend Elektrizititsmengen zu den Grenzflichen hin und wieder
fortgeschafft werden. Ihr Transport ist mit einer Warmeentwicklung verbunden,
die sich im Auftreten der dielektrischen Verluste suBert.

Eine genauere Vorstellung von diesen Verhéltnissen liefert wieder die Betrachtung
des in Abb. 98 dargestellten einfachen Falles der Inhomogenitit. In komplexer
Schreibweise gelten hier die folgenden Gleichungen:

§=1, (R%Jr joly); (467)
J=W,jwC;; (468)
uU=1u,+1u,. (469)
Daraus folgt durch Auflésen nach $:
=g+ sz - (470)
jol;  1+jol,R;

Wir bringen den Faktor von U auf die Form x- jy. Die Ausrechnung ergibt

w?C3R; (47)

T L OGP
_ 0 01 (1+020y(0,+C,) R?)
T 10 (OO B

Diesen Faktor kann man als den komplexen Leitwert eines Ersatzkondensators
auffassen, bei dem die gleiche Wechselspannung den gleichen Wechselstrom erzeugt:

(472)

Gyt+joly=z+1jy. (473)
Die scheinbare Ableitung des Kondensators ist also
Gy= _ OGR (474)
14+ w*(C1+C,)* B}
die scheinbare Kapazitat . .

Die Ableitung @, ist hier fiir Gleichstrom (w =0) verschwindend klein, der Gleich-
stromisolationswiderstand unendlich gro. Bei Wechselstrom ergibt sich jedoch ein
endlicher Isolationswiderstand. Von Interesse ist die
. A Abhéngigkeit der Ableitung und der scheinbaren Ka-

\_ pazitét von der Frequenz der Wechselstrome; sie ist
B S in Abb. 125 dargestellt. G, nihert sich mit wachsender
cl == — Frequenz einem Grenzwert, der gleich ist

T ~3a%)
v Gomax= SRR (476)
Die scheinbare Kapazitit hat fiir sehr niedrige Frequen.-
N @ zen den Anfangswert Oy = C,. Der Widerstand R, bringt
A ecupazitht und Ableitung ey die Ladungen bis an die Grenzfliche zwischen bei-
den Schichten. Bei hohen Frequenzen dagegen iiber-
wiegen die Verschiebungsstrome, die scheinbare Kapazitéit nihert sich dem Grenz-

wert C,0,

477)

Co=t,10;

Man driickt dieses Ergebnis haufig auch so aus, daB man sagt, die Kapazitéat eines
Kondensators werde durch die dielektrischen Verluste verkleinert; in Wirklichkeit
ist die umgekehrte Vorstellung die richtigere.
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Der dielektrische Verlustwinkel ergibt sich aus
Go CUGI
@0y 14 0204(C 1+02)

Seine Abhéngigkeit von der Frequenz ist in Abb. 126 dargestellt. Bei einer bestimm-
ten Frequenz hat der Verlustwinkel einen Maximalwert, der berechnet werden
kann aus tgd— 0, . P

2§C,(C1+Ce)
also unabhiingig von R; ist. Bei wirklichen Isolierstoffen
beobachtet man, daB der Verlustwinkel in einem groflen
Frequenzbereich nahezu konstant ist, dal also die wirk-
liche Kurve viel flacher verlauft als in Abb. 126. Man er- o ]
kliirt dies dadurch, daB nicht nur zwei Schichten, sondern  *5oaZ5:  yerlustwinkel cines
UngleichmiBigkeiten der verschiedensten Arten vorhanden
sind, z. B. Einschliisse verschiedener Grofe und Beschaffenheit, deren Wirkungen
sich iiberlagern, so daBl das Maximum der Verlustwinkelkurve verbreitert wird.

Die Erscheinung der dielektrischen Nachwirkung ist zuweilen als dielektrische
Hysteresis bezeichnet worden. Diese Bezeichnung ist falsch. Unter Hysteresis ver-
steht man allgemein die durch Abb. 127 veranschaulichte
Abhéngigkeit zwischen zwei Groflen A und B. VergroBert 7
man von irgendeinem Wert 4, beginnend die Grofle 4 bis 4 /T
zu dem Wert 4,, so erhilt man einen bestimmten Wert B,. ‘ |
Verkleinert man dagegen A von einem hoheren Wert 4, bis /ﬂy |
auf 4,, so erhalt man einen Wert B,, wobei B, > B;. Dieser .
Fall spielt bei den magnetischen Erscheinungen eine wichtige Yy /4|,
Rolle. Im elektrischen Feld stellt sich dagegen bei einer be- 7o
stimmten Feldstirke immer ein und derselbe Verschiebungs-  Abb.127. Hysteresis.
fluB ein, wenn hinreichend lange gewartet wird.

Die Spannungsverteilung im Zweischichtenkondensator werde noch kurz an
Hand des Zeigerdiagramms erliutert. Um dieses Diagramm aufzustellen, geht man
zweckmiBig von der Spannung U, aus, fir die man irgendeinen Wert annimmt,
Abb. 128. Damit ergeben sich aus Gl. (446) und (451) Verschiebungs- und Lei-
tungsstrom I; und I,. Sie liefern als Summe den Gesamtstrom I. Dieser erzeugt an
der Schicht mlt der Kapaz1tat C, eine Spannung U, 7
von der GréBe I/mC;, die dem Strom I um ge-
nau 90° nacheilt, da die Leitfahigkeit in dieser
Schicht Null sein soll. Damit wird die Gesamt-
spannung U durch Addition der beiden Teil-
spannungen erhalten. Der Winkel ¢ ist immer
kleiner als 909, also cos@ von Null verschieden.
Die Verlustleistung hat die Grofle UIcosp = U,I,.
Immer wenn der Verschiebungsstrom ¢; durch
Nllll. geht’ hat der Leitungs_Strom 2 ger.a’de semen Abb. 128, Zeigerdiagramm des Zweischichten-
Maximalwert; er transportiert dann die Elektri- kondensators.
zititsmenge zur Grenzfliche, die fiir das Gleich-
gewicht der Verschiebungsstréme in der darauffolgenden Zeit erforderlich ist. Die
dielektrischen Verluste entsprechen der wihrend dieses Transportes in Warme um-
gesetzten elektrischen Arbeit. Die Zeigerdiagramme haben vor der komplexen
Rechnung den Vorzug groBerer Anschaulichkeit; dagegen erfordert die komplexe
Rechnung besonders bei komplizierteren Anordnungen erheblich weniger Gedanken-
arbeit als die Aufstellung des Zeigerdiagramms.

Da der Ableitungsstrom bei wirklichen Kondensatoren immer klein gegen den
Ladestrom ist, so gelten fiir die Hintereinander- und Parallelschaltung von

tgd = (478)

@

A




122 Das elektrische Feld.

Kondensatoren bei Wechselstrom sehr genau die Formeln (185) und (186). Die
Verlustwinkel setzen sich dagegen in komplizierterer Weise zusammen. Unter der
praktisch immer zutreffenden Voraussetzung, dafl wegen der Kleinheit der Verlust-
winkel tgd~vd gesetzt werden kann, ist der komplexe Widerstand eines Konden-
sators 1 é 1

R=s a7~ o0 T j00" (479)
Bei Hintereinanderschaltung wird daher der resultierende Verlustwinkel

(% % G ..
s=Co(g gt toit ) (480)
Bei Parallelschaltung ergibt sich dagegen
1
52@;(5101+5202+5303+' ). (481)
Sind die Kapazitatswerte der Teilkondensatoren einander gleich, so wird in beiden
Fall 1
dllen 6:?(514_62_*_63_}_ s, (482)

wenn n Kondensatoren vorhanden sind.
Jeder Kondensator mit dielektrischen Verlusten 148t sich durch die beiden in
Abb. 129 gezeichneten Ersatzbilder darstellen, die einander vollkommen gleich-

P wertig sind. Man definiert jedoch die Kapazitit grundsitz-
a) lich aus dem Bild a. Die beiden Bilder o und b stimmen
——{—_—’_IWE— elektrisch iiberein, wenn
1 1
5 ul 4 Durch Gleichsetzen der reellen und imaginéren Teile folgt
—" il hieraus G \2
ADb.129. Ersatzbild des C,=C <1 + <m> ); (484)
unvollkon;r;%ri:n Konden- @
Die Ersatzkapazitit C; ist also immer grofier als C. Praktisch kann man jedoch
meist setzen C,=C; R,— w?m' (486)

Die Gleichwertigkeit der beiden Ersatzbilder wird z.B. bei der Messung der
dielektrischen Verluste mit Hilfe der WechselstrommeBbriicke benutzt. Abb. 130
zeigt die einfachste Form einer solchen Briicke (M. Wien, 1891).
Mit ~ ist der Wechselstromgenerator bezeichnet; R und R, sind
Normalwiderstinde, also Widerstinde, die auch bei Wechselstrom
die gleichen Widerstandswerte haben wie bei Gleichstrom. C, ist
ein moglichst verlustfreier, geeichter und einstellbarer Konden-
sator. Der zu untersuchende Kondensator ist mit G, C bezeichnet.
Das Briickengleichgewicht wird mit Hilfe des Wechselstrom-
galvanometers A4 (Vibrationsgalvanometer, Fernhorer, Rohren-
voltmeter) eingestellt. Es gilt dann die bekannte Bedingung
fiir das Verhiltnis der Briickenwiderstinde, die hier durch die
Abb. 180, Kapazitits- entsprechenden komplexen Widerstéinde auszudriicken ist. Da

’ die beiden linken Widerstandszweige einander gleich sind, miis-
sen auch die komplexen Widerstande der beiden Kondensatorzweige einander gleich
sein; bei nicht zu groBen Verlustwinkeln erhilt man also Kapazitit und Ableitung aus

C=0C, G=R,(wCy)% (487)

Zahlenbeispiel: Es ergebe sich bei einer Messung mit Wechselstrom von 500 Hz: (;=0,1 uF,

R;=100 2. Dann wird .
G'=R,(0,)?=100 (3140 - 0,1 . 10~ Fs~1)2 2=9,87 .
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Die Kapazitit wird C=C,=0,1 yF und der Verlustwinkel
G 9.87uSs
“wC  3140.0,1uF
Nach den Gl. (484) und (485) haben die Nahrungsformeln einen Fehler von der Grofie ¢2; er
betrigt also hier 0,1%.

Mit Hilfe der von K. W. Wagner angegebenen MefBbriicke, Abb. 131, kann
man Teilkapazititen und ihre Verlustwinkel unmittelbar messen. Die zu unter-
suchende Anordnung ist durch abc dargestellt. Sie kann beliebig viele Elektroden
enthalten, wie z. B. bei einem Kabel mit einer groferen Anzahl
von Leitungen. Um die Teilkapazitat K, zwischen zwei beliebi-
gen Leitern ¢ und b zu messen, verbindet man alle iibrigen
Leiter miteinander zu der gemein-
samen Elektrode ¢. Diese gemeinsame
Elektrode ¢ wird geerdet, wahrend
die Leiter ¢ und b in der gezeichne-
ten Weise an die Mefbriicke ange-
schlossen werden. Diese besteht aus
einer ,,Hauptbriicke” &hnlich wie
Abb. 130 und einer ,,Hilfsbriicke*,
die aus den Widerstinden R, und R,
und dem XKondensator C, gebildet

) =0,0314=3,14% .

. ner sind zwei Nullinstru-
S U wird Ferne N nstru Abb. 132. Messung von Kapazitit
Abb, 131, Hilfsbriicke mente 4, und A, vorhanden, von und Verlustwinkel bei hohen Span-

nungen.

denen A4, zur Einstellung der Haupt-
briicke (R,, C,) und A4, zur Einstellung
der Hilfsbriicke (R,, 0;) dient. Sind beide Instrumente stromlos, so haben die
Punkte ¢ und ¢ gleiches Potential. Die Teilkapazitat K, ist daher stromlos, sie
liegt parallel zum Instrument 4, Ferner liegt die Teilkapazitdt K; parallel zu dem
Zweig R, C, der Hilfs-

nach Wagner.

. . . . Tabelle 3.
briicke; sie addiert sich
zu C,. In der Hauptbriicke Material Temgeratur Fre%‘;enz é
ist dann nur noch die
Teilkapazitit K, wirk- Balata . . . . . . 20 1000 | 0,004
sam, soda Ky=Cywird. Gete s 50| 1000 | 0l003s.... 0025
Die zu K, gehorige Ablei- 2, 0™ © 20 % | oot
tung, die man entspre- 20 1000 01003
chendals Teilableitun 20 5000 | 0,0015
g
zwischen den Leitern ¢ Glimmer . . . . . gg 1 088 8’88838’8(0)}5
und b bezeichnen kann, quitonercha 15 1000 | 0,024
ergibt sich aus Gummi (weich) 20 1000 | 0,015
_ 2 Lackisolation 20 1000 0,02
G1=(0C)* R, Seideisolation . . . 20 1000 | 0,04
Zur Messung der Ka- Baumwollisolation . 20 1000 0,3
e : : Papier (trocken) . . 20 1000 0,004
pazitat und Ableitung bei 50 e b 20 50 | 0,004...0,04
_hohen Spannungen  porgeltan . . . . . 20 50 | 0,05
dient die von Schering Transformatorsl . . 17 50 | 0,005

angegebene Briicke, deren

Prinzip in Abb. 132 dargestellt ist. Mit C, ist ein verlustfreier Normalkondensator
(Luftkondensator) bezeichnet, mit C, § der zu untersuchende Kondensator. R; und
R, sind Normalwiderstinde, von denen R, regelbar ist. Parallel zu Rj liegt der
verlustfreie und regelbare MeBkondensator C;. Die Widerstinde R; und R, sind
klein gegen die Wechselstromwiderstande von C und C,, so dafi praktisch die
ganze Spannung der Stromquelle an dem MeBobjekt liegt. Die komplexen Wider-
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stinde der vier Briickenzweige sind

1 - 1 . - B, . —
=0 ®=s.0me000 MTirecy s M= (488)
Wenn A stromlos ist, so gilt R R . (489)
R R

Daraus folgt durch Einsetzen und Trennen der reellen und imaginiren Teile

0=wC;R;; (490)
ol o B

0—01Eﬂ—52‘ ~ O R, (491)

In der Tabelle 3 (8. 123) sind die Verlustwinkel einiger Isolierstoffe angegeben;
der Verlustwinkel hingt von der Temperatur ab und hat im allgemeinen bei einer
bestimmten Temperatur ein Minimum.

Zahlenbeispiel: An einem Einleiterkabel von 1km Lénge sei durch Messung mit Wechsel-
strom von 50 Hz eine Kapazitit von 0,2 uF und ein Verlustwinkel von 6=0,004 gefunden
worden. Das Kabel werde mit einer Spannung von U = 30 kV betrieben. Fiir den Effektivwert
des Ladestromes ergibt sich

As

Io=U 0 (C=30000-314-0,2.10-¢ Vs~ v = 1,884A.
Die Ableitung betrigt
G=000=0,004-314.0,2. 10—%—15‘;‘- =0,2518.

Der Ableitungsstrom ist

: Iz=UG=30000 0,251V S=0,00753 A.
Die dielektrischen Verluste betragen

N=UIz=30000-0,0075VA=0,225kW .

20. Der Durchschlag von Isolierstoffen.

Uberschreitet die Spannung zwischen zwei Elektroden, die sich in einem iso-
lierenden Stoff befinden, einen bestimmten Betrag, so verliert der Stoff seine iso-
lierenden Eigenschaften; es tritt der Durchschlag oder Durchbruch ein. Ein
Funke oder Lichthogen iiberbriickt den Zwischenraum zwischen den Elektroden
und stellt eine leitende Verbindung her. Wenn es sich um den Durchschlag der Luft
langs der Oberflache eines festen oder fliissigen Isolierstoffes handelt, so spricht man
von einem Uberschlag. Der Mechanismus des Durchschlages und des Uberschlages
ist verwickelt und nur zum Teil geklart.

Am einfachsten liegen die Verhéltnisse bei den Gasen. Die Gase sind unter
normalen Bedingungen so schlechte Leiter, daB sich auch mit den empfindlichsten
Galvanometern kein Strom bei niedrigen Spannungen nachweisen 1ifit. MeBbare,
wenn auch auBerordentlich kleine Stréme ergeben sich,
wenn das Gas einem sogenannten Ionisator ausgesetzt wird,
/  z.B. Rontgenstrahlen. Es zeigt sich, daf in diesem Fall die
- Stromstirke in der durch Abb. 133 veranschaulichten Weise

¢_ von der Spannung zwischen den Elektroden abhingt. Bei
Spannungen unterhalb einer gewissen Grenze wichst der
Strom mit der Spannung. Er nahert sich dann einem Grenz-
wert, dem sogenannten Sattigungsstrom. Wird die Span-
nung immer weiter gesteigert, so ergibt sich ein zweiter Anstieg des Stromes, der
schlieBlich zu einer sichtbaren Entladung zwischen den Elektroden, also zum
Durchbruch fiihrt.

Dieser Verlauf der Stromspannungscharakteristik erklirt sich folgendermafen.
Durch den Ionisator wird ein Teil der Luftmolekiile in die positiven und negativen
Tonen aufgespalten. Diese Ionen bewegen sich im elektrischen Feld entsprechend ihrer

Abb. 133, Charakteristik einer
unselbstiindigen Gasentladung.
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Ladung zur negativen oder positiven Elektrode; es entsteht ein elektrischer Strom.
An den Elektroden geben die Ionen ihre elektrische Ladung ab. Aulerdem ergibt
sich stéindig ein Verlust an Ionen dadurch, daB sich positive und negative Ionen
wieder vereinigen. Die Stromstéirke ist dadurch bestimmt, dafl sich ein Gleichge-
wichtszustand einstellt zwischen der Zahl der in der Zeiteinheit vom Ionisator er-
zeugten Ionen und der durch Wiedervereinigung und Abwanderung verschwindenden.
Man bezeichnet eine derartige Stromung durch ein Gas als unselbstandige Gas-
entladung. Steigert man die Spannung, so wichst die Stromstéirke; sie 146t sich
aber nur bis zu einer gewissen Grenze erhéhen, bei der die Ionen im gleichen Mal}
weggefiihrt wie erzeugt werden. Dann ergibt sich der Sattigungsstrom, der durch den
horizontalen Teil der Kurve, Abb. 133, gekennzeichnet ist.

Neue Erscheinungen treten ein, wenn die Spannung weiter erhéht wird. Die Ionen
werden mit immer gréflerer Geschwindigkeit durch die Gasmolekiile hindurch-
gezogen, bis sie schlieBllich durch ihre kinetische Energie befahigt sind, neutrale Gas-
molekiile zu zerstéren. Bei diesem Vorgang, den man als StoBionisation be-
zeichnet, bilden die Tonen selbst wieder neue Ionen, so dafl die Stromstirke rasch
ansteigt (gestrichelter Teil der Kurve in Abb. 133). Der Strom kann sich schliellich
selbst unterhalten; es entsteht die selbsténdige Gasentladung.

Eine gewisse Fremdionisierung der Gase ist praktisch immer vorhanden. Sie wird
hervorgerufen durch Lichtstrahlen, kurzwellige Hohenstrahlen, radioaktive Stoffe,
so daf immer eine Stromspannungscharakteristik nach Abb. 133 vorliegt, wenn sie
auch nicht in einfacher Weise der Messung zuginglich ist. Diese Erscheinungen sind
fiir die Elektrotechnik von Bedeutung, da sie die Vorstufe zum Durchschlag bilden,
bei dem die Entladung als selbsténdige Entladung zwischen den Elektroden vor
sich geht. Von Interesse sind hier besonders die Vorgiinge in dem gestrichelten Teil
der Kurve. Eine genauere Vorstellung von dem Zustandekommen des Stromes in
diesem Gebiet erhilt man durch die folgende Uberlegung (J. Townsend, 1905).

Es seien zwei plattenformige Elektroden mit dem Abstand @ vorhanden, zwischen
denen die Entladung hervorgerufen wird. Den senkrechten Abstand eines Punktes
im Zwischenraum von der negativen Platte bezeichnen wir mit x. Ferner bezeichne:

n, die Zahl der in der Volumeneinheit des Gases vorhandenen negativen Ladungs-
trager (Ionen oder Elektronen),

v; ihre Geschwindigkeit,

n, die Zahl der in der Volumeneinheit des Gases vorhandenen positiven Ionen,

v, ihre Geschwindigkeit.

Die ionisierende Wirkung der Ladungstriger kennzeichnet man durch die Ioni-
sierungszahlen o und §. Man versteht darunter die Zahl der Ionenpaare, die von
einem negativen bzw. positiven Triger je Lingeneinheit des Weges erzeugt werden.
Diese Zahlen héngen von der Geschwindigkeit ab, mit der die Ionen durch das Gas
wandern, da die StoSwirkung der Tonen mit ihrer kinetischen Energie, also mit der
Geschwindigkeit wichst. Die Geschwindigkeit ist wieder um so gréBer, je groBer
die Feldstéirke ist; o und § wachsen daher mit der Feldstérke.

Betrachten wir nun ein Volumenelement des Gases von der Lange dx und dem
Querschnitt F. Da in dem Volumenelement Ladungstriger durch StoBionisation
erzeugt werden, so treten weniger Triger an der einen Grundfliche ein, wie an der
anderen herauskommen. Die negativen Ladungstriger wandern in der Richtung der
xz-Achse; wihrend eines Zeitabschnittes df treten

Fnyv di
Tr:'a}ger in das Volumenelement ein; an der anderen Grundfliche treten wihrend des
gleichen Zeitabschnittes Fogoydi+F d(ny0;) dndt

Jx
Tréger aus. Die Zunahme betrigt also in der Zeiteinheit Fdxa(—%%l) und %:%Ll)
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in der Volumeneinheit und Zeiteinheit; sie entsteht infolge der StoBwirkung der
negativen und positiven Tréiger. Ein negativer Trager erzeugt adx negative Triger
langs der Strecke dz. Er braucht zum Durchlaufen dieser Strecke die Zeit dx/v;. In
der Zeiteinheit erzeugt also ein negativer Triger «.v; neue negative Trager. Da in der
Volumeneinheit n, Triger vorhanden sind, so ergibt sich in der Volumeneinheit und
Zeiteinheit eine Zunahme der negativen Trager um ¢.n,v,. Genau so findet man, daf3
die positiven Ionen eine Zunahme der negativen Ionen um fn,v, zur Folge haben. Im
Gleichgewichtszustand mufl daher sein

Oy )_

in =any v+ LNy, . (492)
Durch eine entsprechende Uberlegung ergibt sich fiir die Zunahme der positiven
Ionen 0
%%%—): —any v, — PNy 0y, (493)
Die Stromdichte ist die in der Zeiteinheit durch die Querschnittseinheit flieBende
Elektrizitdtsmenge, also | &= (nyv,+ 1500 g, (494)
wobei ¢ die Ladung eines Trigers bezeichnet. Damit ergibt sich aus Gl. (492)
d
—(“7%}‘12:(“—5)"17]14‘5]@1- (495)

Um diese Differentialgleichung zu integrieren, betrachten wir n,v; als unbekannte
Verinderliche; da die Stromdichte |§| bei stationirer Strémung unabhiingig von
2 sein muB}, so findet man

MU =— &5_/3%‘ | +kyelsPa. (496)

Die Beobachtungen ergeben, daB « erheblich gréfer
als f ist; die Dichte des negativen Stromes steigt also
nach der positiven Elektrode hin stark an. Entsprechend
nimmt die des positiven Stromes n, v, ab, so daf} sich
die durch Abb. 134 veranschaulichte unsymmetrische

. .. Verteilung der Strome ergibt; in der Nahe der nega-
Abb'gﬁstﬂﬁé@ﬁ‘%ﬁerﬁﬁdﬁg " tiven Elelgtrode andert sio% das Verhaltnis der beid%en
Stromdichten langsamer als an der positiven Elek-

trode. Die Stromstarke selbst ist davon abhingig, wie stark die Fremdionisation ist.
Wire keine Fremdionisation vorhanden, so wire fiir =0 auch #n,v, =0 zu setzen.
Damit folgt aber |65 =0; es wiirde kein Strom entstehen; die Strémung ist nicht
selbstéindig. Hat dagegen der negative Strom einen bestimmten Anfangswert fiir £ =0:

gnv=| G/, (497)
werden also an der Kathode auf irgendeine Weise Tonen erzeugt, so ergibt sich
fiir die Konstante k, der Wert

k=1 (160 +525161); (498)

damit wird Gl. (496):
g v =— ;f—ﬁ| @]+®oe(“_ﬂ)”+£ﬁl & le@h e, (499)

Fir x=qa ist die gesamte Stromdichte praktisch gleich gn,v,. Setzt man dies
ein, so erhilt man bei Auflésung nach |@]:

oa—B)elo—B)a
[CIERCAR -t

a—pea-pa * (500)

Da nun die beiden Ionisierungszahlen o und g mit der Feldstiirke wachsen, so wird
bei steigender Feldstérke der zweite Ausdruck im Nenner immer gréBer gegen den
ersten, bis schlieflich beide Ausdriicke einander gleich sind. Dann geniigt schon eine
beliebig kleine Anfangsionisierung, um beliebig groBe Stréme zu erzeugen; ein
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stabiler Strom ist nicht mehr moglich, die Stromstirke wichst fortgesetzt, soweit
es die Stromquelle zuléfit. Das Nullwerden des Nenners liefert also die Bedingung
fiir das Einsetzen des Durchschlags

a:‘ge(uvﬂ) a. (5()1)

Da o grof} gegen g ist, so kann man mit einer gewissen Annsherung auch schreiben
o

5= €*e, (502)

Die Beobachtungen zeigen nun, dall das Verhaltnis der negativen zur positiven
Tonisierungszahl nahezu unabhingig von der Feldstérke ist, so daB man setzen kann

k=%=e““; (503)
daraus ergibt sich die Durchschlagsbedingung
ca=Ink. (504)

Aus Messungen wurde fir die Abhéngigkeit zwischen o und der Feldstirke &

von verschiedenen Autoren die folgende empirische Beziehung abgeleitet:
a= (€| —[C,|)>. (505)

Dabei ist |€y| =23 kV/em, y=0,14 cm/kV? fiir Luft von Atmosphérendruck. Bei
23 kV/em beginnt also in Luft die Stolionisation. Setzt man Gl. (505) in die Durch-
schlagsbedingungen ein, so folgt fiir die Feldstérke, bei der der Durchschlag zwischen
parallelen Platten einsetzt,
kV Inkem kV
Man bezeichnet diese Grofie als die Durchschlagfestigkeit oder Durchschlagfeld-
stirke der Luft. Durch Vergleich der beobachteten mit den berechneten Werten
ergibt sich In k=7, also k=1100. Die Durch- G
schlagfeldstiirke hingt danach in der durch Abb. 135 %
dargestellten Weise von dem Abstand @ zwischen
den Elektroden ab; sie ist also bei ditnnen Schich- %
ten grofer als in dicken Schichten.

Die bisherigen Uberlegungen beziehen sich auf “I°¢,
ein homogenes elektrisches Feld. Ist das Feld nicht L Ll Lt 1
homogen, wie etwa zwischen Zylinderelektroden, %7 2 7 # 4§ ¢ 7in

so kann man eine #dhnliche Betrachtung anstellen, Abb.135. Durchschlagfeldstiirke bei
die aber zu komplizierten Durchschlagsbedingm- paralielen Plattenclektroden.
gen fithrt. Zu einer angeniherten Formulierung kommt man auf folgende Weise:
Die GI. (504) sagt aus, daB der Durchschlag des Gases dann eintritt, wenn auf
dem Wege von der negativen zur positiven Elektrode von einem negativen Ladungs-
trager eine ganz bestimmte Zahl von Ionenpaaren, nimlich In %, gebildet wird. Bei
Luft miissen mindestens sieben Ionenpaare von jedem negativen Ion erzeugt werden,
wenn der Durchschlag eintreten soll. In einem nicht homogenen Feld #ndert sich
die Feldstirke lings der Ionenwege, es dndert sich infolgedessen auch «. Auf der
Streckedx werdenadxzIonenpaare gebildet, auf dem ganzen Weg von der Lingea daher

a
f odx. Wenn dieses Integral auf irgendeiner Verschiebungslinie mindestens den
0

Wert In % erreicht, dann setzt der Durchschlag ein. Damit ergibt sich die erweiterte
Durchschlagsbedingung (Schumann, 1922)

a
Joade=Ink. (507)
0

Als Beispiel werde eine Doppelleitung aus zwei parallelen Drahten vom Abstand a
mit dem Drahtradius r, betrachtet. Ist der Abstand beider Drihte grofl gegen r,,
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80 hat die Feldstérke in der Umgebung eines Drahtes im Abstand r von der Draht-
achse nach Abschnitt 12, Gl. (237), den Wert

=16, ", (508)
wobei €, die elektrische Feldstirke an der Drahtoberfliche bezeichnet. Damit wird
h Gl. (505 ) ,
nac ( ) a:y(\%t@dl“—;@0\>2 fiir }@|>@0,

a=0 fir |€|<G,.

Bei Anwendung der Durchschlagsbedingung (507) hat man daher von r =17, (€ =€)
bis zu einem Radius r; zu integrieren, fiir den € =, ist. Dieser Radius betrigt nach
Gl. (508 €

(508) 1="9 E*@:—i . (509)
Nur innerhalb eines Zylinders von diesem Radius findet die StoBionisation statt. Der
Leiter tiberzieht sich mit einer glimmenden Haut von der Stirke b = r, — r, (Korona).
Die Durchschlagsbedingung lautet nun

71

Vf(%i@dl—l@oifdr:lnk, (510)
und man erhélt durch Ausfithren der Integration
Ink (|G, |€al, €]\
= —1—-2:=5Ini=% ) . 511
n=e (s 12l ) Gy

Man kann damit fiir verschiedene willkiirlich angenommene Werte von |€,| den
zugehorigen Radius 7,, bei dem der Durchschlag gerade einsetzt, berechnen und erhilt
so die in Abb. 136 dargestellte Abhingigkeit der
Durchbruchfeldstirke vom Leiterradius. Mit Hilfe
von GL (509) kann man ferner die Dicke & der
Glimmhaut beim Ein-

setzen des Durchschlags ]

berechnen; sie ist in o

Abb. 137 dargestellt. Man

kann dieses Ergebnisauch

so ausdriicken, daf3 man

y | | [ % sagt: Der Durchschlag
0 7 z Jém

; X I I S R R U
setzt erst ein, wenn die , 7 77 7 5 45

Abb. 136. Durchschlagfeldstirke an kritische Feldstirke @0 in
Drihten. . .

einem gewissen Abstand b

von demDraht erreicht ist.

Gegeniiber diesen theoretischen Werten ergeben sich praktisch Unterschiede,

die dadurch bedingt sind, daB bei den Feldstiarkeberechnungen ideal glatte Ober-

flachen vorausgesetzt sind. Unebenheiten ergeben eine srtliche Erhohung der Feld-

stirke und erniedrigen damit die Spannung, die notwendig ist, um den Durchbruch

der Luft einzuleiten. Ferner wurde die durch die Raumladung entstehende Feld-
dnderung nicht beriicksichtigt.

Hinsichtlich der Abhiingigkeit vom Gasdruck liefert die Theorie folgendes. Die

kinetische Energie eines Elektrons ist nach dem Durchlaufen einer Spannung U

1,2
smvi=el.

Das Elektron erwirbt diese Energie zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zusammen-

st6Ben mit Molekiilen. Ist I die dabei durchlaufene Weglinge, so ergibt sich
eU=e|E|l.

Das Elektron ist zur Zertrimmerung eines neutralen Molekiils befihigt, wenn diese

Abb. 137. Dicke der Glimmhaut.
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kinetische Energie einen bestimmten Mindestwert erreicht hat. Nun ist die freie
Weglinge I umgekehrt proportional der Gasdichte, also nach der Zustandsgleichung
der Gase proportional der absoluten Temperatur 77 und umgekehrt proportional
dem Gasdruck p. Die kinetische Energie ist daher proportional |€|7'/p. Von diesem
Ausdruck hingt die Ionisierungsfihigkeit der Elektronen ab. Andererseits wird
die Wahrscheinlichkeit, dafl beim Durchlaufen eines bestimmten lingeren Weges
eine gewisse Anzahl von Molekiilen zertriimmert wird, um so gréler sein, je dichter
die Molekiile nebeneinander liegen. Die Ionisierungszahl « mufl daher bei ein und
derselben Ionisierungsfihigkeit der Elektronen proportional p/T sein. Es 146t sich
also der Ansatz machen

[t T
“’"’Tfl( P ): “-71( >,
wobei f, eine Funktion von |E|7/p allein ist. Genau so gilt auch
€T
rl—p,(E0).

Die Durchschlagsbedingung (502) fiir parallele Plattenelektroden lautet daher

€T L
fl(\l@?:ﬂ) — (LG,!—T)
1(57)

Fithrt man die Durchschlagsspannung U;=a|€| ein, so folgt hieraus, dal bei
konstanter Temperatur die Durchschlagsspannung eine Funktion von ap
allein ist (Paschen, 1889): Ug=f(ap). (512)

Wird der Gasdruck verdoppelt, so kann also der Abstand bei gleicher Durchschlags-
spannung auf die Halfte herabgesetzt werden. Es folgt daraus jedoch nicht, daB bei
einer VergroBerung des Druckes die Durchschlagfestigkeit immer zunehmen mulf3;
die Funktion f hat ndmlich fiir einen bestimmten Wert von ap ein Minimum. Das
Minimum liegt fiir Luft von 20°C bei etwa ap=0,0075 mm at und hat den Wert
U,=327 Volt. Bei Abstinden von iiber 0,0075 mm und einem Druck von iiber
1 at ergibt also eine Drucksteigerung immer eine Zunahme der Durchschlagfestigkeit.
Das Paschensche Gesetz gilt jedoch nur, solange die durch die freien Ionen ver-
ursachte Raumladung die Potentialverteilung nicht wesentlich beeinflufit; das ist
bis zu einem Druck von etwa 20 at der Fall.
Bei Beriicksichtigung der Temperatur ergibt sich das Ahnlichkeitsgesetz:

U,= f(ﬂT’i) . (513)
Mit wachsender Temperatur erniedrigt sich bei normalem Luftdruck die Durch-

schlagfestigkeit.

Die Erscheinungen beim Durchschlag fliissiger und fester Isolierstoffe
sind noch verhaltnismafBig wenig geklart, obwohl bereits ein sehr umfangreiches
Beobachtungsmaterial vorliegt. Die Molekiile sind hier viel dichter gepackt, die freie
Weglinge der Ionen ist daher erheblich kleiner als in den Gasen. Dementsprechend
ist auch das Ionisierungsvermégen der Ionen gering.

Der Durchschlag fester Isolierstoffe ist aufzufassen als eine Zerstérung des
molekularen Gefiiges oder der Molekiile selbst. Zwei Ursachen einer solchen Zer-
storung konnen grundsitzlich in Betracht kommen:

1. die mechanischen Krifte des elektrischen Feldes,

2. die Ionenbewegung.

Auf die positiv und negativ elektrischen Bestandteile der Atome werden im
elektrischen Feld Krifte von der in Abschnitt 14 besprochenen Art ausgeiibt, die
eine Trennung der Atombestandteile anstreben. Es zeigt sich aber, da die mecha-

Kiipfmiiller, Elektrotechnik. 9
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nischen Krifte, die erforderlich sind um die Molekiile in ihre Bestandteile zu zer-
legen, auBerordentlich groB sind. Man kann berechnen, dafl die elektrische Feld-
stirke in der GroBenordnung von 100 000 kV/em liegen miilte, um eine solche
Spaltung herbeizufithren. Die Durchschlagfeldstirken der praktisch verwendeten
Isolierstoffe sind erfahrungsgemif einige Zehnerpotenzen niedriger. Andererseits
zeigt sich bei manchen Stoffen, daf die zum Durchschlag notwendige Feldstéirke
mit zunehmender Reinheit des Stoffes immer weiter wichst. Es ist daher wahr-
scheinlich, daB diese Form des ,,mechanisch-elektrischen Durchschlages
nur bei vollkommen reinen Stoffen mit idealer Gruppierung der Molekiile (Kristalle)
und bei Dicken unter 105 cm (siehe S.131) eine Rolle spielt, und daf der Durch-
schlag bei wirklichen Isolierstoffen groferer Dicke wesentlich durch Verunreinigungen
und Beimengungen beeinflut wird. Praktisch diirfte daher die zweite Ursache des
Durchschlags maligebend sein. Auch hier sind wiederum zwei verschiedene Formen
der Zerstérung des Stoffes méglich, namlich durch Wiarmeschwingungen der
Jonen (Schmelzen, Verbrennen des Stoffes) und durch StoBionisation #hnlich
wie in Gasen. Die erste Form bezeichnet man als den Warmedurchschlag, die
zweite als den Ionisierungsdurchschlag. Bei der komplizierten Struktur der
in der Technik verwendeten Isolierstoffe werden sich im allgemeinen beide Formen
des Durchschlages iiberlagern, wobei der eine Vorgang vorherrschen kann.

Der Warmedurchschlag kann aus der Abhingigkeit der Leitfahigkeit der
Isolierstoffe von der Temperatur erklart werden. Die infolge der Leitfahigkeit ent-
stehende Joulesche Warme erhoht die Temperatur und vergroBert damit die Leit-
fahigkeit. Daher wéchst bei konstanter Spannung zwischen den Elektroden die in
der Zeiteinheit erzeugte Warmemenge, und es steigern sich Temperatur und Leit-
fahigkeit gegenseitig bis zur Zerstorung des Stoffes. Dieser Vorgang setzt an einer
Stelle des Nichtleiters ein, wo infolge irgendwelcher UngleichmiBigkeiten oder

Verunreinigungen die Leitfihigkeit besonders grof ist; es bildet
§ sich an dieser Stelle ein Kanal, in dem die Stromstirke mehr und
A mehr wichst.

Abb. 138. Kanal Einen niheren Einblick in die Bedingungen bei einem derartigen
h(’hererkel,}%l_mhlg' Durchschlagsvorgang erhélt man, wenn man das Schicksal eines be-

reits gebildeten Kanals hoherer Leitfahigkeit verfolgt. Der Kanal,
Abb. 138, hat zwar in Wirklichkeit keine scharfen Grenzen; wir schreiben ihm aber
zur Vereinfachung einen bestimmten Querschnitt F zu; er habe ferner die Linge [,
die der Dicke des Isolierstoffes entspricht. Dann ist der Widerstand

l
Bezeichnet U die Spannung zwischen den Enden des Kanals, so ist die in der Zeit-
einheit erzeugte Wirmemenge U*> U2xF
R l
Diese Wiarmemenge deckt im Gleichgewichtszustand die von dem Kanal abflieBende
Wiarmemenge. Nimmt man an, dal die Wiarme hauptsichlich quer vom Kanal weg-
strémt, so ist die in der Zeiteinheit abgeleitete Wiarmemenge niherungsweise
kLYF 9,
wobei ¢ die Ubertemperatur des Kanals bezeichnet, & eine Warmeleitungskonstante.
Wenn also ein Gleichgewichtszustand bestehen soll, so muB sein
Tl k1yFo. (514)

Die Leitfahigkeit x ist eine mit der Temperatur zunehmende Funktion; ein einfacher
Ansatz, der sich bei manchen Stoffen gut mit den wirklichen Befunden deckt und
der einen Uberblick iiber die Durchschlagsbedingungen ermoglicht, ist

n=2xge*?; (515)
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. . -~
es wird damit Gl. (514) L;;%E Y (516)
Solange der links stehende Ausdruck grofer ist als der rechte, iiberwiegt die er-
zeugte Warmemenge die abgeleitete, die Temperatur muf3 daher steigen. In Abb. 139
sind die beiden Ausdriicke graphisch dargestellt; die Tem-
peratur wichst bis zu dem Schnittpunkt 4,,. Steigert man
die Spannung, dann verschiebt sich die Exponentialkurve
nach oben, die Ubertemperatur des Kanals wird groBer,
bis sich schliefilich die beiden Kurven gerade tangieren.
Dann ist stindig die erzeugte Warmemenge grofer als
die abgeleitete. Die Temperatur steigt unbegrenzt. Die
Stromleitung ist labil geworden; die Temperatursteige- Ca
rung fiihrt zur Zerstorung des Isolierstoffes. Dieser Grenz- 7 %,

fall ist dadurch bestimmt, daB die Differentialquotienten Abb. 139. Graphische Bestim-
mung der Ubertemperatur des

der Ausdriicke auf beiden Seiten von Gl. (516) einander Kanals.
leich sind: 2, VF

& 0 ol oy, (517)
Aus den GL. (516) und (517) folgt 49—1; (518)
dies ergibt mit Gl. (516) als Bedingung fiir die Spannung, bei der gerade der Durch-
schlag einsetzt, %

U= ll/ — (519)

axe) F

Die Durchschlagspannung wird hiernach kleiner, wenn die Temperatur des Isolier-
stoffes von auen her erhoht wird, da dann die Anfangsleitfahigkeit », grofier wird.
Sie ist ferner proportional /, also der Dicke des Isolierstoffes. Fiir diese Abhingigkeit
ist jedoch die bei der Ableitung gemachte Voraussetzung wesentlich, dal die Warme
senkrecht zur Kanalachse abflieSt. In Wirklichkeit wird immer eine gewisse Wirme-
stromung zu den Elektroden hin stattfinden, besonders wenn es sich um diinne
Isolierstoffschichten handelt. Dann ergibt sich eine nicht proportionale Zunahme
der Spannung mit der Schichtdicke, wie sie tatsdchlich beobachtet wird. Besonders
bei ganz diinnen Schichten ist diese longitudinale Warmeableitung wahrscheinlich
erheblich; damit stimmt die Beobachtung iiberein, daff die Durchschlagfeldstirke
bei Verkleinerung der Dicke des Isolierstoffes stark zunimmt, so daf3 man bei Dicken
von der GroBenordnung 1075 cm in das Gebiet des mechanisch-elektrischen Durch-
schlages gelangen kann. Bei Wechselstrom haben noch die dielektrischen Verluste
einen Einfluf auf die Durchschlagfeldstirke, da sie eine zusitzliche Erwérmung und
damit eine VergroBerung der Leitfahigkeit des Isolierstoffes ergeben. Die Durch-
schlagsfeldstéirke wird daher bei hoheren Frequenzen kleiner.

Messungen der Leitfahigkeit von Isolierstoffen mit hohen Feldstarken zeigen, daf
bei den meisten Stoffen von einer gewissen Feldstirke ab eine starke Zunahme der
Leitfahigkeit einsetzt. Man fithrt diese Zunahme auf Ionisierungserscheinungen
innerhalb des Isolierstoffes zuriick. Ein praktisch hiufiger und wichtiger Fall ist der,
daB8 Lufteinschliisse im Isolierstoff vorhanden sind, entweder zufilliger Art, z. B.
Hohlraume in Olpapierkabeln, oder infolge von Porositéit, wie z. B. bei Porzellan
und trockenem Papier. In solchen Lufteinschliissen spielen sich die gleichen Vor-
gange der Stofionisierung ab wie beim Durchschlag von Gasen. Die dadurch ent-
wickelte Warme beschleunigt den vollstindigen Durchbruch der festen Bestand-
teile des Isolierstoffes. Von Bedeutung ist dabei noch, daB die elektrische Feldstirke
in den Luftraumen erheblich hohere Werte haben kann als im festen Stoff, da der
Verschiebungsflul an den Grenzflichen stetig iibergeht. Auch wenn keine Luftein-
schliisse vorhanden sind, kénnen &hnliche Vorgéinge in irgendwelchen festen Verun-
reinigungen auftreten, deren Ionen bei geniigend hoher Feldstarke neutrale Molekiile

9*
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zertriimmern, so daB ein Zuwachs an Tonen und damit ein Zuwachs der Leitfahigkeit
entsteht. Ein reiner Ionisierungsdurchschlag liegt vor, wenn die StoBionisation
zur Zerstorung des Stoffes ausreicht. Das ist z. B. bei trockenem Papier der Fall.
Im allgemeinen unterstiitzt die StoBionisation den Warmedurchschlag. Man kann
ihren EinfluB dadurch beriicksichtigen,da man fiir die Leitfahigkeit noch eine Ab-
hiangigkeit von der Feldstirke annimmt, z. B.

o
—_— %Qe S—
*= 1-FIE) (520)
Fiir parallele Plattenelektroden folgt mit diesem Ansatz aus Gl. (519)
U= —4 (521)
14+ -0,

Die Ionenbildung setzt die Durchschlagspannung herab. Man bezeichnet diese Form
des Durchschlags als wiarme-elektrischen Durchschlag.

Die folgende Tabelle gibt die GroBenordnung der Durchschlagfestigkeit von
einigen Isolierstoffen an.

Hartpapier. . . . . . . . 10...100 kV/em
Pertinax. . . . . . . .. 100...150
Porzellan . . . . . . .. 150...250 ,,
Mikanit . . . . . . . . . 250...350
Glas, Glimmer . . . . . . 400...600 ,,

Die Durchschlagfeldstirke ist keine Materialkonstante wie etwa & oder x, sondern
immer von der ganzen Anordnung abhingig. Sie ist etwa zu vergleichen mit der
Stromdichte, bei der ein Leiter durchschmilzt; auch diese ist keine Eigenschaft des
Stoffes allein, sondern noch von anderen Bedingungen abhéngig, wie Leiterform,
Wirmeableitung, Stromart. Auch von der Zeitdauer der Einwirkung ist die Durch-
schlagfeldstirke abhingig, und zwar ist bei kiirzerer Beanspruchung eine hohere
Feldstirke fiir den Durchschlag erforderlich, eine Erscheinung, die sich aus der
Wirmetheorie erklért.

Eine genauere Theorie des Durchschlags von fliissigen Isolierstoffen
existiert noch nicht. Von sehr groBem EinfluB8 sind hier Verunreinigungen, insbe-
sondere Beimengungen von Wasser, Faserstoffen und Gasen; sie setzen die Durch-
schlagfeldstirke herab. Es ist daher wahrscheinlich, daf der Durchschlag von diesen
Beimengungen ausgeht, entweder dadurch, daB sich unter dem Einfluf der Feld-
krafte leitende Briicken aus den Beimengungen bilden, oder dadurch, da$ in den Bei-
mengungen StoBionisation auftritt. Bei leitenden fliissigen Beimengungen kann auch
infolge starker ortlicher Erwéirmung eine Dampfbildung entstehen, so daf der Durch-
schlag im Dampf nach Art eines Gasdurchschlages eingeleitet wird. Je sorgfaltiger
die Beimengungen der Ole beseitigt werden, um so hoher ist die Durchschlagfeld-
stirke. Bei sehr groer Reinheit und hohen Feldstirken ist dann noch der Fall denk-
bar, daB die Jonen (z. B. des Wassers) eine solche Geschwindigkeit erlangen, daf
sie zur Zerstérung neutraler Olmolekiile fiihren. Die Durchschlagfeldstiirken der
Transformatorenole liegen je nach Reinheit zwischen 50 und 300 kV/cm.

Die Erscheinungen des Uberschlages langs der Oberfliche fester oder flissiger
Isolierstoffe sind ebenfalls ziemlich verwickelt. Es zeigt sich, daB der Uberschlag
schon bei erheblich niedrigerer Spannung eintritt, als es dem Durchschlag auf dem
Luftwege entsprechen wiirde, eine Erscheinung, die man folgendermafBen erkliren
kann. Langs der Oberfliche bilden sich bei Steigerung der Spannung Biischelent-
ladungen, die von den Elektroden ausgehen; sie ionisieren die Luft und haben Raum-
ladungen zur Folge, so dafl das Potentialgefalle auf einen kleineren Raum zusammen-
geschoben wird. Sind die beiden Elektroden durch einen isolierenden Steg getrennt,
der iiber die Elektroden hinausragt, so kénnen die Ionen gleichen Vorzeichens am
Ende der Biischel nicht abwandern, da sie durch die Feldkrifte gegen den Steg ge-
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preBit werden; es sind daher am Ende der Biischel vorwiegend Ionen mit dem Vor-
zeichen der betreffenden Elektrode vorhanden. Dadurch ergibt sich dort eine o6rt-
liche VergroBlerung der Feldstirke, die wieder zu einer weiteren Ausdehnung des
Biischels und schlieflich zur Bildung von verhéltnismaBig langsam wandernden
Funken fiihrt (Gleitfunken); die Gasentladung schiebt langs der Oberfliche des
Isolierstoffes eine Raumladung und damit ein starkes Potentialgefalle vor sich her.
Die mittlere tangentielle Feldstirke, bei der ein Uberschlag in Luft stattfindet, liegt
zwischen 7 und 10 kV/em; sie nimmt bei hoherer Luftfeuchtigkeit bis auf Werte von
etwa 4 bis 5 kV/cm ab. Der Einflufy der Luftfeuchtigkeit erklirt sich dadurch, daB
auf der Oberfliche des Isolierstoffes eine feuchte Haut entsteht, die die Funken-
bildung unterstiitzt.

Drittes Kapitel.

Das magnetische Feld.

I. Das ruhende magnetische Feld.
21. Grundbegriffe des magnetischen Feldes, Induktionsgesetz.

Wie mit dem Vorhandensein elektrischer Spannungen immer ein elektrisches Feld
verbunden ist, so tritt immer ein magnetisches Feld auf, wenn elektrische Strome
flieBen, wenn sich also elektrische Ladungen bewegen. Ein ruhendes magnetisches
Feld entsteht, wenn es sich um Gleichstrom handelt. Das magnetische Feld kann wie
das elektrische durch Kraftlinien veranschaulicht werden. Von dem Verlauf dieser
Linien geben die bekannten Versuche mit Eisenspinen eine Vorstellung. Auf lang-
gestreckte weiche Eisenspine oder auf Magnete werden im magnetischen Feld
mechanische Kréfte ausgeiibt, die die Eisenspéine in
eine bestimmte Richtung zu drehen suchen. Dadurch
wird die Kraftlinienrichtung an jeder Stelle des Feldes
definiert. Die Gesamtheit der Kraftlinien, die man
hier als magnetische Induktionslinien oder ma-
gnetische Kraftlinien bezeichnet, nennt man den
magnetischen InduktionsfluBl; er steht in Ana-
logie zu dem VerschiebungsfluBl im elektrischen Feld.

Den Verlauf der Kraftlinien kann man untersuchen,
wenn man eine kleine Magnetnadel, die sich nach allen
Richtungen hin frei drehen kann, in das magnetische Abb.140. Magnetische Kraftlinien
Feld bringt. Sie stellt sich in die Kraftlinienrichtung iner Drahtspule.
ein, und man setzt willkiirlich einen Richtungssinn der Kraftlinien fest, indem man
sagt, der Nordpol der Magnetnadel zeige in die Richtung der Kraftlinien. Denkt
man sich die Magnetnadel in dieser Richtung ein kleines Stiick weiter bewegt, so
wird sie ihre Richtung ganz wenig andern. Bewegt man sie fortgesetzt in der neuen
Richtung um ein kleines Stiickchen weiter, so erhilt man den rdumlichen Verlauf
einer Kraftlinie. Es ergibt sich, daB alle Kraftlinien in sich geschlossene
Kurven bilden, die mit dem elektrischen Stromkreis, der sie erzeugt,
verkettet sind wie die Glieder einer Kette. Bei einer von Strom durchflossenen
Drahtspule nach Abb. 140 findet man z. B. Kraftlinien der gestrichelt eingezeich-
neten Formen. Thre Richtung steht zur Stromrichtung im Leiter in der gleichen
Beziehung wie die Drehrichtung einer Rechtsschraube zur axialen Bewegungsrichtung.

Der besondere Zustand des Raumes, der von einem magnetischen Feld ausge-
fiillt wird, ist gekennzeichnet durch mechanische Kraftwirkungen und elek-
trische Induktionswirkungen. Wie im elektrischen Feld die mechanischen
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Kraftwirkungen zur Definition der Feldstirke dienen, so kénnen hier beide Wir-
kungen zur Ableitung eines MafBes fiir die Stirke des magnetischen Feldes benutzt
werden.

a) Die mechanische Kraftwirkung. Bringt man in das magnetische Feld eines
raumlich festliegenden Leiters einen zweiten von Strom durchflossenen Leiter, so
wird auf diesen eine mechanische Kraft ausgeiibt. Zur Messung dieser Kraft kann

N N im Prinzip eine Einrichtung nach Abb.141 dienen.
Ein kurzer Kupferstab (,,Mefstab‘) taucht in zwei
Quecksilbernipfe ein, die den Strom I zufithren.

L 7 Die auf den MeBstab von der Liange I ausgeiibte
@ R\ Kraft kann mit einer Federwage oder mit Gegen-
sl gewichten bestimmt werden. Derartige Messungen

Abb. 141. MeBstab zur Bestimmung der zeigen nun:

magnetischen Induktion. 1. Die Kraft P hangt an jeder Stelle des Mag-
netfeldes von der Richtung des MeBstabes gegeniiber der Richtung der Kraft-
linien ab. Wenn der Stab mit einer Kraftlinie zusammenfillt, so wird keine Kraft
auf ihn ausgeiibt. Die grofite Kraft ergibt sich, wenn der Stab von den Kraftlinien
senkrecht geschnitten wird. Andert man den Winkel o, den die Stromrichtung mit

der Kraftlinienrichtung bildet, so #ndert sich die GroBe der Kraft wie sin o.
2. Die Kraft ist proportional der Stromstarke I. An-
dert man die Stromrichtung, so kehrt sich auch die Kraft-

richtung um:

3. Die Kraft wirkt immer senkrecht zur Richtung des
#raftime - Stabes und zur Richtung der magnetischen Kraftlinien,
und zwar so, dal Stromrichtung, Kraftlinienrichtung und
Kraftrichtung ein Rechtssystem bilden, Abb. 142 (dreht

7 man die Richtung des Stromes auf dem kiirzesten Wege
Abb. 142. Richtungen von Kraft, in die Richtung der Kraftlinien, so erhalt man die Dreh-
Strom und Magnetfeld. richtung einer Rechtsschraube, die sich in der Kraft-

richtung bewegt).
4. Die Kraft ist proportional der Liangel des Mefistabes.
Aus diesen Beobachtungen kann man die folgende Formel ableiten
P=BlIlsinc, (622)
in der B einen Proportionalititsfaktor bedeutet. Dieser Faktor B kann als ein MaBl
fur die Stérke des magnetischen Feldes an der betreffenden Stelle angesehen werden.
Man bezeichnet ihn als die magnetische Induktion. Bestimmt man mit Hilfe
des Mefistabes an irgendeiner Stelle des magnetischen Feldes die auf das Stabchen
ausgelibte maximale Kraft P, (« =909, so findet man die magnetische Induktion

aus P m

Dadurch ist die GréBe B definiert; ihre Einheit kann willkiirlich festgesetzt werden.
Wiirde man die Kraft in Gr, den Strom in A und die Liénge in cm messen, so wiirde
man 1 Gr/A cm als Einheit fiir B erhalten. Man hat jedoch nicht diese Einheit, son-

R ., 1 dyn
dern die Einheit 04 'cm

tischen Induktion liegt vor, wenn auf einen MeBstab von der Léange
lem, der von einem Strom mit der Starke 10 A durchflossen wird,
eine Kraft von 1 dyn ausgeiibt wird. Diese Einheit bezeichnet man als

- 1 dyn _ 104 Gr
lGauB—«lG——TOm—l,OQO 10 Aom (524)

Infolge der Aquivalenz der mechanischen und elektrischen Arbeit kann man aus
dieser Definitionsgleichung die mechanische Krafteinheit eliminieren. Es ist nach

gewihlt, indem man festlegte: Die Einheit der magne-
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fritherem WS =102kGr oder 1Gr= 1020 10-+ Vs
020 em
Fiihrt man dies in die Definitionsgleichung fiir 1 GauB ein, so folgt
16=10 """ 0.2 (525)

Man kann die Grofie B als einen Vektor 8 auffassen, dessen Richtung durch die
Kraftlinienrichtung gegeben ist. Das hat ganz &hnliche Vorteile wie die Auffassung
der Verschiebungsdichte im elektrischen Feld als Vektor. Wenn man namlich will-
kiirlich festlegt, dafl der Betrag von B die Zahl der Kraftlinien pro Flacheneinheit
angeben soll, dann erhélt man die gesamte Zahl der Kraftlinien, die durch irgendeine
Fliche hindurchgehen, als Oberflichenintegral des Vektors B iiber diese Flache.
Es ist also der magnetische Induktionsflufl

@ =[Bd3, (526)
ganz analog wie beim Verschiebungsflufl im elektrischen Feld. Die Aussage, daf
alle magnetischen Kraftlinien in sich geschlossen sind, 148t sich damit in der Form
schreiben .‘ﬁ BdF=0. (627)
Das Oberflichenintegral der magnetischen Induktion iiber eine beliebige Hiillfliche
ist Null, da aus der Fliche genau so viele Kraftlinien herauskommen, wie durch sie
eintreten.

Die Einheit des magnetischen Induktionsflusses ergibt sich durch Multiplikation
der Einheit der magnetischen Induktion mit der Flacheneinheit. Man definiert die
Einheit des magnetischen Induktionsflusses durch

1Maxwell=1M=1Gem?=10"%Vs. (628)
Auf Grund dieser Beziehung wird zuweilen als Einheit des Induktionsflusses die
Voltsekunde beniitzt: 1 Vs=108 M. '

Zur Veranschaulichung des magnetischen Induktionsflusses setzt man will-

kiirlich fest, dafl die Anzahl der Maxwell gleich der Kraftlinienzahl sein soll:

1M=1 Kraftlinje; 16= I_Kraft;inie
cm:

Die Anzahl der GauBl gibt an, wie grofl die Zahl der Kraftlinien ist, die durch den
Quadratzentimeter einer Fliche hindurchgehen, die senkrecht von den Kraftlinien
geschnitten wird. Man bezeichnet daher die magnetische Induktion auch als die
Kraftliniendichte. In einem homogenen Feld ist die Kraftliniendichte iiberall
die gleiche, die Kraftlinien bilden parallele gerade Linien. Ein solches Feld ist bei
Gl. (522) vorausgesetzt; die Léinge des MeBstabchens I muB also bei einem beliebigen
Feld so klein sein, daB das Feld in der Umgebung des MeBstédbchens als homogen an-
gesehen werden kann.

Die Kraftwirkung des magnetischen Feldes auf stromdurchflossene Leiter besteht
in einer Wirkung auf die im Leiter bewegten Elektrizititsmengen. FlieBt in dem
Leiter ein Strom I, so ist dies gleichbedeutend mit der Bewegung einer Elektrizitats-
menge ¢ mit einer bestimmten Geschwindigkeit », und es gilt, Gl (132),

Il=Qv. (529)
Daher kann man allgemein fiir die Kraft, die im magnetischen Feld auf eine bewegte
Elektrizitatsmenge ausgeiibt wird, schreiben
P=BQusin«. (630)
Diese Beziehung gilt zunéchst nur im homogenen magnetischen Feld, man kann
sie aber auch bei beliebigen Feldern anwenden, wenn die raumliche Ausdehnung der
Ladung @ so klein ist, da} das magnetische Feld in der Umgebung der Ladung als
homogen angesehen werden kann.

Die Richtung der Kraft ist durch die oben mit 3. bezeichnete Regel bestimmt.

Man kann diese Regel in die Gleichung fiir die Grofle der Kraft aufnehmen, wenn
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man sich der Symbole der Vektorrechnung bedient. Die Geschwindigkeit kann durch
einen Vektor v dargestellt werden, der mit B den Winkel ¢ bildet. Der Vektor der
Kraft steht senkrecht auf der Ebene dieser beiden Vektoren. Seine Richtung ist
gegeben durch die Verschiebungsrichtung einer Rechtsschraube, die so gedreht wird,
wie man den Vektor b zu drehen hat, um ihn auf dem kiirzesten Wege in die Richtung
des Vektors B zu bringen. Man bezeichnet in der Vektorrechnung als dufieres
Produkt oder Vektorprodukt zweier Vektoren b und 9B einen Vektor, dessen
Richtung durch die eben genannte Regel bestimmt ist, und dessen Betrag gleich ist

lv]-|B]-sina.
Das Vektorprodukt wird [b 8] geschrieben. Es gilt daher

$B=0[vB]. (531)
Beim Vektorprodukt ist wegen der Richtungsregel die Reihenfolge der beiden

Vektoren zu beachten, withrend das skalare Produkt unabhéngig von der Reihenfolge

der beiden Vektoren ist.

Die Kraftwirkungen des magnetischen Feldes auf elektrische Ladungen kénnen der Be-
obachtung zugéinglich gemacht werden, wenn in einem evakuierten Gefif ein magnetisches Feld
- erzeugt wird und in dieses Feld elektrisch geladene Teilchen geschleudert werden, z. B. Elektro-
nen in Form eines Kathodenstrahles. Die Teilchen beschreiben dann infolge der magnetischen
Feldkrifte im magnetischen Feld eigentiimliche Bahnen. An jeder Stelle der Bahn erfihrt ein ge-
ladenes Teilchen eine Beschleunigung, die senkrecht zur Bewegungsrichtung und zur Richtung
der magnetischen Kraftlinien steht. Handelt es sich um ein homogenes Feld, so sind folgende Fille
moglich. Stimmt die Bewegungsrichtung des Teilchens iiberein mit der Kraftlinienrichtung,
dann ergibt sich eine geradlinige Bahn, da in diesem Falle nach Gl. (531) keine Krifte auftreten.
Steht dagegen die Richtung der Bewegung senkrecht auf der Kraftlinienrichtung, so ergibt
sich eine Beschleunigung von konstanter Gréfle und Richtung. Die Bahn wird ein Kreis, dessen
Ebene senkrecht zur Kraftlinienrichtung liegt. Bezeichnet man die Masse des geladenen Teil-
chens mit m, so ist die infolge der Kraft f entstehende radiale Beschleunigung

1B _ @B
= m m
E Die zentrifugale Beschleunigung einer Kreisbewegung mit dem Radius r
> ist andererseits 22
> 4—=—.
/ r
Abb. 143. Bahn eines elek- 18 stellt sich daher eine solche Bahn ein, da8
trisch geladenen Teilchens Q Buv 22 mo
im homogenen Magnetfeld. —_ oder r— A (532)
m r @B

Bildet die Bewegungsrichtung irgendeinen anderen Winkel mit der Kraftlinienrichtung, so kann
die Geschwindigkeit in zwei Komponenten zerlegt werden, von denen die eine mit der Kraft-
linienrichtung iibereinstimmt, wihrend die andere senkrecht dazu steht. Die erste bleibt ungeén-
dert, die zweite liefert eine Kreishewegung. Im ganzen ergibt
sich daher eine Schraubenlinienbahn des geladenen Teilchens,
Abb. 143.

Erscheinungen dieser Art spielen sich ab, wenn die von
der Sonne ausgeschleuderten Elektronen und Ionen in das
5 - magnetische Feld der Erde gelangen. Sie beschreiben ahnliche
Bahnen wie in Abb. 143, wobei jedoch der Kriimmungsradius
wegen der nach den Magnetpolen hin zunehmenden Kraft-
liniendichte immer kleiner wird [GIl. (532)]. Die geladenen
Teilchen werden daher in der Nihe der magnetischen Pole
der Erde konzentriert und rufen dort das Polarlicht hervor.

Eine Anwendung der Ablenkung von Elektronen im ma-
4 | I l i l | | I gnetischen Feld bildet das sogenannte Magnetron. Es ist eine

Vakuumréhre mit Glithkathode und kalter Anode, die sich im

Abb. 144. Prinzip des Magnetrons. magnetischen Feld einer stromdurchflossenen Spule befin-
det, Abb. 144. In dem axial gerichteten Magnetfeld der

Spule bewegen sich die von der Kathode K ausgehenden Elektronen auf gekriimmten Bahnen
zur Anode A. Uberschreitet der Strom in der Spule § eine bestimmte Stirke, dann wird die
Bahnkriimmung so grof, daf die Elektronen nicht mehr zur Anode gelangen, sondern zur
Kathode zuriickkehren, so daBl der Elektronenstrom unterbunden ist. Mit dem in der Spule §
flieBenden Strom kann man daher den zur Anode gehenden Elektronenstrom steuern und
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é‘m.hrlﬂich wie mit der Gittersteuerung bei der 3-Elektrodenrohre eine Verstirkerwirkung er-
zielen.

Die auf stromdurchflossene metallische Leiter im magnetischen Feld ausgeiibten
Krifte werden in der Elektronentheorie erklart durch die elektrischen Krifte, die
die Elektronenwolke auf das feststehende Geriist der Molekiile ausiibt, wenn sie im
magnetischen Feld senkrecht zur Stromrichtung abgelenkt wird. Die auf den Leiter
ausgeiibte Kraft ist als Resultierende der elektrischen Bildkrifte iiber die ganze
Leiteroberflache aufzufassen. Die Resultierende der Bildkrafte ist Null oder unmeBbar
klein, wenn kein magnetisches Feld vorhanden ist. Wirken dagegen die magnetischen
Feldkrifte auf die Elektronen ein, so erfahren diese infolge ihrer Strombewegung
oder genauer infolge ihrer in die Richtung der Leiterachse fallenden Geschwindig-
keitskomponenten eine Beschleunigung, die im Mittel eine zur Leiterachse senkrechte
Richtung hat; auf dieser Seite des Leiters iiberwiegen daher die elektrischen Bild-
krafte.

Bei der Berechnung der magnetischen Feldkrifte ergibt sich das Resultat in elektrischen
Krafteinheiten Ws/em, wenn die magnetische Induktion in Vs/cm?® oder G eingesetzt wird.
Es sei z. B. B=10000 G=10* Vs/cm?, =10 cm, =100 A, «=90°. Dann wird

P=BI11=10000- 100 - IOGrAcm=107GrAcm=10’IEYE =1,02kGr.

cm

b) Die elektrische Induktionswirkung. Wird ein elektrischer Leiter durch ein magne-
tisches Feld bewegt, so bewegt sich damit auch das Elektronengas im Innern des
Leiters durch das magnetische Feld. Die Elektronen erfahren daher Kréfte senkrecht
zur Bewegungsrichtung des Leiters und zur Kraftlinienrich-

tung. Wird z. B. ein Kupferstab, Abb. 145, mit der Geschwin- - ‘rll/ =
digkeit v durch ein magnetisches Feld senkrecht zur Kraft- 7 3
liniendichte B bewegt, so wirken die magnetischen Feldkrifte i

auf die Elektronen nach obigem in der durch den Pfeil ge- K
kennzeichneten Richtung. Dadurch tritt an dem einen Stab- "

ende ein UberschuB, am anderen ein Mangel an Elektronen sup.145. Induktionswir-
auf. Langs des Stabes stellt sich ein Potentialgefille ein, das *ung in einem bewegten
die Elektronen in entgegengesetzter Richtung zu bewegen sucht,

Im Gleichgewichtszustand halten die mit dem Potentialgefille verbundenen elektri-
schen Feldkrifte den magnetischen Feldkriften die Wage. Das elektrische Poten-
tialgefalle langs des Stabes kann durch eine elektrische Feldstirke € gekennzeich-
net werden. Auf irgendeine Ladung ¢ wird durch das elektrische Feld, nach Gl. (144),
eine Kraft P,=0QE

ausgetibt. Auf die gleiche Ladung wirken andererseits die magnetischen Feldkrifte,
Gl. (531), ein: R,=@Q[vB]. Im Gleichgewicht gilt daher

C=[vB]. (533)

Dies ist das Induktionsgesetz. Es besagt, daB bei der Bewegung von Leitern
durch ein magnetisches Feld im Leiter ein elektrisches Feld entsteht mit einer Feld-
stirke, die gleich dem Vektorprodukt von Bewegungsgeschwindigkeit und magne-
tischer Induktion ist. Die elektrische Feldstérke ist senkrecht zur magnetischen In-
duktion und zur Bewegung gerichtet. Bei einem Stab ergibt sich die groBte Potential-
differenz zwischen den Stabenden, wenn der Stab senkrecht zur Kraftlinienrichtung
und zu sich selbst bewegt wird. Allgemein erhalt man nach Gl. (5633), wenn es sich
um ein homogenes Magnetfeld handelt und alle Punkte des Stabes die gleiche Ge-
schwindigkeit haben, die Potentialdifferenz durch Multiplikation der Linge des
Stabes mit der in die Stabrichtung fallenden Komponente der elektrischen Feld-
stirke. Man bezeichnet diese Potentialdifferenz als die induzierte elektro-
motorische Kraft. Bei einer Linge s des Stabes hat sie die Grofle

E=[v®¥]s. (534)
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Wegen der auBerordentlich geringen Tréigheit der Elektronen stellt sich der
durch Gl. (533) ausgedriickte Gleichgewichtszustand in unmeBbar kurzer Zeit ein.
Das gleiche Gesetz gilt daher auch, wenn sich die Geschwindigkeit v zeitlich &ndert;
es dndert sich dann auch die induzierte EMK, und in jedem
Zeitpunkt gilt fiir den Augenblickswert der induzierten EMK

¢ e=[v%B]5. (535)
) Schneidet der Stab die Kraftlinien senkrecht und wird er senk-

8 recht zu sich selbst bewegt wie in Abb. 145, so ergibt sich hier-
aus im besonderen (s=I) .- Bly. (536)

¢

Ist das magnetische Feld nicht homogen oder die Geschwin-

M digkeit der einzelnen Punkte des Stabes nicht die gleiche, so

Abb. 145, Induktion- in gﬂt die Beziehung (535) fiir jeden kleinen Abschnitt von der
einem Draht beliebiger Linge ds des Stabes, Abb. 146:

form. de=[0B]ds=G d5. (537)

Die in einem drahtférmigen Leiter induzierte elektromotorische Kraft ist daher
b

e=[[0B]ds. (538)

Die gleichen Gesetze gelten auch fiir Leiter beliebiger Form. Wird z. B. eine
Blechscheibe zwischen den beiden Polen eines Magneten gedreht, Abb. 147, so er-
fahren die Elektronen eine Ablenkung in radialer Richtung. Es tritt
eine Spannung zwischen der Achse und dem Rand der Blechscheibe
auf. Da die Bewegungsrichtung senkrecht auf der Kraftlinienrichtung
steht, so gilt hier fiir die in einem Abschnitt dr des Radius induzierte
elektromotorische Kraft

de=Bvdr=2nnBrdr,

wenn 7 die Drehgeschwindigkeit bezeichnet. Kann das magnetische
Feld als homogen angesehen werden, so hat die zwischen Rand und
Achse auftretende elektromotorische Kraft bei konstanter Dreh-
geschwindigkeit die GroSe

ABb. 147, Induk- f." 5
1 =04 == .
plon in ciner E nnBo rdr=nnrsB (539)
Zahlenbeispiel: B=10000 G; r;=1 m, #=2000/min. Es wird
2 7 2
Fer-2000+1-10000 226,28 . 10 °™* _105V.
min cm?260s

Bei der in Abb. 147 gezeichneten Anordnung ruft diese EMK Stréme hervor, die sich inner-
halb der Blechscheibe in der durch gestrichelte Linien in Abb. 148 dargestellten Weise schlieBen.
Um die Blechscheibe zu drehen, muB man eine mechanische Arbeit
aufwenden, die der durch diese ,,Wirbelstréme* entwickelten Wirme
gleichwertig ist. Es ergibt sich also eine Bremswirkung.

Auf dem gleichen Prinzip beruhen die Unipolarmaschinen; hier
wird das Auftreten der Wirbelstrome dadurch vermieden, daB die
Scheibe in ihrer ganzen Ausdehnung in ein Magnetfeld gebracht wird,
das zur Achse symmetrisch ist, so daB die induzierte EMK auf jedem
Radius die gleiche GroBe hat.

Die Gl. (537) fiir die in einem Langenelement des Leiters
induzierte elektromagnetische Kraft 148t sich durch die ‘fol-
Abb. 148, rvirbelstrome in gende Uberlegung in eine andere Form bringen. Das Pro-

dukt [0 8] kann geometrisch aufgefaBt werden als die Fliche
eines Parallelogrammes, dessen Seiten aus den beiden Vektoren v und B gebildet
werden, Abb. 149, denn ein solches Parallelogramm hat den Flicheninhalt

v Bsina.
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Um das skalare Produkt des Vektors [9 8] mit dem Vektor d3 zu bilden, hat man
die in die Richtung von [b B] fallende Komponente von d$ mit der Fliche zu multi-
plizieren. Wie Abb. 149 zeigt, ergibt dies das Volumen eines Prismas, das aus den
drei Vektorenp, B und d3 gebildet wird. Man kann daher das gleiche Produkt auf die
folgenden Arten darstellen:

[0B]d3=[Bds]v=[d30]B. (540)

Diese Rechenregel benutzen wir zur Umformung des Induktionsgesetzes Gl. (537):

. .@Zd@j«[n %Jdé«—?B[dén]. (541) b
Hier stellt [d3b] die Fliche eines Parallelogramms dar, das V% .

aus den beiden Vektoren d3 und v gebildet wird. Dieses v B
Produkt ist also gleich der Fliache dF, die bei der Be- \
wegung des Leiterelementes d$ in der Zeiteinheit tiber-
strichen wird. Das skalare Produkt dieser Fliche mit
dem Vektor der magnetischen Induktion ergibt nach [v%]
Gl. (526) den magnetischen Induktionsflufl, der durch )
diese Fliche hindurchgeht oder die Kraftlinienzahl, die Abb. 149. Darstellung der indu-
von dem Leiterelement d3 in der Zeiteinheit iiber- Kraft durch das Volumen eines
strichen wird. Daraus folgt der Satz: '

Die in einem Leiterelement induzierte elektromotorische Kraft ist
gleich der in der Zeiteinheit von dem Leiterelement geschnittenen
Kraftlinienzahl. ,

Bezeichnet man den in der Zeit dt von d3 tiberstrichenen Flufy mit

A®,=BdF, (542) so gilt daher Gds="rr, (543)

Die zwischen den beiden Enden des Drahtes auftretende elektromotorische Kraft
ergibt sich durch Integration von €d3 iiber die Leiterlinge.

Bei den Anwendungen hat man es immer mit geschlossenen Stromkreisen zu
tun. Fiir die Berechnung der in einem geschlossenen Kreis induzierten elektro-
motorischen Kraft gilt nun auf Grund des eben aufgestellten Satzes folgendes. Der
Leiterkreis, Abb. 150, werde durch ein beliebiges magne-
tisches Feld hindurchbewegt. In jedem Léngenabschnitt

wird eine elektromotorische Kraft von der durch Gl. (543) ]/ \’
gegebenen Grofe induziert. Um ihre Richtung angeben 7" 7
zu koénnen, legen wir eine positive Richtung willkiirlich 4
fest und kennzeichnen sie durch einen Pfeil, der den ma- aN__— >3
gnetischen Induktionsflu rechtslaufig umkreist. Die in \
dem Lingenelement d3, Abb. 150, bei der angenomme- v ¢

nen Bewegungsrichtung entstehende elektrische Feld- ,,1 150  tnduktion in einem
stirke hat nach dem oben Ausgefiihrten die in der  geschlossenen Drahtkreis.
Abb. 150 eingezeichnete Richtung. Der Beitrag dieses

Lingenelementes zur gesamten elektromotorischen Kraft ist also negativ. Anderer-
seits vermehren die von dem Lingenelement d3 bei der Bewegung geschnittenen
Kraftlinien den InduktionsfluB, der durch die Schleife hindurchgeht. Andere
Léngenelemente, durch deren Bewegung der Induktionsflufl in der Leiterschleife
verkleinert wird, ergeben umgekehrt einen positiven Beitrag zur elektromotorischen
Kraft. Nach Gl. (543) ist die in der Schleife induzierte EMK bestimmt durch die
gesamte infolge der Bewegung der Schleife in der Zeiteinheit entstehende Anderung
des die Schleife durchsetzenden Induktionsflusses @. Verbindet man dies mit der
eben fiir das Vorzeichen gefundenen Regel, so erhalt man

56@d§:e= e
at
Das Induktionsgesetz besagt in dieser Form, daB die in einer Schleife indu-

(544)
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zierte EMK durch den Induktionsfluf bestimmt ist, der mit der Schleife verkettet
ist. Er kann berechnet werden als Oberflichenintegral der magnetischen Induktion
iiber eine Fliche, die von dem Leiter berandet wird Gl. (526). Da die Kraft-
linien in sich geschlossen sind, so ist die Form dieser Fliche ohne EinfluBl auf
die Grofe des Oberflichenintegrals. Es tragen nur solche Induktionslinien zum
InduktionsfluB bei, die mit dem Rand der Fliche verkettet sind. Wenn der Strom-
leiter ein Kraftlinienbiindel mehrmals umschlingt wie z. B. bei einer Spule, dann ist
es meist einfacher, den mit dem Stromleiter verketteten Gesamtflul durch Multi-
plikation des von einer Windung umschlungenen Induktionsflusses mit der Zahl
der Windungen zu berechnen. Wir unterscheiden daher im folgenden zwischen
GesamtfluB oder FluBverkettung ¥ und BiindelfluB @. Der GesamtfluB
ist nach dem Induktionsgesetz maBgebend fiir die induzierte elektromotorische
Kraft: feda=e=—27. (545)
Er kann in manchen Fillen durch einen Biindelflull ausgedriickt werden, wenn
samtliche w Windungen einer Spule diesen gleichen Flul umschlingen. Dann gilt

Y=wd, (546)

do =
und e=—w—r. (547)

In den meisten praktischen Fillen ist diese Beziehung jedoch nur als eine Naherungs-
formel zu betrachten.

Der Betrag der in einem geschlossenen Stromkreis induzierten elektromotorischen
Kraft ist nach dem Induktionsgesetz gleich der Abnahmegeschwindigkeit des Ge-
samtflusses. Man bezeichnet die in der Schleife induzierte elektromotorische Kraft
auch als die Umlaufspannung, die Abnahmegeschwindigkeit des Gesamtflusses
wird der magnetische Schwund genannt. Das Induktionsgesetz kann daher
in der folgenden Form ausgesprochen werden:

Die Umlaufspannung in einer geschlossenen Schleife ist gleich dem
magnetischen Schwund.

Diese Fassung des Induktionsgesetzes gilt nicht nur fiir die Bewegung von
Leiterschleifen in raumlich feststehenden Magnetfeldern oder fiir die Bewegung von
Magnetfeldern gegen riumlich festliegende Leiter, sondern auch dann, wenn sich

; e %as m}?gne;olische Fel§l zeitlicfhlzndert.dMaIn{ kafn{l sich das
- o erschwinden eines Magnetfeldes in der Kraftlinienvor-
stellung so veranschaulichen, dafl sich die geschlosse-
Abb.151. Spule zur Ausmessung nen Kraftlinien mehr und mehr zusammenschniiren,
magnetischer Felder. bis sie in einen Punkt zusammenschrumpfen. Dabei
werden die Leiter so geschnitten wie bei einer Bewegung der Schleife. Das In-
duktionsgesetz gilt ferner auch dann in der gleichen Form, wenn es sich um Be-
wegungen von Magnetfeldern gegen feststehende Stromkreise handelt.

Das Induktionsgesetz liefert eine einfache Methode zur Ausmessung magne-
tischer Felder. Dazu dient eine Probespule S, Abb. 151, von so kleinen Ab-
messungen, daB} das magnetische Feld in ihrer Umgebung als homogen angesehen
werden kann. Diese Spule wird mit einem ballistischen Galvanometer G' verbunden.
Bringt man die Spule rasch in das magnetische Feld oder nimmt man sie aus dem
magnetischen Feld rasch heraus, so dndert sich der Induktionsfluf}, der mit der
Spule verkettet ist; damit ergibt sich kurzzeitig eine elektromotorische Kraft und
ein Stromsto im Galvanometer. Aus dem ballistischen Ausschlag des Galvanometers
kann die magnetische Induktion am Orte der Spule berechnet werden.

Bezeichnet F' die Fliche der Spulenéffnung und B die magnetische Induktion
in dieser Offnung, so ist der von einer Windung der Spule umfafite Bindelfluf}

P=PBF=BFsina,
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und der GesamtfluB} wird Y =w®=wBFsin «, (548)
wobei o« den Winkel zwischen Spulenachse und Kraftlinienrichtung bedeutet.
Der Gesamtfluf hat seinen grofiten Wert, wenn die Achse der Spule in die Richtung
der Kraftlinien fallt. Dann wird &—RBF. (549)

Beim Herausnehmen der Spule aus dem Magnetfeld andert sich der Fluf, und es
entsteht eine EMK von der durch Gl. (545) gegebenen GréBe. Der dadurch hervor-
gerufene Strom ist nach dem Ohmschen Gesetz

. e
(2

= »}E s
wobei R den Gesamtwiderstand des Stromkreises bezeichnet. Damit wird
. 1d¥ w dP
=R T T R@ (550)

Wird die Spule rasch aus dem Feld herausgenommen, so ergibt sich ein ballistischer
Ausschlag des Galvanometers, der die Elektrizitatsmenge anzeigt, die wihrend der
Bewegung der Spule durch den Stromkreis flie3t, also

Q:ﬁﬂ:—%ﬁ@:%@ﬁ@% (551)
0

wobei @, und @, dieFliisse zu Beginn und Ende der Bewegung bedeuten. Wichst also
der die Spule durchsetzende BiindelfluB von Null auf den Wert @ beim Hineinbringen
der Spule in das Feld, oder nimmt er von diesem Wert @ auf Null
ab beim Herausnehmen der Spule aus dem Feld, so ergibt sich der
gleiche aber entgegengesetzt gerichtete Ausschlag des ballistischen
Galvanometers; die GroBe dieses Ausschlages liefert die Elektrizi-
titsmenge ¢. Damit berechnet sich

e (552)

w

Die Richtung der Kraftlinien kann dadurch bestimmt werden, daf}

man den groBten Ausschlag durch Beobachtung bei verschiedenen Abb.152. Zur Be-
Stellungen der Spule zu erreichen sucht; dann ist die Kraftlinendichte ™°Chmingderwirk-

EQ
B= o F (553)
Da der Wicklungsquerschnitt der Spule eine rdumliche Ausdehnung besitzt, so ergibt sich
die Frage, was man unter der Offnung F' der Spule zu verstehen hat. Wir bezeichnen die Ab-
messungen der Spule nach Abb. 152 und denken uns die Wicklung unendlich fein unterteilt.
Eine Schicht der Wickiung vom Radius 7 und der Dicke dr umschlieBt den Induktionsflu3

D=|B|rin,
da das Feld wegen der Kleinheit der Spule als homogen angesehen werden kann. In dieser Schicht
sind bdr
blry—ry)
Windungen vorhanden. Daher ist der GesamtfluB dieser Schicht
A —=w—"_|B|r2n
To—1

und der GesamtfluBl der Spule

T2

| | .1 3
W:w”‘%_frzdr:wm%%’e_—lz,

To—Ty T9—71 3
71
Setzt man diesen GesamtfluB Y=w|BF,
so folgt fiir die mittlere Windungsfliche
3___ 8
=5 20 Ryt (554)

3 rp—r, 3
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Ist z. B. r,=0,4 cm, 7,=1 cm, b = 0,6 cm, so wird

7

F=_

3

Die Spule enthalte w = 10000 Windungen; der Gesamtwiderstand des aus Spule und Galvano-

meter gebildeten Kreises sei B = 1000 Ohm. Zeigt das Galvanometer eine Elektrizititsmenge
@ = 0,001 As, so wird R 1000

(0,16-4-0,4-+1)cm?=1,633 cm?.

= = —— = —4 5 4
= Q=100 001 L As=10-4Vs—104}1,
] 10000M
daraus fOlgt B= f=~i;€:ﬁc—m? =6130G.

In den elektrischen Maschinen, die auf dem Induktionsgesetz beruhen, ist
die Anordnung immer so getroffen, daf} sich bei der Drehung des Ankers der gesamte
Fluf andert, der mit den Ankerspulen verkettet ist. Verfolgt man z. B. die Drehung
eines Gleichstromankers wihrend eines sehr kleinen Zeitabschnittes A¢, der so kurz
ist, daf3 die Biirsten auf den gleichen Stromwenderstegen bleiben, so findet man,
daB dabei die Gesamtzahl der magnetischen Induktionslinien, die die Ankerwicklung
auf dem Wege von der Minus- zur Plusbiirste umschlingt, um einen ganz bestimmten
Betrag A ab- oder zunimmt. Dann hat die zwischen den Biirsten auftretende EMK
einen Betrag, der durch den Grenzwert gegeben ist, dem sich das Verhaltnis AY¥/A¢

|
bei unendlich kleinem At nihert: e= ]' (g.‘ Da bei den elektrischen Maschinen

die Ankerleiter senkrecht von den magnetischen Kraftlinien geschnitten werden,
so wird hier das Induktionsgesetz meist in der durch Gl. (536) gegebenen. Form
angewendet, die zu dem gleichen Ergebnis fiihrt.

Wird dem Anker Strom entnommen, so rufen die auf die Ankerleiter im magne-
tischen Feld ausgeiibten Kréifte ein Bremsmoment hervor, so dafl die entnommene
elektrische Leistung gleich der zur Uberwindung dieses Bremsmoments dienenden
mechanischen Leistung ist. Bezeichnet man den in dem betrachteten Wicklungs-
abschnitt wihrend des Zeitelements d¢ flieBenden Strom mit I, so hat die elektrisch

ng ; also ist die Arbeit

dAd=—1d¥; (555)

sie muB in Form von mechanischer Arbeit aufgewendet werden, d. h. es mufl bei
der Drehung des Ankers um den Winkel d« ein Bremsmoment M iiberwanden werden,

erzeugte Leistung die Grofle — I

so daB dA=—I1d¥=Mda;
daraus ergibt sich fiir die GroBe dieses Bremsmoments
a¥v
M=—1—. (556)

Die gleiche Beziehung gilt auch fiir den Fall des Motors, bei dem der Strom I von
auBleren elektromotorischen Kriften erzeugt wird; das Moment M ist dann als
Triebmoment aufzufassen.

Ein und derselbe physikalische Vorgang, nimlich die Ablenkung bewegter Elek-
tronen im magnetischen Feld ist also die Ursache von Motor- und Generatorwirkung.
Beim Motor werden die Leitungselektronen mit Hilfe einer duBeren elektrischen
Energiequelle durch die Stromleiter hindurchgefiihrt. Die Stromleiter befinden sich
in einem magnetischen Feld, dessen Kraftlinien senkrecht zu dieser Bewegungs-
richtung stehen. Dadurch erfahren die Elektronen Ablenkungskrifte quer zur
Richtung der Leiter. Da sie im Inneren der Leiter durch die Bildkrifte festgehalten
sind, so iibertragen sich die Ablenkungskrifte auf die Drihte. Beim Generator
werden umgekehrt die Stromleiter mechanisch durch das magnetische Feld hin-
durch bewegt; dadurch ergibt sich eine Ablenkung der Elektronen in der Léngs-
richtung der Leiter bis zum Gleichgewichtszustand, in dem lings der Leiter ein
elektrisches Potentialgefille der entgegengesetzten Richtung entsteht. Zur Auf-
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rechterhaltung dieses Potentialgefilles ist ein Arbeitsaufwand nicht erforderlich,
so lange der Stromkreis unterbrochen ist. FlieBt beim Schliefen des Stromkreises
Strom, so ergibt sich eine Langsbewegung der Elektronen in den Stromleitern und
damit eine mechanische Bremskraft quer zur Stromrichtung, zu deren Uberwindung
eine mechanische Arbeit aufgewendet werden muf.

22. Das Durchflutungsgesetz, magnetische Stoffe.

Das Durchflutungsgesetz beschreibt den Zusammenhang zwischen der Stirke
magnetischer Felder und dem erzeugenden Strom. Es kann experimentell mit Hilfe
des magnetischen Spannungsmessers nachgewiesen werden. Dieser besteht
aus einer langgestreckten biegsamen Spule von geringem Querschnitt, deren Draht-
enden mit einem ballistischen Galvanometer verbunden
sind. Die Spule ist gleichmaBig mit diinnem isoliertem
Draht in dicht nebeneinanderliegenden Windungen be-
wickelt. Die beiden Drahtenden liegen nebeneinander, so
daB durch die Zuleitungen zum Galvanometer keine
Schleife gebildet wird, in der stérende Induktionswirkun-
gen auftreten konnten. P

Bezeichnet man die auf die Léngeneinheit der Spule, 2
Abb. 153, entfallende Windungszahl mit w;, so enthalt ein
kurzer Abschnitt von der Lange ds

wyds Abb. 153. Magnetischer Span-
Windungen. In einem magnetischen Feld von beliebiger nungsmesser.
Beschaffenheit wird die magnetische Induktion an jeder
Stelle der Spule im allgemeinen einen anderen Wert und eine andere Richtung
haben. Es soll aber der Querschnitt ¢ der Spule so klein sein, dafl man an jeder
Stelle der Spule innerhalb dieses Querschnitts die magnetische Induktion als kon-
stant ansehen kann. Dann betrigt der Induktionsfluf}, der mit den w; ds Windun-

gen des Abschnittes ds verkettet ist,

Y

d¥ =w,qBd3, (657)
und der GesamtfluB der Spule ergibt sich durch Integration iiber die ganze Lange:
b
VY —w,q [ Bds. (558)
a

Dieser GesamtfluB kann mit Hilfe des ballistischen GalvanometersG' wie im vorigen
Abschnitt gemessen werden, wenn man die Spule rasch aus dem Feld entfernt. Fiihrt
man den Versuch aus, so ergibt sich, dafl der Wert von ¥ nur von der s
Lage der beiden Endpunkte @ und b des Spannungsmessers abhéngt.

Fiir alle moglichen Wege zwischen a und b, Abb. 154, hat daher das
Linienintegral der magnetischen Induktion den gleichen Wert. Biegt

man den Spannungsmesser zu einer einfach oder mehrfach geschlosse-

nen Figur zusammen, so dafll die beiden Punkte ¢ und b zusam-

menfallen, so ergibt sich experimentell, daB ¥ =0 wird, daB also auch ¢

das Linienintegral der magnetischen Induktion verschwindet, gleich-

giiltig in welche Form man die Spule biegt, allerdings unter einer 312?0'1,15}4',11;‘;%%&_
wichtigen Voraussetzung. Es darf mit der durch den Spannungsmesser ~tischer Span-
gebildeten geschlossenen Figur kein stromfiithrender Leiter verkettet sein.

Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, umschliet man also mit dem Spannungs-
messer den Stromleiter, so ergibt sich ein ganz bestimmter Wert fir ¥ und damit
fiir das Linienintegral der magnetischen Induktion. Fiir diesen Wert gilt nun ein
auBerordentlich einfaches Gesetz. Es zeigt sich, daf das Linienintegral der magne-
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tischen Induktion proportional ist mit dem verketteten Strom. Den Strom, der mit
irgendeinem in sich geschlossenen Weg verkettet ist, bezeichnet man als die Durch-
flutung @ dieses Weges. Es gilt daher auf Grund der experimentellen Beobach-

tungen die Beziehung fﬁ% d3=u0 (559)

in der u eine Konstante bezeichnet. Die Gl. (559) berticksichtigt auch die Vorzeichen,

wenn der Umlaufsinn des Linienintegrals mit der Richtung der Durchflutung eine
Rechtsschraube bildet, wie es Abb. 155 zeigt. In dieser Ab-
bildung ist fiir den gezeichneten geschlossenen Weg

<N O=I,+1,+1,.

Wird die magnetische Induktion in G gemessen und setzt

man die Lidnge in cm, die Stromstéirke in A ein, so ergibt

sich fiir die GroBe u als Einheit

&
N

Gem Vs 0s
em  q9-8_ Y __10-8%
1 A= 10 Aom 10 om
Abb. 155, Durchflutung i€ Binheit 10s nennt man 1 Henry:
eines geschlossenen Weges. 1 Henry=1H=1528; (560)

als Einheit fiir die Grofe u kann also 1 H/em dienen.
Die Versuche zeigen, daf die GroBe u von dem Stoff abhéngt, in dem die Messun-
gen ausgefithrt werden. Man schreibt daher

u=grlo, (561)
wobei p, den Wert von u im leeren Raum bezeichnet. Im leeren Raum ist also
#,=1. Die GroBe u, nennen wir den Induktionsfaktor. Sein Wert ergibt sich
experimentell, und zwar ist er nach den genauesten bis jetzt vorliegenden Messungen

o=1,2560- 10~5—- =1,2560 2. (562)

Die Zahl u, gibt an, wieviel mal so grofl die magnetische Induktion in dem betreffen-

den Stoff ist im Vergleich zum Vakuum. Sie wird als die magnetische Permea-

bilitdt bezeichnet, genauer als relative magnetische Permeabilitit, wihrend pu
die absolute Permeabilitat darstellt.

Die Gl. (659) kann unter der Voraussetzung, dal u eine Konstante ist, auch ge-

schrieben werden : R
é’ ;[dg = @ .

(563)

Die GroBle B/u ist ein neuer Vektor, der die Richtung von B hat. Wir setzen
%:@, also B=p$ (564)
und nennen § die magnetische Feldstirke oder magnetische Erregung.
Es ist also das Linienintegral der magnetischen Feldstdrke auf irgend-
einem geschlossenen Weg gleich der Durchflutung des Weges:

P9pda=0. (565)

Dies ist das Durchflutungsgesetz; es gilt erfahrungsgemi auch dann, wenn die
Permeabilitat ¥ im Raum verschiedene Werte hat. Die magnetische Feldstirke ist
eine Grofle, deren Betrag, wie man aus Gl. (565) erkennt, in A/cm gemessen werden
kann.

Das Durchflutungsgesetz ermoglicht die Berechnung der Durchflutung, die zur
Herstellung eines bestimmten magnetischen Feldes erforderlich ist, wenn der Ver-
lauf der magnetischen Kraftlinien bekannt ist. Das magnetische Feld in derUmgebung
eines geraden stromdurchflossenen Leiters wird z. B. durch Kraftlinien dargestellt,
die aus Symmetriegriinden Kreise bilden. Langs eines jeden solchen Kreises ist die
Kraftliniendichte konstant, daher sind die Vektoren 8 und § konstant. Ist daher
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r der Radius des Kreises, I die Stromstirke im Leiter, so gilt

9bds=|9|2ar=1,
19l=5- (566)

Beziiglich der Richtung der magnetischen Kraftlinien sagt das Durchflutungsgesetz
aus, daB sie mit der Stromrichtung im Sinne einer Rechtsschraube zusammenhéngt.
Das magnetische Feld auBlerhalb des Leiters ist nach Gl. (566) unabhéngig von dem
Drahtdurchmesser; es hat die gleiche Beschaffenheit, wie wenn der ganze Strom [
in einem ,,Stromfaden‘‘ in der Achse des Leiters konzentriert wire.

Zahlenbeispiel: Im Abstand r==10 cm von der Achse eines Leiters, der den Strom I = 100 A
fiihrt, betrigt die magnetische Feldstarke

100A 9 A

[$]=2n100m= em”

Alle materiellen Stoffe beeinflussen die Dichte der magnetischen Induktions-
linien. Es kann dies damit erklart werden, daB3 die Elektronen innerhalb der Molekiile
ganz bestimmte Bewegungen ausfiihren, z. B. geschlossene Bahnen durchlaufen
oder um eine Achse rotieren. Jede derartige Elektronenbewegung kann als ein
elektrischer Strom aufgefalt werden. Die magnetischen Wirkungen dieser Stréme
konnen innerhalb der Atome oder Molekiile entweder durch andere, gleichartige Strome
entgegengesetzter Richtung aufgehoben werden, oder es kann ein Uberschu8- von
Strom einer Richtung vorhanden sein. Im ersten Falle ist das Atom oder Molekiil
unmagnetisch, wihrend es im zweiten Falle wie ein auflerordentlich kleiner Magnet
wirkt.

Auf Grund dieser Vorstellung kann man die Erscheinungen erklaren, die sich
ergeben, wenn ein Stoff in das magnetische Feld von stromdurchflossenen Leitern
gebracht wird. Betrachten wir zunichst Stoffe der ersten Art, bei denen die ma-
gnetischen Wirkungen der Strombahnen im Inneren der Molekiile kompensiert sind.
Auf die rotierenden Elektronen werden im magnetischen Feld Krifte ausgeiibt, und
zwar werden nach dem Induktionsgesetz bei der Herstellung des dulleren magne-
tischen Feldes diejenigen Elektronen beschleunigt, die um die Kraftlinienrichtung
im Sinn einer Rechtsschraube rotieren, wihrend die anderen verzogert werden. Es
ergibt sich eine UberschuBwirkung der Strombahnen mit rechtsldufig rotierenden
Elektronen. Diese Elektronen wirken aber wie ein Strom, der die Kraftlinien links-
lsufig umkreist, der also fiir sich allein ein magnetisches Feld in entgegengesetzter
Richtung hervorrufen wiirde. Daher ergibt sich in dem betrachteten Fall eine
Schwichung des magnetischen Feldes; die magnetische Induktion ist bei Vorhanden-
sein des betreffenden Stoffes kleiner als im leeren Raum; es ist

B<pyd oder p,<l.

Man bezeichnet solche Stoffe als diamagnetisch ; ein Beispiel dafiir bildet Wismut.

Im anderen Falle, wenn die Molekiile nicht kompensierte Bahnen enthalten, also
wie Magnete wirken, sind die molekularen Strombahnen im gewdhnlichen Zustand
des Stoffes ungerichtet; ihre Ebenen bilden bei den verschiedenen Molekiilen alle
moglichen Winkel miteinander, so daf groBlere Teile des betreffenden Stoffes un-
magnetisch erscheinen. Wenn die Ebenen der Strombahnen im Inneren der Molekiile
festliegen, dann ergibt sich bei Anwesenheit eines duBleren magnetischen Feldes
die gleiche Wirkung wie im vorigen Fall. Anders dagegen, wenn die Ebenen der
molekularen Strome innerhalb der Molekiile drehbar sind. Dann suchen sie sich im
magnetischen Feld so einzustellen, daf} ihre Bahnen senkrecht zur Richtung der
Kraftlinien stehen, und dafl die Elektronen die Kraftlinien linksliufig umkreisen.
Die molekularen Strombahnen unterstiitzen also hier das duBere magnetische Feld,
so daB} die magnetische Induktion grofer als im leeren Raum wird:

~ B>peH oder p.>1.
Kiipfmiiller, Elektrotechnik. 10
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Derartige Stoffe nennt man paramagnetisch oder, wenn u, erheblich grofer als 1
ist, ferromagnetisch, weil das wichtigste Beispiel eines stark paramagnetischen
Stoffes dasEisen ist. Genau genommen, tritt auch in paramagnetischen Stoffen wegen
der Beschleunigung der Elektronenbewegung immer bis zu einem gewissen Grade
eine diamagnetische Wirkung auf. Paramagnetische Stoffe sind daher eigentlich
solche, bei denen der zweite Effekt den diamagnetischen tbertrifft.

Die absolute Permeabilitit y kann gemessen werden, wenn man einerseits die
Durchflutung @ bestimmt, aus der die magnetische Feldstirke § berechnet werden
kann, andererseits die magnetische Induktion 8 mifit. Dann gilt

p="2. (567)

Die einfachste Methode besteht darin, dal man aus dem zu untersuchenden Stoff
einen Kreisring herstellt und diesen Ring mit zwei Wicklungen aus isoliertem Draht
versieht. Die eine Wicklung wird an ein
ballistisches Galvanometer @ angeschlossen,
Abb. 156; sie dient zur Messung von B.
Durch die andere, moglichst gleichmaGig
iber den Ring verteilte Wicklung kann ein
Sy Gleichstrom geschickt werden, der mit einem
Abb. 156. Aufnahme der Magnetisierungskurve, Amperemeter gemessen wird und die magne-
tische Feldstdrke § zu berechnen gestattet.
Die magnetischen Kraftlinien sind hier aus Symmetriegriinden konzentrische
Kreise; sie verlaufen im Inneren des Ringes, da sie mit den Windungen verkettet sein
miissen. Die Kraftliniendichte ist daher lings einer Kraftlinie konstant. Fiir irgend-
eine Kraftlinie mit dem Radius 7 gilt nach dem Durchflutungsgesetz

P9ds=9Pds=|9|2nr=1Tw,,
wobei w; die Windungszahl der Erregerwicklung bezeichnet. Daraus folgt
Tw,

H=|g|=52 (568)

2nr’
Ist der Querschnitt des Ringes geniigend klein, so kann man mit einer mittleren Feld-
starke in dem Ring fiir einen mittleren Radius ry rechnen. Die mittlere Kraftlinien-
dichte ergibt sich aus der Beziehung

(]

I§B|:B=?, (569)
in der @ den BiindelfluB im Ring und ¢ den Ringquerschnitt bezeichnen. Wird der
Strom I im Erregerkreis plotzlich geéndert, so ergibt sich nach dem Induktions-
gesetz ein Stromstof im Galvanometerkreis. Die vom Galvanometer angezeigte
Elektrizitdtsmenge @ dient zur Berechnung der zu der Stroménderung gehérenden
Anderung des Induktionsflusses. Es ist nach Gl. (552)

R

wobei w, die Windungszahl der zweiten Wicklung und R den Gesamtwiderstand
im Sekundérkreis bezeichnen. Daraus folgt

B 2an,RQ

TH wyweql
Im leeren Raum ergibt sich hieraus der Induktionsfaktor 1,. Bei materiellen Stoffen,
insbesondere den ferromagnetischen Stoffen ist die Permeabilitit im allgemeinen
keine Konstante, sondern hingt von der Erregung ab. Trigt man zusammengehdérige
Werte von B und H in ein rechtwinkliges Achsensystem ein, so erhilt man die
Magnetisierungskurve des betreffenden Stoffes.

Die Annahme einer gleichméBigen Verteilung der Kraftlinien iiber den Ringquerschnitt
enthélt einen Fehler, dessen GroBe man auf folgende Weise abschitzen kann. Der Ring habe

(571)
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rechteckigen Querschnitt mit der Breite b; der Innenradius sei r;, der Auflenradius r,. Allgemein
gilt dann nach Gl. (526)

T2
@=b [ Bdr. (572)
71

Fithrt man den mittleren Radius ro==1%(r+7;) (573)

ein, so kann man fiir die magnetische Induktion den Ansatz machen

dB | 1 d*B |
— PR (e )R

B=B,+(r—r,) o i‘fo + ) (r—rg) b (574)

der den Anfang einer Potenzreihe darstellt. Daraus folgt nach Gl. (572)
d*B |
o ‘To . (575)
Nun gilt, da die magnetische Induktion eine Funktion der magnetischen Feldstirke und diese
nach Gl. (568) eine Funktion des Radius ist,
B _dBd ., OB _4BO PBay
& aHdr 0 @ dH 4 TdE\dr)
(re—1)* ,dB | b (ry—1y)*,,d%B
I5] HdH "24 2 7 dH?"
Daraus kann man die zu der magnetischen Feldstéarke fiir den mittleren Radius r, gehorige magne-
tische Induktion B, berechnen, wobei Gl. (569) einzufiihren ist:
. 1 (ry—r\2 dB 1 (ry—r\% ,d°B
B=B— " ) B ‘22(*77) B e (576)
Man hat also von dem nach der Niaherungsmethode bestimmten Wert B der magnetischen In-
duktion einen Abzug zu machen, der auf graphischem Wege aus der mit den ersten Naherungs-
werten aufgezeichneten Magnetisierungskurve leicht ermittelt werden kann.

1
D=b(ry—ry) Bp+ ’2217(7'2—‘7’1)3

Mit Gl. (568) folgt

b
¢=b(72“’1)Bo+ﬁ

In der folgenden Tabelle sind die Werte der Permeabilitét fiir einige diamagne-
tische und paramagnetische Stoffe angefiihrt:

Wismut . . . . y,=1—170-10-¢ Luft . . . .. . He=1-+ 0,4.10-
Kupfer . . . . pu,=1— 10-10-° Aluminjium . . . g, =1+ 22.10-%
Silber . . . . . Uy =1— 19.10-8 Platin. . . . . . Hy =1+ 360.10-6
Wasser . . . . . p=1— 9.10-8

Die Permeabilitiat der nicht ferromagnetischen Stoffe kann man bei praktischen
Anwendungen fast immer zu 1 annehmen.

Bei den ferromagnetischen Stoffen zeigen die Messungen, da die magnetische
Induktion nicht in eindeutiger Beziehung zur magnetischen Feldstirke steht, son-
dern noch davon abhingt, auf welche Weise der betref- v
fende Wert der magnetischen Feldstérke hergestellt wurde.
Man veranschaulicht diesen Zusammenhang durch die

Magnetisierungskurven, die die magnetische Induk- Y/
tion in Abhingigkeit von der Feldstirke darstellen. Ver- /
grofert man die magnetische Feldstirke stufenweise, indem __‘_/(m_ /)
einen bestimmten Betrag vergréfert, so findet man die

magnetische Induktion durch Summieren der einzelnen Be-
trige, die zu den einzelnen Spriingen des Stroms gehoren
und aus den ballistischen Ausschligen des Galvanometers
berechnet werden kénnen. War der Eisenring noch nicht AbP-157. Magnetisierungs-
. . . . . . urven.
magnetisiert, so erhdlt man auf diese Weise die sogenannte
Neukurve OA, Abb. 157. Verkleinert man nun die magnetische Feldstirke von
dem erreichten Wert H,, aus wieder stufenweise, so nimmt auch die magnetische
Induktion ab. Das Galvanometer gibt ballistische Ausschlige nach der entgegen-
gesetzten Richtung. Aus diesen Ausschligen kann wieder jeweils die zu der Ver-
kleinerung von H gehorige Verminderung von B berechnet werden. Die Durch-
fiihrung der Messung ergibt Werte fiir die magnetische Induktion, 4 D Abb. 157,
die grofler sind als die der Neukurve. Selbst wenn der Erregerstrom ganz unter-
10*

man jeweils die Stromstirke in der Erregerwicklung um } 7 Hm
|
|
|
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brochen wird, also H =0 ist, enthélt der Ring noch einen magnetischen Induktions-
fluB. Man bezeichnet das ,,Nachhinken‘ der Induktion hinter der Feldstiarke als
Hysterese, die Erscheinung eines Riickstandes an Magnetismus als Remanenz.
Der Abschnitt O D auf der Achse der magnetischen Induktion stellt die Remanenz-
induktion dar.

Um den Induktionsflul zum Verschwinden zu bringen, muf} eine Erregung OF
in entgegengesetzter Richtung aufgewendet werden. Diese Erregung bezeichnet man
als Koerzitivkraft §,. Geht man bis zum Wert —H,, und 146t dann die Feld-
stirke wieder zunehmen, so ergibt sich wieder ein Zuriickbleiben der Induktion

hinter der Erregung. Wiederholt man diesen Prozel3 mehrmals, so

4 wird schlieflich eine ganz bestimmte Schleife durchlaufen, die
man als Hystereseschleife bezeichnet.

Die Erscheinungen der Hysterese und Remanenz werden da-

p durch erklirt, dal bei den ferromagnetischen Stoffen die moleku-

7 7 W% = laren Strombahnen vollsténdig ,,umklappen konnen, wenn die
magnetische Erregung einen bestimmten Wert iiberschreitet. Man
stellt sich die ferromagnetischen Stoffe als aus einzelnen Kristallen
zusammengesetzt vor, die regellos in allen moglichen Richtungen
Abb. 158. Hysterese- nebeneinander liegen. Ein solcher Kristall stellt wegen der un-
schleife elties Kxi- 1 pensierten Elektronenbahnen einen Magneten dar; er hat eine
magnetische Achse, die die Richtung der Kraftlinien angibt, die der

Kiristall fiir sich allein erzeugen wiirde. Bringt man den Kristall in ein magnetisches
Feld, das ihn in der Richtung seiner Achse zu entmagnetisieren sucht, so zeigt
sich, daB beim Uberschreiten einer gewissen Erregung der Magnetismus des Kri-
stalls sich plotzlich umkehrt. Die Hystereseschleife eines solchen Kristalls wird
daher durch ein Parallelogramm dargestellt, Abb. 158; es addiert sich zu der
auBeren Erregung beim Uberschreiten der Feldstirke H, die innere magnetische Er-
regung des Kristalls. Bildet nun der Vektor der magnetischen
Feldstarke § irgendeinen Winkel mit der magnetischen Achse,
so kommt fir die Wirkung auf den Kristall die Komponente
von 9 in Betracht, die in die Richtung der magnetischen Achse
pofl  fallt. Es ist also eine entsprechend groBere Erregung zum
4 Herbeifiithren des Umklappens erforderlich. Da die Achsen der

einzelnen Kristalle alle moglichen Richtungen haben, so kehrt
sich der Magnetismus der Kristalle bei verschiedenen Werten
der Feldstirke um. Dadurch erklirt sich die Abrundung der
Hystereseschleife, wie sie die Messungen an wirklichen Stoffen
zeigen.

Aus dieser Erklarung geht noch hervor, daf die Magneti-
sierungskurven ferromagnetischer Stoffe streng genommen keine glatten Kurven
sind, sondern sich aus einer auBerordentlich groflen Zahl von kleinen Spriingen
zusammensetzen. Diese Folgerung wird durch die Beobachtung bestitigt; dndert
man den magnetischen Zustand eines Eisenstiickes, das sich im Innern einer Spule
befindet, z. B. durch Néhern eines Stahlmagneten, so wird in der Spule eine Span-
nung induziert. Die Spannung enthalt kleine rasch aufeinanderfolgende Spriinge,
die mit Hilfe von Verstarkern in einem Fernhérer als Rattern oder Rauschen hor-
bar gemacht werden kénnen (,,Barkhausen-Effekt).

Wenn alle beweglichen Molekularstrome gerichtet sind, so liegt der Zustand der
Sattigung vor. Die magnetische Induktion unterscheidet sich dann wegen der
durch die Molekularstrome gegebenen zusatzlichen Durchflutung von der im leeren
Raum, also von der GroBe uyH um einen bestimmten konstanten Betrag. Die Magne-
tisierungskurven gehen in gerade Linien iiber, Abb. 159. Die auf diese Weise be-
stimmte Hystereseschleife bezeichnet man als die Grenzkurve. Nur Punkte auf

Abb. 159. Grenzkurven.
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der von dieser Kurve eingeschlossenen Fliche konnen durch entsprechendes Variieren
von H erreicht werden. Der Unterschied zwischen B und y, H im Gebiet der Sattigung
wird Siattigungsinduktion By genannt; es ist bei hohen Erregungen

B=u,H+ B,. (577)

Fiir die Wechselstromtechnik ist das Verhalten der Stoffe bei wechselnder
Magnetisierung von Interesse. Man erhélt die sogenannte Kommutierungs-
kurve, wenn man bei einer bestimmten Er-
4 regung die Stromrichtung mehrmals umkehrt
und dann den zu einer Umkehrung gehérigen
ballistischen Ausschlag des Galvanometers ab-
liest; er liefert den doppel-
ten Wert der zu der be- 4
treffenden Feldstiarke ge-
#_ horenden Induktion. Die ,,
. .
Kommutierungskurve,
Abb. 160, verbindet die
Umkehrpunkte der Hy-
stereseschleifen.
In der Schwachstrom-
technik handelt es sich Ag. 161. Reversible Per-
Abb. 160. Definition der Kommutierungskurve. hiufig um sehr kleine Feld- meabilitit.
stirkendnderungen; dabei
kann gleichzeitig eine Vormagnetisierung vorhanden sein, wenn némlich durch
die Erregerwicklung neben dem Wechselstrom noch Gleichstrom flief3t. Fiir solche
kleinen Feldstirkeninderungen an irgendeiner Stelle innerhalb der Grenzkurven
gilt folgendes. Verkleinert man im Punkte 4 einer Magnetisierungskurve, Abb. 161,
die Feldstdrke um den kleinen 8

7

Betrag AH, so wird auch die In- MZ'W l IM,L/, -

duktion B um einen Betrag A B om0 By ﬂ,:S‘Lﬂ

kleiner. Wenn die Anderung der ~ A Gpramotlect !

Feldstarke sehr klein ist, so ge- oo //f/ e 2 |//p

langt man von dem erreichten | e ]

Punkt D aus bei einer VergroBle- 2000 yaaz /

rung der Feldstirke um den glei- v/ ]

chen Betrag wieder zum Punkt 4 w0 4 kel A H

zuriick, der Vorgang ist umkehr- / N 7 gad

bar.Man bezeichnet dasVerhiltnis T /'Z'M Jﬂ’iﬂ B ma Mg’

Vi 7 # 200

K =;‘1—0 a2 () Alom

. . Abb. 162. Gemessene Kommutierungskurven.
als reversible Permeabili-

tat. Die reversible Permeabilitat ist verschieden von der Permeabilitit
B
H»r—m
und kann verschieden von dem Differentialquotienten ,ul % an der betreffenden
(1]

Stelle der Magnetisierungskurve sein. Die reversible Permeabilitit hingt nach den
experimentellen Befunden nur von der magnetischen Induktion ab, nicht aber von.
der magnetischen Erregung; sie hat also bei A’ den gleichen Wert wie bei 4, Abb. 161.
Den grofiten Betrag hat die reversible Permeabilitit bei B=0; man bezeichnet
diesen Wert als Anfangspermeabilitét u,. Bei wachsender Induktion nimmt die
reversible Permeabilitit ab. Die Permeabilitit u, hat dagegen ihren grofiten Wert
dort, wo eine gerade Linie vom Nullpunkt die B, H-Kurve tangiert.
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In Abb. 162 sind Kommutierungskurven fiir einige ferromagnetische Stoffe dar-
gestellt. Die ferromagnetischen Eigenschaften hingen im allgemeinen davon ab, wie
die betreffenden Stoffe vorbehandelt werden. Durch Erwérmen und Abkiihlen wer-
den die magnetischen Eigenschaften infolge von Gefiigeanderungen stark beeinfluflt.
Besonders ferromagnetische Legierungen zeigen in dieser Beziehung ein kompliziertes
Verhalten, das auch sonst von dem des gewohnlichen Eisens stark abweichen kann;
als Beispiel ist in Abb. 163 die Hystereseschleife einer Nickel-Eisen-Kobaltlegierung
dargestellt (65% Ni, 5% Fe, 30% Co, ,,Perminvar®). In der folgenden Tabelle sind
einige Zahlenwerte verschiedener Eisensorten angegeben.

Tabelle 4.
. Remanenz- .
f;‘;mg;‘ Koersitiv- | ‘ynduktion | Sittigungs- | SroBte
Material e Tal nach induktion B, o
ateria. bﬂ;mt Sattigung H, Sattigung B, bilitét
’ Afem ¢ | G fr
Dynamostahl 70 1,2 10600 21400 4200
Dynamostahl, gegliiht 200 0,4 11000 21400 14800
Holzkohleneisen, geglitht | 200. . .300 0,6 10000 21200 6400
GuBeisen 70 4...8 5000 16500 600
4% 8Si, Fe-Legierung 500 0,4 8000 19700 7500
78 % Ni, Fe-Legierung 12000 0,04 6000 11000 50000
(,, Permalloy*)
Stahl, hart, 1% C 40 50 7000 18400 200
Chromstahl — 50 12600 | _ —
Kobaltstahl i — 190 9000 | — —

Die Permeabilitat kann in den verschiedenen Richtungen ein und desselben Koérpers ver-
schiedene Werte haben. Wenn z. B. Eisen quer zur Richtung eines Hauptfeldes vormagnetisiert
wird, so ergibt sich ein anderer Wert der Induktion als bei Vor-

Vavi magnetisierung in Richtung des Hauptfeldes. In solchen Fillen
50001~ hat der Vektor der magnetischen Induktion nicht die gleiche
Richtung wie der Vektor der magnetischen Feldstirke. Zwi-
schen den beiden Grofen bestehen Beziehungen von der fol-
genden Form
| L/ | 7 Bp= 11 Do+ 12Dy + 13 9.,
-4  =Z ¥ =

4 % By =91 Dot U2 Dyt 123 9. » (579)

B, =Uz1 Dat Uss ‘by_l_lu%bz H
—5000— wobei die Indizes z, y, z an den Vektoren die Komponenten in

der betreffenden Richtung eines kartesischen Koordinaten-

systems anzeigen. Man bezeichnet in der Vektorenrechnung

eine derartige Beziehung zwischen zwei Vektoren 8 und $ als

:}ine lineare Vektorfunktion. Die Gesamtheit der Zahlenwerte 4 bezeichnet man als einen
ensor.

Abb.163. Hystereseschleife von Perm-
invar.

23. Der magnetische Kreis, Elektromagnete, Dauermagnete.

Fiir den Ubergang eines magnetischen Induktionsflusses von einem Stoff zu
einem anderen gelten dhnliche Gesetze wie fiir den Ubergang des dielektrischen Ver-
schiebungsflusses zwischen zwei Isolierstoffen. Erfahrungsgemifl gibt es keine
Quellen des magnetischen Induktionsflusses; die magnetischen Induktionslinien
sind immer in sich geschlossen. Daraus folgt die Gleichung:

$BAF=0 oder divB=0. (580)

An der Grenzfliche zweier Stoffe mufl daher die Normalkomponente der magne-
tischen Induktion, B,, stetig sein. Es miissen ferner die Tangentialkomponenten
der magnetischen Feldstéirke, §,, auf beiden Seiten der Grenzflache den gleichen Wert
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haben. Man erkennt dies, wenn man das Durchflutungsgesetz auf einen Rechteckweg
anwendet, dessen Léingsseiten auf beiden Seiten der Grenzflache liegen und dessen
unendlich kurze Schmalseiten die Grenzfliche durchstoBen. Es gilt also
B, =Bn; D=9 (581)

Durch eine ahnliche Uberlegung wie in Abschnitt 10 findet man hieraus, daf die
magnetische Induktion in einem Querschlitz, die magnetische Feldstirke in einem
Liangsschlitz den gleichen Wert haben wie im Inneren des Stoffes. Unter Einfithrung
der Permeabilitit folgt ferner fiir die Winkel o; und o, die die magnetischen In-
duktionslinien mit der Normalen einer Grenzfliche bilden

tgoy 4y

tgo  py (582)
Aus ferromagnetischen Stoffen treten daher die Induktionslinien nahezu senk-
recht aus.

Fir die Tangentialkomponente der magnetischen Induktion gilt

By My

B = (583)
In Stoffen hoher Permeabilitit ist die Tangentialkomponente der magnetischen
Induktion grof im Vergleich zu der im Auflenraum. Die magnetischen Induktions-
linien werden also durch den Stoff hoher Permeabilitat gefithrt dhnlich wie der
elektrische Strom durch die metallischen Leiter. Da ferner die magnetischen In-
duktionslinien in sich geschlossen sind, so bezeichnet man eine Anordnung, bei der die
magnetischen Induktionslinien in der Hauptsache in
ferromagnetischen Stoffen verlaufen, als magnetischen
Kreis.

Bei einem Elektromagneten nach Abb. 164 be-
steht der magnetische Kreis aus dem Luftspalt 1, den
beiden eisernen Polen 2 und 6, den Schenkeln 3 und 5,
die die Wicklungen tragen, und dem Verbindungsstiick 4.
Durch gestrichelte Linien a, b, ¢, d und e ist der grund-
sitzliche Verlauf der Induktionslinien angedeutet. Da
der Elektromagnet zur Herstellung eines bestimmten
Induktionsflusses im Luftspalt I dient, so bezeichnet
man den Teil des gesamten Induktionsflusses, der aus J . .
Kraftlinien nach der Art von a besteht, als Haupt. APP-10f Krafilinlen bei cinom
flu3, wahrend die anderen Kraftlinien den StreufluB
darstellen. Wegen der hohen Permeabilitit des Eisens ist die Kraftliniendichte im
Eisen sehr viel hoher als auflerhalb, so dall der Hauptflul den weitaus groBten
Teil der gesamten Kraftlinien enthélt. Darauf beruht das folgende Niherungs-
verfahren zur Berechnung magnetischer Kreise.

Man geht vom Induktionsflul @ aus, der durch das Biindel der Kraftlinien des
Hauptflusses dargestellt wird, und berechnet hieraus die Kraftliniendichte in den
einzelnen Abschnitten des magnetischen Kreises, indem man die Streulinien ver-
nachlissigt. Bezeichnet F, den Querschnitt des Flusses in den einzelnen Abschnitten

y, so gilt B—-2 (584)

Aus der Induktion B, erhilt man die magnetische Feldstirke H, mit Hilfe der Magne-
tisierungskurve des betreffenden Stoffes. Fiir Luftspalte gilt
B
H =1 (585)
Ho
Dann wird das Linienintegral der magnetischen Feldstirke angenihert dargestellt

durch $ods~ IH,1I,, (586)
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wobei I, die mittlere Lange der Kraftlinien in den einzelnen Abschnitten bezeichnet.
Die Summe ist iiber den ganzen Kreis zu bilden. Andererseits ist die Durchflutung ge-
geben durch die Windungszahl der Wicklung und die Stromstirke. Trigt in dem
Beispiel der Abb. 164 jeder Schenkel eine Wicklung aus je w Windungen und werden
diese Windungen von einem Strom I derart durchflossen, daB sich die Wirkungen
der, beiden Wicklungen unterstiitzen, so gilt

DH L, =2wl. (587)

Die umgekehrte Aufgabe, zu einer gegebenen Durchflutung den InduktionsfluB
zu finden, kann nicht unmittelbar gelost werden, da die Permeabilitit der Eisen-
abschnitte selbst wieder von der Induktion abhingt, die zunichst unbekannt ist.
Man geht daher hier so vor, daB man fiir eine Reihe von willkiirlich angenommenen

Werten des Induktionsflusses die Durchflutung berechnet
9 und damit die magnetische Charakteristik des Krei-
ses aufzeichnet, die die Abhingigkeit der beiden Grofien @
und @ voneinander darstellt, Abb. 165. Aus der magne-
tischen Charakteristik kann dann zu dem gegebenen Wert
¢ von O der FluB entnommen werden.
- Zur Herstellung eines bestimmten Induktionsflusses ist
A"béﬁﬁf;k”é‘:,%?ffﬁ?“he eine bestimmte Durchflutung @ nétig; es ist jedoch gleich-
giiltig, ob diese Durchflutung mit kleiner Stromstirke und
grofler Windungszahl oder groBer Stromstéirke und entsprechend kleiner Windungs-
zahl erzeugt wird.

Die Unbestimmtheit der Windungszahl verschwindet, wenn die Spannung an der
Wicklung gegeben ist. Bezeichnet man den Wicklungsquerschnitt mit ¢ und den
Fillfaktor der Wicklung mit k< 1, ferner die mittlere Lange einer Windung mit
Im, so wird der Widerstand einer Wicklung von w Windungen

w2,
R=g"p. (588)
Andererseits gilt R= %,
oder unter Einfithrung der durch die Wicklung erzeugten Durchflutung
Uw
R= 5 (5689)
Daher ergibt sich die Windungszahl aus
w2l, Uw kg

oder w=U (590)

Q—lcq- X 001, "
Die Windungszahl muf} also um so groBer gemacht werden, je hoher die zur Ver-
fiigung stehende Spannung ist. Fiir den Drahtquerschnitt ergibt sich damit
k 0!,
q="t=22", (591)
Er ist also unabhéngig von der GroBle des Wicklungsquerschnittes und vom Fiill-
faktor.

Zur Aufrechterhaltung des Induktionsflusses ist theoretisch keine Leistung
erforderlich. Wegen des endlichen Wicklungswiderstandes ist jedoch bei wirklichen
Elektromagneten immer eine bestimmte elektrische Leistung zur Herstellung der
Durchflutung notwendig. Diese Leistung, die also vollstindig innerhalb der Wick-
lung in Warme umgewandelt wird, hat den Betrag

N,—I*R= 9%@2; (592)

sie wird um so kleiner, je grofier der Wicklungsquerschnitt ist und je besser er aus-
genutzt wird, dagegen ist sie bei vorgeschriebener Durchflutung unabhingig von der
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Windungszahl, also von der Spannung. Durch die Stromwarme wird die Durch-
flutung begrenzt, die man in einem Elektromagneten herstellen kann.

Zahlenbeispiel: In dem aus Dynamoblechen zusammengesetzten Eisenkern, Abb. 166, soll
mit Hilfe der im Schnitt gezeichneten Wicklung ein BiindelfluB von & = 50000 M erzeugt
werden. Die Héhe des Blechpakets betréigt 2 cm; infolge der Isolierung der einzelnen Bleche sei
mit einem Eisenfiillfaktor von 90% zu rechnen.

Nimmt man naherungsweise an, daf der ganze Flufl im Quer-
schnitt des Luftspalts konzentriert bleibt, so wird die Induktion

im Luftspalt
P B,= 200001 _ 150006
5cm?
Die zugehorige magnetische Feldstarke ist
B, 10000GA A
HI“E,_ 1,256 Gom~ %05y
Da die Kraftlinienlénge im Luftspalt 0,2 cm betrigt, so wird also

der auf den Luftspalt entfallende Anteil der Durchflutung
0,=H,1,=7960 - 0,2iA—cm =1592A.
cm

. I ] . . . e S h k . ké—lﬂmm—‘ﬁ
Die Induktion in dem d.1e5?)7\101((;]311\1}ng tragenden Schenkel wird Abb. 16 % Bel‘?chﬁuﬂg einer
_ — rosselspule.
Bz_o————’9 Som? 18500 G.
Dazu ergebe sich aus der Magnetisierungskurve des Bleches eine magnetische Feldstirke von
H,=200 A .
cm

Der Anteil dieses Schenkels an der Durchflutung wird, da die Linge l,= 9,7 cm betrigt,
0,=H,l,=200 - 9,7A=1940 A. Schlieilich erhilt man fiir die Induktion in den iibrigen Abschnitten

50000 M o ) LA
Ba=m=11 100G. Dazu gehére die Feldstirke H3_4a.

Die gesamte Lange dieser Abschnitte ist 2 [;=22 cm und der Anteil der Durchflutung
O,=H,l,—=4.22 A=88A.
Die gesamte Durchflutung muf also @=0,+0,+6,=3620 A betragen.

Das Beispiel zeigt, wie gro8 der Einflul der Eisensittigung auf den Bedarf an Durchflutung
ist. Infolge der Verkleinerung der Breite des Wicklungsschenkels auf 1,5 cm gegeniiber 2,5 cm
in den anderen Abschnitten wird die fiir diesen Abschnitt notwendige Durchflutung groBer als
der auf den Luftspalt treffende Anteil, wahrend die viel lingeren iibrigen Abschnitte des Eisen-
kerns nur einen kleinen Bruchteil der Durchflutung beanspruchen.

Wird mit einem Kupferfiillfaktor von & = 60% gerechnet, so ist zur Herstellung der Durch-
flutung eine Leistung aufzuwenden von

l 14 - 3620 Qmm?cm A2
—oim Qe
N,=p kq@ 0,0175 0.6.9 . om?

Dabei ist die mittlere Windungslinge /,,—14 cm gesetzt. Um die infolge dieser Verlustleistung

entstehende Temperaturerhdhung berechnen zu konnen, muf man die Warmeiibergangszahl

kennen; diese liegt bei derartigen Anordnungen in der Gréfenordnung von
w
h=0,0015 TR

Die Oberfliche der Wicklung ist rund 170 cm?2; dazu kommt fiir die Abkiihlung noch ein Teil
der Eisenkernoberfliche im Betrage von etwa 200 cm? so dal die gesamte wirmeableitende
Oberflache etwa 0=370 cm? ausmacht. Es ergibt sich daher eine Temperaturerh6hung von

N, 595 Wem?°C
¥=0% ~370.0,006 cmew —07C:
Soll die Erregung mit einer Spannung von U = 110 V hergestellt werden, so ergibt sich der
Drahtquerschnitt nach Gl. (591):
_oln® 0,0175.14.3620 Qmm?cmA g
Go= U= 110 mﬁ————0,0SOGmm .
kg _06-9 cm?
g0  0,0806 mm?
die gesamte Drahtlinge I~ wly=6700 - 14cm = 0,938km,

=59,5W.

Die Windungszahl wird w= = 6700,
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. ! 0,938 2 mm2km
der gesamte Widerstand R=p w= 0,0175 00806 m mm®— 204 Q,
. . U 110V
und die Stromstirke I= BT040— 0,54A.

Bei der Berechnung von Dauermagneten kann grundsitzlich das gleiche
Verfahren angewendet werden. Es sei z. B. zu berechnen, wie gro die Induktion
im Luftspalt 7 des in Abb. 167 dargestellten permanenten Magneten ist. Der eigent-
liche Stahlmagnet ist mit 3 bezeichnet, 2 und 4 sind zwei auf den Magneten aufge-
setzte Polschuhe aus Schmiedeeisen. Wird der ganze magnetische Kreis einmal mit
Hilfe einer voriibergehend aufgebrachten stromdurchflossenen Wicklung bis in das

p Gebiet der Sattigung magnetisiert, so geht die Induktion nach dem
_ZI |Z§ Ausschalten des Magnetisierungsstromes im B, H-Diagramm auf einer
Kurve zuriick, die dem absteigenden Ast der Grenzkurve entspricht,

Abb. 168. Es stellt sich ein bestimmter Gleichgewichtszustand ein, z. B.
Punkt P, in dem die innere Durchflutung des Magneten gerade den
Durchflutungsbedarf des Kreises deckt. Die Wirkung der gerichteten
N\ Molekularstrombahnen ist durch die Koerzitivkraft H, gekennzeichnet.
Abb. 167. zur Man denke sich nun auf den Stahlmagneten zwei gleichartige Wick-
Berechnung  lungen aufgebracht, die von konstanten Stromen gleicher Stirke aber
e";i’:gne]%i‘;?r‘ entgegengesetzter Richtung durchflossen werden derart, dafi die durch
eine der beiden Wicklungen gelieferte Durchflutung gerade gleich ist

der Durchflutung O,=H,l, (593)

der Molekularstrome, wobei [, die Linge des Stahlmagneten bezeichnet. Da sich die
beiden Zusatzdurchflutungen gegenseitig aufheben, so dndert sich dadurch nichts
an dem Gleichgewichtszustand im magnetischen Kreis. Die eine der beiden Zusatz-
durchflutungen kompensiert jedoch gerade die innere Durchflutung des Magneten,
sie verschiebt die Magnetisierungskurve um den Betrag H, nach rechts, wie es in
Abb. 168 gestrichelt angedeutet ist. Die Magnetisierungskurve hat dann einen
Verlauf wie bei einem Stoff ohne Remanenz. Man

4 kann sich daher den Stahlabschnitt des magne-

g /::— tischen XKreises ersetzt denken durch einen
e Abschnitt aus weichem Eisen, dessen Magne-

43|/ tisierungskurve aus dem absteigenden Ast der

/ 7 Grenzkurve des Stahls durch Parallelver-

It 7 schiebung hervorgeht, und durch eine Wick-
lung, die eine Durchflutung von der Gréfie @,

Abb. 168. Magnetisi K . Y
eines Di%‘;ﬁ;;‘;;gﬁf,i U liefert. Damit ist die Berechnung des Stahlmagneten

auf die Berechnung eines Elektromagneten zuriick-

gefiihrt. Da hier die Durchflutung gegeben ist, so muBl die magnetische Charak-

teristik des Kreises berechnet werden, aus der man dann den Induktionsflul zu

dem Wert @, entnehmen kann. Fiir iberschligige Rechnungen ergibt sich eine

Vereinfachung, wenn man den in Betracht kommenden Teil der Magnetisierungs-

kurve des Stahls, némlich den Teil im zweiten Quadranten, durch eine gerade

Linie annshert. Man ersetzt auf diese Weise den Dauermagneten durch einen Stoff
ohne Koerzitivkraft mit der Permeabilitit

Br
Fa= o tly’
die nach der Tabelle 4 etwa zwischen 40 und 200 liegt, und eine Wicklung mit der
Durchflutung 6,.

Fiir manche Betrachtungen ist der Begriff des magnetischen Widerstandes

von Vorteil. Das Durchflutungsgesetz 14t sich bei einem magnetischen Kreis mit

einer Anzahl einzelner Abschnitte, in denen das Feld als homogen angesehen werden

(594)
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kann, in der Form schreiben: JH,,=0.
Da nun H,=BJ und B,,zg,
Hy F,
. . L,
so ergibt sich @2 P 6. (595)

Diese Gleichung hat eine dhnliche Form wie das Ohmsche Gesetz fiir einen elek-
trischen Stromkreis, wenn man den Induktionsflu3 zum elektrischen Strom und die
Durchflutung zur elektromotorischen Kraft in Analogie setzt (,,magnetomotorische
Kraft*). Es entspricht dann die GroBe

I,

dem elektrischen Widerstand, wobei an die Stelle der elektrischen Leitfahigkeit die
absolute Permeabilitit im magnetischen Kreis tritt. Man nennt R,, den magnetischen
Widerstand des betreffenden Abschnitts; das Reziproke davon ist der magnetische

Leitwert: LI,
Gn="22,

v
Der magnetische Leitwert kann, wie sich beim Einsetzen der einzelnen GrofBen zeigt,
in Henry gemessen werden. Zuweilen wird auch die GréBe u,,F,/l, als magneti-
scher Leitwert bezeichnet, die Einheit ist dann 1 cm.
Im vorigen Zahlenbeispiel ist der magnetische Leitwert
® 50000-10-8Vs
Gm:§=—~3m =1,38.10-"H.

Er nimmt mit wachsender Stromstéiirke ab, da die Permeabilitit des Eisens abnimmt. Der magne-

tische Widerstand des Luftspalts ist
. 0,2 cm em
™7 1,256 - 10-8. 5 H cm?

=3,19.108H-.

24. Berechnung magnetischer Felder, Vektorpotential,
Ampéresche Formel.

Bei dem im vorigen Abschnitt betrachteten Verfahren der Berechnung magne-
tischer Kreise wird die Annahme gemacht, daf3 der Induktionsflu3 durch den Eisen-
weg gefiihrt wird, so dafl sein rdumlicher Verlauf im wesentlichen als bekannt vor-
ausgesetzt werden kann. Die Berechnung des genauen Verlaufes des Induktions-
flusses stellt ein dhnliches Problem dar wie die Berechnung elektrischer Felder,
und es gelten sogar auBlerhalb der stromdurchflossenen Leiter ganz dhnliche Gesetze
wie dort. :

Auf Grund des Durchflutungsgesetzes hat das Linienintegral der magnetischen
Feldstarke den Wert Null, wenn der Integrationsweg nicht mit Stromen verkettet ist.
Daraus geht hervor, dafl das Linienintegral der magnetischen Feldstérke fiir beliebige
Wege zwischen zwei Punkten a und & denselben Wert hat, wenn die Wege ineinander
iibergefiihrt werden konnen, ohne daf stromdurchflossene Leiter geschnitten werden.
Das Linienintegral hangt in diesem Fall nur von der Lage der Endpunkte & und b
im magnetischen Feld ab; man kann dies, wie im Falle des elektrischen Feldes, da-
durch ausdriicken, dal man ein Potential einfiihrt. Wir definieren daher entsprechend
Gl. (82) das magnetische Potential ¢ durch

b
[ 9ds=y,—v,, (597)

oder mit Benutzung von GI. (83) durch
= —grady. (598)

Wir driicken also die magnetische Feldstirke auBerhalb der Stromleiter durch den
Gradienten eines skalaren Potentials aus.
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Das Linienintegral der magnetischen Feldstirke zwischen zwei Punkten bezeich-
net man daher auch als magnetische Spannung. Es kann mit dem magnetischen
Spannungsmesser gemessen werden (siche Abschnitt 22). Das Linienintegral iiber
einen in sich geschlossenen Weg ist die magnetische Umlaufspannung, und
das Durchflutungsgesetz kann daher auch in der Form ausgesprochen werden:
,»Die magnetische Umlaufspannung eines beliebigen Weges ist gleich
der Durchflutung des Weges.*

Fithrt man die magnetische Induktion mit Hilfe von Gl (564) ein, und be-
riicksichtigt man GIl. (580), so ergibt sich

div(ugrady) =0. (599)
Wenn die Permeabilitéit eine Konstante ist, wie insbesondere in Luft, so folgt daraus
Ap=0. (600)

Fiir das magnetische Potential auBlerhalb der Stromleiter gilt also die Potential-
gleichung. Zur Berechnung der magnetischen Felder konnen daher die gleichen
Methoden angewendet werden wie beim elektrischen Feld. Das magnetische Potential
ist jedoch keine eindeutige Grofle, da das Linienintegral der Erregung, also die
Spannung bei einem mit Stromen verketteten Weg nicht Null ist, sondern @. Geht
man n-mal um den Stromleiter herum, so vergrofert sich das Potential um den Wert
n@®. Da jedoch nur Potentialdifferenzen gemessen werden konnen, bzw. die
Wirkungen nur von der Feldstarke abhéngen, so spielt diese Vieldeutigkeit praktisch
keine andere Rolle als die Unbestimmtheit des Potentials iiberhaupt.

An die Stelle der Grenzbedingungen des elektrischen Feldes treten hier die im
vorigen Abschnitt abgeleiteten analogen Bedingungen und das Durchflutungsgesetz.
Genau wie beim elektrischen Feld kann auch hier die Methode der konformen
Abbildung zur Feldberechnung benutzt werden. Es liefert z. B. die Funktion

f(&)=cInl
das magnetische Feld in der Umgebung eines geraden, gestreckten Leiters, das
konzentrische, kreisformige Induktionslinien aufweist, und ebene Niveauflichen, die
die Leiterachse enthalten. Das Potential ist

p=ca; . (601)
die Niveauflichen sind durch o =konst gegeben. Fiir die magnetische Feldstirke
folgt daraus dy c

H: — d——— = ——,
(ra) r

und die Konstante ¢ ergibt sich aus dem Durchflutungsgesetz, wie bereits in Ab-

schnitt 22 gezeigt; es ist o L

2z’

wenn die positive Richtung von o und § rechtslaufig mit der positiven Richtung
des Stromes I verkniipft ist.

i3 R Da die Potentialgleichung eine lineare Differential-
o7 A gleichung ist, so folgt, daB bei Vorhandensein mehre-
1 7 A rer Leiter sich die Einzelfelder ungestért iiberlagern.

e @, SN\ Voraussetzung dafiir ist lediglich, daB {iberall
7 9 Jg Z p=Kkonst

ist. Mit Hilfe dieses Satzes kann man die magnetischen
. Felder in der Umgebung von Mehrleitersystemen
AbD_169. Berechnung des magnetischen 1 erechnen. Bezeichnen 7, 2und 3 in Abb. 169 drei

parallele Leiter, die von den Strémen I,, I,, I, durch-
flossen werden (positive Richtung von hinten nach vorn), so gilt fiir das magne-
tische Potential in irgendeinem Punkt P

1
’/’:_2‘,;(11“1+12“2+13“3)~ (602)
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Daraus leiten sich die Komponenten der magnetischen Feldstirke in der z- und
y-Richtung ab. Es ist z. B.

Jo Ja, do
D= —gradyp— - (L Gm + Lo+ 1,52 (603)
Die partiellen Differentiale der Winkel o bei einer Anderung von z findet man aus
der Beziehung r=ycotga+k.
Hieraus ergibt sich durch partielles Differenzieren:
. y Oo
sin?e 9z’
do sin?a sino
oder —=— S .
ox y r
. _ 1/ sing sinoe, sinag
Daher wird D= 2n(L P LI L ) (604)
Genau so folgt fiir die Komponente von § in der y-Richtung
. 1 cosay coS oy cos oy
D= 5oL LI+, (605)

In groBer Entfernung von den drei Leitern werden die Abstéinde und die Winkel
einander gleich. Dann folgt

1 .
9= —5; (it L+ Iy)sina;
1
Dy= 2—m(11—[—12+13)cosoc.
Der Betrag der magnetischen Feldstirke ist in grofer Entfernung
9] = V8293 = g (i + Tt Iy). (606)

Das magnetische Feld ist also in groBler Entfernung von einem System paralleler
Leiter so beschaffen, wie wenn nur ein Leiter vorhanden wire, der die Summe der
Strome fiihrt.

Handelt es sich um Hin- und Riickleitung eines einzigen Stromkreises, dann
ist zu setzen I,=—1I,=1I,

und es wird Pp=— %I(al—ocz). (607)

Die Niveaulinien sind daher Kreise, die durch die Spuren der Leiterachsen hindurch-
gehen, und deren Mittelpunkte auf der Mittelsenkrechten zur Verbindungslinie dieser
Spuren liegen; sie entsprechen den Verschiebungslinien des elektrischen Feldes.
Da die magnetischen Induktionslinien die Niveaulinien senkrecht schneiden miissen,
8o sind sie durch die Apollonischen Kreise dargestellt, also durch die Niveaulinien des
elektrischen Feldes (Abb. 75). Die magnetische Feldstirke ist auf der Verbindungs-

linie 7,2 1.,/1 1
H=9,=5-1(;-+ 1), (608)
da cosa; =0 und cos ay,==—1. Sie setzt sich zusammen aus den von den beiden

Leitern herrithrenden Beitrigen, Gl. (566). Bezeichnet @ den Abstand zwischen
den beiden Drihten, und setzt man r,= z, so wird r,==a—2z und

o— (e ). o

Der InduktionsfluBl, der durch einen Streifen von der Breite dx und der Lange !
zwischen den beiden Leitern hindurchgeht, ist

. _u 1 1

Der gesamte Induktionsflul im Luftraum zwischen den beiden Leitungen ergibt sich
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hieraus durch Integration von x=r, bis x=a—r,, wenn 7y den Leiterradius be-
zeichnet. Es wird a-ro
_# 1 1 _ M a—Ty
&— ﬂuf(-; + a—_—x) de= 2Tl ™", (610)
To

Von dem Prinzip der ungestorten Uberlagerung der Einzelfelder kann man ferner
Gebrauch machen zur Berechnung des magnetischen Feldes bei stabférmigen
Leitern beliebigen Querschnitts. Man zerlegt den Querschnitt in Fliachen-
elemente dF; dann wird bei einer Stromdichte ¢ die

- Z lf’ Stromstéirke in einem solchen Querschnitt |¢|dF. Die
N v ly Komponenten der magnetischen Feldstirke in einem
—= —= { Punkt P sind dann nach den GI. (604) und (605)
ﬁ / /A |z smoc
) el [ 611)
\, //
~~_l_-—- 1 cCOosS o
1 @Fﬂ]@i ldeF, (612)

Abb. 170. Berechnung des magne- Wobel die Integrale iiber den ganzen Leiterquerschnitt
tischen Feldes eines Rechteck- zu bilden sind.

stabes.
° Beispiel: Fiir die in Abb. 170 gezeichnete Schiene mit recht-
eckigem Querschnitt stellt man das Flichenelement durch ein kleines Rechteck dar. Die Ko-

ordinaten des Rechtecks seien =X, y=Y,
die Seiten dX und dY.

. P — — -X
Dann wird r=Hy—TP+e—X%  sina—=Y = Yo cosu=Z =,
und es ergibt sich b2 +a/2

117 y—Y
= —- —— o d Y.
9. 27 ab X f (y— Y)2+(z—X)2d
—b/2 —al2

Die Ausfithrung der Integration liefert
I irl b <y+ %>2+<x+ %)2 1/ b (” %>2+<x" %
.= %ﬁﬁ?(ﬁ"?)ln <y_ %>2+<x+ %)2_?<x_?)ln (y———(;—)z—l—(x— %

a av—}—i xfi a x—}—% x—é— ‘
—I—(y—}— —2—> arctg —arctg — < — -—2—> arctg . —aretg (613)
vty Sy ) Y ‘

Der Ausdruck fiir §, ergibt sich hieraus, wenn iiberall z und y sowie ¢ und b miteinander ver-
tauscht werden. Die Kraftlinien bilden ellipsendhnliche Kurven, wie in Abb. 170 gestrichelt an-
gedeutet.

Die Beziehungen (611) und (612) gelten auch fiir das Feld innerhalb des Leiters,
wenn der Leiter die gleiche Permeabilitit besitzt wie die Umgebung. Genau so
wie auBerhalb des Leiters addieren sich auch im Innern in jedem Punkt des Leiter-
querschnitts die Wirkungen der Stréme in den iibrigen Querschnittsteilen. Dagegen
gilt im Innern der Leiter nicht die Potentialgleichung (600), bei deren Ableitung vor-
ausgesetzt wurde, dafl der betrachtete Raumteil stromlos ist.

Beim geraden Leiter mit Kreisquerschnitt mufl wegen der Symmetrie die magne-
tische Feldstirke im Innern des Leiters ebenso wie auBlerhalb fiir Punkte gleichen
Abstandes von der Achse konstante Werte haben; die Kraftlinien sind konzentrische
Kreise. Man kann daher das Durchflutungsgesetz unmittelbar anwenden. Bei gleich-
mifiger Verteilung des Stromes iiber den Leiterquerschnitt ist die durch eine Kraft-

linie mit dem Radius 7 hindurchgefiihrte Stromstirke
2

r
I= —r?l s (614)

0
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wenn 7, wieder den Leiterradius und I den Gesamtstrom bezeichnen. Daher wird
nach dem Durchflutungsgesetz
r

$9ds=|p|ds=|p|2ra="11,
H=-"_1. (615)

2nrd

Auf der Verbindungsebene der beiden Drahtachsen ergibt sich damit ein Ver-
lauf der magnetischen Feldstirke wie ihn Abb. 171

zeigt. M
Das Feld im Leiterinnern geniigt nicht der Potential- | |
gleichung. Diese lautet im vorliegenden Fall der Rota- Z i |
tionssymmetrie gemal Gl. (356) 27 : !
9y 10y N
e T ar =0 (616) Y (
Aus der Gl. (615) ergibt sich das Potential i }
172 {— 2 —>}
P= —erda=-~§~7;r—%ocI+k. 4@
Daraus folgt
] 1 7 92 1 ol Abb. 171. Magnetische Feldstirke
__a.y_’ =———ua I; _a_y; =——— bei einer Doppelleitung,
r 7T rd r w73

Der Ausdruck auf der linken Seite von Gl. (616) wird daher — %0;—21, ist also von
v 0

Null verschieden.

Innerhalb der Stromleiter tritt an die Stelle des skalaren Potentialsy das
sogenannte Vektorpotential A. Wir denken uns im Innern eines stromdurch-
flossenen Leiters eine kleine Fliche d§ senkrecht zur Richtung der Stromdichte &
abgegrenzt. Die Stirke des durch diese Fliche flielenden Stromes ist §dF. Bildet
man lings des Randes der Flichedy das Linienintegral der magnetischen Feld-
stirke, so muB nach dem Durchflutungsgesetz

$9ds—®dF oder E}&«ggg)d«s:@ (617)

sein. Der Ausdruck auf der linken Seite hat bei verschwindendem d@ also einen
ganz bestimmten Grenzwert, der gleich dem Vektor der Stromdichte ist. Man be-
zeichnet in der Vektorrechnung den Grenzwert, dem das Verhéltnis des Linieninte-
grals eines Vektors lings eines geschlossenen Weges zu der von dem Weg berandeten
Fliache bei unendlich kleiner Flache zustrebt, als die Rotation

oder den Wirbel des Vektors und schreibt J

rot @:hmésﬁwg. (618)

Die Rotation ist wieder ein Vektor, der senkrecht auf $ steht.
Seine Komponenten kénnen durch rdumliche Differentialquotien-
ten ausgedriickt werden. Um z. B. in kartesischen Koordi-
naten die z-Komponente der Rotation zu berechnen, hat man in **"31 % soronrné
der xy-Ebene an der betreffenden Stelle des Raumes ein kleines
Rechteck dx dy abzugrenzen, Abb.172. Bezeichnet man die 2-Komponente von § an
9.
9y
man ferner die y-Komponente von § an der linken vertikalen Rechteckseite mit §,,

80 betrigt sie an der rechten Rechteckseite 99, dz . Bei der Bildung des Linien-
g v ox g

integrals ist das Rechteck links herum zu durchlaufen, da der Umlaufsinn mit der

04
dzi

der unteren Rechteckseite mit §,, so betragt sie an der oberen ), -+ dy. Bezeichnet
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z-Richtung eine Rechtschraube bilden mufl. Daher wird fiir das Rechteck dxdy
_¢ 09, 09 09, 09,
$ 95— D,dat (9,4 Gode)dy— (Dut Gordy)de—Sydy= (G — 5o dwdy,
und es ergibt sich fiir die z-Komponente der Rotation
09, 09
rot, §— 22 —%. (619)

Durch zyklische Vertauschung der Indizes folgt

09. 99,

rot, =70 T (620)
09, 09,

rot, H= 6% ag-. (621)

In #hnlicher Weise findet man bei Zylinderkoordinaten 7, «, 2

ot 9=y T 5z

roty = 2or — 28: (622)
rot, 9= (5590 — ) [
und bei Kugelkoordinaten 7, 9, a
vot, = s [ La(sind- ) — 22|,
roty = | o — - (rsind- Do) | (623)
ot = 77090~ 5 ) ]

Orientiert man das Koordinatensystem so, da die z-Achse in die Richtung von
9 fallt, so ist 3;‘)1,—0 und $,=0, und es hat nach (619)...(621) die Rotation
nur eine y- und eine z-Komponente, d. h. der Wirbel eines Vektors steht

immer senkrecht auf dem Vektor selbst.
Mit Hilfe der Darstellung durch Differentialquotienten kann man noch folgende

Rechenregeln fiir die Rotation ableiten

rot grad y=0; (624)
divrot%=0; (625)
rotrot A=grad div A — A Y; (626)
div[UAB]=Brot A—Arot B. (627)

In einem wirbelfreien Vektorfeld kann man den Vektor durch den Gradienten
eines skalaren Potentials darstellen wie beim ruhenden elektrischen Feld. Im magne-
tischen Feld ist nach Gl. (617) allgemein der Wirbel der magnetischen Feld-
stirke gleich der Stromdichte:

rot$==6. (628)
Dies ist eine andere Form des Durchflutungsgesetzes. Nur fiir die Stellen des Feldes,
bei denen die Stromdichte Null ist, 148t sich gema8 Gl. (598) und (624) ein skalares

magnetisches Potential angeben.
Driickt man bei einer Fliche beliebiger Ausdehnung die Durchflutung durch die

Stromdichte aus, O=[GdF

und ersetzt man die Stromdichte nach Gl. (628) durch den Wirbel der magnetischen
Feldstéirke, so ergibt sich die fiir beliebige Feldvektoren giiltige Rechenregel
(Stokesscher Satz) gﬁg)ds“s:frot@d% . (629)
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Da das magnetische Feld quellenfrei ist, so gilt unter der Voraussetzung, dafl

1= konst divH=0.
Auf Grund der GIl. (625) kann man daher den Ansatz machen
H=rotN, (630)

wobei 9 einen Vektor darstellt, der durch diese Beziehung definiert ist. Fiithrt man
dies in Gl. (628) ein, so folgt rotrot A= G,
oder mit der Rechenregel (626)

graddivil—AUA=§. (631)

Wir setzen nun willkiirlich fest, daf3
div¥=0 (632)
sein soll. Dann gilt AN=—@, (633)

eine (leichung, die der Raumladungsgleichung (398) analog ist. Ein Unterschied
gegeniiber dieser Gleichung besteht lediglich darin, daf 9 und@® hier Vektoren sind.
Da aber zwei Vektoren nur dann einander gleich sind, wenn ihre drei Komponenten
iibereinstimmen, so zerfillt die Gl. (633) in drei Gleichungen fiir die Komponenten
der Vektoren, die als skalare Grofen betrachtet werden kénnen:

AN, = —6,,
A%, = —6,, (634)
AN, = —6,.

Auf Grund der Analogie zu den Verhéltnissen im elektrischen Feld kénnen wir fiir
die Komponenten von 9 sofort die Losungen anschreiben. Es tritt an die Stelle von
o/¢ bei der Raumladungsgleichung hier die Grofe®. Ist im elektrischen Feld die
Ladung an jeder Stelle des Raumes bekannt, so gilt fir das Potential [Gl. (196)]

_ 1,
P=%ne) 7
wobei dV das Volumelement, + den Abstand des Aufpunktes von diesem Volum-

element bezeichnet und das Integral iiber den ganzen geladenen Raum zu erstrecken
ist. Entsprechend gilt daher hier

1 av
A= | 6.5,

1 av
Ay= 17| Gy (635)

1 av

i)Iz - Ef@ 2 7 5

wobei sich die Integration auf alle vom elektrischen Strom erfiillten Leiter bezieht.
Diese drei Gleichungen kann man wieder zu einer einzigen Vektorgleichung zu-

sammenfassen : 1 av
A —L j oL, (636)

Mit Hilfe der Rechenregeln der Vektorrechnung 148t sich zeigen, daB dieser
Ansatz auch die Bedingung (632) erfiillt. Wenn die elektrische Strémung in jedem
Punkt des Raumes gegeben ist, kann also mit der Formel (636) der Vektor 9 be-
rechnet werden. Man nennt diesen Vektor das magnetische Vektorpotential.

Aus dem Vektorpotential ergibt sich mit Gl. (630) die magnetische Feldstirke.
Meist braucht man jedoch das Vektorpotential selbst nicht zu berechnen. Wir leiten
im folgenden aus dem Vektorpotential zwei Formeln zur Berechnung der magne-
tischen Feldstirke und des magnetischen Induktionsflusses bei drahtformigen
Leitern ab.

Kiiptmiiller, Elektrotechnik. 1
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Die magnetische Feldstirke ist nach Gl. (630) und (636)

9= p=rot| 6L (637)
Diese Gleichung wenden wir nun auf einen ,,Stromfaden‘’ an, also auf einen strom-
durchflossenen Leiter von sehr geringem Querschnitt, oder auf einen durch Stro-
mungslinien begrenzten Ausschnitt aus einem Leiter endlichen
Querschnittes. Ist § der Querschnitt des Stromfadens, d3 ein
Léangenelement, so ist das Volumenelement

/)
|

- ! AV==5ds. (638)
[y Fithrt man dies in Gl. (637) ein, so tritt das Produkt @ & auf.
|

% Z. Dieses Produkt ist gleich dem von dem Stromfaden gefiihr-

ten Strom I=6F, (639)
dox Ampireshon Former.  der iiberall in dem Stromfaden einen konstanten Wert hat.

Das Raumintegral geht daher iiber in das Linienintegral langs
des durch den Stromfaden gebildeten Stromkreises. Es ist

H= érotﬁ%ﬁ = Z‘%gﬁ rot <d—f> . (640)

Dieser Ausdruck laBt sich noch weiter vereinfachen. Wir legen zur Berechnung von
rot (d—f) in den Raum ein kartesisches Koordinatensystem so, da die z-Achse mit
dem Linienelement d3 zusammenfsllt, der Nullpunkt in dem Linienelement und der
Punkt P in der x y-Ebene liegt, Abb. 173. Der Vektor 5‘? hat dann ebenfalls die
z-Richtung; sein Betrag ist ds _ ds

T ety
Daher wird nach GL (619) bis (621)

rot, (?) =0;

rot, (d—f> =0;

¢ (@)___6_ ds _ylli_sinads
rob\7 )= oy \yartyzr)

Es gilt also rot <ﬁ> _ [dat] (641)

r s
wenn unter ¢ ein Vektor verstanden wird, der durch den Abstand zwischen dem Null-

punkt und dem Punkt P gegeben ist und nach dem Punkt P hinzeigt. Fiir die
magnetische Feldstirke ergibt sich damit schlieBlich

(642)

Man kann diese Formel zur Berechnung magnetischer Felder von stromdurch-
flossenen fadenférmigen Leitern (Biot u. Savart 1820, Ampére 1823) folgender-
mafen deuten. Die magnetische Feldstirke setzt sich aus Anteilen zusammen, die
von den einzelnen Lingenelementen d3 des Leiters herrithren, und die sich einfach
summieren. Jeder Anteil ist gegeben durch

I [d3x]
o= 4n : ”
er hat also den Betrag [d9| :4—17;(1852:1 X (643)

und eine Richtung, die senkrecht auf der durch ds und r gebildeten Ebene steht.
Der Vektor der magnetischen Feldstiirke selbst ergibt sich, wenn man alle Teil-
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vektoren, die von den einzelnen Liangenelementen des elektrischen Stromkreises
herriihren, geometrisch addiert. Da der raumliche Verlauf des Stromes in den meisten
Fillen durch die Stromleiter vorgeschrieben ist, so kann man mit Hilfe der Ampere-
schen Formel grundsitzlich die Aufgabe der Berechnung magnetischer Felder von
elektrischen Stromkreisen lésen, wenn auch die zu diesem Zweck auszufithrende
Integration in vielen Fillen nicht zu einfachen Ausdriicken fiihrt.

Eine andere Anwendung des Vektorpotentials ergibt sich bei der Berechnung des
magnetischen Induktionsflusses. Nach Abschnitt 21 ist der durch eine beliebige
Flache gehende Induktionsflufl gleich dem Flichenintegral der magnetischen In-

duktion tiber diese Fliche Y= [BdF.

Da nun B=uH; H=rot,

so folgt Y=u [rotAdF.

Mit Hilfe des auf den Vektor % angewendeten Stokesschen Satzes Gl. (629) ergibt
sich daraus Y=y Sﬁ Ads. (644)

Man erhilt den InduktionsfluB, der durch eine beliebig berandete
Fliche hindurchgeht, indem man das Linienintegral des Vektor-
potentials langs der Randlinie der Fliche bildet. Wir werden von diesem
Satz in Abschnitt 25 Gebrauch machen.

25. Beispiele magnetischer Felder.

Mit Hilfe der Ampéreschen Formel werde zunéichst die magnetische Induktion
auf der im Mittelpunkt eines stromfiihrenden Drahtringes, Abb. 174, senkrecht zur
Ringebene stehenden Achse berechnet. In irgendeinem Punkt P dieser Achse
ruft ein Leiterelement des Stromkreises eine magnetische
Feldstérke hervor vom Betrage

1 ds I ds

99l = 1w = G wgae (645)
Der entsprechende Vektor liegt in der durch die Achse
und das Leiterelement gelegten Ebene und steht senkrecht
auf der Verbindungslinie des Leiterelementes mit dem
betrachteten Punkt. Je zwei einander gegeniiberliegende
Linienelemente ergeben daher einen Beitrag zur magne-
tischen Feldstirke, der in die Richtung der Achse fallt,
Abb. 174; er hat die GroBe

Abb. 174. Magnetisches Feld eines

Drahtringes.
2|d§ |si d9|= —
45 sinp=|dp] .
Man erhilt die gesamte Feldstarke in dem betrachteten Punkt, wenn man alle diese
Beitrdge summiert. Da hier f nd
ds==—
ist, bt si
ist, so ergibt sich —|9|= sin3 8. (646)

8 Yo 2+ 1 dzs d
Bei grolen Abstinden nimmt die Feldstirke und damit die magnetische Induktion
also umgekehrt proportlonal zur dritten Potenz des Abstandes ab. Im Mittelpunkt
des Ri = 90°, wird
es Ringes a=0, f= wir H=§. (647)
Die Formel (646) kann zur Berechnung der Induktion in der Achse einer Zylinder-
spule beniitzt werden; man hat hier die von den einzelnen Windungen herriihrenden
Beitrige zur Feldstarke zZu summieren.
Ein magnetisches Feld von der hier betrachteten Art entsteht auch im AuBen-
raum einer Ringspule (Toroid), wenn der Ring fortlaufend bewickelt ist. Bei gegen-

11*
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laufig gewickelten Lagen heben sich je zwei aufeinander folgende Lagen in ihrer
Wirkung nach aulen auf; ist die Anzahl der Lagen ungerade, so ergibt die iibrig-
bleibende Lage ein magnetisches Feld auBlerhalb der Spule wie ein Drahtring vom
Durchmesser des Toroids.

Der Induktionsflul, der insgesamt von der kreisférmigen Drahtschleife erzeugt
wird, 148t sich mit Hilfe des Vektorpotentials berechnen. Um die Gl. (644) anwenden
zu kénnen, mufl man zunichst das Vektorpotential auf einer Mantellinie des Leiters
bestimmen. Es hat dort praktisch den gleichen Wert, wenn man sich den ganzen
Strom in einem durch die Achse des Drahtes gebildeten Stromfaden konzentriert
denkt, vorausgesetzt, daBl der Leiterradius r, sehr klein ist gegen den Ringdurch-

messer d. Dann gilt SdV=1Ids, (648)
und es wird das Vektorpotential nach GI. (636)
I | ds

Um danach in irgendeinem Punkt des Raumes das Vektorpotential zu berechnen,
hat man sich den Stromfaden in die Lingenelemente d3 zerlegt zu denken. Jedes
Lingenelement liefert einen Beitrag zum Vektorpotential in dem betrachteten
Punkt, dessen Richtung iibereinstimmt mit der des Ldngenelementes und dessen
Betrag proportional der Lange des Elementes, dividiert durch den Abstand r des
betrachteten Punktes von dem Lingenelement ist. Fiir einen Punkt einer der kreis-

formigen Mantellinien des Leiters, z. B. der inneren, deren Radius% — 1, betrigt,

ergibt sich also das Vektorpotential, wenn man den
Abstand r, zwischen diesem Punkt der Mantellinie und
dem Langenelement d3 der Leiterachse in Gl. (649)
einfithrt. Nach Gl. (644) erhalt man den Induktions-
fluB, der mit dieser Mantellinie verkettet ist, indem
man das skalare Produkt des Vektorpotentials mit einem
Léngenelement d3, der Mantellinie bildet und die ein-
zelnen Beitriige iiber die ganze Mantellinie summiert.
Es ergibt sich also

I d3
Abb. 175. Zur Berechnung des In- VY= g‘ﬁédél i"'— . (650)
1

duktionsflusses.
Nun gilt gemal der Definition des skalaren Produktes die Beziehung
d3,d3=dsds;cosa,

wobei o der Winkel ist, den die beiden Langenelemente miteinander bilden, Abb. 175.
Fithrt man dies in Gl. (650) ein, so folgt

_ul dsds; coso
VY= Eiﬁﬁ—‘ﬁ- (651)

Den Abstand zwischen den beiden Lingenelementen und die beiden Langenelemente
selbst kann man gemafl Abb. 175 auf folgende Weise ausdriicken

rn=Vid2+Gd—roi—dEd—ro)cosa; ds=3dda; ds;=(Ld—ro)da.
Setzt man dies in die Gl. (651) ein, so hat man zweimal iiber « von 0 bis 2 7 zu
integrieren. Die eine dieser beiden Integrationen liefert den Wert 2x, und es er-
gibt sich 207

,:[j___,u_lznj' $d(3d—ry)cosadu . (652)
47" ) Vi@ +(d—roP—d(3d—r,)cosa

0
Das Integral 1aft sich durch die sogenannten elliptischen Integrale darstellent.

1 Siche E. Jahnke u. F. Emde: Funktionentafeln. Berlin 1928.
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Unter der Voraussetzung, dal der Drahtradius sehr klein ist gegen den Radius des
Kreises kann man einen einfachen N'atherungsausdruck ableiten. Dann wird nimlich

aus Gl. (652) angenahert
cosada
fl/l cosoc+2 (653)

Da nun 2 gg- eine gegen 1 sehr kleine GroBe sein soll, so ergeben sich erhebliche

Werte des Integranden nur in der Umgebung von cos o =1, also fiir « =0 und
a=27; der Verlauf des Integranden in Abhingigkeit

von o ist in Abb. 176 aufgezeichnet. Man erhilt daher ﬁm“ 72
einen Niaherungswert des Integrals, wenn man die | rwserly
Naherungsformel
0(2
cosaryl — < 2
2 J 17
beniitzt und von 0 bis 7/4 integriert, also in einem Bereich,
in dem diese Néherungsformel noch brauchbar ist; das
ganze Integral ist dann doppelt so grofl. Es gilt also ] g
zl4
wa by [ (A=bof)da y "e b0°
T2 — Abb. 176, Angeniherte Berechnung
Voc2+4 des Integrals (653).
d daraus folgt ahert
und dar olgt angeniher Y’N‘u;d ln2d . (654)
To
Zahlenbeispiel: Es sei d=20 cm, 7,—1 mm, I=2 A. Befindet sich die Drahtschleife in Luft,
so wird nach Gl. (654) 1,2
w=205. 2010 100%™ A cm—116 M.

Verdoppelt man den Durchmesser d, so wird ¥=266M. Der Induktionsflu wichst also nicht
proportional mit der Fliche, wie man dies zunichst vermuten kénnte, sondern eher proportio-
nal mit dem Durchmesser. Es ist das magnetische Feld in der unmittelbaren Umgebung des
Drahtes so stark konzentriert, daB im wesentlichen die Drahtlinge maBgebend fiir den Fluf} ist.

Die Ampéresche Formel gilt nicht, wenn ferromagnetische Stoffe im Raum vor-
handen sind; denn sie bezieht sich auf simtliche Stréme im Raum, also auch auf
die Molekularstrome in den magnetischen
Stoffen, die aber von vornherein nicht be-
kannt sind. Man muf} daher in solchen Fillen
die Methoden der Potentialtheorie zu Hilfe
nehmen. Als Beispiel werde ein gerader Strom-
leiter betrachtet, der in einen Eisenkérper mit
ebener Begrenzung eingebettet ist. Der Leiter
soll in einem Kanal liegen, der im Eisenkorper
ausgespart ist und parallel zur Begrenzungs-
ebene verlduft, Abb. 177 (z. B. Stromleiter im
Anker einer elektrischen Ma’SChine)- Der Ab- Abb. 177, Stromleiter in einem Eisenkorper.
stand der Leiterachse von der Begrenzungs-
ebene sei A. Wir nehmen ferner an, daB die Permeabilitit des Eisens konstant sei.
Dies gilt nur angenahert fiir kleine Feldstirken. Die Veranderlichkeit der Permea-
bilitit mit der Feldstirke fiihrt zu Komplikationen, die theoretisch nicht beriick-
sichtigt werden konnen.

In Analogie zu dem Verfahren der Spiegelung versuchen wir, die Grenzbedin-
gungen an der Oberfliche des Eisenkérpers dadurch zu erfiillen, daB wir fir die
Berechnung des Feldes im Innern des Eisenkérpers einen zweiten Leiter 4’
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mit dem Abstand % auf der anderen Seite der Grenzfliche anbringen und uns dann

auch den AuBenraum durch einen Stoff mit der gleichen Permeabilitit ausgefiillt

denken. Bezeichnet I die Stromstirke im Leiter 4, I’ die Stromstérke im Leiter 4’,

so hat die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstirke inirgendeinem Punkt P
der Grenzfliche gemifl Gl. (566) den Betrag

1,04 047 104
@t—ﬂ[I(AP —1I (4 )2} _2n(AP)2(
Fiir die Normalkomponente der magnetischen Induktion ergibt sich dort der Wert
_ B op '

B, = = (AP} S(I+-T1'). (656)

Das Feld im AuBenraum denken wir uns versuchsweise dargestellt durch einen

Strom I’ im Leiter A, wihrend das Eisen durch Luft ersetzt wird. Ein solcher Strom

ruft in der Grenzfliche die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstiarke

1-r). (655)

1 04 ,,
und die Normalkomponente der magnetischen Induktion -
.y OP
hervor. B 2m(AP)? (658)
Da beide Komponenten an der Grenzfliche stetig sein miissen, so folgt
I"=I1-T; I"=u, (I+1).

Die Grenzbedingungen sind also erfiillt, wenn

I’Z—”,_II' (659) III: _g_‘u_f_ I. (660)

177 urt1
In Abb. 177 sind einige Kraftlinien des Feldes gestrichelt gezeichnet.
Das gleiche Verfahren kann man auch anwenden, wenn der Leiter aulerhalb des
Eisenkérpers liegt. In vielen Féllen ist die Permeabilitat u, so gro}, dafl die Induk-
tionslinien praktisch senkrecht aus dem Eisen aus-

// _lp treten.  Dann wird die Eisenoberfliche eine Niveau-
/ // x flache. Um unter dieser Voraussetzung das Feld im
/ / AuBlenraum, Abb. 178, zu berechnen, hat man jenseits
/ J / /r .‘7_ der Grenzfliche das Spiegelbild A’ des Leiters 4 an-
! AN "I( zubringen, das den glei-
/ \ \ z & chen Strom I fihrt wie
| \ der Leiter 4. Das
| | \ \i, magnetische Potential
kanndannnach Gl. (602)
H#= T berechnet werden; in
der Abbildung sind ei-
4 nige Kraftlinien einge-
>—" zeichnet. Auf der durch :
Abb.178. Stromleiter auBerhalb des den  Leiter  gelegten app.179. Stromleiter im Inneren eines
Eisenkorpers. Normalebene hat die Bisenzylinders.
magnetische Feldstirke
den Wert
191=5- (25 +573); (661)

sie erscheint gegeniiber dem im freien Raum befindlichen Leiter bei grofien Ab-
stdnden x verdoppelt infolge der Wirkung des Eisenkorpers.

Das Verfahren der Spiegelung fiihrt auch bei zylindrischen Eisenkérpern zum
Ziel. Befindet sich der Leiter, Abb. 179, bei A in einem Eisenzylinder mit dem
Radius 7y, so bringt man das Spiegelbild A’ zur Berechnung des Feldes im Innern
des Eisenkérpers so an, da@ bd=r2. (662)
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Dann sind die Grenzbedingungen an der Eisenoberfliche erfiillt, wenn der Strom
in 4’ die Grofle hat dr—1
I'= =],

" —HI (663)
Ferner kann das Feld im AuBenraum so berechnet werden, wie wenn in den
Punkten M und A Stréme I”” und I’ vorhanden wiren, wobei

u__.“r_l . m__ 20
I'= I 1=t (664)

Wird p,=co gesetzt, so folgt
I'=1"=—1I; I'"=21I.
In den meisten Fillen komplizierterer Formen der Eisenkorper, wie in elektrischen
Maschinen und Apparaten, kann der Feldverlauf auf graphischem Wege bestimmt
werden. Es gelten hier auBerhalb der Strom-
leiter sinngemif die gleichen Regeln, wie sie
im Abschnitt 17 fiir das elektrische Feld abgelei-
tet wurden; an die Stelle der Elektrisierungszahl
tritt die Permeabilitit. Meist kann man dabei

zur Berechnung des Luftfeldes die Permeabilitit
des Eisens als unendlich grol annehmen, so dafl
die Begrenzungsflichen Niveauflichen werden. @
Fir den Feldverlauf innerhalb der Wicklun- mm%

gen erhilt man eine brauchbare Annaherung,
wenn man sich den Strom gleichmaBig iiber den
Wicklungsquerschnitt verteilt denkt; die Kraft-
liniendichte mufl dabei mit Hilfe des Durch-
flutungsgesetzes kontrolliert werden.

Die Abb. 180 veranschaulicht als Beispiel
das Luftfeld der im Abschnitt 23 berechneten
Eisenkernspule. Alle Kraftlinien, die auf den
Eisenkérper einmiinden, schliefen sich innerhalb des Eisenkérpers, und zwar so,
daB sie mit der Wicklung oder mit einem Teil davon verkettet sind. Haufig
kann man die magnetischen Streufelder mit einer geniigenden Genauigkeit be-
rechnen, wenn man den magnetischen Widerstand des Eisens vernachlissigt. Fiir
die Kraftliniendichte an der Stelle 7, Abb. 180,
gilt z.B.  B.72cm=pu,lw,
oder B 1,266-3620Gem A _ oop 0

72 A cem
In der Mitte des Wicklungsquerschnittes, etwa
bei 2, hat die Kraftliniendichte nur noch den
halben Wert, weil die Durchflutung der Kraft-
linie 2 nur noch halb so grof} ist.

Eine fiir manche Zwecke zuldssige Ver-
einfachung ergibt sich, wenn man die Wick-
lung durch eine unendlich diinne, stromfiih- pb.181. Felabild einer Gleichstrommaschine.
rende Schicht ersetzt. Man versteht unter
Strombelag A den Strom, der in dieser Schicht je Léngeneinheit des Querschnittes
gefiihrt wird. In einer solchen Schicht erfahren die magnetischen Kraftlinien eine
Brechung, da die Normalkomponente der Induktion stetig hindurchgeht, wéhrend fiir
die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstirke nach dem Durchflutungs-
gesetz gilt Hn—Dp—A. (665)
Die Abb. 181 zeigt als Beispiel das auf diese Weise ermittelte Feldbild einer Gleich-
strommaschine bei Leerlauf!.

1 Richter, R.: Arch. Elektrot. 11, 93 (1922).

Abb. 180. Streufeld einer Drosselspule.




168

Das magnetische Feld.

Zwischen den Gesetzen des stationdren Stromungsfeldes, des ruhenden
elektrischen Feldes und des ruhenden magnetischen Feldes besteht eine
weitgehende formale Ubereinstimmung, die durch die folgende Tabelle verdeutlicht
wird; die Tabelle zeigt zugleich die wesentlichen Unterschiede zwischen den drei

Feldern.
Stromungsfeld Elektrisches Feld Magnetisches Feld
GrofBle GréBe Einheit Grofle | Einheit
. elektr. Potential ¢, magnet. Potential p, A
elektr. APoEagtla,l ¢ auBerhalb d. elektr. auBerhalb d. elektr.
7= Ladungen Adp=0 Strome Ay=0
innerhalb . .
" innerhalb der Leiter
geladener Rz,ume Vektorpotential A | A Jem?
Adp=— e AU=—@
elektr. Spannung elektr. Spannung magn. Spannung A
U=p,—¢, U=g.—¢ VoY
elektr. Feldstirke elektr. Feldstarke magn. Feldstirke § A
E=-—grade E=—grade 9=—grady /em
H=rotA Ajem
Stromdichte Verschiebungsdichte magn. Induktion
G=xE D=¢E B=ud Vs/em?
Stromstirke Verschiebungsflufl Induktionsflufl
I=[GdF Q=/DdF Y=[BdF Vs
div®=0 div®=0 div8=0
innerhalb geladener
Riume div®=p
in isotropen Stoffen in isotropen Stoffen in isotropen, nicht
divE=0 divE—0 ferromagnetischen
Stoffen div=0
in ferromagnetischen
Stoffen divH+0
an Grenzflichen ver- an Grenzflichen ver- an Grenzflichen ver-
schiedener schiedener schiedener
Leitfahigkeit Elektrisierungszahl Permeabilitat
Gu=0, Dy=D1s B =By
€yy=Cy €, =€, D=9
Leitwert 1 = EANRS Kapazitit C= A Induktivitit L= ki Qs=H
RTU |@ P U |2 ! —T| 7T
Leistung je elektr. Energie je magn. Energie je
Volumeneinheit Volumeneinheit Volumeneinheit |Ws/om?
N,=€6 W,=}D€C W,=1%9
in ferromagn. Stoffen
9 Wsfem3
W,=J9aB
0
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II. Das langsam verinderliche magnetische Feld.
26. Die Selbstinduktion.

Nach dem Induktionsgesetz entsteht in einem Stromkreis eine elektromotorische
Kraft, wenn sich der Induktionsfluf}, der mit dem Stromkreis verkettet ist, zeitlich
andert. Die GroBe dieser induzierten elektromotorischen Kraft ist durch Gl. (545)
gegeben. Dabei ist es gleichgiiltig, wie die FluBanderung in der Schleife erzeugt wird,
ob durch Bewegen des Stromkreises in einem ruhenden Magnetfeld oder durch Be-
wegung des Magnetfeldes gegen den Stromkreis, oder durch Forminderungen des
Stromkreises, oder schlieBlich dadurch, daB sich das magnetische Feld selbst zeitlich
verandert. Da nun jeder Strom in seiner Umgebung ein magnetisches Feld hervorruft,
dessen Kraftlinien mit den Stromlinien verkettet sind, so tritt die induzierte elektro-
motorische Kraft auch auf, wenn sich die Stromstiirke in einem Leiter andert, eine
Erscheinung, die man als Selbstinduktion bezeichnet. Auf Grund der Richtungs-
regeln fiir das Feld und die elektromotorische Kraft findet man, daf bei einer Zunahme
des Stromes die elektromotorische Kraft der Selbstinduktion dem Strom entgegen-
wirkt.

Die Erfahrung zeigt, daB das Durchflutungsgesetz auch gilt, wenn sich der Strom
zeitlich #ndert.

Streng genommen gilt dies nur, wenn die Abmessungen der Raume, in denen das Durch-
flutungsgesetz angewendet wird, klein sind gegen die Wellenliinge der Feldinderungen im Raum
(siehe 6. Kapitel). Da sich die Felddnderungen nahezu mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, so
ist diese Bedingung bei den in der Elektrotechnik vorkommenden Abmessungen der Apparate
und Maschinen bis zu sehr hohen Frequenzen erfiillt.

Wenn ausschlieflich nichtmagnetische Stoffe in der Umgebung des Stromkreises
vorhanden sind, oder Stoffe mit konstanter Permeabilitit, dann ist nach dem Durch-
flutungsgesetz die Kraftliniendichte an jeder Stelle des Raumes proportional der
Stromstiirke im Leiter. Es ist daher auch der von dem Stromkreis insgesamt erzeugte
InduktionsfluB ¥ jederzeit proportional dem Augenblickswert der Stromstarke ¢,

so daB man schreiben kann Y=Li. (666)

Den Proportionalititsfaktor L, der durch die Abmessungen und die Form des
Stromkreises bestimmt ist, bezeichnet man als die Induktivitiat des Strom-

kreises. Als Einheit dient 1%—8 =1 H. Die Induktivitit ist nach dem Induktions-

gesetz maBgebend fiir die bei Stroméanderungen in dem Stromkreis entstehende
elektromotorische Kraft der Selbstinduktion e,; es gilt

ey=—L. (667)
Zur Berechnung der elektromotorischen Kraft der Selbstinduktion ist also die
Kenntnis der Induktivitit erforderlich ; diese kann auf Grund der Definitionsgl. (666)
mit Hilfe der fiir die Berechnung magnetischer Felder abgeleiteten Regeln bestimmt
werden. Bei einer Ringspule, Abb. 156, mit einem mittleren Radius r, und der

Windungszahl w ist z. B. nach Gl. (568)

W
191= 377
und daher |B| :‘u;:r } (668)
o
Bezeichnet man den Querschnitt des Ringkerns mit ¢, so wird der mit der Wicklung
verkettete Biindelfluf3 Tw
D=puq Sary” (669)

Der Gesamtflu8 hat daher die GroBe

Yy
277,
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Daraus folgt auf Grund der Gl. (666) fiir die Induktivitit der Ringspule

27ry”
Genau genommen muB die Abhingigkeit der Feldstirke § von dem Radius r beriick-
sichtigt werden. Bei rechteckigem Kernquerschnitt mit der Breite b gilt
T2 T2
- Idr=bu'? [ 9,
@_fb|§8idr—b,u2n r,
71 71
T2

b
L=w2;-:;1n—. (671)

71

hieraus folgt

Die Induktivitit einer Doppelleitung von der Lingel mit dem Drahtab-
stand ¢ und dem Leiterradius r, ergibt sich aus Gl. (610):
L="7n 2, (672)
To

4
wobei vorausgesetzt ist, daB r, klein ist gegen a. Diese Beziehung beriicksichtigt nur
das magnetische Feld im Luftraum, wihrend das Feld innerhalb der Leitungsdréhte
vernachlissigt ist. Man bezeichnet die so berechnete Induktivitit daher als die
duBBere Induktivitat. Dazu kommt noch die innere Induktivitit, die von dem
inneren Feld herriihrt, und deren Berechnung weiter unten besprochen wird.

Die duBere Induktivitit eines Drahtkreises vom Durchmesserd und dem

Drahtradius r, ist nach Gl (654)

d

d

Die Induktivitit von Stromkreisen beliebiger Form, die aus verhéltnis-
mifig diinnen Drahten gebildet sind, 1aft sich mit GIl. (651) berechnen. Diese
Gleichung gilt unter der Voraussetzung, dafl man die Stromleiter durch einen
Stromfaden ersetzen kann. Dann ist die Induktivitit eines derartigen Stromkreises,
der in einen Stoff mit der Permeabilitat u eingebettet ist,

B dscos a
L—E§d81¢ P (674)

d s bedeutet ein Lingenelement der Leiterachse, ds; ein Lingenelement einer Mantel-
linie, r; den Abstand zwischen den beiden Lingenelementen ds und ds,, & den Winkel,
den die beiden Lingenelemente miteinander bilden. Auch diese Formel liefert nur
die duBere Induktivitit des Stromkreises.

Wenn der magnetische Kreis Eisen enthélt, so ist die Induktivitit von der
Stromstérke abhangig. Nur bei sehr kleinen Strominderungen, bei denen praktisch
die reversible Permeabilitit in Betracht kommt, kann mit einer konstanten Induk-
tivitdt gerechnet werden. Im allgemeinen Fall kann die Induktivitat fiir jede Strom-
stirke aus der magnetischen Charakteristik des Kreises entnommen werden:

L_wdi
=—.

(675)

Bei der Anwendung des Induktionsgesetzes ist dann aber zu beachten, dafl L eine
Funktion von ¢ ist, so dal hier gilt
_ d(Li)_ ,di .dLdi_ AL\ di
o=~ = — Ly —i = — (L +ig) (676)
Die Abhingigkeit der Induktivitit von der Stromstérke laft sich bei Eisen-
kreisen vermindern, wenn in dem Eisenkern ein Luftspalt angebracht wird, der den
Hauptteil des magnetischen Widerstandes enthilt. Aus Gl (595) und (596) geht
hervor, daf die Induktivitat einer Wicklung mit w Windungen
wZ

L= (677)
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wird, wenn R,, der magnetische Widerstand des von der Wicklung umschlungenen
magnetischen Kreises ist.

Die elektromotorische Kraft der Selbstinduktion sucht nach dem oben Ge-
sagten den Stroménderungen entgegenzuwirken. Wird an eine Spule eine Gleich-
spannung gelegt, so bildet sich daher mit dem Anwachsen des Stromes eine
der treibenden Spannung entgegenwirkende elektromotorische Kraft. Der Strom
kann nur so rasch ansteigen wie es die zur Verfiigung stehende
Spannung zuliBt. In dem Stromkreis Abb. 182 gilt nach dem Ein-
legen des Schalters

Eyte=iR,

oder By=iR+L%; (678)
hieraus folgt dt:% ) ﬁergbgﬁg;]nliisocgg:
und man findet durch Integration spule.

i=2oy bt (679)
War die Spule vor dem Einschalten stromlos, so muB} ¢+ = 0 fiir { = Osein, also k = — %
Fiihrt man noch die Zeitkonstante . _ % (680)
ein, so wird i=2(1—e 7). (681)

Ahnlich wie die Spannung bei der Aufladung eines Kondensators nihert sich der
Strom in der Spule allméhlich seinem durch das Ohmsche Gesetz bestimmten End-
wert, Abb. 183. Die Zeit, die verstreicht, bis der sta-
tionére Gleichstrom erreicht ist, betrigt etwa 4...8 7.
Als Ursache fiir die Verzogerung des Stromanstieges kann
wie im elektrischen Feld die Aufspeicherung von Feld-
energie angesehen werden. Multipliziert man auf beiden
Seiten der Gl. (678) mit ¢ dt, so wird

Eyidt=1i?Rdi-+Lidi. (682 ¢ ¢ & &
Links steht die in irgendeinem Zeitpunkt wihrend des Abb'lsﬁ')r%tsﬁﬁ%ﬁgeg n der

Zeitabschnittes d¢ von der Stromqueile gelieferte Arbeit.

Das erste Glied rechts gibt die wihrend dieses Zeitabschnittes entwickelte Wirme-
menge an. Der Rest der gelieferten Arbeit wird in der Spule aufgespeichert, und
zwar kann man, dhnlich wie beim elektrischen Feld, das v
ganze magnetische Feld selbst als Sitz der aufgespeicher- |- __ _ _ _ _ _ _

ten Energie ansehen. Die wihrend des Zeitabschnittes dt iy
aufgenommene Energie ist also 7L o
AW =Lidi. (683) ‘ &

Die bis zu irgendeinem Zeitpunkt vom Feld aufgenom-
mene Energie, die man als die magnetische Energie

des Feldes bezeichnet, ergibt sich durch Integration: , L -+ + 1
W= %Lig. (684) Abb. 184. Energieaufnahme der
Spule.

In Abb. 184 ist der zeitliche Verlauf der von der Strom-
quelle gelieferten Leistung E,i aufgetragen, sowie die in Wirme umgewandelte
Leistung #*R. Die schraffierte Fliche zwischen den beiden Kurven gibt die auf-
gespeicherte Energie an. Diese kann beim Abbau des Feldes wiedergewonnen wer-
den. Verbindet man die beiden Enden der Spule miteinander, so gilt

0=iR+L%; (685)
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t
daraus folgt i=Ipe 7, (686)
wenn mit I, der Strom im Moment des Kurzschlusses bezeichnet wird. Wahrend der
Strom gemifB dieser Funktion allmihlich auf Null abfallt, wird die im Feld auf-
gespeicherte Energie an den Stromkreis abgegeben und in Wirme umgewandelt.
Bei einer plotzlichen Unterbrechung eines Stromkreises, der eine Spule mit hoher
Induktivitiat enthilt, muB sich die in der Spule aufgespeicherte Energie in sehr kurzer
Zeit umsetzen; es ergibt sich daher eine sehr hohe Selbstinduktionsspannung, die
einen Funken oder Lichtbogen an der Unterbrechungsstelle zur Folge hat, wobei
die magnetische Energie in Wiarme umgewandelt wird. Um derartig hohe Span-
nungen, die fiir die Isolation der Wicklung gefshrlich werden kénnten, zu ver-
meiden, verbindet man bei grofen Spulen vor dem Abschalten der Stromquelle
die beiden Wicklungsenden durch einen Widerstand R,. Die Spannung an der Spule
wird dann nach dem Abschalten der Stromquelle
t
u=iR,=I,Re 7;
sie springt also beim Abschalten auf den Wert

Uo=IoR1=Eo%,
L

wobei zzm.
Zahlenbeispiel: Es sei L=0,2H, R=100hm, E;=100V. Dann wird die Zeitkonstante
L 02H
T=ﬁ=m—=0,02s.
Der Aufbau des magnetischen Feldes ist in etwa 0,08 bis 0,16 Sekunden beendet. Dann ist die
Stromstirke 100V
IO-—— —ibﬁ = 10 A ’

die in der Spule aufgespeicherte Energie
W=1LI3=10,2- 100HA2=10Ws.

Die im magnetischen Feld aufgespeicherte Energie 148t sich wie die elektrische
Energie durch die FeldgroBen ausdriicken. Wir betrachten eine Ringspule mit einem
Kern aus beliebigem Material. Der Querschnitt des Ringkernes ¢ soll jedoch so
klein sein, dafl das magnetische Feld im Inneren des Kernes als homogen angesehen
werden kann. Dann la8t sich der BiindelfluB in dem Kern in der Form schreiben

P=q|%],
und es wird die in der Wicklung mit wWindungen induzierte EMK der Selbstinduk-
tion bei irgendwelchen Strominderungen

d|B
= —wgq |dt L (687)
Ist in dem Stromkreis der Spule eine duBere EMK E, titig, so gilt daher
. d
By=iR +wq® oL (688)

Mit der gleichen Uberlegung wie oben ergibt sich hieraus fiir die wihrend eines
Zeitelements d¢ aufgespeicherte magnetische Energie

AW =iwg|d®B|. (689)
Andererseits ist nach dem Durchflutungsgesetz
iw=1/§l,
wenn | die Kraftlinienlinge bezeichnet. Daher gilt
AW=¢ql|9||dB|=qlHdB. (690)

Wird hier das Volumen des Kerns gl =7V eingefiihrt, so ergibt sich
AW=VHd®}. (691)
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Die bei irgendeiner magnetischen Feldstéirke insgesamt aufgespeicherte Energie

ist daher 9
W=v[9d®.
0

Da nun das Feld im Inneren des Kerns nach Voraussetzung homogen ist, so wird
die in der Volumeneinheit aufgespeicherte magnetische Energie
9

W= .of Hds. (692)

Diese Beziehung gilt nun auch fir ein Feld von ganz beliebiger Form, da jedes
Feld in gentigend kleinen Ausschnitten als homogen angesehen werden kann. Die
in einem beliebigen Feld aufgespeicherte magnetische Energie wird daher durch
Integration der Beitriige der einzelnen Volumenelemente erhalten:

W=[W.dv. (693)
Bei der Ableitung der Gl. (693) wurden keine Voraussetzungen iiber den Zu-

sammenhang zwischen 8 und § gemacht. Diese Gleichung gilt daher auch fiir ferro-
magnetische Stoffe. Bei Stoffen mit konstanter Permeabilitit kann dagegen gesetzt

werden dB=ud9.
Dann 148t sich die Integration ausfithren, und es ergibt sich
Wi=389=3u9". (694)
Die im ganzen Feld aufgespeicherte Energie wird
W=1[8pav. (695)

Man kann also die magnetische Energie berechnen, wenn die magnetische Feld-
stirke gegeben ist. Dieser Zusammenhang kann zur Bestimmung der Induktivitit
von raumlich ausgedehnten elektrischen Strémen dienen; es ist nach Gl. (684)
27
=
Als Anwendungsbeispiel werde die Berechnung der inneren Induktivitat von
Drahten mit Kreisquerschnitt betrachtet. Die magnetische Feldstirke im Leiter-
inneren ist nach Gl. (615)

(696)

r .
19]= Tanmt
Bei Voraussetzung konstanter Permeabilitat enthilt daher ein Hohlzylinder vom
Radius r, der Dicke dr und der Lénge ! innerhalb des Leiters die Energie
AW=Lu9*2nrldr,

oder dW:i24'ul4'r3dr.
TG
Die in dem Draht aufgespeicherte Energie ist
7o
.U Sy 1
W= 47”8[7' dr=1?y5— (697)

0
und es ergibt sich fiir die innere Induktivitit gemafl Gl. (696)
ul
Li=g,- (698)
Bei einer Doppelleitung von der Lénge I hat man diesen Wert zu verdoppeln, ent-
sprechend der in Hin- und Riickleitung aufgespeicherten Energie. Bei der Ableitung
der Gl (698) wurde die Voraussetzung gemacht, daBl der Strom den Drahtquer-
schnitt gleichmiBig ausfiillt. Das gilt in langgestreckten Leitern bei Gleichstrom
und niederfrequentem Wechselstrom. Bei hoheren Frequenzen wird der Strom nach
der Drahtoberfliche hin abgedringt, so dafl die innere Induktivitit kleiner wird
(siehe Abschnitt 30).
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Die innere Induktivitit L, ist unabhéngig von der Drahtstirke. Auf die Léingen-
einheit bezogen hat sie fiir alle nichtmagnetischen Leiter (u=py,) den Wert
Li_to o528
T'Sn—0’05 km* (699)
Ein anderes Beispiel bildet die Berechnung der Induktivi-
tit eines Einleiterkabels mit konzentrischen Leitungen, Abb. 185.
Das magnetische Feld kann hier in drei Teile zerlegt werden:
a) Innenleiter. Fiir die Induktivitit des Innenleiters gilt wie

oben W!
Abb. 185. Konzentri- Li=3%,- (700)
sches Kabel.
b) Isolierstoff. Die magnetische Feldstirke ist wegen der
Symmetrie des Feldes o= i
9l=537
Der zwischen Innen- und AuBenleiter enthaltene FluB wird daher
1
T
O =uol[|9|dr=i5In2,
To
entsprechend einer Induktivitat L— ol o (701)

T 2n "

¢) AuBenleiter. Fir die Feldstirke im AuBenleiter folgt mit Hilfe des Durch-
flutungsgesetzes .r—rf i —r®
2%7[@]:7/—@ E—T%:Zé—.—ﬁ.

In einem Volumenelement, das durch zwei konzentrische Zylinder mit den Radien r
und 7-}-dr begrenzt ist und die Lénge [ hat, ist eine Energie aufgespeichert vom
Betrag o Ml 2 onadr
aW =1 47(72_7%)2(72—7) -
Daraus folgt die gesamte Energie in dem Aufenleiter
s Ml g vy 3r3—ri
W=s 4n(r§—r§)<r‘§—r§lnr1 4 )
Die entsprechende Induktivitit wird daher
. sl rh ry 3ri—rf
3—2n(r§—r§)<r§—r§ N4 ) (702)
Die Gesamtinduktivitdt ergibt sich durch Addieren der drei Teile.

Ein in der Schwachstromtechnik verwendetes Verfahren zur kiinstlichen Er-
hohung der Induktivitéat von Driahten besteht darin, da die Driahte mit einer Schicht
von Eisendraht oder -band bewickelt werden (Krarup, 1902, siche Abschnitt 36).
Durch diese Eisenbewicklung wird der mit dem Leiter
verkettete Flufl vergrofert. Da die Induktionslinien im
Eisen gefiihrt werden, so umgeben sie den Leiter in
Form von Schraubenlinien. Die nihere Untersuchung

U zeigt, daf die Steigung der Induktionslinien nahezu gleich
o« der des Bewicklungsdrahtes ist. Die Induktionslinien
vy schlieBen sich zwischen den Enden des Leiters entweder

Abb. 186. Krarupleitung. durch den Luftraum oder durch andere Eisenleiter, die

sich in der Nahe befinden.

Bildet man hier das Linienintegral der magnetischen Feldstirke lings einer mitt-
leren Kraftlinie, so ergibt sich 2p4-8 .

g 91200 i, (703)
wenn unter § die Héhe der Eisenschicht verstanden wird, Abb. 186. Der von den
Eisendrihten gelieferte Beitrag zu dem mit dem Leiter verketteten InduktionsfluBl
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ist gleich dem gesamten, in den Bewicklungsdrahten vorhandenen FluB. Bezeichnet
man daher den Querschnitt des Bewicklungsdrahtes oder -bandes mit ¢ und sind
w Windungen je Lingeneinheit des Leiters aufgebracht, so ist dieser Flufl in einem

Abschnitt von der Lange! Y —=wlqu|9|.
Daher ergibt sich fiir den Beitrag des Eisens zur Induktivitat des Leiters:
v wlg
Le=; Sr,13 0084 (704)

27. Gegeninduktion, Transformator.

Befindet sich in der Nachbarschaft eines Stromkreises 1 ein zweiter 2, so werden
bei Anderungen des durch den Kreis I erzeugten magnetischen Feldes nach dem
Induktionsgesetz im Kreis 2 elektromotorische Krifte induziert. Umgekehrt ent-
steht eine elektromotorische Kraft im Kreis 7 bei Stroménderungen in 2. Man nennt
diese Erscheinung die Gegeninduktion und kennzeichnet die gegenseitige mag-
netische Einwirkung zweier Stromkreise, die auch als magnetische Kopplung be-
zeichnet wird, durch die Gegeninduktivitat. Im allgemeinen Fall wird nur ein
Teil des in Kreis 7 durch den Strom %, erzeugten Flusses mit dem Kreis 2 verkettet
sein. Man definiert nun die Gegeninduktivitit M, zwischen Kreis 7 und 2
durch die Beziehung W,y=M,,i,, (705)

in der ¥}, den FluB bedeutet, der mit dem Kreis 2 dann verkettet ist,
wenn der Strom in Kreis 2 Null ist, wenn also dieser Kreis z. B. geoffnet ist.
Dieser FluB ist nach dem Induktionsgesetz maf-
gebend fiir die in Kreis 2 induzierte elektromoto-
rische Kraft; sie hat die Grolle

(706)

ihre positive Richtung umkreist den gemeinsamen
InduktionsfluB im gleichen Sinne wie die positive
Richtung von ¢,. Die Einhei.t fler Gegeninduktivi- Abbs'p{ﬁZ'vleﬁ Bestimmung des mit ciner
tit ist wie die der Induktivitat 1 H.

Die gleiche Definition der Gegeninduktivitat gilt auch bei Spulen mit beliebig
ausgedehntem Wicklungsquerschnitt. Der Flufi ¥, setzt sich dann zusammen aus
den Teilfliissen, die mit den einzelnen Windun-
gen der Spule verkettet sind. Den mit einer
Spule verketteten Gesamtflufl kann man immer

o 2"/
berechnen als Summe der Teilfliisse in den ein- I 1 /
zelnen Windungen, indem man sich die Win- \ H izd
dungen in der durch Abb. 187 veranschaulich- "

ten Weise zu geschlossenen Kreisen erginzt ¥,

denkt; die in den Erginzungsstiicken induzier- g .
ten elektromotorischen Kriafte heben sich gegen- / & N
seitig auf. In Abb. 187 setzt sich der Gesamt- | | \

flu ¥,, aus den Betrigen zusammen, die die AN

Flachen a, b, ¢, d, f liefern. Haufig kann man \

auch hier den Gesamtflufl als Produkt der

Windungszahl mit einem BiindelfluB berechnen.  AbD- 185-pa(§:ﬁgi§1’1“1]‘)1§;}l%‘rli Ivischen zel
Es ist zu beachten, daB die Gegeninduktivi- )

tit aus dem Kraftlinienbild definiert ist, das entsteht, wenn der Kreis 2 stromlos ist.

In Abb. 188 ist dies fiir zwei parallele Kreisringe veranschaulicht. Der gemeinsame

FluB ¥,, wird durch das zwischen den beiden stark ausgezogenen Kraftlinien lie-

gende Biindel dargestellt. Die anderen Kraftlinien bilden den Streuflufl. Fliefit

auch im Kreis 2 Strom, dann kann sich das Kraftlinienbild wesentlich &ndern.
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Ganz entsprechend la6t sich die Elerkung von Kreis 2 auf Kreis 1 durch die

Gleich
eichung = M21 dt (107)

ausdriicken, Die folgende ﬁberlegung zeigt, daBl die Werte M, und M,, einander

gleich sind, daB also zwei beliebige Kreise 1 und 2 nur eine einzige Gegeninduktivitit

haben. Nach Gl. (644) ist der FluB}, der von einem Leiter 1 erzeugt wird und mit

einer Linie 2 verkettet ist, Yo=u Sﬁg[d% , (708)
2

wobei das Integral iiber diese Linie 2 zu bilden ist. Das Vektorpotential 9 ist durch

den Strom im Kreis 7 bestimmt, und es gilt wenn der Kreis I durch einen Strom-

faden ersetzt wird, nach Gl. (636) da,
9 =

-~

(709)

47r 719
1

fiir jeden Punkt der Linie 2, wobei d3, das Linienelement des Kreises 1, r;, den Ab-

stand zwischen d3, und ds, bedeutet. Daher gilt

I N

Ml2_4n§ﬁ§ﬁ P (710)
12

ein Ausdruck, der unabhingig davon ist, welcher Kreis mit 7 und welcher mit 2

bezeichnet wird. Daraus folgt M, =M, =M. (711)

FlieBen in beiden Kreisen Strome, so entsteht ein magnetisches Feld, das durch
beide Strome bestimmt ist. Die Energie dieses Feldes 148t sich genau so wie im Falle
eines einzigen Stromkreises durch die Werte von $ und § an den einzelnen Stellen
des Feldes berechnen, Gl. (695). Sie 1afit sich andererseits ausdriicken durch die
Induktivitdt und die Gegeninduktivitiat, wie die folgende Betrachtung zeigt.

Die in Kreis 2 induzierte elektromotorische Kraft setzt sich im allgemeinen Fall
zusammen mit den iibrigen im Kreis 2 vorhandenen elektromotorischen Kréften;
durch diese Summe ist der Strom ¢, im Kreis 2 bestimmt. Die induzierte elektro-

motorische Kraft — M %‘ liefert dabei wihrend des Zeitelementes df in den Kreis 2

eine elektrische Arbeit vom Betrage
— iy Mdiy.

Der Zuwachs der Feldenergie ist daher

to Mdiy .
Bei irgendwelchen Anderungen des Stromes i, entsteht ferner eine elektromotorische
Kraft der Selbstinduktion, die zu ihrer Uberwindung wihrend des Zeitelements d¢
die Arbeit ig. Lo dis
erfordert, wobei L, die Induktivitit des Kreises 2 bedeutet. Ganz entsprechend hat
der Strom 7, im Kreise I eine Arbeit

4y Ly di,
zur Uberwindung der elektromotorischen Kraft der Selbstinduktion und eine Arbeit

iy M di,
zur Uberwindung der aus dem Kreis 2 induzierten elektromotorischen Kraft zu
leisten. Die im ganzen Feld aufgespeicherte magnetische Energie nimmt also wihrend
des Zeitabschnittes df um den Betrag

AW = Ly iy diy -+ M (3y dig+ iy diy) + Ly s di

zu. LafBt man den Strom 4, von Null auf den Wert I, wachsen, ferner den Strom
im Kreis 2 von Null auf I,, so ergibt sich die Gesamtenergie des magnetischen Feldes
durch Integration zu W=1LI24+MI,1,+1L,I2. (712)
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Die Gegeninduktivitat kann entweder durch Vergleich dieses Ausdruckes mit dem
der Gl. (695) oder mit Hilfe von Gl. (710) oder schlieSlich mit Hilfe der Definitions-
gleichung (705) berechnet werden. Bei dem praktisch besonders wichtigen Fall
paralleler gerader Leitungen ist die letzte Methode die
einfachste.

In Abb. 189 sollen I und 2 die Spuren der beiden ¥
Drihte einer Doppelleitung, 3 und 4 die Spuren einer
dazu parallelen Doppelleitung bezeichnen; es soll die

Gegeninduktivitit zwischen den beiden Leitungen be- . P

rechnet werden. Wir denken uns die Leitung 3, 4 strom- 7

los und schicken durch die Leitung I, 2 den Strom I,. ®

Das durch diesen Strom hervorgerufene Magnetfeld setzt 7 Z ——
7

sich zusammen aus den beiden Teilfeldern, die von den ) o
Drihten I und 2 herrithren. Bei der in der Abbildung *"™ 1§3Vk?e§§§i)%%‘é¥:ﬁ°n’;::180hen
angedeuteten Stromrichtung wiirde der Strom im Lei-

ter I fiir sich allein einen Fluf mit kreisfésrmigen Kraftlinien hervorrufen, von

dem der Teil 14
_ ol I Bl "14
.TI—J‘—Z?Z T‘ d’l’——— E—IllnLT]a (713)

mit der Leitung 3, 4 in der angegebenen Richtung verkettet ist. Von Leiter 2 her-

rithrend, wiirde der Flu3 24
%= ~f’2‘—5’ Lgp_tal 1y (714)
T23
mit der Leitung 3, 4 verkettet sein. Der Gesam’cﬂuﬁ ist daher
Y’ _ ot 7‘14 T3 )
+¥= 7‘13 T2
Die Gegeninduktivitat wird M /,il I . (715)

27 g7y’
unter 7,3, 7,3 usw. sind die Abstédnde der Leiterachsen zu verstehen.

Das Feld im Innern der Leiter tragt praktisch nichts zur Gegeninduktivitiat bei,
da sich die Beitriige in den beiden Hilften eines jeden Leiters aufheben. Anders ist es
dagegen, wenn zwei der vier Leiter, z. B. 1 und 3, zusammenfallen, dann ist das
innere Feld dieses Leiters beiden Stromkreisen gemeinsam. Fiir r,, ist in diesem Falle
der Drahtradius ; des gemeinsamen Leiters zu setzen, und es ist zu dem so be-
rechneten Wert der Gegeninduktivitét, der nur die duBeren Felder beriicksichtigt,
noch ein Wert zu addieren, der von dem Innenfeld herriihrt. Um diesen Wert auf-
zufinden, berechnen wir die in dem Leiter I aufgespeicherte magnetische Energie.
Die Stromstirke ist hier allgemein I, 4 I,, also wird die magnetische Feldstirke im
Innern dieses Leiters nach Gl. (615)

i'@l 27!7’2 II+I2)
W= ren .
Der Vergleich mit Gl. (712) erglb’c fur den Beitrag des inneren Feldes zur Gegen-

und es folgt aus Gl. (695)

induktivitit W ul
Y
Damit folgt fiir die Gegeninduktivitat zwischen den beiden Schleifen
. l_‘i 714793 | Hr
M= (e g L), (716)

Auf der magnetischen Kopplung zweier Stromkreise beruht die Wirkungsweise
des Transformators. Man sorgt hier durch einen eisengeschlossenen magnetischen
Kiipfmiiller, Elektrotechnik. 12
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Kreis dafiir, daf moglichst der ganze in der einen Wicklung erzeugte Fluf auch
durch die andere Wicklung hindurchgeht, dal also die Streuung gering ist. Wir
legen die Pfeilrichtungen der Strome in den beiden Wicklungen eines Transformators
p ~ grundsitzlich so fest, dall sie den Pfad der magnetischen

i 7~ J% Kraftlinien gleichsinnig umkreisen.
Auf der Primirseite, Abb. 190, wirken die elektromoto-
4 % rische Kraft e, der Stromquelle, ferner die elektromotori-

K 4 i schen Krafte der Selbstinduktion und der Gegeninduktion.
Es stellt sich ein solcher Strom ein, daf} der Spannungsver-
2 # brauch ¢; R, im Primérkreis gerade durch die Summe der
Abb. 190. Schema eines Trans- drei elektromotorischen Krafte gedeckt wird:
formators. di di
eozilRl“l“le_tl_I_M'Etg‘. (717)

Auf der Sekundirseite haben die elektromotorischen Krifte der Selbstinduktion und
der Gegeninduktion den Spannungsverbrauch in der Wicklung und die Spannung u,
an dem sekundirseitig angeschlossenen Verbraucher zu decken:

di di .
—Logy — M =Ry tus,
. di di
oder Up= — @sz—Lq’; — Mk (718)

Wire keine Streuung vorhanden, so wire der magnetische Widerstand R,, fiir den
Kreis 1 der gleiche wie fiir den Kreis 2, es wiirde nach Gl. (677) gelten

w2 w2

leﬁt; Lzzﬁ- (719)
Bei offener Sekundirwicklung wiirde dann der ganze in der Primarwicklung erzeugte

FluB b — 13wy

1= R

auch mit der Sekundirwicklung verkettet sein, es wire

M="2 (720)
Zwischen der Gegeninduktivitit und den beiden Induktivititen wiirde also die
Beziehung gelten M= Vﬂz (721)

In Wirklichkeit ist wegen der Streuung die Gegeninduktivitit immer kleiner als
dieser Wert. Man kann dies durch den sogenannten Streufaktor ausdriicken, in-
dem man setzt M2

em o=1— LTIL{ (722)
Der Streufaktor ist Null, wenn die Streuung Null ist und hat den Wert 1, wenn
nur Streukraftlinien vorhanden sind.

Eine andere Darstellung der Streuung ergibt sich auf folgende Weise: Der bei
offener Sekundarwicklung durch den Primirstrom erzeugte mit dem Primirkreis
verkettete InduktionsfluB} sei ¥;. Mit der Wicklung 2 ist dabei ein bestimmter Fluf}
¥, verkettet. Man denkt sich nun die beiden Flisse ¥, und ¥,, durch Biindel-
flissse @; und @;, von solcher GroBe ersetzt, daB sie in den beiden Wicklungen die
gleichen Gesamtfliisse ergeben wiirden:

¥ Vo

(Dl:{fl: @12: wy
Wenn keine Kraftlinien in Luft verlaufen wiirden, dann wiirden diese beiden Biindel-
fliisse einander gleich sein und identisch mit dem in Wirklichkeit in dem Eisenkern
des Transformators vorhandenen Induktionsflul. Infolge der in der Luft verlaufen-
den Streukraftlinien sind die beiden Biindelfliisse verschieden von dem Induktions-
flu im Eisenkern; sie sind als reine Rechengréflen zu betrachten. Ihre Differenz

(723)



Das langsam verdnderliche magnetische Feld. 179

bezeichnet man als den priméren Streufluf}:

D, =D,—P;,. (724)
Dieser Biindelflu8 ist bei rdumlich ausgedehnten Wicklungen ebenfalls kein wirklich
vorhandener Fluf}, sondern eine RechengriBe; es kann sogar vorkommen, dal er
negative Werte annimmt. Mit Hilfe der so eingefiihrten Fliisse definiert man nun
die folgenden Induktivitatswerte: Es ist

die priméare Gesamtinduktivitat
_wd

Ll_T’ (725)
die primare Streuinduktivitat
Ly="20e, (726)
die primire Hauptinduktivitit
=Ly — L= 222, (727)
die Gegeninduktivitat M:u%_gg. (728)
Aus diesen Beziehungen geht hervor, daB 1
L“:%M (729)
und L,,1=L1—Z—:M. (730)
Durch eine entsprechende Uberlegung ergibt sich fiir die Sekundirseite
die sekundire Gesamtinduktivitat
Lzzﬂf—% (731)
die sekundire Streuinduktivitat
Lyy= 2202, (732)
die sekundare Hauptinduktivitat )
Lys=Ly—Lgo— %—2 (733)
Es gilt auf Grund dieser Beziehungen ferner
Lyo= M Lyy=Ly—*M;  M=VLylns, (734)
121;1}(111 e(:;%. verhalten sich die Hauptindlzktivita:en wie die Quadrate der Windungs-
ﬁzgg (135)

Die Streuinduktivititen sind immer nur klein gegen die Hauptinduktivititen; daher
ergibt sich aus Gl. (722) die Naherungsformel
. Lo‘l L02
=7 T (736)

FlieBen in der Primér- und in der Sekundirwicklung Stréme, dann kann die
Induktionswirkung im Kreis 7 auf den Gesamtfluf3

[

WL+ Mi, (737)
zuriickgefithrt werden; ebenso im Kreis 2
Y = Lyiy+ M1, . (738)
Unter Einfithrung der Streuinduktivititen kann man hierfiir auch schreiben
, .M . .
¥ :Laﬂl‘*‘@;(wz@z‘f‘wﬁﬂ; (739)
” .M . . -
4 =Lgyip+> (Wl twyiy). (740)

1
12%
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Diese Gleichungen kann man so deuten, als ob mit jedem Kreis jeweils ein ,,Streu-
fluB*, der nur von dem Strom in diesem Kreis herriihrt, und ein ,,gemeinsamer
FluB8*, der von der Summe der Durchflutungen herriihrt, verkettet wire. Diese
rein mathematische Zerlegung darf nicht zu der Annahme verleiten, daf3 diese Fliisse
in Wirklichkeit Kraftlinienbiindeln entsprechen
miissen, die nur mit einem Kreis bzw. mit bei-

-4 den Kreisen verkettet sind. Das resultierende
Magnetfeld der beiden Stréme kann zwar Kraft-
linien enthalten, die mit je einem der beiden Kreise
verkettet sind, und solche, die beide Kreise ge-
meinsam umschlingen ; aber die durch diese Kraft-
linien gebildeten Biindel sind nicht gleich den
Fliissen ¥’ und ¥”. Es kann sogar der Fall vor-
kommen, daf sich iiberhaupt keine Kraftlinien,
Abb. 101, Kraftlinienbild zweier paralleler 1€ Deiden Stromkreisen gemeinsam sind, finden,
Drahtkreise. wihrend doch die Summe der Durchflutungen bei-

der Kreise einen endlichen Wert hat. Ein Bei-

spiel stellt das in Abb. 191 aufgezeichnete Feld zweier paralleler Drahtkreise dar,
die in entgegengesetzter Richtung von Strémen im Verhaltnis 1:2 durchflossen sind!.
Auf Grund der Gl. (717) und (718) lassen sich Ersatzbilder fir den Trans-
formator angeben, die nur Induktivitdten und Widerstinde enthalten. Von diesen
Ersatzbildern sind besonders zwei sehr niitzlich. Wir
schreiben die beiden Transformatorgleichungen unter

Z

371 -”é’ ‘W'fiﬁf

Ry Einfiihrung der komplexen Zeiger in der Form
u, U u, W= J(Byt+jol)+FjoM, (741)
)L == R tjoly)—SjodM,  (142)
6 wobei fiir die elektromotorische Kraft der Strom-

d . o :
Abb. 192, Trsatzbild erster At des  Quelle die primére Klemmenspannung U, gesetzt ist.

Transformators. Es 148t sich nun leicht zeigen, daB fiir die in Abb. 192
aufgezeichnete Anordnung die gleichen Beziehungen

gelten. Hier sind drei Spulen mit den Induktivititswerten L; — M, L, — M und M
im Stern miteinander verbunden. Die beiden erstgenannten Spulen enthalten die
beiden Wicklungswiderstinde B, und R,. Im Querzweig flieBt ein Strom von der
Starke §; + . Berechnet man die Spannung zwischen a und b auf dem Wege iiber
e und f, so ergibt sich sofort die GI.

g—sL ¢ (741). Die Gl. (742) entsteht durch .
Anwendung des zweiten Kirchhoff- & %
schen Satzes auf den Kreis d, ¢, e, f,
wobei die Spannung am Verbraucher

¢ 2 in der Richtung von d nach ¢ positiv Y

%rb;)]isflé)fﬁlatgrquivalenﬁer gerechnet wird. Man kann mit diesem  Abb.194. Hintereinander-
St 159 ™ Ersatzbild die Gegeninduktivitdat auf scbaltune ?ﬁ;gb::.len ek
eine Induktivitit zuriickfithren. Fir
die Giiltigkeit des Ersatzbildes ist es belanglos, daB bei von 1 verschiedenem Win-
dungszahlverhaltnis des Transformators einer der beiden Werte L, — M und L, — M
negativ werden kann. Das Ersatzbild gilt ferner fiir ganz beliebige Potentiale der
vier Klemmen a, b, ¢, d, wenn Primir- und Sekundarseite des Transformators so mit-
einander verbunden sind, wie es in Abb. 193 dargestellt ist. Bei der umgekehrten
Verbindung der beiden Wicklungen, wie in Abb. 194, geht das Ersatzbild iiber
in das der Abb.195. Im ersten Fall, Abb. 193, ist der komplexe Widerstand
zwischen den beiden Klemmen ¢ und ¢, wenn die anderen Klemmen isoliert sind,

! Weber, E.: EL u. Maschinenb. 48, 943 (1930).
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nach dem Ersatzbild R,o=Ry+Ry+jo(Ly+Ly—2M); (743)
er geht in den Wirkwiderstand der beiden hintereinander geschalteten Wicklungen
iiber, wenn die Streuung Null ist. Die beiden Wicklungen sind ,,gegeneinander
geschaltet”. Im anderen Fall dagegen, Abb. 194, wird der Widerstand zwischen
b und ¢ nach Abb. 195 R, =R+ Ry+jo(Ly+Ly-+2M). (744)

Die Induktivitit hat hier im Idealfall den doppelten Wert der Summe beider Wick-
lungsinduktivititen; die beiden Wicklungen sind ,,wirksam hintereinander
geschaltet”. Durch Messung der beiden eben betrachteten Widerstinde kann
allgemein die Gegeninduktivitit bestimmt werden. Es ist

jwM:Ji(ERbc_ERac)' (745)
Wenn der Transformator zur Ubertragung der Energie von der einen Wicklung
auf die andere dient, dann benutzt man zweckméBig ein anderes Ersatzschema, das

A Y X

Abb. 195. Ersatzbild fiir den Trans- Abb. 196. Ersatzbild zweiter Art des
formator 194. Transformators.

von dem Begriff des Streuflusses und des gemeinsamen Flusses ausgeht. Es ist in

Abb. 196 dargestellt, in der B :%1 (746)
2

die Ubersetzung bedeutet. Strom und Spannung der Sekundirseite sind hier

auf die Primirseite bezogen mit

W=y = 211, (747)
Wy
N
und == %0 (748)

Man iiberzeugt sich leicht, dal mit diesen Bezeichnungen ebenfalls die Gl. (741)
und (742) erfiillt sind. Die in diesem Ersatzbild vorkommenden Gréfien kénnen
durch Messung bei kurzgeschlossener und offener Sekundirwicklung in einfacher
Weise bestimmt werden.

28. Die mechanischen Kriifte im magnetischen Feld.

Analog zu den Verhédltnissen im elektrischen Feld sind mit der Aufspeicherung
von Energie im magnetischen Feld mechanische Kraftwirkungen verkniipft, und
zwar finden wir hier dreierlei mechanische Krifte, nimlich solche zwischen den
Stromleitern, dann Krifte an den Grenzflachen von Stoffen verschiedener Permea-
bilitédt und Krifte zwischen Stromleitern und magnetischen Stoffen, die aber physi-
kalisch sdmtlich auf Kréfte zwischen bewegten Ladungen zuriickgefiihrt werden
konnen.

Die einfachste Methode zur Berechnung der zwischen stromdurchflossenen
Drahten auftretenden Kréfte gibt das durch Gl. (522) beschriebene Gesetz, wenn
man dieses Gesetz auf die Léngenelemente der Leiter anwendet. Man hat danach
die magnetische Induktion zu berechnen, die von dem ersten Leiter am Orte des
zweiten Leiters erzeugt wird fiir den Fall, dal dieser stromlos ist. Bezeichnet %,
diese Induktion am Orte des Lidngenelementes d3, des Leiters 2, so ist die Kraft,
die vom magnetischen Feld auf dieses Langenelement ausgeiibt wird, wenn dieses
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einen Strom I, fiihrt, dB=I1,[d&,%,]. (749)
Die Gesamtkraft ergibt sich durch Integration iiber die ganze Linge des Leiters 2.

Als Beispiel werde die Kraft zwischen zwei sehr langen, parallelen Stromleitern
mit dem Abstand @ betrachtet, Abb. 197. Die vom Leiter 1 in der Umgebung des

Leiters 2 erzeugte Induktion hat auf der ganzen Lénge den Wert
e 2 ——>

I
| % |B:]= ;_;71 ;
751> £ sie ist senkrecht zum Leiter 2 gerichtet. Auf jedes Lingen-
7, 1 element ds, wird daher eine Kraft vom Betrage

ds;
Abb. 197. Berechnung — Ho G5y
der Kraft zwischen pa- ap 12’ %ltd% 2% « Il 12

rallelen Dréhten. . . . .
ausgeiibt, die die beiden Leiter einander zu nahern sucht, wenn
die Stromrichtungen die gleichen sind. Die in einem Abschnitt von der Lénge [ ent-
stehende Anziehungskraft ergibt sich durch Integration:

l
- ﬁ%IlIJd&: 2L, (750)

Als weiteres Beispiel soll die Kraft berechnet werden, die auf die Traverse eines
Schalters, Abb. 198, vom Strom ausgeiibt wird. Die Stromkréfte sind hier immer
so gerichtet, dal} sie den Schalter zu 6ffnen suchen. In
irgendeinem Léngenelement dx der Traverse liefert der
in dem Léingenelement dy der Zufithrung flieBende
Strom nach der Ampéreschen Formel den Beitrag

dB= #"I Jasina

zur magnetischen Induktion, oder mit
x

r= ]/x2+y2; sing=——

[
Abb. 198. i?ﬁgcﬁnélélhgaﬁg,]ﬁifte in I8 — ﬂl xdg B
4n Va2t y23
Die von dem linken Stab herriihrende Induktion hat daher die Gréfle
o0
4n sz_l_yz?» inxx
0
Der Beitrag des anderen Stabes ist entsprechend
Mo I
4dma—x’
so daB die Gesamtinduktion
|| =te1(2+- 1) (751)

wird. Sie ist senkrecht zur Zeichenebene gerichtet. Die Kraft, die auf das Langen-
element dr des Messers ausgeiibt wird, hat daher die Gréfle
Mg g0 dx
W= ()
und es wird die Gesamtkraft

b
=3

_ o g (dz_ dw\_ B gy 2a—b
[ L s

wobei ) die Breite der beiden Klemmstlicke bezeichnet.
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Zahlenbeispiel: Durch einen Schalter mit ¢=15 cm, b=2 cm flieBe ein KurzschluBstrom
von I=10000 A. Dann ergibt sich eine Kraft von

p=120 107 10 1 Ao s WS s avar
2n cm cm

Die Krafte zwischen Stromleitern und magnetischen Stoffen lassen sich in gleicher
Weise berechnen, wenn man die Wirkung der magnetischen Stoffe durch strom-
fithrende Leiter ersetzen kann. Ein Beispiel bildet der in Abb. 177 dargestellte Fall
eines Leiters im Innern eines Eisenkérpers. Wir konnten dort die Begrenzung des
Eisens ersetzen durch das Spiegelbild A’ mit dem Strom

1 Hr— 1

w1
Die Strome I und I’ haben entgegengesetzte Richtung, sie stoBlen sich daher ab,
d. h. es treten Krifte auf, die den Leiter 4 von der Grenzfliche zu entfernen suchen.
Diese haben nach Gl. (750) fiir eine Liange [ des Leiters den Betrag

Bo pr—1 1
Es sind Krifte zwischen dem Strom I und den Molekularstromen im Eisen. Gleich
groBe Krafte wirken im Eisenkorper in entgegengesetzter Richtung.

In dem durch Abb. 178 dargestellten Fall ergibt sich eine Anziehungskraft
zwischen Leiter und Eisenplatte. Sie betrégt bei unendlich grofler Permeabilitit
des Eisens Uy 1

P:§5ﬁ12' (754)
Nach dieser Beziehung wird die Anziehungskraft um so grofler, je kleiner der Ab-
stand des Leiters von dem FEisen ist. Derartige Krifte spielen eine Rolle bei den
Wicklungsképfen der elektrischen Maschinen, wo sie besonders im Kurzschlufifall
hohe Betrige erreichen konnen.

Eine andere Methode zur Berechnung der magnetischen Feldkrifte besteht
darin, daB man die Anderung der magnetischen Energie feststellt, die infolge einer
gedachten Forminderung des Stromkreises entsteht. Andert man irgendeine Ab-
messung  eines stromdurchflossenen Kreises um ein kleines Stiick dx, so sind dabei
(neben den elastischen Spannungen) magnetische Feldkrifte zu iiberwinden. Be-
zeichnen wir die magnetische Feldkraft in der Richtung von  mit P,, so ist bei der
Verschiebung um dx eine Arbeit vom Betrage

dA;=—P,dx
aufzuwenden. Denken wir uns den Strom I bei dieser Anderung konstant gehalten,
z. B. indem ein geniigend hoher Widerstand im Stromkreis vorgesehen wird, so
andert sich bei einer solchen Forminderung der GesamtfluB des Stromkreises,

Y=LI,
. oL
um einen Betrag d¥=IdL=1I_dx.

Erfolgt die Anderung in der Zeit d¢, so ergibt sich eine elektromotorische Kraft der
Selbstinduktion von der Grofe

_ @k
&= " @ ox dt’

Diese elektromotorische Kraft liefert mit dem Strom I wiahrend der Zeit dt eine
Arbeit vom Betrage oL
dA,=e, Idt= —I2a—wdx.
SchlieBlich nimmt bei der Anderung noch die im magnetischen Feld aufgespeicherte
Energie W=3}LI?
: 1,0
um den Betrag aW= —2—1 22
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zu. Da die mechanisch aufgewendete Arbeit gleich der elektrisch gewonnenen Arbeit

sein muB, so folgt dA,=dAd,+dW,
oder nach Einsetzen der eben gefundenen Ausdriicke
1.,,0L
Py=5I*5-. (755)

Die Kraft ist also immer so gerichtet, dafl sie die Induktivitit zu vergrofiern sucht.
Sie kann berechnet werden, wenn die Abhingigkeit der Induktivitit des Strom-
kreise von z bekannt ist. Aus der Gl. (672) fiir die Induktivitit einer Doppelleitung
ergibt sich z. B. sofort die Beziehung (750) fiir die zwischen den beiden Dréhten
wirkende Kraft.

Handelt es sich um zweil verschiedene Stromkreise 7 und 2, so lassen sich die
zwischen den Stromkreisen auftretenden Krifte durch eine ahnliche Uberlegung
finden. Bei der Verschiebung d« der beiden Stromkreise gegeneinander ergibt sich
eine Anderung der Gegeninduktivitit, durch die einerseits die in den beiden
Stromkreisen entstehenden elektromotorischen Krifte, andererseits die Anderung

der Feldenergie, Gl. (712), bestimmt sind. Damit folgt

¥ A’ fiir die in der Richtung der Verschiebung wirkende Kraft

A oM
[’ PQZIIIZW' (756)

Diese sucht also die Stromkreise in eine solche Lage
zu bringen, dafi die Gegeninduktivitdt moglichst grofl
7 Vi [ wird.
Das gleiche Verfahren kann ferner zur Berechnung
A L T g o' der Hubkraft eines Elektromagneten angewendet
werden. Die bei irgendeinem Abstand des Ankers im
Magneten aufgespeicherte magnetische Energie kann aus der magnetischen Charak-
teristik O4, Abb. 199, ermittelt werden, die den Zusammenhang zwischen Gesamt-
fluB und Strom fiir diese Lage des Ankers darstellt. Bei einer Anderung des Stromes
ergibt sich nach Gl. (683) eine Zunahme der magnetischen Energie vom Betrage
dW=Lidi=¥ds.
Die Gesamtenergie hat daher bei irgendeiner Stromstirke I den Wert

I
W= [Pdi. (757)
0

Das ist die mit OBC bezeichnete schraffierte Flache in Abb. 199. Nahert sich nun
der Anker den Magnetpolen um ein kleines Stiick Az, so wird vom Magneten eine
mechanische Arbeit A4, = PAx geleistet. Gleichzeitig wird ¥ wegen des kleineren
Luftspaltes grofer, Kurve O4’. Es wichst die magnetische Energie um einen Betrag
AW, der durch die Fliche OC (" dargestellt ist, wenn der Strom I bei der Anderung
konstant gehalten wird. Die zur Uberwindung der elektromotorischen Kraft der
Selbstinduktion vom Strom I zu leistende Arbeit ist, Gl. (555):

A, =147,
und es gilt A=A+ AW .
Hieraus folgt PAz=I(CC")—TFlicheOCC’ (758)

eine Beziehung, aus der die Kraft P ermittelt werden kann.

Die an Grenzflichen ausgeiibten Krifte konnen wie im elektrischen Feld zuriick-
gefiihrt werden auf Krifte, mit denen sich die Kraftlinien zu verkiirzen und zu ver-
breitern suchen. Analog den Kriften im elektrischen Feld haben Langszug und Quer-
druck die gleiche Grofie wie die in der Volumeneinheit aufgespeicherte Energie unter
der Voraussetzung, dafl die Permeabilitit eine Konstante ist. Es gilt
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Man kann diese Beziehung durch die Betrachtung einer Ringspule ableiten, die einen Ring-
kern mit sehr kleinem Querschnitt ¢ und der Kraftlinienlinge 7 enthilt. Der Beitrag, den dieser
Kern zur Induktivitiat der Spule liefert, ist nach Gl. (670)

-yl
L=w 7
Daraus folgt fiirr die Kraft, die die Lange ! zu vergréBern sucht, nach Gl. (755)
p=tpff_ 1 140

27 a2 2
Die Kraft wirkt also in entgegengesetzter Richtung, sie sucht die Kraftlinien zu verkiirzen. Fiir
die eben gefundene Gleichung kann man schreiben
Auf die Flacheneinheit trifft also eine Zugspannung von dem oben angefithrten Betrag. DaB der
Querdruck der Kraftlinien die gleiche Grofie hat, ergibt sich durch eine dhnliche Betrachtung,
wie im elektrischen Feld, Abb. 93.

Infolge des Lingszuges und des Querdruckes stellen sich die Kraftlinien so ein, daB der
magnetische Widerstand moglichst klein wird.

Eine Anwendung der Formel (759) bildet die angeniherte Berechnung der
Tragkraft eines Elektromagneten. Wenn der Luftspalt des Magneten so eng ist
(also z. B. bei anliegendem Anker), daf der InduktionsfluB senkrecht durch die Pol-
fliche F hindurchtritt, dann ist die Tragkraft

1B2F 1
wobei B die Induktion im Luftspalt bezeichnet (,,Maxwellsche Formel*).

Die grofiten Werte der Kraftliniendichte in Luft, die in der Elektrotechnik vorkommen,
liegen bei etwa B=20000G. Daher sind die grofiten magnetischen Zugspannungen

14.10%.10-16 V2s2¢m Ws kGr
P=g 1956 10° om'H 0 omd 102 e

Die an den Grenzflichen von Eisen und Luft am Eisen angreifenden Krifte
sind es im wesentlichen, die in den elektrischen Maschinen maBgebend fiir das Dreh-
moment sind. Die stromfiilhrenden Leiter liegen in
Nuten des Eisenkoérpers, so daff sie sich in einem
verhaltnismaBig schwachen magnetischen Feld be-
finden. Daher sind auch die mechanischen Krifte,
die die Stromleiter im Innern der Nuten erfahren,
gering, wihrend die Hauptkrifte zwar durch den
Strom in den Stromleitern hervorgerufen werden,
aber am Eisen angreifen.

Man kann die an den Grenzflichen wirkenden
Krafte folgendermaflen berechnen. Es sei dF ein
Flachenelement der Grenzfliche, Abb. 200. Der Win-
kel, unter dem die Kraftlinien im Luftraum gegen
die Normale zur Grenzfliche einmiinden, sei . Auf
das Flachenelement wirken zwei Krifte ein. Eine Kraft d P;, die durch die Zug-
spannung in den Kraftlinien bedingt ist und die Gro8e hat

dP,=pdFcosa, (761)

und eine zweite d P,, die senkrecht zu den Kraftlinien steht und durch den Quer-
druck der Kraftlinien hervorgerufen wird; diese hat die GroBe

dP,=pdFsin«. (762)
Beide Krifte setzen sich zu einer Resultierenden zusammen. Die Tangentialkompo-
nente dieser Resultierenden hat von links nach rechts gerichtet die Grofe

dP,=2pdFcosasina=pdFsin2«. (763)
Die nach auflen zeigende Normalkomponente betrigt
dP,=pdF (cos®a—sin?a)=pdFcos2u. (764)

Abb. 200. Xrifte an einer Grenzfliche.
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Hieraus geht hervor, dafl die Resultierende dP den Winkel 2« mit der Normalen
zur Grenzflache bildet. IThre Grofle ist pdF. Man kann sich also die an der Grenz-
flache vom Luftraum her angreifenden Krifte hervorgerufen denken durch eine
Flachenkraft (Maxwellsche Spannung)

=389, (765)

deren Winkel mit der Normalen durch die Richtung von B halbiert wird.
Fiihrt man Normal- und Tangentialkomponente von B und § im Luftraum ein,
so folgt aus den Gl. (763) und (764)

AP~ %, 5,dF — #i% B,dF ; (766)
0

iP,— %(‘B,ﬁ—%?)dﬁ’. (767)

)

Ganz entsprechende Kréfte ergeben sich nun auch auf der anderen Seite der
Grenzfliche. Im Eisen mit der relativen Permeabilitat u, hat die magnetische In-
duktion folgende Werte B, =9B,; B=u,B,.

Es greift daher eine Tangentialkraft dP; von rechts nach links gerichtet an dem
Flachenelement dF an mit dem Betrag

1 1
’ . o <) o .
dP;= e Bty BtdF—M0 B, B, dF (768)

Die beiden Tangentialkrafte, die an beiden Seiten der Grenzfliche angreifen, heben
sich auf, d. h. bei beliebigem Einfallswinkel der Kraftlinien wirken die
Feldkrafte an der Oberfliche von Eisen immer senkrecht zur Grenz-

flache.
Die von dem Fluf} im Eisen herrithrende, nach innen wirkende Normalkomponente
der Kraft hat die Grof3
er Kraft hat die Grofie dP%:ﬁ[(%ﬁ—#%%?)dF- (769)
0

Es greift also an der Grenzfliche eines Eisenkérpers im magnetischen Feld eine
Zugspannung an vom Gesamtbetrage

= M=l
ko= e (B3 +18) (770)

die immer senkrecht zur Grenzfliche gerichtet ist. 8, und B, bedeuten die Normal-
und Tangentialkomponenten der magnetischen Induktion an der Grenzfliche im

W,

T

l %
B By

Abb. 201. Krifte im An-
ker eines Elektromotors.

Luftraum. Mit dieser Formel kann z. B. die Tragkraft eines
Elektromagneten genauer berechnet werden, wenn der Feld-
verlauf bekannt ist.

In den Nuten der elektrischen Maschinen, Abb. 201, ver-
laufen die magnetischen Kraftlinien nahezu tangential zu den
Zahnflanken. Die fir das Drehmoment maBgebenden Trieb-
krifte greifen hier im wesentlichen an den Zahnflanken an.
Denken wir uns zunéchst den in der Nut liegenden Leiter strom-
los, und bezeichnen wir die Kraftliniendichte des Erregerfeldes
in den Zihnen mit B, so gilt fir die Kraftliniendichte in
der Nut B B,

=
da die Tangentialkomponente der magnetischen Erregung an
den Zahnflanken stetig sein muB. Die auf den Leiter von der

Lange I ausgeiibte Kraft hat daher die GroBe

P1=#iBOIz, (171)

wenn der Leiter von dem Strom I durchflossen wird. Sie ist um so kleiner, je grofer
die: Permeabilitat des. Eisens ist. Um die Grenzflichenspannungen zu berechnen,
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miissen wir das wirkliche Feld betrachten, an dem auch der Ankerstrom beteiligt
ist. Infolge der Durchflutung I der Nut ist die Kraftliniendichte an den beiden
Zahnflanken verschieden. Es gilt lings der Nutgrenzen

$9ds=(9n—Hra=1, (772)
wenn die Tiefe a der Nut groB ist gegen ihre Breite. Daher hat die Tangentialkom-
ponente der magnetischen Induktion an den beiden Zahnflanken die GroBe

_ By | el
By,= a T 50
Bl
B t2— —/;r 2a "
Die an den Zahnflanken angreifenden Fléachenkrafte wirken einander entgegen; ihre
Differenz ist nach GI. (770)
1 Bypol . pe—1
P2— E,u“uo lu1‘2/jt; 7(1 = 1, BOIZ. (773)
Die am Ankereisen selbst angreifende Kraft ist also u, —1 mal so grofl wie die auf
den Leiter wirkende Kraft. Die Summe der beiden Krifte ist

P=P,+P,=B,I1. (774)
Sie hat denselben Wert, wie wenn sich der Leiter in dem Feld mit der Induktion B,

befinden wiirde. Dieses Ergebnis kann allgemeiner auch aus GI. (556) abgeleitet
werden.

29. Das magnetische Wechselfeld.

Magnetische Wechselfelder werden durch Wechselstrom erzeugt. Flieft in einer
Spule mit der Induktivitit L ein Strom

i=IY2sinwt. (775)
so entsteht eine elektromotorische Kraft der Selbstinduktion, die nach Gl (667)

= t . _
ie GroBe hat e — __LZ_:, =—TwLy?2 coswt. (776)

Wir bezeichnen die in einem Leiter wirkende elektromotorische Kraft als positiv,
wenn sie fiir sich allein einen Strom in der willkiirlichen Pfeilrichtung, also einen po-
sitiven Strom, hervorrufen wiirde. Der Strom fliefit vom »
niedrigen Potential zum hoheren Potential, wenn zwischen °—>——c/witer Shrom
zwei Punkten eine elektromotorische Kraft tatig ist, Abb. _
202; im anderen Fall vom héheren zum niedrigeren Poten. >/’ dpammurg
tial. Dadurch sind die Vorzeichen von Spannung und elek- _ .
tromotorischer Kraft definiert. o ———"pusitve LN
Die elektromotorische Kraft der Selbstinduktion Abb.202.Vorzeichendefinition.
eilt bei dieser Festsetzung dem Strom um 909 nach, genau
so, wie die Spannung an einem Kondensator. Der Effektivwert der elektromoto-
rischen Kraft der Selbstinduktion ist

E=IoL. (777)
Infolge des endlichen Widerstandes R der Spule entsteht ferner nach dem Ohmschen
Gesetz ein Spannungsverbrauch vom Betrag

up=1R=IR)2sinwt, (778)
der in Phase mit dem Strom liegt. Man bezeichnet diesen Spannungsverbrauch auch
als den Ohmschen Spannungsabfall. Um zu berechnen, wie grof3 die gesamte
Spannung an der Spule wird, denken wir uns die Spule an einen Wechselstrom-
erzeuger angeschlossen, der die elektromotorische Kraft e, liefert und den inneren
Widerstand Null hat. Dann ist die Klemmenspannung dieses Generators gleich
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der elektromotorischen Kraft e, und gleich der Spannung % zwischen den Klemmen
der Spule. Nach dem zweiten Kirchhoffschen Satz gilt

e+e,=1iR.
Es ist zweckmiBig, fiir die Aufstellung des Zeigerdiagramms diese Gleichung zu
schreiben eo—+e;+(—iR)=0.

Sie sagt in dieser Form aus, dal die Summe aller elektromotorischen Kréafte
in einem geschlossenen Stromkreis Null ist, wenn man die Spannungen
umkehrt und so behandelt wie elektromotorische Kréfte. Die aneinander gereihten
Zeiger der elektromotorischen Krifte bilden also im Zeigerdiagramm ein geschlosse-
nes Vieleck, im vorliegenden Fall ein Dreieck, Abb.
203. Die Spannung U an der Spule hat den Effektiv-

wert U=IVR+(wL). (779)

Dieser Zeiger eilt dem des Stromes um einen Win-
kel ¢ vor, der zwischen 0 und 90° liegt und berechnet

werden kann aus bgp— w_RL (780)

Die in der Spule entstehenden Verluste durch Joule-
sche Warme betragen, auf die Zeiteinheit umgerechnet,

Abb. 203. Zeigerdiagramm der Spule.

T
N= %fmdtzzm. (781)
0

Es zeigt sich, da der aus der Verlustleistung hiernach berechnete Wert von R im
allgemeinen groBer ist als der mit Gleichstrom gemessene Widerstand. Man be-
zeichnet daher den aus Gl. (781) definierten Widerstand als den Wirkwiderstand
der Spule; der Unterschied gegeniiber dem Gleichstromwiderstand ist bedingt
durch die im magnetischen Wechselfeld auftretenden Verluste, die sich aus ver-
schiedenen Anteilen zusammensetzen (siehe Abschnitt 30 und 31).

Wenn der magnetische Kreis im wesentlichen aus Eisen besteht und hohere
Kraftliniendichten vorkommen, so vermeidet man zweckmiBig die Einfiihrung der
Induktivitit. Es wird dann die elektromotorische Kraft der Selbstinduktion un-
mittelbar aus dem durch die Wicklung mit w Windungen hindurchgehenden Biindel-
fluB @ berechnet. Ist der Maximalwert dieses Flusses @,,, so hat die elektro-
motorische Kraft der Selbstinduktion den Effektivwert

1
E = jzwo D, =4,44w[D,,. (782)
In vielen Fillen ist die hierin enthaltene Voraussetzung, daB der Biindelflu @ in
voller Grofle mit allen Windungen verkettet ist, nicht zulissig. Der GesamtfluB ¥,
ist verschieden von w®,,. Man driickt dies durch die Beziehung aus

¥, —twd,, (783)
und nennt £ den Wicklungsfaktor. Dann gilt also allgemein
E,=4,44fwfd_. (784)

Der zu dem FluB @,, nach dem Durchflutungsgesetz gehérende Strom, der
sogenannte Magnetisierungsstrom, ergibt sich aus der magnetischen Charakteristik
des Kreises. Kann man nicht die in der Starkstromtechnik hiufig zutreffende verein-
fachende Annahme machen, dal der Ohmsche Spannungsabfall sehr klein ist gegen
E,, so 1a3t sich nicht ohne weiteres angeben, welche Stromstirke sich nach dem An-
schliefen der Spule an einen Generator mit bestimmter elektromotorischer Kraft
einstellt. Zur Losung dieser Aufgabe kann die folgende graphische Methode dienen.
Man entnimmt aus der magnetischen Charakteristik zu verschiedenen Werten von [
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den FluB @,, und berechnet E,. Fiir diese Werte von I 148t sich dann das Zeiger-
diagramm zeichnen, Abb. 204. So ergibt sich fiir jeden Strom I die zugehorige Klem-
menspannung 04, und die Punkte A konnen durch eine Kurve 4B miteinander
verbunden werden. Man bezeichnet eine solche Kurve
als die Ortskurve des Zeigers O4. Um nun den [Z
Strom I fiir irgendeine Spannung U zu finden, hat N ,
man um O einen Kreis mit dem Radius U zu schlagen Avb 2§3hﬁeiﬁgdﬁ?§§i§gximer
und den Schnittpunkt mit der Ortskurve zu bestim- |-
men. Das Diagramm erfordert wegen der Ummagneti-
sierungsverluste noch eine Korrektur, die in Ab- p )2
schnitt 31 besprochen wird. /

Die komplexe Rechnung lifit sich mit Vor-
teil anwenden, wenn die Induktivitit als konstant 7 ]
angesehen werden kann. Dann gilt fiir die elektro- iV
motorische Kraft der Selbstinduktion

C=—JjwL. /

Die Spannung an der Spule wird bei verschwindendem Wirkwiderstand

U,=3joL. (785)
Man kann daher den Ausdruck R=joL
als das Symbol des der Induktivitit L entsprechenden komplexen Widerstandes
auffassen. Der Ohmsche Spannungsabfall ist

Up=3JE,

und es gilt N=Uz+ U= (R+jolL). (786)
Die GroBe R-+jwL stellt den komplexen Widerstand der Spule dar, R bildet den
Wirkwiderstand, o L den ,,Blindwiderstand*“. Naheres iiber die komplexe Rechnung
sieche Abschnitt 32.

30. Die Wirbelstrome.

Befinden sich in einem magnetischen Wechselfeld elektrisch leitende Stoffe, so
entstehen in diesen Stoffen nach dem Induktionsgesetz Strome auf Bahnen, die
mit den magnetischen Induktionslinien verkettet sind; man bezeichnet diese Strome
als Wirbelstrome. In stromfiihrenden Leitern iiberlagern sich die Wirbelstréme
dem Leiterstrom. Auch durch das magnetische Feld des Leiterstromes selbst werden
Wirbelstrome im Leiter hervorgerufen. Dadurch ergibt sich eine ungleichméaBige
Verteilung des Stromes iiber den Leiterquerschnitt, die man als Stromverdrin-
gung bezeichnet. Die Wirbelstrome erzeugen selbst ein Magnetfeld und wirken
daher auch auf das urspriingliche Feld zuriick, es entsteht die Erscheinung der
Feldverdrangung. Infolge der im Leiter entstehenden Jouleschen Warme wird
dem magnetischen Feld dabei Energie entzogen. Man bezeichnet als Wirbelstrom-
verluste die Leistung, die infolge der Wirbelstréme in Form von Warme ver-
lorengeht.

In einem Wirbelstromfeld sind elektrische und magnetische Feldstirke durch
das Durchflutungsgesetz und das Induktionsgesetz miteinander verkniipft. Das
Linienintegral der magnetischen Feldstirke ist auf jedem Weg durch die Durch-
flutung des Weges bestimmt. Auch das Induktionsgesetz gilt in einem rdumlich aus-
gedehnten Feld auf beliebigen Bahnen; es ist also das Linienintegral der elektrischen
Feldstirke auf irgendeinem Weg gleich dem magnetischen Schwund dieses Weges.

Ein besonders einfacher Fall der Stromverdrangung liegt bei geraden zylindri-
schen Leitern vor. Wenn man sich auf die Betrachtung eines kurzen Léngenab-
schnittes eines solchen Leiters beschrinkt, so darf man annehmen, daf3 die elektrische
und die magnetische Feldstirke nur von dem Abstand  von der Achse abhéngen,
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Abb. 205, und in jedem Leiterquerschnitt die gleichen Werte besitzen. Die magne-
tische Feldstirke hat iiberall die tangentiale Richtung, wihrend die elektrische
Feldstarke wie die Stromdichte axial gerichtet ist. Stromdichte und -elektrische
Feldstérke sind nach fritherem verkniipft durch die Beziehung

G=xE. (787)
M Wendet man daher das Durchflutungsgesetz auf einen
<' Kreis vom Radius » an, so folgt
2ar|9H|= f|@]2nrdr:2nxf}(§}rdr,
0 6

Abb. 205. Magnetische oder durch Differenzieren:
Feldstdrke in einem

zylindrischen Leiter. 0].@[ + = - ]f)lf ’@l : (788)

Um das Induktionsgesetz anzuwenden, betrachte man ein in einer Achsenebene
des Leiters liegendes Rechteck, Abb. 206, dessen eine lange Seite in die Achse
fallt und dessen andere davon den Abstand r hat; die Linge des Rechtecks sei I.
Ein solches Rechteck wird von den magnetischen
1 ¢ L Kraftlinien senkrecht durchsetzt, so daB der Gesamt-
‘ Ly fluf in dem Rechteck
r

4
T T
Vg T:@:f'%]ldr:ylf[.@]dr
A il SN,
betragt, wenn unter u die als konstant angesehene Per-
Abb. 206. é‘ionl"l’s‘g;‘;gfzges‘.les Induk-  meabilitit des Leitermaterials verstanden wird. Bei der
Bestimmung des Linienintegrals der elektrischen Feld-
stirke hat man die angenommene positive Richtung des Induktionsflusses im
Sinne einer Rechtsschraube zu umkreisen. Dies ergibt

PCds=G/,_,! @,71#——_ flg)ldr

die aus den Radien gebildeten Rechteckseiten tragen zu dem Linienintegral nichts
bei, da die elektrische Feldstirke senkrecht auf diesen Seiten steht. Durch Differen-
zieren nach r ergibt sich d|€| a9
(I%‘ = %—‘ (789)

Differenziert man die Gl. (788) nach ¢ und fiihrt die eben gefundene Gleichung ein,
so ergibt sich €| | 19|€] _  3E

are +5 r dr T (790)
Wenn sich die Feldgrofien zeitlich sinusférmig dndern, so kann man die komplexe
Darstellung benutzen, indem man setzt

@=@]f2—e"‘”;
9=5)2eit; (791)
GB=G)2ew!.

Die GroBen €, H und @ stellen fiir jeden Punkt des Raumes einen Zeiger in der
komplexen Ebene dar. Die absoluten Betriige dieser Zeiger geben die Effektivwerte
der GroBen in dem betreffenden Raumpunkt an. Diese GroBen haben im Raum eine
Richtung, die durch die Abb. 205 und 206 gegeben ist. Nur auf diese Raumrichtungen
beziehen sich die entsprechenden Zeiger. Fiihrt man die Ansatze (791) in die G1. (790)
ein, so folgt 2E 146

Gt TRE=0. (792)
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Dabei ist gesetzt R=—joxu;, k=(1—j) V%w"/‘ (793)
Aus der elektrischen Feldstiarke folgt die magnetische Feldstirke mit der Be-
ziehung (789) - 1 dE

OF o dr (794)
und es gilt fiir den komplexen Vektor der Stromdichte
G=xG. (795)

Die Gl. (792) ist die Differentialgleichung fiir die Besselschen Funktionen der Ordnung
Nulll. Von den verschiedenen Arten dieser Funktionen kommt hier nur diejenige in
Betracht, welche fiir » =0 endlich ist, da die elektrische Feldstirke iiberall im Leiter-
querschnitt endliche Werte haben mul}. Es ist dies die Besselsche Funktion erster
Art, die durch die Potenzreihe
kr kr 1 /kr\é
Jolker)= 1,2< >+2,2( S () (796)

definiert ist. Durch Einsetzen in Gl. (792) iberzeugt man sich leicht, dafl diese Funk-

tion die Differentialgleichung befriedigt. Als Losung der Differentialgleichung

ergibt’ sich daher @““CJ (kr) (797)
=cJy(kr),

wobei ¢ eine willkiirliche Konstante bedeutet. Um mit Hilfe von Gl. (794) die ma-
gnetische Feldstirke zu berechnen, benutzt man die Formel

dJ,
’ do;x) =—J1(x),

wobei J; () die Besselsche Funktion erster Ordnung bezeichnet. Damit wird
H=—c7, ;LJl(kr) (798)

Die Integrationskonstante ¢ kann aus dem Effektivwert I des Stromes im Leiter
bestimmt werden. Das Durchflutungsgesetz liefert bei Anwendung auf die Rand-

linie des Leiterquerschnitts 9, =1,
oder mit Gl. (798) jou I
S T AT

Fiir die elektrische Feldstirke und die Stromdichte ergibt sich damit
__ Jop g Jolkr) Ik Jo(kr)

== 2m0k1.11(kr0)"2m0x To(krg)’ (799)
BI Jy(kr)

2ary Jy(krg)

Wenn kr sehr klein ist, also bei sehr niedrigen Frequenzen, gilt fiir J, (k7) nach

&

—@_:

(800)

Gl. (796) die Naherungsformel Jo(kr)~1,

ebenso Iy (ko) g kr,y.

Daher wird die Stromdichte ®— I
=

Bei niedrigen Frequenzen ist also der Strom gleichmiBig iiber den Querschnitt des
Leiters verteilt.

Die elektrische Feldstdrke zeigt an, wie grofl der Spannungsabfall lings des
Leiters ist. Der Spannungsabfall lings einer Mantellinie (r=7,) kann dargestellt
werden durch die Wirkung eines Widerstandes R und einer Induktivitit L, Es
gilt also fiir einen Abschnitt des Leiters von der Lange !

[(R+joL)~El= IkL Jy(kr)

2mrg Jy(kry)’ (801)

1 Jahnke u. Emde: Funktionentafeln.
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eine Beziehung, aus der die Gréflien R und L; durch Gleichsetzen von reellen und
imaginiren Teilen berechnet werden kénnen. Die Grofle R ist maBgebend fiir die
Verluste, die in dem Leiter durch Joulesche Wirme auftreten; sie stellt den Wech-
selstromwiderstand des Leiters dar. Die Grofle L; gibt den Beitrag des Magnet-
feldes im Leiterinneren zur Induktivitit des Stromkreises an, ist also die innere
Induktivitit bei Wechselstrom. Einfache Formeln ergeben sich fiir grofle und
kleine Werte von krg, also hohe und niedrige Frequenzen. Setzt man

’ // x=%l/yzfx,u, (802)
£
Iy/ und fiihrt man den Gleichstromwiderstand
2
V /. !
4 (N Ry= 5 (803)
y ein, so erhilt man mit Hilfe der Potenzreihe (796) fiir
’ /’ kleine Werte von z (<< 1) die Naherungsformeln
B 1
/ N 7 =1+ 5 at, (804)
7 7 z J L; ot
Abb. 207. Wechselstromwiderstand %‘ =a? <1 - F) s (805)

und -induktivitit eines Drahtes.

und fiir groBe Werte von z (> 1) mit Hilfe der fir
groBe Werte des Argumentes geltenden Entwicklungen der Besselschen Funktionen

R 1 3

E,:”H"Z'*‘GTE’ (806)
oL; 3 3

7, % Gas T 1zsa (807)

Die Grofen RIE und w]f * sind in Abb. 207 graphisch dargestellt.
0

Zahlenbeispiel: Es sei der Widerstand einer Kupferleitung von 4 mm @ und 1km Lange fiir
Sm

eine Frequenz von j=40000Hz zu berechnen, »x=>57-

mm?’
Es wird x= %O,2 cm Vn40000 - 57.10%- 1,256 - 10-8s7" -—Sn—lC—I:;=3,
also }% =3,27; % =2,98.
Nun ist 0=%§EQ:1,4Q.
Daher ergibt sich R=4,570; L= i%g =1,66- 10-5H.

Bei Gleichstrom wire nach Gl. (699) die innere Induktivitdt L;=5.10-3H.

Die Zunahme des Widerstandes mit der Frequenz ist so zu erkliren, daf bei
hohen Frequenzen der Strom im wesentlichen in einer Schicht an der Oberfliche
des Leiters flieft. Man erkennt dies, wenn man die Naherungsformeln der Bessel-
schen Funktionen fiir groBes Argument benutzt; sie lauten

o — 1
]Jo(-'”2 V2 ]/"'7)‘ = IJ1<x2 Vé V- ?)I =0
V4nxv2
Damit ergibt sich aus Gl. (800)
6]= Qnifo Yoxu VL; e~ Valnu-n (808)
Bezeichnet man den Abstand des betrachteten Punktes von der Leiteroberfliche mit g,
To—r=y, (809)

so nimmt also die Stromdichte mit wachsender Tiefe y nach einer Exponential-
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funktion ab. GroBle Werte der Stromdichte finden sich bei hohen Frequenzen nur
unmittelbar unter der Oberfliche des Leiters.

Wenn man von vornherein die Voraussetzung macht, daf die stromfiihrende
Schicht sehr diinn ist, dann kann man die Kriimmung
der Leiteroberfliche vernachlissigen und die in Abb.208 vy
dargestellten Verhaltnisse zugrunde legen, die sich bei %a’y =14

Leiter

ebener Begrenzung des Leiters ergeben. Die FeldgroBen $
hingen dann nur von dem Abstand y von der Leiter- N
oberfliche ab. Die Vektoren € und & haben die Rich- z
tung der Leiterachse, die in die z-Richtung fallt. Nach
der Rechtsschraubenregel mufl dann die Richtung der
magnetischen Feldstirke die x-Richtung sein. Wendet 4z
man das Durchflutungsgesetz auf das Rechteck a, dy in Abb. 208. Ebene Wirbelstrs-
der zy-Ebene an, so ergibt sich fing.

Ha— (.f)—l— é;"—de>a=M(S;'ady, oder —%%2%@- (810)

Die Anwendung des Induktionsgesetzes auf ein Rechteck b, dy in der yz-Ebene
ergibt G 9 aG R

~Gb+(6+ @dy)b: —ub%ay,  oder e ——jord. (61
Aus den Gl. (810) und (811) folgt

Luft

EANY

&C_ .=

P ke uE
mit der Losung C=c, e PUIPY{ ¢, ePV+ibY, (812)
in der B=Yafry (813)
bedeutet. Da die Feldstirke mit zunehmender Tiefe nicht unbegrenzt zunehmen
kann, so mufl ¢,=0 sein, also F__ 6 e-Fy-iFy (814)

Man erhilt den Wert des Vektors € in irgendeinem Zeitpunkt, wenn man den

Zeiger G mit ]/Eef“” multipliziert, also mit der Winkelgeschwindigkeit o rotieren 146t.
Die Projektion auf eine feste Achse, z. B.
auf die imaginire Achse, liefert dann die |€

augenblicklichen Werte; man findet

G =} 2¢c,eFrsin(wt—fy). (815) \\

Diese Formel stellt eine Welle dar, die von

der Oberflache des Leiters nach innen fort-

schreitet, und zwar mit der Geschwindigkeit _J ,dg
Yy o 7 T lm—— 7

T:F' -

Dabei nehmen die Amplituden beim Fort- g//f_;//
schreiten gemafl einem Exponentialgesetz /-
ab. In Abb. 209 sind die augenblicklichen | ,/
Werte der elektrischen Feldstirke in Ab- |/ Abb. 209. Eindringen des elektrischen
héngigkeit von der Tiefe unter der Ober- Feldes In den Leiter.
fliche und fiir verschiedene Zeitpunkte
dargestellt. Um die Tiefe § zu berechnen, bei der die elektrische Feldstirke auf 1%
ihres Oberflachenwertes abgenommen hat, hat man zu setzen
e#9=0,01, oder Bf0=4,6;
4,6
0= - (816)

Kiipfmiiller, Elektrotechnik. 13
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Diese Tiefe kann man als die Eindringtiefe des Feldes bezeichnen. Fiir die magne-
tische Feldstiarke ergibt sich aus Gl (811)

w14 B = -
L& 81
k b= ] w,u@ (817)
Der Faktor 14§ L]

7
stellt in der Zahlenebene, Abb. 210, einen Zelger vom Betrage ]/2 dar, der einen
Winkel von —z/4 mit der reellen Achse bildet. Daraus geht hervor, da der Zeiger
‘ der magnetischen Feldstirke dem Zeiger der elektrischen Feld-
mag. stirke um 45° nacheilt. Die magnetische Feldstirke dringt im
iibrigen in der gleichen Weise in das Leiterinnere ein, wie die
elektrische Feldstarke.

Die Konstante ¢; kann wieder aus dem Durchflutungs-
gesetz berechnet werden. Hat die Randlinie des Leiterquer-
y schnittes bei ganz beliebiger Form, die nur dadurch einge-
! 5  schrinkt sein soll, dal der Kriimmungsradius als gro§ gegen
die Eindringtiefe vorausgesetzt wird, die Léinge s, so gilt

18 reet

N\

Abb. 210. Phasenverschie-

bung zwischen elektrischer 1+ 7
und magnqpischer Feld- @d [ NN 01 s§= I
stiirke.
wenn wieder der Stromzeiger willkiirlich in die reelle Achse der komplexen Ebene
elegt wird. Daraus folgt i wou
geleg & a=15 gl (818)

Der Spannungsabfall an der Leiteroberfliche liefert den Wechselstromwiderstand
und die innere Induktivitit des Leiters:

_ I op ltjou
.R‘!—jCOL m’ﬂ?l—— 2 s l.
Fiir hohe Frequenzen gilt also
4 g R=oL="L1]/2L, (819)

Der Wechselstromwiderstand wichst mit der Wurzel aus der Frequenz, wihrend
die innere Induktivitdt umgekehrt proportional mit der Wurzel aus der Frequenz
abnimmt.

Zahlenbeispiel: Fiir das vorige Beispiel ergibt sich mit

p=30cm-1
die Eindringtiefe s

4,6
30
Sie ist nahezu so grol wie der Leiterradius. Trotzdem ergeben die Formeln (819) noch eine
einigermaBen gute Anniherung. Sie liefern fiir den Widerstand mit s=2xzr,

1000m 40000 - 6,28 - 1,256 - 10-% s~1Hem

k= L—ﬂ2ncm 2.57.104 em S =420
und fir die innere Induktivitat
4,208
= 777 . 10-5
‘40000 - 6,28 1,67-10-¢H.
Die folgende Tabelle gibt die Eindringtiefe in Kupfer fiir einige Frequenzen an:
f=16% 50 100 500 103 104 10° 106 10" Hz
p= 0,612 1,06 1,50 3,35 4,74 15 47,4 150 474 cm—?
0=175 43,4 30,7 13,7 9,7 3 07 0,97 0,307 0,097 mm

Bei Eisen sind die Eindringtiefen im Verhéltnis —— kleiner; die Stromverdringungserschei-

/1ir
nung ist schon bei niedrigen Frequenzen merklich. Jedoch kann man hier wegen der Abhingig-
keit der Permeabilitdt von der Feldstirke die Widerstandserhthung nur abschatzen.

Die hier betrachtete Form der Stromverdréingung bezeichnet man als allseitige
Stromverdringung oder Hautwirkung. Dazu gehort auch die Stromverteilung
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in einem leitenden Stoff, der als Riickleitung eines in diesen Stoff isoliert einge-
betteten Leiters dient, wie z B. im Seewasser als Riickleitung eines einadrigen
Telegraphenkabels. Hier werden die Stromlinien im Wasser zum Kabel hingedréngt.
Sie schniiren sich mit wachsender Frequenz immer enger in der Umgebung des
Kabels zusammen. Ahnlich liegen die Verhiltnisse bei der Riickleitung des Stromes
einer oberirdischen Leitung durch die Erde; auch hier dréingen sich die Stromlinien
des Riickstromes in der Erde bei hoheren Frequenzen immer dichter unterhalb der
Leitung zusammen, so da8 der Riickstrom im wesentlichen in einem Kanal unterhalb
der Leitung flieBt, dessen Querschnitt bei hoheren Fre-
quenzen immer kleiner wird. / N

Die einseitige Stromverdrangung spielt eine Rolle 9
bei den in die Nuten eines Eisenkorpers eingebetteten Kup- A / :
ferleitern der elektrischen Maschinen, Abb. 211. Das durch )
die Leiter erzeugte magnetische Feld hat Kraftlinien, die
angenghert senkrecht aus den Zahnflanken austreten und
nahezu geradlinig von der einen Zahnflanke zur anderen
ibergehen. Die Kraftlinien schliefen sich im Eisen, wie
in Abb. 211 angedeutet. Wird der magnetische Widerstand A Dyt
des Eisenweges gegen den des Luftweges vernachlissigt, .. 011 zuruntersuchung der
50 ist nach dem Durchflutungsgesetz die magnetische Feld- einseitigen Stromverdringung.
stirke an jeder Stelle des Luftspaltes proportional dem dar-
unter flieBenden Strom. Wire der Strom gleichméBig iiber die Leiter verteilt, so
wiirde die Feldverteilung die neben der Nut aufgezeichnete sein.

Bei Wechselstrom gilt innerhalb der Leiter die Gl. (811), wenn als positive
Richtung fiir € die aus der Zeichenebene herauszeigende Richtung gewahlt wird.
Das Durchflutungsgesetz liefert, auf ein schmales, horizontales Rechteck in der
Nut von der Hohe dy und der Breite b angewendet,

— % =22 (820)
In dhnlicher Weise wie oben lassen sich die beiden Gleichungen zu einer einzigen
vereinigen mit der Losung (812), wobei jedoch

7

et
prrss s P

f
|
v

< 2>

s

ﬁ:V%nfx,u. (821)
Daraus folgt fiir die magnetische Feldstirke
55:(Lﬂlé(Cle—ﬂy-fﬂy_czewwmu), (822)

jou
Die Konstanten ¢, und ¢, ergeben sich aus den Grenzbedingungen. Betrachten wir den
p-ten Leiter der Nut von unten gezihlt und legen wir den Nullpunkt der y-Achse in
die untere Kante dieses Leiters, bezeichnen wir ferner mit I, den Strom in einem
einzelnen Leiter, so ist die Durchflutung der durch y=0 definierten Kraftlinie
(p—1)1,, die Durchflutung der durch y =% gehenden Kraftlinie p/,. Das Durch-
flutungsgesetz liefert daher fiir diese beiden Kraftlinien:
14
p—0L=—5" ),

pl— _b(lj:izﬁ [oye~#h=ifh g +Bh+isn],

und es folgt durch Auflsen
oo o8 phi—(p—)LFHHIEN
17 (149)bp 26inf(1+5)h  °
o d0p_ pL—(p—1)Le F1IP
2T (1+)0p 2@inB(1+9)hk

(823)

13*
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Fithrt man diese Werte in Gl. (812) ein und berechnet die Stromdichte, so folgt
G doxe pLCS(1+5)y—(p—1)LCoiB(1+5)(h—y)
S=tres Sinf(L4)h : (824)
Um den Effektivwert der Stromdichte hieraus berechnen zu koénnen, muf man die
Hyperbelfunktionen in die reellen und imaginiren Teile zerlegen. Dazu dienen die
beiden folgenden Formeln
Gin(z+jy)=Ginzcosy+jCofzsiny, (825)
Cof (z+jy)=Cof zcosy+jSinasiny. (826)
Mit Hilfe dieser Formeln kann der Betrag von &, der den Effektivwert der Strom-
dichte angibt, gebildet werden.

Aus dem Effektivwert der Stromstéirke ergeben sich die Verluste in einem Ab-
schnitt von der Hohe dy des Stabes mit Hilfe von Gl. (92). Die Gesamtverluste
in dem Stab erhilt man durch Summieren der einzelnen Beitriige iiber die Hohe des
Stabes:

h
N:alﬁ@lz%dy.
0

Der Wirkwiderstand R; des Stabes ist definiert durch

N=I%R,.
Durch Ausrechnung ergibt sich damit die folgende Beziehung
R.
& =@ +p(p—Dy(@), (827)
in der R, den Gleichstromwiderstand des Stabes bezeichnet,
l
Ry= zah’ (828)
und xcﬂhzh'/%nf%,u. (829)
Es bedeuten ferner __ Gin2zx4-sin2z
P @)= x@oi2x~cos2x’ (830)
Ginz—sinz
w(x):2x@07z+-cosx . (831)

Das erste Glied in Gl. (827) rithrt her von dem Feld in dem Leiter allein. Das zweite
Glied ist dadurch bedingt, dafl das magnetische Feld der unterhalb des betreffenden

7
s = J
/
A plaL”
v J/
7 Y
2 /
< 6
S L
0 7 Z2 J 4 5
Abb, 212, Zur Berechnung der Widerstands- Abb. 213. Stromverteilung in den drei
erhéhung eines Leiters in der Nut. Leitern einer Nut.

Leiters liegenden Stéabe in dem betrachteten Leiter zusitzliche Wirbelstrome hervor
ruft. Die Funktionen ¢(x) und y(z) sind in Abb. 212 dargestellt. Die Abb. 213
veranschaulicht die Stromverteilung in den drei Stiben einer Nut bei x=3.
Um die Widerstandserhohung zu vermindern, stellt man die Leiter als Litze
her, indem man sie unterteilt. Die einzelnen Drihte der Litze miissen dabei so durch
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das Gesamtfeld des Leiters hindurchgefiihrt werden, da der von je zwei Litzen-
drahten umschlungene Flufl moglichst klein wird. Als Beispiel zeigt Abb. 214 die

beiden Halften eines ,,Schrankstabes‘;

die beiden Hilften werden ineinander
Abb. 214. Schrinkstab. Abb. 215. FluBverkettung des Schrinkstabes.

gelegt, so dafll alle Leiter einmal um-
einander herumgefiihrt sind. Wie in

Abb. 215 veranschaulicht, heben sich die von zwei beliebigen Leitern und einer
Stabhilfte umschlungenen Fliisse gerade auf; die beiden von den Pfeilen rechts
umlaufenen und mit — bezeichneten Flichen ergeben zu-
sammengesetzt eine Fliche, die gleichwertig der links um-
laufenen ---Flache ist.

Ein Beispiel fiir die Feldverdrangung geben die in
Eisenblechpaketen entstehenden Wirbelstrome. Die Wirbel-
strome umkreisen den Induktionsflufl innerhalb eines jeden
Bleches, wie es Abb. 216 zeigt. Unter der Voraussetzung
konstanter Permeabilitét des Bleches und so kleiner Dicke d
im Vergleich zur Breite b, dafi die Wirbelstréomung im we-
sentlichen geradlinig verlduft, gelten die Gl. (810) und (811) . e
mit den Losungen (812), (813g) und (822). Legzan wir( den A O mblech, e
Nullpunkt der y-Achse in die Blechmitte und bezeichnen
wir den Effektivwert der magnetischen Feldstirke an den Begrenzungsflichen des
Bleches mit §,, so ergeben sich die Konstanten ¢, und ¢, aus den Bedingungen

d d
. d 1+4 -BQ+D— +A(1+i)—
fiir y=-+3: ©=®0=£%L‘)ﬁ<cle 2 —cqe 2);
: . d P |
fir y—— o @:@02(_11_%(616+ﬂ<1+n2 e sarig).
Daraus folgt joud,
cl-——_ ‘_'02: 4’
(1+9)$2C0i(1+)) 5
d ird = j
und es wir F— o@oiﬂ(H—?)g . (832)
Coip(1+7) -
&= — 7‘9/“1 oeinﬂ(l‘*‘j)y. (833)
P g &
Fiir den Effektivwert der Stromdichte ergibt sich daraus
B = 2L [ VT2 By 0825y 834
&1 2p 9l JGojBd+cosfd (834

In Abb. 217 ist die Verteilung der Induktion und der Stromdichte iiber den Quer-
schnitt des Bleches veranschaulicht. Die magnetischen Kraftlinien werden nach
auBen hin zusammengedringt.
Der ganze durch den Blechstreifen gefiihrte InduktionsfluB ist
+dj2

F— f By 214050 N2
_d/:’béde (107 fR8B1L+9) 5 (835)
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Er hat den Maximalwert
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1/5]6]: B YCoifd+cospd

Daraus erhalt man die mittlere Kraftliniendichte durch Division mit dem Quer-

by

6,
/4 V/ 6,3

A

Abb. 217. Strom- und Feldverteilung
in dem Eisenblech.

schnitt bd des Bleches; ihr zeitlicher Maximalwert ist:
1 1/Cojx—cosz

B,=12u$,— @ogx Toosa’ (837)

wobei x=pd (838)

gesetzt ist. Fiir die Verluste in der Volumeneinheit des
Bleches ergibt sich, wenn an Stelle von §, mit Hilfe von
Gl. (837) die mittlere Induktion B,, eingefiihrt wird,

+d/2 ( )
1 Teg 1 o0 3 Ginz—sing 839
wd [ 6] dy—-24%a) d*B,, z Gojz—cosz

—dj2

Die hier vorkommende Funktion

3 Ginz—sinz
F(x):? Cojz—cosx (840)

ist in Abb. 218 dargestellt. Die in einem aus derartigen Blechen zusammengesetzten
Eisenkern mit dem Volumen ¥ entstehenden Wirbelstromverluste betragen also

z)

T L
494 N
44
04
92
A

2 7 2 J ¥ S [

Abb, 218. Zur Berechnung der Wirbel-
stromverluste.

Ny= gy 0*@BLVF (). (841)

Fiir kleine Werte von « ist F(z)~~ 1. Damit ergibt
sich die Naherungsformel
1

NwNﬂMwZaFBfn. (842)
Die Wirbelstromverluste wachsen also im Gebiet nied-
riger Frequenzen proportional mit dem Quadrat der
Frequenz und dem der Blechdicke, so daB man durch
Verkleinern der Blechdicke die Wirbelstromverluste
reduzieren kann. Fiir groBe Werte von z ist

3
F(Z‘)N?.

Im Gebiet hoher Frequenzen wachsen also die Verluste bei konstantem In-

duktionsfluB3 wie

dawt .

Befindet sich auf dem geschlossenen Eisenkern eine Wicklung mit w Windungen,
und betrigt die mittlere Kraftlinienlange 7, so gilt nach dem Durchflutungsgesetz

T

@O“l'

Die in der Wicklung vom Induktionsflu @, induzierte Spannung ist

oder unter Einfiihrung der

d®,
dt’
komplexen GréBen

Ug=1

U=jouwd,.

Der FluB @, ist durch die Summe der in den einzelnen Blechen gefiihrten Fliisse
gegeben. Bezeichnet man daher die Hohe des Eisenblechpaketes mit @, so gilt nach

Gl. (835) fiir den FluB

= 2nab9 . d
gpn_m)ﬁ"(g zgﬁ(l‘f‘?)?-
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Damit kann man berechnen, wie grol der Beitrag des Eisenkernes zu dem kom-
plexen Wechselstromwiderstand der Spule ist. Es ergibt sich

_E 2uabjou?
R= 1= (1) pld ——3gp(1 . (843)
Fiir sehr niedrige Frequenzen folgt daraus
R= ’uabw jo=jw Ly,
it .
wenn mi L0= [uabw (844)

l

die Gleichstrominduktivitit der Spule bezeichnet wird.
Allgemein wird damit nach Gl. (843)
2iw

R L a TP U+

Durch Zerlegen in den reellen und imaginiren Teil findet man fiir die Wechsel-

strominduktivitiat der Spule
1 Cinz+tsina 10—
L=Lo Cofx+-cosz ’ (845) 2 \\\
und fiir den Wirbelstromwiderstand der Spule A ‘g\‘\ﬁ/z
1 Ginz—sinz ’ )
R= wL"x Cojz+cosz” (846) 24 \
Die Abb. 219 zeigt den Yeélauf—*_ dfar beiden Funktionen 42 . 1x)
mr—+smny
Fiw=5 Gofw+cosz”’ (847) 07 zl —
(o)=L Snasing (848) A e o
Fiir niedrige Frequenzen (x<C 0,5) ergeben sich die Naherungsformeln
ReoLey 12x,uw2d2Lo, L L, (849)
Fiir hohe Frequenzen (x>>4) wird angendhert
L, 1 4
R=wL=""= 7]/ %ZfLo. (850)

Zahlenbeispiel: Eine Drosselspule habe eine Gleichstrominduktivitit Ly=0,2H; der Kern
sei aus besonders starken Eisenblechen mit d=0,2cm zusammengesetzt. Die Leitfahigkeit des
Eisens ist #="7.10%S/cm; die Permeabilitat sei u,=200. Dann ergibt sich

x_02cman7 10%.200- 1,256 - 10- s———_O 149VH .

Die Naherungsformeln fiir hohe Frequenzen gelten also etwa
oberhalb f=1000Hz. Hier nimmt die Induktivitit umgekehrt 2
proportional mit der Wurzel aus der Frequenz ab, wihrend /]
der Wirbelstromwiderstand im gleichen Mafle zunimmt. In
Abb. 220 sind die GréBen R und L in Abhéingigkeit von der 4
Frequenz f dargestellt.

Wird in ein magnetisches Wechselfeld ein Me- #
tallblech gebracht, so entstehen in dem Blech Wir- g
belstréme, die einen Teil der Energie des Feldes auf- [
zehren..Man kann daher mit Hilfe von Metallbleche.n % 7 0 0
magnetische Wechselfelder abschirmen, z. B. die spp. 220, Induktivitit und Wirbel-
Streufelder einer Drosselspule dadurch, daBl man die stromwiderstand in einer Drosselspule

. . . . . . mit Eisenblechkern.
Spule in ein Blechgehduse einschlieSt. Fiir solche
elektromagnetische Schirme gelten die gleichen Gesetze wie sie hier betrach-
tet wurden. Die Wirbelstromverluste werden von dem Stromkreis gedeckt, der das
magnetische Feld erzeugt. Besonders einfach liegt der Fall, wenn die Eindringtiefe
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so klein ist, dal nur ein kleiner Bruchteil des Feldes durch die Blechplatte hin-
durchgelangt. Dann kann fiir die Stromdichte angesetzt werden

T joRp o g

(Sj:—(l—f—j)ﬂ@‘)e BA+NY (851)
wobei y der Abstand des betrachteten Punktes im Blech von der Blechoberfliche,
o der Effektivwert der magnetischen Feldstirke an der Blechoberfliche und
B=Vnf=pist. Fir die in der Flicheneinheit des Bleches in Warme umgesetzte Ver-
lustleistung ergibt sich

Vo=t B ray =i/ L. (352)
0

Die Schirmwirkung ist um so besser, je grofler f ist. GroBe Leitfihigkeit ergibt
daher eine gute Schirmwirkung und ist hinsichtlich der Verluste giinstig, wiahrend
hohe Permeabilitit zwar fiir die Schirmwirkung vorteilhaft ist, aber zu gréBeren
Verlusten fiihrt. Um eine moglichst gute Schirmwirkung zu bekommen, verwendet
man Doppelgehause, die innen aus Kupfer, aullen aus Eisenblech bestehen. Das
Kupferblech setzt die Feldstiarke so weit herab, daf}
im Eisen keine erheblichen Verluste mehr entstehen
konnen, wahrend das Eisenblech fiir die Beseitigung
des Restes der Felder dient.

In manchen Fillen kann man die Wirbelstrs-

mung angendhert berechnen, wenn man die Riick-
wirkung der Wirbelstrome auf das erzeugte Feld
vernachlissigt; das ist allgemein bei sehr niedrigen
Frequenzen zulassig. Als Beispiel werde die Stro-
mung in der Triebscheibe eines Wechsel-
Abb. 221. Triebstrime cines Induktions- gtromzzhlers betrachtet. Wir machen dabei die
vereinfachende Annahme, dafl der magnetische
InduktionsfluB in Form eines kreisférmigen Biindels mit dem gegen den Radius r,
der Triebscheibe kleinen Radius r; durch die Triebscheibe hindurch geht, Abb. 221.
In den auBerhalb des Kraftlinienbiindels liegenden Teilen der Blechscheibe gilt fiir
jeden geschlossenen Weg, der mit dem Kraftlinienbiindel nicht verkettet ist,

$Ed3=0,

d. h. das elektrische Feld und damit das Strémungsfeld sind wirbelfrei. Es kann
daher die elektrische Feldstéirke aus einem skalaren Potential ¢ abgeleitet werden,
fiir das die Potentialgleichung (354) gilt wie in einem stationiren Stromungsfeld.
Da die Strémung am Rand der Blechscheibe tangential verlaufen muB, so ist der
Rand der Scheibe eine Stromlinie. Ferner miissen die das Kraftlinienbiindel unmittel-
bar umgebenden Stromlinien aus Symmetriegriinden konzentrische Kreise sein.
Es ergibt sich also ein Stromlinienbild, das dem Bild der Niveaulinien des elektrischen
Feldes zwischen zwei geraden parallelen Leitern entspricht, Abb. 75. Der Abstand
des zweiten Leiters, B in Abb. 221, vom Mittelpunkt der Scheibe ist

73

? .

Die Niveaulinien des Wirbelstromfeldes sind Kreise, die die Strecke 4B als Sehne
haben. Das Potential ist in irgendeinem Punkt P

p=c(ag—oay). (853)

Die Konstante ¢ wird aus dem Induktionsgesetz bestimmt, nach dem die Umlauf-
spannung um den Punkt 4 gleich der Abnahmegeschwindigkeit des Flusses ist.
Geht man einmal um den Punkt 4 herum, so wichst o; von Null auf 27, withrend o,
auf seinen Anfangswert zuriickkommt. Es gilt daher, wenn mit  die Kreisfrequenz

a=



Das langsam veranderliche magnetische Feld. 201

des Wechselflusses in A bezeichnet wird, mit @ der Zeiger des Maximalwertes,

—c2m= —jw(f,
also —:ﬂg)—j(mz—al). (854)

Fiir Punkte innerhalb des von Kraftlinien durchsetzten Teiles der Scheibe gilt
fir die elektrische Feldstirke nach dem Induktionsgesetz

$Eds=|6|2ar= —jod . (855)
k

Damit ist das Feld in jedem Punkt der Scheibe bekannt. Es ist jedoch zu beachten,
daf dieses Resultat nur gilt, wenn das durch die Wirbelstréme erzeugte magnetische
Feld vernachléassigbar klein ist gegen das durch den FluB @ gegebene urspriingliche
Feld.

31. Die Ummagnetisierungsverluste.

In einem Eisenkern, der einem magnetischen Wechselfeld ausgesetzt ist, ent-
stehen neben den Wirbelstromverlusten noch Verluste infolge der Hystereseerschei-
nung. Beim Umklappen der Molekularmagnete wird der Wérmeinhalt der Mole-
kille vergrofiert. Die Hystereseverluste konnen aus der Hystereseschleife berechnet
werden. Es wird nach Abschnitt 26 bei der Magnetisierung eines Stoffes in der Volu-
meneinheit die Energie aufgenommen

o
W,= Oj'g)d.ss. (856)

Im magnetischen Wechselfeld pendelt die magnetische Erregung zwischen zwei
Grenzen +§,,, Abb. 222. Das Integral (856) stellt in irgendeinem Zeitpunkt die in
Abb. 222 schraffierte Fliche abcd dar, wenn mit der Be-
rechnung im Punkt a begonnen wird. Wahrend einer Periode
durchlauft der Punkt b die ganze Hystereseschleife. Wiirden
die beiden Aste der Hystereseschleife zusammenfallen, dann
ware die in der einen halben Periode vom Eisen aufgenom-
mene Energie genau so gro wie die wihrend der zweiten
Halbperiode abgegebene. Da dies nicht der Fall ist, so
bleibt bei einem vollen Umlauf eine Differenz zwischen
aufgenommener und abgegebener Energie, die durch die
von der Hystereschleife berandete Fliche dargestellt wird.
Diese Differenz ist die Arbeit, die wihrend einer Periode
im Eisen in Wirme umgewandelt wird. Bezeichnet man
diese aus der Hystereseschleife zu berechnende Arbeit mit
A, und die Frequenz des Wechselstroms mit f, so ist also die Hystereseverlust.
leistung je Volumeneinheit f4,. Hat der Eisenkern das Gesamtvolumen V, so
wird die Hystereseverlustleistung oy

N,=Vf4,. (857) o N #
Man bezieht diese Leistung meist auf LAl

Abb. 222. Berechnung der Hy-
stereseverluste.

die Gewichtseinheit, da sie proportio- /
nal dem Volumen ist. Fiir jedes Mate-
rial ist A, eine bestimmte Funktion

der Maximalinduktion B,,. Daher K
sind auch die auf die Gewichtseinheit bb. 223. Verzerrung der Stromkurve.
bezogenen Hystereseverluste eine Funktion von B,,; sie sind ferner proportional
der Frequenz.
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Infolge der Kriimmung der Magnetisierungskurve entsteht bei sinusformigem zeit-
lichen Verlauf des magnetischen Induktionsflusses und damit der induzierten elektro-
motorischen Kraft ein nicht sinusformiger Strom, wie dies durch Abb. 223 fiir
Verhiltnisse, wie sie in der Starkstromtechnik vorkommen, veranschaulicht
ist. Man kann eine nicht sinusférmige periodische Stromkurve nach Fourier in
eine Reihe von Sinusstrémen zerlegen:

i=1, Y2sin (0t + @)+ I, )2sin Qwt-+@,) +I; V2sin(Bwt+ @)+ - - -, (858)
wobei I, I,,- - -, I, usw. die Effektivwerte der Teilstrome bezeichnen, @, g,, - +, @,
usw. Phasenwinkel. Diese GroBen konnen aus dem vorgegebenen Verlauf von ¢ be-
rechnet werden mit Hilfe der Formeln 2=

I, }Ecosqan:%fisinnwtdt; (859)
0
I, ]/gsimpn:% icosnwidt. (860)
0
Fiir den Effektivwert des zusammengesetzten Wechselstroms gilt ferner (siehe
Abschnitt 32) I=VB4+EB+IE+- ... (861)

Zerlegt man nun im vorliegenden Fall den Strom ¢ in die Grundwelle 7, und den
Rest ¢4, Abb. 224, so findet man, daB die Grundwelle eine Phasenverschiebung ¢
gegen den FluB aufweist, und zwar eilt die
Grundwelle des Stromes dem Fluf um diesen
Winkel ¢ voraus. Um zu einer einfachen Dar-
stellung dieser Verhiltnisse zu kommen, denkt
man sich den wirklichen Strom ¢ ersetzt durch
einen Sinusstrom, der
1. den gleichen Effektivwert hat,
2. die gleiche Frequenz wie die Grundschwin-
gung des wirklichen Stromes und der
3. die gleichen Verluste bei gleicher Span-
nung ergeben wiirde wie der wirkliche Strom.
Um die letzte Forderung zu erfiillen, denkt
man sich den Ohmschen Widerstand der Spule
. nach aullerhalb verlegt. Dann ist die Spannung
ADD. 224, Zerleﬂl;sgte(rl::e.smmkme bet an der Spule gleich gder Selbstinduktignsspan-
nung — K, Abb. 204. Die Verluste sind nun
bestimmt durch die in Phase mit dieser Spannung liegende Komponente I, des
Ersatzstromes. Diese Komponente ist daher
N
I h:—ET':. (862)
Der Winkel , um den der Ersatzstrom dem FluB @ voreilt, ist etwas verschieden
von dem Winkel o, eine Ungenauigkeit, die man in Kauf nehmen muB, damit man
das Zeigerdiagramm aufstellen kann. Den Ohmschen Spannungsabfall IR in der
Spule, der in Phase mit dem Strom liegt, kann man nun beriicksichtigen, wie es
Abb. 225 zeigt. Auch die Wirbelstromverluste im Eisenkern haben eine VergroBerung
des Winkels § zwischen Strom und Flufl zur Folge, wie aus den Ergebnissen des
vorigen Abschnittes hervorgeht. Man kann sich dies am einfachsten erkliren, wenn
man davon ausgeht, daBl die Wirbelstréme durch elektromotorische Krifte im
Eisenkern hervorgerufen werden, die in Phase mit E, liegen, da sie die gleiche
Ursache haben. Die Induktivitit der Wirbelstrombahnen ist verhaltnismaBig
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klein, so daf} die Wirbelstrome praktisch die gleiche Phase wie E, haben. Sie rufen
eine zusiitzliche Durchflutung hervor, die ebenfalls die gleiche Phase hat und den
FluB @ dndern wiirde. Da das Diagramm fiir den willkiirlich angenommenen Fluf3
gelten soll, so muB zu I eine in Gegenphase zu ¥, liegende Komponente hinzugefiigt
werden, die die Durchflutung der Wirbelstrome aufhebt;
das ist aber eine Komponente, die in Phase mit I, liegt.
Man bestimmt daher aus der Summe der Wirbelstrom- und
Hystereseverluste N, einen Wirkstrom
N
=% (863)

der als maBgebend fiir die Phasenvoreilung des Stromes I
gegen E, angesehen wird, und an die Stelle von I, in A
Abb. 225 tritt. Da die Wirbelstromverluste bei den in =
Betracht kommenden Frequenzen nach dem vorigen Ab-
schnitt ungefihr proportional mit dem Quadrat der ABD.225. “elgerdiagramm clner
Frequenz wachsen, die Hystereseverluste dagegen nur
proportional, so lassen sich die Gesamtverluste N, leicht in diese beiden Werte
zerlegen.

Die folgende Tabelle gibt fiir einige Blechsorten gemessene Hysterese- und Wirbel-
stromverluste bei 50 Hz in W/kg an (Blechstirke 0,35 mm)?.

Maximale . Schwachlegiert Mittellegiert Hochlegiert
Induktion| Unlegiertes Blech 1% Sig 2.5% gSli 4% Sgi
B, _ -

G N, N, Ny N, N, N, N, N,
2500 0,2 0,11 0,19 0,06 0,18 0,03 0,11 0,01
5000 0,64 0,33 0,59 0,20 0,52 0,11 0,32 0,04
7500 1,26 0,69 1,13 0,47 1,00 0,23 0,63 0,10

10000 2,20 1,15 1,90 0,78 1,68 0,38 1,06 0,16
12500 3,75 1,73 2,98 1,17 2,55 0,60 1,65 0,28
15000 6,31 2,28 5,13 1,65 3,76 0,86 2,52 0,37

In der Schwachstromtechnik teilt man die Ummagnetisierungsverluste in
drei Teile:

1. Hystereseverluste. Sie sind, wie oben festgestellt, pro-
portional der Frequenz f und dem Eisenvolumen V, ferner der
von der Hystereseschleife eingeschlossenen Fliche. Es zeigt
sich, dal bei kleinen Kraftliniendichten diese Flache propor-
tional der dritten Potenz der magnetischen Feldstirke H,, ist.

Dies riihrt daher, dafl hier die Hystereseschleife durch zwei
Parabelaste dargestellt werden kann, Abb. 226. Fiir den auf-
steigenden Ast kann man setzen
B'=u,H +vH'?, (864)

wobei u, die Anfangspermeabilitit, » eine andere Material- # Hm
konstante bezeichnet. Diese Beziehung bildet den Anfang einer Abb-226 Hystereseverluste
Potenzreihe; sie gilt auch fiir den absteigenden Ast, wenn man '
sie auf den anderen Eckpunkt der Schleife anwendet. Die in Abb. 226 schraffierte
Flache wird 2Bm

[BdH =2y, H2 +3yHS,.

0

Die ganze Rechteckfliche ist 2B,,-2H,,.
Nun gilt aber nach Gl. (864) 2B, =2y, H,+4vH?2, (865)

RSN S

! Handbuch der Physik 15, 182 u. 188. Berlin: Julius Springer 1927.
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also ist die Rechteckfliche 4u,H:+8vHS,.
Fiir die Fliche der Hystereseschleife ergibt sich damit
Ay =3vH;,
und es folgt fiir die Hystereseverluste
Ny=SvfVHS, (866)

Man definiert den Hysteresewiderstand einer Spule durch die Beziehung

N,=I*R,. (867)
Fiir diesen Widerstand gilt dann der Ansatz

R,=kIf, (868)

in dem , fiir die betreffende Spule eine Konstante bezeichnet.

2. Die Wirbelstromverluste. Die Wirbelstromverluste sind im allgemeinen wie in
der Starkstromtechnik bei den in Betracht kommenden Frequenzen proportional BZ,
und /2. Kann man die Permeabilitit bei den vorkommenden Stromstéarken als nahezu
konstant ansehen, so kann man unter Einfithrung des Wirbelstromwiderstandes

setzen N,=I2R,=k,I?f2,
wobei also R,=k,f?. (869)

3. Die Nachwirkungsverluste. Es zeigt sich, daf} die gesamten Verluste noch einen
Rest enthalten, der proportional der Frequenz ist wie der Hystereseverlust, aber
proportional dem Quadrat der Stromstirke wie der Wirbelstromverlust. Man fiihrt
diesen Rest auf molekulare Vorginge zuriick, die noch nicht niher bekannt sind,
und die man als eine Art von Nachwirkungserscheinungen deuten kann. Fiir den
entsprechenden Widerstand, den man als Nachwirkungswiderstand bezeichnet,
gilt der Ansatz R,=ksf. (870)

Die Summe der drei damit eingefithrten Widerstinde stellt den Verlustwider-
stand dar; er hat die GroBe
Ry=k If+k,f*+ksf
und bildet die Differenz aus dem Wirkwiderstand der Spule R und dem Gleich-
stromwiderstand R,: R,=R—R,. (871)

Zur Bestimmung der Verluste bei kleinen Feldstirken wird eine Ringspule mit
einem Kern aus dem betreffenden Metall hergestellt und der Verlustwiderstand R,
in einer WechselstrommefBbriicke gemessen. Die Abb.

__.ruﬁfﬁh_ f 227 zeigt die einfachste Form einer solchen MeBbriicke.
Der Wechselstromgenerator § liefert den Wechselstrom
[;i/’ mit der Frequenz f. Durch Verindern des Normal-
Ly '%‘ Lo % widerstandes R, und der Normalinduktivitit (Induk-
4 tionsvariometer) L kann der Ton im Fernhorer F
D zum Verschwinden gebracht werden. Dann gilt, da die
A~ S? Potentialdifferenz zwischen @ und b durch die beiden
) AnschluBBpunkte des Fernhorers halbiert wird,

' L,=L R,=R,.
Abb. 227. Messung der Verluste bei . L. . z . ’ : ” 2
kleinen Feldstirken. Die Kraftliniendichte im Eisenkern der Spule kann aus

der Spannung U berechnet werden, die halb so grof} ist

wie die vom Voltmeter angezeigte Spannung. Nach dem Induktionsgesetz ist der

Maximalwert der magnetischen Induktion bei sinusférmigem Verlauf der Spannung
U

Bm:4,444w7’ (872)

wobei mit ¢ der Kernquerschnitt, mit w die Windungszahl der Spule bezeichnet ist.
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Die Stromstirke in der Spule kann berechnet werden aus Gl. (779)

_ U

VB 2afL.)?
oder wenn dafiir gesorgt wird, dafl der Wirkwiderstand hinreichend klein gegen den
Blindwiderstand ist, aus I U (873)

2afL, "

Damit kann die magnetische Feldstirke berechnet werden; ihr Maximalwert ist

=12 (879
wenn [ die mittlere Kraftlinienlinge bezeichnet, und es ergibt sich die absolute
Permeabilitit des Kernes B, l

== WLQD. (875)

Die gesamten Eisenverluste haben die Grofie
N,=I?*(R,—Ry,)=1I?R,.
Man zerlegt den Verlustwiderstand R, in seine drei Bestandteile, indem man

Messungen bei verschiedenen Stromstérken und verschiedenen Frequenzen ausfiihrt.
Es wird die GroBe R, /f fiir bestimmte Stromstarken in Abhéngigkeit von der Frequenz

4,

7 M ,

g / /
- it

- ~
>

¥

T,
4 S 4 7
Abb. 228. Trennung der Verlustanteile. Abb. 229. Zur Berechnung der Verlustanteile.

aufgetragen, Abb. 228. Mit den durch die MeBpunkte gelegten geraden Linien er-
geben sich die Abschnitte r, und r, auf der Ordinatenachse. Diese liefern, in Ab-
hiingigkeit von I aufgetragen, eine gerade Linie, Abb. 229, deren Schnitt mit der
r-Achse den Wert k, ergibt. Dann kann ferner

b= (876)
berechnet werden und by Illllzlkﬁ f (877)

Eine nur vom Material abhiingige Angabe fiir die Verluste erhilt man, wenn man
sie fiir jede Frequenz und jede Feldstirke auf die Gewichtseinheit bezieht.
Die Induktivitit einer Spule wichst bei kleinen Stromstérken etwas mit dem
Strom an. Nach Gl. (865) gilt fiir die Permeabilitat
B
=g =, +2vH,,. (878)

Man kann also bei kleinen Stromstéirken eine Spule mit Eisenkern darstellen durch
die Reihenschaltung aus einer Induktivitit, die mit der Stromstérke linear anwichst,
und einem Widerstand, der einen konstanten Anteil R, enthilt und einen Anteil R,
der mit Frequenz und Stromstirke zunimmt.

In der komplexen Rechnung kénnen die Ummagnetisierungsverluste einer
Spule entweder durch einen Widerstand in Reihe mit der Spule oder durch einen
Parallelwiderstand dargestellt werden. Eine andere Darstellung geht davon aus, dafl
infolge der Verluste der Strom dem Feld um einen Winkel 6 voreilt. Es ist also

SL=WYei?

oder SLe 10=Y, (879)
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Die Eisenverluste kénnen daher durch die Einfiihrung einer komplexen Induk-
tivitat Q="Le 7 (880)
beriicksichtigt werden.

Viertes Kapitel.

Netzwerke und Kettenleiter.

32. Theorie der Stromverzweigungen bei Wechselstrom.

Wenn es sich um verhiltnismaBig langsam verdnderliche Vorginge handelt,
dann kann man nach den vorhergehenden Abschnitten die Wirkung des elektrischen
Feldes zwischen zwei Elektroden durch Kapazitit und Ableitung eines Konden-
sators darstellen, der die beiden Elektroden miteinander verbindet, die Wirkung
des magnetischen Feldes in einem Stromkreis durch Induktivitit und Wirkwider-
stand einer Spule, die von dem Strom durchflossen wird. Ein allgemeiner Strom-
kreis enthiilt daher die drei Elemente: Widerstand, Kapazitit und Induktivitit in
in irgendeiner Zusammensetzung. Die
Abb. 230 veranschaulicht ein derartiges o—fmﬂ,’f—dn#f
,Netzwerk. Die Strome werden her-
vorgerufen durch eine oder mehrere O—Jw\é——omﬁ?ﬂ
Stromquellen, die durch ihre elektro- i
motorischen Krifte dargestellt sind. Um o_—” m=./70,7'
die Stromverteilung in derartigen all- App. 231. Komplexe
gemeinen Netzwerken zu berechnen, be. Qperaforen der drei
nutzt man zweckméflig die komplexe Netzwerkes.
Darstellung der Wechselstromzeiger. Die
drei Grundelemente des allgemeinen Netzes sind in Abb. 231 mit ihren komplexen
Widerstandssymbolen dargestellt. Fithrt man diese Symbole ein, dann gilt das

Ohmsche Gesetz U=8R, (881)

Abb. 230. Aligemeines Netzwerk.

und es gelten, wie bei Gleichstrom, die Kirchhoffschen Gesetze und die aus ihnen
abgeleiteten Regeln; es treten lediglich an die Stelle der reellen Groen beim Gleich-
strom hier die komplexen. Mit diesen komplexen GroBen kann daher genau so ge-
rechnet werden, wie mit den GleichstromgroBlen. Werden z. B. zwei Widerstinde
R; und R, hintereinander geschaltet, so gilt fiur den Gesamtwiderstand

%:%1"}‘%2- (882)
Bei Parallelschaltung der beiden Widerstinde wird der Ersatzwiderstand
— e
= R0, (883)

Berechnet man den Widerstand zwischen zwei beliebigen Punkten einer Strom-
verzweigung, so ergibt sich im allgemeinen wieder eine komplexe Groe; der Wider-
standsoperator 148t sich also in die Form bringen

R=z+7jy, (884)

wobei  und y reelle Widerstandswerte sind. Man bezeichnet x als den Wirkwider-
stand, y als den Blindwiderstand zwischen den betreffenden Punkten. Der
Wirkwiderstand ist maBgebend fiir die in dem Netzwerk umgesetzte Leistung,
wenn eine Stromquelle an die beiden Punkte angelegt wird. Flieft dann ein Strom
vom Effektivwert I, so ist die Leistung

N=DIz. (885)



Theorie der Stromverzweigungen bei Wechselstrom. 207

Das folgt ohne weiteres daraus, daB man sich % formal veranschaulicht denken kann
durch eine Spule mit dem Widerstand
R==x
L=<,
w

und der Induktivitit

Der Blindwiderstand bildet ein MaB fiir die in den magnetischen und elektrischen
Feldern aufgespeicherte Energie. Sie schwankt zwischen Null und dem maximalen

Bet .
eurag Wa=s LIy2) =1L, (886)

Um irgendeine Stromverzweigungsaufgabe mit Hilfe der komplexen Rechnung
zu l6sen, geht man grundsétzlich folgendermafien vor. Man fiihrt fiir alle Zweige
des Netzwerkes die komplexen Symbole ein; die allgemeinste Form fiir den kom-
plexen Widerstand eines Zweiges ist

%WzRv—}—ij,—l—ﬁlo—v. (887)
Dann bezeichnet man die Stréme in den einzelnen Zweigen mit &y, §, v + +, §, usw.
und legt in den einzelnen Zweigen willkiirlich positive Pfeilrichtungen fest. Es werden
ferner die elektromotorischen Krifte durch komplexe Grofen &, €, - - -, €, usw.

dargestellt. Haben die elektromotorischen Krifte verschiedene Frequenzen, so fiihrt
man die Rechnung fiir jede elektromotorische Kraft getrennt durch und super-
poniert die Teilergebnisse. Bei gleicher Frequenz der einzelnen elektromotorischen
Krifte miissen die Phasenverhiltnisse beriicksichtigt werden. Man kann z. B. den
Zeiger einer der elektromotorischen Krafte willkiirlich in die reeile Achse legen:
€C,=E,;
dann gilt fiir die anderen
C,=E,ev,  Ey=H;e'v2, usw.,

wobel E,, E, usw. die Effektivwerte bedeuten, v, ,,+ - - die Winkel, mit denen die
einzelnen elektromotorischen Krafte gegeniiber &, Voreilen.

Nunmehr lassen sich die beiden Kirchhoffschen Sitze fiir simtliche Knoten und
Maschen des Netzes anschreiben:

23,=0;

€, =23, %

Damit erhilt man, wie bei Gleichstrom, hinreichend viel Beziehungen zur Berechnung
der unbekannten Stréme. Auch die anderen in Abschnitt 4 aufgestellten Regeln
zur Berechnung der Strom- und Spannungsverteilung konnen ohne weiteres ange-
wendet werden.

Das Ergebnis der Rechnung hat ebenfalls komplexe Form, und es bedarf daher
einiger Regeln zur Auswertung des Ergebnisses. War irgendein Strom oder eine
Spannung, 9,, gegeben, und der Strom oder die Spannung, 9,, in einem anderen Zweig
zu berechnen, so 148t sich das Resultat der Rechnung schreiben

=9, & (888)
Hier ist & ein komplexer Faktor, der in die Form gebracht werden kann
R=2-+iy, (889)

wobei also x und y aus der Rechnung hervorgehen. Zur Auswertung dieses Ergeb-
nisses dienen nun folgende Regeln:

1. Um die Effektivwerte von Strom oder Spannung zu finden, bllde’c man
auf beiden Seiten der Gl. (888) die absoluten Betrige der komplexen GroBen, also

A2:A1 } 'Q‘ H
oder A2=A1v:v2+y2. (890)
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Ist z. B. 9, ein Strom I, 9, eine Spannung U, so wird § ein Widerstand $ und

es gilt U—I iy,
Man nennt den Betrag von R den Scheinwiderstand
R,= Y2 +y2, (891)

da sich aus ihm die Effektivwerte von Spannung und Strom genau so berechnen
lassen wie bei Gleichstrom.

2. Um den Phasenwinkel zwischen 9(; und 9(; zu finden, berticksichtigt man,
daB die Multiplikation einer komplexen Zahl 9, mit einer anderen komplexen
Zahl § eine Multiplikation des Betrages mit dem Betrag von & bedeutet und eine
Drehung um den Winkel, den & mit der reellen Achse bildet. Dieser Winkel ist nach

Abb. 232 bestimmt durch
tgp=-2, (892)

und es eilt also 9, der Grofle ; um diesen Winkelp vor.
3. Da die komplexen Strome und Spannungen als Sym-
imag. A bole fiir die Zeiger aufzufassen sind, so ergeben sich die
@‘ Augenblickswerte, wenn man die Zeiger mit der Winkel-
) geschwindigkeit w rotieren 148t und ihre Projektion auf eine
T feste Zeitlinie ermittelt. Die Multiplikation einer komplexen
Grofle mit dem Faktor ¢/ ergibt eine Drehung um den Win-
kel ¢; die Multiplikation mit e/t liefert also die Rotation mit
der Winkelgeschwindigkeit . Als Zeitlinie wihlt man am ein-
AP 2 semwiniels.  fachsten dig reelle od(;gr imagindre Achse; man hat dann ledig-
lich den reellen oder imaginiren Teil zu bilden. Stellen die

Zeiger Effektivwerte dar, so hat man noch mit }/Q zu multiplizieren, um die Maxi-

malwerte zu erhalten.
Bei Wahl der reellen Achse als Zeitlinie ist z. B. der zeitliche Verlauf von 9,

X

durch a;= Reeller Teil von {2, J2e/} (893)
gegeben. Die dazugehérigen Augenblickswerte von 9, folgen dann aus
a,— Reeller Teil von {A, & }2e/=t}. (894)

Bei jeder Aufgabe kann man die Richtung eines beliebigen Zeigers willkiirlich
withlen; die anderen Richtungen sind dann eindeutig bestimmt. Legt man z. B. U,
in die reelle Achse, so wird aus Gl. (893)

a1=A11/§coswt

und ay= Reeller Teil von {4, }2(x+jy) (coswt-+jsinwt)},
oder a2=A1V§ (xeoswt—ysinwl), (895)
a;=A YT Y2 cos(0t+9). (896)
Beispiele:

1. Zwei Spulen R;, L, und R,, L, seien parallel geschaltet. Mit Hilfe eines Amperemeters
wird der Gesamtstrom I gemessen. Zu berechnen sei der Spannungsabfall an den beiden
Spulen und die Phasenverschiebung zwischen den Teilstromen und dem Gesamtstrom.

Die komplexen Widerstinde der beiden Spulen sind

Ry=Ri+joLy; Ro=Ry+jw Ly.
Daher ist der Ersatzwiderstand der Parallelschaltung
_ % _(R1+ij1)(Rz+fWIﬂ

. . = R, +-R, —T1+R2+jw(L1+i2) )
Die Spannung wird U=3%R,
also der Effektivwert B2 3 1 o2 3
U1t =1 VB @ L VRS0 L)

Y Bt Boft oL+ Lo
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Fiir den Teilstrom im Widerstand R, gilt ferner
$=8 R =5 Ry+joL,
VR AR, B+ By+jo(Ly+Ly)
=8(Rz+jwLz)(R1+R2‘jw(L1+L2) ) _a Ry(Ry+By)+w? Ly(Ly+ Ly) +j o ( Ly By — Ly R,) .

Ryt B+ oLyt L) ° Byt ot ot (Lt L)
Der Winkel, unter dem J; dem Gesamtstrom § voreilt, ist also bestimmt durch

tg = (Lo By — Ly Ry) .

17 Ry(Ry+Ry) + 02 Ly (Ly+ Ly)

Genau so gilt fiir den anderen Zweig

¢ (L By—L, Ry)
8O R (Rt Ry) + 0 Ly (Ly+ L)
Wenn also z. B. i=IY2 coswt,
so wird
R2-+(w Ly)?
a=I2 V—VRI+RZ)2+w (Lot Ly )

Liegt das Resultat in Form eines Bruches vor, dann 146t sich der Winkel gegen die reelle
Achse einfacher so bestimmen, daB man ihn als Differenz der Winkel von Zahler und Nenner be-
rechnet; denn es gilt fiir zwei komplexe Zahlen 9, und ,:

% _ [Wleios )%
T Upleder U,

Es war z. B. Ryt+jwL,
SR Btjo (L L)

ellpr—g2) |

Der Winkel des Zahlers ist oL,
@i=arc tg —R— ,
2

der Winkel des Nenners e arot® (Ly+L,)
(p 1 g Rl + R2 >

daher der gesuchte Winkel wLy w(Ly+Ly)
tpl—arctg T —ar ctg‘m.

2. Es sei die Empfindlichkeit der Schering- Briicke, 'Abb. 132, zu untersuchen. Fiir den
Strom im Nullzweig kann sofort die Gl. (29) iibernommen werden, wenn alle Widerstinde, Strome
und Spannungen durch die entsprechenden komplexen GréBen ersetzt werden. Mit den Be-
zeichnungen der Abb. 10 wird

1 1
= jo0; M= (50
- By, | -
2Hs*1—}—7’(4)(}'31{3’ Ry=F-
Die Briicke sei nahezu abgeglichen, so daf
C=Cy(1+40),
0=0y+4s,

wenn mit C, und J, die exakten Werte der Kapazitit und der Ableitung bezeichnet werden. Die
Groflen A¢ und 4s geben ein Mafl fir die Abweichung der wirklichen Werte von den genauen
Werten. Beriicksichtigt man, da8 die Gré8en C, und J, den Gl. (490) und (491) geniigen, und daB
do klein gegen 1 ist, so ergibt sich die Naherungsformel

R .
%2%3"‘%1%4“ wC(AC‘*jAJ).
Der Strom im Nullzweig wird unter den gleichen Vernachlissigungen
—-—2(d¢—j4
. 7w0( c—jds)
e Y )
joC S\l T 1ol TT? +7w——01 \jw0+ 4
Fuhrt man hier ein 0=R301
R,
so folgt Ac—ijds

X=EjwCyR - : .
S O N (110 0, R Ry + Byt B (10 04 By)]
Kiipfmiiller, Elektrotechnik. 14
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Praktisch ist wC,R; klein gegen 1 und % nahezu reell, R;=R;; dann folgt

/ 2
V48+43
= B
I,=wCR, R ‘ (897)
Hieraus kann man nun umgekehrt die Unempfindlichkeit der Briicke berechnen, wenn die
kleinste Stromstérke I; bekannt ist, die vom Nullinstrument noch angezeigt wird. Es ist

Bt Byt Bs I

—=VA2 L A2 — 23T %"
A=)4%+ 43 wC, B B (898)
Wenn z. B. die einem gerade noch wahrnehmbaren Ausschlag entsprechende Stromstirke
I,=5.10"8A

betrigt und
E=100kV, f=50Hz, R,=12002, R,=3182, R,=20020, C,=100uuF,
so wird
I & % 3 R A 638 2 5.10-8A
314-100-10-12.318s1FQ 105V
Es konnen also Kapazititsunterschiede von 0,03%, und
Verlustwinkelunterschiede von 0,00003 gerade noch wahr-
- genommen werden.
Abb. 233. Ber]gcelt‘,:‘e‘;l’llgi:;‘:s allgemeinen 3. Es sei der Strom §; im letzten Glied des Ketten-
’ leiters, Abb. 233, zu bherechnen, wenn die Anfangsspan-
nung U, gegeben ist.
Man driickt bei derartigen Aufgaben Spannungen und Stréme in den einzelnen Abschnitten
des Kettenleiters durch den gesuchten Strom aus, indem man beim Ende des Kettenleiters
beginnt. Es ist

=3,2-10-5.

;=35 Rs5
N u3 Y %5 R
\54*—5‘:—'\55"5{4"

1, 5
=S 2= (14 =5,
3 ‘55+§R \55< +§R4>

R, R

u2:u3+33m3=35 <m5+m3+ 5%4 5) H

u
Szz”mfzi Ji=F+Jes
2

R, R
R +

U= +H R1=3Js <§R5+ Ryt —o> R+

4

mlm5+ml(%3+m5) 3*1%39‘5)
R, R, R R, /-

4. Die Gegeninduktion zwischen einzelnen Zweigen kann meist am einfachsten durch
Einfiihrung der Ersatzbilder berticksichtigt werden. Als Beispiel werde die Genauigkeit eines
Stromwandlers untersucht. Der Stromwandler, Abb. 234, dient zur Messung starker Strome

und hat daher eine Primirwicklung "

J;  mit wenigen Windungen, durch die der % £,  /py lyre™
W zu messende Strom flieBt, und eine Se- 4
kundérwicklung mit vielen Windungen,
7 an die der Strommesser angeschlossen
4 wird. Das Verhéltnis von Priméirstrom

zu Sekundirstrom wire im Idealfall i
Abb. 234, Untersuchung Qurch das Verhiltnis von Sekundar- “he g R,y
eines Stromwandlers. ~ windungszahl w, zu Primérwindungs- ,yp, 235 Ersatzbild des Stromwandlers.
zahl w, gegeben. Wegen der Streuung
und der Verluste weicht der wirkliche Sekundéirstrom etwas von dem Idealwert ab. Man be-
zeichnet als Stromfehler die GroBe
p L1 100%, (899)
IZa
wobei I,, den aus der ﬁbersetzung berechneten Sollwert darstellt. AuBerdem ist der Phasen-
winkel zwischen den beiden Stromen nicht genau 180° wie im Idealfall, sondern etwas kleiner.
Den Unterschied bezeichnet man als den Fehlwinkel ¢ des Wandlers.

Mit Hilfe des Ersatzschemas des Transformators, Abb. 196, lassen sich die Fehler aus den
BestimmungsgroBen des Wandlers berechnen. Bezeichnet man den komplexen Widerstand des
Amperemeters A mit R4, so ergibt sich das in Abb. 235 dargestellte Schema, in dem die Eisen-
verluste durch den Verlustwinkel & beriicksichtigt sind (siehe Abschn. 31).
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Setzt man zur Abkirzung R, +4jwL,,+Ra=R,e'?, (900)
so folgt aus der Stromverzweigung sofort
o ; —jé
R S jowLye e 1 B
N T T e LR AT O B, j(p+o)
) jowLy,
oder Sp=—10 Sy .

R, _. .
1+ Km [sin(@4-0)—jcos(p-+6)]

Da die Fehler nur klein sind, ergeben sich damit die Naherungsformeln

R ‘
R,
£= oL cos(p-+9). {902)

Die Fehler wachsen also proportional mit dem Gesamtwiderstand R, auf der Sekundarseite.

Nichtsinusféormige Wechselstréme und -spannungen lassen sich
allgemein durch Fouriersche Reihen darstellen. Fiir eine beliebige periodische
Funktion F(t) mit der Periode T' gilt danach

F(t)=A,sinwt+ A,sin2wt+ Asin3wi+ - - -

+By-+ B coswi+ Bycos2wt--Bscos3wid- - - -. (903)
Dabei ist w=27f="1 (904)

die Kreisfrequenz der Grundschwingung; B, ist der Mittelwert der Funktion F(¢):
T
By,= ——J F@)dt, (905)

und es ergeben sich die Koeffizienten der Sinus- und Kosinusglieder in Uberein-
stimmung mit Gl. (859) und (860) aus

T
A,— —fp—fﬁ(t)sinnmdt, l
0 (906)

[y
B,= %fﬁ’(t)cosnwtdt. l
0

Der Vorteil der Fourierschen Darstellung periodischer Funktionen fiir die Theorie
der Wechselstréme liegt darin, da man in vielen Fillen die Wirkung jeder einzelnen
Teilschwingung fiir sich untersuchen darf, so wie wenn die anderen nicht da wéren.
Dann gelten fiir die Teilschwingungen die Regeln der komplexen Rechnung, wie
bei einfachen Sinusstrémen und -spannungen. Diese Uberlagerung ist theoretisch
immer zulissig, wenn zwischen den Spannungen und Strémen lineare Beziehungen
bestehen. Genau genommen trifft dies jedoch nie zu. Alle Widerstandswerte z.B. héingen
wegen der Erwirmung durch den Strom etwas von der Stromstéarke ab. Die Induk-
tivitidt ist stromabhingig, wenn im magnetischen Feld ferromagnetische Stoffe vor-
handen sind. Dem idealen linearen Gebilde am n#ichsten kommen die Kondensatoren,
wenn die Elektroden mechanisch geniigend starr sind; Elektrodenschwingungen,
die infolge der Einwirkung der Feldkrifte entstehen konnen, bewirken auch hier
nichtlineare Erscheinungen.

Die Wirkung einer Nichtlinearitiat werde an einem einfachen Beispiel
betrachtet. Der Widerstand eines Drahtes 1483t sich bei kleinen Temperaturdnde-

rungen darstellen durch R=Ry(14ad). (907)
14*
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Die Temperaturerhohung ¢ ist ziemlich genau proportional der in der Zeiteinheit
entwickelten Warme, also dem Quadrat der Stromstarke, wenn es sich um geringe
Temperaturerhohungen handelt:

R=R,(14p1?). (608)
Der Einfachheit halber werde angenommen, dall die Wirmetrigheit des Drahtes
vernachlissigbar, 8 also unabhéngig von der Stroménderung sei. FlieBt durch den
Draht ein Strom von der Form

i:Ill/isinw1t+I2V§sinw2t, (909)
so folgt fir den Widerstand
R=R,[1+B(I3+413) —BI2cos2w,t— B I3cos2 wyt +
+281, I,(cos (wy — wy) t—cos (w; + w,) £)] . (910)
_ Fiir die Spannung an dem Draht ergibt sich mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes nach
einigen einfachen Umformungen

w=I RyV2[1+3B 1243812 sinw, i+, Ry} 2 [1+3B 12+ 3A IZ]sinwyt —
73BB b5
- 17§—sm3w1t I3 1z T sin3w,t—
~I%IZ%ﬂRo[sin (2w, +w,) t—sin (2 w; —w,) t] —
——Igll%ﬂRo[sin@wz—l—wl)t——sin(2w2—w1)t]. (911)

Die Wirkung der Nichtlinearitit ist also eine zweifache. Zunichst wird die Amplitude
jeder Grundschwingung beeinflult durch die andere und ferner ergeben sich ,,Ober-
schwingungen‘ (3w;, 3w,) und , Kombinationsschwingungen* (2w, +w,, 2w, —w,,
2wy +wq, 2w, —w,). Dies gilt auch, wenn mehr als zwei Teilschwingungen vorhanden
sind und andere nichtlineare Beziehungen zwischen Strom und Spannung bestehen.
Die Zahl der Kombinationsschwingungen kann auflerordentlich gro werden; ihre
Frequenzen haben allgemein die Form pw; 4+ qw, + 7w, usw., wobei p, ¢ ,r ganze
Zahlen sind.

Die Einrichtungen und Apparate der Elektrotechnik sucht man im allgemeinen
so herzustellen, dafl die nichtlinearen Wirkungen moglichst gering sind. In der
Starkstromtechnik sind Oberschwingungen und Kombinationsschwingungen un-
erwiinscht wegen der durch sie verursachten zusitzlichen Verluste und wegen der
Beeinflussung von Schwachstromanlagen. In der Fernsprechtechnik miissen Ober-
schwingungen und Kombinationsschwingungen der Fernsprechstréme vermieden
werden, weil sie die Verstindlichkeit der Sprache beeintrichtigen. Meist gilt daher
das Gesetz der ungestérten Uberlagerung der Teilschwingungen mit einer brauch-
baren Anndherung.

In Sonderfillen arbeitet man absichtlich mit nichtlinearen Gebilden, z. B. bei
der Gleichrichtung von Wechselstromen oder bei der Frequenzverdopplung. Ein
Beispiel aus der elektrischen Nachrichtentechnik bildet die sogenannte Am ph tuden-
modulation. Man versteht darunter die Verinderung der Amplitude eines ein-
fachen Wechselstromes (,, Tragerstrom‘‘) derart, dafl der zeitliche Verlauf der Ampli-
tude der gleiche ist wie der der ursprunghchen Nachrichtenstrome (Signalstréme).
Ist also der zeitliche Verlauf der Nachrichtenstrome durch irgendeine Funktion F(t)
der Zeit gegeben, so kann der modulierte Tragerstrom dargestellt werden durch

i=172[1+kF(t)]sinQ¢. (912)
Man nennt 2 die Tragerfrequenz und bezeichnet k als den Modulationsgrad,

wenn die Funktion F' so gewihlt ist, daf} sie zwischen 41 und —1 schwankt. Die
Abb. 236 veranschaulicht den zeitlichen Verlauf eines modulierten Stromes. Durch
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Gleichrichtung dieses Stromes kann wieder der Nachrichtenstrom F(t) gewonnen
werden.

Der modulierte Wechselstrom wird gewdhnlich in Einrichtungen zu dem Emp-
fangsort geleitet, die als linear angesehen werden konnen. Dann kann man den
Vorgang der Ubertragung untersuchen, indem man den modulierten Strom wieder
in einzelne Sinusschwingungen zerlegt; die Ubertragung einer jeden Teilschwingung
kann dann getrennt untersucht werden. Stellt man zunéchst die Funktion ¥ nach
Fourier durch eine Reihe von einfachen Sinusschwingungen dar, so gilt fiir jede
Teilschwingung mit der Frequenz w und der Amplitude a

i=IY2[1+kasin(wt+ @)]sin2¢. (913)

Durch eine einfache Umformung erhalt man
1=1 ﬁsin.Q t— Vk% Icos((Q+w)t+ )+ %Icos((Q—w)t— ®). (914)

1t Der modulierte Trigerstrom besteht also aus drei Teil-
schwingungen mit den Kreisfrequenzen

2, Q4+0w und L—w.
Die Teilschwingungen der Funktion F(¢) fillen im all-
gemeinen ein ganzes Frequenz-
band aus, z. B. bei der gewohn- ‘
lichen Telephonie das Band i

zwischen 300 und 2500 Haz.
Dann ergeben sich im modu- @
lierten Strom zwei ,,Seiten- P-wzg_ ,?‘9 .9*&)3
Abb. 286 Beispiel einer Amplituden. DDA er®, die durch Abb. 237 4\ ooy pyoguengbinder b
modulation. veranschaulicht sind. Damit Amplitudenmodulation.

im Empfangsapparat wieder
der durch F(t) gegebene zeitliche Verlauf der Signalstrome hergestellt werden kann,
ist es also notwendig, daB alle Teilschwingungen, die in diese beiden Bénder fallen,
zum Empfénger iibertragen werden. In manchen Fillen geringerer Anspriiche an
die Genauigkeit der Ubertragung ist es zuliissig, eines der beiden Seitenbander zu
unterdriicken (,,Einseitenband-Ubertragung®). Sei z. B.

F(t)=sinw;t+asinw,t, (915)

so wird bei Unterdriickung des unteren Seitenbandes

i=I1y2 [s1th——cos(Q—|—w1)t~- - €08 (£2 -+ w,) J

oder i=I172 [1—}— -»2—sinw1t+a§sinw2ﬂsin[)t—

—I}@g[mswlt+acosa)2t]cos.(2t. (916)
Die Amplitudenkurve dieses Stromes ist gegeben durch

2
p(t)= I/(l—}— sma)lt—l—a k 5-Sinw, )2 +%«(eosw1t+acosw2t)2,

oder ]/1+- UL bR+ “F oos(@,—a)t. (917)

LaBt man den Strom ¢ auf eine nichtlineare Einrichtung wirken (Gleichrichter,
Demodulator) mit einer quadratischen Charakteristik, bei der also ein Stromverlauf
hergestellt wird, der proportional dem Quadrat von ¢ ist, so ergibt sich der gleich-
gerichtete Strom durch Bildung von ¢2(¢). Er enthilt, wie Gl. (917) zeigt, wieder
die urspriingliche Funktion F. Daneben tritt aber noch eine Schwingung mit der
Differenz der beiden Teilschwingungen auf, die im Signalstrom nicht enthalten war.
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Man ersieht jedoch, daf diese,,Differenzschwingung' relativ um so kleiner wird, je
kleiner der Modulationsgrad ist, so daB man damit ein Mittel hat, die Ungenauig-
keiten der Einseitenband-Ubertragung praktisch geniigend klein zu halten.

Die Effektivwerte nichtsinusformiger Wechselstréme und Spannungen werden
wie die rein sinusformiger definiert durch die Gleichstromwerte, die die gleiche
Warmewirkung ergeben. Es ist

T T

I=%fi2dt; U= —,—lefuzdt. (918)
0 0
Stellt man Strom und Spannung in der allgemeinen Form dar
i=I,Y2sin(@t+y,)+1, 12 sin(20t+y,)+ 1, V2 sin(Bwt+yy)+ - - -, (919)

w="U, | 2sin(0t-+@;)+ U, V2 sin (2wt gp) + U, V2 sin (3wt-+gy) + - - -, (920)
so folgt mit Hilfe der Beziehungen (918) fiir die Effektivwerte
B+L+I+- -, }
U=YU3+U3+U5+ - - -
Die im Mittel in einen Verbraucher bei der Spannung % und dem Strom ¢ flieBende
Leistung, die sogenannte Wirkleistung, ist

(921)

T
N:Tl,fuidt. (922)
0
Durch Ausfiihrung der Integration erhilt man
N="U,1,cos(p1— 1)+ UsIycos(pp—vs)+Uslzcos(ps—pg)+ - - . (923)
Neben diesen GroBlen verwendet man haufig noch die Blindleistung
Ny=U, I sin(p;— ;) + Uy Lysin (@ — )+ U Lysin (pz—5)+ - - - . (924)

Das ist die GréBe, die ein nach dem Prinzip des Elektrodynamometers arbeitender
Leistungsmesser anzeigt, wenn in den Strompfad oder in den Spannungspfad eine
Phasenverschiecbung von 90° eingefiihrt wird. Eine physikalische Bedeutung hat
diese GroBe nicht.

Man definiert ferner die Scheinleistung durch

N,—UI. (925)
Wihrend jedoch bei sinusférmigem Wechselstrom die Beziehung besteht
N,=YN*+ N}, (926)

gilt, wie sich mit den Gl. (923), (924) und (925) ergibt, bei nichtsinusformigem
Strom etwas Ahnliches nicht.

Den Leistungsfaktor kann man bei sinusférmigem Wechselstrom auf folgende
drei Arten definieren, die einander gleichwertig sind:

L. COS¢=COS(¢1~%);1

2. cOS(p:A;
N, (927)

3. cosp=-——.
JN2+NG

Wie man aus den Gl (923), (924) und (925) erkennt, ergeben jedoch diese drei
Definitionen bei nichtsinusférmigem Strom verschiedene Werte, und es ist keine
dieser drei Definitionen richtiger als die andere, weil bei nichtsinusfésrmigem Strom
alle drei willkiirlich sind. Da jedoch bei den Stromkurven der modernen Wechsel-
stromnetze die Unterschiede zwischen den drei Definitionen sehr gering sind (sie
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betragen bei einer Oberschwingung von 10% erst 0,1%), so beniitzt man in der Stark-
stromtechnik den Begriff des Leistungsfaktors zur Kennzeichnung der Strom-
aufnahme bei gegebener Wirkleistung und Spannung, auch wenn es sich um wirk-
liche Wechselstréme handelt.

33. Vierpole und Kettenleiter.

Unter einem Vierpol versteht man ein Netzwerk, das zwei Eingangs- und zwei
Ausgangsklemmen besitzt und der Ubertragung elektrischer Energie dient. Will man
besonders kennzeichnen, dal in dem Vierpol keine Energiequellen vorhanden sind,
so spricht man von einem passiven Vierpol. In Abb. 238 @
ist ein allgemeiner passiver Vierpol mit den Eingangsklemmen 1,

2 und den Ausgangsklemmen 3,4 dargestellt. Die Rechtecke be

deuten irgendwelche Anordnungen aus Widerstinden, Konden- 7
satoren und Spulen. Man kann nun zeigen, dafl ein solcher

Vierpol immer auf eine einfache Stern- oder Dreieckschaltung %

von drei komplexen Widerstinden zuriickgefiihrt werden kann.

Dazu benutzt man den in Abschnitt 4 abgeleiteten Umwand- ¢ — #
lungssatz, der wie alle Stromverzweigungsgesetze auch fiir die 4" 2331631;13_6’“"1““

komplexen Wechselstromwiderstinde gilt. In Abb. 239 ist ver-
anschaulicht, wie sich durch Umwandlung der jeweils mit einem unterstrichenen
Buchstaben bezeichneten Sterne in das vollstindige Vieleck und Zusammenfassen
der parallel liegenden Widerstéinde die Anordnung schrittweise umformen la8t. Es
ergibt sich schlieBlich im allgemeinen Fall ein Netz von der Form C, also ein voll-
stindiges Viereck. Dieses
Netz 146t sich nicht weiter
vereinfachen, wenn gefordert 7
wird, daBl es bei beliebigen
Potentialen der vier Klem-
men die gleichen Strome auf. 2
nehmen soll wie das ur-
spriingliche Netz. Dagegen
isteineweitere Vereinfachung
méglich, wenn die Anordnung als Vierpol verwendet werden soll, wenn also die
Klemmen 7 und 2 Eingangsklemmen, die Klemmen 3 und 4 Ausgangsklemmen
sind. Dann ist der bei 2 austretende Strom gleich dem bei I eintretenden und der
bei 3 austretende Strom gleich dem bei 4 eintretenden. Bezieht man die Potentiale
der vier Klemmen alle auf die Klemme 2 und bezeichnet man das Potential der
Klemme 4 mit ¢, so sind die vier Potentiale

U, an Klemme I,

0 an Klemme 2,

¢+U, an Klemme 3,
@ an Klemme 4.

Auf Grund des ersten Kirchhoffschen Satzes gilt dann fiir die in die Klemmen
eintretenden oder die austretenden Strome

Abb. 239. Umwandlung des allgemeinen Vierpols.

Klemme 1 §;= §‘T+A;1";+’ . .

R
N 1 R JRAR R
Klemme 2 ;= %, - % -+ ",

Klemme § Jpo=— 3}{ 4+ r T .
6 3
Klemme 4 J,=— ;%2 + f’vg—;ul + .% )
(] 4 2
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Aus den beiden ersten und den beiden letzten Gleichungen folgt

1 1 1 1
‘l’—ulg{o(g‘g + 9T4) —U, R, <§§ + gg) ,
11,111
ERO ERI 2Rz ma §R4
gesetzt ist. Fiihrt man dies in die zweite und vierte Gleichung ein, so ergibt sich

wobei

31=1114%+mo(-9%+%> () g o) 029
8=t g, g, T e[t () (o)) 020

Hieraus folgt der Umkehrungssatz
(Wrmo=~ (eco (930

der aussagt, dafl eine am Anfang eines beliebigen Vierpols wirkende Spannung Il
, ; in dem kurzgeschlossenen Ende den gleichen Strom  hervorruft
@: :33 wie ihn die gleiche Spannung in dem kurzgeschlossenen Anfang
K g
7
3
Z

verursachen wiirde, wenn sie zwischen den beiden Ausgangs-

klemmen tatig ware, Abb. 240.
Die GI.(928) und (929) kann man durch Auflésen nach 11,

u () und J, in die Form bringen

¥ 111=‘u1112+§532, (931)
Abb. 240.Salg;1kehrungs- 31=Q[2 32+ @n2’ (932)
worin ;, %, B und € Koeffizienten sind, die sich durch die
komplexen Widerstinde ausdriicken lassen. Es ergibt sich aus Gl. (931) und (932)

R o

<%i>u2=o - %

Der Umkehrungssatz zeigt also, dal zwischen den vier Koeffizienten die Beziehung
-’ %R g besteht AU, —BE=1. (933)
! Y Fiir den in Abb. 241 dargestellten Vierpol, bei dem

u, ®, W R, R, und R, beliebige komplexe Widerstéinde bezeich-
3 q, nen, kann man leicht die folgenden Gleichungen ableiten
2 ¥z

1 &
Abb. 241, Darstellung des Vier- J1=3e + R, (u2+"52 Ro)=3 ( 1+ R, > g, ER ;

pols durch eine Sternschaltung.

ul—u2+o29%2+31m1_u2(1+m) Gy R D7)
Es ist hier also M -
=1 +3§f ; (935)
B= 9%1+*%2+m1%2 (936)
6=y; (937)

Umgekehrt kann man daher jeden beliebigen Vierpol durch die Sternschaltung,
Abb. 241, darstellen. Fiir die Dreieckform des Vierpols, Abb. 242, ergibt sich
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in ahnlicher Weise ”A,—1 _*_?%3 :
o (938)
9[2 =1+ gTi;
B=NR,; (939)
11 %
C= gt (940)

Auch durch die Dreieckform kann daher jeder beliebige Vierpol dargestellt werden;
dies folgt ferner daraus, dafl der Stern in ein Dreieck umgewandelt werden kann.

Bei einem symmetrischen Vierpol, der dadurch gekenn-
zeichnet ist, daB die Ubertragungseigenschaften fiir beide Rich-
tungen die gleichen sind, mufl R, =R, sein. Daher folgt aus den
obigen Gleichungen A=9,. (941)

Die Ersatzschaltungen beliebiger Vierpole kénnen durch Mes-

sung der Leerlauf- und KurzschluBwiderstinde auf beiden Seiten Abb. 242. Darstel-
lung des Vierpols

des Vierpols ermittelt werden. Aus dem Ersatzbild, Abb. 241, durch eine Dreieck-

folgt z. B. fiir den Widerstand zwischen den Eingangsklemmen schaltung.
bei offenen Ausgangsklemmen der prim#re Leerlaufwiderstand
Ror=R,+R,. (942)
Der sekundare Leerlaufwiderstand ist
%02:%2“1“3}3 . (943)

Fiir den Widerstand zwischen den Eingangsklemmen bei kurzgeschlossenen Aus-
gangsklemmen, den priméren KurzschluBwiderstand, ergibt sich
Ry Ry

%k1:%1+ 9{2_}_%3 ’ (944)
und fiir den sekundiren KurzschluBwiderstand
_ R R,
Eng—ERg—}—rl T (945)

Da nur drei Bestimmungsstiicke vorhanden sind, so sind diese vier Widerstinde nicht
unabhéngig voneinander; es gilt vielmehr allgemein fiir jeden passiven Vierpol wie
mit den Gl. (942) ... (945) leicht nachzuweisen ist,

mkl gt01

Rz R (946)
Diese Beziehung kann beniitzt werden, wenn einer der vier Widerstinde der Messung
nicht zuginglich ist.

Aus den gemessenen KurzschluB- und Leerlaufwiderstéinden konnen die Ersatz-

widerstinde $;, R, und R, berechnet werden. Fiir die Sternschaltung ergibt sich
z. B. durch Auflosen der Gl. (942) ... (945)

Ry= 1 Ror (Ror — Ria) (947)
é}{1=§Ro1—‘m35 (948)
%22%02—8‘%3. (949)

Zahlenbeispiel: Durch Messung seien die folgenden Widerstandswerte bestimmt worden:
Leerlaufwiderstand der Primirseite:
Wirkwiderstand =1200£, Blindwiderstand=2000 2 induktiv.
Leerlaufwiderstand der Sekundirseite:
Wirkwiderstand=200 22, Blindwiderstand=2000 {2 kapazitiv.
KurzschluBwiderstand der Primérseite:
Wirkwiderstand=1792 2, Blindwiderstand=23920 2 induktiv.
Es ist also Ro1=(1200-+72000) L2,
Rpe=(200 —j2000)2,
R =(1792+73920)2.
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Damit wird
Rge (Ror— R 1) =(200—72000) (—592— 1920) 22
=(—3,96-+70,800) - 1080Q2=—4,04 - 108e—711°25’ Q2
o ey
und } Roa (Ror— Rey) =i} 4,04-10°¢ ~ 2 Q
=2010(0,0995 47 0,995) 2 =(200§ 2000) 2.
Es folgt fir die Ersatzwiderstinde

R,=10002,
Rp=—740002,
R,=20002-720002.

Fiir die betreffende Frequenz kann also 3, durch einen Ohmschen Widerstand, R, durch einen
Kondensator ohne Ableitung und R, durch eine Spule dargestellt werden.

9 S0er Kettenleiter entstehen, wenn meh-

A uEulEs ul 72+7[*~~~" rere Vierpole hintereinander geschaltet
L LIy 7. werden. Insbesondere ergibt sich ein ho-
Abb. 243. Homogener Kettenleiter. mogener Kettenleiter, wenn die

einzelnen Vierpole unter sich gleich
sind. Sind die Vierpole auflerdem symmetrisch, so entsteht ein symmetrischer
homogener Kettenleiter. Besonders die letztgenannte Form hat vielfache An-
wendungen gefunden. Bezeichnet man die Spannungen und Stréme hinter dem
n-ten Vierpol eines solchen Kettenleiters so wie in Abb. 243, so gelten die Vierpol-
gleichungen (931), (932) mit Gl. (941):

un:QI un+1+ §Bf\(\jn+1; (950)

Sn=AF 11 +ECW, 5. (951)
Man kann hier die Abhéingigkeit der Spannungen und Stréme von n durch die
Ansitze U,=aed; §,=Dbens

beriicksichtigen, wobei a, b und g zunsichst unbestimmte Konstanten sind. Fiihrt
man diese Ansitze in die Gl. (950) und (951) ein, so folgt

a=aWet-+-HBes; (952)
b=bUeS+ales; (953)

es fallt also n heraus. Durch Auflésen nach 9( ergibt sich unter Beriicksichtigung der
Gl (933) in der Form %2—BE =1:

3(e8+e~0)=Cojg="N, (954)
a B
und ferner = " Ging (955)

Da der Hyperbelkosinus eine gerade Funktion ist, so stellen g und —g mogliche
Losungen dar. Zu den beiden Werten von g gehoren also zwei Werte von a/b:

a B _ B _ B
man setzt =‘/§- (957)

und bezeichnet diese GroBe als den Wellenwiderstand des Kettenleiters, da sie
einen Widerstand darstellt, der in einer Analogie zu der entsprechenden GréBe der
Leitungstheorie steht (siche Abschnitt 35). Fiir die Spannung hinter dem n-ten
Glied gilt nunmehr der vollstindige Ansatz

U,=aq,e"8+a,e"8, (958)
und fiir den Strom 3. = _% oot % . (959)

Die beiden Konstanten g, und a, kénnen durch die Spannung 11, und den Strom §,
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am Eingang des Kettenleiters ausgedriickt werden. Fiir n =0 gilt
110 = 01 ‘I’“ 02 3
So: "%} +% 5
a=5(W—J3);
a=5(Uo+J0B)-
Fiihrt man dies in die Gl. (958), (959) ein, so ergibt sich
N, =UeCoing—Jo 3 Sinng;

3n=30@oing—%@inng.

daraus folgt

Man kann umgekehrt aus diesen Gleichungen U, und &, ausrechnen, wenn 11,, und
S, gegeben sind. Bei der Umformung hat man zu beriicksichtigen, daB

CoiZng—Gin?ng=1,

und es ergibt sich n,=1,Eoing+3,.3Cinng; (960)
30=3n(§oing+%‘@inng. (961)

Diese sogenannten Kettenleitergleichungen setzen also Anfangsspannung
und -strom in Beziehung zu Spannung und Strom hinter dem n-ten Kettenleiterglied ;
sie gelten auch fiir das Ende des Kettenleiters, wenn dieser n Glieder hat. Zwischen
Spannung und Strom am Ende des Kettenleiters gilt ferner

0, =3 Rn s (962)
wenn der Kettenleiter mit einem Widerstand R,, abgeschlossen ist. Ist eine der vier
Groflen Uy, U, und o, I, gegeben, so kénnen mit Hilfe der drei Gl. (960), (961) und
(962) die drei anderen berechnet werden. Auch der ganze Kettenleiter kann als
ein Vierpol aufgefalt werden, fiir den die Gl (931), (932) und- (933) gelten.

Besonders einfach werden die Verhiltnisse, wenn der Kettenleiter an seinem Ende
mit einem Widerstand von der GroSe

R,= 3
abgeschlossen ist. Man bezeichnet diesen Fall als den der Anpassung. Fithrt man
diesen Ansatz in die drei letzten Gleichungen ein, so folgt
uozuneng; 30_—_3”67%; (963)
Up=33- (964)

Der Widerstand zwischen den Eingangsklemmen wird ebenfalls gleich dem Wellen-
widerstand. Da g im allgemeinen eine komplexe GroBe ist, so setzt man

g=p+jx, (965)
wobei § und « reelle Zahlen bedeuten. Dann folgt aus den Gl. (963) und (964) fiir die
Effekti t

ektivwerte U,= er_n/;; I,— %e—nﬂ. (966)

Die Effektivwerte von Spannung und Strom nehmen lings des Kettenleiters nach
einer Exponentialfunktion ab. Mafigebend fiir die Schnelligkeit der Abnahme ist
der reelle Anteil § der Grofe g, den man daher als Ddmpfungsmaf bezeichnet.
« ist das Winkelmaf, da diese GroBe angibt, um welchen Winkel die Spannungen
oder Strome am Anfang und Ende eines Gliedes gegeneinander phasenverschoben
sind. g bezeichnet man als das komplexe UbertragungsmaB. Die GrofBe

b=np
stellt die Dampfung des Kettenleiters dar, die GroBe
a=nau

den Ubertragungswinkel.
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Die wichtigste Anwendung der Kettenleiter bilden die Siebketten (K. W. Wag-
ner, 1915, A. G. Campbell, 1915). Siebketten entstehen, wenn die einzelnen Glieder
des Kettenleiters aus moglichst verlustfreien Spulen und Kondensatoren hergestellt
werden. Man iibersieht die Verhéltnisse am einfachsten, wenn man den Idealfall voll-
kommen verlustfreier Spulen und Kondensatoren betrachtet; ihre komplexen Wider-
stinde sind dann rein imaginér. Auch beliebige Zusammenschaltungen von derartigen
Spulen und Kondensatoren miissen einen rein imaginiren Widerstand haben, denn
ein reeller Bestandteil der Widerstinde wiirde nach Abschnitt 32 anzeigen, daf Ver-
luste vorhanden sind. Da man nun jeden beliebigen Vierpol auf die Sternschaltung,
Abb. 241, zuriickfithren kann, so muf} fiir Siebketten ganz beliebiger Art eine Be-

ziehung von der Form Gofg—1+ %}L (967)
3

gelten, in der im Idealfall i, und R, rein imaginir sind. Das bedeutet aber, daf sich
fiir €oj g eine reelle (positive oder negative) Zahl A ergibt:

Cojg=4. (968)

Diese Zahl wird in irgendeiner Weise von der Frequenz f abhingen. Wichtig fiir
die Berechnung von ¢ ist es nun, ob diese Zahl auflerhalb oder innerhalb des Be-
reiches zwischen —1 und -1 liegt. Denn es gilt bei Einfiihrung des reellen und ima-

gindren Teiles von g Cojg=CofBcosa+jBinfsina;

daraus folgt CojBcosa=A4A4,
Ginfsina=0.
Diese Gleichungen kénnen entweder so erfiillt werden, daf3

f=0; cosa=24, (969)
oder daf3 a=0,n; +Cojf=4. (970)
Da nun der trigonometrische Kosinus niemals einen
A groBeren Betrag als 1, der Hyperbelkosinus niemals
/\ einen Kkleineren Betrag als 1 haben kann, Abb. 110,

+ / so folgt daraus, daf die erste Losung gilt, wenn 4
7 | /., innerhalb, die zweite, wenn 4 auBerhalb des Bereiches

/ :
) i \ zwischen —1 und 41 liegt. Im ersten Falle ist die

SN

>

Dampfung Null; Wechselstrome der betreffenden Fre-
quenzen gelangen ungeschwicht zum Ende des Ketten-
leiters. Im zweiten Falle dagegen ergeben sich endliche
Hiomretisbomim g e oras, Werte der Dampfung. Um die Grenzen der Bereiche
zu finden, in denen die beiden Losungen gelten, be-
rechnet man A fiir verschiedene Frequenzen und zeichnet die entsprechende Kurve
auf, Abb. 244. Dann geben die Schnittpunkte dieser Kurve mit den beiden im Ab-
® R stand 4-1 gezogenen Parallelen zur Frequenzachse die Gren-
¢ ‘ . : S .
zen der Frequenzgebiete an, in denen die eine oder die an-
dere Losung gilt. Die Gebiete, in denen die Dampfung Null
Ry Ry Ry wird, bezeichnet man als die Durchlassigkeitsbereiche,
— die anderen als die Sperrbereiche der Siebketten. Die Gren-
Abb. 245. Definition von . :

Lings- und Querwiderstand. Z€D zwischen den Gebieten werden Grenzfrequenzen
genannt. In Abb. 244 liegen die Durchlédssigkeitsbereiche
zwischen f, und f, sowie zwischen f, und f,, die Sperrbereiche zwischen Null

und f,, zwischen f, und f, und zwischen f, und unendlich.
Besonders einfache Formen von Siebketten ergeben sich aus Vierpolen nach
Abb. 241 oder 242. Da der Koeffizient 3 nach den Gl (934) und (938) fiir beide
Arten von Vierpolen die gleiche GroBe hat, wenn die Vierpole symmetrisch sind, so
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hat auch das Ubertragungsmaf fiir beide Arten den gleichen Wert. Es gilt
— 1 ERZ
Cofg=1+5 5 (971)
wenn R, den gesamten Lingswiderstand, R, den Querwiderstand bezeichnet,
Abb. 245. Dagegen unterscheiden sich die Wellenwiderstinde, und zwar gilt fiir die
Dreiecksglieder nach den GI (934)..., (941) und (957)
1

A ?
VH” Z_S—%f -[5‘} ]‘5 G

fiir die Sternglieder

Abb. 246. Beispiel einer

8 = Vﬁiliﬁq VIJF -i—% (973) Siebkette.
Als Beispiel werde eine Siebkette mit Gliedern nach Abb. 246 betrachtet. Es ist
. 1
%Rl =)0 L + ?—wﬁl H
1

“jul,
Damit wird A=Cojg=1+ %gg_ —;«w2LO2. (974)
1
Diese Funktion ist in Abb. 247 dargestellt. Die beiden Grenzfrequenzen ergeben
sich aus 10, 1
‘!‘1:1‘*‘?’02—?(0%1302; 4

1
L 1G 1, RN
—1=14 5 g — 703 LCy; B

. . . N\ 2, [
sie haben die Grofe . ¢ “’f\(

7
“= L0, o3 \
1 4
Wy= /%__}__. (976)
. . l Lo, L . Abb. 247, Zur Berechnung des Durch-
Wie man leicht erkennt, entsprechen die Grenzfrequen- lissigkeitsbereichs.
zen den Resonanzfrequenzen des Langszweiges und des

Dreiecks. AuBerhalb des Durchlassigkeitsbereiches kann die Diampfung nach der
Formel (970) < o >2 .

1¢C 1
(e

berechnet werden. Sie ist in ihrer Abhingigkeit von der ¥requenz durch Abb. 248

Y

veranschaulicht, und zwar fiir ein Verhaltnis der beiden Grenzfrequenzen von—==1,2.
wq

Es ist in Gl. (970) jeweils das Vorzeichen zu nehmen, fiir das €oj 8 positiv wird.

Infolge der Verluste in den Spulen und Kondensatoren ergibt sich auch im
Durchlassigkeitsbereich eine bestimmte Démpfung, die mit Hilfe der genauen
Formel fiir das UbertragungsmaB berechnet werden kann. Bei Beriicksichtigung der

Verluste ist 9 komplex: A=A+jB. (978)
Damit folgt CojBcosa=4;
Ginfsina=2A8.
Durch Auflésen ergibt sich
sinfq=3%(1—A42— B2+ J1(1— 42— B2)2+ B2, (979)
Sinp= -2 (980)

sina
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In Abb. 248 ist gestrichelt angedeutet, wie sich die Dampfungskurve infolge der
Verluste verandert. Die Abb. 249 zeigt verschiedene Siebkettenglieder und in schema-
tischer Form ihre Dampfungskurven.

Wenn es sich um kompliziertere Kettenleiterglieder handelt, kann man
die Grofen g und 8 am einfachsten auf folgende Weise
berechnen. Man wendet die Kettenleitergleichungen auf
ein einzelnes. Glied an; ist das Glied am Ende offen, &, =0,

so wird N,=11,Coig.

Berechnet man daher die Spannung am offenen Ende U,
mit Hilfe der Stromverzweigungsgesetze aus der Spannung
am Anfang 11,, so ergibt sich das UbertragungsmafB aus

1,
Gofg= - (981)

4

& | Es ist ferner bei offenem Ende
’ ¢ & n

4 N — 1S
Abb. 248. Frequenzabhingigkeit der Y=g Ging.
Diampfung einer Siebkette.

L1 11
7

Daher wird der Leerlaufwiderstand am Eingang

Y
Ro= 3 lSl:O—SLotgg. (982)

O
ELED
=51
BE

ERACN

P23 s g

Bl

33753
IT 1%
ECHEN

Abb. 249. Beispiele verschiedener Siebketten.
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158 15 5230

ESES
==




Vierpole und Kettenleiter. 223

Entsprechend ergibt sich bei Kurzschluf am Ende (II,=0) der XurzschluB-

i t [
widerstand mk:%’ . _8%gs. (983)
3o [M,=0
Hieraus folgt der Wellenwiderstand
3= 1/9%0 Ry (984)

Als Beispiel werde das Element eines Kreuzgliederkettenleiters, Abb. 250, be-
trachtet. Hier ist
Ry—R,

b=ty m, u%m+%2 =Moo,
Ry Ry
also Co fg—§i R, (985)
Der Leerlaufwiderstand entspricht der Parallelschaltung zweier
Widerstinde von der GroBe R,-+R,, also Abb. 280. Kreuzglied.

%0:%(m1+m2) .

Der KurzschluBBwiderstand ist durch die Reihenschaltung von zwei Widerstinden
RN

gegeben, also _o MR
mI_HRZ mk 2 ER1‘r ER2
Daraus folgt fiir den Wellenwiderstand
3= le R,. (986)

Infolge der letzten Beziehung ergeben sich hier besonders einfache Verhaltnisse, wenn
man die beiden Widerstinde R, und R, so wihlt, daB ihr Produkt eine reelle GroBe
ergibt: RN, =22, (987)
Man bezeichnet Gebilde, die diese Forderung erfiillen, als ,,widerstandsreziprok.

Die einfachsten widerstandsreziproken Gebilde sind Spule und Kondensator. Setzt
man 1

ER1=7.Q)L, %q:*‘—s

L
80 wird RiRe= 55

3=Z:V%. (988)

Kreuzgliederkettenleiter mit widerstandsreziproken Zweigen haben die Eigen-
schaft, daB} der Durchlassigkeitsbereich unendlich gro wird. Es ist z. B. in dem eben
betrachteten Fall 1—a?LC

Cofg=cosa= 15 a0 (989)

eine Grofe, die fiir alle Frequenzen zwischen 4 1 und — 1 liegt. Man verwendet daher

%7 R R
4 J 7 Ly o8
2L 7L R,
4
R R,
2 4 Zo— 4
Abb. 251. Uberbriicktes Abb.252.1. Umwand- Abb.253. 2. Umwand-
T-Glied. lung des iiberbriick- lung des iiberbriick~
ten T-Gliedes. ten T-Gliedes,

diese Kettenleiter in der elektrischen Nachrichtentechnik zur Herstellung bestimmter
Phasendrehungen. Kreuzgliederkettenleiter, bei denen Gl. (987) nicht erfiillt ist,
werden als Siebketten verwendet.

In anderen Fillen komplizierterer Kettenleiterglieder fithren die Umwandlungs-
satze zu einer Vereinfachung. Als Beispiel werde das in Abb. 251 dargestellte ,,iiber-
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briickte T-Glied‘ betrachtet. Die beiden Spulen mit der Induktivitat L sind auf
einen gemeinsamen Kern gewickelt, so daf die Streuung moglichst gering ist und
praktisch M=1IL

wird. Die Wicklungen sind so miteinander ver-
bunden, dafl Strome in der Pfeilrichtung den Kern
gleichsinnig umkreisen. Wendet man auf diesen
Transformator das Ersatzschema, Abb. 195, an, so
ergibt sich die Abb. 252. Das aus R] und den bei-
den Induktivititen 2L gebildete Dreieck verwan-
delt man mit Hilfe des Netzumwandlungssatzes,
Gl (52) ... (54), in einen Stern; damit erhilt man
- Abb. 253, und es ist

P

5t e

Abb. 254. Kquigvgégr;ta Kettenleiter- 9 — jw2LR, 5 i(jw Ly
3T R +4jol’ TR H4jol”
Aus Gl. (971) folgt fiir das UbertragungsmaB
s JOTR
, . jo2 L%, 1 TR H4jol
@Dig_1+§R1+4ijm+ dolf T L jol% (990)
TR +4j0l T EW Py
Es ergibt sich also der gleiche Ausdruck wie fiir Kreuzglieder, wenn man setzt
_ joL%
%l—m,1+4ij. (991)

Die iiberbriickten T-Glieder sind den Kreuzgliedern elektrisch
dquivalent. Wenn die Bedingung (991) beniitzt wird, ergibt sich auch fiir den
Wellenwiderstand die gleiche Formel (986). Die Abb. 254 zeigt die beiden einfachsten
einander dquivalenten Gliederformen der beiden Kettenleiterarten.

34. Die Elektronenrohre als Verstirker.

Das Verhalten von Verstarkerrohren in irgendwelchen Schaltungsanordnungen
148t sich theoretisch am einfachsten so untersuchen, daf} die Verstéirkerrohre als ein
Vierpol aufgefalit wird. Im Gegensatz zu den im Abschnitt 33
behandelten Vierpolen stellt jedoch die Verstirkerrohre einen
aktiven Vierpol dar; sie liefert am Ausgang Energie ab, die
nur zum Teil dem Eingang zugefiihrt wird. Wir beschranken uns
hier auf die Betrachtung einer Dreielektrodenréhre, die zwi-
schen der glihenden Kathode und der Anode noch eine durch-
brochene Elektrode, das Gitter, enthalt.

Hat das Gitter irgendein Potential u, gegen die Kathode, die
Anode ein Potential u, (bei direkt geheizten Kathoden kann z. B.
Apb. 250, Schema der  das negative Ende der Kathode als Bezugspunkt gewiihlt wer -

den), Abb. 255, so entsteht in der Umgebung der Kathode ein
elektrisches Feld, das durch die beiden Potentiale bestimmt ist. Die Summe der
beiden von Gitter und Anode zur Kathode iibergehenden Verschiebungsfliisse 146t
sich durch die Teilkapazititen K, zwischen Gitter und Kathode und K, zwischen
Anode und Kathode ausdriicken:
Q=K,u,+K,u,. (992)
Die Verschiebungsdichte und damit die elektrische Feldstirke in der Umgebung
der Kathode sind dieser Grofle proportional; sie ist daher nach Abschnitt 16 auch
mafBgebend fiir den Elektronenstrom. Man setzt

W=y, (993)

i
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und nennt das Verhéltnis der Teilkapazititen
=D (994)

den Durchgriff der Rohre. Der von der Kathode ausgehende Elektronenstrom ist
nur abhéngig vom Gesamtfeld, also von

u=u,+Du,. (995)

Er ist identisch mit dem Strom ¢ im Anodenkreis, wenn %, negativ ist, das Gitter
also keine Elektronen aufnimmt; dann ist

i=F(u)=F(u,+Du,). (996)

Diese Funktion ist im wesentlichen durch die Raumladungscharakteristik ge-
geben.

Mift man den Anodenstrom fiir verschiedene konstante Werte von u, und triagt
die Stromwerte in Abhéngigkeit von , auf, so ergeben sich die Anodenkennlinien
der Rohre fir die verschiedenen Anodenspannungen,
Abb. 256. Aus dieser Kennlinienschar kann die Grofie
des Durchgriffes D entnommen werden, indem man die
Horizontalverschiebung der Kurven dividiert durch
den Unterschied der Anodenspannungen. Der Anoden-
strom wird nahezu Null, wenn % =0, also

u,=—Du
ist. ! ¢

In dem Bereich negativer Gitterspannungen wird der
Gitterstrom verschwindend klein. Wenn dagegen das
Gitter positiv gegen die Kathode ist, so nimmt auch  Abb-256 Kenninier der Drei-
das Gitter einen Teil des Elektronenstromes auf; der
Anodenstrom ¢ ist dann durch die Differenz des Emissionsstromes der Kathode und
des Gitterstromes gegeben. Auch in diesem Gebiet positiver Gitterspannungen kann
die Rohre noch als Verstirker arbeiten, wenn auch die Verstirkung hier geringer
ist, weil zur Steuerung des Gitters eine Leistung aufgewendet werden muS8. Von
Ausnahmefillen abgesehen, wird daher das Gebiet negativer
Gitterspannungen benutzt.

Das allgemeine Schema des Verstirkers ist in Abb. 257 dar-
gestellt. Das Gitter erhélt durch eine Batterie eine negative
,,vorspannung“ E,. Im Gitterkreis befindet sich ferner irgend-
eine Anordnung mit dem Widerstand &,, in der eine elektro-
motorische Kraft €, mit einer bestimmten Frequenz f wirks.
Im Ruhezustand des Verstirkers ist €;=0, und es wird die
Gitterspannung «, =%, da das Gitter keinen Strom aufnimmt.
Dabei stellt sich ein ganz bestimmter Wert I, des Anoden-
stromes 4 ein, der durch die Anodenstromquelle £, erzeugt wird. Abb. 257. Schema eines
Sobald die elektromotorische Kraft €, im Gitterkreis titig ist, Verstirkers.
ergeben sich Schwankungen des Anodenstromes um diesen Ruhewert. Diese Anoden-
stromschwankungen liefern eine Wechselstromleistung in den komplexen Wider-

-wy 4 4 4y

stand R,.
Bei sinusférmigem Verlauf von €, lafit sich die Gitterspannung in der Form
schreiben u,=kE,+1, ) 2et, (997)

wobei 11; den Zeiger der Gitterwechselspannung darstellt, der gleich €, ist, wenn
kein Gitterstrom fliet. 11, ist etwas von €, verschieden wegen der zwischen Gitter
und Kathode iibergehenden Verschiebungsstrome. Die Augenblickswerte ergeben
sich durch Bildung des reellen Teiles von Gl. (997).

Kiipfmiiller, Elektrotechnik, 15
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Anodenstrom ¢ und Anodenspannung u, werden ebenfalls Anteile enthalten,
die mit der Kreisfrequenz w verénderlich sind, so dal man setzen kann

i=1,+3,)2e%t; (998)
ug=E,—I,Rpo—S, V2R, et (999)
Dabei bedeutet R,, den Wert von R, fiir w =0, also fiir Gleichstrom.

Geht man mit diesen Ansétzen in die allgemeine Formel (996) fiir die Kenn-
linien ein, so folgt

1,43 V26l =F(B,+DE,—DI, Ry + 1, V26—, V2R, Deit).  (1000)

Die beabsichtigte Wirkung des Verstérkers ergibt sich nun, wenn die Schwan-

kungen der Strome und Spannungen um die Ruhewerte so klein sind, da8 die
Kennlinie als eine Gerade betrachtet werden kann. Das

! bedeutet aber, daB die WechselstromgroBen in der obigen
i, Dk Gleichung klein gegen die Gleichstromgréflen sein miissen.
@X AA  Unter dieser Voraussetzung kann man die Funktion F in
V28 eine Potenzreihe nach den WechselstromgroBen entwickeln
by und nach dem zweiten Glied abbrechen. Da die Gl. (1000)
sowohl fiir die zeitlich konstanten GroBen als auch fir die
S+ ——— Wechselstromgrofien erfiillt sein mul}, so zerfillt sie in die
/ }]11 beiden folgenden Bedingungen
8 4 70 4 I,=F(E,+DE,—DI,Ry,); (1001)
Abb. 258, Zur Bestimmung des o= =R D) F'(B,+DE,—DI,Ry).  (1002)

Die erste dieser Gleichungen gibt eine Bedingung fiir den
Anodenrubestrom I,. Man lost sie am einfachsten graphisch. Die Anodenkennlinie
wird s6 aufgenommen, dall die Anode unmittelbar an die Anodenbatterie an-
geschlossen wird, dafl also u, = E, wird, Abb. 258. Setzen wir gemi Gl. (995)

w=E,+DE,~DI,Ry=u,+DE,,

E,—u,

so wird I,= 73 (1003)

Das ist die Gleichung einer geraden Linie im Kennliniendiagramm, die durch den
Punkt u,=E, geht und die Steigung —1/DR,, hat. Da andererseits I, durch die
Kennlinie gegeben sein soll, Gl. (1001), so liefert der Schnittpunkt der Geraden
mit der Kennlinie den Anodenruhestrom. Man zeichnet die Gerade, indem man in
dem Punkt 4, = E, um irgendeinen beliebig angenommenen Stromwert ¢, senkrecht
nach oben geht, vom Endpunkt dieser Strecke nach links eine Strecke 7, DR,, ab-
trigt und mit dem Ausgangspunkt verbindet.

Aus diesem Diagramm kann nun eine weitere wichtige Groe entnommen wer-
den, wenn man im Punkt P die Tangente an die Kennlinie legt. Die Steigung dieser
Tangente gibt die Grofe
S=F (E,+DE,—~DI, Ru) =g,
die man als die Steilheit der Kennlinie bezeichnet. Nach Gl. (1002) ist diese
Steilheit maBgebend fiir die WechselstromgroBen. Es gilt

o= (W —DR,3J) S,
U,
D

————l .
§Ra""‘g—‘_l)

(1004)

oder Sp= (1005)

Diese Beziehung lehrt, dal man den Anodenwechselstrom so berechnen kann,
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wie wenn im Anodenkreis eine elektromotorische Kraft von der Grofle
— 111
€,= ) (1006)

wirksam wire, die {iber den #uBeren Widerstand %, und den inneren Widerstand
der Roéhre arbeitet. Dieser innere Rohrenwiderstand hat die Grolle
1
Ri: S_.D .
Zahlenbeispiel: Bei einer Réhre mit einem Durchgriff D =15 % ergebe sich aus der ,stati-
schen* Anodenkennlinie fiir die gewahlte Gittervorspannung und den Anodenwiderstand R,o

mit der in Abb. 258 dargestellten Konstruktion eine Steilheit von § = 4 anA . Dann kann der

Ausgangskreis der Réhre ersetzt werden durch eine Zweipolquelle mit dem inneren Wider-

stand B=—Y __0_50000
“=0,004- 0,05 =5

und der elektromotorischen Kraft G,=2011,.

(1007)

Man kann nun auf Grund dieser Vorstellung ein vollstindiges Ersatzbild
der Verstarkerrohre aufstellen, durch das die Rohre auf einen einfachen Vier-
pol zuriickgefithrt wird, Abb. 259. Zwischen Gitter und Kathode wirkt die Wechsel-
spannung 11,. Dort ist ferner eine Teilkapazitit K, vor-
handen. Zwischen Anode und Kathode wirkt die elektro-
motorische Kraft §; iiber den inneren Rohrenwiderstand R,.
Ferner liegt zwischen Anode und Kathode die Teilkapazi-
téat K,. SchlieBlich ist noch eine Teilkapazitit K, zwischen
Gitter und Anode vorhanfien. Dieses Ersatzbild beriick- "0 0 o 4 der Ver-
sichtigt alle fiir den Betrieb als Verstirker mafigebenden stirkerrohre.
Eigenschaften der Elektronenrohre. In vielen Fillen kon-
nen die Teilkapazititen vernachliassigt werden; bei den Frequenzen der Fernsprech-
und Hochfrequenztechnik sind jedoch die Teilkapazititen meist von ausschlag-
gebendem Einflufl.

Zu beachten sind die Pfeilrichtungen der Stréme, die sich auf Grund der Ab-
leitung des Ersatzbildes ergeben; kehrt man sie im Ausgangskreis um, wie dies
dem normalen Bild eines Vierpoles entsprechen wiirde, dann muf} die elek-

tromotorische Kraft €, = —% gesetzt werden. Man erkennt aus dem Ersatzbild,

daB infolge der Gitteranodenkapazitit der Eingangswiderstand eines Verstarkers
davon abhingt, was im Anodenkreis angeschlossen ist; diese Teilkapazitat hat
ferner eine ,,innere Riickkopplung® zur Folge,

indem ein Teil der Energie des Anodenkreises A UL _
iiber sie hinweg in den Gitterkreis zuriickgeliefert ¢, 1\ e -J- 1 %
wird. Y= 4, £ Vs

Als Anwendungsbeispiel werde ein Widerstands- b ¢ T A J
verstarker betrachtet, bei dem im Anodenkreis ) 7 T
ein Ohmscher Widerstand R, liegt. Im Gitterkreis ,i; 060, Ereatzbild eines Widerstands-
wirke die elektromotorische Kraft &, ebenfalls iiber verstarkers.

einen Ohmschen Widerstand R,. Das vollstandige
Ersatzbild ist dann das in Abb. 260 dargestelite. Man kann die Spannungen und
Strome nach dem Superpositionsgesetz berechnen, indem man die Teilstrome und
-spannungen summiert, die durch die beiden elektromotorischen Krafte €, und €,
fiir sich allein hervorgerufen werden.

Bei niedrigen Frequenzen ist der Scheinwiderstand der Kondensatoren so
groB, daB geniigend genau gilt

CGE, _ W R € R

W= &~ DRE+E_ DE+R (1008)
15*
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Die ,,Spannungsverstirkung® ist daher
u, 1 R,
hy= @—1‘ = DR T (1009)
Man kann hieraus ermitteln, wie gro der Anodenwiderstand gemacht werden
muB, damit die Spannungsverstirkung moglichst grofl wird. Das ist nicht etwa
der Fall, wenn R, moglichst gro gemacht wird, sondern es ergibt sich ein ganz
bestimmter giinstigster Wert von R,, da R; selbst wieder von R, abhingt,/Um
diesen giinstigsten Wert zu finden, bestimmt man fiir verschiedene Widerstande R,
auf Grund der oben beschriebenen Konstruktion die Steilheit S fiir die betreffenden
Gitter- und Anodenvorspannungen E, und E,; es ergeben sich Werte, die in der
durch Abb. 261 dargestellten Weise von R, abhéingen. Nun
ist mit Gl. (1007) 1 1

ho-:‘- —,J’l* *’1“‘—. (1010)
Sy + DSE,
Dieser Ausdruck wird zu einem Maximum, wenn SR, einen
Maximalwert hat. Man berechnet daher die Werte SR,
= und findet damit den giinstigsten Anodenwiderstand E,,
Abb. 261, Zur Berech:ung Abb. 261.
der ‘maximalen Spannungs. Bei hoheren Frequenzen treten die Teilkapazititen in
verstirkung. Erscheinung. Dadurch wird einerseits 11; kleiner als €, an-

dererseits wird der Widerstand R, kleiner infolge der parallel
liegenden kapazitiven Widerstinde. Fiir die erste Wirkung gilt folgende Niherungs-
betrachtung, bei der die Abhingigkeit der ersten Wirkung von der zweiten ver-
nachlissigt wird. Da zwischen den Punkten ¢ und d die Spannung
— 111 Ra
. U= D RA4R,
von unten nach oben gerichtet, titig ist, zwischen den Punkten @ und b die Span-
nung U, von oben nach unten, so ist der Strom in der Teilkapazitit K,
) ) 1 R,

Sua= My + 1) j0 Ky = jor Koo (14 5 55 )
Dieser Strom hat die gleiche Grofle, wie wenn statt des Verstirkers parallel zu ab
ein Kondensator mit der Kapazitét

Kgo=K ;4 (1+ho) (1011)
liegen wiirde. Die Gesamtkapazitit zwischen den beiden Punkten ¢ und b ist also
K, =K,+K,,(1+h). (1012)

Man bezeichnet diese Kapazitit als die dynamische Gitterkapazitiat. Bei Be-
riicksichtigung dieser Kapazitat wird
- &
u,= 1TjoR, K] (1013)
Fiir die Beriicksichtigung der zweiten Wirkung der Teilkapazititen nehmen
wir an, daBl der Widerstand R, klein sei gegen den Scheinwiderstand des Konden-
sators K,,. Dann liegt ein Kondensator von der Kapazitit

K;=Ky,,+K, (1014)
parallel zu R,, so dafi der komplexe Widerstand
B,
K= e xr (1015)
wird. Damit ergibt sich schliellich
B & % ! (1016)

u2:@ilfi+§}ta ~ D RAR, 1+joR, K}’
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und es folgt fiir die Spannungsverstéirkung die Naherungsformel

1
=h= e 1017
‘ €.l V1+w2R3K§2 Y1+w?REKg (1017)
wobei zur Abkiirzung R,R,
R=Ru+R,- (1018)

gesetzt ist. Die Spannungsverstirkung fillt also mit wachsender Frequenz ab,
wie es Abb. 262 veranschaulicht, so dall der Verstiarker nur unterhalb einer ge-
wissen Frequenz gleichmifig verstirkt.

Wiirde man den Widerstand R, ohne Zwischenschaltung des Verstirkers an
die Zweipolquelle €,, R, anschliefen, so wiirde man bei giinstigster Bemessung,
namlich fiir B, = R, die Leistung

(6,2 t
Ny= 4R,
aus der Energiequelle herausholen konnen. Da andererseits ,
der Verstiarker die Leistung

1,2
= L !
27 R, @
i i altni Abb. 262, Abhiingigkeit der
liefert, so bezeichnet man das Verhiltnis A B et o
N, [u, R der Frequenz.
¥= 3‘24—— g (1019)
N, G, R,

als die Leistungsverstarkung. Auch die Leistungsverstirkung hat bei einem
ganz bestimmten Wert von R, ein Maximum, den man ebenfalls graphisch auf
Grund der Gl. (1010) und (1019) bestimmen kann.

Man driickt Verhéltnisse von Spannungen, Strémen und Leistungen in der
Fernmeldetechnik durch den natiirlichen Logarithmus aus, und zwar nimmt man
bei Leistungsverhéltnissen den halben Logarithmus,’ bei Spannungs- und Strom-
verhéltnissen den ganzen Logarithmus; die Einheit dieser Werte bezeichnet man
als 1 Neper. Es ist also die Leistungsverstéirkung

= —ln —1n2h VJ Neper.

Finftes Kapitel.

Leitungen.
35. Die Leitungsgleichungen.

Wenn am Anfang einer Leitung, Abb. 263, eine Wechselspannung wirkt, so
flieen in den Leitungsdrihten an jeder Stelle der Leitung Wechselstrome gleicher
Frequenz, und es ergeben sich zwischen den beiden Leitungsdrihten an jeder Stelle
der Leitung Wechselspannungen gleicher Fre- "
quenz. Wenn wir irgendeinen Abschnitt s der o £
Leitung herausgreifen und diesen Abschnitt kurz o - :Ll]
genug machen, dann haben die Stréme in den o < -
beiden Leitungsdrihten innerhalb dieses Ab- Abb. 263. Homogene Leltung.
schnittes in irgendeinem Zeitpunkt ein und den-
selben Wert; ebenso hat die Spannung zwischen den beiden Dréihten iiberall in
diesem Abschnitt in irgendeinem Zeitpunkt einen bestimmten Wert. Mit dem
Strom ist ein magnetisches Feld verbunden, mit der Spannung ein elektrisches
Feld. Wenn die Leitungslinge groB ist gegen den Abstand der beiden Drahte, dann
sind diese beiden Felder ebene Felder von der Art der in Abschn. 12 und 24 be-
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trachteten. Einem solchen kurzen Abschnitt der Leitung kann man daher eine be-
stimmte Induktivitit L, und eine bestimmte Kapazitat C; zuschreiben, und wir
nennen die Leitung homogen, wenn die Werte L, und C, an jeder Stelle der
Leitung den gleichen Wert haben, gleichgiiltig, wo wir den Abschnitt von der
Linge s abgrenzen. Wir definieren daher den Induktionsbelag der Leitung
durch die Beziehung

den Kapazititsbelag durch

Fiir eine Freileitung mit dem Drahtradius 7, und dem Drahtabstand @ (Einphasen-
leitung) wird nach fritherem

r Mo a 1y a 1\ H
L —§<ln?;+2‘) ——4-10‘4<lnr—0 +Z>E’ (1020)
O = 5" 0,0278 uF
m% 2k (1021)
To To

In gleicher Weise kann man auch den Widerstand des Leitungsabschnittes, R,
auf die Langeneinheit beziehen; es ergibt sich so der Widerstandsbelag
R
R==.

s
Er ist gleich dem Gleichstromwiderstandsbelag R’=2T@ , wenn die Hautwirkung
geniigend gering ist. Schliellich kénnen im allgemeinen Fall noch dielektrische Ver-
luste vorhanden sein, die man durch die Ableitung G, zwischen den beiden Drahten
im Abschnitt s kennzeichnen kann. Der Ableitungsbelag hat die GroSe
)
=",

s
Die vier Leitungsbelige bestimmen vollstandig das elektrische Verhalten der
Leitung. Bezeichnet man die Stromstérke in einem Leitungsabschnitt von der
Lange s mit &, so ist der Ohmsche Spannungsabfall in dem Leitungsabschnitt
SR's,
der induktive Spannungsabfall Fjwl's.
Der gesamte Spannungsabfall hat also die gleiche GroBe wie in einer Spule mit dem
Wirkwiderstand R’s und der Induktivitit L’s.
Wird ferner mit U1 die Spannung zwischen den beiden Driahten bezeichnet,
so ist der Ladestrom WjwC's
und der Ableitungsstrom U¢'s.

Insgesamt ergibt sich zwischen den beiden Drihten ein Strom wie in einem Kon-
densator mit der Kapazitit C’s und der Ableitung G's. Die Beldge kénnen auf Grund
dieser Beziehungen an kurzen Abschnitten der Leitung gemessen werden. Wider-

stands- und Induktionsbelag ergeben sich aus dem Kurz-
g schluBwiderstand %, eines kurzen Abschnittes:

U fm= 2% R+joLl’'= % (1022)

s’

s Ls

Kapazititsbelag und Ableitungsbelag ergeben sich aus dem
Leerlaufwiderstand R,:

G+jol =

Abb. 264. Ersatzbild eines
Leitungsabschnittes.

1
v (1023)
Man kann also den Leitungsabschnitt von der Lénge s elektrisch durch eine
Anordnung nach Abb. 264 ersetzen, und dieser Ersatz gilt um so genauer, je kleiner

die Lénge s gemacht wird; er gilt streng im Grenzfall s = 0. Teilt man aber die ganze
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Leitung von der Lénge [ in dieser Weise in unter sich gleiche Abschnitte ein, so ent-
steht ein Kettenleiter mit 1

n=—
8

Gliedern, und es ist fiir den Langswiderstand zu setzen
R=(E+jol)s,
fiir den Querwiderstand ? 1
q

T (@Fjel)s
Daraus berechnet sich nach Gl. (971) das Ubertragungsmaf
Cofg=1+31 (R +jo ') (+jul’)s?,
und es wird das UbertragungsmaB g unendlich klein, wenn sich s dem Werte Null
nihert. Daher kann man im Grenzfall s =0 setzen:
Cojg=1+3g%
hiermit folgt a=s VB +jol)(@+jol).
In den Kettenleitergleichungen kommt das Produkt ng vor. Dieses Produkt wird

l . ’ 7 . 7
ng= —S—SV(R'—J—wa)(G +iwl’),

also unabhingig von s.

Man setzt 1=Y®+jol) (@+joC) (1024)

und nennt diese GroBe die Fortpflanzungskonstante der Leitung oder den Lei-

tungsbelag. Ahnlich wie beim Kettenleiter setzt man ferner

y=p+j, (1025)

wobei f den Dampfungsbelag oder die Dampfungskonstante und « den Phasen-

belag oder die Phasenkonstante darstellt. Fiir den Wellenwiderstand ergibt
sich nach Gl. (972) bei verschwindend kleinem s
_1F¥jol

3— G'-I-j(x) Cc’ (1026)

und es lauten schlieBlich die Leitungsgleichungen, wenn mit 1, und § Spannung

und Strom am Anfang, mit U, und &, Spannung und Strom am Ende der Leitung

bezeichnet werden, N, =0,60§y I+3,3Sinyl, (1027)
3 =3:Coiy 1+ 2 @inyl. (1028)

Mit Hilfe dieser Gleichungen, die wieder den Vierpolgleichungen (931) ... (933) ent-
sprechen, kann grundsitzlich jede Leitungsaufgabe gelost werden. Man hat dazu
die Werte 8 und « zu berechnen aus

B+ija= V(& +jo L) (¢ +jwl’). (1029)
Durch Quadrieren erhidlt man die Gleichung
B+2jaf—=RF—?L'C'+ju(R'C'+L'F),
die in die beiden Beziehungen zerfallt

B—a?=R'G—w?L' C, (1030)
2af=w(R'C'+L'@R). (1031)
Bildet man andererseits auf beiden Seiten der Gl. (1029) die Betrige, so folgt
Br+a2=J(R?+w?L'?) (G2 + 02C?). (1032)
Durch Subtraktion erhilt man aus den GL (1030) und (1032)
= VN R @ DO 1R T o' L@ arCy;  (1033)
ferner mit Gl. (1031) f—= w(R'C;':-Lﬂ ) (1034)
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Um den Wellenwiderstand zu berechnen, macht man den Ansatz
8=Zév; (1035)
TR L 2L

damit folgt Z= Gy oion (1036)
P= -“lz-arctgc% 1 5 aretg w(g . (1037)

Zur Berechnung der Hyperbelfunktionen der komplexen Grofiey I dienen die Formeln
(825) und (826), in denen nur noch reelle Funktionen vorkommen, die aus Tabellen
entnommen werden konnen.

Fiir Drehstromleitungen gelten die gleichen Beziehungen, wenn man die
Beldge entsprechend definiert. Zwischen den drei Leitungen und Erde liegen sechs
Teilkapazitaten, Abb. 265, die durch Messung oder Rechnung bestimmt werden

konnen. Bei symmetrischer Anordnung sind je drei davon einander
1 gleich. Der von jeder Leitung ausgehende Verschiebungsstrom setzt
sich aus drei Teilstromen zu den beiden anderen Leitern und
nach der Erde zusammen. Bezeichnet man daher die Phasenspan-

/fp nungen (Spannungen zwischen AuBenleiter und Nullpunkt) mit
; ; Y ; N,, U, und U,,;, so wird z. B. der von Leiter 1 aufzunehmende

Ladestrom
Se=Upjo Ko+ Uy —Uy)jo K+ Uy —Uy)jo K; .
Abb. 265. Tellkapa.zx Beachtet man, dal bei symmetrischem Dreiphasenstrom wegen
m:g}’;e‘:’;gi:ggxgﬂ der 120° Verschiebung der drei Spannungen
leitung. up1+um2+u‘p3:03
so folgt Je=U,,j0(K,+3K,).

Die gleiche Beziehung ergibt sich auch fiir die drei anderen Leiter. Daraus geht
hervor, dal man genau so rechnen kann wie bei einer Einphasenleitung, wenn man
den Belag der Betriebskapazitit definiert durch

=Ky+3Kj3, (1038)

und an Stelle der Spannung die Phasenspannung, an Stelle des Stromes den
Leitungsstrom einfiihrt. Fiir den Ableitungsbelag gilt entsprechend

7
Go+3 64 (1039)
/,i Zur Berechnung der Induktivitit denke man sich bei sym-
» metrischer Lage der drei Leiter in der Mitte des durch die
7z 5 Leiter gebildeten gleichseitigen Dreiecks, Abb. 266, einen vier-
/ J ten Leiter 0 angebracht, der den Riickstrom fiihrt. Da der
z Riickstrom Null ist, so beeinfluit dieser Leiter das magnetische

Abb. 266. Zur Berech- Feld nicht. Bezeichnet man die drei Strome mit &, J, und §;, so

O ek s oiebs- et die in der durch AuBenleiter 7 und Nulleiter gebildeten Schleife

St o induzierte elektromotorische Kraft
C=—JjoLli—JejoM—Fsjo My,

wobei L, die Induktivitdt der Schleife 10, M,, die Gegeninduktivitit zwischen

Schleife 20 und Schleife 10, M, die Gegeninduktivitit zwischen Schleife 30 und

Schleife 10 bezeichnen. Beachtet man die Symmetrieverhiltnisse:

M12=M13, 31‘}”32‘{‘33:0’

so ergibt sich C=—Sjo(li—My,).
Der Belag der Betriebsinduktivitat ist also
L'=Li—M;,. (1040)

Nach den in den Abschn. 26 und 27 abgeleiteten Beziehungen gilt fiir die in Abb. 266
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aufgezeichnete Anordnung
=04 (m’% —|—0,25>mH/km;
1

1, =0, 2( ’10 -+, 25)mH/km,

also wird L’=0,2<ln% +0,25) mH/kn. (1041)
0
Fiir den Widerstandsbelag der Dreiphasenleitung ist der Widerstandsbelag eines

einzelnen AuBenleiters einzusetzen, also R’ = —

Zahlenbeispiel: Es sei eine Freileitung von 500 km Lénge mit folgenden Eigenschaften ge-
geben (Drehstromleitung)
R'=0,12/km, L'=1,0mH/km, C'=0,011uF/km, G'=0,1uS/km.
Die Phasenspannung am Ende der Leitung soll 100 kV betragen bei einer dort entnommenen
Wirkleistung N,=10000 kW je Phase und einem induktiven Leistungsfaktor der Verbraucher
von cosp,=0,8; die Frequenz sei 50Hz. Wie gro8 mufl die Spannung am Anfang der Leitung
sein, und wie groB ist die Leistungsaufnahme der Leitung?

Wir setzen U,=U,=10%V,
indem wir den entsprechenden Zeiger in die reelle Achse legen. Dann ist
N, 10000kW
1= Ujscosp, 100. O,SkV_125A’
P;=36952/,
also Rp=125¢7736"57'4

Es ist ferner  p/@’=10-8km-?, wI/=0314Q/km, w(’=3,46uS/km,
w?l/ ('=1,085.10-km-2, R+ ©2L’2=0,1087Q%km"2,
G2+ 0?2 02=11,94.10-28%km~2, J(R2+w?L?) (G w?C?)=1,14-10-km"2;
a=}11,075- 1061 1,14 - 10-*km-1=1,052 - 10~3km1,

180° _g.10,
R ('=0,346 - 10- ka—z, ¢ I/=0,0314 - 10-5km-?,

g 0BT 10 1 0,1792.10-%km-!, B1=0,0896 ;
= 3. 1,052 105 0 — 01792107k, £1=0,0896 ;
Ppiinaaiating

0,087

Z—V 1194 1012Q=3809.£2 ;

W= larctg3,14— Llarctg34,6=1.72°21'— 1.8802]'=—80;
sin o l=sin 30,1°=0,502, cos ocl—cos30 10——0 865;
&in f1=E&in 0,0896=0,0897, Cojfl~1-+ 1(0,0897)2=1,004,
Sinyl=0,0897 . 0,865+4 1,004 - 0,502=0,0776+0,504.
Cofyl=1,004 - 0,865--70,0897 - 0,502=0,869--70,045.
Damit wird nach Gl. (1027)

U, =[10%(0,869470,045)+125¢~73°52". 309 . ¢=78°(0,0776+;0,504)] V=
=[10%(0,869-70,045)+0,386 - 10°(0,7088 —;0,7054)(0,0776-+70,504)] V=
=(0,869-50,045+0,021240,1372+450,1379—70,0211) - 105V =
=[1,027+4750,162] 10°V .

Der Effektivwert der Anfangsspannung ist also
U;=}1,0272+40,1622 . 105V =1,04 - 105 V=104kV .
Die Anfangsspannung eilt der Spannung am Ende um einen Winkel vor von der GrsBe
0,162 ,
1,027 =8°58".
Um mit Hilfe von Gl. (1028) den Anfangsstrom zu ermitteln, berechnen wir zuniichst
1 1 &

‘g =3000° 309(O 9903 50,1392)S=(3,205-+0,4514) 1038,

arctg
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und J,=125(0,8—70,6)A=(100—;75)A;
dann wird
$h=[(100—375)(0,869-+40,045)-10%(3,205-+50,451) - 10-3(0,0776+-50,504)] A=

=[86,9-+3,38-+74,5—565,2+24,9—22,72+ j161,5-+§3,50] A=

—[92,2+j104,8]A.
Der Effektivwert ist 1,=192,5°+104,32A=139,5A..
Es eilt der Anfangsstrom der Endspannung U, um einen Winkel vor von

104,3
i, —480924’
arctg 925 =arctg1,126=48°24".
Diese starke Voreilung ist durch den Ladestrom der Leitung bedingt. Die Phasenvoreilung des
Anfangsstromes gegen die Spannung am Anfang betriagt
@1=48°24" —8°58'=39026'.
Der Leistungsfaktor am Anfang der Leitung ist
cos ¢, =0,773.
Daher nimmt die Leitung eine Leistung auf von der Gréfe
N;=104-139,5.0,773kW=11220kW.

1220 kW gehen also je Phase infolge der Warmewirkung in der Leitung bei der Ubertragung
verloren.

Das Beispiel zeigt, daBl man derartige Aufgaben ohne weitere Hilfsmittel als die trigonometri-
schen Tabellen und den Rechenschieber in verhaltnismiBig einfacher Weise 16sen kann. In der
Spezialliteratur sind besondere Rechenbehelfe und Verfahren beschrieben, durch die man die
Auswertung erleichtern kann!.

Eine anschauliche Vorstellung von der Ausbreitung der Stréme auf der
Leitung erhilt man durch die folgende Betrachtung. Aus den Gl. (1027) und (1028)

! > konnen Spannung und Strom am Anfang
ﬁé 3z 12 der Leitung berechnet werden, wenn Span-
X ,G,\ux 4U«é_ nung und Strom am Ende gegeben sind.

[ | Zur Berechnung von Spannung 1, und

e A . ] . . .
Strom , an irgendeiner Stelle der Leitung
Abb. 267. Komplexe Strome und Spannungen bei . .
der homogenen Leitung. im Abstand z vom Leitungsanfang, Abb. 267,

kann man diese Stelle der Leitung als den
Anfang einer Leitung von der Linge [ — z ansehen. Daher gilt

1 —112@01 (1— +3~23 Giny (I—=); (1042)
=S Coly (1 — x)-l— 3 2 Giny (l—x). (1043)

Diese Gleichungen kann man in der Form schreiben

uw=%(112+328)67"")+1(110 Sp ) e~ re-2);

1 1 K
3m:?<3?+ ?;“)er(l »ql <02_§2> e=r(-2) |

Wir berechnen die Augenblickswerte von Spannung und Strom, indem wir die
Zeiger mit e/! multiplizieren und auf die reelle Achse projizieren. Setzen wir zur
Abkiirzung 1 +-S8)="U,é°, (1044)

(W, —3J.B)=U,¥°, (1045)
so ergibt sich auf diese Weise

=U,V2eflDcos[wt+a(l—z)+ 8]+ U,V 2 e~F 42 cos[wt—a(l—z)-+]; (1046)
= ”V2eﬂ(’ Dcos[wi+a(l—x)+6—yp] — ¢V2 e~ P2 cos[wt—a(l—x)+-e—p].

Die ersten Ausdriicke rechts stellen bei belden Gleichungen Wellen dar, die in
Richtung zunehmender # {iber die Leitung laufen. Man erhilt ihre Geschwindig-

1 Siehe insbesondere F. Emde: Sinusrelief und Tangensrelief in der Elektrotechnik, Braun-
schweig 1924, und Vierstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen, Braunschweig 1931.

(r
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keit v, wenn man wt+ a(l—2x)=konst

setzt. Daraus ergibt sich v="2, (1048)

o

Beim Fortschreiten iiber die Leitung nehmen die Amplituden gemafi dem Ex-
ponenten Sz mehr und mehr ab. Die zweiten Ausdriicke dagegen stellen Wellen
dar, die in entgegengesetzter Richtung, also vom Ende der Leitung zum Anfang
laufen. Die Geschwindigkeit ist die gleiche, ebenso wie die Abnahme der Ampli-
tuden beim Fortschreiten langs der Leitung.

Man bezeichnet die Geschwindigkeit v als die Phasengeschwindigkeit. Im
vorigen Zahlenbeispiel war

«=1,052-10-3km™1, w=314s1;
daher wird v~——299000]%1—.

Die Grofle B gibt an, wie grofl die relative Abnahme der Effektivwerte je Langen-
einheit der Leitung ist. Wenn z. B. § = 0,01 km~ betrégt, so bedeutet dies, daf3
Spannung und Strom in einer fortschreitenden Welle je Kilometer um 1% ab-
nehmen. Die Dampfung wird verursacht durch die Energieverluste in der Leitung,
die zum Teil in den Leitungsdrihten, zum Teil in der Isolation entstehen. Man
kann die Dimpfung in die entsprechenden Teile zerlegen; den ersten Teil nennt
man die Widerstandsdampfung, den zweiten die Ableitungsdampfung.
Diese Zerlegung ist durch Gl. (1034) unmittelbar ausgedriickt.

Fiir jeden der beiden Wellenziige ist das Verhéltnis von Spannung zu Strom
gleich dem Wellenwiderstand Z. Die relative Stirke der beiden gegenldufigen Wellen
ist durch die Belastung am Leitungsende bestimmt. Ist im besonderen die Leitung
mit einem Verbraucher belastet, dessen Widerstand R, gleich dem Wellenwider-

stand ist, R=23,
so gilt =33,
und es wird U,=Us,, U,=0.

In diesemn Fall sind also nur Wellen vorhanden, die vom Anfang zum Ende fort-
schreiten; die Leitung ist reflexionsfrei abgeschlossen. Je mehr dagegen der Ver-

braucherwiderstand von dem Wellen- .
X

widerstand abweicht, um so stirker _—
sind die riicklaufigen Wellen. Es ist
1 |
sioied) N
|

die beiden Wellen zu einem Gesamtbild,
das von dem der einzelnen Wellen sehr
verschieden sein kann’ wenn diese ver- Abb. 268. Ausbreltung einer Wechselspannung auf einer
gleichbare Werte haben. Sind dagegen fangen homogenen Leitung.

die Leitungen so lang, daB die Amphtuden der beiden gegenlidufigen Wellen auf
einen kleinen Bruchteil abnehmen, wie das z. B. bei den Leitungen der Fern-
meldetechnik haufig der Fall ist, dann tiberwiegt in dem Gesamtbild die vom An-
fang zum Ende laufende Welle, Abb. 268.

Ist das Leitungsende offen, so wird § = 0 und

U,=U,=%1U,.
Die beiden gegenlaufigen Wellen sind dann in der Néhe des Leitungsendes gleich

U,=-5 Uzl(l——8—> . U /\ g
Bei kurzen Leitungen iiberlagern sich \/ v |
{
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stark. Man sagt, es entstehe dort eine vollkommene Reflexion. Sind die Verluste
auf der Leitung verhiltnismiBig klein, so bilden sich stehende Wellen aus.

Setzt man f=0, =0,
so folgt aus den GI. (1046) und (1047)
U= U, }/Ecosoc(l—x) cosmi,
(1049)
b= — 2V—smoc [—z)sinwt.

Spannung und Strom haben Knotenpunkte, die durch die Nullstellen von cos o (I — x)
und sin« (I —z) bestimmt sind, und die miteinander abwechseln. Dort, wo die
Spannung stindig Null ist, hat der Strom seine groBten Amplituden und umgekehrt.
Am Leitungsende befindet sich ein Stromknoten und ein Spannungsbauch. Der
Abstand A aufeinanderfolgender Punkte der Leitung mit gleichen Amplituden stellt

die Wellenldnge dar; er berechnet

[ \‘

4y | sich aus
/\ N a(l—z )—a(l—x—z)zzn
Z v

| bR
\\/ | zu == (1050)
; | Da bei Vernachlissigung der Verluste
- Vi I+ Vi - Vi + aA=aw LIC/
_ T T T . .
o JOT | VTTIY , AFRPRRAAL VI, wird, so git auch
0 = J + 7 - 2z 1 v 1051
R -— A= g e 1 (105D
i o o  Die Wellenliange ist gleich der Fort.-
+ 0 _ P + ’ _ p.ﬂatnzur_ltgs%eschlgvindigkt.ait I%ul‘?il()ili-
=L ‘ NARAN l ziert mit der Dauer einer Periode.
9 _++ 5 $++MW+M+ v W . N* i M L In dem vorigen Zahlenbeispiel der
Hochspannungsleitung ist
- ° ° _299000km
Abb. 269. Stehende Wellieeimélén egi.ner am Ende offenen Die Leitungen der Starkstromtechnik

sind immer kurz gegen die Wellen-
lange, so dal man hier von stehenden Wellen nicht sprechen kann. Schon bei den
Frequenzen der Fernsprechtechnik ist jedoch hiufig umgekehrt die Wellenlinge
klein gegen die Leitungslinge.

Spannung und Strom sind bei der leerlaufenden Leitung an jeder Stelle
der Leitung um 90° gegeneinander phasenverschoben. Hat der Strom gerade
seine groBten Werte, so ist die Spannung auf der ganzen Leitung Null und
umgekehrt. Das Nullwerden der Spannung erfolgt gleichzeitig an allen Stellen
der Leitung. Physikalisch hat man sich dies so zu erkliren, daB in den
einzelnen Abschnitten der Leitung die Energie zwischen dem magnetischen
und dem elektrischen Feld hin und her schwingt. In Abb. 269 ist oben die
Verteilung der Spannung auf einer Leitung von der Linge I'=1,4 1 aufgezeich-
net fiir einen Zeitpunkt, in dem der Strom gerade Null ist. Dieser Zeitpunkt
ist in der darunterliegenden Abbildung mit {=0 bezeichnet, und es ist ange-
deutet, wie man sich diese Verteilung der Spannung iiber die Leitung in diesem
Zeitpunkt vorzustellen hat. Je zwei aufeinanderfolgende Knotenpunkte der Spannung
schlieBen Abschnitte der Leitung ein, in denen elektrische Kraftlinien von dem
einen Draht in gleicher Richtung zum anderen iibergehen. Entsprechende elektrische
Ladungen sind iiber die Drihte verteilt. Eine solche Verteilung der Ladungen kann
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jedoch nicht stabil sein; langs der Driahte besteht ein Potentialgefille, in dem sich
die Ladungen auszugleichen suchen. Daher entsteht ein Strom, und wir finden

% Periode spater <t :4lf> iberall dort, wo vorher die Spannungsknoten waren,

Stréome. Die Ladungen sind vollstindig verschwunden. Nunmehr haben aber die
Stréme ein magnetisches Feld aufgebaut, das nicht plétzlich verschwinden kann.
Die Strome flieBen weiter in gleicher Richtung und fithren zu einer Anhéufung
von Ladungen, die im Zeitpunkt tzzlf ihren Hohepunkt erreicht und derjenigen
im Zeitpunkt ¢=0 gerade entgegengesetzt ist. Das Spiel wiederholt sich nun in
umgekehrter Richtung, bis nach einer vollen Periode dieser Ausgangszustand er-
reicht ist.

In dem gezeichneten Beispiel eilt der Strom am Anfang der Leitung der Span-
nung um 90° nach; d.h. die Leitung wirkt am Anfang so wie eine Induktivitit.
Je nach der Lange der Leitung verhilt sich die leerlaufende Leitung am Anfang
wie eine Induktivitit oder eine Kapazitit mit dem Blindwiderstand Z.

Ganz ahnliche Verhaltnisse ergeben sich bei kurzgeschlossenem Leitungs-
ende. Hier ist ,=0 und es wird

uy=—1,12 Zsina(I—)sinwt; }
(1052)
ip= I V?cosoc(l—x)coswt.

Am Leitungsende befindet sich jetzt ein Spannungsknoten, wihrend im ibrigen
das gleiche gilt wie im vorigen Fall.

36. Niitherungsformeln der Leitungstheorie.

Die genauen Leitungsgleichungen sind, wie im vorigen Abschnitt gezeigt wurde,
ohne weiteres zur praktischen Anwendung geeignet, und es ist daher nicht gerecht-
fertigt, grundsitzlich bei jeder Leitungsberechnung Naherungsmethoden und -formeln
zu beniitzen. Dagegen sind Vernachlassigungen, die die praktischen Verhiltnisse
beriicksichtigen, hiufig sehr niitzlich, wenn es sich
darum handelt, Uberlegungen iiber die Wirkung irgend-
welcher MaSnahmen beim ersten Entwurf von Anlagen o //
und Einrichtungen anzustellen; sie ermoglichen meist Z
erst einen derartigen Einblick in die Abhingigkeit der _ 7 p
einzelnen GroéBen voneinander, daf3 die Theorie kon-
struktiv ausgewertet werden kann. In dieser Beziehung //
kann man kaum zu weit gehen; es mufl nur nachtrag-
lich gepriift werden, ob die Ergebnisse mit der ge- Abb. 270. Frequenzabhiingigkeit von
naueren Rechnung geniigend iibereinstimmen, oder  D*mpfungs- und Phasenbelag.
welche Fehler die gemachten Vernachlissigungen ungiinstigstenfalls verursachen
konnen.

Berechnet man nach den GI. (1033) und (1034) Dampfungs- und Phasen-
belag fiir verschiedene Frequenzen, so ergeben sich Kurven von der in Abb. 270
gezeichneten Art. Bei hinreichend niedrigen Frequenzen kann w L’ gegen R’ ver-
nachlassigt werden; wird ferner G gegen w(’ weggelassen, so folgt

@

a=p=ViwC'R . (1053)

Diese Formeln gelten mit einer gewissen Anniherung fiir Kabelleitungen auch bei
hoheren Frequenzen, weil hier wegen der kleinen Leiterabstinde die Induktivitit
sehr klein und die Kapazitét grof3 ist. Bei Freileitungen dagegen ist schon fiir ver-
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haltnismaBig niedrige Frequenzen w L’ als grofl gegen R’ zu betrachten. Vernach-
lassigt man daher hier R’ gegen w L’ und ebenso G’ gegen w C’, so ergibt sich

a=w JI'C". (1054)

Das ist die Gleichung der geraden Linie, der sich der Phasenbelag bei hoheren
Frequenzen nahert. Aus Gl. (1034) folgt damit fiir den Déimpfungsbelag

R ﬁ G’

Diese Beziehung kann man unmittelbar auch durch die folgende Naherungsbetrach-
tung finden. Es werde eine fortschreitende Welle geniigend hoher Frequenzen

betrachtet, so daf iiberall U,

Ty
In einem Leitungsabschnitt von der Langeneinheit entstehen Stromwirmeverluste
von der Grofle 42 R’ und dielektrische Verluste 42@’; die Gesamtverluste in diesem

Abschnitt betragen also N,=2R'+ul¢.
Die an der Stelle x iibertragene Leistung ist
N =u,i,,
so daB die von der Welle mitgefiihrte Leistung je Langeneinheit um den relativen
Betrag Ny pris Ium ’
w =& w +0==7 + G'Z

abnimmt. Andererseits 148t sich diese Abnahme ausdriicken durch
1—e26,

Dies ergibt fiir geniigend kleine Werte von f angenihert 2, so da8 fir § die oben
abgeleitete Formel folgt.

Bei wirklichen Leitungen sind die Belage R’, ¢, L’, ¢’ nicht vollstindig unab-
héngig von der Frequenz der Wechselstrome; insbesondere wichst der Ableitungs-
belag aus den in Abschn. 19 beschriebenen Griinden nahezu proportional mit der
Frequenz. Der Dampfungsbelag wichst daher auch in dem Gebiet, in dem die
Naherungsformel (1055) gilt, mit der Frequenz an, um so mehr, je groBer die Ab-
leitungsdampfung gegen die Widerstandsdampfung ist. Bei den natiirlichen Leitungen
ist die Ableitungsdimpfung meist klein gegen die Widerstandsdimpfung. Hierauf
beruht die Moglichkeit, durch kiinstliches Erhohen des Induktionsbelages die
Démpfung zu verkleinern (Heaviside 1893, Pupin 1900, Krarup 1902). Eine
Vergroflerung der Induktivitit setzt nach GL (1055) die Widerstandsdémpfung
herab und vergroBert die Ableitungsdampfung, ergibt also eine Verminderung der

Gesamtddmpfung, solange die Widerstandsdimpfung

o—T: T— == Kleineristals die Ableitungsdampfung. Bei den Pupin-
10" ‘W— -= Leitungen wird der Induktionsbelag durch Spulen
g e s ——d vergroBert, die in bestimmten, einander gleichen Ab-

Abb. 271. Schema etner Pupin-Leitung. sténden s (etwa 2km) in Reihe mit der Leitung ein-

geschaltet werden, Abb. 271. Die Absténde der Spulen
miissen klein gegen die Wellenléinge der Fernsprechstréme sein, damit die konzen-
trierte Induktivitat ungefahr so wirkt wie eine verteilte. Die genauere Wirkung der
Spulen ergibt sich aus der Theorie der Kettenleiter. Man kann die zwischen je zwei
Spulen liegenden Leitungsabschnitte mit einer gewissen Anniherung als punkt-
formige Kondensatoren auffassen, so daf ein Kettenleiter vorliegt mit Spulen in
den Langszweigen und Kondensatoren in den Querzweigen. Ein solcher Ketten-
leiter hat oberhalb einer bestimmten Grenzfrequenz einen Sperrbereich; die Grenz-
frequenz muBl daher geniigend hoch iiber dem fiir die Sprachiibertragung notwen-
digen Frequenzbereich liegen.
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Bei der genauen Berechnung der Dampfung einer Pupin-Leitung muf die Wellen-
ausbreitung auf den zwischen je zwei Spulen liegenden Leitungsabschnitten beriick-
sichtigt werden. Denkt man sich die Leitung in einzelne Vierpole nach Abb. 272
unterteilt, indem die Spulen halbiert werden, so kann man das Ubertragungsmal
aus dem Verhéltnis der Spannung 11, am Anfang
dieses Vierpols und der Spannung 11, am offenen ;\—’ﬁﬂm\ 2.8 rm\o_sé
Ende berechnen, Gl. (981). Dieses Verhiltnis ¥ Ws U,
der beiden Spannungen ergibt sich auf folgende <= i<
Weise. Es setzt sich die Spannung am Anfang
des Vierpols zusammen aus der Spannung am
Anfang des Leitungsabschnittes 1, und dem
Spannungsabfall in der am Anfang liegenden Spule. Bezeichnen R, und L, Wirk-
widerstand und Induktivitdt einer Pupin-Spule, so gilt

U=U,+Fo2 (R, +jo L,). (1056)
Ferner ist, da das Ende des Vierpols offen sein soll,
8] =0 ) ue = 111 ’

und die Leitungsgleichungen ergeben fiir den homogenen Leitungsabschnitt

n,=1,Cofy,s;

So=g' @inzys.

1

Dabei bedeuten y, und 8, die Fortpflanzungskonstante und den Wellenwider-

stand des homogenen Leitungsabschnittes von der
Lange s. Aus diesen Gleichungen folgt v

Sl

7 1p 71
triztn 7/ni2ln

Abb. 272. Element einer Pupin-Leitung.

I =
Cofg=Cofy;s+ ”_;%w 2&iny,s. (1057)
Hieraus konnen die genauen Werte der Dampfung und P 7
des Winkelmafles der Pupin-Leitung berechnet werden. -
Praktisch beniitzt man meist Naherungsformeln, die 4
sich durch Reihenentwicklungen der Hyperbelfunktionen
ergeben. Im iibrigen gelten fiir die Pupin-Leitung die
Leitungsgleichungen, wenn
. g . X hi N .
. r="y (1058) 4278 Broquensbningigielsdos
gesetzt wird. genen Leitung.

Der Wellenwiderstand einer homogenen Leitung
hat grundsitzlich die in Abb. 273 dargestellte Frequenzabhéngigkeit, wobei ge-

setzt ist B8=2,+7Z,, (1059)
Z, und Z, also den reellen und imaginiren Teil darstellen. Im Bereich niedriger
Frequenzen ergibt sich die N'aherungsformel

V—r _,_
7w0’ o°

Zy=—Z,= ]/2w s (1060)

die bei Kabelleitungen brauchbar ist. Bei hohen Frequenzen gilt dagegen
P 1 R

1 R
Zl I/O,, Z2: 2 W . (1061)

Bei hohen Frequenzen nihert sich der Wellenwiderstand einem konstanten Wert,
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der bei Freileitungen zwischen 500 und 800 £, bei Kabelleitungen zwischen 100
und 200 2 liegt.

Die Leitungsgleichungen lassen sich vereinfachen, wenn die Leitungen ent-
weder sehr kurz gegen die Wellenléinge sind, wie bei Starkstromleitungen, oder sehr
lang, wie es bei Fernsprechleitungen hiufig der Fall ist.

Bei kurzen Leitungen kann man die fiir kleine Werte von ¢! giiltigen Nahe-
rungsformeln anwenden

Cojyl=1+41(yl)2, Ginyl=yl.
Dann wird aus den Leitungsgleichungen
Uy =0 (14392 + X (B' +j L)
S1=e (L+39218) + Uy (¢ + e O)1.
Da in den ersten Ausdriicken rechts 3922 klein gegen 1 ist, so kann man auch fiir
Naherungsformeln beniitzen. Bei Kabelleitungen gilt
y*~jRwC,

bei Freileitungen yiy — L/ (.
Im ersten Fall ist die durch diesen Faktor gegebene Korrektur meist vernachlissig-
bar. Im zweiten wird '

W,=U1—5?L/C'®)+3, (R +jo L)l; (1062)

1= (1 =32 L' C' )+, (¢ +j C')1. (1063)
Diese Gleichungen sagen folgendes aus. Wenn die Leitung leer lauft, so ist die
Spannung am Anfang kleiner als die Spannung am Ende; es tritt eine Spannungs-
erhéhung am Ende der Leitung ein vom relativen Betrag

o=%1w?L/C'I2. (1064)

Die Leitung nimmt ferner einen Ladestrom auf, der so berechnet werden kann wie
der Strom in einem Kondensator mit der Gesamtkapazitiat und der Gesamtableitung
der Leitung. Wird die Leitung belastet, so hat man zu der um die Spannungs-
erhéhung verminderten Endspannung den Spannungsabfall zu addieren, der so grof3
ist wie die Spannung an einer Spule mit dem Gesamtwiderstand und der Gesamt-
induktivitit der Leitung. Zum Ladestrom kommt bei Belastung der Belastungs-
strom, der aber um einen gleichen Betrag wie die Spannungserhthung zu vermindern
ist. Man kann auf Grund der Reihenentwicklungen der Hyperbelfunktionen leicht
feststellen, daf die Gl. (1062) und (1063) mit einem Fehler von weniger als einigen
zehntel Prozent gelten, solange o<<8% ist.

In dem Zablenbeispiel des vorigen Abschnittes ist

0=%1,085.10-%25. 10*=13,56%.
Nach der Formel (1062) wird also
1, =[105 - 0,8644-+(100—375) (50-+ 157)] V=
=[0,8644+0,05+0,1177-+70,157—0,0375]105 V=
=[1,032+§0,12]105 V. ‘
U;=11,03221-0,122105V=103,8 kV.
Der Fehler der Naherungsformel betréigt hier etwa 0,2%. Ferner ist nach Gl. (1063)
Sy =[(100—775)0,8644 105 (50--7 1730) - 10-6] A=
—[86,44—764,9-1-5,0+7 173] A=
=[91,4+7108,1]A. ,
L=Y91,42 1108, A=141,5 A,

Der Unterschied gegen die genaue Rechnung betrigt 1,4%.
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Bei Freileitungen ist das Produkt L’C” nach den Gl. (1020) und (1021), wenn
man von der geringen inneren Induktivitit absieht, eine Konstante, unabhingig
von Drahtabstand und -durchmesser, namlich

L' =eypy=1,112- 1072 (1065)

Daher wird die Spannungserhohung fiir eine Frequenz von 50 Hz
2

6=55-1077 (ﬁ) , (1066)
und die Naherungsformeln (1062/63) sind bis zu einer Leitungslinge von etwa
350 km brauchbar.

EFine am Ende offene kurze Kabelleitung kann man als einen Kondensator mit
einer bestimmten Kapazitit und einer bestimmten Ableitung auffassen. Ist die
Leitung hinreichend kurz, so sind die Werte der Kapazitit und der Ableitung
einfach zu berechnen aus c=C'l, G=01.

Man kann daher Kapazitits- und Ableitungsbelag mit Hilfe der in Abschn. 19
beschriebenen Anordnungen messen. Meist ist jedoch bei der Ableitung infolge der
endlichen Leitungslinge eine Korrektur des gefundenen Wertes erforderlich, die
sich aus der folgenden Uberlegung ergibt. Es gilt bei offenem Leitungsende

1, =U,Cofyl; 31:%%@inyz.

Daher ist der Eingangswiderstand
U, Gojyl
Ro=5 =8¢ Sinyl’
oder wenn man die Reihenentwmklungen der Hyperbelfunktionen einfiihrt, nihe-
rungsweise % — 31+ 3 1
AR R A e
s o 7/
Setzt man die Werte fiir y= JR(@ +jwC )~} R joC und SNV@T—I—RT)C" ein, so
ergibt sich
%—_—(G’+jw0')l(1—?§R’ij'l2)NG'Z—{—%R’COZC'zl?'—I—ij'l.
Von dem gemessenen Ableitungswert ist also zur Berechnung des Ableitungsbelages
die Grofle 1w?R/C'2 13
zu subtrahieren.

Als weiteres Beispiel einer elektrisch kurzen Leitung werde der Widerstand von
bifilaren Drahtschleifen, wie sie fiir MeBzwecke als Vergleichswiderstinde
verwendet werden, berechnet. Eine solche Schleife kann aufgefalit werden als eine
am Ende kurzgeschlossene Leitung von der Linge I. Es gilt daher

0, =383 Cinyl; = Coiyl.
Der Eingangswiderstand wird SR-—ﬂ‘ 3Tayl.

Damit nun der Widerstand der Schlelfe bei Wechselstrom moglichst gleich dem
Gleichstromwiderstand ist, mufl ¢! klein sein gegen 1. Um den EinfluB endlicher
Werte von y! zu erkennen, darf man daher die Entwicklungen ansetzen

Ginylapl(1+3y2);  Cofylal+3p22; Lgylryl(l—3ip2).
Damit wird R=(R'+jol N l(1—3(R'+jul)jol'?), (1067)
wenn die Ableitung, die sich durch gute Isolierung geniigend klein halten laBt,

vernachlissigt wird. Durch Ausmultiplizieren und Weglassen der Glieder mit hoheren
Potenzen von o als der ersten folgt

R=R'l+jo(L'—1R2C' ). (1068)
Kiipfmiiller, Elektrotechnik. 16
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Diese Beziehung zeigt, dall der Fehler des Widerstandes fiir ein ganz bestimmtes
Verhiltnis von Drahtabstand zu Drahtradius zu einem Minimum gemacht werden
kann, wenn némlich '=1iR: . (1069)
Hiervon wird Gebrauch gemacht bei der Herstellung von Prizisionswiderstinden,
bei denen bifilare Drahtschleifen zu zylindrischen Spulen aufgewickelt werden,
wenn sich auch dabei die Verhiltnisse nicht in so einfacher Form theoretisch dar-
stellen lassen.

Die elektrisch lange Leitung ist dadurch definiert, daBl die Dampfung §1
so groB ist, daB GinylaCofylajer?
wird. Das ist der Fall, wenn ﬂl groBer als 2 bis 3 ist. Die Leitungsgleichungen gehen
unter dieser Voraussetzung in die folgenden Beziehungen iiber

U=U+3J3)zer’; (1070)
=5 W F38)ker (1071)
Der Eingangswiderstand der Leitung wird gleich dem Wellenwiderstand:
By =g'=8.
Aus der Gl. (1070) folgt M=21e7"—5, 3. (1072)

Daraus geht hervor, da8 die Spannung am Ende der Leitung so berechnet werden
kann, wie wenn der Verbraucher an einen Generator

3 ¥ } angeschlossen wire mit der elektromotorischen Kraft

T ¢ | Gy=21,e 7 (1073)

|| ur R)|W und dem inneren Widerstand 8. Man kann daher

% i 3 l fiir eine lange Leitung das in Abb. 274 angegebene

Ersatzschema aufstellen, das fiir iiberschligige Be-
trachtungen wertvoll ist. Die Anfangsspannung be-
rechnet sich aus der elektromotorischen Kraft E,
der am Anfang der Leitung liegenden Ersatzstromquelle als Spannungsabfall an
dem Eingangswiderstand 8 der Leitung:

Abb. 274. Ersatzschema einer langen
Leitung.

- 3
ul—E’O%_'_S. (1074)
Damit kann man die elektromotorische Kraft €, am Leitungsende berechnen:
_2E,8e 7
C="gr, (1075)

und es ergeben sich Spannung und Strom am Ende der Leitung, wenn der am Ende
angeschlossene Widerstand R, bekannt ist.

Zahlenbeispiel: Der Dampfungsbelag einer Pupin-Leitung sei §=0,02 Neper/km bei 1000 Hz*;
der Wellenwiderstand sei Z=16002; die Leitung von 140 km Linge sei auf beiden Seiten mit
Widerstanden von R,=%,=20002 abgeschlossen Gesucht ist das Verhéltnis der Spannung
am AbschluBwiderstand zur elektromotorischen Kraft am Anfang.

Es ist p1=140- 0,02 Neper=2,8;

. E,1600
daher wird Ul——mm——o,444Eo.
E;=2.0,444E e—2.8=0,0541 E,.

~ F,2000
"=1500 1200056 Fa=0,030 K, . —2=0,030:

Einfache und allgemeine Beziehungen ergeben sich schliefilich bei beliebiger
Leitungslange, wenn der AbschluBwiderstand angenéhert gleich dem Wellen-

J J—

* Die Zahl Bl gibt die Zahl der Neper an (vgl. S. 229). In Amerika werden zur Darstel-
lung der Spannungs- und Stromverhéltnisse die Potenzen von 169.6 beniitzt und die Einheit
als 1 Bel bezeichnet; es ist daher: 1 Bel = 1,1513 Neper.
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widerstand der Leitung ist. Setzt man

Ro=3(1+e), (1076)
wobei g klein gegen 1 sein soll, so gilt
1, =1,60j
31=g(—17—7)(,oiyl+ g@inyl;
oder n,= 1+ (1+pe "Cofpllert; (1077)
1, .
3= gigg L e Cinyhert. (1078)

Hieraus folgt fiir den Eingangsmderstand
7l l
R,— & 31%‘%%%27 B(1+ge2rl). (1079)
Der Eingangswiderstand einer Leitung ist also um so genauer gleich dem Wellen-
widerstand, je groBer die Dadmpfung und je kleiner der Widerstandsunterschied o
ist. Die groBten Abweichungen des Eingangswiderstandes von dem Wellenwider-
stand haben den relativen Betrag lo]|e2pL.

Schon bei einer Dampfung f1=1,5 sind die Abweichungen des Eingangswider-
standes vom Wellenwiderstand nach GI. (1079) auch bei beliebig groBen Wider-
standsunterschieden ¢ kleiner als 10%.

Aus Gl. (1077) ergibt sich ferner fiir das Verhaltnis der Effektivwerte von An-
fangs- und Endspannung die Naherungsformel

U _.m
U, ¢
. . 1| o
deren Fehler kleiner ist als ?!m' .

Sechstes Kapitel.

Rasch verinderliche Felder.
37. Die Maxwellschen Feldgleichungen.

In einem langsam verinderlichen elektrischen Feld ist der Verschiebungsstrom
nach Abschnitt 18 definiert durch die Zunahme des Verschiebungsflusses in der
Zeiteinheit. Da sich der Verschiebungsflu im ganzen Nichtleiter ausbreitet, so
kann man die Dichte des Verschiebungsstromes einfiihren; sie betrigt

D e

@ Cw
und setzt sich mit der Dichte des Leitungsstromes im Nichtleiter zur Dichte des
wahren Stromes zusammen, Gl. (437). Der durch irgendeine Fliche im Nichtleiter
hindurchflieBende Gesamtstrom ist gleich dem Oberflichenintegral der wahren

Stromdichte: = f GdF. (1080)

Dies ist zunichst nichts weiter als eine willkiirliche Definition. Sie erhalt aber
ihren Sinn dadurch, daB nach der Erfa.hrung der Verschiebungsstrom in gleicher
Weise magnetische Wirkungen hervorruft wie der Leitungsstrom (Hypothese von
J.C.Maxwell, 1861).
Wird an die belden Platten @ und b eines Kondensators, Abb. 275, eine Wechsel-
stromquelle angeschlossen, so flieBt ein Wechselstrom in dem so gebildeten Strom-
16*
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kreis, der sich in dem isolierenden Raum zwischen den beiden Platten als Ver-
schiebungsstrom fortsetzt, so dall an jeder Stelle des Stromkreises der Gesamt-
strom den gleichen Wert hat. Schiebt man einen Eisenring A iiber den Stromleiter,
so entsteht in dem Eisenring ein magnetisches Feld mit konzentrischen Kraftlinien.
Das Linienintegral der magnetischen Feldstirke ist in jedem Zeitpunkt gleich der
Stromstirke ¢. Man kann den Induktionsfluf in dem Eisenring messen, indem
man den Eisenring mit Draht bewickelt, der an ein Voltmeter angeschlossen wird.
Wenn man nun den Eisenkern in die Lage B bringt, so ergibt sich infolge der ma-
gnetischen Wirkungen des Verschiebungsstromes der gleiche Induktionsflufl in dem
Ring wie bei 4 (wobei davon abgesehen werde, daf} ein Teil der Verschiebungslinien
sich auBen um den Ring herum schlieit). Diese Gleichwertigkeit von Verschiebungs-
strom und Leitungsstrom hinsichtlich der magnetischen Wirkung ist von grund-
legender Bedeutung, wenn es sich um rasch verdnderliche Vorginge handelt, da

der Verschiebungsstrom mit zunehmender Schnellig-

A keit der Feldstirkenanderungen wéchst.
Z Nimmt man den Verschiebungsstrom in das Durch-
u flutungsgesetz auf, so ergibt sich die erste Feld-
leichun

gieichung rot@_x@+eat, (1081)
//"/‘.I}Till:{]:ll =>;\ @ die besagt, dafl der Wirbel der magnetischen
8\ T ) Feldstirke an jeder Stelle des Raumes gleich
- - der wahren Stromdichte an dieser Stelle ist;

sie lautet in der Integralform
- é@d§=f<x@+e%)d%, (1082)

Abb. 275. Magnetische Wirkung des
Verschiebungsstromes.

wobei das Oberflichenintegral iiber eine Fliche zu
nehmen ist, die von dem Weg berandet wird, auf dem das Linienintegral ge-
bildet wird.

Die zweite Feldgleichung stellt eine Verallgemeinerung des Induktions-
gesetzes dar. Die in einem beliebigen geschlossenen Weg innerhalb eines Leiters bei
FluBsnderungen induzierte elektromotorische Kraft hat die Grofe

oV

Sie ist unabhéngig von dem Leitermaterial, und man hat daher anzunehmen, da@
das Linienintegral der elektrischen Feldstirke den gleichen Wert hat, auch wenn
iiberhaupt kein Leiter vorhanden ist. Diese Folgerung wird in der Tat durch die
Erfahrung bestatigt. Andert sich der magnetische Induktionsfluf in einem Nicht-
leiter, so ergibt sich also ebenfalls ein elektrisches Feld. Uber die Struktur dieses
Feldes kann man eine Aussage machen mit Hilfe einer ihnlichen Uberlegung, wie
sie bei der Berechnung des Wirbels der magnetischen Feldstirke ausgefithrt wurde.
Wir denken uns in dem Magnetfeld ein Flichenelement d senkrecht zur Richtung
der magnetischen Kraftlinien abgegrenzt. Wendet man auf dieses Flichenelement
das Induktionsgesetz in der eben ausgesprochenen Form an, so findet man

2B
T3 S}g@dg“—@?

_q_%_
ot *
Dies ist die zweite Feldgleichung in der Differentialform. Der Wirbel der elek-
trischen Feldstirke ist danach an jeder Stelle des Raumes gleich
der Abnahmegeschwindigkeit der Kraftliniendichte. Die Richtung des

oder rotG=— (1083)
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Wirbels der elektrischen Feldstirke ist die der magnetischen Kraftlinien; die Rich-
tung der elektrischen Feldstirke steht also iiberall senkrecht auf der Richtung der
magnetischen Kraftlinien.

Zwischen der elektrischen Feldstirke und dem magnetischen Induktionsflufl
besteht demnach ein #hnlicher Zusammenhang wie zwischen der magnetischen
Feldstirke und dem wahren Strom. So wie jeder elektrische Strom mit dem Auf-
treten eines magnetischen Feldes verkniipft ist, das geschlossene, mit den Strom-
linien verkettete Kraftlinien hat, so entsteht bei jeder Anderung des magnetischen
Induktionsflusses ein elektrlsches Feld mit in sich geschlossenen Kraftlinien, die
mit den magnetischen Kraftlinien verkettet sind. In der Integralform lautet die
zweite Feldgleichung
é@dé— ——| BAF, (1084)

wobei wieder das Oberflichenintegral iiber eine Fliche zu nehmen ist, die von dem
Integrationsweg des Linienintegrals berandet wird. Die Integrationsrichtung des
Linienintegrales bildet mit der positiven Richtung von d eine Rechtsschraube.

In Abb. 276a ist der Verlauf der elektrischen Feldlinien in der Umgebung eines
von Windungen freien Teiles eines Transformatorkernes dargestellt. Léngs einer
jeden Feldlinie hat die Umlaufspannung den gleichen /_\

Wert; sie ist gleich der Abnahmegeschwindigkeit des - ~
Flusses im Eisenkern, wenn man
von den magnetischen Streu-
linien absieht. Bringt man eine
Windung aus Kupferdraht in /
das Feld, wie in Abb. 276b, so
setzen sich die Leitungselektro-
nen unter der Einwirkung der \\
elektrischen Feldstirke in Be- \\
wegung, bis an dem einen Draht-
ende eine bestimmte positive La-
dung, am anderen eine negative Abb. 276a und b. Elektrisches Feld in der Umgebung eines
Ladung vorhanden ist, die fiir Transformatorkernes.

sich allein ein Potentialgefille in

entgegengesetzter Richtung erzeugen wiirden. Es stellt sich ein Gleichgewichts-
zustand ein, in dem die elektrische Feldstirke innerhalb des Drahtes Null ist. Die
ganze Umlaufspannung findet sich dann zwischen den beiden Drahtenden. Der
Leiter schiebt also das elektrische Feld auf den Raum zwischen seinen Enden zu-
sammen.

Nach den beiden Feldgleichungen sind das elektrische und das magnetische Feld
auf das engste miteinander verkniipft. Andert sich der InduktionsfluB, so entstehen
geschlossene elektrische Kraftlinien, die mit dem Flu verkettet sind. Mit dem
Entstehen der elektrischen Kraftlinien ist das Auftreten eines Leitungsstromes
und eines Verschiebungsstromes verbunden. Beide Strome erzeugen wieder ein
magnetisches Feld. Eine Anderung eines der beiden Felder fiir sich allein ist also
nicht méglich, ohne daf3 gleichzeitig sich das andere Feld verindert. Man kann in
vielen Fillen, nimlich wenn die Anderungen geniigend langsam vor sich gehen,
diese gegenseitige Abhingigkeit vernachlassigen. Bei der Beschreibung des Lade-
vorgangs eines Kondensators in Abschnitt 14 war z. B. stillschweigend die Voraus-
setzung gemacht, daB8 die entstehenden magnetischen Felder und ihre Riickwir-
kungen vernachlissigt werden konnen. Ganz dhnlich wurde bei der Berechnung
des Stromverlaufes nach dem Einschalten einer Spule, Abschnitt 26, zwar die in
dem Leiter durch die FluBdnderung entstehende elektromotorische Kraft beriick-
sichtigt, nicht aber das elektrische Feld, das nach der zweiten Feldgleichung auch
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auflerhalb der Leitungsdrihte vorhanden ist, und das durch seine Verschiebungs-
strome wieder auf das magnetische Feld zuriickwirkt. Der genaue Feldverlauf ist
auBerordentlich kompliziert und nur in wenigen besonders einfachen Fillen der
Berechnung zuginglich.

Man kann jedoch meist den infolge der Vernachlissigung der magnetischen Wirkungen des
Verschiebungsstromes entstehenden Fehler auf Grund der Feldgleichungen leicht abschitzen.
Als Beispiel werde die in Abb. 166 dargestellte Drosselspule betrachtet. FlieBt durch die Wick-
lung ein Wechselstrom von 50Hz mit dem Maximalwert 0,54 A, so entsteht ein magnetischer
Induktionsfluf mit dem Maximalwert @,=50000 M. Die infolge der FluBinderungen auf-
tretenden elektrischen Kraftlinien bilden ungefihr Kreise, die den FluB umschlingen; sie haben
daher eine mittlere Lange von etwa 15 cm. Nach dem Induktionsgesetz ist die Umlaufspannung
langs einer solchen Kraftlinie im Maximum

o P,=314 - 50000 - 10-85~1Vs=0,16 V.
Die Feldstérke lings der Kraftlinie ist daher ungefahr
6= 21V o0 V.
15em cm
und es betrigt die Dichte des Verschiebungsstromes im Maximum

F v A

0 |€]=0,886 - 10717 314 0,01 51— ~3 10710
Denkt man sich das ganze Fenster des Eisenkerns mit
+ [+ TN einem Verschiebungsstrom von dieser Dichte ausgefiillt,
T T 5 (+ so ist sein Querschnitt ungefihr 28 cm? und die durch die
/ ynn Verschiebungsstrome verursachte zusétzliche Durchflutung
+ f /74N betrigt ©/=3-10-13. 28 A~10-11A.
=T } ¢ VoV Das ist ein verschwindend kleiner Betrag gegen die Durch-
| \ \ g geg
W\ i/ / flutung des Wechselstroms in der Wicklung von 3600 A.
\ \7~ Die enge Verkniipfung der magnetischen und
= \‘_ = _~# elektrischen Felder, wie sie in den Feldgleichungen
} \* - zum Ausdruck kommt, hat zur Folge, da sich

Abb. 277. Elektrostatisches Feld bei einem jede Feld'anderung im Raum nur mit einer end-
" interbrochenen Stromkreis. lichen Geschwindigkeit ausbreiten kann. Es ist
interessant, das Entstehen eines magnetischen

Feldes an Hand der beiden Grundgesetze etwas genauer zu verfolgen. In Abb. 277
ist ein einfacher Stromkreis mit einer Gleichstromquelle aufgezeichnet, der an
einer Stelle eine Unterbrechung mit ganz kleinem Abstand der beiden Drahtenden
haben soll. Infolge der von der Stromquelle erzeugten Potentialdifferenz spannen sich
elektrische Kraftlinien von dem positiven Drahtende zum negativen. Auf der Ober-
fliche des oberen Drahtes befinden sich positive, auf der Oberfliche des unteren Drah-
tes negative Ladungen. Wir wollen nun verfolgen, wie sich das Feldbild veréndert,
wenn die beiden Drahtenden miteinander in Berithrung gebracht werden. In Abb. 278a
ist gezeigt, wie unmittelbar nach der Beriihrung der beiden Drihte die einander benach-
barten Ladungen entgegengesetzten Vorzeichens infolge der Krifte des elektrischen
Feldes sich auszugleichen suchen. Dieser Ausgleich wirkt so, wie wenn in einem kurzen
Abschnitt des Drahtes in der Umgebung der Beriihrungsstelle ein Strom von oben
nach unten flieBen wiirde. Dieser Strom baut das elektrische Feld ab, und es ergibt
sich daher ein Verschiebungsstrom, der von unten nach oben flieft und den Leitungs-
strom schlieBt; er ist in der Abbildung gestrichelt eingezeichnet. Dieses Bild ist
aber nicht vollstindig. Infolge des Stromes ergibt sich nach der ersten Feldgleichung
in der Umgebung der Berithrungsstelle ein magnetisches Feld, dessen Kraftlinien
den Strom im Leiter ungefihr in Kreisform umschlieBen, und zwar innerhalb des
von den Verschiebungsstrémen begrenzten etwa kugelfosrmigen Raumes. Aufierhalb
dieses Raumes konnen keine derartigen Kraftlinien auftreten, da ihre Durchflutung
Null wére. Das Entstehen des magnetischen Feldes hat nach der zweiten Feld-
gleichung ein elektrisches Feld zur Folge, mit Kraftlinien, die wieder mit dem
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magnetischen FluBl verkettet sind. Langs der Strombahn, die durch den Leitungs-
strom und den Verschiebungsstrom gebildet wird, wirkt die Umlaufspannung dieses
elektrischen Feldes, und man findet aus den Richtungsregeln, daB die induzierte elek-
tromotorische Kraft dem Strom auf diesem Weg entgegenwirkt. Das Magnetfeld sucht
also das Anwachsen des Stromes und damit den Abbau des urspriinglichen elek-
trischen Feldes zu verhindern. Je rascher der Strom anwichst, um so schneller
wiichst das magnetische Feld, um so grofer wird aber die den Strom hemmende
elektromotorische Kraft. Es stellt sich daher ein Gleichgewicht ein zwischen der
Feldstirke des urspriinglichen Feldes und der durch das Anwachsen des Magnet-
feldes nach dem Induktionsgesetz entstehenden elektrischen Feldstirke, so dal
der Abbau des elektrischen Feldes mit einer ganz bestimmten endlichen Geschwin-
digkeit vor sich geht. Einige Zeit spiter finden wir die in Abb. 278 b dargestellte Feld-
verteilung. Die Ladungen sind nun bereits auf einer gréferen Linge des Drahtes
ausgeglichen, ein groBerer Raum ist frei vom elektrischen Feld; er ist bereits mit
dem magnetischen Feld ausgefiilit. In dem Raum auBerhalb dieser Zone hat das
elektrische Feld noch die gleiche Beschaffenheit wie vor dem Schlieen des Strom-
kreises. Der Vorgang setzt sich in gleicher Weise fort, wobei die durch die Ver-
schiebungsstréme gebildete Grenzfliche
zwischen dem urspriinglichen elektri-
schen Feld und dem entstehenden mag-
netischen Feld immer weiter in den
Raum hinauseilt, bis schlieRlich der
ganze Raum vom magnetischen Feld
ausgefillt ist (vom Spannungsabfall
langs des Leiters, der ein schwaches
elektrisches Feld bedingt, sehen wir
hier ab). Diesen Vorgang der Ausbrei-
tung des Feldes _bezewhnet man als Abb. 278. Abbau des elektrischen und Aufbau des magne-
elektromagnetische Welle. tischen Feldes.

Eine elektromagnetische Welle ent-
steht immer, wenn sich die Strome oder Spannungen in einem Stromkreis
irgendwie andern; einige spezielle Formen und Eigenschaften der elektromagne-
tischen Welle werden im nichsten Abschnitt betrachtet.

Bildet man auf beiden Seiten der ersten Feldgleichung die Divergenz, so ergibt
sich mit Hilfe von Gl. (625) dive=0, (1085)

eine Beziehung, die aussagt, dafl die Linien des wahren Stromes immer in sich
geschlossen sind. Endigt ein Leitungsstrom an einer Grenzfliche zwischen einem
Leiter und einem Nichtleiter, so flieBt ein Verschiebungsstrom gleicher Stirke im
Nichtleiter von dieser Stelle weg.

Auf dem gleichen Weg ergibt sich aus der zweiten Feldgleichung

% div8=0, oder div B=konst. Die Konstante ist

erfahrungsgems Null, also
div8=0. (1086)
Die magnetischen Kraftlinien sind immer in sich geschlossen. In den vier Gl. (1081),
(1083), (1085) und (1086) sind alle Gesetze enthalten, die fiir den Verlauf beliebiger
elektrischer Felder gelten. An den Grenzflichen von Stoffen verschiedener Eigen-
schaften ergeben sich aus diesen Gleichungen gewisse Grenzbedingungen, die
eine Verallgemeinerung der frither aufgestellten Grenzbedingungen darstellen, und
zwar sind es im ganzen vier Bedingungen, die an Grenzflichen erfiillt sein miissen.
1. Die Normalkomponente der wahren Stromdichte muB stetig

sein: G = 0. (1087)
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Dies folgt aus Gl. (1085), wenn man ein Flichenelement der Grenzfliche betrachtet.
Der von der einen Seite eintretende Strom mufl gleich dem auf der anderen Seite
austretenden Strom sein. An der Grenzfliche zwischen einem metallischen Leiter
und einem Isolator gilt folgendes. Innerhalb der Metalle ist der Verschiebungsstrom
wegen der hohen Leitfihigkeit gegeniiber dem Leitungsstrom nicht nachweisbar.
In Metallen gibt es praktisch nur den Leitungsstrom. In einem guten Isolator,
z. B. Luft, iiberwiegt andererseits der Verschiebungsstrom. Es muB daher hier
d@ﬂz

dt

sein. Die Normalkomponente des Leitungsstromes geht stetig iiber in die Normal-
komponente des Verschiebungsstromes; die Normalkomponente der elektrischen
Feldstirke hat auf beiden Seiten von Grenzflichen im allgemeinen verschiedene
Werte.

2. Die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstirke muB

stetig sein: €, =6C,,. (1088)

Diese Beziehung folgt aus der Integralform der zweiten Feldgleichung, wenn man
sie auf ein unendlich schmales Rechteck anwendet, dessen Lingsseiten auf beiden
Seiten der Grenzfliche liegen, und dessen Schmalseiten die Grenzfliche durchsto3en.
Die beiden Bedingungen 1. und 2. zeigen, daB im allgemeinen Fall die Linien des
wahren Stromes an den Grenzflichen gebrochen werden, und zwar in ziemlich
komplizierter Weise, wenn es sich um zeitlich verinderliche GroBen handelt. In
Wechselfeldern durchliuft der Winkel, den die Stromlinien mit der Grenzfliche
bilden, wihrend jeder Periode 360° (vgl. Abschnitt 38).

3. Die Normalkomponente der magnetischen Induktion muB

stetig sein: B1= B,z (1089)

Dies folgt aus Gl. (1086) in gleicher Weise wie friiher, ebenso
4. Die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstirke muf

stetig sein: D:1=9;0- (1090)

Die magnetischen Kraftlinien werden also gebrochen, wenn die Permeabilitit in
den beiden aneinander grenzenden Stoffen verschiedene Werte hat.

Die Feldgleichungen gelten in der hier aufgestellten Form zuniichst nur fiir
ruhende Korper. Bei Bewegungen von leitender oder nichtleitender
Materie im Raum treten Effekte auf, die durch diese Gleichungen nicht beschrieben
werden. Wichtig fiir die technischen Anwendungen ist jedoch der EinfluB der Be-
wegung nur bei den elektrischen Indukt10nsw1rkungen magnetischer Felder. Fiir
diese gilt erfahrungsgemif die zweite Feldgleichung in der Integralform (1084),
wenn die Randlinie s fest mit den Koérperelementen verbunden gedacht wird. Bei
Bewegungen materieller Korper gegen ein zeitlich konstantes magnetisches Feld
ergibt sich in den bewegten Korpern eine elektrische Feldstirke von der durch
Gl (533) bestimmten GroBle. Wenn sich das Magnetfeld zeitlich andert, so tritt
zu dieser Feldstirke noch ein Betrag €', der genau so wie bei ruhenden Kérpern
durch die Anderungsgeschwindigkeit der magnetischen Induktion an der betreffenden
Stelle des Raumes bestimmt ist, gemaB der Gleichung:

%@nl_e

rot@’ = — %
Die wirkliche Feldstirke ist daher

und es ergibt sich die zweite Feldgleichung fiir bewegte Korper in der
Differentialform 0B
rot@= — ~+rot[vB]. (1091)
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Die iibrigen elektromagnetischen Effekte, die bei Bewegungen von materiellen
Korpern auftreten, haben fiir die Technik wegen ihrer Kleinheit keine Bedeutung.
Es sind im wesentlichen die folgenden:

1. Bewegte Raumladungen wirken wie elektrische Strome von der Dichte

®=ov (1092)

und erzeugen daher ebenso wie diese magnetische Felder.

2. Bei der Bewegung von geladenen Leitern, und daher auch von elektrischen
Feldern im Raum werden elektrische Ladungen transportiert und damit magnetische
Felder erzeugt. Die magnetischen Felder rufen wieder in beiden Fillen nach dem
Induktionsgesetz zusdtzliche elektrische Felder hervor.

3. Auch bei der Bewegung ungeladener Leiter entstehen elektrische und ma-
gnetische Felder, wenn sich die Bewegungsgeschwindigkeit zeitlich &ndert, da dann
die Leitungselektronenwolke infolge ihrer Tragheit etwas voreilt oder zuriickbleibt,
so daB unkompensierte Ladungen auftreten.

38. Die elektromagnetische Welle.

Nach dem vorigen Abschnitt entsteht eine elektromagnetische Welle, sobald sich
Strome oder Spannungen zeitlich dndern. Zeitlich konstante Spannungen und
Stromungen liegen vor, wenn sich Elektrizitatsmengen in Ruhe oder in gleich-
formiger Bewegung befinden; Strom- und Spannungsiénderungen werden durch
ungleichmiBig bewegte Elektrizitatsmengen verursacht. Die einfachste elektro-
magnetische Welle wird sich daher ergeben, wenn eine punktférmige Elektrizitats-
menge in einem sonst von Ladungen und materiellen Kérpern freien Raum ungleich-
formig bewegt wird. Die bei allgemeinen Bewegungen von réumlich ausgedehnten
Ladungen entstehenden Wellen lassen sich durch Uberlagerung der von den einzelnen
Ladungsteilchen ausgehenden Wellen darstellen.

Da sich jede Bewegung in eine unendliche Fouriersche Reihe von zeitlich sinus-
formigen Bewegungen zerlegen 1463t, so erhilt man einen Einblick in diese Vorginge,
wenn man eine sinusférmige Bewegung von Ladungen betrachtet. Solche Be-
wegungen treten auf, wenn sich die Strome und Spannungen in einem Stromkreis
zeitlich sinusformig verindern. Dann besteht der Elementarvorgang darin, dafl eine
punktformige Ladung (Elektron) gegen eine gleichgroe Punktladung entgegen-
gesetzten Vorzeichens (Atomrest) nach einem Sinusgesetz Schwingungen sehr kleiner
Schwingungsamplitude ausfiihrt. In jedem kleinen Ausschnitt eines von Wechsel-
strom durchflossenen Leiters schwingt die durch die Elektronenwolke repréisentierte
negative elektrische Ladung gegeniiber der feststehenden positiven Ladung der
Atomreste in der Stromrichtung hin und her. Von der schwingenden Elektronen-
wolke gehen elektromagnetische Wellen aus.

Die spezielle Form der elektromagnetischen Welle, die von einem unendlich
kleinen Ausschnitt aus einem wechselstromdurchflossenen Leiter im freien Raum
ihren Ausgang nimmt, ist zuerst von H. Hertz berechnet worden (1888). Man kann
sich die von einer Sendeantenne der drahtlosen Telegraphie und Telephonie aus-
gehenden Wellen aus solchen Elementarwellen zusammengesetzt denken. Im folgen-
den wird diese Elementarwelle naher betrachtet.

Die Lage eines beliebigen Punktes P im Raum gegeniiber der schwingenden
Ladung (Dipol) werde durch Zylinderkoordinaten, Abb. 279, gekennzeichnet. Die
z-Achse werde in die Bewegungsrichtung der Ladung gelegt. Aus Symmetriegriinden
hingen dann die FeldgréBen nur von den beiden Koordinaten « und z ab. In dem
Raum auflerhalb des Dipols gelten die Feldgleichungen in der Form

rotH=jwe€; (1091)
rot@=—jou,9, (1092)
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wenn der Voraussetzung gemif eine sinusformige Zeitabhangigkeit mit der Kreis-
frequenz w eingefithrt wird. Da formal die Beziehung (1091) der im ruhenden
magnetischen Feld geltenden Beziehung entspricht, wenn @& an Stelle von jwe &
eingefithrt wird, so kann man auch hier die magnetische Feldstirke aus einem Vektor-
potential ableiten, indem man setzt

H=rot . (1093)
Fithrt man dies in die zweite Gleichung ein, so folgt
rot (€45 uy2A)=0. (1094)

Diese Gleichung sagt aus, daB das Feld des in der Klammer stehenden Vektors
wirbelfrei ist; daher kann dieser Vektor aus einem zunichst noch unbekannten
skalaren Potential @ abgeleitet werden; wir setzen

C+jou, A= —gradp,
oder E=—gradg—jwu, . (1095)
Fiihrt man andererseits den Ansatz (1093) in Gl. (1091) ein, so folgt mit Hilfe der

Rechenregel (626) grad div¥{— A= jo 80@ ’
? oder G=- ! grad div— — 1 A9 (1096)
Jwey Jwé
z 4 Durch Vergleich dieser Beziehung mit Gl. (1095) findet man
— 1 .=
01 p=— Torn div ¥, (1097)
Abb. 270, AUA=—w?eyu,N. (1098)
Koordinaten des Wir setzen zur Abkiirzung
schv]\gl_ngtinden 1 km
PO 0= —— =299800—; (1099)
Eolbo
d i . = -
ann wird aus GIl. (1098) A= — %29[- (1100)

Fiir die Augenblickswerte des Vektorpotentials gilt also die sogenannte Wellen-
gleichung: 102y
AQ[»—?E—aT. (1101)
Die magnetischen Kraftlinien sind aus Symmetriegriinden Kreise, deren Mittel-
punkte auf der z-Achse liegen. Es mufl daher der Vektor ¥ parallel zur z-Achse
gerichtet sein. Wir nehmen ferner an, daB genau so wie im Fall des stationiren
Feldes, Gl. (636), der Vektor % nur von dem Abstand des Punktes P von der Er-
regungsstelle abhangt. Es zeigt sich, dafl man mit dieser Annahme alle Bedingungen
des Problems erfiillen kann. In Kugelkoordinaten lautet nun die Gl (1100), da
alle Komponenten von ¥ mit Ausnahme der in der z-Richtung Null sind,

1 dz('rﬁ,) w?—
Todr T e
hieraus folgt A, = Aetr,
wobei b=§< (1102)

und A eine zunichst noch unbestimmte Konstante darstellt. Da wir uns auf die
Betrachtung von Feldern beschréinken, die von dem Dipol ausgehen, so ist nur
das negative Vorzeichen von %k brauchbar, und es wird schlieBlich

WA="¢ ©. (1103)
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Die Augenblickswerte bestimmen wir durch Multiplikation mit ¢/#* und Projektion
die imagini :
auf die imaginire Achse o — _f_ sinw(t—— % ) (1104)

Das Vektorpotential ist also hier durch eine nach allen Richtungen hin fortschreitende
Welle dargestellt, deren Geschwindigkeit ¢ ist, und deren Amplituden umgekehrt
proportional mit dem Abstand r abnehmen.

Es lassen sich nunmehr die FeldgréBen mit Hilfe der GIl. (1093), (1096) be-
rechnen. Die magnetische Feldstirke hat iiberall die auf ¢ und z senkrechte
Richtung. Mit Gl. (1093) ergibt sich

; o, oA, dr
@:rotaﬂlzz—?ﬁ: G T
Da r=Jz24a?,
. dr a o
80 ist =
da J2+a® T
also :{):A—%[%rcosw@— %>+sinw<t~ ~Z—>J (1105)

Je mehr man sich dem Erregungszentrum nahert, um so mehr iiberwiegt das zweite
Glied in der Klammer. In der unmittelbaren Nihe der schwingenden Ladung

wird daher H= A%sjnwt. (1106)

Andererseits ist nach der Ampéreschen Formel die magnetische Feldstérke in der
Umgebung eines geraden Stromleiters von der kleinen Lénge I, der von einem
Wechselstrom = I}@sinw p

durchflossen wird, Gl. (642),
H= 1V2 JIsinwt. (1107)

Der Vergleich mit Gl. (1106) zeigt, daB das berechnete Feld, wie es sein mu8, iiber-
geht in das Feld des geraden Stromleiters, wenn man setzt

1211,
A== (1108)
Zur Berechnung der elektrischen Feldstiarke beniitzen wir Gl. (1095) in
d _ — —
er Form (&zjw%grad div¥—jo e . (1109)
0
Es ist nach Gl (352) 590 4%, ar 2 0%,
W¥="9z = or dz r or°
Hieraus folgt mit den GI. (359)
52g[ z\2 rZ—z o,
grad, (div¥[,)= \r) 6r2 5 Ay
22U, azd®U, az o,
grad, (dive0) = 57ot = 5 55 — 5
grad, (div¥[,) =0
—_ .oT
Ferner ist on, 4 o\ "'
4 = — (1% e 7
— 07
029

- et ()

— —iy or\ | .
C=tre “[m @215 +ourt =) ; (1110)

Damit ergibt sich

or
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LOr

— —j~— 2

G,= f—.“—zoe “[3+3i% — (<)) (1111)
€,=0. (1112)

Der Vektor der elektrischen Feldstéarke liegt also in der durch den Punkt P gehen-

den Meridianebene; er steht daher iiberall senkrecht auf $, Abb. 280.

In der drahtlosen Technik interessieren die Feldvektoren besonders in grofer

Entfernung von der Erregungsstelle. Hier kommen im wesentlichen nur die Glieder
mit den hochsten Potenzen von r und z in Betracht, so

z & 6 daBl angenshert gilt

< ; C.=djop, ¢ °; (1113)

T

P — —i—
b AL @(Z:Ajw,uo%ze ‘. (1114)
4 Die Augenblickswerte sind bei Wahl der imaginiren Achse
als Zeitachse 2__y2
Abb. 280. Elektrische und ma- C,=Adoy, z p " cosw (t — %) ; (1115)

gnetische Feldstirke in der
Umgebung dqs schwingenden

Dipols. Eo=Awptyrrcoso(t— %) . (1116)
\
Um diese beiden Komponenten der elektrischen Feldstirke zusammenzusetzen,

berechnen wir mit Hilfe von Abb. 281 die in die Richtung von r fallende Komponente
der elektrischen Feldstirke. Auf Grund der Ahnlichkeit der dort schraffierten Drei-

ecke ist 2 a
@r: (‘SZT +(§a7 .

Setzt man hier die obigen Werte ein, so ergibt sich €, =0, d. h.
die Feldstirke steht senkrecht auf dem Radius r. Thre Grofie

ist h Abb. 2
ist nac 81 G— __%@z_*_»;@a,

oder mit den GI. (1115) und (1116)
a r
@:wﬂoﬁAcom(t— 7). (1117)

Fiir die magnetische Feldstidrke ergibt sich unter der gleichen
Voraussetzung grofler Entfernung von der Erregungsstelle

Abb. 281. Berechnung — 2 i . I_
des Vektors der elek- ‘i) c r2 Acosw (¢ ¢/ (1118)

frischen Feldstirke. Magnetische und elektrische Feldstirke liegen also zeitlich in
Phase und stehen raumlich senkrecht aufeinander. Beide Felder breiten sich mit
der Geschwindigkeit ¢ in radialer Richtung aus. Der radiale Abstand zweier Punkte

Aso%’f—:% (1119)

In jedem Zeitpunkt und an jedem Ort ist das Verhéltnis der elektrischen zur magne-
tischen Feldstéirke G o

5"——#06:‘/;3 =Z,=31780. (1120)

Man kann diese GroBe als den Wellenwiderstand des leeren Raumes be-
zeichnen, da sie fiir die elektromagnetische Welle eine #hnliche Bedeutung hat wie
der Wellenwiderstand einer Leitung fiir die Leitungswellen. Fiir den Effektivwert
der elektrischen Feldstirke ergibt sich aus den GL (1117) und (1108), wenn noch
der Winkel ¢ zwischen r und z eingefithrt wird,

GRS ) (1121)

T
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@eff

Es ist ferner Oorr=7 -
1]
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(1122)

Die Ausstrahlung ist also am stirksten in der Richtung senkrecht zum Dipol (= 909),

sie ist Null in der Richtung des Dipols ($=0).

Da im elektrischen und magnetischen Feld Energie aufgespeichert ist, so wird
durch die elektromagnetische Welle Energie transportiert. Nach den Gl. (324) und

(694) ist die in der Volumeneinheit aufgespeicherte Energie

le%eoi@[2+%yo|@}2.

(1123)

Da die beiden Vektoren € und $ nur von r und 9 abhéngen, so kann man die Energie
berechnen in einem Volumenelement, das nach Abb. 282 durch Breitenkreise gebil-

det wird. Das Volumenelement hat den Inhalt
AV =2mrisinddr.

(1124)

Die Energie, die in diesem Volumenelement im Mittel aufgespeichert ist, betriagt

d*W = (3&0€Zy; + F 1o D% AV,

1 1
&2W = (—580@3@, + —guoiﬂo@gﬁ)dvz%@fﬁdv. (1125)

Magnetische und elektrische Energie sind gleichgroBl. Die zwischen zwei
konzentrischen Kugelflichen mit dem Abstand dr im Mittel vorhandene Energie

ergibt sich durch Integration von (1125):
1272
r

=
— e
dW—ﬁ.:de2W__eo4f
Die Welle durchlauft die Strecke dr in einer Zeit

a=".
[
Die in der Zeiteinheit durch eine Kugel vom Radius r nach
auBlen flieBende Energie ist daher
AW 2aZ, 27 1\
Ns: W:Tzélzpfz: ?12Z0<]—> . (1127)
Sie ist unabhingig vom Radius r der Kugel, da wir den
Raum als vollkommen isolierend vorausgesetzt haben, und in-
folgedessen keine Verluste an Energie durch Umwandlung in
Wirme entstehen.

L Py Of sind9dd =" eoud I2Rf2dr.  (1126)

A
{ \\ -

Abb. 282. Berechnung des
Energieflusses.

Die hier gefundenen Ergebnisse kann man in folgender Weise auf die Berechnung
der Strahlung einer Antenne der drahtlosen Telegraphie anwenden. Wenn die Linge
einer solchen Antenne klein gegen die Wellenléange A ist, so hat die Stromstéirke in
jedem Zeitpunkt lings der ganzen Antenne angenihert den gleichen Betrag. Man
kann sie dann als einen Dipol auffassen. Den EinfluBl der Erde kann man durch
das Verfahren der Spiegelung beriicksichtigen. Da die Leitfahigkeit der Erde sehr
groB ist gegen die dielektrische Leitfahigkeit der Luft, so stehen die elektrischen
Feldlinien auf der Erdoberfliche nahezu senkrecht. Diese Bedingung ist nach
Abb. 280 und GI. (1111) auf der Mittelebene eines Dipols (2=0) erfiillt. Um also
die von einer Vertikalantenne von der Hohe A ausgestrahlte Leistung zu berechnen,
hat man die Antenne durch ihr Spiegelbild zu einem Dipol von der Linge =25
zu erginzen. Die von dem Dipol ausgestrahlte Leistung ist nach Gl. (1127) in dem

oberen Halbraum 12n

N,= —2—?12%4(—’})2.

(1128)

Diese Leistung mufl von dem die Antenne speisenden Wechselstromgenerator ge-
liefert werden. Sie ergibt also einen Beitrag zum Wirkwiderstand der Antenne,
den man als den Strahlungswiderstand R, der Antenne bezeichnet; er be-

rechnet sich aus N,=I*R,.

(1129)
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Danach ist der Strahlungswiderstand einer Vertikalantenne von der Hohe &
47, (h\2 h\2
R=7,7) =1580(7) Q. (1130)

Er wichst mit dem Quadrat der Hohe der Antenne, wobei aber zu berticksichtigen
ist, daB die Formel (1130) nur gilt, solange & klein ist gegen A.

In Abb. 283 ist der Verlauf der elektrischen Feldlinien in der Umgebung der
Antenne veranschaulicht (H. Hertz, 1888). Die Abb. 284 zeigt, wie man sich den
Vorgang der Ablésung der elektrischen
Feldlinien von der Antenne vorzustel-
len hat.

Die in einem allgemeinen elektro-
magnetischen Feld strémende Energie
148t sich wie die in einem ruhenden Feld
aufgespeicherte Energie durch die Feld-
grofen € und § ausdriicken. An jeder
Stelle eines elektromagnetischen Feldes
ist in der Volumeneinheit die Energie

N
e—i—

Abb. 283. Elektrisches_—!D f‘elilbild des schwingenden W= 33 @24 Jg 12 .@2
pols.

aufgespeichert. Andern sich die Feld-
groBen zeitlich, so dndert sich die aufgespeicherte Energie, es wird also Energie im
Raum transportiert. Wahrend des Zeitelementes dt nimmt die Volumeneinheit den

Energiebetra 9 d
giebetrag AW, =G di u o di
auf. Fiihrt man hier die beiden Feldgleichungen ein in der Form
sa—£=rot$)~—%(5,,

y%—‘?—:—rob@,

so folgt AW, =Crot Hdi—HrotEdt—»E2ds. (1131)
Der letzte Ausdruck rechts gibt an, wie gro die wihrend der Zeit df in Wirme
umgewandelte Feldenergie ist; die beiden ersten Glieder stellen daher den Zu-

TN N7\
SO

Abb. 284. Schematische Darstellung des Entstehens der elektromagnetischen Welle bei einer vertikalen Antenne.

wachs der Feldenergie in der Zeit dt, bezogen auf die Volumeneinheit, dar. Die
Energie, die in der Zeiteinheit aus einem beliebigen Volumenelement dV heraus-

flieBt, ist daher AN = (HrotE—Erot H)dV
oder bei Anwendung der Gl. (627)
AN=dV div[€H]. (1132)

Nach Poynting (1884) setzt man
€pl=8, (1133)
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sodaB AN =4V div . (1134)

Mit Hilfe des Satzes von GauB, Gl. (350), folgt damit fiir die Energie, die aus
einem beliebigen Raum in der Zeiteinheit herausfliefit,

N=§&dg, (1135)
wobei das Integral iiber die Oberfliche des Raumes zu bilden ist. N stellt also die
Leistung dar, die aus dem Raum in jedem Zeitpunkt herausgeliefert wird, und der
Vektor & gibt an, welche Richtung an jeder Stelle des Raumes die Energiestromung
hat und wie grol die Leistung ist, die durch die Querschnittseinheit einer Fliche
hindurchgeht, die senkrecht zur Richtung der Energiestromung steht. Man nennt
daher diesen Vektor die Dichte der Energiestrémung oder die Strahlungs-
dichte. Wie die Abb. 285 zeigt, bilden die drei Vektoren €, § und & ein Rechts-
system. Der Betrag der Strahlungsdichte ist

|&|=|€|-|D|-sina. (1135)
Die Energiestrémung kann also in einfacher Weise berechnet werden, wenn die
elektrische und die magnetische Feldstirke bekannt sind.

Nach den obigen Ausfithrungen stehen die elektrischen und magnetischen Kraft-
linjen in einer elektromagnetischen Welle bei geniigend groBlem Abstand von der
Erregungsstelle senkrecht aufeinander und senkrecht zum Radius, der von der
Erregungsstelle zu dem betrachteten Punkt gezogen
wird. Der Vektor © hat die Richtung des Radius, er €
weist von der Erregungsstelle weg. Sein Betrag ist
gleich dem Produkt aus elektrischer Feldstirke und

magnetischer Erregung. p
Man kann in grofem Abstand von der Erregungs- g

stelle die Wellenfront mit einer gewissen Annidherung
als eben ansehen und bezeichnet daher diesen be- Abb. 285. Strahlungsdichte.
sonders einfachen Fall der Welle als ebene elektro-

magnetische Welle. In einer solchen Welle hingen die FeldgréBen nur von
einer einzigen Koordinate z in der Fortpflanzungsrichtung ab. Die Feldgleichun-
gen lauten, wenn € in die y-Richtung, $ in die z-Richtung gelegt wird

9 06
rot 9, = — - =&z, (1136)
0E 0.
rotz(£=8—5=—-,uo~a%. (1137)
Differenziert man die erste dieser beiden Gleichungen nach #, die zweite nach z,
so ergibt sich 29 1€
dzor 0 gp
29 1 2C
dzdt p, 0aF "
] %€ PRE 1 7€
Hieraus folgt Bz =801L£0W = ? i (1138)
I o 29 1 029
Ahnlich ergibt sich T2 = I (1139)
Die allgemeine Losung dieser Gleichungen ist
C=F(xtct), (1140)
wobei F eine beliebige Funktion darstellt und
9=F, 6. (1141)
0

Durch Einsetzen in die Differentialgleichungen kann man sich leicht von der Richtig-
keit dieser Losung iiberzeugen. In einer ebenen Welle bleibt also eine beliebige



256 Rasch verinderliche Felder.

Verteilung der Felder in der x-Richtung erhalten, sie wandert jedoch mit der
Geschwindigkeit ¢ fort. Im allgemeinen Fall sind Wellen nach beiden Richtungen
hin méglich; das obere Vorzeichen gilt fiir Wellen, die in Richtung negativer x
fortschreiten, das untere Vorzeichen fiir Wellen umgekehrter Richtung. Fiir die
letzteren ist also

Sl

C=F(x—ct); @——Z (x—ct). (1142)

Elektrische und magnetische Feldstirke bilden mit der Laufrichtung der Welle
ein Rechtssystem, Abb. 286; die Dichte der Energiestrémung ist

1’ &l=l¢]-19|=76) (1143)

In der drahtlosenTechnik kommen beim Empfinger Feld-
Z starken bis herab zu etwa 104V/m vor. Die Dichte der Energie-
stromung ist dabei

¢
V2 W
-14 T —17
s & = g 1071 5 = 2651017 1
Abb. 286. Tbene elektromagne- In der Umgebung von Hochspannungsleltungen konnen
tische Welle. an den Leiteroberflichen Feldstirken bis zu etwa 10kV/em

auftreten. Es stehen hier ebenfalls elektrische und magnetische
Feldstirken nahezu aufeinander senkrecht: Die elektrischen Feldlinien treten nahezu senkrecht
aus der Leiteroberfliche aus, wihrend die magnetischen Feldlinien die tangentiale Richtung
haben. Der Strahlungsvektor hat nahezu die Richtung der Energietibertragung lings der Lei-
tung; er ist etwas zur Leiterachse hin geneigt wegen des Spannungsabfalles lings des Leiters.
Die Strahlungsdichte in der Nihe der Dréhte wird

1. . V2 .

6—-3—7710 ——Cm252 —265kW/cm .
Die Luft ist also befihigt, elektrische Energie in erbeblicher Dichte zu tibertragen.

Die betrachteten einfachen Verhaltnisse der Kugelwelle
und der ebenen Welle liegen nur vor, wenn der Raum von
einem homogenen Nichtleiter vollstéindig erfiillt ist. An jeder
Grenzflache ergibt sich eine Reflexion und eine Brechung

Z, der Wellen.

Trifft z. B. eine ebene Welle senkrecht auf die ebene Ober-
fliche eines Leiters, Abb. 287, so wird ein Teil der Energie
reflektiert. Die Feldgrofen in dem Raum vor der Wand
setzen sich demgemifl aus den FeldgroBen der beiden Teil-

Abb. 31,8;85‘3%3;? 4 ellen zusammen. Die GL. (1137) und (1138) lauten in komplexer
Form, also unter Voraussetzung sinusférmiger Felddnderungen:
— 1 d@ A2E _ w2 —
H= TN (1144) 77 S (1145)
Daher gilt E—dye o Ll O, (1146)

S A igr_ Ay +iTs

H= 7, ° Z, . (1147)
Die ersten Glieder rechts stellen die Teilwelle dar, die in der z-Richtung fortschreitet,
also die urspriingliche Welle, die zweiten Glieder die Welle mit entgegengesetzter
Laufrichtung, also die reflektierte Welle. An der Oberfliche des Leiters, x =0,
ergeben sich die Werte

G—4,1+4,, (1148) §=Zi0(A1—A2). (1149)

In den Leiter dringt eine Welle ein, die als die gebrochene Welle aufzufassen ist;
ihre Bestimmungsgréfen € und § miissen an der Leiteroberflache in die durch die
Gl. (1148) und (1149) gegebenen Werte iibergehen, da beide GréBen die tangentiale
Richtung zur Oberflache des Leiters haben.
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Fiir das Leiterinnere lauten nun die beiden Feldgleichungen, wenn gleich die
komplexe Schreibweise beniitzt wird,

9~ o€

_W:%@’ (i150) 9= —Hi09. (1151)
. A =
Hieraus folgt Tz —joxu€.
Setzt man k=7Vjoxu,
so ergibt sich fiir die in der x-Richtung fortschreitende Welle:
E=Aze*?; (1152) 9= Agl/jw et (1153)
An der Leiteroberfliche wird also
A= Al +4,,
*® 1
Aq Vm = Z)(A1“A2) .
1—Z, V{)L
Damit ergibt sich A,=A4,; 108
x
1+Zyl) —
+%, jou
Das Verhiltnis der Feldstirke der reflektierten Welle zu derjenigen der urspriing-
lichen Welle ist also 7
1a) ”
i ]'“ZO /
(A4,
=g = k. (1154) %/
1+Z 96
| °V jou - \ I/
Esist nahezu 1 in den beiden Grenzfillen,in denenZ, oy A4 =~
sehr klein oder sehr gro gegen 1 ist. Der erste Fall liegt 42
bei sehr hohen, der zweite bei sehr niedrigen Frequen- #
zen vor. Fiithrt man die Abkiirzung Yo V7 S A B
9=-L]/ 2n (1155) ™ Plastondon Wana. O
Z0 2%
ein, so ergibt sich fiir den Reflexionsfaktor der leitenden Wand
1—-29+292
V14—219+202 (1156)

In Abb. 288 ist diese GroBe dargestellt. Die an der leitenden Wand reflektierte
Leistung ist #*mal so grof wie die einfallende Leistung. Es wird also das (1—?)fache
der einfallenden Leistung im Leiter absorbiert. # hat ein Minimum bei 94 =0,707;
hier ist 7= 0,414. Von der auf eine leitende Wand treffenden Leistung kénnen also

héchstens 1-0,4142=828%
absorbiert werden. Die innerhalb des Leiters fortschreitende gebrochene Welle hat
di itud

ie Amplitude Ay= A+ Ay— % Ay

147 V (1157)
jou

sie wird bei ihrem Eindringen in den Leiter gedampft, die relative Abnahme der
Amplitude je Langeneinheit ist durch den reellen Teil von k gegeben. Es liegt also
der bereits in Abschnitt 30 betrachtete Fall des Eindringens der Felder in den
Leiter vor. Auch fiir die ,,Eindringtiefe* gilt der gleiche Ausdruck wie dort, Gl. (816),

Die gleichen Verhaltnisse finden sich auch, wenn der unendlich ausgedehnte
Leiter durch eine Platte oder ein Blech endlicher Dicke ersetzt wird, wenn nur die

Kiipfmiiller, Elektrotechnik, 17
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Blechdicke groBer als die Eindringtiefe ist. Ist die Blechdicke kleiner, so ergibt sich
innerhalb des Leiters infolge der Reflexion an der zweiten Begrenzungsebene eine
gegenlidufige Welle. Diese verschwindet praktisch bei geniigender Dicke der Platte.
Bleche, die dicker sind als die Eindringtiefe, wirken gegen auftreffende Wechsel-
felder wie ein Spiegel, der das #*fache der auftreffenden Leistung reflektiert und
den Rest absorbiert (s. auch GI. (852)).

Auch der andere Grenzfall, in dem die ebene Welle eine ebene Leiteroberfliche
gerade tangiert, ist von praktischem Interesse. Die {iber die Erde laufenden Wellen

der drahtlosen Ubertragungen werden mit einer
gewissen Anniherung durch diesen Fall erfaBt.
Ebenso haben die Felder in der Umgebung einer

¢ Drahtleitung, Abb. 289, wie schon auf S. 256 ge-
sagt ist, die Eigenschaft, dafl die Vektoren der
elektrischen und der magnetischen Feldstirke auf-
einander senkrecht stehen; in geniigend kleinen
Ausschnitten konnen sie daher als ebene Felder
betrachtet werden, die an den Drihten entlang-
gleiten.

Legen wir wieder die Laufrichtung der Welle
in die z-Achse, die magnetische Feldstarke in die
2-Achse, so fallt die elektrische Feldstirke in die
y-Richtung. Die Oberfliche des Leiters sei durch

Abb. 289. Elektromagnetisches Feld eiver dje x, Fbene gebildet. Da die magnetische Feld-

Leitung.

stirke tangential zur Leiteroberfliche gerichtet

ist, so muB sie an der Oberfliche stetig iibergehen, d. h., es mufl auch im Leiter-
innern eine magnetische Feldstirke der gleichen Richtung vorhanden sein. Infolge
des magnetischen Feldes im Leiterinnern entsteht im Leiter eine elektrische Um-

4

_ laufspannung in Ebenen, die parallel zur zy-Ebene
¢ fi6 liegen. Wegen der endlichen Leitfahigkeit des Leiters
} ergeben sich daher Strome parallel zur z-Achse. Diese
| Strome verursachen ein Potentialgefille in der z-Rich-
tung innerhalb des Leiters, d. h. die elektrische Feld-

9 & x stirke hat im Leiterinnern eine x-Komponente. Da
X nun aber die Tangentialkomponente der elektrischen

G b= G Feldstirke an der Grenzfliche stetig sein muB, so
6, folgt daraus, dafl auch auBerhalb des Leiters eine

b z-Komponente der elektrischen Feldstirke vorhan-

Abb. 290. Fortpflanzung einer elektro- den sein mufB. Die elektrischen Kraftlinien treten

magnetischen Welle lings eines eben g]go hier nicht senkrecht aus der Leiteroberfliche
begrenzten Leiters.

aus, Abb. 290. Es muB ferner die Dichte des wahren

Stromes an der Grenzfliche stetig sein; fiir zeitlich sinusformige Vorgiange gilt also

i@, =xE,,, (1158)

wenn die beiden Riume durch die Indizes 1 und 2 unterschieden werden, und
die Leitfahigkeit des Leiters bedeutet. Also ist

€y

@ﬂl

=22 (1159)

X

Setzt man hier fiir Kupfer » = 5710 S/cm, so wird fiir eine Frequenz von 107 Hz

ey 0,886-10-327- 107 Fs—tom
x 57104 cem S

~10711,

also ein verschwindend kleiner Bruchteil. Selbst fiir Erde mit der Leitfihigkeit
#=10"*S/cm wird E'xﬂ erst rund 0,06. Man kann daher praktisch meist die
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Vertikalkomponente der elektrischen Feldstirke im Leiterinnern vernachlassigen.
Dann zeigt der Vektor der Energiestromung im Leiter praktisch senkrecht nach
unten. Andererseits ist die durch die Welle in der z-Richtung fortgefithrte Energie
durch die Strahlungsdichte | &,|=]C,;|-|9| bestimmt. Von dieser Energie
flieBt sténdig der Teil | €,|-| §| in den Leiter. Im AuBenraum ist daher der Strah-
lungsvektor etwas nach unten geneigt, Abb.291. Infolge des dauernden Energie-
entzuges durch die Absorption im Leiter nehmen die Amplituden der Welle beim
Fortschreiten lings des Leiters ab.

Es ergibt sich also wieder der oben betrachtete Fall des Eindringens einer Welle
in den Leiter. Die Fortleitung der Energie lings der Leiteroberfliche hat man sich
so vorzustellen, daB die Energie in dem die Leiter um-
gebenden nichtleitenden Raum flieBt, im wesentlichen par-
allel zu den Leiteroberflichen. Ein Teil der Energie dringt in IG :( |
den Leiter ein und wird dort durch die Joulesche Warme ——>6

aufgezehrt. Die Tiefe, bei der die FeldgroBlen auf 1% ihres N \gd
Oberflichenwertes abgenommen haben, ist gemafi Gl. (813) Gz
und (816) o= 26 1160) %@

an nu Abb. 291. Richtung der Ener-

Eine drahtlose Welle mit der Frequenz 106Hz, entsprechend einer giestromung bei der Fort-
Wellenls pflanzung der.Welle lings
ellenlange des Leiters.

= % =300m,
dringt in den Erdboden mit der Leitfahigkeit %=10-%S/cm bis zu einer Tiefe von etwa
5= 4,6 =23m
VY= .108.10-4.1,256 - 10-8s-1Scm-'Hoem™!
ein

Da die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstéarke an der Oberfliche
des Leiters stetig iibergehen muB, so ist an der Oberfliche nach Gl. (1152) u. (1153)

- e
@x1:A3; %‘:—A:;VW.
Andererseitsist _ —_ > = “n
G o9 = Al =Culhf o (1161)
Das Verhiltnis der beiden Komponenten an der Leiteroberfliche wird also
€. | _1y/op (1162) M
@ull ZO * ’ T / \]
Fiir das eben angefithrte Zahlenbeispiel ergibt sich A 4 |
11/op 1 1/2710°1,256- 10 s Hom _ /i % ;" z
701/7 = 3T0 10-2 oms —0,0746. Y |
Die beiden Komponenten €,; und €,; haben nun, wie die Gl. (1161) / 7"5 =
zeigt, eine zeitliche Phasenverschiebung von 45° entsprechend |\/ J

dem Winkel von }/ j. Der rdumliche Winkel, unter dem die elek- o
trischen Feldlinien von auBen her an der Leiteroberfliche ein- %}’l’ﬁfze?g'mlﬂégrpgi‘éggf
miinden, dreht sich daher wihrend jeder Periode um 360°, wie fliche.

dies aus der folgenden Uberlegung hervorgeht. Setzt man

€,,=Asinwi, (1163)
P
so wird @m:AZlo’/ %sin(mt+450) = Z;l/—g—g(sinwt—l—eosmt) .

Aus der ersten dieser beiden Gleichungen folgt

sinwi= %’1.

17%
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Fiihrt man dies in die zweite ein, so ergibt sich

6= 2] Gy )1 (%,

. _Aq/op
wobei B= ZV
\2
gesetzt ist; daraus folgt ((E%V:% — (i") + (%)22 1. (1164)

Das ist die Gleichung einer schrégliegenden Ellipse in der xzy-Ebene, Abb. 292.
Der Endpunkt des Vektors der elektrischen Feldstirke durchlauft also eine Ellipse;
das elektrische Feld stellt ein elliptisches Drehfeld dar. Ahnliche Verhaltnisse
ergeben sich auch an allen Grenzflichen verschiedener Stoffe.

Siebentes Kapitel.

Elektromagnetische Ausgleichsvorginge.

39. Allgemeine Gesetze der Ausgleichsvorginge in linearen Systemen.

Die mit dem magnetischen Feld der Strome und dem elektrischen Feld der
Spannungen verbundene Aufspeicherung von Energie hat zur Folge, da8 in jedem
Stromkreis der Ubergang von einem Zustand zu einem anderen nicht plotzlich vor
sich gehen kann. Der elektrische Zustand eines Stromkreises kann sich dndern,
entweder wenn irgendwelche Schaltungen aus-

=1 oo v :I] gefiihrt werden, z. B. Offnen oder SchlieBen
e | 7 Y 4 %) von Kontakten, oder wenn die elektromotori-
schen Kréfte irgendwelche Zeitfunktionen sind.

3 Der letzgenannte Fall ist der allgemeinere,

o o F—o der erste kann auf ihn zuriickgefiihrt wer-
=y Y oo b j Y den. Wird z. B. der Schalter zwi:chen den

) beiden Vierpolen ¥, und V,, Abb.293a, ge-

A 2030t . Bt s Stators 0 losson, 50 entteht in dens Abschlubwider-
Kraft. stand von V, ein Strom. Dieser Strom laSt

sich folgendermaBien berechnen. Wir denken

uns an Stelle des Schalters eine Strcmquelle mit der elektromotorischen Kraft e,
Abb. 293b; von solcher GroBe angeschlossen, dafl sie die zwischen den Ausgangs-

klemmen des Vierpols V; auftretende Leerlaufspannung u, gerade kompensiert,
daf also

€=U

ist. Dann kann kein Strom aus dem Vierpol V; in den Vierpol V, flielen, genau so,
wie wenn ein Schalter zwischen den beiden Vierpolen getffnet wire. Das Schliefien
des Schalters ist nunmehr gleichwertig dem Verschwinden der elektromotorischen
Kraft e;. Man kann also das SchlieBen und Offnen eines Schalters immer zuriick-
filhren auf das Verschwinden und Entstehen elektromotorischer Krifte.

Schaltvorginge.

Sind die elektromotorischen Krifte periodische Zeitfunktionen, so stellt sich
nach hinreichend langer Zeit ein ,,eingeschwungener Zustand® ein, in dem
die Energien der Felder periodisch zwischen Null und einem Hochstwert schwanken.
Den eingeschwungenen Zustand, bei dem sich alle Verhiltnisse wihrend jeder
Periode wiederholen, kann man als den allgemeinsten Fall des stationdren Zustandes
ansehen, da auch der Gleichstromfall von ihm als Grenzfall umfaBt wird. Man be-
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zeichnet nun als Ausgleichsvorgang den Ubergang von einem stationsiren
Zustand zu einem anderen. Die einfachste Form eines Ausgleichsvorganges ent-
steht, wenn sich eine elektromotorische Kraft ploétzlich &ndert. Diesen Vorgang
bezeichnet man als Schaltvorgang; die elektromotorische Kraft als Schalt- EMK.

Da die Maxwellschen Feldgleichungen fiir beliebige zeitliche Anderungen der
Feldgrofien gelten, so sind sie auch mafgebend fiir die Ausgleichsvorginge. Wenn
es sich um Stromverzweigungen aus Spulen, Kondensatoren und Widerstanden
handelt, dann filhrt die Anwendung der Feldgleichungen zu den Kirchhoffschen
Sitzen. Der erste Kirchhoffsche Satz driickt aus, dafl die Divergenz des Stromes
Null ist, wihrend der zweite Kirchhoffsche Satz gleichbedeutend ist mit der Aus-
sage der zweiten Feldgleichung, dafl das Linienintegral der elektrischen Feld-
stiarke langs einer beliebigen Masche gleich dem magnetischen Schwund der Masche
ist, wobei diese Grofle noch zu vermehren ist um die eingeprigten elektromotorischen
Krifte, falls solche vorhanden sind. Indem man die elektromotorische Kraft der
Selbstinduktion einfithrt, wird auch der Wortlaut dieses Satzes bei zeitlich ver-
anderlichen Vorgingen der gleiche wie bei Gleichstrom. Die erste Feldgleichung
stellt die Beziehung zwischen der elektromotorischen Kraft der Selbstinduktion
und der Stromstirke dar; wir beriicksichtigen sie durch die Einfiithrung der In-
duktivitit. Die Induktivitidt ist unabhingig von der Stromstirke, wenn die mag-
netischen Felder keine ferromagnetischen Stoffe enthalten. Dann sind die Feld-
gleichungen lineare Differentialgleichungen, d.h. zwischen den FeldgroSen und
damit zwischen den Spannungen und Stromen bestehen lineare Beziehungen. Man
spricht in diesem Falle von einem linearen System.

Wendet man die beiden Kirchhoffschen Sitze auf die Knoten und Maschen der
Stromverzweigung an und 16st nach der gesuchten GroBe, z. B. einer Stromstirke,
auf, so ergibt sich eine lineare Differentialgleichung n-ten Grades zwischen der
gesuchten GroBle und der zeitlich verdnderlichen elektromotorischen Kraft. Man
integriert diese Gleichung, indem man fiir die gesuchte Gréfie den Ansatz

ke?t

einfiihrt. Da dann p an die Stelle von d/df tritt, so wird aus der Differentialgleichung
n-ten Grades eine algebraische Gleichung n-ten Grades. Diese Gleichung bezeichnet
man als die Stammgleichung. Man kann .sie ohne Aufstellen der Differential-
gleichung auf folgende Weise unmittelbar gewinnen. Mit dem angefiihrten Zeit-
ansatz wird die Spannung an einer Spule iLp, der Strom in einem Kondensator
uCp, genau so wie die Spannung an einem Widerstand ¢R und der Strom in
dem Widerstand «/R wird. Man kann daher mit den Gréfen Lp und 1/Cp so
rechnen wie mit Widerstinden bei Gleichstrom. Indem man jeder Induk-
tivitit den Widerstand Lp und jeder Kapazitit den Widerstand
1/Cp zuschreibt, lassen sich die Kirchhoffschen Regeln und iiber-
haupt alle Stromverzweigungsregeln anwenden wie bei Gleichstrom.
Dieses Verfahren entspricht der komplexen Rechnung fiir den eingeschwungenen
Zustand, bei der jow an Stelle von p gesetzt ist. Bezeichnet man die GréBe, deren
zeitlicher Verlauf gesucht ist (z. B. ein Strom) mit S,, und die Grofle, die die zeit-
liche Anderung von S, verursacht, also die verinderliche EMK, die ,eingeprigte
Kraft”, mit 8,, so 1aBt sich auf Grund der Stromverzweigungsregeln eine Beziehung

von der Form S,
Sy= ) (1165)
aufstellen. Schreibt man diese Beziehung
F(p)S;=51,

so erkennt man, daB die Stammgleichung lautet
F(p)=0. (1166)
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Als Beispiel werde der in Abb. 294 dargestellte Fall des Einschaltens eines
Schwingungskreises betrachtet. Gesucht sei der zeitliche Verlauf der Spannung w
am Kondensator nach dem Schlieflen des Schalters. Das SchlieBen des Schalters
ist gleichbedeutend mit dem Entstehen der elektromotorischen Kraft ¢ in dem
geschlossenen Stromkreis. Diese elektromotorische Kraft stellt hier die eingepragte
Kraft 8, dar. Die gesuchte Spannung entspricht der GroBe S,. Unter Einfithrung
der symbolischen Widerstinde 148t sich der Stromkreis durch das Ersatzschema,
Abb. 295, darstellen. Aus diesem Schema kann sofort abgelesen werden

. e
1=

1 b
R+LP+ZFP
i A
oder SZ—C‘,—p——i—:I_mOLpz_I_RGP

Die Stammgleichung lautet also
1+RCp+LCp*=0.
Sie hat die beiden Wurzeln

R R\2 1
Y/
2L <2L> LO, (1167)

__R V R\ 1
r==55=) 1) ~zo-
Es ergeben sich also zwei Losungen der Differentialgleichung fiir die Spannung am

Kondensator, nimlich ket und k,e???, wobei k; und k, zwei zunsichst noch un-
> 4= bestimmte Konstanten sind. Eine wei-

\>-’VVV\/-L| L tere Losung wird durch den zeitlichen <
L# ¢ | Verlauf der Spannung im eingeschwun- = =
¢ ¢ genen Zustand dargestellt, der mit Hilfe (), & Z% 4

der komplexen Rechnung leicht ermit-
Abb. 204. Einschalten telt werden kann. Bezeichnet manihnmit  app. 295. Aufstellung der
eines Schwingungs- o lautet also die vollstindige Losung Stammgleichung.
u=k,ePrir{kyeP2ttq,. (1168)

Der wirkliche Verlauf der Spannung wird danach gebildet durch die Summe des
Verlaufs im eingeschwungenen Zustand mit einem Vorgang, den man als den fliich-
tigen Vorgang bezeichnet, und der im Laufe der Zeit abklingt:

U=1us+u,. (1169)

Die fliichtige Komponente u, enthéalt noch die beiden Integrationskonstanten k,
und k,. Diese sind dadurch bedingt, daf der Verlauf des Vorganges davon abhingt,
wie grof die in Spule und Kondensator aufgespeicherte Energie vor Anderung der
eingeprigten Kraft war. Es konnte z. B. der Kondensator bereits irgendeine Ladung
haben. Da sich die Feldenergie nicht sprunghaft andern kann, so muB8 auch noch
unmittelbar nach dem Einsetzen der eingeprigten Kraft die gleiche Feldenergie
vorhanden sein. Zur Berechnung dieser Konstanten muB daher der Anfangs-
zustand beriicksichtigt werden, und zwar ergeben sich die Konstanten grund-
sitzlich daraus, daB

1. die magnetische Energie in jeder Spule,

2. die elektrische Energie in jedem Kondensator stetig sind. Anders aus-
gedriickt: Der Strom in jeder Spule und die Spannung an jedem Kondensator
miissen unmittelbar nach dem Einsetzen der Kraft noch die gleichen Werte haben
wie unmittelbar vorher. Aus diesem Grund ergeben sich immer so viele Konstanten
als Energiespeicher vorhanden sind.
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Es werde zur Erlauterung das Beispiel des Anlegens einer Batterie mit kon-
stanter EMK E, betrachtet. Hier ist

U, = E 0
und der Strom in der Spule, der gleich dem Ladestrom des Kondensators ist,
i=0’%=k1p1e’“‘+k2pgem. (1170)
Waren vor dem Schalten Spule und Kondensator ungeladen, so muf =0 und
u=0 fiir ¢ =0 sein, also 0=k, +k,+E,,
0="Fyp;+kyps.
T . P2 — D
Dies liefert k,=E, —ps’ t k, tEo —p’
P1 P2
—F Pet” —P1€ 1
und u 0(1+ —— ) (1171)
Der Verlauf von « hiingt davon ab, ob p, und p, reelle oder komplexe GroBen sind.
Wenn Ry 1
(52) > 7o

dann sind beide GréBen negativ und reell. Der zeitliche Verlauf von u ist durch
die Kurve I, Abb. 296, dargestellt (aperiodischer Fall). Ist dagegen

Ry _ 1
(2‘1’3) <zc’

so kann gesetzt werden

SN

1. 1 .
p=——Fjw,  pe=— —ja,, (1172)

. 7
wobei

2L ‘/ 1 (R 2
=2k 1/ —=—(ZY. 1173) ¢
R’ @o LC 2L> ( ) Abb. 296. Einschaltvorgang beim
Fithrt man dies in die Gl. (1171) ein, so folgt Schwingungskreis.

¢
u—_—Eo’:1~e " (cosagt+ %sinwot)] (1174)
0

Es ergibt sich ein Verlauf nach Kurve 2, Abb. 629. Wenn der Widerstand R sehr

Kklein ist, so gilt angendhert it

u=E0(1—e ¥ coswot) ;

. (1175)
. C -+ .
"’:‘EOVTQ sinwgt.

Die Spannung am Kondensator erreicht dann nahezu den doppelten Wert von E,;

9

z‘-

Der sogenannte aperiodische Grenzfall liegt vor, wenn

Ry_ L
(QZ —LC’

oder w,=0 ist. Die Gl (1174) liefert hiermit

der Strom hat den Maximalwert E,

4 t
u=Eo(1—e - —%[7). (1176)

Dieser Fall ist in Abb. 296 mit 3 bezeichnet.

Das hier angewendete Verfahren fithrt grundsitzlich bei beliebig komplizierten
Systemen zum Ziel, wenn auch im allgemeinen die Rechnungen langwierig werden,
sobald mehrere unabhéngige Energiespeicher vorhanden sind. Zur Vereinfachung
der Rechnung dienen Hilfssitze, insbesondere die von Heaviside herriihrenden
Methoden, die in der Spezialliteratur behandelt sind.
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Zeitlich veranderliche Kraft.

Unter der Voraussetzung der Linearitit des Systems 148t sich der Verlauf einer
SystemgroBe S, (Spannung oder Strom) bei beliebiger zeitlicher Anderung
einer eingepriagten Kraft §; (EMK) aus dem Verlauf des Schaltvorganges be-
rechnen. Man denke sich zunéchst an die Stelle der zeitlich veranderlichen Kraft S;
eine zur Zeit ¢ = 0 plotzlich einsetzende und dann konstante Schaltkraft S,, gebracht.
Die Grofle §, dndert sich dann von Null auf einen Endwert (der selbst wieder Null

sein kann): S, =8,(f).
Es werde nun das Verhiltnis 8y (t
p(O="10 (1177)

gebildet, das proportional S,(¢) ist, da 8,, eine Konstante darstellt. Diese so definierte
Funktion bezeichnen wir als die Ubergangsfunktion. Sie kann nach den vorhin
behandelten Regeln berechnet werden und ist wegen der Linearitit des Systems
unabhéngig von der GroéBe Sy, Die in Abb. 296 aufgezeichneten Kurven stellen
Ubergangsfunktionen dar.

Setzt die Kraft S, nicht im Zeitpunkt =0, sondern in irgendeinem anderen

Zeitpunkt {=z ein, so gilt

50 Sa(t) =81, (t—2). (1178)

Verschwindet die Kraft S,y nach einem kurzen Zeit-
abschnitt dz wieder, so gilt
S5 (t)=—8pp(t—2—dz).

Im ganzen ergibt sich daher nach einem solchen Impuls

13 . ..
von der Dauer dz ein Verlauf der Grofie §,, der dar-
4 i gestellt ist durch
Abb. 297. Zerlegung einer zeitlich dS,(t)=S1ol@(t—2)— @ (t—2z—dz)].

verdnderlichen Kraft in Impulse.
Entwickelt man hier unter der Voraussetzung, dafl die

Ubergangsfunktlon und ihre Differentialquotienten stetige Funktionen sind, das
zweite Glied rechts nach Potenzen von dz, so folgt unter Vernachlassigung hoherer
Potenzen des unendlich kleinen Zeitabschnittes dz als der ersten

48, (t)=Syo9 (1—2)dz, (1179)
wobei @)= %‘t’f

gesetzt ist.

Aus derartigen Impulsen kann man nun jeden beliebigen zeitlichen Verlauf der
Funktion §; zusammensetzen, wie dies in Abb. 297 veranschaulicht ist. Jeder Impuls
setzt in einem Zeitpunkt { =z ein und hat den Betrag

810="51(2).
Zu jedem Impuls gehort daher ein Verlauf der Grofle S, von
dS,=318,(2) p(t—z)dz.

Wegen. der Linearitit des Systems iiberlagern sich die von den einzelnen Impulsen
herriihrenden Anteile von S,, so dafl man den wirklichen Wert von S, in irgendeinem
Zeitpunkt ¢ erhdlt, wenn man die Wirkung aller Impulse von 2= —oc bis z=¢

summiert: ¢
Sp=[ 8,(2) p(t—2)dz. (1180)

Setzt die Kraft S; erst im Zeitpunkt t =0 ein, so ist S, fiir negative ¢ gleich 0 zu

setzen, und es wird
8= fSl P (t—2)dz. (1181)
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Die Formel (1180) wurde unter der Voraussetzung abgeleitet, daBl die Ubergangsfunktion
@(t) stetig ist. Haufig liegt der Fall vor (z. B. bei Leitungen), da3 die Ubergangsfunktion in einem
bestimmten Zeitpunkt ¢=t, sprungweise von Null auf einen bestimmten Betrag ¢(f,) wachst,
wie z. B. in Abb. 298. Dann kann man ¢(t) zerlegen in eine stetige Funktion

P () —@(to)
und in einen Sprung vom Betrage ¢ (f,). Dieser liefert einen Beitrag zu S, von der Gréfe
Sp=p(t) 81 (t—1p) »
wihrend die stetige Funktion einen Beitrag nach GIl. (1180) ergibt, so da8 der vollstéindige Ver-
lauf von 8, fiir £>1, gegeben ist durch
t—to
8y= { 8,(2) ¢ (t—2) de+ @ (1) Sy (t—t) - (1182)

Dabei ist noch beriicksichtigt, daBl ¢ (t—2) fiir —z<{,, also fiir z>>t—t, Null ist. Fir <#; ist in-
folge der Voraussetzungen auch S,=0.

Als Anwendungsbeispiel werde der Schaltvorgang betrachtet, der sich ergibt,

olt)
- ‘*W ) ¢
7t}
Abb. 298. Beispiel einer allgemeinen Abb. 299. Einschaltvorgang bei einer
bergangsfunktion. Spule ohne Eisenkern.

wenn eine Spule mit der Induktivitat L und dem Widerstand R an eine Wechsel-
stromquelle mit e=E J2sinwt

gelegt wird. Ersetzt man die Wechselspannung durch eine plotzlich entstehende
und dann konstante elektromotorische Kraft F,, so wird der Strom nach Gl. (681)

t
. E, - ). L
1= };(1———6 ) 5 T= Nk
Setzen wir 1=2_8,; Ey=38,,
so ergibt sich die Ubergangsfunktion
/ t
<p(t)=%(1—e ) (1183)
1 =L =
und es wird pt—2z)= e Ter” (1184)

Damit folgt sofort fiir den Wechselstromvorgang
¢

—1 L[z
1=8,=F V2 e ’fe’ sinwzdz.
0
Durch Ausfiihrung der Integration ergibt sich

t
: L (-= 5 .
i=E ﬁfﬁu—m@ r—coswt)+EV2§2Jj)—szsmm. (1185)

Die fliichtige Komponente des Stromes, ,, ist also hier durch die Exponentialfunktion
dargestellt; sie iiberlagert sich dem stationiren Strom; es ist
¢

. ol -
B gt (1186)
Rsinwt—w Lcoswt

”e=EV2 Bro’lt
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Der dadurch gegebene Stromverlauf ist in Abb. 299 veranschaulicht. Kurze Zeit nach
dem Einschalten kann der Strom nahezu auf den doppelten Endwert ansteigen.
Bei komplizierten Ubergangsfunktionen kann das Integral (1182) meist nicht

in geschlossener Form ausgewertet werden. Man wendet dann mit Vorteil Reihen-
entwicklungen an, die sich durch partielle Integration aus Gl. (1182) ergeben. Es sei
die eingeprigte Kraft durch

S;(t)=0 fir ¢<<0;

S;(t)=k;sinwt+kycoswt fiir ¢>0
gegeben. Dann wird nach Gl. (1182) fiir ¢>4,:

t—to t—to

SZ———klfsinwz¢(t—z)dz+k2fcoswz¢(t—z)dz+<p(to)Sl(t——to). (1187)
b b

t—to

Die beiden Integrale I,= f sinwz @ (t—z)dz
0

t—to
und I,= [ coswz(t—2)dz
0
kann man in das komplexe Integral

t—to
s=12+j11=0fe9'w2¢<t—z)dz (1188)
zusammenfassen. Nunmehr liefert die partielle Integration
1. 1...
S= W) — 9@+
J1 . 1..
+il 5 O— G HO+ - |
+ (bt + on )+ sl + - o (1189)
jo P (7w)299 0 (7‘0)3(:0 0 .
Der letzte Ausdruck ergibt zusammen mit dem letzten Glied in Gl. (1187) den ein-
geschwungenen Verlauf. Dieser kann unmittelbar aus der Wechselstromtheorie
berechnet werden, so daBl wir ihn hier nicht weiter zu beriicksichtigen brauchen.

Die beiden ersten Ausdriicke in Gl. (1189) liefern die fliichtigen Komponenten von S,.
Durch Vergleichen des Reellen und Imagindren in Gl. (1188) und (1189) folgt

L=—2o0)— Yoo+

1. 1...
Iy= 90— ;9@ -
Schreiben wir daher Sy=8;+8,, (1190)

so wird die fliichtige Komponente von 8,
1. 1.. 1.. 1..
80=k[ 5 o0~ ZFO+ - | +h[spO— S FO+ -] @191)

Die auf diese Weise erhaltenen Reihen sind im allgemeinen brauchbar fiir groBe
Werte von ¢. In manchen Fillen ergeben sie eine sogenannte asymptotische
Darstellung von §;, d. h. die Glieder nehmen zun#chst immer mehr ab und wachsen
dann wieder unbegrenzt an. Man geht in diesem Falle bei der Berechnung nur so
weit wie die Glieder abnehmen; der Fehler kann dann héchstens so groB sein wie
das folgende Glied. Zur Berechnung von S, bei kleinen Werten von ¢ ist die folgende
Darstellung zweckmiBig, die man ebenfalls durch partielle Integration von  erhilt.

Es ist J= —@(t)cosw (t—to) + @ () — gy (t) Tt p_y(t) — - - -
—j[‘P(to)Sinw(t_‘to)‘"‘”‘P—l(t)‘i‘wstp-a(t)— SRR
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wobei zur Abkiirzung gesetzt ist

t
@1 ()= tf ¢(2)dz,
t

P (t)ztf p_1(z)dz, usw.
daher gilt ’
S ()=ki[0 g1 ()~ g5 ()+ - - 1+hlp@O) =0 Py O+ - -] (1192)

In dem Beispiel der an einen Wechselstromgenerator angeschalteten Spule ist

¢(t)=%<l—e_%),

—
I
ERES

¢(t)=~ze )

w R

(p(t):_fze )
2 _ %t
lji(t)z-ﬁ—e T, usw.

Es wird daher, wenn man gemifl dem Ansatz fiir die EMK

k=EY2, k=0
setzt, nach Gl (1191)

¢

. 51 R \2 R \4 -
i=8,=E)2_~[1— (57) +(57) e (1193)
Wenn wa— kleiner als 1 ist, so folgt hieraus unter Benutzung der Reihenentwicklung

1 2
m =1 —x—}—x and s
s1 1 =5 = e -+
y=E2 gt =BV e
)

Fiir R>wL ist die Reihe Gl. (1193) divergent. Da jedoch die eben gefundene Formel
beim Ubergang von dem einen in das andere Gebiet stetig ist, so gilt die gleiche
Darstellung auch in diesem Bereich.

Berechnung des Ausgleichsvorganges durch Reihenentwicklungen.

Ein anderes Verfahren der Berechnung des Ausgleichvorgangs fiir eine beliebig
verinderliche Kraft besteht darin, daB man die symbolische Methode der
Losung von linearen Differentialgleichungen anwendet. Setzt man p an Stelle von
d/dt, so kann nach fritherem die Systemgrofle S, in der Form

dargestellt werden, wobei sich die Funktion F(p) aus der Theorie der Stromverzwei-
gungen ergibt. Es werde nun .—lf+p) in die Reihen nach steigenden und fallenden
Potenzen von p entwickelt:

1
m-——-ao—}—mp—f—%pz—}“agpz’"*‘ Tt (1194)
1

P
L o B B B
F(p)—ﬁ°+p+p2+p3+ ' (1195)
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Da eine Multiplikation mit p die Differentiation nach ¢ bedeutet, so entspricht
eine Division mit p der Integration nach der Zeit, denn es ist
fe“dt=ie“.
P
Fiir den zeitlichen Verlauf der SystemgréBe S, erhilt man daher die beiden folgenden
Beziehungen, die sich in dhnlicher Weise erginzen wie die Gl. (1191) und (1192):

Sy =g Sy (£) oty S5 () F oSy () Foa Sy (O + - -+ (1196)
t 11 z
S2=,30;5’1(t)+ﬁ16f81(z)dz+ﬁ2szbel(z)dz+ - (1197)

Bei der Anwendung dieser Reihen ist zu beachten, dafl hier S;(t) den vollstandigen
Verlauf der eingepriigten Kraft darstellt. Die Reihe (1196) ist daher nur giiltig, wenn
dieser Verlauf und seine saimtlichen Differentialquotienten stetige Funktionen bilden.
Als Anwendungsbeispiel werde folgender Fall be-

.ol
A " trachtet. An eine Spule mit der Induktivitit L und
% _ dem Widerstand B werde im Zeitpunkt ¢{=0 eine
| s S Stromquelle gelegt, deren elektromotorische Kraft
‘ _ 4 y s von Null beginnend proportional mit der Zeit wéchst,
Py also e=48, (t)=kt.
—
// gid g Fiir den Strom gilt symbolisch
<~ 7 | fft g
¢ 7 Z 7 T R+Lp’

Abb. 300. Anwachsen des Stromesin einer also wird hier F(p)=R+Lp.
Spule bei stindig zunehmender elektro-

motorischer Kraft. Die beiden Reihenentwicklungen lauten
1 1 L L 2 L \3
wizy = w8 wpH(ae) (7))
11 R (R\ [R\3
R—{--Lp_Lp<1 Lp+<Lp) —\LP> + >’
und es ist daher 1 _ L _ L
%=F BT TR BT W
1 - R
Bo=0, ﬂlzf: ﬁzz"L’z’: usw.

Die Reihe (1196) ist hier nicht brauchbar, da die Differentialquotienten von §; vom
zweiten ab bei t =0 alle unendlich werden. Die zweite Reihe ergibt dagegen

k ER kR? 4

Loy 3T oa e

AL (B S S

Unter Einfithrung der Exponentialfunktion kann man hierfiir schreiben

R
. L -5t R
z-—-lc-R—z(e L —1+ft). (1198)
In Abb. 300 ist der damit gegebene Verlauf von ¢ dargestellt.

40. Der Zusammenhang zwischen den Frequenzcharakteristiken

und den Ausgleichsvorgingen.

Nach den Ausfiihrungen im vorigen Abschnitt kann der Verlauf des Ausgleichs-
vorgangs berechnet werden, wenn die Funktion F(p) bekannt ist. Dieser Zusammen-
hang soll im folgenden etwas niher betrachtet werden. Man kann alle Ausgleichs-
vorgange zuriickfilhren auf die Wirkung von plotzlich einsetzenden Kriften. Ein
solcher Sprung der eingeprigten Kraft, Abb. 301, kann positiv oder negativ sein;
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er zieht einen zeitlichen Verlauf einer beliebigen Systemgrofie S, nach sich, der durch
die Ubergangsfunktion ¢(¢) dargestellt wird. Die durch den Sprung gebildete Zeit-
funktion, Abb. 301, kann nun aufgefallt werden als eine Summe von unendlich
vielen stationiren Sinusschwingungen. Um zu dieser Darstellung zu kommen, gehen
wir von der Fourierschen Reihe fiir die periodische Rechteckkurve, Abb. 302, aus.
Sie lautet

4 . 51
y(t)=—(sinw t+ isin3w; i+ Lsinbw i+ - - ),
wobei die Kreisfrequenz der Grundschwingung mit der Periode 7' o ¢
der Rechteckkurve in der Beziehung steht 7

2Qm Abb. 301. Sprungfunktion.
= 2n fl = —T** 3

und der Maximalwert zu 1 angenommen ist. Die Abb. 303 veranschaulicht, wie die
Oberschwingungen mehr und mehr eine Anniherung an den Rechteckverlauf geben.
Halbieren wir die Werte von y und addieren 1/2, so ergibt sich

w(t)—-:-;f—}— %(sina)lt—{— isin3w,t + Esinbw, i+ - - +),
eine Funktion, die durch Abb. 304 veranschaulicht wird;

sie springt zwischen Null und 1 in Absténden von einer hal- v .
ben Periode hin und her. Es ist nun leicht ersichtlich, daB ,
man zu der gesuchten Darstellung der Sprungfunktion, 0
Abb. 301, kommt, wenn man die Periode 7' ins Unendliche
wachsen 1aBt. Es ist
:_+ Z sin(2v--1) ooyt ) 7 =
2v41 Abb. 302. Periodische Recht-
eckkurve,
Setzt man hier 2v+ 1) =
=00 ,
so folgt w(t):%—!—% ! Su;wtwl, fir wo=w;, 3v,, bw,- - -

Die Summe 148t sich graphisch darstellen, wenn man die Funktion Sh;wt n Ab-

hangigkeit von e aufzeichnet, Abb. 305; diese beginnt mit dem Wert ¢ und nimmt
mit Schwankungen auf Null ab. Zeichnet man mit

den zu w,, 3w, 5w,, usw. gehérigen Ordinaten die ye) —~
Rechtecke von der Breite 2w, ein, so ist die durch /\/ .~ \\ /\
diese Rechtecke dargestellte Flache /K/ \\
9 oy sinwtw // \\
1
w0y @ /- N\ /’-§
Lassen wir die Periode 7' unendlich grofl werden, so /‘\ \\ N\ / /\
wird o, unendlich klein, und die Rechteckiliche, \ N/ N[ [
Abb. 305, geht iiber in die Fliche zwischen der \ X X /
Kurve und der Abszissenachse, also in das Integral N/ \ // e \
o . Abb. 303. Syntheseuder periodischen
sinwi Rechteckkurve aus den Teilschwingun-
f dw. gen.
0

Daraus folgt fiir den Verlauf eines Sprunges vom Betrage 1, der im Zeitpunkt ¢ =0

stattfindet, o
w(t)=é~+%f§l;—wjdw, (1199)
1]
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und fiir den Verlauf eines Sprunges der eingepragten Kraft

(oo}
sin

8, (£) =S4 (g— s _’l;of 2 tdw) . (1200)

Man kann also den Sprung auffassen als eine Summe von einfachen
andauernden Sinusschwingungen mit allen zwischen Null und Un-
endlich méglichen Frequenzen und den Amplituden

S
2w,
W

die um so kleiner sind, je hoher die Frequenz der Teilschwingung ist; aulerdem ent-

7
J ¢

(B
|
|
|
|
|

Abb. 304. Zur Ableitung der

Sprungfunktion.

hilt der Sprung noch eine konstante Kraft von der
GroBle 38, Das Wesentliche dieser Dartellung besteht
darin, daB auf diese Weise der unstetige Vorgang des
Einsetzens der Kraft zuriickgefithrt wird auf neben-
einander bestehende sinusférmige Krifte, fir die die ein-
fachen Wechselstromgesetze gelten. Jede Teilschwingung
der Kraft von der Form

Sppdw .
0 sinwt
aT

hat eine Schwingung der anderen Systemgrofien zur Folge, die sich angeben 148t,
wenn der Zusammenhang zwischen den Systemgrofien im eingeschwungenen Zu-
stand bekannt ist. Durch Summieren aller Beitrige der Teilschwingungen iiber alle
Frequenzen von Null bis Unendlich erhélt man den wirklichen Verlauf der Gréfie S,,

—

Sin ot
w:
N

N

l
1
|
I
|
|

s

0 w,

Jw, Sw, 7wy

Abb. 305. Zur Berechnung der

Sprungfunktion.

der zu dem Sprung S, gehort. Man hat also den Zu-
sammenhang zwischen den Systemgrofen fir Wechsel-
strom beliebiger Frequenz aufzusuchen. Die komplexe
Rechnung liefert hierfiir allgemein eine Beziehung von
der Form ;SE:Ae"‘“S‘I, (1201)
wobei A das Verhéltnis der Effektivwerte von S, und S,
angibt, ¢ den Phasenwinkel, um den der Zeiger S, dem

| @ Zeigerg1 nacheilt. Wir nennen 4 den Ubertragungs-

faktor, ¢ den Ubertragungswinkel des Systems.
Eine andere Schreibweise ergibt sich, wenn man

A=e (1202)

setzt. b wird bei GroBen gleicher Dimension als die Dampfung des Systems be-
zeichnet. Die Grofilen o und b héingen im allgemeinen von der Frequenz ab; man
nennt sie daher die Frequenzcharakteristiken des Systems. Nach dem oben
Ausgefiihrten sind die Frequenzcharakteristiken maBgebend fiir den Ablauf der Aus-
gleichsvorgénge. Zu der Teilschwingung

der Kraft gehort die Teilschwingung

Sy d .
210 22 o gin (wt—a)
T o0

der SystemgroBe S,. Der zeitliche Verlauf von 8, folgt daher aus

S2(t)=8m<%e"’°+% f e—bf*‘i“v“"uf;‘”d@; (1203)
0
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b, bedeutet dabei den Wert von b fiir  =0. Die Ubergangsfunktion wird

(p(t)zée—bo_}_;{f e-psiR(0t=0) 4, (1204)

0
Die Kenntnis der Frequenzcharakteristiken reicht also zur Beurteilung der Aus-
gleichsvorgénge vollstandig aus. Die Vorteile dieser Betrachtungsweise liegen darin,
daB die Frequenzcharakteristiken entweder durch Rechnung oder durch Messung
leicht. ermittelt werden kénnen.
Einen wichtigen Sonderfall erhilt man mit

b=b,, }

2
a—on (1205)

wobei b, und ¢, Konstante bedeuten. Fithrt man diese Beziehungen in Gl. (1203) ein,
so ergibt sich Sy () =e08, (t—to)=AS, (t—1t,). (1206)

Jeder Sprung der Kraft S; hat also einen Sprung der GroBe S, zur Folge, dessen
Betrag A mal so gro8 ist, und der gegeniiber S, verspétet erscheint um einen Zeit-
abschnitt von der GroBe ¢,. Da man jeden beliebigen zeitlichen Verlauf von S, durch
unendlich kleine, unendlich viele Spriinge darstellen kann, so bedeutet dies, daf auch
bei beliebigem zeitlichen Verlauf von S, die Funktion S, ein genaues Abbild von S,
darstellt, das lediglich mit der Verspitung £, erscheint. Man bezeichnet diesen Fall
als den Fall der verzerrungsfreien Ubertragung. Die Laufzeit der Uber-

tragung ist by= e (1207)

Ein Beispiel eines derartigen verzerrungsfreien Systems bildet die homogene,
verlustfreie und mit ihrem Wellenwiderstand abgeschlossene Leitung, bei der
nach Gl. (1054) t,=IYL'C" ist.

Abweichungen von den beiden Bedingungen (1205) bezeichnet man als Damp-
fungsverzerrung bzw. als Phasenverzerrung. Als einfaches Beispiel einer
Dampfungsverzerrung werde der Fall betrachtet, daB b unterhalb einer bestimmten
Frequenz w, den konstanten Wert b, hat und oberhalb unendlich grof ist, dafl
also Schwingungen mit Frequenzen oberhalb w, in dem System nicht iibertragen
werden. Dann wird die Ubergangsfunktion

p= 3+ L [el=hlg,, (1208)
0

wenn man von dem konstanten Faktor A absieht. Das Integral kann durch den
sogenannten Integralsinus ausgedriickt werden, der definiert ist durch

Siz= fs—i:-f da. (1209)

Damit folgt 1 1.
& @ ()= + Sileg(t—ty)). (1210)

Der Verlauf dieser Funktion kann mit Hilfe von Tabellen! der Funktion Si leicht
berechnet werden. Er ist in Abb. 306 dargestellt. Eine solche Begrenzung des Fre-
quenzbereiches, wie sie z. B. durch Siebketten herbeigefithrt werden kann, bewirkt
also eine Abflachung des zeitlichen Verlaufes der SystemgréfBe S,. Man kann diese
Abflachung kennzeichnen durch die ,,Einschwingzeit‘, die man etwa durch die
Tangente im Punkte groBter Steilheit der Ubergangsfunktion definieren kann, wie

1 Jahnke u. Emde: Funktionentafeln.
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dies in Abb. 306 angedeutet ist. Nun ist die Steilheit der Ubergangsfunktion nach
Gl. (1208) do _ o, sinw,(t—t,)
dt — 7w wy(t—ty)
Sie hat ihren grofiten Wert fiir ¢ =#,, ndmlich den Wert
@ = =2f,.

dt to—_ __J-I—
Die Einschwingzeitt wird daher .
T
T= o =ar (1211)
Eine Siebkette, die alle Frequenzen zwischen Null und 100Hz hindurchlaft, bei hoheren Fre-
quenzen dagegen sperrt, ergibt nach Gl. (1211) eine Einschwingzeit
1=—2%)s=5ms.
Den Verlauf einer plotzlich einsetzenden Wechselkraft erhilt man, wenn
man den Sprung multipliziert mit einer Dauerschwingung; er kann also als eine mit
der Sprungfunktion modulierte Trigerschwin-
ot gung aufgefat werden. Da nun nach Ab-
— N schnitt 32 in der modulierten Schwingung
jeder Modulationsfrequenz @ zwei Frequenzen
! 2+ und Q—e entsprechen, so entspricht
7 dem Frequenzbereich zwischen Null und w,
| der modulierenden Schwingung ein Frequenz-
I bereich zwischen £ —w, und 2+ w, der mo-
L ¢ dulierten Schwingung. Werden daher alle
<7 > Teilschwingungen einer plétzlich einsetzenden

— /i

- 1
b > Wechselkraft, die auBerhalb des Frequenz-
Abb. 306. Schaltvogbgaug bei einer idealen bereiches zwischen
Siebkette.

w;=80—w, und w,=0+w,
liegen, unterdriickt, so ergibt sich nach Gl. (1211) eine Einschwingzeit
=27 _ 1 (1212)

Wy— Wy f’

da wy=1%(wy—w,) ist.
Eine Siebkette mit einem Durchlissigkeitsbereich von der Breite 4f=100Hz ergibt eine

Einschwingzeit von

T s=10ms.

~100

Die Einschwingzeit ist bei Wechselstrom also doppelt so groB wie bei Gleichstrom, wenn der
Durchléissigkeitsbereich der gleiche ist.

41. Nichtlineare Systeme.

Wenn der Zusammenhang zwischen den Spannungen und Stromen durch ge-
kriimmte Kurven dargestellt ist, so wird die Theorie der Ausgleichsvorginge schon
in den einfachsten Fillen auBerordentlich kompliziert. Man ist dann meist auf Nihe-
rungsbetrachtungen oder graphische Methoden angewiesen. Im folgenden soll als
Beispiel das Einschalten einer Drosselspule mit Eisenkern, z.B. der
Primérwicklung eines sekundir leerlaufenden Transformators bei Wechselstrom
niher betrachtet werden. Es sei

e=E]/’§sinwt.
Dann gilt nach dem SchlieBen des Schalters im Zeitpunkt ¢ =0
s . . b4
EY2sinwi=iR+2, (1213)

wobei ¥ den mit der Wicklung verketteten GesamtfluB bezeichnet. Der Zusammen-
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hang zwischen ¥ und ¢ ist durch die magnetische Charakteristik der Spule gegeben,
Abb. 307.

Man findet hier den zeitlichen Verlauf des Stromes ¢ durch die folgende Nihe-
rungsbetrachtung, die brauchbar ist, wenn der Ohmsche Widerstand klein gegen den
induktiven Widerstand ist.

Nach Gl (1213) gilt  gw__ (gyZsinet—iR)dt.

War der Flull vor dem Einschalten Null, so wird in irgendeinem Zeitpunkt ¢ nach
dem Schlielen des Schalters

¢ _ t ¥
VY= fd!l’:ﬁz—)z—(l—coswt)—Rfidt. (1214)
0 0
Wegen der Kleinheit des Widerstandes R bedeutet
nun hier das letzte Glied rechts nur eine Korrektur,
Man erhslt daher den Gesamtflufl ¥ in erster Nihe- ‘
rung aus dem anderen Glied: 7
ARLILI . e Qe

Dieser Flu3 wichst wihrend der ersten halben Periode von Null auf den Wert 2 E%

an und féallt nach einer ganzen Periode auf Null ab, Abb. 308. Zu jedem Wert des
Flusses ¥; kann man aus der magnetischen Charakteristik den zugehorigen Strom
entnehmen und den Ausdruck ¢
¥Y,=R [idt
6

berechnen, Abb. 308, der nach Gl. (1214) eine Korrektur des ersten N gherungswertes
von ¥ darstellt. Man findet auf diese Weise den FluB fiir die erste Periode in zweiter
Néherung: V=Y, Y,
Entnimmt man hierzu wieder aus der
magnetischen Charakteristik den Strom ¢,
so ergibt sich die Korrektur ¥, in zweiter
Néherung, und man kann damit den
FluB ¥ in dritter Niherung bestimmen.
DasVerfahren konvergiert um so rascher,
je kleiner R ist. In gleicher Weise findet
man dann den Verlauf von ¥ und ¢ fiir
die folgenden Perioden.

Der Mittelwert des Flusses nimmt
mehr und mehr ab; nach geniigend lan-
ger Zeit pendelt schlieBlich ¥ um den

Abb. 308. Einschaltvorgang bei der Spule mit Eisenkern.

Wert Null herum mit einem Scheitelwert, der ungefahr gleich ‘%@ ist. Kurze Zeit

nach dem Einschalten erreicht der Flufl nahezu den doppelten Wert; daher ergeben
sich hier, wie aus der magnetischen Charakteristik ersichtlich, infolge der Sattigung
des Eisens Stromamplituden, die ein Vielfaches des normalen Betriebsstromes be-
tragen konnen. Mit dem Einschwingen des Flusses ¥ nehmen diese Amplituden dann
mehr und mehr ab. Der Verlauf des Einschwingvorganges hiingt im iibrigen stark
davon ab, in welcher Phase die elektromotorische Kraft eingeschaltet wird; beim
Schalten im Spannungsmaximum, ¢=E ]/2 cos wt, setzt sogleich der stationire
Wechselstrom ein.

Wenn es sich nur um kleine Abweichungen von der Linearitit handelt, dann
kann man das folgende Néherungsverfahren zur Berechnung der Ausgleichsvorginge

Kiipfmiiller, Elektrotechnik. 18
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anwenden. Es sei die magnetische Charakteristik einer Drosselspule von einer Geraden
wenig verschieden, so daf man setzen kann

V=Lyi+1(), (1215)
worin L, eine Konstante ist, und das zweite Glied klein gegen das erste. Dann wird
die elektromotorische Kraft der Selbstinduktion

== % U E (1216)
Wenn nun g{:<Lo,
so kann man in erster Naherung so rechnen, wie wenn
6= — Lofl—i

wire. Der Strom ¢ ergibt sich dann aus den fiir lineare Systeme giiltigen Gesetzen.

Die Nichtlinearitit wirkt nach Gl. (1216) so, wie wenn in der Spule eine zusétz-
liche elektromotorische Kraft von der Grofie

PR (1217)

L - — —— wirksam wire. Diese elektromotorische Kraft

T kann in erster Niherung berechnet werden aus

L dem ersten Naherungswert des Stromes ¢; sie

4 hat wieder zusétzliche Stréme zur Folge, fiir

e (z) die die Induktivitat gleich L, gesetzt werden

kann. Addiert man die Zusatzstrome zu den

zuerst gefundenen, so er gibt sich die zweite

| | | | x. Niaherung firr den wirklichen Strom. Das Ver-

4 4 ¢ J # fahren kann man beliebig fortsetzen, indem

Abb. 309. Niherungsverfahren zur Berechmung man jeweils den letzten Naherungsausdruck

des Einschaltvorganges. fiir den Strom in (1217) einfiihrt. Ein einfaches

Beispiel soll dieses Verfahren noch erlautern.
Es sei die magnetische Charakteristik einer Drosselspule durch

905—

Y=Lyi—1i? (1218)
gegeben; dann ist f(@)=—113,
und es wird ez=3i2l3~:.

Die Spule werde im Zeitpunkt ¢ =0 an eine Gleichstromquelle mit der elektromo-
torischen Kraft Z| angelegt; dann wird

R
i=y—°<1—e—nt ),

R
und es ergibt sich of _ B, o B, R,
ez=3Li—]EB;g<e Ly —2¢ Lo +e Lo )
0
Wie man mit Hilfe der Gl. (1181) leicht findet, gehort zu einer plotzlich einsetzenden
elektromotorischen Kraft t
Eie n
ein Verlauf des Stromes von der Form
¢ R
- =2y
. g Lo
leElTlTl_Lo (1219)
R 1

Ist im besonderen ==,
Lk 7
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8o ergibt sich der Grenzwert
t

¢1=%te‘71. (1220)

Daher wird der zu e, gehorige Strom
N 7 3(13 ——?e 3 —%c 4%: 1 —3%!) 1991
’z—?’Z;(F) Tte B — e B 42 ~ e , (1221)
und es ist der gesamte Strom angenihert durch ¢4, gegeben. Die hier auftretende
Funktion p=xet—Le o200 Lo (1222)

ist in Abb. 309 dargestellt. Der Gesamtstrom steigt zunichst so an, wie wenn die
Induktivitit den Wert L, hatte, nihert sich aber dann rascher als bei konstanter
Induktivitat seinem Endwert, da die Induktivitit nach Gl. (1218) mit wachsender
Stromstirke abnimmt.

42. Ausgleichsvorginge in Leitungen.

Nach dem Anlegen einer Spannung an eine Leitung ergibt sich, genau genommen,
ein sehr komplizierter Vorgang. Es entsteht beim Schliefen des Schalters eine
elektromagnetische Welle, die von dem Schalter ihren Ausgang nimmt und durch
die Leitungsdréhte gefithrt wird, ahnlich wie es in Abschnitt 37 durch Abb. 278
dargestellt ist. Die Ubergangsstellen zwischen Verschiebungsstrom und Leitungs-
strom laufen mit einer Geschwindigkeit an den Dréihten entlang, die ungefiahr gleich
der Lichtgeschwindigkeit ist. Einige Zeit nach dem Schalten ergibt sich daher

' poa A

p | | |

A JH g L 4]+l |
+ \l/ e —— = = _J \
= N {

HHF[F]F[F] i |

B A B A B

| b

A v v v
Abb. 310. Elektrische Feldlinien und Strome Abb. 811, Ubergang des Leitungsstromes in

nach dem Schalten einer homogenen Leitung, den Verschiebungsstr(im an der Front
der Welle,

ein Bild, wie es durch Abb. 310 veranschaulicht wird. Der Strom in den Leitungs-
drihten liefert positive und negative Ladungen zum Wellenkopf und baut so
zwischen den beiden Leitungsdrihten ein elektrisches Feld auf, Abb. 311; gleich-
zeitig ist mit dem FlieBen des Stromes ein magnetisches Feld verkniipft.

Der Hauptteil der Energie beider Felder befindet sich nun in der unmittelbaren
Umgebung der Leitungsdréahte. Man kann daher dasFeld in der Umgebung der Leitung
mit einer gewissen Annéherung als ein ebenes Feld auffassen, und zwar um so genauer,
je weiter sich der Wellenkopf vom Leitungsanfang entfernt hat, weil dann die Kriim-
mung der Front immer weniger ausmacht. Wenn man von der Umgebung des Lei-
tungsanfangs absieht, so haben die Feldlinien ungefihr den gleichen Verlauf wie im
stationdren Feld. Die Wirkung der Felder kann also durch den Kapazitits- und
Induktionsbelag beriicksichtigt werden wie im Falle langsam verinderlicher Felder.

Damit begeht man zwei Vernachlissigungen, namlich :

1. Es wird die in die Leitungsrichtung fallende Komponente der elektrischen
Feldstérke nicht beriicksichtigt, also angenommen, daB die elektrischen Kraftlinien
senkrecht aus der Leiteroberfliche austreten.

2. Es wird die magnetische Wirkung des dem Lingsfeld zugeordneten Ver-
schiebungsstromes nicht beriicksichtigt.

18*
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Man kann leicht feststellen, wann diese Vernachlissigungen erlaubt sind, wenn
man sich die Vorginge nach Fourier in einfache Wechselvorginge zerlegt denkt.
Die in die Richtung der Leitungsdrihte zeigende Komponente der elektrischen Feld-
stirke hat fiir einen solchen Wechselstromvorgang mit der Kreisfrequenz w an der
Leiteroberfliche die Grofie €,=3(R+jol),

wenn & die Stromstiirke im Leiter darstellt. Nach den Gl. (265) und (267) betragt
dort die Radialkomponente der elektrischen Feldstérke

u
G =——,
27yIn—
To

wenn a den Drahtabstand, r, den Drahtradius und 1l die Spannung zwischen den
beiden Drahten bezeichnet. Das Verhiltnis von Langskomponente zu Querkomponente
der elektrischen Feldstirke ist also an der Leiteroberfliche
S _[3(R4jol a
c _)u(R +ijoL) 2r0n .
Beschrinken wir uns der Einfachheit halber auf Wellen, die nur in einer Richtung
fortschreiten, so gilt W=38 und
¢ a
@f=2|ylrolnr—o.
Da |y| mit der Frequenz unbegrenzt wéchst, so kann auch dieses Verhéltnis beliebig
grof} werden, und die Voraussetzung ebener Felder ist daher nur unterhalb einer
bestimmten Frequenz zulissig. Fiir hohe Frequenzen kann man setzen |y| =o oder,

unter Einfiilhrung der Wellenlange l:-za—n,

@7=4na‘11n%. (1223)
Das Verhiltnis a/r, ist bei den praktisch vorkommenden Leitungen im allgemeinen
kleiner als 500. Daher ist das Verhiltnis der beiden Feldstirken kleiner als 78 7,/A.
Bei einer Frequenz von 107 Hz ist A=30 m. Selbst wenn der Leiterradius 2 cm
betragt, wird also das Verhiltnis der Feldstirken kleiner als 0,039, so daf3 die erste
Voraussetzung zulissig ist, wenn die Geschwindigkeit der Feldéinderungen kleiner
ist, als es einer Schwingung von 107 Hz entspricht.

Zur Abschitzung der zweiten Vernachlissigung hat man die zusatzliche Durch-
flutung der magnetischen Kraftlinien zu betrachten, die infolge der Langskompo-
nente des Verschiebungsstromes entsteht. Die Lingskomponente der elektrischen
Feldstirke nimmt mit der Entfernung von der Leiterachse wie das Potential
logarithmisch ab. In der Mitte zwischen den beiden Leitern ist die Langskomponente
der elektrischen Feldstirke Null. Man kann daher fiir eine iiberschligige Rechnung

den Ansatz machen 12
nZ

G, =3(B +jol) —r
In—
27y
Die durch dieses Lingsfeld hervorgerufene Durchflutung eines Kreises mit dem

Radius r=a/2 wird af2
= f2nrjws(53ldr.
To
Hieraus ergibt sich unter der Voraussetzung, dafl der Drahtabstand grol gegen
den Drahtradius ist, S, a® em . P
%= 5 g joE +joll),
In—

27,
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oder unter Einfilhrung des Kapazitatsbelages

O,_ ET
a b
1n2'—lr0
.. 0
fiir hohe Frequenzen %,= % <%)2. (1224)

Die zweite Voraussetzung ist zuléssig, wenn dieses Verhiltnis der zusitzlichen
Durchflutung &, zur Hauptdurchflutung & klein gegen 1 ist.

In dem vorigen Beispiel wird bei einem Drahtabstand von =2 m
o3
%’ =0,022.

Auch fiir die zweite Voraussetzung liegt also die Grenze in der gleichen GréBen-
ordnung von 107 Hz.

Raschere Anderungen der Felder als es einer Frequenz von 107 Hz entspricht,
kommen nun praktisch kaum vor. Infolge der beim Schalten entstehenden Licht-
bogen und infolge anderer Einfliisse (Hauteffekt, Koronaverluste) ergibt sich immer
ein allmahlicher Anstieg der Spannung, dessen Steilheit meist erheblich geringer
ist, als es einer Schwingung mit der genannten Frequenz entsprechen wiirde. Die
Voraussetzung, da3 man die Felder in der
Umgebung der Leitung als eben betrachten
kann, ist daher praktisch immer erfiillt.

+ + + + + o+ + o+ +
N N \%
A = = - Tz T = =
Abb. 312. Elektrisches Feld zwischen einer Wolke Abb. 313. Elektrisches Feld nach der Entladung
und einer isolierten Leitung. der Wolke.

Man muf} jedoch im Auge behalten, daB diese Annahme nur niherungsweise gilt
und in gewissen Fillen zu Fehlschliisssen fithren kann. In groBem Abstand von
einer frei im Raum befindlichen Leitung sind z. B. die Felder durchaus nicht mehr
eben, sondern eher kugelformig. Die Annahme ebener Felder ist hochstens einiger-
maflen zulidssig innerhalb eines Kegels, dessen Achse in der Leitung liegt, dessen
Spitze sich beim Leitungsanfang befindet und dessen Offnung etwa 900 betrigt.

Eine fiir die Hochspannungstechnik wichtige Form von Ausgleichsvorgingen
auf Leitungen wird durch die Anderungen der atmosphirischen elektrischen Felder
bei Blitzentladungen hervorgerufen. Die zwischen den Gewitterwolken und der
Erde bestehenden Potentialunterschiede ergeben Influenzladungen auf den Frei-
leitungen. Da die Leitungsisolatoren endliche Ubergangswiderstiande haben, so
flieBen die entgegengesetzten Ladungen iiber die Isolatoren nach der Erde ab, wie
dies fiir eine negativ elektrische Wolke durch Abb. 312 veranschaulicht wird. Die
Leitung hat das gleiche Potential wie die Erde, wenn wir von der Betriebsspannung,
die man sich iiberlagert denken kann, absehen. Es sind jedoch positive Influenz-
ladungen auf ihr vorhanden, denen durch die negativen Ladungen der Wolke das
Gleichgewicht gehalten wird.

Entladt sich die Wolke durch einen Blitz nach der Erde, so werden die positiven
Ladungen der Leitung frei. Unmittelbar nach der Blitzentladung findet sich die
durch Abb. 313 veranschaulichte Verteilung der Ladungen. Die Verschiebungslinien
spannen sich nun zwischen Leitung und Erde. Entsprechend der Leitungskapazitit
ergibt sich zwischen jedem Punkt der Leitung und Erde eine ganz bestimmte Span-
nung, die proportional der Ladung an jeder Stelle ist. Infolge des damit verbundenen
Potentialgefilles lings der Leitung kann eine derartige Verteilung der Ladungen
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nicht bestehen bleiben; die Ladungen fliefen nach beiden Seiten ab. Mit dem Ab-
flieBen der Ladungen ergeben sich magnetische Felder, die sich der Ladungs-
bewegung hemmend entgegenstellen, so daB der Ausgleich der Ladungen nur mit
einer bestimmten endlichen Geschwindigkeit erfolgen kann; die Felder breiten sich
nach beiden Richtungen hin mit dieser Geschwindigkeit iiber die Leitung aus, es
ergeben sich Wanderwellen lings der Leitung.

Nach den vorhin angestellten Uberlegungen konnen die Felder in kleinen Langen-
abschnitten der Leitung als ebene Felder betrachtet werden, die in jedem Zeitpunkt
die gleiche Struktur haben wie das statische Feld. In jedem kleinen Langenabschnitt
der Leitung kann man daher die Induktionswirkung des magnetischen Feldes mit
Hilfe des Induktionsbelages L’ der Leitung darstellen, den Zusammenhang zwischen
Ladung und Spannung durch den Kapazititsbelag C’. (Der Induktionsbelag ist hier
wegen der grofien Schnelligkeit der Feldinderungen nach Abschnitt 30 fast nur
durch die duBere Induktivitit der Leitung bestimmt.)

Bezeichnet man den Strom in der Leitung an irgendeinem Ort, der durch den
Abstand # vom Leitungsanfang bestimmt sei, und in irgendeinem Zeitpunkt mit s,
die Spannung zwischen Hin- und Riickleitung mit u, so ist die Zunahme der

Spannung lings eines kleinen Leitungsabschnitts dz, 8 2z, gleich der in dlesem
Abschnitt entstehenden elektromotorischen Kraft der Selbstinduktion de at’
wenn wir von den Verlusten absehen. Es gilt also

RS a3 (1225)

Ferner nimmt beim Fortschreiten um dz der Strom ¢ um einen Betrag — Z—;da: ab,
der gleich ist dem in dem Abschmtt dx zwischen Hin- und Riickleitung iibergehen-

den Verschiebungsstrom C’ dx at’ wenn auch hier die Verluste (Ableitungsstrom)

vernachlissigt werden. Also gilt 2_1, ¢ Ou . (1226)
z ot
Differenziert man in Gl. (1225) nach z, in Gl (1226) nach ¢ und kombiniert die
. : L
beiden Gleichungen, so folgt % ,Z:— I C” 5t2 (1227)
Die allgemeine Losung dieser Wellengleichung lautet
u=f (x—vi)+fo(x+vt). (1228)
Die Spannung enthdlt hier zwei Anteile, die eine wellenformige Ausbreitung mit
der Geschwindigkeit p— 1 1999
Vo (1229)

darstellen. Der erste Anteil wandert mit dieser Geschwindigkeit in Richtung zu-
nehmender z iiber die Leitung, wihrend sich der zweite mit gleicher Geschwindig-
keit in entgegengesetzter Richtung bewegt. Es ist ferner

9Y — —vfyw—vt)Fofylatol)

und mit Gl. (1226) i= 2 fy (@—vt)—  falatvt), (1230)

wobei 7= ]/lé— (1231)

den Wellenwiderstand bedeutet.

Die Gl. (1228) und (1230) geben Auskunft iiber die Ausbreitung der Wander-
wellen iiber die Leitung. Die Funktionen f; und f, sind durch die Anfangsbedingungen
bestimmt. Die Wanderwellen nehmen ihren Ausgang von einer bestimmten Ladungs-
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und damit Spannungsverteilung auf der Leitung, wie sie z. B. in Abb. 314 dar-
gestellt ist. Ist im Zeitpunkt {=0 eine bestimmte Verteilung der Ladung Q’(x)
(,,Ladungsbelag*‘) vorhanden, so ist die Spannung gegeben durch
4
u=LE (@), (1232)
Fiir =0, also zu Beginn des Vorgangs soll ferner 1= 0 sein. Daraus ergeben sich die

beiden Bedingungsgleichungen fa) =1, () +f2 (@)
0=f,(x)—f5 (),
aus denen folgt: (@) =f(x)=13]f(x).
Damit wird u=3f(x—vt)+ 3f (x+vi); (1233)
i= 5l (E—00) — 55f (e +1). (1234)

Die urspriinglich vorhandene Spannungsverteilung halbiert sich also, und die beiden
Teile laufen in unverinderter Form mit der Geschwindigkeit v nach beiden Seiten
hin iiber die Leitung. Dabei entsteht ein Strom, der in jeder Welle proportional
der Spannung ist und dessen Richtung relativ zur Fortbewegungsrichtung in jeder
Welle die gleiche ist. Die Abb. 314 veranschau- T

licht diesen Vorgang fiir eine Leitung aus zwei T

Drihten. Der Leitungsstrom schlieBt sich zwi- #-¢
schen den Driéhten als Verschiebungsstrom. P ——
Dieser Verschiebungsstrom (gestrichelt angedeu-

tet) baut am Kopf jeder Welle das elektrische r<— —>v
Feld auf, er hat also dort die gleiche Richtung T T
wie die Verschiebungslinien (diinne Linien); er ¢ \ﬂ ﬂ ’H f{
baut dagegen am Ende eines jeden Wellenzuges 20— ———-
das elektrische Feld ab, hat dort die entgegen- Abb. 314. AbflieBen der Ladungen.

gesetzte Richtung wie die Feldstirke.

Dieser Ausbreitungsvorgang setzt sich fort, solange die Leitung homogen ist.
Jede UngleichmaBigkeit der Leitung spaltet die Welle auf in weitergehende oder
gebrochene Wellen und riickliufige oder reflektierte Wellen. Auch die an
die Leitungen angeschlossenen Apparate oder Maschinen unterbrechen die Gleich-
miBigkeit der Leitung, ergeben also eine Zerlegung der auftreffenden Wellen. Die
Gesetze dieser Aufspaltung sind dadurch gegeben, daB wegen der Stetigkeit der
Feldenergie Spannung und Strom an der StoBstelle stetig sein miissen.

Als Beispiel werde der Fall betrachtet, daB eine Leitung mit dem Wellenwider-
stand Z, und der Fortpflanzungsgeschwindigkeit v, an eine Leitung angeschlossen
ist mit einem anderen Wellenwiderstand Z, und einer anderen Geschwindigkeit v,.
Kennzeichnet man die in Richtung zunehmender x auf die StoBstelle treffende
urspriingliche Welle mit w=f,(z—vt);

i=%hm—%m} (1239)
1

so ergeben sich Spannung u, und Strom 7, vor der StoBstelle durch Hinzufiigen
einer reflektierten Welle f,; es ist also

uy=f1(@—v8)+f, (x+v,8);
= gh@—nd—gf@+ub.

Hinter der StofBstelle ist eine gebrochene Welle vorhanden, die verschieden sein
kann von der auftreffenden Welle und von der reflektierten, fiir die aber die Be-
ziehungen gelten miissen Uy =1, (@—131);

iv= fa (=), |

(1236)

(1237)
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Die Stetigkeitsbedingung fordert, daB an der StoBstelle, also fiir einen bestimmten
Wert z=1,, gelten mufl uy=uy und i,=i,;

dies ergibt hh—vt)+f (b Fot)=f (lh—vst);
hib—out) =1 Gtout)= 7o (h—va).

Aus diesen beiden Gleichungen folgt durch Auflésen

Zy—27
frhtot)= =1 (h—wt) ; (1238)
2 +Zy
27
fg(l1"‘?’2t):m‘2z*lf1(l1—”1t)~ (1239)
Die reflektierte Welle hat also die gleiche Form wie die einfallende Welle; ihre
¢
P
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Abb. 315. Reflexion einer Wanderwelle am offenen Leitungsende.

Amplitude unterscheidet sich von der der einfallenden gemafl dem ,,Reflektions-
faktor« Z,—27,

"= 742, (1240)
der zwischen —1 und -1 liegt. Die beiden Grenzfille ergeben sich, wenn Z,=0
oder Z,=00 ist. Der erste Fall entspricht dem kurzgeschlossenen, der zweite dem
offenen Leitungsende.

Setzt man in Gl. (1238) L+vt=w, (1241)
so ergibt sich fr(wy=rfi 21, —w).
Also wird et t)=rf (2L —x—uv,1),
und wy=f(e—vt)+rf (2L, —x—v,t),

, r 1242
= g he—u)= S hEh o). | 1242

In Abb. 315 ist hiernach fiir den Fall des offenen Leitungsendes (r=1) das Zu-
standekommen von Spannung und Strom veranschaulicht. Bei sehr steiler Front der
Welle kann sich, wie die Abbildung zeigt, nahezu eine Verdoppelung des Maximal-
wertes der Spannung ergeben. Umgekehrt liegen die Verhiltnisse bei kurz-
geschlossenem Leitungsende (r==—1). Hier mufl die Spannung fiir z=I,
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stindig Null sein, wihrend der Strom nahezu auf den doppelten Maximalwert
ansteigen kann.
Fiir die gebrochene Welle ergibt sich bei Einfithrung des ,,Brechungs-

faktors® 2Z,
b=22+Z1=1+r (1243)
und mit der Substitution L —vpt=w, (1244)

fo(w)=bfs (h— b4 ),

oder uzzf,,(x—-vzt)=bf1<l1——2ill+—Z:—(x—vzt)>.
Setzt man x=l+x, (1245)

indem man fiir die gebrochene Welle die Abstinde von der StoBstelle aus miBt,
so wird

ergibt sich hier im allgemeinen auch
eine Umbildung der Wellenform;
alle Léingenabmessungen der Welle
werden im Verhaltnis v,/v, vergroBert.

In Abb. 316 ist dies fir den Fall
v,=2v; und r=1/2, b=3/2 darge-
stellt. Um die Werte der gebrochenen

Spannung zu finden, hat man alle
von x=1, aus gemessenen Langenab-
schnitte von f, mit 2 und alle Ordi- [ <

naten mit 3/2 zu multiplizieren. Beim

Ubergang von einer Leitung mit nied-
rigem Wellenwiderstand zu einer Lei-

u
u2—bf1<1+ Ly —o t) (1246) /\ p
Im Gegensatz zur reflektierten Welle el x

)
tung mit hohem Wellenwiderstand, e AN
z. B. beim Ubergang von einer Kabel- I”Z
1eit11ng zu einer Freﬂeitung, koénnen app. 316. Ubergang einer Wanderwelle an der Verbindungs-
die Spannungen der Wanderwellen stelle zweler Leitungen.
nahezu verdoppelt werden.

Im allgemeinen Fall des Abschlusses der Leitung durch irgendwelche Ein-
richtungen wird das Verhiltnis von Spannung zu Strom am Leitungsende durch
die Art des Abschlusses bestimmt. Es ergibt sich hier fiir u, eine bestimmte Funktion

der Zeit wy =y (t), (1247)
ebenso fiir den Strom to=(f). (1248)
Beide Funktionen stehen miteinander in einer Beziehung, die man durch eine
Differentialgleichung oder durch die in Abschnitt 39 gegebenen Regeln ausdriicken
kann. Dazu kommen noch die beiden Stetigkeitsbedingungen
hhi—vit)+f (+v )=y (0);
hh—vt)—f,(h+vt)=Z,¢(),
aus denen folgt p(t)+Z,p(t) 2]‘1(ll—v1 )3 (1249)
frh+ot)=590)—5Z, (). (1250)
Mit Hilfe dieser Beziehungen kann der Verlauf von Spannung und Strom am Ende
der Leitung berechnet werden.
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Es sei z. B. die Leitung am Ende mit einem Kondensator von der Kapazitit C

abgeschlossen. Dann gilt dort Odu2
dt’
oder o(t)= ofl’f (1251)
Setzt man dies in Gl. (1249) ein, so folgt
p4+02, % =21, —vy1). (1252)

Man lost diese Gleichung durch den Ansatz
p=F, () F,(1), (1253)

in dem F, und F, zunichst unbekannte Funktionen bedeuten. Es ergibt sich

dF dF.
F1F2+0Z1EEF2+CZ1 ‘d’igFl=2f1(l1—”1t)-

t
Setzt man hier F,=A,¢ ©%1,

dF2

so folgt 7Z,04,¢ GZ‘ =2fH(l,—ut),

oder durch Integration
t

2 L,
Fr=307, f eC%fy (lh—v ) di+4s.
0

P @ - War der Kondensator im Zeitpunkt {=0 ungeladen,
1Y — . .

so muBl 4,=0 sein, und es wird
¢

t t
y—= 2 o7 ozlfeozlfl(ll_vlt)dt_ (1254)
0

¢ :
Hieraus kann man y und damit nach GI. (1251) ¢
817, Binwirkung ef und nach Gl.(1250) f, ermitteln, wenn der Verlauf
AR 317a1§u(15‘31‘17x1£n %rfégirsag?derwene der ankommenden Weﬂe f, bekannt ist. Besteht z. B.
die ankommende Welle aus einem kurzen Impuls,
der im Zeitpunkt {=t¢, eintrifft, bis zum Zeitpunkt ¢{=¢, den konstanten Wert U
hat und dann wieder auf Null abfillt, so gilt
p=0 fir <4,
und fir b <t<ty
¢

t 12 t—t1
Y= _2_U:e CZ1feCZ1dt:2[]<1_e CZl);

t

. . t t tl
fiir t>>1¢, gilt p=2 Ue‘?i;(e?)%_eﬁz—l)

Der Verlauf von  ist in Abb. 317 fiir verschiedene Werte von ¢, dargestellt. Die
Spannung am Leitungsende wird im Vergleich zur Héhe der Wanderwelle um so
groBer, je breiter die Wanderwelle ist.

Nach Gl. (1249) ergibt die Summe von Spannung am Leitungsende mit dem
Produkt aus Strom und Wellenwiderstand eine Spannung vom Betrage 2f,. Man
kann daher diese Spannung als elektromotorische Kraft auffassen, die in einem
Kreis wirkt, der aus der Reihenschaltung des Wellenwiderstandes mit dem AbschluB-
widerstand gebildet wird, Abb. 318. Damit kann die Aufgabe, Spannung und Strom-
verlauf am Ende der Leitung bei beliebigem AbschluBl zu berechnen, auf die in
Abschnitt 39 behandelten Falle zuriickgefiihrt werden. Es sei z. B. die Leitung mit
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einer Spule von der Induktivitit L und dem Widerstand E abgeschlossen. Die
Wanderwelle treffe mit schriger Front ein, und es gelte dafiir der Ansatz

t .
h—ug=0l1-c5), 1265) 2 -

indem als Zeitnullpunkt der Augenblick des Eintreffens der Welle ° —T
am Leitungsende gewihlt wird, Abb. 319; 7, ist ein MaB fiir die | 4
Steilheit der Wellenfront. Die elektromotorische Kraft 2f; enthilt
also zwei Teile: der eine Teil stellt eine konstante Kraft vom Be- _ Jt
trag 2U dar, die im Zeitpunkt {=0 einsetzt, der zweite Teil hat

t Abb. 318. Ersatz-

. - bild fir das Lei-
fiir >0 die Form —2Ue *t. Zu dem ersten gehort der Strom tungsende.

t
., 2U -
i1— R+Z1<1_e ) (1256)
wobei To= g (1257)
1
Zu dem zweiten gehort _t_t
w_ 2U e nn—e w
h=—"7 {1 (1258)
W T

Daher gilt fir den am Leitungsende nach dem Eintreffen der Wanderwelle ent-

2
o — —— T ———— T
—
yl—
7/ 100
20 // # 9
F+Z, / A /’L’W
(74
//
L | L ¢
g n, 2, Jy ft, g z 2r, £/ 127
Abb. 319. Zeitfunktion einer Abb. 320. Anwachsen des Stromes am Ende
Wanderwelle mit schriger der Leitung bei Beriicksichtigungder Induk-
Stirn. tivitit des AbschluBwiderstandes.
stehenden Strom _t _t
i 2U 1 Tt T 2 (1259)
2 R+7, T,—T, )

Der damit berechnete Stromverlauf ist fir 7,=}7v,, 7, und 27, in Abb. 320 dar-
gestellt.

Die gleichen Betrachtungen, wie sie hier fir Wanderwellen allgemeiner Form
angestellt wurden, gelten auch fiir die bei Schaltvorgéngen entstehenden Wellen.
Wird eine Leitung an eine Spannungsquelle angeschlossen, so wichst die Spannung
am Anfang von Null auf einen gewissen Betrag. Die der Leitung vom Strom zu-
gefiihrten Ladungen breiten sich auf der Leitung in Form einer Wanderwelle aus.
Handelt es sich z. B. um eine Gleichspannung, dann wichst nach einer Zeit, die
durch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v bestimmt ist, die Spannung an jeder
Stelle der Leitung von Null auf einen konstanten Wert. Am Leitungsende findet
Reflexion und Brechung statt, genau so wie es fiir den allgemeinen Fall beschrieben
wurde.

Die an den StoBstellen und den Leitungsenden reflektierten Wellen durchlaufen
die Leitung bis sie wiederum auf Stofstellen oder auf das andere Leitungsende
treffen. Dort werden wieder reflektierte und gebrochene Wellen abgespalten, so daf3
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die Wellen in immer komplizierterer Unterteilung auf der Leitung hin und her
laufen. Dieses Spiel wiirde sich unbegrenzt lange fortsetzen, wenn nicht in den
Leitungen Energieverluste auftreten wiirden. Die Wellen erfahren beim Durch-
wandern der Leitung eine Dampfung. In erster Niaherung gilt hier die in Abschnitt 36
fiir die Abnahme der Leistung angestellte Uberlegung. Spannung und Strom sind
mit einem Faktor zu multiplizieren, der je Langeneinheit um den gleichen relativen
Betrag
R &

=37+52 (1260)
abnimmt. Die in der Wanderwelle enthaltene Energie wird daher allméhlich auf-
gezehrt.

Die Dampfung héngt genau genommen von der Schnelligkeit der Spannungs-
dnderungen ab; sie wachst mit der Frequenz der Anderungen; Gl. (1260) stellt nur
eine Naherungsformel dar. Es ergibt sich daher eine allmidhliche Umwandlung der
Wellenform, indem Teile der Welle mit groBer Steilheit stirker gedampft werden
als flachverlaufende Teile. Da aber die Leitungen der Starkstromtechnik immer
elektrisch kurz sind, so geben hier die Naherungsbetrachtungen einen fiir die meisten
Zwecke ausreichenden Uberblick. In der Schwachstromtechnik dagegen handelt es
sich hdufig gerade um lange Leitungen mit groBler Dampfung. Meist sind diese Lei-
tungen noch mit Einrichtungen komplizierter Wechselstromwiderstande abgeschlos-
sen, so dafl die Betrachtung der Vorginge auf der Leitung fiir sich allein wenig
Nutzen hat, um so mehr, als fiir die Zwecke der Schwachstromtechnik die genauere
Form der Ausgleichsvorginge interessiert, fiir die die Frequenzabhingigkeit von
Dampfung und Wellenwiderstand wesentlich mafigebend ist. Hier besteht daher die
zweckmaBigste Methode zur Untersuchung der Ausgleichsvorginge darin, daB man
die Frequenzcharakteristiken @ und b betrachtet. Nach Abschnitt 40 geben diese
Frequenzcharakteristiken Auskunft iiber das Verhalten des Systems bei Spannungs-
anderungen, also auch iiber die Ausbreitungsvorginge. Um einen Uberblick iiber
die Ausgleichsvorginge zu erhalten, kann man die wirklichen Frequenzcharakteri-
stiken durch einfache Funktionen der Frequenz darstellen, mit denen sich die den
Ausgleichsvorgang beschreibenden Integrale auswerten lassen.

Anhang.

MaBsysteme.

In der Literatur werden z.T. noch die alten absoluten elektromagnetischen
und elektrostatischen Mafleinheiten beniitzt. Zur Umrechnung der Zahlenangaben
dient die folgende Tabelle.

) . o eine eine
GroBe praktische Einheit elektrostatische elektromagnetische
Einheit ist gleich Einheit ist gleich
Spannung Vv 300V 0,999 . 108V
Stromstarke A 0,334 - 10—°A 10A
Widerstand Q= -VA— ~= % 0,898 - 101202 0,999 . 10-°Q
Induktivitit H=0s ‘ 0,898 - 1012 H 1[em]=0,999-10-° H
Kapazitit F=Ss |1 [em]=1,113-10-*2F 1,001-10°F
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