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Vorwort. 
Die Elektrotechnik bildet heute ein so großes und vielfach verzweigtes Gebiet 

der Ingenieurwissenschaften, daß es für den einzelnen nicht möglich ist, dieses Gebiet 
auch nur einigermaßen kennenzulernen; in noch stärkerem Maße muß sich der am 
Fortschritt der Technik arbeitende Ingenieur auf die Betätigung in einem verhält­
nismäßig engen Teilgebiet beschränken. Für das Studium an den Hochschulen, 
das nicht angenähert so weit spezialisiert werden kann, wie es die spätere Tätigkeit 
des Studierenden erfordern würde, ergibt sich daraus die Notwendigkeit einer Be­
schränkung auf diejenigen Grundlagen, die möglichst vielen Gebieten gemeinsam 
sind. Das sind insbesondere die den elektrotechnischen Anwendungen zugrunde 
liegenden physikalischen Gesetze. 

Es gibt heute eine Reihe von vorzüglichen Einführungen in die einfacheren 
Grundgesetze der Elektrotechnik. Es gibt ferner eine ausgezeichnete Speziallitera­
tur, die sich mit den Anwendungen der Grundgesetze beschäftigt. Hinsichtlich 
der theoretischen Vorbildung sind nun die Anforderungen an die allgemeinen 
Kenntnisse des wissenschaftlich tätigen Ingenieurs in den letzten Jahren bedeu­
tend gewachsen, und wenn hier auch sehr gute physikalische Lehrbücher zur Ver­
fügung stehen, so folgen doch Schwierigkeiten daraus, daß sich die Sprache der 
Elektrotechnik zum Teil nicht unerheblich von der der Physik entfernt hat und daß 
der Studierende nicht in der Lage ist, das für ihn Notwendige aus der großen Stoff­
menge herauszufinden. 

In dem vorliegenden Buch habe ich versucht, eine Einführung in die Vor­
stellungen und die Methoden zu geben, deren Kenntnis nach meinen Er­
fahrungen heute zur Allgemeinbildung des an der Weiterentwicklung 
der Elektrotechnik interessierten Ingenieurs gehören muß. Damit 
ergab sich eine Abgrenzung des Stoffes gegen die mehr physikalischen Lehrbücher. 
Eine weitere Einschränkung wurde noch im Hinblick auf die vorhandene einfüh­
rende Literatur der Elektrotechnik vorgenommen, die gewisse Gebiete sehr aus­
führlich behandelt. Diese Gebiete konnten daher hier etwas zurückgestellt werden. 
Ebenso wurde kein Versuch gemacht, die Theorie der elektrischen Maschinen auf­
zunehmen; sie stellt ein hochentwickeltes Spezialgebiet dar, das ein besonderes 
Studium erfordert. 

Die Stoffeinteilung ist keine systematische, sondern so gewählt, wie es für 
das Verständnis am zweckmäßigsten erschien. Daraus folgte eine Einteilung in 
einzelne Abschnitte, die nur verhältnismäßig lose zusammenhängen und z. T. in­
einander greifen, die aber ungefähr von Leichterem zu Schwierigerem fortschreiten. 
Der Stoff ist so weit fortgeführt, wie es zum Verständnis und zum Studium der 
Spezialliteratur notwendig ist; insbesondere ist bei der Darstellung auch den Be­
dürfnissen von Studierenden der Physik, die auf dem Gebiet der Elektrotechnik 
tätig sein wollen, Rechnung getragen. 

Sämtliche Formeln sind als Größengleichungen geschrieben. Wer in der 
Praxis einmal weniger geläufige Formeln zahlenmäßig auszuwerten hatte, kennt 
den für den Ingenieur besonders unzulässigen Zweifel über die richtige Wahl der 
Einheiten der verschiedenen Größen; meist ist ein zeitraubendes Nachrechnen der 
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Formeln oder Nachsuchen in der Literatur erforderlich, wenn bei irgendeiner Größe 
die Angabe der Einheit fehlte. Diese Schwierigkeiten verschwinden restlos, wenn 
man sich der Größengleichungen bedient. Die den Größengleichungen zugrunde 
liegende Auffassung wurde bereits von J. C. Maxwell vertreten; wir verdanken 
den erneuten und tatkräftigen Hinweis auf die Zweckmäßigkeit dieser Gleichungen 
J. W allot. Es ist zu hoffen, daß sich auch die anderen Gebiete der Technik und 
insbesondere die Physik von den veralteten Zahlenwertgleichungen, die nur für 
bestimmte Einheiten richtig sind, im Einklang mit den kürzlich vom A. E. F. heraus­
gegebenen Empfehlungen möglichst bald abkehren werden. Eine erhebliche Er­
leichterung und ein bedeutender Zeitgewinn für die späteren Generationen wäre 
der Lohn dafür. 

Für eine Reihe von Anregungen bei der Auswahl des Stoffes bin ich Herrn 
Dir. Dr. phil. h. c. Dr.-Ing. E. h. F. Lüschen zu Dank verpflichtet. Ferner danke ich 
den Herren Dr.-Ing. H. J enss und Dipl.-Ing. H. W errmann für ihre freundliche 
Mühewaltung bei der Durchsicht des Manuskriptes und der Korrekturen. Der 
Verlagsbuchhandlung danke ich für das bereitwillige Eingehen auf meine Wünsche. 

Danzig, im Februar 1932. 
K. Küpfmüller. 



Inhaltsverzeichnis. 
Seite 

Einleitung. . . . . . . . 1 

Erstes Kapitel: Der stationäre elektrische Strom 4 
I. Die EinheilRn der elektrischen Größen. . . . 4 

l. Definitionen . . . . . . . . . . . . . . 4 
2. Zusammenhang zwischen den elektrischen und mechanischen Einheiten 5 

II. Der elektrische Strom in linearen Netzen . . . . . . . . . . 6 
3. Grundgesetze der Strömung in linearen Netzen . . . . . 6 
4. Hilfsregeln für die Berechnung von Stromverzweigungen . 14 

III. Der elektrische Strom in räumlich ausgedehnten Leitern . 22 
5. Grundbegriffe des räumlichen Strömungsfeldes . . . 22 
6. Die Grundgesetze des stationären elektrischen Stromes 27 
7. Beispiele von Strömungsfeldern . . . . . . . . . . 31 
8. Grenzbedingungen im Strömungsfeld . . . . . . . 38 
9. Der elektrische Strom in metallischen Leitern, Elektronentheorie 40 

Zweites Kapitel: Das elektrische Feld . . . . 45 
I. Das ruhende elektrische Feld . . . . . . 45 

10. Grundbegriffe des elektrischen :Feldes. 45 
11. Kondensatoren. . . . . . . . . 53 
12. Beispiele elektrostatischer :Felder. . . 58 
13. Mehrleitersysteme . . . . . . . . . 74 
14. Die mechanischen Kräfte im elektrischen Feld, Energie des Feldes 82 
15. Die Potentialgleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 
16. Raumladungsfelder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 
17. Graphische Methoden zur Ermittlung der Potentialverteilung in elektrischen 

Feldern . . . . . . . . . . . . . . . 111 
II. Das langsam veränderliche elektrische ]feld . 

18. Verschiebungsstrom und Leitungsstrom . 
19. Das elektrische Wechselfeld . . . . 
20. Der Durchschlag von Isolierstoffen 

113 
113 
115 
124 

Drittes Kapitel: Das magnetische Feld . . . 133 
I. Das ruhende magnetische Feld . . . . . 133 

21. Grundbegriffe des magnetischen Feldes, lnduktionsgesetz. 133 
22. Das Durchflutungsgesetz, magnetische Stoffe . . . . . . 143 
23. Der magnetische Kreis, Elektromagnete, Dauermagnete . . . . 150 
24. Berechnung magnetischer Felder, Vektorpotential, Amperesehe :Formel 155 
25. Beispiele magnetischer Felder . . . . . 163 

II. Das langsam veränderliche magnetische Feld . . . 169 
26. Die Selbstinduktion . . . . . . . . . . . . 169 
27. Gegeninduktion, Transformator . . . . . . . 175 
28. Die mechanischen Kräfte im magnetischen :Feld 181 
29. Das magnetische Wechselfeld . . . 187 
30. Die Wirbelströme . . . . . . . . . 189 
31. Die Ummagnetisierungsverluste . . . 201 

Viertes Kapitel: Netzwerke und Kettenleiter. 206 
32. Theorie der Stromverzweigungen bei Wechselstrom 206 
33. Vierpole und Kettenleiter . . . . . . . . . . . . 215 
34. Die Elektronenröhre als Verstärker . . . . . . . 224 



VI Inhaltsverzeichnis. 

Fünftes Kapitel: Leitungen . . . . . . . . 
Seite 
229 
229 
237 

35. Die Leitungsgleichungen . . . . . . 
36. Näherungsformeln der Leitungstheorie 

Sechstes Kapitel: Rasch veränderliche Felder 
37. Die Maxwellsehen Feldgleichungen . . 
38. Die elektromagnetische Welle . . . . 

243 
243 
249 

Siebentes Kapitel: Elektromagnetische Ausgleichsvorgänge . 260 
39. Allgemeine Gesetze der Ausgleichsvorgänge in linearen Systemen 260 
40. Der Zusammenhang zwischen den Frequenzcharakteristiken und den Aus-

gleichsvorgängen . . . . . . . . 268 
41. Nichtlineare Systeme . . . . . . 272 
42. Ausgleichsvorgänge in Leitungen. 275 

Anhang: Maßsysteme. Literatur . . . . . . 284 



Einleitung. 
Die Technik hat Aufgaben zu lösen, die teils aus wirtschaftlichen Bedürfnissen, 

teils aus allgemeinen menschlichen Wünschen entspringen. Diese Aufgaben be­
ziehen sich immer auf die Herstellung von Einrichtungen, mit denen ein ganz 
bestimmter Zweck erreicht werden soll. Der Begriff des Zwecks kennzeichnet die 
technische Aufgabe. Die Herstellung eines Elektromotors oder eines Rund­
funkapparates, der Bau einer Hochspannungsleitung oder einer Fernsprechver­
bindung sind technische Aufgaben. Die Aufgaben, die Stromstärke in einem 
Stromkreis zu berechnen, oder die elektrische Feldstärke zwischen Kugelelektroden 
zu ermitteln, oder eine Differentialgleichung zu integrieren, sind für sich keine 
technischen Aufgaben; sie können jedoch Teile einer technischen Aufgabe bilden. 
Im allgemeinen zerfällt jede technische Aufgabe in eine große Zahl von Teilfragen, 
die den Entwurf, die Konstruktion und die Ausführung der Einrichtung 
betreffen. Soll z. B. zwischen zwei Orten elektrische Energie übertragen werden, 
so sind Fragen des Entwurfs: die Frage nach der Stromart (Drehstrom, Ein­
phasenstrom, Gleichstrom), nach der Höhe der Spannung und dem notwendigen 
Leiterquerschnitt; Fragen der Konstruktion: die Frage, ob die Leitung als Kabel 
oder Freileitung ausgeführt werden soll, ob die Leiter als Seil- oder Volldrähte her­
gestellt werden sollen, wie die Kabelleiter isoliert werden sollen, welche Isolatoren­
form zu wählen ist, wie die Maste beschaffen sein sollen, welche Abstände sie von­
einander haben sollen usw. ; Fragen der Au sf ü h ru ng: auf welche Weise und mit 
welchen Maschinen die Leitungen herzustellen sind, die Isolatoren, wie die Kabel 
in die Erde zu verlegen sind, wie die Maste aufzustellen sind, wie die Leitungsdrähte 
miteinander zu verbinden sind usw. 

Bei jeder Teilfrage ist die Auswirkung irgendwelcher Festsetzungen oder Maß­
nahmen zu berücksichtigen, z. B. die Größe des Spannungsabfalls in der Lei­
tung bei der Festsetzung des Leiterquerschnitts. Die Lösung der Aufgaben setzt 
nun nicht unbedingt voraus, daß alle diese Faktoren von vornherein bekannt sind. 
Es ist grundsätzlich möglich, sämtliche Fragen empirisch zu beantworten, indem 
man hinreichend viele Versuche vornimmt. Man könnte in dem betrachteten Bei­
spiel eine beliebige Leitung zwischen den beiden Orten herstellen und beobachten, 
ob sie brauchbar ist. Es wird sich dann z. B. herausstellen, daß die Energie­
verluste zu groß sind, oder daß die Leiter ins Glühen kommen, oder daß die 
Leitungsdrähte zerreißen oder die Maste einstürzen. Man würde dann eine zweite 
Leitung bauen, die entsprechend stärker bemessen wird, und es ist wahrscheinlich, 
daß man bei Verwertung der Erfahrungen nach einer gewissen Anzahl von Ver­
suchen schließlich eine brauchbare Anlage bekommen würde. Dieses empirische 
Verfahren führt immer zum Ziel, und es ist in der Tat das Verfahren, das in der 
Technik besonders in der Anfangszeit häufig angewendet wurde. Ohne weiteres ist 
aber ersichtlich, daß dieses Verfahren immer große wirtschaftliche Aufwendungen 
erfordern muß, und daß man diese Aufwendungen um so mehr verringern kann, je 
genauer man die Vorgänge kennt, die sich in der betreffenden Einrichtung abspielen. 
Diese Kenntnis kann zwar grundsätzlich nur durch die Erfahrung vermittelt werden; 
es ist jedoch möglich, auch ohne daß Erfahrungen mit der besonderen Einrichtung, 
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vorliegen, um deren Herstellung es sich handelt, Voraussagen über ihre Eigenschaften 
zu machen. Dazu dient die Theorie. Der Zweck der Theorie besteht darin, die 
jeweils vorliegenden Gesamterfahrungen, die durch Beobachtung und Messung 
gewonnen wurden, in handlicher Form und für möglichst viele Fälle anwendbar zur 
Verfügung zu stellen. 

Entsprechend den beiden Hilfsmitteln der Theorie und des Versuchs sind daher 
zur Lösung einer technischen Aufgabe im allgemeinen zweierlei Arten von Auf­
wendungen erforderlich: 

1. Aufwendung von Gedankenarbeit durch Verwertung der theoretischen 
Erkenntnisse, 

2. Aufwendung von Geldmitteln zur Ausführung von Versuchen (Material­
und Herstellungskosten der Versuchseinrichtungen, Betriebskosten). 

Die vorhin gemachten Ausführungen zeigen nun, daß sich diese beiden Arten 
von Aufwendungen gegenseitig ersetzen können. Zur Lösung ein und derselben Auf­
gabe ist mehr Material und Zeit erforderlich, wenn von den theoretischen Erkennt­
nissen kein Gebrauch gemacht wird; andererseits kann an Geldmitteln gespart werden, 
wenn mehr geistige Arbeit bei der Lösung des Problems aufgewendet wird. Die 
theoretischen Erkenntnisse sind gegenwärtig noch weit von dem idealen Zustand ent­
fernt, daß man jede technische Aufgabe rein durch Gedankenarbeit lösen könnte, daß 
also die zweite Art von Aufwendungen vollständig durch die erste ersetzt werden 
könnte; um so wichtiger ist es daher, mit der Auswertung des Vorhaudenen so weit 
zu gehen wie irgend möglich. Hierin besteht das wissenschaftliche Verfahren 
der Bearbeitung technischer Aufgaben, das den Gegensatz zum empirischen Ver­
fahren bildet, und dessen Einführung die raschen Fortschritte der Technik in den 
letzten Jahrzehnten ermöglicht hat. Jede technische Aufgabe ist lösbar. Häufig erfor­
dert die Lösung große Aufwendungen an Mitteln und an Zeit; sie können in dem Maße 
vermindert werden, in dem es möglich ist, theoretische Erkenntnisse anzuwenden. 

Ein primitives Verfahren des Studiums, das vom pädagogischen Standpunkt aus 
wahrscheinlich nicht das schlechteste wäre, bestünde darin, daß jeder Einzelne alle 
Erfahrungen, die im Laufe der Zeit gemacht worden sind, in der gleichen Reihen­
folge und Vollständigkeit sammeln würde. Dieses V erfahren ist aus einer Reihe von 
Gründen nicht durchführbar, besonders wegen der Fülle des Erfahrungsmatel:ials, 
die ungeheuer groß ist im Vergleich zu dem, was ein Mensch während seines Lebens 
auf diese Weise aufnehmen könnte. Es ist daher nötig, die Erfahrungen in eine mög­
lichst konzentrierte Form zu bringen und in dieser Form zu verbreiten. Das Hilfs­
mittel dazu stellt die Mathematik dar, die einerseits eine Art Kurzschrift zur Zu­
sammenfassung der Erkenntnisse bildet und andrerseits Anweisungen für die 
Auswertung dieser Erkenntnisse gibt. Aus diesem Grunde bildet der Besitz 
mathematischer Kenntnisse eine der unentbehrlichen Voraussetzungen zum Ver­
ständnis der Ingenieurwisseuschaften. 

Zuweilen wird die Bedeutung schwieriger mathematischer Methoden für die 
Lösung technischer Aufgaben überschätzt. Selten sind jedoch Fortschritte der 
Technik aus komplizierten mathematischen Rechnungen hervorgegangen. Viel 
wichtiger als die Kenntnis schwieriger Gebiete der Mathematik ist es für den wissen­
schaftlich arbeitenden Ingenieur, daß er sich eine klare Vorstellung von dem 
Wesen der Naturvorgänge erwirbt, mit denen er es zu tun hat. Darunter ist zu ver­
stehen, daß mit dem Ablauf dieser Vorgänge bestimmte Ideen verbunden werden, 
die die Erscheinungen auf wenige allgemeine Gesetzmäßigkeiten zurückführen. 
Zu jeder Technik gehört eine ganz bestimmte Vorstellungswelt, die durch die 
Theorie vermittelt wird. Die Fortschritte der Technik gehen jeweils von dieser 
Vorstellungswelt aus. Jede Erweiterung der theoretischen Vorstellungen gibt daher 
die Möglichkeit weiterer Fortschritte. Diese Vorstellungen aber können in 
vollem Umfang nur mit Hilfe der Mathematik erworben werden. 
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Benötigt nun der Ingenieur aus dem großen Wissensgebiet der Mathematik als 
Hilfsmittel bei seiner Tätigkeit im allgemeinen nur einen verhältnismäßig kleinen 
Teil, so ist es für den Erwerb der theoretischen Vorstellungen und für ihre Aus­
wertung außerordentlich wichtig, daß er dieses Hilfsmittel mit der größten Sicher­
heit beherrscht. Es ist für die Aneignung der zu einer wissenschaftlichen Tätigkeit 
auf dem Gebiete der Elektrotechnik notwendigen theoretischen Vorstellungen nicht 
ausreichend, die Elemente der Differential- und Integralrechnung, die Lehre von 
den Potenzreihen und den Fouriersehen Reihen, ferner die komplexe Rechnung 
und die Elemente der Vektorrechnung zu kennen, sondern es gehört dazu die 
Fähigkeit, die in diesen Gebieten gelehrten Regeln anzuwenden. Diese Fähig­
keit kann man durch ein noch so ausgedehntes Studium der Formeln nicht er­
werben, sondern nur dadurch, daß man spezielle Aufgaben in hinreichend großer 
Zahl löst. Im folgenden ist daneben noch die Kenntnis der Grundzüge der Elektro­
technik vorausgesetzt, wie sie durch die elementaren Einführungen gegeben wird. 

Die in den Text des Buches eingestreuten Zahlenbeispiele sollen eine Vor­
stellung von den Größenverhältnissen der besprochenen Zusammenhänge geben. 
Es ist zweckmäßig, beim Studium möglichst viele von diesen und ähnlichen 
Zahlenbeispielen selbst durchzurechnen, da man auf diese Weise das Gefühl für 
die Bedeutung der Größen erheblich vertieft. 

•• 



Erstes Kapitel. 

Der stationäre elektrische Strom. 
I. Die Einheiten der elektrischen Größen. 

1. Definitionen. 
Die praktisch verwendeten elektrischen Maßeinheiten wurden ursprünglich von 

den sogenannten absoluten elektromagnetischen Einheiten der Physik abgeleitet, 
indem man diese mit Potenzen von 10 multiplizierte, um eine praktisch brauchbare 
Größenordnung der Zahlenangaben zu bekommen. Zur Vereinfachung der Meß­
vorschriften hat man dann die abgeleiteten Einheiten besonders definiert, so daß 
heute der Zusammenhang zwischen den auf diese Weise entstandenen "internatio­
nalen praktischen Einheiten" mit den "absoluten Einheiten" für die Elektrotechnik 
keine Bedeutung mehr hat; es erklären sich so lediglich die unrunden Zahlen der 
einzelnen Einheitendefinitionen. Zwischen den alten Einheiten und den praktischen 
Einheiten bestehen einfache Zahlenverhältnisse, die in Anhang 2 am Schluß des 
Buches zusammengestellt sind. 

Im folgenden werden die Festsetzungen über die praktisch wichtigen Einheiten 
aufgeführt, damit sich mit der Entwicklung der Theorie ein vollständiger Überblick 
über den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Einheiten ergibt. 

a) Stromstärke. Die durch Elektrolyse an einer Elektrode ausgeschiedene Stoff­
menge ist proportional der Elektrizitätsmenge, da jedes Ion eine bestimmte Elek­
trizitätsmenge transportiert (Faraday). Die Stromstärke als die in der Zeiteinheit 
transportierte Elektrizitätsmenge ist daher proportional der in der Zeiteinheit aus­
geschiedenen Stoffmenge. Hierauf beruht die Definition der Stromstärkeneinheit: 

Ein konstanter Strom hat die Stärke von l Ampere (A), wenn 
er aus einer wässerigen Lösung von Silbernitrat in einer Sekunde 
0,00lll800 g Silber ausscheidet (Gesetz, betr. die elektr. Maßeinheiten, vom 
l. Juni 1898). 

Die Einheit der Elektrizitätsmenge ist dementsprechend die Amperesekunde: 

IA·l s=lAs. (l) 

b) Widerstand. Für die Widerstandseinheit hat man ein Grundmaß festgelegt 
durch die Bestimmung, daß eine Quecksilbersäule von der Temperatur 
!!!:ls ~::~chmelzenden Eises, deren Länge bei gleichmäßigem Querschnitt 
106,300 cm und deren Masse 14,4521 g beträgt, einen Widerstand von 
1· Ohm (.Q) besitzt (Gesetz, betr. die elektr. Maßeinheiten). 
- DasRezlprÖke-der Widerstandseinheit stellt die Einheit des Leitwertes, l Siemens 

(S), dar; es ist 1 S=l.Q-t. (2) 

Die beiden Einheiten für Stromstärke und Widerstand sind damit willkürlich 
definiert; es sind unabhängige Einheiten. Man hätte für die genannten Zahlen 
ebensogut irgendwelche andern Werte wählen können. Die übrigen Einheiten der 
Elektrotechnik lassen sich nun sämtlich von diesen beiden Einheiten und den Ein­
heiten für Länge, Masse (oder Kraft) und Zeit ableiten. 
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c) Spannung. Die Spannung zwjschen den beiden Enden eines Leiters 
von I Q Widerstand, der von einem Strom von I A durchflossen 
wird, ist gleich der Spannungseinheit I Volt (V). Für die Einheiten gilt 
daher auf Grund des Ohmsehen Gesetzes: 

IV=I!J·IA oder IV=I!JA. (3) 
Neben dieser Definition der Spannungseinheit kann man noch eine zweite davon 

abgeleitete benützen, die von der Spannung des "N ormalelemen tes" ausgeht. 
Das Normalelement (Weston-Element) hat Kadmiumamalgam und Quecksilber als 
Elektroden und gesättigte Kadmiumsulfatlösung als Elektrolyten. Seine elektro­
motorische Kraft ist bei geeigneter Bauart nur noch etwas von der Temperatur ab­
hängig; für die vorkommenden Temperaturen ist sie auf Grund der Definition der 
Spannungseinheit durch Messung sehr genau bestimmt worden, sie fällt z. B. zwi­
schen 10° und 20° von 

E=I,OI86I V auf E=I,OI830V 
ab. Man kann daher umgekehrt mit Hilfe dieser bekannten Zahlen die Spannungs­
einheit aus der Spannung des Normalelementes definieren. 

d) Leistung und Arbeit. :J)ie Leistung, die ein konstanter elektrischer 
Strom von I A bei einer Spannung von I V liefert, stellt die Lei­
stungseinheit I Watt (W) dar. 
- Bei beliebigen Spannungen und Stromstärken ist die Leistung proportional diesen 
beiden Größen; es gilt daher 

V2 
IW=IVA=I.Q=IA2!J. (4) 

An Stelle von W wird bei Wechselstrom das Zeichen VA benützt, wenn es sich um 
das Produkt von Spannung und Stromstärke handelt (Scheinleistung). Diese be­
sondere Bezeichnung hat nichts mit den Gl. (4) zu tun, die in allen Fällen gelten. 

Für die Einheit der elektrischen Arbeit gilt entsprechend die Definition: Fließt 
ein Strom von der Stärke I A bei einer Spannung von I V I s lang, 
so ist die geleistete Arbeit: 

IWs=IV·IA·Is. (5) 
Die Definitionen der übrigen abgeleiteten Einheiten der elektrischen und magne­

tischen Größen werden in den betreffenden Abschnitten besprochen. 

2. Zusammenhang zwischen den elektrischen und mechanischen 
Einheiten. 

Die elektrische Arbeit ist einer mechanischen Arbeit äquivalent. Fließt in einem 
Widerstand R ein konstanter Strom von der Stärke J, so ist die von dem Wider­
stand in der Zeit t aufgenommene elektrische Arbeit 

A=l2 Rt. (6) 

Diese Arbeit wird vollständig in Wärme umgewandelt. Durch Messung der elek­
trischen Arbeit und der erzeugten Wärme im Kalorimeter findet man daher den 
Zusammenhang zwischen der elektrischen Arbeitseinheit und der Einheit der Wärme­
menge. Es ergibt sich: 1 Ws=0,2390cal. (7) 

Andererseits findet man experimentell die Beziehung zwischen der Wärmeeinheit 
und der Einheit der mechanischen Arbeit; es istl 

1 cal = 0,4269mkGr. (8) 
1 Zur Unterscheidung zwischen der Kraft- und Masseneinheit wird in 

diesem Buch 1 g Masse mit 1 g, 1 g Gewicht mit 1 Gr bezeichnet; es ist also 
1 Grs2 

1 Gr = 980,665 dyn und 1 g = -~-- --
980,665 cm · 
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Damit ist auch die Beziehung hergestellt zwischen den Einheiten der elektrischen 
und der mechanischen Arbeit. Aus den Gl. (7) und (8) folgt 

1 Ws=10,20cmkGr. (9) 
Dies läßt sich auch schreiben: 

Ws 
1;=10,20kGr. (10) 

Der Ausdruck Wattsekundejcn:~. ist also als Krafteinheit aufzufassen. Alle Berech­
nungen von mechanischen Kräften, die durch elektrische Ströme oder Spannungen 
hervorgerufen werden, liefern das Resultat in Wsjcm; die Beziehung (10) stellt daher 
eine wichtige Umrechnungsformel dar. Sie zeigt ferner, daß nur eine der beiden 
willkürlieh festgelegten elektrischen Einheiten unabhängig von den mechanischen Ein­
heiten ist. Z. B. folgt aus Gl. (9) für die Spannungseinheit 

1 V= 10200 ~mGr (11) 
As ' 

oder für die Widerstandseinheit 

UJ = 10200 ~mGr (12) 
A2 s 

Der Satz von der Erhaltung der Energie würde also die Definition der Wider­
standseinheit überflüssig machen, sobald die Stromstärkeeinheit festliegt. Es ist 
trotzdem zweckmäßig, die besonderen Definitionen beizubehalten, da der unmittel­
bare Vergleich einer Spannung oder eines Widerstandes mit den Einheiten cmGrjAs 
und cmGr/A2 s schwierig ist. 

II. Der elektrische Strom in linearen Netzen. 
3. Grundgesetze der Strömung in linearen Netzen. 

Eine grundlegende Aufgabe der Elektrotechnik beschäftigt sich mit der Be­
rechnung von Stromstärken und Spannungen in linearen Netzen. Man versteht unter 
einem linearen Netz einen einfachen oder· zusammengesetzten Stromkreis, der 
Energieerzeuger, -Verbraucher und Leitungen enthält. Beispiele von solchen Netzen 
sind: die Übertragung der elektrischen Energie von einem Generator auf einen 
Motor mit Hilfe einer Leitung, die Speisung eines Glühlampennetzes von mehreren 
Zentralen, die Wheatstonesche Meßbrücke oder die Thomsonsche Doppelbrücke. 

Das Gemeinsame dieser Fälle ist die räumliehe Ausbreitung des elektrischen 
Stromes in langgestreckten elektrischen Leitern, die die einzelnen Abschnitte des 
Netzes (Zweige) bilden, und für diE:l praktische Aufgabe die Frage, wie groß die 
Stromstärken in diesen Drähten oder die Spannungen an den einzelnen Zweigen 
sind. Es wird dabei vorausgesetzt, daß die Querschnittsabmessungen der Drähte sehr 
klein sind gegen die Drahtlänge; dann füllt der elektrische Strom den Querschnitt 
der Leiter gleichmäßig aus, und es gilt für den Widerstand eines Drahtes von der 
Länge l und dem Querschnitt q das durch die folgenden Formeln ausgedrückte 
Gesetz: z z 

R=e- oder R=-. (13) 
q xq 

Die Größen(! und u werden spezifischer Widerstand und Leitfähigkeit 
genannt. Aus den Gl. (13) geht hervor, daß als Einheit für den spezifischen Wider­
stand 1.Q cm, als Einheit für die Leitfähigkeit 1 Sfcm gewählt werden kann. Eine 
praktisch häufig verwendete Einheit für den spezifischen Widerstand ist auch 
1 Q mm2jm. In der folgenden Tabelle 1 sind für einige Stoffe die Werte des spezi­
fischen Widerstandes und der Leitfähigkeit bei 200 angegeben, ferner der Tempe­
raturkoeffizient rJ. bei dieser Temperatur, der definiert ist durch die Gleichung: 

R=R2oo(1+oc#). 
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Tabelle l. 

Spezifischer Leitfähigkeit ~ Temperatur-
Material Widerstand e s koeffizient bei 

Dmm2 20° 1000ot 
m cm (OQ)-1 

Silber. 0,0159 6,3 X 106 3,8 
Kupfer 0,0175 5,7 X 106 3,9 
Bronze 0,018 ... 0,025 4 ... 5,6 X 106 

Aluminium 0,028 ... 0,03 3,3 ... 3,6 X 106 3,7 
Zink 0,063 1,6 X 106 3,7 
Messing. 0,07 ... 0,09 1,1 ... 1,4 X 106 1,5 
Eisen. 0,1 ... 0,15 0,67 ... 1 X 105 4,5 
Nickelin. 0,43 2,33 X 104 0,13 
Manganin . 0,43 2,33 X 104 0,01 
Konstantan 0,49 2,04 X 104 -0,005 
Bogenlampenkohle 60 ... 80 170 -0,2 ... - 0,8 
Seewasser .... 3 X 105 0,03 
Flußwasser 107 ••• 108 10-4 ••• I0-3 
Erde 108 ... 1010 10-8 ... 10-4 

Destilliertes Wasser. 1 ... 4 X 1010 0,2 ... 1 X 10-8 

Die Gl. (13) sind Größengleichungen. Man setzt bei solchen Gleichungen 
für jede Größe das Produkt aus Zahlenwert und Einheitszeichen ein 'und be­
handelt die Einheitszeichen wie algebraische Größen. Um das Rechnen mit Größen­
gleichungen zu erläutern, werde an dieser Stelle ein ganz einfaches Beispielausführ­
lich betrachtet: Ein Kupferdraht habe eine Länge l=2km, einen Querschnitt 
q=20 mm2• Sein Widerstand ist dann nach GI. (13) 

R=O 0175.Qmm2 2km . 
' m 20mm2 

Man wendet nun auf die Einheitszeichen die gewöhnlichen Rechenregeln der Algebra 
an. Beachtet man, daß das Zeichen k vorm für die Zahl1000 steht, so kann mit m 
und mm 2 gekürzt werden; es folgt 

R=0,0175· 2 ·;goo.0=1,75.0. 

Man kann den spezüischen Widerstand auch in .Q cm einsetzen und etwa die Länge 
in m. Dann wird 

R= 1,75 .J0-6.Qcm-2~0000m2=1,75 .J0-6.Qcm 220000· ?OOcr: 1,75.0. 
mm •mcm 

Es ergibt sich also in jedem Fall zwangläufig die richtige Einheit von R. Hierin 
liegt der große Vorteil des Rechnens mit Größengleichungen, In so einfachen Fällen 
wie dem eben betrachteten ist es natürlich meist nicht nötig, die Rechnung mit den 
Einheiten in aller Ausführlichkeit anzuschreiben; es ist jedoch bei komplizierteren 
Rechnungen außerordentlich zweckmäßig, beim Einsetzen eines jeden Zahlenwertes 
in eine Gleichung stets das Einheitszeichen hinzuzufügen, wobei allerdings beachtet 
werden muß, daß dies nur bei Größengleichungen möglich ist, nicht aber bei den 
"Zahlenwertsgleichungen", die nur für bestimmte Einheiten gelten, bei denen also 
jedesmal angegeben werden muß, welche Einheiten benutzt werden müssen. In 
diesem Buch werden nur Größengleichungen verwendet; es empfiehlt sich, die 
umständlichen und unzuverlässigen Zahlenwertsgleichungen überhaupt aufzugeben. 

Zur Lösung der Aufgabe, die stationäre Strom- und Spannungsverteilung in 
linearen Netzen zu berechnen, dienen die Gesetze von Ohm und Kirchhoff. 
Mit Hilfe dieser empirischen Gesetze kann grundsätzlich jede Stromverzweigungs­
aufgabe gelöst werden. Zur Vereinfachung der Berechnungen sind im Laufe der Zeit 
mehrere Sätze und Methoden entwickelt worden, die sich aus jenen Gesetzen her­
leiten. Sie sind im allgemeinen nur von Nutzen, wenn es sich um die Durchführung 
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einer großen Menge von Rechnungen ein und derselben Art handelt. Es werden daher 
im folgenden nur einige dieser Methoden behandelt, die eine besondere .Allgemein­
heit haben und einen vertieften Einblick in die Gesetzmäßigkeiten der Stromver­
teilung in linearen Netzen geben. 

Die Untersuchungen dieses Abschnittes beziehen sich ausschließlich auf stationäre 
elektrische Ströme. Die Gesetze von Ohm und Kirchhoff haben zunächst nur für 
Gleichstrom Gültigkeit. Mit Hilfe der komplexen Rechnung kann man sie auch auf 
stationäre Wechselströme übertragen; das vierte Kapitel dieses Buches beschäftigt 
sich mit dieser Erweiterung. 

Das Ohmsehe Gesetz. 

Die chemischen Wirkungen des elektrischen Stromes zeigen, daß dem Strom 
eine Richtung zugesprochen werden kann (Metallniederschlag am negativen Pol). 
Als positiven Pol einer Stromquelle hat man willkürlich den Pol bezeichnet, 
der in bezug auf elektrisch geladene Körper gleichartige Wirkungen zeigt wie ein 

II. 11 II. , geriebener Glasstab. Nach einer weiteren willkürlichen 
~ Festlegung geht die positive Stromrichtung vom 

' 11.:~ 1/, ' 1/, _ 1 positiven Pol der Stromquelle durch den äußeren 
""'" 1 "-l>ofE- :~ "'1 Stromkreis zum negativen Pol und durch die Strom-
Abb. 1. Reihenwiderstände. 1 1 que le vom negativen Po zum positiven zurück. Eine 

andere Ausdrucksweise für diese Festsetzungen ergibt sich, wenn man an Stelle der 
Spannungen U das Potential q; einführt. Man versteht unter dem Potential q; 
eines beliebigen Punktes in einem Stromkreis die Spannung zwischen 
diesem Punkt und einem willkürlichen Bezugspunkt. In Abb. I ist z. B. 
U 3 das Potential des Punktes c gegen den Punkt d; das Potential des Punktes d 
gegen den Punkt c ist dagegen - U3• Ferner ist das Potential des Punktes a 

fPa=U1+U2+Ua 
in bezug auf den Punkt d; das Potential des Punktes b ist 

q;b=U2+Us 
in bezug auf den Punkt d. Daher gilt allgemein 

fPa-fPb= Uab (14) 

Die Spannung zwischen zwei beliebigen Punkten ist gleich der Diffe­
renz der Potentiale dieser Punkte. Das Potential ist als eine Hilfsgröße zu 
betrachten, die in manchen Fällen die Ausdrucksweise vereinfacht. In der Technik 
hat man es nur mit Potentialdifferenzen, also Spannungen zu tun. Infolge 
der getroffenen Festsetzung geht die positive Stromrichtung längs des 
Stromkreises von Punkten höheren Potentials zu Punkten niedrigeren 
Potentials. Man spricht daher von einem Spannungsverbrauch oder Span­
nungsabfall längs des Stromkreises. 

Der Spannungsverbrauch eines Widerstandes R, der vom Strom I durchflossen 
wird, ist allgemein U=IR. (15) 
So ist z. B. in Abb. I 

U1=IR1 ; U2=IR2 ; U3=IR3 • 

Eine Veranschaulichung der Spannungsverteilung längs des Stromkreises erhält 
man, wenn man die Spannungen gegen den einen Endpunkt eines jeden Leiters, also 
die Potentiale, in Abhängigkeit vom Widerstand aufträgt, Abb. 2. Die Neigungs­
winkelot der geraden Linien sind auf Grund der GI. (15) durch die Stromstärke I 
bestimmt. Da diese in allen drei Widerständen die gleiche ist, so kann man die 
Potentialverteilung durch eine einzige gerade Linie darstellen, Abb. 3, indem man 
den Punkt d als Bezugspunkt für das Potential wählt. 
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Die Gl. (15) stellt das Ohmsehe Gesetz in seiner allgemeinsten Form dar. Eine 
spezielle Form ergibt sich für einen einfachen geschlossenen Stromkreis Abb. 4, 
der aus einer Stromquelle und einer Anzahl hintereinander geschalteter Wider­
stände besteht. Der gesamte Spannungsverbrauch 
eines solchen Stromkreises ist 

U=IR1+IR2+IR3+IR4 , 

wenn der innere Widerstand der Stromquelle mit 
R4 bezeichnet wird. Nennt man die Summe der 
einzelnen Widerstände über den ganzen geschlos­
senen Kreis R, so ergibt sich für den Spannungs­
verbrauch wieder die Gl. (15). Man stellt sich nun 
vor, daß im Innern der Stromquelle eine Kraft tätig 
ist, die den gesamten Spannungsverbrauch des Krei­
ses deckt, und die als Ursache des elektrischen Stro­
mes angesehen werden kann. Diese Kraft 

E=U (16) 
heißt die elektromotorische Kraft (abgekürzt 

Abb. 2. Spannungsverteilung bei Reihen· 
widerständen. 

rt c d 
Abb. 3. Potentialverteilung bei Reihen· 

widerständen. 

EMK). Der Vorteil ihrer Einführung für die Theorie liegt darin, daß man in den 
meisten Fällen die EMK als unabhängig oder nahezu unabhängig von der Stärke 
des aus der Stromquelle entnommenen Stromes I ansehen kann. Die EMK ist 
dann gleich der Spannung zwischen den beiden Klemmen der Strom­
quelle im Leerlauf, und bei einer beliebigen Belastung gilt für die Strom. 
stärke auf Grund der Gl. (15) und (16) I I 

1=!, (17) 01111_ b 
Af Aj 

wobei R wieder den gesamten Widerstand des geschlossenen ~ 
Stromkreises bedeutet (G. S. Ohm, 1827). Schreibt man diese 
Gleichung in der Form 

E=I R1 +I R 2+I R3+I R4 , 

Abb. 4. Einfacher Strom­
kreis. 

und multipliziert man auf beiden Seiten mit I, so ersieht man, daß sie das Energie­
prinzip ausdrückt: E I ist die gesamte von der Stromquelle gelieferte Leistung; die 
Ausdrücke auf der rechten Seite stellen dagegen die in Wärme umgewandelten 
Leistungen dar. 

Zahlenbeispiel: Die Stromquelle in Abb. 4 bestehe aus 30 Bleisammlerzellen mit einer 
Klemmenspannung bei Leerlauf von 62 V, der innere Widerstand dieser Batterie sei 0,2 Q. 
Ferner sei R1 = 2 Q, R2 = 3 Q und R3 = 1 Q. Dann ist R = 6,2 Q. Nach GI. (17) wird die Strom-
stärke 62V 

I= 6,2 Q=IO A; 

die Klemmenspannung der Batterie (Spannung zwischen den Punkten a und b) ist 
U=l(R1+R2+R3)=10A · 6D=60V. 

Die Spannung ist ebenso wie die Stromstärke eine physikalisc~ definierte Größe, und zwar 
ist die Spannung zwischen zwei Punkten gleich der Arbeit, die zur Uberwindung der elektrischen 
Feldkräfte aufgewendet werden muß, wenn eine punktförmige Einheitsladung von dem einen 
Punkt zum anderen gebracht wird (s. Abschnitt 10). Man definiert dann allgemein den Wider­
stand durch das Verhältnis von Spannung zu Strom: 

u 
R=I· 

Im allgemeinen ändert sich das Verhältnis, wenn die Spannung oder der Strom geändert werden, 
vor allem wegen der im Leiter auftretenden Wärmeentwicklung. Bei einigen Stoffen, insbesondere 
bei den Metallen, erweist sich dagegen der Widerstand als praktisch unabhängig von Spannung 
und Stromstärke, wenn man dafür sorgt, daß die Temperatur des Leiters konstant bleibt. Nur 
in diesem Spezialfall, der zwar physikalisch als eine Ausnahme zu betrachten ist, praktisch aber 
große Bedeutung hat, ergibt die Einführung des Widerstandsbegriffs eine Vereinfachung der 
Überlegungen. 
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Der erste Kirchhoffache Satz. 

JedeslineareNetz besteht auseinzelnen Zweigen, die an denKnotenpunkten 
oder Verzweigungspunkten miteinander zusammenhängen. Geht man von irgend 
einem Knotenpunkte aus und bewegt man sich längs der elektrischen Leiter, so 
kann man immer auf mindestens einem Wege zu dem Ausgangspunkt zurückkehren, 

ohne daß ein Zweig mehrmals durchlaufen wird. Einen solchen 
geschlossenen Weg nennt man eine Masche des linearen Netzes. 

z, Der erste Kirchhoffache Satz bezieht sich auf die Knoten-
punkte des Netzes. Er bringt die Erfahrungstatsache zum Aus­
druck, daß sich der elektrische Strom an der Verzweigungsstelle 
wie eine nichtzusammendrückbare Flüssigkeit verhält, daß also 
von der Verzweigungsstelle in jeder Zeiteinheit die gleiche Elek-

Abb. 5. Knoten eines fli di d V unk füh Netzes. trizitätsmenge weg ·eßt, e em erzweigungsp t zuge ·· rt 
wird. Man kann daher den ersten Kirchhoffachen Satz auch als 

eine Formulierung des Gesetzes von der Erhaltung der Elektrizität be­
zeichnen. Im Fall der Abb. 5 muß 

11+12=13+14 

sein. Eine Vereinfachung der Ausdrucksweise ergibt sich, wenn man die dem Kpoten­
punkt zufließenden Ströme als positiv rechnet, die vom Knotenpunkt wegfließenden 
Ströme als negativ. Es gilt dann der erste Kirchhoffache Satz in der Form (Kirch-

hoff, 1847): .J:I"=O. (lS) 

"Die Summe der einem Knotenpunkt zufließenden Ströme ist Null." 
Für Abb. 5 gilt also 11+12_ 13_ 14=Ü. 

Sind zwei Widerstände R1 und R2 parallel geschaltet, so muß hiernach die Summe der Teil­
ströme gleich dem Gesamtstrom sein. Andrerseits ist die Spannung beiden Widerständen ge­
meinsam. Daraus folgt, daß sich die Teilströme umgekehrt wie die Widerstände verhalten und 
daß die Parallelschaltung ersetzt werden kann durch einen Widerstand von der Größe 

Die beiden Teilströme sind 

und 

R- RtR2_ 
o-Rt+R~. 

R2 
11=1---­

Rl+R2 
Rt 

12=1 R +If" 
1 2 

(19) 

(20) 

(21) 

Für einen einfachen Stromkreis wie in Abb. 4 sagt der erste Kirchhofische Satz aus, daß die 
Stromstärke in jedem Abschnitt des Stromkreises die gleiche ist. 

Der zweite Kirchhoffache Satz. 
Der zweite Kirchhoffache Satz bezieht'sich auf die Maschen des Netzes. Er 

stellt eine Erweiterung des Ohmsehen Gesetzes dar und besagt, daß, wie in einem 
einfachen Stromkreis, so auch in jeder beliebigen Masche eines Netzes die Summe 
aller elektromotorischen Kräfte gleich der Summe aller Spannungs­
abfälle ist. Dieser Satz ergibt sich auf folgende Weise : 

Es seien qJ4 , qJ0, qJ0 und qJ4 die Potentiale der vier Knotenpunkte in Abb. 6 ; dann 
berechnen sich die Spannungen an den vier Zweigen zu 

und es folgt daraus, daß 

Uab=qJa-qJb, 

ubc= qJb- fj)c, 

Ucä=rpc-rpd, 

Uäa=qJä-rpa; 

(22) 
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Auf der linken Seite steht die Summe der Spannungen für einen vollständigen Um­
lauf um die Masche. Man bezeichnet eine solche Spannungssumme als die Umlauf­
spannung, und es gilt also, daß unabhängig von der Umlaufrichtung die Umlauf­
spannung in einer Masche Null ist. Die Gültigkeit dieses Satzes setzt jedoch 
stationäre Ströme und Spannungen voraus (siehe 3. Kapitel). 

Im allgemeinsten Fall kann jeder Zweig einen Widerstand und eine EMK ent­
halten. Dann setzt sich die Spannung zwischen den Enden eines jeden Zweiges zu­
sammen aus der EMK und dem Spannungsverbrauch 
des Widerstandes. Zwei Fälle sind dabei möglich: Die ~P !(, 
Spannung am Widerstand kann sich zur El\fK addieren z, ~ 
oder davon subtrahieren, je nach der Stromrichtung im 7t; _+ 

Widerstand. Da man die Stromrichtung im allgemeinen u 
Fall von vornherein nicht kennt, so legt man in den ein- 4 
zeinen Zweigen willkürlich Pfeilrichtungen für die _J.(_ ~ '-
Ströme fest, Abb. 6. Der Strom wird als positiv be- .ll u ~ + 

zeichnet, wenn er diese Pfeilrichtung hat, als negativ, 
wenn er in entgegengesetzter Richtung fließt. Damit 
ist auch die positive Richtung für das Potential- Abb. 6. Masche eines Netzes. 

gefälle bestimmt infolge der Festlegung, daß die posi-
tive Stromrichtung von Punkten höheren zu Punkten niedrigeren Potentials weist. 
Im Zweig E1, R1, Abb. 6 hat z. B. die Potentialdifferenz am Widerstand R1 die 
gleiche Richtung wie die Potentialdifferenz zwischen den Klemmen der Span-
nungsqueUe E 1 ; es ist daher U _ E + 1 R 

ab- 1 1 1· 

Dagegen gilt im Zweig 2 E Ubc=- 2+I2R2, 
ferner, wenn die durch den Pfeil angedeutete Umlaufrichtung weiter verfolgt wird, 

Uca= -I3R3, 
Uaa= 14R4. 

Daher folgt aus Gl. (22) 

E2-E1 =11R1 +I2R2-13R3+l.,ß4· (23) 

Links steht die Summe der elektromotorischen Kräfte, die man bei einem Umlauf 
von a über bcd nach a zurück erhält, wenn man dabei die elektromotorischen Kräfte 
als positiv rechnet, deren Stromquellen vom Minus- zum Pluspol durchlaufen werden 
(wie von einem "positiven Strom"). Rechts steht die Summe der Spannungsabfälle 
auf dem gleichen geschlossenen Weg, wenn man die Pfeilrichtung der Ströme als 
positive Richtung nimmt. Hätten wir den entgegengesetzten Umlaufsinn von a über 
dcb nach a zurück gewählt, so hätte sich genau dieselbe Gleichung ergeben. Diese 
Ableitung des zweiten Kirchhofischen Satzes läßt sich ohne weiteres auf Maschen 
beliebiger Art übertragen. 

Für die Anwendung des zweiten Kirchhofischen Satzes ergeben sich 
also die folgenden Vorschriften: 

l. Man versehe jeden Zweig der Masche mit einem Pfeil, der willkürlich ange­
nommen werden kann, und der die Pfeilrichtung des Stromes anzeigt. 

2. Man gehe vorr einem Knotenpunkt aus und umlaufe in einem beliebigen Sinn 
die ganze Masche. Auf diesem Wege bilde man die Summe aller elektromotorischen 
Kräfte, lJ E". Elektromotorische Kräfte, die vom Minuspol zum Pluspol durchlaufen 
werden, erhalten ein positives Vorzeichen, die andern ein negatives. 

3. Auf dem gleichen Wege bilde man mit dem gleichen Umlaufsinn die Summe 
aller Spannungsabfälle .E I"R". Wird ein Widerstand in der Pfeilrichtung des Stromes 

" durchlaufen, so gilt der Spannungsabfall als positiv, bei entgegengesetzter Richtung 
als negativ. 
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4. Für die so gebildeten Summen der elektromotorischen Kräfte und der Span-
nungsabfälle gilt dann 2E =2I R (24) 

'V 'V V V V 

(Kirchhoff, 1847). Die Vorzeichenregeln sind für die Anwendung der 
Kirchhoffschen Sätze von grundlegender Wichtigkeit; werden s1e 
nicht beachtet, so verlieren die beiden Sätze ihren Sinn. 

Die beiden Kirchhoffschen Sätze liefern in jedem Fall hinreichend viele Gleichun­
gen zur Berechnung der Stromverteilung in linearen Netzen, wenn die elektro­
motorischen Kräfte und die Widerstände gegeben sind. 

Anwendungsbeispiele. 
1. Laden einer Akkumulatorenbatterie, Abb. 7. Der Netzanschluß habe eine 

Spannung von E0 = 110 V, die bei beliebiger Stromentnahme von der Zentrale konstant ge­
halten wird, so daß sie als elektromotorische Kraft aufgefaßt werden kann. Die EMK der Akku­
mulatorenbatterie sei E1 = 60 V. Wie groß muß der Widerstand R gemacht werden, wenn die 
Ladestromstärke 10 A betragen soll? 

Die Anwendung des zweiten Kirchhoffschen Satzes in dem gezeichneten Umlaufsinn ergibt 
E0-E1 110-60 V 

E 0-E1=1R, oder R=~1-=-1-0~A=5.Q. 

2. Parallelbetrieb von Stromerzeugern, Abb. 8. Die beiden Generatoren G1 und G2 
mit den inneren Widerständen R1 und R2 und den elektromotorischen Kräften E 1 und E 2 ar­

beiten parallel auf ein Netz, das einen Strom I 
entnimmt. Wie groß sind die Teilströme 11 

und I 2 , die die beiden Generatoren liefern? 
Nach dem ersten Kirchhofischen Satz ist 

für den Knotenpunkt c 

11+12=1. 

I 

I 

Abb. 7. Laden einer Ak- Der zweite Kirchhofische Satz liefert, auf die Abb. s. Parallelbetrieb von 
kumulatorenbatterie. Masche abdc angewandt, Stromerzeugern. 

-E1+E2=-l1 R1+12 R2 • 

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich 

l1=I~+E1-E2., und l2=l~-E1-ß2 • 
~+~ ~+~ ~+~ ~+~ 

Die Generatorströme setzen sich also zusammen aus den Verzweigungsströmen des Gesamt­
stromes/, wie GI. (20) und (21), und einem Ausgleichsstrom, der auch fließt, wenn vom Netz 
kein Strom entnommen wird. Dieser Ausgleichsstrom kann wegen der im allgemeinen kleinen 
inneren Widerstände der Generatoren schon bei geringen Spannungsunterschieden große Werte 
erreichen; durch geringe .Änderungen der elektromotorischen Kräfte von parallel geschalteten 
Generatoren kann man daher die Last beliebig verteilen. Die Klemmenspannung der Genera­
toren ist 

Hieraus geht hervor, daß man die Parallelschaltung der beiden Generatoren ersetzen kann 
durch einen einzigen Generator mit dem inneren Widerstand 

und der EMK 

Zahlen beispiel: 
E 1=120V, 

Der Ausgleichsstrom wird 

und die Verzweigungsströme sind 

R = R1R2 (25) 
' R1+R2 

(26) 

l=lOOA, 

EcE2 ___ !~--20A 
R 1+R2- O,l.Q- ' 

R1 R2 
IR +R =IR +R =50A. 

1 2 1 2 
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Die Generatoren liefern also die Ströme 11 = 30 A und 12 = 70 A. Die beiden Generatoren wirken 
für das Netz so wie ein einziger Generator mit der EMK 

E = E1+E2=121 V, • 2 
und dem inneren Widerstand 

R 1=0,025Q. 

3. Dreileitersystem, Abb. 9. Wenn in dem Dreileiternetz die Stromentnahmen der 
beiden Netzhälften I 1 = 100 A, I 2 = 10 A sind, und wenn die elektromotorischen Kräfte der 
beiden Generatoren je 120 V betragen, so gilt für die beiden fl.OJ.f2 11 
in Abb. 9 eingezeichneten Umläufe nach dem zweiten Kirch- +9--------"'--'-'-'------­

hoffschen Satz 
120V =0,03 Q · 100A+0,06Q · 90A+ Uu 
120V=-0,06Q.90A+0,03Q.JOA+U2 • 

Daraus ergeben sich die Spannungen am Leitungsende 
U1=111,6V; U2 =125,1V. 

In der schwächer belasteten Netzhälfte tritt also eine Span- Abb. 9. Dreileitersystem. 
nungserhöhung auf. 

4. Die Whea tstonesche Brücke, Abb. 10. Es sollen die Ströme in den einzelnen Zweigen 
berechnet werden, wenn die elektromotorische Kraft E und die fünf Brückenwiderstände ge­
geben sind. 

Der erste Kirchhoffache Satz liefert für die Knotenpunkte a, c und d die drei Gleichungen 
~+4=I, f 
Ia+Is=Iu + f-_-----, 

I2+Is=I4. 
Der zweite Kirchhoffache Satz ergibt, angewandt auf die Maschen 
acd, cbd und acbE, 

0=I1 R1+I5 R5-12 R2 , 

I 

0=I3 R3-I4 R4-l5 R5 , a 
E=I1R1+13 R3. 

Es sind dies sechs voneinander unabhängige Gleichungen für die 
sechs unbekannten Ströme. Würde man noch andere Knotenpunkte 
und Maschen hinzunehmen, so würden sich Gleichungen ergeben, die 
sich aus diesen sechs ableiten lassen. Durch Auflösen der sechs Abb. 10. Wheatstonesche 
Gleichungen erhält man zur Berechnung von I 1 Brücke. 

Il[Rl+R3 R2R4+Rs(R2+R4}+RlR4]=E. 
R2R4+Rs(R2+R4)+R2Ra (27) 

Die Ströme I 2, I 3 und I 4 ergeben sich daraus durch sinngemäßes Vertauschen der Indizes. 
Z. B. gilt für Ia r R R +R (R +R )+R R J 

I lR +R 2 4 s 2 4 2 3 E (28) 
3 3 1 R2 R4+R5 (R2+R4)+R1R4 = . 

Es wird also I 1 =I3 für R1R4 = R2 R3, wie es nach der bekannten Gleichgewichtsbedingung der 
Brücke sein muß. Der Strom im Galvanometerzweig der Brücke, I., ergibt sich als Differenz 
von I 1 und I 3 • Er wird daher 

ls=E R2Ra-R1R4 (29) 
(R1+Ra)[R2R4+Rs(R2+R4)]+R1Ra(R2+R4) 

Diese Formel kann zur Berechnung der Einstellempfindlichkeit einer Meßbrücke benutzt werden. 
Im Gleichgewicht ist 

Rl=!lJR3. 
R4 

Bei kleinen Abweichungen kann man daher setzen 

Rl= R2Ra(l-r5). 
R4 

Führt man dies in GI. (29) ein, so folgt 

(30) 

(31) 

wenn man im Nenner r5 als eine gegen 1 kleine Größe vernachlässigt. ·zeigt das Instrument 
im Nullzweig nur Stromstärken oberhalb einer gewissen Grenze I • an, so ergibt sich für die 
Einstellung der Brückenwiderstände eine gewisse Unsicherheit (Unempfindlichkeit der 
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(32) 

ist. Haben die vier Brückenwiderstände unter sich und mit dem Galvanometerwiderstand R5 
den gleichen Wert R, dann ist 1 

!5=8R E" (33) 

Es sei z. B. R= 1000 !J, 1,= I0-9 A und E=8 V. Dann wird 
Ö=l0-6. 

Eine andere Anwendung kann die Formel (31) noch finden für die Temperaturfernmessung, 
bei der einer der vier Brückenwiderstände, z. B. R1 , den Temperaturindikator bildet (Wider­
standsthermometer). Die Änderung des Brückengleichgewichts entsteht in diesem Fall durch 
die Temperaturabhängigkeit dieses Widerstandes, und man hat zu setzen 

Ö= -rx{}, 

wenn rx den Temperaturkoeffizienten des Widerstandes R1 , {} die Übertemperatur gegen den 
Ausgangszustand bezeichnen. Solange ö klein gegen 1 ist, wächst der Strom im Anzeigeinstrument 
daher proportional der Übertemperatur, so daß die Skala dieses Instruments I eicht in Temperatur­
graden geeicht werden kann. 

Die Kirchhoffachen Sätze enthalten noch eine interessante Aussage über die im 
Netz umgesetzte Leistung. Wir betrachten eine Masche, die keine elektromotorischen 
Kräfte besitzt, und versehen die Zweige mit Pfeilen so, daß sie überall mit der will­
kürlich gewählten Umlaufrichtung übereinstimmen. Dann ist nach dem zweiten 
Kirchhoffachen Satz 

.EI"R"=O, 
~ 

(34) 

wobei die einzelnen Glieder des Ausdruckes links alle positiv sind. Die in Wärme um­
gesetzte Leistung ist N=.El~R". (35) 

V 

Wir denken uns nun alle Ströme um den gleichen Betrag i vergrößert oder ver­
kleinert. Eine solche Vergrößerung verstößt nicht gegen das erste Kirchhoffache 
Gesetz, da infolge unserer Festsetzung über die Pfeile an jedem Knoten i hinzugefügt 
und wieder abgenommen wird. Bei dieser neuen Stromverteilung würde die Leistung 

N'=.E (J"+i)2 R"=f I~R .. +2i.2 I"R"+i2.ER" 

betragen, oder mit Rücksicht auf Gl. (34) und (35) 

N'=N+i2.ER". 
V 

N' ist also immer größer als N; d. h. es stellt sich in Wirklichkeit eine solche Strom­
verteilung ein, daß die in Wärme umgewandelte Energie ein Minimum 
wird. 

4. Hilfsregeln für die Berechnung von Stromverzweigungen. 

Das Superpositionsgesetz. 

Der Widerstand metallischer Leiter kann in vielen Fällen als unabhängig von der 
Stromstärke angesehen werden. Dann sind die aus der Anwendung der Kirchhoffschen 
Sätze auf die Knoten und Maschen des Netzes hervorgehenden Gleichungen in den 
elektromotorischen Kräften und in den Strömen linear. Sind nun in einem solchen 
Netz mehrere elektromotorische Kräfte wirksam und berechnet man die zu jeder 
einzelnen gehörende Stromverteilung, so ergibt sich die wirkliche Stromverteilung 
durch Übereinanderlagern der Teilbilder. Mathematisch läßt sich dies so beweisen, 
daß man die Kirchhoffschen Gleichungen für die Teilströme anschreibt und die 
Ausdrücke addiert. Es zeigt sich dann, daß auch die Summenströme die Kireh­
hoffsehen Sätze befriedigen. Daher gilt das Superpositionsgesetz (Helmholtz, 
1853): 
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Die Ströme in den Zweigen eines linearen Netzes mit beliebig 
vielen elektromotorischen Kräften sind gleich der Summe der Teil­
ströme, die durch die einzelnen elektromotorischen Kräfte hervor­
gerufen werden. 

Bei der Anwendung dieses Gesetzes hat man also jeweils sämtliche elektromoto­
rischen Kräfte bis auf eine gleich Null zu setzen. Am Netz darf dabei natürlich nichts 
geändert werden; insbesondere darf bei Stromquellen mit endlichem inneren Wider­
stand das Nullsetzen der EMK nicht so herbeigeführt werden, daß man die Strom­
quelle kurzschließt. 

Der praktische Vorteil des Superpositionsgesetzes, das gegenüber den Kirchhoff­
schen Sätzen natürlich physikalisch nichts Neues aussagt, liegt darin, daß man auf 
diese Weise häufig das Anschreiben der Kirchhoffschen Gleichungen ersparen kann 
und das Resultat durch eine einfache Addition erhält. 

Beispiel: Als Anwendung werde der Fall der parallel arbeitenden Generatoren, Abb. 8, 
betrachtet; die äußere Belastung sei durch einen Widerstand R dargestellt. 

Setzt man zunächst E 2 =0, so kann man sofort aus der Abbildung ablesen: 

I .- EI -E ~~ R2+R 
1- - 1 • 

R R2 R R1 R2+R(R1+R2) 
I+R2+R 

Ebenso ergibt sich für E1 =0: 

Damit erhält man 
l1=I~+I~'= E1 (R2+R)-E2R . 

R1 R2+R(R1+R2) 
Der Strom im andern Generator ergibt sich durch Vertauschen der Indizes l und 2: 

12= E 2(R1+R)-E1 R , 
R1 R2+R(R1+R2) 

und es wird der Gesamtstrom 
E1 R2+E2R1 

1=11+12= Hr.R2+R(RI+R2)' 
der wieder dargestellt werden kann als Strom aus einer Spannungsquelle mit dem inneren Wider­
stand 

undderEMK 

Der Satz von der Ersatzstromquelle. 

Dieser für die Theorie der linearen Netze sehr nützliche Satz (Helmholtz, 1853) 
ergibt sich auf folgende Weise. Es werde ein beliebiger Widerstandszweig eines 
linearen Netzes betrachtet, das irgendwelche elektromotorischen Kräfte enthält. 
Der Widerstand des Zweiges sei Rn, die Stromstärke in diesem Zweig In· Denkt man 
sich nun die Kirchhoffschen Gleichungen für das Netz angeschrieben, so erkennt man, 
daß die Größe Rn nur in der Verbindung In Rn vorkommt. Die Stromstärke In kann 
dagegen wegen des ersten Kirchhoffachen Satzes noch in Verbindung mit anderen 
Widerständen des Netzes auftreten. Da aber ferner die Beziehungen zwischen den 
Stromstärken und elektromotorischen Kräften auf Grund der Kirchhoffachen Sätze 
lineare Beziehungen· sein müssen, so ergibt sich nach Auflösen der Gleichungen für 
In eine Beziehung von der Form 

cllnRn +c2ln = f(E",R"), (36) 
wobei c1 und c2 Konstante sind, die sich in bestimmter Weise aus den Widerständen 
des Netzes zusammensetzen, aber Rn nicht enthalten, und f eine Funktion der 
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Widerstände R,. (ohne Rn) und elektromotorischen Kräfte E" des Netzes darstellt. 
Dividiert man auf beiden Seiten mit c1, so ersieht man, daß c2/c1 die Dimension eines 
Widerstandes haben muß, der Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung dagegen 
die Dimension einer Spannung. Dieser Ausdruck wird Null, wenn sämtliche elektro­
motorischen Kräfte E,. Null werden, da dann auch In=O sein muß; man kann ihn 
daher als eine elektromotorische Kraft E; auffassen, die die Wirkung sämtlicher 
elektromotorischen Kräfte in bezugauf das Zustandekommen des Stromes In ent­
hält. Setzt man ferner 

so lautet die Gl. (36) 
In(Rn+R;)=E;. (37) 

Die Spannung an dem Widerstand Rn ist 

U n =In Rn =E; R R+,.R 
n • 

(38) 

Auf Grund dieser Beziehungen kann man den Strom in einem beliebigen Wider­
standszweig eines Netzes folgendermaßen berechnen: 

1. Man denke sich den betreffenden Widerstand aus dem Netz herausgeschnitten. 
Zwischen den beiden Schnittpunkten tritt dann eine Spannung auf, die nach Gl. (38) 
gleich der EMK Ei ist. 

2. Man denke sich den betreffenden Widerstandszweig durch einen widerstands­
losen Leiter kurzgeschlossen. Dann ergibt sich in dem Leiter ein Strom von der Größe 

E;/R;. Aus der Kurzschlußstromstärke läßt sich daher R; ermitteln. 
Ii Die Gl. (37) sagt aus, daß der wirkliche Strom In so berechnet 

werden kann, wie wenn der Widerstand Rn aus einem Generator 
lz· A'n mit der EMK E; und dem inneren Widerstand Ri gespeist wird. 

Man kann also das übrige Netz durch einen einzigen Generator mit 
bestimmtem inneren Widerstand und bestimmter EMK ersetzen; die 
EMK ergibt sich aus der Leerlaufspannung, der innere Widerstand 

Abb. 11. Ersatz- aus dem Kurzschlußstrom. Da über das Netz selbst bei der Ab-
stromquelle mit k V d 

Verbraucher. leitung eine weiteren oraussetzungen gemacht wur en, so gilt 
das Ergebnis auch für zwei beliebige Punkte eines Netzes: 

Schließt man an zwei beliebige Punkte a und b eines linearen 
Netzes, das eine beliebige Anza.hl von elektromotorischen Kräften 
enthält, einen Widerstand an, so läßt sich zur Berechnung des 
Stromes in diesem Widerstand das ganze Netz ersetzen durch einen 
Generator mit einer EMK Ei und einem inneren Widerstand Ri (Abb. ll). 

Man findet die EMK E; durch Berechnung der Spannung Uab zwischen den 
beiden Punkten a und b für den Fall, daß kein äußerer Widerstand an diese Punkte 
angeschlossen ist. Den Widerstand R; kann man aus dem Kurzschlußstrom I k 

zwischen den beiden Punkten a und b berechnen: 

R E; 
;= lk. (39) 

Eine andere Methode zur Bestimmung von Ri besteht darin, daß man alle elektro­
motorischen Kräfte des Netzes Null setzt und den Ersatzwiderstand zwischen den 
Punkten a und b berechnet, ein Verfahren, dessen Richtigkeit ohne weiteres aus der 
Betrachtung der Abb. ll hervorgeht. 

Um auszudrücken, daß es sich hier nicht um einen wirklichen Generator handelt, 
bezeichnet man den Ersatzgenerator mit der EMK Ei und dem inneren Widerstand 
R; auch als Zweipolquelle. Unter einem Zweipol versteht man allgemein ein 
beliebiges Netz mit zwei Klemmen. 

Anwendungen: I. Das oben gefundene Ergebnis für die parallel arbeitenden Generatoren 
läßt sich mit Hilfe des Satzes von der Ersatzstromquelle sofort angeben. Der innere Widerstand 
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der Ersatzstromquelle entsteht durch die Parallelschaltung der beiden Generatorwiderstände; 
die EMK E 1 ist gleich der Spannung zwischen den beiden Punkten a und b (Abb. 8) für den Fall 
des Leerlaufes, also 

2. Um den Strom im Nullzweig einer Wheatstoneschen Brücke (Abb. 10) zu berechnen, 
verfährt man auf Grund des Satzes von der Ersatzstromquelle folgendermaßen. Man nimmt 
zunächst den Nullzweig R5 weg. Dann lassen sich sogleich die Ströme in den beiden parallelen 
Zweigen angeben. Die Spannung zwischen c und d ist gleich der Differenz 
der Spannungsabfälle an den Widerständen Ra und R4 , also 

E,= _E_ Ra- _E_R,=E RaRa-RlR_!___. 
R1+Ra Ra+R4 (R1+Ra)(Ra+R4) 

Der innere Widerstand der Ersatzstromquelle cd ergibt sich für E = 0. Es 
fallen dann die Punkte a und b zusammen; der Widerstand Ra liegt pa­
rallel zu R1 , R4 liegt parallel zu Ra, wie es Abb. 12 zeigt. Daher ist der 
Widerstand zwischen c und d 

R,= R1Ra + RaR4 • • Abb. 12. Innerer Wider-
R1+Ra R2+R4 stand der Meßbrücke. 

Auf diese Weise erhält man sofort das Ergebnis 

I-~- E(R2Ra-R1 R4) 
5 - R5+R,-R5 (R1+R3)(Ra+R4)+R1 Ra(R2+R4)+R2 R4 (R1+Ra)' 

das identisch mit GI. (29) ist. 

Auf Grund des Satzes von der Zweipolquelle läßt sich auch die Frage beant­
worten, welche maximale Leistung einem beliebigen Netz entnommen werden kann. 
Legt man an zwei beliebige Punkte eines Netzes einen Widerstand Rno so nimmt 
er eine Leistung auf von der Größe 

N 12R ElR". 
n= n n (R;+R".)2 · 

Diese Leistung hat ihren Maximalwert 

wenn Rn =Ri ist. 

E~ 

Nn=4R,' 

Beispiel: Als Anwendung werde wieder die Wheatstonesche Brücke (Abb. 10) betrachtet. 
Hat die Stromquelle mit der EMK E einen inneren Widerstand von der Größe R, so ergibt sich 
die folgende Bedingung für die maximale Leistungsaufnahme der Brücke, wenn man noch be­
rücksichtigt, daß für das Gleichgewicht der Diagonalzweig stromlos ist: 

R (Rl+Ra)(Rz+R,) 
R1+R2+Ra+R4 • 

Führt man hier die Gleichgewichtsbedingung 

ein, so folgt 

R _R2R'il_ 
~- R, 

R-R Ra+R, 
- aRa+R,· (40) 

Soll auch das Anzeigeinstrument so bemessen werden, daß es bei einer Verstimmung der 
Brücke die maximale Leistung aufnimmt, so muß sein Widerstand R5 gleich dem inneren Wider­
stand der Brücke zwischen den Punkten c und d gemacht werden. Denkt man sich zur Bestim­
mung dieses inneren Brückenwiderstandes an die Punkte c und d eine Stromquelle gelegt und 
macht man E = 0, so erkennt man, daß in dem Widerstand R der ursprünglichen Strom­
quelle kein Strom fließen kann, wenn die Brücke abgeglichen ist. Es liegen also die Wider­
stände R1 + Ra und Ra + R4 einander parallel, d. h. die Bedingung für die maximale Leistungs-
aufnahme des Anzeigeinstruments lautet . 

Rs= (R1+R2)(Ra+R4), 

R1+R2+Ra+R4 

oder unter Einführung der Gleichgewichtsbedingung 

Küpfmüller, Elektrotechnik. 

R -R Ra+R4 
s- 2R2+R,· (41) 

2 
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Die beiden GI. (40) und (41) geben die allgemeinen Regeln für die günstigste Bemessung einer 
Meßbrücke. 

Wenn der Widerstand Rn des Verbraucherzweiges gleich dem inneren Wider­
standder Ersatzstromquelle ist, so spricht man von Anpassung. Ist ein Verbraucher 
seiner Ersatzstromquelle angepaßt, so nimmt er die maximale Leistung auf. Freilich 
wird dabei eine gleich große Leistung im Inneren der Ersatzstromquelle in Wärme 
umgesetzt; der elektrische Wirkungsgrad einer solchen Anordnung ist nur 50%. 
Dies ist der Hauptgrund, weswegen die Anpassung in der Starkstromtechnik keine 
Verwendung findet; ein anderer damit zusammenhängender Grund ist der, daß bei 
Anpassung auch der innere Spannungsabfall 50% beträgt, so daß bei Änderungen 
der Belastung starke Spannungsschwankungen auftreten würden. In der Schwach­
stromtechnik und Meßtechnik dagegen wird von dem Prinzip der Anpassung häufig 
Gebrauch gemacht. 

Die Netzumwandlung. 
Die Methode der Netzumwandlung beruht darauf, daß man gewisse Bestandteile 

von linearen Netzen ersetzen kann durch andere Anordnungen von Widerständen, 

z :J 

die zu einer Vereinfachung des Netzes führen, ohne daß 
sich an der Strom- und Spannungsverteilung in den 
übrigen Abschnitten des Netzes etwas ändert. Das ein­
fachste Beispiel einer Netzumwandlung bildet der Er­

" satz von zwei parallel geschalteten Widerständen durch 
einen einzigen Widerstand. Eine allgemeine Umwand­
lungsmöglichkeit besteht nun für sternförmige Anord­
nungen von Widerständen. Jeder Knoten eines Netzes 
hängt über eine Anzahl von Strahlen mit dem übrigen 

Abb. 13. n-strahliger Wider- Netz zusammen. Einen derartigen Widerstandsstern mit 
standsstern. n Strahlen, Abb. 13, kann man immer durch ein voll-

ständiges n-Eck, Abb. 14, ersetzen, ohne das übrige Netz dadurch zu beeinflussen. 
Das vollständige n-Eck besteht aus sämtlichen Zweigen, die man von jedem 

Eckpunkt zu den andern ziehen kann; es hat in(n-1) Seiten. Diese Seitenwider­
stände können eindeutig aus den n Sternwiderständen be­
stimmt werden. Wir bezeichnen die Sternwiderstände wie 
in Abb. 13 mit 

" R10, R2o• · · · R~o · · · Rno · 

Abb. 14. Vollständiges n-Eck. 

Sind die Potentiale der n-Eckpunkte gegeben durch 

f/Jl• f/J2• • · • CfJ~· • • CfJn• 
so ist damit der Strömungszustand innerhalb des Sternes 
vollständig bestimmt; insbesondere ergeben sich dann die 
Ströme Iu I 2 , ••• I~ ... In, 

die in die Sternschenkel eintreten, nach dem Ohmsehen Gesetz zu 

I = cp~-cpo {42) 
~ Rvo ' 

wenn mit cp0 das Potential des Knotenpunktes 0 bezeichnet wird. Dieses läßt sich 
mit Hilfe des ersten Kirchhoffschen Satzes berechnen. Es muß 

v=n 
}; 1,.=0 

sein, oder mit Benutzung der Beziehung ( 42) 
n n 1 

});~-=cpo})R~ 0 • (43) 
1 1 



Der elektrische Strom in linearen Netzen. 19 

Hier werde eine Abkürzung eingeführt. Die rechts stehende Summe stellt nämlich 
den Leitwert zwischen den zusammengefaßten Knoten 1 bis n und dem KnotenpunktO 
dar. Dieser Leitwert werde Sternleitwert genannt. Das Reziproke davon bildet 
der Sternwiderstand R0, und es ist 

Dann wird aus Gl. (43) n 

fPo=Ro "'-.:" · .L.J. vO 
1 

(44) 

(45) 

Wird dieser Ausdruck in Gl. (42) eingesetzt, so ergibt sich für einen beliebigen Stern­
schenkelstrom, wenn in der Summe der Übersichtlichkeit wegen für v das Zeichen p, 
gesetzt wird: ft=n 

I - _Cf.!:_ - ~ ".!E!:-._ 
"- R"o R"o .L.;RI'o. 

ft=1 

Unter der Summe ist auch der Wert rp" enthalten; man kann daher schreiben 

I = rp (_I _!!!!._) _!!.!!_ ~' 5EL 
" " R"o R;o R"o .L.; R,.o . 

1 

(46) 

Der Strich am Summenzeichen soll anmerken, daß die Summierung sich nur auf 
diejenigen p, bezieht, die von v verschieden sind. 

Wenn nun das allgemeine n-Eck gleichwertig dem Stern sein soll, dann müssen 
die von den Eckpunkten aus in das n-Eck eintretenden Ströme bei gleichen Eck­
punktspotentialen gleich den Sternschenkelströmen sein. Hieraus ergibt sich die 
gesuchte Umwandlungsbedingung zur Berechnung der Widerstände 

des n-Ecks. 
Die dem n-Eck in irgendeinem Eckpunkt zufließenden Ströme setzen sich aus den 

Teilströmen in den einzelnen Seitenwiderständen des n-Ecks zusammen. Es ist z. B. 
J1 = 'Pl-'P2 + 'Pl-'P3 +. , , + 'Pl-'Pn' 

R12 R13 R1n 

oder allgemein 

(47) 

wobei der Strich am Summenzeichen wieder die gleiche Bedeutung haben soll, wie 
oben. Die letzte Gleichung läßt sich auch schreiben 

(48) 

Der Vergleich der beiden Beziehungen (46) und (48) zeigt, daß die Ströme 1,. identisch 
werden, wenn 

und 

n 1 1 1 R \l _____ o 

.L.; R"~'-R" 0 R; 0 ' 
1 

I R0 

R"l' R" 0 RI'0 • 

Aus der letzten dieser beiden Bedingungen folgt 

(49) 

(50) 

R = R"oRp.o (51) 
"'"' Ro 

Setzt man diese Beziehung in die Gl. (49) ein, so wird diese zur Identität. Die Gl. (51) 
2* 
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stellt also die einzige Umwandlungsbedingung dar; sie liefert die folgende Regel zur 
Berechnung der Widerstände des n-Ecks: 

Ein n-strahliger Stern läßt sich durch ein vollständiges n-Eck 
ersetzen, dessen Seitenwiderstände R",., sich sämtlich als Produkt 
der beiden anliegenden Sternschenkelwiderstände R" 0 und R,., 0 mit 
dem Sternleitwert l/R0 ergeben. 

Von Interesse ist die Frage, ob das Verfahren auch umgekehrt werden kann, ob 
sich also ein beliebiges n-Eck durch einen Stern ersetzen läßt. Dies ist im allgemeinen 
nicht möglich, da die Umwandlungsformel im ganzen !n(n-1) Gleichungen für die 
n unbekannten R"0 liefert, die Unbekannten also überbestimmt sind. Nur für den 
Fall, daß die Zahl der Unbekannten mit derjenigen der Bedingungsgleichungen über-
einstimmt, daß also n=!n(n-1) 

ist, wird die Umwandlung in beiden Richtungen möglich. Diese Gleichung liefert, 
abgesehen von der Lösung n=O, den Wert n=3. Das Dreieck kann also grund­
sätzlich in den Stern umgewandelt werden (Kennelly, 1899). Das Umwandlungs­
gesetz erhält man aus den drei Gleichungen, die aus (51) hervorgehen: 

R _ R10R2o'. R _ RloR3o . R _ R2oR3o 
12- Ro ' 13- Ro ' 23- Ro . 

Durch Addition ergibt sich der "U mfangswiderstand" des Dreiecks: 

R +R +R _ R10R2o+R10R3o+R2oR3o 
12 13 23- Ro • 

und durch Multiplikation R R _ RloR~oR3o 
12 2a- R~ · 

Dividiert man die Ausdrücke auf beiden Seiten der zwei letzten Gleichungen, so 
erhält man 

Ebenso ergibt sich 

und 

Es gilt also der Satz : 

(52) 

(53) 

(54) 

Ein Widerstandsdreieck läßt sich durch einen dreistrahligen 
Stern ersetzen, dessen Schenkelwiderstände sämtlich gleich dem 
Produkt der benachbarten 
Seitenwiderstände sind, di­
vidiert durch den Umfangs-
widerstand des Dreiecks. b 

Anwendungsbeispiele: I. Mit Hilfe 
des allgemeinen Umwandlungssatzeskann 
man grundsätzlich den Widerstand zwi­
schen zwei beliebigen Punkten eines 
Netzes, das keine elektromotorischen 
Kräfte enthält, berechnen, z. B. zwischen 

1 

~· 
'J 

Abb. 15. Allgemeines Netz. 

(l 

Abb. 16. Umwandlung des Netzes Abb. 15. 

den beiden Punkten a und b der Abb. 15. Man ersetzt zu diesem Zweck der Reihe nach die 
Sterne durch Vielecke und faßt die entstehenden Parallelschaltungen zusammen. Der Gang die-
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ses Verfahrens ist durch Abb. 16 veranschaulicht. Durch Ersatz des Knotens 2 entsteht das 
Bild a, das gleichwertig Bild b ist. Ersetzt man in Bild b den Knoten 1, so erhält man 
Bild c das durch Bild d und schließlich durch Bild e ersetzt werden kann. 

2. 'Kommen in dem Netz einfache Dreiecke vor, dann ist es zuweilen zweckmäßig, diese 
Dreiecke durch Sterne zu ersetzen. Ein Beispiel bildet die Wheat- !" 
stonesche Brücke. Es sei in Aufgabe 4, S. 13 (Abb. 10) der r-----, 
Strom / 1 zu berechnen. Zur Lösung verwandeln wir das Drei-
eck cdb in den gleichwertigen Stern. Es ergibt sich Abb. 17; für 
die Ersatzwiderstände gilt Z 

R- RaRs . 
s- Ra+R4+Rs' 

R-~R.!_. 
7- Ra+R4+Rs ' 

R-~4-
s- Ra+R4+Rs. Abb.17. Umwandlung der 

Wheatstoneschen Brücke. 

(55) 

Durch die gleiche Umwandlung gelangt man auch sehr rasch 
zur Berechnung des Ersatzwiderstandes zwischen den Punk­

Abb. 18. Thomson·Brücke. 

ten a und b der Brücke. 
3. Als weiteres Beispiel werde Z 

die Thomson-Doppelbrücke zum 
Messen kleiner Widerstände be­
trachtet. Das Schema der Wider­
stände ist durch Abb. 18 darge­
stellt. Mit X ist der zu messende 
Widerstand bezeichnet, mit N 
der Widerstand des Vergleichs­

Abb. 19. Umwandlung der 
Thomson-Brücke. 

drahtes. R1 und R2 sowie R3 und R4 sind feste Normalwiderstände; R0 stellt den Galvano­
meterwiderstand dar. Schließlich werde noch der Widerstand zwischen den beiden Anschluß­
punkten c und d mit R5 bezeichnet. Gesucht sei der Strom 10 im Galvanometer. 

Man verwandle das Dreieck cde in den gleichwertigen Stern; dann ergibt sich Abb. 19, 
und es gilt R -~s_. 1 6 - R3+R4+R5 ' 

R - ___!!4Rs_ . 
7

- R3+R4+R5 ' I 
Rs = ____!!a_1_!_4_. 

Ra+R4+Rs 

(56) 

Die Doppelbrücke ist dadurch auf die Wheatstonesche Brücke zurückgeführt, 
und es können die dort abgeleiteten Formeln ohne weiteres angewendet werden. Die Gleich-
gewichtsbedingung lautet R X , R 

R~= N~R:- (57) 
Gewöhnlich macht man 

Dann wird nach den GI. (56) auch 

Setzt man dies in GI. (57) ein, so folgt 

Ra Rl 
R4 R2. 

Rs Rl 
R7 = R2. 

X=NRl. 
R2 

(58) 

(59) 

Für den Fall, daß das Brückengleichgewicht noch nicht hergestellt ist, kann man den Strom 10 
z. B. auf folgende Weise berechnen. Für die Ströme / 1 und / 2 gilt nach dem vorigen Beispiel 

I -I R1 (R0+R2+R7+R8+N)+R2 (R0+R8 ) • (ßO) 
1- (Rl+R6+X)(Ro+R2+R7+Rs+N)+(R2+R7+N)(R0+R8 )' 

lo=l (R6+X)(R0+R2+R,+Rs+N)+(R7 +N) (R0+Rs) . (6l) 
- (Rl+R6+X) (R0+R2+R7+R8+N)+(R2+R7+N)(R0+R8 ) 
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Damit wird die Spannung am Nullzweig 
U -I_ R2 (R0+Rs)(R6 +X)-Rl(R7+N)(Ro+Rs) (62) 

o- (R1+R6+X)(R0+R2+R7+Rs+N)+(R2+R7 +N) (Ro+R8 )' 

und es ergibt sich 

Io=~=I R2 (R6+X)-R1 (R7 +N) ... .. _ (63) 
R0+R8 (R1+R6+X)(R0+R2+R7+R8+N)+(R2+R7+N)(R0+R8 ). 

Praktisch sind meist die Widerstände X, N und R5 sehr klein gegen die übrigen. Dann ver­
einfacht sich die eben gefundene Gleichung zu der Näherungsformel 

I -I R2X-R_1N _ __ (64) 
o- R1 (R0+R2+Rs)+R2(R0+Rs)' 

in der noch die GI. (56) und (58) berücksichtigt sind. Für kleine Abweichungen von der Gleich-
gewichtsbedingung, R 

N=-~X(l-15), (65) 
Rl 

wird 
(66) 

111. Der elektrische Strom in räumlich ausgedehnten Leitern. 
5. Grundbegriffe des räumlichen Strömungsfeldes. 

In einem langgestreckten zylindrischen Leiter aus gleichförmigem Material breitet 
sich ein konstanter Strom um so genauer gleichmäßig über den ganzen Querschnitt 
aus, je größer die Leiterlänge im Vergleich zu den Abmessungen des Querschnittes 
ist. Denkt man sich den Querschnitt in kleine, unter sich gleiche Flächenelemente 
zerlegt, so fließt durch jedes dieser Flächenelemente in der Zeiteinheit die gleiche 
Elektrizitätsmenge. Die Stromstärke je Flächeneinheit ist überall im Querschnitt 
konstant; sie ist für beliebige Flächenelemente des Querschnitts gleich dem Gesamt­
strom dividiert durch die Fläche des Leiterquerschnittes. Eine solche gleichmäßige 
Stromverteilung bildete die Voraussetzung der Betrachtungen des Abschnittes II. 

In der Elektrotechnik kommen nun auch Fälle 
einer komplizierteren räumlichen Verteilung des 
elektrischen Stromes vor. Beispiele dafür bilden 
die Erdungen, bei denen sich der Strom nach 
allen Richtungen hin im Erdboden ausbreitet, 
oder Übergangswiderstände an Kontakten. Der­
artige Fälle räumlicher elektrischer Strömungen 
sind der Gegenstand dieses Abschnittes. Auch die 
räumliche Strömung wird durch die Gesetze von 
Ohm und Kirchhoff beherrscht. Während aber 
diese Gesetze in linearen Netzen ohne weiteres auf 

Abb. 20· E'W~t~:!~t~;~~e~~~!~mung der die Ströme und Spannungen angewendet werden 
können, bedarf es im räumlichen Strömungsfeld 

der Einführung von einigen neuen Größen, die aus Strom und Spannung abgeleitet 
sind und eine Kennzeichnung und Veranschaulichung des Strömungsfeldes vermit­
teln. Um zu diesen Größen zu gelangen, gehen wir von dem folgenden Versuch aus. 

Auf einer großen Tafel aus Eisenblech, die isoliert aufgestellt ist, sind zwei 
Klemmen c und d angebracht, Abb. 20; sie werden mit einer Gleichstromquelle ver­
. bunden. Es fließt dann Strom durch die Blechtafel von der einen Klemme zur andern; 
in der Tafel ergibt sich ein räumliches Strömungsfeld, das genauer untersucht werden 
soll. Zu diesem Zweck werden die Klemmen eines empfindlichen Spannungsmessers 
V mit zwei Metallspitzen (Sonden) a und b verbunden. Setzt man diese Spitzen auf 
zwei beliebige Punkte der Blechtafel, so zeigt der Spannungsmesser die Spannung 
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zwischen diesen Punkten an. Die größte Spannung ergibt sich beim Aufsetzen auf 
die Elektroden o und d; beispielsweise zeige das Instrument dabei einen Ausschlag 
von 100 Teilstrichen, den wir der Einfachheit halber mit 100 V bezeichnen. Indem 
wir nun die Sonde a auf o setzen, suchen wir mit der Sonde b alle Punkte der Blech­
tafel auf, deren Spannung 50 V gegen die Elektrode o beträgt, die also die Spannung 
zwischen den Elektroden gerade halbieren. Der Versuch ergibt, daß diese Punkte, 
wie es aus Symmetriegründen zu erwarten war, auf der Mittelsenkrechten zur Strecke 
od liegen. Setzt man die Sonde a irgendwo auf diese Mittellinie und die Sonde b auf 
d, so ergibt sich der gleiche Ausschlag von 50 V. Wir können ferner in gleicher Weise 
die Punkte aufsuchen, deren Spannung gegen o einen beliebigen anderen Wert hat. 
Für eine Spannung von 70 V erhält man z. B. die in Abb. 20 angedeutete Kurve, 
die die Elektrode d umgibt; andererseits zeigt sich, daß beliebige Punkte dieser 
Kurve gegen die Elektrode d eine Spannung von 30 V haben. Man kann so syste­
matisch die Spannungsverteilung in der ganzen Tafel untersuchen, indem man die 
Linien gleicher Spannung gegen die eine Elektrode aufzeichnet. Es ergibt sich eine 
Anordnung von Kurven, wie sie durch Abb. 21 veranschaulicht ist. Wir nennen diese 
Kurven die Linien gleichen Potentials oder die Niveaulinien. Setzt man die 
beiden Sonden auf ein und dieselbe Niveaulinie, so ergibt sich kein Ausschlag des 
Spannungsmessers V. Entsprechende Punkte gleichen Potentials kann man sich 
auch im Innern des Eisenbleches aufgesucht 
denken. Sie bilden etwa zylindrische Flächen, 
deren Spuren an der Blechoberfläche die ge­
zeichneten Niveaulinien sind. Diese Flächen 
nennen wir die Niveauflächen. Niveau­
flächen sind Flächen gleichen Poten­
tials. Zwischen zwei beliebigen Punkten ein 
und derselben Niveaufläche besteht daher 
keine Spannung. 

Jede Niveaufläche kennzeichnen wir durch 
den Wert des ihr entsprechenden Potentials, Abb. 21. Niveaulinien des Strömungsfeldes. 

also durch die Spannung gegen einen will-
kürlichen Bezugspunkt. Das Vorzeichen wird gemäß der Festsetzung über die Strom­
richtung so gewählt, daß der Strom vom höheren Potential zum niedrigeren fließt. 
II,l Abb. 21 befindet sich also rechts der positive, links der negative Pol der Strom­
quelle, der Strom fließt von d nach o. Würde man die Anschlüsse der Stromquelle 
vertauschen, die Stromrichtung also umkehren, so würde sich zwar die gleiche Ver­
teilung des Potentials ergeben; die angeschriebenen Zahlen müßten dann jedoch 
mit negativen Vorzeichen versehen werden. 

Der Bezugspunkt des Potentials ist ganz willkürlich, da es für die Wirkungen 
nur auf die Potential unterschiede, also die Spannungen, ankommt. Bei Wahl eines 
andern Bezugspunktes erhöhen oder erniedrigen sich sämtliche Potentiale um einen 
bestimmten aber im ganzen Feld konstanten Betrag. Wählt man z. B. einen Punkt 
der Mittellinie als Bezugspunkt, so wird das Potential dieser Mittellinie Null. Alle 
Potentialwerte der Abb. 21 erniedrigen sich um den gleichen Betrag von 50 V, so 
daß die Elektrodeo das Potential- 50 V erhält, die Elektrode d das Potential+ 50 V. 
Für die Spannungen zwischen beliebigen Punkten ist eine solche Änderung belanglos. 
Es gelten also die beiden Sätze: 

Das Potential eines Punktes ist gleich der Spannung zwischen 
diesem Punkt und einem Bezugspunkt. Die Spannung zwischen zwei 
beliebigen Punkten ist gleich der Differenz der Potentiale dieser 
Punkte. 

Ein Feld, in dem diese Eigenschaften vorliegen, nennt man ein Potentialfeld. 
Ist CfJa das Potential eines Punktes a, cpb das Potential eines Punktes b, dann ist die 
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Spannung zwischen den beiden Punkten 

Uab=qJa-(/Jb· (67) 

Aus der Festsetzung ü her die Stromrichtung folgt, daß der Strom von a nach b 
fließt, wenn Uab positiv ist und umgekehrt. 

Sind die Niveauflächen eines Strömungsfeldes im Raum gegeben, so ist damit 
zugleich auch die Stromrichtung an jeder Stelle des Raumes bestimmt. Da längs 
der Niveauflächen kein Potentialgefälle vorhanden ist, so muß die Stromrichtung 
überall senkrecht auf den Niveauflächen stehen. Wir veranschaulichen die Strom­
richtung durch die Stromlinien, die den Weg der Elektrizität angeben sollen. Diese 
Stromlinien müssen die Niveauflächen überall senkrecht durchstoßen. In dem be­

trachteten Beispiel eines Strömungsfeldes ha­
ben daher die Stromlinien etwa die in Abb. 22 
dargestellte Form. 

Grenzt man auf einer Niveaufläche ein 
kleines Flächenelement dF ab, so findet man, 
daß durch dieses Flächenelement ein bestimm­
ter Teil dl des Gesamtstromes hindurchtritt. 
Wir nennen das Verhältnis 

G=dl 
dF 

(68) 
Abb. 22. Stromlinien des Strömungsfeldes. 

im Grenzfalle eines unendlich kleinen Flächen­
elementes die Stromdichte. Die Stromdichte gibt daher an, wie groß die Strom­
stärke bezogen auf die Flächeneinheit an irgendeiner Stelle des Raumes ist. Man 
kann die Stromdichte durch die Dichte der Stromlinien veranschaulichen, indem man 
willkürlich festsetzt, daß die Zahl der Stromlinien, die durch ein Flächenelement dF 
einer Niveaufläche hindurchgehen, proportional der Stromstärke in diesem Flächen­
element sein soll. Man könnte z. B. l A = 106 Stromlinien setzen. Dann wäre die 
Einheit der Stromdichte 

Entfernen sich die Linien voneinander, so wird in gleichem Maße die Stromdichte 
kleiner. Von dieser Möglichkeit der Darstellung einer Flußdichte durch eine Linien­
dichte wird besonders beim magnetischen Feld Gebrauch gemacht. 

In einem langgestreckten zylindrischen Leiter breitet sich der Strom gleichmäßig 
über den ganzen Querschnitt q des Leiters aus. Jeder Querschnitt des Leiters stellt 
eine Niveaufläche dar; die Stromrichtung steht senkrecht auf dem Leiterquerschnitt. 
Ist daher I die Stromstärke, so beträgt die Stromdichte an jeder beliebigen Stelle 
innerhalb des Leiters 1 

G=-. 
q 

Ein derartiges Strömungsfeld wird als ein homogenes Feld bezeichnet. Im all­
gemeinen Fall einer räumlichen Strömung hat dagegen die Stromdichte an ver­
schiedenen Punkten des Raumes verschiedene Werte. 

Die Stromdichte kann als ein Vektor aufgefaßt werden, dessen Richtung die 
Stromrichtung in dem betreffenden Punkt des Raumes angibt; diese Darstellung 
der Stromdichte durch einen Vektor ist aus folgendem Grund vorteilhaft. Es werde 
das Bündel der Stromlinien betrachtet, die ein kleines Flächenelement dF einer 
Niveaufläche durchstoßen, Abb. 23. Da die Fläche dF sehr klein sein soll, so kann 
der Strom innerhalb dieses Bündels als homogen angesehen werden. Die Stromlinien 
stehen senkrecht auf dF. Dreht man daher die Fläche dF um einen beliebigen Winkel oc 
aus ihrer Lage heraus, so wird der durch das Flächenelement fließende Strom kleiner, 
und zwar entsprechend der Projektion dF cos oc der Fläche dF auf ihre Ausgangslage. 
Es wird also nun dl =GcosocdF. (69) 
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Wenn man andererseits die Stromdichte als einen Vektor auffaßt, dessen Richtung 
mit der Stromrichtung zusammenfällt, so stellt G cos oc den Betrag der zur neuen 
Lage von dF senkrechten Komponente dieses Vektors dar. Damit 
ergibt sich das folgende allgemeine Verfahren zur Berechnung des 
Stromes, der durch eine beliebige Fläche im Strömungsfeld fließt. 

Man teile die Fläche in Flächenelemente dF ein. Innerhalb eines 
jeden dieser Flächenelemente hat die Stromdichte eine bestimmte 
Größe; wir schreiben ihr ferner die Richtung des Stromes an der be- tl/ 
treffenden Stelle zu, stellen sie also durch einen Vektor & im Raum 
dar, Abb. 24. Zerlegt man nun den Vektor & in eine zu dem betrach-
teten Flächenelement dF senkrechte Komponente &n (Normalkompo- Abb. 23. Strömung 

durch ein Flächen-
nente} und eine Komponente ®t parallel zum Flächenelement (Tan- element. 

gentialkomponente), so ist der durch dF hindurchfließende Strom 
nach dem vorhin Gesagten gleich dem Betrag von &n mal der Größe des Flächen-

elementes dF: dl=GcosocdF=/ &n/dF. (70) 

Der Gesamtstrom ergibt sich als Summe dieser einzelnen Beiträge; es ist 

l=J/&n/dF, (71} 

wobei das Integral über die betreffende Fläche zu erstrecken 
ist. Bei der Bildung der Summe muß man das Vorzeichen 
für die Stromdichte willkürlich festlegen ( + Pfeil in Abb. 24). 
Dann ist / &n/ als positiv einzusetzen, wenn diese Komponente 
die positive Richtung zur Fläche hat (wie in Abb. 24), als 
negativ bei entgegengesetzter Richtung. 

Soll gekennzeichnet werden, daß eine Größe ein Vektor ist, 
also einen Betrag und eine Richtung besitzt, so benützen wir 
den entsprechenden gotischen Buchstaben. Der Betrag wird Abb. 24· Vektordarstellung 

der Strömung. 
durch den gleichen Buchstaben mit zwei senkrechten Strichen 
oder durch den lateinischen Buchstaben dargestellt. In der Vektorrechnung betrachtet 
man auch Flächenelemente als Vektoren; der Betrag ist gleich der Fläche, die Rich­
tung wird durch eine Senkrechte zur Fläche gekennzeichnet, also z. B. durch den 
+ Pfeil in Abb. 24. Das Flächenelement dF wird als Vektor durch das Symbol d~ 
dargestellt. Das Produkt aus dem Betrag eines Vektors mit der in die Richtung dieses 
Vektors fallenden Komponente eines anderen Vektors bezeichnet man als inneres 
Produkt der beiden Vektoren oder als skalares Produkt; dieses Produkt ist 
eine skalare Größe, also eine Größe, die durch das Produkt eines Zahlenwertes mit 
einer Einheit vollständig bestimmt ist, wie z. B. das Potential. Der Strom durch 
die Fläche dF ist daher das innere Produkt von Stromdichte und Flächenelement. 
Man kennzeichnet das innere Produkt, indem man die beiden Vektorsymbole neben­
einander schreibt. In der Vektorschreibweise lautet also die GI. (70) 

dl=&d~. (72) 

Das innere Produkt wird positiv, wenn die beiden Vektoren einen spitzen Winkel 
bilden, negativ bei stumpfem Winkel. Die GI. (71) lautet in dieser Schreibweise 

i=f&d~. ~~ 

Die Stromstärke ist gleich dem Flächenintegral der Stromdichte. 
Die Stromlinien geben überall die Richtung der Stromdichte an; die Stromdichte 

steht also senkrecht auf den Niveauflächen. Sie zeigt von einer Fläche höheren Poten­
tials zu einer Fläche mit niedrigerem Potential. Wir führen nun noch eine zweite Größe 
ein, die die gleiche Richtung hat, nämlich das Potentialgefälle oder die elek­
trische Feldstärke. Darunter verstehen wir die Abnahme des Potentials längs 
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eines kurzen Stückes einer Stromlinie, bezogen auf die Längeneinheit. Die elek­
trische Feldstärke ist also ein Vektor, der senkrecht auf einer Niveaufläche steht 
und in die Richtung abnehmenden Potentials zeigt; dieser Vektor der elektrischen 
Feldstärke werde mit ~ bezeichnet. Um für einen beliebigen Punkt eines Potential­
feldes die elektrische Feldstärke zu bestimmen, denke man sich durch den betrach­
teten Punkt die Niveaufläche gelegt, Abb. 25, und errichte die Senkrechte auf dieser 

Niveaufläche. Man schreite dann längs dieser Senkrechten um ein 
kleines Stück dn fort und bestimme die Änderung dp des Potentials 
auf diesem Weg. Dann ist der Betrag der elektrischen Feldstärke 

[~[=~:- (74) 

Abb. 25. Berech- Die Richtung von ~ ist die der größten Abnahme des Potentials p 
nung der elektri- . R 
sehen Il'eldstärke. 1m aum. 

In der Vektorrechnung benützt man für die eben ausgeführte 
Operation der Ableitung des Vektors ~ aus der skalaren Größe p ein besonderes 
Symbol. Man bezeichnet als Gradient einer skalaren Funktion p des Raumes 
einen Vektor, der genau so gebildet wird wie die elektrische Feldstärke, nur mit dem 
entgegengesetzten Vorzeichen. Diesen Vektor schreibt man grad p. Es gilt daher 

~= -gradp. (75) 

Zeichnet man das Niveaulinienbild so, daß benachbarten Niveaulinien immer die 
gleiche Potentialdifferenz entspricht, so liegen die Niveaulinien um so dichter neben­
einander, je größer die elektrische Feldstärke ist. In dem Fall der Abb. 21 ist daher 
die elektrische Feldstärke am größten auf der Strecke cd zwischen den beiden Elek­
troden; sie wächst auf dieser Strecke von der Mitte aus nach den beiden Elektroden 
hin an. Auch die elektrische Feldstärke ist wie die Stromdichte im allgemeinen Fall 
eine Funktion des Raumes; die Gesamtheit ihrer Werte bildet ein Vektorfeld. 

Die Spannung zwischen zwei beliebigen Punkten a und b im Potentialfeld ergibt 
sich als Differenz der Potentiale dieser Punkte. Auf Grund der Definition der 

~ elektrischen Feldstärke lassen sich die Potentialdifferen-
\ zen allgemein auch durch die Feldstärke ausdrücken. In 
\ [ Abb. 26 seien a und b die beiden Punkte, für die die Poten-

b tialdifferenz aufgesucht werden soll. Man zeichne einen 
beliebigen Weg, der die beiden Punkte verbindet, und 
betrachte einen kleinen Abschnitt ds dieses Weges. Die 
Potentiale der Endpunkte des Wegelementes ds seienp und 
cp- dp. Die elektrische Feldstärke steht senkrecht zu den 

a Niveauflächen; sie bilde einen Winkel ()( mit dem Weg-
Abb. 26. zur Berechnung der element ds. Der Abstand dn der beiden Niveauflächen ist 
Spannung aus der Feldstärke. daher 

dn=COSO(d8, 
und nach Gl. (74) gilt dp= [~ [ dn= [~[ cos()(ds. (76) 

Zerlegt man andererseits den Vektor der elektrischen Feldstärke in die Komponenten 
in Richtung des Wegelementes ds und senkrecht dazu, so ist der Betrag der erst-
genannten Komponente [~s[=[~[cos()(. (77) 

Es gilt daher für den Potentialunterschied der Endpunkte des Wegelementes auch 

dp=j~[~. (78) 

Die ganze Potentialdifferenz zwischen den Punkten a und b ergibt sich durch Sum­
mieren dieser einzelnen Beiträge über den ganzen Weg: 

b 

Uab=J[~s[ds=pa-Pb· (79) 
a 
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[ Q:,l ist positiv einzusetzen, wenn Q:, in die Integrationsrichtung fällt, negativ bei 
entgegengesetzter Richtung. Es gilt daher 

b a 

JJQ;sids=- JJQ;sJds. (80) 
a b 

Man nennt das nach Gl. (79) gebildete Integral das Linienintegral der elektrischen 
Feldstärke. In einem Potentialfeld der betrachteten Art ist das Linien­
integral der elektrischen Feldstärke unabhängig vom Weg gleich der 
Differenz der Potentiale zwischen Anfangs- und Endpunkt des Inte­
grationsweges. Das Voltmeter V der Abb. 20 mißt das Linienintegral der elek­
trischen Feldstärke auf Wegen, die die beiden Sonden etwa auf der Blechtafel mit­
einander verbinden. 

Mit den Symbolen der Vektorrechnung kann man auch das Wegelement ds als 
einen Vektor d?, auffassen, dessen Richtung durch eine willkürlich als positiv ange­
gebene W egrichtung, z. B. die Richtung des + Pfeiles in Abb. 26, bestimmt ist. Die 
Spannung zwischen Anfangs- und Endpunkt des W egelerneutes ist dann das innere 
Produkt der beiden Vektoren Q: und d5 

drp=Q:d?,. (81) 

Für die Spannung zwischen einem Ausgangspunkt und einem auf der positiven Weg­
richtung zu erreichenden Endpunkt eines beliebigen Weges gilt daher 

b 

Uab= jQ:d?,=rpa-rpb. (82) 
a 

Führt man hier die Darstellung der Feldstärke durch den Gradienten ein, Gl. (75), 
so folgt noch b 

J d5gradrp=rpb-ffJa• (83) 
a 

6. Die Grundgesetze des stationären elektrischen Stromes. 
Die Stromverteilung wird bei räumlicher Ausbreitung durch die gleichen Gesetze 

beherrscht wie in linearen Netzen. Während dort jedoch die Bahnen des Stromes durch 
die Form der Leiter vorgeschrieben sind, stellen sich hier ganz bestimmte Strombahnen 
ein, die zunächst unbekannt sind. Man kann sich aber jeden räumlich ausgedehnten 
Leiter durch ein räumliches Gitterwerk aus sehr dünnen und kurzen leitenden 
Stäbchen ersetzt denken mit im Grenzfall unendlich feiner Unterteilung des Gitters; 
dadurch entsteht aus dem räumlichen Strömungsfeld ein lineares Netz. Da die 
Stromverteilung in einem solchen Netz durch die Gesetze von Ohm und Kir eh hoff 
bestimmt ist, so sind diese Gesetze auch für die Berechnung 
räumlicher Strömungen maßgebend; sie werden zunächst in -dp 
eine für diesen Zweck brauchbare Form gebracht. 

Das Ohmsehe Gesetz in der Elementarform. 
Man denke sich in einer beliebigen Strömung ein kleines 

Prisma so abgegrenzt, daß die Grundflächen auf sehr nahe be­
nachbarten Niveauflächen liegen, während die Seitenflächen 
durch Stromlinien gebildet werden, also senkrecht auf den Grund- Abb. 27. Anwendung des 

Ohmsehen Gesetzes im 
flächen stehen, Abb. 27. Der Abstand der betrachteten Niveau- Strömungsfeld. 

flächen sei an der betreffenden Stelle des Raumes dn, der Po-
tentialunterschied sei dcp. Aus den Seitenflächen tritt infolge der gemachten Vor­
aussetzung kein Strom aus. Wenn die Grundflächen des Prismas dF klein genug ge­
wählt werden, dann ist ferner der elektrische Strom gleichmäßig über die Grund­
flächen verteilt. Innerhalb des Prismas verläuft daher der elektrische Strom so wie 
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in einem langgestreckten zylindrischen Leiter; es gilt für den Widerstand zwischen 
den beiden Grundflächen dn 

R= xdF' (84) 

wenn u die Leitfähigkeit des Stoffes bezeichnet, in dem das Prisma abgegrenzt wurde. 
Ist dl der durch die Grundfläche hindurchtretende Strom, so lautet das Ohmsehe 
Gesetz für das Prisma dn 

dm=Rdl=-dl· 

hieraus folgt 
r xdF ' 

drp 1 dl 
dn=u dF' 

oder, unter Einführung der elektrischen Feldstärke (t und der Stromdichte@ nach 
Gl. (74) und (68), @=u(t. (85) 

Diese Gleichung enthält zugleich die Aussage, daß die Vektoren (t und@ gleiche 
Richtung haben. Benützt man den spezifischen Widerstand e an Stelle der Leitfähig­
keit, so lautet das Ohmsehe Gesetz in der Elementarform 

li= (?6.S. (86) 
Hat z. B. die elektrische Feldstärke an irgendeiner Stelle zwischen zwei Elektroden im 

Erdboden den Betrag f@: f = 1 V/ern und ist die Leitfähigkeit des Erdbodens x = 10-4 Sfcm, so 
beträgt die Stromdichte an dieser Stelle 

S V A 
[®[=10-4cmcm=10-4 cm2' 

Die Feldstärke ist in metallischen Leitern meist sehr klein. Wird eine Kupferschiene mit 
einer Stromdichte von 2 Afmm2 belastet, so ergibt sich im Innern der Schiene bei einer 
Leitfähigkeit des Kupfers von x = 5, 7 ·105 Sfcm eine Feldstärke von 

2 A cm _4 V 
[@:[=57 10.-2-S = 3•5 ' 10 -. , · mm cm 

In einem langgestreckten Leiter ist die Feldstärke gleich dem Spannungsabfall für die Längen­
einheit des Leiters. 

Die Richtungen von @ und @: stimmen nur in isotropen Leitern überein, also solchen, bei 
denen die Leitfähigkeit für alle Stromrichtungen den gleichen Wert hat. Bei gewissen Kristallen 
ist diese Bedingung nicht erfüllt, @I und @; können dann verschiedene Richtungen haben. 

Nach Gl. (85) ist die Stromdichte proportional der Feldstärke. Da die Feldstärke 
um so größer ist, je dichter die Niveauflächen gleichen Potentialunterschiedes 
liegen, so kann man die Stromdichte dadurch veranschaulichen, daß man auch die 
Stromlinien um so dichter anordnet, je kleiner der Abstand zwischen den Niveau­
flächen ist. Man kann in der zeichnerischen Darstellung des Feldes in Abb. 22 z. B. den 
Abstand der Stromlinien überall gleich dem Abstand der Niveaulinien machen. Auf 
diese Weise läßt sich zu dem experimentell bestimmten Bild der Niveaulinien leicht 
das Bild der Stromlinien hinzufügen. 

Der erste Kirchhoffsche Satz im Strömungsfeld. 

Der erste Kirchhoffsche Satz sagt aus, daß sich der stationäre elektrische Strom 
bei Verzweigungen wie eine nicht zusammendrückbare Flüssigkeit verhält, so daß der 
gesamte von einem Knoten wegfließende Strom Null sein muß. Diesen Satz kann 
man auch folgendermaßen ausdrücken. Man lege um den Knotenpunkt eine in sich 
geschlossene Fläche, die den Knotenpunkt umgibt (Hüllfläche), z. B. eine Kugel­
fläche mit dem Mittelpunkt im Knoten, Abb. 28. Die von dem Knotenpunkt aus­
gehenden Leiter durchstoßen dann diese Fläche, und nach dem ersten Kirchhoff­
schen Satz muß die Summe aller aus der Fläche austretenden Ströme Null sein. Man 
kann eine solche Hüllfläche auch an beliebigen andern Stellen des Netzes anbringen; 
auch wenn sie keinen Knoten enthält, z. B. in Abb. 29, hat der ausgesprochene Satz, 
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wie ohne weiteres einzusehen, Gültigkeit. Da man nun eine räumliche Strömung 
als Grenzfall der Strömung in einem linearen Netz auffassen kann, so gilt der Satz 
in der gleichen Form auch für das beliebige Strömungsfeld. Er lautet also: 

Grenzt man in einem Strömungsfeld eine beliebige in sich ge­
schlossene Fläche (Hüllfläche) ab, so ist der aus der Fläche aus­
tretende Gesamtstrom Null. 

Dieser Satz läßt sich mathematisch folgendermaßen formulieren. Man zerlege 
die betrachtete Hüllfläche in hinreichend kleine Flächenelemente dF, Abb. 30. In 

Abb. 28. Hüllfläche eines 
Knotenpunktes. 

Abb. 29. Hüllfläche ohne 
Knotenpunkt. 

Abb. 30. Berechnung des durch 
eine Fläche fließenden Stromes. 

jedem dieser Flächenelemente kann der Vektor der Stromdichte@ als konstant an­
gesehen werden. Der aus dem Flächenelement austretende Strom ist daher nach 
Gl. (70) dl =I ®n jdF. 

Um den Gesamtstrom zu erhalten, der aus der Fläche austritt, hat man die Summe 
dieser Produkte über die ganze Hüllfläche zu bilden: 

I=PI®nldF, 
wobei der Kreis am Integralzeichen andeuten soll, daß es sich um eine Hüllfläche 
handelt. Der erste Kirchhoffsche Satz fordert, daß 

(87) 

Die Größen l®nl zählen als positiv, wenn der Vektor@n nach außen zeigt, als negativ 
bei umgekehrter Richtung. 

Mit den Symbolen der Vektorrechnung lautet die GI. (87) 

(88) 

wobei der Vektor dfj überall senkrecht nach außen zeigt. Man nennt ein Vektorfeld, 
indem diese Gleichung gilt, quellenfrei, da sie anzeigt, daß die Strömung nirgends 
entspringt oder endigt. 

Der zweite Kirchhoffsche Satz im Strömungsfeld. 

Sieht man von im Strömungsfeld verteilten elektromotorischen Kräften ab, so 
ist der zweite Kirchhoffsche Satz bei der Definition der Grundbegriffe des Strömungs­
feldes bereits dadurch berücksichtigt worden, daß die Spannungen als Differenzen 
von Potentialen definiert wurden. Die Summe der Spannungen auf einem beliebigen 
in sich geschlossenen Weg ist unter dieser Voraussetzung Null. 

Bildet man das Linienintegral der elektrischen Feldstärke zwischen zwei be­
liebigen Punkten a und b des Strömungsfeldes auf dem Wege 1, Abb. 31, so ergibt 
sich die Differenz der Potentiale zwischen den beiden Punkten a und b. Das Linien­
integral von Punkt b nach a über einen andern Weg 2 hat die gleiche Größe, aber 
das entgegengesetzte Vorzeichen. Addiert man die beiden Integrale, so erhält man das 
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Linienintegral der elektrischen Feldstärke auf dem geschlossenen Weg alb2a; es ist 
im stationären Strömungsfeld gleich Null: 

Das Linienintegral der elektrischen Feldstärke ist auf beliebigen 
geschlossenen Wegen eines stationären Strömungsfeldes Null. 

Dieser Satz lautet in der Schreibweise der Vektorrechnung 

(89) 

Hier zeigte der Kreis am Integralzeichen an, daß die Inte­
gration auf einem geschlossenen Weg erfolgt. 

Man nennt ein Vektorfeld, in dem diese Bedingung erfüllt 
ist, wir belfrei. In Gebieten, in denen sich keine elektro­

Abb. 31. Linienintegral der motorischen Kräfte befinden, stellt also die stationäre elek­
elektrischen Feldstärke auf 
einem geschlossenen Weg. trisehe Strömung ein wirbel- und quellenfreies Feld dar. In 

diesen Gebieten treten keine in sich geschlossenen Stromlinien 
auf, diese müssen vielmehr die "Stromquellen" durchlaufen. Auf einem Integra­
tionsweg, der Stromquellen enthält, ist das Linienintegral der elektrischen Feld­
stärke gleich der Summe der elektromotorischen Kräfte, wie es der zweite Kireh­
hoffsehe Satz verlangt. 

Es ist auch der Fall möglich, daß elektromotorische Kräfte stetig im Raum verteilt 
sind, z. B. wenn in dem Leiter elektrochemische oder elektrothermische Wirkungen (Thermo­
effekt) auftreten. Man kann die elektromotorischen Kräfte dann durch eine "eingeprägte 
Fe 1 d stärke" ( elektromotorische Kraft für die Längeneinheit) darstellen, indem man die elektro­
motorischen Kräfte durch das Linienintegral der eingeprägten Feldstärke definiert. Der zweite 
Kirchhofische Satz lautet dann 

~(~-~.)ds=O, (90) 

wenn die eingeprägte Feldstärke, die an jeder Stelle des Raumes eine bestimmte Größe und 
Richtung hat, mit ~. bezeichnet wird. 

Das J oulesche Gesetz im Strömungsfeld. 

In einem linearen Leiter vom Widerstand R, der vom Strom I durchflossen wird, 
ist die in der Zeiteinheit entwickelte Wärme gegeben durch 

N=l2R. (91) 

Dieses Gesetz kann ohne weiteres auf das bei der Umformung des Ohmsehen Gesetzes 
betrachtete Prisma, Abb. 27, angewendet werden. Es ist 

dn 
dl=i®idF, und R=udF' 

also die in dem Volumenelement umgesetzte Leistung 

dN =_!_I® i2dFdn. 
'X 

Da dFdn das Volumen des Prismas darstellt, definieren wir die in der Volumen­
einheit in Wärme umgesetzte Leistung durch 

dN 
N 1 = dFdn. 

Es ergibt sich 
(92) 

Beträgt z. B. die Stromdichte an der Oberfläche einer in den Erdboden eingegrabenen 
mA 

Erdungsplatte I @ I = 10-2 , und ist die Leitfähigkeit des Erdbodens u = I0-4 Sjcm, so wird 
cm 

N =10+4 cm .10-4~ =1~. 
1 S cm4 cm3 
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Nun ist 1 Ws=0,239 cal oder 1 W =0,239 calfs. Also wird die in der Zeit- und Volumeneinheit 
entwickelte Wärme 

Hat der Erdboden etwa die Wärmekapazität des Wassers, so wird er sich in jeder Sekunde um 
0,239° erwärmen, wenn keine Wärme abgeführt wird. 

7. Beispiele von Strömungsfeldern. 
Als einfachstes Beispiel für die Berechnung eines Strömungsfeldes werde zunächst 

der folgende Fall betrachtet. Eine Kugel vom Radius r0 aus einem sehr gut leitenden 
Material, z. B. Kupfer, sei in einen Stoff mit mäßiger Leitfähigkeit x eingebettet, 
z. B. Erde. Der Kugel werde durch einen isolierten Draht Strom zugeführt, der in 
sehr großer Entfernung durch eine zweite Elektrode wieder abgenommen und zur 
Stromquelle zurückgeführt wird. In der näheren Umgebung der Kugelelektrode 
werden die Stromlinien aus Symmetriegründen radial von der Kugeloberfläche aus­
gehen, Abb. 32. Der gesamte der Kugel zugeführte Strom I 
verteilt sich gleichmäßig auf konzentrische Kugelflächen. 
Im Abstand r vom Kugelmittelpunkt hat daher die Strom-
dichte den Betrag I ...,.;..--*~~~ 

I & I = 4nr2. (93) 

Diese Beziehung kann auch als der Ausdruck des ersten 
Kirchhoffachen Satzes betrachtet werden. Eine Kugelfläche 
mit dem Radius r wird von dem Leiter durchstoßen, der Abb. 32. Strömungsfeld in der 
d S I · d I d' K 1 · f hr D · Umgebung einer Kugelelek-eu trom m as nnere 1eser uge em ü t. am1t trode. 

die Summe aller aus der Kugelfläche austretenden Ströme 
Null ist, muß die Stromdichte den durch Gl. (93) gegebenen Wert besitzen. 

Der Vektor der Stromdichte ® zeigt vom Mittelpunkt der Kugel weg, wenn der 
Kugelelektrode durch die Leitung Strom zugeführt wird, bei umgekehrter Strom­
richtung zeigt er nach dem Kugelmittelpunkt. Die Niveauflächen sind konzen­
trische Kugelflächen. Auch die Oberfläche der Metallkugel ist eine Niveaufläche, 
da irrfolge der vorausgesetzten großen Leitfähigkeit innerhalb der Kugel kein merk­
licher Spannungsabfall entsteht. Alle Punkte der Kugel und insbesondere ihrer Ober­
fläche haben daher gleiches Potential. 

Nach dem Ohmsehen Gesetz ist durch die Stromdichte auch die Feldstärke be­
stimmt. Es gilt 

IQ;j- _!_1®1--I_ 
- " - 4nur2 • 

(94) 

Die Richtung ist die gleiche wie die der Stromdichte. Aus der elektrischen Feldstärke 
ergibt sich auf Grund der Gl. (82) die Spannung zwischen der Kugeloberfläche und 
irgendeinem Punkt P des Raumes mit dem Abstand r vom Mittelpunkt der Kugel: 

f' f' 

~ I Jdr I ( 1 1) Uop= IQ:jdr=- -=- --- . 
4nu r2 4nx r0 r 

(95) 

"• 
Die Spannung zwischen der Metallkugel und dem belie­
bigen Punkt P nähert sich also mit wachsendem Abstand 
dieses Punktes einem Grenzwert, wie es Abb. 33 veran­
schaulicht. Der Grenzwert 

U =-I- (96) 
0 4nur0 

wird mit einem Fehler von 1% erreicht, wenn der Ab-

Abb. 33. Spannung in der Um­
gebung einer Kugelelektrode. 

stand r des Punktes P 100 mal so groß wie der Kugelradius ist; man bezeichnet 
ihn als den Spannungsabfall am Übergangswiderstand zwischen der Metallkugel 
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und dem leitenden Stoff. Der Übergangswiderstand ist daher 

R=-1-· (97) 4nxr0 ' 

er liegt praktisch innerhalb einer Kugel vom Radius 100 r0 • Die Formel (97) kann 
benützt werden zur Berechnung des Übergangswiderstandes zwischen einem kugel­
förmigen Erder und dem Erdboden. Es ist bemerkenswert, daß der Übergangs­
widerstand nicht umgekehrt proportional mit der Oberfläche der Metallkugel, sondern 
langsamer abnimmt. 

Zahlenbeispiel: Für verschiedene Radien r 0 eines Kugelerdcrs ergeben sich nach GI. (97) 
die folgenden Übergangswiderstände im Erdboden mit der Leitfähigkeit I0-4 Sfcm 

r 0 = 5 10 50 IOOcm 
R=l60 SO 16 SQ. 

Teilt man den Raum in der Umgebung der Kugelelektrode durch eine dünne, 
isolierende, ebene Schicht, die durch den Mittelpunkt geht, Abb. 34, so kann man 
jedem der beiden so entstehenden Halbräume den Strom Y2 I entnehmen, ohne daß 

sich an dem Strömungsbild etwas ändert. Man kann auch 
noch die Metallkugel durch den gleichen Schnitt teilen und 
jeder Hälfte den Strom Y21 zuführen. Es ergibt sich dann 
der Fall, daß an der Erdoberfläche eine Halbkugel vom 
Radius r0 eingegraben ist, der der Strom Y21 zugeführt 
wird. Das Potential ist überall das gleiche wie früher; 
auch der Spannungsabfall am Übergangswiderstand ist 
der gleiche geblieben. Der Übergangswiderstand ist also 
doppelt so groß: 1 

Abb. 34. Halbkugelelektrode. R= --. (98) 2nxr0 

Diese Formel kann in manchen Fällen zur Abschätzung des Übergangswiderstandes 
eines Erders verwendet werden, wenn man diesen angenähert durch eine solche 
Halbkugel ersetzen kann. Zwischen dem Erder und irgendwelchen Punkten der Erd­
oberfläche im Abstand r vom Mittelpunkt ergibt sich eine Spannung, die durch 
GI. (95) dargestellt ist. Führt man dort den gesamten Spannungsabfall U0 des 
Erders ein, so folgt ( r 0 ) 

Uop=U0 1---;: . (99) 

Diese Funktion hat den in Abb. 33 gezeigten Verlauf. Man bezeichnet die dadurch 
gegebene Spannungsverteilung auch als den Spannungstrichter des Erders. 
Seine Kenntnis ist von Bedeutung im Hinblick auf die Gefährdung von Lebewesen, 
die in die Nähe des Erders gelangen. 

Zahlenbeispiel: Läßt sich die Erdung eines Leitungsmastes durch eine Halbkugel vom 
Radius Im ersetzen, so ist der Übergangswiderstand nach GI. (9S) 16 Q für eine Bodenleit­
fähigkeit von I0-4 Sjcm. Bei Berührung eines Leiters der Freileitung mit dem Mast ergebe 
sich ein Erdstrom von 100 A. Dann ist die Übergangsspannung 1600 V. Die Spannung 
zwischen zwei beliebigen Punkten, die um den Abstand der Schrittlänge des Menschen von­
einander entfernt sind, nennt man die Schrittspannung. Für eine Schrittlänge von SO cm 
beträgt sie im ungünstigsten Falle nach GI. (99) 

( 100) LJU=U0 I-ISO =700V. 

Die Spannung zwischen der Vollkugel und irgendeinem Punkt des Raumes, 
GI. (95), läßt sich als Differenz der Potentiale der Kugeloberfläche, cp0 , und des be­
trachteten Punktes, cp, darstellen; es gilt 

Uop=cpo-CfJ· 

Hieraus folgt für das Potential des beliebigen Punktes im Abstand r vom Mittelpunkt 
der Kugel 1 

cp= 4nxr +c, 
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wobei c eine willkürliche Konstante bezeichnet; deren Bedeutung geht daraus hervor, 
daß für sehr große Werte von r das Potential gleich c wird. Die Konstante c bezeichnet 
also das Potential weit entfernter Punkte. Bezieht man alle Potentiale auf einen 
solchen weit entfernten Punkt, so wird 

I 
cp= 4nur · (100) 

Ein weiteres Beispiel dieser Potentialverteilung bil- ~ 
det das durch Abb. 35 dargestellte Leitersystem, bei 16t 
dem der Hohlraum zwischen zwei konzentrischen Kugel­
elektroden mit einem Stoff geringer Leitfähigkeit )( aus-

d I d Abb. 35. Strömung zwischen kon-
gefüllt ist. Bezeichnet man willkürlich as Potentia er zentrischen Kugelelektrodeu. 

äußeren Elektrode mit ffJv so ist das der inneren cp1 + U0 , 

wenn der Strom I von der inneren nach der äußeren Elektrode fließt und die Span­
nung zwischen den beiden Elektroden U0 betragen soll. Daher gelten die beiden 
Gleichungen I U + _ I 

ml=-4-~r2 und o ml---, 
r ··~ ' 4nur1 

aus denen hervorgeht, daß Uo=I r2-!L. 
4nur1 r2 

(101) 

Der Übergangswiderstand zwischen den beiden Elektroden ist hiernach gleich dem 
Widerstand eines zylindrischen Leiters aus dem gleichen Material mit der Leitfähig­
keit )(, der Länge b=r2-r1 und dem Querschnitt F=4:rcr1 r2 , der gleich der Ober-
fläche einer Kugel mit dem Radius r0 =f~1r2 ist. 

Die Spannungsverteilung in der Umgebung einer Kugel ist bei gegebenem Gesamt­
strom unabhängig von der Größe der Kugelelektrode. Man würde das gleiche Potential 
auch bei einer Kugel von unendlich kleinem Radius erhalten. In bezugauf den außer­
halb der Elektrode liegenden Raum läßt sich also die Elektrode ersetzen durch eine 
Kugel von unendlich kleinem Radius, durch die der Strom I austritt. Eine solche 
unendlich kleine Elektrode nennt man Punktq uelle. Das Potential in der Um­
gebung einer Punktquelle ist durch Gl. (100) gegeben. Fließt der Strom in umge­
kehrter Richtung, wird er also durch die Elektrode dem Raum entnommen, so gilt 
entsprechend I 

cp=- 4nur • (102) 

Bei Anwesenheit mehrerer Punktquellen überlagern sich die Einzelpotentiale 
(Superpositionsgesetz), da nach den Grundgesetzen des Strömungsfeldes zwi­
schen den Strömen und Spannungen lineare Beziehungen bestehen. Sind z. B. in 
den leitenden Raum zwei Punktquellen Q1 und Q2, Abb. 36, im f 

Abstand l eingebettet, von denen die eine den Strom I zuführt, A 
die andere den Strom I entnimmt, so gilt für das Potential in r; '} 

einem beliebigen Punkt P p, z R 
I (1 1) z 

cp= 4nu rl - r2 . (103) 'J 
Abb. 36. Zur Berechnung 

Die Niveauflächen sind durch die Bedingung des Potentialszweier 
Punktquellen. 

cp=konst 

bestimmt. In Abb. 37 sind einige Niveaulinien dargestellt. Man kann sie auf folgende 
Weise aufzeichnen. Es werde gesetzt 

1 1 k (104) 

Dann folgt 
(105) 

Küpfmüller, Elektrotechnik. 3 
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Erteilt man nun k Werte einer arithmetischen Reihe, z. B. k=O, l, 2, 3 usw., so 
ergeben sich auf Grund dieser Gleichung die zu Niveaulinien gleicher Potentialunter­
schiede gehörigen Radien. 

Man kann den Zusammenhang zwischen r1 und r 2 graphisch darstellen, wie in 
Abb. 38. Da r1 + r2 immer größer als l, die Differenz der Radien immer kleiner als l 
sein muß, so können nur die stark gezeichneten Abschnitte der Kurven verwendet 

werden, für die r1>l-r2 und r1 >r2-l 

Abb. 37. Niveaulinienbild zweier Punktquellen entgegen­
gesetzten Vorzeichens. 

ist. Man schlägt nun um die beiden 
Quellpunkte mit einem beliebigen 
Radius r 2 Kreise, entnimmt aus 
Abb. 38 die Strecke r1 und stellt 
die Schnittpunkte P fest. Diese 
Schnittpunkte sind Punkte der zu 
dem betreffenden Wert von k ge­
hörigen Niveaulinie. 

Die Strömungslinien schneiden die 
Niveaulinien überall senkrecht, sie 
gehen von Q1 nach Q2 über. Halbiert 
man wieder den ganzen Raum durch 
eine isolierende Ebene, die durch die 
Verbindungslinie der beiden Punkt­

quellen geht, so ergibt sich das Strömungsfeld für zwei Erder an der Erdober­
fläche, das etwa die Rückleitung eines Stromkreises bilden kann, dessen Hinleitung 
aus einem isolierten Draht besteht (Einfachleitung der Telegraphie). Auf der Ver-

/ 

!( 
Abb. 38. Zur Berechnung der Niveaulinien. Abb. 39. Potentialverlauf auf der Verbindungslinie der 

beiden Quellen. 

bindungslinie der beiden Quellen hat das Potential den in Abb. 39 dargestellten 
Verlauf. 

Anwendungsbeispiel: Es seien Q1 und Q2 die beiden Erdereiner Einfachleitung. In irgend­
einem Abstand a sei eine zweite Einfachleitung gleicher Länge mit den Erdungspunkten P 1 
und P2 (Abb. 37) vorhanden. Fließt in der ersten Leitung ein Strom, dann ergibt sich ein 
Stromübergang in die zweite Leitung; es liegt eine galvanische Kopplung vor. Die in der 
zweiten Leitung auftretende Spannung, die nach dem Satz von der Zweipolquelle als eine 
zusätzliche EMK E, aufgefaßt werden kann, ergibt sich als Differenz der Potentiale der 
beiden Punkte P 1 und P2 • Ist z. B. 

für PunktP1 : r1=a, r2=fa2+l2, 

für Punkt P 2 : r1= fa2+l2, r2=a, 

E,= 2~" ( ~ - y;2~12) · 
so wird 

Bei sehr großer Leitungslänge im Vergleich zum Abstand der Leitungen ist angenähert 
I 

E,=2:n:"a· 

(106) 

(107) 
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Zahlenbeispiel: Elektrische Bahn mit I =500A; im Abstand a= 100m befinde sich eine 
Schwachstromleitung; u= I0-4 Sfcm. Es wird nach GI. (107) 

500Acm 
Et= 2n · 10-4 • 104Scm =SOV · 

Die Abstände zwischen Starkstrom- und Schwachstromerdungen müssen daher hinreichend 
groß gemacht werden. 

Führt man mehreren nebeneinander liegenden Punktquellen Strom in gleicher 
Stärke zu, so ergeben sich die Niveauflächen ebenfalls durch Übereinanderlagern 

/c4 

Abb. 40. Zur Berechnung der Niveaulinien zweier Abb. 41. Niveaulinienbild der beiden Quellen gleichen 
Quellen gleichen Vorzeichens. Vorzeichens. 

der Einzelbilder. Das Potential in der Umgebung zweier derartiger Punktquellen 
im Abstand l ist 

I ( 1 1) 
q;= 4n" "x + t'z . (108) 

Man findet in ähnlicher Weise wie oben die Niveauflächen, wenn man zunächst die 
Kurvenscharen 

(109) 

aufzeichnet für Werte von k, die nach einer arithmetischen Reihe fortschreiten, wie 
es Abb. 40 zeigt. Auch hier sind nur die stark ausgezogenen Teile der Kurven brauch­
bar, da sich für die andem keine Schnittpunkte 
der Radien ergeben würden. Die Niveaulinien 
sind in Abb. 41 dargestellt; in großem Abstand 
von den Punktquellen geht das Niveaulinien­
bild in das einer einzigen Punktquelle mit dop- ----r----1---,~r--,....--=.r­
pelter Stromstärke über. 

Bringt man eine sehr große Anzahl von 
Punktquellen auf einer geraden Linie an, so 
ergibt sich bei unendlich feiner Verteilung 
eine Linienq uelle. Eine solche Linienquelle, 

I 
I 
1-E---tl -+---~ 

Abb. 42. Linlenquelle. 

Abb. 42, kann man sich in kurze Längenelemente dC zerlegt denken, die alle 
als Punktquellen aufgefaßt werden können; sie führen dem Feld einen Strom 

zu, der gleich I:~ ist, wenn mit 2 l die Länge der Linie, mit I der gesamte von der 

Linie ausgehende Strom bezeichnet wird. In irgendeinem Punkt P mit den Koordi­
naten x und y ergibt die Punktquelle dC einen Beitrag zum Potential von der Größe 

d =Idf;_l_=I df; ' 
fP 21 4nur Snulfy•+(x-f;)B 

3* 
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wobei l; den Abstand des Längenelementes vom Mittelpunkt der Linie bezeichnet. 
Das gesamte Potential der Linienquelle ist daher 

+l ~ 

= _I_f _ _rll__. = _I_ln x+l+ "fy2+.0+1)2 
cp 8n~l l'lf+(x-C)2 8nxl x-l+)'y2+(x.::::Z)2 · (llO) 

-l 

Die Niveauflächen sind hier Rotationsellipsoide, die Niveaulinien in der 
x, y-Ebene sind konfokale Ellipsen, deren Brennpunkte durch die Endpunkte der 
Strecke 2l gebildet werden, Abb. 43. Bezeichnet man nämlich die große Achse 

t einer solchen Ellipse mit 2a, so gilt auf Grund be­
kannter Eigenschaften der Kegelschnitte 

Abb. 43. Feld- und Niveaulinienbild der 
Linienquelle. 

r1 =a+x ~ = yy2+(x+l)2; 

l 
r2=a-x-= yy2+(x-l)2. 

a 

Setzt man diese Ausdrücke in Gl. (llO) ein, so folgt 
I a+l cp= 8- 1ln-1. (lll) 

nx a-

Für jeden beliebigen Wert von a ist also das Poten­
tial eine Konstante. Die Strömungslinien sind Hy­
perbeln mit den gleichen Brennpunkten, wie in 
Abb. 43 angedeutet. 

Wenn die kleine Halbachse der Ellipsen sehr klein gegen die Länge ist, wenn also 
a angenähert gleich l ist, dann ergeben sich nahezu zylindrische Niveauflächen, deren 
Enden abgerundet sind. Die von einer stabförmigen Elektrode mit dieser Form aus­
gehende Strömung hat daher die gleichen Niveauflächen wie die Linienquelle. Be­
zeichnet man den Durchmesser des Stabes in der Mitte (x= 0) mit d, so wird die 
Spannung gegen weit entfernte Punkte, U0 , gleich dem Potential der betreffenden 
Niveaufläche. Für x= 0, y = f.d ist nach Gl. (llO) 

I l+ V ( ~-)-~; 
cp= U0 = Slln ------=='-''. 

nx -l+ V ( ~r+t2 (ll2) 

Berücksichtigt man, daß der Durchmesser d des Stabes sehr klein gegen seine Länge 
2 l sein soll, so wird angenähert 

I 4l 
Uo= 4nxllnd. (113) 

Die Potentialverteilung in der Umgebung eines senkrecht in die Erdoberfläche ein­
gegrabenen Stabes ergibt sich, wenn man das soeben betrachtete Feld durch die Mittel­
ebene x= 0 teilt. Der Übergangswiderstand ist in diesem Fall 

1 4/ 
R=2n~ 11nd, (114) 

wobei l die Länge des Stabes oder Rohres innerhalb der Erde bezeichnet. 
Zahlenbeispiele: Ein Rohrerder von der Länge 2 ~. und einem Durchmesser von d = 5 cm 

hat bei einer Bodenleitfähigkeit von I0-4 Sfcm einen Ubergangswiderstand 
104 .Q 800 

R=2n200ln5~40.Q. 

Der Übergangswiderstand eines zylindrischen Rohres vom Durchmesser d ist in Wirklichkeit 
etwas kleiner als der berechnete Wert, da der mittlere Durchmesser des Ellipsoides kleiner ist 
als d (nämlich 0, 785 d). 

Das Potential an der Erdoberfläche ergibt sich aus GL (llO) für x=O: 

I Z+ty2+t2 
cp=-ln--- ---===· (115) 

Snx l -!+ t y2+i2 
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Bezeichnet wieder U0 die Spannung des Erders gegen einen weit entfernten Punkt, so ist wegen 
GI. (ll3) 

also 

die zeigt, daß in großer Entfernung vom Erder 
sich die Potentialverteilung der eines Kugel­
erdcrs nähert. 

Die folgende Tabelle gibt einige Werte des tJ 
Übergangswiderstandes eines Rohres von 1 m 
Länge, das senkrecht in den Erdboden ein­

(ll6) 

Abb. 44. Spannungstrichter von Rohrerdem. 

gegraben ist, bei verschiedenen Werten des Verhältnisses lfd und einer Bodenleitfähigkeit 
von 10-4 Sfcm. 

lfd = 10 
R=60 

20 
70 

50 100 
85 95 .Q 

Die Widerstandswerte von anderen Längen werden durch Division mit der Zahl der Meter 
erhalten. Es ist zur Erzielung eines kleinen Übergangswiderstandes vorteilhaft, mehrere kürzere 
Rohre parallel zu verwenden statt eines einzigen entsprechend längeren Rohres, wenn nicht das 
längere Rohr in Boden mit größerer Leitfähigkeit führt (Grundwasser). 

Wenn die Linienquelle, Abb. 42, sehr lang ist im Vergleich zu den Koordinaten 
x und y des Punktes P, dann können die Niveauflächen als konzentrische Kreis­
zylinder angesehen werden, und zwar um so genauer, je größer die Länge der Linie 
ist. Der Strom tritt dann auf der ganzen Länge gleichmäßig in radialer Richtung aus. 
Begrenzt man die Niveauflächen durch zwei auf der Linie senkrecht stehende Ebenen, 
die voneinander einen Abstand l haben, so tritt ein und derselbe Strom I durch 
jede beliebige Niveaufläche mit dem Radius r. Er verteilt sich aus Symmetriegründen 
gleichmäßig auf jeder Niveaufläche, so daß die Stromdichte 

I I & I= 2nrt (ns) 

beträgt. Die Stromdichte zeigt nach außen, wenn der Strom aus der Linienquelle 
austritt. Die elektrische Feldstärke hat die gleiche Richtung und den Betrag 

1 ~~- 1 1&1- I --;- - 2mdr' 

Das Potential im Abstand r von der Achse ist gleich der 
Spannung zwischen diesem Punkt und dem Bezugspunkt 
mit dem Abstand b von der Achse; also 

b 

q;= Jl~ldr=- 2:"llnr+k, (120) 
r 

(ll9) 

Abb. 45. Koachslale Zylinder· 
wobei k eine von b abhängige Konstante bedeutet. elektroden. 

Eine derartige Strömung liegt in einem konzentrischen 
Einleiterkabel vor, Abb. 45. Der Isolationsstrom geht radial zwischen Innen­
leiter und Außenleiter (Bleimantel) über. Bezeichnet u die Leitfähigkeit des Iso­
liermaterials (Papier, Öl) und I den gesamten Isolationsstrom, so gilt für das Poten-

.!!. 
' ! 
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tial im Inneren der Isolierung die Gl. (120). Die Spannung zwischen Innen- und 
Außenleiter ist 

(121) 

Der Isolationswiderstand hat daher die Größe 
1 r 2 R= 2- 1ln-. (122) 

:nx r 1 

. Zahlenbeispiel: Für verschiedene Werte von r2fr1 und eine Leitfähigkeit von x = 10-15 Sfcm 
(Ölpapier) ist in der folgenden Tabelle der Isolationswiderstand einer Leitung von 1000 m Länge 
angegeben. 

5 10 
2600 3700 

20 
4800 

50 
6200 

100 
7300M.Q 

Der Isolationswiderstand hängt also nur verhältnismäßig wenig von den Abmessungen der 
Leiter ab; dagegen ist die Leitfähigkeit des Isolierstoffes, die praktisch in weiten Grenzen 
variieren kann, von großem Einfluß. 

8. Grenzbedingungen im Strömungsfeld. 
Durchfließt der Strom Stoffe mit verschiedener Leitfähigkeit, so ergibt sich an 

den Grenzflächen eine Brechung der Stromlinien, die ebenfalls den in Abschnitt 6 
betrachteten Grundgesetzen unterworfen ist. Tritt der Strom in eine Grenzfläche 

zwischen zwei Stoffen mit der Leitfähigkeit x1 und u2 unter 
einem beliebigen Winkel oc1 zur Senkrechten auf der Grenz­
fläche ein, Abb. 46, so tritt er unter einem Winkel oc2 aus, 
der im allgemeinen nicht gleich oc1 ist. Die Winkel oc1 und 
oc2 geben die Richtung der Vektoren ®1 und ®2 zu beiden 
Seiten der Grenzfläche an. Zerlegt man jeden dieser beiden 
Vektoren in die Normalkomponente ®n und die Tangential­
komponente ®t, so geben die Normalkomponenten an, wie 
groß der Strom ist, der durch irgendein kleines Flächen-
element dF der Grenzfläche hindurchtritt. Da wegen der 
Quellenfreiheit des elektrischen Stromes in die Grenzfläche 

Abb. 46. Grenzfläche zwi-
schen Stoffen verschiedener von der einen Seite her genau so viel Strom eintreten muß, 

(!)nf 

Leitfähigkeit. wie auf der andern Seite herauskommt, so muß 

sein. Die 
stetig. 

®n1=®n2 (123) 
Normalkomponente der Stromdichte ist an Grenzflächen 

Eine Aussage über die Tangentialkomponenten ergibt sich, wenn man die elek­
trische Feldstärke einführt, deren Richtung zu beiden Seiten der Grenzfläche mit der 
Richtung der Stromdichte zusammenfällt. Die Tangentialkomponenten ~t der 
elektrischen Feldstärke sind maßgebend für das Potentialgefälle längs der Grenz­
fläche. Schreitet man in Richtung der Tangentialkomponenten längs der Grenz­
fläche um ein kleines Stück ds vorwärts, so ergeben sich die Potentialunterschiede 

dq;>1 =l~nlds und dq;>2 =l~tz!ds 
auf beiden Seiten der Grenzfläche. Auf Grund des zweiten Kirchhofischen Satzes 
müssen die Potentialunterschiede auf beiden Seiten der Grenzfläche einander 
gleich sein. 

Dies gilt selbst dann, wenn zwischen den beiden Stoffen eine eingeprägte EMK (Kontakt­
spannung) besteht. Auf einem geschlossenen Weg, der an der einen Seite der Grenzfläche beginnt, 
den Abschnitt ds durchläuft, durch die Grenzfläche hindurchtritt, auf der anderen Seite längs 
der Grenzfläche um das Stück ds zurückgeht und die Grenzfläche zum zweiten Male durchstößt, 
um zum Ausgangspunkt zurückzukehren, ist nämlich die Summe der Kontaktspannungen Null, 
so daß auch hier d d 

rpl= rp2 
sein muß. 
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Hieraus geht hervor, daß 

Q;tl =Q:t2' (124) oder 

39 

(125) 

sein muß. Die Tangentialkomponenten der Stromdichte verhalten sich an 
Grenzflächen wie die Leitfähigkeiten der aneinander grenzenden Stoffe. 

Beim Übergang des Stromes von einem Stoff mit größerer Leitfähigkeit zu einem 
Stoff geringerer Leitfähigkeit wird also der Winkel mit der Normalen zur Grenzfläche 
kleiner; in dem Beispiel Abb. 46 ist x1 größer als x2• Wenn das Verhältnis der Leit­
fähigkeiten extrem groß ist, so gelten hiernach die folgenden Sätze: 

Aus einem Stoff mit sehr großer Leitfähigkeit treten die Strom­
linien nahezu senkrecht aus. An der Grenzfläche zwischen einem 
Leiter und einem Nichtleiter ist die Normalkomponente der Strom­
dichte 0. 

Im letztgenannten Fall verläuft der Strom im Leiter an der Grenzfläche taugen. 
tial. Die Niveauflächen stehen daher auf der Grenzfläche senkrecht. Von dieser 
Tatsache haben wir bereits bei der Berechnung des Stromver­
laufes in der Umgebung von Erdern an der Erdoberfläche Ge­
brauch gemacht. Als weiteres Beispiel soll das Strömungsfeld 
in der Umgebung einer kleinen Kugelelektrode betrachtet 
werden, die sich in einer gewissen Tiefe h unter der ebenen 

~"""'~~\.~~~~~~ 
h 

~ 
Oberfläche des im übrigen unendlich ausgedehnten leitenden Abb. 47. Tiefenerder. 

Raumes befindet, Abb. 47. Der Kugel werde durch eine iso-
lierte Leitung der Strom I zugeführt, der in sehr großer Entfernung wieder aus 
dem leitenden Halbraum entnommen werden soll. Um hier die Grenzbedingung 
an der Erdoberfläche zu erfüllen, wendet man das Prinzip der Spiegelung an. 
Es besteht darin, daß man sich den ganzen Halbraum mit seiner Elektrode an 
der Grenzfläche gespiegelt denkt, Abb. 48. Dann sind (%1 ~ 
in einem gleichmäßig leitenden Raum zwei Punkt- L_""\~ ...... .( T ·, 
quellen im Abstand 2 h vorhanden, die beide den \?{ 2 h '\.. 

gleichen Strom I zuführen. Das ~?tential in irgend- ~z \ t '~' 
einem Punkt ergibt sich durch Ubereinanderlagern ~~~~~~~""'~~"":, 
der Teilpotentiale; es gilt die GI. (108). Die Niveau- "\ h / / 
linienund Stromlinien sind durch Abb. 41 dargestellt, \.1, // 
wobei l = 2 h zu setzen ist. Man erkennt, daß für die 1'f 
Mittelebene in der Tat die geforderte Grenzbedingung Abb. 48. Bere?hnung des Feldes eines 

TJefenerders. 
erfüllt ist. Die Richtung der Stromlinien ergibt sich 
graphisch für jeden Punkt P, wenn man die Vektoren Q':1 und Q':2 der elektrischen 
Feldstärke jeder der beiden Quellen geometrisch addiert, Abb. 48. Für die Punkte 
der Mittelebene fällt die Richtung der Stromdichte in diese Ebene. Die Spannung U0 

zwischen der Elektrode und weit entfernten Punkten ist gleich dem Potential der 
Kugeloberfläche. Ist der Radius r0 der Elektrode klein gegen die Tiefe h, so gilt 
für Punkte der Kugeloberfläche r1 =r0 und angenähert r2 =2h; daher wird 

u - ____!_ (__!_ + __!__) 
. o- 4:n:oe r0 2h · 

Der Übergangswiderstand ist 1 

R= 4:n:oero (1+;~); 

(126) 

(127) 

er ist größer als bei unbegrenztem Leiter, da die Stromlinien im oberen Halbraum 
fehlen; der Unterschied ist jedoch praktisch gering. Schreibt man 

R-p-1- (128) - 4:n:oer0 ' 

so ist nach GI. (127) 
(129) 
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eine Beziehung, die unter der Voraussetzung gilt, daß r0 klein gegen 2h ist. An­
dererseits wird für h=O nach GI. (98) p=2. Für beliebige Eingrabtiefen liegt also 
p zwischen 1 und 2. 

Das Potential an der Erdoberfläche wird nach GI. (108) 
I 2 

tp= 4:nu 1'7iG=x2 • (130) 

wenn mit x der Abstand des betrachteten Punldes P von der Eingrabstelle 0 des 
Erders bezeichnet wird. Der Spannungstrichter ist durch Abb. 49 dargestellt. Das 

größte Potentialgefälle tritt in einem Abstand 

X 
7i 

Q 1 z J 
Abb. 49. Spannungstrichter des Tiefen­

erders. 

x=0,707h 
vom Punkt 0 auf; dort ergibt sich die größte 
Schrittspannung. Die elektrische Feldstärke hat an 
dieser Stelle den Wert 

~~ 1 =o,o61 "~2 • (131) 

Sie nimmt also mit wachsender Tiefe des Erders 
sehr rasch ab. 

Die Ausbreitung des elektrischen Stromes in einem 
räumlich ausgedehnten Leiter wird zwar durch sehr einfache Gesetze geregelt; es ist 
jedoch nur bei verhältnismäßig einfachen geometrischen Formen der Elektroden und 
Leiteranordnungen, von denen hier einige Beispiele betrachtet wurden, möglich, die 
Stromverteilung auf mathematischem Wege zahlenmäßig zu bestimmen. Allgemeine 
Methoden zur graphischen Ermittlung von Potentialfeldern werden im Kapitel über 
das elektrische Feld besprochen (Abschnitt 17). 

9. Der elektrische Strom in metallischen Leitern, Elektronentheorie. 
Bei den bisherigen Betrachtungen war es ausreichend, den konstanten elektrischen 

Strom als ein gleichmäßiges Fließen von Elektrizitätsmengen in den elektrischen 
Leitern zu definieren. In dieser Vorstellung wird die Elektrizität als eine fein ver­
teilte nicht zusammendrückbare Flüssigkeit aufgefaßt, die die elektrischen Leiter 
ausfüllt wie Wasser den Hohlraum eines Leitungsrohres. Sobald diese Flüssigkeit 
in Bewegung kommt, ergeben sich Wärmewirkungen und magnetische Wirkungen, 
die den elektrischen Strom kennzeichnen. Diese primitive Vorstellung, die in den 
verschiedensten Abarten etwa bis zum Jahre 1880 entwickelt und angewendet 
wurde, und mit deren Hilfe eine große Gruppe von Problemen vollständig gelöst 
werden kann, ist durch die Elektronentheorie ersetzt worden, die einen vertieften 
Einblick in das Zustandekommen der elektrischen Erscheinungen vermittelt. 

Messungen über die Ablenkbarkeit von Kathodenstrahlen im magnetischen und 
elektrischen Feld sowie Beobachtungen über die Fallgeschwindigkeit von geladenen 
Nebelwolken im elektrischen Feld und die Erscheinungen der Elektrolyse zeigen 
folgendes: 

1. Elektrizitätsmengen treten nur als ganzzahlige Vielfache einer kleinsten Menge 

auf. e=1,59 ·10-19 As 

2. Es werden negative Elektrizitätsmengen beobachtet, die eine im Vergleich 
zu den vorkommenden positiv elektrischen Teilchen äußerst geringe träge Masse 
besitzen. 

3. Die träge Masse dieser negativen Elektrizitätsmengen ist proportional der 
Elektrizitätsmenge; sie tritt also ebenfalls nur in ganzzahligen Vielfachen einer 
kleinsten Masse auf. 

4. Die kleinste vorkommende Masse negativer Elektrizitätsmengen hängt von 
der Bewegungsgeschwindigkeit der Elektrizitätsmengen ab. Für im Vergleich zur 
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Lichtgeschwindigkeit niedrige Geschwindigkeiten hat sie den Wert 

m=9,0 ·10-28g. 

Die kinetische Energie % m v2 der mit der Geschwindigkeit v bewegten negativen 
Elektrizitätsmengen stimmt überein mit der Energie, die das infolge der Bewegung 
entstehende magnetische Feld enthält. Die Masse m ist daher als eine scheinbare 
(elektromagnetische) Masse aufzufassen. Die beobachteten kleinsten Elektrizitäts­
mengen haben keine materiellen Bestandteile, sofern man nicht die Elektrizität selbst 
als einen Stoff ansieht. 

Aus diesen Beobachtungen geht hervor, daß der Elektrizität selbst genau so 
wie der Materie eine atomistische Struktur zugeschrieben werden kann. Die kleinsten 
Teilchen negativer Elektrizität werden nach Stoney und Helmholtz (1891) 
Elektronen genannt; sie bilden das Elementarquantum e der Elektrizität und 
einen der Bausteine der Materie. Die anderen Bausteine bestehen aus den positiv 
elektrischen Atomkernen, die die Hauptmasse des betreffenden Stoffes enthalten, 
und die selbst wieder zusammengesetzt sind aus Elementarteilen positiver Elektrizität, 
"Protonen", und Elektronen. AlleMaterie wird dadurch aufzwei "Urstoffe", näm­
lich positive und negative Elektrizität zurückgeführt. Das Wesen des elektrischen 
Stromes in einem metallischen Leiter kann man sich nun folgendermaßen vorstellen. 

Die Moleküle und die Atome des Leiters bestehen aus Protonen und Elektronen, 
die in ganz bestimmter, nur für wenige Stoffe näher bekannter Weise räumlich 
gruppiert sind, derart, daß zwischen den Atomkernen und den Elektronen Abstände 
bestehen, die gegen den Durchmesser der Elektronen und Kerne sehr groß sind. 
Der Radius der Elektronen liegt in der Größenordnung von I0-13 cm. Im allgemeinen 
befinden sich in jedem Molekül gerade so viele Elektronen, daß die positiv elek­
trische Ladung der Atomkerne dadurch ausgeglichen wird; dieser Ausgleich be­
trifft jedoch nur relativ weit von dem Molekül entfernte Punkte. In kleinerem 
Abstand von den Atomen sind infolge der Ladungen der Atomkerne und der Elek­
tronen elektrische Feldkräfte vorhanden, und diese Feldkräfte sind es, die für den 
Zusammenhalt und die elastischen Eigenschaften der Metalle und der festen Stoffe 
überhaupt verantwortlich sind. In Metallen sind nun wahrscheinlich nicht sämtliche 
Elektronen ganz bestimmten Molekülen zugeordnet; es ist vielmehr ein kleiner 
Bruchteil aller Elektronen frei beweglich. DieseElektronen werden Leitungselek­
tronen genannt, da sie den elektrischen Strom in den metallischen Leitern bilden. 
Sie können sich in den Zwischenräumen zwischen den einzelnen Molekülen frei be­
wegen, und man hat sich auf Grund der Beobachtungen über die Ausstrahlung von 
Elektronen aus glühenden Körpern (siehe Abschnitt 16) vorzustellen, daß diese 
Leitungselektronen ungeordnete Bewegungen in allen Richtungen und auf den ver­
schiedensten Wegen ausführen, ähnlich wie die Moleküle eines Gases; deshalb nennt 
man die Gesamtheit der Leitungselektronen auch das Elektronengas. Die Ge­
schwindigkeit der unregelmäßigen Bewegung, die als eine Teilnahme der Elektronen 
an der Wärmebewegung der Moleküle zu, deuten ist, hängt von der Temperatur ab. 
Sie hat Werte, die sich um einen wahrscheinlichsten Wert häufen und liegt bei nor­
malen Temperaturen in der Größenordnung von 100 kmjs. Der elektrische Strom 
besteht nun darin, daß sich dieser ungeordneten Bewegung der Elektronen eine 
Bewegung in der Stromrichtung überlagert, eine Bewegung, deren Geschwindigkeit 
allerdings sehr gering ist gegen die mittlere Geschwindigkeit der Elektronenbewegung. 

Die Stromstärke ist bestimmt durch die Elektrizitätsmenge, die in der Zeiteinheit 
durch den Leiterquerschnitt fließt. Bei einer Stromdichte von 1 Afcm2 muß in einer 
Sekunde eine Elektrizitätsmenge von 1 As durch einen Querschnitt von 1 cm2 

transportiert werden; da ein Elektron eine Elektrizitätsmenge von 1,59 x 1Q-1B As 
mit sich führt, so müssen 6,3 X 1018 Elektronen in jeder Sekunde durch den Leiter­
querschnitt von 1 cm2 wandern. Trotz dieser großen Zahl ist jedoch die Bewegungs-
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geschwindigkeit gering, da in der Volumeinheit der Leiter sehr viele freie Elektronen 
vorhanden sind; die genaue Anzahl der Leitungselektronen ist noch nicht bekannt; 
es sind bei Metallen wahrscheinlich zwischen 1019 und 1()23 freie Elektronen im 
Kubikzentimeter vorhanden. Die mittlere Geschwindigkeit der Elektronenwolke 
liegt daher bei einer Stromdichte von 1 Afcm2 etwa zwischen 10-4 cmfs und 1 cmfs. 

In der Atomvorstellung wird der Leiter ersetzt durch die in großen Abständen 
verteilten Atome und Elektronen; dazwischen befindet sich leerer Raum. Man nennt 
den besonderen Zustand, in den der von Leitern freie Raum durch das Vorhandensein 
von Elektrizitätsmengen kommt, das elektrische Feld. Im Innern des Leiters 
besteht also in der Atomvorstellung ein elektrisches Feld. Dieses Feld ist teils durch 
die Atome und Elektronen selbst bedingt, teils kann es durch äußere elektromoto­
rische Kräfte hervorgerufen werden. Der durch äußere Einflüsse bestimmte Anteil 
des elektrischen Feldes hat den elektrischen Strom, also die Wanderung der Elek­
tronenwolke zur Folge, und zwar ist nach den vorigen Abschnitten maßgebend dafür 
das Potentialgefälle, das im Leiter durch die elektromotorischen Kräfte erzeugt 
wird. Die Stromrichtung stimmt überein mit der Richtung größten Potentialgefälles. 
Die Elektronen erfahren also mechanische Kräfte, sobald sie sich in einem elektrischen 
Potentialgefälle befinden. Diese Folgerung deckt sich mit den Ergebnissen der be­
kannten Experimente, nach denen auf geladene Körper, die in ein elektrisches Feld, 
also in den Raum zwischen zwei Elektroden verschiedenen Potentials gebracht 
werden, mechanische Kräfte ausgeübt werden. Die Kräfte zeigen bekanntlich bei 
positiver Ladung nach der Elektrode niedrigeren Potentials (negative Elektrode), 
bei negativer Ladung in die umgekehrte Richtung. Die Elektronen bewegen sich als 
negative Elektrizitätsteilchen zu Punkten höheren Potentials; die Kräfte, die im 
elektrischen Feld auf die Elektronen ausgeübt werden, haben die Richtung größter 
Zunahme des Potentials, also die entgegengesetzte Richtung der elektrischen Feld­
stärke (es liegt dies an der willkürlichen Festsetzung des positiven Vorzeichens der 
beim Reiben eines Glasstabes auf diesem entstehenden Ladungen). 

Bei dem Durchgang der Elektronenwolke durch das Gitter der Metallmoleküle 
ergeben sich Zusammenstöße der Leitungselektronen mit den Molekülbestandteilen; 
diese Zusammenstöße haben zur Folge, daß die Bewegungsgeschwindigkeit der 
Elektronenwolke bei gegebener Feldstärke, also gegebener Größe der Triebkräfte, 
die auf die Elektronenwolke einwirken, nicht unbegrenzt wachsen kann. Wenn ein 
Elektron auf ein Molekül stößt, so gibt es einerseits einen Teil seiner Bewegungs­
energie an das Molekül ab und veranlaßt dieses zu größeren Wärmebewegungen, 
andererseits erfährt es eine Richtungsänderung seiner Bewegung. Für die Elektronen­
wolke wirken diese Zusammenstöße mit den Molekülen daher so wie eine Hemmung 
der Bewegung, ähnlich wie Reibungskräfte. Gleichzeitig ergibt sich eine Vergrößerung 
der Wärmeenergie des Leiters. Es ist die Joulesehe Wärme, die an allen stromdurch­
flossenen Leitern beobachtet wird. Die den Elektronen vom elektrischen 
Feld zugeführte mechanische Arbeit wird in Wärme umgewandelt. 
Mit Hilfe dieser Vorstellung kann man die Größe der im elektrischen Feld auf die 
Elektronen ausgeübten mechanischen Kräfte nach dem Joulesehen Gesetz berechnen. 

Es werde ein gerader zylindrischer Leiter mit dem Querschnitt q betrachtet, 
durch den ein konstanter Strom I fließt. Die Elektronenwolke führt daher während 
einer beliebigen Zeit t eine negative Elektrizitätsmenge 

Q=lt 

durch den Leiterquerschnitt. Hat die Wolke dabei die Geschwindigkeit v, so bewegt 
sie sich während der Zeit t um ein Stück l=vt weiter. EinAbschnitt der Wolke von 
der Länge l enthält daher die Elektrizitätsmenge 

Q=l _!__. (132) 
V 
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Die Stromdichte ist '®I=!_= Qv 
I q lq ' 

(133) 

und nach dem Joulesehen Gesetz wird in dem Abschnitt von der Länge l des Leiters 
eine Leistung von der Größe 

N=J®J·[~Jlq=QvJ~I (134) 
in Wärme umgesetzt, wobei ~ die elektrische Feldstärke im Leiter bezeichnet. 
Andererseits wird auf den betrachteten Ausschnitt der Elektronenwolke vom elek­
trischen Feld eine Kraft P ausgeübt. Die zur Fortbewegung dieses Abschnittes nötige 
Leistung ist daher N=Pv. (135) 

Aus der Gleichheit der beiden Leistungen folgt 

P=QI~J. (136) 
Die Kraft hat die entgegengesetzte Richtung wie die elektrische Feldstärke, wenn die 
Elektrizitätsmenge Q negativ ist; sie hat die gleiche Richtung wie~ bei positivem Q. 
Stellt man die Kraft durch einen Vektor S.ß dar, so gilt also 

S.ß=Q~. (137) 
Im elektrischen Feld wird auf eine Elektrizitätsmenge (Ladung) 
eine Kraft ausgeübt, die gleich ist dem Produkt von Elektrizitäts­
menge und Feldstärke. 

Da die Ladung eines Elektrons 
Q=-e 

ist, so erfährt jedes Elektron im elektrl.schen Feld eine Kraft von der Größe 

S.ßl = -e~. 
Zablenbeispiel: Es sei Q= 1 As; I ~I= 1 Vjcm. Dann wird die Kraft 

Ws 
P=1-=10,2kGr. 

cm 
Die auf die Leitungselektronen ausgeübten Kräfte sind außerordentlich klein. Die Feldstärke 
liegt bei Leitern nach früherem in der Größenordnung von 10-4 •.• 10-3 Vfcm. Die auf ein 
Leitungselektron wirkende Kraft beträgt daher 

p 1 = I0-19 . . . 10-1s Gr F>; 10-16 . . . 10-1s dyn. 

Für die Leitfähigkeit eines Metalls gilt auf Grund der Elektronenvorstellung 
der elektrischen Leitung folgende Näherungsbetrachtung. Es werde angenommen, 
daß die Elektronen bei ihrer unregelmäßigen Bewegung im Metall einen Weg von 
der Länge lT durchlaufen, bis sie mit einem Molekül zusammenstoßen; die mittlere 
Geschwindigkeit dieser Wärmebewegung sei vT. Auf jedes Elektron wirkt eine zu­
sätzliche Kraft von der Größe eJ~J; es ergibt sich daher eine Beschleunigung in 
der Strömungsrichtung von der Größe e I~ J Im, wenn mit m die Masse des Elek­
trons bezeichnet wird. Die mittlere Geschwindigkeit, die durch diese Beschleunigung 
in der Strömungsrichtung hervorgerufen wird, ist 

v= _! e! ~~ t (138) 
2 m ' 

wobei t die Zeit bedeutet, die das Elektron benötigt, um die Strecke lT zu durch­
laufen. Diese zusätzliche Geschwindigkeit ist sehr klein gegen die Geschwindigkeit 
der Wärmebewegung vT, so daß man setzen kann 

und 

t= lp 
Vp' 

1 e\~\ lp v=----
2 m Vp • 

(139) 

Befinden sich in der Volumeinheit des Metalls N freie Elektronen, so hat die Strom-
dichte danach den Betrag 1 62z 

J®! =Nev=2N mv~ J~J. (140) 
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Hieraus geht hervor, daß die Leitfähigkeit 

X= !_Ne2 lT (141) 
2 mvp 

ist. Sie hängt in einem Maße von der Temperatur ab, das durch die Änderung der 
Größen lT und vT mit der Temperatur bestimmt ist. 

Man betrachtet die Leitungselektronen auch als maßgebend für den Wärme­
transport. Die Wärmeleitfähigkeit ist daher ebenfalls durch die in der eben 
angestellten Überlegung vorkommenden Größen bestimmt. Daraus ergibt sich 
(Wiedemann-Franz, 1853; Lorenz, 1872), daß das Verhältnis von Wärmeleit­
fähigkeit k zu elektrischer Leitfähigkeit x für alle reinen Metalle den gleichen Wert 
hat und proportional der absoluten Temperatur ist. Das Verhältnis der beiden 
Größen beträgt bei 20° ungefähr 

}!__ =7 ·I0-6 Wsfcm2 
u Sfcm 

Bei Metanegierungen nimmt das Verhältnis im allgemeinen mit abnehmender elek­
trischer Leitfähigkeit zu. 

Die Leitfähigkeit ist unabhängig von der elektrischen Feldstärke und daher auch 
von der Stromdichte, solange die mittlere freie Weglänge der Elektronen unabhängig 
von der Feldstärke ist. Dies ist bei Metallen mit großer Genauigkeit der Fall, wenn 
die Temperatur konstant gehalten wird, weil hier die Geschwindigkeit der Wärme­
bewegung der Leitungselektronen sehr groß ist gegen die zusätzliche Geschwindigkeit 
der Elektronenwolke, so daß die Zusammenstöße der Leitungselektronen mit den 
Molekülen bei den praktisch vorkommenden Feldstärken nur durch die Wärme­
bewegung bestimmt sind. Auch bei Elektrolyten, bei denen die elektrische Leitung 
zurückgeführt wird auf die Wanderung von materiellen Trägern der Elektrizität, 
also Atombestandteilen mit positiver oder negativer Ladung (Ionen), gilt bis zu sehr 
hohen Feldstärken, daß die Leitfähigkeit bei konstanter Temperatur unabhängig 
von der Feldstärke ist. Bei Gasen dagegen läßt sich keine bestimmte Leitfähigkeit 
angeben; es ist hier die Zahl der Elektrizitätsträger, der "Ionisationszustand", von 
der elektrischen Feldstärke und von ionisierenden Einflüssen, wie Einwirkung von 
Lichtstrahlen, abhängig (siehe Abschnitt 20). 

Das Zustandekommen eines elektrischen Stromes hat zur Voraussetzung, daß 
in dem Stromkreis Kräfte tätig sind, die den Elektronenstrom, also die elektrische 
Feldstärke und das Potential aufrechterhalten. Im Innern der Stromquelle müssen 
die Elektronen den Potentialunterschied zwischen den Klemmen entgegen den 
elektrischen Feldkräften durchlaufen, und das Wesen der Stromquellen besteht 
daher allgemein darin, daß durch Kräfte nichtelektrischer Art Elektrizitäts­
mengen entgegen den Kräften des Potentialunterschiedes in Bewegung gesetzt 
werden. Es ist dazu ein Arbeitsaufwand erforderlich, z. B. die Aufwendung einer 
chemischen Energie in den galvanischen Elementen oder die Aufwendung mechani­
scher Arbeit in ·den elektrischen Maschinen. Umgekehrt wird von den Elektronen bei 
der Bewegung im äußeren Stromkreis, also in der Richtung der Feldkräfte, elektrische 
Energie in nichtelektrische Arbeit umgewandelt, z. B. in Wärme. Die elektrischen Feld­
kräfte vermitteln also den Energietransport zwischen Stromquelle und Stromkreis. 

Um eine gewisse Elektrizitätsmenge Q durch einen Stromkreis zu treiben, ist ein 
bestimmter Arbeitsaufwand A nötig. Die Wirksamkeit der Stromquelle kann durch 
das Verhältnis AJQ gekennzeichnet werden. Dieses Verhältnis definiert die elektro­
motorische Kraft der Stromquelle: 

A 
E=Q. 

Wird kein Strom aus der Stromquelle entnommen, so ergibt sich eine Ansammlung von 
Elektronen am negativen Pol, ein Mangel am positiven. Die elektromotorische Kraft 
besteht in einem Elektronenüberdruck zwischen den beiden Klemmen der Stromquelle. 
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Ein ruhendes elektrisches Feld ist dadurch gekennzeichnet, daß auf elek­
trische Ladungen zeitlich konstante mechanische Kräfte ausgeübt werden. Solche 
Kräfte treten immer auf, wenn zwischen beliebigen Punkten eines isolierenden 
Raumes konstante Spannungen aufrechterhalten werden. Insbesondere ergibt sich 
ein elektrostatisches Feld, wenn sich in dem isolierenden Raum zwei oder 
mehrere elektrische Leiter (Elektroden) befinden, zwischen denen Potentialunter­
schiede bestehen, ohne daß elektrische Ströme fließen. 

Im ruhenden elektrischen Feld kann jedem Punkt des Raumes ein bestimmtes 
konstantes Potential eindeutig zugeschrieben werden. Damit ist auch überall die 
elektrische Feldstärke~ gegeben, und es gelten die im vorigen Kapitel aufgestellten 
Definitionsgleichungen 

~"di=O, 
"=-gradp. 

(142) 
(143) 

Das Potential wird veranschaulicht durch die Niveauflächen, die Richtung der 
elektrischen Feldstärke durch Feldlinien, die überall die Richtung der Kräfte an­
geben, die im elektrischen Feld auf positive Elektrizitätsmengen ausgeübt werden. 
Bringt man an irgendeine Stelle des elektrischen Feldes mit der Feldstärke ~ eine 
Elektrizitätsmenge Q, so ergibt sich dort eine Kraft, Gl. (137), von der Größe 

'=Q". (144) 
Die Feldlinien gehen von dem Leiter mit höherem Potential zum Leiter mit niedri­
gerem Potential. 

Beim elektrostatischen Feld muß im Innern der Elektroden die Feldstärke Null 
sein, da sich sonst eine dauernde Verschiebung der Elektronenwolke, also ein elek­
trischer Strom ergeben würde. Das bedeutet aber, daß innerhalb der Elektroden das 
Potential den gleichen Wert haben muß wie auf der Oberfläche der Elektroden. 
Die Oberflächen der Elektroden sind im elektrostatischen Feld 
Niveauflächen. Die Feldlinien münden daher senkrecht auf den Leiteroberflächen; 
sie entspringen oder endigen dort. 

Im Innern der Elektroden liegen die gleichen Verhältnisse vor, wie in einem 
stromlosen elektrischen Leiter. Dagegen wirken an der Oberfläche äußere elektrische 
Feldkräfte auf die Elektronen ein; sie suchen dort, wo Feldlinien in die Elektrode 
einmünden, die Elektronen aus dem Leiter herauszuziehen, umgekehrt dort, wo die 
Feldlinien entspringen, Elektronen in das Leiterinnere hinein zu drücken. Es stellt 
sich ein Gleichgewichtszustand ein zwischen den atomaren Kräften, die die Elektronen 
im Innern des Metalls zu halten suchen und den Kräften des äußeren elektrischen 
Feldes. Bei der Herstellung dieses Gleichgewichtszustandes muß die Elektrode 
niedrigeren Potentials daher Elektronen aufnehmen, die Elektrode höheren Potentials 
muß Elektronen abgeben. Man sagt, die Elektrode höheren Potentials nehme eine 
positive Ladung auf, die Elektrode niedrigeren Potentials eine negative 
Ladung. Wird das elektrische Feld so hergestellt, daß an zwei Elektroden die beiden 
Pole einer Stromquelle angelegt werden, so müssen die beiden Ladungen gleich 
groß sein, da dem einen Pol der Stromquelle nicht mehr Elektronen entnommen 
werden können, als man dem andern Pol zuführt. Entfernt man die Stromquelle 
von den Elektroden, so bleibt der hergestellte Zustand erhalten; die Elektrizitäts-
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mengen können sich in dem isolierenden Raum nicht ausgleichen. Die Elektroden 
behalten ihre Ladung bei. 

Da im Innern der Elektroden kein Potentialgefälle besteht und die äußeren 
Feldkräfte nur an der Oberfläche der Elektroden angreifen, so ist die Oberfläche der 
Leiter als Ritz der Ladungen aufzufassen. Die Ladung Q einer Elektrode verteilt sich 
in bestimmter Weise über die Oberfläche. Man kann daher die Ladungsdichte 
definieren als die in der Flächeneinheit der Leiteroberfläche vorhandene Ladung. 
Befindet sich in einem kleinen Flächenelement dF der Leiteroberfläche eine 
Ladung dQ, so ist dQfdF die Ladungsdichte (z. B. 0,1 Asfcm2). 

Veranschaulicht man die Richtung der elektrischen Feldstärke an jeder Stelle 
des Raumes durch die Feldlinien, die von der positiv geladenen Elektrode zur 
negativ geladenen übergehen, so kann man die Größe der Ladungen dadurch dar­
stellen, daß man die Feldlinien an den Leiteroberflächen um so dichter zeichnet, je 
größer die Ladungsdichte an der betreffenden Stelle ist (M. Faraday, 1831). Die 
Anzahl der Linien, die von einer Elektrode ausgehen, gibt dann ein Maß für die ge­
samte Ladung der Elektrode an. Wir nennen diese Gesamtheit der Linien den Ver­
schiebungsfluß oder den elektrischen Induktionsfluß. Der von einer 
Elektrode ausgehende Verschiebungsfluß ist gleich der Ladung der 
Elektrode. Die gezeichneten Linien werden Verschiebungslinien oder elek­
trische Kraftlinien genannt. Im elektrostatischen Feld stehen die 
Verschiebungslinien auf den Oberflächen der Leiter senkrecht. 

Der Verschiebungsfluß hat eine gewisse Ähnlichkeit mit dem Strom im Strö­
mungsfeld, nur handelt es sich dort um ein wirkliches Fließen, während hier ein 
Zustand veranschaulicht wird. Die der Stromdichte entsprechende Größe des 
elektrischen Feldes ist die Dichte der Verschiebungslinien, die als Verschiebungs­
dichte bezeichnet wird. Diese Größe wird durch einen Vektor 7!l dargestellt, dessen 
Betrag gleich dem Verschiebungsfluß je Flächeneinheit ist und dessen Rich­
tung durch die Richtung der Verschiebungslinien an der betreffenden Stelle ge­
geben ist. Bezeichnet dF das Flächenelement einer Niveaufläche, dQ die Zahl der 
Verschiebungslinien, die durch das Flächenelement hindurchtreten, so gilt also für 
den Betrag der Verschiebungsdichte an der betrachteten Stelle 

[:Ill=~~- (145) 

Der Verschiebungsfluß, der durch eine beliebige Fläche hindurchgeht, ergibt sich, 
wenn man den Vektor 7!) in jedem Flächenelement zerlegt in die senkrechte und 
tangentielle Komponente. Die letztere trägt zum Fluß nichts bei, es ist vielmehr 

Q=f:IldfJ. (146) 

Ganz entsprechend den Verhältnissen im Strömungsfeld ist der Verschiebungs­
fluß gleich dem Flächenintegral der Verschiebungsdichte. Legt man 
in das elektrostatische Feld eine beliebige Hüllfläche, die eine Elektrode umgibt, 
so ist der durch diese Fläche tretende Verschiebungsfluß gleich der Ladung der 

Elektrode: ~'i!dij=Q. (147) 

Auf der Oberfläche der Elektrode wird die Verschiebungsdichte identisch mit der 
Ladungsdichte. Legt man die Hüllfläche so, daß sie keine Ladungen umschließt, 

so gilt ~7!ld'fJ=O. (148) 

Die beiden GI. (147) und (148) drücken den folgenden allgemeinen Satz aus: 
Im elektrostatischen Feld ist das Flächenintegral der Verschie­

bungsdichte über eine beliebige Hüllfläche gleich der von der Hüll­
fläche eingeschlossenen Elektrizitätsmenge. 

Im Strömungsfeld ist das Flächenint~:>gral der Stromdichte über die Hüllfläche 
einer Elektrode gleich dem Gesamtstrom, der der Elektrode zugeführt wird; das 
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Flächenintegral über eine beliebige Hüllfläche dagegen, die keine "Quelle" enthält, 
ist Null. 

Die Einführung des Verschiebungsflusses hat zunächst den Vorteil, daß für die 
Berechnung elektrischer Felder die gleichen anschaulichen Vorstellungen verwendet 
werden können wie im Strömungsfeld. Auf dem Begriff des Verschiebungsflusses 
beruht die "N ahewirkungs-" oder "Feldtheorie", die jeder Stelle des isolierenden 
Raumes einen besonderen mechanischen Spannungszustand zuschreibt. In Gegensatz 
dazu steht die ältere "Fernwirkungstheorie", bei der die Annahme gemacht wird, 
daß die Elektroden über den leeren Raum hinweg aufeinander einwirken. 

Während bei den elektrischen Leitern die Elektronen eine gewisse Bewegungs­
freiheit haben, hat man sich vorzustellen, daß in den Nichtleitern die Elektronen 
durch die Atomkräfte im Atomverband festgehalten werden. Befindet sich daher in 
dem Raum zwischen den Elektroden ein nichtleitender Stoff, so entsteht unter der 
Einwirkung der elektrischen Feldkräfte auf die positiv und negativ elektrischen 
Bestandteile der Moleküle eine mechanische Spannung innerhalb derselben, die zu 
einer kleinen elastischen Verschiebung der geladenen Anteile führt; im Gleich­
gewichtszustand halten die äußeren Feldkräfte den inneren Atomkräften die Wage. 
Man nennt diese Erscheinung die Polarisation des Nichtleiters. Die Herstellung 
des Gleichgewichtszustandes geht mit einer Verschiebung von Elektrizitätsmengen 
längs der Feldlinien einher, d. h. mit dem Auftreten eines elektrischen Stromes in 
dieser Richtung. Dieser Strom wird bei der Herstellung des elektrischen Feldes als 
Ladestrom beobachtet, der der einen Elektrode zufließt und von der andern abge­
nommen wird. Die Ladung einer Elektrode ist gleich der gesamten Elektrizitäts­
menge, die durch den Ladestrom transportiert wird; sie ist also mitbestimmt durch 
die Art des Nichtleiters. Die an jeder Stelle des Nichtleiters auftretenden Verschie­
bungen tragen zum Verschiebungsfluß bei. Ein Maß dafür bildet die Verschiebungs­
dichte, die daher einerseits von der Art des Nichtleiters (von der Verschiebbarkeit 
der Elektrizitätsmengen in den Molekülen), andererseits von der Größe der elektri­
schen Feldstärke an der betreffenden Stelle des Feldes abhängen muß. Auch bei An­
wesenheit von materiellen Nichtleitern müssen die Gl. (147) und (148) gelten, solange 
die Abmessungen der Hüllfläche groß gegen die der Moleküle sind. Diese Voraus­
setzung wird bei allen folgenden Überlegungen gemacht; sie ist bei den technischen 
Anwendungen immer zulässig, da die Moleküldurchmesser in der Größenordnung 
von I0-8 cm liegen. 

Der Verschiebungsfluß besteht also aus zwei Anteilen, einem Anteil, der durch 
Verschiebungen von Elektrizitätsmengen im Innern der Moleküle des Nichtleiters, 
durch die Polarisation, entsteht, und einem zweiten, der bereits im leeren Raum 
auftritt. Wir haben diesen zweiten Teil nach der Elektronentheorie als eine Folge 
der an der Oberfläche der Elektrode wirkenden Feldkräfte angesehen; er kannjedoch 
formal in gleicher Weise gedeutet werden wie der erste, wenn man die Existenz 
eines ruhenden "Äthers" annimmt, der alle Materie durchsetzt und der ähnliche 
Eigenschaften besitzt wie die Materie, nur mit dem Unterschied, daß er viel feiner 
unterteilt ist. Man kann dann den Verschiebungsfluß im leeren Raum als die Polari­
sation des Äthers auffassen. Die Folgerungen, die man auf Grund dieser von 
Maxwell herrührenden Vorstellung ziehen kann, decken sich auf das beste mit der 
Erfahrung, solange es sich um Vorgänge handelt, bei denen sich die materiellen 
Körper mit Geschwindigkeiten gegeneinander bewegen, die klein gegen die Licht­
geschwindigkeit sind. Die Vorstellung des ruhenden Äthers kann nicht aufrecht­
erhalten werden, wenn man zu einer einheitlichen Darstellung auch bei sehr rasch 
ablaufenden Bewegungsvorgängen gelangen will; man müßte auf Grund der Er­
fahrungstatsachen dem Äther komplizierte Eigenschaften zuschreiben, z. B. die, daß 
der Äther bei Messungen von jedem gleichförmig gegen das Fixsternsystem bewegten 
Körper aus in Ruhe zu sein, d. h. sich mit dem betreffenden Körper zu bewegen scheint, 
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auch bei beliebigen Bewegungen verschiedener Körper gegeneinander. Obwohl daher 
die Annahme eines ruhenden Äthers im leeren Raum verlassen werden muß,. ist doch 
die Zusammenfassung der beiden Anteile des Verschiebungsflusses zu einem einzigen 
außerordentlich zweckmäßig, solange eben die vorkommenden Relativgeschwindig­
keiten der materiellen Körper genügend klein sind gegen die Lichtgeschwindigkeit, 
wie es in den praktischen Anwendungen der Elektrotechnik immer der Fall ist. Unter 
dieser Voraussetzung kann man rein formal von einem Äther sprechen und den Ver­
schiebungsfluß im leeren Raum auf das Vorhandensein dieses Äthers zurückführen. 
Die Dichte des gesamten Verschiebungsflusses ist in dieser Nahewirkungsvorstellung 
an jeder Stelle des Raumes durch die dort herrschenden Feldkräfte bestimmt. Bei 
der Herstellung des elektrischen Feldes fließt an jeder Stelle des Nichtleiters längs 
der Verschiebungslinien ein Strom (Verschiebungsstrom), dessen Gesamtstärke 
gleich dem in den Leitungen zu den Elektroden fließenden Strom ist; dieser Ver­
schiebungsstrom verschwindet allmählich im Nichtleiter und daher auch in den 
Zuleitungen, wenn der Vorgang der Aufladung beendigt ist. Dadurch kann auch für 
zeitlich veränderliche Vorgänge die Vorstellung des in sich geschlossenen Strom­
kreises beibehalten werden; der Strom in den Zuleitungen setzt sich im Nichtleiter 
als Verschiebungsstrom fort. Das Resultat des Verschiebungsstromes ist der Ver­

+ 

schiebungsfluß zwischen den Elektroden im Nicht­
leiter. 

Da der Verschiebungsfluß gleich der Ladung der 
Elektroden ist, so kann das Verhältnis der Verschie­
bungsdichte zur Feldstärke experimentell untersucht 
werden. Hierzu kann z. B. eine Anordnung nach 
Abb. 50 dienen. Zwei ebene Metallplatten von der 

Abb.50.ExperlmentelleUntersuchung Fläche F stehen sich in einem kleinen Abstand d 
des Zusammenhanges zwischen Ver-

schiebungsdichte und Feldstärke. parallel gegenüber. Im Zwischenraum befindet sich 
der zu untersuchende Nichtleiter. An die beiden Elek­

troden kann mit Hilfe eines Schalters S eine Stromquelle gelegt werden; sie lädt 
die Anordnung zu einer Spannung U auf, die qurch das Voltmeter V angezeigt 
wird. Durch Umlegen des Schalters S kann die Anordnung entladen werden. Der 
Strom fließt dabei durch ein ballistisches Galvanometer G, das anzeigt, wie groß 
die Elektrizitätsmenge Q ist, die die Platten aufgenommen hatten. Diese Elektrizi­
tätsmenge ist gleich dem Verschiebungsfluß zwischen den beiden Platten. 

Wenn der Abstand d der beiden Platten sehr klein gegen die Flächenabmessungen 
ist, so geht der Verschiebungsfluß praktisch vollständig in dem Zwischenraum von 
einer Platte zur andern über. Alle Niveauflächen sind parallele Ebenen. Die elek­
trische Feldstärke steht senkrecht auf diesen Ebenen; sie hat überall den Betrag 

1~1= ~- (149) 

Der Verschiebungsfluß Q verteilt sich gleichmäßig auf den ganzen Querschnitt von 
der Größe F. Die Verschiebungsdichte hat daher überall den Betrag 

1~1=~. (150) 

Das Feld zwischen den beiden Platten ist homogen. 
Die Spannungsmessung liefert also die elektrische Feldstärke, während man aus 

der Ablesung am ballistischen Galvanometer die Verschiebungsdichte berechnen 
kann. Führt man derartige Messungen bei verschiedenen Spannungen aus, so findet 
man, daß die Verschiebungsdichte sehr genau proportional der elektrischen Feld­
stärke ist, so daß man unter Berücksichtigung der Richtungen dieser Größen schrei-

ben kann ~="~· (151) 

Die Größe e ist eine Materialkonstante; sie wird absolute Dielektrizitäts-
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konstante des betreffenden Stoffes genannt. Es ist 
1:111 Qd 

e=w=ur (152) 

Setzt man Q in As, 
Einheit für e 

U in V, d in cm und die Fläche in cm2 ein, so erhält man als 

wobei 

1-~ =1_§~ =1_!_ 
Vcm cm cm' 

As 
lv=lFarad=lF (153) 

gesetzt ist. Da ein Farad eine sehr große Einheit ist, so werden praktisch die Bruch-

teile 1,uF=10-6F und 1ppF=I0-12F 
verwendet. 

Die Dielektrizitätskonstante gibt an, wie groß der Verschiebungsfluß für die 
Flächeneinheit und die Einheit des Potentialgefälles ist. Für das Vakuum ergibt 
sich nach den gerrauesten bis jetzt ausgeführten Messungen der Wert 

ttttF 
E0 = 0,08859 cm. (154) 

Die absolute Dielektrizitätskonstante aller andern Nichtleiter ist größer als dieser 
Wert. Man schreibt (155) 
und nennt er die relative Dielektrizitätskonstante (kurz auch die Dielek­
trizitätskonstante) oder die Elektrisierungszahl des betreffenden Stoffes. Die 
Elektrisierungszahl der Luft und der gasförmigen Stoffe ist fast genau gleich 1. Für 
einige Isotierstoffe der Elektrotechnik sind in der folgenden Tabelle 2 die Werte der 
Elektrisierungszahl aufgeführt. 

Asphalt .. 
Bakelit .. 
Bernstein. 
Cellon .. 

Stoff 

Eis ...... . 
Fernsprechkabelisolation 

(Pa.pier, Luft). 
Glas, Glimmer 
Guttapercha 
Hartgummi. 
Holz ..... 

Tabelle 2. 

e., 

2,5 
4,5 

2,2 ... 2,9 
3,5 

2 ... 3 

1,7 
5 ... 10 
3 ... 3,2 

2,5 ... 3,5 
3 ... 3,5 

Stoff 

Luft bei 760 mm und 0° 
Mikanit . 
Papier .. 
Paraffin. 
Pertinax. 
Porzellan 
Quarz .. 
Schellack ..... . 
Starkstromkabelisolation 

(Papier und Öl) . . . 
Transformatorenöl .. . 
Wasser ....... . 

1,0006 
4,5 ... 5,5 
1,8 ... 2,6 
2,1 ... 2,2 

4,8 
4,5 ... 5 

4,3 ... 4,6 
3 

3 ... 4,5 
2,2 ... 2,5 

80 

In der theoretischen Physik bringt man die Unterteilung des Verschiebungsflusses in den 
im Vakuum entstehenden Teil und den durch den Isolierstoff bedingten dadurch zum Aus-
druck, daß man setzt :1i=so0:+ill1=soQ':+ssoQ':· (156) 

Man bezeichnet dann ill1 als "Polarisation" des Dielektrikums, s als dielektrische Suszepti­
bilität; es gilt 

(157) 

Die Elektrisierungszahlen von elektrisch leitenden Stoffen kann man nicht in 
der angegebenen Weise bestimmen; man findet sie durch Wechselstrommessungen 
(siehe Abschnitt 19). Da in den metallischen Leitern nur ein kleiner Teil der Elek­
tronen frei ist, so muß auch in den Metallen dem Leitungsstrom ein Verschiebungs­
strom bzw. ein Verschiebungsfluß überlagert sein. Die bisherigen Beobachtungen 
lassen genauere Schlüsse darüber nicht zu; es ist jedoch wahrscheinlich die Elektri­
sierungszahl der Metalle kleiner als 10. 

Küpfmüller, Elektrotechnik. 4 
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Bringt man einen kleinen geladenen Körper, z. B. eine kleine Metallkugel, die 
mit der Elektrizitätsmenge Q versehen ist, in ein elektrisches Feld, so wird auf diesen 
geladenen Körper eine mechanische Kraft in der Richtung der Feldlinien ausgeübt. 
Die Kraft ist bestimmt durch die elektrische Feldstärke, die vor dem Einbringen 
des geladenen Körpers in das elektrische Feld an der betreffenden Stelle vorhanden 
war; sie hat die durch GI. (14f) gegebene Größe. Voraussetzung für die Gültigkeit 

_ -r dieser Beziehung ist, daß die Abmessungen des geladenen Kör­
/ b pers so klein sind, daß das ursprüngliche elektrische Feld in seiner 

Umgebung als homogen angesehen werden kann. Bewegt man den 
geladenen Körper, so ist die Kraft durch das gleiche Gesetz be­
stimmt, wenn das Feld ein elektrostatisches Feld ist. Man 
erhält dann eine mechanische Arbeit, die positiv oder negativ 
sein kann, je nach der Richtung der Bewegung gegenüber der 
Richtung der Feldlinien. Man findet die Arbeit, die beim Durch­
laufen eines kleinen Längenelementes ds des Weges erhalten 

a Abb. 51. zurBerech- wird, Abb. 51, wenn man die in die Wegrichtung fallende Kom-
nungderArbeitbeim ponente 1,ß der Kraft 1,ß mit der Länge des Wegelementes multi-
Bewegen von Elek- liz' t us t w· . ht . t d b . di R' ht d B trizitätsmengen. p Ier . n er egnc ung IS a e1 e IC ung er e-

wegung des geladenen Körpers zu verstehen. Die gesamte Arbeit, 
die auf einem beliebigen Weg von a nach b erhalten wird, ist 

b 

A= fl.ßds, (158) 
a 

oder mit GI. (144) b 

A=Qf~ds. (159) 
a 

Fülirt inan schließlich noch GI. (82) ein, so ergibt sich 
A=Q(qJa-fPo)=QUab• (160) 

Die Arbeit, die die elektrischen Feldkräfte beim Transport eines geladenen Körpers 
von einem Punkt a nach einem Punkt b des Feldes leisten, hängt nur von der Poten­
tialdifferenz zwischen den beiden Punkten und von der Ladung des Körpers ab; 
sie ist unabhängig von dem Weg und wird positiv, wenn eine positive Ladung von 
höherem zu niedrigerem Potential, oder eine negative Ladung von niedrigerem zu 
höherem Potential gebracht wird, während bei umgekehrter Bewegungsrichtung 
eine mechanische Arbeit aufgewendet werden muß. Auf Grund dieser Zusammen­
hänge können die Größen des elektrostatischen Feldes folgendermaßen de­
finiert werden: 

1. Die elektrische Feldstärke in irgendeinem Punkt ist gleich der Kraft, 
die in diesem Punkt auf die Einheit der positiven Elektrizitätsmenge (positive 
Einheitsladung) ausgeübt wird: ' 

Cf= Q. (161) 

2. Das elektrische Potential in irgendeinem Punkt ist gleich der Arbeit, 
die von den Feldkräften geleistet wird, wenn eine positive Einheitsladung von dem 
betreffenden Punkt zum Bezugspunkt gebracht wird, oder gleich der Arbeit, die 
aufgewendet werden muß, um eine positive Einheitsladung von dem Bezugspunkt 
zu dem betreffenden Punkte des Feldes zu bringen: 

A 
(j!= Q • (162) 

3. Die Arbeit, die die elektrischen Feldkräfte beim Herumführen einer Ein­
heitsladung auf einem beliebigen geschlossenen Weg leisten, ist Null. Das elektro­

. statische Feld ist "wir belfrei": 
p'Mi=O. (163) 
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Ein ruhendes elektrisches Feld braucht im allgemeinen kein elektrostatisches 
Feld zu sein. Ein Beispiel dafür bildet das Feld in der Umgebung einer von Gleich­
strom durchflossenen Leitung, Abb. 52. Da die elektrischen Feldgrößen hier überall 
zeitlich konstant sind, so liegt ein ruhendes elektrisches Feld vor. Infolge des Span­
nungsabfalles längs der Leitungsdrähte tritt jedoch zu der Feldstärke ~1 des bei 
Unterbrechung der Leitung entstehenden elektrostatischen Feldes, die senkrecht 
auf der Leiteroberfläche stehen würde, noch _ cr 
eine Feldstärke ~2 in Richtung der Leiter­
achse, die gleich dem Spannungsabfall für 
die Längeneinheit ist. Die elektrischen Feld-
linien treten daher nicht senkrecht aus dem _ ~ 1 1 ~ l 
Leiter aus; auch ist im Innern der Leitung '1:.._'---<,,__• ----+(---.:(-(,_1 _\,_' -+(___.. 
die Feldstärke nicht Null, sondern gleich ~2 • ~ \ \ ~ \ 

Der Grund für diese Abweichungen vom 
elektrostatischen Feld liegt darin, daß hier 
dauernd eine Energieumsetzung (Wärme­

Abb. 52. Beispiel eines ruhenden elektrischen 
Feldes. 

entwicklung) stattfindet. Beim Bewegen einer elektrischen Ladung in der Um­
gebung der Leitung treten infolge des gleichzeitig vorhandenen magnetischen 
Feldes zusätzliche Kräfte auf. Diese Kräfte tragen allerdings 
zur Arbeit, die beim Bewegen geleistet wird, nichts bei, da sie 
senkrecht auf der Bewegungsrichtung stehen (siehe Abschnitt 22). 
Es gelten daher auch in einem beliebigen ruhenden elektri­
schen Feld die drei Gesetze, GI. (161), (162), (163). 

Da nach GI. (148) in einen beliebigen Raumteil eines ruhen­
den elektrischen Feldes, der keine Ladungen enthält, genau so '1ltt 
viele Verschiebungslinien eintreten, wie aus ihm herauskommen, 
so sind die Verschiebungslinien in solchen Räumen stetig; sie 
endigen oder entspringen nur auf elektrischen Ladungen. Dar­
aus folgt für die Grenzfläche zwischen zwei Nicht- Abb. 53. Grenzfläche zwi-

schen zwei Nichtleitern. 
Ieitern verschiedener Elektrisierungszahlen, daß die Normal-
komponenten der Verschiebungsdichte zu beiden Seiten der Grenzfläche, Abb. 53, 
einander gleich sein müssen: :tln 1 = :tln 2 , ( 164) 

eine zu GI. (123) analoge Beziehung. Aus dem gleichen Grunde wie im Strömungsfeld 
müssen ferner auch hier die Tangential­
komponenten der elektrischen Feld­
stärke auf beiden Seiten der Grenz­
fläche einander gleich sein, GI. (124). 
Für die Tangentialkomponenten der 
Verschiebungsdichte gilt daher 

il,1 E1 

il, 2 82 
(165) 

Die Verschiebungslinien werden an der 
Grenzfläche gebrochen, und zwar wird 
der Winkel mit der Normalen zur 
Grenzfläche beim Übergang der Ver­
schiebungslinien von einem Stoff höhe­

Abb. 54. Influenzwirkung. 

rer zu einem Stoff niedrigerer Elektrisierungszahl kleiner; in Abb. 53 ist c:1 

größer als c:2 • 

Bringt man in ein elektrisches Feld z. B. das Feld zwischen den beiden Elek­
troden A und B, Abb. 54, einen isolierten Leiter C, so entsteht in diesem Leiter unter 
de-r Einwirkung der elektrischen Feldkräfte eine Wanderung der Elektronenwolke 
so lange, bis im Innern 

~=0 
4* 
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ist. Als Resultat dieser Wanderung von Elektronen finden sich auf der Oberfläche 
des Leiters Elektrizitätsmengen. Die Summe dieser Elektrizitätsmengen ist Null, 
wenn der Leiter ungeladen war; es münden ebenso viele Verschiebungslinien auf 
dem Leiter, wie davon ausgehen. Diese Einwirkung des elektrischen Feldes auf 
Leiter bezeichnet man als Influenz. Sie hat zur Folge, daß die Leiter die Ver-

~~~~~~~~~~~~~ schiebungslinien scheinbar zu sich hinziehen·, 
~ ;...'\: man benutzt diese Erscheinung zur Abschir-

T 

Abb. 55. Schirmwirkung. 

mung elektrischer Felder (Faraday, 
1837). Stellt z. B. G, Abb. 54, eine Hohlkugel 
dar, so ergibt sich außerhalb der Kugel die 
gleiche Feldverteilung wie bei einer Vollkugel, 
im Innern der Hohlkugel ist jedoch die elek­
trische Feldstärke Null. Als weiteres Beispiel 
ist in Abb. 55 schematisch die Abschirmung 
des Bedienungsraumes A eines Hochspannungs­
laboratoriums durch ein geerdetes MetallgitterG 
veranschaulicht. T stellt einen Transformator 
dar, K die Hochspannungselektrode. Durch das 
Gitter werden die Verschiebungslinien zwischen 
der Hochspannungselektrode und den Wänden 
des Raumes aufgefangen; infolgedessen wird 
der Raum hinter dem Gitter praktisch feldfrei. 

Auf der Oberfläche eines influenzierten Leiters entsteht teils ein Überschuß, 
teils ein Mangel an Elektronen; bestimmte Teile der Oberfläche nehmen eine 
positive Ladung an, andere Teile eine negative. Wenn man dafür sorgt, daß die eine 
dieser beiden Ladungen abfließen kann, so ergibt sich eine Aufladung des betref-

Abb. 56. Aufladung eines Leiters durch Influenz. 

fenden Leiters durch Influenz. Ein Beispiel dafür ist durch Abb. 56 veranschau­
licht. Es ist hier zunächst, Abb. 56a, das Feld in der Umgebung eines Hochspan­
nungstransformators T schematisch dargestellt, der einpolig geerdet und am an­
dern Pol mit einer Kugel K1 versehen ist. Abb. 56b zeigt die Veränderung, die das 
Feld erfährt, wenn in die Nähe des Transformators eine Metallkugel K2 gebracht 
wird. Hat die Kugel K1 in dem betrachteten Zeitpunkt eine positive Ladung, so 
ergeben sich auf der dieser Kugel zugewendeten Seite von K 2 negative Ladungen, auf 
der andern positive Ladungen. Durch einen Draht, Abb. 56c, werde die Kugel K2 
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mit der Erde verbunden; dadurch nimmt K 2 das Potential der Erde an, die Ver­
schiebungslinien zwischen K 2 und Erde verschwinden. Entfernt man nun den 
Draht, so ergibt sich das Bild 56d. Die Kugel K 2 hat eine negative Gesamt­
ladung, die bei hinreichend guter Isolation dieser Kugel erhalten bleibt, auch wenn 
K1 auf Erdpotential gebracht wird, Abb. 56e. Die zunächst ungeladene Kugel K 2 hat 
damit eine Spannung gegen Erde aufgenommen, ohne daß sie mit dem Trans­
formator in Verbindung gebracht wurde, eine Erscheinung, die in Hochspannungs­
anlagen beachtet werden muß. Sie spielt im besonderen eine Rolle bei Blitzent­
ladungen in der Nähe von Freileitungen. Befindet sich eine Leitung im elektrischen 
Feld einer geladenen Gewitterwolke, so fließt eine bestimmte Ladung über die 
Isolationswiderstände der Leitung ab, dielektrische Verschiebungslinien spannen 
sich zwischen Wolke und Leitung. Entlädt sich die Wolke durch einen Blitz nach 
der Erde, so bleibt zunächst die Ladung der Leitung erhalten (K2 der Abb. 56); ihr 
entspricht eine bestimmte Spannung zwischen der Leitung und Erde, die zum Auf­
treten einer von der betreffenden Stelle längs der Leitung nach beiden Richtungen 
hin fortlaufenden Wauderwelle führt (siehe Abschnitt 42). 

Die für die Grenzfläche zwischen zwei Nichtleitern angestellten Überlegungen 
führen noch zu folgendem Schluß. Bringt man in einem materiellen Nichtleiter 
einen engen, langgestreckten zylindrischen Schlitz an, dessen Richtung überein­
stimmt mit der Richtung der Feldlinien, Abb. 57, und der von Materie frei ist, 
so muß im lnnern des Schlitzes die elektri-

außerhalb, da an der zylindrischen Grenz- H 
sche Feldstärke den gleichen Wert haben wie iiiiiil U ~ 
fläche die Feldstärke stetig übergehen muß. 
Es gilt daher für die Feldstärke und die 
Verschiebungsdichte im Jnnern des Schlitzes Abb. 57. Längsschlitz Abb. 58. Querschlitz zur 

zur Messung der Feld- Messung der Verschie-
l stärke. bungsdichte. 

~i=~a; ~i= -~a• (166) 
Er 

wenn mit ~a ~nd ~a die ursprünglich an der betreffenden Stelle vorhandenen Feld­
größen, mit er die Elektrisierungszahl des Nichtleiters bezeichnet werden. Wird 
dagegen ein kleiner dosenförmiger Hohlraum von sehr geringer Höhe, dessen Grund­
flächen senkrecht zu den Feldlinien stehen, im Innern des Nichtleiters angebracht, 
Abb. 58, so müssen die Verschiebungslinien stetig durch den Hohlraum hindurch-
gehen, d. h. es wird @:i=er@;a; S)i=l)a· (167) 

Man kann also in einem Längsschlitz die elektrische Feldstärke, in einem Quer­
schlitz die Verschiebungsdichte messen, die innerhalb des Nichtleiters vorhanden 
sind. 

11. Kondensatoren. 
Unter einem Kondensator versteht man eine Anordnung, die aus zwei vonein­

ander isolierten Metallelektroden besteht. Legt man an die Elektroden eine Span­
nung, so nehmen sie eine Ladung auf, es wird eine bestimmte Elektrizitätsmenge als 
Verschiebungsfluß in dem Kondensator aufgespeichert. Auf dieser Fähigkeit, Elek­
trizitätsmengen aufzuspeichern, beruhen die Anwendungen der Kondensatoren. 
Beim Anlegen der Spannung an die Elektroden entsteht im Nichtleiter ein elek­
trisches Feld; die elektrische Feldstärke wird an jeder Stelle um so größer, je größer 
die Spannung zwischen den Elektroden ist. Die Verschiebungsdichte ist proportional 
der Feldstärke und daher ebenfalls proportional der Spannung. Daher muß auch der 
gesamte Verschiebungsfluß Q, der von der einen zur andern Elektrode übergeht, 
proportional der Spannung U zwischen den Elektroden sein: 

Q=OU. (168) 
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Der Proportionalitätsfaktor 0 wird die Kapazität des Kondensators genannt; 
er ist unabhängig von der angelegten Spannung, also nur bestimmt durch die geo­
metrischen Formen des Kondensators und die Materialeigenschaften (Elektrisierungs­
zahl) des Nichtleiters. Es gilt also 

K 't••t Verschiebungsfluß zwischen zwei Elektroden 
apazl a = Spannung zwischen den Elektroden 

Die einfachste Ausführungsform bildet der Plattenkondensator, bei dem 
zwei ebene Elektroden durch einen Nichtleiter von sehr geringer Dicke d vonein­
ander getrennt sind. Die Niveauflächen sind dann Ebenen parallel zu den Platten­
oberflächen. Der Verschiebungsfluß geht senkrecht von der einen Elektrodenfläche 
zur andern über, um so genauer je größer die Abmessungen derPlatten im Vergleich 
zur Dicke d des Nichtleiters sind. Das Bündel der Verschiebungslinien hat einen 
Querschnitt, der gleich der Plattenfläche F ist. Der Verschiebungsfluß Q verteilt 
sich gleichmäßig auf dieser Fläche, so daß die Verschiebungsdichte im Innern des 
Nichtleiters wie im Fall der Abb. 50 

1~1=~ 
ist. Das Potential geht im Innern des Nichtleiters linear von dem Potential der einen 
Elektrode zu dem der andern über; bezeichnet man die Spannung zwischen den 
Elektroden mit U, so ist daher die elektrische Feldstärke im Innern des Nichtleiters 

u 
l~l=(l· 

Mit Benutzung der GI. (I5I) ergibt sich daraus 

Q=E:u, 
uud es folgt für die Kapazität 

(169) 

Diese Beziehung gilt angenähert auch bei gekrümmten Elektroden, wenn nur der 
Abstand zwischen den Elektroden klein ist gegen den Krümmungsradius, so daß 
man das elektrische Feld zwischen den Elektroden als homogen ansehen kann. 
Da die Einheit der Dielektrizitätskonstante Faradfern ist, so dient als Einheit der 
Kapazität nach GI. (I69) das Farad; die Einheit der Kapazität liegt vor, wenn die 
Elektroden bei I V Potentialunterschied eine Ladung von I As aufnehmen. 

Weitere Ausführungsformen von Kondensatoren, bei denen die Formel (I69) 
angewendet werden kann, sind die folgenden: 

a) Luftkondensatoren. Die Luftkondensatoren werden in der Meßtechnik und in 
der Fernmeldetechnik verwendet, wenn es sich um kleine Kapazitätswerte handelt. 

Bei den Drehkondensatoren greifen zwei voneinander iso­
lierte Systeme paralleler Platten kammartig ineinander, so daß 
sich der Verschiebungsfluß von den Platten des einen Systems 
aus nach beiden Seiten hin verzweigt. Der Querschnitt der Ver­
schiebungslinienbündel, F, Abb. 59, kann durch Herausdrehen 
eines der beiden Systeme aus dem andern beliebig eingestellt 
werden. Sind im ganzen n Zwischenräume vom Abstand d zwi­
schen je zwei Platten vorhanden, so verzweigt sich der Ver­

Abb.59.ZurBerechnung schiebungsfluß in n gleiche Teile; die Kapazität ist daher 
der Kapazität eines 

Drehkondensators. G=n E:. (I70) 

Für Hochspannungsmessungen werden Kondensatoren hergestellt aus konzen­
trischen Metallzylindern mit geringem Abstand, die isoliert voneinander in einem 
druckfesten Gefäß eingeschlossen sind. Das Gefäß wird mit Luft oder Kohlensäure 
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von hohem Druck (20 at) gefüllt, wodurch sich eine hohe Durchschlagsfestigkeit 
ergibt (Preßgaskondensatoren). 

b) Papierkondensatoren. Die Papierkondensatoren werden bis zur Spannung von 
einigen 1000 V verwendet. Sie werden durch Aufwickeln von Streifen dünner Metall­
folie (Stanniol oder Kupfer) mit Zwischenlagen von paraffiniertem Papier auf einen 
Dorn hergestellt (Wickelkondensatoren). Auf diese Weise läßt sich eine große 
Elektrodenoberfläche auf kleinem Raum unterbringen. Für die Berechnung der 
Kapazität gilt die Formel (169); es ist zu beachten, daß sich der Verschiebungsfluß 
von jeder Folie nach beiden Seiten hin verzweigt. 

c) Glimmerkondensatoren. Glimmer wird verwendet, wenn es sich um die Her­
stellung größerer Kapazitätswerte bei hohen Spannungen handelt, oder für Meß­
zwecke, wenn die Kapazität zeitlich möglichst konstant sein soll. Es werden ab­
wechselnd dünne Scheiben von Glimmer und Metallfolie aufeinander geschichtet, 
so daß ebenfalls die Elektroden nach beiden Seiten hin ausgenützt werden. 

d) Glaskondensatoren. Sie werden bei ·hohen Spannungen angewendet und sind 
den alten Kleistschen Flaschen nachgebildet. Es wird Glas mit hoher Durchschlags­
festigkeit und hoher Elektrisierungszahl verwendet ("Minosglas" Sr= 8) in so dünner 
Schicht, daß das elektrische Feld im Innern als homogen angesehen werden kann. 
Auch Plattenkondensatoren werden z. T. aus Glas hergestellt ("Minosplatten­
verdichter"). 

Berechnungsbeispiele: 
1. Plattenkondensator. In der folgenden Tabelle ist für verschiedene Verhältnisse von 

Ffd und für eine Elektrisierungszahl von s,=1 die nach Formel (169) berechnete Kapazität 
angegeben. 

Ffd = 100 
c = 8,86 

200 
17,7 

500 1000 
44,3 88,6 

2000 5000 
177 443 

10000 cm 
886p,p,F 

2. Drehkondensator. Es soll ein Drehkondensator mit einer Kapazität von 1000p,p,F mit 
Platten von r0 = 5 cm Radius bei einem Plattenabstand von d = 1 mm hergestellt werden. Der 
größte Querschnitt des Verschiebungsflusses beträgt Y.r5n= 39,3 cm2• Daher gilt nach Gl. (170) 

1000 F=n 0,0886. 39,3 cm2 p,p,F 
ßß 0,1cm cm 

n=29. 
Es müssen also 29 Zwischenräume zwischen den Platten vorhanden sein, d. h. 15 feste und 

15 drehbare Platten verwendet werden. 
Bei kreisförmigen Platten, wie in Abb. 59, wächst die Kapazität von einem Anfangswert 

("Anfangskapazität" bei ganz herausgedrehten Platten) ungefähr linear mit dem Drehwinkel a 
auf den Endwert an. Für manche Zwecke (z. B. Rundfunkapparate) ist ein anderer Zusammen­
hang zwischen Kapazität und Drehwinkel erwünscht; man ändert dann die Form der drehbaren 
Platten entsprechend ab, so daß ihr Radius r eine bestimmte Funktion des Winkels a wird. Die 
Fläche F zwischen den Elektroden wird dann 

"' F=tfr2da, (171) 
0 

wenn das bewegliche Plattensystem mit dem Winkel a in das feststehende eintaucht. Soll die 
Kapazität C eine bestimmte Funktion f(a) des Winkels a sein, so gilt 

a 

f(a)= ~d fr2da. 
0 

Hieraus erhält man durch Differenzieren 

r= tf2d 1/ df(a). 
V 1i"EoV da 

(172) 

Bei manchen Anwendungen ist es zweckmäßig, für 1/0 eine bestimmte Abhängigkeit F ( a) vorzu­
schreiben. Dann gilt 

(173) 
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Wenn z. B. der Kondensator eines Schwingungskreises eine Teilung erhalten soll, die linear Yon 
der Eigenfrequenz lj2nfLC abhängt, so muß mit den beiden Konstanten c1 und c2 gelten 

f~=c1 ( l-c2 :), 

oder F(1X)=ci ( l-c2 : r (174) 

Damit ergibt sich, wenn alle Konstanten zusammengefaßt werden, aus Gl. (173) 
c 

r=----3. 

( IX' 2 
l-c2-) 

' n 

(175) 

Der Radius r hat seinen größten Wert für IX= n, nämlich 
c 

rm=----3. 

(1- c2)2 

Führt man diesen Wert an Stelle von c ein, so folgt 

r=rm(2=_~!-)%· 
1-c2 -

n 

(176) 

In Abb. 60 sind hieraus hervorgehende :Formen der Platten für verschiedene Werte von c2 auf­
gezeichnet. 

Zwischen dem Verschiebungsfluß des elektrischen Feldes und dem Strom im 
Strömungsfelde besteht nach Abschnitt lO eine formale Analogie. Die zur Kapazität 

analoge Größe des Strömungsfeldes ist der Leitwert zwischen den 
Elektroden, wenn deren Leitfähigkeit sehr groß gegen die des leiten­
den Mediums zwischen ihnen ist. Man kann diese Analogie zur Be-

t;;=IJ rechnung der Kapazität benutzen, wenn das entsprechende Strö­
mungsfeld bekannt ist, oder zur Berechnung des Isolationswider­
standes von Kondensatoren, deren Kapazität man kennt. 

Abb. 60. Platten­
formen eines Dreh­
kondensators mit 
linearer Frequenz-

teilung. 

Allgemein gilt für den Widerstand zwischen den Elektroden 
eines Strömungsfeldes 

R= u •• 
I ' 

(177) 

wobei Uab die Spannung zwischen den Elektroden, I den von der 
einen zur andern Elektrode übergehenden Strom bezeichnet. Nun 
ist für irgendeine Hüllfläche, die eine Elektrode enthält, wenn die 

Stromzuleitung von der Integration ausgeschlossen wird, 

I=p&dfj. 
Für den Fall, daß die Leitfähigkeit im ganzen Raum konstant ist, wird hieraus 

I =u~~dfJ, (178) 

also R=.!_~ (179) 
" p{;fd~"( 

Ist dagegen der Raum zwischen den Elektroden von einem homogenen Nichtleiter 
erfüllt, so wird der Verschiebungsfluß 

Q=Pc.t)dfJ=s:ß~dfJ, (180) 
so daß für die Kapazität zwischen den beiden Elektroden gilt 

C=__!L=s p@di"Y · 
u.. u •• (181) 

Der Vergleich der beiden Beziehungen (179) und (181) zeigt, daß 

RC=!_. 
" 

(182) 
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Daraus folgt auch, daß der Isolationswiderstand eines Kondensators beliebiger 
Form bei homogenem Dielektrikum umgekehrt proportional der Kapazität ist. 

Im Abschnitt 7 hatte sich für den Isolationswiderstand eines einadrigen Kabels 
von der Länge l und den Radien r 1 und r 2 von Innenleiter und Bleimantel die Formel 
ergeben 

R=-1-ln~ 
2n~l r 1 

Dabei wurde die Voraussetzung gemacht, daß der Zwischenraum zwischen Leiter 
und Kabelmantel von einem homogenen Medium mit der Leitfähigkeit u erfüllt 
sei. Hat dieses Medium eine Dielektrizitätskonstante s, so gilt daher auf Grund des 
eben gefundenen Zusammenhanges für die Kapazität des Einleiterkabels 

0=2nel. (183) 
ln_:2_ 

rl 
Da praktisch meist die Elektrisierungszahl gegeben ist, so ist es zweckmäßig, diese 
Beziehung in der Form zu schreiben 

_Q_= 2nso~-= 0,0556e,. p,F = 0,0241e, t-tF. 
l 1 r2 1 r2 km 1 r2 km 

n- n- og~-

rl rl rl 

(184) 

Zahlenbeispiel: Für verschiedene Werte von r2jr1 und er= 1 gibt die folgende Tabelle 
die Kapazität für die Längeneinheit des Kabels an: 
r2jr1 = 1,6 1,8 2 2,5 3,0 

Cfl=0,1l8 0,0946 0,0802 0,0607 0,0506 
3,5 
0,0444 

4 5,0 
0,0401 0,0346 p,F fkm 

Bei Starkstromkabeln mit ölgetränkter Papierisolation ist e, ungefähr gleich 4, die Kapazitäts­
werte sind also etwa 4 mal so groß. 

Die Formel (183) gilt nur, wenn die Zylinderelektroden so lang sind, daß die 
Verschiebungslinien radial von der einen Elektrode zur andern übergehen. Für 
Meßzwecke werden in der Hochspannungstechnik zuweilen Zylinderkondensatoren 
verwendet, bei denen die Elektroden aus kurzen 
konzentrischen Zylindern bestehen. Hier erreicht 
man den radialen Verlauf der Verschiebungslinien 
durch Verlängerung der Elektroden über den aus­
genützten Teil hinaus, wie es in Abb. 61 dargestellt 
ist. Werden die Verlängerungen a und c ("Schutz- Abb.6l.LuftkondensatormitSchutzringen. 

ringe") auf das gleiche Potential gebracht, wie die 
mittlere Elektrode b, so ergibt sich zwischen dieser Elektrode und der inneren der 
gewünschte Verlauf der Verschiebungslinien, so daß die Kapazität zwischen diesen 
beiden Elektroden nach der Formel (183) berechnet werden kann. 

Werden mehrere Kondensatoren mit den Kapazitätswerten 0 1, 0 2, 0 3 usw. 
parallel an eine Stromquelle gelegt, so verzweigt sich bei der Aufladung der 
Verschiebungsstrom in die einzelnen Kondensatoren. Der gesamte Verschiebungs­
fluß Q setzt sich aus der Summe der Verschiebungsflüsse in den einzelnen Konden­
satoren, Q1, Q2, Q3 usw. zusammen. Ersetzt man die ganze Anordnung durch einen 
einzigen Kondensator mit einer solchen Kapazität 0 0 , daß bei der gleichen Span­
nung U0 der gleiche Verschiebungsfluß Q aufgenommen wird, so gilt daher 

Q=Qt+Q2+Qa+ · · ·' 
U0 0 0=UoOt+U0 0 2+U0 0 3 + · · ·, 

oder 0 0=01 +02 +0d- · · ·. (185) 

Bei Reihenschaltung der Kondensatoren hat der Verschiebungsstrom in 
jedem Kondensator den gleichen Wert. Die Ladungen Q der einzelnen Kondensatoren 
sind daher einander gleich. Die Spannungen an den einzelnen Kondensatoren sind 
bestimmt durch diese Ladung und den Kapazitätswert; ihre Summe muß gleich der 
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Gesamtspannung U0 sein. Ersetzt man auch hier die Anordnung durch einen einzigen 
Kondensator mit einer Kapazität 0 0 , so daß sich bei der gleichen Spannung U0 die 
gleiche Ladung Q ergibt, so muß gelten 

oder 

Die Tellspannungen sind 

U0 = U1 + U2 + U3 + · · ·, 
Q Q Q Q 
~-~+~+--+· .. C0 - C1 C2 Ca ' 
l l l l 
~-~+~+~+··· C0 - C1 C2 Ca · 

U .. =Uo~o. 
" 

(186) 

(187) 

Sie verhalten sich umgekehrt wie die Kapazitätswerte; an der kleineren Kapazität 
liegt die höhere Spannung. Voraussetzung für die Gültigkeit dieser "Überlegung ist, 
daß der Isolationswiderstand unendlich groß ist. Bei Gleichstrom stellt sich in Wirk­
lichkeit eine Spannungsverteilung ein, die ausschließlich durch die Isolationswider­
stände der einzelnen Kondensatoren bestimmt ist. Nur wenn efu für alle in Reihe 
geschalteten Kondensatoren den gleichen Wert hätte, würde diese Spannungsver­
teilung übereinstimmen mit der hier berechneten. Praktisch schwankt die Leit­
fähigkeit der Nichtleiter in ziemlich weiten Grenzen, so daß sich bei Gleichstrom 
große Unterschiede zwischen der idealen und der wirklichen Verteilung der Span­
nung ergeben können. Dagegen gelten die abgeleiteten Beziehungen mit großer 
Annäherung, wenn es sich um Wechselspannungen handelt, da hier der Verschiebungs­
strom im Leiter meist erheblich überwiegt (siehe Abschnitt 18). 

Wenn man eine Anzahl n Kondensatoren parallel geschaltet mit einer Spannung U 
auflädt und dann hintereinander schaltet, so ergibt sich eine Addition der Einzel­
spannungen; die Gesamtspannung wird nU. Die ganze Anordnung wirkt dann wie 
ein Kondensator mit dem n-ten Teil der Kapazität eines Einzelkondensators, der 
auf die n-fache Spannung aufgeladen ist. Man benutzt diese Möglichkeit zur Her­
stellung von hohen Spannungen für Versuchszwecke. 

12. Beispiele elektrostatischer Felder. 
In diesem Abschnitt werden einige Beispiele von elektrostatischen Feldern be­

trachtet, die sich mit Hilfe der im Abschnitt 10 entwickelten Vorstellungen über 
den Verschiebungsfluß behandeln lassen. Die elektrostatischen Felder können auf 
Grund dieser Vorstellungen auf die Wirkung von Quellen des Verschiebungsflusses 
zurückgeführt werden. 

Die Punktladung. 
Aus dem in Abschnitt 7 behandelten Fall einer in einen leitenden Stoff einge­

betteten Kugelelektrode geht bei verschwindender Leitfähigkeit das elektrostatische 
Feld in der Umgebung einer geladenen Kugel hervor. Die Verschiebungslinien gehen 
von der Kugeloberfläche nach allen Seiten hin strahlenförmig aus, wenn auf der 
Kugel eine positive Ladung angenommen wird; sie münden auf der Gegenelektrode, 
deren Entfernung von der Kugel als sehr groß (unendlich groß) vorausgesetzt werden 
soll. Der Verschiebungsfluß verteilt sich daher gleichmäßig auf konzentrischen 
Kugelflächen, so daß die Verschiebungsdichte im Abstand r vom Kugelmittelpunkt 

I~ I = 4~r2 (188) 

beträgt; der Verschiebungsfluß Q ist gleich der Ladung der Kugel. Die elektrische 
Feldstärke an irgendeiner Stelle des nichtleitenden Raumes wird infolge GI. (151) 

\@;I = 4n~r2 · (189) 
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Der Vektor der elektrischen Feldstärke zeigt radial von der Kugel weg, wenn Q 
positiv ist. In bezug auf den Raum außerhalb der Kugelelektrode kann man diese 
ersetzen durch eine Punktquelle oder Punktladung Q im Mittelpunkt der 
Kugel. Das elektrische Feld in der Umgebung einer Punktladung ist durch konzen­
trische Kugelflächen als Niveauflächen und durch Radien als Verschiebungslinien 
gekennzeichnet. Das Potential im Abstand r von der Punktladung wird 

(X) 00 

q;=ftfdt=f\tf\dr= _!L 4nsr' 
(190) 

r r 

wenn als Bezugspunkt ein sehr ferner Punkt gewählt wird. 
An der Oberfläche der Kugel vom Radius r0 ist das Potential gleich der Spannung 

zwischen der Kugel und einem sehr weit entfernten Punkt, also 

u -- Q 
o- 4nsr0 • 

Die Kapazität der Kugel wird daher 

0=4ncr0 • (191) 
Eine Kugel von 1 cm Radius, die sich in Luft befindet mit einem gegen ihren Radius sehr 

großen Abstand von andern Leitern oder Nichtleitern, hat danach eine Kapazität von der Größe 

f.lflF 
0=4ns0 r0=4n · 0,0886 · 1-- cm=l,llflflF. 

cm 
Dieser Kapazitätswert wird zuweilen als Einheit der Kapazität benützt und mit I cm bezeichnet, 
da er sich auch aus den Einheiten des elektrostatischen Maßsystems ableitet. l\Ian sagt, die Ka­
pazität betrage so viele Zentimeter, als der Wert l,ll ppF in der betreffenden Kapazität enthalten 
ist. Diese Bezeichnung sollte in der Elektrotechnik nicht mehr verwendet werden, da es irre­
führend und unnatürlich ist, der Kapazität die Dimension einer Länge zuzuschreiben. 

Die elektrische Feldstärke hat in der Umgebung einer Kugelelektrode vom 

Radius r0 den Wert ltf I= _Q_ = U ro (192) 
I 4nsr2 0 r2 • 

Sie nimmt wie im entsprechenden Strömungsfeld umgekehrt proportional mit dem 
Quadrat des Abstandes vom Mittelpunkt der Kugel ab und beträgt an der Oberfläche 

der Kugelelektrode ltfol = Uo _ (193) 
ro 

Der gleiche Wert ergibt sich in einem Plattenkondensator mit dem Plattenabstand r 0 

bei einer Spannung U0 zwischen den beiden Platten. Die Feldstärke wird um so 
größer, je kleiner der Radius der Kugel ist. Hohe Feldstärken entstehen daher 
immer dort, wo die Krümmungsradien klein sind. 

Der gleiche radiale Verlaufder Verschiebungslinienliegt in einem Kugelkonden­
sator vor, das ist eine Anordnung aus zwei konzentrischen Kugelelektroden. Aus 
dem Widerstand einer solchen Anordnung im Strömungsfeld, GI. (101), ergibt sich 
die Kapazität des Kugelkondensators zu 

0=4ns_r.!!~. (194) 
r2-rl 

Die Feldstärke zwischen den beiden Elektroden wird 

ltf\- U0 C -U ~-
- 4n er2 - 0 (r2-r1)r2.' 

(195) 

wenn U 0 die Spannung zwischen den beiden Elektroden bezeichnet. 
Allgemeine elektrostatische Felder entstehen, wenn mehrere Punkt­

ladungen vorhanden sind. Die von den einzelnen Punktladungen herrührenden 
Potentiale überlagern sich dann wegen der linearen Abhängigkeit zwischen Ladung 
und Potential, so daß das Gesamtpotential in einem beliebigen Raumpunkt 

1 "'Q" q;= 4ns.Lir 
V V 

(196) 
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wird, wobei Q" die Ladungen der Punktquellen, r,. die Abstände des betrachte­
ten Raumpunktes von den Punktquellen bezeichnet. Wenn die Verteilung der 
Elektrizitätsmengen im Raum bekannt ist, so ist damit also eindeutig das Potential 
bestimmt. 

In Abb. 62 ist das elektrische Feld in der Umgebungzweier Punktquellen, deren 
Ladungen sich wie - 1 :2 verhalten, dargestellt. Die Niveaulinien lassen sich hier in 
ähnlicher Weise ermitteln, wie es in Abschnitt 7 beschrieben wurde. 

Abb. 62. Niveaulinien des Feldes von zwei Punktquellen verschiedener Ladung. 

Von besonderem Interesse ist, daß bei einer solchen Anordnung von zwei Punkt­
quellen entgegengesetzter Ladung immer eine Niveaufläche zu finden ist, die eine 
Kugelfläche bildet; sie ist in Abb. 62 stärker gezeichnet. Dies läßt sich folgender­
maßen nachweisen. Bezeichnet a den Abstand der beiden Punktladungen, so ist 
das Potential im Punkte P, Abb. 36, 

ljJ= 4!6(~: + ~:). (197) 

Wir suchen nun die Niveaufläche mit dem Potential Null auf. Für alle Punkte dieser 
Niveaufläche muß gelten 

Ql+ Q2=0, 
rx r2 

oder rx Qx 
r2 =- Q2 · (198) 

Bei gleichen Vorzeichen von Q1 und Q2 hat diese Beziehung keine geometrische 
Bedeutung; Punkte der gesuchten Art sind nicht vorhanden, wenn man von den 

Abb. 63. Kugelförmlge Niveaufläche. 

unendlich fernen Punkten absieht. Bei ent­
gegengesetzten Vorzeichen wird jedoch das 
Radienverhältnis positiv; die Niveaufläche 
mit dem Potential Null ist bestimmt durch 

rx =k 
r2 ' 

(199) 

wobei k das Verhältnis der Beträge der beiden 
Ladungen bezeichnet. Der geometrische Ort 
der Punkte einer Ebene mit konstantem Ab­

standsverhältnis von zwei festen Punkten dieser Ebene ist nach einem Satz der 
Geometrie (Apollonius) einKreis, der dieVerbindungsgerade zwischen den beiden 
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Punkten harmonisch teilt, Abb. 63. Es ist 
QlA QlB 
QaA = Q2B. (200) 

Da diese Folgerung für alle Ebenen gilt, die die Verbindungsgerade der beiden 
Punkte enthalten, so geht hieraus hervor, daß die gesuchte Niveaufläche eine Kugel­
fläche ist, die durch Drehung des gezeichneten Kreises um die Verbindungsgerade 
Q1 Q2 entsteht. Die Kugelfläche umschließt die schwächere Punktladung. Nennt man 
ihren Radius r0 und kennzeichnet man die Lage ihres Mittelpunktes M durch den 
Abstand b von Q2, so findet man durch Anwendung der GI. (199) auf die Punkte A 
und B [GI. (200)]: 

Hieraus folgt 

a+b-r0 _ a+b+ro _ k 
r0-b - r0+b - · 

r5=b(a+b). 

Setzt man dies in GI. (201) ein, so ergibt sich 
ro_k 
b- . 

Ferner findet man aus den beiden GI. (202) und (203) 
k 

ro=aP-1' 
1 

b=ap_ 1 . 

(201) 

(202) 

(203) 

(204) 

(205) 

Damit können die Bestimmungsstücke des Kreises berechnet werden. Für k = 1 
artet der Kreis zur Mittelsenkrechten der Verbindungslinie Q1 Q2 aus, die Mittelebene 
wird Niveaufläche. 

Bringt man in Punkt M noch eine dritte Punktladung Q3 an, so bleibt die be­
trachtete Kugel eine Niveaufläche; es wird lediglich zu allen Punkten der Kugel 
das Potential 

CfJa= 4~;,.0 (206) 

hinzugefügt. Ein elektrostatisches Feld ändert sich nicht, wenn man eine beliebige 
Niveaufläche durch eine dünne leitende Metallschicht ersetzt, der das gleiche Potential 
erteilt wird. Diese Metallschicht verbindet nur Punkte ohne Potentialunterschied; 
da die Feldlinien auf den Niveauflächen senkrecht stehen, so stehen sie auch senk­
recht auf der so gebildeten Metallelektrode. Außerhalb der betrachteten Niveau­
fläche bleibt daher das Feldbild erhalten, wenn man den von ihr eingeschlossenen 
Raum mit einem leitenden Stoff ausfüllt, dem das betreffende Potential erteilt wird. 
Wendet man diese Überlegung auf die eben betrachtete Kugelfläche an, so ergibt 
sich das Feldbild zwischen einer Punktladung Q1 und einer leitenden Kugel vom 
Radius r0 und der Ladung Q2 +Q3 , deren Mittelpunktsabstand von der Punkt­
ladung a + b = d beträgt. Ist dieser Abstand d gegeben, so berechnen sich die 
Größen Q2 und b nach GI. (198), (199) u. (203) aus: 

Q2=- Ql = -Ql!!_ = -Ql ro 
k ~ d 

(207) 

und es wird nach GI. (202) b== "J . (208) 

Diese Punktladung Q2 wird wegen der Analogie zu dem Spiegelungsverfahren bei 
ebenen Oberflächen als elektrisches Bild (W. Thomson, 1845) der Punkt­
ladung Q1 in bezug auf die Kugeloberfläche bezeichnet. Sind im Außenraum der 
Kugel mehrere Punktladungen vorhanden, so kann man zu jeder dieser Ladungen 
ein Bild im Innern der Kugel angeben; der ganze Außenraum läßt sich mit Hilfe 
der Beziehungen (207) und (208) auf das Innere der Kugel abbilden. Diese Beziehungen 
stellen das "Gesetz der reziproken Radien" dar; je weiter ein Punkt des Außen-
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raumes vom Kugelmittelpunkt entfernt ist, um so dichter rückt sein Bild an den 
Kugelmittelpunkt heran. 

Da sich das Feld im Außenraum der Kugel durch das der drei Punktladungen Q1 , 

Q2 und Q3 ersetzen läßt, so ist die Gesamtladung der Kugel Q2 + Q3• 

Soll die Kugel keine Ladung haben, so muß 

~=-~=~~ ~00) 
gemacht werden. Das Potential ist dann für beliebige Punkte des Außenraumes 

q;-_!h_(_!_- ro _!_+!'Q__!_) (210) 
- 4ne r1 d r2 d r3 • 

Diese Beziehung stellt die Lösung der folgenden Aufgabe dar. Es befinde sich im 
isolierenden Raum eine Punktladung Q1• Ihr elektrisches Feld ist durch das Potential 

Ql 
q;= 4ner1 

gegeben; die Feldstärke ist 
I ~~-~ -4nerr 

Es werde nun eine ungeladene Metallkugel in dieses elektrische Feld gebracht, derart, 
daß der Abstand zwischen dem Kugelmittelpunkt und der Punktladung d wird. Die 
Feldstärke war dort ursprünglich 

l~ol= 4~;d2 · (211) 

Gefragt ist, in welcher Weise das primäre Feld durch das Vorhandensein der Kuge 
verändert wird. Die Antwort ergibt sich durch GI. (210); es ist z. B. das Potential 
das die Kugel annimmt, Q1 

fPs= 4ned' 

Ein interessanter Grenzfall entsteht, wenn man den Abstand d immer größer 
und größer werden läßt, den Punkt Q1 also immer weiter hinausrücken läßt und 
gleichzeitig die Ladung Q1 so vergrößert, daß ~ konstant bleibt. Dann ergibt sich 
schließlich die Potentialverteilung in der Umgebung einer ungeladenen Metallkugel, 
die in ein ursprünglich homogenes Feld gebracht wird. Die Punktladung Q1 muß 
dabei die Größe erhalten: 

(212) 

Ihr elektrisches Bild Q2 wandert mit wachsendemdimmernäher an den Kugelmittel­
punkt heran. Da wir dort eine Ladung - Q2 anbringen müssen, so rücken also im 
Kugelmittelpunkt zwei entgegengesetzt gleiche Punktladungen näher und näher 

;:'/ I' zusammen; es entsteht eine sogenannte Doppelquelle 
/ /;:'/ oder ein Dipol, Abb. 64. Bezeichnet man den Abstand 

// / des Aufpunktes P von dem Kugelmittelpunkt mit r, den 
/ /f. Winkel von r mit der Verbindungslinie der beiden Ladun-

// /~ gen mit ot, so gilt im Fall verschwindend kleinen Abstan-
-+u~ des b der beiden Ladungen für das durch den Dipol hervor-

+t:,~ - .? gerufene Potential 
Abb. 64. Feldberechnung bei 1 Q Q b Q 

einem Dipol. ( 2 + 2 ) - 2 cos IX (213) q;= 4ne --,: r+bcosoc = 4ne ---;:r· 
Man bezeichnet das Produkt -bQ2 als das Moment M des Dipols; damit wird 

M COBIX 
q; = 4n e ---,:2 . (214) 

Obwohl also ein Dipol im ganzen die Ladung 0 aufweist, so ergeben sich doch in 
seiner Umgebung Feldkräfte, die allerdings rascher abnehmen als in der Umgebung 
einer Punktladung. 
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Die durch das Vorhandensein einer ungeladenen Kugel in einem ursprünglich 
homogenen Feld entstehende Potentialverteilung läßt sich nach dem vorhin Aus­
geführten darstellen durch die gleichzeitige Wirkung einer sehr weit entfernten 
Punktquelle und eines Dipols: 

Ql bQ2 cosoc 
CfJ4 7 -:n:-s..,--( dc;--'+'-=r'--c-o-s oc) 4 :n; s ~ ' 

Führt man hier die Beziehungen (207), (208) und (212) ein und berücksichtigt, daß d 
über alle Grenzen wachsen soll, so folgt 

=d2 ln: I (_!__rcosoc+rg cosoc) 
cp Jli!-O d d2 d2 r2 • 

Wenn schließlich als willkürliche Konstante -d[~ol hinzu­
gefügt wird, so ergibt sich 

cp=[~ol( -r+~)cosrt. (215) 

Die Abb. 65 zeigt das nach Gl. (215) berechnete Feldbild, 
das man sich rotationssymmetrisch zur wagrechten Achse zu 
denken hat. Die Feldstärke an der Oberfläche der Kugel ist 

~~I=- :rp j' = l~ol (1 + 2:g)cosrt= 3l~olcosoc. (216) 
r ro ro Abb. 65. Ungeladene Metall-

kugel in einem homogenen Sie wird für oc= 0 und oc= 180° dreimal so groß wie die Feld. 
ursprüngliche Feldstärke des homogenen Feldes, die Ver-
schiebungslinien drängen sich dort zusammen. Kleine metallische Einschlüsse in 
Isolierstoffen ergeben also eine örtliche Erhöhung der Feldstärke. Die Dichte der 
influenzierten Ladungen auf der Kugeloberfläche ist gleich der Verschiebungsdichte: 

il = 3e 1 ~o 1 cosoc; (217) 
sie ist ebenfalls in der Achse des Feldes am größten; es befinden sich auf der einen 
Halbkugel positive, auf der andern Halbkugel negative Ladungen, deren Summe 
Null ist. 

Ersetzt man die zur Achse senkrecht stehende Hauptebene der Kugel, die gleich­
zeitig Niveaufläche ist, durch eine Metallschicht, so ergibt sich der Fall eines halb­
kugelförmigen Buckels auf einer leitenden Ebene, z. B. 
auf der Elektrode eines Plattenkondensators. An einem 
solchen Buckel ist demnach die Feldstärke im Maximum 
dreimal so groß wie auf der Ebene. 

Ist die Ladung der Kugel nicht Null, so hat man zu 
dem gefundenen Potential noch das der betreffenden 
Punktladung Q im Mittelpunkt der Kugel hinzuzufügen. 
Es wird dann 

( ra) Q cp=l~o[ - r+~ cosoc+ -4-. r :n:er 
(218) 

Das Feldbild ändert sich in der durch Abb. 66 dargestell­
ten Weise. Entsprechend der Ladung gehen von der Kugel 

Abb. 66. Geladene Jl{etallkugel mehr Verschiebungslinien aus, als auf ihr einmünden; bei in einem homogenen Feld. 

negativer Ladung der Kugel gilt das Umgekehrte. 
Als weiteres Anwendungsbeispiel der Methode der elektrischen Bilder werde die 

Berechnung des elektrischen Feldes zwischen zwei geladenen Kugeln kurz besprochen, 
das für die Theorie der in der Hochspannungstechnik verwendeten Kugelfunken­
strecken von Interesse ist. Die beiden Kugeln, Abb. 67, sollen den Mittelpunkts­
abstand c und die Radien r0 haben. Ihre Potentiale seien! U0 und-! U0 • Wäre nur 
die erste Kugel vorhanden, so könnte das Feld außerhalb der Kugel dargestellt 
werden durch eine Punktladung Q1 im Mittelpunkt A; die Größe dieser Ladung kann 
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aus GI. (190) berechnet werden: 1 Q1 u- (219~ 2 o-4nsr0 • 

Diese Punktladung würde auf der zweiten Kugelfläche ein zusätzliches Potential 
ergeben; um dieses aufzuheben, muß auf der Verbindungslinie AB das elektrische 

~---- c------~ 

Bild B' von A in bezug auf die Kugel2 an­
gebracht werden. Die Ladung in B' muß die 
Größe haben r 

Qi.=- Co Ql. (220) 

Ihr Abstand b vom Kugelmittelpunkt B be­
trägt 

Abb. 67. Zur Berechnung des elektrischen Feldes 
zwischen zwei Kugeln. 

(221) 

Diese Punktladung würde nun wieder ein 
Zusatzpotential auf der Kugeloberfläche 1 ergeben; zum Ausgleich muß ein Bild 
in A' angebracht werden mit der Ladung 

und dem Abstand 

Q"- ro Q' 1--- 1 c-b 
rz 

a=-o­
c-b 

(222) 

(223) 

vom Mittelpunkt A. Um die Wirkung dieser Ladung auf der Kugel2 aufzuheben, 
muß das Bild B" angebracht werden mit der Ladung 

Qt=-~Q~ 
c-a 

(224) 

und dem Abstand 
b'=__!l_. 

c-a (225) 

Wenn dieses Verfahren fortgesetzt angewendet wird, so ergibt sich eine unendliche 
Reihe von Bildpunkten, die alle innerhalb der beiden Kugeln liegen, wobei die Ab­
stände von den Kugelmittelpunkten sich festen Grenzwerten nähern und die La­
dungen mehr und mehr abnehmen (Murphy, 1833). Diese Punktladungen liefern 
das elektrostatische Feld für den Fall, daß die Kugel] das Potential i U0 und die 
Kugel2 das Potential Null hat. Man muß nun eine zweite gleichartige Reihe von 
Punktladungen anbringen, indem man von der Kugel2 mit dem Potential -! U0 
ausgeht. Das Gesamtfeld ergibt sich durch Übereinanderlagern der von den einzelnen 

Kugell, Potential +tU0 

Ladung 
Abstand vom 
Kugelmittel­

punkt 

Kugel 2, Potential - tU0 

Ladung 
Abstand vom 
Kugelmittel­

punkt 

Punktladungen herrüh­
renden Felder. 

Für den speziellenFall, 
daß r0=0,2 c ist, sind 
in der nebenstehenden 

Q1=2nu0 U0 0 -Q1 o Tabelle die Ladungen 
+ 0,2 Q1 0,2 r0 - 0,2 Q1 0,2 r0 und ihre Abstände von 
+0,0417 Q1 0,2083 r0 -0,0417 Q1 0,2083 r0 den Kugelmittelpunk-
+ 0,00870Q1 0,2087 r0 -0,00870 Q1 0,2087 ro ten angegeben. 

Die Gesamtladung einer jeden Kugel ergibt sich durch Summieren der Einzel­
ladungen; sie ist mit einem kleineren Fehler als 1% 

Q=1,25Q1. 

Die Kapazität zwischen den beiden Kugeln wird daher 

Q 
0= Uo =2,50:nsr0 • 

Wären die beiden Kugeln in sehr großer Entfernung voneinander angebracht, so 
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wäre die Kapazität zwischen den beiden Kugeln nach GI. (219) 

0=2:rcer0 • 

65 

Die Feldstärke hat ihren größten Wert in den beiden Punkten P 1 und P 2 der 
Kugeloberlläche. Sie kann für diese Punkte berechnet werden durch Summieren der 
Feldstärken, die von den einzelnen Punktladungen in diesen Punkten herrühren. Es 
ist daher im Punkt P 1 

I I I (Ql ' 0,2Ql 0,0417Ql 0,00870Ql 
'@: = 4ne r8 -r (0,8r0 )2 + (0,7917 r0)2 + (0,7913.r0)2 + · · · 

+~+ 0,2~+ 0,0417Q1 + 0,00870Q1 + ... ) = 368 uo =O 736 uo 
(0,8c)2 (0,76c)2 (0,758c)2 (0,758c)2 ' c ' r0 • 

Als Vergleich dazu werde bemerkt, daß die Feldstärke an der Kugeloberlläche bei 
gleichem Potential und unendlich großer Entfernung der beiden Kugeln 

I@: I =0,5~: 
sein würde; zwischen zwei Platten mit dem gleichen Abstand wie die beiden Punkte P 1 

und P 2, nämlich 0,6 c, würde ferner die Spannung U0 eine Feldstärke 

hervorrufen. 
1@: 1 = 1,67 ~o 

In der Mitte zwischen den beiden Kugeln ergibt sich auf dem gleichen Weg wie 
oben die Feldstärke 

l@:l 2 ( Q1 0,2Q1 0,0417Q1 0,00870Ql ) U0 

= be (0,5c)2 + (0,46c)2 + (0,458c)2 + (0,458c)a + · · · = 1,038c · 

Die Linienladung. 
Denkt man sich eine Reihe von einander gleichen Punktladungen längs einer 

geraden Linie mit gleichmäßigen Abständen aufgereiht und verringert man die Ab­
stände mehr und mehr, so entsteht eine Linienquelle. Auf Grund einer Überlegung, 
die analog der in Abschnitt 7 für das Strömungsfeld ausgeführten ist, ergibt sich 
für das Potential in der Umgebung einer solchen Linienquelle von der Länge l und 

der Ladung Q, Abb. 431, rp= __g__ln x+tl+ fya+(x+tl)a . 

4nel x-!l+ fy2+(x-tl)2 (226) 

Die Niveauflächen sind wie im Fall des Strömungsfeldes Rotationsellipsoide, die 
Verschiebungslinien Hyperbeln mit den gleichen Brennpunkten. Füllt man den von 
einer Niveaufläche eingeschlossenen Raum mit einem leitenden Stoff aus, dem das 

betreffende Potential erteilt wird, so ändert sich an dem Feld außer­
halb nichts. Die Gl. (226) gibt daher zugleich das Potential in der 
Umgebung einer mit der Ladung Q versehenen Elektrode von der 
Form eines langgestreckten Rotationsellipsoides an. Ähnlich wie 
im Falle des Rohrerdars, Abschnitt 7, 
kann ein solches Ellipsoid als Ersatz einer 
zylindrischen Elektrode benutzt werden. 
Es lassen sich auf diese Weise die in den h 
Abb. 68 und 69 dargestellten Fälle unter- ~"'-~"-'-~~,~k~"-"-'%~~ 
suchen. In Abb. 68 befindet sich ein Draht J 

~~~!;ll~i,~~~!~~ von der Länge l und dem Durchmesser d Abb. 69~J:"1-;rt;;en;;,arallel zur 
oberfliche. senkrecht über dem Erdboden; inAbb. 69 Leiteroberfliche. 

ist der Draht parallel zum Erdboden im 
Abstand h angebracht. Die in beiden Fällen geltende Bedingung, daß das Potential 
an der Erdoberfläche konstant (gleich Null) sein soll, kann dadurch erfüllt werden, 

1 Dort war die Länge 2 l genannt. 
Küpfmfiller, Elektrotechnik. 5 
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daß unter der Erdoberfläche ein Spiegelbild des Leiters mit der entgegengesetzt 
gleichen Ladung angebracht wird. Dann setzt sich das Potential in einem beliebigen 
Punkt P zusammen aus den Beiträgen, die von dem geladenen Leiter und seinem 
Spiegelbild herrühren. Längs der Erdoberfläche sind diese Beiträge einander ent­
gegengesetzt gleich, so daß dort, wie es sein soll, das Potential Null wird. Die 
Niveauflächen sind dann keine Rotationsellipsoide mehr; sie werden um so mehr 
deformiert, je mehr sie sich der Erdoberfläche nähern. In unmittelbarer Nähe der 
Linienquelle ist die Deformation gering. Für einen Punkt, der um den kleinen 
Abstand !d horizontal vom Mittelpunkt der Linienquelle entfernt ist, gilt bei Abb. 68 : 

= __g___ 1n_{±fd2+~ _ __2_ ln 4h+3l+Yd2+14kT3T)Z 
cp 4nel -l+fd2+l2 4nsl 4h+l+fd2+(4h+l)2 ' 

oder angenähert, weil d2 sehr klein gegen l2 ist, 

Q 2l]/ 4h+l 
cp= 2nel 1nd'y 4h+3l' 

Die Kapazität zwischen Draht und Erde ist also 

O= 2nsl 
2l]/ 4h+l 

1nd'Y 4h+3l 
Im Fall der Abb. 69 gilt mit der gleichen Näherung 

_ ___g_ ln2z 1 /rz2+(4h)2-l 
cp- 2nel d r Jl2+(4h)2+l 

(227) 

(228) 

(229) 

Wenn (4 h)2 klein ist gegen l2, so ergibt sich hieraus die Näherungsformel für die 
Kapazität einer solchen Leitung gegen Erde: 

0 =2nel 
4h. 

lnd 
(230) 

Zahlenbeispiel: Die Ka pazi tä t einer Vertikalantenne ist nach Gl. (228), wenn der Ab­
stand h des einen Endes über dem Erdboden sehr gering ist, 

0 _ 2ns0 l _ 2,42. 10-5l .uF 
- ln 2 l ---~l m' (231) 

ff d log1,154d 

Für eine Länge der Antenne von l = 10 m und verschiedene Verhältnisse von Länge l zu 
Durchmesser d des Drahtes sind in der folgenden Tabelle die nach Gl. (231) berechneten Kapa­
zitätswerte angegeben: 

lfd=100 200 500 1000 2000 5000 10000 
0=117 102 87 79 72 64 59,upF 

Die Kapazität eines zur Erdoberfläche parallelen Drahtes ist bei im Vergleich zur 
Länge kleiner Höhe h nach Gl. (230) proportional der Leitungslänge. Die Kapazität für die Längen­
einheit O.fl ist daher unabhängig von der Drahtlänge. Kann jedoch die Länge des Drahtes nicht 
als groß gegen die Höhe angesehen werden, so hängt die Kapazität für die Längeneinheit sowohl 
von dem Verhältnis rt.=hfd als auch von dem Verhältnis ß=hjl ab; es gilt nach Gl. (229): 

0 0,0242 pF 
-y= I 4ß2(tl+16ß2 +1) km. 

log4rt.- 2 log --=----­
f1+16ß2-1 

In der folgenden Tabelle sind die beiden Summanden im Nenner 
k1=log4rt., 

k2=_!_log 4ß2 (Vl+Ißß2+ 1) =lo _!_(1+f1+16ß2) 
2 f1+16ß2-1 g 2 

für praktisch vorkommende Verhältnisse rt. und ß angegeben. Es ist dann 
0 0,0242 .uF 
-y= k1-k2 km· 

(232) 

(233) 

(234) 

(235) 
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or.=lOO 200 500 1000 2000 5000 10000 
~=2,60 2,90 3,30 3,60 3,90 4,30 4,60 

ß=O 0,1 0,2 0,5 1,0 2,0 5,0 10 
k2=0 0,017 0,057 0,21 0,41 0,66 1,02 1,31 

Solange also die Länge der Leitung größer ist als die Höhe, spielt die Größe k2 nur die Rolle 
einer Korrektur. Bei einer Leitung mit dem Durchmesser d = 5 mm und der Länge l = 1 km, die 
sich in einer Höhe von h = 10 m über dem Erdboden befindet, ist or. = 2000, ß = 0,01. Die Ka-
pazität wird daher · 

C= 0•0242 ,uF=0,0062,uF. 
3,9 

Bei einer horizontalen Rundfunkantenne von der Länge l = 30 m, der Höhe h = 15 m und 
dem Drahtdurchmesser d = 3 mm ist or. = 5000, ß = 0,5, also k1 = 4,3, k2 = 0,21. Die Kapa­
zität wird C = 177 p.,uF. 

Wenn die Linienquelle sehr lang ist (unendlich lang), so bilden die Verschiebungs­
linien radiale Strahlen; der von einem Abschnitt mit der Längelausgehende Ver­
schiebungsfluß verteilt sich auf konzentrische Zylinder mit der Länge l. Es ist 
daher die Verschiebungsdichte im Abstand r von der Linienquelle · 

Q 
I~ I= 2nrZ • (236) 

wenn mit Q die Ladung des Abschnittes von der Länge l bezeichnet wird. Der Vektor 
der Feldstärke ist radial gerichtet und zeigt von der Linie weg, wenn die Ladung 
positiv ist; sein Betrag folgt aus Gl. (236): 

Q 
I~ I= 2 :nerZ • (237) 

Die Feldstärke nimmt also hier umgekehrt proportional mit dem Abstand ab. Das 
Potential ergibt sich aus der Feldstärke durch Integration: 

b 

rp J~dt=- 2~61lnr+k. (238) 
r 

Als Bezugspunkt für das Potential kann hier nicht ein unendlich ferner Punkt ge­
nommen werden, da p im Unendlichen selbst unendlich wird. Die unbestimmte 
Konstante k muß hier vielmehr beibehalten werden [siehe Gl. (120)]; sie fällt weg, 
wenn aus dem Potential Spannungen berechnet werden. Man bezeichnet auf Grund 
der Gl. (238) das Potential in der Umgebung einer Linienladung auch als logarithmi­
sches Potential. 

Dieses Potential kann benutzt werden zur Berechnung des Feldes zwischen zwei 
konzentrischen Zylinderelektroden (konzentrisches Einleiterkabel, Zylinderkonden­
sator}, da die Niveauflächen konzentrische Zylinder sind. Sind r1 und r2 die Radien 
der inneren und äußeren Elektrode, und bezeichnet Q die Ladung der inneren, so ist 
ihr Potentialunterschied nach GI. (238) 

Q 
Uo= rpi-rp2=-2:nel (lnr1 -lnr2). (239) 

Hieraus ergibt sich die Formel (183) für die Kapazität. 
Das Feldbild in einem Achsenschnitt des Zylinderkondensators zeigt konzen­

trische Kreise als Niveaulinien und Radien als Verschiebungslinien. Die Feldstärke 
im Innern berechnet sich nach Gl. (237); drückt man die Ladung durch die Span­
nung U0 zwischen den Elektroden aus, GI. (239), so ergibt sich 

1~1=~. 
rln r2 (240) 

rl 
Die Feldstärke nimmt, wie durch Abb. 70 veranschaulicht, von einem Maximalwert 
~man der inneren Zylinderoberfläche nach außen hin umgekehrt proportional mit 

5* 
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dem Radius ab. Der Maximalwert beträgt 

I& l=_!!_o_· , m r 
r1 ln__! 

rl 

(241) 

Er ist maßgebend für die elektrische Beanspruchung des Isotierstoffes zwischen den 
beiden Elektroden (siehe Abschnitt 20). Bei gegebenem Außendurchmesser und kon­

I& I 

'l 
Abb. 70. Feldstärke im 
Inneren eines Zylinder· 

kondensators. 

stanter Spannung U0 hängt die maximale 
Feldstärke &m in der durch Abb. 7l dar- l&ml 
gestellten Weise von dem Innenradius r 1 

ab. Wenn r1 sehr klein ist, so ergibt sich 
eine große Feldstärke wegen der großen 
Krümmung; nähert sich andererseits r 1 

dem Wert r2 , so wird der Abstand zwi­
schen den beiden Elektroden sehr klein, 
womit sich ebenfalls eine wachsende Feld- tJ 'fu -:? 

stärke ergibt wie bei einem Plattenkon- Abb. 71. Abhängigkeit der 
Maximalfeldstärke von dem 

densator. Bei einem bestimmten Radius inneren Radius. 

des Innenleiters r 10 wird die Beanspru-
chung des IsoHerstoffes am kleinsten. Durch Differenzieren findet man aus GL (241) 
für dieses Minimum die Bedingung 

2,718r10=r2 • 

Die Feldstärke am Innenleiter wird dabei 

l&mi=2,718U0 • 
r2 

(242) 

(243) 

Würde sich das Potential zwischen den beiden Zylindern gleichmäßig verteilen, 
so wäre l&l-- U0 _2,718U0 

- r2---r10 -1,718 -;=;-· (244) 

Die Feldstärke ist also in Wirklichkeit noch fast doppelt so groß wie im Fall gleich­
mäßiger Verteilung der Spannung. 

Das Minimum der maximalen Feldstärke in einem Zylinderkondensator hat 
noch folgende Bedeutung. Entsteht infolge Überschreitens der Durchbruchfeldstärke 
der Luft am inneren Zylinder eine Glimmentladung (siehe Abschnitt 20), so wird der 
Radius dadurch scheinbar vergrößert, da der Entladungsraum als elektrisch leitend 
anzusehen ist. Ist nun r1 größer als r10, so wächst damit die Beanspruchung des 
IsoHerstoffes entsprechend Abb. 71; die Glimmentladung pflanzt sich weiter fort, 
bis der Isolierstoff durchbrachen ist. Wenn dagegen r1 kleiner als r10 ist, so ver­
kleinert die Glimmentladung die maximale Feldstärke, es ergibt sich eine stabile 
Glimmerscheinung (Korona), solange l&mol kleiner als die Durchbruchfeldstärke des 
Isotierstoffes ist. 

Zablenbeispiel: Schreibt man die GI. (241) in der Form 

!(!;m!=_!&_r2-l), (245) 
r 2-r1 1 r 2 

r 1 n-
rl 

so stellt der erste Faktor die Feldstärke dar, die sich bei gleichmäßiger Verteilung der Spannung 
im Isolierstoff ergeben würde. Diese Feldstärke muß wegen der Krümmung der Elektroden mit 

einem Faktor (r2 ) 1 t= --1 ~ (246) 
rl In!:! 

rl 

multipliziert werden. In der folgenden Ta belle ist dieser Faktor für verschiedene Verhältnisse von 
7afr1 angegeben: 

r 2fr1=1,6 
/=1,28 

1,8 
1,36 

2 
1,44 

2,5 
1,64 

3 
1,82 

3,5 
1,96 

4 
2,17 

5 
2,49. 
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Ist z. B. U0 =3 kV, r1=5 mm, r2=10 mm, so wird 
r 2 3kV kV 
- =2, f= 1,44 und I O':m I= 1,440- 5 = 8,6--. 
~ ,= = 
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Es darf daraus, daß die Beanspruchung des IsoHerstoffes ein Minimum für ein bestimmtes 
Radienverhältnis hat, nicht gefolgert werden, daß dieses RadienverhäU.nis das "günstigste" ist. 
Bei der Festlegung der Abmessungen eines Apparates oder einer Maschine sind außer der inneren 
physikalischen Wirkungsweise immer äußere Gesichtspunkte zu berücksichtigen, insbesondere 
Herstellungskosten, Materialkosten, Betriebskosten, Betriebssicherheit, Bedienungsmöglichkei­
ten usw. Die Gesamtheit dieser Faktoren bestimmt die "günstigsten" Abmessungen. Meist kann 
man diese äußeren Einflüsse nicht mathematisch formulieren; dann erhält man die günstigsten 
Abmessungen durch Probieren. Man nimmt bestimmte wahrscheinliche Abmessungen an, prüft, 
wieweit die Anforderungen erfüllt sind, und ändert danach die Abmessungen. Die Theorie 
liefert dabei Anhaltspunkte für die Richtung der Entwicklung. Als Beispiel dafür, daß sich bei 
Berücksichtigung anderer Forderungen andere "günstigste" Verhältnisse ergeben, werde der 
folgende Fall betrachtet. 

Es seien die Abmessungen eines Einleiterkabels zu berechnen für eine gegebene Spannung, 
wenn die maximale Feldstärke einen bestimmten Wert nicht überschreiten soll; das Kabel sei 
so zu bemessen, daß das Gewicht des IsoHerstoffes möglichst klein wird. 

Für das Gewicht des IsoHerstoffes gilt 
G=(r~-ri)nls, (247) 

wenn mit s das spezifische Gewicht bezeichnet wird. Führt man als Abkürzung für das Verhältnis 
der beiden Radien 

~=X 
rl 

G=r~(l- : 2 )nzs. 
ein, so wird 

(248) 

Andererseits ist die maximale Feldstärke 

IO':m I= Uo _3?___, 
r2 lnx 

Berechnet man hieraus r2, und setzt diese Größe in den Ausdruck (248) für das Gewicht ein, so 
folgt Uö x2-1 

G= IO':mlli ln2xnls. (249) 

Diese Funktion wird unendlich für x=1 und x=oo. Sie hat ein Minimum bei 

~=2,22. 
rl 

Wenn der Zwischenraum zwischen den beiden konzentrischen Zylinderelektroden 
durch konzentrische Schichten von Stoffen mit verschiedener Elektrisierungszahl 
ausgefüllt ist, so gilt für die Feldstärke in jeder Schicht die Gl. (237). Die Spannung 
zwischen den beiden Elektroden wird durch Addition der Spannungen an den 
einzelnen Schichten erhalten: 

U =fr~-dr+Jr'_q___dr+ fr•_Q_dr+ · · 
0 2 n s1 lr 2 n s2 l r · • 2 n s3 l r 

Tt T2 Ta 

U Q [ 1 1 .r2 1 1 r 3 , 1 r 4 'j 
0=- - n-+- n--r-ln-+ · · · . 

2nl ~ ~ ~ ~ ~ ~ 
(250) 

Daraus kann die Kapazität berechnet werden oder bei gegebener Spannung der 
Verschiebungsfluß. Aus diesem ergibt sich die Feldstärke in irgend einem Abschnitt: 

/Q'; l=2n~ Zr· 
V 

Stuft man die Elektrisierungszahl so ab, daß die Schichten mit kleinerem Radius 
eine entsprechend höhere Elektrisierungszahl haben, so kann eine gleichmäßige 
Verteilung des Potentials zwischen den beiden Elektroden erzielt werden. Ein anderes 
Verfahren zur Herstellung der gleichmäßigen Potentialverteilung besteht darin, daß 
man bei gleicher Elektrisierungszahl die Länge l mit Hilfe von Metalleinlagen um­
gekehrt proportional mit r abstuft (Kondensatordurchführung). 
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Einen praktisch wichtigen Fall stellt das elektrische Feld in der Umgebung von 
zwei parallelen Linienquellen mit entgegengesetzt gleicher Ladung dar. Die beiden 
Quellen sollen den Abstand a, Abb. 72, und auf einem Abschnitt von der Länge l 

die Ladungen + Q und - Q haben. Das Potential in irgend einem 
Punkt P mit den Abständen c1 und c2 von den Linienquellen er­
gibt sich als Summe der beiden Einzelpotentiale; es ist 

Q l c2 rp= 2-l n-+k1 . ns c1 
(251) 

---q;..="----cr.--_._4 :----- Für weit entfernte Punkte nähert sich c2fc1 dem Wert 1. Daher 
f- stellt k1 das Potential unendlich weit entfernter Punkte dar. 

Wählt man einen solchen Punkt als Bezugspunkt für das Po­
Abb. 72. Zur Berechnung 
des elektrischen Feldes 
zweier paralleler Linien-

tential, so wird Q l c2 rp= 2-l n-. ns c1 
(252) 

quellen. 
Die Niveauflächen sind durch die Bedingung q; = konst be­

stimmt. Daraus folgt für die Niveaulinien in der Zeichenebene die Bedingung 

~=konst=k, (253) 
c2 

die aussagt, daß die Niveaulinien Kreise sind, für deren Bestimmungsstücke die 
Gl. (204) und (205) gelten, Abb. 63. Bezeichnet man die Spuren der beiden Linien­
quellen mit C und D, so ergibt sich die Abb. 73, in die außerdem noch der Hal­

bierungspunkt 0 der Strecke CD= a eingetragen 
ist. Für den Abstand des Kreismittelpunktes M von 

t' 8 0 gilt nach Gl. (205) 
a a a a k2_t_l 

Xo=2+b=2+k2=1 =2 k2~I· (254) 

Daraus folgt mit Hilfe von Gl. (204) 
Abb. 73. Niveaulinie des Feldes. ( )2 

x~-r~= ; . (255) 

Auf Grund dieser Beziehung können die Niveaulinien durch die in Abb. 74 darge­
stellte Konstruktion gefunden werden. Man schlage um 0 mit dem Radius fa einen 
Kreis. Um dann zu einem beliebigen Punkt P dieses Kreises die Niveaulinie zu er­

a r 

}! cz\\ o ~ 
~OL~~ 
I I 

' Xoc-----
Abb. 74. Konstruktion der Niveaulinien. 

halten, lege man in P die Tangente an den 
Kreis. Sie schneidet auf der Verlängerung von 
CD den Mittelpunkt des gesuchten Niveau­
kreises aus. 

Beweis: In Dreieck OPM ist 

OM 2 -MP2 =P02 , 

wie es nach Gl. (255) sein muß. 
Je kleiner der Radius des Niveaukreises 

ist, um so enger rückt Man D heran. Um den 
Niveaukreis für einen vorgegebenen Wert von 
k zu zeichnen, also für ein bestimmtes Poten­

tial, errichte man in 0 die Senkrechte auf CD. Zieht man dann vonPaus die beiden 
Strahlen c1 und c2 und verlängert DP bis zum Schnitt N mit der Senkrechten, so ent­
stehen die beiden einander ähnlichen rechtwinkligen Dreiecke: 

~CDP,....._~ODN. 
Daher gilt 

oder (256) 
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Die Senkrechte ON kann also als Skala für k eingeteilt werden. Für k = l rückt M 
ins Unendliche, der Kreis wird zur Mittelsenkrechten ON. Für Werte von k, die 
kleiner als l sind, liegt der Mittelpunkt des Kreises links von G. Das Niveaulinienbild 
wird symmetrisch zu der Mittelsenk-
rechten, Abb. 75. 

Die Verschiebungslinien ergeben 
sich aus der folgenden Überlegung. 
Ebenso wie sich die Potentiale der 
beiden Linienquellen ungestört zum 
Gesamtpotential überlagern, so setzen 
sich auch die von den Quellen aus­
gehenden Verschiebungsflüsse einfach 
zusammen. Wir denken uns über 
a, c1 und c2, Abb. 72, drei auf der 
Zeichenebene senkrechte Ebenen er­
richtet. Zwischen den beiden Ebenen 
über a und c1, die den Winkel cx1 ein­
schließen, geht von der Linienquelle ein 
Verschiebungsfluß aus von der Größe Abb. 75. Niveaulinien und Verschiebungslinien der parallelen 

IX Linienquellen entgegengesetzt gleicher Ladung. 
Q1=2~Q. (257) 

Dieser Fluß geht durch eine über der beliebigen Linie PS errichtete Fläche von 
links nach rechts hindurch. Zwischen den beiden Ebenen über a und c2 ist ferner 
der Teil IX 

~=2~Q ~~ 

des auf der rechten Linienquelle mündenden Verschiebungsflusses eingeschlossen. 
Er tritt durch die Fläche PS ebenfalls von links nach rechts hindurch. Insgesamt 
hat also der Verschiebungsfluß, der durch die über PS errichtete Fläche hindurch-

geht, die Größe !L _ (_!_-~) 
2n(cx1 +cx2)-Q 2 2n · 

Bewegt sich der Punkt P auf einer Verschiebungslinie, dann bleibt dieser Fluß 
konstant. Die Gleichung der Verschiebungslinie ist also durch 

cx=konst 
gegeben. Die Verschiebungslinien sind danach Kreise mit dem Peripheriewinkel cx, 
deren Mittelpunkte auf der Mittelsenkrechten über GD liegen, Abb. 75. Ver­
schiebungslinienbündel gleichen Verschiebungsflusses erhält man, wenn man Werte 
einer arithmetischen Reihe für cx wählt (in Abb. 75 ist cx= oo, 22,5°, 45°, 67,5° usw.; 
der ganze Verschiebungsfluß Q ist dann in 16 gleiche Teile geteilt; die Verschie­
bungslinien bilden in der Nähe der Linienquellen Winkel von 22,5° miteinander). 

Da die Niveauflächen Zylinder sind, so gilt das Feldbild auch für zwei parallele 
zylindrische Elektroden. Die Verschiebungslinien endigen dann auf diesen Zylin­
dern. Haben die Zylinder die Radien r0 und den Achsenabstand c, Abb. 75, so fin­
det man die Lage der Linienquellen, durch die das elektrische Feld außerhalb der 
beiden Zylinder dargestellt werden kann, aus Gl. (255) mit x0 = cj2 

; =v (~ r -r~. (259) 

Das Potential auf der Verbindungslinie GD ist im Abstand x von dem Punkt 0 
nach Gl. (252) a 

Q 2-x 
<p=2Zln--. (260) 

ne ~+x 
2 
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Die Feldstärke auf dieser Verbindungslinie hat daher den Betrag 

1~1=2~el(;~x+ ;~x) (261) 

und die Richtung der Verbindungslinie. Potential und Feldstärke sind in Abb. 76 
aufgezeichnet. Die Spannung zwischen den beiden Elektroden ist 

a c 
-+--ro 

U 0 = _!L In _!_-2-- · 
nel ~-~+ro' 

2 2 

(262) 

hieraus folgt für die Kapazität unter Benutzung von GI. (259) 
O nel . 

ln[~+v(~)2-1 2r0 2r0 

(263) 

Die elektrische Feldstärke hat ihren größten Wert an der Zylinderoberfläche, nämlich 

-1-, 
I 
I 
I 
I 

Abb. 76. Potential und Feldstärke zwi­
schen den Llnienquellen. 

\~m\=Uo v~~ . (264) 

(c-2r0)ln[2: 0+V (2~J-1] 
Wenn der Radius der beiden Zylinder nahezu 

gleich dem halben Achsenabstand ist, so ergibt sich 
eine hohe Feldstärke, die mit zunehmender Annähe­
rung der beiden Zylinderoberflächen dauernd wächst. 
Ebenso wird die Feldstärke groß, wenn die Zylinder­
radien sehr klein gemacht werden. Für ein be­
stimmtes Verhältnis von Achsenabstand zu Radius 
ergibt sich ein Minimum der Feldstärke, nämlich für 

~=5,85. 
ro 

Ist das Verhältnis von Achsenabstand zu Radius größer als dieser Wert, dann kann 
bei entsprechender Spannung eine stabile Glimmentladung der Luft (Korona) auf­
treten; das ist der Fall bei den Hochspannungsleitungen, bei denen cfr0 gewöhnlich 
größer als 20 ist. 

Zahlenbeispiele: GI. (264) läßt sich schreiben 

l~mi=-U2° f. c- r0 
(265) 

Hier stellt der erste Faktor die Feldstärke dar, die sich bei gleichmäßiger Verteilung des Poten­
tials zwischen den beiden Zylindern ergeben würde. Der Faktor I hat die Größe 

fx2 -1 c I= . ; X=-. 
ln[x+fx2~1] 2ro 

(266) 

Für verschiedene Verhältnisse von cfr0 ergeben sich für diesen Faktor die in der folgenden Tabelle 
angegebenen Werte: 

cfr0=2,0 2,4 3 4 6 10 20 
1=1,0 1,065 1,161 1,315 1,604 2,138 3,325 

Bei relativ großen Abständen der beiden Zylinder, wie sie bei Freileitungen vorkommen, kann 
man die Zahl1 unter der Wurzel vernachlässigen und erhält 

1=-c-. (267) 
2r0ln~ 

ro 
Für cfr0 = 20 ergibt dies den Wert I bereits auf 0,4% genau. Wie der Vergleich mit Gl. (241) 
zeigt, ist die Feldstärke dann ungefähr halb so groß wie zwischen 2 konzentrischen Zylindern mit 
den Radien r 0 und c. 
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Für die Kapazität zwischen den beiden parallelen Zylindern ergibt sich, wenn e0 eingesetzt 

wird, C 0,0278 ,uF c 
z=ln[x+fxL1]km; X=2ro" 

Der NennerN hat für die verschiedenen Verhältnisse von cjr0 die in der folgenden Tabelle an­
gegebenen VVerte: 

cjr0=2,4 
N=0,622 

3,0 
0,963 

4 
1,317 

6 10 
1,763 2,292 

20 
2,993 

Bei größeren VVerten von cjr0 kann wieder die gleiche Vernachlässigung eingeführt werden wie 
oben; dann gilt c 0,0278 ,uF . 

= In c km . (268) 

ro 

Die folgende Tabelle 
einheit: 

gibt einige hiernach berechnete VVerte der Kapazität für die Längen-

cjr0=20 
Cjl=0,00929 

50 
0,00711 

100 
0,00604 

200 
0,00525 

500 
0,00447 

1000 
0,00403 ,uF jkm. 

In dem Feldbild, Abb. 75, ist die Mittelebene eine Niveaufläche. Wird sie durch 
eine leitende Elektrode ersetzt, so ergibt sich das Feld zwischen dieser ebenen Platte 
und einem parallelen Zylinder. Bei gleicher Ladung des Zylinders ist die Spannung 
zwischen Platte und Zylinder halb so groß wie die zwischen den beiden Zylindern. 
Bezeichnet man daher den Achsenabstand des Zylinders von der Platte mit h, so 
gilt für die Kapazität 2nel 

C= 
[ h 11 h 2 J' In ro +v (rJ -1 

(269) 

eine Formel, die für den Fall einer Einfachleitung mit der Höhe h über dem Erd­
boden angewendet werden kann. Wenn man, wie es meist der Fall ist, hjr0 als groß 
gegen l ansehen kann, so geht diese Formel über in die GI. (230), deren Gültigkeit, 
wie früher gezeigt wurde, noch davon abhängt, ob hfl genügend klein ist. Die Feld­
stärke an der Oberfläche einer solchen Leitung ist angenähert 

Ire: 11=~-h-~_Uo 
,~m h-r0 2h 2h ' 

r0ln- r0ln-
ro ro 

(270) 

wenn mit U0 die Spannung zwischen Leitung und Erde bezeichnet wird. 
Wenn man die beiden Linienquellen einander mehr und mehr nähert, so ergibt 

sich ein Gebilde, das in Analogie zu dem bereits betrachteten Dipol der beiden Punkt­
quellen steht. Das Potential ist 

Q Q 
cp=+ 2nellnr- 2nelln(r+bcosoc), 

bei gleichen Bezeichnungen wie in Abb. 64. Es folgt hieraus für verschwindend 
kleinen Abstand b Qb cos C( 

cp=- 2nel_r_· 

Das Dipolmoment ist für die Längeneinheit 

M= _!]!!_ 
l ' 

und es gilt 

(271) 

(272) 

M COSrt: 
cp= 2nc:_r_· (273) 

Die Niveauflächen sind Zylinder, deren Achsen in der Dipolebene liegen, und die die 
Mittelebene des Dipols tangieren. Man kann, ähnlich wie bei der Kugel, diese Potential­
funktion benutzen zur Berechnung des Feldes in der Umgebung eines leitenden 
Zylinders, der sich in einem ursprünglich homogenen Feld senkrecht zu dessen 
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Kraftlinien befindet. Man muß dann zu dem Potential des Dipols das Potential 
des homogenen Feldes f[J= -l@olrcOSIX 

addieren. Das Moment M des Dipols wird durch die gleiche Grenzbetrachtung be­
stimmt wie bei der Kugel. Es ergibt sich für das Gesamtpotential 

fP=I@ol( -r+ r!)cosiX. (274) 

Die Feldstärke an der Zylinderoberfläche wird 

I@ I = - ~tp I = 21 @0 I cos IX . 
ur ro 

Sie ist also hier maximal nur doppelt so groß wie die ursprüngliche Feldstärke. Ganz 
I' entsprechend wie im Fall der Kugelläßt sich auch der 

Fall behandeln, daß der Zylinder geladen ist; dann 
muß in seiner Achse noch eine Linienquelle mit ent­
sprechender Ladungsbelegung angebracht werden. 

Der Verlauf der Verschiebungslinien ergibt sich 
durch eine ähnliche Betrachtung wie bei den paral­

-----"c;JC--=:1~-l....----".r----;;.!.----- lelen Zylindern. Bezeichnet man den Abstand eines 
C J' beliebigen Punktes P von der Ebene des Dipols mit y, 

Abb. 77, die Abszisse mit x, so gilt 

!I 

Abb. 77. Zur Berechnung der Verschie­
bungslinien eines Linlendipols. 

y=rsiniX; x=rcosoc. (275) 

Durch die Ebene mit der Spur PS geht, vom homo­
genen Feld herrührend, ein Verschiebungsfluß von der Größe 

Q1 = l@0 lsly (276) 

von links nach rechts hindurch, wenn diese Richtung der Verschiebungslinien des 
homogenen Feldes vorausgesetzt wird. In 0 befindet sich dann eine negative, in D 

Abb. 78. Ungeladener Metall­
zylinder im homogenen Feld. 

Daher ergibt sich 

eine positive Ladung Q. Die durch PS hindurchgehenden 
Verschiebungsflüsse dieser Ladungen haben die Größe 

und 

(277) 

(278) 

Der gesamte Verschiebungsfluß in der Fläche PS ist also 

I I 0(-0(1 

Qp= @0 sly+Q~. (279) 

Nun gilt bei verschwindender Größe von b 

_ :YQPD- bsin<X 
OC-IXl-~ --r-· 

Das Dipolmoment hat den Wert 

M =2nsl@0 lr~. 

Qp= l~ol sl[rsiniX+ r: sin IX J. 

(280) 

(281) 

(282) 

Die Gleichungen der Verschiebungslinien lauten Qp = konst, die der Niveau­
linien f{J = konst. Niveaulinien und Verschiebungslinien sind in Abb. 78 dargestellt. 

13. Mehrleitersysteme. 
Sind mehrere Leiter vorhanden, die sich auf verschiedenen Potentialen be­

finden, so ergeben sich im allgemeinen Verschiebungslinien zwischen je zwei be­
liebigen dieser Leiter. Von der Oberfläche einer jeden Elektrode gehen dann Ver­
schiebungsflüsse nach sämtlichen andern Elektroden über; eine der Elektroden kann 
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dabei auch die Erde sein. Die Gesamtheit dieser Verschiebungsflüsse ist die Ladung 
der betreffenden Elektrode. 

Die Ladungen sind auf den Oberflächen der Elektroden in irgendeiner Weise 
verteilt; bezeichnen wir die Ladungsdichte an irgendeiner Stelle einer Elektrode mit 
q, so ist qdF die Ladung eines Flächenelementes dF. In einem Punkt P des Raumes, 
der von diesem Flächenelement den Abstand c hat, ruft diese Ladung einen Beitrag 
zum Potential hervor von der Größe [Gl. (190)] 

d = qdF 
(/J 4nsc· 

Das Gesamtpotential im Punkt P ergibt sich, wenn man diese Beiträge über alle 
Leiteroberflächen l, 2, 3 usw. summiert, also 

=-I_j_qdF +-I_j_qdF + .... 
(/J 4ns:V c 4ns:V c 

(283) 

1 2 

Es stellt sich eine solche Ladungsverteilung ein, daß das Potential qJ auf jeder Leiter­
oberfläche einen konstanten Wert hat. Die Ladungen der einzelnen Leiter werden 
durch Integration der Ladungsdichte über die Oberflächen erhalten: 

Q1 = ~qdF; Q2 = ~qdF; usw. (284) 
1 2 

Wenn man nun eine zweite Ladungsverteilung q' annimmt, so gilt entsprechend für 

das Potential m' =_I_ J_ q'dF +_I_ J_ q'd~ + .... 
T 4n er C 4n e 'j' C (285) 

Zu einer Verteilung 

gehört daher das Potential 

1 2 

q" =q+q' 
qJ''=qJ+ffJ'· (286) 

Die Potentiale, die zu verschiedenen Ladungsverteilungen gehören, überlagern sich 
also ungestört. Macht man alle Ladungen k mal so groß, so wächst auch das Potential 
in einem beliebigen Raumpunkt auf das k-fache. 

Es seien nun sämtliche Ladungen Null mit Ausnahme der Ladung Q1 auf Leiter 1. 
Dann ergeben sich nach dem eben Gesagten auf den Elektroden Potentiale, die pro­
portional Q1 sind, die sich also in der Form 

a1 Ql' a2Qu aaQl' · · · 
schreiben lassen, wobei die Konstanten a unabhängig von der Ladung Q1 sind. 
Genau so ergeben sich für den Fall, daß alle Ladungen mit Ausnahme der Ladung Q2 

des Leiters 2 Null sind, die Potentiale der Elektroden zu 
a~ Q2 , a; Q2 , a; Q2, ... 

und ebenso für die anderen Leiter. Auf Grund des Satzes von der ungestörten Über­
lagerung der Einzelpotentiale gilt daher für die wirklichen Potentiale der Elektroden 
bei Vorhandensein aller Ladungen 

ffJ1 =a1 Ql +a~ Q2+a~ Qa+ · · ·, 

ffJ2=a2Q1 +a;Q2+a~Qa+ · · ·, 

ffJa=aaQl +a;Q2+a~Q3+ · · ·, 

Aus diesen Gleichungen folgt 

f/J1- f/J2 = bl Ql + b~ Q2 + b~ Q 3 + • • • ' 
ffJ1-ffJa=b2Q1 +b;Q2+b~Q3+ · · ·, 

f/J1- (/J4=baQ1 +b;Q2+b~Qa+ · · ·, 

(287) 

(288) 



76 Das elektrische Feld. 

wobei die Koeffizienten b in leicht ersichtlicher Weise aus den Koeffizienten a zu 
bilden sind. Auf der linken Seite dieser Gleichungen steht nun jeweils die Spannung 
zwischen dem Leiter 1 und einem der anderen Leiter. Sind n Leiter vorhanden, so 
ergeben sich n- 1 derartige Gleichungen. Wird dazu noch die Gleichung 

Ql+Q2+Q3+ ... =Ü (289) 

genommen, die aussagt, daß jede Verschiebungslinie auf irgendeinem der Leiter 
endigt, so entstehen gerade hinreichend viele Gleichungen zur Berechnung der 
Ladungen aus den Spannungen. Da es sich um lineare Gleichungen handelt, so hängen 
die Ladungen linear von den Spannungen ab. Die Ladung des Leiters 1 läßt sich 
daher in der Form schreiben 

Ql =K12(971- 972)+ K13(971-973)+ K14(971 -974) + · · ·, (290) 

\ / in der die Größen K Konstante von der Dimension einer 

~ ..--1{~ I KatpazitDät. sindD, diet s1i1ch auds denL Kdoeffizienkten a zusamme~-
\ I / J ~ se zen. 1ese ars e ung er a ungen ann man nun m 
""-~~ .#././ 1 \ folgender Weise deuten . 

.-.- 1 f t , Q1 stellt den gesamten Verschiebungsfluß dar, der von 

I \ """...__*I I 1 dem Leiter 1 ausgeht. Er kann nach GI. (290) in eine Summe 
~ ~ ' J von einzelnen Verschiebungsflüssen zerlegt werden. Jeder 

'-- 2 ..." dieser Verschiebungsflüsse ist proportional der Spannung 
-" 1 '""" zwischen dem Leiter und einer der andern Elektroden. Man 

Abb. 79. Verschiebungslinien kann daher die Summanden als Verschiebungsflüsse deuten, 
zwischen drei Elektroden. die von dem Leiter 1 zu den andern Elektroden übergehen. 

In Abb. 79 sind z. B. die Verschiebungsflüsse zwischen 
drei Elektroden veranschaulicht; die Ladung des Leiters 1 entspricht der Summe 
der beiden Verschiebungsflüsse nach den beiden andern Leitern hin. Das gleiche gilt 
für die Ladungen der andern Leiter. Allgemein läßt sich z. B. die Ladung des Lei­
ters 2 darstellen durch 

Q2=K21( 972 -971) + K2s( 972- 973) + K24( 972- 974H- · · ·. (291) 

Da nun der von dem Leiter 2 nach dem Leiter 1 übergehende Verschiebungsfluß 
entgegengesetzt gleich sein muß dem Verschiebungsfluß, der von 1 nach 2 übergeht, 

C
~-.11115 K12(971-972)= -K21(972-971), 

'! so folgt 
K12=K21' 

1 und allgemein Ku"=K"w (292) 

1 ,f....,.-....._---- Man nennt die Größen K die Teilkapazitäten des 
1 \\ "'-..... Mehrleitersystems (Maxwell). Die Teilkapazität zwischen 
\\ ~\ 'J zwei beliebigen Elektroden p, und v kann grundsätzlich so ge-

""- \ 1 messen werden wie die Kapazität eines Kondensators, indem 
l tJ man die bei einer bestimmten Spannung zwischen den Elektro-

den von diesen aufgenommene Ladung bestimmt. Um z. B. in 
~~i~ka~~zit~e~~~~he~ei dem System von fünf Leitern, Abb. 80, die Teilkapazität zwischen 

und 2. 1 und 2 zu messen, lädt man die Leiter 2, 3, 4 und 5 gegenüber 1 
zum gleichen Potential auf und mißt mit dem ballistischen 

GalvanometerG die Elektrizitätsmenge Q12, die beim Anlegen einer Stromquelle mit 
der EMK E zwischen 1 und 2 durch den Leiter 2 hindurchgeht. Es ist dann 

K 12 = ~2 • (293) 

Für praktische Zwecke besser geeignete Methoden zur Messung der Teilkapazitäten 
sind in Abschnitt 19 beschrieben. 

In einem System von n Leitern finden sich !n(n-1) Teilkapazitäten. Man kann 
diese Teilkapazitäten durch Kondensatoren veranschaulichen, die zwischen die be-
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treffenden Leiter eingeschaltet sind. Das Ersatzschema für die drei Leiter der Abb. 79 
besteht also aus drei im Dreieck angeordneten Kondensatoren. Der Vorteil der 
Einführung der Teilkapazitäten liegt darin, daß sie unabhängig von den Spannungen 
zwischen den Elektroden sind. 

Aus diesen Überlegungen darf nicht geschlossen werden, daß die den Teil­
kapazitäten entsprechenden Verschiebungsflüsse in Form von Verschiebungslinien 
in dem Feldbild vorhanden sein müßten. Die durch Gl. (290) ausgedrückte Zerlegung 
ist eine rein mathematische. Als Beispiel zeigt Abb. 81 den grundsätzlichen Verlauf 
der Verschiebungslinien zwischen zwei pa­
rallelen Doppelleitungen 12 und 34; es ist 
dabei angenommen, daß die beiden Leiter 1 
und 3 ein und dasselbe positive Potential 
haben, die Leiter 2 und 4 das gleiche negative 
Potential. Obwohl z. B. zwischen den Leitern 2 
und 3 die volle Potentialdifferenz besteht und --E---.... J -----~--.... _...,. __ y.r ...."1'...-
daher die Teilkapazität K 23 zwischen diesen ....----1\""---~---if-
beiden Leitern einen Beitrag zur Ladung der # /+', ....-/ -\ ...... ..", 

,,, '--~-- "' Leiter liefert, gehen doch keine V erschie- r 'I' 

bungslinien zwischen diesen Leitern über. \ 
Das Bild der Verschiebungslinien hängt Abb. 81. Verschiebungslinien bei vier parallelen 

stark von dem Verhältnis der Spannungen Drähten. 

zueinander ab. Als Beispiel werde das elek-
trische Feld in der Umgebung einer Drehstrom-Freileitung betrachtet. Zwischen 
den drei Leitungen und Erde finden sich sechs Teilkapazitäten, deren Größe unab­
hängig von den Betriebsspannungen ist. In Abb. 82 ist der Verlauf der Verschie-

c) 

~ ~~~~~~~~ 
Abb. 82. Verschiebungslinien einer Drehstromleitung. 

bungslinien gezeigt, der wegen der zeitlich veränderlichen Spannungen sich zeitlich 
fortgesetzt ändert. Es sind folgende Zeitpunkte herausgegriffen: 

a) Die Spannung zwischen Leiter 1 und Erde (Phasenspannung) hat ihren 
Maximalwert. Wegen der zeitlichen Verschiebung von je Ya Periode der drei Phasen­
spannungen haben dann die Spannungen der beiden anderen Leiter einen negativen 
Wert von halber Größe; also 

Phasenspannung 1 = 1 

b) Eine zwölftel Periode später: 

2 = -0,5 
3 = -0,5. 

Phasenspannung 1 = 0,866 

" 2 = 0 
3 = -0,866. 

c) Eine weitere zwölftel Periode später: 
Phasenspannung 1 = 0,5 

2 = 0,5 
3 = -1. 
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d) Eine weitere zwölftel Periode später: 
Phasenspannung I = 0 

" 2 = 0,866 
3 = -0,866. 

Wie die Abb. 82 zeigt, ergeben sich schon in diesem einfachen Fall elektrische 
Felder von sehr komplizierter Form. Das betrachtete Feld stellt ein elektrisches 
Drehfeld dar; das Maximum der Kraftliniendichte wandert im Sinne der Phasen-

J~ folge l, 2, 3 sooftmal in der Sekunde herum, wie es 
1 :7 die Frequenz des Drehstromes angibt. 

r; ---;• _ __".., Trotz des komplizierten Verlaufs der Verschiebungs-
~~ r; linien ist gerade in dem praktisch wichtigen Fall der 
i Leitungen die Berechnung der Teilkapazitäten sehr 
l einfach. Man benützt dabei den Satz von der ungestör-
1 ten Überlagerung der Einzelpotentiale. In Abb. 83 seien 

~~~~$~~~~*'~drei parallel zur Erdoberfläche aufgehängte Leitungen 
I 
I ' 

V 
J' 

Abb. 83. Zur Berechnung der Teil­
kapazitäten von Leitungen. 

1, 2, 3 dargestellt. Die Wirkung der Erdoberfläche 
kann dadurch berücksichtigt werden, daß Spiegel­
bilder 1', 2' und 3' mit entgegengesetzt gleichen La­
dungen angebracht werden. Nach Abschnitt 12 kann 
man ferner die Leitungsdrähte durch Linienquellen 
in den Drahtachsen ersetzen. Dann gilt für das Po­
tential in einem beliebigen Punkt P, wenn die Ab­
stände dieses Punktes von den Drahtachsen in der 

aus der Abbildung ersichtlichen Weise bezeichnet werden, und Q1, Q2, Q3 die 
Ladungen der Drähte bedeuten, 

qJ = -2 I -l· [Q1ln r~ + Q2ln r~ + Q3ln r~J. 
ne ~ ~ ~ 

(294) 

Der Nullpunkt des Potentials ist dabei in die Erdoberfläche verlegt. Die Niveau­
flächen sind Zylinder, deren Spuren aber nur in der unmittelbaren Nähe der Draht­

/ achsenKreisform annehmen. Unter der Voraussetzung, daß die 
-~--~ Drähte hinreichend dünn sind, erhält man daher das Potential 

~- 1 1 eines Drahtes, wenn man den Punkt P bis auf einen Abstand an 
1 \ 1 11 die Drahtachse heranrücken läßt, der gleich dem Radius des be-

h). \ / 1 t treffenden Drahtes ist. Es ergeben sich so ebenso viele Gleichun-
I ~ 10 J gen für die Drahtspannungen, als Drähte vorhanden sind. Zur Be-

+'--~'--~'--~~ rechnung der Teilkapazitäten hat man diese Gleichungen nach 
hA 1 \ I den Ladungen aufzulösen und in die Form der GI. (290) zu bringen. 
I I \ ih, Als Beispiel werde die Berechnung der Teilkapazitäten einer 

;~---..!! \ l Doppelleitung betrachtet, Abb. 84. Die beiden Drähte sollen die 
------~ Abstände h1 und h2 vom Erdboden haben, der gegenseitige Abstand 

i'' sei mit a, der Abstand eines Drahtes von dem Spiegelbild des 
Do~~~ie~t~g. andern sei mit b bezeichnet. Die Drahtdurchmesser seien d1 und d2. 

Dann gilt nach GI. (294) 

({JI = 2nieoz[.Qlln 4~1 + Q2ln! J; I 
I [ b 4k2J 

tp2= 2neol Qllna + Q2lnl.i; . 

(295) 

Die Auflösung nach Q1 und Q2 ergibt 

Q1 [ln 4~1 ln 4~2 -ln2 ! J =2ne0 l[rp1 ln ~~2 -rp2 ln! J; ) 
[ 4k1l 4k2 2 b] [ 1 4k1 b] Q2 lnl4 nd;"-ln a =2neol 'P2 n(4-tpllna- • 

(296) 



Das ruhende elektrische Feld. 79 

Wir bringen diese Gleichungen in die Form der Gl. (290): 

Q1 [ln 4~1ln 4~2 -ln2-~ J = 2ne0 l [ rp1 (ln 4~2 -ln!) + (rp1 -rp2) ln ! J; l (297] 
Q2 [In ~1ln ~2 -ln2 ! J = 2ne0 l[ rp2 (ln 4~1 -In!)+ (rp2 - rp1)ln ! J. 

Damit folgt für die Teilkapazitäten, die durch die Kondensatoren in Abb. 85 dar-
gestellt sind, 4 h2 b 

ln--ln-
d2 a 

Klo= 2nsol 4h 4h b 
ln-1ln-2 -ln2 -

d1 d2 a 

(298) 

4hl b 
ln--ln-

K 2 l d1 a 
2o = n so 4 h 4 h b -

ln-1ln-2 -ln2 -
d1 d2 a 

(299) 

b 
ln--

a 
K12= 2nsol 4h 4h b . 

ln-1ln-2 -ln2 -
d1 d2 a 

(300) 

Wenn die beiden Drähte in einer Horizontalebene liegen und gleiche Drahtdurch­
messer haben, dann ist 

h1=h2=h, 
und es wird 

K10=K2o= In 4:v~ + (2ahr; 
(301) 

lnV~+(2:y 
(302) 

Liegen die beiden Drähte in einer Vertikalebene, so ist in Gl. (298) ... (300) zu setzen 
a=h2-h1 , b=h2+h1 • 

Die Teilkapazität liefert eine schärfere Formulierung des Begriffes der. Kapazität. 
Bei den meisten Anwendungen sind mehr als zwei Leiter vorhanden; dann kann 
nicht ohne weiteres ein einziger Kapazitätswert für die betreffende 
Anordnung angegeben werden; definiert sind dann nur die Teilkapa­
zitäten. In vielen Fällen kann man jedoch die Darstellung verein­
fachen durch die Einführung der sogenannten Betriebskapazi­
tät des Mehrleitersystems. Man versteht darunter die Er­
sa tzka pazi tä t für eine bestimmte Betriebsart. Z. B. ist die normale 
Betriebsart einer Doppelleitung die, bei der ein Draht als Hinleitung, 
der andere als Rückleitung des Stromes verwendet wird. In dem 

1~':1K, 
1,' r: 

~~:~"&'®..~ 
Abb. 85. Teilkapa­
zitäten einer Dop-

pelleitung. 

Schema der Teilkapazitäten, Abb. 85, liegen dann die beiden Kondensatoren K 10 

und K 20 in Reihe miteinander zwischen den Klemmen der Stromquelle, parallel zu K 12• 

Die Leitung wirkt daher für die Stromquelle so wie ein Kondensator mit der Kapazität 

0 K1oK2o 
12=K12+ K +K (303) 

10 20 

Das ist die Betriebskapazität der Doppelleitung für diese Betriebsart. Im Fall der 
beiden, in gleicher Höhe liegenden Drähte ergibt sich daraus mit Hilfe der Formeln 
(301) und (302): 

(304) 
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Diese Beziehung unterscheidet sich von der früher für die beiden frei im Raum 
befindlichen Drähte abgeleiteten durch die Wurzel im Nenner. Diese Wurzel berück­
sichtigt also die auf der Erdoberfläche influenzierten Ladungen. Bei sehr großer 
Höhe über dem Erdboden wird sie l. Wenn andererseits die Höhe h über dem Erd­
boden klein gegen den Drahtabstand a ist, dann wird die Betriebskapazität halb so 
groß wie die Kapazität einer Einfachleitung. Bei den in der Starkstrom- und Schwach­
stromtechnik praktisch vorkommenden Freileitungen unterscheidet sich die Wurzel 
um weniger als ein Tausendstel von l. Die Betriebskapazität kann daher fast immer 
nach der Formel (268) berechnet werden, um so eher als in Wirklichkeit immer 
andere Einflüsse vorhanden sind, die die Kapazität in gleicher Größenordnung ver­
ändern, z. B. Unebenheiten des Erdbodens, Bäume und dgl., ferner die Isolatoren 
und Maste. 

Eine andere Betriebsart der Doppelleitung stellt der sogenannte Einfachbetrieb 
der Telegraphie dar, bei dem jeweils ein Draht als Hinleitung und die Erde als Rück­
leitung des Stromes benutzt wird. Die Betriebskapazität ist dann die Ersatzkapazität 
zwischen einem Draht und Erde. Ihre Größe hängt davon ab, ob der andere Leiter 
isoliert oder geerdet ist. Im ersten Fall ergibt sich keine Beeinflussung des Potential­
feldes durch den andern Leiter; die Betriebskapazität ist gleich der Kapazität der 
Einfachleitung gegen Erde. Im zweiten Fall dagegen liegen die Teilkondensatoren 
K 10 und K 12 einander parallel; es ist die Betriebskapazität 

~=~+~, (00~ 

In 4h2 

also 0 10= 2ns0 l 4 h 4 hd2 b . (306) 
ln-1ln~-ln2~ 

d1 d2 a 

Sie wird um so genauer gleich der Kapazität einer Einfachleitung, je mehr sich das 
Verhältnis bja dem Wert l nähert, je weiter also der zweite Leiter entfernt ist. Im 
übrigen vergrößert die Anwesenheit des zweiten Leiters die Kapazität. 

Eine Anwendung finden die Teilkapazitäten bei der 
~ Berechnung der Beeinflussung von Schwachstrom-

~z 1 leitungen durch parallellaufende Starkstromleitungen. 
lf20 Das elektrische Feld der Starkstromleitung erzeugt 

Potentialdifferenzen zwischen den Drähten der Schwach­
stromleitung, die zwar klein sind gegen die Spannungen 

Abb. 86. Kapazitive Beeinflussung in der Starkstromleitung, aber doch merkliche Störun­
einer Schwachstromleitung durch 

eine starkstromleitung. gen in den Schwachstromleitungen wegen der dort ver-
wendeten niedrigen Betriebsspannungen hervorrufen 

können. Das Schema der Teilkapazitäten für die Beeinflussung zwischen einer 
einzelnen Starkstromleitung (Fahrdraht einer elektrischen Bahn) und einer ein­
drähtigen Schwachstromleitung ist in Abb. 86 dargestellt. Bezeichnet man den 
horizontalen Abstand zwischen den beiden Leitungen mit c, so ist nach Abb. 84 

a= f c2+ (h1 -h2)2 ; 

b= fc2 + (hl +h2)2 , 

und es ist die Kopplungskapazität K 12 aus Gl. (300) zu berechnen. Wenn der Ab­
stand c der Leitungen groß gegen die Höhen ist, dann ergibt sich so die Näherungs-

formel K l 2 h1 h2 

12 =2nso 4h 4h . (307) 
c2ln-1ln-2 

dl d2 

Die Kopplungskapazität nimmt also umgekehrt mit dem Quadrat der Entfernung 
zwischen den beiden Leitungen ab, so daß die Vergrößerung des Abstandes zwischen 
den Leitungen ein wirksames Mittel zur Verminderung der Kopplung ist. 
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Zahlenbeispiel: Nennt man das Verhältnis des Leitungsabstandes zur mittleren Höhe 
der Leitungen cx, 0 

ct=-====, 
f hlh2 

so ergeben sich für ein Verhältnis von 

~=~=100 
dl d2 

die in der folgenden Tabelle aufgeführten Werte der Kopplungskapazität für die Längeneinheit 
cx=5 lO 20 50 100 

K 12/l=128 31 7,8 1,24 0,31,u,uFjkm; 

!2=~=500 
dl d2 

für 

wird bei ri.=5 lO 20 50 100 
K 12Jl=78 19,5 4,9 0,78 0,195 ,u,uFJkm. 

Mit Hilfe der Teilkapazitäten werden die Berechnungen über die gegenseitige 
Beeinflussung von Leitungen zurückgeführt auf die Berechnung von Stromver-
zweigungen (siehe Abschnitt 32). Die Abb. 87 ?1' 
veranschaulicht die Teilkapazitäten zwischen 1 

einer Drehstromleitung und einer Schwach- [ 
stromleitung, die grundsätzlich auf dem glei- I 
chen Weg wie in dem eben betrachteten ri 
Beispiel berechnet werden können. 

~~ ll~~~"~""'"~,~~~"~~l 
Abb. 87. Teilkapazitäten zwischen Drehstrom­

leitung und Einphasenleitung. 
Abb. 88. Zur Berechnung der Teilkapazitäten 

eines Drehstromkabels. 

Als weiteres Beispiel werde ein symmetrisches Dreileiterkabel betrachtet, Abb. 88. 
Die drei zylindrischen Leiter 1, 2, 3 befinden sich im Innern eines zylindrischen 
Bleimantels. Für die angenäherte Berechnung der Potentialverteilung bildet man 
zunächst die drei Leiter durch Linienquellen in ihren Achsen ab. Bezeichnet man 
deren Ladungen mit Q1 , Q2 , Q3 , so kann die Wirkung des Bleimantels auf die Potential­
verteilung durch drei Linienquellen 1',2',3' mit den Ladungen -Q1, -Q2, -Q3 be­
rücksichtigt werden. Für die Abstände b der Spiegelbilder gilt nach dem Gesetz der 
reziproken Radien b __ rö . 

a (308) 

Dadurch wird die Innenfläche des Bleimantels mit dem Radius r0 eine Niveau­
fläche. Die die Linienquellen umgebenden Niveauflächen sind ebenfalls Zylinder, 
deren Grundflächen aber um so mehr von der Kreisform abweichen, je mehr sie 
sich dem Bleimantel nähern. Bei nicht zu großem Leiterdurchmesser ergibt sich 
angenähert Kreisform. Dann gilt für die Potentiale der drei Leiter unter Berück­
sichtigung, daß die mittleren Abstände der Leiteroberflächen von den Linienquellen 
dj2, b-a, aß und y'a2+b2+ab sind, 

=-1~ [Q ln2 b~a +Q ln fli2+b2+a~+Q ln fiL2+6q_a~J-. (309) 
fPt 2nel 1 d 2 af3 3 a}3 ' 

l I t a2+b2+ab b-a l,;"+b2+ab1 
cp2 =2ncllQ1 ln a}3 -t-Q2 ln2-y+Q3ln----at3 i; (310) 

CfJa=2~el [ Q1ln fa2:~;+-a~-t-Q2 ln l_a2:~+a~+Q3 ln2 b~a]. (311) 

Küpfmüller, Elektrotechnik. 6 
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Aus Symmetriegründen sind die drei Teilkapazitäten zwischen den drei Leitern 
einander gleich, ebenso die drei Teilkapazitäten zwischen den Leitern und dem Blei-

1 mautel (Erdkapazitäten). Bezeichnet man diese mit K 0, jene 
mit K, Abb. 89, so gilt 

Ql = rp1Ko+ (rpl- IP2) K + (rpl- ~Pa) K; l .P :~(JK , Q,~~,K.+I~,-~,)K+(p,-~,)K; 
• ~ " Qa=rpaKo+(rpa-rpi)K+(rpa-rp2)K. 

I( Durch Auflösen dieser Gleichungen nach rp1 erhält man 

(312) 

Abb. 89. Teilkapazitäten K [ ( K ) J 
eines Drehstromkabels. rp1= Ko(Ko+3K) Ql 1+ Jl +Q2+Qa · (313) 

Der Vergleich mit Gl. (309) ergibt 
fa 2+b2+ab 2nelln-----

K=------- a-y3 __ ~---. 
ln 2b-~a a2+b2+ab1n 2 b-a -~l:l__ 

d 3a2 d )a2+b2f-ab 

(315) 

Für den Grenzfall, daß sich die drei Leitungen frei im Raum befinden, ergibt sich 
hieraus (r0 = oo) 2nel 

K 0 =0; K= -~-_. (316) 
3ln2af~ 

d 

Auf die Betriebskapazität des Drehstrom-Dreileiterkabels kommen wir im Ab­
schnitt 35 zurück. 

In den Kabeln der Fernsprechtechnik ist gewöhnlich eine große Zahl von Lei­
tungen untergebracht. Die Teilkapazitäten zwischen den einzelnen Leitungen haben 

Abb. 90. Bedingung für die 
kapazitive Entkopplung zwei er 

J,eitungen. 

hier eine elektrische Kopplung zwischen den mit den Lei­
tungen gebildeten Stromkreisen ("Nebensprechen") zur 
Folge, die natürlich unerwünscht ist. Eine Bedingung da­
für, daß die Kopplung zwischen zwei Leitungen verschwin­
det, läßt sich allgemein folgendermaßen formulieren. Es 
seien in Abb. 90 1 und 2 die beiden Adern der einen Lei­
tung, 3 und 4 die beiden Adern einer beliebigen anderen 
Leitung. Wenn dann 

K 13=K23 und K 14=K24 , 

dann halbieren die Leiter 3 und 4 das Potentialgefälle 
zwischen 1 und 2; d. h. sie haben gegeneinander keine Spannung. Man vermeidet 
also die Kopplung, wenn die Teilkapazitäten von jeder Ader zu den beiden Adern 
einer jeden anderen Leitung einander gleichgemacht werden. Dies wird mit einer 
gewissen Annäherung durch das sogenannte V erdrillen der Leitungen erreicht, wo­
bei die beiden Adern einer jeden Leitung schraubenlinienförmig umeinander herum­
geführt werden. 

14. Die mechanischen Kräfte im elektrischen Feld; Energie des 
elektrischt>n Feldes. 

Die auf eine Punktladung im elektrischen Feld ausgeübte Kraft ist nach früherem 
\ß=Q~. 

Dabei bedeutet~ die ursprüngliche elektrische Feldstärke am Orte der Punktladung. 
Die Kraft, die zwischen zwei Punktladungen Q1 und Q2 im Abstand a auftritt, läßt 
sich danach in folgender Weise berechnen. Wäre nur die Punktladung Q1 vorhanden, 
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so würde sich am Ort der anderen eine Feldstärke von der Größe 

I Q;I=~-
' 4:n:ea2 

einstellen. Für die Kraft gilt daher (Coulomb, 1785) 

Im I __ Qr Q2_ • 
+'i- 4:n:ea2 ' 

(317) 

sie sucht Ladungen gleichen Vorzeichens voneinander zu entfernen, Ladungen ent­
gegengesetzten Vorzeichens einander zu nähern. Von diesem durch Coulomb 
experimentell entdeckten Gesetz hat die Elektrizitätslehre ihren Ausgang genommen. 
Ihre Entwicklung ging gegenüber dem hier eingeschlage­
nen den umgekehrten Weg. Das Coulombsehe Gesetz gibt 
die Möglichkeit, die Elektrizitätsmengen zu messen; da­
mit konnte man auf Grund der GI. (144) die elektrische 
Feldstärke und die Spannung definieren. 

Das Coulombsehe Gesetz gibt eine Begründung für die 
bisher gemachte Annahme, daß die Ladungen ihren Sitz 
an der Oberfläche der elektrischen Leiter haben. Es werde 
eine geladene Kugel betrachtet, Abb. 91, und wie früher 
angenommen, daß die Ladung auf der Oberfläche gleich­
mäßig verteilt sei. P sei ein Punkt im Inneren der Kugel. 

+ 

Abb. 91. Berechnung der Kräfte 
Durch diesen Punkt denken wir uns gerade Linien so ge- iminnereneinergeladenenKugel. 

legt, daß die ganze Kugel in einzelne sehr schmale Dop-
pelkegel geteilt wird. In der Abbildung ist ein solcher Doppelkegel gezeichnet; 
F 1 und F 2 sind die beiden Grundflächen, a 1 und a2 die Höhen. Denken wir uns 
ferner in P eine Punktladung angebracht, so ist die von F 1 ausgeübte Kraft nach 
dem Coulombsehen Gesetz proportional F 1fai, die von F 2 ausgeübte Kraft propor­
tional F2fa~. Nun ist aber aus geometrischen Gründen 

Fr ai 
F 2 a~' 

die beiden Kräfte heben sich daher auf. Das gleiche gilt für alle anderen Doppel­
kegel. Auf Ladungen, die sich im Inneren einer geladenen Kugel befinden, werden 
also von Ladungen auf der Oberfläche bei der f 
angenommenen Verteilung keine Kräfte ausgeübt; ---T 
die Feldstärke ist dort Null, wie es im Gleich-
gewichtszustand sein muß. Würde die Abstoßungs­
kraft zwischen den Ladungen mit einer höheren als 
der zweiten Potenz abnehmen, so würden auf Ladun­
gen innerhalb der Kugel Kräfte einwirken, die nach 
dem Kugelinneren gerichtet sind; umgekehrt wür­
den bei geringerer Abnahme die Kräfte nach außen '----------~ 

Abb. 92. Berechnung der Kräfte in einem 
wirken, im Inneren der Kugel würden dann Ladun- Plattenkondensator. 

gen entgegengesetzten Vorzeichens übrig bleiben. 
Die Formel (317) gilt streng nur für Punktladungen; bei räumlich ausgedehnten 

Elektroden ist sie näherungsweise gültig, wenn die Elektrodenabmessungen klein 
gegen den Abstand sind. Die zwischen Elektroden beliebiger Größe und beliebigen 
Abstandes wirkenden Feldkräfte können berechnet werden, wenn man sich die 
Ladungen so fein unterteilt denkt, daß sie als Punktladungen aufgefaßt werden 
können. Die auf die Elektroden wirkenden Kräfte sind die Resultierenden aller an 
den Punktladungen angreifenden Kräfte. Als Beispiel sollen die Kräfte zwischen 
zwei parallelen Platten sehr großer Ausdehnung mit dem Abstand a berechnet werden. 
Bezeichnet man die überall zwischen den beiden Platten konstante Verschiebungs­
dichte mit 'll, so hat ein Flächenelement dF der einen Platte die Ladung j'lljdF. 

6* 
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Um die auf das Flächenelement ausgeübte Kraft zu berechnen, fällen wir von diesem 
Flächenelement ein Lot auf die andere Platte, Abb. 92, und zerlegen deren Ober­
fläche in schmale Kreisringe, die den Fußpunkt dieses Lotes konzentrisch umgeben. 
Die auf die Ladung I~ I dF im Punkt P von einem Flächenelement eines solchen 
Kreisringes mit der Ladung dQ ausgeübte Anziehungskraft hat nach dem Coulomb-
sehen Gesetz die Größe 1 :tll dF dQ 

-47t8(r"+a") • 

Die horizontalen Komponenten der von je zwei einander gegenüberliegenden Flächen­
elementen des Kreisringes herrührenden Kräfte heben sich auf, während sich die 
vertikalen Komponenten addieren. Die vertikale Komponente ist afir2+d2 mal so 
groß wie die Kraft selbst; die gesamte Ladung eines Kreisringes mit der Fläche 2r n dr 
ruft daher im Punkt P eine Kraft hervor von der Größe 

~dF I ~~_l";'tdra_ 
4ne(r2-f-a2) fr2-f-a2 · 

Die von der Gesamtladung der unteren Platte auf das Flächenelement dF der anderen 
Platte ausgeübte Kraft wird durch Integration über alle Kreisringe erhalten zu 

ro 
al:tll2dFJ_!!!"_3 = ~ l2dF [_!_ __ l_J. 

2e - 2e a l,r2+a2 
(r2-f-a2)2 t o 

0 

Wenn der Radius r0 groß gegen den Abstand a gewählt wird, dann gilt für den auf 
die Flächeneinheit der Platte ausgeübten Zug 

p=! 1 ~12 =! 1~1·1\!l=! ~'1~1 2 • (318) 

Zahlenbeispiel: Die Isolierstaffe können nur mit einer bestimmten höchsten elektrischen 
Feldstärke beansprucht werden, ohne daß ein Durchbruch eintritt (s. Abschn. 20). Am größten 
sind die zulässigen Feldstärken bei Glas und Glimmer. Die praktische Grenze liegt hier etwa bei 
500 kVjcm. Setzt man für die Elektrisierungszahl sr=S, so ergibt sich für die größte elektrische 
Zugkraft, die mit den bekannten Isolierstoffen hergestellt werden kann, 

l As V2 Ws kGr 
p=-8 . 0,886 . I0-13 • 25 . 1010 = 0,0886- ~ 0,9 ~-- . 

2 Vcm cm2 cm3 cm2 

Eine Glas- oder Glimmerplatte, die sich zwischen zwei Plattenelektroden befindet, kann also mit 
einem Flächendruck von rund l at durch die elektrischen Feldkräfte zusammengepreßt werden. 
In der Elektrotechnik arbeitet man durchweg mit erheblich geringeren Feldstärken; die mechani­
schen Beanspruchungen der Isolierstaffe durch die Feldkräfte sind daher immer sehr viel kleiner. 

Obwohl die Gl. (318) nur für ebene Elektroden abgeleitet wurde, läßt sich leicht 
einsehen, daß auch bei beliebigen Elektrodenformen Kräfte gleicher Größe auf­
treten müssen. Es werde eine Punktladung Q in sehr geringer Entfernung von der 
Oberfläche einer geladenen Elektrode beliebiger Form betrachtet. Fällt man von 
der Punktladung ein Lot auf die Oberfläche und grenzt auf der Oberfläche einen 
kleinen Kreis vom Radius r0 ab, so hat die auf die Punktladung Q durch die La­
dung r~nl~l der Kreisfläche ausgeübte Kraft auf Grund der obigen Überlegungen 

die Größe _ct_~Q I_!__ --=2:--= l. 
2 l a ~r&-f-a"J 

Läßt man die Punktladung Q genügend nahe an die Oberfläche der Elektrode hin­
rücken, so reduziert sich diese Kraft auf i~Q. Nun ist aber nach Gl. (144) die gesamte 
Kraft, die auf eine solche Punktladung in einem Feld mit der Feldstärke~ ausgeübt 
wird, Q~. Die Differenz, nämlich iQ~ ist daher dem übrigen Teil der Elektroden­
oberfläche außerhalb des Kreises mit dem Radius r 0 zuzuschreiben, oder anders 
ausgedrückt: Schneidet man aus der Oberfläche einer Elektrode ein kleines Scheib­
chen heraus und bringt an diese Stelle eine LadungQ, so wird auf diese Ladung eine 
Kraft ausgeübt von der Größe iQ~. Da nun das herausgeschnittene Scheibchen, 
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bei genügender Kleinheit, selbst als Punktladung vom Betrage 

Q=ron!~l 
aufgefaßt werden kann, so ist die Kraft, mit der dieses Scheibchen von der übrigen 
Ladung der Elektrode abgestoßen wird, ironl~!·l~l; sie ist nach außen gerichtet. 
Die an der Elektrodenoberfläche angreifenden Zugkräfte haben also für die Flächen-

einheit die Größe p=~l~l·l~l=~ej@!j2 

auch bei beliebiger Krümmung der Elektrodenoberfläche. Die Kräfte sind senkrecht 
zur Elektrodenoberfläche gerichtet. Man kann diese Kräfte dadurch veranschau­
lichen, daß man sagt, es bestehe längs der Verschiebungslinien eine Zugspannung 
von der durch GI. (318) gegebenen Größe (Faraday, Maxwell). 

Daraus geht nicht hervor, daß tatsächlich derartige Spannungen im Nichtleiter 
vorhanden sind. Mit den bis heute vorliegenden Erfahrungstatsachen ist die An­
nahme ebensogut vereinbar, daß die Elektroden irrfolge irgendeines unbekannten 
Prozesses über den leeren Raum hinweg aufeinander einwirken. Die Vorstellung 
der Nahewirkungstheorie, die insbesondere durch die mechanischen Spannungen 
im Nichtleiter gekennzeichnet ist, erlaubt jedoch eine anschauliche Darstellung 
der Vorgänge des elektrischen Feldes, die bei den für 
die Elektrotechnik in Betracht kommenden Erscheinun­
gen nicht im Widerspruch mit der Erfahrung steht. Die 
neueren Anschauungen vom Bau der Materie nehmen der­
artige Spannungen nur in den materiellen Nichtleitern 
an, wo sie durch die Wechselwirkung zwischen den elek­
trischen Ladungen der Atome und dem äußeren elek­
trischen Feld bedingt sind, nicht aber im leeren Raum. 
Eine anschauliche Vorstellung vom elektrischen Feld im Abb. 9j~:v-:;~y::u~~~~~f~.ruckes 
leeren Raum kann so jedoch nicht erhalten werden. 

Die längs der Verschiebungslinien wirkenden Zugspannungen haben einen Quer­
druck zur Folge, mit dem sich die Verschiebungslinien scheinbar abzustoßen suchen. 
Seine Größe kann auf folgende Weise berechnet werden. Durch zwei benachbarte 
Niveauflächen und durch Verschiebungslinien läßt sich an jeder Stelle des Feldes 
ein kleiner Kegelstumpf nach Abb. 93 abgrenzen. Wir denken uns diesen Kegel­
stumpf zu einem Kegel vervollständigt. Die elektrische Feldstärke innerhalb des 
Kegelstumpfes ist eine Funktion des Abstandes x von der Spitze des Kegels; für 
den Radius r gilt r=xtgcx. 

Bezeichnet man die Feldstärke auf der linken Seitenfläche mit ~. so hat sie auf der 

rechten entsprechend der Zunahme der Fläche den Wert @! ( l -2 ~), wobei dx 

die unendlich kleine Höhe des Kegelstumpfes bedeuten soll. Die auf die linke 
Seitenfläche wirkende Zugkraft ist 

n~ej~J2x2tg2 cx. 
Die auf die rechte Seitenfläche wirkende Kraft 

n! ej@!j2 (1-4~)(x+dx)2tg2cx. 
Der Kegelstumpf wird daher mit einer Kraft 

1 I 1 dx P ~ = n 2 e ~ 122-xx2tg2cx 

nach links gezogen. Soll ein Gleichgewichtszustand bestehen, so muß diese Kraft 
durch einen auf den Kegelmantel wirkenden Flächendruck p aufgehoben werden. Es 
ist also zu setzen 

P~=2rn dx psincx=p2nxdxtg2 cx; coscx 
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daraus folgt p=~/~/·1~/ =!e/~12 • 
Dieser hypothetische Querdruck ist also ebenso groß wie der Längszug. Im leeren 
Raum ist Querdruck und Längszug p0 =!s0/~l 2 • Befindet sich im elektrischen Feld 
ein materieller Nichtleiter, so treten Kräfte an den Grenzflächen auf: 

Fall a. Kraftlinien parallel zur Grenzfläche. Die Feldstärke hat zu 
beiden Seiten der Grenzfläche den gleichen Wert ~. Auf die Grenzfläche wird 
von außen der Druck p _ )c 8 /rr!l2 

a-- 2 0 \J!; 

ausgeübt; von der Seite des nichtleitenden Stoffes her mit der Elektrisierungszahl Br 

ist dagegen der Druck p. = 1 8 8 1 rr! 12 
• 2 0 r \J!; • 

Es ergibt sich also ein resultierender Flächenzug an der Grenzfläche von der Größe 

p=~Eo(E.,-1)jCfj 2, (319) 

der den Nichtleiter in das Feld hineinzuziehen sucht. 
Fall b. Kraftlinien senkrecht zur Grenzfläche. Bezeichnet man hier 

die Feldstärke im nichtleitenden Stoff mit I~ I , so ist die Feldstärke außerhalb er I~ I , 
da die Verschiebungsdichte stetig sein muß. Daher wirkt von außen her ein Zug 
auf die Grenzfläche von der Größe 

von innen her 
Pi= ~ 8oerl~l2 ; 

der resultierende Zug ist nach außen gerichtet und beträgt 

P=tEoE.,(E.,-1) j&j 2 • (320) 

Wird z. B. eine Glasplatte parallel zu den Platten in einen Plattenkondensator ge­
bracht, so heben sich die Zugkräfte auf beiden Seitenflächen der Glasplatte auf; 
dagegen wird die Platte in den Kondensator hineingezogen, wenn sie nur zum Teil 
in den Kondensator hineintaucht. Bei flüssigen Isolierstoffen wirken die elektrischen 
Feldkräfte so wie ein hydrostatischer Druck; sie suchen das Volumen des Isolier­
stoffes zu vergrößern. 

Die praktisch vorkommenden elektrischen Feldkräfte sind durchweg sehr klein. 
Sie haben eine grundlegende Bedeutung nur bei den elektrostatischen Meß­
instrumenten, bei denen sie die Triebkräfte bilden. Zur Berechnung der Feld­
kräfte in diesen Fällen und bei allgemeinen Elektrodenformen kann man eine andere 
Methode anwenden, die von der im elektrischen Feld aufgespeicherten Energie 
ausgeht. 

Wenn ein Kondensator mit der Kapazität 0 auf die Spannung U aufgeladen wird, 
so nimmt er eine Elektrizitätsmenge 

Q=GU 
auf. Die Stromquelle muß also während der Aufladung eine bestimmte elektrische 
Arbeit liefern, die auf den Kondensator übergeht, wenn sonst keine Energieverluste 
vorhanden sind. Da nun ein endlicher Betrag von Energie bei endlichen Kräften nur 
in endlichen Zeiten übertragen werden kann, so erfordert der Vorgang der Aufladung, 
also der Vorgang der Herstellung eines elektrischen Feldes Zeit. Bezeichnet man die 
Spannung in irgendeinem Zeitpunkt während des Aufladungsvorganges mit u, so 
ist die entsprechende Ladung in diesem Zeitpunkt 

q=Ou. (321) 

Von der positiven Elektrode fließen während der Aufladung negative Ladungen ab; 
der negativen Elektrode fließen negative Ladungen zu. Es besteht also in dem be­
trachteten Zeitpunkt eine bestimmte Stromstärke i. Der Strom vermehrt oder ver­
mindert die Ladung einer Elektrode in einem Zeitelement dt um den Betrag 

dq=idt. 
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Dadurch wächst die Spannung um einen Betrag du, und es gilt 

dq=Cdu. 
Daraus folgt idt=Cdu. (322) 

Die elektrische Arbeit, die der Kondensator während des Zeitelements dt aufnimmt, 

ist dW = uidt =Cu du. 

War der Kondensator zunächst ungeladen, und wächst seine Spannung auf irgend­
einen Wert u, so ist die gesamte vom Kondensator aufgenommene elektrische 
Energie u 

W=f0udu=~Cu2 • (323) 
0 

Diese Energie ist im Kondensator aufgespeichert wie die potentielle Energie in einer 
gespannten Feder. Man kann sie bei der Entladung des Kondensators wieder­
gewinnen. Die Energiebeträge, die auf diese Weise aufgespeichert werden können, 
sind freilich verhältnismäßig gering. Wird z. B. ein Kondensator mit der Kapazität 
0 = 2 p,F auf eine Spannung von 1000 Volt aufgeladen, so enthält er die Energie 

W=-!2 ·l0-6 ·l06 FV2=l Ws. 

Als Sitz der Energie kann das elektrische Feld selbst angesehen werden. Wir 
denken uns durch zwei benachbarte Niveauflächen mit dem Abstand dn und durch 
Verschiebungslinien ein Prisma mit den Grundflächen dF im elektrischen Feld ab­
gegrenzt, Abb. 27. An dem Feldbild ändert sich nichts, wenn man die Grundflächen 
durch dünne Metallfolien mit den entsprechenden Potentialen ersetzt. Dann ent­
steht ein kleiner Plattenkondensator mit der Kapazität 

dF 
C=edn' 

der auf die Spannung dcp aufgeladen ist. Die in ihm aufgespeicherte Energie hat den 

Betrag dW=iC(dcp)2=!e/~/2dV, 

wobei das Volumen des Prismas dn dF =dV gesetzt ist. Daraus geht hervor, daß in 
der Volumeneinheit des Feldes die Energie 

Wt=-iEii!l2=tlc.!l·l~l (324) 

aufgespeichert ist. Sie ist gleich dem Flächendruck p und ist im allgemeinen un­
gleichmäßig über das Feld verteilt. Die größte Energie sitzt dort, wo die Feldstärke 
am größten ist. Man erhält die insgesamt in einem elektrischen Feld aufgespeicherte 
Energie durch Integration über den ganzen Raum: 

W=t fli!l·l~ldV. (325) 

Nun kann man die im elektrischen Feld wirkenden mechanischen Kräfte mit Hilfe 
des folgenden Gedankenexperimentes berechnen. Wir denken uns die Spannungs­
quelle, die den Kondensator auf eine Spannung U aufgeladen habe, entfernt, und 
beschränken unsere Betrachtung auf so kleine Zeitabschnitte, daß die Ladung Q als 
zeitlich konstant angesehen werden kann. Dann ist die aufgespeicherte Energie 

1 Q2 
W= 2 CU2 = 20 . (326) 

Es werde nun verfolgt, wie sich die elektrische Energie bei einer gedachten Ver­
schiebung in Richtung der Feldkräfte ändert. Wirkt auf eine Elektrode die Feld­
kraft P'IJ in einer Richtung x und bewegt sich die Elektrode unter der Einwirkung 
dieser Kraft um ein kleines Stück dx, so wird die Arbeit geleistet 

dA=P'JJdx. 
Dieser Arbeitsbetrag kann nur der Energie des elektrischen Feldes entzogen worden 
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sein. Die Kapazität nimmt zu um ~~ dx, also die Energie um den Betrag 

_ 1 Q2 ac _ 1 2 ac . 
dW-- 2 02 axdx--- 2 u axdx, 

daher gilt p _ 1... U 2ac 
re- 2 ox • (327) 

Die Richtung der Kraft läßt sich immer durch die Regel bestimmen, daß die Feld­
kräfte infolge des Längszuges und Querdruckes der Kraftlinien die Kapazität zu 
vergrößern suchen. 

Bei einem Plattenkondensator mit der Fläche F und dem Abstand a der Platten ist 
F 

C=s-. 
a 

Die auf die Elektroden ausgeübte Zugkraft hat die Richtung des Plattenabstandes, also ist 

P=-J:_U2aC=J:_sFU2. (328) 
2 aa 2 a 2 

Als Anwendungsbeispiel werde das Nadelelektrometer betrachtet. Es taucht 
hier eine Blechnadel in einen Plattenkondensator derart, daß sich mit zunehmendem 

Ausschlag der Nadel die Kapazität zwischen Nadel und 
Platte vergrößert, Abb. 94. Die Kapazität zwischen der 
Nadel und den festen Platten ist angenähert proportional 
der eintauchenden Länge l der Nadel: C=cl. Legt man 
eine Spannung zwischen die Nadel und die miteinander 
verbundenen festen Platten, so sucht sich die Kapazität 
zu vergrößern, die Nadel erfährt ein Triebmoment im Sinne 
des Uhrzeigers, dem durch das Riebtmoment einer Feder 
die Wage gehalten wird. Bezeichnet man das Triebmoment 

Abb. 94. Prinzip des Nadel- mit M, so gilt auf Grund der gleichen Überlegung wie oben 
elektrometers. 

für eine kleine Winkeländerung d('f. 

M~=J:_~~ ~M M=J:_~~ ~~ 
2 ' 2 da· 

Nun ist bei kreisförmiger äußerer Begrenzung der festen Platten 

also wird 
l=r0 -r; 

M = _ _!}_ U 2dr 
2 da· (330) 

Die Abhängigkeit des Triebmomentes von dem Drehwinkel ('/. des Zeigers läßt sich 
danach durch die Berandungskurve der festen Platten beeinflussen. 

Für das Gleichgewicht zwischen dem Triebmoment M und dem Richtmoment der Feder, 
8rt., gilt 

sa=-; u2::. 
Verlangt man, daß die Skala einen proportionalen Verlauf haben soll, so muß sein 

oder 
U=c1 a, 

dr=- 2~ da, 
CCi rt. 

r=~lnrt.0 • 
cc~ a 

Diese Bedingung läßt sich praktisch in einem gewissen Winkelbereich erfüllen. 

Die Umwandlung von elektrischer Energie in mechanische Arbeit bei der Be­
wegung einer Elektrode ist ein umkehrbarer Vorgang. Dies läßt sich durch den 
folgenden Versuch zeigen. Ein Drehkondensator werde mit einer Spannung von 
220 Volt bei voller Kapazität aufgeladen. Seine beiden Klemmen sind mit einer 
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kleinen Funkenstrecke versehen, die bei der niedrigen Ladespannung nicht an­
spricht. Entfernt man aber die Verbindung mit der Spannungsquelle und dreht 
den beweglichen Teil des Kondensators rasch in die Nullstellung, so springt ein Funke 
über. Der Vorgang ist dabei der folgende. Der Kondensator hat bei der vollen Kapa­
zität eine bestimmte Ladung. Q =CU aufgenommen. Schaltet man ihn von der Span­
nungsquelle ab und verringert die Kapazität auf den Wert der Anfangskapazität, 

der_!_ C betrage, so sorgt die Isolierung der Elektrode dafür, daß während dieser n 
Änderung die Ladung nahezu konstant bleibt. Es muß also die Spannung auf den 
n-fachen Wert wachsen. Die Ladung drängt sich auf eine kleinere Fläche der Platten 
zusammen, die Verschiebungsdichte wächst und damit wachsen Feldstärke und 
Spannung. Die aufgespeicherte elektrische Energie war zu Anfang 

Wa=iCU2 , 

am Ende des Vorganges dagegen beträgt sie 
1 1 1 

W.= 2 r;:C(nU)2=n2 CU2 • 

Sie ist also n mal so groß geworden. Der Differenzbetrag ist dem Kondensator bei der 
Drehung der Platte als mechanische Arbeit zugeführt worden. Die Anordnung stellt 
also einen Generator dar, der mechanische in elektrische Energie umwandelt (In­
fluenz-Elektrisiermaschine). Da die im elektrischen Feld aufgespeicherten Energien 
sehr klein sind, so lassen sich jedoch auf diese Weise keine großen elektrischen 
Leistungen herstellen. 

Aus Gl. (322) folgt für die Stromstärke bei einer Spannungsänderung am Konden-
sator . - cdu (331) ",_ dt. 

Dieser Strom tritt an der einen Elektrode in den Kondensator ein und verläßt ihn 
an der anderen wieder; er fließt scheinbar durch den Nichtleiter hindurch. Man 
kann sich den in den Zuleitungen fließenden Strom als 
Verschiebungsstrom, der längs der Verschiebungslinien 
verläuft, im Nichtleiter fortgesetzt denken. In einem 
Stromkreis, Abb. 95, der aus einem Kondensator C, einem 
Widerstand R und einer Stromquelle mit der EMK E be­
steht, fließt der Strom dann bei der Aufladung des 
K d f h Abb. 95. Stromkreis mit Kon-on ensators au einem gesc lossenen Weg wie in densator. 
einem metallischen Stromkreis. Die EMK der Strom-
quelle deckt die Spannung u am Kondensator und den Spannungsabfall iR an 
dem Widerstand R. Es ist E . du 

=u+",R=u+CR dt. (332) 

In jedem Zeitpunkt ist die für den Spannungsverbrauch im Widerstand R zur Ver­
fügung stehende Spannung E-u. Daher kann die Ladung des Kondensators nur 
so rasch zunehmen, als es diese Spannung erlaubt. Die größte Ladungszunahme tritt 
unmittelbar nach dem Einlegen des Schalters auf. War der Kondensator zunächst 
ungeladen (u=O), so gilt hier 

CRdu=E 
dt oder 

Et 
U=RC' 

Die Spannung nimmt· also anfangs proportional mit der Zeit zu, und zwar um so 
rascher, je kleiner das Produkt aus Widerstand und Kapazität ist. Man bezeichnet 
dieses Produkt als die Zeitkonstante 

RC=i. (333} 
Für die Ladung des Kondensators gilt unmittelbar nach dem Einschalten 

ECt 
q=-:r· 
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In dem Maße, in dem irrfolge der Ladung die Spannung u wächst, wird die für den 
Spannungsabfall am Widerstand zur Verfügung stehende Spannung kleiner, die 
Ladung nimmt langsamer zu. Die Gl. (332) läßt sich schreiben 

du dt 
E-u T 

Durch Integration ergibt sich hieraus 

-ln(E-u)= _!_ +Iet, 
T 

t 

oder u=E-ke •. 
Soll u = 0 für t = 0 sein, so gilt k = E, und es wird 

u=E(I-e-+). (334) 

Für die Stromstärke folgt t 
. du E --;-
~=O dt =Re 

(335) 

Sie hat im ersten Augenblick nach dem Einschalten den gleichen Wert I= E/R, wie 
wenn der Kondensator überbrückt wäre; man sagt daher, der Kondensator verhalte 

sich im ersten Augenblick nach dem Einschalten so wie 
ein Kurzschluß. Für die Ladung ergibt sich 

q=EO(I-e -+) =Q(I-e -f). (336) 

Der zeitliche Verlauf dieser Größen ist in Abb. 96 dar­
} gestellt. Die Spannung nähert sich allmählich ihrem End­

-+---+-~--=:p~ wertE, der Strom nimmt im gleichen Maße allmählich ab. 
Abb. 96. Aufladung eines Kon- Der Vorgang der Aufladung dauert streng genommen un-

densators. endlich lang; praktisch ist aber schon nach einer bestimm-
ten endlichen Zeit kein Unterschied mehr gegenüber dem Endzustand wahrzunehmen. 
Die folgende Tabelle gibt einige Zahlenwerte der beiden Zeitfunktionen. 

tj-r=O 1 2 3 4 5 6 7 8 
t 

e '=1 
t 

0,368 0,135 0,0498 0,0183 0,00674 0,00248 0,000912 0,000335 

1-e ' =0 0,632 0,865 0,9502 0,9817 0,9933 0,9975 0,9991 0,9997 

Je nach der Genauigkeit, mit der die Spannungen und Ströme gemessen werden 

0 A' -

können, wird man im allgemeinen als Dauer des Aufladungsvor­
ganges eine Zeit zwischen 4 T und 8 T anzusehen haben. 

Ganz ähnliche Überlegungen gelten auch für die Entladung 
des Kondensators. Ein Kondensator wird entladen, indem man 
seine Elektroden über einen Widerstand miteinander verbindet, 

Abb. 97. Abb. 97; bei offenen Klemmen stellt der Isolationswiderstand des 
Entladung eines 

Kondensators. Kondensators bereits eine solche V er bindung her. 
Die Spannung u am Kondensator muß hier in jedem Augenblick 

gleich dem Spannungsabfall iR am Schließungswiderstand sein; es gilt 
du 

U=Tdt. 

Durch Integration ergibt sich 
(337) u=Ue •, 

wobei der Anfangswert für t = 0 mit U bezeichnet ist. Der Strom wird nach GI. (331) 

(338) 
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Er hat die entgegengesetzte Richtung und den gleichen Verlauf wie bei der Auf­
ladung. Die bei der Entladung durch den Widerstand R fließende Elektrizitätsmenge 

ist Q=fidt; sie hat den Wert UC. 
0 

Nach den Formeln (335) und (338) würde die Stromstärke im ersten Augenblick 
nach dem Einschalten unendlich groß werden, wenn der Widerstand Null wäre. Ab­
gesehen davon, daß dieser Fall nicht realisierbar ist, ergibt sich in Wirklichkeit immer 
ein endlicher Wert der Stromstärke wegen der Wirkung der gleichzeitig mit dem 
Strom auftretenden magnetischen Felder, die hier nicht berücksichtigt sind (siehe 
7. Kapitel). 

Zahlenbeispiel: Wird ein Kondensator mit der Kapazität 0=1 p,F über einen Widerstand 
von R = 1000 Q durch eine Spannung von 220 V aufgeladen, so hat die Stromstärke im ersten 

Augenblick nach dem Einlegen des Schalters den Wert I=!= 12~0°0~ =0,22 A. Die Zeit­

konstante beträgt • = OR = 10-6 • 1000 FQ = 10-3 s = 1 ms. Nach einer Zeit von 3 ms hat da­
her die Ladung 95%, nach 4 ms 98% ihres Endwertes Q = EO = 220 · 10-6 VF=2,2. 10-4 As 
erreicht. Der Strom ist nach 4 ms auf i = 0,22 · 0,0183 A = 4 mA abgeklungen. 

Hat der Kondensator einen Isolationswiderstand von 100 MQ, so entlädt er sich nach Unter­
brechen des Stromkreises mit einer Zeitkonstante von • = 10-6 • 10' F Q = 100 s. Die Spannung 
ist nach einer Zeit von 400 s = 6,7 min auf 1,83% ihres Anfangswertes, also auf 4 V gesunken. 
Nach der doppelten Zeit beträgt die Spannung noch 0,000335 · 220 V= 0,074 V. 

Zwischen dem Isolationswiderstand R; und der Kapazität C eines Kondensators 
besteht nach Abschnitt ll die Beziehung 

R.C=_!_ 
' " ' 

wenn mit u die Leitfähigkeit des Isotierstoffes bezeichnet wird. Die Zeitkonstante 
für die Selbstentladung eines Kondensators ist daher 

e 
r-- (339) 

" 
Die Schnelligkeit, mit der die Selbstentladung vor sich geht, ist also unabhängig von Form 

und Größe des Kondensators und nur durch die Eigenschaften des Isolierstoffs bestimmt. Ist 
z. B. s.,=4, x=10-15 Sfcm, so wird 

s, s0 4 · 0,886 · 10~.:.'_ Ascm _ 354 6 . 
T " 10 15 VcmS- SR=~ mm. 

Messungen über den Verlauf des Lade- und Entladevorganges bei wirklichen 
Isolierstoffen zeigen charakteristische Abweichungen gegenüber der Rechnung. 
Spannung und Stromstärke nähern sich langsamer ihrem Endwert, als es nach der 
Berechnung der Fall sein müßte. Man bezeichnet diese Erscheinung bei der Aufladung 
als die Nachladung, bei der Entladung als die Rückstandsbildung. Sie wird 
in der Hauptsache zurückgeführt auf Inhomogenitäten im Isolierstoff, insbesondere 
örtliche Unterschiede in der Leitfähigkeit. Wenn das Verhältnis sjx an den ver­
schiedenen Punkten des Nichtleiters verschiedene Werte hat, so stimmt die 
Potentialverteilung im stationären Zustand, der durch das Strömungsfeld darge­
stellt wird, nicht überein mit der Potentialverteilung während des Lade- oder Ent­
ladevorganges. Während die Potentialverteilung im stationären Zustand aus­
schließlich durch die Leitfähigkeit bestimmt ist, stellt sich beim Beginn des Vorgangs 
eine Potentialverteilung ein, wie sie dem elektrostatischen Feld entspricht; für diese 
ist die Elektrisierungszahl maßgebend, weil hier der Verschiebungsstrom den Lei­
tungsstrom im Nichtleiter bei weitem überwiegt (siehe auch Abschnitt 18). Mit 
der Annäherung an den Endzustand müssen daher im Inneren des Nichtleiters 
Umladungen stattfinden, die wegen des großen Isolationswiderstandes relativ 
langsam vor sich gehen. Eine gerrauere Vorstellung dieses Vorganges erhält man 
aus der Betrachtung eines besonders einfachen Falles der Inhomogenität. Es werde 
angenommen, daß der Isolierstoff eines Plattenkondensators aus zwei Schichten 
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zusammengesetzt sei, von denen die eine verschwindend kleine Leitfähigkeit be­
sitzt (z. B. eine dünne Luftschicht), die andere eine endliche Leitfähigkeit u hat 
(z. B. Papier). Da die Grenzfläche zwischen den beiden Isolierstoffen eine Niveau­
fläche ist, so kann man sich dort eine dünne Metallfolie angebracht denken. 
Sie teilt den Kondensator in eine Reihenschaltung von zwei Kondensatoren auf, 
von denen der eine einen unendlich großen, der andere einen endlichen Isolations-

widerstand Ri besitzt. Für das Einschalten des geschich­
teten Kondensators gilt daher das Schema der Abb. 98. 
Mit 0 1 und 0 2 sind die Kapazitätswerte der beiden Teil­
kondensatoren bezeichnet, mit u die Spannung zwischen 

Ir den Klemmen des Kondensators; u1 und u2 sind die Teil­
spannungen an den beiden Schichten, und es ist 

u1+u2=u. 
Abb. 98. Ersatzbild des Zwei- D I 1 • 'd d d S hi ht 2 k t t 

schichten-Kondensators. er so ationsWI erstan er c c arm erse z wer-
den durch einen Widerstand Ri, der parallel zu dem Kon­

densator liegt. Es verzweigt sich daher der durch den Kondensator fließende 
Strom i in die beiden Teilströme i1 und i 2, wobei nach dem Kirchhoffschen Satz 

il +i2=i 
sein muß. Man hat i 1 als den Verschiebungsstrom, i 2 als den Leitungsstrom in der 
Isolierschicht 2 aufzufassen, während in der Schicht 1 nur ein Verschiebungsstrom i 
fließt. Auf Grund ähnlicher Überlegungen wie oben ergeben sich die folgenden 
Gleichungen . O du1 . O du2 

~= ldf; ~~= 2Tt; 

O du1=0 du2+u2 
1 dt 2 dt R,. 

daher wird 

Ferner muß die EMK E der Spannungsquelle in jedem Augenblick den gesamten 
Spannungsverbrauch decken: 

E 0 du1 
=u1+u2+R 1Tt- (340) 

Aus dieser Gleichung kann man u2 in die vorhergehende einsetzen. Das ergibt 
d2u1 + iW1+R10 1+R10 2 du1 + u1 E 
dt2 RR1010 2 dt RR10 1 0 2 RR1010 2 . 

Man findet das Integral dieser Gleichung durch den Ansatz 
u1=E+kePt, 

der zur Berechnung von p die Gleichung liefert 

p2+(R~1 + R~2 + R;1oJP+ RR1~102 =O. 

Die beiden Lösungen sind 

1 ( 1 1 1 ) 11 1 ( 1 1 1 )2 1 
Pl= -2 R01 + R02 + R,02 + Y 4 ~+-.:R'O;+~ -R~; 

p2- _..!._(_1_+_1_+_1_)_1/ ..!._(_1_+_1_+_1_)2 _ 1 
- 2 R01 R02 R10 2 V 4 RG1 RG2 R1G2 RR1G1 0 2 • 

Wenn der Isolationswiderstand Ri sehr groß ist gegen den Vorwiderstand R, so 
ergeben sich hieraus die Näherungsformeln 

1 

wir setzen demgemäß 
(341) 
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Man erkennt, daß -r1 die Zeitkonstante darstellt, die sich ergeben würde, wenn die 
Isolierung vollkommen wäre, und daß -r2 die Zeitkonstante darstellt, die sich für die 
Entladung ergibt, wenn man die beiden Klemmen des Kondensators kurzschließt. 
Die zweite Zeitkonstante ist erheblich größer als die erste. 

Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung lautet nun 
t t -- --

Ut=E+kle '' +k2 e '', 
und es folgt aus Gl. (340) 

( RC ) _!:_ (RC ) --
u2=k1 ~- -1 e '' +k2 ~ -1 e '', 

RC _!:_ RC _!:_ 
u=u1 +tt2=E+k1 -__1e '' +k2--1 e '' 

Tl T2 
und 

Die Konstanten k1 und k2 folgen daraus, daß der Kondensator zunächst ungeladen 
war, daß also u1 = 0 und u2 =0 für t = 0. Das ergibt 

0=E+k1+k2 ; 

O=k (RCt_·1)+k(RCt_1) 
1 Tl 2 T2 ' 

TlT2 TJT2 
---Tl T2---

~=-Eh~ ~=-E R~ 
T2-Tl T2-Tl 

oder 

Berücksichtigt man wieder, daß -r2 ~-r1 , so folgt angenähert 

k 0 2 E k C1 E 
1=-Cl+c;; 2=-01+021, 

und es wird schließlich 
[ c _.!._ c _.!._ l 

ut =E 1- 01_;02 e ,, - Cr;.C2 e •• j ; (342) 

u =E ~-(e-~ -e-~) 
2 01+02 . (343) 

Für den Ladestrom ergibt sich, gleichfalls angenähert, 

du E f _.!._ 0 T ( _.!._ _..!._)J 
i=01 - 1 =-le "+_!__! e '•-e '' . 

dt R 02T2 (344) 

Der durch diese Formeln gegebene zeitliche Verlauf der Spannungen und des Lade­
stromes ist in Abb. 99 für das Beispiel 0 1 = 0 2 und -r2 = 10-r1 dargestellt. Die ge­
strichelte Kurve u~ zeigt den Verlauf von u1 

für den Fall Ri =OO; es wäre dann u1 halb 
so groß wie die gesamte Spannung, also 

u~= ~E(1-e-~). 
!!.t 
f 

Die Kurven zeigen, daß unmittelbar nach 
dem Einschalten die beiden Teilspannungen ' 
in der Tat nahezu so verlaufen, wie wenn P eil 

der Widerstand Ri nicht vorhanden wäre; Abb. 99. Aufladung des Zwei schichten-Kondensators. 
der Verschiebungsstrom im Teilkondensa-
tor 2 überwiegt den Strom im Isolationswiderstand. Mit abnehmender Schnelligkeit 
der Ladungsänderungen kommt der Isolationsstrom mehr und mehr zur Wirkung; er 
hat den gleichen zeitlichen Verlauf wie u2 und entlädt langsam den Teilkondensa­
tor 2, während sich dabei der Kondensator 1 auf die volle Spannung E auflädt. Un­
mittelbar nach dem Einschalten befinden sich die Ladungen in der Hauptsache an 
den beiden Elektroden des geschichteten Kondensators; im Verlauf des Ladevor­
ganges wandert die Ladung der rechten Elektrode, Abb. 98, allmählich durch die 
Schicht 2 hindurch und sammelt sich an der Grenzfläche zwischen den beiden 
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Schichten an. Nach Beendigung des Vorganges findet sich eine Ladung von der 
Größe E C 1 an dieser Grenzfläche, eine entgegengesetzt gleiche Ladung an der linken 
Elektrode; der Verschiebungsfluß ist auf die IsoHerschicht 1 zusammengedrängt, 
während in der IsoHerschicht 2 die Feldstärke Null ist. Die Umlagerung der Ladun­
gen äußert sich im Verlauf des Stromes i so, daß der Ladestrom zunächst mit dem 
des vollkommenen Kondensators fast übereinstimmt; er würde eine Ladung von 

der Größe E ~~~2 liefern. Da aber die endgültige Ladung E 0 1 sein muß, so er­

gibt sich noch ein Zusatzstrom, der die Differenz 
E010 2 0 1 

ECt- 01+02 = EOt01+02 

transportiert und verhältnismäßig langsam abnimmt. 

16. Die Potentialgleichung. 
Die Methode der Feldberechnung im Abschnitt 12 beruht auf der Anwendung 

der beiden folgenden Sätze: 
"Das Oberflächenintegral der Verschiebungsdichte über eine geschlossene Fläche 

ist gleich der eingeschlossenen Ladung" und 
"Die Verschiebungsdichte ist proportional der Feldstärke". 
Die in diesen beiden Sätzen enthaltenen Aussagen kann man zu einer Bedingungs­

gleichung für das Potential zusammenfassen. Zur Ableitung dieser Gleichung be­
nutzen wir ein Symbol der Vektorrechnung, die sogenannte Divergenz. Darunter 
versteht man einen Grenzwert, der auf folgende Weise gebildet wird. Es werde ein 
beliebiges elektrisches Feld betrachtet mit einer Anzahl von Elektroden, deren 
Zwischenraum durch nichtleitende Stoffe ausgefüllt ist. In einem nichtleitenden Stoff 
können im allgemeinen freie Elektrizitätsmengen, Elektronen oder Ionen vorhanden 
sein; man spricht in diesem Fall von einer Raumladung des Nichtleiters. Grenzen 
wir irgendeinen kleinen Raumteil beliebiger Form, z. B. einen Würfel, in dem 
Nichtleiter ab, so kann daher in diesem Raumteil im allgemeinen Fall eine bestimmte 
Ladung Q enthalten sein. Durch Division mit dem Volumen V des Raumteiles erhält 
man die in der Volumeneinheit enthaltene Ladung. Dieser Quotient nähert sich 
einem Grenzwert, wenn man den Raumausschnitt kleiner und kleiner werden läßt, 
vorausgesetzt, daß seine Abmessungen noch groß sind gegen die Abstände der 
Elektronen oder Ionen. Den auf diese Weise erhaltenen Grenzwert nennen wir die 
Raumladungsdichte: 

l . Q 
(]= Imy. (345) 

Es ist eine positive oder negative Größe, die man in Asjcm3 messen kann. Bei ge­
gebener Raumladungsdichte folgt für die Ladung des sehr kleinen Raumteiles 

Q=eV. 
Nach dem oben erwähnten Satz kann man nun diese Ladung auch darstellen durch 
das Flächenintegral der Verschiebungsdichte über die Oberfläche des Raumaus­
schnittes: 

oder 

Q=~~diJ, 

~ ~~diJ=e· (346) 

Diese Beziehung kann nun folgendermaßen gedeutet werden. Ist an jeder Stelle des 
Feldes die Verschiebungsdichte ~ gegeben und bildet man das Flächenintegral der 
Verschiebungsd:chte über die Oberfläche eines kleinen Raumteiles, so nähert sich 
der Quotient des Integrals zum Volumen des Raumteiles bei abnehmendem Volumen 
einer festen Grenze, nämlich der Raumladungsdichte. Man bezeichnet die Opera­
tion, mit der man aus dem Vektor der Verschiebungsdichte diesen Grenzwert erhäU, 
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als die Bildung der Divergenz der Verschiebungsdichte und schreibt: 

div~=lim ~ ~~d~. (347) 

Diese Definition gilt nicht nur für die Verschiebungsdichte, sondern auch für be­
liebige Vektoren von ähnlichen Eigenschaften (Fluß- oder Feldvektoren), z. B. die 
Stromdichte oder die magnetische Induktion oder die Geschwindigkeit einer Flüssig­
keitsströmung. Die Divergenz ist der in der Volumeneinheit entsprin­
gende Fluß. 

Die Gl. (346) lautet mit dieser Bezeichnung 
div~=Q. (348) 

Die Divergenz der Verschiebungsdichte ist gleich der Raumladungsdichte. Wenn, 
wie in den bisher betrachteten Feldern, keine Raumladungen vorhanden sind, dann 
gilt div~=O. (349) 

Der aus einem beliebigen Raum entspringende Verschiebungsfluß ist 

Q=f edV=fdiv~dV, 
wobei das Raumintegral über den ganzen Raum zu erstrecken ist. Andererseits gilt 

Q=~~d~, 
wobei das Flächenintegral über die den Raumteil begrenzende Fläche zu bilden ist. 
Durch Vergleich dieser beiden Beziehungen ergibt sich der für beliebige Vektorfelder 
gültige Satz von Gauß 

(350) 

Der Begriff der Divergenz ist unabhängig von einem Koordinatensystem de­
finiert. Es läßt sich jedoch die Divergenz durch räumliche Differentialquotienten 
ausdrücken, sobald man ein bestimmtes Koordinatensystem zu­
grundelegt. In kartesischen Koordinaten ist z. B., wenn unter ~f 
irgendein Flußvektor verstanden wird, unter 2!.", 9111 , ~(z die Kom­
ponenten in der x, y und z-Richtung: 

div 9(= 8 2(" + 8 2(• + 8 2(,. ax ay oz (351) 

z 

In Zylinderkoordinaten, Abb. 100, wird die Lage eines Punktes be- ---- 0 

stimmt durch den Abstand r von einer Achse, durch die Länge z 
dieser Achse von einem festen Punkt 0 bis zum Fußpunkt der 
Strecke r und durch den Winkel oc, den die Ebene zr mit einer 
festen Ausgangsebene bildet. Es gilt hier 

div m = 8 2(, + __!_ 8 (rll(,) + __!_ 8 2(.,. 
8z r 8r r 8rx. (352) 

Abb. 100. Zylinder­
koordinaten. 

Diese Beziehungen werden abgeleitet, indem man die Definitionsgleichung (34 7) auf ein kleines 
Raumelement anwendet. Bei kartesischen Koordinaten ist das Raumelement ein Quader 
mit den Kanten dx, dy, dz. Auf den Seitenflächen des Quaders kann der Vektor 2( jeweils als kon­
stant angesehen werden. Auf der Fläche dy, dz hat dieser Vektor daher eine Normalkomponente, 
die überall gleich groß ist und mit \l(x bezeichnet werde. Je nachdem, ob 9!. positiv oder negativ 
ist, tritt der Fluß durch das Flächenelement ein oder aus. Auf der gegenüberliegenden Fläche 

gleicher Größe hat die Normalkomponente den etwas verschiedenen Wert 9!x+ 88~"dx. Der ins­

gesamt durch beide einander gegenüberliegende Flächen austretende Fluß ist daher 

~~"dxdydz. 
Die gleiche Überlegung gilt auch für die anderen Seitenflächen. Das Produkt dx dy dz, ist gleich 
dem Volumen des Quaders, so daß sich mit der Definitionsgleichung (347) die Formel (351) er­
gibt. 

Bei Zylinderkoordinaten ist das Raumelement, Abb. 101, ebenfalls rechtwinklig; die 
Kanten sind dz, dr und rdrx.. Der Beitrag des oberen und unteren Flächenelementes zum Ober-
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flächenintegral ist auf Grund der gleichen Überlegung wie vorhin 

~~'dzdrrdiX. 
Der durch das innere der beiden zu r senkrechten Flächenelemente eintretende Fluß ist 

\l(,rdiXdZ. 
Durch das gegenüberliegende Flächenelement tritt der Fluß aus: 

"' d d +o(2lrrd1Xdz)d 
UrT IX Z O'l' r. 

Der aus beiden Flächenelementen insgesamt austretende Fluß ist also 

o(r2l,)d d d -a;:- IX z r, 

Abb. 101. und schließlich ergibt sich noch für den Beitrag der senkrecht zu rdiX liegenden 
Raumelement 
bei Zylinder· 
koordinaten. 

Flächen iJ\!( 
if(r d~ rdiXdzdr. 

Die Summe der drei Flüsse, dividiert durch das Volumen des Quaders dzdrrdiX gibt die Diver­
genz. 

Ähnlich findet man für Kugelkoordinaten, Abb. 102, 

div2l= _!_ iJ(r22lr) +---ol__ (iJ(sinD2l-&) + i)\l("). (353) 
r2 ar rsm-& an OIX 

Drückt man im raumladungsfreien Feld :!l durch ~ aus, so folgt unter der Vor­
aussetzung, daß die Elektrisierungszahl in dem betrachteten 
Raum eine Konstante ist, 

div~=Ü. 

~--+--~.P Da die Feldstärke durch den Gradienten des Potentials be­
stimmt ist, erhält man hieraus 

divgradcp=O. 

(J 
Für die aufeinander folgende Anwendung der beiden Opera­

tionen div und grad führt man als Abkürzung das Zeichen L1 

Abb. 102. Kugelkoor­
dinaten. 

(Delta) ein; es ist also 
div grad lJl = L1 lJl = 0 (354) 

die Potentialgleichung für das raumladungsfreie Feld 
(Laplace, 1782); sie läßt sich in Form einer Differentialgleichung schreiben, wenn 
bestimmte Koordinaten zugrunde gelegt werden. In kartesischen Koordinaten ist z. B. 

i)2 'P !)2 'P !)2 'P 
L1 cp= iJx2+ iJy2+ i)z2; (355) 

in Zylinder-Koordinaten 

(356) 

m Kugel-Koordinaten 

1 a ( 2o rp) 1 ( a ( . a rp) 1 a2 rp) 
L1cp=;;2a~ r or +r2 sin-& i){} sm{}a-& +~in-&iJIX2 • (357) 

Zu diesen Ausdrücken gelangt man, wenn man zunächst das Symbolgrad in den betreffenden 
Koordinaten darstellt. grad rp ist ein Vektor, dessen Betrag gleich der Zunahme von rp je Längen­
einheit in der Richtung größter Zunahme ist. Zerlegt man diesen Vektor in diedre' Komponenten 
in Richtung der Achsen, also bei kartesischen Koordinaten in die Komponenten grad, q, grad. rp, 
grad, rp, Abb. 103, so gibt jede dieser Komponenten die Zunahme von rp für die Längeneinhei~ der 
betreffenden Achse an. Daher ist 

. Drp Drp Drp I grad, rp I= fix; I grad, rp I= a y; I grad, 'PI =az· (358) 

Aus der Definition von LI und mit Hilfe von Gl. (351) ergibt sich damit die Formel (355). 
Bei Zylinderkoordinaten gilt ganz entsprechend: 

. d 1 oq:> I 1 I Drp . d I 1 8 'P i gra r 'PI =a;:; grar z 'P =az; I gra a'P '=-r- DIX; (359) 
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bei Kugelkoordinaten: 

I d ' ßr:p 
gra r'PJ=a;:: 

I d , __ l_ßr:p 
I gra a tp I - . {} (} • rsm 0( 

(360) 

gradund LI sind Operatoren, die auf skalare Größen angewendet werden, während sich die Di­
vergenz auf Vektorfelder bezieht. 

Mit der Potentialgleichung beschäftigen sich die mathematischen Methoden der 
Feldberechnung. Es ist eine außerordentlich allgemeine Differentialgleichung, die 
unendlich viele Lösungen besitzt. Um sie für irgend­
einen bestimmten Fall zu integrieren, hat man eine 
solche Lösung zu suchen, die die Grenzbedingungen 
der betreffenden Aufgabe befriedigt. Im folgenden werden 
einige Beispiele betrachtet. 

Das Feld von einfachster Form ist das eindimen­
sionale Feld, bei dem die Feldgrößen sich nur nach 
einer Richtung hin im Raum ändern. Legt man die x-Achse 
in diese Richtung, so sind die Differentialquotienten 

!I 

tJ 

nach der y- und z-Richtung Null und die Potential- z 
gleichung lautet: dzr:p 

dxz =0. 

Das allgemeine Integral ist 

(361) 
Abb. 103. Komponenten des 

Gradienten. 

mit den zunächst unbestimmten Konstanten k1 und k2• Die Feldstärke hat die 
x-Richtung, ihr Betrag ist I(;!; I = k2 • 

Die Niveauflächen cp = konst sind Ebenen senkrecht zur x-Achse. Es handelt sich 
also um das homogene Feld, wie wir es im Idealfall in einem ebenen Plattenkonden­
sator finden. 

Das zweidimensionale Feld, bei dem die Feldgrößen nach zwei Richtungen 
hin veränderlich sind, tritt in sehr großer Mannigfaltigkeit auf. Ein solches Feld liegt 
immer vor, wenn es sich um langgestreckte parallele Elektroden handelt, z. B. bei 
Leitungen. Die Potentialgleichung lautet hier: 

ß2q; ß2q; 

ax• + ay• =0. (362) 

Von den Lösungen dieser Gleichung läßt sich eine große Gruppe allgemein angeben. 
Es befriedigt nämlich jede beliebige Funktion der komplexen Größe C = x+ jy die 
Potentialgleichung; j = y -l bedeutet die Einheit der imaginären Zahlen. Ist 
f(x+ jy) eine solche Funktion und bezeichnet man den zweiten Differentialquotienten 
nach x mit a•t 

axz =f"(x+jy)' 

so ergibt sich durch zweimalige Differentiation nach y 

ß2j j"( +") 
ßy2 =- X JY' 

so daß die Summe der beiden Differentialquotienten 0 wird. Da nun eine Funktion 
einer komplexen Größe im allgemeinen selbst wieder eine komplexe Größe ist, so 
kann man schreiben: j(x+jy)=u(x,y)+jv(x,y), (363) 

wobei u und v reelle Funktionen von x und y sind. Geht man nun mit diesem Ansatz 
in die Potentialgleichung ein, so ergibt sich 

82u D2u . (82v 82v) 
OX2 + ay• +J ax• + äy• =Ü. 

Reeller und imaginärer Teil der linken Seite müssen für sich Null sein, so daß sowohl 
n als auch v mögliche Potentialfunktionen darstellen. Man erhält also mit jeder be­
liebigen Funktion f sogleich zwei Lösungen der Potentialgleichung. 

Kiipfmüller, Elektrotechnik. 7 
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Es werde z. B. f(x+f y)=(x+f Y)2 

gesetzt; dann wird U=X2-y2 ; V=2xy. 

u und v sind mögliche Potentialfunktionen. Die Kurven u=kons~ bilden gleichseitige ~yper~eln 
mit den Halbierungsgeraden der Quadranten als Asymptoten. Die Kurven v=konst smd glmch­
seitige Hyperbeln mit den .Achsen als .Asymptoten. 

Die Funktionen u und v sind nun in einer eigentümlichen Weise einander zuge­

p 

!I 
~ 

.:z.~Jl1dy 
~ 
I 1 .r 

.z,y-/Oene 

(! 

ordnet. Manerkenntdiese Zuordnung, wenn 
v ~ man von der Darstellung der komplexen 

&~~ Größen in der Gaußsehen Zahlenebene u1L_t'v ausgeht. Zu jedem Wertepaar x, y, also zu 
v11 da a jedem Punkt der x, y-Ebene, Abb. 104, 

u,v-fbene 

liefert die Funktion f einen Punkt in der 
u, v-Ebene, wenn wir unsere Betrachtun­
gen auf eindeutige Funktionen beschrän­

Abb. 104. Darstellung der komplexen Funktionen in ken. Man kann also mit Hilfe der Funk-
der Zahlenebene. 

tion I die x, y-Ebene auf die u, v-Ebene 
abbilden. Es läßt sich nun zeigen, daß diese Abbildung eine winkeltreue, d. h. 
in kleinsten Teilen ähnliche ist. 

Wir gehen von einem Punkt P 1 der x, y-Ebene aus nach einer beliebigen Richtung 
um ein sehr kleines Stück !51 = Y(dx) 2 + (dy) 2 weiter zum Punkt P 2• Dem Punkt P 1 
mit den Koordinaten x1, y1 entspricht in der u, v-Ebene der Punkt Q1 mit den Koordi­
naten Uv v1. Ebenso entspricht dem Punkt P 2 der Punkt Q2, und es gilt für den Ab-
stand zwischen QI und Q2 : !52 = f(du) 2 +(dv)2• 

Nun ist für PunktQ1 u1 +jv1=l(x1+jy1), 

für PunktQ2 

Durch Potenzreihenentwicklung der rechten Seite folgt hieraus : 

u1 +jv1 +du+jdv=l (x1 +jyi)+ (dx+jdy)f' (x1 +jy1), 

und durch Zusammenfassung mit Gl. (364) 
du+jdv= (dx+jdy)j' (x1 +jy1). 

Bildet man auf beiden Seiten die absoluten Beträge und setzt zur Abkürzung 

if'(xi+jyi)i =k1, 
so folgt 

(364) 

(365) 

(366) 
k1 ist für den Punkt P 1 eine Konstante, gleichgültig nach welcher Richtung man 
von P 1 aus fortschreitet. Geht man nach zwei verschiedenen Richtungen um kleine 
Strecken weiter, so verhalten sich diese Strecken daher wie ihre Abbildungen in der 

R.~Rz u, v-Ebene. Wir zeichnen nun in der x, y-Ebene 
~~ ein kleines Dreieck PI P2 P 3 , Abb.l05; dunn 
~ stellt die Abbildung in der u, v-Ebene wieder 

4 ein Dreieck Q1 Q2 Q3 dar. Nun stimmen nach 
.X,!I-!Oßllt u,u-!Jene 'ß dem eben Gesagten die folgenden Strecken-

Abb. 105. Konforme Abbildung. Verhältnisse überein: 

PIP2 QIQ2 und P~Pa Q2Qa 
plp3 QlQ; p~pl Q2QI . 

Daraus geht hervor, daß die beiden Dreiecke einander ähnlich sind. Das gleiche gilt 
auch für beliebige andere, unendlich kleine Figuren. Die durch die Funktion I ver­
mittelte Abbildung ist also eine in kleinsten Flächenteilchen ähnliche Abbildung. 
Schneiden sich zwei Linien in der x, y-Ebene unter irgendeinem Winkel, so schneiden 
sich auch ihre Abbildungen in der u, v-Ebene unter dem gleichen Winkel. Wir denken 



Das ruhende elektrische Feld. 99 

uns nun in der u, v-Ebene die zu den Achsen parallelen geraden Linien 
u=konst und v=konst 

gezogen. Diese geraden Linien stehen aufeinander senkrecht. Ihre Abbildungen in 
der x, y-Ebene sind irgendw~lche Kurven, die aber nach dem oben Gesagten überall 
senkrecht aufeinander stehen. Wenn wir daher u als Potential betrachten, die Kurven 
u=konst in der x, y-Ebene entsprechend als Niveaulinien, so stehen die Kurven­
scharen v = konst überall senkrecht auf den Niveaulinien, d. h. diese Kurvenscharen 
sind die Verschiebungslinien. Ebenso gilt das Umgekehrte. Stellt u bzw. v die Poten­
tialfunktion dar, so ergeben sich die Gleichungen der Verschiebungslinien v = konst 
bzw. u = konst. Diese beiden Kurvenscharen sind orthogonal. 

Fassen wir die Funktion u als Potentialfunktion auf, so gehört zu einer Ver­
größerung von u um du eine bestimmte Strecke dn=dx+fdy in der x, y-Ebene, 
die die Richtung einer Verschiebungslinie hat, und es gilt nach Gl. (365) 

~: = !' (xl + i Y1) · 

Bewegen wir uns andrerseits vom gleichen Ausgangspunkt längs einer Niveaulinie 
um eine Strecke ds, so bleibt u konstant und es ändert sich v um einen Betrag dv. 
Die Strecke ds sei gegen dn um 90° links herum gedreht; wir setzen ds 

daher ds=j(dx+jdy), dn 

und es gilt nach Gl. (365) 

dv=-dsj'(x1+iY1), ~;=-l'(xl+iYl); 
hieraus folgt du 

dn 
dv 
ds · 

Diese Beziehung gilt auch für irgendeinen Punkt P 1 einer Leiterober­
fläche, Abb. 106. Dort ist 

du = d'P = I~ [. 
dn dn · 

Abb.l06. ZurBe-
rechnung des 

Verschiebungs­
flusses bei zylin­
drischen Elek-

troden. 

Die Verschiebungsdichte hat daher auf der Leiteroberfläche den Betrag 

1~1 =el~l =e:: = -s~i· (367) 

Daraus kann man den Verschiebungsfluß Q12 berechnen, der zwischen zwei Mantellinien 
des Leiters mit den Spuren P 1 und P 2 von der Leiteroberfläche ausgeht. Es ist für 
einen Abschnitt von der Länge l 

P2 2 

Q12 =Zfl~lds = -slj dv=el(v1-v2 ). (368) 
p, 1 

Aus den Funktionswerten v1 und v2 in den beiden Punkten P 1 und P 2 läßt sich 
also sofort der Verschiebungsfluß finden. 

Nur für wenige Fälle von Elektrodenanordnungen gibt es mathematische Ver­
fahren, durch die zu der gegebenen Anordnung die Funktion I ermittelt werden kann. 
Der einfachere Weg zur Berechnung von Potentialfeldern ist der umgekehrte, nämlich 
irgendwelche Funktionen I anzunehmen und zu untersuchen, bei welchen Elektro­
denformen diese Funktionen die Grenzbedingungen erfüllen. Im folgenden werden 
einige Beispiele dafür betrachtet. 

l. Die Funktion f{C)=cC2. 
Es wird v=2cxy. 

Wählt man v als Potentialfunktion, so ergeben sich die Niveaulinien 

xy=konst 
7* 
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als gleichseitige Hyperbeln, Abb. 107. Die Kurven u=konst stellen die Verschie­
bungslinien dar, es sind ebenfalls Hyperbeln, die auf der Schar der Niveaulinien 

,y überall senkrecht stehen. Das Feld in einem einspringen­
den rechten Winkel hat diese Form. 

2. Die Funktion I (C) = {-. 

Es wird c c(x-jy) 
I(C)=x+fy= x2+yz-, 

also 
~t=~· V=-~· 

xz+y2 ' xz+y2 

.r 

Abb. 107. Feld in einer einsprin­
genden Ecke. 

Die Kurven u = konst und v = konst stellen Scharen von 
Kreisen dar, und zwar ergibt sich das Feldbild eines 
Liniendipols (siehe Abschnitt 12). 

Setzt man 

Abb. 108, so wird 
daraus folgt 

3. Die Funktion I(C)=cln C. 

yx2+y2=r und oc=arctg Y , 
X 

u=clnr; v=coc. 

r 

a 
X 

I 
I 

Ir' X 

Abb. 108. Polarkoordinaten. 

Mit u = p ergibt sich das Feld in der Umgebung einer Linienquelle; die Niveaulinien 
sind konzentrische Kreise, die Verschiebungslinien oc = konst sind Strahlen durch den 
Nullpunkt. 

Das Feld zwischen zwei parallelen Linienquellen mit dem Abstand a und ent­
gegengesetzt gleicher Ladung ergibt sich durch den Ansatz 

I(C)=oln(C- ;)-cln(C+ ;). (369) 

Es ist in Abb. 75 dargestellt. 
Setzt man umgekehrt v= p, so erhält man das Feld in der Umgebung einer 

ebenen Metallplatte, die durch einen geradlinigen, unendlich dünnen Schnitt geteilt 
ist und deren beide Teile auf verschiedenen Potentialen stehen. 

4. Die Funktion 1 (C)=c1 m:rcroff. 
c2 

Wir schreiben die Gleichung in der Form 

I 
und benutzen die Formel C=c2cro1 c1 ' 

cro! (a+j b) =cro! acos b+i @)ina sinb; 
dann ergibt sich U V 

X=C cro~"-cos- · 
2 'cl cl' (370) 

Eliminiert man hieraus v bzw. u, so erhält man die beiden Gleichungen 

~ ~ ~ ~ --u + ---1t =I; -------=I. (371) 
c~Q':oj2- c~@iin2- c~cos2 .!. c~sin2 .!. 

C1 Cl Cl Cl 

Die erste Gleichung stellt für u = konst Ellipsen dar, deren Mittelpunkte im Koordi­
natenanfangspunkt liegen und deren Halbachsen 

(372) 
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betragen. Der halbe Brennpunktsabstand einer jeden dieser Ellipsen ist daher 

ya2-b2 =c2 • (373) 

Die Ellipsen haben gemeinsame Brennpunkte (konfokale Ellipsen). 
Die zweite Gleichung liefert für v = konst eine Hyperbelschar mit den Halb-

achsen V 
a=c cos- · 

2 Cl ' 
b • V 

=C2Slll-. 
Cl 

Der halbe Brennpunktsabstand ist 

ya2+b2=c2. 

Die Hyperbeln haben die gleichen Brennpunkte wie die Ellipsen, Abb. 43. 

(374) 

(375) 

Setzt man u =rp, so ergibt sich das Potentialfeld in der Umgebung eines ellip­
tischen Zylinders; für v =rp erhält man das Feld zwischen zwei Zylindern mit hyper­
bolischer Spur. 

Die Kapazität eines elliptischen Zylinderkondensators kann damit 
auf folgende Weise berechnet werden. Es seien die Halbachsen der beiden Zylinder 
a1, bv a 2, b2• Dann gilt nach Gl. (372) und (373) für das Potential auf dem ersten 
Zylinder 

auf dem zweiten Zylinder 

Es ist also die Spannung zwischen den beiden Zylindern 

U - __ [llf ~· _bl __ m ~· _b2_l 
-rpl rp2-Cl ;;J.totn -- uXotn .----J. 

fa~-b~ fa~-b~ 

Unter Benützung der Formel 

2(r6inz=ln(z + y z2+ I) 
ergibt sich hieraus al+bl 

U=c1ln-+b. 
a2 2 

(376) 

(377) 

Zur Berechnung der Ladung des inneren Zylinders dient die Gl. (368). Es ist nach 

Gl. (370) auf der x-Achse v = v1 = 0, auf der y-Achse v = v2 = i-c1 , also der in einem 

Quadranten vom inneren Zylinder ausgehende Verschiebungsfluß 
:n; 

Ql2= -sl2cl. 

Der ganze Verschiebungsfluß ist daher 
Q= -2nc1 el, 

und es ergibt sich die Kapazität 

0= 9._ = 2nd (378) 
U In a2+b2 

al+bl 

Der Kreiszylinderkondensator stellt einen Grenzfall dar, in dem a1 = b1 = r1 und 
a2 =b2 =r2 wird. 

Ein anderer Grenzfall ergibt sich, wenn die kurze Halbachse b der Ellipse un­
endlich klein wird; er liefert das Feld eines geladenen Blechstreifens von der Breite 
2c2 = 2a. 

Die elektrische Feldstärke des elliptischen Zylinders kann allgemein nach Gl. (367) 
berechnet werden. Für irgendeine elliptische Niveaulinie mit den Halbachsen a 
und b ist nach Gl. (370) und (372) 

V 
x=acos- · 

Cl ' 
b . V 

Y= Sill-. 
Cl 
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a , V b V 
dx=--sm-dv; dy=-cos-dv, 

(Jl (Jl (Jl ~ 

Daraus folgt 

und es wird das Längenelement der Ellipse 
dvv---.---v------ v 

ds= Y (dx) 2+ (dy)2=-- a2sm2 - +b2 cos2-; 
(Jl (Jl (Jl 

also ist die elektrische Feldstärke nach GI. (367) 
• 1 

!lf J = ddv = c1 (a2sin2 _!_ + b2cos2 _!:_)-"2". 
s (Jl (Jl 

(379) 

Sie ist auf der Oberfläche des Zylinders ungleichmäßig verteilt und hat ihren größten 
Wert für v=O, also in der x-Achse, nämlich 

W f )'f(Jl 

den kleinsten ert ür v = 2 , also in der y-Achse: 

llfl=~. a 

Die Konstante c1 läßt sich bestimmen, sobald die Spannung zwischen den Elektroden 
gegeben ist, z. B. durch GI. (377). 

Zablenbeispiel: In der Achse eines Hohlzylinders vom Radius r0=5cm befinde sich ein 
dünner Blechstreifen von der Breite 2 cm. Wie groß ist die Kapazität zwischen Blechstreifen und 
Zylinder für 1 cm Länge? 

Der Blechstreifen wird als elliptischer Zylinder mit den Halbachsen a1=1 cm und b1=0 
aufgefaßt, der Brennpunktabstand ist dann 2c2=2cm. Eine Ellipse mit der großenAchsea2=5cm 

und den gleichen Brennpunkten hat eine kleine Achse von b2= f5 2-P cm = 4,9 cm; sie weicht 
also nur noch wenig von der Kreisform ab, und es ergibt sich eine gute Annäherung, wenn man den 
Kreiszylinder durch einen elliptischen Zylinder mit a 2+b2=2 r0 =10 cm ersetzt. Die Kapa­
zität wird dann nach GI. (378) 

0= 2 neol und es folgt !!_= 2 neo =0,242 fll.tF. 
~ro· l ~w ~ 

Würde man den'Blechstreifen durch einen Kreiszylinder von gleicher Oberfläche ersetzen, also 
mit dem Radius 4 cmf2 n, so würde man erhalten 

0 = 2:n:eo =0,270 p,p,F. 
l ~2,5n cm 

5. Die Funktion /(C)=c1ln(2sinc2 C). 

Mit Benützung der Beziehung 
sinc2 C=sinc2 (x+jy) =sinc2xlroj c2 y+jcosc2 x @:linc2y 

ergibt sich 
u=c1ln2flroj2 c2 y-cos2c2x; (380) 

Für große Werte von y ist 1 
lrojc2y~ 2 e0 • v, 

und es ist cos2c2 x gegen lroj2c2 y zu vernachlässigen. Dann wird u=c1c2 y. Fassen 
wir u als Potentialfunktion auf, u =rp, so geht demnach das durch f dargestellte 
Feld in großer Entfernung von der x-Achse in ein homogenes Feld über, dessen 
Feldlinien parallel zur y-Achse und dessen Niveaulinien parallel zur x-Achseverlaufen. 

Andererseits lassen sich für sehr kleine x und y die Näherungsformeln 

lroi c2 y= l + Hc2y) 2 und cosc2x= 1-~ (c2 x)2 

anwenden. Damit folgt 
!p=c1 ln2c2 fx2 +y2 =c1ln2c2 r, 

wenn mit r der Abstand des Aufpunktes vom Koordinatenanfangspunkt bezeichnet 
wird. Diese Beziehung zeigt, daß in der Nähe des Anfangspunktes das Potential in 
das einer Linienquelle übergeht. 
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Schließlich können wir noch eine dritte Feststellung machen, wenn wir 

x=x'+k~ 
. ~ 

setzen, wobei k eine ganze Zahl bedeuten soll. Mit diesem Ansatz geht die Formel 
für das Potential in sich selbst über, d. h. das Feld ist in der x-Achse periodisch mit 
der Periode n/c2; es ist das Feld eines Gitters paralleler Linienquellen. Die 

Linienquellen haben den Abstand a = ]!;_ ; sie 
Cz 

befinden sich in der x-Achse und haben alle 
die gleiche Ladung, die sich durch die Kon­
stante c1 ausdrücken läßt. Wir benützen 
nun die dadurch bestimmte Potentialfunk­
tion zur Berechnung der Schirmwirkung 
eines Gitters aus parallelen Drähten, 
Abb. 109, das mit dem Abstand h parallel 
zu einer leitenden Ebene liegt. Legen wir die 
x-Achse in diese Ebene, so lautet die Poten- o 

tialfunktion für das Gitter 

g;=c1ln2 f~of2 c2 (y-h) -cos2c2x. (381) 

0 0 0 

Abb. 109. Schirmgitter. 

Damit das Potential auf der leitenden Ebene Null wird, muß im Abstand y = -h 
ein Spiegelbild des ersten Gitters mit entgegengesetzt gleicher Ladung angebracht 
werden. Das Potential beider Gitter wird daher 

<pg =clln2 v~o12 c2 (y- h) -cos2 c2x -clln2 yCrof2c2 (y+h) --cos2c2x. 

Unter Einführung von a =!!. kann man schließlich hierfür schreiben 
Cz 

n n 
Cl:oj2-(y-h)-cos2-x 

<p9 = i ln-~-----:-. (382) 
Cl:oj2- (y+h )-cos2-x 

a a 

In großem Abstand von der x-Achse wird dieser Ausdruck Null. Wenn daher die 
Feldstärke des homogenen Feldes dort einen bestimmtenWert ~0 haben soll, so muß 
man noch das Potential des entsprechenden homogenen Feldes hinzufügen. Legen 
wir den Nullpunkt in die leitende Ebene, so hat das Zusatzpotential die Größe 

<7Jo=l~oiY· (383) 
Damit wird schließlich das gesuchte Potential 

<p=<pu+<!Jo· (384) 
Die Konstante c1 hängt von der Vorschrift ab, die wir bezüglich des Potentials des 
Gitters machen. Es kann z. B. der folgende Fall auf diese Weise untersucht werden. 
Die leitende Ebene stelle eine geerdete Wand in einem Hochspannungsraum dar. 
Das Drahtgitter sei ebenfalls geerdet und zu dem Zweck angebracht, den Raum 
zwischen Gitter und Wand vor dem elektrischen Feld abzuschirmen. Auf der Ober­
fläche der Drähte des Gitters muß dann ebenfalls <p =0 sein. Dies liefert, unter der 
Voraussetzung, daß es sich um im Vergleich zu a und h sehr dünne Drähte mit dem 
Radius r0 handelt, n2 

-r'J 

oder 

cl az o 
0=[~0 [h+2ln n , 

Cl:oj22-h-l 
a 

h 
cl=[~ol h 

lneiin2n--lnn~ 
a a 

(385) 

Der Verlauf der Feldlinien ist in Abb. 109 links dargestellt. Das abzuschirmende 
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Feld greift zum Teil durch die Stäbe des Gitters hindurch. Die größte Dichte der 
hindurchgreifenden Verschiebungslinien ergibt sich jeweils in der Mitte zwischen 
zwei Stäben des Gitters. Dort ist zu setzen 

k=O, 1,2, ... , 

so daß das Potential längs dieser Verschiebungslinien 
n n 

ln[oj-(y-h)-ln[oj-(y+h) 
<p=[Q:o!Y+[Q;o[h a 2 a 

In (Sin_::h-lnn~ 
a a 

wird. Für die Feldstärke ergibt sich hieraus 
n n 

:tg-(y-h)-:tg-(y+h) 
jQ;j=[Q:o[+[Q;ofn~ a 2 a 

a ln(Sin-::h-lnn~ 
a a 

(386) 

Sie wird am größten in der Höhe des Gitters, y = h, und am kleinsten an der leiten­
den Wand, y=O. Die beiden Werte der Feldstärke seien dort jQ;1 j und jQ:2j. Wäre 
das Gitter nicht vorhanden, so wäre 

Q;l =Q:2 =Q:o · 
Man kann daher das Verhältnis der Feldstärken Q;1 und Q:2 zur Feldstärke Q:0 im 
homogenen Feld als ein Maß für die Schutzwirkung des Gitters ansehen. 
Dieses Verhältnis ist 2 n 

:tg-h 
'fh = ~~ = 1-n h a · (387) 

~o a In""'-" 2nh+I a ' ""tn-- n-
a nr0 

bzw. 2:l:gn~ 
'Yj2 = ~2 =1-n h __ a___ (388) 

~o a I "",. 2nh+l a · n""m- n-
a nr0 

Die hier vorkommenden hyperbolischen Funktionen kann man entweder aus 
Tabellen entnehmen oder nach den Definitionsformeln 

6inx=He00 -e~x); 

<rofx=Hex+e-x); 
eT-e-X 

%gx=--e"+e-x 
berechnen; sie sind in Abb. llO graphisch dargestellt. 

Gewöhnlich wird der Abstand des Gitters von der Wand groß gegen die Gitter­
öffnung a sein. Dann kann man näherungsweise schreiben 

%gx=1; 6inx=~e00 ; 
und es ergibt sich 1 ( a 1 a ) (389) 

'fJI=2 l+2nh n2nr0 ; 

- __!!:__In __ a_ 
'fj2 - 2nh 2nr ' 0 

(390) 

Die Feldstärke an der Wand wird also um so kleiner, je kleiner man den Draht­
abstand gegenüber dem Abstand zwischen Gitter und Wand macht. Dagegen nähert 
sich die Feldstärke in der Gitterebene bei Verkleinerung des Drahtabstandes dem 
Wertet I ~0 J . Außerdem kann die Feldstärke größere Werte in unmittelbarer Nähe 
der Drähte selbst annehmen. Die Schutzwirkung ist also auf einen Raum beschränkt, 
der nicht ganz an das Gitter selbst heranreicht. 

Im Falle des dreidimensionalen Feldes läßt sich eine derartig allgemeine 
Lösung der Potentialgleichung, wie es die komplexen Funktionen im zweidimensio-
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nalen Falle sind, nicht angeben. Die Berechnung von dreidimensionalen Feldern ist 
im allgemeinen mathematisch schwierig. Wir betrachten hier nur ein besonders 
einfaches Beispiel eines Feldes, das symmetrisch zu einer Achse ist (rotations­
symmetrisches Feld). 

Die Potentialgleichung ist eine lineare Differentialgleichung. Wenn daher 'PI 

und tp2 Lösungen dieser Gleichung sind, so ist auch CI 'PI +c2cp2 eine Lösung. Mit Hilfe 
dieses Satzes kann man aus bekannten Lösungen 
Potentialfunktionen für neue Felder zusammensetzen. 
Aus der Formel (218), Abschnitt 12, geht z. B. her-
vm,d~ ~oc 

'PI =TCOSIX und tp2 = ----:f2 

.r 

Lösungen der Potentialgleichungen sein müssen, wenn r 
den Abstand des Aufpunktes von einem festen Punkt 
und IX den Winkel des Strahles r gegen eine feste Achse 
durch diesen Punkt bezeichnen (Kugelkoordinaten). Abb. 110. Die Hyperbelfunktionen. 

Daher ist auch 
tp= (cir-~)coSIX (391) 

eine Lösung der Potentialgleichung. Für sehr große Abstände r überwiegt der erste 
Summand, der ein homogenes Feld mit Niveauflächen senkrecht zur Achse dar­
stellt. Wir benutzen nun diese Lösung der Potentialgleichung 
zur Berechnung des Feldes im Inneren und in der Umgebung 
einer isolierenden Kugel, Abb. 111, die in ein ursprünglich 
homogenes elektrisches Feld gebracht wird; die Elektrisierungs­
zahl der Kugel sei 8I, die des übrigen Raumes 8 2. Wir machen 
dann für die beiden Räume folgende Ansätze: 

im Inneren der Kugel (392) 

Abb. 111. Zur Berechnung 
der Störung eines homo· 
genen Feldes durch eine 

isolierende Kugel. 

im Außenraum tp2 = (c12r- :l)cosiX, (393) 

und untersuchen, ob mit diesen Ansätzen die Grenzbedingungen erfüllt werden 
können. Nach diesen sollen die Tangentialkomponenten der elektrischen Feld­
stärke und die Normalkomponenten der Verschiebungsdichte an den Grenzflächen 
stetig sein. Es soll also für r = r 1 

Brpr Brp2 arpr arp2 --a;: --a;: und 8Iar=82Tr 
sein. Außerdem soll für große Abstände r die Feldstärke den vorgegebenen Wert Gf0 

des ursprünglichen homogenen Feldes haben. Für r=oo, IX=Ü ist 

I Gf I= 8::/ = ci2 also ci2 = I Gf0 I . 
Ferner muß im Inneren der Kugel das Potential endlich bleiben, also c2I = 0 sein. 
Durch diese vier Bedingungen sind die vier Konstanten bestimmt und es ergibt sich 

I rc: I 3 e2 tp1 = \\!-o -+2 rcos IX ; 
Er E2 

(394) 

( Er-Ez r~) 
'P2= [Gf0 l r- --+-2 2 cosiX. 

er t:2r 
(395) 

Die beiden Ansätze genügen der Potentialgleichung, sie erfüllen ferner die Grenz­
bedingungen, stellen also das gesuchte Potential dar. Im Inneren der Kugel ist das 
Feld homogen, die Feldstärke hat dort den Wert 

I Gfi I = I Gfo I c +3 c~ c ; 
1 2 

(396) 

sie ist größer als die Feldstärke des ursprünglichen Feldes, wenn 8I < 8 2 , kann jedoch 
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höchstens 1,5 mal so groß werden. Hat dagegen die Kugel die höhere Elektrisierungs­
zahl, so ist das Feld im Inneren der Kugel schwächer als außen. Die Feldstärke hat 
im Außenraum ihre größten Werte in der Achse an der Kugeloberfläche. Es ist 

dort a I 3 l~2l=~ =J~ol-81-· (397) 
' · ßr r1 s1+2s2 

Diese Feldstärke kann dreimal so groß werden wie die des homogenen Feldes, wenn 
c:1 >c:2 • Auch nichtleitende Einschlüsse in Isolierstoffen können also zu einer ört­
lichen Vergrößerung der Feldstärke und damit zu einer höheren elektrischen 
Beanspruchung des IsoHerstoffes führen. 

Mit den gleichen Ansätzen kann man auch die Störung eines homogenen Feldes 
untersuchen, die sich ergibt, wenn eine isolierende Hohlkugel, z. B. eine dünnwandige 
Glaskugel, in das Feld gebracht wird. 

In diesem Abschnitt sind nur die einfachsten Methoden der Berechnung von 
elektrostatischen Feldern beschrieben worden; allgemeine Methoden zur Lösung der 
Potentialgleichung finden sich in der mathematisch-physikalischen Literatur. 

16. Raumladungsfelder. 

Bei der Ableitung der Potentialgleichung wurde vorausgesetzt, daß im Nicht­
leiter selbst keine Ladungen verteilt sind, daß also die Raumladungsdichte Null 
ist. Wenn nicht fortgesetzt Ionen gebildet werden, so ist dies in gasförmigen Stoffen 
immer der Fall; denn die Kräfte, die auf freie Ladungen im elektrischen Feld ein­
wirken, sorgen dafür, daß ein Ausgleich der Ladungen eintritt. Würden sich aus 
irgendeinem Grund z. B. positive Ionen vorfinden, so würden diese Ionen durch die 
Feldkräfte entlang dem Potentialgefälle zu einer Elektrode getrieben werden. Nach 
hinreichend langer Zeit werden sämtliche Ionen aus dem Nichtleiter beseitigt sein. 
Raumladungen können in gasförmigen Stoffen nur bestehen, wenn dauernd ein 
Nachschub neuer Ionen erfolgt, wenn "Ionenquellen" vorhanden sind. Dann ergibt 
sich bei konstanten Spannungen ein stationäres Strömungsfeld. Da es sich im all­
gemeinen Falle um den Transport von positiven und negativen Ionen handelt, so 
kann auch die Raumladung positiv oder negativ sein, je nachdem, welche Ionenart 
überwiegt. Die Raumladungsdichte ist um so größer, je größer die Stromdichte und je 
kleiner die Geschwindigkeit der Ionen ist. Ruhende Raumladungen können in 
festen Nichtleitern auftreten, wenn Beimengungen in feiner Verteilung vorhanden 
sind, in denen Ionenbildung entsteht (z. B. Feuchtigkeit). Wenn dann nur die 
Ionen mit kleinerer räumlicher Ausdehnung (z. B. Elektronen) abfließen können, 
so bleiben an den Grenzflächen der Beimengungen Ionen eines Vorzeichens im Über­
schuß zurück und bilden eine Raumladung. 

Raumladungen spielen insbesondere bei der Elektrizitätsleitung in Gasen eine 
Rolle (siehe Abschnitt 20). Der elektrische Strom wird bei Gasentladungen durch 
Ionen beider Vorzeichen und Elektronen gebildet. Die positiven und negativen 
Ladungen wandern in entgegengesetzter Richtung durch das Gas hindurch, haben 
jedoch im allgemeinen verschiedene Geschwindigkeit und verschiedene Dichte, so 
daß in der Volumeneinheit ein Überschuß von Ionen eines Vorzeichens vorhanden 
sein kann. 

Um den Einfluß von Raumladungen auf das elektrische Feld zu untersuchen, denkt 
man sich die Elektrizitätsmengen unendlich fein verteilt. Das ist zulässig, da die 
Ionen oder Elektronen, wenn sie überhaupt merklich in Erscheinung treten, immer 
in so großer Zahl vorhanden sind, daß auch verhältnismäßig sehr kleine Ausschnitte 
des Feldes noch eine große Anzahl davon enthalten. 

Nach Abschnitt 15 ist dann 

div '3)=e. 
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Dies liefert mit ~=cB~ und ~=- grad rp 
die Raumladungsgleichung (Poissonsche Gleichung) 

Ap= -.S..... 
I' 

(398) 

Da auf den Ladungen Verschiebungslinien entspringen oder endigen, so spannen 
sich zwischen den im Dielektrikum verteilten Ladungen und den entgegengesetzt 
geladenen Elektroden zusätzliche Verschiebungslinien aus. Die Raumladung be­
wirkt daher, daß das elektrische Feld an den Elektroden entgegengesetzter Ladung 
verdichtet, an den anderen geschwächt wird; die Raumladung schirmt die Elektroden 
gleichen Vorzeichens ab. 

Als Beispiel eines Raumladungsfeldes werde das elektrische Feld im Innern 
einer Elektronenröhre betrachtet. In den Elektronenröhren wird die Elektronen­
emission glühender Leiter ausgenützt. Im Innern der Leiter bewegen sich die freien 
Elektronen ungeordnet mit allen möglichen Geschwindigkeiten. Am häufigsten sind 
die kleinsten Geschwindigkeiten; es gilt wie für die Moleküle eines idealen Gases die 
Maxwellsehe Verteilung der Geschwindigkeiten, die dem Gaußsehen Fehlergesetz ge­
horcht, also einer "zufälligen Verteilung" entspricht. Danach ist die Wahrscheinlich­
keit, daß ein Elektron eine Geschwindigkeit v besitzt 

w=ce-(~Y, (399) 

wobei v0 eine mittlere Geschwindigkeit der Elektronen darstellt. Obwohl danach jede 
beliebige Geschwindigkeit eine gewisse Wahrscheinlichkeit hat, liegen die wirklich 
vorkommenden Geschwindigkeiten wegen der raschen Abnahme der Wahrschein­
lichkeit mit wachsender Geschwindigkeit in einem verhältnismäßig engen Bereich. 
Die Wahrscheinlichkeit, daß Elektronen Geschwindigkeiten haben, die mehr als vier­
mal so groß sind wie die mittlere Geschwindigkeit v0 , beträgt z. B. nach Gl. (399) nur 
noch ein Zehnmillionstel der Wahrscheinlichkeit kleiner Geschwindigkeiten, so daß 
sich nahezu alle Elektronen mit Geschwindigkeiten zwischen 0 und 4 v0 bewegen. 

Die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen v0 hängt nur von der Temperatur 
ab, und zwar wird sie doppelt so groß, wenn die absolute Temperatur des betreffenden 
Leiters auf das Vierfache erhöht wird; die kinetische Energie i mv2 der Leitungs­
elektronen ist proportional der absoluten Temperatur. Infolge ihrer kinetischen 
Energie fliegen die Elektronen an den Außenflächen des 
Leiters etwas aus dem Leiter hinaus, wenn sich der Leiter 
im leeren Raum befindet. Dabei treten jedoch elektrische 
Feldkräfte auf, die die Elektronen wieder zurückholen. OE-.c 

Denkt man sich die Oberfläche des Leiters als glatte Wand, re 
so läßt sich das elektrische Feld zwischen der Wand und 

""""" -e 

einem aus dem Leiter herausgeflogenen Elektron finden, 
wenn das Spiegelbild des Elektrons hinzugenommen wird, Abb. 112 ßu~~;~Wmng der 

Abb. 112. Ist e die negative Ladung des Elektrons, so muß 
die positive Ladung des Spiegelbildes ebenfalls gleich e gesetzt werden. Die von 
dem Körper auf das Elektron ausgeübte Kraft kann man so deuten als An­
ziehungskraft zwischen den beiden Ladungen + e und - e, die den Abstand 2 x 
voneinander haben; man nennt daher diese Kraft die Bildkraft. Sie hat nach 
dem Coulombsehen Gesetz die Größe 

e2 
11.131 = l6nsox2. (400) 

Man kann sie zurückführen auf ein gedachtes elektrisches Feld außerhalb des Leiters; 
für die Feldstärke dieses Feldes muß die Beziehung gelten: 

l~l=j.!.i_=_e_ 
' e l6ns0 x2 • 
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Daraus folgt: 00 

CfYx=JI Q; I dx= 16 _e -. (401) 
ns0 x 

Das Potential nimmt also umgekehrt proportional mit dem Abstand von der 

() 

Abb. 113. AustrittspotentiaL 

Leiteroberfläche ab, und zwar gilt dies bei Abständen, die 
man als groß gegen den Abstand der Atome ansehen kann; 
das sind etwa Abstände über 10-7 cm. Bei noch kleineren 
Abständen nähert sich das Potential cp entgegen Formel 
(401) einem konstanten Wert cp0 , Abb. 113, da die Elek­
tronen durch Zwischenräume zwischen den Atomen hin­
durchfliegen. Ein Elektron kann also den Leiter nur ver­
lassen, wenn es ein ganz bestimmtes Potentialgefälle cp0 über­
windet. Dazu gehört nach Abschnitt 14 die Arbeit 

A=ecp0 • 

Man bezeichnet diese Arbeit als Austrittsarbeit und 
verwendet als Maß für diese Arbeit das Potential cp0 • Im folgenden sind die Aus­
trittspotentiale für einige Stoffe angegeben: 

Platin . . . r:p 0 =4,4 .. 6,9 V, Eisen ... 
Wolfram . . . . . . . r:p0 =4,6 V, Kalzium . . 
Tantal . . . . . . . . r:p 0 =4,2 V, Natrium . . 
Kohlenstoff . . . . . . r:p0 =4,2 V, Calciumoxyd 
Thorium . . . . . . . r:p 0 =3,3 V, 

r:p0 =3,2V, 
r:p 0 =3,2V, 
r:p0 =2,7 V, 
'Po =0,6 .. l,7V. 

Ist die kinetische Energie des Elektrons größer als die Austrittsarbeit, dann fliegt 
es vollständig aus dem Leiter heraus. Die Bedingung dafür ist also 

~mv2 >ecp0 • 
Steigert man daher die Temperatur des Leiters, so wird ein immer größerer Teil 
der Leitungselektronen befähigt, die Austrittsarbeit zu überwinden. Die Elektronen­
theorie benutzt die Analogie der hier auftretenden Erscheinungen mit dem Ver­
dampfen einer Flüssigkeit oder eines festen Stoffes; sie liefert auf Grund thermo­
dynamischer Betrachtungen für die in der Zeiteinheit aus der Einheit der Oberfläche 
eines Körpers von der absoluten Temperatur T austretende Elektrizitätsmenge 
(Stromdichte) die Beziehung b 

/&./=AT2e-T. (402) 
A ist eine universelle Konstante, die bei Metallen den Wert hat 

A 
A=60,2~G d2 • (403) cm ra 

Die Konstante b hängt von der Austrittsarbeit ab und hat die Größe 

b= e;o, (404) 

wobei R die absolute Gaskonstante bezeichnet: 
Ws 

R = 1 37 · I0-23--- • (405) 
' Grad 

Bei Wolfram ergibt sich experimentell 
b=52600°, bei Thorium b=380ooo. 

T In Abb. 114 ist die Stromdichte j®.j in Ab-
'P:.';;;-'--~'---;-;~----J~f!~''t' hängigkeit von der absoluten Temperatur für 

Abb. 114. Elektronenemission verschiedener einige Stoffe dargestellt. Sie steigt mit der Tem­
Stoffe in Abhängigkeit von der absoluten peratur sehr rasch an, so daß man, um große 

Temperatur. 
Ausbeute zu bekommen, möglichst hohe Tem-

peraturen wählt, soweit es die Anfordungen an die Lebensdauer zulassen. 
Befindet sich der glühende, Elektronen aussendende Leiter in einem luftleer ge­

machten Gefäß und hält man zwischen ihm und einer anderen kalten Elektrode 
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ein Potentialgefälle aufrecht, das die aus dem Leiter austretenden Elektronen von 
dem Leiter wegführt, so ergibt sich ein Elektronenstrom zwischen der glühenden 
und der kalten Elektrode. Würden alle Elektronen weggeführt werden, die die 
Austrittsarbeit überwinden, so würde die Dichte dieses Elektronenstromes an der 
emittierenden Elektrode gerade gleich \@ .\ sein. Es zeigt sich nun, daß dies erst 
bei ziemlich hohen Potentialunterschieden zwischen der glühenden und der kalten 
Elektrode eintritt. Bei niedrigeren Spannungen ergibt sich nur ein Bruchteil des 
"Sättigungsstromes". Die Ursache dafür liegt in der Raumladung, die die von 
der glühenden Elektrode ausgehenden Elektronen in deren Um- ~ 

gebung bilden; diese Raumladung schirmt die glühende Elek- '!' 
trode ab. 

Die Potentialverteilung zwischen den beiden Elektroden 
ist durch Abb. 115 veranschaulicht. Die kalte Elektrode oder A' 
Anode A hat gegen die Glühelektrode oder Kathode K ein posi­
tives Potential. Dem dadurch entstehenden elektrischen Feld 
überlagert sich das dem Elektronenaustritt entgegenstehende 
innere Feld. In einem bestimmten sehr kleinen Abstand von 
der Kathode ergibt sich daher ein Potentialminimum. Die Elek­
tronen müssen mit ihrer kinetischen Energie das Potential­

Abb. 115. Potential zwi­
schen einer glühenden 
Kathode und einer kalten 

Anode. 

gefälle innerhalb des dadurch gegebenen Raumes vor der Kathode überwinden. 
Außerhalb dieses Raumes bewirken die Kräfte des äußeren Feldes, daß die Elek­
tronen zur Anode wandern. Da das innere Potentialgefälle sich im wesentlichen auf 
einen so kleinen Abstand von der Kathode beschränkt, daß die Austrittsarbeit durch 
das äußere Feld nur wenig beeinflußt wird, so ist für den im Gleichgewichtszustand 
entstehenden Elektronenstrom in der Hauptsache das äußere Feld maßgebend. Wir 
beschränken daher die folgenden Betrachtungen auf dieses äußere 
Feld, das nach dem Ausgeführten ein Raumladungsfeld ist. 

Es werde die in Abb. 116 skizzierte, häufig angewendete zylindri­
sche Anordnung zugrunde gelegt. Der Glühfaden befindet sich in 
der Achse des Anodenzylinders. Er wird durch den Strom ans einer 
Batterie B geheizt. Die Batterie A hält zwischen Anode und Kathode B 
eine bestimmte Spannung U 0 aufrecht. Der Elektronenstrom setzt 
sich im äußeren Stromkreis mit der Stärke I fort. Die Länge l des 
Zylinders sei groß gegen den Durchmesser, so daß die Randwirkun­
gen vernachlässigt werden können. Das elektrische Feld zwischen 
Kathode und Anode ist rotationssymmetrisch; die Feldgrößen hän­
gen nur von dem Abstand r des Aufpunktes von der Achse ab. Die 
Raumladungsgleichung lautet daher gemäß Gl. (356) 

t -=r-

"" 

~·1·1·1·1·1~ 
A 

Abb.116. 

-

-

J 

d2rp + 1 drp- I! 
dr2 r dr--8. (406) Elektronenröhre. 

Wir nehmen dazu noch die Gleichung 

-- .L!l_ _ __ I __ 
(!- v - 2nlrv' (407) 

in der v die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen an irgendeiner Stelle des Feldes 
bezeichnet, sowie die Bewegungsgleichung für die Elektronen 

~mv2 =eq;, (408) 

die aussagt, daß die kinetische Energie, die die Elektronen beim Durchlaufen des 
Potentialunterschiedes tp annehmen, gleich der vom elektrischen Feld geleisteten 
Arbeit ist. Das Potential am Glühdraht setzen wir Null. 

Aus Gl. (408) folgt 
v=JI2:rp. (409) 

A 

i 
l 

l 
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Auf Grund dieses Zusammenhanges gibt man die Geschwindigkeit der Elektronen häufig in 
Volt an. Eine Elektronengeschwindigkeit von 1000 V bedeutet also, daß das Elektron gegen eine 
Potentialdifferenz von 1000 V anlaufen kann, bis es zum Stillstand kommt; die entsprechende 
Geschwindigkeit ist 

v=1 j2ecp =1/2 ·1,59 · 10-19 ·1000AsV 1/3,54 . 1011 . 981 Wscm 
V m V 9 · 10 28 g V Grs2 

= 1 j 3,48 • 1014 • 102009_rcm2 = 18800 km . V Grs2 s 

Mit Gl. (409) ergibt sich aus Gl. (407) 
-Ifm e=--,-· 

2nlr}2ecp 

In Gl. (406) eingesetzt, ergibt dies 
d2cp _!_ _dcp - ~ 
dr2+ r dr- ,c' rrcp 

wobei fllnt 
Cl=---=. 

2nls0 }2e 

Zur Lösung der Differentialgleichung werde der Ansatz gemacht 
cp=c2rn. 

Damit wird -1-~ 
2 2 C1 2 n(n-1)c2rn- +c2nrn- =-=r 

}c2 

und es folgt aus dieser Bestimmungsgleichung für n und c2 : 

2 1t ( 2 )2 
n=3, c~ 3 =cl. 

An der Anode soll rp= U0 sein, also nach Gl. (413) 

Dies ergibt mit Gl. (414) 

und mit GI. (412) 

Man kann dies in der Form schreiben 

wobei sich für 

ergibt. 

3 

l=kUT, 
0 

die Konstante k 
l A k= 1,47. I0-5- -

ro Vt 

(410) 

(411) 

(412) 

(413) 

(414) 

(415) 

(416) 

(417) 

(418) 

(419) 

Der Elektronenstrom befolgt also nicht das Ohmsehe Ge­
setz. Seine Abhängigkeit von der Spannung ist durch Abb.ll7 

Abb. 117. Raumladecharak- veranschaulicht. VondiesersogenanntenRaumladecharak-
teristik. teristik wird bei den Anwendungen der Elektronenröhre 

Gebrauch gemacht. Wesentlich ist dabei, daß wegen der 
geringen Trägheit der Elektronen der gleiche Zusammenhang zwischen Strom I 
und Spannung U0 auch bei sehr rasch veränderlichen Spannungen bis zu Frequenzen 
von etwa 108Hz gilt, daß also die dynamische mit der statischen Charakteristik 
praktisch zusammenfällt. 

Der Elektronenstrom I kann den Sättigungswert nicht überschreiten, der durch 
die Stromdichte I®. I bestimmt ist. Die Kurve, Abb. 117, biegt daher nach Erreichen 
dieser Grenze ab. Unterhalb der Sättigungsgrenze ist der Elektronenstrom nach 
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GI. (417) unabhängig von den Materialeigenschaften der Glühelektrode und nur durch 
die Abmessungen der Anode und durch die Spannung bestimmt. 

5 3 
Für l=5 cm, r 0=0,8 cm, U =200 V wird z. B.: I= 1,47 · I0-5 O,S · 2002 A=0,26 A, wenn 

der Sättigungsstrom genügend groß ist. 

17. Graphische Methoden zur Ermittlung der Potentialverteilung in 
elt-ktrostatischt-n Feldern. 

In vielen Fällen gelangt man durch die Anwendung von graphischen Methoden 
rasch zur Auffindung der Potentialverteilung, aus der man dann die interessierenden 
Größen berechnen kann. Die graphische Feldberechnung ist am einfachsten beim 
zweidimensionalen Feld. Sie beruht darauf, daß man gefühlsmäßig Niveau­
linien und Verschiebungslinien aufzeichnet und das :Feldbild mit Hilfe der Grund­
gesetze des elektrostatischen Feldes korrigiert. Der Satz vom Flächenintegral der 
Verschiebungsdichte ist erfüllt, wenn die Verschiebungslinien stetig von einer zur 
anderen Leiteroberfläche übergehen. Die Proportionalität zwi­
schen Verschiebungsdichte und Feldstärke läßt sich auf folgende 
Weise einhalten. Es werden die Niveaulinien so gezeichnet, daß 
sie gleichen Potentialunterschieden entsprechen. Dann ist die 
Feldstärke überall umgekehrt proportional dem Abstand a zweier 
benachbarter Niveaulinien. Man denke sich ferner den von einem 
Leiter ausgehenden Verschiebungsfluß in eine Anzahl gleicher 
Teile geteilt und zeichne die diese Teile abgrenzenden Verschie­
bungslinien. Dort, wo der Abstand b von zwei nebeneinander­
liegenden Verschiebungslinien groß ist, verteilt sich der Ver­
schiebungsfluß auf eine entsprechend große Fläche; die V er­
schiebungsdichte ist also überall umgekehrt proportional dem 
Abstand b der beiden benachbarten Verschiebungslinien. Die For­
derung, daß Verschiebungsdichte und Feldstärke einander pro­
portional sein sollen, läßt sich daher so erfüllen, daß man den 
Abstand b zwischen je zwei benachharten Verschiebungslinien 
überall proportional, oder am einfachsten gleich dem Ab- Abb. ns. Graphische 

Berechnung eines zwei­
stand a zwischen zwei benachbarten Niveaulinien macht; das dimensionalen Feldes. 

ganze Feld ist dann in kleine Quadrate eingeteilt, Abb. ll8. 
Insgesamt hat man folgende Regeln beim Aufzeichnen ebener Felder zu beachten: 

l. Die Randlinien der Leiter sind Niveaulinien. 
2. Die Verschiebungslinien stehen senkrecht auf den Randlinien der Leiter. 
3. Die Niveaulinien müssen überall die Verschiebungslinien senkrecht schneiden. 
4. Der Abstand zwischen zwei benachbarten Niveaulinien muß an jeder Stelle 

des Feldes gleich dem Abstand zwischen zwei benachbarten Verschiebungslinien sein. 
5. Wenn Stoffe verschiedener Elektrisierungszahl vorhanden sind, so muß an den 

Grenzflächen das Brechungsgesetz der Verschiebungslinien gelten. An die Stelle 
von 4. tritt dann die allgemeinere Bedingung 

e !!_=k r a , (420) 

wobei die Konstante k willkürlich gewählt werden kann. 
· Man geht so vor, daß man erst nach Gefühl einige Niveaulinien einzeichnet. 

Dann bringt man Verschiebungslinien an, die möglichst gut die Regel 4 erfüllen, und 
korrigiert danach das Niveaulinienbild usw. Ist so durch abwechselndes Zeichnen 
von Niveau- und Verschiebungslinien bei immer feinerer Unterteilung das Feld­
bild gefunden und bezeichnet U1 die Potentialdifferenz zwischen je zwei benach-
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harten Niveaulinien, a ihren Abstand an irgendeiner Stelle, so gilt für die Feldstärke 
an dieser Stelle angenähert I~ i = U1 • ( 421 ) 

, ' a 

Damit kann auch die Verschiebungsdichte berechnet werden. Der Verschiebungs­
fluß, der von zwei benachbarten Verschiebungslinien begrenzt wird, hat bei einer 
Länge l der Elektroden die Größe b J 'l) JZ. Gehen in dem Feldbild von einem Leiter 
n Verschiebungslinien zu einem anderen über, so ist daher der gesamte Verschiebungs­
fluß zwischen diesen beiden Leitern 

b 
Q=enl- Ul =Sonlk Ul. (422) 

a 

Um die Kapazität zwischen zwei Elektroden zu berechnen, hat man ·den Verschie­
bungsfluß durch die Spannung zwischen den beiden Elektroden zu dividieren. Sind 
m Niveaulinien zwischen den beiden Leitern gezeichnet, so ist die Spannung (m + 1) U 1 , 

und es gilt für die Kapazität C= ~n-lk (423) 
Som+l ' 

wobei k die oben eingeführte willkürliche Konstante bezeichnet. In Abb. 118 sind 
z. B. n = 17 Verschiebungslinien und m = 2 Niveaulinien zwischen den beiden 
Elektroden vorhanden. Es ist ferner k = l. Daher wird die Kapazität für die Längen-

einheit, wenn der Nichtleiter aus Luft besteht: ~-=s0 m:l =0,502 /.l:::. 
Etwas schwieriger ist die Ermittlung von rot a t i o n s­

symmetrischen Feldern. Man denke sich hier den ge­
samten von einem Leiter ausgehenden Verschiebungsfluß 
durch Rotationsflächen, die durch Verschiebungslinien 
gebildet werden, in gleiche Teile zerlegt, Abb. 119. Be-

1-----=*"*= zeichnet man mit b den Abstand zwischen zwei benach­

Abb. 119. Zur graphischen Berech­
mmg eines rotationssymmetrischen 

E'eldes. 

barten Rotationsflächen an irgendeiner Stelle mit dem 
Abstand r von der Achse, so ist der Querschnitt des 
durch diese Flächen begrenzten Verschiebungslinien­
bündels 2nrb. Die Verschiebungsdichte ist umgekehrt 
proportional diesem Querschnitt. Damit die V erschie­
bungsdichte proportional der Feldstärke wird, muß 
daher hier rb proportional dem Abstand a der benach­
barten Niveaulinien sein, oder 

b 
r- =konst. (424) 

a 

Diese Bedingung tritt also hier an die Stelle von 4. beim ebenen Feld. Sind Stoffe 
verschiedener Elektrisierungszahl vorhanden, so hat die Konstante in ihnen ver­
schiedene Werte, da in diesem Fall 

(425) 

sein muß. Um das Feldbild aufzuzeichnen, wählt man für kirgendeinen Wert und 
geht genau so vor wie oben beschrieben. Die Feldstärke wird aus dem gefundenen 
Feldbild wieder nach der Gl. (421) berechnet. Für die Kapazität ergibt sich eine 
ähnliche Formel wie oben, und zwar ist mit den gleichen Bezeichnungen 

n 
0=2ns0 m+l ~'- (426) 

Diese Methode der Feldermittlung kann insbesondere bei den Isolatoren der Hoch­
Spannungstechnik angewendet werden, bei denen wegen der komplizierten geo­
metrischen Formen die mathematischen Methoden versagen. 

Da die Grundgesetze des elektrostatischen Feldes formal mit denen des sta­
tionären Strömungsfeldes übereinstimmen, so können die gleichen Methoden auch 
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zur Berechnung von Strömungsfeldern verwendet werden. Es ist in den obigen 
Regeln lediglich x für e zu setzen. An Stelle der Kapazität wird der Übergangs­
widerstand zwischen zwei Elektroden berechnet. Er hat die Größe 

R= m+l_l_ (427) 
n u0 kl 

. b F ld d R-_m+l __ l_ (428) 1m e enen e , un 
n 2nu0 k 

im rotationssymmetrischen Feld, wobei mit x0 eine willkürliche Bezugsleitfähigkeit 
bezeichnet ist, und x =xrxo zu setzen ist. 

II. Das langsam veränderliche elektrische Feld. 
18. Verschiebungsstrom und Leitungsstrom. 

Elektrostatische Felder mit den in den vorigen Abschnitten besprochenen Eigen­
schaften gibt es in Wirklichkeit nicht. Auch wenn alle Potentiale zeitlich konstant 
sind, stellt sich wegen der endlichen Leitfähigkeit der IsoHerstoffe eine elektrische 
Strömung ein. Die Potentialverteilung gehorcht den Gesetzen des Strömungsfeldes. 
Werden z. B. mehrere Kondensatoren hintereinander geschaltet an eine Gleich­
spannung gelegt, so verteilt sich die Spannung auf die einzelnen Kondensatoren im 
allgemeinen durchaus nicht umgekehrt wie die Kapazitätswerte, wie es unter der 
Voraussetzung elektrostatischer Felder sein müßte, sondern immer entsprechend den 
Isolationswiderständen, die ganz andere Verhältnisse haben können. Das zeitlich 
konstante elektrische Feld ist immer ein Strömungsfeld. 

Strömungsfeld und elektrostatisches Feld unterscheiden sich im allgemeinen, und 
zwar wegen der Verschiedenheit der Grenzbedingungen. Während beim elektro­
statischen Feld die Elektrodenoberflächen Niveauflächen sind, trifft dies beim 
Strömungsfeld angenähert nur dann zu, wenn die Leitfähigkeit der Elektroden sehr 
groß ist gegen die des leitenden Zwischenmediums. Die Brechungsgesetze der Strö­
mungslinien und der Verschiebungslinien zeigen ferner, daß die Grenzbedingungen 
an beliebigen Grenzflächen nur dann für beide Arten von Feld6rn die gleichen sind, 
wenn überall das Verhältnis sju den gleichen konstanten Wert hat. Nur in diesem 
Falle stimmt das elektrostatische Feld mit dem Strömungsfeld überein. Sind diese 
Bedingungen nicht erfüllt, dann ist die Potentialverteilung im stationären Zustand 
durch die Gesetze des Strömungsfeldes bestimmt. Die Grenzbedingungen des elektro­
statischen Feldes haben im Strömungsfeld keine Gültigkeit; insbesondere gilt nicht 
mehr, daß die Normalkomponente der Verschiebungsdichte an den Grenzflächen 
stetig ist. Vielmehr gilt im Strömungsfeld nach Formel (123) 

Xl ~nl =X2~n2. (429) 
Hieraus ergibt sich für das Verhältnis der Normalkomponenten der Verschiebungs· 
dichte an beliebigen Grenzflächen 

~nl S1'X2 

~n2 S2'X1 
(430) 

Es münden also von der einen Seite der Grenzfläche her mehr Verschiebungslinien 
ein, als von der anderen Seite ausgehen; an der Grenzfläche sind Ladungen vor­
handen. Die Dichte dieser Ladungen ist 

'I~nl-'IIn2='IIn2(s1 u2 -1); (431) 
S2'X1 

sie wird nur Null, wenn die oben angeführte Bedingung erfüllt ist. 
Daß nun trotzdem der Elektrostatik ein so breiter Raum gewidmet wurde, hat 

seinen Grund darin, daß die Gesetze des elektrostatischen Feldes angenähert gelten, 
wenn es sich um langsam veränderliche Felder handelt. Sobald sich die Potentiale 
zeitlich ändern, werden Ladungen transportiert, denen in den Zuleitungen zu den 
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Elektroden des Feldes elektrische Ströme entsprechen. Dieser Vorgang überdeckt 
meist schon bei verhältnismäßig langsamen zeitlichen Änderungen den des Strömungs­
feldes. Die wirkliche Strömung setzt sich dann zusammen aus der des Strömungs­
feldes und der Verschiebung der Ladungen des elektrostatischen Feldes. 

Die Leitfähigkeit der IsoHerstoffe ist zum Teil auf freie Elektronen zurückzu­
führen, wie in den Metallen, teils ist sie bedingt durch Moleküle, die in ihre Ionen 
zerfallen sind. Das Wandern der Ionen und Elektronen durch den Isolierstoff ist 
gleichbedeutend mit dem Fließen eines elektrischen Stromes. Da die Dichte der 
Ionen und Elektronen in den Isolierstoffen sehr gering ist, so ist auch die Leitfähig­
keit entsprechend klein. Sie hängt bei festen Isolierstoffen in hohem Maße von 
Beimengungen, insbesondere Wasser, ab. In der folgenden Tabelle ist die Größen­
ordnung der Leitfähigkeit einiger IsoHerstoffe angeführt; es ist ferner der sogenannte 
spezifische Oberflächenwiderstand angegeben; das ist der an der Oberfläche des 
IsoHerstoffes zwischen zwei parallelen Schneiden mit dem Abstand 1 cm gemes­

Material 

Glas 
Porzellan .. 
Hartgummi. 
Glimmer .. 
Quarz ... 
Transformatoröl . 

Leitfähigkeit 
Sjcm 

10-16 ... 10-13 
10-15 ... 10-14 
10-18 ... 10-15 
10-15 ... 10-13 
10-19 
10-13 ... 10-12 

I spez. Oberflächen­
widerstand Q 

106 ••• 1013 
109 ... 1012 
10" ... 1015 
109 ... 1012 
108 ... 1012 

sene Widerstand je cm 
Länge der Schneiden. 
Die Oberflächenleitung 
ist in den meisten Fällen 
fast allein maßgebend 
für den Isolationsstrom, 
sie nimmt mit wachsen­
der Luftfeuchtigkeit 
stark zu. 

Durchgangswiderstand und Oberflächenwiderstand hängen bei den Isolierstoffen 
noch von der Temperatur ab, und zwar nimmt die Leitfähigkeit mit der Temperatur 
zu. Bei feuchtigkeitshaltigen Isolierstoffen mit Faserstruktur, z. B. Papier und 
Baumwolle, zeigt sich ferner eine Zunahme der Leitfähigkeit mit der Feldstärke; 
sie wird darauf zurückgeführt, daß infolge der Kraftwirkung des elektrischen Feldes 
die Flüssigkeitsteilchen in die Länge gezogen werden. 

Wenn sich die Spannung an einem Kondensator ändert, so ergibt sich infolge der 
damit verbundenen Ladungsänderung ein Strom, der um so stärker ist, je rascher 
sich die Spannung ändert, Gl. (331), 

i=d~. (432) 

Mit der Ladung ändert sich der Verschiebungsfluß im Nichtleiter. Man kann daher 
die Ladungsänderung und damit den Ladungsstrom auch zurückführen auf Ände­
rungen des Verschiebungsflusses im Nichtleiter, indem man annimmt, daß die 
Gl. (432) auch für beliebig kleine Ausschnitte des Feldes gilt. Betrachten wir als 
einen solchen Ausschnitt ein Prisma von der in Abb. 27 dargestellten Art und be­
legen wir die beiden Grundflächen mit außerordentlich dünnen Metallfolien, so ist 
die Kapazität zwischen diesen Metallbelegungen 

dF 
0=8-. 

dn (433) 

Die von diesem kleinen Kondensator aufgenommenen Ströme haben daher die Größe 

d·- dP d(drp). (434) 
~- 8 dn dt ' 

di d (drp) 
dP = 8 dt dn ' 

dafür kann man schreiben 
(435) 

oder unter Einführung von Stromdichte und elektrischer Feldstärke 
d(J; d'ri 

®=8 dt = dt. (436) 

Man kann daher den von einem beliebigen Feld aufgenommenen Ladestrom so be-
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rechnen, wie wenn an jeder Stelle des Nichtleiters bei zeitlichen Änderungen der 
elektrischen Feldstärke ein Strom fließen würde, dessen Dichte durch die Änderungs­
geschwindigkeit der Verschiebungsdichte gegeben ist. Diesen Strom bezeichnet man 
als Verschie bungsstrom. Er setzt sich zusammen mit dem infolge der Leitfähig­
keit des IsoHerstoffes fließenden Leitungsstrom, so daß insgesamt an jeder Stelle 
des Feldes für die Stromdichte zu setzen ist 

d~ 6j=xi+e dt. (437) 

Man bezeichnet diese Größe als die Dichte des wahren Stromes. Die Ein­
führung des Verschiebungsstromes ist zunächst willkürlich; sie wird plausibel, wenn 
man nach Maxwell die dielektrische Verschiebung durch eine Verschiebung von 
Elektrizitätsmengen im Nichtleiter und im Äther erklärt. Da jedoch die Vorstellung 
des Äthers zu Schwierigkeiten führt, so muß der Verschiebungsstrom als eine 
Rechengröße betrachtet werden, die zur Vereinfachung der Darstellung dient. 

Die Vorteile der Einführung des Verschiebungsstromes zeigen sich erst voll, wenn es sich um 
rasch veränderliche Felder handelt, weil sich nämlich die magnetischen Wirkungen von Strom­
kreisen, die elektrische Felder enthalten, so berechnen lassen, wie wenn der Verschiebungsstrom 
im Nichtleiter gleichwertig wäre mit dem Leitungsstrom, so daß es nur auf die Dichte des wah­
ren Stromes ankommt (s. 6. Kapitel). 

Da der Verschiebungsstrom als eine Fortsetzung des Ladestromes aufgefaßt 
werden kann, so gilt auch für den wahren Strom das Gesetz von der Erhaltung der 
Elektrizität, das ausgedrückt werden kann durch die Beziehungen 

~@d!jJ=O oder div®=O- (438) 

Wenn nun der Verschiebungsstrom den Leitungsstrom erheblich überwiegt, so 
daß man diesen vernachlässigen kann, so bedeutet dies, daß an den Grenzflächen die 
Normalkomponente des Verschiebungsstromes stetig sein muß, daß also 

(439) 

oder B1 ~n 1 =e2 ~nz· (440) 

Das ist aber die im elektrischen Feld gültige Bedingung. Die Stromlinien des ver­
änderlichen elektrischen Feldes sind in diesem Falle identisch mit den Verschiebungs­
linien des elektrostatischen Feldes. Hierin liegt die Bedeutung der Kenntnisse vom 
elektrostatischen Feld. Bei den meisten praktischen Anwendungen handelt es sich 
um veränderliche elektrische Felder, in denen der Verschiebungsstrom den Leitungs­
strom erheblich überwiegt. 

Wird die Schnelligkeit der Feldänderungen mehr und mehr gesteigert, dann zeigt 
sich, daß schließlich diese Folgerungen nicht mehr gelten. Die Stromlinien können 
bei sehr hohen Frequenzen vollständig abweichende Formen annehmen. Der Grund 
dafür liegt in der elektrodynamischen Wirkung des Verschiebungsstromes, mit der 
sich das 6. Kapitel näher befaßt. Derartig rasche Änderungen müssen wir daher hier 
von unseren Betrachtungen ausschließen. 

Es gilt also unter dieser Voraussetzung: "Im langsam veränderlichen Feld 
ist die Potentialverteilung angenähert die gleiche wie im elektro­
statischen Feld." 

19. Das elektrische Wechselfeld. 
Praktisch besonders wichtig ist das V erhalten der Nichtleiter in elektrischen 

Feldern, wenn sich die Feldgrößen zeitlich sinusförmig ändern. Der Verschiebungs­
strom im Nichtleiter wird dann ein sinusförmiger Wechselstrom, die Spannungen 
sind sinusförmige Wechselspannungen. Um solche Wechselspannungen und -ströme 
mathematisch darzustellen, ist es erforderlich, positive Richtungen willkürlich fest­
zulegen. Wir kennzeichnen die positive Richtung des Stromes in einem Leiter durch 

8* 
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einen Pfeil und setzen fest, daß die Spannung zwischen zwei Punkten des Leiters 
als positiv bezeichnet werden soll, wenn der Pfeil vom höheren zum niedrigeren 
Potential weist, Abb. 120. Unter dieser Voraussetzung gilt die in Abschnitt 14 abge-

leitete Beziehung (331) . _ 0 du («1) 
~c- dt 

z( für den Ladestrom i0 in einem Kondensator mit der Kapazität 0. 
Eine zeitlich sinusförmige Spannung stellen wir dar durch 

u u= u-{2 sinwt, (442) 
Abb.l20. Wechsel- f 
stromkreismitKa- wobei U den E fekti vwert der Spannung, w die Kreis fre-

pazität. quenz, w=2nf' (443) 

und f die Frequenz der Wechselspannung bezeichnet. Die Periode der Wechsel-
spannung ist 1 

T=j· (444) 

Ändert sich die Spannung zwischen den beiden Elektroden eines Kondensators ge­
mäß (442}, so wird der Ladestrom 

i 0 = U wO {2 coswt. (445) 
Das elektrische Feld im Kondensator ist ein W echselfeld, für das nach dem vorigen 
Abschnitt die gleichen Gesetze gelten wie für ein elektrostatisches Feld. Der Lade­

t 

strom des Kondensators erreicht entsprechende 
Werte um % Periode früher als die Spannung, 
Abb. 121; er eilt also der Spannung um % Pe­
riode voraus. Sein Effektivwert ist 

10 =UwC. (446) 

Indem man die Periode T in 360 "elektrische 
Grade" einteilt, sagt man auch: "Der Strom i 0 

eilt der Spannung u um 90° voraus." Diese 
Aussage hat nur dann einen Sinn, wenn die 

Abb. 121. Zeitlicher Verlauf von Spannung und 
Strom bei einem Kondensator. positiven Richtungen so wie oben definiert 

werden. 
Hat der Nichtleiter eine endliche Leitfähigkeit, so entsteht an jeder Stelle 

unter der Einwirkung der elektrischen Feldstärke ein Strom von der Dichte x~. 
Da die elektrische Feldstärke in jedem Augenblick proportional der Spannung zwi­
schen den Elektroden ist, also mit ihr "in Phase" schwingt, so ist auch der Leitungs­
strom in Phase mit der Spannung. Bezeichnen wir diesen Strom mit iR, so gilt daher 

. u u ,-;::-2 • (447) ~R= R = R V., SlUWt, 

wobei R den Isolationswiderstand für Wechselstrom darstellt. Der gesamte Strom 
ist in jedem Augenblick i=ia+iR. (448) 

@ Seine Voreilung gegen die Spannung liegt zwischen Null und 90°, und 
,....._, man kann auf Grund dieses Zusammenhanges für den Kondensator 

i. tr: {' l das in Abb. 122 dargestellte Ersatzschema aufstellen, in dem man 
sich den Kondensator zerlegt denkt in einen Kondensator mit voll-

z11 kommeuer Isolierung und einen Widerstand, der den Isolationsstrom 
IT führt. 

Abb.l22.Ersatz· Die elektrische Arbeit, die der Kondensator während einer Periode 
bild eines un· 
vollkommeneu aufnimmt, ist 
Kondensators. 

T 

A1 =fuidt. 
0 

Durch Einsetzen von u und i und Ausführen der Integration erhält man 
U2 

Al=IfT. (449} 
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Diese Arbeit ist unabhängig von der Größe der Kapazität, nur bestimmt durch den 
Widerstand R. Der Verschiebungsstrom zeigt lediglich ein Hin- und Herpendeln 
von Ladungen an, wobei die während eines Teils der Periode, in dem u und i 
gleiche Vorzeichen haben, aufgenommene Arbeit während der anderen Zeitabschnitte 
vom Kondensator wieder abgegeben wird. Die elektrische Arbeit wird während der 
ersten Zeitabschnitte im elektrischen Feld als elektrische Energie aufgespeichert. Es 
ist in jedem Zeitpunkt, Gl. (323), 

W=!Ou2 • 

Die aufgespeicherte Energie erreicht den Maximalwert 
W=OU2 , 

wenn die Spannung ihren Maximalwert hat. Nimmt dann die Spannung ab, so ver­
ringert sich die aufgespeicherte Energie entsprechend und es wird Energie aus dem 
elektrischen Feld zur Stromquelle zurückgeliefert. Nur infolge des Leitungsstromes 
entstehen elektrische Verluste. Nach dem Abschnitt 6 zeigt die endliche Leitfähigkeit 
des IsoHerstoffes eine Umsetzung elektrischer Energie in Wärme an. Die während 
einer Periode des Wechselstromes entwickelte Wärmemenge ist A1. In der Zeitein-
heit wird daher die Arbeit N _ U2 

-R 

in Wärme umgesetzt. Dies ist die Leistung, die dem Kondensator im Mittel zu­
fließt. Durch Messen dieser Leistung kann man die Größe R bestimmen. Derartige 
Messungen zeigen nun, daß bei wirklichen Isolierstoffen der so ermittelte Wert von 
R im allgemeinen nicht dem Isolationswiderstand entspricht, den man mit Gleich­
strom feststellen kann; er ist vielmehr meist erheblich kleiner. Man bezeichnet diese 
Erscheinung als die der dielektrischen Verluste. Um auszudrücken, daß es sich 
hier nicht um den Gleichstromisolationswiderstand handelt, führt man den rezi­
proken Wert von R, den Leitwert ein, den man mit G bezeichnet, und man defi­
niert also diese Größe durch die vom Kondensator aufgenommene Leistung 

N=U2 G. (450) 
G wird als die Ableitung des Kondensators bezeichnet. Für den Effektivwert des 
Leitungsstromes gilt IR= UG. (451) 

Eine Veranschaulichung von sinusförmigen Strömen und Spannungen liefert das 
"Zeigerdiagramm". Es ist für den hier betrachteten Fall eines Kondensators in 
Abb. 123 aufgezeichnet. Die Wechselstromgrößen werden durch Zeiger dargestellt, 
deren Länge in einem willkürlich gewählten Maßstab 
gleich dem Effektivwert gemacht wird; sie bilden ~_u - z 
Winkel miteinander, die gleich den in Graden aus- C /// / 1 

gedrückten zeitlichen Verschiebungen sind, wobei /// 1 

eine Voreilung einer Drehung links herum ent- ll 11 / 0 I 
sprechen soll. Die Projektionen dieser Zeiger auf 
eine im Uhrzeigersinn mit der Winkelgeschwin-
digkeit w rotierende "Zeitlinie" Z geben, mit y2 mul­
tipliziert, die Augenblickswerte der Spannungen und 

II 

Ströme an. Die Zeitlinie wird ebenfalls mit einem Abb. 123. Zeigerdiagramm für den 
Pfeil versehen und dadurch in eine positive und ne- Kondensator. 

gative Hälfte geteilt. Die Augenblickswerte gelten als 
positiv, wenn die Projektionen auf der positiven Hälfte der Zeitlinie liegen, im an­
deren Falle als negativ. Der Ladestrom I 0 eilt der Spannung U um 90° vor, wäh­
rend der Leitungsstrom IR in Phase mit U liegt. 

Für die Wechselstromzeiger gelten die geometrischen Additionsgesetze der Vek­
toren; man bezeichnet sie daher meist als Vektoren, eine Bezeichnung, die man 
jedoch für die Raumvektoren vorbehalten sollte. Wie aus Abb. 123 ersichtlich ist, 
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ergibt sich bei geometrischer Addition von IR und 10 für die Projektionen auf die 
Zeitlinie OA=OB+OO, 
oder i=i0+iB, 
wie es nach Gl. (448) sein soll. Der Zeiger des Gesamtstromes ergibt sich also durch 
geometrische Addition der die Teilströme darstellenden Zeiger. 

Als Maß für die dielektrischen Verluste kann man den Winkelö benützen, um den 
der Gesamtstrom dem Ladestrom nacheilt. Man bezeichnet diesen Winkel als den 
Verlustwinkel des Kondensators, da sich durch ihn die Verlustleistung ausdrücken 
läßt. Es ist i\ IB G 

tgu---- (452) - Io- wo· 
Der Verlustwinkel stellt eine Materialkonstante dar, da das Verhältnis GJO nach 
Abschnitt ll unabhängig von den Abmessungen ist. Die in Wärme umgesetzte 
Leistung wird N=U2G=UIB=Ulsinö=Ulcosp. (453) 

Für den Gesamtstrom läßt sich aus Abb. 123 die Beziehung ablesen 

l=UfG2+(w0)2. (454) 
Eine Weiterentwicklung des Zeigerdiagramms bildet die komplexe Rech­

nung der Wechselstromtechnik. Man denkt sich in die Ebene des Zeigerdia­

( 

.Zt 

Abb. 124. Darstellung der Zei­
ger durch komplexe Größen. 

gramms die Ebene der komplexen Zahlen so gelegt, daß 
die Anfangspunkte zusammenfallen. Dann kann man jeden 
Zeiger durch eine komplexe Zahl darstellen, also in der 
Form schreiben 

C=x+jy, wobei i=Y-l. 
Sind zwei Zeiger vorhanden, Abb. 124, so ist also 

C1 =X1 +iY1; C2=x2+iY2. 
Die Summe der beiden komplexen Zahlen 

C = C1 +C2=X1 +x2+i (Yl +y2) 
ergibt, wie man erkennt, die Darstellung der geometrischen 

Summe der beiden Zeiger. Um also zwei Wechselstromzeiger zusammenzusetzen, 
hat man lediglich die entsprechenden komplexen Größen zu addieren. Das Ent­
sprechende gilt für die Subtraktion. 

Schreibt man die komplexen Größen in der Form 
C =reia., (455) 

wobei r = y x2+y2 =I C J (456) 
den Betrag oder die Länge des Zeigers und oc den Winkel mit der reellen Achse be­
zeichnet, 

tgoc= Jf_ 
x' (457) 

so erkennt man, daß die Multiplikation zweier Zeiger 
C = C1 C2 =r1 r2ei(a.,+a.o) 

einen Zeiger ergibt, dessen Betrag gleich dem Produkt der beiden Beträge und dessen 
Winkel mit der Achse gleich der Summe der beiden Winkel ist. Die Multiplikation 
einer komplexen Größe C1 mit einer anderen, C2, bedeutet eine Streckung mit dem 
Betrag von C2 und eine Drehung links herum um den Winkel von C2• Eine Multi-
plikation mit . n: ,_ 

j=l· e 2 

bedeutet eine Drehung um 90° entgegen dem Uhrzeigersinn. 
Wir bezeichnen die komplexen Wechselstromgrößen mit dem überstrichenen 

Buchstaben, oder wenn keine Verwechslung mit Raumvektoren vorkommen kann, 
mit deutschen Buchstaben. Eine komplexe Größe, die den Zeiger einer Wechsel-
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spannung darstellt, wird also U oder U geschrieben, ebenso der komplexe Wechsel­

strom I oder 3. Es gilt dann für den Ladestrom des Kondensators 
- -
I 0 =jwOU, 

oder 3 0 =jwOU. 

(458) 
(459) 

Eine solche Gleichung sagt zweierlei aus: 

1. Die Größe von I 0 geht aus der von U dadurch hervor, daß man diese mit wO 
multipliziert. 

2. Die Richtung von I 0 eilt der Richtung von U um 90° voraus. 
Die Gleichung in komplexen Größen enthält also alle Aussagen des Zeiger­

diagramms. Ist der Strom gegeben und die Spannung gesucht, so gilt 

U 1 Q; 

= jwc'-Ja· (460) 

Diese Beziehung legt es nahe, die Größe l/j w 0 als ein Symbol für den Widerstand des 
Kondensators anzusehen. Wir setzen 

1 
ffi= jwC' (461) 

und nennen lR den komplexen Widerstand oder den Widerstandsoperator 
des Kondensators mit der Kapazität 0. Seine Einführung hat den Vorteil, daß man 
nun mit den Wechselstromgrößen genau so rechnen kann wie bei Gleichstrom. So 
wie dort gilt das Ohmsehe Gesetz in der Form 

U=3lR. ~~ 

Für den Ableitungsstrom ist in der komplexen Darstellung zu schreiben 

3R=UG; (463) 

der der Ableitung G entsprechende Widerstandsoperator ist reell und lR = G-1. Der 
Gesamtstrom ergibt sich durch Addition der beiden komplexen Ströme 3a und 3R, 
also 3=3o+3R. (464) 

Bei Parallelschaltung addieren sich die reziproken Werte der komplexen Wider­
stände. 

Die Länge eines Zeigers, also der Effektivwert, ergibt sich in der komplexen Dar­
stellung, wenn man den absoluten Betrag der komplexen Zahl bildet. Es ist also 

I=[3[; U=[U[. (465) 
Aus Gl. (464) folgt daher für den Effektivwert 

I= Uj(G+jwO)j = UfG2 +(w0)2 , 

das gleiche Ergebnis, wie es aus dem Zeigerdiagramm abgeleitet wurde. Legt man 
den Zeiger der Spannung in die reelle Achse, so wird U reell. Der Winkel, um den der 
Zeiger 3 dem Zeiger U voreilt, ist daher gleich dem Winkel von G + j w 0 gegen 
die reelle Achse, d. h. es ist wO 

tgq;= G, (466) 

ein Ergebnis, das ebenfalls aus dem Zeigerdiagramm abzulesen ist. 
Die komplexe Rechnung der Wechselstromtechnik wird im Abschnitt 32 noch­

mals zusammenhängend behandelt. Die hier gewonnenen Rechenregeln sollen im 
folgenden auf ein Beispiel angewendet werden. 

Die Erscheinung der dielektrischen Verluste wird im wesentlichen durch 
die Inhomogenität der IsoHerstoffe erklärt; ihre Ursache ist also die gleiche wie die 
der Nachwirkung. Wenn das Verhältnis sjn an den verschiedenen Punkten des 
Isolierstoffes verschiedene Werte hat, so stimmt das elektrostatische Feld nicht mehr 
überein mit dem Strömungsfeld. Im stationären Zustand ergibt sich dann eine andere 
Potentialverteilung als bei Feldänderungen. Im Wechselfeld kommen nun Zeit­
punkte vor, in denen sich die Feldgrößen rasch ändern und andere Zeitpunkte, in 
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denen sie nahezu konstant bleiben. Im ersten Fall hat die Verschiebungsdichte auf 
beiden Seiten der Grenzflächen die gleiche Normalkomponente, im anderen Fall 
die Stromdichte. Während also im ersten Fall die Grenzflächen ladungsfrei sind, be­
finden sich im zweiten Fall an den Grenzflächen Ladungen. In einem W echseHeld 
müssen daher fortwährend Elektrizitätsmengen zu den Grenzflächen hin und wieder 
fortgeschafft werden. Ihr Transport ist mit einer Wärmeentwicklung verbunden, 
die sich im Auftreten der dielektrischen Verluste äußert. 

Eine genauere Vorstellung von diesen Verhältnissen liefert wieder die Betrachtung 
des in Abb. 98 dargestellten einfachen Falles der Inhomogenität. In komplexer 
Schreibweise gelten hier die folgenden Gleichungen: 

S=ll2(~; + jm02); 

S=ll1jm01; 
U=U1+U2. 

Daraus folgt durch Auflösen nach S: 
( l R )-1 S=U --+---~-iw01 l+iw02 R1 • 

(467) 

(468) 

(469) 

(470) 

Wir bringen den Faktor von U auf die Form x+ jy. Die Ausrechnung ergibt 
w90~R; . 

X= l+w2 (01+02 )2R~' 
ro01(l+w2 0 2(01+02)Rn 

y= I+w2 (01+0a)2R~ 

(471) 

(472) 

Diesen Faktor kann man als den komplexen Leitwert eines Ersatzkondensators 
auffassen, bei dem die gleiche Wechselspannung den gleichen Wechselstrom erzeugt: 

G0+jm00=x+jy. (473) 

Die scheinbare Ableitung des Kondensators ist also 
w90~R; 

Go= I+w2 (01+02)2Rf' 
die scheinbare Kapazität 

0, -O l+w"C2 (C1+C2)RT 
o- 1 I+w1 (C1+C2 )2R~ 

(474) 

(475) 

Die Ableitung G0 ist hier für Gleichstrom (m=O) verschwindend klein, der Gleich­
stromisolationswiderstand unendlich groß. Bei Wechselstrom ergibt sich jedoch ein 

endlicher Isolationswiderstand. Von Interesse ist die 
Abhängigkeit der Ableitung und der scheinbaren Ka­
pazität von der Frequenz der Wechselströme; sie ist 
in Abb. 125 dargestellt. G0 nähert sich mit wachsender 
Frequenz einem Grenzwert, der gleich ist 

1 ( 01 )2 
Gomax= R; 01+0a . (476) 

Die scheinbare Kapazität hat für sehr niedrige Frequen­
zen den Anfangswert 0 0 = 01• Der Widerstand Ri bringt 

Abb.l25. Kapazität und Ableitung h' di L d b' di G fl'' h · h b · eines Zweischichtenkondensators. Ier e a ungen lS an e renz ac e ZWlSC en el-
den Schichten. Bei hohen Frequenzen dagegen über­

wiegen die Verschiebungsströme, die scheinbare Kapazität nähert sich dem Grenz-
wert 0 1 0 2 

Oo=a +C. 
1 2 

(477) 

Man drückt dieses Ergebnis häufig auch so aus, daß man sagt, die Kapazität eines 
Kondensators werde durch die dielektrischen Verluste verkleinert; in Wirklichkeit 
ist die umgekehrte Vorstellung die richtigere. 
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Der dielektrische Verlustwinkel ergibt sich aus 

tg!5=_§_= w01 R1 (478} 
w00 l+w20 2 (01+02)R: · 

Seine Abhängigkeit von der Frequenz ist in Abb. 126 dargestellt. Bei einer bestimm­
ten Frequenz hat der Verlustwinkel einen Maximalwert, der berechnet werden 
kann aus .i 01 tJ 

tgu= , 
2f02(01+02) 

also unabhängig von Ri ist. Bei wirklichen Isolierstoffen 
beobachtet man, daß der Verlustwinkel in einem großen 
Frequenzbereich nahezu konstant ist, daß also die wirk­
liche Kurve viel flacher verläuft als in Abb. 126. Man er­
klärt dies dadurch, daß nicht nur zwei Schichten, sondern A~~el;~hic~:~~;:;:J~;~t~~~~s 
Ungleichmäßigkeiten der verschiedensten Arten vorhanden 
sind, z. B. Einschlüsse verschiedener Größe und Beschaffenheit, deren Wirkungen 
sich überlagern, so daß das Maximum der Verlustwinkelkurve verbreitert wird. 

Die Erscheinung der dielektrischen Nachwirkung ist zuweilen als dielektrische 
Hysteresis bezeichnet worden. Diese Bezeichnung ist falsch. Unter Hysteresis ver­
steht man allgemein die durch Abb. 127 veranschaulichte 
Abhängigkeit zwischen zwei Größen A und B. Vergrößert ß 
man von irgendeinem Wert A1 beginnend die Größe A bis 
zu dem Wert A2, so erhält man einen bestimmten Wert B1• 

Verkleinert man dagegen A von einem höheren Wert A3 bis 
auf A2, so erhält man einen Wert B2, wobei B2 > B1• Dieser 
Fall spielt bei den magnetischen Erscheinungen eine wichtige 
Rolle. Im elektrischen Feld stellt sich dagegen bei einer be-
stimmten Feldstärke immer ein und derselbe Verschiebungs- Abb. 127. Hysteresis. 

fluß ein, wenn hinreichend lange gewartet wird. 

II 

Die Spannungsverteilung im Zweischichtenkondensator werde noch kurz an 
Hand des Zeigerdiagramms erläutert. Um dieses Diagramm aufzustellen, geht man 
zweckmäßig von der Spannung U 2 aus, für die man irgendeinen Wert annimmt, 
Abb. 128. Damit ergeben sich aus Gl. (446) und (451) Verschiebungs- und Lei­
tungsstrom I 1 und I 2• Sie liefern als Summe den Gesamtstrom I. Dieser erzeugt an 
der Schicht mit der Kapazität 0 1 eine Spannung U 1 L 
von der Größe Ijw01 , die dem Strom I um ge- 1 

nau 90° nacheilt, da die Leitfähigkeit in dieser 
Schicht Null sein soll. Damit wird die Gesamt­
spannung U durch Addition der beiden Teil­
spannungen erhalten. Der Winkel q; ist immer 
kleiner als 90°, also cos q; von Null verschieden. 
Die Verlustleistung hatdie Größe U I cosq; = U2 I 2• 

Immer wenn der Verschiebungsstrom i 1 durch 
Null geht, hat der Leitungsstrom i 2 gerade seinen Abb. 128. ZeigerdiagrammdesZwelschichten-
Maximalwert; er transportiert dam1 die Elektri- kondensators. 

zitätsmenge zur Grenzfläche, die für das Gleich-
gewicht der Verschiebungsströme in der darauffolgenden Zeit erforderlich ist. Die 
dielektrischen Verluste entsprechen der während dieses Transportes in Wärme um­
gesetzten elektrischen Arbeit. Die Zeigerdiagramme haben vor der komplexen 
Rechnung den Vorzug größerer Anschaulichkeit; dagegen erfordert die komplexe 
Rechnung besonders bei komplizierteren Anordnungen erheblich weniger Gedanken­
arbeit als die Aufstellung des Zeigerdiagramms. 

Da der Ableitungsstrom bei wirklichen Kondensatoren immer klein gegen den 
Ladestrom ist, so gelten für die Hintereinander- und Parallelschaltung von 
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Kondensatoren bei Wechselstrom sehr genau die Formeln (185) und (186). Die 
Verlustwinkel setzen sich dagegen in komplizierterer Weise zusammen. Unter der 
praktisch immer zutreffenden Voraussetzung, daß wegen der Kleinheit der Verlust­
winkel tg <" R:::l <" gesetzt werden kann, ist der komplexe Widerstand eines Konden-
sators 1 o 1 

~=jwC(1-jo)~wC+jwC" (479) 

Bei Hintereinanderschaltung wird daher der resultierende Verlustwinkel 

<"=00 ( 01 + 02 +_8~+ · · ·). (480) 
Cl C2 Ca 

Bei Parallelschaltung ergibt sich dagegen 
1 

<"=Co (<51 01 +<"202+<"aOa+ · · ·) · (481) 

Sind die Kapazitätswerte der Teilkondensatoren einander gleich, so wird in beiden 

Fällen <"=_!-(<"1+<"2+<"a+·. ·), (482) 
n 

wenn n Kondensatoren vorhanden sind. 
Jeder Kondensator mit dielektrischen Verlusten läßt sich durch die beiden in 

Abb. 129 gezeichneten Ersatzbilder darstellen, die einander vollkommen gleich-
6' wertig sind. Man definiert jedoch die Kapazität grundsätz-

~
" lieh aus dem Bild a. Die beiden Bilder a und b stimmen 
~ elektrisch ü herein, wenn 

1 1 
~=Rl+ jwCl =G+fw(f· (483) 

0~~ hieraus 
Durch Gleichsetzen der reellen und imaginären Teile folgt 

Abb. 129. Ersatzbild des 
unvollkommenen Konden­

sators. 

01=0(1 + (::cn; 
G 

(484) 

(485) 

jedoch 

(486) 

Rl = G2+(w C)2. 

Die Ersatzkapazität 0 1 ist also immer größer als 0. Praktisch kann man 
meist setzen G 

Rl= w2C2. 

Die Gleichwertigkeit der beiden Ersatzbilder wird z. B. bei der Messung der 
dielektrischen Verluste mit Hilfe der Wechselstrommeßbrücke benutzt. Abb. 130 

zeigt die einfachste Form einer solchen Brücke (M. Wien, 1891). 
Mit '"'"' ist der Wechselstromgenerator bezeichnet; R und R1 sind 
Normalwiderstände, also Widerstände, die auch bei Wechselstrom 
die gleichen Widerstandswerte haben wie bei Gleichstrom. 0 1 ist 
ein möglichst verlustfreier, geeichter und einstellbarer Konden­
sator. Der zu untersuchende Kondensator ist mit G, 0 bezeichnet. 
Das Brückengleichgewicht wird mit Hilfe des Wechselstrom­
galvanometers A (Vibrationsgalvanometer, Fernhörer, Röhren­
voltmeter) eingestellt. Es gilt dann die bekannte Bedingung 
für das Verhältnis der Brückenwiderstände, die hier durch die 

Abb. 130. Kapazitäts- entsprechenden komplexen Widerstände auszudrücken ist. Da 
meßbrücke. 

die beiden linken Widerstandszweige einander gleich sind, müs-
sen auch die komplexen Widerstände der beiden Kondensatorzweige einander gleich 
sein; bei nicht zu großen Verlustwinkeln erhält man also Kapazität und Ableitung aus 

0=01, G=R1 (w01)2. (487) 

Zahlenbeispiel: Es ergebe sich bei einer Messung mit Wechselstrom von500Hz: C1 =0,1 ,uF, 
R1=100 Q. Dann wird 

G=R1(w C1 )2= 100 (3140 · 0,1 · I0-6 Fs-1 )2 il=9,87 ,uS. 
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Die Kapazität wird 0=01 =0,1 [!F und der Verlustwinkel 

• G 9,87 ~tSs o 
u= wO= 3140~0)~tF =0,0314=3,14Yo. 

Nach den Gl. (484) und (485) haben die Nährungsformeln einen Fehler von der Größe fl 2 ; er 
beträgt also hier 0,1 %. 

Mit Hilfe der von K. W. Wagner angegebenen Meßbrücke, Abb. 131, kann 
man Teilkapazitäten und ihre Verlustwinkel unmittelbar messen. Die zu unter­
suchende Anordnung ist durch abc dargestellt. Sie kann beliebig viele Elektroden 

enthalten, wie z. B. bei einem Kabel mit einer größeren Anzahl 
von Leitungen. Um die Teilkapazität K 1 zwischen zwei beliebi­
gen Leitern a und b zu messen, verbindet man alle übrigen 
Leiter miteinander zu der gemein­
samen Elektrode c. Diese gemeinsame 
Elektrode c wird geerdet, während 
die Leiter a und b in der gezeichne-
ten Weise an die Meßbrücke ange­
schlossen werden. Diese besteht aus rv 

einer "Hauptbrücke" ähnlich wie 
Abb. 130 und .einer "Hilfsbrücke", 
die aus den Widerständen R2 und Ra 
und dem Kondensator 0 2 gebildet 
wird. Ferner sind zwei Nullinstru-

Abb. 132. Messung von Kapazität 
Abb. 131. HUfsbrücke mente Al und A2 vorhanden' von und Verlustwinkel bei hohen Span-

nach Wagner. denen A1 zur Einstellung der Haupt- nungen. 

brücke (R1, 0 1) und A 2 zur Einstellung 
der Hilfsbrücke (R2, 0 2) dient. Sind beide Instrumente stromlos, so haben die 
Punkte a und c gleiches Potential. Die Teilkapazität K 2 ist daher stromlos, sie 
liegt parallel zum Instrument A 2• Ferner liegt die Teilkapazität Ka parallel zu dem 
Zweig R 2 0 2 der Hilfs- Tabelle 3. 
brücke ; sie addiert sich 
zu 0 2 • In der Hauptbrücke Material 

alata 
ellon 

ist dann nur noch die 
Teilkapazität K 1 wirk- B 
sam, so daß K 1 = 0 1 wird. ~ 
Die zu K 1 gehörige Ablei­
tung, die man entspre­
chendals Teilableitung 
zwischen den Leitern a 
und b bezeichnen kann, 

artgummi 
Flintglas 

Glimmer 

ergibt sich aus 
Guttapercha 
Gummi (weich) 

G1 =(w01) 2R1 . 
ackisolation 

Seideisolation 
L 

aumwollisolation Zur Messung der Ka- B 
pazität und Ableitung bei ~ apier (trocken) . 

hohen Spannungen p 
a pier ( ölgetränkt) 

dient die von Sehering T 
angegebene Brücke, deren 

orzellan 
ransformatoröl 

Temperatur I Frequenz 
0 0 Hz 

20 1000 
20 1000 
20 1000 
20 50 
20 1000 
20 5000 
20 50 
20 1000 
15 1000 
20 1000 
20 1000 
20 1000 
20 1000 
20 1000 
20 50 
20 50 
17 50 

0 

0,004 
0,033 
0,0025 ... 0,025 
0,004 
0,003 
0,0015 
0,0003 ... 0,0015 
0,0002 ... 0,001 
0,024 
0,015 
0,02 
0,04 
0,3 
0,004 
0,004 ... 0,04 
0,05 
0,005 

Prinzip in Abb. 132 dargestellt ist. Mit 0 1 ist ein verlustfreier Normalkondensator 
(Luftkondensator) bezeichnet, mit 0, (j der zu untersuchende Kondensator. R3 und 
R4 sind Normalwiderstände, von denen R4 regelbar ist. Parallel zu Ra liegt der 
verlustfreie und regelbare Meßkondensator Oa. Die Widerstände Ra und R 4 sind 
klein gegen die Wechselstromwiderstände von 0 und 0 1 , so daß praktisch die 
ganze Spannung der Stromquelle an dem Meßobjekt liegt. Die komplexen Wider-



124 Das elektrische Feld. 

stände der vier Brückenzweige sind 
1 1 

1R1= jw01 ; 1R2 = r'5wO+jwO; 

Wenn A stromlos ist, so gilt ffi1 ffi2 

ma=m,· 

(488} 

(489} 

Daraus folgt durch Einsetzen und Trennen der reellen und imaginären Teile 
b=w03R3 ; (490} 

0 R3 1 O R3 } 
=01 R, 1+r52 ~ 1 R;· (491 

In der Tabelle 3 (S. 123) sind die Verlustwinkel einiger IsoHerstoffe angegeben; 
der Verlustwinkel hängt von der Temperatur ab und hat im allgemeinen bei einer 
bestimmten Temperatur ein Minimum. 

Zahlenbeispiel: An einem Einleiterkabel von 1 km Länge sei durch Messung mit Wechsel­
strom von 50 Hz eine Kapazität von 0,2 ,uF und ein Verlustwinkel von 6=0,004 gefunden 
worden. Das Kabel werde mit einer Spannung von U = 30 kV betrieben. Für den Effektivwert. 
des Ladestromes ergibt sich 

As 
l 0 =U w0=30000·314·0,2·10-6 Vs-1 V =1,884A. 

Die Ableitung beträgt 
As 

G=r'5w0=0,004. 314.0,2. I0-6s-lv=0,251,uS. 

Der Ableitungsstrom ist 
IR=UG=3oooo. o,25IVrtS=0,00753A. 

Die dielektrischen Verluste betragen 
N = u IR=30000. 0,0075VA=0,225kW. 

20. Der Durchschlag von Isolierstoffen. 
Überschreitet die Spannung zwischen zwei Elektroden, die sich in einem iso­

lierenden Stoff befinden, einen bestimmten Betrag, so verliert der Stoff seine iso­
lierenden Eigenschaften; es tritt der Durchschlag oder Durchbruch ein. Ein 
Funke oder Lichtbogen überbrückt den Zwischenraum zwischen den Elektroden 
und stellt eine leitende Verbindung her. Wenn es sich um den Durchschlag der Luft 
längs der Oberfläche eines festen oder flüssigen IsoHerstoffes handelt, so spricht man 
von einem Überschlag. Der Mechanismus des Durchschlages und des Überschlages 
ist verwickelt und nur zum Teil geklärt. 

Am einfachsten liegen die Verhältnisse bei den Gasen. Die Gase sind unter 
normalen Bedingungen so schlechte Leiter, daß sich auch mit den empfindlichsten 
Galvanometern kein Strom bei niedrigen Spannungen nachweisen läßt. Meßbare, 

wenn auch außerordentlich kleine Ströme ergeben sich, 
1 wenn das Gas einem sogenannten Ionisator ausgesetzt wird, 

/ z. B. Röntgenstrahlen. Es zeigt sich, daß in diesem Fall die 
.-------"' Stromstärke in der durch Abb. 133 veranschaulichten Weise 

,.__ ______ __::./!~ von der Spannung zwischen den Elektroden abhängt. Bei 
Spannungen unterhalb einer gewissen Grenze wächst der 

Abb. 133. Charakteristik einer 
unselbständigen Gasentladung. Strom mit der Spannung. Er nähert sich dann einem Grenz-

wert, dem sogenannten Sättigungsstrom. Wird die Span­
nung immer weiter gesteigert, so ergibt sich ein zweiter Anstieg des Stromes, der 
schließlich zu einer sichtbaren Entladung zwischen den Elektroden, also zum 
Durchbruch führt. 

Dieser Verlauf der Stromspannungscharakteristik erklärt sich folgendermaßen. 
Durch den Ionisator wird ein Teil der Luftmoleküle in die positiven und negativen 
Ionen aufgespalten. Diese Ionen bewegen sich im elektrischen Feld entsprechend ihrer 
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Ladung zur negativen oder positiven Elektrode; es entsteht ein elektrischer Strom. 
An den Elektroden geben die Ionen ihre elektrische Ladung ab. Außerdem ergibt 
sich ständig ein Verlust an Ionen dadurch, daß sich positive und negative Ionen 
wieder vereinigen. Die Stromstärke ist dadurch bestimmt, daß sich ein Gleichge­
wichtszustand einstellt zwischen der Zahl der in der Zeiteinheit vom Ionisator er­
zeugten Ionen und der durch Wiedervereinigung und Abwanderung verschwindenden. 
Man bezeichnet eine derartige Strömung durch ein Gas als unselbständige Gas­
entladung. Steigert man die Spannung, so wächst die Stromstärke; sie läßt sich 
aber nur bis zu einer gewissen Grenze erhöhen, bei der die Ionen im gleichen Maß 
weggeführt wie erzeugt werden. Dann ergibt sich der Sättigungsstrom, der durch den 
horizontalen Teil der Kurve, Abb. 133, gekennzeichnet ist. 

Neue Erscheinungen treten ein, wenn die Spannung weiter erhöht wird. Die Ionen 
werden mit immer größerer Geschwindigkeit durch die Gasmoleküle hindurch­
gezogen, bis sie schließlich durch ihre kinetische Energie befähigt sind, neutrale Gas­
moleküle zu zerstören. Bei diesem Vorgang, den man als Stoßionisation be­
zeichnet, bilden die Ionen selbst wieder neue Ionen, so daß die Stromstärke rasch 
ansteigt (gestrichelter Teil der Kurve in Abb. 133). Der Strom kann sich schließlich 
selbst unterhalten; es entsteht die selbständige Gasentladung. 

Eine gewisse Fremdionisierung der Gase ist praktisch immer vorhanden. Sie wird 
hervorgerufen durch Lichtstrahlen, kurzwellige Höhenstrahlen, radioaktive Stoffe, 
so daß immer eine Stromspannungscharakteristik nach Abb. 133 vorliegt, wenn sie 
auch nicht in einfacher Weise der Messung zugänglich ist. Diese Erscheinungen sind 
für die Elektrotechnik von Bedeutung, da sie die Vorstufe zum Durchschlag bilden, 
bei dem die Entladung als selbständige Entladung zwischen den Elektroden vor 
sich geht. Von Interesse sind hier besonders die Vorgänge in dem gestrichelten Teil 
der Kurve. Eine gerrauere Vorstellung von dem Zustandekommen des Stromes in 
diesem Gebiet erhält man durch die folgende Überlegung (J. Townsend, 1905). 

Es seien zwei plattenförmige Elektroden mit dem Abstand a vorhanden, zwischen 
denen die Entladung hervorgerufen wird. Den senkrechten Abstand eines Punktes 
im Zwischenraum von der negativen Platte bezeichnen wir mit x. Ferner bezeichne: 

n1 die Zahl der in der Volumeneinheit des Gases vorhandenen negativen Ladungs-
träger (Ionen oder Elektronen), 

v1 ihre Geschwindigkeit, 
n2 die Zahl der in der Volumeneinheit des Gases vorhandenen positiven Ionen, 
v2 ihre Geschwindigkeit. 
Die ionisierende Wirkung der Ladungsträger kennzeichnet man durch die Ioni­

sierungszahlen a: und ß. Man versteht darunter die Zahl der Ionenpaare, die von 
einem negativen bzw. positiven Träger je Längeneinheit des Weges erzeugt werden. 
Diese Zahlen hängen von der Geschwindigkeit ab, mit der die Ionen durch das Gas 
wandern, da die Stoßwirkung der Ionen mit ihrer kinetischen Energie, also mit der 
Geschwindigkeit wächst. Die Geschwindigkeit ist wieder um so größer, je größer 
die Feldstärke ist; a: und ß wachsen daher mit der Feldstärke. 

Betrachten wir nun ein Volumenelement des Gases von der Länge dx und dem 
Querschnitt F. Da in dem Volumenelement Ladungsträger durch Stoßionisation 
erzeugt werden, so treten weniger Träger an der einen Grundfläche ein, wie an der 
anderen herauskommen. Die negativen Ladungsträger wandern in der Richtung der 
x-Achse; während eines Zeitabschnittes dt treten 

Fn1v1 dt 
Träger in das Volumenelement ein; an der anderen Grundfläche treten während des 
gleichen Zeitabschnittes o(n1 v1 ) 

Fn1 v1dt+Fa:;;-dxdt 

Träger aus. Die Zunahme beträgt also in der Zeiteinheit FdxiJ(n1 v1 ) und iJ(n1 v1) ox ax 
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in der Volumeneinheit und Zeiteinheit; sie entsteht infolge der Stoßwirkung der 
negativen und positiven Träger. Ein negativer Träger erzeugt 11.dx negative Träger 
längs der Strecke dx. Er braucht zum Durchlaufen dieser Strecke die Zeit dxfv1• In 
der Zeiteinheit erzeugt also ein negativer Träger 11. v1 neue negative Träger. Da in der 
Volumeneinheit n1 Träger vorhanden sind, so ergibt sich in der Volumeneinheit und 
Zeiteinheit eine Zunahme der negativen Träger um 11.n1v1• Genauso findet man, daß 
die positiven Ionen eine Zunahme der negativen Ionen um ßn2v2 zur Folge haben. Im 
Gleichgewichtszustand muß daher sein 

o(n1vl) ß 
ax =CJ.n1 v1 + n2v2. (492) 

Durch eine entsprechende Überlegung ergibt sich für die Zunahme der positiven 
Ionen o(n2v2) ß (4 ) ax-=-CJ.n1v1- n2v2, 93 

Die Stromdichte ist die in der Zeiteinheit durch die Querschnittseinheit fließende 
Elektrizitätsmenge, also l&/=(n1v1+n2 v2)q, (494) 

wobei q die Ladung eines Trägers bezeichnet. Damit ergibt sich aus Gl. (492) 

d(~~vi)=(CJ.-ß)nlv1+~1®1. (495) 

Um diese Differentialgleichung zu integrieren, betrachten wir n1 v1 als unbekannte 
Veränderliche; da die Stromdichte 1®1 bei stationärer Strömung unabhängig von 

x sein muß, so findet man 

n v =-_}!_!_I ®[+k e<rt.-ß)x. 
1 1 (1.-ß q 2 

(496) 

Die Beobachtungen ergeben, daß 11. erheblich größer 
als ß ist; die Dichte des negativen Stromes steigt also 
nach der positiven Elektrode hin stark an. Entsprechend 
nimmt die des positiven Stromes n 2 v2 ab, so daß sich 

~::=:::::.J... _____ ~:c~ die durch Abb. 134 veranschaulichte unsymmetrische 

Abb. 134. Stromdichte bei einer un-
Verteilung der Ströme ergibt; in der Nähe der nega-

selbständigen Gasentladung. tiven Elektrode ändert sich das Verhältnis der beiden 
Stromdichten langsamer als an der positiven Elek­

trode. Die Stromstärke selbst ist davon abhängig, wie stark die Fremdionisation ist. 
Wäre keine Fremdionisation vorhanden, so wäre für x = 0 auch n 1 v1 = 0 zu setzen. 
Damit folgt aber I® I =0; es würde kein Strom entstehen; die Strömung ist nicht 
selbständig. Hat dagegen der negative Strom einen bestimmtenAnfangswert für x = 0: 

qn1 v1 =I ®o!, (497) 
werden also an der Kathode auf irgendeine Weise Ionen erzeugt, so ergibt sich 
für die Konstante k2 der Wert 

damit wird Gl. (496): 
k2= ~ (l®ol+ (J.~ßl® 1); 

Für x=a ist 
ein, so erhält 

qn1 v1 =-LI@ 1 + @0 e(rt.-ß)x+ LI@ le(rt.-ß)x. 
(1.-ß (1.-ß 

die gesamte Stromdichte praktisch gleich 
man bei Auflösung nach I ®J : 

, ®I= I® I ((1.-ß)e<rt.-ß) a 
I O (1.-ße(rt.-ß)a • 

(498) 

(499) 

(500) 

Da nun die beiden Ionisierungszahlen 11. und ß mit der Feldstärke wachsen, so wird 
bei steigender Feldstärke der zweite Ausdruck im Nenner immer größer gegen den 
ersten, bis schließlich beide Ausdrücke einander gleich sind. Dann genügt schon eine 
beliebig kleine Anfangsionisierung, um beliebig große Ströme zu erzeugen; ein 
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stabiler Strom ist nicht mehr möglich, die Stromstärke wächst fortgesetzt, soweit 
es die Stromquelle zuläßt. Das Nullwerden des Nenners liefert also die Bedingung 
für das Einsetzen des Durchschlags 

rx=ße<rx-ß)a_ (501) 

Da rx groß gegen ß ist, so kann man mit einer gewissen Annäherung auch schreiben 

; =erxa (502) 

Die Beobachtungen zeigen nun, daß das Verhältnis der negativen zur positiven 
Ionisierungszahl nahezu unabhängig von der Feldstärke ist, so daß man setzen kann 

oc 
k=ß=erxa; 

daraus ergibt sich die Durchschlagsbedingung 
rxa=lnk. 

(503) 

(504) 
Aus Messungen wurde für die Abhängigkeit zwischen rx und der Feldstärke ~ 

von verschiedenen Autoren die folgende empirische Beziehung abgeleitet: 

rx=y([~[-[~o[l2 - (505) 
Dabei ist l~ol =23 kVjcm, y=0,14 cmjkV2 für Luft von Atmosphärendruck. Bei 
23 kVjcm beginnt also in Luft die Stoßionisation. Setzt man Gl. (505) in die Durch­
schlagsbedingungen ein, so folgt für die Feldstärke, bei der der Durchschlag zwischen 
parallelen Platten einsetzt, 

1~[= 23kV + vTn kcm kV. 
cm 0,14 a cm 

(506) 

Man bezeichnet diese Größe als die Durchschlagfestigkeit oder Durchschlagfeld­
stärke der Luft. Durch Vergleich der beobachteten mit den berechneten Werten 
ergibt sich In k = 7, also k = 1100. Die Durch- ~ 
Schlagfeldstärke hängt danach in der durch Abb. 135 // 
dargestellten Weise von dem Abstand a zwischen Ciii 

den Elektroden ab; sie ist also bei dünnen Schich­
ten größer als in dicken Schichten. 

Die bisherigen Überlegungen beziehen sich auf 
ein homogenes elektrisches Feld. Ist das Feld nicht a 
homogen, wie etwa zwischen Zylinderelektroden, 2#() 2 J 1 cm 
so kann man eine ähnliche Betrachtung anstellen, Abb. 135. Durchschlagfeldstärke bei 

parallelen Plattenelektroden. 
die aber zu komplizierten Durchschlagsbedingun-
gen führt. Zu einer angenäherten Formulierung kommt man auf folgende Weise: 

Die GI. (504) sagt aus, daß der Durchschlag des Gases dann eintritt, wenn auf 
dem Wege von der negativen zur positiven Elektrode von einem negativen Ladungs­
träger eine ganz bestimmte Zahl von Ionenpaaren, nämlich ln k, gebildet wird. Bei 
Luft müssen mindestens sieben Ionenpaare von jedem negativen Ion erzeugt werden, 
wenn der Durchschlag eintreten soll. In einem nicht homogenen Feld ändert sich 
die Feldstärke längs der Ionenwege, es ändert sich infolgedessen auch rx. Auf der 
Strecked:v werdenrxdxionenpaare gebildet, auf dem ganzen Weg von der Längeadaher 

a 

J rxdx. Wenn dieses Integral auf irgendeiner Verschiebungslinie mindestens den 
0 

Wert In k erreicht, dann setzt der Durchschlag ein. Damit ergibt sich die erweiterte 
Durchschlagsbedingung (Schumann, 1922) 

a 

J rxdx=lnk. (507) 
0 

Als Beispiel werde eine Doppelleitung aus zwei parallelen Drähten vom Abstand a 
mit dem Drahtradius r0 betrachtet. Ist der Abstand beider Drähte groß gegen r0, 
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so hat die Feldstärke in der Umgebung eines Drahtes im Abstand r von der Draht. 
achse nach Abschnitt 12, Gl. (237), den Wert 

jtfj=Jtfdj ~0 , (508) 

wobei Q;d die elektrische Feldstärke an der Drahtoberfläche bezeichnet. Damit wird 

nach Gl. (505) _ ( r0 j rr: I 1 rr: ')2 für I (f J >tfo, cx-y ,--:;: \!!.Od -j\!!.Ooj 

cx=O für I (f j < tf0 • 

Bei Anwendung der Durchschlagsbedingung (507) hat man daher von r = r0 (Q: =!td) 
bis zu einem Radius r 1 zu integrieren, für den (t = Q:0 ist. Dieser Radius beträgt nach 
Gl. (508) l~al 

r1=ro~· (509) 

Nur innerhalb eines Zylinders von diesem Radius findet die Stoßionisation statt. Der 
Leiter überzieht sich mit einer glimmenden Haut vonder Stärke b =r1-r0 (Korona). 
Die Durchschlagsbedingung lautet nun 

r, 

y J (r; ltfdl-la:oJrdr=lnk, (510) 
ro 

und man erhält durch Ausführen der Integration 

lnk (l~a1 2 l~al 1~•1)-l 
ro=~l2 -~~ 12-1-2~1~ lln-~~-1 . Y. 0 0. 0 I 0 

(5ll) 

Man kann damit für verschiedene willkürlich angenommene Werte von jQ;dj den 
zugehörigen Radius r 0 , bei dem der Durchschlag gerade einsetzt, berechnen und erhält 

so die in Abb. 136 dargestellte Abhängigkeit der 
Durchbruchfeldstärke vom Leiterradius. Mit Hilfe 
von Gl. (509) kann man ferner die Dicke b der 
Glimmhaut beim Ein-
setzen des Durchschlags 
berechnen; sie ist in 
Abb. 137 dargestellt. Man 
kann dieses Ergebnis auch 
so ausdrücken, daß man 

'-----:!----+---+z" sagt: Der Durchschlag .lt't' 
setzt erst ein, wenn die 

Abb. 136. Durchschlagfeldstärke an kritische Feldstärke (f0 in 
Drähten. Abb. 137. Dicke der Glimmhaut. 

einem gewissen Abstand b 
von demDrahterreicht ist. 

Gegenüber diesen theoretischen Werten ergeben sich praktisch Unterschiede, 
die dadurch bedingt sind, daß bei den Feldstärkeberechnungen ideal glatte Ober­
flächen vorausgesetzt sind. Unebenheiten ergeben eine örtliche Erhöhung der Feld­
stärke und erniedrigen damit die Spannung, die notwendig ist, um den Durchbruch 
der Luft einzuleiten. Ferner wurde die durch die Raumladung entstehende Feld­
änderung nicht berücksichtigt. 

Hinsichtlich der Abhängigkeit vom Gasdruck liefert die Theorie folgendes. Die 
kinetische Energie eines Elektrons ist nach dem Durchlaufen einer Spannung U 

~mv2=eU. 
Das Elektron erwirbt diese Energie zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zusammen­
stößen mit Molekülen. Ist l die dabei durchlaufene Weglänge, so ergibt sich 

eU=ejtfjl. 
Das Elektron ist zur Zertrümmerung eines neutralen Moleküls befähigt, wenn diese 
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kinetische Energie einen bestimmten Mindestwert erreicht hat. Nun ist die freie 
Weglänge l umgekehrt proportional der Gasdichte, also nach der Zustandsgleichung 
der Gase proportional der absoluten Temperatur T und umgekehrt proportional 
dem Gasdruck p. Die kinetische Energie ist daher proportional 1~1 Tjp. Von diesem 
Ausdruck hängt die Ionisierungsfähigkeit der Elektronen ab. Andererseits wird 
die Wahrscheinlichkeit, daß beim Durchlaufen eines bestimmten längeren Weges 
eine gewisse Anzahl von Molekülen zertrümmert wird, um so größer sein, je dichter 
die Moleküle nebeneinander liegen. Die Ionisierungszahl oc muß daher bei ein und 
derselben Ionisierungsfähigkeit der Elektronen proportional pjT sein. Es läßt sich 
also der Ansatz machen 

oc = P I (L!I__!:) T 1 p , 
TCJ._ = f (i ~ 1_3.:) 

p 1 p , 

wobei 11 eine Funktion von I~ITfp allein ist. Genau so gilt auch 

T! =I2(I~;T). 
Die Durchschlagsbedingung (502) für parallele Plattenelektroden lautet daher 

/1 (1~) _ ~~h (I (f~T) 
(

I ~IT) -e . 
/2--

p 

Führt man die Durchschlagsspannung U a = a I~ I ein, so folgt hieraus, 
konstanter Temperatur die Durchschlagsspannung eine Funktion 
allein ist (Paschen, 1889): Ua=f(ap). 

da13 bei 
von ap 

(512) 

Wird der Gasdruck verdoppelt, so kann also der Abstand bei gleicher Durchschlags­
spannung auf die Hälfte herabgesetzt werden. Es folgt daraus jedoch nicht, daß bei 
einer Vergrößerung des Druckes die Durchschlagfestigkeit immer zunehmen muß; 
die Funktion I hat nämlich für einen bestimmten Wert von ap ein Minimum. Das 
Minimum liegt für Luft von 20°0 bei etwa aJJ=0,0075mm at und hat den Wert 
Ua=327 Volt. Bei Abständen von über 0,0075 mm und einem Druck von über 
l at ergibt also eine Drucksteigerung immer eine Zunahme der Durchschlagfestigkeit. 
Das Paschensehe Gesetz gilt jedoch nur, solange die durch die freien Ionen ver­
ursachte Raumladung die Potentialverteilung nicht wesentlich beeinflußt; das ist 
pis zu einem Druck von etwa 20 at der Fall. 

Bei Berücksichtigung der Temperatur ergibt sich das Ähnlichkeitsgesetz : 

Ua=f(a,J) · (513) 

Mit wachsender Temperatur erniedrigt sich bei normalem Luftdruck die Durch­
schlagfestigkeit. 

Die Erscheinungen beim Durchschlag flüssiger und fester Isolierstoffe 
sind noch verhältnismäßig wenig geklärt, obwohl bereits ein sehr umfangreiches 
Beobachtungsmaterial vorliegt. Die Moleküle sind hier viel dichter gepackt, die freie 
Weglänge der Ionen ist daher erheblich kleiner als in den Gasen. Dementsprechend 
ist auch das Ionisierungsvermögen der Ionen gering. 

Der Durchschlag fester IsoHerstoffe ist aufzufassen als eine Zerstörung des 
molekularen Gefüges oder der Moleküle selbst. Zwei Ursachen einer solchen Zer­
störung können grundsätzlich in Betracht kommen: 

l. die mechanischen Kräfte des elektrischen Feldes, 
2. die Ionen bewegung. 
Auf die positiv und negativ elektrischen Bestandteile der Atome werden im 

elektrischen Feld Kräfte von der in Abschnitt 14 besprochenen Art ausgeübt, die 
eine Trennung der Atombestandteile anstreben. Es zeigt sich aber, daß die mecha-

Küpfmüller, Elektrotechnik. 9 
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nischen Kräfte, die erforderlich sind um die Moleküle in ihre Bestandteile zu zer­
legen, außerordentlich groß sind. Man kann berechnen, daß die elektrische Feld­
stärke in der Größenordnung von 100 000 kVjcm liegen müßte, um eine solche 
Spaltung herbeizuführen. Die Durchschlagfeldstärken der praktisch verwendeten 
Isolierstaffe sind erfahrungsgemäß einige Zehnerpotenzen niedriger. Andererseits 
zeigt sich bei manchen Stoffen, daß die zum Durchschlag notwendige Feldstärke 
mit zunehmender Reinheit des Stoffes immer weiter wächst. Es ist daher wahr­
scheinlich, daß diese Form des "mechanisch-elektrischen Durchschlages" 
nur bei vollkommen reinen Stoffen mit idealer Gruppierung der Moleküle (Kristalle) 
und bei Dicken unter I0-5 cm (siehe S. 131) eine Rolle spielt, und daß der Durch­
schlag bei wirklichen Isolierstoffen größerer Dicke wesentlich durch Verunreinigungen 
und Beimengungen beeinflußt wird. Praktisch dürfte daher die zweite Ursache des 
Durchschlags maßgebend sein. Auch hier sind wiederum zwei verschiedene Formen 
der Zerstörung des Stoffes möglich, nämlich durch Wärmeschwingungen der 
Ionen (Schmelzen, V erbrennen des Stoffes) und durch Stoß i o ni s a t i o n ähnlich 
wie in Gasen. Die erste Form bezeichnet man als den Wärmedurchschlag, die 
zweite als den Ionisierungsdurchschlag. Bei der komplizierten Struktur der 
in der Technik verwendeten Isolierstaffe werden sich im allgemeinen beide Formen 
des Durchschlages überlagern, wo bei der eine Vorgang vorherrschen kann. 

Der Wärmedurchschlag kann aus der Abhängigkeit der Leitfähigkeit der 
Isolierstaffe von der Temperatur erklärt werden. Die infolge der Leitfähigkeit ent­
stehende Joulesehe Wärme erhöht die Temperatur und vergrößert damit die Leit­
fähigkeit. Daher wächst bei konstanter Spannung zwischen den Elektroden die in 
der Zeiteinheit erzeugte Wärmemenge, und es steigern sich Temperatur und Leit­
fähigkeit gegenseitig bis zur Zerstörung des Stoffes. Dieser Vorgang setzt an einer 
Stelle des Nichtleiters ein, wo infolge irgendwelcher Ungleichmäßigkeiten oder 

Verunreinigungen die Leitfähigkeit besonders groß ist; es bildet 
sich an dieser Stelle ein Kanal, in dem die Stromstärke mehr und 
mehr wächst. 

Abb. 138. Kanal Einen näheren Einblick in die Bedingungen bei einem derartigen 
höherer Leitfähig- D h hl 

keit. urc sc agsvorgang erhält man, wenn man das Schicksal eines be-
reits gebildeten Kanals höherer Leitfähigkeit verfolgt. Der Kanal, 

Abb. 138, hat zwar in Wirklichkeit keine scharfen Grenzen; wir schreiben ihm aber 
zur Vereinfachung einen bestimmten Querschnitt F zu; er habe ferner die Länge l, 
die der Dicke des IsoHerstoffes entspricht. Dann ist der Widerstand 

l 
R="F' 

Bezeichnet U die Spannung zwischen den Enden des Kanals, so ist die in der Zeit-
einheit erzeugte Wärmemenge u2 U2uF 

R -z-
Diese Wärmemenge deckt im Gleichgewichtszustand die von dem Kanal abfließende 
Wärmemenge. Nimmt man an, daß die Wärme hauptsächlich quer vom Kanal weg­
strömt, so ist die in der Zeiteinheit abgeleitete Wärmemenge näherungsweise 

kZyJiie, 
wobeiedie Übertemperatur des Kanals bezeichnet, keine Wärmeleitungskonstante. 
Wenn also ein Gleichgewichtszustand bestehen soll, so muß sein 

u2;F-= kzyJfe. (514) 

Die Leitfähigkeit n ist eine mit der Temperatur zunehmende Funktion; ein einfacher 
Ansatz, der sich bei manchen Stoffen gut mit den wirklichen Befunden deckt und 
der einen Überblick über die Durchschlagsbedingungen ermöglicht, ist 

(515) 
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es wird damit Gl. (514) U2';f/F erx{}=fJ. (516) 

Solange der links stehende Ausdruck größer ist als der rechte, überwiegt die er­
zeugte Wärmemenge die abgeleitete, die Temperatur muß daher steigen. In Abb. 139 
sind die beiden Ausdrücke graphisch dargestellt; die Tem­
peratur wächst bis zu dem Schnittpunkt f}m· Steigert man 
die Spannung, dann verschiebt sich die Exponentialkurve 
nach oben, die Übertemperatur des Kanals wird größer, 
bis sich schließlich die beiden Kurven gerade tangieren. 
Dann ist ständig die erzeugte Wärmemenge größer als 
die abgeleitete. Die Temperatur steigt unbegrenzt. Die 
Stromleitung ist labil geworden; die Temperatursteige­
rung führt zur Zerstörung des Isolierstoffes. Dieser Grenz­
fall ist dadurch bestimmt, daß die Differentialquotienten Abb. 139. Graphische Bestim-

mung der Übertemperatur des 
der Ausdrücke auf beiden Seiten von Gl. (516) einander Kanals. 

gleich sind : U2x0 fF r;.{}_ 1 oc kl2 . e - . 

Aus den Gl. (516) und (517) folgt ocfJ=1; 

(517) 

(518) 

dies ergibt mit Gl. (516) als Bedingung für die Spannung, bei der gerade der Durch­
schlag einsetzt, 

(519) 

Die Durchschlagspannung wird hiernach kleiner, wenn die Temperatur des Isolier­
stoffes von außen her erhöht wird, da dann die Anfangsleitfähigkeit "o größer wird. 
Sie ist ferner proportionalZ, also der Dicke des Isolierstoffes. Für diese Abhängigkeit 
ist jedoch die bei der Ableitung gemachte Voraussetzung wesentlich, daß die Wärme 
senkrecht zur Kanalachse abfließt. In Wirklichkeit wird immer eine gewisse Wärme­
strömung zu den Elektroden hin stattfinden, besonders wenn es sich um dünne 
Isolierstoffschichten handelt. Dann ergibt sich eine nicht proportionale Zunahme 
der Spannung mit der Schichtdicke, wie sie tatsächlich beobachtet wird. Besonders 
bei ganz dünnen Schichten ist diese longitudinale Wärmeableitung wahrscheinlich 
erheblich; damit stimmt die Beobachtung überein, daß die Durchschlagfeldstärke 
bei Verkleinerung der Dicke des Isolierstoff es stark zunimmt, so daß man bei Dicken 
von der Größenordnung I0-5 cm in das Gebiet des mechanisch-elektrischen Durch­
schlages gelangen kann. Bei Wechselstrom haben noch die dielektrischen Verluste 
einen Einfluß auf die Durchschlagfeldstärke, da sie eine zusätzliche Erwärmung und 
damit eine Vergrößerung der Leitfähigkeit des IsoHerstoffes ergeben. Die Durch­
schlagsfeldstärke wird daher bei höheren Frequenzen kleiner. 

Messungen der Leitfähigkeit von Isolierstoffen mit hohen Feldstärken zeigen, daß 
bei den meisten Stoffen von einer gewissen Feldstärke ab eine starke Zunahme der 
Leitfähigkeit einsetzt. Man führt diese Zunahme auf Ionisierungserscheinungen 
innerhalb des IsoHerstoffes zurück. Ein praktisch häufiger und wichtiger Fall ist der, 
daß Lufteinschlüsse im Isolierstoff vorhanden sind, entweder zufälliger Art, z. B. 
Hohlräume in Ölpapierkabeln, oder infolge von Porosität, wie z. B. bei Porzellan 
und trockenem Papier. In solchen Lufteinschlüssen spielen sich die gleichen Vor­
gänge der Stoßionisierung ab wie beim Durchschlag von Gasen. Die dadurch ent­
wickelte Wärme beschleunigt den vollständigen Durchbruch der festen Bestand­
teile des Isolierstoffes. Von Bedeutung ist dabei noch, daß die elektrische Feldstärke 
in den Lufträumen erheblich höhere Werte haben kann als im festen Stoff, da der 
Verschiebungsfluß an den Grenzflächen stetig übergeht. Auch wenn keine Luftein­
schlüsse vorhanden sind, können ähnliche Vorgänge in irgendwelchen festen V e.run­
reinigungen auftreten, deren Ionen bei genügend hoher Feldstärke neutrale Moleküle 

9* 
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zertrümmern, so daß ein Zuwachs an Ionen und damit ein Zuwachs der Leitfähigkeit 
entsteht. Ein reiner Ionisierungsdurchschlag liegt vor, wenn die Stoßionisation 
zur Zerstörung des Stoffes ausreicht. Das ist z. B. bei trockenem Papier der Fall. 
Im allgemeinen unterstützt die Stoßionisation den Wärmedurchschlag. Man kann 
ihren Einfluß dadurch berücksichtigen,daß man für die Leitfähigkeit noch eine Ab­
hängigkeit von der Feldstärke annimmt, z. B. 

'Xoea.{} 

:Je=(1-ßl~' (520) 

Für parallele Plattenelektroden folgt mit diesem Ansatz aus Gl. (519) 

U~= ~d (521) 
l+TUd 

Die Ionenbildung setzt die Durchschlagspannung herab. Man bezeichnet diese Form 
des Durchschlags als wärme-elektrischen Durchschlag. 

Die folgende Tabelle gibt die Größenordnung der Durchschlagfestigkeit von 
einigen Isolierstoffen an. 

Hartpapier. 10 ... 100 kVjcm 
Pertinax . . 100 ... 150 
Porzellan . 150 ... 250 
Mikanit . . . 250 ... 350 
Glas, Glimmer 400 ... 600 

Die Durchschlagfeldstärke ist keine Materialkonstante wie etwa e oder ;~e, sondern 
immer von der ganzen Anordnung abhängig. Sie ist etwa zu vergleichen mit der 
Stromdichte, bei der ein Leiter durchschmilzt; auch diese ist keine Eigenschaft des 
Stoffes allein, sondern noch von anderen Bedingungen abhängig, wie Leiterform, 
Wärmeableitung, Stromart. Auch von der Zeitdauer der Einwirkung ist die Durch­
schlagfeldstärke abhängig, und zwar ist bei kürzerer Beanspruchung eine höhere 
Feldstärke für den Durchschlag erforderlich, eine Erscheinung, die sich aus der 
Wärmetheorie erklärt. 

Eine genauere Theorie des Durchschlags von flüssigen Isolierstoffen 
existiert noch nicht. Von sehr großem Einfluß sind hier Verunreinigungen, insbe­
sondere Beimengungen von Wasser, Faserstoffen und Gasen; sie setzen die Durch­
schlagfeldstärke herab. Es ist daher wahrscheinlich, daß der Durchschlag von diesen 
Beimengungen ausgeht, entweder dadurch, daß sich unter dem Einfluß der Feld­
kräfte leitende Brücken aus den Beimengungen bilden, oder dadurch, daß in den Bei­
mengungen Stoßionisation auftritt. Bei leitenden flüssigen Beimengungen kann auch 
infolge starker örtlicher Erwärmung eine Dampfbildung entstehen, so daß der Durch­
schlag im Dampf nach Art eines Gasdurchschlages eingeleitet wird. Je sorgfältiger 
die Beimengungen der Öle beseitigt werden, um so höher ist die Durchschlagfeld­
stärke. Bei sehr großer Reinheit und hohep. Feldstärken ist dann noch der Fall denk­
bar, daß die Ionen (z. B. des Wassers) eine solche Geschwindigkeit erlangen, daß 
sie zur Zerstörung neutraler Ölmoleküle führen. Die Durchschlagfeldstärken der 
Transformatorenöle liegen je nach Reinheit zwischen 50 und 300 kVfcm. 

Die Erscheinungen des Überschlages längs der Oberfläche fester oder flüssiger 
IsoHerstoffe sind ebenfalls ziemlich verwickelt. Es zeigt sich, daß der Überschlag 
schon bei erheblich niedrigerer Spannung eintritt, als es dem Durchschlag auf dem 
Luftwege entsprechen würde, eine Erscheinung, die man folgendermaßen erklären 
kann. Längs der Oberfläche bilden sich bei Steigerung der Spannung Büschelent­
ladungen, die von den Elektroden ausgehen; sie ionisieren die Luft und haben Raum­
ladungen zur Folge, so daß das Potentialgefälle auf einen kleineren Raum zusammen­
geschoben wird. Sind die beiden Elektroden durch einen isolierenden Steg getrennt, 
der über die Elektroden hinausragt, so können die Ionen gleichen Vorzeichens am 
Ende der Büschel nicht abwandern, da sie durch die Feldkräfte gegen den Steg ge-
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preßt werden; es sind daher am Ende der Büschel vorwiegend Ionen mit dem Vor­
zeichen der betreffenden Elektrode vorhanden. Dadurch ergibt sich dort eine ört­
liche Vergrößerung der Feldstärke, die wieder zu einer weiteren Ausdehnung des 
Büschels und schließlich zur Bildung von verhältnismäßig langsam wandernden 
Funken führt (Gleitfunken); die Gasentladung schiebt längs der Oberfläche des 
Isotierstoffes eine Raumladung und damit ein starkes Potentialgefälle vor sich her. 
Die mittlere tangentielle Feldstärke, bei der ein Überschlag in Luft stattfindet, liegt 
zwischen 7 und 10 k V fern; sie nimmt bei höherer Luftfeuchtigkeit bis aufWerte von 
etwa 4 bis 5 kVJcm ab. Der Einfluß der Luftfeuchtigkeit erklärt sich dadurch, daß 
auf der Oberfläche des IsoHerstoffes eine feuchte Haut entsteht, die die Funken­
bildung unterstützt. 

Drittes Kapitel. 

Das magnetische Feld. 

I. Das ruhende magnetische Feld. 
21. Grundbegriffe des magnetischen Feldes, Induktionsgesetz. 

Wie mit dem Vorhandensein elektrischer Spannungen immer ein elektrisches Feld 
verbunden ist, so tritt immer ein magnetisches Feld auf, wenn elektrische Ströme 
fließen, wenn sich also elektrische Ladungen bewegen. Ein ruhendes magnetisches 
Feld entsteht, wenn es sich um Gleichstrom handelt. Das magnetische Feld kann wie 
das elektrische durch Kraftlinien veranschaulicht werden. Von dem Verlauf dieser 
Linien geben die bekannten Versuche mit Eisenspänen eine Vorstellung. Auf lang­
gestreckte weiche Eisenspäne oder auf Magnete werden im magnetischen Feld 
mechanische Kräfte ausgeübt, die die Eisenspäne in ------
eine bestimmte Richtung zu drehen suchen. Dadurch /.... - .... ,, 
wird die Kraftlinienrichtung an J. eder Stelle des Feldes / - ' 

, 1 , ' 1 /'·~\ r-, J , 
definiert. Die Gesamtheit der Kraftlinien, die man ' ~ 1 , 1 ~ ,.( 

hier als magnetische Induktionslinien oder ma- \~-- ... ~~ ~ ..... 
gnetische Kraftlinien bezeichnet, nennt man den 
magnetischen Induktionsfluß; er steht in Ana­
logie zu dem Verschiebungsfluß im elektrischen Feld. 

Den Verlauf der Kraftlinien kann man untersuchen, 
wenn man eine kleine Magnetnadel, die sich nach allen 
Richtungen hin frei drehen kann, in das magnetische Abb. 140. Magnetische Kraftlinien 

einer Drahtspule. 
Feld bringt. Sie stellt sich in die Kraftlinienrichtung 
ein, und man setzt willkürlich einen Richtungssinn der Kraftlinien fest, indem man 
sagt, der Nordpol der Magnetnadel zeige in die Richtung der Kraftlinien. Denkt 
man sich die Magnetnadel in dieser Richtung ein kleines Stück weiter bewegt, so 
wird sie ihre Richtung ganz wenig ändern. Bewegt man sie fortgesetzt in der neuen 
Richtung um ein kleines Stückehen weiter, so erhält man den räumlichen Verlauf 
einer Kraftlinie. Es ergibt sich, daß alle Kraftlinien in sich geschlossene 
Kurven bilden, die mit dem elektrischen Stromkreis, der sie erzeugt, 
verkettet sind wie die Glieder einer Kette. Bei einer von Strom durchflossenen 
Drahtspule nach Abb. 140 findet man z. B. Kraftlinien der gestrichelt eingezeich­
neten Formen. Ihre Richtung steht zur Stromrichtung im Leiter in der gleichen 
Beziehung wie die Drehrichtung einer Rechtaschraube zur axialen Bewegungsrichtung. 

Der besondere Zustand des Raumes, der von einem magnetischen Feld ausge­
füllt wird, ist gekennzeichnet durch mechanische Kraftwirkungen und elek­
trische Induktionswirkungen. Wie im elektrischen Feld die mechanischen 
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Kraftwirkungen zur Definition der Feldstärke dienen, so können hier beide Wir­
kungen zur Ableitung eines Maßes für die Stärke des magnetischen Feldes benutzt 
werden. 

a) Die mechanische Kraftwirkung. Bringt man in das magnetische Feld eines 
räumlich festliegenden Leiters einen zweiten von Strom durchflossenen Leiter, so 
wird auf diesen eine mechanische Kraft ausgeübt. Zur Messung dieser Kraft kann 

.[ 
) 

i, I" im Prinzip eine Einrichtung nach Abb.l4l dienen. 
Ein kurzer Kupferstab ("Meßstab") taucht in zwei 
Quecksilbernäpfe ein, die den Strom I zuführen . 

-.-......;;.!~;,;,. Die auf den Meßstab von der Länge l ausgeübte 
iii'l ~ Kraft kann mit einer Federwage oder mit Gegeh-
'1:-z----J gewichten bestimmt werden. Derartige Messungen 

Abb. 141. Meßstab zur Bestimmung der zeigen nun: 
magnetischen Induktion. 

l. Die Kraft P hängt an jeder Stelle des Mag-
netfeldes von der Richtung des Meßstabes gegenüber der Richtung der Kraft­
linien ab. Wenn der Stab mit einer Kraftlinie zusammenfällt, so wird keine Kraft 
auf ihn ausgeübt. Die größte Kraft ergibt sich, wenn der Stab von den Kraftlinien 
senkrecht geschnitten wird. Ändert man den Winkel 0(, den die Stromrichtung mit 
der Kraftlinienrichtung bildet, so ändert sich die Größe der Kraft wie sin 0(. 

2. Die Kraft ist proportional der Stromstärke I. Än­
dert man die Stromrichtung, so kehrt sich auch die Kraft­
richtung um~ 

3. Die Kraft wirkt immer senkrecht zur Richtung des 
Stabes und zur Richtung der magnetischen Kraftlinien, 
und zwar so, daß Stromrichtung, Kraftlinienrichtung und 
Kraftrichtung ein Rechtssystem bilden, Abb.l42 (dreht 
man die Richtung des Stromes auf dem kürzesten Wege 

Abb. 142. Richtungen von Kraft, in die Richtung der Kraftlinien, so erhält man die Dreh-
Strom und Magnetfeld. richtung einer Rechtsschraube, die sich in der Kraft-

richtung bewegt). 
4. Die Kraft ist proportional der Länge l des Meßstabes. 
Aus diesen Beobachtungen kann man die folgende Formel ableiten 

P=Bllsina, (522) 
in der B einen Proportionalitätsfaktor bedeutet. Dieser Faktor B kann als ein Maß 
für die Stärke des magnetischen Feldes an der betreffenden Stelle angesehen werden. 
Man bezeichnet ihn als die magnetische Induktion. Bestimmt man mit Hilfe 
des Meßstabes an irgendeiner Stelle des magnetischen Feldes die auf das Stäbchen 
ausgeübte maximale Kraft Pm (0( = 90°), so findet man die magnetische Induktion 
aus B Pm ) =n· (523 

Dadurch ist die Größe B definiert; ihre Einheit kann willkürlich festgesetzt werden. 
Würde man die Kraft in Gr, den Strom inA und die Länge in cm messen, so würde 
man l Gr/A cm als Einheit für B erhalten. Man hat jedoch nicht diese Einheit, son-

dern die Einheit :ot:: gewählt, indem man festlegte: Die Einheit der magne­

tischen Induktion liegt vor, wenn auf einen Meßstab von der Länge 
l cm, der von einem Strom mit der Stärke lO A durchflossen wird, 
eine Kraft von l dyn ausgeübt wird. Diese Einheit bezeichnet man als 

I dyn Gr 
l Gauß= l G= 10 Acm = 1,020 ·10-4 Acm. (524) 

Infolge der Äquivalenz der mechanischen und elektrischen Arbeit kann man aus 
dieser Definitionsgleichung die mechanische Krafteinheit eliminieren. Es ist nach 
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früherem 1 Ws = 10 2kGr oder 
cm ' 

1 G - I 10-4 Ws 
r- T,o20 m:n· 

Führt man dies in die Definitionsgleichung für 1 Gauß ein, so folgt 

1 G=l0-8~~=10-s_!!_, (525) 
Acm2 cm2 

Man kann die Größe B als einen Vektor \B auffassen, dessen Richtung durch die 
Kraftlinienrichtung gegeben ist. Das hat ganz ähnliche Vorteile wie die Auffassung 
der Verschiebungsdichte im elektrischen Feld als Vektor. Wenn man nämlich will­
kürlich festlegt, daß der Betrag von B die Zahl der Kraftlinien pro Flächeneinheit 
angeben soll, dann erhält man die gesamte Zahl der Kraftlinien, die durch irgendeine 
Fläche hindurchgehen, als Oberflächenintegral des Vektors 58 über diese Fläche. 
Es ist also der magnetische Induktionsfluß 

(/) = f~djj, (526) 
ganz analog wie beim Verschiebungsfluß im elektrischen Feld. Die Aussage, daß 
alle magnetischen Kraftlinien in sich geschlossen sind, läßt sich damit in der Form 
schreiben ~~di}=O. (527) 
Das Oberflächenintegral der magnetischen Induktion über eine beliebige Hüllfläche 
ist Null, da aus der Flächegenauso viele Kraftlinien herauskommen, wie durch sie 
eintreten. 

Die Einheit des magnetischen Induktionsflusses ergibt sich durch Multiplikation 
der Einheit der magnetischen Induktion mit der Flächeneinheit. Man definiert die 
Einheit des magnetischen Induktionsflusses durch 

1Maxwell=1M=1Gcm2=10-8 Vs. (528) 
Auf Grund dieser Beziehung wird zuweilen als Einheit des Induktionsflusses die 
Voltsekunde benützt: l Vs=l08 M. · 

Zur Veranschaulichung des magnetischen Induktionsflusses setzt man will­
kürlich fest, daß die Anzahl der Maxwell gleich der Kraftlinienzahl sein soll: 

1M_ 1 K "tl' . • 1 G_1Kraftlinie 
- ra1. m1e, - cmll • 

Die Anzahl der Gauß gibt an, wie groß die Zahl der Kraftlinien ist, die durch den 
Quadratzentimeter einer Fläche hindurchgehen, die senkrecht von den Kraftlinien 
geschnitten wird. Man bezeichnet daher die magnetische Induktion auch als die 
Kraftliniendichte. In einem homogenen Feld ist die Kraftliniendichte überall 
die gleiche, die Kraftlinien bilden parallele gerade Linien. Ein solches Feld ist bei 
Gl. (522) vorausgesetzt; die Länge des Meßstäbeheus l muß also bei einem beliebigen 
Feld so klein sein, daß das Feld in der Umgebung des Meßstäbeheus als homogen an­
gesehen werden kann. 

Die Kraftwirkung des magnetischen Feldes auf stromdurchflossene Leiter besteht 
in einer Wirkung auf die im Leiter bewegten Elektrizitätsmengen. Fließt in dem 
Leiter ein Strom I, so ist dies gleichbedeutend mit der Bewegung einer Elektrizitäts­
menge Q mit einer bestimmten Geschwindigkeit v, und es gilt, Gl. (132), 

Il=Qv. (529) 
Daher kann man allgemein für die Kraft, die im magnetischen Feld auf eine bewegte 
Elektrizitätsmenge ausgeübt wird, schreiben 

P=BQvsinrx. (530) 
Diese Beziehung gilt zunächst nur im homogenen magnetischen Feld, man kann 
sie aber auch bei beliebigen Feldern anwenden, wenn die räumliche Ausdehnung der 
Ladung Q so klein ist, daß das magnetische Feld in der Umgebung der Ladung als 
homogen angesehen werden kann. 

Die Richtung der Kraft ist durch die oben mit 3. bezeichnete Regel bestimmt. 
Man kann diese Regel in die Gleichung für die Größe der Kraft aufnehmen, wenn 
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man sich der Symbole der Vektorrechnung bedient. Die Geschwindigkeit kann durch 
einen Vektor tJ dargestellt werden, der mit jß den Winkel ~ bildet. Der Vektor der 
Kraft steht senkrecht auf der Ebene dieser beiden Vektoren. Seine Richtung ist 
gegeben durch die Verschiebungsrichtung einer Rechtsschraube, die so gedreht wird, 
wieman den Vektor tJ zu drehen hat, um ihn auf demkürzesten Wege in die Richtung 
des Vektors \8 zu bringen. Man bezeichnet in der Vektorrechnung als äußeres 
Produkt oder Vektorprodukt zweier Vektoren tJ und jß einen Vektor, dessen 
Richtung durch die eben genannte Regel bestimmt ist, und dessen Betrag gleich ist 

! tJ 1·1 181· sin ~. 
Das Vektorprodukt wird [tJ jß] geschrieben. Es gilt daher 

~=Q [b~]. (531) 

Beim Vektorprodukt ist wegen der Richtungsregel die Reihenfolge der beiden 
Vektoren zu beachten, während das skalare Produkt unabhängig von der Reihenfolge 
der beiden Vektoren ist. 

Die Kraftwirkungen des magnetischen Feldes auf elektrische Ladungen können der Be­
obachtung zugänglich gemacht werden, wenn in einem evakuierten Gefäß ein magnetisches Feld 
erzeugt wird und in dieses Feld elektrisch geladene Teilchen geschleudert werden, z. B. Elektro­
nen in Form eines Kathodenstrahles. Die Teilchen beschreiben dann irrfolge der magnetischen 
Feldkräfte im magnetischen Feld eigentümliche Bahnen. An jeder Stelle der Bahn erfährt ein ge­
ladenes Teilchen eine Beschleunigung, die senkrecht zur Bewegungsrichtung und zur Richtung 
der magnetischen Kraftlinien steht. Handelt es sich um ein homogenes Feld, so sind folgende Fälle 
möglich. Stimmt die Bewegungsrichtung des Teilchens überein mit der Kraftlinienrichtung, 
dann ergibt sich eine geradlinige Bahn, da in diesem Falle nach GI. (531) keine Kräfte auftreten. 
Steht dagegen die Richtung der Bewegung senkrecht auf der Kraftlinienrichtung, so ergibt 
sich eine Beschleunigung von konstanter Größe und Richtung. Die Bahn wird ein Kreis, dessen 
Ebene senkrecht zur Kraftlinienrichtung liegt. Bezeichnet man die Masse des geladenen Teil­
chens mit m, so ist die irrfolge der Kraft \]3 entstehende radiale Beschleunigung 

1\ßl QBv a=----=--. 

-
m m 

v2 
a=--. 

r 

Die zentrifugale Beschleunigung einer Kreisbewegung mit dem Radius r 
ist andererseits 

Abb. 143. Bahn eines elek- Es stellt sich daher eine solche Bahn ein, daß 
trisch geladenen Teilchens Q B V v2 m V 
im homogenen Magnetfeld_ d (;-;.32) 

m r o er r= QB. u 

Bildet die Bewegungsrichtung irgendeinen anderen Winkel mit der Kraftlinienrichtung, so kann 
die Geschwindigkeit in zwei Komponenten zerlegt werden, von denen die eine mit der Kraft­
linienrichtung übereinstimmt, während die andere senkrecht dazu steht. Die erste bleibt ungeän­

dert, die zweite liefert eine Kreisbewegung. Im ganzen ergibt 
sich daher eine Schraubenlinienbahn des geladenen Teilchens, 
Abb. 143. 

Erscheinungen dieser Art spielen sich ab, wenn die von 
der Sonne ausgeschleuderten Elektronen und Ionen in das 
magnetische Feld der Erde gelangen. Sie beschreiben ähnliche 
Bahnen wie in Abb. 143, wobei jedoch der Krümmungsradius 
wegen der nach den Magnetpolen hin zunehmenden Kraft­
liniendichte immer kleiner wird [GI. (532)]. Die geladenen 
Teilchen werden daher in der Nähe der magnetischen Pole 
der Erde konzentriert und rufen dort das Polarlicht hervor. 

Eine Anwendung der Ablenkung von Elektronen im ma­
gnetischen Feld bildet das sogenannteMagnetron. Es ist eine 
Vakuumröhre mit Glühkathode und kalter Anode, die sich im 

Abb. 144. Prinzip des Magnetrons. magnetischen Feld einer stromdurchflossenen Spule befin-
det, Abb. 144. In df;lm axial gerichteten Magnetfeld der 

Spule bewegen .. sich die von der Kathode K ausgehenden Elektronen auf gekrümmten Bahnen 
zur Anode A. Uberschreitet der Strom in der Spule S eine bestimmte Stärke, dann wird die 
Bahnkrümmung so groß, daß die Elektronen nicht mehr zur Anode gelangen, sondern zur 
Kathode zurückkehren, so daß der Elektronenstrom unterbunden ist. Mit dem in der Spule S 
fließenden Strom kann man daher den zur Anode gehenden Elektronenstrom steuern und 
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ähnlich wie mit der Gittersteuerung bei der 3-Elektrodenröhre eine Verstärkerwirkung er­
zielen. 

Die auf stromdurchflossene metallische Leiter im magnetischen Feld ausgeübten 
Kräfte werden in der Elektronentheorie erklärt durch die elektrischen Kräfte, die 
die Elektronenwolke auf das feststehende Gerüst der Moleküle ausübt, wenn sie im 
magnetischen Feld senkrecht zur Stromrichtung abgelenkt wird. Die auf den Leiter 
ausgeübte Kraft ist als Resultierende der elektrischen Bildkräfte über die ganze 
Leiteroberfläche aufzufassen. Die Resultierende der Bildkräfte ist Null oder unmeßbar 
klein, wenn kein magnetisches Feld vorhanden ist. Wirken dagegen die magnetischen 
Feldkräfte auf die Elektronen ein, so erfahren diese infolge ihrer Strombewegung 
oder genauer infolge ihrer in die Richtung der Leiterachse fallenden Geschwindig­
keitskomponenten eine Beschleunigung, die im Mittel eine zur Leiterachse senkrechte 
Richtung hat; auf dieser Seite des Leiters überwiegen daher die elektrischen Bild­
kräfte. 

Bei der Berechnung der magnetischen Feldkräfte ergibt sich das Resultat in elektrischen 
Krafteinheiten Wsjcm, wenn die magnetische Induktion in Vsjcm2 oder G eingesetzt wird. 
Es sei z. B. B=lOOOO G=I0-4 Vsjcm2, l=lO cm, 1=100 A, rt=90°. Dann wird 

Ws 
P=Bll=lOOOO ·100 ·lOGAcm=l07 GAcm=l0-1-=l,02kGr. 

cm 

b) Die elektrische Induktionswirkung. Wird ein elektrischer Leiter durch ein magne­
tisches Feld bewegt, so bewegt sich damit auch das Elektronengas im Innern des 
Leiters durch das magnetische Feld. Die Elektronen erfahren daher Kräfte senkrecht 
zur Bewegungsrichtung des Leiters und zur Kraftlinienrich-
tung. Wird z. B. ein Kupferstab, Abb. 145, mit der Geschwin-
digkeit v durch ein magnetisches Feld senkrecht zur Kraft- Ia 
liniendichte B bewegt, so wirken die magnetischen Feldkräfte 
auf die Elektronen nach obigem in der durch den Pfeil ge- + 
kennzeichneten Richtung. Dadurch tritt an dem einen Stab- u 
ende ein Überschuß, am anderen ein Mangel an Elektronen Abb. 145. Induktionswir­
auf. Längs des Stabes stellt sich ein Potentialgefälle ein, das kung in einem bewegten 

Stab. 
die Elektronen in entgegengesetzter Richtung zu bewegen sucht. 
Im Gleichgewichtszustand halten die mit dem Potentialgefälle verbundenen elektri­
schen Feldkräfte den magnetischen Feldkräften die Wage. Das elektrische Poten­
tialgefälle längs des Stabes kann durch eine elektrische Feldstärke ~ gekennzeich­
net werden. Auf irgendeine Ladung Q wird durch das elektrische Feld, nach Gl. (144), 
eine Kraft l,ß1 =Q~ 

ausgeübt. Auf die gleiche Ladung wirken andererseits die magnetischen Feldkräfte, 
Gl. (531), ein: \,ß2 =Q[tJlB]. Im Gleichgewicht gilt daher 

i!=[b!S]. (533) 

Dies ist das Induktionsgesetz. Es besagt, daß bei der Bewegung von Leitern 
durch ein magnetisches Feld im Leiter ein elektrisches Feld entsteht mit einer Feld­
stärke, die gleich dem Vektorprodukt von Bewegungsgeschwindigkeit und magne­
tischer Induktion ist. Die elektrische Feldstärke ist senkrecht zur magnetischen In­
duktion und zur Bewegung gerichtet. Bei einem Stab ergibt sich die größte Potential­
differenz zwischen den Stabenden, wenn der Stab senkrecht zur Kraftlinienrichtung 
und zu sich selbst bewegt wird. Allgemein erhält man nach Gl. (533), wenn es sich 
um ein homogenes Magnetfeld handelt und alle Punkte des Stabes die gleiche Ge­
schwindigkeit haben, die Potentialdifferenz durch Multiplikation der Länge des 
Stabes mit der in die Stabrichtung fallenden Komponente der elektrischen Feld­
stärke. Man bezeichnet diese Potentialdifferenz als die induzierte elektro­
motorische Kraft. Bei einer Länge s des Stabes hat sie die Größe 

E=[tJlB]~. (534) 
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Wegen der außerordentlich geringen Trägheit der Elektronen stellt sich der 
durch Gl. (533) ausgedrückte Gleichgewichtszustand in unmeßbar kurzer Zeit ein. 
Das gleiche Gesetz gilt daher auch, wenn sich die Geschwindigkeit I.J zeitlich ändert; 

es ändert sich dann auch die induzierte EMK, und in jedem 
Zeitpunkt gilt für den Augenblickswert der induzierten EMK 

e=[b~]ö. (535) 

Schneidet der Stab die Kraftlinien senkrecht und wird er senk­
recht zu sich selbst bewegt wie in Abb. 145, so ergibt sich hier­
aus im besonderen (s=l) e~~Blv. (536) 

Abb. 146. Induktion in 
einem Draht beliebiger 

Form. 

Ist das magnetische Feld nicht homogen oder die Geschwin­
digkeit der einzelnen Punkte des Stabes nicht die gleiche, so 
gilt die Beziehung (535) für jeden kleinen Abschnitt von der 
Länge ds des Stabes, Abb. 146: 

de= [I.J m]di3=Q: di3. (537) 
Die in einem drahtförmigen Leiter induzierte elektromotorische Kraft ist daher 

(538) 

Die gleichen Gesetze gelten auch für Leiter beliebiger Form. Wird z. B. eine 
Blechscheibe zwischen den beiden Polen eines Magneten gedreht, Abb. 147, so er-

f fahren die Elektronen eine Ablenkung in radialer Richtung. Es tritt 
eine Spannung zwischen der Achse und dem Rand der Blechscheibe 
auf. Da die Bewegungsrichtung senkrecht auf der Kraftlinienrichtung 

Abb. 147. Induk­
tion in einer 

Bremsscheibe. 

steht, so gilt hier für die in einem Abschnitt dr des Radius induzierte 
elektromotorische Kraft 

de=Bvdr=2nnBrdr, 

wenn n die Drehgeschwindigkeit bezeichnet. Kann das magnetische 
Feld als homogen angesehen werden, so hat die zwischen Rand und 
Achse auftretende elektromotorische Kraft bei konstanter Dreh­
geschwindigkeit die Größe 

ro 

E=2nnBf rdr=nnr'5B. 
0 

(539) 

Zahlenbeispiel: B=lOOOO G; r0=l m, n=2000jmin. Es· wird 
Gm2 Vscrn2 

E=n· 2000·1·10000-.-=6,28 ·103-- =105V. 
mm cm260s 

Bei der in Abb. 147 gezeichneten Anordnung ruft diese EMK Ströme hervor, die sich inner­
halb der Blechscheibe in der durch gestrichelte Linien in Abb. 148 dargestellten Weise schließen. 

Um die Blechscheibe zu drehen, muß man eine mechanische Arbeit 
aufwenden, die der durch diese "Wirbelst.röme" entwickelten Wärme 
gleichwertig ist. Es ergibt sich also eine Bremswirkung. 

Auf dem gleichen Prinzip beruhen dieUni polarmaschinen; hier 
wird das Auftreten der Wirbelströme dadurch vermieden, daß die 
Scheibe in ihrer ganzen Ausdehnung in ein Magnetfeld gebracht wird, 
das zur Achse symmetrisch ist, so daß die induzierte EMK auf jedem 
Radius die gleiche Größe hat. 

Die Gl. (537) für die in einem Längenelement des Leiters 
induzierte elektromagnetische Kraft läßt sich durch die .fol­

Abb. 148. Wirbelströme in gende Überlegung in eine andere Form bringen. Das Pro­
der Bremsscheibe. 

dukt [1.1 58] kann geometrisch aufgefaßt werden als die Fläche 
eines Parallelogrammes, dessen Seiten aus den beiden Vektoren 1.1 und m gebildet 
werden, Abb. 149, denn ein solches Parallelogramm hat den Flächeninhalt 

V msin 0(. 
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Um das skalare Produkt des Vektors [tJ IB] mit dem Vektor d?J zu bilden, hat man 
die in die Richtung von [tJ IB] fallende Komponente von ds mit der Fläche zu multi­
plizieren. Wie Abb. 149 zeigt, ergibt dies das Volumen eines Prismas, das aus den 
drei Vektoren tJ, \B und d?J gebildet wird. Man kann daher das gleiche Produkt auf die 
folgenden Arten darstellen: 

[tJ\B]diiJ=[\Bd?J]tJ=[d?JtJ]\B. (540) 
Diese Rechenregel benutzen wir zur Umformung des Induktionsgesetzes Gl. (537): 

~ds= [tJ \B]ds= \B [dstJ]. (541) 
Hier stellt [dstJ] die Fläche eines Parallelogramms dar, das 
aus den beiden Vektoren ds und tJ gebildet wird. Dieses 
Produkt ist also gleich der Fläche dF, die bei der Be­
wegung des Leiterelementes ds in der Zeiteinheit über­
strichen wird. Das skalare Produkt dieser Fläche mit 
dem Vektor der magnetischen Induktion ergibt nach 
GI. (526) den magnetischen Induktionsfluß, der durch 
diese Fläche hindurchgeht oder die Kraftlinienzahl, die 
von dem Leiterelement ds in der Zeiteinheit über­
strichen wird. Daraus folgt der Satz: 

Abb. 149. Darstellung der indu­
zierten elektromotorischen 

Kraft durch das Volumen eines 
Prismas. 

Die in einem Leiterelement induzierte elektromotorische Kraft ist 
gleich der in der Zeiteinheit von dem Leiterelement geschnittenen 
KraftlinienzahL . 

Bezeichnet man den in der Zeit dt von d?J überstrichenen Fluß mit 

d<P.=\Bd'fj, (542) so gilt daher ~ds=d!'· (543) 

Die zwischen den beiden Enden des Drahtes auftretende elektromotorische Kraft 
ergibt sich durch Integration von ~ds über die Leiterlänge. 

Bei den Anwendungen hat man es immer mit geschlossenen Stromkreisen zu 
tun. Für die Berechnung der in einem geschlossenen Kreis induzierten elektro­
motorischen Kraft gilt nun auf Grund des eben aufgestellten Satzes folgendes. Der 
Leiterkreis, Abb. 150, werde durch ein beliebiges magne­
tisches Feld hindurchbewegt. In jedem Längenabschnitt 
wird eine elektromotorische Kraft von der durch GI. (543) 
gegebenen Größe induziert. Um ihre Richtung angeben 
zu können, legen wir eine positive Richtung willkürlich 
fest und kennzeichnen sie durch einen Pfeil, der den ma- '8 

gnetischen Induktionsfluß rechtsläufig umkreist. Die in 
dem Längenelement ds, Abb. 150, bei der angenomme- 'o 

nen Bewegungsrichtung entstehende elektrische Feld- Abb. !50. Induktion in einem 
stärke hat nach dem oben Ausgeführten die in der geschlossenen Drahtkreis. 

Abb. 150 eingezeichnete Richtung. Der Beitrag dieses 
Längenelementes zur gesamten elektromotorischen Kraft ist also negativ. Anderer­
seits vermehren die von dem Längenelement ds bei der Bewegung geschnittenen 
Kraftlinien den Induktionsfluß, der durch die Schleife hindurchgeht. Andere 
Längenelemente, durch deren Bewegung der Induktionsfluß in der Leiterschleife 
verkleinert wird, ergeben umgekehrt einen positiven Beitrag zur elektromotorischen 
Kraft. Nach GI. (543) ist die in der Schleife induzierte EMK bestimmt ~urch die 
gesamte infolge der Bewegung der Schleife in der Zeiteinheit entstehende Anderung 
des die Schleife durchsetzenden Induktionsflusses <!>. Verbindet man dies mit der 
eben für das Vorzeichen gefundenen Regel, so erhält man 

~~ds=e=- ~~. (544) 

Das Induktionsgesetz besagt in dieser Form, daß die in einer Schleife indu-



140 Das magnetische Feld. 

zierte EMK durch den Induktionsfluß bestimmt ist, der mit der Schleife verkettet 
ist. Er kann berechnet werden als Oberflächenintegral der magnetischen Induktion 
über eine Fläche, die von dem Leiter berandet wird GI. (526). Da die Kraft­
linien in sich geschlossen sind, so ist die Form dieser Fläche ohne Einfluß auf 
die Größe des Oberflächenintegrals. Es tragen nur solche Induktionslinien zum 
Induktionsfluß bei, die mit dem Rand der Fläche verkettet sind. Wenn der Strom­
leiter ein Kraftlinienbündel mehrmals umschlingt wie z. B. bei einer Spule, dann ist 
es meist einfacher, den mit dem Stromleiter verketteten Gesamtfluß durch Multi­
plikation des von einer Windung umschlungenen Induktionsflusses mit der Zahl 
der Windungen zu berechnen. Wir unterscheiden daher im folgenden zwischen 
Gesamtfluß oder Flußverkettung P und Bündelfluß tP. Der Gesamtfluß 
ist nach dem Induktionsgesetz maßgebend für die induzierte elektromotorische 

Kraft: ~6:dß=e=- ~~· (545) 

Er kann in manchen Fällen durch einen Bündelfluß ausgedrückt werden, wenn 
sämtliche w Windungen einer Spule diesen gleichen Fluß umschlingen. Dann gilt 

P=wtP, (.546) 

und 
df[J 

e= -w-dt. (547) 

In den meisten praktischen Fällen ist diese Beziehung jedoch nur als eine Näherungs­
formel zu betrachten. 

Der Betrag der in einem geschlossenen Stromkreis induzierten elektromotorischen 
Kraft ist nach dem Induktionsgesetz gleich der Abnahmegeschwindigkeit des Ge­
samtflusses. Man bezeichnet die in der Schleife induzierte elektromotorische Kraft 
auch als die Umlaufspannung, die Abnahmegeschwindigkeit des Gesamtflusses 
wird der magnetische Schwund genannt. Das Induktionsgesetz kann daher 
in der folgenden Form ausgesprochen werden: 

Die Umlaufspannung in einer geschlossenen Schleife ist gleich dem 
magnetischen Schwund. 

Diese Fassung des Induktionsgesetzes gilt nicht nur für die Bewegung von 
Leiterschleifen in räumlich feststehenden Magnetfeldern oder für die Bewegung von 
Magnetfeldern gegen räumlich festliegende Leiter, sondern auch dann, wenn sich 

das magnetische Feld zeitlich ändert. Man kann sich das 
@---~ ~ Verschwinden eines Magnetfeldes in der Kraftlinien vor­
~ stellung so veranschaulichen, daß sich die geschlosse­
Abb. 151. Spule zur Ausmessung nen Kraftlinien mehr und mehr zusammenschnüren, 

magnetischer Felder. bis sie in einen Punkt zusammenschrumpfen. Dabei 
werden die Leiter so geschnitten wie bei einer Bewegung der Schleife. Das In­
duktionsgesetz gilt ferner auch dann in der gleichen Form, wenn es sich um Be­
wegungen von Magnetfeldern gegen feststehende Stromkreise handelt. 

Das Induktionsgesetz liefert eine einfache Methode zur Ausmessung magne­
tischer Felder. Dazu dient eine Probespule S, Abb. 151, von so kleinen Ab­
messungen, daß das magnetische Feld in ihrer Umgebung als homogen angesehen 
werden kann. Diese Spule wird mit einem ballistischen GalvanometerG verbunden. 
Bringt man die Spule rasch in das magnetische Feld oder nimmt man sie aus dem 
magnetischen Feld rasch heraus, so ändert sich der Induktionsfluß, der mit der 
Spule verkettet ist; damit ergibt sich kurzzeitig eine elektromotorische Kraft und 
ein Stromstoß im Galvanometer. Aus dem ballistischenAusschlag des Galvanometers 
kann die magnetische Induktion am Orte der Spule berechnet werden. 

Bezeic~_net F die Fläche der Spulenöffnung und B die magnetische Induktion 
in dieser Offnung, so ist der von einer Windung der Spule umfaßte Bündelfluß 

tP = m (Y = B F sin ('/., 
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und der Gesamtfluß wird P=w@=wBFsin cx, (548) 
wobei cx den Winkel zwischen Spulenachse und Kraftlinienrichtung bedeutet. 
Der Gesamtfluß hat seinen größten Wert, wenn die Achse der Spule in die Richtung 
der Kraftlinien fällt. Dann wird @=BF. (549) 

Beim Herausnehmen der Spule aus dem Magnetfeld ändert sich der Fluß, und es 
entsteht eine EMK von der durch Gl. (545) gegebenen Größe. Der dadurch hervor­
gerufene Strom ist nach dem Ohmsehen Gesetz 

. e 
~= R' 

wobei R den Gesamtwiderstand des Stromkreises bezeichnet. Damit wird 
. 1 rZP w dw 
~=- R-dt =- R a:t· (550) 

Wird die Spule rasch aus dem Feld herausgenommen, so ergibt sich ein ballistischer 
Ausschlag des Galvanometers, der die Elektrizitätsmenge anzeigt, die während der 
Bewegung der Spule durch den Stromkreis fließt, also 

Q= rdt=--isd@=i-(@l-@2). (551) 
0 

wobei @1 und @2 die Flüsse zu Beginn undEnde der Bewegung bedeuten. Wächst also 
der die Spule durchsetzende Bündelfluß vonNull auf den Wert(/) beim Hineinbringen 
der Spule in das Feld, oder nimmt er von diesem Wert(/) aufNull 
ab beim Herausnehmen der Spule aus dem Feld, so ergibt sich der 
gleiche aber entgegengesetzt gerichtete Ausschlag des ballistischen 
Galvanometers; die Größe dieses Ausschlages liefert die Elektrizi­
tätsmenge Q. Damit berechnet sich 

IP= R Q. (552) 
w 

Die Richtung der Kraftlinien kann dadurch bestimmt werden, daß 
man den größten Ausschlag durch Beobachtung bei verschiedenen 
Stellungen der Spule zu erreichen sucht; dann ist die Kraftlinendichte 

B=RQ 
wF· 

Abb. 152. Zur Be­
rechnung derwirk­

samen Fläche. 

(553) 

Da der Wicklungsquerschnitt der Spule eine räumliche Ausdehnung besitzt, so ergibt sich 
die Frage, was man unter der Öffnung F der Spule zu verstehen hat. Wir bezeichnen die Ab­
messungen der Spule nach Abb. 152 und denken uns die Wicklung unendlich fein unterteilt. 
Eine Schicht der Wicklung vom Radius r und der Dicke dr umschließt den Induktionsfluß 

W= im I r 2 n, 

da das Feld wegen der Kleinheit der Spule als homogen angesehen werden kann. In dieser Schicht 
sind bdr 

------w 
b(r2-r1) 

Windungen vorhanden. Daher ist der Gesamtfluß dieser Schicht 
dr 

d'I'=w--I?8Jr2n 
r2-rl 

und der Gesamtfluß der Spule 
r, 

'I'= wn! m -Jr2 dr= wn 1\81 r~-r~. 
r 2-r1 r 2-r1 3 

r, 
Set-zt man diesen Gesamtfluß 'I' =W I \8 f F, 
so folgt für die mittlere Windungsfläche 

F n r~-rr n ( 2 o 

=-:fr2-r~=-3- rl+rlr2+r2)· (554) 
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Ist z. B. r1=0,4 cm, r2=l cm, b = 0,6 cm, so wird 
n 

F= 3 {0,l6+0,4+l)cm2=1,633cm2. 

Die Spule enthalte w = 10000 Windungen; der Gesamtwiderstand des aus Spule und Galvano­
meter gebildeten Kreises sei R = 1000 Ohm. Zeigt das Galvanometer eine Elektrizitätsmenge 
Q = 0,001 .As, so wird R 1000 

tP=u;Q= 10000o,OOl.QAs=I0-4Vs=l04M, 

daraus folgt B= tP = IOOOOM 6130G. 
F l,633cm2 

In den elektrischen Maschinen, die auf dem Induktionsgesetz beruhen, ist 
die Anordnung immer so getroffen, daß sich bei der Drehung des Ankers der gesamte 
Fluß ändert, der mit den Ankerspulen verkettet ist. Verfolgt man z. B. die Drehung 
eines Gleichstromankers während eines sehr kleinen Zeitabschnittes Llt, der so kurz 
ist, daß die Bürsten auf den gleichen Stromwenderstegen bleiben, so findet man, 
daß dabei die Gesamtzahl der magnetischen Induktionslinien, die die Ankerwicklung 
auf dem Wege von der Minus- zur Plusbürste umschlingt, um einen ganz bestimmten 
Betrag LllJI ab- oder zunimmt. Dann hat die zwischen den Bürsten auftretende EMK 
einen Betrag, der durch den Grenzwert gegeben ist, dem sich das Verhältnis LllJijLlt 

bei unendlich kleinem Llt nähert: e = J ~~ J· Da bei den elektrischen Maschinen 

die Ankerleiter senkrecht von den magnetischen Kraftlinien geschnitten werden, 
so wird hier das Induktionsgesetz meist in der durch GI. ( 536) gegebenen. Form 
angewendet, die zu dem gleichen Ergebnis führt. 

Wird dem Anker Strom entnommen, so rufen die auf die Ankerleiter im magne­
tischen Feld ausgeübten Kräfte ein Bremsmoment hervor, so daß die entnommene 
elektrische Leistung gleich der zur Überwindung dieses Bremsmoments dienenden 
mechanischen Leistung ist. Bezeichnet man den in dem betrachteten Wicklungs­
abschnitt während des Zeitelements dt fließenden Strom mit I, so hat die elektrisch 

erzeugte Leistung die Größe -- I ~~ ; also ist die Arbeit 

dA=-IdlJI; (555) 

sie muß in Form von mechanischer Arbeit aufgewendet werden, d. h. es muß bei 
der Drehung des Ankers um den Winkel drx ein Bremsmoment M überwunden werden, 
so daß dA= -IdlJI=Mdrx; 

daraus ergibt sich für die Größe dieses Bremsmoments 

M= -I~~:_. (556) 

Die gleiche Beziehung gilt auch für den Fall des Motors, bei dem der Strom I von 
äußeren elektromotorischen Kräften erzeugt wird; das Moment M ist dann als 
Triebmoment aufzufassen. 

Ein und derselbe physikalische Vorgang, nämlich die Ablenkung bewegter Elek­
tronen im magnetischen Feld ist also die Ursache von Motor- und Generatorwirkung. 
Beim Motor werden die Leitungselektronen mit Hilfe einer äußeren elektrischen 
Energiequelle durch die Stromleiter hindurchgeführt. Die Stromleiter befinden sich 
in einem magnetischen Feld, dessen Kraftlinien senkrecht zu dieser Bewegungs­
richtung stehen. Dadurch erfahren die Elektronen Ablenkpngskräfte quer zur 
Richtung der Leiter. Da sie im Inneren der Leiter durch die Bildkräfte festgehalten 
sind, so übertragen sich die Ablenkungskräfte auf die Drähte. Beim Generator 
werden umgekehrt die Stromleiter mechanisch durch das magnetische Feld hin­
durch bewegt; dadurch ergibt sich eine Ablenkung der Elektronen in der Längs­
richtung der Leiter bis zum Gleichgewichtszustand, in dem längs der Leiter ein 
elektrisches Potentialgefälle der entgegengesetzten Richtung entsteht. Zur Auf-
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rechterhaltung dieses Potentialgefälles ist ein Arbeitsaufwand nicht erforderlich, 
so lange der Stromkreis unterbrochen ist. Fließt beim Schließen des Stromkreises 
Strom, so ergibt sich eine Längsbewegung der Elektronen in den Stromleitern und 
damit eine mechanische Bremskraft quer zur Stromrichtung, zu deren Überwindung 
eine mechanische Arbeit aufgewendet werden muß. 

22. Das Durchflutungsgesetz, magnetische Stoffe. 

Das Durchflutungsgesetz beschreibt den Zusammenhang zwischen der Stärke 
magnetischer Felder und dem erzeugenden Strom. Es kann experimentell mit Hilfe 
des magnetischen Spannungsmessers nachgewiesen werden. Dieser besteht 
aus einer langgestreckten biegsamen Spule von geringem Querschnitt, deren Draht­
enden mit einem ballistischen Galvanometer verbunden 
sind. Die Spule ist gleichmäßig mit dünnem isoliertem o 
Draht in dicht nebeneinanderliegenden Windungen be­
wickelt. Die beiden Drahtenden liegen nebeneinander, so 
daß durch die Zuleitungen zum Galvanometer keine 
Schleife gebildet wird, in der störende Induktionswirkun­
gen auftreten könnten. 

Bezeichnet man die auf die Längeneinheit der Spule, a 
Abb. 153, entfallende Windungszahl mit w1, so enthält ein 
kurzer Abschnitt von der Länge ds 

w1 ds 
Windungen. In einem magnetischen Feld von beliebiger 
Beschaffenheit wird die magnetische Induktion an jeder 

Abb. 153. Magnetischer Span· 
nungsmesser. 

Stelle der Spule im allgemeinen einen anderen Wert und eine andere Richtung 
haben. Es soll aber der Querschnitt q der Spule so klein sein, daß man an jeder 
Stelle der Spule innerhalb dieses Querschnitts die magnetische Induktion als kon­
stant ansehen kann. Dann beträgt der Induktionsfluß, der mit den w1 ds Windun­
gen des Abschnittes ds verkettet ist, 

dP =w1 q )Sd?3, (557) 

und der Gesamtfluß der Spule ergibt sich durch Integration über die ganze Länge: 
b 

P=w1 qj)Sd§. (558) 
a 

Dieser Gesamtfluß kann mit Hilfe des ballistischen Galvanometers G wie im vorigen 
Abschnitt gemessen werden, wenn man die Spule rasch aus dem Feld entfernt. Führt 

b 
man den Versuch aus, so ergibt sich, daß der Wert von P nur von der 
Lage der beiden Endpunkte a und b des Spannungsmessers abhängt. 
Für alle möglichen Wege zwischen a und b, Abb. 154, hat daher das 
Linienintegral der magnetischen Induktion den gleichen Wert. Biegt 
man den Spannungsmesser zu einer einfach oder mehrfach geschlosse­
nen Figur zusammen, so daß die beiden Punkte a und b zusam­
menfallen, so ergibt sich experimentell, daß P = 0 wird, daß also auch a 

das Linienintegral der magnetischen Induktion verschwindet, gleich­
gültig in welche Form man die Spule biegt, allerdings unter einer 
wichtigen Voraussetzung. Es darf mit der durch den Spannungsmesser 
gebildetengeschlossenen Figur kein stromführender Leiter verkettet sein. 

Abb. 154. Wege 
gleicher magne­

tischer Span­
nung. 

Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, umschließt man also mit dem Spannungs­
messer den Stromleiter, so ergibt sich ein ganz bestimmter Wert für P und damit 
für das Linienintegral der magnetischen Induktion. :Für diesen Wert gilt nun ein 
außerordentlich einfaches Gesetz. Es zeigt sich, daß das Linienintegral der magne-
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tischen Induktion proportional ist mit dem verketteten Strom. Den Strom, der mit 
irgendeinem in sich geschlossenen Weg verkettet ist, bezeichnet man als die Durch­
flutung 8 dieses Weges. Es gilt daher auf Grund der experimentellen Beobach-
tungen die Beziehung ~ )8 di3 = f,l8, ( 559) 

in der fl eineKonstante bezeichnet. Die Gl. (559) berücksichtigt auch die Vorzeichen, 
wenn der Umlaufsinn des Linienintegrals mit der Richtung der DurchHutung eine 

Abb. 155. DurchHutung 

Rechtsschraube bildet, wie es Abb. 155 zeigt. In dieser Ab­
bildung ist für den gezeichneten geschlossenen Weg 

8=11 +12 +13 • 

Wird die magnetische Induktion in G gemessen und setzt 
man die Länge in cm, die Stromstärke in A ein, so ergibt 
sich für die Größe f,l als Einheit 

1 Gern= w-s Vs- = 10-s Qs. 
A Acm cm 

Die Einheit 1.Q.s nennt man 1 Henry: 
eines geschlossenen Weges. 1 Henry= 1 H = 1.Q s; (560) 

als Einheit für die Größe fl kann also 1 Hfcm dienen. 
Die Versuche zeigen, daß die Größe f,l von dem Stoff abhängt, in dem die Messun­

gen ausgeführt werden. Man schreibt daher 
(561) 

wobei 1-lo den Wert von f,l im leeren Raum bezeichnet. Im leeren Raum ist also 
f-lr = 1. Die Größe 1-lo nennen wir den Induktionsfaktor. Sein Wert ergibt sich 
experimentell, und zwar ist er nach den gerrauesten bis jetzt vorliegenden Messungen 

H Gern 
(lo=1,2560·10-8Ciii =1,2560A". (562) 

Die Zahl f-lr gibt an, wieviel mal so groß die magnetische Induktion in dem betreffen­
den Stoff ist im Vergleich zum Vakuum. Sie wird als die magnetische Permea­
bilität bezeichnet, genauer als relative magnetische Permeabilität, während f,l 
die absolute Permeabilität darstellt. 

Die Gl. (559) kann unter der Voraussetzung, daß f,l eine Konstante ist, auch ge-
schrieben werden: ~~ 

fl 
~=8. (W~ 

Die Größe \B)fl ist em neuer Vektor, der die Richtung von 1S hat. Wir setzen 
m 
-=.~,also tl=(.L(1 (564) 
fl 
und nennen.\) die magnetische Feldstärke oder magnetische Erregung. 
Es ist also das Linienintegral der magnetischen Feldstärke auf irgend­
einem geschlossenen Weg gleich der Durchflutung des Weges: 

~(1de=B. (565) 

Dies ist das Durchflutungsgesetz; es gilt erfahrungsgemäß auch dann, wenn die 
Permeabilität ,u im Raum verschiedene Werte hat. Die magnetische Feldstärke ist 
eine Größe, deren Betrag, wie man aus Gl. (565) erkennt, in Afcm gemessen werden 
kann. 

Das Durchflutungsgesetz ermöglicht die Berechnung der Durchflutung, die zur 
Herstellung eines bestimmten magnetischen Feldes erforderlich ist, wenn der Ver­
lauf der magnetischen Kraftlinien bekannt ist. Das magnetische Feld in der Umgebung 
eines geraden stromdurchflossenen Leiters wird z. B. durch Kraftlinien dargestellt, 
die aus Symmetriegründen Kreise bilden. Längs eines jeden solchen Kreises ist die 
Kraftliniendichte konstant, daher sind die Vektoren )8 und .\) konstant. Ist daher 
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r der Radius des Kreises, I die Stromstärke im Leiter, so gilt 

.\J P d?J= 1·\J l2nr=I, 
I 

1~1=2nr" 

145 

(566) 

Bezüglich der Richtung der magnetischen Kraftlinien sagt das Durchflutungsgesetz 
aus, daß sie mit der Stromrichtung im Sinne einer Rechtsschraube zusammenhängt. 
Das magnetische Feld außerhalb des Leiters ist nach Gl. (566) unabhängig von dem 
Drahtdurchmesser; es hat die gleiche Beschaffenheit, wie wenn der ganze Strom I 
in einem "Stromfaden" in der Achse des Leiters konzentriert wäre. 

Zablenbeispiel: Im Abstand r=lO cm von der Achse eines Leiters, der den Strom I= 100 A 
führt, beträgt die magnetische Feldstärke 

I~ I=_!()_Oi\__=1,59 ~-
2n1ücm cm 

Alle materiellen Stoffe beeinflussen die Dichte der magnetischen Induktions­
linien. Es kann dies damit erklärt werden, daß die Elektronen innerhalb der Moleküle 
ganz bestimmte Bewegungen ausführen, z. B. geschlossene Bahnen durchlaufen 
oder um eine Achse rotieren. Jede derartige Elektronenbewegung kann als ein 
elektrischer Strom aufgefaßt werden. Die magnetischen Wirkungen dieser Ströme 
können innerhalb der Atome oder Moleküle entweder durch andere, gleichartige Ströme 
entgegengesetzter Richtung aufgehoben werden, oder es kann ein Überschuß ·von 
Strom einer Richtung vorhanden sein. Im ersten Falle ist das Atom oder Molekül 
unmagnetisch, während es im zweiten Falle wie ein außerordentlich kleiner Magnet 
wirkt. 

Auf Grund dieser Vorstellung kann man die Erscheinungen erklären, die sich 
ergeben, wenn ein Stoff in das magnetische Feld von stromdurchflossenen Leitern 
gebracht wird. Betrachten wir zunächst Stoffe der ersten Art, bei denen die ma­
gnetischen Wirkungen der Strombahnen im Inneren der Moleküle kompensiert sind. 
Auf die rotierenden Elektronen werden im magnetischen Feld Kräfte ausgeübt, und 
zwar werden nach dem Induktionsgesetz bei der Herstellung des äußeren magne­
tischen Feldes diejenigen Elektronen beschleunigt, die um die Kraftlinienrichtung 
im Sinn einer Rechtsschraube rotieren, während die anderen verzögert werden. Es 
ergibt sich eine Überschußwirkung der Strombahnen mit rechtsläufig rotierenden 
Elektronen. Diese Elektronen wirken aber wie ein Strom, der die Kraftlinien links­
läufig umkreist, der also für sich allein ein magnetisches Feld in entgegengesetzter 
Richtung hervorrufen würde. Daher ergibt sich in dem betrachteten Fall eine 
Schwächung des magnetischen Feldes; die magnetische Induktion ist bei Vorhanden­
sein des betreffenden Stoffes kleiner als im leeren Raum; es ist 

)B <flo~ oder flr< 1. 
Man bezeichnet solche Stoffe als diamagnetisch; ein Beispiel dafür bildet Wismut. 

Im anderen Falle, wenn die Moleküle nicht kompensierte Bahnen enthalten, also 
wie Magnete wirken, sind die molekularen Strombahnen im gewöhnlichen Zustand 
des Stoffes ungerichtet; ihre Ebenen bilden bei den verschiedenen Molekülen alle 
möglichen Winkel miteinander, so daß größere Teile des betreffenden Stoffes un­
magnetisch erscheinen. Wenn die Ebenen der Strombahnen im Inneren der Moleküle 
festliegen, dann ergibt sich bei Anwesenheit eines äußeren magnetischen Feldes 
die gleiche Wirkung wie im vorigen Fall. Anders dagegen, wenn die Ebenen der 
molekularen Ströme innerhalb der Moleküle drehbar sind. Dann suchen sie sich im 
magnetischen Feld so einzustellen, daß ihre Bahnen senkrecht zur Richtung der 
Kraftlinien stehen, und daß die Elektronen die Kraftlinien linksläufig umkreisen. 
Die molekularen Strombahnen unterstützen also hier das äußere magnetische Feld, 
so daß die magnetische Induktion größer als im leeren Raum wird: 

)B>flo~ oder Pr>l. 
Küpfmüller, Elektrotechnik. 10 
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Derartige Stoffe nennt man paramagnetisch oder, wenn .ur erheblich größer als 1 
ist, ferromagnetisch, weil das wichtigste Beispiel eines stark paramagnetischen 
Stoffes dasEisen ist. Genau genommen, tritt auch in paramagnetischen Stoffen wegen 
der Beschleunigung der Elektronenbewegung immer bis zu einem gewissen Grade 
eine diamagnetische Wirkung auf. Paramagnetische Stoffe sind daher eigentlich 
solche, bei denen der zweite Effekt den diamagnetischen übertrifft. 

Die absolute Permeabilität fl kann gemessen werden, wenn man einerseits die 
DurchHutung@ bestimmt, aus der die magnetische Feldstärke~ berechnet werden 
kann, andererseits die magnetische Induktion 5B mißt. Dann gilt 

~ .u= ~· (567) 

Die einfachste Methode besteht darin, daß man aus dem zu untersuchenden Stoff 
einen Kreisring herstellt und diesen Ring mit zwei Wicklungen aus isoliertem Draht 

versieht. Die eine Wicklung wird an ein 
ballistisches Galvanometer G angeschlossen, 
Abb. 156; sie dient zur Messung von \B. 
Durch die andere, möglichst gleichmäßig 

r.:..~-----' über den Ring verteilte Wicklung kann ein 
Gleichstrom geschickt werden, der mit einem 

Abb. 156. Aufnahme der Magnetisierungskurve. Amperemeter gemessen wird und die magne­
tische Feldstärke ~ zu berechnen gestattet. 

Die magnetischen Kraftlinien sind hier aus Symmetriegründen konzentrische 
Kreise; sie verlaufen im Inneren des Ringes, da sie mit den Windungen verkettet sein 
müssen. Die Kraftliniendichte ist daher längs einer Kraftlinie konstant. Für irgend­
eine Kraftlinie mit dem Radius r gilt nach dem Durchflutungsgesetz 

~~d§=~~d§= l~l2nr=l w1 , 

wobei w1 die Windungszahl der Erregerwicklung bezeichnet. Daraus folgt 

H=l"'l=Iwl. (568) 
'-b' 2:nr 

Ist der Querschnitt des Ringes genügend klein, so kann man mit einer mittleren Feld­
stärke in dem Ring für einen mittleren Radius r0 rechnen. Die mittlere Kraftlinien­
dichte ergibt sich aus der Beziehung 

1/> \58\=B=q-, (569) 

in der (/J den Bündelfluß im Ring und q den Ringquerschnitt bezeichnen. Wird der 
Strom I im Erregerkreis plötzlich geändert, so ergibt sich nach dem Induktions­
gesetz ein Stromstoß im Galvanometerkreis. Die vom Galvanometer angezeigte 
Elektrizitätsmenge Q dient zur Berechnung der zu der Stromänderung gehörenden 
Ändemng des Induktionsflusses. Es ist nach GI. (552) 

W=~~2 Q, (570) 

wobei w2 die Windungszahl der zweiten Wicklung und R den Gesamtwiderstand 
im Sekundärkreis bezeichnen. Daraus folgt 

fl_IJ___2:nroRQ (571) 
- H- w1 w2ql · 

Im leeren Raum ergibt sich hieraus der Induktionsfaktor .Uo· Bei materiellen Stoffen, 
insbesondere den ferromagnetischen Stoffen ist die Permeabilität im allgemeinen 
keine Konstante, sondern hängt von der Erregung ab. Trägt man zusammengehörige 
Werte von B und H in ein rechtwinkliges Achsensystem ein, so erhält man die 
Magnetisierungskurve des betreffenden Stoffes. 

Die Annahme einer gleichmäßigen Verteilung der Kraftlinien über den Ringquerschnitt 
enthält einen Fehler, dessen Größe man auf folgende Weise abschätzen kann. Der Ring habe 
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rechteckigen Querschnitt mit der Breite b; der Innenradius sei r 1, der Außenradius r2• Allgemein 
gilt dann nach GI. (526) r2 

f!J=b.fBdr. (572) 
r, 

Führt man den mittleren Radius r0=i{r1+r2) (573) 
ein, so kann man für die magnetische Induktion den Ansatz machen 

_ dB I 1 2d2B' 
B-B0+(r-r0 )-d 

1
1 +-2 (r-r0) -d 2 1 , (574) 

r ro r ro 
der den Anfang einer Potenzreihe darstellt. Daraus folgt nach GI. (572) 

1 d2B I 

f!J=b (r2-r1)B0+ 24b h--r1)3 dr2 Ir; (57 5) 

Nun gilt, da die magnetische Induktion eine Funktion der magnetischen Feldstärke und diese 
nach GI. (568) eine Funktion des Radius ist, 

dB dB dH und d2B _ dB d2H d2B (dH)2 
dr = dH dr dr2 - dH dr2 + dH 2 dr · 

Mit GI. (568) folgt 
f!J-b( _ )B .!!__ (r2-r1 ) 3 HdB -~- (r2-r1 ) 3H 2d2B 

- r 2 r 1 o+l2 r5 dH+24 r5 dH2 ' 

Daraus kann man die zu der magnetischen Feldstärke für den mittleren Radius r0 gehörige magne­
tische Induktion B0 berechnen, wobei GI. (569) einzuführen ist: 

B =B--1-(r2-r1) 2 HdB _ _!_(r2--r1) 2H2d2B 
0 12 r 0 dH 24 r0 dH2 ' 

(576) 

Man hat also von dem nach der Näherungsmethode bestimmten Wert B der magnetischen In­
duktion einen Abzug zu machen, der auf graphischem Wege aus der mit den ersten Näherungs­
werten aufgezeichneten Magnetisierungskurve leicht ermittelt werden kann. 

In der folgenden Tabelle sind die Werte der Permeabilität für einige diamagne-
tische und paramagnetische Stoffe angeführt: 

Wismut . ftr = 1 - 170 · I0-6 Luft . . . 
Kupfer . ftr = 1 - lO · I0-6 Aluminium 
Silber . . ftr = 1- 19 · I0-6 Platin. . . 
Wasser. . ftr = 1- 9. I0-6 

• flr = 1 + 0,4 · I0-6 

flr = 1 + 22 • I0-6 

• flr = 1 + 360 • I0-6 

Die Permeabilität der nicht ferromagnetischen Stoffe kann man bei praktischen 
Anwendungen fast immer zu l annehmen. 

Bei den ferromagnetischen Stoffen zeigen die Messungen, daß die magnetische 
Induktion nicht in eindeutiger Beziehung zur magnetischen Feldstärke steht, son­
dern noch davon abhängt, auf welche Weise der betref­
fende Wert der magnetischen Feldstärke hergestellt wurde. 
Man veranschaulicht diesen Zusammenhang durch die 
Magnetisierungskurven, die die magnetische Induk­
tion in Abhängigkeit von der Feldstärke darstellen. Ver­
größert man die magnetische Feldstärke stufenweise, indem --r---T--t'l;;t-----;t----;/1~ 
man jeweils die Stromstärke in der Erregerwicklung um 
einen bestimmten Betrag vergrößert, so findet man die 
magnetische Induktion durch Summieren der einzelnen Be­
träge, die zu den einzelnen Sprüngen des Stroms gehören 
und aus den ballistischen Ausschlägen des Galvanometers 
berechnet werden können. War der Eisenring noch nicht Abb.l57. Magnetisierungs-

kurven. 
magnetisiert, so erhält man auf diese Weise die sogenannte 
Neukurve OA, Abb. 157. Verkleinert man nun die magnetische Feldstärke von 
dem erreichtenWert H m aus wieder stufenweise, so nimmt auch die magnetische 
Induktion ab. Das Galvanometer gibt ballistische Ausschläge nach der entgegen­
gesetzten Richtung. Aus diesen Ausschlägen kann wieder jeweils die zu der Ver­
kleinerung von H gehörige Verminderung von B berechnet werden. Die Durch­
führung der Messung ergibt Werte für die magnetische Induktion, AD Abb. 157, 
die größer sind als die der Neukurve. Selbst wenn der Erregerstrom ganz unter-

10* 
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brachen wird, also H = 0 ist, enthält der Ring noch einen magnetischen Induktions­
fluß. Man bezeichnet das "Nachhinken" der Induktion hinter der Feldstärke als 
Hysterese, die Erscheinung eines Rückstandes an Magnetismus als Remanenz. 
Der Abschnitt OD auf der Achse der magnetischen Induktion stellt die Remanenz­
induktion dar. 

Um den Induktionsfluß zum Verschwinden zu bringen, muß eine Erregung OF 
in entgegengesetzter Richtung aufgewendet werden. Diese Erregung bezeichnet man 
als Koerzitivkraft ~k· Geht man bis zum Wert -Hm und läßt dann die Feld­
stärke wieder zunehmen, so ergibt sich wieder ein Zurückbleiben der Induktion 

hinter der Erregung. Wiederholt man diesen Prozeß mehrmals, so 
wird schließlich eine ganz bestimmte Schleife durchlaufen, die 
man als Hystereseschleife bezeichnet. 

Die Erscheinungen der Hysterese und Remanenz werden da­
// durch erklärt, daß bei den ferromagnetischen Stoffen die moleku­

---;;t-+.-1-u--"~ laren Strombahnen vollständig "umklappen" können, wenn die 
magnetische Erregung einen bestimmten Wert überschreitet. Man 
stellt sich die ferromagnetischen Stoffe als aus einzelnen Kristallen 
zusammengesetzt vor, die regellos in allen möglichen Richtungen 

Abb. 158. Hysterese- nebeneinander liegen. Ein solcher Kristall stellt wegen der un-
schleife eines Kri- k · El k b h · M d h · stalls. ompenswrten e tronen a nen emen agneten ar; er at eme 

magnetische Achse, die die Richtung der Kraftlinien angibt, die der 
Kristall für sich allein erzeugen würde. Bringt man den Kristall in ein magnetisches 
Feld, das ihn in der Richtung seiner Achse zu entmagnetisieren sucht, so zeigt 
sich, daß beim Überschreiten einer gewissen Erregung der Magnetismus des Kri­
stalls sich plötzlich umkehrt. Die Hystereseschleife eines solchen Kristalls wird 
daher durch ein Parallelogramm dargestellt, Abb. 158; es addiert sich zu der 
äußeren Erregung beim Überschreiten der Feldstärke H. die innere magnetische Er­

Abb. 159. Grenzkurven. 

regung des Kristalls. Bildet nun der Vektor der magnetischen 
Feldstärke ~ irgendeinen Winkel mit der magnetischen Achse, 
so kommt für die Wirkung auf den Kristall die Komponente 
von~ in Betracht, die in die Richtung der magnetischen Achse 
fällt. Es ist also eine entsprechend größere Erregung zum 
Herbeiführen des Umklappens erforderlich. Da die Achsen der 
einzelnen Kristalle alle möglichen Richtungen haben, so kehrt 
sich der Magnetismus der Kristalle bei verschiedenen Werten 
der Feldstärke um. Dadurch erklärt sich die Abrundung der 
Hystereseschleife, wie sie die Messungen an wirklichen Stoffen 
zeigen. 

Aus dieser Erklärung geht noch hervor, daß die Magneti-
sierungskurven ferromagnetischer Stoffe streng genommen keine glatten Kurven 
sind, sondern sich aus einer außerordentlich großen Zahl von kleinen Sprüngen 
zusammensetzen. Diese Folgerung wird durch die Beobachtung bestätigt; ändert 
man den magnetischen Zustand eines Eisenstückes, das sich im Innern einer Spule 
befindet, z. B. durch Nähern eines Stahlmagneten, so wird in der Spule eine Span­
nung induziert. Die Spannung enthält kleine rasch aufeinanderfolgende Sprünge, 
die mit Hilfe von Verstärkern in einem Fernhörer als Rattern oder Rauschen hör­
bar gemacht werden können ("Barkhausen-Effekt"). 

Wenn alle beweglichen Molekularströme gerichtet sind, so liegt der Zustand der 
Sättigung vor. Die magnetische Induktion unterscheidet sich dann wegen der 
durch die Molekularströme gegebenen zusätzlichen Durchflutung von der im leeren 
Raum, also von der Größe flo ~um einen bestimmten konstanten Betrag. Die Magne­
tisierungskurven gehen in gerade Linien über, Abb. 159. Die auf diese Weise be­
stimmte Hystereseschleife bezeichnet man als die Grenzkurve. Nur Punkte auf 
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der von dieser Kurve eingeschlossenen Fläche können durch entsprechendes Variieren 
vonHerreicht werden. Der Unterschied zwischen Bund p,0 H im Gebiet der Sättigung 
wird Sättigungsinduktion B 8 genannt; es ist bei hohen Erregungen 

B=floH+B.. (577) 

Für die Wechselstromtechnik ist das V erhalten der Stoffe bei wechselnder 
Magnetisierung von Interesse. Man erhält die sogenannte Kommutierungs­

kurve, wenn man bei einer bestimmten Er­
regung die Stromrichtung mehrmals umkehrt 
und dann den zu einer Umkehrung gehörigen 
ballistischen Ausschlag des Galvanometers ab­
liest; er liefert den doppel-
ten Wert der zu der be-
treffenden Feldstärke ge­

-----1--Ht.~IH'-------11.". hörenden Induktion. Die 
Kommutierungskurve, 

Abb. 160, verbindet die 
Umkehrpunkte der Hy­
stereseschleifen. 

In der Schwachstrom­

II 

technik handelt es sich Abb. 161. Reversible Per-
Abb. 160. Definition der Kommutierungskurve. häufig um sehr kleine Feld- meabilität. 

Stärkenänderungen; dabei 
kann gleichzeitig eine Vormagnetisierung vorhanden sein, wenn nämlich durch 
die Erregerwicklung neben dem Wechselstrom noch Gleichstrom fließt. Für solche 
kleinen Feldstärkenänderungen an irgendeiner Stelle innerhalb der Grenzkurven 
gilt folgendes. Verkleinert man im Punkte A einer Magnetisierungskurve, Abb.161, 
die Feldstärke um den kleinen JrJNlrJg 
Betrag iJH, so wird auch die In- fl 
duktion B um einen Betrag iJ B torJrJrJ 
kleiner. Wenn die Änderung der 
Feldstärke sehr klein ist, so ge- 11 tJ!N 

langt man von dem erreichten 
Punkt D aus bei einer Vergröße- tcrJrJ 
rung der Feldstärke um den glei­

/ 

chen Betrag wieder zum Punkt A l'tltltJ 

zurück, der Vorgang ist umkehr­
bar. Man bezeichnetdas Verhältnis 

1 L1B 
flu= PoL1H (578) 

als reversible Permeabili­

rJ 

I 
I 

~T 
v r--- 1J{~foNecn 

1----1- ,...... -V 
....... /'ermtil!qy 

v.....-
lt --'f 

Nickei v 
1-- ~oft-1-

l trJ ZrJ m orJ 8/J 
11/cm 

Abb. 162. Gemessene Kommutierungskurven. 

tät. Die reversible Permeabilität ist verschieden von der Permeabilität 
B 

flr= floH 

"r.:::...-
~Os~_ 

~ 

und kann verschieden von dem Differentialquotienten ~ ~! an der betreffenden 

Stelle der Magnetisierungskurve sein. Die reversible Permeabilität hängt nach den 
experimentellen Befunden nur von der magnetischen Induktion ab, nicht aber von. 
der magnetischen Erregung; sie hat also bei A' den gleichen Wert wie bei A, Abb. 161. 
Den größten Betrag hat die reversible Permeabilität bei B = 0; man bezeichnet 
diesen Wert als Anfangspermeabilitätfla· Bei wachsender Induktion nimmt die 
reversible Permeabilität ab. Die Permeabilität flr hat dagegen ihren größten Wert 
dort, wo eine gerade Linie vom Nullpunkt die B, H-Kurve tangiert. 
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In Abb. 162 sind Kommutierungskurven für einige ferromagnetische Stoffe dar­
gestellt. Die ferromagnetischen Eigenschaften hängen im allgemeinen davon ab, wie 
die betreffenden Stoffe vorbehandelt werden. Durch Erwärmen und Abkühlen wer­
den die magnetischen Eigenschaften irrfolge von Gefügeänderungen stark beeinflußt. 
Besonders ferromagnetische Legierungen zeigen in dieser Beziehung ein kompliziertes 
Verhalten, das auch sonst von dem des gewöhnlichen Eisens stark abweichen kann; 
als Beispiel ist in Abb. 163 die Hystereseschleife einer Nickel-Eiseu-Kobaltlegierung 
dargestellt (65% Ni, 5% Fe, 30% Co, "Perminvar"). In der folgenden Tabelle sind 
einige Zahlenwerte verschiedener Eisensorten angegeben. 

Ta belle 4. 

I Anfangs- Koerzitiv-
Remanenz. I 

Größte induktion I Sättigungs-
Material 

permea- kraft nach nach induktion B, Permea-
bilität Sättigung H" Sättigung Br bilität 

f!a f!r 
Ajcm G I G 

Dynamostahl I 70 1,2 I 10600 I 21400 I 4200 
Dynamostahl, geglüht I 200 0,4 11000 : 21400 

I 

14800 
Holzkohleneisen, geglüht i 200 ... 300 0,6 10000 21200 6400 
Gußeisen 

I 

70 4 ... 8 5000 16500 600 
4% Si, Fe-Legierung 500 0,4 8000 19700 7500 
78% Ni, Fe-Legierung I 12000 0,04 6000 11000 50000 

("Permalloy") 
I Stahl, hart, 1% C 40 50 7000 18400 200 

Chromstahl 
I 

- 50 12600 I - I -

Kobaltstahl I - 190 9000 I -
I 

-
I 

Die Permeabilität kann in den verschiedenen Richtungen ein und desselben Körpers ver­
schiedene Werte haben. Wenn z. B. Eisenquer zur Richtung eines Hauptfeldes vormagnetisiert 

wird, so ergibt sich ein anderer Wert der Induktion als bei Vor-
(/ 1 magnetisierung in Richtung des Hauptfeldes. In solchen Fällen 

lf 

hat der Vektor der magnetischen Induktion nicht die gleiche 
Richtung wie der Vektor der magnetischen Feldstärke. Zwi­
schen den beiden Größen bestehen Beziehungen von der fol­
genden Form 

?S.,:fln.\Jx+fll2.\Ju+flla.\Jz, l 
lSy- fl21.\Jx+ fl22 .\Ju + ,u23 .\Jz' 
)Sz = fla1.\Jx+ fla2 .\Ju + flaa .\Jz' 

(579) 

wobei die Indizes x, y, z an den Vektoren die Komponenten in 
Abb.163.HystereseschleifevonPerm- der betreffenden Richtung eines kartesischen Koordinaten-

invar. systems anzeigen. Man bezeichnet in der Vektorenrechnung 
eine derartige Beziehung zwischen zwei Vektoren 58 und s;, als 

eine lineare Vektorfunktion. Die Gesamtheit der Zahlenwerte f! bezeichnet man als einen 
Tensor. 

23. Der magnetische Kreis, Elektromagnete, Dauermagnete. 
Für den Übergang eines magnetischen Induktionsflusses von einem Stoff zu 

einem anderen gelten ähnliche Gesetze wie für den Übergang des dielektrischen V er­
schiebungsflusses zwischen zwei Isolierstoffen. Erfahrungsgemäß gibt es keine 
Quellen des magnetischen Induktionsflusses; die magnetischen Induktionslinien 
sind immer in sich geschlossen. Daraus folgt die Gleichung: 

~)Sd'J=O oder div?S=O. (580) 

An der Grenzfläche zweier Stoffe muß daher die Normalkomponente der magne­
tischen Induktion, ?Sm stetig sein. Es müssen ferner die Tangentialkomponenten 
der magnetischen Feldstärke, .\Jt, auf beiden Seiten der Grenzfläche den gleichen Wert 
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haben. Man erkennt dies, wenn man das Durchflutungsgesetz auf einen Rechteckweg 
anwendet, dessen Längsseiten auf beiden Seiten der Grenzfläche liegen und dessen 
unendlich kurze Schmalseiten die Grenzfläche durchstoßen. Es gilt also 

?Bn. = )Bn. ; .\Jt1 = .\Jt2 • ( 581) 
Durch eine ähnliche Überlegung wie in Abschnitt 10 findet man hieraus, daß die 
magnetische Induktion in einem Querschlitz, die magnetische Feldstärke in einem 
Längsschlitz den gleichen Wert haben wie im Inneren des Stoffes. Unter Einführung 
der Permeabilität folgt ferner für die Winkel cx1 und cx2, die die magnetischen In­
duktionslinien mit der Normalen einer Grenzfläche bilden 

tg otl f-ll 

tg ot2 f-l2 
(582) 

Aus ferromagnetischen Stoffen 
recht aus. 

treten daher die Induktionslinien nahezu senk-

Für die Tangentialkomponente der magnetischen Induktion gilt 
m,. f-ll 

){l ,. ---;;;, 
(583) 

In Stoffen hoher Permeabilität ist die Tangentialkomponente der magnetischen 
Induktion groß im Vergleich zu der im Außenraum. Die magnetischen Induktions­
linien werden also durch den Stoff hoher Permeabilität geführt ähnlich wie der 
elektrische Strom durch die metallischen Leiter. Da ferner die magnetischen In­
duktionslinien in sich geschlossen sind, so bezeichnet man eine Anordnung, bei der die 
magnetischen Induktionslinien in der Hauptsache in 
ferromagnetischen Stoffen verlaufen, als magnetischen 
Kreis. 

Bei einem Elektromagneten nach Abb. 164 be­
steht der magnetische Kreis aus dem Luftspalt 1, den 
beiden eisernen Polen 2 und 6, den Schenkeln 3 und 5, / 

I 
die die Wicklungen tragen, und dem Verbindungsstück 4. 1 

I 
Durch gestrichelte Linien a, b, c, d undeist der grund- 1 
sätzliche Verlauf der Induktionslinien angedeutet. Da \ 
der Elektromagnet zur Herstellung eines bestimmten 
Induktionsflusses im Luftspalt 1 dient, so bezeichnet 
man den Teil des gesamten Induktionsflusses, der aus 
Kraftlinien nach der Art von a besteht, als Haupt- Abb.l64. Kraftlinien bei einem Elektromagneten. 
fluß, während die anderen Kraftlinien den Streufluß 
darstellen. Wegen der hohen Permeabilität des Eisens ist die Kraftliniendichte im 
Eisen sehr viel höher als außerhalb, so daß der Hauptfluß den weitaus größten 
Teil der gesamten Kraftlinien enthält. Darauf beruht das folgende Näherungs­
verfahren zur Berechnung magnetischer Kreise. 

Man geht vom Induktionsfluß <P aus, der durch das Bündel der Kraftlinien des 
Hauptflusses dargestellt wird, und berechnet hieraus die Kraftliniendichte in den 
einzelnen Abschnitten des magnetischen Kreises, indem man die Streulinien ver­
nachlässigt. Bezeichnet F" den Querschnitt des Flusses in den einzelnen Abschnitten 
V, so gilt B = _(/)_ (584) 

" F" 
Aus der Induktion B" erhält man die magnetische Feldstärke H" mit Hilfe der Magne­
tisierungskurve des betreffenden Stoffes. Für Luftspalte gilt 

H - Bl 
1- /-lo (585) 

Dann wird das Linienintegral der magnetischen Feldstärke angenähert dargestellt 

durch PSJds !':::! 2)H"l", (586) 
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wobei l" die mittlere Länge der Kraftlinien in den einzelnen Abschnitten bezeichnet. 
Die Summe ist über den ganzen Kreis zu bilden. Andererseits ist die Durchflutung ge­
geben durch die Windungszahl der Wicklung und die Stromstärke. Trägt in dem 
Beispiel der Abb. 164 jeder Schenkel eine Wicklung aus je w Windungen und werden 
diese Windungen von einem Strom I derart durchflossen, daß sich die Wirkungen 
der. beiden Wicklungen unterstützen, so gilt 

2)H"l"=2wl. (587) 
Die umgekehrte Aufgabe, zu einer gegebenen Durchflutung den Induktionsfluß 

zu finden, kann nicht unmittelbar gelöst werden, da die Permeabilität der Eisen­
abschnitte selbst wieder von der Induktion abhängt, die zunächst unbekannt ist. 
Man geht daher hier so vor, daß man für eine Reihe von willkürlich angenommene~ 

Werten des Induktionsflusses die Durchflutung berechnet 
und damit die magnetische Charakteristik des Krei­
ses aufzeichnet, die die Abhängigkeit der beiden Größen t/J 
und 8 voneinander darstellt, Abb. 165. Aus der magne­
tischen Charakteristik kann dann zu dem gegebenen Wert 
von 8 der Fluß entnommen werden. 

Abb. 165. Magnetische 
Charakteristik. 

Zur Herstellung eines bestimmten Induktionsflusses ist 
eine bestimmte Durchflutung 8 nötig; es ist jedoch gleich­
gültig, ob diese Durchflutung mit kleiner Stromstärke und 

großer Windungszahl oder großer Stromstärke und entsprechend kleiner Windungs. 
zahl erzeugt wird. 

Die Unbestimmtheit der Windungszahl verschwindet, wenn die Spannung an der 
Wicklung gegeben ist. Bezeichnet man den Wicklungsquerschnitt mit q und den 
Füllfaktor der Wicklung mit k< 1, ferner die mittlere Länge einer Windung mit 
lm, so wird der Widerstand einer Wicklung von w Windungen 

w2lm 
R=e~Cq· (588) 

Andererseits gilt u 
R=y, 

oder unter Einführung der durch die Wicklung erzeugten DurchHutung 

R= ~w· (589) 

Daher ergibt sich die Windungszahl aus 
w2 lm Uw 

fd!Cq=e· oder 
kq 

w=Ueez:· (590) 

Die Windungszahl muß also um so größer gemacht werden, je höher die zur Ver­
fügung stehende Spannung ist. Für den Drahtquerschnitt ergibt sich damit 

kq eBlm 
qo=u;=[J· (591) 

Er ist also unabhängig von der Größe des Wicklungsquerschnittes und vom Füll­
faktor. 

Zur Aufrechterhaltung des Induktionsflusses ist theoretisch keine Leistung 
erforderlich. Wegen des endlichen Wicklungswiderstandes ist jedoch bei wirklichen 
Elektromagneten immer eine bestimmte elektrische Leistung zur Herstellung der 
Durchflutung notwendig. Diese Leistung, die also vollständig innerhalb der Wick­
lung in Wärme umgewandelt wird, hat den Betrag 

N =f2R= n~fJ2 · (592) " O:kq ' 

sie wird um so kleiner, je größer der Wicklungsquerschnitt ist und je besser er aus­
genutzt wird, dagegen ist sie bei vorgeschriebener Durchflutung unabhängig von der 
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Windungszahl, also von der Spannung. Durch die Stromwärme wird die Durch­
Hutung begrenzt, die man in einem Elektromagneten herstellen kann. 

Zahlenbeispiel: In dem aus Dynamoblechen zusammengesetzten Eisenkern, Abb. 166, soll 
mit Hilfe der im Schnitt gezeichneten Wicklung ein Bündelfluß von lP = 50000 M erzeugt 
werden. Die Höhe des Blechpakets beträgt 2 cm; infolge der Isolierung der einzelnen Bleche sei 
mit einem Eisenfüllfaktor von 90% zu rechnen. 

Nimmt man näherungsweise an, daß der ganze Fluß im Quer- f­
schnitt des Luftspalts konzentriert bleibt, so wird die Induktion 
im Luftspalt 50000M 

B1=f>cmz =10000G. 

Die zugehörige magnetische Feldstärke ist 

H =B1 = IOOOOGA 7960~. 
1 f-lo 1,256Gcm cm 

Da die Kraftlinienlänge im Luftspalt 0,2 cm beträgt, so wird also ~ 
der auf den Luftspalt entfallende ~teil der Durchflutung 1 

0 1=H1 l1=7960 · 0,2-cm =1592A. t-+-------1 
cm 

Die Induktion in dem die Wicklung tragenden Schenkel wird 

B- 50000M 18500G. 
z- 0,9 · 3cm2 

Abb. 166. Berechnung einer 
Drosselspule. 

Dazu ergebe sich aus der Magnetisierungskurve des Bleches eine magnetische Feldstärke von 
A 

H 2=200-. 
cm 

Der Anteil dieses Schenkels an der Durchflutung wird, da die Länge l2= 9,7 cm beträgt, 
0 2=H 2l2=200 · 9, 7 A= 1940 A. Schließlicherhält man für die Induktion in den übrigenAbschnitten 

B3 = 0
50

9°0
5°M 2=11100G. Dazu gehöre die Feldstärke H3=4~. , . cm cm 

Die gesamte Länge dieser Abschnitte ist 2l3 =22 cm und der Anteil der Durchflutung 
0 3=H3 l3=4 · 22A=88A. 

Die gesamte Durchflutung muß also 0=01 +02+02=3620 A betragen. 
Das Beispiel zeigt, wie groß der Einfluß der Eisensättigung auf den Bedarf an Durchflutung 

ist. Infolge der Verkleinerung der Breite des Wicklungsschenkels auf 1,5 cm gegenüber 2,5 cm 
in den anderen Abschnitten wird die für diesen Abschnitt notwendige Durchflutung größer als 
der auf den Luftspalt treffende Anteil, während die viellängeren übrigen Abschnitte des Eisen­
kerns nur einen kleinen Bruchteil der Durchflutung beanspruchen. 

Wird mit einem Kupferfüllfaktor von k = 60% gerechnet, so ist zur Herstellung der Durch­
flutung eine Leistung aufzuwenden von 

N = _!.,._02=00175_!!_-36202 .QmmZcmA2 =595W 
V e kq ' 0,6 • 9 m cm2 ' • 

Dabei ist die mittlere Windungslänge lm=14 cm gesetzt. Um die infolge dieser Verlustleistung 
entstehende Temperaturerhöhung berechnen zu können, muß man die Wärmeübergangszahl 
kennen; diese liegt bei derartigen Anordnungen in der Größenordnung von 

w 
h = o,o015------zoc. cm 

Die Oberfläche der Wicklung ist rund 170cm2; dazu kommt für die Abkühlung noch ein Teil 
der Eisenkernoberfläche im Betrage von etwa 200 cm2, so daß die gesamte wärmeableitende 
Oberfläche etwa 0=370 cm2 ausmacht. Es ergibt sich daher eine Temperaturerhöhung von 

f} N. 59,5 Wcm2 0 0 700 
=oh=370-0,0015 cm2w-= 10 . 

Soll die Erregung mit einer Spannung von U = llO V hergestellt werden, so ergibt sich der 
Drahtquerschnitt nach Gl. (591): 

=elm0_=0,0175-14-3620 .Qmm2cmA= 00806 2 
qo U llO m ' mm · 

Die Windungszahl wird w = kq = -0•6 · 9 cmZ = 6700, 
q0 0,0806 mm2 

die gesamte Drahtlänge l,::;wlm=6700-14cm=0,938km, 
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der gesamte Widerstand 

und die Stromstärke 

Bei der Berechnung von Dauermagneten kann grundsätzlich das gleiche 
Verfahren angewendet werden. Es sei z. B. zu berechnen, wie groß die Induktion 
im Luftspalt 1 des in Abb. 167 dargestellten permanenten Magneten ist. Der eigent­
liche Stahlmagnet ist mit 3 bezeichnet, 2 und 4 sind zwei auf den Magneten aufge­
setzte Polschuhe aus Schmiedeeisen. Wird der ganze magnetische Kreis einmal mit 
Hilfe einer vorübergehend aufgebrachten stromdurchflossenen Wicklung bis in das 

Abb. 167. Zur 
Berechnung 

eines Dauer­
magneten. 

Gebiet der Sättigung magnetisiert, so geht die Induktion nach dem 
Ausschalten des Magnetisierungsstromes im B, H-Diagramm auf einer 
Kurve zurück, die dem absteigenden Ast der Grenzkurve entspricht, 
Abb. 168. Es stellt sich ein bestimmter Gleichgewichtszustand ein, z. B. 
Punkt P, in dem die innere DurchHutung des Magneten gerade den 
Durchflutungsbedarf des Kreises deckt. Die Wirkung der gerichteten 
Molekularstrombahnen ist durch die Koerzitivkraft H k gekennzeichnet. 
Man denke sich nun auf den Stahlmagneten zwei gleichartige Wick­
lungen aufgebracht, die von konstanten Strömen gleicher Stärke aber 
entgegengesetzter Richtung durchflossen werden derart, daß die durch 
eine der beiden Wicklungen gelieferte DurchHutung gerade gleich ist 

der DurchHutung 8k=Hklo (593) 

der Molekularströme, wobei l0 die Länge des Stahlmagneten bezeichnet. Da sich die 
beiden ZusatzdurchHutungen gegenseitig aufheben, so ändert sich dadurch nichts 
an dem Gleichgewichtszustand im magnetischen Kreis. Die eine der beiden Zusatz­
durchHutungen kompensiert jedoch gerade die innere DurchHutung des Magneten, 
sie verschiebt die Magnetisierungskurve um den Betrag H k nach rechts, wie es in 
Abb. 168 gestrichelt angedeutet ist. Die Magnetisierungskurve hat dann einen 

Verlauf wie bei einem Stoff ohne Remanenz. Man 
kann sich daher den Stahlabschnitt des magne­

------ tischen Kreises ersetzt denken durch einen 
,.-- Abschnitt aus weichem Eisen, dessen Magne-

/' 
1 tisierungskurve aus dem absteigenden Ast der 

+.---+-'.------~~~ Grenzkurve des Stahls durch Parallelver-
/J schiebung hervorgeht, und durch eine Wick­

lung, die eine Durchflutung von der Größe gk 
Abb. 168. }Iagnetisierungskurve 1 f D d B h d S hl 

eines Dauermagneten. ie ert. amit ist ie erec nung es ta magneten 
auf die Berechnung eines Elektromagneten zurück­

geführt. Da hier die DurchHutung gegeben ist, so muß die magnetische Charak­
teristik des Kreises berechnet werden, aus der man dann den Induktionsfluß zu 
dem Wert ek entnehmen kann. Für überschlägige Rechnungen ergibt sich eine 
Vereinfachung, wenn man den in Betracht kommenden Teil der Magnetisierungs­
kurve des Stahls, nämlich den Teil im zweiten Quadranten, durch eine gerade 
Linie annähert. Man ersetzt auf diese Weise den Dauermagneten durch einen Stoff 
ohne Koerzitivkraft mit der Permeabilität 

B, ( 
fld=/loHk' 594) 

die nach der Tabelle 4 etwa zwischen 40 und 200 liegt, und eine Wicklung mit der 
DurchHutung 8k. 

Für manche Betrachtungen ist der Begriff des magnetischen Widerstandes 
von Vorteil. Das Durchflutungsgesetz läßt sich bei einem magnetischen Kreis mit 
einer Anzahl einzelner Abschnitte, in denen das Feld als homogen angesehen werden 
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kann, in der Form schreiben: _2H"l"=8. 

Da nun 

so ergibt sich (595) 

Diese Gleichung hat eine ähnliche Form wie das Ohmsehe Gesetz für einen elek­
trischen Stromkreis, wenn man den Induktionsfluß zum elektrischen Strom und die 
Durchflutung zur elektromotorischen Kraft in Analogie setzt ("magnetomotorische 
Kraft"). Es entspricht dann die Größe 

R - _{,_,.____ ( 596) 
m- p,"F" 

dem elektrischen Widerstand, wobei an die Stelle der elektrischen Leitfähigkeit die 
absolute Permeabilität im magnetischen Kreis tritt. Man nennt Rm den magnetischen 
Widerstand des betreffenden Abschnitts; das Reziproke davon ist der magnetische 
Leitwert: G =f!yF" 

m l" . 

Der magnetische Leitwert kann, wie sich beim Einsetzen der einzelnen Größen zeigt, 
in Henry gemessen werden. Zuweilen wird auch die Größe f-tr"F"/l" als magneti­
scher Leitwert bezeichnet, die Einheit ist dann 1 cm. 

Im vorigen Zahlenbeispiel ist der magnetische Leitwert 
G = .~ = 50000 · I0-8 Vs =I 38 . I0-7 H 

m r-J 3620A ' . 
Er nimmt mit wachsender Stromstärke ab, da die Permeabilität des Eisens abnimmt. Der magne­
tische Widerstand des Luftspalts ist 

R - 0,2 cm cm 3 19 IQSH-1 
m-1,256·10 8 ·5Hcm2 ' • • 

24. Berechnung magnetischer Felder, Vektorpotential, 
Amperesehe Formel. 

Bei dem im vorigen Abschnitt betrachteten Verfahren der Berechnung magne­
tischer Kreise wird die Annahme gemacht, daß der Induktionsfluß durch den Eisen­
weg geführt wird, so daß sein räumlicher Verlauf im wesentlichen als bekannt vor­
ausgesetzt werden kann. Die Berechnung des genauen Verlaufes des Induktions­
flusses stellt ein ähnliches Problem dar wie die Berechnung elektrischer Felder, 
und es gelten sogar außerhalb der stromdurchflossenen Leiter ganz ähnliche Gesetze 
wie dort. 

Auf Grund des Durchflutungsgesetzes hat das Linienintegral der magnetischen 
Feldstärke den Wert Null, wenn der Integrationsweg nicht mit Strömen verkettet ist. 
Daraus geht hervor, daß das Linienintegral der magnetischen Feldstärke für beliebige 
Wege zwischen zwei Punkten a und b denselben Wert hat, wenn die Wege ineinander 
übergeführt werden können, ohne daß stromdurchflossene Leiter geschnitten werden. 
Das Linienintegral hängt in diesem Fall nur von der Lage der Endpunkte a und b 
im magnetischen Feld ab; man kann dies, wie im Falle des elektrischen Feldes, da­
durch ausdrücken, daß man ein Potential einführt. Wir definieren daher entsprechend 
Gl. (82) das magnetische Potential tp durch 

b 

f,f)ds=tpa -tpb, (597) 
a 

oder mit Benutzung von Gl. (83) durch 

~=-gradlp. (598) 
Wir drücken also die magnetische Feldstärke außerhalb der Stromleiter durch den 
Gradienten eines skalaren Potentials aus. 
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Das Linienintegral der magnetischen Feldstärke zwischen zwei Punkten bezeich­
net man daher auch als magnetische Spannung. Es kann mit dem magnetischen 
Spannungsmesser gemessen werden (siehe Abschnitt 22). Das Linienintegral über 
einen in sich geschlossenen Weg ist die magnetische Umlaufspannung, und 
das Durchflutungsgesetz kann daher auch in der Form ausgesprochen werden: 
"Die magnetische Umlaufspannung eines beliebigen Weges ist gleich 
der Durchflutung des Weges." 

Führt man die magnetische Induktion mit Hilfe von GI. (564) ein, und be­
rücksichtigt man GI. (580), so ergibt sich 

divCugradVJ) =0. (599) 
Wenn die Permeabilität eine Konstante ist, wie insbesondere in Luft, so folgt daraus 

L11J'=O. (600) 
Für das magnetische Potential außerhalb der Stromleiter gilt also die Potential­
gleichung. Zur Berechnung der magnetischen Felder können daher die gleichen 
Methoden angewendet werden wie beim elektrischen Feld. Das magnetische Potential 
ist jedoch keine eindeutige Größe, da das Linienintegral der Erregung, also die 
Spannung bei einem mit Strömen verketteten Weg nicht Null ist, sondern 8. Geht 
mann-mal um den Stromleiter herum, so vergrößert sich das Potential um den Wert 
n8. Da jedoch nur Potentialdifferenzen gemessen werden können, bzw. die 
Wirkungen nur von der Feldstärke abhängen, so spielt diese Vieldeutigkeit praktisch 
keine andere Rolle als die Unbestimmtheit des Potentials überhaupt. 

An die Stelle der Grenzbedingungen des elektrischen Feldes treten hier die im 
vorigen Abschnitt abgeleiteten analogen Bedingungen und das Durchflutungsgesetz. 
Genau wie beim elektrischen Feld kann auch hier die Methode der konformen 
Abbildung zur Feldberechnung benutzt werden. Es liefert z. B. die Funktion 

/(C)=clnC 
das magnetische Feld in der Umgebung eines geraden, gestreckten Leiters, das 
konzentrische, kreisförmige Induktionslinien aufweist, und ebene Niveauflächen, die 
die Leiterachse enthalten. Das Potential ist 

1p=Crt.; (601) 
die Niveauflächen sind durch oc = konst gegeben. Für die magnetische Feldstärke 
folgt daraus H = _ dlJ! = _ !}_ 

d(roc) r ' 

und die Konstante c ergibt sich aus dem Drirchflutungsgesetz, wie bereits in Ab-
schnitt 22 gezeigt; es ist I 

c=-2n' 

wenn die positive Richtung von oc und .\) rechtsläufig mit der positiven Richtung 
des Stromes I verknüpft ist. 

'II Da die Potentialgleichung eine lineare Differential­
gleichung ist, so folgt, daß bei Vorhandensein mehre­
rer Leiter sich die Einzelfelder ungestört überlagern. 

a,J Voraussetzung dafür ist lediglich, daß überall 
-~---'"'-'--t-----;e>-L..:....--®--->..r-j.. .u = konst 

ist. Mit Hilfe dieses Satzes kann man die magnetischen 
Felder in der Umgebung von Mehrleitersystemen 

Ab b. 169. Berechnung des magnetischen 
Feldes von parallelen Leitern. berechnen. Bezeichnen 1, 2 und 3 in Abb. 169 drei 

parallele Leiter, die von den Strömen 11 , 12, 13 durch­
flossen werden (positive Richtung von hinten nach vorn), so gilt für das magne­
tische Potential in irgendeinem Punkt P 

1 
7p=- 2n(llocl+12oc2+1art.a). (602) 
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Daraus leiten sich die Komponenten der magnetischen Feldstärke 
y-Richtung ab. Es ist z. B. 

1 (I arx1 I arx2 I arx3) ~.,=-grad,,;rp= 2 n 1-ax+ 2-ax+ 3ßX · 
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in der x- und 

(603) 

Die partiellen Differentiale der Winkel a bei einer Änderung von x findet man aus 
der Beziehung x=ycotga+k. 
Hieraus ergibt sich durch partielles Differenzieren: 

oder 

Daher wird 

l=--y_arx 
sin2 rx ax ' 

sinQ( 
y r 

c; = __ 1._ (I sin0(1 +I sinrx2 +I sinrx3). 
'l,lz 2 n 1 rl 2 r2 3 ra 

Genau so folgt für die Komponente von ~ in der y-Richtung 

(604) 

~11= _!_·(I1 cosrx1 +I2 cosrx2 +I3 cosrxa). (605) 
2n ~ ~ ~ 

In großer Entfernung von den drei Leitern werden die Abstände und die Winkel 
einander gleich. Dann folgt 

~x=- 2_!_(I1 +I2+I3)sina.; 
nr 
1 

~11= -2 (I1 +I2+I3)cosa.. 
nr 

Der Betrag der magnetischen Feldstärke ist in großer Entfernung 

/~J= V~~+~;= 2!r(It+I2+I3). (606) 

Das magnetische Feld ist also in großer Entfernung von einem System paralleler 
Leiter so beschaffen, wie wenn nur ein Leiter vorhanden wäre, der die Summe der 
Ströme führt. 

Handelt es sich um Hin- und Rückleitung eines einzigen Stromkreises, dann 
ist zu setzen 

und es wird (607) 

Die Niveaulinien sind daher Kreise, die durch die Spuren der Leiterachsen hindurch­
gehen, und deren Mittelpunkte auf der Mittelsenkrechten zur Verbindungslinie dieser 
Spuren liegen; sie entsprechen den Verschiebungslinien des elektrischen Feldes. 
Da die magnetischen Induktionslinien die Niveaulinien senkrecht schneiden müssen, 
so sind sie durch die Apollonischen Kreise dargestellt, also durch die Niveaulinien des 
elektrischen Feldes (Abb. 75). Die magnetische Feldstärke ist auf der Verbindungs-

linie 1, 2 H = c; = ]__I(]__ ]__) (60S) 
'l,ly 2n r + r ' 1 2 

da cos a.1 = 0 und cos ~ = -1. Sie setzt sich zusammen aus den von den beiden 
Leitern herrührenden Beiträgen, GI. (566). Bezeichnet a den Abstand zwischen 
den beiden Drähten, und setzt man r1 = x, so wird r2=a-x und 

l ( l l ) ~=-I-+--. 2n x a-x 
(609) 

Der Induktionsfluß, der durch einen Streifen von der Breited x und der Länge l 
zwischen den beiden Leitern hindurchgeht, ist 

dfP=Bldx= 2ft n(_!_+ - 1-)dx. 
n a; a-x 

Der gesamte Induktionsfluß im Luftraum zwischen den beiden Leitungen ergibt sich 
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hieraus durch Integration von x= r0 bis x= a-r0 , wenn r0 den Leiterradius be-
zeichnet. Es wird a-1'o 

W= LnJ(_!- + - 1-)dx= f!_Jlln a-ro. (610) 
2:n: x a-x :n: r0 

To 

Von dem Prinzip der ungestörten Überlagerung der Einzelfelder kann man ferner 
Gebrauch machen zur Berechnung des magnetischen Feldes bei stabförmigen 
Leitern beliebigen Querschnitts. Man zerlegt den Querschnitt in Flächen­

!I __ (L_ - ;> 
I 

lr 
I 
l.r 

elemente dF; dann wird bei einer Stromdichte & die 
Stromstärke in einem solchen Querschnitt I& I dF. Die 
Komponenten der magnetischen Feldstärke in einem 
Punkt P sind dann nach den Gl. (604) und (605) 

I 
/ 

--"' I 
LE-----+11~ 

c::.. =-_!_I@ lf sinoc dF 
"""' 2:n: r ' 

(611) 

c::.. =_!_I@ lfcosoc dF 
""11 2:n: r ' 

(612) 

Abb.170. Berechnung des magne- wobei die Integrale über den ganzen Leiterquerschnitt 
tischen Feldes eines Rechteck- zu bilden sind. 

stabes. 
Beispiel: Für die in Abb. 170 gezeichnete Schiene mit recht­

eckigem Querschnitt stellt man das Flächenelement durch ein kleines Rechteck dar. Die Ko-
ordinaten des Rechtecks seien x=X, y= Y, 
die Seiten dX und dY. 

Dann wird 

und es ergibt sich 

y-Y 
sinoc=--; 

r 
+b/2 +a/2 

x-X 
COSIX=--, 

r 

1 I J f y-Y ~.=- 2:n: ab dX (y-Y)2+(x-X)2dY. 
-b/2 -a/2 

Die Ausführung der Integration liefert 

I 1 ( b) (y+f)\(x+%r 
~.= 2:nab 2 x+2 In ( a ·)2 ( + b )2 

y-2 +X 2 

( 
b b ) ( b b )-x+- x-- x-1-- x--

+(Y+ ;) arctg-+-arctg-+ -(y- ;) arctg-+-arctg-+ 
y+- y+- y-- y--

2 2' 2 2' 

(613) 

Der Ausdruck für ~v ergibt sich hieraus, wenn überall x und y sowie a und b miteinander ver­
tauscht werden. Die Kraftlinien bilden ellipsenähnliche Kurven, wie in Abb. 170 gestrichelt an­
gedeutet. 

Die Beziehungen (611) und (612) gelten auch für das Feld innerhalb des Leiters, 
wenn der Leiter die gleiche Permeabilität besitzt wie die Umgebung. Genau so 
wie außerhalb des Leiters addieren sich auch im Innern in jedem Punkt des Leiter­
querschnitts die Wirkungen der Ströme in den übrigen Querschnittsteilen. Dagegen 
gilt im Innern der Leiter nicht die Potentialgleichung (600), bei deren Ableitung vor­
ausgesetzt wurde, daß der betrachtete Raumteil stromlos ist. 

Beim geraden Leiter mit Kreisquerschnitt muß wegen der Symmetrie die magne­
tische Feldstärke im Innern des Leiters ebenso wie außerhalb für Punkte gleichen 
Abstandes von der Achse konstante Werte haben; die Kraftlinien sind konzentrische 
Kreise. Man kann daher das Durchflutungsgesetz unmittelbar anwenden. Bei gleich­
mäßiger Verteilung des Stromes über den Leiterquerschnitt ist die durch eine Kraft­
linie mit dem Radius r hindurchgeführte Stromstärke 

r2 
lr=2l, (614) 

ro 
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wenn r0 wieder den Leiterradius und I den Gesamtstrom bezeichnen. Daher wird 
nach dem Durchflutungsgesetz 

~ ~ d?J =I~ I~ d?J= I~ 12 rn = !~I, ro 
r 

H=-2 21. nr0 
(615) 

Auf der Verbindungsebene der beiden Drahtachsen ergibt sich damit ein Ver­
lauf der magnetischen Feldstärke wie ihn Abb. 171 
zeigt. 

Das Feld im Leiterinnern genügt nicht der Potential­
gleichung. Diese lautet im vorliegenden Fall der Rota­
tionssymmetrie gemäß Gl. (356) 

i)2'1j) + _!_~11:'. =Ü 
8r2 ror . (616) 

Aus der Gl. (615) ergibt sich das Potential 

J 1 r2 
'1p=- Hrd(J..=---2 2 (/..1+k. 

n ro 
Daraus folgt 

~=-}:__!_(/..1· ()2'1j) _2_~. 
a r :n; r~ ' a r2 :n; rö 

Abb. 171. Magnetische Feldstärke 
bei einer Doppelleitung. 

Der Ausdruck auf der linken Seite von Gl. (616) wird daher - ~ rx;, ist also von 
n ro 

Null verschieden. 
Innerhalb der Stromleiter tritt an die Stelle des skalaren Potentials 'ljJ das 

sogenannte Vektorpotential IJX. Wir denken uns im Innern eines stromdurch­
flossenen Leiters eine kleine Fläche dfj senkrecht zur Richtung der Stromdichte@ 
abgegrenzt. Die Stärke des durch diese Fläche fließenden Stromes ist @dfj. Bildet 
man längs des Randes der Fläche dfj das Linienintegral der magnetischen Feld­
stärke, so muß nach dem Durchflutungsgesetz 

~$;;Jd5=@dfj oder d~ #$;;Jd5=@ (617) 

sein. Der Ausdruck auf der linken Seite hat bei verschwindendem dfj also einen 
ganz bestimmten Grenzwert, der gleich dem Vektor der Stromdichte ist. Man be­
zeichnet in der Vektorrechnung den Grenzwert, dem das Verhältnis des Linieninte­
grals eines Vektors längs eines geschlossenen Weges zu der von dem Weg berandeten 
Fläche bei unendlich kleiner Fläche zustrebt, als die Rotation 
oder den Wirbel des Vektors und schreibt 

rot ~=lim d~ ~~d~. (618) 

Die Rotation ist wieder ein Vektor, der senkrecht auf~ steht. 
Seine Komponenten können durch räumliche Differentialquotien­
ten ausgedrückt werden. Um z. B. in kartesischen Koordi-

d Abb.l72. Berechnung 
naten ie z-Komponente der Rotation zu berechnen, hat man in der Rotation. 

der xy-Ebene an der betreffenden Stelle des Raumes ein kleines 
Rechteck dx dy abzugrenzen, Abb. 172. Bezeichnet man die x-Komponente von~ an 

der unteren Rechteckseite mit~"" so beträgt sie an der oberen~"'+~~· dy. Bezeichnet 

man ferner die y-Komponente von~ an der linken vertikalen Rechteckseite mit ~11 , 

so beträgt sie an der rechten Rechteckseite ~11+ 88~v dx. Bei der Bildung des Linien­

integrals ist das Rechteck links herum zu durchlaufen, da der Umlaufsinn mit der 
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z-Richtung eine Rechtschraube bilden muß. Daher wird für das Rechteck dxdy 

~~d5=.\Jxdx+ ( ~ 11+ 88~· dx)dy- ( ~~+ 00~dy )ax-~71dy=( 88~·- ~~·)axdy, 
und es ergibt sich für die z-Komponente der Rotation 

rot ~=_a.t).- o.t)~. 
• ox ay 

Durch zyklische Vertauschung der Indizes folgt 
c:- o.t). a.t). 

rot~..y= a:;}-~· 

t c:,._ o.t).- o.t)z 
ro 1147 - oz ox · 

In ähnlicher Weise findet man bei Zylinderkoordinaten r, et:, z 

rot c:-= _!_~~~- o.t)a l r<Y r orx. az ' 
c:- o.t), a.t). 

rotcco.y=~-ar' I 
rot.~=~ (:r(r~a)- 00~·), 

und bei Kugelkoordinaten r, {}, IX 

rotr~=rsi~fJ[o8fJ(sinß·~a)- 0
0.t):J, l 

c:- 1 [ a .t). a . _u c:- . J 
rotD..y= ---:--{} -"-- ;o(rsmv · o.ya) , I rs1n urx. ur 

rota~= ~ [:r(r~D)- ~s; J. 

(619) 

(620) 

(621) 

(622) 

(623) 

Orientiert man das Koordinatensystem so, daß die x-Achse in die Richtung von 
~fällt, so ist ~11=0 und ~.=0, und es hat nach (619) ... (621) die Rotation 
nur eine y- und eine z-Komponente, d. h. der Wirbel eines Vektors steht 
immer senkrecht auf dem Vektor selbst. 

Mit Hilfe der Darstellung durch Differentialquotienten kann man noch folgende 
Rechenregeln für die Rotation ableiten 

rotgrad1p=O; 
div ro(~l=O; 
rotrot ~{=grad div~- LI~{; 

div(~lm] = 5Brot~-~{rot m 0 

(624) 
(625) 
(626) 
(627) 

In einem wirbelfreien Vektorfeld kann man den Vektor durch den Gradienten 
eines skalaren Potentials darstellen wie beim ruhenden elektrischen Feld. Im magne­
tischen Feld ist nach Gl. (617) allgemein der Wirbel der magnetischen Feld­
stärke gleich der Stromdichte: 

rot~=~. (628) 

Dies ist eine andere Form des Durchflutungsgesetzes. Nur für die Stellen des Feldes, 
bei denen die Stromdichte Null ist, läßt sich gemäß Gl. (598) und (624) ein skalares 
magnetisches Potential angeben. 

Drückt man bei einer Fläche beliebiger Ausdehnung die Durchflutung durch die 
Stromdichte aus, 8= J®d~ 

und ersetzt man die Stromdichte nach Gl. (628) durch den Wirbel der magnetischen 
Feldstärke, so ergibt sich die für beliebige Feldvektoren gültige Rechenregel 

(Stokesscher Satz) ~~d5= Jrot~d~. (629) 
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Da das magnetische Feld quellenfrei ist, so gilt unter der Voraussetzung, daß 
f-l= konst div.Sj=O. 

Auf Grund der Gl. (625) kann man daher den Ansatz machen 
S)=rot~, (630) 

wobei l}l einen Vektor darstellt, der durch diese Beziehung definiert ist. Führt man 
dies in Gl. (628) ein, so folgt rotrotm:=®, 
oder mit der Rechenregel (626) 

graddivm:-Lll}(=@. (631) 

Wir setzen nun willkürlich fest, daß 
divm=o (632) 

sein soll. Dann gilt LI m= -@, (633) 

eine Gleichung, die der Raumladungsgleichung (398) analog ist. Ein Unterschied 
gegenüber dieser Gleichung besteht lediglich darin, daß m: und@ hier Vektoren sind. 
Da aber zwei Vektoren nur dann einander gleich sind, wenn ihre drei Komponenten 
übereinstimmen, so zerfällt die Gl. {633) in drei Gleichungen für die Komponenten 
der Vektoren, die als skalare Größen betrachtet werden können: 

LlWm==@.,,) 
Llmy- ®y, 
Lll}(z= -@z. 

(634) 

Auf Grund der Analogie zu den Verhältnissen im elektrischen Feld können wir für 
die Komponenten von m sofort die Lösungen anschreiben. Es tritt an die Stelle von 
efe bei der Raumladungsgleichung hier die Größe@. Ist im elektrischen Feld die 
Ladung an jeder Stelle des Raumes bekannt, so gilt für das Potential [Gl. (196)] 

1 f dV 
qJ=4ne (Jr' 

wobei dV das Volumelement, r den Abstand des Aufpunktes von diesem Volum­
element bezeichnet und das Integral über den ganzen geladenen Raum zu erstrecken 
ist. Entsprechend gilt daher hier 

I){ _ _!_fnt dV l 
~· .,- 4 n \Vro r ' 

1 f dV 
l}ly= 4lnf@Y d~' l (635) 

mz= 4n @Zr' 

wobei sich die Integration auf alle vom elektrischen Strom erfüllten Leiter bezieht. 
Diese drei Gleichungen kann man wieder zu einer einzigen Vektorgleichung zu-
sammenfassen: 1 J dV 

~= 4- ~-. (636) n; r 

Mit Hilfe der Rechenregeln der Vektorrechnung läßt sich zeigen, daß dieser 
Ansatz auch die Bedingung {632) erfüllt. Wenn die elektrische Strömung in jedem 
Punkt des Raumes gegeben ist, kann also mit der Formel {636) der Vektor I}( be­
rechnet werden. Man nennt diesen Vektor das magnetische VektorpotentiaL 

Aus dem Vektorpotential ergibt sich mit Gl. (630) die magnetische Feld;;tärke. 
Meist braucht man jedoch das Vektorpotential selbst nicht zu berechnen. Wir leiten 
im folgenden aus dem Vektorpotential zwei Formeln zur Berechnung der magne­
tischen Feldstärke und des magnetischen Induktionsflusses bei drahtförmigen 
Leitern ab. 

Küpfmüller, Elektrotechnik. 11 
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Die magnetische Feldstärke ist nach GI. (630) und (636) 

I J dV ~= 4 nrot ®--;:-· (637) 

Diese Gleichung wenden wir nun auf einen "Stromfaden" an, also auf einen strom­
durchflossenen Leiter von sehr geringem Querschnitt, oder auf einen durch Strö­

mungslinien begrenzten Ausschnitt aus einem Leiter endlichen 
" Querschnittes. Ist ~ der Querschnitt des Stromfadens, d5 ein 

J: I dij ------ r Längenelement, so ist das Volumenelement 
I 
I dV=~d5. 
~ 

(638) 

I 
Führt man dies in GI. (637) ein, so tritt das Produkt@~ auf. 
Dieses Produkt ist gleich dem von dem Stromfaden geführ­
ten Strom I=@~, (639) 

Abb. 173. Zur Ableitung 
der AmperesehenFormeL der überall in dem Stromfaden einen konstanten Wert hat. 

Das Raumintegral geht daher über in das Linienintegrallängs 
des durch den Stromfaden gebildeten Stromkreises. Es ist 

~= }nrot~ d: = 41u~rot( ~6 ). (640) 

Dieser Ausdruck läßt sich noch weiter vereinfachen. Wir legen zur Berechnung von 

rot(d:) in den Raum ein kartesisches Koordinatensystem so, daß die x-Achse mit 

dem Linienelement d5 zusammenfällt, der Nullpunkt in dem Linienelement und der 
Punkt P in der x y-Ebene liegt, Abb. 173. Der Vektor ~ hat dann ebenfalls die 

r 
X-Richtung; sein Betrag ist ds ds 

Daher wird nach GI. (619) bis (621) 

rot (ds) =0· 
"' r ' 

rot (d5) =0· " r , 

Es gilt also (641) 

wenn unter t ein Vektor verstanden wird, der durch den Abstand zwischen dem Null­
punkt und dem Punkt P gegeben ist und nach dem Punkt P hinzeigt. Für die 
magnetische Feldstärke ergibt sich damit schließlich 

c-. = .i_rf: [dsr] (642) 
41 4n':r r 3 • 

Man kann diese Formel zur Berechnung magnetischer Felder von stromdurch­
flossenen fadenförmigen Leitern (Biot u. Savart 1820, Ampere 1823) folgender­
maßen deuten. Die magnetische Feldstärke setzt sich aus Anteilen zusammen, die 
von den einzelnen Längenelementen di$ des Leiters herrühren, und die sich einfach 
summieren. Jeder Anteil ist gegeben durch 

dc-.=.I_[dsr]. 
41 4n r 1 ' 

er hat also den Betrag ldc:'.J' = _!_ dssinc:_ 
41 4n r 2 

(643) 

und eine Richtung, die senkrecht auf der durch ds und r gebildeten Ebene steht. 
Der Vektor der magnetischen Feldstärke selbst ergibt sich, wenn man alle Teil-
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vektoren, die von den einzelnen Längenelementen des elektrischen Stromkreises 
herrühren, geometrisch addiert. Da der räumliche Verlauf des Stromes in den meisten 
Fällen durch die Stromleiter vorgeschrieben ist, so kann man mit Hilfe der Ampere­
sehen Formel grundsätzlich die Aufgabe der Berechnung magnetischer Felder von 
elektrischen Stromkreisen lösen, wenn auch die zu diesem Zweck auszuführende 
Integration in vielen Fällen nicht zu einfachen Ausdrücken führt. 

Eine andere Anwendung des Vektorpotentials ergibt sich bei der Berechnung des 
magnetischen Induktionsflusses. Nach Abschnitt 21 ist der durch eine beliebige 
Fläche gehende Induktionsfluß gleich dem Flächenintegral der magnetischen In-
duktion über diese Fläche 1JI = J 5B d6. 
Da nun lB=,uSJ; SJ=rot~l, 
so folgt 1JI = ,u J rot IJ!d6. 
Mit Hilfe des auf den Vektor IJ{ angewendeten Stokessehen Satzes Gl. (629) ergibt 
sich daraus 1J1 = ,u ~ ~{dß. (644) 
Man erhält den Induktionsfluß, der durch eine beliebig berandete 
Fläche hindurchgeht, indem man das Linienintegral des Vektor­
potentials längs der Randlinie der Fläche bildet. Wir werden von diesem 
Satz in Abschnitt 25 Gebrauch machen. 

25. Beispiele magnetischer Felder. 
Mit Hilfe der Amperesehen Formel werde zunächst die magnetische Induktion 

auf der im Mittelpunkt eines stromführenden Drahtringes, Abb. 174, senkrecht zur 
Ringebene stehenden Achse berechnet. In irgendeinem Punkt P dieser Achse 
ruft ein Leiterelement des Stromkreises eine magnetische 
Feldstärke hervor vom Betrage 

I dc:-.1 = _!_ IrirJ- = _!_ !!___ 
'1>' 4n r2 4n a2+:i-d2 · 

(645) 

Der entsprechende Vektor liegt in der durch die Achse 
und das Leiterelement gelegten Ebene und steht senkrecht 
auf der Verbindungslinie des Leiterelementes mit dem 
betrachteten Punkt. Je zwei einander gegenüberliegende 
Linienelemente ergeben daher einen Beitrag zur magne­
tischen Feldstärke, der in die Richtung der Achse fällt, 
Abb. 174; er hat die Größe 

2ldSJ lsinß= ldSJ I-= d_-=. 
fa2+i-d2 

Abb. 17 4. )iagnetisches Feld eines 
Drahtringes. 

Man erhält die gesamte Feldstärke in dem betrachteten Punkt, wenn man alle diese 
Beiträge summiert. Da hier J nd 

ds= 2 

H =I Sj I= 18 ~3 = Id sina ß. 
a2+id2 

ist, so ergibt sich 
(646) 

Bei großen Abständen nimmt die Feldstärke und damit die magnetische Induktion 
also umgekehrt proportional zur dritten Potenz des Abstandes ab. Im Mittelpunkt 
des Ringes a=O, ß=90°, wird H = ~. (647 ) 

Die Formel (646) kann zur Berechnung der Induktion in der Achse einer Zylinder­
spule benützt werden; man hat hier die von den einzelnen Windungen herrührenden 
Beiträge zur Feldstärke zu summieren. 

Ein magnetisches Feld von der hier betrachteten Art entsteht auch im Außen­
raum einer Ringspule (Toroid), wenn der Ring fortlaufend bewickelt ist. Bei gegen-

11* 
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läufig gewickelten Lagen heben sich je zwei aufeinander folgende Lagen in ihrer 
Wirkung nach außen auf; ist die Anzahl der Lagen ungerade, so ergibt die übrig­
bleibende Lage ein magnetisches Feld außerhalb der Spule wie ein Drahtring vom 
Durchmesser des Toroids. 

Der Induktionsfluß, der insgesamt von der kreisförmigen Drahtschleife erzeugt 
wird, läßt sich mit Hilfe des Vektorpotentials berechnen. Um die Gl. (644) anwenden 
zu können, muß man zunächst das Vektorpotential auf einer Mantellinie des Leiters 
bestimmen. Es hat dort praktisch den gleichen Wert, wenn man sich den ganzen 
Strom in einem durch die Achse des Drahtes gebildeten Stromfaden konzentriert 
denkt, vorausgesetzt, daß der Leiterradius r0 sehr klein ist gegen den Ringdurch­
messerd. Dann gilt @dV=ld5, (648) 

und es wird das Vektorpotential nach Gl. (636) 

9X= _!_l, ds . (649) 4:n'f r 

Um danach in irgendeinem Punkt des Raumes das Vektorpotential zu berechnen, 
hat man sich den Stromfaden in die Längenelemente d5 zerlegt zu denken. Jedes 
Längenelement liefert einen Beitrag zum Vektorpotential in dem betrachteten 
Punkt, dessen Richtung übereinstimmt mit der des Längenelementes und dessen 
Betrag proportional der Länge des Elementes, dividiert durch den Abstand r des 
betrachteten Punktes von dem Längenelement ist. Für einen Punkt einer der kreis-

förmigen Mantellinien des Leiters, z. B. der inneren, deren Radius i- r0 beträgt, 

ergibt sich also das V ektorpotential, wenn man den 
Abstand r 1 zwischen diesem Punkt der Mantellinie und 
dem Längenelement dit, der Leiterachse in Gl. (649) 
einführt. Nach Gl. (644) erhält man den Induktions­
fluß, der mit dieser Mantellinie verkettet ist, indem 
man das skalare Produkt des Vektorpotentials mit einem 
Längenelement d51 der Mantellinie bildet und die ein­

~-_._---'::.:!i---+--t--zelnen Beiträge über die ganze Mantellinie summiert. 

Abb. 175. Zur Berechnung des In­
duktionsflusses. 

Es ergibt sich also 

lJI=ttil,d5 J,as. 
4:n'f 1 'fr1 

Nun gilt gemäß der Definition des skalaren Produktes die Beziehung 
dit,1dit,=dsds1 COSIX., 

(650) 

wobei IX. der Winkel ist, den die beiden Längenelemente miteinander bilden, Abb. 175. 
Führt man dies in Gl. (650) ein, so folgt 

lJf=ttiJ,j,dsds1 cosa;. (651 ) 
4:n'f'f r1 

Den Abstand zwischen den beiden Längenelementen und die beiden Längenelemente 
selbst kann man gemäß Abb. 175 auf folgende Weise ausdrücken 

r1 = fl-d2+(id-r0) 2-d(id-r0)cosiX.; ds=iddiX.; ds1 = (id--r0)dct.. 
Setzt man dies in die Gl. (651) ein, so hat man zweimal über ct. von 0 bis 2 n zu 
integrieren. Die eine dieser beiden Integrationen liefert den Wert 2n, und es er-
gibt sich 2n 

lJf = ttl 2nf fd(fd-r0 )cosa;rla; (652) 
4:n f!-d2+(td-r0 )2-d(fd-r0 )cosa; • 

0 

Das Integral läßt sich durch die sogenannten elliptischen Integrale darstellen 1_ 

1 Siehe E. Jahnke u. F. Emde: Funktionentafeln. Berlin 1928. 
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Unter der Voraussetzung, daß der Drahtradius sehr klein ist gegen den Radius des 
Kreises kann man einen einfachen Näherungsausdruck ableiten. Dann wird nämlich 
aus GI. (652) angenähert 2n 

p = fh-d rv coscxdcx ,.s • 

J l-coscx+2 rP 
0 

(653) 

2 

Da nun 2 ;~ eine gegen I sehr kleine Größe sein soll, so ergeben sich erhebliche 

Werte des Integranden nur in der Umgebung von cos ot=l, also für ot=O und 
ot=2n; der Verlauf des Integranden in Abhängigkeit 
von ot ist in Abb. 176 aufgezeichnet. Man erhält daher _ y1_~;;:/r.:'' 
einen Näherungswert des Integrals, wenn man die f 7 
Näherungsformel 

cx;2 
COSot~l-2 

benützt und von 0 bis n/4 integriert, also in einem Bereich, l 
in dem diese Näherungsformel noch brauchbar ist; das 
ganze Integral ist dann doppelt so groß. Es gilt also 

n/4 
p~f.lldf (l-~cx2)dcx 

----r-'"""""'~~,.....",4-'~ 

2 11 2 ' r cx2+4 ~~ 
0 

und daraus folgt angenähert p,ld d 
P~--ln-. 

2 2r0 

(J flfl' Jf(J' 

Abb. 176. Angenäherte Berechnung 
des Integrals (653). 

(654) 

Zahlenbeispiel: Es sei d=20 cm, r0=1 mm, 1=2A. Befindet sich die Drahtschleife in Luft, 
so wird nach Gl. ( 654) 1 256 G cm 

P=T2 ·20lniOO-yAcm=II6M. 

Verdoppelt man den Durchmesserd, so wird IJI=266M. Der Induktionsfluß wächst also nicht 
proportional mit der Fläche, wie man dies zunächst vermuten könnte, sondern eher proportio­
nal mit dem Durchmesser. Es ist das magnetische Feld in der unmittelbaren Umgebung ~es 
Drahtes so stark konzentriert, daß im wesentlichen die Drahtlänge maßgebend für den Fluß 1St. 

Die Amperesehe Formel gilt nicht, wenn ferromagnetische Stoffe im Raum vor­
handen sind; denn sie bezieht sich auf sämtliche Ströme im Raum, also auch auf 
die Molekularströme in den magnetischen 
Stoffen, die aber von vornherein nicht be­
kannt sind. Man muß daher in solchen Fällen 
die Methoden der Potentialtheorie zu Hilfe 
nehmen. Als Beispiel werde ein gerader Strom- ~· 
Ieiter betrachtet, der in einen Eisenkörper mit 
ebener Begrenzung eingebettet ist. Der Leiter .!1 
soll in einem Kanal liegen, der im Eisenkörper 
ausgespart ist und parallel zur Begrenzungs-
ebene verläuft, Abb. 177 (z. B. Stromleiter im A 

Anker einer elektrischen Maschine). Der Ab- Abb.177. Stromleiter in einem Eisenkörper. 
stand der Leiterachse von der Begrenzungs-
ebene sei k. Wir nehmen ferner an, daß die Permeabilität des Eisens konstant sei. 
Dies gilt nur angenähert für kleine Feldstärken. Die Veränderlichkeit der Permea­
bilität mit der Feldstärke führt zu Komplikationen, die theoretisch nicht berück­
sichtigt werden können. 

In Analogie zu dem Verfahren der Spiegelung versuchen wir, die Grenzbedin­
gungen an der Oberfläche des Eisenkörpers dadurch zu erfüllen, daß wir für die 
Berechnung des Feldes im Ionern des Eisenkörpers einen zweiten Leiter A' 



166 Das magnetische Feld. 

mit dem Abstand h auf der anderen Seite der Grenzfläche anbringen und uns dann 
auch den Außenraum durch einen Stoff mit der gleichen Permeabilität ausgefüllt 
denken. Bezeichnet I die Stromstärke im Leiter A, I' die Stromstärke im Leiter A', 
so hat die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstärke in irgendeinem Punkt P 
der Grenzfläche gemäß Gl. (566) den Betrag 

1 [ OA I OA' J I OA I 

~t=2n I(AP)2-I(A1P)2 =2n(AP)i(I-I). (655) 

Für die Normalkomponente der magnetischen Induktion ergibt sich dort der Wert 

mn=:n(~~)2 (I+I'). (656) 

Das Feld im Außenraum denken wir uns versuchsweise dargestellt durch einen 
Strom I" im Leiter A, während das Eisen durch Luft ersetzt wird. Ein solcher Strom 
ruft in der Grenzfläche die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstärke 

c:. I 0 A I" (657) 
wt= 2n(AP)2 

und die Normalkomponente der magnetischen Induktion 
m Po OP I" 
!{)n = 2n(AP)2 hervor. 

(658) 

Da beide Komponenten an der Grenzfläche stetig sein müssen, so folgt 

I"=I-I'; I"=p,"(I+I'). 

Die Grenzbedingungen sind also erfüllt, wenn 

I'=- p,- 1 I. (659) I I"= 2 fl· I 
p,+1 ' p,+1 . 

(660) 

In Abb. 177 sind einige Kraftlinien des Feldes gestrichelt gezeichnet. 
Das gleiche Verfahren kann man auch anwenden, wenn der Leiter außerhalb des 

Eisenkörpers liegt. In vielen Fällen ist die Permeabilität p," so groß, daß die Induk­
tionslinien praktisch senkrecht aus dem Eisen aus­
treten. Dann wird die Eisenoberfläche eine Niveau­
fläche. Um unter dieser Voraussetzung das Feld im 
Außenraum, Abb. 178, zu berechnen, hat man jenseits 
der Grenzfläche das Spiegelbild A' des Leiters A an­
zubringen, das den glei­
chen Strom I führt wie 
der Leiter A. DaB 
magnetische Potential 

~~~~~~~~~ kanndannnach GI. (602) --fT----;;f'-::---@-'-----BT-----'lt>-
,a= oo berechnet werden; in 

der Abbildung sind ei­
nige Kraftlinien einge­
zeichnet. Auf der durch 

Abb.l78. Stromleiter außerhalb des den Leiter gelegten Abb.179. Stromleiter im Inneren eines 
Eisenkörpers. Normalebene hat die Eisenzylinders. 

magnetische Feldstärke 
den Wert I I 1(1 1) 

~[= 2n x-h + x+h ; (661) 

sie erscheint gegenüber dem im freien Raum befindlichen Leiter bei großen Ab­
ständen x verdoppelt irrfolge der Wirkung des Eisenkörpers. 

Das V erfahren der Spiegelung führt auch bei zylindrischen Eisenkörpern zum 
Ziel. Befindet sich der Leiter, Abb. 179, bei A in einem Eisenzylinder mit dem 
Radius r 0, so bringt man das Spiegelbild A' zur Berechnung des Feldes im Innern 
des Eisenkörpers so an, daß bd=r5. (662) 
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Dann sind die Grenzbedingungen an der Eisenoberfläche erfüllt, wenn der Strom 

in A' die Größe hat I'=_ ,u,-1 I (663) 
,u,+1 . 

Ferner kann das Feld im Außenraum so berechnet werden, wie wenn in den 
Punkten M und A Ströme 1" und I"' vorhanden wären, wobei 

I"=- ,u,- 1 I; I"'= 2fl• I. (664) 
,u,+1 ,u,+1 

Wird #f' = oo gesetzt, so folgt 
1'=1"= -1; 1"'=21. 

In den meisten Fällen komplizierterer Formen der Eisenkörper, wie in elektrischen 
Maschinen und Apparaten, kann der Feldverlauf auf graphischem Wege bestimmt 
werden. Es gelten hier außerhalb der Strom­
leiter sinngemäß die gleichen Regeln, wie sie 
im Abschnitt 17 für das elektrische Feld abgelei­
tet wurden; an die Stelle der Elektrisierungszahl 
tritt die Permeabilität. Meist kann man dabei 
zur Berechnung des Luftfeldes die Permeabilität 
des Eisens als unendlich groß annehmen, so daß 
die Begrenzungsflächen Niveauflächen werden. 

Für den Feldverlauf innerhalb der Wicklun­
gen erhält man eine brauchbare Annäherung, 
wenn man sich den Strom gleichmäßig über den 
Wicklungsquerschnitt verteilt denkt; die Kraft­
liniendichte muß dabei mit Hilfe des Durch­
flutungsgesetzes kontrolliert werden. 

Die Abb. 180 veranschaulicht als Beispiel 
das Luftfeld der im Abschnitt 23 berechneten Abb. 180. Streufeld einer Drosselspule. 

Eisenkernspule. Alle Kraftlinien, die auf den 
Eisenkörper einmünden, schließen sich innerhalb des Eisenkörpers, und zwar so, 
daß sie mit der Wicklung oder mit einem Teil davon verkettet sind. Häufig 
kann man die magnetischen Streufelder mit einer genügenden Genauigkeit be­
rechnen, wenn man den magnetischen Widerstand des Eisens vernachlässigt. Für 
die Kraftliniendichte an der Stelle 1, Abb. 180, 
gilt z. B. B·7,2cm=fk0lw, 
oder B= 1,256-3620Gcm _A = 632 G. 

7,2 A cm 
In der Mitte des Wicklungsquerschnittes, etwa 
bei 2, hat die Kraftliniendichte nur noch den 
halben Wert, weil die Durchflutung der Kraft­
linie 2 nur noch halb so groß ist. 

Eine für manche Zwecke zulässige V er­
einfachung ergibt sich; wenn man die Wick­
lung durch eine unendlich dünne, stromfüh- Abb. 181. Feldbild einer Gleichstrommaschine. 

rende Schicht ersetzt. Man versteht unter 
StrombelagA den Strom, der in dieser Schicht je Längeneinheit des Querschnittes 
geführt wird. In einer solchen Schicht erfahren die magnetischen Kraftlinien eine 
Brechung, da dieN ormalkomponente der Induktion stetig hindurchgeht, während für 
die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstärke nach dem Durchflutungs­
gesetz gilt ~tl-~t2 = A . (665) 

Die Abb. 181 zeigt als Beispiel das auf diese Weise ermittelte Feldbild einer Gleich­
strommaschine bei Leerlaufl. 

1 Richter, R.: Arch. Elektrot. 11, 93 (1922). 
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Zwischen den Gesetzen des stationären Strömungsfeldes, des ruhenden 
elektrischen Feldes und des ruhenden magnetischen Feldes besteht eine 
weitgehende formale Übereinstimmung, die durch die folgende Tabelle verdeutlicht 
wird; die Tabelle zeigt zugleich die wesentlichen Unterschiede zwischen den drei 
Feldern. 

Strömungsfeld Elektrisches Feld Magnetisches Feld 

Größe I Einheit Größe I Einheit Größe 1 Einheit 

elektr. Potential rp V elektr. Potential rp, V magnet. Potential ip, A 
außerhalb d. elektr. außerhalb d. elektr. L1rp=0 Ladungen Llrp=O Ströme Llip=O 

innerhalb innerhalb der Leiter geladener Räume V/cm2 Vektorpotential \l( A/cm2 
(} 

Llrp=-- Ll\ll=-& e 

elektr. Spannung V elektr. Spannung V magn. Spannung A U=rp.-rpb U=rp.-rpb 'Pa-IJ!b 

elektr. Feldstärke 
Vfcm 

elektr. Feldstärke Vfcm magn. Feldstärke ~ Ajcm @;=-gradrp @;=-gradrp ~=-grad!J! 

~=rot\l( Ajcm 

Stromdichte 
Afcm2 

Verschiebungsdichte Asjcm2 magn. Induktion 
@="@; 'Il =e@; lS=.u~ Vsfcm2 

Stromstärke 
A Verschiebungsfluß As Induktionsfluß 

l=f&diJ Q=j''IldiJ 'P=flS diJ Vs 

div®=O div'Il=O divlS=O 

innerhalb geladener Asjcm3 
Räume div'Il=g 

in isotropen Stoffen in isotropen Stoffen in isotropen, nicht 
div<E=O div<E=O ferromagnetischen 

Stoffen div~=O 

in ferromagnetischen 
Stoffen div~=fcO 

an Grenzflächen ver- an Grenzflächen ver- an Grenzflächen ver-
schiedeuer schiedeuer schieden er 

Leitfähigkeit Elektri;;ierungszahl Permeabilität 
@nl=@n2 'Ilnl ='Iln2 lßn1=lßn2 
@;tl=@;t2 @;tl=<Et2 ~tl=~i2 

L. 1 I _!_=S Kapazität 0= ({ ~-F 'P 
mtwert R = U Induktivität L= y !Js=H Q u Q-

Leistung je elektr. Energie je magn. Energie je 
Volumeneinheit Wjcm3 Volumeneinheit Wsfcm3 Volumeneinheit Wsjcm3 

Nl=@;® TV1=i'Il@; TV1=tlß~ 

in ferromagn. Stoffen 
~ Wsfcm3 

lV1 =f~dlS 
0 
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II. Das langsam veränderliche magnetische Feld. 
26. Die Selbstinduktion. 

169 

Nach dem Induktionsgesetz entsteht in einem Stromkreis eine elektro motorische 
Kraft, wenn sich der Induktionsfluß, der mit dem Stromkreis verkettet ist, zeitlich 
ändert. Die Größe dieser induzierten elektromotorischen Kraft ist durch Gl. (545) 
gegeben. Dabei ist es gleichgültig, wie die Flußänderung in der Schleife erzeugt wird, 
ob durch Bewegen des Stromkreises in einem ruhenden Magnetfeld oder durch Be­
wegung des Magnetfeldes gegen den Stromkreis, oder durch Formänderungen des 
Stromkreises, oder schließlich dadurch, daß sich das magnetische Feld selbst zeitlich 
verändert. Da nun jeder Strom in seiner Umgebung ein magnetisches Feld hervorruft, 
dessen Kraftlinien mit den Stromlinien verkettet sind, so tritt die induzierte elektro­
motorische Kraft auch auf, wenn sich die Stromstärke in einem Leiter ändert, eine 
Erscheinung, die man als Selbstinduktion bezeichnet. Auf Grund der Richtungs­
regeln für das Feld und die elektromotorische Kraft findet man, daß bei einer Zunahme 
des Stromes die elektromotorische Kraft der Selbstinduktion dem Strom entgegen-
wirkt. . 

Die Erfahrung zeigt, daß das Durchflutungsgesetz auch gilt, wenn sich der Strom 
zeitlich ändert. 

Streng genommen gilt dies nur, wenn die Abmessungen der Räume, in denen das Durch­
flutungsgesetz angewendet wird, klein sind gegen die Wellenlänge der Feldänderungen im Raum 
(siehe 6. Kapitel). Da sich die Feldänderungen nahezu mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, so 
ist diese Bedingung bei den in der Elektrotechnik vorkommenden Abmessungen der Apparate 
und Maschinen bis zu sehr hohen Frequenzen erfüllt. 

Wenn ausschließlich nichtmagnetische Stoffe in der Umgebung des Stromkreises 
vorhanden sind, oder Stoffe mit konstanter Permeabilität, dann ist nach dem Durch­
flutungsgesetz die Kraftliniendichte an jeder Stelle des Raumes proportional der 
Stromstärke im Leiter. Es ist daher auch der von dem Stromkreis insgesamt erzeugte 
Induktionsfluß lJ' jederzeit proportional dem Augenblickswert der Stromstärke i, 
so daß man schreiben kann "F=Li. (666) 

Den Proportionalitätsfaktor L, der durch die Abmessungen und die Form des 
Stromkreises bestimmt ist, bezeichnet man als die Induktivität des Strom-

kreises. Als Einheit dient 1 :s = 1 H. Die Induktivität ist nach dem Induktions­

gesetz maßgebend für die bei Stromänderungen in dem Stromkreis entstehende 
elektromotorische Kraft der Selbstinduktion e8 ; es gilt 

di 
es= -Ldt. (667) 

Zur Berechnung der elektromotorlachen Kraft der Selbstinduktion ist also die 
Kenntnis der Induktivität erforderlich; diese kann auf Grund der Definitionsgl. (666) 
mit Hilfe der für die Berechnung magnetischer Felder abgeleiteten Regeln bestimmt 
werden. Bei einer Ringspule, Abb. 156, mit einem mittleren Radius r0 und der 
Windungszahl w ist z. B. nach Gl. (568) 

und daher 

l~f=2i;o' 
[f8[=,u2iw · 

nr0 
(668) 

Bezeichnet man den Querschnitt des Ringkerns mit q, so wird der mit der Wicklung 
verkettete Bündelfluß tjJ iw 

=,uq2nr0 • (669) 

Der Gesamtfluß hat daher die Größe 
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Daraus folgt auf Grund der GI. (666) für die Induktivität der Ringspule 

L=w2 J!!L. (670) 
2nr0 

Genau genommen muß die Abhängigkeit der Feldstärke~ von dem Radius r berück­
sichtigt werden. Bei rechteckigem Kernquerschnitt mit der Breite b gilt 

r2 rz 

tP=fbiiS !dr=b"~s~. 
1 r2n r' 

1'1 1'1 

hieraus folgt L=w2 i<bln~. (671) 
2n r1 

Die Induktivität einer Doppelleitung von der Länge l mit dem Drahtab­
stand a und dem Leiterradius r0 ergibt sich aus GI. (610): 

L= ,llo lln ~-, (672) 
n r 0 

wobei vorausgesetzt ist, daß r0 klein ist gegen a. Diese Beziehung berücksichtigt nur 
das magnetische Feld im Luftraum, während das Feld innerhalb der Leitungsdrähte 
vernachlässigt ist. Man bezeichnet die so berechnete Induktivität daher als die 
äußere Induktivität. Dazu kommt noch die innere Induktivität, die von dem 
inneren Feld herrührt, und deren Berechnung weiter unten besprochen wird. 

Die äußere Induktivität eines Drahtkreises vom Durchmesser d und dem 
Drahtradius r0 ist nach GI. (654) 

d d 
L=~T~2~· ~~ 

Die Induktivität von Stromkreisen beliebiger Form, die aus verhältnis­
mäßig dünnen Drähten gebildet sind, läßt sich mit GI. (651) berechnen. Diese 
Gleichung gilt unter der Voraussetzung, daß man die Stromleiter durch einen 
Stromfaden ersetzen kann. Dann ist die Induktivität eines derartigen Stromkreises, 
der in einen Stoff mit der Permeabilität p eingebettet ist, 

L= :n~dsl ~ dscr:scx. (674) 

ds bedeutet ein Längenelement der Leiterachse, ds1 ein Längenelement einer Mantel­
linie, r1 den Abstand zwischen den beiden Längenelementen ds und dsv Cl den Winkel, 
den die beiden Längenelemente miteinander bilden. Auch diese Formel liefert nur 
die äußere Induktivität des Stromkreises. 

Wenn der magnetische Kreis Eisen enthält, so ist die Induktivität von der 
Stromstärke abhängig. Nur bei sehr kleinen Stromänderungen, bei denen praktisch 
die reversible Permeabilität in Betracht kommt, kann mit einer konstanten Induk­
tivität gerechnet werden. Im allgemeinen Fall kann die Induktivität für jede Strom­
stärke aus der magnetischen Charakteristik des Kreises entnommen werden: 

L=wr (675) 

Bei der Anwendung des Induktionsgesetzes ist dann aber zu beachten, daß L eine 
Funktion von i ist, so daß hier gilt 

e=-d(Li)=- Lt}j_-i d~ t}j_= -(L+id~)i!.i. (676) a t at a~ at a~ at 
Die Abhängigkeit der Induktivität von der Stromstärke läßt sich bei Eisen­

kreisen vermindern, wenn in dem Eisenkern ein Luftspalt angebracht wird, der den 
Hauptteil des magnetischen Widerstandes enthält. Aus GI. (595) und (596) geht 
hervor, daß die Induktivität einer Wicklung mit w Windungen 

(677) 
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wird, wenn Rm der magnetische Widerstand des von der Wicklung umschlungenen 
magnetischen Kreises ist. 

Die elektromotorische Kraft der Selbstinduktion sucht nach dem oben Ge­
sagten den Stromänderungen entgegenzuwirken. Wird an eine Spule eine Gleich­
spannung gelegt, so bildet sich daher mit dem Anwachsen des Stromes eine 
der treibenden Spannung entgegenwirkende elektromotorische Kraft. Der Strom 
kann nur so rasch ansteigen wie es die zur Verfügung stehende 
Spannung zuläßt. In dem Stromkreis Abb. 182 gilt nach dem Ein­
legen des Schalters 

oder 

hieraus folgt 

E0 +e=iR, 

E 'R 'Ldi o=~ 1 dt; 
Ldi 

dt=-E 'R' 
o-~ 

und man findet durch Integration 

(678) 

Abb.182. Einschal­
ten einer Drossel­

spule. 

R 

i= ~+ ke-Lt. (679) 

War die Spule vor demEinschalten stromlos, so muß i = 0 für t = Osein, also k =-~0 • 
Führt man noch die Zeitkonstante 'T=~ (680) 

ein, so wird i=~(I-e-+). (681) 

Ähnlich wie die Spannung bei der Aufladung eines Kondensators nähert sich der 
Strom in der Spule allmählich seinem durch das Ohmsehe Gesetz bestimmten End­
wert, Abb. 183. Die Zeit, die verstreicht, bis der sta-
tionäre Gleichstrom erreicht ist, beträgt etwa 4 ... 8 'T. 

Als Ursache für die Verzögerung des Stromanstieges kann 
wie im elektrischen Feld die Aufspeicherung von Feld­
energie angesehen werden. Multipliziert man auf beiden 
Seiten der Gl. (678) mit i dt, so wird 

E0 idt=i2Rdt+Lidi. (682) o 
t 

Links steht die in irgendeinem Zeitpunkt während des Abb. 183:ör~~~~~~~!~eg in der 

Zeitabschnittes dt von der Stromquelle gelieferte Arbeit. 
Das erste Glied rechts gibt die während dieses Zeitabschnittes entwickelte Wärme­
menge an. Der Rest der gelieferten Arbeit wird in der Spule aufgespeichert, und 
zwar kann man, ähnlich wie beim elektrischen Feld, das W 
ganze magnetische Feld selbst als Sitz der aufgespeicher­
ten Energie ansehen. Die während des Zeitabschnittes dt 
aufgenommene Energie ist also 

dW=Lidi. (683) 
Die bis zu irgendeinem Zeitpunkt vom Feld aufgenom­
mene Energie, die man als die magnetische Energie 
des Feldes bezeichnet, ergibt sich durch Integration: 

t/ 
7 

t 
1 , tJ r lr Jr 

W = 2 Lt2 • ( 684) Abb. 184. Energieaufnahme der 

In Abb. 184 ist der zeitliche Verlauf der von der Strom- Spule. 

quelle gelieferten Leistung E0 i aufgetragen, sowie die in Wärme umgewandelte 
Leistung i2R. Die schraffierte Fläche zwischen den beiden Kurven gibt die auf­
gespeicherte Energie an. Diese kann beim Abbau des Feldes wiedergewonnen wer­
den. Verbindet man die beiden Enden der Spule miteinander, so gilt 

O=iR+L'!j_· 
dt' (685) 
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daraus folgt i=10 e ', (686) 

wenn mit 10 der Strom im Moment des Kurzschlusses bezeichnet wird. Während der 
Strom gemäß dieser Funktion allmählich auf Null abfällt, wird die im Feld auf­
gespeicherte Energie an den Stromkreis abgegeben und in Wärme umgewandelt. 
Bei einer plötzlichen Unterbrechung eines Stromkreises, der eine Spule mit hoher 
Induktivität enthält, muß sich die in der Spule aufgespeicherte Energie in sehr kurzer 
Zeit umsetzen; es ergibt sich daher eine sehr hohe Selbstinduktionsspannung, die 
einen Funken oder Lichtbogen an der Unterbrechungsstelle zur Folge hat, wobei 
die magnetische Energie in Wärme umgewandelt wird. Um derartig hohe Span­
nungen, die für die Isolation der Wicklung gefährlich werden könnten, zu ver­
meiden, verbindet man bei großen Spulen vor dem Abschalten der Stromquelle 
die beiden Wicklungsenden durch einen Widerstand R1. Die Spannung an der Spule 
wird dann nach dem Abschalten der Stromquelle 

t 

u=iR1=10 R1 e '; 
sie springt also beim Abschalten auf den Wert 

wobei 

U0=10R1 =E0 ~1 , 
L 

'Z'= R+R1 • 

Zahlenbeispiel: Es sei L=0,2H, R=lOOhm, E0 =100V. Dann wird die Zeitkonstante 
L 0,2H 

T=R= lO.Q =0,02s. 

Der Aufbau des magnetischen Feldes ist in etwa 0,08 bis 0,16 Sekunden beendet. Dann ist die 
Stromstärke IOOV 

Io=w-.Q = IOA, 

die in der Spule aufgespeicherte Energie 
W=tLig=t0,2 ·100HA2 =10Ws. 

Die im magnetischen Feld aufgespeicherte Energie läßt sich wie die elektrische 
Energie durch die Feldgrößen ausdrücken. Wir betrachten eine Ringspule mit einem 
Kern aus beliebigem Material. Der Querschnitt des Ringkernes q soll jedoch so 
klein sein, daß das magnetische Feld im Inneren des Kernes als homogen angesehen 
werden kann. Dann läßt sich der Bündelfluß in dem Kern in der Form schreiben 

cf>=q flBi' 
und es wird die in der Wicklung mit wWindungen induzierte EMK der Selbstinduk­
tion bei irgendwelchen Stromänderungen 

di5B I e8 = -wq----;[t. (687) 

Ist in dem Stromkreis der Spule eine äußere EMK E 0 tätig, so gilt daher 
. dl58 I 

E0=~R +wq-F. (688) 

Mit der gleichen Überlegung wie oben ergibt sich hieraus für die während eines 
Zeitelements dt aufgespeicherte magnetische Energie 

dW=iwqfd~f. (689) 
Andererseits ist nach dem Durchflutungsgesetz 

iw=ZI$;>1, 
wenn l die Kraftlinienlänge bezeichnet. Daher gilt 

dW=qlf$;>ffd\Bf=ql$;>d~. (690) 
Wird hier das Volumen des Kerns ql= V eingeführt, so ergibt sich 

dW = V$;>d\B. (691) 
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Die bei irgendeiner magnetischen Feldstärke insgesamt aufgespeicherte Energie 
ist daher .~> 

W=Vf.\)d)B. 
0 

Da nun das Feld im Inneren des Kerns nach Voraussetzung homogen ist, so wird 
die in der Volumeneinheit aufgespeicherte magnetische Energie 

() 

Wt= f ~dl5. (692) 
0 

Diese Beziehung gilt nun auch für ein Feld von ganz beliebiger Form, da jedes 
Feld in genügend kleinen Ausschnitten als homogen angesehen werden kann. Die 
in einem beliebigen Feld aufgespeicherte magnetische Energie wird daher durch 
Integration der Beiträge der einzelnen Volumenelemente erhalten: 

W=fW1 dV. (693) 
Bei der Ableitung der GI. (693) wurden keine Voraussetzungen über den Zu­

sammenhang zwischen )B und .\) gemacht. Diese Gleichung gilt daher auch für ferro­
magnetische Stoffe. Bei Stoffen mit konstanter Permeabilität kann dagegen gesetzt 
werden d)B=p,d.\). 

Dann läßt sich die Integration ausführen, und es ergibt sich 
W _!_mc;._luC\.2 

1-2!{)4'-21""4'. 

Die im ganzen Feld aufgespeicherte Energie wird 

w=Hm.\)av. 

(694) 

(695) 
Man kann also die magnetische Energie berechnen, wenn die magnetische Feld­

stärke gegeben ist. Dieser Zusammenhang kann zur Bestimmung der Induktivität 
von räumlich ausgedehnten elektrischen Strömen dienen; es ist nach GI. (684) 

2W 
L=--,2· (696) 

~ 

Als Anwendungsbeispiel werde die Berechnung der inneren Induktivität von 
Drähten mit Kreisquerschnitt betrachtet. Die magnetische Feldstärke im Leiter-
inneren ist nach Gl. (615) lc;.l=-'~'-· 

4' 2 2~. n'l'o 

Bei Voraussetzung konstanter Permeabilität enthält daher ein Hohlzylinder vom 
Radius r, der Dicke dr und der Länge l innerhalb des Leiters die Energie 

dW =~p,.\)22nrldr, 

oder dW=i2~r3dr. 
4nr~ 

Die in dem Draht aufgespeicherte Energie ist 
r, 

W- ·2~s 3d _ .2jj,!_ - ~ 4 4 r r- ~ 16 ' nr0 n 
0 

und es ergibt sich für die innere Induktivität gemäß GI. (696) 
p.l 

L;=sn· 

(697) 

(698) 

Bei einer Doppelleitung von der Länge l hat man diesen Wert zu verdoppeln, ent­
sprechend der in Hin- und Rückleitung aufgespeicherten Energie. Bei der Ableitung 
der GI. (698) wurde die Voraussetzung gemacht, daß der Strom den Drahtquer­
schnitt gleichmäßig ausfüllt. Das gilt in langgestreckten Leitern bei Gleichstrom 
und niederfrequentem Wechselstrom. Bei höheren Frequenzen wird der Strom nach 
der Drahtoberfläche hin abgedrängt, so daß die innere Induktivität kleiner wird 
(siehe Abschnitt 30). 
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Die innere Induktivität Li ist unabhängig von der Drahtstärke. Auf die Längen­
einheit bezogen hat sie für alle nichtmagnetischen Leiter (p = p 0) den Wert 

Li- Jlo -0 05mH (699) 
l -S:n- ' km· 

Ein anderes Beispiel bildet die Berechnung der Induktivi­
tät eines Einleiterkabels mit konzentrischen Leitungen, Abb.185. 
Das magnetische Feld kann hier in drei Teile zerlegt werden: 

a) Innenleiter. Für die Induktivität des Innenleiters gilt wie 

oben L _Jl1l (700) 
Abb. 185. Konzentri- 1- 8 :n; • 

sches Kabel. 
b) Isolierstoff. Die magnetische Feldstärke ist wegen der 

Symmetrie des Feldes 
ISJI=2!r· 

Der zwischen Innen- und Außenleiter enthaltene Fluß wird daher 

r, 
entsprechend einer Induktivität L = Jlolln!:! 

2 2:n ro (701) 

c) Außenleiter. Für die Feldstärke im Außenleiter folgt mit Hilfe des Durch­
flutungsgesetzes 2 I C'o.J-. _. r2-r~_ .r~-r2 

nr w - ~ ~ 2 2- ~ 2 2 • r2 -r, r2 -r1 

In einem V olumenelement, das durch zwei konzentrische Zylinder mit den Radien r 
und r+dr begrenzt ist und die Länge l hat, ist eine Energie aufgespeichert vom 

Betrag dW=i2 _ -~(r2-r2)2~. 
4:n(r~-rn2 2 r 

Daraus folgt die gesamte Energie in dem Außenleiter 

W= .2 Jl 2 l (__1__1 ~-3r~-r~) 
~ 4 ( 2 z) 2 2 n 4 · :n r 2-r1 r 2 -r1 r 1 

Die entsprechende Induktivität wird daher 

L Jl2l (-~Lln~- 3r~-r~) 
3 2:n(r~-r~) r~-r~ r 1 4 · 

(702) 

Die Gesamtinduktivität ergibt sich durch Addieren der drei Teile. 
Ein in der Schwachstromtechnik verwendetes Verfahren zur künstlichen Er­

höhung der Induktivität von Drähten besteht darin, daß die Drähte mit einer Schicht 
von Eisendraht oder -band bewickelt werden (Krarup, 1902, siehe Abschnitt 36). 

Durch diese Eisenbewicklung wird der mit dem Leiter 
verkettete Fluß vergrößert. Da die Induktionslinien im 
Eisen geführt werden, so umgeben sie den Leiter in 
Form von Schraubenlinien. Die nähere Untersuchung 
zeigt, daß die Steigung der Induktionslinien nahezu gleich 
der des Bewicklungsdrahtes ist. Die Induktionslinien 
schließen sich zwischen den Enden des Leiters entweder 

Abb.186. Kraruplcitung. durch den Luftraum oder durch andere Eisenleiter, die 
sich in der Nähe befinden. 

Bildet man hier das Linienintegral der magnetischen Feldstärke längs einer mitt-
leren Kraftlinie, so ergibt sich J C'o.l2r0+~n=i. 

4' cos oc (703) 

wenn unter <5 die Höhe der Eisenschicht verstanden wird, Abb. 186. Der von den 
Eisendrähten gelieferte Beitrag zu dem mit dem Leiter verketteten Induktionsfluß 
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ist gleich dem gesamten, in den Bewicklungsdrähten vorhandenen Fluß. Bezeichnet 
man daher den Querschnitt des Bewicklungsdrahtes oder -bandes mit q und sind 
w Windungen je Längeneinheit des Leiters aufgebracht, so ist dieser Fluß in einem 
Abschnitt von der Länge l P=wlq,uiSJI-
Daher ergibt sich für den Beitrag des Eisens zur Induktivität des Leiters: 

f.1, wlq 
Le=-;; 2 ro+t5 COStx. (704) 

27. Gegeninduktion, Transformator. 
Befindet sich in der Nachbarschaft eines Stromkreises 1 ein zweiter 2, so werden 

bei Änderungen des durch den Kreis 1 erzeugten magnetischen Feldes nach dem 
Induktionsgesetz im Kreis 2 elektromotorische Kräfte induziert. Umgekehrt ent­
steht eine elektromotorische Kraft im Kreis 1 bei Stromänderungen in 2. Man nennt 
diese Erscheinung die Gegeninduktion und kennzeichnet die gegenseitige mag. 
netische Einwirkung zweier Stromkreise, die auch als magnetische Kopplung be­
zeichnet wird, durch die Gegeninduktivität. Im allgemeinen Fall wird nur ein 
Teil des in Kreis 1 durch den Strom i 1 erzeugten Flusses mit dem Kreis 2 verkettet 
sein. Man definiert nun die Gegeninduktivität M 12 zwischen Kreis 1 und 2 
durch die Beziehung q·12=M12i., (705) 

in der P 12 den Fluß bedeutet, der mit dem Kreis 2 dann verkettet ist, 
wenn der Strom in Kreis 2 Null ist, wenn also dieser Kreis z. B. geöffnet ist. 
Dieser Fluß ist nach dem Induktionsgesetz maß­
gebend für die in Kreis 2 induzierte elektromoto­
rische Kraft; sie hat die Größe 

(706) 

ihre positive Richtung umkreist den gemeinsamen 
Induktionsfluß im gleichen Sinne wie die positive 
Richtung von i 1• Die Einheit der Gegeninduktivi- Abb. 187. Zur Bestimmung des mit einer 

Spule verketteten Induktionsflusses. 
tät ist wie die der Induktivität 1 H. 

Die gleiche Definition der Gegeninduktivität gilt auch bei Spulen mit beliebig 
ausgedehntem Wicklungsquerschnitt. Der Fluß P 12 setzt sich dann zusammen aus 
den Teilflüssen, die mit den einzelnen Windun­
gen der Spule verkettet sind. Den mit einer 
Spule verketteten Gesamtfluß kann man immer 
berechnen als Summe der Teilflüsse in den ein­
zelnen Windungen, indem man sich die Win­
dungen in der durch Abb. 187 veranschaulich­
ten Weise zu geschlossenen Kreisen ergänzt 
denkt; die in den Ergänzungsstück~n induzier­
ten elektromotorischen Kräfte heben sich gegen­
seitig auf. In Abb. 187 setzt sich der Gesamt­
fluß P 12 aus den Beträgen zusammen, die die 
Flächen a, b, c, d, f liefern. Häufig kann man 
auch hier den Gesamtfluß als Produkt der 
Windungszahl mit einem Bündelfluß berechnen. 

Es ist zu beachten, daß die Gegeninduktivi­

Abb. 188. Gegeninduktion zwischen zwei 
parallelen Drahtringen. 

tät aus dem Kraftlinienbild definiert ist, das entsteht, wenn der Kreis 2 stromlos ist. 
In Abb. 188 ist dies für zwei parallele Kreisringe veranschaulicht. Der gemeinsame 
Fluß P 12 wird durch das zwischen den beiden stark ausgezogenen Kraftlinien lie­
gende Bündel dargestellt. Die anderen Kraftlinien bilden den Streufluß. Fließt 
auch im Kreis 2 Strom, dann kann sich das Kraftlinienbild wesentlich ändern. 
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Ganz entsprechend läßt sich die Einwirkung von Kreis 2 auf Kreis 1 durch die 
Gleichung M d~ 

el = - 21 dt" (707) 

ausdrücken. Die folgende Überlegung zeigt, daß die Werte M 21 und M 12 einander 
gleich sind, daß also zwei beliebige Kreise 1 und 2 nur eine einzige Gegeninduktivität 
haben. Nach Gl. (644) ist der Fluß, der von einem Leiter 1 erzeugt wird und mit 
einer Linie 2 verkettet ist, p;_2 =ft~~{d~2 , (708) 

2 

wobei das Integral über diese Linie 2 zu bilden ist. Das Vektorpotentialmist durch 
den Strom im Kreis 1 bestimmt, und es gilt, wenn der Kreis 1 durch einen Strom­
faden ersetzt wird, nach Gl. (636) 

9( = _i!__ "h ds1 
4:n ':f r12 

1 

(709) 

für jeden Punkt der Linie 2, wobei d~1 das Linienelement des Kreises 1, r12 den Ab­
stand zwischen d~1 und d~2 bedeutet. Daher gilt 

M = _Lrhrh ds1ds2 
12 4:n':f':f r12 ' 

(710) 

1 2 

ein Ausdruck, der unabhängig davon ist, welcher Kreis mit 1 und welcher mit 2 
bezeichnet wird. Daraus folgt M12=M21 =M. (711) 

Fließen in beiden Kreisen Ströme, so entsteht ein magnetisches Feld, das durch 
beide Ströme bestimmt ist. Die Energie dieses Feldes läßt sich genau so wie im Falle 
eines einzigen Stromkreises durch die Werte von )S und .fJ an den einzelnen Stellen 
des Feldes berechnen, Gl. (695). Sie läßt sich andererseits ausdrücken durch die 
Induktivität und die Gegeninduktivität, wie die folgende Betrachtung zeigt. 

Die in Kreis 2 induzierte elektromotorische Kraft setzt sich im allgemeinen Fall 
zusammen mit den übrigen im Kreis 2 vorhandenen elektromotorischen Kräften; 
durch diese Summe ist der Strom i 2 im Kreis 2 bestimmt. Die induzierte elektro-

motorische Kraft - Md~: liefert dabei während des Zeitelementes dt in den Kreis 2 

eine elektrische Arbeit vom Betrage 
-i2 Mdi1 • 

Der Zuwachs der Feldenergie ist daher 
i 2 Mdi1 • 

Bei irgendwelchen Änderungen des Stromes i 2 entsteht ferner eine elektromotorische 
Kraft der Selbstinduktion, die zu ihrer Überwindung während des Zeitelements dt 
die Arbeit · L a· ~2 2 ~2 

erfordert, wobei L2 die Induktivität des Kreises 2 bedeutet. Ganz entsprechend hat 
der Strom i 1 im Kreise 1 eine Arbeit 

i 1 L1 di1 

zur Überwindung der elektromotorischen Kraft der Selbstinduktion und eine Arbeit 
i 1 M di2 

zur Überwindung der aus dem Kreis 2 induzierten elektromotorischen Kraft zu 
leisten. Die im ganzen Feld aufgespeicherte magnetische Energie nimmt also während 
des Zeitabschnittes dt um den Betrag 

dW =L1 i 1 di1 +M (i1 di2 +i2di1) + L 2 i 2 di2 

zu. Läßt man den Strom i 1 von Null auf den Wert I 1 wachsen, ferner den Strom 
im Kreis 2 von Null auf 12, so ergibt sich die Gesamtenergie des magnetischen Feldes 
durch Integration zu W=lL J2+MII +lL ]2 (712) 2 1 1 1 2 2 2 2• 
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Die Gegeninduktivität kann entweder durch Vergleich dieses Ausdruckes mit dem 
der Gl. (695) oder mit Hilfe von Gl. (710) oder schließlich mit Hilfe der Definitions­
gleichung (705) berechnet werden. Bei dem praktisch besonders wichtigen Fall 
paralleler gerader Leitungen ist die letzte Methode die 
einfachste. 

In Abb. 189 sollen 1 und 2 die Spuren der beiden 
Drähte einer Doppelleitung, 3 und 4 die Spuren einer 
dazu parallelen Doppelleitung bezeichnen; es soll die 
Gegeninduktivität zwischen den beiden Leitungen be­
rechnet werden. Wir denken uns die Leitung 3, 4 strom­
los und schicken durch die Leitung 1, 2 den Strom 11• 

Das durch diesen Strom hervorgerufene Magnetfeld setzt ~ 
sich zusammen aus den beiden Teilfeldern, die von den lf{ 
Drähten 1 und 2 herrühren. Bei der in der Abbildung Abb.l~!·e?~~=1~};~~~:;ischen 
angedeuteten Stromrichtung würde der Strom im Lei-
ter 1 für sich allein einen Fluß mit kreisförmigen Kraftlinien hervorrufen, von 
dem der Teil ru 

lJI, =fpol l1 dr= Pol] In r14 (713) 
1 2n r 2n 1 ,r13 

ru 

mit der Leitung 3, 4 in der angegebenen Richtung verkettet ist. Von Leiter 2 her-
rührend, würde der Fluß r2• 

9{= -fPol Ildr= Pol 11ln~~ (714) 
2n r 2n r 24 

mit der Leitung 3, 4 verkettet sein. Der Gesamtfluß ist daher 

Die Gegeninduktivität wird 

lJI, +P. _Pol I I rur2a 
1 2- 2n 1 nrl3r24. 

M=Pollnrur2a. 
2n rla r24' 

unter r13, r23 usw. sind die Abstände der Leiterachsen zu verstehen. 

(715) 

Das Feld im Innern der Leiter trägt praktisch nichts zur Gegeninduktivität bei, 
da sich die Beiträge in den beiden Hälften eines jeden Leiters aufheben. Anders ist es 
dagegen, wenn zwei der vier Leiter, z. B. 1 und 3, zusammenfallen, dann ist das 
innere Feld dieses Leiters beiden Stromkreisen gemeinsam. Für r 13 ist in diesem Falle 
der Drahtradius r 1 des gemeinsamen Leiters zu setzen, und es ist zu dem so be­
rechneten Wert der Gegeninduktivität, der nur die äußeren Felder berücksichtigt, 
noch ein Wert zu addieren, der von dem Innenfeld herrührt. Um diesen Wert auf­
zufinden, berechnen wir die in dem Leiter 1 aufgespeicherte magnetische Energie. 
Die Stromstärke ist hier allgemein 11 + 12, also wird die magnetische Feldstärke im 
Innern dieses Leiters nach Gl. (615) 

I SJ I= 2 :r~-<I1 + I2), 
und es folgt aus Gl. (695) pl w = 16 n(Ir+2I1 I2 +I~). 

Der Vergleich mit GI. (712) ergibt für den Beitrag des inneren Feldes zur Gegen-
induktivität pl 

Mi=sn· 

Damit folgt für die Gegeninduktivität zwischen den beiden Schieilen 

M=Pol(Inrl4r2a+l!.!__). (716) 
2n r 1r 24 4 

Auf der magnetischen Kopplung zweier Stromkreise beruht die Wirkungsweise 
des Transformators. Man sorgt hier durch einen eisengeschlossenen magnetischen 

Küpfmüller, Elektrotechnik. 12 
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Kreis dafür, daß möglichst der ganze in der einen Wicklung erzeugte Fluß auch 
durch die andere Wicklung hindurchgeht, daß also die Streuung gering ist. Wir 
legen die Pfeilrichtungen der Ströme in den beiden Wicklungen eines Transformators 

grundsätzlich so fest, daß sie den Pfad der magnetischen 
Kraftlinien gleichsinnig umkreisen. 

Auf der Primärseite, Abb. 190, wirken die elektromoto­
rische Kraft e0 der Stromquelle, ferner die elektromotori­
schen Kräfte der Selbstinduktion und der Gegeninduktion. 
Es stellt sich ein solcher Strom ein, daß der Spannungsver­
brauch i 1 R1 im Primärkreis gerade durch die Summe der 

Abb. 190. Schema eines Trans- drei elektromotorischen Kräfte gedeckt wird: 
formators. 

. dil di2 
e0 =~1R1 +Lcdt + M dt' (717) 

Auf der Sekundärseite haben die elektromotorischen Kräfte der Selbstinduktion und 
der Gegeninduktion den Spannungsverbrauch in der Wicklung und die Spannung U2 
an dem sekundärseitig angeschlossenen Verbraucher zu decken: 

L di2 M di1 • R 
- 2([t- dt =~2 2+u2, 

oder 
. di2 dil 

u2=- ~2R2-L2Tt -M Tt· (718) 

Wäre keine Streuung vorhanden, so wäre der magnetische Widerstand Rm für den 
Kreis 1 der gleiche wie für den Kreis 2, es würde nach GI. (677) gelten 

L wi . w~ 
t=-R , L2=-. (719) 

m Rm 
Bei offener Sekundärwicklung würde dann der ganze in der Primärwicklung erzeugte 

F~ ~-~ 
1 - Rm 

auch mit der Sekundärwicklung verkettet sein, es wäre 

M= wlw2 
R,. (720) 

Zwischen der Gegeninduktivität 
Beziehung gelten 

und den beiden Induktivitäten würde also die 

M = YL1 L2. (721) 
In Wirklichkeit ist wegen der Streuung die Gegeninduktivität immer kleiner als 
dieser Wert. Man kann dies durch den sogenannten Streufaktor ausdrücken, in­
dem man setzt _ 1_ M 2 ( 722) 

a- L1L2' 

Der Streufaktor ist Null, wenn die Streuung Null ist und hat den Wert 1, wenn 
nur Streukraftlinien vorhanden sind. 

Eine andere Darstellung der Streuung ergibt sich auf folgende Weise: Der bei 
offener Sekundärwicklung durch den Primärstrom erzeugte mit dem Primärkreis 
verkettete Induktionsfluß sei 1Jf1. Mit der Wicklung 2 ist dabei ein bestimmter Fluß 
1Jf12 verkettet. Man denkt sich nun die beiden Flüsse 1Jf1 und 1Jf12 durch Bündel­
flüsse ~1 und ~12 von solcher Größe ersetzt, daß sie in den beiden Wicklungen die 
gleichen Gesamtflüsse ergeben würden: 

~ = lJ'l ~ = lJI ' 2 (723) 
1 wl' 12 w2 . 

Wenn keine Kraftlinien in Luft verlaufen würden, dann würden diese beiden Bündel­
flüsse einander gleich sein und identisch mit dem in Wirklichkeit in dem Eisenkern 
des Transformators vorhandenen Induktionsfluß. Infolge der in der Luft verlaufen­
den Streukraftlinien sind die beiden Bündelflüsse verschieden von dem Induktions­
fluß im Eisenkern; sie sind als reine Rechengrößen zu betrachten. Ihre Differenz 
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bezeichnet man als den primären Streufluß: 
c[Jql=cfJ1-cfJ12• (724) 

Dieser Bündelfluß ist bei räumlich ausgedehnten Wicklungen ebenfalls kein wirklich 
vorhandener Fluß, sondern eine Rechengröße; es kann sogar vorkommen, daß er 
negative Werte annimmt. Mit Hilfe der so eingeführten Flüsse definiert man nun 
die folgenden Induktivitätswerte: Es ist 
die primäre Gesamtinduktivität 

die primäre Streuinduktivität 

die primäre Hauptinduktivität 
w1IP12 

L 111 =L1-L" 1=-. -, 
t1 

die Gegeninduktivität M= w2~12. 
t1 

Aus diesen Beziehungen geht hervor, daß 

(725) 

(726) 

(727) 

(728) 

L111=~M (729) 
w2 

und L" 1 =L1 - w1 M. (730) 
w2 

Durch eine entsprechende Überlegung ergibt sich für die Sekundärseite 
die sekundäre Gesamtinduktivität 

L - w21P2 
2- i2 ' 

die sekundäre Streuinduktivität 

L"2= w2i~"2' 
die sekundäre Hauptinduktivität 

L,.2=L2-Lu2= _t/}2<?12 __ 
t2 

Es gilt auf Grund dieser Beziehungen ferner 

L w2M L w2 
112=- ; L"2= 2--M; 

w1 wl 

(731) 

(732) 

(733) 

(734) 

und es verhalten sich die Hauptinduktivitäten wie die Quadrate der Windungs-
zahlen : Lh 1 wi 

Lh2 w5 · (735) 

Die Streuinduktivitäten sind immer nur klein gegen die Hauptinduktivitäten; daher 
ergibt sich aus Gl. (722) die Näherungsformel 

(J = Lu1 + !:!_~ (736) 
L1 L2 . 

Fließen in der Primär- und in der Sekundärwicklung Ströme, dann kann die 
Induktionswirkung im Kreis 1 auf den Gesamtfluß 

P' =L1 i 1 + 1Jf i 2 (737) 
zurückgeführt werden; ebenso im Kreis 2 

P"=L2 i 2 +Mi1 • (738) 
Unter Einführung der Streuinduktivitäten kann man hierfür auch schreiben 

(739) 

(740) 

12* 
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Diese Gleichungen kann man so deuten, als ob mit jedem Kreis jeweils ein "Streu­
fluß", der nur von dem Strom in diesem Kreis herrührt, und ein "gemeinsamer 
Fluß", der von der Summe der DurchHutungen herrührt, verkettet wäre. Diese 
rein mathematische Zerlegung darf nicht zu der Annahme verleiten, daß diese Flüsse 

in Wirklichkeit Kraftlinienbündeln entsprechen 
müssen, die nur mit einem Kreis bzw. mit bei­
den Kreisen verkettet sind. Das resultierende 
Magnetfeld der beiden Ströme kann zwar Kraft­
linien enthalten, die mit je einem der beiden Kreise 
verkettet sind, und solche, die beide Kreise ge­
meinsam umschlingen; aber die durch diese Kraft­
linien gebildeten Bündel sind nicht gleich den 
Flüssen P' und P". Es kann sogar der Fall vor­
kommen, daß sich überhaupt keine Kraftlinien, 

Abb. 191. Kraftlinienbild zweier paralleler die beiden Stromkreisen gemeinsam sind, finden, 
Drahtkreise. während doch die Summe der DurchHutungen bei-

der Kreise einen endlichen Wert hat. Ein Bei­
spiel stellt das in Abb.191 aufgezeichnete Feld zweier paralleler Drahtkreise dar, 
die in entgegengesetzter Richtung von Strömen im Verhältnis 1:2 durchflossen sind1• 

Auf Grund der Gl. (717) und (718) lassen sich Ersatzbilder für den Trans-
formator angeben, die nur Induktivitäten und Widerstände enthalten. Von diesen 

Ersatzbildern sind besonders zwei sehr nützlich. Wir 
schreiben die beiden Transformatorgleichungen unter 
Einführung der komplexen Zeiger in der Form 

U1 = 3dR1 +jwL1)+32jwM, (741) 
ll2 = -32(R2+jwL2)-31 jwM, (742) 

/;c-.----+-----öd--1 wobei für die elektromotorische Kraft der Strom­
Abb. 192. Ersatzbild erster Art des quelle die primäre Klemmenspannung ul gesetzt ist. 

Transformators. Es läßt sich nun leicht zeigen, daß für die in Abb. 192 
aufgezeichnete Anordnung die gleichen Beziehungen 

gelten. Hier sind drei Spulen mit den Induktivitätswerten L1 - M, L2 - M und M 
im Stern miteinander verbunden. Die beiden erstgenannten Spulen enthalten die 
beiden Wicklungswiderstände R1 und R2• Im Querzweig fließt ein Strom von der 
Stärke 31 +32• Berechnet man die Spannung zwischen a und b auf dem Wege über 

e und /, so ergibt sich sofort die Gl. 
r--~"""'c (741). Die Gl. (742) entsteht durch 11~;---., 

Anwendung des zweiten Kirchhofi­
schen Satzes auf den Kreis d, c, e, /, 
wobei die Spannung am Verbraucher bo---o;---' 

b·t=~-~=j d in der Richtung von d nach c positiv ~~ 

:J, c 

Abb. 193. Äquivalenter gerechnet wird. Man kann mit diesem Abb. 194. Hintereinander­
Transf~~~;rJ 1~~~ Er- Ersatzbild die Gegeninduktivität auf schaltung 1~~:e~~en Wiek-

eine Induktivität zurückführen. Für 
die Gültigkeit des Ersatzbildes ist es belanglos, daß bei von 1 verschiedenem Win­
dungszahlverhältnis des Transformators einer der beiden WerteL1 -M und L2 - M 
negativ werden kann. Das Ersatzbild gilt ferner für ganz beliebige Potentiale der 
vier Klemmen a, b, c, d, wenn Primär- und Sekundärseite des Transformators so mit­
einander verbunden sind, wie es in Abb. 193 dargestellt ist. Bei der umgekehrten 
Verbindung der beiden Wicklungen, wie in Abb. 194, geht das Ersatzbild über 
in das der Abb. 195. Im ersten Fall, Abb. 193, ist der komplexe Widerstand 
zwischen den beiden Klemmen a und c, wenn die anderen Klemmen isoliert sind, 

1 Weber, E.: EI. u. Maschinenb. 48, 943 (1930). 
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nach dem Ersatzbild ffiac=R1 +R2+jw(L1+L2 -2M); (743) 
er geht in den Wirkwiderstand der beiden hintereinander geschalteten Wicklungen 
über, wenn die Streuung Null ist. Die beiden Wicklungen sind "gegeneinander 
geschaltet". Im anderen Fall dagegen, Abb. 194, wird der Widerstand zwischen 
b und c nach Abb.195 ffibc=R 1 +R2 +jw(L1 +L2 +2M). (744) 

Die Induktivität hat hier im Idealfall den doppelten Wert der Summe beider Wick­
lungsinduktivitäten; die beiden Wicklungen sind "wirksam hintereinander 
geschaltet". Durch Messung der beiden eben betrachteten Widerstände kann 
allgemein die Gegeninduktivität bestimmt werden. Es ist 

jwM=l(ffibc-ffiac). (745) 

Wenn der Transformator zur Übertragung der Energie von der einen Wicklung 
auf die andere dient, dann benutzt man zweckmäßig ein anderes Ersatzschema, das 

,ft L +l'f L;+if .{, .J 
a '.?C 

-II 

1; 
~~ d 

Abb. 195. Ersatzbild für den Trans· 
formator 194. 

Abb. 196. Ersatzbild zweiter Art des 
Transformators. 

von dem Begriff des Streuflusses und des gemeinsamen Flusses ausgeht. Es ist in 
Abb. 196 dargestellt, in der Ü=wl 

w. 
(746) 

die Übersetzung bedeutet. Strom und Spannung der Sekundärseite sind hier 
auf die Primärseite bezogen mit 

und 

, ··u wl U2 =u 2=-U2 w. 
r:>!' _ S2 _ W2e>i 
-'52- -ü- - Wt "-52. 

(747) 

(748) 

Man überzeugt sich leicht, daß mit diesen Bezeichnungen ebenfalls die Gl. (741) 
und (742) erfüllt sind. Die in diesem Ersatzbild vorkommenden Größen können 
durch Messung bei kurzgeschlossener und offener Sekundärwicklung in einfacher 
Weise bestimmt werden. 

28. Die mechanischen Kräfte im magnetischen Feld. 
Analog zu den Verhältnissen im elektrischen Feld sind mit der Aufspeicherung 

von Energie im magnetischen Feld mechanische Kraftwirkungen verknüpft, und 
zwar finden wir hier dreierlei mechanische Kräfte, nämlich solche zwischen den 
Stromleitern, dann Kräfte an den Grenzflächen von Stoffen verschiedener Permea­
bilität und Kräfte zwischen Stromleitern und magnetischen Stoffen, die aber physi­
kalisch sämtlich auf Kräfte zwischen bewegten Ladungen zurückgeführt werden 
können. 

Die einfachste Methode zur Berechnung der zwischen stromdurchflossenen 
Drähten auftretenden Kräfte gibt das durch Gl. (522) beschriebene Gesetz, wenn 
man dieses Gesetz auf die Längenelemente der Leiter anwendet. Man hat danach 
die magnetische Induktion zu berechnen, die von dem ersten Leiter am Orte des 
zweiten Leiters erzeugt wird für den Fall, daß dieser stromlos ist. Bezeichnet ~h 
diese Induktion am Orte des Längenelementes dii>2 des Leiters 2, so ist die Kraft, 
die vom magnetischen Feld auf dieses Längenelement ausgeübt wird, wenn dieses 
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einen Strom12 führt, d~=l2 [dö2~1]. (749) 
Die Gesamtkraft ergibt sich durch Integration über die ganze Länge des Leiters 2. 

Als Beispiel werde die Kraft zwischen zwei sehr langen, parallelen Stromleitern 
mit dem Abstand a betrachtet, Abb. 197. Die vom Leiter 1 in der Umgebung des 

Leiters 2 erzeugte Induktion hat auf der ganzen Länge den Wert 

11.8 i =-/1-o I1. 
· 11 2n a ' 

sie ist senkrecht zum Leiter 2 gerichtet. Auf jedes Längen­
element ds2 wird daher eine Kraft vom Betrage 

Abb. 197. Berechnung 
der Kraft zwischen pa­

rallelen Drähten. 

dP=l2[1.81ids2= 2Po ds2 1112 
n a 

ausgeübt, die die beiden Leiter einander zu nähern sucht, wenn 
die Stromrichtungen die gleichen sind. Die in einem Abschnitt von der Länge l ent­
stehende Anziehungskraft ergibt sich durch Integration: 

P= 211-o 1112fds2= 2Po !_11 12. (750) 
na n a 

Als weiteres Beispiel soll die Kraft berechnet werden, die auf die Traverse eines 
Schalters, Abb. 198, vom Strom ausgeübt wird. Die Stromkräfte sind hier immer 

J 

IE----a----3i-! 

.I 
so gerichtet, daß sie den Schalter zu öffnen suchen. In 
irgendeinem Längenelement dx der Traverse liefert der 
in dem Längenelement dy der Zuführung fließende 
Strom nach der Amperesehen Formel den Beitrag 

Abb. 198. Berechnung der Kräfte in 
einem Schalter. 

d\.8 = ßo Idy sin IX 
4n r 2 

zur magnetischen Induktion, oder mit 
. X 

SllliX= ____ ; 
rx2+y2 

r= yx2+y2; 

d\.8= Pol_~r}Y _ . 
4n Yx2+y23 

Die von dem linken Stab herrührende Induktion hat daher die Größe 
00 

!!!!_I xf_____!ijl __ = Po I 
4n fx2+y23 4n x. 

0 

Der Beitrag des anderen Stabes ist entsprechend 
ßo I 
4na-x' 

so daß die Gesamtinduktion 
11.81 = ~1(-.! + - 1 -) 4n x a-x 

(751) 

wird. Sie ist senkrecht zur Zeichenebene gerichtet. Die Kraft, die auf das Längen­
element dx des Messers ausgeübt wird, hat daher die Größe 

und es wird die Gesamtkraft 

dP= Po 12 (dx + ~), 
4n x a-x 

b 
a--2 

P = l!!l_ I2f(dx + dx ) = f!!J_ J 2 ln 2 a-b 
4n x a-x 2n b ' 

b 
2 

wobei b die Breite der beiden Klemmstücke bezeichnet. 

(752) 
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Zahlenbeispiel: Durch einen Schalter mit a=15 cm, b=2 cm fließe ein Kurzschlußstrom 
von I= 10000 A. Dann ergibt sich eine Kraft von 

P= 1•256-'- l0-8 108lnl4J-IA2 =0,53 Ws =5,4kGr. 
2n cm cm 

Die Kräfte zwischen Stromleitern und magnetischen Stoffen lassen sich in gleicher 
Weise berechnen, wenn man die Wirkung der magnetischen Stoffe durch strom­
führende Leiter ersetzen kann. Ein Beispiel bildet der in Abb. 177 dargestellte Fall 
eines Leiters im Innern eines Eisenkörpers. Wir konnten dort die Begrenzung des 
Eisens ersetzen durch das Spiegelbild A' mit dem Strom 

I'= - .Ur-1 I . 
.Ur+I 

Die Ströme I und I' haben entgegengesetzte Richtung, sie stoßen sich daher ab, 
d. h. es treten Kräfte auf, die den Leiter A von der Grenzfläche zu entfernen suchen. 
Diese haben nach GI. (750) für eine Länge l des Leiters den Betrag 

p = .Uo_ .Ur-li_ I2. (7 53) 
2n,u,+l2h 

Es sind Kräfte zwischen dem Strom I und den Molekularströmen im Eisen. Gleich 
große Kräfte wirken im Eisenkörper in entgegengesetzter Richtung. 

In dem durch Abb. 178 dargestellten Fall ergibt sich eine Anziehungskraft 
zwischen Leiter und Eisenplatte. Sie beträgt bei unendlich großer Permeabilität 

des Eisens p = f~ 2 ~ I 2 • (7 54) 

Nach dieser Beziehung wird die Anziehungskraft um so größer, je kleiner der Ab­
stand des Leiters von dem Eisen ist. Derartige Kräfte spielen eine Rolle bei den 
Wicklungsköpfen der elektrischen Maschinen, wo sie besonders im Kurzschlußfall 
hohe Beträge erreichen können. 

Eine andere Methode zur Berechnung der magnetischen Feldkräfte besteht 
darin, daß man die Änderung der magnetischen Energie feststellt, die infolge einer 
gedachten Formänderung des Stromkreises entsteht. Ändert man irgendeine Ab­
messung x eines stromdurchflossenen Kreises um ein kleines Stück dx, so sind dabei 
(neben den elastischen Spannungen) magnetische Feldkräfte zu überwinden. Be­
zeichnen wir die magnetische Feldkraft in der Richtung von x mit P"', so ist bei der 
Verschiebung um dx eine Arbeit vom Betrage 

dA1=-Predx 
aufzuwenden. Denken wir uns den Strom I bei dieser Änderung konstant gehalten, 
z. B. indem ein genügend hoher Widerstand im Stromkreis vorgesehen wird, so 
ändert sich bei einer solchen Formänderung der Gesamtfluß des Stromkreises, 

P=LI, 
ßL 

um einen Betrag dP =I dL =I ßx dx. 

Erfolgt die Änderung in der Zeit dt, so ergibt sich eine elektromotorische Kraft der 
Selbstinduktion von der Größe 

dP ßL dx 
e.= -dt= -I ßx dt · 

Diese elektromotorische Kraft liefert mit dem Strom I während der Zeit dt eine 
Arbeit vom Betrage ßL 

dA2 =e Idt= -12-dx. s ax 
Schließlich nimmt bei der Änderung noch die im magnetischen Feld aufgespeicherte 
Energie w = t L I2 

um den Betrag dW = _!_I2°L dx 
2 ßx 
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zu. Da die mechanisch aufgewendete Arbeit gleich der elektrisch gewonnenen Arbeit 
sein muß, so folgt dA1=dA2+dW, 

oder nach Einsetzen der eben gefundenen Ausdrücke 

P = _!_I2 8L 
x 2 8x · (755) 

Die Kraft ist also immer so gerichtet, daß sie die Induktivität zu vergrößern sucht. 
Sie kann berechnet werden, wenn die Abhängigkeit der Induktivität des Strom­
kreise von x bekannt ist. Aus der Gl. (672) für die Induktivität einer Doppelleitung 
ergibt sich z. B. sofort die Beziehung (750) für die zwischen den beiden Drähten 
wirkende Kraft. 

Handelt es sich um zwei verschiedene Stromkreise 1 und 2, so lassen sich die 
zwischen den Stromkreisen auftretenden Kräfte durch eine ähnliche Überlegung 
finden. Bei der Verschiebung dx der beiden Stromkreise gegeneinander ergibt sich 
eine Änderung der Gegeninduktivität, durch die einerseits die in den beiden 
Stromkreisen entstehenden elektromotorischen Kräfte, andererseits die Änderung 

der Feldenergie, Gl. (712), bestimmt sind. Damit folgt 
für die in der Richtung der Verschiebung wirkende Kraft 

Px=I1I2 88~. (756) 

Diese sucht also die Stromkreise in eine solche Lage 
zu bringen, daß die Gegeninduktivität möglichst groß 
wird. 

Das gleiche V erfahren kann ferner zur Berechnung 
Abb. 199. Zur Berechnung der d H bk ft · El kt t d 
Hubkraft eines Elektromagneten. er u ra eines e romagne en angewen et 

werden. Die bei irgendeinem Abstand des Ankers im 
Magneten aufgespeicherte magnetische Energie kann aus der magnetischen Charak­
teristik OA, Abb. 199, ermittelt werden, die den Zusammenhang zwischen Gesamt­
fluß und Strom für diese Lage des Ankers darstellt. Bei einer Änderung des Stromes 
ergibt sich nach Gl. (683) eine Zunahme der magnetischen Energie vom Betrage 

dW=Lidi=lJfdi. 
Die Gesamtenergie hat daher bei irgendeiner Stromstärke I den Wert 

I 

W=fPdi. 
0 

(757) 

Das ist die mit OBO bezeichnete schraffierte Fläche in Abb. 199. Nähert sich nun 
der Anker den Magnetpolen um ein kleines Stück Llx, so wird vom Magneten eine 
mechanische Arbeit A1 =PLI x geleistet. Gleichzeitig wird P wegen des kleineren 
Luftspaltes größer, Kurve OA'. Es wächst die magnetische Energie um einen Betrag 
LI W, der durch die Fläche 0 0 0' dargestellt ist, wenn der Strom I bei der Änderung 
konstant gehalten wird. Die zur Überwindung der elektromotorischen Kraft der 
Selbstinduktion vom Strom I zu leistende Arbeit ist, Gl. (555): 

und es gilt 
Hieraus folgt 

A 2=ILIP, 

A2=A1+LIW. 
P Llx=I(OO')-FlächeOOO' 

eine Beziehung, aus der die Kraft P ermittelt werden kann. 
(758) 

Die an Grenzflächen ausgeübten Kräfte können wie im elektrischen Feld zurück­
geführt werden auf Kräfte, mit denen sich die Kraftlinien zu verkürzen und zu ver­
breitern suchen. Analog den Kräften im elektrischen Feld haben Längszug und Quer­
druck die gleiche Größe wie die in der Volumeneinheit aufgespeicherte Energie unter 
der Voraussetzung, daß die Permeabilität eine Konstante ist. Es gilt 

l 1 2 
P=2~~=2fl~ · (759) 
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Man kann diese Beziehung durch die Betrachtung einer Ringspule ableiten, die einen Ring­
kern mit sehr kleinem Querschnitt q und der Kraftlinienlänge l enthält. Der Beitrag, den dieser 
Kern zur Induktivität der Spule liefert, ist nach Gl. (670) 

L -w2Jlq - z· 
Daraus folgt für die Kraft, die die Länge l zu vergrößern sucht, nach Gl. (755) 

P'=.!_IaßL =-.!_w2~q_J2 
2 ßl 2 l2 ' 

Die Kraft wirkt also in entgegengesetzter Richtung, sie sucht die Kraftlinien zu verkürzen. Für 
die eben gefundene Gleichung kann man schreiben 

P=-!~~q. 
Auf die Flächeneinheit trifft also eine Zugspannung von dem oben angeführten Betrag. Daß der 
Querdruck der Kraftlinien die gleiche Größe hat, ergibt sich durch eine ähnliche Betrachtung, 
wie im elektrischen Feld, Abb. 93. 

lnfolge des Längszuges und des Querdruckes stellen sich die Kraftlinien so ein, daß der 
magnetische Widerstand möglichst klein wird. 

Eine Anwendung der Formel (759) bildet die angenäherte Berechnung der 
Tragkraft eines Elektromagneten. Wenn der Luftspalt des Magneten so eng ist 
(also z. B. bei anliegendem Anker), daß der Induktionsfluß senkrecht durch die Pol­
fläche F hindurch tritt, dann ist die Tragkraft 

P=pF=.I_BaF =.l_if>H ( 2 Jl 2 ' 760) 
wobei B die Induktion im Luftspalt bezeichnet ("Maxwellsche Formel"). 

Die größten Werte der Kraftliniendichte in Luft, die in der Elektrotechnik vorkommen, 
liegen bei etwa B=20000G. Daher sind die größten magnetischen Zugspannungen 

l 4 · 108 • 10-16 V2 s2cm Ws kGr 
P=2 1,256 · I0-8 cm4 H = 1•59 cm3 = 16•2 cm2 · 

Die an den Grenzflächen von Eisen und LuftamEisen angreifenden Kräfte 
sind es im wesentlichen, die in den elektrischen Maschinen maßgebend für das Dreh-
moment sind. Die stromführenden Leiter liegen in I 
Nuten des Eisenkörpers, so daß sie sich in einem 1 
verhältnismäßig schwachen magnetischen Feld be. ~ 
finden. Daher sind auch die mechanischen Kräfte, I 
die die Stromleiter im Innern der Nuten erfahren, 
gering, während die Hauptkräfte zwar durch den ~ 
Strom in den Stromleitern hervorgerufen werden, 
aber am Eisen angreifen. 

Man kann die an den Grenzflächen wirkenden 
Kräfte folgendermaßen berechnen. Es sei dF ein 
Flächenelement der Grenzfläche, Abb. 200. Der Win­
kel, unter dem die Kraftlinien im Luftraum gegen Abb. 200• Kräfte an einer Grenzfläche. 
die Normale zur Grenzfläche einmünden, sei oc. Auf 
das Flächenelement wirken zwei Kräfte ein. Eine Kraft dP1, die durch die Zug­
spannung in den Kraftlinien bedingt ist und die Größe hat 

dP1=pdFcosoc, (761) 
und eine zweite dP2, die senkrecht zu den Kraftlinien steht und durch den Quer­
druck der Kraftlinien hervorgerufen wird; diese hat die Größe 

dP2 =pdFsinoc. (762) 
Beide Kräfte setzen sich zu einer Resultierenden zusammen. Die Tangentialkompo­
nente dieser Resultierenden hat von links nach rechts gerichtet die Größe 

dPt=2pdFcosocsinoc=pdFsin2oc. (763) 
Die nach außen zeigende Normalkomponente beträgt 

dP n =pdF(cos2 oc-sin2 oc)=pdFcos2oc. (764) 
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Hieraus geht hervor, daß die Resultierende dP den Winkel2a mit der Normalen 
zur Grenzfläche bildet. Ihre Größe ist pdF. Man kann sich also die an der Grenz­
fläche vom Luftraum her angreifenden Kräfte hervorgerufen denken durch eine 
Flächenkraft (Maxwellsche Spannung) 

1 
;1:=2'5.\l, (765) 

deren Winkel mit der Normalen durch die Richtung von )8 halbiert wird. 
Führt man Normal- und Tangentialkomponente von )8 und~ im Luftraum ein, 

so folgt aus den Gl. (763) und (764) 

dP1 =\).)n~tdF= i~)Bn \.BtdF; (766) 

dP = --1 (~_12- 1u2)dF (767) 
n 2flo n ~'t . 

Ganz entsprechende Kräfte ergeben sich nun auch auf der anderen Seite der 
Grenzfläche. Im Eisen mit der relativen Permeabilität flr hat die magnetische In-
duktion folgende Werte m' = >R . m' = 1/. m 

.::On "n' '<)t t'vr :.Ot · 

Es greift daher eine Tangentialkraft dP~ von rechts nach links gerichtet an dem 
Flächenelement dF an mit dem Betrag 

dP' = - 1- )8 fl 1.8 dF = _!_ )8 )8 dF. (768) 
t flr flo n r t flo n t 

Die beiden Tangentialkräfte, die an beiden Seiten der Grenzfläche angreifen, heben 
sich auf, d. h. bei beliebigem Einfallswinkel der Kraftlinien wirken die 
Feldkräfte an der Oberfläche von Eisen immer senkrecht zur Grenz­
fläche. 

Die von dem Fluß im Eisen herrührende, nach innen wirkende Normalkomponente 
der Kraft hat die Größe dP' ___ 1 __ m 2 _ 2 m2 (769) 

n- 2 ( v" flr 'Ut )dF. 
flrflo 

Es greift also an der Grenzfläche eines Eisenkörpers 1m magnetischen Feld eine 
Zugspannung an vom Gesamtbetrage 

k - .Ur-1 (!ß2+ !ß2) 
z-2!-tr.UO n flr t ' (770) 

die immer senkrecht zur Grenzfläche gerichtet ist. >Bn und )8 1 bedeuten die Normal­
und Tangentialkomponenten der magnetischen Induktion an der Grenzfläche im 

Luftraum. Mit dieser Formel kann z. B. die Tragkraft eines 
Elektromagneten gerrauer berechnet werden, wenn der Feld­
verlauf bekannt ist. 

In den Nuten der elektrischen Maschinen, Abb. 201, ver­
laufen die magnetischen Kraftlinien nahezu tangential zu den 

a Zahllflanken. Die für das Drehmoment maßgebenden Trieb­
kräfte greifen hier im wesentlichen an den Zahnflanken an. 
Denken wir uns zunächst den in der Nut liegenden Leiter strom­
los, und bezeichnen wir die Kraftliniendichte des Erregerfeldes 
in den Zähnen mit B0, so gilt für die Kraftliniendichte in 
der Nut B= ./.l_o 

flr' 
Abb. 201. Kräfte im An-
ker eines Elektromotors. da die Tangentialkomponente der magnetischen Erregung an 

den Zahnflanken stetig sein muß. Die auf den Leiter von der 
Länge l ausgeübte Kraft hat daher die Größe 

I 
P1 = -B0Il, (771) 

flr 

wenn der Leiter von dem Strom I durchflossen wird. Sie ist um so kleiner, je größer 
die\ Permeabilität des Eisens ist. Um die Grenzflächenspannungen zu berechnen, 
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müssen wir das wirkliche Feld betrachten, an dem auch der Ankerstrom beteiligt 
ist. Irrfolge der Durchflutung I der Nut ist die Kraftliniendichte an den beiden 
Zahnflanken verschieden. Es gilt längs der Nutgrenzen 

~~ds=(~n-~t2)a=I, (772) 

wenn die Tiefeader Nut groß ist gegen ihre Breite. Daher hat die Tangentialkom­
ponente der magnetischen Induktion an den beiden Zahnflanken die Größe 

B _B0 +p01 
n- f-lr 2a' 

B _ !!_fL _ f-lol 
t2- f-lr 2a • 

Die an den Zahnflanken angreüenden Flächenkräfte wirken einander entgegen; ihre 
Differenz ist nach Gl. (770) 

P 2 = _Er- 1 p,.2!!_of-lol al= ~r- 1 B 0 ll. (773) 
2f-lrf-lo f-lr a p,. 

Die am Ankereisen selbst angreüende Kraft ist also flr - 1 mal so groß wie die auf 
den Leiter wirkende Kraft. Die Summe der beiden Kräfte ist 

P=P1 +P2=B0Il. (774) 
Sie hat denselben Wert, wie wenn sich der Leiter in dem Feld mit der Induktion B0 

befinden würde. Dieses Ergebnis kann allgemeiner auch aus Gl. (556) abgeleitet 
werden. 

29. Das magnetische W echselfeld. 
Magnetische Wechselfelder werden durch Wechselstrom erzeugt. Fließt in einer 

Spule mit der Induktivität L ein Strom 

i=If2sinwt, 
so entsteht eine elektromotorische Kraft der Selbstinduktion, 
die Größe hat di ,1-

e8 = - L dt = -I w L r 2 cos w t. 

(775) 
die nach Gl. (667) 

(776) 

Wir bezeichnen die in einem Leiter wirkende elektromotorische Kraft als positiv, 
wenn sie für sich allein einen Strom in der willkürlichen Pfeilrichtung, also einen po­

o------o'jlosilircr J'frpm 
sitiven Strom , hervorrufen würde. Der Strom fließt vom 
niedrigen Potential zum höheren Potential, wenn zwischen 
zwei Punkten eine elektromotorische Kraft tätig ist, Abb. + 
202; im anderen Fall vom höheren zum niedrigeren Poten- o--__" _ __.,-posil. J';trnnvng 

tial. Dadurch sind die Vorzeichen von Spannung und elek­
tromotorischer Kraft definiert. 

Die elektromotorische Kraft der Selbstinduktion Abb.202.Vorzeichendefinitlon. 

eilt bei dieser Festsetzung dem Strom um 90° nach, genau 
so, wie die Spannung an einem Kondensator. Der Effektivwert der elektromoto­
rischen Kraft der Selbstinduktion ist 

E8 =IwL. (777) 
Irrfolge des endlichen Widerstandes R der Spule entsteht ferner nach dem Ohmsehen 
Gesetz ein Spannungsverbrauch vom Betrag 

uR=iR=I Ry!fsinwt, (778) 

der in Phase mit dem Strom liegt. Man bezeichnet diesen Spannungsverbrauch auch 
als den Ohmsehen Spannungsabfall. Um zu berechnen, wie groß die gesamte 
Spannung an der Spule wird, denken wir uns die Spule an einen Wechselstrom­
erzeuger angeschlossen, der die elektromotorische Kraft e0 liefert und den inneren 
Widerstand Null hat. Dann ist die Klemmenspannung dieses Generators gleich 
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der elektromotorischen Kraft e0 und gleich der Spannung u zwischen den Klemmen 
der Spule. Nach dem zweiten Kirchhoffschen Satz gilt 

e0 +e.=iR. 
Es ist zweckmäßig, für die Aufstellung des Zeigerdiagramms diese Gleichung zu 
schreiben e0 +e.+( -iR) =0. 
Sie sagt in dieser Form aus, daß die Summe aller elektromotorischen Kräfte 
in einem geschlossenen Stromkreis Null ist, wenn man die Spannungen 
umkehrt und so behandelt wie elektromotorische Kräfte. Die aneinander gereihten 
Zeiger der elektromotorischen Kräfte bilden also im Zeigerdiagramm ein geschlosse­

Abb. 203. Zeigerdiagramm der Spule. 

nes Vieleck, im vorliegenden Fall ein Dreieck, Abb. 
203. Die Spannung U an der Spule hat den Effektiv-

wert U=lfR2+(wL)2 • (779) 

Dieser Zeiger eilt dem des Stromes um einen Win­
kel cp vor, der zwischen 0 und 90° liegt und berechnet 
werden kann aus roL 

tgcp= !f· (780) 

Die in der Spule entstehenden Verluste durch Joule-
sche Wärme betragen, auf die Zeiteinheit umgerechnet, 

T 

N= ~ f uidt=J2R. (781) 
0 

Es zeigt sich, daß der aus der Verlustleistung hiernach berechnete Wert von R im 
allgemeinen größer ist als der mit Gleichstrom gemessene Widerstand. Man be­
zeichnet daher den aus Gl. (781) definierten Widerstand als den Wirkwiderstand 
der Spule; der Unterschied gegenüber dem Gleichstromwiderstand ist bedingt 
durch die im magnetischen Wechselfeld auftretenden Verluste, die sich aus ver­
schiedenen Anteilen zusammensetzen (siehe Abschnitt 30 und 31). 

Wenn der magnetische Kreis im wesentlichen aus Eisen besteht und höhere 
Kraftliniendichten vorkommen, so vermeidet man zweckmäßig die Einführung der 
Induktivität. Es wird dann die elektromotorische Kraft der Selbstinduktion un­
mittelbar aus dem durch die Wicklung mit w Windungen hindurchgehenden Bündel­
fluß tP berechnet. Ist der Maximalwert dieses Flusses tPm, so hat die elektro­
motorische Kraft der Selbstinduktion den Effektivwert 

I 
E8 = y2wwtPm=4,44w ftPm. (782} 

In vielen Fällen ist die hierin enthaltene Voraussetzung, daß der Bündelfluß tP in 
voller Größe mit allen Windungen verkettet ist, nicht zulässig. Der Gesamtfluß Pm 
ist verschieden von wtPm. Man drückt dies durch die Beziehung aus 

P m=~wtPm, (783) 
und nennt~ den Wicklungsfaktor. Dann gilt also allgemein 

E8=4,44~wftPm. (784) 

Der zu dem Fluß tP m nach dem Durchflutungsgesetz gehörende Strom, der 
sogenannte Magnetisierungsstrom, ergibt sich aus der magnetischen Charakteristik 
des Kreises. Kann man nicht die in der Starkstromtechnik häufig zutreffende verein­
fachende Annahme machen, daß der Ohmsehe Spannungsabfall sehr klein ist gegen 
E., so läßt sich nicht ohne weiteres angeben, welche Stromstärke sich nach dem An­
schließen der Spule an einen Generator mit bestimmter elektromotorischer Kraft 
einstellt. Zur Lösung dieser Aufgabe kann die folgende graphische Methode dienen. 
Man entnimmt aus der magnetischen Charakteristik zu verschiedenen Werten von I 
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den Fluß (/)m und berechnetE •. Für diese Werte von I läßt sich dann das Zeiger­
diagramm zeichnen, Abb. 204. So ergibt sich für jeden Strom I die zugehörige Klem­
menspannung OA, und die Punkte A können durch eine Kurve AB miteinander 
verbunden werden. Man bezeichnet eine solche Kurve 
als die Ortskurve des Zeigers OA. Um nun den I 
Strom I für irgendeine Spannung U zu finden, hat 
man um 0 einen Kreis mit dem Radius U zu schlagen 
und den Schnittpunkt mit der Ortskurve zu bestim­
men. Das Diagramm erfordert wegen der Ummagneti­
sierungsverluste noch eine Korrektur, die in Ab­
schnitt 31 besprochen wird. 

Die komplexe Rechnung läßt sich mit Vor­
teil anwenden, wenn die Induktivität als konstant 
angesehen werden kann. Dann gilt für die elektro­
motorische Kraft der Selbstinduktion 

~8=-:JjwL. 

Abb. 204. Zeigerdiagramm einer 
Spule mit Eisenkern. 

I 
I 

I 

Die Spannung an der Spule wird bei verschwindendem Wirkwiderstand 

U8 =;JjwL. (785) 
Man kann daher den Ausdruck ffi=jwL 

als das Symbol des der Induktivität L entsprechenden komplexen Widerstandes 
auffassen. Der Ohmsehe Spannungsabfall ist 

UR=:JR, 
und es gilt U=UR+U.=:J(R+jwL). {786) 

Die Größe R+jwL stellt den komplexen Widerstand der Spule dar, R bildet den 
Wirkwiderstand, w L den "Blindwiderstand". Näheres über die komplexe Rechnung 
siehe Abschnitt 32. 

30. Die Wirbelströme. 
Befinden sich in einem magnetischen Wechselfeld elektrisch leitende Stoffe, so 

entstehen in diesen Stoffen nach dem Induktionsgesetz Ströme auf Bahnen, die 
mit den magnetischen Induktionslinien verkettet sind; man bezeichnet diese Ströme 
als Wirbelströme. In stromführenden Leitern überlagern sich die Wirbelströme 
dem Leiterstrom. Auch durch das magnetische Feld des Leiterstromes selbst werden 
Wirbelströme im Leiter hervorgerufen. Dadurch ergibt sich eine ungleichmäßige 
Verteilung des Stromes über den Leiterquerschnitt, die man als Stromverdrän­
gung bezeichnet. Die Wirbelströme erzeugen selbst ein Magnetfeld und wirken 
daher auch auf das ursprüngliche Feld zurück, es entsteht die Erscheinung der 
Feldverdrängung. Infolge der im Leiter entstehenden Joulesehen Wärme wird 
dem magnetischen Feld dabei Energie entzogen. Man bezeichnet als Wirbelstrom­
verluste die Leistung, die infolge der Wirbelströme in Form von Wärme ver­
lorengeht. 

In einem Wirbelstromfeld sind elektrische und magnetische Feldstärke durch 
das Durchflutungsgesetz und das Induktionsgesetz miteinander verknüpft. Das 
Linienintegral der magnetischen Feldstärke ist auf jedem Weg durch die Durch­
flutung des Weges bestimmt. Auch das Induktionsgesetz gilt in einem räumlich aus­
gedehnten Feld auf beliebigen Bahnen; es ist also das Linienintegral der elektrischen 
Feldstärke auf irgendeinem Weg gleich dem magnetischen Schwund dieses Weges. 

Ein besonders einfacher Fall der Stromverdrängung liegt bei geraden zylindri­
schen Leitern vor. Wenn man sich auf die Betrachtung eines kurzen Längenab­
schnittes eines solchen Leiters beschränkt, so darf man annehmen, daß die elektrische 
und die magnetische Feldstärke nur von dem Abstand r von der Achse abhängen, 
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Abb. 205, und in jedem Leiterquerschnitt die gleichen Werte besitzen. Die magne­
tische Feldstärke hat überall die tangentiale Richtung, während die elektrische 
Feldstärke wie die Stromdichte axial gerichtet ist. Stromdichte und elektrische 
Feldstärke sind nach früherem verknüpft durch die Beziehung 

Abb. 205. Magnetische 
Feldstärke in einem 
zylindrischen Leiter. 

&=x<f. (787) 
Wendet man daher das Durchflutungsgesetz auf einen 

Kreis vom Radius r an, so folgt 
r r 

2nrl.\)l= J 1&)2nrdr=2nx J l<f)rdr, 
0 0 

oder durch Differenzieren: 

al~ I_ +_!_I "')=xl<f I. 
ar r ~ ' ' (788) 

Um das Induktionsgesetz anzuwenden, betrachte man ein in einer Achsenebene 
des Leiters liegendes Rechteck, Abb. 206, dessen eine lange Seite in die Achse 
fällt und dessen andere davon den Abstand r hat; die Länge des Rechtecks sei l. 

Ein solches Rechteck wird von den magnetischen 
Kraftlinien senkrecht durchsetzt, so daß der Gesamt­
fluß in dem Rechteck 

r r 

lJ' = W= J I >8 )ldr=ftl J ).\) )dr 
0 0 

beträgt, wenn unter p, die als konstant angesehene Per­
Abb. 206. Anwendung des Induk· meabilität des Leitermaterials verstanden wird. Bei der 

tionsgesetzes. 
Bestimmung des Linienintegrals der elektrischen Feld-

-~~r 
h r. 

stärke hat man die angenommene positive Richtung des Induktionsflusses im 
Sinne einer Rechtsschraube zu umkreisen. Dies ergibt 

r 

..h a'P a J ~<fds=~lr=ol-~lrl=- Tt= -{tlßt ).\))dr; 
0 

die aus den Radien gebildeten Rechteckseiten tragen zu dem Linienintegral nichts 
bei, da die elektrische Feldstärke senkrecht auf diesen Seiten steht. Durch Differen­
zieren nach r ergibt sich a I~ I a I~ I (789) 

a;:-=fl7Jt· 
Differenziert man die GI. (788) nachtund führt die eben gefundene Gleichung ein, 
so ergibt sich a2 1~1 1 al~l a~ (790) 

arz +-rar ="flae· 
Wenn sich die Feldgrößen zeitlich sinusförmig ändern, so kann man die komplexe 
Darstellung benutzen, indem man setzt 

~=!f'V2eiwt; l 
.\)=~y2eiwt; 

&=@y2eiwt. 

(791) 

Die Größen <f, .\) und & stellen für jeden Punkt des Raumes einen Zeiger in der 
komplexen Ebene dar. Die absoluten Beträge dieser Zeiger geben die Effektivwerte 
der Größen in dem betreffenden Raumpunkt an. Diese Größen haben im Raum eine 
Richtung, die durch die Abb. 205 und 206 gegeben ist. Nur auf diese Raumrichtungen 
beziehen sich die entsprechenden Zeiger. Führt man die Ansätze (791) in die GI. (790) 
ein, so folgt d2fi 1 dfi _ 

dr2 + r dr +k2~=0. (792) 
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Dabeiistgesetzt k2= -jwx,u; k=(l-j) Y~wx,u. (793) 
Aus der elektrischen Feldstärke folgt die magnetische Feldstärke mit der Be­
ziehung (789) l d~ 

Sj= jwJt dr' 

und es gilt für den komplexen Vektor der Stromdichte 
- -
@=x~. 

(794) 

(795) 

Die Gl. (792) ist die Differentialgleichung für die Besselschen Funktionen der Ordnung 
NulP. Von den verschiedenen Arten dieser Funktionen kommt hier nur diejenige in 
Betracht, welche für r = 0 endlich ist, da die elektrische Feldstärke überall im Leiter­
querschnitt endliche Werte haben muß. Es ist dies die Besselsche Funktion erster 
Art, die durch die Potenzreihe 

l (kr )2 l (kr)4 l (kr)6 Jo(kr)=l-1!2 2 +:f!2 2 -3pi\2 +· · · (796) 

definiert ist. Durch Einsetzen in Gl. (792) überzeugt man sich leicht, daß diese Funk­
tion die Differentialgleichung befriedigt. Als Lösung der Differentialgleichung 
ergibt sich daher ~=cJo(kr), (797) 

wobei c eine willkürliche Konstante bedeutet. Um mit Hilfe von Gl. (794) die ma­
gnetische Feldstärke zu berechnen, benutzt man die Formel 

dJ0(x) = -J (x) 
dx 1 ' 

wobei J 1 (x) die Besselsche Funktion erster Ordnung bezeichnet. Damit wird 
- k 
S)= -cTa~pJ1 (kr). (798) 

Die Integrationskonstante c kann aus dem Effektivwert I des Stromes im Leiter 
bestimmt werden. Das Durchflutungsgesetz liefert bei Anwendung auf die Rand-

linie des Leiterquerschnitts ~~ 2nr =1 
4' To 0 ' 

oder mit Gl. (798) jw!l I 
C=------

2nrokJl(kro) · 

Für die elektrische Feldstärke und die Stromdichte ergibt sich damit 
~- jwf-l I J 0 (kr) _ Ik J 0 (kr). 
-- 2nr0 k J 1 (kr0)- 2nr0 u J 1 (kr0 )' 

(799) 

@ _ ___1c__!____ J 0 (kr) 
- 2nr0 J 1 (kr0 ) • 

(800) 

Wenn kr sehr klein ist, also bei 
Gl. (796) die Näherungsformel 

sehr niedrigen Frequenzen, gilt für J 0 (kr) nach 
J0 (kr)~l, 

ebenso 
Daher wird die Stromdichte 

J1 (kr0)~~kr0 • 

- I 
@ = r"n· 

0 

Bei niedrigen Frequenzen ist also der Strom gleichmäßig über den Querschnitt des 
Leiters verteilt. 

Die elektrische Feldstärke zeigt an, wie groß der Spannungsabfall längs des 
Leiters ist. Der Spannungsabfall längs einer Mantellinie (r = r0) kann dargestellt 
werden durch die Wirkung eines Widerstandes R und einer Induktivität Li. Es 
gilt also für einen Abschnitt des Leiters von der Länge l 

l(R+ 'wL)=~l=~ Jo(kro) 
1 ' 2nr0 u J 1 (kr0)' 

(801) 

1 Jahnke u. Emde: Funktionentafeln. 
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eine Beziehung, aus der die Größen R und Li durch Gleichsetzen von reellen und 
imaginären Teilen berechnet werden können. Die Größe R ist maßgebend für die 
Verluste, die in dem Leiter durch Joulesehe Wärme auftreten; sie stellt den Wech­
selstromwiderstand des Leiters dar. Die Größe Li gibt den Beitrag des Magnet­
feldes im Leiterinneren zur Induktivität des Stromkreises an, ist also die innere 
Induktivität bei Wechselstrom. Einfache Formeln ergeben sich für große und 
kleine Werte von kr0, also hohe und niedrige Frequenzen. Setzt man 

J 

V ro l / 
x= 2 V nfxfl, 

,f / (802) 

I 
y V 
~i 

und führt man den Gleichstromwiderstand 
l 

{) 

/ AP 
Ro= r"n11: (803) 

0 

/ 
/ 
'i ein, so erhält man mit Hilfe der Potenzreihe (796) für 

kleine Werte von x ( < l) die Näherungsformeln 

LV lx._ 
1 J 

Abb. 207. Wechselstromwiderstand 
und -induktivität eines Drahtes. 

~ =l+_!_x4 
R0 3 ' 

(804) 

wL;=x2(l-~) 
R0 6 ' 

(805) 

und für große Werte von x ( > l) mit Hilfe der für 
große Werte des Argumentes geltenden Entwicklungen der Besselschen Funktionen 

Die Größen : und 
a 

R 1 3 
Ra =x+ -4- + 64x' 

wL; 3 3 
Ro=x-64x-+ 128x2 " 

wJ(' sind in Abb. 207 graphisch dargestellt. 

(806) 

(807) 

Zahlenbeispiel: Es sei der Widerstand einer Kupferleitung von 4 mm 0 und I km Länge für 

eine Frequenz von /=40000Hz zu berechnen, 1<:=57Sm2 • 
mm 

Es wird 1 1/ -1 S H 
x= 2 0,2cm V n40000- 57-104 • 1,256 -I0-8 s cmcm =3, 

also ~ =3,27; WR~i =2,98. 

Nun ist 
1000 

Ra= 57· 12,57Q= 1'4 Q • 

Daher ergibt sich R=4,57Q; 
2,98 . 1,4Q s -5 

L,= 4oooo:6-;2s=1,66. 1o H. 

Bei Gleichstrom wäre nach GI. (699) die innere Induktivität L;=5 · I0-5 H. 

Die Zunahme des Widerstandes mit der Frequenz ist so zu erklären, daß bei 
hohen Frequenzen der Strom im wesentlichen in einer Schicht an der Oberfläche 
des Leiters fließt. Man erkennt dies, wenn man die Näherungsformeln der Bessel­
schen Funktionen für großes Argument benutzt; sie lauten 

[J0{x2(2y-j)[=[J1 (x2l2f-j)[= Y 1 _e2x. 
4nxf2 

Damit ergibt sich aus Gl. (800) 

11@1 = _!__ fWXJll Fo e- y-;;-{;;;;(ro-r) . (808) 
2nra V-;: 

Bezeichnet man den Abstand des betrachteten Punktes von der Leiteroberfläche mit y, 

r0 -r=y, (809) 
so nimmt also die Stromdichte mit wachsender Tiefe y naeh einer Exponential-
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funktion ab. Große Werte der Stromdichte finden sich bei hohen Frequenzen nur 
unmittelbar unter der Oberfläche des Leiters. 

Wenn man von vornherein die Voraussetzung macht, daß die stromführende 
Schicht sehr dünn ist, dann kann man die Krümmung 
der Leiteroberfläche vernachlässigen und die in Abb. 208 
dargestellten Verhältnisse zugrunde legen, die sich bei 
ebener Begrenzung des Leiters ergeben. Die Feldgrößen 
hängen dann nur von dem Abstand y von der Leiter­
oberfläche ab. Die Vektoren 0: und@ haben die Rich­
tung der Leiterachse, die in die z-Richtung fällt. Nach 
der Rechtsschraubenregel muß dann die Richtung der 
magnetischen Feldstärke die x-Richtung sein. Wendet z 

iufl 

man das Durchflutungsgesetz auf das Rechteck a, dy in Abb. 208. Ebene Wirbelströ-

der x y-Ebene an, so ergibt sich mung. 

~a- (~+ ~~dy )a=~@ady, oder (810) 

Die Anwendung des Induktionsgesetzes auf ein Rechteck b, dy in der yz-Ebene 

ergibt ( art ) a~ 
-<tb+ <t+ ay dy b= -flb7Jtdy, 

Aus den Gl. (810) und (811) folgt 
d2~ -
dy2 = i OJ~flo: 

di . -
oder dy =-JWfl~. (811) 

mit der Lösung 

in der 

~ = c1 e-ßy-fßy + c2 eßY+fßy, 

ß= Ynf~fl 

(812) 

(813) 

bedeutet. Da die Feldstärke mit zunehmender Tiefe nicht unbegrenzt zunehmen 
kann, so muß c2=0 sein, also ~=c1 e-ßY-ißv. (814) 

Man erhält den Wert des Vektors @ in irgendeinem Zeitpunkt, wenn man den 
Zeiger~ mit {2eiwt multipliziert, also mit der Winkelgeschwindigkeit w rotieren läßt. 
Die Projektion auf eine feste Achse, z. B. 
auf die imaginäre Achse, liefert dann die lJ 
augenblicklichen Werte; man findet 

0:= {2c1e-ßYsin(wt-ßy). (815) 
Diese Formel stellt eine Welle dar, die von 
der Oberfläche des Leiters nach innen fort­
schreitet, und zwar mit der Geschwindigkeit 

y w 
t ß . 

Dabei nehmen die Amplituden beim Fort­
schreiten gemäß einem Exponentialgesetz 
ab. In Abb. 209 sind die augenblicklichen 
Werte der elektrischen Feldstärke in Ab­
hängigkeit von der Tiefe unter der Ober­
fläche und für verschiedene Zeitpunkte 

I 
/ 

J 

1 !..-> --/ 

!' 

/{!!/ 

Abb. 209. Eindringen des elektrischen 
Feldes in den Leiter. 

dargestellt. Um die Tiefe b zu berechnen, bei der die elektrische Feldstärke auf 1% 
ihres Oberflächenwertes abgenommen hat, hat man zu setzen 

Küpfmül!er, Elektrotechnik. 

e-ß~=0,01, oder ßb=4,6; 

b- 4,6 
-ß (816) 

13 
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Diese Tiefe kann man als die Eindringtiefe des Feldes bezeichnen. Für die magne­
tische Feldstärke ergibt sich aus Gl. (8ll) 

~= ~~iL~. 
J Wfl 

(817) 

l~j =-~+I 
J J 

Der Faktor 

stellt in der Zahlenebene, Abb. 210, einen Zeiger vom Betrage -{2 dar, der einen 
Winkel von -n/4 mit der reellen Achse bildet. Daraus geht hervor, daß der Zeiger 

imo,;. 
der magnetischen Feldstärke dem Zeiger der elektrischen Feld­
stärke um 450 nacheilt. Die magnetische Feldstärke dringt im 
übrigen in der gleichen Weise in das Leiterinnere ein, wie die 
elektrische Feldstärke. 

f ii reell d D hfl -----i.----t-~- Die Konstante c1 kann wie er aus dem urc utungs-

Abb. 210. Phasenverschie­
bung zwischen elektrischer 

und magnetischer Feld­
stärke. 

gesetz berechnet werden. Hat die Randlinie des Leiterquer­
schnittes bei ganz beliebiger Form, die nur dadurch einge­
schränkt sein soll, daß der Krümmungsradius als groß gegen 
die Eindringtiefe vorausgesetzt wird, die Länge s, so gilt 

~ - I+i ß Sjds= ----c--c1 s=l, 
J Wft 

wenn wieder der Stromzeiger willkürlich in die reelle Achse der komplexen Ebene 
gelegt wird. Daraus folgt j Wfl 

Cl= I+jßs]. (818) 

Der Spannungsabfall an der Leiteroberfläche liefert den Wechselstromwiderstand 
und die innere Induktivität des Leiters: 

. j Wfl I+iwfl 
R+JmL;= i+}ßsl== 2 ßsl. 

Für hohe Frequenzen gilt also R=mL-=!_ 1~. 
' sV""2K (819) 

Der Wechselstromwiderstand wächst mit der Wurzel aus der Frequenz, während 
die innere Induktivität umgekehrt proportional mit der Wurzel aus der Frequenz 
abnimmt. 

Zahlenbeispiel: Für das vorige Beispiel ergibt sich mit 
ß=30cm-1 

die Eindringtiefe " 4,6 u= 30 cm=l,53mm. 

Sie ist nahezu so groß wie der Leiterradius. Trotzdem ergeben die Formeln (819) noch eine 
einigermaßen gute Annäherung. Sie liefern für den Widerstand mit S=2nr0 

R=wL;= IOOOm i/40000 · 6,28 ·1,256 .I0-8 s-1 Hcm = 4,2 .Q 
2 · 0,2ncm V 2 ·57. 104 cmS 

und für die innere Induktivität 
L _ 4,2.Qs _ _5 
;- 40000 · 6,28 - 1•67 -IO H. 

Die folgende Tabelle gibt die Eindringtiefe in Kupfer für einige Frequenzen an: 
/=16% 50 100 500 103 104 105 106 
ß= 0,612 1,06 1,50 3,35 4,74 15 47,4 150 
0=75 43,4 30,7 13,7 9,7 3,07 0,97 0,307 

107 Hz 
474cm- 1 

0,097mm 

Bei Eisen sind die Eindringtiefen im Verhältnis VI_ kleiner; die Stromverdrängungserschei-
1'• 

nung ist schon bei niedrigen Frequenzen merklich. Jedoch kann man hier wegen der Abhängig-
keit der Permeabilität von der Feldstärke die Widerstandserhöhung nur abschätzen. 

Die hier betrachtete Form der Stromverdrängung bezeichnet man als allseitige 
Stromverdrängung oder Hautwirkung. Dazu gehört auch die Stromverteilung 
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in einem leitenden Stoff, der als Rückleitung eines in diesen Stoff isoliert einge­
betteten Leiters dient, wie z B. im Seewasser als Rückleitung eines einadrigen 
Telegraphenkabels. Hier werden die Stromlinien im Wasser zum Kabel hingedrängt. 
Sie schnüren sich mit wachsender Frequenz immer enger in der Umgebung des 
Kabels zusammen. Ähnlich liegen die Verhältnisse bei der Rückleitung des Stromes 
einer oberirdischen Leitung durch die Erde; auch hier drängen sich die Stromlinien 
des Rückstromes in der Erde bei höheren Frequenzen immer dichter unterhalb der 
Leitung zusammen, so daß der Rückstrom im wesentlichen in einem Kanal unterhalb 
der Leitung fließt, dessen Querschnitt bei höheren Fre­
quenzen immer kleiner wird. 

Die einseitige Stromverdrängung spielt eine Rolle 
bei den in die Nuten eines Eisenkörpers eingebetteten Kup- " 
ferleitern der elektrischen Maschinen, Abb. 211. Das durch 
die Leiter erzeugte magnetische Feld hat Kraftlinien, die 
angenähert senkrecht aus den Zahnflanken austreten und 
nahezu geradlinig von der einen Zahnflanke zur anderen 
übergehen. Die Kraftlinien schließen sich im Eisen, wie 
in Abb. 211 angedeutet. Wird der magnetische Widerstand 

'!I 

des Eisenweges gegen den des Luftweges vernachlässigt, Abb. 2ll. zurUntersuchungder 
so ist nach dem Durchflutungsgesetz die magnetische Feld- einseitigen Stromverdrängung. 

stärke an jeder Stelle des Luftspaltes proportional dem dar-
unter fließenden Strom. Wäre der Strom gleichmäßig über die Leiter verteilt, so 
würde die Feldverteilung die neben der Nut aufgezeichnete sein. 

Bei Wechselstrom gilt innerhalb der Leiter die Gl. (811}, wenn als positive 
Richtung für ~ die aus der Zeichenebene herauszeigende Richtung gewählt wird. 
Das Durchflutungsgesetz liefert, auf ein schmales, horizontales Rechteck in der 
Nut von der Höhe dy und der Breite b angewendet, 

d~ a­
- dy = "T~· (820) 

In ähnlicher Weise wie oben lassen sich die beiden Gleichungen zu einer einzigen 
vereinigen mit der Lösung (812), wobei jedoch 

P=JI:nf"fl· (821) 

Daraus folgt für die magnetische Feldstärke 

~= (l:-j)ß (c1 e-PY-iPY-c2 e+PY+iPY). 
JWP, 

(822) 

Die Konstanten c1 und c2 ergeben sich aus den Grenzbedingungen. Betrachten wir den 
p-ten Leiter der Nut von unten gezählt und legen wir den Nullpunkt der y-Achse in 
die untere Kante dieses Leiters, bezeichnen wir ferner mit I 1 den Strom in einem 
einzelnen Leiter, so ist die Durchflutung der durch y = 0 definierten Kraftlinie 
(p-1}11 , die Durchflutung der durch y=h gehenden Kraftlinie pl1• Das Durch­
flutungsgesetz liefert daher für diese beiden Kraftlinien: 

(p-1)11 = -b(I:j)ß (c1-c2), 
JWfJ, 

PI 1 = -b(I":t-f)ß[c e-Ph-ißh_c e+Ph+ißh] 
JWP, 1 2 ' 

und es folgt durch AuflöE~en 
jwp, pll-(p-I)ltePh+ißh l 

Cl= (I+f)bß --26inß(l+j)h 
(823) 

jwp, plt-(P-I)lte-Ph-ißh 
c2= (I+j)bß 2\Einß(l+f)h · 

13* 
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Führt man diese Werte in Gl. (812) ein und berechnet die Stromdichte, so folgt 
m = _j_ro~p, pl1lrojß(l+f)y-(p-l)ltlrojß(l+i)(h-y) (824) 
\'!1 (l+i)bß Elinß(l+f)h · 

Um den Effektivwert der Stromdichte hieraus berechnen zu können, muß man die 
Hyperbelfunktionen in die reellen und imaginären Teile zerlegen. Dazu dienen die 
beiden folgenden Formeln 

6in(x+jy) = 6inxcosy+jttofxsiny, 
ttof (x+j y) =ttof xcosy+j 6inxsiny. 

(825) 
(826) 

Mit Hilfe dieser Formeln kann der Betrag von & , der den Effektivwert der Strom­
dichte angibt, gebildet werden. 

Aus dem Effektivwert der Stromstärke ergeben sich die Verluste in einem Ab­
schnitt von der Höhe d y des Stabes mit Hilfe von Gl. (92). Die Gesamtverluste 
in dem Stab erhält man durch Summieren der einzelnen Beiträge über die Höhe des 
Stabes: h 

N=aljl@l2 ! dy. 
0 

Der Wirkwiderstand R1 des Stabes ist definiert durch 

N=nR1. 
Durch Ausrechnung ergibt sich damit die folgende Beziehung 

R 
R~=cp(x)+p(p-1)VJ(x), (827) 

in der R0 den Gleichstromwiderstand des Stabes bezeichnet, 

R =-l-
0 ~ah' 

und x=ßh=hV ~ "'fufl. 
Es bedeuten ferner 6in2x+sin2x 

cp(x)= x(toj2x-cos2x' 

(828) 

(829) 

{830) 

2 6inx-sinx 
VJ(X)= xlrofx+cosx · (831) 

Das erste Glied in Gl. (827) rührt her von dem Feld in dem Leiter allein. Das zweite 
Glied ist dadurch bedingt, daß das magnetische Feld der unterhalb des betreffenden 

1l / 

I ~ 
h"' 

P.f.rv / 
V 

~/ , f _.-
/V ~ 

/ / _..... 
/ ...,Ii?" 

~-...... "' lz 
() t J f 
Abb. 212. Zur Berechnung der Widerstands­

erhöhung eines Leiters in der Nut. 
Abb. 213. Stromverteilung in den drei 

Leitern einer Nut. 

Leiters liegenden Stäbe in dem betrachteten Leiter zusätzliche Wirbelströme hervor 
ruft. Die Funktionen cp(x) und VJ(X) sind in Abb. 212 dargestellt. Die Abb. 213 
veranschaulicht die Strömverteilung in den drei Stäben einer Nut bei x = 3. 

Um die Widerstandserhöhung zu vermindern, stellt man die Leiter als Litze 
her, indem man sie unterteilt. D~e einzelnen Drähte der Litze müssen dabei so durch 
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das Gesamtfeld des Leiters hindurchgeführt werden, daß der von je zwei Litzen­
drähten umschlungene Fluß möglichst klein wird. Als Beispiel zeigt Abb. 214 die 

beiden Hälften eines ,,Schränkstabes''; 
die beiden Hälften werden ineinander 
gelegt , so daß alle Leiter einmal um­
einander herumgeführt sind. Wie in 

~~ 
Abb. 214. Schränkstab. Abb. 215. Flußverkettung des Schränkstabes. 

Abb. 215 veranschaulicht, heben sich die von zwei beliebigen Leitern und einer 
Stabhälfte umschlungenen Flüsse gerade auf; die beiden von den Pfeilen rechts 
umlaufenen und mit - bezeichneten Flächen ergeben zu­
sammengesetzt eine Fläche, die gleichwertig der links um­
laufenen +-Fläche ist. 

Ein Beispiel für die Feldverdrängung geben die in 
Eisenblechpaketen entstehenden Wirbelströme. Die Wirbel­
ströme umkreisen den Induktionsfluß innerhalb eines jeden 
Bleches, wie es Abb. 216 zeigt. Unter der Voraussetzung 
konstanter Permeabilität des Bleches und so kleiner Dicke d 
im Vergleich zur Breite b, daß die Wirbelströmung im we­

!I 

sentlichen geradlinig verläuft, gelten die Gl. (810) und (811) Abb. 216.Wirbelströmeineinem 
mit den Lösungen (812), (813) und (822). Legen wir den Eisenblech. 

Nullpunkt der y-Achse in die Blechmitte und bezeichnen 
wir den Effektivwert der magnetischen Feldstärke an den Begrenzungsflächen des 
Bleches mit ~0, so ergeben sich die Konstanten c1 und c2 aus den Bedingungen 

fur.. d c;_c; _ (l+j)ß( -ß<l+i>{ +ß(1+i)~2 ). y=+2: q,;-q,;o--;;w--,;- c1 e -c2 e , 

fu"r d c;_c;- (I+j)ß( +ß(l+i>-za -ß(l+i>-2a) 
y=-2: q,;-q,;0-~ c1 e -c2 e . 

Daraus folgt 

und es wird 

C - -c - jwp,fJo 
1- 2- ' 

(I+j)ß20:ofß(I+j) ; 

m=,u~o <fofß(l+j)y • 

<fojß(l+j): 

@= _ jwp," ~ 6inß(I+j)y 

(l+j)ß 0<fofß(I+j)-~. 
2 

Für den Effektivwert der Stromdichte ergibt sich daraus 

lilil= wp,ISJol ~<foj2 ßy-cos2ßy. 
2ß Y<fojßd+cosßd 

(832) 

(833) 

(834) 

In Abb. 217 ist die Verteilung der Induktion und der Stromdichte über den Quer­
schnitt des Bleches veranschaulicht. Die magnetischen Kraftlinien werden nach 
außen hin zusammengedrängt. 

Der ganze durch den Blechstreifen geführte Induktionsfluß ist 
+d/2 - f - 2p,bfJ0 .• d 

ifJ= b5Bdy=(i+j)ß'.tgß(1+J)2. 
-d/2 

(835) 
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Er hat den Maximalwert 
,/0- f2.ub~0 Y<tofßd-cosßd 
r..:.l (/Jj- · (836) 

- ß Y<tofßd+cosßd 

Daraus erhält man die mittlere Kraftliniendichte durch Division mit dem Quer­

Abb. 217. Strom- und Feldverteilung 
in dem Eisenblech. 

schnitt bd des Bleches; ihr zeitlicher Maximalwert ist: 

B _ ,f2uc:.. _!_,jlrofx-cosx (837) 
m- V'"-r·wo X r [ofx+cosx' 

wobei x=ßd (838) 
gesetzt ist. Für die Verluste in der Volumeneinheit des 
Bleches ergibt sich, wenn an Stelle von ~0 mit Hilfe von 
Gl. (837) die mittlere Induktion Bm eingeführt wird, 

+d/2 

_I_ f !&!2d =_!_uw2d2B2 ~Einx-sinx. 
ud , Y 24 m x lrofx-cosx 

(839) 

-d/2 

Die hier vorkommende Funktion 
F(x) = 3 6inx-sinx 

x lrofx-cosx (840) 

ist in Abb. 218 dargestellt. Die in einem aus derartigen Blechen zusammengesetzten 
Eisenkern mit dem Volumen V entstehenden Wirbelstromverluste betragen also 

p 

I 

fl 

z 

f(x) 

r--.. ~ 

"' i""'-
X 

1 ,/ J .f f 

Abb. 218. Zur Berechnung der Wirbel­
stromverluste. 

Nw=2~uw2d2B;,.VF(x). (841) 

Für kleine Werte von x ist F(x)~ l. 
sich die Näherungsformel 

N I 2d2ß2 w~ 24 'XW m• 

Damit ergibt 

(842) 

Die Wirbelstromverluste wachsen also im Gebiet nied­
riger Frequenzen proportional mit dem Quadrat der 
Frequenz und dem der Blechdicke, so daß man durch 
Verkleinern der Blechdicke die Wirbelstromverluste 
reduzieren kann. Für große Werte von x ist 

3 
F(x)~-. 

X 

Im Gebiet hoher Frequenzen wachsen also die Verluste bei konstantem In­
duktionsfluß wie dwt. 

Befindet sich auf dem geschlossenen Eisenkern eine Wicklung mit w Windungen, 
und beträgt die mittlere Kraftlinienlänge l, so gilt nach dem Durchflutungsgesetz 

Jw 
.\lo=T· 

Die in der Wicklung vom Induktionsfluß (/) g induzierte Spannung ist 
d(JJ. 

Uß=Wdt' 

oder unter Einführung der komplexen Größen 

U.=jww(/Jg· 

Der Fluß (/) g ist durch die Summe der in den einzelnen Blechen geführten Flüsse 
gegeben. Bezeichnet man daher die Höhe des Eisenblechpaketes mit a, so gilt nach 
Gl. (835) für den Fluß ?> 2,uab~0 ~ ß . d 

g= (l+i)ßd -'Lg (l+J)2. 
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Damit kann man berechnen, wie groß der Beitrag des Eisenkernes zu dem kom­
plexen Wechselstrom widerstand der Spule ist. Es ergibt sich 

U, 2{-labjww2 • d 
ffi=T= (I+f)ßld %gß(l +J)2. (843) 

Für sehr niedrige Frequenzen folgt daraus 

wenn mit 

ro {-labw2. . L 
ut= -l-JW=JW O• 

L _ (-labw2 

o- l 

die Gleichstrominduktivität der Spule bezeichnet wird. 
Allgemein wird damit nach GI. (843) 

2jw . d 
1R=L0 (I+f)ßd %gß(l +J)2. 

(844) 

Durch Zerlegen in den reellen und imaginären Teil findet man für die W e c h s e 1-
strominduktivität der Spule 

und für den 

L=L I 6inx+sinx 
0 x Q:ojx+cosx ' 

Wir belstromwiderstand 

R=wL ._!_ (Sinx-sinx. 
0 x Q:oj x+ cosx 

(845) 

der Spule 

(846) 

Die Abb. 219 zeigt den Verlauf der beiden Funktionen 

1,1J 

0/ 

P,l r---

\\ ,, 
:z' ~(X 

\~ 
v:,:~ ~ 

fi(x) r--... -F I 6inx+sinx 
1 (x) = x Q:ojx+cosx' (847) IJ z J ~ s 1 / I 

F (X) __ _!_ 6inx-sin x (848) Abb. 219. Zur Berechnung von In-
2 duktivität und Wirkwiderstand. x Q:ojx+cosx · 

Für niedrige Frequenzen (x< 0,5) ergeben sich die Näherungsformeln 
x2 l 

R~wL06= 12"f1w2d2 L 0 ; 

Für hohe Frequenzen (x> 4) wird angenähert 

(849) 

R=wL= wLo=_!_ 1/ 4 :n:f L0 • (850) 
x d r "'f-l 

Zahlenbeispiel: Eine Drosselspule habe eine Gleichstrominduktivität L0=0,2H; der Kern 
sei aus besonders starken Eisenblechen mit d=0,2cm zusammengesetzt. Die Leitfähigkeit des 
Eisens ist -x=7 ·l04Sfcm; die Permeabilität sei f-lr=200. Dann ergibt sich 

x=0,2cmV:n:f7 ·104 • 200 ·1,256 ·I0-8 _§__!!_=0,149 1rTH/ . 
cmcm r Hz 

Die Näherungsformeln für hohe Frequenzen gelten also etwa 
oberhalb /=1000Hz. Hier nimmt die Induktivität umgekehrt !J II 
proportional mit der Wurzel aus der Frequenz ab, während 
der Wirbelstromwiderstand im gleichen Maße zunimmt. In 
Abb. 220 sind die Größen R und L in Abhängigkeit von der 
Frequenz f dargestellt. 

X 

Wird in ein magnetisches Wechselfeld ein Me­
tallblech gebracht, so entstehen in dem Blech Wir­
belströme, die einen Teil der Energie des Feldes auf­
zehren. Man kann daher mit Hilfe von Metallblechen ~tJ':--~~---,~--~.,;;,.f, 
magnetische Wechselfelder abschirmen, z. B. die Abb. 220. Induktivität und Wirbel· 
Streufelder einer Drosselspule dadurch daß man die stromwider~tan~ in einer Drosselspule ' mtt Etsenblechkern. 
Spule in ein Blechgehäuse einschließt. Für solche 
elektromagnetische Schirme gelten die gleichen Gesetze wie sie hier betrach­
tet wurden. Die Wirbelstromverluste werden von dem Stromkreis gedeckt, der das 
magnetische Feld erzeugt. Besonders einfach liegt der Fall, wenn die Eindringtiefe 
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so klein ist, daß nur ein kleiner Bruchteil des Feldes durch die Blechplatte hin­
durchgelangt. Dann kann für die Stromdichte angesetzt werden 

m.=- jwup "' e-ß(l+j)y 
I!V (l+j)ßwo ' (851) 

wobei y der Abstand des betrachteten Punktes im Blech von der Blechoberfläche, 
.\)0 der Effektivwert der magnetischen Feldstärke an der Blechoberfläche und 
ß= JnfxJ.list. Für die in der Flächeneinheit des Bleches in Wärme umgesetzte Ver­
lustleistung ergibt sich 

(852) 

Die Schirmwirkung ist um so besser, je größer ß ist. Große Leitfähigkeit ergibt 
daher eine gute Schirmwirkung und ist hinsichtlich der Verluste günstig, während 
hohe Permeabilität zwar für die Schirmwirkung vorteilhaft ist, aber zu größeren 
Verlusten führt. Um eine möglichst gute Schirmwirkung zu bekommen, verwendet 
man Doppelgehäuse, die innen aus Kupfer, außen aus Eisenblech bestehen. Das 

Kupferblech setzt die Feldstärke so weit herab, daß 
im Eisen keine erheblichen Verluste mehr entstehen 
können, während das Eisenblech für die Beseitigung 
des Restes der Felder dient. 

In manchen Fällen kann man die Wirbelströ­
mung angenähert berechnen, wenn man die Rück­
wirkung der Wirbelströme auf das erzeugte Feld 
vernachlässigt; das ist allgemein bei sehr niedrigen 
Frequenzen zulässig. Als Beispiel werde die Strö­
mung in der Triebscheibe eines Wechsel­

Abb. 221. Triebströme eines Induktions- stromzählers betrachtet. Wir machen dabei die zählers. 
vereinfachende Annahme, daß der magnetische 

Induktionsfluß in Form eines kreisförmigen Bündels mit dem gegen den Radius r 0 

der Triebscheibe kleinen Radius rk durch die Triebscheibe hindurch geht, Abb. 221. 
In den außerhalb des Kraftlinienbündels liegenden Teilen der Blechscheibe gilt für 
jeden geschlossenen Weg, der mit dem Kraftlinienbündel nicht verkettet ist, 

p~di3=0, 
d. h. das elektrische Feld und damit das Strömungsfeld sind wirbelfrei. Es kann 
daher die elektrische Feldstärke aus einem skalaren Potential cp abgeleitet werden, 
für das die Potentialgleichung (354) gilt wie in einem stationären Strömungsfeld. 
Da die Strömung am Rand der Blechscheibe tangential verlaufen muß, so ist der 
Rand der Scheibe eine Strollilinie. Ferner müssen die das Kraftlinienbündel unmittel­
bar umgebenden Stromlinien aus Symmetriegründen konzentrische Kreise sein. 
Es ergibt sich also ein Stromlinien bild, das dem Bild der Niveaulinien des elektrischen 
Feldes zwischen zwei geraden parallelen Leitern entspricht, Abb. 75. Der Abstand 
des zweiten Leiters, B in Abb. 221, vom Mittelpunkt der Scheibe ist 

r8 
a=b. 

Die Niveaulinien des Wirbelstrmnfeldes sind Kreise, die die Strecke AB als Sehne 
haben. Das Potential ist in irgendeinem Punkt P 

cp= c (1X2-1Xl). (853) 
Die Konstante c wird aus dem Induktionsgesetz bestimmt, nach dem die Umlauf­
spannung um den Punkt A gleich der Abnahmegeschwindigkeit des Flusses ist. 
Geht man einmal um den Punkt A herum, so wächst 1X1 vonNull auf 2n, während 1X2 
auf seinen Anfangswert zurückkommt. Es gilt daher, wenn mit w die Kreisfrequenz 
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des Wechselflusses in A bezeichnet wird, mit C/J der Zeiger des Maximalwertes, 

-c2n= -jwC/J, 

also (854) 

Für Punkte innerhalb des von Kraftlinien durchsetzten Teiles der Scheibe gilt 
für die elektrische Feldstärke nach dem Induktionsgesetz 

,f. -r2 

:yQ:d~= \Q:! 2nr= -j wW;:e. 
k 

(855) 

Damit ist das Feld in jedem Punkt der Scheibe bekannt. Es ist jedoch zu beachten, 
daß dieses Resultat nur gilt, wenn das durch die Wirbelströme erzeugte magnetische 
Feld vernachlässigbar klein ist gegen das durch den Fluß (/J gegebene ursprüngliche 
Feld. 

31. Die Ummagnetisierungsverluste. 
In einem Eisenkern, der einem magnetischen Wechselfeld ausgesetzt ist, ent­

stehen neben den Wirbelstromverlusten noch Verluste irrfolge der Hystereseerschei­
nung. Beim Umklappen der Molekularmagnete wird der Wärmeinhalt der Mole­
küle vergrößert. Die Hystereseverluste können aus der Hystereseschleife berechnet 
werden. Es wird nach Abschnitt 26 bei der Magnetisierung eines Stoffes in der Volu­
meneinheit die Energie aufgenommen 

~ 

wl = J S';ld~. (856) 
0 

Im magnetischen Wechselfeld pendelt die magnetische Erregung zwischen zwei 
Grenzen ±S';lm, Abb. 222. Das Integral (856) stellt in irgendeinem Zeitpunkt die in 
Abb. 222 schraffierte Fläche abcd dar, wenn mit der Be­
rechnung im Punkt a begonnen wird. Während einer Periode 
durchläuft der Punkt b die ganze Hystereseschleife. Würden 
die beiden Äste der Hystereseschleife zusammenfallen, dann 
wäre die in der einen halben Periode vom Eisen aufgenom­
mene Energie genau so groß wie die während der zweiten 
Halbperiode abgegebene. Da dies nicht der Fall ist, so 
bleibt bei einem vollen Umlauf eine Differenz zwischen 
aufgenommener und abgegebener Energie, die durch die 
von der Hystereschleife berandete Fläche dargestellt wird. 
Diese Differenz ist die Arbeit, die während einer Periode 
im Eisen in Wärme umgewandelt wird. Bezeichnet man Abb. 222. Berechnung der Hy-

stereseverluste. 
diese aus der Hystereseschleife zu berechnende Arbeit mit 
A,. und die Frequenz des Wechselstroms mit /, so ist also die Hystereseverlust­
leistung je Volumeneinheit /A,.. Hat der Eisenkern das Gesamtvolumen V, so 
wird die Hystereseverlustleistung 

N,. = Vf A,.. (857) 

Man bezieht diese Leistung meist auf 
die Gewichtseinheit, da sie proportio­
nal dem Volumen ist. Für jedes Mate­
rial ist A,. eine bestimmte Funktion 
der Maximalinduktion Bm. Daher 
sind auch die auf die Gewichtseinheit Abb. 223. Verzerrung der Stromkurve. 

bezogenen Hystereseverluste eine Funktion von Bm; sie sind ferner proportional 
der Frequenz. 

t 
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Infolge der Krümmung der Magnetisierungskurve entsteht bei sinusförmigem zeit­
lichen Verlauf des magnetischen Induktionsflusses und damit der induzierten elektro­
motorischen Kraft ein nicht sinusförmiger Strom, wie dies durch Abb. 223 für 
Verhältnisse, wie sie in der Starkstromtechnik vorkommen, veranschaulicht 
ist. Man kann eine nicht sinusförmige periodische Stromkurve nach Fourier in 
eine Reihe von Sinusströmen zerlegen: 

i=Il y2sin(wt+<pl)+I2 v2sin(2wt+<p2)+I3 v2sin(3wt+<p3)+ ... ' (858) 
wobei I 1, I 2 , • • ·,In usw. die Effektivwerte der Teilströme bezeichnen,<p1, <p2, · · ·, !fn 
usw. PhasenwinkeL Diese Größen können aus dem vorgegebenen Verlauf von i be­
rechnet werden mit Hilfe der Formeln 2rr 

w 

In v2coscpn=~ f isinnwtdt; 
0 

2:< 

w 

(859) 

In y2sin<pn=:ficosnwtdt. (860) 
0 

Für den Effektivwert des zusammengesetzten Wechselstroms gilt ferner (siehe 

Abschnitt 32) I= VIi+I~+I~+ . .. -. (861) 

Zerlegt man nun im vorliegenden Fall den Strom i in die Grundwelle i 1 und den 
Rest i 11 , Abb. 224, so findet man, daß die Grundwelle eine Phasenverschiebung 1p 

gegen den Fluß aufweist, und zwar eilt die 
Grundwelle des Stromes dem Fluß um diesen 
Winkel1p voraus. Um zu einer einfachen Dar­
stellung dieser Verhältnisse zu kommen, denkt 
man sich den wirklichen Strom i ersetzt durch 
einen Sinusstrom, der 

l. den gleichen Effektivwert hat, 
2. die gleiche Frequenz wie die Grundschwin­

gung des wirklichen Stromes und der 
3. die gleichen Verluste bei gleicher Span­

nung ergeben würde wie der wirkliche Strom. 
Um die letzte Forderung zu erfüllen, denkt 

man sich den Ohmsehen Widerstand der Spule 
Abb. 224. zerlegung der Stromkurve bei nach außerhalb verlegt. Dann ist die Spannung 

Hysterese. an der Spule gleich der Selbstinduktionsspan. 
nung - E 8, Abb. 204. Die Verluste sind nun 

bestimmt durch die in Phase mit dieser Spannung liegende Komponente Ik des 
Ersatzstromes. Diese Komponente ist daher 

Nh 
Ik=JJ[· (862) 

s 

Der Winkel b, um den der Ersatzstrom dem Fluß rfJ voreilt, ist etwas verschieden 
von dem Winkel1p, eine Ungenauigkeit, die man in Kauf nehmen muß, damit man 
das Zeigerdiagramm aufstellen kann. Den Ohmsehen Spannungsabfall IR in der 
Spule, der in Phase mit dem Strom liegt, kann man nun berücksichtigen, wie es 
Abb. 225 zeigt. Auch die Wirbelstromverluste im Eisenkern haben eine Vergrößerung 
des Winkels (J zwischen Strom und Fluß zur Folge, wie aus den Ergebnissen des 
vorigen Abschnittes hervorgeht. Man kann sich diesameinfachsten erklären, wenn 
man davon ausgeht, daß die Wirbelströme durch elektromotorische Kräfte im 
Eisenkern hervorgerufen werden, die in Phase mit E8 liegen, da sie die gleiche 
Ursache haben. Die Induktivität der Wirbelstrombahnen ist verhältnismäßig 



Das langsam veränderliche magnetische Feld. 203 

klein, so daß die Wirbelströme praktisch die gleiche Phase wie E. haben. Sie rufen 
eine zusätzliche Durchflutung hervor, die ebenfalls die gleiche Phase hat und den 
Fluß (/J ändern würde. Da das Diagramm für den willkürlich angenommenen Fluß 
gelten soll, so muß zu I eine in Gegenphase zu E 8 liegende Komponente hinzugefügt 
werden, die die Durchflutung der Wirbelströme aufhebt; 
das ist aber eine Komponente, die in Phase mit I" liegt. 
Man bestimmt daher aus der Summe der Wirbelstrom- und 
Hystereseverluste N" einen Wirkstrom 

I N. 
"= E,' 

(863) 

der als maßgebend für die Phasenvoreilung des Stromes I 
gegen E 8 angesehen wird, und an die Stelle von I 11. in 
Abb. 225 tritt. Da die Wirbelstromverluste bei den in 
Betracht kommenden Frequenzen nach dem vorigen Ab­
schnitt ungefähr proportional mit dem Quadrat der Abb. 225. Zeigerdiagramm einer 

Drosselspule mit Eisenkern. 
Frequenz wachsen, die Hystereseverluste dagegen nur 
proportional, so lassen sich die Gesamtverluste N" leicht in diese beiden Werte 
zerlegen. 

Die folgende Tabelle gibt für einige Blechsorten gemessene Hysterese- und Wirbel­
stromverluste bei 50 Hz in Wjkg an (Blechstärke 0,35 mm)l. 

Maximale Schwachlegiert Mittellegiert Hochlegiert 
Induktion Unlegiertes Blech 1% Si 2,5% Si 4% Si 

B". --

G Nh N,. Nn I N,. Nn I N,. Nh N w 

2500 0,2 0,11 0,19 0,06 0,18 0,03 0,11 0,01 
5000 0,64 0,33 0,59 0,20 0,52 0,11 0,32 0,04 
7500 1,26 0,69 1,13 0,47 1,00 0,23 0,63 0,10 

'10000 2,20 1,15 1,90 0,78 1,68 0,38 1,06 0,16 
12500 3,75 1,73 2,98 1,17 2,55 0,60 1,65 0,28 
15000 6,31 2,28 5.13 1,65 3,76 0,86 2,52 0,37 

In der Schwachstromtechnik teilt man die Ummagnetisierungsverluste in 
drei Teile: 

1. Hystereseverluste. Sie sind, wie oben festgestellt, pro-
B 

portional der Frequenz I und dem Eisenvolumen V, ferner der I 

von der Hystereseschleife eingeschlossenen Fläche. Es zeigt \ 
sich, daß bei kleinen Kraftliniendichten diese Fläche propor- I 

tional der dritten Potenz der magnetischen Feldstärke Hm ist. -+..!!!_-+-t--.4++++!-++H1~1m:::..;,m~ 
Dies rührt daher, daß hier die Hystereseschleife durch zwei I II 
Parabeläste dargestellt werden kann, Abb. 226. Für den auf- I 
steigenden Ast kann man setzen \ 

B'=p,aH'+vH' 2 , (864) I 
Oll.W.IJ;IIOIW l..IJ.J-'-"·UJ..li.J.WJWJ 

wobei #a die Anfangspermeabilität, v eine andere Material- II' m 
konstante bezeichnet. Diese Beziehung bildet den Anfang einer Abb.226.Hystereseverluste 

bei kleinen Feldstärken. 
Potenzreilie; sie gilt auch für den absteigenden Ast, wennman 
sie auf den anderen Eckpunkt der Schleife anwendet. Die in Abb. 226 schraffierte 
Fläche wird 2Bm 

f B'dH'=2p,aH':n+ivH!. 
0 

Die ganze Rechteckfläche ist 
Nun gilt aber nach Gl. (864) 

2Bm·2Hm. 
2Bm=2p,aHm+4vH':n, 

1 Handbuch der Physik 15, 182 u. 188. Berlin: Julius Springer 1927. 

(865) 



204 Das magnetische Feld. 

also ist die Rechteckfläche 4flaH';.+8vH!,. 

Für die Fläche der Hystereseschleife ergibt sich damit 

Ah=~vH!,, 
und es folgt für die Hystereseverluste 

Nh=~vfV H!,. (866) 

Man definiert den Hysteresewiderstand einer Spule durch die Beziehung 

~=P~. (M7) 

Für diesen Widerstand gilt dann der Ansatz 

R,.=k1 I/, (868) 

in dem k1 für die betreffende Spule eine Konstante bezeichnet. 
2. Die Wirbelstromverluste. Die Wirbelstromverluste sind im allgemeinen wie in 

der Starkstromtechnik bei den in Betracht kommenden Frequenzen proportional B;,. 
und /2. Kann man die Permeabilität bei den vorkommenden Stromstärken als nahezu 
konstant ansehen, so kannman unter Einführung des Wirbelstromwiderstandes 
setzen N = J2 R = k J2f2 

w w 2 ' 

wobei also Rw=k2 / 2 • (869) 

3. Die Nachwirkungsverluste. Es zeigt sich, daß die gesamten Verluste noch einen 
Rest enthalten, der proportional der Frequenz ist wie der Hystereseverlust, aber 
proportional dem Quadrat der Stromstärke wie der Wirbelstromverlust. Man führt 
diesen Rest auf molekulare Vorgänge zurück, die noch nicht näher bekannt sind, 
und die man als eine Art von Nachwirkungserscheinungen deuten kann. Für den 
entsprechenden Widerstand, den man als Nachwirkungswiderstand bezeichnet, 
gilt der Ansatz Rn =k3f. (870) 

Die Summe der drei damit eingeführten Widerstände stellt den Verlustwider­
stand dar; er hat die Größe 

Rv=k1If+k2/2+k3j, 
und bildet die Differenz aus dem Wirkwiderstand der SpuleR und dem Gleich­
stromwiderstand R0 : Rv=R-R0 • (871) 

Zur Bestimmung der Verluste bei kleinen Feldstärken wird eine Ringspule mit 
einem Kern aus dem betreffenden Metall hergestellt und der Verlustwiderstand Rv 

in einer Wechselstrommeßbrücke gemessen. Die Abb. 
227 zeigt die einfachste Form einer solchen Meßbrücke. 
Der Wechselstromgenerator S liefert den Wechselstrom 
mit der Frequenz /. Durch Verändern des Normal­
widerstandes R2 und der Normalinduktivität (Induk­
tionsvariometer) L kann der Ton im Fernhörer F 
zum Verschwinden gebracht werden. Dann gilt, da die 

J' Potentialdifferenz zwischen a und b durch die beiden 
Anschlußpunkte des Fernhörers halbiert wird, 

Lw=L, R00=R2. 
Abb. 227. Messung der Verluste bei 

kleinen Feldstärken. Die Kraftliniendichte im Eisenkern der Spule kann aus 
der Spannung U berechnet werden, die halb so groß ist 

wie die vom Voltmeter angezeigte Spannung. Nach dem Induktionsgesetz ist der 
Maximalwert der magnetischen Induktion bei sinusförmigem Verlauf der Spannung 

Bm = 4,44iw f' (872) 

wobei mit q der Kernquerschnitt, mit w die Windungszahl der Spule bezeichnet ist. 
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Die Stromstärke in der Spule kann berechnet werden aus Gl. (779) 

I= u 
VR'1:+(2njL.)2 ' 

205 

oder wenn dafür gesorgt wird, daß der Wirkwiderstand hinreichend klein gegen den 
Blindwiderstand ist, aus I= _U_ . (873) 

2njL. 
Damit kann die magnetische Feldstärke berechnet werden; ihr Maximalwert ist 

H =Ißw 
m l ' (874) 

wenn l die mittlere Kraftlinienlänge bezeichnet, und es ergibt sich die absolute 
Permeabilität des Kernes = Bm = _l_L (875) 

ft Hm qw2 ill' 

Die gesamten Eisenverluste haben die Größe 

N"=I2 (Rill-R0)=I2 R". 
Man zerlegt den Verlustwiderstand R" in seine drei Bestandteile, indem man 

Messungen bei verschiedenen Stromstärken und verschiedenen Frequenzen ausführt. 
Es wird die Größe R"/1 für bestimmte Stromstärken in Abhängigkeit von der Frequenz 

r 

A:, 
~--------------~ 

I 

Abb. 228. Trennung der V erlustanteile. Abb. 229. Zur Berechnung der Verlustanteile. 

aufgetragen, Abb. 228. Mit den durch die Meßpunkte gelegten geraden Linien er­
geben sich die Abschnitte r1 und r2 auf der Ordinatenachse. Diese liefern, in Ab­
hängigkeit von I aufgetragen, eine gerade Linie, Abb. 229, deren Schnitt mit der 
r-Achse den Wert k3 ergibt. Dann kann ferner 

r-k3 
kl=-1- (876) 

k _ R.-ktlf-kaf 
2- j2 . 

berechnet werden und 
(877) 

Eine nur vom Material abhängige Angabe für die Verluste erhält man, wenn man 
sie für jede Frequenz und jede Feldstärke auf die Gewichtseinheit bezieht. 

Die Induktivität einer Spule wächst bei kleinen Stromstärken etwas mit dem 
Strom an. Nach Gl. (865) gilt für die Permeabilität 

ft= !: =fta+2vH.,.. (878) 

Man kann also bei kleinen Stromstärken eine Spule mit Eisenkern darstellen durch 
die Reihenschaltung aus einer Induktivität, die mit der Stromstärke linear anwächst, 
und einem Widerstand, der einen konstanten Anteil R0 enthält und einen Anteil R", 
der mit Frequenz und Stromstärke zunimmt. 

In der komplexen Rechnung können die Ummagnetisierungsverluste einer 
Spule entweder durch einen Widerstand in Reihe mit der Spule oder durch einen 
Parallelwiderstand dargestellt werden. Eine andere Darstellung geht davon aus, daß 
infolge der Verluste der Strom dem Feld um einen Winkel 6 voreilt. Es ist also 

oder 
::JL=Peid 
::JLe:___io=lJI. (879) 
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Die Eisenverluste können daher durch die Einführung einer komplexen Induk­
tivität B=Le-io (880) 
berücksichtigt werden. 

Viertes Kapitel. 

Netzwerke und Kettenleiter. 
32. Theorie der Stromverzweigungen bei Wechselstrom. 

Wenn es sich um verhältnismäßig langsam veränderliche Vorgänge handelt, 
dann kann man nach den vorhergehenden Abschnitten die Wirkung des elektrischen 
Feldes zwischen zwei Elektroden durch Kapazität und Ableitung eines Konden­
sators darstellen, der die beiden Elektroden miteinander verbindet, die Wirkung 
des magnetischen Feldes in einem Stromkreis durch Induktivität und Wirkwider­
stand einer Spule, die von dem Strom durchflossen wird. Ein allgemeiner Strom­
kreis enthält daher die drei Elemente: Widerstand, Kapazität und Induktivität in 

in irgendeiner Zusammensetzung. Die 
Abb. 230 veranschaulicht ein derartiges ~=h' 
"Netzwerk". Die Ströme werden her­
vorgerufen durch eine oder mehrere 
Stromquellen, die durch ihre elektro­
motorischen Kräfte dargestellt sind. Um 
die Stromverteilung in derartigen all­
gemeinen Netzwerken zu berechnen, be­

Abb. 230. Allgemeines Netzwerk. nutzt man zweckmäßig die komplexe 
Darstellung der Wechselstromzeiger. Die 

~IR=;wl 

o---1 p:.-..,m=J;t' 
Abb. 231. Komplexe 
Operatoren der drei 
Grundelemente eines 

Netzwerkes. 

drei Grundelemente des allgemeinen Netzes sind in Abb. 231 mit ihren komplexen 
Widerstandssymbolen dargestellt. Führt man diese Symbole ein, dann gilt das 
Ohmsehe Gesetz U=S'ffi, (881) 

und es gelten, wie bei Gleichstrom, die Kirchhoffschen Gesetze und die aus ihnen 
abgeleiteten Regeln; es treten lediglich an die Stelle der reellen Größen beim Gleich­
strom hier die komplexen. Mit diesen komplexen Größen kann daher genau so ge­
rechnet werden, wie mit den Gleichstromgrößen. Werden z. B. zwei Widerstände 
ffi1 und ffi2 hintereinander geschaltet, so gilt für den Gesamtwiderstand 

ffi = ffil + ffi2. {882) 

Bei Parallelschaltung der beiden Widerstände wird der Ersatzwiderstand 

ffi- __ ffi} ~!_ 
- ffil+ffi2. (883) 

Berechnet man den Widerstand zwischen zwei beliebigen Punkten einer Strom­
verzweigung, so ergibt sich im allgemeinen wieder eine komplexe Größe; der Wider­
standsoperator läßt sich also in die Form bringen 

ffi=x+jy, (884) 

wobei x und y reelle Widerstandswerte sind. Man bezeichnet x als den Wirkwider­
stand, y als den Blindwiderstand zwischen den betreffenden Punkten. Der 
Wirkwiderstand ist maßgebend für die in dem Netzwerk umgesetzte Leistung, 
wenn eine Stromquelle an die beiden Punkte angelegt wird. Fließt dann ein Strom 
vom Effektivwert I, so ist die Leistung 

N=l2x. (885) 
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Das folgt ohne weiteres daraus, daß man sich 9t formal veranschaulicht denken kann 
durch eine Spule mit dem Widerstand 

R=x 
und der Induktivität 

L=JL. 
w 

Der Blindwiderstand bildet ein Maß für die in den magnetischen und elektrischen 
Feldern aufgespeicherte Energie. Sie schwankt zwischen Null und dem maximalen 

Betrag Wm=! L(I{2/=J2 ~. (886) 

Um irgendeine Stromverzweigungsaufgabe mit Hilfe der komplexen Rechnung 
zu lösen, geht man grundsätzlich folgendermaßen vor. Man führt für alle Zweige 
des Netzwerkes die komplexen Symbole ein; die allgemeinste Form für den kom­
plexen Widerstand eines Zweiges ist 

ffi,.=R,.+jwL,.+ ~c . (887) 
1W " 

Dann bezeichnet man die Ströme in den einzelnen Zweigen mit ~h, 32, • • • , 3,. usw. 
und legt in den einzelnen Zweigen willkürlich positive Pfeilrichtungen fest. Es werden 
ferner die elektromotorlachen Kräfte durch komplexe Größen ~1, ~2, • • ·, ~ .. usw. 
dargestellt. Haben die elektromotorischen Kräfte verschiedene Frequenzen, so führt 
man die Rechnung für jede elektromotoris:Jhe Kraft getrennt durch und super­
poniert die Teilergebnisse. Bei gleicher Frequenz der einzelnen elektromotorischen 
Kräfte müssen die Phasenverhältnisse berücksichtigt werden. Man kann z. B. den 
Zeiger einer der elektromotorischen Kräfte willkürlich in die reelle Achse legen : 

~~=Et; 
dann gilt für die anderen 

C§;2 =E2 ei'l'•, C§;3=E3 ei'l'•, usw., 
wobei E 1, E 2 usw. die Effektivwerte bedeuten, "Pt• '1jJ2 , • • • die Winkel, mit denen die 
einzelnen elektromotorischen Kräfte gegenüber (§;1 voreilen. 

Nunmehr lassen sich die beiden Kirchhoffachen Sätze für sämtliche Knoten und 
Maschen des Netzes anschreiben: 

.23 .. =0; 

_2(§;,. = .23 .. ffi,. . 
" " 

Damit erhält man, wie bei Gleichstrom, hinreichend viel Beziehungen zur Berechnung 
der unbekannten Ströme. Auch die anderen in Abschnitt 4 aufgestellten Regeln 
zur Berechnung der Strom- und Spannungsverteilung können ohne weiteres ange­
wendet werden. 

Das Ergebnis der Rechnung hat ebenfalls komplexe Form, und es bedarf daher 
einiger Regeln zur Auswertung des Ergebnisses. War irgendein Strom oder eine 
Spannung, ~(1 , gegeben, und der Strom oder die Spannung, 2!2, in einem anderen Zweig 
zu berechnen, so läßt sich das Resultat der Rechnung schreiben 

~r2 = ml sr. (888) 

Hier ist sr ein komplexer Faktor, der in die Form gebracht werden kann 

sr=x+jy, (889) 

wobei also x und y aus der Rechnung hervorgehen. Zur Auswertung dieses Ergeb­
nisses dienen nun folgende Regeln: 

1. Um die Effektivwerte von Strom oder Spannung zu finden, bildet man 
auf beiden Seiten der GI. (888) die absoluten Beträge der komplexen Größen, also 

A2=At1sr1, 

oder A2=A1 "(re2+y2 • (890) 
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Ist z. B. 9f1 ein Strom I, 9{2 eine Spannung U, so wird sr ein Widerstand ffi und 

es gilt U=l yx2+y2. 

Man nennt den Betrag von ffi den Scheinwiderstand 

R.= fx2+y2 , (891) 
da sich aus ihm die Effektivwerte von Spannung und Strom genau so berechnen 
lassen wie bei Gleichstrom. 

2. Um den Phasenwinkel zwischen 9(1 und 9{2 zu finden, berücksichtigt man, 
daß die Multiplikation einer komplexen Zahl 9{1 mit einer anderen komplexen 
Zahl sr eine Multiplikation des Betrages mit dem Betrag von sr bedeutet und eine 
Drehung um den Winkel, den sr mit der reellen Achse bildet. Dieser Winkel ist nach 
Abb. 232 bestimmt durch y (892) 

tgcp= ~' 
und es eilt also 9{2 der Größe 1)!1 um diesen Winkelrp vor. 

3. Da die komplexen Ströme und Spannungen als Sym­
bole für die Zeiger aufzufassen sind, so ergeben sich die 
Augenblickswerte, wenn man die Zeiger mit der Winkel­
geschwindigkeit w rotieren läßt und ihre Projektion auf eine 

----!'"--'---:',---'-~ feste Zeitlinie ermittelt. Die Multiplikation einer komplexen 
Größe mit dem Faktor ei'P ergibt eine Drehung um den Win­
kelrp; die Multiplikation mit eiwt liefert also die Rotation mit 

Abb. 232. Berechnung des der Winkelgeschwindigkeit w. Als Zeitlinie wählt man am ein-
Phasenwinkels. fachsten die reelle oder imaginäre Achse; man hat dann ledig­

lich den reellen oder imaginären Teil zu bilden. Stellen die 
Zeiger Effektivwerte dar, so hat man noch mit "V2 zu multiplizieren, um die Maxi­
malwerte zu erhalten. 

Bei Wahl der reellen Achse als Zeitlinie ist z. B. der zeitliche Verlauf von 1}{1 

durch a1 =Reeller Teil von {2f1 f2eiwt} (893) 

gegeben. Die dazugehörigen Augenblickswerte von 9{2 folgen dann aus 

a2 = Reeller Teil von {m-1 sr {2eiwt}. (894) 

Bei jeder Aufgabe kann man die Richtung eines beliebigen Zeigers willkürlich 
wählen; die anderen Richtungen sind dann eindeutig bestimmt. Legt man z. B. 9{1 

in die reelle Achse, so wird aus GI. (893) 

a1 =A1 (icoswt 

und a2= Reeller Teil von {A1 y2 (x+jy)(coswt+jsinwt)}, 

oder a2=A1 '(2 (xcoswt-ysinwt), (895) 

a2=A1Vx2+y2 -{2cos(wt+cp). (896) 

Beispiele: 
1. Zwei Spulen R1, L1 und R2, L2 seien parallel geschaltet. Mit Hilfe eines Amperemeters 

wird der Gesamtstrom I gemessen. Zu berechnen sei der Spannungsabfall an den beiden 
Spulen und die Phasenverschiebung zwischen den Teilströmen und dem Gesamtstrom. 

Die komplexen Widerstände der beiden Spulen sind 
ffi1=R1+jwL1 ; ffi2=R2+jwL2• 

Daher ist der Ersatzwiderstand der Parallelschaltung 

Die Spannung wird 
also der Effektivwert 

ffi= ffitffi2_ = (R1+jwL1)(R2+jwL2) 

ffi1 +ffi2 R 1+R2+jw(L1+L2 ) • 

ll=zjffi, 

U=l I ffi J=I fJ?r-t(WL1)2 v:m-t(wL2)2 • 

f (R1+R~)2+w2 (L1+L2)2 
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Für den Teilstrom im Widerstand ilt1 gilt ferner 

"" -"" ilt2 -"" R2+fwL2 
<\.5!-v iR1+iR2 -v R1+R2+jw(Lr+L2) 

_()((R2+jwL2)(R1 +Rcfw(L1+L2)) -"" R2(R1 +R2)+w2 L2(L1+L2) +fw(L2R1-L1 R2) 
-v (R1+R2)2+w2(L1+L2)2 -v (R1+R2)2+w2 (L1 +L2)2 • 

Der Winkel, unter dem ~h dem Gesamtstrom S' voreilt, ist also bestimmt durch 

w(L2R1-L1 R2) 

tg <Jlr = R2 (R1+R2) +w2 L2 (Lr+La) 

Genau so gilt für den anderen Zweig 
w(L1 R2-L2 R1) 

tg<p2= R1 (R1+R2)+w2 L1 (L1+L2) 
Wenn also z. B. 

so wird 
i=lf2 coswt, 

Liegt das Resultat in Form eines Bruches vor, dann läßt sich der Winkel gegen die reelle 
Achse einfacher so bestimmen, daß man ihn als Differenz der Winkel von Zähler und Nenner be­
rechnet; denn es gilt für zwei komplexe Zahlen 211 und 212: 

~_1 = ~11 eJ "'' = !.§.1 ej( "''-"'" l • 
2{2 12l21ei "'" 12121 
"" "" R2+iwL2 
v1=v Rr+R2+jw(L1+L2) 

Es war z. B. 

Der Winkel des Zählers ist 

der Winkel des Nenners 

daher der gesuchte Winkel 

2. Es sei die Empfindlichkeit der Schering-Brücke, Abb. 132, zu untersuchen. Für den 
Strom im Nullzweig kann sofort die GI. (29) übernommen werden, wenn alle Widerstände, Ströme 
und Spannungen durch die entsprechenden komplexen Größen ersetzt werden. Mit den Be­
zeichnungen der Abb. lO wird 

1 
ffir=---- · 

jw01 ' 

ro Ra 
'"a= 1+jw03 R3 ; 

Die Brücke sei nahezu abgeglichen, so daß 
0=00 (l+Lio), 
o=o0+Lio, 

wenn mit 0 0 und o0 die exakten Werte der Kapazität und der Ableitung bezeichnet werden. Die 
GrößenLio und Lfo geben ein Maß für die Abweichung der wirklichen Werte von den genauen 
Werten. Berücksichtigt man, daß die Größen 0 0 und o0 den GI. (490) und (491) genügen, und daß 
o0 klein gegen 1 ist, so ergibt sich die Näherungsformel 

ffi2ilta-iR1iR4=- .Ra0 (Lia-jLlo). 
}W 

Der Strom im Nullzweig wird unter den gleichen V ernachlässigungen 

- .Ra (Lia- jLio) 
"" E }wO 
05 = ~ [ R4 ( 1 )] ( I Ra ( I ) . 

-,--0 + ills -,--0 + R4 -;----------0 +Ra) + -:--0- --=---o + R4 J w J w J w 1 J w 1 ,J w 
Führt man hier ein 

so folgt 

Küpfmüller, Elektrotechnik. I4 
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Praktisch ist wG1R3 klein gegen 1 und ffi5 nahezu reell, ffi5=R5; dann folgt 
;----

~ L1a+L1~ 
ls=wGlRaE Ra+R4+R," (897) 

Hieraus kann man nun umgekehrt die Unempfindlichkeit der Brücke berechnen, wenn die 
kleinste Stromstärke 15 bekannt ist, die vom Nullinstrument noch angezeigt wird. Es ist 

Ll=fL12 +LJ2 = l!_a__+R4j-Rsl_r; (898) 
o o wGlRa E. 

Wenn z. B. die einem gerade noch wahrnehmbaren Ausschlag entsprechende Stromstärke 
15=5 · 10-8 A 

beträgt und 
E=100kV, /=50Hz, R3=120Q, 

so wird 

J.f 
Es können also Kapazitätsunterschiede von 0,03°/.. und 

638Q 5·10-8 A _5 
L1=314·100·10-12 ·31Ss-1FQ w•v- = 3•2 · 10 · 

Verlustwinkelunterschiede von 0,00003 gerade noch wahr­
genommen werden. 

Abb.233. Berechnungeinesallgemeinen 3. Es sei der Strom~. im letzten Glied des Ketten-
Kettenleiters. "'" leiters, Abb. 233, zu berechnen, wenn die Anfangsspan-

nung ul gegeben ist. 
Man drückt bei derartigen Aufgaben Spannungen und Ströme in den einzelnen Abschnitten 

des Kettenleiters durch den gesuchten Strom aus, indem man beim Ende des Kettenleiters 
beginnt. Es ist 

Ua=3,ffi,; 

"' Ua ()< ffis 
~4= ffi, =vsm;; 

"' "' + u~ "' (1+ ffis) . '-5a='-5s ffi4 ='-5• ~ ' 

"' m "' ("' m ffia ffi, ) U2=Ua+'-5a<a3 ='-5a u•,+u•a+~ ; 

32=U2 ; 31=3a+32; 
ffi2 

U -U +3 ffi ="' (ffi +ffi + ffia~s-+ffi + ffitffia + ffi1(ffia+ffi5) + ffi1 ffi3 ffi5) 1- 2 1 1 '-55 5 3 ffi4 1 ffi, ffi2 ffi2 ffi4 . 

4. Die Gegeninduktion zwischen einzelnen Zweigen kann meist am einfachsten durch 
Einführung der Ersatzbilder berücksichtigt werden. Als Beispiel werde die Genauigkeit eines 
Stromwandlers untersucht. Der Stromwandler, Abb. 234, dient zur Messung starker Ströme 

und hat daher eine Primärwicklung 0 
----AA~ mit wenigen Windungen, durch die der :;; ! 1 t", /,hfe-J 
-- v v ~ zu messende Strom fließt, und eine Se- 1 '"-........;;;,.:.__ 0 kundärwicklung mit vielen Windungen, 

1 an die der Strommesser angeschlossen 
c wird. Das Verhältnis von Primärstrom 

zu Sekundärstrom wäre im Idealfall 
Abb. 234. Untersuchung durch das Verhältnis von Sekundär­

eines Strornwandlers. windungszahl W2 zu Primärwindungs- Abb. 235. Ersatzbild des Strornwandlers. 
zahl w1 gegeben. Wegen der Streuung 

und der Verluste weicht der wirkliche Sekundärstrom etwas von dem Idealwert ab. Man be­
zeichnet als Stromfehler die Größe 

Ll= 12- 12 ' 100%, (899) 
128 

wobei 12, den aus der Übersetzung berechneten Sollwert darstellt. Außerdem ist der Phasen­
winkel zwischen den beiden Strömen nicht genau 180° wie im Idealfall, sondern etwas kleiner. 
Den Unterschied bezeichnet man als den Fehlwinkel e des Wandlers. 

Mit Hilfe des Ersatzschemas des Transformators, Abb. 196, lassen sich die Fehler aus den 
Bestimmungsgrößen des Wandlers berechnen. Bezeichnet man den komplexen Widerstand de~ 
Amperemeters A mit ffiA, so ergibt sich das in Abb. 235 dargestellte Schema, in dem die Eisen­
verluste durch den Verlustwinkel t5 berücksichtigt sind (siehe Abschn. 31). 
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d "' """' 1 o er .;:s2=-u.-h 
1+__!lL. [sin(q:>+c5)-jcos(cp+c5)] 

w h2 

Da die Fehler nur klein sind, ergeben sich damit die Näherungsformeln 

Ll=--RL, sin(cp+c5); (901) 
w h2 

e= RL. cos(cp+c5). (902) 
w h2 

Die Fehler wachsen also proportional mit dem Gesamtwiderstand R, auf der Sekundärseite. 

Nichtsinusförmige Wechselströme und -Spannungen lassen sich 
allgemein durch Fouriersehe Reihen darstellen. Für eine beliebige periodische 
Funktion F(t) mit der Periode T gilt danach 

Dabei ist 

F(t) =A1sinwt+A2sin2 ru t+.A3sin3rut+ · · · 

+B0 +B1 cosrut+B2cos2rut+B3cos3rut+ · · ·. 
2:n; 

w=2nf=p 

(903} 

(904) 

die Kreisfrequenz der Grundschwingung; B0 ist der Mittelwert der Funktion F(t): 
T 

B0 = -} JF(t)dt, (905) 
0 

und es ergeben sich die Koeffizienten der Sinus- und Kosinusglieder in Überein­
stimmung mit Gl. (859) und (860) aus 

T 

A.~ i, J F(t)ffinnrutdt, 1 
T 

Bn= ; f F(t)cosnwtdt. 
0 J 

(906} 

Der Vorteil der Fouriersehen Darstellung periodischer Funktionen für die Theorie 
der Wechselströme liegt darin, daß man in vielen Fällen die Wirkung jeder einzelnen 
Teilschwingung für sich untersuchen darf; so wie wenn die anderen nicht da wären. 
Dann gelten für die Teilschwingungen die Regeln der komplexen Rechnung, wie 
bei einfachen Sinusströmen und -spannungen. Diese Überlagerung ist theoretisch 
immer zulässig, wenn zwischen den Spannungen und Strömen lineare Beziehungen 
bestehen. Genangenommen trifft dies jedoch nie zu. Alle Widerstandswerte z.B. hängen 
wegen der Erwärmung durch den Strom etwas von der Stromstärke ab. Die Induk­
tivität ist stromabhängig, wenn im magnetischen Feld ferromagnetische Stoffe vor­
handen sind. Dem idealen linearen Gebilde am nächsten kommen die Kondensatoren, 
wenn die Elektroden mechanisch genügend starr sind; Elektrodenschwingungen, 
die infolge der Einwirkung der Feldkräfte entstehen können, bewirken auch hier 
nichtlineare Erscheinungen. 

Die Wirkung einer Nicht I in e a r i t ä t werde an einem einfachen Beispiel 
betrachtet. Der Widerstand eines Drahtes läßt sich bei kleinen Temperaturände­
rungen darstellen durch R = Ro (l + oc -&) • (907) 

14* 
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Die Temperaturerhöhung f} ist ziemlich genau proportional der in der Zeiteinheit 
entwickelten Wärme, also dem Quadrat der Stromstärke, wenn es sich um geringe 
Temperaturerhöhungen handelt: 

(608) 
Der Einfachheit halber werde angenommen, daß die Wärmeträgheit des Drahtes 
vernachlässigbar, ß also unabhängig von der Stromänderung sei. Fließt durch den 
Draht ein Strom von der Form 

i=l1 f2sinw1t+I2 f2sinw2 t, (909) 
so folgt für den Widerstand 

R=R0 [I+ ß (Ii+ 1~)-ß1~cos2w1 t-- ß 1~cos2 w2t + 
+2ßl112 (cos (w1-w2} t-cos(w1 +w2)t)]. (910) 

Für die Spannung an dem Draht ergibt sich mit Hilfe des Ohmsehen Gesetzes nach 
einigen einfachen Umformungen 

u=l1R0 -y2[I + ~ ß1i + 3ß 1~] sinw1 t+ 12 R0 y2 [I +3 ß 1i + ~ß I~] sinw2 t-
_]Jf!_Ro . 3 JS ßRo . 3 

1 r:2 sm w1t- 2 t2 sm w2t-

-JU2f~ßR0[sin(2w1 +w2 ) t-sin(2w1-w2) t]-

-IV1 ~ßR0[sin(2w 2+w1)t-sin(2w2 -w1)t]. (911) 
l2 

Die Wirkung der Nichtlinearität ist also eine zweifache. Zunächst wird die Amplitude 
jeder Grundschwingung beeinflußt durch die andere und ferner ergeben sich "Ober­
schwingungen" (3w1, 3w2) und "Kombinationsschwingungen" (2w1 +w2, 2w1 -w2, 

2w2+w1, 2w2 -w1). Dies gilt auch, wenn mehr als zwei Teilschwingungen vorhanden 
sind und andere nichtlineare Beziehungen zwischen Strom und Spannung bestehen. 
Die Zahl der Kombinationsschwingungen kann außerordentlich groß werden; ihre 
Frequenzen haben allgemein die Form pw1 ±qw2 ±rw3 usw., wobei p, q ,r ganze 
Zahlen sind. 

Die Einrichtungen und Apparate der Elektrotechnik sucht man im allgemeinen 
so herzustellen, daß die nichtlinearen Wirkungen möglichst gering sind. In der 
Starkstromtechnik sind Oberschwingungen und Kombinationsschwingungen un­
erwünscht wegen der durch sie verursachten zusätzlichen Verluste und wegen der 
Beeinflussung von Schwachstromanlagen. In der Fernsprechtechnik müssen Ober­
schwingungen und Kombinationsschwingungen der Fernsprechströme vermieden 
werden, weil sie die Verständlichkeit der Sprache beeinträchtigen. Meist gilt daher 
das Gesetz der ungestörten Überlagerung der Teilschwingungen mit einer brauch­
baren Annäherung. 

In Sonderfällen arbeitet man absichtlich mit nichtlinearen Gebilden, z. B. bei 
der Gleichrichtung von Wechselströmen oder bei der Frequenzverdopplung. Ein 
Beispiel aus der elektrischen Nachrichtentechnik bildet die sogenannte Amplituden­
modulation. Man versteht darunter die Veränderung der Amplitude eines ein­
fachen Wechselstromes ("Trägerstrom") derart, daß der zeitliche Verlauf der Ampli­
tude der gleiche ist wie der der ursprünglichen Nachrichtenströme (Signalströme). 
Ist also der zeitliche Verlauf der Nachrichtenströme durch irgendeine Funktion F(t) 
der Zeit gegeben, so kann der modulierte Trägerstrom dargestellt werden durch 

i=Iy2h +kF(t)]sin.Qt. (912) 

Man nennt .Q die Trägerfrequenz und bezeichnet k als den Modulationsgrad, 
wenn die Funktion F so gewählt ist, daß sie zwischen + 1 und -1 schwankt. Die 
Abb. 236 veranschaulicht den zeitlichen Verlauf eines modulierten Stromes. Durch 
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Gleichrichtung dieses Stromes kann wieder der Nachrichtenstrom F(t) gewonnen 
werden. 

Der modulierte Wechselstrom wird gewöhnlich in Einrichtungen zu dem Emp­
fangsort geleitet, die als linear angesehen werden können. Dann kann man den 
Vorgang der Übertragung untersuchen, indem man den modulierten Strom wieder 
in einzelne Sinusschwingungen zerlegt; die Übertragung einer jeden Teilschwingung 
kann dann getrennt untersucht werden. Stellt man zunächst die Funktion F nach 
Fourier durch eine Reihe von einfachen Sinusschwingungen dar, so gilt für jede 
Teilschwingung mit der Frequenz w und der Amplitude a 

i=I f2 [1 + kasin (w t+ cp)]sin!J t. (913) 
Durch eine einfache Umformung erhält man 

i=I f2 sin!J t- ka lcos((!J+ w)t+ cp)+ ka I cos((!J-w)t- cp). (914) 
y 2 f 2 

r(tj Der modulierte Trägerstrom besteht .also aus drei Teil­
schwingungen mit den Kreisfrequenzen 

t Q, !J+w und Q-w. 
~~----~--~~~~~ c::---- Die Teilschwingungen der Funktion F ( t) füllen im all-

gemeinen ein ganzes Frequenz-
bandaus, z.B. beidergewöhn­

t liehen Telephonie das Band 
14-++++.J.++++++++t--H-H .. zwischen 300 und 2500 Hz. 

Dann ergeben sich im modu- (J) 

lierten Strom zwei "Seiten­
Abb. 236. Beispiel einer Amplituden- bänder", die durch Abb. 237 Abb. 237. Frequenzbänder bei 

modulation. veranschaulicht sind. Damit Amplitudenmodulation. 

im Empfangsapparat wieder 
der durch F(t) gegebene zeitliche Verlauf der Signalströme hergestellt werden kann, 
ist es also notwendig, daß alle Teilschwingungen, die in diese beiden Bänder fallen, 
zum Empfänger übertragen werden. In manchen Fällen geringerer Ansprüche an 
die Genauigkeit der Übertragung ist es zulässig, eines der beiden Seitenbänder zu 
unterdrücken ("Einseiten band- Übertragung"). Sei z. B. 

F(t)=sinw1 t+asinw2 t, (915) 

so wird bei Unterdrückung des unteren Seitenbandes 

i=I f2 [ sin.Qt- ~-cos(.Q+w1)t-a: cos (.Q + w2)t], 

oder i=lf2[l+ : sinw1 t+a; sinw 2t]sin.Qt-

~k n -Iv 2 2[cosw1 t+acosw2 t]cos~d. (916) 

(917) 

Läßt man den Strom i auf eine nichtlineare Einrichtung wirken (Gleichrichter, 
Demodulator) mit einer quadratischen Charakteristik, bei der also ein Stromverlauf 
hergestellt wird, der proportional dem Quadrat von i ist, so ergibt sich der gleich­
gerichtete Strom durch Bildung von cp2 (t). Er enthält, wie Gl. (917) zeigt, wieder 
die ursprüngliche Funktion F. Daneben tritt aber noch eine Schwingung mit der 
Differenz der beiden Teilschwingungen auf, die im Signalstrom nicht enthalten war. 
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Man ersieht jedoch, daß diese "Differenzschwingung·· relativ um so kleiner wird, je 
kleiner der Modulationsgrad ist, so daß man damit ein Mittel hat, die Ungenauig­
keiten der Einseitenhand-Übertragung praktisch genügend klein zu halten. 

Die Effektivwerte nichtsinusförmiger Wechselströme und Spannungen werden 
wie die rein sinusförmiger definiert durch die Gleichstromwerte, die die gleiche 
Wärmewirkung ergeben. Es ist 

T T 

I=~r2dt; U= ~Ju2dt. (918) 
0 0 

Stellt man Strom und Spannung in der allgemeinen Form dar 

i=I1 y2sin(wt-l-tp1)-!-I2 f2 sin(2wt-l-tp2)-!-I3 f2 sin(3wt-!-tp3)-l- · · ·, (919) 

U= ul ffsin(wt-1-cpt)+ u2 ff sin(2wt+cp2)+ Ua ff sin(3wt+cpa) + ... '(920) 

so folgt mit Hilfe der Beziehungen (918) für die Effektivwerte 

I= fii-1-I~-1-I~-1- · · · , } 

U=fUi+U~+U~-1- · · ·. 
(921) 

Die im Mittel in einen Verbraucher bei der Spannung u und dem Strom i fließende 
Leistung, die sogenannte Wirkleistung, ist 

T 

N = ~ J uidt. (922) 
0 

Durch Ausführung der Integration erhält man 
N = U1I 1 cos(cp1 -tp1)-l- U2 I 2cos(cp2-tp2} + U3 I 3cos(cp3-tp3}-l- · · · . (923) 

Neben diesen Größen verwendet man häufig noch die Blindleistung 
N11 = U1I 1sin(cp1 -tp1) + U2I 2 sin (cp2 -tp2)-l- U3I 3sin(cp3-tp3)-l- · · · . (924) 

Das ist die Größe, die ein nach dem Prinzip des Elektrodynamometers arbeitender 
Leistungsmesser anzeigt, wenn in den Strompfad oder in den Spannungspfad eine 
Phasenverschiebung von 90° eingeführt wird. Eine physikalische Bedeutung hat 
diese Größe nicht. 

Man definiert ferner die Scheinleistung durch 
N.= U I. (925) 

Während jedoch bei sinusförmigem Wechselstrom die Beziehung besteht 

N.= fN 2-I-Ng, (926) 

gilt, wie sich mit den Gl. (923), (924) und (925) ergibt, bei nichtsinusförmigem 
Strom etwas Ähnliches nicht. 

Den Leistungsfaktor kann man bei sinusförmigem Wechselstrom auf folgende 
drei Arten definieren, die einander gleichwertig sind: 

I. cos cp=c;s( cp1 - tp1); ) 

2. coscp= N,; 

N 
3. coscp= fN2+Ng . 

(927) 

Wie man aus den Gl. (923), (924) und (925) erkennt, ergeben jedoch diese drei 
Definitionen bei nichtsinusförmigem Strom verschiedene Werte, und es ist keine 
dieser drei Definitionen richtiger als die andere, weil bei nichtsinusförmigem Strom 
alle drei willkürlich sind. Da jedoch bei den Stromkurven der modernen Wechsel­
stromnetze die Unterschiede zwischen den drei Definitionen sehr gering sind (sie 
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betragen bei einer Oberschwingung von 10% erst 0,1% ), so benützt man in der Stark­
stromtechnik den Begriff des Leistungsfaktors zur Kennzeichnung der Strom­
aufnahme bei gegebener Wirkleistung und Spannung, auch wenn es sich um wirk­
liche Wechselströme handelt. 

33. Vierpole und Kettenleiter. 
Unter einem Vierpol versteht man ein Netzwerk, das zwei Eingangs- und zwei 

Ausgangsklemmen besitzt und der Übertragung elektrischer Energie dient. Will man 
besonders kennzeichnen, daß in dem Vierpol keine Energiequellen vorhanden sind, 
so spricht man von einem passiven Vierpol. In Abb. 238 a 
ist ein allgemeiner passiver Vierpol mit den Eingangsklemmen 1, 
2 und den Ausgangsklemmen 3,4 dargestellt. Die Rechtecke be 
deuten irgendwelche Anordnungen aus Widerständen, Konden- 1 

satoren und Spulen. Man kann nun zeigen, daß ein solcher 
Vierpol immer auf eine einfache Stern- oder Dreieckschaltung 
von drei komplexen Widerständen zurückgeführt werden kann. 
Dazu benutzt man den in Abschnitt 4 abgeleiteten Umwand- t? I' 

lungssatz der wie alle Stromverzweigungsgesetze auch für die Abb. 238: Allgemeiner 
' V1erpol. 

komplexen Wechselstromwiderstände gilt. In Abb. 239 ist ver-
anschaulicht, wie sich durch Umwandlung der jeweils mit einem unterstrichenen 
Buchstaben bezeichneten Sterne in das vollständige Vieleck und Zusammenfassen 
der parallelliegenden Widerstände die Anordnung schrittweise umformen läßt. Es 
ergibt sich schließlich im allgemeinen Fall ein Netz von der Form 0, also ein voll­
ständiges Viereck. Dieses 
Netz läßt sich nicht weiter 
vereinfachen, wenn gefordert 
wird, daß es bei beliebigen 
Potentialen der vier Klem­
men die gleichen Ströme auf­
nehmen soll wie das ur­
sprüngliche Netz. Dagegen 
ist eineweitereV ereinfachung 

~ 'ri f 

'AJ ''~ 
Abb. 239. Umwandlung des allgemeinen Vierpols. 

möglich, wenn die Anordnung als Vierpol verwendet werden soll, wenn also die 
Klemmen 1 und 2 Eingangsklemmen, die Klemmen 3 und 4 Ausgangsklemmen 
sind. Dann ist der bei 2 austretende Strom gleich dem bei 1 eintretenden und der 
bei 3 austretende Strom gleich dem bei 4 eintretenden. Bezieht man die Potentiale 
der vier Klemmen alle auf die Klemme 2 und bezeichnet man das Potential der 
Klemme 4 mit rp, so sind die vier Potentiale 

U1 an Klemme 1, 
0 an Klemme 2, 

cp + U2 an Klemme 3, 
cp an Klemme 4. 

Auf Grund des ersten Kirchhoffschen Satzes gilt dann für die in die Klemmen 
eintretenden oder die austretenden Ströme 

Klemme 1 31 = Ul + Ul-qJ_- U2 + Ul-=- fP • 
ffis ffi1 ffi4 ' 

Klemme 2 C1' - U1 + _rp_ + fP + U2 ; 
vl- ffis ffi2 ffiJ 

Klemme 3 zs2=- U2 + ].h-<J?_-U2 - <J?+ll. · 
ffi6 ffil ffi3 ' 

Klemme 4 32 = - U2 + _rp-U.l + _1!_. 
ffis ffi4 ffi2 
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Aus den beiden ersten und den beiden letzten Gleichungen folgt 

q;=ll1mo(~1 +~J-u2mo(~1 +ffi~), 

Hieraus folgt der Umkehrungssatz 

(~:)U,=O =- (~)U2=ü' (930) 

der aussagt, daß eine am Anfang eines beliebigen Vierpols wirkende Spannung U 
1 1 in dem kurzgeschlossenen Ende den gleichen Strom 3 hervorruft 
~·~ wie ihn die gleiche Spannung in dem kurzgeschlossenen Anfang 
~ verursachen würde, wenn sie zwischen den beiden Ausgangs-

~ f klemmen tätig wäre, Abb. 240. 
Die Gl. (928) und (929) kann man durch Auflösen nach U 1 

Abb. 240. Umkehrungs­
satz. 

und 31 in die Form bringen 

u. =~. U2+!8-il2, 
-ilt =~2.il2+ liU2, 

(931) 
(932) 

worin \l(1, \l(2, jB und [ Koeffizienten sind, die sich durch die 
komplexen Widerstände ausdrücken lassen. Es ergibt sich aus Gl. (931) und (932) 

(~.!) = _ m~m2+[, 
U2 u,=o ~ 

(~:)U.=O = ~-. 
Der Umkehrungssatz zeigt also, daß zwischen den vier Koeffizienten die Beziehung 

1 vt1 m2 1 besteht ~1 ~2 -!8(i=l. (933) 

~TII~"' Für den in Abb. 241 dargestellten Vierpol, bei dem 
U, mJ Uz l)l1, l)l2 und l)l3 beliebige komplexe Widerstände bezeich-

"~· ~ nen, kann man leicht die folgenden Gleichungen ableiten 
<Vf t ~ 't 

~ = ~ + __!_ (U + ~ lR. ) = ~ (I+ ffi2) + ~ · 
Abb. 241. Darstellung des Vier- oDl o\52 ffi3 2 oD2 2 <D2 \ ffi3 ffi3 ' 
pols durch eine Sternschaltung. 

u1 = u2 + 02 m2 + 01 m1 = u2 ( 1 + ~!) + 02 ( ml + m2 + ffi~~2) • 

Es ist hier also 
2(1 =1+:> 

\l(2=l+~;; 

m=m1 +lR2+ ffi~2 ; 
1 

[=-. ma 

(934) 

(935) 

(936) 

(937) 

Umgekehrt kann man daher jeden beliebigen Vierpol durch die Sternschaltung, 
Abb. 241, darstellen. Für die Dreieckform des Vierpols, Abb. 242, ergibt sich 
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m~=1+:> I 
~{2=1+::; 
18=913 ; 

{f=-L+_!_+J&_ 
m1 m2 m1m2 · 
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(938) 

(939) 

(940) 

Auch durch die Dreieckform kann daher jeder beliebige Vierpol dargestellt werden; 
dies folgt ferner daraus, daß der Stern in ein Dreieck umgewandelt werden kann. 

Bei einem symmetrischen Vierpol, der dadurch gekenn­
zeichnet ist, daß die Übertragungseigenschaften für beide Rich­
tungen die gleichen sind, muß 911 =ffi2 sein. Daher folgt aus den 
obigen Gleichungen ~(1 = ~{2 • (941) 

Die Ersatzschaltungen beliebiger Vierpole lrönnen durch Mes­
sung der Leerlauf- und Kurzschlußwiderstände auf beiden Seiten 
des Vierpols ermittelt werden. Aus dem Ersatzbild, Abb. 241, 
folgt z. B. für den Widerstand zwischen den Eingangsklemmen 

Abb. 242. Darstel­
lung des Vierpols 
durch eine Dreieck-

schaltung. 

bei offenen Ausgangsklemmen der primäre Leerlaufwiderstand 

ffiot=ffit+ffia­
Der sekundäre Leerlaufwiderstand ist 

(942) 

ffio2=ffi2+ffi3. (943) 
Für den Widerstand zwischen den Eingangsklemmen bei kurzgeschlossenen Aus­
gangsklemmen, den primären Kurzschlußwiderstand, ergibt sich 

ro ro + m2m3 
<Hkt = "~1 lR2+ffia ' (944) 

und für den sekundären Kurzschlußwiderstand 

ro ro + ffi1ffia 
"~k2="~2 ffil+ffia. (945) 

Da nur drei Bestimmungsstücke vorhanden sind, so sind diese vier Widerstände nicht 
unabhängig voneinander; es gilt vielmehr allgemein für jeden passiven Vierpol wie 
mit den Gl. (942) ... (945) leicht nachzuweisen ist, 

mkl ffiol 
m.2 ffio2. (946) 

Diese Beziehung kann benützt werden, wenn einer der vier Widerstände der Messung 
nicht zugänglich ist. 

Aus den gemessenen Kurzschluß- und Leerlaufwiderständen können die Ersatz­
widerstände 911, 912 und 913 berechnet werden. Für die Sternschaltung ergibt sich 
z. B. durch Auflösen der Gl. (942) . . . (945) 

ma= l'mo2 (mo~-mkl); 
ffit=ffiot-ffia; 
ffi2=ffio2-ffia· 

(947) 

(948) 

(949) 

Zablenbeispiel: Durch Messung seien die folgenden Widerstandswerte bestimmt worden: 
Leerlaufwiderstand der Primärseite: 

Wirkwiderstand= 1200.Q, Blind widerstand= 2000 .Q induktiv. 
Leerlaufwiderstand der Sekundärseite: 

Wirkwiderstand=200 .Q, Blindwiderstand=2000 .Q kapazitiv. 
Kurzschlußwiderstand der Primärseite: 

Wirkwiderstand= 1792 .Q, Blindwiderstand=3920 .Q induktiv. 
Es ist also lR01 = ( 1200+ j 2000) .Q, 

ffio2=(200 -j2000).Q, 
mkl =(1792+i392o).a. 
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Damit wird 
mo2(ffiol-mk1)=(200-j2000) ( -592-j 1920) .Q2 

=( -3,96+j0,800) · 106 .Q2 = -4,04. l06e-i11'25' .Q2, 

und 
.11°25' 

--- -)--

lffio2(ffiol-mkl)=j}4,04·106e 2 .Q 
=2010(0,0995+j0,995) .!J=(200+j2000) .Q. 

Es folgt für die Ersatzwiderstände 
ffi1=1000.Q, 
m2=-j4ooon, 
ffi3 =200 .Q +j 2000 .Q . 

Für die betreffende Frequenz kann also ffi1 durch einen Ohmsehen Widerstand, ffi2 durch einen 
Kondensator ohne Ableitung und ffi3 durch eine Spule dargestellt werden. 

317 ~... Kettenleiter entstehen, wenn meh-
t rere Vierpole hintereinander geschaltet 

werden. Insbesondere ergibt sich ein h o-
Abb.243.HomogenerKettenleiter. mogener Kettenleiter, wenn die 

einzelnen Vierpole unter sich gleich 
sind. Sind die Vierpole außerdem symmetrisch, so entsteht ein symmetrischer 
homogener Kettenleiter. Besonders die letztgenannte Form hat vielfache An­
wendungen gefunden. Bezeichnet man die Spannungen und Ströme hinter dem 
n-ten Vierpol eines solchen Kettenleiters so wie in Abb. 243, so gelten die Vierpol­
gleichungen (931 ), (932) mit Gl. (941): 

Un = ~{ Un+l + \B ZSn+l; 
S'n = ~{.ZSn+l +~Un+l· 

Man kann hier die Abhängigkeit der Spannungen und 
Ansätze lln=aeng; S'n=oeng 

(950) 

(951) 

Ströme von n durch die 

berücksichtigen, wobei a, b und g zunächst unbestimmte Konstanten sind. Führt 
man diese Ansätze in die Gl. (950) und (951) ein, so folgt 

a=a~e9+b\Be9; (952) 

(953) 

es fällt also n heraus. Durch Auflösen nach~( ergibt sich unter Berücksichtigung der 
Gl. (933) in der Form ~2 -\B~=1: 

~(eB+e-9) =liofg=~, (954) 
a 58 
·r -6ing · und ferner (955) 

Da der Hyperbelkosinus eine gerade Funktion ist, so stellen +g und -g mögliche 
Lösungen dar. Zu den beiden Werten von g gehören also zwei Werte von ajb: 

a 58 58 v58 -o = =f eiing = =f ~<Eof2g-l =f <E-; (956) 

man setzt 3= f: (957) 

und bezeichnet diese Größe als den Wellenwiderstand des Kettenleiters, da sie 
einen Widerstand darstellt, der in einer Analogie zu der entsprechenden Größe der 
Leitungstheorie steht (siehe Abschnitt 35). Für die Spannung hinter dem n-ten 
Glied gilt nunmehr der vollständige Ansatz 

(958) 
und für den Strom 

~ 0 1 n + 02 (959) -\Sn= --.Be g Be-ng. 
Die beiden Konstanten a1 und a2 können durch die Spannung U0 und den Strom S'o 
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am Eingang des Kettenleiters ausgedrückt werden. Für n = 0 gilt 

llo=n1 +n2, 

daraus folgt 
3o=- ; 1 + ~; 

a1=~(Uo-3o.8); 
a2=~(Uo+3o.8) · 

Führt man dies in die Gl. (958), (959) ein, so ergibt sich 

Un=llo[ofng-30 .86inng; 

3n=3o[ofng-~6inng. 
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Man kann umgekehrt aus diesen Gleichungen U0 und 3o ausrechnen, wenn Un und 
3n gegeben sind. Bei der Umformung hat man zu berücksichtigen, daß 

und es ergibt sich 
[of2ng- 6in2ng= I, 

U0 =Unc.iofn!l+~3~iung; 

~o=~Clofng+ ~~iung. 
(960) 

(961) 

Diese sogenannten Kettenleitergleichungen setzen also Anfangsspannung 
und -strom in Beziehung zu Spannung und Strom hinter dem n-ten Kettenleiterglied; 
sie gelten auch für das Ende des Kettenleiters, wenn dieser n Glieder hat. Zwischen 
Spannung und Strom am Ende des Kettenleiters gilt ferner 

Un=3nmn, (962) 
wenn der Kettenleiter mit einem Widerstand mn abgeschlossen ist. Ist eine der vier 
Größen U0, Un und 3 0, 3n gegeben, so können mit Hilfe der drei Gl. (960), (961) und 
(962) die drei anderen berechnet werden. Auch der ganze Kettenleiter kann als 
ein Vierpol aufgefaßt werden, für den die GI. (931), (932) und (933) gelten. 

Besonders einfach werden die Verhältnisse, wenn der Kettenleiter an seinem Ende 
mit einem Widerstand von der Größe 

mn=8 
abgeschlossen ist. Man bezeichnet diesen Fall als den der Anpassung. Führt man 
diesen Ansatz in die drei letzten Gleichungen ein, so folgt 

Uo=Uneng; 3o=3nenll; 
Uo=3o.8· 

(963) 
(964) 

Der Widerstand zwischen den Eingangsklemmen wird ebenfalls gleich dem Wellen­
widerstand. Da g im allgemeinen eine komplexe Größe ist, so setzt man 

g=ß+jrx, (965) 
wobei ß und rx reelle Zahlen bedeuten. Dann folgt aus den Gl. (963) und (964) für die 

Effektivwerte Un= Uoe-nfl; I .. = l~ole-nfl. (966) 

Die Effektivwerte von Spannung und Strom nehmen längs des Kettenleiters nach 
einer Exponentialfunktion ab. Maßgebend für die Schnelligkeit der Abnahme ist 
der reelle Anteil ß der Größe g, den man daher als Dämpfungsmaß bezeichnet. 
rx ist das Winkelmaß, da diese Größe angibt, um welchen Winkel die Spannungen 
oder Ströme am Anfang und Ende eines Gliedes gegeneinander phasenverschoben 
sind. g bezeichnet man als das komplexe Übertragungsmaß. Die Größe 

b=nß 
stellt die Dämpfung des Kettenleiters dar, die Größe 

a=nrx 
den ÜbertragungswinkeL 
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Die wichtigste Anwendung der Kettenleiter bilden die Siebketten (K. W. W a g­
ner, 1915, A. G. Camp bell, 1915). Siebketten entstehen, wenn die einzelnen Glieder 
des Kettenleiters aus möglichst verlustfreien Spulen und Kondensatoren hergestellt 
werden. Man übersieht die Verhältnisse am einfachsten, wenn man den Idealfall voll­
kommen verlustfreier Spulen und Kondensatoren betrachtet; ihre komplexen Wider­
stände sind dann rein imaginär. Auch beliebige Zusammenschaltungen von derartigen 
Spulen und Kondensatoren müssen einen rein imaginären Widerstand haben, denn 
ein reeller Bestandteil der Widerstände würde nach Abschnitt 32 anzeigen, daß Ver­
luste vorhanden sind. Da man nun jeden beliebigen Vierpol auf die Sternschaltung, 
Abb. 241, zurückführen kann, so muß für Siebketten ganz beliebiger Art eine Be­
ziehung von der Form lt' 1 ffi1 (967) 

12.0ig=1+-­
ffi3 

gelten, in der im Idealfall ffi1 und ffi3 rein imaginär sind. Das bedeutet aber, daß sich 
für !Iof g eine reelle (positive oder negative) Zahl A ergibt: 

!Iofg=A. (968) 

Diese Zahl wird in irgendeiner Weise von der Frequenz I abhängen. Wichtig für 
die Berechnung von g ist es nun, ob diese Zahl außerhalb oder innerhalb des Be­
reiches zwischen -1 und + 1liegt. Denn es gilt bei Einführung des reellen und ima-
ginären Teiles von g !fofg=!fofßcostX+j:Sinßsin~X; 

daraus folgt !Iofßcos!X=A, 

:SinßsintX=O. 

Diese Gleichungen können entweder so erfüllt werden, daß 

ß=O; COSIX=A, 

oder daß IX=O, n; ±!Iofß=A. 

(969) 

(970) 

II 
Da nun der trigonometrische Kosinus niemals einen 
größeren Betrag als l, der Hyperbelkosinus niemals 
einen kleineren Betrag als 1 haben kann, Abb. llO, 
so folgt daraus, daß die erste Lösung gilt, wenn A 
innerhalb, die zweite, wenn A außerhalb des Bereiches 
zwischen - 1 und + 1 liegt. Im ersten Falle ist die 
Dämpfung Null; Wechselströme der betreffenden Fre­
quenzen gelangen ungeschwächt zum Ende des Ketten­
leiters. Im zweiten Falle dagegen ergeben sich endliche 

Abb. 244. Bestimmung der Durch- W t d D" f U d' G d B · h 
lässigkeitsbereiche einer Siebkette. er e er amp ung. m 1e renzen er erelC e 

zu finden, in denen die beiden Lösungen gelten, be­
rechnet man A für verschiedene Frequenzen und zeichnet die entsprechende Kurve 
auf, Abb. 244. Dann geben die Schnittpunkte dieser Kurve mit den beiden im Ab-

IR IR stand ±1 gezogenen Parallelen zur Frequenzachse die Gren-
l l zen der Frequenzgebiete an, in denen die eine oder die an-

dere Lösung gilt. Die Gebiete, in denen die Dämpfung Null 
~ wird, bezeichnet man als die Durchlässigkeitsbereiche, 

die anderen als die Sperrbereiche der Siebketten. Die Gren­
Abb. 245. Definition von 
Längs- und Querwiderstand. zen zwischen den Gebieten werden Grenzfrequenzen 

genannt. In Abb. 244 liegen die Durchlässigkeitsbereiche 
zwisehen / 1 und / 2 sowie zwischen Ia und 14, die Sperrbereiche zwischen Null 
und lv zwischen 12 und 13 und zwischen 14 und unendlich. 

Besonders einfache Formen von Siebketten ergeben sich aus Vierpolen nach 
Abb. 241 oder 242. Da der Koeffizient ~( nach den Gl. (934) und (938) für beide 
Arten von Vierpolen die gleiche Größe hat, wenn die Vierpole symmetrisch sind, so 
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hat auch das Übertragungsmaß für beide Arten den gleichen Wert. Es gilt 
1 ffil ) 

~of g= I+ 2 m. , (971 

wenn ffiz den gesamten Längswiderstand, ffiq den Querwiderstand bezeichnet, 
Abb. 245. Dagegen unterscheiden sich die Wellenwiderstände, und zwar gilt für die 
Dreiecksglieder nach den Gl. (934) ... , (941) und (957) 

(972) 

für die 

(973) 
Abb. 246. Beispiel einer 

Siebkette. 

Als Beispiel werde eine Siebkette mit Gliedern nach Abb. 246 betrachtet. Es ist 

ffiz=jwL+ ~0 ; 
JW 1 

1 ffi = ----
q jw02 • 

Damit wird 4 fr' • I 1 02 1 2LO 
~=~o~g=IT-2o1-2w 2· (974) 

Diese Funktion ist in Abb. 247 dargestellt. Die beiden Grenzfrequenzen ergeben 

sich aus -1- _ _!_ 0 2 _ _!_ 2 LO . 
, 1-l + 2 o 2 wl 2 , 

1 

_ 1 0 2 1 2 LO . 
-I-I+2o1 -2w2 2, 

sie haben die Größe 
1 

w1 = fLO~; (975) 

(976) 
Abb. 247. Zur Berechnung des Durch-

Wie man leicht erkennt, entsprechen die Grenzfrequen- lässigkeitsbereichs. 

w2 = V~~1 + L~2 • 
zenden Resonanzfrequenzen des Längszweiges und des 
Dreiecks. Außerhalb des Durchlässigkeitsbereiches kann die Dämpfung nach der 
Formel (970) ( _.!!!___ r _1 

+~of ß= I+_!_ 02 - _.!_w 2 LC2 = l-2 __f':il_ __ 
- 201 2 (::)2-1 (977) 

berechnet werden. Sie ist in ihrer Abhängigkeit von der Frequenz durch Abb. 248 

veranschaulicht, und zwar für ein Verhältnis der beiden Grenzfrequenzen von w2 =I, 2. 
w1 

Es ist in Gl. (970) jeweils das Vorzeichen zu nehmen, für das ~of ß positiv wird. 
Infolge der Verluste in den Spulen und Kondensatoren ergibt sich auch im 

Durchlässigkeitsbereich eine bestimmte Dämpfung, die mit Hilfe der genauen 
Formel für das Übertragungsmaß berechnet werden kann. Bei Berücksichtigung der 
Verluste ist ~l komplex: ~l=A+jB. (978) 

Damit folgt ~ofßcosa=A; 

@3inßsina=B. 
Durch Auflösen ergibt sich 

sin2a=~(l-A2 -B2) + y~ (l-A2-B2) 2+B2 , (979) 

@3inß=~~. 
Sllltx 

(980) 



222 Netzwerke und Kettenleiter. 

In Abb. 248 ist gestrichelt angedeutet, wie sich die Dämpfungskurve infolge der 
Verluste verändert. Die Abb. 249 zeigt verschiedene Siebkettenglieder und in schema­
tischer Form ihre Dämpfungskurven. 

Wenn es sich um kompliziertere Kettenleiterglieder handelt, kann man 
ß die Größen 9 und .8 am einfachsten auf folgende Weise 

J berechnen. Man wendet die Kettenleitergleichungen auf 
ein einzelnes. Glied an; ist das Glied am Ende offen, 31 = 0, 
so wird Uo= U1 [of 9 . 

Berechnet man daher die Spannung am offenen Ende U1 

mit Hilfe· der Stromverzweigungsgesetze aus der Spannung 
am Anfang U0 , so ergibt sich das Übertragungsmaß aus 

[of g= ~: . (981) 

.f!L 
[t)f 

Abb. 248. Frequenzabhängigkeit der 
Dämpfung einer Siebkette. 

Es ist ferner bei offenem Ende 
~ ul ~':'::.' .Jo= 3 om9. 

Daher wird der Leerlaufwiderstand am Eingang 

ffio= ~o I =.8[ot99. 
~0 ,3,=0 

Abb. 249. Beispiele verschiedener Siebketten. 

(982) 
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Entsprechend ergibt sich bei Kurzschluß am Ende 
widerstand ro U0 I 

"~k=~i =ß~gg. .vo u,~o 

Hieraus folgt der Wellenwiderstand 

B=Yffioffik. 
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(U1 =Ü) der Kurzschluß­

(983) 

(984) 
Als Beispiel werde das Element eines Kreuzgliederkettenleiters, Abb. 250, be­
trachtet. Hier ist 

also 

U U !R2 u !R1 u !R2~!R1 
1= 0 !R1+!R2- 0 ~iR1+!R2 = o·m~+~' 

fr' I' - !R2+!R1 
~o,g- ro ro · 

"'2~.,,1 
(985) 

Der Leerlaufwiderstand entspricht der Parallelschaltung zweier 
Widerstände von der Größe ml + m2, also Abb. 250· Kreuzglied. 

ffi0 = ~ (ffil + ffi2) . 
Der Kurzschlußwiderstand ist durch die Reihenschaltung von zwei Widerständen 

ro!R1!R! gegeben, also ro = 2Jl!1lR2_ 
"'1+"'2 "'k !Rl+!R2' 
Daraus folgt für den Wellenwiderstand 

2= yml m2. (986) 
Infolge der letzten Beziehung ergeben sich hier besonders einfache Verhältnisse, wenn 
man die beiden Widerstände ffi1 und ffi2 so wählt, daß ihr Produkt eine reelle Größe 
ergibt: ffi1 ffi2 =Z2. (987) 
Man bezeichnet Gebilde, die diese Forderung erfüllen, als "widerstandsreziprok". 
Die einfachsten widerstandsreziproken Gebilde sind Spule und Kondensator. Setzt 
man 

so wird 

ffi1 =jwL, ffi2= i~C, 
L m1 m2 = -0 ; 

'L 
B=Z= V-o· (988) 

Kreuzgliederkettenleiter mit widerstandsreziproken Zweigen haben die Eigen­
schaft, daß der Durchlässigkeitsbereich unendlich groß wird. Es ist z. B. in dem eben 
betrachteten Fall rr , _ ~ _ l~ro2LO (989) 

12-o,g-co_oc-l+ro2LO 

eine Größe, die für alle Frequenzen zwischen + l und - I liegt. Man verwendet daher 

':I:J 11ft! 

1 y 
Abb. 251. "Überbrücktes 

T·Glied. 

'IJ 
11!"' 

1 I' 
Abb.252.1. Umwand­
lung des überbrück· 

ten T-Gliedes. 

Abb.253. 2. Umwand­
lung des überbrück­

ten T-Gliedes. 

diese Kettenleiter in der elektrischen Nachrichtentechnik zur Herstellung bestimmter 
Phasendrehungen. Kreuzgliederkettenleiter, bei denen GI. (987) nicht erfüllt ist, 
werden als Siebketten verwendet. 

In anderen Fällen komplizierterer Kettenleiterglieder führen die Umwandlungs­
sätze zu einer Vereinfachung. Als Beispiel werde das in Abb. 251 dargestellte "über-
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brückte T- Glied" betrachtet. Die beiden Spulen mit der Induktivität L sind auf 
einen gemeinsamen Kern gewickelt, so daß die Streuung möglichst gering ist und 

praktisch M=L 

wird. Die Wicklungen sind so miteinander ver­
bunden, daß Ströme in der Pfeilrichtung den Kern 
gleichsinnig umkreisen. Wendet man auf diesen 
Transformator da.s Ersatzschema, Abb. 195, an, so 
ergibt sich die Abb. 252. Das aus m~ und den bei­
den Induktivitäten 2L gebildete Dreieck verwan­
delt man mit Hilfe d~s Netzumwandlungssatzes, 
Gl. (52) ... (54), in einen Stern; damit erhält man 

o Abb. 253, und es ist 
Abb. 254. Äquivalente Kettenleiter-

glieder. m. jw2LlR~ 
<lla=m~+4fwL; 

Aus Gl. (971) folgt für das Übertragungsmaß 
jwLlR~ 

jw2LlR~ I lR2+lR~+4fwL 
(;l::oig= 1 +m~+4fwL 4(iwL)2 • jwLlR~ · (990) 

m2+lR~+4fwL -JwL m2-lR~+4fwL 
Es ergibt sich also der gleiche Ausdruck wie für Kreuzglieder, wenn man setzt 

jwLlR~ 
))tl = ffi8-4jwL. (991) 

Die ü herbrückten T- Gliede-r sind den Kreuzgliedern elektrisch 
äquivalent. Wenn die Bedingung (991) benützt wird, ergibt sich auch für den 
Wellenwiderstand die gleiche Formel (986). Die Abb. 254 zeigt die beiden einfachsten 
einander äquivalenten Gliederformen der beiden Kettenleiterarten. 

34. Die Elektronenröhre als Verstärker. 
Das V erhalten von Verstärkerröhren in irgendwelchen Schaltungsanordnungen 

läßt sich theoretisch am einfachsten so untersuchen, daß die Verstärkerröhre als ein 
i Vierpol aufgefaßt wird. Im Gegensatz zu den im Abschnitt 33 

behandelten Vierpolen stellt jedoch die Verstärkerröhre einen 
aktiven Vierpol dar; sie liefert am Ausgang Energie ab, die 
nur zum Teil dem Eingang zugeführt wird. Wir beschränken uns 
hier auf die Betrachtung einer Dreielektrodenröhre, die zwi­

ua sehen der glühenden Kathode und der Anode noch eine durch­
brochene Elektrode, das Gitter, enthält. 

Hat das Gitter irgendein Potential ug gegen die Kathode, die 
Anode ein Potential ua (bei direkt geheizten Kathoden kann z. B. 

A~~~i!I~ttr~~~~~th~~r das negative Ende der Kathode als Bezugspunkt gewählt wer-
den), Abb. 255, so entsteht in der Umgebung der Kathode ein 

elektrisches Feld, das durch die beiden Potentiale bestimmt ist. Die Summe der 
beiden von Gitter und Anode zur Kathode übergehenden Verschiebungsflüsse läßt 
sich durch die Teilkapazitäten K 0 zwischen Gitter und Kathode und Ka zwischen 
Anode und Kathode ausdrücken: 

Q=Kgug+Kaua. (992) 
Die Verschiebungsdichte und damit die elektrische Feldstärke in der Umgebung 
der Kathode sind dieser Größe proportional; sie ist daher nach Abschnitt 16 auch 
maßgebend für den Elektronenstrom. Man setzt 

(993) 
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und nennt das Verhältnis der Teilkapazitäten 

K. =D 
x. 
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(994) 

den Durchgriff der Röhre. Der von der Kathode ausgehende Elektronenstrom ist 
nur abhängig vom Gesamtfeld, also von 

(995) 

Er ist identisch mit dem Strom i im Anodenkreis, wenn uu negativ ist, das Gitter 
also keine Elektronen aufnimmt; dann ist 

(996) 

Diese Funktion ist im wesentlichen durch die Raumladungscharakteristik ge­
geben. 

Mißt man den Anodenstrom für verschiedene konstante Werte von ua und trägt 
die Stromwerte in Abhängigkeit von uu auf, so ergeben sich die Anodenkennlinien 
der Röhre für die verschiedenen Anodenspannungen, 
Abb. 256. Aus dieser Kennlinienschar kann die Größe m/1 i 

des Durchgriffes D entnommen werden, indem man die 
Horizontalverschiebung der Kurven dividiert durch 
den Unterschied der Anodenspannungen. Der Anoden­
strom wird nahezu Null, wenn u = 0, also 

ist. 
In dem Bereich negativer Gitterspannungen wird der 

Gitterstrom verschwindend klein. Wenn dagegen das 
Gitter positiv gegen die Kathode ist, so nimmt auch 
das Gitter einen Teil des Elektronenstromes auf; der 

Abb. 256. Kennlinien der Drei­
elektrodenröhre. 

Anodenstrom i ist dann durch die Differenz des Emissionsstromes der Kathode und 
des Gitterstromes gegeben. Auch in diesem Gebiet positiver Gitterspannungen kann 
die Röhre noch als Verstärker arbeiten, wenn auch die Verstärkung hier geringer 
ist, weil zur Steuerung des Gitters eine Leistung aufgewendet werden muß. Von 
Ausnahmefällen abgesehen, wird daher das Gebiet negativer 
Gitterspannungen benutzt. 

Das allgemeine Schema des Verstärkers ist in Abb. 257 dar­
gestellt. Das Gitter erhält durch eine Batterie eine negative 
"Vorspannung" Eu. Im Gitterkreis befindet sich ferner irgend­
eine Anordnung mit dem Widerstand ffi:u, in der eine elektro­
motorische Kraft ~1 mit einer bestimmten Frequenz f wirkt. 
Im Ruhezustand des Verstärkers ist ~1 = 0, und es wird die 
Gitterspannung Uu=Eu, da das Gitter keinen Strom aufnimmt. 
Dabei stellt sich ein ganz bestimmter Wert Ia des Anoden­
stromes i ein, der durch die Anodenstromquelle E a erzeugt wird. Abb. 257. Schema eines 
Sobald die elektromotorische Kraft ~1 im Gitterkreis tätig ist, Verstärkers. 

ergeben sich Schwankungen des Anodenstromes um diesen Ruhewert. Diese Anoden­
stromschwankungen liefern eine Wechselstromleistung in den komplexen Wider­
stand ffi:a. 

Bei sinusförmigem Verlauf von ~1 läßt sich die Gitterspannung in der Form 

schreiben Uu=Eu+U1 f2eiwt, (997) 

wobei U1 den Zeiger der Gitterwechselspannung darstellt, der gleich ~1 ist, wenn 
kein Gitterstrom fließt. U1 ist etwas von ~1 verschieden wegen der zwischen Gitter 
und Kathode übergehenden Verschiebungsströme. Die Augenblickswerte ergeben 
sich durch Bildung des reellen Teiles von Gl. (997). 

Küpfmüller, Elektrotechnik, 15 
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Anodenstrom i und Anodenspannung ua werden ebenfalls Anteile enthalten, 
die mit der Kreisfrequenz w veränderlich sind, so daß man setzen kann 

(998) 

Ua=Ea-laRao-32 f29taeirot. (999) 

Dabei bedeutet Rao den Wert von ffia für w =0, also für Gleichstrom. 
Geht man mit diesen Ansätzen in die allgemeine Formel (996) für die Kenn­

linien ein, so folgt 

Ia+32 i2eirot=F(E0 +DEa-DlaRao+Ul -{2eirot_~2 f2ffiaDeirot). (1000) 

Die beabsichtigte Wirkung des Verstärkers ergibt sich nun, wenn die Schwan­
kungen der Ströme und Spannungen um die Ruhewerte so klein sind, daß die 

Kennlinie als eine Gerade betrachtet werden kann. Das 
i bedeutet aber, daß die Wechselstromgrößen in der obigen 

i,fl!ao Gleichung klein gegen die Gleichstromgrößen sein müssen. 
Unter dieser Voraussetzung kann man die Funktion F in 
eine Potenzreihe nach den Wechselstromgrößen entwickeln 
und nach dem zweiten Glied abbrechen. Da die Gl. (1000) 
sowohl für die zeitlich konstanten Größen als auch für die 
Wechselstromgrößen erfüllt sein muß, so zerfällt sie in die 
beiden folgenden Bedingungen 

--~~--~~----~~ 

Abb. 258. Zur Bestimmung des 
Ruhestromes. 

la=F(E0 +DEa-DlaRao); (1001) 

(1002) 

Die erste dieser Gleichungen gibt eine Bedingung für den 
Anodenruhestrom la. Man löst sie am einfachsten graphisch. Die Anodenkennlinie 
wird sö aufgenommen, daß die Anode unmittelbar an die Anodenbatterie an­
geschlossen wird, daß also Ua=Ea wird, Abb. 258. Setzen wir gemäß Gl. (995) 

u=E0 +DEa-DlaRa0 =u0 +DEa, 

so wird I = E.-u. (1003) 
a DR.o . 

Das ist die Gleichung einer geraden Linie im Kennliniendiagramm, die durch den 
Punkt u0 =E0 geht und die Steigung -1/DRao hat. Da andererseits Ia durch die 
Kennlinie gegeben sein soll, Gl. (1001), so liefert der Schnittpunkt der Geraden 
mit der Kennlinie den Anodenruhestrom. Man zeichnet die Gerade, indem man in 
dem Punkt u0 =E0 um irgendeinen beliebig angenommenen Stromwert i 1 senkrecht 
nach oben geht, vom Endpunkt dieser Strecke nach links eine Strecke i 1 DRao ab­
trägt und mit dem Ausgangspunkt verbindet. 

Aus diesem Diagramm kann nun eine weitere wichtige Größe entnommen wer­
den, wenn man im Punkt P die Tangente an die Kennlinie legt. Die Steigung dieser 
Tangente gibt die Größe 

S=F'(Eu+DEa-DlaRao)= ~~' (1004) 

die man als die Steilheit der Kennlinie bezeichnet. Nach Gl. (1002) ist diese 
Steilheit maßgebend für die W echselstromgrößen. Es gilt 

32= (Ul-D9la32)S, 
ul 
n 

32= 1 
at.+ SD 

oder (1005) 

Diese Beziehung lehrt, daß man den Anodenwechselstrom so berechnen kann, 
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wie wenn im Anodenkreis eine elektromotorische Kraft von der Größe 

n:.= ui 
~. D 
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(1006) 

wirksam wäre, die über den äußeren Widerstand ma und den inneren Widerstand 
der Röhre arbeitet. Dieser innere Röhrenwiderstand hat die Größe 

l 
Ri= SD. (1007) 

Zablenbeispiel: Bei einer Röhre mit einem Durchgriff D= 5% ergebe sich aus der "stati­
schen" Anodenkennlinie für die gewählte Gittervorspannung und den Anodenwiderstand R.o 

mit der in Abb. 258 dargestellten Konstruktion eine Steilheit von S = 4 rn: . Dann kann der 

Ausgangskreis der Röhre ersetzt werden durch eine Zweipolquelle mit dem inneren Wider-
stand 1 

R;= 0,004 · 0,05 .Q=5000.Q 

und der elektromotorischen Kraft ~;=201lp 

Man kann nun auf Grund dieser Vorstellung ein vollständiges Ersatz b i 1 d 
der Verstärkerröhre aufstellen, durch das die Röhre auf einen einfachen Vier­
pol zurückgeführt wird, Abb. 259. Zwischen Gitter und Kathode wirkt die Wechsel­
spannung U1. Dort ist ferner eine Teilkapazität Kg vor­
handen. Zwischen Anode und Kathode wirkt die elektro­
motorische Kraft ~i über den inneren Röhrenwiderstand Ri. 
Ferner liegt zwischen Anode und Kathode die Teilkapazi­
tät Ka. Schließlich ist noch eine Teilkapazität Kga zwischen 
Gitter und Anode vorhanden. Dieses Ersatzbild berück­ Abb. 259. Ersatzbild der Ver-
sichtigt alle für den Betrieb als Verstärker maßgebenden stärkerröhre. 

Eigenschaften der Elektronenröhre. In vielen Fällen kön-
nen die Teilkapazitäten vernachlässigt werden; bei den Frequenzen der Fernsprech­
und Hochfrequenztechnik sind jedoch die Teilkapazitäten meist von ausschlag­
gebendem Einfluß. 

Zu beachten sind die Pfeilrichtungen der Ströme, die sich auf Grund der Ab­
leitung des Ersatzbildes ergeben; kehrt man sie im Ausgangskreis um, wie dies 
dem normalen Bild eines Vierpoles entsprechen würde, dann muß die elek-

tromotorische Kraft ~i = - ~I gesetzt werden. Man erkennt aus dem Ersatz bild, 

daß infolge der Gitteranodenkapazität der Eingangswiderstand eines Verstärkers 
davon abhängt, was im Anodenkreis angeschlossen ist; diese Teilkapazität hat 
ferner eine "innere Rückkopplung" zur Folge, 
indem ein Teil der Energie des Anodenkreises 
über sie hinweg in den Gitterkreis zurückgeliefert 
wird. 

Als Anwendungsbeispiel werde ein Widerstands­
verstärker betrachtet, bei dem im Anodenkreis 

,fa U: 

~-+--~~-J 
ein Ohmscher Widerstand Ra liegt. Im Gitterkreis Abb. 260• Ersatzbild eines Widerstands-

wirke die elektromotorische Kraft a;1 ebenfalls über verstärkers. 

einen Ohmsehen Widerstand Ru. Das vollständige 
Ersatzbild ist dann das in Abb. 260 dargestellte. Man kann die Spannungen und 
Ströme nach dem Superpositionsgesetz berechnen, indem man die Teilströme und 
-spannungen summiert, die durch die beiden elektromotorischen Kräfte ~1 und ~i 
für sich allein hervorgerufen werden. 

Bei niedrigen Frequenzen ist der Scheinwiderstand der Kondensatoren so 
groß, daß genügend genau gilt 

u- C§;;Ra - UI R. -(§;I R. 
2 - R;+R.- DR;+R. -DR;+R.· 

15* 

(1008) 



228 Netzwerke und Kettenleiter. 

Die "Spannungsverstärkung" ist daher 

h I n2l 1 R,. o= ~1 = D R1+R,.. (1009) 

Man kann hieraus ermitteln, wie groß der Anodenwiderstand gemacht werden 
muß, damit die Spannungsverstärkung möglichst groß wird. Das ist nicht etwa 
der Fall, wenn Ra möglichst groß gemacht wird, sondern es ergibt sich ein ganz 
bestimmter günstigster Wert von Ra, da Ri selbst wieder von Ra abhängt/Om 
diesen günstigsten Wert zu finden, bestimmt man für verschiedene Widerstände Ra 
auf Grund der oben beschriebenen Konstruktion die Steilheit S für die betreffenden 
Gitter- und Anodenvorspannungen Ea und Ea; es ergeben sich Werte, die in der 

durch Abb. 261 dargestellten Weise von Ra abhängen. Nun 
ist mit GI. (1007) ho=_l_ __ _} __ 

D 1 (1010) 
I+ DSR 

a 

Dieser Ausdruck wird zu einem Maximum, wenn S Ra einen 
Maximalwert hat. Man berechnet daher die Werte S Ra 
und findet damit den günstigsten Anodenwiderstand Ra, 
Abb. 261. 

Abb. 261. Zur Berechnung 
der maximalen Spannungs­

verstärkung. 
Bei höheren Frequenzen treten die Teilkapazitäten in 

Erscheinung. Dadurch wird einerseits U1 kleiner als ~1 , an­
dererseits wird der Widerstand Ra kleiner infolge der parallel 

liegenden kapazitiven Widerstände. Für die erste Wirkung gilt folgende Näherungs­
betrachtung, bei der die Abhängigkeit der ersten Wirkung von der zweiten ver­
nachlässigt wird. Da zwischen den Punkten c und d die Spannung 

von unten nach oben gerichtet, tätig ist, zwischen den Punkten a und b die Span­
nung U1 von oben nach unten, so ist der Strom in der Teilkapazität K 9 a 

Saa= (Ul+U2)jcoKaa=UtfcoKua(1+ ~- R,~R-.)' 
Dieser Strom hat die gleiche Größe, wie wenn statt des Verstärkers parallel zu ab 
ein Kondensator mit der Kapazität 

K;a=Kaa(1+ho) (10ll) 

liegen würde. Die Gesamtkapazität zwischen den beiden Punkten a und b ist also 

K~=Ka+Kaa(1+ho). (1012) 

Man bezeichnet diese Kapazität als die dynamische 
rücksichtigung dieser Kapazität wird 

Gitterkapazität. Bei Be-

U G:l 
1 = 1+jwR.K9 ' (1013) 

Für die Berücksichtigung der zweiten Wirkung der Teilkapazitäten nehmen 
wir an, daß der Widerstand R 9 klein sei gegen den Scheinwiderstand des Konden­
sators Kaa· Dann liegt ein Kondensator von der Kapazität 

K~=Kua+Ka (1014) 

parallel zu Ra, so daß der komplexe Widerstand 
m R .. 

a= 1+jwR .. Kt. (1015) 

wird. Damit ergibt sich schließlich 

u2 = @':. _J&__ = ~1 _J&__ 1 
'R,+9t.. D R,+9ta 1+jwR.Kb 

(1016) 
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und es folgt für die Spannungsverstärkung die Näherungsformel 

I U2 1_h-h _ . 1 
Q;~~- - ofl+w2R3Kb2 fl+w2R2K[.2' 

(1017) 

wobei zur Abkürzung R= _RaRi 
R.+Ri 

(1018) 

gesetzt ist. Die Spannungsverstärkung fällt also mit wachsender Frequenz ab, 
wie es Abb. 262 veranschaulicht, so daß der Verstärker nur unterhalb einer ge­
wissen Frequenz gleichmäßig verstärkt. 

Würde man den Widerstand Ra ohne Zwischenschaltung des Verstärkers an 
die Zweipolquelle ~1, Rg anschließen, so würde man bei günstigster Bemessung, 
nämlich für Ra= Rg, die Leistung 

"" '2 h N- _1'"-_I_! 
1 1- 4R f 

aus der Energiequelle heraushole; können. Da andererseits h{ 
der Verstärker die Leistung 

N2=1U2j2 7()------(j)-
R. 

liefert, so bezeichnet man das Verhältnis 

N2 = IU2i~4 R. = 4 R.h2 

NI jQ;1j 2 R. R. 
(1019) 

Abb. 262. Abhängigkeit der 
Spannungsverstärkung von 

der Frequenz. 

als die Leistungsverstärkung. Auch die Leistungsverstärkung hat bei einem 
ganz bestimmten Wert von Ra ein Maximum, den man ebenfalls graphisch auf 
Grund der Gl. (1010) und (1019) bestimmen kann. 

Man drückt Verhältnisse von Spannungen, Strömen und Leistungen in der 
Fernmeldetechnik durch den natürlichen Logarithmus aus, und zwar nimmt man 
bei Leistungsverhältnissen den halben Logarithmus;, bei Spannungs- und Strom­
verhältnissen den ganzen Logarithmus; die Einheit dieser Werte bezeichnet man 
als 1 Neper. Es ist also die Leistungsverstärkung 

= ! ln ~2 =ln2h 1/ !• Neper. 
1 V a 

Fünftes Kapitel. 

Leitungen. 
35. Die Leitungsgleichungen. 

Wenn am Anfang einer Leitung, Abb. 263, eine Wechselspannung wirkt, so 
fließen in den Leitungsdrähten an jeder Stelle der Leitung Wechselströme gleicher 
Frequenz, und es ergeben sich zwischen den beiden Leitungsdrähten an jeder Stelle 
der Leitung W echselspannungen gleicher Fre- 1 il 

quenz. Wenn wir irgendeinen Abschnitts der c: ~ J 
Leitung herausgreifen und diesen Abschnitt kurz 'i'"o ..o;;-------~o~Efl-u ____ ___....1 
genug machen, dann haben die Ströme in den ... 1 ,__ ____ ~ __ s~E'-:_z ___ ____,""~ 
beiden Leitungsdrähten innerhalb dieses Ab­
schnittes in irgendeinem Zeitpunkt ein und den­

Abb. 263. Homogene Leitung. 

selben Wert; ebenso hat die Spannung zwischen den beiden Drähten überall in 
diesem Abschnitt in irgendeinem Zeitpunkt einen bestimmten Wert. Mit dem 
Strom ist ein magnetisches Feld verbunden, mit der Spannung ein elektrisches 
Feld. Wenn die Leitungslänge groß ist gegen den Abstand der beiden Drähte, dann 
sind diese beiden Felder ebene Felder von der Art der in Abschn. 12 und 24 be-
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trachteten. Einem solchen kurzen Abschnitt der Leitung kann man daher eine be­
stimmte Induktivität L8 und eine bestimmte Kapazität 0 8 zuschreiben, und wir 
nennen die Leitung homogen, wenn die Werte L 8 und 0 8 an jeder Stelle der 
Leitung den gleichen Wert haben, gleichgültig, wo wir den Abschnitt von der 
Länge s abgrenzen. Wir definieren daher den Induktionsbelag der Leitung 
durch die Beziehung 

den Kapazitätsbelag durch 

L'=L, 
8' 

0'= 0,. 
8 

Für eine Freileitung mit dem Drahtradius r0 und dem Drahtabsta.nd a (Einphasen­
leitung) wird nach früherem 

L' = flo (ln ~ + __!__) = 4 · 10--4 (1n ~ + __!__)__!!__, (1020) 
:rr; r0 4 r0 4 km 

O' __ e0 n _ 0,0278 ,uF 
-In a -~a km· (1021) 

ro ro 
In gleicher Weise kann man auch den Widerstand des Leitungsabschnittes, R8 , 

auf die Längeneinheit beziehen; es ergibt sich so der Widerstandsbelag 

R'= R,. 
8 

Er ist gleich dem Gleichstromwiderstandsbelag R' = 2 e , wenn die Hautwirkung 
q 

genügend gering ist. Schließlich können im allgemeinen Fall noch dielektrische Ver­
luste vorhanden sein, die man durch die Ableitung G8 zwischen den beiden Drähten 
im Abschnitt s kennzeichnen kann. DerAbleitungsbelag hat die Größe 

G'=G •. 
8 

Die vier Leitungsbeläge bestimmen vollständig das elektrische Verhalten der 
Leitung. Bezeichnet man die Stromstärke in einem Leitungsabschnitt von der 
Länge s mit ,;}, so ist der Ohmsehe Spannungsabfall in dem Leitungsabschnitt 

'JR's, 
der induktive Spannungsabfall ,;Jj w L' 8 . 

Der gesamte Spannungsabfall hat also die gleiche Größe wie in einer Spule mit dem 
Wirkwiderstand R's und der Induktivität L's. 

Wird ferner mit U die Spannung zwischen den beiden Drähten bezeichnet, 
so ist der Ladestrom U j wO' s 
und der Ableitungsstrom U G' 8 • 

Insgesamt ergibt sich zwischen den beiden Drähten ein Strom wie in einem Kon­
densator mit der Kapazität O's und der Ableitung G's. Die Beläge können auf Grund 
dieser Beziehungen an kurzen Abschnitten der Leitung gemessen werden. Wider­

stands- und Induktionsbelag ergeben sich aus dem Kurz­
schlußwiderstand ln/c eines kurzen Abschnittes: 

R'+jwL'= ~k; (1022) 

Kapazitätsbelag und Ableitungsbelag ergeben sich aus dem 
Abb. 264. Ersatzbild eines Leerlaufwiderstand l){0 : 

Leitungsabschnittes. G' + . O' _ 1 JW ---. lR0 s 
(1023) 

Man kann also den Leitungsabschnitt von der Länge s elektrisch durch eine 
Anordnung nach Abb. 264 ersetzen, und dieser Ersatz gilt um so genauer, je kleiner 
die Länge s gemacht wird; er gilt streng im Grenzfalls= 0. Teilt man aber die ganze 
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Leitung von der Länge l in dieser Weise in unter sich gleiche Abschnitte ein, so ent-
steht ein Kettenleiter mit l 

n=-
8 

Gliedern, und es ist für den Längswiderstand zu setzen 

9t1=(R' +iwL')s, 
für den Querwiderstand 1 

9tq (G'+fw0')8. 

Daraus berechnet sich nach Gl. (971) das Übertragungsmaß 
<rof g= 1 +!(R' +iwL') (G' +iwO')s2, 

und es wird das Übertragungsmaß g unendlich klein, wenn sich 8 dem Werte Null 
nähert. Daher kann man im Grenzfall 8 = 0 setzen: 

<roi g= 1 +fg2 ; 

hiermit folgt g= 8 f(R' +iwL') (G' +iwO'). 
In den Kettenleitergleichungen kommt das Produkt ng vor. Dieses Produkt wird 

ng= _l~s f(R' +jwL') (G' +iwO'), 
8 

also unabhängig von 8. 

Man setzt r=Y(R'+jwL') (G'+jwC') (1024) 
und nennt diese Größe die Fortpflanzungskonstante der Leitung oder den Lei­
tungs belag. Ähnlich wie beim Kettenleiter setzt man ferner 

y=ß+jiX, (1025) 
wobeißden Dämpfungsbelag oder die Dämpfungskonstante und IX den Phasen­
belag oder die Phasenkonstante darstellt. Für den Wellenwiderstand ergibt 
sich nach Gl. (972) bei verschwindend kleinem 8 

lf'iF + j (1) L' 
8= f G+jwC" (1026) 

und es lauten schließlich die Leitungsgleichungen, wenn mit U1 und 31 Spannung 
und Strom am Anfang, mit U2 und 32 Spannung und Strom am Ende der Leitung 
bezeichnet werden, U1=U2U:ofy l+-iJ28~inyl, (1027) 

-i}1=-32U:ofyl+ t_;;~htyl. (1028) 

Mit Hilfe dieser Gleichungen, die wieder den Vierpolgleichungen (931) ... (933) ent­
sprechen, kann grundsätzlich jede Leitungsaufgabe gelöst werden. Man hat dazu 
die Werte ß und IX zu berechnen aus 

ß + j IX= -yr.:(R=' +--:--:-i w-L='c-c) (--=G'~+-i:--w-=c~') . (1029) 

Durch Quadrieren erhält man die Gleichung 
ß2+2j1Xß-1X2 =R'G' -w2 L'O' +jw(R'O' +L'G'), 

die in die beiden Beziehungen zerfällt 
ß2-IX2=R'G' -w2 L' 0', 

21Xß=w (R' 0' + L' G'). 
(1030) 
(1031) 

Bildet man andererseits auf beiden Seiten der Gl. (1029) die Beträge, so folgt 

ß2+1X2= f(R'2+w2 L'2) (G'2 + w20'2) . (1032) 

Durch Subtraktion erhält man aus den Gl. (1030) und (1032) 

IX= Vi( -R'G' +w2 L'O'J+! f{R' 2 + w2L'2) (G'2+w20'2); (1033) 

ferner mit Gl. (1031) ß= w(R'O'+L'G') 
2oc • (1034) 
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Um den Wellenwiderstand zu berechnen, macht man den Ansatz 
ß=Zei'l'; (1035) 

(1036) damit folgt I/ R'2+w2 L'2 
Z= V G'2+w2Q'2-, 

1 wL' 1 wO' 
'ljl= 2 arctgy- 2 arctg ~. (1037) 

Zur Berechnung der Hyperbelfunktionen der komplexen Größey l dienen die Formeln 
(825) und (826), in denen nur noch reelle Funktionen vorkommen, die aus Tabellen 
entnommen werden können. 

Für Drehstromleitungen gelten die gleichen Beziehungen, wenn man die 
Beläge entsprechend definiert. Zwischen den drei Leitungen und Erde liegen sechs 
Teilkapazitäten, Abb. 265, die durch Messung oder Rechnung bestimmt werden 

können. Bei symmetrischer Anordnung sind je drei davon einander 
1 gleich. Der von jeder Leitung ausgehende Verschiebungsstrom setzt 

sich aus drei Teilströmen zu den beiden anderen Leitern und 
nach der Erde zusammen. Bezeichnet man daher die Phasenspan-

' :_ ~~ nungen (Spannungen zwieohen Außenleite' und Nullpunkt) mit 
~ UP]' up2 und UP3' so wird z. B. der von Leiter I aufzunehmende 

Ladestrom 

K1 Sa=RvtfwKo+(Upl- Up2)jwK1 +(Upl- Up3 )jwK1. 
Abb. 265. Teilkapazi- Beachtet man, daß bei symmetrischem Dreiphasenstrom wegen 
täteneinersymmetri- der 1200 Verschiebung der drei Spannungen 

sehen Drehstrom-
leitung. Up 1 + Up 2+ Rva=O, 

so folgt So=llptfw(K0+3K1). 

Die gleiche Beziehung ergibt sich auch für die drei anderen Leiter. Daraus geht 
hervor, daß man genau so rechnen kann wie bei einer Einphasenleitung, wenn man 
den Belag der Betriebskapazität definiert durch 

O'=K~+3K~, (1038) 

und an Stelle der Spannung die Phasenspannung, an Stelle des Stromes den 
Leitungsstrom einführt. Für den Ableitungsbelag gilt entsprechend 

G'=G~+3G~. (1039) 
Zur Berechnung der Induktivität denke man sich bei sym­

metrischer Lage der drei Leiter in der Mitte des durch die 
Leiter gebildeten gleichseitigen Dreiecks, Abb. 266, einen vier­

ß ten Leiter 0 angebracht, der den Rückstrom führt. Da der 
Rückstrom Null ist, so beeinflußt dieser Leiter das magnetische 
Feld nicht. Bezeichnet man die drei Ströme mit sl, s2 und Sa, so 
ist die in der durch Außenleiter 1 und Nulleiter gebildeten Schleife 
induzierte elektromotorische Kraft 

Abb. 266. Zur Berech­
nung der Betriebs· 

induktlvität einer 
symmetrischen Dreh· 

stromleitung. 

~= -SdwL1-S2jw211"12-SaiwMla• 
wobei L1 die Induktivität der Schleife 10, M 12 die Gegeninduktivität zwischen 
Schleife 20 und Schleife 10, M 13 die Gegeninduktivität zwischen Schleife 30 und 
Schleife 10 bezeichnen. Beachtet man die Symmetrieverhältnisse: 

M12=M1a• S1+S2+Sa=O, 
so ergibt sich ~ = - Sti w (L1 - M 12) • 

Der Belag der Betriebsinduktivität ist also 

L'=L~-M~2 • (1040) 

Nach den in den Abschn. 26 und 27 abgeleiteten Beziehungen gilt für die in Abb. 266 
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aufgezeichnete Anordnung 

L~=0,4(lnr;: +0,25 )mH/km; 

M~2=0,2(ln r~o +0,25)mH/km; 
roru 

also wird L'=0,2(lnr;: +0,25)mH/km. (1041) 

Für den Widerstandsbelag der Dreiphasenleitung ist der Widerstandsbelag eines 

einzelnen Außenleiters einzusetzen, also R' = g_. 
q 

Zablenbeispiel: Es sei eine Freileitung von 500 km Länge mit folgenden Eigenschaften ge­
geben (Drehstromleitung) 

R'=0,1!Jfkm, L'=1,0mH/km, 0'=0,0ll,uF/km, G'=0,1,uS/km. 
Die Phasenspannung am Ende der Leitung soll 100kV betragen bei einer dort entnommenen 
Wirkleistung N 2=10000 kW je Phase und einem induktiven Leistungsfaktor der Verbraucher 
von cos<p2=0,8; die Frequenz sei 50Hz. Wie groß muß die Spannung am Anfang der Leitung 
sein, und wie groß ist die Leistungsaufnahme der Leitung ? 

Wir setzen U2=U2=105V, 
indem wir den entsprechenden Zeiger in die reelle Achse legen. Dann ist 

I _ N 2 10000kW 125A, 
a- U2cos<p2 100 · 0,8kV 

<p2=36°52', 

also S'a=125e-i 36.52' A. 

Es ist ferner R'G'=10-Bkm-2, wL'=0,314!Jjkm, ro0'=3,46,uSfkm, 
ro2 L'0'=1,085 .10-6 km-2, R'2+w2L'2=0,1087 !J2km-2 , 

G'2+ro20'2= 11,94 · 10-12 S2km-2, r(R'2+ro2 L'2) (G'2+ro20'2)= 1,14. 10-6km-2; 

ot= ffl,075 · 10-8+f1,14. 10-&km-1=1,052. 10-•km-1, 
180° 

a 1=0,626=0,526--=30,1 0; 
n 

R' ro0'=0,346 · 10-6 km-2 , G' roL'=0,0314. 10-6 km-2, 

ß= 0•377 . 10- 6 km-1=0 1792 ·10-3 km-1 {J' 0 osno 2. 1,052. 10-3 ' ' •= , i1U; 

4 -
Z= 0,1087 1Q12!J=309.!.!. 

11,94 ' 
1P= j-arctg3,14- farctg34,6= t · 72021'- t. 88°21'=-80; 

sinotl=sin30,1°=0,502, cos otl=cos30,1 o=0,865; 
6inßl=6in0,0896=0,0897, @:ojßl~1+ t(0,0897)2=1,004, 
6inyl=0,0897 · 0,865+j1,004. 0,502=0,0776+j0,504. 
@:ojyl=1,004 · 0,865+j0,0897. 0,502=0,869+j0,045. 

Damit wird nach GI. (1027) 
U1=[105(0,869+j0,045)+125e-i 360521 • 309. e-is•(0,0776+j0,504)]V= 

=[105(0,869+f0,045)+0,386 · 105(0,7088-j0,7054)(0,0776+i0,504)] V= 
=(0,869+j0,045+0,0212+0,1372+i0,1379-j0,0211) -105V = 
=[1,027+j0,162] 105V. 

Der Effektivwert der Anfangsspannung ist also 

Ul=f1,0272+0,1622 ·105V=1,04 ·105V=l04kV. 

Die Anfangsspannung eilt der Spannung am Ende um einen Winkel vor von der Größe 

t 0,162 0 ' arc g 1,027 =8 58 . 

Um mit Hilfe von GI. (1028) den Anfangsstrom zu ermitteln, berechnen wir zunächst 
1 1 s• 1 . . 
]" = aog!J e = 309 (0,9903+J0,1392)S=(3,205+0,451J) 10-•S, 
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und S2=125(0,8-j0,6)A=(100-j75)A; 
dann wird 

S1=[(100-j75)(0,869+j0,045)+105(3,205+j0,451). I0-3 (0,0776+jü,504)]A= 
=[86,9+3,38+j4,5-j65,2+24,9-22.72+ j 161,5+J3,50]A= 
=[92,2+j104,8]A. 

Der Effektivwert ist I 1=f92,52+104,32A=139,oA. 
Es eilt der Anfangsstrom der Endspannung U2 um einen Winkel vor von 

104'3 - 1126-48°24' arctg 92,5 -arctg , - . 

Diese starke Voreilung ist durch den Ladestrom der Leitung bedingt. Die Phasenvoreilung des 
Anfangsstromes gegen die Spannung am Anfang beträgt 

(/'1 =48°24'-8°58'=39026'. 
Der Leistungsfaktor am Anfang der Leitung ist 

COS!pl=0,773. 
Daher nimmt die Leitung eine Leistung auf von der Größe 

N 1=104 -139,5 · 0,773kW=l1220kW. 
1220 kW gehen also je Phase infolge der Wärmewirkung in der Leitung bei der Übertragung 
verloren. 

Das Beispiel zeigt, daß man derartige Aufgaben ohne weitere Hilfsmittel als die trigonometri­
schen Tabellen und den Rechenschieber in verhältnismäßig einfacher Weise lösen kann. In der 
Spezialliteratur sind besondere Rechenbehelfe und Verfahren beschrieben, durch die man die 
Auswertung erleichtern kann1• 

Eine anschauliche Vorstellung von der Ausbreitung der Ströme auf der 
Leitung erhält man durch die folgende Betrachtung. Aus den Gl. (1027) und (1028) 
tE---------=-- l können Spannung und Strom am Anfang 

ll ~.x & der Leitung berechnet werden, wenn Span-
~1 Jüx ~ nung und Strom am Ende gegeben sind. 

1 T Zur Berechnung von Spannung U" und 
~.x~ Strom 3., an irgendeiner Stelle der Leitung 

Abb. 267. Komplexe Ströme und Spannungen bei 
der homogenen Leitung. im Abstand x vom Leitungsanfang, Abb. 267, 

kann man diese Stelle der Leitung als den 
Anfang einer Leitung von der Länge l- x ansehen. Daher gilt 

U.,=U2(to]y(l-x) +323 Siny(l-x); (1042) 

3"=32(to]y(Z-x)+ i Siny(l~x). (1043) 

Diese Gleichungen kann man in der Form schreiben 
U.,=! (U2 + 32 3) er<l-x) +! (U2-32 3) e-r(l-x); 

3"= ; (3,2+ i )er<l-x)+ ; (32- i )e-r<l-x). 

Wir berechnen die Augenblickswerte von Spannung und Strom, indem wir die 
Zeiger mit eirot multiplizieren und auf die reelle Achse projizieren. Setzen wir zur 
Abkürzung }(U2+323)= U'Peiö, 

}(U2-323) = Uqei•, 
so ergibt sich auf diese Weise 

(1044) 

(1045) 

u"= U'P f2 eß<l-x>cos[wt+oc(l-x)+ b]+ Uq f2 e-ß<l-x>cos[wt-oc(l-x)+e]; (1046) 

. uy2 uy2 
~.,= ---y-eß<l-x)cos[wt+oc (l-x)+b -'!j!]- ~e-ß(l-x)cos[wt-oc(l-x)+e-1j!]. (l 

Die ersten Ausdrücke rechts stellen bei beiden Gleichungen Wellen dar, die in 
Richtung zunehmender x über die Leitung laufen. Man erhält ihre Geschwindig-

1 Siehe ins besondere F. Emde: Sinusrelief und Tangensrelief in der Elektrotechnik, Braun­
schweig 1924, und Vierstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen, Braunschweig 1931. 
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(1048) 

Beim Fortschreiten über die Leitung nehmen die Amplituden gemäß dem Ex­
ponenten ßx mehr und mehr ab. Die zweiten Ausdrücke dagegen stellen Wellen 
dar, die in entgegengesetzter Richtung, also vom Ende der Leitung zum Anfang 
laufen. Die Geschwindigkeit ist die gleiche, ebenso wie die Abnahme der Ampli­
tuden beim Fortschreiten längs der Leitung. 

Man bezeichnet die Geschwindigkeit v als die Phasengeschwindigkeit. Im 
vorigen Zahlenbeispiel war 

oc=l,052·10--3km-1, w=314s-1; 

km 
daher wird v=299000-. 

s 

Die Größe ß gibt an, wie groß die relative Abnahme der Effektivwerte je Längen­
einheit der Leitung ist. Wenn z. B. ß = 0,01 km-1 beträgt, so bedeutet dies, daß 
Spannung und Strom in einer fortschreitenden Welle je Kilometer um 1% ab­
nehmen. Die Dämpfung wird verursacht durch die Energieverluste in der Leitung, 
die zum Teil in den Leitungsdrähten, zum Teil in der Isolation entstehen. Man 
kann die Dämpfung in die entsprechenden Teile zerlegen; den ersten Teil nennt 
man die Widerstandsdämpfung, den zweiten die Ableitungsdämpfung. 
Diese Zerlegung ist durch Gl. (1034) unmittelbar ausgedrückt. 

Für jeden der beiden Wellenzüge ist das Verhältnis von Spannung zu Strom 
gleich dem Wellenwiderstand Z. Die relative Stärke der beiden gegenläufigen Wellen 
ist durch die Belastung am Leitungsende bestimmt. Ist im besonderen die Leitung 
mit einem Verbraucher belastet, dessen Widerstand ffi 2 gleich dem W ellenwider-
stand ist, m2 = .3 ' 
so gilt 

und es wird 

In diesem Fall sind also nur Wellen vorhanden, die vom Anfang zum Ende fort­
schreiten; die Leitung ist reflexionsfrei abgeschlossen. Je mehr dagegen der Ver­
braucherwiderstand von dem Wellen­
widerstand abweicht, um so stärker 
sind die rückläufigen Wellen. Es ist 

U~=! U2/(1+J:)/; 
Ua=! u2/(1-J:)/· 

Bei kurzen Leitungen überlagern sich 
die beiden Wellen zu einem Gesamtbild, 
das von dem der einzelnen Wellen sehr 
verschieden sein kann, wenn diese ver- Abb. 268. Ausbreitung einer Wechselspannung auf einer 
1 b langen homogenen Leitung. 

g eich are Werte haben. Sind dagegen 
die Leitungen so lang, daß die Amplituden der beiden gegenläufigen Wellen auf 
einen kleinen Bruchteil abnehmen, wie das z. B. bei den Leitungen der Fern­
meldetechnik häufig der Fall ist, dann überwiegt in dem Gesamtbild die vom An­
fang zum Ende laufende Welle, Abb. 268. 

Ist das Leitungsende offen, so wird 32 = 0 und 

Up=Ua=!U2. 
Die beiden gegenläufigen Weilen sind dann in der Nähe des Leitungsendes gleich 
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stark. Man sagt, es entstehe dort eine vollkommene Reflexion. Sind die Verluste 
auf der Leitung verhältnismäßig klein, so bilden sich stehende Weilen aus. 
Setzt man ß=O, 1p=0, 
so folgt aus den Gl. (1046) und (1047) 

u:l)= u2 {2 cosoc(l-x)coswt, l 
u 112 (1049) 

i:»=- ~sinoc(l-x)sinwt. 

Spannung und Strom haben Knotenpunkte, die durch die Nullstellen von cos oc (l- x) 
und sin oc (l- x) bestimmt sind, und die miteinander abwechseln. Dort, wo die 
Spannung ständig Null ist, hat der Strom seine größten Amplituden und umgekehrt. 
Am Leitungsende befindet sich ein Stromknoten und ein Spannungsbauch. Der 
Abstand .?. aufeinanderfolgender Punkte der Leitung mit gleichen Amplituden stellt 

l(r 

- tJ + {/ - {/ + 

t={l ]H : fffffl#Hfffff : Bffift#HH : ffftH[ 
+ {/ {/ {/ 

+ tJ - {/ + 17 -

t=~J ]ff : Bfff@fffHf: ffRff: Hftfl 
(J {/ 17 + 

die Wellenlänge dar; er berechnet 
sich aus 

oc(l-x) -oc(l-x-A) =2n 

zu (1050) 

Da bei Vernachlässigung der Verluste 

oc=w iL'C' 
wird, so gilt auch 

2n 1 v 
A= wfL'C' = f([/C' = f. (1051) 

Die Wellenlänge ist gleich der Fort .. 
pflanzungsgeschwindigkeit multipli­
ziert mit der Dauer einer Periode. 
In dem vorigen Zahlenbeispiel der 
Hochspannungsleitung ist 

A= 29:~~~~m =5980km. 
Abb. 269. Stehende Welle auf einer am Ende offenen 

Leitung. Die Leitungen der Starkstromtechnik 
sind immer kurz gegen die Wellen­

länge, so daß man hier von stehenden Weilen nicht sprechen kann. Schon bei den 
Frequenzen der Fernsprechtechnik ist jedoch häufig umgekehrt die Wellenlänge 
klein gegen die Leitungslänge. 

Spannung und Strom sind bei der leerlaufenden Leitung an jeder Stelle 
der Leitung um 90° gegeneinander phasenverschoben. Hat der Strom gerade 
seine größten Werte, so ist die Spannung auf der ganzen Leitung Null und 
umgekehrt. Das Nullwerden der Spannung erfolgt gleichzeitig an allen Stellen 
der Leitung. Physikalisch hat man sich dies so zu erklären , daß in den 
einzelnen Abschnitten der Leitung die Energie zwischen dem magnetischen 
und dem elektrischen Feld hin und her schwingt. In Abb. 269 ist oben die 
Verteilung der Spannung auf einer Leitung von der Länge l'= 1,4 A aufgezeich­
net für einen Zeitpunkt, in dem der Strom gerade Null ist.' Dieser Zeitpunkt 
ist in der darunterliegenden Abbildung mit t = 0 bezeichnet, und es ist ange­
deutet, wie man sich diese Verteilung der Spannung über die Leitung in diesem 
Zeitpunkt vorzustellen hat. Je zwei aufeinanderfolgende Knotenpunkte der Spannung 
schließen Abschnitte der Leitung ein, in denen elektrische Kraftlinien von dem 
einen Draht in gleicher Richtung zum anderen übergehen. Entsprechende elektrische 
Ladungen sind über die Drähte verteilt. Eine solche Verteilung der Ladungen kann 
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jedoch nicht stabil sein; längs der Drähte besteht ein Potentialgefälle, in dem sich 
die Ladungen auszugleichen suchen. Daher entsteht ein Strom, und wir finden 

Y. Periode später (t=:,) überall dort, wo vorher die Spannungsknoten waren, 

Ströme. Die Ladungen sind vollständig verschwunden. Nunmehr haben aber die 
Ströme ein magnetisches Feld aufgebaut, das nicht plötzlich verschwinden kann. 
Die Ströme fließen weiter in gleicher Richtung und führen zu einer Anhäufung 

von Ladungen, die im Zeitpunkt t = lt ihren Höhepunkt erreicht und derjenigen 

im Zeitpunkt t = 0 gerade entgegengesetzt ist. Das Spiel wiederholt sich nun in 
umgekehrter Richtung, bis nach einer vollen Periode dieser Ausgangszustand er­
reicht ist. 

In dem gezeichneten Beispiel eilt der Strom am Anfang der Leitung der Span­
nung um 90° nach; d. h. die Leitung wirkt am Anfang so wie eine Induktivität. 
Je nach der Länge der Leitung verhält sich die leerlaufende Leitung am Anfang 
wie eine Induktivität oder eine Kapazität mit dem Blindwiderstand Z. 

Ganz ähnliche Verhältnisse ergeben sich bei kurzgeschlossenem Leitungs­
ende. Hier ist U2 = 0 und es wird 

ux= -12 f2 Zsin!X(Z-x)sinwt; } 
(1052) 

ix= 12 V 2 cos!X(l-x)coswt. 

Am Leitungsende befindet sich jetzt ein Spannungsknoten, während im übrigen 
das gleiche gilt wie im vorigen Fall. 

36. Näherungsformeln der Leitungstheorie. 
Die genauen Leitungsgleichungen sind, wie im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, 

ohne weiteres zur praktischen Anwendung geeignet, und es ist daher nicht gerecht­
fertigt, grundsätzlich bei jeder Leitungsberechnung Näherungsmethoden und-formein 
zu benützen. Dagegen sind Vernachlässigungen, die die praktischen Verhältnisse 
berücksichtigen, häufig sehr nützlich, wenn es sich 
darum handelt, Überlegungen über die Wirkung irgend­
welcher Maßnahmen beim ersten Entwurf von Anlagen 
und Einrichtungen anzustellen; sie ermöglichen meist 
erst einen derartigen Einblick in die Abhängigkeit der 
einzelnen Größen voneinander, daß die Theorie kon­
struktiv ausgewertet werden kann. In dieser Beziehung 
kann man kaum zu weit gehen; es muß nur nachträg- ru 
lieh geprüft werden, ob die Ergebnisse mit der ge- Abb. 270. Frequenzabhängigkeit von 
naueren Rechnung genügend übereinstimmen, oder Dämpfungs· und Phasenbelag. 

welche Fehler die gemachten V ernachlassigungen ungünstigstenfalls verursachen 
können. 

Berechnet man nach den Gl. (1033) und (1034) Dämpfungs- und Phasen­
belag für verschiedene Frequenzen, so ergeben sich Kurven von der in Abb. 270 
gezeichneten Art. Bei hinreichend niedrigen Frequenzen kann wL' gegen R' ver­
nachlässigt werden; wird ferner G' gegen w C' weggelassen, so folgt 

r = v j w c' R' = ( 1 + j) vi c' R' w . 

iX=ß= V!wC'R'. (1053) 

Diese Formeln gelten mit einer gewissen Annäherung für Kabelleitungen auch bei 
höheren Frequenzen, weil hier wegen der kleinen Leiterabstände die Induktivität 
sehr klein und die Kapazität groß ist. Bei Freileitungen dagegen ist schon für ver-
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hältnismäßig niedrige Frequenzen wL' als groß gegen R' zu betrachten. Vernach­
lässigt man daher hier R' gegen wL' und ebenso G' gegen w 0', so ergibt sich 

r.t.=w iL'C'. (1054) 

Das ist die Gleichung der geraden Linie, der sich der Phasenbelag bei höheren 
Frequenzen nähert. Aus Gl. (1034) folgt damit für den Dämpfungsbelag 

R'1/0' G' 1/L' R' G' 
ß=2V L' +2V 0' = 2Z + 2Z. (1055) 

Diese Beziehung kann man unmittelbar auch durch die folgende Näherungsbetrach­
tung finden. Es werde eine fortschreitende Welle genügend hoher Frequenzen 
betrachtet, so daß überall u. =Z 

ix • 

In einem Leitungsabschnitt von der Längeneinheit entstehen Stromwärmeverluste 
von der Größe i~ R' und dielektrische Verluste u;G'; die Gesamtverluste in diesem 
Abschnitt betragen also Nv=i~R' +u~G'. 

Die an der Stelle x übertragene Leistung ist 

N=uxire, 

so daß die von der Welle mitgeführte Leistung je Längeneinheit um den relativen 

&k~ ~=H~+if~=~+G~ 
N Ux tx Z 

abnimmt. Andererseits läßt sich diese Abnahme ausdrücken durch 
1-e-Zß, 

Dies ergibt für genügend kleine Werte von ß angenähert 2ß, so daß für ß die oben 
abgeleitete Formel folgt. 

Bei wirklichen Leitungen sind die Beläge R', G', L', C' nicht vollständig unab­
hängig von der Frequenz der Wechselströme; insbesondere wächst der Ableitungs­
belag aus den in Abschn. 19 beschriebenen Gründen nahezu proportional mit der 
Frequenz. Der Dämpfungsbelag wächst daher auch in dem Gebiet, in dem die 
Näherungsformel (1055) gilt, mit der Frequenz an, um so mehr, je größer die Ab­
leitungsdämpfung gegen die Widerstandsdämpfung ist. Bei den natürlichen Leitungen 
ist die Ableitungsdämpfung meist klein gegen die Widerstandsdämpfung. Hierauf 
beruht die Möglichkeit, durch künstliches Erhöhen des Induktionsbelages die 
Dämpfung zu verkleinern (Heaviside 1893, Pupin 1900, Krarup 1902). Eine 
Vergrößerung der Induktivität setzt nach Gl. (1055) die Widerstandsdämpfung 
herab und vergrößert die Ableitungsdämpfung, ergibt also eine Verminderung der 

Gesamtdämpfung, solange die Widerstandsdämpfung 
~ -- kleiner ist als dieAbleitungsdämpfung. Bei den Pu pin­
~ -- Leitungen wird der Induktionsbelag durch Spulen 
i-E--j "'I"' s -----J vergrößert, die in bestimmten, einander gleichen Ab­

Abb. 27L Schema einer Pupin-Leitung. ständen s (etwa 2 km) in Reihe mit der Leitung ein-
geschaltet werden, Abb. 271. Die Abstände der Spulen 

müssen klein gegen die Wellenlänge der Fernsprechströme sein, damit die konzen­
trierte Induktivität ungefähr so wirkt wie eine verteilte. Die genauere Wirkung der 
Spulen ergibt sich aus der Theorie der Kettenleiter. Man kann die zwischen je zwei 
Spulen liegenden Leitungsabschnitte mit einer gewissen Annäherung als punkt­
förmige Kondensatoren auffassen, so daß ein Kettenleiter vorliegt mit Spulen in 
den Längszweigen und Kondensatoren in den Querzweigen. Ein solcher Ketten­
leiter hat oberhalb einer bestimmten Grenzfrequenz einen Sperrbereich; die Grenz­
frequenz muß daher genügend hoch über dem für die Sprachübertragung notwen­
digen Frequenzbereich liegen. 
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Bei der genauen Berechnung der Dämpfung einer Pupin-Leitungmuß die Wellen­
ausbreitung auf den zwischen je zwei Spulen liegenden Leitungsabschnitten berück­
sichtigt werden. Denkt man sich die Leitung in einzelne Vierpole nach Abb. 272 
unterteilt, indem die Spulen halbiert werden, so kann man das Übertragungsmaß 
aus dem Verhältnis der Spannung U0 am Anfang 
dieses Vierpols und der Spannung U1 am offenen 
Ende berechnen, Gl. (981). Dieses Verhältnis 
der beiden Spannungen ergibt sich auf folgende 

',.r: 1 Weise. Es setzt sich die Spannung am Anfang z '{ljzL!" 
des Vierpols zusammen aus der Spannung am 
Anfang des Leitungsabschnittes Ua und dem 

Abb. 272. Element einer Pnpin-Leitung. 

Spannungsabfall in der am Anfang liegenden Spule. Bezeichnen R'P und L'P Wirk­
widerstand und Induktivität einer Pupin-Spule, so gilt 

U0 = Ua +3ol(R'P+jwL'P). (1056) 

Ferner ist, da das Ende des Vierpols offen sein soll, 

31=0, Ue=ll1, 
und die Leitungsgleichungen ergeben für den homogenen Leitungsabschnitt 

Ua = ul ltOlYtB; 
~ _ule!:· 
·Do-:g~ otny1s. 

Dabei bedeuten y1 und 31 die Fortpflanzungskonstante und den Wellenwider-
stand des homogenen Leitungsabschnittes von der \ 
Länge s. Aus diesen Gleichungen folgt "-.... Z1 

rr ; rr ; +Rv+fwLvf.'!:• (1057) =-----
~o1g=~o1y1s 231 otny1s. 

Hieraus können die genauen Werte der Dämpfung und J w 
des Winkelmaßes der Pupin-Leitung berechnet werden. 
Praktisch benützt man meist Näherungsformeln, die 
sich durch Reihenentwicklungen der Hyperbelfunktionen 
ergeben. Im übrigen gelten für die Pupin-Leitung die 
Leitungsgleichungen, wenn 

gesetzt wird. 
y=iL 

8 
(1058) 

Der Wellenwiderstand einer homogenen Leitung 

Abb. 273. Frequenzabhängigkeit des 
Wellenwiderstandes einer homo­

genen Leitung. 

hat grundsätzlich die in Abb. 273 dargestellte Frequenzabhängigkeit, wobei ge­
setzt ist 3=Z1 +jZ2 , (1059) 
Z1 und Z2 also den reellen und imaginären Teil darstellen. Im Bereich niedriger 
Frequenzen ergibt sich die Näherungsformel 

V~ IrR' -1"!.. 
3= iwO'=V ~e 4; 

V-li'" 
Zt= -Z2= 2w6'' 

die bei Kabelleitungen brauchbar ist. Bei hohen Frequenzen gilt dagegen 

(1060) 

(1061) 

Bei hohen Frequenzen nähert sich der Wellenwiderstand einem konstanten Wert, 
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der bei Freileitungen zwischen 500 und 800 Q, bei Kabelleitungen zwischen 100 
und 200 Q liegt. 

Die Leitungsgleichungen lassen sich vereinfachen, wenn die Leitungen ent­
weder sehr kurz gegen die Wellenlänge sind, wie bei Starkstromleitungen, oder sehr 
lang, wie es bei Fernsprechleitungen häufig der Fall ist. 

Bei kurzen Leitungen kann man die für kleine Werte von y1 gültigen Nähe­
rungsformein anwenden 

(Io]yZ=I+~(y1)2, 6iny1=y1. 

Dann wird aus den Leitungsgleichungen 

U1 = U2 (I +~y2 12) +32 (R' +jwL')1; 
31 =32 (I +~y2 Z2)+ U2 (G' + jw0')1. 

Da in den ersten Ausdrücken rechts !y212 klein gegen I ist, so kann man auch für y 
Näherungsformeln benützen. Bei Kabelleitungen gilt 

y2~ jR' wO', 
bei Freileitungen y2 ~ - w2 L' 0'. 

Im ersten Fall ist die durch diesen Faktor gegebene Korrektur meist vernachlässig­
bar. Im zweiten wird 

U1 = U2 (I-~w2 L' 0'12) + 3 2 (R' +i wL') 1; 
31 =32 (I-~w2 L' 0'12) + U2 ( G' +iw 0') 1. 

(1062) 
(I063) 

Diese Gleichungen sagen folgendes aus. Wenn die Leitung leer läuft, so ist die 
Spannung am Anfang kleiner als die Spannung am Ende; es tritt eine Spannungs­
erhöhung am Ende der Leitung ein vom relativen Betrag 

a=~w2L'0'12 • (1064) 

Die Leitung nimmt ferner einen Ladestrom auf,· der so berechnet werden kann wie 
der Strom in einem Kondensator mit der Gesamtkapazität und der Gesamtableitung 
der Leitung. Wird die Leitung belastet, so hat man zu der um die Spannungs­
erhöhung verminderten Endspannung den Spannungsabfall zu addieren, der so groß 
ist wie die Spannung an einer Spule mit dem Gesamtwiderstand und der Gesamt­
induktivität der Leitung. Zum Ladestrom kommt bei Belastung der Belastungs­
strom, der aber um einen gleichen Betrag wie die Spannungserhöhung zu vermindern 
ist. Man kann auf Grund der Reihenentwicklungen der Hyperbelfunktionen leicht 
feststellen, daß die Gl. (1062) und (I063) mit einem Fehler von weniger als einigen 
zehntel Prozent gelten, solange a<8% ist. 

In dem Zahlenbeispiel des vorigen Abschnittes ist 

a=t 1,085 · I0-6 25 • 104= 13,56%. 

Nach der Formel (1062) wird also 

U1 =[105 • 0,8644+(IOO-j75) (50+f157)]V= 

=[0,8644+0,05+0,ll77 +i 0,157 -j0,0375]105 V= 

=[1,032+f0,12]105 V. 

Ut= V1,0322+0,122 l05 V=103,8 kV. 

Der Fehler der Näherungsformel beträgt hier etwa 0,2%. Ferner ist nach GI. (1063) 

Sl=[(IOO-j75)0,8644+105(50+fl730) ·I0-6JA= 

=[86,44-j64,9+5.0+i 173] A= 

=[91,4+fl08,l]A. 

lt= V 91,42 +108,!2 A=l41,5A. 

Der Unterschied gegen die gerraue Rechnung beträgt 1,4%. 
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Bei Freileitungen ist das Produkt L'O' nach den Gl. (1020) und (1021}, wenn 
man von der geringen inneren Induktivität absieht, eine Konstante, unabhängig 
von Drahtabstand und -durchmesser, nämlich 

2 

L'O'=s0p0 =l,ll2·IO-llk':n2 • (1065) 

Daher wird die Spannungserhöhung für eine Frequenz von 50 Hz 

C1=5,5·I0-7 (k~y. (1066) 

und die Näherungsformeln (1062/63) sind bis zu einer Leitungslänge von etwa 
350 km brauchbar. 

Eine am Ende offene kurze Kabelleitung kann man als einen Kondensator mit 
einer bestimmten Kapazität und einer bestimmten Ableitung auffassen. Ist die 
Leitung hinreichend kurz, so sind die Werte der Kapazität und der Ableitung 
einfach zu berechnen aus O=O'l, G=G'l. 

Man kann daher Kapazitäts- und Ableitungsbelag mit Hilfe der in Abschn. 19 
beschriebenen Anordnungen messen. Meist ist jedoch bei der Ableitung infolge der 
endlichen Leitungslänge eine Korrektur des gefundenen Wertes erforderlich, die 
sich aus der folgenden Überlegung ergibt. Es gilt bei offenem Leitungsende 

U U fr'' l ~_u2~· l 1 = 2~o,y ; ~51- 3~my . 
Daher ist der Eingangswiderstand 

91 _u1_ 3 ~olrl 
o- 31 - 6inyl' 

oder wenn man die Reihenentwicklungen der Hyperbelfunktionen einführt, nähe-
rungsweise _ 8 I+fr2l2 8 I 

ffio-Yli+tr2za yll-~yaza· 

Setzt man die Werte für y = f R' (G' + j wO') 1':::! Y R' j w 0' und 31':::! V G' +~' ro 0 , ein, so 

ergibt sich 

~o = (G' +jw 0') l (1-~R' j wC'l2 ) I':::!G'l+~R' w20' 2l3+j ruC'l. 

Von dem gemessenen Ableitungswert ist also zur Berechnung des Ableitungsbelages 
die Größe 1 w2 R' 0'2l3 

3 
zu subtrahieren. 

Als weiteres Beispiel einer elektrisch kurzen Leitung werde der Widerstand von 
bifilaren Drahtschleifen, wie sie für Meßzwecke als Vergleichswiderstände 
verwendet werden, berechnet. Eine solche Schleife kann aufgefaßt werden als eine 
am Ende kurzgeschlossene Leitung von der Länge l. Es gilt daher 

ll1=32.8SinyZ; 31=32~ofyl. 

Der Eingangswiderstand wird ffi=g!=ß~gyl. 
;Jl 

Damit nun der Widerstand der Schleife bei Wechselstrom möglichst gleich dem 
Gleichstromwiderstand ist, muß yl klein sein gegen I. Um den Einfluß endlicher 
Werte von yl zu erkennen, darf man daher die Entwicklungen ansetzen 

Sinyli':::iyl(l +~y2 l2); ~ofyl~ I +~y2 l2; ~gyl~yl(l-~y2l2). 

Damit wird ffi= (R' +jwL')l(l-~(R' +jwL') jwO'l2}, (1067) 

wenn die Ableitung, die sich durch gute Isolierung genügend klein halten läßt, 
vernachlässigt wird. Durch Ausmultiplizieren und Weglassen der Glieder mit höheren 
Potenzen von w als der ersten folgt 

ffi=R'l+jw(L'-~R'2 0'l2)l. (1068) 
Küpfmüller, Elektrotechnik. 16 
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Diese Beziehung zeigt, daß der Fehler des Widerstandes für ein ganz bestimmtes 
Verhältnis von Drahtabstand zu Drahtradius zu einem Minimum gemacht werden 
kann, wenn nämlich L'=~R'2C'l2. (1069) 

Hiervon wird Gebrauch gemacht bei der Herstellung von Präzisionswiderständen, 
bei denen bifilare Drahtschleifen zu zylindrischen Spulen aufgewickelt werden, 
wenn sich auch dabei die Verhältnisse nicht in so einfacher Form theoretisch dar­
stellen lassen. 

Die elektrisch lange Leitung ist dadurch definiert, daß die Dämpfung ßl 
so groß ist, daß Sinyl~(fofyl~ierl 

wird. Das ist der Fall, wenn ß l größer als 2 bis 3 ist. Die Leitungsgleichungen gehen 
unter dieser Voraussetzung in die folgenden Beziehungen über 

U1 = (U2+S'2.8Her 1; 

1 
S'1 =s(U2+S'2.8)~erl. 

(1070) 

(1071) 

Der Eingangswiderstand der Leitung wird gleich dem Wellenwiderstand: 
_ul_ 

ffil-,s<l-.8· 
Aus der GI. (1070) folgt U2=2U1 e-rl-,3'2,8. (1072) 

Daraus geht hervor, daß die Spannung am Ende der Leitung so berechnet werden 
kann, wie wenn der Verbraucher an einen Generator 
angeschlossen wäre mit der elektromotorischen Kraft 

~2=2U1 e-rl (1073) 
und dem inneren Widerstand .8. Man kann daher 
für eine lange Leitung das in Abb. 274 angegebene 
Ersatzschema aufstellen, das für überschlägige Be-

Abb. 274. Ersatzschema einer langen h 11 D A f b 
Leltnng. trac tungen wertvo ist. ie n angsspannung e-

rechnet sich aus der elektromotorischen Kraft E 0 

der am Anfang der Leitung liegenden Ersatzstromquelle als Spannungsabfall an 
dem Eingangswiderstand .8 der Leitung: 

Ul=Eom;!.tr (1074) 

Damit kann man die elektromotorische Kraft ~2 am Leitungsende berechnen: 
_2Eoße-rl 

~2- lR;+ß ' (1075) 

und es ergeben sich Spannung und Strom am Ende der Leitung, wenn der am Ende 
angeschlossene Widerstand ffi2 bekannt ist. 

Zahlenbeispiel: Der Dämpfungsbelag einer Pupin-Leitungsei ß=0,02 Neper/km bei 1000Hz*; 
der Wellenwiderstand sei Z=l600.Q; die Leitung von 140 km Länge sei auf beiden Seiten mit 
Widerständen von lR1=lR2=2000 Q abgeschlossen. Gesucht ist das Verhältnis der Spannung 
am Abschlußwiderstand zur elektromotorischen Kraft am Anfang. 

Es ist ßl=l40 · 0,02Neper=2,8; 

daher wird 
E0 1600 

Ul 1600+2000=0,444Eo. 

u2 E"=o,oao. 
0 

Einfache und allgemeine Beziehungen ergeben sich schließlich bei beliebiger 
Leitungslänge, wenn der Abschlußwiderstand angenähert gleich dem Wellen-

* Die Zahl ßl gibt die Zahl der Neper an (vgl. S. 229). In Amerika werden zur Darstel­
lung der Spannungs- und Stromverhältnisse die Potenzen von J00,5 benützt und die Einheit 
als 1 Bel bezeichnet; es ist daher: 1 Bel= 1,1513 Neper. 
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widerstand der Leitung ist. Setzt man 

ffi2 = 2 (1 + e l , 
wobei e klein gegen 1 sein soll, so gilt 

oder 

lt1 = U2 a:o[ yl+ l!e (SinyZ; 

31 = ß(~~e)a:o[ yl+ ~2 SinyZ; 
U = -~(l+oe-r1a:o[yl)er 1 • 

1 I+e ~ , 

n- - ______l!!_ (1 + -rl ~ · l) r z '\h- ß(l+e) ee otny e . 

Hieraus folgt für den Eingangswiderstand 
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(1076) 

(1077) 

(1078) 

ffi = ul='i) l+ee-r~~~~y~~'il(1+ e-2rl). (1079) 
1 3'1 .0 I+ee~rl @im yl '-' e 

Der Eingangswiderstand einer Leitung ist also um so gerrauer gleich dem Wellen­
widerstand, je größer die Dämpfung und je kleiner der Widerstandsunterschied e 
ist. Die größten Abweichungen des Eingangswiderstandes von dem Wellenwider-
stand haben den relativen Betrag leJe-2ßl. 

Schon bei einer Dämpfung ßl = 1,5 sind die Abweichungen des Eingangswider­
standes vom Wellenwiderstand nach Gl. (1079) auch bei beliebig großen Wider­
standsunterschieden e kleiner als 10% . 

Aus Gl. (1077) ergibt sich ferner für das Verhältnis der Effektivwerte von An­
fangs- und Endspannung die Näherungsformel 

ul_ ßl u;.-e ' 
deren Fehler kleiner ist als ! JI!el· 

Sechstes Kapitel. 

Rasch veränderliche Felder. 
37. Die 1\'Iaxwellschen Feldgleichungen. 

In einem langsam veränderlichen elektrischen Feld ist der Verschiebungsstrom 
nach Abschnitt 18 definiert durch die Zunahme des Verschiebungsflusses in der 
Zeiteinheit. Da sich der Verschiebungsfluß im ganzen Nichtleiter ausbreitet, so 
kann man die Dichte des Verschiebungsstromes einführen; sie beträgt 

d'I:i d(J; 
dt= 13dt 

und setzt sich mit der Dichte des Leitungsstromes im Nichtleiter zur Dichte des 
wahren Stromes zusammen, Gl. (437). Der durch irgendeine Fläche im Nichtleiter 
hindurchfließende Gesamtstrom ist gleich dem Oberflächenintegral der wahren 
Stromdichte: i= J @d'i'J. (1080) 
Dies ist zunächst nichts weiter als eine willkürliche Definition. Sie erhält aber 
ihren Sinn dadurch, daß nach der Erfahrung der Verschiebungsstrom in gleicher 
Weise magnetische Wirkungen hervorruft wie der Leitungsstrom (Hypothese von 
J. C. Maxwell, 1861). 

Wird an die beiden Platten a und b eines Kondensators, Abb. 275, eine Wechsel­
stromquelle angeschlossen, so fließt ein Wechselstrom in dem so gebildeten Strom­

ln* 
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kreis, der sich in dem isolierenden Raum zwischen den beiden Platten als Ver­
schiebungsstrom fortsetzt, so daß an jeder Stelle des Stromkreises der Gesamt­
strom den gleichen Wert hat. Schiebt man einen Eisenring A über den Stromleiter, 
so entsteht in dem Eisenring ein magnetisches Feld mit konzentrischen Kraftlinien. 
Das Linienintegral der magnetischen Feldstärke ist in jedem Zeitpunkt gleich der 
Stromstärke i. Man kann den Induktionsfluß in dem Eisenring messen, indem 
man den Eisenring mit Draht bewickelt, der an ein Voltmeter angeschlossen wird. 
Wenn man nun den Eisenkern in die Lage B bringt, so ergibt sich infolge der ma­
gnetischen Wirkungen des Verschiebungsstromes der gleiche Induktionsfluß in dem 
Ring wie bei A (wobei davon abgesehen werde, daß ein Teil der Verschiebungslinien 
sich außen um denRing herum schließt). Diese Gleichwertigkeit von Verschiebungs­
strom und Leitungsstrom hinsichtlich der magnetischen Wirkung ist von grund­
legender Bedeutung, wenn es sich um rasch veränderliche Vorgänge handelt, da 

der Verschiebungsstrom mit zunehmender Schnellig-
A keit der Feldstärkenänderungen wächst. 

i Nimmt man den Verschiebungsstrom in das Durch-
r-----H~~ 

flutungsgesetz auf, so ergibt sich die erste Feld-

gleichung rot~=x~+~:~~' (1081) 

die besagt, daß der Wirbel der magnetischen 
Feldstärke an jeder Stelle des Ra um es gleich 
der wahren Stromdichte an dieser Stelle ist; 
sie lautet in der Integralform 

(1082) 
Abb. 275. Magnetische Wirkung des 

Verschiebungsstromes. 
wobei das Oberflächenintegral über eine Fläche zu 

nehmen ist, die von dem Weg berandet wird, auf dem das Linienintegral ge­
bildet wird. 

Die zweite Feldgleichung stellt eine Verallgemeinerung des Induktions­
gesetzes dar. Die in einem beliebigen geschlossenen Weg innerhalb eines Leiters bei 
Flußänderungen induzierte elektromotorische Kraft hat die Größe 

e= ~ a:dB=- 88~. 
Sie ist unabhängig von dem Leitermaterial, und man hat daher anzunehmen, daß 
das Linienintegral der elektrischen Feldstärke den gleichen Wert hat, auch wenn 
überhaupt kein Leiter vorhanden ist. Diese Folgerung wird in der Tat durch die 
Erfahrung bestätigt. Ändert sich der magnetische Induktionsfluß in einem Nicht­
leiter, so ergibt sich also ebenfalls ein elektrisches Feld. Über die Struktur dieses 
Feldes kann man eine Aussage machen mit Hilfe einer ähnlichen Überlegung, wie 
sie bei der Berechnung des Wirbels der magnetischen Feldstärke ausgeführt wurde. 
Wir denken uns in dem Magnetfeld ein Flächenelement dij senkrecht zur Richtung 
der magnetischen Kraftlinien abgegrenzt. Wendet man auf dieses Flächenelement 
das Induktionsgesetz in der eben ausgesprochenen Form an, so findet man 

1 rh a~ 
d\} 'j' a;dB=- at' 

il!5 
oder rot~=- 'ät· (1083) 

Dies ist die zweite Feldgleichung in der Differentialform. Der Wirbel der elek­
trischen Feldstärke ist danach an jeder Stelle des Raumes gleich 
der Abnahmegeschwindigkeit der Kraftliniendichte. Die Richtung des 
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Wirbels der elektrischen Feldstärke ist die der magnetischen Kraftlinien; die Rich­
tung der elektrischen Feldstärke steht also überall senkrecht auf der Richtung der 
magnetischen Kraftlinien. 

Zwischen der elektrischen Feldstärke und dem magnetischen Induktionsfluß 
besteht demnach ein ähnlicher Zusammenhang wie zwischen der magnetischen 
Feldstärke und dem wahren Strom. So wie jeder elektrische Strom mit dem Auf­
treten eines magnetischen Feldes verknüpft ist, das geschlossene, mit den Strom­
linien verkettete Kraftlinien hat, so entsteht bei jeder .Änderung des magnetischen 
Induktionsflusses ein elektrisches Feld mit in sich geschlossenen Kraftlinien, die 
mit den magnetischen Kraftlinien verkettet sind. In der Integralform lautet die 
zweite Feldgleichung rh __ _!)_f 

~Q:d5- at 58 dir, (1084) 

wobei wieder das Oberflächenintegral über eine Fläche zu nehmen ist, die von dem 
Integrationsweg des Linienintegrals berandet wird. Die Integrationsrichtung des 
Linienintegrales bildet mit der positiven Richtung von dir eine Rechtsschraube. 

In Abb. 276a ist der Verlauf der elektrischen Feldlinien in der Umgebung eines 
von Windungen freien Teiles eines Transformatorkernes dargestellt. Längs einer 
jeden Feldlinie hat die Umlaufspannung den gleichen 
Wert; sie ist gleich der Abnahmegeschwindigkeit des 
Flusses im Eisenkern, wenn man 
von den magnetischen Streu­
linien absieht. Bringt man eine 
Windung aus Kupferdraht in 
das Feld, wie in Abb. 276 b, so 
setzen sich die Leitungselektro­
nen unter der Einwirkung der 
elektrischen Feldstärke in Be­
wegung, bis an dem einen Draht­
ende eine bestimmte positive La­
dung, am anderen eine negative 
Ladung vorhanden ist, die für 
sich allein ein Potentialgefälle in 

Abb. 276a und b. Elektrisches Feld in der Umgebung eines 
Transformatorkernes. 

entgegengesetzter Richtung erzeugen würden. Es stellt sich ein Gleichgewichts­
zustand ein, in dem die elektrische Feldstärke innerhalb des Drahtes Null ist. Die 
ganze Umlaufspannung findet sich dann zwischen den beiden Drahtenden. Der 
Leiter schiebt also das elektrische Feld auf den Raum zwischen seinen Enden zu-
sammen. 

Nach den beiden Feldgleichungen sind das elektrische und das magnetische Feld 
auf das engste miteinander verknüpft . .Ändert sich der Induktionsfluß, so entstehen 
geschlossene elektrische Kraftlinien, die mit dem Fluß verkettet sind. Mit dem 
Entstehen der elektrischen Kraftlinien ist das Auftreten eines Leitungsstromes 
und eines Verschiebungsstromes verbunden. Beide Ströme erzeugen wieder ein 
magnetisches Feld. Eine .Änderung eines der beiden Felder für sich allein ist also 
nicht möglich, ohne daß gleichzeitig sich das andere Feld verändert. Man kann in 
vielen Fällen, nämlich wenn die .Änderungen genügend langsam vor sich gehen, 
diese gegenseitige Abhängigkeit vernachlässigen. Bei der Beschreibung des Lade­
vorgangs eines Kondensators in Abschnitt 14 war z. B. stillschweigend die Voraus­
setzung gemacht, daß die entstehenden magnetischen Felder und ihre Rückwir­
kungen vernachlässigt werden können. Ganz ähnlich wurde bei der Berechnung 
des Stromverlaufes nach dem Einschalten einer Spule, Abschnitt 26, zwar die in 
dem Leiter durch die Flußänderung entstehende elektromotorische Kraft berück­
sichtigt, nicht aber das elektrische Feld, das nach der zweiten Feldgleichung auch 
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außerhalb der Leitungsdrähte vorhanden ist, und das durch seine Verschiebungs­
ströme wieder auf das magnetische Feld zurückwirkt. Der genaue Feldverlauf ist 
außerordentlich kompliziert und nur in wenigen besonders einfachen Fällen der 
Berechnung zugänglich. 

Man kann jedoch meist den infolge der Vernachlässigung der magnetischen Wirkungen des 
Verschiebungsstromes entstehenden Fehler auf Grund der Feldgleichungen leicht abschätzen. 
Als Beispiel werde die in Abb. 166 dargestellte Drosselspule betrachtet. Fließt durch die Wick­
lung ein Wechselstrom von 50Hz mit dem Maximalwert 0,54 A, so entsteht ein magnetischer 
Induktionsfluß mit dem Maximalwert !Pm=50000 M. Die infolge der Flußänderungen auf­
tretenden elektrischen Kraftlinien bilden ungefähr Kreise, die den Fluß umschlingen; sie haben 
daher eine mittlere Länge von etwa 15 cm. Nach dem Induktionsgesetz ist die Umlaufspannung 
längs einer solchen Kraft.linie im Maximum 

w !Pm=314 · 50000 · I0-8 s-1Vs=0,16V. 

Die Feldstärke längs der Kraftlinie ist daher ungefähr 

!~I= 0,16V ".,0,01~. 
· ' 15om cm 

und es beträgt die Dichte des Verschiebungsstromes im Maximum 

F V A 
E0 W !~1=0,886 ·10-13 • 314 · 0,01-s-1-<'>'3 ·10-13-. 

' ' cm cm cm2 

f f Denkt man sich das ganze Fenster des Eisenkerns mit 
einem Verschiebungsstrom von dieser Dichte ausgefüllt, 
so ist sein Querschnitt ungefähr 28 cm2 und die durch die 
Verschiebungsströme verursachte zusätzliche DurchHutung 
beträgt 8'=3. I0-13. 28A".,I0-11A. 

T 
Das ist ein verschwindend kleiner Betrag gegen die Durch­
Hutung des Wechselstroms in der Wicklung von 3600 A. 

Die enge Verknüpfung der magnetischen und 
elektrischen Felder, wie sie in den Feldgleichungen 
zum Ausdruck kommt, hat zur Folge, daß sich 
jede Feldänderung im Raum nur mit einer end­

Abb. 2i7. Elektrostatisches Feld bei einem 
unterbrochenen Stromkreis. liehen Geschwindigkeit ausbreiten kann. Es ist 

interessant, das Entstehen eines magnetischen 
Feldes an Hand der beiden Grundgesetze etwas genauer zu verfolgen. In Abb. 277 
ist ein einfacher Stromkreis mit einer Gleichstromquelle aufgezeichnet, der an 
einer Stelle eine Unterbrechung mit ganz kleinem Abstand der beiden Drahtenden 
haben soll. Infolge der von der Stromquelle erzeugten Potentialdifferenz spannen sich 
elektrische Kraftlinien von dem positiven Drahtende zum negativen. Auf der Ober­
fläche des oberen Drahtes befinden sich positive, auf der Oberfläche des unteren Drah­
tes negative Ladungen. Wir wollen nun verfolgen, wie sich das Feldbild verändert, 
wenn die beiden Drahtenden miteinander in Berührung gebracht werden. In Ab b. 27 8a 
ist gezeigt, wie unmittelbar nach der Berührung der beiden Drähte die einander benach­
harten Ladungen entgegengesetzten Vorzeichens infolge der Kräfte des elektrischen 
Feldes sich auszugleichen suchen. Dieser Ausgleich wirkt so, wie wenn in einem kurzen 
Abschnitt des Drahtes in der Umgebung der Berührungsstelle ein Strom von oben 
nach unten fließen würde. Dieser Strom baut das elektrische Feld ab, und es ergibt 
sich daher ein Verschiebungsstrom, der von unten nach oben fließt und den Leitungs­
strom schließt; er ist in der Abbildung gestrichelt eingezeichnet. Dieses Bild ist 
aber nicht vollständig. Infolge des Stromes ergibt sich nach der ersten Feldgleichung 
in der Umgebung der Berührungsstelle ein magnetisches Feld, dessen Kraftlinien 
den Strom im Leiter ungefähr in Kreisform umschließen, und zwar innerhalb des 
von den Verschiebungsströmen begrenzten etwa kugelförmigen Raumes. Außerhalb 
dieses Raumes können keine derartigen Kraftlinien auftreten, da ihre Durchflutung 
Null wäre. Das Entstehen des magnetischen Feldes hat nach der zweiten Feld­
gleichung ein elektrisches Feld zur Folge, mit Kraftlinien, die wieder mit dem 



Die Maxwellsehen Feldgleichungen. 247 

magnetischen Fluß verkettet sind. Längs der Strombahn, die durch den Leitungs­
strom und den Verschiebungsstrom gebildet wird, wirkt die Umlaufspannung dieses 
elektrischen Feldes, und man findet aus d(m Richtungsregeln, daß die induzierte elek­
tromotorische Kraft dem Strom auf diesemWeg entgegenwirkt. Das Magnetfeld sucht 
also das Anwachsen des Stromes und damit den Abbau des ursprünglichen elek­
trischen Feldes zu verhindern. Je rascher der Strom anwächst, um so schneller 
wächst das magnetische Feld, um so größer wird aber die den Strom hemmende 
elektromotorische Kraft. Es stellt sich daher ein Gleichgewicht ein zwischen der 
Feldstärke des ursprünglichen Feldes und der durch das Anwachsen des Magnet­
feldes nach dem Induktionsgesetz entstehenden elektrischen Feldstärke, so daß 
der Abbau des elektrischen Feldes mit einer ganz bestimmten endlichen Geschwin­
digkeit vor sich geht. Einige Zeit später finden wir die in Abb. 278 b dargestellte Feld­
verteilung. Die Ladungen sind nun bereits auf einer größeren Länge des Drahtes 
ausgeglichen, ein größerer Raum ist frei vom elektrischen Feld; er ist bereits mit 
dem magnetischen Feld ausgefüllt. In dem Raum außerhalb dieser Zone hat das 
elektrische Feld noch die gleiche Beschaffenheit wie vor dem Schließen des Strom­
kreises. Der Vorgang setzt sich in gleicher Weise fort, wobei die durch die Ver­
schiebungsströme gebildete Grenzfläche 
zwischen dem ursprünglichen elektri­
schen Feld und dem entstehenden mag­
netischen Feld immer weiter in den 
Raum hinauseilt, bis schließlich der 
ganze Raum vom magnetischen Feld 
ausgefüllt ist (vom Spannungsabfall 
längs des Leiters, der ein schwaches 
elektrisches Feld bedingt, sehen wir 
hier ab). Diesen Vorgang der Ausbrei-

tung des Feldes bezeichnet man als Abb. 278. Abbau des elektrischen und Aufbau des magne-
elektromagnetische Weile. tischen Feldes. 

Eine elektromagnetische Welle ent-
steht immer, wenn sich die Ströme oder Spannungen in einem Stromkreis 
irgendwie ändern; einige spezielle Formen und Eigenschaften der elektromagne­
tischen Welle werden im nächsten Abschnitt betrachtet. 

Bildet man auf beiden Seiten der ersten Feldgleichung die Divergenz, so ergibt 
sich mit Hilfe von GI. (625) div&=O, (1085) 

eine Beziehung, die aussagt, daß die Linien des wahren Stromes immer in sich 
geschlossen sind. Endigt ein Leitungsstrom an einer Grenzfläche zwischen einem 
Leiter und einem Nichtleiter, so fließt ein Verschiebungsstrom gleicher Stärke im 
Nichtleiter von dieser Stelle weg. 

Auf dem gleichen Weg ergibt sich aus der zweiten Feldgleichung 

:tdiv~=O, oder div~=konst. Die Konstante ist 

erfahrungsgemäß Null, also 

div!B=O. (1086) 
Die magnetischen Kraftlinien sind immer in sich geschlossen. In den vier GI. (1081), 
(1083), (1085) und (1086) sind alle Gesetze enthalten, die für den Verlauf beliebiger 
elektrischer Felder gelten. An den Grenzflächen von Stoffen verschiedener Eigen­
schaften ergeben sich aus diesen Gleichungen gewisse Grenzbedingungen, die 
eine Verallgemeinerung der früher aufgestellten Grenzbedingungen darstellen, und 
zwar sind es im ganzen vier Bedingungen, die an Grenzflächen erfüllt sein müssen. 

1. Die Normalkomponente der wahren Stromdichte muß stetig 
sein: tu. tu. (1087) 

\!!ltll ='21f12• 
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Dies folgt aus GI. (1085), wenn man ein Flächenelement der Grenzfläche betrachtet. 
Der von der einen Seite eintretende Strom muß gleich dem auf der anderen Seite 
austretenden Strom sein. An der Grenzfläche zwischen einem metallischen Leiter 
und einem Isolator gilt folgendes. Innerhalb der Metalle ist der Verschiebungsstrom 
wegen der hohen Leitfähigkeit gegenüber dem Leitungsstrom nicht nachweisbar. 
In Metallen gibt es praktisch nur den Leitungsstrom. In einem guten Isolator, 
z. B. Luft, überwiegt andererseits der Verschiebungsstrom. Es muß daher hier 

rrr. d~ .. 2 
"12'nl =edt 

sein. Die Normalkomponente des Leitungsstromes geht stetig über in die Normal­
komponente des Verschiebungsstromes; die Normalkomponente der elektrischen 
Feldstärke hat auf beiden Seiten von Grenzflächen im allgemeinen verschiedene 
Werte. 

2. Die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstärke muß 
stetig sein: @:n =@:t2 • (1088) 

Diese Beziehung folgt aus der Integralform der zweiten Feldgleichung, wenn man 
sie auf ein unendlich schmales Rechteck anwendet, dessen Längsseiten auf beiden 
Seiten der Grenzfläche liegen, und dessen Schmalseiten die Grenzfläche durchstoßen. 
Die beiden Bedingungen I. und 2. zeigen, daß im allgemeinen Fall die Linien des 
wahren Stromes an den Grenzflächen gebrochen werden, und zwar in ziemlich 
komplizierter Weise, wenn es sich um zeitlich veränderliche Größen handelt. In 
Wechselfeldern durchläuft der Winkel, den die Stromlinien mit der Grenzfläche 
bilden, während jeder Periode 360° (vgl. Abschnitt 38). 

3. Die Normalkomponente der magnetischen Induktion muß 
stetig sein: ru - ru 2 iVnl- iVn • 

Dies folgt aus GI. (1086) in gleicher Weise wie früher, ebenso 
4. Die Tangentialkomponente der magnetischen 

stetig sein: c;. _ c;. 
Wtl-Wt2· 

(1089) 

Feldstärke muß 
(1090) 

Die magnetischen Kraftlinien werden also gebrochen, wenn die Permeabilität in 
den beiden aneinander grenzenden Stoffen verschiedene Werte hat. 

Die Feldgleichungen gelten in der hier aufgestellten Form zunächst nur für 
ruhende Körper. Bei Bewegungen von leitender oder nichtleitender 
Materie im Raum treten Effekte auf, die durch diese Gleichungen nicht beschrieben 
werden. Wichtig für die technischen Anwendungen ist jedoch der Einfluß der Be­
wegung nur bei den elektrischen Induktionswirkungen magnetischer Felder. Für 
diese gilt erfahrungsgemäß die zweite Feldgleichung in der Integralform (1084), 
wenn die Randlinie 8 fest mit den Körperelementen verbunden gedacht wird. Bei 
Bewegungen materieller Körper gegen ein zeitlich konstantes magnetisches Feld 
ergibt sich in den bewegten Körpern eine elektrische Feldstärke von der durch 
GI. (533) bestimmten Größe. Wenn sich das Magnetfeld zeitlich ändert, so tritt 
zu dieser Feldstärke noch ein Betrag @;', der genau so wie bei ruhenden Körpern 
durch die Änderungsgeschwindigkeit der magnetischen Induktion an der betreffenden 
Stelle des Raumes bestimmt ist, gemäß der Gleichung: 

rrr.1 B!B 
rot12< = -ßt· 

Die wirkliche Feldstärke ist daher 
@:=@:'+ru~J. 

und es ergibt sich die zweite Feldgleichung für bewegte Körper in der 
Differentialform rrr. . B!B ru] 

rot\2<=-a,-+rot[t>;u • (1091) 
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Die übrigen elektromagnetischen Effekte, die bei Bewegungen von materiellen 
Körpern auftreten, haben für die Technik wegen ihrer Kleinheit keine Bedeutung. 
Es sind im wesentlichen die folgenden: 

I. Bewegte Raumladungen wirken wie elektrische Ströme von der Dichte 
@= gb (1092) 

und erzeugen daher ebenso wie diese magnetische Felder. 
2. Bei der Bewegung von geladenen Leitern, und daher auch von elektrischen 

Feldern im Raum werden elektrische Ladungen transportiert und damit magnetische 
Felder erzeugt. Die magnetischen Felder rufen wieder in beiden Fällen nach dem 
Induktionsgesetz zusätzliche elektrische Felder hervor. 

3. Auch bei der Bewegung ungeladener Leiter entstehen elektrische und ma­
gnetische Felder, wenn sich die Bewegungsgeschwindigkeit zeitlich ändert, da dann 
die Leitungselektronenwolke infolge ihrer Trägheit etwas voreilt oder zurückbleibt, 
so daß unkompensierte Ladungen auftreten. · 

38. Die elektromagnetische Weile. 
Nach dem vorigen Abschnitt entsteht eine elektromagnetische Welle, sobald sich 

Ströme oder Spannungen zeitlich ändern. Zeitlich konstante Spannungen und 
Strömungen liegen vor, wenn sich Elektrizitätsmengen in Ruhe oder in gleich­
förmiger Bewegung befinden; Strom- und Spannungsänderungen werden durch 
ungleichmäßig bewegte Elektrizitätsmengen verursacht. Die einfachste elektro­
magnetische Weile wird sich daher ergeben, wenn eine punktförmige Elektrizitäts­
menge in einem sonst von Ladungen und materiellen Körpern freien Raum ungleich­
förmig bewegt wird. Die bei allgemeinen Bewegungen von räumlich ausgedehnten 
Ladungen entstehenden Wellen lassen sich durch Überlagerung der von den einzelnen 
Ladungsteilchen ausgehenden Wellen darstellen. 

Da sich jede Bewegung in eine unendliche Fouriersehe Reihe von zeitlich sinus­
förmigen Bewegungen zerlegen läßt, so erhält man einen Einblick in diese Vorgänge, 
wenn man eine sinusförmige Bewegung von Ladungen betrachtet. Solche Be­
wegungen treten auf, wenn sich die Ströme und Spannungen in einem Stromkreis 
zeitlich sinusförmig verändern. Dann besteht der Elementarvorgang darin, daß eine 
pun}itförmige Ladung (Elektron) gegen eine gleichgroße Punktladung entgegen­
gesetzten Vorzeichens (Atomrest) nach einem Sinusgesetz Schwingungen sehr kleiner 
Schwingungsamplitude ausführt. In jedem kleinen Ausschnitt eines von Wechsel­
strom durchflossenen Leiters schwingt die durch die Elektronenwolke repräsentierte 
negative elektrische Ladung gegenüber der feststehenden positiven Ladung der 
Atomreste in der Stromrichtung hin und her. Von der schwingenden Elektronen­
wolke gehen elektromagnetische Wellen aus. 

Die spezielle Form der elektromagnetischen Welle, die von einem unendlich 
kleinen Ausschnitt aus einem wechselstromdurchflossenen Leiter im freien Raum 
ihren Ausgang nimmt, ist zuerst von H. Hertz berechnet worden (1888). Man kann 
sich die von einer Sendeantenne der drahtlosen Telegraphie und Telephonie aus­
gehenden Wellen aus solchen Elementarwellen zusammengesetzt denken. Im folgen­
den wird diese Elementarwelle näher betrachtet. 

Die Lage eines beliebigen Punktes P im Raum gegenüber der schwingenden 
Ladung (Dipol) werde durch Zylinderkoordinaten, Abb. 279, gekennzeichnet. Die 
z-Achse werde in die Bewegungsrichtung der Ladung gelegt. Aus Symmetriegründen 
hängen dann die Feldgrößen nur von den beiden Koordinaten a und z ab. In dem 
Raum außerhalb des Dipols gelten ~ Feldg~ichungen in der Form 

rot~=jcoe0@;; (1091) 

rot~= -jwp.0~, (1092) 
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wenn der Voraussetzung· gemäß eine sinusförmige Zeitabhängigkeit mit der Kreis­
frequenz m eingeführt wird. Da formal die Beziehung (1091) der im ruhenden 
magnetischen Feld geltenden Beziehung entspricht, wenn QJ an Stelle von jme0('g 
eingeführt wird, so kann man auch hier die magnetische Feldstärke aus einem Vektor­
potential ableiten, indem man setzt 

Sj=rot~l. 

Führt man dies in die zweite Gleichung ein, so folgt 
rot(~+ im f-to 2{) = 0. 

(1093) 

(1094) 

Diese Gleichung sagt aus, daß das Feld des in der Klammer stehenden Vektors 
wirbelfrei ist; daher kann dieser Vektor aus einem zunächst noch unbekannten 
skalaren Potential ~ abgeleitet werden; wir setzen 

~+imt-t0i= -grad-qi, 
oder ('g= -gradq5-jmp0 ~{. (1095) 

Führt man andererseits den Ansatz (1093) in GI. (1091) ein, so folgt mit Hilfe der 

Abb.279. 
Koordinaten des 

schwingenden 
Dipols. 

Rechenregel (626) grad div§i"-Ll §i"= jme0~, 
- 1 - 1 -
('g= -. -graddiv~{- -. -Ll~{. 

Jwe0 JW60 
oder 

Durch Vergleich dieser Beziehung mit GI. (1095) findet man 
1 -m=- -. -div2l 

' Jwe0 ' 

Ll m= -m2Bof-lo~· 
Wir setzen zur Abkürzung 

1 km c=--= =299800-; 
feo,Uo s 

dann wird aus GI. (1098) - w2--
Ll2{=- ~~{. 

0 

{1096) 

(1097) 

(1098) 

(1099) 

(IIOO) 

Für die Augenblickswerte des Vektorpotentials gilt also die sogenannte Wellen­
gleichung: Ll 2{= _!_ as21 (ll01) 

o2 at2 • 

Die magnetischen Kraftlinien sind aus Symmetriegründen Kreise, deren Mittel­
punkte auf der z-Achse liegen. Es muß daher der Vektor ~ parallel zur z-Achse 
gerichtet sein. Wir nehmen ferner an, daß genau so wie im Fall des stationären 
Feldes, GI. (636), der Vektor~ nur von dem Abstand des Punktes P von der Er­
regungsstelle abhängt. Es zeigt sich, daß man mit dieser Annahme alle Bedingungen 
des Problems erfüllen kann. In Kugelkoordinaten lautet nun die GI. (IIOO), da 
alle Komponenten von ~ mit Ausnahme der in der z-Richtung Null sind, 

hieraus folgt 

wobei 

1 d2(r'i ) w2 -
----"-= --~. r dr2 oB z' 

(ll02) 

und A eine zunächst noch unbestimmte Konstante darstellt. Da wir uns auf die 
Betrachtung von Feldern beschränken, die von dem Dipol ausgehen, so ist nur 
das negative Vorzeichen von k brauchbar, und es wird schließlich 

_ A _1ror 

~ =-e c z r (ll03) 
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Die Augenblickswerte bestimmen wir durch Multiplikation mit eiOJt und Projektion 
auf die imaginäre Achse: or A . ( r ) 

'(!. = -SlnW t-- . (1104) z r c 

Das Vektorpotential ist also hier durch eine nach allen Richtungen hin fortschreitende 
Welle dargestellt, deren Geschwindigkeit c ist, und deren Amplituden umgekehrt 
proportional mit dem Abstand r abnehmen. 

Es lassen sich nunmehr die Feldgrößen mit Hilfe der GI. (1093), (1096) be­
rechnen. Die magnetische Feldstärke hat überall die auf a und z senkrechte 
Richtung. Mit GI. (1093) ergibt sich 

c;_ t or __ am:.=_am:.dr 
q,.r-ro a'(l.z- aa ar da' 

Da r= v'z2+a2 , 

dr a a 
da = ~z•+aa = --,.-' so ist 

also .\)=A ~ [~r cosw(t-+ )+sinw(t-+ )]. (1105) 

Je mehr man sich dem Erregungszentrum nähert, um so mehr überwiegt das zweite 
Glied in der Klammer. In der unmittelbaren Nähe der schwingenden Ladung 
wird daher 

.\) = A -;-sinwt. r 
(1106) 

Andererseits ist nach der Amperesehen Formel die magnetische Feldstärke in der 
Umgebung eines geraden Stromleiters von der kleinen Länge l, der von einem 
Wechselstrom i=Jf2sinwt 

durchflossen wird, GI. (642), 

c;=-1 I,f2_1!-lsinwt. (1107) q,.r 4:n; r~ r3 

Der Vergleich mit GI. (1106) zeigt, daß das berechnete Feld, wie es sein muß, über­
geht. in das Feld des geraden Stromleiters, wenn man setzt 

A = l2 Il. (ll08) 
4:n; 

Zur Berechnung der elektrischen Feldstärke benützen wir Gl. (1095) in 
der Form - 1 - -

~=-. -graddiv9l-jw,u0 ~{. (1109) 
JOH3o 

Es ist nach Gl. (352) div"i _ a~. _ a~. dr _ __:_ a~. 
z- az - ar dz - r ar . 

Hieraus folgt mit den Gl. (359) 

Ferner ist 

ad (d. ru )=aal[. = (_:_)282i. + r 2-z2 a~. 
gr z lV'(l.z -- a 2 ·-• f) ' az2 \ r r ,-- r 

d (d' ru) 82i. aza2i. az ai. 
gra a lV ~z = 8a8z = r2 8r2 - r2 f'ir' 

grada (div9lz) =0. 
_ .mr 

8\ll. =-~(I+ .wr)e-'C". 
ar r 2 1 c ' 

Damit ergibt sich 
.mr 

~z= _:4.-se -J·c-[~(3z2-r2)( 1+i~) +iwf.lor2(z2-r2)l; 
r JWEo , c _ 

(1110) 
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(1111) 

(1112) 
Der Vektor der elektrischen Feldstärke liegt also in der durch den Punkt P gehen­
den Meridianebene; er steht daher überall senkrecht auf .\), Abb. 280. 

In der drahtlosen Technik interessieren die Feldvektoren besonders in großer 
Entfernung von der Erregungsstelle. Hier kommen im wesentlichen nur die Glieder 

mit den höchsten Potenzen von r und z in Betracht, so 
daß angenähert gilt 

(1113) 

(1114) 

Die Augenblickswerte sind bei Wahl der imaginären Achse 

Abb. 280. Elektrische und ma­
gnetische Feldstärke in der 
Umgebung des schwingenden 

als Zeitachse a: _ z2-r2 ( r ) . 
~z-Amp0~-3 -COSOJ t-- , (1115) 

r o 

az ( r) ~a=AOJflo---aCOSOJ t-- . (1116) Dipols. 
r , o 

Um diese beiden Komponenten der elektrischen Feldstärke zusammenzusetzen, 
berechnen wir mit Hilfe von Abb. 281 die in die Richtung von r fallende Komponente 
der elektrischen Feldstärke. Auf Grund der Ähnlichkeit der dort schraffierten Drei-

ecke ist 

Setzt man hier die obigen Werte ein, so ergibt sich ~r = 0, d. h. 
die Feldstärke steht senkrecht auf dem Radius r. Ihre Größe 
ist nach Abb. 281 

~=- ~~ +_:_~ r z r a' 

oder mit den Gl. (1115) und (1116) 

a; =OJ p 0-;-Acosm (t- !_). (1117) 
r o. 

Für die magnetische Feldstärke ergibt sich unter der gleichen 
Voraussetzung großer Entfernung von der Erregungsstelle 

Abb.281. Berechnung "'= (1) _!!_Acosm(t- !:__). (1118) 
des Vektors der elek- 4' c r2 o 
trisehen Feldstärke. 

Magnetische und elektrische Feldstärke liegen also zeitlich in 
Phase und stehen räumlich senkrecht aufeinander. Beide Felder breiten sich mit 
der Geschwindigkeit c in radialer Richtung aus. Der radiale Abstand zweier Punkte 
gleicher Schwingungsphase stellt die Wellenlänge dar; es ist 

2n · c 
A=c-w- = T· (1119) 

In jedem Zeitpunkt und an jedem Ort ist das Verhältnis der elektrischen zur magne-
tischen Feldstärke (!; vß 

~ = floC= __()_ =Z0 = 377 Q. (1120) 
'~.' so 

Man kann diese Größe als den Wellenwiderstand des leeren Raumes be· 
zeichnen, da sie für die elektromagnetische Welle eine ähnliche Bedeutung hat wie 
der Wellenwiderstand einer Leitung für die Leitungswellen. Für den Effektivwert 
der elektrischen Feldstärke ergibt sich aus den Gl. (1117) und (1108), wenn noch 
der Winkel {} zwischen r und z eingeführt wird, 

a; = flo/sin& Il (1121) 
eff 2 r · 
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(1122) 

Die Ausstrahlung ist also am stärksten in der Richtung senkrecht zum Dipol ( ß= 90°), 
sie ist Null in der Richtung des Dipols (ß= 0). 

Da im elektrischen und magnetischen Feld Energie aufgespeichert ist, so wird 
durch die elektromagnetische Welle Energie transportiert. Nach den Gl. (324) und 
(694) ist die in der Volumeneinheit aufgespeicherte Energie 

Wl=!eo!Q;I 2 +!flol ~ 12 • (1123) 

Da die beiden Vektoren @: und ~ nur vonrund f} abhängen, so kann man die Energie 
berechnen in einem Volumenelement, das nach Abb. 282 durch Breitenkreise gebil­
det wird. Das Volumenelement hat den Inhalt 

dV=2nr2sinf}dr. (1124) 

Die Energie, die in diesem Volumenelement im Mittel aufgespeichert ist, beträgt 

d2W = (!c:oQ;;/f + iflo~!tt)dV' 
d2W = ( ~ c:o@:;tt + ~ flo :: Q:;11 )dV = c:oQ;;fldV. (1125) 

Magnetische und elektrische Energie sind gleichgroß. Die zwischen zwei 
konzentrischen Kugelflächen mit dem Abstand dr im Mittel vorhandene Energie 
ergibt sich durch Integration von (1125): 

{}=::r; 2 J2l2 "' 2 
dW = J d2W =c:0 '!.(1P~2 2nt2dr J sin3f}df}= ___!!_c:0 p,5I2 l2f2dr. (1126) 

{}=O 4 r 0 3 

Die Welle durchläuft die Strecke dr in einer Zeit 

dt= dr. 
c 

Die in der Zeiteinheit durch eine Kugel vom Radius r nach 
außen fließende Energie ist daher 

N =dW=2n~of2l2f2=2nf2Z (!__)2 (1127) 
8 dt 3 c2 3 ° }. · 

z 

Sie ist unabhängig vom Radius r der Kugel, da wir den 
Raum als vollkommen isolierend vorausgesetzt haben, und in- Ab~. 282. Berechnung des 
folgedessen keine Verluste an Energie durch Umwandlung in Energieflusses. 

Wärme entstehen. 
Die hier gefundenen Ergebnisse kann man in folgender Weise auf die Berechnung 

der Strahlung einer Antenne der drahtlosen Telegraphie anwenden. Wenn die Länge 
einer solchen Antenne klein gegen die Wellenlänge }, ist, so hat die Stromstärke in 
jedem Zeitpunkt längs der ganzen Antenne angenähert den gleichen Betrag. Man 
kann sie dann als einen Dipol auffassen. Den Einfluß der Erde kann man durch 
das V erfahren der Spiegelung berücksichtigen. Da die Leitfähigkeit der Erde sehr 
groß ist gegen die dielektrische Leitfähigkeit der Luft, so stehen die elektrischen 
Feldlinien auf der Erdoberfläche nahezu senkrecht. Diese Bedingung ist nach 
Abb. 280 und Gl. (11ll) auf der Mittelebene eines Dipols (z=O) erfüllt. Um also 
die von einer Vertikalantenne von der Höhe h ausgestrahlte Leistung zu berechnen, 
hat man die Antenne durch ihr Spiegelbild zu einem Dipol von der Länge l= 2h 
zu ergänzen. Die von dem Dipol ausgestrahlte Leistung ist nach Gl. (1127) in dem 

oberen Halbraum N.= ~} 23n f2Zo 4 (; t (1128) 

Diese Leistung muß von dem die Antenne speisenden Wechselstromgenerator ge­
liefert werden. Sie ergibt also einen Beitrag zum Wirkwiderstand der Antenne, 
den man als den Strahlungswiderstand R8 der Antenne bezeichnet; er be­
rechnet sich aus N 8 =J2 R 8 • (1129) 
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Danach ist der Strahlungswiderstand einer Vertikalantenne von der Höhe h 

R.= 4tzo(~Y=l58o(;yQ. (II30) 

Er wächst mit dem Quadrat der Höhe der Antenne, wobei aber zu berücksichtigen 
ist, daß die Formel (ll30) nur gilt, solange h klein ist gegen } .. 

In Abb. 283 ist der Verlauf der elektrischen Feldlinien in der Umgebung der 
Antenne veranschaulicht (H. Hertz, 1888). Die Abb. 284 zeigt, wie man sich den 

Vorgang der Ablösung der elektrischen 
Feldlinien von der Antenne vorzustel­
len hat. 

Die in einem allgemeinen elektro­
magnetischen Feld strömende Energie 
läßt sich wie die in einem ruhenden Feld 
aufgespeicherte Energie durch die Feld­
größen Q; und ~ ausdrücken. An jeder 
Stelle eines elektromagnetischen Feldes 

' ist in der Volumeneinheit die Energie 

wl = 1sQ;2+~,u~2 Abb. 283. Elektrisches Feldbild des schwingenden 
Dipols. 

aufgespeichert. Ändern sich die Feld­
größen zeitlich, so ändert sich die aufgespeicherte Energie, es wird also Energie im 
Raum transportiert. Während des Zeitelementes dt nimmt die Volumeneinheit den 
Energiebetrag _ n::B(;l; a~ 

dW1 -slll' at dt+.u~ at dt 

auf. Führt man hier die beiden Feldgleichungen ein in der Form 
a(;l; 

Bat =rot~ -nQ;, 

a~ .Ußt = -rotQ;, 

so folgt dW1=Q:rot~dt-~rotQ;dt-nQ;2 dt. (ll31) 
Der letzte Ausdruck rechts gibt an, wie groß die während der Zeit dt in Wärme 
umgewandelte Feldenergie ist; die beiden ersten Glieder stellen daher den Zu -

Abb. 284. Schematische Darstellung des Entstehens der elektromagnetischen Welle bei einer vertikalen Antenne. 

wachs der Feldenergie in der Zeit dt, bezogen auf die Volumeneinheit, dar. Die 
Energie, die in der Zeiteinheit aus einem beliebigen Volumenelement dV heraus-
fließt, ist daher dN =(~rotQ:-Q:rot~)dV 

oder bei Anwendung der Gl. (627) 

dN =dV div [Q: ~]. (ll32) 
Nach Poynting (1884) setzt man 

(1133) 
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(1134) 
Mit Hilfe des Satzes von Gauß, GI. (350), folgt damit für die Energie, die aus 
einem beliebigen Raum in der Zeiteinheit herausfließt, 

N=~Sd~, (1135) 
wobei das Integral über die Oberfläche des Raumes zu bilden ist. N stellt also die 
Leistung dar, die aus dem Raum in jedem Zeitpunkt herausgeliefert wird, und der 
VektorS gibt an, welche Richtung an jeder Stelle des Raumes die Energieströmung 
hat und wie groß die Leistung ist, die durch die Querschnittseinheit einer Fläche 
hindurchgeht, die senkrecht zur Richtung der Energieströmung steht. Man nennt 
daher diesen Vektor die Dichte der Energieströmung oder die Strahlungs­
dichte. Wie die Abb. 285 zeigt, bilden die drei Vektoren ~ • .\l und S ein Rechts­
system. Der Betrag der Strahlungsdichte ist 

161=1~1·1.\ll·sinot. (1135) 
Die Energieströmung kann also in einfacher Weise berechnet werden, wenn die 
elektrische und die magnetische Feldstärke bekannt sind. 

Nach den obigen Ausführungen stehen die elektrischen und magnetischen Kraft­
linien in einer elektromagnetischen Welle bei genügend großem Abstand von der 
Erregungsstelle senkrecht aufeinander und senkrecht zum Radius, der von der 
Erregungsstelle zu dem betrachteten Punkt gezogen 
wird. Der Vektor S hat die Richtung des Radius, er S 
weist von der Erregungsstelle weg. Sein Betrag ist 
gleich dem Produkt aus elektrischer Feldstärke und 
magnetischer Erregung. 

Man kann in großem Abstand von der Erregungs­
stelle die Wellenfront mit einer gewissen Annäherung '-------' 
als eben ansehen und bezeichnet daher diesen be- Abb. 285. Strahlungsdichte. 

sonders einfachen Fall der Welle als ebene elektro-
magnetische Welle. In einer solchen Welle hängen die Feldgrößen nur von 
einer einzigen Koordinate x in der Fortpflanzungsrichtung ab. Die Feldgleichun­
gen lauten, wenn ~ in die y-Richtung, ~ in die z-Richtung gelegt wird 

a.p a~ 
rot~11 =- ax =BoTt• (ll36) 

a~ a~ 
rotz~= ax =-floTt· (ll37) 

Differenziert man die erste dieser beiden Gleichungen nach t, die zweite nach x, 
so ergibt sich 

Hieraus folgt 

Ähnlich ergibt sich 

a·~ as@: 
ßxßt = -Bo iftB-, 
82~ I 82 @: 
axat = ---,;;, 8x2 • 

82 @: a•~ I 82 @: 
8x2 =Boflo ßt2 =es ot2 • 

as~ I a·~ 
ax2 =es at• • 

Die allgemeine Lösung dieser Gleichungen ist 
~=F(x±ct), 

wobei F eine beliebige Funktion darstellt und 

.\)==f;@;. 
0 

(1138) 

(1139) 

(1140) 

(1141) 

Durch Einsetzen in die Düferentialgleichungen kann man sich leicht von der Richtig­
keit dieser Lösung überzeugen. In einer ebenen Welle bleibt also eine beliebige 
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Verteilung der Felder in der x-Richtung erhalten, sie wandert jedoch mit der 
Geschwindigkeit c fort. Im allgemeinen Fall sind Wellen nach beiden Richtungen 
hin möglich; das obere Vorzeichen gilt für Wellen, die in Richtung negativer x 
fortschreiten, das untere Vorzeichen für Wellen umgekehrter Richtung. Für die 
letzteren ist also 

(f=F(x-ct); 
l 

~= --F(x-ct). 
Zo 

(1142) 

Elektrische und magnetische Feldstärke bilden mit der Laufrichtung der Welle 
ein Rechtssystem, Abb. 286; die Dichte der Energieströmung ist 

]S!=](fi ·]~i=~-](fi 2 • 
0 

(1143) 

In der drahtlosen Technik kommen beim Empfänger Feld­
stärken bis herab zu etwa lO,u V /m vor. Die Dichte der Energie­
strömung ist dabei 

l V2 W @) = - . I0-14 -- -- = 2 65 . I0-17 - • 
377 Q cm 2 ' cm 2 

Abb. 286. Ebene elektromagne- In der Umgebung von Hochspannungsleitungen können 
tische Welle. an den Leiteroberflächen Feldstärken bis zu etwa lOkVfcm 

auftreten. Es stehen hier ebenfalls elektrische und magnetische 
Feldstärken nahezu aufeinander senkrecht: Die elektrischen Feldlinien treten nahezu senkrecht 
aus der Leiteroberfläche aus, während die magnetischen Feldlinien die tangentiale Richtung 
haben. Der Strahlungsvektor hat nahezu die Richtung der Energieübertragung längs der Lei­
tung; er ist etwas zur Leiterachse hin geneigt wegen des Spannungsabfalles längs des Leiters. 
Die Strahlungsdichte in der Nähe der Drähte wird 

6= 3~7 108 c:2
2
!.! =265kWfcm2 • 

Die Luft ist also befähigt, elektrische Energie in erheblicher Dichte zu übertragen. 
Die betrachteten einfachen Verhältnisse der Kugelwelle 

IJ und der ebenen Welle liegen nur vor, wenn der Raum von 
einem homogenen Nichtleiter vollständig erfüllt ist. An jeder 
Grenzfläche ergibt sich eine Reflexion und eine Brechung 

-~'---~---x~ der Weilen. 

z 

Trifft z. B. eine ebene Welle senkrecht auf die ebene Ober­
fläche eines Leiters, Abb. 287, so wird ein Teil der Energie 
reflektiert. Die Feldgrößen in dem Raum vor der Wand 
setzen sich demgemäß aus den Feldgrößen der beiden Teil-

Abb. 287. Reflexion der ebenen welle. wellen zusammen. Die Gl. (1137) und (1138) lauten in komplexer 
Form, also unter Voraussetzung sinusförmiger Feldänderungen: 

- l d[ d2 [ w 2 -

.\)=-jw,u0 dx: (1144) dx2 =-7a:. (1145) 

Daher gilt (1146) 

- A -i.!!!__x A +i.!!!__x 
.\)= - 1 e c --2 e c (1147) 

Zo Zo 
Die ersten Glieder rechts stellen die Teilwelle dar, die in der x-Richtung fortschreitet, 
also die ursprüngliche Welle, die zweiten Glieder die Welle mit entgegengesetzter 
Laufrichtung, also die reflektierte Welle. An der Oberfläche des Leiters, x=O, 
ergeben sich die Werte 

(1148) (1149) 

In den Leiter dringt eine Welle ein, die als die gebrochene Welle aufzufassen ist; 
ihre Bestimmungsgrößen (f und.\) müssen an der Leiteroberfläche in die durch die 
Gl. (1148) und (1149) gegebenen Werte übergehen, da beide Größen die tangentiale 
Richtung zur Oberfläche des Leiters haben. 
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Für das Leiterinnere lauten nun die 
komplexe Schreibweise benützt wird, 

beiden Feldgleichungen, wenn gleich die 

- a5 =x~ (1150) ox ' 
Hieraus folgt 

d2(!; . -
dx2 =JWXp.f§;. 

Setzt man k= fjw-xp., 
so ergibt sich für die in der x-Richtung fortschreitende Welle: 

C§;=Aae-k re; (1152) 

An der Leiteroberfläche wird also 
A3 =A1 +A2 , 

A3 J!-. x =z1 (A1 -A2). V JWP, 0 

d X 

A -A 1-ZoV fwp, 
Damit ergibt sich 2 - 1--'--'· 

I+Zo11_~ 
V JWft 

- 11 X 
~=Aa V jwp, e-kx. 

(1151) 

(1153) 

Das Verhältnis der Feldstärke der reflektierten Welle zu derjenigen der ursprüng­
lichen Welle ist also 7J 

Jl-1 
1-Zo ~I 

n= 1 ~2! = ,fwtt 1· (1154) &. 
I ~~ I+ZoV~ d, 

JW ft 

Es ist nahezu 1 in den beiden Grenzfällen, in denenZ0 1 ~ P, V rwP 

u-......., 
V " ; 

;"\ / 
\ V , 

sehr klein oder sehr groß gegen 1 ist. Der erste Fallliegt q .t 
bei sehr hohen, der zweite bei sehr niedrigen Frequen-
zen vor. Führt man die Abkürzung /Jq/Jt qt f{.f 1 3 tf! 

-"-__ I V w p, Abb. 288. Reflexionsfaktor einer ·u- (1155) leitenden Wand. 
Z0 2x 

ein, so ergibt sich für den Reflexionsfaktor der leitenden Wand 

11 1-2-&+2.&2 n= V 1+2-&+2-&2. (1156) 
In Abb. 288 ist diese Größe dargestellt. Die an der leitenden Wand reflektierte 
Leistung ist172 malso groß wie die einfallende Leistung. Es wird also das (1-1]2)fache 
der einfallenden Leistung im Leiter absorbiert. 17 hat ein Minimum bei ß = 0,707; 
hier ist 1]= 0,414. Von der auf eine leitende Wand treffenden Leistung können also 
höchstens 1-0,4142=82,8% 
absorbiert werden. Die innerhalb des Leiters fortschreitende gebrochene Welle hat 
die Amplitude 2 

A3 =A1+A2= A 1 ; 

I+ZoV~ 
JWß 

(1157) 

sie wird bei ihrem Eindringen in den Leiter gedämpft, die relative Abnahme der 
Amplitude je Längeneinheit ist durch den reellen Teil von k gegeben. Es liegt also 
der bereits in Abschnitt 30 betrachtete Fall des Eindringens der Felder in den 
Leiter vor. Auch für die "Eindringtiefe" gilt der gleiche Ausdruck wie dort, GI. (816). 

Die gleichen Verhältnisse finden sich auch, wenn der unendlich ausgedehnte 
Leiter durch eine Platte oder ein Blech endlicher Dicke ersetzt wird, wenn nur die 

Küpfmiiller, Elektrotechnik. 17 

V! 
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Blechdicke größer als die Eindringtiefe ist. Ist die Blechdicke kleiner, so ergibt sich 
innerhalb des Leiters infolge der Reflexion an der zweiten Begrenzungsebene eine 
gegenläufige Weile. Diese verschwindet praktisch bei genügender Dicke der Platte. 
Bleche, die dicker sind als die Eindringtiefe, wirken gegen auftreffende Wechsel­
felder wie ein Spiegel, der das 172fache der auftreffenden Leistung reflektiert und 
den Rest absorbiert (s. auch Gl. (852)). 

Auch der andere Grenzfall, in dem die ebene Welle eine ebene Leiteroberfläche 
gerade tangiert, ist von praktischem Interesse. Die über die Erde laufenden Wellen 

der drahtlosen Übertragungen werden mit einer 
gewissen Annäherung durch diesen Fall erfaßt. 
Ebenso haben die Felder in der Umgebung einer 
Drahtleitung, Abb. 289, wie schon auf S. 256 ge­
sagt ist, die Eigenschaft, daß die Vektoren der 
elektrischen und der magnetischen Feldstärke auf­
einander senkrecht stehen; in genügend kleinen 

-t--......-t-~WH~--+-f--1~H--l:-Ausschnitten können sie daher als ebene Felder 
betrachtet werden, die an den Drähten entlang­
gleiten. 

Legen wir wieder die Laufrichtung der Weile 
in die x-Achse, die magnetische Feldstärke in die 
z-Achse, so fällt die elektrische Feldstärke in die 
y-Richtung. Die Oberfläche des Leiters sei durch 

Abb. 289. Elektromagnetisches Feld einer die xz-Ebene gebildet. Da die magnetische Feld­
Leitung. 

stärke tangential zur Leiteroberfläche gerichtet 
ist, so muß sie an der Oberfläche stetig übergehen, d. h., es muß auch im Leiter­
innern eine magnetische Feldstärke der gleichen Richtung vorhanden sein. Infolge 
des magnetischen Feldes im Leiterinnern entsteht im Leiter eine elektrische Um-

1 

laufspannung in Ebenen, die parallel zur xy-Ebene 
(E liegen. Wegen der endlichen Leitfähigkeit des Leiters 

ergeben sich daher Ströme parallel zur x-Achse. Diese 
Ströme verursachen ein Potentialgefälle in der x-Rich­
tung innerhalb des Leiters, d. h. die elektrische Feld-

.!) x .r stärke hat im Leiterinnern eine x-Komponente. Da 
~~~~~~~~~~~~~ nun aber die Tangentialkomponente der elektrischen 

Feldstärke an der Grenzfläche stetig sein muß, so 
folgt daraus, daß auch außerhalb des Leiters eine 
x-Komponente der elektrischen Feldstärke vorhan-

Abb. 290. Fortpflanzung einer elektro- den sein muß. Die elektrischen Kraftlinien treten 
magnetischen Welle längs eines eben also hier nicht senkrecht aus der Leiteroberfläche 

begrenzten Leiters. 
aus, Abb. 290. Es muß ferner die Dichte des wahren 

Stromes an der Grenzfläche stetig sein; für zeitlich sinusförmige Vorgänge gilt also 

ejw(f111 =u(f112 , (1158) 
wenn die beiden Räume durch die Indizes I und 2 unterschieden werden, und u 
die Leitfähigkeit des Leiters bedeutet. Also ist 

~~::1 = exw. (1159) 

Setzt man hier für Kupfer u = 57· 104 Sfcm, so wird für eine Frequenz von 107Hz 
e0 w = 0,886 -10-13 2n ·107 Fs-1 cm ~Io-n 
" 57 · 104 cm S ' 

also ein verschwindend kleiner Bruchteil. Selbst für Erde mit der Leitfähigkeit 

u = 10-4 S/cm wird 80 w erst rund 0,06. Man kann daher praktisch meist die 
" 
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Vertikalkomponente der elektrischen Feldstärke im Leiterinnern vernachlässigen. 
Dann zeigt der Vektor der Energieströmung im Leiter praktisch senkrecht nach 
unten. Andererseits ist die durch die Welle in der x-Richtung fortgeführte Energie 
durch die Strahlungsdichte I Sa: I = j· ij;111 !· I ~ I bestimmt. Von dieser Energie 
fließt ständig der Teilj ij;a: 1·1 ~I in den Leiter. Im Außenraum ist daher der Strah­
lungsvektor etwas nach unten geneigt, Abb. 291. Infolge des dauernden Energie­
entzuges durch die Absorption im Leiter nehmen die Amplituden der Welle beim 
Fortschreiten längs des Leiters ab. 

Es ergibt sich also wieder der oben betrachtete Fall des Eindringens einer Welle 
in den Leiter. Die Fortleitung der Energie längs der Leiteroberfläche hat man sich 
so vorzustellen, daß die Energie in dem die Leiter um­
gebenden nichtleitenden Raum fließt, im wesentlichen par­
allel zu den Leiteroberflächen. Ein Teil der Energie dringt in 
den Leiter ein und wird dort durch die Joulesehe Wärme 
aufgezehrt. Die Tiefe, bei der die Feldgrößen auf 1% ihres 
Oberflächenwertes abgenommen haben, ist gemäß Gl. (813) 

und (816) !5= 4,6 . (ll60) 
fn/'Xft 

Eine drahtlose Welle mit der Frequenz 106 Hz, entsprechend einer 
Wellenlänge c 

).=/=300m, 

Abb. 291. Richtung der Ener­
gieströmung bei der Fort­
pflanzung der Weile längs 

des Leiters. 

dringt in den Erdboden mit der Leitfähigkeit 'X=IO-'Sfcm bis zu einer Tiefe von etwa 

~= 4•6 23m 
fn ·106 ·10 4 ·1,256 ·10-ss 1Scm-1 Hcm 1 

ein. 
Da die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstärke an der Oberfläche 

des Leiters stetig übergehen muß, so ist an der Oberfläche nach Gl. (1152) u. (1153) 

- " V--A-~- 3 jwft· 

Andererseits ist 
(1161) 

Das Verhältnis der beiden Komponenten an der Leiteroberfläche wird also 

/:::/ = ;oyw: · (1162) 

Für das eben angeführte Zahlenbeispiel ergibt sich 

J_ 1 foJii, = _1_1 /2 n 1061,256 · 10-8 s-1 H cm = O 07 46 
Z0 V 7 377.QV 10 4 cmS ' · 

Die beiden Komponenten ij;a:1 und ij;111 haben nun, wie die Gl. (1161) 
zeigt, eine zeitliche Phasenverschiebung von 45° entsprechend 

dem Winkel von {[. Der räumliche Winkel, unter dem die elek­
trischen Feldlinien von außen her an der Leiteroberfläche ein­
münden, dreht sich daher während jeder Periode um 360°, wie 
dies aus der folgenden Überlegung hervorgeht. Setzt man 

ij;111 =Asinwt, 

Abb. 292. Elliptisches 
Drehfeld an der Grenz­

fläche. 

(1163) 

so wird 11 foJii, . A 1/Wft . 
G:a:t =Az0 V ---;-sm(wt+45°) = Zot 2;e(smwt+coswt). 

Aus der ersten dieser beiden Gleichungen folgt 
· @vl smwt=-y· 

17* 
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Führt man dies in die zweite ein, so ergibt sich 

~rol = :2 [ ~1 + v~=--( ~~) l 
wobei 

gesetzt ist; daraus folgt ( ~"~ - ~1) 2 + ( ~1) 2 = 1 . (1164) 

Das ist die Gleichung einer schrägliegenden Ellipse in der xy-Ebene, Abb. 292. 
Der Endpunkt des Vektors der elektrischen Feldstärke durchläuft also eine Ellipse; 
das elektrische Feld stellt ein elliptisches Drehfeld dar. Ähnliche Verhältnisse 
ergeben sich auch an allen Grenzflächen verschiedener Stoffe. 

Siebentes Kapitel. 

Elektromagnetische Ausgleichsvorgänge. 
39. Allgemeine Gesetze der Ausgleichsvorgänge in linearen Systemen. 

Die mit dem magnetischen Feld der Ströme und dem elektrischen Feld der 
Spannungen verbundene Aufspeicherung von Energie hat zur Folge, daß in jedem 
Stromkreis der Übergang von einem Zustand zu einem anderen nicht plötzlich vor 
sich gehen kann. Der elektrische Zustand eines Stromkreises kann sich ändern, 

entweder wenn irgendwelche Schaltungen aus­
geführt werden, z. B. Öffnen oder Schließen 

t2) von Kontakten, oder wenn die elektromotori­
schen Kräfte irgendwelche Zeitfunktionen sind. 
Der letzgenannte Fall ist der allgemeinere, 

01 der erste kann auf ihn zurückgeführt wer-
'/ den. Wird z. B. der Schalter zwLchen den 

beiden Vierpolen V1 und V2, Abb.293a, ge-
Abb. 293a und b. Ersatz eines Schalters durch hl t t ht · d Ab hl ß ·d 

eine zeitlich veränderliche elektromotorische SC ossen, so en S e m em se u Wl er-
Kraft. stand von V 2 ein Strom. Dieser Strom läßt 

sich folgendermaßen berechnen. Wir denken 
uns an Stelle des Schalters eine Strcmquelle mit der elektromotorischen Kraft e1, 

Abb. 293b; von solcher Größe angeschlossen, daß sie die zwischen den Ausgangs­
klemmen des Vierpols V1 auftretende Leerlaufspannung u1 gerade kompensiert, 
daß also 

ist. Dann kann kein Strom aus dem Vierpol V1 in den Vierpol V2 fließen, genauso, 
wie wenn ein Schalter zwischen den beiden Vierpolen geöffnet wäre. Das Schließen 
des Schalters ist nunmehr gleichwertig dem Verschwinden der elektromotorischen 
Kraft e1. Man kann also das Schließen und Öffnen eines Schalters immer zurück­
führen auf das 'Verschwinden und Entstehen elektromotorischer Kräfte. 

Schaltvorgänge. 

Sind die elektromotorischen Kräfte periodische Zeitfunktionen, so stellt sich 
nach hinreichend langer Zeit ein "eingeschwungener Zustand" ein, in dem 
die Energien der Felder periodisch zwischen Null und einem Höchstwert schwanken. 
Den eingeschwungenen Zustand, bei dem sich alle Verhältnisse während jeder 
Periode wiederholen, kann man als den allgemeinsten Fall des stationären Zustandes 
ansehen, da auch der Gleichstromfall von ihm als Grenzfall umfaßt wird. Man be-
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zeichnet nun als Ausgleichsvorgang den Übergang von einem stationären 
Zustand zu einem anderen. Die einfachste Form eines Ausgleichsvorganges ent­
steht, wenn sich eine elektromotorische Kraft plötzlich ändert. Diesen Vorgang 
bezeichnet man als Schaltvorgang; die elektromotorische Kraft als Schalt-E M K. 

Da die Maxwellsehen Feldgleichungen für beliebige zeitliche Änderungen der 
Feldgrößen gelten, so sind sie auch, maßgebend für die Ausgleichsvorgänge. Wenn 
es sich um Stromverzweigungen aus Spulen, Kondensatoren und Widerständen 
handelt, dann führt die Anwendung der Feldgleichungen zu den Kirchhofischen 
Sätzen. Der erste Kirchhofische Satz drückt aus, daß die Divergenz des Stromes 
Null ist, während der zweite Kirchhofische Satz gleichbedeutend ist mit der Aus­
sage der zweiten Fe I d g I eich u n g , daß das Linienintegral der elektrischen Feld­
stärke längs einer beliebigen Masche gleich dem magnetischen Schwund der Masche 
ist, wobei diese Größe noch zu vermehren ist um die eingeprägten elektromotorischen 
Kräfte, falls solche vorhanden sind. Indem man die elektromotorische Kraft der 
Selbstinduktion einführt, wird auch der Wortlaut dieses Satzes bei zeitlich ver­
änderlichen Vorgängen der gleiche wie bei Gleichstrom. Die erste Feldgleichung 
stellt die Beziehung zwischen der elektromotorischen Kraft der Selbstinduktion 
und der Stromstärke dar; wir berücksichtigen sie durch die Einführung der In­
duktivität. Die Induktivität ist unabhängig von der Stromstärke, wenn die mag­
netischen Felder keine ferromagnetischen Stoffe enthalten. Dann sind die Feld­
gleichungen lineare Differentialgleichungen, d. h. zwischen den Feldgrößen und 
damit zwischen den Spannungen und Strömen bestehen lineare Beziehungen. Man 
spricht in diesem Falle von einem linearen System. 

Wendet man die beiden Kirchhofischen Sätze auf die Knoten und Maschen der 
Stromverzweigung an und löst nach der gesuchten Größe, z. B. einer Stromstärke, 
auf, so ergibt sich eine lineare Differentialgleichung n-ten Grades zwischen der 
gesuchten Größe und der zeitlich veränderlichen elektromotorischen Kraft. Man 
integriert diese Gleichung, indem man für die gesuchte Größe den Ansatz 

kePt 

einführt. Da dann p an die Stelle von djdt tritt, so wird aus der Differentialgleichung 
n-ten Grades eine algebraische Gleichung n-ten Grades. Diese Gleichung bezeichnet 
man als die Stammgleichung. Man kann .sie ohne Aufstellen der Differential­
gleichung auf folgende Weise unmittelbar gewinnen. Mit dem angeführten Zeit­
ansatz wird die Spannung an einer Spule iLp, der Strom in einem Kondensator 
uCp, genau so wie die Spannung an einem Widerstand iR und der Strom in 
dem Widerstand ujR wird. Man kann daher mit den Größen Lp und 1/0p so 
rechnen wie mit Widerständen bei Gleichstrom. Indem man jeder Induk­
tivität den Widerstand Lp und jeder Kapazität den Widerstand 
lfCp zuschreibt, lassen sich die Kirchhoffschen Regeln und über­
haupt alle Stromverzweigungsregeln anwenden wie bei Gleichstrom. 
Dieses V erfahren entspricht der komplexen Rechnung für den eingeschwungenen 
Zustand, bei der jw an Stelle von p gesetzt ist. Bezeichnet man die Größe, deren 
zeitlicher Verlauf gesucht ist (z. B. ein Strom) mit 8 2, und die Größe, die die zeit­
liche Änderung von 8 2 verursacht, also die veränderliche EMK, die "eingeprägte 
Kraft", mit Sv so läßt sich auf Grund der Stromverzweigungsregeln eine Beziehung 
von der Form S1 

82= F(p) (1165) 

aufstellen. Schreibt man diese Beziehung 

F(p)S2=S1 , 

so erkennt man, daß die Stammgleichung lautet 

F(p)=O. (1166) 
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Als Beispiel werde der in Abb. 294 dargestellte Fall des Einschaltens eines 
Schwingungskreises betrachtet. Gesucht sei der zeitliche Verlauf der Spannung u 
am Kondensator nach dem Schließen des Schalters. Das Schließen des Schalters 
ist gleichbedeutend mit dem Entstehen der elektromotorischen Kraft e in dem 
geschlossenen Stromkreis. Dieseelektromotorische Kraft stellt hier die eingeprägte 
Kraft S1 dar. Die gesuchte Spannung entspricht der Größe S2. Unter Einführung 
der symbolischen Widerstände läßt sich der Stromkreis durch das Ersatzschema, 
Abb. 295, darstellen. Aus diesem Schema kann sofort abgelesen werden 

oder 

Die Stammgleichung lautet also 

l+RCp+LOp2=0. 
Sie hat die beiden Wurzeln 

Pl=-2~ + V(#7J- L~' 
R V(R)2 1 p 2 = - 2 L- 2 L - L 0 . ) (1167) 

Es ergeben sich also zwei Lösungen der Differentialgleichung für die Spannung am 
Kondensator, nämlich k1ePtt und k2eP• 1, wobei k1 und k2 zwei zunächst noch un-

~ u ~ bestimmte Konstanten sind. Eine wei-
~ 1 tere Lösung wird durch den zeitlichen r<E-Jj~ 

. Verlauf der Spannung im eingeschwun- $ ~~' 1 

d l d lf ~ . "t II Lfl- ~ ; • genen Zustand argeste lt, er mit Hi e . ~ '"'' t;. , 
der komplexen Rechnung leicht ermit-

Abb. 294. Einschalten telt werden kann. Bezeichnet man ihn mit Abb. 295. Aufstellung der 
eines Schwingungs- u so lautet also d1'e vollsta·· nd1'ge Lo·· sung Stamrngleichung. kreises. e' 

u=k1eP•lt+k2eP•t+ue. (1168) 

Der wirkliche Verlauf der Spannung wird danach gebildet durch die Summe des 
Verlaufs im eingeschwungenen Zustand mit einem Vorgang, den man als den flüch­
tigen Vorgang bezeichnet, und der im Laufe der Zeit abklingt: 

u=ut+7le• (1169) 

Die flüchtige Komponente u1 enthält noch die beiden Integrationskonstanten k1 
und k2• Diese sind dadurch bedingt, daß der Verlauf des Vorganges davon abhängt, 
wie groß die in Spule und Kondensator aufgespeicherte Energie vor Änderung der 
eingeprägten Kraft war. Es könnte z. B. der Kondensator bereits irgendeine Ladung 
haben. Da sich die Feldenergie nicht sprunghaft ändern kann, so muß auch noch 
unmittelbar nach dem Einsetzen der eingeprägten Kraft die gleiche Feldenergie 
vorhanden sein. Zur Berechnung dieser Konstanten muß daher der Anfangs­
zustand berücksichtigt werden, und zwar ergeben sich die Konstanten grund­
sätzlich daraus, daß 

1. die magnetische Energie in jeder Spule, 
2. die elektrische Energie in jedem Kondensator stetig sind. Anders aus­

gedrückt: Der Strom in jeder Spule und die Spannung an jedem Kondensator 
müssen unmittelbar nach dem Einsetzen der Kraft noch die gleichen Werte haben 
wie unmittelbar vorher. Aus diesem Grund ergeben sich immer so viele Konstanten 
als Energiespeicher vorhanden sind. 
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Es werde zur Erläuterung das Beispiel des Anlegens einer Batterie mit kon­
stanter EMK E 0 betrachtet. Hier ist 

u.=E0 , 

und der Strom in der Spule, der gleich dem Ladestrom des Kondensators ist, 

i-Odu -k p eP1 t +k p eP•t (1170) - dt-11 22. 
Waren vor dem Schalten Spule und Kondensator ungeladen, so muß i = 0 und 
u=O für t=O sein, also 0=k1+k2+E0 , 

0= k1P1 + k2P2 · 

k1 =E0 ----'P:!__, k2= -E0 __1!!_, 
~-~ ~-~ 

Dies liefert 

( 
P2eP1 t -PI eP2 t) 

u=E0 1+ . 
PI-P2 

(1171) und 

Der Verlauf von u hängt davon ab, ob p1 und p2 reelle oder komplexe Größen sind. 
Wenn (!!_)2 _1_ 

2L > LO' 

dann sind beide Größen negativ und reell. Der zeitliche Verlauf von u ist durch 
die Kurve 1, Abb. 296, dargestellt (aperiodischer Fall). Ist dagegen 

( R )2 1 
2L <LO' 

so kann gesetzt werden 

PI=-!+iwo, P2=-!-fwo, (1172) 

wobei 

2L V 1 ( R )2 7:=][, Wo= LO- 2L . (1173) 

Führt man dies in die Gl. (1171) ein, so folgt 
Abb. 296. Einschaltvorgang beim 

Schwingungskreis. 

u=E0 [1-e-~(cosw0t+ .~0sinw0 t)J. (1174) 

Es ergibt sich ein Verlauf nach Kurve 2, Abb. 629. Wenn der Widerstand R sehr 
klein ist, so gilt angenähert t 

u=E0 (1-e-r cosw0t); 
(1175) 

. E v(f -~ . t 
~= 0 y;e s1nw0 • 

Die Spannung am Kondensator erreicht dann nahezu den doppelten Wert von E 0 ; 

der Strom hat den Maximalwert EpVf· 
Der sogenannte aperiodische Grenzfallliegt vor, wenn 

( R )2 1 
2L = LO' 

oder w0 =0 ist. Die Gl. ( 117 4) liefert hiermit 

u=E0(1-e-~ -~e-~). (1176) 

Dieser Fall ist in Abb. 296 mit 3 bezeichnet. 
Das hier angewendete Verfahren führt grundsätzlich bei beliebig komplizierten 

Systemen zum Ziel, wenn auch im allgemeinen die Rechnungen langwierig werden, 
sobald mehrere unabhängige Energiespeicher vorhanden sind. Zur Vereinfachung 
der Rechnung dienen Hilfssätze, insbesondere die von Heaviside herrührenden 
Methoden, die in der Spezialliteratur behandelt sind. 
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Zeitlich veränderliche Kraft. 
Unter der Voraussetzung der Linearität des Systems läßt sich der Verlauf einer 

Systemgröße S 2 (Spannung oder Strom) bei beliebiger zeitlicher .Änderung 
einer eingeprägten Kraft S1 (EMK) aus dem Verlauf des Schaltvorganges be­
rechnen. Man denke sich zunächst an die Stelle der zeitlich veränderlichen Kraft S1 

eine zur Zeit t = 0 plötzlich einsetzende und dann konstante Schaltkraft 8 10 gebracht. 
Die Größe S 2 ändert sich dann von Null auf einen Endwert (der selbst wieder Null 
sein kann): S 2=S2 (t). 
Es werde nun das Verhältnis ( S2 (t) 

rp t)=-
SIO 

(ll77) 

gebildet, das proportional S 2(t) ist, da 8 10 eine Konstante darstellt. Diese so definierte 
Funktion bezeichnen wir als die Übergangsfunktion. Sie kann nach den vorhin 
behandelten Regeln berechnet werden und ist wegen der Linearität des Systems 
unabhängig von der Größe 8 10. Die in Abb. 296 aufgezeichneten Kurven stellen 
Übergangsfunktionen dar. 

Setzt die Kraft slO nicht im Zeitpunkt t = 0, sondern in irgendeinem anderen 

Jf(t) 

t 

Abb. 297. Zerlegung einer zeitlich 
veränderlichen Kraft in Impulse. 

Zeitpunkt t =Z ein, so gilt 

S 2 (t) =810 rp (t-z). (ll78) 

Verschwindet die Kraft slO nach einem kurzen Zeit­
abschnitt dz wieder, so gilt 

S 2 (t)= -S10 rp(t-z-dz). 

Im ganzen ergibt sich daher nach einem solchen Impuls 
von der Dauer dz ein Verlauf der Größe S 2, der dar­
gestellt ist durch 

dS2 (t) =S10[rp(t-z)- rp (t-z- dz)]. 

Entwickelt man hier unter der Voraussetzung, daß die 
Übergangsfunktion und ihre Differentialquotienten stetige Funktionen sind, das 
zweite Glied rechts nach Potenzen von dz, so folgt unter Vernachlässigung höherer 
Potenzen des unendlich kleinen Zeitabschnittes dz als der ersten 

wobei 

gesetzt ist. 

dS2 (t)=S10(p (t-z)dz, 
. drp 
m(t)= --
r dt 

(ll79) 

Aus derartigen Impulsen kann man nun jeden beliebigen zeitlichen Verlauf der 
Funktion S1 zusammensetzen, wie dies in Abb. 297 veranschaulicht ist. Jeder Impuls 
setzt in einem Zeitpunkt t =z ein und hat den Betrag 

S10=S1 (z). 

Zu jedem Impuls gehört daher ein Verlauf der Größe S 2 von 

dS2=S1 (z) (p (t-z)dz. 

Wegen der Linearität des Systems überlagern sich die von .den einzelnen Impulsen 
herrührenden Anteile von 8 2, so daß man den wirklichen Wert von S 2 in irgendeinem 
Zeitpunkt t erhält, wenn man die Wirkung aller Impulse von z = - oo bis z =t 
summiert: t 

S 2=f S 1 (z)ip(t-z)dz. (ll80) 
-co 

Setzt die Kraft sl erst im Zeitpunkt t = 0 ein, so ist SI für negative t gleich 0 zu 
setzen, und es wird t 

S 2= f S1 (z) ip(t-z)dz. (ll8l) 
() 



Allgemeine Gesetze der Ausgleichsvorgänge in linearen Systemen. 265 

Die Formel (1180) wurde unter der Voraussetzung abgeleitet, ~aß die Übergangsfunktion 
<p(t) stetig ist. Häufig liegt der Fall vor (z. B. bei Leitungen), daß die Ubergangsfunktion in einem 
bestimmten Zeitpunkt t=t0 sprungweise von Null auf einen bestimmten Betrag <p(t0) wächst, 
wie z. B. in Abb. 298. Dann kann man <p(t) zerlegen in eine stetige Funktion 

<p(t)-<p(t0 ) 

und in einen Sprung vom Betrage tp(t0). Dieser liefert einen Beitrag zu 8 2 von der Größe 
8~=tp(t0)81 (t-t0), 

während die stetige Funktion einen Beitrag nach GI. (ll80) ergibt, so daß der vollständige Ver­
lauf von 8 2 für t>t0 gegeben ist durch 

t-to 
8 2= f 81 (z) cp(t-z)dz+tp(t0 )81 (t-t0 ). (ll82) 

0 
Dabei ist noch berücksichtigt, daß rp(t-z) für t-z<t0 , also für z> t-t0 Null ist. Für t<t0 ist in­
folge der Voraussetzungen auch 8 2 =0. 

Als Anwendungsbeispiel werde der Schaltvorgang betrachtet, der sich ergibt, 

Abb. 298. Beispiel einer allgemeinen 
trbergangsfunktion. 

t 
-~ ....... 

-~.!-.~,~ 
--1(_ J.l . ...u_..Jol 

Abb. 299. Einschaltvorgang bei einer 
Spule ohne Eisenkern. 

wenn eine Spule mit der Induktivität L und dem Widerstand R an eine Wechsel-
stromquelle mit e=E tf2sinwt 

gelegt wird. Ersetzt man die Wechselspannung durch eine plötzlich entstehende 
und dann konstante elektromotorische Kraft E0, so wird der Strom nach Gl. (681) 

Setzen wir 
so ergibt sich 

und es wird 

i= ~0 (1-e-~} r= ~. 
i=S2; Eo=Slo• 

die Übergangsfunktion 

cp(t)=:}(l-e-+), 
1 _!__ !._ 

(p(t-z)= Le 'e' · 

Damit folgt sofort für den Wechselstromvorgang 
t 

i=S2=E tf2.f-e-~ fe7sinwzdz. 
0 

Durch Ausführung der Integration ergibt sich 

(ll83) 

(ll84) 

i=E ß Rs~~sp(e-+ -coswt)+Etf2 R2+~2L2 sinwt. (1185) 

Die flüchtige Komponente des Stromes, i1, ist also hier durch die Exponentialfunktion 
dargestellt; sie überlagert sich dem stationären Strom; es ist 

. ,/o wL _!__ ] 
~~=E y 2 R2+w2L2e '' l 
. =E 1p;2 Rsinwt-wLcoswt 
~. r R2+w2 L2 · 

(1186) 
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Der dadurch gegebene Stromverlauf ist in Abb. 299 veranschaulicht. Kurze Zeit nach 
dem Einschalten kann der Strom nahezu auf den doppelten Endwert ansteigen. 

Bei komplizierten Übergangsfunktionen kann das Integral (ll82) meist nicht 
in geschlossener Form ausgewertet werden. Man wendet dann mit Vorteil Reihen­
entwicklungen an, die sich durch partielle Integration aus GI. (ll82) ergeben. Es sei 
die eingeprägte Kraft durch 

S1 (t)=O 
sl (t) =kl sinw t+ k2cos wt 

gegeben. Dann wird nach GI. (ll82) für t>t0 : 

t-to t-to 

für 
für 

t<O; 
t>O 

S2=k1 J sinwz (p (t-z)dz+ k2 J coswz (p (t-z)dz+tp (t0)81 (t-to). 
0 0 

Die beiden Integrale 
t-to 

I 1 = J sinwz(p(t-z)dz 
0 
t-to 

und I 2= J coswz(p(t-z)dz 
0 

kann man in das komplexe Integral 
, t-to 

3=I2+ji1= J eiroz(p(t-z)dz 
0 

zusammenfassen. Nunmehr liefert die partielle Integration 

3= ~2 cp(t)- ~4 ·;p (t)+ ... 

·[1. 1 ... () J + J o;'P (t)- ros tp t + ... 
[ 1 . ) 1 .. ( ) + 1 ... ( ) J . (t-t ) + jca tp(to + (jro)2'P to (jro)s'P to + ... e'ro o. 

(ll87) 

(ll88) 

(1189) 

Der letzte Ausdruck ergibt zusammen mit dem letzten Glied in GI. (1187) den ein­
geschwungenen Verlauf. Dieser kann unmittelbar aus der Wechselstromtheorie 
berechnet werden, so daß wir ihn hier nicht weiter zu berücksichtigen brauchen. 
Die beiden ersten Ausdrücke in Gl. (ll89) liefern die flüchtigen Komponenten von 8 2• 

Durch Vergleichen des Reellen und Imaginären in Gl. (1188) und (ll89) folgt 

I 1.() 1 ... () 1 = w tp t - ros q; t + ... ; 
I 1 .. ( ) 1 """"( ) 2 = ro2 q; t - ro4 q; t + . . . 

Schreiben wir daher 8 2=81+8., (1190) 

so wird die flüchtige Komponente von 8 2 

8) k[ 1'() 1 ... () J k[1.. 1.... J 
1 (t = 1 o;'P t - ros'P t + · · · + 2 ro2tp(t)- ro' tp(t)+ · · · · (1191) 

Die auf diese Weise erhaltenen Reihen sind im allgemeinen brauchbar für große 
Werte von t. In manchen Fällen ergeben sie eine sogenannte asymptotische 
Darstellung von81, d. h. die Gliedernehmenzunächst immer mehr ab und wachsen 
dann wieder unbegrenzt an. Man geht in diesem Falle bei der Berechnung nur so 
weit wie die Glieder abnehmen; der Fehler kann dann höchstens so groß sein wie 
das folgende Glied. Zur Berechnung von 8 2 bei kleinen Werten von t ist die folgende 
Darstellung zweckmäßig, die man ebenfalls durch partielle Integration von ,S: erhä]t. 
Es ist 3= -tp(t0)cosw(t-t0)-t-tp(t)-w2 tp_2 (t)+w4tp_4(t)- · · · 

-j[tp(t0)sinw(t-t0)-wtp_J(t)+w3tp_3(t)- · · · ], 
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wobei zur Abkürzung gesetzt ist 
t 

<p_1 (t) = J <p (z)dz, 
t. 

t 

<p_2(t)= J <p_1 (z)dz, usw. 
t. 

daher gilt 
S2 (t)=k1 [w<p_t(t)-w3 <p_3 (t)+ • · · ]+k2 [<p(t)-w2 <p_2(t)+ · • · ]. (1192) 

In dem Beispiel der an einen Wechselstromgenerator angeschalteten Spule ist 

1 ( t) 
<p(t)= R 1-e • , 

1 _ _!_ 
ip(t)=-ze •, 

.. R _ _!_ 
<p(t)=- Lze '' 

RB -~ 
(ji(t)= La e •, usw. 

Es wird daher, wenn man gemäß dem Ansatz für die EMK 

k1=Ef2-, k2 =0 
setzt, nach Gl. (1191) 

t 
• a ,;- 1 [ ( R )2 ( R )4 J --;-'~~t=l:Jt=Ey2wL 1- wL + wL - · · · e , (1193) 

Wenn ! kleiner als I ist, so folgt hieraus unter Benutzung der Reihenentwicklung 

1 
1+x=1-x+x2- •.. ' 

t t 

it=Ef2 w1L I+ (~re--;-=Ef2 R~:~BLB e--;- · 

Für R > wL ist die Reihe Gl. (1193) divergent. Da jedoch die eben gefundene Formel 
beim Übergang von dem einen in das andere Gebiet stetig ist, so gilt die gleiche 
Darstellung auch in diesem Bereich. 

Berechnung des Ausgleichsvorganges durch Reihenentwicklungen. 

Ein anderes Verfahren der Berechnung des Ausgleichvorgangs für eine beliebig 
veränderliche Kraft besteht darin, daß man die symbolische Methode der 
Lösung von linearen Düferentialgleichungen anwendet. Setzt man p an Stelle von 
djdt, so kann nach früherem die Systemgröße 8 2 in der Form 

8 sl 
2= F(p) 

dargestellt werden, wobei sich die Funktion F(p) aus der Theorie der Stromverzwei­

gungen ergibt. Es werde nun F~p) in die Reihen nach steigenden und fallenden 

Potenzen von p entwickelt: 
1 

F(p) =1Xo+OttP+Ot2P2 +rxsp3 + · · · ; (1194) 

F~p) =ßo+ ~ + !: + ~ + · · · · (1195) 
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Da eine Multiplikation mit p die Differentiation nach t bedeutet, so entspricht 
eine Division mit p der Integration nach der Zeit, denn es ist 

tl 

JePtdt= .l__ePt. 
p 

Für den zeitlichen Verlauf der Systemgröße 8 2 erhält man daher die beiden folgenden 
Beziehungen, die sich in ähnlicher Weise ergänzen wie die Gl. (1191) und (1192): 

82 =oc0 81 (t)+e<1 S1 (t)+a:2S1 (t)+e<3 S~(t)+ · · ·; (1196) 
t t z 

8 2 =ß081 (t)+ß1 J 81 (z)dz+ß2 J dz J 8dz)dz+ · · ·. 
0 0 0 

(1197) 

Bei der Anwendung dieser Reihen ist zu beachten, daß hier 8 1(t) den vollständigen 
Verlauf der eingeprägten Kraft darstellt. Die Reihe (1196) ist daher nur gültig, wenn 
dieser Verlauf und seine sämtlichen Differentialquotienten stetige Funktionen bilden. 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

Als Anwendungsbeispiel werde folgender Fall be­
trachtet. An eine Spule mit der Induktivität L und 
dem Widerstand R werde im Zeitpunkt t = 0 eine 
Stromquelle gelegt, deren elektromotorische Kraft 
von Null beginnend proportional mit der Zeit wächst, 
also e=81 (t)=kt. 

Für den Strom gilt symbolisch 
sl 

82= Rt-Lp' 

Abb. 300. Anwachsen des Stromes in einer also wird hier 
Spule bei ständig zunehmender elektro-

F(p)=R+Lp. 
motorischer Kraft. Die beiden Reihenentwicklungen lauten 

RjL-]J- =-:1(1- -~p+(~Py -(~Pr+ ... ), 
-- _ _!__ = _1 (1- _E_ + (_E_)2 - ( _E_)3 + ... ) 
Rt-Lp Lp Lp Lp \Lp ' 

und es ist daher I L L2 

oco= R' a:l=-R2' a:2= Ra, usw., 

ßo=O, 
I R 

ß1=L, ß2=- 1}, usw. 

Die Reihe (1196) ist hier nicht brauchbar, da die Differentialquotienten von 8 1 vom 
zweiten ab bei t = 0 alle unendlich werden. Die zweite Reihe ergibt dagegen 

. k t2 kR t3 kR2 t4 

~= T!E--v 3! +L3 4!- ... ' 

oder i = k~ [_!_ (!!.!..)2 
_ .l__ (!!.!..) 3 + _!_ (!!}__) 4 

_ ••• J 
R2 2! L 3! L 4! L . 

Unter Einführung der Exponentialfunktion kann man hierfür schreiben 

._ L(-;t R) 
~-k R2 e -1+-.r;t . (1198) 

In Abb. 300 ist der damit gegebene Verlauf von i dargestellt. 

40. Der Zusammenhang zwischen den Frequenzcharakteristiken 
und den Ausgleichsvorgängen. 

Nach den Ausführungen im vorigen Abschnitt kann der Verlauf des Ausgleichs­
vorgangs berechnet werden, wenn die Funktion F(p) bekannt ist. Dieser Zusammen­
hang soll im folgenden etwas näher betrachtet werden. Man kann alle Ausgleichs­
vorgänge zurückführen auf die Wirkung von plötzlich einsetzenden Kräften. Ein 
solcher Sprung der eingeprägten Kraft, Abb. 301, kann positiv oder negativ sein; 
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er zieht einen zeitlichen Verlauf einer beliebigen Systemgröße S2 nach sich, der durch 
die Übergangsfunktion tp(t) dargestellt wird. Die durch den Sprung gebildete Zeit­
funktion, Abb. 30I, kann nun aufgefaßt werden als eine Summe von unendlich 
vielen stationären Sinusschwingungen. Um zu dieser Darstellung zu kommen, gehen 
wir von der Fouriersehen Reihe für die periodische Rechteckkurve, Abb. 302, aus. 
Sie lautet 

y(t)=! (sinw1 t+~sin3w1t+gsin5w1 t+ · · · ), 

wo bei die Kreisfrequenz der Grundschwingung mit der Periode T 
der Rechteckkurve in der Beziehung steht 

2n 
w1=2nfi='f', 

Jf(t) 

t 
(} 

Abb. 301. Sprungfunktion. 

und der Maximalwert zu I angenommen ist. Die Abb. 303 veranschaulicht, wie die 
Oberschwingungen mehr und mehr eine Annäherung an den Rechteckverlauf geben. 
Halbieren wir die Werte von y und addieren I/2, so ergibt sich 

w(t)=! +-~(sinw1 t+~sin3w1 t+ ~sin5w1 t+ · · · ), 

eine Funktion, die durch Abb. 304 veranschaulicht wird; 
sie springt zwischen Null und I in Abständen von einer hal­
ben Periode hin und her. Es ist nun leicht ersichtlich, daß 
man zu der gesuchten Darstellung der Sprungfunktion, 
Abb. 30I, kommt, wenn man die Periode T ins Unendliche 
wachsen läßt. Es ist 

'V=OO 

w(t)=_!_+~ '\' sin(2v+1)w1 t_ 
2 n L.J 2v+1 

v=O 

Setzt man hier 

so folgt 
ro=oo 

1 2 ~' sinwt w(t)= ----+- --- --w 
2 ' n w 1 ' 

c.o=ro1 

Abb. 302. Periodische Recht­
eckkurve. 

Die Summe läßt sich graphisch darstellen, wenn man die Funktion sinwt in Ab-
co 

hängigkeit von w aufzeichnet, Abb. 305; diese beginnt mit dem Wert t und nimmt 
mit Schwankungen auf Null ab. Zeichnet man mit 
den zu Wp 3w1 5wp usw. gehörigen Ordinaten die y(t) 
Rechtecke von der Breite 2w1 ein, so ist die durch 
diese Rechtecke dargestellte Fläche 

2 ~1 sinwt 
L.J w wt. 

Lassen wir die Periode T unendlich groß werden, so 
wird w1 unendlich klein, und die Rechteckfläche, 
Abb. 305, geht über in die Fläche zwischen der 
Kurve und der Abszissenachse, also in das Integral 

00 

fsi:wtdw. 

0 

\ 

Abb. 303. Synthese der periodischen 
Rechteckkurve aus den Teilschwingun­

gen. 

Daraus folgt für den Verlauf eines Sprunges vom Betrage I, der im Zeitpunkt t = 0 
stattfindet, oo 

1 1 Jsinwt 
w(t)=-!r+-n -,;;-dw, (ll99) 

0 

t 

t 
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und für den Verlauf eines Sprunges der eingeprägten Kraft 
00 

81(t)=810(! +! Jsi:rotdw). (1200) 
0 

Man kann also den Sprung auffassen als eine Summe von einfachen 
andauernden Sinusschwingungen mit allen zwischen Null und Un­
endlich möglichen Frequenzen und den Amplituden 

810 d 
:nw w, 

die um so kleiner sind, je höher die Frequenz der Teilschwingung ist; außerdem ent-
hält der Sprung noch eine konstante Kraft von der 
Größe !810. Das Wesentliche dieser Darteilung besteht 
darin, daß auf diese Weise der unstetige Vorgang des 
Einsetzens der Kraft zurückgeführt wird auf neben­

--~--~--'---'----7-t~ einander bestehende sinusförmige Kräfte, für die die ein­

Abb. 304. Zur Ableitung der 
Sprungfunktion. 

fachen Wechselstromgesetze gelten. Jede Teilschwingung 
der Kraft von der Form 

8 10 dw . t --smw 
:n ro 

hat eine Schwingung der anderen Systemgrößen zur Folge, die sich angeben läßt, 
wenn der Zusammenhang zwischen den Systemgrößen im eingeschwungenen Zu­
stand bekannt ist. Durch Summieren aller Beiträge der Teilschwingungen über alle 
Frequenzen von Null bis Unendlich erhält man den wirklichen Verlauf der Größe 8 2, 

der zu dem Sprung 8 10 gehört. Man hat also den Zu­
sammenhang zwischen den Systemgrößen für Wechsel­
strom beliebiger Frequenz aufzusuchen. Die komplexe 
Rechnung liefert hierfür allgemein eine Beziehung von 
der Form (1201) 

wobei A das Verhältnis der Effektivwerte von 8 2 und 8 1 

angibt, a den Phasenwinkel, um den der Zeiger 8 2 dem 
'-.!;---!-c--'--:...,....---f:..,-'--:::-:-'-..__....:::.._ Zeiger~ nacheilt. Wir nennen A den Übertragungs­
/) ltJ, faktor, a den Übertragungswinkel des Systems. 

Abb. 305. zur Berechnung der Eine andere Schreibweise ergibt sich, wenn man 
Sprungfunktion. A=e~ (1202) 

setzt. b wird bei Größen gleicher Dimension als die Dämpfung des Systems be­
zeichnet. Die Größen a und b hängen im allgemeinen von der Frequenz ab; man 
nennt sie daher die Frequenzcharakteristiken des Systems. Nach dem oben 
Ausgeführten sind die Frequenzcharakteristiken maßgebend für den Ablauf der Aus­
gleichsvorgänge. Zu der Teilschwingung 

810 dw . t 
--SlllW 
:n ro 

der Kraft gehört die Teilschwingung 

810 dw ~ . - -e sm(wt-a) 
:n ro 

der Systemgröße 8 2• Der zeitliche Verlauf von 8 2 folgt daher aus 
00 

S (t) -S (1 -b + 1 J -bsin(rot-a) d )· 2 - 10 2e o n e __ ro___ w ' 
0 

(1203) 
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b0 bedeutet dabei den Wert von b für w =0. Die Übergangsfunktion wird 
00 

1 _ 1 J _ sin(wt-a) q;(t)=--e bo+- e b---dw. 
2 n; w 

(1204) 
0 

Die Kenntnis der Frequenzcharakteristiken reicht also zur Beurteilung der Aus­
gleichsvorgänge vollständig aus. Die Vorteile dieser Betrachtungsweise liegen darin, 
daß die Frequenzcharakteristiken entweder durch Rechnung oder durch Messung 
leicht. ermittelt werden können. 

Einen wichtigen Sonderfall erhält man mit 

(1205) 

wobei b0 und t0 Konstante bedeuten. Führt man diese Beziehungen in Gl. (1203) ein, 
so ergibt sich S 2 (t)=e-b•S1 (t-t0)=AS1 (t-t0). (1206) 

Jeder Sprung der Kraft S1 hat also einen Sprung der Größe S2 zur Folge, dessen 
Betrag A mal so groß ist, und der gegenüber S1 verspätet erscheint um einen Zeit­
abschnitt von der Größe t0• Da man jeden beliebigen zeitlichen Verlauf von S1 durch 
unendlich kleine, unendlich viele Sprünge darstellen kann, so bedeutet dies, daß auch 
bei beliebigem zeitlichen Verlauf von S1 die Funktion S2 ein genaues Abbild von S1 

darstellt, das lediglich mit der Verspätung t 0 erscheint. Man bezeichnet diesen Fall 
als den Fall der verzerrungsfreien Übertragung. Die Laufzeit der Über-
tragung ist a 

lo=-. 
w 

(1207) 

Ein Beispiel eines derartigen verzerrungsfreien Systems bildet die homogene, 
verlustfreie und mit ihrem Wellenwiderstand abgeschlossene Leitung, bei der 
nach Gl. (1054) t0 =lyL'C' ist. 

Abweichungen von den beiden Bedingungen (1205) bezeichnet man als Dämp­
fungsverzerrung bzw. als Phasenverzerrung. Als einfaches Beispiel einer 
Dämpfungsverzerrung werde der Fall betrachtet, daß b unterhalb einer bestimmten 
Frequenz w 0 den konstanten Wert b0 hat und oberhalb unendlich groß ist, daß 
also Schwingungen mit Frequenzen oberhalb w 0 in dem System nicht übertragen 
werden. Dann wird die Übergangsfunktion 

wo 

<p(t)=++ ~fsinw~-t0)dw, (1208) 
0 

wenn man von dem konstanten Faktor A absieht. Das Integral kann durch den 
sogenannten Integralsinus ausgedrückt werden, der definiert ist durch 

Damit folgt 

X . J sinx s~x= -;-dx. 
0 

q;(t)=! + !si(w0 (t-to)). 

(1209) 

(1210) 

Der Verlauf dieser Funktion kann mit Hilfe von Tabellen1 der Funktion Si leicht 
berechnet werden. Er ist in Abb. 306 dargestellt. Eine solche Begrenzung des Fre­
quenzbereiches, wie siez. B. durch Siebketten herbeigeführt werden kann, bewirkt 
also eine Abflachung des zeitlichen Verlaufes der Systemgröße 82• Man kann diese 
Abflachung kennzeichnen durch die "Einschwingzeit", die man etwa durch die 
Tangente im Punkte größter Steilheit der Übergangsfunktion definieren kann, wie 

1 Jahnke u. Emde: Funktionentafeln. 
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dies in Abb. 306 angedeutet ist. Nun ist die Steilheit der Übergangsfunktion nach 
GI. (1208) dtp ro0 sinro0{t-t0) 

dt = ~ ro0{t-t0 ) • 

Sie hat ihren größten Wert für t = t0, nämlich den Wert 

dtpl =.!!!.!!._=21. 
dt to n ° 

Die Einschwingzeit 't' wird daher 
n I 

't'= o;;; = 210 • (1211) 

Eine Siebkette, die alle Frequenzen zwischen Null und 100Hz hindurchläßt, bei höheren Fre­
quenzen dagegen sperrt, ergibt nach GI. (I2ll) eine Einschwingzeit 

I 
T= 200s=5ms. 

Den Verlauf einer plötzlich einsetzenden Wechselkraft erhält man, wenn 
man den Sprung multipliziert mit einer Dauerschwingung; er kann also als eine mit 

'!(tj 

1 

t 

Abb. 306. Schaltvorgang bei einer idealen 
Siebkette. 

der Sprungfunktion modulierte Trägerschwin­
gung aufgefaßt werden. Da nun nach Ab­
schnitt 32 in der modulierten Schwingung 
jeder Modulationsfrequenz w zwei Frequenzen 
!J+w und !J-w entsprechen, so entspricht 
dem Frequenzbereich zwischen Null und w0 

der modulierenden Schwingung ein Frequenz­
bereich zwischen .Q -w0 und !J+wo der mo­
dulierten Schwingung. Werden daher alle 
Teilschwingungen einer plötzlich einsetzenden 
Wechselkraft, die außerhalb des Frequenz­
bereiches zwischen 

w1=D-w0 und w2=!J+w0 

liegen, unterdrückt, so ergibt sich nach GI. (1211) eine Einschwingzeit 
2n I 

'l'= ro2-wl = "7fJ' {I2I2) 

da w0 =f(w2-w1) ist. 
Eine Siebkette mit einem Durchlässigkeitabereich von der Breite Llf=lOOHz ergibt eine 

Einschwingzeit von 1 
-r= 100s=I0ms. 

Die Einschwingzeit ist bei Wechselstrom also doppelt so groß wie bei Gleichstrom, wenn der 
Durchlässigkeitabereich der gleiche ist. 

41. Nichtlineare Systeme. 
Wenn der Zusammenhang zwischen den Spannungen und Strömen durch ge­

krümmte Kurven dargestellt ist, so wird die Theorie der Ausgleichsvorgänge schon 
in den einfachsten Fällen außerordentlich kompliziert. Man ist dann meist auf Nähe­
rungsbetrachtungen oder graphische Methoden angewiesen. Im folgenden soll als 
Beispiel das Einschalten einer Drosselspule mit Eisenkern, z. B. der 
Primärwicklung eines sekundär leerlaufenden Transformators bei Wechselstrom 
näher betrachtet werden. Es sei 

e=Eßsinwt. 
Dann gilt nach dem Schließen des Schalters im Zeitpunkt t = 0 

E(isinwt=iR+ '!· (1213) 

wobei lJ' den mit der Wicklung verketteten Gesamtfluß bezeichnet. Der Zusammen-



Nichtlineare Systeme. 273 

hang zwischen lJI und i ist durch die magnetische Charakteristik der Spule gegeben, 
Abb. 307. 

Man findet hier den zeitlichen Verlauf des Stromes i durch die folgende Nähe­
rungsbetrachtung, die brauchbar ist, wenn der Ohmsehe Widerstand klein gegen den 
induktiven Widerstand ist. 

Nach Gl. (1213) gilt dlJI = (Ey2 sinwt-iR)dt. 
War der Fluß vor dem Einschalten Null, so wird in irgendeinem Zeitpunkt t nach 
dem Schließen des Schalters 

t t 

lJI= J dlJI= E!2 (1-coswt)-R J idt. (1214) 
0 0 

Wegen der Kleinheit des Widerstandes R bedeutet 
nun hier das letzte Glied rechts nur eine Korrektur. 
Man erhält daher den Gesamtfluß lJI in erster Nähe­
rung aus dem anderen Glied: 

El2 Abb. 307. Magnetische Charakteristik lJ'1 = --(1-coswt). einer Spule mit Eisenkern. 
w 

Dieser Fluß wächst während der ersten halben Periode vonNull auf denWert 2 El'2 
w 

an und fällt nach einer ganzen Periode auf Null ab, Abb. 308. Zu jedem Wert des 
Flusses lJ'1 kann man aus der magnetischen Charakteristik den zugehörigen Strom 
entnehmen und den Ausdruck t 

lJI2=R f idt 
0 

berechnen, Abb. 308, der nach GI. (1214) eine Korrektur des ersten Näherungswertes 
von lJI darstellt. Man findet auf diese Weise den Fluß für die erste Periode in zweiter 
Näherung: lJ'~=lJ'1 -lJI2 • 

Entnimmt man hierzu wieder aus der 
magnetischen Charakteristik den Strom i, 
so ergibt sich die Korrektur P 2 in zweiter 
Näherung, und man kann damit den 
Fluß lJI in dritter Näherung bestimmen. 
Das Verfahren konvergiert um so rascher, 
je kleiner Rist. In gleicher Weise findet 
man dann den Verlauf von lJI und i für 
die folgenden Perioden. 

Der Mittelwert des Flusses nimmt 
mehr und mehr ab; nach genügend lan- Abb. 308. Einschaltvorgang bei der Spule mit Eisenkern. 
ger Zeit pendelt schließlich lJI um den 

Wert Null herum mit einem Scheitelwert, der ungefähr gleich Ef2 ist. Kurze Zeit 
w 

nach dem Einschalten erreicht der Fluß nahezu den doppelten Wert; daher ergeben 
sich hier, wie aus der magnetischen Charakteristik ersichtlich, infolge der Sättigung 
des Eisens Stromamplituden, die ein Vielfaches des normalen Betriebsstromes be­
tragen können. Mit dem Einschwingen des Flusses lJI nehmen diese Amplituden dann 
mehr und mehr ab. Der Verlauf des Einschwingvorganges hängt im übrigen stark 
davon ab, in welcher Phase die elektromotorische Kraft eingeschaltet wird; beim 
Schalten im Spannungsmaximum, e=Ey2 cos wt, setzt sogleich der stationäre 
Wechselstrom ein. 

Wenn es sich nur um kleine Abweichungen von der Linearität handelt, dann 
kann man das folgende Näherungsverfahren zur Berechnung der Ausgleichsvorgänge 

Küpfmüller, Elektrotechnik. 18 
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anwenden. Es sei die magnetische Charakteristik einer Drosselspule von einer Geraden 
wenig verschieden, so daß man setzen kann 

P=L0 i+f(i), (1215) 
worin L 0 eine Konstante ist, und das zweite Glied klein gegen das erste. Dann wird 
die elektromotorische Kraft der Selbstinduktion 

dlJI di df di 
es=- dt = -Lodt - di dt · (1216) 

df 
Wenn nun a,r<Lo, 

so kann man in erster Näherung so rechnen, wie wenn 
di 

e.= -Lodt 

wäre. Der. Strom i ergibt sich dann aus den für lineare Systeme gültigen Gesetzen. 
Die Nichtlinearität wirkt nach Gl. (1216) so, wie wenn in der Spule eine zusätz­
liche elektromotorische Kraft von der Größe 

lf(.x) 

df di 
e.= -Ii{ dt (1217) 

wirksam wäre. Diese elektromotorische Kraft 
kann in erster Näherung berechnet werden aus 
dem ersten Näherungswert des Stromes i; sie 
hat wieder zusätzliche Ströme zur Folge, für 
die die Induktivität gleich L 0 gesetzt werden 
kann. Addiert man die Zusatzströme zu den 
zuerst gefundenen, so er gibt sich die zweite 
Näherung für den wirklichen Strom. Das V er­
fahren kann man beliebig fortsetzen, indem 

Abb. 309. ~äherungsverfahren zur Berechnung man jeweils den letzten Näherungsausdruck 
des Einschaltvorganges. für den Strom in (1217) einführt. Ein einfaches 

Beispiel soll dieses V erfahren noch erläutern. 
Es sei die magnetische Charakteristik einer Drosselspule durch 

l.Jf=L0 i-li3 (1218) 
gegeben; dann ist f(i)= -li3 , 

und es wird -3 "2ldi e.- ~ dt" 

Die Spule werde im Zeitpunkt t = 0 an eine Gleichstromquelle mit der elektromo­
torischen Kraft E 0 angelegt; dann wird 

E ( __ l!:_t) 
i= ~ 1-e Lo , 

und es ergibt sich l Ea ( _ _!1-_t -2_!1-_t -3_!1-_t) 
e =3-_Q e Lo -2e Lo +e Lo • 
• Lo R2 

Wie man mit Hilfe der Gl. (1181) leicht findet, gehört zu einer plötzlich einsetzenden 
elektromotorischen Kraft t 

E1e '' 
ein V er lauf des Stromes von der Form 

Ist im besonderen 

(1219) 
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so ergibt sich der Grenzwert 
t 

. E1 --;; 
~1= Lote (1220) 

Daher wird der zu e2 gehörige Strom 

l E a(R _.!!_t 3 __ I}_t -2.!!_t 1 -3.!!_t) 
i =3-(_(1) -te Lo - ---e Lo +2e Lo ---e Lo 
z L0 R L0 2 2 ' 

(1221) 

und es ist der gesamte Strom angenähert durch i + iz gegeben. Die hier auftretende 
Funktion tp=xe-'"-te-"'+2e-2'"--}e-a"' (1222) 

ist in Abb. 309 dargestellt. Der Gesamtstrom steigt zunächst so an, wie wenn die 
Induktivität den Wert L0 hätte, nähert sich aber dann rascher als bei konstanter 
Induktivität seinem Endwert, da die Induktivität nach Gl. (1218) mitwachsender 
Stromstärke abnimmt. 

42. Ausgleichsvorgänge in Leitungen. 
NachdemAnlegeneiner Spannung an eine Leitung ergibt sich, genaugenommen, 

ein sehr komplizierter Vorgang. Es entsteht beim Schließen des Schalters eine 
elektromagnetische Welle, die von dem Schalter ihren Ansgang nimmt und durch 
die Leitungsdrähte geführt wird, ähnlich wie es in Abschnitt 37 durch Abb. 278 
dargestellt ist. Die Übergangsstellen zwischen Verschiebungsstrom und Leitungs­
strom laufen mit einer Geschwindigkeit an den Drähten entlang, die ungefähr gleich 
der Lichtgeschwindigkeit ist. Einige Zeit nach dem Schalten ergibt sich daher 

Abb. 310. Elektrische Feldlinien und Ströme 
nach dem Schalten einer homogenen Leitung. 

t 1- t 
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Abb. 311. Übergang des Leitungsstromes in 
den Verschiebungsstrom an der Front 

der Welle. 

ein Bild, wie es durch Abb. 310 veranschaulicht wird. Der Strom in den Leitungs­
drähten liefert positive und negative Ladungen zum Wellenkopf und baut so 
zwischen den beiden Leitungsdrähten ein elektrisches Feld auf, Abb. 3ll; gleich­
zeitig ist mit dem Fließen des Stromes ein magnetisches Feld verknüpft. 

Der Hauptteil der Energie beider Felder befindet sich nun in der unmittelbaren 
Umgebung der Leitungsdrähte. Man kann daher das Feld in der Umgebung der Leitung 
mit einer gewissen Annäherung als ein ebenes Feld auffassen, und zwar um so genauer, 
je weiter sich der Wellenkopf vom Leitungsanfang entfernt hat, weil dann die Krüm­
mung der Front immer weniger ausmacht. Wenn man von der Umgebung des Lei­
tungsaufangs absieht, so haben die Feldlinien ungefähr den gleichen Verlauf wie im 
stationären Feld. Die Wirkung der Felder kann also durch den Kapazitäts- und 
Induktionsbelag berücksichtigt werden wie im Falle langsam veränderlicher Felder. 

Damit begeht man zwei Vernachlässigungen, nämlich: 
1. Es wird die in die Leitungsrichtung fallende Komponente der elektrischen 

Feldstärke nicht berücksichtigt, also angenommen, daß die elektrischen Kraftlinien 
senkrecht aus der Leiteroberfläche austreten. 

2. Es wird die magnetische Wirkung des dem Längsfeld zugeordneten Ver­
schiebungsstromes nicht berücksichtigt. 

18* 
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Man kann leicht feststellen, wann diese Vernachlässigungen erlaubt sind, wenn 
man sich die Vorgänge nach Fourier in einfache Wechselvorgänge zerlegt denkt. 
Die in die Richtung der Leitungsdrähte zeigende Komponente der elektrischen Feld­
stärke hat für einen solchen Wechselstromvorgang mit der Kreisfrequenz w an der 
Leiteroberfläche die Größe C§; 1=fS(R'+jwL'), 

wenn 'J die Stromstärke im Leiter darstellt. Nach den Gl. (265) und (267) beträgt 
dort die Radialkomponente der elektrischen Feldstärke 

u 
C§;,=---a-, 

2r0ln­
ro 

wenn a, den Drahtabstand, r0 den Drahtradius und U die Spannung zwischen den 
beiden Drähten bezeichnet. Das Verhältnis von Längskomponente zu Querkomponente 
der elektrischen Feldstärke ist also an der Leiteroberfläche 

::=I~ (R' +jwL') 12r0 ln ~. 
Beschränken wir uns der Einfachheit halber auf Weilen, die nur in einer Richtung 
fortschreiten, so gilt U =32 und 

~1 =2ly\roln~. 
"-r ro 

Da Ir I mit der Frequenz unbegrenzt wächst, so kann auch dieses Verhältnis beliebig 
groß werden, und die Voraussetzung ebener Felder ist daher nur unterhalb einer 
bestimmten Frequenz zulässig. Für hohe Frequenzen kann man setzen jyj =IX oder, 

unter Einführung der Wellenlänge Ä = 2 n, 
0( 

_§_=4n~~ln!:_ (1223) 
~r A r 0 

Das Verhältnis afr0 ist bei den praktisch vorkommenden Leitungen im allgemeinen 
kleiner als 500. Daher ist das Verhältnis der beiden Feldstärken kleiner als 78 r0 jA, 
Bei einer Frequenz von 107 Hz ist A =30m. Selbst wenn der Leiterradius 2 cm 
beträgt, wird also das Verhältnis der Feldstärken kleiner als 0,039, so daß die erste 
Voraussetzung zulässig ist, wenn die Geschwindigkeit der Feldänderungen kleiner 
ist, als es einer Schwingung von 107 Hz entspricht. 

Zur Abschätzung der zweiten Vernachlässigung hat man die zusätzliche Durch­
Hutung der magnetischen Kraftlinien zu betrachten, die infolge der Längskompo­
nente des Verschiebungsstromes entsteht, Die Längskomponente der elektrischen 
Feldstärke nimmt mit der Entfernung von der Leiterachse wie das Potential 
logarithmisch ab. In der Mitte zwischen den beiden Leitern ist die Längskomponente 
der elektrischen Feldstärke Null. Man kann daher für eine überschlägige Rechnung 
den Ansatz machen In!:_ 

C§; 1 ='J(R'+jwL')~. 
In~ 

2r0 

Die durch dieses Längsfeld hervorgerufene DurchHutung eines Kreises mit dem 
Radius r= af2 wird a/2 

Sz= j2nrjwsf§; 1dr. 

Hieraus ergibt sich unter 
den Drahtradius ist, 

To 

der Voraussetzung, daß der Drahtabstand groß 
(>; 2 
0•- a en . (R'+ . L') -----"W "W 
3' 8 a 1 1 ' ln-

2r0 

gegen 
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oder unter Einführung des Kapazitätsbelages 

C'- __!!!_ - a' 
ln-

2r0 
~ _ n2('!_)2 
S- 2 I. ' 

für hohe Frequenzen 

277 

(1224) 

Die zweite Voraussetzung ist zulässig, wenn dieses Verhältnis der zusätzlichen 
Durchflutung S. zur HauptdurchHutung S klein gegen l ist. 

In dem vorigen Beispiel wird bei einem Drahtabstand von a= 2m 
s. 
C\1 =0,022. 
<\5 

Auch für die zweite Voraussetzung liegt also die Grenze in der gleichen Größen­
ordnung von 107 Hz. 

Raschere Änderungen der Felder als es einer Frequenz von lO 7 Hz entspricht, 
kommen nun praktisch kaum vor. Infolge der beim Schalten entstehenden Licht­
bogen und infolge anderer Einflüsse (Hauteffekt, Koronaverluste) ergibt sich immer 
ein allmählicher Anstieg der Spannung, dessen Steilheit meist erheblich geringer 
ist, als es einer Schwingung mit der genannten Frequenz entsprechen würde. Die 

Voraussetzung, daß man die Felder in der 
- Umgebung der Leitung als eben betrachten 

Abb. 312. Elektrisches Feld zwischen einer Wolke 
und einer isolierten Leitung. 

kann, ist daher praktisch immer erfüllt. 

Abb. 313. Elektrisches Feld nach der Entladung 
der Wolke. 

Man muß jedoch im Auge behalten, daß diese Annahme nur näherungsweise gilt 
und in gewissen Fällen zu Fehlschlüsssen führen kann. In großem Abstand von 
einer frei im Raum befindlichen Leitung sind z. B. die Felder durchaus nicht mehr 
eben, sondern eher kugelförmig. Die Annahme ebener Felder ist höchstens einiger­
maßen zulässig innerhalb eines Kegels, dessen Achse in der Leitung liegt, dessen 
Spitze sich beim Leitungsanfang befindet und dessen Öffnung etwa 90° beträgt. 

Eine für die Hochspannungstechnik wichtige Form von Ausgleichsvorgängen 
auf Leitungen wird durch die Änderungen der atmosphärischen elektrischen Felder 
bei Blitzentladungen hervorgerufen. Die zwischen den Gewitterwolken und der 
Erde bestehenden Potentialunterschiede ergeben Influenzladungen auf den :Frei­
leitungen. Da die Leitungsisolatoren endliche Übergangswiderstände haben, so 
fließen die entgegengesetzten Ladungen über die Isolatoren nach der Erde ab, wie 
dies für eine negativ elektrische Wolke durch Abb. 312 veranschaulicht wird. Die 
Leitung hat das gleiche Potential wie die Erde, wenn wir von der Betriebsspannung, 
die man sich überlagert denken kann, absehen. Es sind jedoch positive Influenz­
ladungen auf ihr vorhanden, denen durch die negativen Ladungen der Wolke das 
Gleichgewicht gehalten wird. 

Entlädt sich die Wolke durch einen Blitz nach der Erde, so werden die positiven 
Ladungen der Leitung frei. Unmittelbar nach der Blitzentladung findet sich die 
durch Abb. 313 veranschaulichte Verteilung der Ladungen. Die Verschiebungslinien 
spannen sich nun zwischen Leitung und Erde. Entsprechend der Leitungskapazität 
ergibt sich zwischen jedem Punkt der Leitung und Erde eine ganz bestimmte Span­
nung, die proportional der Ladung an jeder Stelle ist. Infolge des damit verbundenen 
Potentialgefälles längs der Leitung kann eine derartige Verteilung der Ladungen 
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nicht bestehen bleiben; die Ladungen fließen nach beiden Seiten ab. Mit dem Ab­
fließen der Ladungen ergeben sich magnetische Felder, die sich der Ladungs­
bewegung hemmend entgegenstellen, so daß der Ausgleich der Ladungen nur mit 
einer bestimmten endlichen Geschwindigkeit erfolgen kann; die Felder breiten sich 
nach beiden Richtungen hin mit dieser Geschwindigkeit über die Leitung aus, es 
ergeben sich W anderwellen längs der Leitung. 

Nach den vorhin angestellten Überlegungen können die Felder in kleinen Längen­
abschnitten der Leitung als ebene Felder betrachtet werden, die in jedem Zeitpunkt 
die gleiche Struktur haben wie das statische Feld. In jedem kleinen Längenabschnitt 
der Leitung kann man daher die Induktionswirkung des magnetischen Feldes mit 
Hilfe des Induktionsbelages L' der Leitung darstellen, den Zusammenhang zwischen 
Ladung und Spannung durch den Kapazitätsbelag 0'. (Der Induktionsbelag ist hier 
wegen der großen Schnelligkeit der Feldänderungen nach Abschnitt 30 fast nur 
durch die äußere Induktivität der Leitung bestimmt.) 

Bezeichnet man den Strom in der Leitung an irgendeinem Ort, der durch den 
Abstand x vom Leitungsanfang bestimmt sei, und in irgendeinem Zeitpunkt mit i, 
die Spannung zwischen Hin- und Rückleitung mit u, so ist die Zunahme der 

Spannung längs eines kleinen Leitungsabschnitts dx, ;; dx, gleich der in diesem 

Abschnitt entstehenden elektromotorischen Kraft der Selbstinduktion L' dx ßi - ßt' 

wenn wir von den Verlusten absehen. Es gilt also 

_ au =L'ai 
ax at. (1225) 

Ferner nimmt beim Fortschreiten um dx der Strom i um einen Betrag - :; dx ab, 

der gleich ist dem in dem Abschnitt dx zwischen Hin- und Rückleitung übergehen­

den Verschiebungsstrom 0' dx ~~ , wenn auch hier die Verluste (Ableitungsstrom) 

vernachlässigt werden. Also gilt _ ;; =O' ~;. (1226) 

Differenziert man in GI. (1225) nach x, in GI. (1226) nach t und kombiniert die 
beiden Gleichungen, so folgt iJ2u =L' 0'82u 

ßx2 i)t2 • 

Die allgemeine Lösung dieser Wellengleichung lautet 

u= h (x-vtl+ /2 (x+vt). 

(1227) 

(1228) 

Die Spannung enthält hier 
der Geschwindigkeit 

zwei Anteile, die 
1 

eine wellenförmige Ausbreitung mit 

V=-= 
lL'G' 

(1229) 

darstellen. Der erste Anteil wandert mit dieser Geschwindigkeit in Richtung zu. 
nehmender x über die Leitung, während sich der zweite mit gleicher Geschwindig­
keit in entgegengesetzter Richtung bewegt. Es ist ferner 

und mit Gl. (1226) 

wobei 

au . . 
Tt = --v/1 (x-vt)+v/2 (x+vt) 

i=~/1 (x-vt)- ~/2 (x+vt), 
1 I v· 

Z= Ver 
den Wellenwiderstand bedeutet. 

(1230) 

(1231) 

Die Gl. (1228) und (1230) geben Auskunft über die Ausbreitung der Wander­
wellen über die Leitung. Die Funktionen /1 und /2 sind durch die Anfangsbedingungen 
bestimmt. Die W anderwellen nehmen ihren Ausgang von einer bestimmten Ladungs-
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und damit Spannungsverteilung auf der Leitung, wie sie z. B. in Abb. 314 dar­
gestellt ist. Ist im Zeitpunkt t = 0 eine bestimmte Verteilung der Ladung Q' ( x) 
("Ladungsbelag") vorhanden, so ist die Spannung gegeben durch 

Q'ix) 
u=(J'=f(x). (1232) 

Für t=O, also zu Beginn des Vorgangs soll ferner i=O sein. Daraus ergeben sich die 
beiden Bedingungsgleichungen f(x) =/1 (x) +fdx); 

0=/1 (x)-/2 (x), 
aus denen folgt: /dx)=/2 (x)=~/(x). 
Damit wird u= V(x-vt)+ ~f(x+vt); (1233) 

i= _!__f(x-vt)- _!-f(x+vt) (1234) 2Z 2Z . 

Die ursprünglich vorhandene Spannungsverteilung halbiert sich also, und die beiden 
Teile laufen in unveränderter Form mit der Geschwindigkeit v nach beiden Seiten 
hin über die Leitung. Dabei entsteht ein Strom, der in jeder Welle proportional 
der Spannung ist und dessen Richtung relativ zur Fortbewegungsrichtung in jeder 
Welle die gleiche ist. DieAbb. 314 veranschau- +++++++ 

+++++++ licht diesen Vorgang für eine Leitung aus zwei ttiWJlt 
Drähten. Der Leitungsstrom schließt sich zwi- t-()UU 
sehen den Drähten als Verschiebungsstrom. 
Dieser Verschiebungsstrom (gestrichelt angedeu-
tet) baut am Kopf jeder Welle das elektrische IJ~ ~v 
Feld auf, er hat also dort die gleiche Richtung .+++++++ ~-
wie die Verschiebungslinien (dünne Linien); er t ~JUJ!Ij 
baut dagegen am Ende eines jeden Wellenzuges 
das elektrische Feld ab, hat dort die entgegen- Abb. 314. Abfließen der Ladungen. 
gesetzte Richtung wie die Feldstärke. 

Dieser Ausbreitungsvorgang setzt sich fort, solange die Leitung homogen ist. 
Jede Ungleichmäßigkeit der Leitung spaltet die Welle auf in weitergehende oder 
gebrochene Weilen und rückläufige oder reflektierte Weilen. Auch die an 
die Leitungen angeschlossenen Apparate oder Maschinen unterbrechen die Gleich­
mäßigkeit der Leitung, ergeben also eine Zerlegung der auftreffenden Wellen. Die 
Gesetze dieser Aufspaltung sind dadurch gegeben, daß wegen der Stetigkeit der 
Feldenergie Spannung und Strom an der Stoßstelle stetig sein müssen. 

Als Beispiel werde der Fall betrachtet, daß eine Leitung mit dem Wellenwider­
stand zl und der Fortpflanzungsgeschwindigkeit VI an eine Leitung angeschlossen 
ist mit einem anderen Wellenwiderstand Z2 und einer anderen Geschwindigkeit v2• 

Kennzeichnet man die in Richtung zunehmender x auf die Stoßstelle treffende 
ursprüngliche Welle mit u=f1 (x-v1 t); l 

i= ~/I (x-vlt), (1235) 

so ergeben sich Spannung u1 und Strom i 1 vor der Stoßstelle durch Hinzufügen 
einer reflektierten Weile f r; es ist also 

~=h~-~~+~~+~~; l 
1 1 {1236) 

il = zll (x-vlt)--z/r(x+vlt). 
1 1 

Hinter der Stoßstelle ist eine gebrochene Welle vorhanden, die verschieden sein 
kann von der auftreffenden Welle und von der reflektierten, für die aber die Be-
ziehungen gelten müssen u2=f0 (x-v2 t); 1 

i2= iJu(x-v2 t). J (1237) 
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Die Stetigkeitsbedingung fordert, daß an der Stoßstelle, also für einen bestimmten 
Wert x=l1, gelten muß u1=u2 und i 1 =i2 ; 

dies ergibt fdl1-v1t)+f,.(l1+v1t)=/11 (l1-v2 t); 

/ 1 (l1-v1 t) -/,. (l1 +v1 t) = ~~~ 11 (l1-v2t). 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt durch Auflösen 

I (1 Z2-Zlf 
r "l.+vlt)= Zz+Zl l(ll-vlt); (1238) 

fu(ll-v2t)= z::~f1(l1-v1t). (1239) 

Die reflektierte Welle hat also die gleiche Form wie die einfallende Welle; ihre 

i 

Abb. 315. Reflexion einer Wauderwelle am offenen Leitungsende. 

Amplitude unterscheidet sich von der der einfallenden gemäß dem "Reflektions-
faktor" Z2-Z1 

r= Z2+Zl, (1240) 

der zwischen -1 und + 1 liegt. Die beiden Grenzfälle ergeben sich, wenn Z2= 0 
oder Z2=oo ist. Der erste Fall entspricht dem kurzgeschlossenen, der zweite dem 
offenen Leitungsende. 

Setzt man in GI. (1238) l1 +v1 t=w, 
/,.(w)=r/1 (2l1-w). 

fr(x+t·1t)=rf1 (2l1-x-v1t), 
so ergibt sich 
Also wird 
und u1 = ft (x-v1t)+rft (2l1-x-vlt), l 

i 1=; /1 (x-v1t)-; /1 (2l1-x-v1 t). f 
1 1 

(1241) 

(1242) 

In Abb. 315 ist hiernach für den ]'all des offenen Leitungsendes (r= 1) das Zu­
standekommen von Spannung und Strom veranschaulicht. Bei sehr steiler Front der 
Welle kann sich, wie die Abbildung zeigt, nahezu eine Verdoppelung des Maximal­
wertes der Spannung ergeben. Umgekehrt liegen die Verhältnisse bei kurz­
geschlossenem Leitungsende (r=-1). Hier muß die Spannung für x=l1 
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ständig Null sein, während der Strom nahezu auf den doppelten Maximalwert 
ansteigen kann. 

Für die gebrochene Welle ergibt sich bei Einführung des "Brechungs-
faktors" b 2Z2 

=z2+z1 =1+r (1243) 

und mit der Substitution 

oder 

Setzt man x = l1 + x1 , 

indem man für die gebrochene Welle die Abstände von der 
so wird 

U2=bl1(l1 + ~~ X1 -V1 t). (1246) 
lJ 

(1244) 

(1245) 

Stoßstelle aus mißt, 

X 

X 

X 

" 

Im Gegensatz zur reflektierten Welle 
ergibt sich hier im allgemeinen auch 
eine Umbildung der Wellenform; 
alle Längenabmessungen der Welle 
werden im Verhältnis v2fv1 vergrößert. 
In Abb. 316 ist dies für den Fall 
v2=2v1 und r=1/2, b=3/2 darge­
stellt. Um die Werte der gebrochenen 
Spannung zu finden, hat man alle 
von x= l1 aus gemessenen Längenab­
schnitte von 11 mit 2 und alle Ordi­
naten mit 3/2 zu multiplizieren. Beim 
Übergang von einer Leitung mit nied­
rigem Wellenwiderstand zu einer Lei­
tung mit hohem Weilen widerstand, 
z. B. beim Übergang von einer Kabel. 

I~ ~ / / \ .X;;. 

leitung zu einer Freileitung, können Abb. 316. Übergang einer Wauderwelle an der Verbindungs-
die Spannungen der W anderwellen stelle zweier Leitungen. 

nahezu verdoppelt werden. 
Im allgemeinen Fall des Abschlusses der Leitung durch irgendwelche Ein­

richtungen wird das Verhältnis von Spannung zu Strom am Leitungsende durch 
die Art des Abschlusses bestimmt. Es ergibt sich hier für u2 eine bestimmte Funktion 
der Zeit u2=1p(t), (1247) 

ebenso für den Strom (1248) 

Beide Funktionen stehen miteinander in einer Beziehung, die man durch eine 
Differentialgleichung oder durch die in Abschnitt 39 gegebenen Regeln ausdrücken 
kann. Dazu kommen noch die beiden Stetigkeitsbedingungen 

aus denen folgt 

l1 {ll -v1 t) +Ir (ll +v1 t) =VJ (t); 

ldl1- V1 t)- Ir (ll +v1 t) =Z1 tp(t), 

1p (t) +Z1 tp(t) =2 11 {l1-v1t); 

Ir (ll + v1 t) = ~VJ (t)- ~Z1 tp (t). 

(1249) 

(1250) 

Mit Hilfe dieser Beziehungen kann der Verlauf von Spannung und Strom am Ende 
der Leitung berechnet werden. 
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Es sei z. B. die Leitung am Ende mit einem Kondensator von der Kapazität C 
abgeschlossen. Dann gilt dort . 0 du2 

~2= dt' 
d!p 

oder q;(t)=Clit. (1251) 

Setzt man dies in Gl. (1249) ein, so folgt 
d!p 

1Jl+CZ1 lit =2 /1 (l1 -vt t). 

Man löst diese Gleichung durch den Ansatz 
1Jl=F1 (t)F2 (t), 

(1252) 

(1253) 

in dem F 1 und F 2 zunächst unbekannte Funktionen bedeuten. Es ergibt sich 

F1F2 +CZ1 d!1Fd-CZ1 d!2F1 =2/1 (l1-v1 t). 

Setzt man hier 

so folgt 

oder durch Integration t 

2 f _t 
F 2 = A1cz1 e0 Z•fdl1-v1 t)dt+A2 • 

0 

"""--- War der Kondensator im Zeitpunkt t=O ungeladen, 

/ \ 

\ 
so muß A2= 0 sein, und es wird 

t t t 

1Jl= 0~1 e- cz, J eoz, ft (ll -vtt)dt. 
0 

(1254) 

Hieraus kann man 'IJl und· damit nach Gl. (1251) q; 
Abb. 317. Einwirkung einer Wauderwelle und nach GL (1250) fr ermitteln, wenn der Verlauf 

auf einen Kondensator. der ankommenden Welle /1 bekannt ist. Besteht z. B. 

', '-t 

die ankommende Welle aus einem kurzen Impuls, 
der im Zeitpunkt t=t1 eintrifft, bis zum Zeitpunkt t=t2 den konstanten Wert U 
hat und dann wieder auf Null abfällt, so gilt 

und für 

1Jl=O für t<t1, 

tl <t<t2 
t 

1Jl= ~~ e- c~, J eC~'dt=2 u(1-e- ~-;~); 
t, 

fürt>t2 gilt 1Jl= 2 Ue-c~,(ec1;,_i/k). 
Der Verlauf von 'IJl ist in Abb. 317 für verschiedene Werte von t2 dargestellt. Die 
Spannung am Leitungsende wird im Vergleich zur Höhe der W anderwelle um so 
größer, je breiter die Wauderwelle ist. 

Nach GL (1249) ergibt die Summe von Spannung am Leitungsende mit dem 
Produkt aus Strom und Wellenwiderstand eine Spannung vom Betrage 2/1 • Man 
kann daher diese Spannung als elektromotorische Kraft auffassen, die in einem 
Kreis wirkt, der aus der Reihenschaltung des Wellenwiderstandes mit dem Abschluß­
widerstand gebildet wird, Abb. 318. Damit kann die Aufgabe, Spannung und Strom­
verlauf am Ende der Leitung bei beliebigem Abschluß zu berechnen, auf die in 
Abschnitt 39 behandelten Fälle zurückgeführt werden. Es sei z. B. die Leitung mit 
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einer Spule von der Induktivität L und dem Widerstand R abgeschlossen. Die 
Wauderwelle treffe mit schräger Front ein, und es gelte dafür der Ansatz 

f1 (l1-v1 t)=U(1-e-f.), (1255) 

indem als Zeitnullpunkt der Augenblick des Eintreffens der Weile 
am Leitungsende gewählt wird, Abb. 319; -r1 ist ein Maß für die 
Steilheit der Wellenfront. Die elektromotorische Kraft 2/1 enthält 
also zwei Teile: der eine Teil stellt eine konstante Kraft vom Be­
trag 2 U dar, die im Zeitpunkt t= 0 einsetzt, der zweite Teil hat 

t Abb. 318. Ersatz­
bild für das Lei-

für t>O die Form -2Ue r 1 Zu dem ersten gehört der Strom tungsende. 

2U ( _ _!_) 
i~= R+Zl 1-e ro ' 

(1256) 

wobei 
L 

'to= R+Zl. (1257) 

Zu dem zweiten gehört t t 
." 2U e-~-e-~ 
~2 =--y 1 1 (1258) 

To T1 

Daher gilt für den am Leitungsende nach dem Eintreffen der Wauderwelle ent-

lf 
Abb. 319. Zeitfunktion einer 
Wanderwelle mit schräger 

Stirn. 

t 

i, 

t 
'l'g 2rp 

Abb. 320. Anwachsen des Stromes am Ende 
der Leitung bei Berücksichtigungder Induk-

tivität des Abscblußwiderstandes. 

i2=~(1+ Toe -+---rle -~). (1259) 
R+Z1 T 1--r0 

stehenden Strom 

Der damit berechnete 
gestellt. 

Stromverlauf ist für -r1 = !-r0, T0 und 2T0 in Abb. 320 dar-

Die gleichen Betrachtungen, wie sie hier für Wauderwellen allgemeiner Form 
angestellt wurden, gelten auch für die bei Schaltvorgängen entstehenden Wellen. 
Wird eine Leitung an eine Spannungsquelle angeschlossen, so wächst die Spannung 
am Anfang von Null auf einen gewissen Betrag. Die der Leitung vom Strom zu­
geführten Ladungen breiten sich auf der Leitung in Form einer Wauderwelle aus. 
Handelt es sich z. B. um eine Gleichspannung, dann wächst nach einer Zeit, die 
durch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v bestimmt ist, die Spannung an jeder 
Stelle der Leitung von Null auf einen konstanten Wert. Am Leitungsende findet 
Reflexion und Brechung statt, gena:u so wie es für den allgemeinen Fall beschrieben 
wurde. 

Die an den Stoßstellen und den Leitungsenden reflektierten Wellen durchlaufen 
die Leitung bis sie wiederum auf Stoßstellen oder auf das andere Leitungsende 
treffen. Dort werden wieder reflektierte und gebrochene Wellen abgespalten, so daß 
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die Wellen in immer komplizierterer Unterteilung auf der Leitung hin und her 
laufen. Dieses Spiel würde sich unbegrenzt lange fortsetzen, wenn nicht in den 
Leitungen Energieverluste auftreten würden. Die Wellen erfahren beim Durch­
wandern der Leitung eine Dämpfung. In erster Näherung gilt hier die in Abschnitt 36 
für die Abnahme der Leistung angestellte Überlegung. Spannung und Strom sind 
mit einem Faktor zu multiplizieren, der je Längeneinheit um den gleichen relativen 
Betrag 

R' G' 
ß=2z+2Z (1260) 

abnimmt. Die in der Wauderwelle enthaltene Energie wird daher allmählich auf­
gezehrt. 

Die Dämpfung hängt genau genommen von der Schnelligkeit der Spannungs­
änderungen ab; sie wächst mit der Frequenz der Änderungen; Gl. (1260) stellt nur 
eine Näherungsformel dar. Es ergibt sich daher eine allmähliche Umwandlung der 
W ellenform, indem Teile der Welle mit großer Steilheit stärker gedämpft werden 
als flachverlaufende Teile. Da aber die Leitungen der Starkstromtechnik immer 
elektrisch kurz sind, so geben hier die Näherungsbetrachtungen einen für die meisten 
Zwecke ausreichenden Überblick. In der Schwachstromtechnik dagegen handelt es 
sich häufig gerade um lange Leitungen mit großer Dämpfung. Meist sind diese Lei­
tungen noch mit Einrichtungen komplizierter Wechselstromwiderstände abgeschlos­
sen, so daß die Betrachtung der Vorgänge auf der Leitung für sich allein wenig 
Nutzen hat, um so mehr, als für die Zwecke der Schwachstromtechnik die genauere 
Form der Ausgleichsvorgänge interessiert, für die die Frequenzabhängigkeit von 
Dämpfung und Wellenwiderstarid wesentlich maßgebend ist. Hier besteht daher die 
zweckmäßigste Methode zur Untersuchung der Ausgleichsvorgänge darin, daß man 
die Frequenzcharakteristiken a und b betrachtet. Nach Abschnitt 40 geben diese 
Frequenzcharakteristiken Auskunft über das Verhalten des Systems bei Spannungs­
änderungen, also auch über die Ausbreitungsvorgänge. Um einen Überblick über 
die Ausgleichsvorgänge zu erhalten, kann man die wirklichen Frequenzcharakteri­
stiken durch einfache Funktionen der Frequenz darstellen, mit denen sich die den 
Ausgleichsvorgang beschreibenden Integrale auswerten lassen. 

Anhang. 

Maßsysteme. 
In der Literatur werden z. T. noch die alten absoluten elektromagnetischen 

und elektrostatischen Maßeinheiten benützt. Zur Umrechnung der Zahlenangaben 
dient die folgende Tabelle. 

eine eine 
Größe praktische Einheit elektrostatische elektromagnetische 

Einheit ist gleich Einheit ist gleich 

Spannung V 300V 0,999. I0-8V 
Stromstärke A 0,334 · 10-9 A IOA 

Widerstand 
V 1 

.Q=lf=s 0,898 · 1012.Q 0,999 . I0-9 .Q 

Induktivität H=.Qs 1 0,898 · 1012 H 1 [cm] = 0,999·10-9 H 
Kapazität F=Ss jl [cm] =1,ll3 .J0-12 F 1,001·109 F 



Anhang. 

Literatur. 
1. Einführende Literatur. 

Eichenwald, A.: Vorlesungen über Elektrizität. Berlin 1928. 
Hoerner, K.: Grundzüge der Starkstromtechnik. Berlin 1923. 
Linker, A.: Grundlagen der Wechselstromtheorie. Berlin 1928. 
l\iichalke, C.: Allgemeine Grundlagen der Elektrotechnik. Berlin 1925. 
Pohl, R. W.: Einführung in die Elektrizitätslehre. Berlin 1927. 

285 

Vidmar, M.: Vorlesungen über die wissenschaftlichen Grundlagen der Elektrotechnik. Ber­
lin 1928. 

2. Ergänzungs- und Spezialliteratur. 
Abraham-Föppl- Becker: Theorie der Elektrizität. Berlin 1930. 
Arnold, E.: Theorie der Wechselströme. Berlin 1910. 
Barkhausen, H.: .. Elektronenröhren. Leipzig 1929, 1931. 
Biermanns, J.: Uberströme in Hochspannungsanlagen. Berlin 1926. 
Breisig, F.: Theoretische Telegraphie. Braunschweig 1924. 
Buttler, K.: Aufgaben aus der Fernmeldetechnik. Berlin 1929. 
Carson, J. R.: Elektrische Ausgleichsvorgänge und Operatorenrechnung. Berlin 1929. 
Casper, L.: Einführung in die komplexe Behandlung von Wechselstromaufgaben. Berlin 1929. 
Cauer, W.: Siebschaltungen. Berlin 1931. 
Cohn, E.: Das elektromagnetische Feld. Berlin 1927. 
Fraenkel, A.: Theorie der Wechselströme. Berlin 1930. 
Gans, R.: Vektoranalysis. Berlin 1929. 
Gemant, A.: Elektrophysik der Isolierstoffe. Berlin 1930. 
Hague, W.: Electromagnetic Problems in Electrical Engineering. London 1929. 
Handbuch der Experimentalphysik von W. Wien und F. Harms: 

Bd. 10: Elektrostatik, Hochspannungstechnik. Leipzig 1927. 
Handbuch der Physik von H. Geiger u. K. Scheel: 

Bd. 12: Theorie der Elektrizität, Elektrostatik. Berlin 1927. 
Bd. 13: Elektrizitätsbewegung in festen und flüssigen Körpern. Berlin 1928. 
Bd. 14: Elektrizitätsbewegung in Gasen. Berlin 1927. 
Bd. 15: Magnetismus, Elektromagnetisches Feld. Berlin 1927. 
Bd. 22: Elektronen, Atome, Moleküle. Berlin 1926. 

Herzog, J., u. C. Feldmann: Elektrische Leitungsnetze. Berlin 1921. 
Möller, G.: Die Elektronenröhren und ihre technischen Anwendungen. Braunschweig 1929. 
Ollendorff, F.: Erdströme. Berlin 1928. 
0 llendorff, F.: Potentialfelder. Berlin 1932. 
Riemann- Weber: Differentialgleichungen der Physik. Braunschweig 1927. 
Rothe, Ollendorff-Pohlhausen: Funktionentheorie und ihre Anwendungen in der Tech-

nik. Berlin 1931. 
Rüdenberg, R.: Elektrische Schaltvorgänge. Berlin 1926. 
Schering, H.: Die IsoHerstoffe der Elektrotechnik. Berlin 1924. 
Schumann, W. 0.: Elektrische Durchbruchfeldstärke von Gasen. Berlin 1923. 
S eh umann, W. 0.: Elektromagnetische Grundbegriffe. München 1931. 
Schwaiger, A.: Hochspannungsleitungen. München 1931. 
Seeliger, R.: Einführung in die Physik der Gasentladungen. Leipzig 1927. 
Semenoff, N., u. A. Wal ter : Die physikalischen Grundlagen der elektrischen Festigkeitslehre. 

Berlin 1928. 
Shea, E.: Transmission Networks and Wave Filters. New York 1929. 
Thomälen, A.: Kurzes Lehrbuch der Elektrotechnik. Berlin 1929. 
Vieweger, H.: Aufgaben und Lösungen aus der Gleich- und Wechselstromtechnik. Berlin 1926. 
Wagner, K.. W.: Elektromagnetische Ausgleichsvorgänge in Freileitungen und Kabeln 

Berlin 1908. 
Wallot, J.: Theorie der Schwachstromtechnik. Berlin 1932. 
Wallot, J.: AEF-Verhandlungen 1907 ... 1927. Berlin 1928. 



Verlag von Julius Springer j Berlin 

* Vorlesungen über die wissenschaftlichen G••undlagen der 

Elektrotechnik. Von Professor Dr. techn. lUilan Vidmar, Ljubljana. Mit 
352 Abbildungen im Text. X, 451 Seiten. 1928. RM 15.-; gebunden RM 16.50 

*Die wissenschaftlichen Grundlagen der Elektrotechnik. Von 
Professor Dr. Gnstav Benischke, Berlin. Sechste, vermehrte Auflage. Mit 633 Text­
abbildungen. XVI, 682 Seiten. 1922. Gebunden RM 18.-

* Elektrotechnik. Bearbeitet von H. Behnken, F. Breisig, A. Fraenckel, A. Günther­
schulze, F. Kiebitz, W. 0. Schumann, R. Vieweg, V. Vieweg. Redigiert von W. West­
phal. ("Handbuch der Physik", Band XVII.) Mit 360 Abbildungen. VII, 392 Seiten. 
1926. RM 31.50; gebunden RM 33.60 

*Kurzes Lehrbuch der Elektrotechnik. Von Professor Dr. Adolf Thomälen. 
Zehnte, stark umgearbeitete Auflage. Mit 581 Textbildern. VIII, 359 Seiten. 1929. 

Gebunden RM 14.50 

*Kurzer Leitfaden der Elektrotechnik in allgemeinverständlic:her 
Darstellu.ng für Unterricht und Praxis. Von Rndolf Krause. Fünfte, er­
weiterte Auflage, neu bearbeitet von W. Vieweger, Ingenieur. Mit 413 Abbildungen. 
VIII, 275 Seiten. 1929. RM 10.-; gebunden RM 11.50 

*Grundzüge der Starkstromtechnik für Unterricht und Praxis. Von 
Dr.-Ing. K. Hoerner. Zweite, durchgesehene und erweiterte Auflage. Mit 347 Text­
abbildungen und zahlreichen Beispielen. V, 209 Seiten. 1928. 

RM 7.-; gebunden RM 8.20 

Einführung in die Theorie der Schwachstromtechnik. von Pro­
fessor Dr. phil. J. Wallot, Wissenschaftlicher Mitarbeiter der Siemens & Halske A.-G. 
Mit 347 Textabbildungen. IX, 331 Seiten. 1932. RM 21.50; gebunden RM 23.-

HUfsbuch für die Elektrotechnik. Unter Mitwirkung namhafter Fachge­
nossen bearbeitet und herausgegeben von Dr. Karl Strecker. Zehnte, umgearbeitete 
Auflage. 

*Starkstromansgabe. Mit 560 Abbildungen. XII, 739 Seiten. 1925. Gebunden RM 20.­
*Schwachstromausgabe (Fernmeldetechnik). Mit 1057 Abbildungen. XXII, 1137 Seiten. 

1928. Gebunden RM 42.-

*Auf alle vor dem 1. Juli 1931 erschienenen Bücher wird ein Notnachlaß von 10°/o gewährt. 



Verlag von Julius Springer f Berlin 

*Einführung in die Elektrizitätslehre. Von Professor Dr.-Ing. e. h. R. 
\V. Pohl, Göttingen. Dritte, verbesserte Auflage. ("Einführung in die Physik", 
Band II.) Mit 393 Abbildungen, darunter 20 entlehnte. Vlli, 264 Seiten. 1931. 

Gebunden RM 13.80 

*Vorlesungen über Elektrizität. Von Professor A. Eichenwald, Dipl.·Ing. 
(Petersburg), Dr. phil. nat. (Straßburg), Dr. phys. (Moskau). Mit 640 Abbildungen. 
VIII, 664 Seiten. 1928. RM 36.-; gebunden RM 37.50 

* Theorien der Elektrizität. Elektrostatik. Bearbeitet von A. Günther­
schulze, F. Kottler, H. Thirring, F. Zerner. Redigiert von \V. \Vestphal. ("Handbuch 
der Physik", Band XII.) Mit 112 Abbildungen. VII, 564 Seiten. 1927. 

RM 46.50; gebunden RM 49.-

* Elektrizitätsbewegung in Gasen. Bearl]eitet von G. Angenheister, R. Bär, 
A. Hagenbach, K. Przibram, H. Stückten, E. Warburg. Redigiert von W. Westphal. 
("Handbuch der Physik", Band XIV.) Mit 189 Abbildungen. VII, 444 Seiten. 1927. 

RM 36.-; gebunden RM 38.10 

* Elektrizitätsbewegung in festen und flüssigen Körpern. 
Bearbeitet von E. Baars, A. Coehn, G. Ettisch, H. Falkenhagen, W. Gerlach, A. Günther­
schulze, E. Grüneisen, B. Gudden, G. v. Hevesy, G. Laski, F. Noether, H. v. Steinwehr. 
Redigiert von W. Westphal. ("Handbuch der Physik", Band Xlll.) Mit 222 Abbil­
dungen. VII, 672 Seiten. 1928. RM 55.50; gebunden RM 58.-

Funktionentheorie und ihre Anwendung in der Technik. 
Vorträge von R. Rothe, Berlin, W. Schottky, Berlin, K. Pohlhausen, Berlin, 
E. Weber, Brooklyn, F. Ollendorff, Berlin, und F. Noether, Breslau. Veranstaltet 
durch das Außeninstitut der Technischen Hochschule zu Berlin in Gemeinschaft mit dem 
Elektrotechnischen Verein, E. V. zu Berlin. Herausgegeben von Professor Dr. R. Rothe, 
Berlin, Dr.-Ing. F. Ollendorff, Berlin, und Dr. K. Pohlhausen, Berlin. Mit 108 Text­
abbildungen. VII, 173 Seiten. 1931. Gebunden RM 16.-

*Magnetismus. Elektromagnetisches Feld. Bearbeitet von E. Alberti, 
G. Angenheister, E. Gumlich, P. Hertz, W. Romanoff, R. Schmidt, W. Steinbaus, 
S. Valentiner. Redigiert von W. Westphal. ("Handbuch der Physik", Band XV.) Mit 
291 Abbildungen. VII, 532 Seiten. 1927. RM 43.50; gebunden RM 45.60 

*Das elektromagnetische Feld. 
Zweite, völlig neubearbeitete Auflage. 
1927. 

Ein Lehrbuch von Professor Emil Cohn. 
Mit 41 Textabbildungen. VI, 366 Seiten. 

Gebunden RM 24.-

* .Auf alle vor dem 1. Juli 1931 erschienenen Bücher wird ein Notnachlaß von 10"/o gewährt. 



Verlag von Julius Springer I Berlin und Wien 

*Überströme in Hochspannungsanlagen. Von J. Biermanns, Chefelek­
triker der AEG-Fabriken für Transformatoren und HochspannungsmateriaL Mit 
322 Textabbildungen. VIII, 452 Seiten. 1926. Gebunden RM 30.-

*Theorie der Wechselströme. Von Dr.-Ing. Alfred Fraenckel. Dritte, er­
weiterte und verbesserte Auflage. Mit 292 Textabbildungen. VI, 260 Seiten. 1930. 

RM 20.-; gebunden RM 21.50 

*Theorie der Wechselstromübertragung (Fernleitung und Umspan­
nung). Von Dr.-Ing. Hans Grünholz. Mit 130 Abbildungen im Text und auf 
12 Tafeln. VI, 222 Seiten. 1928. Gebunden RM 36.7 5 

* Hochspannungstechnik Von Dr.-Ing. Arnold Roth. Mit 437 Abbildungen 
im Text und auf 3 Tafeln sowie 75 Tabellen. VITI, 534 Seiten. 1927. 

Gebunden RM 31.50 

* Hochspannungsforschung und Hochspannungspraxis. Georg 
Stern, Direktor der AEG-Transformatorenfabrik, zum 31. März 1931 gewidmet von 
seinen Mitarbeitern. Herausgegeben von J. Biermanns und 0. 1\'Iayr. Mit dem Bildnis 
Georg Sterns und 264 Abbildungen im Text. VITI, 384 Seiten. 1931. 

Gebunden RM 28.-

*Erdströme. Grundlagen der Erd schluß- und Erdungs fragen. Von Dr.-Ing. 
Franz. Ollendorff, Berlin. Mit 164 Abbildungen im Text. Vill, 260 Seiten. 1928. 

Gebunden RM 20.-

Der Erdschluß und seine Bekämpfung. Von Dr.-Ing. G. Oberdorfer, 
Privatdozent an der Technischen Hochschule in Wien. Mit 115 Abbildungen im Text 
und 2 Tafeln. VI, 165 Seiten. 1930. RM 12.50 

* Herzog-Feldmann, Die Berechnung elektrischer Leitungs­
netze in Theorie und Praxis. Vierte, völlig umgearbeitete Auflage. Von 
Professor Clarence Feldmann, Delft. Mit 485 Textabbildungen. X, 554 Seiten. 1927. 

Gebunden RM 38.-

* Auf alle vor dem 1. Juli 1931 erschienenen Bücher des Verlages Julius Springer-Berlin 
wird ein Notnachlaß von 10•1. gewährt. 



Verlag von Julius Springer f Berl(n 

*Elektrische Ausgleichsvorgänge und Operatorenrechnung. 
Von John R. Carson, American Telephone and Telegraph Company. Erweiterte deutsche 
Bearbeitung von F. Ollendorff und K. Pohlhausen. Mit 39 Abbildungen im Text 
und einer Tafel. IX, 186 Seiten. 1929. RM 16.50; gebunden RM 18.-

*Elektrische Festigkeitslehre. Von Professor Dr.·Ing. A. Schwaiger, München. 
Zweite, vollständig umgearbeitete und erweiterte Auflage des nLehrbuchs der elek­
trischen Festigkeit der IsoHermaterialien". Mit 448 Textabbildungen, 9 Tafeln und 
10 Tabellen. VIII, 474 Seiten. 1925. Gebunden RM 27.-

*Die physikalischen Grundlagen der elektrischen Festigkeits-
lehre. Von Assistent-Direktor N. Semenoff, Leningrad, und Ingenieur Alexander 
Walther, Leningrad. Mit 116 Textabbildungen. VII, 168 Seiten. 1928. 

Gebunden RM 16.50 

*Elektrische Durchbruchfeldstärke von Gasen. Theoretische Grund­
lagen und Anwendung. Von Professor W. 0. Schnmann, Jena. Mit 80 Textabbil­
dungen. VII, 246 Seiten. 1923. RM 7.20; gebunden RM 8.40 

*Die Eigenschaften elektrotechnischer IsoHermaterialien in 
graphischen Darstellungen. Eine Sammlung von Versuchsergebnissen aus 
Technik und Wissenschaft. Von Dr. U. Retzow, Abteilungsleiter der AEG-Fabrik für 
elektrische Meßinstrumente, Berlin. Mit 330 Abbildungen. VI, 250 Seiten. 1927. 

Gebunden RM 24.-

*Dielektr-isches 1\'Iaterial. Beeinflussung durch das elektrische Feld. Eigen­
schaften. Prüfung. Herstellung. Von Dr.-Ing. A. B11ltemann, Dresden. Mit 17 Text­
abbildungen. VI, 160 Seiten. 1926. RM 10.50; gebunden RM 12.-

*Die Isolierstolle der Elektrotechnik. Vortragsreihe, veranstaltet von dem 
Elektrotechnischen VereinE. V. und der Technischen Hochschule Berlin. Herausgegeben 
im Auftrage des Elektrotechnischen Vereins E. V. von Professor Dr. H. Schering. Mit 
197 Abbildungen im Text. IV, 392 Seiten. 1924. Gebunden RM 16.-

* Elektrophysik der Isolierstoffe. Von Dr. Andreas Gemant, Privatdozent an 
der Technischen Hochschule Berlin, Mitglied der Forschungsabteilung des Siemens­
Schuckert-Kabelwerks. Mit 76 Textabbildungen. VI, 222 Seiten. 1930. 

RM 20.-; gebunden RM 21.50 

* .A~tf alle vor dem 1. Juli 1931 erschienenen Bücher wird ein Notnachlaß von 10°/o gewährt. 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated v2 300% \050ECI\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /PDFA1B:2005
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<


    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>



    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 6.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 6.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>


    /SKY <>

    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>

    /DEU <>
    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




