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Vorwort.

Die Mechanik nimmt im technischen Unterrichte eine Mittel-
stellung ein zwischen den vorbereitenden Gegenstinden — Mathe-
matik, darstellende Geometrie und Physik — wund den eigentlich
technischen, den verschiedenen Ausgangsfichern. Ihr Studium be-
reitet erfahrungsgemifl dem Anfinger gewisse Schwierigkeiten, die
sich insbesondere dann einstellen, wenn der Studierende in die Lage
kommt, selbstdndig mechanische Aufgaben von der Art, wie sie die
technische Praxis stellt, l6sen zu miissen. Und gerade hierbei kann
sich erst erweisen, ob die Lehren der Mechanik in ihrer ganzen Be-
deutung erfafit worden sind oder nicht. Mit der Aneignung und
Wiedergabe der allgemeinen S#tze ist es nicht getan; so einfach
diese Satze auch scheinen mégen, so schwierig ist es fiir den Anfénger,
ihre Tragweite zu erfassen und sie auf die mannigfachen Fragen,
die die Natur und die technische Praxis stellt, richtig anwenden zu
lernen; wenn irgendwo, so gilt hier das alte Leibnizsche Wort,
dafl die Natur zwar einfach in ihren Prinzipien, aber unermeBlich
reich in deren Anwendung ist.

Zur Uberwindung der hierbei auftauchenden Schwierigkeiten soll
das vorliegende Buch einen Weg weisen. Es will in knapper Form
unter Vermeidung alles irgend Entbehrlichen und unter fortgesetzter
Bezugnahme auf die Anwendungen die einfachsten und wichtigsten
Lehren der Mechanik in einem Umfange darbieten, wie sie (ungefihr)
von den Studierenden unserer technischen Hochschulen verlangt
werden. Auf die axiomatische Begriindung des Gegenstandes ist dabei
bewufit vollstdndig verzichtet worden. Zur weiteren Pflege der An-
wendungen und zur Einiibung des Lehrstoffes méchte ich hier auch
auf die im gleichen Verlage erschienenen , Aufgaben aus der tech-
nischen Mechanik®* (drei Bénde) von F. Wittenbauer hinweisen.
Kine Ubersicht iiber die Literatur, die eine ausfiihrlichere Behand-
lung der in diesem Buche oft nur in knappen Worten gestreiften
Kinzelfragen enthalt, ist am Schlusse zusammengestelit.

GroBe Sorgfalt wurde auf die genaue Formulierung der Lehr-
siitze und Angabe ihrer Geltungsbereiche angewendet. Um die Briicken
zu den Anwendungen zu schlagen, sind vielfach, meist unter An-
fiihrung der verschiedenen auftretenden Moglichkeiten, Hinweise fiir
den Ansatz von einfachen Aufgaben eingeschaltet worden. Ich habe
mich nicht gescheut, bei solchen Angaben auch scheinbar selbst-
verstindliche Dinge auszusprechen, wenn dadurch eine Forderung
des Verstiindnisses fiir die Anwendbarkeit der entwickelten Lehren
erwartet werden konnte. Was der Ingenieur von einer ,Mechanik®,
dio ihm von Nutzen sein soll, verlangt, sind Regeln und Anweisungen,
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die ihm zeigen, wie er im einzelnen Falle vorzugehen hat; mit sol-
chen ist in diesem Buche nicht gespart worden.

In dem ganzen Buche sind ferner die rechnerischen und zeich-
nerischen Methoden — alle sind praktischen Bediirfnissen entsprungen
— unter Angabe ihrer Anwendungsbereiche nebeneinander behandelt
worden. Das Verstdndnis der sachlichen Gleichwertigkeit der Aus-
sagen in beiden Darstellungsarten zu erreichen, ist eine fiir den
Unterricht in der Mechanik wichtige Frage.

Die Bezeichnung. fiir die heute in dieser Wissenschaft verwende-
ten Begriffe ist keineswegs einheitlich — die hier verwendeten sind
im Einklang mit den auch sonst meist in Gebrauch stehenden und
wenigstens bis zu einem gewissen Grade eingebiirgerten gewihlt worden.
~ Die Lehren der Mechanik konnen am einfachsten und natiir-
lichsten in die Gesamtheit unseres Wissens eingeordnet werden, wenn
man sich auf den Boden einer verniinftigen realistischen Weltansicht
stellt, die im Grunde, ob ausgesprochen oder nicht, die ganze Natur-
wissenschaft beherrscht und besonders fiir die Technik als unent-
behrlich bezeichnet werden darf. Trotz aller begriindeten erkenntnis-
theoretischen Bedenken und Einwinde halte ich es fiir ausgeschlossen,
die einfiihrende Vorlesung aus der technischen Mechanik auf Girund
eines anderen Standpunktes praktisch erfolgreich zu entwickeln.

Was die Gliederung -dés Stoffes anlangt, so wurde insbesondere
im Hinblick auf die Bediirfnisse unserer technischen Hochschulen
die althergebrachte Einteilung in Statik, Kinematik und Dyna-
mik beibehalten. Fiir die Auswahl und die Art der Darstellung
war — unter Ausschaltung aller personlichen Anspriiche — vor-
wiegend der eine Gesichtspunkt mafigebend, unserer studierenden
Jugend niitzlich zu sein, fiir die dieses Buch als Erginzung der an
der Hochschule gehorten Vorlesungen und Ubungen in erster Linie
bestimmt ist. Wegen des iiberwiegend praktischen Inhaltes wendet
es sich jedoch auch an die fertigen Ingenieure, denen es fiir eine
Reihe von Fragen, die sich mit den einfachen Mitteln der ,starren*
Mechanik 16sen lassen, die hierzu notwendigen Lehrsitze und Me-
thoden in gedringter Kiirze darbieten will.

Fiir die Zeichnung der Figuren nach meinen Skizzen sage ich
meinem Assistenten, Herrn J. Schiiller, auch an dieser Stelle meinen
besten Dank. Mein Freund und Kollege Herr Prof. K. Korner in
Prag hatte die Freundlichkeit, eine Korrektur zu lesen und mich
mehrfach auf Verbesserungen hinzuweisen — auch ihm danke ich
herzlichst fiir seine Mithe. Vor allem danke ich jedoch der Verlags-
buchhandlung Julius Springer fiir die Drucklegung und vorbildliche
Ausstattung des Buches — unbeirrt durch alle Schwierigkeiten der
Nachkriegszeit.

Ein weiteres Werk, das die Hydraulik nach den gleichen Ge-
sichtspunkten behandelt, soll in moéglichst kurzer Zeit folgen.

Prag, am 16. November 1922.
T. Poschl.
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Einleitung.

I. Allgemeines und Grundbegriffe.

1. Bewegungen und Kriifte. Bei dem Bestreben, die Verdnde-
rungen, die die Korper unserer AuBenwelt erleiden, in logischen
Zusammenhang zu bringen, hat sich der Begriff der Ursache heraus-
gebildet; wir schreiben jeder Veriinderung, jedem Geschehen in der
Welt, Ursachen zu, die sie hervorrufen. Die einfachsten Verdnde-
rungen sind jene, bei denen die Kdorper ihrer geometrischen und
physikalischen Beschaffenheit nach gleich bleiben und nur ihren Be-
wegungszustand im Raume verindern. Die Ursache fir diese
(in entsprechender Weise zu definierende) Verinderung hat man
Kraft genannt, ein Begriff, der in der Folge in mannigfacher Weise
ausgestaltet und auf alle Erscheinungen erweitert wurde, in denen
es auf die Untersuchung der Bewegungen von Koérpern oder ihrer
Teile u. dgl. ankommt; auf diesem Begriff und einer Reihe daraus
abgeleiteter Begriffe hat sich die Wissenschaft der Mechanik als be-
sonderer Zweig der Physik entwickelt.

Die Mechanik ist also die Lehre von den Bewegungen
der Korper und von den Kriften.

Fiir die Untersuchung der Bewegungen der Korper ist es er-
forderlich, daf3 wir Mittel besitzen, um uns im Raume zurechtzu-
finden, d.h. die Lage der Korper in irgendeiner Weise zu kenn-
zeichnen. Diese Kennzeichnung ist stets nur in bezug auf einen
oder mehrere andere Korper — die Bezugskdrper — méglich und
geschieht durch Angabe einer geeigneten Anzahl von Bestimmungs-
stiicken; um sie praktisch auszufiihren, denken wir uns mit diesen
Bezugskorpern — dem sog. Bezugssystem — etwa ein System
von rechtwinkeligen Koordinatenachsen fest verbunden und haben
dann die Aufgabe, die Lage des Korpers gegen dieses Koordinaten-
system und zwar durch Angabe von passend gewihlten Bestimmungs-
stlicken, Strecken, Winkel u. dgl. festzulegen; diese Bestimmungs-
sticke heilen dann die Koordinaten des betreffenden Korpers.
Fiir die Messung der Lingen dienen Mafistibe, und von diesen
setzen wir voraus, daB sie in allen Koordinatensystemen — gleich-
giltig, wie diese zueinander auch bewegt sein mdgen -— und nach
allen Richtungen eine feste Linge beibehalten sollen.

Die Koordinaten sind fiir eine Bewegung veridnderliche Gréfen.
Von einer Beschreibung einer Bewegung im Sinne der Mechanik

P6schl. Mechanik. 1
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spricht man jedoch erst dann, wenn die Koordinaten fiir alle
Werte der Zeit fiir ein gewisses Zeitintervall durch irgendeine
Vorschrift festgelegt sind, wenn also eine Verkniipfung der Koor-
dinaten mit der Zeit geleistet ist, oder anders ausgedriickt, wenn
sich die Koordinaten als Funktionen der Zeit angeben lassen.

Die Zeit wird dabei — fiir die Zwecke dieses Buches —
als eine unabhingig und stetig verdnderliche GroBe ein-
gefiihrt, von der die Anderungen anderer GréBen, insbe-
sondere der oben erwidhnten Koordinaten abhidngig ge-
macht werden koénnen.

Die keiden Grundbegriffie jeder exakten Wissenschaft, Raum und Zeit,
erscheinen somit naturgemif auch als die obersten Grundhbegriffe der Mechanik:
die Erscheinungen, mit denen sich diese beschiftigt, vollziehen sich im
Raum und in der Zeit. Wie wenig die obigen Festsetzungen Naturnot-
wendigkeiten, geschweige denn Denknotwendigkeiten sind, zeigt die neueste
Entwicklung des allgemeinsten Zweiges der theoretischen Physik, der Relati-
vitdtstheorie, auf Grund welcher sie a's weitgehende Einschrinkungen er-
scheinen, die im Wesen der Dinge in keiner Weise begriindet sind. Diese
Theorie hat auch fiir die gewohnliche (Galilei-Newtonsche) Mechanik, wie wir
sie hier treiben, wichtige prinzipielle Einsichten geliefert.

2. Aufgabe der Mechanik, Die Aufgabe der Mechanik ist jedoch
mit einer solchen ,Beschreibung®, die auch auf mannigfache andere
Art (z. B. etwa kinematographisch) erfolgen kénnte, keineswegs er-
schopft, diese Aufgabe besteht vielmehr darin, die Gesamtheit
der Bewegungen gesetzmiBig zu erfassen, zu ordnen; das
Streben nach logischer Ordnung ihres Tatsachenmaterials hat die
Mechanik mit anderen Wissenschaften durchaus gemeinsam. In der
Mechanik geschieht diese Ordnung durch Angabe des Kraftgesetzes,
das der betrefifenden Bewegung (bzw. wie wir sehen werden, einer
Klasse von Bewegungen) zugehort. Der Kraftbegriff selbst griindet
sich auf die Annahme, daB die Korper der AuBenwelt Wir-
kungen aufeinander ausiiben, die von verschiedenen Um-
stinden, von Bedingungen physikalischer oder chemischer
Natur u. dgl. abhingen. Diese Wirkungen kdonnen gemessen und
zahlenmiBig als Funktionen der Koordinaten, der Zeit und anderer
aus diesen abgeleiteten GroBen (z. B. der Geschwindigkeit) dargestellt
werden.

Die Vorstellung einer Kraft wird erleichtert durch Ankniipfung an ge-
wisse mit eigenen Empfindungen verbundene Erfahrungen des téglichen Lebens
(Tragen eines Gewichtes, Uberwindung eines Widerstandes oder dgl.), fir die
man passend das Wort ,Kraftsinn“ gepriigt hat. Mit dem Begrifie Kraft ver-
binden wir stets die Vorstellung einer Ursache, die einen Korper in Bewegung
zu setzen oder seine Bewegung abzuéndern strebt. Dieser Kraftsinn wird —
in richtiger Weise ausgebildet — dem Ingenieur in vielen Féllen das ,Ein-
fithlen® in das betreffende Problem erleichtern; doch empfiehlt es sich, die ein-
zelnen Probleme stets im Zusammenhange mit den allgemeinen Regeln und
Gesetzen zu betrachten, die in der Mechanik aufgestellt werden.

Die Aufgabe der Mechanik besteht also darin, einerseits die Hilfs-
mittel anzugeben, die man fiir die Beschreibung der Bewegungen
im oben angedeuteten Sinne verwendet und andererseits Regeln und
Schemata zu schaffen, um die Bewegungen im Zusammenhange mit
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dem jeweils zugehdrigen Kraftgesetz zu studieren. Dabei ergeben
sich von selbst zwei verschiedene Arten von Problemen: entweder
es ist die Bewegung (durch Beobachtungen oder dgl) gegeben und
das Kraftgesetz zu ermitteln, oder es ist umgekehrt das Kraftgesetz
bekannt und die Bewegung zu bestimmen, die diesem zugehort.

Die Lehre von den Kriften wird uns zunéchst mit deren zweck-
méfiger zeichnerischer und rechnerischer Darstellung bekannt machen
und auf die Frage der Zusammensetzung von Kriften fithren,
wobei sich als fir die Anwendung wichtigster Sonderfall der des
Gleichgewichtes ergeben wird. Diese Fragen machen den Inhalt
der Statik aus. Wir wollen sie den weiteren Entwicklungen vor-
anstellen.

Durch die Einfithrung des Kraftbegriffes finden gleichzeitig auch
die Forderungen der Einfachheit und der ZweckmiBigkeit, die
bei der Ordnung eines Tatsachenmaterials fiir alle Begriffsbestimmungen
und Methoden an die Spitze zu stellen sind, ihre Erfiillung.

3. Einteilung der Mechanik. Die Einteilung der Mechanik ist
nach verschiedenen Gesichtspunkten mdoglich, und zwar:

a) Nach der Beschaffenheit der Korper. In der ,allge-
meinen Mechanik“ werden die Korper (mit gewissen Ausnahmen)
als starr vorausgesetzt, d.h. die Entfernungen ihrer Teile vonein-
ander werden als unverinderlich angenommen. Der starre Kérper
erweist sich deshalb als verhdltnisméBig einfach, weil zur Kennzeich-
nung seiner Lage eine endliche und zwar kleine Zahl von Koordinaten
erforderlich ist. Die Mechanik, die sich mit diesen beschéftigt, nennt
man die Mechanik der starren Korper (Stereomechanik).

Fiir andere Arten von Aufgaben ist es notwendig, von diesem
Bilde des starren Korpers abzugehen, es zu erweitern; dies fiihrt
dann zur Elastizitéts- und Festigkeitslehre (d.i die Mechanik
der im gewéhnlichen Sinne festen Korper) einerseits und zur
Mechanik der fliissigen und gasférmigen Korper (Hydro-
bzw. Aeromechanik) andererseits.

Die Giiltigkeit der mechanischen Grundgesetze, die wir im
folgenden aufstellen werden, wird natiirlich durch die Art des Mediums,
auf das wir sie anwenden, nicht beeinflufit, lediglich die Form ihrer
Anwendung ist fiir verschieden beschaffene Medien verschieden.

b) Nach der Beschaffenheit .der Probleme unterscheiden
wir in der Mechanik der starren Korper:

I. Die Statik, d.i. die Lehre von der Zusammensetzung der
Krifte und vom Gleichgewichte (2). Bei den meisten Problemen treten
die Krifte als konstante GroBen auf; unter Umstinden werden sie
auch als verdnderlich betrachtet, in der Statik sind sie dann aber
nur Funktionen der Koordinaten allein. Eine Abhdngigkeit von der
Zeit tritt dabei nicht auf.

II. Die Bewegungslehre oder Kinematik befaBt sich mit
den geometrischen Hilfsmitteln (Wahl geeigneter Koordinaten u. dgl.),
die fiir die Beschreibung der Bewegungen nétig sind. Dabei be-

]*
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gegnen wir den beiden wichtigen Begriffen Geschwindigkeit und
Beschleunigung. Genauer gesagt, handelt es sich dabei um die
Beschreibung der Bewegung ohne Riicksicht auf die einwirkenden
Krafte, und zwar entweder fiir den Augenblick oder fiir ein be-
stimmtes Zeitintervall.

III. Die Dynamik behandelt das- aligemeine Problem der
Mechanik, die Bewegung der Korper unter der Wirkung der Krifte
zu untersuchen, d. h. die Aufstellung der Koordinaten als Funktion
der Zeit,, wie sie durch die auf die Korper einwirkenden Krifte
bedingt wird.

Ahnliche Unterscheidungen gelten natiirlich auch fiir die Mechanik der
elastischen, flissigen und gasférmigen Korper.

4. Grundeinbeiten, Dimensionen, MaBsysteme. Der Forderung,
fiir alle Erscheinungen, die gesetzmiBig zu erfassen Aufgabe der Mechanik
ist, zahlenméaBige Beziehungen anzugeben, kénnen wir nur geniigen,
indem wir fiir alle eingefiihrten Begriffe gewisse Einheiten festlegen,
in denen wir sie messen wollen; denn jedes Messen ist nur ein Ver-
gleichen mit gewissen als Einheiten gewihlten Dingen gleicher Art.
Diese Einheiten sind im Grunde vollkommen willkiirlich; sie miissen
nur so beschaffen sein, dafl wir sie stets mit entsprechender Genauigkeit
herstellen konnen und dafl sie — soweit menschliches Ermessen nur
irgend beurteilen kann und physikalische Messungen irgendwelcher
Art dies bestidtigen — jhre Grofle beibehalten. Die verschiedenen
Begriffe, die wir in der Mechanik anwenden, machen die Einfiihrung
verschiedener Einheiten notwendig, da sie Dinge verschiedener
Art sind; man sagt, sie haben verschiedene Dimensionen. In
der Physik wird jedoch gezeigt, dal sich alle vorkommenden GroBen
durch drei von ihnen ausdriicken lassen, fiir welche die Einheiten,
die sog. Grundeinheiten, willkiirlich gewédhlt werden kénnen. Fiir
welche Gréfen man die Einheiten als Grundeinheiten einfithren will,
wird wieder nur durch die Forderungen der Einfachheit und Zweck-
méBigkeit entschieden. Die Einheiten fiir alle anderen Groéfien
werden dann als (aus diesen Grundeinheiten) abgeleitete Kin-
heiten bezeichnet.

Da wir Raum und Zeit als grundlegende Begriffe eingefiihrt
haben, werden wir die fiir sie geltenden Einheiten auf jeden Fall als
zwei der Grundeinheiten festsetzen. Als Lingeneinheit dient das
Meter [m], wihrend die Flichen- und Raumeinheit daraus abgeleitet
sind: das Quadratmeter [m?] und Kubikmeter [m?] und ihre Vielfachen
nach unten und oben, die jedem aus dem téglichen Leben wohl
vertraut sind. Als Zeiteinheit dient die Sekunde [sek] und ihre
Vielfachen nach oben, die Minute [min], Stunde [Std.], Tag und Jahr.

Die Dimension einer Gréfie wird manchmal nur durch Ein-
schlieBung eines sie kennzeichnenden Buchstabens in eckige Klammern
angedeutet, also etwa fiir die Linge [L], fiir die Zeit [T]; es ist emp-
fehlenswert, die Dimension bei allen physikalischen und mechanischen
Rechnungen und zwar gleich in den verwendeten Einheiten hinzu-
zuschreiben. Die Umrechnung in die Vielfachen oder Teile der
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Einheiten derselben Groflen (z. B. von m in km bei Lingen, von
sek in Std. bei Zeiten) geschieht dann durch Division bzw. Multi-
plikation mit dem betreffenden Zahlenfaktor.

Es ist klar, daB in jeder Gleichung zu beiden Seiten nur GréBen
gleicher Art stehen kdnnen; daher gibt die Beachtung der Dimension
sofort oin erstes Kennzeichen, eine erste Kontrolle, fiir die Richtigkeit
eines Ansatzes: die in einer Gleichung additiv nebeneinander
stehenden GroBen miissen gleiche Dimension haben. Der
Wert dieser Auffassung reicht jedoch noch viel weiter; in vielen
Fillen gelingt es, die Form physikalischer Gesetze ohne Rechnung durch
bloBe ,Dimensionsbetrachtungen“ anzugeben.

Nicht so unmiételbar klar wie bei Raum und Zeit ist es, fiir
welche mechanische Gré8e man die Einheit als dritte Grundeinheit
einfiihren soll.

5. MaB der Kraft. Kilogramm. Der Begriff der Kraft ist, wie
schon erwidhnt, aus dem Gefiihle der Anstrengung hervorgegangen,
die wir beim Heben einer Last oder der Uberwindung irgendeines
Widerstandes fiihlen; die Stirke dieser Empfindung kann als das
erste, allerdings noch wenig exakte MaB der Kraft dienen. Aus
diesem unbestimmten Mafle, das uns unser Muskelgefiihl gibt, konnte
erst dadurch die Grundlage fiir ein exaktes, wissenschaftlich brauch-
bares MaB geschaffen werden, daff man fiir die zu hebende Last das
Gewicht des betreffenden Korpers setzte und erkannte, dafB sich
andere Dinge gleicher Art (wie der Zug einer Feder, der Druck des
Dampfes auf eine Fliche oder die bei der Beriithrung zweier Kérper
auftretenden Krifte u. dgl) mit Hilfe der Wage mit solchen Ge-
wichten vergleichen lieBen.

In der Technik wird (wie im téglichen Leben) als dritte Grundein-
heit die Einheit fiir die Kraft gewédhlt, und zwar das Kilogramm
[kgl, d.i. das Gewicht eines Metallstiickes von bestimmter GroBe an
einem bestimmten Orte (z.B. in Paris), das in Paris aufbewahrt wird
und von dem alle Staaten getreue Kopien besitzen; 1 kg ist das Ge-
wicht von 1 dm?® reinen Wassers bei 4°C. Das Dimensionszeichen fiir
die Kraft sei [K]. Die Grofle des Gewichtes jedes Korpers dndert sich
mit dem Orte auf der Erde — da diese Anderung aber nur gering
ist, so wird in der Tecknik darauf keine Riicksicht genommen.

AuBer dem kg haben noch Teile und Vielfache davon besondere Namen
und Bezeichnungen erhalten, so z. B.
0,001 kg ==1 Gramm =1 g,
0,01 kg =1 Dekagramm =1 dkg,
100 kg == 1 Meterzentner =1 q,
1000 kg ==1 Tonne =1 t,
10000 kg =— 1 Waggon==1 W =10 t.

Die Einheit fiir die Kraft ist die dritte Einheit des tech-
nischen Maflsystems, dessen zwei erste Glieder die Einheiten fur
die Linge und Zeit sind. Aus diesen Grundeinheiten kénnen, wie
oben gesagt, die Einheiten fur alle anderen Gréflen abgeleitet werden
(abgeleitete Einheiten).
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6. Das dynamische Grundgesetz. Masse. Der heutigen tech-
nischen Mechanik liegt das Galilei-Newtonsche System zugrunde;
dieses ist auf einer Anzahl von Grundsitzen axiomatischen Charakters
aufgebaut, die zum ersten Male von Newton (1642—1727) formuliert
wurden, ihre heutige Bedeutung aber erst viel spiter erhalten haben.
Die Newtonsche Auffassungsweise wurde indessen schon durch
Galilei (1564-—1642) vorbereitet, von dem wir umfangreiche Eror-
terungen iiber die Grundbegriffe der Mechanik besitzen.

Die im Abschnitt & besprochene Bestimmung der Grofle einer
Kraft mittels der Wage gibt ndmlich noch keinerlei Aufschluf3 dar-
iiber, welche Wirkung eine solche Kraft (Anziehung, Feder, Gasdruck)
an einem Korper, der sich bewegen kann, hervorbringt. Die Er-
fahrung zeigt zundchst nur, daB jede derartige Einwirkung von dem
Korper selbst abhiingt und von einer Anderung des Bewegungs-
zustandes des Korpers begleitet ist; wir haben vorerst zu erkliren,
was darunter zu verstehen ist.

Die einfachste Bewegungsform, die man sich vorstellen kann, ist
die, bei der sich alle Punkte des Korpers in gleichen, parallelen
Bahnen bewegen und in gleichen Zeiten gleiche Wege zuriicklegen;
eine solche Bewegung nennt man eine gleichférmige und den Weg
in 1 sek nennt man die Geschwindigkeit (Bezeichnung ¢, »). Unter
Bewegungszustand (Geschwindigkeitszustand) versteht man den In-
begriff der fiir jeden Zeitmoment definierten Geschwindigkeiten aller
seiner Punkte. Von einer Anderung des Bewegungszustandes eines
Korperpunktes spricht man, wenn sich dessen Geschwindigkeit nach
GrdBe oder Richtung dndert; das Ma8 fiir die Anderung der Geschwin-
digkeit nennt man Beschleunigung (Bezeichnung b). Beide konnen,
wie wir spiter sehen werden, in verschiedener Weise gemessen und
aus beobachteten Lingen und Zeiten ausgerechnet werden; ihre Ein-
heiten sind daher aus Léngen- und Zeiteinheit ableitbar, und haben
folgende Dimensionen:

[v] = [Geschwindigkeit] = [LT*], 0’ ==[Beschleunigung] = [LT"?].

Die GroBe der Bewegungsénderung, also der Beschleunigung
(die z. B. eine Feder an einem Korper hervorbringt), ist nun er-
fahrungsgemil durch die GroBe der Federkraft (Ausreckung der
Feder, Anspannung) bedingt, und zwar ist sie dieser Kraft [ K kg] direkt
proportional.

Dies wird durch einen Versuch bestitigt, bei dem man die
Feder (unter moglichster Ausschaltung aller Widerstinde) auf den
Korper wirken laBt und die entsprechende Beschleunigung miBt:

bringt man dann auf den gleichen Koérper 2, 3 ... solcher Federn
an, so beobachtet man, daf die entsprechenden Beschleunigungen
die 2-, 3-...fachen der zuerst erhaltenen sind. Nun #ndern wir

den Versuch in der Weise ab, daB wir ein und dieselbe Feder
nehmen, aber die Stoffmenge des Korpers (z. B. die Eisenmenge)
verindern. Man beobachtet dann, daB mit zunehmender Menge
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die entstehende Beschleunigung abnimmt, und zwar ist die Be-
schleunigung der Stoffmenge verkehrt proportional.
Aus beiden Versuchen folgt unmittelbar die Beziehung

IK:M-b,l N €Y

wobei M eine Grole ist, die der Stoffmenge des Korpers, also na-
tirlich auch dessen Gewicht proportional ist, aber doch
nicht mit dem Gewicht identisch sein kann; es hitte sonst
diese Gleichung gar keinen Sinn, da eine Kraft (K) nicht dem Produks
einer Kraft (Gewicht) und einer Beschleunigung gleich sein kann. Die
Grole M wird die Masse des Korpers genannt; sie ist eine dem
betreffenden Korper eigentiimliche Griofie, deren Dimension aus (1)

unmittelbar folgt, da K
M=%
B [Kraft] _{ K | -
also [Masse]_[Beschleunigung]~ LT %) [RLTE.

Die Masse ist also im technischen MaBsystem aus den anderen
Groflen abgeleitet (dhnlich wie z. B. Geschwindigkeit aus Weg und
Zeit usw.).

Was den Zusammenhang der Masse M mit dem Gewicht G
des Korpers betrifft, so erinnern wir uns daran, daf die ,Schwer-
kraft“, d. i. ja das Gewicht, allen Korpern (an einem bestimmten
Punkt der Erdoberfliche) dieselbe Beschleunigung ¢— 9,81 m/sek®
erteilt; wir erhalten daher die Beziehung:

G=M-g| .. ... .. ...

Als Einheit der Masse werden wir folgerichtig jene Stoffmenge
ansprechen, die durch 1 kg die Beschleunigung 1 m/sek? erhélt.

Da das Gewicht @ dem Korper nicht die Beschleunigung 1
sondern g == 9,81 m/sek? erteilt, so hat ein 9,81 kg schwerer Korper
die Masse 1 [kgm™* sek?]; denn nach GI. (3) ist M =1 fiir G == 9,81 kg
und g = 9,81 m/sek®; ein Korper, der 1 kg schwer ist, hat die Masse
LI Lk m~! sek?

981 10°¢ '

Die Gl. (2) ist das sog. dynamische Grundgesetz (IL. Newton-
sches Gesetz, 1686), es bildet die Grundlage der ganzen Entwick-
lung der Dynamik und besagt: Durch die GréB8e der einwir-
kenden Kraft und die Masse des Kérpers, auf den sie wirkt,
ist dessen Beschleunigung vollig bestimm¢t; die Beschleuni-
gung ist proportional der Kraft und verkehrt proportional
der Masse und erfolgt in der Richtung der einwirkenden
Kraft.

Dieses Gesetz gilt zundchst nur fiir Korper, deren Ausdehnungen klein
sind, also fiir Korperelemente, oder, anders ausgedriickt, wenn Drehbewe-

gungen keine Rolle spielen. Uber seine Erweiterung fiir endliche Korper siehe
IIT. Teil: Dynamik.
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Von der Tatsache, daB die Masse einen vom Gewichte vollig
verschiedenen physikalischen Begriff darstellt, kann man sich durch
folgende einfache Versuche unmittelbar iiberzeugen:

Zum Heben zweier gleicher Lasten ¢, @ muB ihr Gewicht iiber-
wunden werden, was wir durch die Muskelanstrengung wahrnehmen
konnen. Kniipft man beide Gewichte an die Enden einer Schnur

und fiihrt diese um eine Rolle (Abb. 1), so wider-
Z stehen sie jeder Bewegungsinderung { Beschleuni- ‘Mf/‘“

! gung) nur durch ihre Masse. Wollen wir beide I

w Massen z. B. im Sinne des Pfeiles in Bewegung :
setzen, so empfinden wir deutlich die Kraft, die |
wir dazu aufwenden miissen, und die Anstrengung |

T l wird um so groBer sein, je rascher wir die Korper }
¢l e in Bewegung setzen wollen. — Oder: ein grofes Ne
Gewicht, an einem Faden als Pendel (Abb. 2) —

Abb. 1. aufgehdngt, kann mit geringer Miihe in einer 53; o

kleinen Fadenablenkung neben der Gleichgewichts-
lage erhalten werden; die Kraft, die (bei kleiner Ablenkung) das Pendel
in die Gleichgewichtslage zuriickzieht, ist sehr gering; trotzdem emp-
finden wir einen bedeutenden Widerstand, wenn wir das Gewicht
rasch bewegen oder anhalten wollen.

Die Masse ist also, obwohl dem Gewichte proportional,
doch ein vom Gewichte verschiedenes bewegungsbestimmen-
des Merkmal; sie hingt von der stofflichen Beschaffenheit des
Korpers ab und ist eine jedem Korper eigentiimliche feste Grofe. —

Der Ubergang von dem statischen Kraftbegriff, der sich
(etwa) auf den Vergleich von Kriften mit Hilfe der Wage griindet,
zum dynamischen oder kinetischen, .fir den das dynamische
Grundgesetz den Ausgangspunkt bildet, ist fiir die gesamte Entwick-
lung der Mechanik, insbesondere fiir den Ausbau der Mechanik
endlich ausgedehnter Kérper von grofiter Bedeutung geworden.

Die Klarstellung des begrifflichen Unterschiedes zwischen Kraft und Masse

hat in der Geschichte der Physik und Mechanik zu zahllosen Untersuchungen
AnlaB gegeben und bietet zweifellos nicht zu unterschitzende Schwierigkeiten dar.

7. Trigheitsgesetz. Inertialsysteme. Das Grundgesetz (2) zeigt
nun (da sicher M < 0), daBl die Aussage K = 0 notwendig mit b = 0
verkniipft ist; d. h. bei fehlenden Kréften bewegt sich der
Korper gleichférmig in gerader Bahn. Diese Aussage ist das
Tréigheitsgesetz der Newtonschen Mechanik (I. Newtonsches Ge-
setz), die Bahn eines solchen, von #uBeren Kriften freien Korpers
nennt man eine Trégheitsbahn.

Dabei tritt nun folgende grundsétzliche Schwierigkeit auf. Die
Aussage, daB sich ein Korper gleichférmig in einer Geraden bewegt,
hat naturgemil — wie jede derartige Aussage — nur dann einen
Sinn, wenn man sie auf ein bestimmtes Koordinatensystem bezieht.
Jede solche Trégheitsbahn wird, von einem anderen Koordinaten-
sytsem aus betrachtet, irgendwie gekriimmt oder mit verédnderlicher
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Geschwindigkeit durchlaufen erscheinen; wenn das Trigheitsgesetz
im ersten System erfiillt war, braucht dies im zweiten nicht mehr
der Fall zu sein. Nur in Koordinatensystemen, die sich gegen-
einander geradlinig und gleichférmig bewegen, werden Trégheits-
bahnen immer wieder als solche (allerdings jedesmal mit verinderter
Geschwindigkeit durchlaufen) erscheinen.

Dieser Sachverhalt scheint darauf hinzudeuten, da3 in der Natur
bestimmte Koordinatensysteme ausgezeichnet sind, in denen das
Tréagheitsgesetz gilt, gegeniiber anderen, denen diese Eigenschaft
nicht zukommt. Die Frage ist nun, wie haben wir ein Koordinaten-
systemn anzunehmen, und welche Gewdhr haben wir dafir, dal} es
ein solches ausgezeichnetes System, ein Inertialsystem (inertia
== Trigheit) ist? Newton hat diese Frage damit beantwortet, da
er das Vorhandensein eines absoluten Raumes angenommen hat,
in dem das Trigheitsgesetz gelten soll. Heute miissen wir sagen,
dafl es kein physikalisches Hilfsmittel, keine Beobachtung und
keinen Versuch gibt, der dazu dienen konnte, die Entscheidung zu-
gunsten irgendeines besonderen Systems zu treffen. Wenn wir trotz-
dem fiir die Zwecke der rechnerischen Beherrschung der Bewegung
der Himmelskorper ein mit dem Fixsternhimmel verbundenes
Koordinatensystem als Inertialsystem einfiithren, so geschieht dies nur
aus Griinden der Einfachheit und Zweckmaifigkeit, eine dariiber
hinausgehende Behauptung hat man in dieser Annahme nicht zu
erblicken. Der giinstige Erfolg dieser Einfiihrung liegt in dem Um-
stande, daB die Masse des Fixsternsystems ungeheuer groB gegen
die Massen der Himmelskdrper (Planeten, Monde, Kometen) ist, deren
Bewegungen unserer Beobachtung und Rechnung zuginglich sind.

Aus den gleichen Griinden wird fiir die Bewegung der Korper
auf der Oberflache der Erde, soweit sie sich nur iiber kleine Radume
und Zeiten erstrecken und kleine Werte der Geschwindigkeiten ent-
halten, mit hinreichender Genauigkeit die Erde selbst als solches
Trigheitssystem (Inertialsystem) eingefiihrt.

8. Arten der Kriifte. Wechselwirkung. Die Krifte treten
uns in der Mechanik in zwei wesentlich verschiedenen Formen ent-
gegen, je nach der Art und Weise, wie die Wirkungen der Kérper
aufeinander, die wir unter dem Bilde von Kriften auffassen, verteilt
sind. Wir unterscheiden a) Massenkridfte oder Raumkrifte, die
itber die ganze Ausdehnung der Korper, also rdumlich verteilt, anzu-
nehmen sind (Anziehungskrifte, Gravitation, Fliehkraft) und Ober-
flachenkrédfte, die nur bei unmittelbarer Beriihrung der Korper
zustande kommen und ihren Sitz an den Grenzflichen des Korpers
haben (Driicke der Kérper aufeinander bei Beriihrung, Auflager- und
Stiitzkrafte, Reibung, Dampfdruck usw.). Die Erkenntnis der gemein-
samen Natur dieser, aus ganz verschiedenen Erscheinungen bekannten
Einfliisse hat erst die Ausdehnung der Mechanik auf die ,gestiitzten
und , gefilhrten“ Systeme ermdglicht, die den Gegenstand der ,tech-
nischen“ Anwendungen bilden.



10 Einleitung.

Zur Vereinfachung gewisser Betrachtungen werden gelegentlich
auch Einzelkriéfte, die in einzelnen Punkten der Oberfliche auf
den Korper einwirken, als Oberflichenkréfte eingefiihrt.

b) Eine weitere wichtige Unterscheidung ist die zwischen einge-
prigten und Auflagerkraften (Reaktionskriiften). Zu den ersteren
rechnen wir die unmittelbar vorgegebenen, in all ihren Bestimmungs-
stiicken bekannten Krifte, wie die Lasten unserer Bauwerke, Treib-
krifte der Maschinen (Dampfdruck usw.), Gewichte, Federkrifte u. dgl.
Nun kommen aber in der Technik niemals einzelne Korper fiir sich
mit eingeprégten Kriften allein vor, sondern stets nur in Verbindung
oder Beriihrung mit anderen, auf die sie sich stiitzen; es ist ein
wichtiger, fiir die Behandlung der gefithrten und gestitzten
Systeme grundlegender Gedanke, jeden derartigen Einfluf} stets wieder
als Kraft einzufithren und zwar so, wie es durch die besondere Art
der Stiitzung bedingt ist (woriiber spiter genauere Angaben folgen).

Eine besondere Stellung nimmt bei dieser Unterscheidung die Reibung
ein, die als eine in die Richtung der gemeinsamen Beriihrungsebene fallende
Kraft eingefiibrt wird. Bei relativer Ruhe der sich stiitzenden Korper spricht
man von Haftreibung, sonst von Bewegungsreibung. Die Haftreibung, die
i. a. nach GréBe, Richtung und Sinn als Unbekannte eingefithrt werden muf,
ist eine Auflagerkraft, wihrend die Bewegungsreibung bis zu einem gewissen
Grade bestimmt ist und den eingeprigten Kriften zugezihlt wird.

Ein wichtiger Grundsatz, der in den Anwendungen immer wieder
zur Verwendung kommt, ist das sogenannte Wechselwirkungs-
prinzip oder der Satz der Gleichheit von Wirkung und
Gegenwirkung (III. Newtonsches Gesetz). Er besagt, dafl die
Krifte in der Natur nur paarweise auftreten, daB also mit jeder
Kraft, die auf einen Korper einwirkt, notwendig eine gleich grofie
und entgegengesetzt gerichtete Kraft auf einen andern verkniipft
ist (z. B. die Anziehung der Sonne auf die Erde ist gleich und ent-
gegengesetzt der der Erde auf die Sonne, ebenso der Druck eines
Korpers auf den Tisch dem des Tisches auf den Korper usw.).

Dieser Satz von der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung gilt nicht
nur fiir Krifte, sondern auch fiir Kraftpaare oder Momente: Jedem auf
einen Korper einwirkenden Moment entspricht ein gleich grofes und entgegen-
gesetztes auf einen zweiten Korper: z. B. ist in einem Flugzeug das auf die
Luftschraube ausgeiibte Drehmoment gleich gro8 und entgegengesetzt dem

auf den Flugdrachen wirkenden; die Verbindung beider wird durch die ge-
spannten Gase im Zylinder bewirkt.

9. Bemerkungen iiber die Beschaffenheit der Probleme der
Mechanik und ihrer Behandlung. Um irgendeine Erscheinung der
Natur — wozu wir auch die der Technik rechnen — im Hinblick
auf die dabei auftretenden mechanischen (oder physikalischen) Vor-
ginge theoretisch zu untersuchen, ist stets eine geeignete Ideali-
sierung erforderlich; man versteht darunter die Erfassung der
charakteristischen Merkmale und Eigenschaften und die Abstreifung
alles Unwesentlichen und Zufilligen. Diese Unterscheidung ist da-
bei keineswegs immer eindeutig moglich und hat auch, wie die
Geschichte der Wissenschaft lehrt, im Laufe der Zeit vielfache Ande-
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rungen erfahren. Der Zweck der Idealisierung ist der, ein Bild der
Wirklichkeit herzustellen, das einerseits einfach genug ist. um die
Anwendung der Methoden der Mathematik zur Festlegung quanti-
tativer Beziehungen zu ermdglichen und andererseits doch so weit-
reichend ist, dafi die charakteristischen Ziige der Erscheinung getreu
wiedergegeben werden. Der Ausbau hinsichtlich der behandelten
Probleme, sowie auch die Erweiterung hinsichtlich des Ausmales
der in Betracht gezogenen Umstéinde macht den Fortschritt der
Wissenschaft aus.

Die Notwendigkeit der Idealisierung bringt es mit sich, daf
iiber das Verhalten der betrachteten Koérper und iiber die zu er-
fassenden Umstdnde in jedem einzelnen Falle (bzw. fiir jede Klasse
von Erscheinungen) gewisse Annahmen gemacht werden miissen.
Es liegt nicht nur im Sinne der Wissenschaftlichkeit, sondern ist
auch fiir die Ubersicht und fiir die Beurteilung des gesamten Tat-
sachenmaterials wichtig, dall diese Annahmen als solche hervor-
gehoben und wombglich an die Spitze gestellt werden; dabei ist es
giinstig, sich klarzumachen, wie weit sie im einzelnen der Wirklich-
keit entsprechen. Ob die Annahmen fiir die Darstellung einer Er-
scheinung ausreichen, wird nachftriglich durch Vergleich des Ergeb-
nisses mit den dieselbe Erscheinung betreffenden Beobachtungstat-
sachen entschieden.

Bei der Behandlung irgendeines mechanischen Problems kénnen
wir demgemifl folgende drei Schritte unterscheiden:

Der Ansatz, d.i. die Aufstellung der fiir ein Problem gelten-
den Gleichungen, ist der erste Schritt. Diese Gleichungen (auch Un-
gleichungen in gewissen Fillen) sind in der Statik der starren Korper
gewohnliche lineare Gleichungen in den Kriftekomponenten, in der
Statik deformierbarer Kérper (z. B. Fiden, Seile, Stdbe, Platten usw.)
und in der Dynamik Differentialgleichungen; ihre Auflésung, die
~— je nach der Aufgabe —, in verschiedener Weise, analytisch.
graphisch oder numerisch erfolgen kann, bildet den zweiten
Schritt. Jedes Resultat ist endlich noch zu diskutieren — dritter
Schritt; fiir das volle Verstéindnis einer Losung ist es giinstig, sich
klarzumachen, wie sie sich fiir besondere (z. B. extreme) Werte der
gegebenen GroBen (Lingen, Krifte, Reibungsziffern usw.) verhilt.
Diese Diskussion wird natiirlich bei den Aufgaben, mit denen wir
uns beschiftigen werden, stets ganz einfach ausfallen, wird aber
doch als Vorbereitung fiir die Behandlung verwickelterer Fille von
Nutzen sein. ’

Was nun die Quellen betrifit, aus denen die Mechanik ihre Ansdtze und
Ergebnisse gewinnt, so zeigt ihre Entwicklung, daB dabei sowohl aprioristische
als auch empirische Elemente in Frage kommen. Schon der Ansatz eines
dvnamischen Problems liBt dies deutlich erkennen, wie sich z. B. aus dem
Inhalt des dynamischen Grundgesetzzs M-b = K ergibt. Der Begriff der Be-
schleunigung ist aus einer Verkniipfung der Begriffe Raum und Zeit hervor-
gegangen und gehort gewil der reinen Mathematik an. Auf der rechten Seite

steht die gesamte einwirksnde Kraft und diese wird sich als bestimmte Funktion
anderer physikalischer GroBen, wie z. B. von der Zeit, von Lingen, Geschwindig-
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keiten, Dichten usw. darstellen; die Ausdriicke fiir diese Krifte sind teilweise
unmittelbar durch physikalische Messungen gewonnen (Fallgesetze, Reibungs-,
Widerstandsgesetze usw.), teilweise mittelbar aus Beobachtungen erschlossen
worden (Gravitationsgesetz usw.); die Form dieser Funktionen ist also —
wenigstens zum Teil — empirischer Natur. Gerade in dieser, im dynamischen
Grundgesetz enthaltenen eigentiimlichen Verkniipfung kommt der zweifache
Charakter der Begriffsbildungen der Mechanik deutlich zum Ausdruck. Die
(durch Auflésung bzw. Integration) gewonnenen Ergebnisse, die mit Hilfe
solcher ,Ansitze” abgeleitet werden, miissen natiirlich der nachtréglichen
Priifung durch die Erfahrung Stich halten. Sobald also Merkmale physikalisch
gegebener Korper in Betracht kommen — und mit solchen hat sich die Technik
zu beschiiftigen —, sind die betreffenden Ansétze und Aussagen sicher unter
Mitwirkung der Erfahrung gewonnen. — Fiir das Verstindnis der Mechanik, die
sich (schon in ihren Grundlagen) weder als reine Geistes- noch als Naturwissen-
schaft, sondern als eine eigentiimliche Verbindung beider darstellt, ist die Auf-
fagsung des Unterschiedes der Herkunft ihrer Ansitze und Ergebnisse dulerst
forderlich.

II. Vektorrechnung,.

10. Skalare, Vektoren, Beiwerte. Nur jene Dinge konnen zum
Gegenstande einer exakten Wissenschaft gemacht werden, die ge-
messen und zahlenméifig ausgedriickt werden konnen, also im Sinne
der Mathematik Gr6B8en sind. In der Mechanik (und Physik) haben
wir es mit drei Arten von solchen GroBen zu tun, die voneinander
wohl zu unterscheiden sind:

a) Skalare sind solche, die durch einen in bestimmten MaB-
einheiten (Dimensionen) ausgedriickten Zahlenwert vollstindig ge-
kennzeichnet sind. Hierzu gehdren z. B. Masse, Arbeit, Leistung,
ihre Einheiten werden spiter angegeben (auch die Temperatur gehort
hierher). Fiir Skalare gelten dieselben Rechengesetze wie fiir alle
tibrigen ,benannten“ Zahlen.

b) Vektoren, d. s. solche, denen auBler der (in einem be-
stimmten MaBstabe ausgedriickten) Grofle noch eine Richtung im
Raume (Orientierung) zukommt. Fiir sie sind auch die Bezeichnungen
gerichtete GréBen, Strecken, Segmente in Gebrauch. Beispiele
sind: Kraft, Kraftpaar, Geschwindigkeit, Beschleunigung, Bewegungs-
groBe (Impuls), Winkelgeschwindigkeit, Moment der Bewegungsgrofle
(Schwung), Winkelbeschleunigung, Gradient, Wirbel u. dgl.

Allen Vektoren sind folgende Merkmale
9 gemeinsam: 1. eine Gerade (g) als Triger des
Vektors (z. B. die sog. Wirkungslinie der

-8 Kraft), 2. ein bestimmter Sinn in dieser Ge-
] raden und 3. eine bestimmte Gréfle, die der
Abb. 3. Betrag des Vektors heifit. Ein Vektor kann

auch als das von einem Anfangspunkte 4 bis
zu einem Endpunkte B reichende Stiick einer Geraden dargestellt
werden.

Als Bezeichnungen fiir einen Vektor (Abb. 3) verwenden wir

—— Y —_
entweder: AF oder einfach K (groBe lateinische Buchstaben, iiber-



Vektorrechnung. 13

strichen) und sagen K-Vektor! Sein Betrag wird durch | K’ oder
K bezeichnet.

Die Ausdrucksweise ,die Kraft ist ein Vektor* will demnach nur besagen.
daBl die Kraft die genannten Kennzeichen eines Vektors besitzt und ihr daher
das Bild eines Vektors zugeordnet werden kann. Der Wert dieser Zuordnung.
die durchaus nicht die einzig mogliche ist, erweist sich mit all ihren Folge-
rungen einerseits durch die Ubereinstimmung dieser Folgerungen mit den Er-

fahrungen, andererseits wieder durch ihre besondere ZweckmiBigkeit und Ein-
fachheit.

Die Rechengesetze fiir Vektoren sind in 12 bis 15 gegeben.

¢) Als Beiwerte (Koeffizienten, Ziffern, Zahlen) bezeichnet man
unbenannte (dimensionslose skalare) GroBen, die aus verschiedenen
Anlassen eingefilhrt und passend benannt werden (z. B. Reibungs-
zahl, Sto3zahl, AusfluBBzahl, Einschniirungszahl, Beiwert des Auftriebs
und des Luftwiderstandes u. dgl.).

Nicht alle in der Mechanik betrachteten Eigenschaften der Korper konnen
durch diese GroBen allein dargestellt werden, gewisse Begriffsbildungen ver-
langen die Einfithrung von VektorgroBen hoherer Art, der sog. Tensoren
(Tensoren 2. Stufe, Dyaden), z. B. fithrt das Studium der Trigheits- und
Elastizititseigenschaften der Korper auf solche Groflen. Fiir die Zwecke dex

vorliegenden Buches kann jedoch auf ihre explizite FEinfiihrung verzichtet
werden.

11. Arten der Vektoren. Von den Vektoren selbst haben wir
wieder drei verschiedene Arten zu unterscheiden, deren besondere
Kennzeichen jedesmal wieder zur bildlichen Darstellung von GroBen
bestimmter Art dienen koénnen:

a) Freie Vektoren sind solche, die nicht nur lings ihres Trigers.
sondern auch mit diesem parallel zu sich selbst verschoben werden
koénnen, ohne daB sich die Bedeutung der durch sie dargestellten
Grofen andert; sie sind also nicht an eine bestimmte Gerade (in der
durch ihre Richtung bestimmten Parallelenschar) als Triiger gebunden.
Freie Vektoren diirfen also in beliebiger Weise parallel zu sich selbst
verschoben werden, ohne dall sich ibre Bedeutung &ndern wiirde.
Hierher gehoren: Kraftpaar (Moment), Translation (Drehungspaar.

b) Gebundene Vektoren sind solche, die ldngs ihres Tragers
beliebig verschoben werden konnen, ohne ihre mechanische (oder
physikalische) Bedeutung zu verdndern. Zwei solche Vektoren sind
also gleichwertig (aquivalent), wenn sie auf demselben Trager liegen,
gleichen Sinn und gleiche Gréfle haben. Beispiele fiir diese Art der
Vektoren sind: Kraft, Geschwindigkeit, Bewegungsgrofe (Impuls),
Beschleunigung, Winkelgeschwindigkeit, Schwung (Moment der Be-
wegungsgrofe).

c) Fur gewisse Arten von Vektoren ist es nétig, die Vektoren
an bestimmten Punkten ihres Trigers angesetzt zu denken, man
spricht dann von angehefteten oder Feldvektoren. (Beispiele:
Massenkrifte, insbesondere Gewichte, magnetische und elektrische
Kraft. Hierher gehort auch der einen Raumpunkt 4 gegen einen

anderen O kennzeichnende Vektor 7 =Fj)
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12, Addition und Subtraktion von Vektoren. Zerlegung. Fir
die Addition von Vektoren gilt das Parallelogrammgesetz:

Je zwei freie Vektoren K, und K, (und auch je zwei ge-
bundene, deren Tréiger sich schnelden) bestimmen eindeutig

einen Vektor K, ihre Summe (auch resultierender, Summenvektor
oder Mittelvektor genannt), die durch die Diagonale des iber K,
und K, errichteten Parellelogramms gegeben ist. In Zeichen:

KK —K| ... @

Dieser ,geometrischen
Addition“ (Abb. 4) kommen
folgende Eigenschaften zu:

1. Die Summe A ist un-
abhéingig von der Reihenfolge,
in der man die Einzelvektoren

K, und K, aneinanderfiigt

K=K - K,— K, - K,.

0 i L o (Vertauschbarkeitssatz, kom-
mutatives Gesetz der Ad-
Abb. 4. dition.)

2. Die Addition der Summe von K und K, zu K, gibt das-
selbe Ergebnls wie die Addition von I, zur Summe von K, und K,, also
(K, 4 K,) - K, = K, + (K, + K,) (assoziatives Gesetz der Addition).

Dle Summe von drei Vektoren, die nicht in einer Ebene liegen,
ist die Diagonale des iiber ihnen errichteten Parallelepipeds (Abb. 5).
Allgemein schreiben wir fir die Summe von n beliebigen Vektoren

K,4+K- .. K=

\
N
v

L\/s

K,=K| . . ... (5

1

1

Diese Summe K ergibt sich, da zur Ermittlung der Summe von zwei Vek-
toren offenbar die Zeichnung eines Dreieckes geniigt, als SchluBlinie
des Streckenzuges, den man durch Aneinanderreihung dieser Vek-
toren in beliebiger Folge erhilt; sie ist vom Anfang des ersten zum
Endpunkt des letzten hin gerichtet. Fillt das Ende des letzten mit
dem Anfang des ersten Vektors zugammen, dann ist die Summe 0.

Subtraktion. Sind umgekehrt K und K _gegeben, so gibt es
einen Vektor z, fiir den K,--z=-K, also z=K— K, —K+( K))
K,,, und dieser heiBt die (geometrlsche) Differenz von K und K

Fiir beliebig viele freie und durch einen Punkt gehende gebundene Vek
toren sind in dem Parallelogrammgesetz nach seinen Folgerungen alle Aussagen
enthalten, welche die Zusammensetzung und Zerlegung betreffen. Fiir Vek-
toren jedoch, die nicht diese Beschaffenheit haben, z. B. fiir Krifte, die zu-
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einander parallel oder beliebig im Raume verteilt sind, sind fiir die Ausfiithrung
einer derartigen ,Addition“ noch weitere Festsetzungen notwendig, insbesondere
muf} der Begriff des starren Kdérpers eingefiihrt werden, auf dem sich dann
die ,starre“ Mechanik aufbaut.

Zerlegung. Umgekehrt ergibt sich nach Abb. 4 und 5 un-
mittelbar, daB jeder Vektor K eindeutig in folgender Weise zerlegt
werden kann: a) in zwei Teilvektoren K, und K, nach beliebigen.
mit K in einer Ebene liegenden Richtungen (Abb.4), b) in drei

Teilvektoren Kl, K,, K, nach drei gegebenen, voneinander und von
K unabhéngigen Rlchtungen im Raume (Abb. 5). Diese Teilvektoren
heilen auch Komponenten des ge-
gebenen Vektors. Die Zerlegung ergibt
sich durch Zeichnung des Parallelo-
gramms bzw. Parallelepipeds nach den
gegebenen Richtungen.

Damit sind die Falle eindeutiger
Zerlegung eines Vektors in Vektoren,
die alle durch denselben Punkt gehen,

erschopft. Wird Zerlegung nach mehr K,
als zwei bzw. drei Richtungen durch
einen Punkt verlangt, so kommen Un- Abb. 5.

bestimmtheiten ins Spiel, die durch be-
sondere Festsetzungen behoben werden miissen.

13. Projektionssatz. Unter der Projektion eines Vektors K auf
cine Achse z versteht man das auf x gemessene Stiick X zwischen
den FuBpunkten der Senkrechten, die vom Anfangs- und Endpunkt

von K auf x gefillt werden, also wenn J_ (K, x) = «, so ist (Abb. 6}
X=ZKcose . ... . (6)

Fiir ¢ =0 ist X = K, fir ¢ =", X =0.

el

Werden also die Winkel von K gegen
die zueinander rechtwinkligen (xyz)-Achsen | ‘

bzw. mit («,f,y) bezeichnet, so sind die ;——7———-—’ x
Projektionen von K gegeben durch Abb. 6.
X=Kcose¢, Y=LKcosff, Z=RKcosy. . . . . (7)
und da cos®« - cos® -4~ cos®y = 1, so ist
E=VX*--Y*L2° . . . ... .. (8

Man beachte, dall nur im Falle rechtwinkliger Achsen die Pro-
jektionen auf diese Achsen mit den Komponenten nach ihnen zu-
sammenfallen.

Fiir die Projektion von A auf eine Gerade g, die durch ihre
Richtungskosinusse (1, u, ») gegen die Achsen (z, y, z) gegeben ist
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(Abb. 7), also fiir Kcosd, erhalten wir folgenden Ausdruck: Der
Winkel  der beiden Geraden g (4, u,») und K (e, B, y) ist nach einer
bekannten Formel der analytischen

Z y Geometrie gegeben durch

cos ) = cos ¢ cos L - cos 5 cos w

ccosyecosy . . . . (9)
woraus durch Multiplikation mit A und
Beniitzung der Gl (10) der folgiande

Ausdruck fir die Projektion von K auf
g flieBt:

Kcos# = Xcosi - Ycosu
. Zcosy . . . .(10)

Abb. 7.

Durch Verwendung des Projektionsbegriffes kann das Gesetz
der Addition von Vektoren in eine Form gebracht werden, die sich
fiir die rechnerischen Anwendungen oftmals niitzlicher erweist als
die (im iibrigen damit gleichwertige) vektorielle. Aus Abb. 4 ist
nédmlich unmittelbar zu sehen, daB fiir jede beliebige Richtung «
die Gl (4) der folgenden Aussage gleichwertig ist:

X, X,—X
oder allgemein fiir n Vektoren K, K,,..., k. deren Projektionen
auf « mit X,, X,,..., X, bezeichnet werden:

n

X, X, L 0 X, =3X,= X . ...
=1

welche Gleichung den Inhalt des Projektionssatzes (fir die will-

kiirliche Achse x) ausmacht:

Die Projektion der Summe K von n Vektoren Kl, K],...,

I?n auf irgendeine Richtung x» im Raume ist gleich der
Summe der Projektionen X , X, ..., X der Einzelvektoren
auf diese Richtung.

Ein Vektor wird in der Ebene durch zwei, im Raume
durch drei Bestimmungsstiicke festgelegt, als welche man seine
Projektionen nach ebensoviel Achsen eines beliebigen Koordinaten-
systems ansehen kann. In Ubereinstimmung damit ist die Vektor-
gleichung (7) in der Ebene zwei, im Raume drei Gleichungen vom
Typus (11) fiir ebensoviele Achsenrichtungen gleichwertig. die dann
lauten:

7 7L n
SX, =X, YY,=Y, Nz—z|. ... 1
=1 =1 i=1

wenn in leichtverstindlicher Ausdrucksweise die Projektionen von
K, auf die Achsen (z,y, z) mit (X, Y,. Z) bezeichnet werden.
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Der Betrag der Summe K von nur zwei Vektoren K, und K, und
ihre Lage gegen K, und K, ergibt sich auch direkt durch die aus der
Trigonometrie als Kosinus- und Sinussatz bekannten und im folgen-
den oft benutzten Beziehungen (Abb. 4):

K*=K*®+ K?+2K,K,cosee . . . . . .(13)
K,:K,:K=sing,:sine, :sine . . . . . .(14)

ferner gibt der Projektionssatz unmittelbar
K =K, cose, - Kycose, . . . . . . .(15)

14, Multiplikation von Vektoren. Arbeits- und Momentenprodukt.
Wihrend die geometrische Addition zweier Vektoren nur auf eine
Weise ausfiihrbar ist, kennen wir zwei Arten von Produkten, die beide
fiir die Mechanik von Wichtigkeit sind: a) das skalare, innere oder
Arbeitsprodukt und b) das vektorielle, duBere oder Momenten-
produkt. Wir geben die Erklarungen wieder sogleich in der Form,
wie wir sie spiter fortgesetzt brauchen werden.

a) Das Arbeitsprodukt A zweier Vektoren fl (X,Y,Z,) und

K,(X,Y,Z,) ist gegeben durch das Produkt der Betrige der beiden
Vektoren in den Kosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels 9,
also durch K, K, cos®). Durch Heranziehung der oben beniitzen
Gl (12), in der wir

X Y Z
cosoczKi, cosﬂ:—Ki, cosy:}i,
cos = X2 cosp— 1t Cos Y == Zy
- Kg’ M - Kg’ - Ke
zu setzen haben, ergibt sich fir A:
A=K Kyeo89 =X, X, +Y,Y,+2Z2Z,| . . . (16)

Fiir dasinnere Produkt von K, und K, ist Bezeichnung K, - K, in Gebrauch
Dieses Produkt ist eine von den Vektoren allein abhingige skalare
GréBe, es kann auch als Produkt jedes Vektors mit der Projektion
des andern auf ihn erklirt werden. Fiir #=0ist A=0, d. h. die

beiden Vektoren 1?1,1?2 stehen aufeinander senkrecht, wenn
(K, LK,) XX, +Y,Y,+Z Z,=0 . .. ... ...Q17

b) Bisher haben wir stets angenommen, dafl die Vektoren
simtlich durch denselben Punkt hindurchgehen. Wenn dies jedoch
nicht der Fall ist, so brauchen wir ein Mittel, das uns gestattet,
einen beliebig gegebenen Vektor in bezug auf ein Achsensystem
festzulegen. Das einfachste derartige Hilfsmittel wird durch das
Momentenprodukt oder kurz Moment gegeben, das z. B. fiir eine
Kraft das MaB der Drehwirkung um einen Punkt darstellt.

Hierzu wollen wir zunéchst erkliren, was unter dem Moment
eines Vektors K in bezug auf eine Achse z zu verstehen ist,

Pdschl, Mechanik. 2
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(Abb. 8). Wir projizieren_E auf eine Ebene (0 xy), die zur z-Achse
senkrecht steht, erhalten K’ und fillen auf X’ von O das Lot, dessen

Lénge p sei; dann verstehen wir unter dem Momente von K um
die z-Achse den Ausdruck

M=K -p=2¢".. . . . . . . . . (18)

Abb. 8. Abb. 9.

wenn f’ die Fliche des schraffierten Dreiecks bedeutet. Sind wieder

(X Y Z) die Komponenten von K nach den Achsen f(;i:?(:cyz) der

Vektor mit den Koordinaten (xy2) des beliebigen Punktes 4 auf K,
so folgt durch Betrachtung der Umlegung der xy-Ebene (Abb. 9):

IM=Ff=3c+X)(y+¥) — Loy - LXY - yX=1(zY — yX).

Fiigen wir noch die Momente von K um die 2- und y-Achsen hinzu,
so erhalten wir die drei symmetrisch gebauten Ausdriicke:

[BmsZ %, W=ex—oZ W27 %] . (v

Es liegt nun auf der Hand, M , M, , M, als die Komponenten eines
Vektors M anzusehen, der nur von O, ¥ und K abhéngt, im iibrigen
jedoch vom Koordinatensystem unabhéngig ist. Seine Lage und Grofe
ist leicht anzugeben. Multipliziert man die Gl. (19) nacheinander mit
x, y, z und addiert, so kommt:

M, +yM, +2M, =0, dhMLr . . . . (20
und nach Multiplikation mit X, ¥, Z bzw. und Addition finden wir
XM, + Y M, +2ZM, =0, dh MLE .. . (21)

M steht also auf der Ebene senkrecht, die durch 0 und K
gelegt werden kann. Man bezeichnet It als das ,Moment von
K um den Punkt 0% oder als Momentenprodukt von 7 und K.

In der vektoriellen Bezeichnungsweise schreiben wir

M=rK, . . . o o v ... .22
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welche Gleichung als Zusammenfassung der drei Gl (19) zu be-
trachten und mit diesen gleichwertig ist.

Der Betrag von M ergibt sich durch Einsetzen der Ausdriicke
(19) zu o
M=VMm+ n,? + M, h
—V(a® - 2P (X° —}—Y“'—f—Z) (xX+yY+zZ)

und wenn ¢ den Winkel von 7 und K bezeichnet, dann ist nach
Gl (16) X -+ yY + 2Z = r Kcos 9, also

M=Vr*K® —r*K?cos®) = Krsind = Kgq, . . (23)
da rsin = ¢ der Abstand des Punktes O von K ist.

Es ergibt sich also folgende Bedeutung des Momentproduktes n
von 7 und K oder des Momentes von K um O: It steht auf der
durch 7 und K bestimmten Ebene senkrecht, sein Betrag ist gleich
dem Produkte aus K und dem von O auf K gefillten Lote ¢g. Die

Projektion von 9 auf’ irgendeine Achse durch O ist gleich dem
Momente von K um diese Achse.

Eine besondere Festsetzung ist nur noch beziiglich der Richtung
notwendig, in der auf der Normalen zur Ebene (0, K) das Auftragen

von 9t zu geschehen hat. Wir treffen hierzu die Verabredung, It
nach jener Seite dieser Normalen aufzutragen, von der aus gesehen
K im positiven Sinne dreht, d. h. in dem Sinne, der Ox auf dem

kiirzesten Wege in Oy iiberfiihrt, wenn diese Drehung von Oz aus
betrachtet wird.

M liegt also so zu 7 und K wie Oz zu Ox und Oy. Fir den
hier gewihlten Drehsinn, bei dem -— von Oz aus gesehen — y zur
Linken von x liegt, bezeichnen wir ein Moment dann als positiv,
wenn es im Gegensinn des Uhrzeigers, und als negativ, wenn es
in dessen Sinn dreht.

15. Momentensatz. Der Umstand, dall die Ausdriicke (19) fiir
die Komponenten des Momentes in den Kriftekomponenten (X,Y,Z)
linear sind, und daB sich nach dem Projektionssatze die Komponenten

der Summe K einer beliebigen Anzahl von Vektoren K, K ...,K

gleichfalls linear zusammensetzen, fiihrt auf einen elnfachen Zu1-l

sammenhang des Momentes von K um irgendeine Achse des Raumes
mit den Momenten der Einzelvektoren um dieselbe Achse, wenn
diese Einzelvektoren durch dieselben Punkte hindurchgehen. Mit der

bisher verwendeten Bezeichnung der Komponenten von K, (X, ¥, Z,)
usw. und von (M, ,, M,,, M) fir die Komponenten von I, usw.
folgt z. B. fiir das Moment von K, um die x-Achse

My, =Y, —yX,
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ebenso fiir das Moment von K,
M,, = ¥, —yX,
usw. fiir alle vorhandenen Vektoren. Da nach dem Projektionssatze (12)

EX =X, 3Y,=1Y, 3Z,= Z die Komponenten der Summe
= YK, nach den Achsen sind, so folgt durch Addition

My, + Mo teee=IM,, =2 (¥, + Y, +. ..) —y(X, + X, +..)
=Y —yX=M_. . . . . .. .. (249

dem Momente der Summe K um die - Achse.

Da die Lage der x-Achse in keiner Weise bevorzugt ist, so
folgt der folgende Ausdruck fiir den

Momentensatz: Das Moment der Summe K einer be-
liebigen Anzahl von Vektoren K, K,, ...,I?n, die durch den-
selben Punkt 4 gehen, um jede beliebige Achse des Raumes,
ist gleich der Summe der Momente der Einzelvektoren um
dieselbe Achse.

Werden also fiir einen beliebigen Punkt O des Raumes fiir die
durch einen Punkt P hlndurchgehenden n Vektoren Kv Ixﬁ, . ]x
die Momentenvektoren M,, M,,..., M, gezeichnet, so stellt deren
Sumime

f— R J—— [ —
MW=, + M, - ... + 2%....4%

d. h. die SchluBlinie des Polygons der Momentenvektoren ¢, ... M
das Moment des Vektors K (= ZK ;) um O dar.

n

Ein Sonderfall des Momentensatzes ist folgende Aussage: Wenn
insbesondere die gegebene Achse a den Summenvektor K schneidet

(das’ Moment von K um a also Null ist), so ist auch die Summe der
Momente der Teilvektoren um a gleich Null.

Der Momentensatz gilt auch noch, wie sich unmittelbar ergibt,
wenn der gemeinsame Punkt 4 im Unendlichen liegt, die Krifte also alle
zueinander parallel sind. Die Summe der gegebenen Vektoren
ist dann (i.a) wieder ein ihnen paralleler Vektor, und
das Moment dieses Vektors um jede Achse a des Raumes
ist gleich der Summe der Momente der Einzelvektoren
um a.

Weitere Entwicklungen iiber Vektoren folgen in jenen Ab-
schnitten, wo sie besondere Verwendung finden.



Erster Teil
Statik der starren Korper.

Dieser Teil behandelt die rechnerischen und zeichnerischen Me-
thoden fiir die Zusammensetzung und Zerlegung von Kréften und
das Gleichgewicht an starren Korpern, ferner die Theorie der Stiitzung
und der Reibung fester Korper, sowie einiges aus der Theorie der
Seil- und Stiitzlinien.

I. Kraftgruppe durch einen Punkt.

16. Mittelkraft und Gleichgewicht. Auflagerdruck. In der
technischen Mechanik und allen ihren Anwendungen hat es sich als
vorteilhaft erwiesen, die Krifte als wirklich existierende Dinge an-
zugehen und den Umstand zu verwerten, daB sie gerade jene Kenn-
zeichen besitzen, die wir oben als den Vektoren eigentiimlich erkannt
haben: GroBe, Richtung, Sinn. Nachdem die Zulissigkeit dieser Zu-
ordnung Kraft— Vektor und die Richtigkeit aller daraus ableitbaren
und fiir die Beurteilung des ,Kréftespiels* in unseren Bauwerken
und Maschinen wichtigen Folgerungen festgestellt ist, laufen alle
hierher gehorigen Entwicklungen auf die Anwendung der in 12 bis
15 gegebenen Gesetze hinaus. Die Summe einer beliebigen Anzahl
von Kriften einer Kriftegruppe durch einen Punkbt 4 oder die
Mittelkraft, ist durch die SchluBlinie des Streckenzuges gegeben,
der durch Aneinanderreihung der gegebenen Krifte in beliebiger
Folge entsteht, welchen Streckenzug man als Krafteck bezeichnet.
Hat diese Schlufllinie die Lénge 0, fdllt also der Endpunkt der
letzten mit dem Anfangspunkt der ersten Kraft zusammen, dann
sprechen wir von Gleichgewicht.

Fiir das Gleichgewicht zweier Krifte (wie wir in der Folge kurz
statt Gleichgewicht eines Korpers unter dem Einflusse zweier Krifte
sagen wollen) ist sonach notwendig und hinreichend, daB diese gleich
grol und entgegengesetzt sind. Drei Krifte im Gleichgewicht miissen,
aneinandergefiigt, ein geschlossenes Dreieck bilden usw. Die not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das Gleichgewicht einer
solchen rdumlichen Kraftgruppe K; (X;, Y;, Z), (i =1,2,..., n) durch
einen Punkt lauten daher:

i

n n n
X=YX,=0, Y=3Y,=0, Z=YZ—0. . (26)
=1 1
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und im besonderen fiir die ebene Kraftgruppe durch einen Punkt A4:

n
X=YX,=0, Y=23V,=0].....@7
i=1

Bei den Anwendungen liegt die Fragestellung nun immer so.
dafl gewisse Krifte als ,eingeprigt“ gegeben sind (z. B. Gewichte,
die Lasten unserer Bauwerke, Winddruck, Federkrifte usw.) dal
jedoch die Lage des gemeinsamen Punktes A aller Krifte nicht
vollig frei, sondern vielmehr in gewisser Weise unterstiitzt oder
gefiihrt ist, da sich die Korper stets auf andere stiitzen, wodurch
die Gesamtheit der moglichen Lagen fiir das Gleichgewicht gewisse
Einschrinkungen erleidet. Um den EinfluB dieser Unterstiitzungen,
bzw. Fihrungen auf die moglichen Gleichgewichtslagen, bzw. auf die
fiir eine bestimmte Gleichgewichtslage erforderlichen eingeprigten
Krifte zu beriicksichtigen, dient die auch fiir alles Folgende wich-
tige Bemerkung, da alle derartigen Einfliisse stets wieder
unter dem Bilde von Kraften in Rechnung angesetzt werden.
Fiir glatte Beriihrungsflichen, die wir zunichst betrachten wollen,
wird der EinfluB zweier Korper aufeinander lediglich als eine in der
Richtung der Normalen zur gemeinsamen Beriihrungsebene der
Korper liegende Kraft anzusehen sein, da doch in diese Ebene selbst,
wegen der vorausgesetzten Glitte, kein Teil dieser Kraft fallen
kann. Diege in der Richtung der Normalen liegende Kraft nennt
man den Auflagerdruck N, seine GroBe ist zunéchst unbekannt und
wird durch die Heranziehung der Gl (26) oder (27) fiir die unter
Hinzunahme von N zu den eingeprigten entstandene Kraftgruppe
erhalten.

Fiir die Ebene kdnnen dann nur die folgenden zwei Fille ein-
treten. a) Eine Bedingung, d. h. fiir die Lage von 4 ist eine
Kurve C vorgeschrieben. Da zur Angabe von A auf der Kurve eine
Koordinate etwa der Abstand von einem festen Punkt der Kurve
oder dgl. ausreicht, und in (27) zwei Gleichungen zur Verfiigung
stehen, erkennt man unmittelbar, daB durch diese Gleichungen sowohl
die Lage von 4 als auch die Gréfe des unbekannten Auflagerdrucks
bestimmt sind. Ist dagegen die Gleichgewichisstelle vorgeschrieben,
so liefert die Gl. (27) N und die zur Herstellung des Gleichgewichts
zu der gegebenen hinzuzufiigende Kraft.

Diese , Abzihlung“ der Unbekannten und der verfiigharen
Gleichungen gibt unmittelbar Aufschluf iiber die eindeutige Losbar-
keit jeder Aufgabe, und hat in jedem Falle, wo diese Ldsbarkeit
zweifelhaft ist, der eigentlichen Losung vorauszugehen. In der Statik
spricht man von statischer Bestimmtheit, wenn die Anzahl der
Unbekannten gleich der verfiigbaren Gleichgewichtshedingungen ist,
sonst von statischer Unbestimmtheit.

Beispiel 1. Schiefe Ebene mit dem Neigungswinkel «, auf ihr ein
kleiner Kérper vom Gewichte G, das wir als eine vertikal nach unten gerichtete
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Kraft ansehen koénnen. Die Gln. (27) geben fiir die Kraft K zur Herstellung
des Gleichgewichts uud fiir den Normaldruck N die Ausdriicke
K= Gvsine, N=Gcoser, .. ... . ... (28)

die man auch unmittelbar aus dem zugehérigen Kriftedreieck abliest (Abb. 10).

b) Zwei Bedingungen. Da durch zwei
Bedingungen, also durch zwei Kurven die
Lage eines Punktes in der Ebene schon
vollstéindig gegeben ist (und zwar durch ihren
Schnittpunkt bzw. ihre Schnittpunkte), so
bleiben nur die beiden Auflagerdriicke als
Unbekannte iibrig, zu deren Bestimmung die
zwei G1.(27) tatséichlich ausreichen. Derartige Abb. 10.
Probleme treten auch dann auf, wenn an den
Korper zwei gewichtslose Faden oder Stdbe angeheftet bzw. angelenkt
sind, deren andere Enden festliegen. Die Auflagerdriicke werden in
diesem Falle durch Krifte gegeben sein, die in der Richtung der
betreffenden Fidden (oder Stibe) anzunehmen sind; wir nennen sie
die Seilkrafte oder Stabkrifte und sprechen von einer Zugkraft,
wenn die eingeprigte Kraft das betreffende Seilstiick zu verléngern,
von einer Druckkraft, wenn sie es zu verkiirzen strebt.

Das zeichnerische Kennzeichen fiir den einen oder andern Fall
bekommen wir, wenn wir die unbekannten Seilkrifte durch Pfeile
darstellen, die wir immer vom Angriffspunkte weggerichtet
eintragen, und das zugehorige Kriftedreieck mit jenem Umlaufsinn
versehen, wie ihn die eingeprigte Kraft vorschreibt: stimmen dann
fir eine Seilkraft die beiden so zusammengehérigen Pfeile {iberein,
dann haben wir Zug, im anderen Falle Druck. Die drei méglichen

Abb. 11.

Fille, die dabei auftreten konnen, sind in Abb. 11 a), b), ¢) dar-
gestellt. S, in a), 8, in a) und c) sind Zugkrafte, S, in b), S, in
b) und ¢) Druckkrifte (Druckkrifte sind im Kraftdreieck gestrichelt
angegeben). Selbstverstindlich kann im ersten Falle der betreffende
Konstruktionsteil ein Seil oder ein Stab sein, wihrend im zweiten
ein steifer Stab erforderlich ist.

Krafte von der Art, wie die hier in Seilen oder Stiben durch #duBere,
eingeprigte Krifte hervorgerufenen ,inneren Krifte“ oder ,Spannungen“ sind
maBgebend fiir den inneren molekularen Zusammenhang der Korper. Daf fiir
vollkommen biegsame Seile oder in den Gelenken reibungslos aneinandergefiigte
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Stéibe die inneren Krifte in die Richtung der Stabachsen fallen, erkennt man,
wenn man die.Kraft ermittelt, die an einem abgeschnittenen Stiick zur Her-
stellung des Gleichgewichtes anzubrmgen ist und von den Voraussetzungen der
vollsténdigen Biegsamkeit usw. Gebrauch macht.

Werden diese Uberlegungen fiir mehrere Punkte durchgefiihrt,
die durch (gewichtslos) gedachte Seile oder Stibe miteinander ver-
bunden sind, dann werden die zugehorigen Kraftecke vorteilhaft
gleich so angeordnet, daB sie lings der Krifte in diesen Verbindungs-
stiicken aneinanderliegen, so daB jede solche Kraft im ,Kraftplan“
nur einmal vorkommt. Die weitere Anwendung dieses Vorganges
filbrt auf eine Figur, die unter der Bezeichnung Seileck bekannt
ist und fiir die weiteren Anwendungen besondere Wichtigkeit besitzt.

Beispiel 2. Zwei Gewichte K,
und K, sind durch zwei Fidden an
einem Punkt O aufgehingt und durch
eine leichte Stange 4B miteinander
verbunden, man findet die Gleich-
gewichtslage des Stabes und die Span-
nungen T, und 7, in den Fiaden und
T im Stab (Abb. 12).

Sei S der Punkt, der in der
Gleichgewichtslage unter O liegt, dann
folgt aus der Ahnlichkeit der Kraft-
dreiecke (rechts) mit den im ,Lage-
plan“ (links) auftretenden Dreiecken

B _ 1 L
Abb. 12. roe’” T
also K a,=K,a,,

welche Gleichung die Gleichgewichtslage des Stabes bestimmt. Aus den ersten
zwei Gln. folgt auch
a a K K, a +a,
T=K 1=K -2= Rl
ol K, ! K+K I
und dhnlich T, und 7.

17. Seileck. Durch die im
vorigen Abschnitte erhaltenen
Ergebnisse konnen die Spannun-
gen, die in jedem Stiicke eines
unter gewissen eingeprigten
Kriften im Gleichgewichte be-
findlichen Seiles auftreten, wenn
dessen Gestalt bekannt ist, durch
Zeichnung von Kraftdreiecken er-
mittelt werden. Das Seil wird
nach Anbringung der Krifte so
behandelt, als ob es starr wire
(Erstarrungsprinzip).

Fiir jeden Kraftangriffspunkt
P, (i=1;2,...) muB sich das
aus den drei an ihn angreifen-
den Kriften gebildete Dreieck
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schliefen (Abb. 13); diese Krafte sind die eingeprigte K, und die Seil-
krifte in den Stiicken, die P, mit den Nachbarpunkten verbinden.
Da die Seilkrifte, die durch ein Seilstiick auf die beiden Punkte
ubertragen werden, die es verbindet, gleich groB und entgegengesetzt
sein miissen, wird man die Kraftdreiecke fiir alle Punkte P; so zu-
sammenlegen (wie auch schon in 16 geschehen), daf im Kraftplan

jede Seilkraft nur einmal vorkommt. Bezeichnen wir 7, die

Kraft auf P; in Richtung 1?132 usw., dann ist der GroBe nach
T, =1, TI,,="1T, usw.

23

Das in 16 angegebene Kenunzeichen liefert in Abb. 13 Zug fir
alle Teile des Seiles. Wiirde in der gezeichneten Lage z. B. K,
in umgekehrter Richtung wirken, dann miiten die Seilkrifte T,,, T},
Druck ergeben, wahrend T,; ein Zug bleiben miiite, das Glelchgewmht

in der gezeichneten Form der Seillinie wére daher unmdoglich. Werden

jedoch alle Krifte K,... K, in jhrer Richtung umgekehrt, dann
haben wir in allen Stiicken Druck und Gleichgewicht kann wieder
stattfinden; man spricht in diesem letzteren Falle von einer Druck-
linie oder Stitzlinie.

Sind die Endstiicke frei, so miissen in ihnen die Krifte T,
bzw. T,, wirken, damit das ganze betrachtete Seil im Gleichgewicht
sein kann; sind sie an zwei Punkten F, F, befestigt, dann sind die
Auflagerdriicke in diesen Punkten durch dieselben Krifte gegeben.

Fiir ein geschlossenes Seileck fithrt die Anwendung dieser
Sitze auf gewisse (notwendige und hinreichende) Bedingungen, die
die eingeprigten Krifte und dxe Gestalt des Seiles im Falle des
Gleichgewichtes zu er-
fillen haben, und die
aus der Betrachtung der
Abb. 14, die ein ge-
schlossenes Seilviereck
darstellt, unmittelbar
abzulesen sind:

a) Das Krafteck
der eingeprigten Krifte
muf} sich schliefen.

b) Es muB ein
Punkt P existieren, so
daB jede Seite des Seil-
ecks P; Piy; zur Ver-
bindungslinie von P mit
dem Punkte @, parallel
ist, in dem K, und K4, Abb. 14
aneinanderstoBen.

A

Dadurch haben wir ein Verfahren gewonnen, dessen Wirksam-
keit weit iiber das Gebiet der Gleichgewichtsfiguren von Seilen
hinausreicht, und das das wesentliche Hilfsmittel fiir die graphische
(geometrische) Theorie der ebenen Kriftegruppen darstellt (s.21 bis 26).
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Eine dhnliche Darstellung von Vektoren (durch Ansetzen an einen Punkt
P) werden wir spiter bei den Geschwindigkeits- und Beschleunigungs-
plénen wiederfinden.

Bei den Anwendungen sind die Krifte K, in den meisten Fallen
Gewichte, also parallel zueinander und im Kraftplan daher -in einer
Geraden zusammenfallend. Mittels des Projektionssatzes fiir die Senk-
rechte zu dieser Geraden folgt sofort:

Wenn die auf ein (unausdehnbares und vollkommen bieg-
sames) Seil wirkenden Krafte parallel sind, so sind die Pro-
jektionen der Seilkrdfte auf die zu diesen Kridften senk-
rechte Richtung konstant. Uberdies ist in diesem Falle
die Gleichgewichtslinie des Seiles eine ebene Kurve.

Die beiden fiir die Praxis wichtigsten Fille, die hierbei auf-
treten konnen, sind durch die beiden folgenden Beispiele gekenn-
zeichnet.

19. Parabolische Kettenlinie. Das Seil einer gleich-
formigen Héngebriicke sei in gleichen wagerechten Zwischen-
rdumen a (m) mit gleichen Gewichten @ (kg) belastet; man ermittle
die Gleichgewichtsform. Das Mittelstiick P, P, sei wagerecht an-
genommen, die x-Achse damit zusammenfallend, dann sind nach

den Bezeichnungen der Abb. 15 die Koordinaten der einzelnen Last-

punkte
= 2 y = 2 ,F = ‘12 s
Pl{xlﬁg/ , Pg{ac__ - a/t t=3a
Y, =0, Yo == al@u, .
Xy = b a2
P, { s . 5af usw.
Yy =a(tge, - tga,)

und demgemiB fiir den n-ten Punkt

P Ixn=(2n‘~ 1)@/2,
"y, =a(tge, —-tge, + .. .tgop_,).
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Aus dem zugehorigen Krifteplan folgt, wenn H,T,...T, die Span-
nungen in den einzelnen Seilstiicken sind:

e =g, e =20, . tge =" U
daher die Koordinaten des n-ten Punktes [dal 24+ n—1
~ mla= 1T,
2 i
, Ix =(2n—1)a/2 l |
M= @ b2 b fa——ad O B9

durch Elimination von = folgt daraus:

G x,+af2 z,—a2 G x7°—(af2 \
DSCeE T e e " 2a B0

Die Punkte P, liegen sonach auf einer Parabel (in Abb. 15 punktiert).

Die Konstante H wird dadurch bestimmt, daB die Lage irgend-
eines Puunktes P des Parabelastes vorschrieben wird, z. B. fiir P, selbst:
x,=10b,y, =h, dann ist

' — (a/2)* «
H—g." Tl T ¢:2 3

Die Seilkraft im «-ten Stiick folgt unmittelbar aus dem Kraftplan

T =VHEH+ 2@ . . . . ... .. (32

LiBt man die Lastpunkte P, immer niéher auseinanderriicken,
also a fortgesetzt abnehmen, und verkleinert hierbei auch den Wert
von @, so daB jedoch @/a == pkg/m, d.i. die Belastung auf 1 m Horizontal-
projektion, endlich bleibt, so folgt fir lima— 0 aus (30), wenn
wir die Zeiger weglassen, fiir die Seilkurve die Parabelgleichung in
der gewdhnlichen Form

. b? ,
y:-—gwc‘“' wobei H—&~.. Ce .. (33

2H" ' 2h
Diese Parabel ist in Abb. 15 voll ausgezogen.

Aus (29) folgt auch
Ga
?/n+142?/n+?»’n-1:7_f’ - £ Y

wo links nach Division mit a® der ,zweite Differenzenquotient® steht;
fir lim a— 0 und G/a = p folgt daraus die Differentialgleichung der
Parabel (33)

s ==y = f[ F (35)
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und die Seilkraft an irgendeiner Stelle x der parabolischen Ketten-
linie [entweder aus dem Kraftplan oder durch den Grenziibergang
lima— 0 aus Gl (3 )]

T s b o
T=VH® L px ‘/p +pPa = Poypt o an¥al.

20. Bei der gemeinen Kettenlinie wird das Seil in gleichen
Abstinden ¢ lings seiner eigenen Linge mit gleichen Gewichten G
belastet. Ganz ebenso wie im vorigen Beispiel erhdlt man die Gleich-
gewichtsform des Seiles durch Zeichnung der aufeinanderfolgenden
Kraftedreicke im Kraftplan, wobei aber jetzt lings der einzelnen
Seilstiicke die Linge ¢ aufzutragen ist, um jeweils zum néchsten
Lastpunkt zu kommen. Dabei ist die Spannung im tiefsten Seil-
stiicke H zuniichst wieder unbekannt, zu ihrer Festlegung ist eine
weitere Bedingung (Festlegung des Endpunktes oder dgl.) erforderlich.

Wollte man zur Aufsuchung der Gleichung der Seilkurve
wie zuvor vorgehen, so kime man zu unbequemen Summationen,
die man vermeidet, wenn man sogleich eine lings der ganzen Seil-
linge gleiehférmig verteilte Last voraussetzt, wie sie dem ho-
mogenen schweren Seil zukommt. ¢ kg/m sei der auf den laufen-
den' Meter des Seils entfallende Betrag. Die Gesamtbelastung auf
dem Stiicke s = P, P bis zum Punkte P, in dem die Spannung T

Abb. 16,

heilen moge, ist daher gs und aus dem in Abb. 16 gezeichneten
Kriftedreieck lesen wir unmittelbar ab

Tecosp =H, Tsinp=gqs. (36)
Da die BSeilspannung 7 die Richtung der Tangente zur Seil-

kurve hat, so erhalten wir durch Division unmittelbar die Differential-
gleichung der Seilkurve

l S
8% 2 L 3)
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wenn H[g = a gesetzt wird. Durch diese Eigenschaft: die Ableitung
an jeder Stelle ist proportional der Bogenlidnge, ist die gemeine
Kettenlinie gekennzeichnet. Die Integration liefert

yzaﬁof%..........(%f)
Es ist namlich:

o 2 o &
=y =6Gin—, 14-y'%=Cof* -,
a a

s=JVi-Eytae =[eor dz = agin”,

wenn fiir x =0 auch s =0 verlangt wird, womit (33) identisch be-
friedigt ist. Die x- Achse liegt um die Strecke a unter Py(x =0, y =a..
Aus diesen Gleichungen flieBt auch die Beziehung s* 4+ a®* = ¢* und
da nach dem Kraftplan

@+ H*=T? also 4 a”>=(T/q?=4y*
ist, so folgt
T=qy, . . . . ... ... (39

d. h. die Spannung in jedem Punkte P ist durch das Gewicht eines
bis zur xz-Achse reichenden, frei herabhingenden Seilstiickes ge-
geben.

~ Die Spannung H im tiefsten Punkte ist, wie gesagt, wieder
durch die Angabe der Koordinaten eines Punktes Q(z ==, y = 1)
festgelegt, durch den die Kettenlinie hindurchgehen soll und folgt

durch Auflésung der Gl. (37) fir ihn: %= a Gof —g nach a.
Aus GL (37) folgt auch:

v gds 4
Y= Hcos(p........(40)
Die hier dargelegte Methode des Seilecks findet in der Statik
der ebenen Systeme besonders fruchtbare Verwendung (S. IL.).

Beispiel 3. Kreisbogen als Seillinie. Um das Gesetz zu bestimmen,
nach dem das Eigengewicht (bzw. die Masse) eines Seiles verteilt sein muB.
damit dessen Gleichgewichtsform ein Kreis ist, hat man in den Gln. (36) das
Gewicht ¢ fiir 1 m Seillinge lings des Seiles verdnderlich anzunehmen; wenn
man mit H wieder die Spannung im tiefsten Punkte des Seiles (fiir ¢ =0)
bezeichnet, so hat' man fiir den Kreis ds = rdp zu setzen, ¢ mit ¢ verinderlich
zu betrachten und erhilt:

8 T
Tcosep—=—H, TSiH(p:fgd-S:rfq(tp)dff.
o (]

Daraus folgt durch Division:
o

,
tgtp=qu(rp)d¢

o
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und durch Differentiation nach ¢:
1 : H 1
o —2q(p), dhogg)="
cos’¢p H 7 cos’q
Die Seilkraft an der Stelle ¢ ergibt sich zu 7' = H/cos ¢ und die Konstante &
ist wieder durch die Linge des Kreisbogens und durch die Lage der Aufhin-
gungspunkte bestimmt.

II. Ebene Kraftgruppen.

21. Summe einer ebenen Kraftgruppe. Fir die Mechanik aus-
gedehnter Korper, wie sie in der Technik zur Behandlung kommen,
erweist es sich als notwendig, iiber die bisherige Annahme ,punkt-
formiger“ Kraftgruppen hinauszugehen und allgemeinere Verteilungen
der Krifte zu betrachten. Um zuniichst fiir eine ,ebene Kraft-
gruppe®, d.i. eine solche, bei der die Krifte irgendwie in einer Ebene
verteilt sind, zu dem Begriff ihrer ,Summe® zu gelangen, ist eine
Festsetzung iiber die Beschaffenheit des Korpers notwendig, der als
ihr Triager dient. Die einfachste Annahme ist die des starren
Korpers; d. h. alle Teile sollen unverdnderliche Entfernung haben
und diese auch bei Einwirkung beliebig groBer Krifte unverdndert
behalten. Annidhernd sind solche Kérper durch die im gewohnlichen
Sinne festen Korper verwirklicht.

Diese Annahme fithrt sogleich zu zwei wichtigen Folgerungen:
1. Die Unwesentlichkeit des sog. Angriffspunktes einer Kraft, d. h. zwei

gleich grofle und gleich
gerichtete Krafte auf der-
selben Wirkungslinie sind
gleichwertig, und 2. je zwei
Krifte konnen nach dem
Parallelogrammsatz sum-
miert werden (12), mogen
sie sich nun im Endlichen
oder Unendlichen schnei-
den (d.h. parallel sein).
Schneiden sie sich im End-
lichen, so werden beide
Krifte an den gemeinsamen
Schnittpunkt (gleichgiiltig ob dieser dem Korper angehért oder nicht)

verschoben und wie zuvor summiert. Sind sie parallel, wie El und K,
in Abb. 17, so fiige man zwei beliebige gleich groBe und entgegen-
gesetzt gerichtete Krifte P, P in einer beliebigen Transversalen ¢
hinzu und bilde die Summen @, = K, -+ P, Q, = K, + P, dann ist

@+Q—K+K =K ud K +K=K ..(41)
wodurch die GroBe von K als algebraische Summe von K, und K,

gegeben ist. Die Ahnlichkeit der beiden in Abb. 17 gleichméBig
schraffierten Dreieckspaare liefert sogleich die Beziehung

K, a—d 3;1, oder K,p,=Kyp,. . . .. (42)
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was nichts anderes ist als der Momentansatz fiir irgendeinen Punkt
von K. Durch (41)und (42) sind GroBe und Ort der Summe K der
beiden parallelen Krifte K, und K, gegeben.

Wahrend also auch der Satz des Kraftdreiecks fiir parallele
Krifte versagt, bleiben der Projektions- und der Momentensatz unter
allen Umstéinden unveridndert in Geltung, worauf ihr groBler Wert
fiir die Statik ebener Kréftegruppen beruht.

21. Methode des Seilecks. Das eben beschriebene Verfahren
wiirde bei einer gréBeren Anzahl von Kriften uniibersichtlich werden,
und wird daher praktisch durch das folgende ersetzt, wobei die
schon in 17 gegebene Seileckfigur herangezogen wird. Das Ver-
fahren ist durch Abb. 18 gegeben. GréBe und Richtung der Summe K

Abb. 18.

einer Anzahl von Kriften ist, wie man unmittelbar durch Zeichnung
der aufeinanderfolgenden Kraftdreiecke erkennt, durch die SchluB-
linie des Kraftecks gegeben, das seitlich als eine besondere Figur
angelegt wird; es gibt also fiir n Krifte jedenfalls fiir die GréBe der
Summe:

— — — . t=n__
K=K +K-+..+K=3K . .... (43
=1

Zur Festlegung der Lage von K im ,Lageplan“ (links) ist die
Kenntnis eines Punktes der Wirkungslinie von K notwendig, der
sich in folgender Weise ergibt. Man wihle einen Punkt P als Pol

und zerlege jede Kraft Ifl,Kg, ... usw. in zwei Teilkrifte, die nach
den Verbindungslinien der Eckpunkte 0, 1, 2,... mit P wirken,

also z. B.
B,=Ty4+ Ty K= —T 4T, K= 1,1,

174 = — f3 -+ i;
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dann folgt zunéchst
K+K-+K+K=T-+T, . ... .. (44)
Soll jede Kraft f{; durch je zwei solche Teilkrifte — Ti—1i’ tat-

sichlich ersetzt werden, so miissen sich diese im Lageplan auf f(z.
schneiden und zu den bez. Kriften des Kraftplans parallel sein.

Man wahle daher auf K, einen beliebigen Punkt I und ziehe nach-
einander die Parallelen zu den Strahlen des Kraftecks, wodurch man

das ,Seileck® I, II, IIT, IV und im Schnitt von TO und i einen

Punkt der Summe K erhilt, da sich die anderen Teilkrifte paar-
weise tilgen. Man erkennt unmittelbar, daBl der in Abb. 18 stark
gezogene Linienzug die Gleichgewichtsfigur eines Seiles darstellt, das

in den Punkten I, II, III, IV durch die Krifte K, K,. K,, K, belastet
ist und dessen Endstrahlen in irgendwelchen Punkten 4 und B be-
festigt sind.

Dieses Verfahren bleibt auch fiir parallele Krifte unverdndert
in Geltung, nur fallt fiir solche das Krafteck 0,1.2.... in eine
einzige Gerade zusammen.

22, Kraftpaar und Moment. Die einzige Ausnahme, bei der das
Verfahren des Seilecks nicht zu einer bestimmten Summe fiithrt, tritt
ein, wenn zwei gleich groBle, entgegengerichtete Krifte in parallelen
Linien zusammenzusetzen sind, die ein sogenanntes ebenes Kraft-
paar bilden (Abb. 19). Das Krafteck fiir solche Krifte ist zwar

geschlossen, die ersten und
letzten Strahlen des Seilecks
fir irgendeinen Pol P sind
aber parallel zueinander.
Also wird das gegebene
Kraftpaar K, — K mit Hilfe
der Seileck - Konstruktion
durch zwei andere Krifte

Ty, —TO ersetzt, die wieder
ein ebenes Kraftpaar bilden,
das dem urspriinglichen
gleichwertig ist. Die Ahn-
Abb. 19. lichkeit der beiden schraf-

fierten Dreiecke in Abb. 19 liefert sofort die Gleichung
Ka=Tyb=Mm . . . . . . . . . (45

Das Produkt Ka wird als das Moment I des Kraftpaares
bezeichnet; bildet man die Summe der Momente der beiden Krifte
K, — K dieses Paares fiir irgendeinen Punkt der Ebene, so erhilt
man immer diesen Wert. Wir zihlen dieses Moment positiv, wenn
sein Drehsinn der positive ist (wie in Abb. 19), sonst negativ. Aus
der Gl. (45) konnen wir daher schliefen, dal wir aus dem gegebenen
Kriiftepaar (je nach der Wahl von 0) oc® weitere Kriftepaare be-



Ebene Kraftgruppen. 33

kommen werden, die alle mit den gegebenen gleichwertig sind, ‘wo-
fiir lediglich die Gleichheit der Momente (einschie8lich des Vorzeichens!)
maBgebend ist.

Hat man die Summe aus einer Kraft
K und einem Kraftpaar vom Momente M
zu bilden (Abb. 20), so geniigt es, M durch
zwei Krifte K, — K darzustellen, so daB
M= Ka, also a =M/K wird. Durch Ver-
drehung des Kraftpaares in die Lage nach
Abb. 20 ergibt sich mittelbar, da8 das
Hinzutreten des Kraftpaares eine Parallel-
verschiebung von K um den Abstand a = M /K Abb. 20.
mit sich bringt, und zwar — im Sinne von
K gesehen — nach rechts, wenn M positiv ist.

Ferner folgt daraus unmittelbar: Beliebig viele Kriaftepaare
in der Ebene geben wieder ein Kriftepaar, dessen Moment

der algebraischenSumme derMomente der gegebenenKrifte-
paare gleich ist.

23. Zeichnerische Bedingungen fiir Gleichgewicht. Wenn zu
den vier Kriften der Abb. 18 eine Kraft K’ hinzugefiigt wird, die

ihre Summe K aufhebt, so sind offenbar die fiinf Krifte K, ..., K,, K’
im Gleichgewichte. Aus dem Kraftplan ergibt sich, dafi die Krifte,
mit ihren Pfeilen aneinandergefiigt, ein geschlossenes Krafteck
bilden, wihrend das Seileck so beschaffen ist, da — fiir alle fiinf
Krifte — je zwei Seilstrahlen sich auf der zugehérigen Kraftlinie
schneiden, das Seileck also selbst ebenfalls eine geschlossene Figur
bildet (vgl. 17). Durch Erweiterung auf eine beliebige (endliche) Zahl
von Kraften ergibt sich unmittelbar die Aussage:

Eine ebene Kréiftegruppe ist im Gleichgewichte, wenn
sowohl das zugehérige Krafteck als auch das zugehdrige
Seileck fiir irgendeinen und daher fiir jeden beliebigen
Pol P geschlossene Figuren sind.

Das Schlielen des Kraftecks bedeutet das Nullwerden der Summe
der Krifte, das SchlieBen des Seilecks das Verschwinden der Momente;
fiir Gleichgewicht muBl beides erfiillt sein.

24. Mannigfaltigkeit der Seilecke fiir eine bestimmte Kraft-
gruppe. Ist das Krafteck fiir eine bestimmte Kraftgruppe mit einer
bestimmten Reihenfolge der Krifte festgelegt, so gibt es noch oo®
Seilecke, die dazu gezeichnet werden konnen und die, wie leicht
einzusehen, alle auf dieselbe Mittelkraft fiihren miissen. Denn es
kann einerseits der Pol P des Seilecks jede beliebige der co® Lagen
in der Ebene einnehmen, andrerseits (wenn der Pol festliegt) noch
ein beliebiger Seilstrahl des Seilecks auf\oco' Arten gewihlt werden.
Erst dann sind alle anderen Seilstrahlen bestimmt.

a) Seilecke fiir denselben Pol. Die eben erwihnte, in der
Wahl der ersten (oder irgendeiner anderen) Seileckseite liegende

Poschl, Mechanik. 3



34 Statik der starren Korper.

Wilkiir fiihrt zu oo verschiedenen Seilecken, deren entsprechende
Seiten paarweise parallel sind. Die Schnittpunkte der ersten und
letzten Seilstrahlen liegen fiir alle Seilecke auf der Wirkungslinie
der Summe der Kraftgruppe.

b) Fiir Seilecke, die fiir verschiedene Pole gezeichnet wer-
den konnen, gilt der folgende Satz: Entsprechende Seiten zweier
Seilecke, die zwei beliebigen Polen P, P’ des Krafteckes
(Abb. 21) zugehéren, schneiden sich in Punkten a.b.c usw,

die auf einer zu PP parallelen Geraden g liegen; diese
nennt man die zu PP gehérige Polare (oder Culmannsche
Gerade).

Die Richtigkeit dieses Satzes folgt durch Betrachtung der ,voll-
stindigen“ Vierecke in Abb. 21, die paarweise zueinander &hnlich
sind, wie z. B. das Viereck OK, P'P rechts zu II'ba links. In
beiden Vierecken sind 5 Seiten zueinander parallel, daher sind nach
einem bekannten Satze auch die sechsten Seiten parallel, also ab | PP,
in ahnlicher Weise folgt bc | PP, cd | PP usw. d. h. die Punkte
abed... liegen in einer zu PP parallelen Geraden g.

25. Seileck darch drei Punkte. Die Kenntnis dieses Satzes
ermoglicht es, ein Seileck durch drei gegebene, nicht in einer Ge-
raden liegende Punkte A, B, C zu legen, eine Aufgabe, die in den
Anwendungen (Dreigelenk) auftritt. Zur eindeutigen Kennzeichnung
dieser Aufgabe ist dabei notig, die Zuordnung der Seilstrahlen zu
den Punkten A, B,(C festzulegen, d. h. festzusetzen, es soll etwa der
erste Strahl des gesuchten Seileckes durch 4, der dritte durch B,
der letzte durch C gehen.

Die Lésung der Aufgabe geschieht nach Zeichnung des Kraft-
eckes durch zweimalige Anwendung des eben bewiesenen Satzes nach
folgendem Schema, das fiir eine beliebige Anzahl von Kriften ent-
sprechend zu ergénzen ist (Abb. 22).
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1. Es wird P beliebig gewdhlt und das zugehérige Seileck
I, 11, IIT gezeichnet, dessen erster Strahl durch A geht.

2. Durch A wird die ,Polare“ g, beliebig angenommen, am
einfachsten mit 4 I zusammenfallend, ferner das Seileck I 1I' III’

Abb. 22.

so gezeichnet, dafl I I’ durch B geht. Die zugehorige Polverschie-
bung ist PP | g,.

3. Durch 4 und B wird eine zweite Polare g, gelegt und ein
drittes Seileck so gezeichnet, dafl dessen letzter Seilstrahl durch C
und den Schnittpunkt 8
desentsprechenden Strah- ue
les des zweiten Seileckes
mit g, geht, die zugeho-
rige Polverschiebung ist
P'P"|g,. Das Seileck
I’ 11", 17 ist das ge-
suchte und P” der zuge-
hérige Pol.

Andere Losung:
Sind zundchst nur zwei
Krifte K,, K, vorge-
geben, so zeichnen wir
ihre Summe K und es
lauft die Aufgabe, das
Seileck durch die drei Abb. 28,

3*
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Punkte 4, B, C zu legen, auf die folgende eclementargeometrische

Frage hinaus (Abb. 23): Gegeben drei Gerade K,, K,, K,. die sich
in einem Punkte O schneiden, und drei Punkte A B C, es ist ein
Dreieck zu zeichnen, dessen Seiten bzw. durch A4, B, C hindurch-

gehen und sich paarweise auf den gegebenen Geraden I K K,
schneiden.

Die in Abb. 23 dargestellte Losung ergibt sich am einfachsten

durch die folgende riumliche Deutung: K, K, K, seien die 3 Achsen
eines Dreikants und 4 B C drei Punkte in den Ebenen dieses Drei-
kants in axonometrischer Projektion. Die Spuren der durch 4 BC
gelegten Ebene bilden das gesuchte Seileck. Man lege durch 4 und
B eine beliebige Ebene und zeichne ihre Spuren I—1II, II—III.
III—I. Die Spur JI—ITI schneidet 4 P in einem Punkt M, und
P M mit C verbunden gibt
/\ET den durch C gehenden
\ Strahl IT'—IIT" des ge-
suchten Seilecks.
In Abb. 24 ist diese
Konstruktion fiir die frii-
here Lage der Krifte

fl, IZ_, unter Anwendung
derselben Bezeichnungen
wie in Abb. 23 wiederholt.

Beuziiglich der Anwen-
dungen dieser Konstruk-
a tionen, die leicht fiir eine
K beliebige Anzahl von Krif-

A ten erweitert werden kon-

1= nen, ingb. fir das Drei-

Abb. 24. gelenk vgl. 31, Beisp. 10.

26. Fiir die rechnerische Ermittlang der Summe einer Gruppe

von n Kriften K, ... K, in der Ebene ist die Einfilhrung eines
Bezugssystems Oz y erforderlich. Seien XY, die Teilkrifte von K,
(1=1,2,...,n) nach diesen Achsen und z,y; die Koordinaten eines

beheblgen Punktes von K, dann ist
Y, —y, X, =M,

das Moment. von K, in bezug auf 0. Die GréBen X, Y, M, kénnen
unmittelbar als die ,Koordinaten des Kraftvektors Ei“ betrachtet
werden. Fugt man in O zwei Krifte ~Ki, I—{i hinzu, dann erhilt man
n Krifte K _K in O und » Momente 9%, ... M, um O; die Addition
der Krifte in O liefert > fi: K und die der Momente DM, =M.

Die vektorielle Addition der Krifte K, die friiher im Kraft-
plan geleistet wurde, ist gleichwertig mit der Addition der Teilkrifte
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nach x und y; es ist also M X, = X, Y, =Y. Die Gleichung der
Wirkungslinie der Summe der gegebenen Kriftegruppe lautet

Y —yX =9I,

sie liegt zur Kraftsumme K in O parallel, im Abstande /K von
ihr entfernt.

Wenn insbesondere K==0, M =0 ist, so ist K in O bereits
die Summe der gegebenen Krifte; dies tritt fiir alle Koordinaten-
systeme ein, deren Anfangspunkte O auf K liegen. — Ist K =0,
M= 0, so ist die gegebene Kriftegruppe einem Kriftepaare vom
Momente M gleichwertig.

Wenn endlich K =0 und I = 0, so haben wir Gleichgewicht
und haben den Satz:

Eine ebene Kriftegruppe ist im Gleichgewichte, wenn
die Summe der Kriafte nach zwei beliebigen Richtungen
und die Summe der Momente um irgendeinen Punkt O
der Ebene verschwinden:

n n

XY= YX,=0, Y=Y, =0,
=1 t=1 ) (46)
n 2

M= SM,= >@,Y,—y,X;) =0
=1 i=1

Wenn nidmlich die Bedingungen X =0, Y =0 fiir irgendein
Paar von Achsen in der Ebene erfiillt sind, so besteht die gleiche
Bedingung auch fiir jede andere Gerade der Ebene als Achse, wie
man durch Projektion auf diese Gerade leicht feststellt. Und wenn
M die Summe der Momente fiir den Punkt O ist, dann ist sie fiir
einen Punkt ¢/ mit den Koordinaten (a, b)

We=DM+-bX—aY . . . . .. . . (47)

wenn daher die Gl. (46) erfiillt sind, so ist auch 9 = 0 fir jedes
¢’ der Ebene.

Die drei Gl. (46) gestatten drei unbekannte GréBen zu bestim-
men. Sind bei einer vorgegebenen Aufgabe ebenso viele Unbekannte
vorhanden, so reichen die Gl (46) aus, und. wir bhaben ein ,statisch
bestimmtes® System vor uns. Ist die Zahl der Unbekannten groBer
als die Zahl der zur Verfiigung stehenden Gleichungen, so spricht
man von ,statisch unbestimmten® Systemen. Zu deren Behandlung
reicht die Statik der starren Korper nicht aus, es miissen die Hilfs-
mittel der Elastizititstheorie herangezogen werden. Die Unbekann-
ten selbst sind entweder, und zwar dann, wenn die Gleichgewichts-
stellung nicht bekannt ist, Lagenkoordinaten des Kérpers (Lingen,
Winkel u. dgl.) oder Auflagerdriicke, die der Art der Auflagerung
entsprechend einzufiilhren sind. Bei statisch bestimmten Systemen
konnen Auflagerdriicke nur bei Vorhandensein von eingeprigten
Kriften auftreten.
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27, Eindeutige Zerlegungsaufgaben. Die Zerlegung einer Kraft
K in Teilkrifte ist nur in den folgenden Fiéllen eindeutig bestimmt.

a) In zwei Teilkrifte, die sich auf K schneiden. Liegt der
Schnittpunkt im Endlichen, so ergeben sich die Teilkrdfte durch
Zeichnung des Kriftedreiecks nach Abb. 4. Wenn jedoch der Schnitt-
punkt ins Unendliche fillt, die zu suchenden Teilkrifte also zur
gogebenen Summe parallel sind, dann versagt diese einfache Zer-
legung und es miissen die Teilkrifte mit Hilfe des Seilecks durch
Umkehrung der in 21 gegebenen Konstruktion gefunden werden.
Hierzu nehme man in Abb. 25 02 = K und ziehe mit Hilfe eines
Poles P die Parallelen zu den Strahlen P, und P, durch einen auf
K willkiirlich gewiihlten Punkt ITI. Diese treffen die gegebenen

|
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Abb. 25. Abb. 26

Wirkungslinien in 7 und II, und die Parallele zu I-—II durch P

schneidet auf 02 die Teilkrifte 4 und B aus. Diese Methode ist
insbesondere dann von Nutzen, wenn die Summe einer Gruppe von
Parallelkriften K; in zwei parallele Teilkrifte 4 und B zu zer-
legen ist.

Ein anderer Weg, diese Zerlegung ohne Seileck zeichnerisch
durchzufiihren, ist in Abb. 26 dargestellt. Man trage K auf der
eigenen Wirkungslinie (in einem passend gewédhlten MaBstabe) auf
und ziehe durch die Endpunkte zwei beliebige Parallele. Jede Dia-
gonale in dem so entstehenden Parallelogramm schneidet auf K die
Teilkrifte 4 und B aus; die Verwertung der Ahnlichkeit der ent-
stehenden Dreiecke fithrt ndmlich unmittelbar auf den Momenten-
satz fiir einen auf 4 bzw. B gelegenen Momentenpunkst.

Mit Hilfe dieses Momentensatzes fiir einen Punkt auf B bzw. 4
ergeben sich nach den Bezeichnungen der Abb. 25 die Teilkrifte
aus der Forderung der Gleichwertigkeit (Aquivalenz) in der Form

B=FK-|, (A—~B=K) .. . (48)

b) In drei Teilkrafte nach drei Wirkungslinien, die nicht
durch einen (im Endlichen oder Unendlichen liegenden)! Punkt gehen.
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Sind g¢,, ¢., g, in Abb. 27 die gegebenen Geraden, nach denen
K zu zerlegen ist, und bezeichnet man die gesuchten Krifte in diesen
Linien mit 1?1, KJ, f{;, so hat man nur zu beachten, daf die Summe
E_zs—I—{2 ”1‘}?3 durch den Schnitt S von g, und g, hindurchgehen
mufl. Da aber f23+ El = K sein soll, hat man K nach g, und
der Verbindungslinie ¢ von I (Schaoitt von K und ¢,) und| S zu

zerlegen. um zunichst K, und X’es und durch weitere Zerlegung lings
g, und g, auch K, und K, selbst zu erhalten.

“ %]
Abb. 27.

Jede Zerlegung in mehr als drei Teilkrifte ist unbestimmt und
erfordert jeweils weitere Festsetzungen.
Beispiel 3. Man zeige, daB die Zerlegung b) auf dreifache Weise aus-

filhrbar ist und daB sich dabei immer dieselben Werte fiir K,, K, und K,
ergeben.

28. Auflagerdriicke. Formen der Auflager. Fir die in der
Technik vorkommenden Probleme, die stets gestiitzte bzw. ge-
fiihrte Korper betreffen, handelt es sich nicht nur um die Auf-
findung der Gleichgewichtslagen, sondern auBlerdem noch um die
Ermittlung der auftretenden Auflagerdriicke, die durch gegebene
eingepriigte Krifte (Lasten) hervorgerufen werden. In vielen Féllen
ist die Gleichgewichtslage von vornherein gegeben und es handelt
sich dann nur um die Bestimmung von Auflagerkriften. Fir jede
Auflagerstelle ist zur Kennzeichnung des in ihr entstehenden Druckes
im allgemeinen die Angabe von drei Grofen (X,Y, It) erforderlich,
in den fiir die Anwendung wichtigen Fiéllen erniedrigt sich diese
Anzahl auf eins bzw. zwei. In Abb. 28 1) bis 22) ist eine Uber-
sicht iiber die auftretenden Moglichkeiten gegeben.

I D durch eine GroBe gegeben. a) Bewegliche Auf-
lagerung. Die Abb. 28 1) bis 4) gelten fiir die Stiitzungen (Be-
riihrungen) glatter Kérper, die dadurch gekennzeichnet sind, daB
in der Richtung der gemeinsamen Beriihrungsebene keinerlei Krifte
auftreten koénnen: D ist also in allen diesen Fillen senkrecht zur
gemeinsamen Beriihrungsebene anzusetzen. 5) und 6) geben solche
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Formen dieser Auflagerung, wie sie technischen Ausfiihrungen ent-
sprechen, und zwar nennt man 5) ein Gleitlager, 6) ein Rollen-
lager.
\ b) Pendelstiitze nach 7) und 8), technische Ausfiilhrung nach
9): D ist in der Richtung der Stiitze anzunehmen.
c¢) Gleithiilse (Ringlager) nach 10): D fillt in die Normale
zur Verschiebungsrichtung der Hiilse.

Iaz’ 2y % Ry

II. D durch zwei GréBen gegeben. d) Gelenk nach 11)
und 12), technische Ausfiilhrung nach 13). Der Gelenkdruck wird
durch zwei Teilkrifte, etwa nach der Wagrechten und Lotrechten
(X, Y), angegeben.

e) Die Doppelstiitze nach 14), die

f) Eckenstiitzung nach 15) und

g) die Stiitzung in einem Zapfen nach 16) verhalten sich
statisch wie Gelenke.

III. Feste Stiitzungen. Da die Zahl der Gleichgewichts-
bedingungen 3 betriigt, so bedeutet das Hinzutreten einer dritten
Auflagerbedingung bereits vollkommene Festlegung des Korpers.

h) Ein Gelenk und ein bewegliches Auflager nach 17).

i) Dreifache Pendelstiitzung nach 18) und 19) die Zer-
legung einer Kraft nach diesen drei Stiitzen ist moglich, wenn diese
drei Stiitzen nicht durch einen Punkt hindurchgehen. Ist diese Be-
dingung nicht erfiilll, so erhalten wir eine ,wackelige” (labile)
Stiitzung nach 20) und 21), die bei technischen Ausfiihrungen zu
vermeiden ist (vgl. 38).
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k) Die Einspannung nach 22) kann als Grenzfall von 17)
fir ineinanderriickende Stiitzpunkte angesehen werden und wird
statisch durch die drei Groflen X, Y, M, d. h. zwei Teilkrifte und
ein Moment gekennzeichnet.

Die Einfithrung jeder weiteren Auflagerbedingung bringt fiir den
einzelnen Korper bereits eine ,statische Unbestimmtheit“ mit sich,
und zwar spricht man von &auflerlicher statischer Unbestimmtheit,
wenn diese von iiberzéhligen Auflagerbedingungen herriihrt.

Sind die Auflagerdriicke mit einer der Art der einzelnen Auf-
lager entsprechenden Zahl von Unbekannten eingefiihrt, so folgt
deren Bestimmung durch die Forderung, daB diese Unbekannten
zusammen mit den eingeprigten Kriften (Lasten) eine Gleichgewichts-
gruppe bilden. Dabei kommen rechnerisch die Gleichgewichtsbedin-
gungen (46), zeichnerisch die in 28 gegebenen Verfahren in Frage.
Ist die Gleichgewichtsstellung unbekannt, so kommt i. a. firr die
Losung nur die Rechnung, bei bekannter Gleichgewichtsstellung kom-
men dagegen beide Methoden in Frage.

29. Beispiele. In Beispiel 2 ergibt der Momentensatz fir O un-
mittelbar die Bedienung K, a, = K, a, fiir das Gleichgewicht des Stabes.
Beispiel 4. Ein Stab A stiitze sich auf zwei unter «, 5 geneigte glatte
Ebenen (Abb. 29), man ermittle den Winkel ¢ fiir Gleichgewicht. Eingeprigt
ist hier nur das im Schwerpunkte S angreifende Gewicht G, ferner sei gegeben
48=a, SB=b. Die Driicke D,, D, stehen zu den Ebenen senkrecht, die
Gleichgewichtsstellung ist durch die Be-
dingung gekennzeichnet, daB G durch ihren O,
Schnittpunkt O hindurchgeht. Aus

0G - 28inlp—a) bsin(p+p)

sin « sin £
folgt unmittelbar & ‘ 0"
obg g = a_cgg»z‘;:;;igﬁ )
und aus dem Kraftdreieck m ) é
D, = Gsin g/sin (« 4 f), a
Abb. 29.

D, = G sin «/sin (¢ + f).

Beispiel 5. Freiaufliegender Triger mit K, ... K, belastet, wie
z. B. Abb. 32a fiir drei Krifte. Die Auflagerdriicke 4, B, die beide lotrecht
gerichtet sind, ergeben sich rechnerisch mit Hilfe des Momentensatzes fiir B
bzw. 4:

1
A=

==

I{; If,' 3 B= ’;— ZK; (l——“k,) S e e e e . (49)

zeichnerisch durch Ermittlung der Summe mit Hilfe des Seilecks und Zerlegung
nach 27. Beziiglich der Bedeutung des Seilecks als Momentenlinie s. 30.

Beispiel 6. Als Zweigelenk bezeichnet man einen in zwei Gelenken
A, B gestiitzten Korper (Abb. 30); es ist ein Beispiel eines einfach (HuBerlich)
statisch unbestimmten Korpers. Die drei Gleichgewichtshedingungen
XX, =X,+X,+-Keosau=0, Y=Y, +Y,+ Ksine=0
ISW=Ka+7Y,-1=0
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geben
Y,=—K-a]l, Y,=—Ksina+Kall

aber nur
X, +X,=—Kcos«;

sie reichen daher nicht aus, um alle vier
Teile der Gelenkdriicke zu bestimmen. Fiir
die in der Verbindungslinie 4B liegenden
Teile erhalten wir nur den Wert ihrer
Summe, aber nicht die einzelnen Summan-
den. Geometrisch kommt dies darauf hin-
Abb. 30. aus, daB die Zerlegung von K in zwei Teil-

krifte, die durch 4 und B laufen, unbe-
stimmt ist, daB aber alle die mdglichen Zerlegungen (je nach Wahl von O
auf K auf dieselben Werte von X, + X,, Y,, Y, filhren; solche GréBen nennt
man Invarianten in Bezug auf alle diese moglichen Zerlegungen.

Beispiel 7. Das Geriist des in Abb. 31 gezeichneten Velozipedkrans
ist um eine Siéule drehbar, an welche es sich in dem Zapfen B und dem ver-

Abb. 31.

tikalen Ringlager A stiitzt; der Kran ist mit der Nutzlast ¢ und dem Gegen-
gewicht G belastet. Die Siule ist auf einen Wagen aufgesetzt, der auf einer
Schiene lauft, wiahrend das Geriist oben mittels einer Rolle zwischen zwei
[ -Trigern gefiihrt wird.

Steht der Kran parallel den Schienen, Abb. 31a, dann sind die auf das
Geriist wirkenden Kriifte so zu bestimmen, da K=@Q + &, H in A und D in
B ein Dreieck bilden. Wird der Kran um 90° herausgeschwenkt (nach Abb. 31b),
dann hat man zuniochst die Krifte in den Schienen unten H’, V. und oben
H’ zu ermitteln, wobei

V=K=@Q+G, H' h=K-a, also H =Ka'h
und sodann die Kraft H’ in C in zwei parallele Teile nach 4 und B zu zer-

legen, so daB
H'hy = Hy (by —hs), H =H'+H,;

die Auflagerdriicke auf das Krangeriist sind dann H, in 4 und A, + V in B.
In der gesohwenkten Lage ist sonach das Krangeriist durch die Krifte @, G
und H’ in C belastet.
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30. Biegemoment und Querkraft. Die Bestimmung der Auf-
lagerdriicke fiihrt zunéchst zur Kenntnis jener Krifte, mit welchen
die belastete Tragkonstruktion auf die sie unterstiitzenden Korper
wirkt; sie ist aber auch notwendig, um die Inanspruchnahme des
» Irdgers® selbst in allen seinen Teilen zu untersuchen. Jede Trag-
konstruktion, die in der Technik Verwendung findet, sei es ein Dach-
stubl, eine Briicke, ein Kran, Fahrzeug, u.dgl.m. muB so durch-
gebildet werden, dafl der innere Zusammenhang der einzelnen Teile
bei allen auftretenden Belastungen gesichert ist, oder mit anderen
Worten, dafl an keiner Stelle der Tragkonstruktion die Festigkeit
des Materials iiberschritten wird. Zur Entscheidung dieser Frage ist
vor allem notwendig, die Krifte zu kennen, mit denen ein beliebiger
Querschnitt ,belastet wird. In welcher Art diese Belastung durch
die ,inneren Kréfte“ (Spannungen) des Materials aufgenommen wird.
konnen wir hier nicht erértern; wir miissen uns vielmehr auf die
Aufgabe der Statik beschréinken, die duBeren Krifte fir irgendeinen
Querschnitt anzugeben, und zwar behandeln wir hier auch diese Frage
nur fiir gerade stab-
formige Korper oder
einfache Triger.

Der Gedanke, der
zur Beantwortung dieser
Frage fiihrt, ist ganz
dhnlich dem zur Be-
stimmung der Auflager-
driicke  verwendeten.
Wir erhalten die auf
einen Querschnitt s,
(Abb. 32) wirkenden
Krifte, wenn wir uns
etwa den rechten Teil
abgetrennt denken und
die Summe der auf den
Querschnitt wirkenden
inneren Kréfte durch
die Festsetzung bestim-
men, daB diese zusam-
men mit den eingeprig-
ten Kréften eine Gleich- Abb. 32.
gewichtsgruppe bilden.

Fiir den lotrecht belasteten und wagrecht gelagerten Triger
nach Abb. 32a ist die in der Stabachse liegende ,Normalkraft“
Null, auf den Querschnitt wirkt nur eine Querkraft ¢, die gleich
ist der Summe der links vom Querschnitt liegenden Krifte, und ein
Biegemoment IR, das gleich dem Momente der links von s,
wirkenden Krifte um die Querschnittsmitte ist. Somit ergibt sich
fiir den durch die Einzelkrifte K, K,, K, belasteten Trager fiir den
Schnitt
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5, die Querkraft @ = A, und das Biegemoment I, — Ax,,
@ = 4 — K, und das Biegemoment
My = Az, — K, (z, — a,)

und fiir den Schnitt s, durch das ,n-te Feld“

Sy ” ”

n—1
Q=4 — SK, . ... (50)
i=1
n—1 ) n—--1
m?n=Axn_ZKi(xn - ai/):Qn'xn—}—SI{iai s (51)
i=1 =1

In der Baumechanik, wo diese Begriffe eine Rolle spielen, wird
dabei das Biegungsmoment dann als positiv bezeichnet, wenn es im
Sinne des Uhrzeigers wirkt, welcher Festsetzung wir auch in diesem
Abschnitt gefolgt sind.

Die Aufzeichnung von @, als Funktion von x, liefert die Quer-
kraftlinie, ,Q-Linie“, nach Abb. 32¢, die fiir den Fall von Einzel-
lasten eine unstetige, treppenartige Kurve ist, die an jeder Last-
stelle um den Betrag der betreffenden Kraft springt; man kann
daher fiir diesen Fall eigentlich nur von einer Querkraft ,knapp
links“ oder ,knapp rechts“ von der Last sprechen.

Die Verteilung des Momentes, die ,Momentenlinie“, M-
Linie“, ergibt sich in einfacher Weise aus dem Seileck, das zur
Ermittlung von 4, B gedient hat. Die Ahnlichkeit der schraffierten
Dreiecke in Abb. 32b liefert in der Tat unmittelbar, wenn die ,Pol-
distanz“ mit H bezeichnet wird (H hat die Dimensionen einer Kraft)

A:H=1n,:x, daher Az =M = H-y,.

Die Strecke #, ist daher fiir alle Punkte des Trigers ein Mal fiir
das Biegungsmoment. Fiir den Schnitt s, folgt ganz dhnlich

M, = Az, — K, (x, — a,) = H-1,,

wobei 7, als Differenz zweier Strecken erscheint, die einzeln das
Moment von 4 und K, angeben, usw.

Die Fliche zwischen den einzelnen Seilstrahlen und dem Schlu8-
strahle, die Momentenfliche (in Abb. 32b stark umréndert), gibt
mithin sofort die ganze Verteilung der Biegungsmomente an. Der
grofite Wert von % entspricht dem gro8ten auftretenden Bie-
gungsmomente, das also bei Einzellasten in der Regel unter
einer Last auftritt (es kann auch vorkommen, daB ein Strahl
des Seilecks zur SchluBllinie parallel lduft, dann ist in dem betref-
fenden Felde das Biegemoment konstant). Die Kenntnis dieses
groBten Wertes ist wichtig fiir die Bestimmung der Abmessungen
des Tragers, die Stelle, an der er auftritt, nennt man den Bruch-
querschnitt und das gréBte Moment das Bruchmoment.

Diese Begriffe iibertragen sich unmittelbar auf den Fall belie-
biger (stetiger oder unstetiger) Belastung ¢ = ¢(£) lings des Triigers,
etwa nach Abb. 33. Durch Zerteilung der ganzen Belastung und
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Vereinigung in den Mittelpunkten der einzelnen Teile kann man

sogleich den eben besprochenen Fall angendhert wieder herstellen

und erhélt dadurch angenihert Querkraft- und Momentenlinie.
Die Querkraft an der Stelle x ist

nach den obigen Erklirungen, wenn 4

wir die Integrationsvariable mit & A S
bezeichnen, .

Q,—A4— Uf a(&)ds .. (52) TFTEH -

und das Biegemoment an dieser Stelle Abb. 33,

E)thzAx—ofq(§)~(x~§)d5=Qx-x+_!q($)-§(lE. . (33)

Zwischen beiden besteht nun ein wichtiger Zusammenhang, der sich
durch Ableitung der Gl. (53) nach x ergibt. Es folgt ndmlich nach
der bekannten Regel fiir die Differentiation eines Integrals nach der
oberen Grenze und mit Riicksicht auf (52)

am . 4Q,
dxm:Qﬁ‘(di'-H—q(x)-w:Qx—Q(x)'w+ﬂ(x>'x»
daher
am, .
T =\l ... ... .. .06

d. h. die Ableitung des Momentes nach x ist gleich der
Querkraft an der betreffenden Stelle.

Da die Querkraft fir Einzellasten unter der Last unstetig ist.
folgt daraus in Ubereinstimmung mit dem frither Bemerkten, daf3
die Momentenlinie unter den Einzellasten zwar stetig ist, aber einen
Knick (plotzliche Anderung des Differentialquotienten) erfihrt, und
zwar ist die GroBe des Knickes ein Mal fiir den Sprung in der
Querkraft, d. h. fiir die betreffende Einzellast. Der grofite Wert von
M ergibt sich dort, wo @  durch Null geht, d.i. also fiir Einzel-
lasten z. B. in Abb. 32 jedenfalls unter einer Last.

Aus Gl (52) und (54) ergibt sich ferner durch nochmalige Dif-
ferentiation

aQ, M, AQ, B
%““‘47 _d—x“'r—?i;——_q N 1))
und umgekehrt
T
M, = — [[q@ deds+ Az --B, . . . . (56)
b0

wobei 4 und B Integrationskonstante sind, d.h. der Ubergang von
der gegebenen ,Belastungskurve® q(z) zur 9Mt-Linie mittels des Seil-
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ecks kommt auf die Ausfilhrung einer zweifachen Integration hinaus;
umgekehrt erhilt man die ¢- aus der 9k-Linie durch zweimalige
Differentiation. Die in 18 und 19 gegebenen sind besondere Fille
dieser Entwicklungen; da 9 = H#, so sind die Gl. (35) und (40)
Sonderfille von (55).

Von praktischer Wichtigkeit ist insbesondere der Fall ¢ = konst.,
d. h. der Fall gleichférmiger Belastung iiber ein Stiick oder
den ganzen Triger. Aus den Gl (52) und (54) folgt, daB unter
dieser gleichformigen Belastung die Querkraft geradlinig und
das Biegungsmoment in Form einer Parabel verliuft. Die
Ausfithrung eines besonderen Falles gibt das folgende

Die @-Linie ist hier stetig, da keine Einzellasten vorkommen, daher be-
rithrt auch hier die Linie des Biegungsmomentes, die unter der gleichformigen
Last ein Parabelstiick ist, und auBerhalb davon aus Stiicken von geraden Linien
besteht, die beiden Seilstrahlen, die zur Bestimmung von A und B gedient
haben.

Wenn lings des Trigers auBer Einzelkriften auch Biegemomente ein-
wirken wiirden, so wiirde auch die It-Linie entsprechende Unstetigkeiten auf-
weisen. Dieser Fall ist aber praktisch nicht von Wichtigkeit.

31. Mehrere Kirper. Dieselben Sitze, die wir im vorhergehen-
den fiir den einzelnen Korper gefunden haben, finden sinngemiBe
Anwendung, wenn es sich um das Gleichgewicht mehrerer, sich
gegeneinander stiitzender Koérper handelt. AuBler den eingeprigten
Kriften sind an allen Stiitzpunkten entsprechend der Art der Stiitzung
die Auflagerdriicke anzubringen, und zwar immer paarweise nach
dem Gegenwirkungssatze. Sind » Korper vorhanden, dann gibt es
3% Gleichgewichtsbedingungen, mittels welchen 3% unbekannte
GroBen (Lagenkoordinaten und Stiitzdriicke) bestimmt werden kénnen.
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Wenn die Lagen aller Kérper von vornherein bekannt sind, kann
zur Ermittlung der Driicke entweder die rechnerische oder auch
— was meist vorteilhafter ist — die zeichnerische Methode an-
gewendet werden, bei unbekannten Lagen fithrt in der Regel nur
die Rechnung zum Ziele.

Beispiel 8. Die Achse
einer Walze ist durch ein
Seil mit einem festen
Punkte O verbunden, auf
die Walze stiitzt sich ein
Brett OB vom Gewicht
G, Abb. 35.

Die Driicke D, und D,
und die Spannung T im
Seile ergeben sich unmittel-
bar durch Zeichnung der
Kriiftedreiecke fiir die bei-
den im Gleichgewicht be-
findlichen Kriftegruppen
(G, D, D) und (—D,,

2

Beispiel 9. Vier gleiche Stabe
von der Linge ! sind nach Abb. 35
in 4 und B gelenkig gelagert
(AB=2L) und in C, D, E mit
den Kriften K, K,, K symmetrisch
belastet. Man ermittle die Winkel «
und g fir Gleichgewicht.

Die Krifte in den Stdben sind Abb. 36.
als Unbekannte S, T einzufiihren,
dann liefern die Gleichgewichtsbedingungen fiir D und C.

D) 2Tsinp=-—K, also T'=—K,[2sing (Druck)
Scosa= Tcosp, . S=—K,cosf/2sinfcose (Druck)
Tsinp — Ssin ¢« = K.

Durch Einsetzen von 7 und S in die letzte Gleichung folgt als Gleichgewichts-
bedingung

tge 2K+ K,

tg 8 K,
Zur Berechnung der Winkel « und § selbst ist diese mit der geometrischen
Gleichung fiir die Spannweite L = l(cos &« + cos §) zu verbinden.

Beispiel 10. Das Dreigelenk besteht aus zwei Korpern 1, 2, die
miteinander durch ein Gelenk C verbunden sind, und von denen jeder aufler-
dem durch ein weiteres Gelenk A bzw. B fest gelagert ist. Die Summen der
Krifte, die auf die beiden Kréifte wirken, K, bzw. K, sind gegeben, man er-
mitt'e die Gelenkdriicke 4, B, C, Abb. 37a.

Den 2><3 =6 unbekannten Teilen der Gelenkdriicke entsprechen ebenso-
viele Gleichgewichtsbedingungen, die Aufgabe ist daher (im allgemeinen) statisch
bestimmt. Ihre Losung kann auf verschiedene Arten erhalten werden.

a) Zeichnerisch durch Bestimmung der Driicke, die jede Kraft K, bzw.
K, fiir sich allein hervorrufen wiirde. Wire z. B. K, allein da, so wiirden in den
Gelenken B und C nur Driicke in der Richtung BC auftreten konnen, wodurch
mittels des Schnittpunktes O, auch die Richtung des Teiles 4’ von 4 und die
GroBe von A’ und des entsprechenden Teiles ¢” von C bestimmt ist. Dasselbe
gilt fiir das alleinige Vorhandensein von K,, das die Teile B” und C” liefern
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wiirde. Die gesamten Gelenkdriicke 4, B, C sind durch die Summen der ent-
sprechenden Teile gegeben, 4 = A’ - ("', B= (" + B"” Abb. 37b.

Abb. 37.

b) Eine zweite Methode besteht in der Anwendung der in 25 angegebenen
Verfahren, das zu K, und K, gehorige Seileck zu zeichnen, welches durch die
drei Punkte 4, B, C bzw. hindurchgeht. Die Richtungen der Seilstrahlen und
die in ihnen wirkenden Krifte geben die gesuchten Gelenkdriicke.

¢) Rechnerisch werden die Gelenkdriicke durch Aufstellung der Gleich-
gewichtsbedingungen fiir die beiden Korper fiir ein System zueinander recht-
winkeliger Achsen gefunden.

Sind beide Korper des Dreigelenks be-
lastet, dann geht man so vor, daB man fiir
jede Kraft einzeln die in den Gelenken auf-
tretenden Krifte bestimmt; die gesamten
Gelenkkrifte ergeben sich dann wegen des
linearen Charakters der Gleichgewichts-
bedingungen durch Addition.

Wenn die Belastung nur aus Vertikal-
kréften besteht (wie in Abb. 38), dann
folgen fiir die links wirkende Last K zu-
“= > nachst die vertikalen Teile durch direkte

Abb, 38, Zerlegung

A=K(@—p)jl, B=Kp/l=V, .. ....... (57)

wiahrend der Momentensatz fiir C auf den rechten Korper angewendet un-
mittelbar die Beziehung liefert

Hih=Bb, also H=Kpb/lh. .. ...... (58)

Beispielll. Gerber-Triger. Ein auf drei Auflagen 4, B,C ruhender
,kontinuierlicher* Triger wire duBerlich statisch unbestimmt, da die Auflager-
krifte durch die Gleichgewichtsbedingungen allein bestimmbar sind. Wenn ein
solcher Triger jedoch (Abb. 39) durch ein Gelenk D in zwei Korper geteilt
wird, so kommt die Bedingung hinzu, daB in C kein Biegemoment auftreten
kann; der Momentensatz fiir den linken Triger um C gibt unmittelbar A=K, p/a,
wodutch dann auch B und C vollstindig bestimmt sind.

Zeichnerisch geschieht die Bestimmung der Auflagerdriicke in der Weise,
daB zundchst mit dem willkiirlich gewéhlten Pol P ein Seileck a I I1¢ gezeichnet,
sodann D auf diesen Linienzug nach d hinunterprojiziert und d mit a ver-
bunden, bis b unter B und von da bc gezogen wird. Die Parallelen durch P
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zu ab und be liefern auf K, und K, die Stiitzkrifte 4,B,C. Die Momenten-
fliche ist in Abb. 39 schraffiert und mit den Vorzeichen versehen, die jeweils
den Drehsinn der Momente angeben.

Abb. 39.

III. Ebene Fachwerke.

32. Bedingungen fiir die Starrheit eines Fachwerkes. Cre-
monaplan. Unter einem Fachwerk versteht man ein aus starren
n,Stiben* oder ,Gliedern“ bestehendes Gebilde, bei dem die Stibe
in den ,Knoten“ durch reibungslose Gelenke miteinander verbunden
sind. Wenn eine derartige Abbildung als Schema fiir ein technisch
verwendbares Bauwerk dienen soll, so muB es zuniichst in sich die
erforderliche Stabilitdt besitzen und fir die aufzubringenden Be-
lastungen eine entsprechend einfache Berechnung zulassen. Fiir die
vereinfachte Berechnungsweise, mit der wir uns hier beschiftigen,
erweist es sich als zweckméBig, die Lasten entweder von vornherein
in den Knotenpunkten anzunehmen oder sie jeweils nach statischen
Gesetzen auf die beiden der Laststelle zunichst liegenden Knoten
zu verteilen. Als Lasten kommen in Betracht: Nutzlast, Eigengewicht,
Schnee- und Winddruck. Jeder einzelne Knoten wird dann unter
dem Einflusse der auf ihn wirkenden ,Last® und der Stabkrifte
im Gleichgewicht gehalten, die in Richtung der in ihm zusammen-
treffenden Stdbe iibertragen werden. Die Ermittlung dieser Stab-
krifte ist fiir die ,Dimensionierung“ der Glieder notwendig, und ist
das Problem, das wir hier zu behandeln haben.

Das einfachste Fackwork, das moglich ist, erhalten wir. wenn
wir etwa eine der Abb. 11 durch Hinzunahme eines dritten Stabes

A B erginzen, und beliebige Krifte K, K,, K, in den drei Knoten-
punkten I, I, III wirken lassen (Abb. 40); diese Krafte sollen nur
der einen Bedingung geniigen, eine Gleichgewichtsgruppe zu bilden
(eine davon moge eine ,Last“ sein, dann sind die beiden andern
die nach den bekannten Regeln bestimmten Auflagerdriicke). Um
die Stabkrifte zu bestimmen, zeichnen wir fiir jeden Knoten I, I1, ITT

Péschl, Mechanik. 4
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das Kraftdreieck, das die in dem betreffenden Knoten zusammen-
treffenden Stabkrifte (2,3 in I; 3,1 in II; 1,2 in III) liefert. Die
drei Kraftdreiecke konnen sodann aneinander geschoben und zu
einem ,Cremonaschen Krifteplan® vereinigt werden, wie es in
Abb. 40b geschehen ist, der schon alle Kennzeichen aufweist, die

Abb. 40.

wir spiterhin fiir solche Kriftepline wiederfinden werden; wir heben
zunéchst davon hervor, dafl sich die beiden Figuren a und b durch
Parallelismus zusammengehériger Linien entsprechen und zwar derart.
daB je drei durch einen Punkt gehenden Linien links ein Dreieck
rechts entspricht und umgekehrt, ferner daBl jede Kraft im Krifte-
plan nur einmal vorkommt. Die linke Figur, welche die geome-
trische Gestalt des Fachwerks gibt, nennt man den Lageplan.

Auf Grund dieser Beziehung wird die Spannung in einem Stabe des Lagc-
plans durch die dazu parallele Strecke des Kraftplans gegeben. Diese Be-
ziehung ist aber nicht vollstindig umkehrbar, wie etwa aus dem unten folgenden
Beisp. 13 mit Abb. 44 zu nehmen ist, da den Endpunkten der Krifte K,, K, ...
in b) keine geschlossenen Polygone in a) entsprechen wiirden. Man kann die Figuren
jedoch zu solchen mit einer fiir alle Punkte und Linien geltenden ,Reziprozitat®
ausgestalten, wenn man in dem Kraftplan einen Pol P und ein zugehoriges
Seileck hinzunimmt; auf diese Weise erhilt man die sog. reziproken Kraft-
pline. — Es 1aBt sich ferner zeigen, daB eine notwendige Bedingung dafiir,
eine Figur von Punkten und diese verbindenden Geraden eine reziproke besitzt,
ist, daB die Figur die Orthogonalprojektion eines ebenen Vielflachs ist. Auf
die interessanten geometrischen Entwicklungen, die sich hier anschliefen, kénnen
wir nicht eingehen.

Die einfachste Bildungsweise eines Fachwerkes besteht darin,
von einem Dreieck I, IT, IIT auszugehen und das Fachwerk durch
Hinzunahme von je zwei weiteren Stében fiir jeden weiteren Knoten
naufzubauen“. Zur gegenseitigen Festlegung der Lagen dieser drei
Punkte I, IT, III sind drei Stibe erforderlich. Vier Knoten wiirden
dann finf Stdbe erfordern und allgemein wire die kleinste not-
wendige Stabzahl fiir » Knoten

Is=2n—3] N - 1))

Auf diese Beziehung wird man auch durch Abzéhlung der Koordi-
naten der einzelnen Punkte gefiihrt. Die Festlegung von n Punkten in
der Ebene wiirde 2 n ,Bedingungen® erfordern; soll das entstehende
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Gebilde aber nur in sich starr sein, so muB es die Freiheiten einer
starren Scheibe haben, das sind drei (zwei Verschiebungen nach zwei
Richtungen in der Ebene und eine Drehung um eine dazu senkrechte
Achse). Wenn daher zwischen den 2n Koordinaten der n Punkte
2u — 3 geeignete Bedingungen eingefiihrt werden, so besitzt das
Punktsystem die Beweglichkeit einer starren Scheibe. Gl (59) gibt
also auch nach dieser Abzihlung die Zahl der notwendigen Stidbe.

Das Gleichgewicht dieser » Punkte wiirde das Bestehen von 2 n
Bedingungen verlangen, da die eingepridgten Krifte aber fiir sich im
Gleichgewichte sind, was, da sie eine ebene Kriftegruppe darstellen,
drei Gleichungen verlangen wiirde, so bleiben 2# — 3 unabhingige
Gleichungen zur Bestimmung von ebensoviel Stabkriften iibrig. Da-
raus sieht man, daB jedenfalls zunidchst fiir Fachwerke von der an-
gegebenen einfachen Art die statische Bestimmtheit mit der kine-
matischen zusammenfillt. Solche Fachwerke bezeichnen wir als
einfache Fachwerke, sie sind also durch die Eigenschaft ge-
kennzeichnet, ,aus Dreiecken aufbaubar und abbaubar“ zu sein.
Fachwerke, die diese Eigenschaft nicht besitzen, nennt man zu-
sammengesetzt!).

Wenn s> -- 2n — 3, so hat man es mit einem innerlich statisch un-
bestimmten System zu tun. Ein einfaches Beispiel hierfiir ist in Abb. 41
dargestellt. Das Viereck mit beid en Diagonalen enthilt offenbar einen iiber-
zahligen ,Stab“ (s=6, n=4). Wir wiirden statische
Bestimmtheit erhalten, wenn wir irgendeinen Stab, A c
etwa A4, B weglassen; wenn die Linge dieses Stabes
(zwischen den Mittelpunkten der Gelenke) nicht ge- G
nau gleich der Entfernung dieser beiden Punkte wire, S
so miiBten durch ihn (auch bei fehlenden Lasten) in
allen Stiben Spannungen auftreten, entsprechen dem J B
Umstande, daBl der Stab entweder verkiirzt oder ver- Abb. 41.
lingert werden miite, um zwischen 4B Platz zu
finden. Ist er zu kurz, so wird er dic Punkte A B zusammenziehen und zwar
mit Kriften S, —8, die durch seine elastischen Eigenschaften bedingt sind;
die durch diese Krifte in allen Stiben hervorgerufenen Spannungen werden §
proportional sein. DaB ein solcher Stab auch die Spannungsverteilung im be-
lasteten Zustande beeinflussen mu8, liegt auf der Hand. Selbst wenn ein solches
iiberbestimmtes Fachwerk urspriinglich von inneren Spannungen frei wire,
wiirden durch ungleichméBige Erwirmung solche Spannungen entstehen. Auf
die weitere Behandlung solcher Systeme, die Hilfsmittel aus der Elastizitatslehre
verlangt, konnen wir hier nicht eingehen.

Ein Fachwerk, bei dem die Gl (59) erfiillt ist und das in sich
starr ist, wird durch drei Auflagerbedingungen mit einer festen Ebene
verkettet, so daB also zur villigen Festlegung der n Knoten tatsichlich
2y — 3 -~ 3 = 2n Bedingungen erforderlich sind. Es werden jedoch
manchmal auch Tragkonstruktionen verwendet, die fiir sich (ohne Auf-
lager) nicht starr sind und es ist klar, dal fiir jeden Stab, der dem

1) Die Bezeichnung in der Literatur ist nicht einheitlich. Im folgenden
werden die Dreiecksfachwerke als einfache, die Fachwerke mit Grundfigur als
zusammengesetzt bezeichnet. Eine Unterscheidnng dieser beiden Arten ist
niitzlich und kénnte auch durch die Bezeichnung erster und zweiter Art
geschehen. Ofter werden alle statisch bestimmten Fachwerke als einfache, die
statiech unbestimmten als zusammengesetzt bezeichnet u. dgl. mehr.

4%
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Fachwerk zur Starrheit in
sich fehlt, eine weitere Auf-
lagerbedingung  hinzukom-
men muB. Derartige Kon-
struktionen sind also nicht-
starre Fachwerke, die
erst durch die Auflagerung
starr werden.

Beispiel 12, Abb. 42, liefert
ein hierher gehoriges Beispiel.
Fiir die Tragkonstruktion allein

ist » =10, s== 15, jedoch sind 5 Auflagerbedingungen vorhanden, so daB wieder
1545 =20 = 2n, wodurch die zur Festlegung notwendige Zahl erreicht ist.

Abb. 42.

33. Einfache Fachwerke. Im vorhergehenden Abschnitte haben
wir erkannt, daBl die Gl (59) jedenfalls eine notwendige Bedingung
fiir statisch bestimmte Fachwerke darstellt. Fiir einfache Dreiecks-
fachwerke, bei denen alsovon jedem Knoten wenigstens zwei Stibe
ausgehen, ist diese Bedingung fiir die kinematische und statische
Bestimmtheit auch hinreichend.

N
-,
5 ~.

@ /
-

Abb. 43.

Zu jedem Knoten eines einfachen Fachwerkes denken wir uns
das zugehorige Krafteck gezeichnet; wegen der Bildungsweise des
Fachwerkes gibt es wenigstens einen Knoten (tatsichlich muf} es
wenigstens immer zwei solche geben), von dem nur zwei Stibe aus-
gehen wie etwa Iin Abb. 43. Durch die Aufbauordnung ist in der
Regel eine bestimmte Reihenfolge der Knoten gegeben, in der man
vorzugehen hat. In Abb. 43 ist diese I, II, III, IV... Jeder Knoten
wird nun durch einen Schnitt abgetrennt, isoliert und fiir jeden
einzelnen Knoten das Krafteck gezeichnet; dies ist. wie nochmals



Ebene Fachwerke. 53

hervorgehoben werden moge, bei Dreiecksfachwerken immer mdoglich,
da jeder Schnitt nur immer zwei neue unbekannte Stabkrifte hin-
zubringt. Die so erhaltenen Kraftecke sind in der Abb. 43 zu-
nichst einzeln gezeichnet, wobei dieselbe Vorzeichenregel fiir die
Spannungen zu beachten ist, die schon in 16 aufgetreten ist.
Urspriinglich werden die Pfeile fiir alle Stabkrifte von den Knoten
weggerichtet eingezeichnet; der durch die eingeprigte Kraft in dem
Krafteck des betreffenden Knotens festgelegte Umlaufungssinn ent-
scheidet sodann iiber den Sinn der betreffenden Stabspannung: Uber-
einstimmung der Pfeile bedeutet Zug, Nichtiibereinstimmung Druck.
Die Druckspannungen sind in der Abbildung durch gestrichelte
Linien gekennzeichnet.

Nun kommt der fiir die Anlage des Kraftplans entscheidende
Schritt. Die auf die oben beschriebene Weise erhaltenen Kraft-
dreiecke konnen so aneinandergeschoben werden, dafl die paarweise
auftretenden Spannungen iibereinander zu liegen kommen, so dafl
tatsdchlich jede Spannung nur einmal gezeichnet zu werden braucht.
Es laBt sich unmittelbar einsehen, dafl jedenfalls fiir jedes einfache
Fachwerk ein solcher ,Cremonaplan® gezeichnet werden kann.
Hierzu ist die Einhaltung gewisser Regeln notwendig, die hier so-
gleich im Zusammenhange mit einigen die praktische Ausfiihrung
betreffenden Bemerkungen angegeben werden sollen:

1. Die eingeprigten Krifte (Nutzlasten, Gewichte, Winddruck
usw.) sind zusammen mit den Auflagerdriicken so anzubringen, daB
sie eine Gleichgewichtsgruppe bilden.

(Jedes Fachwerk dient in der Technik als Tragkonstruktion, ist
daher in bestimmten Punkten aufzulagern, die Auflagerung geschieht
in einzelnen Knoten des Fackwerkes und fiir die Bestimmung der
in ihnen auftretenden Driicke wird unter Beachtung der in 28 gegebenen
Maoglichkeiten die ganze Fachwerkfigur als starre Scheibe betrachtet.
Weiterhin werden die Auflagerdriicke und Lasten vollkommen gleich-
férmig behandelt.)

2. Im Kraftplan sind die simtlichen #uBeren Krifte (also
Lasten und Auflagerdriicke!) in der Reihenfolge aneinanderzufiigen,
wie die Knoten, an denen die Kréfte angreifen, am Umfange der
Fachwerksfigur aufeinanderfolgen.

Diese Regel liaBt sich bei vielen der praktisch verwendeten
Fachwerke einhalten, denn diese bestehen aus einem Obergurt und
Diagonalen, die diese verbinden, In jenen Fillen, wo eine einge-
prigte Kraft an einem Gelenk im Innern der Fachwerksfigur angreift,
lassen sich die Spannungen auch zeichnerisch ermitteln, nur muf
dann auf die Forderung 5. verzichtet werden?).

3. Die Ermittlung der Stabkrifte hat an einem der (bei Drei-
ecksfachwerken stets vorhandenen) Knotenpunkte zu beginnen, von
denen nur zwei unbekannte Stabkréfte ausgehen und ist der Abbau-
ordnung entsprechend fortzusetzen.

) Dies folgt auch aus der allgemeinen Theorie der reziproken Figuren,
die hier nicht entwickelt werden kann.
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4. Die Spannung in einem Stabe, der zwei am Umfange auf-
einanderfolgende Knoten verbindet, ist im Kraftplan durch jenen
Punkt zu zeichnen, in dem diese beiden Krifte aneinanderstoflen.

5. Jede duBere Kraft und jene Stabkraft darf im Kraftplan
nur einmal vorkommen.

6. Die simtlichen Kréfte, die im Lageplan durch einen Punkt
gehen, bilden im Kraftplan ein geschlossenes Vieleck und

7. die Spannungen der Stébe, die im Fachwerk ein Dreieck
bilden, gehen im Kraftplan durch einen Punkt.

8. Die Reihenfolge, in der die Krafte in den Kraftecken auf-
einanderfolgen, entspricht dem Sinne beim Umlaufen um den be-
treffenden Knoten. Dabei ist die Wirkungslinie fiir jede an einem
Umfangsknoten angreifende Kraft von der Fachwerksfigur nach
auBen gerichtet anzunehmen.

9. Einer symmetrischen Fachwerksfigur und Belastung entspricht
ein symmetrischer Kraftplan, wobei die Symmetrieachsen um z/2
gegeneinander verdreht sind.

Fiir die Anwendung dieser Regeln mogen die beiden folgenden
einfachen Beispiele dienen (in den Kraftplinen sind, wie bisher, Zug-
krifte durch volle Linien, Druckkrifte gestrichelt angedeutet).

Beispiel 13. Der Briickentriger nach Abb. 44a ist in II, IV mit
K,, K, belastet und in I wagrecht beweglich gelagert. — Wir haben es mit
einem einfachen Fachwerk zu tun (s =9, n=6); nach Ermittlung der Auf-

lagerdriicke A, B entsteht durch Zeichnen der Kraftdreiecke fiir die Knoten
in der durch I, IT, ..., V gegebenen Reihenfolge der Kraftplan Abh. 44b.

o
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Abb. 44.

Beispiel 14. Das Krangeriist mit den Abmessungen nach Abb. 45a ist
bei A in fester Einspannung gelagert, rechts an einem Ausleger mit der (grofiten)
Nutzlast @ ==6+t, links mit dem Gegengewichte G =527t belastet. Die GroBe
des Gegengewichtes wird dabei etwa durch die Forderung bestimmt, dal
das groBte auftretende Biegemoment an der Einspannung der Kransiule fir
den belasteten und unbelasteten Kran gleich grof (und entgegengesetzt) aus-
{illt. Diese Forderung fihrt hier auf @-58 — G-3.3=G-33 und damit auf
den angegebenen Wert von G.

Die Bestimmung der Auflagerkrifte des belasteten Krans liefert 7~ 11,27 t.
M = 178,91 mt in den gezeichneten Richtungen.
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Da die Krifte (), G und das Moment 9% zunichst nicht an Knoten an-
greifen, miissen sie erst durch solche Krifte ersetzt werden, die d es tun: dies
geschieht, wie schon erwihnt, fiir jede von ihnen durch Aufteilung auf jene
beiden Knoten, die der betreffenden Kraft auf dem belasteten Stab zunichst
liegen. Dieser Vorgang liefert an Stelle von

@ die Krifte K, - 7,11t in I K,-=111tin IIL
G K, --657¢ , VII, K, =129t , VIII,
m » » I(:; =396t ” v, I(n; i ]{,1 ”» VI,

in den gezeichneten Richtungen.

” ”

(Inwieweit die von diesen ,Ersatzlasten“ hervorgerufenen Stabkrifte
mit den von den urspriinglichen erzeugten iibereinstimmen, muB durch eine
besondere Untersuchung entschieden werden; in erster Niherung darf jeden-
falls angenommen werden, dall (von der Biegung abgesehen) die Zug- und
Druckkrifte in den Stdben in beiden Fillen nicht merklich voneinander ab-
weichen werden.)

Fiir diese so gefundenen Krifte K,, K,, ..., Ky wird das Krafteck ge-
zeichnet und durch ,Auflésung“ der Knoten in der durch I, [T, ITI, ..., VII1
gegebenen Reihenfolge die Stabkrifte ermittelt.

Uber die Abinderung obiger Regeln fiir belastete Innen-

knoten s. 85.

34. Rittersche Schnittmethode. Zur rechnerischen Ermittlung
der Stabkrifte denken wir uns von einem Fachwerk irgendein zu-
sammenhingendes Stiick durch einen die Knoten vermeidenden
»Schnitt“ abgetrennt und an den Schnittstellen der getroffenen Stibe
die Stabspannurgen als Kréfte angebracht; dann erhilt man durch
Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen fiir die auf das abgetrennte
Fachwerkstiick einwirkende Kraftgruppe, welche aus den #uBeren
Kriften und den Stabkriften in den geschnittenen Stiben besteht.
fir jeden solchen Schnitt drei Gleichungen, aus denen ebenso viele
unbekannte Stabkrifte ermittelt werden konnen. Um eine bestimmte
Stabkraft zu finden, braucht man den Schnitt nur so zu fithren, daf3
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der betreffende Stab durch den Schnitt getroffen wird, und wenn
aufler diesem nur zwei weitere Stibe mitgeschnitten werden, so gibt
der Momentensatz fiir den Schnittpunkt dieser letzteren sofort eine
Gleichung, aus der die gesuchte Stabkraft folgt; fiir die Diagonale
zwischen parallelen Gurten ist an Stelle des Momentensatzes der
Projektionssatz fiir die zu den Gurten senkrechte Richtung zu ver-
wenden. Wihrend also bei der zeichnerischen Methode alle vorher-
gehenden Knoten gelost werden miissen, um zu einem bestimmten
Stabe zu gelangen, liefert die Rechnung (in der Regel) die Spannung
jedes Stabes durch eine einzige Gleichiung.

Dieses Verfahren werden wir auch fiir zusammengesetzte Fach-
werke anzuwenden haben, fiir welche der Dreieckabbau unmdoglich
ist, sowie auch fiir Fachwerke mit belasteten inneren Knoten-
punkten.

Beispiel 15. Fiir das Fachwerk Abb. 44 liefert der Schnitt s—s
A—~K, +8;co8cc=0, 8;--(4d—K})jcos¢,. . . . (Druck)
ferner der Momentensatz fiir den Punkt IV:
Aa,— K, (a,~a;)—S4-h =0, und daraus: S;=[4A a,— K, (a, —a,)|/h . (Zug)

usw.

35. Fachwerke mit belasteten Innenknoten. Die in 33 ge-
gebenen Regeln miissen teilweise abgedndert und erweitert werden,
wenn es sich um Fachwerke handelt, die belastete innere Knoten
enthalten, wie dies z. B. bei den Anwendungen im Kranbau vor-
kommt. Dieser Fall 148t sich jedoch auf den fritheren zuriickfiihren
durch Einfiithrung idealer Stiabe und idealer Gelenke. Von dem
belasteten Innenknoten wird in der Richtung der betreffenden
Knotenlast K ein idealer Stab i gezogen, der von dem XKnoten
bis zum Umfang der Fachwerksfigur reicht, und wird dort in einem
idealen Knoten an den Fachwerkstab angeschlossen, den er trifft;
an diesem idealen Knoten wird die Last in der urspriinglichen Gréfie

und Richtung als neue Kraft K’ (= K) angesetzt, wihrend die Innen-

kraft K entfernt wird. Diese Kraft K wird geradeso behandelt wie
die schon urspriinglich am Fachwerksumfang wirkenden, wogegen die
Belastung des inneren Knotens durch die Kraft in dem hinzugefiigten
idealen Stab ersetzt wird. Dadurch wird neuerdings eine bestimmte
Ordnung fiir die dufleren Kréfte geschaffen, die durch die Innenlast
zunéchst verloren schien. Die Spannung in dem Stabe, in dem das
ideale Gelenk eingesetzt wird, kommt dann im Kraftplan zweimal
(natiirlich von gleicher Grofle!) vor, ebenso der ideale Stab und die
zusitzliche Knotenlast. Die Ausfilhrung dieses Gedankens mége an
Hand der beiden folgenden Beispiele verfolgt werden.

Beispiel 16. Fachwerk nach Abb. 46 in den Innenknoten II, IIT mit
den Kriften K, K belastet, die Auflagerkrifte in I, IV sind A=B=K.
Die idealen Stabe II II’, 1II III’ fiihren zu den idealen Knoten II’ ITI’, an
denen die Lasten K’, K’ angebracht werden. Der Schnitt s—s fiihrt sofort
zur Kenntnis der Stabkrifte in 1, 4, 83’. Die Zeichnung des Kraftplanes mittels
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der Krifte K’, K’, B, A und der Knoten in der Reihenfolge I, IT, II] ge-
schieht nun ganz so wie friiher.

3’ 04
)
%/ |
o7 VKe=i /
// 3 /(

Abb. 46.

Beispiel 17. Das Krangeriist nach Abb. 47 ist im Knoten VII mit der
Last @ und in I dem Gegengewicht G belastet, ferner an dem innenliegenden
Zapfen B=IV und an dem die Kransiule umschlieBenden Ringlager A gestiitat.
Nach Bestimmung der Auflagerdriicke 4 und B wird B bis zum UmriB ver-
léngert, der ideale Stab ¢-— B B’ eingesetzt und in B’ die neue Kraft B’ (= B)
angebracht. Durch diesen idealen Stab i wird die Fachwerksfigur erginzt und
der Kraftplan fiir die Krifte G, B’, @, A genau nach den fritheren Regeln ge-
zeichnet. Die Knoten sind wieder in der Folge beziffert, in der sie zerlegt
werden. Die Stabkriifte 6 und B i kommen im Kraftplan je zweimal vor.

Abb. 47.

36. Zusammengesetzte Fachwerke. Wihrend bei Dreieckfach-
werken die Frage nach der Starrheit unmittelbar beantwortet werden
kann, verlangt deren FErledigung bei nicht einfachen Fachwerken
eine besondere Untersuchung. DaB auBler den Dreieckfachwerken
andere stabile Fachwerke iiberhaupt moglich sind, zeigt z. B. der in
Abb. 48 dargestellte Briickentréiger, fiir den n — 12, s = 21 und die
Gl. (59) mithin erfiilllt ist. Trotzdem ist der Dreiecksabbau nur bis
zu der stark ausgezogenen Figur fortsetzbar; diese 1iBt eine weitere
Auflésung auf dieselbe Art nicht zu, da von jedem ihrer Knoten
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drei Stibe ausgehen. Eine solche Figur, die von einem Fachwerke
iibrig bleibt, wenn man alle ihre ,zweistdbigen Knoten“ wegnimmt,
fir die also nach dem Dreiecksschema keine weitere Vereinfachung
mehr moglich ist, nennt man die Grundfigur des Fachwerks.
In dem Beispiel der Abb. 48 ist fiir diese Grundfigur n =9, s == 6;
sie enthilt also jedenfalls keine tiberzahligen Stébe.

Abb. 48.

Wenn eine solche Figur als Bestandteil einer Tragkonstruktion
in Betracht kommen soll, so mufl sie a) in sich starr (stabil) sein
und muB} b) die Ermittlung der Stabkrifte aus den Knotenlasten
zulassen. Beide Forderungen stehen in engstem Zusammenhange
miteinander, wie durch Heranziehung kinematischer Betrachtungen
gezeigt werden kann, worauf wir indessen hier nicht eingehen
koénnen.

Will man die Stabkrifte in der gezeichneten sechseckigen Grund-
figur berechnen, an deren Knoten wir irgendwelche Krifte angreifend
zu denken haben, so geht dies, wie man sogleich sieht, durch einen
Schnitt nicht, wohl aber durch zwei Schnitte, von denen jeder die-
selben zwei Stibe 7, & und auBerdem nur noch je zwei andere Stibe
trifft. Durch Bildung der Momente um die Schnittpunkte dieser
letzteren Paare erhdlt man zwei Gleichungen, aus denen die zwei
Stabkrafte in ¢ und % gerechnet werden konnen.

Beispiel 18. Die Grundfigur der Abb. 48a sei durch die drei Krifte
K, K, 2K belastet; fithrt man die beiden Schnitte s,—s, und s,—s, und
nimmt die Momente um O, bzw. O,, so erhilt man

5 =2K (Zug),
8, l1=8;-a, 8,=8-8,la--2Klja (Zug).

(Bei der vorausgesetzten Form sind iibrigens die beiden Schnitte unnétig, da
sich 8, = 2K fiir I unmittelbar ablesen 1at.) Damit kénnen auch alle anderen
Spannungen gerechnet oder gezeichnet werden; sie lassen sich zu dem in
Abb. 48b gegebenen Kraftplan zusammenschliefen, in dem allerdings die
Spannungen in den sich ubergreifenden Stiben zweimal vorkommen, wie
S,=8,, 8,=18,, S,=8,. Durch Zerlegung von S, ergibt sich S, und S; usw.,
womit der Kraftplan gegeben ist. Dem ,idealen Gelenk“ im Innern der
Grundfigur entspricht das Umfangssechseck des Kraftplans.

Beispiel 19. In dem Fachwerk nach Abb. 49 mit den drei parallelen
Stiaben 1, 2, 3 fiihrt ein vertikal gefiihrter Schnitt s—s zur Kenntnis der Stab-
kraft S, im Stab 4 und damit wird die Zeichnung des Kraftplans mdglich.
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Beispiel 20. Bei dem Fachwerk Abb. 50 gelingt es durch einen ring-
formigen Schnitt s einen Teil des Fachwerks herauszuschilen, der nur dreci
(nicht durch einen Punkt gehende) Stdbe trifft. Ist die Summe der auf den
herausgetrennten Teil wirkenden Krifte, etwa K, gegeben, dann ergeben
sich durch Zerlegung von K nach diesen drei Stiben die darin auftretenden
Stabkréfte.

3
Abb. 49. Abb. 50.
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Aufgaben von dieser Art konnen auch nach der ,Methode des unbestimmten
MaBstabes“ gelost werden. Man zeichnet fiir irgendeinen dreistdbigen Knoten,
etwa I in Abb. 50, das Krafteck in beliebiger GroBe und ergénzt den Kraft-
plan fiir die iibrigen Knoten, wodurch man die anderen Krifte durch bestimmte
Strecken dargestellt erhélt; damit wird der Mafistab fiir den ganzen Kraftplan
nachtréglich festgelegt.

Beispiel 20a. Der zusammengesetzte Polonceau-Dachstuhl besitzt eine
Grundfigur, die in Abb. 51 durch stirkere Linien hervorgehoben ist. Fiir den
aus abnehmbaren Dreiecken bestehenden Teil, d. i. fiir die Knoten 7, I, III.

Abb. 51.

148t sich der Kraftplan in gewohnlicher Weise zeichnen. Fiir die Grundfigur
wird mit Hilfe des Schnittes s—s etwa die Kraft im Stab 14 durch Rechnung
bestimmt, indem man die Momente um den Knoten VIIT nimmt; man findet
mit den in der Abbildung gegebenen Abmessungen und Lastwerten:
8.4-33=38,5-57—1-{43L29+14}, S8, =344t (Zug).

Wird diese Stabkraft maBstiblich in den Kraftplan eingetragen, dann kann der
Kraftplan in der durch die Zahlen IV ... VIII gegebenen Folge ohne weiteres
vervollstindigt werden.

37. Stabvertauschung. Eine andere Methode fiir die Berechnung
von Grundfiguren, die manchmal in einfacher Weise zum Ziele fiihrt.
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ist die Stabvertauschung. Wenn es gelingt, ein zusammengesetztes
Fachwerk mit der Stabzahl s = 2n — 3 dadurch auf ein einfaches
zuriickzufithren, dal man einen Stab p herausnimmt und dafiir
zwischen zwei anderen Knoten einen neuen Stab ¢ einsetzt, ohne die
sonstige Gestalt des Fachwerks zu verdndern, dann wende man
folgende Schritte an:

a) Nach vollzogener Vertauschung ermittle man die Stabspannung
in allen Stiben unter den gegebenen Lasten, sie seien:

S,/ =0 in p, S,/ in ¢, 8/ in den iibrigen Stdben u.

b) Auf das ,vertauschte“ Fachwerk lasse man an den End-
punkten von p in der Richtung von p zwei gleich groBe und ent-
gegengesetzte Zugkrifte 1 kg wirken, denke sich die fritheren Lasten
entfernt und berechne abermals die Spannungen; es mége sich
ergeben:

1 in p, Sq” ing, S/ in den ¢,

oder wenn man lings p statt 1 kg die Kraft 1 kg wirken 1aBit:
linp, 28"ing, 48/ in den i,

wobei also 8", S/ reine Zahlenfaktoren sind.

q 2

¢) Laft man nun beide Belastungen gleichzeitig wirken, so

addieren sich wegen der linearen Beschaffenheit der Gleichgewichts-
bedingungen die Stabkrifte in allen Stében, und diese werden:

A in p, Sq’ %f}uSq” in g, S/-448/ in den i.
d) Die Entfernung des hinzugefiigten Stabes g geschieht nun

dadurch, daB i so bestimmt wird, daB die Spannung in ihm ver-
schwindet, also:

S +48/ =0, oder i= -8/,
so daB die gesuchten Stabkrifte sind:
| S-’ S~”
—8/18) inp, O0ing, 5,18, in den ibrigen Stiben i,

‘ S’8” |
q e !
wodurch die Krifte in allen Stdben gefunden sind.

38. Wackelige Fachwerke. Eine Tragkonstruktion oder Stiitzung
bezeichnet man als wackelig, wenn sie in sich oder in ihrer Ver-
bindung mit den Auflagern unendlich kleine Bewegungen ohne Ande-
rung der Stablingen zulifit. Ein ein-
faches Beispiel fiir ein solches Fach-
werk ist ein Dreieck, dessen Seiten in
eine Gerade zusammenfallen, auch die
labilen Stiitzungen 20 und 21 in Abb.28
gehéren hierher. Dall eine solche in-
finitesimale Beweglichkeit (wie natiirlich
auch eine endliche) zu vermeiden ist,
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erhellt daraus, daB bei Belastung der beweglichen Knoten sehr groBe
(theoretisch unendlich grofie) Spannungen in den angrenzenden Stiaben
auftreten miissen; siehe z.B. die Abb.52, bei der die Belastung von € von
den Stdben 1, 2 nur dadurch aufgenommen werden kann, daB in diesen
sehr grofe Spannungen auftreten. In anderer Form kann man dieses
Vorkommnis auch dadurch ausdriicken, daB man beachtet, daB infi-
nitesimale Beweglichkeit auftritt, wenn die Lange eines Stabes einen
kleinsten oder groBten Wert annimmt, der unter den gegebenen
Umstéinden moglich ist (fir die gestreckte Lage von 1, 2 in Abb. 52
erhilt 3 einen grofiten Wert).

Fir das Vorhandensein infinitesimaler Beweglichkeit ist auch
ein analytisches Kriterium in Form des Verschwindens einer Deter-
minante angegeben worden, in der die Stablingen als Funktionen
der Koordinaten der Knoten vorkommen, was hier nur erwihnt
bleiben mége.

Wir konnen nunmehr die Entwicklungen dieses Kapitels in
folgende Aussage zusammenfassen:

Von dem Ausnahmsfalle der Wackeligkeit abgesehen,
sind Dreiecksfachwerke mit s=2n — 3 Stiben stabil und
statisch bestimmt. Fiir zusammengesetzte Fachwerke, bei
denen diese Bedingung ebenfalls erfiillt ist, verlangt die
Entscheidung der Frage der Starrheit und der statischen
Bestimmtheit eine besondere Untersuchung.

IV. Réaumliche Kraftgruppen.

89. Summe einer riiumlichen Kraftgruppe. Gleichgewicht. Fiir
die Zusammensetzung von Kriften, die im Raume beliebig verteilt
sind, ist, wie auch in der Ebene, die
Vorstellung des verbindenden starren
Korpers wesentlich. Die einfachste
Form, in der man die Summe einer
rdumlichen Kraftgruppe darstellen
kann, erhidlt man auf folgende Weise:
Die gegebenen Krifte seien durch
K, an 4, (Abb. 53) gekennzeichnet.
Man wihle irgendeinen Punkt O des
Raumes und ,verlege“ oder ,redu-
ziere“ alle K, nach O hin; dies ge-
schieht dadurch, daB in O zwei Kriifte
K,,— K, angesetzt werden, die fiir Abb. 53.
sich die Summe Null geben und daher
nicht storen, die jedoch mit dem gegebenen K, zu der Kraft K, in 0
und dem Kraftpaare vom Momente 3, = q, K zusammengefaﬁt v;erden
kénnen, wenn g, etwa den Normalabstand von O und K bedeutet. M;
wird nach den in 14 gegebenen Festsetzungen mit dem Pfeil nach j jener

i, 7
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Seite hin aufgetragen, daB fiir eine im Pfeil stehende Person das Kraft-
paar im positiven Sinn (d. i. im Gegensinn des Uhrzeigers) dreht.
Es ist unmittelbar klar, daB zwei gleiche Kraftpaare (K, — K,) in
parallelen Ebenen auf den starren Korper wirkend, als identisch
(d. h. gleichwertig) anzusehen sind; fiir das durch den Momenten-
vektor &)_J_?i gekennzeichnete Kraftpaar ist also weder die GroBe von K,
noch von a;, noch auch eine bestimmte Ebene wesentlich, sondern
nur der Wert des Produktes a,K,= 9, und die ,Stellung der
Ebene¥, d. i. die Richtung ihrer Normalen. Diese Tatsache wird
durch die Aussage , 9, ist ein freier Vektor“ ausgedriickt.
Daraus folgt auch unmittelbar, da Momente summiert werden, in-
dem man ihre zugehorigen freien Vektoren geometrisch addiert und
daBl jeder Momentenvektor in beliebige Teilvektoren zerlegt werden
kann, die dann ihrerseits wieder Kraftpaare mit den gleichen Frei-
heiten darstellen.

Nach der Reduktion aller Krifte K, der gegebenen Kraftgruppe
nach O konnen demnach nicht nur alle K: in O, sondern auch alle
9, in O summiert werden und geben die beiden Vektoren

K- YK, uwd W= S,
i=1 i=1
die im allgemeinen einen von 0° verschiedenen Winkel miteinander
bilden werden. Wird sodann 5)%0 in zwei Teile M, MW zerlegt, also
My = M - M, von denen M | K, %W |_K liegt, so kann (umgekehrt
wie frither bei der Reduktion) M’ in zwei Krifte K, — K zerlegt
und zu einer Parallelverschiebung von K verbraucht werden.

Hierfiir rechne man aus M = Ka die GroBle a aus: a = M| K
und erhilt durch Zusammenfassung von M’ und K in O eine Ver-
schiebung von K in einer senkrecht zu 9’ durch K gelegten Ebene:
dies fithrt auf die Kraft K in A; in diese Gerade kann auch 9
als freier zu K paralleler Vektor hineingelegt werden.

Ein solches Gebilde, das aus einer Einzelkraft K und einem
parallel dazu liegenden Momente 9t besteht, nennt man eine Dyname
und die auf die angegebene Art gefundene Wirkungslinie von K die
Zentralachse der Kraftgruppe.

Die Summe einer rdumlichen Kraftgruppe fiihrt daher
auf eine Dyname (K, M).

Wie zuvor werden wir eine raumliche Kraftgruppe als im Gleich-
gewichte befindlich bezeichnen, wenn sowohl K =0 als auch M, = 0
wird; da bei der oben besprochenen Zuriickfithrung einer rdumlichen
Kraftgruppe auf eine Dyname die Kraft K ersichtlich fiir alle Re-
duktionspunkte O den gleichen Wert erhilt und 9t die Projektion
von M, auf I darstellt, so folgt, daB, wenn die Bedingungen K= 0,
M, =0 fiir einen Reduktionspunkt O im Raume erfiillt sind, sie
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identisch auch fiir jeden anderen bestehen miissen. In recht-
winkeligen Koordinaten geschrieben lauten diese Gleichgewichtsbe-
dingungen mit Benutzung der in 14 gegebenen Gl (29):

l [X—\’X"O M, = Ny Z;—2Y) =0
A'f—o‘Y=_in=o, My = 04M, = Nz X, —x,Z) =01 (60)
\Z= Y7 =0 (m, = Y, ¥, —y,X)=0

wenn (X,Y,Z) die Teilkrifte von K, nach zyz und (z;y,7,) die
Koordinaten eines Punktes A, auf K, sind.

Beispiel 21. Fiir ein sog. Kraftkreuz, d. i. fiir zwei windschiefe
Krifte K,, K, mit dem kiirzesten Abstand a = 4, 4, 1aBt sich die gleichwertige

/ Ay Sin ety

Abb. 54.

Dyname — ihre Summe — unmittelbar angeben. Man zeichne in Abb. 54 von
irgendeinem Punkte O: K + K, = K und zerlege K, in 4, und K, in 4, je in
zwei Teile | und | zu K; die zu K parallelen Teile K, cos ¢ fassen wir zur

Summe K zusammen, weleche ¢ im Verhiltnis teilt (Gl. 42)

a, K,cose, sing cose, tge,
a, K,cose, sne, cosa, tge,’

a, g = a,

wenn dabei auch der Sinussatz (Gl. 14) benutzt wird. Die anderen Teile geben
ein Kraftpaar, da wieder nach dem Kraftdreieck X, sin «, — K, sin «, ist. Das
Moment dieses Kraftpaars ist parallel zu K und scine GroBe ergibt sich
(wobei alermals der Sinussatz benutzt wird) zu

M=K sine,-a= K- én_;énaaszj{]g casine . . . . . (6D

Durch K und 9 ist die mit A, K, gleichwertige Dyname gegeben.
Umgekehrt lassen sich mehrfach unendlich viele solche Kraftkreuze X,

K, angeben, die zur selben Dyname (K, %) fiihren, oder, mit anderen Worten.

die Dyname (K, ﬁ) 18t sich in mannigfacher Weise in die zwei Kriifte eines

Kraftkreuzes zerlegen: Durch Wahl von K, ist das zugehorige K, bestimmt.
Man braucht einfach die obige Konstruktion in umgekehrter Reihenfolge an-
zufiihren. Rechnet man den Rauminhalt ¥ des Parallelflachs, das durch die

Kanten K,,a, K, bestimmt ist, so folgt:
V=K Kosine=MW-K . ... ... ... 62+
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d. h. der Rauminhalt a_ller ' 80 erhaltenen Parallelflichen ist eine Invariante. Der
Rauminhalt des durch K, a, K, bestimmtenTetraeders (Vierflachs) betriigt!/,%.

Die Wahl von K, ist ganz frei — bis auf die Einschrankung, da8 K, die
Zentralachse g nicht schneiden darf, da dann die Zerlegung unbestimmt wiirde.
Diese fiir die Zerlegung ausgeschlossenen Linien nennt man Nullinien und
ihre Gesamtheit ein Nullsystem, und versteht darunter den Inbegriff aller
eine Gerade g schneidenden Geraden. Auf die interessanten geometrischen
Eigenschaften dieses Gebildes und ihren weiteren Nutzen fiir die Theorie der
réumlichen Kraftgruppen und dariiber hinaus konnen wir hier nicht eingehen.

Wir konnen also sagen: fiir simtliche Kraftkreuze, die einer gegebenen
Dyname gleichwertig sind, ist der Rauminhalt des durch sie bestimmten
Tetraeders eine feste Zahl, die nur von K und I abhingt.

40. Arten der Stiitzungen. Beispiele. Die Probleme der Raum-
statik sind ganz &hnlich denjenigen, die in der Ebene auftraten,
nur ist zu beachten, daf alles entsprechend der hoheren Dimen-
sionenzahl verwickelter wird; der Zahl 3 der Gleichgewichtsbedingungen
in der Ebene entspricht im Raum die Zahl 6 usw. Fir die Ein-
sicht in die auftretenden Beziehungen ist es sehr forderlich, sich
zu jedem Problem der Ebene das zugehérige im Raum zu suchen,
eine Aufgabe, die sich restlos durchfithren 148t und den Inhalt der
folgenden Betrachtungen bilden wird, die jedoch diese Aufgabe
keineswegs vollstindig erledigen sollen.

Wie in der Ebene haben auch im Raume nur gestiitzte
Korper technische Bedeutung. Beziiglich der Arten der Stiitzungen
gelten ganz dhnliche Angaben, wie sie in 28 gemacht wurden, die
nur wegen ihrer Geltung fiir den Raum sinngemif erweitert werden
miissen. Z. B. wird der Stiitzdruck einer Hiilse durch zwei, eines Ge-
lenks durch drei Grofen gekennzeichnet sein u. dgl. Zur Losung
der Gleichgewichtsaufgaben werden fiir jede einzelne Stiitzung die
zugehorigen Auflagerdriicke je nach der Art der Stiitzung angebracht
und fiir sie im Verein mit den eingeprigten Kriften (den Lasten)
die Gleichgewichtsbedingungen in der Form (60) anzusetzen sein;
aus diesen kénnen sechs unbekannte
GroBen (Lagenkoordinaten und Auf-
lagerkrifte) ermittelt werden; ist
die Stiitzung so beschaffen, daf
mehr Unbekannte auftreten, dann
erhélt man einrdumlich-statisch-
unbestimmtes System.

Beispiel 22. Eine Tir vom Ge-
wichte &, deren Achse unter dem < «
gegen die Lotrechte geneigt ist (Abb. 55),
wird durch eine senkrecht zu ihrer
Ebene angreifende Kraft K aus der
Vertikalebene um einen Winkel ¢ her-
ausgedreht. Man suche die Beziehung

zwischen K und ¢, und die in den beiden
als Gelenke anzusehenden Tiirangeln 4, B

auftretenden Krifte OA=a. 08~ [.

Da die Gelenkdriicke durch -
Abb. 55. und B laufen, liefert die Momenten-
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gleichung um die Z-Achse unmittelbar die gesuchte Beziehung zwischen K
und ¢; die Teilkrifte von K und G nach den Achsen Ozyz sind

K(Ksing, — Kcos g, 0), G0, Gsine, G cos @)

mit den Angriffspunkten A (acos ¢, a sing, 0) und S cos ¢, Isin ¢, 0). Die
letzte Gl (60) gibt dann
Ka=Glsin ccos ¢.

Werden noch die Teilkrifte der Driicke D, (X,, Y,,Z,) und D,(X,, ¥;, Z;)
und die Koordinaten ihrer Angriffspunkte B, (0, 0, b), B; (0, 0, —b) eingefiihrt,
so liefern die iibrigen Bedingungen (60) fiinf Gleichungen zur Bestimmung der
secks Unbekannten., Z, und Z, bleiben einzeln unbestimmt, es (rgibt sich nur
ihre Summe Z, + Z, = G cos «, dhnlich wie beim ebenen Zweigelenk.

41. Eindeutige Zerlegungsaufgaben. Wie in der Ebene, gibt
es auch im Raume im wesentlichen nur zwei Fille, in denen die

Zerlegung einer Kraft K in Teilkrifte in eindeutiger Weise mog-
lich ist.

a) Die Zerlegung von K in drei Teilkrafte durch einen

Punkt 4 auf K, die nicht in einer Ebene liegen: die Teil-
krifte sind durch die Kanten des Parallelflachs gegeben, das iiber

I nach diesen Richtungen gezeichnet werden kann (wie in Abb. 5).

Die zeichnerische Ausfiihrung erfordert die Anwendung eines
Abbildungsverfahrens der gegebenen Raumfigur; das bekannteste ist
die Orthogonalprojektion auf zwei Ebenen mit darauffolgender
Umlegung in die Zeichenebene. Fiir die Anwendbarkeit dieses Ver-
fahrens in der Statik ist das Entscheidende, daf3 dabei die vektorielle
Addition der Krifte im Raum ersetzt wird durch die vektorielle
Addition ihrer beziiglichen Projektionen auf die zwei Projektionsebenen.

K Beispiel 23. Auf diese Weise wer-
’ den z. B. die Stabkrifte in einem aus
drei Stiben 1, 2, 3 gebildeten Ge_r_iiste
(Abb. 56) bestimmt, das durch K be-
lastet ist. In der Vertikalprojektion er-
gibt sich unmittelbar: K” = K, + L,”,
daraus durch das Herabloten auf die
Mittellinie zwischen 2 und 8": L, und
weiter L= K, + K;/. Aus zwei Pro-
jektionen sind die wahren GroBen der
Krifte leicht erhiltlich.

Abb. 56. Abb. 57.

Beispiel 24. Einen #hnlichen Aufbau zeigt auch das in Abb. 57 dar-
gestellte Stabgeriist, bei dem durch Zerlegung von K zuerst die Stabkrifte
in 1,2,3, sodann weiter durch Zerlegung von S, die Stabkrifte in 4, 5, 6 folgen.

Poschl. Mechanik, 5
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Die Ausfithrung dieser Zerlegung bei beliebigen Richtungen der
Krifte ist etwas umsténdlicher, aber ohne weiteres moglich; selbst-
verstindlich wird man sich in allen Fillen die Vorteile besonderer
Lagen zunutze machen.

Diese Eindeutigkeit bleibt auch bestehen, wenn der gemeinsame

Schnittpunkt ins Unendliche riickt, K also in drei zu K parallele
Teile zerlegt werden soll.

Beispiel 25. Eine dreieckige Platte vom Gewichte G* hingt horizontal
an drei lotrechten Schniiren, die an den Ecken A, B, C befestigt sind; wie
groB sind die in diesen wirkenden Krifte
K, K,, K;,? In den Bezeichnungen der
Abb. 58 ergibt sich durch Zerlegung

K, =Gb (a- 1),
K, +K;=Ga/(a:-D)
und durch abermalige Zerlegung
K, =Gaq/(a+d)(p+4q),
K,—Gap (a+1)(p+1).
S ist der ,Mittelpunkt* dreier Massen,
o die in den Ecken der Dreiecksplatte an-
gebracht und bzw. K, K,, K, proportional
Abb. 58. sind.

b) Die Zerlegung von K in sechs Teilkrafte i, ... K,, von
denen nicht mehr als drei in einer Ebene liegen und nicht
mehr als drei durch einen Punkt gehen.

Fiir den einfachsten Fall, wo drei von den sechs gegebenen
Linien durch einen Punkt 4 gehen und die anderen drei in einer
Ebene E liegen, ist die Losung sehr einfach. Man suche den Schnitt
S von K mit E und zerlege K in zwei Teilkrifte, von denen die
eine E1 in der Richtung S4 liuft, die andere K, in E liegt. Die
Zerlegung von K, nach den drei Linien durch 4 und von K, nach
den drei Linien in E (nach 27) liefert die gesuchten sechs Krifte.

DaB diese Zerlegungsaufgabe auch bei allgemeiner Lage der sechs
Linien bestimmt ist,erkennt man durch folgende einfache Abzéhlung. Die
Bedingungen, daf die Summen der sechs gesuchten Krifte K, bis K, mit
der gegebenen Kraft K gleichwertig sind, werden durch die Gleich-
heit der Projektion von K mit der Summe der Projektionen von
Ifl...I_f6 nach drei Achsen, und durch die Gleichheit der Momente
yon K mit der Summe der Momente von .-Ifl...ffﬁ um drei Achsen
des Raumes aasgedriickt. Dies sind zusammen sechs Gleichungen fiir
die sechs Unbekannten K,...K,. Diese Methode macht somit die

Auflésung von sechs linearen Gleichungen mit sechs Unbekannten
notwendig, was im allgemeinen eine beschwerliche Aufgabe ist.
Vereinfacht wird die Ausfilhrung der Zerlegung durch passende
Wahl der Achsen, um die man die Gleichheit der Momente ansetzt.
Wenn es eine Gerade gibt, die fiinf der gegebenen Linien schneidet,
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so liefert die Gleichheit der Momente fiir diese Gerade als Achse
die sechste Kraft K, durch eine Gleichung mit K, als einziger
Unbekannten. Es ist jedoch im allgemeinen nicht moglich, eine
solche Gerade zu ziehen. Indessen gibt es immer. zwei Gerade, die
vier gegebene Linien im Raume schneiden. Durch drei beliebige
sich nicht schneidende Gerade ist ndmlich eine Regelschar zweiten
Grades bestimmt: jede vierte Linie schneidet diese Fliche in zwei
Punkten (die auch imagindr sein konnen), durch welche Punkte zwei
Strahlen der konjugierten Schar hindurchgehen; diese zwei Strahlen
schneiden auch die drei Linien, von denen wir ausgingen, schneiden
somit vier der gegebenen leen Die Momentengleichungen fiir diese
beiden geben zwei lineare nicht- homogene Glelchungen fiir die iibrig
bleibenden zwei Krifte. Fillt eine dieser Geraden ins Unendliche,
dann tritt an die Stelle der Momentengleichung eine Projektions-
gleichung fiir eine zur Geraden senkrechte Richtung. Die zeich-
nerische Durchfiihrung dieses einfachen Gedankenganges ist im all-
gemeinen recht umsténdlich. Im folgenden Beispiele lassen sich die
beiden Schnittgeraden, von denen jede vier Linien trifft, unmittelbar
angeben, wodurch eine wesentliche Vereinfachung der Lésung ge-
wonnen ist.

Beziiglich der Anwendungen beschrinken wir uns dabei auf
den Fall, in dem die Festlegung eines Korpers durch sechs Stibe
geschieht, durch die dieser mit dem festen Bezugsystem verbunden
ist. Die Stabkrifte in diesen Stiben sind dann die Unbekannten,
die es zu bestimmen gilt. Ahnlich wie in der Ebene ist auch im
Raum die eindeutige Losung der Zerlegungsaufgabe mit der unver-
schieblichen Festlegung (und zwar
unverschieblich auch im infinite-
simalen Sinne) des betrachteten
Korpers verkniipft.

Es moge nur noch bemerkt werden,
daB dhnliche Zerlegungen wie a) und b)
auch fiir ein gegebenes Kraftpaar I
mdglich sind.

Beispiel 26. Die Platte in Abb. 59
ist durch sechs Stdbe 1...6 gestiitzt

und durch die Kraft K belastet. Die
beiden Geraden, die vier von den sechs
Stiben, und zwar 1, 2, 3, 4 schneiden,
lassen sich unmittelbar angeben: sie
sind ¢, und g,. Setzt man um sie die
Gleichheit der Momente fiir K einer-
seits, fiir S; und S, andererseits an, so
erhilt man zwei Gleichungen, aus denen
S, und 8§, berechnet werden kénnen.

Abb. 59.

42. Bemerkungen iiber Raumfachwerke. Wenn schon fiir ebene
Fachwerke — wie im III. Kapitel an mehreren Beispielen erliutert,
allerdings nicht in allen Einzelheiten dargelegt wurde — verschie-

dene Arten (,,Strukturen“) von Fachwerken moglich sind, so kann es
O¥
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nicht iiberraschen, daf die moglichen Gestalten fiir Raumfachwerke
noch weit mannigfaltiger ausfallen werden. Diesen vermehrten Mannig-
faltigkeiten gegeniiber miissen wir uns auf ganz wenige Bemerkungen
beschrdnken.

Die kleinste Stabzahl s, die fiir die starre Verbindung von =
Knotenpunkten erforderlich' ist, ergibt sich durch eine Abzdhlung.
shnlich wie in der Ebene. Zur gegenseitigen Festlegung von drei
Knoten braucht man drei Stibe und jeder folgende Knoten wird
darch drei weitere Stibe an die vorhandenen angeschlossen. Fir
n Knoten brauchen wir daher mindestens Stédbe in der Anzahl

o

Die einfachste Bildungsweise des Raumfachwerkes besteht ge-
rade in dem Aufbau aus lauter solchen ,dreistibigen“ Knoten. Ahn-
lich wie in der Ebene ist fiir derartige Fachwerke (wenn von dem
Annahmsfall der ,Wackeligkeit“ abgesehen wird) von vornherein
mit ihrer Starrheit auch iiber ihre statische Bestimmtheit entschie-
den), da fiir ihre Berechnung kein anderer Vorgang in Betracht
kommt als die fortgesetzte Anwendung der in 41a gegebenen Zer-
legung einer Kraft nach drei Richtungen des Raumes. Solche Fach-
werke miissen sinngeméfl als Vierflach- (Tetraeder-) Fachwerke
bezeichnet werden.

Raumfachwerke dieser Art kommen jedoch nur selten zur An-
wendung. Die meisten der in Kuppeln, Tirmen usw. verwendeten
Fachwerke sind Flechtwerke und Netzwerke, das sind Dreiecks-
netze, die iliber einen ringformigen Teil einer Fliche (Kugel, Zy-
linder u. dgl.) ausgebreitet sind. Sofern diese als Ganzes nicht schon
an sich starr sind, miissen sie erst durch entsprechende Versteifungen
oder Vermehrung der Auflagerbedingungen zu stabilen Konstruk-
tionen gemacht werden. Fiir die statische Berechnung stehen die
Gleichgewichtsbedingungen (60) und die in 41 gegebenen Zerlegungs-
sitze zur Verfiigung, wobei man sich wieder die Vorteile zunutze
machen wird, die aus besonderen Lagen entspringen. Auf irgend-
welche Einzelheiten dieses umfangreichen Gebietes kann hier nicht
eingegangen werden.

V. Massenmittelpunkt.

43. Mittelpunkt paralleler Krifte. Die dritte Art von Vek-
toren, die wir nach 11 unterschieden, sind die angehefteten oder
Feldvektoren. Ihre Einfithrung erweist sich als notwendig, wenn es
sich um Krifte handelt, die an bestimmten Punkten ihrer Wirkungs-
linien ,angeheftet sind; dies ist bei den Massenkriften der Fall
wozu auch die Gewichte gehoren, das sind die Anziehungskrifte der
Erde auf die von Materie erfiillten Raumelemente. Kennzeichnend
fiir Krifte dieser Art ist gerade ihre ,raumhafte“ Verteilung.

Die Gewichte auf die einzelnen Elemente setzen wir als zu-
einander parallel und alle lotrecht nach abwirts gerichtet voraus.
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Die Existenz des Mittelpunktes dieser parallelen Krifte folgt dann
aus folgenden Satze:

Die Summe K von beliebig vielen parallelen Kraften I?i
mit festgegebenen Angriffspunkten 4; im Raume geht (K=0
vorausgesetzt)beibeliebigen Richtungen dieser Krafte durch
einen festen Punkt S hindurch, der durch die K; und die
Koordinaten der 4; (x;,¥;,2,) bestimmt ist. § nennt man den
Mittelpunkt der gegebenen Krifte.

Einen solchen Mittelpunkt gibt es nur fiir solche Kraftgruppen, die eine
Einzelkraft als Summe besitzen, also auBer bei parallelen nur noch fiir solche
ebene Kraftgruppen, die nicht einem Kraftpaare gleichwertig sind; doch hat
er nur im ersteren Falle weiterreichende Bedeutung.

Nach dem Wortlaut des obigen Satzes wird die Addition der
lotrechten Kriifte bei beliebiger Lage des Punkthaufens A, ersetzt
durch die Addition der entsprechend gedrehten Krifte bei fester
Lage des Korpers; beides kommt offenbar auf dasselbe hinaus, die
letztere Auffassung vereinfacht aber nicht nur den Beweis des Satzes,
sondern wird auch bei der zeichnerischen Aufsuchung von Mittel-
punkten tatsdchlich immer in Anwendung gebracht.

Die Grofle der Summe der parallelen Krifte ist fiir alle Rich-
tungen die gleiche: A — 2 K,. Bezeichnet man die gemeinsamen

Richtungskosinus fir eme beheblge Richtung der Krifte (Abb. 60)
mit (4, u,v), dann sind fiir diese Richtung die Komponenten von K,
(X =4K;, Y,=pK;,, Z;=vK)

und die der Summe K:
(X =1K, Y=uK, Z=v»EK).

Sei also zundchst (&, #, () ein be-

> z
liebiger Punkt auf A, dann folgt > ) P
aus der Gleichheit der Momente X/ 7
von K und der Summe aller K, ] 7
um O z: 7 K iviZi)
O v i /"S(f’Vf) - o
M, = MY, —y,X,) =&Y —9nX,
also 0 A (¥ Zi) X
W NEKax,— i NKy,=pKé— 1Ky Abb. 60.

und daraus
K¢§— SEx, EKn— SKy, Kéi— YKz
y) o 7 o » ’

. (64)

indem wir sogleich den dritten Ausdruck anfiigen, der durch Bil-
dung der Momente um Oz oder Oy noch hinzutritt: es sind dies die

Glelch ungen der erkungsllme von K. Fir jede andere Richtung

(¥, W, v') wiirde sich eine analoge Kette von Ausdriicken (64), mit
Jow,v in den Nennern ergeben. Fir einen -Punkt S (&, 9,0),
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der die Zahler dieser Gleichungen zu O macht, bestehen die Gl. (64)
offenbar fiir beliebige (4, u,»), dieser Punkt gibt also den gemeinsamen
Schnittpunkt der K fiir alle Richtungen (4, u,»). Es ist dies der ge-
suchte Mittelpunkt S und seine Koordinaten sind:

|§=2Kiwi/K’ 7= KyK, g = ZKizi/Kl - (65)

Aus dieser Betrachtung sieht man, daBl der Punkt S gar nicht
von der Orientierung des Korpers im Schwerfelde abhéngt; fiir seine

Bestimmung ist der Richtungscharakter der K ganz unwesentlich und

es kann jedes K durch eine skalare GroBe ersetzt werden, die K
proportional ist. Eine solche skalare Grofe ist aber gerade die
Masse M, zufolge des dynamischen Grundgesetzes Gl. (1) bzw. (3).
Setzen wir daher: K, — M,y, K = M g, so gehen dadurch die Gln. (65)
in die folgende iiber:

lEzZMizi/M’ n=XMyM, C:Z'Mizi/MJ . (66

DemgeméfB bezeichnet man S auch als Massenmittelpunkt. Der
Zugrundelegung des technischen Mafsystems mit der Kraft als der
gegebenen und der Masse als der abgeleiteten GroBe entspricht seine
Einfiilhrung in der eben dargelegten Weise. Kin von der Richtung
befreiter Ausdruck wie M,», wird auch als statisches Moment
der Masse M, beziiglich der y-Achse bezeichnet.

Der Punkt 8, der auch kurz als Schwerpunkt bezeichnet wird.
ist vom gewéhlten Koordinatensystem (Oxy z) unabhingig, d. h. man
gelangt immer zu demselben Punkt, wie dieses auch gewahit wird.
Diese Unabhingigkeit wird dazu beniitzt, um die Wahl der Achsen
fiir eine gegebene , Massengruppe“ so anzuordnen, dafl die Ausfiihrung
der Summation nach (66) so einfach als irgend méglich wird.

Den Gln. (66) liegt die Annahme einzelner — diskreter — Massen
zugrunde. Fiir eine kontinuierliche Massenverteilung treten
an Stelle der Massen M, die Massenelemente dM und an Stelle der
Summe . das iiber die gegebenen Massen erstreckte bestimmte Inte-
gral. Wird auch jetzt wieder [dM = M gesetzt, so folgt:

|6=JeaMiM, n=[ydM|M. E=[zdM/M| . (67)

Fiir ebene Massenbelegungen ist S schon durch zwei Koordi-
naten (&,7) allein bestimmt.

44, Hilfssitze. Fiir die Ermittlung des Schwerpunktes von ge-
gebenen Linien, Flichen oder Korpern erweisen sich die folgenden
einfachen Hilfssiitze als niitzlich:

a) Gruppensatz: Der Mittelpunkt eines Systems von
Kraften (Massen, Linien, Flichen, Ridumen) kann auch so ge-
funden werden, daB man beliebige der Krifte (Massen usw.)
zu Gruppen zusammenfafBt, von jeder solchen Gruppe einzeln
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den Mittelpunkt sucht und von allen diesen den Gesamt-
Mittelpunkt bestimmt.

Auf diesem Satze beruht die Anwendbarkeit der zeichnerischen
Methoden z. B. fiir die aus einzelnen Teilflichen zusammengesetzte
Fliche, wobei die Teilflichen so gewihlt werden, daB ihre Schwer-
punkte von vornherein angegeben werden kénnen.

Der Beweis fiir diesen Satz folgt einfach aus dem linearen
Charakter der Gln. (66). Bezeichnet man die einzelnen Gruppen mit

1,2,..., also mit 3, ¥,,... die iiber die einzelnen Gruppen er-
streckten Summen, mit & ,&,,... diez-Koordinaten der Einzelmittel-

punkte usw., so kann man die erste dieser Gleichungen schreiben:
MéE= NMax,= N\ Mx, |- N\ M x, —. ..
und dies ist auch
=( *Mi)'§1 (2 M,;)_'st-z IR

und ebenso fiir #, {, wowit der Beweis erbracht ist.

b) Symmetralensatz. Besitzt eine Belegung (Linie, Fliche
oder Korper) eine Symmetrieebene bzw. Symmetrielinie, so
iegt der Schwerpunkt auf dieser.

Ist z. B. die yz-Ebene eine Symmetrieebene, so bedeutet dies,
daB jedem M, in A, (z;,y,;, 2) ein gleiches M, in dem zu dieser
Ebene symmetrisch gelegenen Punkte A, (— x;,y,,2,) entspricht, es
ist daher

Méi= NM,x,=0, also &=0,

d. h. § liegt in der yz-Ebene.

Eine durch S gehende Ebene (bzw. Gerade) nennt man eine
Schwerebene (bzw. Schwerlinie). Werden die normal zu einer
Schwerebene (bzw. Geraden) gemessenen Abstinde mit p; bezeichnet,
so ist also das Kennzeichen fiir eine Schwerebene (Schwerlinie)

SM,p,=0. (68)

Fiur raumhafte Verteilungen mit drei Symmetrieebenen und
ebene mit zwei Symmetrielinien liegt der Schwerpunkt in deren ge-
meinsamen Punkt; fiir solche Flichen und Korper ist also der Schwer-
punkt als bekannt anzusehen.

¢) Einen Anhaltspunkt fir die Lage des Schwerpunktes liefert
die folgende Betrachtung: Man denke sich den Korper (oder die
Fliche), dessen Schwerpunkt man bestimmen will, so durch eine um
ihn beriihrend herumgelegte Ebene umhiillt, dal er immer auf einer
Seite der Ebene bleibt; auf diese Weise entsteht der ,kleinste kon-
vexe (besser gesagt: nirgends konkave) Korper“, der den gegebenen
Korper umschlieBt; ebenso erhidlt man fiir eine ,ebene Massenver-
teilung® die kleinste konvexe Fliche durch Herumfithrung -einer
Geraden. (Sie ist z. B. fiir das Profil in Abb. 61 durch Punktierung
angedeutet.) Dann gilt der Satz:
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Der Schwerpunkt irgendeiner Massenbelegung liegt
innerhalb des kleinsten konvexen Korpers, der um die Be-
legung herumgelegt werden kann,

Setzt man ndmlich etwa in der ersten der Gl. (66) M & = Mz,
auf der rechten Seite an Stelle aller z; einmal das grofite auftretende
z;, also z dann wird die rechte Seite offenbar vergréfert, und

das andere Mal fiir alle x;
das kleinste, x_; , so wird sie
verkleinert; daher ist

Mz . «<M& - Mx

min “ -

max’

max ?
also

[ .
Zmin ~ S < Tpax

Abb. 61. da dies fir jede Richtung
Oz gilt, so liegt in dieser
Gleichung der Beweis fiir den oben ausgesprochenen Satz. —

d) Die Gl (66) bzw. (67) bieten auch dann einen bestimmten
Punkt S, wenn die Massen M, ihre Lager zueinander im Laufe der
Zeit dndern; die Bedeutung des so definierten ,Massenmittelpunktes”
wird erst spiter hervortreten. Man sieht sogleich aus der Gestalt
dieser Gleichung, daB S nur fiir einen starren Korper ein in diesem
fester Punkt ist.

e) Homogene Verteilungen. Wir wollen nunmehr die Gl. (66)
bzw. (67) fir die Ermittlung des Schwerpunktes fiir einzelne vor-
gegebene Linien, Flichen und Korper verwenden; dabei machen wir
die Annahme homogener Verteilungen, d. h. die Linien- (u,),
Fléachen- (u,), bzw. Raumdichte (u,) soll jeweils eine Konstante
sein. Aus den Gl (67) fallt daher jedesmal diese Dichte heraus, da
wir setzen konnen:

a) bei Linien: dM =y dl; M=pu [dl =ul

b) bei Flichen: d M == u,d F; M=y, [dF =u, ¥

c) bei Raumen: d M = u, d7T; M= p, [dV =pu,V
in dem wir mit ! die Summe der Léngen der gegebenen Linien,
mit F die der Flachen, mit ¥V die der Rauminhalte bezeichnen. Da-
durch wird auch noch das Merkmal der Dichte von den Gl. (67) ab-
gestreift und der Schwerpunkt mit dem (geometrischen) Mittelpunkt

der betreffenden Figuren identisch. Die Gl. (67) nehmen die Ge-
stalt an:

fir Linien: &= fzdifl, n= [ydlfl, = [zdlll . (69)
fir Flichen: ¢ = [xdF|F, n= [ydF|F, g‘ - f2zdF[F . (70)
fir Riume: &= [zdV/[V, n= [ydV|V, = [zdV]V . (1)

f!

Bei ebenen Linienziigen und Flachen ist in (65) und (66) eine
der drei Gleichungen entbehrlich. —
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45. Mittelpunkt von Linien. a) Fiir einen homogenen Linien-
zug, der sich aus geraden Stiicken zusammensetzt, liegen die Teil-
schwerpunkte fiir alle Stiicke in deren Mitten und ihr Gesamtschwer-
punkt ist identisch mit dem Schwerpunkt des Linienzuges. Auf
diese Weise ist das Problem fiir den kontinuierlichen Linienzug zu-
riickgefithrt auf die Bestimmung des Schwerpunktes einzelner Punkte
(Gruppensatz). Die zeichnerische Durchfithrung geschieht nach dem
in 46 e) gegebenen Verfahren.

b) Fiir eine ebene krumme Linie, die vorgezeichnet (empi-
risch) gegeben ist, ist es praktisch, den Vorgang zur Ermittlung des
Schwerpunktes in folgender Weise abzuéndern: Die Gl. (66) lassen
gich, wenn & -7 =0, ¥, |-y, =7, gesetzt wird, fiir Linien in die
eine Vektorgleichung zusammenfassen:

ry.l \
():27;»—’. R € 2
i=1
Teilt man die ganze krumme Linie in n gleiche Stiicke I, = //n und
denkt sich die Lange I, jedes Stiickes in dessen Mittelpunkt ver-
einigt, dann kénnen wir schreiben:

~ 1 - D 7; -
9:527}—71' E’)_’ S (‘3)

wobei p eine passend gewihlte Zahl (> 1) ist, die eingefiihrt wird,
um nicht die geometrische Addition mit den Strecken 7, selbst aus-
fiihren zu miissen (was einen sehr groBen Raum einnehmen wiirde),

Abb. 62. Abb. 63.

sondern nur mit gewissen Bruchteilen von r,. Setzen wir insbeson-
dere p = n, machen also die Anzahl der Teile n gleich der .Ver-
jungungszahl® p, dann folgt wieder
o= 3.
n
Die geometrische Addition der Strecken 7;/n fiihrt also unmittelbar
zu = Og (Abb. 62).
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Wenn jedoch die Gestalt der krummen Linien durch eine
Gleichung in einfacher Form angebbar ist, ist der rechnerische Weg
vorzuziehen.

¢) Kreisbogen vom Halbmesserr,Zentriwinkel 2« (Abb.63).
Wegen der Symmetrie reicht eine GL (69) zur Angabe von S(&,0)
hin. Aus der Ahnlichkeit der in Abb. 63 schraffierten Dreiecke folgt
ds:dy=r:2, also

§~1f dl = lfrdyf——b:»'?}l}f,. C ()

wenn b= 2rsine die Sehne und ! = 2 r « die Lénge des Kreisbogens
bedeutet. Fiir die Halbkreislinie (o == 7/2) ist insbesondere

2
E="106366r . . .. ... .(19)
T

Fiir einen flachen Kreisbogen mit der ,Pfeilhéhe® i erhilt
man daraus durch Entwicklung von sine nach Potenzen von «, da
r—h=rcose, h=r(1 —cosa)~ ra/2:

r(e — a36) ( cc") .orer h
e ———— L 11— — TSN e = o,

Env . r 5 oder S G 3 (76)

d. h. der Schwerpunkt S liegt (etwa) um %/3 vom Scheitel 4 entfernt.

46. Mittelpunkt von Fliichen. I. Ebene Flichen. a) Dreieck.
Der Schwerpunkt §(&,7) liegt im Schnitt der drei ,Mittellinien“,
die Schwerlinien sind, auf jeder im ersten Hohendrittel von der
Basis gemessen. Sind die Koordinaten der Eckpunkte in bezug auf
irgendein Achsensystem in der Ebene (z,, y,; #,. y,: %3, ¥,), S0 ist

daher §=(x1+x2 -+ xs)/3, 1]:(?/1 — Y, = ?/3)/’3 o (77‘)
»_‘_/; D __ b
/-/'/’3/_2; e
AN
3
A
3.

Abb. 64a.

b) Trapez (Abb. 64). Die Verbindungslinie der Mittelpunkte
M N der parallelen Seiten ist eine Schwerlinie. Zur Bestimmung
von S(&,7) auf dieser Linie zieht man eine Diagonale, dann erhilt
man die Ordinate 5 aus den Ordinaten der Schwerpunkte §,.S, der

beiden so entstehenden Dreiecke:
“+,,,b] _ah h J_bh 2n _ha-—2b e
g "I=%U3TTR g MTyI T Ty T

daher iy ={(a—2b)(2a¢ —b):. . . . . . .178)
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daraus folgt die in Abb. 64 angegebene Konstruktion durch Auf-
tragen von b und a auf den Verlingerungen der beiden parallelen

Seiten: Man macht 4 E = b, C F = a, dann schneidet E F die Schwer-
linle M N in dem gesuchten Schwerpunkte S.

Die Konstruktion bendtigt einen Raum, der iiber die Fldche
hinausreicht. Will man innerhalb der Fliche bleiben, so ziehe
man nach Abb. 64a die Parallelen unter A/3 und 2A/3 und die
Linien BD und GH, ihr Schnittpunkt liefert (wie leicht zu be-
weisen) die Hohenlage von S.

¢) Fiir das Viereck ABCD sind mehrere Konstruktionen des
Schwerpunktes bekannt. Man erhdlt ihn entweder durch Zerlegung in
zwei Paare von Dreiecken mit Hilfe
der beiden Diagonalen oder nach der
in Abb. 65 (ohne Beweis) gegebenen
Konstruktion, die nur das Ziehen von
Parallelen und keine Teilung ver-
langt. Durch die Parallelen zu den
Diagonalen entsteht ein Parallelseit
E, F, G, H, dessen Ecken mit dem
Diagonalenschnittpunkt M verbunden
werden. Die Schnittpunkte dieser
Linien mit den Seiten des Vierecks
I,K,L,M mit den gegeniiberliegen- Abb. 65.
den Ecken E, F, G, H verbunden, geben
Schwerlinien; ebenso ist die Verbindungslinie M P der Diagonalen-
schnittpunkte der beiden beniitzten Vierecke eine Schwerlinie.

d) Fiir ein beliebiges Vieleck liefert die Zerlegung in Dreiecke
diesen Schwerpunkt § als Mittelpunkt der Schwerpunkte dieser
Dreiecke.

e) Zusammengesetzte (Triger-) Querschnitte werden durch
passend gefithrte Schnitte in Teile zerlegt, deren Schwerpunkte un-
mittelbar angebbar sind. Der gesuchte Schwerpunkt ergibt sich
entweder rechnerisch nach den Gl (70) oder zeichnerisch nach der
Methode des Seilecks.

Beispiel 27. Die Flache
in Abb. 66 wird durch die beiden :
Schnitte a—b und c¢—d in drei 13
Rechtecke zerlegt, die als pa- | A
rallele Vektoren in den bezig- i// %
lichen Mittelpunkten angesetzt Oy b) .
werden. Hierzu ist ein bestimm- | . f;?_l_z— - NN
ter FlichenmaBstab zu wih- 2 ‘.
len (etwa 10cm2—1cm). Fir & @ N\ £ ! AN
jede Richtung dieser Krifte gibt 2 ;
die Wirkungslinie ihrer Summe
eine Schwerlinie an. Es geniigt
daher, diese Summe fiir zwei ;
Richtungen zu bilden, der Schnitt <
der Wirkungslinien der Summen
ist der gesuchte Schwerpunkt. Abb. 66.

o

o

/
!
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In der Regel werden behufs einfacher Zeichnung der Seilecke die beiden
Richtungen unter /2 zueinander gewihlt, doch ist manchmal (etwa wenn die
Teilschwerpunkte nahezu in einer Geraden liegen) ein anderer Winkel (/4 oder
77/6) aus zeichnerischen Griinden vorzuziehen.

Dasselbe Verfahren wird auch angewendet, wenn es sich um
die angenéhrte Bestimmung des Schwerpunktes in einer beliebigen
krummlinig begrenzten Fliche handelt, deren Umrif nicht in
einfacher geschlossener Form darstellbar ist. Man zerlegt dann die
gegebene Fliche (Abb. 67) durch parallele, am besten gleichweit ent-
fernte Schnitte in Teilflichen; die Teilflichen, die man angenihert
als Rechtecke oder Trapeze auffassen und durch Vektoren in den
Teilschwerpunkten s, ...s, ersetzen kann. Die Summe dieser Krifte,
die wieder durch ein Seileck erhalten werden kann, liefert wie friiher
fir jede gemeinsame Richtung der Vektoren eine Schwerlinie.

Fiir Flichen mit Begrenzungen, die nach einfachen Gesetzen
verlaufen, ist auch hier die Rechnung vorzuziehen,

Abb. 67.
Abb. 68.

f) Kreissektor (Abb. 68). Durch Zerlegung in lauter kleine
gleiche Dreiecke ergibt sich sein Schwerpunkt als identisch mit dem
Gesamtschwerpunkt der Schwerpunkte dieser Dreiecke. Die letzten
erfiilllen aber gleichférmig einen Kreisbogen vom Halbmesser 2r/3,
der Sehne 2b/3 und der Linge 2!/3, daher konnen wir nach Gl (74)
unmittelbar schreiben:

LArsme o (79)

Fir die Halbkreisfliche « = 727~ ist insbesondere

i?i=o,4244r S (80)

I

B
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g) Flichen mit Ausnehmungen werden so behandelt, dall der
Schwerpunkt S, (z,,y,) der vollen Fliche F, und der Schwerpunkt
S, (4> y,) des ,Loches“ F, ermittelt wird. Der Schwerpunkt der
Differenzfliche F = F, — F, ergibt sich sodann durch die Formeln

£ = Bz, — F, xj’ y = @L_Fﬁﬁ/_", L. (8

F, — F, F, — F, :

die aus (66) dadurch hervorgehen, daB die nicht vorhandene Fliche
negativ genommen wird. Die zeichnerische Ermittlung benutzt die-
selbe Tatsache, indem sie den Vektor, der der nicht vorhandenen
Fliche entspricht, mit negativem Vorzeichen einfithrt. In Abb. 69
ist dies fiir die Fliche
eines Vollkreises durch-
gefiihrt, die mit einem
rechteckigen Loche ver-
sehen ist. Da die Ver-
bindungslinie von S,
und 3, eine Schwerlinie
ist, so folgt der ge-
suchte Schwerpunkt S,
wie in Abb.69 angedeu-
tet, durch ein Seileck
(I II III). Abb. 69.

Beispiel 28. Guldinsche Regel. Die Kenntnis des Schwerpunktes
einer ebenen Kurve oder Fliche kann dazu dienen, die Oberfldche und den
Rauminhalt der Drehfldche bzw. des Drehkirpers zu ermitteln, die von der
betreffenden Kurve oder Fliche als Meridian erzeugt wird. Die Oberflache des
Teiles der Drehfliche, die durch
Drehung einer Kurve y =y (z) um 4
die Achse Oz durch den Winkel «
entsteht (Abb. 70), ist gegeben durch

2
O=c[yds=anl, . (82
1

wenn 7 den Abstand des Schwer-
punktes der gegebenen Kurve von
der Drehachse und ! die Lénge der
Kurve bedeutet. Fiir den Inhalt
des Drehkorpers erhalt man analog
(Abb. 71)

2
Abb. 70. V=o[ydF=ayF,. (8) Abb. 71,
1

wenn 7’ der Abstand des Schwerpunktes der Meridianfliche F von der Dreh-
achse ist. Fir die volle Umdrehung ist « =2z zu setzen. lm besonderen
folgt nach den Gl (75) und (82) fiir die Oberfliche einer Vollkugel:

0= 2:1--?1-7"7::41'2::,
24

und nach (30) und (83) fiir den Rauminhalt einer Vollkugel:

4r x4
V— 2.77'5-?:-:3;1‘3?1’.
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II. Drehflachen. Von rdumlichen Flichen beschrinken wir
uns hier -auf die Schwerpunktbestimmung von Drehflichen; da der
Schwerpunkt aus Symmetriegriinden auf der Drehachse liegt, geniigt
einem festen Punkte O der Achse. Sei ds das Bogenelement des
Meridians (Abb. 72), so ist das Element der Oberfliche dF = 2nyds
und nach Gl (70) folgt:

. (84)

Abb. 72.

Beispiel 29. Fiir die Kugelzone verwendet man am besten Polar-
koordinaten z=rcose, y=rsing, ds=rdg und erhilt (Abb. 73):

2

fcos psing de
cos? ¢, — cos? ¢, d a, -1 )

. 1 r ,;%___g: - _;_ (COS 7y -+ cos %) — L;.ﬁl?_ (85)

oy

2 2 cos g, — cos p,
fsing pdg
1

Der Schwerpunkt der Kugelzone und Kugelhaube (a, = r) liegt also in der Mitte
ihrer Hohe.

Beispiel 80. Der Schwerpunkt eines geraden Kegel- oder Pyramiden-
mantels liegt auf der Achse im ersten Hohendrittel (von der Basis ge-
rechnet); der Kegelmantel kann nidmlich aus lauter kleinen Dreiecken ge-
bildet angesehen werden, und fiir alle diese Dreiecke liegen die Schwerpunkte
in dieser Héhe.

47. Mittelpunkt von Kérpern. a) Fir Pyramide und Kegel
mit beliebiger Grundfliche liegt der Schwerpunkt im ersten Viertel
der Hohe, von der Grundfliche aus gerechnet. Die Verbindungs-
linie der Spitze mit dem Mittelpunkte der Grundfliche (der nach 46d
zu bestimmen ist), ist eine Schwerlinie.
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b) Fiir ‘Rotationskérper ist der Schwerpunkt S durch seine
Entfernung OS = £ (Abb. 74) von einem festen Punkte O der Achse
gegeben. Nach Gl. (71) ist dann, da — 2
V=y?ndx,

2 2 7 av
fxdl" fxy'zdx
1 _ 4

3
-

3 s . (86) ol oy
far [y2dx B
1 1

Beispiel 31. Firden Kugelabschnitt
(Abb. 75) zwischen den Parallelkreisen a, und
a, ist zu setzen: x%+4y?=r%, nach Aus-
fithrung der Integration in (86) folgt:

o 3@ ta)(2r—af -4’

St L 22 L 7
4 3r*—(a?+a, a,+ a,® ®D
Fiir die Kugelkappe ist a, = r, daher
. 3 (r+a) :
ST Srka o (88)

Abb. 75.

Den Kugelausschnitt (Abb. 76) vom Halbmesser  und der Entfernung
a des groBten Kreises von O denken wir uns in lauter kleine Kegel zerlegt, deren
Schwerpunkte alle die Entfernung 3r/4 von O haben. Der Schwerpunkt des
Kugelausschnittes ist dann identisch mit dem dieser ,Kugelkappe“ und daher
nach GL (85):

. 1/(3a  3r 3
::7<TT"4—>:§(T+G) o 8 o s e e + . (89)

F4

VI. Theorie der Reibung.

48, Einfithrung der Reibungskraft. A. Haftreibung. Auf
Grund der bisher getroffenen Annahmen war die gegenseitige Ein-
wirkung der Korper bei Beriihrung als eine in der Richtung der
Normalen wirkende Kraft anzusehen. Fiir eine Reihe von Problemen
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erweist sich diese Annahme als ausreichend, wahrend sie zahl-
reichen anderen Tatsachen gegeniiber zu Widerspriichen fiihrt. So
bleibt z. B. ein auf einer Ebene liegender schwerer Korper auch im
Gleichgewichte, wenn man diese Ebene neigt, sofern diese Neigung
nur eine gewisse Grenze nicht iiberschreitet, und dergleichen mehr. Tat-
sachen dieser Art (von technischen Erscheinungen sei vor allen auf
die Widerstinde bei der Bewegung der Zapfen in den Lagern der
Maschinen und bei der Rollbewegung der Fahrzeuge hingewiesen)
lassen sich durch Einfiihrung von Normaldriicken allein nicht er-
kliren und fiihren mit Notwendigkeit dazu, aufler dem normalen
auch noch einen tangentialen, d. h. in der gemeinsamen Tangentialebene
liegenden Teil fiir die gegenseitige Einwirkung der Korper aufeinander
anzunehmen. Diesen tangentialen Teil der gegenseitigen Einwirkung
der Korper aufeinander bezeichnet man als Reibung, und spricht
von Haftreibung bei relativer Ruhe, und von Bewegungsreibung
bei Vorhandensein einer relativen Bewegung der Korper gegenein-
ander. Reibung tritt also immer auf, wenn sich Kérper
unter Druck beriihren. Die Haftreibung ist als Teil der un-
bekannten Auflager- (Reaktions-) kraft selbst eine solche, wihrend die
Bewegungsreibung wegen ihrer teilweisen Bestimmtheit als eingeprigte
Kraft anzuseben ist. Nach der Art dieser Bewegung unterscheidet
man eine gleitende, rollende und bohrende Reibung. Ferner
spricht man je nach der Beschaffenheit der Korper von Reibung
fester, fliissiger und gasférmiger Korper; zwischen trockener
Reibung* einerseits und ,,Fliissigkeits- und Gasreibung* anderer-
seits bestehen wesentliche Unterschiede, die sich auch in den Gesetzen
duBern, die fiir sie Geltung haben.

Als Ursache dieser Reibungskraft ist in allen Féllen die physi-
kalische Beschaffenheit der beriihrenden Flichen anzusehen (die stets
durch irgendwelche eingeprigte Krifte gegeneinander gepreBt an-
genommen werden), und zwar ist naturgemif die Rawhigkeit dieser
Fliachen fiir die gesamten Reibungserscheinungen bestimmend. Der
Umstand, daB wir kein Mittel besitzen, den ,Grad der Rauhig-
keit“ mit hinreichender Schirfe zu kennzeichnen, und zwar so zu
kennzeichnen, dafl die Wiederherstellung derselben Flidchenbeschaffen-
heit auch nur mit einiger Bestimmtheit moglich ist, ist die Ursache
fiir die groBe Unsicherheit, die simtlichen Zahlenangaben, die sich
auf die Reibung beziehen, heute noch anhaften.

Die oben erwihnte Beobachtung an der schiefen Ebene fiihrt
auf eine einfache Aussage iiber die Grofe der Reibungskraft, die
trotz ibrer Méngel fiir das ganze Gebiet der trockenen Reibung die
allein maBgebende geblieben ist.

Bezeichnet man mit B die auf den Korper vom Gewicht G
parallel zur schiefen Ebene nach oben wirkende, durch Reibung ent-
stehende Kraft (die in derselben Weise wirkt wie K in Abb. 1), so
liefern die Gleichgewichtsbedingungen (dhnlich wie in Beispiel 1):

R =Gsine, N=Gcosc.
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und daraus folgt fiir jedes «:

R
tgo = ¥

Nun lehren die Beobachtungen, wie oben gesagt, daBl Gleich-
gewicht immer moglich ist, sobald der Winkel « der schiefen Ebene
kleiner bleibt als ein bestimmter Grenzwinkel g, oder tg e« <tgo, —f,,
indem wir fiir die Tangente dieses Grenzwinkels o, das Zeichen f,
einfithren; daraus folgt mit Benutzung der zuvor erhaltenen Gleichung

unmittelbar:
|g1{1§f0-zv| e (90)

Die Zahl f, -- tg o, bezeichnet man als die Reibungszahl fiir
die Haftreibung und g, als den zugehdrigen Reibungswinkel,
beide hédngen von der Beschaffenheit der in Beriihrung befindlichen
Korper ab. Die Reibung vermag mithin den Eintritt des Gleitens
der Korper nach unten zu verhindern, sobald ihr Betrag nicht grofler
zu sein braucht als das f-fache des betreffenden Normaldruckes N.
Wenn jedoch zur Herstellung des Gleichgewichtes ein groBerer Be-
trag als f,-N erforderlich wire, so tritt Abwirtsbewegung ein. Im
vorliegenden Falle ist die Richtung der auftretenden Reibung bestimmt,
doch lassen sich leicht Fille angeben (Beispiel 32), wo die Richtung
unbestimmt bleibt und erst durch die eingeprigten Kréfte festgelegt
wird, d. h. die GL (90) bezieht sich nur auf den absoluten Betrag und
gibt keine Aussage iiber die Richtung der Haftreibung in der gemein-
samen Beriihrungsebene (was durch die Doppelstriche bei R in Gl
(90) angedeutet ist). Genau der gleiche Sachverhalt gilt nun iber-
haupt fiir alle Félle, in denen Haftreibung ins Spiel tritt, so dafl
wir zu den folgenden Aussagen gefiihrt werden:

I. Die Haftreibung tritt immer gerade in solcher Gréfle
auf, als erforderlich ist, um ein Gleiten der Korper gegen-
einander zu verhiiten, kann aber nicht iiber einen gewissen
Grenzbetrag hinaus anwachsen. Wenn also ohne Uberschreitung
dieses Grenzbetrages das Gleichgewicht der Korper durch Anbringung
der Reibungskrifte hergestellt werden kann, so tritt es auch tat-
séchlich ein.

II. Die absolute Gréfle dieses Grenzbetrages hingt von
der Beschaffenheit der Korper (f;) und von der GroBe des
auftretenden Normaldruckes (N) ab und ist durch GL (90)
(mit dem Gleichheitszeichen!) gegeben.

Als Hauptunterschied gegen die bisher erhaltenen Ergebnisse
tritt dabei folgende Besonderheit auf. Bei fehlender Reibung ergeben
sich fiir Gleichgewicht immer ganz bestimmte Werte fiir die Krifte,
bzw. fiir die Lagenkoordinaten der Koérper. Bei Vorhandensein von
Reibung sind es dagegen immer ganze Bereiche fiir die moglichen
Gleichgewichtslagen, bzw. fur die eingeprigten Krifte, die Gleich-
gewicht herzustellen vermdgen. Dies kommt daher, weil die GroBe

Péschl, Mechanik. 6
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der auftretenden Reibung nicht durch eine Gleichung, sondern durch
eine Ungleichung (90) geregelt wird.

Der Reibungswinkel g, hat {ibrigens eine unmittelbar anschau-
liche Bedeutung. Denkt man sich um die Normale zweier in Be-
rithrung befindlicher rauher Korper einen Drehkegel mit dem halben
Offnungswinkel g, gelegt, so geben die Erzeugenden dieses Kegels
die Grenzlagen fir die eingepriigten Krifte an, fiir die ein Gleich-
gewicht der Korper eintreten kann. Liegt die eingeprigte Kraft
auBerhalb dieses ,Reibungskegels“, dann ist Gleichgewicht nicht
méglich. Die Verwendung fiir die Losung von Reibungsaufgaben
wollen wir sogleich an einfachen Beispielen erldutern, bei denen stets
f, als bekannt vorausgesetzt wird.

Beispiel 82. Auf einer rauhen schiefen Ebene (x> o,) liegt der Korper
vom Gewichte G-, man bestimme die Kraft K parallel zu ihr fir Gleichgewicht
(Abb. 77). Ohne Inanspruchnahme der Reibung war die notwendige Kraft
K, =G sin«. Macht man K < K,
so wird der Kérper nicht sofort ab-
zurutschen beginnen, sondern es wirkt
diesem Sinken nach der Aussage I.
die Reibung R, aufwirtsgerichtet
entgegen und ist imstande, von K,
den Betrag f,N=Gtgo,cose zu
iibernehmen — mehr nicht. Fir die
Grenze sei K= K, und es ist dann:

N

Y5 K,+R, =Gsine=K,+Gtgo,cosc,
daher

Abb, 77, & - gSin(e—a)
L cos g,
Umgekehrt hort das Gleichgewicht auch nicht sofort auf, wenn man K von K,
aus zunehmen 1aB8t, es setzt dann vielmehr die Reibung B, nach unten gerichtet
ein, und fiihrt in der Grenze K = K, zu der Gleichung

in (a--
K,—~R,=Gsine=K,—-Gtgg,cosex, also K,= G.sm(a ,i_’o_).

COS g

Bezeichnet daher K irgendeinen zwischen K, und K, liegenden Wert, so ist
stets Gleichgewicht moglich, wenn )

Gsin(e—0) g ogsinlera) (91)

oS g, ST o8 0,

Fiir die Kraft X im Gleichgewichtsfalle ergibt sich also ein endlicher Bereich
von Werten, nicht eine einzige Losung — als Folge der Ungleichung (90).
Der zugehorige Kraftplan ist in Abb. 77b angefiigt — aus ihm ergeben sich
dieselben Ausdriicke fiir K, und K,. Die Grenzwerte der Summe der ein-
gepragten Krifte G+ K, und G -+ K, fallen in die Erzeugenden des Reibungs-
kegels.

Beispiel 33. Der Stab 4 B (Abb. 78) wird durch das Seil T gehalten
und stiitzt sich bei A an eine raube Wand (g,). Fiir die Belastung K fallt
der Schnitt § von K mit T innerhalb des Reibungskegels und macht eine
solche Zerlegung moglich, daB die Summe K - T selbst innerhalb des Reibungs-
kegels fdllt. Fir K tritt also Gleichgewicht tatséchlich ein —, dagegen ist fir
K’ und K” kein Gleichgewicht mdglich.

Beispiel 34. Die Leiter 4 B (Abb. 79) stiitzt sich an einen rauhen
Boden und an eine rauhe Wand, man ermittle die Belastungen, fiir die Gleich-
gewicht besteht. MaBgebend ist hier der gemeinsame (schraffierte) Teil der
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beiden Reibungskegel fir 4 und B. Fiir die Kraft K ist hier nicht nur eine,
sondern es sind unendlich viele Zerlegungen moglich — entsprechend den sdmt-
lichen Punkten der Strecke ab; welche davon tatsichlich eintritt, 148t sich

rein statisch nicht entscheiden. K’ ist die Grenzlage, fiir die die Reibungen
an Boden und Wand die groBtmog-
lichen Werte haben, also beide voll aus-

geniitzt werden, und K” liegt sicher
auBerhalb des Gleichgewichtsbereiches.

Abb. 78. Abb. 79.

Beispiel 35. Die Fiihrungsleiste in Abb. 80, die lings der Schiene s
durch die Kraft K bewegt werden soll, wird sich jedenfalls bei Einwirkung
von K an den Stellen 4 und B an die Schienen anlegen und dort Reibung
erzeugen. Zeichnet man die Reibungskegel, so gibt der gemeinsame Teil den
Bereich, fiir den ein ,Klemmen“ eintritt, mit welchem Worte hier das Gleich-
gewicht bezeichnet wird. Fiir K ist mithin Gleichgewicht mdglich, K’ ist die
Grenzlage und K" wird die Leiste bewegen.

Bei Aufgaben, in denen die Gleichgewichtsstellung rauher Korper
gesucht wird, sind zu den Auflagerkriften an allen Beriihrungs-
stellen die Reibungen in den beziiglichen Tangentialebenen hinzuzu-
nehmen und auf die so erweiterte Kraftgruppe die Gleichgewichtsbedin-
gungen anzusetzen. — Die Grenzlagen angeben sich durch Verwendung
des Gleichheitszeichens in Gl. (90): R=f,-N.

Abb. 80.
Abb. 81.

Beispiel 36. Ein gleichférmiger Stab 4 B von der Linge 21 (Abb. 81)
und dem Gewichte G ist in 4 in einem reibungslosen Gelenk gehalten und
stiitzt sich bei B an eine lotrechte rauhe (f;) Wand ¢. Wie grof} ist der groBte

6*
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Winkel © fiir Gleichgewicht? — Die Momente um die Lotrechte z durch 4
geben, wenn O B=1r, 0 A =aqa gesetzt wird:
N-rsin © = f,- Ncos ©-a
und daraus folgt:
tg O =fy-alr=f, ctg «.

Die anderen fiinf Gleichgewichtsbedingungen geben die fiinf GréBen b, D, (X, Y, Z),
N, R fiir jede Lage des Stabes innerhalb des Gleichgewichtsbereiches B, B,
entsprechend -+ @. In den Grenzlagen B, B’, fir die nur vier Unbekannte vor-
handen sind, nimlich X, Y, Z, N, erweist sich von diesen fiinf Gleichungen
jede als Folge der vier anderen.

B. Bewegungsreibung. Wahrend die Haftreibung in der
Regel zunichst unbestimmt ist — nur fiir ihre GroBe ist ein Grenz-
wert festgelegt —, ist die Bewegungsreibung eine Kraft, die natur-
gemalB stets der Bewegung entgegenwirkt; ihre Grofe wird an jeder
Stelle dem dort herrschenden Normaldruck proportional gesetzt, wo-
bei sich der Proportionalititsfaktor f, die Reibungszahl fiir Be-
wegung, kleiner herausstellt, als die der groBten Haftreibung fiir
dieselben Stoffe; dies ist auch sehr versténdlich, weil bei Bewegung
das Ineinandergreifen der Flichenrauheiten der Korper behindert
wird. Wir erhalten damit die folgende Aussage:

III. Die Bewegungsreibung ist immer eine der Be-
wegung entgegengerichtete Kraft; ihre Gro8e hiangt auller
von dem Material der Kérper vor allem von der GroBe des
Normaldruckes zwischen den Korpern (N) ab und steigt
etwa proportional mit diesem:

‘R:f-N! (wobei f<_f,) . . . . . . (92

Beispiel 37. Die Verschiedenheit der Aussagen fiir Haft- und Be-
wegungsreibung 138t sich durch folgenden Versuch deutlich machen, der von
E. Meyer angegeben wurde. An einem Korper, der auf einer rauhen Ebene
ruht, denken wir uns einen zur Ebene parallelen schwachen Gummifaden be-
festigt, der fiir sich nicht stark genug sein soll, die zur Uberwindung der Haft-
reibung notwendige Kraft auf den Korper zu iibertragen, durch den allein es
algo nicht méglich ist, den Ko6rper in Bewegung zu setzen. Wird jedoch der
Korper lings der Ebene in einer Richtung senkrecht zum Faden bewegt, so
ist an Stelle der Haftreibung die viel kleinere Bewegungsreibung getreten und
es gelingt mittels des Gummifadens leicht, den Koérper aus seiner Bahn seit-
lich abzulenken. Die Summe aus der bewegenden Kraft und der kleinen seit-
lichen Fadenkraft ist gegen die erstere etwas geneigt und in der Richtung
dieser Summe wird fernerhin das Gleiten eintreten; ist diese Summe wieder
gleich f N, so erfolgt auch das Gleiten in der abgelenkten Richtung gleich-
formig. — Aus demselben Grunde kann ein Kraftwagen bei Beschleunigung
oder beim Bremsen leichter seitlich ausgleiten als bei gleichmiBiger Fahrt.

Will man mit diesem Ansatze (92) rechnen, so kommt es wieder
wesentlich auf die Kenntnis von f an. Dabei tritt nun folgender
Sachverhalt zutage. Fiir ,trockene Reibung“ fuhrt dieser Ansatz zu
Ergebnissen, die die Beobachtungen recht gut wiedergeben; es ist
jedoch wegen der Einwirkung der Korper aufeinander infolge der
Zerstorung der Beriihrungsflichen praktisch unmoglich, fiir irgend-
eine kontinuierliche Bewegung trockene Reibung zuzulassen. Man
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ist vielmehr gendtigt, zur Verminderung der Reibung und zur Ver-
meidung der abschleifenden Wirkungen auf die Oberflichen Schmier-
mittel zu verwenden; dann tritt aber an die Stelle der trockenen
Reibung die ,Schmierreibung®, und diese ist nicht ein Problem der
n8tarren“ Mechanik, sondern der Hydromechanik. Dort wird gezeigt
(was hier nur ohne Beweis angegeben werden kann), dal bei groBer
Geschwindigkeit und kleinen Drucken die Reibung, die bei der Be-
wegung zweier Korper mit der relativen Geschwindigkeit U gegen-
einander auftritt, dieser Geschwindigkeit und der GréBe der benetzten
Flache F direkt und der Dicke h der Fliissigkeitsschicht verkehrt
proportional gesetzt werden kann, also:

R=xFUl. ... ....../(9

» bedeutet das ,ZahigkeitsmaB“ oder die ,Reibungszahl“ der Fliissig-
keit. Der Ansatz, den man fiir den ,Widerstand“ gefunden hat, der
sich der Bewegung eines Korpers in einer Fliissigkeit oder einem
Gas entgegensetzt, ist von derselben Art, nur kommt bei groferer
Geschwindigkeit U nicht in der ersten, sondern einer héheren Potenz
(~ 2) vor.

Wir konnen uns hier nur darauf beschrinken, auf die Unter-
schiede hinzuweisen, die in den Ansitzen fiir die trockene Reibung
einerseits und der Flussigkeitsreibung andererseits bestehen, und
zwar soll diese Gegeniiberstellung im Zusammenhange mit einer
kurzen Ubersicht iiber die Ergebnisse geschehen, die in der Reibungs-
frage, insbesondere beziiglich der Gleitreibung iiber die Ansitze (90)
und (92) hinaus vorliegen, die wegen ihrer Einfachheit heute nahe-
zu allein verwendet werden, die aber genaueren Versuchen gegen-
iiber nur als erste Annidherungen an die wirklich beobachteten Ver-
héltnisse gelten konnen.

49, Hauptergebnisse der Versuche iiber die Reibung. Nach
den Gl (90) und (92) werden die Reibungszahlen (f, und f) nur ab-
hingig gemacht vom Material (mit eingeschlossen von der Beschaffen-
heit der Oberflichen), und die Reibung selbst auBerdem noch ledig-
lich vom Normaldruck, mit dem die Korper aufeinander gepreBt
werden; nach diesem Ansatz wird die Reibung insbesondere unab-
hangig vorausgesetzt von der GroBe der Beriihrungsflichen und von
der Geschwindigkeit.

a) Die Gr6B8e von [y und f kann nur durch unmittelbare physi-
kalische Messung bestimmt werden, wobei als miBlich der schon er-
wihnte Umstand auftritt, daB wir nur in ganz unvollkommener
Weise imstande sind, die Oberflichenbeschaffenheit zu beschreiben.
Die Worte ,trocken“ und ,geschmiert erweisen sich fiir eine solche
Kennzeichnung als viel zu ungenau und verursachen die groSien
Spielrdiume in den Angaben der folgenden Zahlentafel, die nur
als ungefihre Anhaltspunkte aufzufassen sind:
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Reibungszahlen fo (Haftreibung) f (Bewegungsreibung)
©- mit | (3 mit
Stoffpaar trocken schgmiert Wasser trockeni sch%niert Wasser
Stahl auf Stahl. . . .| 0,15 0,1 - 0,10 0,009 —
FluBeisen auf GuBeigen

oder Bronze . . .| 0,18 0,1 — 0,16 0,01 —
FluBeisen auf :

SchweiBeisen . . .| 05 0,13 065 | 0,44 — 0,22
Metall auf Holz . . .[0,6—0,5 0,1 — 10,5—-0,2(0,08—0,02(0,26—0,22
Holz auf Holz . . . .| 0,65 | 02 0,7 [0,4—0,2/0,16—004| 0,25
Leder auf Metall (Dich-

tungen) . . . . . . 0,6 0,25 0,62 0,25 0,12 0,36
Holz auf Stein ... . .|bis 0,7 04 — 0,3 —_ —
Stahl auf Eis . . . . 0,027 — — 0,014 — —

Aus den Versuchen hat sich u. a. auch ergeben, daB Korper
aus gleichem Material gréBere Reibungszahlen ergeben, als solche
aus verschiedenem. Die Versuche werden durch Verwendung einer
schiefen Ebene oder eines belasteten Schlittens ausgefiihrt, dessen
Ingangsetzung und gleichférmige Bewegung beobachtet werden. Ver-
tauschung des Materials der Unterlage und des Gleitkorpers &ndert
die Verhéltnisse wesentlich.

b) Diese Zahlentafel soll auch Einfluf der Oberfldchen-
beschaffenheit zum Ausdrucke bringen. Zundchst haben sorg-
filtige Versuche gezeigt, daB die Reibungserscheinung bei sorgfiltiger
Gliattung, Reinigung und Trocknung fiir eine Reihe von Stoffen
(z. B. Messing) nahezu vollstindig verschwindet, insofern, als sich
eine untere Grenze des zum Eintritt der Bewegung notigen Neigungs-
winkels der Versuchsebene nicht angeben 148t. Ferner ist darauf
hinzuweisen, daB bei Verwendung von Schmiermitteln die Reibungs-
zahlen fiir alle Stoffe merklich gleich werden, weil dann eben die
Reibung des Schmiermittels seinerseits die ganze Erscheinung be-
herrscht. Die Schmiermittel wirken reibungsvermeidend in folgender
Reihe: Talg, trockene Seife, Schweinefett, Olivenol.

Weiter entnimmt man aus den Zahlenwerten, dafl die Ver-
wendung von Wasser (in der Regel) eine Vergroflerung der Reibung
mit sich bringt, weshalb Wasser als Gegen-Schmiermittel anzu-
sprechen ist. Hinsichtlich der Reibung hat man demnach vorge-
schlagen, die Fliissigkeiten in zwei Klassen zu teilen: in aktive,
die eine Verminderung der Reibung herbeifithren konnen (wozu die
Fette und Ole gehoren) und in inaktive (dazu gehoren Benzin,
Ammoniak, Terpentin), die diese Eigenschaft nicht besitzen; das
Wasser vermag aktiven Fliissigkeiten die Eigenschaft der Aktivitat
zu nehmen.

Feinere Untersuchungen haben auch ergeben, daB schon ganz
diinne Fliissigkeitsschichten, Haute oder Tropfchen. die sich um
Staubpartikelchen bilden, die Grofle der Reibung von Grund aus
verindern konnen.
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Obwohl es, wie gesagt, nicht moglich ist, an dieser Stelle in
eine Begriindung der Gesetze einzugehen, soll das Verhalten der
trockenen und Flissigkeitsreibung durch eine Gegeniiberstellung der
Hauptmerkmale deutlich gemacht werden.

Es ergibt sich die Reibungskraft pro Flicheneinheit bei:

trockener Reibung ’ Fliissigkeitsreibung

proportional dem Normaldruck, unabhingig vom Normaldruck,
unabhingig von der Geschwindigkeit, | proportional der Geschwindigkeit,
abhéngig von der Rauhigkeit der Gleit- | unabhéngig von der Rauhigkeit der
flachen, ’ benetzten Flichen,
griofer fiir den Eintritt der Bewegung. | gleich Null fiir den Anfang der Be-
| wegung.

Daraus ist zu verstehen, warum sich Widerspriiche gegen die
Beobachtungen ergeben miissen, wenn die Ansidtze der trockenen
Reibung fiir die Erscheinungen der Schmiermittelreibung verwendet
werden, was heute bei technischen Rechnungen noch nahezu aus-
schliellich geschieht.

c)Einflufl der Geschwindigkeiten auf f. Die élteren Versuche,
die nur kleinere Geschwindigkeiten betrafen, zeigten entweder voll-
sténdige Unabhingigkeit von der Geschwindigkeit oder zuerst ein
méBiges Ansteigen bis zu einem Hochstwert und darauf folgenden
Abfall. Fiir groflere Geschwindigkeiten wurden Versuche insbhesondere
im Interesse der Eisenbahntechnik ausgefithrt, wobei fiir die Reibung
zwischen dem umlaufenden Rad und dem Bremsklotz oder zwischen
dem festgebremsten Rad und der Schiene (durch Poirée und Bochet)
fiir Geschwindigkeiten v = 4 bis 22 m/sek die folgende Formel auf-
gestellt wurde (in der f=f, fir v=0, f=f, fir v=oco ist):

Tl (9

die eine nach Abb. 82 verlaufende Kurve gibt. Diese Formel (die
den erwihnten Anstieg nicht beriicksichtigt, wurde vom Verein deutscher
Eisenbahnverwaltungen angenom-
men mit den Werten a=0,226 sek/m,

f, = 0,0495 f,, mit f, = 0,45

fiir trockene und £ == 0,25 fiir nasse
Flichen. (Diese Zahlen lassen sich
oben fiir Wasser erwidhnte Eigen-
schaft, die Reibung unter gewissen Abb. 82.
Verhiltnissen zu vergroBern, nicht

erkennen.) In besonders groBem Malstabe wurden derartige Ver-
suche auch in England (durch Galton) ausgefiihrt.

Die Abnahme von f mit zunehmender Geschwindigkeit ist leicht
zu verstehen, da die Oberflichen, deren Beschaffenheit durch die
Reibungszahl beschrieben werden soll, um so rascher abgeschliffen
und geglittet werden, je gréBer v ist. Doch kommen auch Fille
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vor, in denen f mit wachsender Geschwindigkeit zunimmt, z. B. fur
Leder auf Eisen, ein Fall, der in der Maschinentechnik wegen seiner
Anwendung auf Riemenscheiben und Dichtungen von Wichtigkeit ist.

d) Sonstige Einfliisse. Des weiteren zeigt sich die Reibungs-
zahl abhéngig «) von der Struktur des Materials (Faserrichtung
von Holz, Walzrichtung bei Walzeisen), f) von der Beriihrungs-
dauer, da eine gewisse Zeit notwendig ist, bis die Unebenheiten
ineinander eindringen; y) von dem Druck auf die Flichenein-
heit der berithrenden Flichen, was auch leicht versténdlich ist, da
bei groBen Drucken die Koérper Forménderungen erleiden.

Diesem verwickelten Sachverhalt gegeniiber steht die heutige
Theorie der Reibung, die eines der wichtigsten Fragengebiete der
gesamten Technik betrifft, jedenfalls auf einer sehr elementaren Stufe.
Es ist nur in den groBen inneren Schwierigkeiten des Problems be-
griindet, daBl man mit den einfachen Ansitzen durchkommen mufBte
und mit einem Zahlenmaterial, das zwar vielfach aus sorgféltigen Ver-
suchen hervorgegangen ist, das aber — der fehlenden Reproduzier-
barkeit der Versuchsbedingungen halber — doch als unzureichend
anzusehen ist.

50. Einige technische Reibungsprobleme. a) Zapfen. Fir
zylindrische Zapfen, die mit dem umgebenden Lager in enger Be-
rithrung sind (Abb. 83), konnte man die Reibung durch Addition
der Teilreibungen dR auf die einzelnen Fldchenelemente berechnen,

wenn die Verteilung der Driicke (dN) lings
des Zapfenumfanges bekannt wire. Wird die
Reibungszahl als konstant angenommen, so kann
das zur Uberwindung der simtlichen am Um-
fange des Zapfens vom Halbmesser » auftretenden
Haftreibungen dR = - d N notwendige Zapfen-
reibungsmoment allgemein in der Form an-
gesetzt werden

Abb. 83. W= [rdR=fr[dN;

dabei ist das Integral als gewd&hnliche (nicht-vektorielle) Summe
aller dieser Teildriicke dN aufzufassen. Solange man die Druckver-
teilung nicht anzugeben vermag, kann von dieser Summe nur gesagt
werden, daf} sie gréBer als die Gesamtbelastung @ des Zapfens sein
muBl, da die Summe der Seiten fiir ein Krafteck immer groBer
(genau gesagt: niemals kleiner) ist als die Liange der SchluBlinie.
Setzt man daher

de‘:ccQ, wobei «>1, und «fy=f,
wobei f, die Zapfenreibungszahl heifit, so folgt

m=rre] ... .. 09

Wenn das Lager sehr spannt, der Zapfen also von dem Lager
eng umschlossen wird, so kann das zur Drehung erforderliche Mo-
ment sehr groB werden, wobei @ selbst beliebig klein sein kann,
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Auch beim ,leichtlaufenden® Zapfen (mit trockener Reibung)
ergibt sich eine Gleichung von derselben Form dadurch, daBl man
eine Beriihrung zwischen Zapfen und Lager
langs einer einzigen Erzeugenden annimmt
(Abb.84). In diesem Falle hat man Normal-
druck und Reibung nur an einer Stelle
und findet fir die Gleichgewichtsstellung
ein Auflaufen des Zapfens im Gegensinn der
Drehung des Zapfens; die Gleichgewichts-
bedingung nach der Vertikalen gibt

N+ R=¢@Q
und das Zapfenreibungsmoment wird Abb. 84.

M=Qrsing=1F7rQ,
wobei jetzt sing = f, gesetzt wurde. @ wird also im Gleichgewichts-
falle einen Kreis vom Halbmesser ¢ = rsin ¢ = r f, beriihren -— den
sog. Reibungskreis. Fir Haftreibung ist 9t << 6@ und die an der
Beriihrungsstelle auftretende Kraft @ schneidet den Reibungskreis.

In der Technik wird nun diese Gleichung (95) auch zur Berech-
nung der ,geschmierten® Zapfenreibung verwendet, obwohl dabei,
wie schon hervorgehoben, ganz andere Verhéltnisse herrschen und
die Gleichung durch einen Ausdruck von der Form (93) ersetzt
werden miifite; und zwar konnen fiir grofile Geschwindigkeiten und
kleine Drucke fiir das Reibungsmoment fiir einen Zapfen von der
Liénge ! und der benetzten Mantelfiiche F = 2 nrl gesetzt werden:

M=2e2ar®l-Ulk; . . . . . . . . (96

fiir kleine Geschwindigkeiten und grofe Drucke ergeben sich ver-
wickeltere Ausdriicke. Die Summe der auf den Zapfen wirkenden
Driicke und Reibungen muB fiir die Gleichgewichtsstellung des Zapfens
eine der Belastung @ gleiche Kraft lotrecht nach oben ergeben, die
ebenfalls von der Zihigkeit und der Umfangsgeschwindigkeit U ab-
hingen wird. Die weitere Ausfilhrung dieses Ansatzes ergibt (in
besserer Ubereinstimmung mit den Beobachtungen) eine Verschiebung
des Zapfens gegen das Lager im Sinne des Wellenumlaufs. Durch
Elimination von » Uk aus den Gleichungen fiir ¢ und @ folgt ein
Ausdruck, der wieder in der Form (95) angesetzt werden kann, in
dem aber f, keine Konstante mehr ist, sondern abhingig gefunden
wird 1. von der ,mittleren Lagerbelastung auf die Fldchenein-
heit*, d.i. bei Tragzapfen (Belastung | zur Zapfenachse) von der
GroBe p=@/2rl, bei Stiitzzapfen (Belastung | zur Zapfenachse)
von der Grofe p =@Q/r?n; 2. von der Umfangsgeschwindigkeit U
des Zapfens; 3. von der Art und dem Material des Lagers und des
Zapfens. Einen Uberblick iiber den Verlauf von f, fur die , Be-
harrungstemperaturen“ des Lagers von 20° Auflentempe-
ratur gibt Abb. 85. Als Abszissen sind die Umfangsgeschwindig-
keiten, als Ordinaten die Reibungszahlen f aufgetragen. Die Kurven
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beziehen sich auf konstante Belastung auf die Flacheneinheit der
Projektion der Lagerfliche, und zwar fiir @/!d =1, 3 und
5 kg/cm?. An einzelnen Punkten sind die Werte der entsprechenden
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Abb. 85.

Beharrungstemperaturen hinzugeschrieben. Bei den Versuchen von
Stribeck, die fiir diese technisch aullerordentlich wichtige Frage
von grofitem Werte sind und denen auch die Abb. 85 entnommen
ist, hat sich ibrigens auch ergeben, daB sich fiir den Grenzfall
v ==0 die ,Reibungszahl der Ruhe“ unabhiingig von der Pressung
und nahezu unabhingig von der Temperatur ergibt (und zwar ~ 0,14).
In der Néhe von v = 0 erfolgt also ein starker Anstieg von f, (dieser
Teil der Kurven ist in der Abbildung nicht eingetragen). Als An-
haltspunkte fiir ununterbrochene Schmierung konnen fiir Stahl auf
WeiBmetall die Werte gelten: f, = 0,01 bis 0,04.

Eine ausfiihrlichere Behandlung dieser Frage an der Hand des
vorliegenden Versuchsmaterials wird in der Hydrodynamik gegeben.

Abb. 86.

b) Riemen und Seil. Eine andere wichtige Anwendung der
Reibung betrifit die Bewegungsiibertragung durch Riemen- und Seil-
scheiben. Um in die hier bestehenden Verhiltnisse Einblick zu ge-
winnen, sehen wir zunéchst von einer Bewegung vollstindig ab und
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betrachten die Reibung eines eine feststehende Trommel oder Walze
lings eines endlichen Stiickes umschlieBenden Riemens oder Seiles
(Abb. 86). Hierbei mull wegen der Reibung die Kraft im Seile von der
Auflaufstelle A an der Lastseite () bis zur Ablaufstelle B an der Kraft-
seite (K) kontinuierlich zunehmen. Das Gesetz fiir diese Zunahme
bekommen wir, wenn wir beachten, daB nach den Gleichgewichts-
bedingungen der Unterschied der Seilspannungen an den Enden eines
Elementes ds gerade gleich sein mufl der lings dieses Elementes auf-
tretenden Reibung
dS=dR=f,dN,

wihrend sich fiir die Richtung | zum Seil ergibt

. d
dN=2Ssm—2g£:Sd<p,

es ist also
dS=_8f,dp, und daraus S= Celov,

wenn C eine Integrationskonstante ist. Wenn diese Gleichung fiir
die Stelle A angewendet wird, so ist zu setzen ¢ = 0, C = @, und
sie ergibt dann fir die Ablaufstelle B(p = «)

]K:Qmﬂ 9T

withrend die gesamte am Umfang auftretende Reibung die Grofle hat
B=K— Q=Q(efo® —1)= K (efo* — 1)/ efo= . . . (98)

Durch Auftragen von § fiir jeden Winkel ¢ von einem festen Punkte
P aus erhdlt man als ,Kraftplan® eine logarithmische Spirale
(Abb. 86b), aus der man fiir jeden Winkel ¢ das zugehdrige S ab-
lesen kann.

Beispiel 38. Bei einem Riemen- oder Seiltrieb wird die Haftreibung
zwischen Riemen oder Seil und Scheibe dazu benutzt, um auf der Achse der
Scheibe vom Halbmesser » ein Drehmoment zu iibertragen, das zum Heben
eines Gewichtes G-, zum Antrieb einer Arbeitsmaschine u. dgl. dienen kann.
Soll dies erreicht werden, so muB das Moment der am Umfange des Kreises
(Abb. 87) auftretenden Reibung R dem belastenden Moment G-r, mindestens
gleich sein; aus

Rr>Gr,
folgt nach GIl. (98)

Zietena | K =4

1
@6l 1
foa
oo
KgG'r efoo _1°

Damit also eine Bewegungsiiber-
tragung stattfinden kann, ist eine Abb. 87.
Mindestspannung @ im gezogenen,

K im ziehenden Riemenstiick notwendig. Ist das groBte zu leistende Moment
@~ kleiner als das mogliche, Rr, wobei B durch Gl (98) gegeben ist, so ist
die Spannungsverteilung streng genommen unbekannt und erfordert die Ein-
fiihrung weiterer besonderer Annahmen.
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Beispiel 39. Ahnliche Beziehungen gelten fiir die Bandbremse, wie
sie bei Kraftwagen, Fordermaschinen usw. angewendet wird. Auch hier wird
die GréBe der am Umfang aufzubringenden und hier als vorgegeben zu be-
trachtenden Reibung R durch besondere Forderungen bestimmt, wie Lénge des
Auslaufweges u. dgl. Das Band wird an die Scheibe mittels Hebels nach
Abb. 88 gepreBt; in den Bezeichnungen dieser Abb., die eine Differential-
bremse darstellt, folgt die notwendige Kraft H am Handhebel aus dem Mo-
mentensatze fiir den Drehpunkt O des Hebels:

Hh=Kk—Qq
und nach Gl. (98)

Abb. 88. Abb. 89.

¢) Keil. Die Gleichgewichtsbedingungen der Krifte am Keil
ergeben sich aus den bekannten Gleichungen fiir die schiefe Ebene,
wobei wir die Kraft K | zur Lastrichtung @ annehmen wollen.

Aus Abb. 89 finden wir die notwendige Kraft fiir das ,Anheben*
des Keiles mit f,= tgo,

Kcos f = @sina + f, N = @sinc -|- tg o, (K sin f - @ cos «)
und daraus

sin (& -+ 0,)
K—Qcos(a+go)—ng(a+go) e . (99)
Wenn es sich nicht darum handelt, die Last zu heben, sondern nur
auf der schiefen Ebene im Gleichgewichte zu ,halten“, so kann hiezu
die Haftreibung nach dem friiher Gesagten ausgeniitzt werden; diese
ist dann nach oben gerichtet anzunehmen. wodurch im Resultat
— 9, statt +-p, zu stehen kommt. KEs ist daher die Kraft zum
Halten
K =Qtg(e—o9, . . . . . . . . (100)

Fiir e < g, wird K’ < 0, d.h. es wire eine nach rechts gerichtete
Kraft nétig, um die Haftreibung zu iberwinden. Diese Eigenschaft
bezeichnet man als Selbstsperrung oder Selbsthemmung.
Beim eigentlichen Keil wird die Anordnung so abgedndert, wie
es Abb. 90 zeigt. Die schiefe Ebene 1 wird beweglich angeordnet
und soll dazu dienen, durch eine auf sie wirkende Kraft K den auf
ihr liegenden, mit @ belasteten Kérper 2 anzuheben, der selbst ge-
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filhrt wird. An allen Beriihrungsstellen treten Reibungen auf, die
alle die Kraft K verkleinern und die Last @ vergroBern, fiir das
»Anheben“ mithin die aus der Abb. zu entnehmenden Richtungen
haben. Mit Hilfe der Definitionsgleichungen fiir die Reibungen an

N
£ P
[
1S
D/V/V707
=4 R"
g K
----- R

ey §’7/)
Abb. 90.

den Stiitzflichen; R= Ntgo, R, = N,tgg,, R, = N,tgo, ent-
nimmt man dem Kraftplan Abb. 90b (oder direkt aus den Gleich-
gewichtsbedingungen) die Gleichungen

N, = Ncose — Rsine == N%,‘?)
cos o
N, = Nsing + Reosa — N2 )
) COs 0
ferner
=N, B —y2@T0 yeosleto) o ysin(eoro)
cos @ cos @ COS @ COS 0,

Q=N, — R,=N- cos (¢ + ¢ + 0,
2 COs © COS 0,

und daraus endlich

K= Qsm,(oi—{_ 9 _}__QJ 008 0, . ... (1on)
cos (¢ + 0+ o,) cosg,
Um die zum Halten der Last @ notige Kraft K’ zu bekommen,
sind die Reibungen, oder was auf dasselbe hinauskommt, die Vor-
zeichen der g, g,, 0, umzukehren, so dafl man findet

K=Q

sin(¢ — ¢ — o,) cosog,
cos{ — @ — o, €OSQ,

und die Bedingung fiir Selbstsperrung K’ << O ergibt hier
00, <« . . . . . . ... (102
Insbesondere folgt fiir ¢ = g, = o,:
K=Qtg(e+20), K =Qtg(« —2p) . . . (103}
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Beispiel 40. Keilnut. In manchen Fillen der Kraftiibertragung, durch
Rider u. dgl. erweist es sich als wiinschenswert, die Reibung zwischen zwei
Korpern kiinstlich zu vergréBern, dies geschieht durch Anbringung einer keil-
férmigen Vertiefung, zwischen den K&rpern, einer Keilnut. Sei (Abb. 91) der
Neigungswinkel der Keilebenen 2 « und die Belastung ¢, dann sind die Driicke
N auf die Seitenfliche gegeben durch

Abb. 91. Abb. 92.

Durch die Anbringung einer Keilnut wird die Reibungszahl von £, auf f;/sin «
erhoht, z. B. fiir « =15, f,=0,1 folgt ' =0,384.

Beispiel 41. Gewdlbe als Keilsystem. Fiir das statische Verhalten
eines Gewdlbes ist die Mitwirkung der Reibung in simtlichen Trennungsfugen
wesentlich. Denken wir uns ein Keilsystem etwa von der in Abb. 92 gezeich-
neten Anordnung, durch die eingeqrigten Krifte K,, K,, ... belastet, so miissen
fiir Gleichgewicht die folgenden Bedingungen erfiillt sein:

1. Je drei Krifte K;, D;_,, D; miissen im Gleichgewichte sein, d.h. durch
einen Punkt gehen und ein geschlossenes Dreieck bilden.

2. Die Normaldriicke zwischen den Korpern miissen wirkliche Druckkrifte
(und nicht Zugkrifte) sein, die die Beriihrungsfiichen im Innern durchsetzen.

3. Die gesamten Beriihrungskrifte D,, D,,. .. diirfen von den beziiglichen
Normalen auf die Trennungsflichen um nicht mehr als den Reibungswinkel
abweichen.

Es muB sich also zu dem Krafteck der Lasten K, K,,... ein Pol P so
finden lassen, daB das zugehorige Seileck, welches durch die Krifte D,, D,, ...
gebildet wird — das man auch als Stiitzlinie des Gewdlbe bezeichnet —

die Bedingungen 1., 2., 3. erfillt. —

d) Schraube. Die fiir die schiefe

Ebene erhaltene Gl. (99) gibt auch das

Gesetz fiir das Gleichgewicht an der

Schraube an. Wir setzen dabei eine

flachgéngige oder Bewegungs-

schraube voraus, und fir sie eine

gleichformige Verteilung der Belastung

Q auf die simtlichen mit dem Mutter-

gewinde in Berithrung befindlichen

Schraubenginge. Der Kraft H am

Arme a (Abb. 93) entspricht eine Kraft

Abb. 93. K am Umfang des Schraubenkorpers,.
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beide sind durch den Momentensatz um die Schraubenachse mit-
einander verkniipft: Hh = Kr. Wenn wir nun die Schraube auf die
Ebene abgewickelt denken, so erhalten wir eine Reihe von schiefen
Ebenen iibereinander, auf demen gleichformig verteilt die lotrechte
Last @ ruht. Die Gl (99) liefert daher unmittelbar die Schrauben-

gleichung H=Xrlh=Qtg(a-+g,)r/k . . . . . (105)

Die flachgingige Schraube wird erzeugt durch Herumfiihren eines
Rechteckes lings einer Schraubenlinie. Nimmt man an Stelle des
Rechteckes ein Dreieck, so erhdlt man die scharfgéingigen Schrau-
ben, die wegen der dabei auftretenden groferen Reibung als Be-
festigungsschrauben in Verwendung stehen.

e) Seilsteifheit. Schiefe Ebene, Keil und Schraube bezeichnet
man als einfache Maschinen und rechnet zu diesen auch den
Hebel, die Rolle und das Wellrad. Die Gleichgewichtsbedin-
gungen fiir diese letzteren werden einfach durch den Momentensatz
geliefert, wie ja gerade der Hebel historisch den Ausgangspunkt fiir
den Begriff des Drehmomentes gebildet hat. Die Rollen werden in
der Regel nicht einzeln, sondern zu mehreren Stiicken in den Flaschen-
ziigen kombiniert verwendet.

Fir die Seilsteifheit, d.i. den Widerstand des Seiles bei
Rolle und Wellrad sind empirische Formeln angegeben worden. Die
Seilsteifheit ist nicht eine Erscheinung der Reibung in dem Sinne,
wie wir diesen Begriff bisher verwendet haben, sie riihrt vielmehr
von der unvollkommenen Biegsamkeit des Seiles, die eine Folge
der inneren, molekularen Spannungen und Reibungen und der
Reibung zwischen den einzelnen Dréhten und Litzen ist, aus denen
das Seil besteht.

Um diese unvollkommene Biegbarkeit ohne Inanspruchnahme
der Elastizitéitslehre zahlenmifBig einzuschitzen, sucht man einen
Ansatz fiir die Differenz der Seilspannungen an den beiden Enden
eines um eine Rolle herumgelegten Seiles zu gewinnen. Der Wider-
stand, den das steife Seil der Biegung entgegensetzt, kann so er-
klart werden, daBl bei dem Herumfiihren des Seiles um die Rolle
vom Halbmesser », der Kraftarm auf r, — & verkleinert und der
Lastraum auf », 4 & vergroBert angesetzt wird; der Momentensatz
liefert dann 9&

K(r, -&=@(r, &, daher K=¢Q <1 -+ r_> . . {106)
1
wenn & als klein betrachtet wird. Der Teil Q-2 é[r, gibt dann ein
MaB fiir die GroBe der Steilsteifheit.

Fiir Hanfseile rechnet man mit 2 & = 0,03 d* bis 0,06 d?, fir
Drahtseile (wofiir weniger Versuche vorliegen) etwa 2 &= 0,06 d*
bis 0,09 d% je nach der Herstellungsart und dem Material der Seile.
In GL (106) und in diese Angaben sind d und » in cm einzusetzen.

Wird auch die Zapfenreibung an der Rolle beriicksichtigt, so
kommt ihr Moment lastvergroBernd hinzu, und da dieses Moment
einer Umfangskraft M/r, = 2, Qr/r, (die Belastung des Zapfens.
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kann bei parallelen’ Seilen ~ 2 gesetzt werden) entspricht, so er-

halten wir 9 g -
K=Q@%«4+QAMJ=CQ (C>=1). . . (107
) s
. . . L 2¢& v . .
indem wir mit =14 — - 2f,-— die Rollenziffer bezeichnen.
’)"1 rl

Beispiel 42. Bei dem gemeinen Flaschenzug nach
Abb. 94 werden je n Rollen in einer ,,Flasche* untereinander
oder nebeneinander angeordnet, die obere Flasche wird be-
festigt, an der unteren héngt die Last @. Ein Seil ist in der ge-
zeichneten Weise um die Rollen herumgefiihrt, ein Ende ist
an der oberen Fliche angeheftet, auf das andere wirkt die
Kraft K ein.

Bei fehlenden Widerstdnden ({=1) ist die Spannung T
im Seile iiberall gleich, d. h. 7= K, und da die Last an 22
Seilen hingt, so folgt fiir Gleichgewicht 2n T'= @ =2x K, also

K E=Q2n . . . ..... (108)

Mit Beriicksichtigung der Widerstinde (Seilsteifheit und
Zapfenreibung) wire fir n = 2 zu setzen:

K=¢S8,, 8,=:8, 8;:=08. 8,=35
und daher
Q=5 +8+8-+-S=>0++3+38,, K- 8.
woraus durch Elimination von S, folgt
SE
- 1f='}§;]”
Abb. 94. und #&hnlich fiir 27 Rollen.

Q; o o . . o109

51. Roll- und Bohrreibung. a) Auch bei der Rollreibung gehen
wir von der Erfahrungstatsache aus, dal — abgesehen vom Luft-
widerstand — eine gewisse Kraft notwendig ist, um die Bewegung
eines Rades oder einer Walze iiber eine wagrechte Unterlage zu
bewirken (beim Rad erfolgt die Belastung mittels einer Achse, bei
der Walze liegt sie unmittelbar auf dem Korper der Walze auf);
diese Kraft ist durch die auftretende Rollreibung bedingt, und
diese riihrt davon her, daBl sich das Rad an der jeweiligen Be-
rihrungsstelle ein wenig abplattet, in diesem Zustande in die Unter-
lage einsinkt, und aus der so entstehenden Vertiefung wihrend der
Bewegung gewissermafBlen fortwihrend wieder herausgehoben wird,
bzw. die Einsinkung entgegen der Festigkeit des Materials fortgesetzt
neu hervorgerufen werden mufBl. Die erzeugten Vertiefungen werden
allerdings zum Teil wieder zuriickgehen, aber wegen der bleiben -
den Forménderungen des Materials erfolgt diese Riickbildung mit
geringeren Druckkriften und daher bleibt als UberschuB3 ein Moment
tibrig (s. Abb. 95), das der Drehuug um den momentanen Beriihrungs-
punkt entgegenwirkt; dieses wird als Rollreibungsmoment be-
zeichnet, Natiirlich wird dieses Moment um so kleiner sein, jo
weniger stark die Forméinderungen (insbesondere die bleibenden) der
Korper sein werden, d. h. aus je hirterem Stoff die Kérper bestehen.
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Die GroBle dieses Rollreibungsmomentes wird auBer von den
Materialien, aus denen Rad und Unterlage bestehen, im wesentlichen
von der Belastung  des Rades abhingen, die im Momentenprodukt
vorkommende Linge kann dann als jene Strecke gedeutet werden,
um die der Auflagerdruck der Schiene gegen den Beriibrungspunkt
B nach vorwirts (im Sinne der Bewegungsrichtung) verschoben ist
(Abb. 95). Die Lénge dieser Strecke f, nennt man die Roll-
reibungszahl, sie hat im Gegensatz zu den
anderen Reibungszahlen, die Dimension einer
Linge, und schreibt

M=re| . ... (110)

Wird dieses Moment durch 2 Krifte R am
Arme r (r = Halbmesser des Rades) darge-
stellt, so kann man schreiben M= Rr und 7=
erhéalt

R=Qf,r, . . . . (111)

so dafl man auch sagen kann, dafi die zur Bewegung eines Rades
notwendige Kraft der Belastung direkt und dem Radius des Rades
verkehrt proportional ist. Rollen tritt nur ein, wenn dieses R
unterhalb des GrofStwertes der an der Beriihrungsstelle moglichen
Haftreibung liegt, also R < £,@Q, oder f,/r < f,.

Fiir die Grofle von £, mogen die folgenden Zahlenangaben dienen:

Eisenbahnriider anf Schienen f, = 0,05 cm

Pockholz auf Pockholz = 0,05 »
Ulmenholz auf Pockholz = 0,08 »
Gummirdder auf Wiesengrund =1 bis 1,5 cm,

Der Umstand, daB die Rollreibung wesentlich kleiner ausfallt
als die Gleitreibung, wird bei den Kugellagern verwertet; neuere
Versuche haben gezeigt, daB f, dabei nicht als konstant zu be-
trachten ist, sondern mit zunehmender Belastung abnimmt, dagegen
von der Geschwindigkeit in weiten Grenzen unabhingig ist.

b) Bohrreibung tritt bei der Berithrung rauher Korper auf,
die sich um ihre gemeinsame Normale drehen konnen oder gedreht
werden. Die unter Druck einander beriilbrenden Kborper werden
sich tatséichlich etwas abplatten und sich nicht in einem Punkte,
sondern in einer kreisformigen Flidche beriihren. Den bei der Dre-
bung um die Normale auftretenden Widerstand kann man wieder
als der Bewegung entgegenwirkendes Moment in der Form ansetzen

M=£f-Q . ... ... .. (112

wenn f, die Bohrreibungszahl bedeutet, die vom Material und
vom mittleren Radius der Beriihrungsfliche abhingt und wieder
eine Linge bedeutet.

Pdschl. Mechanik, 7



Zweiter Teil.

Kinematik der starren Korper.

Dieser Teil behandelt die Grundbegriffe der Bewegungslehre:
Geschwindigkeit und Beschleunigung, die zunichst fir den
einzelnen Punkt definiert und in verschiedenen Koordinaten aus-
gedriickt werden. Im Anschlusse daran folgen die elementaren Hilfs-
mittel fiir die Darst:llung der Bewegung des starren Korpers, wobei
als technisch wichtigster Sonderfall die ebene Bewegung des ein-
zelnen Korpers (Scheibe) und mehrerer verbundener Koérper mit
einem Freiheitsgrad (der in technischen Anwendungen bei den zwang-
ldufigen Getrieben vorkommt) besonders hervortritt.

I. Bewegung des Punktes.

52. Geschwindigkeit in Cartesischen Koordinaten. Geschwin-
digkeitsplan. Es wurde schon in der Einleitung hervorgehoben, daBl
die gleichformige Bewegung eines Korpers in gerader Linie in bezug
auf ein ,Triagheitssystem* — d. i. also eine ,Trégheitsbewegung® —
dadurch gekennzeichnet ist, dal auf den Korper keinerlei Krifte
wirken; die nicht-gleichformigen Bewegungen werden dagegen mit
Kriften in Zusammenhang gebracht, die die Abweichungen von den
Trigheitsbewegungen hervorrufen. Zur anschaulichen Darstellung
dieser Abweichungen dienen die Begriffe Geschwindigkeit und Be-
schleunigung, die nur Beziehungen zwischen Raum- und ZeitgroBen
sind, jedoch keinerlei Abhingigkeit von der Beschaffenheit des be-
wegten Korpers selbst (insbesondere von seiner Masse) aufweisen.

~ Zunéchst beschrinken wir uns auf den Fall, da der bewegte
Korper entweder kleine Abmessungen hat und von vornherein als
Punkt betrachtet werden kann, oder sich so bewegt, da alle seine
Punkte kongruente Bahnen beschreiben; man erkennt unmittelbar,
daB dieser Fall vorliegt, sobald der Korper zu sich selbst parallel
bleibt, also Drehbewegungen des Korpers um im Endlichen liegende
Achsen ausgeschlossen sind. Fiir einen so bewegten Korper ist durch
die Bewegung eines einzelnen Punktes auch die Bewegung jedes
anderen festgelegt. So kann z. B. die Bewegung eines Eisenbahn-
zuges fiir gewisse Betrachtungen unter dem Bilde der Bewegung
eines einzelnen Punktes dargestellt werden, wobei freilich von der
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Bewegung der Réder und von dem verénderlichen Einflul der
Drehung der Wagen in den Gleiskriimmungen vorerst abgesehen
werden mul}; diese ,sekundidren“ Erscheinungen miissen sodann be-
sonders uniersucht werden.

Die Bewegung eines Punktes wird erst dann im Sinne der
Mechanik als beschriecben angesehen, wenn nicht nur die Bahn-
kurve festgelegt ist, sondern wenn zu jedem Punkt dieser Bahn-
kurve auch noch die Zeit gegeben ist, zu der er von dem Korper-
punkte gedeckt wird; in der Sprache der Mathematik heillt dies,
daB etwa die drei Cartesischen Koordinaten x, y, z eines solchen
Punktes oder die Wege, wie wir kurz sagen wollen, in bezug auf
irgendein Bezugsystem (Oxyz) fiir alle Werte der Zeit eines be-
stimmten Intervalls durch Gleichungen von der Form gegeben sind:

x=x{), y=y@), z=z(;. .. . . (113)

diese Gleichungen konnen als Parameterdarstellung der Bahn-
kurve angesehen werden, wobei das Besondere darin besteht, dal
die Zeit selbst der Parameter ist; sie konnen auch in die ihnen
gleichwertige Vektorgleichung zusammengefalt werden

r=rt), F=Ve@i¢>+2) . .. . . (114)

Die Geschwindigkeit v gibt nun das MaB der Anderung
dieser Koordinaten x, y, z mit der Zeit an. Sie ist selbst ein Vektor,
dessen Komponenten v,, v,, v, nach den Achsen durch die ersten
Ableitungen der drei Funktionen (113) nach der Zeit gegeben sind:

v,=2==x(l), v,=y=y{l), v,=zi=z()| . (115)

z

wobei wir von der Bezeichnung der Zeitableitungen durch iiber die
Funktionszeichen gesetzte Punkte Gebrauch machen; genauer kénnen
die GIn. (115) geschrieben werden
v, = lim @ (t+ A1) —2(f) , usw.;
At—>0 4 t

wir sprechen von Geschwindigkeiten dann, wenn diese Grenzwerte
bestehen. In eine Vekiorgleichung zusammengefallt lauten die
Gln. (115)

5=1im—§=—v=i(t), b=V, ty? F2D. (116)

Der Vektor v hat an jeder Stelle eine Richtung, die durch die Ver-
héltnisse dz:dy:dz gegeben ist, also mit der Tangente zur Bahn-
kurve iibereinstimmt.

Wenn wir den Vektor v fiir alle Punkte der Bahn von einem
festen Punkte aus auftragen, so erhalten wir eine Kurve, die man
als Geschwindigkeitsplan (Hodograph der Geschwindigkeit) fiir

7*
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die endliche Bewegung bezeichnen kann, und die einen Uberblick
iiber den Verlauf der Geschwindigkeit wihrend der ganzen Bewegung
darstellt. Fiir Bewegungen in gerader Linie wiitde sie in eine Gerade
zusammenfallen; bei diesen empfiehlt es sich daher, den Geschwin-
digkeitsplan mit um 90° gedrehten Geschwindigkeiten zu entwerfen
und als Funktion des Weges aufzutragen.

Die Dimension der Geschwindigkeit ist [L7'|, ihre Einheit
im technischen MaBisystem: 1 m/sek; sie ist aus der Léngen- und Zeit-
einheit abgeleitet.

Durch das Hereinspielen der Zeitabhéngigkeit findet auch der gerade fiir
die Technik auBercrdentlich wichtige wirtschaftliche Gesichtspunkt seine
angemessene Beriicksichtigung, was spéterhin in der Dynamik noch deutlicher
hervortreten wird.

53. Beschleunigung. Ganz éhnlich, wie die Geschwindigkeit v
als vektorielle Anderung von » in der Zeiteinheit eingefiihrt wurde,
definieren wir die Beschleunigung b als die vektorielle Anderung
von v in der Zeiteinheit; b ist also ein Vektor mit den Komponenten

v (t4At) —v (1) dv, dv

b = lim - — =2 = lim = % usw.,
* 4t->0 At [t»()At dt

also

b,=5,()=&(), b,=5,0)=§(), b—=0)=2:0)| (117)

oder in eine Gleichung zusammengefal}t

b=1lim —=v(H=7(t)|, (C=V02407+02). . (118)

Wenn v die Geschwindigkeit in 4 (Abb. 96) ist, so ist die Ge-
schwindigkeit o' nach der Zeit 4¢, also in 4’, durch die Gleichung
gegeben

U o

N

v =0+ Adv; . . (119)

daher liegt der Vektor Av, sowie

auch dvjdt in der Grenze fiir
A4t~ 0 in der Ebene, die durch
zwei benachbarte Bahntangenten

bestimmt ist; b liegt also in der
Schmiegebene des betreffenden
Punktes der Bahnkurve und ist
stets nach der hohlen Seite dieser
Bahnkurve gerichtet, kann aber im
tibrigen jede beliebige GroBie und Richtung haben.

Die hier gegebene Definition der Beschleunigung b ist ganz
analog mit der in 52 gegebenen Definition der Geschwindigkeit «:
derselbe Schritt, der von 7 zu v fithrte, fiihrt von » zu b. Daraus
ergibt sich sofort der Satz:

Abb. 96.



Bewegung des Punktes. 101

Die Geschwindigkeit, mit der der Geschwindigkeits-
plan (Hodograph) fiir irgendeine Bewegung eines Punktes
durchlaufen wird, ist gleich der Beschleunigung der ur-
spriinglichen Bewegung des Punktes.

Wir werden diesen Satz, der besonders fir die ebene Bewegung
von Wichtigkeit ist, bei den Anwendungen unmittelbar verwerten
(s. Beispiel 66).

Die Dimension der Beschleunigung ist [L7 2], ihre Einheit
1 m/sek?.

Bevor wir nun dazu iibergehen, diese Begriffe auf besondere
Fialle anzuwenden, ist es am Platze, die Aufmerksamkeit auf den
wichtigen Umstand zu lenken, dafl sich viele Bewegungen, und zwar
vor allen jene, die uns am meisten vertraut sind, durch einfache
Ausdriicke fiir die 2. Differentialquotienten der Koordinaten nach
der Zeit, also der Beschleunigungen darstellen lassen. Zu diesen
Bewegungen gehoren z. B. die Bewegungen im Schwerefeld der Erde,
die Zentralbewegungen der Planeten um die Sonne; fiir die ersteren
kann in erster Néherung ein nach Grofe und Richtung gleich-
bleibender Wert der Beschleunigung angesetzt werden; das Gewicht
ist sodann durch das Produkt aus dieser konstanten Beschleunigung
und der Masse bestimmt. Nimmt man hierzu noch die schon erwéhnte
Tatsache, daBl alle anderen Krifte mit Gewichten verglichen und da-
durch gemessen werden, und ferner das uiber die Unabhingigkeit der
Gesetze der Mechanik von einer gleichformigen geradlinigen Bewegung
der Bezugsysteme (fiir die die Beschleunigung Null ist) Gesagte, so
wird es verstindlich, da bei allen Bewegungen von Punkten
der Ausdruck fiir die Beschleunigung als charakteristisch
erkannt wurde, welche Auffassung sich auch durchaus bewihrt hat.

Sind im besonderen (was seltener vorkommt) die Beschleuni-
gungen b_, by, b, als Funktionen der Zeit bekannt, so ergeben sich
aus ihnen die Geschwindigkeiten und Wege einfach durch zweimalige
Integration (Quadratur) In den Anwendungen liegt aber die Sache
meist nicht so, daB die Beschleunigungen als Funktionen der Zeit,
sondern anderer bewegungsbestimmender GroBen, etwa der Wege
und Geschwindigkejten vorgegeben sind. Da ist es nun wichtig, die
Definitionsgln. (117) in der Weise zu benutzen, daB die ersten Ab-
leitungen der Geschwindigkeiten bzw. die zweiten der Wege nach
der Zeit diesen vorgegebenen Ausdriicken gleichgesetzt werden, und
daraus durch Integration dieser Differentialgleichungen
2. Ordnung, die man als Bewegungsgleichungen bezeichnet, zu den
endlichen Gleichungen der Bewegung in der Form (113) vorzudringen.

Wie wir bei den unten folgenden Beispielen sechen werden, stellt
sich die Beéschleunigung in der Regel als Summe von einzelnen Aus-
driicken dar, von denen jeder einen bestimmten EinfluB wiedergibt.
Der geometrischen Addition der Krifte entspricht im Gebiete der
Kinematik des Punktes die geometrische Addition der Beschleuni-
gungen. Fiir den Ansatz auf Grund der Newtonschen Grund-
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gleichung b = K/M ist also zu beachten, daB die linke Seite dieser
Gleichung die raum-zeitlich definierten Beschleunigungen, die
rechten Seiten dagegen gewisse Ausdriicke sind, die im allgemeinen ven
den Geschwindigkeiten, Koordinaten und der Zeit abhéingen,
deren Form durch besondere Annahmen und Uberlegungen unter
Verwertung von empirischen Ergebnissen festgelegt wird.

Die bei der Integration der Bewegungsgleichungen auftretenden
Integrationskonstanten — und zwar zwei fiir jede Koordinate —
sind durch Anfangs- oder Randbedingungen zu bestimmen,
denen die Integrale zu gehorchen haben und anzupassen sind. Die
tatsichlich eintretende Bewegung wird also als Folge der eingeprigten
Kréafte und eines gewissen Anfangszustandes angesehen.

Fiir die sog. Punktmechanik ergeben sich iibrigens aus allen
Gleichungen fiir die Beschleunigungen usw. durch Multiplikation mit
der Masse M des bewegten Punktes entsprechende Aussagen fiir
die Krafte und die durch diese bedingten Bewegungen — dies
macht den Ubergang von der Kinematik zur Dynamik aus. Jedem
Satze der Kinematik kann man also in der Punktmechanik einen
Satz der Dynamik an die Seite stellen, was hier vermerkt, jedoch
im folgenden nur gelegentlich hervorgehoben werden soll. Dieser
einfache Zusammenhang besteht beim ausgedehnten und beliebig be-
wegten Korper nicht mehr.

54. Geradlinige Bewegung des Punktes. Fiir die geradlinige
Punktbewegung geniigt die Angabe einer Koordinate, man sagt,
die Bewegung hat einen Freiheitsgrad; wir legen die gerade

Bahnkurve in eine Koordinatenachse und lassen
7 die Zeiger der Einfachheit halber fort.

a) Die gleichférmige Bewegung ist ge-

: kennzeichnet durch den Ansatz: ) == v =0. Es

UK’ ; Lt folgt v = konst. = ¢ und xz =ct, wenn ¢ den

. konstanten Wert der Geschwindigkeit bedeutet

e 4l und etwa fir =0 auch x = 0 sein soll. Zur

3 anschaulichen Darstellung werden diese Gleichun-

o i ; gen v=c und 2 =ct als Geschwindigkeits--

¢ Zeit- bzw. Weg-Zeit-Linie dargestellt (Abb.97);

Abb. 97. die Neigung der letzteren ist ein MaB fiir die
Geschwindigkeit tg« == z/t = konst. = c.

¢ ¢

Beispiel 43. Wenn sich ein Kérper mit ¢ m/sek kewegt, welchen Weg
C in km legt er in einer Stunde zuriick? Es ist

C km/Std. = ¢-60-60/1000 = 8,6-¢c (cin m'sek) . . . . . (120)
Fir einen D-Zug mit € = 108 km/Std. ist ¢ = 30 m/sek.

Beispiel 44. Die im Eisenbahnbetriebe verwendeten graphischen
Fahrplane enthalten die Weg-Zeit-Linien {iir die einzelnen Ziige, deren wirk-
liche Bewegung dabei durch ihre mittlere ersetzt wird, welche von Station
zu Station als gleichférmig behandelt wird. Man entwerfe einen solchen Fahr-
plan fiir irgendeine Strecke eines Kursbuches.
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b) Gleichférmig beschleunigte Bewegung: b =19 = konst.
Wird fiir ¢= 0 etwa v =19, und x = 0 vorgeschrieben, so liefert
die zweimalige Integration:

v="0,+bt, =0yt 5bt?=(vo+v)-t/2 ] . (121)
Die Schaulinien sind in Abb. 98 gegeben. Die L
Geschwindigkeit-Zeit-Linie ist eine Gerade, die Gesch¥. -Zi’/
Weg-Zeit-Linie eine Parabel, wobei - :
tgf=>w—rvy)ft=0b, tge,=v,, tgae=0v. % U
j v ¢
Aus den Gleichungen (121) folgt durch Elimi- ) 7
nation von ¢:
W —v?f2bz| . . . . (122) ’M\'VKE 4
x
Fir b=g¢ = 9,81 m/sek? ergeben sich daraus die % ¥ £

Gesetze des freien Falles (ohne Widerstinde).

Beispiel 45. Wurf nach aufwirts: Wenn die Abb. 98.

Richtungen von v und b=konst. einander entgegen-

gesetzt sind, so erhélt man eine gleichférmig verzégerte Bewegung;
die hierfiir geltenden Gleichungen ergeben sich aus (121), wenn das Vorzeichen
von b umgekehrt wird. Insbesondere folgen fiir b= —g die Gesetze fiir den
Wurf nach aufwirts:

v=vy,—gt, x=vt—Lgt?, F=9t-2g92. . ... (128)

Die zur Erreichung des hochsten Punktes erforderliche Steigzeit 7' und die
Steighbhe H erhidlt man hieraus fir v=0:

I T =g, H=1v?2¢g | s e e e e e e e (124)

wobei H auch als Geschwindigkeitshohe bezeichnet wird.

Diese beiden Fille a) und b) sind Sonderfélle des folgenden:

c) b ist eine Funktion von z allein: b =b(x). In diesem
Falle empfiehlt es sich, auch v als Funktion von x zu betrachten;
da z selbst wieder eine Funktion von ¢ ist, so hat man

{i_v_dv dz  dv_ 1 ii—?:z—b(x)
it de dt  Cdz 2 dz
und daraus folgt, wenn fiir = 0: v = v, sein soll:

z
v‘“’—vo‘“’:2fb(x)dx R ¢ 8133
o

Wenn wir also von der Beschleunigung wissen, dall sie vom Wege
allein abhdngt, so 1Bt sich ein Integral der Bewegungsgleichung
# == b(z) allgemein angeben und zwar ist durch Gl (125) die Ge-
schwindigkeit v als Funktion des Weges bestimmt: v —wv(z). Aus
dieser Gleichung folgt durch Multiplikation mit m/2 das sog. Energie-
integral der Bewegung des Massenpunktes; den links auftretenden
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Ausdruck m v?/2-bezeichnet man als kinetische Energie, den rechts-

z z
stehenden [mb(x)de — [ K(z)de als mechanische Arbeit A, und
[ 0

nemnen — A = U die potentielle Energie. Die Bedeutung des
Energieintegrals wird in der Dynamik noch stéirker hervortreten
(s. IIL Teil).

Setzt man weiterhin v = v (x) = dz/dt, so folgt daraus

dz also == d—x):t(x) y . . . (126)

dt:v(.i’\" v(x

wenn z. B. {=0: 2 =0 verlangt wird; durch Auflosung dieser
Gleichung ergibt sich dann z = z(f), wodurch die Integration voll-
endet ist.

Beispiel 46. Freier Fall aus groBer Hohe. Die Fallbewegung
eines Kérpers aus groBer Hohe gegen die Erde erfolgt nach dem Newtonschen
Gravitationsgesetze, das aussagt, daB sich irgendzwei Korper gegenseitig mit
einer Kraft anziehen, die ihren Massen direkt, dem Quadrat der Entfernung z
ihrer Mittelpunkte umgekehrt proportional und nach der Verbindungslinie dieser
Mittelpunkte gerichtet ist; die hierbei als Proportionalititsfaktor auftretende
Gravitationskonstante hat fiir das verwendete MaB3system einen bestimmten
Zahlenwert und eine leicht angebbare Dimension. Wenn wir zum Ausdruck
bringen, daB die Beschleunigung an der Erdoberfliche (d. h. fiir x = R) ¢ ist,
so konnen wir zwecks Ausschaltung der Massen und der Gravitationskonstante
ansetzen:

b:g=1/2%:1/R*, also b=gR¥a".

Sei @ die Entfernung des Ausgangspunktes vom Erdmittel und v,= 0, dann
ist die Geschwindigkeit v an der Stelle z nach Gl (125), wobei b= —in"‘/:r:2
zu setzen ist (weil b nach den abnehmenden z zu wichst) und worin die
Grenzen @ und z zu setzen sind:

1 l>
2 _ 2 (1
v¥=2¢gR <x 2l

Daraue folgt weiter

und nach Gl. (126)

fv(x) \/2ng f\a-—x

wobei wieder beriicksichtigt ist, daB 2 mit wachsendem ¢ kleiner wird, dz also
negativ ist. Durch die Substitution x =a cos? ¢ folgt endlich

VE+VE (1-2).
a a a
Wiirde der Korper aus dem Unendlichen zur Erde fallen (@ =), da,nn
folgt die Geschwindigkeit beim Auftreffen auf die Erde fiir x = B =6,37-10°m
”(z:R)=V29R = 11180 m/sek.

29 R?
3
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Fiir einen aus dem Weltraum zur Erde fallenden Meteor wiirde allerdings die .
Auftreffgeschwindigkeit durch die Lufthiille der Erde erheblich abgebremst
werden, bliebe aber gleichwohl auBlerordentlich groB, woraus sich die beobach-
teten groBlen Eindringe-

tiefen der Meteore erkliren. T A e e,

Beispiel 47. Ein-
fache harmonische
Schwingung. Die auf den Korper
A wirkende Beschleunigung b sei z
stets gegen einen festen Punkt O
gerichtet (Abb. 99a) und der Ent-
fernung OA direkt proportional:
b=—x%2z (das negative Vorzeichen
wieder deshalb, weil b im Sinne der
abnehmenden =z gerichtet ist); die
Beschleunigung entspricht a so einer
Kraft nach Art eines elastischen
Fadens oder einer Feder, die aller-
dings bei der Linge 0 auch die Be-
schleunigung 0 ergeben sollen. Wenn
etwa fiilr z=a: v,=0 sein soll, so
liefert GI. (125):

Ay g x?x

z
=2 [rdr=1x(a®—22),
a

also v=-xya?—2a?,

wobei das +-Zeichen fiir die Be-
wegung nach rechts, das —-Zeichen
fiir die Bewegung nach links Geltung
hat. Aus v =dz[d¢ folgt dann, wenn
fir t=0: z=a:

x
1 dz 1 z
f=——| ———=-—arccos —, Abb. 99.
3 ‘/az_xz X a
@

also |x:acosxt, 'U:——axsinxﬂ, b=—axcosxt=—sx2z. . . (127)

Eine solche Bewegung nennt man eine einfache harmonische Schwingung.
Die durch diese Gleichungen gegebenen Kurven sind in Abb. 99b eingetragen.

Aus der Form dieser Ausdriicke ersieht man, daB sich immer nach Ablauf
der Zeit

dieselben Werte von z, v, b wiederholen. Diese Zeit nennt man die perio-
dische Zeit oder kurz die Periode oder die Dauer der Eigenschwingung:
sie jst allein durch d'e Konstante x bestimmt, die in dem Ausdruck fir die
Beschleunigung (als #?) vorkommt. — Unter der Frequenz (Héufigkeit) p ver-
steht man die Schwingungszahl in 1sek, und da also p 7T =1, so ist

........... 029

Beispiel 48. Wenn die Beschleunigung als Funktion des Weges nicht
durch einen analytischen Ausdruck, sondern empirisch gegeben ist, wie z. B.
die Dampfkraft durch das ,Indikatordiagramm als Funktion des Kolbenweges
oder die der sog. Tangentialkraft einer Dampfmaschine entsprechende
Beschleunigung als Funktion des Kurbelweges r ¢ , so empfiehlt es sich, die durch
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die Gln. (125) und (126) gegebenen Operationen, die die Bewegung bestimmen,
zeichnerisch auszufiihren; dies ist in Abb. 100 fiir eine periodische Beweguug
von der eben angedeuteten Art ausgefiihrt, die im Maschinenbetriebe vorkommt:
Die Kurve b (z) ist gegen die z,-Achse so angenommen, wie sie etwa der Tan-
gentialkraft einer einfachwirkenden Dampfmaschine entspricht. Damit die Be-
wegung periodisch wird, also nach Zuriicklegung eines bestimmten Weges (etwa
einer Kurbelumdrehung) die Geschwindigkeit denselben Wert erreicht, mul} b

Abb. 100.

selbst diese Periode haben und iberdies muB das in Gl. (125) auftretende In-
tegral, iiber diese Wegperiode erstreckt, Null geben; d. h. die - Achse ist so
zu verlegen, daB die Flichenstiicke der b-Linie iiber und unter der z-Achse
gleich groB8 ausfallen. Die Konstante v, ist den Anfangsbedingungen ent-
sprechend zu wihlen (wir werden in der Dynamik der Maschine sehen, dal
hierbei eine eigentiimliche Schwierigkeit vorliegt), dann liefert die Ausfithrung
der Integration nach Gl (125): v* als Funktion von z, wodurch auch v(z) und
1jv(x) gegeben sind. Die Flache dieser letzteren Kurve, vom Anfangspunkt
gemessen, liefert nach Gl. (126) ¢ (z) und damit auch z = (f), wobei jetzt die
Wegachse horizontal gerichtet ist. Bei Ausfiilhrung dieser Konstruktion ist
darauf zu achten, daB fiir alle vorkommenden GréBe¢n verschiedener Art (b,
*?, v) passende MaBstibe gewahlt werden, de von der angestrebten Genauig-
keit abhingen und eine angemessene Unterbringung auf dem verfiigbaren
Zeichenraum zulassen.

Bemerkung iiber die graphische Bestimmung der Flidche
einer Kurve. Fiir die hier und in allen #hnlichen Fillen not-
wendige Ermittlung der Fliche einer empirisch gegebenen
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Kurve sind verschiedene Verfahren im Gebrauch: entweder man
benutzt hierfiir einen der dazu geeigneten Apparate, ein Planimeter,
einen Integraphen oder man zeichnet die Kurve auf ein Millimeter-
papier und erhdlt die
Flache durch Abzihlung
der Quadrate zwischen je
zwel entsprechend nahe
gewihlten Ordinaten. Eine
einfache und sehr verwend-
bare Methode zur ange-
ndherten Ermittlung der
Integralkurve %' einer
gegebenen Kurve % ist in
Abb.101 gegeben; die Inte-
gralkurve &' ist definitions-

gemif gegeben durch Abb. 101.
. af
— [yde, a4 h df=ydz, oder - —y.
0 dx

Die Ordinate y der gegebenen Kurve k& gibt daher im wesentlichen
die Tangentenneigung von %’ an der betreffenden Stelle z. Um dies
praktisch zu verwerten, teilt man die Fliche zwischen £ und der
x-Achse in eine entsprechende Anzahl von Streifen (nicht notwendig
von derselben Breite) parallel zur y-Achse und zieht in jedem eine
,Mittelordinate“ y — M M, so daB y-Az (angenihert) die Fliche des
betreffenden Streifens darstellt. Dann wéhlt man einen Pol P auf
Oz (0P -= H = Polweite), projiziert M nach M”, verbindet P mit
M’ und zieht ON| PM”; dann ist N'N=AY und

AY: Ade=y:H, ydx=H-AY

und f=Xydz=H-Y|, . . . . . . . (130)

d. h. die Ordinate ¥ der so stiickweise entstehenden Kurve %' gibt,

mit H multipliziert, fiir jede Stelle z die Fliche der Kurve .
d) b ist eine Funktion von v allein: bzb(v):z—:. In
diesem Falle folgt durch Trennung der Veréinderlichen (wenn fiir

=0, v=y1,): v

dv .
t:fﬂv):t@) N ¢ 20

Yo

d
und durch Umkehrung v=v(t)= 2% woraus (wenn fir ¢t=0,

dt
z = 0) unmittelbar :

x= [ v(f)at,

d. i. die Gleichung fir die Bewegung in endlicher Form flie3t.
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Die Abhiingigkeit der Beschleunigung (oder Kraft) von der Ge-
schwindigkeit kommt vor bei der Bewegung von Kérpern unter dem
EinfluB des Widerstandes des umgebenden Mittels. Wie jeder
Koérper, der mit anderen in Berithrung ist, von diesen an den Be-
rilhrungsstellen Druck- und Reibungskrifte erfiahrt, so wird auch ein
in Luft oder Wasser bewegter Korper solche Druck- und Reibungskréfte
erfahren, die teils die Be wegung unserer Fahrzeuge hindernd beeinflussen,
teils zu Nutzzwecken dienen, wie der Auftrieb bei den Flugzeugen. Sehen
wir von dieser letzteren Besonderheit ab, so haben wir uns im wesent-
lichen auf die Erfahrung zn stiitzen, daf man zur gleichférmigen
Bewegung eines Korpers in Luft oder Wasser eine Kraft nach vor-
wirts anwenden mul, und dies deutet darauf hin, daB3 diese Summe
der Druck- und Reibungskrifte im wesentlichen eine Kraft im
Gegensinne zur Bewegungsrichtung ergibt; von diesem Wider-
stande zeigen die Messungen, daB er auller von der Dichte des
Mittels und der Grofle und Form des Korpers im wesentlichen —
und darauf kommt es hier allein an -~ von der Geschwindigkeit
abhingt, und zwar hat sich ergeben, dafl die Beobachtungen in den
mejsten Fillen befriedigend dargestellt werden konnen, wenn der
Widerstand mit dem Quadrat der Geschwindigkeit wachsend
angenommen wird. Wir kénnen dann fiir die entsprechende Be-
schleunigung setzen: b, = kv®, wobei k¥ die erstgenannten Umsténde
in sich enthélt (Néheres hieriiber s. Hydraulik). Dieser Ansatz
wird meigt verwendet, wenn es sich um die Beriicksichtigung des
Widerstandes des umgebenden Mittels handelt; bei kleinen Ge-
schwindigkeiten begiingt man sich jedoch mit dem linearen Ansatz
fir die Geschwindigkeit: b, == 21v, weil dies eine groBe Verein-
fachung der Rechnung bedeutet, und in vielen Fillen ausreichende
Ergebnisse liefert.

Beispiel 49. Freier Fall mit Beriicksichtigung des Luftwider-
standes. Wenn auBler der Beschleunigung g der Schwere noch der Luftwider-
stand wirkt, so haben wir unter Beriicksichtigung des oben Gesagten zu setzen

_dv .
b_m_g-—bm_g—kv
und erhalten mit kjg = 1/c*:
dv 1 do ic du

dt=—r—=—" e T e L
g—kv: g 1—(@c} g l+u’

indem wir vic=—¢u, dv=—scdu ({=—1) einfilhren. Daher ist (wenn fiir
t=0: v=0, u=0)
ic igt iwv
t=—-——arctgu, =tg ¥ ="
p arctgu, u=tg—

B

¢
daraus folgt
Bingtfe
Cofg t/c

VLY LN L3
e

und aus v = d:l:/dt endhch
x——log@of~ D T SR Y 132’
9 c (
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Fiir = o0 wird v=c = yg/k, d. h. nach theoretisch unendlich langer (praktisch
jedoch nur wenige Sekunden betragender) Zeit ndhert sich v dem konstanten
Wert ¢, der im wesent'ichen durch den Beiwert k¥ in dem Apsatz fiir den
Luftwiderstand bedingt ist; die Bewegung nihert sich asymptotisch, d. h. fir
t=oo, einer gleichférmigen Bewegung mit dieser Grenzgeschwindigkeit c.

55. Fortsetzung. Wenn b eine beliebige Funktion der drei
Argumente v, x, t ist, so ldBt sich die Integration der Bewegungs-
gleichungen nicht allgemein durchfithren. Es gibt jedoch noch
einige Félle, die praktisch wichtige Bewegungsformen betreffen, die
vollstindig gelost werden konnen; mit ihnen befassen sich die fol-
genden Beispiele.

Beispiel 50. Gedampfte harmonische Schwingung. Wenn aufler
der ,Federkraft — »*z (wie in Beispiel 47) noch ein der Bewegung entgegen-
gerichteter Widerstand — eine Démpfung — vorbanden ist, die hier der
Geschwind gkeit » = & proportional angenommen werden soll, so lautet die
Bewegungsgieichung

b=—x*xz—2%v, oder i+4+2i&+4+x22x=0.. ... (138)
21 nennt man die Déimpfungskonstante. Die Integration wird geleistet
durch den Ansatz: z= A-e?! und liefert fiir p die quadratische Gleichung
P?P+2ip+x2=0, deren Wurzeln sind: p,,,=—4+ 22 — 2.
Die vollstindige Losung lautet daher
z=Ae- P17 L 4, ¢,

worin 4, und 4, die Integrationskonstanten bedeuten. Fiir die Art der ein-
tretenden Bewegung sind die Zahlenwerte von 1 und » maBgebend; hierbei
sind fo'gende Fille zu unterscheiden:

a) Schwache Dimpfung 4 < x; wir setzen yi2—»® ={» und erhalten

ePrat o o= F v =2 (oogyt+isinv ),
so daf

z=e"* [(A, + A;) cosv i+ 1 (A, — A,)sinve].

Um die Losung in reeller Form zu erhalten, miissen wir 4, und 4,, die willkiirlich
sind, als konjugiert-komplexe GriBen annehmen und setzen

4, =3 —ay1), 4,=1%(,+a, 1),
wobei @, und a, reell sind. Setzen wir noch
A+ A4,=a,=asiné, 1(4, —4,)=a,=acose,

so kommt endlich

z=ae Msinwt+ea |, .. .. ... .. (134)

wobei die Integrationskonstanten a und ¢ sind.
Da der Sinus mit der Halbperiode

T

L .. (13)

2 L
die Grenzen + 1 annimmt und dazwischen je einmal verschwindet, so verlduft
jedenfalls zwischen den beiden durch z=*+a ¢~ ** gegebenen Kurven (Abb.102).
¢~*! nennt man den Dampfungsfaktor.
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Die Periode T erscheint im Vergleich zur ungedimpften Schwingung mit
demselben » vergréBert, d. h. die Sthwingungen verlaufen langsamer.
Die aufeinanderfolgenden Maxima und Minima treten ein, sobald

i=ae M [—Asinwite)+veos(wi+ )] =0,

x d. h. fiir alle ¢, fiir die
N P tg(vet-e) =v/2.
® ~~ g
3 'Y Wenn diese Gleichung etwa fiir
i N e t=t befriedigt ist. so trifft
i ¢ %2 A . dasselbe zu fiir die Werte
[4 H WL ? S
u:f, ¢4 ,&% ———— ¢ t1+$ t'—‘-?—g—:'
. /_(;;:m’_ﬁt) H 9 i 9
T
- ! ~
Abb. 102. Py

Die diesen Zeiten entsprechenden Wege sind

- P -
1e )'T/Z-sm(vt’—{—s), usw.

und es folgt fiir das Verhiltnis je zweier aufeinanderfolgender Ausschlige (ab-
gesehen vom Vorzeichen)
T %
z, x

z, =g-e~* sin(vt' +¢), x,=—a-e”

... = konst. ——-e“'/g,

dies nennt man das Dampfungsverhdltnis und logz, —logz, = A7/2 (nach
GauB) das logarithmische Dekrement; wir erhalten also das Ergebnis,
daB die logarithmische ,Abnahme*“ der Schwingungswege eine lings des ganzen
Schwingungsverlaufes konstante Grofie besitzt.

b) Starke Dampfung 4>x, Vi2—x*>0. Die Weg-Zeit-Linie wird
dargestellt durch

w=A.dmAmVE— L B VS (136)

Da beide Exponenten der e-Funktionen reell sind und lim2 >0, so ver-

t—> o®
liuft die Bewegung ohne Schwingungen asymptotisch gegen die Lage == 0.
Die besondere Form hiingt von der Geschwindigkeit v, fir £ =0 ab: je nach-

dem vo%O ist, erhdlt man die drei in Abb. 103 gegebenen Formen.

¢) Fir den Ubergangs-
fall 1= x erhdlt man die voll-
A %, stindige Losung durch eine
< Grenzbetrachtung in der Form

z=(A+Bye !, 137

H ., « verliuft hier ebenfalls ohne
Y ¢ Schwingungen gegen Null.

Abb. 103. Die hier und in Beispiel
47 betrachteten Fille bezeich-
net man auch als ,freie* Schwingungen des Punktes.

z

Beispiel 51. Erzwungene Schwingung. Resonanz. Wir wollen
annehmen, dal auBer der ,Federkraft“ (»?z) und der ,Dimpfungskraft 2 iv)
noch eine mit der Zeit periodisch verdnderliche eingeprigte Kraft vorhanden
sei, die also in einem bestimmten ,Rhythmus“ auf den schwingungs«fahigen
Punktkoérper einwirkt. Derartige periodische Krifte spielen nicht nur im Ge-
biete der technischen Mechanik eine groBe Rolle (man denke an die Be-
wegungen, die durch die periodisch verlaufenden Massenkriifte von Maschinen
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in diesen selbst und in Gebduden oder Fahrzeugen aller Art auftreten, in
denen Maschinen eingebaut sind), sie sind auch fiir alle anderen Zweige der
Physik, wie Akustik, Elektrizititslehre, Optik usw. von besonderer Bedeutung.

Den einfachsten Fall erhalten wir, wenn wir die periodische Kraft als
mit der Zeit sinusférmig verinder’ich annehmen, also fiir die Beschleunigung
etwa R sinrt setzen, so daB die Bewegungsgleichung wird

P42+ 22x=Rsinvt . . ¢« « . . ¢« o . . (138)

Dieser Ansatz rechtfertigt sich dadurch, da man jede beliebige periodisch
verinderliche Kraft in eine nach trigonometrischen Funktionen der Vielfachen
von »¢ fortschreitende Reihe entwickeln und den EinfluB jedes einzelnen Gliedes
dieser Reihe untersuchen kann.

Wenn in einem Kraftwagen der Motor liuft, nehmen wir Erschiitterungen
wahr, die im ,Tempo“ der Motorbewegung er.olgen. Aus allen derartigen
Erscheinungen schlieBen wir, daB die eintretende Bewegung ebenfalls eine
mit ¢ periodisch verdnderliche sein wird, und zwar von derselben Periode 2 /v
wie die der ,erregenden“ oder eingeprigten Kraft; wir setzen daher, indem
wir die ,Phasenlage” dieser erzeugten Schwingung gegen die erregende Be-
schleunigung offen lassen:

z=z,=Csin(vt—-a) . ... .. .. .. (139)

wobei ¢ und o« jedoch nicht willkiirliche Integrationskonstante, sondern durch
die Differentialgl. (138) selbst bestimmt sind. Soll der Ansatz (139) die
Gl. (138) identisch erfiillen, so miissen die Koeffizienten von sin (vt — «) und
cos (vt — &) zu beiden Seiten der Gleichung iibereinstimmen; hierzu setzen wir
rechts v¢ = (¢ — o) + « und erhalten:
—»2Csin (Wt —a) +2.vCcos (vt — )+ »°C sin (vt — &) = R [sin (v — &) cos «
+cos (vt — ) sin ],

daraus flieBen durch Vergleich der Koefizienten von sin (v¢ — «) und cos (v — )

(x2 —»?)C =R cos « }
2lvC =R sin «
oder endlich
R _‘{lv

€ — ., tga= e .. (140
\/gx"‘—vz)"‘—l—‘llzi"z g ( )

2% — 2

Es ergibt sich fir «, =, (¢) tatsichlich eine einfache harmonische
Schwingung von derselben Periods 2x[v wie die ,erregende“ Schwingung; diese
beiden durchschreiten aber ihre Nullwerte nicht gleichzeitig; vielmehr tut dies
fiir » > » die eintretende Schwingung immer sp dter als die erregende (x > 0!),
sie ist, wie man sagt, ,in der Pnase gegen die erregende Schwingung zuriick®.

Zu dieser ,partikuliren” Losung von Gl (139), die keine willkiirliche
Konstante enthélt, ist noch die Ldsung (134) der zugehdrigen ,homogenen®
Gl. (133) hinzuzufiigen, mittels we'cher die zwei Anfangsbed:ngangen der Aufgabe
erfiillt werden konnen. Diese ,iiberlagerte freie Schwingung® klingt aber rasch
ab und im weiteren Verlaufe bleibt nur die erzwungene Schwingung (139)
iibrig.

Diskussion der erhaltenen Losung. Betrachten wir erregende
Schwingungen mit verschiedenen Perioden 2 z/v, d. h. lassen wir » etwa von
0 bis oo wachsen. so zeigt Gl. (140), daB C bei gegebenen R, », 4 am grofiten
wird, wenn der Nenner seinen kleinsten Wert annimmt, d. h. fir »% = »*— 272
Nicht fir diesen Wert von », sondern fiir den Fall » = », wenn also die er-
regende Schwingung im selben Rhythmus erfolgt wie die ungedimpfte har-
monische Schwingung, spricht man von Resonanz; fir A=0 und » = wird
sogar C = o0, was ein iibermiBiges Anwachsen der Schwingungen anzeigt. Die
Abhiingigkeit des Wertes C' von » ist in Abb. 104 dargestellt; fiir » = ist

Civ= = R/24x und fiir » = /»® —2/% < » erhilt man den groBten Wert von
C und es ist, wie man durch Einsetzen dieses Wertes aus (140) unmittelbar
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R

SAIVETS = ‘/,ﬁ—f_fé > Cv=x). Die Abhingigkeit des Winkels «

von v ist durch Abb. 105 gegeben, die die bildliche Darstellung der zweiten

Gl. (140) ist; fiir »=0 ist ¢« =0, fiir » =2x: a:%; fir v=0w0: a=ua.

4

B

T
iz
Y

Koordinaten.

[ B

=2

Abb. 104 u. 105.

Aus diesen Ergebnissen miissen
wir schlieBen, dal jedes ,schwingungs-
fahige System“ sehr stark durch pe-
riodische Krifte beeinfluBbar ist, die
mit seiner Eigenschwingungs zahliiber-
einstimmen, oder dieser nahe kommen.
So kénnen Briicken unter dem Gleich-
tritt taktmiflig marschierender Trup-
penkorper gefihrdet werden, wenn das
Marschtempo mit der Schwingungszahl
der elastischen Hauptschwingung der
Briicke iibereinstimmt. Ebenso konnen
Wellenbriiche bei Maschinen auftreten
— und sind tatsdchlich beobachtet
worden -, wenn ihre Drehzahl mit der
Eigenschwingungszahl der Welle iiber-
einstimmt. Kin Beispiel, bei dem diese
Erscheinung in gr68tem Ausmafle zur
Anwendung kommt, ist die drahtlose
Telegraphie, bei der die Resonanz zwi-
schen einer erregenden elektrischen
Schwirgung und der elektrischen*

Eigenschwingung eines ,Schwingungskreises“ verwertet wird. Eines der inter-
essantesten Resonanzprobleme bietet {ibrigens auch die Stimme des Menschen

und der Tiere dar.

85. Krummlinize Bewegung in der Ebene in Carfesischen

Die Darstellung der Geschwindigkeit und Beschleu-

nigung in Cartesischen Koordinaten, die wir bisher allein verwendet
haben, eignet sich insbesondere dann, wenn durch die Beschaffenheit
des vorgelegten Problems eine Bevorzugung bestimmter Richtungen
gogeben erscheint. Bei den Bewegungen im Schwerefeld der Erde in
der Nihe der Erdkruste, das angendhert ,homogen* ist, und daher an
allen Stellen lotrechte Richtung der Beschleunigung ergibt, wird die
Wahl dieser Koordinaten nahe gelegt. In allen Fillen zeigt sich,
daB durch Verwendung der dem Problem sich anschmiegenden oder

diesem

nangepaBten® Koordinaten die rechnerische Behandlung

wesentlich erleichtert, in manchen Fiallen praktisch tberhaupt erst
ermbglicht wird. — Der Ansatz des Problems geschieht immer in
der Weise, daB die raum zeitlichen Ausdriicke fiir die Beschleu-

nigung b

in diesen Koordinaten den gegebenen — ein-

geprigten — Komponenten der Beschleunigung Ze (als Funktionen
von z, y, v, v,, {) gloichgesetzt werden: b=1b,

z und y sind dann

Beispiel 52. Schiefer Wurf im luftleeren Raume. Da der Be-
schleunigungsvektor § der Schwere in allen Punkten 4 der Bahn lotrecht nach
abwirts gerichtet ist, legen wir etwa die y-Achse eben‘alls lotrecht, und zwar
nach aufwirts, die 2-Achse horizontal (Abb. 106a). Die Beschleunigungen nach

ba:E .x=0,

byEl}y:‘g
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und daraus
v, =konst. =y cos « =%, v, =konst. —gt=vysine—gt=9. . (141)

indem wir die Geschwindigkeit in 0 fiir £ =0 von der Grie v, und unter dem
Winkel « gegen die Horizontale geneigt annehmen. Die ,,Wege“ sind (wenn
fir t=0: =0, y=0)

1
x=v,tco8 e, y:votsinoc~§gl2 ........ (142)

Die Bahn ist eine Parabel, wie sich durch Elimination von ¢ aus diesen
Gleichungen ergibt. Fiir ihren hochsten Punkt S ist v, =0, also die ,Steig-
zeit“ bis dahin nach Gl (141): T =y, sin «fg, die ,Wurfhéhe® H und die
»Wurfweite“ W nach Gl (142):

v,% sin? « 2,2 8in 2 &

== ... (148
24 p (143)

Der Geschwindigkeitsplan (Abb. 106b) ist das Stiick einer lotrechten Linie
in Verbindung mit dem ,Pole“ P. Es ist fiir jede Stelle Pv=v. Die Grile
der Geschwindigkeit ist nach

Gl. (141) nach Benutzung von
Gl. (142)

v =0 7 = 0t — 29y
ist also nur abhingig von
der Héhe y iiber dem Hori-
zont.

Als Anwendung dieser
einfachen Formeln beant-
worten wir die Frage nach
jenem Winkel «, unter dem
mit einer bestimmten An-
fangsgeschwindigkeit v, ge-
worfen oder geschossen wer-
den muf3, um ein bestimm- Abb. 106.
tes Ziel Z (x.y) zu erreichen.

Hierzu benutzen wir die durch Elimination von ¢ aus den Gln. (142) hervor-
gehende Parabelgleichung in der Form

y=xtgoe—(1+tg«) 224k, worin h=1?2¢g;
dies ist eine quadratische Gleichung fiir tg « und liefert die Wurzeln:

tg = % [2h + VAT —dhy —27)

H:y“:T): , W=2z(t:1,)=

£

Nl

Man erhalt also im allgemeinen zwei Werte, einen Flachwurf oder FlachschuB
(Kanone) und einen Steilwurf oder Steilschul (Haubitze oder Morser); nur wenn
die Quadratwurzel imaginir wird, wenn also 4h®—4hy—2%< 0, kann das
gegebene Ziel (z,y) mit gegebenem v, (oder &) nicht erreicht werden. Fiir die
Punkte der ,Grenzparabel“ 44%— 4hy —2®=0, deren Lage leicht eingezeichnet
werden kann, fallen die beiden méglichen Wurfparabeln zusammen.

56. Natiirliche Zerlegung: Tangential- und Normalbeschleuni-
gung. Zu jeder Kurve gibt es zwei mit ibr ,natiirlich“ (d.h. ohne
Beziehung auf ein von der Kurve unabhingiges Achsenkreuz) ver-
bundene Richtungen: die Tangente und Normale. Die Zerlegung

von b nach diesen liefert die Tangentialbeschleunigung b, und
Normalbeschleunigung &, ; ihre Ausdriicke erhdlt man nach

Abb. 96, indem man den vektoriellen Zuwachs Av von » durch die
Summe ausdriickt : _—
Av=Adu + dw,

Péschl, Mechanik. 8
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durch 4t dividiert und 4¢-— 0 werden 1iBt:

b=>b,+ b, (144)
wobei
. v —wcosdep . v —w dv  do
b == hm e e —-—-:‘:llm — l =
' At>o At 1e>0 At u—»oAt dt
uad in 4 4 4 A4 2
. vsinde @ s p 0
b = lim —— =y lim (-—“ ——> v?lim =,
At>0 tc>o\ds At H—»OAS 0

wenn o = AK den Kriimmungshalbmesser und ds das Bogen-
element bedeutet, da ds/dt =v. Die Grofle

dp do
lim —wl| . . .. ... (145
atmodt ot~ ® (145)

.bezeichnet man als Winkelgeschwindigkeit, d. i. das Mafl der
Anderung des Winkels ¢ der Tangente gegen eine feste Richtung
in der Ebene in der Zeiteinheit. Wir kénnen daher auch v = g
setzen und erhalten:

dv 2
dv v—i/, b, =" =pw=vw| . . . (146)

btzoﬁ: ds’ " 9

Wir konnen daher die vektorielle Anderung von v, d. i. eben

die Beschleumgungb darstellen durch einen ,,tangentlalen“ Teil b,, der
nur die Anderung der GroBe von v angibt und einen ,,normal germhteten“
Teil b, = v w, der dadurch entsteht, daB v mit der Winkelgeschwin-
digkeit w gedreht wird: die Richtung von b, ist zu v senkrecht,

und zwar in der Drehrichtung der Tangente um g gegen ¢ verdreht.

b, ist durch die Geschwindigkeit v und die Form der Bahn o allein
bestimmt, und ist nach dem Kriimmungsmittelpunkt K hin gerichtet,
wihrend b, jeden beliebigen positiven oder negativen Wert haben
kann.

Die Dimension von e ist [1/T'], ihre Einheit 1/sek.

Wir erhalten damit die im folgenden oft zur Anwendung ge-

langende Regel: Die vektorielle Zeitableitung %—’;zi eines

beliebigen Vektors 7 besteht aus 2 Teilen: dem Teil # in
Richtung von 7, der von der GréBendnderung von r her-
rithrt, und dem Teilrw =r¢ in Richtung | », dessen Rich-
tung sich aus 7 durch Drehung um #/2 im Sinn von w ergibt
und der davon herrithrt, daB 7 mit der Winkelgeschwindig-
keit w = ¢ gedreht wird.

Diese Regel, auf den Geschwindigkeitsvektor » angewendet,
fithrt gerade auf die Beschleunigungen b, und b, .
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Durch einen #hnlichen Schritt, wie aus der Geschwindigkeit die
Beschleunigung, erhalten wir aus der Winkelgeschwindigkeit die
Winkelbeschleunigung 1, die von O verschieden ist, wenn w
verinderlich ist:

. ot+d)—w(l) do
121 = — =
/”1_1110 At di

. Qe .

ihre Dimension ist [1/T'%]. Bei der Drehung um einen festen Punkt
ist insbesondere

bh=v=ro=rp=ri, b =—=ro’=vol . (148)

Beispiel 53. Fiir die gleichférmige Bewegung im Kreise vom
Halbmesser r mit der Geschwindigkeit v = konst. ist ds =rd ¢, daher (Abb. 107)

v= g? =r %f =rw = konst., also auch w = konst.
Die Umlaufszeit T folgt aus
Qmr—v.T, (T=2T_FEio . (149)
v ®

Statt der Winkelgeschwindigkeit verwendet
man in der Praxis gewGhnlich die Drehzahl
n und versteht darunter die Umlaufszahl
in 1 min; sie folgt durch Berechnung des
Weges in 1 sek: Der Weg in 1 min ist 2rzx-n,
daher in 1 sek: 2772n/60 =v=rw, und

an 30w
w=3s, oder m=—1.. (150)

Die Beschleunigung ist gegeben durch

1)2
by=0,b,=—=ro*=vo0,
r Abb. 107.
ist also stets nach dem Mittelpunkte gerichtet,
und mufl natiirlich auf irgendeine Weise auf den bewegten Punkt iibertragen
werden. :
Die Projektion dieser Beschleunigung auf irgendeinen Durchmesser, z. B.
Oz, ist gegeben durch b, =b, cosp = —rw?cos p = —w?x, und dies ist das fiir
die harmonische Schwingung kennzeichnende Gesetz: Die Projektion des be-
wegten Punktes auf irgendeine Gerade fiihrt daher eine einfache Schwingung
aus, deren Periode nach Beisp. 47 = 2a/w, natiirlich gleich der Umlaufszeit
der Kreisbewegung ist.

Beispiel 54. Schiefer Wurf mit Luftwiderstand (ballistisches Problem).
Nimmt man zur Beschleunigung g des Schwerefeldes den ,Luftwiderstand“ als
eine Beschleunigung von der GriBe k+® hinzu, in jedem Punkte tangentiell zur
Bahn und zu v entgegengesetzt gerichtet, su erhélt man die endlichen Glei-
chungen fiir die Bewegung am einfachsten, wenn man die beiden Zerlegungs-
arten kombiniert, die wir bis jetzt kennen gelernt haben; dies entspricht auch
ganz natiirlich der Kombination des lotrechten (von der Bahnkurve unabhin-

8*



116 Kinematik der starren Kérper.

gigen) Schwerefeldes mit dem Luftwiderstand, der in jedem Punkte in der
Tangente wirkt, die der Kurve selbst angehirt. Wir verwenden am besten die
Projektionsgleichungen der Beschleunigungen nach z und nach » (Abb. 108)

dv
b,:Uz=——d;=—kv20050
” a4 ( 1 dy l(lﬂ)
bn_?_—vdt~g0050 dag%—dg——aa .

Dividiert man beide Gleichungen durcheinander und setzt v = v,[cos ¢, so folgt
dv, k dd

v3 g cosdd
eine Gleichung, die unmittelbar integriert werden kann und liefert:

1 2k d9

i T ) costd == konst.,

wobei die Konstante durch v, = v, = v, cosd, fiir ¥ = ¥, bestimmt ist. Aus dieser
Gleichung ist v, als Funktion
von ¢ bestimmt: v, = v, (¢), da-
her kennt man auch

v = vy (J)/cos P = v (&)
und aus der Gleichung fir b,:
dd .
v (9) g = 9cos g,
ergibt sich

dt = — lz@dﬁ
g cosd

nnd daraus

20,
g, cosd

also t=¢(#) und durch Um-
kebrung ¢ =9 (£). Weiter folgt
aus £ =wvcosd, y=vsind:

SRS g

Abb. 108.

de=v(@)cosddt=— 5-1}2(19) ad, dy= -; (9 tgddd,

z=— %f v*(9) d9 4 konst., gy = — éva‘z (9) tg 9 d¥ + konst.,

wodurch 2 =2 (#), y=y () und wegen 9 =9 () auch ==z (), y=y () also
die endlichen Bewegungsgleichungen bekannt sind. Da sich die Integrale in
endlicher Form nicht auswerten lassen, empfiehlt sich die Anwendung der
graphischen Integration wie in Beispiel 48. Eine genauere Betrachtung der
Formeln zeigt, daB die Bahn fiir einen endlichen Wert x = «, eine vertikale
Asymptote hat und die Geschwindigkeit sich fiir £-> o der Grenzgeschwindig-

keit yg/k nahert.

57. Geschwindigkeit und Beschleunigung in Polarkoordinaten.
Flichengeschwindigkeit. Wenn die Polarkoordinaten eines bewegten
Punktes » und ¢ sind, so berechnen wir die Teilgeschwindigkeiten
von v in Richtung des positiven Fahrstrahls: v, und in Richtung
des zunehmenden Polarwinkels: »,. Da die Teile des Bogenelements
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ds nach diesen beiden Richtungen dr und rd¢ sind, so ist unmittel-
bar zu setzen:

V=70,+4+70,, V. =F, vy=rg=ro|. . . (151)

Dieselben Ausdriicke erhilt man auch, wenn
man die Geschwindigkeitsteile v_, v, in
Cartesischen Koordinaten auf die Richtun-
gen r und | » projiziert und die Polar-
koordinaten einfiihrt. v (||r) gibt die Anderung
der GroBe von 7, v, (I_r) entspringt aus dem
Umstande, daB 7 (wie in 56) mit der Winkel-
geschwindigkeit w gedreht wird (Abb. 109).
Ebenso fithrt die zweimalige Differen-
tiation von # = r cos ¢ und y = rsin ¢ und
Projektion von # und y auf die Richtungen
|r und 1 7 auf die Ausdriicke fiir die Be-
schleunigung Abb. 109.

(b=F—rd

.br—+—5¢1 b¢:r¢-—{—2i'gb: .. (152)

< |-

d .
’d*t(ﬂp)

Denn es ist

r=rcosp —rsingp, Y=rsing-4rcosee

E=icosp — 2Fsinpp —rsinpy — rcos pp?,
und § = Fcosp 4 2 cosp@ | rcosp g — rsin @ p?

, = &¥cosp |- jsingp, b,=—Fsing4 jcosyp,
was zu den Gln. (152) fiihrt.

Diese Gleichungen konnen aber auch unmittelbar durch An-
wendung der Regel fiir die Anderung der Vektoren v, und v, ge-
wonnen werden: In die Richtung r filit die Anderung der GriBe

vonw,, also v, = iﬂi’l =7, aullerdem der Teil, der durch Drehung des

dt
Vektors von v, im positiven Sinne von w entsteht: v, < =r¢?,
aber mit dem —-Zeichen, da die Richtung des so gedrehten v, von

A gegen O hinweist. Ebenso in Richtung | r;z)q,:ﬁ‘g’_t‘i’z%'%’l
=rp+7¢ von der GroBendnderung von v,, und v,w =#¢ von
der Richtungsinderung von v, herriihrend, also b,p“—_:y(';b_I_ 27 ¢
wie zuvor.

Als Flichengeschwindigkeit 5 bezeichnet man die in der
Zeiteinheit vom Fahrstrahl 7 uberstrichene Fliche. Da die zwischen

zwei Fahrstrahlen # und 7’ =7 -+ Ar liegende Fliche Af (bis auf
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kleine Grofen zweiter Ordnung die vernachlissigt werden) durch
Af=3%rd@-r = 5r*A¢p gegeben ist, so folgt

7 =lim

1

At—»OZ_t_ 2

2 .
r *2 ———'2—’}"’0,,;

. (153)

Die Flichengeschwindigkeit (bez. O) ist daher durch
das halbe Moment der Geschwindigkeit um O gegeben.

In rechtwinkeligen Koordinaten wiirde unmittelbar folgen
7 = 3(2y — y%), und in ,natiirlichen® % = 1v-p, wenn p die Linge
des von O auf v gefillten Lotes bedeutet.

88. Zusammenstellung der bisher erhaltenen Formeln:

Ebene zfisil- Cartesische Natiirliche Polarkoordi-
Bewegung |pung| Koordinaten (z,y) | Koordinaten (s, o) | naten (r, ¢)
Geschwindig- Vy =& = VCOS & . ds (id.Tangente| {uv, =7
keit v vy =g =vsine ~ dt der Bahn) g =7
(&= % (v,2)
Beschleuni- | by =10, =% =bcosf b= e v@ b, =r—r¢?
gung b b, =v,=§=>bsinp TN N ds | bp=r@+ 270
(8 = < (b, ) b=V 1d .
! l " = dr (r*)
i (e = Kriimmungs- _2dy
| halbmesser) r dt
Flachenge-
schwindigkeit] » n==%xy—y%) 7 =4vp p=4r¢
(= $ Moment = Lot O aufv
der Geschw.) (p = Lot von O auf v)

59. Zentralbewegung. Der Wert der ,angepaBten Koordinaten®
fiir die rechnerische Behandlung eines Problems tritt besonders deut-
lich hervor in der Verwendung von Polarkoordinaten fiir die Zentral-
bewegungen; diese sind dadurch gekennzeichnet, daB die Be-
schleunigung stets durch einen festen Punkt F hindurchgeht.
Da die durch die Zentralbeschleunigung verinderte Geschwindigkeit
immer in der durch die anfingliche Geschwindigkeit und O bestimmten
Ebene liegt, so folgt sofort, daB die Bahnkurven bei den Zentral-
bewegungen ebene Kurven sind. Die Bewegungen der Planeten
um die (ruhend gedachte) Sonne sind Beispiele solcher Bewegungen.

Ist die Zentralbeschleunigung anziehend, so ist die hohle
(konkave) Seite der Bahn dem Zentralkdrper zugewendet, sonst die
erhabene (konvexe).

Da nach der Definition die ganze Beschleunigung b in die
Richtung von 7 fillt, so ist b, = 0, daher 5 — konst. — (/2 und es
gilt der Satz:
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Bei allen Zentralbewegungen (d. h. wie auch das Gesetz
fiir die Beschleunigung im iibrigen beschaffen ist) ist die Fliachen-
geschwindigkeit konstant, d. h. der Fahrstrahl 7 beschreibt
in gleichen Zeiten gleiche Flachen. Auch die Umkehrung
dieses Satzes ist richtig: Wenn wir von einer Bewegung wissen, dal3
sie mit konstanter Flichengeschwindigkeit erfolgt, so ist sie eine
Zentralbewegung.

Die Zentralbewegungen besitzen besondere Bedeutung fiir die
Geschichte der Mechanik und Astronomie, da an sie anschlieBend
die vielgestaltigen Methoden ausgebildet wurden, die das groBle Ge-
béaude der modernen analytischen Mechanik ausmachen. Insbeson-
dere haben sie auch fiir die neuzeitliche Atomphysik eine ungeahnte
Anwendung gefunden. Bekanntlich hat Kepler (1571 bis 1630) auf
Grund des ihm vorliegenden Beobachtungsmaterials von Tycho
de Brahe im Jahre 1609 und 1619 die heute nach ihm benannten
Gesetze der Planetenbewegungen ausgesprochen:

1. Die Bahnkurven der Planeten sind Ellipsen, in deren
einem Brennpunkt die Sonne steht.

2. Die Fahrstrahlen, die die Sonne mit den einzelnen
Planeten verbinden, iiberstreichen in gleichen Zeiten gleiche
Flichenrdume (d. h. die Flichengeschwindigkeit ist eine — fiir
jeden Planeten andere — Konstante).

3. Der Quotient des Kubus der groflen Achse der Ellipse
zum Quadrat der zugehdrigen Umlaufszeit ist fiir alle
Planeten gleich.

An der Hand dieser Gesetze ist dann L. Newton (1642 bis 1727)
zu dem Begriff der universellen Gravitation gefithrt worden, der
mit zu den groBten naturwissenschaftlichen Entdeckungen der Neu-
zeit gehort. Die wesentlichsten Schritte dieser Entdeckung konnen
wir mit den bisher entwickelten Hilfsmitteln durch einfache Rech-
nungen wiedergeben,

Zuniichst folgt aus dem 2. Keplerschen Gesetze bereits, daB
b, =0, daB also die ganze Beschleunigung in der Richtung der
Verbindungslinie Sonne-Planet, also des Vektors 7 liegt. Sei C[2 die
»Flichenkonstante®, d. h. die konstante Flachengeschwindigkeit:

1,. 1 . _dp_C
n=,r (p_EC’, also P=r =, - - (154)

so konnen wir mit Hilfe dieser Gleichung den Ausdruck fiir b,
umformen, indem wir 7 als Funktion von ¢ ansehen und d¢ elimi-
nieren. Wir schreiben:
d 1
dr dr de C dr r

7:—:(’%:&*(p4dt‘—~r§dg:“odf(;, « e e . (155)
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dann ist zunidchst:

1 2
d(?) 1
=72 —I— r? (.p2 =(? *d‘(p—‘ *%— P e e (156)

Ferner ist

.. . c?
b =r—r¢*= T

. (157)

Nach dem 1. Keplarschen Gesetze sind r und ¢ durch die
Ellipsengleichung verbunden, denn die Bahnen sollen Ellipsen sein;
ihre Gleichung lautet in Polarkoordinaten, wenn p den Parameter
(== halbe Ordinat> im Brennpunkte) und ¢ = efa (< 1) die numerische
Exzentrizitdt (e = lineare Exzentrizitit — halbe Entfernung der Brenn-
punkte, a = halbe grofile Achse) bedeutet:

P 1 1 &
= T, d == - )3
r 1-4-ecosgp oy p—}—pcosq

gehen wir damit in die Binetsche Gl (157), so kommt

2 17,
d<r>11 1

a9t ' r p
und daher
2
br:—g-}i T § 6:1:)
pr
Werden also die beiden ersten Keplerschen Gesetze — aus den
Beobachtungen erschlossen — als richtig angenommen, so folgt daraus
schon, dafl die auf die Planeten (die dabei stets als Punkte betrachtet
werden) wirkende Beschleunigung eine anziehende und rein-radiale
ist, und daB ihre GroBe dem Quadrat der Entfernung Sonne-Planet
verkehrt proportional ist.

Aus dem dritten Gesetz folgt endlich, daB C%/p fiir alle Pla-
neten dengelben Wert hat, die Beschleunigung b, also das uni-
verselle, d. i. fiir alle Planeten giiltige Gesetz (158), in dem C?%[p
= konst. ist, befolgt.
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Die Umlaufszeit T' rechnen wir uns aus der Formel fur die

Fliachengeschwindigkeit: Z;f == g :

2
dt:b—'df; also Tzfdtz%F (F = absx = Fliache der Ellipse),

wobei die Integration um die ganze Ellipse herum zu erstrecken ist.
Nun ist nach Abb. 110a:

2
2a =1, +1y="p0} rp_n= P, P _ P 4P
1-+¢

Ferner

daher die Umlaufszeit

T =

aba—="2. P

2
c
4 Uy

Abb. 110.

Bilden wir daher nach dem Wortlaut des dritten Gesetzes:

3 02 0‘3
= g; = ——— = konst., und setzen ——=472k=1,
T 4x°p 4

so erhalten wir endlich

+

b= —

., ; . (159)

worin /A fur alle Planetzn densz2lbon Wert hat.

Nimmt man umgekehrt das Newtonsche Gesetz (158) als ge-
geben an, so folgen daraus die Keplerschen durch Umkehrung
dieser Betrachtungen. Zunéchst ist nach den Gln. (158) und (157)
r = r(p) durch die Differentialgleichung gegeben:

o),

1
Gy Tr e

s

1
r
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indem wir A/C® = 1/p einfithren; von dieser Gleichung ist 1/p eine
Partikularlosung und

1 1 £

i + ‘13005(90 — @)
die allgemeine Losung mit ¢ und ¢, als Integrationskonstanten; fiir
¢ < 1 ergeben sich Ellipsen, fiir ¢ = 1 Parabeln, fiir ¢ > 1 Hyperbeln
als Bahnkurven. Wird der Polarwinkel vom Perihel gezéhlt, dann ist
@o =0 zu setzen. Durch &hnliche Schliisse wie zuvor folgen auch
die iibrigen Aussagen der Keplerschen Gesetze.

Beispiel 55. GeschwindigkeitsplanderPlanetenbewegung. Nach

Gl. (155) und (154) erhalten wir fiir die elliptische Bewegung <% = —;—)—}-f—s%s—?i)
die Geschwindigkeitsteile nach » und ¢:
d <_1;> ¢ sing C 1  ecosg
'U,.=1.'=——C = ~-———;, Vp =T @=—== <"‘+‘*’—“'>

do P rEreES P

und nach z und y zerlegt (Abb. 110Db):
. C .
Vp =V, COSBP — Vop SiN @ = 0 sin ¢

. C
Vy =0, 8N @ 4 Vg COSP = —1; (¢ 4 cos ).

Die Elimination von ¢ liefert als Gleichung des ,Geschwindigkeitsplanes*:
c £>2 c?
bt B sr-S S S SPS SE S S 160
7 =P (160)
und d. i. die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt auf der »,-Achse um

das Stiick O' M =—%€- verschoben ist.

v." + <vy -

Fir die GroBe der Geschwindigkeit ergibt sich mit Riicksicht auf die

Ellipsengleichung lr___ % + £co8Q

durch Elimination von ¢:

2 oin? o2
'02=vr2+vq;2=02[‘8 5;224_;15}:%[2 1-¢
oder 2_6'2[2 1:| -1 [2 1

r a r al

T p !

»
d. h. die Geschwindigkeit v an jeder Stelle der Bahn ist nur eine Funktion
der Linge des Fahrstrahls r; diese Gleichung ist, wie wir spiter noch seben
werden, die Energiegleichung fiir die elliptische Bewegung.

Wie schon hervorgehoben, stellt die Gleichung -i—:l—{—ﬂ)s—(‘z fir e <1
Ellipsen, fiir ¢ =1 Parabeln und fiir ¢ > 1 Hyperbeln dar, und es entstebt die
Frage, unter welchen Bedingungen sich jede dieser Kurven als Bahnkurve
herausetellt. Wir wollen diese Frage insofern spezialisieren, als wir die Ge-
schwindigkeit im Perihel v, ausrechnen und zusehen, inwiefern durch ibre
GréBe die Beschaffenheit der auftretenden Bahnkurve bestimmt ist. Da 1]r,
= (1+¢)/p, erhalten wir fiir r =7, nach Gl (161):

" —
012=1P“l]=1[2*1 81=,1E_1__8.}=1.1+’,‘
7y a 7y p 4 I
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Wir erhalten daher

Ellipsen
Parabeln wenn s é 1, d. h wenn o= S \/2 * ist.
Hyperbeln 1

Wenden wir dieses Ergebnis auf die Erde als Anziebhungszentrum und
einen Punkt an deren Oberfliche an, so kénnen wir hierfiir setzen: b =g = 1/R%,

also 2 =g R? und \/44 =12gR=11180 m/sek. Je nachdem die Geschwindig-

keit <, = oder > als dieser Wert ist, entsteht eine Ellipse, Parabel oder Hy-
perbel. Fur e=0 ergibt sich ein Kreis als Bahn.

60. Gezwungene oder gefiihrte Bewegung des Punktes. Wie
wir in der Statik im wesentlichen nur das Gleichgewicht gestiitzter
Korper betrachteten, so kommt es in der Bewegungslehre bei den
technischen Anwendungen nur auf Untersuchung von , gefithrten®
oder ,gezwungenen“ Bewegungen an. Bei der Bewegung des
Punktes liegt dann der Fall so, dall dieser ,gezwungen® wird, sich
auf einer Leitkurve oder Leitfliche zu bewegen; um zu den Be-
wegungsgleichungen zu gelangen, haben wir ganz &hnlich vorzugehen
wie in der Statik: Dem EinfluB einer glatten Leitkurve (bzw. Leit-
fliche) wird durch eine ,Zwangskraft“ bzw. ,Zwangsbeschleu-

nigung“ b, Rechnung getragen, die zur Tangente der Leitkurve
(bzw. Tangentialebene der Leit-
fliche) senkrecht steht; bei
rauher Leitkurve (bzw. Leit-
fliche) kommt noch die Rei-
bungskraft bzw. Reibungs-
beschleunigung by hinzu, die
nach den Aussagen von 48 B.
in der Form bg=f-|b,| an-
Abb. 111. zusetzen ist, und stets ent-
gegen der Richtung der Be-
wegung wirkt. Wenn b, die gegebene eingeprigte Beschleunigung ist,
so erhalten wir in natiirlicher Darstellung fir glatte ebene Leit-
kurven (Abb. 111):

Abb. 112.°

dv_vd b
o e ey
b=1b,+b,, d h . (162)

2

lbﬂz%:becosw—{-bz

und fiir rauhe Leitkurven (Abb. 112): bg =f-

b,| und

thgtg = stinw —_ bR
b=>b,+b.+bg, d. h (163)

2

5% =b,cosy -+ b,

n
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dabei ist b, in der Richtung der positiven Normalen positiv zu zdhlen;
wenn @ = oo ist auf der Normalen willkiirlich eine Richtung als die
positive festzulegen.

Hierin tritt nun die Zwangsbeschleunigung b, (bzw. die Zwangs-
kraft oder der Druck der Fithrung D = Mb,) als neue Unbekannte
auf, ganz so wie in der Statik der Auflagerdruck; demgegeniiber ist
zu bedenken, daB die Gestalt der Kurve vorgegeben ist, so daB} die
Aufgabe allgemein 16sbar bleibt. Die erste Gl (162) gibt das eigent-
liche Bewegungsgesetz v = v () oder v = v(s) usw., wihrend die zweite
b, liefert:

2

== »Z)——becosq) ... (164)

z

Die Stellen, wo die Leitkurve keinen Ein-
7 fluB auf die Bewegung des Punktes ausiibt,
sind durch b, = O gekennzeichnet. Wenn die
Leitkurve eine einseitige Fihrung darstellt
(wenn etwa der Punkt an einem Faden auf-
gehingt ist oder sich in einer Rinne bewegt),
dann sind durch b, = 0 die Stellen bezeich-
net, in denen der Punkt die Bahn verlassen kann; bei allseitigem
Zwang (Punkt an einer starren Stange oder in einem Rohr) sind
durch die Stellen b, =0 die Punkte gekennzeichnet, in denen ein
Druckwechsel eintritt.

Fiir die Bewegung des Punktes auf einer beliebig gestaltaten
glatten Kurve im Schwerefelde 1iBt die erste der Gln. (162) ein be-

merkenswertios Integral zu. Es ist ndmlich mit b:, = g nach Abb. 113:
_dv_  dv
¢~ dat = "ds

so daB

Abb. 113.

== gsiny, 1’d'v?:gsin vds = gdy,
Y 9 Yy

vP=2gy-+C oder o —v?=2g9(y—y)|, . (165)

wenn wir fiir y = y,: v =19, vorschreiben; d. h. die Geschwindigkeit
an irgendeiner Stelle ist durch y allsin bestimmt und von der Bahn
ganz unabhingig; an allen Stellen, die in derselben Wagrechten liegen
(y = konst.), ist die Bahngeschwindigkeit » gleich groB; v ist an jeder
Stelle gleich der Geschwindigkeit beim freien Fall durch dieselbe
Hoéhe y.

Beispiel 56. Fall auf einer rauhen Ebene unter d:m Winkel «
gegen den Horizont (Abb. 114).

Nach den Gln. (162) folgt: b, =g cos « und

b,:vg

wenn daher fiir s=0: v =9, ist, so kommt
=924+ 2¢g@Ene—fcose)s . . . ... .. (166)

z:g(sina—fcosa),
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Zieht man durch O iiber 4,, wobei 4,0 =1,%/2 g, eine Gerade, die unter dem
Reibungswinkel o’ (f =tg ') gegen die Wagrechte geneigt ist, so folgt
2

2=2¢g [ssino:—[—s—og—tgg’-scosa} =2qy,

d. h. die Geschwindigkeit v in A ist gleich der Fallgeschwindigkeit durch die
Héhe g iiber 4.

Beispiel 57. Fiir die Fallbewegung auf der glatten schiefen
Ebene gelten die Gleichungen des vorhergehenden Beispiels mit f=0:

v=1v,+gtsinee, s=v,0+Lglsine, v *=92+2gssina . . (167)

Beispiel 58. Bewegung auf vertika-
lem Kreise vom Halbmesser I. Die Lage
des Punktes 4 wird durch den < ¢ angegeben,
Abb. 115, und es sei fir ¢ =¢,: v=1v, vor-

Abb. 114. Abb. 115.

geschrieben. GIl. (165) lautet dann, wenn wir die z-Achse zuniichst unbestimmt
lassen:

P =0v2+2g9(y—y,)=v2+2gl(cosp —cosq,) . . . . (168

Wenn es kein (reelles) ¢ gibt,
fiir welches v =0 wird, dann
macht der Punkt volle Um-
laufe; dios tritt ein wenn

V2 = 2¢1 (1 4 cos g).
Ist dagegen
V2 < 291 (1 + cos ¢,),

dann gibt es 2 Stellen ¢ und
—¢@, zwischen denen der Punkt
hin und her schwingt (Pendel);
im Zwischenfall

2,2 =2g1 (1 + cos p,)
kommt der Punkt im hoch-
sten Punkte des Kreises (fiir
¢ = x) asymptotisch (d. h. fiir
t=o0) zur Ruhe.

Die Zwangsbeschleunigung
b, (von der Leitkurve bzw.
durch den verbindenden Faden
auf den Punkt ausgeiibt) ist
nach (Gl 164):

2 2

v
bZ:T—gcoszp=T+gcosqr

Abb. 116.
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und fiir ©* den Wert aus Gl. (168) eingesetzt:
2
b,=v—‘l'—+g (Beosp—2co8qy). . . ... L (169)

Die Verteilung des b, als Funktion von ¢ ist durch Pascalsche Schnecken
gegeben. In Abb. 116 ist diese Verteilung fiir den besonderen Fall dargestellt,
daB b,=0 (der Druckwechsel) fiir ¢ = 135° eintritt. Es ist dann v, fir
jedes @, durch die Gleichung bestimmt:

2

2 — -
b,=0=1~)‘;—+g<—g\/2—2005%>, ?‘l'f—chos%:gzi]\/‘Z
und dies in Gl. (169) eingefiihrt:

395 b _<v21 )
b,-——2-~\/3+3gcosup, oder: —67’—l__ T Fpeose I; ... (170

in dieser Form wird b, durch eine Linge dargestellt, wodurch die Wahl eines
besonderen MaBstabes erspart wird.
Beispiel 59. Schwingungsdauer des Pendels. Sei insb. in Abb. 115
in 4, fiir ¢ =¢,: v=0, dann folgt aus Gl. (168), da ds=—1Id¢:
—————— 48 do
— /! — E
v=y2gl (cos p — cos ;) 7t ldt
und daraus fiir die Zeit von ¢, bis ¢:
P
v ¢

29J cos ¢ — cos ¢,
P

und fiir die Dauer einer ,Viertelschwingung iz von ¢, bis 0

T .
£=\/if b .. ... .. a1
4 290 yeos ¢ — cos ¢,
wodurch die Schwingungsdauer T als elliptisches Integral gegeben ist,
dessen weitere Behandlung vorwiegend mathematisches Interesse hat.

Den angeniéherten Wert der Schwingungsdauer fiir kleine Aus-
schlédge erhilt man am einfachsten, indem man die erste Gl (162) fiir kleine
Ausschlige anschreibt. Man kann nimlich angenihert setzen:

b=B0_ T PP ing =
‘Tdt g de T TIMME=TIY

und erhilt dadurch die Differentialgleichung der einfachen harmonischen
Schwingung nach Beispiel 47, wobei als Koordinate jetzt der Winkel ¢ auf-
tritt; ihre Schwingungsdauer ist nach Gl. (128) gegeben durch

(B PRV U (172)
[

Beispiel 60. Zykloide als Kurve
gleicher Fallzeiten. Durch Zerlegung von
g in der Richtung der Tangente zur Zykloide
erhalten wir (Abb. 117)

$§=—gsing,

worin 8 der Bogen 4,4 sein soll, und ¢ =< Q@4 ist. Nun gilt fiir die
Zykloide die Beziehung s=4a sin ¢, wenn a der Halbmesser des erzeugenden
Kreises ist; daraus folgt

Abb. 117.

.. g
§=—-2.
4a8
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und dies ist die Bewegungsgleichung fiir eine einfache harmonische Schwingung
mit der Periode

-
T=2n\/%‘i, ..... e (173)

véllig unabhingig von der anfinglichen Ausweichung, die man dem Punkt ge-
geben. Diese Eigenschaft bezeichnet man als Isochronismus der Zykloide.

Beispiel 61. Zykloide als Karve kiirzester Fallzeit. Gegeben
seien zwei (nicht in demselben Vertikalen liegende) Punkte 4 und B; man be-
stimme jene Kurve, lings der ein Punkt von 4 nach B fallend, in B in der
kiirzesten Zeit ankommt. Nach Gl. (165) ist

8
’U:g;:\/Qg(y:——y;, also  y2g-t= f f\/—+y dz, (174)
Vy Yo

da ds=\1+y?dz, ¥y =dy/dz. Die Aufgabe kommt also auf die Bestim-
mung jener Funktion y =y (z) hinaus, die dem bestimmten Integral (174),
dessen Integrand eine gegebene Funktion der Griofen % und y ist, einen
kleinsten Wert erteilt. Dieses Problem hat den Ausgangspunkt eines des
wichtigsten und allgemeinsten Zweiges der modernen
Mathematik gebildet, der auch fiir die Mechanik und
Physik auBerordentliche Bedeutung besitzt: der
Variationsrechnung.

Nach den darin entwickelten Methoden, auf die
hier nicht eingegangen werden kann, findet man,
daB die Kurve der verlangten Eigenschaft die
Zykloide ist, die also auch die Eigenschaft besitzt. die
Brachystochrone (Linie kiirzester Fallzeit) zu sein.

Beispiel 62. Kegelpendel. Ein Punkt 4 sei
an einem festen Punkt O aufgehingt und nach allen
Seiten frei beweglich. Fragen wir, unter welchen
Bedingungen eine Bewegung auf einem horizon-
talen Kreise moglich ist (Abb. 118).

AuBer dem lotrecht nach abwirts gerichteten g wirkt &, in der Richtung

des Fadens; fiir die Bewegung im horizontalen Kreise muBl die Summe g+ b,
gleich der Normalbeschleunigung rw,? sein. Daraus folgt unmittelbar

Abb. 118.

rwy =g tg e,
und mit r = Isin «:

Wy = \/—— + ——— und die Umlaufszeit: T = 2—71
‘/cos o ®q

Die Zwangsbeschleunigung ist
b, =g/cos «.

Jedem <« entspricht eine ganz bestimmte Winkelgeschwindigkeit o,
fir die die gleichféormige Bewegung auf dem Kreise moglich ist. Ist w = w,,
dann muB man die Bewegung auf der Kugel unter Einfithrung von zwei
Koordinaten studieren, was viel verwickelter ausfillt.

[I. Ebene Bewegung.

61. Schiebung (Translation) und Drehung (Rotation). Von der
Bewegung eines einzelnen Punktes kann sich von vornherein jeder-
mann eine klare Vorstellung machen, wenigstens solange es sich um
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die Bewegung gegen ein festes Bezugssystem handelt (genauer ge-
sagt, gegen ein solches, dessen Eigenbewegung nicht beriicksichtigt
zu werden braucht). Es ist auch unmittelbar klar, da8 ein auf einer
Kurve beweglicher Punkt einen, ein in der Ebene frei beweglicher
Punkt zwei, im Raum drei Freiheitsgrade hat, d. h. es sind 1,
2, bzw. 3 Bestimmungsstiicke (Koordinaten, Parameter) notwendig,
um die Lage des Punktes anzugeben, und die Mechanik lehrt eine
entsprechende Anzahl von Bewegungsgleichungen aufzustellen. —
Demgegeniiber bedarf es besonderer Uberlegungen, um die Be-
wegungen zu iiberblicken, die ein ausgedehnter starrer Korper
(d. i. ein System von beliebig vielen Punkten, die in unveridnderlichen
Entfernungen miteinander verbunden sind) in der Ebene oder im
Raume ausfitlhren kann: mit dem ersteren Falle wollen wir uns
zunéchst beschaftigen.

Hierzu denken wir uns dieses System von Punkten als eine
sbewegte Ebene“ von Dbeliebiger Ausdehnung, oder wie wir auch
sagen konnen, eine Scheibe (ibre besondere Gestalt spielt keine
Rolle) iiber eine feste (Bezugs-) Ebene so hinweg bewegt, daB die
Geschwindigkeiten aller Punkte stets der festen Ebene parallel sind.
Die Anzahl der ,Freiheitsgrade“ fiir die frei bewegte Scheibe in der
Ebene ist drei: die Kennzeichnung der Lage der Scheibe gegen die
feste Ebene geschieht nidmlich etwa durch Angabe der zwei Ko-
ordinaten eines Scheibenpunktes 4 und des Winkels ¢ zwischen
einer in der bewegten Ebene liegenden Richtung & (d. h. einer
Geraden mit ,Pfeil“) und einer in der festen Ebene liegenden z
(dieser Winkel ist natiirlich nur bis auf Vielfache von 27 bestimmt).
Statt dieser Bestimmungsstiicke kann man auch die Koordinaten von
zwei Punkten der bewegten Ebene 4 und B angeben, was ebenfalls
drei Freiheitsgraden entspricht, da die unverinderliche Entfernung
der beiden Punkte deren vier Freiheitsgrade um eins erniedrigt.

Fiir jede ebene Bewegung gilt nun der fundamentale Satz:

Jede endliche oder unendlich kleine Bewegung aus
einer Lage der Scheibe in eine zweite 148t sich als Drehung
um einen endlichen oder unendlich weit entfernten Punkt 2
auffassen. Diesen Punkt £ nennt man- den Drehpunkt oder
Drehpol oder kurz Pol der betreffenden Bewegung.

In Abb. 119 sind zwei beliebige Lagen der Scheibe auf die
oben angedeutete Art durch (4,&) und (4',&) gekennzeichnet. Der
Drehpol £ ergibt sich dadurch, daB man auf & und & zwei Punkte
B und B’ annimmt, so da 4B = A’B’, und die Symmetralen der
Strecken A4, BB’ zieht: in ihrem Schnittpunkt liegt schon der
Drehpol 2. Aus QA= QA QB= QB, AB= A'B’ folgt nim-
lich AAQB2>A'"QB, d.h. 2 ist der ,Doppelpunkt der beiden
Ebenen, und dieser ist mit dem Drehpol identisch. Die Lage €,
die irgendeinem anderen Punkte C entspricht, ist durch 4ABC
o> A'B’'C’ bestimmt. Aus der Kongruenz dieser Dreiecke folgt noch

unmittelbar YARA =3 BRB =¥ CRC=....=¢
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und dies ist der Winkel, um den die bewegte Ebene gedreht
werden muB, um sie aus der Lage (4,&) in die Lage (4',&) iiber-
zufilhren. Wir wollen ¢ dann positiv rechnen, wenn die Drehung
im Gegensinn des Uhizeigers erfolgt. Eine solche Bewegung nennt
man daher eine Drehung (oder Rotation); sie ist bestimmt durch
die Lage des Drehpols £ und die Gréfe des Drehwinkels ¢.

Abb. 119. Abb. 120.

Wenn £ || & (Abb. 120), dann fillt £ ins Unendliche, und zwar
in der Richtung | 44'. Die Verschiebung aller Punkte der Scheibe ist

dann gleich A4’; wir nennen eine solche Bewegung eine Schiebung

(oder Translation), sie ist durch den freien Vektor 7==44’ be-
stimmt. Die Schiebung ist sonach als Sonderfall der Drehung auf-
zufassen.

Von einer ,ebenen Bewegung“ sprechen wir iibrigens auch dann,
wenn es sich nicht nur um die Bewegung einer Scheibe, sondern
eines beliebig geformten Korpers handelt, dessen sémtliche Punkte
zu einer Ebene parallele (ebene) Kurven beschreiben. Statt vom
Drehpol spricht man dann von der zur Ebene senkrechten Dreh-
achse.

62. Geschwindigkeitszustand der ‘Scheibe. Geschwindigkeits-
plan. So wie wir bei der Bewegung des Punktes zum Begriffe der
Geschwindigkeit durch Betrachtung zweier benachbarter Lagen ge-
langt sind, so kommen wir zur Kennzeichnung des Geschwindig-
keitszustandes der Scheibe durch Betrachtung zweier benach-
barter Lagen der Scheibe. Fiir jeden Scheibenpunkt ergibt sich auf
diese Weise eine bestimmte Geschwindigkeit, aber die Geschwindig-
keiten der einzelnen Punkte der Scheibe werden wegen des starren
Zusammenhanges der Scheibe in gewisser Weise voneinander ab-
hingig sein, die wir jetzt aufdecken wollen.

Durch denselben Vorgang wie fiir zwei endlich voneinander ent-
fernte Lagen ergibt sich zunéchst auch fiir zwei benachbarte Lagen
(durch einen passenden Grenziibergang) der Drehpol £ — jetzt
auch Momentanpol genannt — um den die augenblickliche
(momentane) Drehung angenommen werden kann. Die Richtungen

AA’, BB, ... gehen in die augenblicklichen Bewegungs-
Poschl, Mechanik. 9
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richtungen der genannten Punkte 4, B, ... iiber, in welche auch
die Geschwindigkeitsvektoren dieser Punkte hineinfallen; diese stehen
auf den Verbindungslinien 24, B, ... senkrecht. Sei der zu-

gehorige kleine Drehwinkel der starren Scheibe 4 ¢, so haben wir zu
setzen
AA = QA4.4p, BB = QB-Ap, und da lim 491-—:(1),
At—>0
die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe wird, so folgt fiir die
Geschwindigkeit v, irgendeines Punktes 4 der Scheibe, wenn

QA:TA!

Vg =740, vg lral. ... {175)

Wieder wird w positiv gerechnet, wenn die Drehung im betrachteten
Augenblicke im Gegensinne des Uhrzeigers erfolgt.

Die Geschwindigkeiten aller Punkte der Scheibe sind daher
durch Angabe des Drehpols £ und der Winkelgeschwindigkeit w
bestimmt; fiir die Kennzeichnung des Drehpols geniigt die Angabe
der Bewegungsrichtungen zweier Punkte (Néheres hieriiber 65).

Hat man v4 und w gegeben, so erhdlt man daraus den Dreh-
pol £ durch Auftragen der Linge v4/w auf der gegen vy im Sinne
von o um x/2 gedrehten
Normalen.

Wenn die Geschwindigkeit
v, eines Punktes 4 eines sich
augenblicklich (d. h. durch
ein Zeitelement) oder dauernd
um einen Punkt {2 drehen-
den Scheibe bekannt ist, so
kann die Geschwindigkeit
jedes anderen Punktes un-
mittelbar durch Verwertung
der in Gl. (175) gegebenen
Abb. 121 Proportionalitit von v und
r (die fiir alle Scheibenpunkte
gilt) am besten mit Hilfe der ,gedrehten Geschwindigkeiten®
gewonnen werden.

Hierzu wird der Geschwindigkeitsvektor v, von 4 im Sinne
von o (oder auch im Gegensiune) um x/2 gedreht, nach (v,) in
Abb. 121a, dann wird die gedrehte Geschwindigkeit (vg) des
Punktes B durch die Parallele zu 4 B auf B2 ausgeschnitten; aus

(vs) geht vp durch Drehung um g im Gegensinne zur fritheren

Drehung hervor. Wihlt man den ,GeschwindigkeitsmaBstab% im
betrachteten Zeitmomente so, daB A4 Q2 = v,, dann sind durch die
Strecken 402, BQ, ... unmittelbar die ,gedrehten“ Geschwindig-
keiten der Punkte 4, B, ... gegeben.
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Diesem cinfachen Vorgange ist aber — in sachlicher Beziehung —
die Verwendung eines Geschwindigkeitsplanes vorzuziehen, weil
dadurch der Vektorcharakter der Geschwindigkeit gewahrt wird und
diese Methode auch auf die Beschleunigungen iibertragen werden
kann. Einen solchen Geschwindigkeitsplan erhilt man dadurch, daB
die Geschwindigkeitsvektoren aller Punkte der bewegten Scheibe
von einem festen ,Pole“ P aufgetragen werden; Abb. 121b. Da
nun die Strecke 4B eine feste Linge hat, so miissen die Projek-

tionen der Geschwindigkeiten 44 und % in der Richtung A B gleich
groB sein, d. h. die Verbindungsstrecke der Endpunkte von Pv4 und

Pvg muB zu 4B senkrecht s3in. Nehmen wir noch einen dritten
Punkt C hinzu, so folgt aus dem soeben Erkannten und aus der
Proportionalitdt von vy, wg, we zu r4, rp, 7¢, dal die Endpunkte
der an 2 angesetzten Geschwindigkeiten vy, vg, v¢ ein Dreieck bilden,
das zu A ABC éhnlich und um 7z/2 im Sinn der Winkelgeschwindigkeit
der Scheibe verdreht ist (Abb. 121a, b). Wir erhalten den Satz:

Der Geschwindigkeitsplan fiir die Punkte einer starren
Scheibe ist der Figur dieser Punkte dhnlich und erscheint

um% im Sinn der Winkelgeschwindigkeit w der Scheibe

verdreht. — Im Fall der Schiebung reduziert sich der Geschwindig-
keitsplan auf einen Punkt, da die Geschwindigkeiten aller Punkte
gleich gro und parallel sind.

Auch wenn es sich darum handelt, den Verlauf der Geschwindig-
keit einzelner Punkte der Scheibe wihrend eines endlichen Zeit-
raums zu verfolgen, konnen beide Darstellungsarten verwendet
werden. Wenn die Bewegung eines Punktes geradlinig ist, gibt
fir ihn nur die erstgenannte Art — mit den gedrehten Ge-
schwindigkeiten — unmittelbar einen Uberblick {iber den Geschwindig-
keitsverlauf, wahrend bei der zweiten die simtlichen Geschwindig-
keitgvektoren in eine Gerade zusammenfallen.

Aus dem Vorstehenden ist ersichtlich, daB die Bezeichnung Geschwin-
digkeitsplan hier in zweierlei Sinn verwendet wird: enmal bei der Dar-
stellung des augenblicklichen Geschwindigkeitszustandes einer Scheibe
und das andre Mal bei der Darstellung des Geschwindigkeitsverlaufes ein-
zelner Punkte (wie im I. Kap.) wihrend eines endlichen Zeitraumes.

Das aus den Vektoren vy, vp gebildete Dreieck in Abb. 121b
148t nun auch folgende Deutung zu: bezeichnen wir die dritte Seite,
vom Endpunkte v4 nach dem von vg gerichtet, mit v45, so ist

Vp=1U4 -+ V4B,

und v4p bezeichnen wir als die relative Geschwindigkeit von

B gegen A: in der Tat, wenn wir allen Punkten der Scheibe die

Geschwindigkeit — v4 erteilen, so kommt 4 selbst zur Ruhe und B

besitzt die Geschwindigkeit vy —v4 =v4 3. Diese relative Be-

wegung von B gegen 4 ist also eine Drehung um 4 und erfolgt im
9*
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betrachteten Zeitmomente so, als ob A fest wirs. Ist daher w die
Winkelgeschwindigkeit der Scheibe, so ist

EB:§A+EAB, UAB=B(1) e e (176)

63. Beschleunigungszustand der Scheibe. Beschleunigungsplan.
Um den Beschleunigungszustand der Scheibe zu kennzeichnen, kommt
es wieder — ganz &hnlich wie
beim einzelnen Punkte — darauf
an, den Zusammenhang der An-
! derungen der Geschwindig-
/f ¢ keiten fiir die einzelnen Scheiben-
’ punkte zu verfolgen.
‘ a) Gehen wir hierbei von
f2 der Betrachtung der Drehung
| um einen festen Punkt Q2 aus,
/ s0 beschreiben alle Punkte Kreise
! mit Q als Mittelpunkt, Abb. 122.
‘e Die Geschwindigkeit irgendeines
Punktes 4 ist v4=7r4-®w und
seine Beschleunigung kann in die zwei Teile: normal und senkrecht
von vy zerlegt werden (vgl. Gl (148)):

EJZC

Abb. 122.

W3y =04-0% bW84=04 -0, boy=068+v84] . (177

indem wir die Richtungszeiger n und ¢ bei b jetzt oben ansetzen.
@ ist die Winkelbeschleunigung der Scheibe. b%) ist immer von
A zu Q hin gerichtet, b3, im Gegensinne des Uhrzeigers um £2
drehend, wenn bei einer Drehung der Scheibe im gleichen Sinne
eine Zunahme von w erfolgt.

Die Beschleunigung o, des Punktes 4 ist also ein Vektor, der
unter dem <8 gegen die Normale geneigt ist, wobei (Abb. 122a)

tgf=owlw* . . . . . . . .. (178)

B hat also fiir alle Scheibenpunkte den gleichen Wert. Die Grofle
der Beschleunigung ist

bou = VoI, TV — QA-Varr T o = ra-Val 16, . (179)
ist also dem Abstande Q4 = r, proportional. Demgemall ist die
Verteilung der Beschleunigung fiir alle Punkte der Scheibe leicht zu
iiberblicken. Nur fiir den Drehpunkt (2 ist die Beschleunigung
gleich Null.

Trigt man die Beschleunigungsvektoren boy fiir alle Punkte 4
von einem festen Punkte @ auf, so erhilt man den Beschleuni-
gungsplan der Scheibe (Abb. 122b). Aus der Proportionalitit von
bos mit dem Abstande des betreffenden Punktes von Q: r, = Q4
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nach GL (177) und aus dem Umstande, daB die Beschleunigungen
aller Punkte gegen die Verbindungsstrahlen mit  den gleichen
Winkel 8 einschlieflen, folgt durch einfache Ahnlichkeitsbetrachtungen
der Satz:

Die Endpunkte der von einem festen Punkte @ auf-
getragenen Beschleunigungsvektoren fiir die Punkte einer
bewegten (starren) Scheibe bilden eine Figur, die zu der
Figur der Scheibenpunkte selbst &hnlich, jedoch um den
Winkel 7 — f gegen diese im Sinne von w verdreht ist.
[In Abb.122a,b ist A ABC ~boy bop boe, wobei der Einfachheit

halber die Endpunkte der Vektoren boy... mit bgy ... selbst be-
zeichnet sind.]

b) Dieselbe Verteilung der Beschleunigungen erhalten wir, wenn
£ nicht fest, sondern irgendwie gleichférmig bewegt ist, also
selbst nur die Beschleunigung Null hat. Auf die Beschleunigungen
hat eine derartige gleichférmige Schiebung keinen EinfluB — im Ein-
klange mit der Tatsache der Unabhéngigkeit der Beschleunigungen
(und Krifte) von einer gleichférmigen Bewegung des Bezugssystems.

¢) Den allgemeinen Fall der freien Bewegung der Scheibe
erhalten wir sodann aus dem besonderen der Drehung um einen
festen oder gleichférmig bewegten Punkt (2, indem wir nunmehr an-

nehmen, dal £ selbst eine Beschleunigung bo besitzt. Aus dem Vektor-
charakter der Beschleunigung und der Starrheit der Scheibe folgt
dann sofort, daB die Beschleunigungen by, bp, bg... der ein-
zelngn Punkte 4, B, C... der Scheibe durch die Summen
von bp und den relativen Beschleunigungen von 4, B, C gegen
02 gegeben sind. (In diesem Falle handelt es sich also nicht mehr um
eine Drehung um einen festen Punkt.) Bezeichnen wir die relativen
Beschleunigungen von 4, B, C'...gegen (2 wie bisher durch zwei Zeiger:
boy ... usw. und mit by, die Beschleunigung von {2 gegen ein festes
Bezugssystem, so gelten die Gleichungen

ZA:b_Q—-f—ZQA, b—B-:zQ‘J[“gQB, usw. [N (180)

und wenn boy ... wieder in die normalen und tangentialen Teile
zerlegt werden

boa—b3y 08y, B =Q4-0° bYy—=Q4-&| . (181)

Von diesen Gleichungen werden wir bei der Untersuchung ein-
facher Getriebe, wie sie im Maschinenbau vorkommen, mehrfache
Anwendungen machen (67).

Aus GL (180) sehen wir unmittelbar, daB es im allgemeinen einen
und nur einen Punkt G gibt, dessen Beschleunigung verschwindet:

denn unter den Beschleunigungen bo, aller Scheibenpunkte kommen
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alle (0o?) Vektoren (der G168e und Richtung nach), die iiberhaupt méglich
sind, gerade je einmal vor. Es gibt daher nur einen Punkt G, dessen
Relativbeschleunigung bog mit bp summiert, Null ergibt. Diesen
Punkt nennt man Beschleunigungspol und seine Koordinaten (¢, #)
i. B. auf irgendein Achsensystem (£, &, ) ergeben sich durch Pro-
jektion der Summe von b, (deren
Teile nach &,  durch &,., b,, be-
zeichnet seien) und von bgg (deren
Teile nach Normale und Tangente
T, w?, r, @, also nach den Achsen ¢
¢ und 7: —¢éw?, —nw? baw. — g,
+ &£w sind), aus den Gleichungen:

bor —Ew® — o =0
0& ) ’7' } (182)
boy —n® +&bd =0

(Abb. 123) durch Auflésung in der
Form:

Abb. 123.

b();’:a)2 - b(),]d) bo,,a)'z + bogw
= ol 1=t ier | (183)

Der Beschleunigungsplan fiir diesen neuen Beschleunigungs-
zustand ist unmittelbar anzugeben. Das Hinzutreten von bo zu
jeder Relativbeschleunigung b, wird im Beschleunigungsplan (siehe

Abb. 122b) dadurch ausgefilhrt, daBl eine Strecke Q’Q=ZQ ein-
getragen wird, dann ist @ der Festpunkt fir den neuen Beschleuni-

gungsplan, und die Strecken Q'bo4, Q@ bop.... geben die GréBen
der Beschleunigungen der Punkte 4, B .... Es lift sich ferner leicht
zeigen, daB sich die auf diese Weise gefundenen Beschleunigungen
um den zugehérigen neuen Beschleunigungspol G geradeso anordnen,

wie die boy ... um £ (Abb. 122).

Wir sehen aus obigen Gleichungen, dall bei bekannter Dreh-
geschwindigkeit « der Scheibe (die Lage des Drehpols ist dabei gleich-
giiltig!) der Beschleunigungszustand durch die drei Gréfen bestimmt ist:
boz, boy, @. Sollen diese drei GroBen in ihrer Abhéngigkeit von den
Kriften und Massen der Scheibe bestimmt werden, :o sind hierzu
drei Bewegungsgleichungen notwendig. Da die Zahl der Freiheits-
grade der Scheibe ebenfalls drei betrigt, so brauchen wir fir jeden
Freiheitsgrad eine Bewegungsgleichung. Ihre Aufstellung ist Sache
der Dynamik und wird im IIL Teil gegeben.

Beispiel 68. Beschleunigungszustand einer Strecke 4B (ALb.124).
Da die beiden Punkte eine unveridnderliche Ertfernurg voneinander haken,
so diirfen ihre Geschwindigkeiten nicht véllig willkiirlich angenommen werden;
sie miissen vielmehr die Bedingung erfiillen, daB ihre Teile in der Richtung 4 B
gleich groB ausfallen.

Auch fiir die Beschleunigungen diirfen — entsprechend den drei Freiheits-
graden — nur drei Teile willkiirlich angencmmen werden, wihrend der vierte durch
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diese drei bestimmt ist. Die Vektorgleichung (180) fiir A als Drehpunkt:

bB=ba b4 B, fir die Richtungen parallel und senkrecht zu 4 B angeschrieben,
gibt ndmlich die Gleichungen

bBe =bgat—row?, bBy=ban+tra,

aus denen bp¢ durch b4 fiir ein gegebenes w unmittelbar gegeben ist, wihrend
erst durch b4, und bp, die Winkelbeschleunigung & bestimmt wird. Nimmt
man umgekehrt alle vier Teile der Beschleunigungen von 4 und B willkiirlich
an, o ist dadurch sowohl w wie & gegeben:

ot 0AE — bBE oo ban—bBy
r ’ r )

Der Beschleunigungspol G der mit 4B verbundenen Scheibe ist durch
die zwei Bedingungen bestimmt: 1. miissen die Verbindungslinien von G' mit 4
und B mit bg bzw. bp gleiche Winkel § einschlieBen und 2. miissen die Strecken
GA und GB im selben Verhiltnis stehen wie b4 und bp. Durch die erste
Forderung ist G sofort an den Kreis gebannt, der iiber 4, B und den Schnitt N
von b4 und bp geschlagen werden kann; und iiberdies ist (auch mit Riicksicht
auf das Vorzeichen): tg g = a/w?.

7 A
U
&
Y, £
‘4
/733
JZ k)
24
£ p e x
- x, X
Abb. 124. Abb. 125.

64. Rechnerische Herleitung der Ergebnisse von 62 und 63.
a) Die analytische Darstellung des Geschwindigkeitszustandes
einer Scheibe geschieht am einfachsten in bezug auf ein Achsen-
system (2, &, 7), das fest mit der Scheibe verbunden ist und deren
Bewegung mitmacht (Abb. 125). Seien die Teilgeschwindigkeiten
von vo nach diesen Achsen & und #%: v, v,, dann sind die Teil-
geschwindigkeiten v4;, v4, irgendeines Punktes 4 (£, ) nach diesen
Achsen zufolge GI. (176):

Vgs = Voz — HW, ’UA,]='I)0,7-—f—§(D « .. (184)

daher sind die Koordinaten des Drehpols &,, %, gegeben durch
=Yg — M@, O=v,+{o,

womit Gl. (184) auch geschrieben werden kdnnen:

vas=-F+— o, vay=—(¢—8Ho| . . (185

Dieselben Gleichungen findet man natiirlich auch, wenn man die
Formeln fiir die Koordinatentransformatoren &, y— x, y benutzt:

z=x,+Ecosp —ysingp, y=y,+ ésingp -+ yeosg,
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nach ¢ differenziert (wobei & und # feste Werte haben, daher 5 == 0,
n = 0):

&=, — Esing-@p—ncosp-¢, y=yg,+&cosp-p—ysing-¢p (186)
und die Teilgeschwindigkeiten in den Richtungen &, 5 aufsucht
(da ¢ = w):

vag=7=qcosp -+ gsing =Z cos @ + J,sin ¢ — g =vy: — qw
{vd,, = —Zsing+ycosp = — Fysing +yycosp + €@ =y, + .

Genauer gesagt werden dabei stets die Geschwindigkeitskomponenten
nach festen Achsen betrachtet, deren Richtungen in jedem Augen-
blicke mit denen der bewegten zusammenfallen.

b) Fiir die Ermittlung der Teile der Beschleunigungen in
Richtung der Achsen 2%, 2% haben wir zunéchst die Gln.(186) noch-
mals nach ¢ zu differenzieren, wodurch wir erhalten:

E=&, —Esinpw — £cospw? — ycospw -+ 7 sin ¢ @?
=1, + Ecospm — &sin g w® — usin g @ — 7 cos g w*

und die Summen der Projektionen von & und § nach & bzw. y
zu nehmen:

bgr=dcosp + §sing =by: — éw® — o

. N sy e |- (87
bay,= —Esing |- feosp = by, —yw’ 4 fw

wobei by und by, die Teile der Beschleunigung des Punktes £2, nach
&n zerlegt, bedeuten. Diese Gleichungen sind gleichwertig mit den
Vektorgleichungen (180) und (181):

by=bo+bog=bo b3y -804 | . . . . (188)

denn — £w? — nw® sind die Teile der Normalbeschleunigung von A
und — n@, 4 éw die der Tangentialbeschleunigung von 4 bei der
Drebung um £. Fir den Beschleunigungspol G sind die linken
Seiten der Gln. (187) Null, und wir finden die Gln. (182) wieder.
Diese Gleichung (188) besagt also dasselbe, was wir in 63 ge-
funden: -

Die Beschleunigung b, jedes Punktes 4 der bewegten
Scheibe ergibt sich als Summe der Beschleunigung be
von 2 und der Relativbeschleunigung boy von 4 gegen £2;
bos kann man zerlegen in die Normalbeschleunigung

b = QA4-0° in Richtung 40, und die Tangentialbeschleu-

nigung b9, = QA-i senkrecht zu AQ.

Die Koordinaten des Beschleunigungspols G (&g, 5¢) ergeben sich
aus by =0, by, =0 wie in 63.
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65. Arten der zwangliufigen Fiihrungen. Die Lage des Dreb-
pols fur die augenblickliche Bewegung einer Scheibe ist durch An-
gabe der Bewegungsrichtungen zweier Punkte der Scheibe be-
stimmt; fiir den Geschwindigkeitszustand ist auflerdem die Kenntnis
der Winkelgeschwindigkeit der Scheibe oder der Geschwindigkeit
irgendeines Scheibenpunktes notwendig. Die wichtigsten Anwendungen
betreffen gerade solche Bewegungen von Scheiben, fir die die
Bewegungsrichtungen aller Punkte durch Angabe der Bewegungs-
richtungen zweier Punkte von vornherein gegeben sind, d. h. solche,
fiir welche die Bahnkurven aller Punkte durch geometrische Bedin-
gungen vorgegeben sind. Man spricht in diesem Falle von zwang-
laufiger Bewegung oder kurz von Zwanglauf. Wir kdnnen also
auch sagen, fiir zwangldufige Bewegungen ist die Lage des
Drehpols £ in jedem Augenblicke vollkommen bestimmt.

(Zweipunktfiihrung) (Schubkurbel) (Kreuzschieber) (Kurbelviereck)

(Punkt-Kurvenfiihrung) (Kurbelschleife) (Wilzhebel) (Steuerscheibe)

4) Ve

o

(Zweikurvenfiihrung) (Rollung)

Abb, 126,

Die wichtigsten Fille, die bei der zwangliufigen Bewegung einer
Scheibe auftreten kénnen, sind in Abb. 126 zusammengestellt; in die
auch jeweils die zugehérigen Drehpole eingezeichnet sind. Wir haben
zu unterscheiden:

1. Zweipunktfiihrung: Die Bahnkurven c,, ¢, zweier Punkte
4, B der Scheibe sind vorgegeben. Sonderfille:

. a) Schubkurbel, wenn c, ein Kreis, ¢, eine Gerade ist; wenn
diese Gerade durch den Mittelpunkt M des Kreises geht, spricht
man von der gewdhnlichen, sonst von der geschrinkten Schub-
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kurbel. Im Maschinenbau wird diese Art der Fiihrung in Verbindung
mit der Kurbel M4 (=r) und der Kolbenstange BC verwendet;
AB(=1) wird als Schubstange (oder Pleuelstange) bezeichnet.

Eine solche Verbindung mehrerer Scheiben, von denen jede
einzelne eine zwangliufige Bewegung macht, nennt man eine zwang-
laufige kinematische Kette, und bei Festhaltung einer Scheibe:
ein Getriebe.

b) Kreuzschieber, wenn ¢, und ¢, Gerade sind.
¢) Kurbelviereck, wenn ¢, und ¢, Kreiskogen sind.

2. Punkt- und Kurvenfithrung. Ein Punkt 4 der Scheibe
wird auf einer festen Kurve ¢, gefiihrt, wihrend sich gleichzeitig
eine Kurve y der Scheibe auf einer festen Kurve ¢ mit Gleitung
abwilzt. Sonderfille:

a) Kurbelschleife: ¢, ein Kreis, y eine Gerade, ¢ ein Punkt,
durch den die Kurve y schleift und der als Drehhiilde aus-
gebildet wird.

b) Wilzhebel (bei Steuerungen angewendet): ¢, eine Gerade
(oder auch ein Kreis), y und ¢ entsprechend gewihlte Kurven, um
mittels einer Exzenterstange s, eine passende Bewegung der
Steuerstange s, hervorzubringen.

¢) Unrunde Scheibe (die Umkehrung davon als , Steuernocke®
ebenfalls bei Steuerungen angewendet): ¢, die ,unrunde Scheibe“,
deren Form (,,Profil“) den besonderen Bediirfnissen entsprechend an-
genommen wird, y eine Gerade, ¢ ein Punkt.

3. Zweikurvenfihrung. Zwei Kurven y, nnd y, (oder eine
Kurve y) der Scheibe gleiten (bzw. gleitet) lings zweier fester Kurven
¢, und ¢,.

4. Rollfiihrung, Rollung (ohne Gleitung). Eine Kurve y der
Scheibe ,,rollt“ auf einer festen Kurve ¢. Jede ebene Bewegung kann
als Rollung dieser Art (ohne Gleitung) dargestellt werden (66).

Durch besondere Wahl der Kurven y ... auf der bewegten Scheibe
und der Kurven ¢ ... in der festen Ebene konnen die einzelnen der hier
genannten Fibrungen noch mannigfaltige Formen annehmen.

66. Polkurven. Umkehrung der Bewegung. Durch Angabe
des Drehpols £ und der Winkelgeschwindigkeit w einer Scheibe ist die
augenblickliche Bewegung des zwangldufigen Systems gekennzeichnet.
Wenn man von dem Sonderfall der dauernden Drehung um einen festen
Punki absieht, so tritt fiir jede Lage der Scheibe ein anderer Punkt
der festen Ebene als Drehpol der Scheibe auf. Die Aufeinanderfolge
dieser Drehpole gibt eine bestimmte Kurve, die aus einem sogleich
ersichtlichen Grunde als feste Polkurve bezeichnet wird. Zeichnet
man ferner in einer beliebigen Lage der bewegten Scheibe alle
jene Punkte ein, die im Laufe der Bewegung zu Drehpolen werden,
so erhilt man die (mit der Scheibe fest verbundene und ihre Be-
wegung mitmachende) bewegte Polkurve.
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Es ist nun unmittelbar einzusehen, daf sich in jener Lage
der Scheibe, in der die bewegte Rollkurve eingezeichnet ist,
die beiden Rollkurven einander be-
riilhren miissen. Denn wenn die auf-
einanderfolgenden benachbarten Dreh-
pole in der festen Ebene etwa Q, Q, bewsgte Scheibe
£, ..., in der bewegten Scheibe %

A(=9), A,, 4,...

sind, so wird 4, durch die zugehorige
kleine Drehung d¢ um £ nach 2,
iibergefithrt, ebenso 4, in £, usw.
(Abb.127). In der Grenze wird d¢p — 0,
d. h. die beiden Rollkurven beriihren sich
im Punkte 2 (= A4), fir den die be- Abb. 127.
wegte Rollkurve eingezeichnet wurde.

Jede ebene Bewegung kann daher dargestellt werden
durch das Abrollen der bewegten Polkurve auf der festen
(ohne Gleitung), die daher auch als Rollkurven bezeichnet werden.

Beziiglich der Konstruktion der bewegten Rollkurve sei folgende Be-
merkung eingeschaltet: Wenn die Bewegung der Scheibe durch die Be-
wegung der Punkte 4, B (oder auf irgendeine andere der in 65 aufge-
zéhlten Arten gegeben ist, und wenn der Drehpol, der der Lage 4, B, zu-
gehort, ©Q, ist, so mache man A4, B, 2, >~ ABA,, wodurch A, be-
stimmét ist, ebenso gibt AA4,B, 02,22 A4 BA, den Punkt 4, usw.

In manchen Fillen wird der Uberblick iiber den Verlauf der
Bewegung erleichtert und die Ermittlung der die Bewegung kenn-
zeichnenden GrioBen (Geschwindigkeit und Beschleunigung) verein-
facht, wenn man die Umkehrung der Bewegung betrachtet; man
erhilt sie dadurch, daB man die frither bewegte Scheibe festhidlt und
die friiher feste Ebene mittels der vorgegebenen Bedingungen zwang-
liufig bewegt. An der Relativitit der Bewegung wird dadurch nichts
geiindert. Die Betrachtung der ,umgekehrten® Bewegung empfiehlt
sich z. B. bei der unrunden Scheibe (Abb.
126, 2¢), die (in den meisten Fillen) ein be-
wegter Maschinenteil ist, wihrend die Gerade y
(die Ventilstange) nur in sich verschoben wird;
da diese unrunden Scheiben oft sehr kompli-
zierte Formen haben, so wiirde die Unter-
suchung ihrer endlichen Bewegung die wieder-
holte Aufzeichnung ihres ,Profils“ erfordern,
wag gerade durch die Umkehrung vermieden
wird; denn bei der umgekebrten Bewegung
wird die Scheibe festgehalten und die Gerade Abb. 128.

y, die in sich verschiebbar ist, in der ent-
gegengesetzten Richtung um die Scheibe herumgefiihrt.

Bei der Umkehrung der Bewegung tauschen die beiden
Rollkurven ihre Bedeutung: die frither feste Rollkurve wird
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bei der Umkehrung die bewegte, die frither bewegte wird
die feste Rollkurve.

Beispiel 64. Der rechtwinkelige Kreuzschieber nach Abb. 128
gibt als feste Rollkurve den Kreis ¢, als bewegte den halb so grofen Kreis y.
Die Bewegung des Kreuzschiebers kann durch das Abrollen (ohne Gleiten)
dieger beiden Cardanischen Kreise dargestellt werden. Die bewegte Roll-
kurve y wird punktweise gefunden durch die Kongruenz: N\ 4, B, 2,2~ 4 B A, usw.

6. Beispiele und Anwendungen. Die zwangliufig bewegten
Scheiben und Ketten besitzen einen Freiheitsgrad; durch die Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung irgendeines Punktes sind die Ge-
schwindigkeiten und Beschleunigungen aller anderen Punkte gegeben.
Es kommt immer darauf an, aus der Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung eines Punktes die der anderen zu ermitteln. Wenn die Auf-
gabe fiir einen zweiten Punkt gelost ist, so ist sie zufolge der
Ahnlichkeitssitze (62, 63) fiir alle Punkte geldst. Als zweiter
Punkt wird dabei womdglich ein solcher verwendet, dessen Bahn-
kurve besonders einfach ist (Gerade oder Kreis), ihre Normale und
ibr Kriimmungshalbmesser in den betrachteten Lagen miissen jeden-
falls bekannt sein.

Die rechnerische Ermittlung auf Grund der besonderen Be-
dingungen der Aufgabe ist meist eine langwierige und zeitraubende
Angelegenheit; man wird vielmehr, wenn irgend tunlich, gut tun, die
Geschwindigkeit und Beschleunigung zeichnerisch zu bestimmen und
ihren Verlauf in dem in Betracht kommenden Bereich unmittelbar
iibersichtlich darzustellen suchen. Fiir die Geschwindigkeiten ver-
wendet man die ,gedrehten Geschwindigkeiten“ oder den ,,Geschwin-
digkeitsplan®, fiir die Beschleunigungen kommt im wesentlichen die
Heranziehung der relativen Beschleunigungen nach Gln. (180) und
(181) in Frage.

In den folgenden Beispielen, die technisch wichtige Anwendungen
betreffen, sind die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen mit diesen
Hilfsmitteln gefunden worden.

Beispiel 65. Schubkurbel, Abb. 129. Die Geschwindigkeit 7 ,
und ]_Eeschleunigung ZA des ,Kurbelzapfens“ 4 sind gegeben, vy
und bp des ,Kreuzkopfes“ B sind zu bestimmen.

v, und b, sind jedoch nicht voneinander unabhingig, es ist vielmehr
b(g)zvi/r:rw,_?, indem wir mit o, =v,/r die Winkelgeschwindigkeit der
Kurbel bezeichnen. _

Die Beschleunigung b, von B ist durch Gl (188) bestimmt:

o7 L pm  E® @ _ ¢ .
bp=b,+bp+bPs, bPp=1l0, =10,

wobei sich @ und ® auf die mit 4B verbundene Scheibe beziehen. Wegen
des ,Zwanglaufs“ sind alle diese GroBlen durch die Geschwindigkeit und Be-
schleunigung von A4 bestimmt, es handelt sich nur darum, sie durch Verwer-
tung der besonderen Bedingungen der Aufgabe woméglich auf zeichnerischem

Wege zu erfassen. Die Richtung von b, ist bekannt, es geniigt daher, die
Summe & A—I—Eg‘}; zu bilden, die Senkrechte im Ex_ldpunkt von bg')B auf bii"}g
schneidet dann auf der geraden Bahn von B das by ab.
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Wir kennen bz’) = r w,? und wollen ermitteln: bff)B =lw?. Die Beziehung
zwischen w, und o erhalten wir, indem wir » N auf zweierlei Weise ausdriicken:

einmal fassen wir 4 als Punkt der Kurbel, das andere Mal als Punkt der Schub-
stange auf:

vy =10, =Ro, (R:H)},

es ist also

und

Abb. 129.

es kann also bfi”}g aus b(fi') konstruiert werden. Hierzu ziehe man vom End-

punkte von bil") die Senkrechte zu M B nach E, dann ist N EA bg') ~ BAQ
und daher

AE:bM=1:R, ﬂ?:%-bg‘).

Verbindet man ferner F mit 2 und ziebt M A* || E 2, so ist NEAQ ~ A*4AM
und daraus

—_— = — — o 1 .

A*4: AE=r: R, A*A—R AB=4- Eb(’” bW .. . (189)

Durch die Strecke A*4 wird also bZ‘l)g im selben ,BeschleunigungsmaBstabe*
(n)

gefunden, in dem b, aufgetragen wurde. EZ'}; an b 4 angesetzt, im Endpunkte
von bg‘)B hierzu die Senkrechte errichtet, gibt b g dieser Beschleunigungsplan,

aus dem dann auch bg‘B =1 abzulesen ist, wurde in Abb. 129 eingetragen.
Wir sehen also:

Die relative Normalbeschleunigung T)Z'}R ergibt sich also durch
folgende Linien: bg')E_I_MB, MA*||EQ, dann ist ﬂ*:ig‘)B im

cselben MafBstabe, in dem Z_)g‘) bzw. EA aufgetragen wurde.
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Wenn man insbesondere den Beschleunigungsmafistab so wihlt, daB

= — R 1 —— 1
(n) _ : H . —7. - _ (n)
b= AM, dann ist ebenso wie zuvor AF: AM=1:R, AF‘TE'AM—T%I)J: ,

also
w _ T ap AP
by —RAF~ ;
Zieht man ferner FH || MB, HN | M B, so ist
AF:AH=1:r, AH:AN=r:AF,
daher
—— AF —— r AF AF’
AN=AH == =AF- - —="7=bp . . . .. (190)

aber in dem fiir diese Konstruktion bsnutzten MaBstab bg” =AM. Es muB

daher sein M N || bg" A*. Dieseletztere Konstruktion hat den Vorteil,d2n Drehpol
£ nicht zu verwenden, der also auch auBerhalb der Zeichenfliche liegen kann.

Den Verlauf von I;B lings eines endlichen Weges des Punktes B kann

man nur erhalten, wenn man den Verlauf von b 4 lings des entsprechenden

nKurbelweges“ kennt; beides ist wie durch die eingepriigten Krifte (Dampf-
driicke und Widerstinde) und durch die vorhandenen Massen des Getriebes
auf Grund der Prinzipe der Dynamik bestimmt. Wenn wir aber als erste An-
nidherung an den wirklichen ,,Gang® der Maschine eine gleichférmige Drehung
der Kurbel annehmen, also @, = 0, w, = konst. setzen, dann kénnen wir die zuletzt
angegebene Konstruktion verwenden, um einen Uberblick iiber den Verlauf

von by lings des ganzen Kreuzkopfweges zu erhalten. Dies ist in Abb. 130

Hingang  /
(> /
/?[/[/r_qaﬂy///

Abb. 130.

geschehen und dabei kann fiir die MaBstabwahl bi”’:A—TIZ, (% = 0) ider
Linienzug MFHN wie in Abb. 129 gezeichnet, und von N die Senkrechte auf
AB gezogen werden, die M B in § schneidet; dann ist SM =Z§3; denn der
Linienzug M AN 8§ ist der ,Beschleunigungsplan® fiir B, nur in anderer An-
ordnung wie zuvor gezeichnet.

In Abb. 130 ist auBer der vg-Linie auch die bp-Linie fiir den Hin- und
Riickgang eingezeichnet; dabei sind vy und bz um #/2 gegen ihre wirkliche

Lage verdreht eingetragen, da sich sonst nur ein ganz uniibersichtliches Bild
ergeben wiirde.
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Fiir die Totpunkte B, und B, versagt die verwendete Konstruktion, nicht
aber die Gl (188), die zu ihr gefiihrt hat. Zufolge dieser Gleichung ist im
duBeren Totpunkte By: v, =7 w, =l und
r? r r
b%:zw2=l-ﬁw3=—l—.m3:7b}>
und daher

m) _pn)  pm) _ ") ptm
b =+ 0y = (14 7)),
ebenso im inneren Totpunkte B;:
() _ "y
b = (1- 7)o,
Ausdriicke, die sich ohne Schwierigkeit konstruieren lassen.

Diese bp-Linien werden fiir die angens herte Schwungradberechnung
verwendet, um einigermaBen den EinfluB der hin- und hergehenden Massen
zu beriicksichtigen, die (angenihert!) nach dem Gesetze dieser Kurven wihrend
der Bewegung des Kreuzkopfes beim Hingang von B, bis B’ beschleunigt und
von B’ bis B, wieder verzogert werden miissen; beim Riickgang erfolgt die
Beschleunigung von B, bis B’ die Verzdgerung von B’ bis B,, wobei zu be-
merken ist, daB die by Linie gegen den Mittelpunkt von B,B, um so unsym-
metrischer ausfillt, je groBer das Verhiltnis 7/l ist.

Um vz und bp aus v, und b, rechnerisch zu ermitteln, hat man zu-

nichst einen Ausdruck fiir den Weg B, B =z aufzustellen, zweimal nach ¢ zu
differenzieren und ¢ = w,, @, = 0 einzusetzen; man findet mit den Bezeichnungen
der Abb. 130:

z=r(l —cosp)+1(l1—cosy),
wobei

Isiny=rsing, cosy=yl—esin®p, wenn rfl=c¢,

— g2 g1
xzr[l_cosﬁul_?ﬂl_%}

s0 daf

€

und angendhert (da die genauen Formeln sehr umstindlich ausfallen), nach
Entwicklung der Quadratwurzel nach dem binomischen Lehrsatze, wenn nur
die Glieder mit ¢ beibehalten und alle mit héheren Potenzen von & unterdriickt
werden :

x:r{l—cosqy-l—%sin?qo}.
Daraus folgt:
&
Vp=% =V [sin + - sin2 ]
B 4Py ¥ . (191)
bB:z';sz‘;”)[cosw—}-scosmp]

wenn rg =v,,rp’= bg‘) gesetzt wird. Fiir den Riickgang gelten dieselben

Formeln mit —¢ statt 4¢. Diese Formeln geben ebenfalls die in Abb. 130
eingezeichneten Karven.

Zum Schlusse sei noch der Ausdruck fiir die mittlere Kolbengeschwindig-
keit v, angemerkt, den wir spiter bei der Leistungsberechnung brauchen:
o= 22rm_4rn

" 60 60 ’
und da die gleichférmige Kurbelgeschwindigkeit
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