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Vorwort zur ersten Auflage. 
lndem ich nachstehend die Vorlesung, we1che ich im vergangenen 

Sommer gehalten habe, in autographischer Ausarbeitung veroffentliche, 
mochte ich einen neuen Schritt in der Richtung tun, der meine Be­
miihungen in den letztvergangenen J ahren vorwiegend gegolten haben: 
die mathematische Wissenschaft als ein zusammengehoriges Ganzes 
nach allen Seiten wieder so zur Geltung zu bringen, wie es friiher, als 
es noch keinen Spezialismus gab, als selbstverstandlich galt, insbesondere 
aber zu erreichen, daB zwischen den Vertretern der abstrakten und der 
angewandten Mathematik wieder mehr gegenseitiges Verstandnis Platz 
greife, als augenblicklich besteht. lch habe schon wiederholt darauf 
hingewiesen, daB in letzterer Hinsicht eine klare Erfassung des Unter­
schiedes und der gegenseitigen Beziehungen derjenigen beiden Teile der 
Mathematik von zentraler Bedeutung sein diirfte, die im folgenden als 
Priizisionsmathematik und Approximationsmathematik bezeichnet wer­
den. Ahnliche Gedanken sind in den letzten J ahren von den Herren 
Burkhardt und Heun geauBert worden; man vergleiche die Antrittsrede 
des ersteren [Ziirich 1897 1)], die neuerdings durch den Wiederabdruck 
in dem ersten Heft von Bd. 11 des Jahresberichts der deutschen Mathe­
matiker-Vereinigung dem weiteren Kreise der Fachgenossen zugang­
lich geworden ist, und den Bericht von Herrn Heun iiber die kinetischen 
Probleme der wissenschaftlichen Technik in Bd. 9 daselbst (1900-1901); 
in diesem Berichte tritt das Wort "Approximationsmathematik", soviel 
ich weiB, zum ersten Male auf; jedenfalls habe ich es von dort ent­
nommen. Urn so mehr darf vielleicht eine ausfiihrliche Auseinander­
legung der in Betracht kommenden Gegensatze, wie sie die folgende 
Vorlesung fiir das Gebiet der Geometrie gibt, nunmehr auf Interesse 
nnd Verstandnis in weiteren Kreisen rechnen. 

Zugleich vervollstandige ich mit dieser Vorlesung die Auseinander­
setzungen, we1che ich verschiedentlich iiber die Methoden des mathe­
matischen Unterrichts, insbesondere des mathematischen Hochschul­
unterrichts gab (siehe z. B. Jahresbericht, Bd. 8, 1898-1899). Meine 
Ansicht ist nach wie vor, daB der Unterricht der Anfanger, sowie der­
jenigen ZuhOrer, we1che die Mathematik nur als ein Hilfsmittel fiir 
anderweitige Studien gebrauchen wollen, von den anschauungsmaBigen 
Momenten einen naiven Gebrauch machen solI; die Uberzeugung, daB 
dies aus padagogischen Griinden, mit Riicksicht auf die Veranlagung 
der Mehrzahl der Studierenden, notwendig sei, kommt in den letzten 

1) Mathematisches und naturwissenschaftliches Denken. 



VI Vorwort. 

Jahren sichtlich immer mehr, insbesondere auch im Auslande, zur Gel­
tung. Aber nicht minder ist meine Uberzeugung (was ich nie unter­
lassen habe, hinzuzufUgen), daB ein solcher Unterricht, entsprechend 
der heutigen Entwicke1ung der Wissenschaft, fUr die Ausbildung der 
Fachmathematiker auf der Oberstufe nicht geniigt, daB hier vie1mehr 
neben den Tatsachen der Anschauung die zentra1e Bedeutung des 
modernen Zahlbegriffs und der weitgehenden mit ihm zusammen­
hangenden Entwickelungen hervortreten muB. Und nun vermisse ich 
in den Lehrbiichern und Vorlesungen, we1che ich kenne, die Uber­
leitung von der einen Auffassung zur anderen. Hier will sich die fo1-
gende Darstellung als eine Erganzung einschieben; ihr bestes Zie1 wird 
erreicht sein, wenn sie sich eines Tages a1s iiberfliissig erweisen soUte, 
weil die Uber1egungen, die sie bringt, zu selbstverstandlichen Bestand­
teilen jedes hoheren mathematischen Unterrichts geworden sind. 

Gottingen, den 28. Februar 1902. F. Klein. 

Vorwort zur zweiten Auflage. 
Das Fo1gende ist im wesentlichen ein unveranderter Abdruck der ersten 

Ausgabe dieser Vor1esungen yom Jahre 1902. N ur an einzelnen Stellen 
sind einige Ungenauigkeiten verbessert, sowie in gelegentlichen Zusatzen 
Hinweise auf neuere Publikationen gegeben, die in engstem Zusammen­
hange mit den in der Vorlesung gegebenen Entwickelungen stehen. Am 
Schlusse ist ein Abdruck des" Gutachtens der Gottinger phi1osophischen 
Fakultat betreffend die Beneke-Preisaufgabe fiir 1901", auf das die Aus­
fUhrungen des Textes verschiedentlich Bezug nehmen, hinzugefUgt. 

Gottingen, den 5. Januar 1907. C. H. Muller. 

Vorwort zur dritten Auflage. 
Die Vorlesung F. Kleins, die jetzt mit dem Untertite1 "Prazisions­

und Approximationsmathematik" als Band III der "Elementarmathe­
matik yom hoheren Standpunkte aus" zum erstenmal in Buchform 
erscheint, ist einige Jahre vor den in den ersten beiden Banden ver­
offentlichten Vorlesungen gehalten worden. Gleich diesen ist sie nach 
Zielsetzung und Wahl der Darstellung bestimmt, auf einen groBeren 
Leserkreis zu wirken. Als Autographie wird die Vorlesung unter dem 
Namen "Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geo­
metrie (Eine Revision der Prinzipien)" in der mathematischen Literatur 
seit langem zitiert. Die Titelanderung geschieht auf den eigenen Wunsch 



Vorwort. VII 

von F. Klein, mit dem ich noch in den beiden letzten Monaten vor 
seinem Tode iiber die fUr die Herausgabe erforderlichen Arbeiten eine 
Reihe von Unterredungen hatte. Klein glaubte mit dem neuen Titel 
der Tendenz der Vorlesung besser gerecht zu werden, als es durch den 
friiheren geschah. 

Bei der Redaktion der Vorlesung wurden dieselben Grundsatze be­
folgt, die fUr die Ver6ffentlichung der ersten beiden Bande maBgebend 
waren. An der urspriinglichen Darstellung wurde im ganzen festgehalten, 
im einzelnen jedoch iiberall da geandert und eingefUgt, wo sachliche 
und stilistische Erwagungen es notwendig erscheinen lieBen. Die Zu­
satze, von denen ein Teil natiirlich durch die Notwendigkeit bedingt 
ist, die neuere Literatur zu beriicksichtigen, wurden, wenn der Organis­
mus der Vorlesung es erforderte, in den Text eingegliedert, sonst aber 
in Form von (in eckigen Klammern stehenden) FuBnoten angefUgt. 
Das Figurenmaterial wurde vielfach verbessert und besonders in dem 
letzten Teil der Vorlesung, der von den gestaltlichen Verhaltnissen der 
Raumkurven und Flachen dritter Ordnung handelt, erganzt. Dieser 
Abschnitt, der uns Klein als den Meister in der Kunst der plastischen 
Darstellung geometrischer Formen zeigt, als der er weithin bekannt ist, 
war urspriinglich fUr Leser gedacht, die die dort besprochenen Modelle 
zur Hand haben. Hier muBte durch Erganzung des Figurenmaterials 
und EinfUgungen in den Text das Ganze so gestaltet werden, daB der 
Leser auf diese Modelle nicht mehr angewiesen ist. Fiir die EinfUgungen 
leistete mir eine Vorlesung Kleins aus dem Jahre 1907 iiber Flachen­
theorie und Raumkurven gute Dienste. 

Das "Gutachten der G6ttinger philosophischen Fakultat betreffend 
die Beneke-Preisaufgabe fUr 1901", das 1907 dem zweiten Abdruck 
der damaligen Autographie hinzugefUgt wurde, ist jetzt weggeblieben, 
da es bereits in Band II der gesammelten mathematischen Abhand­
lungen Kleins zum Wiederabdruck gelangt ist. 

Bei der Redaktion des Textes wurde ich von Herrn A. WaUher, 
G6ttingen, durch viele wertvolle Ratschlage unterstiitzt. Am Lesen 
der Korrekturen beteiligte sich neben ihm noch Herr H. Vermeil, K6ln, 
der auBerdem wieder die Herstellung der Register iibernahm. Mein 
Kollege H. Homann unterstiitzte mich, indem er eine Reihe von Mo­
dellen der hiesigen Mathematischen Sammlung photographierte. Mit 
Herrn Prof. Courant insbesondere hatte ich manche fUr den Fortgang 
meiner Arbeit wichtige Unterredung. Den genannten Herren schulde 
ich fUr ihre Hilfe herzlichen Dank. Auch der Verlagsbuchhandlung 
Julius Springer bin ich fUr die Bereitwilligkeit, mit der Sle memen 
Wiinschen entgegenkam, zu groBem Dank verpflichtet. 

Gottingen, den 31. Januar 1928. 
Fr. Seyfarth. 
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Einleitung. 
Durch die neuzeitliche mathematische Literatur geht ein tief­

greifender Zwiespalt, der Ihnen allen entgegengetreten sein muB: die 
Interessen und Gedankengange der Theoretiker sind von denjenigen 
Methoden, deren man sich bei den Anwendungen tatsachlich bedient, 
auBerordentlich verschieden. Hierunter leidet nicht nur die wissen­
schaftliche Ausbildung des einzelnen, sondem auch die Geltung der 
Wissenschaft selbst. Es scheint auBerordentlich wichtig, den hieraus 
entstehenden MiBstanden entgegenzuarbeiten. Die Vorlesung, die ich 
hier beginne, will dazu einen Beitrag liefem, indem sie die verschiedenen 
Arten mathematischer Fragestellung, wie sie hier und dort naturgemaB 
sind, sozusagen vom erkenntnistheoretischen Standpttnkt aus in klare 
Beziehung zueinander zu setzen versucht. Sie sollen nach der einen 
Seite die Interessen der modemen Theoretiker verstehen lemen, nach 
der anderen Seite aber ein Urteil dariiber gewinnen, welche Teile der 
mathematischen Spekulation ffir die Anwendungen unmittelbare Be­
deutung haben. Ich zweifle nicht, daB Ihnen die so zustande kommende 
Entgegenstellung verschiedener Gesichtspunkte interessant und forder­
lich sein wird. Mochte die Vorlesung erreichen, daB Sie spater an Ihrem 
Teile beitragen, die arg vereinseitigte Entwicklung unserer Wissenschaft 
wieder zu einer allseitigen, harmonischen zu gestalten! 

Das Programm, das ich hiermit aufstelle, ist allerdings viel zu um­
fassend, als daB es sich in einem Semester nach allen Seiten hin ent­
wickeln lieBe. Ich werde daher wesentlich nur ein Gebiet der Mathe­
matik in den Vordergrund riicken, namlich die Geometrie. Die Praxis 
der Geometrie umfaBt das geometrische Zeichnen und das Vermessungs­
wesen, denen nach der theoretischen Seite die von den Griechen be­
gonnene abstrakte Behandlung geometrischer Probleme gegeniibertritt. 
Ich werde die auf beiden Seiten in Betracht kommenden Fragen analy­
tisch behandeln. Dies ist an sich nicht notwendig; man kann auch 
so vorgehen, daB man nirgends aus dem geometrischen Gebiete als 
solchem heraustritt. Indessen hat sich die Ausbildung der von mir 
zu besprechenden Fragestellungen wesentlich im AnschluB an die 
Analysis voHzogen: insbesondere kommt fiir uns die Entwicklung und 
Bedeutung der Ditferential- und I ntegralrechnung in Betracht. 

Als Literatur kann ich kein Lehrbuch nennen. Ich werde von Fall 
zu Fall die Einzelliteratur zitieren und im iibrigen mit Vorliebe auf die 

Klein, Elementarmathematik III. 1 



2 Von den Funktionen reeller Veranderlicher. 

Enzyklopiidie der mathematischen W issenschaften hinweisen, deren Ziel 
es ist, die ganze Mathematik des 19. Jahrhunderts zur Darstellung zu 
bringen und ihre gesamte Literatur zu gruppieren. 

Wollte man das gleiche Programm auch noch auf andere Gebiete 
der Mathematik ausdehnen, so wurde es sich insbesondere um die 
Fragestellungen der mathematischen NaturerkHirung (Mechanik usw.) 
handeln. Eine Reihe hierhergehoriger Ideen ist in dem Gutachten 
enthalten, welches unsere Gottinger philosophische Fakultat im Jahre 
1901 bei der Feier der Beneke-Stiftung erstattet haP). 1m ubrigen 
knupfe ich wesentlich an eine eigene Arbeit an, die ich 1873 unter dem 
Titel "Uber den allgemeinen Funktionsbegriff und dessen Darstellung 
durch eine willkurliche Kurve" in den Erlanger Berichten veroffentlicht 
habe2). Ich kann auch auf den sechsten Vortrag meines Evanston­
Kolloquiums "Lectures on Mathematics", Neuyork 18943), franzosisch 
von L. Laugel, Paris 1898, verweisen. Der Titel des Vortrages lautet: 
On the mathematical character of space-intuition and the relation of 
pure mathematics to the applied sciences. 

Ich wende mich nun sogleich dem ersten Teile meiner Vorlesung zu, 
den ich uberschreibe: 

Erster Teil. 

Von den Funktionen reeller Veranderlicher 
und ihrer Darstellung im rechtwinkligen 

Koordinatensystem. 
I. Erlauterungen tiber die einzelne Variable x. 

Ich beginne systematisch in der Weise, daB ich zunachst gar nicht 
von Funktionen spreche, sondern vorab die unabhiingige Veriinderliche x 
selbst ins Auge fasse und sie mir in ublicher Weise auf einer Abszissen­
achse durch einen Punkt darstelle, dessen Entfernungen vom Anfangs­
punkt I x I Langeneinheiten betragt und der fUr positives x rechts; fur 
negatives x links vom Anfangspunkt liegt. Ich wiinsche das. Interesse 
auf die Genauigkeit der Konstruktion eines solchen Punktes zu richten. 
In dieser Beziehung ist zu bemerken: Wenn ich irgendeines der empiri­
schen Verfahren anwende, zu denen ich das Zeichnen, Messen, das visuelle 
Auffassen durch das AugenmaB oder auch das geistige Reproduzieren 

1) Math. Annalen, Bd. 55 (1902). - (Abgedruckt in F. Klein: Gesammelte 
math. Abhandlungen Bd. II, S. 241-246.) 

2) Wieder abgedruckt in den Math. Annalen, Bd. 22 (1883) (und in F. Klein 
a. a. O. S. 214-224). 

3) Neuer Abdruck, besorgt von der American Mathematical Society. New 
York 1911. - (Den genannten Vortrag findet man auch in F. Klein a. a. O. 
S. 225-231.) 



ErHiuterungen fiber die einzelne Variable x. 3 

dureh raumliehes Vorstellen reehne, so kommt dem Ergebnis der Kon­
struktion nur beschrankte Genauigkeit zu, was ieh fUr das Messen mit 
einigen Zahlenwerten belegen will. 

Bedient man sieh beim Messen unter Zuhilfenahme von Mikroskop 
und Fadenmikrometer der auBersten heutzutage erreiehbaren Prazision, 
so kann man beim Messen von 1 m die Genauigkeit nieht wesentlich 
uber 0,1 f1, steigern. Will man noch weiter gehen, so droht die Licht­
wirkung in den verscharften Mikroskopen wegen Auftretens der Beugung 
zu versagen und die Molekularstruktur der Materie in ihre Rechte ein­
zutreten, so daB also die physikalischen Gesetze, denen Licht und Materie 
unterworfen sind, eine groBere Genauigkeit beim Messen zu verbieten 
scheinen. In Metern ausgedruckt ist 0,1 f1, = 10 -7 m, so daB also die 
durch direkte Messung gefundenen Liingenangaben in M etern bestenfalls 
bis zur 7. Dezimale zuverliissig sind. 

Ahnlich liegen die Verhaltnisse beim Zeichnen und Messen durch 
AugenmaB, nur daB hier der Schwellenwert, d. h. der Wert, uber den 
hinaus sich die Genauigkeit der Beobachtung nicht mehr steigern laBt, 
naturlich viel groBer ist. Als oberster Satz, der kein mathematischer 
Satz, wohl aber grundlegend fUr die Anwendungen der Mathematik ist, 
laBt sich demnach folgender aufstellen: In allen praktischen Gebieten 
gibt es einen Schwellenwert der Genauigkeit. 

Wie steht es nun mit dem raumlichen Vorstellen? 
Wir kommen mit dieser Frage in ein umstrittenes Gebiet, da hier 

die Philosophen zu den verschiedenen Zeiten die verschiedensten 
Ansichten aufgestellt haben. Insbesondere erscheint bei vielen von 
ihnen die raumliche Vorstellung als etwas absolut Exaktes. Demgegen­
uber ist hervorzuheben, daB der moderne Mathematiker zahlreiche 
Beispiele von Raumgebilden anzugeben vermag, deren raumliehe Vor­
stellung wegen der Feinheit der in Betracht kommenden Struktur 
schlechterdings unmoglich erscheint. Ich glaube also auch beim riium­
lichen Vorstellen an einen Schwellenwert, will Ihnen aber diese Ansicht 
nicht etwa aufzwingen, sondern nur an den verschiedenen Stellen auf 
die erwahnten Gebilde hinweisen und die raumliche Vorstellbarkeit 
derselben Ihrer eigenen Prufung uberlassen. Ich formuliere hinsichtlich 
des raumlichen Vorstellens lediglich folgenden Satz: Ob auch beim Vor­
stellen riiumlicher Gebllde ein Schwellenwert existiert, ist umstritten und 
mag der wiederholten Priifung an spiiter mitzuteilenden Beispielen iiber­
lassen bleiben. 

Vergleichen Sie nun mit diesen empirischen Verfahren zur. Fest­
legung der Zahl x ihre arithmetische Definition, wie sie in der Lehre 
von den reellen Zahlen gegeben wird, so bemerken Sie, daB bei der 
arithmetisehen Definition die Genauigkeit unbegrenzt ist. 

Wir verstandigen uns zunachst uber diese arithmetische Definition 
einer reellen Zahl x, kurz gesagt, uber den modernen Zahlbegriff. 

1* 
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Um nicht zu weit ausholen zu miissen, werden wir sagen, daB wir 
die Gesamtheit der reellen Zahlen als dargestellt durch die Gesamtheit 
der Dezimalbriiche ansehen, wobei wir also auch einen unendlichen 
Dezimalbruch als Reprasentanten einer bestimmten Zahl gelten lassen. 
Wird nun auch umgekehrt hierbei jede reelle Zahl durch einen einzigen 
bestimmten Dezimalbruch dargestellt? 

Hier fiihren wir den Satz anI): Jeder endliche Dezimalbruch kann 
so abgeandert werden, daB man die letzte Ziffer um eine Einheit ver­
mindert und dann lauter Neunen folgen HiBt. Dies ist aber, wie sich 
beweisen laBt, die einzige Unbestimmtheit, auf die wir in der Dar­
stellung reeller Zahlen durch Dezimalbriiche stoBen. Also: ] eder end­
liche oder unendliche Dezimalbruch liefert eine Zahl, und jede Zahl, von 
dem gerade erwiihnten Ausnahmefall abgesehen, nur einen Dezimalbruch. 

Wie unterscheiden sich bei dieser Darstellung die rationalen und 
irrationalen Zahlen? Als Antwort ist aus den Elementen bekannt: 

Ais Dezimalbruch geschrieben ist eine rationale Zahl:: ,wo m und n of 0 

ganze Zahlen sind, dadurch kenntlich, daB der Dezimalbruch entweder 
abbricht oder periodisch auslauft. Auch das Umgekehrte ist richtig, 
wie beilaufig erwahnt sei. 

Es ist natiirlich erforderlich, die gewohnlichen Rechengesetze, welche 
zunachst nur fiir die rationalen Zahlen aufgestellt sind, auch auf die 
Irrationalzahlen auszudehnen. Als eine Darstellung, in der diese Ein­
ordnung der Irrationalzahlen in leichtfaBlicher und doch sehr eingehender 
Weise vollzogen wird, sei insbesondere die in K. Knopps Theorie und 
Anwendung der unendlichen Reihen (2. Auflage, Berlin 1924) enthaltene 
empfohlen. 1m iibrigen wolle man in der Enzyklopadie der mathe­
matischen Wissenschaften das Referat von A. Pringsheim: Irrational­
zahlen und Konvergenz unendlicher Prozesse, Bd. I, S. 49--146 ver­
gleichen (in Betracht kommen zunachst S. 49 bis 58 2); sie sollten von 
jedem Mathematiker gelesen werden). 

Und nun der Punkt, auf den es mir besonders ankommt: Die Dar­
stellung einer reellen Zahl durch einen Dezimalbruch ist absolut genau. 
Der Dezimalbruch liefert die reelle Zahl selbst; der Schwellenwert, von 
dem wir oben sprachen, sinkt also in der abstrakten Arithmetik unter jede 
Grenze. Damit haben wir den fundamentalen Gegensatz zwischen Empirie 
und 1dealisierung, den ich in diesem besonderen Falle so formuliere: 

1m ideellen Gebiet der Arithmetik gibt es keinen von Null verschiedenen 
Schwellenwert wie im empirischen Gebiet, sondern die Genauigkeit, mit 
der die Zahlen definiert oder als definiert angesehen werden, ist unbegrenzt. 

Der hier im speziellen Falle zwischen der empirischen Festlegung 

1) Vgl. Bd. I, S. 34-37. 
2) [Das Referat wurde 1898 abgeschlossen. Man vgl. auch A. Pringsheim: 

Vorlesungen iiber Zahlenlehre, Erste Abteilung. Leipzig 1916.] 
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einer GroBe in der praktischen Geometrie und der genauen Definition 
in der abstrakten Arithmetik festgestellte Unterschied von begrenzter 
und unbegrenzter Genauigkeit findet sich immer wieder, wenn man 
irgendein Gebiet der auBeren Wahrnehmung oder der praktischen Be­
tatigung mit der abstrakten Mathematik vergleicht. Er gilt flir die 
Zeit, flir alle mechanischen und physikalischen GrofJen und namentlich 
auch flir das numerische Rechnen. Denn was ist das Rechnen mit sieben­
stelligen Logarithmen etwa anderes als ein Rechnen mit N aherungswerten, 
deren Genauigkeit nur bis zur siebenten Stelle reicht? Andererseits kann 
man, wie wir noch sehen werden, in jedem Gebiet an der Hand geeigneter 
Axiome zur absoluten Genauigkeit fortschreiten; wir setzen dann eben 
an die Stelle der empirischen Gebilde ein idealisiertes Gedankending. 

Diese Unterscheidung zwischen absoluter und beschrankter Genauig­
keit, die sich als roter Faden durch die ganze Vorlesung ziehen wird, 
bedingt nun eine Zweiteilung der gesamten Mathematik. Wir unterscheiden: 

1. Priizisionsmathematik (Rechnen mit den reellen Zahlen selbst), 
2. Approximationsmathematik (Rechnen mit Naherungswerten). 
In dem Worte Approximationsmathematik solI keine Herabsetzung 

dieses Zweiges der Mathematik liegen, wie sie denn auch nicht eine 
approximative Mathematik, sondern die prazise Mathematik der appro xi­
mativen Beziehungen ist. Die ganze Wissenschaft haben wir erst, wenn 
wir die beiden Teile umfassen: 

Die Approximationsmathematik ist derjenige Teil unserer Wissen­
schaft, den man in den Anwendungen tatsiichlich gebraucht; die Priizisions­
mathematik ist sozusagen das teste Geriist, an dem sich die Approxi­
mationsmathematik emporrankt. 

Ich illustriere diese Zweiteilung der Mathematik zunachst am Zahlen­
rechnen, bei dem der genannte Gegensatz nicht durch verwickelte psycho­
logische Verhaltnisse verdunkelt wird, sondern unmittelbar hervortritt. 

In der Prazisionsmathematik operieren wir mit den reellen Zahlen 
selbst, wie sie oben durch endliche oder unendliche Dezimalbriiche 
dargestellt wurden. Wie laBt sich nun in der Sprache der Pra­
zisionsmathematik etwa der Naherungswert bezeichnen, der die Zahl 
x = 6,4375284 ... bis auf 7 Dezimalen genau gibt? Die Mathematik 
hat bereits aus dem 18. Jahrhundert das Funktionszeichen E als Ab­
kiirzung des franzosischen Wortes "entier". E(x) ist die groBte ganze 
Zahl, die in x enthalten ist. Mit Hilfe dieses Zeichens driickt sich der 

obige Naherungswert offenbar als E ~1g,' x) aus, so daB wir also beim 

Rechnen mit siebenstelligen Dezimalen statt mit der Zahl x mit der Zahl 

E ~1g:X) operieren1). Nehmen wir die Ideenbildungen der Prazisions-

1) Bricht man den Dezimalbruch nicht einfach ab, sondern rundet ihn auf, 
so behtiJt alles seine Gultigkeit, wenn man E (10' x) als die im Intervalle 10' x - t 
bis 10' x + t enthaltene gr5Bte ganze Zahl definiert. 
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mathematik als MaBstab, so konnen wir sagen: Wir arbeiten in der 
Approximationsmathematik beimZahlenrechnen gar nicht mit denZahlen x, 
sondern mit den zu den Zahlen x gehOrenden E-Funktionen. 

Ganz ahnlich laBt sich der Unterschied zwischen empirischer und 
abstrakter Geometrie oder vielmehr die Beziehung der empirischen Geo­
metrie zur abstrakten umschreiben. 

Zunachst reden wir von dem Charakter der praktischen Geometrie. 
Es ist dies diejenige Geometrie, mit der wir es zu tun haben, wenn wir 
konkrete raumliche Verhaltnisse beherrschen wollen, also beim Zeichnen 
und Modellieren, sowie beim Vermessungswesen. Hierbei sind aile 
Operationen nur bis zu einer gewissen Schwelle genau. Daher wird 
man in diesen Disziplinen Definitionen und Leitsatze folgender Art 
aufstellen: 

Ein Punkt in diesen Disziplinen ist ein K6rper, der so kleine Aus­
dehnungen hat, daB wir von ihnen absehen. 

Eine Kurve, insbesondere eine gerade Linie, ist eine Art Streifen, 
bei dem die Breite im Vergleich zur Lange wesentlich zuriicktritt. 

Zwei Punkte bestimmen eine Verbindungsgerade um so genauer, 
je weiter sie auseinanderliegen. Liegen sie dicht beieinander, so sind 
sie zur Festlegung der geraden Linie sehr ungeeignet. 

Zwei gerade Linien bestimmen einen Schnittpunkt um so genauer, 
je weniger der Winkel, den sie miteinander einschlieBen, sich von einem 
rechten unterscheidet. Wenn der Winkel kleiner und kleiner wird, wird 
der Schnittpurrkt immer ungenauer. 

Nun aber die abstrakte Geometrie: Hier kennen wir solche unbestimmte 
Aussagen nicht. Das liegt daran, daB die abstrakte Geometrie damit 
beginnt, diejenigen Aussagen, die in der praktischen Geometrie an­
genahert gelten, in absoluter Form als Axiome an die Spitze zu stellen. 
Hier liegt also eine ganz entscheidende Gedankenwendung vor. Es 
werden Beziehungen, die in praxi nur approximativ richtig sind, 
als streng richtig postuliert und auf Grund der so verabredeten 
"Axiome" in der abstrakten Geometrie Folgerungen durch rein logische 
Schliisse gezogen. Hier lauten dann die den obigen entsprechenden 
Formulierungen: 

Ein Punkt hat keine raumliche Ausdehnung. 
Eine Linie hat nur Lange. 
Zwei Punkte haben eine vollig bestimmte Verbindungsgerade. 
Zwei gerade Linien, die sich treffen, haben stets einen bestimmten 

Schnittpunkt. 
Worauf ich in diesem Zusammenhange Ihre besondere Aufmerk­

samkeit zu lenken habe, ist die Verbindung zwischen diesen beiden ganz 
verschiedenen Arten der Geometrie (entsprechend dem lJbergange, der 
eben in der Arithmetik durch Einfiihrung der E-Funktion bewerkstelligt 
wurde). DaB eine solche Verbindung besteht, wird stillschweigend von 
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jedermann zugegeben. Man wendet, obwohl die abstrakte Geometrie 
in ihren Grundlagen tiber die Bedingungen der praktischen Geometrie 
hinausgeht, die Ergebnisse der abstrakten Geometrie immer auf prak­
tische Verhaltnisse an. Soll dies in rationeller Weise geschehen, so ist 
notig, dasjenige zu entwickeln, was die Theorie der Beobachtungsfehler 
genannt wird. Man sagt: Jede Beobachtung oder praktische Konstruk­
tion ist mit einem F ehler behaftet; richtiger wiirde man wohl sagen: 
Jede Beobachtung legt im Sinne der abstrakten Geometrie nicht be­
stimmte GroBen, sondern nur Spielraume fur Grof3en fest. Dnd die 
Frage, in welcher Form die abstrakte Geometrie in der praktischen 
Geometrie ihre Anwendung findet, beantwortet sich dann so: 

Man hat zu untersuchen, innerhalb welcher Grenzen das Resultat der 
mathematischen Uberlegung sich abiindert, wenn man die Daten, die der 
Uberlegung zugrunde liegen, als innerhalb ihres Spielraums variabel 
ansieht. 

Ich gehe jetzt zum Ausgangspunkt unserer ganzen Betrachtung 
zurtick, wo wir die Zahlen den Punkten einer Abszissenachse zuordneten 
und hinzuftigten, daB die praktische AusfUhrung dieser Operation nur 
mit beschrankter Genauigkeit geschehen kann. Wollen wir genaue 
Ubereinstimmung haben, so mtissen wir diese durch ein empirisch nicht 
kontrollierbares Axiom festlegen und uns damit auf das Gebiet der 
abstrakten Geometrie begeben. 

Wir postulieren, daf3 jede reeUe Zahl x (im Sinne unserer obigen 
Definition) einem und nur einem Punkte der Abszissenachse und ebenso 
jedem Punkt x eine und nur eine Zahl zugehOren soU. 

Dieses Axiom ist die Grundlage fUr die analytische Geometrie, 
sofern wir dieser prazisionstheoretischen Charakter beilegen wollen, 
sagen wir kurz fUr die Priizisionsgeometrie1). Nun bestreite ich nicht, 
daB die Anschauung uns treibt, eine solche Festsetzung zu treffen, ich 
behaupte aber, daB wir mit unserer Festsetzung uber die sinnliche 
Anschauung und unser Vorstellungsvermogen hinausgehen. Was ich damit 
meine, mache ich an zwei Beispielen klar, die ich aus dem Gebiete der 
Mengenlehre nehme, die in der heutigen Mathematik bekanntermaBen 
eine bedeutsame Rolle spielt. 

Eine Zahlenmenge und also infolge unserer Definition auch eine 
Punktmenge, we1che der Abszissenachse angehort, ist ein Inbegriff 
irgendwe1cher Zahlen oder Punkte x, so definiert, daB von jeder vor­
gegebenen Zahl oder jedem Punkte x feststeht, ob er zu dem Inbegriff 
gehort oder nicht. 

Lassen Sie uns zwei einfache Punktmengen als Beispiele wahlen: 

a) alle rationalen Zahlen oder Punkte x = m von 0 bis 1. n 

1) [Das oben genannte Axiom ist als Cantor-Dedekindsches Axiom von der 
Stetigkeit der Geraden bekannt.] 
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Diese liegen auf der Strecke o ... 1 "iiberall dieht". Nehmen Sie 
ein noch so kleines TeilintervalI, so enthalt es immer noch rationale 
Zahlen in unendlieher Zahl, und doch ist dieses Teilintervall, wenn 
eine so grobe Ausdrucksweise statthaft ist, noch durchli:ichert wie ein 
Sieb, da ja unbeschrankt viele irrationale Zahlen, die nach der Definition 
unserer Punktmenge nicht angehi:iren, noch in ihm Platz finden solIen! 
Hier frage ieh: Kann man sieh dies raumlich vorstelIen, eine iiberall 
dichte Punktmenge, die das Kontinuum noch nicht erschi:ipft? Die ab­
strakte Definition ist klar, die Vorstellung jedenfalls fUr mich unmi:iglich. 

b) AIle Zahlen van 0 bis 1 mit AusschlufJ der Grenzen 0 und 1, d. h. 
eine Strecke, von der die Endpunkte abgetrennt sind. 

Unsere raumliche Vorstellung scheint uns zu lehren, daB man keine 
Strecke aufhi:iren lassen kann, ohne die Enden der Strecke zuzuzahlen. 
Also wird man sich auch den Inbegriff aller Zahlen von 0 bis 1 mit 
AusschluB der beiden Grenzpunkte raumlich kaum vorstellen ki:innen, 
so gewiB damit eine wohldefinierte Menge gegeben ist. 

Diese Bemerkungen haben eine wichtige methadische Falge, die ich 
so formuliere: 

Da die Gegenstiinde der abstrakten Geometrie nicht als solche von der 
riiumlichen Anschauung scharf erfafJt werden, kann man einen strengen 
Beweis in der abstrakten Geometrie nie auf blofJe Anschauung grunden, 
sandern mufJ auf eine logische Ableitung aus den als exakt gultig voraus­
gesetzten Axiomen zuruckgehen1). Trotzdem behalt aber auf der anderen 
Seite die Anschauung auch in der Prazisionsgeometrie ihren groBen 
und durch logische Dberlegungen nieht zu ersetzenden Wert. Sie hilft 
uns die BeweisfUhrung leiten und im Dberblick verstehen, sie ist 
auBerdem eine Quelle von Erfindungen und neuen Gedankenverbin­
dungen. Man vergleiche hierzu die Antrittsvorlesung: 

Holder, 0.: Anschauung und Denken in der Geometrie. Leipzig 1900. 

Ich habe vorhin den Unterschied zwischen Prazisionsmathematik 
und Approximationsmathematik betont und hervorgehoben, daB erst 
beide zusammen die ganze Wissenschaft ergeben. Der Fehler, an wel­
chern der heutige Betrieb der Wissenschaft krankt, ist der, daB sich 
die Theoretiker zu einseitig mit der Prazisionsmathematik beschaftigen, 
wahrend die Praktiker eine Art approximative Mathematik gebrauchen, 
ohne mit der Prazisionsmathematik Fiihlung zu haben und mit deren 
Hilfe zu einer wirklichen Approximationsmathematik vorzudringen. 

Den hiermit aufgezeigten Gegensatz von Theoretiker und Praktiker 
will ich noch an einem weiteren Beispiel erlautern, welches ich dem 
iiblichen Unterrichtsbetriebe der elementaren Geometrie entnehme. 

1) Dieser Forderung wird heutzutage vermutlich jeder theoretische Mathe­
matiker zustimmen; iiberzeugend erscheint sie mir aber erst, wenn sie so wie im 
Texte aus der Ungenauigkeit unserer raumlichen Auffassung begriindet wird. 
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Die Elementargeometrie wird seit Euklid vorwiegend als Prazisions­
mathematik betrieben; es werden bei ihr also gewisse Axiome (die als 
exakt gilltig postuliert werden) an die Spitze gestellt, aus denen dann 
rein logiseh neue Satze und Beweise abgeleitet werden. Die Folge ist. 
daB Unterseheidungen notig werden, die fiir die praktisehe Geometrie 
ohne Bedeutung sind. 

In dieser Beziehung erwahne ieh zuerst den U nterschied zwischen 
kommensurablen und inkommensurablen Strecken. Bemerken Sie, daB, 
wenn wir mit beschrankter Genauigkeit beobachten, dieser Unterschied 
iiberhaupt fortfallt. Zum Beispiel ist die Diagonale des Einheits­
quadrates i2 = 1,414 .... Wir konnen diesen Dezimalbrueh in fort-

h 't dAn""\.. 't 14 141 1414 b . h d h 'h d h se reI en er nCLJ.1erung mI 10' 102 ' 103 ezelc nen, . . 1 n ure 

den Quotienten zweier ganzer Zahlen soweit anniliern, wie ein noeh 
so kleiner gegebener Sehwellenwert verlangt. Setzen wir den Schwellen-

wert z. B. gleich 1~6 , so ist damit jegliches praktische Bediirfnis der 

messenden Geometrie gedeckt. Dariiber hinaus zu gehen hat nur 
theoretisehes Interesse. Also: 

Der Unterschied zwischen kommensurabel und inkommensurabel in 
seiner strengen Form (und also auch der Begriff der 1rrationalzahl) gehOrt 
ausschlieplich der Priizisionsmathematik an. 

In we1chem Sinne wird aber der Praktiker die Worte "kommensurabel" 
und "inkommensurabel" gebrauchen, wenn er sie nicht vollig aus seinem 
Spraehsehatze verbannen will? Ich denke im Augenblick wesentlich 
an die Astronomie und speziell an die Storungstheorie. Nehmen Sie 
z. B. die Einwirkung des Jupiter auf einen kleinen Planeten, etwa 
Pallas. Was meint der Astronom damit, wenn er das VerhaItnis der 
Umlaufszeiten von Pallas und Jupiter kommensurabel nennt? Wie groB 
die Umlaufszeit eines Planeten ist, laBt sich wegen der Storungen ver­
schiedenster Art, die dabei in Betracht kommen, von vornherein nur 
mit beschrankter Genauigkeit, d. h. in den iiblichen Einheiten aus­
gedriickt nur bis auf eine bestimmte Anzahl Dezimalen genau an­
geben. Wenn also der Astronom sagt: Zwei Planeten haben kommen­
surable Umlaufszeiten, so kann er damit nur meinen, daB sich die 
gefundenen Umlaufszeiten wie zwei kleine ganze Zahlen verhalten, im 
Falle des Jupiters und der Pallas wie 18: 7. Ware das bei irgend­
einer Beobachtung oder Reehnung gefundene Verhaltnis aber z. B. 
180000: 73 271, so wiirde man die Umlaufszeiten nicht mehr kommen­
surabel nennen. 

Gehen wir nun an der Hand des Euklid weiter und stellen uns die 
Frage: 1st eine vorgelegte Aufgabe durch Zirkel und Lineal losbar, d. h. 
fiihrt eine endliche Anzahl von Anwendungen der genannten Instru­
mente zu einer Losung? Auch hier miissen wir antworten: 
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Die Frage, ob eine Strecke durch Zirkel und Lineal konstruierbar ist, 
gehort ebenfalls in den Bereich der Prazisionsmathematik; sie bezieht sich 
darauf, ob unter Voraussetzung der A xiome eine genaue Losung moglich ist. 

In dieser Hinsicht hat das Altertum uns bekanntlich drei funda­
mentale Aufgaben als vermutlich unlosbar hinterlassen, deren wirkliche 
Unlosbarkeit dann tatsachlich in der Neuzeit bewiesen wurde. Es 
sind dies: 

a) Die Dreiteilung eines beliebigen Winkels, 
b) die Verdoppelung des Wurfels, d. h. die Konstruktion von V2, 
c) die Quadratur des Kreises, d. h. die Konstruktion der Zahl 

11, = 3,1415926 ... aus der Einheitsstrecke. 

Worauf ich an gegenwartiger Stelle aufmerksam zu machen habe, ist, 
daB die ganze Behauptung: es sei unmoglich, die Aufgaben a) bis c) 
durch eine endliche Anzahl von Anwendungen des Zirkels und Lineals 
zu losen, der Prazisionsmathematik und nicht der Approximations· 
mathematik angehort. Praktisch kann man jede der Aufgaben so ge­
nau, wie empirisch moglich ist, mit Zirkel und Lineallosen1). So laBt 
sich n z. B. leicht durch Konstruktion der einem Kreise ein- und um­
geschriebenen Vielecke annahern; es sind aber auch weit einfachere 
und oft sehr sinnreiche Approximationen gegeben worden. Vielfach ist 
auch ein rein praktisches Verfahren am Platze. Urn einen Winkel in 
drei gleiche Teile zu teilen, wird man so lange probieren, bis die Teilung 
mit hinreichender Genauigkeit gllickt, eine Methode, die praktisch viel 
besser ist, als wenn man erst bis auf einige Dezimalen rechnet und 
dann die Losung in die Figur eintragt [vgl. die Konstruktion der 
Teilungsmaschinen fUr die Kreise an geodatischen und astronomischen 
Instrumenten 2)]. 

Ich knlipfe nunmehr wieder an unsere Entwicklungen liber die 
Punktmengen an. Wir waren zu dem Schlusse gekommen, daB wir bei 
Beweisen der Prazisionsmathematik uns nicht kurzweg auf die An­
schaulichkeit berufen dlirfen, so wichtig die Figur sein mag, urn uns 
im groBen liber die Voraussetzungen des jeweiligen Beweises zu unter­
richten. Ich gebe jetzt zwei sehr einfache Satze liber Punktmengen, 
bei denen dies bereits zur Geltung kommt; es wird darauf ankommen 
zu verstehen, was die bezliglichen Beweise eigentlich leisten. 

1. Es sei auf der Abszissenachse eine unendliche Punktmenge ge­
geben, die nicht liber einen fest gegebenen Punkt A hinausgeht (sie 

1) ["Uber die betreffenden Unmoglichkeitsbeweise vgl. Bd. I. S. 56-60. 
S.123-124. S.256-269. Fur die Naherungsverfahren sei auf das besonders 
reichhaltige Buch Th. Vahlens,' Konstruktionen und Approximationen (Leipzig 
1911) hingewiesen.] 

2) [Genaueres hieruber findet man in L. Ambronn: Handbuch der astrono­
mischen Instrumentenkunde Bd. I (Berlin 1899). Kap. IX. S.433-437.] 



Erlauterungen fiber die einzelne Variable x. 11 

braucht nicht bis an A heranzureichen). Man nennt eine solche Punkt­
menge nach rechts (oben) beschriinkt. Die Behauptung lautet dann: Es 
gibt einen rechten (oberen) Grenzpunkt der Menge. 

2. Es sei auf der Abszissenachse eine zwischen zwei Punkten A und B 
liegende unendliche Punktmenge gegeben. Dann gibt es zwischen A und B 
mindestens einen H iiufungspunkt, d. h. eine Stelle von der Art, dafJ in 1'eder 
noch so kleinen Umgebung von ihr unendlich viele Punkte der Menge liegen. 

Wenn man solche Satze zuerst hort, so erscheinen sie einem viel­
leicht selbstverstandlich. Sie sind allerdings selbstverstandlich, freilich 
in dem hoheren Sinne, der die Summe ailer mathematischen Einsicht 
darstellt, daB namlich die Mathematik im Grunde fiberhaupt die Wissen­
schaft von den selbstverstandlichen Dingen ist. Wir wollen und konnen 
bei unseren Satzen nichts Dberraschendes bringen, sondern haben,nur 
deutlich zu sehen, wie sich die Satze an den Zahlbegriff anschlieBen, 
den wir bei unseren Entwicklungen an die Spitze gestellt haben. 

Wie steht es mit unserem ersten Satze? 
Die Punktmenge ist wohldefiniert, d. h. es steht von einem Punkt 

fest, ob er der Menge angehort oder nicht. Es kann nun sein, daB 
ein Punkt der Menge angehi:irt, der wirklich die groBte Abszisse hat; 
dann reprasentiert er ohne weiteres die gesuchte obere Grenze. Bei­
spiele fUr solche Mengen sind: a) Die Menge aller Punkte zwischen 0 
und 1 mit EinschluB von 1; b) die Menge, die aile Punkte der vorigen 
Menge und den Punkt 2 umfaBt. 1m ersten Fail ist Punkt 1, im zweiten 
Punkt 2 der obere Grenzpunkt. Es kann aber die Menge auch so beschaffen 
sein, daB in ihr kein am weitesten rechts liegender Punkt vorhanden 
ist, d. h. sie reprasentiert uns, wenn wir ihre Punkte nach den GroBen 
der Abszissen geordnet denken, eine stets wachsende Menge, hat aber, 
obwohl sie nicht fiber einen gewissen Punkt A der Abszissenachse hinaus­
geht, kein Maximum. Ein Beispiel dieser Art ist die von uns bereits 
betrachtete Menge aller Punkte zwischen 0 und 1 mit AusschluB der 
Grenzen. In diesem Falle werden wir unter dem rechten (oberen) Grenz­
punkt einen Punkt verstehen, der seIber der Menge nicht angehort, 
links von dem aber in beliebiger Nahe noch Punkte der Menge liegen. 
Wir umfassen offenbar aIle drei in den genannten Beispielen auftreten­
den Faile, wenn wir definieren: 

Der nicht notwendig zur Menge gehiirende Punkt G heifJt ihr rechter 
(oberer) Grenzpunkt, falls rechts von G kein Punkt der Menge mehr liegt, 
aber rechts von G - e immer, wie klein auch e sei, mindestens ein Punkt 
der Menge gefunden werden kann1). 

1) Fiir den Fall, daB G nicht zur Menge gehort, folgt, da e beliebig klein ge­
wahlt werden kann, aus der obigen Definition, daB im Intervalle G - e < X < G 
unendlich viele Punkte der Menge liegen. Gist also dann Haufungspunkt der 
Menge. Wenn G dagegen zur Menge gehort, braucht das, wie Beispiel 2 zeigt, 
nicht der Fall zu sein (isolierte obere Grenze). 
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Nachdem wir uns hieriiber verstandigt haben, knupfen wir an die 
Idee der Darstellung einer reellen Zahl durch einen unendlichen Dezimal­
bruch an und beweisen die Existenz der oberen Grenze folgendermaBen: 

Wir sehen zunachst nach, we1che ganzen Zahlen von Punkten der 
Menge uberschritten werden, we1che nicht. Dies ist .moglich, da wir 
die Menge als wohldefiniert voraussetzten. a sei die gnSBte ganze Zahl, 
die noch uberschritten wird, so daB a + 1 nicht mehr uberschritten wird. 
Es sind nun zwei Fane moglich. Entweder wird a + 1 von irgendeinem 
Punkt der Menge erreicht, oder es wird von keinem Punkt der Menge 
erreicht. 1m erst en FaIle ist a + 1 die obere Grenze der Menge. 

1m zweiten FaIle teilen wir das Intervall a . .. a + 1 in 10 gleiche Teile 
und erhalten so mit leicht verstandlicher Abkurzung die Dezimalbruche 

a=a,O; a+O,1 =a,1; a+O,2=a,2; ... ; a+O,9=a,9; a+1 =a+1,O. 

Wir vergleichen diese Zahlen mit den Punkten der Menge und finden 
wieder eine groBte Zahl a, aI' die noch iiberschritten wird, wahrend 
a, a1 +1 [a + 1, ° im FaIle a1 = 9J entweder erreicht oder nicht er­
reicht wird. 

1m zweiten Fall teilen wir das Intervall a, a 1 ..• a, a1 + 1 abermals 
in 10 gleiche Teile und haben aIs Begrenzungspnnkte 

a, a1 0; a, ali ... ; a, a1 9; a, a1 + 1,0. 

Diese Zahlen vergleichen wir wiederum mit den Punkten der Menge 
und erhalten zwei Zahlen a, a1 a2 und a, a1 a2 + 1. Man sieht, wie der 
ProzeB weitergeht und daB er entweder nach einer endlichen Anzahl 
von Schritten eine Zahl ergibt, we1che der Menge angehort und die 
gesuchte obere Grenze darstellt, oder aber zu einer unendlichen FoIge 
von Intervallen fUhrt, von denen jedes in allen vorhergehenden enthalten 
ist, wahrend die Lange unbegrenzt gegen Null abnimmt. Auf Grund der 
WeierstraBschen Definition der Gleichheit reeller Zahlen legen die 
beiden Folgen der linken und rechten Intervallendpunkte je denselben 
unendlichen Dezimalbruch festl). Dieser reprasentiert dann die in Frage 
stehende obere Grenze. Ich fasse vielleicht den Gedanken des Beweises 
kurz so zusammen: 

Wir beweisen die Existenz des oberen Grenzpunktes, indem wir das 
Mittel angeben, ihn als exakten Dezimalbr1fch wirkl£ch herzustellen2). 

Bei dem zweiten Satze, der von K. WeierstrafJ wegen seiner Bedeu­
tung fUr die Funktionentheorie in seinen Vorlesungen stets besonders 
hervorgehoben wurde, tun wir der Allgemeinheit keinen Abbruch, wenn 
wir die Grenzen, zwischen denen die aus unendlich vielen Punkten 
bestehende Punktmenge mindestens einen Haufungspunkt haben soIl, 
als die beiden aufeinander folgenden ganzen Zahlen a und a + 1 an-

I) [Vgl. Bd. I, S. 36-37.] 
2) [Ganz entsprechend wird natiirlich fur eine nach unten beschrankte Menge 

die Existenz des unteren Grenzpunktes bewiesen.] 
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nehmen. Bezeichnen wir den Haufungspunkt mit xo, so lautet die 
Definition des Haufungspunktes: 

Xo heifJt ein Haufungspunkt, wenn zwischen XO-B und Xo+B, wie 
klein auch das positiv und also von Null verschieden angenommene B sein 
mag, immer noch unendlich viele Punkte der Menge liegen. 

Wir fUhren den Beweis unseres Satzes wieder in der Weise, daB wir 
einen Dezimalbruch xo, der die verlangte Eigenschaft hat, wirklich 
hersteilen, oder vielmehr uns iiberlegen, wie wir ihn in jedem konkreten 
Faile herstellen konnen. 

Wir teilen zunachst das Intervail a bis a + 1 wieder in 10 gleiche Teile: 
,..-----, 

a,O a,1 a,2 . .. a,9 a + 1,0 
L--.....J ! ! 

und iiberlegen uns, daB mindestens in einem dieser Intervaile von den 
unendlich vielen Punkten unserer Menge unendlich viele Punkte liegen. 
Das betreffende Intervall sei a, a l a, a l + 1 . Fiir dieses Intervall, 

'-----' 

dessen Lange nur -r-o der des urspriinglichen betragt, wiederholen WiT 
.denselben SchluB, nachdem wir zuvor auch hier 10 gleiche Teilintervalle 

r----1 

a, a10 a, a l 1 ... a, a l 9 a, a l + 1,0 
I ! 

gebildet haben. Das so erhaltene Intervall (seine Lange ist -rlo der 
des urspriinglichen), in dem noch unendlich viele Punkte unserer Menge 
liegen, sei a, a l a2 a, a l a2 + 1. Sie sehen, wie wir wieder zu einer un-

I ! 

endlichen Folge von Intervallen kommen, von denen jedes in allen 
vorhergehenden enthalten ist und deren Langen gegen Null streben. 
Der durch die Intervallfolge bestimmte unendliche Dezimalbruch Xo 

stellt nun in der Tat eine Haufungsstelle der gegebenen Punktmenge 
dar, da in jedem Intervall der Folge unendlich viele Punkte der Menge 
liegen. Sie bemerken also auch hier: Die Existenz eines Haujungspunktes 
Xo wird in der Weise gezeigt, dafJ man das Xo durch einen nach bestimmten 
Regeln verlaufenden ProzefJ als Dezimalbruch gewinnt, womit wir aut 
unsere Grunddefinition der Zahl als einen in allen seinen Stellen bestimmten 
Dezimalbruch zuruckkommen. 

Die beiden hier herangezogenen Satze iiber Punktmengen sollten 
Ihnen ein Beispiel dafiir sein, was fUr Dinge die Prazisionsmathematik 
schon im Bereiche einer einzelnen unabhangigen Variablen behandelt 
und wie hier die Beweise zu fiihren sind, wo wir vermoge des von uns 
festgehaltenem Prinzip der absoluten Genauigkeit nach der von mir 
vertretenen Auffassung iiber die Anschauung hinausgehen. 

II. Funktionen y = {{x} einer Veranderlichen x. 
Alles Bisherige bezog sich nur erst auf die Definition der unab­

hangigen Veranderlichen x. Gehen wir jetzt zu den Funktionen y = t (x) 
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iiber und fragen uns, was hier vom Standpunkte der Prazisionsmathe­
matik, was vom Standpunkte der Approximationsmathematik zu 
sagen ist. 

Die allgemeinste Definition der Funktion, iiber die wir in der modernen 
Mathematik verfiigen, beginnt damit, festzulegen, weIche Werte die 
unabhangige Veranderliche x annehmen soll. Wir setzen fest, x solI 
eine gewisse "Punktmenge" durchlaufen, wobei die Sprechweise also 
geometrisch ist, aber durch das Cantor-Dedekindsche Axiom (S. 7) fest­
gelegt wird, was arithmetisch gemeint ist. 

y heifJt dann eine Funktion von x, in Zeichen y = f (x), innerhalb 
der Punktmenge, wenn zu jedem x der Menge ein bestimmtes y gehort 
(dabei sind x und y als scharf definierte Zahlen, d. h. als Dezimalbriiche 
mit wohldefinierten Ziffern aufgefaBt). 

Gewohnlich durchlauft x kontinuierlich ein Stiick der Achse, d. h. 
die Menge samtlicher Punkte zwischen zwei festen Punkten m und n. 
Man nennt in anderer Sprechweise eine soIche Punktmenge ein Inter­
vall mn, und zwar spricht man von einem abgeschlossenen Intervall, 
wenn die Endpunkte zum Intervall, von einem otfenen Intervall, 
wenn die Endpunkte nicht zum Intervall gehoren. Wir erhalten damit 
die altere Definition einer Funktion, wie sie z. B. Lejeune-Dirichlet ge­
brauchte: y heifJt eine Funktion von x in einem Intervall, wenn zu jedem 
Zahlenwerte x, der in dem I ntervalle liegt, ein wohldefinierter Zahlen­
wert y gehOrt. 

Dies ware die am weitesten gehende Fassung des Funktionsbegriffes 
in der Prazisionsmathematik. Wiederum verweise ich auf ein Referat 
von A. Pringsheim in der mathematischen Enzyklopadie: 

Pringsheim, A.: Allgemeine Funktionentheorie. Enzyklop. d. math. 
Wiss. Bd.2 (abgeschlossen 1899), S. 1 bis 53. 
wo in schoner Weise dargestellt wird, wie die Verallgemeinerung des 
Funktionsbegriffes sich durchgesetzt hat. 

Was ich nun auf der anderen Seite iiber den Funktionsbegritf in der 
empirischen Mathematik zu sagen gedenke, habe ich bereits in meiner 
am Schlusse der Einleitung zitierten Arbeit iiber den allgemeinen 
Funktionsbegriff dargelegt. Sie konnen das jetzt unmittelbar Folgende 
als eine Ausfiihrung der damals skizzierten Ideen ansehen. 

Ahnliche Gedanken entwickelt M. Pasch 1882 in zwei Schriften, 
in denen trotz ihrem geringen Umfange sehr interessante Uberlegungen 
vorkommen. Es sind dies die "Vorlesungen iiber neuere Geometrie", 
Leipzig 1882 Cwo Pasch mit den empirisch gegebenen Punkten und Ge­
raden beginnt und zu abstrakten Formulierungen aufsteigt1)], und 
namentlich die "Einleitung in die Differential- und Integralrechnung", 
Leipzig 1882. Dieses Buch mochte ich Ihrer Aufmerksamkeit ganz be-

l) [2. Auflage mit einem Anhange von M. Dehn iiber "Die Grundlegung der 
Geometrie in historischer Darstellung". Berlin: Julius Springer 1926.] 
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sonders empfehlen; man vergleiche auch die parallellaufenden Er· 
lauterungen von Pasch in Bd. 30 der Annalen von 1887, S. 127-1311). 

In neuerer Zeit wurde das Problem des Aufbaus einer empirischen 
Geometrie im Sinne einer durch genaue Experimente kontrollierbaren 
und der Wirklichkeit nicht widersprechenden Wissenschaft von dem 
danischen Mathematiker ]. Hjelmslev in mehreren Arbeiten behandelt: 

1. Die Geometrie der Wirklichkeit. Acta math. Bd. 40 (1916), S. 3 5-66; 
2. Die natiirliche Geometrie. Abhandl. aus dem math. Seminar 

der Hamburgischen Universitat Bd.2 (1923), S.1-36; 
3. Elementaer Geometri (3 Bde.) , Kopenhagen 1916-1921 ; ein Lehr­

buch, das in mehreren Schulen in Danemark eingefiihrt ist. 
Nach dieser literarischen Abschweifung fragen wir: 
W ie mag uns in der empirischen Geometrie eine Gleichung y = t (x) 

entgegentreten? 
Wir legen ein rechtwinkliges Koordinatensystem fest und fragen, 

wieweit uns y als Funktion von x durch eine Kurve gegeben ist, die wir 
uns entweder durch einen zusammenhangenden Federstrich zeichnen 
oder uns auch durch einen Registrierapparat (der etwa die Temperatur 
als Funktion der Zeit liefert) gegeben denken (Abb. 1). Dbrigens 
k6nnen wir uns eine Kurve auch festlegen, indem wir gar keinen zu­
sammenhangenden Zug machen, vielmehr unstetig einzelne Punkte 
aneinanderreihen (Abb. 2). Allerdings erscheint uns aus der Nahe ge-

y y 

----~------------~x 
Abb. 1. Abb.2. 

sehen das Punktaggregat als unstetig, trotzdem aber haben wir das 
Gefiihl, daB es uns eine ganz bestimmte Kurve festlegt, und beim Be­
trachten aus der Ferne glauben wir sogar eine stetige Kurve zu sehen. 

Was uns hier an einem einfachen Beispiele entgegentritt, ist iibrigens 
eine Eigentumlichkeit unseres Gesichtssinnes, die auch sonst zur Geltung 
kommt. Blicken Sie z. B. auf einen entfernten Wald, aus dem nicht 
gerade einzelne Baume besonders hervorragen, so meinen Sie einen 
zusammenhangenden Saum zu sehen, ebenso setzen Sie diese Eigentiim-

1) P. du Bois-Reymond handelt in seiner "Allgemeinen Funktionentheorie", 
Tiibingen 1882, zwar auch fortgesetzt von dem Unterschiede der "idealistischen" 
und der "empirischen" Auffassung (den er auf die Raumanschauung als solche 
iibertragt), nimmt aber dann keine positive mathematische Wendung, sondern 
verliert sich in der Ausspinnung der von dort aus nach seiner Meinung entspringen­
den Antinomien. 
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lichkeit unseres Sehens voraus, wenn Sie von einem UmriB eines be­
haarten menschlichen Kopfes sprechen. Wir mtissen also sagen: Eine 
groj3e Anzahl kleiner Gegenstande dicht beieinander gesehen laj3t in uns 
die Vorstellung des Kontinuums entstehen. 

Ich hatte vorhin von einem zusammenhangenden Federstrich ge­
sprochen. Willden wir ihn aber mit einem gentigend scharfen Mikroskop 
betrachten, wiirde er sich als aus vielen kleinen Flecken zusammen­
gesetzt erweisen. Wir haben also unserem letzten Satze noeh hinzu­
zufUgen: Auch wenn wir glauben, ein Kontinuum vor uns zu haben, 
wird uns die genauere Betrachtung haufig uberzeugen, daj3 wir nur die 
dichte Aufeinanderfolge kleiner Teilchen betrachten. 

Ieh habe diese Eigenttimliehkeit hier zunaehst nur bei der Gesichts­
wahrnehmung nebeneinanderliegender Gegenstande zur Sprache ge­
bracht. Sie gilt aber auch bei zeitlich aufeinanderfolgenden Wahr­
nehmungen. Die Tatsache, daB in kurzen Intervallen aufeinander­
folgende Gesichtseindriicke sich verschmelzen, als ob ein Kontinuum 
vorliege, beobachten wir besonders schon beim Kinematographen. 

Zu untersuchen, wie dies zu erklaren sei, ist Sache der Physiologen 
und Psychologen. Ieh will hier nur erwahnen, daB die Elemente unserer 
Netzhaut aus unstetig aneinandergereihten Nervenstabchen bestehen 
und daB wahrscheinlieh jedes einzelne Stab chen nur einen bestimmten 
Gesichtseindruck fortpflanzen kann, so daB also fUr uns zwischen der 
Beobaehtung eines wirklichen Kontinuums und einer Menge in hin­
reichend kleinen Abstanden aufeinanderfolgender Dinge kein Unter­
sehied ist. Aber ein wirkliches Urteil dartiber, wie weit physiologische 
und psyehologisehe Untersuchungen tiber das Zustandekommen des 
Sehens, tiber die Struktur der Netzhaut, tiber die chemischen Verande­
rungen, die das Licht auf der Netzhaut durch Bestrahlung hervorbringt, 
tiber die Dauer dieser Veranderungen usw. ein naheres Eindringen in 
die Tatsaehen der sinnlichen Wahrnehmung gestatten, muB ich selbst­
verstandlich dem Fachmann tiberlassen. Wir berufen uns hier nur auf 
die Tatsache als solche. 

1m AnschluB an unsere letzten AusfUhrungen fragen wir nun: In 
welcher Weise wird vermoge einer empirischen Kurve y als Funktion 
von x bestimmt? 

Wir antworten: x und y sind beide nur bis auf einen Schwellenwert 
genau festgelegt. Daher: Die empirische Kurve legt y nicht als scharfe 
Funktion von x fest, sondern definiert das einem x zugehorige y nur mit 
einem begrenzten Grade von Genauigkeit. 

Wir sehreiben dies etwa: 

y=f(x)±e, 

wo das unbestimmt bleibende e (das wir uns gegebenenfalls wieder als 
eine Funktion von x denken mogen) einer Ungleichung I e I < c5 ge-
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nugen wird, der absolute Betrag dieser kleinen GroBe e also unterhalb 
eines Schwellenwertes ~ liegt. 

Ein solches Gebilde Y = f (x) ± e von gewisser Breite habe ich in der 
erwahnten Arbeit von 1873 einen "Funktionsstreifen" genannt, so daB 
wir auch kiirzer sagen konnen: Die empirisch gegebene Kurve definiert 
uns nicht eine Funktion, sondern einen Funktionsstreifen. 

Da also der Verlauf der Funktion durch eine empirisch gegebene 
Kurve nur bis zu einem gewissen Grade genau versinnlicht werden kann, 
stellen wir nunmehr die mehr psychologische Frage in den Vordergrund, 
die ich schon oben als umstritten bezeichnete: Kann man sich eine 
Funktion unter dem Bilde einer raumlich angeschauten Kurve exakt 
vorstellen? 

Dieses "Vorstellen" einer Kurve ist nicht mit der Auffassung des 
Gesetzes zu verwechseln, nach dem auf Grund der als absolut richtig 
vorausgesetzten Axiome die Kurve scharf definiert werden kann. Viel­
mehr handelt es sich um die lebendige Erfassung einer konkreten Gestalt. 

Meine Antwort auf die gestellte Frage ist nach dem, was ich oben 
iiber die Vorstellbarkeit von Punktmengen auf der Abszissenachse 
sagte, nicht mehr uberraschend; ich habe sie bereits in der genannten 
Note von 1873 so formuliert: Auch wenn man sich eine Kurve nicht 
zeichnet oder mit dem A uge verfolgt denkt, sondern wenn man sie sich nur 
"vorstellt", hat die K urve eine beschriinkte Genauigkeit und entspricht 
also nicht dem scharfen Funktionsbegriff der Priizisionsmathematik, son­
dern der Idee des Funktionsstreifens. 

Die Richtigkeit dieser Auffassung soil weiterhin in der Weise hervor­
treten, daB ich an der Hand der Axiome die mannigfaltigsten Kurven 
klar definieren wf'rde, die man sich ganz gewiB nicht vorsteilen kann 
(so gewiB man das Gesetz ihrer Erzeugung klar versteht). 

Eine entgegenstehende Ansicht ist in der mathematischen Literatur 
insbesonderevonA. Kopke in den Math. Ann. Bd.29 (1887), S.123-140, 
vertreten worden. 1ch gehe darauf um so lieber ein, weil ich annehme, 
daB diese Ansicht, wenn auch nicht in scharf formulierter Form, weit 
verbreitet ist. 

Um den Standpunkt Kopkes verstehen zu konnen, muB ich etwas 
vorwegnehmen, was ich spater ausfiihrlicher behandeln werde. 

Unter den Funktionen gibt es eine besondere Klasse, die der stetigen 
Funktionen, die wieder als besondere Unterklasse die differenzierbaren 
Funktionen in sich schlieBen. 1st die Differentiation beliebig oft mog­
lich, so heiBen die Funktionen unbeschriinkt differenzierbar. 

Kopke sagt nun, dafJ wir uns diefenigen Kurven Y = f (x) genau vor~ 
stellen konnen, deren f (x) nicht nur stetig, sondern auch unbeschriinkt 
differenzierbar ist, dafJ wir uns aber auf der anderen Seite solche Kurven. 
die stetigen Funktionen ohne Differentialquo#enten entsprechen, schlechter­
dings nicht vorstellen konnen. 

Klein, Elementarmathematik III. 2 
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Sie sehen, wie dies von meiner Ansicht abweicht. Wahrend ich 
behaupte, daB unsere raumliche Vorstellung an sich und immer ungenau 
ist, meint Kopke, daB sie vol1ig ausreichend sei fUr eine bestimmte 
Klasse von Funktionen, daB sie aber fUr andere Funktionen versage. 

Man sollte meinen, daB die Physiologen und Psychologen sich mit 
dieser Frage beschaftigt hatten. Es scheint dies nicht der Fall zu sein, 
wie denn auch der einzige Forscher, der auBer Kopke und mir von mathe­
matischer Seite an diese Fragestellung ausfUhrlich herangetreten ist, 
M. Pasch in seinen bereits genannten Lehrbtichern, sowie in den Math. 
Ann. Bd. 30 (1887) sein durfte. So wenig werden die wichtigsten Fragen 
behandelt, die auf den Grenzgebieten verschiedener Wissenschaften 
liegen. 1m vorliegenden FaIle durfte fUr die Vernachlassigung der 
Fragestellung ubrigens mit in Betracht kommen, daB die moderne 
Arithmetisierung der Mathematik (d. h. ihr konsequenter Aufbau auf 
Grund des modernen Zahlbegriffs) auBerhalb der mathematischen 
Fachkreise immer noch wenig bekannt und noch weniger nach ihrer 
Wichtigkeit verstanden ist. 

Urn so lieber mache ich hier von mir aus einen kleinen Exkurs uber 
N aturphilosophie, indem ich die folgende, durch den vorliegenden Zu­
sammenhang gegebene Frage aufstelle: Wenn wir eine scharfe Funktion 
y= f (x) weder empirisch realisieren, noch uns ideell vorstellen konnen, 
wie steht es dann mit der Schiirfe der sogenannten Naturgesetze? Sind sie 
exakt oder approximativ? 

Nehmen Sie irgendein Gesetz, wie es die Physik oder die Natur­
wissenschaft behandelt, z. B. das Fallgesetz: 

g t2 

y = - + ct + c'. 
2 

Wieweit wird dieses Gesetz durch die Beobachtung bestatigt? Wir 
mussen auch hier sagen: nur approximativ. Ebenso beschreibt ein 
geworfener Korper keine genaue Parabel, ja die ballistische Kurve kann 
betrachtlich von einer Parabel abweichen. Ein Tennisball vermag 
eine Kurve mit einer nach oben gerichteten Spitze zu beschreiben. 

Wie kommen wir nun dazu, ein soIches Gesetz als absolut genau zu 
formulieren und die Abweichungen storenden Einfltissen bzw. Be­
obachtungsfehlern zuzuschreiben? 

Es kommt hier ein neues Prinzip in Betracht, das Prinzip der Ein­
fachheit der Naturerkliirung oder der Okonomie des Denkens, das sich in 
dem vorliegenden FaIle so aussprechen la13t: 

Bei der A ufstellung der N aturgesetze greift man (nicht erst auf Grund aus­
drucklicher Uberlegung, sondern unwillkurlich) nach den einfachstenF ormeln, 
die die Erscheinung mit hinreichender Genauigkeit darzustellen vermogen. 

Was hier speziell von den Fallgesetzen gesagt ist, gilt auch fUr die 
scheinbar gesichertsten Naturgesetze, z. B. fUr die Gesetze von der Kon­
stanz der NIasse und Energie. 
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Bei den meisten Versuchen (besonders chemischen) ist die Masse 
leidlich konstant, in einer Formel ausgedruckt: 

M = konst + e (t) , 
wo e(t) eine nur sehr kleine Werte annehmende Funktion der Zeit ist, 
uber welche man sonst nichts Bestimmtes in Erfahrung gebracht hat 

Analoges gilt fur die Energie. Auch sie ist bei den Versuchen leidlich 
konstant, aber von einer absbluten Genauigkeit ist gar nicht die Redel), 
so daB wir sagen mussen: Auch unsere allgemeinsten 'und fii.r die Welt­
auffassung wichtigsten N aturgesetze sind immer nur in einem beschrankten 
Bereich mit beschrankter Genauigkeit experimentell be wiesen. Man mochte 
sagen: 

Die gena~te F ormulierung der N aturgesetze durch einfache F ormeln 
beruht auf dem W unsche, die aufJere Erscheinung durch moglichst ein­
fache Hilfsmittel zu beherrschen. 

Vom wissenschaftlichen Standpunkte aus sollte man bei jedem 
Naturgesetze - damit es nieht zu einem Dogma wird, d. h. einem Satze, 
den wir fUr unumstoBlich richtig halten, ohne mehr nach den Beweis­
grunden zu fragen - allemal die Frage stellen: Innerhalb welcher 
Genauigkeitsgrenzen ist es durch die Beobachtung erwiesen? Meist 
wird man finden, daB dies mit viel weniger Genauigkeit statthat, als 
man gewohnlich glaubt. 

Ich will das Gesagte an einem Beispiele belegen, das ich der Astro­
nomie entnehme, d. h. einer derjenigen empirischen Wissenschaften, bei 
denen die Genauigkeit am weitesten getrieben ist. Ich beziehe mich 
dabei auf das Werk: 

Newcomb, S .. The elements of the four inner planets and the funda­
mental constants of Astronomy. Washington 1895. 

In diesem Werke hat Newcomb auf Grund seiner Lebensarbeit uber 
die Bewegung der groBen Planeten ffir samtliche "astronomischen 
Konstanten" die besten Werte angegeben, welche die heutige Astro­
nomie zu beschaffen weiB, sowie gleiehzeitig den Spielraum, innerhalb 
dessen er sie als sicher bestimmt ansieht2). 

Auf S. 118 bis 120 auBert er sich daruber, wie genau das Newtonsche 
Gesetz der gegenseitigen Schwereanziehung zweier Massen: 

kmm' 
f=---r ' (k feste Konstante) 

durch die Beobachtung bestatigt wird. 

1) Diese Genauigkeit ist sogar bislang recht gering und jedenfalls sehr viel 
weniger betrachtlich als bei den Versuchen, durch welche die Konstanz der Masse 
nachgewiesen werden soll. 

2) [Eine Zusammenstellung neueren Datums findet man in dem Enzyklopadie­
artikel (VI 2, 17; abgeschlossen 1919) von J. Bauschinger,' Bestimmung und Zu­
sammenhang der astronomischen Konstanten, wo ebenfalls die Konstanten kon­
sequent als Intervalle angegeben werden.] 

2* 
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Er unterscheidet dreierlei Beobachtungen: 
1. Beobachtungen auf der Erde, wo r zwischen einigen Dezimetern 

(Laboratoriumsversuchen) und der Lange des Erdradius enthalten ist; 
2. Beobachtungen, bei denen das Intervall fUr r zwischen der Lange 

des Erdradius und dem Abstande der Sonne von der Erde liegt (Fall­
gesetze, Mond- und Erdbewegungen relativ zur Sonne); 

3. Beobachtungen, bei denen r bis zu dem Zwanzigfachen des Ab­
standes Sonne-Erde anwachst (Bewegung der fernsten Planeten). 

Was die Gtiltigkeit des Newtonschen Gravitationsgesetzes angeht 
bzw. die Genauigkeit, mit der dieses Gesetz in den drei Fallen durch 
die Beobachtung zweifellos konstatiert wird, so setzt Newcomb die 
U nbestimmtheit 

1. fiir das erstgenannte Interval1 gleich -if des fiir die Anziehungs­
kraft / sich ergebenden Betrages, 

2. fUr das Intervall von der Lange des Erdradius bis zurn Abstand 
Sonne-Erde gleich DO\-O des fUr / sich ergebenden Betrages, 

3. und nur fiir das Intervall bis zu den entferntesten Planeten als 
sehr gering an. 

Natiirlich ist z. B. in dem ersten Intervall diese Genauigkeit nicht 
so zu verstehen, daB das Gesetz Werte liefert, die bis auf t / falsch 
sind, sondern nur so, daB das vorhandene Erfahrungsmaterial einen 
solchen Fehler m6glich erscheinen HiBt. 

Als Merkwiirdigkeit fUge ich hier an, daB der amerikanische 
Astronom Hatl, urn gewissen lrregularitaten in der Merkurbewegungl) 
Rechnung zu tragen, das Newtonsche Gesetz in der folgenden Form 
ansetzt: 

/ = kmm' 
r2 + 0,1574 .10 '1. 

Nach allem mtissen wir also sagen (und damit besteht meine Behauptung 
zu Recht): 

Die Genauigkeit, mit der die allgemein geltenden Naturgesetze zwingend 
durch das Experiment bewiesen sind, ist selbst im Falle des Newtonschen 
Anziehungsgesetzes nur sehr beschriinkt. 

1m AnschluB an diese Ausfiihrungen lassen Sie mich gleich die natur­
philosophische Frage zur Sprache bringen, welche die G6ttinger philo­
sophische Fakultat in dem bereits in der Einleitung genannten Gut­
achten tiber die Beneke-Preis/rage behandelt. 

Auch hier ist wesentlich von dem Unterschiede zwischen der approxi­
mativen Gr6Benschatzung und der strengen Zahldefinition die Rede. 
Besonders wird dort aber die Frage nach der inneren Konstitution der 

1) [Bekanntlich hat hier die Einsteinsche Relativitatstheorie groBe Fort­
schritte und Anderungen der Auffassung gebracht. Eine ausfiihrliche Kritik des 
Newtonschen Gravitationsgesetzes findet man in dem Enzyklopadieartikel (VI 2, 
22) von S. Oppenheim (abgeschlossen 1920).] 
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Materie beriihrt. (Sie werden bald sehen, wie dies mit unserem engeren 
Gegenstande zusammenhangt.) 

Bei der Frage nach der inneren Natur der Materie gibt es zwei extreme 
Ansichten: 

1. Die eine will die Materie als wirklich den Raum kontinuierlich 
erfiillend ansehen (K ontinuitatstheorie) , 

2. die andere als eine Anhaufung getrennter, streng punktformiger 
Massen (extreme Atomtheorie). 

Die Mehrzahl der Naturforscher steht heutzutage in der Mitte. Sie 
sehen die Materie als molekular aufgebaut an, wobei aber die Molekule 
nicht als Punkte gedacht werden, sondern als komplizierte Welten fur sich. 

Das erste Extrem wurde fruher insbesondere von F. Ostwald und 
seiner Schule (Energetiker) vertreten, die jegliche Atomtheorie ablehn­
ten. Die zweite Auffassung findet sich vor allem bei den franzosischen 
Mathematikern der klassischen Schule, insbesondere Laplace, und blieb 
lange herrschend; z. B. galt sie 1847 Helmholtz in seiner ersten Abhand­
lung noch als Zielpunkt. Die Annahme ist dabei, daB die getrennten 
"Massenpunkte" mit "Zentralkraften" aufeinander wirken. Es handelt 
sich urn eine Verallgemeinerung der Anschauungsweise, welche seit 
Newton in der Astronomie herrschend war. 

Ubrigens ist dieses zweite Extrem gelegentlich noch wesentlich ge­
steigert worden. Man ging von der Frage aus: SoUte nicht, ebenso wie 
der Raum nur diskontinuierlich mit Materie gefii1lt ist, auch die Zeit 
diskontinuierlich sein? d. h. muB nicht moglicherweise jede Bewegung 
als in nur diskontinuierlichen Zeitintervallen stattfindend, als sprung­
haft aufgefaBt werden? Man wird zu dieser Fragestellung gefiihrt, 
wenn man sich die Wirkungsweise des Kinematographen uberlegt, der 
uns diskontinuierliche Vorgange als kontinuierlich vortauscht. In der 
Tat haben W. K. Clifford (On theories of the physical forces, Proceedings 
of the Royal Institution 1870, abgedruckt in "Lectures and Essays", 
Bd. I, S. 120 bis 138, London 1901) und L. Boltzmann derartige Vor­
stellungsweisen befiirwortetl). 

Wie konnen so verschiedenartige Ansichten nebeneinander bestehen? 
Dies ist die berechtigte Frage, bei der das eigentliche Interesse des 
Mathematikers an diesen Dingen anhebt. Wir mussen sagen: 

Die verschiedenen V oraussetzungen werden gegebenenfalls mit Ruck­
sicht auf die ungenaue N atur unserer sinnlichen Wahrnehmung gleich 
gute Erklarungen abgeben konnen, weil es sich bei der sinnlichen Wahr­
nehmung in der Tat nicht um Beziehungen der Prazisionsmathematik, 
sondern um solche der Approximationsmathematik handelt. 

Die so aufgesteUte Formulierung wird gern angenommen werden. 
Aber im Grunde nimmt sie das Resultat ernster mathematischer Be-

l) [Bekanntlich ist die oben beriihrteVorstellungdiskontinuierlicherZustands­
anderungen in der modernen Quantentheorie zur vollen Geltung gekommen.] 
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trachtung vorweg. Der Mathematiker hat weder die Fahigkeit noch 
die Aufgabe zu entseheiden, was der "Fall der Natur" ist, er muB das 
- soweit es iiberhaupt moglich ist, hier zu einem bestimmten Resultate 
zu kommen - dem berufenen N aturforscher iiberlassen. Er kann aber 
entscheiden und soU entscheiden, wieweit die verschiedenen Pramissen 
auf Grund geeigneter Voraussetzungen gegebenenfaIls nahezu zu den­
selben Ergebnissen fUhren. In der Tat eine groBe Aufgabe fiir die 
Approximationsmathematik! 

N aeh diesen allgemeinen Erorterungen wende ich mich wieder einer 
bestimmten Fragestellung zu: 

Jedermann verbindet mit der Idee der empirischen (etwa mit der Hand 
gezeichneten) Kurve gewisse Eigenschaften. 1st es moglich, den Begriff 
der exakten Kurve, d. h. im vorliegenden Zusammenhange die Funktion 
Y = f (x) der Priizisionsmathematik so einzuschranken, dafJ wir analoge 
Eigenschaften bei ihr wiederfinden? 

Ieh fUhre die Eigenschaften, an we1che ich dabei denke, hier der 
Reihe nach auf: 

1. Eine erste Eigensehaft, we1che wir der empirischen Kurve tat­
sachlich beilegen, ist die Kontinuitiit, d. h. wir haben die Vorstellurrg, 
daB die Kurve in den kleinsten Teilen zusammenhangt. 

Dem wird entsprechen, daB f (x) durch aIle Zwischenwerte geht, 
oder genauer: 

1st f (a) = A und I (b) = B, so sollen alle Werte zwischen A und B 
von f (x) im Intervalle x = a bis x = b wirklich angenommen werden. 
Wir werden lemen, daB die sogenannten "stetigen" Funktionen diese 
Eigenschaft haben (Abb.3). 

2. Die zweite Eigenschaft, die wir dem empirischen Verhalten der Kurve 
entnehmen, ist die Eigenschaft, ihrer Kontinuitat entsprechend mitsamt 
der x-Achse und den Ordinaten zweier ihrer Punkte einen bestimmten 
Fliicheninhalt abzugrenzen (Abb.4). Hierbei ist an Kurven gedacht, 
die von einer Parallelen zur y-Achse in einem Punkte geschni tten werden. 

y 

8 -------{ 

A~! 
I 
I 
I 
I 

IE 
b 

Abb.3. 

y 

I...---a.:----+o __ .J: 

Abb.4. Abb.5. 

Hieraus ergibt sich fUr die stetige Funktion f (x) keine neue Ein­
schrankung. Wir werden vielmehr finden, daB der Flacheninhalt, d. h. 

b 

das bestimmte Integral J f (x) d x bei jeder im Intervalle a <x< b stetigen 
a 



Funktionen y = f(x) einer Veranderlichen x. 23 

Funktion wohldefiniert ist, mit anderen Worten, daB jede stetige Funk­
tion integrierbar ist. 

3. Wir achten nun auf den Allgemeinverlauf der empirischen Kurve, 
d. h. auf das Anwachsen bzw. Abnehmen der Ordinate, und finden, 
daB die Ordinate nur endliche Werte annimmt, im Intervallinnem oder 
an den Intervallenden einen groBten und kleinsten Wert hat, und im 
Intervall nur eine endliche Anzahl Maxima und Minima darbietet (Abb. 5). 

Bei einer arithmetisch definierten stetigen Funktion y = f (x) konnen 
die Maxima und Minima in einem endlichen Intervall eine Haufungsstelle 

haben. 1st z. B. y = sin ~ (Abb. 6), so schwankt die Funktion in dem x • 
Intervall x = ~ bis x = - ~ unendlich oft zwischen y = + 1 und 

:rt :rt 

Y = -1 hin und her [die Anzahl der Oszillationen wachst bei Annaherung 

. 1 
Y = Sln­

x 
Abb.6. 

/ 
/ 

y 

. 1 
Y = XSln­

x 
Abb.7. 

, , 

an den Nullpunkt unbeschranktJ. Oder die Funktion y = x sin : hat 

in einem endlichen, den Nullpunkt enthaltenden Intervall wiederum 
unendlich viele Maxima und unendlich viele Minima (Abb. 7). Das 
zweite Beispiel hat den Vorzug, daB die Funktion nicht nurrechts und 
links von Null, sondem auch im Nullpunkt selbst stetig ist. 

Da also bei einer stetigen Funktion y = f (x) keineswegs ausgeschlos­
sen ist, daB sie in einem endlichen Intervalle unendlich viele Maxima 
und Minima hat, so miissen wir, wollen wir in dieser Hinsicht Ober­
einstimmung mit der empirischen Kurve herstellen, als besondere Be­
dingung fordem: 

Die Funktion y=f(x) soll im gerade betrachteten Intervalle in eine 
endliche Zahl monotoner Stucke zerfallen. 

4. Wir legen einer empirischen Kurve eine Richtung bei. Was ver­
stehen wir da unter Richtung? Wir wollen hier eine moglichst un­
befangene Antwort geben, d. h. nichts in die Definition hineinmengen, 
was wir etwa bereits aus der Differentialrechnung wissen. 

Die gezeichnete Kurve reprasentiere uns einen Strom von endlicher 
Breite, die Ordinate y sei also nur bis auf einen Schwellenwert ~ be-
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stimmt. (1st die Breite des Stromes zu bedeutend, so miissen wir das 
Folgende auf einen schmaleren Mittelstreifen beziehen.) Urn nun die 
Richtung festzulegen, verfahrt man in praxi folgendermaBen: 

Man nimmt (Abb. 8) auf der Abszissenachse ein Stiick LI x, welches 
groB gegen die Breite des Stromes (Streifens) ist, aber klein gegen­
iiber seinem Gesamtverlauf, sucht fiir die Abszissenwerte x und x + LI x 
die Ordinaten y bzw. y + LI y und verbindet deren Endpunkte durch 

y 
eine gerade Linie. Diese ist dann natiir­
lich nicht scharf bestimmt, denn die 
beiden Punkte, die sie verbindet, sind 
es ja nicht. Aber diese gerade Linie gibt 
das, was wir in praxi die Richtung des 
Streifens an der betrachteten Stelle nennen 
und was nur mit maBiger Genauigkeit be­
stimmt ist. Wir messen sie1) durch den 

I:===:;X==:::;~:I-L---,.Z' Differenzenquotienten ~ ~. Wir k6nnen 
i'<'----.x+t3.x--~)01 also kurz sagen: 

Abb.8. Eine empirische KU1've hat an ieder 
Stelle eine Richtung, jestgelegt innerhalb 

eines im Einzeljalle zu bestimmenden Spielraums durch den Dijjerenzen-

quotienten ~ ~, unter LI x =1= 0 eine GrofJe von bestimmter GrofJenordnung ver­

standen, klein gegeniiber dem Gesamtverlauj, grofJ gegeniiber dem Schwellen­
wert des Streijens. Die empirische Kurve stimmt erfahrungsgemafJ mit del' 
Verbindungsgeraden von x, y nach x + LI x, y + LI y annahernd iiberein. 

Hat nun auf der anderen Seite jede stetige Funktion einen Differen­
tialquotienten ? 

Wir definieren den Differentialquotienten als 

1. Lly 
1m -

Llx--->-oLlx' 
Llx=l=O 

und schreiben dafiir abkiirzend ~~ , wo die d andeuten sollen, daB wir uns 

den Grenziibergang gemacht denken. Dabei miissen wir aber bedenken, 
daB del' Differentialquotient aus dem gerade besprochenen Differenzenquo­
tienten durch zwei Grenziibergange entsteht, die in ganz bestimmter Reihen­
folge vollzogen werden sollen, indem wir erstlich die Breite des Streifens 
und dann das Stiick LI x der Abszisse unbegrenzt verkleinern. 

Als allgemeinen Grundsatz iiber Grenziibergange flechte ich hier 
ein: Was bei einem Grenziibergang herauskommt, kann a priori schlechter­
dings nicht gesagt werden. Insbesondere abel' ist, wenn mehrere Grenz­
iibergange auszujiihren sind, deren Reihenjolge genau zu beachten. 

1) Noch allgemeiner konnte man ~ y = Y1 - Y2 setzen, wo %1 und %2 links und 
LJ% X 1 -X2 

rechts von % in geeignetem Abstand genommen werden. 
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Friiher befolgten die Mathematiker diesen Grundsatz nicht immer 
und glaubten an die Existenz eines Differentialquotienten jeder stetigen 
Funktion. Man weiB aber seit den Untersuchungen von B. Bolzano, 
B. Riemalln und K. WeierstrafJ, daB stetige Funktionen als solche 
gar keinen bestimmten Differentialquotienten zu haben brauchen, d. h. 

daB fUr ~~ gegebenenfalls gar kein so1cher Limes, wie wir ihn gerade defi­

nierten, existiert. Wir werden das weiterhin noch ausfUhrlicher erlautern. 
Wie mag wohl die gegenteilige Ansicht entstanden sein? Es ist 

nicht bestimmt zu sagen, wo der FehlschluB lag. Es scheint aber, daB 
die verkehrte Annahme, daB eine stetige Funktion immer einen bestimm­
ten Differentialquotienten haben miisse, dadurch hervorgerufen wurde, 
daB man bei unserer empirischen Kurve den Schwellenwert und das 
Stiickchen LI x gleichzeitig verkleinert dachte, und zwar so, daB das 
Wesentliche der Figur, d. h. die Ubereinstimmung der geraden Linie 
mit der Kurve fUr das Intervall LI x bestehen blieb. Man hielt also auch 
bei der strengen Funktion allgemein die Vergleichbarkeit mit einer 
geraden Linie fUr ein kleines Stiick aufrecht. 

Wenn diese Interpretation richtig ist, so liegt der FehlschlufJ darin, 
dafJ man zwei Grenziibergange gleichzeitig und sozusagen in gleichem 
M afJe machte, die vorschriftsmafJig nacheinander zu machen sind. 

Wir werden uns die M6glichkeit der Nichtexistenz des Differential­
quotienten bei stetigen Funktionen spater noch genauer klarmachen. Hier 
geniigt es uns, zu wissen, daB eine stetige Funktion keinen Differential­
quotienten zu haben braucht, so daB wir also, wenn wir in Uberein­
stimmung mit unserer empirischen Kurve, die doch sicher eine Rich­
tung hat, bleiben wollen, die Existenz eines Differentialquotienten der 
stetigen Funktion als Bedingung auferlegen miissen. 

5. Ebenso ist es bei jeder empirischen Kurve keine Frage, daB sie 
eine Kriimmung besitzt. 

Die Kriimmung einer Kurve wird dabei durch den reziproken Wert 

~ des Radius e eines Kreises gegeben, der durch drei zweckmaBig ge­e 
wahlte Punkte der Kurve geht. Sind die drei Punkte 

x; y; x+Llx, y+Lly; x + 2 LI x , y + 2 LI y + Ll2 Y , 

so kommt fUr die Kriimmung wesentlich die zweite Differenz Ll2 y , 
oder wenn wir durch (LI X)2 dividieren, der zweite Differenzenquotient 

(J~2 in Betracht. Er gibt das MaB der Abweichung von der geraden 

Linie (Ll2 y = 0); wir k6nnen ihn auch in der Form schreiben: 

I(x + 2Ax) - 2/(x + Ax) "* 1 (x) 
(LlX)2 

Wie werden wir die drei Punkte praktisch wahlen? Offenbar wieder 
in Abstanden, die gegen die Breite des Streifens groB, gegen seine 
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Gesamterstreckung klein sind. Die Scharle, mit der der zweite Diffe­
renzenquotient oder demnach die Kriimmung bei einem empirisch vor­
gelegten Streifen gemaB unserer Festsetzung definiert werden kann, 
ist, well jetzt drei Punkte auf dem Streifen verschiebbar sind, jedenfalls 
geringer als die Scharfe, mit der wir den ersten Differenzenquotienten 
und damit die Richtung der Kurve festlegten. 

Diese Unbestimmtheit der Festlegung wachst, wenn wir weitergehen 
und von dem dritten, vierten, ... Differenzenquotienten reden wollen. 

Bei der prazisionsmathematischen Kurve miissen wir natiirlich wieder, 
um die Analogie mit der empirischen Kurve aufrechtzuerhalten. die 
Existenz des zweiten und der h6heren Differentialquotienten postulieren. 

Die Punkte 4. und 5. zusammenfassend. folgere ich also: 
Damit diejenigen Eigenschatten, die wir einer empirisch gegebenen 

Kurve hinsichtlich Richt$tng und Kriimmung (erster und hOherer Ditfe­
renzenquotienten) beilegen, bei einer scharf definierten Funktion sich in 
sinngema/3er Weise wiederfinden, werden wir die Funktion nicht nur als 
stetig und mit einer endlichen Anzahl von Maxima und Minima im end­
lichen I ntervall behaftet voraussetzen, sondern ausdriicklich annehmen, 
da/3 sie einen ersten und eine Reihe hoherer Ditferentialquotienten (soviet 
man gerade benutzen will) besitzt1). 

Fiir das unmittelbar Folgende ist unser Programm durch die letzten 
Entwicklungen festgelegt. Wir haben die den Kurven beigelegten, aus 
der Erfahrung entnommenen Eigenschaften fiir die Funktionen y = f (x) 
vom Standpunkte der Prazisionsmathematik streng zu definieren. 

1. Zunachst die Definition der Stetigkeit. 
Ich gebe hier geschichtlich an, daB diese und die Mehrzahl der 

iibrigen in Betracht kommenden Definitionen in die Wissenschaft Ein­
gang gefunden haben durch die fundamentalen Werke: 

Cauchy, A. L.: Cours d'analyse Bd. 1. Paris 1821, und Resume des 
lec;ons donnees sur Ie calcul infinitesimal. Paris 1823, 

in die Cauchy (1789 bis 1857) seine Vortrage an der Ecole polytechnique 
hineingearbeitet hat. 

1) Man kiinnte naturlich an die tJbereinstimmung noch weitere Forderungen 
stellen. Bei einer empirischen Kurve ist durch die zu einem Punkte gehiirige 
Richtung, Krummung usw. ein Stuck des weiteren Verlaufs vorausbestimmt" (was 
insofern selbstverstll.ndlich ist. als wir die zu einem Punkte gehiirige Richtung. 
Krummung usw. erst aus diesem Verlauf festlegen). Otto Kopke aus Ottensen 
[den ich S. 17 erwll.hnte und gelegentlich der Hamburger Naturforscherversamm­
lung ausfuhrlich gesprochen habe] hll.lt es fur zweckmll.Big, diese Vorausbestim­
mung auch bei den prll.zisionsmathematischen Funktionen y = f(x) als eine For­
derung festzuhalten. Er kommt dadurch naturlich zu Funktionsklassen, die enger 
sind als die im Texte betrachteten. Fur die so ausgesonderten Funktionen miichte 
Kopke einen hiiheren Grad von Anschaulichkeit in Anspruch nehmen als fur die 
anderen. Ich mache demgegenuber naturlich geltend, daB nach meiner Auf­
fassung uberhaupt keine Funktionen anschaulich sind, sondern immer nur Funk­
tionsstreifen. 
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Unabhangig von Cauchy ist in dieser Hinsicht ein anderer Forscher 
tatig gewesen, dessen Name erst spat in die groBere Offentlichkeit ge­
drungen ist. Es ist dies Bolzano (1781 bis 1848) in Prag (seit 1817), iiber 
dessen Bedeutung fiir die Geschichte der Differen tial-und In tegralrechnung 
man die Arbeit von O. Stolz in den Math.Ann. Bd. 18 (1881), S. 255-279: 
Uber Bolzanos Bedeutung fUr die Geschichte der Infinitesimalrechnung 
vergleichen moge. Es ist hier wie so oft in der Wissenschaft ergangen. 
Die historische Entwicklung kniipft nur an einen Namen an, wahrend 
die Moglichkeit zu einer so1chen Entwicklung an mehreren Stellen 
gleichzeitig gegeben war. 

Wie lautet nun die Cauchysche Definition der Stetigkeit? 
Eine Funktion y = f (x) heiBt in einem Punkte x = Xo stetig, wenn 

sie erstens fiir diesen Punkt eindeutig erklart ist und wenn sich zweitens 
zu jeder positiven Zahl 'YJ, mag sie auch noch so klein sein, eine so1che 
positive Zahl 1; angeben laBt, daB fUr alle Innenpunkte x, x' eines jeden 
den Punkt Xo enthaltenden Intervalls I f (x) - f (x') 1<17 ausfaUt, sofern 
nur I x - x' I < 1; ist. Etwas anschaulicher ausgedriickt: Wie wir auch 
'YJ wahlen, immer solI es moglich sein, urn Xo herum ein Intervall von 
einer so1chen Lange 0 >0 abzugrenzen, daB fUr alle Punktepaare x, x' 
des Innern dieses Intervalls die Funktionsdifferenz ihrem absoluten 
Betrage nach kleiner als 'YJ ist. 

Erfiillen die Forderung I f (x) - f (x') 1<17 nur so1che Intervalle, fiir 
die Xo Endpunkt ist, so sagt man, daB die Funktion y = f (x) im Punkte 
Xo einseitig stetig ist; man nennt sie insbesondere vorwarts stetig oder 
riickwarts stetig, je nachdem die Intervalle 0 sich rechts oder links von 
Xo erstrecken. Wir konnen nun leicht definieren, was man unter einer "in 
einem Intervalle stetigen Funktion" zu verstehen hat. Man wird darunter 
eine Funktion verstehen, die in jedem Punkt des Intervalles stetig ist; im 
Falle des abgeschlossenen Intervalls aber y 
wird man fUr den linken Endpunkt nur 
Vorwartsstetigkeit, fUr den rechten End­
punkt nur Riickwartsstetigkeit verlangen. 

Wir beweisen nun auf Grund dieser De­
finition, daB eine im abgeschlossenen Inter­
vall a < x < b stetige Funktion alle Werte 
zwischen f (a) und f (b) durchlauft. 

~--L-r---~--+r--~x 

Wir beweisen den Satz in einer spe­
ziellen Form, bei der aber das allgemeine 
Prinzip durchleuchtet. Es moge f (x) an 

Abb.9. 

zwei ganzzahligen Stellen x = a und x = a + 1 betrachtet werden, dabei 
sei f(a»O und f(a+1)<0 (Abb.9). Wir beweisen, daB dann f(x) 
zwischen a und a + 1 mindestens einmal durch Null geht. 

Empirisch ist ganz klar, daB eine stetige Kurve, wenn sie bei a oberhalb 
und bei a + 1 unterhalb der Abszissenachse verlauft, mindestens einmal 
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die Achse schneidet. Theoretisch mussen wir aber beweisen, daj3 der in 
Rede stehende Satz sich aus der von uns gewahlten Delinition der Stetig­
keit aul Grund des ein fur allemal lestgelegten Zahlbegrills herleiten laj3t. 
Anders ausgedriickt: Es handelt sich darum, die ZweckmaBigkeit der 
Cauchyschen Definition der Stetigkeit zu erproben, indem wir beweisen, 
daB aus ihr dasjenige Theorem folgt, welches durch die Kontinuitat 
der empirischen Kurve (infolge unserer natiirlichen Ideen iiber Konti­
nuitat) unmittelbar gegeben ist. 

Der zu beweisende Satz lautet also, nochmals wiederholt: Eine Funk­
tion, die im Sinne von Cauchy im I ntervall a <: x <: a + 1 stetig und bei 
x = a positiv, bei x = a + 1 negativ ist, besitzt zwischen a und a + 1 
mindestens eine Nullstelle. 

Der Beweis hat denselben Zuschnitt wie unsere Beweise iiber die 
Punktmengen, er ist ein "Dezimalbeweis". 

Wir teilen das Intervall a = ao bis ao + 1 in 10 gleiche Teile nach 
den eiJ}stelligen Dezimalbriichen 

ao, 0; ao' 1; ao, 2; ... ; ao, 9; ao + 1, ° . 
Wenn dann nicht fUr einen der Teilpunkte f(x) gleich Null ist (was 

wir ausschlieBen, da dann nichts mehr zu beweisen ware), so gibt es 
ein erstes Intervall ao' a 1 ... ao' a1 + 1, an dessen linkem Endpunkt 
I (x) noch positiv, an dessen rechtem Endpunkt I (x) negativ ist, so daB 
fUr dieses Zehntelintervall eben dasjenige stattfindet, was fUr das ganz­
zahlige Intervall gilt. 

Das Zehntelintervall ao, a 1 ... ao, a 1 + 1 teilen wir jetzt in 10 Hun­
dertelin tervalle 

aO,a10; ao,al 1; ao,a12; ... ; ao, a19; ao,a1+1,0, 
wo wieder I (x) fUr einen der Teilpunkte verschwinden kann, was wir indes 
ausschlieBen wollen. \Vir wahlen wieder das erste dieser Intervalle, an 
dessen linkem Endpunkt f (x) positiv, an dessen rechtem Endpunkt I (x) 
negativ ist. Durch unaufh6rliche Fortsetzung dieses Prozesses entsteht, 
wie man leicht einsieht, eine Intervallschachtelung, d. h. eine unendliche 
Folge von Intervallen, von denen jedes folgende in allen vorhergehenden 
liegt und deren Langen unbegrenzt gegen Null abnehmen. Die beiden 
Folgen von Dezimalbriichen, die zu den linken und rechten Intervall­
endpunkten geh6ren, haben daher denselben Dezimalbruch Xo zu ihrem 
Grenzwert. Wir wollen zeigen, daB infolge der Cauchyschen Definition 
der Stetigkeit I (xo) gleich Null wird. Dieser Satz laBt sich auf einen 
allgemeinen Grundsatz reduzieren. 

Xo ist der gemeinsame Limes einer fallen den und einer steigenden 
Folge von Dezimalbriichen; fiir die erstere ist I (x) positiv, fiir die letz-

tere negativ: 1 f" II d' I I ura.ex, Ie 
xo=limao aO,a1 aO,a1a2 i·· . mit f(x»o, Glieder der 

xo=limao+1l a o, a 1 +1l a o, a1 a2 + 11·· . mit f(x)<o, Folge sind. 
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Nun gilt fUr stetige Funktionen der Satz: 
Wenn Xo der Grenzwert einer Punktelolge Xl' x2, ••• ist, dann ist 

auch I(xo) der Grenzwert der Folge der Funktionswerte I (Xl) , I (x2) ••• 

Dies folgt einfach aus dem Wortlaut der Cauchyschen Definition 
der Stetigkeit und der Definition des Grenzwertbegriffs. 

Hiermit ist aber unser obiger Satz unmittelbar bewiesen: Denn 
einmal erscheint hiernach I (xo) als Limes einer Folge nur positiver 
Zahlen, das andere Mal als Limes einer Folge nur negativer Zahlen. 
Beide Tatsachen sind nur vertragIich, wenn I (xo) = 0 ist. 

Bei dem Beweise haben wir zuletzt einen Satz benutzt, der fast 
wichtiger als der bewiesene Satz selbst ist. In Zeichen lautet er: 

1st f (x) stetig, so ist I (Ii ) Ii I ( ) mx = m x. 

Wir k6nnen aus diesem Satz noch einen weiteren ableiten, der uns 
spater niitzIich sein wird: 

Wir wahlen als Punktmenge x zunachst die Menge der rational-

zahligen Punkte x = m der Abszissenachse. Durch sie k6nnen wir alle n 
irrationalen Zahlen festlegen, namIich als Grenzwerte unendlicher 
Folgen von rationalen Zahlen. Es ist also fUr ein irrationales Xo 

I (xo) = I (lim rat. x) = liml (rat. x), 
in Worten: Der Werteverlaul einer stetigen Funktion ist schon dann 
in allen Punkten eines I ntervalls bestimmt, wenn er lur alle rational­
zahligen Punkte dieses I ntervalls lestgelegt ist. - Dieses Ergebnis 
k6nnen wir sofort verallgemeinern, wenn wir an den von uns bereits 
eingefiihrten Begriff der Punktmenge denken, die in einem Intervalle 
(a, b) uberall dicht liegt. Eine so1che Punktmenge liegt dann vor, wenn 
jedes Teilintervall von (a, b), auch wenn es noch so klein ist, Punkte 
der Menge enthhlt. Man sieht, daB fUr eine so1che Menge samtliche 
Punkte von (a, b) Haufungsstellen sind und daB sieh mithin zu jeder 
Stelle Xo des Intervalls (a, b), auch wenn sie nicht zur Menge geh6rt, 
aus der Menge Punktfolgen herausheben lassen, die Xo zum Grenzwert 
haben. Wir erhalten somit den Satz: Eine stetige Funktion ist in allen 
Punkten eines Intervalls deliniert, wenn sie lur alle Punkte einer das 
Intervall iiberall dicht erlullenden Punktmenge gegeben ist. 

Als Menge k6nnen wir beispielsweise auch die Gesamtheit der end­
lichen Dezimalbriiche wahlen (da schon diese hinreichen, um auf der 
Abszissenachse eine iiberall dieht liegende Punktmenge zu bestimmen), 
so daB wir als Korollar haben: 

Eine stetigeFunktion ist vollkommen deliniert, wenn sie fur alle dieienigen 
Zahlen x definiert ist, die sich als endliche Dezimalbruche anschreiben lassen. 

2. Wir kommen jetzt zu dem zweiten Punkt, wo von der Umgren­
zung eines Fliicheninhalts die Rede war. 

Wir haben das Gefiihl, daB jedes empirische Kurvenstiick mitsamt 
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der x-Aehse und den Ordinaten seiner Endpunkte einen Flaehen­
inhalt umgrenzt. Urn diesen naherungsweise zu ermitteln, kann man 
das Papier aussehneiden, wagen und mit dem Gewieht eines bekannten 

y Flacheninhalts, z. B. 100 em2, vergleiehen. 
Dureh diese Gewichtsmethode findet man 
oft brauehbare Ergebnisse. 

Ein weiteres praktisches Verfahren ist 
die mechanische Quadratur oder numerische 
Integration, wozu die Trapezlormel und 
die Simpsonsche Regel zu zahlen sind. 
Urn nur die Trapezformel anzufiihren, so 

L-_---'---L-'----'----::-'-;--_~J' teile man das Intervall in so kleine Stucke 
a""~ I1 X 2 X J xn.=b 

Abb.l0. 
A x (die zweekmaBig gleich groB gewahlt 
werden), daB die Kurvenstiieke zwischen 

den Ordinatenpunkten der einzelnen A x als annahernd geradlinig be­
traehtet werden konnen und daB sich ihre Flache demgemaB als Trapez­
flache bereehnen laBt (Abb.l0). Durch Summation aller Trapezinhalte 
findet man dann fUr den von der Kurve umspannten Flacheninhalt: 

Ax Yo +:l'.! + Ax Yl +)/2 + ... + L/xYn-1 + Yn 
222 

Llx 
= 2 (Yo + 2Yl + .. , + 2Yn-l + Yn). 

Ein drittes praktisehes Verfahren beruht auf der Benutzung des 
Planimeters l ) • 

Bei der praktischen Bestimmung des Flacheninhalts liegt die Haupt­
fehlerquelle iibrigens nieht in der Ersetzung der Flaehe durch eine 
Reehteckssumme und in der Willkiir der Wahl von A x, sondern vor 
allem in der endlichen Breite der gezeiehneten oder sonst empiriseh 
gegebenen Kurve, die den Flaeheninhalt abgrenzt. So ist z. B. bei 
einer Lange von 10 em und einer Breite von t mm des Streifens der aus 
der Breite entstehende Fehler t em2• 

Wie werden wir nun theoretisch diese Dinge fassen? n 

Die theoretische Betraehtung beginnt mit der Summe 5 = 2: Ax f' . 1ft (x) , 
1 

wo n die Zahl der Intervalle irgendeiner Unterteilung des Intervalles 
a <:: x <:: b und If' (x) irgendeine Ordinate in dem Teilintervall A xf' be­
deutet, und untersucht, wie sich diese Summe verhalt, wenn die Maximal­
lange Lln der Teilintervalle gegen Null konvergiert, und damit natiirlieh 
n unbegrenzt wachst. Ergibt sieh ein Grenzwert fUr fede der Bedingung 
An -->- 0 geniigende Folge von Unterteilungen und jede Wahl der If' (x), 

b 

so bezeiehnen wir ihn mit II(x) dx und nennen ihn das bestimmte Inte-
a 

gral von I(x) zwischen den Grenzen a und b. Die Frage, die wir im 
folgenden zu entseheiden haben, ist: 

1) [Vgl. etwa Ed. II, S.11-16.] 
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Wann existiert ein salcher Limes, d. h. wann ist die Funktian f (x) 
integrierbar ? 

Der erste, der diese Frage aufgeworfen und in allgemeiner Weise 
behandeIt hat, war B. Riemann in seiner Habilitationsschrift (1854): 
Uber die Darstellbarkeit einer willkiirlichen 
Funktion durch eine trigonometrische Reihel ). 

Wir beginnen damit, daB wir eine im 
Intervall a <:: x <:: b beschriinkte Funktion be­
trachten, d. h. eine solche, fiir welche der 
Absolutbetrag der Funktionswerte eine feste 
positive Zahl K nicht iiberschreitet. Eine 
solche Funktion braucht nicht stetig zu sein. 
Sie hat, wie wir nachher beweisen werden, 
in dem ganzen Intervall, wie in jedem Teil­

y 

Abb. 11. 

intervall, je eine obere und untere Grenze. 1st Gft die obere, gl-' die 
untere Grenze fiir das Teilintervall LI xl-' (Abb. 11), so liegt II-' (x) zwischen 
gl-' und Gw Wir finden somit: Unsere urspriingliche Summe ~Llxl-'II-'(x) 
liegt zwischen zwei Grenzen ~LI xl-'GI-' und ,ZLI x.ug.u , und diese beiden 
Summen unterscheiden sich urn die Differenz 1:LI xl-'DI-' , WO DI-' =GI-' -gl-' 
ist und Schwankung der Funktion f (x) im flten Teilintervall heiBt. 

Nun HiBt sich aber, wie wir nicht weiter ausfiihren wollen, zeigen, daB fiir 
beschrankte Funktionen die beiden Summen l: ,1xl-'GI-' und l: ,1 xl-'gl-' mit ,1n ~ 0 
zwei Grenzwerten A und B zustreben, zwischen denen dann l: f (xl-') ,1 xl-' gleich­
falls stets liegen muB. Raben A und B denselben Grenzwert C, so muB also 
auch der Grenzwert von l:1(xl-') ,1xf' existieren und ebenfalls gleich C sein. 
A und B sind aber sicher dann gleich, die beschrankte Funktion I(x) also inte­
grierbar, wenn die l: ,1 xf' DI-' dadurch beliebig klein gemacht werden kann, daB 
man die Maximallange ,11-' der Teilintervalle hinreichend klein macht. 

Wir behaupten insbesondere: Fur jede im abgeschlossenen Intervalle 
a <:: x <:: b stetige Funktion - eine solche ist notwendig beschriinkt - kann 
die Summe 2:LI Xl-'Dft beliebig klein gemacht werden. 

Bevor ich den Beweis geben kann, muB ich noch einen leinen Punkt 
uber Stetigkeit erwahnen, den ich aber nicht ganz ausfiihren werde: 

Wir hatten eine Funktion f (x) an der Stelle Xo stetig genannt, wenn es 
zu jedem 1'J em ~ gibt, so daB fiir alle x mit 

folgt. 
Ix-xol<~, I/(x)-/(xo)I<17 

Wie andert sich nun die Stetigkeit, wenn Xo durch das Intervall 
a . .. b hinwandert, d. h. was ist das MafJ der Stetigkeit, wenn Xo das 
Intervall durchlauft? 

Wir kommen zu dieser Fragestellung, wenn wir eine Kurve be­
trachten, die einmal flach, das andere Mal steil ansteigt. Offenbar kann 
ich an einer Flachheitsstelle X 01 fUr dasselbe 1'J ein groBeres ~ angeben 
als an Steilheitsstelle x 02 , so daB also ~ bei gegebenem 1'J fiir ver-

1) Mathematische Werke, S.213-251. 
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schiedene Stellen Xo auBerst verschieden sein kann [je nachdem die 
Kurve flacher oder steiler verlauft (Abb. 12)]. 

Wir konnen uns dies durch eine Hil/skurve, die uns eine Beurteilung 
des MaBes der Stetigkeit gestattet, klarer machen. 

Wir wahlen Xo als Abszisse und etwa 104 ~o als Ordinate. Die ent­
stehende Kurve (die uns fiir gegebenes 'Yj die Abhangigkeit des ~o von Xo 

gibt) wird im ganzen Intervalle positive Ordinaten haben. Damit ist 
aber noch nicht ausgeschlossen, daB die Hilfskurve in der in Ab­
bildung 13 angedeuteten Weise verlauft. Es konnen namlich die Ordi­
naten an einer oder mehreren Stellen der Null beliebig nahekommen, um 
an den Stellen, wo sie nach der Kontinuitat Null werden sollen, plotzlich 
in die Hohe zu springen. Damit wird der Forderung, daB die Funktion 
uberall positive Werte haben soll, in der Tat genugt. Die Hilfskurve 
wiirde also eine Unstetigkeit darbieten. Tritt ein solches Verhalten ein, 

, 
I I 
II 
I, 
II 
II 

L--------~~~L1---4X~L~--~~ 

Abb.12. 

10·r 
~ ______ ~L-__ ~~ i~ ______________ ~~ 

Abb.13. Abb •• 4. 

so nennen wir die Ausgangsfunktion "ungleichmaBig stetig" in dem 
Intervall. Wir werden sagen: 

Durch die Annahme, da/3 eineFunktion in einem ieden einzelnen Punkte 
des Intervalls stetig ist, scheint zunachst noch nicht ausgeschlossen, da/3 die 
Stetigkeit uber das ganze I ntervall hin ungleichma/3ig ist, d. h. daB es Stellen 
gibt, wo das ~ kleiner wird als eine noch so kleine vorgegebene GroBe. 

Wir haben dagegen eine gleichma/3ige Stetigkeit in dem Intervall, 
wenn die ~-Kurve wohl auf und ab schwankt, doch jener Ausnahmefall 
nicht eintritt (Abb. 14), d. h. wenn wir bei vorgegebenem 'Yj eine GroBe ~ 
derart angeben konnen, daB fur alle Punktepaare x, Xo des Intervalls 
gleichzeitig, sobald nur I x - Xo I < ~ ist, auch 1/ (x) - / (xo) I < 'Yj ist. 

J etzt kommt der Punkt, dessen Beweis ich der Kiirze halber ubergehe. 
Man zeigt, daB die schlimme Moglichkeit der ungleichmaBigen Stetigkeit, 
an die wir beilaufig dachten, fUr die im abgeschlossenen Intervall stetige 
Funktion von vornherein in Wegfall kommt, weil das abgeschlossene 
Intervall in sich kompakt ist, d. h. jede seiner Punktfolgen einen zum 
Intervall gehOrigen Haufungspunkt besitzt. 

Es gilt also der Satz: Jede Funktion, die in einem abgeschlossenen 
Intervalle stetig ist, ist in diesem auch gleichma/3ig stetig. 

Wegen des Naheren verweise ich wiederum auf A. Pringsheim: 
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Allgemeine Funktionentheorie. Enzyklopadie der math. Wissenschaften 
Bd.2, S.18 1). 

Ich habe hier auf die Moglichkeit einer ungleichmaBigen Stetigkeit 
deshalb so ausftihrlich aufmerksam gemacht, well wir spater bei Fragen 
der Reihenkonvergenz mit analogen Moglichkeiten zu rechnen haben. 

Nunmehr nehme ich die Frage der Integrierbarkeit der stetigen 
Funktionen wieder auf. 

Da wir wissen, daB f (x) gleichmaBig stetig im abgeschlossenen Inter­
vall a < x < b ist, konnen wir ein ~ ein fiir allemal so finden, daB im 
ganzen Intervall, wenn nur Ix-xol<~ ist, If(x)-f(xo)I<1] wird. 
Wahlen wir also die Lange Ax", < ~, so wird in dem Intervall A x", die 
Schwankung G", - g", < rJ oder D", < 1] • Fiir die Summe der mit A x", 
multiplizierten Schwankungen folgt jetzt: 

J: Ax,.D", <rJ J: Ax", = rJ (b - a), 

d. h.: Ftir eine im abgeschlossenen Intervall stetige Funkti.on f(x) konnen 
wir J:A x",D", kleiner machen als rJ (b - a) und damit kleiner als jede 
vorgegebene positive Zahl; es ist also eine solcheFunktion stets integrierbar. 

3. Wir betrachten nnter Punkt 3 die Frage nach dem grofJten und 
kleinsten Wert einer stetigen Funktion. 

Die Ordinate einer empirischen Kurve hat in einem Intervall immer 
einen kleinsten und einen groBten Wert [der unter Umstanden an den 
Endpunkten des Intervalls zu suchen ist y 
(Abb.15)]. Die Frage ist: Hat eine idealisierte 
Kurve, d. h. eine Funktion y = f (x), die natiir­
lich im Intervall beschrankt bleiben solI, im 
Sinne der Prazisionsmathematik in dem Inter­
vall a ... b einen groBten Wert? 

Wir mtissenhier zunachst zwischen oberer 
Grenze und grofJtem Wert unterscheiden. Fiir 
erstere gilt der Satz: 1st f(x) eine im Inter­
vall a =:; x ~ b beschrankte Funktion, dann gibt es 

Abb. i5. 

fur die y-Werte des Intervalls sicher eine obere (und eine untere) Grenze, 
wie bereits auf S. 31 bemerkt wurde. 

Der Beweis folgt einfach aus unserem ersten Satz tiber Punktmengen 
S. 11-12. In der Tat: Zu jedem x unseres Intervalls gehort ein bestimmtes 
y, so daB wir dem Intervalle der x-Achse entsprechend auf der y-Achse 
eine wohldefinierte Punktmenge erhalten, die nach oben beschrankt ist. 
Fiir eine solche Punktmenge aber haben wir die Existenz der oberen 
Grenze bewiesen. 

1) [Vgl. auch A. Pringsheim: Vorlesungen iiber Zahlen- und Funktionenlehre 
II, 1. Leipzig 1925, S. 54-56 und F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, 
II. Aufl., Berlin 1927, Kap. 8, S. 197.] 

Klein, Elementarmathematik III. 3 
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Unbekannt bleibt aber zuniichst noch, ob diese obere Grenze der Punkt­
menge angehOrt, ob sie also zu einem bestimmten x als Ordinate gehort 
oder nicht, ob also die obere Grenze erreicht wird oder nicht. Ich will 
zunachst ein Beispiel geben, wo dies nicht der Fall ist. I (x) sei definiert 
fUr alle Punkte zwischen +1 und -1 durch die Punkte eines Halb­
kreises, dessen Mittelpunkt in Null liegt und dessen Radius 1 ist, nur 
fiir den Wert x = 0 sei I (x) = O. Also: 

y = 1 f1 - x21 fUr x =F 0 , 
y=O fUr x=O, 

wie durch die Abbildung 16 angedeutet wird. Es handelt sich urn eine 
wohldefinierte, allerdings unstetige Funktion. Die obere Grenze ist 1, 

welche aber nicht erreicht wird, da fUr 
x = 0, wo allein sie erreicht werden 
k6nnte, nach Definition 1(0) = 0 ist. 

1m Gegensatz hierzu erreicht eine 
im Intervall a<x< b stetige Funk­
tion ihre obere Grenze, d. h. eine in 
dem I ntervall a <x< b stetige F unktion 

-_.L1----(}6-----+-'-1-:---x hat einen gr6fJten Wert. Wesentlich fUr 
Abb.16. die Giiltigkeit dieses Satzes ist, daD 

die Intervallendpunkte mit zum Inter­
vall gerechnet werden. K. WeierstrafJ hob diesen Satz in seinen Vor­
lesungen stets besonders hervor. 

Zunachst: Eine im abgeschlossenen Intervalle stetige Funktion ist 
nach oben beschdinkt, hat also eine obere Grenze G. Wir k6nnen nun 
mit Hilfe des Dezimalverfahrens die Existenz einer Stelle Xo erschlieBen, 
welche die Eigenschaft hat, daB in jeder noch so kleinen Umgebung von 
ihr G die obere Grenze ist. Wir teilen das Ausgangsintervall in zehn 
gleiche Teile und wahlen unter den Teilintervallen das erste aus, fUr 
welches G obere Grenze ist. Mit diesem Teilintervall verfahren wir 
ebenso wie mit dem Ausgangsintervall. Die unbeschrankte Fortsetzung 
dieses Prozesses liefert eine Intervallschachtelung, welche eine Stelle Xo 

der gewiinschten Art definiert. So weit ist der SchluB fUr jede nach 
oben beschrankte Funktion I zu machen, dafJ aber dann I (xo) = Gist, 
gilt nicht lur iede beschriinkte Funktion, wohl aber ausnahmslos lur iede 
im abgeschlossenen Intervall stetige Funktion. Letzteres wollen wir jetzt 
noch ausdriicklich zeigen. 

Wir tun dies auf indirektem Wege, indem wir annehmen, daB 
I (xo) = G' sei, wo G' kleiner als Gist. Aus der Stetigkeit der Funktion I (x) 
folgt, daB wir urn Xo ein Intervall so abgrenzen k6nnen, daB die Differenz 

I/(x) - I (xo) 1 <YJ 
ist, wo wir 1] ausdriicklich kleiner als G - G' wahlen wollen. Es liegen 
also die Funktionswerte zwischen G' - YJ und G' + 1]. Da aber G' + 1] 
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immer noch kleiner als Gist, so folgt, daB G fUr unser Intervall nicht 
obere Grenze ist, was wir aber doch wegen der Definition der Stelle Xo 

annehmen miissen. Der Widerspruch laBt sich also folgendermaBen 
formulieren: Ware I(xo) = G'< G, so wiirde man infolge der Stetigkeit 
von 1 (x) um Xo ein Intervall abgrenzen k6nnen, derart, daB samtliche 
Funktionswerte um mindestens eine feste positive Zahl 0 kleiner als G 
sind, was mit der Annahme, G sei die obere Grenze fUr jedes den 
Punkt Xo umgebende Intervall, unvereinbar ist. 

Fassen wir zusammen, so sehen wir, daB sich die Kontinuitat, die 
wir bei der empirischen Kurve voraussetzen, bei den im abgeschlossenen 
Intervalle stetigen Funktionen der Prazisionsmathematik wiederfindet, 
und daB auch die Eigenschaften: Umgrenzung eines Flacheninhalts und 
Existenz des gr6Bten und kleinsten Wertes bei diesen statthaben. 

Wie bereits hervorgehoben wurde, werden wir auBerdem im Interesse 
der Ubereinstimmung mit den empirischen Funktionen ausdriicklich 
voraussetzen, daB es bei unserem 1 (x) nur eine endliche Zahl von Maxima 
und Minima, d. h. von gr6Bten und kleinsten Wert en in bezug auf je 
eine gewisse, wenn auch vielleicht kleine Nachbarschaft, in jedem end­
lichen Intervall gibt. 

4. Wie steht es mit der Existenz des Dillerentialquotienten bei unserem 
1 (x) ? 

Wir sagen zunachst: Bei der empirischen Kurve sahen wir die 

Richtung als durch den Differenzenquotienten ~~ (L/ x von bestimmter 

Gr6Benordnung) definiert an. Bei der Funktion y = f (x) der Prazisions­
mathematik definierten wir sie durch den Differentialquotienten 

dy = lim Lly. 
dx ,1",.-0 Llx 

Die Frage ist: Existiert ein solcher Limes, und zwar fur alle gegen 
Null konvergierenden Folgen L/Xy derselbe Limes? 

Damit ich v611ige Klarheit in dieser Frage erziele, beginne ich mit 
einem Beispiele. 

Wir wahlen die bereits oben (Abb.7, S. 23) herangezogene Funktion 
. 1 

Y = XSIllx· 

Sie lauft von rechts wie links mit sich immer dichter folgenden Schwin­
gungen zwischen den Geraden y = + x und y = - x auf den N ullpunkt 
zu, in welchem selbst sie iibrigens stetig ist. (Man vergleiche den Wort­
laut der Cauchyschen Definition.) Wir bilden uns fUr den Koordinaten­
anfangspunkt und einen beliebigen anderen Punkt (x, y) den Diffe­
renzenquotienten. Er wird offenbar 

Lly y . 1 
Llx = X = Slllx· 

Was werden wir nun von dem Differentialquotienten sagen k6nnen? 

3* 
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sin! ist eine Funktion. die bei unbeschrankt kleiner werdenden x 

unendlich oft zwischen +1 und -1 auf und ab schwankt. Also: Der 

Differenzenquotient ~~ schwankt, wenn Lf x gegen Null geht, fort­

gesetzt zwischen +1 und -1 hin und her, ohne sich einer festen Grenze 
zu nahem. Die Zahlen +1 und -1 sind in der Wertemenge, welche der 
Ditferenzenquotient annimmt, die obere und untere Grenze, wie klein man 
auch das IntervaU nehmen mag, in welchem sichLfx bewegt. Man erkennt, 

daB hier Existenz und GroBe des Grenzwertes der Folge ~yp von der 
",Xp 

Wahl der Folge Lfxp abhangt. Ziehen wir nur die Folgen Lfxp in Be­
tracht, fUr die er existiert, so kann er jeden Wert von -1 an bis 
+ 1 einschlieBlich annehmen. 

Bezeichnen wir fUr positives b die obere Grenze aller ~~ • die wir 

im Intervalle ° < x < b fur die Stelle ° bilden k6nnen, mit G (0, ~), 
die unteremitg (o,~) unddie Grenzwerte lim G (0, ~), limg(O, ~) mit D+ 

"-+0 "-+0 
und D+. die entsprechenden fur negatives ~ sich ergebenden Grenz-
werte mit D- und D_. so ist in unserem Beispiel: 

D+=+1, D+=-1, D-=+1, D_=-1. 

Die so definierten vier Zahlen heiBen die vier Derivierten oder verall­

gemeinerten Ableitungen der Funktion y = x sin! an der Stelle 0; ins­

besondere werden D+ und D+ die vordere obere bzw. untere Ableitung, 
D- und D _ die hintere obere bzw. untere Ableitung genannt. Vier der-

Abb.17. 

I artige Zahlen k6nnen wir nun an jeder 
j I Stelle einer stetigen Funktion bilden, wie 
N wir weiterhin noch zu er6rtem haben. 

!Sf 
I 

I 
I 

I 
I 

Zur Veranschaulichung andem wir 
unser voriges Beispiel ein wenig ab, so 
daB die Funktion rechts und links von 
der y-Achse nicht mehr syrnmetrisch 
ist. Wir schreiben 

y = axsin~rechts. x 

y = bxsin~ links, mit a + b + 0. x 
Das geometrische Bild ist dann eine 
Kurve, die rechts zwischen +ax und 
-ax, links zwischen +bx und -bx 
schwankt und im Nullpunkt stetig ist 
(Abb.17). 

Unsere vier Grenzen des Differenzenquotienten fur unbeschrankt 
kleiner werdendes Lf x sind dann 
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d. h.: Wir haben hier ein Beispiel, bei dem die vier Derivierten ver­
schieden sind. 

Wir gehen in der Verallgemeinerung noch einen Schritt weiter. 
Unserem Beispiel wohnt namlich noch die Besonderheit inne, daB der 
Differenzenquotient den Grenzwert, auf we1chen sich seine obere bzw. 
untere Grenze fur gegen Null konvergierendes Llx hinbewegt, schon 
selbst unendlich oft annimmt. Man kann aber sehr leicht Beispiele 
bilden, wo dies nicht der Fall ist. 

Es sei )' = Yl sin ! ' wo Yl die Ordinate 
einer Kurve ist, we1che nach Art der 
Abb. 18 unter 45 0 durch den Nullpunkt 
geht. 

Hier erreicht ~~ nicht +1 und -1, 

kommt aber diesen Grenzwerten seiner 
oberen und unteren Grenze beliebig nahe. 

----~------------~~ 

Abb.18. 

Wahlen wir ffir Yl eine gesetzmaBige Kurve, etwa eine Lemniskate 
(um eine geschlossene analytische Formel zu haben), so sind Yl und x 
durch die Gleichung 

aneinander gebunden, d. h. 

Y1 = I Vlv8x2 + 1 1
2- (2X2+ 1) I 

ffir das Kurvenstuck im ersten Quadranten. 
Mithin lautet unsere Funktion 

[1/ I V8x~ + 1 I - (2X2 + 1) [ . 1 
Y = V 2 SInX-' 

Es ergibt sich fUr die Punkte 0, ° und x y, wobei x positiv ist, 
der Differenzquotient 

Ay = ~11/1~1- (2X2+ 1)lsin~ 
Ax x V 2 x 

I 2(1 - x2) I . 1 
= IV8x2 + 11 + (2X2+ 1) SInX-' 

Fur x-+ ° nahert sich der erste Faktor unbeschrankt der 1, wahrend 
der zweite zwischen + 1 und -1 unendlich oft hin und her schwankt. 

H ier schwankt ~ ~ zwischen D + = + 1 und D - = -1, .wenn LI x gegen 

Null geht, aber diese Werte selbst werden von ~~ nicht angenommen. 

Durch diese Beispiele diirfte folgendes klargeworden sein: Es sei 
irgendeine stetige Funktion Y = t (x) gegeben. Wir markieren den 
Punkt (x, y) und konstruieren nach rechts LI x und das zugehorige LI Y, 
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dann gibt es zwei Grenzwerte D+ und D+, denen die obere und untere 

Grenze von ~~ bei unbeschrankt kleiner werdendem LI x zustrebt. 

Ebenso werden, wenn LI x von links gegen Null geht, die Grenzen von 

~~ zwei bestimmte Grenzwerte D- und D haben. Dabei konnen 

auch +00 bzw. -00 als Grenzwerte auftreten. Also: Wie immer die 
stetige Funktion f (x) beschaffen sein mag, stets werden, wenn L1 x gegen 

Null geht, die vier Grenzen des Differenzenquotienten ~~ vier Grenz­

werten zustreben, von der einen Seite her den Werten D+ und D +, 
von der anderen her den Werten D - und D _ 1). 

Wenn D+=D+, so werden wir sagen, daB die Funktion nach rechts 
einen "Differentialquotienten" (eine Ableitung) besitzt; ebenso bei 
D-=D_, daB sie einen linksseitigen Differentialquotienten hat. 

Von einem einzigen bestimmten Difterentialquotienten einer Funktion 
an einer Stelle werden wir dann und nur dann reden konnen, wenn siimt­
liche vier Derivierte einander gleich sind. 

Wenn man sich in dieser Weise klarmacht, wie viele Bedingungen 
zu erfiillen sind, damit eine Funktion in jedem Punkte einen Differential­
quotienten hat, so muB man sich wundern, daB es iiberhaupt so1che 
Funktionen gibt. Dieses Stadium der Verwunderung ist das andere 
Extrem, dessen Gegenstiick durch die gedankenlose Gewohnungsansicht 
gebildet wird, der zufolge jede stetige Funktion einen Differentialquo­
tienten besitzen so1l2). 

Nach diesen allgemeinen Erorterungen beschaftigen wir uns nunmehr 
ausfiihrlich mit einem Beispiele einer stetigenF unktion, die an keiner einzigen 
Stelle einen Dit/erentialquptienten in dem von uns bezeichneten Sinne hat. 

1) [Eine genauere Untersuchung der vier Derivierten findet man bei 
C. Caratheodory, Vorlesungen uber reelle Funktionen, 2. Aufl., Leipzig 1927.] 

2) [In dem bekannten Werke "Les Atomes" von Jean Perrin [ins Deutsche 
ubersetzt von A. Lottermoser (1914)] findet man das Obige treffend erganzende 
Bemerkungen. Dort sagt Perrin auf Seite IX und X· seines Vorwortes: "Wir 
bleiben noch vollkommen in der experimentellen Wirklichkeit, wenn wir mit 
Hilfe des Mikroskops die Brownsche Bewegung beobachten, welche jedes kleine 
in einem Medium in Suspension befindliche Teilchen hin und her bewegt. Urn an 
seine Bahn eine Tangente anzulegen, muBten wir einen wenigstens annahernden 
Grenzwert fur die Gerade finden, welche die Stellungen dieses Teilchens in zwei 
sehr nahe beieinander liegenden Zeitpunkten miteinander verbindet. Nun, soweit 
man diese Untersuchung durchfuhren kann, verandert sich diese Richtung fort­
wahrend, wenn man die Zeitdauer zwischen zwei Beobachtnngen immer mehr 
abkiirzt. Aus dieser Untersuchung kann der unvoreingenommene Beobachter 
nur die Vorstellung der Funktion ohne Differentialquotienten, aber nicht im ge­
ringsten die einer Kurve mit Tangente ableiten." 

Man vergleiche auch die interessanten Bemerkungen E. Borels in seinem 1912 
gehaltenen Vortrage "Les theories moIeculaires et les mathematiques", abgedruckt 
als Note VII in seiner "Introduction geometrique 11 quelques theories physiques" 
(Paris 1914).J 
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Wir wahlen die bekannte Funktion, die WeierstrafJ urn 1861 auffand, 
die aber erst 1874 in einem Aufsatze von P. du Bois-Reymond ver­
offentlicht wurde (J. f. Math. Bd. 79. 1875)1). 

Die WeierstrafJsche Funktion ist durch eine unendliche trigonometrische 
Reihe von der Form 

00 

Y = 1: bv cos (av nx) 
o 

gegeben, wo b > 0 ist, abe;:, damit die Reihe konvergiert, < 1 sein mufJ und 
a und das Produkt a b gewissen, noch niiher anzugebenden Bedingungen 
zu geniigen haben. 

Wir wollen uns zunachst an einem Zahlenbeispiel den Aufbau der 
Funktion klarmachen. Es sei b = ~, a = 5; also 

y = cosnx + -~cos5nx + tcos25nx + -/;-cos125nx+ 

Wir betrachten zuerst die Teilkurven: 

Yo = COSJlX, 

Yl = -~ cos 5 n x, 
Y2 = -l cos25 nx, 

aus denen durch Uberlagerung die Kurve y hervorgeht. 
Das Kurvenbild von Yo=COSnX ist eine gewohnliche Kosinuslinie 

von der halben Wellenlange 1, deren erste positive Nullstelle bei x=t 
liegt. 

Die Funktion Yl = t cos 5 n x gibt eine Wellenlinie, deren Hohe 
zwischen +t und --} schwankt, deren erste positive Nullstelle bei 
x=y\ liegt und deren halbe Wellenlange t betragt. Die Wellenlinie Yl 
verlauft daher steiler als Yo' Dabei messen wir die Steilheit der Teil­
kurven passend durch den absoluten Betrag der Steigung in einer 

Nullstelle. Fur Yo betragt dann die Steilheit I ~:o Ix=t=n, fUr Yl ist 

Sle bereits auf I ~:1 IX=Jo = 5; angewachsen. 

1) [Weierstra,B' eigene Darstellung findet man in Bd.2 seiner Werke. S. 71 
bis 74. Man lese hierzu die sehr interessanten Briefe von Weierstraf3 an P. du 
Bois-Reymond und L. Koenigsberger, die in Bd. 39 (1923). S. 199-239. der Acta 
math. veroffentlicht wurden. - 30 Jahre vor Weierstraf3 hat. wie erst vor einigen 
Jahren entdeckt wurde, bereits Bolzano ein Beispiel einer nirgends differenzier­
baren stetigen Funktion konstruiert. Vgl. hierzu G. Kowalewski: Bolzanos Ver­
fahren zur Herstellung einer nirgends differenzierbaren stetigen Funktion. Leipziger 
Ber. (math.-phys_) Bd. 74 (1922). S. 91-95; Uber Bolzanos nichtdifferenzierbare 
stetige Funktion_ Acta math. Bd.44 (1923). S.315-319. - Was die sonstige 
Literatur des in Rede stehenden Gegenstandes angeht. so sei verwiesen auf: 
Knopp. K.: Ein einfaches Verfahren zur Bildung stetiger nirgcnds differenzierbarer 
Funktionen. Math. Zschr. Ed.2 (1918), S. 1-26; und A. Rosenthal: Neuere Unter­
suchungen fiber Fuuktionen ree1ler Veranderlichen. Enzyklopadie der math. '01. 
Bd.2, S.1091-1096-J 
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Die Funktion Y2=t cos25:nx gibt eine Wellenlinie, die abermals 
steiler als die vorhergehende verlauft. Die erste positive Nullstelle liegt 
bei x = n, die halbe Wellenlange betragt -.fa, die Ordinaten schwanken 

'h 1 d 1 F" d' S 'lh' 'b' h 25 on ZWISC en +4 un -4' ur Ie tel elt ergl t SIC 4 . 
Die folgenden Teilkurven verlaufen entsprechend mit immer ge­

steigerter Steilheit und geringerer Rohe, Die Amplituden nehmen nach 
einer geometrischen Reihe mit dem Quotienten tab, die Wellenlangen da­
gegen viel rascher. nach einer geometrischen Reihe mit dem Quotienten t, 
wahrend die Steigungen sehr rasch anwachsen nach einer Reihe mit 
dem Quotienten %. Ais springenden Punkt, durch dessen Beachtung 
der Erfolg spater wesentlich bedingt ist, merken wir an: Die einzelnen 
Teilkurven, welche uberlagert die Endkurve ergeben, stellen Wellenlinien 
von abnehmender Amplitude, aber sehr stark zunehmender Steilheit dar. 

Wir verlassen nun das Zahl~nbeispiel und gehen zu der urspriinglich 
00 

gegebenen Funktion Y = ~ b" cos a" :n X zuriick. Bei ihr unterscheiden 
wir o 

1. T eilkurven Y" = b" cosa":nx, 
m 

2. Niiherungskurven Y m = ~ b" cos'a":nx 
o 

(Y mist die Summe von m + 1 Teilkurven), 
In bezug auf die Teilkurven haben wir fiir a> 1, b < 1 jedenfalls 

den Satz: Mit wachsendem 'II werden Ainplitude und Wellenlange der 
Teilkurven unbeschrankt kleiner. Werden die Teilkurven aber auch 
immer steiler, wie in unserem Zahlenbeispiel? 

Der Differentialquotient ~; wird gleich -a"b"n sina"nx; fiir eine 

Nullstelle von y" wird hiemach: 

I ~; I = (ab)":n. 

So bald also ab> 1 ist, wachst die Steilheit der Teilkurven, obwohl 
sie an Rohe unbegrenzt abnehmen, mit zunehmendem 'II unbegrenzt. 

Wir sagen nunmehr etwas tiber die N iiherungskurven. Raben wir 
uns erst klargemacht, wie eine solche Naherungskurve aus der nachst­
vorangehenden entsteht, so werden wir in der Lage sein, uns ein ge­
wisses Bild von der bei unbeschrankter Fortsetzung des Prozesses ent­
stehenden Endkurve zu machen, 

Es ist 
Y1 = cos:nx + b cosanx, 

d. h. also: Die Naherungskurve Y1 hat man sich in der Weise entstanden 
zu denken, daB man der gewohnlichen Kosinuslinie eine feinere Wellen­
linie tiberlagert. 
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Bilden wir Y 2' SO ist 
Y 2 = COSnX + b cosanx + b2 cosa2nx, 

d. h. hier tritt zu der vorigen eine noch feinere Wellenlinie hinzu. 
1st hiermit der organische Aufbau der Naherungskurven gegeben1), 

so erlahmt doch unsere Vorstellungskraft rasch, wenn wir die ent-
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Abb.19. Nahrungskurven der WeierstraBschen Kurve 1:bVcosaVnx fiir b=!-, a=5. 
o 

1) Vgl. Abb. 19; hier ist wieder b=·L a= 5 genommen. Ich schlieBe mich 
mit dieser Zeichnung und df'n folgenden Betrachtungen an die Entwicklungen 
von Chr. Wiener in Journ. f. Math. 90 (1881), S. 221-252 an, ohne indessen seine 
unrichtige Kritik der WeierstraBschen Behauptungen aufzunehmen. [Die Dar­
steHung Wieners ist sehr lehrreich in Hinblick auf die unklaren Vorstellungen, die 
gelegentlich mit dem Begriffe des Differentialquotienten verbunden werden. Man 
vergleiche damit die klare Erwiderung von Weierstraf3 (Werke Bd. 2, S. 228- 230).] 
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stehende Kurve als Ganzes uberblicken wollen; wir mussen uns vielmehr 
sehr bald mit der logischen Definition begnugen, die ich so formuliere: 

] ede folgende N aherungskurve ergibt sich dadurch aus der voran­
gehenden, dafJ dieser eine neue feinere Welle von kleinerer Amplitude, 
aber noch unverhaltnismafJig viel kleinerer WeUenlange uberlagert wird. 

Was konnen wir nun uber die Endkurve aussagen? 
Wir denken uns die m-te Naherungskurve konstruiert und schreiben 

daher 
00 00 

y = ~ bv cos aV n x = Y m + ~ bv cos aV n x . 
o m+l 

00 

Die einzelnen Summanden in der Summe ~ bv cos aV n x haben aIle 
m+l 

denselben Faktor bm+1. Indem wir ihn herausziehen, folgt 
00 

y = Y m + bm+l~ bv cosam+1+vnx. 
o 

Wir schatzen nun die unendliche Summe ab und geben damit eine 
obere und untere Schranke fUr y, d. h. einen Streifen an, in dem die 
WeierstraBsche Kurve liegt. 

Eine obere Schranke erhalten wir, wenn wirdie Kosinussamtlich +1, 
eine untere, wenn wir sie samtlich gleich -1 setzen. Also erhalten wir 

Obere Schranke fur y: Y m + bm+1 (1 + b + b2 + ... ) 
Untere Schranke iiir y: Ym+bm+1 (-1-b-b2 ••• ) 

In den Klammem steht eine geometrische Reihe, die konvergiert, 
da wir das positive b ausdriicklich kleiner als 1 voraussetzten. Somit 

ist das Resultat y = Y m + Sb",+l. 1 ~ b' wo s ein unbekannter Faktor 

zwischen + 1 und -1 ist, die Grenzen allenfalls eingeschlossen. In 
Worten: 

Die Ordinate der Endkurve ergibt sich aus der Ordinate Y m der N iihe­
rungskurve vom Zeiger m, indem man einen Betrag addiert, der die Gestalt 

mit -1 <s<1 hat. 

Mehr geometrisch konnen wir auch sagen: 
Unsere Endkurve ist eingeschlossen in einem Streifen von der Breite 

2 ::-~, dessen Mittellinie die Naherungskurve Y mist. 

1st z. B. b = 0,1 und messen wir in Zentimetem, so ergibt sich fur 
6 di B 't bm+1 0 17 2 6 d h . B't d' m= e rele21_b=2o,9="9.10-, .. eme rele, leunter 

dem liegt, was mit dem scharfsten Mikroskope wahrzunehmen ist. 
1st also b einigermaBen klein, so sinkt die Breite des Streifens mit zu­
nehmendem m auBerordentlich rasch herab. ] edenfaUs folgt aber aUf 
diese Weise die Stetigkeit der F unktion y, und zwar folgendermaBen: 



Funktionen y = t (x) einer Veranderlichen x. 43 

Y mist stetig als endliche Summe stetiger Funktionen. Was noch 
hinzugefiigt wird, damit wir die Endkurve erhalten, ist bei geniigend 
groBem m gleichmaBig klein fiir aIle x. Beides zusammengenommen 
heiBt aber nichts anderes, als daB y stetig ist. Wir wollen hierfiir noch 
kurz die Formeln geben: 

Es sei 

so ist 

I 
bm+' I I y (x) - y (x') i = Y m - Y~ + (s - c') 1 _ b ' 

I y (x) - y (x') I <: I Y m - Y~ I + i (s - c') ::: I ' 
---.--- '-------

und also 
I y (x) - y (x') I <: 1]1 + 1]2 = 1] • 

In Worten: 
I bm+l I bm+1 '7 Wir nehmen erstlich m so groB, daB (s -s/)' 1 _ b <: 2 b _ 1 < 2-

wird, nachher nehmen wir x' so nahe an x, daB I Y m - Y~ I ~ i ausfallt; 

dann wird auch I y - y' I kleiner als irgendein vorgegebenes positives 
1]. Wir fassen zusammen: 

Da die Breite des Streifens bei b < 1 mit wachsendem m beliebig 
klein gemacht werden kann und andererseits die Naherungskurve Y m 

eine stetige Funktion ist, ist auch die Endkurve fiir b < 1 stetig. 
Wir k6nnen aber noch mehr iiber die Endkurve aussagen. Es ist 

bei geeigneter Wahl von a moglich, filr sie bestimmte Punkte, niimlich die 
Knoten und Scheitel, von vornherein in geschlossener Form anzugeben. 

Zunachst die Knoten: 
Der Kosinus eines Winkels wird Null, wenn das Argument ein un-

gerades Vielfaches von ~ ist. Wir nehmen x = 2;;::" 1 , wo g eine ganze 

Zahl ist. Dann ist am,nx=(2g+1) ~, cosam,nx=cos(2g+1) ~ =0. 

Setzen wir nun weiterhin a als ungerade Zahl voraus, so werden, da das 
Produkt ungerader Zahlen ebenfalls ungerade ist, auch am+l,n x, 

am+2 ,nx, ... von der Form (2g+1) ~, und wir erhalten: 

cosam+ 1 ,nx = cosam+ 2 ,nx = ... = O. 

1st also x = 2;;: 1 , wo g eine beliebige ganze Zanl und a eine un­

gerade ganze Zahl ist, so hat an dieser Stelle nicht nur die m-te Teilkurve 
eine Nullstelle, sondern auch jede folgende Teilkurve, und die Endkurve 
stimmt an dieser Stelle hinsichtlich ihrer Ordinate init der (m-1)-ten 
und allen folgenden Naherungskurven iiberein. Es gibt also auf der 
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Endkurve Punkte, die zugleich auf der (m -1 )-ten Naherungskurve und 
allen folgenden Naherungskurven liegen. Diese Punkte nennen wir 
Knotenpunkte; sie liegen uberdies auf den Ordinatenlinien, die zu den 
Nullstellen der Teilkurven geh6ren. - 1st 2g+ 1 durch a teilbar, so 
wiirde der in Frage stehende Knotenpunkt schon bei einer friiheren 
Naherungskurve aufgetreten sein; diesen Fall brauchen wir aber ferner­
hin nicht weiter zu beachten. 

Da fur den Exponenten m und ebenso ffir g beliebig groBe ganze 
Zahlen eingesetzt werden k6nnen, andererseits a > 1 vorausgesetzt 
wurde, so folgt nebenbei, daB die Punkte, welche die Ordinatenlinien 
der Knotenpunkte auf der x-Achse ausschneiden, uberall dieht liegen, 
d. h. daB in jedem noch so kleinen Teilintervall unendlich viele Knoten 
vorkommen. 

Eine Kleinigkeit schwieriger, aber fur unseren Beweis der Nicht­
differenzierbarkeit der WeierstraBschen Funktion allein von Bedeutung 
sind die Scheitel. Diese Bezeichnung werden wir sowohl auf gewisse 
Punkte der Naherungskurven als auch der Endkurve anwenden. Unter 
den Scheiteln von Y m verstehen wir die Punkte dieser KurVe, die sieh 

fUr x = ;m ergeben, unter g wieder eine ganze Zahl verstanden, unter den 

Scheiteln der Endkurve die Gesamtheit der Stellen x = !m (m=O, 1, 2, ... ). 

Die m-te Teilkurve hat an diesen Stellen ihre Maxima und Minima, 
denn es wird dort: 

cosam.:nx = cos.:ng = (-1)g. 

Da a ungerade ist, so ist auch 

cosam+1.:nx = cosa.:ng = (-1)g. 

Dasselbe gilt ffir alle folgenden Teilkurven, so daB wir das Resultat 
haben: Die Scheitel der Naherungskurven und folglich auch der End­
kurve liegen auf den Ordinatenlinien, die durch die Maxima und Minima 
der Teilkurven gehen. 

Fur einen Scheitel x = ;m hat fur 'V ::> m das 'V-te Glied der Weier-

straBschen Reihe den Wert b"(-1)g. 
1nfolgedessen laBt sich fur einen Scheitel die Reihensumme leieht 

angeben. Bezeiehnen wir mit Y m-l die Ordinate, we1che die Naherungs­
kurve yom Zeiger m -1 an der betreffenden Stelle hat, so ergibt sich: 

bm 
y=Ym - 1 +(-1)g'1_b' 

Projiziert man die Scheitel der WeierstraBschen Kurve auf die .;1j-Achse, 
so liegen diese Projektionen naturlich aus demselben Grunde wie die der 
Knoten uberall dieht. Das Ergebnis unserer bisherigen Dberlegung ist also: 

Die Weierstraf3sche Funktion ist, wenn 0< b < 1, a eine ungerade 
Zahl und grof3er als 1 ist, iiberall stetig und legt aut der x-Achse zwei uns 
bekannte, iiberall dieht liegende Punktmengen test. Als stetige Funktion 
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ist sie schon durch die Werte in den Punkten der einen dieser beiden 
M engen vollstandig definiert. 

Die nachste Frage, die sich nun ganz systematisch anschlieBt, ist: 
Wie steht es an jeder Stelle x mit den vier Grenzen D+, D +, D-, D_ 

der Differenzenquotienten? Wir werden finden, daB die vier Derivierten 
fur keinen Punkt x einen gemeinsamen endlichen oder unendlichen 
Wert haben, so daB also fur keine Stelle x unsere Funktion einen end­
lichen oder unendlichen Differentialquotienten hat. Es genugt naturlich 
schon, zu zeigen, daB zwei der vier Derivierten, etwa D+ und D _, 
verschiedene Werte haben. 

Das Beweisverfahren von WeierstrafJ ist summarisch, insofern die 
Stellen x nicht weiter klassifiziert werden. Wir folgen ihm, urn nicht 
zu viel Zeit mit diesem Gegenstande zu verlieren; es ware indessen 
leicht, noch tiefer in die Einzelheiten einzudringen. 

Es sei Xo die Stelle, fur welche die Existenz des Differentialquotienten 
zu untersuchen ist. Wir betrachten zunachst die m-te Naherungskurve. 
Von den beiden der Stelle Xo benachbarten Scheiteln dieser N aherungs­
kurve wahlt WeierstraB den nachstliegenden; wenn Xo gerade in det 
Mitte liegt, den nach links gelegenen (Abb.20). 

1st IX;;: die Abszisse dieses Scheitels, wo natUr-a 
lich CXm eine ganze Zahl ist, so hat er also die 
U ngleichung: 

-t < xoam - CX m < + t· 
Dieser so festgelegte Scheitel hat auf der m-ten 
Naherungskurve seinerseits zwei N achbarscheitel, 
von denen der linke die Abszisse x', der rechte 
die Abszisse x" haben soIl. Fur x' und x" be­
stimmt man die Ordinaten der Endkurve und 

Abb.20. 

verbindet die so erhaltenen beiden Punkte x', y' und x", y" mit dem 
gegebenen Punkte xo' Yo' Auf diese Weise legt man zwei Differenzen­
quotienten der Endkurve fest und hat nun zuzusehen, ob diese sich einem 
gemeinsamen endlichen oder unendlichen Grenzwert nahern, wenn die 
Differenzen x' - Xo und x" - Xo beide gegen Null gehen. Wir werden 
sehen, daB dabei fur hinreichend groBe Werte des Produktes ab 

y' - Yo 
x' -Xo 

und y" - Yo 
x" - Xo 

unendlich groBen Werten von verschiedenem Vorzeichen zustreben, 
oder beide zwischen - 00 als unterer und +00 als oberer Grenze 
oszillieren, womit sowohl die Existenz eines endlichen als auch die 
eines unendlichen Differentialquotienten ausgeschlossen ist. 

Da 
Zunachst wollen wir die Differenzen x' - Xo und x" - Xo untersuchen. 

I IXm - 1 
X=-­am und " IXm + 1 

X =-­an, 
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ist, ergibt sich: 

x" - Xo 

oder aber, wenn WIr mit WeierstraB fUr die Differenz xoam- lXm die 
Abktirzung Xm+l einfUhren, 

, -1 -xm + 1 
X -xo=~--

, 1 - x m + 1 x'-xo= ---­am 

Da I Xm+ll <t ist, so folgt, daB fUr a> 1 die beiden Differenzen mit 
wachsendem m gegen Null gehen, was wir auch ohne weiteres hatten 
an der Tatsache erkennen k6nnen, daB die Punktmenge, die den Scheiteln 
der Endkurve auf der x-Achse entspricht, dort tiberall dicht liegt. 

Die Werte fUr y' und y" schreiben wir in der folgenden Form: 
m-l IX) 

y' = 2i by cosav:n;x' - (-i)lXm bm 2£ bY, 
o 0 

m-l 00 

y" = 2i by cos a":n; x" - (_i)iXm bm'L!: b" . 
o 0 

Ftir den Differenzenquotienten Y: - Yo ergibt sich dann, wenn wir die x - Xo 

Differenz y' - Yo gleich in zwei Teile zerspalten: 
m-J 

y' - Yo = ~ b" cosa":n:x' - cosa":n:xo 
x' - xo":::'; x' - Xo o 

+ .JJ bm+" (_i)lXm+11 +C;S~;Xm+l. 
o 0 

Der Gedanke, welcher der Spaltung zugrunde liegt, ist, die Differenzen­
m-l 

quotienten der (m-i)-tenNaherungskurve~.'b" cosa":n;x und der "Rest­
o 

kurve" LbY cosaY:n;x zu trennen. Wir gehen jetzt zur Abschatzung 
m 

dieser beiden Quotienten tiber. 
Ftir den Differenzenquotienten der (m -i)-ten Naherungskurve er­

gibt sich, wenn wir die im Zahler stehende Differenz III ein Produkt 
tiberftihren: 

. x+x'. x-x' 
m-l m-l 2s1na":n:-o---. slnaV:n:-o--
~ b" cosa":n:x; - cosav:n:xo = ~ bv 2 , 2 

o x - Xo 0 x - Xo 

Erweitern wir mit an:n; und set zen fUr 2 so folgt: 
Xo - x' Xo - x' 

2 
• X -x' m-1 m-l SlnaV:n: _0 __ 

~ cosav:n:x' - cosav:n:xo ~ 2. xo + " b" ---,------ = - a" b" :n; -----,- . sIn a" :n; ---. 
x - Xo Xo - x 2 o 0 a":n:---

2 
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I · %0 - %' 

Da sowohl I sma": 3-
a" 31:_0 __ 

2 

als auch I sin a" 31; %0 ~ xl I ~ 1 ist, so 

ergibt sich, daB der absolute Betrag des Differenzenquotienten der 
m-l mbm 1 

(m -i)-ten Naherungskurve kleiner oder gleich 31;2; a" b" = 31; a ab --1 

ist und bestimmt den Wert 31; a~m~m1 nicht erreich~ (ab ist groBer als 1 

vorausgesetzt). Wir diirfen also den Differenzenquotienten der (m -1 )-ten 
N aherungskurve gleich 

(-1<e<+1) 

setzen. 
lndem wir uns nunmehr zum Differenzenquotienten der Restkurve 

wenden, erhalten wir; 

= = 
~ bm+,,( _1)"'m+l 1 + cos a" 31:%m +t = (-1)"'mambm 2b,,1+COSa"31:%m+l. 
~ xl - %0 0 %m+l + 1 

Das 'erste Glied der hier auftretenden unendlichen Reihe wird 

Da 

1 + COS31:%m+l 

%m+l + 1 

1 1 
-2: <Xm+1< + 2:' 

ist COS31;Xm+12':O. Der Nenner Xm+1+1 schwankt zwischen t und t. 
Mithin ist: 

1 + COS31:%m+l > ~ 
%m+t + 1 = 3 . 

Die folgenden Glieder der Reihe sind ebenfalls entweder positiv oder 
gleich Null, so daB auch die Summe der Reihe >t ist. 

Vnter 'Yj' eine positive Zahl >1 verstehend und (-1)"'m. e = oS' 
'fJ 

setzend (so daB e' wie e zwischen -1 und +1 liegt), konnen wir jetzt 
schreiben: 

y; - Yo = (-1)"'mambm1]' (~ + oS' ~_). 
% - %0 3 ab-1 

Damit ist fur den linksseitigen Differenzenquotienten der WeierstraB­
schen Funktion eine Abschatzung gelungen. Eine analoge Formel 
erhalten wir fUr den rechtsseitlgen Differenzenquotienten, namlich: 

y" - Yo = (-1)"'m+lambm'Yl"(~ + ell _31:_) 
%" - %0 ./ 3 ab - 1 ' 

nur ist hier noch der Faktor (-1) hinzugetreten, da x"- Xo positiv ist, 
wahrend oben x' - Xo negativ war. 
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Wir wiinschen nunmehr in den Differenzenquotienten zu erreichen, 
daB der Beitrag, den die Restkurve zum Differenzenquotienten gibt, 
groBer ist als der Beitrag, den die (m -1)-te Naherungskurve liefert, 
Durch eine qualitative Uberlegung kommen wir hier vorab zu dem 
Schlusse: 

Man wird dafiir Sorge tragen miissen, daB die Teilwellen, die auf 
die (m-1)-te Naherungskurve aufgesetzt sind, moglichst steil werden. 
Die Steilheit hangt aber ab von dem Produkte ab; wir werden also 
a b hinreichend groB machen mussen. 

Quantitativ gestaltet sich die Sache so: 
Wir wahlen den ungiinstigsten Fall: e' (und auch elf) gleich -1, 

2 :It 
dann muB - > -b-- sein, d. h. 

3 a-1 
3:1t 

ab>1 +2' 

Diese Bedingung nehmen wir jetzt als erfullt an. Dann ist 7]' (~ +/ ab~1) 
sicher eine positive Zahl p'm, die von m abhangt. Dasselbe gilt fiir 

7]"G + e" ab ~ 1) = p;:.. 
Wir erhalten: 

P'm = 7]' • ~ + 7]" / a b ~ 1 ) 2 :it-

::=:: (- - ~1) . 
p" = 7]" • ~ + 7]'" e" _:It_ 3 -

m 3 ab - 1 

Setzen wir zur Abkiirzung: 
2 :It 

3 - ab - 1 = q, 
so ist 

P'm } p;:. >q, 

wo nun q eine von m unabhangige Zahl ist. 
Damit folgen fiir die Differenzenquotienten entweder die Beziehungen: 

1. 

y'- Yo> (-1)"'mambmq 
x' - Xo -- , 

oder 2. 
y'- Yo< (-1)"'mambmq 
x' - xo- , 

y" - Yo < (_1)"'m+lambmq 
x" - Xo - , 

y" - Yo> (_1)"'m+l am bmq 
x" - Xo - , 

je nachdem (-1)"'m = +1 oder (-1)"'m = -1 ist. 
Hiermit haben wir die ;Endformeln, auf welche sich der WeierstraBsche 

Beweis fiir die Nichtexistenz eines Differentialquotienten stiitzt. Wir 
lassen namlich in unseren Differenzenquotienten m immer gr6Ber und 
gr6Ber werden, damit x' von links und x" von rechts unbeschrankt 
an Xo heranriickt. Wenn es einen endlichen Differentialquotienten 
gabe, dann miiBten die beiden Differenzenquotienten sich unbegrenzt 
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demselben endlichen Werte nahern. Gabe es einen bestimmten un­
endlichen Differentialquotienten, so miiBten die beiden Differenzen­
quotienten, nachdem I x' - Xo I und I x" - Xo I hinreichend klein geworden 
sind, schlieI3lich dauernd mit demselben Vorzeichen ins Unendliche 
wachsen. Wenn wir aber m in den beiden Endformeln fiir die Diffe­
renzenquotienten wachsen lassen, so sind drei FaIle zu unterscheiden: 

1. AIle (Xm (bis auf endlich viele) sind gerade; dann strebt 

y' - Yo 
x' -x~ gegen + 00 , 

y" - Y..Q gegen -00. 
x" - %0 

2. Alle (Xm (bis auf endlich viele) sind ungerade, dann strebt 

y' y 
~ gegen -00, x - %0 

Y',,' - Yo gegen + 00 • 
% - xo 

3. Liegt weder Fall 1 noch Fall 2 vor, so bedeutet es keine Ein­
schrankung der Allgemeinheit, anzunehmen, daB (-1)"'m mit wachsen­
dem m alternierendes Vorzeichen besitzt. Dann bilden aber sowohl die 

y: - Yo wie die Y:: - Yo eine oszillierende Folge mit der unteren Grenze 
x - Xo x - %0 

-00 und der oberen Grenze +00. Also hat die Weierstra,8sche Funk­
tion in keinem Fall an der Stelle xo, die ganz beliebig war, einen be­
stimmten endlichen oder unendlichen Differentialquotienten. 

lch will das Wesentliche der Sache noch an einer Abbildung ver­
standlich machen. Wir nehmen (Abb. 21) Xo in einem unteren ((Xm un­
gerade) Scheitel der m-ten Naherungskurve und denken 
uns, daB er unterer Scheitel fiir aIle folgenden Naherungs­
kurven bleibt. Dies setzt voraus, daB aIle (Xm+v (v = 0, 1, 
2, ... ) ungerade sind. Dann nimmt die Hohendifferenz 
der N achbarscheitel bei wachsendem m allerdings ab und 
ebenfalls ihr seitlicher Abstand von xo, aber weil wir das 
Produkt ab so groB genommen haben, nimmt die Hohen­
differenz unverhaltnismaBig viel langsamer ab als der hori­
zontale Abstand. Die Folge ist, daB die beiden Sekanten, 
die den Differenzenquotienten entsprechen, bei wachsen- Abb.21. 

dem m unbegrenzt steiler werden, so daB ihre Steigungen 
mit entgegengesetztem Vorzeichen unendlich groB werden. Hierbei 
nahmen wir an, daB ein unterer Scheitel der m-ten Teilkurve unterer 
Scheitel der (m + 1)-ten, (m + 2)-ten, ... Naherungskurve bleibt. Wenn 
die Zahlen (X'n+v (v = 0, 1, 2, ... ) gerade sind, wird Xo natiirlich fiir 
die betreffende Teilkurve oberer Scheitel, die N achbarscheitel werden 
untere Scheitel. Die Abbildung kehrt sich also urn, der Widerspruch 
gegen die Annahme eines bestimmten Differentialquotienten bleibt dabei 
aber der gleiche1). 

1) [Der Leser wird vermuten, daB fi.ir die Nirgendsdifferenzierbarkeit der 
WeierstraBschen Funktion bereits die Bedingung a b > 1 statt der von uns an-

Klein, Elementarmathematik III. 4 
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Unsere Betrachtung der WeierstraBschen Funktion hat ergeben, daB 
die Voraussetzung der Stetigkeit bei einer Funktion noch nicht die 
Existenz eines Differentialquotienten bedingt. Wollen wir von einer 
stetigen Funktion, daB sie einen ersten, zweiten und h6here Differential­
quotienten besitzt, so miissen wir ihr das vielmehr ausdriicklich als 
Bedingung auferlegen. 

Blicken wir auf die Entwicklungen dieses Abschnitts zuriick, so 
ergibt sich folgendes: Wir legten der empirischen Kurve gewisse Eigen­
schaften: 

1. Kontinuitat, 
2. Vorhandensein eines gr6Bten und eines kleinsten Wertes, endliche 

Anzahl von Maxima und Minima in einem endlichen Intervall, 
3. Vorhandensein einer Richtung und 
4. einer Kriimmung usw. 

von Hause aus bei. Damit etwas Analoges bei einer Funktion der 
Prazisionsmathematik stattfand, muBten wir bei dieser nacheinander 
die Eigenschaften: 

1. Stetigkeit im abgeschlossenen Intervall, 
2. endliche Anzahl von Maxima und Minima 1m abgeschlossenen 

Intervall, 
3. Vorhandensein eines ersten Differentialquotienten und 
4. eines zweiten Differentialquotienten usw. 

ausdriicklich voraussetzen. 
Es wird so aus der Gesamtheit der Funktionen eine ganz bestimmte 

Klasse von Funktionen ausgeschieden, die aber allgemeiner als die 
analytischen sind, da wir nicht einmal die Existenz der Differential­
quotienten beliebiger honer Ordnung, geschweige denn die Darstellbar­
keit durch die Taylorsche Reihe verlangen. Ich nenne diese Funktionen 
mit Jacobi "verniinltige Funktionen"1). 

Bei Einfiihrung dieses Ausdrucks k6nnen wir also sagen: 
Qualitativ (d. h. der Art nach) linden sich die Eigenschalten, welche 

3n 
genommenen scharleren ab> 1 + 2 geniigt, und daB die Bedingung "a ist eine 

ungerade Zahl" nichts mit dem Wesen der Sache zu tun hat. In der Tat hat 
G. H. Hardy (Transactions of the American Mathematical Society Bd. 17 (1916), 
S .. 301 bis 325) bewiesen, daB die Bedingungen 0 < b < 1 und ab > 1 hinreichen, 
wenn man unter Nichtdifi.erenzierbarkeit versteht, daB kein endlicher Differential­
quotient vorhanden ist. LaBt man die Beschrankung auf endliche Differ"!ntial­
quotienten fallen, so reicht die Bedingung ab > 1 nicht hin, um die Nirgends­
differenzierbarkeit zu sichern. - Diese Tatsachen hat bereits Weierstra/3, wie aus 
seinem auf S. 39 erwahnten Briefwechsel mit L. Koenigsberger hervorgeht, ge­
kannt, ohne etwas dariiber zu veroffentlichen. Die oben auBer 0 < b < 1 ge-

forderten Bedingungen: a ist eine ungerade Zahl, ab> 1 + 3 n haben den Vor-
zug, eine elementare Untersuchung zu ermoglichen.] 2 

1) Weiter unten sprechen wir in demselben Sinne von "regularen" Funktionen 
oder "regularen" Kurven. 
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man ublicherweise den empirischen Kurven beilegt, bei denjenigen Funk­
tionen y = / (x) der Priizisionsmathematik wieder, welche wir vernun/tige 
Funktionen nennen. 

Damit ist noch nichts tiber die Frage der quantitativen Uberein­
stimmung gegeben, tiber die wir jetzt in dem folgenden Abschnitt etwas 
sagen wollen. 

III. Von der angenaherten Darstellung der Funktionen. 
Anniiherung empirischer Kurven durch vernun/tige Funktionen. 

Es sei eine empirische Kurve gegeben. Die Frage ist: K6nnen wir 
eine Funktion y = / (x) der Prazisionsmathematik so bestimmen, daB 
sie fUr jedes x die empirische Kurve hinsichtlich der Ordinate, Richtung 
und Krtimmung hinreichend genau approximiert? Da wir fUr dies en 
Zweck der Approximation keine komplizierten Funktionen benutzen 
werden, sondern nur Funktionen von einfacher analytischer Bauart, 
so reiht sich an die eben gestellte Frage so fort die andere: 

Wie weit kann man eine empirische Kurve nach Gesamtverlau/, Rich­
tung und Krummung durch ein/ache analytisch de/inierte Funktionen 
anniihern? 

• Wir iiberzeugen uns zunachst an einem beliebig vorgelegten Bei­
spiele, daB wir jede empirische Kurve mit beliebiger Annaherung 
durch eine verntinftige Funktion ersetzen k6nnen. Es sei verlangt, die 
durch die Abbildung 22 gegebene Beziehung zwischen Ordinaten und 
Abszissen durch eine Funktion y = / (x) mit y 
hinreichender Genauigkeit darzustellen. Wir 
schreiben der Kurve ein geradliniges Polygon 
von so groBer Seitenzahl ein, daB seine Seiten 
merklich mit den korrespondierenden Kur­
venstiickchen zusammenfallen. Wie dies im 
Einzelfalle auszufUhren ist, ich meine, wie 
lang die einzelnen Seiten und wo die ein­

L-________________ ~~ 

Abb.22. 

zelnen Endpunkte zu wahlen sind, dartiber k6nnen wir hier nichts 
Allgemeines aussagen; jedenfalls aber k6nnen wir jede empirische Kurve 
mit der durch die Verhaltnisse gebotenen Genauigkeit durch ein gerad­
liniges Polygon ersetzenl); und dieses Polygon vertritt uns ein Gesetz 
y = / (x), welches wir als eine Annaherung an das durch die Kurve 
gegebene Gesetz betrachten k6nnen. 

Damit haben wir indes noch keine Funktion, die wir tiberall differen­
zieren k6nnen, geschweige denn eine solche, deren Differentialquotienten 
tiberall mit der "Richtung" der empirischen Kurve tibereinstimmen; 
die innerhalb der verlangten Fehlergrenzen vorhandene Ubereinstim­
mung mit der empirischen Kurve bezieht sich nur erst auf die Ordinaten. 

1) Dies ist ein Ergebnis der praktischen Erfahrung und tritt als solches an 
die Spitze unserer mathernatischen Uberlegung. 

4* 
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Urn auch in bezug auf die Richtung das Entsprechende zu leisten, 
verfahren wir am einfachsten so, daB wir aus der vorgelegten empirischen 
Kurve, deren Ordinate Y heiBt, eine erste "abgeleitete Kurve" dadurch 
herstellen, daB wir fUr die urspriingliche Kurve den die Richtung fest-

lJy legenden Differenzenquotienten ~~ (vgl. 
!/;!/,;!la / 43: LJ~ 

~
/ S.24) an jeder Stelle x ermitteln und 

!I - - - -/'~ II seinen Wert als Ordinate Yl einer neuen 
/ Kurve Yl=/l(X) auftragen (Abb.23)· 

/ I ~ Da die empirische Kurve uns nicht ge-
y : p,/ .a~ nau gegeben ist, sondern einen "Streifen" 

!l1 = = ~:~ darstellt, wird die Richtung ~~ zwischen 
~ ziemlich weiten Genauigkeitsgrenzen 

!fa '-------'--''-----~ oX schwanken; die "erste abgeleitete K urve" 
Abb.23. 

wird also eine ziemlich bedeutende Breite 
haben; eine Kontrolle liegt darin, daB allemal (innerhalb der zulassigen 
Genauigkeitsgrenzen) j/l(X)dx=/(x) sein muB. 

Entsprechend k6nnen wir eine "zweite abgeleitete Kurve" kon-

struieren, indem wir die Richtung ~~ der ersten abgeleiteten Kurve 

als Ordinate Y2 auftragen. Natiirlich ist diese dann in einem noch 
h6heren MaBe unbestimmt usw. 

Nachdem wir dies durchgefiihrt haben, ersetzen wir die Kurve Y2 
durch ein geradliniges Polygon und erhalten dadurch eine Funktion 
12 (x), die zweimal integriert uns eine Funktion 1 (x) gibt, die die vor­
gelegte Kurve hinsichtlich der Ordinate, Richtung und Kriimmung 
mit der gewiinschten Genauigkeit darstellt. Kurz in Formeln: 

Y2=f2(X), Yl=j/2(X)dx, y=jy1dx=/(x). 
Ich fasse noch einmal zusammen: 
Um eine zweimal dillerenzierbare vernunftige Funktion so zu bestimmen, 

dafJ sie nicht blofJ die Ordinate einer vorgelegten empirischen Kurve, 
sondern auch die Richtung der Kurve und die Krummung innerhalb der 
jeweils gegebenen Genauigkeitsgrenzen darstellt, konstruiert man zu der 
gegebenen Kurve die erste und zweite abgeleitete Kurve, so gena'u dies im 
empirischen Gebiet moglich ist, ersetzt die zweite abgeleitete Kurve durch 
ein geradliniges Polygon und deliniert dadurch eine Funktion 12 (x), 
welche zweimal integriert die gesuchte Approximationslunktion 1 (x) ergibt. 

Dies ist natiirlich nur eine Methode zur Ermitthmg einer verniinftigen 
Funktion von den gewollten Eigenschaften; jeder Mathematiker wird 
sich sofort andere Methoden ausdenken k6nnen. 

Wie eine solche Methode im einzelnen zu handhaben ist, unterliegt 
von Fall zu Fall der praktischen Entscheidung. Wir bewegen uns hier 
gar nicht allein auf dem streng logischen Gebiete der reinen Mathematik, 
sondern auf einem Gebiete, in dem auBer den rein logischen Schliissen 
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der Mathematik noch ein gewisses GefUhl fiir das Praktische, Zweck­
maBige und Erreichbare eine bedeutsame Rolle spielt. Da wir nicht 
auf die einzelnen Anwendungsgebiete eingehen konnen und doch nicht 
wiinschen, uns stets so unbestimmt wie eben auszudriicken, wollen 
wir bei der weiteren Frage nach der approximativen Darstellung durch 
einfache analytische Formeln uns statt der empirischen Kurve von 
vornherein eine "verniinftige" Funktion y = / (x) gegeben denken, die 
je nachdem einmal, zweimal (oder auch ofter) differenzierbar sein solI, 
und fragen: W ie weit ist es moglich, eine solche vernunftige F unktion 
durch ein/ache analytische A usdrucke (Polynome, trigonometrische Summen 
usw.) zu approximieren? 

Wir verpflanzen also unsere approximative Betrachtung ganz auf 
das Gebiet der reinen Mathematik, wo sich alle Voraussetzungen scharf 
bezeichnen und daher auch alle Aussagen scharf formulieren lassen. 
Den "angewandten" Disziplinen iiberlassen wir es aber, zu beurteilen, 
was mit unseren Entwicklungen in den einzelnen Fallen praktisch ge­
leistet werden kann. 

Behandeln wir also nunmehr die 
Anniiherung einer vernunjtigen Funktion durch ein/ache analytische 

Ausdrucke. 
Die analytischen Formeln, die man zumeist zur angenaherten Dar­

stellung benutzt, sind 
a) endliche Polynome 

y=A +BX+CX2 + ... +Kxn , 

b) endliche trigonometrische Reihen (trigonometris,che Polynome oder 
Summen) 

y = ao + a l cosx + a2 cos2x + 
+ bI sin x + b2 sin2x + 

+ avcosnx, 

+ bv sinnx. 

Wir haben davon zu reden, wie weit verniinftige Funktionen durch 
diese einfachen Funktionen dargestellt werden konnen und wie weit 
sich insbesondere die Approximation auch auf die Differentialquotienten 
bezieht. 

In den Lehrbiichern ist die Approximation der Funktionen durch 
endliche Reihen haufig vernachlassigt gegeniiber der Frage nach der 
exakten Darstellung durch unendliche Reihen (Taylorsche, Fouriersche 
Reihen usw.). Dies ist aber eine ganz andere Frage, die ihrerseits zwar 
sehr wichtig ist, in den Anwendungen aber nie zur Geltung kommt. 
Denn bei den Anwendungen kann es sich naturgemaB nur darum han­
deln, wieweit und in welchem Sinne man durch endliche Reihen approxi­
mieren kann. Die Einseitigkeit vieler Lehrbiicher ist nur so zu ver­
stehen, daB die Verfasser nicht aus der Praxis heraus schreiben, sondern 
lediglich auf Grund theoretischer Beschaftigung. 
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Bei der Approximation kann man eine der folgenden beiden Ideen 
heranziehen. Man kann: 

a) die endlichen Polynome und die endlichen trigonometrischen Reihen 
nur an einzelnen Stellen an die Funktion bzw. ihre Differentialquotienten 
anschliefJen, 

b) die Koettizienten aus dem Gesamtverlauf entnehmen, indem man 
etwa nach der Methode der kleinsten Quadrate die Summe der Fehler­
quadrate zu einem Minimum macht1). 

Ieh beginne mit den Polynomen, welche sieh nur an einzelnen Stellen 
an die gegebene Funktion anschlieBen. 

Es sei y = f (x) und es seien n Stellen x =IX, fJ, ... , y gegeben, an 
welchen das gesuehte Polynom genau die Ordinate der Funktion geben 
solI. 

Das Polynom niedrigsten Grades, welches nur n Konstanten ent­
halt, wird uns dureh die bekannte Lagrangesche I nterpolationsformel 
gegeben: 
Y = f (IX) (x - fJ) (x - y) ... (x - v) + f (fJ) -o-(x,,-_IXc-) 7-:c(x,--_Y,-;-)_' ._. -;-,(x,-------;.-v) + ... 

(IX - fJ) (IX - Y) ... (IX - v) . (fJ - IX) ((1 - y) ... (fJ - I)) 

f ( ) (x - IX) (x - fJ) ... + y (v - IX) (v - fJ) ..•• 

Sie liefert uns ein Polynom (n-1)-ten Grades, welches an den ge­
g~benen Stellen in der Tat genau dieselben Ordinaten besitzt wie die 
Funktion y = f (x). Fur x =fJ ist z. B. Y = f (fJ). 

]etzt ist zu untersuchen, wie weit an anderen Stellen als den n ge­
gebenen das Lagrangesehe Interpolationspolynom unsere Funktion 
annahert. 

Wir bezeiehnen, um dies zu entseheiden, unser Polynom Y mit 
e (x) und den Rest y - Y mit R (xl. Dann wird: 

y = 0 (x) + R (x) . 

Da der Ausdruek R(x) fur X=IX, fJ, ... versehwindet, k6nnen wir den 
Faktor <p (x) = (x - IX) (x - fJ) ... (x - y) aus ihm herausziehen und 
sehreiben: 

y = o (x) + <p(x), r(x). 

Gleiehzeitig geben wir der Lagrangesehen Formel die Gestalt: 

0(x) = 1(01) 9'(x) + ... + I(v) £ixl. 
ql (01) x - IX q/ (v) X - v 

SoIl die Lagrangesehe Formel fur ein gegebenes Intervall brauehbar 
sein, so muB I r (x) I (<p (x) ist in jedem abgesehlossenen Intervall be-

1) [Die oben angefiihrten Prob1eme wurden schon in Ed. I (S.205-215; 
S.241-255) behande1t. Unnotig erscheinende Wiederho1ungen wurden im fo1-
genden vermieden.] 
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schrankt) in diesem Intervalle hinreichend klein bleiben. Wir haben 
also die folgende zentrale Fragestellung: 

Vermag man r (x) so in Grenzen einzuschliefJen, dafJ A (x) als ange­
naherter Ausdruck lur I(x) gelten kann? 

Man bezeichnet das Gebiet, mit dem wir uns hier beschaftigen, 
gewohnlich mit dem Worte Interpolation oder Einschaltung. Dieser 
Name hat darin seinen Ursprung, daB man sich den Wert x, fiir den man 
die Funktion 1 (x) annahern will, innerhalb des Intervalls IX, fJ, ... , v 
gelegen denkt. Unsere Frage betrifft aber auch solche x, welche auBer­
halb des Intervalls liegen (Extrapolation)!). 

Von diesem allgemeinen Ansatz gehen wir zu speziellen Fallen iiber, 
indem wir annehmen, daB zwei oder mehrere Punkte IX, fJ, ... zusammen­
fallen, d. h. daB uns an einzelnen Stellen auch der erste und weitere 
Differentialquotienten gegeben sind 2). 

Sind uns auBer I(IX), l(fJ) ... auch /'(IX), /'(fJ) ... gegeben, so ent­
steht die Frage: 

Wie konstruiert man ein Polynom, welches an den Stellen IX, fJ, r,' .. 
nicht nur die gewollten Ordinaten, sondern auch die vorgegebenen Dilfe­
rentialquotienten hat (oskulierende Interpolation)? 

Es laBt sich dies entweder direkt erledigen oder auch aus der La­
grangeschen Formel durch Grenziibergang ableiten, und es ist dann 
die Frage, wie weit das so gewonnene Polynom zur Approximation fUr 
1 (x) und seine Differentialquotienten zu gebrauchen ist. 

Lassen wir insbesondere aIle Punkte IX, fJ, ... , v in einen Punkt a 
zusammenfallen, so ergibt sich die Taylorsche Formel: 

1 (x) = 1 (a) + t' ~a) (x - a) + t'~(~) (x - a)2 + ... + ~:~ ~~)! (x _ a)n-l 

+ r (x) . (x - a)n . 

. Auf ihre Herleitung aus der Lagrangeschen Formel, die sich iibrigens 
leicht ergibt, gehe ich hier nicht ein3). 

Was uns nun bei der Lagrangeschen Formel und ihren Spezialfallen 
besonders interessiert, ist, wie wir schon .sagten, die Abschatzung des 
Restgliedes. 

Als Grundlage fiir die Abschatzung ziehen wir den als Theorem von 
Rolle bekannten Spezialfall des M ittelwertsatzes. der Dilferentialrechnung 
heran. Dieses Theorem heiBt: Es sei F (z) eine im abgeschlossenen I nter­
valle a~z<b stetige Funktion, die lur feden Punkt des Intervallinneren 
einen Dillerentialquotienten besitzt. Es sei lerner F(a) =F(b) =0. Dann 

1) [In Bd. I, S. 247 wurde darauf hingewiesen, daB es zweekmaBiger ist, statt 
"Interpolation" das die Extrapolation mitumfassende Wort "Approximation" 
zu gebrauehen. Neuerdings wird bei Interpolation stets stillsehweigend aueh die 
Extrapolation mit umfaBt gedaeht.] 

2) [Naheres findet man in Bd. I, S.247-252.] 
3) [Die ausfiihrliehe Behandlung findet man in Bd. I, S.247ff.] 
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hat die Ableitung F' (z) im Inneren des Intervalls mindestens eine Null­
stelle (Abb. 24). 

Der Beweis dieses Satzes ist einfaeh. Wit erinnern uns an den Satz 
von Weierstra/3, naeh dem jede in einem abgesehlossenen Intervalle 

b 
Abb.24. 

stetige Funktion entweder im Intervallinnern 
oder an einem der Intervallenden einen groBten 
Wert besitzt. Wir sehlieBen nun den trivialen 
Fall, daB F (z) konstant gleieh Null ist, aus und 
nehmen zunaehst an, daB F (z) im Inneren des 

Intervalls a ... b nieht ohne positive Werte ist. Dann muB F (z) seinen 
groBten Wert an einer Stelle ~ des IntervalliQneren annehmen. Aus 
der eindeutigen Bestimmtheit des Differentialquotienten folgt aber dann 
so fort F' (~) = o. 

Batte F (z) im Intervallinneren nur negative Werte, so wiirde man 
naeh dem groBten Wert von -F(z) fragen und zu dem gleichen Er­
gebnis kommen. 

Die einfaehen Elemente, auf die sieh dieser Beweis aufbaut, sind, 
wie Sie sehen, der WeierstraBsehe Satz und die Voraussetzung der ein­
maligen Differenzierbarkeit von F (z) . 

Wir werden jetzt den Satz auf drei Punkte a, b, c ausdehnen, fiir die 
F (z) versehwinden soIl. Aus zweimaliger Anwendung unseres Theorems 
folgt, daB F" (z) mindestens einmal im Intervall a ... c versehwindet. 

Damit erhalten wir folgenden Satz, den ieh in der Form ausspreche, 
in der wir ihn brauehen werden: 

1st F (z) eine F unktion, die an k Stellen verschwindet, ist ferner F (z) 
in dem durch diese N ullstellen festgelegtem abgeschlossenen I ntervalle 
stetig und hinreichend oft differenzierbar, dann hat der (k -1 )-te Differen­
tialquotient von F (z) im Inneren des genannten Intervalls mindestens 
eine Nullstelle. 

Dieser Satz fiihrt uns nun bei der Lagrangesehen Interpolations­
formel folgendermaBen zur Absehatzung des Restes. 

Wir betrachten die Funktion 

F(z) = f(z) - e(z) - r(x). rp(z) , 

wo G(z) [yom (n-1)-ten Grade] das Lagrangesche Polynom ohne Rest­
glied bedeutet und rp (z) (vom n-ten Grade) der auf S. 54 eingefiihrte 
Faktor ist; x ist ein beliebiger, aber fest gewahlter Wert der unabhangi­
gen Veranderlichen z. Fiir die Funktion F (z) kennen wir nun eine 
Reihe von N ullstellen. Erstens werden fiir 1X, fJ, .. " sowohl f (z) - G (z) 
als auch rp (z) = 0, mithin auch F (z) = O. Ferner ist x eine Nullstelle. 
Denn fiir z = x ist naeh Definition f (x) = e (x) + r (x) . rp (x); also 
F(x) = o. 

Somit konnen wir auf F (z) das Rollesche Theorem in seiner all­
gemeinen Form anwenden, indem wir k = n + 1 nehmen. Es folgt, daB 
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Fin) (z) mindestens eine Nullstelle ~ im Inneren des Intervalles eX •.• Y, x 
hat. Rechnen wir dies en n-ten Differentialquotienten aus, so kommt 

pin) (z) = f(n) (z) - r (x) . n! 

[( G (z) als vom Grade (n - 1) gibt additiv den Beitrag 0 und r (x) als 
Konstante gibt multiplikativ den Beitrag r (x), cp (z) = zn + ... liefert 
den Zahlenfaktor n!]. Also haben wir fUr das betreffende ~: 

f(n) (~) - r (x) n! = 0 
und damit 

r(x) = tn(~) . 
n. 

Setzen wir diesen auf so einfachem, aber doch sehr sinnreichem 
Wege gefundenen Wert von r(x) in die Lagrangesche Formel mit Rest-
glied ein, so folgt lin) (~) 

f(x) = G(x) + cp(x) -, ' n. 

wobei ~, uns sonst nicht bekannt, irgendwo in dem Intervalle eX, f3, ... , 
Y, x liegt. Wir haben somit das Ergebnis: 

Die Lagrangesehe Formel ist brauehbar, mit anderen Worten, f (x) 
wird dureh G (x) approximiert, so/ern der A usdruek cp (x)· f(n) (~) : n! fur aUe 
imlntervaU gelegenen ~ eine hinreiehend kleine Grof3e ist. Dabei ist einerlei, 
ob x zwischen eX ••• yoder auBerhalb davon liegt. Unsere Formel mit 
Restglied dient ebensowohl zur Interpolation wie zur' Extrapolation. 

Wollen wir jetzt insbesondere die Taylorsehe Formel anschreiben, 
so folgt: 
f(x) = f(a) + f'(a) (x _ a) + ... + Iln- :(a) (x _ a)n-l + I(n)(~) (x-a)n. 

1 (n-1)! n! 

Die Form des Restgliedes ist hier dieselbe, die man in der Differential­
rechnung bei der Behandlung der Taylorschen Reihe als Lagrangesches 
Restglied vorzutragen pflegt. 

Ubrigens haben wir es bei der Taylorschen Formel nur mit Extra­
polation zu tun, da alle eX, f3 . ... , y in einen Punkt a zusammen­
riicken. 

Ich beabsichtige nun an einer Reihe 
von Beispielen die Bedeutung der eben 
behandelten Dinge klarzumachen. 

In erster Linie spreche ich von der 
Anwendung der Lagrangeschen Formel, 
die Sie alle bei dem Gebrauch von Loga­
rithmentafeln von ihr machen. Wir --+--+--.J.----ca;"".,.",,1-;.....x: 
finden in den Tafeln den Logarithmus 
zweier Zahlen a und a + 1. Die Frage 
ist: Diirfen wir geradlinig interpolieren, 

Abb.25. 

d. h. das Stiickchen ·der Logarithmuskurve zwischen den Ordinaten 
loga und 10g(a+1) durch die Sehne ersetzen? (Abb.25.) 
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Die Lagrangesche Formelliefert fUr den Fall n = 2 urrd f (x) = log x: 

log x = log a + (x - a) {log (a + 1) -log a} + R. 

Zur Abschatzung des Restes 

f" (1;) 
R = -2- (x - a) (x - a - 1), 

ermitteln wir f' (x) = d~;~ = ~ und f" (x) = - ~, wo M der Modul 

des Logarithmensystems ist. Das Produkt (x-a) (x-a-1) hat als 
Kurvenbild eine Parabel, die ihre im Intervall a <: x <: a + 1 dem ab-

soluten Betrage nach groBte Ordinate -! fUr 

x= a+(~+12 = a + t annimmt (Abb.26). Tragen 

wir diese Werte in die obige Formel ein, so kommt 
als obere Schranke des Fehlerbetrages Ir(x) I, den 
wir durch Weglassung des Restgliedes begehen, 
M 
81;"' Also: 

Wenn wir einen Logarithmus mit Proportional­
teilchen berechnen, so bekommen wir einen Wert, der 

Abb. 26. zu klein ist, aber hachstens um ~2' Hierbei ist ~ 
irgendein Wert zwischen a und (a + 1). Der Fehler ist also dem 

absoluten Betrage nach gewiB kleiner als ::2' 
Machen wir uns noch die GroBe des Fehlers numerisch klar. Wir 

wollen siebenstellige Tafeln benutzen, wo wir die Logarithmen fiinf­
stelliger Zahlen ohne weiteres angegeben finden. Es ist also a und mithin 
auch ~ fiinfstellig. Den Modul M =0,43429 ... der gewohnlichen 
Logarithmen ersetzen wir durch die etwas groBere Zahl 0,5 und erhalten, 
indem wir fiir a die kleinste fiinfstellige Zahl (fUr welche der Fehler am 

groBten ist) wahlen, als obere Schranke des Fehlers 8 . ~~~002 = 16: 108' 

ein Betrag, der wesentlich kleiner ist als der Fehler, der dadurch heraus­
kommt, daB die Logarithmen der fiinfstelligen ganzen Zahlen nur bis 
auf sieben Stellen mitgeteilt sind 1). 

Als zweites Beispiel wiirden Erlauterungen zum Taylorschen Satz 
zu geben sein: 

f(x) = j(a) + t'(a) (x- a) + ... + f<n-ll(a) (x- a)n-l + f<nl(1;) (x- a)n. 
1! (n - i)! n! 

1) [In seiner letzten Vorlesung (1911) fiber Differential- und Integralrechnung 
trug Klein fiber die Berechnung des Abrundungsfehlers, der dadurch entsteht, 
daB zum Interpolieren nicht die genauen Werte von loga und log (a + 1), sondern 
nur Naherungswerte benutzt werden, ausffihrlich vor. 'Ober diese bis jetzt leider 
nicht veroffentlichte Darstellung, bei der Klein in schaner Weise die Idee des 
Funktionsstreifens zur Veranschaulichung heranzieht, berichtet W. Lorey in der 
Zeitschr. f. math. u. naturw. Unterricht Bd. 43 (1912), S. 544-556.] 
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Diese Formel hat auch dann ihre gute Bedeutung, wenn f (x) nicht 
unbegrenzt differenzierbar ist. Hingegen wird in allen Buchem ge­
wohnlich vorausgesetzt, daB f (x) unbegrenzt differenzierbar ist. Wenn 
dann der Rest bei wachsendem n absolut genommen unter jeden 
Betrag hinabsinkt, kann f (x) gleich der entstehenden unendlichen Reihe 
gesetzt werden. Dies ist in zahlreichen Hillen fiir hinreichend kleine 
I x - a I der Fall; man hat dann ein "Konvergenzintervall". Konvergiert 
die Reihe fUr jedes endliche x, so wird f (x) als ganze Funktion bezeichnet. 

Falls uberhaupt Konvergenz stattfindet, ist es interessant, das Ver­
halten der den aufeinanderfolgenden Teilsummen der Taylorschen Reihe 
entsprechenden Naherungskurven zu untersuchen. Dies ist im ersten 
Band dieses Werkes an der Hand von Zeichnungen ausfiihrlich geschehen, 
so daB wir hier nicht noch einmal darauf zuruckzukommen brauchen1). 

Ich gehe nunmehr zur Behandlung der weiteren Frage uber: Wie 
weit ermoglicht die Lagrangesche Formel mit Restglied die Approximation 
des Integrals bzw. der Differentialquotienten einer Funktion y = f (x) ? 

Zunachst die Approximation des Integrals. 
Hieruber findet man das Wichtigste in den meisten Lehrbuchem, 

da die auf die Lagrangesche Formel gegriindete numerische Auswertung 
des von einer Kurve umspannten Flacheninhalts uberall im Gebrauch 
ist (sog. mechanische Quadratur oder numerische Integration). Dagegen 
wird die Fehlerabschatzung oft fortgelassen oder nicht so eingehend be­
handelt, wie es fiir den praktischen Gebrauch der Formeln notwendig 
ist2). Hier gebe ich nur eine kurzeZusammenstellungvon vier wichtigen 
einfachen Fallen, ohne auf die Einzelheiten der Rechnung einzugehen. 

b 

Zu berechnen sei ff(x)dx. 
a 

a) Es seien in den Punkten a und b die Werte 
der Funktion f (x) gegeben. Das zwischen den 
Ordinaten f (a) und f (b) liegende Stuck ihrer 
Kurve ersetzen wir durch die Sehne (Abb.27). 
Aus der Lagrangeschen Formel fur n = 2 erhalten 
wir durch Integration: 

b It (x) dx = f (a) ~ f(b) (b _ a) _ f" ($) ~b2 - a)3 , 

a 
b 

Abb.27. 

d. h. f f (X) dx ist gleich dem Inhalte des Trapezes plus einem Restgliede, 
a 

in dem ~ eine uns unbekannte GroBe in dem Intervall a • .. b bezeichnet. 

1) Bd. I, S.241-245. 
2) [Vgl. hierzu etwa C. Runge u. H. Konig: Numerisches Rechnen. Berlin 1924: 

J. F. Steffensen: Interpolationslaere. Kopenhagen 1925 (englische Ausgabe: Inter­
polation. Baltimore 1927: deutsche Bearbeitung in Vorbereitung).] 
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b) Eine andere Methode, geradlinig zu interpolieren, ist, die Kurve 

durch ihre Tangente flir die Abszisse a ~ b zu ersetzen. Dann kommt: 
b 

If(x)dX = f(a ~ b) (b _ a) + t"(~) ~4 - a)3, 

a 

d. h . der Fehler wird halb so groB wie im vorhergehenden FaIle und hat 
entgegengesetztes Zeichen. 

Merkwurdig ist hier, daB der Richtungskoeffizient f'(a ~ b) in der 

Endformel nicht auftritt. In der Tat ist es flir den Inhalt des Trapezes, 
durch welches wir den Kurveninhalt 
approximieren, gleichgultig, in welcher 
Richtung die betreffende Trapezseite durch 

den Punkt x = a ~ b, Y = f (a ~ b) hin-

durchlauft (Abb. 28). 
(L c) Wollen wir entsprechend flir n = 4 

Abb.28. die Lagrangesche Formel anschreiben, 
d. h. die Kurve y = f (x) durch eine Parabel 

dritter Ordnung approximieren, so empfiehlt es sich, die Parabel da­
durch zu bestimmen, daB man flir die Punkte a und b sowohl die Ordi­
naten als auch die Richtungen der Parabel gibt. Man erhalt dann: 

b Pex) dx = I(a) + I (b) (b _ a) _ f' (b) - f' (a) (b _ a)2 + IIV(~) (b - a)5 
2 12 720 . 

a 

(einfachster Fall der sog. Eulerschen Summenformel). 
d) Eine andere Art, die kubische Parabel festzulegen, ist, sie durch 

die Endpunkte der Ordinaten f (al und f (b) und durch den End-

punkt der Ordinate f(a ~ b) mit vorgegebener Richtung f' (a ~ b) gehen 

zu lassen (Abb. 29). Dann fallt wieder f'(a ~ b) in derEndformel heraus. 
Es wird 

Jb _/(a)+4/(a~b)+/(b) _ _ fV(~)(b-a)5 
fex)dx - 6 (b a) 2880' 

a 

Die letzte Zeile enthalt die Inhaltsbestimmung, die bei der sog. 
Simpsonschen Regel in Anwendung kommtl). 

Was nun die Frage angeht, wieweit die Lagrangesche Formel mit 
Restglied den Differentialquotienten von f (x) approximiert, so machen 
wir folgenden Ansatz: 

1) [Von ausfiihrlicheren Werken iiber mechanische Quadratur, iiber Inter­
polationslehr~. und numerisches Rechnen iiberhaupt sei neben den bereits er­
wahnten Biichern von Runge-Konig und Steffensen besonders "The calculus of 
observations" von E. T . Whittaker und G. Robinson (London 1924) genannt.] 
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Die Funktion 
I(x) - 6) (x) , 

hat nuns bekannte Nullstellen ex, p, ... , 'II. Zurn Vergleiche von j'(x) 
mit 6)' (x) fragen wir nach den Nullstellen der Funktion j' (x) - 6)' (x). 

Aus dem Mittelwertsatze k6nnen wir sofort schlieBen, daB sie min­
destens (n-i) Wurzeln ex', p', ... , p/ zwischen ex .. . 'II hat. Nun ist 
der Ansatz, den ich hier vorschlage, der, daB wir, unter 'IjJ (x) das Produkt 
(x- ex') ... (x-p/) verstanden, , 

f (x) = 6)' (x) + s (x) • 'IjJ (x) ;' 

setzen, wo man s (x) ganz analog wie das r (x) in 
der Stammformel berechnen kann (vgl. S. 5 6~5 7). 

Es folgt leicht 
r(~) 

s (x) = (n - 1)! , 

so daB das Resultat so in Worte zu tassen ist: 
So gut wir setzen konnen 

I(x) = 6)(x) + r:({) . cp (x), 

,-,,' 

Abb.29. 

genau so gut haben wir eine Annaherungslormel lur den Dillerential­
quotienten 

f (x) = 6)' (x) + (!~~~)! 'IjJ (x) , 

wo 'IjJ(x) das Produkt der neuen Faktoren (x-a'), ... , (x-p/) und ~ 
eine uns unbekannte GrofJe im Interval! ex', ... /L', x ist. 

1m Einzelfalle muB man natiirlich zusehen, wie man sich mit der 
Funktion 'IjJ (x) zurechtfindet. Kann man die Wurzeln von '1jJ (x) nicht 
einzeln bestimmen, so kann man doch zuweilen den Wert von 'IjJ (x) 
abscha tzen 1). 

lch m6chte an dieser Stelle noch einige Zwischenbemerkungen ein­
flechten, urn den Begriff der 

analytischen Funktion 

allgemein zu besprechen und klarzulegen. wieweit er hier eingreift oder 
vielmehr nicht eingreift. 

Wir gehen von der Taylorschen Formel aus: 

I(x) = I (a) + f(a) (x - a) + r- 1
) (a) (x - a)n-l + r(~) (x - a)". 

1! (n-1)! n! 

lch bemerke hier nochmals ausdriicklicp, daB die Taylorsche Formel 
mit Restglied nicht die unbeschrankte, sondern nur die n-malige Diffe-

1) [Vgl. im iibrigen zu der mathematisch recht interessanten Frage der nume­
rischen Differentiation das S. 59 zitierte Euch von Steffensen.] 
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renzierbarkeit der Funktion f (x) vorausetzt. Ich fuge der Deutlichkeit 
halber noch ~inzu: In den Anwendungen wird die vorstehende Formel 
nach M6glichkeit so gebraucht, daB man in dem Intervalle, mit dem 
man sich beschaftigt, das Restglied vernachlassigen darf. 

Wann nennen wir f (x) nun eine analytische Funkt£on? 
Dazu sind zwei Bedingungen erforderlich: 
Erstlich muB es formal moglich sein, die Taylorsche Formel bis ins 

Unendliche fortzusetzen, d. h. die Differentialquotienten belie big hoher 
Ordnung miissen existieren und der Rest mufJ schliefJlich bei wachsendem 
n belie big klein werden. 

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, dann darf man fUr aIle Innen­
punkte eines gewissen Intervalls 

f' (a) f" (a) . f(x) = f(a) + """1! (x - a) + ~ (x - a)2 -r ... in info 

setzen. 
Es ist zweckmaBig, die Formel mit endlicher Gliederzahl und Rest­

glied den Taylorschen Satz, die Formel mit unendlicher Gliederzahl die 
Taylorsche Reihe zu nennen, so daB wir jetzt sagen konnen: 

f (x) heifJt in der Umgebung der Stelle x = a eine analytische Funktion, 
wenn f (x) innerhalb eines den Punkt a umgebenden I ntervalls durch die 
T aylorsche Reihe darstellbar ist. 

Damit ist schon gesagt, daB der Begriff der analytischen Funktion 
nur der Prazisionsmathematik angehort. Wir. erwahnen ferner, daB 
man sich erst verhaltnismaBig spat die Bedingungen klargemacht hat, 
unter denen die Taylorsche Reihe eine Funktion in einem Intervalle 
darstellt. 

Die alte Ansicht war, daB hierzu allein schon die formale Konvergenz 
der Reihe geniige. DaB einzelne Punkte eine Ausnahme bilden k6nnen, 
hatte allerdings schon Cauchy bemerkt. Es gibt aber Funktionen, die 
unbegrenzt differenzierbar sind und die an keiner Stelle durch die 
Taylorsche Reihe dargestellt werden. In dieser Hinsicht hat A. Prings­
heim1) 1893 einen gewissen AbschluB erreicht, indem er angab, welche 
Bedingungen zu der unbegrenzten Differenzierbarkeit der Funktion 
noch hinzukommen mussen, damit die Taylorsche Reihe die Funktion 
wirklich darstellt, damit also der Rest fUr unbeschrankt wachsendes n 
unter jede vorgegebene GroBe herabsinkt. 

Mit dem Umstande, daB diese verschiedenen Dinge nicht immer 
scharf geschieden sind, hangt zweifellos die von uns schon wiederholt 
genannte Ansicht (die man in vielen Biichern findet) zusammen, dafJ 
in der Natur nur analytische Funktionen vorkamen. 

1) Mathematical papers read at the International Mathematical Congress held 
in Chicago 1893. New York 1896, S.288-304; Math. Annalen Bd.44 (1894), 
S. 57-82. 
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Wenn man diese Ansicht naher priift, so ergibt sich, daB sie aus 
zwei Quellen hervorgewachsen ist: 

1. aus der Meinung, daB in der Natur nur Funktionen vorkommen, 
die differenzierbar und damit unbegrenzt oft differenzierbar sind (einer 
Auffassung, die fUr das landlaufige Denken zugleich mit der Stetigkeit 
der Naturerscheinungen gegeben erscheint); 

2. aus dem Umstande, daB man von der Notwendigkeit der Prings­
heimschen Bedingungen nichts wuBte und sich um sie keine Sorge machte. 

lch stelle einer solchen Ansicht natiirlich die andere entgegen, daB 
wir es bei den Naturvorgangen unmittelbar nur mit Funktionsstreifen zu 
tun haben und daB die Entscheidung der Frage, ob es sich empfiehlt, die 
Naturvorgange prazisionsmathematisch auf bestimmte Klassen stetiger 
Funktionen zu beziehen, iiber unser Wahrnehmungsvermogen hinausgeht. 

Ganz etwas anderes ist es aber, wenn die Mathematiker aus mathe­
matischen Griinden die analytischen Funktionen bevorzugen, und ich 
will hier in einem Anhange etwas iiber die mathematischen Vorziige der 
analytischen Funktionen sagen. 

Diese liegen in dem Umstande begriindet, daB man die analytischen 
Funktionen auch fiir komplexes x = u + i v definieren kann. Setzt man 
den Wert x=u+iv in die Taylorsche Reihe ein, so erhalt man sofort 
die Entwicklung der Funktion f(x) fUr komplexe VarIable. Umgekehrt 
aber beschrankt sich die Theorie der komplexen Funktionen auch auf 
die so entstehenden analytischen Funktionen. Also: 

Die analytischen Funktionen einer reellen Variablen gestatten eine 
Erweiterung auf komplexe Variable. 

Wie sich dies im einzelnen gestaltet, muB in einer Vorlesung iiber 
Funktionentheorie entwickelt werden. lch kann hier nur einzelne 
springende Punkte hervorheben. 

Zunachst iiber das Konvergenzgebiet der Taylorschen Reihe. 
Die Funktionentheorie zeigt, daB das Konvergenzgebiet der T aylor­

schen Reihe fiir einen Punkt x in der v 
komplexen Ebene (x=u+iv) diejenige 
um x als Mittelpunkt herumgelegte Kreis­
scheibe ist, deren Rand durch den nachst­
gelegenen . singularen Punkt der Funktion 
hindurchgeht (Abb.30). Wie die Reihe sich 
auf dem Rand verMlt, bleibt zweifelhaft 
und ist von Fall zu Fall zu entscheiden. 

Beschranken wir uns auf reelle Ver­
anderliche, so hat dieser Satz hier offen­

Abb.30. 

bar folgende Riickwirkung: Das Konvergenzgebiet erstreckt sich im 
Reellen immer gleich weit nach rechts und links von der betrachteten 
Stelle aus, unentschieden bleibt aber, wie sich die Reihe in den End­
punkten verMlt (Abb. 31). 
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Ich erHiutere aus der Theorie der komplexen Funktionen noch die 
Begriffe: Funktionselement und analytische Fortsetzung. 

Man nennt nach WeierstrafJ die Taylorsche Reihe einer Funktion 
f (x) an einer Stelle a ein Funktionselement von f (x). Es ist also im 
Inneren des Konvergenzkreises um a definiert. 

x-I? 
eX 

Abb.31. 

x+R 
Man kann nun aber in zahlreichen Fallen 

uber dieses Gebiet weiter hinausgehen, indem 
man in seinem Inneren einen neuen Wert b 
annimmt und die urspriingliche Reihe nach 

Potenzen von (x- a) in eine andere nach Potenzen von (x- b) um­
setzt. Diese neue Reihe konvergiert moglioherweise in einem Kreise, 
der uber den ersten hinubergreift. Man bekommt also eine Definition 
der Funktion fur ein neues Stuck der komplexen Ebene. Diesen 
ProzeB, den man gegebenenfalls beliebig weiterfiihren kann, bezeichnet 
man als analytische Fortsetzung der Funktion. Jede dabei auftretende 
Taylorsche Reihe heiBt ein Funktionselement der Funktion. 

Zusammenfassend werden wir sagen: Die urspriingliche Reihe ergibt 
unmittelbar nur ein erstes Element der in Betracht kommenden analy­
tischen Funktion. Man kann aber in vielen Fallen durch sog. analytische 
Fortsetzung uber den ersten Bereich hinausgehen und so die Funk­
tion in immer groBeren Bereichen definieren. Die analytische Funktion 
schlechtweg genommen ist der I nbegriff des ersten Elementes und der aus 
ihm durch analytische Fortsetzung entstehenden neuen Funktionselemente. 

Die nwere Ausfiihrung gehort in eine Vorlesung uber analytische 
Funktionen. Fur uns kommt mehr die philosophische Seite der Sache 
in Betracht. Wir fragen zunachst: Was mussen wir von einer analy­
tischen Funktion wissen, damit wir ein Funktionselement fiir sie kennen 
(aus dem wir dann fernerhin auf den Gesamtverlauf der Funktion 
schlieBen konnen)? 

Offenbar ist dazu erforderlich, aber auch ausreichend, daB wir die 
Koeffizienten f (a), f' (a), ... in der zum Punkte x = a gehorigen Taylor­
schen Entwicklung kennen. Diese sind als Grenzwerte von Differenzen­
quotienten definiert, so daB sie festgelegt sind, wenn wir das zu einer 
beliebig l.deinen Umgebung von x = a gehorende Stuck der Kurve 
kennen. Damit haben wir das Ergebnis: Das Funktionselement seiner­
seits ist bei einer analytischen Funktion durch ein 'beliebig kleines Stuck 
der Kurve y = f (x) vollkommen gegebenl). 

Sie sehen, we1che besondere Bewandtnis es mit den analytischen 
Funktionen hat. Sie werden bereits durch ein beliebig kleines Stuck 

1) [Lange hat man geglaubt, daB allein die analytischen Funktionen die 
Eigenschaft haben, durch Anfangswert und die zugehorigen Ableitungen in 
ihrem Gesamtverlauf bestimmt zu sein. E. Borel hat nachgewiesen, daB es auch 
nichtanalytische Funktionen mit dieser Eigenschaft gibt. Man vergleiche hierzu 
T. Carleman, Les Fonctions Quasi Analytiques. Paris 1926.] 
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in ihrem Gesamtverlauf gegeben, aber wohlverstanden nur im Sinne 
der Prazisionsmathematik, da sich nur hier die Koeffizienten f (a), 
f' (a) ... als Grenzwerte von Differenzenquotienten definieren lassen. 

Wenn wir uns jetzt wieder nach der mathematischen Darstellung der 
N aturerscheinungen umschauen, so macht man gewohnlich den Ansatz, 
daB man die Koordinaten x, y, z als analytische Funktionen der Zeit 
anschreibt: 

x = If! (t) , y = VJ (t) , z=x(t)· 

Dies fUhrt nach unseren obigen Bemerkungen zum vollkommenen 
Determinismu.s; die Bahn eines Teilchens in einem noch so kleinen Zeit­
intervall legt unverbruchlich die Bahn in allen folgenden Zeit en fest. 
Wir muss en daher sagen: 

Wenn es wahr ist, daB in der Natur nur analytische Funktionen vor­
kommen, daB insbesondere die Bewegung jedes einzelnen Teilchens 
durch analytische Funktionen x = If! (t), Y = VJ (t), z = X (t) geregelt wird, 
dann ist zwingend richtig, daB der Verlauf der Welt durch ihr Verhalten 
in einem beliebig kleinen Zeitintervall vorausbestimmt ist. 

Das sind Folgerungen, die manchem unsympathisch sind. Daher 
findet man dieser ersten Ansicht verschiedentlich die andere gegenuber­
gestellt, wonach die Bahnen nicht durch analytische Funktionen, son­
dem nur durch Differentialgleichungen mit analytischen Koeffizienten 
gegeben sind. Also etwa 

d2 x dx dy dz 
dt2 = analytische Funktion von x, y, z, t, dt' dt' dt' 

Diese Auffassung ist die, welche sich aus dem Studium der theore­
tischen Mechanik herausgebildet hat. Sie fUhrt nicht zu ganz denselben 
strengen Folgerungen wie oben. Es konnen namlich die Losungen solcher 
Differentialgleichungen mit analytischen Koeffizienten sozusagen "Ver­
zweigungsstellen" darbieten, wo es fraglich ist, ob der Punkt auf der 
einen oder anderen Bahn weitergeht. Man denke an die Beziehung 
zwischen den allgemeinen Integralkurven 
einer DifferentialgleichungersterOrdnung und 
den singuHiren Losungen, welche als Enve­
loppe der ersteren auftreten konnen (Abb. 32). 

In einem solchen Verzweigungspunkt 
ware dann nach der genannten Ansicht die 
Bewegung eines Punktes nicht allein durch 
die allgemeinen mechanischen Naturgesetze Abb.32. 

bestimmt, sondem es ist die Moglichkeit 
offengelassen, daB der Punkt hier noch durch einen auBermechanischen 
AnlaB determiniert wird. Besonders]. Boussinesq in Paris hat diese 
Idee mit Leidenschaft verfolgt und glaubt geradezu in dem Umstande, 
daB bei der Integration der Differentialgleichungen mit analytischen 

Klein, Elementarmathematik III. 5 
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Koeffizienten sich solche Verzweigungsstellen einstellen konnen, den 
,Platz gefunden zu haben, wo in die allgemeine mechanische Weltordnung 
eine andere Potenz (biologischer oder ethischer Art) sich einmengen 
kann. Er meint durch das Auftreten solcher Stellen sowohl das Vor­
handensein des freien Willens als auch den Unterschied zwischen leben­
der und toter Materie erklaren zu konnen. Es entscheidet nach ihm also 
das Prinzip des lebenden Organismus in einem solchen Verzweigungs­
punkte iiber den Weg des betreffenden Massenpunktes. Man vergleiche 
in dieser Beziehung die Veroffentlichung: 

Boussinesq, J.: Conciliation du veritable determinisme mecanique 
avec l'existence de la vie et la liberte morale. Paris: Gauthier-Villars 
1879. 

Sie verstehen, welche Kritik ich an dieser Auffassung iiben werde. 
Es handelt sich bei Boussinesq iiberall urn Ideen der Prazisions­

mathematik (Bestimmtheit einer analytischen Funktion durch ein 
kleines Stiick usw.). Wenn wir uns aber erinnern, daB aIle Natur­
beobachtungen nur mit beschrankter Genauigkeit moglich sind, so 
erscheint es als eine durch nichts bewiesene Annahme, zu sagen, daB 
bei der N atur selbst die besprochenen Beziehungen der Prazisions­
mathematik zugrunde liegen. SoIl es iiberhaupt die Prazisionsmathe­
matik sein, so erinnern wir daran, daB diese auch andere Ideen enthalt, 
z. B. diejenige der unstetigen Funktionen von unstetigen Variablen, 
die ebensogut bei der mathematischen Naturdarstellung zur Verwen­
dung kommen konnten 1). Es bewegt sich aber diese ganze Diskussion, 
bei welcher uns die Beobachtung gar keine Entscheidung liefern kann, 
von vornherein jenseits der Erfahrung auf metaphysischem Gebiet. 
Hiernach ist die Boussinesqsche Theorie nicht deshalb mathematisch 
unsicher, weil sie aus der Voraussetzung heraus, es handle sich in der 
N atur urn analytische Differentialgleichungen, falsche oder unsichere 
mathematische Folgerungen zoge, sondern weil sie die genannte, un­
bewiesene Voraussetzung an die Spitze stellt. Wir konnen zusammen­
fassend sagen: 

Der schwache Punkt bei allen derartigen Betrachtungen ist der, da,B 
es sich um willkiirliche Bevorzugung bestimmter Ideen und Begritfsbil­
dungen der Prazisionsmathematik handelt, wahrend die Beobachtungen 
in der N atur immer nur angenaherte Genauigkeit besitzen und in 
sehr verschiedener Weise auf prazisionsmathematische Dinge bezogen 
werden konnen 2). Oberhaupt aber bleibt es fraglich, ob das Wesen einer 
richtigen N aturerklarung aut prazisionsmathematischer Basis zu suchen 
ist, ob man je iiber eine geschickte Verwendung der Approximations­
mathematik hinausgelangen kann. 

1) [Man vgl. hierzu die Ausfuhrungen von E. Borel in seinem bereits auf S. 38 
zitierten Vortrage liber die Molekulartheorien und die Mathematik.] 

2) Vgl. die Idee der vollstandig unstetigen Welt nach Art der Kinematographen. 
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Wir hatten diese ganzen Erorterungen an die Lagrangesche Inter­
polationsformel angekntipft, die uns zum Taylorschen Lehrsatz und 
weiterhin zur Taylorschen Reihe und damit zum Begriff der analytischen 
Funktion ftihrte. Wir gehen nun zu der Interpolation durch trigono­
metrische Ret:hen tiber und betrachten zunachst endliche, dann unend­
hche Reihen dieser Art. 

Wir nehmen die Funktion 1 (x) periodisch mit der Periode 2 nan, 
so daB l(x+2 n) =/(x) wird. 

Man macht zur approximativen DarsteHung einer solchen Funktion 
gerne den Ansatz der folgenden trigonometrischen Reihe: 

n 

= ~ + .l: (aycos'J!x + by sin 'J! x) + R = e (x) + R, 
v=l 

wo der Rest R weggelassen wird, wenn er seinem Betrage nach un­
bedeutend ist. Die Reihe 8(x) enthalt eine ungerade Anzahl (2n+1) 
von Konstanten. 

Zur Aufstellung der Reihe G(x) verfahren wir zunachst analog wie 
bei der parabolischen Interpolation und denken uns also vor aHem die 
2 n + 1 Konstanten durch 2 n + 1 Werte 1 (xo), f (x t ), ..• der Funktion 
f (x) festgelegt. Es handelt sich dann darum, einen Ausdruck e (x) 
aufzustellen, welcher ftir x = xo, Xl"" die Funktionswerte 1 (xo), 
t (Xl)' ... gibt. . 

Wir konnen das gesuchte G (x) gleich in einer Gestalt anschreiben, 
die der Lagrangeschen Formel analog ist, namlich in der folgenden: 

e(x) = 1 (xo) 

. x - Xl . X - Xs . X - X'n SIn ---. SIn --- ... SIn ---
222 

. XO-X1 . XO-X2 . XO-X2n SIn --- . SIn --- '" SIn ---
222 

sin X - ~ • sin X - :~ ... sin X - x""-
+ 1 (XI) 2 2 2 

sin Xl - ~ • sin Xl - X 2 ... sin Xl - x 2n 

2 2 2 

+ ............................................. . 
sin _x_-_x_o • sin _X_-_X_1 ... sin X_-_X2_n_l 
. 2 2 2 +1 (X2n) -------------

sin _X2_n_-_~ • sin X_2_n_-_ Xl ... sin _X2_n_-_X2_n_-_l 

222 

Durch wiederholte Anwendung der bekann ten F ormeln fUr cos IX ± cos fJ 
ist es moglich, in jedem Zahler eine Summe von Kosinus und Sinus der 

5* 
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Vielfachen des Winkels herauszubringen, was doch unser urspriingliches 
Ziel war. Wir merken uns also: 

Der A usdruck e (x) lapt sich ganz nach A nalogie des Lagrangeschen 
Polynoms aufstellen, worauf nur eine formelle Umsetzung notig ist, um 
die Form: 

n 

e(x) = a; + .'L: (aycosvx + by sinvx) 
y=l 

zu erhalten. 
Diese Art der Interpolation wird in der Praxis oft gebraucht; allerdings 

meist unter der besonderen Annahme, daB alle Punkte XO' Xl' ... , x2n 
iiquidistant sind, und zwar so, daB das Intervall xo' Xo + 2 n in (2 n + 1) 
gleiche Teile zerlegt wird. In diesem Falle laBt sich die Reihe e (x) 
einfacher, als eben gezeigt wurde, durch eine direkte Methode berechnen. 
Die aquidistanten Punkte sind: 

201: 201: 2n 
XO ' Xl = Xo + 2n + l' X2=XO + 2 2n + 1 , ... , X2n = Xo + 2n 2n + 1 ' 

die zugehorigen Funktionswerte seien mit Yo, YI"'" y~n bezeichnet. 
Dann haben wir zur Berechnung der Koeffizienten aft' bl'- die folgenden 
(2 n + 1) linearen Gleichungen: 

Yo = a; + a1 cosxo + ... + an cosnxo + b1 sinxo + ... + bn sinnxo, 

Y2n = ~ + a1 cosx2n + ... + an cosnx2n + b1 sinx2n + ... + bn sinnx2n. 

Die Auflosung nach den al'- und bl'- geschieht nun einfach dadurch, 
daB man einmal jeweils die v-te Reihe des Systems mit cOSf-LXy, das 
andere Mal mit sinf-Lxy (v = 0, 1, 2, ... ,2n) multipliziert und dann 

addiert. Erinnert man sich noch, daB Xy und x y +! sich urn 2n2~ 1 

voneinander unterscheiden, so kommt, wenn ich die Einzelheiten iiber­
gehe, alsEndresultat: 

2n 
~ 2n+1 ..:::.;yy cosf-Lxy = al'-' --2-' 
o 
2n 
~. 2n+1 

":::';yy Slllf-LXy = bl'-' -~. 
o 

Die so gewonnene Interpolationsformel wird in der Praxis sehr oft 
benutzt, ebenso wie eine andere, bei der eine gerade Zahl aquidistanter 
Beobachtungen vorausgesetzt wird1). 1st z. B. in der Lehre yom Erd-

1) In der Meteorologie benennt man diese Formeln nach Bessel; siehe dessen 
Aufsatz in den Astronomischen Nachrichten von 1828, S. 333-348: Ober die 
Bestimmung des Gesetzes einer periodischen Erscheinung. 
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magnetismus die Aufgabe gestellt, die Abhangigkeit der Deklination 
auf einem Breitenkreise von der geographischen Lange zu geben, so 
beobachtet man etwa an 2n + 1 aquidistanten Punkten die Deklina­
tion1), berechnet die Koeffizienten alP bl' nach obigen Formeln und 
erhalt die gesuchte Funktion in Form einer endlichen trigonometri­
schen Reihe. Dabei ist der Rest als unwichtig vernachlassigt; ob dies 
gegebenenfalls gerechtfertigt ist, muD der Praktiker beurteilen. 

Es ist nun besonders interessant, in der vorstehenden Formel die Stellen, 
an denen die Ordinaten gegeben sind, unendlich dicht zu wahlen. Dann 
folgt fiir e (x) rein formal eine unendliche trigonometrische Reihe 

e(x) = a; + ~ (a,acos,ax + bl'cOSflX). 
1,=1 

Wir wollen zusehen, was dabei aus unseren Formeln fUr alP b,a wird. 

Wir bezeichnen den Abstand 2n2~ 1 zweier aufeinanderfolgenden 

Ordinaten f(xv) und f(xv+l) mit Llxv. Dann erhalten wir aus unseren 
obigen Formeln: 

2n 

1 "', ai' = ---; .L.. Yv cos flxv . Ll xv, 
v=o 

2n 

bl' = :~ Yv sin fl Xp • Ll X p , 

v=o 

und wenn wir Ll Xv gegen Null streben, also t! unbeschrankt wachsen 
lassen, ergeben sich als Grenzwerte die beiden Integrale: 

2,,; 

Clp = : jf(x) cosflxdx, 
o 
2,,; 

bl' = : jf(x) sinflxdx. 
o 

Die mit diesen Koeffizienten gebildete unendliche Reihe e (x) ist 
die bekannteFouriersche Reihe. lndem wir die Untersuchung des Restes 
R (x) verschieben, ki:innen wir das Bisherige so zusammenfassen: 

Die Approximation von f (x) durch eine unendliche Fouriersche Reihe 
ordnet sich als besonderer Fall unter die Approximation durch eine end­
liche, aquidistanten Ordinaten entsprechende trigonometrische Reihe unter2). 

1) Oder auch man verschafft sich diese Deklination durch vorherige Inter­
polation aus Beobachtungen an Nachbarorten. 

2) [Vgl. zu dies en Dingen eine in den Abh. a. d. Math. Seminar d. Ramb. 
Univ. erscheinende Arbeit von A. Walther, wo durch Ubertragung auf /astperio­
dische Fttnktionen der rein periodische Fall neu behandelt wird.] 
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IV. Nahel"eAusfiihrungen zur trigonometrischen Darstellung 
der Funktionen. 

Mit den vorstehenden ErHiuterungen ist noch nichts uber das Rest­
glied, also die Konvergenz der Fourierschen Reihe gesagt, worauf ich 
jetzt eingehe. 

Ich bemerke zunachst, daB sich fur das Restglied der endlichen, 
aquidistante Ordinaten benutzenden trigonometrischen Reihe, soweit ich 
sehe, in der Literatur keine bequeme Formel vorfindeF). Und doch ist 
es diese Reihe2), die in den Anwendungen meist gebraucht wird, wenn 
man es mit periodischen Erscheinungen, die als Funktionen der Zeit 
dargestellt werden sollen, zu tun hat. Ich mache hier einige Disziplinen 
namhaft, die sich dieses Hilfsmittels bedienen: die Meteorologie (Dar­
stellung des Temperaturwechsels und anderer meteorologischer Erschei­
nungen als Funktion der Zeit), Schallanalyse, Lehre vom Erdmagnetismus 
(Abhangigkeit der magnetischen Elemente auf einem Breitenkreise von 
der geographischen Lange) und die Elektrotechnik (Anderung der 
Intensitat der Wechselstrome mit der Zeit). DaB aber auf die Ab­
schatzung des Restes besondere Aufmerksamkeit verwandt werden muB, 
lehrt ein Resultat, das aus der Praxis der Meteorologie hervorgegangen 
ist und das ich hier etwas eingehend schildere, weil es in den ganzen 
Gedankengang der Vorlesung hineinpaBt. 

Wir denken uns die 24 Stunden des Tages als Abszissen auf einer 
Achse abgetragen und vielleicht flir vier von ihnen, beispielsweise 
12 Uhr nachts, 6 Uhr vormittags, 12 Uhr vormittags, 6 Uhr nach-

I mittags, die beobachtete Temperatur als : 1 I : Ordinate aufgetragen (Abb. 33). Manhat 

1 1 ! + 1 ~~:r~~:~:C~!~ !:~e:~~:~e~~:n~~fe~~ 
I -I- I I I 

=.: r;;---;:6tL-;;---::12~!h,;:-;I/.,--~I,.,,----,::!,I~ der endlichen trigonometrischen Reihe 
12"'N y y (jnN 1ZhN festzulegen. Hierbei hat sich (indem man 

Abb.33. sich darauf verlieB, daB das Restglied als 
unbedeutend zu vernachlassigen sei) das merkwiirdige Resultat ergeben, 
daB das Minimum der Temperatur mehrere Stunden vor Sonnenaufgang 
liegt. Dieses ResuItat, das in samtliche Lehrbucher uberging und ubrigens 
zu den merkwurdigsten Erklamngen AnlaB gab, erwies sich aber als 
falsch, seitdem man die selbsttatigen Registrierapparate hat. Diese 
lassen erkennen, daB das wahre Minimum lmmittelbar vor Sonnenauf­
gang liegt, indem die Kurve bis zur Ordinate des Sonnenaufgangs 
(z. B. bei 6 Uhr vormittags) herabsinkt und hier plotzlich wieder stark 
ansteigt (Abb. 34 unten). Diese Bewegung nach unten und das starke 

1) Vgl. den Vorschlag in Anmerkung 1) auf S.72. 
2) Bzw. die andere, die sich bei Einfiihrung einer geraden Zahl aquidistanter 

Ordinaten ergibt. 
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Aufsteigen der Kurve treten aber bei den der Interpolation zugrunde­
liegenden Daten nicht hervor, so daB die interpolatorische Kurve hier­
iiber naturgemaB keinen AufschluB gibt (Abb. 34 oben). Wie schon 
hervorgehoben, ist dieser betrachtliche 
Fehler durch die Vernachlassigung des 
Restgliedes entstanden l ). Wir kommen 
hiermit zu folgendem Resultat: 

Wie weit man in der Praxis mit 
derartigen Interpolationsformeln zu 
gehen hat, urn hinreichende Dberein­
stimmungen mit den Beobachtungen zu 
bekommen, muB in jedem einzelnen Falle 
kontrolliert werden. Ein Beispiel dafiir, 
daB eine rein formale Interpolation ohne 

Abb.34. 

diese Kontrolle zu ganz falschen Angaben fUhren kann, ist das eben zur 
Sprache gebrachte Beispiel aus der Meteorologie, das iibrigens von den 
Meteorologen selbst richtiggestellt wurde. 

Was nun insbesondere die "Fouriersche" Reihe angeht, so ist die 
Untersuchung iiber deren Konvergenz und darstellende Kraft seit der 
klassischen Arbeit von Dirichlet im 4. Bande des Crelleschen Journals 
(1829) Gemeingut aller Lehrbiicher urid Vorlesungen geworden. Man 
fiihrt die Untersuchung meist in der Weise, daB man die (2 n + 1) ersten 
Glieder der Reihe in eine Summe Sn (x) zusammenfaBt, die sich -
wie wir bereits in Bd. I auf S. 211 ableiteten - in folgender Gestalt 
schreiben laBt: +n 

~ 
. 2n + 1 

SIn --- (~ - x) 
1 2 

Sn(x) = 2n 1(1;) sint (~_ x) dl;. 

Hierbei ist die Integrationsvariable zum Unterschiede von der als 
fest zu betrachtenden Stelle x mit I; bezeichnet. Nunmehr sieht man 
zu, welchem Grenzwert das Integral zustrebt, wenn n unbeschrankt 
wachst. Es zeigt sich, daB in zahlreichen Fallen in der Tat der Grenz­
wert die darzustellende Funktion I (x) ist. Indem ich die Einzelheiten 
der Rechnung iibergehe, erwahne ich folgendes: 

Man kann die Summe der (2 n + 1) ersten Terme der Reihe in Form 
eines Integrals geschlossen darstellen und iiberzeugt sich, daB dieses 
Integral fUr n ->- 00 jedenfalls dann un serer mit 2 n periodischen Funk­
tion t (x) zustrebt, wenn diese im Intervalle 0 < x <2 n die folgertden sog. 
Dirichletschen Bedingungen erfiillt: 1. f (x) ist eindeutig und beschrankt. 
2. f (x) ist abteilungsweise stetig, d. h. es besitzt nur eine endliche 

1) Wegen der Literatur und der Einzelheiten siehe den Aufsatz von Ad. 
Schmidt: Uber die Verwendung trigonometrischer Reihen in der Meteorologie. 
Programm des Gymnasium Ernestinum zu Gotha vom Jahre 1894. 
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Anzah1 von Unstetigkeitsstellen. 3. I (x) ist abtei1ungsweise monoton, 
d. h. es hat nur eine endliche Anzahl Maxima und Minima. 

Diese hinreichenden, aber freilich nicht notwendigen Bedingungen 
sind bei einer nach unserer Ausdrucksweise verniinftigen Funktion 
immer erfiillt, insbesondere dann, wenn I (x) fiir 0 < x < 2 n "stiick­
weise glatt" ist. So nennen wir I (x), wenn das Intervall 0 < x < 2 n 
in endlich viele Teilintervalle zerlegt werden kann derart, daB die 
Funktion I(x) selbst und die Ableitung f'(x) im Inneren jedes Teil­
intervalls stetig sind und sich in den Randpunkten bei Annaherung aus 
dem Inneren des Teilintervalls endlichen Randwerten nahern. Die Kurve 
y = I (x) ist also, wenn sie stiickweise glatt heiBt, im allgemeinen stetig 
und mit stetiger Tangente versehen, kann aber endlich viele Spriinge 
und Ecken (aber keine Spitzen mit vertikaler Tangente) aufweisen. 

Man kann iibrigens das Dirichletsche Integral fiir Sn (x) auch be­
nutzen, urn zu sehen, wie weit eine vorgegebene Funktion I (x) durch 
eine end1iche Anzahl von Gliedern ihrer Fourierreihe approximiert 
wird. Man hat hierzu dieses Integral nur in geeigneter Weise abzu­
schatzen1) (vgl. Bd. I, S. 211 f.). 

Ich erinnere hier noch an fo1gende Eigenschaften der F ourierschen 
Reihe: 

Sie hat die Kraft, auch unstetige Funktionen einfacher Art dar­
zustellen, d. h. Funktionen mit einfaehen Sprungstellen (die in 0 <x< 2n 
ebenso wie die Maxima und Minima nur in endlicher Anzahl vorhanden 
sein sollen). An der Sprungstelle seIber ist der durch die Reihe gegebene 
Funktionswert das arithmetisehe Mittel aus den Funktionswerten, die 

r--
? 
I 

/-1 
I 
I 

Abb.35. 

man erhalt, wenn man sich von links und 
reehts der Unstetigkeitsstelle nahert (Abb. 35) 
oder in Dirichletscher Bezeiehnung: 

1· 5 () _1(%+0) +1(%-0) Imnx- 2 . 
n---'>-OO 

Dies sind 1auter Dinge, die bereits im 
a; 1. Bande dieses Werkes behandelt wurden. 

Fiir die Formeln alP b" der Koeffizienten der 
Fourierreihe wurde jedoch eine andere Ableitung gegeben, die zuerst 
Bessel in seiner auf S. 68 angefiihrten Abhandlung gebracht hat. Da wir 
hernach bei anderer Gelegenheit den Grundgedanken der Besselschen 
Ableitung verwenden, erscheint es zweckmaBig, an ihre Hauptziige zu 
erinnern. 

Wenn die Funktion f (x) durch eine endliche trigonometrische Reihe 
ao :2 + a1 cosx + ... + ancosnx 

+ b1sinx + ... + bnsinnx 

1) Dieselbe Methode schlage ich fur die endliche Reihe vor, die aquidistante 
Ordinaten benutzt. 
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dargesteIlt werden soIl, so kann ich mir, unbestimmt zu reden, die Auf­
gabe steIlen, die Koeffizienten at" und bl' so zu bestimmen, daB die 
Approximation eine "moglichst gute" ist. Es liegt dann nahe, einen 
Ansatz zu machen, der an die Methode der kleinsten Quadrate ankniipft. 

Wir bilden uns die Differenz 

f(x) - ao - a1 cosx - ... - ancosnx) 
2 = f(x) - 5,. (x) , 

- b1sinx - ... - bnsinnx 

sehen diese als F ehler der Darstellung an und steIlen die Forderung, die 
Summe der Fehlerquadrate, erstreckt iiber das Intervall 2 n, also das 
In tegral: 2:n: 

j[f(x) - 5n(x)J 2 dx, 
o 

zu einem Minimum zu machen. Durch diesen plausiblen Ansatz finde~ 
wir dann das, was wir die "beste" Approximation der Funktion f (x) 
durch eine endliche trigonometrische Reihe nennen werden. Wenn wir 
dieses Minimumproblem lOsen, so ergeben sich unabhangig davon, wie 
grofJ wir n nehmen, genau die Fourierschen Werte der Koeffizienten al' 
und b,u' Man braucht sogar nicht aIle Glieder vom Index 1 bis n (n 2 fJ) 
hinzuschreiben, sondern kann beliebig viele von ihnen beim Ansatze 
weglassen; das Resultat ist fUr die in Ansatz gebrachten Glieder immer 
dasselbe. Ich schlieBe mit dem folgenden Satz ab: 

Irgendein endliches Aggregat von Gliedern der endlichen Fourierschen 
Reihe ergibt eine Approximation von f (x), welche unter allen Approxi­
mationen, die man durch trigonometrische Glieder der herausgegriffenen 
Art zuwege bringt, nach der Methode der kleinsten Quadrate die beste ist. 

Es gibt zahlreiche Apparate, welche von der Annahme aus, daB die 
Kurve y = f (x) gezeichnet vorliegt, die mechanische Berechnung einer 
Anzahl Koeffizienten der Fourierschen Reihe gestatten. Man nennt 
diese Apparate in Anlehnung an die englische Ausdrucksweise "har­
monische A nalysatoren". Die Englander bezeichnen namlich die Zer­
legung einer Funktion in periodische Einzelterme als "harmonische 
Analyse", wobei das Wort harmonisch daran erinnern mag, daB in der 
Akustik sich zum erst en Male die Zerlegung von Schwingungen in 
Einzelschwingungen moglichst einfachen Charakters aufgedrangt hat. 
Der Analysator, den ich Ihnen vorfUhren werde, in der Konstruktion 
von Coradi (Ziirich), nach den Ideen von Henrici (London), gibt je ein 
a,a und ein bl' fUr fJ=1, 2, ... ,6; was das konstante Glied a o angeht, 

2:n: 

so ist dieses gleich ! J f (x) d x, also ein in der Ausgangsfigur vorkommen­
o 

der Flacheninhalt und kann als solcher sofort mit einem Planimeter 
ausgewertet werden. 
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Ich schicke der naheren Beschreibung des Apparates folgende Be­
merkung voran: 

Urn die Koeffizienten der Fourierschen Reihe zu berechnen, haben 
wir die Integrale 

2", 2", 

af' = II (x) C;:SI~ dx und bf' = I I (x) :nflx dx 

o o 

auszuwerten (wo das Kurvenbild von f (x) sich irgendwie von x = 0 bis 
x = 2 n erstreckt). Naturlich werden wir solche Integrale im allgemeinen 
durch die fruher erwahnten Methoden der mechanischen Quadratur be­
rechnen k6nnen und sind hierauf sogar angewiesen, wenn wir nur eine 
diskontinuierliche Anzahl von Beobachtungen zur Verfiigung haben1). 

In dem Buche 
Kirsch: Bewegung der Warme in den Zylinderwandungen der 

Dampfmaschine. Leipzig 1886 
sind graphische Methoden zur angenaherten Berechnung der Koeffi­
zienten entwickelt2). Liegt dagegen die Kurve gezeichnet vor, so k6nnen 
wir einen kontinuierlich arbeitenden Apparat anwenden. 

Urn zu verstehen, wie insbesondere unser Apparat arbeitet, ist eine 
Umsetzung der Integrale durch partielle Integration n6tig. Wir haben: 

2n 

af' = : I y COSflXdx = 

o 

2n 

~ [Y sin,uX]2n _ ~J·sin,ux d y , 
;n; ,u 0 ;n; I" 

o 
2" 2", 

b 1 Jr. d 1 [Y COSllX]2'" + 1 i·cos,ax d I' = - y slnflx x = - - - ~- y. 
n n f1- 0 n jU 

o 0 

Nach Einsetzen der Grenzen fallen, wenn y = f(x) stetig, nicht nur 
stuckweise stetig ist, die ersten Terme rechterhand fort, so daB die 
wesentlichen Integrale, an die der Apparat anknupft, folgende sind: 

2", 

! sinflxdy 
o 

und 
2", 

!COSflxdy. 
o 

Die Auswertung dieser Integrale bewerkstelligt der Apparat so: 

1) Die Fouriersche Reihe kommt dann gegebenenfalls auf die friiher be­
sprochene endliche trigonometrische Reihe mit ihren durch Summen definierten 
Koeffizienten zuriick. 

2) [VgI. hierzu auch H. v. Sanden: Praktische Analysis 2. Auf I. (1924), S.122 
bis 135, wo man auch die rechnerischen Methoden entwickelt findet. Uber die 
Durchfiihrnng der Rechnung vgI. man das bereits (S. 59) zitierte Euch von C. Runge 
u. H. Konig und das Tafelwerk von L. W. Pollack: Rechentafeln zur harmonischen 
Analyse. Leipzig 1926. AuBerdem sei auf die Ausfiihrungen von H. Friesecke, 
J. Groeneveld, W. Lohmann, R. von Mises, H. Pollaczek-Geiringer und L. Zipperer 
in Ed. 2 (1922), Ed. 3 (1923) und Ed. 6 (1926) der Zeitschr. f. angewandte Mathe­
matik und Mechanik hingewiesen.] 
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1. Zunachst besteht er in der Hauptsache aus einem rechtwinkligen 
Rahmen, der infolge geeigneter RollenfUhrung nur parallel der y-Achse 
verschiebbar ist (Abb. 36). 

2. An dem Rahmen entlang bewegt sich parallel mit der x-Achse 
ein Schlitten mit Stift St, so daB 

3. durch die kombinierte Bewegung des Rahmens und des Schlittens 
relativ zum Rahmen die Moglichkeit gegeben ist, mit dem Stifte eine 
beliebige, gegebene Kurve zu umfahren. 

4. Das wichtigste Organ des Apparates ist eine mattgeschliffene 
Glaskugel an der dem Schlitten gegenuberliegenden Seite des Rahmens, 
die so angebracht ist, daB sie bei der Bewegung des Rahmens durch 
Rollen auf der Unterlage jeweils eine zu d y proportionale Drehung urn 
einen Durchmesser parallel der x-Achse erfahrt (Abb. 37). 

!I 
4 
I r-------F. 
I 
I 

--
Abb.36. 

i 
>m----. I 

I 
I 

)oX 

Abb.37. 

5. Pressen wir an die Glaskugel eine Registrierrolle an, so wird diese 
von dem Parallelkreis, den sie beruhrt, eine Drehung der Kugel auf­
nehmen, die mit dy cos~ proportional ist, wenn ~ die "Breite" des 
Parallelkreises bedeutet (der Proportionalitatsfaktor hangt von den 
Dimensionen des Apparates ab und sei mit c bezeichnet). 

Eine ebensolche Rolle, die unter 90° gegen die erste orientiert ist, 
registriert die Drehung cdy sin~. Beide Rollen sind mit Zahlwerken 
versehen, so daB wir so fort 

f c cos rp d Y und f c sin ~ d y 
ablesen konnen. 

6. Ein weiterer wesentlicher Bestandteil des Apparates sorgt dafUr, 
daB die "Breiten" der einen oder anderen Registrierrolle gleich flx 
werden (fl ~ 1, 2, ... , 6 in unserem Apparat), wie es doch notig ist, 
urn die In tegrale : f 

cOSflX dy und fsinflx dy 
zu erhalten. 

7. Zu dem Zwecke werden oberhalb der Glaskugel auf dem Apparate 
Messingscheiben mit passend gewahlten Durchmessern angebracht. Die 
Befestigung einer solchen Scheibe ist derart, daB ihre Drehung die 
beiden Registrierrollen mitnimmt. Diese Drehung wird aber dadurch 
dem x des Fahrstiftes proportional, daB ein dunner Silberdraht, der an 



76 Von den Funktionen reeller Veranderlicher. 

den Fahrstift angekniipft ist, urn die Messingscheibe herumgefUhrt wird; 
vgl. Abb. 38. 

8. Wahle ich jetzt die Radien der Messingscheiben so, daB sie sich 
wie 1 : t: ... : t verhalten, dann wird die Drehung der Scheiben und 
damit die "Breite" r:p meiner Registrierrollen der Reihe nach proportional 
1 . x, 2 . x, ... , 6· x sein, und ich werde jeweils an beiden Rollen die 
beiden Integrale, auf die es fUr ft = 1, 2 . . . , 6 ankommt, mit gewissen 
Apparatkonstanten multipliziert ablesen konnen. Die Theorie ist also 
auBerst einfach. Die eigentliche mathematische Erfindung steckt in def 
Umformung der Integrale durch partielle Integration. Diese so um­
geformten Integrale werden dann ganz systematisch am Apparate kon­
struiert, indem zuerst dy, dann die Komponenten cosftx dy, sinftx dy, 

.Y hergestellt werden, wobei die Haupt-
A aufgabe ist, die "Breiten" der Regi­

Abb.38. 

strierrollen dem jeweiligen ft x gleich­
zumachen. 

Des weiteren wollen wir auf die 
Frage eingehen, in welcher Weise 
eine Funktion durch Teilsummen 
ihrer Fourierreihe approximiert wird. 
Wir stiitzen uns dabei vorwiegend 

.r auf Zeichnungen, die wir im An-
schluB an zwei Beispiele entwerfen. 

Auf eine so1che mehr induktive Betrachtungsweise beschranke ich mich 
bei einer ersten EinfUhrung urn so lieber, als dabei sofort eine Menge 
von Einzelheiten begriffen werden, die in der abstrakten Theorie oft 
schwer verstandlich sind. 

Als erstes Beispiel wahle ich eine Funktion t (x), deren Bild ein durch 
die Punkte ± kn (k = 0, 1, ... ) der x-Achse gehender Zug von Strecken 
ist, die unter einem Winkel von 45 0 abwechselnd steigen und fallen . 
Die Funktion t (x) ist also periodisch mit der Periode 2n und hat im 
Intervall ° <: x <: 2n folgenden Verlauf: 

t(x) = x, wenn 

t(x) = n - x, wenn 

t (x) = - (2n - x) , wenn 

° _ <: n 
~ x= 2' 

n 3n 
2~ x <: 2' 

3 n <X < 2JT. 2 - -

Sie ist iiberall stetig, aber nur stiickweise analytisch, da ihre erste 

Ableitung bei (2k - 1) ; (k = 0, ± 1, ± 2 ... ) Sprungstellen hat. Die 

Fourierkoeffizienten aft von t (x) miissen samtlich gleich Null sein, 
da - wie man unmittelbar sieht - t (x) eine ungerade Funktion ist. 
Die Kosinusglieder der Fourierreihe von t (x) fallen also weg. Die 
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Koeffizienten bfl der Sinusglieder rechnen wir nach der oben (vgl. S. 69) 
angegebenen Formel aus und erhalten 

j(x) = ~ (SinX _ sin 3x + sin 5x _ ... ) 
Jt 12 32 52 ' 

wobei die Berechtigung des Gleichheitszeichens daraus folgt, daB die 
Dirichletschen Bedingungen erfullt sind. 

In Abb. 39 sind die ersten beiden Annaherungsfunktionen 

( ) _ ~ siiu 
Sl x - Jt 12' 

o~--------+-------~~--------~~e-------~~~x 

t z 
-------S, 
-------~ 

Abb.39. 

durch ihre Ku[ven dargestellt. Die erste Naherungskurve hat den Typus 

einer Sinuslinie, we1che die gegebene Kurve im Intervall (0, ~) einmal 

schneidet und sich nach Moglichkeit dem uber (0, n) liegenden Dreieck 

anschmiegt; die zweite Naherungskurve weist im Intervall (0, ~) zwei 

Schnittpunkte mit der Originalkurve auf und windet sich relativ zu 
dieser schlangenartig hin und her. Man wird fragen, ob mit wachsendem 
n die Zahl der Schnitte der Naherungskurven sn(x) mit der Originalkurve 
'unbegrenzt wachsfl). Dies ist in der Tat, wie beilaufig erwahnt sei, fur 
unser Beispiel j (x) der Fall. 

Was die Approximation der Ordinaten von f(x) anlangt, so wird 
diese mit wachsendem n unbegrenzt besser, und zwar fur alle x. DaB 
auch die Richtung der Originalkurve approximiert wird, durfen wir 
dagegen nicht fur alle Punkte erwarten, namlich bestimmt nicht fur 

die Punkte x = (2k - 1) ~ (k = 0, ± 1, ... ). Dart haben samtliche 

Naherungsfunktionen sn (x) den Differentialquotienten Null, ihre Kurven 
also eine zur x-Achse parallele Tangente, wahrend die Originalkurve 
an dieser Stelle eine Ecke hat. 

1) [Diese Frage wird in der Arbeit von L. Fej6r: Math. Ann. Ed. 64 (1907), 
S. 273-288, untersucht.] 
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Ehe wir auf die Approximation der Richtung fUr die iibrigen x ein­
gehen, wollen wir als zweites Beispiel die mit 2.71: periodische Funktion 
g (x) heranziehen, die im Intervalle 0 < x < 2.71: wie folgt definiert ist: 

g(x) = 

g(x) = 

4' 

0, 

g(x) = - : ' 

wenn 

wenn 

wenn 

O<x<.71:, 

x = 0 oder =.71: oder =2.71:, 

.71:<x<2.71:. 

11 In Abb. 40 ist das Bild 

J(, 
V 

0 J(, 
J(, 

-l[ 

oX 
ZJ(, JJ(, 

von g(x) gezeichnet; g(x) 
ist wie das f (x) des vorigen 
Beispiels stiickweise analy­
tisch, aber im Gegensatz 
zu diesem nur stiickweise 

Abb. 40. stetig. N ach qem Dirich-
letschen Satz laBt sich g (x) 

durch seine Fourierreihe darstellen. Man erhalt 

g(x) = ~~x + sin33x + Si~5x + .... 
In Abb. 41 sind in einem anderen MaDstab als bei Abb. 40 die 

Kurven der Naherungsfunktionen Sl (x), S6 (x), Sl1 (x), S16 (x) gezeichnet. 
In Ubereinstimmung mit dem Vorigen bemerken wir zunachst, daD 
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auch hier die Zahl der Schnittpunkte der Origi!).al- und Annaherungs­
kurve urn so graDer wird, je mehr Glieder der Reihe wir beriicksichtigen 1). 

Wie steht es aber mit der Annaherung der Ordinate selbst? 

1) [Fur, die HetsteUungder Ahb . 41 wurde ein Diapositiv des Math. Instituts 
der Universitat Gottingen verwendet.] 
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Wir kommen hiermit zu einem feinen Punkt, der weiterverfolgt zur 
sog. "ungleichmafJigen Konvergenz" der Fourierschen Reihe in der 
Nahe der Sprungstellen der darzustellenden Funktion fiihrt. Die Sache 
ist folgende: 

Betrachten wir etwa die Naherungskurve S6 (x), so sehen wir, daB 
sie die Ordinaten von g (x) schon ganz gut approximiert fur aIle x, die 
nicht zu nahe an einer Sprungstelle liegen. Kommen wir aber nahe 
genug an eine solche heran, so wird die Approximation schlechter und 
schlechter. Gehen wir z. B. von rechts an den Punkt 0 heran - diesen 
aber selbst ausschlieBend -, so hat die Ordinate der Originalkurve 

n 
bestandig den Wert 4' die der Naherungskurve aber schieBt von 

einer gewissen Stelle ab weiter als sonst uber ~ hinaus, urn schlieBlich 
4 

sehr rasch auf 0 herabzusinken. Dieser Sachverhalt wird prinzipiell 
nicht anders, wenn wir zu den Naherungskurven Sl1 (x) und S16 (x) 
ubergehen. Wenn man bei festgehaltenem n nur nahe genug an die 
Unstetigkeitsstelle herangeht, wird f (x) nicht approximiert. 

Wenn ich dies in Form einer allgemeinen Sentenz fassen darf, die 
naturlich an sich keine Beweiskraft hat, die Sache aber verstandlich 
macht, so heiBt es: 

Fur jeden bestimmten Wert x = Xo kannen wir in der Gliederzahl 
der Reihe so we it gehen, daB die Ordinate der Naherungskurve mit der 
Ordinate der Originalkurve "befriedigend" ubereinstimmt. Je naher 
aber das ~o an der Unstetigkeitsstelle liegt, urn so graBer muB man das 
n nehmen, damit die gewollte befriedigende Ubereinstimmung eintritt, 
und weiter, wenn man die n-te Naherungskurve gibt, dann konnen wir 
mit dem Xo so nahe an die Unstetigkeitsstelle herangehen, daB mit diesem 
gegebenen n noch keine befriedigende Ubereinstimmung erzielt wird. 

Was das Beispiel induktiv erlautert, faBt man theoretisch so: 
Die unendliche Fouriersche Reihe einer den Dirichletschen Bedin­

gungen genugenden Funktion f (x) konvergiert zwar fur alle Stetigkeits­
stellen x gegen f (x), bei Annaherung an eine Unstetigkeitsstelle der Funk­
tion erscheint aber die Konvergenz unbeschrankt verlangsamt1). 

Man kann nun meinen, daB dann die Reihe an der Unstetigkeits­
stelle gar nicht konvergiert. Es ist aber gerade das Gegenteil der Fall. 

. g(o+O)+g(O-O) 
Denn der Mlttelwert 2 der Grenzwerte von rechts und 

links, urn den es sich handelt, ist gleich Null, und diesen Wert ergibt 
bereits die erste Annaherungskurve. Man kommt zu der bezeichneten 
irrigen Meinung, weil man sich unwillkurlich den Grad der Konvergenz 
gemaB elementarer Gewahnung als stetige Funktion von x denkt, was 
er aber in Wirklichkeit eben nicht ist. Man nennt die hier auftretende 
Erscheinung der bei Annaherung an eine Stelle unbegrenzt verlang-

1) [Naheres in Bd. 1, S.211-213.J 
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samter Konvergenz die "ungleichmafJige Konvergenz" der Reihe; diesen 
Begriff klarzumachen war ein Hauptzweck der hier von mir gegebenen 
ErHiuterungen. 

Es wurde bereits darauf hingewiesen, daB die Naherungskurve S6 (x) 
und ebenso die folgenden in der Nahe einer Unstetigkeitsstelle relativ 
weit tiber die Originalkurve hinausragen, bevor sie sehr steil zu Null 
herabsinken bzw. ansteigen. Verfolgt man dieses Verhalten der Nahe­
rungskurven ftir immer groBer werdendes n, so ergibt sich die bereits 
in Bd.I, S.214 bis 215, behandelte Gibbssche Erscheinung. Sie besteht in 
folgendem: Es sei A B das die Sprungstelle iiberbrtickende Ordinaten­
sttick. Dann approximieren ffir wachsendes n die Kurven sn (x) nicht 
A B, sondern ein tiber die Punkte A und B gleich weit hinausragendes 
Ordinatensttick CD. Dabei ist 

00 

AC = BD = g(% + 0) - g(% - 0) • (Sin% dx. 
3J: % 

" n 
00 

Der Wert des Integrals fSi~% dx betragt etwa 0,09 n, so daB also die 
n 

Strecken A C und B D rund 9 % des Sprunges A B betragen. Dieses 
Resultat gilt fUr alle Funktionen g (x), die durch ihre Fourier-Reihe 
dargestelit werden und Sprungstellen besitzen. 

Werfen wir noch einmal einen Blick auf Abb. 41, diesmal auf die 
Phasendifferenzen zwischen den Maxima und Minima der versthiedenen 
Naherungskurven achtend, so wird uns der Gedanke nahegelegt, statt 
der Teilsummen sn (x) ihre arithmetischen Mittel, also 

5 ( ) - (') . 5 ( ) - So (%) + Sl (%). 5 ( ) _ So (%) + Sl (%) + S2 (%) 0' 
o x - So x, 1 X - 2 '2 X - 3 ' ... 

zur Approximation zu verwenden. Diese arithmetischen Mittel sind 
von L. Fejer in mehreren beriihmt gewordenen Annalenarbeiten unter­
sucht worden!). Fejer zeigt, dafJ durch die arithmetischen Mittel Sn(x) 
fur einen umfassenderen Funktionenkreis Approximation moglich ist als 
durch die Teilsummen Sn (x) der zugehorigen F ourierreihe. In vielen 
Fallen, wo die Fourierreihe selbst divergiert, konvergieren die arith­
metischen Mittel der Teilsummen gegen den Wert der darzustellenden 
Funktion. Die Gibbssche Erscheinung insbesondere tritt bei Approximation 
durch die Sn (x) bei Funktionen vom Charakter der in Abb. 41 dar­
gesteliten nicht auf. 

Nunmehr komme ich auf die Approximation der Richtung durch die 
Naherungskurven zurtick. In bezug auf unsere erste Kurve habe ich zu 
bemerken, daB bei ihr die Richtung auBer in den Scheitelpunkten aller­
dings durch die sukzessiven Naherungskurven approximiert wird. Da­
gegen wird im zweiten Beispiele zwar der Verlauf der Ordinaten, aber 

1) [Math. Ann. Bd. 58 (1904), S. 51-69 und die bereits auf S. 77 zitierte Arbeit.] 
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nicht der Verlauf der Kurvenrichtung approximiert. Die Relativoszilla­
tionen zwischen Annaherungskurve und Originalkurve werden im Gegen­
teil mit wachsendem m immer steiler. Ein ahnliches Verhalten der 
Annaherungskurven tritt allemal ein, wenn es sich urn eine Original­
kurve mit Unstetigkeitsstellen handelt. 

Den Grund hierfiir k6nnen wir fiir unser Beispiel leicht folgender­
maBen einsehen. 

Bei unserer erst en Kurve k6nnen wir leicht die Ableitungskurve 
zeichnen; sie wird fortgesetzt aus Stiicken mit den Ordinaten +1 und 

-1 bestehen, die in den Intervallen (0, ~-); (~, 3;) ... abwechseln. 

In unserem zweiten Beispiel wird die Sache schwieriger. Hier 
erhalten wir namlich im allgemeinen g (x) = 0, nur an den Sprungstellen 
der Kurve wird der Differentialquotient unendlich groB. 

In unserem ersten Falle ist die Ableitungskurve selbst wieder durch 
eme Fouriersche Reihe 

f (x) = - cosx - ----- + --" - ... , 4 ( cos 3 x cos 5 x ') 
n 3 5 

darstellbar, wobei an einer Sprungstelle der Mittelwert der beiden 
Sprungstellenwerte dargestellt wird. Und wie aus dem Vergleich mit 
der Fourierschen Reihe fiir die Originalkurve 

f(x) = ~_ (SilU _ si~3..:: + sin 53: _ ... ) 
n 12 32 52 

hervorgeht, kann sie geradezu durch gliedweise Differentiation der 
letzten Reihe erhalten werden. Demnach ist ganz klar, daB un sere 
sukzessiven Naherungskurven nicht nur die Ordinaten, sondern -
auBer in den Scheitelpunkten - auch die Richtung der Originalkurve 
approximieren. 

Ganz anders ist die Sache bei unserem zweiten Beispiel. Wollten 
wir durch gliedweise Differentiation der Originalreihe 

g(x) = sinx + ~in 3x + ... 
1 3 

die Reihe 
cos x + cos 3 x + cos 5 x + '" 

ableiten, so konvergiert diese gar nicht, so daB wir uns schon darum nicht 
wundern k6nnen, wenn die Naherungskurven den Differentialquotienten 
nicht approximieren. Und so wie in unserem Beispiel ist es immer, wenn 
man durch Fouriersche Reihen Funktionen darstellt, die Sprungstellen 
haben, und dann die Ableitungen dieser Funktionen in Betracht ziehF). 

1) [Uber die Approximation der Richtung durch die Naherungskurven der 
Fourier-Reihe findet man genauere Ausfiihrungen bei L. Kronecker, Vorlesungen 
i.iber Mathematik, Bd. 1 (1894), S. 98-99 und vor aHem in E. W. Hobson: The 
theory of functions of a real varibale, 2. Auf I. Cambridge 1926, Bd. 2, S. 639--643. 
In dem letzteren Werke wird iiberhaupt die Theorie der Fourier-Reihe sehr ein­
gehend behandelt.] 

Klein, Elernentarmathematik III. 6 
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Ganz anders wieder verhalten sich die Fejerschen Mittel der diver­
gent en Reihe; 

cos x + cos 3 x + .... 
Diese haben - von den Sprungstellen abgesehen - fUr aIle x die Ab­
leitung von g(x) als Grenzfunktion. Die arithmetischen Mittel der 
Originalreihe approximieren somit in jedem von Sprungstellen freien 
Intervalle sowohl die Ordinate wie die Richtung der Ausgangsfunktion 
g (x). Dieses Resulta t gilt fUr aIle g (x) , welche im In tervalle 0 <: x =:; 2 Jl 

bis auf eine endliche Anzahl von Stellen, an denen sie einen einfachen 
Sprung erleiden, stetig sind und eine stetige Ableitung g'(x) besitzen 
(stuckweise glatt sind). Den Bewels mage man in der bereits zitierten 
Annalenarbeit (Bd. 58, 1904) von Fejer nachlesen. 

Dies ist das wenige, was ich in diesem Zusammenhange uber die 
Fourier schen Reihen sagen wollte1). Zum Schlusse dieses ganzen Kapitels 
uber Interpolation und Approximation von Funktionen einer Variablen 
will ich noch besond~rs auf die Arbeiten von P. L. Tschebyscheff, dem 
hervorragenden russischen Mathematiker, hinweisen. 

Tschebyscheff hat sein ganzes Leben hindurch immer wieder die 
Frage der angenaherten Darstellung von Funktionen durch analy­
tische Ausdrucke einfacher Bauart behandelt; er ist Approximations­
mathematiker par excellence gewesen. 

Seine Abhandlungen sind in franzasischer Ubersetzung von Markoff 
und Sonin in zwei Banden herausgegeben worden. Der erste Band ent­
halt die mannigfachsten Ansatze zur Interpolationslehre, und ich hebe 
hier besonders folgende drei Abhandlungen hervor: 

1. Sur les fractions continues. Journal de mathematiques pures et 
appliquees (2-te Reihe) Bd.3 (1858) = Werke 1, S.203-230; 

2. Sur les fonctions qui different Ie moins possible de zero. Journal 
de mathematiquespures et appliquees (2-teReihe) Bd.19 (1874) = Werke2, 
S.189-215; 

3. Sur Ie developpement des fonctions a une seule variable. Peters­
burg, Bulletin de l'Acad. Bd. 1 (1859) = Werke 1, S. 501-508. 

1m ubrigen will ich zur Charakterisierung der Tschebyscheffschen 
Arbeiten folgendes erwahnen: Wir hatten bereits in unserer eigenen 
Darstellung der Approximation zwei Fragestellungen sich durchkreuzen 
sehen. 

Das eine Mal gaben wir fUr eine Kurve eine Anzahl von Ordinaten 
und verlangten einen einfachen Ausdruck, der an den gegebenen Stellen 
dieselben Ordinaten hat. Das andere Mal zogen wir die Ideen der 
Methode der kleinsten Quadrate heran. 

1) [An'Literatur zu den Fourierschen Reihen seien noch die Enzyklopadie­
referate von H. Burkhardt (II A 12) und von Hilb und Riesz (II C 10) genannt; auBer­
dem sei auf die Darstellungen in Courant-Hilbert: Mathematische Physik 1. Berlin 
1924 und in K. Knopp: Unendliche Reihen (bereits auf S. 4 zitiert) hingewiesen.) 
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Man kann nun diese Ideen verbinden, indem man folgendermaBen 
verfahrt: Wir wollen eine Kurve durch ein Polynom n-ten Grades dar­
stellen: 

a + b x + C x2 + ... + k xn, 

in dem (n + 1) Konstanten vorkommen. Sind uns nun nur (n + 1) 
Beobachtungen (Ordinaten) gegeben, so fallen wir natiirlich auf die 
Lagrangesche Interpolationsformel z-iIrtick. Haben wir aber mehr als 
(n + 1) Beobachtungen, so ist Gelegenheit, die Ideen der Methode der 
kleinsten Quadrate mit heranzuziehen, indem man namlich verlangt, 
daB die Summe der Fehlerquadrate bei der Legung der Parabel n-ter 
Ordnung ein Minimum wird. Diese Aufgabe ist noch einer Verallgemei­
nerung fahig, wenn die verschiedenen Beobachtungen ein verschiedenes 
Gewicht haben, so daB man die Summe aus (Fehler)2. (Gewicht) zu 
einem Minimum zu machen sucht. HierfUr hat Tschebyscheff ab­
schlieBende Formeln mit Hilfe einer Kettenbruchentwicklung gegeben, 
so daB ich vielleicht seine Leistung kurz so charakterisiere: 

Eine erste Serie seiner Arbeiten bezieht sich darauf, daj3 mehr Be­
obachtungen gegeben sind, als unbekannte, zu benutzende Koeffizienten in 
der Interpolationsformel vorkommen, und daj3 man diese Koeffizienten 
aus der Forderung bestimmt, daj3 die Summe der mit geeigneten Gewichten 
multiplizierten Fehlerquadrate ein Minimum werden soU. 

Tschebyscheff war aber nicht im einseitigen Glauben an die Methode 
der kleinsten Quadrate befangen, so daB er in anderen Arbeiten erreicht, 
daB nicht die Summe der Fehlerquadrate, sondern der absolute Betrag 
des gr6j3ten vorkommenden Fehlers ein Minimum wird. Dies geschieht 
in der wunderbaren Arbeit, die den Titel fUhrt: Sur les fonctions qui 
different le moins possible de zero. Sie werden gleich sehen, wie das ge­
meint ist. Es sei ein Polynom n-ten Grades mit dem hochsten Gliede xn 
gegeben; die Aufgabe ist, die Koeffizienten der anderen Glieder so zu 
bestimmen, daB fUr zwischen +1 und -1 liegende x moglichst geringe 
Abweichungen von Null ·vorkommen. Tschebyscheff bekommt auch 
hier eine sehr einfache SchluBformel. 

Und nun noch eine dritte Art von Untersuchungen. 
Sie beziehen sich darauf, daB die samtlichen Ordinaten einer Kurve 

als gegeben angesehen werden, aber mit einem von der Abszisse x 
abhangigen Gewichte. Man sucht Reihenentwicklungen, welche eine 
so gegebene Kurve nach den Grundsatzen der Methode der kleinsten 
Quadrate moglichst gut approximieren, wobei sich ziemlich aIle in praxi 
gebrauchten Reihen je nach der Art der Gewichtsverteilung auf die 
verschiedenen Beobachtungen ergeben. Als praktisches Beispiel hat 
Tschebyscheff u. a. die Frage der GeradfUhrung durch Kurbelgetriebe 
(das Gesetz des Kurbelgetriebes ist die darzustellende Funktion) heran­
gezogen. - Ich habe diese Arbeiten von Tschebyscheff tiber Interpolation 
hier erwahnt, erstens weil sie an sich sehr wertvoll sind, und zweitens, 

6* 
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weil sie in Deutschland immer noch zu wenig bekannt sind. Auch das 
Referat iiber Interpolation von ]. Bauschinger im 6. Hefte des 1. Bandes 
der Mathematischen Enzyklopadie (I D 3), dessen Lektiire ich iibrigens 
jedermann, der mit Interpolation zu tun hat, empfehlen will, enthalt 
keine rechte Wiirdigung der Tschebyscheffschen Arbeiten. Es erscheint 
erwiinscht, daB dem deutschen mathematischen Publikum einmal em 
zusammenfassender Bericht dieser Arbeiten vorgelegt wird. 

V. Funktionen zweier V eranderlicher. 
Ein kurzer Riickblick auf den bisherigen Aufbau der Vorlesung zeigt 

uns, daB wir sowohl bei der Behandlung der Variablen x als auch der 
Funktionen f (x) einer Veranderlichen stets den Gegensatz zwischen 
Approximations- und Prazisionsmathematik zu betonen hatten. An 
die Approximationsmathematik schlie Ben sich dann die verschiedenen 
praktischen Anwendungen der Mathematik an. 

Dabei liegt die Geometrie gewissermaBen in der Mitte. Wir gebrau­
chen die Geometrie hier vorwiegend zur leichteren Erfassung abstrakter 
Betrachtungen. Da steht die Sache folgendermaBen: Soweit wir von 
Kurven handeln, die wir zeichnen und uns konkret vorstellen, erlautern 
wir zunachst Beziehungen der Approximationsmathematik, andererseits 
aber ist die geometrische VorsteHung geeignet, auf das Ideal hinzu­
weisen und dadurch indirekt seine Bedeutung verstandlich zu machen, 
wie wir uns z. B. die WeierstraBsche Funktion klarmachten, indem wir 
die sukzessiven Naherungskurven in Betracht zogen1) . 

Genau so stellt sich nun die Sache, wenn wir jetzt zu Funktionen 
zweier Veranderlicher ubergehen. Wir beginnen auch hier mit Erlau­
terungen, die dem Gebiete der Prazisionsmathematik angeh6ren, wobei 
mein Ziel ist, gewisse fundament ale Beziehungen durch Konstruktion 

y geometrischer Figuren deutlicher zu machen, 
als es durch die gew6hnliche abstrakte Dar­
steHung geschieht. 

Zunachst sei etwas uber den Bereich der 
Variablen x, y gesagt . Mit den Fragen: 

oX Was ist der allgemeinste Bereich x, y, 
oL-- -------- wann ist er ein Kontinuum usw.? kamen 

\ lIh t.2. 

wir tief in das Gebiet der Mengenlehre 
hinein. Ich gehe erst spater hierauf ein; vorlaufig sei auf das schon 
zitierte Enzyklopadiereferat von A. Rosenthal verwiesen. 

Unser Bereich sei der Einfachheit halber ein Kreis oder ein Rechteck, 
dessen Seiten den Koordinatenachsen x, y parallel gewahlt sind (Abb. 42); 

1) SchlieJ31ich konnte man wohl alk Gebiete der Anwendungen in demselben 
Sinne benutzen, wie es hier mit der Geometrie gesehieht; wir wollen uns jedoeh 
hier in solehe Spekulationen nicht 2U- sehr vertiefen. 
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fUr diesen Bereich sei unsere Funktion definiert. Was damit begrifflich 
gemeint ist, ist wohl ohne nahere Erlauterung klar. Es solI zunachst 
nur festgesetzt sein, daB zu jedem Wertsystem (x, y) des Bereiches 
ein bestimmter Wert z zugehi:irt. Es muB aber in jedem FaIle aus­
drucklich vermerkt werden, ob die Randpunkte zum Bereich gehi:iren 
sollen oder nicht; im ersteren FaIle nennt man den Bereich abgeschlossen, 
im anderen FaIle allen. Neuerdings findet man haufig die Bezeichnung 
"Bereich" im Sinne von "abgeschlossener Bereich" und fUr "offener 
Bereich" das Wort "Gebiet". 

Wann werde ich nun I(x, y) an einer Stelle xo, Yo stetig nennen? 
Folgende Definition wird' sofort Ihren Beifall haben: Wir betrachten 
die Differenz 

I/(x, y) - I(xo, Yo) I 
und nennen eine Funktion I(x, y) im Punkte xO' Yo stetig, wenn sie 
erstens dort eindeutig erklart ist und zweitens sich fUr jedes noch so 
kleine gegebene positive 0 ein von Null verschiedenes e derart finden 
laBt, daB fur alle x, y, bei denen (x - XO)2 + (y - YO)2 < Q2 ist, auch 

I/(x, y) - I(xo, Yo) 1< 0 

wird. [Der Kreis mit dem Radius e urn xo' Yo ist von uns naturlich nur 
der Einfachheit halber gewahlt; das Wesentliche ist, daB wir fUr noch 
so kleines 0 urn xo, Yo he rum einen Bereich abgrenzen ki:innen, innerhalb 
dessen I/(x, y) - I(xo, Yo) I < a bleibt.] 

Diese abstrakte Definition der Stetigkeit hat, wie Sie sehen, noch 
keine Schwierigkeit. Wir kommen aber schon auf kompliziertere Ver­
haltnisse, wenn wir ganz einfache analytische Ausdrucke betrachten, 
z. B. die rationale Funktion 

2x'jl 
Z = ---.'---­x2 +),2' 

Diese Funktion ist an allen Stellen (x, y) stetig, ausgenommen an 
der Stelle (0, 0), fUr welche sie nicht definiert ist, da fUr x = 0, y = ° 
Zahler und Nenner gleich Null sind. Es fragt sich, ob die Funktion fUr 
die Stelle (0, 0) sich so definieren laBt, daB sie auch an dieser Stelle 
stetig wird. 

Fuhren wir Polarkoordinaten 

x = rcosrp, y = rsmrp 

ein, so ergibt sich fUr r * ° der von r unabhangige Wert 

z=sin2rp. 

Das Naturlichste ist, die Definition der Funktion dahin zu erganzen, 
daB auch fur r = Odie Funktion den Wert z = sin 2 rp annimmt. 

Ihr geometrisches Bild ist eine Regelflache 3. Grades, die in der 
Mechanik den Namen "Zylindroid" fUhrt. Diese Flache besteht, wie 
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die dem Werke von B. St. Ball: A treatise on the theory of screws, 
Cambridge 1900, entnommene Abb. 43 zeigt, aus lauter der xy-Ebene 
parallelen Geraden, welche die z-Achse schneiden. 

Raben wir nun durch unsere Festsetzung erreicht, daB die Funktion z 
an der Stelle x = 0, y = ° stetig ist? Offenbar nicht, wie ein Blick auf 

Abb.43. 

die Abbildung lehrt: Die Funk­
tion ist an der Stelle (0. 0) nicht 
eindeutig erklart; sie kann dort 
jeden Wert von - 1 an bis zu 
+ 1 hin annehmen. Wohl aber 
ist z langs jedes Weges stetig, 
der zum Nullpunkt hin fUhrt. 
Durchsetzt namlich eine Kurve 
y = g (x) den Nullpunkt mit 
der Steigung tg ({J und lassen 
wir (x, y) langs dieser Kurve 
dem Punkte (0, 0) zustreben, 

so geht z gegen sin 2 ({J, also nach einem Wert, den die Funktion fUr 
x = 0; y = ° wirklich annimmt. 

Ratten wir die Funktion an der Stelle (0, 0) eindeutig erklart, ihr 
etwa den Wert ° beigelegt, so ware zwar dem ersten Teil unser Stetig­
keitsdefinition genugt, aber nicht Stetigkeit langs jeden Weges erzielt 
und damit, wie man leicht erkennt, der zweite Teil der Stetigkeitsdefini­
tion nicht erfUllt. Wir werden sagen: 

Schon bei den rationalen A ttsdriicken zweier Veranderlicher trift 
die Erscheinung der Stetig- Vieldeutigkeit auf, welche doch d'urch unsere 
begriffliche Festlegung des Funktionsbegriffes zunachst ausgeschlossen ist. 

1m AnschluB an diese erste Schwierigkeit, die bei den rationalen 
Funktionen zweier Variabler auftreten kann, will ich gleich noch eine 
zweite erlautern: 

E~ sei die Funktion f(x, y) fUr eine Stelle x o' Yo eindeutig definiert; 
sie sei ferner stetig fUr jeden durch das Azimut e gegebenen Strahl, 
langs dessen wir auf den Punkt xo,Yo zuschreiten (Abb. 44). 1st f(x, y) 

dann fur x o, Yo im Sinne unserer voraufgeschickten all­
gemeinenDefinition stetig? AusfUhrlicher ausgedruckt: 
Es lasse sich fUr jedes e und fUr jedes noch so kleine 
positive b ein (!e (der Index soll die Abhangigkeit 
von e andeuten) derart angeben, daB fUr alle r < (!e 

Abb,44. 
I f (xo + r cos e , Yo + r sin e) - f (xo' Yo) I < b . 

1st dann f(x, y) an der Stelle x o, Yo schlechthin stetig? 
Es ergibt sich, daB dies nicht der Fall zu sein braucht, so daB eine 

Funktion, die fUr jede von x o, Yo ausgehende Fortschreitungsrichtung 
stetig ist, noch nicht schlechtweg stetig zu sein braucht. 
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Urn dies zu erlautern, komme ich zuerst auf das zuruck, was wir bei 
der ungleichmaBigen Konvergenz der Foutierschen Reihe lernten (vgl. 
auch die friiheren Erlauterungen uber gleichmaBige Stetigkeit S. 31-33). 

Die ungleichmaBige, d. h. unendlich verzogerte Konvergenz der 
Fourierschen Reihe einer den Dirichletschen Bedingungen genugenden 
Funktion an einer Unstetigkeitsstelle Xo konnen wir uns durch eine 
(Treppen-) Kurve versinnbildlichen, indem wir zu jedem aus einer passend 
gewahlten Umgebung von Xo etwa links von diesem herausgegriffenen x 
die Anzahl' n der Glieder bestimmen, die zur Erzielung eines fest vor­
gegebenen Annaherungsgrades mindestens berucksichtigt werden mussen, 

und den Quotienten 1 .. jeweils als Ordinate zu n 
x auftragen. Die Kurve, die wir so erhalten 
(Abb.45), wird Xo beliebig nahekommen, in Xo 

selbst aber eine von Null verschiedene Ordi­
nate haben, wie Abb. 45 schematisch zeigt. 
Obwohl die Konvergenz bei Annaherung an die 

I 
I 
I 

.zoo 
Abb.45. 

Stelle Xo unendlich verlangsamt wird, herrseht an allen Stellen Konvergenz! 
Ahnliches haben wir hier bei der azimutalen Stetigkeit. 
Wir denken uns ein positives b zweekmaBig und ein fur allemal fest 

gewahlt, bereehnen zu jedem von x o, Yo ausgehendem Strahle mit dem 
Azimut e die obere Grenze von (!e und tragen diese als Radiusvektor auf 
dem Strahle von xo' Yo aus abo Wir erhalten so eine Kurve (Abb. 46), die 
uns den Grad der azimutalen Stetigkeit fUr die 
versehiedenen Werte von e veransehaulicht. Es 
ist nun moglieh, daB bei dieser Kurve allerdings 
zu jedem e ein von Null versehiedenes (!e exi-
stiert, daB aber (!e trotzdem in der Nahe gewisser 
e-Werte jeden festen Wert (! unterschreitet. Es 
ist dies dann der Fall, wenn sieh die Kurve bei 
Annaherung an bestimmte Azimute beliebig nahe 
an den Punkt xo' Yo heranzieht, urn dann fUr 

,- ---

Abb.46. 

-­,,' 

die betreffenden Azimute selbst wieder in eine von Null versehie­
dene Entfernung zu rueken. leh fasse zusammen: Findet bloB azi­
mutale Stetigkeit statt, so ist nieht ausgesehlossen, daB (!e bei An­
naherung an einzelne Werte von e der Null beliebig nahe kommt, 
wenn es nur fUr die betreffenden Werte e selbst wieder einen posi­
tiven Betrag annimmt. 

Fur einen solchen Fall wird man nun ersiehtlieh urn xo' Yo herum 
unmoglieh einen Kreis mit einem festen Radius (! > 0 so besehreiben 
konnen, daB fUr alle Punkte im lnneren des Kreises die Differenz 
/(x, y) -/(xo,Yo) ihrem absoluten Betrage naeh unter b bleibt. 

Ein Beispiel einer Funktion, die azimutale Stetigkeit, aber nieht 
Stetigkeit sehleehtweg besitzt, erhalt man auf folgende Weise. Es sei e 
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das Azimut des Radiusvektors, der vom Nullpunkt zum Punkte (x, y) 
geht. Wir konnen schreiben 6 = arc (x, y) fUr alle vom Wertesystem 0, ° 
verschiedenen vVertesysteme x, y. Wir definieren folgende Funktion: 

F(x, y) = (:n2 - 6 2) V1: 6 fUr 6 =l= 0, 

F (x, y) = ° fUr 6 = ° , 
F(O, 0) = 0. 

Diese Funktion ist fiir alle x, y eindeutig. Sei ferner r gleich 
i Y:\;2 + y2[ und peine beliebige positive Zahl. Dann ist die Funktion 

z = /(x, y) = r1'F(x, y) 

an der Stelle 0, ° nur azimutal stetig. 
DaB die Funktion z azimutal stetig ist, ist unmittelbar klar. Denn 

F (x, y) ist langs eines Radiusvektors konstant, r1' aber ist fUr alle (x, y) 
stetig. Schlagen wir nun urn den Nullpunkt einen Kreis mit dem Radius 
<5, dann gilt fUr alle Innenpunkte dieses Kreises: 

1/ (x, y) - / (0, 0) I = 1/ (x, y) I < I <51' F (x, y) I ' 
und zwar kommt If (;;, y) I dem 1<51' F (x, y) I beliebig nahe, wenn (x, y) 
dem Kreisrand zustrebt. Mag nun das festgewahlte <5 eine noch so kleine 
positive Zahl sein, so konnen wir doch dadurch, daB wir arc (x, y) noch 
viel. kleiner wahlen, I F (x, y) lund damit 1<51' F (x, y) I so groB machen, 
wie wir wollen. 

Es ist also azimutale Stetigkeit noeh n.ieht dasselbe wie Stetigkeit 
sehleehtweg. Damit die azimutale Stetigkeit zur Stetigkeit schlechtweg 
wird, miissen wir ausdriicklich verlangen, daB es sich urn gleichmaBige 
azimutale Stetigkeit handelt (d. h. eben, daB die Angabe eines fUr alle 
6 giiltigen und von Null verschiedenen e moglich ist). Hiermit diirfte 
dieser immerhin feine Punkt erledigt sein. 

Bei den in einem abgesehlossenen Bereiche stetigen Funktionen 
haben wir nun analog den Satzen fUr eine Funktion einer Variablen 
den Satz von der Existenz des grofJten und kleinsten Wertes und dem 
kontinuierliehen Durehlau/en aZZer Zwisehenwerte, wie Sie sich eben falls 
selbst iiberlegen wollen. 

Die nachstliegenden Fragen sind nun: 
Wann ist eine stetige Funktion / (x, y) dij/erenzierbar, unbesehrankt 

dijjerenzierbar und in eine Taylorsehe Reihe entwiekelbar? 
Wir haben zunachst von den ersten partiellen Differentialquotienten: 

8/ 8/ 
8x = p, 8y = q 

einer Funktion zu reden. Sie brauchen natiirlich nicht zu existieren; 
wir postulieren vielmehr ihre Existenz und fragen dann nach den hoheren 
Differentialquotienten, zunachst den zweiten Differentialquotienten: 

82 / 82 / 82 / 82 / 

8x2 =r 8x8y' 8y8x' ay2=t. 
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Hier miissen wir sagen: 
Soll eine stetige Funktion / (x, y) an irgendeiner Stelle nicht nur die 

ersten Differentia1quotienten, sondern auch die zweiten und die fo1-
genden hoheren Differentia1quotienten haben, dann muB man nicht 
nur deren Existenz ausdriick1ich postu1ieren, sondern auch besonders 
untersuchen, ob die Differentiation unabhangig von der Reihenfo1ge 

"2/ '2/ 
ist, d. h. ob z. B. 0; oy = d; OX wird. 

Auf die 1etzte Frage gehe ich weiter unten ein. Vorab nehmen wir 
die Existenz aller Differentialquotienten und auch die durchgangige 
Vertauschbarkeit der Differentiationen an und fragen: 

1st f(x, y) dann in die Taylorsche Reihe 

f(x,y) =/(xo,Yo) + (x-xo)Po~~-Yo)qo 
+ (x - xo)2ro + 2(X - xo) (y - Yo) So + (y - YO)2to 

2! + .......................................... . 
( 02/ 02/ ) 
s = oxoy = oyox entwickelbar? 

Wir miissen nach unseren friiheren Bemerkungen die Antwort geben: 
Damit die Taylorsche Entwicklung gilt, geniigt keineswegs die 

Existenz der Differentialquotienten und die Konvergenz der formal 
aufgestellten Reihe, sondern es treten Pringsheimsche Bedingungen 
dazu, was darauf 'hinauskommt, daB das Restg1ied bei wachsendem n 
der Null beliebig nahe kommen soll. Nur wenn dies alles zutrifft, 
nennen wir f (x, y), zunachst im Konvergenzbereich der Reihe, eine 
analytische Funktion der beiden Variablen x, y. 

Und wir mogen hinzufiigen: Solcherweise mufJ also eine grofJe Anzahl 
von Voraussetzungen zusammenkommen, damit f(x, y) eine analytische 
Funktion ist. 

Wir weden jetzt einen kurzen Blick auf die Anwendungen und fragen: 
Wie steht es mit den in der Mechanik und Physik gebrauchten Funktionen 
von zwei oder mehreren Variablen? 

Die iibliche Ausdrucksweise in den Anwendungen ist die, daB man 
jede Funktion als analytisch ansieht und sich dann berechtigt glaubt, 
die Reihe bei den Gliedern erster, zweiter oder dritter Dimension ab­
zubrechen, "weil dies eine geniigende Annaherung gibt". 

Demgegeniiber hat unsere Kritik einzusetzen. 
Ganz gewiB denkt man bei einer solchen Ausdrucksweise nicht an 

den gerade auseinandergesetzten exakten Begriff der ana1ytischen 
Funktion. Man bewegt sich vie1mehr von vornherein auf dem Gebiet 
der Approximationsmathematik und nimmt kurzweg an, daB die vor­
kommenden Abhangigkeiten mit hinreichender Annaherung durch 
Polynome ersten, zweiten, dritten "Grades darstellbar seien. Es 1iegt 
also bei der iiblichen Ausdrucksweise das Hauptgewicht auf dem Nach-
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satze: Die Annahme ist, dafJ die in den Anwendungen vorkommenden 
Funktionen mit genugender Annaherung durch Polynome ersten, zweiten, 
dritten Grades dargestellt werden kOnnen. DaB es sich "in WirkIichkeit" 
um analytische Funktionen handle, ist fUr die kritische Auffassung, 
die ich hier vertrete, nicht zuzugeben; wir haben kein Mittel, es zu 
konstatieren. 

Die Frage ist: Kommen tatsachlich in den Anwendungen nur Ab­
hiingigkeiten vor, bei denen die genannte Approximation statthaft ist; 
ist insonderheit in der Praxis (bei Zugrundelegung der Bedeutung, 
welche die Differentialquotienten iiberhaupt fUr die Praxis haben) stets 

0~21y = o~21x? Oder ist die ganze Annahme nur eine landlaufige, uns 

nur durch Gewohnung, nicht durch wirklichen Sachverhalt nahegelegte? 
Wir miissen sagen: Es gibt in der Praxis Beispiele genug, bei denen 

02f 02f 
es nicht gestattet ist, ox oy = oy ox zu setzen. 

Um dies klarzumachen, fragen wir vorab: 
U nter welchen V oraussetzungen beweist man innerhalb der Prazisions-

mathematik, dafJ O~~y = o~~x ist? Nachher machen wir uns dann 
Beispiele zurecht, bei denen diese Voraussetzungen nicht erfiillt sind, 
indem wir unter den Flachen Umschau halten, die uns die Praxis vor­
fUhrt. 

Es ist () ~~ x folgendermaBen definiert: 

Zunachst ist 

und 

of -Ii f(x,y+k)-f(x,y)_ ( ) a- m k -qx,y 
y k->-O 

oq = ~ =Iim q(x + h, y) - q(x, y) 
ox oyox h->-O h 

Vereinigen wir beide Gleichungen, so kommt: 

s' = ~ = lim (lim f (x + h, y + k) - f (x + h, y) - f (x, y + k) + f (x, y)) 
oyox h->-O k->-O hk ' 

also: 

0~1r erwachst aus dem rechter Hand stehenden Bruche, wenn wir 

zuerst k und dann h gegen Null streben lassen. 
Ahnlich haben wir: 

s = ~ = lim (lim I(x+ h, y + k) - I(x+ h,y) - f(x, y + k) +I(x, :)')) 
oxoy k->-O h->-O hk ' 

so daB wir den anderen Differentialquotienten 0~21y bekommen, wenn 

wir die beiden Grenziibergange in der umgekehrten Reihenfolge machen, 
namlich zuerst k und dann h gegen Null konvergieren lassen. 



Funktionen zweier Veranderlicher. 91 

Es· kommt also die Gleichheit der beiden Ditferentialquotienten a~tj die 
Frage hinaus, ob die beiden Grenzubergange vertauschbar sind oder nicht. 

Wir werden ietzt mit Hille des Mittelwertsatzes den gewohnlichen Fall 
herausarbeiten, wo wirklich s = s' ist. 

Es ist 
P( ) = Ii !(x+h,y) -/(x,y) 

x, y m h 
h--+O 

Nach dem Mittelwertsatze gilt unter der Voraussetzung, daB p in (x, y) 
und einer Umgebung U von (x, y) existiert (eindeutig und endlich ist), 
bei passender Wahl von h die Beziehung: 

j (x + h, y) - f (x, y) = h· P (x + (}h, y) , 

wobei 0 < {} < 1. 
]etzt nehmen wir P in U nach y differenzierbar an. Dann k6nnen 

wir abermals den Mittelwertsatz anwenden und haben nach passender 
Wahl von k: 

P (x + {} h, y + k) - P (x + {j h, y) = k . s (x + {j. h, y + 1] k) , 

wobei 0 < 1] < 1, oder zusammenfassend: 

j(x + h, y + k) - t(x, y + k) - f(x + h, y) + f(x, y) 

= h· k· s(x + {}h, y + 11k) . 

Wir dividieren beide Seiten dieser Gleichung durch k und schreiben: 

!(x+h,y+k)-/(x+h,y)_!(x,y+k)-!(x,y)_h. (+{}h + k) 
k k - s x ,y 1] . 

Setzen wir jetzt die Existenz von q in (x, y) und U voraus, so geht 
beim Grenzubergang k --+ 0 die linke Seite dieser Gleichung uber in 

q(x + h, y) - q(x, y). 

Fur die rechte Seite aber gilt, wenn wir die weitere Voraussetzung 
hiniunehmen, daB sin der Umgebung U fur konstante Werte von x stetig 
nach y ist, 

lims(x + {}h, y + 11k) = s(x + {}h, y). 
k--+O 

Mithin folgt: 
q(x + h, Yl- q(x, y) = s(x + {}h, y). 

SchlieBlich setzen wir noch voraus, daB s an der Stelle (x, y) stetig 
in bezug auf x ist. Lassen wir dann h nach 0 streben, so ergibt sich 

r q (x + h, y) - q (x, y) _ ( ) 
1m h - s x, y . 

h--+O 

Der auf der linken Seite stehende Grenzwert ist jedoch nichts anderes 
als s' (x, y). Mithin: s' (x, y) existiert und ist gleich s (x, y). 

Bei unserem Beweis muBten wir nicht nur die Existenz von p, q, s 
an der Stelle (x, y) und einer Umgebung U von (x, y) voraussetzen, son-



92 Von den Funktionen reeller Veranderlicher. 

dem aueh s gewisse Stetigkeitsbedingungen auferlegen. Wenn wir die 
eine oder andere dieser Voraussetzungen fallen lassen, konnen wir nieht 
mehr erwarten, daB s' - sofem es existiert - gleieh sistI). 

Sc/>,ilel 
t 

Wir wollen nun sehen. 
daB in der Tat bei den 
FHiehen, die wir taglieh 
betraeh ten 2), Beispiele 
auftreten, bei denen 
s of s' ist. 

Ieh entnehme das Bei­
spiel der Architektur. 

Es mogen sieh 2 zy­
lindrisehe Gewolbe mit 
kongruenten halbkreis­

fOrmigen Quersehnitten kreuzen, so daB sie sieh in einem "Kreuz­
gewolbe" durehdringen (Abb. 47). Wir wahlen den Seheitel als Koordi­
natenanfangspunkt, die z-Aehse vertikal naeh oben und wollen nun 
fUr den Anfangspunkt die Werte s und s' bereehnen. Damit wir 

y ein brauehbares Resultat er­
halten, das nicht dureh die 
Symmetrie des Gewolbes ver­
deekt ist, denken wir uns das 
ganze Gewolbe unter einem 
Winkel ex, mit 0 < ex, < 45 0 

gegen das Koordinatensystem 
x, y orientiert, so daB die Pro­
jektion in der x, y-Ebene die in 
Abb.48 dargestellte Lage hat. 

Wir bereehnen uns fUr jeden 
Abb. 18. Punkt des Gewolbes p und q als 

Grenzwerte von Differenzen­
quotienten. Im Scheitel wird dabei jedenfalls p = 0, q = 0, da ent­
lang der Mittellinie jedes Gewolbes die Tangentialebene horizontal 
ist; also P(O, 0) = q(O,O) = 0. 

1) [Die Frage der Vertauschbarkeit der Differentiationsfolge in dem oben 
erorterten Fall wurde das erste Mal grundlich behandelt von H. A. Schwarz in 
seiner Arbeit: Uber ein vollstandiges System von einander unabhangiger Voraus-

setzungen zum Beweise des Satzes: !!.- (0 f (x, y)) = !!.- (0 f (x, Y)). (Ges. math. oy ox ox oy 
Abh. Bd. 2,1890, S. 275-284). - Fur Funktionen von drei und mehr Verander­
lichen und partielle Ableitungen von hoherer als der 2. Ordnung ist die Unter­
suchung durchgefUhrt von L. Neder (Math. Zeitschr. Bd. 2+ (1926), S. 759-72) ]. 

2) Oder genauer gesagt Ida wir niemals scharfe Flachen beobachten): unter 
den idealen Flachen, deren Studium uns dnrch die tagliche Beobachtung nahe­
gelegt wird. 
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Was sind nun s (0,0) und s'(O,O) ? 
folgendermaBen: 

Wir definieren sie als Grenzwerte 

Ii P(o,k) - P(O,O) 
s = m k ' 

, l' q(h,o) -q(O,O) 
S=lm h . 

k-+O h-+O 

Wahlen wir h und k der Bequemlichkeit halber positiv, so liegt der 
Punkt 0, k im Gewolbe 1; durch p wird das Ansteigen oder Fallen des 
Gewolbes 1 in der Richtung x gemessen. Es ist also p (o,k) negativ. 
Dagegen liegt der Punkt h, ° im Gewolbe 2; durch q wird das Ansteigen 
oder Fallen dieses Gewolbes in der Richtung Y gemessen. Es ist also 
if (h, 0) positiv. Aus dieser qualitativen Dberlegung folgt: 

s entsteht durch Grenzubergang aus einem negativen Differenzen­
quotienten, s' entsteht durch Grenzubergang aus einem positiven Diffe­
renzenquotienten. Wenn also s und s' nicht beide gerade Null werden, 
kann s nicht gleich s' sein. 

Urn den Grenzubergang rechnerisch zu verfolgen, fUhren wir nun 
Formeln ein. 

Fur die ursprungliche Lage, in der die Mittellinien der Gewolbe 
den Achsen x, Y parallel sind, haben wir die Formeln: 

z = Co - C1 y2 + fUr Gewolbe 2, 

z = Co - C1 x 2 + fUr Gewolbe 1; 

die linearen Glieder fallen wegen P (0, 0) = 0, 
q (0,0) = ° fort, die Glieder von hOherer als 
der zweiten Ordnung sind der Einfachheit halber 
weggelassen, weil sie fUr das abzuleitende Re­
sultat doch ohne EinfluB sein wurden. 

Nehmen wir jetzt die in Abb. 48 dargestellte 
Lage an und bezeichnen (wie die Abb. 49 an-

Abb. 49. 

deutet) die verschiedenen Partien des ganzen Gewolbes mit 
.so haben wir 

fur I und III (Gewolbe 1): 
z = Co - C1(xcos(\C+ ysin1X)2 - "', 

fUr II und IV (Gewolbe 2): 
z=Co-C1(-xsin(\C+ycosiX)2- ... 

zu setzen. Damit wird 
fur I und III: 

p = -2C1xcOS2<x - 2C1ysiu(\Ccos(\C -. '" 

q = -2C1xsin(\C cos(\c - 2C1ysin2(\C - ... , 

fUr II und IV: 

p = -2C1xsin2(\C + 2C1ysin<xcos(\C - ... 

q = +2C1xsin(\Ccos(\C - 2C1ycOs,2(\C + ........ . 

I, ... , IV, 
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1m Scheite1punkte des Kreuzgewolbes gilt nach diesen FOJ;meln 
in der Tat fur beide Gewolbe p = 0, q = O. 1m ubrigen aber findet 
langs den Durchdringungskurven der Gewolbe eine Unstetigkeit in den 
Werten von p und q statt; die beiden Wolbungen stoBen mit einem Knick 
aneinander. 

Wir berechnen nun s fUr den Anfangspunkt. Aus p (0, k) in I kommt, 
indem wir die hoheren Glieder der Reihenentwicklung weglassen: 

lim -2Clk sin IX cos IX C' 
s= k =- lsm2lX. 

k-+O 

Fur s' ergibt sich dagegen in IV bei Weglassen der hoheren Glieder 

, l' +2C1 h sin IX cos IX +C . 2 S=lm h = lSln1X. 
h-+O 

Somit ist im allgemeinen s oj= s', und nur dann kommt s = s', wenn 
die Koordinatenachsen den Mittellinien parallel sind. 

Berechnet man den Wert von s fUr in der Nahe von 0, ° liegende 
Stellen der Gewo1beteile II und IV, den Wert von s' fur ebensolche 
Stellen von I und III, so ergibt sich bis auf Glieder hOherer Ordnung 

s = +C1 sin21X, s'= -C1 sin21X. 

Man sieht also, daB sowoh1 s (x, y) als auch s' (x, y) an der Stelle 
(0, 0) unstetig ist. 

Dies Beispiel hat, wie Sie sehen, nichts Abstraktes und Schwieriges, 
sondern etwas ganz Alltagliches. Wir konnen es z. B. in der Weise 
verallgemeinern, daB wi'r eine Flache von der Form eines Regenschirm­
daches erhalten. Sobald der Schirm zwar aufrecht, aber nicht nach 
rechts und links symmetrisch in bezug auf die xz- und xy-Ebene 'ge­
halten wird, tritt allema1 der hier besprochene Fall s of s' uns zu 
Haupten in der Spitze ein. Wir konnen daher vielleicht so absch1i~Ben: 

Solche Fliichentormen, bei denen s und s' im Sinne des hier erliiuterten 
Beispiels verschieden sind, sind im Grunde alltiiglich, und es ist nur Folge 
unserer zu wenig aut Selbsttiitigkeit und genaue Betrachtung konkreter 
Verhiiltnisse gerichteten Erziehung, dafJ wir nicht daran denken (und 
immer nur kritiklos die Ansatze ubernehmen, die wir in den Buchern 
finden). 

Sovie1 uber die Funktionen zweier Veranderlicher von prazisions­
mathematischer Seite. Ich gehe jetzt dazu uber, noch etwas uber sie 
von seiten der Approximationsmathematik zu bemerken, ahn1ich wie 
oben auf die prazisionsmathematische Behandlung der Funktionen t (x) 
ein Kapitel uber Interpolation und Annaherung folgte. 

Wie wird man eine Funktion t (x, y) approximieren? 
Das Nachstliegende ist, 1 (x, y) durch homogene Polynome steigender 

Ordnung in x, y anzunahern: 

z=/0+/1+/2+ "', 
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was in der Mechanik und Physik, wie wir erwahnten, vielfach benutzt 
wird. 

Das andere ist, daB man den trigonometrischen Reihen entspre­
chend die Funktion durch Laplacesche Kugellunktionen zu approximieren 
sucht. 

lch ubergehe hier den ersten Punkt und gedenke nur etwas uber die 
Laplaceschen Kugellunktionen mitzuteilen, so viel, daB ihr Wesen und 
ihre darstellende Kraft verstandlich wird. 

Es solI sich hier also urn eine Verallgemeinerung der trigonometri­
schen Reihen handeln. Zu dem Zwecke mussen wir, das Argument jetzt 
mit w anstatt wie friiher mit x bezeichnend, die Reihe fUr 1 (w) 

I(w) = ~+alcosw + ... +ancosnw + ''', 

+b1sinw + ... +bnsinnw + "', 

formal etwas anders einfUhren, als wir es seither taten. 
1. Wir deuten w als Zentriwinkel und denken uns die Werte zeiner 

mit 2n periodischen Funktion I(w) entlang 
einer Kreisperipherie aufgetragen; der Radius 
mag 1 sein (Abb. 50). 

2. Diese Funktion I(w) wird nun durch 
Paare einzelner Terme ancosnw + bnsinnw 
approximiert, deren Gesetz wir durch Ein­
fUhrung rechtwinkliger Koordinaten etwas 
anders ausdrucken. 

Es ist cos w = x, sin w = y, also 
cos w + i sin w = x + i Y , 

und nach Moivre 

y 

IL.......I.--+--~x 

Abb.50. 

cosnw + i sinnw = (x + iy)n , cosnw - i sinnw = (x - iy)n. 

Es lassen sich hiernach (in sehr bekannter Weise) 
3. cosnw und sinnw als homogene Polynome n-ten Grades in x, y 

ausdrucken. Dasselbe gilt fUr an cosnw + bn sinnw. Alle diese Poly­
nome F genugen der einfachen Differentialgleichung: 

02 F 02 F 
Ll F = ox2 + oy2 = 0, 

weil (x + iyt und (x - iy)n ihr genugen. Dnd nun ist das Wichtigste, 
daB diese Differentialgleichung fUr unsere Polynome charakteristisch ist. 

Das ist so gemeint: 
4. Wenn ich ein homogenes Polynom n-ten Grades suche, das der 

Gleichung LlF = 0 genugen solI, dann komme ich von selbst dabei auf 
eine Verbindung a cosnw + b sinnw. 

Es folgt dies dutch eine einfache Abzahlung: Ein homogenes Poly­
nom F vom n-ten Grade hat (n + 1) Koeffizienten. In dem zugehorigen 
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LlF hat man ein homogenes Polynom (n - 2)-ten Grades mit (n -- 1) 
Koeffizienten, das identisch Null sein soIl. Damit sind die (n + 1) 
Koeffizienten (n - 1) Bedingungen unterworfen; 2 Koeffizienten bleiben 
noch willkiirlich (also a und b in unserem Ausdruck). 

Bezeichnen wir die genannten Polynome o-ten bis n-ten Grades mit 
F o' F I , • ", Fn, so haben wir das Resultat: 

Man kann die gewohnliche trigonometrische Reihe fur f (w) als eine 
Reihenentwicklung bezeichnen, die nach homogenen Polynomen steigenden 
Grades von x, y fortschreitet, wobei jedes Polynom F" der charakteristischen 
Gl . h fJ2F" fJ2F" 0 .. t H h t t ezc ung -!l- 2 + !'lY = genug . ernac se z man x = cos w , 

. uX uy 
y=slnw. 

Dabei ist noch gar nicht die Rede davon, ob wir uns mit einer unend­
lichen oder endlichen Reihe beschaftigen, sondern es ist nur das rein 
formale Gesetz der Terme gemeint. Weiterhin besteht die Kunst natiir­
lich in der zweckmaBigen Berechnung der zunachst noch willkiirlichen 
Konstanten an' bn . 

lndem ich die gewohnlichen trigonometrischen Reihen so schildere, 
werden sie verallgemeinerungsfahig fUr mehrere Veranderliche. Wir gehen 

z nur urn eine Dimension in die Hohe. 
Wir denken uns eine Kugel vom 

Radius 1 und auf ihr einen Punkt 
durch die Koordinaten x, y, z ge­
geben. Fiihren wir sodann spha­
rische Koordinaten rp, 1'1 ein, wo rp, 
die geographische Lange, von 0 bis 
2n: und 1'1, die Poldistanz, von 0 
bis n: lauft, so haben wir folgende 

!J Formeln (Abb. 51): 

x = sin ff cos f(! • 

y = sin ff sin rp , 
z = cosff. 

Abb.51. Es sei uns nun eine Funktion 
f (ff, rp) auf der Kugel gegeben. 

Wir wollen sehen, ob wir sie durch eine analoge Reihe von homogenen 
Polynomen v-ten Grades (n = 0, 1, 2, ... ) in x, y, z darstellen konnen, 
weIche diesmal der Gleichung 

!l2F d"2F ~2F 

LlF" = ;;>/ + a/ + ~(lz/ = 0 

geniigen. Also: 

f(O', rp) = Fo + FI + ... + Fn .... 

Ob die Reihe, falls sie unendlich ist, konvergiert und ob die endliche 
Reihe unsere Funktion f (,'1, rp) irgendwie zweckmaBig approximiert, 
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ist eine Sache fUr sich, von der wir vorlaufig gar nicht sprechen. 
Es handelt sich nur darum, das rein formale Gesetz anzugeben, 
welches sich als eine naturgemaBe Verallgemeinerung des frii.heren an­
sehen laBt. 

Ein einzelnes Polynom F nennen wir eine Laplacesche Kugelfunktion, 
so daB wir als Definition erhalten: 

Unter einer (Laplaceschen) Kugelfunktion verstehen wir zunachst ein 
homogenes Polynom n-ten Grades in x, y, z, welches der Differentialgleichung 
LlF = 0 genugt. 

Spater werden wir unter einer Kugelfunktion n-ten Grades im engeren 
Sinne denjenigen Ausdruck verstehen, der dadurch entsteht, daB wir fUr 
x, y, z ihre Ausdrucke in rp, 1} einsetzen. 

Uberlegen wir uns, wieviel Konstanten inFn noch unbestimmt bleiben. 

Ein beliebiges Fn (x, y, z) hat in + 1)}11.2.~ Konstante (das folgt durch 

vollstandige Induktion aus der Tatsache, daB F 1 drei und F2 sechs Kon­
stanten hat). Bildet man LlF, so erhalt man ein Polynom (n - 2)-ten 

Grades mit (n -; 1)n Konstanten. SoH dieses identisch verschwinden, 

so werden den Koeffizienten ~ -; 1 )n Bedingungen auferlegt; es blE'iben 

also noch 
(n + 1) (n + 2) - (n - 1)n = 4n + 2 = 2n + 1 

2 2 

Konstanten willkurlich, so daB wir den Satz haben: 
Die allgemeinste Kugelfunktion n-ten Grades enthalt noch 2n + 1 un­

bestimmte Parameter; und zwar treten diese Parameter linear auf, weil 
sich aus LlF = 0 nur lineare Bedingungsgleichungen fUr die Koeffi­
zienten von F ergeben. 

Wir bestatigen dies fUr n = 2. Das allgemeinste Polynom zweiten 
Grades lautet 

Bildet man Ll F 2 = 0, so kommt 

Es sind also die 6 Koeffizienten einer linearen Bedingung unterworfen, 
so daB noch 5 Koeffizienten willkurlich bleiben, wie es sein muB. 

Wir wollen fur die vier niedrigsten FaIle die Polynome wirklich 
angeben. Man macht das in ublicher Weise so, daB man an die Darstel­
lung in spharischen Koordinaten anknupft und in einer speziellen 
Tafel (vgl. die Tafel auf S. 98) fur n = 0, 1, 2, 3, 4, ... , je 2n + 1 spe­
zielle Kugelfunktionen gibt; die allgemeine Kugelfunktion des betreffen­
den Grades erhalt man dann als Summe dieser noch mit beliebigen 
konstanten Faktoren versehenen speziellen Kugelfunktionen. 

Klein, Elementarmathematik III. 7 
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Ich bemerke, daB man die erste verti­
kale Reihe der Tafel berechnen muBI) , 
die anderen ergeben sich einfach, wenn 
man diese ersten Glieder unter Weg­
lassung gewisser Zahlenkoeffizienten 
nach cosf} differenziert und mit den an­
gegebenen Faktoren multipliziert. 

Die allgemeinste Kugelfunktion F 4 

setzt sich also aus den neun hingeschriebe­
nen speziellen K ugelfunktionen F 4 linear 
mit beliebigen Koeffizienten zusammen. 

Urn eine bestimmte Aufgabe vor uns 
zu haben, wollen Wlr eme gegebene 
Funktion t (f}, cp) durch die vier ersten 
Kugelfunktionen moglichst gut im Sinne 
der Methode der kleinsten Quadrate 
approximieren. D. h. wir setzen 

t(f}, cp) = Fo + FI + F2 + Fs + F4 
+ Rest 

und fordern, daB die Summe der Fehler­
quadrate, also das iiber die Kugelober­
flache mit dem Flachenelement do ge­
nommene Integral 

f(f-Fo-FI- ... -F4)2.do 

ein Minimum wird. Von der in den 
Biichern meist ausschlieBlich behandel­
ten Entwicklung einer Funktion in eine 
unendliche Reihe von Kugelfunktionen 
sehen wir denmach ab und beschaftigen 
uns lediglich mit der praktisch allein in 
Frage kommenden Approximation durch 
eine endliche Reihe. Unsere Aufgabe ist, 
die 25 indem AusdruckFo+F1 + ... +F", 
eingehenden unbekannten Koeffizienten 
so zu berechnen, daB der Minimumforde­
rung geniigt wird. 

1) Die Nachpriifung der angegebenen Poly­
nome ist natiirlich sehr einfach. Man setze 
z. B. statt F 5 sf} 3 f} 

S= cos - cos 

unter Riickgang zu rechtwinkligen Koordinaten 

Fs = 5 ZS - 3 z(x2 + y2 + Z2) 

und iiberzeuge sich, daB LI Fa verschwindet. 
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Das sieht nun so aus, als ob wir 25 lineare Gleichungen allgemeinster 
Bauart mit 25 Unbekannten aufl6sen sollten. So schlimm ist es aber 
nicht, da die einzelnen Gleichungen bereits nach je einer Unbekannten 
aufgel6st sind, wie wir sofort sehen werden. 

Urn die Rechnung bequem durchfUhren zu k6nnen, gebrauchen wir 
Summenzeichen und schreiben fUr die in der ersten vertikalen Reihe 
der Tabelle aufgefUhrten Kugelfunktionen in liblicher Weise P n (cos{}). 
Dann sind die librigen 

sinv{} COSVqJ} () 
p. (cos'!9) , 

sin" {} sin v qJ n 

wo der Index v bei PIt die v-fache Differentiation nach cos{} (unter 
Wegwerfung auftretender Zahlenkoeffizienten) andeutet. So wird die 
ganze Reihe 

4 n 
1 ({), qJ) = L 1..' [(an", sin·,a. COSVqJ + bn", sin/{) sin vqJ) P);') (cos{})] , 

n=O v=O 

wofUr ich zur Abklirzung 

l,' 1: (an, v <Pn, v + bn, v IJIn, v) 
schreibe. 

Wenn man zunachst die Summe der Fehlerquadrate aufsucht: 

so ergibt sich fUr die in den a, b quadratischen Gliedern wegen der 
sog.Orthogonalitiitseigenschalt der Kugellunktionen eine auBerordentliche 
Vereinfachung. 

Bezeichnen namlich F' und F" zwei verschiedene von unseren 
speziellen 25 Kugelfunktionen, dann wird j"F'F"do = 0, oder im be­
sonderen 

1 <p'rJI' do = 0, 1 rJllJl" do = 1 rJI' 'P'd 0 = 0, IlJl'IJI" do = 0 1) • 

Dadurch wird die Funktion Q (namlich die Summe der Fehlerquadrate, 
die durch geschickte Annahme der Koeffizienten a, b zu einem Minimum 
gemacht werden solI) sehr viel einfacher, als man eigentlich annehmen 
k6nnte. Sie heiBt 

Q = lf2do - 21:11· F· do + 1:1F2do, 

1) [Vgl. das analoge Verhalten der bei den trigonometrischen Reihen auf-
2n 2n: 

tretenden Integrale f cos ,u x cos l' X d x, j~in f-l x sin v x d x fur f-l t v und des Inte-
2rr 0 0 

grals ( sin f-lx cos v xdx sowohl fur f-l = v als auch fur f-l '*' v.J 
o 

7* 
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wo die Summen iiber alle speziellen Kugelfunktionen, die oben angegeben 
wurden, zu nehmen sind. In <Pund 'I' ausgedriickt, lautet die Funktion 

Q = If2 do - 21:1: [an".jf <P",v do + b"".jf'I'n,,,do] 

""',' " I 9 0 /''1'" + ~~..[a;',v <P;',vdo + b;"", ;;',vdo] . 

Um sie zu einem Minimum zu machen, setzen wir die nach an,,' und 
bn .v genommenen partiellen Differentialquotienten gleich Null. Wir 
erhalten: 

1 dQ /' Im9 - ,,-- = - f<Pn,,,do + an,v .p;, ,do = 0, 
2 oan, 11 ~ , 

-~ "dbQ = --IfPn "do + bn ,.f'I'~ "do = O. 2 0 n,v ' , , 

Die Integrale sind dabei immer liber die ganze Kugeloberflache zu 
erstrecken. Wie man sieht, enthalt jede einzelne der sich ergebenden 
25 Gleichungen nur eine Unbekannte; wir bekommen ohne weiteres: 

f't Pn, " d 0 

an" = ''--f7C'cp-"2---:Cd-o ' 
• 'iL,V 

/f'Yn",do 
bn,v = /''1/2 do' 

• 'iL,')! 

Damit ist das Problem gelDst. Wir fiigen noch folgende allgemeine 
Bemerkung hinzu: 

Das Schone bei dieser Bestimmungsweise ist, daB (gerade wie bei 
der Fourierschen Reihe) der Wert der einzelnen an,,' bzw. bn,v, wie er 
sich aus der Minimumforderung fiir die Summe der Fehlerquadrate er­
gibt, gar nicht davon abhangt, welche anderen lndizespaare n, 1J man 
bei der Approximation von f daneben benutzen will, so daB ein einmal 
berechneter Koeffizient an,v bestehen bleibt, auch wenn man spater die 
Reihenentwicklung beliebig ausdehnen will. Raben wir also fiir einc 
Annaherung durch Kugelfunktionen bis zur vierten Ordnung die 25 Ko­
effizienten berechnet, so werden diese, falls wir zu Kugelfunktionen 
fiinfter Ordnung gehen, nicht verandert, es treten vielmehr nur 11 Koeffi­
zienten neu hinzu. 

Alles dies betraf den rein formalen Ansatz der Reihe. Fur einen 
Einblick in das Wesen der zuniichst mir formal definierte11, Kugelfu11,ktio11,en 
gehen wir wieder von der Fourierschen Reihe aus. 

Die Fouriersche Reihe baut sich aus Termen cosncp, sin11,(p auf; 
wie diese auf der Kreisperipherie verlaufen, insbesondere wo die Null­
stellen liegen, ist ohne wei teres ersichtlich. Die Zahl der N ullstellen 
ist 211, und wachst also mit wachsendem n. Gleichzeitig sind die Null­
stellen gleichmaBig liber die Kreisperipherie verteilt (Abb. 52). 

Ahnlich ist es nun zunachst bei den Funktionen P n (cos H), d. h, 
Pn(z). 

Wir denken uns eine Kugel und fragen nach den Nullstellen der 
Funktion Pn(z). lch behaupte, ohne hier den Beweis zu geben, da es 
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sich nur urn eme erste Ubersicht liber die Kugelfunktionen handeln 
solI, folgendes: 

P n (z) hat n reelle Nullstellen zwischen z = -1 und z = +1, die 
in bezug auf z = 0 symmetrisch liegen, d. h. es gibt n reelle, zum 
Aquator symmetrisch liegende Parallelkreise auf der Kugel, auf denen 
Pn (z) = 0 ist. Es trennt also eine solche Kugelfunktion P n (z) die Kugel 

(----------
I 
\ I 
\ I 
\ I 
\ I 
\ I , / 
" ,/ 

..... 

Abb. 52. Abb. 53. 

in (n + 1) Zonen, in denen Pn (z) abwechselnd positiv und negativ ist. 
Danach nennt man die Pn(z) nach dem Vorgange der Englander "zonale 
Kugelfunktionen" (Abb. 53). 

Neben die Kugelfunktion Pn(cos{}) hatten wir andere gestellt, 

welche die Faktoren C~S"'P} sinvif hatten. Nehmen wir vorab gleich 
SIn,,'P 

den hi:ichsten Fall v = n, so wird 
Pi;;) (cos{}) = 1, und wir haben es mit 
den Kugelfunktionen: 

cosncp. Sinn 1}} 
sin n cp • sinn1't 1 

zu tun. Fragen wir hier nach den 
Nullstellen, so kommt es wesentlich 
jeauf den ersten Faktor an (der zweite 
gibt uns jeweils die Pole der Kugel). 
Wir erhalten: 

Die Kugelfunktionen cosn'P} sinn1} 
sm n 'P Abb. 54. 

zerlegen die Kugel in 2 n von Meridianen 
begrenzte gleichwinklige Sektoren (Kugelzweiecke), fUr welche die 
Kugelfunktionen abwechselnd positiv und negativ sind. Die betrach­
teten Kugelfunktionen erhalten deshalb den Namen: "sektorielle Kugel­
funktionen" (Abb. 54). 



102 Von den Funktionen reeller Veranderlicher. 

Nun zu den Zwischenfallen: 

COS1'qJ sin"{j} P{v) (cosU) . 
sin v qJ sinv U n 

Dem ersten Faktor entsprechen, wenn er gleich Null gesetzt wird, 
v Meridiane, die den Aquator in gleich lange Bogen zerlegen, dem zweiten 

(wie nicht schwer zu sehen ist) n - l' 

zum Aquator symmetrisch liegende 
Parallelkreise, so daB damit die Kugel­
£lache, abgesehen von den Polgegenden, 
fUr die sich Dreiecke ergeben, in ein­
zelne Vierecke zerfallt, weshalb man 
diese Kugelfunktionen zuweilen als 
"tesseraleK ugelfunktionen" bezeichnetl) 
(Abb. 55). 

Somit wird man, wie cos n qJ, sin n qJ 

entlang der Kreisperipherie als oszillie­
rende Funktionen bezeichnet werden 

Abb. 55. konnen, auch unsererr Kugelfunktionen 
in bezug auf die Kugel dieselbe Be­

nennung beilegen, indem man dabei ganz genau vor Augen sieht,' wie 
die Gebiete mit positiven und negativen Funktionswerten abwechseln. 
Es ist natiirlich auBerst interessant, dies bis zu numerischen Einzel­
heiten zu untersuchen, insbesondere zu sehen, wie die positiven und nega­
tiven Gebiete der verschiedenen Kugelfunktionen iibereinandergreifen. 

Aus so1chen osziIlierenden Funktionen baut sich die Reihe auf, die 
wir untersuchen. Es fragt sich, wie genau die Funktion f (U, qJ) in einzelnen 
Punkten approximiert wird, d. h. ob wir den Fehler abschatzen konnen. 

Dariiber berichte ich nur: 
Der Fehler, d. h. die Differenz zwischen der darzustellenden Funktion 

und der endlichen Summe laBt sich an jeder Stelle in geschlossener Form 
durch ein iiber die Kugel erstrecktes Integral angeben, wieder genau 
entsprechend dem, was uns von der Fourierschen Reihe her bekannt ist. 

Die betreffende Abschatzung findet sich in den Lehrbiichern, nur daB 
dort oft einseitig das Gewicht darauf gelegt wird, zu zeigen, daB bei un­
endlich wachsendem n in dem Falle, daB f (x, y) eine "verniinftige" Funk­
tion ist, dieser Rest gegen Null konvergiert, wahrend es in der Praxis 
darauf ankommt, den Rest fiir endliches n numerisch abzuschatzen2). 

1) [Nach dem griechischen Worte fiir "vier"]' 
2) [Die unendlichenReihen, die bei der Entwicklung nachKugelfunktionen ent­

stehen, zeigen in vieler Hinsicht ahnliches Verhalten wie die unendlichen Fourier­
schen Reihen. Man vgl. L. Fejer, Uber die Laplacesche Reihe, Math. Ann. Ed. 67 
(1909), S. 76-109, und die beiden Arbeiten von H. Weyl iiber die Gibbssche Er­
scheinung in derTheorie der Kugelfunktionen in Ed. XXIX (1910), S. 308-323, und 
Ed. XXX (1910), S. 337-407, der Rendiconti dellircolo Matematico di Palermo.] 
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Wie weit man da mit dem n zu gehen hat, d. h. wieviel Glieder der 
Kugelfunktionenentwicklung man gegebenenfalls gebraucht, urn die 
fUr jeden praktischen Fall ausreichende Genauigkeit zu bekommen, 
das geht in keiner Weise aus unserer theoretischen Entwicklung hervor 
und kann nur jeweils von Fall zu Fall entschieden werden. 

Als beriihmtes Beispiel fiihre ich die Arbeit von GaufJ aus dem Jahre 
1839 an: Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus (Resultate aus den 
Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1838 = Werke 
Bd. 5, S. 121-193). Dort wird das Potential V der erdmagnetischen 
Kraft, dessen partielle Ableitungen 

oV = X jJ~ = y ox ' oy , 
oV -Z 
02 - ~ 

die Kraftkomponenten geben, nach Kugelfunktionen bis zur vierten 
Ordnung numerisch ber.echnet (wobei es sich urn 24 Koeffizienten han­
delt, da eine additive Konstante beim Potential nicht in Betracht 
kommt). 

Diese Rechnungen sind seit1839 verschiedentlich mit besserem Be­
obachtungsmaterial wiederholt worden, besonders von Neumayer in 
Hamburg!). Es zeigt sich hierbei, daB die Annaherung mit Kugel­
funktionen bis zur vierten Ordnung ein Gesamtbild gibt, welches durch­
aus gut ist, und daB dieses Gesamtbild nicht besser wird, wenn man zu 
den Kugelfunktionen fiinfter Ordnung fortschreitet. GaufJ hat hier, 
wie iiberall, ein hohes FeingefUhl fiir die Bediirfnisse der Praxis gehabt. 
Auch die Durchfiihrung der Rechnung im einzelnen ist hochinteressant. 

1) Unter Mitwirkung insbesondere von Ad. Schmidt. [Genauere Literatur­
angaben findet man in dem Referat von Ad. Schmidt iiber Erdmagnetismus, 
Enzykl. der math. Wiss. VI 1, 10, Nr. 20.] 



Zweiter Teil. 

Freie Geometrie ebener Kurven. 
Wir wenden uns nunmehr zum zweiten Hauptteile dieser Vorlesung, 

den ich "freie Geometrie ebener Kurven" uberschreibe. Der Zusatz 
"frei" soIl bedeuten, daB es sich nicht urn Definitionen und Entwick­
lungen handelt, die an die Wahl eines festen rechtwinkligen Koordi­
natensystems gebunden sind, wie es die bisherigen Betrachtungen uber 
den Funktionsbegriff vorwiegend waren. Aus Grunden der Raum­
ersparnis beschranken wir uns auf die Behandlung der ebenen Kurven. 

Es ergibt sich wieder von selbst die Zweiteilung in prazisionsmathe­
matische und approximationsmathematische Betrachtungen. Wie bis­
her werden wir unsere Dberlegungen an die Ideenbildungen der analy­
tischen Geometrie anschlieBen, d. h. der Geometrie, die sich (auf Grund 
der geometrischen Axiome) explizit auf den Zahlbegriff stutzt, im 
Gegensatz zur synthetischen Geometrie, die auf Grund derselben Axiome 
an den. Figuren selbst operiert. Zu unserer Art der Behandlung liegt 
an sich keine sachliche Notwendigkeit vor. Man konnte aIle Fragen, 
die ich im folgenden zu beruhren habe, auch von seiten der synthetischen 
Geometrie fassen, aber einmal wurde dabei der Ausblick auf andere 
Gebiete der Mathematik, die von den Synthetikern noch nicht bearbeitet 
sind, verlorengehen, und andererseits liegen die betreffenden Unter­
suchungen in der Literatur fast ausschlieBlich in analytischer Form vor. 

Das Verhaltnis von Analysis und Geometrie ist hier im Prinzip kein 
anderes als im erst en Teil: Wir prazisieren die geometrischen Ideen, 
indem wir sie mit analytischen Entwicklungen begleiten, und wir be­
leben die Analysis durch den Hinblick auf die geometrischen Figuren. 

I. Prazisionsgeometrische Betrachtungen zur eben en 
Geometrie. 

Wir beginnen mit den prazisionsgeometrischen Betrachtungen. Es 
wird sich dabei urn Dinge handeln, fUr we1che die Mengenlehre grund­
legend ist. Durch folgende ZusammensteIlung sei an die einfachsten 
hierhergehOrigen Definitionen erinnert: 

1. Die Koordinaten x, y- eines Punktes sind Zahlen im Sinne des 
modernen Zahlbegriffs, d. h. fUr uns definiert als endliche oder unend­
liche Dezimalbruche mit positivem oder negativem Vorzeichen. 
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2. Eine Menge solcher Punkte wird, wenn sie unendlich ist, an sich 
Objekt einer eingehenden mathematischen Untersuchung. Dabei er­
geben sich sehr bemerkenswerte Unterscheidungen1): 

a) Eine unendliche Punktmenge (x, y) kann abziihlbar sein oder nicht. 
Sie heiBt abzahlbar, wenn es auf irgendeine Art moglich ist, ihre Ele­
mente den natiirlichen Zahlen umkehrbar eindeutig zuzuordnen. 

b) Unter einem Intervall versteht man die Gesamtheit der Punkte, 
die im Innern eines Rechtecks liegen, dessen Seiten den Koordinaten­
achsen parallel sind. Will man besonders betonen, daB die Punkte des 
Rechtecksrandes nicht zum Intervall gehoren, so spricht man von einem 
o//enen Intervall. In dem anderen Falle, wo die Randpunkte mit zum 
Intervall gerechnet werden, heiBt das Intervall abgeschlossen. Bei der 
Gesamtheit der Punkte eines beliebig berandeten Ebenensttickes spricht 
man von abgeschlossenem Bereich und offcnem Bereich (= Gebiet) [vgl. 
S. 85 2)J. 

c) Eine unendliche Punktmenge (x, y) heiBt beschriinkt, wenn die 
Koordinaten aller ihrer Punkte dem absoluten Betrage nach unterhalb 
einer festen positiven Zahl bleiben. 

d) Ein Punkt P(x, y) ist Hiiufungsstelle einer gegebenen unendlichen 
Punktmenge, wenn in jedem noch so kleinen Intervall (Bereich) der 
x y-Ebene, das Pals Innenpunkt enthalt, unendlich viele Punkte der 
Menge liegen. Es gilt der Satz: 

] ede unendliche Punktmenge (x, y), die beschriinkt ist, besitzt min­
destens eine H iiufungsstelle. 

e) 1st P Haufungsstelle einer Punktmenge, so kann P selbst zur 
Menge gehoren oder nicht. Enthalt eine Punktmenge ihre samtlichen 
Haufungsstellen, so heiBt sie abgeschlossen. 

f) Eine Punktmenge heiBt in sich dichl, wenn jeder ihrer Punkte 
Haufungsstelle der Menge ist. 

g) Eine Punktmenge heiBt perfekt, wenn sie abgeschlossen und in 
sich dicht ist. 

h) Eine Punktmenge liegt in einem Intervall (Bereich) I der xy-Ebene 
uberalZ dicht, wenn in jedem Teilintervall (Teilbereich) von I unendlich 
viele Punkte der Menge liegen. Die Menge aller rationalen Punkte der 
xy-Ebene ist z. B. in jedem Intervalle dieser Ebene tiberall dicht. 1st 
die Menge in keinem Teilintervall (Teilbereich) von I uberall dicht, so 
heiBt sie nirgends dicht in I. 

1) [An Literatur kommen fUr das Folgende vor allem in Betracht: 1. Der 
bereits erwahnte Enzyklopadieartikel II C 9 von A. Rosenthal. - 2. Jordan, C.: 
Cours d'Analyse, 3. Auf I., Bd.1. Paris 1909. - 3. Hausdorff, F.: Grundziige der 
Mengenlehre, 2. Auf I. Leipzig 1927. - 4. CaratModory, C.: Vorlesungen fiber 
reelle Funktionen, 2. Aun. Leipzig und Berlin 1927. - 5. Hahn, H.: Theorie der 
reellen Funktionen Bd. 1. Berlin 1921.] 

2) [Fiir die genauere Behandlung des Begriffes "Bereich" vgI. S. 114-116.] 
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Sie sehen, es sind dies lauter Begriffsbildungen, die an sieh leieht 
aufzufassen sind, deren Wiirdigung und Verstandnis aber erst aus der 
Besehaftigung mit konkreten Beispielen erwaehst. 

Ieh moehte Ihnen nun von vomherein die Uberzeugung erweeken, 
daB es sieh beim Studium der Punktmengen urn eeht geometrisehe 
Fragestellungen handelt. Statt also Beispiele zu betraehten, die man 
sieh, wie es sonst wohl gesehieht, seheinbar willkiirlieh arithmetiseh zu­
reehtmaeht und die dadureh den Eindruek des Kiinstliehen hervorrufen, 
wollen wir ein geometrisches Erzeugungsprinzip einer Punktmenge be­
nutzen, welches sieh in der Theorie der automorphen Funktionen ent­
wickelt hat. 

Wir betrachten zunachst die Trans/ormation durch reziproke Radien 
oder die Inversion am Kreise. 

Es sei ein Kreis vom Radius e gegeben und ein Punkt p auBerhalb 
des Kreises. Dann gibt das in der Formel rr' = e2 ausgedriickte Gesetz 

Abb.56. 

der Inversion einen Punkt p' im Innem des 
Kreises, den man den zu p inversen Punkt 
nennt (vgl. Abb. 56). Diese Transformation 
durch reziproke Radien nennt man gelegent­
lich auch "Spiegelung am Kreise"; dies ist 
aber np.r cum grano .salis zu verstehen, weil 
wir keineswegs etwa das Gesetz der optischen 
Spiegelung am Konvexspiegel haben. Nur 
wenn der Kreis in die gerade Linie ausartet, 
haben wir direkt Spiegelung im optischen 
Sinne. 

Von dieser Transformation setze ich die Eigenschaft, Kreise stets 
wieder in Kreise zu transformieren und dabei die GroBe der Winkel, 
unter denen sich die Kreise schneiden, zu erhalten, ihren Sinn aber 
umzukehren, als bekannt voraus. Dabei ist hervorzuheben, daB die Ge­
rade mit zu den Kreisen gerechnet wird und einfach als Kreis mit un­
endlich groBem Radius anzusehen ist. Das Unendliche erscheint als 
einzelner Punkt; die Geraden sind diejenigen Kreise, die durch den 
Punkt co gehen. Man kann die Beziehung zwischen p und p' aueh 
dadurch definieren, daB man sagt: p und p' sind die gemeinsamen 
Punkte eines Biischels von Kreisen, welche den Grundkreis K orthogonal 
sehneiden. Diese Definition hat den Vorzug, nur mit Elementen zu 
operieren, welche bei irgendwelcher weiteren Inversion invariant sind. 

In der Theorie der automorphen Funktionen werden belie big viele 
derartige Transformationen miteinander kombiniert. Nehmen Sie fol­
gendes Beispiel: Es seien drei einander ausschlieBende Kreise K I , K 2 , 

Ks und in dem dem AuBeren der drei Kreise gemeinsamen Bereiche ein 
Punkt p gegeben. Wir konstruieren die zu p inversen Punkte PI' P2' P3 
und .gehen von diesen Punkten aus weiter, indem wir sic ebenfalls an 
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den gegebenen Kreisen spiegeln usw. Symbolisch bezeichnen wir die 
verschiedenen so entstehenden Punkte durch 

(p) 5r' 5~2 53' 5f· 5:' 5~3 ... , 

wobei 51' 52' 53 die Spiegelungen an den Kreisen K 1 , K 2 , K3 und 
iXv, fl,., ... , ganze Zahlen bedeuten, die angeben, wie viele Male hinter­
einander eine der Transformationen auszufuhren ist. Da jede Inversion 
eine involutorische Transformation ist, stellen 5i, 5~, 5~ immer die 
identische Transformation dar, und es genugt, die Zahlen iX,., fl,,, ... 
auf die Werte 0 und 1 einzuschranken. Die Frage ist: Wie konnen 
wir uns von der 
Menge der so ent­
stehenden Punkte 
ein Bild machen? 
Welche Haufungs­
stellen hat sie? 

Wir beschiittigen 
uns im jolgenden 
also mit einer Menge 
solcher Punkte, die 
aus einem gegebenen 
Punktpdadurchher­
vorgehen, dafJ man 
drei bestimmte I n­
versionen in irgend­
welcher Kombination 
aut ihn anwendet, 
dafJ man also aUf 

Abb·57. 

ihn die ganze Gruppe der "Transformationen" anwendet, die aus unseren 
drei "Erzeugenden" erwiichst. Wir nennen die betreffenden Punkte kurz 
zu p iiquivalente Punkte. 

Sollte jemand einwenden, diese Fragestellung sei trotz ihrer rein 
gebmetrischen Forni immer noch sehr kiinstlich, so ist zu erwahnen, daB 
die in Rede stehende Punktmenge von W. Thomson und B. Riemann 
schon urn das Jahr 1850 bei Aujgaben der Elektrostatik betrachtet wor­
den ist. Studiert man namlich das Gleichgewicht der Elektrizitat auf 
3 Rotationszylindern mit parallel gestellten Achsen (deren Normal­
schnitt unsere ebene Figur wird), so fUhrt die "Methode der elektrischen 
Bilder" genau zur Erzeugung und zum Studium unserer Punktmenge. 

Wir wollen die Aufgabe zunachst fUr den einfacheren Fall in Angriff 
nehmen, daB nur zwei sich ausschlieBende Kreise K 1 und K2 gegeben 
sind (vgl. Abb. 57); die zugehorigen Inversionen nennen wir 51 und 52 ' 

Ein erster Kunstgriff ist, daB wir nicht einen einzelnen Punkt p, 
sondern die samtlichen Punkte des dem AuBeren der Kreise gemein-
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samen Bereiches, den wir mit 1 bezeichnen, fortgesetzt den Operationen 5 I 
und 52 unterwerfen. Die dabei entstehenden Bereiche nennen wir zu 1 
(und damit auch zueinander) aquivalent; wir werden sehen, daB sich 
diese Bereiche liickenlos aneinanderfiigen, ohne irgendwo iibereinander­
zugreifen, wobei schlieBlich die ganze Ebene bis auf zwei Punkte a l 

und a2 iiberdeckt wird, die wir als Grenzpunkte bezeichnen wollen. 
Die Ubersicht iiber die Menge untereinander aquivalenter Punkte ist ge­
wannen, sa bald wir erst die Obersicht iiber diese untereinander aquivalenten 
Bereiche haben. Denn irgendein Punkt p des Ausgangsbereiches wird 
in jedem einzelnen der aquivalenten Bereiche seinerseits einen und nur 
einen aquivalenten Punkt haben. 

Zu dem Bereich 1 ergeben sich dUTCh Anwendung der Spiegelungen 
51 und 52 zunachst zwei neue Bereiche, die wir selbst 51 und 52 nennen. 
5 1 legt sich liickenlos langs Kl an 1 an und ist seinerseits nach innen hin 
von einem neuen Kreise begrenzt, der in der Abbildung K~ genannt ist, 
weil er das (durch 51 entstehende) Bild des Kreises K2 ist. Genau so 
legt sich an 1 der Bereich 52 mit dem innern Begrenzungskreis K~ an. 

]etzt handelt es sich urn Konstruktion weiterer zu 1 aquivalenter 
Bereiche und schlieBlich der Gesamtheit dieser Bereiche. Zu dem Zwecke 
wollen wir zunachst einmal die Bereiche 51 und 52 je an ihrem innern 
Begrenzungskreise spiegeln, also 51 an K~, 52 an Ki. Ich behaupte, 
daB die neuen Bereiche, die sich glatt in die "Offnungen" hineinlegen. 
welche die Bereiche 51 und 52 darbieten, aus 1 dUTCh einfache Kom­
bination der Operationen 51' 52 hervorgehen, also ZUT Serie der von 
uns gesuchten aquivalenten Bereiche gehoren. 

In der Tat, betrachten wir die Spiegelung an K~. Zwei Punkte, die 
in bezug auf K~ invers liegen, gehen vermoge 52 aus zwei solchen Punkten 
hervor, die in bezug auf Kl invers liegen. Denn jene sind die Basis­
punkte eines zu K~ orthogonalen Kreisbiischels, und also sind die beiden 
Punkte, aus denen sie vermoge 52 hervorgehen, Basispunkte eines. 
Kreisbiischels, das zu demjenigen Kreise orthogonal ist, aus dem K{ 
vermoge 52 hervorgeht, d. h. ZU K l . Der Bereich, welcher aus dem 
Bereiche 52 dUTCh Inversion an K~ entsteht, laBt' sich daher auch so 
erzeugen, daB man den Bereich 1 dUTCh die Operation 51 in den Bereich 
51 verwandelt und dann auf diesen die Operation 52 anwendet. Der 
neue Bereich wird also durch 5 1 5 2 zu bezeichnen sein und gehort in der 
Tat zur Serie der von uns gesuchten, zu 1 "aquivalenten" Bereiche. -
Genau so wird der Bereich, der sich aus 51 dUTCh Spiegelung an K~ 
ergibt, mit 5 25 1 zu bezeichnen sein. 

In der so geschilderten Konstruktion liegt nun iiberhaupt das Fart­
setzungsprinzip, dessen wir uns zur Erzeugung immer neuer zu 1 aqui­
valenter Bereiche bedienen werden. Wir werden y"eden neu gewannenen 
Bereich (jetzt also zunachst die Bereiche 5152 und 525 1) immer wieder 
an seinem inneren Begrenzungskreise spiegeln. Solcherweise entstehen 
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(rechts in Abb. 57) einerseits die llickenlos aufeinanderfolgenden, inein­
andergeschalteten Bereiche 52' 5 152, 525 152, 51525152, ... , anderer­
seits (links in Abb. 57) die ebenso aufeinanderfolgenden 51' 5251, 
5 15251, ... , die sich auf die zwei schon genannten Grenzpunkte a 1 

und a2 unbeschrankt zusammenziehen. 
Dnd nun ist das Schone, daB die solcherweise durch unser Fort­

gangsprinzip gelieferten Bereiche die Gesamtheit der gesuchten unter­
einander aquivalenten Bereiche erschOPlen. In der Tat kommt ja jede 
Zusammenstellung, die wir aus den Symbolen 51 und 52 durch Wieder­
holung bilden konnen, mit Rlicksicht darauf, daB 5i = 1 und 5~ = 1 
ist, auf eine bloBe Aufeinanderfolge abwechselnder 51' 52 hinaus, und 
jede derartige Aufeinanderfolge findet sich als Benennung fUr eines 
der durch unser Fortgangsprinzip erzeugten Gebiete wieder. Endet 
die Aufeinanderfolge, die wir betrachten mogen, mit 52' so findet sich 
das zugehorige Gebiet in Abb. 57 rechter Hand, sonst linker Hand. 

Wir haben in der durch unser Fortgangsprinzip erzeugten Figur 
also die Gesamtheit der untereinander aquivalenten Bereiche vor uns 
und damit auch einen Uberblick liber die Gesamtheit der zu p aqui­
valenten Punkte. Wir bemerken gleichzeitig, daB die Gesamtfigur nicht 
nur in bezug auf Kl und K 2 , sondern in bezug auf jeden einzelnen 
Kreis, langs des sen zwei Nachbargebiete aneinander grenzen, also z. B. 
in bezug auf K~ oder in bezug auf K~, sich selbst invers ist. Der Beweis 
moge hier fUr den Kreis K~ gefUhrt werden. Durch die Inversion an 
K~ entsteht, wie wir wissen, aus dem Gebiete 52 das Gebiet 5152, 
Die Inversion an K~ hat also ihrerseits das 5ymbol 5;15152, oder, was 
wegen 5~ = 1 dasselbe ist, 525 1 52, Will ich nun diese Operation auf 
irgendeinen der von uns erzeugten Bereiche anwenden (der selbst durch 
irgendeine Aufeinanderfolge der Symbole 5 1 ,52 gegeben ist), so habe 
ich dieser Aufeinanderfolge einfach die Buchstabenfolge 525 1 5 2 hinzu­
zusetzen, wodurch, wie ersichtlich, die Benennung eines anderen, ohne­
hin in un serer Figur vorhandenen Bereiches entsteht. Hierin liegt der 
Beweis. Mit dem so bewiesenen Satze haben wir zugleich eine Verall­
gemeinerung unseres F ortgangsprinzipes. 

Wir hatten bisher den Kreis K~ nur so benutzt, daB wir an ihm den 
angrenzenden Bereich 52 spiegelten und dadurch den gieichfalls an­
grenzenden Bereich 5 1 5 2 gewannen. Wir konnen offenbar ebensowohl 
die samtlichen drei schon vorher konstruierten Bereiche, namlich die 
nebeneinanderliegenden Bereiche 52' 1,51 , gleichzeitig an K~ spiegeln 
und erhalten dadurch mit einem Schlage drei neue Bereiche, namlich 
5152, 525152, 5 1 525 1 52, Dann haben wir im ganzen .sechs nebenein­
anderliegende Bereiche, und diese konnen wir dann aIle sechs gleichzeitig 
an dem inneren Begrenzungskreise von 5 1 52515 2 spiegeln, urn mit 
einem 5chlage sechs neue Bereiche zu haben usw. Ich nenne dieses Ver­
fahren das erweiterte Fortgangsprinzip. 
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Die hiermit geschilderten Beziehungen, welche man an einer Figur 
ins einzelne verfolgen mage, geben uns nunmehr das Mittel, urn auch in 
den schwierigeren Fallen zurechtzukommen, in denen Inversionen an 
mehr als zwei gegebenen Kreisen unbegrenzt oft miteinander kombiniert 
werden sollen. Wir betrachten zunachst den Fall unserer urspriinglichen 
Aufgabe, der sich auf drei einander ausschlieBende Kreise K 1 , K 2, K3 
bezog. 

Wir nehmen speziell den Kreis K3 als Gerade an (vgl. Abb. 58). 
Urn ein von den Kreisen K 1 , K2 und der Geraden K3 gemeinsam einge­

grenztes Gebiet 1 
zu erhalten, miis­
sen offenbar K 1 

und K2 entweder 
beide links oder 
beide rechts von 
K3 liegen. Wir 
unterwerfen das 
Gebiet 1 den In­
versionen an K l' 
K 2, K3 und erhal­
ten die Bereiche 
51' 52' 53 mit je 
zwei inneren Be­
grenzungskreisen 
K~, K; usw. Un­
ser Fortgangs­

prinzip erfordert jetzt, daB wir jeden der neuen Bereiche 5 1 ,52,53 an 
den Kreislinien, durch welche er nach innen begrenzt ist, weiterspiegeln. 
Es entsteht jeweils ein neuer Bereich, wieder mit zwei inneren Begren­
zungslinien. An diesen spiegeln wir abermals und so fort ins Unendliche. 
Es wird so die ganze Ebene "einfach" mit unendlich vielen untereinander 
aquivalenten Bereichen iiberdeckt bzw. mit lauter Mengen von un end­
lich vielen unter sich aquivalenten Punkten, mit Ausnahme der Grenz­
punkte, denen die Offnungen der jeweils konstruierten Bereiche, indem 
sie unbeschrankt kleiner und zahlreicher werden, zustreben. Es ent­
steht die Frage: WaslaBt sich iiber die Menge der Grenzpunkte noch 
Verniinftiges aussagen, nachdem die Vorstellungskraft schon nach 
wenigen Inversionen ermiidet? 

Zunachst fasse ich noch einmal das Wesentliche in drei Nummern 
zusammen: 

1. Nicht einen einzelnen Punkt p, sondern den ganzen Bereich 1 
(Fundamentalbereich) unterwerfen wir den Transformationen. 

2. Die Vervielfaltigung unseres Ausgangsbereiches geschieht am 
besten so, daB man jeden neu erhaltenen Bereich oder auch die ganze 
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bis dahin erhaltene Figur immer wieder an den freien kreisformigen 
Begrenzungslinien, die er darbietet, spiegelt. (Ursprtingliches und er­
wei tertes F ortgangsprinzi p) . 

3. Die ganze Ebene wird solcherweise mit unendlich vielen Bildern 
des Ausgangsbereiches, die sich ltickenlos aneinanderschlieBen, voll­
sHi.ndig bedeckt, bis auf die Grenzpunkte, denen man bei Fortsetzung 
unserer Konstruktion zustrebt. 

Man konnte nattirlich auch vier, ftinf oder mehr Ausgangskreise 
annehmen. Da tritt dann aber eine Verwicklung ein, die ich jetzt be­
zeichnen will. Oder vielmehr: ich will hervorheben, daB unsere auf 
3 Kreise beztigliche Figur noch einen gewissen Charakter der Einfachheit 
besitzt. 

Drei Kreise haben bekanntlich einen und nur einen Orthogonalkreis, 
und dieser gemeinsame OrthogonaIkreis geht bei den Inversionen 
51, 52, 53 in sich selbst tiber, weil er der einzige Orthogonalkreis ist. 
Er geht daher auch bei allen Kombinationen dieser Inversionen in sich 
selbst tiber. Es folgt, daB alle die unendlich vielen Kreise, die aus drei 
Ausgangskreisen durch Inversion entstehen, auf dem festen Orthogonal­
kreis senkrecht stehen, daB sich also aIle Bereiche, die aus dem Funda­
mentalbereiche erwachsen, gleichsam auf den Orthogonalkreis sttitzen, 
d. h. sie durchsetzen ihn und sind in bezug auf den Orthogonalkreis 
selbst symmetrisch. Die Bereiche "reihen" sich entlang dem Ortho­
gonalkreis "aneinander". Infolgedessen sind alle die Grenzpunkte, 
von denen wir reden, auf der Peripherie des gemeinsamen Orthogonal­
kreises angeordnet. Das ist nun insofern sehr beruhigend, weil wir auf 
diese Weise sozusagen einen Halt zur Beurteilung der Lage der Grenz­
punkte haben. 

Gehen wir nun aber zu vier und mehr sich nicht schneidenden 
Kreisen tiber, die so liegen, daB sie einen gemeinsamen Bereich 
umgrenzen, so kann im besonderen allerdings auch hier ein Ortho­
gonaIkreis existieren, so daB dann die Grenzpunkte das namliche Ver­
halten zeigen. 1m allgemeinen existiert er aber nicht, so daB es 
keinen Ariadnefaden gibt, der uns mit Sicherheit durch das Labyrinth 
der aquivalenten Bereiche und ihrer Grenzpunkte hindurchfiihren 
konnte. 

Nun wollen wir aber auch im allgemeinen FaIle etwas tiber die 
Mannigfaltigkeit der Punkte aussagen. Zunachst wiederhole ich, daB 
eine raumlich konkrete Vorstellung des Resultates schon bei n = 3 
und urn so mehr bei n > 3 unmoglich ist; unsere Vorstellungskraft 
findet gar bald an den ersten Inversionen ihre Schranken1), und es gelten 

1) Es ist dies ein besonders schiines Beispiel fiir meine Behauptung, daB die 
Gegenstande der Prazisionsgeometrie jenseits unseres Vorstellungsvermiigens 
liegen. 
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auch fUr un~ hier vor dem Unendlichen stehend die Worte Schillers 
("Die GraBe der Welt"): 

Senke nieder 
Adlergedank' , dein Gefieder! 
Kuhne SegJerin, Phantasie, 
Wirft ein mutloses Anker hie. 

Aber urn so bewundernswerter ist es, daB man, auf begrilfliche 
Definition unserer Punktmenge sich sttitzend, tiber sie tatsachlich etwas 
aussagen kann. Dies ermaglicht zu haben, ist das besondere Verdienst 
von G. Cantor (1845-1918), der zum erst en Male auch das Unendliche 
als soIches den mathematischen Uberlegungen zu unterwerfen lehrte. 

Es sei der nebenstehend gezeichnete Kreis (Abb. 59) ein Begrenzungs­
kreis unserer Abbildung, in den aIle Details der AuBenfigur hineingespiegelt 

A bb. "9. 

Abb. (I). 

werden. Es ist klar, daB nicht das ganze lnnere des 
Kreises mit Grenzpunkten ausgefUllt ist, sondern 
daB in ihm zunachst neue von Grenzpunkten freie 
Bereiche mit neuen kreisfarmigen Begrenzungen Platz 
finden. Wir schlieBen, daB man keinen endlichen 
Bereich, auch kein endliches Sttick einer Kurve an­
geben kann, die tiberall dicht mit Grenzpunkten be­
setzt waren. Wir kommen also zu unserem ersten 
SchluB: 

1. Aus unserem Fortgangsprinzip ergibt sich, dafJ 
die Menge der Grenzptmkte nirgends dicht liegt. 

Wir nehmen nunmehr einen Grenzpunkt heraus 
und umgeben ihn mit einem kleinen Begrenzungs­

kreis (Abb. 60). Dann ist klar, daB man, da die ganze AuBenfigur in 
diesen Kreis hineingespiegelt wird, mit unendlich vielen Grenzpunkten 
in diesen Begrenzungskreis hinein. und somit unserem anfanglichen 
Grenzpunkt beliebig nahe kommt, d. h. jeder Grenzpunkt unserer Ab­
bildung ist selbst eine Haufungsstelle unendlich vieler Grenzpunkte. 

Die Menge der Grenzpunkte ist daher in sich dicht. 
Wir wollen noch untersuchen, ob diese Menge vielleicht sagar perfekt 

ist, ob sie also alleihre Haufungsstellen enthalt. Es sei peine Haufungs­
stelle von Grenzpunkten. Dann befinden sich in jeder noch so kleinen 
Umgebung von p Grenzpunkte. Wir kommen nun so fort zu einem 
Widerspruch, wenn wir annehmen, daB p nicht selbst Grenzpunkt ist. 
Der Punkt p liegt dann namlich entweder im lnnern oder auf dem innern 
Begrenzungskreis irgendeines der aquivalenten Bereiche, der B heiBen 
mage. 1m ersten FaIllaBt sich urn peine Umgebung angeben, die nur 
innere Punkte von B enthalt, also im Widerspruch zu unserer Annahme 
keine Grenzpunkte aufweist. 1m zweiten FaIle spiegeln wir B an seinem 
inneren B egrenzungskreis und erhalten eine aus lnnen- und Randpunkten 
des Bereiches B und seines Spiegelbildes bestehende Umgebung, die 
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ebenfalls - im Widerspruch zu unserer Annahme - von Grenzpunkten 
frei ist. Wir gewinnen so den Satz: 

2. Die Menge der Grenzpunkte ist per/ekt. 
Die Satze 1. und 2., nach unserer am Endlichen gebildeten Ge­

wahnung scheinbar unvertraglich, schlieBen sich hier, wo wir es mit 
unendlichen Punktmengen zu tun haben, nicht aus. 

Wir fragen weiter nach der Miichtigkeit der Grenzpunkte. Der einzelne 
Grenzpunkt ist vollstandig durch eine unendliche Aufeinanderfolge der 
Ziffern 1, 2, 3 charakterisiert, die nur so gebildet ist, daB zwei be­
nachbarte Ziffern nie einander gleich sind. 

Nun ist die Frage: Wieviel solcher unendlicher Folgen gibt es? 
Die Machtigkeit aller dieser Kombinationen von drei Zahlen ist, 

was ich nicht noch weiter auseinanderlegen will, so graB wie die Machtig­
keit aller dyadischen Brliche, d. h. aller Brliche, die nach Potenzen 
von t fortschreiten. Wir kommen somit auf die Miichtigkeit des 
Kontinuums. 

Sie sehen, wie wir schon bei dem allereinfachsten Beispiele auto­
morpher Figuren die wunderschallsten Eigenschaften der Mengen bei­
einander haben! 

Die Theorie der automorphen Funktionen fiihrt dazu, noch sehr vie! 
kompliziertere Figuren als die jetzt von uns besprochenen zu betrachten 
(vgl. die zahlreichen Abbildungen in Fricke-Klein: Theorie der auto­
morphen Funktionen Bd. 1, S.428ff. Leipzig 1897). Uberhaupt treten 
unendliche Mengen von Punkten oder sonstigen Gebilden, die die Geo­
metrie betrachtet, immer notwendig ein, sobald man in die Geometrie 
die Idee des gesetzmaBig unendlich fortschreitenden Konstruktions­
prazesses einfiihrt. Das heiBt aber, daB die Mengenlehre nicht nur fiir 
geometrische Figuren der Theorie der automorphen Funktionen, son­
dern genau so flir zahlreiche andere Teile der Geometrie ihre grund­
legende Bedeutung besitzt. 

Ferner aber: Alles dieses ist natlirlich Prazisionsmathematik. In 
der Approximationsmathematik geht das hier Charakteristische voll­
stii.ndig verloren. 

Drittens will ich der Hoffnung Ausdruck verleihen, daB die Mengen­
lehre, sowie sie der Geometrie ihre Hille bietet, auch umgekehrt durch 
letztere neue Farderung erhalten mage. Oft erscheinen die Beispiele, 
welche die Mengentheoretiker heranbringen, als etwas Klinstliches, 
wahrend wir doch, von der Geometrie ausgehend, wie wir sahen, auf 
bequemem Wege zu echten Fragen der Mengenlehre gefiihrt werden. 
Die Geometrie ist da noch der wunderbarsten Weiterbildungen fahig1)! 

1) [In neuerer Zeit ist die Mengenlehre fiir den Zweig der Geometrie. der als 
Topologie bezeichnet wird. sowohl in Hinsicht auf die exakte Begriindung als auch 
fiir die Weiterbildung von ausschlaggebender Bedeutung geworden. Ferner hat die 
Mengenlehre bei Untersuchungen iiber abwickelbare Flachen. iiber Minimal-

Klein, Elementarmathematik III. 8 



114 Freie Geometrie ebener Kurven. 

Die nachstliegende weitere Frage, die auch wieder auf dem Boden 
der Funktionentheorie erwachsen ist und fUr die zuerst Weierstraf3 in 
seinen Vorlesungen eine Antwort notig hatte, ist: 

Wann werden wir eine zweidimensionale Punktmenge, d. h. eine Menge 
der Ebene ein Kontinuum (oder auch: Bereich) nennen? 

Als einfachstes Beispiel bietet sich fUr das, was wir ein Kontinuum 
in der Ebene nennen, die Gesamtheit der Punkte im Innern eines 
Kreises oder Rechtecks dar, wobei wir jetzt durch Verabredung die 
Randpunkte von der Menge selbst ausschlieBen wollen. 

flachen, bei der Theorie der endlichen kontinuierlichen Gruppen, bei Unter­
suchungen uber Vektorfelder und konvexe Gebilde Anwendung gefunden. Man 
findet die hierhergeharige Literatur in dem schon wiederholt angefuhrten Enzyklo­
padieartikel Rosenthal auf S. 1013 iJ-ngegeben. 

Es erscheint unumganglich, die auf S. 114-127 gemachten Ausfiihrungen durch 
den Hinweis auf eine der neuesten Erkenntnisse der mengentheoretischen Topologie, 
die Entdeckung eines im Gegensatz zu allen fruheren Definitionen genugend 
weiten und doch der naiven Anschauung vallig entsprechenden prazisen Begriffs 
der Dimension, zu erganzen. Diese Entdeckung' haben erst in neuester Zeit un­
abhangig voneinander und fast gleichzeitig Karl Menger aus Wien und Paul 
Urysohn (1898-1924) aus Moskau gemacht, nachdem schon Henri Poincare in 
seinem Aufsatz "Pourquoi l'espace a trois dimensions" (Revue de Metaphysique 
et de Morale 20 (1912), S.484, abgedruckt in den "Dernieres Pensees") den Weg 
zur Lasung des 2000 Jahre alten, bereits in dem Anfang der Elemente Euklids 
auftretenden Problems angedeutet hatte. Dieser neue Dimensionsbegriff gab den 
AnstoB zu einer ausgedehnten Theorie, deren Hauptresultate bislang aber erst 
zum Teil eine ausfuhrliche Darstellung erfahren haben, und zwar durch P. Urysohn 
in dem groBen "Memoire sur les Multiplicites Cantoriennes" (Fundamenta Mathe­
maticae Bd. VII. 1925 und Bd. VIII. 1926; Fortsetzung in den Verhandelingen 
der Amsterdamer Akademie 1927), durch K. Menger in zahlreichen Arbeiten 
in den Wiener Monatsheften fur Mathematik und Physik und den Amsterdamer 
Proceedings. Nahere Nachweise hierfiir findet man z. B. in den FuBnoten des im 
36. Band des Jahresberichtes der Deutschen Mathematikervereinigung (S. 9ff. der 
schragen Paginierung) skizzierten Vortrags. Weitere ki.lrzere Ubersichten des aus­
gedehnten Ideenkreises liegen vor in dem von Menger selbst verfaBten "Bericht 
uber die Dimensionstheorie" (J ahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung 
Bd.35 (1926), S. 113-150) sowie in den beiden Arbeiten P. Alexandro!!, Dar­
steHung der Grundzuge der Urysohnschen Dimensionstheorie, Math. Ann. Bd. 98 
(1927), S. 31-63, und W. Hurewicz: GrundriB der Mengerschen Dimensionstheorie, 
ebenda Bd. 98 (1927), S.64-88. 

Die erwahnte Definition grundet sich auf den Umgebungsbegriff (vgl. F. Haus­
dorff: Grundzuge der Mengenlehre, 2. Aufl., S. 228) und ist die logische Abstrak­
tion der anschaulich evidenten Tatsache, daB man zur Herausnahme eines Punktes 
samt kleiner Umgebung aus einem dreidimensionalen Karper eine zweidimensionale 
Flache, aus einer zweidimensionalen Flache eine eindimensionale Kurve, aus einer 
eindimensionalen Kurve eine aus zwei Punkten bestehende, nulldimensionale 
Menge zu entfernen hat. Dieser Dimensionsbegriff ist naturlich derart, daB die 
im klassischen Sinne n-dimensionalen Gebilde (z. B. ein Wurfel des n-dimensionalen 
euklidischen Raumes oder auch der n-dimensionale euklidische Raum selbst) 
auch nach der neuen Definition n-dimensional sind. Den Beweis dafur findet man 
in den Arbeiten von Menger und Urysohn.] 
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Wir nehmen die folgenden beiden Eigenschaften in die allgemeine 
Definition eines ebenen Punktkontinuums 1) auf: 

1. Zunachst verlangen wir "den Zusammenhang" der Menge: Zwei 
Punkte der Menge kannen immer durch einen Polygonzug von endlicher 
Seitenzahl verbunden werden, dessen Punkte samtlich der Menge an­
geharen. 

2. Ferner solI es maglich sein, urn jeden Punkt der Menge einen Kreis 
zu beschreiben, so daB alle seine lnnenpunkte der Menge angeharen. 

Was nun die Frage nach dem Rande einer solchen Punktmenge 
betrifft, so erlauben uns unsere bisherigen Kenntnisse hier schon die 
mannigfachsten Beispiele fiir die Begrenzung heranzubringen: 

1. Alle Punkte der Ebene bis auf einen Punkt kannen der Menge 
angeharen. 

2. lndem wir uns an das auf S. 110-113 behandelte Beispiel aus der 
Theorie der automorphen Funktionen erinnern, sehen wir, daB ein Kon­
tinuum auch von einer unendlichen Menge von Punkten begrenzt werden 
kann, die aber nirgends dicht zu liegen brauchen. 

3. Des weiteren kann die Begrenzung von einer Kurve im gewahn­
lichen Sinne (Kreis, Rechteck usw.) gebildet werden. 

4. Es gibt aber noch andere Begrenzungen. Die folgende wurde von 
W. F. Osgood betrachtet2).'· 

Wir beschranken uns z. B. auf die positive Halbebene (alle Punkte 
oberhalb der x-Achse) und machen an bestimmten Stellen geradlinige 
Einschnitte senkrecht zur x-Achse (Abb.61), 
die wir im Gegensatz zu den sonstigen Punkten 
der Halbebene nicht mit zum Bereich zahlen 
wollen. N unmehr denken wir uns die Zahl 
dieser Einschnitte stets graBer werdend. 
Wenn sie nur in keinemAbschnitt der x-Achse 
iiberall dicht liegen, gibt es immer noch 
Streifen des Bereiches, die sich zwischen den 
Einschnitten hindurch an die x-Achse heran-

Abb.61. 

ziehen. DaB es solche nirgends dichte und dabei perfekte Mengen von 
der Machtigkeit des Kontinuums gibt, sahen wir friiher; man erinnere 
sich an die Grenzpunkte auf dem Orthogonalkreis unserer automorphen 
Figur. Wir sehen also, daB ein Kontinuum auch unendlich viele Ein­
schnitte be sit zen kann, die sich so gruppieren, wie die Punkte einer 
nirgends dichten, aber trotzdem unendlichen und dabei perfekten 
Menge! 

1) [In der neueren Topologie versteht man nach Cantor unter einem Kontinuum 
eine nicht nur aus einem Punkt bestehende abgeschlossene zusammenhangende 
Menge. Das im Text definierte "ebene Punktkontinuum" ist begrifflich identisch 
mit einem zusammenhangenden Gebiet der euklidischen Ebene.] 

2) Vgl. z. B. Transactions of the Amer. Math. Soc. Bd.1 (1900), S.310-311. 

8* 
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Diese vier Beispiele zeigen uns, wie mannigfaltig die Begrenzung 
eines Bereiehes (die man doeh gewohnlieh kurzweg als Kurve voraus­
setzt) sein kann, so daB wir dem heutigen Stande der Wissensehaft 
entspreehend sagen miissenl): 

Ein Kontinuum kann Grenzen der allerverschiedensten Art haben, und 
eine Kurve kurzweg als Grenze eines Bereiches zu definieren, ist vollig 
unzuliissig, natiirlieh nur im Gebiete der Prazisionsmathematik, wo wir 
es mit den auf Grund des modernen Zahlbegriffs idealisierten Gebilden, 
hier speziell mit den idealisierten Gebilden der Raumansehauung zu 
tun haben. Wie definieren wir denn nun eine Kurve? Dazu maeht man 
folgenden Ansatz: 

Man gibt eine Variable t, die aIle Werte eines abgesehlossenen Inter­
valls a ~ t ::::;; b durehlaufen soIl und setzt die Koordinaten eines Punktes 
gleich eindeutigen und stetigen Funktionen dieser Hilfsvariablen, also 
x = qJ (t), Y = 'ljJ (t); von der solcherweise definierten Punktmenge sagt 
man, daB sie eine Kurve bildet. In freie Worte gefaBt, lautet also die 
Definition einer Kurve: 

Eine ebene Kurve ist eine Punktmenge der Ebene, die ein eindentiges 
und stetiges Bild eines abgeschlossenen I ntervalls einer Geraden ist. 

UnwiIlkiirlieh mischen sich iibrigens bei einer solchen Definition 
der Kurve dureh einen Parameter t mechanisehe Auffassungen ein. Man 
kann t als Zeit fassen (woher auch die gewohnliche Bezeiehnung dureh 
den B.uehstaben t riihrt) und sagen: Wahrend der Parameter t die Zeit 
von a bis b durehlauft, durehlauft der Punkt x = g; (t), Y = 'ljJ (t) die 
Kurve. Oder anders gefaBt: Die Kurve ist die Bahn eines Punktes, der 
sieh wahrend eines Zeitintervalls stetig bewegt. Dies ist alles sehr leieht 
zu verstehen. Sehwieriger wird es, wenn wir nach den gestaltlichen Ver­
hiiltnissen fragen, die bei einer so definierten Kurve auftreten konnen. 

Ieh muB hier insbesondere auf eine Entdeckung von Peano aufmerk­
sam machen, die er 1890 veroffentlichte2) und die von Hilbert 1891 
geometrisch erlautert wurde3). Es handelt sich um die Bemerkung, 
da{J eine durch die eindeutigen und stetigen Funktionen x = g; (t) , Y = 'ljJ (t) 
definierte Kurve ein ganzes Fliichenstuck vollig bedecken kann. Kurven 
dieser Art nennt man Peano-Kurven; es ist nicht schwer, sich ein Bei­
spiel einer solchen Kurve zu bilden. 

Ich sage zunachst, was mit einer solchen Kurve nicht gemeint· ist. 
Es konnte namlich jemand, wenn er von dem Peanoschen Ergebnisse 
hort, auf die Verhaltnisse bei den Epizykloiden als etwas Altbekanntes 
hinweisen. 

1) [Vgl. hierzu lind zu dem Folgenden A. Rosenthal: 'Ober den Begnff der 
Kurve. Unterrichtsblatter fur Mathematik u. Naturwissenschaften Bd. 30 (1924), 
s. 75-79. Vgl. ferner FuBnote 1) auf S. 124.] 

2) Math. Annalen Bd. 36 (1&90), S.157-160. 
3) Math. Annalen Ed. 38 (1891), S.459-460. 
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Lassen wir auf einem Kreis mit dem Radius R einen anderen mit 

dem Radius r abrollen und nehmen das Verhaltnis ~ irrational, so 

beschreibt ein auf dem Umfang des abrollenden Kreises beliebig, aber 
fest gewahlter Punkt eine Epizykloide, die sich niemals schlieBt und 
infolgedessen den ringformigen Bereich, in dem sie liegt, mit EinschluB 
seiner Begrenzung iiberall dicht be­
deckt (Abb. 62). Das heiBt jedoch 
nicht, daB jeder Punkt dieses Be­
reiches auf der Epizykloide liegt, 
sondern nur, daB wir ihm so nahe 
kommen konnen, wie wir wollen, 
wenn wir von der Anfangslage des 
erzeugenden Punktes aus auf der 
Kurve geniigend weit entlang gehen. 
Es ist nicht schwer, auf der Be­
grenzung und im Inneren Punkte 
anzugeben, die von der Epizykloide 
nicht erreicht werden. 

Der erzeugende Punkt sei bei Be- Abb. 62. 

ginn der Rollbewegung Beriihrungs-
punkt zwischen festem und bewegtem Kreis, habe also die in unserer 
Abbildung durch 0 bezeichnete Lage. Wir denken uns nun auf dem 
festen Kreis die Punkte p markiert, die von 0 um einen Bogen von der 

Lange :: ·2nR abstehen, m und n als ganze Zahlen vorausgesetzt. 

Da. bei irrationalem R die Lange m 2n R inkommensurabel zum Um-
y n 

fange 2nr des abrollenden Kreises ist, kann keiner der Punkte p auf 
der Epizykloide liegen. Nehmen wir ferner denjenigen zu unserem 
festen Kreise konzentrischen Kreis k, auf dem aufeinanderfolgende 
Epizykloidenzweige Bogen von der konstanten Lange b abgrenzen, so 
muB b inkommensurabel zum Umfange u dieses Kreises sein. Ware 
das nicht der Fall, miiBte sich, wie man leicht erkennt, die Epizykloide 
schlieBen. Es sei a ein auf k liegender Zykloidenpunkt und q ein anderer 

Punkt auf k, der von a um den Bogen m u absteht, m und n wieder als n 
ganze Zahlen vorausgesetzt. Wie oft auch die Bogenlange b von a aus 
auf k abgetragen wird, der Punkt q wird nicht erreicht. Er liegt also 
nicht auf der Epizykloide. 

Also realisiert diese Kurve, wie interessant sie auch an sich sein 
mag, nicht das, wovon in dem Peanoschen Satz die Rede ist, indem bei 
Peano eine Kurve hergestellt werden solI, die jeden Punkt eines Flachen­
stiicks fUr einen bestimmten Wert von t wirklich erreicht. 

Nun gleich zur geometrischen Erliiuterung der Peano-Kurve! 
Wir wahlen als Beispiel eine Kurve aus, die das abgeschlossene 
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quadratische Intervall ° < x <1, ° ~ y::; 1 der xy-Ebene vollstandig 
bedeckt. Diese Kurve definieren wir als Grenzkurve C= einer Kurven­
y folge C1 , C2 , C3 • .• Dabei sei C1 die vom 

~--------------~~X 

Koordinatenanfangspunkt 0,0 nach dem 
Punkt 1,1 gehende Diagonale des Quadrats 
(Abb.63). Als Parameter t fUhren wir, yom 

Punkt 0,0 aus messend, die durch vi divi­
dierte "Bogenlange" von C1 ein. Als Funk­
tionen rpdt) und "+'1 (t) ergeben sich dann 
x = t, Y = t, wenn t das Intervall O~ t S 1 

durchlauft (vgl. Abb. 64). 
jetzt kommt nun der entscheidende 

Abb. 63. 
Schritt, der uns C2 liefert. Wir behalten 

den Anfangspunkt und Endpunkt der Diagonale bei, teilen das Quadrat 
in 9 kleinere Quadrate und fiihren fUr C2 statt der groBen Diagonale 9 
kleinere ein, die in diesen neuen Quadraten liegen1) , und die so anein­
.I' y andergereiht sind, 

wie Abb. 65 zeigt. 
Die Abbildung 
weist an den 
Stellen, an denen 
die K urve von 
einem Teilquadrat 
in ein anderes 
iibertritt, Abrun­

J'---------l~t dungen auf, damit 
Abb.64. sich die Aufein-

anderfolge derein­
zelnen Teile der gemeinten Kurve besser verfolgen laBt. Man erkennt, 
daB zwei Punkte im Innern des groBen Quadrates, namlich der den 
Quadraten 1, 2, 5, 6 und der den Quadraten 4, 5, 8, 9 gemeinsame 

II Eckpunkt, von C2 zweimal durchlaufen wer­
den. Die neue Kurve ist offenbar dreimal 

so lang wie C l' hat also die Lange 3 Vi. 
Definieren wir den Parameter t als durch 

31i dividierte Bogenlange von C2 , so er­
halten wir fUr x = rp2 (t), Y = "+'2 (t) die in den 
Abb. 66 und 67 dargestellten Streckenziige (da­
bei lauft t wieder von obis 1). Die Kurve rp2 

1L....-~-_::sL_-~x entsteht dann dadurch aus "+'2' daB man diese 
Abb. 65. im MaBstab 1: 3 verkleinert und dreimal 

1) Statt 9 k6nnten wir ebensogut. ohne daB sich etwas Wesentliches auderte, 
das Quadrat einer ungeraden Zahl > 3 nehmen. 
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hugs der Diagonalen <PI nebeneinander zeichnet. Die Kurve 'l.fJ2 ihrer­
seits erwachst dadurch aus <PI' daB man dieses seitlich auf t des Aus­
gangsquadrates zusammendruckt und die entstehende Figur bzw. ihr 
durch Spiegelung an einer vertikalen Geraden gewonnenes Bild drei­
mal altemierend nebeneinander stellt. 

Den Ubergang von Cl zu C2 wiederholen wir nun in jedem unserer 
neun kleineren Quadrate und fahren so unbegrenzt fort . 

.:r: 'J 

~--~-----1----~1~t 

Abb.66 . Abb. 6;. 

Wie wir von C1 zu C2 durch Neunteilung des Quadrates ubergingen, 
so gehen wir von C2 zu C3 durch weitere Neunteilung der einzelnen 
Quadrate und ersetzen jede bisherige Diagonale durch einen gebrochenen 
Linienzug, der entweder die ursprungliche Kurve C2 selbst oder ein 
Spiegelbild von ihr in verkleinertem MaBstabe darstellt [Abb. 68]. 

y 
'i'j 1£1 

~ ~ 
~ V 

A I~ 
~ t o 

Abb. 69. 

Ahnlich verfahren wir, urn C4 herzustellen, und so fort. 
Wollen wir nunmehr dem Fruheren entsprechend y = 'l.fJ3 (t) zeichnen, 

so teilen wir das Intervall 0 < t < 1 in 9 Teile und ebenso das Intervall 
o < y < 1 und erhalten dann eine Kurve 'l.fJ3 (t), die aus 27 geradlinigen 
Stucken besteht, deren jedes selbst wieder aus 3 einzehlen Stuckchen 
(Gliedem) zusammengesetzt ist, so daB wir im ganzen 81 Glieder haben, 
entsprechend den 81 Diagonalstucken der Kurve C3 [Abb. 691)]. 

1) [Man denke sich in Abb. 69 jedes der neun gezeichneten Teilquadrate 
wie in Abb. 68 unterteilt.] 
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Vergleichen wir iibrigens 'lJ.'a mit 'P2' so konnen wir sagen, 'lJ.'3 er­
wachst aus 'P2 wie 'lJ.'2 aus 'Pl' 

Die Kurve 'P3 erwachst nun wieder, indem man die eben gezeichnete 
Kurve 'lJ.'a, nachdem sie im MaBstab 1: 3 gezeichnet ist, langs der 
Diagonalen 'Pl ansteigend dreimal aneinanderreiht. 

Man kann aber auch 'P3 aus 'P2 und 'lJ.'a aus 'lJ.'2 ableiten. Allgemein gilt: 
Urn von 'Pn zu 'Pn+l (oder von 'lJ.'n zu 'lJ.'n+l fur n =F 1 zu schreiten, 

zerlege man erstlich jede geradlinige Seite von Cpn (oder 'lJ.'n) in 3 gleich 
lange Glieder und ersetze dann jedes geradlinige Glied durch einen 

dreizackigen Raken, der mit ihm den An­
fangs- und Endpunkt gemein hat (Abb.70). 

Dieses Fortschreitungsgesetz fUr die Kurven 
'Pn und 'lJ.'n erinnert an dasjenige fUr die Teil­
kurven der WeierstrafJschen Kurve, nur daB statt 

der Sinusschwingungen hier geradlinig-zackige Schwingungen uberein­
andergelagert werden. Die Rohe dieser Zacken wird, je groBer n wird, 
immer unbedeutender, die Breite aber nimmt unverhaltnismaBig viel 
rascher ab, so daB die Zacken ihrer Gestalt nach immer steiler und steiler 
werden l ). 

/N 
Abb. 70. 

Ich versuche nun, die Grenzkurven 'Poo, 'lJ.'oo, CO<" etwas genauer 
zu schildern. . 

Nennen wirAnfangs-, Endpunkt von 'Pn und 'lJ.'n und die Stellen, in denen 
die verschiedenen geradlinigen Stucke dieser Kurven aneinanderstoBen, 
Gelenkpunkte (so daB 'lJ.'3 und 'P3 je 82 Gelenkpunkte haben), so haben 
wir in diesen Gelenkpunkten durchweg Punkte, die auch zu 'Pn+l und 
'lJ.'n+l und zu allen folgenden Kurven gehoren. Die Kurven 'Poo bzw. 
'lJ.'co sind iiberall dicht von solchen Gelenkpunkten besetzt. Wir bekom­
men also ein vollstandiges Bild der stetigen Kurven 'Poo und 'lJ.'oo; indem 
wir uns fUr steigende Werte von n die jedesmaligen Gelenkpunkte der 
Kurven 'Pn, 'lJ.'n konstruiert denken und beachten, daB diese in ihrer 
Gesamtheit der Grenzkurve angehoren. 

Gehen wir nun zu den Kurven Cn zuruck, so entsprechen, Anfangs­
und Endpunkt ausgenommen, den Gelenkpunkten der Kurven 'Pn und 'lJ.'n 
die Knickpunkte, in denen die Diagonalen sich unter rechtem Winkel 
aneinandersetzen und die (soweit es sich urn Knickpunkte im Inneren 
des Ausgangsquadrates handelt) mehrfache Punkte der Cn sind und es 
auch fur die Coo werden. Die bei einer Cn, auftretenden Knickpunkte 
bleiben bei allen folgenden Cn (n > no) ungeandert erhalten, nur daB 
immer mehr Knickpunkte dazwischengesetzt werden. 

DafJ nun die Kurve Coo das Quadrat 0 <: x S 1, 0 <: Y <: 1 voll­
stiindig bedeckt, kann man so beweisen: Zur Konstruktion von C2 hatten 

1) [Die Stetigkeit der Funktionen f{Joo und 'ljJoo wird auf S. 122 bewiesen. - Trotz 
ihrer Stetigkeit sind sie nicht differenzierbar, also "WeierstrafJsche Funktionen". 
Vgl. hierzu L. Bieberbach: Differentialrechnung, 2. Aufl. Leipzig 1922, S. 107-111.J 
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wir das Quadrat in neun gleiche Teilquadrate eingeteilt, zur Konstruk­
tion von Ca jedes dieser Teilquadrate wiederum in neun gleiche Quadrate 
usw. Jedem der Teilquadrate entspricht ein auf der Strecke 0 <: t <: 1 
liegendes Teilintervall. Nun k6nnen wir einen beliebigen, auf dem Rande 
oder im 1nneren des ursprtinglichen Quadrats liegenden Punkt Q als 
Grenzpunkt einer unendlichen Folge ineinandergeschachtelter Quadrate 
ansehen, deren Diagonalen J n mit wachsendem n unbegrenzt gegen 0 
abnehmen. Dieser quadratischen 1ntervallschachtelung entspricht, wie 
ein Blick auf unsere Abbildungen lemt, eine lineare 1ntervallschachtelung 
auf der t-Achse, die einen Punkt P des 1ntervalls 0 <: t <: 1 definiert. 
Es existiert also mindestens ein Parameterwert to, der den Punkt Q liefert. 
Dieser muB daher der Peano-Kurve Coo angeh6ren. Wir k6nnen nun 
weiter im AnschluB an unsere Abbildungen leicht beweisen, daB zu jedem 
t-Wert nur ein Punkt der Peano-Kurve geh6rt, daB also die durch sie 
vermittelte Abbildung der Strecke 0 ~ t <: 1 auf das Quadrat 0 <: x <: 1, 
o ~ y <: 1 eindeutig ist. Zum Beweise fUhren wir folgende Zahlung 
der Teilin tervalle ein: 

I. Zahlung fUr die Teilintervalle der Strecke 01. 
Die bei der ersten Teilung Tl entstehenden 1ntervalle zahlen wir 

von links nach rechts und nennen sie 

()I' b2 , ••• , b9 • 

Bei der zweiten Unterteilung T2 wird jedes b" in neun gleiche Teile 
geteilt, und die neuen Teilintervalle wiederum von links nach rechts 
zahlend, erhalten wir in ()I die Teilintervalle 

in b2 

in ()9 

bll , ()12' ... , b19 , 

()2I' b22 , ••. , b29 , 

b9I , b92 , ••• , b99 • 

Teilungs- wie ZahlungsprozeB denken wir uns unbeschrankt fortgesetzt. 
1st ein Punkt P der Strecke 01 nicht 1ntervallendpunkt irgendeiner 

Unterteilung, so gibt es eine und nur eine 1ntervallschachtelung, die 
ihn festlegt. 1st Punkt P aber Endpunkt eines Teilintervalls, so gibt 
es (auBer fUr die Punkte 0 und 1) zwei ihn definierende 1ntervallschachte­
lungen. Von diesen enthalt von einer gewissen Unterteilung ab die eine 
nur die rechts an P anstoBenden, also mit 1 endigenden, die andere 
nur die nach links an P anstoBenden, also mit 9 endigenden 1ntervalle. 
Z. B. wird der rechte Endpunkt von bI2 sowohl durch die Schachtelung 

b1 , ()12' b129 , b1299 , ••• 

als auch durch die Schachtelung 

bl , b13 , ()131' bI311 , •.• 

definiert. 
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II. Zahlung fUr die Teilintervalle des Quadrates liber 0 I. 
Die bei der ersten Unterteilung entstehenden neun Teilquadrate 

numerieren wir, wie Abb. 65 zeigt, von 1 bis 9 und nennen sie 

1h,1J2,···,179· 

Die in 1Jv bei der zweiten Unterteilung entstehenden Quadrate werden mit 

bezeichnet. 
(v = 1. 2, 3, ... , 9) 

Bei der Numerierung dieser 81 Quadrate beachten wir folgende 
Vorschriften: a) Ohne ein Teilquadrat zweimal zu passieren und ohne 
einen Sprung zu machen, werden erst die Quadrate von rlt, dann ebenso 
die von 172 usf. mit den Nummern 1 bis 9 versehen. b) Auch beim Uber­
gang von 1h zu 1J2' allgemein von 1Jv zu 1Jv+l' machen wir keinen Sprung, 
so daB das mit 9 bezifferte Teilquadrat von 1J" und das mit 1 bezifferte 
von 1J"+l eine Seite gemeinsam haben (vgl. Abb. 68). 

Teilungs- und NumerierllngsprozeB denken wir uns unbeschrankt 
fortgesetzt. 

Man erkennt: Jedem linearen lntervall 0"" "" ... , <Xv entspricht ein 
und nur ein quadratisches lntervall 1J"t> "" ... , "v und mithin jeder 
lntervallschachtelung (0) nur eine lntervallschachtelung (1J). 1st dem­
nach ein auf 01 liegender Punkt P nicht Endpunkt eines Teilinter­
valles, so gehort zu ihm nur ein Bildpunkt Q im lnnern des Quadrates. 
Dies ist sicher auch der Fall, wenn P in 0 oder in 1 liegt. 1st P sonst 
Endpunkt eines Teilintervalles und sind (0) und (0') seine beiden Inter­
vallschachtelungen, so legep. gemaB der Zahlungsvorschrift b) die 
ihnen entsprechenden quadratischen Schachtelungen (1J) und (1J') eben­
falls nur einen Punkt Q fest. Damit'ist bewiesen, daB jedem Para­
meterwert t nur ein Punkt ·der Peano-Kurve entspricht. 

SchlieBlich sei noch der Beweis fUr die Stetigkeit der Funktionen 
x = ({lao (x), Y = !fJoo (x) und also der Peano-Kurve selbst erbracht. 
P und P' seien zwei auf der Strecke 01 liegende Punkte, t und t' ihre 
Parameterwerte, (a) und (0') ihre lntervallschachtelungen. 1st t 
bzw. t' Endpunkt eines Teilintervalles, so bedeute (0) bzw. (a') immer die 
Zinke lntervallschachtelung; den Fall, daB t oder t' im Nullpunkt 
liegen, schlieBen wir vorderhand aus. Die Schachtelungen (a) und (a') 
mogen n Teilintervalle gemeinsam haben. Sind nun Q und Q' die auf 
der Peano-Kurve liegenden Bildpunkte von t und t', (17) und (1J') 
ihre quadratischen lntervallschachtelungen, so ist die Anzahl der (17) 
und (1J') gemeinsamen Teilquadrate ebenfalls n. Lassen wir t' sich t, 
unbegrenzt nahern, so wachst n unbeschrankt und gleichzeitig nimmt 
deshalb die Minimallangeder (0) und (0') gemeinsamen lntervalle un­
hegrenzt gegen Null abo Da aber mit wachsenden n die Diagonale 
der Teilquadrate unbegrenzt kleiner wird, ergibt sich: 

iJQ' -+ 0 fli.r P' -+ P. 
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Damit ist die Stetigkeit der drei Kurven cp= (t), 'ljJoo (t), Coo fUr aile 
Stellen des Intervalles 01 bewiesen. (Die Erledigung fUr den Fall, daB P 
im Nullpunkt liegt, ist trivial.) 

Wir gehen nunmehr an folgende naturliehe Fragestellung heran: 
Die Peallo-Kurve ist doeh nieht dem ahnlieh, was man im gemeinen 

Leben eine Kurve nennt. Wie mUfJ ich daher die Definition x = cp (t), 
Y = 'IjJ (t) einer K urve einengen, bzw. welche H aupteigenschaften mufJ ich 
von einer so definierten Kurve verlangen, damit wir ein Analogon zur 
empirischen K urve erhalten? Diese Frage hat in einfaeher Weise C . Jordan 
in seinem Cours d'analyse beantwortet: 

Unsere Peano-Kurve hatte unendlieh viele Kniekpunkte und damit 
aueh unendlieh viele Doppelpunkte (die genauere Uberlegung zeigt, 
daB sogar unendlieh viele dreifaehe und vierfaehe Punkte auftreten); 
die Argumente t im Intervalle 0 < t :0:;; 1, fur welche ein mehrfaeher 
Punkt eintritt, liegen uberall dieht. C. Jordan verlangt nun, daB die 
dureh die Formeln x = cp (t), Y = 'IjJ (t) definierte Kurve im Inneren 
des Definitionsintervalls keinen mehrfaehen Punkt besitzt, d. h. daB 
nieht zwei oder mehr Werte t1, t2, •.. , (a < t1 < b, a < t2 < b, ... ) 
existieren, fUr welche gleiehzeitig 

ist. Fur die Intervallendpunkte a bnd b wird diese Bedingung nieht 
vorgesehrieben. tst sie aueh fUr diese Punkte erfullt, so nennt man 
das zu x = cp (t), Y = 'IjJ (t) gehi:irige Kurvenbild eine offene J ordansche 
Kurve. 1st aber cp (a) = cp (b) und 'IjJ (a) = 'IjJ (b), so fallen Anfangs- und 
Endpunkt der Kurve zusammen, und man nennt die Kurve eine ge­
schlossene J ordansche K urve. Eine offene J ordansehe K urve ist dem­
naeh ein umkehrbar eindeutiges und stetiges Abbild einer Streeke, eine 
gesehlossene Jordansehe Kurve ein umkehrbar eindeutiges und stetiges 
Abbild eines Kreises. 

Es gilt nun der fUr die Analysis fundamentale Satz: 
J ede geschlossene J ordansche K urve teilt die Ebene in zwei zusammen­

hangende Gebiete, deren gemeinsame Grenze sie ist. 
Urn klarzumaehen, daB der Satz nieht selbstverstandlieh ist, bc­

rnerke ieh: Das Paradoxe bei der Peano-Kurve liegt durchaus nicht in der 
Sache, sondern in der A usdrucksweise, dafJ wir namlich bei ihr das Wort 
"Kurve" in einem allgemeineren Sinne gebrauchen als zulassig ist, wenn wir 
die Analogie mit der empirischen Kurve festhalten wollen. Urn den Gegen­
satz der Jprdansehen Entwieklungen mogliehst deutlieh hervortreten 
zu lassen, will ieh vorab nieht von einer Jordan-Kurve, sondern einer 
J ordanschen Punktmenge spreehen, von der wir dann zeigen, daB sie, 
was die Zusammenhangs- und Zerlegungsverhiiltnisse betrifft, mit den 
gewohnliehen Kurven der empirisehen Geometrie ubereinstimmt. In 
der Tat, sagt man kurzweg: Jede dureh x = cp(t) , Y = 'IjJ(t) definierte 
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geschlossene Kurve, die der Jordanschen Bedingung geniigt, trennt die 
Ebene in einen auBeren und inneren Bereich, so klingt das trivial. Der 
Grund hierfiir liegt darin, daB man das Wort Kurve hierbei unwillkiir­
Iich in zweierlei Bedeutung auffaBt. Vielmehr soUte man ausfiihrlicher 
folgendermaBen sagen: Ausgehend von dem empirischen Gebiete, wo 
es einfach klar ist, daB jede geschlossene Kurve die Ebene in einen 
auBeren und inneren Bereich trennt, haben wir zu fragen: Wie ist im 
I dealgebiete die Definition einer Punktmenge x = q; (t), y = 1jJ (t) einzu­
schranken, damitwireinen analogenSatz erhaltenl ) ? Die Antwort ist: Zu dem 
Z wecke sind x = q; (t), Y = 1jJ (t) den J ordanschen Bedingungen zu unterwerfen. 
Hinterher mag man dann eine so1che Punktmenge eine Kurve nennen! 
Damit ist die Bedeutung des Satzes seIber gegeben. Was den Beweis an­
geht, so referiere ich nur kurz die Hauptgesichtspunkte, da man die ge­
nau zu iiberlegenden Details besser in Jordans Cours d'analyse nachliest. 

Wir denken uns eine Punktmenge x = q; (t), Y = 1jJ (t) gegeben, die 
den Jordanschen Bedingungen entspricht. C. Jordan beginnt dann 
damit, eine unendliche. Folge geradliniger Polygone PI' P 2 , P 3 , ••• , 

von denen jedes folgende das vorhergehende umschIieBt und keines im 
Inneren einen Punkt der Menge enthalt, zu konstruieren und weiter eine 

1) [Der neue auf S.114 erwahnte Dimensionsbegriff gestattet auch, das Problem 
eiDer vemi'mftigen Kurvendefinition zu erledigen: Eine Kurve ist ein kompaktes 
eindimensionales Kontinuum. Dabei heiBt ein Kontinuum K kompakt, wenn jede 
unendliche Teilmenge aus K einen Haufungspunkt besitzt, der natiirlich, da ein 
Kontinuum eine abgeschlossene Punktmenge ist, zu K geh6rt. Von der naiven 
Anschauung ebenfalls als Kurve angesprochene nichtkompakte eindimensionale 
Kontinua (Parabel) lassen sich den soeben erklarten "allgemeinen" Kurven durch 
Hinzufiigen des Punktes 00 unterordnen. 

Dieser Kurvenbegriff, nach dem in Ubereinstimmung mit der Anschauung 
solche Punktmengen wie die Peanoschen nicht als Kurven anzusprechen sind, 
ist die Verallgemeinerung des Begriffs der Cantorschen Kurve, unter der man ein 
keine inneren Punkte besitzendes beschranktes Kontinuum der euklidischen 
Ebene versteht. An Literatur iiber Kurventheorie sind u. a. zu nennen: K. Menger: 
Grundziige einer Theorie der Kurven. Math. Ann. Bd.95 (1925), S.277-306, 
sowie weitere in dieser Zeitschrift, den Amsterdamer Proceedings und den Funda­
menta Mathematicae erschienenen Arbeiten. Die betreffenden Urysohnschen 
Untersuchungen haben im 2. Teil des "Memoire sur les Multiplicites Cantoriennes" 
(Verhandelingen der Amsterdamer Akademie 1927) ihre Darstellung gefunden. 
SchlieBlich siehe noch P. Alexandroff: Uber kombinatorische Eigenschaften 
allgemeiner Kurven. Math. Ann. Bd.96 (1926), S.512-554. 

J ede Kurve in einem wenigstens zweidimensianalen euklidischen Raum ist 
Grenze eines Gebietes, namlich des zur' Kurve komplementaren; doch zeigen 
einfache Beispiele, daB die Umkehrun.g nicht gilt. Bemerkt sei nach, daB in der 
euklidischen Ebene in einem gegeniiber dem alten erweiterten Sinne die ge­
schlossenen Kurven als solche Gebietsgrenzen definiert werden, die beschrankte 
Kontinua bilden, die Ebene in wenigstens zwei Gebiete zerlegen und die gemeinsame 
Grenze aller dieser Teilgebiete sind. Die alten (Schoenfliesschen) geschlossenen 
Kurven sind unter diesen allgemeinen geschlossenen als "regulare" dadurch 
ausgezeichnet, daB sie die Ebene in genau zwei Gebiete zerlegen (vgl. die vorhin 
erwahnte Arbeit von P. Alexandroff).] 
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andere unbegrenzte Folge P~,~, Ps, .. . von Polygonen, in deren 
.AuBerem kein Punkt unserer Menge zu finden ist und bei denen 
jedes Polygon das vorhergehende ausschlieBt (Abb. 71). DaB ein 
geradliniges Polygon die Ebene in 
2 Bereiche teilt, wird nun bei Jordan 
aus der Elementargeometrie als be­
kannt angenommen, ist aber ebenfalls 
spater bewiesen worden [ Polygonsatz]I). 

N achdem man diesen allgemeinen 
Gedanken hat, wird dann weiter ge­
zeigt, daB jeder Punkt, der der Menge 
nicht angehort, in eines der Polygone 

Abb. it. 

P bzw. P' hineinkommt, und daB schlieBlich die Punkte unserer 
Menge selbst als Haufungspunkte der beiden Polygonfolgen Pv und 
P~ ubrigbleiben. 

Bei diesem Beweisgange bildet die Anschauung von den empirischen 
Kurven her den Wegweiser. Jede einzelne Aussage ist aber logisch auf 
Axiome zu stutzen, wobei sich als Kern der moderne Zahlbegriff ent­
puppt. Das Resultat kann auch so gefaBt werden: Fur das Grenzgebilde 
der Polygonumfiinge gilt, was fur die Polygonumfiinge selbst gilt. 

Man kann den Jordanschen Satz mit dem zu Anfang der Vorlesung 
mitgeteilten Satz in Parallele steIlen, daB eine stetige Funktion zwischen 
zwei Werten, die sie annimmt, auch aIle Zwischenwede erreicht. Genau 
so errichtet die geschlossene Jordan-Kurve zwischen ihrem Inneren 
und .AuBeren eine luckenlose Schranke. 

Aus dem Vorherigen ist klar, daB wir unsere Jordansche Punktmenge, 
was die Zusammenhangs- und Zerlegungsverhaltnisse betrifft, mit dem 
Namen Kurve belegen konnen. Wird sie aber auch in anderen Be­
ziehungen Analogien mit der gewohnlichen Kurve aufweisen2)? Mit 
anderen Worten: Konnen wir bei der Jordan-Kurve von Bogenlange, 
Tangente, Kriimmungsradius sprechen, oder we1che Einschrankungen 
hinsichtlich ({J, VI miissen noch hinzukommen, damit dies moglich ist? 
(Natiirlich miissen dann bei der Punktmenge der Prazisionsgeometrie 
statt der nur angenaherten Auffassung im empirischen Gebiet ent­
sprechende scharfe Definitionen zugrunde gelegt werden). 

Wir gehen zunachst auf die Frage nach der Bogenliinge einer J ordan­
schen Kurve ein. 

1) [Vgl. B. v. Kerekjart6:Vorlesungen uber Topologie I. Berlin 1923, und uber 
neuere Beweise des J ordanschen Kurvensatzes die Angaben bei G. F eigl, Uber einige 
Eigenschaften der einfachen stetigen Kurven Teil I, Math. Zschr. 27 (1927), S. 161.] 

2) LOben sind eine ganze Reihe von Begriffen wie "Erreichbarkeit", "Un­
bewalltheit", "zusammenhangend im kleinen", "irreduzibles Kontinuum", die in 
der modernen Topologie bei der Behandlung des Kurvenbegriffs eine hervor­
ragende Rolle spielen, nicht behandelt; beziiglich ihres Studiums sei auf den 
Enzyklopadleartikel Rosenthal und daseben zitierte Buch von Kerekjarto verwiesen.] 
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Wir teilen das endliche Intervall a < t < b fUr t irgendwie in Teil­
intervalle Lht, 11 2t, ... und bekommen diesenZuwuchsen entsprechend 
fUr x und y die Inkremen te 111 x, !ll y; 112 x, 112 y, . . . Die en tsprechenden 
Punkte der Jordanschen Menge verbinden wir geradlinig, so daB die 
Hinge der aufeinanderfolgenden Strecken 

wird. Wir legen nun unserer Punktmenge eine BogenHinge bei, wenn 
der Umfang des so konstruierten geradlinigen Polygons, d. h. 

,--, ---­..::... Y 11"x2 + 11"y2 
v 

fUr den Fall, daB man das Intervall a <t< b in immer zahl­
reichere und unbeschrankt kleiner werdende Teile zerlegt, unab­
hangig von der Art der Intervalleinteilung einem endlichen Grenzwert 
zustrebt. 

DaB dies nicht ohne weiteres notig ist, sehen wir an dem Beispiele 
del' Peano-Kurve, bei der doch unsere Frage nach der Bogenlange, 
nachdem wir einmal die Kurve durch einen Parameter t dargestellt 
haben, durch das Auftreten der Doppelpunkte nicht beruhrt wird. 

Hier haben wir fUr Cl die Lange j2, fUr C2 3Y.2, fUr Cg 9j2, ... , 
fUr Cn 3n - l V2, ... und es ist sonach klar, daB die Lange der ge­
radlinigen Polygone Cn' die je in Gelenkpunkte unserer unendlichen 
Punktmenge eingespannt sind, mit wachsender Seitenzahl keineswegs 
einem endlichen Grenzwert entgegengeht, sondern uber alle Grenzen 
wachst. 

Auch hier will ich die Beschrankungen, die wir den Funktionen 
cp und 'I.fJ auferlegen mussen, damit del' Jordanschen Punktmenge eine 
Bogenlange zukommt, ohne Beweis angeben, indem ich nur auf den 
springenden Punkt aufmerksam mache. 

Ich muB dazu einen in der modernen Funktionentheorie viel­
gebrauchten Begriff einfUhren, namlich den der Funktion von beschriinkter 
Schwankung. Eine Funktion t (x) ist im 1ntervall a <: x <: b von be­
schrankter Schwankung, wenn fUr jede 1ntervallteilung a = Xo < Xl < X 2 

... < Xn - 1 < Xn = b die Summe 

unter einer fest en endlichen Schranke A bleibt. 
Wir fragen wieder: 1st uns ein Beispiel einer Funktion bekannt, die 

nicht von beschrankter Schwankung ist? 1ch erinnere an die beiden Funk­
tionen'P und 'I.fJ, deren Kurven wir bei dem Beispiel der Peano-Kurve als 
Grenzen geradliniger gezackter Kurvenzuge konstruierten. Hier ist so-
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n 
fort geometrisch ersichtlich, daB die Summe 2'lf(xv ) - f(xv - I ) I mit 
wachsendem n iiber alle Grenzen wachstl). I 

Was nun die Bogenlange einer Jordan-Kurve betrittt, so beweist 
c. Jordan, dafJ eine solche im Sinne unserer Definition herauskommt 
dann und nur dann, wenn cp und 1jJ Funktionen von beschrankter Schwan­
kung sind. 

Fragen wir weiter, wann die Jordan-Kurve eine Tangente bzw. einen 
Krummungskreis besitzt, so k6nnen wir jedenfalls eine hinreichende 
Bedingung angeben: Damit namlich unsere Punktmenge an jeder Stelle 
eines gegebenen Intervalls eine Tangente und einen Kriimmungsradius 
besitzt, ist jedenfalls ausreichend, daB cp und 1jJ zweimal im Intervalle 
differenzierbar sind2). 

Wenn alle unsere genannten Einschrankungen: 
1. cp und 1jJ im Intervalle stetig, 
2. ohne Doppelpunkte, 
3. cp und 1jJ von beschrankter Schwankung, 
4. eine endliche Anzahl l' (v :> 2) von Malen differenzierbar 

fiir unsere Punktmenge erfullt sind, dann wollen wir sie in Hinsicht 
auf die analogen Eigenschaften bei der empirischen Kurve kurzweg als 
Kurve bezeichnen. SolI aber der Gegensatz zu der Peano-Kurve und 
ahnlichen Gebilden betont werden, so werden wir von ihr als einer 
regularen Kurve sprechen. Oder noch praziser: Wir nennen die so 
definierte Punktmenge zunachst ein regulares Kurvenstuck. Eine regulare 
Kurve soU dann aus endlich vielen solcher Stucke zusammengesetzt sein 
und kann daher auch wieder Doppelpunkte (in endlicher Zahl) besitzen. 

Ich fiige noch hinzu, daB man auch vielfach als ein regulares Kurven­
stiick ein solches bezeichnet, das wir friiher "glatt" nannten, also ein 
solches, das in jedem seiner Punkte eine Tangente besitzt und die Eigen­
schaft hat, daB die Tangente beim stetigen 
Fortschreiten entlang der Kurve sich 
stetig dreht (Abb. 72), was noch nicht 
soviel verlangt, wie das Vorhandensein 
eines Kriimmungsradius. Wir werden 
iiberhaupt unserer Definition der regu­
laren Kurve eine gewisse Elastizitat lassen, indem wir unsere An­
forderungen an die ersten und h6heren Differentialquotienten von 

1) [Funktionen von nicht beschrankter 8chwankung werden jetzt durch die 
Untersuchungen von N. Wiener fiir die theoretische Physik wichtig (Theorie des 
weiBen Lichtes). Vgl. N. Wiener: Verallgemeinerte trigonometrische Entwicklungen. 
Nachr.derGes.derWiss.zu GottingenausdemJahre 1925 (Berlin 1926),8.151-158,] 

2) Es ist dies nicht notwendig, weil man eventuell einen Parameter t, fiir den 
dies der Fall ist, durch einen anderen Parameter t1 = t (t) ersetzen kann, fiir 
den es nicht stimmt. Man hat nur t (t) als zwar monotone, stetige, aber nicht 
differenzierbare Funktion einzufiihren. 
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q;, 'If' jeweils den Verhaltnissen anpassen. 1m iibrigen erinnere ich an 
die entsprechenden Entwicklungen des ersten Teils dieser Vorlesung, 
die sich nur dadurch von den jetzigen unterscheiden, daB wir uns auf 
Punktmengen beschrankten, die sich in der Form y = f (x) darstellen 
lieBen. Wenn wir nach der jetzt gewahlten Ausdrucksweise eine reguliire 
Kurve haben, so sprachen wir damals entsprechend von einer "ver­
nunftigen" Funktion. 

Wir fragen weitergehend: Welche Beziehung besteht zwischen den nun­
mehr definierten Gebilden der Priizisionsmathematik und dem, was wir im 
empirischen Gebiet kurzweg "Kurve" nennen? Urn hier Undeutlichkeiten 
in der Sprechweise zu vermeiden, die dadurch hervorkommen, daB 
wir in beiden Gebieten das Wort Kurve gebrauchen, und urn anderer­
seits mich kurz auszudrucken, will ich fortan in der Prazisionsmathe­
matik von der Idealkurve, der wir gegebenenfalls das Attribut "regular" 
geben, im empirischen Gebiete von der empirischen Kurve reden .. 

Ich beh~l.Upte: 
Man wird zu einer empirischen Kurve allemal eine reguliire Idealkurve 

sich hinzudenken kOnnen, 'die mit ihr in allen wesentlichen Eigenschaften, 
die wir oben bei den Kurven y = f (x) zur Sprache brachten, iibereinstimmt, 
niimlich soweit, als dies in Anbetracht der beschriinkten Genauigkeit der 
empirischen Verhiiltnisse iiberhaupt moglich ist. 

Den Beweis denke ich mir in der Weise gefiihrt, daB ich annehme, 
es sei moglich, die empirische Kurve in eine endliche Anzahl solcher 
Stucke zu zerlegen, welche, je auf ein geeignetes Koordinatensystem 
bezogen, durch eine Formel y = f (x) - auch was Richtung und ge­
gebenenfalls Kriimmung angeht - mit hinreichender Annaherung dar­
gestellt werden konnen (vgL die Auseinandersetzungen S. 51-52). 
Wir haben also eine endliche Zahl von Koordinatensystemen 

und in jedem derselben ein regulares Stuck einer Idealkurve 

diese Stucke schlieBen sich (vermoge der gegenseitigen Lage der Koordi­
natensysteme) mit Endpunkt und Anfangspunkt aneinander, so daB 
ein zusammenhangendes Ganzes vorliegt. Wir fiihren jetzt ein einheit­
liches Koordinatensystem X Y und einen Parameter t ein, dessen in 
Betracht kommendes Intervall wir in n Teilintervalle zerlegen. Liegt 
tim ersten Teilintervall, so nennen wir es t l , liegt es im zweiten, t2 usw. 
Die Kunst ist dann, die n Formeln 

zu einem einzigen Formelpaar 

x=q;(t), Y = 'If' (t) 
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derart zu verschmelzen, daB fUr t = tl das Stiick Yl = Il (Xl)' fiir 
t = t2 das Stiick Y2 = 12 (X2), ... dargestellt wird. Und gleichzeitig 
soilen g;, 'IjJ in diesen Teilintervailen ebensooft nach t differenzierbar 
sein, wie bzw. 11 nach Xl' 12 nach X 2 , •••• Dies aber wird sich in ein­
fachster Weise durchfiihren lassen, wenn wir 

setzen und die Konstanten ex, fJ hier so bestimmen, daB der Endwert 
von tl (der dem rechten oder dem linke:r;t Endwert von Xl entspricht) mit 
dem Anfangswert von t2 (der dem linken bzw. rechten Endwert von X2 

entspricht) zusammenfallt, ebenso der Endwert von t2 mit dem Anfangs­
wert von ta usw. 

Die hiermit skizzierte Entwicklung laBt die Moglichkeit offen, daB 
die verschiedenen Idealkurvenstiicke Yl = Il(X1), Y2= 12(X2), ... , die 
wir aneinanderreihten, in ihren gemeinsamen Punkten verschiedene 
Richtungen bzw. Kriimmungen darbieten. Dementsprechend wird die 
vorgelegte empirische Kurve Punkte, in denen sich ihre "empirische" 
Richtung oder Kriimmung sprungweise andert, in endlicher Zahl be­
sitzen diirfen. Die resultierende Idealkurve X = g; (t), Y = 'IjJ (t) ist 
dann natiirlich mit den entsprechenden Singularitaten behaftet. 

Wir mogen den vorstehenden Dberlegungen noch ihre Umkehrung 
hinzufUgen, indem wir fragen: Welche Eigenschalten der reguliiren Ideal­
kurven X = g; (t), Y = 'IjJ (t) kommen lur das empirische Gebiet in Betracht? 

Ersichtlich aile diejenigen, die erhalten bleibenj wenn wir die p, 'IjJ 

innerhalb solcher Grenzen, die im einzelnen Faile vorgegeben sind, beliebig 
abandern, d. h. diejenigen Eigenschaften, von denen die Approximations­
mathematik handelt. Wir konnen diese Aussage dadurch in eine anschau­
liche Form bringen, daB wir uns urn jeden Punkt der Kurve X = g; (t) , 
Y = 'IjJ (t) mit einem vorgegebenen kleinen Radius e einen Kreis beschrie­
ben denken. Die Gesamtheit der solcherweise entstehenden Kreisflachen 
wird einen bestimmten Streilen der Ebene iiberdecken, und es sind die ge­
staltlichen Eigenschaften der so definierten Streifen, nicht diejenigen der 
Idealkurven selbst, welche im empirischen Gebiet zur Geltung kommen. 

Hier ist nun auch der Ort, urn, gestiitzt auf die Kenntnisse, die wir 
inzwischen erworben haben, auf die Frage nach der Genauigkeit unserer 
RaumvorsteUung, die wir gleich zu Anfang dieser Vorlesung beriihrt 
haben, zuriickzukommen. 

Es sei beziiglich eines Koordinatensystems x, Y einerseits ein Kreis, 
andererseits eine Peano-Kurve durch die zugehorigen Formeln X = g;(t), 
Y = 'IjJ (t) definiert. Besteht hinsichtlich unserer Fahigkeit, uns die so 
definierten Gebilde raumlich vorzusteilen, in den beiden Failen ein 
prinzipieiler Unterschied? Ich glaube es nicht. Beidemal konnen wir 
uns durch Fixierung der Aufmerksamkeit auf einzelne Werte von t die 
Lage einzelner Punkte der in Betracht kommenden Gebilde in Ge-

Klein, Elementarmathematik III. 9 
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danken, aber immer nur mit beschrankter Genauigkeit, festlegen; wir 
konnen uns auch, indem wir uns solcherweise benachbarte Punkte 
fixiert denken, mit beschrankter Genauigkeit die Richtung der Ver­
bindungslinie vorsteIlen; aber an das Idealgebilde selbst kommen wir 
weder das eine noch das andere Mal mit unserer VorsteIlungskraft 
heran. Die mathematischen Oberlegungen, durch die wir das I dealgebilde 
beherrschen, werden durch die Raumanschauung belebt und geleitet, aber 
sie stiitzen sich in letzter Linie aUf die durch die Formel x = cp (t), Y = 'IjJ (t) 
gegebene GesetzmiifJigkeit unter Zugrundelegung der (ebenfalls iiber die 
unmittelbare V orstellungskraft hinausgehenden) A xiome. 

Dies ist meine Theorie von 18731). Ich mochte wiinschen, daB sich 
Physiologen und Psychologen dazu auBerten. Vorbedingung mtiBte 
nur sein, daB diese die modernen Entwicklungen der Prazisionsmathe­
matik, etwa soweit, wie sie in dieser Vorlesung zur Sprache kommen, 
durchgedacht und sich zu eigen gemacht haben. Solange man nicht 
einzelne Beispiele von Idealkurven ohne Differentialquotienten, wie 
die WeierstraBsche Kurve oder die Peanosche Kurve eingehend tiber­
legt hat, ist es unmoglich, tiber den Unterschied dieser Idealkurven von 
den gewohnlich allein betrachteten Idealkurven mit Differentialquo­
tienten in eine philosophische Erorterung einzutreten. 

Wir wenden uns nunmehr zu einer kurzen Besprechung der haupt­
siichlichsten Arten von Idealkurven, welche die prazisionsmathematische 
Behandlung bevorzugt. 

1. Wann nennen wir eine reguliire I dealkurve analytisch, d. h. welche 
einschrankenden Bedingungen mtissen zur Definition der regularen 
Idealkurve hinzutreten, damit wir sie analytisch nennen? Eine regulare 
analytische Idealkurve bezeichne ich weiterhin kurz als analytische 
Kurve. 

Wir werden sagen: Eine reguliire Idealkurve heifJt analytisch, wenn 
x und y durch konvergente Potenzreihen von t darstellbar sind 2). 

Und weshalb beschaftigen sich die Mathematiker fast ausschlieBlich 
mit den analytischen Kurven, nachdem sie doch langst wissen, daB 
damit bei weitem nicht aile Kurven erschopft sind3)? 

Der Grund liegt in den schonen Eigenschaften, die die analytischen 
Kurven besitzen: Zunachst sind sie auf komplexes t = u + iv verall­
gemeinerungsfahig. Es kommt hier also die ganze Funktionentheorie 
(komplexer Veranderlicher) heran (die Potenzreihen konvergieren in 
e"inem Bereiche der uv-Ebene). Insbesondere gestattet die "analytische 

1) Vgl. das Zitat auf S.2. 
2) [Diese Definition ist bekanntlich mit der auf S. 62 fiir die analytische 

Funktion gegebenen gleichwertig.] 
3) [Diese Bemerkung trifft heute nicht mehr in dem MaBe zu wie zur Zeit der 

Vorlesung.] 
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Fortsetzung" zu neuen Definitionsgebieten, also, soweit diese Gebiete 
ein Stuck der reellen Achse enthalten, zu neuen Kurvenstucken gesetz­
maBig fortzuschreiten. AbschlieBend sage ich: Eine analytische Kurve 
ist der Inbegriff aller der Punkte, we1che die Potenzreihen x (t), Y (t) 
und ihre analytischen Fortsetzungen ergeben, sie stellt sich als ein ge­
setzmaBiges Ganzes dar, dessen Gesamtverlauf durch jene Potenzreihen 
x (t), Y (t), die nur in einem beliebig kleinen Bereich zu konvergieren 
brauchen, vollstandig bestimmt ist. Die hiermit bezeichnete GesetzmiifJig­
keit - dafJ das kZeinste Stuck das Ganze bestimmt - ist es, welche die 
anaZytische Kurve in der Mathematik so beZiebt macht. Der Bestimmt­
heit halber fuge ich noch hinzu: 

Eine analytische Kurve kann auch singulare Punkte der verschieden­
sten Art haben; man erhalt sie, wenn man annimmt, daB in den Reihen­
entwicklungen fUr rp und V' 

x = rp (t) = ao + a1 t + a2 t2 + ... , 
y = V' (t) = bo + b1 t + b2 t2 + ... , 

die Glieder der Ordnung 0 bis n - 1 einschlieBlich (n:::: 2), fortfallen, 
und wenn man die Verhaltnisse bei t = 0 betrachtet. 

2. Wir gehen nun weiter in der Einschrankung des Kurvenbegriffs, 
indem wir von den analytischen K urven zu den alge braischen fortschrei ten. 

In dem Wortlaut liegt schon, daB eine anaZytische Kurve x = rp(t) , 
Y = V' (t) aZgebraisch heifJt, wenn rp und V' identisch eine aZgebraische 
Gleichung F (rp, V') = Obefriedigen. 

Es gilt aber auch der umgekehrte Satz: Wenn eine algebraische 
Gleichung F(x,y) = 0 vorgelegt ist, dann kann man fur die Umgebung 
jeder Stelle xo, Yo eine Hilfsveranderliche t so einfUhren, daB x = rp (t), 
y = V' (t) wird, wo rp und V' konvergente, nach ganzen Potenzen von t 
fortschreitende Reihenentwicklungen sind (Uniformisierung). Ich be­
weise dies nicht, sondern fUhre den Satz nur an, ohne auf Einzelheiten 
naher einzugehen, indem es sich fUr mich ja hier nur darum handelt, 
einen allgemeinen Uberblick iiber die Sache zu geben. 

Die weitere Frage ist nun: LaBt sich auBer dieser formalen Defini­
tion der algebraischen Kurve eine mehr sachZiche Definition geben, d. h. 
eine Definition, die sich anschaulich fassen laBt? Dies gelingt in der 
Tat sowohl funktionentheoretisch, wie auch geometrisch. 

Zunachst funktionentheoretisch: Wir stellen uns durch Elimination 
von t die Funktion y = f (x) her. Die Frage ist, ob die algebraische 
Funktion y = f(x) hinsichtlich der zu den einzelnen Werten von x 
geh6rigen Potenzentwicklungen besonders charakteristische Eigen­
schaften besitzt, we1che die algebraische Funktion von anderen analy­
tischen Funktionen unterscheiden. Dabei miissen wir natiirlich x als 
komplexe Veranderliche fassen, da nur dann die Aussagen der Funktio­
nentheorie ihren naturgemaBen Ausdruck finden. 

9* 
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In der Tat laBt sieh nun y funktionentheoretiseh als algebraisehe 
Funktion von x dadureh definieren, daB man verlangt: a) Es soIl fUr 
den einzelnen Wert von x nur eine endlieheAnzahlP von Werten y vor-

n 
handen sein und b) es soIl sieh y naeh Potenzen von (x - xo)p in der 
Umgebung jeder Stelle Xo so entwiekeln lassen, daB dabei keine unend­
liehe Zahl von Potenzen mit negativen Exponenten auftritt (so daB 
sog. wesentliehe Singularitaten ausgesehlossen sind). Die genaue Dar­
legung geh6rt natiirlieh in eine Vorlesung iiber Funktionentheorie. 

Interessanter und leiehter verstandlieh als diese funktionentheore­
tisehe Absehweifung ist der AnsehluB an die geometrische Aujjassungs­
u'eise. Auf die Frage naeh den geometriseh eharakteristisehen Eigen­
sehaften der algebraisehen Kurve hat bereits urn 1850 H. GrafJmann die 
entseheidende Antwort gegebenl). Leider ist seine Auffassung aueh heute 
noeh nieht in die Lehrbiicher iibergegangen. Ich gebe gleich GraBmanns 
Satz, indem ich dabei das Wort: "linealer Mechanismus" benutze: 

Eine Kurve ist algebraisch, wenn sie durch einen linealen Mechanismus 
erzeugt werden kann. 

Zunachst, was heiBt linealer Mechanismus? 
Ein linealer Mechanismus ist ein System von teils festen, teils beweg­

lichen Geraden und Punkten, wobei die beweglichen geraden Linien 
gezwungen sind, durch bestimmte (nicht notwendig feste) Punkte zu 
gehen, und die Punkte gezwungen sind, auf bestimmten (nicht not­
wendig festen) Geraden sich zu bewegen. 

Denken Sie sieh, urn dies genauer aufzufassen, eine Anzahl von 
Geraden und Punkten gegeben. Unter einer linealen Konstruktion nach 
GrafJmann versteht man die Ableitung von neuen Punkten und Geraden 
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aus den gegebenen festen und beweglichen 
nur mit HilfB des Lineals. Die lineale Kon­
struktion wird zum linealen Mechanismus, 
wenn man die Forderung stellt, daB sie 
zum Anfangselement zuriickfUhrt. 

Ich erlautere etwa, wie die Kegelsehnitte 
durch einen linealen Mechanismus gewonnen 
werden k6nnen: 

Abb. 7J. Wir geben drei Punkte a, b, c und zwei 
Geraden B, r (Abb. 73). Ein in der Ebene 

abc beweglicher Punkt p beschreibt dann einen Kegelschnitt, wenn man 
seine Bewegung der Bedingung unterwirft, daB die auf B und r liegen-

- -
den Punkte fJ und r, die (mit Hilfe der Geraden bP und cP) aus P lineal 
abgeleitet sind, mit dem gegebenen Plmkte a auf einer Geraden liegen 
(Maclaurins ErZC1tgung). 

1) [Vgl. H. Grassmanns Gesammelte Werke Bd. I, 1, S.245-248, Leipzig 
1894, und Bd. II, 1, Abh.2-7, 14 und 18 (1904).] 
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Man wird sich geradezu aus starren Drahten, am besten Stricknadeln, 
einen Apparat gebaut denken, so daB der Punkt p fortgesetzt der ge­
schilderten linealen Bedingung geniigt, also sich auf einem Kegelschnitt 
bewegt. Das ist dann ein linealer Mechanismus. Allgemein hat jeder 
Mechanismus dieser Art zur Folge, daB 3 aus dem Punkte p durch 
lineale Konstruktion abgeleitete Punkte auf einer Geraden liegen, oder 
auch 3 aus P durch lineale Konstruktion abgeleitete Geraden durch einen 
Punkt gehen. Die linealen Mechanismen haben iibrigens nur theore­
tisches Interesse, weil die Ausfiihrung nicht genau gemacht werden kann, 
vielmehr der Apparat, wie man ihn auch konstruieren mag, schlottert. 

Dieser Idee des linealen Mechanismus hat sich nun GraBmann be­
dient, urn eine algebraische Kurve geometrisch zu definieren. 

Bei der Kegelschnitterzeugung, wo es sich also urn die Erzeugung 
einer algebraischen Kurve zweiter Ordnung handelt, wird der Punkt p 
zweimal benutzt. GraBmann findet, daB er eine algebraische Kurve 
nter Ordnung bekommt, wenn er den Mechanismus so einrichtet. daB 
der Punkt p. n-mal benutzt wird 1). 

Bier ist er aber nicht stehengeblieben, sondern er zeigt auch um­
gekehrt, daB man jede algebraische Gleichung nter Ordnung F (x, y) = 0 
durch einen (vielleicht sehr komplizierten) linealen Mechanismus er­
setzen kann, bei dessen Konstruktion der Punkt x, y n-mal angewandt 
wird. Er beweist das so, daB er die Gleichung F (x, y) = 0 geradezu in 
die Vorschrift fiir die Bauart eines soIchen Mechanismus umsetzt. 

Nachdem wir diesen Satz haben, folgt unmittelbar die bereits oben ge­
gebene, rein geometrische Definition der algebraischen Kurven nachGra,B­
mann: Eine algebraische Kurve n-ter Ordnung ist eine soIche Kurve, 
weIche durch einen linealen Mechanismus n-ter Ordnung erzeugt wird. 

Wieder fragen wir, wo das besonders Interessante der algebraischen 
Kurven liegt. 

Natiirlich gilt auch fiir sie (wie fiir die analytischen Kurven iiber­
haupt), daB sie in ihrer ganzen Ausdehnung durch das Verhalten auf 
einem noch so kleinen Stiick festgelegt sind. Dariiber hinaus haben sie 
aber noch weitere ein/ache Eigenschaften, die sich auf ihren Gesamt­
verlauf beziehen. Urn nur das Wichtigste anzufiihren: 

Sie bestehen aus einer endlichen Anzahl von Asten, und es gilt fiir 
sie das Bezoutsche Theorem, d. h. eine algebraische Kurve n-ter Ordnung 
wird von einer Geraden in n Punkten geschnitten, und zwei verschiedene 
algebraische Kurven Cm und Cn schneiden sich in m' n Punkten (voraus-

1) [Die Tatsache, daB eine algebraische Kurve n-ter Ordnung sich durch 
einen linealen Mechanismus charakterisieren laBt, ist nicht so zu verstehen, 
als ob jede algebraische Kurve n-ter Ordnung mit alleiniger Zuhilfenahme des 
Lineals konstruiert werden ki:innte. Einen Punkt p mit dem Lineal allein so zu 
bestimmen, daB die Inzidenzbedingungen des linealen Mechanismus erfiillt sind, 
ist im allgemeinen nicht mi:iglich.] 
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gesetzt, daB man richtig zahlt, d. h. die imaginaren Schnittpunkte, ge­
gebenenfalls Punkte im Unendlichen beriicksichtigt und jeden einzelnen 
Punkt mit der richtigen Multiplizitat in Rechnung bringt, und daB man 
von den Fallen absieht, wo die Kurven ganze Aste gemein haben). 

Auf Grund dieser allgemeinen Satze ergeben sich nun besonders fUr 
die Kurven von der ersten bis vierten Ordnung wunderschone Theoreme, 
we1che eine Beschaftigung mit diesen Kurven zu einem reizvollen Ver­
gniigen machen und geradezu asthetische Befriedigung in sich schlieBen. 

Infolgedessen ist ja die Beschaftigung mit den algebraischen Kurven 
zuzeiten ein Lieblingsgegenstand des mathematischen Studiums ge­
wesen. Aber man muB es als Einseitigkeit bezeichnen, wenn nur von 
algebraischen Kurven die Rede ist, wie in so manchen Lehrbiichern. Man 
gewinnt dort geradezu den Eindruck, als ob es nur diese gabe, wahrend 
doch die Sinuslinie und die Schraubenlinie noch viel ofter auftreten 
und mindestens ebenso schone, aber nicht algebraische Kurven sind. 

Noch spezieller als die algebraischen Kurven sind die rationalen 
Kurven. Hier geht man wieder von der Parameterdarstellung x = q; (t), 
Y = "P (t) aus, indem man annimmt, daB q; und "P rational in t sind. Auch 
mit ihnen hat man sich viel bescMftigt. 

Nachdem wir so die Spezialisierung verfolgt haben, die der Kurven­
begriff im Gebiete der Prazisionsmathematik findet, fragen wir unserer 
allgemeinen Fragestellung getreu: 

Was haben die verschiedenen I dealkurven mit den Anwendungen zu tun? 
Ein altes Vorurteil ist, daB in den Anwendungen nur analytische 

Kurven vorkommen. Wir stellen dem, wie schon wiederholt betont 
wurde, entgegen, daB in den Anwendungen iiberhaupt keine Ideal­
kurven, sondern nur Annaherungen an so1che (d. h. Streifen) auftreten. 
Wenn man aber schon eine Idealkurve heranziehen will, um eine empi­
rische Kurve bzw. Erscheinung idealisierend zu schildern, dann reicht 
man immer mit regularen Kurven (d. h. den Kurven, bei denen q; und 
"P endlich oft differenzierbar und die letzten in Frage kommenden 
Differentialquotienten vielleicht noch abteilungsweise monoton sind) 
aus. Es ist Metaphysik, wenn man statt dessen glaubt, analytische 
Kurven heranziehen zu miissen. Ich nenne hier Metaphysik, was jen­
seits der unmittelbaren Erfahrung liegt, was man einfiihrt, weil man es 
fiir wiinschenswert halt, nur analytische Kurven zu benutzen. 

Ubrigens wird die somit aufgestellte Behauptung, daB analytische, 
algebraische, rationale Kurven als so1che nichts mit den Anwendungen 
zu tun haben, durch den Umstand etwas abgemildert, daB die einfachsten 
regularen Kurven, die man kennt, tatsachlich analytisch sind. 

Hat man Z. B. den Ansatz: 

x = a o+ a1t+a2t2 

y = bo+ b1t+ b2t2, 
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(den man der Einfachheit halber allemal heranzieht, wenn man 1m 
empirischen Gebiete ein einzelnes Kurvenstuck darzustellen hat), so 
haben wir zufallig eine rationale Kurve getroffen. Ebenso wird man in 
den Anwendungen nie auf die Formeln y = sinx, y = eX, ... verzichten 
wollen, auch wenn noch Korrektionen zutreten, die den analytischen 
Charakter der Kurve verwischen. Wir konnen also an die obige Behaup­
tung folgenden Zusatz anschlieBen: 

Analytische, algebraische, rationale Kurven treten nur insofern im 
empirischen Gebiet auf, als die einfachsten reguliiren Kurven, die man 
kennt und die man zur approximativen Darstellung empirischer Daten 
immerzu heranzieht, analytische, algebraische, rationale Kurven sind. 

Ich mochte hier einige Worte uber das Buch: Perry, ].: The calculus 
for engineers!), einfiigen, in welchem der Gedanke, den ich hier beruhre, 
charakteristisch zur GeHung kommt. 

Das Buch ist dadurch ausgezeichnet, daB der Verfasser, der fur 
Praktiker schreibt, sich vollkommen auf den Standpunkt des Praktikers 
stellt. Er spricht nicht von dem allgemeinen Kurvenbegriff usw., 
sondern beginnt gleich damit, daB in der Praxis eigentlich nur drei fun­
damentale Funktionen (y = xn , y = eX, y = sin x) in Betracht kommen, 
und daB man alle Aufgaben der gewohnlichen Praxis mit genugender 
Genauigkeit losen kann, wenn man nur noch solche Funktionen zulaBt, 
welche aus den gegebenen drei durch eine endliche Anzahl von Anwen­
dungen del' vier Grundrechnungsarten herauskommen, z. B. 

a + bx + cx2 

Y = d + ex + fx2' usw. 

Diese Auffassung von Perry ist vielfach als unwissenschaftlich be­
zeichnet worden. Dies ist sie aber auf ihrem Gebiete gar nicht. Es ist 
gerade der Zweck der gegenwartigen Vorlesung, den Standpunkt so 
zu wahlen, daB auch Perrys Ideen in dem Gebaude, das gleichzeitig das 
ideale und das empirische Gebiet umschlieBt, Platz finden. 

II. Fortsetzung der prazisionsmathematichen Betrachtungen 
zur ebenen Geometrie. 

Ich nehme nunmehr einen Gedanken auf, den wir schon fruher 
einmal beruhrt haben (womit ich mich wieder ganz dem idealen Gebiete 
zuwende). Wir haben unsere ganze Entwicklung an die Ideenbildungen 
der analytischen Geometrie angeknupft und also im letzten Grunde alles 
auf den modernen Zahlbegriff gestutzt. Will man die bisher besprochenen 
Dinge von dieser Darstellungsweise ablosen und auf rein geometrischer 
Basis behandeln, so wird man ein Axiom an die Spitze stellen mussen, 

1) London 1897, ins Deutsche ubersetzt von R. Fricke und Fr. Suchting, 
Leipzig 1902. 4. Auf I. 1923. - [Uber die Perry-Bewegung vgI. auch Bd. II der 
vorliegenden Elementarmathematik, S.232-237, 280.] 
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das der Einfiihrung des modernen Zahlbegriffs entspricht und so gefaBt 
werden kann: Zu, einer unbegrenzt abnehmenden Folge von abgeschlosse­
nen Intervallen (Strecken, Kurvenstucken, ebenen Bereichen, Raumteilen), 
von denen jedes alle folgenden enthiilt, gehOrt ein und nur ein allen Inter­
vallen gemeinsamer Funkt. Dieser wird d;aher durch die Intervallfolge 
eindeutig definiert. Man bezeichnet dieses von uns schon gelegentlich 
benutzte Axiom als das Axiom der I ntervallschachtelung1). 

Dieses Axiom mogen Sie als theoretische Grundlage dessen wahlen, 
was ich jetzt ausfiihre. Wir sahen schon friiher, daB man in der 
Theorie der automorphen Funktionen dazu gefiihrt wird, Punktmengen 
zu definieren und zu studieren, welche alle die merkwiirdigen Eigen­
schaften besitzen, von denen in der Mengenlehre die Rede ist. 

Jetzt will ich durch eine kleine Modifikation desselben geometrischen 
Erzeugungsprinzips zu nichtanalytischen Kurven fortschreiten, die bier 
also rein geometrisch erzeugt werden, wodurch zugleich der Eindruck 
vermieden wird, als ob durch die Betrachtung nichtanalytischer Kurven 
in die Geometrie etwas Kiinstliches und ihr Fremdes hineingetragen 
wiirde. 

Wir gingen bei unseren friiheren Betrachtungen von drei oder meh­
reren Kreisen in der Ebene aus, die ganz auseinander liegen, und spiegel­
ten den von ihnen gemeinsam begrenzten Bereich und aIle aus ihm 

durch Inversion entstehenden aquivalenten 
Bereiche an den Kreisen immer wieder aufs 
neue (Abb. 74). Wir erhielten so ein Netz 
von Bereichen, das die Ebene bis auf eine 
unendliche Menge von Grenzpunkten iiber­
deckte, und es entstand die Frage: Was laBt 
sich von dieser Menge der Grenzpunkte aus­
sagen? Wir fanden, daB sie nirgends dicht, 

Abb.74. aber trotzdem perfekt war und die Machtig­
keit des Kontinuums besaB. 

Wir bringen nunmehr die Modifikation an, daB wir die Kreise sich 
in zyklischer Reihenfolge beriihren lassen, halten aber nach wie vor 
daran fest, daB kein Ubereinandergreifen von irgend zweien der Kreis­
flachen stattfindet. Dadurch wird der Ausgangsbereich in 2 Kreis­
bogen-n-Ecke, ein inneres und ein auBeres, zerlegt, von denen jedes 
lauter Winkel vom Betrage Null aufweist. Man vergleiche die Abb. 75, 
bei welcher der eine Bereich durch das Unendliche geht, was aber nicht 

1) [Man erkennt leicht, warum bei der obigen Formulierung von den Inter­
vallen verlangt wird, daB sie abgeschlossen sind. Die unbegrenzt abnehmende 

Folge der offenen Intervalle 0< % < ~, wobei n die Folge der natiirlichen Zahlen 
n 

durchHiuft, enthalt keinen Punkt, der allen Intervallen angehort. Der Punkt 0 
gehort keinem der Intervalle der Folge an.] 
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besonders ins Gewicht £aUt, da eine Inversion ihn sofort in einen end­
lichen verwandelt. Wir wenden nun auf die beiden nullwinkligen Kreis­
bogenpolygone die Inversion an den Begrenzungskreisen unbegrenzt 
oft an und fragen nach der Menge der dabei entstehenden Grenzpunkte. 
Wir werden linden, dafJ die aus den Grem -
stellen bestehende Punktmenge eine ge­
schlossene J ordankurve bildet, die im all­
gemeinen nicht analytisch ist, wobei ich 
den Zusatz "im allgemeinen" im Verlaufe 
der Diskussion noch erkHiren werde. 
Diese Jordankurve trennt dabei das Be­
reichnetz, das von dem auBeren Aus­
gangspolygon und seinen Bildern gebildet 
wird, von dem Bereichnetz des inneren 
Polygons und seiner Bilder. 

Auch hier hebe ich wieder hervor, 
daB die Idee, an einer Anzahl sich zy­
klisch beruhrender Ausgangskreise die 

Abb. 75. 

,/ 
,/ 

Ausgangsbereiche und ihre aquivalenten Bereiche fortgesetzt zu spiegeln, 
aus der Physik stammt, wo man in der Elektrostatik veranlaBt wird, 
bei der Gleichgewichtsverteilung der Elektrizitat auf einander beruhren­
den Rotationszylindern genau dieselben unendlich vielen Inversionen 
zu betrachten, von denen wir hier handeln. Es folgt also, daB man 
den nichtanalytischen Kurven nicht entgehen kann, wenn man nur die 
Betrachtungen, mit denen sich die Praktiker ohnehin beschaitigen, 
hinreichend weit fortsetzt. 

Es seien zunachst zwei sich von auBen beruhrende Kreise Kl und 
K2 gegeben; hier liegt n'atiirlich keine zyklische Beruhrung vor. Wir 
erhalten nur einen Ausgangs­
bereich, der sich als Kreisbogen­
zweieck mit 2 Winkeln Null dar­
bietet, er ist in Abb. 76 wie fruher 
mit 1 bezeichnet. Spiegeln wir 
den Bereich 1 an K l' so erhalten 
wir einen von K 1 umschlossenen 
sichelformigen Bereich, den wir 
wie auch die in Rede stehende 
Inversion selbst mit 51 bezeich-
nen; ebenso erhalten wir durch 

Abb. 76. 

Spiegelung an K2 einen sichelformigen Bereich 52 in K2 (Abb. 77). 
Es kommt nunmehr wieder unser schon fruher erwahntes Fortgangs­
prinzip zur Geltung, welches darin besteht, daB wir, statt die an­
fanglichen Inversionen als solche heranzuziehen, jeden neu erhaltenen 
Bereich immer wieder an seiner inneren kreisformigen Begrenzungslinie 
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spiegeln. DaB dieses Prinzip sich mit der Forderung, alle Kombinationen 
der Inversionen 51 und 52 auf den Ausgangsbereich anzuwenden, deckt, 
wurde friiher gezeigt. Gleichzeitig wurde aber dem Prinzipe bereits 
eine erweiterte Form gegeben, dahingehend, daB man an jedem neu ge­
wonnenen Begrenzungskreise nicht nur den angrenzenden Bereich, son­
dern iiberhaupt alle bis dahin konstruierten Bereiche spiegelt. Raben 
wir also in unserem Falle erst einmal die drei Bereiche 1, 51' 52 (Abb. 77), 
so erhalten wir durch Spiegelung an K2 sofort drei neue Bereiche usw. 
Mogen wir nun auf die eine oder andere Weise vorgehen, jedenfalls 

Abb. 77. 

folgt in unserem 
einfachen Fall der 
Satz: Wir bekom­
men fur unsere aqui­
valenten Bereiche 
einen einzigenGrenz­
punkt, und dieser ist 
mit dem Beruhrungs­
punkt der beiden 

A usgangskreise 
identisch. 

Dabei ist nun 
interessant, wenn 
wir einen beliebigen 
Punkt pin 1 geben, 
zu sehen, wie die 
unendlich vielen 
mit p aquivalenten 

Punkte sich allmahlich dem Grenzpunkt nahern. Wir betrachten den 
durch p gehenden Orthogonalkreis K der beiden Ausgangskreise (Abb. 77). 
Wir wissen, daB er bei allen unseren Operationen 51' 52' ... in sich 
iibergeht. Denn er geht durch den Beriihrungspunkt c der beiden 
Kreise Kl und K 2 ; c und die Tangente in c an Q sind gegeniiber allen 
51' 52, ... invariant, gegeniiber 51 auBerdem der Schnittpunkt von Q mit 
K l , gegeniiber S2 der Schnittpunkt von Q mit K 2 • Die Folge ist also, daB 
aIle Punkte, die durch Inversion aus p entstehen, auf dem namlichen Ortho­
gonalkreise liegen. Man kann den Orthogonalkreis geradezu als "Bahn­
kurve" ansehen, auf der p sprungweise auf den Grenzpunkt c zu riickt. 

Das hat nun besonderes Interesse, wenn wir den Grenzpunkt emit 
irgendeinem Punkte p der Ebene geradlinig verbinden. Wendet man 
namlich auf den Punkt p fortgesetzt die unserem Fortgangsprinzip 
entsprechenden Inversionen an, so riickt p auf seinem Orthogonalkreise 
auf c zu, und die jeweiligen Verbindungslinien nahern sich damit not­
wendig einer bestimmten Grenzlage, namlich der "Zentralen" der beiden 
Ausgangskreise (Abb. 78). 
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Betrachtet man nun eine geschlossene Kurve, die dadurch ent­
steht, daB man im Ausgangsbereich von dem einen Kreis K 1 nach dem 
anderen K2 ein beliebiges (evtl. 
nichtanalytisches) den Punkt c 
nicht enthaltendes Kurven­
stuckI) zieht und zu diesem 
Kurvenstuck vermoge unserer 
Inversionen die Gesamtheit 
der aquivalenten Kurvenstucke 
hinzukonstruiert, endlich aber 
noch den Punkt ·c hinzufUgt, 
so hat die so geschlossene Kurve, 
wie ich behaupte, im Punkte c 
eine bestimmte Tangente, niim­
lich die Zentrale . 

Abb. 78. 

Dieser Satz ist eine einfache Folge des eben aufgestellten Hilfssatzes. 
Man wahle (Abb. 79) zum Beweise auf der Kurve eine beliebige gegen c 
konvergierende Punktfolgeq, q', . . . .. Aile Punkte q, q', ... , welche wir 
solcherweise beim Zuschreiten auf c durchlaufen mogen, haben ihnen aqui­
valente Punkte p, p', . . . im Ausgangsbereich und man kann die Folge der 
q, q', ... , einklemmen zwischen die F olgen P v fP 
bzw. P~ der zu P bzw. P' (vgL Abb. 78) aqui- p' I 

- - "'I 
valenten Punkte. Daher haben die c q~', .. , \ 1 
dieselbe Grenzlage wie die cP" bzw. cP:, das II 
ist aber auf Grund des voraufgeschickten I 

Hilfssatzes die Zentrale. ,[ 
lch gehe nun von diesem einfachen Fall 

von 2 Ausgangskreisen zu dem von 3 Aus­
gangskreisen uber. Der Bequemlichkeit halber 
mogen sie aIle gleich groB gewahlt sein. 
Der Ausgangsbereich besteht jetzt aus 2 nuIl­
winkligen Kreisbogendreiecken (Abb. 80). Nun 
wissen wir, daB drei solcher Kreise aIle mal 
einen und nur einen Orthogonalkreis Q haben. Abb. 79. 

Dieser geht hier durch die drei Beriihrungs-
punkte hindurch. Er ist gegenuber allen in Betracht kommenden Inver­
sionen invariant, so daB wir ihn zweckmaBig zu Hilfe nehmen, urn 
uns in der Abbildung zurechtzufinden. 

Urn ubrigens aIle den beiden Ausgangsbereichen aquivalenten Be­
reiche zu erhalten, brauchen wir bloB die aquivalenten Gebiete im 

1) [Es ist hier natiirlich ein durch Gleichungen x = 'P(t), y = 1p(t) definiertes 
Kurvenstiick gemeint; daB dann wirklich auf die angegebene Art eine geschlossene 
Kurve (topologisches Bild eines Kreises) entsteht, ist nicht schwer zu beweisen.] 
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Inneren des Orthogonalkreises zu konstruieren und hernach die samt­
lichen so erhaltenen aquivalenten Gebiete am Orthogonalkreise zu 
spiegeln. Die Richtigkeit dieser Uberlegung folgt aus dem bereits friiher 
besprochenen Satz, daB namlich Figuren, die in bezug auf einen Kreis K 
invers sind, bei Inversion an einem neuen Kreis Q solche Figuren er­
geben, die in bezug auf den bei der Inversion an Q aus K hervorgehenden 
Kreise K' invers sind. Wir beschriinken uns also bei unseren Konstruk­
tionen auf das Innere von Q. Da legen sich neben das Ausgangsdreieck 
zunachst 3 Nebendreiecke; die 4 Dreiecke bilden zusammen ein Kreis­

sechseck, dessen 
Zipfel senkrecht auf 
Q aufsitzen. Nach 
unserem F ortgangs­
prinzip konnen wir 
nun entweder die 
3 Nebendreiecke 
einzeln an ihren 
freien Seiten oder 
auch gleich das 
ganze Sechseck an 
jeder seiner 6 Seiten 
spiegeln, wodurch 
wir ein DreiBigeck 
erhalten. Sie sehen, 
wie das weitergeht: 

Abb. 80. Die Bereiche, die 
aus dem A usgangs­

bereich entstehen, iiberdecken das ganze Innere von Q immer vollstiin­
diger, wobei die Zipfel der erhaltenen Bereiche au! Q senkrecht aufliegen 
und dort immer zahlreicher werden. Je weiter man den ProzeB fiihrt, 
urn so dichter schlieBen sich die zum Ausgangsbereiche aquivalenten 
Bereiche an Q an, so daB jeder Punkt des Orthogonalkreises eine 
Haufungsstelle von Bereichzipfeln wird, wie gleich noch naher gezeigt 
werden solI. 

Die hier geschilderte Figur, die denen, welche sich mit den elliptischen 
Modulfunktionen beschaftigt haben, hinreichend bekannt ist, bildet 
gewissermaBen ein Geschenk, das die Geometrie von der Funktionen­
theorie erhalten hat. Denn obwohl man bei einem solchen bis ins 
Unendliche fortgehenden ProzeB sehr wohl von dem rein geometrischen 
Standpunkt ausgehen kann, so ist doch der historische Werdegang 
der gewesen, daB man in der Theorie der elliptischen Modulfunktionen 
genotigt war, zuerst solche Figuren zu studieren. Rein begrifflich 
kommt die Figur allerdings schon bei v. Staudt vor (insofern er zu 
.3 beliebigen Punkten eines Kegelschnitts immer erneut den vier ten 
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harmonischen Punkt konstruiert), aber v. Staudt hat das nicht an­
schauungsmaBig ausgepragt. 

Ich gehe noch etwas genauer auf unsere Figur mit den 3 sich beriih­
renden Kreisen ein, indem ich noch einige Einzelheiten hervorhebe, die 
das Studium der Figur bei 4 sich beriihrenden Kreisen wesentlich er­
leichtern. 

Ich legte die Figur symmetrisch an, indem ich die Radien der sich 
beriihrenden Kreise gleich groB wahlte, so daB ihre Beriihrungspunkte in 
die Ecken eines dem Orthogonalkreise Q einbeschriebenen gleichseitigen 
Dreiecks fallen . Wir 
erhalten die zuge­
horige Gesamtfigur, 
wenn wir entweder 
zuerst den inneren 
Bereich durch In­
version vervielfal­
tigen und die so sich 
ergebende Teilfigur 
am Orthogonal­
kreise Q spiegeln, 
Qder indem wir zu­
nachst den auBeren 
Bereich vervielfalti­
gen und dann die so 
entstehende Teil­
figur am Orthogo­
nalkreise spiegeln. 

Abb. 81. 

Wollen wir nunmehr darauf achten, wie sich die Beriihrungsstellen 
cler entstehenden Kreisbogendreiecke auf der Peripherie des Orthogonal­
kreises hauien. Von Hause aus haben wir 3, dann 6, weiter 12 usw. 
Beriihrungsstellen, so daB wir sagen konnen: Der Orthogonalkreis wird 
in dem M afJe, wie die Konstruktion weitergefiihrt wird, immer dichter mit 
den Beriihrungsstellen zweier Kreise besetzt. 

Da ist nun die nachste Frage: Was laBt sich von der Menge der 
Beriihrungsstellen aussagen? Es ist leicht zu sehen, dafJ in der Menge 
der Beriihrungsstellen fede Beriihrungsstelle Haufungspunkt der iibrigen, 
d. h. dafJ die Menge auf dem Orthogonalkreis in sich dicht ist. 

Wir betrachten, urn diesen Satz zu beweisen, irgend zwei sich be­
riihrende Kreise" 1", ,,2", die man im Verlaufe des Prozesses erhalten 
hat; ihr auf dem Orthogonalkreis Q liegender Beriihrungspunkt moge 
c heiBen. Wir denken uns nun diese Figur (Abb.81) in der uns ge­
wohnten Weise einer unbegrenzten Folge von Spiegelungen unterworfen. 
Zunachst spiegeln wir sie an den heiden Kreisen ,,1", ,,2", dann die so 
vervollstandigte Figur an den neuen Begrenzungskreisen usw. Dadurch 
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wird der Punkt c, welcher vor der ersten Spiegelung Beruhrungstelle von 
nur 2 Kreisen ist, Beruhrungspunkt unendlich vieler Kreise. Und jeder 
dieser unendlich vielen, mit dem Fortschreiten des Spiegelungsprozesses 
belie big klein werdenden Kreise fiihrt in seinem zweiten Schnittpunkt, 
den er mit dem Orthogonalkreis gemein hat, eine neue Beruhrungsstelle 
mit sich. Die Abb. 81 zeigt, wie diese neu hinzukommenden Be­
ruhrungsstellen nebeneinanderliegenden Kreisbogendreiecken angehoren. 

Abb.82. 

Abb. 82 zeigt den besonderen Fall, in dem 
der Orthogonalkreis in eine Gerade aus­
geartet ist. 

Jede noch so kleine kreisformige Um­
gebung von c enthalt demnach unendlich 

c viele Beriihrungspunkte; c ist daher eine 
Haufungsstelle von Beriihrungspunkten. 
Nun war aber c ein ganz beliebiger Be­
riihrungspunkt. Es folgt, daB die Menge 
der Beriihrungspunkte in sich dicht ist. 

Als weitere Eigenschaft dieser Punkt-
menge fiihre ich an, daB sie auf der 

Peripherie des Orthogonalkreises iiberall dicht liegt, d. h. daB auf 
jedem noch so kleinen Teil dieser Peripherie Beriihrungspunkte liegen. 
Das sieht man so ein: Un sere Ausgangsfigur (Abb. 80) bildet eine in 
sich geschlossene Kette von drei Kreisen, die langs des Ortho­
gonalkreises aneinandergereiht sind. Spiegeln wir an diesen Kreisen, 
so erh~lten wir eine neue in sich geschlossene Kette von sechs 
Kreisen, die ebenfalls langs des Orthogonalkreises aneinandergereiht 
sind. Allgemein liefert jede Spiegelung an der Gesamtheit der Kreise 
einer solchen Kette eine neue Kette mit zahlreicheren und kleineren 
Kreisen. Nehmen wir nun auf der Peripherie des Orthogonalkreises 
ein Bogenstiick, das zu einer Sehne von der Lange 0 geh6rt, an. Wir 
treiben dann den SpiegelungsprozeB so weit, daB eine Kette von Kreisen 
entsteht, deren Durchmesser samtlich kleiner als 0 sind. Dann liegt 
auf dem Bogenstiick, wie klein auch 0 sei, bestimmt ein Beriihrungs­
punkt, und man erkennt leicht, daB bei unbegrenzter Fortsetzung des 
Spiegelungsprozesses unendlich viele Beriihrungspunkte auf das Bogen­
stiick zu liegen kommen. Hieraus folgt zugleich, daB zu den Beriihrungs­
stellen selbst noch samtliche Punkte der Orthogonalkreislinie, die nicht 
Beriihrungspunkte sind - daB es solche Punkte gibt, wird gleich deut­
licher werden - als Haufungsstellen von Beriihrungspunkten hinzu­
kommen. 

Die Beziehung zwischen den auf dem Orthogonalkreis Q iiberall 
dicht liegenden Beriihrungsstellen und den iibrigen Punkten von Q 
ist ganz ahnlich der Beziehung zwischen den rationalen und irrationalen 
Punkten auf der Abszissenachse. Auf dieser liegen die "rationalen" 
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Punkte auch iiberall dicht und sind abzahlbar, wahrend die "irrationaIen" 
Punkte als Haufungsstellen der rationalen erscheinen. Denken wir 
daran, daB nach Dedekind die irrationale Zahl durch einen mit ge­
wissen Eigenschaften ausgestatteten Schnitt in der Menge der rationalen 
Zahlen definiert wird, so wird die in Rede stehende Analogie noch deut­
licher: Auch jeder Punkt des Orthogonalkreises, 
der nicht selbst eine Beriihrungsstelle ist, macht 
einen Schnitt in der Menge der Beriihrungs­
stellen und kann geradezu durch diesen definiert 

K.,"V\",\I\I\",\ 1\ A 

werden. _fl 
leh habe diese Dinge bisher etwas unbestimmt 

vorgetragen, da ich an keinerlei quantitative Be­
ziehungen, sondern nur an die Figur als solche 
angekniipft habe. Aber es ist leicht, die Figur 
in eine Gestalt umzusetzen, an der sich die 
Sache arithmetisch verfolgen laBt. 

Abb. 3. 

Wir k6nnen namlich, da es sich urn Verhaltnisse handelt, die bei 
beliebiger Inversion der Gesamtfigur nicht geandert werden, ohne Ein­
schrankung der Allgemeinheit dem Ausgangsbereiche eine einfache Form 
geben. Man spiegele das Ausgangsdreieck an einem Kreise, der seinen 
Mittelpunkt in einer Dreiecksecke hat. Dadurch erhalt man ein Dreieck, 
welches von zwei parallelen geraden Linien und einem diese Geraden 
beriihrenden Halbkreise begrenzt ist (Abb. 83). Der Orthogonalkreis 
wird zu einer Geraden QQ gestreckt, die dnrch die beiden im Endlichen 
gelegenen Beriihrungs­
punkte geht. An diese 
Figur kniipft die ge­
w6hnliche Darstellung 
der in Rede stehenden 
Verhaltnisse an, wie man 
sie in der Funktionen­
theorie gibt (wobei man 
die Figur noch bequem 
gegen das Koordinaten­
system legt). 

Man wahlt die Ge­
rade QQ als x-Achse und 

o 1 
Abb. &4. 

den Anfangspunkt und MaBstab so, daB die beiden im Endlichen liegenden 
Ecken in die Punkte x = 0, x = 1 fallen . Dann ist die Gesamtfigur 
leicht zu konstruieren, indem man nach rechts und links die erste Figur 
unbegrenzt wiederholt und die so erhaltene Folge von unendlich vielen 
Dreiecken in jeden der dabei auftretenden Halbkreise hineinspiegelt 
(Abb.84). Auf diese Weise kommen aIle Beriihrungspunkte auf die 
x-Achse zu liegen, und es ist leicht, das, was an unserer ersten Figur 
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nur in Anlehnung an das unmittelbare geometrische Gefiihl erlautert 
wurde, jetzt auf arithmetischer Basis genau zu berechnen. Die dann 
auftretenden Formeln zeigen, daB die Beriihrungspunkte lauter rationale 
Abszissen x bekommen und daB auch jeder Punkt mit einem rationalen 
x ein Beriihrungspunkt wird. Es besteht demnach nicht nur eine Analogie 
zwischen der Menge der Beruhrungspunkte und der Menge der rationalen 
Punkte aut der Abszissenachse, sondern es ist Identitiit vorhanden. Ins­
besondere ergibt sich also, daf3 die Menge der Beruhrungspunkte abziihlbar ist. 

Abb. 85. 

Dies als Erganzung zu dem Fall von 3 Kreisen! 
Ich gehe nunmehr zu unserem eigentlichen Gegenstande tiber, bei 

dem wir mit 4 sich in zyklischer Reihenfolge beriihrenden Kreisen be­
ginnen. Hier liegen im ganzen ahnliche Verhaltnisse wie bei dem vorigen 
Fall vor. 

Die 4 Kreise mogen zunachst noch einen gemeinsamen Orthogonal­
kreis besitzen (Abb 85). Dann konnen wir als Ausgangsbereich zu­
nachst das AuBere oder das Innere der beiden entstehenden Kreis­
bogenvierecke benutzen1) . Indem wir das Innere nehmen und die 

1) Als au Beres Kreisbogenviereck bezeichnen wir den Bereich, der den unend­
lich fernen Punkt enthalt. 
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Inversionen ausfiihren, erhalten wir zunachst gemaB unserem Fort­
gangsprinzip durch Konstruktion der anliegenden Vierecke ein aus 
5 Vierecken bestehendes Zwolfeck, dann ein SechsunddreiBigeck usw. 
Die Anzahl der Beriihrungspunkte auf dem Orthogonalkreise wird bei 
diesem allseitig symmetrischen Verfahren der Reihe nach 4, 12, 36, 
108, ... sein. Wir fragen sogleich, wie die Beriihrungspunkte iiber die 
Peripherie des Orthogonalkreises verteilt sind. Da konnen wir folgendes 
anfiihren: 

1. Die Menge der Beriihrungspunkte ist abzahlbar. 
2. Die Menge der Beriihrungspunkte liegt auf dem Orthogonalkreise 

iiberall dieht. 
Wir wollen nunmehr unsere Figur dadurch spezialisieren, daIJ wir 

dureh eine geeignete Hilfsinversion einen Beriihrungspunkt ins Unendliehe 

Abb. 86. 

werfen. Es ergibt sich Abb. 86, und diese Figur ist bei der arithmetischen 
Behandlung zweckmaBigerweise zugrunde zu legen. 

Der Orthogonalkreis artet in eine Gerade aus, die wir zur x-Achse 
wahlen, zwei von den Kreisen werden wieder parallele Gerade, wahrend 
die beiden anderen zwischen diesen senkrecht auf der x-Achse aufstehen. 
Durch fortgesetzte Spiegelungen nach rechts und links an den Geraden 
und an den Kreisen entsteht dann die Gesamtfigur. Indem wir wieder 
zwei der Beriihrungspunkte nach 0 und 1 legen und die Abszisse des 
dritten im Endlichen gelegenen mit a bezeichnen (0 < a < 1), erhalten 
wir auf der x-Achse eine Menge von Beriihrungspunkten, die sich nicht 
mehr schlechtweg mit der Menge der rationalen Punkte deckt, aber 
Abszissenwerte besitzt, welche rational von der GrolJe a abhangen. Es 
ist interessant, zu untersuchen, wie diese rationalen Funktionen der 
GroBe a beschaffen sind. 

Dies war der spezielle Fall, in dem fiir die 4 Ausgangskreise ein 
Orthogonalkreis existiert. Wir gehen nun zu dem natiirlieh viel kompli­
zierteren allgemeinen Fall iiber. Auch da werden wir vermoge unserer 

Klein, Elementarmathematik III. 10 
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bisherigen Satze eine gewisse Ubersicht gewinnen k6nnen. Es seien 
4 Kreise gegeben, die sich in zyklischer Reihenfolge beruhren. Dann 
gilt bemerkenswerterweise immer noch der Satz, daB die 4 Beruhrungs­

punkte auf einem Kreise liegen, 
der aber im allgemeinen nicht 
Orthogonalkreis ist (Abb. 87). 

Urn diesen Hilfssatz zu be­
weisen, wenden wir den schon 
benutzten Kunstgriff an, durch 
Inversion an einem Kreise, der 
urn einen der Beruhrungspunkte 
als Mittelpunkt beschrieben ist, 
die Figur zu vereinfachen. Die 
beiden in diesem Inversionszen­
trum sich beruhrenden Kreise 
mit dem Winkel Null verwandeln 

sich bei der Inversion in zwei parallele Geraden Kl und K 2 , zwischen 
denen die beiden anderen Kreise K3 und K4 liegen, wie es Abb. 88 zeigt. 

Wenn wir dartun wollen, daB in unserer ursprunglichen Figur die 
4 Beruhrungspunkte auf einem Kreise liegen, so haben wir fUr Abb. 88 
zu beweisen, daB sich durch die 3 im Endlichen gelegenen Beruhrungs­
punkte eine Gerade legen HiBt. Dies ist aber elementargeometrisch 
sofort klar, und damit ist unser Hilfssatz bewiesen. Wir nennen diese 

Gerade die Querlinie Q, allgemein den 
Kreis durch die 4 Ecken des Kreisbogen­
vierecks den Querkreis Q. 

K., Zugleich ist aber noch weiter klar, 
daB, wenn wir in Abb. 88 in den Be-

_~ ruhrungspunkten die Normalen der Kreise 
ziehen (die sich beziehungsweise in den 

_~..R Mittelpunkten von K3 und K4 schneiden), 
dann unsere Querlinie diese Normalen 
oder Zentralen, wie ich lieber deutlicher 
sagen will, unter dem Betrage nach glei-

Abb. 88. chen und von Null verschiedenen Winkeln 
± lPo schneidet; die Bedeutung der Vor­

zeichen ergibt sich aus der Abb. 88. Ware lPo= 0, so kamen wir auf 
unseren fruheren Fall zuruck. Ubrigens ist lPo, wie man leicht nachweist, 

immer kleiner als :. Ubertragen wir diesen Sachverhalt auf unsere 

ursprungliche Figur, so haben wir zu sagen: Die vier Beruhrungspunkte 
liegen auf dem Querkreise Q, welcher mit den zu den Beruhrungspunkten 
gehOrigen Zentralen Winkel + lPo bildet, wo lPo von Null verschieden 

ist, da Q kein Orthogonalkreis mehr ist, aber kleiner als : bleibt. Dieser 
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Satz kann dazu dienen, der Ausgangsfigur eine fiir die weitere Betrach­
tung zweckmaBige Form zu geben. Es ist eine bekannte Tatsache, daB 
eine verwickelte Figur durch symmetrische Anlage an FaBlichkeit sehr 
gewinnt. So mag denn im folgenden die Ausgangsfigur in der Weise 
gezeichnet werden, daB wir mit dem Querkreis Q beginnen und die vier 
Beriihrungspunkte in den Ecken eines dem Querkreise einbeschriebenen 
Rechtecks wahlen (Abb.89). 

Zeichnen wir unter geeigneter Annahme eines von 0 verschiedenen 

Winkels ± CPo( CPo < :) die Richtungen der Zentralen ein, so ist es leicht, 

jetzt nachtraglich die 4 "Ausgangskreise" zu konstruieren. Wir bekommen 
dabei 2 Kreisbogenvier­
ecke, ein inneres und 
ein auBeres, die in be­
zug auf den Querkreis 
Q nicht invers sind, 
zwischen denen aber 
doch noch dieselbe 
Lagenbeziehung wie bei 
inversen Figuren be­
steht. N unmehr spiegeln 
wir zunachst Q an K 1 

und erhalten einenneuen 
Kreis Q'. Die Konstruk­
tion von Q' wird uns 
dadurch erleichtert, daB 
die Schnittpunkte von 

IV 
Abb. 89. 

Kl mit Q und die Winkel +CPo und -CPo der GroBe nach erhalten 
bleiben. Wohl aber andert sich das Vorzeichen der Winkel. Die 
Folge ist, daB der uns allein interessierende Bogen q' von Q', der 
in das Innere von Kl hlIt, dem inneren K;reisbogenviereck seine kon­
kave Seite zuwendet. Ebenso leicht ist die Spiegelung von Q an K 2 , 

K3 und K4 durchzufiihren. Es entstehen die Kreise Q", Q"', QIV; ihre 
in das Innere von K2 bzw. K 3, K4 fallenden Bogen mogen q" bzw. 
q"', qIv heiBen. Das Kreisbogenstiick q'" kehrt ebenso wie q' dem inneren 
Kreisbogenviereck die konkave Seite zu, wahrend q" und qIV ihm die 
konvexe Seite zukehren. Der Querkreis Q ist also nach den vier Inver­
sionen durch die vier Kreisbogen q', q", q"', qIV ersetzt. Diese vier 
Kreisbogen bilden mit den Zentralen der auf ihnen liegenden Beriihnings­
punkte Winkel ± CPo und reihen sich, wie man leicht erkennt, in den 
Beriihrungspunkten ohne Knick aneinander (Abb.90). 

Nachdem diese neue Querkurve gezeichnet ist, spiegeln wir die 
Kreise K 2, K 3, K4 an K 1 • Die neuen Beriihrungspunkte kommen 
einmal auf das Kreisbogenstiick q', zum anderen auf die Geraden durch 

]0* 
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den Mittelpunkt von Kl und die alten Beriihrungspunkte zu liegen. 
Raben wir sodann die Zentralen der neuen Beriihrungspunkte in richtiger 
Stellung eingezeichnet, so sind die Bilder K~, K;, K~ von K 2 , Kg, K4 
schnell gefunden. K~, K;, K~ umgrenzen zusammen mit Kl je ein erstes 
Seitenbild unserer beiden Ausgangsvierecke. Ganz entsprechend ist 
die Inversion von K 1 , Kg, K4 an K 2 , von K 1 , K 2 , K4 an Kg und von 
K 1 , K 2 , K3 an K4 durchzufUhren. Indem die einfachsten Elemente 
fUr die leichte Auffassung der so entstehenden Figur der Querkreis Q 

Abb.9O. 

und die Kreisbogen q', q", q"', qIV sind, will ich die Figur nochmals 
mit folgenden Worten schildern: 

Urspriinglich hatten wir einen Kreis mit 4 Beriihrungspunkten und 
ihren Zentralen. Aus diesem Kreise Q ist ein aus 4 Kreisbogenstiicken 
bestehender Kurvenzug geworden, der 1'etzt im ganzen 12 Beriihrungspunkte 
mit 12 Zentralen tragt. Auf den 12 so entstehenden Segmenten des Kurven­
zuges erheben sich 12 Kreise K 1, KIl, ... , K 1V, • •• Diese zerlegen die 
Ebene in ein Inneres und ein AufJeres. 

Es ist klar, wie die Konstruktion weiterzufUhren ist. Wir greifen 
einen der neuen Kreise, z. B. K~, heraus. Die beiden Kreisbogen­
vierecke, an deren Begrenzung K~ teilnimmt, spiegeln wir in K~ hinein. 
Dadurch erhalten wir in K; drei neue Kreise. Die Beriihrungspunkte 
dieser Kreise liegen auf demjenigen Kreisbogen (q') , der aus q' im Inneren 
von K~ durch Inversion an K~ entsteht. An der Begrenzung der eben 
benutzten Vierecke nehmen von den neuen Kreisen auBer K~ noch K~ 
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und K~ teil. Spiegeln wir die Vierecke nun in die beiden letzten Kreise 
hinein, so ergeben sich auch in jedem von diesen drei neue Kreise und 
je ein Kreisbogen, auf dem die Beruhrungspunkte liegen. Der Bogen 
q' von Q' ist also nach den drei Spiegelungen ersetzt durch eine aus drei 
Kreisbogen zusammengesetzte Linie. Die drei Kreisbogen reihen sich 
wiederum ohne Knick aneinander und bilden mit den in Betracht 
kommenden Zen tralen abwechselnd die Winkel ± CPo. Sehen wir uns 
nun die beiden Kreisbogenvierecke an, die in K~ entstanden sind. 
Spiegeln wir beide samt dem Kreisbogen (q') der Beruhrungspunkte an 
den in K~ liegenden drei Kreisen, so entstehen in jedem von diesen 

Abb.91. 

wiederum drei Kreise, zwei Vierecke und ein Kreisbogen fur die Beru.h­
rungspunkte. 1m ganzen wird der Kreisbogen der vorherigen Beruhrungs­
punkte wiederum durch eine Kette von drei neuen ersetzt, die - mit 
den Zentralen der sich beruhrenden Kreise abwechselnd die Winkel 
± CPo bildend - ohne Knick aneinanderstoBen. In Abb. 91 ist diese 
Kette gezeichnet. 

Die Ersetzung eines Querkreisbogens durch drei neue erinnert uns 
daran, wie wir bei Besprechung der Peanokurve die Parameterkurven 
CPn+l (t) bzw. '!fJn+l (t) aus CPn (t) bzw. '!fJn (t) aufbauten " 
(Abb. 92). Gehen wir jetzt zu der Gesamtfigur I v/ 

zuriick, die wir erhielten, als wir die beiden Aus­
gangsvierecke an K 1 , K 2 , K3 und K4 spiegelten. 
Wir hatten 4' 3 = 12 neue Kreise bekommen, die 
4 alten und 8 neuen Beruhrungspunkte lagen samt­ Abb. 92. 

lich auf einer geschlossenen, aus den Kreisbogen q', q", q"', qIV ge­
bildeten Querkurve. Fuhren wir fUr jedes Tripel der neuen Kreise die 
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obengenannten Spiegelungen aus, so ergeben sich 4' 32 neue, zu einer 
geschlossenen Kette angeordnete Begrenzungskreise, und zu den 12 be­
reits vorhandenen Beriihrungspunkten treten doppelt soviel neue hinzu. 
Die 36 Beriihrungspunkte, die wir nunmehr haben, liegen auf einer ge­
schlossenen Kurve, die aus 4' 3 ohne Knick aneinandergereihten und 
mit den Zentralen der Beriihrungspunkte abwechselnd die Winkel ± 9'0 
bildenden Kreisbogen zusammengesetzt ist. Fiihren wir den Spiegelungs­
prozeB n-mal hintereinander aus; so ergeben sich demnach: 

1. beim Schritt von der n-ten zur (n + i)-ten Spiegelung 4' 3n +1 neue 
Begrenzungskreise, durch welche die neue Querlinie sich hindurchzieht; 

2. im ganzen 4' 3n+1 Beriihrungspunkte; 
3. 4' 3n Kreisbogen, welche die neue Querlinie bilden. 
Sie begreifen, worauf es ankommt. Nennen wir die einzelnen Quer­

linien Co, C1 , C2 USW., so ist die Frage: Welches ist das Grenzgebilde 
Coo dieser Querlinienfolge? 1st Coo, der Ort aller Beriihrungspunkte 
und ihrer Haufungsstellen, die Punktmenge, welche das Bereichnetz 
der inneren Vielecke von dem der auBeren trennt? 

Nennen wir Coo schon eine Kurve, so greifen wir dem voraus, was 
wir noch erst beweisen miissen. Jedenfalls ~ird sich aber die Bezeich­
nung rechtfertigen; wir werden geradezu folgende Satze beweisen: 

1. Cop ist eine Jordankurve, d. h. Coo ist durch Formeln der Art 
x = 9' (t), Y = 1jJ (t) darstellbar, wobei 9', 1jJ die bekannten Eigen­
schaften haben. 

2. In all den 1,mendlich vielen und auf ihr iiberall dicht liegenden 
Beriihrungspunkten hat sie die zugehOrigen Zentralen zu Tangenten. 

3. Die Kurve ist aber keineswegs analytisch, solange 9'0' wie wir aus­
driicklich annahmen, von Null verschieden ist. 

Von diesen Behauptungen beweise ich zunachst die zweite . 
. Ich beweise den Satz, indem ich an Betrachtungen ankniipfe, die 

wir bereits friiher anstellten, die ich hier aber in Anlehnung an unsere 
spezielleri Verhaltnisse etwas breiter wiederhole. 

---- Wir wahlen zwei Kreise aus, die /""..... .... ...... __ ..-..... ---... ..... 
/ " sich in dem Beriihrungspunkte c, 

// \ den wir betrachten wollen, beriihren 
I \ und die Ebene in ein .AuBeres und 
I Kr Kz) 
\ I Inneres zerlegen (Abb. 93). 

" / Wir stellen uns die gesamte Punkt-.......... / 

',..... /"------/" menge Coo nun in der Weise her, 
-----.... daB wiruns zuerst alles das zeichnen Abb.93. 

oder gezeichnet denken, was davon 
in das .AuBere unserer beiden Beriihrungskreise falit (es ist dies eine 
Punktmenge, von der wir noch nicht wissen, ob sie eine Kurve in dem 
von uns definierten Sinne ist; die zunachst vorzutragende Entwicklung 
ist von dieser Frage unabhangig), und daB wir von der so entstehenden 
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Figur durch fortgesetzte Inversion im Inneren der Kreise K1 und K2 
Vervielfaltigungen herstellen; dabei tritt der Beruhrungspunkt c als 
Grenzpunkt auf. Die Frage ist: Ki:innen wir von einer Tangente der 
Menge im Punkt c reden? 

Dies werden wir dann tun, wenn sich eine Sekante qc, wo q ein 
beliebiger Punkt der Menge ist, beim unbeschrankten Heranrucken 
von q an c einer bestimmten Grenzlage nahert, unabhangig davon, 
wie wir die Annaherung von q an c wahlen mi:igen. 

Wir sagen jetzt so: Mag der Punkt q gewahlt sein, wie er will, jeden­
falls existiert im AuBenbereich auf der Punktmenge C= irgendwo ein 
Punkt p, der durch die Inversion 51 an K1 oder die Inversion 52 an K2 
oder durch eine Kette dieser beiden Inversionen in q ubergeht, also als zu 
q aquivalent zu bezeichnen ist. Demnach entspricht jeder Sekante qc 

.- -
eine Sekante pc. Daraus folgt, daB man alle Sekanten qc bekommt, 
wenn man alle Sekanten pc zieht und die Punkte p fortgesetzt den 
Substitutionen 51 und 52 unterwirft. Statt nach der Grenzlage zu 
fragen fUr die Sekante qc, wenn q - immer der Menge C= angehi:irend 
- sich unbegrenzt dem c nahert, wollen wir zunachst nach der Grenz­
lage fragen fur irgendeine Sekante pc, wenn auf p unbeschrankt die 
Operationen 51 und 52 angewendet werden. 

Damit aber kommen wir zu unseren Entwicklungen auf S.138 zuruck. 
Dort haben wir gesehen, daB die eben genannte Limesvorschrift fUr 
die Sekante pc als Grenzgebilde die Zentrale liefert. Das gilt fUr jede 

~ -- -

Sekante pc; alle Sekanten pc haben die Zentrale als Grenzgebilde. 
Man kann nun zeigen, daB dann auch fUr jede gegen c gehende Punkt­
folge qn von C)O die Sekante qnc in die Zentrale ubergehP). Mithin hat 
die Zentrale als Tangente der Punktmenge C= zu gelten. 

Das Resultat ist reizvoll, wenn wir an die Kurvenfolge C1 , C2 ••• 

denken. Diese bilden namlich im Punkte c mit der Zentralen alternierend 

1) [Zu jedem Punkte der Folge qn gehort ein Orthogonalkreis von Kl und K 2, 
auf dem er selbst und aile zu ihm aquivalenten Punkte liegen. Nun gibt es abeT 
unter der Menge aller derjenigen durch c gehenden Orthogonalkreise von Kl 
und K 2 , auf denen Punkte von C= liegen, zwei auJ3erste HI und H 2 • Der erste 
von diesen geht durch den Beriihrungspunkt von Kl und K 4, der zweite durch 
den von K2 und Ka. Betrachtet man namlich (vgl. Abb.87) das von Kl' K 2 , 

K a, K4 eingegrenzte Viereck, so kann man samtliche in dies en Kreisen liegende 
Beriihrungspunkte von C= erhalten, indem man die Ecken des Vierecks unbegrenzt 
den Operationen 51' 52' 5 a, 54 unterwirft. Dabei konnen aber in Kl bzw. K2 
Bildpunkte einer Ecke nur auf HI und H2 oder zwischen diesen entstehen. Das 
gleiche gilt dann auch fiir die Haufungsstellen der Beriihrungspunkte. Die 
Kurve C= muJ3 sich also bei ihrem Verlauf in Kl und K2 zwischen HI und H2 
hindurchzwangen. Man kann demnach die beliebige Sekantenfolge qnc (qn ~ c) 
zwischen zwei Sekantenfolgen Pn c und P~ c einklemmen, wobei die Pn bzw. 
die P~ untereinander aquivalente Punkte sind, die auf HI bzw. H2 liegen.] 
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die Winkel ± f{Jo' Die Grenzkurve eX) aber beriihrt, wie wir jetzt wissen, 
die Zentrale selbst. 

Um ein solches Verhalten der Kurven plausibler zu machen, bilde 
ich folgendes Beispiel, in dem Analoges der Fall ist. Wir legen, 
wie Abb. 94 andeutet, durch c eine Folge von Sinuslinien mit den 

..... __ ..... Amplituden 2~ , den 
,/,,,,,"" " A 
, Wellenlangen2n und 

Abb. 94. 

den Phasen nn in 
c (n = 0, 1, 2, ... ). 

Die Tangenten in 
c an diese Sinus-
linien, mit denen die 

Kurven C1 , C2 ••• den wellenartigen Typus gemein haben, bilden mit der 
Abszissenachse abwechselnd Winkel ±f{Jo' Die Frage ist: Welche Tan­
gente hat die Grenzkurve? Die Frage verlangt offenbar, genau auf die 
Reihenfolge der Grenziibergange zu achten. Nicht die Tangenten der 
einzelnen Hilfskurven C1 , C2 , ••• gehen einem Limes entgegen (sie sprin­
gen ja stets), sondern die Kurven selbst haben ihrerseits eine Grenz­
kurve, und zwar die x-Achse, welche im Punkte c eine bestimmte 
Tangente hat, natiirlich die x-Achse selbst. 

Wir wissen jetzt von unserer Menge Coo der Beriihrungspunkte c 
und ihrer Haufungspunkte, daB sie in allen Punkten c eine bestimmte 
Tangente hat. Damit ist aber Coo noch keineswegs eine analytische Kurve. 
Dies iiberlegen wir uns so: 

Es seien wieder zwei sich in c beriihrende Kreise aus der Reihe der in 
unserer Figur auftretenden Kreise gegeben. In dem einen konstruieren 

wir zwei Vierecke (Abb. 95). Die 
dann auftretenden vier Beriih­
rungspunkte nennen wir in der in 
der Abbildung angegebenen Weise 
c, c l , ell, CIlI• Sie liegen auf einem 
Querkreise, 'wie wir wissen, der mit 
der Zentralen in c den Winkel CPo 
bildet. Das Vorzeichen des Win­
kels moge positiv sein. 

Abb. 95. Sehe ich von dem Punkte clII ab, 
so haben wir einen durch die drei 

Punkte c, cI , ell gehenden Kreis, der gegen die Zentrale in c unter einem 
Winkel +f{Jo geneigt ist. Nunmehr spiegeln wir die beiden Vierecke 
und ihren Querkreisbogen in den in unserer Abbildung mit k bezeich­
neten Kreis hinein. Hierauf spiegeln wir die in k entstandenen Vierecke 
samt ihrem Querkreis in denjenigen der drei neuen in k liegenden Be­
grenzungskreise, der durch c geht. Diesen SpiegelungsprozeB denken 
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wir uns unbegrenzt fortgesetzt. Dabei riicken die Punkte eJ, cIJ unbe­
schrankt auf e zu. Wir erhalten eine Folge von Punkten eI , ell, die mit 
e samtlich der Punktmenge Coo angehoren. Jedes Punktetripel e, eI, ell 
liegt auf einem Kreis, der mit der festbleibenden Zentralen von e einen 
Winkel von dem konstanten Betrage <Po bildet. Dieser Winkel ist aber 
abwechselnd positiv und negativ. Dathit haben wir fUr die Punktmenge 
Coo die folgende Eigenschaft, die bei einer analytischen Kurve, wie ich 
gleich zeige, nicht eintreten kann: 

Man kann in beliebiger N lihe einer gegebenen Stelle e noeh auf un­
endlieh viele Weisen zwei andere Stellen eI, elI so linden, dafJ der 
Kreis, der dureh e, eI , ell geht, mit der Tangente in e den Winkel ± <Po 
bildet. 

Dies kann bei einer analytischen Kurve in der Tat nicht vor­
kommen. Denn wenn man bei einer analytischen Kurve drei Punkte 
e, eI, ell durch einen Kreis verbindet und eI, ell auf e unbegrenzt zu riicken 
laBt, dann kommt ein bestimmtes Grenzgebilde zustande, namlich der 
Kriimmungskreis, der als so1cher die Tangente in e beriihrt. Es ist fUr 
eine analytische Kurve ganz ausgeschlossen, daB unser Kreis hin und 
her springend einen endlichen Winkel ± <Po mit derTangente einschlieBt. 
Die Kurve Coo besitzt, wenn sie uberhaupt eine Kurve ist, in keinem 
Punkte e einen Krummungskreis. 

Zu beweisen bleibt noch, daB unsere Punktmenge Coo eine Jordan­
Kurve ist. 

Nach den AusfUhrungen auf S. 123 nennen wir die. Punktmenge Coo 
eine geschlossene Jordan-Kurve, wenn sie eineindeutig und beiderseits 
stetig auf die Punkte der Kreisperipherie abgebildet werden kann. 

Dies kann nun bei unserer Menge Coo einfach in der Weise geschehen, 
daB wir die Abb. 85 mit der Abb. 90 vergleichen. 

Man ordne namlich einfach die vier Ecken des Ausgangsvierecks 
der einen Figur den vier Ecken des Ausgangsvierecks der anderen Figur 
in zyklischer Reihenfolge zu und daran anschlieBend die Ecken der 
Nebenvierecke hier den entsprechenden Ecken der gegen das Ausgangs­
viereck entsprechend gelegenen Nebenvierecke dort. Vermoge des so 
formulierten Gesetzes werden ersichtlich die Beriihrungspunkte der 
einen Figur eineincleutig und beiderseits stetig den Beriihrungspunkten 
der zweiten Figur zugewiesen. Diese Zuordnung lafit sich nun, da die 
Mengen der Beriihrungspunkte in der jeweiligen Gesamtfigur iiberall 
dicht liegen, zu einer ebenfalls umkehrbar eindeutigen und stetigen der 
Gesamtfiguren dadurch erweitern, daB man jeden Punkt 1X des Ortho­
gonalkreises (Abb. 85), der nicht Beriihrungspunkt ist, als Grenzpunkt 
einer Folge von Beriihrungspunkten 1Xn auffaBt und ihm den Grenz­
punkt der aus den Bildpunkten von 1Xn gebildeten Folge zuordnet. 
Die Punktmenge Coo der Abb. 90 ist also eineindeutig und stetig den 
Punkten eines Kreises zugewiesen, womit der hier zu fiihrende Beweis 
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erbracht ist. Die Punktmenge Coo ist hiernach in der Tat eine Jordan­
Kurve1). 

Ich habe mit der nunmehr beendigten Betrachtung unserer auto­
morphen Figur gewissermaBen den H6hepunkt des prazisionsgeome­
trischen Teiles dieser Vorlesung erreicht, und es scheint daher an­
gebracht, von hier aus einen Umblick tiber die erzielten Resultate zu 
halten. 

Ich habe, indem ich an die Theorie der automorphen Funktionen 
ankntipfte, durch einen rein geometrischen ProzeB unter Ausschaltung 
irgendwelcher arithmetischer Operationen zunachst eine bestimmte, 
nirgends dichte, aber perfekte Punktmenge konstruiert und dann in 
Anlehnung hieran durch Spezialisierung der Ausgangsfigur2) eine nicht­
analytische Kurve hergestellt. Es zeigt sich also, daB diese modemen 
Ideen auch auf rein geometrischem Wege hervorkommen und keine 
bloBe Fiktion der Analysten sind. Ich gebe meiner allgemeinen Uber­
zeugung in folgendem Satze Ausdruck: 

Die modernen Fragen der Mengenlehre treten iiberall zutage, wo man 
prazisionsmathematische Fragestellungen hinreichend weit verfolgt. Man 
kann nicht umhin, auf sie einzugehen. 

So ergibt sich denn flir die Geometrie (aber auch flir alle anderen 
mathematischen Disziplinen, die mit der Raumanschauung zu tun 
haben) das folgende zweiteilige Programm, das indessen meist nur ein­
seitig befolgt oder doch in seiner Gliederung nicht klar erkannt wird: 

1. die Approximationsmathematik als solche ins Auge zu fassen und 
zu ptlegen, 

2. auf der anderen Seite aber vor keiner Idealisierung (im Sinne der 
Prazisionsmathematik) zuriickzuschrecken. 

Ich m6chte sagen: man soll "das eine tun und das andere nicht 
lassen" . 

Ich erlautere, wie diese Auffassung in der theoretischen Mechanik 
zur Geltung kommt, derjenigen Wissenschaft, welche die Raumanschau­
ung nachst der Geometrie am meisten verwertet. 

1) [Diese Art nichtanalytischer Kurven wurde zuerst von H. Poincare unter­
sucht (Acta Mathematica Bd. 3 (1883), S. 77-80 = Oeuvres, Bd.2, S.285-287). 
Poincare selbst war von Klein brieflich auf die Existenz dieser Kurven aufmerk­
sam gemacht worden. Der betreffende Brief Kleins an Poincare ist auf S. 590- 593 
des dritten Bandes von Kleins gesammelten mathematischen Abhandlungen ab­
gedruckt worden. Man vgl. hierzu auch die in demselben Bande auf S. 582 stehen­
den Bemerkungen Kleins zur Vorgeschichte der automorphen Funktionen. 

In dem oben er6rerten besonderen Fall des nullwinkligen Kreisbogenvierecks 
ohne Orthogonalkreis wurde das durch Spiegelung entstehende nichtanalytische 
Grenzgebilde von R. Fricke naher untersucht (Math. Ann. Bd. 44 (1894), S. 565 
bis 599; man vgl. auch Fricke und Klein, Theorie der automorphen Funktionen 
Bd.1, S.415-428.)] 

2) Indem ich annahm, daB sich die vier Ausgangskreise in zyklischer Reihen­
folge beriihrten. 
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Wir haben hier die Fragen: 
Was ist in der theoretischen Mechanik Approximationsmathematik, 

was ist Prazisionsmathematik, wieweit werden die zweierlei Betrach­
tungsweisen in der Mechanik konsequent verfolgt, wieweit unklar ver­
mischt? 

Es ergibt sich die Zweiteilung: 
a) Man hat eine erste. Art Darstellung der M echanik, die an die Be­

obachtung anknupfend nicht uber die Grenzen des empirisch Gegebenen 
hinausgeht. Sie operiert nicht mit Massenpunkten, sondern mit kleinen 
Ki:irpern usw. Man hat dieser Tendenz, uberall in den Naturwissen­
schaften nur das zu schildern, was unmittelbar zu beobachten ist und 
keine Theorien von dem zu bilden, was hinter der Erscheinung sein 
kann, den Namen "Phanomenologie" beigelegt. lndem ich mich dieses 
Ausdrucks bediene, ist klar, daB die phiinomenologische M echanik ein 
Anwendungsgebiet der Approximationsmathematik ist. Wie dies im 
.einzelnen zu verstehen ist, geht aus unseren fruheren Darlegungen 
hervor. (Man wird nicht von strengen Grenzbegriffen reden, bei der 
Darstellung der Erscheinungen sich auf die linearen Glieder beschranken, 
weil so eine hinreichend genaue Annaherung an die Erscheinung ge­
wonnen wird usw.) 

b) Daneben haben wir die idealistische Mechanik, wie ich sie nenne. 
Sie bildet sich mathematische ldeen, die uber die Wahrnehmung hinaus­
gehen, und sieht zu, wie man mit ihnen in vernunftiger Weise operieren 
kann. Man hat hier wirklich Massenpunkte, strenge Gesetze, nach denen 
diese Punkte aufeinanderwirken, wirkliche Differentialquotienten usw. 
Diese idealisierte Mechanik gehi:irt in das Gebiet der Prazisionsmathe­
matik. Da darf man dann auch vor keiner ldealisierung zuruckschrecken, 
man soIl Punktmengen allgemeinster Art, nichtanalytische Kurven usw. 
in Betracht ziehen. 

Statt die so getroffene Unterscheidung voranzustellen, ist in der 
Mechanik eine andere mathematische Behandlung ublich, die ein mixtum 
compositum von a) und b) ist. Sie ist darum ublich, weil man im 
18. Jahrhundert die Unterscheidung von Approximations- und Prazi­
sionsmathematik noch nicht klar ausgepragt hatte und diese auch im 
19. J ahrhundert sich erst allmahlich durchgerungen hat. Man laBt 
darum aIle Funktionen eo ipso als analytisch gelten und alle Grenz­
ubergange als vertauschbar ("wie es im Paradiese war"; Paul du Bois­
Reymond). 

Nun bin ich stets der Meinung gewesen, daB eine Vorlesung fUr 
Anfanger immer in dieser gewissermaBen unlogischen Weise gehalten 
sein muB, bet one aber auf der anderen Seite, daB, sobald ein reiferes 
Verstandnis gewonnen ist, die zweite Behandlung, d. h. die bewuBte 
Trennung von Prazisions- und Approximationsmathematik auch bei 
den Problemen der Mechanik nicht unterlassen werden darf. Wenn 
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ich im Zusammenhange mit diesen Bemerkungen noch mit einem 
Worte auf die Behandlung der Mechanik in der "Enzyklopiidie der 
mathematischen Wissenschaften" hinweisen darf, so ist klar, daB hier 
die moderne Auffassung (die ich ftir meine Person vertrete) nur beilaufig 
zur GeHung kommen kann. Denn die Mitarbeiter sollen tiber die vor­
handene Literatur, so wie sie vorliegt, berichten und sie nicht in das 
Schema einer neuen und vielfach fremdartigen A uffassung einzwangen, 
wie denn iiberhaupt Zweck der Enzyklopadie nur die Sammlung des 
Materials ist, damit die weitergehende Forschung spaterhin nicht mehr, 
wie seither so oft, durch Unkenntnis des Vorhandenen beengt ist. 

Nun muB ich aber in diesem Zusammenhange noch erwahnen, daB 
es Mathematiker gibt, welche die Idealisierung noch weiter, als wir sie 
verstehen, treiben wollen. lch kehre hier zu der Prazisionsmathematik 
zuriick und erwahne ein Buch, das bei seinem Erscheinen ein groBes 
Aufsehen erregte: 

Veronese, G.: Fondamenti di geometria. Padua 1891, deutsch von 
A. Schepp. Leipzig 1894. 

lch kann in folgender Weise tiber den Grundgedanken von Veronese 
Bericht erstatten1): Wir haben stets gesagt, daB fUr uns bei allen prazi­
sionsgeometrischen Betrachtungen der moderne Zahlbegriff und die ein­
eindeutige Zuordnung zwischen den Punkten der Geraden und den 
reellen Zahlen die Grundlage bildet. Ob man die so bezeichnete Grund­
lage annehmen will oder nicht, ist an sich keine mathematische Frage, 
sondern eine Frage der ZweckmaBigkeit. Die Mathematik (im engeren 
Sinne) beginnt erst, wenn wir dies Axiom (bzw. ein anderes) zulassen. 
Veronese tut dies nicht. 

Er denkt sich Symbole 171' 172' ... , die aktual unendliche kleine 
GroBen steigender Ordnung bedeuten und mit denen sich in bestimmter 
Weise rechnen laBt. Er denkt sich ferner einen Ausdruck folgender Art 
gebildet, wo (X, , (X, 1 , '" gewohnliche reelle Zahlen sind: 

x = (X, + (X,11'71 + CX 21'72 + ... , 
und dieser erst definiert ihm einen Punkt auf der Abszissenachse. lhm 
sind also unsere "rationalen" und "irrationalen" Punkte auf der Ab­
szissenachse zusammengenommen noch nicht genug, vielmehr schiebt 
er noch durch aktual unendlich kleine GroBen 1'71' 1'72' • •• definierte 
Punkte ein. 

Die erste Frage, die sich hier erhebt, ist: Kann man mit solchen 
Ausdrticken widerspruchsfrei operieren? Das ist in der Tat moglich, 
so daB vom abstrakt mathematischen Standpunkt aus nichts gegen 
Veronese einzuwenden ist. Man kann aber weiter fragen: Zugegeben, 

1) Vgl. die Ausfiihrungen iiber nichtarchimedische Zahlen in Ed. I, S. 234-236 
und Ed. II, S. 220-224. 
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daB die Sache mathematisch zuHissig ist, ist es darum auch zweckmafJig, 
sich damit zu beschaftigen? 

Damit kommen wir auf die allgemeine Frage: WelcheFragestellungen 
sind in der Mathematik uberhaupt zweckmafJig? 

Theoretisch kann ich natiirlich jede Frage aufwerfen, und niemand 
kann mir verbieten, mich mit ihr zu beschaftigen. ZweckmaBig sind 
aber nur diejenigen Fragen, die mit anderen Fragen, mit denen man 
sich ohnehin beschaftigen muB und sich der N atur der Dinge en tsprechend 
auch immer beschaftigt hat, zusammenhangen. Wir diirfen darauf 
hinweisen, daB die Mathematik in dem durch diese Formulierung um­
grenzten Gebiet genug der noch unerledigten Probleme vor sich hat, 
und fragen, ob denn ein groBer Teil unserer doch sehr beschrankten 
Arbeitsenergie dariiber hinaus auf neue, zunachst abstrus erscheinende 
Dinge gerichtet werden solI. Vielleicht kann ich auch so sagen: 
Sofern ein tiefes erkenntnistheoretisches Bediirfnis vorliegt, das be­
friedigt wird, wenn man eine neue Frage studiertl), ist die Beschafti­
gung mit ihr gerechtfertigt; tut man es aber nur, urn etwas Neues zu 
machen, dann ist die Erweiterung nicht wiinschenswert. 

Ich mochte hier noch auf G. Cantor hinweisen, der einmal sagt: 
"Das Wesen der Wissenschaft liegt in ihrer Freiheit", d. h. die Mathe­

matik kann treiben, was sie will, wenn sie aus ihren Pramissen nur rich­
tige Folgerungen zieht. Indem ich diesen Cantorschen Satz theoretisch 
anerkenne, fiige ich eine praktische Einschrankung hinzu, die mir sehr 
wesentlich erscheint, namlich daB feder, der uber Freiheit verfugt, auch 
eine Verantwortung tragt. Ich mochte daher nicht der absoluten Will­
kiir bei der mathematischen Ideenbildung das Wort reden, sondern 
jedem anheimgeben, daB er dabei das Ganze der Wissenschaft im Auge 
halt en solI. 

Ich schlieBe hiermit diesen kleinen Exkurs und wende mich nunmehr 
dem Gebiete der Approximationsmathematik zu. 

III. Ubergang zur praktischen Geometrie: 
a) Geodasie. 

Wir sprachen in der letzten Zeit durchaus von Prazisionsgeometrie. 
Nunmehr gehe ich im Gegensatze dazu zur eigentlichen praktischen 
Geometrie iiber, d. h. zu derjenigen Geometrie, die esmit der tatsach­
lichen Ausfiihrung geometrischer Operationen zu tun hat. 

Wir unterscheiden zwei Arten praktischer Tatigkeit: Messen und 
Zeichnen (einschl. Modellieren) und dementsprechend auch zwei Arten 
der praktischen Geometrie: 

1) [Dies trifft, wie - utn MiBverstandnisse zu vermeiden - ausdriicklich 
betont werden mage, auf die nichtarchimedischen Zahlen zu (vgl, die Ausfiihrungen 
in Bd. I und II).J 
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A. die Geodiisie (das Vermessungswesen) , 
B. die zeiehnende Geometrie (darstellendeGeometrie im weitesten Sinne 

des W ortes) . 
Unsere Hauptfrage lautet: Wieweit ist in diesen Gebieten die Unter­

scheidung von Approximations- und Prazisionsmathematik bereits 
durchgefiihrt ? 

Hierauf gebe ich folgende Antwort: 
Die Geodiisie ist derjenige Teil der Geometrie, in welchem die Idee 

der Approximationsmathematik ihre klarste und konsequenteste Durch­
bildung gefunden hat. Man untersucht bei ihr unausgesetzt einerseits 
die Genauigkeit der Beobachtungen und andererseits die Genauigkeit 
der Resultate, die aus den Beobachtungen folgen. 

Dagegen ist die zeiehnende Geometrie nach der Seite einer rationellen 
Lehre im Sinne der Approximationsmathematik noch wenig entwickelt. 
Man pflegt im allgemeinen darauf hinzuweisen, daB selbstverstandlich 
Ungenauigkeiten unterlaufen, die auf ein Minimum zu reduzieren un­
erlaBliche Aufgabe ist. Die Vorschrift lautet dann aber so: 

"Zeichne so genau wie moglich, aber traue dem Resultat so wenig 
wie moglich" (Finsterwalder). 

Ich spreche nun zuniiehst von der Geodiisie und beginne mit der 
niederen Geodiisie, in der es sich urn Messungen von ebenen Dreiecken und 
Polygonen handelt. Wir iiberlegen uns, wie in die theoretische Behandlung 
der Messungen die Ideen der Approximationsmathematik hineinspielen. 

Alle M essungen, die hier in zwei Arten: Basis- und Winkelmessungen 
zerfallen, sind mit einer gewissen Ungenauigkeit behaftet. Diese hat ihren 
Grund in einer Reihe von Ursachen, auf die ich kurz hinweisen will. 

Zunachst kommt die begrenzte Genauigkeit der Instrumente selbst 
in Betracht, insofern die benutzten Skalen nur bis zu einer gewissen 
Grenze, d. h. bestimmten Anzahl Dezimalen von Bruchteilen eines Milli­
meters bzw. einer Minute genau geteilt sind. De~ weiteren sind aber 
die Skalen auch storenden Einfliissen (Temperaturanderungen, Durch­
biegung infolge der Schwere, chemischen Umsetzungen der Metall­
legierung usw.) ausgesetzt. Dazu kommen drittens die storenden sub­
jektiven Einfliisse, die den Beobachter treffen, indem die sog. "person­
liche Gleichung" hier eingreift. SchlieBlich sind auch die zu messenden 
Dinge nicht scharf gegeben, insofern die Visierlinien, d. h. die Bahnen 
der Lichtstrahlen, soweit atmospharische Strahlenbrechung in Betracht 
kommt, keine geraden Linien sind. 

Durch derartige lastige Umstande kommt es, daB die Messungen 
nicht genau sind. Wie groB der jeweilige Spielraum ist, innerhalb dessen 
die einzelne Messung unbestimmt ist, mag weiterhin erwogen werden. 
Fragen wir uns vorab, wieweit aus Daten, die begrenzte Genauigkeit 
haben, andere Groj3en bereehnet werden kOnnen, insbesondere welehe Ge­
nauigkeit die zu bereehnenden Groj3en haben werden. 
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Hieriiber kann man zunachst rein theoretische Untersuchungen 
anstellen. Als typisches Beispiel solI die Snelliussche Vierecksau/gabe 1) 
behandelt werden. 

Ich kann sie kurz so charakterisieren: Gegeben sind drei feste Punkte 
A, B, C (z. B. drei Seezeichen an der Kiiste); die Aufgabe ist, die Lage 
eines anderen Punktes P (Schiff auf dem Meere) durch Riickwarts­
einschneiden zu bestimmen, d. h. dadurch, daB man von P nach A, B, C 
visiert und so die beiden Winkel cp = .q: A P B und 'IjJ = .q: B P C miBt 
(Abb.96). Das theoretische Problem wiirde A 
sein: Wie genau ist P durch die beiden Mes- ..--r-~ 

sungen bestimmt, so/ern man jeder einzelnen 
Winkelmessung die gleiche Ungenauigkeit zu­
schreibt? 

Da wird nun ein Umstand besonders 
maBgebend, der hervortritt, wenn P auf dem 
durch die drei Punkte A, B, C gehenden 
Kreise liegt. In diesem Falle hat jeder der 
beiden Winkel cp und 'IjJ fiir aIle Lagen von P p 
auf dem Kreise einen konstanten Wert. 

Abb. 96. 

Man kann also in diesem FaIle den Punkt P durch Angabe der beiden 
Winkel cp und 'IjJ iiberhaupt nicht festlegen, vielmehr kann er auf dem 
betreffenden Kreise eine ganz beliebige Lage einnehmen. Wir driicken 
dies so aus: Es gibt beim Snelliusschen Problem einen ge/iihrlichen Kreis, 
niimlich den Kreis, der durch A, B, C geht. 

Wenn Sie iiberlegen, daB ein solcher Unbestimmtheitskreis existiert, 
dann verstehen Sie, wie eine kleine Ungenauigkeit in der Messung der 
Winkel fiir einen Punkt P, der nahe diesem Kreise liegt, verhangnisvoll 
werden kann. Die Winkel cp und 'IjJ fUr die in der Nahe des Kreises 
gelegenen Punkte sind nahezu dieselben wie diejenigen eines auf dem 
Kreise liegenden Punktes, also eine Ungenauigkeit bei ihrer Messung 
fUr die Bestimmung des Punktes moglicherweise sehr verhangnisvoll. 
Wir kommen daher zu folgendem Schlusse: In der N iihe des gf{/iihrlichen 
Kreises wird im allgemeinen durch kleine Ungenauigkeiten der Messungen 
die theoretische Lage des Punktes aufJerordentlich stark beeinflufJt. 

Der Punkt P ist in der Regel ganz schlecht festgelegt, wenn man 
sich in der Nahe des gefahrlichen Kreises befindet, wesentlich besser, 
wenn man fern davon ist. 

Man kann geradezu Kurven gleicher Genauigkeit zeichnen, die die 
ganze Ebene iiberdecken, so daB zwei Punkte P und P', die auf derselben 
Genauigkeitskurve liegen, durch Messung der Winkel cp, 'IjJ mit gleicher 
Genauigkeit bestimmt sind. Diese Genauigkeitskurven haben nach 
den Entwicklungen von W. Jordan die auf der beigefiigten Abb. 97 an-

1) [Sehr oft, aber falschlich, Pothenotsche Autgabe genannt.] 



160 Freie Geometrie ebener Kurven. 

gegebene Gestalt, aus der hervorgeht, daB in der Tat im allgemeinen 
in der Nahe des gefahrliehen Kreises die Genauigkeit sehr gering ist, 
daB es aber in der Nahe der drei Zielpunkte Stellen gibt, wo sie sehr 
groB wird 1). 

Das so fUr die Snelliussche Aufgabe erlauterte Problem kehrt natiir­
lich bei jeder Aufgabe der Geodasie wieder. Dabei ist noch v6llig un­
bestimmt gelassen, wie genau die Winkel cp und VJ gemessen werden k6nnen. 

/ 
/~ 
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\ 
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/ 

y 

"\ 
\. 

\ 
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Abb. 97. Genauigkeitskurven fijr Riickwartseinscbneiden. ABC ist ein gleicbscbenklig.recbtwinkliges 
Dreieck. 1st,. der Radius des geHihrlichen Kreises, M der mittlere Fehler2 ) , des durch Riickwartsein .. 
scbneid~n bestimmten Punktes P, 0 der mittlere Fehler der Winkelmessung, so ist M = ,U TO, wobei ft 
der GlelChung "+ x' + y' 

"f" = (r'- x'- y')' (,'+ x'+ y'- 2 ,y)[(,' + x'+ y')'- 4"x'] 

gentlgt. Setzt man If, gleich einer Konstanten, so wird durch diese Gleichung eine Kurve definiert, ftir 
deren Punkte M denselben Wert bat, also eine Kurve gleicber Genauigkeit. 

Wie gewinnen wir nun iiber diese Genauigkeit ein Urteil? Dies ist 
die weitere wiehtige Frage. leh antworte darauf: 

Urn ein gewisses Urteil iiber die Ungenauigkeit unserer Messungen 
zu gewinnen, ist der rettende Anker die Ausgleichungsrechnung, wie sie 
in der Methode der kleinsten Quadrate ausgebildet vorliegt. 

Man sagt so: Man fiihre mehr Messungen aus, als zur Bestimmung 
des Resultates erforderlich sind und sehe zu, wieweit diese Messungen, 
die sich gewissermaBen kontrollieren, miteinander iibereinstimmen. 

1) Vgl. auch W. Jordan: Handbuch der Vermessungskunde, 3. Anfl., Bd. 1, 
Kap. V. Stuttgart 1888. [Obenstehende Abbildung findet sich in der Jordan­
schen Arbeit: Uber die Genauigkeit einfacher geodatischer Operationen, Zeitschr. 
f . Math. u. Physik Bd. 16 (1871), S. 397-425.] 

2) [Als Fehler der ungenau bestimmten Lage p* eines Punktes P wird die 
Entfernung p* P bezeichnet.] 
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Aus der Art und Weise, wie sie zueinander passen, gewinnt man einen 
gewissen Wahrscheinlichkeitsanhalt dafUr, wie genau die Messungen 
im einzelnen sind und welchen Spielraum man dem Resultate ver­
ntinftigerweise belassen muB. Ich erlautere dies, indem ich wiederum an 
ein bestimmtes Beispiel ankntipfe. Es handele sich darum, ein Viereck 
festzulegen, von dem die Basis A B gegeben sei (die Frage nach der Ge­
nauigkeit der Basismessung solI hier unerortert bleiben). Man kann 
durch je zwei Winkelmessungen in A 
und B die Punkte C und D bestimmen 
(Abb. 98). Man fUgt nun aber, indem 
man sich mit dem Instrumente nach 
C und D begibt, noch die Messungen 
der vier Winkel YI' Y2' bl , b2 hinzu, so 
daB man im ganzen acht sta tt der 
vier notwendigen Winkel hat. Wir Abb.98. 

fragen zunachst, wie genau sind die 
geometrischen Bedingungen erftilIt, die zwischen diesen Winkeln be­
stehen mtissen? Offenbar mtissen vier Bedingungsgleichungen bestehen. 
Diese stimmen, aber, wenn man die gemessenen Winkel eintragt, nur 
bis auf gewisse Fehler. Man sagt, daB in der Messung der acht Winkel 
acht "Fehler" vorgekommen sind, und das allgemein tibliche Verfahren 
ist dann bekanntlich, die tiberzahligen Messungen so Zu korrigieren, daB 
erstlich die theoretisch vorhandenen Bedingunsgleichungen genau erftillt 
werden und daB zweitens die Summe der Quadrate der an den Mes­
sungen anzubringenden Verbesserungen ein Minimum wird. 

Die Begrtindung dieser Methode der kleinsten Quadrate, die in die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung gehort, talIt aus dem Rahmen unserer 
Betrachtung heraus; wir fahren gleich fort, ihre Anwendung zu be­
sprechen: Gesetzt, wir haben durch Anwendung der Methode zwei be­
stimmte Lagen fUr C und D erhalten. Sind dies daI1n die wirklichen 
Lagen? Das ware eine wunderbare Methode, die aus schlechten Beob­
achtungen richtige Resultate abzuleiten gestattete. So ist die Methode 
der kleinsten Quadrate nicht aufzufassen. Die Sache ist vielmehr diese: 
N achdem wir die "wahrscheinlichste" Lage fUr C und D gefunden haben, 
mtissen wir weiter an der Hand der Methode der kleinsten Quadrate den 
Genauigkeitsgrad dieser Lagen diskutieren (wobei nattirlich bei der Defi­
nition des Genauigkeitsgrades eine gewisse Willktir bleibt; man spricht 
vom mittleren Fehler, wahrscheinlichen Fehler usw.). Die Folge ist, 
daB sich urn die gefundenen Punkte C und D je ein elliptisches Gebiet 
ergibt, dessen GroBe mit der Wahrscheinlichkeit, dafJ die wahren Punkte 
C und D innerhalb dieser Gebiete liegen, gekoppelt ist. Es kommt also 
noch die Kunst hinzu, das Resultat der Methode der kleinsten Quadrate 
jeweils 'richtig zu beurteilen. Sie sehen, es handelt sich urn eine syste­
matische Losung bestimmter approximationsmathematischer Aufgaben. 

Klein, EIementarmathernatik III. 11 
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Die Punkte C und D genau zu bestimmen, ist gar nieht das Problem; 
sondern die Frage ist, was ihre ungefahre Lage ist bzw. in we1chem 
Bereiehe dieselbe unbestimmt bleibt. Die Methode der kleinsten Quadrate 
lehrt uns diese Fragen der Approximationsmathematik in bestimmter Weise 
anzusetzen. 

Als weiteren wiehtigen Punkt beriihre ieh hier die Frage naeh der 
Art des numerischen Rechnens, we1che man bei so1chen Approximations­
fragen anzuwenden hat. Wenn man 1 m nur bis auf Tt-o mm genau 
gemessen hat, dann hat es keinen Zweek, das Resultat auf sieben Dezi­
malen genau anzugeben. Ieh stelle daher als erste Forderung hier auf: 
Bei der numerischen Durchfuhrung der in Betracht kommenden Rech­
nungen wird man stets die abgekurzte Rechnung benutzen, die nur mit 
soviel Ziffern operiert, als nach der Lage der Sache Bedeutung haben. 

Flir die Vereinfaehungen der Reehnung, we1che sich von hier aus 
gegebenenfalls darbieten, ist ein interessantes Beispiel der "Legendresche 
Satz" aus der spharisehen Trigonometrie. 

Es handelt sieh dabei um die Beziehung, in der ein "kleines" spharisehes 
Dreieek mit den Winkeln iX, {J, y zu einem ebenen mit denselben Seiten­
langen a, b, c und den Winkeln iX', {J', y' steht (Abb. 99). Der Legendre­
sche Satz besagt, daB zwei so1che Dreieeke Winkel haben, we1che je um den 
dritten Teil des spharisehen Exzesses voneinander versehieden sind: 

y' = y - ; , wo 13 = iX + {J + y - 180 0 • 

Auf den Beweis, der mit Reihenentwieklungen zu fiihren ist, von 
denen nur die niedersten Glieder beibehalten werden, gehe ich nieht 

Abb.99. 

ein, ebensowenig auf die Fehlersehatzung1). Sie 
sehen jedenfalls, wie bequem der Satz ist, da 
man viel leichter mit den Formeln der ebenen 
als mit denen der spharisehen Trigonometrie 
operiert2). Ieh fasse so zusammen: 

Der Legendresche Satz bietet fur die Zwecke 
des numerischen Rechnens eine grope Erleichte­
rung, und ich gebe dies en Satz als ein typisches 
und elegantes Beispiel dafur, was Approximations­
mathematik ist. 

Zuletzt mogen hier noeh einige historische Bemerkungen Platz finden: 
In der Geodasie ist der Gebraueh der Methode der kleinsten Quadrate, 
der abgekiirzten Reehnung, des Legendresehen Satzes usw., ungefahr 

1) [Den Beweis lese man etwa nach bei E. Hammer: Spharische Trigonometrie, 
4. Auf!., S.542-548. Stuttgart 1916. Dort findet man auf S.687-688 auch 
sehr interessante Bemerkungen zur Geschichte des Satzes.] 

2) [GaufJ hat in den Artikeln 24-28 seiner "Disquisitiones generales circa 
superficies curvas" (Gottingen 1827) = Ges. Werke Bd.4, S. 251-58 den Legendre­
schen Satz auf kleine geodatische Dreiecke beliebiger Flachen verallgemeinert.] 
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seit dem Anfang des vorigen J ahrhunderts durchweg iiblich. Insbesondere 
hat GaujJ diesen Methoden ihre theoretische Abrundung gegeben, und 
ich will nicht unterlassen, hier einen Ausspruch von Hauck auf der 
Miinchener Naturforscherversammlung 1899 anzufiihren: 

"Jeder Feldmesser ist mit einem Tropfen GauBischen Oles gesalbt." 
Das soIl heiBen: Jeder Geodat hat dariiber nachgedacht, was Appro­

ximationsmathematik ist und wie er verniinftigerweise das empirische 
Material der mathematischen Behandlung unterwirft. 

Der reinen Mathematik ist dieser Tropfen GauBschen Oles seit un­
gefahr 1860 verlorengegangen. Seit der Zeit hat sich, nach dem Tode 
von Jacobi, GaujJ, Poisson, Cauchy usw., die reine Mathematik von 
derartigen Dingen abgewandt, als ob sie etwas Niedrigeres waren. In 
dieser Hinsicht gibt gerade die Geschichte des besprochenen Legendre­
schen Satzes ein vorziigliches Beispiel. Legendre hat seinen Satz ur­
spriinglich in sein Lehrbuch der Geometrie aufgenommen. In den neuen 
Auflagen dieses Lehrbuches aber ist er weggelassen, obwohl die spharische 
Trigonometrie als solche ausfiihrlich behandelt wird1). 

Soviel iiber die niedere Geodasie. Jetzt wende ich mich z~tr hOheren 
Geodasie. 

Hier wird die Erdoberflache als ein Ellipsoid betrachtet und es 
handelt sich vor allem darum, auf dem Ellipsoid die geodatischen Linien 
zu ziehen. Wir werden fragen, wieweit die Erdoberflache einem Ellipsoid 
entspricht und wie trotz der unendlich vielen UnregelmaBigkeiten der 
Oberflache (Berg, Tal, Wald und Wiese) es moglich ist, den Gedanken 
der auf dem Ellipsoid verlaufenden geodatischen Linie festzuhalten. 

Was ich da zu sagen habe, klingt sehr trivial, weil jeder es sofort 
fiir richtig halt und die Praktiker auch unbewuBt dementsprechend 
handeln. Es ist aber wesentlich, daB man sich diese Dinge einmal bewuBt 
klarmacht, so daB man gegebenenfalls nicht mit Argumenten der Pra­
zisionsmathematik kommt, die als solche hier nicht ausreichen. 

Wie heiBt zunachst die prazise Definition der geodatischen Linie 
x (t), Y (t) , z (t) auf einer idealen Flache? 

Bekanntlich hat man zwei Definitionen: 
Einmal betrachtet man die Bogenlange 

f V(~;t + (~~r + (~~y dt 

und verlangt, daB diese zwischen zwei zu verbindenden Punkten ein 
Minimum wird. Das andere Mal betrachtet man die Schmiegungsebene 

1) Ein anderes charakteristisches Beispiel dafur, wie der Sinn fUr Approxi­
mationsmathematik in den letzten ]ahrzehnten bei den reinen Mathematikern 
verschwunden ist, gibt der Umstand, daB die modernen Lehrbucher der Analysis 
die Dijjerenzenrechnung, der man fruher hohen Wert beimaB, fast gar nicht mehr 
beruhren. Erst in neuester Zeit beginnt hier eine Wendung einzutreten (vgl. 
Bd. I, S. 254). 

11* 
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der Kurve und verlangt, daB diese fUr aIle Punkte der Kurve senkrecht 
zur Tangentialebene der Flache stehtl). Bei beiden Definitionen wird 
von der Differential- und Integralrechnung Gebrauch gemacht, und diese 
grundet sich, wie wir wissen, auf den strengen Grenzwertbegriff. 

Wir haben hier als obersten Satz: 
Bei der prazisen Definition der geodatischen Linie mUfJ eine exakt 

definierteIdealflachegegebensein,unddie~;, ~~, ~: bedeutenGrenzwerte 
von Ditferenzenquotienten. 

N achdem wir uns dies vergegenwartigt haben, vergleichen wir die 
Erdoberflache mit einem Ellipsoid. 

Natiirlich kann man im groBen die Erdoberflache mit einem Ellipsoid 
vergleichen, wie die Arbeiten der Geodaten dargetan haben. Man ver­
gleiche hieriiber etwa die Berichte von A. Borsch 2) iiber Lotabweichungs­
bestimmungen, in denen von der Vergleichung Mitteleuropas, als des 
bestvermessenen Teils der Erdoberfiache, mit einer Ellipsoidschale ge­
handelt wird. Aber "im kleinen" stimmt das gar nicht. Wollen wir 
z. B. eine Tangentialebene an die Erdoberflache legen, so mnE gemaB 
den Ideen der Prazisionsmathematik verlangt werden, jede auch noch 
so kleine Variation der Oberflache in Betracht zu ziehen. Da ist aber 
gar keine glatte Flache vorhanden; der ganze Verlauf ist hochst irregular. 
Wenn wir nur die kleinen Variationen in Betracht ziehen, die man sieht 
(Unterschied von Berg und Tal, UnregelmaBigkeiten der Bodenflache, 
wechselnde Vegetation usw.) , so wird einem die Unmoglichkeit der 
Sache schon klar. Wieviel mehr, wenn wir noch weitergehen, wie das 
doch die strenge Definition verlangt, und genotigt sind, den zelligen 
Aufbau der Organismen, ja die molekulare Struktur der Materie zu 
beriicksichtigen. Da ist von einem iibersichtlichen Gesetz iiberhaupt 
keine Rede, nicht einmal von einer strengen Flache, sondern nur von 
einer Raumschicht, deren Querdimension gegen ihre sonstige Aus­
dehnung zuriicktritt. Wir miissen sagen: Wenn wir die Erde mit einem 
Ellipsoid vergleichen, so bezieht sich das gar nicht auf "Feinheiten" im 
Verlauf der Erdoberflache, die- durch Ditferenzenquotienten bei klt;inen 
Ditferenzen, geschweige denn auf solche, die durch Ditferentialquotienten 
wiedergegeben werden. 

Und ich fahre fort, urn es noch etwas lebendiger zu fassen: 
Praktisch ist das, was Erdoberflache heiBen solI, iiberhaupt nicht 

exakt definiert, weil nicht feststeht, welche Teile wir zur Erdmasse hinzu­
zahlen sollen. Jedenfalls aber werden, wenn wir Differenzenquotienten 
in kleinen Dimensionen bilden, diese auf das auBerste hin und her 
schwanken. Sie sehen, wie wir die Annaherung an ein Ellipsoid jedenfalls 
nicht auffassen diirfen. 1m sehr kleinen stimmt es nicht. Es stimmt aber, 

1) [Vgl. etwa W. Blaschke, Differentialgeometrie Bd. I (2. Aufl. 1924), § 56.] 
2) Berichte fiber die Lotabweichungsbestimmungen. Verhandlungen der inter­

nationalen Erdmessung. Stuttgart 1898, 1903. 
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wie ich behaupte, angenlihert, wenn wir den Differenzen, die in den Diffe­
renzenquotienten auftreten, eine bestimmte GrofJenordmtng vorschreiben. 

Wir denken uns ein flaches GeHinde (ein gebirgiges wurde die Be­
trachtung schwieriger gestalten), in dem wir einen scharfen Horizont 
etwa auf 10 km zu sehen glauben. Die Ebene, die wir dann durch das 
Auge parallel zum Horizonte legen, di.irfen wir mit der Tangentialebene 
des Ellipsoids vergleichen. Allgemeiner werden wir sagen: Wenn wir 
bei der Bestimmung der Erdgestalt im groBen (von der jetzt im Zu­
sammenhang mit der geodatischen Linie des Ellipsoides gehandelt wer-

den soIl) Ll x, Ll y, Llzundderen Verhaltnisse £, * einfUhren, so denken 

wir uns die Ll x, Ll y, Ll z oder vielmehr y L1 x2 + Ll y2 + Ll Z2 als Stucke von 
etwa 10 km Lange. Die dann entstehenden Differenzenquotienten 
k6nnen als Annaherung an die Differentialquotienten des Ellipsoids 
gelten, in demselben Sinne wie die Tangentialebene des Ellipsoids 
annahernd durch die Horizontlinie, die wir beobachten, festgelegt 
ist. Fur ein gebirgiges Terrain mussen wir naturlich vorab eine Ab­
gleichung oder Nivellierung der Berge und Taler voraussetzen, urn in 
ahnlicher Weise die Verhaltnisse zu entwickeln. Dies paBt alles zu dem, 
was ich fruher uber die gezeichnete Kurve sagte, daB wir namlich, 
wenn wir bei einer solchen Kurve von einer Tangente reden, diese nicht 
schlechtweg durch den Differenzenquotienten (oder gar Differential­
quotienten, den es gar nicht gibt) , sondern durch den Differenzen­
quotient en bei bestimmter Gr6Benordnung der Differenzen beurteilen. 

Nachdem wir uns hieruber geeinigt haben, fragen wir, was die 
geodatische Linie auf dem Ellipsoid fUr die praktischen Messungen 
nutzt. DaB wir eine geodatische Linie auf dem Ellipsoid nicht mit der 
kiirzesten Linie vergleichen k6nnen, die wir uns auf der Erdoberflache 
e~pirisch herstellen, indem wir aIle dort erkennbaren Einzelheiten in 
Betracht ziehen, ist klar. Vielmehr glaube ich Ihnen folgende Formu­
lierung vorschlagen zu sollen, die ge­
nau dem entspricht, was die Geodaten 
wirklich machen. 

Ich will neben das Wort "geoda­
tische Linie" das Wort "geodlitisches 
Polygon" stellen. Dabei mag unter 
einem geodatischen Polygon einer 
gegebenen Flache ein geradliniges 
Polygon von gegebener Gr6Benord­

Abb. 100. 

nung der Seiten verstanden sein, dessen Eckpunkte auf der Flache 
liegen und welches im iibrigen geodatisch ist, womit gemeint ist, daB 
es das kurzeste Polygon seiner Art zwischen den beiden betrachteten 
Endpunkten ist, oder daB die Schmiegungsebene in den Eckpunkten 
des Polygons gegen die Tangentialebene der Flache in den Eckpunkien 
jeweils senkrecht steht (Abb. 100). Ein solches geodatisches Polygon 
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denken wir uns nun zuerst beim idealen Erdellipsoid. Dabei wahlen 
wir die Seitenlange gleich 10 km. Wir erhalten so ein ganz bestimmtes 
Polygon, dessen Betrachtung in das Gebiet der reinen Mathematik ge­
hart, indem wir ja bei seiner Definition von ganz bestimmten Voraus­
setzungen ausgehen. Auf der anderen Seite hat es gar keine Schwierig­
keit auf der empirischen Erdoberflache, natiirlich mit der Genauigkeit, 
die durch die Verhaltnisse gegeben ist, ein geodatisches Polygon, dessen 
Seiten etwa je 10 km messen, tatsachlich herzustellen. Man hat nur 
von einem Eckpunkte nach dem andern zu visieren und dafiir zu sorgen, 
daB die Ebene zweier von demselben Eckpunkte auslaufenden Visier­
linien stets senkrecht auf der Tangentialebene steht, die uns durch den 
Horizont definiert ist. 

Dnd nun ist die Meinung der Geodaten, worin sie zweifellos recht 
haben, zunachst die, daB ein solches empirisches Polygon mit dem 
theoretischen Polygon beim Ellipsoid nahezu zusammenfallt. Die Ent­
scheidung hieriiber miissen wir durchaus den Geodaten iiberlassen. 
Des weiteren aber postulieren sie stillschweigend einen rein mathema­
tischen Satz, der besagt, daB das betreffende Polygon beim idealen 
Ellipsoid als eine Annaherung an die geodatische Linie des idealen 
Ellipsoids aufgefaBt werden kann. Dies ist ein Theorem der Approxi­
mationsmathematik, welches zu priifen in unseren Bereich falIt. Daher 
sage ich so: Damit von rein mathematischer Seite alles bereitgestellt 
ist, was die Geodaten gebrauchen, geniigt es nicht, die geodatischen 
Linien auf dem Erdellipsoid an der Hand der modernen Differential­
und Integralrechnung durch strenge Grenzforderungen zu definieren, 
sondern man muB noch abschatzen, wieviel eine solche von einem Punkt 
A nach einem Punkt B gehende geodatische Linie in ihrem Verlaufe 
abweicht von einem dieselben Punkte verbindenden geodatischen Poly­
gon von etwa 10 km Seitenlange, das man dem idealen Erdellipsoid 
einbeschreiben mag. Da ware also die Frage: 1st dies irgendwo in der 
Literatur behandelt oder nicht, liegt also auch hier wieder eine bedauer­
liche Kluft zwischen den Leistungen der Theorie und den Anforderungen 
der Praxis vor? Hierauf ist zu antworten, dafJ die Sache allerdings vor­
handen ist, aber nicht unter den Gesichtspunkten, die uns hier interessieren. 
Sie sollte einmal eigens fur die vorliegenden Zwecke dargestellt werden. 

Ich fasse die Frage etwas allgemeiner und spreche iiberhaupt von 
Kurven, die durch Differentialgleichungen definiert werden, wobei ich 
mich der bequemen Ausdrucksweise halber auf Differentialgleichungen 
erster Ordnung mit zwei Variablen beschranke: y'= g;(x, y). Nach 
Cauchy kann man dann auf die Existenz eines Integrals der Differential­
gleichung schlieBen, indem man sich ein Polygon von Elementen x, y, y' 
konstruiert, die den vorgelegten Gleichungen geniigen, und sich iiber­
zeugt, daB dieses Polygon bei wachsender Seitenzahl unter gleichzeitiger 
Verkleinerung der Seiten einer Integralkurve der Differentialgleichung 
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zustrebt. Bei diesem Gedankengange von Cauchy ist das, was wir 
suchen, implizit vorhanden, aber in eine andere Beleuchtung geruckt. 

Cauchy gebraucht den Vergleich zwischen der Kurve und den Poly­
gonen, das sol1 heiJ3en die Abschatzung der Unterschiede, die zwischen 
Kurve und Polygon vorhanden sind, urn daraus auf die Existenz der 
Integralkurve zu schlieJ3en. Wir dagegen werden dieselben Abschatzun­
gen benutzen wollen, urn daraus die Berechtigung abzuleiten (fUr unseren 
speziellen Fall gleich ausgesprochen), das empirische geodatische Polygon 
auf der empirischen Erdoberflache nicht durch das theoretische geo­
datische Polygon, sondern durch die geodatische Linie des Erdellipsoids 
approximativ darzustellen! Ich sage uberhaupt: Was wir fur den spe­
ziellen Fall aussprachen, triflt sinngemii/3 allemal zu, wenn es sich darum 
handelt, Dinge der empirischen Welt mit der auf den exakten Grenzbegrill 
gestutzten Differential- und Integralrechnung zu behandeln. Oder in noch 
anderer Wendung: Betrachtungen von der eben geschilderten Art sind 
notwendig, urn die reine Mathematik in ihrer modernen Form, wo die 
Differential- und Integralrechnung auf den Grenzbegriff gegrundet ist, 
mit den Anwendungen in Fuhlung zu halten. Das Bindeglied ist dasjenige 
Kapitel der Approximationsmathematik, das in den letzten Dezennien 
so vernachlassigt ist, eine rationell entwickelte Dilferenzenrechnung. 

In einem Anhange spreche ich nun noch von der sogenannten Geoid­
fliiche. 

Bei dem Geoid handelt es sich urn eine Niveauflache des Schwere­
feldes der Erde, und zwar stellt sich der Ansatz nach der Lehre von der 
Newtonschen Anziehung so dar: 

Wir haben ein Potential 

V =fl!~k + ~2 (X2 + y2), 

das Integral erstreckt sich u ber alle Massen teilchen e d k der Erdmasse. Der 
zweite Term tritt hinzu infolge der Winkelgeschwindigkeit w, mit der 
sich die Erde urn ihre Achse, die wir mit der z-Achse zusammenfallen 
lassen, dreht (= Potential der Zentrifugalkraft). V = konst gibt uns 
die Niveauflachen der scheinbaren Schwere, die aus Zentrifugalkraft 
und wahrer Schwere zusammengesetzt ist. Man bekommt die Kraft­
komponenten dieser scheinbaren Schwere, wenn man setzt: 

x=oV 
ox' 

Z _ov 
- oz' 

Fur die Niveauflachen V = konst. hat man den Namen "Geoidflachen" 
eingefUhrt (abgeleitet von dem griechischen Wort fUr Erde, das auch in 
Geometrie, Geographie usw. vorkommt). Naturlich gibt es entsprechend 
den verschiedenen Werten der Konstanten eine ganze Schar Geoid­
flachen, unter denen man eine, die durch einen festgewahlten Punkt 
geht, als Hauptflache wahlt. Fur Deutschland liegt der betreffende 
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Punkt 37 m unter dem an der Berliner Sternwarte angebrachten Hohen­
festpunkt; bis auf einige Zentimeter stimmt er iiberein mit der mitt­
leren Hohe von Nord- und Ostseespiegel. Die Frage ist: Wie ver­
laufen die Geoidflachen, was weiB man von ihnen, was kann man von 
ihnen wissen? 

Hier muB ich zunachst iiber ein Resultat der neueren Messungen 
berichten, durch welches friihere Annahmen abgeandert wurden. 

Indem man friiher eine gleichmaBige Verteilung der Massen im Erd­
innern voraussetzte und dann die in den sichtbaren Erdteilen auf­
gehauften Massen neben den Wassermassen der Ozeane rechnerisch in 
Betracht zog, fand man, daB sich die Geoidflachen iiber den Konti­
nenten und Gebirgen stark in die Hohe w6lbten. Man rechnete Er­
h6hungen von 200-400 m heraus. Die spateren Messungen iiber die 
Intensitiit der Schwerkraft aber haben gezeigt, daB die hierbei zugrunde 
gelegte Annahme durchaus falsch ist, daB vielmehr im allgemeinen 
unterhalb der Kontinente und groBen Gebirge sich Massendefekte be­
finden, durch welche das Mehr der Masse, welches nach auBen her­
vorragt, ausgeglichen wird. Man hat sich da natiirlich keine H6hlungen 
zu denken, sondern leichtere Gesteinsmassen, so daB es ungefahr so 
ist, als befanden sich die sichtbaren Massen der Erdoberflache auf einer 
fliissigen Unterlage in hydrostatischem Gleichgewicht. 

Dies ist das allgemeine Resultat, das allerdings im einzeln~n die 
mannigfachsten Abanderungen erfahren kann. Jedenfalls aber erscheint 
infolge dieser neuen Untersuchungen die Hauptgeoidflache viel mehr ab­
geglichen, als es friiher aussah. Sie weicht allerdings gelegentlich urn 
viele Meter von der theoretischen Ellipsoidflache ab, aber dies gerade 
in Gegenden, wo man es am wenigsten ahnt. Natiirlich fehlen fiir einen 
groBen Teil der Erdoberflache noch die entscheidenden Messungen1). 

Des ferneren spreche ich von den Mitteln, die man hat, den Verlauf 
der Geoidfliichen tatsiichlich festzulegen. rch fiihre da insbesond~re an: 

a) die astronomischen Ortsbestimmungen. Sie geben uns fiir jeden 
einzelnen Punkt die Richtung der Normalen und damit die Tangential­
ebene der durch ihn gehenden Niveau- bzw. Geoidflache. 

b) die Schweremessungen mit dem Pendel. Die Schwere hangt natiir­
lich von den Kraftkomponenten X, Y, Z abo Wollen wir die gesamte 

Kraft in der Richtung der Normalen, so haben wir P = ~~ zu bilden, 

wo n die Normale in dem betrachteten Punkte ist. Bei den Schwere-

1) [Um die hierhergehorenden Entwicklungen und ihre Literatur im einzelnen 
kennenzulernen, nehme man auEer F. R. Helmert: Die mathematischen und physi­
kalischen Theorien der hoheren Geodasie, 2 Bde., Leipzig 1880 und 1884, die beiden 
Enzyklopadieartikel VIi, 3: "Hohere Geodasie" (abgeschl. 1906) von P. Pizzetti und 
VIi, 7: "Die Schwerkrait und die Massenverteilung der Erde" von F. R. Helmert 
(abgeschl. 1910) zu Hilfe. - Sem viele Literaturnachweise bringt auch R. Ambronn: 
Methoden der angewandten Geophysik. Dresden und Leipzig 1926.] 
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messungen miJ3t man nun P, so daJ3 uns eine solche Messung daruber 
orientiert, wie dieht die Niveauflaehen V = PC (v = 0, 1, ... ) an der be­
traehteten Stelle aufeinanderfolgen. Wo auf derselben Geoidflaehe der 
Betrag der Sehwere geringer ist, da sind die Geoidflaehen sozusagen 
aufgeloekert, da, wo der Betrag der Sehwere groJ3er ist, sind sie anein­
andergedrangt (P nimmt umgekehrt proportional mit dn zu und ab). 

c) Das dritte sind die direkten geodatischen Messungen in horizontaler 
und vertikaler Riehtung von Punkt zu Punkt. Diese legen (theoretiseh 
zu reden) die versehiedenen Punkte der Oberflaehe; an denen beobaehtet 
wurde, vollstandig in ihrer gegenseitigen Lage fest. 

Man kennt also, vollstandige Beobaehtungen vorausgesetzt, auJ3er 
der relativen Lage der einzelnen Punkte die Tangentialebenen der dureh 
sie gehenden Niveauflaehe und den Differentialquotienten des Po­
tentials in dazu senkreehter Riehtung. Das mathematische Problem ist, 
nachdem alle Messungen mit der gro(Jten erreichbaren Genauigkeit gemacht 
sind, daraus die Geoidflache moglichst genau zu bestimmen. In dem Vorder­
satze sage ieh schon: wenn alle Messungen so genau wie moglieh ge­
maeht sind; sie sind es naturlieh nieht, auJ3er fur einzelne bevor­
zugte Lander. Also: Das empirisehe Material hierfur ist nur erst 
fur einen kleinen Teil der Erdoberflaehe genugend zusammengetragen. 
Indem ieh gar nieht weiter auf die einzelnen Beobaehtungen eingehe, 
die zu behandeln in die Geophysik gehort, will ich als einzelnes Resultat 
hervorheben, daJ3 F. Nansen, der auf seiner Expedition (1893-96) auf 
dem Polareise Sehweremessungen ausfiihrte, dort in Dbereinstimmung 
mit der Vermutung normale Sehwere gefunden hat. 

J etzt aber wende ieh mieh der abstrakt mathematisehen Kritik im 
Sinne dieser V orlesung zu und frage: 

Wieweit sind die Geoidflachen iiberhaupt exakt mathematisch definiert? 
Sie wird folgender Satz nieht iiberrasehen, den ieh aber ausdrueklieh 

anfiihre, weil man die Geoidflaehen in ausgedehnten Kreisen fur etwas 
Exaktes, womoglieh gar fur analytisehe Flaehen halt: 

Selbstverstandlich ist auch die Definition der Geoidflache keine theo­
retisch vollkommene, sondern, wie immer bei praktischen Dingen, eine nur 
approximative. 

Dabei will ieh mieh nieht in Spitzfindigkeiten verlieren, sondem 
nur folgendes anfuhren: 

In dem Potential V kommt zunaehst ein Integral iiber alle Massen­
teilchen der Erde vor. Wir konnen da fragen, ob das Luftmeer mit 
eingesehlossen werden solI usw. Alles dies laJ3t sieh nur konventionell 
festlegen; z. B. mogen wir zur Erdmasse die festen, flussigen und gas­
fOrmigen Massen bis zu 10 km von der Erdoberflaehe entfemt hinzu­
reehnen. Damit haben wir dann die allerdings sehr dunnen, aber aueh 
sehr ausgedehnten Luftmassen, die w:eiter hinausliegen und in das 
Medium des Weltenraumes sieh verlieren, weggelassen. Diese mussen 
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aber auf das Integral doch einen EinfluB ausiiben. Dazu kommt, daB 
viele Massen stets in Bewegung sind (Zirkulation des Wassers, Anderungen 
des Luftdrucks usw.), das Potential V also eine Funktion der Zeit wird. 
Natiirlich ist diese zeitliche Anderung unbedeutend, so daB wir prak­
tisch davon absehen kannen, bei der theoretischen Erwagung aber 
miissen wir sie beachten. 

Ich will von meinem Standpunkte aus hier insbesondere eine Arbeit 
von H. Bruns: "Die Figur der Erde", Berlin 1878, besprechen, die sich 
durch mathematische·Strenge der Darstellung auszeichnet. Ich wiinsche 
zu fragen: Wie stimmt seine Darstellungsweise zu dem, was wir in 
der gegenwartigen V orlesung stets wieder betonen? 

Bruns denkt sich die Erde aus verschiedenen Schichten bestimmter 
Gesteine, Meeren usw. gebildet, wie dies schematisch die Abb. 101 

,. (> I· • 

""3 '. '. 

i\ bb. 101 . 

andeuten mage. Dabei nimmt er eine 
kontinuierliche Raumerfiillung durch 
diese Massen an und setzt die Dichte 

>< innerhalb der einzelnen Schichten kon­
stant gleich 51' 52' 53' . . .. Uber 
diese Auffassung haben wir schon 
friiher gesprochen, als wir gelegentlich 
von der Konstitution der Materie han­
delten, und hervorgehoben, daB man 
besser von Mittelwerten sprechen soUte. 

Weiter setzt Bruns voraus, daB die Begrenzungsflachen der einzelnen 
Bestandteile samtlich analytisch seien, was wieder der von mir dar­
gelegten Auffassung, der zufolge "analytische Flachen" in der Natur 
iiberhaupt nicht vorkommen, widerstreitet und also nur cum grano 
salis zu verstehen ist. Die Annahme, daB die Masse der Erde aus homo­
genen Stiicken verschiedener Kontinua besteht, die mit analytischen 
Flachen aneinandergrenzen, ist sicher keine genaue Schilderung der 
Wirklichkeit, sondern nur approximativ zu verstehen. 

Auf die genannten Voraussetzungen wendet Bruns nun die Formeln 
und Satze der ideellen Potentialtheorie an und fragt sich, wie nach den 
Lehren dieser prazisen Potentialtheorie die Niveauflachen verlaufen. 
Er kommt so zu dem Schlusse, daB jede Geoidflache, soweit sie in dem­
selben Ausgangsmaterial verlauft, ein analytisches Flachenstiick vor­
stellt, und daB da, wo an der Grenze der Materialien zwei solche analy­
tische Flachen aneinanderstoBen, kein Knick eintritt, wohl aber ein 
Sprung des Kriimmungshalbmessers, weil die ideelle Potentialtheorie 
fiir den Ubergang aus einem Medium in ein zweites Stetigkeit der ersten, 
dagegen Spriinge der zweiten Differentialquotienten ergibt. 

Wir fragen, was diese Ergebnisse von Bruns oder iiberhaupt alle 
ahnlichen theoretischen Entwicklungen fUr die praktischen Messungen 
zu bedeuten haben, da doch die Voraussetzungen im strengen Sinne 
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des Wortes nicht gelten bzw. nur als idealisierende Schilderungen der 
wirklichen Verhaltnisse gelten konnen. Indem ich daran erinnere, 
welche Bedeutung der geodatischen Linie wir fUr die Messungen auf 
der Erdoberflache erhielten, gebe ich folgenden Satz: Wir werden nach 
einer Ausdeutung der Brunsschen Ergebnisse suchen, die derjenigen iihn­
lich ist, die wir oben fur die praktische Bedeutung der aUf dem Ellipsoid 
zu ziehenden geodiitischen Linien gefunden haben. 

Ein genaueres Eingehen wiirde uns zu tief in die Potentialtheorie 
hineinfUhren und muB hier unterbleiben. Wir schlieBen damit unsere 
Betrachtungen iiber Geodasie. Riickblickend diirfen wir sagen: 

Die Geodiisie ist im aUgemeinen ein gliinzendes Beispiel datur, was 
man mit der Mathematik in den A nwendungen machen kann und wie 
man es machen soU. Man bekommt selbstverstiindlich aUes nur appro xi­
mativ bestimmt, zugleich aber hat man uberall da, wo die Untersuchung 
als zu Ende gefuhrt gilt, das MafJ der Anniiherung festgestellt. 

b) Zeichnende Geometrie. 
In dem zweiten Zweige der praktischen Geometrie, der zeichnenden 

Geometrie, liegen die Dinge viel ungiinstiger. 
Die zeichnende Geometrie kann entweder als Zielpunkt eine zeich­

nerische Darstellung der raumlichen Verhaltnisse haben (darstellende 
Geometrie) oder die Ersetzung des numerischen Rechnens durch die 
Konstruktion auf dem Zeichenblatte (graphisches Rechnen). In beiden 
Fallen sind unsere alten, gewohnten Uberlegungen am Platze: wie steht 
es mit der Genauigkeit, wieweit sind darauf beziigliche Satze vor­
handen, was bleibt als unerledigt bestehen? 

Vor allem muB ich den Satz voranstellen: 
In der zeichnenden Geometrie ist eine rationelle Fehlertheorie, wie sie 

in der Geodiisie vorliegt, von einzelnen gleich zu besprechenden Ansiitzen 
abgesehen, bisher nicht entwickelt. 

Dabei nenne ich eine Fehlertheorie rationell, welche auf Verwendung 
von Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen basiert ist, so daB wir, urn die 
Genauigkeit einer Konstruktionsmethode zu beurteilen, sie wiederholt 
auf dieselbe Aufgabe anwenden und dann die erhaltenen Resultate nach 
der Methode der kleinsten Quadrate oder sonstwie abgleichen. 

Als eine Vorarbeit zu einer solchen rationellen Fehlertheorie kon­
struktiver Losungen mag man die Betrachtungen ansehen, die der fran­
zosische Mathematiker Lemoine begonnen und als Geometrographie 
bezeichnet hat. Er zahlt bei den verschiedenen Losungen einer Kon­
struktionsaufgabe, z. B. des Apollonischen Problems (die acht Beriih­
rungskreise an drei feste Kreise mit Zirkel und Lineal zu konstruieren), 
ab, wie oft das Lineal und der Zirkel dabei benutzt werden. Die dabei 
herauskommende Ziffer bezeichnet Lemoine dann als MaB der Einfach­
heit bzw. Verwickeltheit der Konstruktion. Sie sehen, wie dies mit 
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unseren Betrachtungen zusammenhangt. Je graBer jene Ziffer ist, d. h. 
je after Zirkel und Lineal benatigt werden, desto ungenauer wird, 
allgemein zu reden, die Zeichnung, so daB man geneigt sein wird, die 
einfachste Lasung im Sinne Lemoines zugleich als die genaueste in 
unserem Sinne anzusehen. Immerhin ist die als "mesure de simplicite" 
dienende Zahl nur ein sehr auBerliches MaB und darum der Ansatz 
nur erst ein vorlaufiger. Denn es werden dabei sehr ungleichwertige 
Dinge als gleichwertig abgezahlt. Beispielsweise ist die Verbindungs­
gerade zweier sehr nahe gelegener Punkte viel weniger genau bestimmt 
als diejenige zweier weiter auseinander gelegener Punkte1). 

Wie immer man sich aber eine Fehlertheorie der geometrischen Kon­
struktionen durchgefi.ihrt denkt, eins ist klar, sie wird sich nie direkt 
an "ideale" Satze der Prazisionsmathematik anschlieBen kannen, 
sondern paraHeHaufende Theoreme der Approximationsmathematik be­
natigen1). 

Ich erlautere dies an einem charakteristischen Beispiele. Es mage 
sich um die zeiehnerisehe Wiedergabe des Pasealsehen Seehseeks bzw. des 
zugeharigen Pasealsehen Satzes handeln. 

Dieser lautet: Hat man sechs Punkte 1, 2, 3, 4, 5,6, die auf einem 

Kegelschnitt liegen, und zieht man die Verbindungsgeraden 1~ ~~ ~~ 

/ 
/ 

Kegelsehnitt 
bringe diese 

Abb. 102. 

und bringt die in dem Schema 
untereinanderstehenden Seiten zum 
Schnitt, so liegen die Schnittpunkte 
a, b, e auf einer Getaden (Abb. 102). 

Diesem Satz gegeni.iber, der sich 
auf Grund der gewahnlich ange­
nommenen Axiome genau beweisen 
laBt, verlange ich nun die Auf­
steHung eines approximativen, er­
weiterten Pasealsehen Satzes2) , den ich 
vorlaufig so formuliere: "H abe ieh 
seehs Punkte, die ungefahr auf einem 

liegen, ziehe deren ungefahre Verbindungsgeraden und 
in a, b, e zum Sehnitt, dann liegen diese Punkte ungefahr 

1) Vgl. auch A. Witting: Geometrisehe Konstruktionen, insbesondere in be­
grenzter Ebene. Programm des Gymnasiums zum heiligen Kreuz. Dresden 1899. 
Witting gibt u. a. Hilfskonstruktionen, deren Zweek ist, nur ungenau auszufiihrende 
Operationen, wie z. B. Verbindung zweier nahe gelegener Punkte dureh eine Gerade, 
zu vermeiden. Vgl. auJ3erdem P. Z~thlke: Konstruktionen in begrenzter Ebene. 
Leipzig 1913. 

2) leh nenne diesen Satz kurzweg "approximativ", weil er von Fragen der 
Approximation handelt. Hat man diese genauer umgrenzt, so ist der Satz selbst 
exakt (wie jeder vollstandige, d. h. das Fehlerintervall angebende Satz der 
Approximationsma thematik) . 
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auf einer geraden Linie." Die Rauptsache ist dabei naturlich, das Wort 
"ungefiihr" iiberall durch genaue und brauchbare Intervallangaben zu 
ersetzen. 

Ersichtlich ist dieser Satz (und nicht der "ideale" Pascalsche Satz) 
die wahre theoretische Grundlage der zeichnerischen Konstruktion. 

Den Beweis kann man in der Weise fuhren, daB man durchaus analy­
tisch operiert, was aus den fruher auseinandergesetzten Grunden fUr 
uns das Bequemste sein wird. Wir formulieren zuerst den Pascalschen 
Satz seIber analytisch, d. h. wir denken uns folgende Entwicklung 
analytisch durchgefUhrt: 

Raben die sechs Punkte 1, 2, ... , 6 auf dem Kegelschnitt die Ko­
ordinaten Xl' Y1; X2, Y2; ... ; X6, Y6 und die drei aus ihnen abgeleiteten 
Punkte a, b, c die Koordinaten XU' Yu; ... ; Xc, Yc' dann besteht die 
folgende Relation, die aussagt, daB a, b, c auf einer Geraden liegen: 

Xu Yu 1 

Xb Yb 1 = O. 

XC Yc 1 

Nunmehr andern wir die Koordinaten Xl' Y1; ... ; X6, Y6 in Xl +bx1, 
Y1 + bY1; ... ; X6 + (lx6, Y6 + (lY6 ab, wobei die (lxv, (lyv relativ zu den 
ubrigen Dimensionen der Zeichnimg kleine GroBen sind. Urn die Sache 
nicht allezusehr zu verwickeln, nehme ich an, daB weiter keine Ungenauig­
keiten vorliegen, d. h. "daB die Verbindungsgeraden scharf gezogen seien 
und ebenso die Schnittpunkte scharf markiert werden. Dann ist klar, 
daB die Abanderungen der Koordinaten der Schnittpunkte a, b, c 
nur von den (lx1, (lY1; ... abhangen .. Wir berechnen uns fur diese 
abgeanderten Koordinaten die Determinante 

Xu + (lxa 

Xb + OXb 

'Xc + bxc 

Ya + bYa 

Yb + bYb 

Ye + (lYe 

1 

1 = LI, 

1 

die geometrisch einen doppelten Dreiecksinhalt bedeutet. Dieses LI ist 
natiirlich nicht mehr gleich Null; ob es bei geeigneter Annahme der 
(lxv, (lyv klein bleibt, ist zu untersuchen. 

In der Geodasie und messenden Astronomie ist ein solches Verfahren 
durchgehend ublich. Da nennt man solche Formeln, wie ich sie hier 
postuliere, Differentialformeln, so daB wir unsere Forderung auch so 
wenden konnen: Wir miissen nicht nur die Formeln des Pascalschen 
Satzes, sondern auch die zugehOrigen Differentialformeln zur Hand 
haben. Dann erst haben wir die geniigende theoretische Grundlage fiir 
die konstruktive Durchfiihrung des Pascals chen Satzes Coder besser ge-
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sagt: fUr das mathematische Verstandnis der konstruktiven Durch­
fUhrung1)J. 

1) [Eine Theorie der Genauigkeit geometrischer Konstruktionen, die auf anderer 
Grundlage als die Lemoinesche Geometrographie beruht, wird in folgenden Arbeiten 
angestrebt: F. Geuer, Die Genauigkeit geometrischer Zeichnungen (J ahresbericht 
1902 des Progymnasiums in Durlach in Baden). P. Bohmer, Dber geometrische 
Approximationen (Diss. Gottingen 1904). K. Nitz, Anwendungen der Theorie der 
Fehler in der Ebene auf Konstruktionen mit Zirkel und Lineal (Diss. Konigsberg 
1905) und Beitrage zu einer Fehlertheorie der geometrischen Konstruktionen 
(Zschr. f. Math. u. Phys. Bd.53 (1906), S.1-37). Durch Fehlerbetrachtungen 
bemerkenswert ist ferner H. Schwerdt, Lehrbuch der Nomographie, Berlin 1924. 
Man vergleiche schlieBlich das Kapitel "Geometrographie und Fehlertheorie" auf 
S. 121-129 des bereits auf S. 10 erwahnten Werkes von Th. Vahlen. 

Der Grundgedanke der Geuerschen Arbeit besteht in der Anwendung des 
Gauf3schen A usgleichverfahrens. J eder gesuchte Punkt bzw. jede gesuchte Gerade 
wird iiberbestimmt und hierauf der Ausgleich gemaB der Forderung, daB die Summe 
der Fehlerquadrate ein Minimum wird, auf konstruktivem Wege vorgenommen. 
Die GroBe der bei der Ausgleichung vorzunehmenden Korrekturen gibt einen An­
halt zur Beurteilung der Genauigkeit der Zeichnung. Der oben im Text empfohlene 
Weg der Aufstellung von Difterentialfo.rmeln wird in der Bohmerschen Arbeit be­
schritten. Dort findet man z. B. die Differentialformeln fUr die Konstruktion eines 
Dreiecks aus den drei Seiten. Diese Formeln gestatten zu unterscheiden, mit 
welcher Seite man die Konstruktion beginnen und mit welcher man fortfahren 
muB, urn moglichst groBe Genauigkeit zu erzielen. Auch fiir den Pascalschen 
Satz werden von Bohmer entsprechende, d. h. auf Differentialformeln abzielende 
Betrachtungen angestellt, aber nicht zum AbschluB gebracht. Diese Betrach­
tungen werden durch die Losung eines Ausgleichungsproblems eingeleitet, nam­
lich der Aufgabe, zu sechs nahezu auf einem Kegelschnitt liegenden Punkten den 
"nachsten" Kegelschnitt zu finden. Dabei vetsteht er unter dem "nachsten" 
Kegelschnitt denjenigen, welcher der Poncelet-Tschebyscheffschen Ausgleichungs­
forderung, die Maximalentfernung der gegebenen Punkte vom Kegelschnitt zu 
einem Minimum zu machen, geniigt. Spater wird aber auch die der GauBschen 
Minimumforderung entsprechende Ausgleichung behandelt. 

Am meisten Erfolg verspricht der Ansatz von K. Nitz, der auf die von den Geo­
daten entwickelte Theorie der Fehler in der Ebene zuriickgreift. Sein Gedanken­
gang sei durch folgende Bemerkungen skizziert. Realisiert man 2 Geraden durch 
Bleistiftstriche, so liegt ihr Schnittpunkt in dem Schnittparallelogramm der beiden 
Striche. Sind die Striche insbesondere von gleicher Dicke, so hat dieses Parallelo­
gramm die Form eines Rhombus. Suchen wir nun mit der Zirkelspitze den Schnitt­
punkt der beiden Geraden zu treffen, so liegen, die Giiltigkeit des GauBschen 
Fehlergesetzes vorausgesetzt, die Punkte, die mit gleicher Wahrscheinlichkeit 
getroffen werden, auf einer Ellipse, deren Mittelpunkt mit dem Schnittpunkt der 
Parallelogramm-Diagonalen zusammenfallt und die die Richtungen der Parallelo­
grammseiten zu konjugierten Richtungen hat. LaBt man die Wahrscheinlichkeit 
von 0 bis 1 variieren, so erhalt man eine Schar koaxialer und ahnlicher Ellipsen. 
Eine unter diesen, die "mittlere Fehlerellipse", wird zur Charakterisierung der 
Genauigkeit der Operation "Einsetzen der Zirkelspitze in den Schnittpunkt zweier 
Geraden" herausgegriffen. Werden weiterhin zwei Punkte auf dem Zeichenblatt 
durch kleine Kreise realisiert und soil ihre Verbindungsgerade mit Hilfe des Lineals 
gezogen werden, so findet man, daB die Verbindungsgeraden gleicher \Vahrschein­
lichkeit eine Hyperbel umhiillen. Unter der Schar koaxialer und ahnlicher Hyper­
beln, die sich ergibt, wenn man aile zwischen 0 und 1 liegenden Werte der Wahr-
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Ich will mich noch ein wenig uber den Ausdruck: Differentialformel1) 

verbreiten, damit sich bei dem Gebrauch eines solchen Wortes unser 
Gewissen nicht beunruhigt. 

Die Unruhe kommt daher, daB es auf der einen Seite heiBt, es handele 
sich bei der Differentialrechnung ausschlieBlich urn den strengen Grenz­
begriff, wahrend auf der anderen Seite beim Gebrauch der Differential­
formeln kleine Differenzen in Betracht gezogen werden. Dieser Wider­
spruch gleicht sich folgendermaBen ab: 

Nehmen Sie den einfachen Fall einer Funktion, die von einer Ver­
anderlichen abhangt, y = f (x). Dann heiBt es bei dem Praktiker: Man 
entwickle, urn f(x + ox) zu erhalten, nach dem Taylorschen Satze 
und breche bei dem erst en Gliede abo. Also wenn 

f(x + ox) = f(x) + rp(x) • ox, 

so setze man rp (x) = ~~. Wir mussen die Sache naturlich gewissen­

hafter fassen und sagen: rp (x) . 0 x ist gar nicht das erste Glied der 
Taylorschen Reihe, sondern das Restglied, welches ich dem nullten 
Gliede hinzufUgen muB; damit die Formel exakt wird, muB rp(x) 

nicht gleich d~~) , sondern gleich df(x -Lffl!X) sein (0 < {} < 1), d. h. 

rp (x) ist nicht der Differentialquotient von f (x) an der Stelle x, sondern 
an einer Zwischenstelle x + {} 0 X. Es kommt hier also ein Mittelwert 

von d~~) herein. Bekanntlich nennt man die Formel 

f(x + ox) = f(x) + ox· f'(x + {}ox) 

den Mittelwertsatz, so daB wir sagen konnen: 

scheinlichkeit beriicksichtigt, wird eine als die "mittlere Fehlerhyperbel" aus­
gezeichnet. Sie dient zur Messung der Genauigkeit der Operation "Anlegen des 
Lineals an zwei gegebene Punkte". 

Alle mit Zirkel und Lineal ausfiihrbaren Konstruktionen lassen sich aus funf 
Grundkonstruktionen kombinieren, namlich aus den zwei bereits genannten und 
den drei weiteren: Einsetzen der Zirkelspitze a) in den Schnittpunkt einer Geraden 
und eines Kreises, b) in den Schnittpunkt zweier Kreise und c) Konstruktion 
eines Kreises, dessen Mittelpunkt und Radius bekannt sind. Die Diskussion der 
bei dies en Konstruktionen auftretenden Fehler liefert drei weitere mittlere Fehler­
kurven. Hat man nun fiir eine beliebige mit Zirkel und Lineal ausgefiihrte Kon­
struktion den mittleren Fehler zu bestimmen, so ermittelt man zunachst fiir jede 
der dabei angewendeten Grundkonstruktionen mit Hilfe der Fehlerkurven und 
Messungen iiber Durchmesser von "Punkten" und Strichbreiten den mittleren 
Fehler. Hierauf wendet man die Theorie der Fehlerzusammensetzung an, urn den 
mittleren Fehler der Gesamtkonstruktion aus den mittleren Fehlern der Grund­
konstruktionen zu berechnen. 

Nitz hat auf diese Weise die elementaren Konstruktionen wie die der Mittel­
senkrechten einer Strecke, eines rechten Winkels, von Parallelen usw. unter­
sucht und sehr interessante Ergebnisse erhalten.} 

1) [Uber dies en Gegenstand hat A. Walther auf dem Gottinger Ferienkurs 1926 
einen Vortrag gehalten, der in stark erweiterter Form im Druck erscheinen solI.] 
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Wenn wir uns gestatten, bei irgendwelcher abgekiirzten Rechnung 
f (x) + IP (x) ~ x statt f (x + ~ x) zu schreiben, so bestimmt sich IP (x) 
nicht aus der Taylorschen Reihe, sondern nach dem Mittelwertsatze. 

Genau so wie in diesem einfachen Fall ist es bei den Differential­
formeln in den komplizierteren Fallen. Praktisch driickt man sich so 
aus, als diidte man beim Taylorschen Satz gegebenenfalls alle h6heren 
Potenzen der Zuwiichse fallen lassen. Exakterweise ist die Differential­
formel als Restformel im Sinne des Mittelwertsatzes aufzufassen. Das 
eine ist von dem anderen praktisch solange, aber auch nur solange 
nicht wesentlich verschieden, als der Differentialquotient f'(x) sich im 
Intervall ~ x nur wenig andert. 

Ich mochte jetzt eine weitere, besonders interessante Frage auf­
weden. 

Wir sahen auf S. 128f., daB wir jede gezeichnete Kurve in der Art 
durch eine Idealkurve ersetzen k6nnen, daB nicht nur die Ordinate, 
sondern auch die Richtung und Kriimmung der empirischen Kurve -
soweit diese Dinge iiberhaupt quantitativ bestimmt sind - durch die 
Ordinate, die Richtung und Kriimmung der. Idealkurve befriedigend 
approximiert werden. Kann ich nun aus den 'gestaltlichen Verhiiltnissen 
der empirischen Kurve, die ich vor Augen sehe, auf entsprechende Eigen­
schaften der I dealkurve einen SchlufJ machen? 

Fiir den Weg, den wir bei Beantwortung dieser Frage einschlagen, 
ist selbstverstandlich die oben von mir vertretene Auffassung ent­
scheidend, daB die Idealkurve etwas iiber die Sinnesanschauung Hin­
ausgehendes ist und nur eine definitionsmaBige Existenz hat. Ich dad 
also nicht ausschlieBlich an die Anschauung appellieren. Vielmehr muB 
jeweils iiberlegt werden, ob sich bzw. weshalb sich die Dinge, die wir 

Abb. 103. 

bei der empirischen Konstruktion sozusagen 
in grober Weise vor Augen sehen, vermoge 
der zugrunde gelegten Definitionen mit aller 
Schade auf das Idealgebilde iibertragen. 

N ehmen wir gleich ein Beispiel. In 
Abb .. 103 haben wir eine geschlossene, durch­
weg konvexe Kurve und. erne' sie schnei­
dende Gerade. Wir bemerken, daB zwei 

und nur zwei Schnittpunkte auftreten. Werden wir dies als Satz auf 
die entsprechenden Idealgebilde iibertragen k6nnen? 

Wir ersetzen die Gerade der Abbildung in Gedanken durch eine 
ideale Gerade, die gezeichnete Kurve aber vorerst durch irgendeine 
approximierende Jordan-Kurve (die noch keine Tangenten, geschweige 
denn Kriinlmungskreise zu besitzen braucht). Die Anschauung lehrt, 
daB die Idealgerade sowohl durch das Innere als das AuBere der Jordan­
Kurve hindurchgeht. Also sind nach dem Jordanschen Satze in der Niihe 
der Stellen, in denen sich die empirische Kurve und ¢ie empirische Gerade 
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kreuzen, in der Tat Schnittpunkte der Idealgebilde vorhanden. Dieser Aus­
sage liegt aber zugrunde die Definition, durch die wir seinerzeit die 
Jordan-Kurve eingefiihrt haben. Fiir die Zwecke der Approximation 
wiirden wir die empirische Kurve statt durch eine Jordan-Kurve ebenso­
wohl durch eine iiberall dichte, aber nicht abgeschlossene Punktmenge 
ersetzen konnen (eine Punktmenge, welche nicht ihre samtlichen Hau­
fungsstellen mitenthalt, wie z. B. die Menge der rationalen Punkte der 
Abszissenachse). Dann wiirden die Schnittpunkte, von denen wir reden, 
nicht notwendigerweise vorhanden sein. 

Mit dem Gesagten ist nur erst die Existenz, keineswegs die Zahl der 
Schnittpunkte festgelegt. Es kann sehr wohl sein, daB in der Umgebung 
der Stelle, wo die empirische Figur nur einen Schnittpunkt erkennen 
laBt, die idealisierte Figur deren drei oder fiinf aufweist (eine un­
gerade Zahl muB es sein, weil an der betreffenden Stelle die idealisierte 
Gerade aus dem AuBeren der Jordan-Kurve in das Innere tritt). Dies 
ist in der Tat nicht ausgeschlossen, wenn wir die Art der Jordan­
Kurve nicht noch weiter definitionsmaBig einschranken; man denke an 
die gestaltlichen Verhaltnisse der WeierstraB-Kurve oder der Peano­
Kurve. Als solche Einschrankung wahlen wir jetzt, dafJ die I dealkurve 
in jedem Punkte eine bestimmte Richtung und Krummung gemafJ dem 
Vorbilde der empirischen KltrVe besitzen sol!. Insbesondere sol! sie 
ebenso wie die empirische K urve uberal! konvex sein und also nirgendwo 
einen Wendepunl~t besitzen. Daraufhin laBt sich in der Tat beweisen, 
daB da, wo die empirische Figur einen Schnittpunkt aufweist, auch die 
Idealfigur nur einen Schnittpunkt besitzt. 

Waren namlich drei oder mehr Schnittpunkte vorhanden, so wahle 
man die schneidende ideale Gerade als Abszissenachse (Abb. 104). Das 
Kurvenstiick zwischen diesen Schnitt-
punkten wird sich durch eine Glei-~--- / 
chung Y = f (x) darstellen, wo f (x) 
eine Funktion ist, deren erste zwei ~.x 
Ableitungen existieren und stetig Abb. 104. 

sind. Aus der Tatsache, daB f (x) 
in dem in Betracht kommenden Teile der Abszissenachse drei oder noch 
mehr Nullstellen hat, folgert man dann nach dem Rolleschen Satze, daB 
j"(x) in dem betreffenden Intervalle mindestens einmal das Vorzeichen 
wechselt. Dann hatte also unsere Idealkurve einen Wendepunkt, und 
dieses widerspricht der V oraussetzung, die wir bei ihrer Einfuhrung 
machten. 

In solcher Weise also denke ich mir den Beweis gefiihrt. Die empi­
l'ische Figur dient zur Orientierung im groben; sie hat auch fur die feineren 
Betrachtungen einen grofJen heuristischen Wert; schliefJlich mufJ aber der 
Beweis aUf die Begriffsbildungen und Axiome der Prazisionsgeometrie 
zuruckgehen. 

Klein, Elementarmathematik III. 12 
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In der Literatur geschieht dies mehr oder minder ausfiihrlich, je 
nachdem der Autor sein Interesse mehr der genauen Begriindung be­
stimmter Satze oder der Auffindung neuer Resultate zuwendet. Beides 
hat seine Berechtigung. Ich nenne als Beispiel fUr genaue Durcharbei­
tung der Einzelheiten: 

Kneser, A.: Einige allgemeine Satze iiber die einfachsten Gestalten 
ebener Kurven. Math. Ann. 41 (1893), S. 349-376; 
andererseits fiir die Aufstellung zahlreicher neuer Satze: 

J ~tel, C.: Einleitungin die Lehre von den graphischen Kurven (danisch) . 
Mem. Acad. sc. Kopenhagen, 6. Reihe, Band 10 (1899), S. 1-901). 

Ich selbst mi:ichte hier auf eine Untersuchung zuriickkommen, die 
ich vor J ahren iiber die reellen Wendepunkte der algebraischen ebenen 
Kurven angestellt habe und bei der ich ausgiebig von anschauungs­
maBigen Figuren Gebrauch machte2). Die zu betrachtende regulare 
Idealkurve ist dabei der weiteren Bedingung unterworfen, algebraisch 
zu sein, wobei gri:iBere Komplikationen in der im folgenden noch zu 
schildernden Weise durch die Forderung ausgeschlossen werden, daB es 
sich jeweils urn von "hi:iheren" Singularitaten freie Kurven n-ter Ord­
nung handeln solI. 

Zuniichst eine kleine Erorterung iiber die ebenen algebraischen Kurven 
n-ter Ordnung! Die ebene algebraische Kurve n-ter Ordnung Cn ist 
durch eine Gleichung n-ten Grades in x und y gegeben: 

Ax" + Bxn-1y + ... = o. 
Zahlt man die auftretenden Glieder ab und denkt sich die Gleichung 

durch einen von Null verschiedenen Koeffizienten dividiert, so erhalt 

man n(n 2+~)· als Konstantenzahl. 

Es entsteht die Frage nach der Gestalt dieser Cn • Aus wieviel 
Ovalen bzw. anderen Kurvenziigen besteht eine Cn ? Und wie ist es 

1) [Es sei in diesem Zusammenhange auf den sehr interessanten Vortrag hin­
gewiesen, den C. fuel auf der Naturforscherversammlung in Stuttgart (1906) hielt. 
Er ist in Bd.16 (1907), S. 196-204 der Jahresberichte der DeutschenMathematiker­
vereinigung abgedruckt. Man vergleiche ferner C. fuel: Einleitung in die Theorie 
der ebenen Elementarkurven dritter und vierter Ordnung (Mem. Acad. sc. Kopen­
hagen, 7. Reihe, Band XI, 1914) und die Arbeit in Bd. 76 (1915), S. 343-353 der 
Math. Ann. und J. Hjelsmlev: AuBer der bereits auf S. 15 zitierten Abhandlung 
"Geometrie der Wirklichkeit" die "Introduction 11 la theorie des suites monotones 
(Bull. Acad. sc. Kopenhagen 1914, S. 1-74) und Darstellende Geometrie (Teil 2 
des von H. E. Timerding herausgegebenen Handbuchs der angewandten Mathe­
matik), 1914, S.135ff. - SchlieBlich gehort hierher die Theorie der Eilinien: 
Brunn, H.: "Uber Ovale und Eifla",chen", Diss. Miinchen 1887 und "Exakte 
Grundlagen fiir eine Theorie der Ovale" Bd. XXIV (1894), S.93-111, der 
Sit7Ungsber. der math.-phys. Kl. der Kgl. bayr. Akademie der Wissenschaften.] 

2) [Klein, F.: Eine neue Relation zwischen den Singularitaten einer algc­
braischen Kurve. Math. Ann. Bd.lO (1876), S. 199-209, wieder abgedruckt in 
Bd. II, S. 78-88 (1922) der gesammelten mathematischen Abhandlnngen F. Kleins.] 
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mit ihren Singularitaten, insbesondere ihren Wendepunkten? Diese 
ganze Fragestellung kennzeichnet ein groBes Kapitel der algebraischen 
Kurventheorie; insbesondere hat man fUr die niederen Kurven sehr 
interessante hierhergeh6rige Satze aufgestellt. Ich kann von ihnen an 
dieser Stelle natiirlich keine zusammenfassende Rechenschaft geben, 
sondern beschranke mich nur auf die Frage nach der Anzahl der 
reellen Wendepunkte. 

Wir schreiben unsere Gleichung kurz I (x, y) = 0 oder, da es fiir die 
allgemeine Betrachtung erwiinscht ist, die Auffassungsweisen der pro­
jektiven Geometrie einzufiihren, in homogener Form: 

wo 

gesetzt wird. 
Fragt man beim Gebrauch von homogenen Koordinaten nach den 

Wendepunkten, so kommt man auf das Verschwinden der Hesseschen 
Determinante 

111 112 
.1 = 121 122 

f31 f32 

der zweiten partiellen Ableitungen unserer Funktion I (Xl' X2 , Xs). 1st 
I vom n-ten Grade, so ist .1, da jedes lik vom Grade (n - 2) ist, vom 
Grade }(n - 2) . 

Bringen wir jetzt 1= 0 mit .1 = 0 zum Schnitt, so erhalten wir nach 
dem Bezoutschen Theorem 3 n (n - 2) Schnittpunkte; unsere Cn hat 
also 3(n-2)n Wendepunkte [W=3n(n-2)J. Dies ist die erste 
"Pliickersche Formel" zur Bestimmung der Singularitaten algebraischer 
Kurven. Etwas genauer k6nnen wir sagen: 

Eine Cn hat "im allgemeinen" 3 n (n - 2) Wendepunkte, weil die 
Kurven 1=0 und .1 = 0 sich in 3n(n - 2) Punkten schneiden. Dabei 
muB vorbehalten werden, zu untersuchen, was eintritt, wenn einige der 
Schnittpunkte zusammenfallen, insbesondere, wie viele dieser Schnitt­
punkte von den etwaigen singularen Punkten der Cn aufgesogen werden. 

Wir haben demnach in den niedrigsten Fallen: 

fiir n=2, 

n=3, 
n=4, 

w= 0, 

w= 9, 

w= 24. 

Wenn wir jetzt aber eine Ca oder C4 zeichnen, so gelingt es, h6chstens 
drei bzw. acht reelle Wendepunkte zu finden, so daB G. Salmon in seinen 
"Higher plane curves" bereits die Vermutung ansgesprochen hat, daB 
hochstens -! der Wendepunkte, also n (n - 2) reell sein konnen. Dies 
ist die Frage, auf deren Kladegung wir zustreben: 

12* 
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Man soll zeigen, dafJ die Zahl der reellen Wendepunkte einer Cn nicht 
grafJer als n (n - 2) sein kann, so dafJ im giinstigsten F alle von den vor­
handenen Wendepunkten nur der dritte T eil reell t'st. 

Der gegebenen Formel fUr die Anzahl der Wendepunkte fUge ich 
hier noch ohne Beweis die Pliickersche F ormel fUr die A nzahl der 
Doppeltangenten einer C n hinzu: 

n t = 2:(n - 2) (n2 - 9), 

(wobei wieder vorausgesetzt ist, daB die Kurve keine sogenannten 
singularen Punkte hat, worauf wir sogleich noch zuruckkommen). 

Vorab beschaftigen wir uns mit der Klasse einer Cn' d. h. der Anzahl 
der von einem willkurlichen nicht auf der Kurve liegenden Punkte an 
diese moglichen reel1en und imaginaren Tangenten. Es sind dies ja al1es 
elementare Dinge aus der Theorie der algebraischen Kurven, die ich 
hier entwickeln muB, urn die betreffenden Formeln fUr den Beweis 
unseres Satzes uber die Anzahl der reellen Wendepunkte zur Rand zu 
haben. Ich wahle die Darstellung also etwas ausfUhrlicher. 

Man stelle sich die Gleichung der Tangente in einem Punkte 
x - (Xl' x2 , x3) der Kurve auf, indem man mit Y =~ (Yl' Y2' Y3) ihre 
laufenden Koordinaten bezeichnet. Die Gleichung lautet: 

(8f ) (8t) ,(8f ) 8x~ Yl + 8X2 Y2 I' 8X3 Y3 = 0, 

wobei die Klammem andeuten, daB wir bei Bildung der Differential­
quotienten den festgewahlten Punkt X im Sinne haben. Abkurzend 
wird also die Gleichung der Tangente im Punkte x in laufenden Koordi­
naten y: 

Ralten wir aber den Punkt y, der nicht auf der Kurve liegen moge, 
fest und betrachten x als den auf der Kurve laufenden Punkt, so defi­
niert uns die angeschriebene Gleichung offenbar eine Kurve (n - 1)-ter 
Ordnung, da die 11,/2,13 yom Grade (n - 1) in x sind. Sie heiBt die 
erste Polare des Punktes Y in bezug auf die Kurve Cn. Es sind also 
die Punkte x, die ihre Tangenten durch den Punkt Y senden, auf eine 
Cn - 1 beschrankt, d. h. wir finden diese Punkte als Schnittpunkte der 
Grundkurve mit der zu Y gehorigen erst en Polaren. Raben wir ent­
schieden, wie viele so1cher Schnittpunkte existieren, so wissen wir, wie 
viele Tangenten von Y an die Cn gehen. Nach dem Bezoutschen Theorem 
folgt aber diese Klasse k einer In unmittelbar als n (n - 1). 

Dies ist naturlich eine rein algebraische Bestimmung der Tangenten, 
d. h. wir machen keinen Unterschied zwischen dem Reellen und Ima­
ginaren. Wir mussen aber noch in Betracht ziehen, daB singulare 
Punkte der Kurve auftreten konnen, wodurch sich die Zahl k reduzieren 
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kann, da mehrere der Punkte x in einen solchen singularen Punkt 
hineinfallen k6nnen und wir nicht gewillt sind, die Verbindungsgerade 
y x in einem solchen Falle als Tangente mitzuzahlen. 

Die Frage ist also: Wie reduzieren sich die Formeln, wenn singuliire 
Punkte eintreten? Zunachst: was sind uberhaupt singulare Punkte? 
Aueh hier gebe ieh nur das Allerelementarste, soviel wir eben benotigen. 
Wir definieren geradezu: 

Ein singuliirer Punkt liegt vor, wenn lur einen Punkt x die ersten Ab­
leitungen 11' 12' 13 gleichzeitig verschwinden, also die Gleichung der Tan­
gente lur jeden Punkt y belriedigt ist. Ein h6herer singularer Punkt liegt 
vor, wenn aueh die zweiten Ableitungen oder auBer diesen aueh noeh die 
dritten Ableitungen usw. entweder Null sind oder bestimmte algebra­
isehe Bedingungen erfullen, z. B. 
111/22 --- li2= O. 

Welche Bewandtnis es mit den 
singularen Punkten hat, erkennt 
man am einfaehsten, wenn man die 
Eeke Xl = 0, x2 = 0, X3 = 1 des 
Koordinatendreieeks in den singu­
laren Punkt legt (Abb. 105). Die 
Gleiehung der Kurve wird dann 
folgendermaBen vereinfaeht: 

o~ ______ ~~ ______ ~ ___ 
.:t'z=O 

Abb. 105. 

Zunaehst laBt sieh jede Gleiehung n-ten Grades nach Potenzen von 
%3 so anordnen: 

I (Xl' X2 , X3) = X;; • f{Jo + X~ -1 f{Jl + ... + xg f{Jn = ° , 
wo f{Jo, f{Jl' •.. , f{Jn homogene Funktionen o-ten, 1-ten, .. " n-ten Grades 
in Xl' x2 sind. SolI nun der Punkt Xl = 0, %2 = ° auf der Kurve liegen, 
so muB die Konstante f{Jo verschwinden (das Glied o-ter Dimension). 
1st der Punkt im Sinne der soeben gegebenen Definition singular, so 
mussen auch die linearen Glieder fortfallen, so daB die Reihenentwick­
lung mit den quadratischen Gliedern beginnt: 

o = x~ - 2 f{J2 + .,. + xg f{Jn • 

Schreiben wir f{J2 auf, so wird es etwa: 

f{J2 = allxi + 2a12 x l x 2 + a22x~, 
Ein spezieller Fall ist hier, daB f{J2 identisch verschwindet, ein anderer, 

daB sich aus f{J2 = 0 fUr ;\,1. eine Doppelwurzel ergibt. Wenn wir aber 
X 2 

die Koeffizienten der Kurve nicht weitergehend spezialisieren, als in der 
Voraussetzung liegt, daB uberhaupt ein singularer Punkt vorhanden 

ist, dann liefert die Gleichung f{J2 = ° fUr das Verhaltnis Xl zwei ver-
X 2 

schiedene Werte. Die Folge ist, daB unsere Kurve n-ter Ordnung dann 
in Null einen "Doppelpunkt" hat, durch den zwei "getrennte Aste" 



182 Freie Geometrie ebener Kurven. 

laufen (Abb. 106). Auf diesen niedrigsten Fall eines singuHiren Punktes 
(des "gew6hnlichen" Doppelpunktes) wollen wir uns bei der ganzen von 
uns zu fUhrenden Betrachtung beschranken. 

Wie ein so1cher Doppelpunkt auf die Klasse 
o k der Kurve einwirkt, ist sehr leicht zu sehen: 

Die Gleichung der ersten Polaren des Punk­
tes Y = (Y1' Y2' Y3) ist: 

Abb.106. I1Y1 + 12Y2+ 13Y3= 0. 

Hier setze man nun I = x~-2972+ ... + x~97n. Man sieht sofort, daB 
die erste Polare durch den Doppelpunkt Xl = 0, x2 = 0 einfach hindurch­
geht, mit einem Aste, dessen Richtung von den durch 972 = ° gegebenen 
beiden Doppelpunkttangenten im allgemeinen verschieden ist. Der 
Doppelpunkt verschluckt also zwei der Schnittpunkte der Grundkurve 
mit der ersten Polaren, so daB wir den Satz haben: 

Wenn die Grundkurve d einlache Doppelpunkte bekommt, dann reduziert 
sich die Klasse k der K urve um 2 d, weil in j eden der Doppelpunkte zwei 
Schnittpunkte von Grundkurve und Polare lallen und wir die Verbindungs­
linie von (dem willkurlich ·au(.Jerhalb der Kurve angenommenen) Punkt Y 
mit einem Doppelpunkt X nicht als Tangente von 1=0 mitziihlen werden. 

Das ist alles, was ich iiber die friiheren Angaben hinaus weiterhin 
von den Pliickerschen Formeln brauche. Ich iibergehe also die weiteren 
Fragen, we1che Plucker behandelt hat: Wieviel Wendepunkte, wieviel 
Doppeltangenten verschluckt der Doppelpunkt? Lassen Sie mich viel-· 
mehr folgende Bemerkung ankniipfen: 

Denken Sie sich I mit willkiirlichen Koeffizienten wirklich hin­
geschrieben, ebenso die Gleichungen 11 = 0, 12= 0, 13 = 0 (aus denen 
zusammen nach einem bekannten Eulerschen Satze 1=0 folgt). Werden 
diese letzteren im allgemeinen miteinander vertraglich sein, oder we1che 
Bedingungen fUr die Koeffizienten von I miissen f,Orfiillt sein, damit es 
der Fall ist, damit also ein singularer Punkt auftritt? 

1m Falle einer C2 k6nnen wir das noch leicht anschreiben. Es sei 

1= allxi + 2a12 x1x2 + a22x~ + 2a13 x1x3 + 2a23 x2xS + a33 x}. 

Hieraus folgt in Verbindung mit 11 = 0, 12 = 0, la = ° 
til = all x1 + al2 x2 + al3 x3 = 0, 

t/2 = a21 xI + a22 x2 + a2a xa = O. 

-~ la = a31 x1 + aS2 x2 + aS3 xa = 0. 

Dies sind drei homogene Gleichungen in Xl' x 2 • x3 • die nur vertrag­
lich sind. falls die Bedingung: 

all a l2 a l3 

L1 = a21 a22 a23 = ° 
aSI a32 a33 
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e'rfullt ist. Wir haben damit den bekannten Satz: 
Soll ein Kegelschnitt einen singuHiren Punkt haben, so muB die 

Koeffizientendeterminante verschwinden. 
Genau entsprechend ist die Sache bei den Kurven haherer Ordnung. 

Da geben 11 = 0, 12= 0, la= ° drei Gleichungen (n - i)-ten Grades, 
die miteinander vertraglich sein sollen. Es muB zu dem Zweck die 
Eliminationsresultante oder, wie man auch sagt, die Diskriminante D 
der Grundkurve verschwinden. In dem besonderen Fall der C2 wird die 
Diskriminante gleich der Determinante L1. Indem ich auf das oben 
gebrauchte Wort "im allgemeinen" verweise, sage ich: 

SoU eine Cn einen singularen Punkt haben, so mufJ die Diskriminante 
ihrer Koeffizienten verschwinden, und es hat daher die Kurve im allgemeinen 
(d. h. insolern die Koeffizienten die genannte Bedingung nicht erlullen) 
keinen singularen Punkt. 

Einen ahnlichen Satz k6nnen wir fUr hahere Singularitaten aus­
sprechen; ich knupfe .daran gleich;eine weitere Folgerung, indem ich 
sage: Damit noch hOhere Singularitaten der Cn vorliegen, mussen die 
Koeffizienten von I aufJer D = ° noch weitere algebraische Bedingungs­
gleichungen erlullen, und es hat also im allgemeinen eine Kurve, wenn 
D = ° ist, an der betreffenden Stelle (xl> X z, xa) nur einen einlachen 
Doppelpunkt, der die Klasse der Kurve um zwei Einheiten reduziert; 
erst weitere Bedingungsgleichungen sichern die Existenz hOherer Singu­
laritaten. 

Das ist die allgemeine algebraische Grundlage, bei der wir noch 
nicht das Reelle von dem Imaginaren scheiden, ja auch die Koeffizienten 
in I(xl , x2 , xa) komplex annehmen dUrfen. 

Jetzt aber gehe ich dazu uber, zu untersuchen, welche Realitats­
theoreme sich aul Grund der allgemeinen algebraischen Theorie einstellen. 
Wir haben hier zunachst eine Reihe von Verabredungen einzufUhren. 
Wir machen die Annahme, daB die Koeffizienten in I(xl , x2 , xa) reell 
sind oder vielmehr reelle Veranderliche, so daB wir gleich die Gesamt­
heit aller Cn ins Auge fassen und fragen, was sich uber die Gestalt der 
Cn uberhaupt aussagen laBt. 

Weiter unterscheiden wir die Anzahl der Wendepunkte w in zwei 
Klassen, reelle und imaginare; da letztere stets paarweise auftreten 
mussen, setzen wir w = Wi + 2 W. 

Ebenso teilen wir die Doppeltangenten in zwei Klassen, reelle und 
imaginare. Dabei trennen wir aber die reellen nochmals in zwei Kate­
gorien, indem wir an folgende Unterscheidung denken: Es kannen 
bei einer reellen Doppeltangente die beiden Beruhrungspunkte reell 
sein; sie kannen aber auch imaginar sein, so daB wir fUr das Auge eine 
isolierte Doppeltangente erhalten. Also: Die reellen Doppeltangenten 
zerlallen in solche mit reeUen Beruhrungspunkten, deren Anzahl t' sei, 
und in solche mit imaginaren Beruhrungspunkten (isolierte Doppel-
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tangenten) , deren Anzahl t" sei. Wir haben daraufhin fur die Gesamt­
zahl t: 

t = t' + t" + 2 t , 

wo 2 t die Zahl der imaginaren Doppeltangenten ist. 
Etwas Ahnliehes liegt bei den Doppelpunkten vor. Hier werden wir 

sehreiben: 
d = d' + d" + 2 d , 

wo 2 d die Zahl der imaginaren Doppelpunkte bezeichnet, die bei den 
Realitatsuntersuehungen fortfailen, und d'die der reeilen Doppelpunkte 
mit reeilen Asten, d" die der reeilen isolierten Doppelpunkte. 

Dies sind alles nur erst allgemeine Verabredungen, wie wir gewisse 
Buehstaben gebrauehen werden. Wir fragen jetzt zunaehst naeh der 
Gesamtheit der Gestalten der Cn' mogen nun Doppelpunkte vorhanden 
sein oder nicht. 

leh erinnere zunaehst an die Gestalten im F alle n = 2. 
Wenn kein Doppelpunkt vorhanden ist, so haben wir entweder 

eine reeile oder imaginare Kurve. lndem wir uns so ausdriieken, sehen 
wir die drei Typen der reeilen Kurven: Ellipse, Parabel und Hyperbel 
als nieht wesentlieh versehieden an, sofern jeder Typus aus den anderen 
dureh eine projektive Umformung hervorgeht. Lassen wir aber Doppel­
punkte zu, so wird die C2 entweder in ein reelles oder imaginares Linien­
paar ausarten, im letzteren Faile haben wir fUr das Auge einen isolierten 
Punkt. Dabei kann man die Formen in einfaeher Weise dureh Grenz­
iibergang aus der Hyperbel bzw. Ellipse erzeugen. 

Die Ellipse, Parabel oder Hyperbel bezeichnen wir als Kurvenziige 
von paarem Charakter, weil eine Gerade sie entweder in zwei Punkten 

oder iiberhaupt nieht sehneidet. 
Nun zu den Ca. Hier haben wir stets drei 

oder einen Sehnittpunkt mit einer Geraden. 
Daher tritt notwendig ein sogenannter un­
paarer Zug auf, wie ein solcher in Abb. 107 
(mitsamt seiner Asymptote) gezeiehnet ist. Da­
neben kann dann noeh ein paarer Zug vor­
handen sein. 

Diese Unterseheidung dehnt sieh auf die Cn 
aus, fUr die wir das folgende, etwas unbestimmte 
Bild erhalten: 

Eine Kurve Cn ohne singulare Punkte besteht 
Abb. 107. aus einer endlichen Anzahl von geschlossenen 

Ziigen. 1st n gerade, so haben wir lauter paare 
Ziige, ist n ungerade, so liegt neben etwaigen paaren Zugen ein unpaarer 
Zug vor. (Zwei oder mehr unpaare Ziige konnen nieht auftreten, weil 
sie. sieh gegenseitig sehneiden wiirden, so daB die Kurve entgegen der 
Voraussetzung nieht singularitatenfrei ware.) 
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Wie das im einzelnen ist, muD einer besonderen Darstellung bzw., 
weitergehenden Untersuchungen tiberlassen bleiben. Das Schone aber 
ist, daD das Theorem tiber die Wendepunkte, das ich hier vortragen 
werde, in dieser Hinsicht keinerlei Kenntnisse voraussetzt. lch behaupte 
namlich: 

Unabhiingig von den manniglachen Formen, die eine singularitiiten­
Ireie en besitzen kann und die bei grofJem n in der Tat sehr vielgestaltig 
sind, gilt lur die reellen Wendepunkte und die isolierten Doppeltangenten 
die Relation: 

w' + 2 tlf = n (n - 2). 

Mit dem Beweise dieses Theorems wollen wir uns nunmehr eingehend 
beschaftigen. 

Es ist klar, daD, wenn dies Theorem gilt, w' -s;. n (n - 2) und damit 
das von Salmon durch lnduktion gefundene Resultat tiber die reellen 
Wendepunkte richtig ist: Von der Gesamtzahl der Wendepunkte, die eine 
en nach Plucker besitzt, kann hochstens der dritte Teil reell sein. 

Zum Beweise unseres Theorems entwickeln wir uns vorweg eine 
gewisse Hilfsanschauung. 

Die Gleichung einer en hat, wie wir sahen, n (n 2-tll Konstanten. 

Diese deuten wir als Koordinaten eines Raumpunktes in einem hoheren 
Raume und nennen den Raumpunkt den zu der en gehorigen "reprii­
sentierenden Punkt". Durchlauft en alle moglichen Gestalten, d. h. 
variieren die Koeffizienten in I = 0 beliebig, so durchlauft der reprasen-

tierende Punkt den ganzen Raum von n (n 2+~ Dimensionen. Sie 

werden sehen, wie ntitzlich es ist, einen solchen Raum zu Hilfe zu neh­
men und ihn der Gesamtheit aller en an die Seite zu stellen. Dadurch 
wird es uns namlich leichter, gewisse Mannigfaltigkeitstiberlegungen 
anzustellen. Wir sind eben ausschlieBlich fUr Punktraume gewohnt, 
Kontinuitatsbetrachtungen vorzunehmen. 

]etzt achten wir in der Gesamtheit der en auf diejenigen Kurven, 
bei denen die Diskriminante D verschwindet, bei denen also mindestens 
ein singularer Punkt auftritt (vielleicht auch mehrere). Weil D = 0 eine 
algebraische Gleichung zwischen den Koeffizienten von 1=0 ist (sie 
wurde durch ein Eliminationsproblem bei algebraischen Gleichungen ge­
wonnen), so schneiden wir vermoge D = 0 aus dem reprasentierenden 

Raum von n (n 2+ II Dimensionen eine algebraische Mannigfaltigkeit von 

l'lJn 2+ 3) - 1 Dimensionen aus, die ich eine Flache nenne, indem ich 

die uns gelaufige Sprechweise von R3 auf den Rn (n+3) tibertrage. 
-2-

Wie ist nun eine solche Flache in einem hoheren Raume gestaltet? 
An sich konnen, wo doch schon bei den Kurven in der Ebene so vielerlei 
Gestalten vorliegen, sehr groDe Verwicklungen eintreten. Aber hier ist 



186 Freie Geometrie ebener Kurven. 

die Saehe einfaeh, weil wir es mit algebraisehen Gebilden zu tun haben. 
leh gebe gleieh folgenden Satz : 

Eine algebraische Plache durchzieht den Ra'um mit einer endlichen 
A nzahl von Wandungen und zerlegt ihn in eine endliche A nzahl von 
Kammern, die in Wandungen aneinanderstofJen, welche eine Dimension 
weniger haben als der gegebene Raum selbst. Dies gilt in ttnserem repra­
sentierenden Raume insbesondere fur die Flache D = O. 

Was sind das nun fur Kurven n-ter Ordnung der Ebene, bei denen 
die Diskriminante D gleieh Null wird? 

Da kommen zunachst Kurven mit einem gewohnliehen Doppelpunkt, 
der die Klasse um zwei Einheiten reduziert, in Betraeht, weiter die 
Kurven mit hoheren Singularitaten (wozu ieh aueh das gleiehzeitige 
Auftreten mehrerer Doppelpunkte reehne). Wenn aber solche hohere 
Singularitaten eintreten sollen, so mussen auBer D = ° noeh andere 
algebraisehe Bedingungsgleiehungen erfiillt sein, die in nur endlieher 
Anzahl zur Verfiigung stehen. Das kommt dadureh heraus, daB es 
sieh stets, solange n selbst endlieh ist, um eine endliehe Anzahl von 
Unterseheidungen, ob einige Wurzeln zusammenfallen oder unbestimmt 
werden usw., handeln wird. Es ist fur unsere folgende Betraehtung 
besonders wiehtig, daB hier nur eine endliche Anzahl solcher Bedingungs­
gleiehungen moglieh ist. 

WeIche Einsehrankung erleidet nun diesen Bedingungsgleiehungen 
fur die hoheren Singularitaten entspreehend der reprasentierende 
Punkt? leh gebe gleieh folgenden Satz : Die reprasentierenden Punkte 
derfenigen algebraischen Kurven, welche h6here Singularitaten haben, fullen 
aUf der Plache D = 0 hOchstens "algebraische Kurven" in endlicher Zahl 
aus, d. h. algebraische Mannigfaltigkeiten, deren Dimension mindestens 
um 2 geringer ist als n (n 2+ 3) . 

Dies laBt sieh dureh folgende raumliehe Ausdrueksweise noeh leben­
diger maehen: Die algebraisehen Kurven mit hoheren Singularitaten 
ergeben auf den Wandungen D = 0, weIche die versehiedenen Kam­
mern des hoheren Raumes abtrennen, sozusagen nur Ornamente, Ver­

_----~ zierungen, weIche aber die Wandungen 
nieht ausfiillen (vgl. die sehematisehe 
Abb. 108); sondern selbst hoehstens zur 

Dimension n (n 2+ 3) - 2 ansteigen. 

Abb. l OS. 

Sie mogen sieh folgendes konkrete 
Bild maehen. Nehmen Sie den Ra und 
als Wandungen die seehs Ebenen eines 

Wurfels. Fur diese ware dann etwa D = 0, den Kanten des Wiirfels 
aber wiirden die hoheren Singularitaten entspreehen. Dies ist die Idee, 
an die sieh der folgende Satz ansehlieBt, der fUr das weitere grund­
legend ist. 
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Wir wollen uns mit einer singularitatenfreien Kurve beschaftigen 
und uns also im reprasentierenden Raum einen Punkt auBerhalb der 
Flache D = 0 geben. Durch kontinuierliche Abanderung der Koeffi­
zienten in der algebraischen Kurve gelangen wir von da nach einem 
anderen Punkt, wobei wir, wenn wir einen 
gegebenen Endpunkt erreichen wollen, wohl 
gegebenenfalls eine endliche Zahl von Wan­
dungen, aber nicht die Ornamente auf ihnen 
werden durchsetzen miissen (Abb.109). Anders 
ausgesprochen: 

Man kann von jeder singularitiitenfreien 
Kurve zu jeder anderen singularitiitenfreien 
Kurve durch Zwischenschaltung anderer Kurven 
in der Weise kontinuierlich ubergehen, dafJ man 

Abb. 109. 

von singuliiren V orkommnissen nichts anderes zwischendurch antrifft als 
eine endliche Anzahl von Malen eine Kurve mit einem gewohnlichen 
Doppelpunkt, mag in diesem die Kurve nun reelle oder imaginiireAste haben. 

Der SOInit aufgestellte Satz bzw. die Auffassung, die ihm zugrunde 
liegt, ist der Kern un serer Betrachtung. Wir werden fragen : 1st 
dieser Satz mit unseren friiheren Auseinandersetzungen iiber den 
Kurvenbegriff vertraglich? 

Wenn wir es nicht mit algebraischen Flachen, sondern mit beliebigen 
Flachen zu tun hatten, so waren die Schliisse nicht statthaft, wie schon 
das Beispiel der Peano-Kurve zeigt, die ein Ebenenstiick ganz ausfiillt. 
Wenn wir aber dem Kurvenbegriff weitere Bedingungen auferlegen, 
so haben wir schon in der Jordan-Kurve eine solche Kurve, die die 
Ebene in ein Inneres und AuBeres trennt. Wir haben es nun gar mit 
algebraischen Kurven und Flachen zu tun, so daB wir, so gewiB eine 
genauere Uberlegung hier wiinschenswert ist, doch ohne weiteres fo1-
gendes behaupten konnen: 

Die allgemeinen Zusammenhangsverhiiltnisse der mehrdimensionalen 
Riiume, von denen wir sprechen, dafJ niimlich eine Fliiche wie eine Wan­
dung wirkt, eine Kurve aber nicht, werden bei algebraischen Kurven 1tnd 
Fliichen sicher zutreffen. 

Es ware aber noch die Frage, weshalb oben, als von der Zahl der 
Kammern gesprochen wurde, das Wort "endlich" gebraucht werden 
konnte. Zugegeben, daB die Wandungen den Raum in Kammern 
trennen, weshalb sollen diese in endlicher Zahl vorhanden sein? Dies 
ist ein weiterer Punkt, an dessen Notwendigkeit man zweifeln konnte. 
Ich sage hier so: Waren unendlich viele Kammern vorhanden, so miiBte 
es eine Hiiufungsstelle von Singularitaten geben, und dieses erweist 
sich mit den Eigenschaften der algebraischen Funktionen unvertrag­
lich. Ich kann dies hier im einzelnen nicht durchfiihren, wiederhole 
aber noch einmal das Gesagte: 
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Unsere erste Oberlegung hand'elt davon, dafJ der Raum iiberhaupt in ge­
trennte Kammern zerlegt wird. Die zweite Oberlegung bezieht sich darauf, 
da/J deren Anzahl endlich ist. 

N achdem wir so die allgemeinste geometrische Grundlage fUr die 
spatere Entwicklung haben, fragen wir: 

Wie gestaltet sich im Reellen der Obergang durch kontinuierliche 
Abiinderung der Koeflizienten von einer algebraischen Kurve ohne Doppel­
punkt zu einer Kurve mit einem einfachen Doppelpunkt (der die Klasse 
nur um zwei Einheiten reduziert) und dann wieder zu einer K urve ohne 
singuliiren Punkt? 

Ich zeichne da zunachst rein empirisch eine Figur, orientiere mich an 
dieser und sehe dann zu, wie ich hieraus exakte Satze fUr die alge­
~ braische Kurve gewinne. Wir schlieBen uns 
'~~ hiermit an die friiher bezeichnete, charak-

~n~;\r-;------ ~:~:~Z6 A~:'::e;:ru::~:~:: 
" \ Kurve I?it Doppelpunkt entsteht, indem die 
I \ beiden Aste der doppelpunktfreien Kurve 1 
I \ 

Abb.110. sich von oben und unten her nahern und 
im Doppelpunkte verschmelzen, urn her­

nach bei der Kurve 2 nach rechts und links wieder auseinander­
zutreten. Das Typische an der Figur wird auch bei den algebraischen 
Idealkurven bestehen bleiben. Unsere Frage richtet sich nur auf die­
jenigen Dinge, welche beim Grenziibergange nicht mehr anschaulich 
faBbar sind, weil sie sozusagen mikroskopisch werden. 

Dabei habe ich durch die Figur nur erst einen von zwei moglichen 
Fallen erlautert. Ein zweites gleichberechtigtes Vorkommen ist dies, 
daB ein Oval einer Kurve sich auf einen "isolierten" Doppelpunkt zu­

Abb. lit. 

sammenzieht und dann verschwindet, wie die 
Abb. 111 erlautert. 

]etzt fragen wir, immer noch im empirischen 
Gebiete, nach den Wendepunkten oder, wie 
wir auch sagen werden, nach den Wendungen. 

Aus der ersten Figur lesen wir folgende merkwiirdige Tatsache ab: 
Der Doppelpunkt absorbiert in dem Augenblick, wo er entsteht, zwei reelle 
Wendungen und gibt sie, wenn er verschwindet, wieder frei. Oder etwas 
anders ausgesprochen: Die Kurven 1 und 2 haben beide in der Nahe 
des Doppelpunktes zwei Wendungen, die in der Grenze in den 
Doppelpunkt selbst hineinfallen. - Aus der zweiten Figur andrer­
seits erhellt: 

Wenn sich ein Oval auf einen isolierten Doppelpunkt zusammenzieht 
und dann verschwindet, so sind, wenn die Sache so liegt, wie gezeichnet, 
reelle Wendungen daran iiberhaupt nicht beteiligt. 
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Was laBt sich nun iiber die entsprechenden Dinge bei den algebra­
ischen Idealkurven aussagen? 1m besonderen, urn an den letzten Satz 
anzukniipfen: Wenn bei einer algebraischen Kurve ein isolierter Doppel­
punkt durch kontinuierliche Abanderung eines Ovals hervorkommt, 
wird auch dann das Oval unmittelbar vorher im allgemeinen keine reelle 
Wendungen haben, und warum? Dabei heiBt "im allgemeinen", daB 
wir das Eintreten hoherer algebraischer Bedingungsgleichungen fUr die 
Koeffizienten von f = 0 neben D = 0 ausschlieBen. Insbesondere soIl 
also der Doppelpunkt die Klasse der Kurve nur urn 
zwei Einheiten erniedrigen. Wir miissen nun hier 
untersuchen, ob bei der algebraischen Kurve sich in 
dem in Betracht kommenden FaIle moglicherweise 
ein geschlangeltes Oval I) in den Doppelpunkt zu-
sammenzieht (Abb. 112). Abb. 112. 

Ebenso konnen wir fUr unseren ersten Fall sagen: 
Auch im Falle eines Doppelpunktes mit reellen Asten konnten bei einer 
algebraischen Kurve auBer den beiden Wendungen, die gemaB unserer 
Abbildung sicher vorhanden sind, moglichweise noch weitere Wendungen 
in den Doppelpunkt hineinriicken bzw. aus ,-
ihm hervorgehen (Abb. 113). Die Frage ist, ob / 

,.. 

man behaupten kann, daB dies im allgemeinen / 
nicht der Fall ist. Den hierzu erforderlichen Be- ..... --- ri1'---~" 
'weis gebe ich am Beispiel des Ovals, weil er fur / ""\ 
.dieses am bequemsten ist. Ich nehme das Oval mit f 

I zwei Wendungen und behaupte hierauf beziiglich: I 
J 

Wenn das Oval zwei Wendungen hat, dann Abb. 113. 

gibt es einen Punkt y auBerhalb des Ovals, 
von dem aus vier Tangenten an das Oval zu legen sind (Abb. 114). 

Zunachst kann man eine gerade Linie finden, die das Oval in vier 
Punkten schneidet. Man braucht nur zwei Punkte des konkaven Kurven-
zuges, der zwischen den beiden Wende­
punkten liegt, durch eine Gerade zu ver­
binden. Wahlen wir diese Gerade als 
x-Achse und betrachten die Ordinaten 
senkrecht zu ihr, so zeigt sich, daB jedes 
der vier Stiicke, in welche unser Oval 
durch die x-Achse zerlegt wird, minde­

Abb.114. 

stens ein Maximum oder Minimum der Ordinate hat, so daB an unser 
Oval vier dEir x-Achse parallele Tangenten existieren. Der unendlich 
ferne Punkt der x-Achse ist also ein solcher Punkt, von dem aus 
mindestens vier reelle Tangenten an das Oval gehen. Wir werden durch 

1) [Das Wort "Oval" bezeichnet hier und im folgenden eincn paaren Zug, 
nicht nur eine i.1berall konvexe geschlossene Kurve.] 
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eine leichte Abanderung dieser Konstruktion ein ganzes Gebiet von 
solchen Punkten p erhalten. 

Dnd von hier aus kommen wir nun zu einem Widerspruch. Zieht 
sich namlich unser Oval in einen isolierten Doppelpunkt zusammen 
(indem es bis zur Grenze hin seine Wendepunkte behalt), so fallen fUr 
alle in Betracht gezogenen Punkte p offenbar alle vier Tangenten in die 
Verbindungsgerade xp; unser Doppelpunkt absorbiert also fUr diese 
Punkte p vier reelle Tangenten. Wir schlieBen daraus, daB er fUr ieden 
Punkt p, algebraisch zu reden, vier Tangenten absorbiert, wahrend wir 
ausdriicklich voraussetzen, daB unser Doppelpunkt die Klasse nur urn 
zwei Einheiten reduzieren solIe. Also kann die Annahme eines Ovals, 

/ / ~ 
/ "-

das bis zur Grenze hin zwei Wendungen oder 
noch mehr besitzt, nicht statthaben. 

Ganz Entsprechendes konnen wir fiir 
einen Doppelpunkt mit reellen Asten machen 
(Abb. 115): 

Wenn bei den Nachbarkurven (wie ich die 
Kurven in der Nahe der Kurve mit Doppelpunkt 
nennen will) mehr als die beiden notwendigen 

Wendungen vorhanden waren, dann wiirde beim Dbergang von den 
Nachbarkurven zur Kurve mit Doppelpunkt auch hier die Klasse urn 
mehr als zwei Einheiten erniedrigt, gegen unsere ausdriickliche Annahme, 
daB die Reduktion nur zwei Einheiten betragen soli. Somit haben wir 
folgenden Satz bewiesen: 

~/ --- r" ..... / 
/ 

Abb.115. 

Wenn eine algebraische K urve durch kontinuierliche A biinderung ihrer 
Gestalt einen reellen Doppelpunkt bekommt, der die Klasse um zwei Ein­
heiten erniedrigt, so unterscheide man, ob die Aste des Doppelpunktes 
reell oder imaginiir sind. 1m ersten F alle werden vom Doppelpunkte zwei 
reelle Wendungen, im zweiten F alle keine reellen Wendungen absorbiert. 

Die Ableitung dieses Satzes ist im Sinne der gegenwartigen Vor­
lesung gewissermaBen das Zentrum unserer auf die Wendepunkte der 
algebraischen Kurven beziiglichen Dbedegungen, weil namlich dabei 
der Vergleich zwischen dem, was anschaulich hervortritt, und dem, 
was begrifflich aus den Definitionen folgt, am klarsten herausgearbei­
tet ist. 

Ich gehe nun zu einem einfacheren Teile der Dbedegung weiter, bei 
dem unsere Aufgabe sein solI, Beispiele von algebraischen Kurven zu 
konstruieren, bei denen unsere zu beweisende Relation w' + 2 t" = n (n - 2) 
tatsachlich erfilllt ist. Raben wir erst die Beispiele, so iiberzeugen wir 
uns davon, daB die Relation allgemein gilt, indem wir nachweisen, daB 
sie bei der allgemeinsten von uns zu betrachtenden kontinuierlichen 
Abanderung der Kurve ungeandert weiter bestehen bleibt. 

Die in Rede stehende Konstruktion von Beispielen gelingt am ein­
fachsten, wenn man sich erstens Kurven mit moglichst vielen Doppel-
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punkten konstruiert, die in niedere Bestandteile zerfaIlen, so daB man 
die Gesamtgestalt der Kurve ohne weiteres iibersieht, und zweitens 
von den so erhaltenen Kurven zu singularitatenfreien Nachbarkurven 
iibergeht, fiir die unsere Relation dann befriedigt sein wird. 

Man hat hier zweckgemaB zwischen geradem und ungeradem n 
zu unterscheiden. Sei n zuniichst gerade. Wir wahlen vorab n = 4, 
wo sich die Dinge, die ich Ihnen vorfiihren mochte, noch bequem 
zeichnen lassen. 

Wir zeichnen einfach zwei kongruente Ellipsen VI und V2 mit dem­
selben Mittelpunkt, unter einem Winkel von 90° gegeneinander gedreht, 
die sich in vier reellen Punkten kreu­
zen (Abb. 116). Dann ist VI {)2 = 0 
unsere ausgeartete G4 • Sie hat er­
sichtlich vier reelle Doppelpunkte, 
eben die Kreuzungspunkte der beiden 
Ellipsen, und kann auch algebraisch 
nicht mehr als diese vier haben (nach 
dem Bezoutschen Theorem). Also 
aIle Doppelpunkte der Kurve sind 
reell mit reellen Asten. 

Die Klasse unserer Kurve ist, da 
jede der Ellipsen von der 2. Klasse 
ist, k = 4. Bei der allgemeinen G4 

gehen 4' 3 = 12 Tangenten von Abb.1I6. 

einem Punkte y auBerhalb an die 
Kurve. Es hat demnach eine Erniederung der Klasse urn 12 - 4 = 8 
Einheiten stattgefunden, woraus folgt, daB jeder der vier Doppelpunkte 
unserer G4 die Klasse der G4 urn zwei Einheiten erniedrigt hat. 

Weiter orientieren wir uns iiber die Doppeltangenten unserer G4 • 

Nach der allgemeinen Theorie miissen es ~ (n - 2) (n2 - 9), d. h. 28 

sein. Diese 28 Doppeltangenten werden in der Figur vorgestellt durch 
die vier gemeinsamen Tangenten der beiden Ellipsen, dann aber weiter 
durch die sechs Verbindungsgeraden der vier Doppelpunkte, von denen 
jede vierfach zu zahlen ist. Das letzte schlieBt man daraus, daB man die 
sechs Verbindungsgeraden zunachst mit der Vielfachheit (X einfiihrt, 
so daB sie 6(X Doppeltangenten reprasentieren, dann iiberlegt, daB 
auBer diesen Verbindungsgeraden nur noch die vier gemeinsamen 
Tangenten der Ellipsen als Doppeltangenten auftreten, und nun 4 + 6(X 
= 28 setzt. Dbrigens werden wir sofort noch eine andere Bestatigung 
fUr die Vielfachheit 4 bekommen. Fiigen wir noch hinzu, daB unsere 
besondere Ga. keine Wendepunkte hat, so kennen wir sie fUr unsere 
Zwecke vollstandig. Wir gehen jetzt zu einer Nachbarkurve iiber, indem 
wir VI Vz = ±f: setzen, wo f: eine kleine positive GroBe ist. 
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Um dies durchzufUhren, schreiben wir etwa: 
x2 y2 x2 y2 

Q1 = a2 + b2 - 1 , Q2 = b2 + a 2 - 1 . 

Wir sehen dann: [Jl ist im Innern der Ellipse Q 1 kleiner als Null, 
im AuBeren groBer; das entsprechende gilt fiir Q2' so daB Q 1 Q 2 in den 
Teilen, die den beiden Ellipseninnern nicht gemeinsam sind, negativ 
wird (vgl. Abb. 116). 

Wahlen wir nun zunachst das untere Zeichen: QI Q 2= -8, so 
miissen wir eine ganz in diesen Gebieten verlaufende, singularitaten­
freie Nachbarkurve zeichnen. Das geschieht so, daB wir vier Ovale in 
diese Gebiete hineinlegen (Abb. 117). 

Sie sehen, wir erhalten fUr unsere Nachbarkurve genau acht reelle 
Wendungen (w' = 8), wie es sein muB, da jeder Doppelpunkt nach unse-

Abb. 117. Abb. 118. 

rem allgemeinen Satz zwei Wendungen abgibt und die Ellipsen von 
Hause aus keine Wendungen besitzen. 

Wie steht es aber mit den 28 Doppeltangenten der jetzt konstruierten 
Kurve? Diese lassen sich im vorliegenden FaIle samtlich bequem nach­
weisen (Abb. 118). Zunachst geben die genannten vier gemeinsamen 
Tangenten der beiden Ellipsen ohne weiteres vier gemeinsame Tangenten 
unserer Ovale, also vier reelle Doppeltangenten, und im iibrigen spaltet 
sich jede der sechs Verbindungsgeraden von zwei Ellipsenschnittpunkten, 
wie die Abbildung zeigt, in vier reelle Doppeltangenten, womit wir 
im ganzen die 28 iiberhaupt vorhandenen erhalten. Isolierte Doppel­
tangenten treten bei unserer Kurve nicht auf, da es auBer den 28 jetzt 
konstruierten, die samtlich reelle Beriihrungspunkte haben, nach dcr 
allgemeinen Theorie keine Doppeltangenten mehr gibt. Somit ist t" = 0, 
und wir erhalten in der Tat: 

w' + 2 t" = 8 = 4·2 = n (n - 2). 
Also fur unser erstes Beispiel stimmt die Relation. 
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Etwas anders werden die Verhaltnisse, wenn wir die zweite Nach­
barkurve A1 A2 = +£ wahlen; das Resultat ist aber, so weit es die 
Summe w' + 2 t" angeht, dasselbe. 

Die Kurve setzt sich aus zwei Ziigen, einem au13eren mit acht Wen­
dungen und einem inneren ohne Wendungen zusammen (Abb. 119). 
Man nennt eine so1che Kurve, 
bei der der eine Zug den ande­
ren vollkommen umschlie13t, 
eine Giirtelkurve. 

Zunachst hat auch hier 
wieder jedel' Doppelpunkt 
zwei reelle Wendungen ent­
stehen lassen. Ferner sind 
auch hier die vier gemein­
samen Tangenten der beiden 
Ellipsen in eigentliche Doppel­
tangenten iibergegangen. Was 
die 24 iibrigen Doppeltangen­
ten angeht, die der allgemeinen 
Theorie zufolge bei der Kurve 
vorhanden sein sollen, so sind Abb. 119. 

sie notwendig imaginar. Ziehen 
wir z. B. die Verbindung~gerade 24 der beiden Schnittpunkte 2 und 4 
unserer urspriinglichen Ellipsen, aus der doch vier Doppeltangenten 
hervorgehen sollen, so sehen wir, da13 24, auch wenn wir es ein wenig 
gegen seine urspriingliche Lage variieren, stets vier ganz auseinander­
liegende reelle Schnittpunkte mit der Kurve hat, die nicht zu je zwei 
zusammenfallen. Sollen also "in der Nahe" von 24 Doppeltangenten 
vorhanden sein, so k6nne,n sie nur imaginar sein. Somit haben wir 
den Schlu13: 

Unsere Giirtelkurve hat vier reelle Doppeltangenten mit je zwei reellen 
Beriihrungspunktenund aufJerdem 24 imaginare Doppeltangenten, aber 
nicht etwa isolierte reelle Doppeltangenten. 

In unserer Schreibweise ist also t" = 0, und wieder ist die Relation 
w' + 2 t" = 8 befriedigt. 

Damit ist der Fall n = 4 vorlaufig erledigt, d. h. wir haben bei 
n = 4 Beispiele von Kurven konstruiert, bei denen unsere Relation 
stimmt. Urn fiir h6here geradzahlige Werte von n dasselbe zu leisten, 

konstruieren wir uns zunachst ~ kongruente Ellipsen mit demselben 

Mittelpunkt so, da13 aufeinanderfolgende Hauptachsen unter einem 

Winkel 2:rt gegeneinander geneigt sind. Nehmen wir z. B. vier Ellipsen 
n . 

wie in der Abb. 120, so erhalten wir eine Cs . Bei der so konstruierten 
Cn machen wir dieselbe Abzahlung wie vorhin bei der C4 • 

Klein, Elementarmathematik III. 13 



194 Freie Geometrie ebener Kurven. 

1. Wieviel Doppelpunkte sind vorhanden? 
Jede der Ellipsen schneidet jede der iibrigen in vier reellen Punkten; 

wir haben also im ganzen 

4~(%-1) 
2 

Doppelpunkte, d. h.: Unsere . .Kurve hat ~ (n - 2) reeUe Doppelpunkte; 
sie besitzen samtlich reelle Aste. 

2. Wir berechnen die Klasse k der Kurve. kist offenbar gleich n, 

denn an jede Ellipse gehen zwei Tangenten, und es gibt ~ Ellipsen. 

Abb. 120. 

3. Wir weisen ~ (n - 2) (n2 - 9) 
Wir haben 

Gehen wir auf die allge­
meine Formel zuriick, so ist 
k = n(n - 1) - R; R ist die 
Reduktion, die durch das Auf­
treten der Doppelpunkte be­
wirkt wird. Letztere berechnet 
sich also zu 

R = n(n - 2), 

d. h.: Die Klasse unserer Kurve 
ist gegeniiber der Klasse der 
singularitatenfreien Kurve urn 
n (n - 2) Einheiten reduziert, 
so dafJ wieder auf jeden Doppel­
punkt eine Reduktion von zwei 
Einheiten faUt. 

Doppeltangenten der Kurve nacho 

a) bei je zwei Ellipsen vier gemeinsame Tangenten, die als Doppel­
tangenten der Gesamtkurve anzusehen sind. Dies gibt im ganzen 

n(n - 2) 
2 2 

Doppeltangenten; 
b) aus jeder Verbindungsgeraden zweier Schnittpunkte zweier Ellipsen 

(nicht notwendig desselben Paares) vier Doppeltangenten. Dies gibt: 

4 % (n - 2) . (% (n - 2) - 1) 
2 

Doppeltangenten; 
c) endlic)J. kommt noch eine dritte Art Doppeltangenten dadurch 

hinzu, daB von jedem Schnittpunkte zweier Ellipsen an jede der ~ - 2 

iibrigen zwei Tangenten moglich sind. Diese Tangenten zahlen als 
Doppeltangenten der Gesamtkurve doppelt, wie wieder auf verschiedene 
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Weisen gezeigt werden kann. Wir haben ~ (n - 2) Schnittpunkte von je 

zwei Ellipsen und von jedem derselben n -; 4 .. 2 Tangenten der genannten 

Art, die samtlich reell sind. Dies gibt also ~ (n - 2) . (~ - 2) . 2 . 2 
Doppeltangenten der Gesamtkurve. 

Durch Addition der gefundenen drei Arten Doppeltangenten kommt 
als Gesamtzahl der Doppeltangenten: 

n n 
2 (n - 2) (1 + n2 - 2n + 2n - 2 - 8) = 2 (n - 2) (n2 - 9) . 

Wir haben damit die samtlichen ~ (n - 2) (n2 - 9) Doppeltangenten 

der allgemeinen Kurve an unserer speziellen Kurve nachgewiesen. Diese 
Doppeltangenten sind zum Teil zu vier, zum Teil zu zwei zusammen­
geruckt, aber dabei aIle reell mit reellen Beruhrungspunkten. 

4. Wendepunkte sind bei unserer ausgearteten Kurve naturlich nicht 
vorhanden. 

Von dieser ausgearteten Kurve nter Ordnung, die aus ~ ubereinander­

gelagerten Ellipsen Q 1 = 0, ... , Q n = o· besteht, also die Gleichung 
2 

Q1 Q2 •.. Q~ = 0 
2 

hat, gehen wir jetzt zu einer N achbarkurve 

{J1 Q 2'" Q n = ±s 
~ff. ~ 

Die ~ (n - 2) Doppelpunkte der ausgearteten Kurve geben hier 

n(n - 2) reelle Wendungen. 
Die Doppeltangenten aber konnen zum Teil reell und imaginar 

werden; es hangt dies von der Art des "Oberganges zur N achbar­
kurve, d. h. davon ab, ob wir das untere oder obere Zeichen von s 
wahlen. Ganz gewiB aber entstehen keine isolierten Doppeltangenten, 
da die BerUhrungspunkte der Doppeltangenten, soweit eben die Doppel­
tangenten reell ausfallen, durch die Gestalt der Ausgangsfigur als reell 
vorgezeichnet sind. 

Damit sind wir am Ziele,' wir haben 

w'=n(n-2), ('=0 
und also 

w' + 2(' = n(n - 2), was zu beweisen war. 

Das Beispiel fUr ein beliebiges gerades n war eine Verallgemeinerung 
der fUr n = 4 angestellten "Oberlegung, nur daB bei der Aufzahlung 
der Doppeltangenten eine neue Art c) auftrat. 

Ich verlasse nunmehr diesen Fall und betrachte ungerades n, indem 
ich auch hier den niedrigsten Fall, bei dem das fUr den allgemeinen 
Fall Typische hervortritt, namlich n = 5, voranstelle. 

13* 
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Wir beginnen ganz entsprechend der vorigen "Oberlegung, indem wir 
zuerst eine ausgeartete Cs konstruieren, bei der wir die Verhaltnisse 
klar iibersehen, um von hier aus zu einer allgemeinen Cs aufzusteigen. 
Die Relation, welche sich dabei ergeben soli, lautet 

w' + 2t/' = 15 . 
Wir setzen unsere spezielle C5 aus einer C3 mit der Gleichung q; = 0 

und einer Ellipse Q = 0 zusammen, so daB ihre Gleichung 

q;.Q=O 

lautet. Die Frage ist, wie wir die C3 und C2 wahlen sollen, damit wir 
fUr unsere Zwecke passende Verhaltnisse bekommen. 

Ieh hob bereits hervor, daB bei einer C3 stets ein unpaarer Kurven­
zug auf tritt, den wir hier insbesondere so zeiehnen wollen, daB nur eine 

Asymptote vorhanden ist (Abb. 121). Man 
kann dem Kurvenzug eine zur Asymptote 
symmetrisehe Gestalt geben, so daB ein 
Wendepunkt in den Sehnitt 0 der Asymptote 
mit der Kurve falIt, die beiden anderen liegen 
dann auf einer Geraden dureh 0 gleich weit 
naeh entgegengesetzten Seiten. Dureh Aus­
einanderziehen, d. h. dureh eine geeignete 

Abb. 12.1. affine Transformation erreieht man, daB die 
Kurve eine fUr unsere Zweeke besonders 

geeignete Gestalt erhalt, wie sie in Abb. 122 vorliegt. Es kommt 
fUr uns hier nieht darauf an, die samtliehen Gestalten der C3 zu iiber­
sehen, sondern nur eine fUr unseren Zweek besonders bequeme Ca 
hervorzuheben. 

Nennen wir den kleinsten Abstand des Punktes 0 von den Flanken 
der Kurvenstreifen fJ, den graBten von den Seheiteln der Sehleifen IX 

(Abb. 122) und wahlen wir 
zwei GraBen a und b so, daB 

a<IX, b>fJ, 
aber a> b, 

so erhalten wir, wenn wir a 
und b als Halbaehsen einer 
um 0 als Mittelpunkt herum­
gelegten Ellipse wahlen, aIle 

Abb. 122. seehs naeh dem Bezoutsehen 
Theoreme magliehen Sehnitt­

punkte unserer Ca mit der Ellipse als reelle Punkte. Dies wird gelten, 
wie wir aueh die Ellipse um 0 drehen, d. h. welches Azimut wir aueh 
fUr die Hauptachsen voraussetzen. Andererseits sehneiden sieh zwei 
solche Ellipsen dann seIber noeh in vier reellen Punkten, wodureh die 
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Moglichkeit geboten ist, auch hohere Kurven C7 , C9 , •.• in zweckmaBiger 
Weise zu konstruieren, was ich weiterhin nicht mehr besonders ausfuhre. 

Bleiben wir hier bei unserer Kurve C 5' wo ich die Dinge vollig 
konkret darlegen kann. Zunachst die Klasse. 

Die Klasse der C3 ist offenbar gleich 3 . 2 = 6, die der C2 gleich 
2 . 1 = 2, daher ist die Klasse unserer Kurve gleich 6 + 2 = 8. Da 
nun nach der allgemeinen Theorie k5 = n (n - 1) = 5 . 4 = 20 ist, so 
haben wir eine Reduktion um 12 Einheiten, so daB auf jeden Doppel­
punkt wieder eine Reduktion von zwei Einheiten kommt. 

Die Zahl der reellen Wendepunkte ist 3, da die C3 drei, die Ellipse 
aber keine Wendepunkte besitzt. 

Weiter gilt es jetzt, an unserer Kurve die ~ (n - 2) (n2 - 9) = 120 

Doppeltangenten des allgemeinen Falls nachzuweisen. Da sind zunachst 
die gemeinsamen Tangenten der C3 und C2 • Dies gibt, da C3 von der 
6. Klasse, C2 von der 2. Klasse ist, 12 Doppeltangenten der C5 • Sind 
sie reell oder imaginar? Jedenfalls sind sie nicht aIle reell, wie ein Blick 
auf Abb.122 zeigt. Ohne dies naher zu entwickeln, konnen wir behaupten: 
Diejenigen unserer 12 gemeinsamen Tangenten der C3 und C2 , die reell 
sind, haben auch reelle Beriihrungspunkte, nicht etwa konjugiert komplexe, 
so dafJ keine sog. isolierten Doppeltangenten auftreten. Es kommt dies 
dadurch heraus, daB die Beruhrungspunkte einer solchen gemeinsamen 
Tangente, die doch auf der C3 und C2 verteilt liegen sollen, getrennten 
algebraischen Bedingungen genugen. 

Weiter lassen sich von den Doppelpunkten unserer Kurve allerdings 
nicht an die Ellipse, wohl aber an die C3 noch Tangenten legen, welche 
die Kurve in einem anderen Punkte als in dem bezuglichen Doppelpunkt 
beruhren. Es sind dies je vier Tangenten. Die Zah14 kommt so heraus, 
daB von einem beliebigen Punkte, der nicht auf der C3 liegt, sechs 
Tangenten an diese gehen, wenn der Punkt aber auf die C3 ruckt, 
offenbar zwei Tangenten von diesen sechs in seine eigene Tangente 
zusammenfallen, so daB noch 6 - 2 = 4 bleiben. Das gibt im ganzen 
4·6 Tangenten (von jedem der sechs Doppelpunkte vier Tangenten). 
Bei der Auflosung der Doppelpunkte erhalt man von hier aus, da jede 
unserer Tangenten (wie im FaIle des geraden n) zwei Doppeltangenten 
der allgemeinen C5 ergibt, 4' 6· 2 = 48 Doppeltangenten. Ob diese 
im einzelnen reell oder imaginar sind, das wissen wir wieder nicht und 
lassen es ununtersucht. Aber eins ist wieder sicher: 

Diese 48 Doppeltangenten, die wir bei der N achbarkurve rp Q = ± E, 

so weit sie reell ausfallen, getrennt vor Augen sehen, sind sicher keine 
isolierten Doppeltangenten. Denn beim Riickgang zur ausgearteten Kurve 
muj3 der eine Beriihrungspunkt in den Doppelpunkt, der andere entfernt 
davon fallen, wahrend bei einer isolierten Doppeltangente in dies em Ober­
gangs fall beide Beriihrungspunkte in den Doppelpunkt hineinriicken miifJten. 
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Als letzte Kategorie von Doppeltangenten kommen die Verbin­
dungsgeraden der Doppelpunkte untereinander in Betracht. Es gibt 

6; 5 = 15 Verbindungsgeraden. ]ede ist aber als Doppeltangente mit 

der Vielfachheit 4 zu zahlen, wie im Fane eines geraden n, so daB wir 
den Satz haben: Die 15 Verbindungsgeraden der sechs Doppelpunkte 
ergeben fur die N achbarkurve 15· 4 = 60 Doppeltangenten. 

Wir fahren gleich fort: Soweit die so entstehenden Doppeltangenten 
uberhaupt reell sind, sind sie wieder nicht isoliert, da die Beruhrungspunkte 
allemal doch in der Nahe der beiden Doppelpunkte, die wir ursprunglich 
geradlinig verbanden, zu suchen sind. 

Mit dieser Aufzahlung der Doppeltangenten (12 + 48 + 60) sind 
samtliche 120 Doppeltangenten der allgemeinen Theorie bei unserer 
Kurve nachgewiesen. 

Nun haben wir alles beisammen, urn zu der Nachbarkurve cpQ = ±c: 
u berzugehen. 

An reellen Wendungen haben wir offenbar die drei Wendungen der C3 

und je zwei aus den sechs Doppelpunkten, d. h. 3 + 2·6 = 15. Soweit 
reelle Doppeltangenten vorhanden sind, sind sie nicht isoliert, also til = O. 
Also haben wir auch hier richtig: WI + 2 til = 15 = 5 . 3 = n (n - 2) . 

A.hnlich ist es bei beliebigem ungeraden n. reh unterlasse die Aus­
fUhrung, bei der wir von einer ausgearteten Cn ausgehen, die sieh zu-

sammensetzt aus einer Ca und n ;~ einander kongruenten reellen 

Ellipsen mit demselben Mittelpunkt und Hauptaehsen, die unter einem 

Winkel n 2~ 3 aufeinanderfolgen. 

J edenfalls bekommen wir auch bei beliebigem ungeraden n Beispiele 
singularitatenfreier Kurven, bei denen 

w' + 2t" = n(n - 2) 
ist. 

Naehdem wir uns diese Beispiele konstruiert haben, treten Wlr 
wieder in die allgemeine Uberlegung des zu fUhrenden Beweises ein. 
Wir wissen, daB wir den Ubergang von dem reprasentierenden Punkt 1 
einer singularitatenfreien Cn zu dem reprasentierenden Punkt 2 einer 
zweiten singularitatenfreien Cn stets so einrichten konnen, daB wir die 
Mannigfaltigkeit D = 0 nur an solchen einzelnen Stellen durehsetzen, 
denen Cn entspreehen ohne andere Singularitaten als einen einzelnen 
Doppelpunkt, der die Klasse urn zwei Einheiten erniedrigt. Nun moehten 
wir wissen, was aus der fUr 1 bestehenden Relation WI + 2 til = n (n - 2) 
bei der Wanderung nach 2 hin wird. Uberlegen wir uns, was uberhaupt 
verloren oder 'gewonnen werden kann. 

Man kann zunaehst meinen, daB ein Verlust oder Gewinn an Wen­
dungen WI oder Doppeltangenten til eintritt, wenn man dureh eine Kurve 
mit gewohnliehetn Doppelpunkt hindurchgeht. Dies ist aber nieht der 
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Fall, vielmehr gilt der Satz: Die Anzahl w' + 2 t" bleibt, wenn wir in 
verabredeter Weise die Mannigfaltigkeit D = 0 durchsetzen, ungeandert. 

Wir miissen dabei natiirlich in Betracht ziehen, daB der bei der 
en auftretende gewohnliche Doppelpunkt ein Doppelpunkt mit reellen 
Asten oder ein isolierter Doppelpunkt sein kann 
(Abb. 123). 

1m ersten FaIle gehen offenbar zwei reelle 
Wendungen der Kurve beim Ubergang zur Kurve 
mit Doppelpunkt verloren, treten aber alsbald 
wieder hervor, sobald wir den Doppelpunkt auf­
lOsen, so da(3 also w' ungeiindert bleibt. 

1m zweiten Falle sind iiberhaupt keine reellen 
Wendungen beim Grenziibergange beteiligt, so 
daB von einer Anderung des w' von vornherein 
keine Rede sein kann. 

Damit ist der erste Schritt erledigt: 
Beim Uberschreiten einer Kurve mit Doppel­

Abb. 123. 

punkt, welcher die Klasse um zwei Einheiten reduziert, erleidet die Zahl 
w'der Wendungen der singularitiitenfreien Kurve keine Anderung. 

Genau so erleidet aber auch t" keine Anderung. Wohl andert sich, 
allgemein zu reden, dieZahl der reellenDoppeltangenten, aber die hiervon 
betroffenen Doppeltangenten sind keine isolierten. Man iiberlege sich 
dies etwa an Abb. 124, wo vier Doppeltangenten beim Ubergang des 
einen Ovals in einen isolierten Punkt und nachherigem Imaginarwerden 
dieses Punktes imaginar wer­
den, aber keine Rede davon 
ist, daB sie etwa reelle iso­
lierte Doppeltangenten ge­
wesen waren oder wiirden. 

Genau so ist es bei den 
reellen Doppeltangenten, die 
ein Doppelpunkt mit reellen 
Asten gegebenenfalls ver­
schluckt. Also: 

Abb. 124. 

Das Uberschreiten der Kurve mit Doppelpunkt kann in der Zahl der 
reellen Doppeltangenten der Kurve eine gro(3e Anderung hervorrufen, aber 
die Zahl der reellen isolierten'Doppeltangenten wird davon nicht beriihrt. 

Nehmen wir zusammen, was wir iiber w' und t" sagten, so sehen 
wir, da(3 bei dem in Rede stehenden Ubergang in der Tat die Summe 
w' + 2 t" vorher und nachher dieselbe bleibt. 

Hiermit haben wir das Hindurchgehen durch die Flache D = 0 
erledigt. Natiirlich kann die Sache, wenn wiran Stellen, wo hohere 
Singularitaten vorliegen, die Flache D = 0 durchsetzen, weit ver­
wickelter werden. Das Schone aber ist eben, daB wir die Betrachtung 
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dieser hoheren FaIle voIlstandig vermeiden konnen. Wurde einer sich 
die Muhe machen, den EinfluB eines Uberschreitens von hoheren Singu­
laritaten der Flache D = 0 genau zu untersuchen, so ist kein Zweifel, 
daB er schlieBlich als Endresultat ebenfalls finden wurde, daB die Summe 
w' + 2 til nach Uberschreitung der Singularitat .ungeandert geblieben 
ist. Denn man kann yom Anfangspunkte zum Endpunkte des Weges 
immer hinkommen, indem man urn die hoheren Singularitaten von 
D = 0 herumgeht. 

Wenn also die Summe w' + 2 til beim Durchgang durch die Flache 
D = o· dieselbe bleibt, wie kann sie sich dann uberhaupt andern? Die 
Stellen, an denen dies moglicherweise eintritt, werden von uns nur 
unter der Bedingung D ~ 0 zu betrachten sein. Ware namlich zu~ 
gleich D = 0, so hatten wir ein "hoheres Vorkommnis" vor uns, das 
wir nach unserer allgemeinen Uberlegung immer vermeiden konnen. 
Wir haben also folgende prazise Fragestellung vor uns: 

Wie kann sich auf dem Wege von einem reprasentierenden Punkt zu 
einem anderen die Zahl w' + 2 til andern, wenn wir berechtigterweise nur 
solche Vorkommnisse in Betracht ziehen, die sich durch eine einzelne alge­
braische Gleichung in den Koeffizienten der Cn ausdrucken, und wenn wir 
insbesondere den Fall D = 0, weil schon erledigt, beiseite lassen? 

Offenbar kann sich, weil die Gesamtzahl der Wendepunkte einer 
singularitatenfreien Cn durch n festgelegt ist, die Zahl w' nur noch 
dadurch andern, daB auf der singularitatenfreien Kurve zwei reelle 
Wendungen zusammenrucken und dann imaginar werden, oder um­
gekehrt. 

Andererseits kann sich aus entsprechendem Grunae til dadurch 
andern, daB entweder zwei isolierte Doppeltangenten zusammenrucken 
und dar auf imaginar werden oder daB eine isolierte reelle Doppeltangente 
sich in eine nicht isolierte Doppeltangente verwandelt oder umgekehrt. 

Die erste der beiden hiermit genannten Moglichkeiten fUr die Ande­
rung der Zahl til brauchen wir nicht einmal zu berucksichtigen, weil in 
der Forderung zwei Bedingungen enthalten sind. Fallen namlich zwei 
isolierte Doppeltangenten zusammen, so haben wir entweder eine vier­
fache Tangente oder eine Tangente, welche an zwei Stellen in der 
zweiten Ordnung beruhrt (weil doch die beiden konjugiert komplexen 
Beruhrungspunkte immer das gleiche Schicksal erleiden mussen). 

Die einzige Anderung von til, die in Betnicht kommt, besteht also 
darin, daB aus einer isolierten Doppeltangente eine nicht isolierte 
Doppeltangente hervorkommt, oder umgekehrt. 

Und nun steUt sich die Sache erfreulicherweise so, dafJ die beiden ifnde­
rungen von w' und til, die allein noch zu uberlegen sind, notwendig in del' 
Art gleichzeitig eintreten, dafJ w' + 2 til dabei ungeandert bleibt. 

Den hiermit aufgesteIlten Satz erlautern wir zunachst an gezeich­
neten K urven und fragen dann: 
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Laj3t sich das, was wir hier sehen, in exakte Satze iiber algebraische 
I dealkurven verwandeln? 

Wir zeiehnen einen Kurvenzug mit zwei reellen Wendungen, lassen 
diese dann zusammenriieken und sehlieBlieh imaginar werden. In 
Abb. 125 a haben wir offenbar eine 
Dopp€ltangente mit zwei reellen Be­
riihrungspunkten, hieraus wird in 
Abb.125b eine sog. vierpunktige Tan­
gente und in Abb. 125 c, algebraiseh 
zu reden, eine isolierte Doppeltan­
gente, da doch eine reelle Doppel­
tangente nur so imaginar werden kann, 
daB sie zunaehst mit einer anderen 
reellen Doppeltangente zusammen­
falit, wovon aber im vorliegenden 
Falle gar nieht die Rede ist. Also: 

I ndem die beiden Wendepunkte zu­
sammenfallcn und darauf imaginar 
werden, rucken auch die Beriihrungs­
punkte der Doppeltangenten zusam­

b 

c 

Abb. 125 a-c. 

men und werden darauf imaginar. Die Doppeltangente selbst bleibt bei 
diesem Obergange reel!. 

Wenn also Wi urn zwei Einheiten sinkt, wachst til urn eine, wodureh, 
da til in der Summe Wi + 2 til mit 2 multipliziert auf tritt, die Relation 
riehtig bleibt. 

Ieh will dies zunaehst noeh an den 
beiden Gestalten der C4 erlautern, 
die wir uns friiher hergestelit hatten. 

Wir gingen von zwei sich kreuzen­
den Ellipsen aus und konstruierten 
uns einmal die Kurve lJ 1Q2 = -e, 
die aus vier getrennten Ovalen be­
steht. Ieh riehte jetzt die Auf­
merksamkeit darauf, daB von diesen 
vier Ovalen jedes fUr sieh genom­
men eine Doppeltangente besitzt 
(Abb.126). Lassen wir nun e gr6Ber 
werden, so k6nnen diese Doppel- Abb. 126. 

tangenten abgestoBen werden; wir 
erhalten dann ein Bild, wie es die Abb. 127 zeigt. Hier sind keine 
reellen Wendungen mehr vorhanden, dafiir aber vier reelle isolierte 
Doppeltangenten, so daB die Relation Wi + 2 til = 8 riehtig bleibt. 

Das andere Mal setzten wir' Q 1Q 2 = +e und erhielten die Giirtel­
kurve, aueh zunaehst mit aeht reellen Wendungen (Abb. 128). Der 
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auBere Kurvenzug als solcher besitzt hier vier Doppeltangenten; wachst 
c, so kommt ein Augenblick, wo diese vier Doppeltangenten in vier 
vierpunktige Tangenten und daruber hinaus in vier reelle, isolierte 
Doppeltangenten ubergehen, die den Kurvenzug, der jetzt ovalartige 

o 
Gestalt hat, umgeben, ohne 
ihn zu treffen (Abb. 129). 
Aber gleichzeitig sind die 
acht Wendungen des Kurven­

------t----------jr---- zuges verschwunden. Auch 

o o 
hier bleibt' also die Relation 
w' + 2 til = 8 bestehen. Die 
Frage ist: Weshalb ist das so, 
und nicht nur im speziellen 
F alle bei n = 4, sondern immer 
und bei beliebigem n? Hier­

-----I----------jr---- auf sage ich, getreu dem Prin­

o 
Abb. 127. 

zip dieser Vorlesung: Zuniichst 
sind die Figuren, die wir bei 
beliebigem n erhalten, den­
fenigen, die wir fetzt im Beispiel 
betrachteten, ganz iihnlich. Es 

kommt aber darauf an, zu prufen, wieso man aus diesen Figuren exakte 
Schlusse fur die algebraischen I dealkurven ableiten kann. 

Ich skizziere dies folgendermaBen: Es wird sich zunachst darum 
handeln, gewisse empirische Figuren zu betrachten. Irgendein Kurven-

Abb. 128. Abb. 129. 

zug, der sich nicht durchs Unendliche erstreckt, mage eine Doppel­
tangente haben, deren Beruhrungspunkte also nach Durchlaufung 
eines endlichen Kurvenstucks aufeinanderfolgen. Ein Blick auf die 
Figuren 130 zeigt, daB zwischen den Beruhrungspunkten mindestens 
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zwei Wendepunkte liegen; ihre Zahl kann in der Tat gleich 2 sein. 
- Umgekehrt, wenn wir einen Kurvenzug, der urspriinglich keine 
Wendungen besaB, durch Einstiilpung seiner Teile mit zwei oder 
mehr Wendungen versehen, so wird er mindestcns eine Doppeltangente 
bekommen. 

Zweitens wird man diese Satze auf regulare Idealkurven iibertragen, 
wobei der entscheidende Beweisgrund jedesmal in der richtigen Ver­
wendung des Rolleschen Theorems oder des WeierstraBschen Existenz­
satzes fUr das Maximum einer ste-
tigen Funktion liegt. Hat der Kur-~ 
venzug eine Doppeltangente, wie 
vorhin, so wahle man die x-Achse 
parallel zur Doppeltangente und 
denke sich das K urvenstiick zwischen 
den Beriihrungspunkten durch einen 
geeigneten Parameter tin der Form 
x = cp (t), y = 1jJ (t) dargestellt. In 
den Beriihrungspunkten ist dann 
d y w' Abb. 130. 
~d- = r, gleich Null. Aber y muB 

x 'P 
im Intervall ein, Maximum oder Minimum haben. Dort ist dann aber-

mals ddY = 1/1; gleich Null. Wir schlieBen, daB dd2~ im Intervall min-x 'P x 
destens zweimal verschwindet, und dies war zu beweisen. Entsprechend 
gewinnt man den umgekehrten Satz. 

Drittens wird man sagen, daB bei algebraischen Kurven, wenn man 
sich auf "allgemeine" Vorkommnisse ihrer Art beschrankt, zwischen 
den Beriihrungspunkten einer Doppeltangente, die sich durch allmah­
liche Anderung der Gestalt des Kurvenbogens von diesem abschniiren 
soIl, auch nur zwei Wendungen liegen. Fanden sich namlich dort mehr 
als zwei Wendepunkte und lieBe man den Kurvenzug sich so defor­
mieren, daB die beiden Beriihrungspunkte der Doppeltangente zu­
sammenriicken, so ware dies ein Vorkommnis hoherer Art, das wir bei 
unseren allgemeinen Betrachtungen beiseite lassen diirfen. 

Die drei so bezeichneten Punkte ergeben zusammengenommen, daB 
die Summe w' + 2 til bei der algebraischen Idealkurve fUr die von uns 
zu betrachtenden Anderungen konstant ist und damit, daf3 sie fur die 
von hoheren Singularitaten freien Kurven en uberhaupt den konstanten 
Wert n (n - 2) hat, w. z. b. w.1). 

1) [In der auf S. 178 erwllhnten Kleinschen Arbeit ist auBerdem die all­
gemeinere Relation bewiesen: 

n + w' + 21" = k + r' + 2d", 
wo n, w', t', h, d" die uns bekannte Bedeutung haben und r' die Zahl der reellen 
Spitzen ist. Wie in diese Relation h6here Singularitaten einzubeziehen sind, hat 
A. Brill (Math, Ann. Bd. 16 (1879), S. 348-408), gezeigt; seine Untersuchung ist im 
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Der hiermit zu Ende gefiihrte Beweis unseres Theorems unterseheidet 
sieh von dem in Bd.10 der Math. Annalen gegebenen nur dadureh, 
daB ieh damals mehr unmittelbar auf die empirisehen Figuren Bezug 
nahm, jetzt aber auf die Dbertragung der Sehliisse von den Figuren 
auf die algebraisehen Idealkurven ausfiihrlieher einging. 

Gegensatz zu der obigen rein algebraisch. Man vgl. ferner den Beweis von C. fuel 
(Math. Ann. Bd.61. 1905 und Bericht uber den sechsten Skandinavischen Mathe­
matikerkongreB in Kopenhagen (1925), S. 119-126). Die Erweiterung auf komplexe 
Kurven hat Fr. Schuh in der Arbeit gegeben: On an expression for the class of an 
algebraic plane curve with higher singularities (Akad. d. Wiss. Amsterdam 1904, 
S. 42-45). 1st 2;:u die Summe der Ordnungen aller Singularitaten mit reellem 
Punkt, ~v die Summe der Klassen aller Singularitaten mit ree11er Tangente, 
so gilt nach Schuh: n + ~;'v = k + 2;:u . 

Eine die Kleinsche Untersuchung weiterfuhrende Arbeit ganz neuen Datums 
ist die von T. R. Hollcrojt, Reality of singularities of plane curves, Math. Ann. 97 
(1927), S. 775-787, in welcher die Frage nach del' Maximalzahl der reellen 
Spitz en einer algebraischen Kurve von gegebener Ordnung behandelt wird.] 



Dritter Teil. 

Von der Versinnlichung idealer Gebilde 
durch Zeichnungen und Modelle. 

Ein Hauptgegenstand der Entwicklungen dieser Vorlesung war die 
Unterscheidung der empirischen Raumanschauung mit ihrer beschrankten 
Genauigkeit von den idealisierten Auffassungen der Prazisionsgeometrie. 
Sobald man sich dieses Unterschiedes bewuBt geworden ist, kann man 
seinen Weg einseitig nach der einen oder anderen Seite wahlen. Die eine 
Moglichkeit wiirde sein, daB wir unter Verzicht auf scharfere Begriffs­
bestimmungen eine Geometrie nur auf den Tatsachen der empirischen 
Raumanschauung aufzubauen unternehmen, wo man dann nie von 
Punkten oder Linien sprechen soll, sondern immer nur von "Flecken" 
und Streifen. Die andere Moglichkeit ist, daB wir die Raumanschauung 
als triigerisch iiberhaupt beiseite lassen und nur mit abstrakten Be­
ziehungen der reinen Analysis operieren. Beide 11,1oglichkeiten scheinen 
gleich unjruchtbar zu sein: ich jedenfalls bin immer dafiir eingetreten, 
da(3 wir die beiderlei Richtungen, nachdem man sich iiber ihre Verschieden­
heit klar geworden ist, in Verbindung halten sollen. 

In dieser Verbindung scheint eine wunderbare anregende Kraft zu 
liegen. Deshalb habe ich mich stets dafiir eingesetzt, daB man sich 
abstrakte Beziehungen auch durch empirische Modelle klarmachen 
solIe; dies ist der Gedanke, dem insbesondere unsere Gottinger M odell­
sammlung ihren Ursprung verdankt. Ich mochte die letzten Stunden 
dieser Vorlesung benutzen, urn Ihnen noch eine Reihe interessanter 
Modelle mit zugehorigen Erlauterungen vorzufiihren. 

Ich beginne gleich mit der Raumgeometrie und hier mit den Raum­
kurven .. 

In der Prazisionsgeometrie werden die Raumkurven als regulare 
Idealkurven durch drei Gleichungen: 

x = cp (t), Y = 'IjJ(t) , z = X (t) 

definiert, wo t sein Intervall durchlauft. cp, 'IjJ, X sollen stetige Funk­
tionen sein, die nicht samtlich konstant, zweimal differenzierbar und 
deren zweite Differentialquotienten noch abteilungsweise monoton sind. 

Bei so1chen Kurven spricht man nun von einer "Tangente" und 
einer "Schmiegebene". 
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Man lernt, daB die Gleichung der Tangente im Punkte %0 = q; (to), 
Yo = 1jJ (to), Zo = X (to) gegeben ist als 

II % - q;(to} Y -1jJ(to} z - X(to} II = o. 
q;'(to} 1jJ'(to} x' (to) 

Das Nullsetzen dieser "Matrix" bedeutet natiirlich nichts anderes als 
das Gleichungssystem: 

Die Gleichung der Schmiegebene in demselben Punkt lautet: 

% - q;(to} 
q;'(to} 
q;"(to} 

Y - 1jJ (to) 
1jJ'(to} 

1jJ" (to) 

Hierzu hat man dann die Satze: 

z - x (to) 

X'(to} 
X"{to} 

=0. 

Wenn man zwei Punkte einer Raumkurve durch eine Sekante ver­
bindet und die Punkte irgendwie zusammenriicken liiflt, so hat die Sekante 
die Tangente als Grenzlage. 

Wenn man durch drei Punkte einer Raumkurve eine Ebene legt und 
diese Punkte irgendwie zusammenriicken liiflt, so hat die Ebene die Schmieg­
ebene als Grenzlage. 

Die Frage wird nun sein, welche gestaltlichen Verhaltnisse diesen 
Satzen entsprechend am Modelle hervortreten. 

Ich beginne damit, Ihnen eine Anzahl Modelle von Raumkurven 
zu zeigen, wobei natiirlich eine besondere Schwierigkeit darin besteht, 
daB ich mich auf eine bloBe Schilderung der Verhaltnisse beschranken 
und Sie. auffordern muB, die Dinge hinterher seIber an dem Modell 
zu studieren. Mein Vortrag als solcher muB dogmatische Form an­
nehmen. 

Zunachst hier ein Modell einer gewohnlichen Raumkurve ohne 
singularen Punkt. Auf ihr wahlen wir einen beliebigen Punkt p aus 
und grenzen urn ihn herum ein "hinreichend kleines" Kurvenstiick k 
abo Unsere Hauptfrage wird sein: Wie projiziert sich dieses Kurven­
stiick von irgendeinem Augenpunkt 0 aus auf eine beliebig gestellte, 
den Punkt 0 natiirlich nicht enthaltende Projektionsebene? Wir er­
halten auf diese Frage drei verschiedene Antworten, je nachdem der 
Augenpunkt 0 auBerhalb der Schmiegebene, in der Schmiegebene, aber 
nicht auf der Tangente in p oder schlieBlich auf der Tangente des 
Punktes p liegt. Es sei k' die Projektion von k, p' diejenige von p. 
Dann ergibt sich: 

1. Liegt 0 nicht in der Schmiegebene von p, so ist k' ein in p' singu­
laritatenfreies Kurvenstiick (Abb. 131). 
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2. Liegt 0 in der Schmiegebene von p, so hat, da die Raumkurve 
die Schmiegebene durchsetzt, die Projektion k' in P' einen Wende­
punkt (Abb. 132). 

3. Liegt 0 auf der Tangente von P, ohne mit P zusammenzufallen, 
so erhalt k' in p' eine Spitze (Abb.133). Dies wird anschaulich unmittel-

k' 
p' 

Abb. 131. Abb. 132. Abb. 133. 

bar klar, wenn man den Augenpunkt statt auf der Tangente in P auf 
einer Sekante PPI wahlt und dann PI sich unbeschrankt dem P nahern 
laBt. Man erhalt als Projektion zunachst eine Kurve mit Doppelpunkt. 
Die beiden Tangenten in diesem Doppelpunkt entsprechen den beiden 
bei geeigneter Wahl von PI bestimmt zueinander windschiefen Tangenten 
der Raumkurve in P und Pl' Beim Grenziibergang PI -4- P ffl.llen die 
beiden Tangenten des Doppelpunktes in eine zusammen und der Doppel­
punkt selbst wird zur Spitze. 

Diese Angaben iiber das Verhalten der Raumkurven werden wesent­
lich vollstandiger ausfallen k6nnen, wenn wir uns jetzt insbesondere auf 
die algebraischen Raumkurven dritter Ordnung beziehen, da diese als 

Abb. 134. 

algebraische Kurven 
gestatten, den Ge­
samtverlauf der je­
weiligen Projektion 
in Betracht zu ziehen 
und nicht nur ein 
kleines Stiick. 

In Abb. 134 ist 
eine sog. kubische 
Ellipse dargestellt; 
sie kann als Schnitt 
oder genauer als Teil 
des Schnittes eines 
geraden elliptischen 

Abb. 135. 

Zylinders mit einem schiefen Kreiskegel aufgefaBt werden, der mit dem 
Zylinder eine Erzeugende gemein hat. Es ist leicht einzusehen, daB 
eine solche Kurve von der dritten Ordnung sein muB, d. h. eine Ebene 
sie in drei Punkten, von denen zwei konjugiert komplex sein k6nnen, 
schneiden muB. Nach dem Bezoutschen Theorem schneiden sich zwei 
Flachen zweiter Ordnung namlich in einer Raumkurve vierter Ordnung. 
Raben nun beide Flachen eine geradlinige Erzeugende gemein, so muB 
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die Raumkurve vierter Ordnung in diese Erzeugende und eine Raum­
kurve dritter Ordnung zerfallen. Abb. 135 stellt die kubische Ellipse 
und die von ihren Tangenten gebildete abwickelbare FHiche dar!). 

Zum besseren Verstandnis des folgenden sei ohne Beweis der Satz 
vorausgeschickt, daB durch jeden Punkt des Raumes eine Gerade 
geht, welche unsere C3 in zwei Punkten schneidet. Diese beiden ·Schnitt­
punkte konnen 1. reell und voneinander getrennt; 2. reell und zusammen­
fallend; 3. konjugiert komplex und voneinander getrennt sein. 1m 
ersten Fall haben wir eine gewohnliche Sekante, im zweiten Fall eine 
Tangente und im dritten Fall eine sog. "ideale" Sekante, die aber als 
Verbindungslinie konjugiert komplexer Punkte durchaus reell ist. Be­
trachtet man nun die Tangentenflache der C3 , so sieht man, daB der 
Raum durch sie in zwei Gebiete geteilt wird. In dem einen, das von der 
Raumkurve aus sich zwischen den beiden Manteln ihrer Tangenten­
flache erstreckt, liegen diePunkte mit "idealen" Sekanten, in dem zweiten 
die Punkte mit gewohnlichen Sekanten und auf der Flache selbst die 
Punkte, durch welche Tangenten der Kurve gehen. Projizieren wir nun 
die C3 von irgendeinem nicht auf der Tangentenflache liegenden Punkt, 
so bilden die Projektionsstrahlen einen Kegel von der dritten Ordnung 
mit einer Doppelkante. Der Projektionskegel ist von der dritten Ord­
nung, da die C3 von jeder Ebene in drei Punkten geschnitten wird und 
infolgedessen jede durch das Projektionszentrum gehende Ebene den 
Projektionskegel in drei Geraden schneidet. Die Doppelkante ist 
identisch mit der durch das Projektionszentrum gehenden Kurven­
sekante, ist also immer r~ell, aber fUr das eine Gebiet isoliert. Schneiden 
wir nun den Projektionskegel mit einer Ebene, so erhalten wir, falls er 
eine gewohnliche Doppelkante hat, als Schnittkurve eine ebene Kurve 
dritter Ordnung mit einem gewohnlichen Doppelpunkt und einem Wende­
punkt. Letzterem entspricht natiirlich auf der Raumkurve ein Punkt, 
der seine Schmiegebene durch das Projektionszentrum hindurchschickt 
(Abb. 136a). Legen wir aber den Augenpunkt in das Gebiet der "idealen" 
Sekanten, so ergibt sich als Projektionsfigur eine ebene Kurve dritter 
Ordnung mit isoliertem Doppelpunkt und drei reellen Wendepunkten. 
In diesem Faile liegen namlich auf der Raumkurve drei Punkte, die 
ihre Schmiegebenen durch den Augenpunkt senden (Abb. 136b). - Der 
Dbergang von Abb. 136a zu Abb.136b tritt ein, wenn der Augenpunkt 
auf die Tangentenflache, aber nicht auf die Ca selbst riickt. Die beiden 
langs der Doppelkante beriihrenden Tangentialebenen des Projektions­
kegels fallen dann in eine Doppelebene zusammen. Die Projektions-

1) [Das in Abb.135 dargestellte Fadenmodell der Tangentenfiache der ku­
bischen Ellipse wurde von W. Ludwig konstruiert und ist im Verlage von M. Schil­
ling, Leipzig, erschienen. Man vgl. die zum Modell geh6rige Begleitschrift: W. Lud­
wig: Die Horopterkurve mit einer Einleitung in die Theorie der kubischen Raum­
kurve, ebenfalls bei M. Schilling, Leipzig.] 
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kurve bekommt eine Spitze und behalt noch ihren Wendepunkt. Die 
Spitze entspricht dem Punkte der Raumkurve, der seine Tangente 
durch den Augenpunkt schickt (Abb. 136c). 

Sowei t ist die Sache nich t schwer, weil sich die drei gezeichneten Figuren 
ohne weiteres kontinuierlich aneinander anschlieBen. Schwieriger wird 
sie aber, wenn wir die 
neue Frage aufwerfen: 

Welche Gestalt hat die 
Projektionsfigur, wenn 
wir den Augenpunkt auf 
die Raumkurve seIber 
fallen lassen? 

Aus der algebraischen 
Theorie ist dann klar, 
daB die Projektionsfigur 
in einen Kegelschnitt 
und eine Gerade aus­
arten muB, der proji­
zierende Kegel dritter 
Ordnung zerfallt in einen 
Kegel zweiter Ordnung 
und die zum Augen­
punkt gehOrige Schmieg­
ebene. Wie geschieht 
aber diese Abtrennung 
der Geraden von der 
Kurve aus der Konti­
nuitat heraus? Ich 
sage, daB sichAbb.136c 
in Abb. 136d und von 
da aus in Abb. 136e 
verwandelt. Offenbar 
konnen an Stelle der 

a b 

Abb. 136c, 136d und d e 
136e auch zu diesen kol- Abb. 136a-e. 

lineare Figuren treten1). 

c 

Dies sind bereits sehr merkwfudige Figuren. Noch merkwiirdigere 
aber kommen hervor, wenn wir die ebenen Schnitte der Tangentenfiache 
der Raumkurve betrachten .. Diese abwickelbare Flache wird von den 
Schmiegebenen der Raumkurve umhilllt, d. h. entlang den Tangenten 
der Raumkurve ist die jeweilige Schmiegebene der Raumkurve Tangen-

1) Natiirlich darf die Wendetangente (Spur der Schmiegebene) in 136d nicht 
die Spitze der Kurve treffen, weil sonst die Kurve mit einer Geraden 5 Punkte 

der Wendepunkt zahlt dreifach, die Spitze zweifach gemein hatte. 

Klein, Elementannathematik III. 14 
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tialebene der Tangentenflache. Die Punkte der Raumkurve ergeben 
dabei eine Ruckkehrkante oder Gratkurve der Flache. Die Tangenten­
flache ist langs der Raumkurve "scharf wie ein Rasiermesser". 

Esist jedenfalls auf den ersten Blick wunderbar, daB eine Aufein­
anderfolge von Tangenten eine solche Schneide einer Flache bilden 
kann, wie Sie im Modell sehen. 

Die Betrachtung der ebenen Schnitte der Tangentenflache ist, all­
gemein zu reden, das dualistische Gegenstiick zu der Betrachtung des 
Kegels von dem Augenpunkte nach der Raumkurve - so wird sich jeder, 
der projektive Geometrie kennt, sofort sagen. In der Tat entsprechen 
sich, worauf ich hier nicht weiter eingehe, ganz allgemein dualistisch1): 

eine abwickelbare Flache - eine Raumkurve, 
ein ebener Schnitt der Flache - ein Projektionskegel der Kurve, 
eine Erzeugende der Flache - eine Tangente der Raumkurve. 
Bei unserer Kurve dritter Ordnung gilt, wie ich nicht weiter aus-

fiihre, insbesondere, daB das von den Punkten der Kurve und ihren 
Schmiegebenen erzeugte Gebilde sich selbst dualistisch ist. 

Fragen wir also nach den ebenen Schnitten der Tangentenflache, so 
haben wir nur die oben konstruierten Abb. 136a-e auf S.209 zu 
dualisieren: 

Die Abb. 136a hat die Klasse 4, da der vorkommende Doppelpunkt 
die Klasse 6 der allgemeinen Kurve dritter Ordnung urn zwei Einheiten 
reduziert. Die Ordnung ist natiirlich 3, woraus wir ohne weiteres 
schlieBen: 

Ein beliebiger ebener Schnitt der Tangentenfliiche ist eine Kurve von 
der vierten Ordnung und der dritten Klasse mit einer Doppeltangente, 
entsprechend dem einen Doppelpunkt der Proiektionskurve (Abb. 137). 

a 

b 

Abb. 137a und b. 

Wir wissen, daB eine reelle Doppeltangente 
reelle und imaginare Beriihrungspunkte haben 
kann. Wir erhalten also zweierlei Gestalten, 
entweder in Abb. 137a eine Doppeltangente 
mit reellen Beriihrungspunkten, wo der Kur­
venzug dann eine Spitze hat, oder in Abb. 137b 
eine Doppeltangente mit imaginaren Beriih­
rungspunkten, wo dann der reelle Kurvenzug 
drei Spitzen tragt. Diese Figuren entsprechen 
den friiheren Abb. 136a und b dual. 

Wenn wir ausgeriistet mit diesen Kennt­
nissen das Modell betrachten, so werden wir 
Schnitte der Tangentenflache von der ge­
zeichneten Gestalt dort zunachst nicht finden. 
Wir miissen noch erst die kollinearen Um-

1) [Vgl. Ed. II, S. 63-65.] 
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formungen der gezeichneten Figuren studieren. Die Sache liegt ahn­
lich wie bei den Kegelschnitten, die in drei im Sinne der projektiven 
Geometrie aquivalenten, aber fur das Auge verschiedenen Gestalten 
(elliptische, hyperbolische, parabolische) auftreten konnen. 

Wir legen, urn den "hyperbolischen" Typus zu erhalten, in unseren 
neuen Abb. 137a und b einen geradlinigen Schnitt durch die Kurven 
und betrachten die schneidende Gerade als Fluchtlinie einer geeigneten 
Projektion, worauf wir zwei Kurven mit je zwei Asymptoten erhalten, 
entlang denen die Aste ins Unendliche verlaufen 1). 

Indem ich die Figuren nur qualitativ zeichne, kommen die beiden 
in Abb. 138a und b gezeichneten Gestalten heraus, und diese stellen 

b 

Abb. 138 a-c. 

sich in Wirklichkeit ein, wenn wir das Modell unserer Tangentenjlache 
durch geeignete Ebenen schneiden, dem Umstande entsprechend, dafJ sich 
das Modell mit zwei Manteln ins Unendliche zieht (vgl. Abb. 135). 

Die weitere Frage ist: W ie gestaltet sich der Schnitt, wenn wir die 
schneidende Ebene dureh eine Tangente der Raumkurve legen? 

Es ist sofort klar, daB sich in dies em Falle die Erzeugende der Tan­
gentenflache von der Kurve vierter Ordnung abtrennt und eine Kurve 
dritter Ordnung und dritter Klasse, d. h. eine Kurve mit einer Spitze 
ubrigbleibt (Abb. 138c). Die nahere Dberlegung zeigt, daB sie un sere 
Tangente in ihrem Beruhrungspunkte mit der Raumkurve beruhrt. 

Solche Satze sind ja in abstracto leicht aufzustellen. Es fragt sich 
aber, wie derDbergang ausAbb.138a zuAbb.138b durch die Abb. 138c 
hindurch kontinuierlich bewerkstelligt wird, entsprechend dem Dbergange 
der Kurve dritter Ordnung mit Doppelpunkt in eine solche mit Spitze. 
Ich sage so und bitte Sie, sich am Modell davon zu uberzeugen: 

Wir erhalten Abb. 138c aus a bzw. b, wenn wir in der durch 
Abb. 139a erlauterten Weise bei Abb. 138a die beiden Aste 1 und 2 zu-

1) [Die Abb. 137a nnd b anf der vorigen Seitc selbst (ohne eingezeichnete 
Schnittgerade) veranschanlichen den "elliptischen" Typus (nichtschueidende 
und nichtberiihrende Flnchtlinie).J 

14* 
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sammenriicken lassen bzw. bei 138b (vgl. die nachstehende Zeichnung 
139b) zwei der Spitzen, die nicht demselben Kurvenstiick angehoren, 
einander nahern. Ebenso konnen wir riickwarts von c zu a und b 

a b 

Abb. 139 a-c. 

gelangen, indem wir die Wendetangente von b und die zugehorige 
Kurve in der einen oder anderen Weise verschmelzen. 

Zum SchluB betrachten wir noch den Schnitt unserer Flache mit 
einer Schmiegebene. Wir erhalten einen Kegelschnitt mit einer doppelt 
ziihlenden Tangente (Abb. 140). Diese Figur geht aus der Abb. 139c 

Abb. 140. 

hervor, indem wir die Zwischenabb. 141 einschalten. Diese erwachst 
offenbar daraus aus Abb. 139c, daB man bei festgehaltener Wende­
tangente den unendlichen Ast 1 herabbiegt, wahrend der Ast 2 so 
nach oben gewendet wird, daB seine Spitze nach unten zeigt. LaBt 
man Spitze und Wendepunkt zusammenfallen, so entsteht die Abb. 140. 

Dbrigens ist dies schlieBlich derselbe Dbergang, den wir schon auf 
S. 209 studiert haben. 
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Nachdem ich diese Behauptungen aufgesteIlt, bIeibt fUr jeden ein­
zelnen von Ihnen die Forderung bestehen, sie an den Modellen seIber 
zu priifen und dadurch seine Anschauung zu beleben. 

An die so besprochenen projektiven Eigenschaften der Raumkurven, 
speziell der Raumkurven dritter Ordnung, schIieBen sich nun selbst­
verstandlich die Betrachtungen iiber M a(Jverhaltnisse an. Ich begniige 
mich, hier auf die Theorie der Kriimmung, Torsion und Abwicklung der 
Kurven hingewiesen zu haben. In bezug auf Ietztere erwahne ich, daB 
man, je nachdem man eine Ebene auf einer abwickelbaren Flache oder 
einen Faden auf einer Kurve abrollt, die Bahn als PIan- bzw. FiIarevol­
vente bezeichnetl). 

Weiter sage ich etwas iiber die singularen Punkte von Raumkurven. 
In der Ebene konnen wir ein vierteiliges Schema aufsteIlen, indem 

wir das Verhalten von Kurvenpunkt (p) und Kurventangente (t) in 
bezug auf Weitergehen bzw. Riickkehren beim Fortschreiten entlang 
der Kurve durch die Zeichen (+) und (-) charakterisieren. Dadurch 
erhalten wir neben dem gewohnlichen Punkte 
die drei gestaltlich zu unterscheidenden 
Arten singuIarerPunkte wie folgt (Abb. 142): 

p t 
+ + 
+ 

+ 

gewohnlicher Punkt (1), 
Wendepunkt (2), 
gewohnliche Spitze (3), 
Schnabelspitze (4). Abb. 142. 

Das entsprechende Schema fiir drei Dimensionen gab 1847 v. Staudt 
in seiner "Geometrie der Lage" (S. 113). Man hat hier auBer Kurven­
punkt (p) und Tangente (t) noch die Schmiegebene (e) in Betracht zu 
ziehen und hier aIle acht Kombinationen der Zeichen (+) bzw. (-) zu 
je dreien zu bilden. 

p 
+ 
+ 
+ 

+ 

t 

+ 
+ 

+ 

+ 

e 
+ 

+ 
+ 

+ 

1) Als Lehrbiicher, in denen diese Dinge in besonders iibersichtlicher Weise 
eingehend betrachtet werden, seien genannt: 

Scheffers, G.: Einfiihrung in die Theorie der Kurven in der Ebene und im 
Raume, Leipzig 1900. 3. Aufl. 1923. 

[Lilienthal, R.: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie I. Leipzig 1908.] 
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Man hat also rein gestaltlich sieben Arten singularer Vorkommnisse 
bei den Raumkurven zu unterscheiden, fUr die man aber keine besonderen 
Namen geschaffen hat. Immerhin ist klar, wie sie zu charakterisieren 
sind. Die acht verschiedenen Falle werden durch Modelle erlautert, 
die von Chr. Wiener konstruiert sind l ). 

Urn die Auffassung zu erleichtern, gehe ich fUr einen Augenblick 
auf die ebenen Kurven zuriick. Indem wir den betrachteten Kurven­
punkt als Anfangspunkt und die Tangente als x-Achse eines rechtwink­
iigen Koordinatensystems wahlen, lassen sich die vier oben fUr die 
ebene Kurve unterschiedenen Falle offenbar auch danach auseinander­
halten, daB man verfolgt, ob die Kurve, die im Quaqranten 1 heran­
kommt, im Quadranten 2, 3, 4 oder 1 weitergeht. Man vergleiche 
Abb.143· 

Es liegt nahe, den AnalogieschluB zu machen, daB sich die acht 
Vorkommnisse bei den Raumkurven durch den Verlauf der Kurven-

(+ -) (-+) (--) 

4 3 3 4 

z 

Abb. 143. 

fortsetzung in den acht verschiedenen Oktanten des Koordinatensystems 
beschreiben lassen. Dies trifft in der Tat zu. Ich lege es etwas ausfiihr­
licher in folgenden Worten fest: Man konstruiere sich ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem, welches die in Betracht kommende Tangente der 
Raumkurve als eine Achse, die zugehorige Schmiegebene als eine Ebene 
und den Beriihrungspunkt als Anfangspunkt besitzt. Kommt dann die 
Kurve im Oktanten I heran, so bleibt gerade eine achtlache Moglichkeit, 
in welchem der acht Oktanten sie ihre Fortsetzung linden sol!, und diese 
acht Gestalten decken sich mit denen, die wir oben nach v. Stattdt aujzahlten. 

Wie dies im einzelnen ist, muB an den Modellen studiert werden, 
da eine nur tabellarische Aufzahlung wegen ihrer Gleichformigkeit in 
der Auffassung nicht haftet. Gleichzeitig kommt an den Modellen 
die Frage nach den Projektionen der jeweiligen Raumkurve von einem 
wechselnden Augenpunkte aus zur Geltung, wovon wir im einfachsten 
Falle (+, +, +) schon friiher sprachen. Der Augenpunkt wird dabei 
entweder 1. auBerhalb der Schmiegebene oder 2. in der Schmiegebene, 

1) [Vgl. Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd.25 (1880), S. 95-97. Die Modelle sind 
bei M. Schilling in Leipzig zu erhalten.J 

3 

2 
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oder endlich 3. auf der Tangente gewahlt. Dabei ist es merkwiirdig, daB 
in den Projektionen starke Singularitaten der Raumkurve fiir das Auge 
verschwinden k6nnen. Beispielsweise liefert im Falle (- + +) die 
Projektion von der Tangente aus eine ebene Kurve (+ +) ohne Sin­
gUlaritat oder, wie man sagen k6nnte, mit "maskierter" Singularitat. 
Als weiteren merkwiirdigen Satz erwahne ich, daB der Kurvenpunkt 
(- - -) eine Schnabelspitze gibt, von we1chem Augenpunkt man 
auch ein ihn umgebendes Kurvenstiick projizieren mag. 

1m iibrigen m6chte ich hier die Anregung geben, daB die beziiglichen 
gestaltlichen Verhaltnisse noch ausfUhrlicher betrachtet werden. Ins­
besondere erwachst die Aufgabe, systematisch'die Gestalt der Tangenten­
flache, die sich in den acht Fallen an die Raumkurve anschmiegt, zu 
betrachten und insbesondere zuzusehen, was fUr ebene Schnitte bei 
ihr herauskommen und wie sie der Kontinuitat nach zusammenhangen. 

Von analytischer Seite existiert Literatur der hier besprochenen 
Vorkommnisse, die ich kurz angeben will. Dabei ist die Annahme der 
Autoren, daB sich x, y, z in Potenzreihen, fortschreitend nach ganzen 
Potenzen von t, entwickeln lassen. Es handelt sich urn folgende Auf­
satze1) : 

H. B. Fine:· Dber Singularitaten von Raumkurven. Dissertation 
Leipzig 1886; auchAmerican Jouro. of math. Bd.8 (1886), S. 156-177; 

O. Staude: Dber den Sinn der Windung in singularen Punkten von 
Raumkurven. Ebenda Bd. 17 (1895), S.359-380; 

A. Meder: Dber einige Arten singularer Punkte von Raumkurven. 
J. f. Math. Bd. 116 (1896), S. 50-84 und S. 247-264. 

An diese Aufsatze miiBte eine gestaltliche Diskussion der von mir 
gewiinschten Art ankniipfen. 

Damit schlieBe ich ab, was ich iiber Raumkurven sagen wollte und 
wende mich zu den Fliichen. . 

Denken wir dabei an die Unterscheidungen, die wir bereits bei den 
ebenen Kurven hatten (analytische, nichtanalytische, regulare usw.), 
so ist erst recht zu erwarten, daB auch hier nur Sonderfalle heraus­
kommen, wenn ich mich in meinen Bemerkungen auf algebraische Fliichen 
beschranke, wie jetzt der Kiirze halber geschehen solI. 

Eine algebraische Flache wird durch eine Gleichung 

I(x, y, z) = 0 

definiert, wo / ein Polynom ist. 
Man pflegt die Terme von 1 so zu ordnen, daB man die Glieder, die 

von derselben Ordnung in x, y, z sind, zusammennimmt: 

0=/0+/1+/2+ ... 
1) [Man vgl. auBerdem das auf S. 213 genannte Leh.buch von Lilienthal, 

S. 255-272, und Meder, Analytische Untersuchung singuHi.rer Punkte von Raum­
kurven. J. f. Math. Bd. 137 (1910), S. 83-144. 
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Untersucht man die FHiche in der Nahe eines Punktes, so wahlt 
man diesen zweckmaBigerweise als Koordinatenanfangspunkt, dann falit 
das konstante Glied 10 fort. Man sieht sodann die Flache, allgemein 
zu reden, als in erster Annaherung durch 11 = 0, d. h. durch die Tangen­
tialebene in 0, gegeben an. Man kann diese Gleichung geradezu als 
Definition der Tangentialebene ansehen und sagen: Die Tangentialebene 
wird deliniert, indem man die Glieder erster Ordnung lur sich gleich Null setzt. 

Will man eine groBere Annaherung, so setzt man 

0=/1+/2 
und bezeichnet diese Flache als Schmiegllache zweiter Ordnung usw. 

Bei diesem Ansatze ergibt sich nun gleich eine Einteilung der Punkte 
der Flache: 1st II nicht identisch Null, d. h. hat man eine bestimmte 
Tangentialebene, so spricht man von einem "einfachen" Punkt der 
Flache; ist aber 11 = ° und 12=f= 0, so hat man einen Doppelpunkt; 
allgemein spricht man von einem y-fachen Punkt, wenn II = 12 = ... 
{.-1 = 0, Iv =F ° ist. Statt Doppelpunkt sagen wir im folgenden gelegent­
lich auch Knoten. 

Was ist nun uber die einlachen Punkte zu bemerken? 
In erster Linie fragen wir, in welcher Kurve die Flache von der 

Tangentialebene in einem solchen Punkte geschnitten wird. Man geht 
dabei davon aus, daB die betreffende Kurve in erster Annaherung durch 
das gleichzeitige Verschwinden der beiden Gleichungen II = 0, 12= ° 
gegeben sei; man vergleicht also die Kurve mit dem Schnitt der Tangen­
tialebene und der Schmiegflache zweiter Ordnung. Letzterer besteht 
offenbar, da 12 = ° einen Kegel zweiter Ordnung, 11 = ° eine Ebene 
darstelit, aus zwei geraden Linien, die reell oder imaginar sein oder 
zusammenfallen konnen, und indem man diese Unterscheidung auf die 
Gestalt der Schnittkurve von Flache und Tangentialebene ubertragt, >< X hat man folgende Einteilung: 

1. Die Geraden sind reell: 
die Schnittkurve hat einen 
Doppelpunkt mit reellen.Asten. 

Abb. 144. D· G d . d· . 2. Ie era en sm Imagl-
nar: die Schnittkurve hat einen Doppelpunkt mit imaginaren Asten. 

3. Die Geraden fallen zusammen: die Schnittkurve hat eine Spitze. <- Ich wiederhole: Abgesehen 
von hOheren Vorkommnissen, 

========= wo 12 = 0, schneidet die Tan-
Abb gentialebene die Flache in einer 

. 145. 
Kurve mit Doppelpunkt, dessen 

Aste reell oder imaginar sind oder auch zusammenlallen. Man spricht 
demzufolge von "hyperbolischer", "elliptischer" und "parabolischer" 
Flachenkrummung. 
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Es ist ubrigens leicht, sich bier verschiedene schone Beispiele zu 
denken, WQ bei der in Rede stehenden Schnittkurve von FHiche und 
Tangentialebene hohere Singularitaten auftreten, insbesondere zu unter­
suchen, wann eine Schnabelspitze als Schnitt auftritt u. dgl. 1st ins­
besondere 12 = 0, so hat der Schnitt derTangentialebene mit der Flache 
einen dreifachen oder noch hoheren Punkt. Hieran schlieBt sich folgende 
Bemerkung: 

Bekanntlich untersucht man in den elementaren Lehrbuchern der 
Differential- und Integralrechnung auch die Maxima und Minima von 
Funktionen zweier Veranderlicher. Es kommt dies auf die Untersuchung 
des Schnittes hinaus, welchen eine Flache 
z = 1 (x, y) mit einer horizontalen Tangen­
tialebene gemein hat. 

Nehmen wir nun etwa an, daB der 
Schnitt eine Schnabelspitze sei (Abb.146), 
und zwar daB sich im schraffierten Be­
reich die Flache nach oben erhebt, im frei­
gelassenen Gebiet also nach unten herab­

Abb. 146. 

senkt, so ist zunachst klar, daB dann im Beriihrungspunkte 0 weder 
ein Maximum noch ein Minimum der durch die Flache vorgestellten 
Funktion z = 1 (x, y) vorliegt. 

Betrachten wir aber die Gesamtheit der durch 0 hindurchgehenden 
lotrechten Ebenen, so zeigt sich, daB sich fUr jedes Azimut eine Schnitt­
kurve ergibt, die in 0 ein echtes Maximum hat, da das z langs dieser 
Schnittkurven von 0 aus beginnend zuniichst stets sinkt. Es ist uns 
namlich unmoglich, von 0 aus auf einer dieser Schnittkurven unmittelbar 
in das schraffierte Gebiet hineinzugelangen. Demnach genugt es zur 
Beurte.ilung der Frage, ob ein Maximum oder Minimum einer Funktion z 
von zwei Variablen x, y vorliegt, nicht, die betreffende Untersuchung 
fur die genannten Schnitte durchzufUhren. Ein Extremwert der Flache 
liegt in 0 nur dann vor, wenn fUr iede durch 0 hindurchgehende Gelande­
kurve sich in 0 ein Extremwert ergibt. 

Bei rein analytischem Ansatze aber erscheint die Sache schwer 
verstandlich. Und in der Tat haben hieruber in allen Lehrbuchern 
falsche Behauptungen gestanden, bis zum ersten Male G. Peano auf den 
richtigen Sachverhalt aufmerksam machte! Dbrigens hat auch Weier­
strafJ in seinen Vorlesungen uber Variationsrechnung immer die richtige 
Theorie zum. Vortrag gebracht. 

Natiirlich konnen wir nun weiter bei den Flachen auch die metrischen 
Verhaltnisse in Betracht ziehen. Es greift hier fUr Punkte, in denen 
11 =1= ° und 12=1= 0, besonders die von L. Euler entwickelte allgemeine 
Kriimmungstheorie Platz: 

Man konstruiert sich in dem betreffenden Punkte die N ormale, legt 
durch sie ebene Schnitte und konstruiert in ihnen die Krummungs-
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kreise. Dann gibt es zwei aufeinander senkrechte Normalschnitte, fUr 
welche die Kriimmung ein Maximum bzw. Minimum ist. 1ch trage dies 
nicht besonders vor, erwahne aber, daB zur Erlauterung der gewohn­
lichen Kriimmungstheorie in einfachen Flachenpunkten von Chr. 
Wiener!) wieder Modelle konstruiert worden sind, welche die Kriim­
mungskreise in den einzelnen Normalschnitten wiedergeben. 

SchlieBlich mache ich noch auf die im Dyckschen Kataloge2) als 
"bohnenformige Versuchskorper" bezeichneten Modelle aufmerksam, 
auf denen man die einzelnen Punkte hyperbolischer, elliptischer oder 
parabolischer Kriimmung markieren solI. Es zeigt sich, daB unser 
AugenmaB da sehr unsicher ist, so daB die Definitionen der elementaren 
Kriimmungstheorie bereits einen sehr abstrakten Charakter zu besitzen 
scheinen. Man empfindet dies besonders lebhaft, wenn man die be­
treffende Aufgabe an einer so verwickelten, empirisch vorgelegten Flache, 
wie sie etwa eine Portratbiiste vorstellt, durchzufiihren sucht. 1ch emp­
fehle, dies zu studieren. 

Nunmehr gehc ich zu einer Besprechung der sing~tliiren Punkte au! 
Fliichen, speziell den Flachen dritter Ordnung, iiber. Nach unserer obigen 
Bemerkung laBt sich die Gleichung einer F 3 mit Doppelpunkt im Ko­
ordinatenanfangspunkt in der Form: 

° = !2 + 13 
schreiben. Wir nehmen dabei an, daB 12=F 0, so daB wir einen wirk­
lichen Doppelpunkt der Flache und nicht etwa einen dreifachen Punkt 
vor uns haben. 

Man sagt dann gewohnlich, daB der Kegel zweiter Ordnung !2 = ° 
in "erster Annaherung" den Verlauf der Flache in dem Punkte 0 wieder­
gibt und je nachdem dieser Kegel 

a) ein eigentlicher Kegel (reell oder imaginar) oder 
b) ein in zwei (reelle oder imaginare) Ebenen zerfallender Kegel oder 

endlich 
c) ein in eine Doppelebene ausgearteter Kegel ist, 

unterscheidet man 
a) einen gewohnlichen Doppelpunkt, der Spitze eines reellen Kegels 

oder isoliert ist, 
b) einen biplanaren Punkt, 
c) einen uniplanaren Punkt der Flache. 
Die immer reelle Durchschnittsgerade der beiden Eben~n im Falle b) 

bezeichnen wir als die Achse des biplanaren Punktes. 
Die Frage lautet: Wie sieht eine Flache dritter Ordnung aus, die 

€inen Doppelpunkt der einen oder anderen Art besitzt? 

1) [Vgl. W. Dyck: Spezialkatalog der Math. Ausstellung (Deutsche Unter­
richtsausstellung in Chikago 1893), Berlin 1893, S. 52.J 

2) [Ebenda, S. 54.J 
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Vorab bemerke ich: Wenn wir die FHiche 12+ 13= 0 mit 12= 0 
schneiden, so bleibt f 3 = 0, eine Gleichung, die einen Kegel dritter 
Ordnung darstellt. Beide Kegel haben nach dem Bezoutschen Theorem 
2 . 3 = 6 Erzeugende gemein: Durck einen Doppelpunkt einer Fliieke 
dritter Ordnung geken also seeks gerade Linien der Fliieke, wobei natiirlich 
zu bedenken ist, daB diese geraden Linien reell oder imaginar sein oder 
auch zusammenfallen konnen. 

Ich gebe nun Beispiele von F 3 , bei denen die verschiedenen Arten 
von Doppelpunkten auftreten, fiihre aber nicht den Beweis dafiir, daB 
die Dinge im allgemeinen Fall ahnlich liegen. 

Urn eine Flache mit einem gewoknlieken Doppelpunkt zu erhalten, 
beschranken wir uns auf Drehflachen und zeichnen in einem Meridian­
schnitt (xz-Ebene) eine gegen die z-Achse symmetrische Kurve dritter 
Ordnung mit Doppel­
punkt, die die x-Achse 
zur sog. Wendeasym-
ptote hat (Abb. 147). 
Danach ist das Bild 
der Flache ganz klar. 

z 

Die sechs Geraden 
durch den Doppel­
punkt fallen hier - ...... ====-----i~---=:::::::::="'"-~ . .x 
offenbar imagmar 
aus. Ahnlich kon-
struieren wir eine 
Flache mit isoliertem 

Abb. 147. 

Doppelpunkt. Man hat nur eine Kurve dritter Ordnung mit isoliertem 
Doppelpunkt als Meridianschnitt zu zeichnen (Abb. 148). 

Des weiteren spreche 
ich von einer Flache, bei 
der die sechs Geraden, die 
durch einen einzelnen Dop­
pelpunkt laufen, reell sind. 
Ich wahle eine Flache mit 
vier gewohnlichen Doppel­
punkten, die, urn die Flache 
leicht analytisch darstellen 
zu konnen, als Ecken eines 
Koordina ten tetraeders ge­

Abb. 148. 

wahlt werden mogen. Die Gleichung der Flache, die ich im Auge habe, 
ist dann, nachdem wir die bei der Definition der Tetraederkoordinaten 
noch zur Verfiigung stehenden multiplikativen Konstanten richtig gewahlt 
haben: 
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Multipliziert man mit den Nennern herauf, so haben wir die Gleichung 
dritten Grades in Xl' X 2 , X3 , X4 : 

X 2 X3 X 4 + Xl X3 X 4 + Xl X 2 X 4 + XIX2X~ = O. 

Gehen wir schlieBlich von den Tetraederkoordinaten durch eine pro­
jektive Umgestaltung der Flache zu gewohnlichen Koordinaten tiber 
entsprechend den Formeln: 

so heiBt die Gleichung 

yz+ xz+ xy + xyz = O. 

Ein Doppelpunkt liegt hier in 0, die drei anderen unendlich fern. 
In der so geschriebenen Gleichung haben wir die beiden zum Ko­

ordinatenanfangspunkt gehorigen Kegel f2 = 0, f~ = 0 unmittelbar vor 
uns. Der Kegel f 2 = 0, der die Flache in der Nahe von ° in erster An­
naherung darstellt, 

yz + xz + xy = 0 

enthalt offenbar die drei Koordinatenachsen. Der Kegel dritter Ordnung 

f3=XYZ=O 

besteht aus den drei durch ° gehenden Koordinatenebenen, er enthalt 
also die Koordinatenachsen doppelt, so daB wir den Satz erhalten: 

Die sechs Erzeugenden, die bei unserer Flache durch den Knotenpunkt 
gehen, fallen paarweise mit den drei Koordinatenachsen zusammen. 

Abb. 149. 

Sie werden f erner sehr leicht selbst 
beweisen : 

Entlang diesen Erzeugenden !allt die 
Tangentialebene der Flache mit derjenigen 
des Kegels y z + z X + X Y = 0 zusammen, 
ist also konstant. 

Diese Satze gelten wegen ihres proj ek­
tiven Charakters auch fUr die F3 mit vier 
im Endlichen gelegenen Knoten. Hiervon 
moge man sich am Modell tiberzeugen , 
das ich vorzeige (Abb. 149). Es zeigt zu­
nachst als Geraden, die ihrer ganzen Er­
streckung nach auf der Flache liegen, die 
sechs Kanten des Doppelpunkttetraeders, 

langs denen die Tangentialebenen jeweils konstant verlaufen, davon 
abgetrennt aber noch als Schnitt der Flache mit einer bestimmten 
horizontal verlaufenden Ebene drei weitere Geraden (davon in der Ab­
bildung nur eine sichtbar), langs denen sich die Tangentialebene dreht. 

Nunmehr gehe ich zu den biplanaren Punkten der F3 tiber. 
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Hier ist die Auffassung schon nicht mehr so einfach; man hat von 
den gestaltlichen Verhaltnissen eines biplanaren Punktes keine unmittel­
bare Vorstellung mehr, sondern muB sich die Sache in concreto iiberlegen. 

In unserer Gleichung 

sei 12 das Produkt zweier voneinander verschiedener Linearfaktoren; 
indem wir 12 = 0 setzen, erhalten wir zwei getrennte Ebenen. Zunachst 
nehmen wir die beiden Ebenen konjugiert komplex an, setzen also etwa 

12= (x + iy) (x - iy), 

so daB die z-Achse der reelle Schnitt der beiden Ebenen, also die Achse 
des biplanaren Punktes ist. Die Flache selbst mage dann weiter die 
einfache Gleichung 

haben. 
Wie sieht der hier aultretende biplanare Punkt aus? Wenn wir sagen, 

er werde in erster Annaherung durch die beiden durch ihn gehenden, 
konjugiert-imaginaren Ebenen vorgestellt, so ist das bei geeigneter 
Ausdeutung nicht falsch, aber nicht ohne wei teres verstandlich. Ich 
driicke mich vielmehr so aus: 

Unsere Flache ist eine Drehflache. Wir zeichnen zunachst den 
Meridianschnitt mit der xz-Ebene: 

0= X2+ Z3. 

Er ist eine Kurve dritter Ordnung mit der 
Spitze in 0 (Abb.150). Die Flache selbst er­
halten wir durch Drehung dieser Kurve urn 
die z-Achse1). In allgemeiner Form: 

Hat ein biplanarer Punkt imaginiireEbenen, 
dann hat die Fliiche dart die Gestalt eines zu-
gespitzten Darns. 

Abb. 150. 

Schwerer aufzufassen· ist der Fall eines biplanaren Punktes mit 
reellen Ebenen. 

Ais Beispiel nehme ich 

0= x2 - y2+ Z3, 

wo die Ebenen des biplanaren Punktes durch 

x + y = 0, x - y = 0 

gegeben sind, d. h. durch zwei aufeinander senkrechte Ebenen durch die 
z-Achse, die unter 45 0 bzw. 135 0 gegen die xz-Ebene geneigt sind. 
Die z-Achse ist wiederum die Achse des biplanaren Punktes. 

1) Die FHiche bildet also einen Ubergangsfall zwischen den beiden durch die 
Abbildungen auf S.219 veranschaulichten FHichen. 
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Schneide ich die Flache mit einer dieser Ebenen, so bleibt 

i3 = 0, d. h. Z3 = O. 

Also: J ede der Ebenen schneidet bei vertikal gestellter Achse des biplana­
ren Punktes die Flache in einer dreifach zahlenden horizontalen Geraden. 

Wenn 13= a1 Z3 + a2 z2 x + ... ist, ergibt sich mit y = ± x eine Glei­
chung dritten Grades fUr z/x. Wir erhalten demnach: J ede der beiden 
Ebenen des biplanaren Punktes schneidet die Fliiche in drei Geraden, von 
denen zwei konfugiert komplex sein k6nnen. 

Die Schnitte mit den Meridianebenen durch die z-Achse werden sehr 
merkwiirdig. 

z 

Schneiden wir im FaIle 13 = Z3 mit der Ebene y = 0, so wird 
X2 + Z3 = 0, d. h. wir haben unsere obige Kurve 
mit nach oben gerichteter Spitze. Als Schnitt 
mit der Ebene x = 0 folgt _y2+ Z3= 0, 
d. h. eine ebensolche Kurve mit nach unten 
gerichteter Spitze (Abb. 151). Wahrend man 

-----t-;;:-------;~ also die Ebene y = 0 in die Ebene x = 0 
o !I dreht, kehrt die Spitze ihren Sinn urn; der 

Ubergang tritt in den Ebenen 

y + x = 0 und y - x = 0 

Abb. 151. ein, deren Schnitt wir bereits studierten. Es 
besteht also folgender Satz: 

Die Meridianebenen, die sich durch die vertikal gestellte Achse des 
biplanaren Punktes legen lassen, schneiden die F3 im allgemeinen in einer 
Kurve mit Spitze, so dafJ die z-Achse Spitzentangente ist. Nur wenn die 
Meridianebenen Tangentialebenen des biplanaren P~tnktes sind, schneiden 
sie die F3 in drei geraden Linien. 

Das Buschel der Meridianebenen wird durch die beiden Ebenen 
des biplanaren Punktes in zwei Halbbuschel zerlegt. Die Sache ist 
naturlich so, daB die Schnittkurven der Meridianebenen des einen Bu­
schels die Spitze nach oben, die Schnittkurven der Meridianebenen des 
anderen Buschels die Spitze nach unten kehren. 

Die Abb. 152 versinnlicht den Fall eines biplanaren Punktes, bei 
dem in den beiden Tangentialebenen je drei reelle Geraden liegen; die 
Meridianebenen, die in der Nahe dieser Tangentialebenen liegen, liefern 
dann Schnittkurven, bei denen zu der Kurve mit Spitze noch zwei 
weitere Aste hinzutreten. 

Ebenso wie die hiermit besprochene Gestalt des biplanaren Punktes 
ohne nahere Uberlegung nicht leicht vorstellbar ist, so ist es auch 
im FaIle des uniplanaren Punktes 1). 

1) Diese gestaltlichen Angaben iiber biplanarc und uniplanare Punkte wurden 
wohl zuerst von Kummer und Schlajli gcmacht; spater habe ich sie in meiner 
Arbeit ,,-ober Flachen dritter Ordnung" benutzt (Math. Annalen Bd. 6 [1873], 
S.551-81) [abgedruckt und mit erganzendenZusatzenF. Kleins und H. Vermeils 
versehen in F. Klein: Gesammelte math. Abhandlungen Ed. 2, S. 11-62]. 
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Wir haben hier "als erste Annaherung" eine Doppelebene, dargestellt 
durch die Glieder zweiter Ordnung, sagen wir einfach Z2 = o. Dann lautet 
die Gleichung der FIache 

Z2+ 13= 0; 

Y 
/ \ 

* ~ L 
A 

Abb. 152. 

13 wahlen wir der Einfachheit halber so, daB nur x, y in ihm vorkommen, 
und haben zwei FaIle, deren Bedeutung sofort klar sein wird. Wir 
setzen das eine Mal 

das andere Mal 
13= x(x2+ y2). 

x - o y-x - O 

+ + 

Abb. 153. 

Der Schnitt der beiden Kegel 13 = 0, 12 = 0 ergibt im erst en FaIle drei 
reelle Geraden, im zweiten eine reelle .und zwei imaginare Geraden 
(Abb. 153). 

Der allgemeine Satz ist: 
Die Ebene des uniplanaren Punktes schneidet die F3 in drei Geraden 

durch 0, von denen entweder eine oder alle drei reell sind. 
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Fur z selbst folgt aus der Gleichung der F3 

z = ±1_X(X2 - y2) 
1m ersten und 

im zweiten FaIle. 
z wird auBer fUr 13 = ° nur fUr negatives 13 reell, und zwar 

existieren in diesen Gebieten mit negativem 13 zu jedem Wertepaar 
x, y zwei reeIle Werte von z. Also iiberdeckt die FHiche dritter Ordnung 
von oben gesehen diejenigen Partien der xy-Ebene doppelt, die in 
Abb. 153 schraffiert sind, die anderen gar nicht. 

lch erlautere dies noch ein wenig: 
Sind die drei Erzeugenden in der Doppelebene des uniplanaren Punktes 

reell, so zieht sich die F 3 von drei Seiten her in der Weise in den uniplanaren 
Punkt hinein, daf3 sie von oben gesehen drei Sektoren der xy-Ebene 
doppelt zu iiberdecken scheint. ] eder ebene Schnitt durch 0, der nicht 
gerade in die xy-Ebene lallt, hat in 0 eine Spitze. 

1m zweiten FaIle, wo nur eine der in der Doppelebene liegenden 
drei Erzeugenden reeIl ist, zieht sich die F 3 von der linken Seite der 
x-Achse bis in den uniplanaren Punkt hinein. 

Zusammenfassend mogen wir sagen: 
Die eigentliche Gestalt der biplanaren und uniplanaren Ptmkte der 

algebraischen Flachen wird uns erst klar, wenn wir nicht nur die Glieder 
zweiterOrdnung, sondern auch die Glieder dritter Ordnung in Betracht ziehen. 

Mit unseren letzten Uberlegungen werden wir so nahe an die Ge­
stalten der Flachen dritter Ordnung herangefUhrt, daB ich zum SchluB 
diese aIlgemein noch naher vorfiihren will. 

Wenn ich zunachst einige historische Angaben zu der Theorie der F 3 

machen solI, so erwahne ich, daB 
1849 A. Cayley und G. Salmon nachwiesen, daB auf der F3 27 Ge­

raden existieren. (Vgl. Cambridge and Dublin Math. Journal Bd. 4 
(1849), S. 118 u. 252.) 

Seitdem ist deren Gruppierung vielfach studiert worden, besonders 
diskutierte 

1863 L. Schliilli im einzelnen, wann die Geraden reell oder imaginar 
sind und betrachtete auch die Singularitaten, die bei einer Fa auftreten 
konnen. (Vgl. Phil. Transactions Bd. 153 (1863), S. 193-241.) 

1873 fallen meine schon erwahnten eigenen Untersuchungen uber 
die gestaltlichen Verhaltnisse der F3 in Band 6 der Mathematischen 
Annalen. 

Daran anschlieBend gab dann 
1879 C. Rodenberg in Math. Ann. Bd. 14, S. 46-110, eine analy­

tische Bestatigung meiner durch geometrische Kontinuitatsbetrach­
tungen gefundenen Resultate. Andererseits hat aber auch Rodenberg 
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im Verlage von Brill (jetzt Schilling) im genauen AnschluB an meine 
Untersuchungen eine Reihe von Modellen der F3 erscheinen lassen. 

Wenn ich nun gleich mit den Gestalten der F3 beginnen solI, so ist 
das oberste Prinzip, dafJ wir die uns von 5.220 schon bekannte Figur 
mit vier reellen Doppelpunkten zum A usgangspunkt wahlen und von hier 
aus durch kontinuierlichen Obergang (AuflOsung der Doppelpunkte) 
allgemeinere Flachen bilden1). 

Oben wiesen wir auf der Flache, die uns jetzt als Ausgangsflache 
dienen solI, bereits die 27 Geraden nach, indem namlich zu den sechs 
Ranten des Tetraeders, deren jede viermal zahlte, noch drei einzeln 
verlaufende horizontale Gerade hinzutraten. 

Wenn wir diese Flachengestalt hier zugrunde legen, so ist selbst­
verstandlich, daB wir alle kollinearen Umformungen derselben Flache 
als gleichberechtigt ansehen, anderenfalls wiirde die Mannigfaltig­
keit der F3 - in deren Gleichung 19 Ronstanten auftreten -, gar 
nicht zu iibersehen sein. Es ist dies derselbe Standpunkt, wie wenn 
wir in der Ebene Ellipse, Parabel und Hyperbel nicht weiter unter­
scheiden. 

So ist es theoretisch. Praktisch diirfen wir diesen gewissermaBen 
vornehmen Standpunkt erst einnehmen, wenn wir im Auffassen kolli­
nearer Umformungen geiibt sind. Wir miissen also zunachst die ver­
schiedenen Formen kennenlernen, die durch Rollineation aus dem 
Ausgangsmodell entstehen, etwa so, daB wir es mit verschiedenen Ebenen 
schneiden, diese dann der Reihe nach als Fluchtebenen ins Unendliche 
projizieren und die entstehenden Flachenformen studieren, sowie auch 
modellieren, um hinterher in allen nur die gemeinsamen Eigenschaften 
zu sehen und die Unterschiede als gleichgiiltig unberiicksichtigt zu 
lassen. Man darf die Einzelkenntnis erst verachten, wenn man sie be­
sitzt, nie vorher. Als Resultat ergibt sieh: 

50 gut man Ellipse und H yperbel (die Parabel sei als Obergangsfall 
hier beiseite gelassen) nach der Beziehung des Kegelschnitts zur unendlich 
fernen Geraden unterscheidet, so kann man bei den F3 mit vier reellen 
Doppelpunkten funf Arten nach ihrer Beziehung zur unendlich fernen 
Ebene unterscheiden. Diese fiinf Arten sind samtlich modelliert (vgl. die 
Note auf S.230). Wir werden diese fiinf Arten weiterhin nieht mehr 
ausdriicklich unterscheiden. 

Von diesen FHichen gehen wir durch Auflosung der Doppelpunkte 
zu den N achbarflachen iiber. 

Dabei kniipfe ich an die Figur in der Ebene an. Ersichtlich konnen 
wir eine Kurve mit Doppelpunkt in zwei verschiedenen Arten in 

1) Vgl. das analoge Vorgehen bei den ebenen algebraischen Kurven n-ter Ord­
nung, wo wir von einer Kurve mit zahlreichen Doppelpunkten, namlich einer 
Kurve, die in lauter Kurven niederer Ordnung zerfallen war, durch Auflosung 
zu Nachbarkurven fortschritten. 

Klein, Elementannathematik III. 15 
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Kurven ohne Doppelpunkt (1 und 2 in Abb. 154) auflosen. Diese bei­
den Weisen sind an sich gleichwertig. Gehen wir aber zum dreidimen­

sionalen Fall uber dadurch, daB wir diese Kur­
yen urn die Vertikale durch den Doppelpunkt 
rotieren lassen, so erhalten wir fur die ent­
stehenden FHichen einen charakteristischen 
Unterschied. Die eine (1) hat den Typus eines 

z zweischaligen Hyperboloids, das aus zwei ge-
trennten Flachenteilen besteht, die andere (2) 
hat den Typus eines einschalig<:n Hyperboloids, 
also einer Flache, welche an der Stelle des 
fruheren Doppelpunktes eine Einschniirung auf­
weist (Abb. 155). Wir haben also den Satz: Ein 

Doppelpunkt einer Flache kann beim Ubergang zur N achbarflache zwei Pro­
zessen unterworfen werden, dem ProzefJ der Abtrennung und demjenigen der 
Verschmelzung. 1m folgenden werden wir den ProzeB der Verschmelzung 

symbolisch mit +, den der Abtrennung mit 
- bezeichnen. 

Gehen wir von unserer Ausgangsflache in 
der Weise zur Nachbarflache iiber, daB wir 
samtliche Doppelpunkte den beiden Prozessen 
unterwerfen, so haben wir zusammenfassend 
flinf Moglichkeiten, die durch das Schema 

1.++++ 
II. + + + 

III. + + 
IV. + 
V. 

angedeutet sind. 
Uberlegen wiruns, wie dieseFlachen aussehen, 

Abb. 155. so zeigt sich, daB wir durch unsere flinf Mog-
lichkeiten flir die singularitatenfreien Flachen 

vier einteilige und eine zweiteilige Flache (- - - -) bekommen. Bei 
letzterer wird in der Tat durch Abtrennung aller Knoten ein ovalartiger 
Teil frei von einem gewellten Teile der Flache umgeben sein; die iibrigen 
Flachen bestehen alle je aus einem Shick. 

Diese funf F alle entsprechen genau den Arten, die Schlafli nach der 
Realitat der auf der F3 verlaufenden Geraden unterschieden hat. 

Das ergibt sich aus folgender Uberlegung: Eine auf der Ausgangs­
flache verlaufende, zwei Doppelpunkte verbindende Tetraederkante ver­
wandelt sich bei der abgeleiteten Flache in vier imaginare gerade Linien, 
sobald auch nur einer der Doppelpunkte, den sie mit einem anderen 
verband, dem ProzeB der Abtrennung unterworfen wird. Andererseits 
aber gilt: Eine Tetraederkante, die zwei Doppelpunkte verbindet, die 
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beide dem ProzeB der Verschmelzung unterworfen werden, spaltet sich 
beim Ubergang zur NachbarfHiche in vier reelle Geraden. Nach dieser 
Regel erhalten wir bei unseren flinf FHichen 

I. 3 + 6 . 4 = 27, 
II·3+3·4=15, 

III. 3 + 1 . 4 = 7, 
IV. 3 + 0 . 4 = 3, 
V. 3 + o· 4 = 3 

reelle Geraden, wobei die letzte Flachenart von der vorherigen dadurch 
unterschieden ist, daB sie aus zwei Stiicken besteht. Dies stimmt genau 
mit der von Schlafli gegebenen Aufzahlung. 

Die Bedeutung dieses Ergebnisses wird noch durch folgenden Satz 
gesteigert: 

Die so erhaltenen Vertreter der flinf Schlaflischen Flachenarten 
ohne Doppelpunkt sind zugleich vollgultige Vertreter der einzelnen 
Flachenarten im Sinne der Analysis situs, d. h. zwei Flachen derselben 
Schlaflischen Art gehen auseinander durch bloBe kontinuierliche Ab­
anderung der Gestalt hervor, ohne daB wir eine Flache mit Doppelpunkt 
zu iiberschreiten brauchen, oder auch alle Flachen derselben Art bilden 
in dem zur Darstellung verwendbaren Raume von 19 Dimensionen, 
der uns die Gesamtheit der Flachen dritter Ordnung vorstellt, ein zu­
sammenhangendes Gebiet. 

Sie haben also in den F 3 , die wir aus der Ausgangsflache mit vier 
Knoten durch die Prozesse + und - ableiten, typische Beispiele 
flir die flinf Schlaeflischen Arten. N atiirlich ist es flir konkretes anschau­
liches Erfassen wichtig, die erhaltenen Flachen durch kollineare Um­
formung umzugestalten oder auch die flinf Flachentypen der F 3 mit 
vier reellen Doppelpunkten zur Hand zu nehmen und an jedem Typus 
die Prozesse + und - auszuflihren. 

Aber nicht nur die F3 ohne Doppelpunkt, sondern auch die F3 mit 
beliebigen singularen Punkten k6nnen wir aus unserer F 3 mit vier 
Doppelpunkten durch kontinuierliche Umformung herausbringen, und 
auch hierzu geben die Rodenbergschen Modelle zahlreiche Beispiele. 
Ich kann das hier leider nicht genauer ausflihren. 

Wir fragen weiter: Wie gestaltet sich die analytische Behandlung1) der 
vorgefuhrten Modelle, und von welcher Gleichungsform der F3 geht man 
dabei am besten aus? 

Ich komme da auf eine Entdeckung von]. J. Sylvester zu sprechen, 
namlich daB es flir die F3 ein und nur ein sog. Pentaeder gibt, das zu 
den Geraden der Flache in enger Beziehung steht. 

1) [Beziiglich der analytischen Behandlung des Problems der Geraden auf der 
kubischen Flache ist an neueren Arbeiten zu nennen B. L. V. d. Waerden, Der 
Multiplizitatsbegriff der algebraischen Geometrie, Math. Ann. Bd.97 (1927), 
S._756-774.] 

15* 
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Man wahlt passend flir die Untersuchung der Flache die fiinf Ebenen 
dieses Pentaeders zu Koordinatenebenen und flihrt also sog. homogene 
Pentaederkoordinaten ein. Unter diesen Koordinaten versteht man 
folgendes : 

Wir betrachten das aus den flinf Ebenen 

Xi = ai X + bi Y + Ci Z + di = 0 (i = 1,2,3,4,5) , 

von denen keine vier durch einen Pu'nkt und keine drei durch eme 
Gerade gehen mogen, gebildete Pentaeder. Wir wahlen als die Koordi­
naten irgendeines Raumpunktes seine mit einer festen Konstanten 
multiplizierten Abstande von den flinf Pentaederebenen, stellen ihn 
also durch ein Wertesystem Xl: X 2 : X3: X4 : X5 dar. Die fiinf Ausdriicke 
Xi konnen, da schon ein Tetraeder zur homogenen Koordinatenbestim­
mung ausreicht, nicht unabhangig voneinander sein. Wir haben in den 
Xi sog. uberziihlige Punktkoordinaten vor uns; es besteht zwischen ihnen 
eine homogene lineare Relation, die wir nach gehoriger Festlegung der 
willkiirlich wahlbaren Konstanten als 

annehmen. 
Sylvester hat gefunden, daB das ausgezeichnete, nach ihm benannte 

Pentaeder der F3 solche Pentaederkoordinaten liefert, flir welche in 
der Gleichung der Flache nur noch die Kuben der Xi vorkommen. Die 

Gleichung der Flache lautet dann also: 
i=5 i=5 
...... 3 
.::... ai x , , wobei LXi = 0 
i=l ;=1 

ist. 
An diese kanonische Gleichungs­

form von Sylvester hat Rodenberg an­
gekniipft, urn die geschilderten geo­
metrischen Verhaltnisse zu bestatigen. 
Die Gleichungsform enthalt nur noch 
vier von den urspriinglich in der 
Flachengleichung auftretenden 19 Kon­
stanten, und diese vier miissen not­
wendigerweise bleiben, da nur 15 durch 
eine geeignete Koordinatentransforma­
tion zerstort werden konnen. Dabei 
konnen die Ebenen Xi = 0 natiirlich 

Abb. 156. noch reell oder imaginar sein. 
Wir fassen insbesondere den Fall reeller Pentaederebenen ins Auge 

und erhalten aus der Sylvesterschen Gleichungsform eine besonders 
einfache, von Clebsch als Diagonalflache bezeichnete F 3 , wenn wir die 
ai einander gleich wahlen. Diese Diagonal£lache ist eine F3 mit 27 
reellen Geraden; sie ist in un serer Abb. 156 des genaueren dargestellt. 
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Das betreffende Modell ist urspriinglich auf direkte Anregung von 
A. Clebsch durch A. Weiler ausgefiihrt worden, der mir auch bei meinen 
eigenen Arbeiten tiber FHichen dritter Ordnung behilflich gewesen ist. 

Was hat diese FHiche Besonderes, und woher ihr Name? 
Schneiden wir das Pentaeder und die Flache mit der Pentaeder­

ebene Xl = 0, so erhalten wir zunachst in der Ebene Xl = 0 selbst das 
von den Spuren der tibrigen vier Pentaederebenen gebildete Vierseit 
x2 = Xa = X 4 = X5 = 0 und dann die Schnittkurve mit der Flache 

x~+x~+~+xg=O. 
Nun zeigt sich vermoge x2 + xa + x4 + X5 = 0, dafJ diese Schnittkurve 
aus den drei Diagonalen des genannten V ierseits besteht. Daher der Name 
der Flache. Also: Der Name "Diagonalflache" kommt davon, dafJ die 
Flache in ieder der funf Pentaederflachen die drei Diagonalen desienigen 
Vierseits enthalt, welches aus der Pentaederebene von den ubrigen vier 
Pentaederebenen ausgeschnitten wird. 

Damit sind zUllachst 3 . 5 = 15 Geraden auf der Flache nachgewiesen. 
Auf die fehlenden 12 gehe ich hier nicht weiter ein; Sie werden sie auf 
dem Flachenmodell leicht herausfinden l ). 

1) [Die Existenz der 12 iibrigen Geraden sehen wir analytisch so ein: Es seien 
1, e, e2, e3 , e4 die fiinften Einheitswurzeln. Dann gilt, wie leicht einzusehen, 

1 + e + e2 + e3 + e4 = 0, 1) 
13 + e3 + (e2)3 + (e3)3 + (e4)3 = O. 2) 

Hieraus folgt, daB das Wertesystem 1 : e: e2 : e3 : e4 einen auf der Diagonalflache 
liegenden Punkt liefert. Da wir die fiinf GraBen 1, e, e2, e3, e4 beliebig miteinander 
vertauschen diirfen, ohne dIe Giiltigkeit von 1) und 2) zu staren, ergeben sich 
im ganzen 5! = 120 Wertesysteme, die Punkte der Diagonalflache bestimmen. 
Unter diesen 120 Wertesystemen sind aber nur solche als verschieden anzusehen, 
die nicht durch MUltiplikation mit einer festen Konstanten auseinander hervor­
gehen. Multiplizieren wir nun z. B. 1 : e: e2 : e3 : e4 der Reihe nach mit 1, e, e2, e3, e4 
und beachten, daB e5 = 1, e6 = e, e7 = e2, e8 = e3 ist, so erhalten wir die fiinf ein­
ander gleichwertigen, d. h. denselben Punkt darstellenden Wertesysteme: 

X 1 :%2: X3: X4: X5 = 1:e:e2:e3:e4 

= e: e2: e3: e4: 1 
= e2:e3:e4: 1:e 
= e3: e4: 1: e: 82 

= e4: 1 :e: e2:83 

Unsere 120 Wertesysteme stellen also nur 4! = 24 verschiedene Punkte der Dia­
gonalflaehe dar. Wir erhalten sie offenbar samtlieh, wenn wir in 1 : e: e2 : e3 : e4 
das erste Glied festhalten, die iibrigen aber allen maglichen Vertauschungen unter­
werfen. Diese 24 Punkte ordnen sich zu 12 Paaren konjugiert komplexer Punkte 
an. Die 12 reellen Verbindungsgeraden dieser Punktepaare liegen nun in ihrer 
ganzen Ausdehnung auf der"Flache. Wenn namlich Xl: X.: X3: X4.::!rae cines unserer 
24 Wertesysteme, Xl: X.: X3: X 4 : X5 das dazu konjugiert komplexe ist, so 
wird ein auf der Verbindungsgeraden der ihnen entsprechenden Punkte liegender 
Punkt durch: 

dargestellt. Man rechnet leicht nach, daB dieses System die Gleichungen 1} 
und 2) fUr jedes Wertepaar J.., ft erfiillt.] 
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Von den 15 Geraden gilt als weiterer Satz, daB sie sich zehnmal zu je 
dreien schneiden. Man hat nur zu bedenken, daB in jeder Pentaederecke, 
wo drei Ebenen des Pentaeders sich schneiden, drei Vierseitdiagonalen, 
in jeder Ebene eine, zusammenlaufen, und daB das Pentaeder zehn Ecken 
hat. Also: Die 15 Geraden haben (kurz gesagt) 10Schnittpunkte zu fe 3. 
Diese Schnittpunkte sind die Ecken des Pentaeders. 

Damit bin ich am Ende. Sie werden jetzt in groBen Umrissen 
die Lehre von den Gestalten der Fa verstehen; die Einzelheiten miissen 
dem Selbststudium vorbehalten bleiben 1). 

Und nun lassen Sie mich diese Vorlesung mit folgender Bemerkung 
schlieBen: 

Ich habe in der Vorlesung allerlei vorgetragen, was gewi:ihnlich nicht 
in den Lehrbiichern iiber die behandelten GegensHinde zu finden ist, 
was aber die Voraussetzung und stillschweigende Annahme der gewi:ihn­
lichen Entwicklungen bildet. Ich wollte Sie damit veranlassen, mit 
freiem Blick und unabhangigem Urteil die Dinge selbst zu erfassen. 
Denken Sie etwa an das, was ich iiber die empirische Kurve oder FHiche 
sagte, und an die sonst iibliche Beschrankung der Betrachtung auf 
analytische Gebilde. 

Mit der Mathematik ist es wie mit der bildenden Kunst. Es ist nicht 
nur niitzlich, sondern durchaus notwendig, daB man von seinen Vor­
gangern lernt. Wenn man sich aber ausschlieBlich auf das Studium des 
Dberkommenen beschrankt, also nur auf dem weiterbaut, was man in 
den Biichern liest, so entsteht das, was ich als scholastisches System 
bezeichne. Hiergegen ergeht dann die Mahnung: 

Zuriick zur eigenen lebendigen Auffassung, zuriick zur Natur, welche 
die erste Lehrmeisterin bleibt! 

1) [Eine schone Anwendung von der Tatsache, daB eine Fa 27 Geraden ent­
halt, macht D. Hilbert in der Arbeit: Uber die Gleichung neunten Grades, 
Math. Ann. Bd. 97 (1927), S.243-250.] 

[Note zu S.225. Die funf auf S. 225 erwahnten projektiv gleichwertigen 
Umformungen der Fa mit vier reellen Knotenpunkten ergeben sich aus der 
Flache von Abb. 149 auf folgende Weise: 

Die Fluchtebene der Kollineation trifft nur die auBeren Partien der Flache 
von Abb. 149 und zwar 

1. in einer einteiligen Ca (ohne Oval); es ergibt sich derselbe Typus, den 
die Abbildung zeigt; 

2. in einer zweiteiligen Ca (mit Oval). 
Die Fluchtebene trifft auch den tetraederformigen der Flache und zwar 

stets in einer C3 mit Oval: 
3. aIle vier Knoten liegen auf einer Seite der Fluchtebene; 
4. drei Knoten liegen auf einer Seite der Fluchtebene, der vierte auf der 

andern Seite; 
5. zwei Knoten liegen auf einer Seite der Fluchtebene, die andern zwei auf 

der andern Seite. 
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Folgende SpeziaWiJIe treten auf: 
Die Fluchtebene ist Tangentialebene des 
a) auBeren Teiles: Die Schnittkurve ist eine Cd mit gewohnlichem Doppel­

punkt; 
b) tetraederfiirmigen Teiles: Die Schnittkurve ist eine Cs mit isoliertem 

Doppelpunkt. 
Die Fluchtebene geht durch 
c) einen Knoten: Die Schnittkurve ist eine Cs > entweder mit gewohnlichem 

oder isoliertem Doppelpunkt; 
d) zwei Knoten: Die Schnittkurve zerfallt in eine C2 und eine Gerade; 
e) drei Knoten: Die Schnittkurve zerfallt in drei Gerade. 
f) Die Fluchtebene enthalt die drei einfach zahlenden Geraden der Flache. 
g) Die Fluchtebene beriihrt Iangs der Verbindungsgeraden zweier Knoten.j 
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-, Funktion von besehrankter - 126. 
Sehwellenwert 3. 

Tangente (singulare) vierpunktige 201. 
- einer raumliehen Kurve 206, 213 

bis 215. 
Tangente bei niehtanalytisehen Kurven 

39-49, 146-154. 
TangentenfHiehe einer Raumkurve 

3.0rdnung 208-212. 
Tangentenformel 60. 
Tangentialebene 216. 
Taylorsehe Reihe fur Funktionen 

einer Veranderliehen 
endliehe Reihe 53, 55, 57· 

- unendliehe Reihe 53, 59, 61 
bis 64. 

Sehweremessung 168-169. 
Seehseek, Paskalsehes 172-173. 
Singularer Punkt (siehe aueh Punkt) 

zweier Veranderlieher 89. 
, Trapezformel 30, 59. 

einer ebenen Kurve 181, 183, 184, 
188-190, 198-199, 213-214. 

einer raumliehen Kurve 213 - 215· 
einer Flaehe 216, 218, 221-224, 

225-226. 
Tangente (siehe aueh Tangente) 
einer ebenen Kurve 179-180, 183, 

185,188-190,199-203,213-214. 
einer raumliehen Kurve 213 - 215. 

Spiegelung am Kreise siehe Inversion. 
Spielraum 7, 188. 
Spitze siehe Ruekkehrpunkt. 
Stetigkeitsaxiom, Can tor-Dedekindsches 

- (siehe aueh Axiom der Inter­
vallsehaehtelung) 7, 136. 

Stetigkeit bei Funktionen von 
einer Veranderliehen 
- gew6hnliehe 26-39. 
- gleiehmaJ3ige 31- 32. 
zwei Veranderliehen 
- einfaehe 85. 
- azimutale 86- 88. 

Stetig-Vieldeutigkeit 85. 
Summenformel von Euler 60. 

Tangente (singulare) einer ebenen Kurve 
Doppeltangente 180, 183, 185, 
199-203, 213-214. 
\Vendetangente 179, 183, 185, 
188-190, 200-203,213-214. 

Trigonometrisehe Interpolation 67 - 69. 
Reihe (endliehe) 53, 67-68, 70, 95 
bis 96. 

Umgebungsbegriff 114, 115. 
UngleiehmaJ3ige Konvergenz 79, 87· 

Stetigkeit 31- 32. 
Uniformisierung 131. 
Uniplanarer Punkt 218, 222-224. 
Unpaarer Kurvenzug 184. 

Vertauschbarkeit der Differentiations­
folge 89, 90-94. 

Verzweigungsstelle einer Differential­
gleiehung 65. 

Viereeksaufgabe von Snellius159-160. 
I Vierpunktige Tangente 201. 

Vierteilige C4 192, 201. 

Wendepunkt siehe Wendetangente 
Wendetangente 179. 

reelle 179,183, 185, 188':"190, 
bis 203, 213-214. 

imaginare 183, 200-203· 
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Zahlbegriff, moderner 3-4, 104, 156. 
Zirkel, Konstruktion mit, und Lineal 9 

bis 10. 
Zwisehenwertsatz 27-29. 
Zylindroid 85--86. 

Druck der Spamerschen Buchdruckerei in Leipzig. 



Verlag von Juli us Springer in Berlin W 9 

Elementarmathematik yom haheren Standpunkte aus. Von 
Felix Klein. D ri t t e Auflage. 
E r s t e r Band: Arithmetik - Algebra - Analysis. Ausgearbeitet von E. He I -

Ii n g e r. Fur den Druck fertig gemacht und mit Zusatzen versehen von 
Fr. Seyfarth. Mit 125 Abbildungen. XII, 321 Seiten. 1924. 

RM 15.-; gebunden RM 16.50 
Zwei ter Band: Geometrie. Ausgearbeitet von E. Hellinger. Fur den 

Druck fertig gemacht und mit Zusatzen versehen von F r. S e y far t h. 
Mit 157 Abbildungen. XII, 302 Seiteu. 1925. 

RM 15.-; gebunden RM 16.50 

(Bildet Band 14 und 15 der Grundlehren der mathematischen Wissenschaften.) 

Vorlesungen tiber die Entwicklung der Mathematik im 
19. Jahrhundert. Von Felix Klein. 
Teil I: Fur den Druck bearbeitet von R. Courant und O. Neuge­

bauer. Mit 48 Figuren. XIII, 385 Seiten. 1926. 
RM 21.-; gebunden RM 22.50 

T e i I II: Die Grundbegriffe der Invariantentheorie und ihr Eindringen in die 
mathematische Physik. Fur den Druck bearbeitet von R. Co u ran t und 
St. Co h n - Vo sse n. Mit 7 Figuren. X, 208 Seiten. 1927. 

RM 12.-; gebunden RM 13.50 

(Bildet Band 24 und 25 der Grundlehren der mathematischen Wissenschaften.) 

Vorlesungen tiber hahere Geometrie. Von Felix Klein. Dritte 
Auflage bearbeitet und herausgegeben von Dr. W. Blaschke, Professor 
der Mathematik an der Universitat Hamburg. Mit 101 Abbildungen. VIII, 
406 Seiten. 1926. RM 24.-; gebunden RM 25.20 
(Bildet Band 22 der Grundlehren der mathematischen Wissenschaften.) 

Vorlesungen tiber nicht-euklidischeGeometrie. Von Felix Klein. 
Fur den Druck neubearbeitet von W. R 0 s e man n. Mit 237 Textabbildungen. 
XII, 326 Seiten. 1928. Etwa RM 18.-; gebunden etwa RM 19.50 
(Bildet Band 26 der Grundlehren der mathematischen Wissenschaften.) 

Gesammelte mathematische Abhandlungen. Von Felix Klein. In 
drei Banden. 

E r s t e r Ban d: Liniengeometrie. - Grundlegung der Geometrie. - Zum 
Erlanger Programm. Herausgegeben von R. Fricke und A. Ostrowski. 
(Von F. Klein mit erganzenden Zusatzen versehen.) Mit einem Bildnis. XII, 
612 Seiten. 1921. Unveranderter Neudruck 1925. RM 30.-

Z wei t e r Ban d: Anschauliche Geometrie. - Substitutionsgruppen und 
Gleichungstheorie. - Zur mathematischen Physik. Herausgegeben von R. Fricke 
und H. Vermeil. (Von F. Klein mit erganzenden Zusatzen versehen.) Mit 
185 Textfiguren. VI, 714 Seiten. 1922. Unveranderter Neudruck 1925. RM 33.-

Dritter Band: Elliptische Funktionen, insbesondere Modulfunktionen, 
hyperelliptische und Abelsche Funktionen, Riemannsche Funktionentheorie und 
automorphe Funktionen. Anhang: Verschiedene Verzeichnisse. Herausgegeben 
von R. Fricke, H. Vermeil und E. Bessel-Hagen. (Von F. Klein mit er­
ganzenden Zusatzen versehen.) Mit 138 Textfiguren. IX, 774 und 36 Seiten. 
1923. RM 30.-
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V orlesungen fiber 
Differential- und Integralrechnung 

Von 

R. Courant 
o. Professor an der Universitat Gottingen 

Erster Band 

Funktionen einer Vedinderlichen 

Mit 127 Textfiguren. XIV, 410 Seiten. 1927. Gebunden RM 18.60 

Aus dem Inhalt: 
Vorbereitungen. - Grundbegriffe der Integral- und Differentialrecbnung. - Differential- und 

Integralrechnung der elementaren Funktionen. - Weiterer Anshan der Integralrechnung. - Anwen­
dungen. - Die Taylorscbe Formel und die Anmiherung von Funktionen durch ganze rationale. -
Exkurs tiber nwnerische Methoden. - Unendliche Reihen nnd andere Grenzprozesse. - Fouriersche 
Roihen. - Die Differentialgleichungen dor einfachsten Schwingungsvorgange. 

Zweiter Band 

Funktionen mehrerer Veranderlicher 
Erscheint im Jahre 1928 

Mathematische Annalen 
Begriindet 1868 durch Alfred Clebsch und Carl Neumann 

Fortgefiihrt durch Felix Klein 
Unter Mitwirkung von 

Lu d wi g Bie berbach, Harald Bohr, L. E. J. Brou wer, 
Richard Courant, Walther v. Dyck, Otto Holder, 

Theodor v. Karman, Arnold Sommerfeld 
Gegenw1irlig herausgegeben von 

David Hilbert-Gottingen, Albert Einstein-Berlin, Otto Blumenthal-Aachen, 
Constantin Caratheodory-Miinchen 

Jahrlich erscheint etwa ein Band zu 5 Heften. 
Bis Anfang 1928 erschienen. 98 Bande. Preis des Bandes RM 68.~ 

Den M itgtiedern der Deutschen M athematiker-Vereinigung wird bei direktem 
Bezug vom Verlag ein Vorzugspreis eingeraumt 

Mathematische Zeitschrift 
Unter standiger Mitwirkung von 

K. Knopp-Tiibingen, E. Schmidt-Berlin, 1. Schur-Berlin 

herausgegeben von L. Lichtenstein-Leipzig 
Wissenschaftlicher Beirat 

W, Blaschke, L. Fejer, E. Heeke, G. Herglotz, A. Kneser, 
E. Landau, O. Perron, F. Schur, E. Study, H. Weyl 

Jahrlich erscheint etwa ein Band zu 4 Heften. 
Bis Anfang 1928 erschienen 27 Bande. Preis des Bandes RM 68.-

Den M itgliedern der Deutschen M athematiker- Vereinigung wird bei direktem 
Bezug vom Verlag ein Vorzugspreis eingeriiumt 




