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Vorwort

Auf wiederholte Anregung von seiten meiner fritheren, schon linger
in der Praxis stehenden Schiiler habe ich mich zur Herausgabe des vor-
liegenden Buches entschieden, das in der Hauptsache den Lehrgang darstellt,
den ich seit Jahren in meinem Unterrichte an der Stédtischen Maschinenbau-
schule in Leipzig verfolge.

Mit dem Buche soll dem angehenden Techniker ein Leitfaden in die
Hand gegeben werden, der bei elementarer Darstellung die vollstindige
mathematische Xntwickelung gibt. Hierauf ist besonders Wert gelegt
worden, um jedem, der iiber die elementaren mathematischen Kenntnisse
verfiigt, ein Lehrbuch der TFestigkeitslehre zum Selbstunterricht, meinen
Schiilern ein Buch zur Wiederholung, dem in der Praxis stehenden Tech-
niker aber ein schnell zu itbersehendes und vor allem leicht verstéindliches
Handbuch zu bieten. Die vorhandenen grofleren Werke sind ihrer weit-
gehenden Wissenschaftlichkeit wegen mehr fiir den Hochschultechniker
geschrieben, fiir den Mittelschultechniker deshalb teilweise zu schwer ver-
standlich, fiir den Anfénger aber fast gar nicht zuginglich. Die kleineren
Werke dagegen haben teils zu geringen, teilweise gar keinen Wert auf die
Entwickelung der Gleichungen gelegt, vielfach fehlt ihnen auch die Voll-
stindigkeit, so daB durch sie keine geniigende Ubersicht itber den Stoff
der Festigkeitslehre, soweit er von jedem Techniker gekannt und beherrscht
werden sollte, gewonnen werden kann.

Das vorliegende Buch soll daher eine wirklich bestehende Liicke aus-
zufiillen suchen, und ich glaube, daB es innerhalb der erwithnten Kreise
auch seinen Zweck zu erfilllen imstande ist. Besonders wird die Auf-
gabensammlung mit ihren zahblreichen und gewdhlten Beispielen aus dem
praktischen Maschinenbau und der Baukonstruktion, nebst den beigefiigten
Erliuterungen aus der Maschinenlehre zu selbstindigen Ubungen anregen.



VI Vorwort.

Sollte das Buch, wie ich hoffe, eine beifillige Aufnahme finden, so
beabsichtige ich auch noch die Herausgabe eines zweiten Buches, das die
zusammengesetzte Festigkeit, soweit sie praktischen Wert hat, in moglichst
vollstéindiger Weise behandelt.

Fir die freundliche Mithilfe bei der Durchsicht der Korrekturbogen
von seiten meines lieben Kollegen, des Herrn Oberlehrer Engelmann,
spreche ich hiermit meinen Dank aus.

Leipzig, im November 1905.

Ernst Wehnert.
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Einleitung.

Wéhbrend die Lebre von der Statik und der Dynamik, als 1. und
2. Teil der Mechanik, sich mit den Bedingungen und Gesetzen des Gleich-
gewichtes und der Bewegung der Kérper beschiftigen, befaB3t sich die Lehre
von der Elastizitit, als 3. Teil der Mechanik, mit der Forminderung der
Korper.

Mit der Elastizititslehre eng verkniipft ist die Festigkeitslehre, der
die Aufgabe zukommt, die Abmessungen und Formen der Korper so
zu bestimmen, daf die Forméinderungen derselben innerhalb bestimmter
Grenzen bleiben.

Unter der Festigkeit eines Korpers versteht man den Widerstand,
den der Korper infolge seiner Molekularkraft (Kohésion) der durch duBere
Krafteinwirkungen entstehenden Trennung seiner Teile (Molekiile) ent-
gegensetzt. Je nach der Art der Beanspruchung eines Koérpers unter-
scheidet man in der Regel folgende sechs Grundfestigkeiten :

1. Absolute — oder Zugfestigkeit,
Riickwirkende — oder Druckfestigkeit,
Schub- oder Scherfestigkeit,

Relative — oder Biegungsfestigkeit,
Torsions- oder Drehungsfestigkeit,

6. Knickfestigkeit.

Beanspruchen jedoch die angreifenden Krifte einen Korper derart,
dafl mehrere der vorgenannten Festigkeitsarten gleichzeitig auf denselben
einwirken, so spricht man auch noch von zusammengesetzter oder kombi-
nierter Festigkeit.

O o

Wehnert, Festigkeitslehre. 1



Erster Abschnitt.

§ 1. Allgemeines iiber Zug- und Druckfestigkeit.

1. Liingen-, Querschnitts- und Spannungsinderung.

a) Beansprucht eine Kraft P, wie Fig. 1 zeigt, einen Korper auf
Zug, so verlingert sich dieser Korper unter Einwirkung der Kraft P von

7/{7//// /// / //

Refesrs

der urspriinglichen Lénge 1 auf die Linge 1,;
gleichzeitig findet aber auch in Querschnittsrich-
tung eine Zusammenziehung (Kontraktion) statt,
wobei sich der anfingliche Durchmesser d auf den
Durchmesser d, vermindert. Die Verldngerung oder
Ausdehnung A des Korpers ergibt sich somit aus

1. i=1 —1
und die Kontraktion oder Zusammenziehung aus
2. d=d—d,.

Bezeichnet nun noch s die auf einen qmm
Querschnitt entfallende gleichmiBig verteilte Kraft
in kg zu Beginn der Belastung, s, dagegen die
gleiche Kraft nach eingetretener Ausdehnung, so
ergibt sich die auf einen qmm kommende, infolge
der Querschnittsverminderung sich ergebende Be-
lastuugs- oder Spannungserhdhung ¢ zu

9 —_— —
3. 0=s5 —s.

b) Beansprucht eine Kraft P einen Korper, wie Fig. 2 zeigt, auf
Druck, so tritt infolge dieser Krafteinwirkung eine Verkiirzung des Korpers
von der urspriinglichen Lénge 1 auf 1, ein, wobei gleichzeitig in der Quer-
schnittsrichtung eine VergroBerung vom anfinglichen Durchmesser d auf

d,; eintritt.

Die Verkiirzung A des Korpers ergibt sich somit zu

1. A=1—]



§ 1. Spaonung. Bruchmodul. Elastizitit, Tragmodul. 3

und die VergréBerung des Durchmessers aus
2. 0=d,—d

Bezeichnet s wieder die sogenannte Spannung (d. h. die Beanspru-
chung pro gmm Querschnitt) im Anfangszustande,
s, die Spannung nach eingetretener Zusammen- ej’
driickung des Korpers, so ergibt sich die Span-
nungsverminderung ¢ zu

3. o0=s8—s5,.

¢) Der Vergleich der unter a und b
genannten FErscheinungen zwischen Zug- und
Druckwirkung zeigt, dafl die Umkehrung der
Kraftrichtung auch die Forménderungen des
Koérpers umkehrt. %

Wird somit die Richtung der ziehenden Fig. 2.
Kraft als positiv und die der driickenden Kraft
als negativ bezeichnet, so lassen sich die -oben genannten, je drei fiir
Zug und Druck giiltigen Gleichungen zu folgenden drei Gleichungen zu-
sammenfassen :

<o
le—

fer o
N

e .
Ly
=T

i

]

]

i

&

!

{
s

N
I

N

A=+0-H . . ... .. .1
d=+d—dy) . . . . . . . . 2
6=+, —s) . . . . . . . . 3

2, Spannung. Bruchmedul.

Wie bereits vorher gesagt, versteht man unter Spannung die durch
die innere Festigkeit des Materials widerstehende Belastung in kg, mit
der ein prismatischer Korper vom Querschnitt 1 qmm oder 1 gem (z. B.
ein Vierkantstab) in Richtung seiner Lingsachse beansprucht werden kann.
Wirkt die Belastung so auf den Korper ein, daf die inneren, dieser Be-
lastung widerstehenden Krifte senkrecht zum Querschnitt gerichtet sind,
so bezeichnet man die Spannnng als Normalspannung im Gegensatz zu
der in § 11, Abs. 2 genannten Schubspannung, bei der die Kraftrichtung
mit jener des Querschnittes zusammenféllt. Die Belastung aber, die nétig
ist, den genannten Korper von 1 qmm oder 1 gem Querschnitt zu zer-
reiBen oder zu zerdriicken, nennt man den Bruchmodul.

3. Elastizitiit und Elastizititsgrenze. Tragmodul.

Wie bereits Fig. 1 und 2 gezeigt haben, besitzt jeder Korper die
Eigenschaft, unter der Einwirkung #uflerer Kriifte eine Anderung seiner
Gestalt zu erfahren und mit dem Aufhoren dieser Einwirkung die erlittene
Forménderung mehr oder minder vollstindig wieder zu verlieren.

Insoweit er die erlittene Forminderung wieder verliert, d. h. zuriick-
federt, wird er als ,,elastisch¢¢ bezeichnet.

1*



4 1. Abschnitt.

Ist die Riickkehr in die urspriingliche Form eine vollstiindige, so
nennt man den Kérper ,,vollkommen elastisch¢.

Diese Eigenschaft hat nun kein Korper, jedoch kann man annehmen,
daB fast alle Korper innerhalb bestimmter Grenzen eine mehr oder weniger
vollkommene Elastizitit besitzen; diese Annahme fithrt zum Begriff der
Elastizititsgrenze, worunter man diejenige Grenze versteht, bis zu der eine
Kraft einen Korper so belasten, bezw. ausdehnen oder zusammendriicken
darf, daB nach Beseitigung der Kraft die aus ihrer Liage gebrachten
Molekiile wieder in ihre frithere Lage zuriickkebren, d. h. also, daB der
Korper keine bleibende Formanderung erfihrt.

Hieraus ergibt sich, daB bei allen in der praktischen Technik vor-
kommenden Konstruktionen die Belastung eines K&rpers nur so grof} zu
wahlen ist, daB er bis hochstens zur Elastizititsgrenze ausgedehnt oder
zusammengedriickt werden kann.

Diese Hochstbelastung nennt man den Tragmodul im Gegensatz zu
dem sub 2 genannten Bruchmodul, die beide fiir jedes Material verschieden
und durch praktische Versuche zu ermitteln, bezw. festzustellen sind.

Die bei praktischen Ausfiithrungen maBgebende Belastung darf jedoch
auch diesen Tragmodul nicht erreichen, sondern betrigt zumeist nur das
1/3- oder 1/sfache desselben.

4. Proportionalitiitsgrenze.

Die infolge der Belastung eines Korpers eintretende Verlingerung
oder Verkiirzung (allgemein Dehnung genannt) richtet sich nun ganz nach
der Grofle der Belastung, und zwar wird die Dehnung gréBer werden,
sobald die Belastung groBer ist und umgekehrt; diese Eigenschaft haben
alle Materialien miteinander gemein.

Eine Reihe von Materialien besitzt aber noch die weitere Eigen-
schaft, daB bis zu einer gewissen Belastung eine Proportionalitit zwischen
Dehnung und Spannung besteht, d. h., nimmt die Belastung pro Flichen-
einheit (die Spannung) etwa um gleiche Teile zu, so nimmt auch die
Dehnung in gleicher Weise zu. Die Grenze, bis zu welcher der propor-
tionale Zusammenhang zwischen Dehnung und Spannung besteht, nennt
man Proportionalititsgrenze. Wird diese Grenze tberschritten, so wéchst
die Dehnung bei sonst gleichbleibender Belastungszunahme immer mehr
und mehr, bis endlich der Bruch selbst eintritt.

Die beistehende Fig. 3 gibt eine bildliche, d. h. graphische Dar-
stellung des zuletzt beschriebenen Zusammenhanges zwischen Dehnung
und Spannung. Es mégen A die bei Zug sich ergebenden Verlingerungs-
zunahmen und P die zugehorigen Belastungen bezeichnen, Diese trage
man im beistehenden Koordinatensystem in beliebigem MaBstabe auf der
Ordinatenachse, die durch die Belastungen sich ergebenden Dehnungen
dagegen in einem grofer zu wihlenden MafBstabe auf der Abszissenachse



§ 1. Proportionalititsgrenze, 15

auf. Verbindet man nun die simtlich aufgetragenen Punkte miteinander,
so erhilt man die Belastungskurve OP.S. Wie ersichtlich, verliuft diese
Kurve bis zum Punkte P, als Gerade,
womit bildlich die Proportionalitit zwischen o
Verlingerungen (Dehnungen) und Bela- !
stungen (Spannungen) gekennzeichnet ist. S L s 8
An der Stelle P, ist also die Proportio- &~~~/ T
nalititsgrenze, wozu die Belastung OP,, i :
und die Ausdehnung OP,, gehéren. o !
Wird nun die Belastung OP, iiber-
schritten, so neigt sich die Belastungskurve
von der Geraden OP, nach rechts etwa
bis zum Punkte S, was eine Dehnungszu-
nahme bedeutet. Von der Stelle S an
beginnt das Strecken oder Fliefen des
Korpers, weshalb man diese Grenze bei
Zugbeanspruchung als die Streck- oder Fig. 3.
FlieBgrenze, bei Druckbeanspruchung als
FlieB- oder Quetschgrenze bezeichnet hat. Die zu der FlieBgrenze ge-
hérende Belastung ist dann OS, , die zugehorige Verlingerung aber gleich OS,.
Die Fig. 4 zeigt bei Zugbeanspruchung die Fortsetzung der Be-
lastungskurve von der FlieBgrenze S an. Diese Kurve lauft zunichst
eine Strecke nahezu
parallel und steigt J
hierauf langsam an |
bis zum Punkte B, an
welcher Stelle die
Hochstbelastung OB,
bei einer Langenzu-
nahme gleich OB,
vorliegt; diese Bela-
stung nennt man die
Bruchbelastung, ob-
gleich an dieser Stelle
der Bruch noch nicht
eintritt.
Der Bruch tritt

'S,

_;___),_~__¢_______l

— _1~_4 e — e e

vielmehr erst an der o)
Stelle R ein und Fig. 4.
zwar bei einer gerin-
geren Belastung OR,, bei einer Lingendnderung OR,.

Die Fig. 5 zeigt bei Druckbeanspruchung den Verlauf der Be-
lastungskurve an. Auch hierbei ist in gleicher Weise wie bei Zug eine
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Proportionalititsgrenze und FlieBgrenze vorhanden. Eine weitere allgemeine
Ubereinstimmung liegt aber in der Form der Belastungskurve nicht mehr
vor, denn der Verlauf der-

A P selben von der FlieB- oder

e,‘oag 99_ \’EJ*?‘ !0  Quetschgrenze Q an ist eine

wesentlich andere als bei
Zughbeanspruchung.

Die Bruchgrenze B
fiir Druck ist nur bei spré-
den Stoffen, z. B. GuBeisen,
Stein, Zement u. a., deutlich
erkennbar, wihrend zihe
und verhéltnismidBig weiche
Korper, wie Blei, Kupfer,
FluBeisen ete., nicht zum
Bruche gebracht werden
kénnen, da sie sehr grofie
Formverinderungen unter
Druckbeanspruchung ~ ver-

Fig. 5. tragen, ohne daf irgend ein

Anzeichen von Bruch auf-

tritt. Bei diesen Kérpern kann man die Belastung sehr stark steigern,

ohne einen Bruch zu erzeugen, wie das der von B aus dargestellte weitere
Verlauf der Kurve andeutet.

Wihrend also bei sproden Kérpern der GiitemaB-
stab von der Bruchgrenze B abhingig gemacht wird, gilt
; bei zdhen Korpern die fiir den Konstrukteur wichtige
Quetschgrenze Q, bei der das Material anfingt, unter
der Belastung in erheblichem MafBe nachzugeben.
ke Bei der Zugbeanspruchung eines Kérpers erklért
| sich die geringere Belastung an der Bruchstelle daraus,
ERE daB, wie Fig. 6 zeigt, an der Belastungsstelle B der
i II 4 Korper eine Einschniirung erleidet, wodurch sich der
‘ Querschnitt wesentlich verringert.

Zur Bestimmung der Bruchfestigkeit oder Bruch-
r spannung oder, was dasselbe ist, des Bruchmoduls miiBte

streng genommen der an der Bruchstelle verminderte
Querschnitt f; in Rechnung gesetzt werden, der jedoch
sehr schwer bestimmt werden kann. Mit Ricksicht darauf
setzt man an dessen Stelle den genau bestimmbaren,
Fig. 6. urspriinglichen Querschnitt f ein, was nur im Interesse
der groBeren Festigkeit des Materials liegt.




§ 2. Die Zug- uud Druckfestigkeit. {

Die Querschnittsverminderung eines auf Zug beanspruchten Korpers
dritckt man am besten durch das Verhdltnis aus:

£
P=F 4
oder in Prozenten des urspriinglichen Querschnittes:
f —f
P=100(1——%>=100ff ! 5

Zweiter Abschnitt.

Zug und Druck.

§ 2, Die Zug- und Druckfestigkeit.

Ist ein Korper von beliebigem Querschnitte nach Fig. 7 oder 8 auf

Zug oder Druck beansprucht und verteilt sich die Kraft P gleichmiBig
tiber den ganzen Querschnitt, so ist ohne weiteres einzusehen, daB die
Querschnittseinheit (d. i. 1 qmm oder

Wi 1 qem) um soviel mal weniger belastet
W ist, als Einheiten auf den Querschnitt
&0 kommen. ,
Bezeichnet also s die im § 1,

l Abs. 2 angegebene Belastung der Quer-
schnittseinheit bis zum Bruch und hat

der Querschnitt des Kérpers f Einheiten,
so ergibt sich die Gesamtbelastung Py,
die den Korper zum Bruch fiihren
J CAEEPEE L wiiede, aus

PBr =1, S,

Fig. 7. Fig. 8. d. h. die Kraft P ist proportional dem

Querschnitte f,
Bei der Elastizititsgrenze wiirde eine Belastung Py von
PE =f.¢o

erforderlich sein, wenn ¢ den Tragmodul bezeichnet.

Da nun im angewandten Maschinenbau, so wie in anderen technischen
Gebieten, kein Korper bis zum Bruch und auch nicht bis zur Traggrenze
beansprucht werden darf, sondern eine mehr oder weniger grosse Sicher-
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heit gegen beide Grenzen gewihren soll, so wird nur ein Teilbetrag der
Spannung s, bezw. ¢ in Rechnung gezogen, der dann in der Praxis unter
der zuldssigen Spannung k verstanden wird.
Bezeichnet m den Sicherheitsgrad gegen Bruch und g denselben gegen
Elastizitéit, so ergibt sich die zuliissige Materialspannung zu
k=—ud k=2 . . . . . . . . 6
m
Bezeichnet nun noch allgemein k, die zuliissige Spannung gegen Zug
und kq dieselbe Spannung gegen Druck, so schreibt sich die der Festigkeits-
rechnung zugrunde gelegte Gleichung gegen Beanspruchungen
auf Zug: P=~fk, . . . . . . . 7
auf Druck: P=fks . . . . . . . 8
Die Spannungen k, und kg, die fiir die meisten Materialien ver-
schieden sind, liegen gewshnlich unterhalb der Propotionalitits- und der
Elastizitétsgrenze und sind
1. fiir ruhende Belastung,
2, fiir wechselnde Belastung zwischen O und einem maximum,
3. fiir beliebig zwischen einem groften negativen und groften posi-
tiven Werte der Belastung, also zwischen — oder 4~ max,
erfahrungsgemiB so verschieden, dafl die beim 3. Belastungsfalle zu wihlende
Spannung das /s fache, die beim 2. Falle zu verwendende Spannung das
2/3 fache der im Fall 1 bei ruhender Belastung iiblichen Spannung betrigt.

§ 3. Dehnungskoeffizient. Dehnung. Hookesches
Gesetz. Elastizititsmodul.

Wie in § 1 bereits gesagt, verldngert oder verkiirzt sich ein Korper,
sobald er auf Zug oder Druck beansprucht wird.

Wird nun, wie Fig. 9 zeigt,

W f M ein Koérper von der Linge 1

(1 em oder 1 mm) und vom

l /g‘ -1 Querschnitt 1 (1 gem oder 1 gmm)

i i mit 1 kg auf Zug oder Druck be-
|

R

[

}4/71J

ansprucht, so verlingert oder ver-
kirzt sich der Korper um die
L=4 Strecke a.
|
i
|
¥

ant Slate

.

—_ e Y

Die fiir jedes Material durch

| @ Versuche festzustellende Erfah-

7  rungszahl ¢ nennt man den Deh-

Fig. 9. nungskoeffizienten. Er gibt also

allgemein die Léngenéinderung

eines Korpers von der Lingen- und Querschnittseinheit, unter der Ein-
wirkung der Krafteinheit, an.

P




§ 3. Dehnungskoeffizient, Dehnung. Hookesches Gesetz. Elastizititsmodul. 9

Wird nun derselbe Korper, wie Fig. 10 zeigt, nicht nur mit 1 kg,
sondern mit ¢ kg belastet, so verldngert oder verkiirzt er sich unter Be-
zugnahme auf § 1, Abs. 4, um

e=aqwo, . . . 9 GY
welche Léngeninderung man pc / i f_&
als Dehnung bezeichnet. Unter i -

dieser Gleichung versteht man
das Hookesche Gesetz.

Besitzt, wie Fig. 11 zeigt,

q. ]
——
-
\
|
1
)
'
l
|
|
=+

QI

|
der vorbenannte mit ¢ kg be- - | |
lastete Korper eine beliebige f-l/ L--L-- - é %
Lénge 1 (in em oder mm ge- " ! i
messen), so ergibt sich unter 6 ’ . 70000
der Annahme, daB die Deh- Fig. 10.

nung & an allen Stellen des
Korpers dieselbe ist, eine gesamte Lingenéinderung 4 von
A=¢l,
oder in Prozenten der urspriinglichen Linge 1 ausgedriickt, so wie es in
der Praxis vielfach gebrauchlich ist, die Dehnung J zu

6:1006:100i

1 Z
<+ — [l j l
— 100 _—,_QIT*I_) i i : 6

: . l {

nziwﬂ%—ﬁ . 10 P i /45
A I !

Setzt man in die Glei- i [ A R I |
chung fiir A den obigen Wert | - b Py
fir ¢ und fiir ¢ den Wert aus oo ! o
a1 | i | ‘ | /(/

§ 2, niamlich 0= ein, so | T x i -
o ) -

orgibt sich :g- L } i P
P ] o
l=81=a01=a¥1 ! Ly
G ’ Z 725

In dieser Gleichung bezeichnet f den Querschnitt eines mit der Kraft P
auf Zug oder Druck beanspruchten Korpers, dessen Linge 1 betrigt.

Lést man die Gleichung 11 nach P auf und setzt A=1und f=1,
so ergibt sich

pM_T1_1_p . 12
al al o
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Die Kraft E gibt den in der Technik allgemein bekannten Elastizitéits-
modul an, unter dem man nach dem vorhergehenden diejenige Kraft ver-
steht, bei der ein prismatischer, in seiner Lingsrichtung beanspruchter
Korper um seine ganze Linge ausgedehnt oder zusammengedriickt wiirde,
falls das ohne Uberschreitung der in § 1, Abs. 3 genannten Elastizitits-
grenze moglich wire, was nun freilich bei den in der Technik verwendeten
Materialien nicht der Fall ist.

So betrigt z. B. der Elastizititsmodul fiir Schmiedeeisen rund
2000000 kg, d. h, es wirden 2000000 kg notwendig sein, um einen
schmiedeeisernen prismatischen Korper von 1 gem Querschnitt um seine
eigne Linge zu verlingern oder zu verkiirzen. In Wirklichkeit wiirde
aber schon bei ca. 1500 kg die Proportionalititsgrenze, welche den im vor-
liegenden Paragraphen aufgestellten Gleichungen zugrunde liegt, iiber-
schritten und auBerdem bei etwa 4000 kg der Korper zum Bruch gefiihrt
werden.

Fir die Elastizitats- und Festigkeitslehre ist es deshalb zweckméBiger
und vor allem anschaulicher, nur mit dem Begriff des Dehnungskoef-
fizienten zu rechnen.

§ 4. Liingeniinderung durch Wiirme- und Span-
nungsinderung.

An dieser Stelle ist zunichst zu bemerken, daf der Abschnitt iiber
Langenénderung durch Wirmeiinderung eigentlich in das Gebiet der Wérme-
lehre gehort.

Da aber bei vielen Festigkeitsberechnungen auch die Temperatur-
einfliisse mitberiicksichtigt werden miissen, so ist es zweckmiBig, den vor-
liegenden Abschnitt in der Festigkeitslehre mit aufzufiihren.

a) Wird ein Korper erwirmt, so dehnt er sich aus, wird er dagegen
abgekiihlt, so findet eine Zusammenziehung statt.

Die Ausdehnung oder Zusammenziehung kann nun innerhalb ge-
wisser Temperaturdifferenzen proportional der Temperaturzu- oder abnahme
angesehen werden.

1. Wird z B. ein stab-

2 o, férmiger Korper, wie Fig. 12

i E, § %Qi  zeigt, von der Lénge gleich 1

r V—J [ x (in mm, cm oder m gemessen())
o P al f Ot und' von der Temg)er?tur t
be-w moeom feeeeomt Celsius, um 19 Celsius er-

Fig. 12. Fig. 12a. wiirmt, so dehnt sich hierbei

der Stab um ¢ aus; diese Aus-
dehnung nennt man den linearen oder Lingenausdehnungskoeffizienten,



§ 4. Liogeninderung durch Wirme- und Spannungsinderung. 11

Wird nach Fig. 13 die Temperatur t° des gleichen Stabes auf t,°

gesteigert, so betrigt die zugehoérige Ausdehnung e,
&= a(t, — t).

Da sich nun jede Stab- °ny, Ay 6 Uy
langeneinheit um gleichviel aus- i F :
dehnt, so wird sich, wie Fig. 14 !
zeigt, ein Stab von der Linge 1 .
auch 1 mal soviel ausdehnen. Fig. 18. Fig. 13a.

Es ergibt sich somit die
gesamte Ausdehnung o, ©

b=a(t, —t)l |

Bei Abkiihlung gilt dann h J‘ P
nach den Fig. 12a, 183a und = - X, --------------- *l*‘
14a, wenn t die hohere An- Fig. 14.
fangs- und t, die Endtempe- °3 %y
ratur bedeutet: [ ;

A=a(t—t)lL
Bezeichnet man zuletzt |
noch die Zunahme der Tempe- ~ /f/ _____________ a
ratur als positiv, die Abnahme Fig. 14a.
dagegen als negativ, so lassen
sich die beiden letzten Gleichungen in folgende Gleichung vereinigen:
A=t+at,—t)l . . . ... . . . 13
2. Handelt es sich dagegen um eine Fléchen- oder Korperausdeh-
nung, so laBt sich die letztgenannte Gleichung auch sofort anwenden,
wenn man nur den L#ngenaus-
dehnungskoeffizienten ¢ mit dem
zweimal so groBen Fliichen-, bezw.
dreimal so groBen Volumenaus-
o dehnungskoeffizienten und die
(’J Linge 1 des Korpers mit der
l Fliche f, bezw. dem Volumen V

5. vertauscht.

S R, 5 ! b) Wird ein Kérper nach
% |' /[, Fig. 15 auf Zug oder Druck be-
: | ; ansprucht und bedeutet ¢ die
7 7 ///;;//// 7  Anfangs-, ¢, die Endspannung,
ferner ¢ den in § 4 genannten
Fig. 15. Dehnungskoeffizienten, so ergibt
sich, wenn Zug als -}, Druck

als — bezeichnet wird, die Verlingerung oder Verkiirzung

A=+a@,—0ol . . . . . . . 14

i 7

B S

Nal !
——f
L__

v
I
|

@5
N
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§ 5. Erweiterung des Hookeschen Gesetzes.

Dem in § 8 genannten Hookeschen Gesetze ,, & = ao“ kommt, wie
die Erfahrung gezeigt hat, keine allgemeine Giiltigkeit zu, es hat somit
nur fiir eine Minderzahl von Materialien, worunter aber die fiir den Ma-
schinen- und Ingenieurbau besonders wichtigen Stoffe, Schmiedeeisen und
Stahl, gehoren.

Eine fir weitere Materialien — darunter Gufeisen, Granit, Kérper
aus Zement, Zementmortel, Beton; ferner Kupfer, Bronze, Messing u. a. —
giltige Gleichung hat 1895 der Ingenieur Schiile in dem Gesetz

g=¢g.0" . . . . . . . . . 15
gefunden.

Dieses Gesetz ist iibrigens schon im Jahre 1729 von Bilffinger
angegeben und 1822 in der Elastizititslehre von Hodgkinson erwihnt
worden.

Fiir m liegen folgende Versuchswerte von Bach vor:
fiir GuBeisen

1. fiir Zug, wenn vorher nicht belastet m = 1,083
’” ” stark ” m = 1,1
2. fiir Druck, wenn vorher nicht belastet m = 1,0685

wenn vorher noch nicht durch Druck belastet m — 1,035
" , stark durch Druck belastet m = 1,052, 1,048

fir Kupfer, fir Zug m = 1,098, 1,074,
» Bronze, , m = 1,028
» Messing, fir Zug m == 1,085
”» Leder, ” ”» m = (,7
w Zementkdrper, fir Druck m = 1,09
» Granit, 1. fir Druck m= 1,374
2., Zug m = 1,132, 1,109.

Die von Bach gemachten Versuche haben ergeben, daf in dem
Gesetz ,& = o™ fiir den Fall, dal der Exponent m groBer als 1 ist,

¢ s g
I i ,

I 1 |

! |

| | !

! 1

I ! :

] | |

| | I

I t !

1 e

5Tk [/t ¢ o T €
Fig. 186. Fig. 17. Fig, 18.

die Dehnungen & rascher wachsen als die Spannungen ¢, und fiir den
Fall, daB m kleiner als 1 ist, die Dehnungen & langsamer wachsen als

die Spannungen g.
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Also, fur m > 1 wichst & rascher als g,
y m<Z1 » & langsamer als g,
» m=1 ergibt sich das Hookesche Gesetz.
Dieses, graphisch aufgetragen, zeigt, daB, je groBer die Abweichung

des Exponenten m von der Einheit ist, um so mebr sich die Dehnungs-
kurve ,,&6 = @o™“ gegen die & oder ¢-Achse wolbt, d. h.,, wenn m > 1
ist, kehrt die Kurve der g&-Achse ijhre hohle Seite zu (Fig. 16), wenn
dagegen m < 1 ist, so kehrt sie der g-Achse ihre hohle Seite zu (Fig. 17),
und wenn m=1 ist, so erhilt man eine gerade Linie (Fig. 18).

§ 6. Gesamte, bleibende und federnde Liingen-
inderungen. MaB der Vollkommenheit (Elastizitits-
grad).

a) In dem vorangegangenen Paragraphen ist ein MaB zur Bestim-
mung der Léngendnderung eines auf Zug oder Druck beanspruchten
Koérpers fiir den Fall gegeben, daB die Belastung bestéindig wirkt. In
der praktischen Technik gibt es nun aber auch Korper, die abwechselnd
belastet und wieder entlastet werden.

Mit Bezug auf § 1, Abs. 3 erleidet ein Korper bei Belastung eine
Forminderung, die bei Entlastung mehr oder weniger wieder verschwindet.
Dem zufolge sind, wie Fig. 19 zeigt,
drei Lingendinderungen zu unter-
scheiden :

1. die gesamte Léngeninderung 2,
2. ,, bleibende ” A,
3. ,, federnde " As.

Je groBer die Belastung des
Korpers ist, um so bedeutender ist
auch die bleibende Léngen- oder
Formiinderung., Letztere darf nun
in der Regel bei Konstruktionsteilen entweder gar nicht oder nur in ganz
geringem Grade auftreten, wie bereits aus dem Gesagten im § 1, Abs. 3
hervorgeht.

Fiir die ausfithrende Technik hat deshalb die federnde und somit
auch die bleibende Lingendnderung keine oder doch wenigstens geringe
Bedeutung; dagegen ist diese Anderung fiir die Beurteilung des Materials
von grofler Wichtigkeit.

b) Ein Maf fir die Vollkommenheit der Elastizitit eines Korpers
(Elastizitdtsgrad) erhélt man in dem Quotienten

At d federnde Dehnung
T 17 gesamte Dehnung
Fir y =1 ergibt sich die frilher genannte Elastizititsgrenze.

16
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§ 7. MaBl der Zusammenziehung. Kriifte senkrecht
zur Stabachse. Gehinderte Zusammenziehung.

Wird ein auf Zug beanspruchter Korper, wie bereits im § 1, Abs. 1
gesagt und aus beistehender Fig. 20 ersichtlich ist, in der Achsenrichtung
um & ausgedehnt (siche § 3), so erfihrt er zu gleicher Zeit eine Querzu-
sammenziehung &y, die einen Teil von ¢ darstellt.
Bezeichnet m diesen Teil, so ergibt sich die Quer-
T zusammenziehung zu
| Bg=1, ... 1T

Z v /

worin m eine erfahrungsméBig zwischen 3 und 4
liegende Konstante ist.
p 1. Wirkt nun, wie aus Fig. 21 ersichtlich ist,
o auf einen aus isotropem und Proportionalititsgrenze
. besitzendem Material hergestellten Korper in einer
bestimmten Richtung, z. B. in Richtung der x-Achse,
eine Kraft P, ziehend ein, so ergibt sich die in
G dieser Richtung auftretende Dehnung

€
&x = @0y, Woraus oy = folgt.
o O

Die hierbei auftretende Zusammenziehung in Richtung der y- und
z-Achse betrigt dann je
&= _
und die Spannungen in der y- und z-Achse, also oy und ¢,, haben den
Wert Null,
2. Wirkt dagegen auf einen Korper in Richtung der y-Achse eine
Kraft Py ziehend ein, so betrigt die in dieser Richtung auftretende

Dehnung
&y . .
& = @0y, Woraus oy —:Ey sich ergibt.

Die hierbei auftretende Zusammenziehung in Richtung der x- und y-Achse
ist dann je

€
& = ?n’i,
und die Spannungen in diesen Achsen-Richtungen, also ¢x und ¢, sind

gleich Null.
3. Wirkt dagegen auf einen Korper in Richtung der x-Achse eine
Kraft P, ziehend ein, so betréigt die in dieser Richtung eintretende Dehnung

&
& = ®t0,, woraus ¢, = — folgt.
o



§ 7. MaB der Zusammenziehung. Krifte senkrecht zur Stabachse. 15

Die hierbei auftretende z. @T
Zusammenziehung in der : E

Richtung der x- und ' * @
y-Achse ergibt sich dann l Pl C’ny
zu je

&z
&g =—,

|

|

[

|

m ® ®
withrend die Spannungen Q) T : °___‘“"C-’)
in diesen Richtungen, :

ox und gy, gleich Null / A

werden. e .
4. Wirken nun die @ja o il |
genannten Krifte Py, Py e g *
und P, gleichueitig auf ® .
ein und denselben Korper @JZ Fig. 21.

ein, so betragen die resul-

tierenden, in die x-, y- und z-Achse entfallenden Dehnungen g, &, und &:

e e x

in Richtung der x-Achse, & = &g — ¥ — 2= g — ﬁﬁ,
m m m
€x &z &+ &
” ”» n Y o» EZZSY—B_EZ“:Y——T’
” ' 9y L= 83:£z—%—%=82 ex;lfl‘sy
Da nun aber & = @0y, & = @0y und & = a0, ist, so folgt:

1 |
g=a (ox % ; 03) oder %‘1:& gyj:—z, WOraus gy =—— & —|—E&,
82__a(0_y_0'x+ﬂ) ” _‘gjzoy_yi_ﬁ, ’ gy_—_ﬁ_*,_aiﬂ, 18

m a
(—a (,,z - ‘Bi&) I e ol S 8s+°x+°y
m a
Aus dem vorstehenden erklért N 3
sich auch die Eigentiimlichkeit, die | !
bereits 1863 Kirkaldy bei ZerreiB3- | E
versuchen mit mehreren aus einem E‘D B | <Y
Stiicke angefertigten Rundeisenstiiben D -~ ! i —
gefunden hatte, daB die Festigkeit : I |
bei den nach Fig. 22, Fall 3, ein- ELA» E .
gedrehten Stéiben weit groBer ist, | i
als bei den nicht eingedrehten nach ' j
Fall 1 und 2. l l7 l
Der unter dem 2. Fall ange- ef

gebene Stab ist durch Abdrehen J

des Stabes sub 1 entstanden, Fig. 22.
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Versuchsergebnisse sind:
Hiérteste Sorte Walzeisen,

1. Versuch: Stab nach Fall 1 mit D == 2,54 cm,
sz == 4560 kg pro qem; 51,00°0 Querschnittsverminderung.
Stab nach Fall 2 mit d = 1,85 cm,
s, = 4920 kg pro qem; 49,2390 »
Stab nach Fall 3 mit d = 1,85 cm,
s, = 6420 kg pro gem ; 8,03% ”
Geschmiedetes Walzeisen.
2. Versuch: Stab nach Fall t mit D = 2,54 c¢m,
s, = 5025 kg pro gem; 40,71°/o Querschnittsverminderung.
Stab nach Fall 2 mit d = 1,78 c¢m,
s, = 5020 kg pro qem; 36,0290 »
Stab nach Fall 3 mit d = 1,78 em,
s, = 6910 kg pro qem; 13,77% ”
Walzeisen,
3. Versuch: Stab nach Fall 1 mit D = 2,59 cm,
s, = 4040 kg pro qem; 47,389/0 Querschnittsverminderung.
Stab nach Fall 2 mit d = 1,80 cm,
s, = 4360 kg pro qem; 46,9190 »
Stab nach Fall 3 mit d = 1,80 cm,
8, == 4950 kg pro qem; 21,27 % »

Die im vorliegenden Paragraphen genannten Gleichungen haben nun
auch bei den auf Druck beanspruchten Korpern Geltung, denn hindert
man die Querdehnung
durch senkrechtzur Achse
wirkende Krifte, dann
kann die Achsial-Bela-
stung entsprechend ver-
groBert werden.

Ein Beispiel hier-
fiir zeigen die Fig. 23 und
24. Wihrend bei Fig. 23
/ der seitlichen Auswei-

Fig. 23. o chung der unter Druck

stehenden Platte kein di-

rektes Hindernis im Wege steht, verhindert die Spur bei Fig. 24 die
Querdehnung fast vollstindig.

Eine allerdings unbeabsichtigte Hinderung findet auch bei Fig. 23
insofern statt, als die zwischen den Druckflichen auftretende Reibung die
Querdehnung zu verhindern sucht, worauf die mittlere Ausbauchung der
Platte zuriickzufiihren ist.
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§ 8. Die Zugfestigkeit mit Beriicksichtigung des
Eigengewichtes.

Die in § 2 aufgestellten Gleichungen fiir Zug- und Druckfestigkeit
nehmen keine Riicksicht auf das Eigengewicht des belasteten Korpers, was
in der Praxis auch zumeist geniigt.

Nur in den Féllen, wo sehr lange Kérper, wie Ketten, Seile, Ge-
stinge etc.,, auf Zug beansprucht werden, ist es notwendig, das Eigenge-
wicht mit in Rechnung zu ziehen. (Siehe Fig. 25.)

Die unterste Querschnittsstelle wird, da sie auBer der Belastung P
kein Eigengewicht des Korpers zu tragen hat, einen kleineren Flichen-
inhalt erhalten koénnen als beispielsweise der Querschnitt
an der Aufhéingestelle, woran das ganze Gewicht des Korpers KMW(%
hingt. Hieraus ist zu ersehen, daB die Querschnitte, ent-
sprechend der Gewichtsverminderung, von einem gréBten an
der Aufhéingestelle gelegenen Werte bis zu einem am un-
teren Ende des Korpers befindlichen, kleinsten Werte ab-
nehmen. Die auf diese Weise entstehende Korperform nennt
man eine solche gleicher Zugfestigkeit, wie selbige in § 9 N
Erwidhnung finden soll. ‘f' T

Fiur die Praxis kommt die theoretische Korperform J
nicht zur Verwendung, weil die Herstellung schwierig und Tig. 25.
viel zu kostspielig gegeniiber der Materialersparnis ist. Wo
aber eine Querschnittsverminderung verlangt wird, fithrt man an Stelle
der theoretischen Form die aus § 9 ersichtliche stufenweise Querschnitts-
verminderung aus.

Bezeichnet nun P wieder die den Korper auf Zug beanspruchende
Belastung, G sein Gewicht und f den am meisten belasteten Querschnitt,
so ist die der Rechnung zugrunde liegende Gleichung

P+G=fk. . . . . . . . . 19
Bedeutet nun noch y das spezifische Gewicht des zur Verwendung kommen-
den Materials und 1 die Linge des Korpers, so bestimmt sich sein Ge-
wicht zu

I

Diesen Wert eingesetzt, gibt
P 4 fly = 1k,
woraus P=1fk —fly=£fk—1y
oder fzf-—lil_y folgt . . . . . . . 20

Wehnert, Festigkeitslehre. 2
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II. Abschpitt, Zug und Druck.

8 9. Korper von gleicher Zugfestigkeit.

Soll ein mit P kg auf Zug beanspruchter Korper so hergestellt wer-
den, daB an jeder Stelle des Korpers eine gleichgroBe Materialbeanspruchung

et 1

vorhanden ist, so spricht man — wie bereits in § 8
angedeutet — von einem Korper gleicher Festigkeit.

Da hierbei der Korper an jeder Stelle, ent-
sprechend seinem daran hingenden Eigengewichte,
einen anderen Querschnitt besitzt, so kommt es darauf
an, eine Gleichung aufzustellen, mittelst der man in
der Lage ist, jeden beliebig zu wéhlenden Querschnitt
des Korpers bestimmen zu konnen.

Um diese Gleichung zu erreichen, denke man
sich, wie aus Fig. 26 ersichtlich, den 1 Meter langen
Korper in eine beliebige Anzahl verschieden langer Teile
eingeteilt, die die Lingen I, 1, .. ... .. ... In
mit den zugehdrigen Maximalquerschnitten f,, f,, f,,
. . f, haben. Die Gewichte dieser Teile seien mit
Gy, Gy, Gs, . . . . Gy bezeichnet.

Nach den Ausfuhrungen des § 8 ergibt sich

dann fiir die einzelnen Q,uerschmttsstellen £, f5, f5, . ..

1. f{.k=P4 G =P+,

2
3.
4

. k=P4 G, + Gy —P+f L.y+1,.1
k=P Gyt Gyt Gy P by oyt fy ey .
A k=P+ G+ G+ G+ Gy =P+ 1 .].y+1.1. 7+

+f3 3‘7+f dyey

n. fn.k;:P—}—G1+G2—i—-G3+G -+ .+ Gy=P4f .1 .y}
+ . L.y y+1 1. y+ ..... + .y
Aus Gleichung 1 ergibt sich nun:

woraus

fik—Ly=P

Diesen Wert in Gleichung 2 eingesetzt, gibt:

woraus

fg(k—lgy):P(1+k_117> Py

P
k=P byt hly,

k

k

folgt.
(& =1y k—1Ly &

oder f, =P
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Setzt man diesen Wert in Gleichung 3 ein, so ergibt sich:

P k
fg k—P‘l‘k 1?’+ k—lly)(k——127)127+f3137’

woraus
kly
fy (k—1 (1 2 )
( 3= +k"117 (k—1p)(k—Ly)
—P (k—ll?’)(k—]27)+117(1{_]27)+k127
k—1L 7k — Ly

P ke
k=L k—ly)

k
oder f; =P 2 _
Pk —Ly) (k=1 (k — L)
Setzt man nun diesen Wert in Gleichung 4 ein und verfihrt man so
weiter, so ergibt sich in analoger Weise:

”

hervorgeht.

f,=P k?
P (k—1y) (k— 1) (k —Lgp) (k —1)
f, =P K
O k=1 k—1Ly) k—l) (k — L) (k — L)
kn—l
f,=P :
k—Lypk—Ly)k—1yk—Ly....... (k—lny)

Multipliziert man nun den Zihler und Nenner dieser letzten allgemein
giiltigen Gleichung noch mit k, so ergibt sich

¢ P kn
Thkk—Lnk—Lyk—lLy)k—Ly....... (k —Lyyy
Werden nunmehr noch die Teile des Korpers gleich grof gemacht,
also l =L=L=,=..... =l,= % , so lautet die letzte Gleichung

P k» p 1

fmr o T

k 1 \r 7k 1 \r
(k=5 ¥ (1—5%7

Da ferner nach einem algebraischen Satze:
(1-{-L )n—e‘lgy und (1 L ) = ¥
nk?) T Tk’ €
fiir n = oo ist, so ergibt sich der Maximalquerschnitt eines durch die Kraft
P und sein Eigengewicht G belasteten Korpers zu
P

fn = k— . ek y . . . . . . . . . 21

worin e = 2,71828 . ... .. die Basis des Logarithmus naturalis bezeichnet.
2*
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Diese Gleichung besagt, da der Kérper gleicher Zugfestigkeit, wie
Fig. 27 zeigt, als Form der Begrenzungslinie eine logarithmische Linie hat.

Fiir einen beliebigen, im Abstande x vom
unteren Ende des Korpers aus gelegenen Quer-
schnitt f hat man die Gleichung

X
fle\).eiy

k 22

Fiur den Abstand x =o0, d. h. fir die
unterste Querschnittsstelle, nimmt diese allgemein
giiltige Gleichung wieder die Form der bereits
im § 2 aufgefilhrten einfachen Zugfestigkeits-

X
gleichung an, denn die Potenz ek’ erhalt fir

x =0 den Wert 1.

§ 10. Anwendung der Zug- und Druckfestigkeit
auf Hohlzylinder und Hohlkugel.

Die Berechnung der Wandstirken von Rohren und Hohlkugeln ist
abhingig von der GroBe des Innendruckes p; oder des AuBendruckes p,.
Ist dieser Druck nicht allzu hoch, d. h. liegen geringe Wanddicken vor,
go geniigt zu deren Bestimmung die einfache Zug- oder Druckfestigkeit.
Hierbei wird dann angenommen, daB sich die Materialspannung iiher den
ganzen tragenden Querschnitt gleichmiBig verteilt, withrend dieses in Wirk-
lichkeit nicht der Fall ist. Die Spannung nimmt¢ z. B. bei Innendruck
von innen nach aussen ab, und umgekehrt verkleinert sie sich bei AufBlen-
druck von auBen nach innen. Die Spannungsdifferenz kann aber seines
geringen Betrages wegen bei schwachen Wandungen vernachliissigt werden,
wie dieses auch in folgender Entwickelung geschehen ist.

a) Rohre mit innerem Druck.

1. Das in Fig. 28 dargestellte Rohr kann uuter der Einwirkung
des Druckes auf die beiden Stirn-
wiinde einen Querril erleiden. Es
mufBl deshalb der Rohrquerschnitt
darauf hin, wie folgt, bestimmt
werden.

Bezeichnet P, den gegen
die Stirnwand ausgeiibten Druck,
pi den Innendruck in Atmosphé-
ren, d; den lichten Durchmesser
des Rohres und d; die Wandstirke

Fig. 28. desselben, so ergibt sich
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2
der Innendruck: P, =f;.pj= d‘4n . Pis

die Zugfestigkeit: P, =f; .k, = d;w d, . k,, sobald d; der Ein-
fachheit halber mit dem mittleren Durchmesser gleichgesetzt wird.

Fig. 29.

Aus den beiden Gleichungen folgt nun durch Gleichsetzen

di27t k]
T.pi:dindl.kz,



22 II. Abschnitt. Zug und Druck.

woraus di = ﬂﬁ
Pi 93
di 1 Pi
Oder (51 = 4 k 1‘ k‘ d

folgt.

2. Das Rohr kann, wie Fig. 29 zeigt, unter der Einwirkung des
Druckes auf die Umwandung einen LéngsriB erhalten.

Um eine Ubersicht iiber die Hohe des die Rohrwandung bean-
spruchenden Druckes P, zu bekommen, denke man sich die Wandung in
schmale Léngsstreifen von der Breite by, b,, b, etc. und der gemein-
schaftlichen ILinge 1 zerlegt, so werden dieselben infolge des radial ge-
richteten Innendruckes mit den Normaldriicken p,, p,, ps, etc. beansprucht,
Bedeutet nun p; wieder den Atmosphirendruck, so ergeben sich die letzteren
Driicke aus p;=1% .pi=Db;1.ps,

p2=f2.pi:b2l.l’)i,
Rszfg-Pizbsl-I_)i’

Zerlegt man nun diese Normaldriicke in Horizontal- und Vertikal-
komponenten, so heben sich die ersteren gegenseitiz auf, wihrend die
Summe der letzteren die die Rohrwandung beanspruchende Kraft ergibt.

Nach den in der Figur eingeschriebenen Beziehungen ergeben sich
nun die Vertikalkomponenten zu:

Pvy =p; . cos @, = b, 1 p;.cosa,,
Pva = Py - €08 @y = b, 1 p; . cos a5,
p.v3=p3.c<?sa3=b3lpi.c(.)sa3,

Der Gesamtdruck P, ergil;t sich dann zu

Po=py+pratDes+ -0 = 3 pv,
P,=b,1p;.cose + bylpj.cosa, +bglpi.coses+....=Z(blp;.cosa),
P,=1pi(b, cos@, + bycosa, +bycosas 4+ ..... ) =1p;i X(bcosa),
Po=lpi(u +petpus+ ..o oo oo ) =1p 3

Da aber die Zu den lichten Durchmesser d; des Rohres bildet, so
ergibt sich
der Inmnendruck: P,=d;l.p;, . . e .. 24
die Zugfestigkeit: P, =1, . k, =214, k
Beide Werte gleichgesetat, hefert
dilpi:2162 kz,

woraus d; = %
Pi 25
oder 8, =_oPg
er dg =3 k,

hervorgeht.
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Der Vergleich der Wandstirken d, und J, 148t erkennen, daB das
Robr in der Langsrichtung eine doppelt so groBe Wandstérke erfordert
als in der Querrichtung. Fiir praktische Rechnungen. hat man deshalb
den groBten Wert d, zu benutzen, der dann mit Ricksicht auf die Her-
stellung, Abnutzung und die Wirkung des Eigengewichtes der Rohre noch
um eine Erfahrungskonstante ¢ vergroBert wird, die nach Weisbach betriigt:

¢ = 3 mm bei Schmiedeeisen,
¢c=19 , , GuBeisen,

¢ =4 , , Kupfer
c=5 , , Ble

c=4 , , Znk.

3. Kommen Rohre in Anwendung, die einen hohen Innendruck,
bezw. eine groBe Wandstirke haben, so kann man zu deren Bestimmung
die folgenden mit Hilfe der hoheren Analysis entwickelten Gleichungen
von Bach benutzen :

—a, mG F(m—2)p :d_VE+o,4pi

mk, — (m - 1) p; k, — 1,3 p;’
Jd= 26
L k, +04pi k, + 04
(d, — ) = = 2 bi St K UEDi
2(a i) 2<d k—13P1 d1>— ( k — 1,3 ps 1]d;.

In derletzten Gleichung bedeutet m = —; das bereits in § 8 genaunnte

Verhaltnis der Léngsdehnung zur Querzusammenziehung. Der Druck p;
kann von etwa 10 Atm. angehend gedacht werden.

Im dbrigen sind nur solche Verhiltnisse méglich, wofiir

p1< ks oder ]:i'—— 0,77.
m—l-lkm bezw. k m—|~1

Allgemein ist pi= <

z

b) Spezialgleichungen fiir Dampfkessel und Zylinder.

Die im vorangegangenen Abschnitte a angegebenen Gleichungen
konnen auch zur Bestimmung der Wandstirken bei Dampfkesseln und
bei Dampfgebldse-, Pumpenzylindern ete. benutzt werden, Man hat hier-
bei mit Riicksicht auf die Herstellung und Abnutzung oder, wie es bei
Zylindern der Fall ist, auf Nachbohrung erfahrungsmiBige Zuschlige zu
geben, auf Grund deren sich in der Praxis verschiedene Rechnungsweisen
herausgebildet haben. Zur Erlduterung mdgen folgende Beispiele dienen.

1. Die Wandstéirken neuer Dampfkessel miissen nach den Ham-
burger Normen von 1898 so bemessen werden, daf bei dem héchsten



24 II. Abschnitt. Zug und Druck.

Betriebsiiberdrucke die Zugspannung des Bleches an der schwiichsten Stelle
nicht mehr als ﬁ der Bruchspannung gegen Zug betriigt.
Bei Anwendung doppelt gelaschter Nihte darf die Zugspannung bis

1
zu - der Bruchspannung des Bleches betragen. In PreuBien sind zurzeit:

1 1
noch statt — und i durch den Ministerialerla vom 28. November 1897

)

1 1 .
5 und is vorgeschrieben. -
Die der Rechnung zugrunde gelegte Gleichung ist die vorher fiir

einfache Zugfestigkeit aufgestellte Gleichung

Ip 1p.m
= |-+ = -- d Ce e ...k
J (Jkd> 2s.¢ 27
woraus p= 2059 folgt.

md
Hierin bedeutet
p den groBten Betriebsiiberdruck in kg pro qem,
d den inneren Durchmesser des Kessels in em,
s die Bruchspannung des Materials gegen Zug in kg pro gem,
m = 4,5 bezw. 4 den Sicherheitsgrad gegen Bruch,
¢ das Verhiltnis der Festigkeit der Nietnaht zu der des vollen
Bleches.

Die Blechdicke darf jedoch nie geringer als 0,7 em genommen
werden. Auch ist zu erwiigen, ob je nach den ortlichen Betriebseinfliissen
ein Zuschlag von 0,1 bis 0,3 cm und mehr zu machen ist. Notwendig
ist ein solcher, wenn die Rechnung eine Blechdicke unter 1 cm ergibt.
Firr das Festigkeitsverhéltnis kann bei Dampfménteln mit ein-, zwei- und
dreireihiger Uberlappungsnietung gesetzt werden

@ = 0,56, 0,70, 0,75.

Die Festigkeit gut geschweiBter, als auch mittelst Uberlappung ge-
schweiBter Nihte kann zu 0,7 der Festigkeit des vollen Bleches in Rech-
nung gesetzt werden.

2. Die Wandstiirke kann man auch nach v. Reiche mit Hilfe der
einfachen Festigkeitsgleichung berechnen, der Sicherheit halber hat man
aber die zuldssige Beanspruchung des Kesselbleches mit 500 kg pro gem
anzunehmen. Die Rechnung wird dann mit einer 2 Atm. gréBeren Dampf-
spannung durchgefithrt, als die wirklich vorhandene groBte Uberdruck-
spannung betriigt.

Die hierauf beziigliche Gleichung lautet dann

1 p42
d=5. P —dte, . ... .. 28
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worin ¢ ==3 mm als erfahrungsmaBiger Zuschlag fiir SchweiB- und weiches
Flufeisen und FluBstahlblech zu gelten hat. Die Materialspannung fiir
FluBstahlblech kann mit etwa 700 kg pro qem zuldssig angenommen
werden,

3. Die Wandstiirke von guBeisernen Dampfzylindern berechnet man
nach v. Reiche auch nach der letztgenannten Gleichung, und zwar mit
einer zuldssigen Materialspannung von 130 kg pro gem.

Der groBte Dampfiiberdruck wird bei liegenden Zylindern um 2 Atm.,
bei stehenden Zylindern, die eine geringere Abnutzung erfahren, um 1,5 Atm.
innerhalb der Rechnung vergréBert.

Die Wandstiirke wird dann mit Riicksicht auf die wiederholte Nach-
bohrung beim liegenden Zylinder um 15 mm, beim stehenden dagegen
nur um 10 mm vergroBert.

4. Die Wandstiirken der Dampf- und Pumpenzylinder kann man in
gewdhnlichen Fillen auch nach den folgenden Erfahrungsgleichungen be-
stimmen :

Pumpenzylinder:

1
0= %d + 1 cm, wenn stehend gegossen

1 29
0= Ed -+ 1,2 em, wenn liegend gegossen

Dampfzylinder:

1
J= 30 d -+ 1,3 cm, wenn stehend gegossen

1 30
0 == 10 d 4 1,5 em, wenn liegend gegossen

¢) Rohre mit duBerem Druck.

1. Werden Rohre von auflen auf Druck beansprucht und ist ein
Flachdriicken oder Einbeulen der Wandung und bei grofier Liinge eine
Knickung der Rohre nicht zu befiirchten, so kann man sie bei verhiltnis-
miBig geringen Wandstéirken nach der bereits in Abschnitt a aufgestellten
Gleichung berechnen. An Stelle der Zugbeanspruchung k, tritt hier die
durch den AuBendruck p, hervorgerufene Druckspannung kg, der lichte
Durchmesser d; wird durch den AuBendurchmesser d, ersetzt. Die Glei-
chung hat dann die Form

__1pa
3 — g k’d - da . . 5 . . . . . . 31
2. Die Wandstirken der Dampfkesselflammrohre werden auch nach
der von Bach entwickelten Gleichung
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bestimmt,

d
1

(R - I~ I - B~

II. Abschnitt. Zug und Druck.

_ D d a
Hierin bedeutet
den inneren Durchmesser des Flammrohres in c¢m,
die Lénge des Rohres oder die grofite Entfernung der wirk-
samen Versteifungen voneinander in cm, wobei als solche
Versteifungen neben den Stirnplatten auch Winkeleisenringe
mit einem Abstand derselben vom Flammrohre von etwa 25
bis 30 mm, ferner Flanschverbindungen der einzelnen Flamm-
rohrschiisse mit zwischengelegten Flacheisenringen und Gallo-
wayrohren darstellen,
die Blechdicke in em, wobei d stets > 0,7 em sein mubB,
den groBten Betriebsiiberdruck in kg pro qem,
= 100 fir liegende Rohre mit iiberlappter Léngsnaht,
70 ,, stehende ,, » ” ”
= 80 , liegende Rohre mit gelaschter oder geschweil3ter
Léngsnaht,
= 50 , stehende Rohre mit gelaschter oder geschweiiter
Léngsnaht,

l

einen Zuschlag, der mit entsprechenden Abrundungen zu setzen ist:
¢ = 0,15 cm, je nachdem p = 0 bis 5 Atm,,

¢ = 0,1 em, ,, ” p = 6 Atm,
¢ = 0,05 ¢m, ,, ’ p= 1 Atm,
¢c =0 cm, ” p > 7 Atm.

3. Im dbrigen kann man die Wandstirken der auf hohen Aufen-
druck beanspruchten Rohre, sofern ein Einknicken derselben nicht zu
erwarten ist, auch nach den folgenden Gleichungen von Bach bestimmen,
die ahnlich den im Abschnitt a fiir hoben Innendruck aufgefiihrten Glei-
chungen lauten.

mkd 7 kd
ahd]/mkd— (2m— 1)p, = d /kd—1,7pa’
! TR
—la—n=t(a) g . 33
1 kq
’ *§(Vm”l>di‘

d) Hohlkugeln.

Auch hier hat man Innen- und Auflendruck zu unterscheiden. Handelt
es sich aber um geringe Wandstirken und ist bei AuBendruck ein Ein-
beulen der Hohlkugel nicht zu befiirchten, so kann man die Wandstérke
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— da nur Querrisse méglich sind — bei Innen- als auch bei AuBendruck
geniigend genau nach der im Abschnitt a, 1 dieses Paragraphen aufgestellten
Gleichung

6——_—1—d.........34

berechnen.
Bezeichnet daher
pi den Innendruck in Atm.,
p. den AuBendruck in Atm.,
p: die Zugspannung des Materials,
kg , Druckspannung des
d; den lichten Durchmesser der Hohlkugel,
d, ,, dubBeren ” ’
so ergibt sich, unter Beachtung des in Ab%chnlt a, 2 angegebenen er-
fahrungsmiBigen Zuschlags ¢, die Wandstirke ¢

1. bei Innendruck zu

a—lp‘d+c,. ... 3
2. bei AuBendruck zu
1 Ppa
624kdd—{——........36

3. Bei verhiltnismiBig grofen Wandstirken kann man zu deren
Bestimmung die folgenden, von Bach aufgestellten Gleichungen benutzen.
1. fiir Innendruck:

3 ;S —
& — d 2mk, 4 2(m — 2)p; — 4 k, 4+ 0,4 p;
a = T 2mk, — (m 4 1) p; "V k,— 0,65p;°
1 'I<‘4—04p1

— (d, — di) = = B N il TN B 37

o= ya—ai= (o] Eigh )

k, 4 0,4 p;

» = — ——1]d;.
(Vk — 0,65 p; 1> !

Moglich sind hierin nur solche Verhiltnisse, wofir

k Pi
§ <7 2% oder £1 <~ 1,54 ist.
pl< 0,65 oder kz< b4

2. fiir AuBendruck:

3 2 m kg 3 ka
da=d; ; =& |/t r
2mky — 3 (m— 1)pa kg — 1,05 pa
[
1 1 kg

= (dy —d) == |di |/ —— — 38

2( a l) 2 ( de - 1,05 pa dl)

3
1 kg

" -5 1 AP d.’
<Vka~1 05 pa 1) '
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worin nur solche Verhéltnisse moglich sind, wenn

k .
Pa << 1—’(—)(15— oder gi < 0,95 ist.

Dritter Abschnitt.

Schub.

§ 11. Allgemeines iiber Schub- oder Scherfestigkeit.
1. Schiebung cder Gleitung.

Ist ein Korper, wie Fig. 30 zeigt, eingespannt und wird er an seinem
freien Teile von der Seite, d. h. senkrecht zu seiner geometrischen Achse,
durch eine gleichméaBig verteilte Kraft P
beansprucht, so wird er an der Be-

— festigungsstelle a—h abgeschnitten, ab-

- geschoben oder abgeschert. Bevor jedoch
—> eine Abscherung eintritt, wird eine mehr
—la b

oder weniger grofle gegenseitige Ver-

schiebung der Querschnittselemente ein-
// treten, die in #dhnlicher Weise — wie
7 bei Zug und Druck — eine Dehnung

zur Folge haben wird.

Fig. 30.

Um nun einen Begriff von der Verschiebung zu erhalten, denke

man sich in Fig. 31 einen Wiirfel an seiner untersten Fliche fest ein-

e)_r 5 g g gespannt und mit einer in der oberen

4 ' Flache wirkenden, gleichméBig verteilten

Kraft P beansprucht, so wird sich die

obere Fliche ADEF nach A D, EF,

verschieben, wobei der urspriinglich rechte

Winkel ABC um den spitzen Winkel
ABA, = Xy verkleinert wird.

Diese Winkeldnderung ist aber be-
stimmt durch

)

t _£é1
7= "AB




§ 11,

wofiir unter der Voraussetzung, daf es sich nur um kleine Anderungen

handelt,
1, _ “:_‘:!‘ = v
gy iB 7

gesetzt werden kann, wobei y im Bogen-

mafl zu messen ist.
Wird nun nach Fig. 32 die

Wiirfelseite AB =1 gesetzt, so gibt
der Quotient
AA, AX

—— L —AA, . 39
AB

Y=

1
aber auch zugleich die Verschiebung
an, welche die obere Fliche gegeniiber

der unteren, unter der vorher genannten
Aus diesem

Allgemeines iiber Schubfestigkeit: Schiebung

Schubspannung,

29

A
/Irl /,’
/1 i
/ ,2-—* A
I /]
/oy au
/i N
/ H / H
1 To 1] |
J o ,’g’dl 9| A
i i | ! !
| ! H
| ] / ll
’1 l’ /I !
i/ /
| 1/ f
! !/ H
1V
Y =
Fig, 32,

Beanspruchung, erfihrt.
Grunde wird die Anderung 7 des urspriinglich rechten Winkels auch als
spezifische Verschiebung oder kiirzer als Schiebung oder Gleitung bezeichnet.

2. Schubspannung.
Der vorher (in Fig. 32) genannte und der Betrachtung unterzogene

Wirfel sei jetzt ein Bestandteil desin Fig. 33 dargestellten festen Korpers,

707




30 III. Abschnitt, Schub.

und es nehme .dieser Wiirfel unter der oben in Fig. 30 vorausgesetzten
Krafteinwirkung die bereits beschriebene Verschiebung an, so versteht man
unter der Schubspannung diejenige Kraft, mit der sich die in der oberen
Wiirfelfliche ADETF anschlieBenden Korperteile (Molekiile), infolge ihrer
durch die Kohision bedingten inneren Festigkeit, der genannten Verschie-
bung bis zur Lage A,D,E,F, widersetzen, oder, mit anderen Worten ge-
sagt, man versteht unter der Schubspannung eines Kérpers diejenige Kraft
in kg, die, in Richtung des Querschnittes angreifend, auf 1 gem oder
1 gmm desselben einwirkt.

Die Schubspannung unterscheidet sich daher von der in § 1, Abs. 2
genannten Normalspannung dadurch, daf} die erstere Kraftrichtung in die
Querschnittsebene hineinfillt, wihrend die letztere senkrecht zum Quer-
schnitt gerichtet ist.

§ 12. Die Schub- oder Scherfestigkeit.

Wie im § 11, Abs. 1 bereits gesagt, liegt eine Inanspruchnahme
eines Kérpers auf Schub vor, sobald er von einer #uBeren, gleichmiaBig
verteilten Kraft senkrecht zur Achsenrichtung beansprucht wird, die, wie
hierselbst erweiternd hinzugefiigt sein soll, durch eine gleichgroBe Gegen-
kraft ersetzt werden kann, deren Richtung mit der geféihrlichen Quer-
schnittsrichtung zusammenfillt.

Erfiillt erscheint die letzte Voraussetzung beispielsweise nur in dem
Augenblick, wo die in Fig. 34 dargestellten Scherblitter einer Metall-
schere gerade das zu
schneidende Werkstiick
berithren. In der Praxis
trifft jedoch auch dieses
nicht zu, weil die Schnitt-
flichen einer Schere nie-
mals genau in eine
Ebene fallen konnen,
sondern in mehr oder
weniger geringer Entfer-

Fig. 34. Fig. 35. nung aneinander voriiber-

gleiten. Dadurch ergibt

sich aber schon bei Beginn des Schneidens neben der Schubbeanspruchung

auch noch eine Beanspruchung auf Biegung, die nun um so gréBer wird,
je tiefer die beiden Scherblitter, s. Fig. 35, in das Material eindringen.

Aus vorstehendem ist daher geniigend ersichtlich, daB praktisch
niemals eine Schubinanspruchnahme allein auftreten kann, sondern daB sie
stets von einer Biegungsanstrengung begleitet sein wird, die aber ihrer
Geringfiigigkeit wegen in den meisten Fillen vernachlissigt werden kann.




§ 12 u. 13. Die Schubfestigkeit. Schubkoeffizient, Schubelastizititsmodul. 31

Daraus ergibt sich aber auch noch weiter die Tatsache, daBl die im
§ 11, Abs. 2 definierte, im gefdhrlichen Querschnitte auftretende Schub-
spannung nicht in allen Querschnittseinheiten die gleiche sein wird, sondern

verschiedene Werte haben muss.

In der Folge sei jedoch angenommen, daB die genannte Schub-
spannung — bei der in gleicher Weise, so wie es bei der in § 2 genannten
Normalspannung der Fall war, eine Bruch-, Elastizitits- und praktisch

zuldssige Spannung zu unterscheiden ist — fiir jede Querschnittseinheit
Bezeichnet man die konstant bleibende Span-

denselben Wert habe.
nung bis zur Bruchgrenze mit s, bis zur Elastizitéitsgrenze mit ¢ und bis
zur praktisch zuléissigen Grenze mit kg, so ergibt sich das der Schub- oder
Bcherfestigkeit zugrunde liegende Gesetz auf gleiche Art, wie bei der im
§ 2 aufgefithrten Zug- und Druckfestigkeit, ndmlich

Py, = f.sq, bis zum Bruch,
Pg =1f.7, , zur Traggrenze, 40
P =1{f.k, , zur praktisch zuldssigen Grenze,

wobei wieder zwischen den Spannungen die Beziehungen bestehen
41

ky = und ks =~
m u
sofern m und g die Sicherheitskoeffizienten bezeichnen. Fiir kg gilt auch

noch das im § 2 firr k, und kg Gesagte.

§ 13. Fortsetzung des Paragraphen 11.
1. Schubkoetfizient. Schubelastizitiitsmodul.
Wie im § 11, Abs. 1 gesagt, verschieben sich die Querschnitte eines

Korpers gegenseitig, sobald er auf Schub beansprucht wird.
Wird nun, wie Fig. 86 zeigt, beispielsweise ein Wiirfel von der

Kantenlinge 1 ecm oder 1 mm mit 1 kg auf Abscherung beansprucht,

gl

~f By 70 -
b A =i Tl
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Fig. 36. Fig. 37.
so verschiebt sich die obere Fliche gegeniiber der unteren um die Strecke g,
die man als den Schubkoeffizienten bezeichnet hat. Dieser Koeffizient
stellt ebenso, wie der Dehnungskoeffizient bei Zug und Druck, eine fiir
jedes Material durch Versuch zu ermittelnde Erfahrungszahl dar.
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Wird nun derselbe Wirfel, wie Fig. 37 zeigt, nicht nur mit 1 kg,
sondern mit ¢ kg auf Abscherung beansprucht, so verschieben sich die im
Abstande 1 voneinander entfernten Flédchen um die Strecke y, die nach
Sie bildet nun in der Form
. 42

§ 11, Abs. 1 die Schiebung darstellt.
7=p8-7
eine mit dem im § 3 genannten Hookeschen Gesetz uberemstlmmende

Gleichung.
vorbenannten Korpers einen Abstand von 1 em oder 1 mm, so ergibt sich
nach Fig. 38, unter der Annahme, daB die
1 Schlebung y innerhalb eines gewissen Span-
/ nungsgebietes an allen Stellen des Korpers
,/ konstant ist, eine gesamte Verschiebung
/ ’ i Setzt man in diese Gleichung den
1 | obigen Wert fir 7 und fir v den Wert aus
§ 12, nidmlich v = I ein, so ergibt sich die
Elastizitatsgleichung gegen Schub zu
Pl
. 43

Besitzen die beiden mit # kg beanspruchten Flichenelemente des

A\l

T~
T
1
]

~——nd

i
!

i
!
!
i

l':’;?.l::ﬁ'[.l:ﬂ?.l:ﬂ i
Y. - Z

Fig. 38, worin f den Querschnitt eines mit der Kraft P

auf Schub beanspruchten Korpers bezeichnet,

Lost man die letztgenannte Gleichung nach P

44

\

dessen Lénge 1 betrigt
auf und setzt =1 und f =1, so ergibt sich
f
_ A L1 1 .
gl gl B
Die Kraft G bezeichnet den in der Technik allgemein bekannten

Schubelastizititsmodul

Im iibrigen sei hier noch auf die Ubereinstimmung der vorstehenden
Gleichungen mit den im § 3 fiir Zug und Druck genannten aufmerksam

gemacht.
2. Paarweises Auftreten der Schubspannungen
Infolge der im § 11, Abs. 1 auftretenden Schiebung, der, um das
Gleichgewicht zu erhalten, eine entsprechende Gegenwirkung von seiten der
Nachbarelemente zur Seite treten muB, tritt nunmehr die Frage auf, wie
sich die beziiglichen Beanspruchungen auf die Nachbarelemente verteilen,
bezw. unter welchen Bedingungen Gleichgewicht hergestellt wird.

Zu diesem Zwecke denken wir uns ein unendlich kleines Parallel-

epiped aus einem auf Schub beanspruchten Korper herausgeschnitten, das
ist. Alle inneren Krifte,

in der Fig. 39 zur Darstellung gebracht worden ist
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welche auf die das Korperelement begrenzenden Schnittflichen wirken,
koénnen hierbei als #uBere Krifte aufgefaBt werden, die in Verbindung
mit den auf die Masse wirkenden Kriiften im Gleichgewicht stehen, so daBl
auch unter anderem das Gesamtmoment fiir eine beliebige Schwerpunkts-
achse, z. B. die Achse A — B, den Wert Null erhalten muB.

Da man nun die auf die 6 Begrenzungsebenen des Korperelementes
entfallenden Krifte sich in den einzelnen Schwerpunkten der Flichen
wirkend vorstellen kann, so ist aus der Figur zur Geniige ersichtlich, daB

1. die senkrecht auf die 6 Begrenzungsflichen wirkenden Krifte, die
Normalspannungen entsprechen, nichts zu einem zur Schiebung
des Korpers notwendig gehérenden Drehmomente beitragen, da sie
entweder — wie bei den Flichen f; und f, — in die Achsen-
richtung A— B fallen oder — wie bei den Flichen £, f, f; und fg
— die Achse A —B schneiden und somit keinen Hebelarm, woran
die fraglichen Kriifte angreifen konnten, ergeben.

2. Von den innerhalb der Flichenelemente gelegenen, d. h. in der
Richtung derselben wirkenden Kriften kommen aber auch die
Flichen f; und f, zur Momentenbildung nicht in Frage, weil diese
Krifte ebenfalls die Achse A — B schneiden.

3. Da nun aber auch der Schwerpunkt S des Korpers auf der Achse
A —B liegt, so tragen auch die Massenkréafte nichts zur Bildung
eines Momentes bei.

4, Fir die Bildung des fraglichen Momentes kommen demnach nur
noch die Krifte in Frage, die in der Richtung der 4 Flichen
f, f, und £, f; wirken.
Zerlegt man nun aber
diese Krifte parallel
und senkrecht zur Achse
A —B, so tragen auch
die parallel zur Achse
A — B gerichteten Kom-
ponenten nach dem
unter 1 Gesagten nichts
zum Momente bei, so
daB nur noch die aus
der Figur zu ersehenden
senkrecht zur Achse ge-
richteten Komponenten
7, und 7, bezw. 7, und 7, als wirkende Krifte tbrig bleiben.
Diese Krifte ergeben sich nach Fig. 39 zu

P =f,.7, =ab.z,
Py=1 .7, =ac.z,

Fig. 39.

Wehnert, Festigkeitslehre. 3
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P/'=f .7/=ab.7’=ab(g + A)

Py =1, .7y =ac.1y, = ac (7, + 4,),
die, wie Fig. 40 zeigt, folgende Momente hervorrufen
c b
M1=Pl§, M2=P2§,

M, =P, % M, = P,’ _g
Da nun, um Gleichgewicht zu erhalten, die Summe dieser Momente,
bezogen auf die Achse A —B, gleich Null sein mul, so ergibt sich die Gleich-
gewichtsbedingung
M—M+M'—M/'=0
b

c b ¢
oder PIE—P2§+P1'§_P2'§=0
s abr, S —aor, ) 4 ab (6 + 4) S — s+ 4) o=0

» aber, —aber, + aber, 4-abed, —aber, —abed, =0
w T— Tt T+ — T —dp=0

» 2% — 2%y + A, — 4, =0.
Vernachlassigt man nun noch die unendlich
d‘: kleinen Krifte 4, und 4,, deren Differenz ja auch
unendlich klein ist, so ergibt sich
@j” 27, = 21,,
‘ woraus T = %, . . . . . 4b
folgt.

Dieses Resultat besagt, daBl die Schubspan-
nungen niemals einzeln, sondern immer paarweise
so auftreten, daB sie senkrecht zueinander gerichtet
und gleichgro8 sind.

Hiernach 1iBt sich folgender Lehrsatz aus-
sprechen :

@f ' Legt man innerhalb eines Korpers zwei ein-

\N ander senkrecht schneidende Ebenen, so sind die

@j: Schubspannungen fiir zwei Flichenelemente der

Fig. 40. beiden Ebenen, die zu einem Punkte ihrer Schnitt-

geraden gehdren, senkrecht zu dieser, einander

gleich und entweder beide nach der Schnittgeraden hin gerichtet oder
beide von ihr abgewandt.

i
|
|
|
3
1
i
-2 e
|
I
)
i
|
|
|
|
l

]
Y

3. Schiebungen und Dehnungen.

Um einen Zusammenhang zwischen der Verschiebung der Fasern
und der dadurch veranlaBten Dehnung zu erreichen, sei, unter Bezugnahme
auf § 1, Abs. 3, zuniichst darauf aufmerksam gemacht, daB auch bei Be-
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anspruchungen auf Schub, in analoger Weise wie beim Zug und Druck,
die Elastizitdtsgrenze nicht iiberschritten werden darf.

Zur Veranschaulichung des genannten Zusammenhanges diene Fig. 41
In derselben sei
ein dem auf Schub

beanspruchten

Korper zugehoren-
des Parallelepiped
aus der urspriing-

AT
lichen Lage ABCD %@ﬁ/y
in die Lage iy e,

A,BCD, verscho-
ben worden. Hier-
bei hat die Dia-
gonale 1 eine Ver- /
lingerung, bezw. 4
Dehnung um die {7

Strecke A erfahren, Fig. 41.
so daB die neue

Diagonale 1, nach der Verschiebung

L,=1+14
A=l —1

\H\HJHHH
AN

N

N

betriigt, woraus sich dann

ergibt.
Die Strecke A hat sich, wie Fig. 42 zeigt, konstruktiv so ergeben,
daB mit der neuen Dia- .
gonale 1, = BD, von B A
aus ein Kreishogen be- \(’\' g:
schrieben worden ist, der Q )
die verléingerte urspriing-
liche Diagonale 1 == BD
im Punkte F' schneidet.
Da nun die Strecke F D,
sehr klein ist, so kann
das Dreieck DFD, als
ein rechtwinkliges Drei-
eck angesehen werden,
woraus dann folgt:

-

2

/

.

@ iz

B

A= DTI . COS (. Pl 42
Aus dem rechtwinkligen Dreiecke BCD ergibt sich ferner
|_OD
sin ¢’

*

(V-]
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und nach § 3 die Bezichung
A=c¢l,

woraus e=1 folgt.

Setzt man in diese Gleichung die Werte fiir A und 1 ein, so ergibt
sich die Dehnung & zu:

DD, .cosg IE*D1

e=—_—" = __*.cos@.sing*
) G @ .sing*)
sin ¢
,,=D_A%.l.sm2(p
Ch ¢2

Weiter ergibt sich aus dem rechtwinkligen Dreiecke CDD, die
Schiebung % nach § 11, Abs. 1 zu
oD,

j/:i

CD
so daB dieser Wert, in die vorstehende Gleichung eingefiihrt,

| Yo
g== 7.§.sm 2(,‘0:———;;/ sin 2¢

ergibt,

Die Dehnung & erreicht nun fir (p=%=45 9 womit die qua-

dratische Form des vorliegenden rechteckigen Korpers bedingt ist, seinen

groBten Wert
1

2

Die zweite Diagonale AC des quadratischen Querschnittes erféihrt
hierbei gleichzeitig den kleinsten Dehnungswert, bezw. den gréBten Wert
der Zusammendriickung in dem Ausdrucke

1_ . - 1_
emax=§7sm2.45°= '7.1:59/ . . . . 46

1.
2O ¥

[

1.
Emin=——=78in.2,450 == —

B

[\

NB. Die Gleichung ,,émax =% 7, woraus ,,7 < 2 &mayx folgt®, besagt,

daB der zulissige Schiebungswert 7 hochstens doppelt so groB sein darf
als die noch &uBerst zuldssige Dehnung é&p,y.
Fihrt man nun noch in die letzte Gleichung die zuldssige Zug-
spannung nach dem in § 3 aufgefiihrten Hookeschen Gesetze
*) sin (¢ + @) = sina.cos § + cos &. sin g,
sin (o + ey ==sin «. cos & -+ cos ¢ . sin g,
sin2¢ =2sin . cos g,

. 1 .
s1na.cosa=:§.sm2a.
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&max = @k,
und nach dem gleichen Gesetz aus § 13
?zﬁks
die zuléissige Schubspannung ein, so ergibt sich
’77 < 2 &max
oder 8.ks < 2ak,,

woraus ks?2g-kz o )
folgt.

Dieser letzte Ausdruck setzt allerdings voraus, daB das vorgelegte
Material isotrop ist und daf die Dehnungs- und Schubkoeffizienten & und
g als konstant angesehen werden konnen.

4. Beziehung zwischen Dehnungs- und Schubkoeffizienten.

Auf den in Fig. 43 dargestellten Wiirfel von der Seitenléinge s =1
wirke eine Normalspannung ¢ ein; hierdurch wird der Wiirfel in das
in Fig. 44 dargestellte Parallelepiped iiber-
gehen, wobei, wie bereits in § 1, Abs. 1 G
und § 7 gesagt, sich die Korperseiten in * g

|

der Kraftrichtung ausdehnen, senkrecht
dagegen verkiirzen. I 5
Die urspriingliche Wiirfelseite AB =3 | lger. ///
wird hierbei um & verlingert, so da | O
AB =s-+teg= 1_—1— & betriigt; die an- 2 / \‘:‘{ﬂ\@
dere Wiirfelseite AD = 1 verkiirzt sich g 4;,% -
—_ : e 1N
hierbei um sq:—.i, so dafl die kiirzer Y p%/ i e
gewordene Seite A|D, =s —g=1— G
Fig. 43.

&
— betragt.
m g

Beim Wiirfel sehlossen die beiden Diagonalebenen AC und BD
einen rechten Winkel ein, der sich unter der Krafteinwirkung ¢ um den
Winkel y geiindert hat. Dieser Winkeléinderung entspricht eine Verschie-
bung, beispielsweise des Punktes A der Diagonalebene A C, gegeniiber der
anderen Diagonalebene BD von

. FM
tg7=7=ﬁ,
1

wobei A;F senkrecht FM gerichtet ist.

Die siimtlichen Fasern im Innern des Wiirfels sind also bis zur
vollstéindigen Querkontraktion verschoben; die Verschiebungen der Fasern
unter sich sind aber ganz verschieden.
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Das mittlere MaB der Verschiebungen kann nun in die Diagonal-
ebene BDEG verlegt gedacht werden, die mit der Wiirfelseite den Winkel

G)
&
]
]

&, ? 9
| S N /
; N /
i /)\% \\L /
| NI N’

! 0 (/d
i \/;S\\\: /,’
w TOTNA
+ i\
7 /!
é »».}Io\ /// ; \\\\
A
i L GT‘ 1A
A * e
i
CH
e ) —E gy oo

Fig. 44,

¢ =450 ————g einschlieBt.  Infolge der
Ausdehnung aber ist dieser Winkel um
% kleiner geworden, sofern man daran

denkt, daB die Verschiebung 7 sich auf
den Diagonalrichtungswinkel von 90° be-
zogen hat. Es hat deshalb der Winkel ¢,
den Wert

—p—t —4y VT _ 7
h=F =By
Da nun nach Fig. 44
T
1. tgg, = =21 oder, die obigen
gP1 A.B, g

Werte eingesetzt,

Ty l—i
%ﬁ”ﬁ=tﬁ

und nach einem trigonometrischen Satze *)

7T
tgz — tg

4

7 74
2

1———th

7T
wels )=

1-%%%jgg 1+1.@% 14

DO R)| b0 1)

ist, so folgt aus diesen beiden Gleichungen

*)

7 ¢

. m
7 14e’
2

sin (e —p) _sine.cosg-—cosa.sing

tg (e —f) =

cos (@ — f) cosa.cosg-+ sina.sing

Zihler und Nenner mit ,cos . cos g“ dividiert, gibt
sin a cos § — cos a sin g

cos q cos f§

tg (e — §) =

¢os & €08 § + sin ¢ sin g

cos ¢ cos @

sin a cos g

cos ¢ sin g8

COS@ CoS 3 COS @ CoSf tga—1tg8

cosa cos g

singsing 1+4tge.tgs’

cos ¢ cos 8

cosa Cos 8
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oo (1Tt 9= (=) (4

oder 1+€—%—Z£=l+g—§—%§
. e —l.e=22_:_ 27
erhilt,  Vernachlissigt man noch die durch die Produkte ?2— & und I—E%
dargestellten, unendlich kleinen Werte, so ergibt sich in dem Ausdrucke
=7 — i
woraus 7—£+~ g.mA¢ m_'Ll.e e .. 49

m m

folgt, eine Gleichung, die eine
allgemeine Beziehung der Ab-
béngigkeit zwischen einer Ver-
schiebung und Dehnung darstellt.

Wird nun weiter, wie Fig. 45
zeigt, der oben genannte Wiirfel
in der Diagonalebene BD aus-
einander geschnitten, so ist, im
Interesse des Gleichgewichtszu-
standes, eine auf die Diagonal-
ebene wirkende Normalspannung
6y, desgleichen eine in der Rich-
tung der Diagonale wirkende
Schubspannung ¢ anzubringen,
mit deren Hilfe sich die beiden
Gleichgewichtsbedingungen .

L o, +o; =0, Fig. 45,
2. 0,—0,=0

ergeben. Die Spannungen ¢; und ¢, entwickeln sich aus den gleich-
schenkligen Dreiecken zu

(fo00)? = (f101)° + (f,0,)F = 2(f; 6y)?,

woraus
(fo00)2  fo0, d.1.6, V2.0,
Ulz : g —3F —= 3 — = I =00
21, f, V2 1%.y2 V2
und
(for)? = (£30,)% 4 (f305)® = 2(f,05)%,
woraus

e for _d.t.o_y2w
Oy = 2f,2 T sz§_ 1/ V2 =7 folgt.
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Setzt man die Werte in die Gleichgewichtsbedingungen ein, so
erhilt man eine Beziehung zwischen der Schub- und Normalspannung,
némlich

1.6, +1=0,
2. 6p—71=0,
woraus 20, =g
¢
und g, =3 folgt.
Da nun Gy =T ist,
. ¢
so ist auch T =5

Dieses Spannungsverhiltnis in die im § 3 und § 13, Abs. 1 auf-
gefithrten Elastizitatsgleichungen
&= @0, bezw. 7 = Bt eingefiihrt, gibt
7 ¢ 1 ¢
i ==
Setzt man in diesem Ausdrucke noch den Wert fiir 7 aus der
Gleichung 49 ein, so erhdlt man in der folgenden Gleichung eine Be-
ziehung zwischen dem Schub- und Dehnungskoeffizienten, namlich
m-1
———.&
m 1

=m.£, woraus sich m—+—1.2a:(3
8 2 a m

1
oder ﬂ_—_—_2m+a........50

m

ergibt,

Da nun die Konstante m nach § 7 eine erfahrungsméBig zwischen
3 und 4 liegende Zahl bedeutet, so bestimmt sich der Schubkoef-
fizient g zu

‘8223—;1(1 biS

41
i

4 . 5
2 =2§a bis 21&

_ 8 5
” T 3a ” 2“ 51
,=267Tc, 25a

und der Dehnungskoeffizient ¢ zu

3 .. 2

o =gh bis 36 } ... . . . b2
»=0,3758 bis 0,4.

Bestimmt man auBerdem noch aus der letzten Gleichung das Ver-
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haltnis < und fithrt es in die im Absatz 3 des vorliegenden Paragraphen

entwickelte Gleichung 48 ein, so erhiillt man

¢ wm
g 2m+1)
— . — m = m
Z9 k. = k,, 53
und k”<2p’kz<22(m—|—1)kz<m—}—1
woraus fiir m = 3 bis 4
— 3 4
< k
k§,<3_|_1kz bis IFie
— 3 . 4
”<Zkz bis gkz 54

» < 0,75k, bis 0,8k,
folgt. Dieses Verhiltnis ist nun der im § 12 genannten Schubfestigkeits-
rechnung zugrunde zu legen. Am meisten verwendet man bei praktischen

Rechnungen
ky=—08%k, . . . . . . . . . bb

Vierter Abschnitt.

Biegung.

§ 14. Die Biegungsfestigkeit.

1. Vorgang beim Biegen. Bestimmung des Grundgesetzes.
Trigheits- und Widerstandsmoment.

Wird nach Fig. 46 ein prismatischer Korper, z. B. ein Balken oder
dergleichen, mit dem einen Ende fest eingespannt, wihrend das andere
Ende durch eine Kraft P belastet ist, so wird der Balken, wie F ig. 47
zeigt, eine Biegung erfahren, wobei die oberen Fasern des Balkens eine
Verlingerung, die unteren Fasern dagegen eine Verkiirzung erleiden,

Den Verlingerungen entsprechen Zug-, den Verkiirzungen Druck-
spannungen, die in den #duBeren Fasern am groBten sind, woselbst auch
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die groBten Dehnungen auftreten. Nach dem inneren Teile des Balkens
zu nehmen die Dehnungen immer mehr ab, bis schlieBlich eine Faser-
schicht NN kommt, die weder verlingert noch verkiirzt, sondern nur ge-
bogen ist. Diese Schicht nennt man die neutrale Faserschicht, in der weder
Zug- noch Druckspannung herrscht.

Jeder durch den Korper gelegte Querschnitt schneidet die neutrale
Faserschicht in einer Linie NN, welche die neutrale Achse des Quer-
schnittes genannt wird.

Ein in der Léngsrichtung des Balkens und zwar in Richtung der
Biegungsebene ausgefiihrter Schnitt schneidet die neutrale Faserschicht
NN in einer Linie, die als elastische Linie bezeichnet wird. Die Gestalt
dieser Linie ist fiir das MaB
der Durchbiegung des Balkens be-

stimmend.

% P— r—

e S T -

Tig. 46.

Fiir die weitere Betrachtung sei nach Fig. 46 fiir einen beliebigen, im
Abstande x vom freien Ende des Balkens aus gelegenen Querschnitt A B
M;=Px
das sogenannte biegende oder #ulere Moment, dem, sofern der Balken
nicht zerstdrt werden soll, die im besagten Querschnitte auftretenden Mo-
mente der Zug- und Druckspannungen geniigend Widerstand leisten miissen.

Werden nun die letzten Momente — die mit m,, m,, mg, . . . .
fiir Zug, mit m;, myy, myy ete. fiir Druck bezeichnet sein mdgen —
innere Momente genannt, so ergibt sich die Gleichgewichtsbedingung
zwischen dem #uferen Momente My = Px und den inneren Momenten zu

Mx=m1+m2+m3+ ..... -&-ml—l—mu—f—mm—{— .....
n n

y =23Im-4 [E]m .
1 I

Fir dic aus Fig. 48 ersichtlichen Faserschichten f,, f,, f; etc. auf
der Zugseite und f;, fj, fiy ete. auf der Druckseite, in denen die Zug-
spannungen k,, k,, k; etc,, bezw. Druckspannungen ky, ki, kyyp ete. auf-
treten, ergeben sich die zugehorigen Momente
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2, fiir Druck:

m =7p; .7 =k .y mp =p .7 =1 ky .y
my, =Py -1y =fp ky . 7 my; =pyy - = fu kn - qu
r‘_‘s:Ps-?k:fa }is-ﬁs Iflm=P1H-f7m=fnllfnl-mu

1. fur Zug:

M{y) = Pn] - Nin) == Liny Kin - g

[n]
Ly Tk Em =" kyn + fukygyn 4
F kg ... ! + fkm 4+ - - -

mnzpn-"?n=fnkn-77u

VL]
g

-

or

e

©

-

= gy e

Fig. 48.

Werden diese Werte in die oben genannte Gleichgewichtsbedingung

eingesetzt, so ergibt sich

My=fi kg +hkenptfhkygy4 .. ... +
+frkig 4+ fukpqu + fom ke pre -+ - - - - .

Da nun weiter nach § 8 Proportionalitiit zwischen Dehnung & bezw.
Verlingerung oder Verkiirzung 4, und Spannung besteht, ferner die aus
Fig. 48 ersichtlichen Forméinderungsdreiecke dhnlich sind, so folgt, bei Be-
zeichnung der in der oberen Faser herrschenden zuléssigen gréBten Zug-
spannung mit k, und der in der untersten Faser auftretenden Druck-

spannung kq,
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auf der Zugseite: 1. A;:4, =k, :k, | hoido=ky:k, | 43:4,=Kk5:k, etc.
2 Aida=m e, | Agidy =15t lgzlzzrquel »

woraus man kitk,=1m:e, kyik,=1,:e, kyik,=1n5:e,

oder k, = k_Z_ﬁ k, = 131;_173 ky = _155_173 .
& & €

erhilt.

Auf der Druckseite ergibt sich in gleicher Weise
ky. kq. k
I L XD

’

€2 2 €2 '
Die Spannungswerte, in die Gleichung fiir My eingefiihrt, geben

Mfzg%?m,+gﬁ@nr+fﬁ%qy+:“..+
kd” '1711+ fmr——fm+ - . ...
, :%f(f17712+f2q22+f3n32+ ..... )+
+ Ea (fI i+ fume® + fopm® - .. )
_k

”» Z\f 2+kd\‘t2

el 1

Der Ausdruck ‘f172 d. h, die Summe aller Produkte aus den Faser-
querschnitten und den Quadraten ihrer Abstinde von der neutralen Achse,
wird das Trigheitsmoment des Querschnittes genannt, das in der Folge
mit ® bezeichnet werden soll.

Mit dieser Bezeichnung lautet dann die allgemeine, d. h. fur

jedes Material giiltige Biegungsgleiuhung
@1 _!“ - @ . . . . . . . 56

Kann nun die zulissige Zug- oder Druckspannung — S0 wie es
bei den zumeist aus Schmiedeeisen oder Stahl hergestellten Maschinen- und
Eisen-Konstruktionsteilen annéhernd der Fall ist — als gleichgroB ange-
sehen werden und wird hierbei immer mit der ungiinstigsten Spannung
gerechnet, die stets die Zugspannung sein wird, so folgt, wenn k; diese
Spannung bezeichnet,

0, 0
MZM&H7%=WW+W%....M
1 2/

worin W, das sogenannte Widerstandsmoment des Querschnittes auf der
Zugseite, W, das Widerstandsmoment auf der Druckseite bedeutet.
Bezeichnet nun noch ,W = W, -}- W,« das Widerstandsmoment des
ganzen Querschnittes, bezogen auf die neutrale Achse NN, so ergibt sich
die das Grundgesetz der Biegungsfestigkeit darstellende Gleichung
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Mx:kb.W:kbg, . . . . . . . b8
worin e die Entfernung der &uBersten, am meisten beanspruchten Faser
darstellt.

In Worten lautet das Grundgesetz:

Fiir jeden Querschnitt eines gebogenen Korpers besteht zwischen den
duBeren und inneren Kriiften Gleichgewicht, wenn die algebraische Summe
der Momente aller &uBeren Kréfte, bezogen auf die neutrale Achse des
Querschnittes, gleich ist dem Produkte aus der gréfiten Spannung und
dem Widerstandsmomente des Querschnittes.

Das Trigheitsmoment und somit auch das Widerstandsmoment a8t
sich fiir alle mathematisch bestimmten Querschnitte ermitteln.

Das Grundgesetz dient
1. in der Form: M = Wk, zur Ermittelung der Tragkraft eines ge-
gebenen Korpers,

2. in der Form: W= --, zur Ermittelung der Dimensionen eines

k’

Korpers fiir eine gegebene Belastung und

3. in der Form: k =, zur Bestimmung der groBten in einem ge-

w
gebenen Kérper auftretenden zulissigen Spannung, bei Bekannt-
sein der Belastung.

NB. Im allgemeinen fillt der Wert W verschieden aus, je nachdem
man das Trigheitsmoment @ durch den Abstand e, der am meisten ge-
zogenen Faser oder durch den Abstand e, der am meisten gedriickten
Faser teilt. .

Demzufolge hat man auch von jedem Querschnitte zwei Widerstands-
momente zu unterscheiden, bei deren Benutzung dann auch die zulissige
Zug- oder Druckspannung einzusetzen ist. Der kleinste auf diese Weise

erhaltene Wert zwischen ,,eQ k, = W, k, und g) kg = Wyka“ ist bei hierauf
1 2
beziiglichen Rechnungen zu verwenden.

2. Lage der neutralen Achse,

Damit die vorher genannten Abstinde e, und e, bei jedem Quer-
schnitte bestimmt werden kénnen, ist die Kenntnis der genauen Lage der
neutralen Achse notig. Diese Achse wird sich nun bei der Biegung offen-
bar ganz von selbst so legen, daRl die Summe aller Zugkrifte auf der
einen Seite gleich der Summe aller Druckkrifte auf der anderen Seite ist
oder, mit bezug auf die Fig. 48 und 49, daB die algebraische Summe
der auf den Querschnitt A B wirkenden Krifte gleich Null wird.
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n [n]
Also Sp—2p=0 oder kiirzer

1 1
Sp=0.
Da nun aber nach Fig. 48 eine beliebige Faserkraft, z. B. p,, den
Wert f k, hat, und andererseits k, :li? war, so ergibt sich die Summe

der Faserkrifte zu

Da ferner der Wert _]g — weil vom Material und Querschnitt ab-
héngig — niemals Null sein kann, so muB
Jfp=0

sein, d. h. die Summe der statischen Momente in bezug auf die neutrale
Achse muf8 gleich Null sein, was aber die Bedingung dafiir ist, daB die

neutrale Achse — weil der

& Querschnitt, darauf bezogen,

] im Gleichgewicht sein soll

P — durch den Schwerpunkt

%/"“}' {Fﬁ‘—‘ des Querschnittes hindurch
—\ . 'P’:— 0) geht,

2 P ) % Hieraus ist zur Ge-
‘“Pﬂ} S niige ersichtlich, daB das
~— s Material auf die Lage der
a neutralen Achse keinen Ein-

Fig. 49. fluB hat, sie also nur ganz

allein von der Form des
Querschnittes und der Art der Belastung abhéangt. Teilt z. B., wie
in der vorstehenden Betrachtung angenommen worden ist, die Kraft-
ebene einen Querschnitt symmetrisch, so steht die neutrale Achse senk-
recht zur Kraftebene.

3. Durchbiegung des auf Biegung beanspruchten Korpers.
Kriimmungshalbmesser. Elastische Linie.

Zur Beurteilung des Materials und zur Kontrolle der sub 1 zu be-
rechnenden Dimensionen ist es von besonderer Wichtigkeit zu wissen, welche
Kriimmung oder Durchbiegung ein durch #uBere Krafteinwirkung auf
Biegung beanspruchter Balken erfihrt, um danach die Dehnung, bezw. die
Verlingerung oder Verkiirzung der oben genannten Fasern beurteilen zu
konnen, damit die Elastizitit nicht tiberschritten wird.

Bezeichnet in Fig. 50, 1, den Abstand der beiden im unbelasteten
Zustande parallel angenommenen Querschnitte AB und A, B,, so wird sich
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infolge der Belastung des Korpers der Querschnitt A, B, aus der parallelen
in die geneigte Richtung A1B! einstellen und mit der Richtung AB den
Winkel ¢ einschlieBen. Wihrend sich hierbei die oberen Fasern ver-
lingert, die unteren dagegen verkiirzt

haben, hat die in der neutralen Faser W

liegende Strecke 1, keinerlei Léngen- % Py
anderung erfahren, sondern ist nur ge-
bogen worden. Der dem Bogenstiicke 1, Z
— das ein Stiick der sogenannten ela- °
stischen Linie darstellt — zugehérige

Kriimmungshalbmesser ¢ wird dann in // a
folgender Weise bestimmt.
Nach § 3 besteht das Gesetz

A=¢el=aol,
welches, den hier -vorliegenden Ver- e
héltnissen entsprechend, /
A= akyl /
geschrieben werden kann.
Da nun die aus Fig. 50 ersicht- /
lichen Formé#nderungsdreiecke auf der
Zug- und Druckseite #hnlich sind, so ,
kann man an Stelle 4, und 14 kurz- 1.4
weg A setzen, womit sich dann die Fig. 50.
allgemeine Beziehung

Are=l:p
oder A= eh ergibt.

Diesen Wert oben eingesetzt, liefert
el
1= akb 11 N
e, e

ekl = aky 59

woraus 0=

folgt. Die sub 1 aufgestellte Biegungsgleichung ,,M;, = gkb“ bestimmt
(]

eine Materialspannung von

kp = b@ e’ die, in vorstehende Kriitmmungs-
halbmessergleichung eingesetzt, den genannten Halbmesser zu
e ©

Q=aMbe:aMb 60

(0]
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oder die Kriimmung
1 (ZMb

=9 e 3 |
ergibt. Diese beiden Gleichungen besagen, dafi der Krimmungshalbmesser
mit dem biegenden, von der Lage des Querschnittes abhiingigen Momente
veréinderlich ist, weshalb die elastische Linie auch keine Kreislinie sein kann.
Die Momente veréindern sich nach parabolischem Gesetze, woraus zu
schlieen ist, daB auch der vom Moment abhéingige Kriimmungsradius und
damit auch die elastische Linie selbst in das Gebiet der parabolischen

Kurven gehort.

4, Gleichung der elastischen Linie.

a) Allgemeiner Fall.

Wie aus der Fig. 51 ersichtlich ist, besteht zwischen der Linge x
des Balkens und der zugehérigen Durchbiegung y eine Abhéngigkeit, die
durch die Gleichung

y=1t®
ausgedriickt werden kann.

Fiir den Kriimmungshalbmesser ¢ einer beliebigen Kurve besteht in
der hoheren Analysis die Differentialgleichung

d\2]8
V(@)
dy
o=~ FE
ey
dy?
Bei praktischen Bestimmungen der elastischen Linie vernachlissigt

man in der Regel den unendlich
0

62

2
ej’ kleinen Wert (?) , so daB die ge-

X
niigend genaue Anniherungsglei-

chung lautet

'
T~ : 1
// Yf T ® ==
T iy
la—~-= X - i dx2
[ 2
L T woraus die Kriimmung L id—y
| ¢ T
Fig. 51. sich ergibt.
Setzt man in der letzten Glei-
a My «

chung den vorher sub 3 angegebenen Wert der Kriimmung "o =%

ein, so0 1ist
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L&y oy
d,? 0
® d%y 63
woraus M = + PRE] folgt.

NB. Diese bereits der hoheren Analysis angeh6rende Gleichung, die
hier nur der Vollstindigkeit wegen mit aufgefithrt worden ist, bildet die
Basis zur Entwickelung der Gleichungen der ,Elastischen Linien%, die bei
den einzelnen im § 23 behandelten Belastungsfiillen der bequemen Uber-
sicht halber zugefiigt worden sind.

b) Besonderer Fall.
1. Freitréiger.

Besitzt nach Fig. 52 ein auf Biegung beanspruchter Kérper (Balken,
Triger etc.), wie im § 24 genauer erliutert werden wird, eine konstante,
d. h. gleichbleibende Spannung ky,,
so heiit der Korper ,Triger
gleicher Festigkeit«

Hat ferner dieser Korper,
wie es in § 24, Abschnitt 1, der
Fall ist, eine gleichbleibende
Hohe h, so ist auch der sub 1
genannte Faserabstand e als Teil-
betrag der Hohe konstant,

Fiir einen derartigen Korper
ist nach der sub 3 entwickelten

<
N\

6 !
}

N
|
i

\

AU N

Gleichung 59 ,0= a_.ek;“ auch
der Kriimmungshalbmesser ¢ kon-

stant, d. h. die zugehorige elasti-
sche Linie ist ein Kreisbogen Fig. 52.
vom Radius g. Die Durchbiegung ¢
eines solchen Korpers liBt sich dann in folgender einfachen Weise be-
stimmen.

Nach Fig. 53 ist 1 die mittlere Proportionale zwischen ¢ und (2@ — d),
daher ist

\\§

P=d (20— d) =200 — 92
Da die Durchbiegung ¢ eine kleine GroBe ist, so ist.der Wert 02
gegeniiber 200 verschwindend klein und kann deshalb vernachlissigt
werden.
Die Gleichung lautet dann

12= 295,
. 12
woraus sich 0— —
20

Wehnert, Festigkeitslehre. 4
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bestimmt. Fiir ¢ den vorher genannten Wert eingesetat, gibt

5 =1 — Lok,
2e

9

akb

7///

hierin fiir k;, den Wert aus der sub 1

e
‘/// ““\7’!1::33%_35 gfananHFen Biegungsgleichung 58 einge-
,[ / N fithrt, liefert
. / M,
/ 22
/ d_laW__lgaMb
; i T 2e | 2eW
| ¢ 2 M, 12aM,
l / y = m———— 4
P 2.9 20 6
Fig, 53. iy

2. Fiir einen Tréger auf zwei Stiitzen,
der in der Mitte, wie Fig. 54 zeigt, belastet ist und der auBerdem die

beim Freitriger gestellten Voraussetzungen ,e und ki, konstant* erfiills,
ergibt sich die groBte, in

(P der Mitte auftretende Durch-
e biegung J ebenso, als wenn
der Tréger aus zwei Frei-
trigern von je der Linge
S~ x — 1 .
eg I Zm\_,__ﬁ_s_—’— g?_ 3 hergestellt worden sei.
i~ - g - 2 Wird demnach in
/Z - - der Gleichung 64 anstatt 1
Fig. 54. die Linge %eingeset-zt, s0ist
l>2 M
6_('2’ T e, .
T 20 80 |

Fir weitere Trigerarten siche § 23.

§ 15. Allgemeine Bestimmung der fquatorialen,
reduzierten und polaren Triigheits- und Widerstands-
momente ebener Flichen.

1. Das dquatoriale Triigheitsmoment.

Wie im § 14, sub 1 bereits gesagt worden ist, versteht man unter
dem Trigheitsmomente einer Fliche, bezogen auf die durch den Schwer-
punkt der Fliche gehende neutrale Achse NN,
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,die Summe aller Pro-
dukte aus den Faserquer-
schnitten und den Quadraten
ihrer Abstéinde von der neu-
tralen, stets durch den Schwer-
punkt gehenden Achse®,

Wird in der Fig. 55
das Trigheitsmoment mit @
bezeichnet, so ist

O =Z=f?. . . 66

2. Das reduzierte Tréigheitsmoment.

In vielen Féllen ist es notwendig, nicht allein das sub 1 genannte
dquatoriale Triigheitsmoment zu wissen, sondern das Trégheitsmoment einer
Fliche auch in bezug auf eine beliebige,
innerhalb oder auBerhalb derselben ge-
legene, zur Schwerpunktsachse (neutralen
Achse) parallel laufende Achse zu kennen.

Soll also das Trigheitsmoment @,
der in Fig. 56 angegebenen, im Abstande a
von der neutralen Achse angenommenen
Achse bestimmt werden, so gilt auch hier
die sub 1 ausgesprochene Definition.

Da nun ein beliebiges Flichenele- !
ment f von der fraglichen Achse den Ab- |
stand ,a - 77 besitzt, so ist das gesuchte @ Y —_
Triigheitsmoment 1 .

0, = Sf(a + 7])2 Fig. 56.
oder entwickelt,
0, = Zf(a? -+ 2an 4 n?) = I (fa? 4 2afy | f?)
, =allf{ 2a3fy-| Ifn?.

Hierin ist

3t =F, der Inhalt des vorliegenden Querschnittes,

Sfyn =0, das statische Moment des Querschnittes in bezug auf
die Schwerpunktsachse,

Jf{n? =@, das anf die neutrale Achse bezogene Triigheits-
moment.

Diese Werte, in die vorstehende Gleichung eingesetzt, geben
0, =a’F}0+60=060-+|+Fa?, . . . . . 67

d. h. das Trigheitsmoment einer Fliche in bezug auf eine beliebige Achse
ist gleich dem Trigheitsmomente, bezogen auf die zu dieser Achse parallel

4*
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gerichtete Schwerpunktsachse, vermehrt um das Produkt aus dem Quer-
schnitte und dem quadratischen Abstande beider Achsen.

3. Das iquatoriale Triigheitsmoment einer zusammengesetzton
Fliiche, bezogen auf die Schwerpunkisachse derselben.

a) Wie Fig. 57 zeigt, laBt sich jede beliebig zusammengesetzte Fliche

in solche Flichenteile zerlegen, von denen die auf die zugehdrigen Schwer-
punktsachsen bezoge-

o nen Tréigheitsmo-

//////gf/ﬂ/?/ 4 mente bekannt sind.

i Werden diese

/% / Flachenteile mit F,

/ ¥ ' ¥y, Fy ete. und die

) ) /7 fs ' /// i zugehorigen Trég-

¥, |

e 7 "\,/\i//;"/t//// LELALL "a""" heitsmomente mit &, ,
ﬂ Ay : "@" ©,, O, etc. bezeich-

T net; haben ferner die

Flachenschwerpunkts-
achsen von der
Schwerpunktsachse
der ganzen Fléche die
Abstinde a;, a,, a,
etc., so ergibt sich

das #quatoriale Trégheitsmoment @ der ganzen Fliche mit Hilfe des
vorher sub 2 genannten reduzierten Trigheitsmomentes zu

0 =0,+F .2+ 0, +F .2+ 0; +F;.a%)+ ... ..
,,=f(@—{—F.a2),................68

d. h. das Triigheitsmoment einer beliebig zusammengesetzten Fliche in
bezug auf ihre Schwerpunktsachse
ist gleich der Summe der reduzierten
Trigheitsmomente  der  einzelnen
Flachenteile.

b) Liegen, wie Fig. 58 zeigt,
die einzelnen Flichenteile so, daB
ihre Schwerpunkte sémtlich in die
Schwerpunktsachse der ganzen Fliche
fallen, also daB die in letster Gleichung genannten Achsenabstiinde

a4 =8, =a =8 = . .. .. =0

/

werden, so folgt

0=0,+0,+6,+0,+....=36, . . . . 6
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d. h. das #quatoriale Trigheitsmoment der ganzen Fliche ist gleich der
algebraischen Summe der Triigheitsmomente der einzelnen Flichenteile.

4, Das polare Trigheitsmoment.

Wird das Triigheitsmoment einer Fléiche nicht, wie es vorher der
Fall war, auf eine in der Fliche liegende Schwerpunktsachse, sondern, wie
Fig. 59 zeigt, auf die durch den
Schwerpunkt gehende und senkrecht
zur Fliche gerichtete Achse bezo-
gen, so erhilt man das sogenannte
polare Trigheitsmoment
6, = Ifr2.
Da nun aber r?=x2 -} y? ist, so
folgt auch
b= =1 (x4 y?) = 3fx2 | 2fy?
» = Oy + Oy, . . . .70
d. h. das polare Trigheitsmoment
einer Fliche ist gleich der Summe
zweier dquatorialen Trigheitsmomente
in bezug auf zwei senkrecht zuein-
ander stehende Schwerpunktsachsen.
In gleicher Weise, wie es beim
dquatorialen Trigheitsmomente ein
dquatoriales Widerstandsmoment gibt, steht hier beim polaren Trigheits-
momente auch ein polares Widerstandsmoment zur Seite, das, dem friiheren

Ausdrucke , W = 9“ entsprechend,
e

o
Wy ="

lautet, worin e den groBten Abstand des Umfanges vom Schwerpunkte
bedeutet.

§ 16. Trigheits- und Widerstandsmomentbestim-
mung einiger in der Praxis hiiufig angewandten
einfachen Querschnitte.

1. Das Trégheits- und Widerstandsmoment des Parallelogrammes.

a) Bezogen auf eine durch die Grundlinie gehende Achse A B.

Das Parallelogramm denke man sich, wie Fig. 60 zeigt, in unendlich
viele Flichenelemente von gleicher Hohe 0 zerlegt, so ergibt sich nach
§ 15, Abs. 1 das gesuchte Trigheitsmoment @y zu
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Oy =iy’
w =T+ 202 hp A2+ .o fandd
da aber f1=f2:3=f= ........... =fn

angenommen worden ist, so ist
O = £(m,® -+ 1,° + 15° +
24+ ... .. + 7n?)

1.\2 3 .\?2
» =va|(30) + (39) +
5 .\2 7.\2
(o) + (o) + -+
2n —1 \?
+ (25)]
3
, =P8t 5t
& 4+ ... 4 (@n—1y]
bd®n(4n2—1)
=% 5 )
worin n die Anzahl der Flichenelemente bedeutet.

Wird nun die Zahl n unendlich gro8 angenommen, so kann in dem
Klammerwerte der Subtrahend 1 vernachléissigt werden.

*) Die Summe der vorliegenden arithmethischen Reihe 2. Ordnung,

nidmlich 12 3% 52 7 92 117 13 15?
oder 1 9 256 49 81 121 169 225
1. Differenz 8 16 24 32 40 48 56

2. 8 8 8 8 8 8

entwickelt sich in folgender Weise :
Setzt man in das allgemeine Summenglied der Reihe 2. Ordnung
an®+ bn’?4cn
der Reihe nach n =1, n =2 und n =23, so ergibt sich fiir

n=1 ... . ..... at+b+4 c=1 —2] —3
n=2 ... ... ... 8a+4b+4+2c=149=10 | [
n=38 . . .. ... .. 27a4+90+3c=1+4+9+25=2385
Aus Gleichung 1 u. 2 folgt: 6a+ 2b =38 —3] 4
» » lu3ld , 24a + 6D =32 —1
6a =8
. _8_+4
6 8’
2b =0
0
b ———’2'——0,
Aus Gleichung 1 folgt: c:l—a—b:l—%—-o
3-4 1
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Die letzte Gleichung lautet dann unter weiterer Beriicksichtigung
der aus Fig. 60 zu ersehenden Beziehung ,,h = ng“
bo®n4n? bd’n® b(dn)® Dbhd

=75 =3 —3 — 3

b) Bezogen auf die zur Grundlinie AB parallel gerichtete und durch
den Schwerpunkt des Parallelogrammes gehende Achse.

Wird nach Fig. 61 das auf die Schwerpunktsachse bezogene Triig-
heitsmoment mit @ bezeichnet, so ergibt sich dasselbe nach § 15, Abs. 2 zu
0, = 6 | Fa?,

woraus

2
0= 6, ="y (1)
__bhe bbb
T3 4 12”

Das hierzu gehérige Widerstandsmo-
ment ist dann

bhe
0] 12 bh32 bh2

9
Th
i

W=>"=— .
€ h S 12h 6 Fig. 61,
2
Mit Hilfe dieser Resultate — die fiir jedes Parallelogramm Geltung
haben — lassen sich nun mit Leichtigkeit folgende Trégheits-, bezw.

‘Widerstandsmomente berechnen.

2. Das Triigheits- und Widerstandsmoment des Dreieckes.

a) Bezogen auf die in halber Hohe und parallel zur Grundlinie
gerichtete Achse ADB.

Da die vorgelegte Achse AB mit der Schwerpunktsachse des zuge-
horigen Parallelogrammes (d. h. desjenigen von gleicher Grundlinie und
‘Hohe) iibereinstimmt und die Dreiecksfliche die Hilfte des Parallelo-
grammes betrigt, so ist auch das Triigheitsmoment der Dreiecksfliche, be-

Diese gefundenen Werte in das Summenglied eingefiihrt, gibt die gesuchte
Summe der vorgelegten arithmetischen Reihe zu

an3+bn2—|—cn=%n3 + 0n? 4 (_V;,)n

1
— " n3 ———
» » ” ——-311 311
_4n®—n_n(4n*—1)
” L) LI 3 - 3 ’

worin n die Anzahl der Glieder darstellt.
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56
zogen auf die genannte Achse AB — siehe Fig. 62 —, gleich der Hilfte
des auf dieselbe Achse des Parallelogrammes bezogenen Trigheitsmomentes.

Es ist somit unter Bezugnahme auf § 16, Abs. 1P das gesuchte
Tragheitsmoment
bh?® bh?
On =055 =51
b) Bezogen auf die Schwerpunkisachse NN des Dreieckes.
Nach § 15, Abs. 2 lautet mit bezug auf Fig. 63 das gesuchte Trig-

)

(

heitsmoment
©, = 0 | Fa? woraus
3 2 3 _ 2
06, — par M _Ph(2 Ky Bt b (ah—sb)
24 2 \3 2 24 2 6
__bh® bh (E)g_ 3bh®— bh® 2bh® Dbh3
” T24 2\6/  3.24 72 36"
/ A
[ S
/. L
I P |
a ik b
[ b s
/ 2 I |
. Y. ¥ 1
b
Fig. 62.
Die hierzu gehérigen Widerstandsmomente ergeben sich dann zu
bh?
Ww. _©_36_bh*3 bh
1" 2h 36 zh 24
3
bh?
©_ 36 _bh3_bw
h " 36 h 12°

und
3

¢) Bezogen auf die durch die Grundlinie gehende Achse des Dreieckes.
Auch dieses Triigheitsmoment wird mit Hilfe des in § 15, Abs. 2
entwickelten reduzierten Trigheitsmomentes nach Fig. 64 gewonnen.
bh® bh (h)2 bh34 2bh? 3bh® Dbh3
— 2 — =] = s = .
Oe=0+Fai=gr+5 5 36 36 12
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d) Bezogen auf die durch die Spitse gehemde Achse des Dreieckes.
In gleicher Weise erhiilt man nach Fig. 65 das Triigheitsmoment

Fig. 64. Fig. 65.
bh3  bh 211)2 bh® . bh4h? bh® L 8bhs
—_— 2 _ " — ) = -_————
@B'Q_I—Fa_%, 2(3 36 17 29 36
__9bh? bk
” 36 0 47

3. Das Trigheits- und Widerstandsmoment der Kreisfliche.

Wie im vorliegenden § 16, Abs. 28 entwickelt, betrigt das Trag-
heitsmoment eines Dreieckes, bezogen auf die durch die Spitze parallel zur

Fig. 66.

Grundlinie gehende Achse,
0. — bh3
s — 4 .
Denkt man sich nun die Kreisfliche in Fig. 66 in unendlich viele
Dreiecke zerlegt, so besitzt ein jedes solches Dreieck, wie Fig. 662 zeigt,
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. brd . . .. . .
ein Trigheitsmoment von e hierbei ist allerdings vorausgesetzt, daB die

durch die Spitze gehende Achse AB parallel zur Grundlinie b gerichtet
ist. Diese Voraussetzung ist nun aber fast vollstindig in bezug auf die
durch den Schwerpunkt gehende polare Achse erfiillt, sobald, wie hier
angenommen ist, die Dreiecke unendlich schmal sind, d. h. eine unendlich
kleine Grundlinie b haben.

Es bestimmt sich mithin nach § 15, Abs. 4 zunichst das polare
Triigheitsmoment @, der vorgelegten Kreisflache zu

. Jbrd  rd
p_:)frzz,)?:z— Vb.
Da nun b = 2rm ist, so ergibt sich
d\4
r? ortm  rim (?) n d4r
=2 == = — =
Op =7 2rm=— 2 2 32

Das gesuchte #quatoriale Trigheitsmoment @, bezogen auf die neutrale
Schwerpunktsachse NN, wird dann nach § 15, Abs. 4 erhalten zu

6, == 0, } 6y
oder, da beim Kreis Oy = @y = @ ist,
0, =20,
woraus
rin d'x
o 8 2 _ra_3_dn
2 2 4 2 64
folgt.
Das Widerstandsmoment findet sich dann aus
rtm dirn
(0] 4 ‘'z 64 dx
W= e=T =~ 7T %

4, Das Triigheits- und Widerstandsmoment des elliptischen
Querschnittes.

Sind die beiden Halbachsen einer Ellipse gegeben, so findet man
einen beliebigen Kurvenpunkt P der Ellipse, indem man, wie Fig. 67
zeigt, mit den beiden Halbachsen als Radien Kreise vom Mittelpunkte S
der Ellipse aus beschreibt und hierauf einen beliebigen Strahl SB zieht,
dessen Schnittpunkt A und B mit den beiden Kurven durch Vertikal-
und Horizontalprojektion den Kurvenpunkt P liefern.

Aus dieser Konstruktion ergibt sich dann:

ACBS o APBA, woraus CB: CP = SB:SA folgt;
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da nun SB:SA =a:b ist
so ist auch CB:CP=a:b,
woraus dann CP = -; . OB folgt.

In gleicher Weise findet sich auch aus der Ahnlichkeit der beiden
Dreiecke B;CS und B, P A,

CP,=2.B,C.
Denkt man sich nun im Abstande % von der neutralen Achse ein
sowohl fiir den groBen Kreis als auch fiir die Ellipse gemeinschaftliches

Flachenelement, das die Dicke ¢ besitzt, so ergibt sich das gesuchte Trig-
heitsmoment der Ellipse zu

@:E(fE11ﬁ2)=E(PTP6U2)
Da nun ?TP=6P1+C“P=-§.B“C+§(TB,
bezw. ” =;(*:C—|— TB):;. TB ist,

so folgt weiter

6=

2
b
a

M

N
2
.310

l
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worin @g,, das Trigheitsmoment der vorher bestimmten Kreisfliche dar-
stellt. Diesen Wert eingesetzt, gibt dann
__batn _a’bm
Ta 4 4
Bezeichnet in Fig. 68 D und d den grofen
und den kleinen Durchmesser, R und r die zuge-

1
\
hérigen Radien der Ellipse, so hat man das frag-
4= liche Tréigheitsmoment @ in gleicher Schreib-
\ weise wie beim Kreis, nur daB bei der Ellipse
8 D die Abmessung in der Richtung der neutralen

Achse ein MaB vom 1. Grade, dagegen in senk-
rechter Richtung zur neutralen Achse ein Mafl
vom 3. Grade darstellt.

Das Trigheitsmoment @ des elliptischen
Querschnittes betrigt also

(D)3d
@_aabn_R:"rn_ 2 §n_D3dn
4 4 4 64 ’
das Widerstandsmoment
Rérm Didrw
W_Q__4~_R2rn_ 64  D2dn
e R~ 4 D T 32 °
2

§ 17. Trigheits- und Widerstandsmomentbestim-
mung zusammengesetzter Querschnitte, bezogen auf
die als Symmetrieachse dienende Schwerpunkts-
achse.

1, Fiir das Quadrat.

a) Bezogen auf die parallel zu den Seiten laufende Schwerpunkts-
achse.

Dieses Trigheitsmoment wird mit bezug auf Fig. 69 sofort nach dem
im § 16, Abs. 17 fir das allgemeine Parallelogramm Gesagten gefunden zu
0 — aad  at
= =1
Das Widerstandsmoment ist dann

<]
'S

—
(]

w=2
e

a3
F.

S
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b) Bezogen auf die durch die Diagonale gehende Schwerpunkisachse.

Da sich die in Fig. 70 dargestellte Fliche aus zwei gleichen, iiber
der Diagonale als gemeinschaftliche Basis liegenden, gleichschenkligen
Dreiecken zusammensetzt, so ist das gesuchte Trigheitsmoment die Summe

7 ! f]g
| /é//i//// LL; |
T | )

der Tragheitsmomente der einzelnen Dreiecke, bezogen auf die durch die
gemeinschaftliche Grundlinie der Dreiecke gehende Achse.
Es ergibt sich also das gesuchte Triigheitsmoment @, unter Bezug-
nahme auf § 16, Abs. 2¢ zu
ay2\?

o 24¢° _ 2a1/§(7> _ 2ay2a%y2% _ y2tat

12 12 - 12.8 6.8
_ 4a*t  at
77 6.8 12
Das Widerstandsmoment betriigt dann
ad
_—_—6—_—_1—2\:&—4&:?&:-@&3:0&179 as,
e ayz 12a/2 6 2 12
2

NB. Schneidet man die obere und untere Ecke wagerecht ab, so wird
das Widerstandsmoment W groBer; verkiirzt man beiderseitig die Diagonale d
um 18 ihrer Linge, so ergibt sich als groBter Wert
W opax = 0,1242 a3,
(8. Z. d. V. d. Ing. 1899 S. 1108))

2. Fiir den geteilten rechteckigen Querschnitt,

Da die in Fig. 71 dargestellte Fliche als Differenz des ganzen vollen
Rechteckes mit dem Trigheitsmomente @, und des hohlen Rechteckes mit
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dem Trigheitsmomente @, aufgefaBt werden kann, so ergibt sich das ge-
suchte Trigheitsmoment @, unter Hinweis auf § 15, Abs. 3%, zu
bH?® bh3 b

O=0—=0= 5~ =@
f" //% / // ___f das Widerstandsmoment betrigt dann
Y/ o b
| [ — (H? — h?)
8y _ 6 2
b % W=e="® —
7 ~ 2
liz 1 _bE—hY_bH
e /% R 12.—_1_I 6 H
Fig. 71. 2

3. Fiir das hohle Quadrat.
a) Bezogen auf die parallel zu den Seiten laufende Schwerpunktsachse.

Die in Fig. 72 angegebene Flache kann ebenso wie vorher als Dif-
i ferenz aus ganzer und hohler Fliche mit

% / ] den zugehdrigen Trigheitsmomenten @, und
/ // | @, angesehen werden.
: f Es wird deshalb das gesuchte Trig-
3 % heistmoment @ wieder nach § 15, Abs. 3P
?
i

j 7/ bestimmt zu
'[7// H+ h4 1
%///«% @=@1—@2=—1—2~—ﬁ:i§(1—14__h4)
PR : % ey und das Widerstandsmoment zu
Fig. 72, 1
(H4 —_ht
woo_1
=_= E
2
1 H¢ —h*
76 H

b) Bezogen auf die durch die Dia-
gonale gehende Schwerpunktsachse.

Auch die in Fig. 73 angege-
, bene Fliche kann mit Bezugnahme
! auf den vorliegenden § 17, Abs. 1P
Fig. 73. als Differenz aus ganzer und hohler
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Flache mit den zugehdrigen Triigheitsmomenten @, und @, angesehen

werden.
Das gesuchte Trigheitsmoment ist somit

H* ht 1
) == —_— —_ — ——— = — 4 _ ht
0 =0, — 0, 12 12 12(1{ b9
und das Widerstandsmoment
1
e 4 __ h4 - _
W_®_12(H h)_l(H4—h4)1/2__1/2H4-—-h4
¢ Ty 1 Tvaya O H
Ht — ht
» -—-0,1179——ITI~*.

4. Fiir die beistehenden, ausgesparten rechteckigen Querschnitte
von gleichen Abmessungen.
Auch die in Fig. 74 angegebenen Querschnitte kann man, wie vor-
her gesagt, als Differenz aus ganzer und hohler Fliche mit den Triig-
heitsmomenten @, und

®, ansehen. T 7 7 I
§ 16, Abs. 1* er- ’7@ 7/ / V%//ﬁ % S—
gibt dann das gesuchte 3% P
Trigheitsmoment i i ___ 14 b
O=6,—0, / / ; ’J'é
BH? bh? , 4
TR T) . /Q / 7 s
1 [ o s ~ [y .
[ 3__bh3 ! oo T ;
» =15 (BH®—bh?) NS B SO SOt R SO St
und das Widerstands- Tig. 74.
moment
1
il 3 hps
y_O_3 (BH® — bh?) ? 1
T e  H 4 T
2 ' et
__1BH®—bh? e '},:’4 %
7”78 H ) i
5. Fiir die beistehenden, doppelt IRy SRy !
ausgesparten Querschnitte von L &.,' e Py

gleichen Abmessungen,

Das Trigheitsmoment @ fiir die
in Fig. 75 dargestellten Flichen ergibt sich auch als Differenz der Triig-
heitsmomente aus voller Fliche und Lochfliche.
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Es betrigt somit

BH? Bh?  bh® bh? 1 3 3 3 3
12 12 12 12 _ﬁ{B(H _‘h1)+b(h1 —bh, )}

und das Widerstandsmoment

O _ 1 BH — b+ bt — b

e 6 H .

6=

6. Fiir die beistehenden Querschnitte von gleichen Abmessungen,

Das Trigheitsmoment fir die in Fig. 76 dargestellten Flichen ergibt
sich am einfachsten als Summe der Tragheitsmomente aus den einzelnen
Rechteckflichen, wie folgende Darstellung zeigt.

\\\\\\

-
ol
4
1S53
i
ol
i
¥
&
1
Sﬁ
| I

BH3 bih3 1
12 12 7 12
und das Widerstandsmoment

6= (BH3 — bh?)

® 1 BH?{ bh?

=3 i .

7. Fiir die Kreisringfiiche.

Da die in Fig. 77 angegebene
Ringfliche aus der Differenz der
vollen und der ausgesparten Kreis-
fliche besteht, so ergibt sich das
Tragheitsmoment

Din d*n_ n

J— e e 4 ___ J4
0= 64 64 =P )

» =g [ER}— @0 =T (R — 19

e —

und das Widerstandsmoment aus
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7 s
W_g_a‘D‘ Y aDe—at meRp—

e D 32 D = 32 2R
2

Rt

R

=T
T4

8. Fiir die elliptische Ringfliche.

Das Trigheitsmoment @ der in Fig. 78 angegebenen Ringfliche er-
gibt sich ebenfalls als Differenz aus voller Flache und Lochfliche zu
atbm  a’bm

4 4
9y = % (a®b — a,3b,)
D ——_% (R3I‘ - R13r1); . '(aJ
D3dn  D,%d,nw
oder ,, = 64 64 i

T
" =1 (D3d — D,3d,).

Das Widerstandsmoment folgt
dann aus

®  madb —a3h,
e 4 a
7 R3r — R, %,

=i ®

n D3d — D, 3d,

32 D

oder , =

9. Fiir die beistehende Fliche.

Da auch die in Fig. 79 ange-
gebene Fliche aus der vollen Qua-
dratflache, abziiglich der runden,
ausgesparten Fliche gebildet wird,
so entwickelt sich das gesamte Trig-

heitsmoment zu 8
0— at  dfzm 1 <a4 d‘n)
T 12 64 4\3 16

/

und das Widerstandsmoment zu

w90 _1 (34 3nd4).

e Ga 16

Wehnert, Festigkeitslehre.
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10. Fiir den sternférmigen Querschnitt.

Das fiir die Fig. 80 in Frage kommende Trigheitsmoment @ ergibt
sich aus der Summe der Trigheitsmomente der vollen Kreisflache, der
beiden horizontalen und vertikalen Rechteckflichen zu

d4zr  (h—d)b?  bh®—d?
47 L
® 64 + 12 ' 12
1

e e g b —ay).

n=12

S

i —— -
|
Fig. 80.

Das Widerstandsmoment betrigt dann

w=2 i[?’l_g‘d4+(h_d)b3+b(ha—ds)].

e 6h

11. Fiir den Wellenquerschnitt eines Trigerwellbleches.

Wie die Fig. 81 erkennen 1iBt, wird sowohl an der Fliche als auch
an dem Triigheitsmomente derselben nichts geéindert, wenn man die beiden
unteren Viertelkreisringflichen — wie punktiert angedeutet ist — nach
innen zu einem halben Ringstiicke verlegt. Dann bildet aber eine Welle
eine geschlossene Ringfigur, deren Trigheitsmoment @ aus der Differenz
der Triigheitsmomente ®; und @, der vollen und der Lochfliche sich, wie
folgt, bestimmen liBt.

® = 0, — @,, worin die Trigheitsmomente @, und 6, sich nach
§ 15, Abs. 3%, unter weiterer Benutzung des im § 18, Abs. 3 entwickelten
Trigheitsmomentes fiir die Halbkreisfliche, in folgender Weise ergeben:
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@1_]3(122&)3 2[(1_7;25 18n> 4+~“< +%>2}

B8ad (27‘5 2) 4 HBn(g 4B? 2B
» = 3 128 185/ Tiaz \Fty ‘+2aﬁ)

,
4
, = o Bas +(64 ~—1~>B4 +UF By Ly 2

97

=2l e e 2]

12 128 18#@ 3m
b 8ad (27: 2 ) 2bn< b2 2b)
= —_— b4 2 ¢
” 12 T \128  T8m 4.2 "' frz 3n
2ba3

__&aba” T 1)y .o L ore g Bys
7?73 +(64 )b + 4b+9n'b+3b.

97

&

. ; 5-+9
») b
oot 4—24—F %
a b

|
.
———

Fig. 81,

Diese Werte, oben eingesetzt, geben das gesuchte Trigheitsmoment

o= 2ot (5t 9] 2

”

»

97
7T 1 a
+(a—§ﬁ>b4+*b2+‘b4+§b‘°’]
64
+9—(B4—b4)+.—(33—b3)
6”1(34_1)4)+% P b%) T al (B bY) a3(B-—b).

5*

= e (B —b)+(” 57s) (B — 1)+ S (B 4 b9)
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Das Widerstandsmoment folgt dann aus

w_@_ © 6 _ 20
e B 2a+B 2a} B’
Ty T

12. Fiir die beistehende Halbkreisfliche,
Da nach § 16, Abs. 3 das Trigheitsmoment einer ganzen Kreisfliche

d4 a
den Wert 7)427 hat, so ergibt sich dasselbe fiir die in Fig. 82 dargestellte

Halbkreisfliche, bezogen auf
dieselbe Achse, als die Halfte
des vorbenannten Trégheits-
moinentes,
Das gesuchte Trigheits-
moment bestimmt sich dann zu
_l1d*n_ d'nm

~ 264 128
und das Widerstandsmoment zu
d¢r
® 128 din
V== 6"
2

§ 18. Triigheits- und Widerstandsmomentbestim-
mung zusammengesetzter Querschnitte, bezogen auf
die unsymmetrisch gelegene Schwerpunktsachse.

Bei diesen beliebig gestalteten, regelmifig oder unregelmiBig ge-
formten Querschnitten ist in erster Linie die Lage der neuiralen oder
Schwerpunktsachse nach den in der Mechanik aufgestellten Regeln iiber
Schwerpunktsbestimmung zu ermitteln.

Erst nach Kenntnis dieser Lage kann dann das Trigheitsmoment
nach der einen oder der anderen der folgenden Formeln bestimmt werden :

1. nach § 15, Abs. 2 mit Hilfe des reduzierten Trig-

heitsmomentes
O =0, —Fa?,
2.nach § 14, Abs. 1 als Summe der beiden, auf die
Schwerpunktsachse als Basis bezogenen Trigheits-
momente der Zug- und Druckseite
O =0, + 0y,
3. nach der in § 15, Abs. 3 aufgestellten Gleichung
0 = X (0 4 Fa?).
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1. Fiir die beistehenden drei Flichen von gleichen Abmessungen

Zunidchst ergibt sich nach den in Fig. 83 angenommenen Bezeich-
nungen der Schwerpunktsabstand e, aus

d H

— L -
Fim + Foy bdg-rall 2 _ 1aH®+bd?
T F,+F, ~ bdfaH 2 aH-Fbd
und ep=H —e,.
Fig. 83.

Im Anschluf hieran bestimmt sich das Trigheitsmoment @& zu
2

0=3(0+Fat) =0, 4 0, + Fia,” 4 Fya?

) t)lc;+algs+bd(el___)+m(eg 1;)2
o[ o o

H? H?
=bd (et ed ) o (B4 e em 1 1)
”Zbdd°—}—l2e, — 12e,d 4 342

2 90,2 H He
- ~f—aHH + 126, 12¢,H -} 3

12
= [bd (42 4 12e,2 — 12¢,d) 4+ aH (4H? 4 126,? — 12¢,H)]
12 1 1%/ 2

» =ﬁ[bd(d2 -+ 3e,2— 3e,d) + aH (H? + 3e,2 — 3¢, H)J,
da nun H=1¢e, } ¢, und d =¢; —h ist, so ist
[b(el—h){ , — h)® 4 3e; (e, — (e, — h))} +

+ a(e; 1 e) {(e; -+ €)® -+ ey (e, — (6, + & )}]
~[b(e; —h)(e,2— 2e/ b 4 h%-} 3e h)

w \

c;.«M—t

+a(e + 82) (e, + 2e, €, -+
+ &2 — 3e,6)]



70 IV. Abschnitt. Biegung.

[b (e —h)(e,® + e;h 4 h%) - a(e; + &) (6, — ey ey |- €,?)]

r—-t»\

[b (e,*+ e,?h |- ¢, h? —e,2h — e;h?-—h3) |- a (e, —e,%,
. + e6% e, %0, — ey 8,7 |- %)
n =3 [b (e, —h3) 4 a(e;® 4 e,3)]

= —:; (be,® —Dbh3 -1 ae -} ae?).

Setzt man nun noch im ersten Gliede fiir b = B — a ein, so er-

gibt sich
O =4 (B —a)e,) — bhe 4 ac® L acy]

1 .
» = g(Bela —ae 3 —Dbh% | ae? 4 ae,?)

, = % (B e, — bh® + ae,?).
Das Widerstandsmoment folgt dann aus
WIZQ und W2=Q

€ €

2. Fiir den beistehenden Querschnitt.

Zundchst ist nach Fig. 84 die Lage der neutralen Achse be-
stimmt durch

d H d

B,d—-+}+aH—-+b,d (H———1>

e =F1771+F2"72+Ii3"73: ! 2+ 2+ e . 2
! Fy + F, + F, Bjd+aH-+ by d;

_ 1B,d*4aH?+b,d; CH—d))
T2 B,d + aH -+ b,d,

”

und eg =H —¢,.
Das Trigheitsmoment @ ergibt sich dann aus
0 = (0, + Fia,%) + (0, + F,2,%) + (0 + F3a57)
B, d? d\2 H3 H\?%] .
S TITAR) T
b (=)
-+ S
+ [ 12 by dy 2
3 2 3 2
, =[BT1;+BI<1(el2—eld +dz>] [ag ~}—aH<e( e HA T )]+

—|-—[ ° -+ b, d, <e2 — egd; + 1)]
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B, ds —ded 4 d aH3 ey?— de, H - H2 |-
0= t5 at 4 ol ot * 4
b d1 ,2 — de,d, 4-d,?
+ -5+ by d 1 =
B, ds — e, d4d? aH-” de,? —de,H 4 H?
» =13 +Ba% 1 1o TaH 4
b, d,3 de,2 — deyd, + 4,2
N -
i LS
[ — 9 ' E I
I W% ;9 B !
L, Ay '/% E
i : ; ! 4 i
18 9*//7{ o B F e
M s I ) ‘ Vo
! 7 i /E ; .
A, 7 ! 7L i
/@4 E _—i* n . |z'
LS d N A
i I T R T RN
RS T
S 1 Y. -
Fig. <84

1 ,
=—1—2[B1 ds —-}-— 3B,d (4e,2 — 4e,d + d?) 4 aH3 -
+ 8aH (de;? — 4, H 4 H?) -+ byd,® -+ 8b,d, (4e,? — 4eyd; + 4,7)]
1
» =719 (B;d®4-12B,de,2—12B,e,d? 4 3B,d?% -

+ (aH3 {122, H — 12a¢, H2 - 3aH3) |
+ (byd;® - 12b; e,*d; — 12b; €,d,% - 3D, d,?)]

., =-11_2[413l &+ 12B,de, (e, — d) - 4a H® - 12aHe, (e, — H) -+
1 4b,d,3 + 12b,d;e, (6 — d,)]
) =:—;;[B1d3 + 8B,de, (e, — d) 4 aH? 4 3aHe, (e, — H) -
—+ byd;3+ 3b,d, e, (e, —d,)].



72 IV. Abschnitt. Biegung.

Werden nun hierin die in Fig. 84 angegebenen MaBe fiir d, d, und H,
d. h. fird =¢; —h, d, = e, — h,; und H = e, - ¢,, eingesetat, so erhiilt
man nach entsprechender Entwickelung das Resultat

2] ~——-§(Bel3 — B, h® + be,® — b, h,3).

Die beiden Widerstandsmomente lauten dann
W, = —Q, W, = 9 .

€ )

3. Fiir den halbkreisformigen Querschnitt, bezogen auf die parallel
zum Durchmesser gerichtete Schwerpunktsachse N N.

Das auf den Durchmesser der in Fig. 85 vorgelegten Fliche be-
zogene Trigheitsmoment @, ist
! die Hilfte vom Triigheitsmomente

e ! der vollen Kreisfliche, bezogen
\ & auf dieselbe Achse,
8_ AN - 1dtn  dim
&% N 7% g L
\ a-@-%% also @, 3 61 198
) ‘ - Das gesuchte Trigheitsmo-
A i ment @ ergibt sich dann mit Be-
Fig. 85 ' zugnahme auf § 15, Abs. 32 zu
@1 - @ + Faz,
dtr  d%m (2 d>2
— @ —Fa2— G2t
woraus @ = @, — Fa 198 4.2<3n

_d*zm 47pdt _(n 1 )d‘*
7 T 128 4.2.972% \128 18w
» = 0,00686d* = 0,11r* folgt.

Die beiden Widerstandsmomente ergeben sich zu

W1=Q und W, =9,
€ €
. 2d d 2d .
worin e, = EE: 0,2122d und e, = 5—3—7—[: 0,28784d ist.

§ 19. Vergleichende Trigheits- aund Widerstands-
momentbhestimmung zusammengesetzter, unsymme-
trischer Querschnitte, bezogen auf die Schwer-
punktsachse.

Im folgenden ist fiir den in Fig. 86 dargestellten Querschnitt das

Triigheitsmoment ® nach allen drei im § 18 angegebenen Regeln ver-
gleichsweise ermittelt.
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Beispiel. Nachdem wieder die Lage der neutralen Achse mit
D/ M1 + Fomy

e, =— =

! ‘Fd F, 4+ F,

Stm—gs (P70 1)
’ BS, + (H — 60
_45.5.25430.3.20 .

"= 4.5 + 30.3 =
und eg=H —e =35 —175=275
festgelegt ist, ergibt sich das Trigheitsmoment
nach der 1. Regel: G = @1 — Fa?,
worin @; = ® _3")6 + M; 5 (42.5° + 3.35% = 44625 betrigt,

P @=@1——[(B—6)61+6H]a2=44625—(42.5—|-3.35) 7,5

,» — 44625 — 17718,75 = 26906,25;
$e3em

; /// T ]

| |

i i

2, |

S
JL )

‘14 ___________
nach der 2. Regel: 0=0, + 6,
3 9 3
worin @z=6%:3. 37’3: 20796,875
Be,3 B — — 4.8
und Oy = ;‘ _ ! I Ef‘ 9 =%(45.7,53—42.2,53)

» =6109,375 ist,
O =0,4 O3 =20796,875 4 6109,375 = 26 906,25 ;
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nach der 3. Regel: @ = 3 (0 -} Fa?)= 36 | ZFa?
B—9)4d,% , JH3 d,\? H\2?
z @=(——1§—1—+—1?+(B—d)61 (el—gl) +6H (62—"?)

,,=%(42.53+3.353)+42.5.52+3.35.102

» = 11156,25 + 5250 4 10500 = 26 906,25 .
Die Widerstandsmomente des ganzen Querschnittes betragen dann

6  26906,25
Wg_e—z—- 27’5——978,4,

A 2690625 .
W, = 6_1_ i 3587,5.

§ 20. Querschnitte von gleicher Sicherheit auf der
Zug- und Druckseite.

Kommt es darauf an, Querschnitte auszubilden, bei denen das Material
auf der Zugseite ebenso ausgenutzt werden soll, als es auf der Druckseite
der Fall ist, d. h. werden die duBersten, am meist gespannten Zug- und
Druckfaserschichten auf gleiche Sicherheit beansprucht, so hat man von
vornherein die folgenden beiden Fille zu unterscheiden:

1. ob dasMaterial eine gleiche Zug- und Druckfestig-
keit besitzt, wie das z. B. bei Schmiedeeisen und Stahl der
Fall ist, oder

2. ob das Material eine andere Druck- als Zugfestig-
keit hat, wie z. B. beim GuBeisen, wo die zulédssige Druck-
spannung nahezu 5mal so grof als die Spannung gegen
Zug ist.

Da nun nach der im § 14, Abs. 1 aufgestellten Biegungsgleichung
»M = Wk woraus k = %{-V— folgt, bei sonst gleichbleibendem Biegungs-
momente, die groBte zuldssige Spannung k nur allein von dem Wider-
standsmomente W abhiingig ist und dasselbe nach der Gleichung W = _eQ
wiederum vom Abstande e der am meist gespannten Druck-, bezw. Zug-
faser abhéngt, so folgt aus

X _E_M_Mez
Z_WZ_Q_ 0]
€z
und kd:VAVI; = _(%_—. M@ed durch Division

€d
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Me,
k, G Mez__ e,

kd Med—Med— ed’
&

d. h. die Zug- und Druckspannung ist proportional den #uBerst gespannten
Zug- und Druckfaserabstinden von der neutralen Achse.

Diese Gleichung besagt, daf3 bei einem vollstindig ausgenutzten Quer-
schnitte

1. bei einem Materiale gleicher Zug- und Druckspannung die neu-
trale Achse stets in der Mitte zwischen der zumeist angespannten Zug-
und Druckfaserschicht, d. h. in halber Hohe des Querschnittes liegen muB,

2. bei einem Materiale verschiedener Zug- und Druckspannung die
neutrale Achse so gelegt werden muf, daB die genannten Faserabstinde
auf der Zug- und Druckseite in demselben Verhiltnisse stehen wie die
zugehdrigen Spannungen.

F

a) Querschnitte aus Materialien gleicher Zug- und Druck-
festigkeit.

Wie schon vorher sub 1 gesagt, mu bei diesen Querschnitten die
neutrale Schwerpunktsachse in halber Hohe liegen, was bei den symmetri-
schen Querschnitten auch immer der Fall ist.

Unsymmetrische Querschnitte dagegen miissen erst in diesem Sinne
dimensioniert werden, was am einfachsten durch Annahme aller Dimensionen
bis auf eine geschehen kann, die dann, als einzige Unbekannte, mit Hilfe
der Schwerpunktslehre so bestimmt wird, dak der Schwerpunkt des Quer-
schnittes auf die halbe Hohe desselben zu liegen kommt.

Ebenso einfach wird die Dimensionierung eines unsymmetrischen Quer-
schnittes vorgenommen, indem alle Abmessungen in Verhiltnis zueinander
gesetzt werden, wobei zuletzt wieder nur eine Unbekannte zu bestimmen ist.

Das letzte Verfahren hat auch auf das bereits seit 1879 bekannte
Normalprofilwesen gefithrt, worauf sich eine ganze Reihe vorhandener
Tabellen beziehen, die eine Rechnung fast ganz entbehrlich machen, weil
neben den Triigheits- und Widerstandsmomenten auch sofort die Dimen-
sionen des fraglichen Querschnittes abgelesen werden kénnen.

1. Beispiel: Der Querschnitt eines schmiedeeisernen Korpers habe
die in Fig. 87 eingeschrichenen Abmessungen.

Es soll nun die letzte nicht mehr annehmbare Flanschendicke d,
so bestimmt werden, daf die neutrale Achse in der halben Hohe liegt,
damit die Zug- und Druckseite gleich stark beansprucht wird.

Lsung: Da hier der mittlere Flichenteil von der GroBe d.H in
bezug auf die neutrale Achse bereits ausbalanziert ist, so braucht nur noch
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eine Gleichgewichtsbedingung fiir die vorspringenden Flanschenteile auf-
gestellt zu werden, woraus sich dann die Flanschendicke d, in folgender
Weise bestimmen 148t :

1':); m— Fyn, =0 s
oder (b —-0)d, <e——~2—2)___(B-—d')tf1 (e-—_l)zo.

i

1

Pl

P £=200"%m

b e !

| %‘L 75

1 ¢ %
Bo-100m%, %

| ! -§/4

| ] 2

o 70 920"

]

P _ - 400

] > XKD

I 577 e

) ISR LIRRERLS

: S I

[ ',%00000:0. RIS " Ly

ey - O™
Fig. 87.

Die Zahlenwerte eingefiihrt, gibt

(110 — 20) d, <200 -%) — (150 — 20) 24 (200 — 12) = 0

90 . 200d, — 45d,2 —130.24.188 =0
— 454,2 -+ 180000, — 584560 =0
0,2 — 400, -+ 13035,36 =0
4 4002 — 4.13035,36 400 + 328,4
5, = 00 4 /400 . 13035,36 00_23 8 2004 1642,

dy' = 200 + 164,2 = 364,2 mm,
0y = 200 — 164,2 = 35,8 mm .

Von den beiden Werten ist der grofere dann zu verwenden, wenn
das groBte Trigheitsmoment des vorliegenden Querschnittes erhalten wer-
den soll.

Hierauf kann nun das Trigheits- und das Widerstandsmoment nach
§ 18, Abs. 2 angegeben werden.



§ 20. Querschnitte von gleicher Sicherheit auf der Zug- und Druckseite. 77

b) Querschnitte aus Materialien ungleicher Zug- und Druck-
festigkeit.

Wie in dem vorliegenden Paragraphen sub 2 gesagt und auch in
Fig. 88 graphisch dargestellt worden ist, muB bei diesen Querschnitten
die neutrale Schwerpunktsachse so gelegt

werden, daBl die Abstinde der &ulerst ge- /Zez
spannten Fasern auf der Zug- und Druck- A
seite in demselben Verhdltnisse stehen wie = X
die zugehorigen Spannungen. Daraus gebt vl A1
zur Geniige hervor, daB3 bei Materialien un- - ‘I—“““—Y’
gleicher Zug- und Druckfestigkeit ein voll- s E
stindig ausgenutzter Querschnitt stets eine "_‘ |
auf die Schwerpunktsachse bezogene, unsym- S !
metrische Form haben muB, wie dieses auch /,"‘"“” E
immer bei den in der Praxis vielfach verwen- P 2,
deten GuBeisen-Materialien der Fall ist. S E

Bei der Dimensionierung solcher Quer- /"~ | |'
schnitte kann man ebenso, wie sub a ange- pd ",
deutet, verfahren. Man kann also beispiels- B
weise eine Dimension annehmen und die /(a/i
ibrigen — bis auf eine, die berechnet werden Fig. 88.
mufl — in Verhéltnis zu derselben setzen.

Im  nachfolgenden
seien einige Beispiele fur e e300
gulBeiserne Querschnitte an- _ 17 ‘ L 5T
gefithrt, wobei angenommen LE‘L,” 7 /,8{/ § 1 T‘-J
worden ist, daB die Druck- %‘ N é & i __‘J
spannung gleich der 3 fachen Z ! i :
Zugspannung sein soll, was y - ; g ;
auch den Ausfithrungen in % | v
der Praxis zumeist ent- A= 3007 /7/1 | 71'.,; 7[
spricht. | "h |

2. Beispiel: Es soll ) i)y
die Flanschendicke d des ot 1%
aus Fig. 89 ersichtlichen = 207%,
guBeisernen  Querschnittes Fig. 89.
bestimmt werden.

Lésung: Aus der Schwerpunktsgleichung folgt:

(Fy 4 Fy) = Fy5 4 Fyy
oder, die Werte eingesetat,
d H—o

[Bo + b(H — )] e, = BJ (H——§> +bhH—§
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(B — bd) e, + bHe, — BHS — > g8 4 0 (H2 — 2H 1 69
B
2
(—2—-%)62+e2(B—b)6—H(B—b)d+bH (ez—%> —0
B —

bH
42—962—}- (B—Db)(e, — H)d + —2-(2e2—H)=:0.
Die Zahlenwerte eingefithrt, gibt
30— 2.4
%ﬁdz-{— (30 — 2) (30 — 40)6—5—-—2—0(2 .30 —40)=0
14 02 — 2800 + 800=10
702 — 1400 + 400=0
140 + 71402 — 4. 7. 400 20—
— — = + — ¢
J 2.7. 10+ 14 vzl
, = 10 + 6,546 = 16,546 cm und 3,454 cm.
Beide Resultate sind
N P - verwendbar; den groften
S, Wert wird man bei Erzie-

bH? b
e, (B—Db)d +bHe,=BHdJ — d2+_§——b1{a+§32

aR
noo
P e
&
N
S
N
\
o

7 L3 { | F lung des groBten Tréigheits-

C S P it "1~ momentes benutzen.
Z To-125 | g | 3. Beispiel: Wie
‘.;95 7 i ¥ o breit muB die Flansche des
i 7 E i %, + in Fig. 90 angegebenen
i - {4 5. 1 hochstegigen Querschnittes
ot O e gemacht werden, wenn das
Fig. 90. Material wieder GulBeisen

sein soll ?
Losung: (Fy +F)n=F, 1,4 Fy7,
[0B 4 6 (H — d)] e, = B (H—g) +6(H—3)E;j

[6B—|—6116)96=6B11,56+g(116)2

9Bd2 + 990° = 11,5Bd? + 60,648,
durch ¢? dividiert, gibt
9B + 996 = 11,56B 4 60,50
38,50 = 2,58,
38,5
,b
Das Trigheitsmoment entwickelt sich dann unter Anwendung der im
§ 18, Abs. 1 aufgestellten Gleichung, unter Beachtung der daselbst ein-
gefithrten Bezeichnungen, zu

woraus B= J = 15,44 folgt.
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© = 5 (Be,® — bhe - ae,Y
oder, auf die in Fig. 90 eingeschriebenen Werte bezogen,
0 =5 [B(30) — (B—0) (20 + 3 (99"

, =3 (15,40270° — 14,4088 + 7294

) =% (415,80 — 115,28¢ - 7290%)

’ =% 1029,6 0% = 343,20%.
Das Widerstandsmoment fiir die Zugseite betrigt dann
0 343,20*
=—= = 114,40%;
W= = g5 1S
das Widerstandsmoment fiir die Druckseite
6 343,20 3
Wz_e_z_ 93 = 38,130°.

79

4, Beispiel: Welche Flanschenbreite B erhilt der in Fig. 91 ange-

gebene und mit niedrigem Stege versehene, guBeiserne Ouerschnitt ?

[l K?&\ H
1.-!8 7 5% : ! %_: g
96t 77 SE T o
| / EUE A
g 2 AR A
4 t .1 |
-] 5 -
Fig. 91.
Lésung: (Fy +F)n=TF,n + Fyn,

(Be, - de,) e, — Be, (H —f_j> e,

(Bd -+ 030) 30 = Bd3,50 -|--g(3a)2

3BJ% 4 90° = 3,5B0% - 4,598,
mit 02 dividiert, gibt
3B+ 90=235B -+ 4,50
4,50 =0,6B

45 .
B z0=29d.

Das Triigheitsmoment betrfigt dann nach § 18, Abs. 1
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0 = % (Be;3 — bh3 1 ae,9)
; =% [990° — (B — ) 0® + 4 (30)%]

y =g (9044 2709

” ———% 360! = 1244,
das Widerstandsmoment auf der Zugseite
o] 12& s,
das Widerstandsmoment auf der Druckselte
A 1244
W,= = ——=4¢83.
2T e 34 40

§ 21. Vergleichender Materialaufwand von Quer-
schnitten gleicher Tragfihigkeit.

Von besonderem Interesse ist es, den Materialaufwand von Quer-
schnitten miteinander zu vergleichen, die ein und dieselbe Tragfihigkeit
besitzen.

Nach der im § 14, Abs. 1 aufgestellten Biegungsgleichung ,,M
= W .k« ist die Tragfihigkeit (das Moment) verschiedener Querschnitte
bei gleicher Maximalfaserspannung direkt proportional den Widerstands-
momenten derselben.

Sollen z. B. die im 3. und 4. Beispiele des vorhergehenden § 20
unter den Fig. 90 und 91 aufgefiihrten Querschnitte gleiche Tragfihigkeit
haben, d. h. gleiche Momente iibertragen, so miissen beispielsweise die
Widerstandsmomente auf der Zugseite gleich sein.

1. Beispiel: Werden nun in den bereits genannten, in den Fig. 92
und 93 nochmals dargestellten Querschnitten, zum Zwecke besserer Unter-
scheidung, die Stegbreiten mit d; und d, bezeichnet, so ist

Wiey =W
oder, die vorher bestimmten Werte eingesetzt,
114,4,% = 120,3.

Wird nun z. B. d, als gegeben angenommen, so bestimmt sich die

Stegbreite d; zu

120,38
114,4 1144

Die Flacheninhalte der beiden Querschnitte F, und F, berechnen
sich dann zu

= 0,4719,.
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Fy = B3d; 4 d; (Hy; — d3) = 15,4d;d; + d3110,; = 26,4052,
¥,=B8B,0,}d,H, — ) =90,0, + d,39, =124,2
Bildet man weiter das Verhdltnis zwischen den beiden Querschnitts-
inhalten und setzt fiir J; den vorhergehenden Wert ein, so ergibt sich
F,  2640;2 26,4 (0,4710,)7 26,4.0,221841
F, ~ 1202 120,2 12
woraus F; = 0,488 F, folgt.

o -

= 0,488,

'
'
L

] 1 g -
235 W / % ? Y * {
e i - N ach |
' 1 ' !
| Bo-28, | B,
4-9%, lt ‘9.‘:55-. |
’ Y S T |
- 53«'" - Q-
Fig. 92. Fig. 93.

Dieses Resultat besagt, dafl bei Anwendung des in Fig. 92 ange-
gebenen Querschnittes gegeniiber dem in Fig. 93 eine Materialersparnis
von 51,29 erzielt wird.

2. Beispiel: Sobald der in Fig. 94 dargestellte Kreisringquer-
schnitt mit dem in Fig. 95 angegebenen Kreisquerschnitte gleiche Trag-

fihigkeit besitzen soll, miissen auch hier die beiden zugehdrigen Wider-
standsmomente gleich groB sein, also

Dt —dtw dln

D 32 32
4 J4
oder D D i =d,3.
Wird nun allgemein
d=aD

Wehnert, Festigkeitslehre. 6
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gesetzt, worin ¢ T 1 das Héhlungsverhé’ml‘mis bezeichnet, so erhiilt man
—_— (aD)4 d 3
D
oder D3 (1 — a*) =4d,5.
Fiir beispielsweise @ == 0,7 ist
d 3—D3(1 — 0,7¢) = D3 (1 — 0,2401) = 0,7599 D3,

1

woraus D= 07 .d, =1,124d,
und d=ae¢D=0,7.1,12d, = 0,784d, folgt.
Die Flicheninhalte sind nun
D? d2
Fp=—r — 2= "(1,124,)? — (0,784,)?] = ~* d,2(1,2544 — 0,6084)
4 4 4 4
, :%dﬁ . 0,6460 = O,646d12g
d,%n
FKr. - _}4_
Das Verhiltnis beider Flachen ergibt sich dann aus
d.%rm
T 0,646 i tote
Fge.  d2m = 7
4

woraus Fg = 0,646 Fx,, folgt.

Das Resultat besagt, daB bei Anwendung eines Kreisringquer-
schnittes 35 40/0 Materialgewinn erzielt werden kann.

NB. Bei dem letzten Beispiele ist noch ganz besonders darauf auf-
merksam zu machen, dal — sofern nicht Griinde konstruktiver Natur
vorliegen — der Materialgewinn in der Regel allein bei der Anwen-
dung des sich leicht und ohne Schwierigkeit zu formenden GuBeisenmaterials
den Vorzug hat, nicht aber bei Schmiedeeisen und Stahl, wo die kost-
spielige Bearbeitung den Materialgewinn wesentlich iiberstiege.

~Aus demselben Grunde wird man auch das Holzmaterial nicht voll-
stindig ausnutzen wollen; man gibt diesem Materiale lieber die volle
Form, was umsomehr berechtigt ist, da hierbei den hohen Bearbeitungs-
kosten noch nicht einmal eine praktische Holzersparnis zur Seite steht.

Weiter geht aus dem vorstehenden hervor, dal die Spannungen —
wie bereits im § 14 gesagt worden ist — nach der neutralen Achse zu
bis auf Null abnehmen und daB deshalb auch nur das weiter entfernt
liegende Material voll ausgenutzt werden kann.

Demzufolge wird es — sofern es ohne grofie Mithe moglich ist
— stets ratsam sein, das nach der neutralen Achse zu gelegene Material
zu sparen oder, was dasselbe ist, Flohlkérper zu verwenden.
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§ 22. Graphische Darstellung des statischen Mo-
mentes M und des Trigheitsmomentes 6.

Wihrend in den §§ 15 bis 20 zur Geniige gezeigt worden ist, wie
die Triigheitsmomentbestimmung der einzelnen verschieden gestalteten Fléchen
analytisch vorgenommen werden kann, sollen nunmehr im vorliegenden
Paragraphen zwei Wege angegeben werden, wodurch die Frage beant-
wortet wird, wie man bei zusammengesetzten, insbesondere bei unregelmiBig
begrenzten Querschnitten durch einfaches zeichnerisches Verfahren schneller
das Trigheitsmoment bestimmen kann, als es durch Rechnung mdoglich ist.

Der erste, von Nehls angegebene Weg gibt auBer der Trigheits-
momentenbestimmung einer Fliche auch noch die Bestimmung des statischen
Momentes derselben Fliéiche an.

Der zweite, von Culmann und Mohr angegebene Weg gibt nach
ersterem das statische Moment, nach letzterem das Trigheitsmoment einer

beliebig vorgelegten Fliche.

1. Verfahren von Nehls.

Dieses Verfahren gibt sowohl das statische Moment M, als auch das
Trigheitsmoment @ einer vorgelegten Fliche, bezogen auf eine ganz be-
liebige Achse, in Form einer Fliche an.

ke
a%l
) & O o
7”7 N
- /«f
: A ;
/'// 4 Iis

— 5‘"

___________.__.._....._.___L____-_.___.......__.._._,..._.x

Fig. 96.

Das M und @ der in Fig. 96 zugrunde gelegten Fliche F, bezogen
auf die Achse x, ergeben sich auf folgende Weise:

Man ziehe zur gegebenen Achse x zwel Parallelen, und zwar eine
Parallele & im beliebigen Abstande h, eine zweite &, durch einen beliebigen
Umripunkt P der vorgelegten Fléche. Von dem Punkte P aus fille
man das Lot Pa auf die Parallele & und ziehe durch den beliebigen

Punkt O der Achse x und den Punkt a einen Strahl, der die Parallele
6*
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g, im Punkte m schneidet. Féllt man von dem Punkte m abermals
ein Lot auf die Parallele &, so erhilt man einen Punkt b, der, mit O
verbunden, in der Verlingerung die Parallele &, im Punkte i schneidet.

Bestimmt man nun fir weitere UmriBpunkte P in gleicher Weise die
Durchschnittspunkte m und i, die auf der durch den jedesmal neu ge-
withlten Punkt P gehenden, zur x-Achse parallel gerichteten Achse &,
ihre Lage haben, und verbindet man dann die Punkte m und ebenso die
Punkte i miteinander, so ergeben sich die aus Fig. 96 ersichtlichen Kurven
AmB und AiB.

Werden nun noch die von den genannten Kurven eingeschlossenen
Flachen F,, und F; bezeichnet, so ist

1. das statische Moment der vorgelegten Fliiche F, bezogen auf die

x-Achse,
M=Fy.h, .o 71
2. das Triigheitsmoment derselben Fliche F auf dleselbe Achqe x
bezogen,
O=F;.h . . . Y §

Wird der Abstand h=1 gewihlt, so erhilt man
M=F, und O =F;.

2. Allgemeine Bestimmung des statischen und des Trigheits«
Momentes nach dem Verfahren von Culmann.

Bezeichnen in Fig. 97 P, P,, P,, . . . .. P, eine beliebige Anzahl
parallele, in ein und derselben Ebene E gelegene Krifte und x,, x,,
Xgy « o v v - x, die in irgend einer Richtung gemessenen Abstinde der

Krifte von einer ebenfalls in der Ebene
E gelegenen geraden Linie LI, so nennt
man die Summe

Poxm o Pyx,? - Pyxgn - . L L
. —+—PDXH —_-'Pxn

das Moment n'er Ordnung der Krafte P
in bezug auf die Achse LIL.

Im Falle n=1, also SPx=M,
ist das Moment das statische Moment der
Krifte P.

Im Falle n =2, also S Px2=0),
erhilt man das Trigheitsmoment etc.

Da sich nun das statische Moment
als Moment 1. Ordnung graphisch darstellen 1i6t und da die Momente
2., 3. ete. Ordnung, wie die Werte

Tig. 97.
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XPx, S(Px)x, S(Px¥)x, T(Px¥x,.... .. S(Pxr-1x
zeigen, auf die Form des statischen Momentes zuriickgefithrt werden kénnen,
so hat man, um ZPx® zu finden, nur nétig, der Reihe nach die genannten
statischen Momente zu bilden.

Von diesen sogenannten hoheren Momenten sind fiir die Praxis in
der Regel nur die Momente 1. und 2. Ordnung, d. s. das statische und
das Trigheits-Moment, von Wichtigkeit,die in den Fig. 982 bis 984 fiir
den in Fig. 98 vorgelegten Krifteplan graphisch ermittelt worden sind.

1. Das statische Moment M ergibt sich in folgender Weise: Man
trage die gegebenen Kriifte P,, P,, P; usw. auf einer parallel zu den
Kraftrichtungen angenommenen Geraden hintereinander an und verbinde
die Enden der Kréfte mit einem ganz beliebig zu wihlenden Pole O,
dann erhdlt man das in Fig. 98% dargestellte Kriiftepolygon mit den
Kriften I, TI, III ete. '

Mit diesen Kriften bestinme man weiter durch deren Aneinander-
rethen das in Fig. 98" dargestellte Seilpolygon.

Werden nun die Seilpolygonseiten so weit gefithrt, daB sie sich mit
der beliebig gelegenen, zu den Kriiften P;, P,, P; ete. parallel gerichteten
Achse LI in den Punkten 1, 2, 8, 4, b, 6, 7 schneiden, so sind die Dreiecke

1A2, 2B3, 3C4, 4D5, 5E6 und 6F7,
welche die Achse LLi mit je 2 aufeinander folgenden Seiten des Seilpolygons
bildet, den ihnen entsprechenden Dreiecken des Kriftepolygons

GoH, Hod, JoK, KoL, LoM und MoN
dhnlich, und es ergibt sich, wenn H die in der Richtung x gemessene
Polweite darstellt,

x,:12=H:P,
x2:2v§:—H:P2
X;:34=H:P,
x:45=H:P,
x;:56 =H:P;
X4 éi’—?:H:PG,
woraus weiter folgt

Pl.xl:H.rz

P,.x,=H.23

P, X3—H.(ﬁ

P, X4—H.47

P, X5—H.ET6

P, XGZH.ﬁ
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In dem Klammerausdrucke sind die einzelnen Strecken: 12, 2—3,

34 usw. mit Beriicksichtigung ihrer Vorzeichen zu addieren, die bei den
in gleichem oder positivem Sinne wirkenden Kriften mit dem Vorzeichen

der entsprechenden x iibereinstimmen.

/
- ' 7
fremmm -

femmof ;
/

ot

Schneiden nun die #uBersten Seiten des Seilpolygons auf der Achse

LT die Strecke a=— 17 ab, so ist, ohne Riicksichtnahme auf das Vor-
zeichen,

SPx = Ha,

womit das statische Moment erhalten ist.
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Dieses Moment wird positiv, sobald die von der Achse LI, rechts-
gelegenen Momente, als positiv angenommen, groBer sind als die links
gelegenen oder negativen Momente, und umgekehrt.

Da andrerseits die Summe der positiven Abschnitte 34, 45, 56 und
67 groBer ist als die Summe der negativen Abschnitte 12 und 23, so
ergibt sich auch hieraus, daB das vorliegende statische Moment =Px
positiv ist.

NB. Aus der Gleichung 73 ist zu ersehen, daB das statische Moment
allein von dem Abstande a der beiden, auf der Achse LL gelegenen,
duBersten Seilpolygonseiten — also der Strecke zwischen den Durch-
schnittspunkten 1 und 7 — abhiingig ist.

Ist der Abstand a gleich Null, was dann eintritt, wenn die Achse
durch den gemeinschaftlichen Schnittpunkt R der #uBersten Seilpolygon-
seiten geht (siehe Achse L,L, in Fig. 98), so ist auch das statische
Moment

SPx=0,
was besagt, daB der Punkt R der Schwerpunkt des vorliegenden Krifte-
planes ist, wodurch die Resultierende geht.

2. Das Triigheitsmoment © wird in folgender Weise erhalten:
Betrachtet man die auf der Achse LL gelegenen Abschnitte 12,
23, 34 ete. als Krifte, die in den Richtungslinien der Krifte P,, P,,

P, . ... wirken, und konstruiert man das in Fig. 98¢ dargestellte
Kriftepolygon, so liBt sich mit letzterem wieder ein Seilpolygon A1, Bl
cL Dy . .... konstruieren, dessen Seiten It IIY, ITIL IV! usw., —- wie

die Fig. 98¢ zeigt — die fragliche Achse LL in den Punkten 11, 21, 3!
usw. schneiden.
Es sind auch hier die Dreiecke des in Fig. 981 dargestellten Seil-
polygons
11A121, 21B131, 31C141, 41D!'51, 51E16L und 61F171
dhnlich den Dreiecken des Kriftepolygons in Fig. 98¢
GlotHY, H'olJL, J1o'K!, KlotLi, L1o!M! und M!o!NY,
Bezeichnet man nun noch die in Fig, 98¢ beliebig angenommene
und in der oben genannten x-Richtung gemessene Polweite mit h, so er-
gibt sich in gleicher Weise, wie beim statischen Momente,

X, : 1121 =h:12

x,:2181 =h:23
X3:3—111:hZ3_4
x4:4751:h:43
x5:51_61::h:5—6
Xs:ﬁﬁl”—-:h:ﬁ,
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woraus sich ergibt

x 1 =h1121
X, 23 —h 2131
X3ET=h3TZI
X475:h4151
X5%:h5161
X, 67 ="h6l7!

Da ferner unter Hinweis auf das vorher beim statischen Momente
Gesagte die Abschnitte nach Fig. 98P
Y Pixy 5 Pyxy Pyx,

12="171, 98 =="22 54="378 45— 47t fg—_ 55
i 2 o 34 - H 45 0 6 H und
—_ Pexq
67= 0
sind, so erhilt man durch Einsetzen der Werte
P - o
M21M 1121 woraus P, .x,2=H.h 112! folgt,
x, P, x, ST im
Eoff—h2t3l, . P,.x,2=H.h2131
X, Pyx, SV AT
8378 —hglgl, | P,.x2=H.h304l
x,P,x, e =
7777—:}14151, 9 P4.X42:H-h4151 ”»
P R —_
%@,I{s&:hg)xsl, s Po.x2=TH.h5bl6l
X5 Poxg

=h6'7, , Py.x2=H.h6'7t , .

Durch Addition dieser Gleichungen erhdlt man dann das gesuchte
Trigheitsmoment

© — SPx? — Hh ({781 3731 4 3507 | 41514 5761 L Gi7)
1

»=Hhb, . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
worin der Klammerausdruck die Strecke b bedeutet, welche die iiuBersten
Seiten des 2., in Fig. 984 dargestellten Seilpolygons auf der Achse LL
abschneiden, und welche stets positiv ist, sobald alle Kriifte in gleichem
(positiven) Sinne wirken.

Wird H mit dem KriftemaBistabe gemessen, so stellen b und h
Léngen dar.

NB. Sieht man die auf der LL-Achse gelegenen Abschnitte 1121,
2131 3141 efc. wiederum als Kritfte an und verfihrt man wie vorher, so
wird damit das Moment 3. Ordnung erhalien.
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Durch Fortsetzung dieses Verfahrens kann man mit Leichtigkeit
jedes hohere Moment von beliebiger Ordnung erhalten.

3. Bestimmung des Trigheitsmomentes nach dem Verfahren
von Mohr.

Mit Hilfe des vorher erhaltenen 1. Seilpolygons A;B,C; . . . ..
mit den Seiten I, II, IIT usw. liBt sich auch — ohne weitere Polygone
konstruieren zu miissen — das Trigheitsmoment, bezogen auf die Achse
LI, wie folgt, ermitteln.

Der Flicheninhalt F,, der von dem 1. Seilpolygone, und zwar
von den #uBersten Seiten I und VII einerseits und von der Achse LI
andrerseits, also von der Fliche 1ABCDEF71 gebildet wird, ergibt
sich zu

F,— A\ (1A2 -+ 2B3 304+ 4D5 - 5E6 | 6F7)
» = 5 ([2hy + 28h, b 83hy o 45h, + 56h, + 67hy

1, = - - - - -
” =§smaz(12x1 -+ 28x, + 34x5 4 45x, 4 56x; | 67x)

sin @

" = oH (Pyx;2 4 Pyxy? 4 Pyxg? + Py x,® + Pyx® 4 Pox?)
_singl., , sna_
= EATY T an
0 — 2HFu 75
e

Hierin bezeichnet o den Winkel, den in Fig. 98 die parallelen
Krifte P mit den x-Richtungen einschlieBen.

4. Beziehungen zwischen zwei auf parallele Achsen bezogene
Triigheitsmomente.

Bezeichnet die Achse 1,14, wie bereits in Fig. 98 angedeutet wurde,
die durch den Schnittpunkt R der #ufersten Seilpolygonseiten gehende,
parallel zur Achse LL gerichtete resultierende Achse und haben die Krifte
P, P,, P, usw. von der letzteren die in Fig. 99 eingeschriebenen, in der
x-Richtung gemessenen Abstiinde &, &,, & usw., so betrigt das auf die
Achse L1, bezogene Tréigheitsmoment ©);:

0, = P&,
und das statische Moment — wie bereits unter 1 erwihnt —, bezogen
auf dieselbe Achse L,Ly,

IPE=0.

Wird nun noch mit e der ebenfalls in der x-Richtung gemessene
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Abstand der Achse LL von der L,L,-Achse bezeichnet und setzt man

90
O =Z3Px?= 3P (§ | e)?=SP§ | 2eIP§ | 23D

x ==§ -+ e, so erhilt man
» = SP§% |- 2P,
oder & = @, | 23D,

/
]
i
II

fi
e fg e

fos

/

/

/
5
/

&/
. 2
Fig. 99.
In derselben Weise ergibt sich fiir eine andere im Abstande e, von

der L,L,-Achse gelegene Achse L, L, das Trigheitsmoment
@1 — (')0 "‘{— elsz.
Bildet man die Differenz zwischen den letzten beiden Gleichungen

O, — O = (¢,? — ¢ XP

fir @ und 6, so ist
5. Bestimmung des Triigheitsmomentes einer beliebigen Fliche.
Soll das Triigheitsmoment einer beliebig gestalteten Fliche, z. B. des

in Fig. 100 dargestellten Querschnittes einer Eisenbahnschiene, bezogen auf
eine beliebig gerichtete und gelegene Achse, graphisch ermittelt werden, so
zerlege man den Querschnitt in der gegebenen Achsenrichtung in eine
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Anzahl leicht bestimm-
barer Flachenstiicke,
deren Inhalte f,, f,, f;
etc.. man als Krifte
auffaBt, die in den

Schwerpunkten 8, S,, - % L. -

8; etc. angreifen. s 4
Hierauf verfahre ﬁ/

man in der bereits im __%{g__ ——".f;

Abs. 2 dieses Paragra- 74

; - .
phen angegebenen, in . / . 7
der Fig. 98 dargestellten _._.gf?/%/a/ A - *__:ff :ﬁ

Weise. ‘

Fig. 100.

§ 23. Die verschiedenen Belastungsfiille.

Wihrend in den §§ 14 bis 21 vorwiegend die bei der Biegung eines
Korpers oder Trigers wachgerufenen, im Innern desselben auftretenden
Spannungen und Beanspruchungen besprochen worden sind, sollen nun-
mehr in dem vorliegenden Paragraphen die #ufBeren Beanspruchungen Be-
riicksichtigung finden, die sich infolge verschiedenartig auf den Kérper
oder Tréger einwirkender Belastungen ergeben.

In der Hauptsache kommt es also hier darauf an, das im § 14,
sub 1 genannte, der allgemeinen Biegungsgleichung zugrunde liegende
Biegungsmoment fiir jeden beliebigen Belastungsfall zu bestimmen, um
damit die sich aus dem Widerstandsmomente ergebenden Querschnittsab-
messungen des Korpers ermitteln zu konnen.

Diese Momentenbestimmung 148t sich fir die einfachen Belastungsfille
sehr leicht mit Hilfe des mechanischen Satzes:

Die algebraische Summe der um einen Drehpunkt
wirkenden Momente mufl gleich Null sein, durchfihren.

AuBer diesem sind bei den einzelnen Belastungsfillen sowohl die
zugehorigen Momenten- und Transversalkraftflichen, als auch die Glei-
chungen der elastischen Linien und der groBten Durchbiegungen angegeben,
die mit Hilfe der im § 14, Abs. 4% angedeuteten, der héheren Analysis
angehdrenden allgemeinen Gleichung der elastischen Linie entwickelt wor-
den sind. (Siehe einige in § 14, Abs. 4® angegebene Naherungswerte.)

Was die Momentenflichen betrifft, so geben sie eine bildliche
Ubersicht iiber die in den einzelnen Trigerarten auftretenden Bean-
spruchungen. Die Konstruktion dieser Flichen ergibt sich entweder mit
Hilfe des in § 22, Abschnitt 2, 1 aufgefithrten Seilpolygons, oder man
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triigt, beispielsweise von einer horizontalen Linie ausgehend, in einem be-
liebig zu wihlenden MaBstabe — der jedoch bei der Durchfithrung eines
Beispieles beibehalten werden mu —, die fiir die einzelnen Querschnittsstellen
durch Rechnung bestimmten Biegungsmomente zweckmiBig so auf, daB
alle auf einen beliebig angenommenen Querschnitt bezogenen rechtsdrehen-
den oder positiv genannten Momente senkrecht nach unten, alle links-
drehenden oder negativen Momente dagegen senkrecht nach oben angetragen
werden. Unter dieser Annahme ergibt sich die L.age der Momentenflichen
unterhalb der angenommenen Horizontallinie, falls ein Triiger, Balken etc.
nach unten durchgebogen wird; im Falle einer Durchbiegung nach oben
liegt auch die Momentenfliche oberhalb.

Da nun die GroBle der zwischen zwei Laststellen gelegenen Biegungs-
momente nur allein von den Abstinden der fraglichen Querschnittstellen
abhéngig ist, d. h. im proportionalen Verhiltnisse steht, so werden diese
Momente durch eine gerade Linie begrenzt, welche die Laststellenmomente
verbindet. Es ist deshalb beim Konstruieren der Momentenfliche auch
nur nétig, die an den Laststellen auftretenden Biegungsmomente rechnerisch
zu ermitteln und in der angegebenen Weise aufzutragen. Die Begrenzungs-
linie der Momentenfliche bildet dann eine gebrochene Linie, die bei einer
iiber die Kérperlinge ganz oder auch nur teilweise gleichmiBig verteilten
Belastung, soweit die letztere reicht, in einen Parabelbogen tbergeht, zu
dessen Konstruktion man die gleichmiiBige Belastung als eine beliebig
grofle Summe gleichgroBer Einzellasten ansehen kann, deren Biegungs-
momente in der vorher beschriebenen Weise aufzutragen sind. Die Ge-
nauigkeit der Begrenzungskurve héngt natiirlich ganz von der Anzahl der
aufgetragenen Momente ab.

Beachtung verdient noch die Tatsache, daB an den Stellen, wo eine
Einzellast wirkt, die Momentenfliche stets eine Ecke hat, gleichviel ob
an dieser Stelle zu gleicher Zeit stetige Belastungen wirken oder nicht.
Im ersteren Falle bildet sich die Ecke aus gekriimmten, im letzteren
dagegen aus geraden Linien.

Zu einem Scherkraftdiagramm gelangt man durch die Uber-
legung, daB die einen Korper auf Biegung beanspruchenden Vertikalkrifte
den Korper auch gleichzeitig auf Abscheren beanspruchen. Die in jedem
Querschnitte des Korpers auftretende Scherkraft ergibt sich aus der
algebraischen Summe aller Krifte, die, von der fraglichen Querschnitts-
stelle ausgehend, auf der linken oder rechten Seite des Korpers auf ihn
einwirken. Wenn nun auch in den meisten Fillen die in den einzelnen
Querschnitten auftretenden Schubspannungen gegeniiber den Biegungs-
spannungen so klein ausfallen, da8 sie vernachlissigt werden konnen, so
bietet doch immerhin das sehr einfach und schnell konstruierbare Scher-
kraftdiagramm eine nicht zu unterschiitzende Ubersicht iiber die einzelnen
Scheranstrengungen. Bei der Konstruktion des Diagramms ist darauf zu
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achten, daB bei nur mit Einzellasten belasteten Korpern an den Be-
lastungsstellen eine sprungweise Anderung der Scherkraft eintritt, wéihrend
sie zwischen den Belastungsstellen konstant bleibt.

Die Begrenzungslinien bilden in diesem Falle eine abgetreppte Figur.
Siehe Fig. 102, 104, 107, 108—112, 117 und 120. Bei den Korpern
mit ganzer oder auch nur mit teilweiser stetiger Belastung dagegen dndern
sich die Scherkrifte innerhalb der stetigen Lastverteilung auch stetig, was
im Diagramm durch eine schriige gerade Linie dargestellt wird. Siehe
Fig. 105, 113, 115, 116, 118 und 121,

Eine sprungweise Anderung der Linie findet z. B. an solchen
Stellen statt, wo zu der gleichmiiBigen Lastverteilung noch Einzelkrifte
hinzutreten. Siehe Fig. 106, 114, 119 und 122. Wie die Fig. 107 bis
123 erkennen lassen, liegen die gréfiten Biegungsmomente an den Stellen,
wo die Schubkrifte ihre Vorzeichen wechseln, d. h. wo in den Transversal-
kraft- oder Schubkraftdiagrammen die horizontalen Triigerachsen durch-
schnitten werden. Man kann deshalb auch die letzten Diagramme zur
Bestimmung der Lagen der am meisten beanspruchten Querschnittsstellen
und der damit im Zusammenhange stehenden gréfiten Biegungsmomente
benutzen, was bei komplizierten Belastungsféllen, die sonst weitgehende
Rechnungen erforderlich machen, besonders wichtig ist.

a) Der Freitriger.

Unter einem Freitriger versteht man einen an einem Ende fest ein-
gespannten Triger, der in beliebiger Weise belastet sein kann.

Mit der Einspannung des Trigers ist der Begriff verkniipft, daB
die in § 14, sub a,3 und 4 und b, 1 und 2 genannte elastische Iinie an
der Einspannstelle die urspriinglich gerade Trigerachse zur Tangente hat.

Die Einspannung des Trigers kann man sich beispielsweise so vor-
stellen, daf das eingespannte Ende durch zwei, wie aus beistehender
Fig. 1012 ersichtlich ist, entgegengesetzt gerichtete und unverinderlich
wirkende Auflager gehalten wird. Als Einspannstelle gilt die Querschnitts-
stelle A.

Will man nun die beiden Auflagerdriicke an der Stelle A und C
bestimmen, so denkt man sich nach Fig. 101P zwei gleiche, aber entgegen-
gesetzt gerichtete Kriifte - P und — P an der Einspannstelle A ange-
bracht, wodurch an dem Gleichgewichtszustande nichts geéindert wird.

Wird von dem Eigengewichte des Triigers abgesehen, so wirken an
ihm drei Krifte, nimlich die am freien Ende B wirkende Kraft P und
die beiden an der Stelle A zugefiigten Krifte -+ P und — P. Von den
letzten beiden Kriften kann man sich die Kraft 4 P durch die Auf-
lage A aufgehoben, d. h. wirkungslos denken, so daf nur noch die beiden,
an der Stelle A mit — P und am freien Ende B mit 4 P wirkenden
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Krifte in Frage kommen, die mit der freitragenden Triigerlinge 1 ein
rechtsdrehendes Moment M = P1 bilden.

Dieses Moment muB

Y nun durch ein innerhalb
/// der eingespannten Strecke
% AC zur Wirkung kommen-

i des Gegenmoment — M =

g % 9_1/ _________ /g i Pyx ins Gleichgewicht ge-
/////}/ bracht werden, woraus die

dfi @? Bedingur;)gl b
l |
e H

Qg

ol

+
Qg

sich ergibt.
Den an der Stelle C
anzuordnenden Widerlager-

b

__D -
©

druck Py erhilt man dann

A
l aus der vorliegenden Gleich-
- G? gewichtsbedingung zu
Pl
+éh @T Pe="o . . 76
£ l ' l Denkt man sich nun
e TG: nach Fig. 101¢ auch diesen

Druck an der Einspann-
stelle A als -~ P und
— P; zugefiigt, so hebt sich
5 der erstere Druck -} Py

& ;
i mit der Auflage A auf,
%// /‘ wihrend der letztere Druck
Z — P; mit dem Widerlager-

ﬁ}% ///// a B! drucke bei C das links
%//% ————— l """"""" =1 drehende Moment bildet.

t

Die Auflage A ergibt

Fig. 101, sich dann nach dem vor-
hergehenden zu
Pl 1
A=P+PX=P+¥=P 1+—X N &

Anmerkung: Die verschieden hohen Widerlagerdriicke bei A und
C, die um so grofler werden, sobald die Strecke x im Verhiltnis zur
Linge 1 sehr klein wird, geben sehr leicht die Veranlassung zu einer Zu-
sammendriickung des Unterstiitzungs- als auch des Trigermaterials an den
Widerlagerstellen A und C.

Infolge- der Zusammendriickung wird aber eine Lagefinderung der
Auflagestellen A und C aus der Horizontalrichtung so eintreten, daf der
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Triger bei A abwirts und bei C aufwirts bewegt wird. Durch diese Be-
wegung tritt nun aber eine Neigung des Triigers aus seiner Anfangslage
ein, womit die am Eingange dieses Abschnittes ausgesprochene Voraus-
setzung, die elastische Linie habe an der Einspannstelle A die anfinglich
gerade Trigerachse zur Tangente, nicht mehr genau zutrifft.

Die Zusammendriickung des Materials wird auch dann noch — wenn
auch in weit geringerem MaBe — zu erwarten sein, wenn, so wie es in
Fig. 101¢ an den Auflagestellen A und C der Fall ist, die Widerlagerdriicke

auf untergelegte Platten einwirken.

1. Der durch eine Einzellast am freien Ende belastete Freitriiger.

Fir den aus
Fig. 102 ersichtlichen,
beliebigen Querschnitt
BB, der von der Ein-
spannstelle A A den
Abstand x hat, ergibt
sich das Biegungs-
moment

M;=P(l-x).

Da nun fir
x =0 das Moment
M; seinen groBten
Wert
Mp.,=Pl. . 78

erreicht, so findet auch
nach § 14, 1 die
grofite Beanspruchung
an der Einspannstelle
AA statt, weshalb
man auch diesen Quer-
schnitt als den ge-
fahrlichen Querschnitt
bezeichnet.

Die Gleichung der
elastischen Linie fiir die
Durchbiegung an belie-
biger Stelle des Tri-
gers ist

_71) 2 3
(sx—-GW (31 X——X)
T ey

77‘—'6@

!

|

i

|
=

|
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SN B N

Schubhuafithliche
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Die grofite Durchbiegung betriigt fiir x —=1
s—1PP_1Mal
3E® 3 0 °

Der grofiten Durchbiegung ¢ entspricht dann auch der grofte Winkel ¢, der

von der Kurventangente and Horizontalen gebildet wird. Er wird gefunden aus

7 /
_

A
|
|
|
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1
e

Fig. 103.

o LPP_1Mla
€9=9E6 2 6 °
Anmerkung: Wirkt die Einzellast P, nicht am Ende des Frei-
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trigers, sondern an einer beliebigen Stelle, so wird nach Fig. 103 das
grofite Biegungsmoment

Mpyax = P1 11;
die Durchbiegung ar der Laststelle, wie vorher,

1 P13
O, = S
173 E6
Die Durchbiegung am Ende ergibt sich daun aus
Smax = 0, + 8, =6, + (1 —1,) sin .

Da nun aber fiir kleine Winkel ,sin ¢ = tg p“ gesetzt werden kann und

1P 12
9=9 5o
betrégt, so erhilt man die g1oBte Durchbiegung
_ 1R 1Pz
fmax =3 ge + 1=y ge
2. Der durch mehrere beliebig verteilte Einzellasten belastete
Freitriiger.
Das groBite » o
Biegungsmoment ] ) ejz
ergibt sich fiir den /// d’* @)3 d1
in Fig. 104 dar- / l | l
gestellten Bela- y 7 A, : ] )
stungsfall ~wieder L ! i i .
an der Einspann- // :t:&:i“/[b . /{7/ i !
stelle zu s ottt 0 OO
Myax =Pyl; + E ’
By, + Pyl + |

, i
|
+PJI, .. 79 "
oder allgemein Z %DAMWM ot
T

M, — S PI.
1

Anmerkung:
Da jede einzelne
Last eine groBte
Durchbiegung des
freien Tragerendes
veranlaBt, so er-
gibt sich die ge-
samte  Durchbie-
gung aus der
Summe der Ein-
zeldurchbiegungen.
Dieses Verfahren

nennt man das

sl

QAN

Wehnert, Festigkeitslehre. 7
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Prinzip der Ubereinanderlagerung (Superposition), womit man verwickeltere
Belastungsfille auf einfache Félle zuriickfithren kann.

Wirken Lasten entgegengesetzt, so werden die zugehdrigen Durch-
biegungen subtrahiert.

70 p a
%HHHH NI

W2

NN
»
3

3. Der iiber die ganze Linge gleichmiifig verteilt belastete Freitriiger.

Ist ein Triger, wie Fig. 105 zeigt, iiber seine ganze Linge mit
einer Gesamtlast Q gleichméBig verteilt belastet, so kann man sich die
Last @ im Schwerpunkte S konzentriert denken.
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Da nun wegen der gleichm#Bigen Lastverteilung der Schwerpunkt S
im Abstande % von der Einspannstelle liegt, so ergibt sich das groBte
Biegungsmoment
1
Mmax=%-—.........80
Fiir einen beliebig im Abstande x von der Einspannstelle gelegenen
Querschnitt betrigt das zugehdrige Moment
l—x (1 —x)?
My=p(l— =
X p ( X) 9 P 2 ’
wenn p die gleichmiBige Belastung fiir die Léingeneinheit bedeutet.
Die Gleichung der elastischen Linie lautet

0x = 24L@(4]3 x")—z4@(413x~x)
Die groBite Durchbiegung betrigt dann fiir x =1
6h1pl" 1Q1_ 1Qal®
T 8EO® SE6O 8 6
und der dazu gehorige Winkel

1QI12
P=gpng

4. Der iiber seine ganze Liinge gleichmiiig verteilt und am
freien Ende mit einer Einzellast belastete Kreitriger.

Nach Fig. 106 ergibt sich das Biegungsmoment fiir den beliebigen,
um x von der Einspannstelle abstehenden Querschnitt BB aus

)2
M, =P —x4pt Y
Fir x = 0 erlangt My seinen groften Wert

12 1 Q
I\’Imax:Pl—!—PE:Pl—{—QE: P—l—TZ 1. . . 81

Die Gleichung der elastischen Linie heift

a [P X P 2 x*
o= 5 (1= 5) #5(r - Srea )]

die groBte Durchbiegung am freien Ende erhdlt man fiir x =1 mit

3
P+ 2 Q
_a pl a(P, Q. 1 8
s < % )13 @<§ 335)13 5 "Ee

Der grﬁﬁten Durchbiegung entspricht der Winkel
1
P+ = 12
1P1? 1QIF 1 ( + 3Q)

T2E0T6E6 2 KO
Anmerkung: Auch hier gilt fir mehrere Einzellasten das im
Falle 2 genannte Prinzip der Ubereinanderlagerung.
NB. Bei weiteren Belastungsarten stellt das maximale Biegungs-
moment gleichfalls die algebraische Summe der von den einzelnen Be-

lastungen hervorgerufenen Biegungsmomente dar.
bES
7
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% Sobubafiflich
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Soll bei einer Konstruktion das Eigengewicht eines Trigers mit Be-
riicksichtigung finden, so kann es als eine itber die ganze Linge des
Trigers gleichmidBig verteilte Belastung angesehen werden.
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b) Der frei auf zwei Stiitzen liegende Triiger.

Sobald ein Triger auf 2 Stiitzen gelagert ist, miissen zuerst die
Auflage- oder Reaktionsdriicke bestimmt werden. Sie lassen sich ebenfalls
sehr leicht nach dem bereits am Eingange dieses Paragraphen genannten

Satze der Mechanik:

»Die algebraische Summe J
der um einen Dreh- i
punkt wirkenden Mo- —— )
mente muB im Falle A7 1 : @

des  Gleichgewichtes

gleich Null sein¢,
bestimmen, sofern an Stelle
eines Lagerdruckes ein Dreh-
punkt gedacht wird, um den
sich der Triager bewegen kann.

i
t
f
!
|
i
i
|
I
1
t
|
< —
|
{
I
I
|
t
]
[
i
1
i
!

%

Wihrend man nun auf
diese Weise beide Reaktionen
ermitteln kann, geniigt es auch,

!
T o Tobelemotns m b a} L
genannten Hebelgesetze zu be- H ‘

stimmen, wahrend die zweite 3
Reaktion sich mit Hilfe des
weiteren mechanischen Satzes :

B

R -

&

|
i
I
i

»Die algebraische Summe

der in einer Richtung ‘
wirkenden Krifte mul3 b = E

im Falle des Gleichge- — -———-% -

wichtes gleich Null sein®, Fig. 107.

angeben liBt, was in den
meisten Fillen viel schneller zum Ziele fiihrt.

1. Der Triger ist in der Mitte mit einer Einzellast belastet.

Die in Fig. 107 angegebene Belastung P verteilt sich auf beide Auf-
lagen gleichmiBig, weshalb die Reaktionen die Werte
P P
A= E und B = 'E B < 21
erhalten.
Sieht man nun die in der Mitte liegende Laststelle als Unter-

stiitzung an, so wirkt der vorliegende Triger ebenso wie 2 Freitriiger, an

deren freien Enden die Kraft EP angreift.
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, . 1
Das groBite, im Abstande 5 von A oder B gelegene Biegungsmoment

ergibt sich dann aus
1 Pi Pl
Mmax:Ajz‘:*é'§=z“ .. . . . . 83
Die Gleichung der elastischen Linie wird aus der zu Fig. 102 gehorigen

Gleichung so gefunden, daf man fir P und 1 die Werte gund einsetzt; man

5
erhilt somit

4& ! 4I> , :—F4« (E%——lzx—)ﬁ)
ar, P S Ao 46% 12;9@ 4

i | | (3124 43

E" —————————— “E *** /{ ————————————— ": 77—‘48E@(31X 4X)

| H t

| g | " ~ Pe (312x — 4x3%).
/g t QT ! Die groBte Durchbie-

»?- ' t gung erbélt man dann fur
< * J?. % X = ; aus

: ! =

i ! : __1PB_ 1 Mel?

| Momentunflacke ; '=8EeT 18 6

I

2. Der Triiger ist an be-
liebiger Stelle mit einer

) |
OSA'/%MmeA’{fMI, : Einzellast belastet.

o} Mﬂ“ﬂﬂmﬂ“ﬂmmmlmﬂ Zur Bestimmung der
‘*1. ' q‘w T ﬁ Jpy aus Fig. 108 ersichilichen
i G? ; Reaktion A lege man, wie
|
I
i
I

. § Fig. 1082 zeigt, in B den
g]ﬁ/h/km 73 g/mw i Drehpunkt, dann ergibt sich
_ |

woraus
A:—PTb folgt. . . 84

Um nun B zu ermit-
teln, lege man entweder den
Drehpunkt, wie Fig. 108P
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oder man bildet den Summensatz
A+B—P=0,
woraus sich dann B:P——A:P_};b_—_l)l__ilj

1 1

__P{l—b) Pa .

» 1 =T 85
bestimmen l48t.

Das grofBite, an der Laststelle P liegende Biegungsmoment ergibt sich
nach Fig. 108¢ durch Annahme der Laststelle als Unterstiitzungs- oder
Drehpunkt, wodurch der vorliegende Triger in 2 ungleich lange Freitriger
zerlegt wird, an deren freien Enden die Krifte A, bezw. B wirken.

Die gleichgroBen biegenden Momente der Freitriiger bilden dann
das groBte Biegungsmoment

My = Aa= " 2y—p2P
1 1
Pa ab 86
oder ’ :Bb:szPT

Die Gleichung der elastischen Linie fiir die rechte Triigerseite lautet

P b?a?/_x  x x 3
Ix E@?T@F+a‘ﬁﬁ’

fiir die linke Seite dagegen

P av /)y ¥ y?
%ﬁmaﬁr@d+b_§ﬂ'

Die groBte Durchbiegung ergibt sich fir

1. x=b 1+7f,wennb>a,
2. y__a“/3 ,wennb(a
zu
S P 13b% a?
“EOS P I

3. Der Triiger ist durch mehrere Einzellasten belastet.
Nimmt man in Fig. 109 den Drehpunkt bei A an, so ergibt sich
die Reaktion B zu
Bl —-PpP L —PL, —P;l, —P,1, =0
oder B:I:lll +P212—1:P313+P414

87

Die zweite Reaktion A folgt dann aus
A+B—P —P,—P,—P, =0,
A=P 4P, 4P, +P,—DB 88
Der gefihrliche, die Wahl des Trigereisens bestimmende Quer-
schnitt liegt nun an der Laststelle, woselbst das Biegungsmoment am
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groBten ist; es ist deshalb notwendig, daBl fiir jede Laststelle das Biegungs-

moment bestimmt wird.

]
]
| ! !
I { 1
PR
i
e [
——————————— e Ay e
! 1 t
____-_____,’-ml S U S H.
! i X
1
! i i
! \ '
-
' i
> :

Fig. 109.

1. an der Laststelle P; nach Fig. 109*
M, = Al

Um die Momente der
Reihenfolge nach zu be-
rechnen, denke man sich,
wie in Fig. 1092 bis 1094
dargestellt ist, in jedem ein-
zelnen Falle den Dreh- oder
Unterstiitzungspunkt an die
Laststelle gelegt, fur die
das biegende Moment fest-
gestellt werden soll.

Auf diese Weise wird
der vorgelegte Triger wieder
in zwei Freitriger zerlegt,
die an der Unterstiitzungs-
stelle ihren groBten gemein-

schaftlichen Querschnitt
haben, fir den die beider-
seitig biegenden Momente
gleich groB sind. Es ist
deshalb auch gleichgiltig,
fir welche Seite das Mo-
ment in Rechnung gezogen
wird; der ZweckmiaBigkeit
halber wéihlt man am besten
dieSeite, woran die wenigsten
Krifte angreifen,

Danach ergeben sich
die Momente :

oder auch ,, =B(1—1)—P,(,—1)—P;(—1)—P, (1, —1),

2. an der Laststelle P, nach Fig. 109°
M,=Al, —P I, —1)

oder auch , =B(1—1)—P, (1, —1) — Py (I, —1,),

3. an der Laststelle P; nach Fig. 109°

My, =AlL —P (3—1) — P (5 —1)

oder auch , =B(l —1)—P, (I, —1),

4. an der Laststelle P, nach Fig. 1094

M4:Al4—— P1 (14‘_11)_1)2 (14 - 12)—P3 (14 - 13)

oder auch ,, =B({1—1p.
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4 a. Der Triger ist durch zwei symmetrisch liegende, gleichgro£e
Einzellasten innerhalb der Auflager beansprucht.

Wegen der aus Fig. 110 ersichtlichen symmetrischen Belastung des
Triagers kommt auf jede Auflage die Hilfte der Gesamtbelastung, also

A=Puwd B=P . . . . . . . 89
Um das der Dimen- @ @
sionierung des Trigers zu- @) GJ
grunde zu legende, grofite ¢ e ‘
Biegungsmoment zu bestim- : ; : 3
men, ermittele man zundchst g,‘_ 77777 0«“---;*.7(*—5 %_ ____ ﬁ__,}’éb
das Moment fiir einen beliebig S % _________ Li__ 1:_‘“______»,_5

zwischen den beiden Last- ! | .
stellen P gelegenen Querschnitt | %aww@wwlib !
C, der beispielsweise von der | : — ‘ |
linken Laststelle den Abstand
x hat; dieses Moment betrigt
My=A@a+x—Px

, =P(atx) — Px i @@W%ﬁ%”t |

, =Pa- Px— Px—Pa. 3
Da nun die biegenden @Wﬂﬁ E :

Momente fiir alle zwischen der @TIMMMG%
Unterstiitzungs- und Laststelle
liegenden Querschnitte, des
kleiner als a betragenden Ab-
standes halber, kleiner werden,
so ist das innerhalb der beiden
Laststellen gleichbleibende,
gréfite Biegungsmoment, wie

oben bereits angegeben ist, Fig. 110. ‘
Mpyx=Pa . . . . . . . . 9
Die Gleichung der elastischen Linie betrigt
__F 2 n T 2 5 Pe 2 s 13
Ix = gy BPX—4x) = (o o BPx —8x) = % (6'x — 8x),
Die grofte Durchbiegung ergibt sich fiir x :—},— zu

s—=LPP_1Pall 1Mal
T24E60 24 0 24 6
4b. Der Triger ist durch zwei symmetrisch liegende Einzellasten
auferhalb der Auflager beansprucht.

Da die in Fig. 111 vorliegende Belastung symmetrisch auf den
Triiger einwirkt, so erhalten die beiden Auflagen A und B je die Hilfte
der Gesamtlast, also

A=Pud B=P . . . . . . . 9
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Fiir eine beliebige, im Abstande x von der Auflage A gelegene

Querschnittsstelle C ergibt sich das Biegungsmoment zu
M, = Ax—P(x-+a)=Ax—Px—Pa=Px—Px-—-Pa=—Pa.
Dieses Resultat be-

J é‘b sagt, daB die Biegungs-
| momente fir alle Quer-

1 @ ’ schnitte innerhalb der beiden

: z‘; & e?b? | I{n_terstutzllangen A undf“B

(SRS S - /f ________ —— gleich groB, dagegen fiir

|

I alle aullerhalb der Auflagen
| gelegenen  Querschnitte

! kleiner werden.
1
t
]
1
1

[l
'
1
'
I
i
1
'
'
1
1]
i

Das gréfite Moment
betrdgt deshalb
j Mpax==Pa . . 92
i Die Gleichung der elasti-
schen Linie lautet

Tosmintonflsche
pral T

eﬂ' ﬁ: a } i y = »I;a@“ (Ix — x?).

Die grofte Durchbiegung

|
T

S 1
ergibt sich fir x = _ zu

2
s 1PaP_1Pale
S8E6 8 6’
die Durchbiegung fiir die an
den freien Enden gelegenen
Laststellen aus

P (2 'l
6P:E@<3 +T2">'

] O
e =~ -

Der konstante Kriimmungshalbmesser ist
_kBe_ 6 _ 6
€= pa~ Paa Ma’

5. Der Triiger ist durch mehrere Einzellasten innerhalb und
auBierhalb der Lagerstellen belastet.

Um diec Reaktion A zu erhalten, nehme man in Fig. 112 den
Drehpunkt bei B an, wodurch der dasclbst vorhandene Auflagerdruck fiir
die Biegung wirkungslos wird. Es ergibt sich dann
Al4PL 4 Ply=P 1+ 1)+ P (1—L) +Pd—1Iy+ P, —1)
oder
A‘:Pl(l—}—ll)-{—Pz (1—1) Py (1 —1) P, (1—14)-—P5l5;P616.

i 93
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Die zweite Reaktion B zu

ALB=2=3

/>

|

=
I

»—«[/‘oa »—l[
oo
l
-

oder

i
i
i
L

a |

4 — |
c 4 ! }
4 i+ : :»
% ; j
f *. j

SRS PR SRS S WS SR SO S
NS Y S S PO SV MU SRS S

"

Fig. 112.

94

Das maximale Biegungsmoment ergibt sich nun, wie unter 3 bereits
gesagt worden ist, als das groBte der hier in Frage kommenden bei A,
P,, P;, P,, B und P, gelegenen Momente. Diese 6 Biegungsmomente

ergeben sich, wie folgt:
1. an der Laststelle A nach Fig. 1122 (linke Seite)
M, =P,
2. an der Laststelle P, nach Fig. 112° (linke Seite)
M, =P, (; L) —Al,
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3. an der Laststelle P, nach Fig. 112¢ (linke Seite)
My=P ( +1)— AL+ P, (3 — 1),
4. an der Laststelle P, nach Fig. 1124 (linke Seite)
M,=P+1)—AL+P, (1, —L)+ Py (ly — 1),
an der Laststelle B nach Fig. 112¢ (rechte Seite)
M; = P;l; + Pgl,
6. an der Laststelle P, nach Fig. 112f (rechte Seite)
M,=P,1; —L).

ot

6. Der Triiger ist gleichmiBig iiber seine ganze Liinge belastet.

In Fig. 113 sind wegen der symmetrischen Lastverteilung beide
Auflagerdriicke gleich groB.
Bezeichnet Q die gleich-

2 e @ méBig verteilte Last, so ist
AL b b 9 5@ o
A ) ) e% 2 2

g";‘“"x """ . E Fiir einen beliebigen, im
S ~/{ _______________ »  Abstande x von der Auflage
A gelegenen Querschnitt CC,

ergibt sich das  biegende

E i
! E FE“ { an welcher Stelle man sich
| %,o e i den Drehpunkt denken kann,
'; Moment
|

| MX:AX——pX_—j
Sohubhraftfliche | Q. px

. T 2 2
m 1

WMMMMMMJM% 2 :"Q’X(Q—PX)’

worin p die gleichméBige Be-
Elaskinche Simie

lastung fir die Léngeneinheit

IR 7 U darstellt und die Gesamtlast
T & !5 T Q =pl ist.
e e | : Das groBte Biegungs-
i Z t ' moment ergibt sich dann fir
- - - -i - 1
Fig. 113, X ——é— zu
11 1 1 Q,> _Ql
Mmax*?E(Q_P"i) "Z( —3)=% - 9

Die Gleichung der elastischen Linie ist

5x=§;%—@ (f—21x? 1 Px) = 2% (x*— 21x* 4 Px).
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Die grofte Durchbiegung fiir x = ;— betriigt

§— 0 P _ 5 Qal’
T38{EO 384 6 -

7. Der Triger ist gleichmiiBig iiber seine ganze Liinge und
auBerdem durch eine unsymmetrisch gelegene Einzellast belastet.

Die in Fig. 114 vorliegenden Auflagerreaktionen A und B ergeben
sich unter der Voraussetzung, daB die Einzellast P allein auf den Triiger

einwirkt, nach dem
Abschnitte b, 2 dieses
Paragraphen zu

A= %E und
Pa
B__T.

Dieselben  be-
tragen dagegen unter
der weiteren Annahme
nur gleichméBiger Be-
lastung nach Ab-
schnitt b, 6 dieses

Paragraphen
A= % und
_Q
B = 5

Da nun im vor-
liegenden Falle beide
Lasten  gleichzeitig
auf den Tréger ein-
wirken, so ergeben
sich die Auflagerreak-
tionen A und B als
die Summe der vor-

genannten Lager-
dricke zu
A= ? -+ %— und

Pa  Q

B= I + 5 97

Das biegende Moment

s Q

wl_ @y

2
1/

==

N mmmmmmmww\ |

4
~ 1 —'I‘
® ;
Qil>d & a
2
e

Fig. 114,
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ergibt sich dann fir einen im Abstande x vom Auflager A gelegenen
Querschnitt DD zu

2 2
Mx:Ax—pxngx——pX :<Pb ! Q)x PX_

e T\T ) Ty
Dieses Moment erlangt innerhalb der Strecke a einen gréBten Wert fiir
A =px
oder, was dasselbe ist, fiir
Pb  Q
T T T
woraus
S
‘o 2 2Pb+Q,ﬁlﬁ 2Pb-|Ql 2Pb_{_
P 2lp 019 2Q
1
Pb 1
,,_—Q—+-§.................96

folgt, solange die Strecke a grofer als die Hilfte der Triigerliinge ist,

1. Der gefihrliche Querschnitt kénnte danach nur in der groBeren
der beiden Strecken a und b liegen, und zwar zwischen der Triigermiite
und dem Angriffspunkte C der Einzellast P, wobei die Voraussetzung
besteht, daBl entweder der obige Wert fiir x kleiner als die
Strecke a ist, woraus sich ergibt

Pb. Pb 1
a oder —— a— - oder
1
P T2 2a—1 —f@-+b) a—D>

Q< b= 2D < 2b TN
oder, daf3 die itber die Strecke a gleichméaBig verteilte Liast
groBer ist als der Auflagerdruck A, d. h, daB

Pb
pa> *1*‘1‘%-

Mit dieser Annahme ergibt sich das groBte Biegungsmoment zu

oo (Y 1 ()

(P22 Pbl  PbQ <P2b2 2Pblp | I%p
» “(1Q+2WL + ) et arates)
P2 Ph Ql  P2p2Q 1Q
R T R T T qQeen 8
_ P2b? | Pb Ql_( b Q) 1
”~2Q1+2+8—P1—T2 2Q e e e 99
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2. Liegt dagegen der weitere Fall vor, daB
P > a— b
wird, so ist die Lage des gefah1hchsten Querschnittes an der Laststelle C,
also im Angriffspunkte der Einzellast P.
Fir diesen Querschnitt C ergibt sich dann das groBte Biegungs-
moment
52
Mmax = < 1 + ) —'Bz
_(EP'OJFQJ _P_a_>a
T 21 2

» =@Pb+Ql—pla) )

2 :(2Pb+Q1 Q,a) o1

, =[2Pb1Q( ;I
, —(2Pb+Qb)21
21 —I— Q ab

, —oird (P+ ) ... 100

NB. Dieses letztgenannte Blegungsmoment liefert
1. fir Q = 0, wieder das bereits im Abschnitte b,2 dieses Para-

graphen genannte Moment

0\ ab ab
Mmax - (P —1" ?) T: P "I‘y

1 .
2. fir Q=0 und a=»> =5 das im Abschnitte b,1 genannte

Moment

11
)2?_P1

=

Mmax - <P + 4

3. fir P =0, wobel a=Db = é» ist, das im Abschnitte b,6 ent-

wickelte Moment
11

22 Ql
Mmax - (0 + ) - ?
Die Gleichung der elastischen Linie fm die linke Trigerseite von der

Linge a betrigt
a ab(a 4 2b) QI
0x= C <PW N 24)’
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fiir die rechte Strecke b des Trigers dagegen
@ ab(2a--b) , QI?
6Y’”@(P"“61 —tag)
Die Durchbiegung an der Laststelle P ergibt sich dann aus

6=(P_[_12—}—abQ> a? b?

8ab 3E6IL
1. Anmerkung. Fiir den Fall, daB der Abstand a=b = % ist,

also die Einzellast P in der Mitte angreift, ergibt sich die Gleichung der
elastischen Linie zu
5 g = @ 12 (P 2 )
=% ="g1g + 3 Q
und die groBte in der Mitte des Trigers auftretende Durchbiegung
a 13 5
I= s P 59)

Wird die gleichméBige Belastung @ = 0, so erhélt man wieder den
in Fig. 107 dargestellten ersten Belastungsfall.

2. Anmerkung. Wenn das Eigengewicht eines Triigers bei Be-
rechnungen Beriicksichtigung finden soll, so kann das Gewicht zumeist
als eine gleichmiBig iiber die ganze Linge des Trigers verteilte Belastung
angesehen werden.

Kommt dann zu dem Eigengewichte noch eine beliebige innerhalb
der Auflagen befindliche Einzellast hinzu, so liegt, wie bereits im vor-
hergehenden unter 2 gesagt ist, das groBte Biegungsmoment an der Be-
lastungsstelle, so lange das Eigengewicht des Trigers in bezug auf das
Gewicht der Einzellast nicht allzugroB ist.

In diesen zumeist vorkommenden Fillen ist mit dem zweiten Maxi-
malmomente zu rechnen, wihrend im umgekehrten Falle, wo das Triger-
gewicht gegeniiber der Einzellast sehr groB ist, das erstgenannte Maximal-
moment anzuwenden ist.

8. Der Triiger ist durch eine teilweise symmetrisch zu den beiden
Auflagen angeordnete, gleichmiiiig verteilte Belastung beansprucht.

Da in diesem Falle, wie Fig. 115 zeigt, eine zu den beiden Auf-
lagen A und B symmetrisch gelegene Belastung vorliegt, so sind auch die
Auflagen gleich groB, also

A:gunde9 e (1)
2 2

Wie hier ohne weiteres zu erkennen ist, liegt der geféhrlichste
Querschnitt des Triigers in der Mitte, woselbst auch die grofite Biegung
eintritt,

Zur Bestimmung des groften Biegungsmomentes denke man sich
den Triger in der Mitte drehbar gelagert, wodurch er wieder in zwei Frei-
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triger zerlegt wird, die e}
ihren grofiten Querschnitt an
der Drehpunktstelle haben. (RARRER!

Nach Abschnitt a, 4 o}
dieses Paragraphen ist nun '
das groéBte Biegungsmoment

7T T e 8 . ' [i | .
_al1_q NWWMWMMMMW
=gk 0z é,ywwqw@

NB. Erhilt die gleich-
méiﬁig verteilte Last Q J""mn""muﬂm"“""mm"“mn. i :
1. eine Linge 4 =1, : WMMMMMM%
so ergibt sich das im Ab- i

schnitte b,6 dieses Para- Fig. 115.
graphenangegebene Moment

-"_—————;-___.f_ .-D..
5
¥
S
1
°
i

___-_,____
i
I
'
R
]
1
'
|
a
]
I
1
]
1
]
]

Mo = L1y~ a1y = U
2. fir eine Linge 4 = 0, ist das im Abschnltte b,1 genannte Moment

1

Mg = %(21—1) 2%(21 0)_Q 9] — (i

9. Der Triiger ist teilweise durch eine unsymmetrisch zu den beiden
Auflagen angeordnete, gleichmiifig verteilte Belastung beansprucht.

Die in Fig. 116 auftretenden Auflage- oder Reaktionsdriicke A
und B werden nach Abschnitt b,2 dieses Paragraphen gefunden, indem
man die gleichmiBig verteilte Last Q als Einzellast auffaBt, die im Schwer-
punkte, d. h. in der Mitte von A angreift. Ks ist dann

)
Al—Q (-’;-—}—b) = 0, woraus A:gﬁr—tﬁ:-——l—;{ 2b) 08

5+
A _Q\2 Q@424
At L s

folgt. Zur Bestimmung des groBten Biegungsmomentes ist es zweckmiiBig,
sich des beistehenden Schubdiagramms zu bedienen, aus dem zu erkennen
ist, daB die den gefiihrlichsten Querschnitt CC bestimmenden Abschnitte x
und y im gleichen Verhiltnisse stehen, wie die Auflagen A und B.

Wehnert, Festigkeitslehre. 8
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Es besteht deshalb die Proportion

Biegung.

x:y==A:B
oder x:(A—x)=
woraus sich dann xB=@A—x)A=1A—xA
oder x(B—}—A)——lA
” X = A—}~B A ergibt . 104

Das groBte Biegungsmoment ergibt sich dann durch Annahme des
Drehpunktes an der gefahrlichen Querschnittsstelle CC zu

X

Mpax=A (a—}—x)—pxgy
worin p wieder die gleich-
miBige Belastung fir die
Lingeneinheit bedeutet.

Da nun aber nach Fig.
116 die Proportion

X:A=px:Q
besteht, woraus die Belastung
Qx
pX == . l,__

folgt, so ergibt sich durch
Einsetzen dieses Wertes

Mmax:A(a—[—x)-—%Ig
y =A(@-t+x)—

QX2
Setzt man in dlese Glei—
chung noch die Werte fur A

und x ein, so ist

Q(x + 2b)
QA 2b) At 21
L 2l Q (A4 2D) Q,(l—l—?a
21 +
(z+2b) 2
_9
A\ Q@F2b) T Q,(l—l—2a

21
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_ Q(A-+2b) L-4-2b
Mimax = 21 ( +(H— 2b)+(/1—j—2a))')

i 2b l‘)z
(i F2b)+ (4 2a)
i+ 2b l)_g_( -+ 2b 2.)2
ZA b a) 22\2( b L a)

Q(,H-zb (
) /1+2b)( l+2b> L(lt12b> 12
|

l+2b( l—}—2b> ;l—{;l%l]

_angn( it

Q (A --2b) 4la 4 (A - 2b) 4
- 21 41

o

QL4 2b)(4al 4 A% + 2bA)
» = 82

= u b @ 2bidda) L ... L. ... 105

NB. Diese letzte allgemein gehaltene Entwickelung zeigt, daf trotz
der noch sehr einfachen Belastungsweise die Endgleichung schon ziemlich
kompliziert wird, so daB es bei noch ungiinstigeren Belastungsfillen zweck-
miBig erscheint, von der allgemeinen algebraischen Entwickelung abzu-
sehen, dagegen die Rechnung zahlenmiBig zu verfolgen oder, was noch
einfacher ist, auf graphischem Wege vorzugehen.

¢) Der eingespannte Triiger.

Wihrend die im Abschnitte a und b dieses Paragraphen aufgefithrten
Triigerarten eine elementare Entwickelung der Hauptgleichungen gestatteten,
bedingt die im vorliegenden Abschnitte ¢ in Frage kommende Trigerart
zu ihrer Untersuchung die Anwendung der bereits im § 14 a, Abs. 4
genannten allgemein giiltigen Gleichung der elastischen Linie, die zu ihrer
Verwertung die Kenntnis der Differential- und Integralrechnung notwendig
macht,

Da die Entwickelungen der Gleichungen der elastischen Linien
auBerhalb des Rahmens dieses Werkes liegen, mégen an dieser Stelle nur
die Ergebnisse genannt sein, damit dem Techniker, dem zumeist die
Kenntnis der hoheren Mathematik fehlt, die Gesamtiibersicht nicht ver-
loren gehe, er sich vielmehr mit Leichtigkeit in den einzelnen Abschnitten
zurecht finde,

8*
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1. Der Triiger ist an beiden Enden eingespannt und in der Mitte

belastet.
Die Auflagerdriicke sind nach Fig. 117
P P
A_Eundeg . (0]

Die elastische Linie
hat die in der Figur dar-
gestellte Gestalt ACDEB
und besitzt an den Stel-
len C und E sogenannte
Wende- oder Inflexions-
punkte, in denen keine
Biegungsspannung  vor-
handen ist.

Die  Wendepunkte

1
liegen um 7z oo den Auf-

lagen A und B entfernt.

Man kann sich nun
das Mittelstick CE des
Trigers an den Stellen C
und E, als den Endpunkten
der beiden als Freitriger
wirkenden Teile AC und
BE, aufgehéngt oder ge-
¢ lagert denken, dann ergibt
2 sjich das Biegungsmoment
© M, = Mg nach Abschnitt
a, 1 dieses Paragraphen zu

! MMW%M@ , 7 M M Pl Pl
Y E : Y Ma=Mp=- =+
%{:’j ' //

Da auch das Bie-
7

gungsmoment an der Mittel-

; stelle D den gleichen Wert
7

liefert, so betriigt das groBte,
der Berechnung des Triigers
zugrunde zu legende Mo-
ment nach Abschnitt b, 1
dieses Paragraphen

Mmax:%. . 107

Fig. 117.
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Die Gleichung der elastischen Linie betrigt

PN 2 £
*TI6E O

5 1

4 x3 Pa

PP _ 1 Pla

2

T192Te” 192 0 °

4
77777 —_ 2 ___ . 3
I 3P)‘16@O* 3X)

Die grofite Durchbiegung ergibt sich finr x = 1

117

2. Der Triiger ist an beiden Enden eingespannt und gleichmiiBig

Die Auflagerdriicke
in Fig. 118 betragen der //

belastet.

Y

symmetrischen  Belastung &

zufolge Z@u
7

A :%— und / ‘

_9 %

B= 5 - 108 /

Die aus Fig. 1182 er- 2/@:
sichtliche elastische Linie
ACDEDB besitzt auch hier
zwei Wendepunkte C und
E, die von der Mitte des /
Trigers aus die Abstinde

W

von je -l—; haben. ///
213

Die auf dem Mittel-
stiicke vorhandene Last Q,

ergibt sich aus 2
q_r_pl_Q .
CTes Vv Vs

Das Biegungsmoment
Mp an der Stelle D des ’
Mittelstiickes betrigt dann ,
nach Abschnitt b, 6 dieses
Paragraphen

1
My — 9};,1,

Q 21 _Ql

7 Yseys.s 247
Die auf den Frei- %

il

triigern rubende Last Q, ist

Q.
Moommembmlische
i 1' T

A T
i | b

-l
e, i 36

NN
5N
=N\ KT

SRR

N

AN

N8

AR\
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1 1 1 1 V3 —1
el
2 = Plg =P 2" 273 Pl 2/3 273
V3 —1
2Y3
Das Biegungsmoment M,, bezw. Mp als das groBte Moment fiir die
beiden Freitriger ergibt sich nach Abschnitt a,4 dieses Paragraphen zu

MA:MB:%IZ_I_Q‘Z%:(Q&’FQQI;
Q V3—1\ /1 1\ 1
o) )
it Vs—1)(1 1
’ 2( 2V3>(2 2V‘3‘>

Q12+V3~—11/3—1 Ql — —
Ql _Ql
1_2‘.

N

» 5 (3
Da das Ietztere Moment groBer ist als das erstere Mp, so ist es

auch der Berechnung des Triigers als groftes Biegungsmoment zugrunde
zu legen; dasselbe betriigt deshalb

1
Mmaxz?’—z. . 0

Die Gleichung der elastischen Linie betrigt -
QB [x? x3 | xt Qa . s
T=gme\r 2FTH)Taue X2+ 1)
Die grofite Durchbiegung ergibt sich fiir x:-% zu

—_QF _QPa
T3LE6 T 3846

3. Der Triger ist an beiden Enden eingespannt, gleichmigig iiber
die ganze Linge und auBerdem mit einer in der Mitte angreifenden
Einzellast belastet.

Die in Fig. 119 gleichmaBig iiber die ganze Tragerlinge verteilte
Last sei Q = pl, worin p wieder die Belastung pro Léngeneinheit
bedeutet.

Die in der Mitte angreifende Einzellast heiie P,

Die Auflagerdriicke sind dann wegen der Symmetrie der Belastung

.9 )
A_§+—2~undB—2—|-—2 . . . . . 110

Fiir einen beliebigen im Abstande x von der Einspannstelle A ge-
legenen Querschnitt erhélt man das Biegungsmoment
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px?

My=My + Ax — 2.

Setzt man fir Mx den Wert aus § 14 a, 4 ein, so lautet die vorstehende
Gleichung

2 2
Qd—y:MA +AX—P—X*.

- adx2 2

r 7
BERIIEER: HHHHy

Fig. 119.
Durch einmalige Integration findet man
(7] dy _ Ax? IE(?
—ady T Maxt g —T 0

Die Integrationskonstante C ist aber gleich Null, weil die vorausgesetzte
. . d
Befestigungsweise zur Folge hat, daf die trigonometrische Tangente i an der
Befestigungsstelle A gleich Null ist oder, mit anderen Worten,

fiir x =0 ist auch dvy:O.
dx
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Da nun aber weiter fiir x = ,!2, auch —gz =0 sein muB, so gibt die letzte
X

Gleichung
1 AR pE
0=May+271 %%
woraus dann das Biegungsmoment an der Einspannstelle A auf folgende
Weise erhalten wird:

P, Q
T e |
1m@+% m) P+Q_ Q
» T T T\ 8 48 “21< 16 '—4Ts>

»n

3P+3Q,—Q__ §P+%g, 13P+2Q
48 24
3P1  2Ql Ql
» T <24 + 24) —(8+12>
Das Minuszeichen besagt, dafi das Moment M, ein linksdrehendes
ist, wie es den Ausfithrungen im § 23, Abschnitt a vollkommen entspricht.
Setzt man nunmehr das Moment M, als auch den Auflagerdruck A

in die obige, fiir den beliebigen im Abstande x gelegenen Querschnitt
giiltige Biegungsmomentengleichung ein, so erhilt man

Q1> (P Q) px?
My=— ) x =
* (8 Tip) e TR
Fir den in der Triigermitte C gelegenen Querschnitt, d. h. fir

1
x=, liefert die vorliegende Gleichung das Biegungsmoment

(4 2 £ 9) -
(Bl
(B )

”:‘G4*J+*+?

_ Pl Ql Ql
=ttty
_ Ql
» ? ﬁ-

. . 1 . .
Dieses rechtsdrehende Moment ist um %Z geringer als das links-

drehende Moment M, ; das der Dimensionierung des Trigers zugrunde zu



§ 23. Der an einem Ende eingespannte, am anderen frei aufliegende ete, Triiger. 121

legende groBte Biegungsmoment ist demnach ohne Riicksicht auf das Vor-
zeichen

Mnlax = % + % .

Diese verschieden drehenden, d. h. positiven und negativen Momente
besagen auch, da zwischen der Einspannstelle A, bezw. B und der Triiger-
mitte ein sogenannter Wendepunkt der elastischen Linie liegt. Derselbe
hat einen von der Befestigungsstelle aus gemessenen Abstand von 0,2113 L

Die groBte Durchbiegung ergibt sich aus der Summe der beiden vorher-
gehenden Belastungsfille za

1 P13, 1 QB 1 l3< .Q) 1a13< Q)

111

'=1Ee Tosare 19286 \" T2)T 12 e \" T2/
Anmerkung. Der vorliegende Belastungsfall schlieBt die zwei
vorhergehenden, unter Abschnitt C, Abs. 1 und 2 aufgefiihrten Belastungs-
fille in sich ein, denn
1. fiir den Fall, daB nur die Einzellast P wirkt, also Q = 0 wird,
ergibt die Biegungsgleichung
Pl Ql PI
Muex="g 79, =%
den ersten Belastungsfall
2. fiir den Fall, daB nur die gleichméBig verteilte Belastung @ den
Tréiger beansprucht, also P =0 wird, die den zweiten Belastungsfall dar-

stellende Gleichung
Ql__ Ql

12~ 12°

Pl
Mmax=”8—+

4, Der Triiger ist an einem Ende horizontal eingespannt, am
anderen Ende frei aufliegend und triigt in der Mitte eine
Einzellast.

Auch die elastische Linie dieses Triigers besitzt, wie Fig. 120P zeigt,
an der Stelle C einen Wendepunkt, der von der Einspannstelle A einen

Abstand il hat.
11

Man kann sich daher den in Fig. 1202 vorgelegten Triger nach
Fig. 120° aus zwei Teilen zusammengesetzt denken, wovon der eine Teil

einen Freitriger von der Liénge 11 1, der andere Teil einen auf zwel

Stiitzen ruhenden Triger von der Linge %l darstellt,

Die Auflagerdriicke A und B ergeben sich dann nach dem Abschnitte a,
Abs. 1 und b, Abs. 2, wie folgt:
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Man lege den Drehpunkt des Triigerteiles BC an die Stelle C, so
ergibt sich der Auflagerdruck B zu

8 1 3
Bﬁl“P<§—Hl>’

o R 03
2 :

O

Fe
NN
i
o
—
I
&
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P <1_il) Pll_l—_gl

woraus B= 2 1t/ 22 })—51——21’ .. 112

il —2»'—8—1 161 16

11 22
folgt.
Der Auflagerdruck A ist dann
A-+|+B=P,
5 11
AIP_B—_—P_IEP:EP' ... 113

Das groBite Biegungsmoment des Trigerteils BC liegt nach Ab-
schnitt b, Abs. 2 an der Laststelle P und betréigt

Das gréBte an der Einspannstelle A gelegene Biegungsmoment des
Freitrigerteiles AC ergibt sich dann zu

M, = EIn—l—ﬁpl

Da das letzte Moment das grofere ist, so ist es auch der Berech-
nung des vorgelegten Trigers zugrunde zu legen, womit also das maxi-
male Biegungsmoment

Moz = ——Pl........114

betrigt.
Die Gleichung der elastischen Linie lautet fiir die rechte Hilfte des Trigers

_ P ey _9s\_Pe(p, 5.
b = (1x 3x)—32@(1x 2 ).

Die groBte Durchbiegung ergibt sich fir x =1 V%: 0451 zu

o PPa
48 m@]/ 04"48L@ =045 g -

Die Durchbiegung im Angriffspunkte der Last P liefert fir x — ; den Wert
7 Pl3 7PPe_ 1 PPa
76856 768 @ 110 6
Die Gleichung der elashschen Linie betrigt fiir die linke Trigerhilfte

P13 y? 11y

9 32E@( ' +2 1“‘ "1’3’>

P 1 y— 1,

Auch aus dieser Gleichung erglbt sich fur die Laststelle P, und zwar fiir

op =

x:é— derselbe Wert wie vorher.
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5. Der Triiger ist an einem Ende horizontal eingespannt, am
anderen Ende frei aufliegend und iiber die ganze Linge gleich-
miiiig belastet.

Die in Fig. 121> dargestellte elastische Linie des Triigers besitzt
an der Stelle C einen Wendepunkt, der von der Einspannstelle A einen

Abstand gleich i hat.

&
NIRRTy

»

1_._[>.J

4%1[4+F =Qz.221

Fig. 121.
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Man kann sich deshalb den in Fig. 1212 vorgelegten Triiger ebenso
wie im vorhergehenden Falle aus zwei Teilen bestehend denken, wie dieses
Fig. 121¢ zeigt.

Mit Bezugnahme auf Abschnitt a, Abs. 4 und b, Abs. 6 ergeben
sich dann die Auflagerdriicke A und B, wie folgt:

Nach Fig. 121¢ ist der Auflagerdruck

B:% -1--‘91Q Q 115
Der Auflagerdruck A dagegen
A+B=Q,
b
woraus A=Q,-——B:Q,——%Q,=gQ,. .. . . 116

folgt. Das groBte Biegungsmoment fiir den Trigerteil BC betrigt nach

Abschnitt b, Abs. 6
3 3
Ml 4QZI_ 9
T8 T8 T 128
Das grofite Biegungsmoment des Freitrigerteiles A C ergibt sich nach
Abschnitt a, Abs. 4 zu
Ql

=%, 1q2=2e o =2 ja=
Das letztere Moment bildet als ddS groﬁere das der Berechnung
des Trigers zugrunde zu legende maximale Biegungsmoment

1
me:%—........ll’i

Die Gleichung der elastischen Linie betriigt

17l s_ X i) 1 Q 3 x* 2
6x—4gE—@(3x ZT_IX>_;18E@ 3x——2fl——lx.

Die grioBte Durchbiegung ergibt sich fiir
x:flf 1(1+v383)=0,421510,4221 zu

QP QB 1 QP
0261 o= 00054 p o ne

6. Der Triiger ist an einem Ende horizontal eingespannt, am

“anderen Ende frei aufliegend und aufier einer gleichmiiBig iiber

seine ganze Liinge verteilten Belastung noch mit einer in der
Mitte angreifenden Einzellast belastet.

Der in Fig. 122 vorgelegte Belastungsfall setzt sich aus den beiden
vorhergehenden, in Fig. 120 und Fig. 121 angegebenen Fillen zusammen.

Bezeichnen A, und B, die Auflagerdriicke nach Fig. 120, ferner
A, und B, die gleichen nach Fig. 121, so ergeben sich die Lagerdriicke
im vorliegenden Falle zu
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A=A1+A2=%P+§Q=%€(11P+10Q)l

. 118
5,3

B_—_BI—I—B2=EP+—8—Q,—_—%(5P—}—6Q) |

7, ey
NENENENRNRERENRY

§
e,
——————— D
&

1
|
I
1
1
I
|
|
!
|

%FWML ! -

Tr— TTTTTTTTY
1
H

e

Fig. 122.

Bezeichnet weiter M, das grofite Biegungsmoment nach Fig. 120 und
M, das gleiche nach Fig. 121, so erhilt man das groBte fiir den vorliegen-
den Triiger in Rechnung zu ziehende Moment aus

3 1 1
Muax =M, + M, = S P14 Ql= . 1(3P+2Q) . 119
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3
Der Wendepunkt C liegt zwischen -Hl und il oder zwischen gl

und i—i—l von der Einspannstelle A entfernt.

7. Der Triger ist an einem Ende horizontal eingespannt, am
anderen Ende aufliegend wund trigt an beliebiger Stelle eine
Einzellast.

Da hier in Fig. 123 die beiden Reaktionen A und B als auch das
Moment an der Ein- o
spannstelle A statisch Y, @)
unbestimmbar sind, so
kann man mit Hilfe o A
des in diesem Para- Z | /K ;
graphen unter a, 1 - R AT
und 2 genannten Prin- S — /K ________
zipes der Uberein-
anderlagerung, bezw.
der daselbst aufge-

fiihrten Durchbie-

gungs- oder Form-
anderungsgleichung
beispielsweise die Re-
aktion B, wie folgt, £ 7
bestimmen :

Man denke sich
die Reaktion B als 7z
Kraft wirkend, so daf3 A,
der vorliegende Be- 7//

lastungsfall als ein |
Freitriiger angesehen | N, k FL& e !
werden_kann, an dem p i o f,. ———————— -
die beiden Kriifte P // MHH l

und B wirken. ,.111[\H||”H|HH”

LA, (w\ i

\

N\
1

AN
J Jp——
I
)
i
1
I
|
'

=
I~

e ———

)

N\

Wirkt nun nach ?25& é
Fig. 123¢ die Kraft ! !
P allein, so ergibt W é‘%ww/t& o |
]so{ch die groBte Dfurfﬂfl- U !
legung am  Irelen 2 I
biegung. o I

Fig. 123,
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1 PL3 1Pl L2
Omax = 0, 0 = 3E@+2 EG

Wirkt dagegen nach Fig. 1234 die Reaktion B allein, so betrigt
die Durchbiegung

1 BI3
I="3%e

Soll nun B eine unbewegliche Stiitzstelle darstellen, so muB die alge-
braische Summe der Einzeldurchbiegungen gleich Null sein, d. h. also

dmax‘l‘d=0
oder (1 PL® | 1PlL12 1 BI3
3EO0 "2 EO ) T 3EG

Aus dieser Gleichung erhélt man dann die Reaktion B zu
1 1 1
3 PL3 4 3 P11,2 =3 BI3

P12 2], 4 31) = 2BI3
B 7P1 (2, +31) _ 1PL2@E1—1],)

I =5 3 120
Die zweite Reaktlon A folgt aus
A+B=P,
A=P—B . . . ..o 121

Das an der Einspannstelle gelegene Moment ergibt Slch zu
My =—(—Bl+4PL)=Bl—PIl,.
Innerhalb der Strecke 1; ist das an der Laststelle P gelegene Bie-

gungsmoment Mp am groBten, es betrigt
Mp— -~ Bl = —LERGL=h) gy g
Innerhalb der Strecke 1, erreicht das Biegungsmoment an der Ein-

spannstelle A den groBten Wert
L2 (31 —
MA:_B1+P(1_11)=—T§52 (11—12)1—{—P1
=1 13]‘%(212_311 +1
1PL1—1,)(21—1,) .
»y — +§ 2 Tz . . . . . . . . 123

Da die ersten Klammerglieder 1 als auch 211, sind, so ist das
Moment M, stets positiv, also abwirtswirkend.

Der gefihrliche Querschnitt des vorliegenden Triigers kann entweder
an der Einspannstelle A oder an der Laststelle P liegen, je nachdem das
Moment M, oder Mp einen gréferen Wert besitzt.

Fiir den Fall, daB beide Momente gleiche Werte erreichen sollen,
ergeben sich die Lastabstinde 1, bezw. l,, wie folgt:

M, = Mp
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1PLA—1)l—1) 1PLEGBI—1)1—1)
2z 12 T2 B T
91 —1, — lzﬁlT_ﬁ
212 — L1 =3L1—1,%
212 — 41,14 1,2=0,

woraus sich 1, = 21 + V2l =1 2+ 1/5) =12 — 1/5) = (0,586 1
und 11 =] 12 = 0,414 1
ergibt.

In folgender Tabelle sind die Hauptwerte fiir einige in der Praxis
ofters vorkommende Teilungsverhiiltnisse zwischen 1, und 1, aufgefiihrt.

oder

1 1 1 2 3
L=41 3l = 31 41
12_2- -2-1 %1 ;1 21;1
81 14 5 4 11
B= 1o 21t | 16 5t | st
=P | mP | P | mP | P
81 14 5 8 33
Mp=—gp Pl [ —g®l | =P | =g Fl | =5 Pl
15 4 3 5 21
Ma =198 Pl o7 Pl 16 Pl 57 Pl 198 Pl

Die Gleichung der elastischen Linie betrigt
I. fir den Fall, daf innerhalb der Strecke AP das Maximum der
grofiten Durchbiegung liegt, was nur dann moglich sein kann, sofern
1, > 0,586 1 ist,
P _1PL3(212—3811L 41,7 (81 —1,)*
s T EG @l elL, — L
9. fiir den Fall, daB innerhalb der Strecke BP die grifite Durchbiegung
eintritt, was nur fir I, << 0,586 moglich ist,

5o LPEE =T 7/ T,
T R 6 31 —1,’
3. fiir den Fall, daB die grofte Durchbiegung an der Laststelle P eintritt,
d. h., daB die Strecke AP den Wert 1, = 0,586 1 erreicht,

Pl,2 31 —1,)%1,?
5=456 (2 ly L’m;)j‘)-
Das fir eine Stelle innerhalb der Strecke AP in Frage kommende
Biegungsmoment gleich Null ergibt sich aus der Bedingung
Plhb—x)—-B(l—x)=0
oder Pl, —Px— Bl 4 Bx =0,

Woehn ert, Festigkeitslehre, 9
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woraus sich die Lage des Wende- oder Inflexionspunktes zu

__ BlI—-Pl
~ B—P
bestimmt.
Anmerkung: Nach der Forménderungsgleichung im § 14, Abs. 3
1 M, .
° =7 ) ® ist fiir My =0 der Kriimmungsradius g = oo, was einem Wende-
punkte an der Stelle x entspricht.

Fiir den bereits im Abschnitte C, Abs. 4 dieses Paragraphen aufge-
fithrten speziellen Fall der Mittelbelastung, wobei 1, =1, =l2 und das

Moment M, am groBten ist, liegt die maximale Durchbiegung innerhalb
der Strecke BP, weil 1, <0,6861 ist. Diese Durchbiegung betriigt

P13
d, (max) = 0,0093 OF
Der Wendepunkt liegt hier bei x = 131— 1.

§ 24. Korper von gleicher Biegungsfestigkeit.

Im vorhergehenden § 23 kam es darauf an, fiir die einzelnen unter
den verschiedenartigsten Iagerungen und Belastungen angenommenen
Triigerarten das groBte Biegungsmoment zu bestimmen, wonach die Dimen-
sionierung der Triiger nach der im § 14, Abs. 1 aufgestellten Biegungs-
gleichung ,,M — Wk“ geschehen konnte.

Der so ermittelte, gefihrlichste Querschnitt, in dem auch die grofBte
Materialspannung auftritt, wurde dann fir die ganze Trigerlinge beibe-
halten, womit eine mehr oder weniger groe Materialverschwendung verkniipft
war, denn nach der Biegungsgleichung entspricht, bei gleichbleibendem Wider-
standsmomente, jeder Querschnittsstelle des Triigers auch ein anderes Bie-
gungsmoment und somit auch eine andere Spannung. Wenn nun in der Praxis
trotz der Materialverschwendung, die vielfach durch héhere Bearbeitungskosten
wieder aufgehoben wird, die obigen Trigerformen meistens Verwendung
finden, so werden doch auch Korperformen verlangt, bei denen die Material-
spannung konstant bleibt, der Korper also an allen Stellen gleiche Festig-
keit besitzt. Ein solcher Kérper bietet aber zugleich auch eine groBere
Sicherheit gegen StoBwirkungen als ein Kérper mit konstantem Querschnitte,
bei dem sich die Forminderung fast nur auf den gefihrlichen Quer-
schnitt erstreckt, wihrend sie sich bei einem Korper gleichen Widerstandes
fast gleichmifiig iiber alle Querschnitte verteils.

Um eine Ubersicht zu gewinnen, seien im folgenden einige Korper
gleicher Festigkeit bestimmt.



§ 24.

Korper von gleicher Biegungsfestigkeit,

Der Freitriger,

131

1. Der am freien Ende mit einer Einzellast belastete Freitriger.

Nach § 23 Abschnitt a,1 betrfigt fir den in Fig. 124 angenommenen
Belastungsfall das an der Einspannstelle A gelegene Maximalmoment

M, =Pl

Das Biegungsmoment besitzt fiir jeden Querschnitt einen anderen

‘Wert, weshalb auch nach der
Biegungsgleichung, bei gleich-
bleibender ~Spannung, das
Widerstandsmoment fiir jeden
Querschnitt einen anderen Wert
erhalten muB. Damit ist nun
aber auch die Verdnderlichkeit
des Querschnittes bedingt, fiir
die sich eine allgemeine Be-
ziehungsgleichung in folgender
Weise aufstellen 1aBt.

7//

Fig. 124.

Nach Fig. 1252 erbidlt man fiir den rechteckigen Querschnitt an der

Einspannstelle
2
Muyax = Whag ky = -b?hkb, woraus kj, = 6-112%?5 folgt.
Fiir einen beliebigen,
im Abstande x von dem
freien Ende gelegenen Quer- o
schnitt gilt dagegen G)
zy?
szkab: ?kb, \9][\ N
)\ SV R, 25 S -
woraus kj, = GMZX folgt. RAViR 717”71 i
zy R L e
Aus den  beiden 0| ____?-;?%ﬁ y i
Gleichungen der konstan- [ i//)_ ________ i W |
ten Spannung kj, ergibt It A =1 |
sich nun o o X -
6Muax _ 6M, A f -
Thh? T ay? ; |
oder
() =
h z Minax Fig. 125 a.
Da aber My, =Pl
und My =Px ist, so bildet sich in der Gleichung
vy\¥ bPx bx
) =2m=4 R

g*
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eine allgemeine Beziehungsgleichung, in der die Breite z und die Hche y
veriinderlich sind.
Fir die prak-
S tische  Verwendung
hat diese Kérperform,
die auch angeniihert
durch eine in Fig.
125 dargestellte, ab-
gestumpfte Pyramide
ersetzt werden kann,
wenig Bedeutung, da-
gegen findet sie bei
Balanzier-und Kurbel-
armen, bei Lagerkon-
solen, Stindern ete.
héufig fir die kon-
stante Breite z An-
wendung.
AuBerdem kann
aber auch die Hohe
Fig. 125 b, y konstant gehalten
werden.
Oftmals findet man auch kreisférmigen Querschnitt ausgefiihrt,
Fir die einzelnen Querschnittsformen ergeben sich nunmehr die Bie-
gungsgleichungen, mit
deren Hilfe sich ge-
gebenenfalls die Pro-
filformen schnell auf-
tragen lassen,wie folgt:
a) Fir kon-
stante Breite b
(siehe Fig. 126* und
. 126%) erhillt man die
zugehdrige Profilglei-
chung aus der all-
gemeinen Beziehungs-
gleichung 124

(y)z__ b x
h) T 21

durch Einsetzen der
Breite b an Stelle
der sonst Veréinder-
Fig. 126 a. lichen z
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y_1x
h 1
oder
y=h ]/-T— . 125
Diese Gleichung

besagt, daB die Profil-
kurve des vorliegen-
den Trégers eine Pa-
rabel darstellt, die
nun nach Fig. 1262
als ganze oder nach
Fig. 126 als halbe
Parabel aufgetragen Fig. 126 b.
werden kann.

Angenithert 148t sich auch, wie Fig. 126° zeigt, der vorliegende
Kérper durch eine abgestumpfte Pyramide ersetzen.

Die Gleichung der elastischen Linie betrigt

P _
6x=% (ZIX—gx le—%lz).

Die  grofite
Durchbiegung ergibt
gich fiir x =0 zu

®
5 2PEa e
3 6 -[
__2PPa 8PP .
=3IR . bwe /‘,\9’ !
12 l—-\ |£
b) Fiir kon- 2

/1\

stante Hohe h !
(siehe Fig. 127) /&
L

X
<7

e —
Iy

findet sich die Pro-
filgleichung eben- Leed
falls aus der allge- L _____________ X/ ______________ -
meinenBeziehungs-

gleichung 124

(1>2_£§
h z 1 Fig. 126 ¢.

durch  Einsetzen
der Hohe h an Stelle der Verdnderlichen y
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oder Z—=

folgt.

Diese  Gleichung
stellt als Begrenzungs-
linie eine gerade Linie
dar. Der Grundrif des
Korpers ist ein Dreieck.

Die elastische Linie
ist, wie bereits in § 14,
Abs. b, 1 angegeben, eine
Kreislinie mit dem Kriim-
mungsradius

Die groBte Durchbiegung betrug
B 1’eM_PPFa_ PPBa 6PBa
T2 26 26  _bh®  bh® -
299

¢) Fiir kreis-
féormigen  Quer-
schnitt (siehe Fig.
128) ergibt sich die
Profilgleichung, wie
folgt:

Es betrigt fir
die Einspannstelle das

Biegungsmoment My«
Mmax — Wmax kb;
woraus
M
ky — - max
"7 W
__ Pl 32P1
"= Br Br
32
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fiir eine beliebig gelegene Querschnittsstelle gilt das Biegungsmoment My
M Px 32Px
M, = Wky, woraus ky = W, ain = d—xs—n—
32’
Da nun wieder die Materialspannungen gleichen Wert haben sollen,
so ergibt sich durch Gleichsetzen beider Gleichungen

32P1 __832Px
Br T didn
1 X
oder 5:d_x3
jop—

3 3 /'
XT=d]/~’;—......127

i
|
|
|
!
|
|
l
|
I
|
|
|
|
!

T
e

'_‘———_— - X

7

N Fig. 129.

Diese Gleichung stellt eine kubische Parabel als Profilkurve dar,
Die Kérperform selbst ist ein Rotationsparaboloid, das auch die theoretische

Grundform der Tragachsen bildet.
Eine angeniherte Korperform gibt der in Fig, 129 dargestellte ab-
gestumpfte Kegel, der bis auf %/sd verjiingt ist.

2. Der iiber seine Linge gleichmiifiig belastete Freitriger,

Nach § 23, Abs. 8,3 betriigt das groBte, an der .Einspannstelle der
Fig. 130 gelegene Biegungsmoment

| 1l 12
Mpyox = &':B—:B_,

2 2 2
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fiir eine andere im Abstande x vom freien Ende aus gelegene Quer-
schnittsstelle ergibt sich nach Fig. 131 das Biegungsmoment My zu

Y x _ px?

7 Me=pxg="5-

/ g“ P Setzt man nun diese
RN ENEENENEREN,

. Biegungsmomente nebst den
| zugehodrigen  Widerstandsmo-
/K ‘ menten in Beziehung zuein-
ander, so lautet die Profil-
gleichung:
pl*
anax ___2 P12
“Waax DR bh?’
6

Fig. 130.

Mpax = Wiax ky, woraus ky =

MX = WX kb’ 3] kb —w —
X

Durch Gleich-
setzung erhalt man

3pl2  3px?
bh? — zy?
12 x2
) l oder b= z_y‘-’
| d
gy s
E i i | () =3G)" e
" (;; "/’ . | In dieser Profil-
, gleichung sind die Ab-

i messungen y und z

' veréinderliche Werte,

; . was weniger Bedeu-

E et e X ~~-—>‘; tung fur die prakti-

i sche Verwertung hat.

Dagegen kom-

men die nachgenann-

ten Kérper mit kon-

stanter Breite oder

auch konstanter Hohe
haufig vor.



§ 24. Der gleichmiBig belastete Freitriger.
a) Fir kon-
stante DBreite (siehe

Fig. 132) ergibt sich aus
der vorliegenden, fiir
rechteckigen Querschnitt

e

137

giltigen Beziehungsglei-
chung 128

)=l

der Wert

(

»

P

g

X

1

f
i
2] E
b ':
i
ro
IJ’”

TN H 0 e AL
oder y = ]/(_}1(_) he
h
2 =T X. 129 =
=3 Fig. 132,
Diese Profilglei- €

chung besagt, daB die Begrenzungslinie eine gerade Linie ist.

b) Fir konstante Hohe (siehe Fig. 183) entwickelt sich aus
allgemeinen Gleichung 128
&) =2 ()

2
E) —Z\1
der Ausdruck

b [x)\2
1=—— T \
Z - A\
P P T
oder \O/ \ e \
2 - P \
X L | l \ Y
A b . R 130 = ‘\; E ‘ l * ‘ ‘.\\ * /'7/’7/5’//'
1 ) ' T
. « --- 1 Vs
der eine parabelfor- = A : vk
. ; ! g
mige Begrenzung an- : I v
d = i V ;'//////////’/J
eutet. B. ! - gD//' B
i y-/ A
. . 1 Vi, i 70

¢) Fir architek- ; ) I 3&/,3/1/””/7]4'

. 1 - 4 N
tonische Zwecke, : - R R
z. B. bel Anwen- : - Vs

. . !_ L —
dungen von Trag- ; :
. ! ' ————— —————
steinen, macht man i ~ X -
. . i
auch noch die Breite z f /K
o e e e

und die Héhe y so
veriinderlich, daB sich
nach beiden Rich-

tungen hin parabo- Fig. 133,

Y I

der
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lische Begrenzungslinien ergeben. Dieses geschieht, wenn man in der

allgemeinen Gleichung 128

folgende Werte einsetzt:

{=2)

z.h

1. y—b

2, z=

b.y
h

, gefunden aus y:h=1z:h,

) ’” ” Yﬁh-——‘Z:b-

Den ersten Wert eingefiihrt, gibt

zh\ 2
b _E(X
v/ Tz \1

oder

|

2 ) 7\ 2
) , woraus sich (B—)

R Ter T - AR

entwickelt.

Mit dem zweiten Werte erhilt man

S () = ()] o () =R (2
(h, _yl , woraus | =3\

h
v\ [x)\?
oder (F) = <—1—>
3//x\2
” y:h]/(TX-) C .. ... 132
// - folgt.

\9’ L i 1 l _1 _1 },‘4 L Die Gleichungen
ey ! /{T ——F-— 131 und 132 ergeben
v l * fislu 2 die semiparabolische
i v ! Form des in Fig. 134
i i dargestellten Kéorpers.
b | d) Fir kreis-
= ; : l formigen Quer-
'R ; ; schnitt ergibt sich

Fig.

[ —— X~ nach Fig. 135* die
i Profilgleichung in fol-
- /K ] gender Weise:

Das grofite Bie-
gungsmoment fiir den
an der Einspannstelle
gelegenen Querschnitt

134.
betriigt
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Ql__pll_ pl®
2 2 2
Das Biegungsmoment fiir einen beliebigen, im Abstande x vom

freien Ende aus gelegenen Querschnitt ist

Mmax -

X
My=pxg="5-

Diese Momente mit den zugehdrigen Widerstandsmomenten in Be-
ziehung gesetzt, liefert

32 PI
A3 32M 2 16pl2
Muax = Whax ky = 35 ky, woraus ky, — d37':ax = =3,
px?
de3m 32M 2 16px?
M == W k B == k 3 —3 X i —=3 .
X x 8b 39 b 9 kb dx?’ﬂ dx3n dxgﬂ

Die beiden Spannungswerte gleichgesetzt, gibt
16pl?  16px?

—— = —
d3m deim
12 x2
woraus ——
d3 4,8
de3  x?

oder T
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oder dy= |/ =d |/ . . . . . . . 133

folgt.
Auch durch diese Gleichung ist eine semikubische Parabel als Be-

grenzung gekennzeichnet, die anniherungsweise durch einen in Fig. 135P
dargestellten, abgestumpften Kegel ersetzt werden kann, der sich bhis auf
t/3d verjiingt.

3. Der auf zwei Stiitzen ruhende, durch eine festliegende Einzel-
last belastete Triiger.

Wie bereits in § 23, Abschnitt b, sub 2 gesagt, kann man sich
den in Fig. 136 vorgelegten Triiger aus zwei Freitriigern zusammengesetzt
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denken, die an der Laststelle unterstiitzt und an den beiden Enden mit
den Reaktionen A und B beansprucht werden.

Fig. 137.

Jeder der beiden Freitrfiger erhéilt dann nach der Fig. 126® im
Abschnitte 1, sub a dieses Paragraphen je eine Parabel als Begrenzungs-
linie, die an der Laststelle ihre groBte Hohe h erreicht.

Die Fig. 137 zeigt einen
Tréiger von rechteckigem Quer-
schnitte und von konstanter
Breite, bei dem die Parabel
nach einer Seite hin aufge-
tragen worden ist.

Die Fig. 138 stellt einen
Korper von rundem Quer-
schnitte dar, wie er als Grund-
korper der Tragachsen charak-
terisiert ist. Er bildet ein Ro-
tationsparaboloid.

Bemerkung: Da diese reinen Biegungskérper fiir die Auflager-
stellen A und B keinen Querschnitt ergeben, so sind die Stellen noch
besonders gegen die abscherenden Kriifte A und B zu dimensionieren.
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4. Der auf zwei Stiitzen ruhende, durch eine wandelbare Einzel-
last belastete Triiger mit rechteckigem Querschnitte.

Fir die aus Fig. 139 ersichtliche momentane Laststelle C ergibt
sich die Auflagereaktion A aus

Al=Px
oder A — glf.

Diese Reaktion liefert fiir die Stelle C das Biegungsmoment

MC:'A(l——X):E’IE(l——X),

das fiir x :é das groBte, in der Mittelstellung D auftretende Moment
Pl 1 Pl
Mp= >|l——)==
Mo=173 ( 2> 4
ergibt.

Aus den Biegungs- und den zugehorigen Widerstandsmomenten 148t
sich nach Fig. 140 die Profilgleichung, wie folgt, bestimmen.

P.x(1 x)
Mg 1 vV 6Px(l—x
Mg = Wk, woraus kb:W(éZ Zy? = }iz(yz Y)’
6
Pl

Mp, 4 6Pl
MD=VVDkb7 ”» kb:W}:bh?_th
6
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Werden nun wieder die Werte von kj, gleich gesetzt, so ergibt sich
6Px(1—x) 6PI

lzy? — 4bn?
x(l—x) 1
oder lzy2 = 4bh?
zy? _x(l—x)
oder T TP

Um vun die Form des vorgelegten Trigers besser beurteilen zu
konnen, lege man den Koordinatenanfang nach der Trigermitte D, wofiir

der Querschnittsabstand x = % —+ x, betriigt. Setzt man den Wert in die
letzte Gleichung ein, so ist
1 1 1\2 12 —4x,2
Z — (= ) —x,2 1
zy® _(2+Xl> [l <2+X‘>]_<2) 1 4
4bh?2™ 12 12 12

12— 4x,2
» ““Eéia

woraus I L e e e ... 134

folgt.
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In dieser Gleichung sind die Werte z und y veriinderlich. Je
nachdem man nun z oder y konstant annimmt, ergeben sich die folgenden
beiden Fille:

a) fiir konstante Breite, d. h. z =", erhiilt man

by 12—4x? 4x,2
LY S U O
g 2
oder (7},’») -}—(ﬁ>=1 .« o+« . . . . 135
h 1
2

Die Gleichung besagt, dall die Begrenzungslinie des vorliegenden
Triigers eine Ellipse sein mufl, deren kleine Halbachse h und die halbe

groBBe Achse % 1 betrigt.
b) fiir konstante Hohe, d. h. y = h, ergibt sich die aus Fig. 141
ersichtliche Profilform,
zh? 12— 4x,2

bRE T

H i
i i i
i ]
: ,Z i ; 5 woraus ,
i o B B SR
i | —1
S | — - | 2
E ! i folgt;
bt e A _..1' setzt man wieder
Tig. 141. Xy =X—, 80 ist
1\ 2
z 7o) <2x—]2_1 (2x %
I B S
=1
2
7 2x\% | 4x 4x (1 —x)
d =1 — . _ = e e e e
oder b 1 ( l) —+ I 1 B 136

Diese Gleichung gibt eine Parabel als Begrenzungslinie an.

5. Der auf 2 Stiitzen ruhende und gleichmiiBig belastete Triiger
mit rechteckigem Querschnitte.

Auch fiir den in Fig. 142 dargestellten Belastungsfall hat die Aus-
filhrung unter 4 Geltung.
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Bei konstanter Breite ist die Begrenzungslinie eine Ellipse, bei kon-
stanter Hohe dagegen eine Parabel.

Die beiden Auflagerreaktionen A und B als Schubkrifte bedingen
an den beiden Seiten des Trigers eine Mindesthohe, die sich nach der
Schubfestigkeit folgendermaBen bestimmen laBt.

Der grofite Wert der Auflagen betrigt

A=B:9)—.
2
Da nun z. B. A ={fky=D>bhk,,
Q
. A2 Q
s0 18t h1 == gk; = l—)—k—s‘ = 2bks . . . . . . 137

Fiinfter Abschnitt.

Knickung.

§ 25. Die Knickfestigkeit.

1. Allgemeines iiber Knickung.

Bei der in § 1 und 2 erliuterten Druckfestigkeit wurde angenommen,
daB die einen Korper auf Druck beanspruchende Kraft P sich gleichmiiBig

Wehnert, Festigkeitslehre. 10
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iiber den ganzen Querschnitt verteilt. Diese Annahme kann nun aber
nur dann richtig sein, wenn

1. das Material des Korpers iiberall gleichartig und gleich dicht ist,

2. der Korper so ausgerichtet ist, daB er den Bedingungen einer

geraden Linie entspricht,

3. daB die Druckkraft P genau mit der geometrischen Achse des

Korpers zusammenfallt und

4, daB der Korper von keinerlei Seitenkréiften beeinflufit wird.

Obwohl nun diese Voraussetzungen niemals vollstindig erfillt sind,
konnte dennoch bei verhiltnisméBig kurzen, auf Druck beanspruchten
Korpern das Fehlen dieser Eigenschaften iibersehen werden, denn der
Bruch dieser Korper erfolgte den Erwartungen gemif lediglich durch Zer-
driicken derselben.

Ganz anders erscheint nun aber der Bruch eines ebenfalls auf Druck
beanspruchten Korpers, der im Verhéltnis zum Querschnitt eine grofle
Liange besitzt, wie es allen stabformigen Korpern, z. B. Séulen, Fachwerk-
streben, Pleuelstangen ete. eigentiimlich ist. Bei diesen Koérpern tritt
niemals ein Bruch durch Zerdriicken ein, sondern es biegen sich dieselben
infolge der oben genannten fehlerhaften Eigenschaften schon bei kleineren
Belastungen durch, als die Bruchlast des Materials betrigt. Es tritt
also in diesen Fillen eine aus Druck und Biegung zusammengesetzte
Festigkeit auf, die man als Knickungsfestigkeit bezeichnet hat.

2. Bestimmung der allgemeinen Knickungsgleichung.

1. Der weiteren Betrachtung sei zunichst ein in Fig. 143 dargestellter
stabformiger Korper unterzogen, der, am unteren Ende A eingespannt, d. h.
unwandelbar befestigt, am oberen Ende B dagegen frei beweglich und in
der Achsenrichtung mit einer Kraft P belastet ist.

Unter der Belastung P wird sich nun der Stab am freien Ende
um die Strecke ¢ ausbiegen, wobei eine Seitenkraft Q tberwunden wird,
die, an der Stablinge 1 angreifend, den Stab auf Biegung beansprucht.
Da die Ausbiegung ¢ in Wirklichkeit nur einen sehr kleinen Wert er-
halten darf, so kann auch der gekriimmte Stab ohne merkbaren Fehler
durch seine Sehnenlinge s ersetzt werden, die mit der urspriinglichen
geraden Stabachse den Winkel ¢ einschlieft.

Zerlegt man nun noch die Kraft P in die beiden parallel zur Sehne
s und Seitenkraft Q gerichteten Komponenten, so ergibt sich

. Q
sin @ = -
Ca J 0 oo ] .

Andererseits ist sin @ == T= T weil sin @ = tga fir kleine
Winkel ¢ gesetzt werden kann.
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Aus den beiden Gleichungen folgt nun
Q_d
P 1’
woraus man das Biegungsmoment Ql = Pd = My erhilt.
Nach § 14,3 er-

2

N gibt sich der Kritmmungs-
= halbmesser
D o o
T <7 Ve ¢= oM, P’
% ! W RN woraus die Belastung
! / }; G P= ;% folgt.

J $

- E f\\ﬂ\
I \

i G.
774 T
b -

Unter der weiteren Annahme einer kreisbogenférmigen Krammung,
siche Fig. 143% betriigi nach § 14, Abschnitt 4, sub b,1

12 =0 (20 — d) = 200 — 02,
woraus mit Vernachlassigung von d2 sich
12=2¢d
12
oder o0 = 5 bestimmt,

Wird dieser Wert oben eingefithrt, so ergibt sich die folgende Néahe-
rungsgleichung

O 20 10
P= ==
*3

die mit der allgemeinen, mit Hilfe der hoheren Analysis entwickelten
10*
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2
Knickungsgleichung bis auf die Zahl 2, fir die der Wert %—: 2,46 zu

setzen ist, vollstindig tbereinstimmt.

In der Gleichung bedeutet P die Bruchbelastung, weshalb noch der
Sicherheitsgrad m in die Gleichung einzufihren ist, um sie praktisch ver-
wendbar zu machen.

Hiernach erhdlt man die zuldssige Belastung P fiir den in Fig. 143
vorliegenden Belastungsfall zu

p_m11 9
4 mqgl?

In gewéhnlichen Fiéllen nimmt man bei ruhender Belastung den

Sicherheitsgrad m fir

138

Schmiedeeisen —= 5,
Guleisen = 6,
Holz = 10.

Bei wechselnder Belastung zwischen Null und max. oder zwischen
minus und plus max. rechnet man das 2, bezw. 3fache dieser Werte.

2. Weitere, in der Praxis vielfach verwendete Belastungsfiille zeigen
die Fig. 144, ¢ und 4, unter denen der in Fig. 144% dargestellte Fall am

2

meisten in Rechnung gezogen wird. Die Enden dieses Stabes sind in
ihrer Lage festgelegt, ohne daf der Stab selbst an der Durchbiegung ver-
hindert wird.

Da hierbei die gréBte Durchbiegung ¢ in der Mitte des Stabes liegt,
so kann man jede Stabhidlfte fir sich als den in Fig. 144® genannten
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Belastungsfall ansehen, und es ergibt sich daher die zugehérige Knickungs-
gleichung, wenn man in die fir den Fall a entwickelte Gleichung 138

an Stelle der ganzen Lénge 1 nur die halbe Liinge é einfiihrt,

©

.12 .

n2171 ®& a
T4

411105(1 2
))

Dic infolge der Durchbiegung Jd in der Mitte auftretende Seitenkraft Q
beansprucht den Stab ebenso, wie § 23, Abschnitt b, 1 zeigt.

3. Der in Fig. 144¢ dargestellte Stab biegt sich erfahrungsmiBig so

1
— 139
o

1
m

durch, daB er annidhernd aus drei einzelnen Stiben von je % der Lénge

gedacht werden kann, die sich wie der Stab in Fig, 1442 verhalten. Fiihrt
1

man deshalb in die Gleichung 138 den Wert 3 ein, so ergibt sich die zu

Fig. 144¢ gehérige angeniiherte Knickungsgleichung
a1 1 @0 9,110
e —
4ma(l>~ 4 m al?
3
die mit der mit Hilfe der hheren Analysis entwickelten Gleichung bis auf die

Zahl v fir die der Wert 2 zu treten hat, vollstindig @bereinstimmt.

Setzt man noch den letzten Wert ein, so erhdlt man die genaue
Gleichung
P2n211®...‘...140
m ¢ 12
Beziiglich der Seitenkraft Q sei auf § 23, Abschnitt ¢, 7 verwiesen.

4. Der in Fig. 1449 vorgelegte Stab erreicht in der Mitte seine grofite
Durchbiegung d, an welcher Stelle auch die Seitenkraft Q iiberwunden wird.
In § 23, Abschnitt C,1 wurde bereits gesagt, daB ein solcher Stab,

. 1 . .
im Abstande 7 Yon den Einspannstellen aus gemessen, je einen Wende-

punkt besitzt.

Man kann sich deshalb den ganzen Stab in 4 gleiche Teile geteilt
denken, wobei jeder Teil den Belastungsfall a darstellt. -

Setzt man daher in die Gleichung 138 an Stelle der Lénge 1 nur
den 4. Teil derselben ein, so ergibt sich die Knickungsgleichung fir den
hier vorliegenden Fall

2 1
T am

11
——O.....l4l

(] m e 12
)

Q|
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Allgemein. Wie ein Vergleich der 4 aufgestellten Knickungs-
gleichungen erkennen l4Bt, stimmen sie bis auf die ersten, von den einzelnen
Belastungsfiillen abhiingigen Zahlenwerten vollstindig iiberein.

Werden nun diese Werte noch mit w bezeichnet, so erhilt man die
fir alle 4 Belastungsfalle giiltige Knickungsgleichung

PO e
m a 12

worin @ == Lli fiir den Belastungsfall in Fig. 1442,

w=1 , ” » 5 144P (Eulersche Gleichung),
w - 2 2 » » ” I 1440’
0o=4 , ) 5 ’ ) 1444,

3. Bestimmung der Grenze zwischen Druck und Knickung.

Setzt man in der vorstehenden Knickungsgleichung voriibergehend
den konstanten Wert

w 72
——=—2a2,
m o
so lautet die Gleichung
0]
P=a it
. P
woraus sich O="12
a

ergibt. Diese Gleichung liefert nun fiir verschiedene Werte von 1 ver-
schiedene Trigheitsmomente oder Querschnitte, die fir 1=0 auch den
Wert Null erreichen.

Da nun aber die am Eingang dieses Paragraphen erwithnte Druck-
festigkeit, die vollstindig unabhéngig von der Lénge ist, bereits einen
Mindestquerschnitt bedingt, so ist es von besonderem Interesse zu wissen,
welche Lidnge diesem Mindestquerschnitte entspricht.

Diese Linge wird dann zugleich auch die Grenze zwischen Druck
und Knickung insofern darstellen, als ein auf Druck beanspruchter Korper
auf Knickung berechnet werden muB, sobald die Grenzlinge iiberschritten
wird; dagegen liefert bei Unterschreitung dieser Linge die einfache Druck-
festigkeit einen groBeren Querschnitt.

An der Grenze selbst ist es einerlei, ob auf Druck oder Kuickung
gerechnet wird.

Um eine darauf beziigliche Gleichung zu erhalten, verfahre man in

folgender Weise:

2
1. Die zuléssige Belastung bei Knickung ist P=—%%%,
2. , ” N 2 Druck 1 P= fkd
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Da nun beide Belastungen P gleiche Werte darstellen, so ergibt sich
die Grenzlénge

ma ik
wn? @ ]/7(;)7@7
=/ =2 = — . . . . . 143
oder ! ]/m a fky i mafky-

4. Bestimmung der Knickungsgleichung von Navier.

Die in Abschnitt 2 dieses Paragraphen aufgestellte Knickungsgleichung
142 enthiilt, entgegen der sonstigen Gewohnheit, keine Materialbeanspruchung
k, sondern einen Sicherheitsgrad m, der, den verschieden-
artigsten Verhéltnissen entsprechend, groBer oder kleiner zu
wihlen ist,

Will man nun aber die Materialspannung k, wie es
oftmals gewiinscht worden ist, in einer Gleichung darstellen,
so verfahre man nach Navier, wie folgt:

Man denke sich, so wie es in Wirklichkeit auch mehr
oder weniger zutrifft, den in Fig. 145 dargestellten Stab von
der Kraft P so angegriffen, daB sie exzentrisch auf den
Querschnitt einwirkt, dann ergibt sich infolge der dadurch
veranlassten Durchbiegung des Stabes nach § 14, Abs. 1
und § 25, Abs. 2,1 das fir den mittleren Querschnitt des
Stabes giiltige Biegungsmoment

M, =Pi=Wk, = %kl,
) Pie .. .
wobei k, = o den Druck auf die innere Faserschicht

darstellt.
Da nun der Stab auBer der Biegung auch noch auf
Druck beansprucht wird, so ist
P = tk,,

woraus k, :Ef) ebenfalls als Druck auf die innere Faser-

schicht folgt.

Die genannte Faserschicht erleidet daher eine Pressung von

P Pie P iefy
=tt+6=1(1"g)
oder P—=f k, .
ief
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Die in der Gleichung einzige Unbekannte i hat nun die Bestim-
mung, alle die im Abschnitte 1 dieses Paragraphen aufgefiihrten und
sonstigen Voraussetzungen, die auBerhalb der theoretischen Betrachtungen
liegen, zu beriicksichtigen.

Um nun dennoch eine Unterlage fiir diese Gréfe zu erhalten, ist
weiter darauf hinzuweisen, daB infolge des Biegungsmomentes ,,M;, = Pi*
in der duBersten Faserschicht eine Spannung von

k, = Pie
(0

auftritt, zu der eine Dehnung von

&
& = ak,, <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>