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Интегрироваше дифференщальныхъ уравненш перваго по­
рядка съ двумя переменными еоставляетъ одинъ изъ элемен-
тарныхъ отделовъ интегральнаго иечислешя и однако нельзя 
не согласиться, что именно въ этой части науки недостатокъ 
способовъ и прЕемовъ, сколько-нибудь общихъ, наиболее 
ощутителенъ. Способъ интегральнаго фактора, указанный 
знаменитымъ Эйлеромъ, до сихъ поръ остается единетвен-
нымъ, имеющимъ за собою общность идеи и потому не­
сомненное научное достоинство; поэтому, я думаю, будетъ 
справедливо сказать что только отъ усовершенствовашя те­
ория интегральнаго множителя и можно ожидать, въ настоя­
щее время, какихъ либо новыхъ путей для интегрировашя 
или для розыскашя дифференщальныхъ уравнешй, которыя 
могутъ быть объинтегрированы. Самый способъ интеграль­
наго множителя, какъ известно, съ гораздо большимъ удоб-
ствомъ применяется именно къ розысканш дифференщаль­
ныхъ уравненШ, которыя интегрируются факторомъ известна-
го вида, ч*мъ къ интегрированию произвольнаго даннаго урав-
нешя. Превосходные образцы подобныхъ изследованш были 
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указаны самимъ Эйлеромъ, котораго «Institutiones calculi in-
legralis» останется всегда незаменимымъ сочинешемъ по бо­
гатству содержащихся въ немъ матер4аловъ для изучешя. 

Teopia интегральнаго фактора, въ приложенш къ уравнешямъ 
перваго порядка, со времени Эйлера получила очень мало 
развитая. Въ последнее время однако былъ сделанъ замеча­
тельный шагъ въ этомъ роде Дерптскимъ профессоромъ г. 
Миндингомъ въ его обширномъ мемуаре: «Объ интегриро­
ваны дифференщальныхъ уравненш перваго порядка съ дву­
мя переменными», который, какъ мне кажется, заслуживаетъ 
полнаго внимашя геометровъ; въ особенности потому, что 
онъ указываешь на целый классъ дифференщальныхъ урав-
нешй, остававшийся до сихъ поръ почти нетронутымъ, къ 
которому методъ автора прилагается съ большимъ успехомъ, 
чемъ способъ Эйлера въ первоначальномъ своемъ виде. Я 
не буду, конечно, излагать здесь способа г. Миндинга, но 
постараюсь обратить внимаше читателей на некоторыя но-
выя стороны того же предмета, оставппяся, кажется, неза­
меченными авторомъ и къ которымъ я былъ приведенъ, от­
части, изучешемъ его мемуара. Я полагаю, что наука не ма­
ло бы выиграла, если бы внимаше геометровъ было обраще­
но на некоторыя изъ замечательныхъ указанШ, сообщаемыхъ 
г. Миндингомъ въ названномъ выше мемуаре. 

I. 

1. Классъ уравненШ, разсматриваемый г. Миндингомъ и 
къ которому, преимущественно, относятся также и мои за-
мечашя, заключается въ следующемъ общемъ виде 

(*.yH4^.y*-4...+«Jrfy+(P,yw+...+ßJ<te====o, . • . • О) 
где коеффищенты а0, а,,... ан, ßQ, ß , , . . . J3m суть произволь-
ныя функщи х. (Въ мемуаре г. Миндинга они предполагают­
ся целыми). Дифференщальныя уравнешя такого вида могутъ 
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быть получены изъ конечнаго первоначальнаго уравнешя 
им'Еющаго видъ 

U = ew. V = nocT (2) 

гдЪ для краткости, положено 

А/ + А/-Ч....+А, 

v = (y—yi)ni (y—yf1— (у—уг)П(-

Коефищенш А0, А 4 . . . Ар, В0, В{,. . . Bg, a также у4, 
У2>*-- Уг СУТЬ нФкоторыя фунщш д?, а показатели п19 п2,... пг 

суть постоянный числа. Вь самомъ д1>л*, если одифферен-
цируемъ последнее уравнеше, постоянное исключится самымъ 
дифференцировашемъ, а зат1шъ, опустивъ общихъ множи­
телей, мы придемъ къ уравненш, въ которомъ коефищенты 
при дифференщалахъ dy и dx будутъ целыми функщями от­
носительно у, какъ въ вышеприведенномъ дифференщальномъ 
уравненш. Поверка этаго, конечно, не предсгавляетъ ни ка-
кихъ затрудненш. Изъ этаго замЁчашя сл1>дуетъ, что диффе-
ренщальныя уравнешя разсматриваемаго вида могутъ имЪть 
иятегралъ вида и = п о с т . Общ[й вопросъ, къ которому от­
носятся нижеизложенныя замъчашя, состоитъ въ розысканш 
условш, при которыхъ дифференщальное уравнеше, заключа­
ющееся въ вид* (1), им*етъ ингегралъ даниаго вида, содер-
жащагося въ общемъ вид* (2), и въ опред*ленш вс*хъ фун-
кцш и постоянныхъ входящихъ въ этотъ видъ, то есть въ 
отысканш еамаго интеграла, когда найденныя услов1я будутъ 
выполнены. Не касаясь общаго вопроса такимъ образомъ по­
ставленная, я ограничусь въ настоящей стать*, разсмотр*-
шемъ н*которыхъ простьйшихъ прим*ровъ подобныхъ из-
сл*дованш, отлагая до другаго времени сообщена изсл*дова-
нш, относящихся къ другимъ бол*е сложнымъ случаямъ. 
Прежде ч*мъ обратимся къ главному предмету, необходимо 
доказать н*которыя предварительныя предложешя. 
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2. Известно, что факторъ [л, дЪлающш полнымъ дифферен-
щальнымъ уравнеше 

Mdx + Ndy = 0, 

долженъ удовлетворять условному уравненш 

cl. Mtx__d. % 
dy dx 

которое обыкновенно служитъ для отыскашя фактора и для 
розыскашя условш интегрируемости даннаго уравнешя. 

Кром'Ь этаго вида условнаго уравнешя хможно привести 
еще другой, указанный Мальмстеномъ (Liouville 1862, р. 315), 
который съ неменьшею пользою можетъ быть употребленъ 
для той же ц!>ли. Теорему Мальмстена можно доказать та-
кимъ образомъ. Положимъ, что дифференщальное уравненш 

dy + f(x, У) dx = 0 

имФемъ интегралъ и = пост., тогда будемъимЪть тождественно 

f(x, У) = 

du 
dx 
du 
dy 

Вопросъ объ интегрированш даннаго дифференщальнаго 
du 

уравненш можетъ считаться р'Ьшенньшъ, если наидемъ — 

или —. Зам1зтимъ зд^сь кстати, что dx 

da l du 
dy f dx 

<есть очевидно интегрирующш множитель нашего дифферен­
щальнаго уравнешя. Дифференцируя предыдущее тожество 
по у и по х, наидемъ 
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d2u d2u 
d£ dxdy_~ dy1 

dy du ' du 
dy dy 

d2u d2u 
<̂ £ ,. dx2 _fi dxdy 
dx du du 

dx dx 

d t/ 
или замечая, что — f i x , у) =-г> не трудно видеть, что 

оба эти уравнешя можно представить въ такомъ вид! 

^ = ^ 
дх dy 

du 
dx 1 df 

dx f dx 

rjxb знакомъ д мы означаемъ полное дифференцироваше при 
которомъ у долженъ разсматриваться какъ функщя независи-
маго перем'Еннаго х. Оба поел'Едшя равенства, очевидно» суть 
тожества, если только, по дифференцировали по знаку д, 

dy . 
вставимъ вместо — его выражеше изъ дифференщальнаго 

С1Х 

уравнешя; кром1> того легко видеть, что каждое изъ этихъ 
равенствъ есть необходимое сл1>дств1е другаго. Выведенныя 
тожества могутъ во многихъ случаяхъ служить для отыска-

du du тт нш частныхъ производныхъ — и — . Не трудно убедиться 
ciy cix 

наприм'Ёръ, что ВСЕ обыкновенные случаи интегрируемости 
уравненш однородныхъ, линейныхъ и проч. могутъ быть 
также легко получены изъ посл1>днихъ условш, какъ и изъ 
обыкновенная; кром* того эти условш могутъ привести еще 
къ новымъ случаямъ. Но мы не будемъ останавливаться те-

т 
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перь на этомъ предмет*, а приведемъ только приложеше 
этой теоремы къ доказательству предложешя, которое пред-
ставляетъ обобщеше подобнагоже предложешя, доказаннаго 
г* Миндингомъ въ вышеупомянутомъ мемуар*, стр. 29—32. 

3. Предложеше, о которомъ говоримъ, состоитъ въ сл!>ду-
ющемъ. Если дифференщальное уравнеше 

dy -\- f{x, y) dx = 0 

обращается въ полное дифференщальное факторомъ вида 

D 
£ (у у ) П 

^ = (у—j/i) • ^ • ? ( * • У)> 

гд* показатели s и п суть постоянныя числа, yi есть фун-
кщя х, a D и о суть функщи х и у, которыя, равно какъ 
и ихъ производныя, не обращаются ни въ нуль ни въ без-
конечность при у = уи то функщя yi будетъ частнымъ р*-
шешемъ разсматриваемаго дифференщальнаго уравнешя. 

Для доказательства прим*нимъ къ этому случаю первое изъ 
уравненш, выведенныхъ въ преды 1ущемъ параграф*. Заме­
чая, что зд*сь 

4А = Л ^ = е . / ( у _ У 1 ) + ^ - у 1 , + Л9(Я;,у), 

чрезъ дифферешщроваше получимъ равенство 

dy dyt dB dD dy dy dyi 

dx dx , dx dy dx _ dx dx 

1 dç 4 d(fdy df 
ç dx <p dy dx dy ? 

dy _ 

которое, когда вставимъ — = •—/, по преобразованш, обра­

тится въ следующее: 



— 303 

Ч^+О^''<£-0-£<^"(£+')+ 

1 w JU I ydx ydy dy) 

Это равенство должно удовлетворяться тождественно, неза­
висимо отъ еоотношешя между у и х. Полагая п положи-
тельнымъ и ВСЁ вышеупомянутая услов!я выполненными, ед'Ь-
лаемъ у = у4; будемъ им^ть 

&+/-(х,У , ) = 0; 

что и доказываетъ наше предложеше Если бы п было отри­
цательно, то положивъ п — — т, могли бы написать тоже­
ство въ такомъ вид* 

^ , r ( | + f) + («,)"' . (g- i5) + 

^{У yi)\ydx 9 dy dy\ \dx + / / 
откуда, сдйлавъ у = у{, вывели бы тоже самое сл'Ёдсте. 
Прибавимъ, что предположеше п — 0 не измФняетъ выведен-
наго заключешя, но показатель s не можетъ быть равенъ 
нулю. 

4. Приведемъ зд^сь еще предложеше, данное г. Миндингомъ, 
которое определяете» видъ интеграла, когда уравнеше инте­
грируется факторомъ извФстнаго вида. Для насъ важенъ 
только частный случай этаго предложешя, который состоитъ 
въ шгЬдующемъ. Если дифференщальное уравнеше вида 

гдф с и ф означаютъ ц*Ьлыя функщи относительно у, въ ко-
торыхъ коефищенты суть произвольныя функщи х, интегри­
руется множителемъ вида 

20* 
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_ t 
t X ~ X(y—у J (у—y2). .. (y—yn) 

ВЪ КОТОрОМЪ X , y t , У2-'.. Уп СуТЬ фуНКЩИ ОДНЭГО ТОЛЬКО X] 

то, полагая ВСЁ yt различными, интегралъ разсматрпваемаго 
дифференщальнаго уравнешя будетъ им'Ьть видъ 

* {y—yf'iy—y*?2-- (У — ynf11^ пост., 
гд1> V есть ц1злая функщя относительно у, въ которой ко-
ефиц:енты суть нгЁкоторыя функцш х, а показатели pit p2... 
рп суть постоянныя числа. — Это предложеше можетъ быть 
доказано такимъ образомъ. Полагая для краткости 

X (у—у,) (У—У,)-... (У—Уп) = Г(У)> 
будемъ им'Ьть по предположенш 

N) /(у) 
гд* U есть некоторая функщя х и у. Следовательно, разла­
гая ращональную дробь на дроби частныя, получимъ 

ГД^ Е(у) есть ц-Ёлая часть разлагаемой дроби относительно 
Ф (У-) гл 

у а Р;-= \,,\- Отсюда чрезъ интегрированш выведемъ 
f (Уг) 

U = /Е(у) dy + S A . / (y-y,) + ВД, 
гдФ F(x), при интегрированш по у, заменяете произвольное 
постоянное. Но съ другой стороны им'Ьемъ 

<№ _ Ш __ F ,,А , V Яг 

Tßfb Е4(у) означаетъ целую часть дроби -—•/ относительно 

у, a q.= -L-p^. Следовательно, должно существовать ра-
f (Уг) 

венство 
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-i 1 dx 
I У - У г 

Знакъ I во всехъ предшеетвующихъ уравнешяхъ относится 
къ указателю г, которому приписываются все целыя значешя 
отъ 1 до п. Далее замечая, что по доказанному въ пре-
дыдущемъ параграфа, у = yi есть частное решете, разсма-
триваемаго дифференщальнаго уравнешя, а потому 

9(^)^>ФЫ=-0, 

будемъ иметь также 

и 4-/) ^ у — ^ = 0 
А - у - у , 

почему предыдущее тожесгво можетъ быть представлено въ 
такомъ вид-6 

Такъ какъ здесь ВЪ первой части стоитъ целая функщя от­
носительно у, а во второй логарифмическая, то равенство 
это, очевидно, возможно только тогда, когда каждая часть от­
дельно равна нулю, что даетъ 

d то » 

—Ö — о, и следовательно pi — пост. 

Самый интегралъ будетъ 

U = j Е(у) dy + S % - у / Ч F ( a O = пост.; 
а если напишемъ его въ виде еи = пост., то будемъ иметь 
видъ, указанный выше. Заметимъ въ заключеше, что нашъ 
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выводъ доказываетъ также, что если разсматриваемое диффе-
ренщальное уравнеше интегрируется факторомъ, приведен-
наго выше вида, и если y = yi есть одно изъ частныхъ ре­
шения, входящихъ въ составъ интегральнаго фактора, то бу-
демъ иметь, сохраняя предыдущая знакоположешя 

^ = п о с т 
Г(У,) 

Это замечательное свойство можетъ иметь приложеше при 
розыеканш уеловш интегрируемости. 

йаконецъ, не оставимъ безъ замечашя того, что ВСЕ ча-
стныя решешя у = у{, которыя въ выводахъ, изложенныхъ 
въ предыдущихъ параграфахъ, входили въ составъ интеграль­
наго фактора и въ составъ интеграла, суть те решешя, ко­
торыя, обращая въ нуль или безконечность интегральный 
факторъ, могутъ быть получены изъ общаго интеграла, при­
равнивая нулю или безконечности, входящее въ него про­
извольное постоянное. 

II. 

5. Переходимъ тшерь къ розыскашю условШ интегриру­
емости некоторыхъ дифференщальныхъ уравнешй перваго 
порядка. Первое изъ уравнешй, которыя мы будемъ разсма-
тривать, есть уравнеше вида 

ах ~*~ у + Q U? 

где Р4, Р2 и Q означаютъ произвольныя функщи х. Общш 
интегралъ этаго уравнешя неизвестенъ; мы предлагаемъ себе 
расмотреть, какимъ услов1ямъ должны удовлетворять фушщш 
Р1? Р2 и Q для того, чтобы это уравнеше имело бы интегралъ 
даннаго определеннаго вида. 

Не трудно заметить, что разсматриваемое днфференщаль-
ное уравнеше можетъ иметь интегралъ вида 
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(У—У if'{У —У S1 = n o c ï-
Въ самомъ Д-БЛ*, непосредственное дифференцироваше это­

го уравнешя исключаетъ произвольное постоянное и приво­
дить къ полному дифференциальному уравнение 

V- fer—КУ* + a^i)] dv— I («*i j£ + «2 j^j У -

-(•.'•i+'.'.S)]H-0-
гд1>, для краткости, положено 

"КУ —Уд {У—У,) = Р -
*1 + Л ! 

и аь>=—г—» такъ что а. -}-«•=.]. ni + ю2
 2 п4+/г2 

Изъ этаго замФчашя слФдуетъ, что приведенное выше пер­
воначальное уравнеше, по одифференцированш и опущеши 
множителей, можетъ приводить только къ дифференщальнымъ 
уравнешямъ вида 

то есть къ уравненш, уелов1я интегрируемости котораго мы 
хотимъ разсмотр'Еть. Предложимъ себ'Ё теперь обратный во-
просъ: когда последнее дифференщальное уравнеше будетъ 
им^ть интегралъ вышеприведеннаго вида? — Очевидно, что 
такъ какъ въ этомъ случае, должны ИМ'ЕТЬ тождественно 

( dy. dyS\ ( dt/i dy2 a* d^+ a^)y~- \a**J£ + *»** di 
y + Q у — («1У2-H a*yJ 
то постоянный ai и a2 или, что все равно ni и /г2, а так­
же функцш yi и у2 должны удовлетворять слЬдующимъ тремъ 
условнымъ уравнешямъ: 
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1 dx + 2 dx l i 

üiJldx + *Ji dx F* 
aiV« + a2Î/i = — Q 

и если наше уравнеше имЪетъ интегралъ предполагаемаго 
вида, то функцш у^у^, а также постоянныя ai и а2 могутъ 
быть найдены изъ этихъ трехъ уравненш, къ которымъ еще 
присоединяется соотношеше at + а2 = 1. Зам'Втимъ заранее, 
что удовлетворить этимъ уравнешямъ можно только условно; 
въ самомъ Д'ЕЛ'Е, yi и у2 суть произвольныя функцш х, но 
aL и а2 суть постоянныя числа; выразивъ это, мы найдемъ 
одно условное уравнеше которому должны удовлетворять фун­
кцш Р,, P2 и 0 для того, чтобы наше дифференщальное 
уравеше им^ло интегралъ вышеприведеннаго вида. Интегрируя 
первое изъ предыдущихъ уравненш и соединяя его съ по-
слфднимъ, будемъ имФть систему 

ai¥i + ß
2y2 = — / P ^ t e 

a
iy2 + a^i = — Q; 

откуда чрезъ сложеше и вычиташе выведемъ: 
1 

Vi 4- i/2 — — s и Vi — у2 = ~D> 

гд1>, для краткости, положено 

S = Q+J"P4<te 
S = Q + JP^^ 

и q = al — a2; дал'Ье найдемъ 

' - ^ o - 1 ^ / ' . * » 
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п _ i _ _ _ | ^ d x _ L ± j 0 

_ n.—щ X—1 v n. 
Здесь q = ;—^=1——-, где A=—-~\ Очевидно, чтодоста-

л,+л2 X+i n2 
точно знать X, ибо величины п{ и п2 могутъ изменяться 
чрезъ возвышеше въ степень обеихъ частей первоначальнаго 
уравнения, отношеше же ихъ А сохраняетъ величину посто­
янную. Для определешя X или q вставимъ найденныя вели­
чины во второе изъ условныхъ уравненш, замечая при зтомъ 

1 1 
что а{ = » (1 + У) и а2 = Г>0 — ?)' п°лУч и м ъ : 

+ - s d S - 1 s ^ - P 

откуда выведемъ 

»? 
rte dx dx 

Вставивъ вместо D и S ихъ выраженш, заметимъ, что q2 

можно представить въ такомъ виде 

я2 (Ё- р >-^ } 

( ^ - P V Q - J P ^ + K P . Q - ^ ) 

или, положивъ для краткости 

(g-p.) «-/'•*!. _____ = Ш* 
Р,0 - Ps 
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ïïï 

будемъ им*ть q1 — — — - . Но q2 должно быть постоянным^ 

откуда слъдуетъ, что m = пост, и будемъ иметь одно уелов1е 

Л Ï T ^ n r =™»-

Если въ данномъ дифференщальномъ уравненш функцш 
P f, P2 и Q таковы, что последнее услов1е выполняется, то 
разсматриваемое уравнеше будетъ им*ть интегралъ предпо­
лагаема™ вида; зам*тимъ притомъ, что вставляя функцш 
Р1у Р2 и Q въ условное уравнеше мы можемъ очевидно 
располагать величиною произвольнаго постояннаго заключаю* 
щагося въ неопред*ленномъ интеграл* | Pd<te. Поверка усло-
в1я даетъ вм*ет* съ Т*МЪ величину т; дал*е найдемъ 

q — у — — а зная q получимъ À = —* = ; наконецъ 
w m-\- 4> щ 1 — q 

по выведеннымъ выше формуламъ вычислимъ выражение ух иу2, 
причемъ въ интеграл* \Ptdx должно принять ту величину 
произвольнаго постояннаго, которая удовлетворяетъ условно­
му уравненш. Зат*мъ интегралъ нашего уравнешя будетъ 

(У— Уд (у—Уа) = с, и™ 
Л -f q, А — q 

(У —Уд (У—Уа) *=пост . 
6. Если q1 отрицательно, то q мнимо и интегралъ будетъ 

представляться въ мнимой форм*, которая впрочемъ легко 
можетъ быть обращена въ действительную. Положимъ 
q2 = — а2, где а2 положительно, тогда найденный нами ин­
тегралъ можно написать въ такомъ вид* 

( lizlÄ(l^Jä) = пост. 
\у —yJ\y — yJ 

или, вставляя вместо yt и у8 ихъ выражения, найдемъ 



, S , D _ 

- зи — 

2 ' 2a1 

пост. 

Мнимая форма интеграла можетъ быть обращена въ дей­
ствительную, положивъ 

y + I + àï^"4 TV—i 
. = re. 

S D ,—-

y + I -a ïV- i Вычисляя величину ср, получимъ 
D 
a , - ( y + i) . 

cp =r arcty > — 

модуль r = 1 . ЗатЪмъ интегралъ будетъ 

—a<p 
[(y + |) + 4?} ПОСТ 

D g 
Или еще, ооложивъ для краткости — — А и у - | - £ - = В7 

будемъ ИДГЁТЬ 

4 2АВ ft A ^ D 

2« (r + I) 
и тогда интегралъ представится въ вид* 

D 

[(* + ! ) +:&?]•' 
— 2a acrtg -

ПОСТ. 
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или его можно написать еще такимъ образомъ 
L [(* + I/+ ^]-2a.«^g

 D = С, 
*«(у + j j 

гд* вместо D и S можно вставить ихъ выражешя, приведен-
ныя выше. 

7. Зам'Етимъ некоторые частные случаи. Если P4Q—Р2—О, 
то m — со; въ этомъ случае наше уравн^ше обращается въ 

dx ^ ' ' 
которое интегрируется непосредственно. Если Q —|Р1г/х*=0> 

то т = 0; въ этомъ случае q = а1 — а2 = 0 и предыду­
щая формулы неприложимы. Такъ какъ зд^сь п1=пй, то 
интегралъ будетъ 

{У — Vi) {У —yù = пост, 
и будемъ им'Ьть два условныхъ уравнешя 

2 \dx ~*~ dx) < dx 

К̂ 1 ^ 4 - 1 / ^ М — Р 

изъ которыхъ легко заключить, что интегралъ будетъ 

У2 + 2 Qy + 2 JP2(fe = пост. 

Данное дифференщальное уравнеше можно представить въ 
этомъ случае въ BHI* полнаго дифференщальнаго 

(y + Q)dy+ (j^y + v?)dx = o. 

Есть еще одинъ бол1>е замечательный частный случай 
въ которомъ, хотя предыдущее услов1е интегрируемости и 
выполнено, однако-же интегралъ не можетъ быть полученъ 
по вышеуказанному способу и им^етъ другой видъ. Случай 
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этотъ соответствуете величин* т = — 4», при этомъ д = оо 
и предыдущее выводы не приложимы. Можно показать, что 
при этомъ обстоятельств* видъ интеграла будетъ другой, 
именно: данное дифференщальное уравнеше происходитъ въ 
этомъ случа* изъ полнаго первоначальнаго уравнешя вида 

X 

(у — у{) е * = пост. 

Действительно, одифференцировавъ это уравнеше, мы при-
демъ къ полному дифференщальному уравненш: 

+ 

гд* факторъ 
X 

1 у у 

У ~Vi 
отсюда видно, что дв* функцш у1 и X, входящая въ инте-
гралъ, должны условно удовлетворять сл*дующимъ тремъ 
уравнешямъ, если наше уравнеше ш№етъ интегралъ разсма-
триваемаго вида, 

dx dx * 
X + y i = - Q 

, Y , s. dy, dX _ 

Изъ двухъ первыхъ уравнешй выводимъ: 

X = _*(Q_JP)<te) 

У1 = ~ ^ ( 0 - / Р , * с ) . 
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Вставивъ эти выражешя въ третье изъ предыдущихъ ура-
вненш, найдемъ уелов1е которому должны удовлетворять фун­
кцш Р ъ Р2 и Q 

»-/».<*)(§-*.)_ 
P . Q - P , *' 

Мы видимъ, такимъ образомъ, что yaioßie интегрируемо­
сти для этого случая соответствуешь именно тому исклю­
чена когда q — оо. 

8. Разсматриваемое дифференщальное уравнеше очевид­
но можетъ также иметь интегралъ вида: 

у + X п 
е КУ — Уи =пост., 

# 
где X и yi суть функцш х, а п количество постоянное. 
^ . dy 
Сравнивая выраженш для -~~, выводимыя изъ этого послед-
няго уравнешя и изъ нашего дифференщальнаго, должны 
иметь тождественно 

dX ( dy^ dX 
Р*У + р « = <**У \ ах +У{ dx 

У + Q У Л-м — Уь 
Следовательно, если данное дифференщальное уравнеше 

имеетъ интегралъ вышеприведеннаго вида, то функцш X и у{ 
и постоянное п должны определяться изъ следующихъ трехъ 
уравнешй: 

dx 4 

dy. , dX _ 

n — Vi= Q; 
откуда выведемъ 
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X = fP tdx и yi = ti — Q 

и далее получимъ условное уравнеше 

Р , 0 - Р 2 

dx l 

n = пост. 

Это услов1е имеетъ исключешя о которыхъ уже было за­
мечено выше. 

Можно было-бы еще раземотреть друие, более сложные, 
виды интеграловъ того же дифференщальнаго уравнения или 
другихъ уравнешй, которыя чрезъ преобразоваше могутъ 
быть приведены къ разсматриваемому, но имея въ виду бо­
лее обстоятельную обработку этого предмета, мы отклады-
ваемъ это до другаго сообщешя; цель вышеизложеннаго есть 
выяснеше употребленнаго метода изеледовашя, который мо-
жетъ иметь приложеше и въ другихъ случаяхъ, 

9. Применимъ предыдущая раземотрешя къ некоторымъ 
примерамъ. Раземотримъ, вопервыхъ, известное уравнеше 

(a±y-f- b^-j-cj dy-\-(ay -\-bx-\-c) dx = 0. 

Положимъ а± = 1; тогда будемъ иметь Р4 = а, Р2 = Ьд? + с 

и Q = Ь^х -f- сг Условш интегрируемости будетъ въ этомъ 
случае 

P , Q - P 2 

— (6, - of а; 4- (bt - a)(el - ft) _ 
{abi — b) x + aci —с 

где к есть неопределенное постоянное. Полагая что bi — а 
и abi — Ъ неравны нулю, последнее уравнеше даетъ 

bi — Ъ ci — к 
abi — b aci — с 

m 

file://-/-bx-/-c
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Располагая величиною постояннаго к, мы можемъ удовлет­
ворить этому условш; отсюда опред^лимъ к 

(Ь, — а)2 

и тогда будемъ пм^ть m = —| f; дал*е вычислимъ 
ab, — 6 

1 » 

Ь\ — а в \/(bi—ay — U * 
и потомъ легко найти, что 

Vi ~ *{х + ßi и у2 = а^х + j32, 
гд^ ai и а2 могутъ быть вычислены какъ корни квадратнаго 
уравнешя 

*2 + (6i + а) а + 6 = О 
Величины ß1? ß2, соотв*тствующ1я а4 и а,, могутъ быть 

вычислены по формул* 

8 _ ( К — bic) + (gçf—g)« 
Р а6 { — Ъ 

Интегралъ, разсматриваемаго дифференщальнаго уравнешя, 
будетъ 

{у - *iX — ß i ) 1 + g (У - *2^ — Р2) '~д = пост, 
Въ случае (bi — а)2 — 4-0 = 0 легко этотъ видъ интегра­

ла преобразовать въ действительный какъ выше показано. 
Если Ь{ = а , то данное уравнеше будетъ полнымъ диф-

ференщальнымъ. Если аЪх — Ъ , то интегралъ нашего ура-
внешя будетъ им^ть другой видъ, ибо тогда m не можетъ 
быть постоянным^ если притомъ а не равно bv Въ этомъ 
случае будетъ выполнено услов!е 

P{Q — Р2 ас{ — с 
rfQ_p Ь{ —- с 
ах * 

пост. 
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й не îpyïHO, какъ было изложено въ п° 8, вычислить самый 
интегралъ, который будетъ 

еУ+а* (у + Ъ1Х + С1 — ^ _ M — ПОСТ. 

Наконецъ, если (64 + af — 46 == 0, то будемъ ИМЕТЬ 
m = — 4» и уравнеше им'Ьетъ интегралъ вида 

X 

въ которомъ нетрудно определить функцш X и yif какъ было 
показано выше. 

Возмемъ изъ мемуара г. Миндинга следующее уравнеше 
dy -(% + 6x)y + 2xs-{-3x2-\-x + a_ 
dx y-\-%x2 + Ä + «4 

Очевидно, что это уравнеше им^етъ видъ, который мы 
разсматривали выше; зд^еь Р4=>-2—6#> Р2=2х3 + Зх2+о?+« 
и Q = 3a?*+a? + ai- Вычисляя величину т, наидемъ услов1е 

_ Ux3+lSx^(iol—JlcJt-3)x+ai—c __ 
m "~ äOay'+lS^ + Cea i+S^+äa .+a ~ п о с т ' ' 

гдф с есть неопределенное постоянное. Это услов!е должно 
быть выполнено, если разсматриваемое уравнеше имЪетъ 
интегралъ перваго изъ разсмотрънныхъ выше видовъ; оно 
приводится къ двумъ уравненшмъ 

H (2а, + 1) = 4а, - 4с + 3 

/» 
5 (2oi + °) = а« — с> 

\ 
йзъ которыхъ последнее даетъ с = — - (7а, -J- 6a), а первое 

обращается въ 
4<rt -f- 8a = 1. 

21 
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Предполагая выполненнымъ последнее услов1е, найдемъ 
18 что т = — ~ и д = 3у/— 1; затемъ вычислимъ 

S = Q + j V,dx = — х — 2Х 

где для краткости положено, какъ у г. Миндинга А = —ттг~ 

12а 4-1 
и [л = —yz~—; далее по общему вышеизложенному пре­
образована, соответствующему мнимому значенш q, найдемъ 
интегралъ 

~~6arctq — 
У — Ъ ,[(,_|_х)'+(,-+1+.)'] X 

= поет. 

Возмемъ еще дифференщальное уравнеше 
dy (lx-j-к — i ) y - _ 0 
dx y -\-кх — xlx 

съ которымъ г. Миндингъ встречается, решая одну изъ за-
дачъ Эйлера, (см. вышеупом. мемуаръ стр. 28.). Въ этомъ 
примере, вычисляя выражеше означенное буквою m, найдемъ 

с (к — 1х) х + х — g1 

т——4. —— —- • 
(к — ix) х + х 

Чтобы выполнялось услов1е m = пост., достаточно поло­
жить неопределенное постоянное с = 0, тогда m = — 4 
и нетрудно вычислить , что интегралъ въ этомъ случае 
будетъ 

к + 1 — 1х 
х 

(у — х)е У ~~х — поет.* 
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Ш увеличивая числа прим'Ьровъ, замМймъ й^ заключеше, 
что выведенныя нами уелов!я интегрируемости могутъ быть 
применены для розыскашя уравненш, .которыхъ интеграль! 
представляются въ одномъ изъ разсмотр'Ьнныхъ выше ви-
довъ. Взявъ наприм'Ьръ уравнеше 

dy i {ах + b)y + cx3 + fx*+gx + h = ( ) 
dx у -f- atxu + btx + ci 

можно искать какимъ услов!ямъ должны удовлетворять кое-
фищеты af b, с,... для того, чтобы это уравненш им'Ьло 
интегралъ изв'Естнаго вида; ташя розыскашя не представятъ 
никакихъ затрудненШ (сравн. мемуаръ Миндинга стр. 64). 

Ш. Полагая, что дифференщальное уравнеше 
(î/ + Q)dy-b (Р,У + Р,)** = 0 

им'Еетъ интегралъ вида 

{У —Уд 4(У —УЕ) * = « = ПОСТ., 
гд^ ук й у2 суть очевидно частныя р£шешя, соотв*Ьтствую-
щш нулевымъ или безконечнымъ значешямъ произвольная 
постояннаго, мы видели (л° 5) изъ аецосредетвеннаго диф-
ференцировашя поелФдняГо уравнешя, что уравнеше диффе­
ренщальное интегрируется множителемъ вида 

ni—i п2 — 1 
u = ( y — y j (у —У2) 

Отсюда заключаемъ, что наше уравнеше принимаетъ также 
интегральный факторъ 

и (У~ Уд {У— У г)' 
По одной изъ дойазанныхъ выше теоремъ (см. п° 4) мо-

жемъ вывести обратное заключеше, что при интегральномъ 
фактора такого вида ийтегралъ уравнешя будетъ необходимо 
им^ть видъ вышеприведенный. Покажемъ на самомъ Д'ЁЛ'Ё, 
что условие существовашя для даннаго дифференщальнаго 
уравнешя фактора вида z одинаково съ услов1емъ существо-

21* 
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вашя интеграла и = пост. Для получешя этого уелав1я при-
м^нимъ одно изъ тожествъ выведенныхъ въ п* 2, именна 

д I — 
chj _df 

дх dy 
Замечая, что въ наетоящемъ случае им'Еемъ 

_ Р,у + Р2 df P,Q - Р2 

а также 
^ _ ( У — У|)(У —Уа). 
# у + Q 

найдемъ следующее равенство 
dJLs!?Q Èt_ÉMi dJ_Èi 
dx ' dx dx dx dx dx P* Q — P2 

y ^ Q y — y, y — y2 (У + 0)2 

которое, когда вместо - р вставимъ его выражеше изъ диф~ 

ференщальнаго уравнешя, обратится въ тождество 

н = о. 
У —У 2 

Г Это тожество разлагается на три уравнешя изъ которыхъ 
два послужатъ для опредФлешя yt и у.2, а третье будетъ вы­
ражать услов1е существовашя разсматриваемаго фактора z. 
Изъ двухъ уравненш выведемъ 

zJi + У2 = — Q — j?ldx 
У01, = Q J V « — 2 J (P4Q - P2) <te, 

а третье уравнеше будетъ 
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(§- p . )«<- 0 ^™ + y ' ) = 0 

Заменяя въ немъ yt + у2 и у$% ихъ выражешями, полу-
чимъ уелов!е 

2(ê~P i)-f ( P i Q~P 2 ) d a ;"" ( Q""-fP l d a ; ) ( p 'Q _ P 2 ) = = 0 ' 
которое, положивъ для краткости PtQ — Р2 = г, можно на» 
писать въ такомъ вид* 

Г —9 dX * • 

xrdx Q—JP4<te 
откуда чрезъ интегрироваше получимъ 

J rdx = C (Q — /P4<te)2, 
а дифференцируя снова, представимъ услов1е интегрируемо­
сти помощго фактора А" въ вид* 

P i Q _ P 2 2C 

Такимъ образомъ мы получили то самое услов1*е, которое 
служитъ признакомъ существовашя интеграла перваго изъ 
разсмотр^нныхъ выше видовъ. Этотъ выводъ служитъ такимъ 
образомъ поверкою заключешя, которое, какъ выше заме­
чено, можно было сделать и à priori по одной изъ вышедо-
казанныхъ теоремъ. 

11. Представивъ интегралъ разсматриваемаго дифферен-
щальнаго уравнешя въ вид* 

U = (у—у,) (у—уг)*°= ПОСТ., 

ПОСТ. 

мы усматриваемъ, что наше уравнеше интегрируется также 
факторомъ вида (у — у2) , гдф £ = ш — 1. Можно подобно 
предыдущему доказать обратно, что если наше уравнеше 
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принимаетъ интегральный факторъ такого вида, то его инте~ 
гралъ будетъ им^ть вышеприведенный видъ. Для этого оче­
видно достаточно показать, что если уравнеше 

(У+ОНУКР|У + Р,)Ж?=О 

интегрируется факторомъ вида (у—у2) , то функщи Р 0 Р2 и Q 
будутъ удовлетворять уравненш, обусловливающему видъ ин­
теграла и = пост. Для доказательства употребимъ тожество, 
которое служило для подобной-же ц1зли въ яредыдущемъ п°, 
Въ настоящемъ случд* будемъ щмфть 

j=(y + Q)(y — y,f> 
а потому вышеупомянутое тожество, когда въ него вставимъ 

рыражешя — и /", произэедемъ дифференцировашя и зам*Е-

нимъ производную •—• изъ дифференщальнаго уравнешя, об­

ратится по упрощенш въ следующее 

dQ_ \dx *)У^4 dx^ * 
dx l~~ У—Vi 

которое разлагается на два уравненш 

dx г*~ 

(£->•>•+<°£+р0-°-
Исключивъ изъ этихъ уравнешй у2, придемъ къ квадрат« 

йому уравненш изъ котораго должно определится £ 

( P , - P , 0 ) « * + ( 3 § - P , ) ( Q - J P , * » ) I + 

+ (i-».)»-Jw».)-e 
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или, означая буквою m то выражеше, которое и въ преды-
дущихъ выводахъ означали этою буквою, можно написать 

£2 — ms — m = (К 

УеловЕе £ = поет. даетъ очевидно m = поет., то есть то 
самое услов1е, которое определяете первый изъ раземотрФн-
ныхъ выше видовъ интеграла. Уравнеше въ с*> = £ + 1 
будетъ 

со* — (m + 2) со -f- « = 0 . 

Два корня этого уравнешя суть взаимно обратныя величины, 
какъ можно было видеть и à priori, такъ какъ корни этого урав-

1 — q 1 + Я 
ненш должны быть равны у • и z——- , что ретрудно по­
варить и на самомъ дел*. 

III. 

12. Занимаясь изучешемъ дифференщальныхъ уравненш 
которыхъ общШ интегралъ можетъ быть представленъ въ вид* 

гдЬ X, ук и у% суть произвольныя фунщщи х, a nt и щ суть 
количества постоянные, я остановился на одномъ особенно 
ицтерееноагь частномъ случае, именно когда ni -}- п% = 0 
и когда, -следовательно, интегралъ дифференщальнаго уравне-
шя можетъ быть приведенъ къ виду 

U = = e
X f ^ Z l i \ = nocT. . . . (А) 

Дифференщальное уравнеше 

которое получается при непосредственномъ дифференцирова-
нш уравяешя (А) будетъ иметь видъ 
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p.. [dy + CXy + X.y + XJApl« 0, 

въ которомъ интегральный факторъ 

V 

^ = (у— у)» И V = X + % 1 — У2)> 

а коеффищенты Х4, Х2 и Х3 суть функцш а?, удовлетворяю« 
цця еледующимъ тремъ уравнешямъ, 

^ = < У . - У . ) Х , 

^ ^ - ( у ^ + у.)^^-^)^.». (В) 

что легко поверяется, производя дифференцироваше уравне« 
шя (А)'на самомъ деле. Отсюда выводимъ обратное заклю-
чеше именно, что дифференщальное уравнеше вида 

g+xy+x,y+x,=o (1) 
имеетъ интегралъ, который всегда можетъ быть представленъ 
въ вид* (А), если только функцш вть него входяиря^, у2 иХ 
будутъ определены изъ уравнешй (В) по даннымъ коефи-
щентамъ Х4, Х2 и Х3 и что, кроме того, уравнеше (1) всег­
да интегрируется факторомъ вида 

v е 
(y-y>ys 

где v и у% суть функщи одного только х и, следовательно, 
таете факторомъ вида 

U г (у—у%)(у—у,)' 
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гд*6 г есть также функщя х. ЗамЪтимъ мимоходомъ, что од-
наго частнаго р^шешя достаточно для интегрировашя уравне-
шя (1) (Эйлеръ) и если положимъ, наприм'Ьръ, что решете 
у = у2 известно, то второе изъ уравненШ (В) даетъ 

*(У4 — У*) = — J X f r i +y*)dx — fXtdx, 
а вычисляя загЬмъ v, получимъ интегральный факторъ 

- f ( 2 X ^ 2 + X 2 ) < t e 
^ = 1 _ _ _ , 

который такимъ образомъ определяется въ зависимости отъ 
одного изЕ*Ьстнаго частнаго рфшешя у = уй. Чтобъ получить 
общШ интегралъ въ зависимости отъ одного частнаго реше­
тя , положимъ въ уравненш (1) у = У* + *» тогда для опре-
лешя z будемъ им^ть уравнеше 

котораго интегралъ изв^сте^ь; онъ будетъ 

% = j + JXe-M<te ' 
гд* С есть произвольное постоянное, a M = J (2Х4у2 -fX2) их. 
Зная z, уже легко получить общШ интегралъ уревнешя (1), 
который можно представить въ такомъ вид* 

/ : 

[y—Vi — 
е~ш 

jZ^dxl __ 
Y „-м А~. { I 1 = пост. 
Х*е * М у -у, 

Отсюда видимъ, что между двумя частными р*шенш у1 и yt 

еуществуетъ определенная зависимость 
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Легко поварить, что множитель j Xe-~mdx, найденный въ 

нашемъ интеграл*, одинаковъ съ множителемъ е , который 
представлялся въ вид* (А). 

13. Можно думать, что интегрироваше уравнешя (1) не­
возможно въ общемъ вид* помощш функщй алгебраическихъ 
и обыкновенныхъ трансцендентныхъ и даже помощш неопре-
д*ленныхъ квадратуръ въ конечномъ чиел*, такъ какъ это 
уравнение заключаетъ въ себ* какъ весьма частный случай 
известное ypaBHeHie Рикатти 

S + *' = -"• 
невозможность интегрировашя котораго въ общемъ вид* 
помощш неопред*ленныхъ квадратуръ была доказана Л1увил-
лемъ (Journal de Mathématiques. Tome YI p. 1). Знаменитое 
уравнен1е Рикатти (Acta Eruditorum. 1775 г.) было, какъ 
изв*стно, предметомъ особеннаго внимашя геометровъ; зд*сь, 
конечно, не м*сто перичислять мемуаровъ, которые были на­
писаны по этому предмету, пока не было доказано Лувил-
лемъ, что случаи интегрируемости 

_ — Ы 

гд* î есть число ц*лое, суть единственные въ которыхъ воз­
можно интегрироваше въ конечномъ вид* неопред*ленными 
квадратурами. Поел* мемуара Л1увилля было обращено вни-
ман1е на возможность обобщешя уравнешя Рикатти и приве-
ден*1Я къ нему уравненШ другихъ бол*е сложныхъ видовъ; 
тутъ изв*стны труды Мальмстена, Куммера, Шпитцера, Наг-
greave, Cockle и другихъ. Изел*довашя, которыя мы пред-
ставимъ ниже, привели насъ къ новому обобщенш уравне-
шю Рикатти, которое заключаетъ въ себ* какъ частный слу­
чай почти вс* до сихъ поръ изв*стныя обобщешя и еще 
много другихъ уравнешй для интегрировашя которыхъ упо-
fpeблялиcь особые npieMbi. 
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Мы предлагаемъ себе изыскаше условШ при которыхъ 
интегрироваше уравнешя (1) можетъ быть совершено нео­
пределенными квадратурами въ конечномъ вид* *). Въ этихъ 
изеледовашяхъ, съ большово пользою, могутъ служить урав-
нешя (В) и мы приведемъ здесь одинъ примеръ подобпыхъ 
розыеканШ, который намъ кажется не лишеннымъ интереса, 
въ особенности потому, что, какъ мы говорили выше, онъ 
примыкаетъ къ изеледовашямъ мвогихъ геометровъ нашего 
времени. 

Интегрироваше уравненш (В) въ общемъ вид* конечно 
столь-же затруднительно, какъ и уравнешя (t); однако мо­
гутъ быть частные случаи въ которыхъ оно упрощается. 
Предположимъ, напримеръ, что частныя решешя таковы, что 

Vt + Уч = 0 или, что у2 = — у,; 
тогда второе изъ уравненШ (В) даетъ 

d (Vi —Уъ) тг л — f X2dr 
* _ J =*-Xe<te, откуда у, — y2 = e J 2 

У Ï Уъ 

и, следовательно, будежъ иметь 
1 — (X2dx 1 — (X2dx 

Внося эти выражешя въ третье изъ уравненш (В), полу-
чимъ услов1е 

Изменяя величину произвольная постояннаго въ интеграле 
iX,2dx} мы можемъ вместо этого интеграла взять (X2dx~~ 12; 

тогда условное уравнеше выразится несколько проще, — оно 
будетъ 

Х3 + Х 1 е _ 2 / Х 2 ^ Х = 0 , . . . (С) 

*) Подобнаго рода изсл-вдоватями занимается также кн. С. С. Урусовъ въ его CQ-
чиненш: *Дифференц1адьныя и разностныя ураввешя» 1864 г. 
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а потому и частныя р-Ьшешя будутъ 

тогда первое изъ уравнешй (В) даетъ 

1=2 fa" №dx dœ. 
Такимъ образомъ, если коеффищенты уравнешя (1) удо­

влетворяют условш (С), то интегралъ этого уравнешя бу-
детъ 

iX„dx 

2 | Л < е J - ах [ -\X,dx 
е в | £_ = ПОСТ.... (D). 

Наприм1>ръ, возьмемъ уравнеше 
d-jL + ax11f — Ъх*у^схт\ 

Зд*сь Х1=ахп, Х 2 = - о ^ и Х 3 = — с х т , а потому уело-
sie (С) интегрируемости для этого случая будетъ 

а 
Условш этому можно очевидно удовлетворить, положивъ 

£> = — 1, т — п—Щ постоянное А = ^ и по формул* (D) 
можно прямо написать интегралъ уравнешя 

dx^ и ос 
Если въ уравненш (1) положимъ 

m—t 
Х, = 1 и Х , аХ 

то изъ услов1я (С) интегрируемости найдемъ 
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Ä« = 
2 J X 2 d # = _ ^ 2 {pom_^ Z 

и, следовательно, опять по формул* (D), можно написать 
интегралъ уравнешя (Cockle) 

l du 
которое, замФтимъ кстати, полагая у = - — , обращается въ 

линейное уравнете втораго порядка 
d2u , axm~* du ß_ 

(хт — Ь) €Х«ХГ 00 тт—т О ClOC / vn, 7\lni 

Это последнее уравнеше, при частныхъ предположешяхъ 
a = l , m = 2 и 6 = 1 , обращается въ известное уравнеше 

(*•-«>£+*£-?—°-
44. Обращаемся теперь снова къ уравнешю (1) съ цШю 

розыекать дальнМпня услов!я его интегрируемости» 
Зам-Етимъ вопервыхъ, что, не уменьшая общности, мы 

можемъ положить X1 = d, потому что уравИеше (1) можно 
преобразовать въ другое того же вида въ которомъ будетъ 
Х4 = 1. Съ этою цЬлт достаточно положить у = а я , тогда 
ypaBHeHie (1) обращается въ 

£+*.«•+(*.+*£•> + £«•. 
X которое, если положимъ X , a = i или а = —, будетъ 1 а 

35-+«'+(X. -хГ^)'+ад-°-
Поэтому мы будемъ разсматривать дифференщальное ура-' 

BHeaie 
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^L + z' + X2z + Xt=0, (2) 

отъ условий интегрируемости котораго легко будетъ перейти 
къ услов1ямъ интегрируемости уравнешя (1) переменяя Х2 

на Х2 —Y~ T^ и ^ з н а ^Дз- Услов1е интегрируемости 
(С) для уравнешя (2) обратится въ 

Х3+-е~21Х2^=0...... (D)' 
Зам'Ьтимъ, что отъ интегрировашя уравнешя (2) зависитъ 

интегрироваше линейнаго уравнешя втораго порядка 

d2u Y du 
72 + X2-+X3 te=0, (3) 

потому что это последнее приводится чрезъ преобразоваше 
\ydx 

и=е къ уравнешю вида (2) и, следовательно, уеловш 
интегрируемости уравнешя (2) будетъ вм с̂тФ съ тЪшъ и 
уеловЕями интегрируемости уравнешя (3) къ интегрированш 
котораго, какъ известно, приводится линейное уравнеше вто­
раго порядка со вторымъ членомъ. 

Приложимъ къ уравнешю (2) рядъ преобразовашй сово­
купность которыхъ будетъ представлять некоторую непре­
рывную дробь, именно положимъ, вопервыхъ, щ = at -j ; 

найдемъ уравнеше 

dop Zi dx ' * 4 * 4 % 3 

Для опредФлешя функцщ а4 полагаемъ 

Это уравнеше можно интегрировать; изъ него пдлучимъ 
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с 4- H dx 

КромФ того завгЕтимъ частное р^шеше ai = 0. Если при-
мемъ первое значете оц» то будеш» имФть уравнеше 

а если пршемъ Ä l*=0 t то преобразованное уравнеше бу­
дете 

^ - X 3 s / - X 2 Z l - l = 0 . 

Если къ первому изъ посл*днихъ двухъ уравнешй прило-
жимъ услов1е интегрируемости (С), найдемъ новое услов1е 

X = _ g —2J(X ä + 2a,)<fc _ _ _ ( D )„ 

гд* а, им*етъ значеше выше определенное. Условие интегри­
руемости для другаго уравнешя будетъ 

Хз = _ е - 2 Р ^ . . . -(С)'. 
Последнее услов1е не отличается отъ (С). Понятно, что ес­

ли услов1е (D)" будетъ выполнено, то можно объинтегриро-
BaJ уравнеше (2)" Къ уравнешямъ въ . , снова прилагаемъ 

тоже преобразоваше, то есть положимте я, — «2 -г ^ > 

найдемъ уравнеше 

do., i dz, х t _ ? 5 Х з _ _ Ь - [X, + 2*>i -

-(X2 + 2«,)f-i = °-
Для опредълешя а2 полагаем* уравнена 
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Ц _ Х 8 а 2 * - ( Х 2 + 2а 1 )а 2 =0; 

откуда, интегрируя, выведемъ 

d ç J(X2 + ^Jdx 
Х 3 а 2 = — — I JX3e cte 

и преобразованное уравнеше будетъ 

^ + V + (Х2 + 2а£ + 2Х3а2Х + Х3 = 0. 

Другое уравнеше въ zi тФмъ же яреобразовашемъ обра­
тится въ 

А? 
_* + *,' + (X, + 2 Х Л > 2 + Х3 = 0. 

Прилагая уелсдае (С) интегрируемости къ двумъ послед-
нимъ уравнешямъ, находимъ два новыя усдов1я 

_ - 2 f(X2 + 2a4 + 2X3a2)<te 
Х 3 = — • J4 2У . . . . (D)"' 
Х3 = - е - 2 № + 2 Х ^ ( С Г 

1 
Преобразованш я, = а3 •+- —, подобно предыдущему, при-

оедетъ къ двумъ новымъ дифференщальнымъ уравнешямъ 
Х А

2 - (Х2 + 2а, + 2Х3а2 + 2а3>3 _ , ^ dz^ 

^ _ Х Л
2 - (Х2 + 2Х3а2 + 2а3>3 - 1 = 0 , 

въ которыхъ а3 есть функщя х, удовлетворяющая ДиффереЙА 
щальному уравнешю 

dx 
откуда им^емъ 

da° + а3
2 + (X, + 2а, + 2Х3а2)а3 = 0 ; 
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d r—fß-2 + 2«. + 2X&)dx 

*>=^ly dx-
Начальное уелов1е интегрируемости, приложенное къ ура-

внешямъ съ z3, дастъ два новыхъ услов1я 

X 2 f(Х2 -f 2а, + 2Х3а2 + 2a3>te 

X. 

3 

— 2 f (X, + 2Х3а2 + 2«,)*с 
з — в (С)'" 

I 
Полагая z3 — а4 -| , выведемъ сл*дующ1я два услов!я 

интегрируемости для уравнешя (2), которыя будутъ 

Х з = _ е - 2 | (Х 2 + 2«, + 2Х3а2 + 2«3 -f- 2X3a4)<te _ 

Х з = _ е - 2 | ( Х 2 + 2Х3а, + 2 « 3 + 2 Х 3 « 4 ) ^ _ _ _ 

где осг определяется изъ формулы 

f ( X 2 + 2 ^ + 2 X 3 ^ + 2 ^ ) ^ 

ах 
Хз а* = — d ^ M X*P" ** 

и т. д Такимъ обрпзомъ рядомъ преобразовашй, образу-
ющихъ непрерывную дробь, получаются два неопределенные 
ряда ^еловш интегрируемости для уравнешя (2): съ одной 
стороны рядъ уеловш (D)',(D)' ' , (D)'",...., а съ другой рядъ 
(С)', (С)", (С)'"?....; входяпця въ эти уравнешя функцщ а1}ай9 

а3 удовлетворяютъ известнымъ дифференщальнымъ уравне-
шямъ, которыя могутъ быть объинтегрированы; для этихъ 
функщй мы нашли выше рядъ выражешй, составляющихся 
по определенному закону. Найденныя уелов1я интегрируемо­
сти для уравнешя (2) также составляются одно изъ другаго 
по очевидному закону, однако приложение ихъ въ этомъ ви­
де къ даннымъ дифференщальнымъ уравнешямъ было бы за­
труднительно. Мы покажемъ теперь, какъ оба полученные ря­
да уеловШ могутъ быть преобразованы въ друпе ряды, при­
ложена которыхъ будетъ весьма удобно и которые откроютъ 

22 



— 334 — 

намъ весьма обширный классъ уравнешй вида (1), интегру-
ющшся помошдю квадратуръ; при этомъ самый интегралъ бу-
детъ очевидно представляться въ вид* н-вкоторой непрерыв­
ной дроби. 

15. Разсмотримъ сначала рядъ условШ (D)', (D)",... Усло-
Bte (D)' показываетъ что можно объинтегрировать уравнеше 

dv , 2 , v — -И X2<te — л 
-^, + У +^У —е 

Преобразуемъ (D)". Вставивъ вместо «, его ™ p a « , 
- •, mV лПпагаается въ следующее, 

легко нэйдемъ, что условю (D) обращавiu 
— 2 fX2<to 

е •' . 
Х з = - (X.2dxy 

(c+fe to) 
и что, следовательно, можно объинтегрировать уравнен, вида 

__ 2 jX.dx 
^ +у> + X2y~-~I-yZJXdx~y^ ' 
dx / + р * dx) 

. \ D V " Полагая m краткости 
Преобразуемъ ус*** W • ^ 

- f (X2 + 2 « . ) * * ^ разсматрмаемое уедав 

писать въ вид* . , 
X 3 = = _ R . e

 J 

ч M найдемъ, что 
но изъ формулы опр^ляющеи *, 

Г J(X> + * dx**-l'J В 
J W * = - ' j X ' * eHie, если 

•„ въ првДЫД^6 УР 
Вставивъ это выражена въ v 

. fX> <te - », будем* им*ть 
ПОЛОЖИМЪ 1 "TJ 

d#. 
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= Rdx ; 
w 

откуда по интегрироваши выведемъ 

Дал'Ье чрезъ дифференцироваше получимъ 

Вставляя вместо R его выражеше, уже нетрудно будетъ 
получить 

-2JX2dx 
Х , = — • 

— J X2dx\ 
с + I в cte ] 3 

гд* постоянный множитель f - J з присоединенъ къ произ­
вольному постоянному въ интеграл* — 2 ]X2dx, стоящемъ 
показателемъ. Этотъ поел'Ьднш видъ услов1я показываетъ воз­
можность интегрировашя въ квадратурахъ уравнешя 

— 2 fX,dx 
dy лЛ . _ е J -+ у2 + Х2у г——- = 0 . 

с + е dx )3 

Совершенно подобньшъ-же образомъ можетъ быть преобра­
зовано услов1е интегрируемости (D)IV. Чрезъ поел^дователь-
ныя интегрировашя и дифференцировашя найдемъ въ этомъ 
случае преобразованное услов1е 

— 2 ÏXJx 
Y е J 2 

(.+/. J Xudx\i2 
dxy 

22* 



— 336 — 

откуда заключимъ о возможности интегрировашя въ квадра­
турах!, дифференпдальнаго уравнешя 

— 2 fXJx 

с -}- \е dx)5 

и т. д. Такимъ образомъ мы видимъ возмояшость интегриро-
вашя неопределенными квадратурами для класса дифференщ« 
альныхъ уравнешй, заключающаяся въ общемъ вид* 

du е - 2 / Х , * г 

с -f- I е dx) 
m 

гд'Ь показатель m можетъ получать неопределенной рядъ чи-
словыхъ значена 

п . 8 15 

Этотъ рядъ чиселъ выражается общею числовою формою 
m • 

%'— 1 ' 
гдгЬ i есть число ц1злое положительное. Полагая г = 0, 1, 2, 
3, . . . . получимъ предыдущш рядъ значенш. По аналопи 
можно догадываться, что вообще можно будетъ интегриро­
вать квадратурами дифференщальныя уравнешя, заключающь 
яся въ сл^дующемъ общемъ виде 

, —2 [ХЯх 

dx 
( с + \е dx Y * 

Дал^е мы докажемъ это совершенно строго, считая за-
ключеше по аналопи недостаточными 
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Обратимся теперь къ ряду условш интегрируемости (С)', 
(С)", (С)'",.... ВСЕ ЭТИ уелов!я могутъ быть преобразованы 
совершенно подобно предыдущему, выражая въ каждомъ изъ 
нихъ Х3 чрезъ Х2. Такимъ образомъ, принимая для крат-

—— I jC (Inf) 

кости е J 2 = S, найдемъ что (С)" можно написать 
въ ВИД-Е 

5 з = _ 8 е~ АЦХЛах
9 

гд'Е вместо а2 нужно вставить его прежнее выражеше, не 
забывая только, что въ настоящемъ случае а, = 0 и потому 
будемъ имФть 

if ~ S ( I "̂  dx ) ' 0ТКУда Y1 = Sdx ? 

гх 
гд-fe v = S ^ dx; изъ посл^дняго уравнешя выведемъ снача­

ла v, а потомъ одифференцируемъ, получимъ 
X3= — kfÇsdx\'~^S2 

или, вставляя вместо S его выражеше и присоединяя посто­
янный множитель к къ показателю, найдемъ 

Х 3 = -
2 jjX2dx 

( п —• I л.2ах\ 
с + \е dx) 

I X.2dx\ 4 
de)"» 

и, следовательно, можно будетъ объинтегрировать уравнена 

dx 
— 2 f X,dx 

+ У1 + Х2у e- = 0 . 
j X.2dx\ 4 ( r* — 1 A.2dX\ 4 
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Подобнымъже образомъ можно преобразовать уелов1е (С)'", 
которое будетъ 

Взявъ выражеше для а3, положимъ въ немъ а£=0, тогда 

I a.àdx = l. I v'Sdx, 

гдФ v им'Еетъ прежнее значеше. Вставивъ это выражеше въ 
предыдущее равенство, можно будетъ произвести интегриро-
ваше и вывести Х3; найдемъ 

Х3 = -
2JX2dx 

ÏX2dx\ s_ 
с + I е dxy 

что доказываетъ возможность интегрировашя дифференщаль-
наго уравнешя 

j~+V +X 2 y 7—~i— = 0 . dx jX2dx\ s_ 
l с 4- I e dxp 

Точно также можно было бы преобразовать следующее усло-
Bie интегрируемости разсматриваемаго ряда. Изъ всего этого 
сл'Ьдуетъ, что дифференщальныя уравнешя, заключающ1яся въ 
общемъ ВИД'Е 

— 2JX2dx 

I с + j e dx) 

можно интегрировать неопределенными квадратурами, если 
показатель m имиетъ одно изъ значенш ряда 
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n 4 8 

Be* эти числа заключаются въ общей числовой форм* 

т=——-—7. гд1> г есть число цгЁлое положительное, Соеди-2г + 1 
няя этотъ результатъ съ вышеполученнымъ, можно догады­
ваться, что всЬ уравнешя, заключакнщяея въ общемъ вид* 

— 2 fX2dr 

de + y +xlSr ^ , _ f x 2 f e x ^ - 0 î 

lc + \e dxP*: 

могутъ быть объинтегрированы помощдо неопред^ленныхъ 
квадратуръ. 

16. Перейдемъ теперь къ доказательству того, что законъ 
показателей въ ряду интегрирующихся уравненш действи­
тельно выражается числовою формулой т== — - . Поло-
жимъ теперь снова, что намъ дано интегрировать уравнеше 

9 — 2 jX2dx 
dij 

+ у2 + Х2у + Х3 = 0, г д 1 > Х 3 = -
dx , , , ^ , „ , _ . , _ - , _ „JX2^xm 

I с + j e ^ ) 
Мы видели выше, что, приложивъ къ этому уравненш пре-

1 
образована у = а -f- - , оно обращается въ следующее 

z 

^ — Х3z2 - (X, 4 - 2%)z — 1 = О, 

где а удовлетворяетъ дифференщальному уравненш 

- h а"2 + Х2а = 0, откуда а = — / . I е dx, 

или также можно положить а = 0. Введемъ въ предыдущее 
уравнеше новое переменное независимое, полагая 
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J' , , dx' v dz v dz 

тогда преобразованное уравнеше еъ передгЁннымъ незави-
еимымъ х' будетъ 

^ + *> + X's*+X'3==rO, dx 

гдф для краткости положено 

У — Х2 + 2 а х , 1^ 

Очевидно, что изъ ПОСЛ-ЕДНИХЪ двухъ уравненш можно ис­
ключить Х2 и тогда должны получить X'3=f(X\); опредф-
лимъ видъ этой функщи. Первое изъ двухъ послФднихъ ра-
венствъ даетъ 

J' Г J ь С 

X2dx +2lAe dx = _ X\dx' 

J — jX2dx 
e dx = v и переходя 

отъ логарифмовъ къ числамъ, будемъ имФть 

V" 
dx , откуда v = |А3е «# ; 

одифференцировавъ i?, найдемъ 

. г г U\dx'_2 fX\daf 
H J X V d*'\ •• • 

H o Х ' з : = x 3 ~ 1 = üm (— j 2; вставляя сюда вышенайден-

dv ныя выражен1я для v и —- ш полагая для краткости 
ах 
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найдемъ уравнеше 
hi'dx i /г—jX's^'v * 

w™-*dw=e * Ле' и to= (m—3)=Ч je da?' J - - » ; 

откуда чрезъ дифференцироваше выведемъ 

— 2 fX',<te' 
Y> e _*_ . 
j \ . = —— -z. j— 7 

- fX'2<b\üL=^ (c-f-Je J W)—3 

такъ что преобразованное уравнеше можетъ быть предста­
влено въ вид* 

— 2 \X\dx' 
dz , 2 , v e J А 

(c + U dx'\m-* 

Это уравнеше имеетъ совершенно тотъ же видъ какъ и 
первоначальное уравнеше: оно отличается только формою по­
казателя. Следовательно, если въ первоначальномъ уравнеши 

Ы 
имели m = — , где г есть некоторое целое положитель­
ное число, то сделавъ приведенное выше преобразовать мы 
придемъ къ уравнению того же вида въ которомъ только по-

4»— тл ^ , LU \\ 
казатель m = будетъ иметь величину m = " ; 

Ъ—т J 2(i— i)-V 
а потому, прилагая къ вновь полученному уравнешю снова 
тоже преобразоваше, мы придемъ къ показателю т " = ^(1 ^) 
и т. д. пока дойдемъ наконецъ до показателя т® = 0, тогда 
уже уравнеше можно будетъ интегрировать непосредствен­
но, какъ мы видели это выше. Изъ всего этого еледуетъ, 

file:///X/dx'
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что всегда можно будетъ объинтегрировать уравнеше, нри-
веденное въ начала этого параграфа, если только пока­

затель Ш: 2г — 1 * 
Положимъ теперь, что въ начала преобразовашя мы при» 

1 
няли а = О и у = - , тогда будемъ им$ть уравнеше 

z 

^ - _ Х 3 s2 — Х , * - 1 = 0, dx 3 

которое, еелипримемъ за независимое перем^нноеа/——JX3<fe7 

обратится въ 

i | + *« + х',* + г, = о, 
\ 1 

гд* Х'з = — и X'3 = v " e И с к л ю ч а я Х0 изъ двухъ поелфд-
А3 А3 

нихъ равенствъ, найдемъ подобно предыдущему 

$X\dx's s* —JX'2cte ' \—m —jX'gdf«' 
X'3e f I X'3e cte' j = e , 

Откуда, пр!емомъ совершенно сходнымъ съ вышеприведен-
нымъ, получимъ 

— 2 fX'«te 

{ с -j- I e dx J 

и заключаемъ, что если возможно объинтегрировать диф­
ференциальное ypaBHeHie 

(e + je ^ 'V- 1 
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то и первоначальное уравнеше того же вида съ показателемъ 
m также будетъ объинтегрировано. Если въ первоначаль-

номъ уравненш имели m = • , то приложивъ къ нему 
и% -J- 1 

раземотренное нами преобразоваше, будемъ иметь показате­
ли ^ U 

лемъ т. = — и следовательно т1 = -~ - , а при Ta­
rn — 1 l\— 1 

комъ показателе, какъ выше доказано, уравнеше разсматри-
ваемаго вида можно объинтегрировать; такимъ образомъ мож­
но считать доказаннымъ, что законъ показателей, найденный 
нами по аналопи, существуетъ действительно. 

17. Изъ вышесказаннаго заключаема что все уравнешя, 
заключаюпряся въ виде 

_ 2 f X Q < t e 
^ . + у« + Х2у Î V = 0 . . . . (а) 

* (,+/.-
JX-£)A 

интегрируются помощт квадратуръ. ПеремФнивъ въ этомъ 
Уравненш, согласно зам!;чан1ю сделанному въ начал* изслЪдо-
вани. Х2 на Х2 - 1 С * и Х3 на Х Д , заключав«, о воз-

мджности интегрированы въ конечномъ вид* неопред л^ 
ности квадратурами дифференщальныхъ уравненш бол е 
Щаго вида 

который содержитъ дв* произвольныя функцш t (a\B(Q)r 

Что касается до опред*лен1я интеграла уравненш 
то замЪтимъ, что рядъ преобразований 

Zt 2 
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приложенныхъ къ уравнешю (а) приведетъ насъ къ уравне-
шю, которое можетъ быть объинтегрировано непосредственно 
и вместе съ темъ доставитъ намъ интегралъ уравнешя (а) 
въ вид* непрерывной дроби законъ образовашя которой лег­
ко обнаружится въ общемъ виде. Однако мы предпочтемъ 
преобразовать уравнеше (а) сначала въ линейное уравнеше 
втораго порядка, ибо тогда интегралъ, какъ увидимъ, выра­
зится проще и симметричнее. Но прежде покажемъ какъ изъ 
найденныхъ нами уравнешй получаются наиболее известные 
частные случаи. 

Для получешя обыкновенная вида уравнешя Рикатти до­
статочно въ уравнешй (|3) положить X, = 1 иХ2 = 0, тогда 
будемъ им^ть уравнеше 

dy , 2 а 

dx 

где а произвольное постоянное. Сделавъ с = 0, будемъ 
иметь уравнеше, заключающее все случаи интегрируемости 
Рикатти. 

Возмемъ еще дифференщальное уравнеше 

которое заключаетъ въ себе какъ частный случай не только 
уравнеше Рикатти, но и обобщенное уравнеше разсмотрен-

ное Мальмстеномъ (Grelle. 39). Здесь Х{=ахп~\ Х2— 
ос 

и Х3 = — схт~~\ Вычисляя Х3 по данной выше формуле, 
находимъ 

X. 
( — 2jX2cte ß2 n-20-1 

3 

_ ргахп-
—JXJABXÇ / а 3 

где ç — — , a с' и р ироизвольныя постоянныя. Сде-
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лавъ с' = 0 и определяя ß такъ чтобы имгЬть Х3 — — с х т ~ ~ 1 , 
сравнивая показателей и замФнивъ ç его выражешемъ, най­
демъ такое услов1е интегрируемости 

m (Ь' =*= 1) + п (2* ч= 1) =т= 26 — О 
для разсматриваемаго дифференщальнаго уравнешя; причемъ 
замФтимъ, что въ этомъ условш могутъ быть сочетаемы или 
верхше или нижше знаки. Сд'Ьлавъ п=1, найдемъ услов1е 
интегрируемости уравнешя Мальметена, а положивъ притомъ 
еще 6 = = 0 и перем'Ьнивъ m на m + 1, найдемъ услов!е инте­
грируемости для уравнешя Рикатти собственно. 

48. Обратимся теперь снова къ уравненио (а) и, желая 
преобразовать его въ линейное уравнеше втораго порядка, 

1 du л А сд'Ьлаемъ у = - —, тогда будемъ им^ть уравнеше и dx 
,7 _ — 2 | Xydx 

Л-Y e 

Лх2 2 dx , с — (X,dx 
—1 + Х2 jz. — ?^ . и = 0 ,... (т) 

которое следовательно также можетъ быть интегрируемо въ 
квадратурахъ Для получены интеграла этого уравнешя по-
лагаемъ для краткости 

л — jX2dx ч ц 
с + у da? = X и еще ^ ^ 1 яг 

и будемъ разсматривать уравнеше 

^ + X 2 ^ + X 3w=0, где Х 3 = — Угте~*№2*Х. doc dx 
Это последнее уравнеше, чрезъ введете новаго перемен-

наго независима™, можетъ быть преобразовано въ весьма 
простое линейное уравнеше втораго порядка, которое уже 
не будетъ содержать произвольной функцш Х2; именно по-
лагаемъ 
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A* 2 — t И СЛЕДОВ. — = I 1 — — U ~ ~ 2 — . 
dx \ 2 / (fa; 

Внося эти выражешя въ данное дифферешцальное уравне-
ше, получимъ 

H-H)K^-f^-'(Ê) 
+ 

"• 2 (tel dû 

— A e 
2 J x ^ . M = o. 

Сокращая на X г и замечая, что 

и зат*мъ отбрасывая во вс*хъ членахъ общаго множителя 
dXV 
J - I , будемъ им^ть уравнеше 

но Х '~Т=* , а потому можно написать это уравнение такъ 

4» 2 

iwfe для краткости положено —-~~9 " ^ (m — 2 ) 

Полагая въ этом-ь уравненш u — ifKv, найдет 

* 2 
если только положимъ, что as = ? и а " * m — * 

такъ что передъ ? можно принимать знакъ + и л и 
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ноеледнее уравнеше есть одно изъ техъ къ которымъ удобно 
прилагается способъ интегрировашя Л1увилля чрезъ диффе-
ренцироваше съ произвольнымъ указателемъ, но такъ какъ 
формулы получаемыя при этомъ содержатъ часто знакъ d 
€Ъ несоизмеримымъ или мнимымъ указателемъ, то кажется 
лучше прилагать способъ ./Пувилля только при дифференци­
ровали съ целымъ показателемъ положительнымъ или отри­
цательным^ а въ случаяхъ, которые требуютъ дифференци-
ровашя съ дробнымъ показателемъ и которые соответству­
ю т темъ обстоятельствамъ при которыхъ интегрироваше въ 
квадратурахъ неопределенныхъ повидимому невозможно, луч­
ше обращаться къ способу Лапласа, выражая искомый ин-
тегралъ уравнешя чрезъ определенныя квадратуры. Изменяя 
несколько пр1емъ Л1увилля, умножимъ предыдущее уравнеше 
на dtn и объинтегрируемъ каждый членъ п разъ; интегри­
руя по частямъ, найдемъ 

п п—2 п—1 

ft JU dt = / fvdt-2 — n (vdi*-

n—4 

(\p + V) ^ ** = (P + V ) tvdt*-* - 2qn Cvdtn; 

вставляя, будемъ иметь уравнеше 

n—2 n—1 n 

t Çvdtn-2 + (p — n + 2qt) Çvdt»-l +q(p — 2n) Çvdin == cp (0 

где ср(0 есть целая функщя гг—1-й степени. Полагая что р—Яп, 

то есть что т = ~ ~~ , где п произвольное целое поло­

жительное число, получимъ уравнеше 

п—2 п—1 

t Cvdtn~2 + (n + 2qt) Çvdt71-1 = <р (0 
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или, полагая для краткости ivdtn~~x—Z, будемъ им^тьли-

нейное уравнеше перваго порядка 

^ + (« + 2?0Z = cp(0; 

откуда, по известной формула, получимъ 

z = с -̂8*1*-* + с^-ч'г-". (**-v^9 (о du 
Последит интегралъ можно взять, сд1злавъ следующее за-

м!>чаше. Функщю ср (t) можно представить въ другомъ вид*; 
именно положимъ, что 

я—1 

гд*Ь ^^—i означаетъ интегралъ п— 1-го порядка отъ vdt, взя­
тый не прибавляя произвольныхъ постоянныхъ при интегри-
ровашяхъ, а коефищенты c 0 c a . . . . c n _ 2 суть п—1 произ­
вольныхъ постоянныхъ; тогда очевидно, что 

?(0=*Г(0 + (я + 2?о/"(0, 
а поэтому будемъ им^ть 

j>-VW^V(0; 
что легко поварить самымъ дифференцировашемъ. Ветавивт>, 
получимъ 

z = c ie-1« l*-" + c1/-(0. 
Отсюда чрезъ дифференцироваше выведемъ 

Если бы въ начала вычислешя приняли а = — q, то им1>-
ли бы уравнеше 
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ш отсюда, чрезъ интегрироваше повторенное п разъ, въ слу­
чае m = — ~ вывели бы подобно предыдущему 

2п — 1 

сохраняя т1>же обозначешя какъ и выше. Отсюда 

Z = Cte,*tir" + Ctf{i), 
ГДЕ /"(/) есть ц*лая функщя и—2-й степени, а потому наидемъ 

W^-^'^'dF^l* e У 
Такимъ образомъ получили два частныхъ интеграла урав-

нешя въ », изъ которыхъ каждый содержитъ одно произволь­
ное постоянное. Полный интегралъ уравнешя въ и будетъ 

Здфсь п=—^ есть число ЦФлое положительное, 
2т — 4 

такъ что показатель m предполагается имЪющимъ видъ, 

т з - —*?„ ч т о , какъ мы видели прежде, даетъ одинъ рядъ 
2п— 1 

случаевъ въ которыхъ возможно интегрироваше нашего урав-
нешя помощш неопредФленныхъ квадратуръ. Для полученш 

интеграла въ случае m = ^ r r \ н у ж н 0 б У д е т ъ с н а ч а л а н*~ 
сколько изменить пр1емъ преобразования уравнешя; именно, 
если въ уравнеши 

d2u . du и n 
f — ~L- p ._ q tu = и 

df~F dt ч 
23 
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положимъ u=tß . z, то опредфливъ ß такъ чтобы ß— 1 + р = 0 , 
то есть положивъ ß = 1 — р , придемъ къ уравненио 

гд* ». = 2 — р = m . ДалЪе съ этимъ уравнешемъ по-
т — 2 

ступимъ точно также какъ поступали выше съ предыдущимъ 
уравнешемъ, тогда, полагая р{ — %п, что соответствуем елу-

4га—4 *п 

чаямъ когда m = и все равно случаямъ когда m == ^ТГ^ 
придемъ, повторяя предыдущш выводъ, къ интегралу 

u=,-p.jc,,«£qrt-<]+c,«-p,[.-v"] j, 

гд«Ь n = m ~ 4
 е с т ь Ч и с л 0 ц^лое положительное. 

4 т — 4 
Такимъ образомъ разсмотр^ше линейнаго уравненш вто-

раго порядка 

,f . _2fX 2 <te 

dx*^*2 dx^ , r-jX2dxy 
( с 4- le dx\ 

привело насъ снова къ найденнымъ уже случаямъ интегри­
руемости, именно когда m = ^ ^ J;Î в ъ техъ случаяхъ ког­
да показатель m не имеете этого вида можно получить 
тегралъ этого уравнешя выраженнымъ чрезъ опред ле 
интегралы; соетавлеше этихъ формулъ не затрудните , 
ибо введя по прежнему переменное независимое t, мы У 
демъ им^ть уравнеше, интегрироваше котораго чрезъ 
Деланные интегралы известно. 




