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Vorwort zur ersten Auflage.

GewiB ist die mathematische Literatur nicht arm an guten Werken
iiber Differential- und Integralrechnung; und doch wird der Anfinger
nur schwer ein Buch finden, das ithm einen geraden Weg in das
lebendige Wesen der Wissenschaft 6ffnet und ihm verstdndnisvolle Be-
wegungsfreiheit gegeniiber den Anwendungen gibt. Der Anfinger will
weder durch Weitschweifigkeit und Inhaltslosigkeit ermiidet werden,
noch kann er jene Pedanterie ertragen, welche keinen Unterschied
zwischen Wesentlichem und Unwesentlichem kennt und — der axio-
matischen Systematik zuliebe — vor dic eigentlichen Triebkrifte der
Wissenschaft, vor ihren gegenstindlichen Kern, einen undurchsichtigen
Schleier zieht.

Sicherlich ist es leichter, Mangel zu schen und zu fithlen, als sie
abzustellen. Ich bin weit entfernt von der Vorstellung, dem Anfinger
das ideale Lehrbuch darbringen zu kénnen. Trotzdem glaube ich nicht,
daB die Herausgabe meiner Vorlesungen iiberfliissig ist; sie weichen
in der Anordnung und der Auswahl des Stoffes, in der Tendenz und
vielleicht auch in der Darstellungsform erheblich von der landlaufigen
Literatur ab.

Am meisten wird auffallen, da8 der Bruch mit der iiberlebten Tradi-
tion vollzogen ist, Differentialrechnung und Integralrechnung vonein-
ander zu trennen. Diese sachlich wie didaktisch unbegriindete Trennung,
ein Produkt von historischen Zufilligkeiten, verhindert die Klarlegung
des Kernpunktes: des Zusammenhanges zwischen bestimmtem Integral,
unbestimmtem Integral und Differentialquotienten. Im miindlichen
Vorlesungsbetrieb hat sich seit dem Vorgange von Felix Klein und
anderen schon mehr und mehr die gemeinsame Behandlung durch-
gesetzt. Hier nun wird versucht, dieser auch einen Platz in unserer
Literatur zu sichern. Der vorliegende erste Band behandelt Integral-
und Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verdnderlichen; der
zweite weniger umfangreiche Band wird den Funktionen mehrerer Ver-
anderlicher gewidmet sein und einige weitere Erginzungen enthalten.

Es ist mein Bestreben, dem Leser eine deutliche Einsicht in die enge
Verbundenheit der Analysis mit den Anwendungen zu vermitteln und —
bei aller Wahrung mathematischer Strenge und Prézision — der An-
schauung als dem Urquell mathematischer Wahrheiten volle Ge-
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rechtigkeit widerfahren zu lassen. GewiB, die Darstellung der Wissen-
schaft als geschlossenes System in sich ruhender Wahrheiten ohne
eine Erinnerung an Herkunft und Ziel hat einen é&sthetischen Reiz
und bedeutet die Erfiillung eines tiefen philosophischen Erkenntnis-
dranges. Aber als ausschliefliche grundsitzliche Einstellung oder als
didaktisches Prinzip gegeniiber Anfingern ist der Standpunkt der ab-
strakt logischen, in sich gekehrten Wissenschaft eine groBe Gefahr.
Mathematische Analysis treiben und dabei den Anwendungen und der
Anschauung den Riicken drehen, das heiit, die Wissenschaft rettungs-
los dem Schicksal der Vertrocknung und Verkiimmerung preisgeben.
Es scheint mir eine iiberaus wichtige Aufgabe, den Lernenden von An-
fang an vor einem diinkelhaften allzu bequemen Purismus zu bewahren ;
nicht zuletzt diesem Zwecke soll mein Buch dienen.

Es wendet sich an jedermann, der sich auf der Grundlage normaler
Schulkenntnisse ernstlich um die Wissenschaft und ihre Anwendungen
bemithen will, sei er Student an einer Universitit oder technischen
Hochschule, sei er Lehrer oder Ingenieur. Es verspricht nicht, dem Leser
das eigene Nachdenken zu ersparen, aber es fithrt ohne Zégern und ohne
iiberflilssige Umwege direkt zu interessanten und fruchtbaren Gegen-
stinden und versucht das Verstindnis zu erleichtern, indem es nicht
bloB Schritt fiir Schritt beweist, sondern auch die Zusammenhénge und
Motive des Ganzen beleuchtet.

Fiir den jungen Leser, der sich naiv der Fithrung dieses Buches an-
vertrauen will, sei noch folgendes bemerkt: Ich habe es vermieden, den
Zugang zu den konkreten Tatsachen der Differential- und Integral-
rechnung durch Grundlagenbetrachtungen zu verbarrikadieren, deren
Notwendigkeit man doch erst hinterher ganz begreifen kann; statt
dessen sind diese Dinge in Anhingen zu den einzelnen Kapiteln
zusammengefalBt, und der Anfinger, dem es in erster Linie um die rasche
Durchdringung des Stoffes oder um die Anwendungen zu tun ist, mag
ruhig die Lektiire dieser Teile hinausschieben, bis das Bediirfnis dazu
erwacht ist. Im {ibrigen enthalten die Anhinge stoffliche Erginzungen
zur Entlastung der fortlaufenden Darstellung in den einzelnen Kapiteln.
Sie sind verhiltnismdBig knapp gefaBt. Auch sonst wird der Leser be-
merken, daf die anfangs breite Schreibweise gegen den SchluB8 des Ban-
des hin in eine knappere iibergeht. Er sollte sich aber durch vereinzelte
Schwierigkeiten, die er vielleicht in den letzten beiden Kapiteln findet,
nicht abschrecken lassen ; solche Liicken des Verstidndnisses pflegen sich
spiter von selbst zu schlieBen, wenn sie nicht allzusehr gehduft auf-
treten.

Ichkanndiesen AnlaB nicht voriibergehen lassen, ohne in Dankbarkeit
den Namen meines groBen Vorgingers im Lehramte Felix Klein zu
nennen; was ich hier versuche, liegt ganz in der Richtung seiner Be-
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strebungen. Auch meinem Freunde Otto Toeplitz in Kiel, der wie
kaum ein anderer die hier vorliegenden didaktischen Probleme in ihrer
Tiefe durchdacht hat, verdanke ich bewuBt und unbewuflt empfangene
Anregungen.

Die Niederschrift und Drucklegung dieses Buches an Hand einer Vor-
lesungsausarbeitung in so kurzer Zeit wire mir inmitten anderer
Arbeiten unmdglich gewesen, wenn ich nicht das Glick hitte, in einer
Schar hilfsbereiter junger Kollegen zu wirken. Ihnen allen, die kri-
tisch und tédtig mir beigestanden haben, gilt mein herzlicher und
freundschaftlicher Dank.

Gottingen, im Juni 1927,

R. Courant.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Die vorliegende zweite Auflage dieses Bandes unterscheidet sich
von der ersten lediglich durch Beseitigung von Druckfehlern und Irr-
tiimern und durch Anderungen bei Einzelheiten der Darstellung.

Auch diesmal habe ich wieder treuen Helfern bei der Druck-
legung meinen herzlichen Dank auszusprechen. Vor allen Dingen
Herrn Dr. Werner Weber und Herrn Theodor Zech.

Gottingen, im Februar 1930.

R. Courant.
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Vorbemerkungen.

Der Anfénger, welcher zum ersten Male mit der sogenannten héheren
Mathematik in Berithrung kommt, wird sich dem Gefiihl einer gewissen
Diskontinuitit zwischen der Schulmathematik und der Mathematik, wie
sie an den Hochschulen getrieben wird, nicht entziehen kénnen. Dieses
Gefiihl hat seine innere Begriindung nicht nur in den historisch gegebenen
Verhiltnissen, welche den Unterricht an den Hochschulen von dem an
den Schulen so schr verschieden gestaltet haben. Auch im Wesen
der hoheren oder besser neueren Mathematik, die sich in den letzten
drei Jahrhunderten herangebildet hat, liegt ein Unterschied gegen
die Elementarmathematik, welche bis vor kurzem den Schulunterricht
vollig beherrschte und deren Inhalt vielfach fast unmittelbar der
klassischen Mathematik der Griechen entnommen ist.

Der elementaren Mathematik eigentlimlich ist zunichst ihre enge
Beziehung zur Geometrie. Auch dort, wo die Entwicklung aus dem
geometrischen Gebiet in das arithmetische hiniiberwichst, bleibt doch
die Geometrie fast immer das Fundament. Als zweiten charakteristi-
schen Zug der alten Mathematik miissen wir wohl ihre Tendenz an-
sehen, das Augenmerk auf die einzelnen mathematischen Objckte
gerichtet zu halten. Dinge, die wir heute als spezielle Fille einer all-
gemeinen Erscheinung unterordnen wiirden, stehen dort hiufig unver-
mittelt ohne sichtbare gegenseitige Beziehung nebeneinander. Die enge
Beziehung zur geometrischen Anschauung und das Haften an den
individuellen Einzelheiten verleiht der alten Mathematik einen eigen-
tiimlichen Reiz. Aber es war doch ein entscheidender Fortschritt, daB
sich mit dem Beginn der Neuzeit in der Mathematik ganz andersartige
Tendenzen durchsetzten und zu einer groBen neuen Entwicklung Anlall
gaben, nachdem viele Jahrhunderte hindurch wihrend des Mittelalters
trotz mancher Fortschritte im einzelnen doch ein gewisser Stillstand
geherrscht hatte.

Die Grundtendenz aller neueren Mathematik ist die Ersetzung von
Einzelbetrachtungen durch immer allgemeinere systematische Me-
thoden, welche vielleicht nicht immer den individuellen Ziigen des
einzelnen Falles in vollem MaBe gerecht werden, aber doch durch
die Kraft ihrer Allgemeinheit eine Fiille neuer Resultate versprechen.

Courant, Differentialrechnung. 1. 2. Aufi. 1
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Auf der anderen Seite gewinnt die Zahl, die analytische Behandlung
der Dinge, immer mehr ein selbstidndiges Recht, um schlieBlich ginz-
lich zur Herrschaft iiber die Geometrie zu gelangen. Thren deutlichsten
Ausdruck finden diese neuen Tendenzen nach mannigfachen voran-
gehenden Ansitzen durch die Ausbildung der analytischen Geometrie,
um deren Entwicklung Fermat und Descartes die groBten Verdienste
haben, und der Differential- und Integralrechnung, als deren Viter
man gewohnlich Letbniz und Newfon betrachtet.

Die neuere Mathematik hat in den 300 Jahren ihres Bestehens
eine so groBartige, sowohl fiir die reine Wissenschaft als auch fiir die
mannigfachsten technischen und naturwissenschaftlichen Anwendungen
bedeutungsvolle Entwicklung genommen, daB ihre Grundbegriffe, vor
allem der Funktionsbegriff, allmihlich sich weiteste Verbreitung er-
zwangen und schlieBlich auch in den Schulbetrieb eindringen mubBten.

Ich will in diesen Vorlesungen, ohne auf Vorkenntnisse der héheren
Mathematik aus der Schule zuriickzugreifen, die wichtigsten Tatsachen
aus der Differential- und Integralrechnung so weit entwickeln, daB3
die Zuhérer am SchluB einerseits zum Studium der héheren mathe-
matischen Disziplinen und zur Vertiefung der Grundlagen, andererseits
zur Handhabung der Differential- und Integralrechnung in den ver-
schiedenen Anwendungsgebieten geriistet sind.

Dabei méchte ich auf eine Gefahr, die aus der eingangs erwiahnten
Diskontinuitit entspringt, besonders hinweisen. Der elementare Stand-
punkt der Schulmathematik verleitet dazu, an den Einzelheiten haften
zu bleiben und den Blick fiir die allgemeinen Zusammenhdnge und
systematischen Methoden zu verlieren. Der ,hohere Standpunkt® der
allgemeinen Methoden birgt aber die umgekehrte Gefahr in sich, daf
der Zusammenhang mit dem konkreten Einzelnen verloren geht und
daB man den einfachsten individuellen Schwierigkeiten ratlos gegen-
iibersteht, weil man in der Welt allgemeiner Begriffe verlernt hat,
das Konkrete zu sehen und zu fassen. Der Leser muB mit eigenen
Kriften dafiir sorgen, durch dieses Dilemma hindurchzukommen.
Nur das immer wiederholte selbstindige Durchdenken der Einzel-
heiten und das vollstindige Erfassen der allgemeinen Gedanken im
speziellen Beispiel kann zu diesem Ziele fithren, und hierin liegt die
Hauptaufgabe fiir jeden, der sich um das Studium der Wissenschaft
bemiiht. ‘
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Erstes Kapitel.

Vorbereitungen.

Die Differential- und Integralrechnung und mit ihr die ganze
hohere Analysis beruht, abgesehen von dem Zahlbegriff, vor allen
Dingen auf zwei Begriffsbildungen, nimlich dem Begriff der Funktion
und dem Begriff des Grenzwertes, die zwar schon im klassischen Alter-
tum gelegentlich erkennbar werden, aber doch ihre charakteristische
Prigung und Bedeutung erst in der modernen Mathematik erhalten.
In diesem einleitenden Kapitel wollen wir versuchen, diese Begriffe
auf moglichst einfache und anschauliche Art zu erfassen.

§ 1. Der Zahlbegriff.

Was fiir eine Art von Dingen eigentlich die Zahlen sind, das ist eine
Frage, die mchr den Philosophen als den Mathematiker angeht und
mit der sich auch die Philosophen viel beschiftigt haben. Die Mathe-
matik muB jedoch darauf bedacht sein, sich von dem EinfluB wider-
streitender philosophischer Meinungen frei zu halten; sie braucht
gliicklicherweise keine erkenntnistheoretischen Vorstudien iber das
tiefere Wesen des Zahlbegriffes. So wollen wir die Zahlen, und zwar
zunichst die ganzen positiven oder natiirlichen Zahlen 1, 2,3, ... als
etwas Gegebenes hinnehmen; ebenfalls wollen wir die Regeln, nach
denen man mit diesen Zahlen rechnen kann, als etwas Gegebenes
betrachten und uns nur noch einmal kurz in Erinnerung zuriickrufen,
in welcher Weise man den Begriff der ganzen positiven Zahlen oder
der natiirlichen Zahlen notgedrungen hat erweitern miissen.

1. Das System der reellen Zahlen.

Im Bercich der natiirlichen Zahlen sind die Grundoperationen der
Addition und Multiplikation immer unbeschriankt ausfithrbar, d.h.
Summe und Produkt zweier natiirlicher Zahlen ist immer wieder c¢ine
natiirliche Zahl. Aber dic Umkehrung dieser Operationen, d. h. Sub-
traktion und Division, ist im Bereiche der natiirlichen Zahlen nicht
mehr ausnahmslos durchfiihrbar, und diese Tatsache dringte die mathe-
matische Erfindungskraft schon frithzeitig zur Einfithrung der Zahl 0,
der negativen Zahlen und der positiven und negativen Briiche. Die Ge-
samtheit aller dieser Zahlen pflegt man als die rationalen Zahlen zu be-
zeichnen, welil sie alle aus der Einheit durch Anwendung der ,,rationalen
Rechenoperationen’ Addition, Multiplikation, Subtraktion und Divi-
sion entstehen.

Man pflegt die Zahlen anschaulich durch Punkte einer geraden
Linie, der ,,Zahléngemden”, zu reprisentieren, indem man auf dieser

1*
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geraden Linie einen beliebigen Punkt als den Nullpunkt festsetzt,
einen anderen als den Punkt 1; die Strecke zwischen diesen beiden
Punkten dient dann als MaBstab, um jeder positiven oder negativen
rationalen Zahl eine bestimmte Stelle auf der Zahlengeraden zuzu-
ordnen, wobei iiblicherweise die positiven Zahlen auf der rechten, die
negativen Zahlen auf der linken Seite des Nullpunktes eingetragen wer-
den (vgl. Fig. 1). Versteht man in der iiblichen Weise unter dem absoluten
Betrag'l a [ einer Zahl a den Wert 4 selbst, wenn a = 01), dagegen den
Wert — a, wenn a < 0 ist, so bedeutet |a| einfach die Entfernung
des betreffenden Punktes auf der Zahlengeraden vom Anfangspunkt.

Die geometrische Deutung der rationalen
=3 -2-17 0 1 z 5  Zahlen durch Punkte auf der Zahlengeraden
weist uns auf eine wichtige Eigenschaft hin,
die man durch die Wendung bezeichnet: ,,Die
Menge der rationalen Zahlen ist éiberall dicht.”* Dies besagt, daB es zwischen
zwei beliebig nahe aneinanderliegenden rationalen Zahlen noch weitere
rationale Zahlen gibt oder daB} in jedem noch so kleinen Intervall
der Zahlengeraden noch rationale Zahlen liegen; geometrisch ge-
sprochen, daB jede noch so kleine Strecke auf der Zahlengeraden
rationale Punkte enthilt. Diese Dichtigkeit der rationalen Zahlen

wird sofort klar, wenn wir von der Bemerkung ausgehen, daf3 dic Zahlen
1 1 1 1

92922987 gm
dem # der Null immer mehr nihern. Teilen wir nun, vom Nullpunkt

Fig. 1. Zahlengerade.

immer kleiner werden und sich mit wachsen-

beginnend, die Zahlengerade in gleiche Teile der Linge —217 ein, so

1 2 3
_27; ?,,': '2_,,7
der Form% dar; iiber die Zahl # diirfen wir dabei noch beliebig ver-

stellen die Endpunkte dieser Intervalle ... rationale Zahlen

fiigen. Haben wir irgend ein fest vorgegebenes Intervall der Zahlen-
geraden, mag es auch noch so klein sein, so brauchen wir nur # hin-

reichend groB zu wihlen — nimlich so groB, daB % Kleiner als die

Intervallinge wird —, die obige Einteilung also entsprechend fein
zu machen, um sicher zu sein, daB3 Punkte der Einteilung in das Inter-
vall hineinfallen.

Trotz dieser Eigenschaft der Dichtigkeit aber reichen die rationalen
Zahlen nicht aus, um alle Punkte auf der Zahlengeraden darzustellen.
Schon die Griechen haben erkannt, daB3 es Strecken gibt, welche nach
Wabhl einer Strecke der MaBzahl 1 nicht durch eine rationale Zahl
repriasentiert werden kénnen, sog. mit der Einheit inkommensurable
Strecken. So z. B. ist dic Hypotenuse eines rechtwinklig-gleichschenk-

1) Durch das Zeichen == soll angedeutet werden, daB entweder das Zeichen

> oder das Zeichen = gelten soll. Entsprechendes gilt fiir das hernach ein-
zufithrende Zeichen 4 (bzw. ).
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ligen Dreieckes, dessen Katheten die Linge 1 haben, nicht kommen-
surabel mit der Strecke 1, d. h. ihre Linge ist nicht durch eine ratio-
nale Zahl gegeben. Das Quadrat dieser Linge ! muB nidmlich nach

dem pythagoreischen Lehrsatz gleich 2 sein; es miite also, wenn /ratio-

nal, also von der Form !; mit ganzzahligen, selbstverstindlich von 0

verschiedenen p und g wire, p2=2¢2 sein. Dabei kénnen wir annehmen,
daB p und ¢ keinen gemecinsamen Teiler haben, weil wir einen solchen
von vornherein hitten wegheben konnen. Da p2infolge der obigen Glei-
chung einc gerade Zahl ist, so muf} auch p cine gerade Zahl sein, etwa
p = 2p'; setzen wir diesen Ausdruck ein, so erhalten wir 4p'2 = 242
oder g% = 2p'?; es miilite also auch ¢2 und daher ebenso g selbst eine
gerade Zahl sein, entgegen unserer Voraussetzung, daB  und ¢ keinen ge-
meinsamen Teiler, also auch nicht beide den Teiler 2 besitzen. Unsere

Annahme, daB3 die Hypotenuse durch einen Bruch g darstellbar ist,

hat sich daher als widerspruchsvoll, mithin als falsch erwiesen.

Die eben durchgefithrte — fiir das Wesen eines ,,indirekten Be-
weises’’ charakteristische — SchluBweise lehrt uns, daB3 dem Zeichen
V2 keine rationale Zahl entsprechen kann.

Wir sechen aus dieser Betrachtung, daB wir gendétigt sind, auBer
. den rationalen Zahlen noch andere, ,,irrationale’” Zahlen einzufiihren,
wenn wir jedem Punkt der geraden Linic eine Zahl zuordnen wollen.
Und diese Forderung, daB den Punkten einer geraden Linie in umkehr-
bar eindeutiger Weise — nach Wahl einer Einheitsstrecke — Zahlen
zugeordnet sein sollen, wollen wir durchaus festhalten. Das System
dieser in umkehrbar eindeutiger Weise den Strecken zugeordneten

rationalen und irrationalen Zahlen nennt man das System der reellen
Zahlen.

Die obige Einteilung der Zahlengeraden in Intervalle der Linge %

zeigt uns: Eine Irrationalzahl « 148t sich durch rationale Zahlen be-
liebig genau annihern, d. h. wir kénnen immer eine rationale Zahl
finden, deren Abstand von o kleiner ist als eine beliebig klcine von

.. . 1 1
uns gewiinschte Schranke, z. B. kleiner als 105 oder 1000 " Ebenso

kann man natiirlich jede irrationale Zahl in ein beliebig kleines
Intervall einschlieBen, dessen Grenzen durch rationale Zahlen gegeben
werden.

Wir setzen als eine fundamentale Tatsache voraus, daB man mit
den reellen Zahlen nach den iblichen formalen Rechengesetzen rechnen
darf. Dabei soll nicht unerwdhnt bleiben, daB die Einfiihrung der
irrationalen Zahlen und die Rechtfertigung der Giiltigkeit der Re-
chengesetze fiir sie Gegenstand ciner genaueren Untersuchung sein
kann und sein muB. Ebenso jedoch wie die Entwicklung der modernen
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Mathematik sich bis in die zweite Hélfte des 19. Jahrhunderts hinein
ohne eine solche genaue Betrachtung ungestért vollzogen hat, ist
es ganz naturgemidDB, sich den Weg zu der eigentlichen hoheren Ana-
lysis nicht erst durch eine axiomatische Untersuchung des Zahl-
begriffes hindurch zu bahnen oder — zu versperren. Ich méchte dem
Leser aber den Rat geben, nach Erlangung einer gewissen Reife der
Ausbildung eine der vielen guten Darstellungen dieser Fragen zu stu-
dieren?).

Was die Rechengesetze selbst anbetrifft, so will ich nur an die ein-
fachsten Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen erinnern, das in
der ganzen Analysis eine viel gréBere Rolle spielt als in der Elementar-
mathematik. Es ist stets

latbl<|a[+]b], |atb|=]a|—]b].
Ferner darf man Ungleichungen addieren und mit positiven Faktoren
multiplizieren; bei der Multiplikation mit einer negativen Zahl kehrt
sich der Sinn der Ungleichung um. Weiter folgt aus @ > b > 0 und
0 <a' < die neue Ungleichung
a

b
>b"

a

2. Die Zahlensysteme.

Man pflegt fiir numerische Rechnungen die Zahlen im Dezimal-
system folgendermaBen zu schreiben:

A= ...000,09,0_18 5....
Es ist hier a, die Anzahl der Einer, a, die Anzahl der Zehner, a, die

Anzahl der Hunderter, a_, die Anzahl der Zehntel usw. Dies bedeutet
nichts weiter als eine Darstellung der Zahl a in folgender Form:

a=a0+a1.10+a2.102+...+a_l.10—1+a_2.10'2+...,
wobei
Qg Ay, Qgy o ony G_y, Gy, ...

Ziffern der Folge 0,1,2,...,9 sind.

Dem Leser wird aus der Schule noch das einfache Resultat geldufig
sein, dafl eine rationale Zahl durch einen rein periodischen oder ge-
mischt periodischen Dezimalbruch dargestellt wird (speziell durch einen
abbrechenden), wihrend ein Dezimalbruch ohne Periode stets eine
irrationale Zahl darstellt.

Die dezimale Schreibweise trigt in gewisser Hinsicht den Charakter
des Zufilligen, z. B. hinsichtlich der Grundzahl 10. Fiir rein theoretische
Zwecke empfiehlt sich hiufig die Darstellung der Zahlen im sog. Dual-

1) Z. B. K. Knopp: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 2. Aufl.,
Berlin 1924, insbes. Kap. 1.
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system, d.h. in einem System mit der Grundzahl 2. In einem solchen
System wiirde eine ganze positive Zahl 4 in der Form

a=og+ 0;°2 + 22 05234 -

dargestellt werden, wobei die Ziffern «y, oy, %, . . . jeweils nur 0 oder 1
sein konnen. Die Zahl 9 wiirde z. B. im Zwelersystem folgendermaSen
zu schreiben sein: 1001 = 1-28 4- 0-22 |- 021 4- 1-2° Man sieht, daB3
im Zweiersystem die Zahlen verhidltnismiBig lange Ausdriicke haben.
Gleichviel aber in welchem Zahlensystem wir die Zahlen schreiben,
stets lassen sich in ithm dic simtlichen rationalen und irrationalen
Zahlen ausdriicken?).

§ 2. Der Funktionsbegriff.

Der Begriff der Funktion verdankt seine klare Erfassung und Her-
vorhebung erst der neueren Zeit. Wir wollen ihn zunichst an einer
Rethe von Beispielen erliutern.

1. Beispiele.

a) Wenn ein ideales Gas durch einen Stempel in einem Gefifl ein-
geschlossen ist, so besteht zwischen dem Druck p und dem Volumen v
(wenn die Temperatur stets denselben Wert behilt) die Beziehung

Ve p = C,
wo C ecine Konstante bedeutet. Dieses sog. Boylesche Gesetz sagt nichts
iber die GréBen v und p selbst aus, sondern bedeutet: Wenn $ einen
bestimmten, innerhalb gewisser Grenzen beliebig wihlbaren Wert hat,
so kann ich daraus v bestimmen und umgekehrt:

C
U:E, p-—"—"’;

Man sagt dann: v ist cine Funktion von §, resp.: p ist eine Funktion
von v. '

b) Erhitzen wir einen Metallstab, der bei der Temperatur von Null
Grad die Linge /, besitzt, auf die Temperatur 4 Grad, so wird unter
den einfachsten Annahmen seine Linge / durch das Gesetz

I=1 (1 + Bd)

gegeben, wo der ,,Ausdchnungskoeffizient” f eine Konstante ist. Wir
sagen wieder: / ist eine Funktion von #.

1) Ubrigens hat man im Dezimalsystem an sich zwei Moglichkeiten, die
10™-fachen (m ganz) der ganzen Zahlen darzustellen. So ist z.B. 1 =0,999...;
wir wihlen in diesem Falle stets die erste Art der Darstellung. Analoges gilt in den
anderen Zahlensystemen.
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2. Begriffliche Formulierung.

Um den mathematischen Funktionsbegriff allgemein zu formulieren,
fassen wir ein bestimmtes Intervall unserer Zahlenskala ins Auge, etwa
das Intervall zwischen den Zahlen 4 und b, und betrachten die Gesamt-
heit der Zahlen x, welche diesem Intervall angehoren, d. h. der Be-
ziehung

a<x<h

geniigen.

Wenn wir die GroBe x als beliebig in diesem Intervall wihlbar
betrachten, so nennen wir sie eine ('stetige) Verinderliche oder Variable
in diesem Intervall.

Ist nun durch irgendeine Vorschrift jedem Werte x dieses Inter-
valles ein bestimmter Wert y zugeordnet, so sagen wir: y ist eine Funk-
tion von x, und schreiben symbolisch:

y=1/[(x) oder y=F(x) oder y=g(x)

oder dhnlich. Man bezeichnet dann x als die unabhingige, y als die
abhingige GroBe oder Verinderliche; oder auch x als das Argument
der Funktion y.

Es sei schon hier bemerkt, da8 es fiir gewisse Betrachtungen einen
Unterschied macht, ob man zu dem Intervall von a bis b die Endpunkte
hinzurechnet, wie wir es oben getan haben, oder nicht; im letzteren
Falle hitten wir die Gré8e x durch die Ungleichungen

a<x<b

zu beschranken. Wir sprechen, wenn sonst MiBverstindnisse moglich
sind, im ersten Fall von einem abgeschlossenen, im zweiten Fall von
einem (beiderseits) offenen Intervall. Wird nur ein Endpunkt, nicht
der andere, zum Intervalle mit gerechnet (z. B. a <x < b), so
sprechen wir von einem hkalb oder einseitig offenen Intervalle. Endlich
kann man offene Intervalle auch nach einer oder nach beiden Seiten
hin ins Unendliche ausgedehnt denken. Man sagt dann: die stetige Ver-
anderliche x lauft in einem unendlichen (offenen) Intervalle, und schreibt
symbolisch: 2 < x < co oder — 0o < ¥ < b oder — 00 < ¥ < c0.

In der allgemeinen Definition des Begriffes einer in einem Intervall
gegebenen Funktion ist iiber die Art der Vorschrift, durch welche die
abhingige Variable zu der unabhingigen Variablen konstruiert wird,
nichts Niheres gesagt. In der Tat enthdlt der Funktionsbegriff bei
dieser Allgemeinheit noch etwas Unbestimmtes und Vages. Er bedarf
fiir alle Anwendungen einer weitgehenden Einschrinkung in der Hin-
sicht, daB an das Abhingigkeitsgesetz prizisere Forderungen gestellt
werden miissen.
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3. Graphische Darstellung. Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit.
Stetigkeit.

Zu ciner solchen verniinftigen Einschrinkung, durch welche der all-
gemeine Funktionsbegriff erst wirklich anwendbar wird, fithrt uns
der Zusammenhang mit der Geometrie. Der Grundgedanke der analy-
tischen Geometrie ist ja, eine geometrisch gegebene Kurve dadurch
analytisch zu charakterisieren, da man eine der beiden rechtwinke-
ligen Koordinaten, etwa y, als Funktion y = f(x) der andern Koordi-
nate x betrachtet; z. B. wird eine Parabel durch die Funktion v = %2,
der Kreis mit dem Radius 1 um den Nullpunkt durch die Funktion
y= ]/1 — #2 dargestellt. Beim ersten Beispiel kénnen wir die Funk-
tion im unendlichen Intervall — 00 < x << 00 definiert denken; beim
zweiten ist es notwendig, sich auf das Intervall —1 < x <1 zu be-
schrinken, da aufBlerhalb die Funktion (im Reellen) keinen Sinn hat.

Gehen wir umgekehrt nicht von einer geometrisch gegebenen Kurve
aus, sondern betrachten eine Funktion y = f(x) als das primir Ge-
gebene, so kénnen wir uns die funktionale Abhingigkeit der GréBe y
von der Grofle x graphisch darstellen, indem wir dazu in der bekannten
Weise ein rechtwinkliges Koordinatensystem (siehe Fig. 2) benutzen.
Tragt man zu jeder Abszisse x die zugehdrige y
Ordinate y = f(x) auf, so erhdlt man als geo-
metrisches Bild der Funktion eine Kurve. Die Y[/
Einschrinkung, welche wir dem Funktions-
begriff auferlegen wollen, besteht nun darin, 5
daB dieses geometrische Bild wirklich auch eine 0| % =
anschaulich erfallbare Kurve darstellt. Dann
werden wir z.B. folgende Funktion auszu-
schlieBen haben: Fiir jeden rationalen Wert x sei y = 1; fiir jeden
irrationalen Wert x sei y = 0. Man erkennt, da bei dieser Funktion
der Funktionswert unendlich oft zwischen 0 und 1 hin- und herspringen
mul}, wenn man auch nur ein noch so kleines Intervall von x durch-
lduft.

An Hand der graphischen Veranschaulichung der Funktionen durch
Kurven méchte ich auf einen Punkt hinweisen, welcher dem Anfianger oft
gewisse Schwierigkeiten bereitet. Das Gesetz, welches der Variablen x die
Funktion y zuordnet, soll, wenn nicht das Gegenteil ganz ausdriicklich ge-
sagt ist oder aus dem Zusammenhang hervorgeht, diese Zuordnung inein-
deutiger Weise vermitteln; z.B. diec Zuordnung y = x? oder y =sin x.
Will man diese Eindeutigkeitsforderung hervorheben, so spricht man von
,,eindeutig definierten" oder ,,esndentigen’* Funktionen. Es kann jedoch
vorkommen, dafBl das Zuordnungsgesetz uns zunichst in einer Form ent-
gegentritt, bei welcher eine Mehrdeutigkeit vorliegt; z. B. y = }x oder

y = Y1 — 2, wo ja wegen der Doppeldeutigkeit der Quadratwurzel

Fig. 2. Koordinatensystem.
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die Wahl zwischen zwei Vorzeichen offen bleibt. LiBt man diese Doppel-
deutigkeit in der Funktionsdefinition bestehen, so spricht man von
einer ,,mehrdeutigen'* Funktion, in diesem Falle von einer zweideutigen.

In vielen Fillen wird es jedoch angenehm sein, diese Mcehrdeutigkeit
zu beseitigen. Dies kann man ohne weiteres tun, indem man durch
eine besondere Vorschrift eine der verschiedenen Moglichkeiten aus-
zeichnet, in unserem Falle z. B. durch die Vorschrift y = 0. Man
spricht dann von ¢inem ,,esndentigen Zweig' einer mehrdeutigen Funk-
tion; der andere eindeutige Zweig wird in unserem Falle durch die
Beziehung y < 0 charakterisiert. Jeder solche Zweig der Funktion

N
>

dhW

Fig. 3. Mehrdeutige Funktionen. Fig. 4.

y = Y1 — % ist dann in dem Intervalle — 1 < x < 1 eine eindeutige
Funktion von x. Wenn im folgenden nichts Besonderes gesagt ist, wollen
wir unter ,,Funktion’ immer einen derartigen eindeutigen Zweig ver-
stehen, insbesondere bei mehrdeutigen Wurzeln den nicht negativen.

y b Ist die Funktion in ihrem ganzen
y,a.ﬂ: Verlauf cindeutig definiert, so wird die
sie darstellende Kurve von jeder Paral-

/ ‘ lelen zur y-Achse nur in einem Punkte

g,aﬂ’ geschnitten. Handelt es sich jedoch um

eine mehrdeutige Funktion, wie z.B.

Z y=4 ﬁ:?, so werden solche Paral-

lelen mehrere Schnittpunkte mit der

Fig. 5. Ganze lineare Funktionen. Kurve haben kénnen, und verschie-

denen Schnittpunkten werden verschiedene cindeutige Funktionszweige

entsprechen. Die Kurvenstiicke, welche zu verschiedenen eindeutigen

Funktionszweigen gehoren, kénnen dabei miteinander zusammenhingen

und so den Gesamtverlauf einer geometrisch mit einem Schlage defi-

nierbaren Kurve bilden wie beim Kreise (vgl. Fig. 3) y = &+ ]/1:—?;

die verschiedenen Zweige konnen aber auch voéllig getrennt verlaufen,
wie bei der Hyperbel y = + }1+ 22 (vgl. Fig. 4).
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Ich gebe im folgenden noch einige Beispicle fiir die graphische
Darstellung von Funktionen.
o) y=ax.

y ist x proportional. Das graphische Bild (vgl. Fig. 5) ist cine Ge-
rade durch den Nullpunkt des xy-Systemes.
B y=ax+b,

v ist eine ,,ganze lineare Funktion® von x. Das Bild ist eine Gerade
durch den Punkt x == 0, y = b, die im Falle @ + 0 auch noch durch

den Punkt x = — i‘ y = 0 geht, im Falle 2 = 0 horizontal Jauft.

3

a

?) Y=
y ist x¥ umgekehrt proportional. Ist speziell @ = 1, also
1
y = R
so ist z. B.
1

fir =1 y=1, fiir x:% y=2, fir x =2 Y=g

Das Bild (vgl. Iig.6) ist cine zu den Winkelhalbierenden der
Achsen symmetrisch
liegende Kurve, eine
gleichseitige Hyperbel.

Dieseletztere Funk-
tion ist fir den Wert
x = 0 offenbar nicht 20
definiert ; denn die Di-
vision durch 0 hat kei-
nen Sinn. Die Stelle
x =0, die ein Aus- s
nahmepunkt fiir die
Funktion ist, in dessen
Umgebung positiv und
negativ beliebig groBe
Funktionswerte vor-
kommen, stellt das ein-
fachste Beispiel einer

Unendlichkeitsstelle
dar, worauf wir spiter
(vgl. §8, Nr. 2) noch ausfithrlich zuriickkommen.

)] = %2,

Diese Funktion wird bekanntlich durch cine Parabel dargestellt
(vel. Fig. 7).

Ebenso wird die Funktion y = x3 anschaulich durch die sog. ku-
bische Parabel beschrieben (vgl. Fig. 8).

¥

1

Q1 Nl -

Fig. 6. Unendlichkeitsstelle.
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Die eben betrachteten Funktionen und ihre graphischen Bilder
zeigen eine Eigenschaft, welche von der groSten Bedeutung fiir die Dis-
kussion jeder Funktion ist, nimlich die Eigenschaft der Stetigkeit. Wir
werden diesen Begriff spater (vgl. § 8) noch genauer analysieren; sein
anschauliches Wesen, mit dessen Hervorhebung ich mich an dieser
Stelle begniigen kann, besagt, da y
bei einer kleinen Anderung von x
der Wert von y auch nur eine kleine
Anderung erleidet und nicht plotz-
lich springt, d. h. daB die repréasen-
tierende Kurve nirgends zerreiBt.

Eine Funktion, die fiir alle
Werte von # in einem Intervall den-
selben Wert y = a besitzt, nennt

¥

&=

Fig. 7. Parabel. Fig. 8. Kubische Parabel.

man eine Komnstante a; sie wird durch eine horizontale gerade Linie
reprisentiert. Eine Funktion y = f(x), welche die Eigenschaft hat,
daB in einem Intervall zu groBeren Werten von x immer groBBere Werte

y y

L N

74N N
7 \

Fig. 9. Monotone Funktionen.

von y gehoren, heifit eine in diesem Intervall monoton wachsende Funk-
tion; gehort aber zu grofBerem x immer ein kleineres y, so heiBt sie
in diesem Intervall eine monoton abnehmende Funktion. Anschaulich
werden solche monotone Funktionen durch Kurven dargestellt, welche
in dem betreffenden Intervall immer ansteigen oder immer abfallen

(vgl. Fig. 9).
Ist die durch y = f(x) dargestellte Kurve symmetrisch zur y-Achse,
d. h. gehort zu x = — a derselbe Funktionswert wie zu x =a oder ist

f(—2) =[x,
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so sprechen wir von einer geraden Funktion. Z. B. y = x? (vgl. Fig. 7).
Ist dagegen die Kurve symmetrisch zum Nullpunkt, d. h. ist

so sprechen wir von ciner ungeraden Funktion; z.B. y = x oder y = #®

(vgl. Fig. 8) oder y = %

4. Umkehrfunktionen.

Wir konnten bereits bei unserm crsten Beispiel unter Nr.1 be-
merken, daB3 man einec formale Abhingigkeit zwischen zwei GroBen
verschieden auffassen kann, indem man ebenso berechtigt ist, die erste
GroBe als Funktion der zweiten, wie die zweite als Funktion der ersten

¥ x

Lyl ————— —= - “t:{a/y/

)

Y[~ .

|
wooA

|

1

1

1

L

|

!

L Ll . L
A0S X XX x Yy,

&b
BN

S A —

Fig. 10. Umkehrung einer Funktion.

anzusehen. Ist z.B. y =ax + b, wobei wir a +0 annehmen, so
wird % als Funktion von y durch die Gleichung x = Lab dargestellt.
Ebenso kénnen wir den durch die Gleichung y = x? dargestellten
funktionalen Zusammenhang zwischen y und x auch durch die Glei-
chung x = *+ ]/3_; darstellen. Ganz dhnlich kénnen wir versuchen, bei
einer beliebigen Funktion y = f(x) auch x als Funktion von y auf-
zufassen oder, wie wir sagen wollen, die Funktion v = f(x) durch ihre
. Umkehrfunktion” x = @(y) zu ersetzen.

Geometrisch bedeutet dies folgendes: Man kann das graphische Bild
ciner Funktion y = f(x) auch betrachten, indem man es um die Gerade
umklappt, die den Winkelraum zwischen der positiven x-Achse und der
positiven y-Achse halbiert 1) (vgl. Fig. 10). Man hat dann ohne weiteres
graphisch x als Funktion von y dargestcllt und somit die Umkehr-
funktion ¥ = ¢(y) représentiert.

Man erkennt aber schon aus dieser geometrischen Betrachtung sofort,
daB die eindeutige Umkehrbarkeit einer Funktion y = f(x) in einem

1) Statt diese Umklappung vorzunehmen, kénnten wir zunachst das Koordi-
natensystem mit der Kurve ¥ = f(») um einen rechten Winkel drehen und dann
um die x-Achse klappen.
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Intervall an gewisse Bedingungen gebunden ist. Sobald die zu der
Funktion gehorige Kurve von einer Parallelen y = ¢ zur x-Achse in
mehreren Punkten geschnitten wird, wird dem Werte y = ¢ mehr als
ein Wert x entsprechen, die Funktion in dem betrachteten Intervall
also nicht eindeutig umkehrbar sein. Dieser Fall tritt nicht ein, wenn
die Funktion y = f(x) dort stetig und monoton ist. Dann lehrt uns
Fig. 10, daB tatsichlich zu jedem Werte von y in dem betrachteten
Intervall x; £ x < x; gerade ein Wert von x gehért, und wir ent-
nehmen der Figur die Taisache, dafB sich eine in einem Intervalle monotone
stetige Funktion in diesem Intervall stets durch eine eindeutig bestimmie
stetige Funktion umkehren lift (Genaueres auf S. 52).

§ 3. Nidhere Betrachtung der elementaren Funktionen.

1. Die rationalen Funktionen.

Wir gehen nun dazu iber, die elementaren Funktionen, die dem
Leser von der Schulmathematik her schon bekannt sind, noch einmal
kurz zu durchmustern. Die einfachsten Klassen von Funktionen
erhalten wir durch wiederholte Anwendung der elementaren Rechen-
operationen: Addition, Multiplikation, Subtraktion. Wenden wir diese
Rechenoperationen auf eine unabhingige Verdnderliche ¥ und irgend-
welche rationale oder irrationale Zahlen an, so erhalten wir als Resultat
die ganzen rationalen Funktionen oder Polynome:

y=ay+ ax+---Fa,x".
Die ganzen rationalen Funktionen sind wegen ihres einfachen Baues
sozusagen die Grundfunktionen fiir die ganze Analysis.
Bilden wir noch die Quotienten derartiger Funktionen, d. h. Aus-
driicke der Form

_a0+a1x+.-~+an1"

YT b+ byx e b

so gelangen wir zu den allgemeinen oder gebrochenen rationalen Funk-

tionen, die liberall definiert sind, wo der Nenner von Null verschieden ist.
Die cinfachste ganze rationale Funktion ist die (ganze) lneare

Funktion

y=ax+b.
Sie wird durch eine gerade Linie dargestellt. Jede guadratische Funk-
tion von der Form
y=ax*+bx+c

wird durch eine Parabel dargestellt. Die Kurven, welche eine ganze
rationale Funktion dritten Grades

y=ax3+ba*+cx+d
darstellen, nennt man gelegentlich Parabeln dritter Ordnung, usw.
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Als anschauliche Beispiele fiigen wir in Fig. 11 die graphischen
Bilder der Funktion y = x* fiir die Exponenten # =1,2,3,4 bei.

¥

Fig. 11. Potenzfunktionen.

Man erkennt, daf§ fiir gerade Werte
von »n die Funktion y = #" der Glei-
chung f(— x) = f(x) geniigt, also cine
gerade Funktion ist, wihrend fiir un-
gerades # die Funktion die Bedingung
J(— x) = — f(x) befriedigt, d.h. un-
gerade ist.

Daseinfachste Beispiel fiir cine ratio-
nale Funktion, die keinc ganze rationale
Funktion ist, ist die schon frither be-

trachtete Funktion v == 1 , deren Bild
: .

durchdie gleichseitige Hyperbel gegeben

wird. Ein andcres ist die Funktion

v = (vl Fig. 12).

2. Algebraische Funktionen.

Fig. 12,

Aus dem Bereich der rationalen Funktionen fithrt uns sofort das
Problem hinaus, Umkehrfunktionen von ihnen zu bilden; z. B. wird
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fur die Potenz y = x" dieses Problem gelést durch Einfilhrung der

n-ten Wurzel %: % oder, wenn wir die Bezeichnungen von ab-
hangiger und unabhingiger Variabler vertauschen, durch die Funktion

Allgemeiner kénnen wir

y=VR@®
betrachten, wo R(x) eine rationale Funktion bedeutet. Zu weiteren
Funktionen von #hnlichem Typus gelangt man, indem man auf eine

oder mehrere solcher spezieller Funktionen rationale Rechenprozesse
anwendet. So gewinnt man beispielsweise die Funktionen

y='Va_c+'n}/xT;{—-I, y=x+}x*+1.

Funktionen dieser Art sind spezielle ,,algebraische Funktionen' .

3. Die trigonometrischen Funktionen.

Wahrend die rationalen und die eben betrachteten algebraischen
Funktionen unmittelbar durch die elementaren Rechenoperationen und
ihre Umkehrungen definiert werden, ist die Quelle, aus welcher wir die
Kenntnis der ibrigen, der sog. franszendenten) Funktionen schépfen,
zunichst die Geometrie. Wir wollen uns hier mit den elementaren
transzendenten Funktionen beschiftigen, nimlich mit den trigonome-
trischen Funktionen, der Exponentialfunktion und dem Logarithmus.

Bei allen Betrachtungen der héheren Analysis, in welchen Winkel
vorkommen, pflegt man diese Winkel nicht nach Grad, Minuten und
Sekunden zu messen, sondern legt der Winkelmessung das Bogenmaf8
zugrunde. Man denkt sich den zu messenden Winkel mit seinem
Scheitel in den Mittelpunkt eines Kreises vom Radius 1 gelegt und
miBt die GroBe des Winkels durch die Linge des Bogens, den der
Winkel aus der Kreisperipherie ausschneidet. Ein Winkel von 180°

hat also das BogenmaB 7, ein Winkel von 90° das Bogenmal %, ein

Winkel von 45° das Bogenmal %, ein Vollwinkel von 360 ° das Bogen-

mal 2z. Umgekehrt berechnet sich ein Winkel mit dem BogenmaB 1

in Grad zu
180° u 017! Axl?
— oder angendhert 57°17' 45" .

1) Das Wort ,,transzendent‘’ bedeutet keineswegs etwas besonders Geheimnis-
volles oder Schwieriges, sondern deutet lediglich die Tatsache an, daB die Defini-
tion dieser Funktionen mit Hilfe der elementaren Rechenoperationen nicht mehr
moglich ist: ,,quod algebrae vires transcendit*.
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17
Grundsitzlich werden wir von nun ab immer, wenn wir von einem
Winkel x sprechen, einen Winkel meinen, dessen BogenmaB x ist.

Nach diesen Vorbemerkungen erinnere ich
noch kurz an die Bedeutung der trigonometri-
schen Funktionen sin %, cos %, tg=x, ctgx,

-

By—clgx—=
418

-~

N\
\
a
\

\,

le—s/in

i
bo—-COS T

Fig. 13.
Die trigonometrischen Funktionen.

indem ich auf Fig. 13 verweise, in welcher der Winkel ¥ von dem
Schenkel OC (Linge 1) aus abgetragen ist und als positiver Drehsinn
der durch die Pfeilrichtung angegebene, dem Uhrzeiger entgegengesetzt

Y

]
|
|
|
\
\

\
|
\
Fig. 15.

laufende verstanden wird. Die rechtwinkligen Koordinaten des Punk-
tes A liefern uns einfach die Funktionen cos x und sin x. Die graphischen

Bilder der Funktionen sin x, cos x, tg x, ctg x werden durch Fig. 14
und 15 gegeben.

4. Exponentialfunktion und Logarithmus.
Man betrachtet neben den trigonometrischen Funktionen als wei-
tere elementare transzendente Funktionen die Exponentialfunktion mit
der positiven Basis a

y=a®
Courant, Differentialrechnung. 1. 2. Aufl.
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und deren .Umkehrfunktion, den Logarithmus zur Basis a

x =logy.
a

Man pflegt auf der Schule {iber eigentiimliche Schwierigkeiten in der
Definition dieser Funktionen hinwegzugleiten, und auch wir wollen die
genauere Diskussion dieser Funktionen noch ein wenig verschieben, bis
wir feinere Hilfsmittel zur Hand haben (vgl. drittes Kapitel, § 6). Aber
schon jetzt kénnen wir sagen, wie wir diese Funktionen aufzufassen haben.
Ist x = g— eine rationale Zahl (p und ¢ > 0 ganze Zahlen) — die Zahl a
setzten wir als positiv voraus —, so definieren wir a® als 1/; = q¢,
wo die Wurzel verabredungsgemil positiv zu nehmen ist. Da die ratio-
nalen Werte von # iiberall dicht liegen (vgl. S. 4), so liegt es nahe, die
so definierten Werte von 4* dadurch zu einer fiir alle, auch irrationale
Werte von #x definierten stetigen Funktion, der ,,Exponentialfunktion®,
zu erginzen, dal man fiir irrationale Werte von x die Werte von a®
einfach an die definierten Werte stetig anschlieBt und demgemiB
unter a® diejenige stetige Funktion versteht, die fiir alle rationalen
Werte von x oben definiert wurde. Daf3 diese Festsetzung einwandfrei
und nur auf eine Weise moglich ist, wollen wir fiir den Moment hin-
nehmen, indem wir uns dessen bewuBt bleiben, da wir spiter dafiir
eine Begriindung nachzuholen haben1).

Die Funktion

x =logy
a

1iBt sich dann fiir y > 0 als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
definieren.

§ 4. Funktionen einer ganzzahligen Verinderlichen.

Bisher haben wir die unabhingige Verianderliche als in einem ganzen
Intervall stetig variabel betrachtet. Es kommen aber in der Mathe-
matik auch zahlreiche Fille vor, in denen eine Gré8e nur von einer
ganzen Zahl, einer Nummer #, abhingt, welche die simtlichen
Werte 1,2,3,... annehmen kann. Wir sprechen dann von einer
Funktion einer ganzzahligen Verdnderlichen, von einer zaklentheoretischen
Funktion oder auch von einer Funktion eines Index, indem wir die
ganzzahlige unabhingige Verinderliche, die Nummer, als Index be-
zeichnen. Am besten verstehen wir diese Begriffsbildung an der Hand
von Beispielen. .

1. Die Summe der ersten # ganzen Zahlen

Sy =1+2+3+44 . fa="0F"D

1) Vgl. S. 54 und 139.
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ist etne Funktion von #. Ebenso ist die Summe der ersten # Quadrat-
zahlen

Se(n) =124 224 3+ - + 52

eine Funktion der ganzzahligen Verdnderlichen #?).
2. Andere einfache zahlentheoretische Funktionen sind der Aus-
druck
n!=1-2---n

und die Binomialkoeffizienten

”' nn—1)---(n—k+1) n!
(k) = kU T R(m— k)
bet festem k.

3. Jede ganze Zahl » > 1, die nicht Primzahl ist, 148t sich durch
mehrere positive ganze Zahlen teilen, wihrend die Primzahlen nur
durch 1 und durch sich selbst teilbar sind. Offenbar kénnen wir nun
die Anzahl T (n) dieser Teiler einer Zahl # als Funktion der Zahl »
selbst ansehen. Fir die ersten Zahlen ist diese zahlentheoretische Funk-

tion durch die folgende Tabelle gegeben:
n:i1‘2;3;4‘5i617|819}10|11|12
Twm)— 1]212(3(2/4;2/4!3|4]2]6

4. Eine viel kompliziertere zahlentheoretische Funktion ist die An-
zahl 4 (#) der Primzahlen, die unterhalb der Zahl # liegen. Ihre nihere
Untersuchung bildet eines der interessantesten und anziehendsten
Probleme der héheren Zahlentheorie. Ich will hier nur das Haupt-

1) Man kann iibrigens diese letzte Summe in folgender Weise leicht durch

einen einfachen rationalen Ausdruck in # darstellen. Wir gehen aus von der
Formel

P+ 1P —»¥=324+3v+1,

schreiben diese Gleichung fiir die Werte v =0, 1,2, ..., # und addieren. Dann
finden wir:

w4+ 1¥=35,4+3S;,+n+41,
1

woraus durch Einsetzen von S; folgt

35, = (7z+l){(;z+l)2—1——z—n}=(n+ 1){n2+%n}

and somit
nn4+1)(2n4+1)
Sg = e S .
6
Ebenso kann man die zahlentheoretischen Funktionen
Sy(m) =10 420 oo 3,
Sefn) =144 20 - b,

durch ein ganz dhnliches Verfahren wie oben als rationale Funktionen von »
ausdriicken.

%
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resultat dieser Untersuchungen andeuten; es besagt, daB die Anzahl 4 (n)
fiir groBe Werte von # angendhert durch die Funktion IOLM gegeben

ist1), wenn man unter log # den Logarithmus zu der spiter zu definie-
renden ,,natiirlichen Basis" e versteht (vgl. drittes Kapitel, § 6).

§ 5. Der Begriff des Grenzwertes einer Zahlenfolge.
Beispiele.

Unter einer Zahlenfolge verstehen wir eine Aufeinanderfolge von
unendlich vielen (nicht notwendig verschiedenen) Zahlen a,, 4,, as, . . .,
a,, . . ., welche uns durch irgend eine Vorschrift gegeben sein kénnen —
im Grunde genommen also eine Funktion der ganzzahligen Veréinder-
lichen #. Wir wollen uns zunichst an einer Reihe von Beispielen orien-
tieren.

1
1. a"=7.

Wir betrachten die Zahlenfolge

1 1 1
a1=l, a2=§, a3=-§, ey anz—n—,

Keine Zahl der Folge ist Null; aber wir erkennen, daB, je groBer der
Index » wird, die Zahl a, desto niher an Null liegen mull. Wenn wir
also um die Zahl 0 ein Intervall abgrenzen, das wir so klein wihlen
mogen, wie wir wollen, so wird von einem bestimmten Index ab jede
Zahl der Zahlenfolge a, in dieses Intervall hineinfallen. Diesen Sach-
verhalt bringen wir dadurch zum Ausdruck, daB wir sagen: Die
Zahlen a, streben mit wachsendem » gegen 0, oder sie besitzen den
Grenzwert (Limes) 0, oder die Zahlenfolge ay, a,, a3, ... konvergiert
gegen 0.

Anschaulich bedeutet dies bei der Darstellung der Zahlen durch

Punkte auf der Zahlengeraden, daB die Punkte —:; sich mit wachsen-

dem 7 immer dichter gegen den Grenzpunkt 0 andringen.
Ganz dhnlich liegen die Verhiltnisse bei der Folge

1 1 1 (="t

al=1’ az——"‘—?, a3=§, a4=——4—, ey, Ay 7 ’

Auch hier streben die Zahlen a, mit wachsendem # gegen Null; der
Unterschied ist nur der, daB sie bald groBer, bald kleiner als der Grenz-
wert 0 sind, daB sie, wie man sagt, um den Grenzwert herum oszillieren.

#n

1) D.h. der Quotient der Zahl 4 (»n) durch die Zahl unterscheidet sich

log »
von 1 um beliebig wenig, wenn nur # geniigend groB ist.
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Symbolisch pflegt man die Konvergenz der Zahlenfolge gegen 0

durch die Gleichung

lim 4, =0

n—>00
oder auch gelegentlich durch die Abkiirzung

a, >0

auszudriicken. Die Buchstaben lim sind eine Abkiirzung firr das Wort
limes (Grenze).

g , 1. 1
=g G =55

Bei den obigen Beispielen wird mit wachsendem # die Differenz
zwischen a, und dem Grenzwert absolut genommen immer Kkleiner.
DaB dies nicht immer so zu sein braucht, zeigt das Beispiel der Zahlen-
folge

1 1 1 1
s =k ay =, sy =5, =, 8= g,

0|

a4 =

d. h. allgemein: fiir gerades » = 2m sei a, = a,,, = %, fiir ungerades
n=2m—1sel a, =y, = -2% . Auch diese Zahlenfolge hat einen
Grenzwert, nimlich den Grenzwert Null; d. h. in jedes noch so kleine
Intervall um die Zahl Null herum werden von einem gewissen # an
alle Zahlen a, hineinfallen; aber doch nicht mehr so, daB jede Zahl

ndher als die vorangehende an dem Grenzwerte Null liegt.

n
3. a,= P
Wir betrachten die Folge
_ 1 _ 2 o
(11~—?, az—?:“" a"-q-n-f—]""'
wobei der ganzzahlige Index # alle Werte 1,2,3,... durchlduft.

Schreiben wir 4, =1 — so erkennen wir ohne weiteres, dafl mit

1
w41’
wachsendem # die Zahl a, sich immer mehr dem Grenzwert 1 nihern
wird, in dem Sinn, daB in jedes noch so kleine um die Zahl 1 abge-
grenzte Zahlenintervall alle auf ein gewisses a, folgenden Zahlen a,

hineinfallen miissen. Man schreibt: lima, = 1.

n—rco
Ganz dhnlich liegt es z. B. bei der Zahlenfolge
o onr—1
LT SRS

Auch diese Zahlenfolge strebt mit wachsendem # einem Grenzwert,
und zwar dem Wert 1 zu: lim 4, = 1; man erkennt dies z. B. folgender-

M —>00
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malBen. Wir schreiben

gz
n2dn 41
und brauchen nur noch zu beweisen, daB mit wachsendem # die
Zahlen 7, gegen 0 streben. Nun ist, sobald % groBer als 2 gewahlt wird,
sicherlich # 4+ 2 < 2% und n% 4+ #n + 1> #2 Also gilt dann fiir den
Rest

a, =1— —7,

2n 2
0<’ﬂ<n_2=7 (n > 2),
und daraus erkennt man sofort, da dieser Rest 7, bei wachsendem #
gegen O strebt. Unsere Betrachtung gibt uns gleichzeitig eine Ab-
schitzung dafiir, um wieviel die Zahl a,, (fiir » > 2) ungiinstigstenfalls
sich von dem Grenzwerte 1 unterscheiden kann; dieser Unterschied

wird sicherlich nicht mehr als % betragen.

Der eben betrachtete Grenziibergang bringt die von vornherein
sehr plausible Tatsache zum Ausdruck, daB im Zahler und Nenner des
Bruches fiir a, die Glieder mit den héchsten Exponenten bei groBen
Werten von # iiberwiegen und fiir die Bildung des Quotienten den
Ausschlag geben.

n
4. a,=7p.
Es sei p irgend eine positive Zahl. Dann betrachten wir die Zahlen-
folge a,,a,,a5....,a,,..., wobei

L Jp—
a, = Vp
gesetzt ist. Wir behaupten, daB3
lim a, =lim Jp = 1
n—>co 7 —> 00

ist. Um hierfiir den Beweis zu fithren, stiitzen wir uns am einfachsten
auf einen auch fiir andere Zwecke niitzlichen Hilfssatz: Ist b eine
positive Grife, so gilt

(1) (I4+hr>14nk fir n>1.

Der Beweis dieses Hilfssatzes ergibt sich unmittelbar aus dem bino-
mischen Satze

(1+h)"=1+nh+"(+;1)h2+---,
da alle Glieder rechts positiv sind1). Aus dem binomischen Satz ergibt

1) Wenn wir den binomischen Satz nicht als bekannt voraussetzen wollen,
kénnen wir den Beweis fiir die obige Ungleichung folgendermaBen fithren:
Nehmen wir an, die Ungleichung

A+ r)m>1+mh
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sich tibrigens noch eine zweite niitzliche Hilfsungleichung fiir positives 4:
-1 ,, ..
G+mr>14 "0 Ve g w1,

aus welcher, sobald # = 2, also n — 1 = ; ist, folgt:

n2
(2) (14 ) > — k2
Wir unterscheiden den Fall » > 1 und den Fall p <1 (wenn p =1

ist, wird ’i@ fiir jeden Wert von # selbst gleich 1 sein, und unsere Be-
hauptung stellt dann eine Trivialitit dar).

n
Ist zunichst $ > 1, so wird auch ﬁ > 1 sein; wir setzen dann

’]‘/E =1+ h,, wo h, eine positive von #» abhingige Grofe ist, und
haben unter Beriicksichtigung unserer obigen Ungleichung (1) .

p=010+h,)">1+ nh,,

woraus sofort folgt
0<h, < p—1
n
Wir erkennen also, daB bei wachsendem # die GroBe A, gegen O streben
muB, wodurch die behauptete Konvergenz der GroBen a, gegen die
Zahl 1 bewiesen ist. Gleichzeitig haben wir ein Mittel an der Hand,
um uns eine Schitzung dariiber zu verschaffen, wie nahe wir uns bei
der Wahl einer Zahl # schon an dem Grenzwert 1 befinden; die Ab-
weichung der Zahl a,, von 1 ist ndmlich sicherlich nicht gréBer als 4 ; !

Ist p <1, so wird % ebenfalls kleiner als 1 sein und daher gleich
i _: A gesetzt werden kénnen, wo &, eine positive Zahl ist. Daraus folgt,
wiederum unter Beriicksichtigung unserer Ungleichung (1),

1 1

PZ e S,

(Wenn wir den Nenner verkleinern, vergréBern wir den Bruch.) Nun-
mehr folgt
1

h
1+n"<P

wire fiir einen gewissen Wert m > 1 schon bewiesen; dann multiplizieren wir
rechts und links mit 1 4 4 und erhalten
(4 A+ 1> (U4 mh) (L4 h) =14 (n 4 1) b mhe,

Lassen wir rechts die positive GroBe m A2 fort, so steht unsere Ungleichung fiir den
Exponenten m + 1 vor uns. Sie folgt also, wenn sie fiir den Exponenten m gilt,
auch fiir den Exponenten m + 1; da sie nun fir den Exponenten m =2
richtig ist, so besteht sie auch fiir den Exponenten m = 3, daher auch fiir den
Exponenten m = 4 usw., also fiir jeden Exponenten. — Dies ist ein einfaches
Beispiel fiir die sog. vollstandige Induktion, eine oft angewandte SchluBweise.
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und somit 1

h,<? —,

n

woraus wiederum folgt, daB 4, bei wachsendem # gegen 0 strebt. Als
reziproker Wert einer gegen 1 strebenden GréBe strebt $ also offenbar
selbst gegen 1.

— It
5. a,=a".

Wir betrachten bei festem o die Zahlenfolge 4, = a”, wo # die
Reihe der positiven ganzen Zahlen durchliuft.
Es sei zunichst « eine positive Zahl, die kleiner ist als 1. Dann

konnen wir o« = 1—_:_—}‘ mit positivem A setzen und erhalten, wieder
unter Benutzung der obigen Ungleichung (1),
1 1 1 1 1
b= A ~Tqnh ~wk & w

Da % und daher auch % hier eine nur von « abhingige, d. h. gegeniiber

der Verinderlichkeit von # feste Zahl ist, erkennen wir aus dieser Be-
ziehung, daB o® mit wachsendem # dem Grenzwert 0 zustrebt:
’ lima® =0 O<a<l).
n—>co
.Dieselbe Beziehung gilt auch, wenn « Null oder negativ, aber groBer

als —1 ist. Man erkennt dies sofort, da jedenfalls lim | «|" =0 ist.
n —>0
Ist & = 1, so wird offenbar a” stets gleich 1 sein, und wir werden

dann als Grenzwert von o® die Zahl 1 anzusehen haben.

Ist @ > 1, so setzen wir oo = 1 + 4 mit positivem % und erkennen
aus unserer Ungleichung unmittelbar, daB «» mit wachsendem # keinem
bestimmten Grenzwert zustrebt, sondern iiber alle Grenzen wichst. Wir
driicken diesen Sachverhalt aus, indem wir sagen: o strebt mit wach-
sendem # gegen Unendlich, oder: o® wird unendlich; in Zeichen

lim a® = oo (o0 > 1).

n=—>co
Das Symbol oo bedeutet jedoch, worauf ausdriicklich hingewiesen werden
soll, nicht etwa eine Zahl, mit der man rechnen kann, wie mit irgend
einer anderen Zahl; Gleichungen oder Aussagen, bei denen es heiBt,
daB eine GréBe unendlich ist oder unendlich wird, haben niemals den
" Sinn einer Gleichung zwischen bestimmten Zahlen. Trotzdem aber ist
eine solche Ausdrucksweise und die Einfithrung des Symbols 0o duBerst
bequem, wie wir im folgenden noch des ofteren sehen werden.

Ist « = — 1, so wird «* keinem Grenzwert zustreben, sondern,
wenn # die Zahlenreihe durchliuft, zwischen den Werten + 1 und
— 1 hin- und herpendeln. Ebenso wird, wenn a < — 1 ist, der
Wert von o zwar absolut genommen iiber alle Grenzen wachsen, aber
in seinem Vorzeichen abwechselnd positiv und negativ sein.
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6. Zur geometrischen Veranschaulichung der Grenzwerte von

n—
«" und Jp.

1

Betrachten wir die Kurven y = % bzw. die Kurven y = xn = r]l/;
und beschrinken uns dabei der Bequemlichkeit halber auf nicht

negative Werte von x, so werden die
obigen Grenzwerte durch Figur 16 und 17
veranschaulicht. Wir erkennen bei den
Kurven y = a», daB diese sich bei wach-
sendem # im Intervall von O bis 1 immer
mehr der x-Achse nihern, wihrend sie
auBerhalb dieses Intervalles immer steiler
ansteigen und sich immer genauer einer
Parallelen zur y-Achse anschmiegen. Alle
diese Kurven aber laufen durch den Punkt
mit den Koordinaten x =1, v =1 und
durch den Nullpunkt hindurch.
1

Bei den Kurven y = x» = ]/;c nihert
sich der Funktionswert y fiir alle posi-
tiven Werte von x immer mehr der 1,
die Kurven also immer mehr der Paral-
lelen im Abstande 1 zur x-Achse; anderer-

g

/i \
/:: |

/0 1

Fig.16. zn fir wachsende n.

seits miissen alle Kurven durch den Nullpunkt gehen. Die Kurven
werden also in der Grenze sich dem Linienzug annihern, welcher

aus der y-Achse zwi-
schen den Ordinaten
v=20 und y = 1 einer-
seits, der Parallelen
y =1 zur x-Achse an-
dererseits besteht. Beide
Figuren stehen iibrigens
in engstem Zusammen-
hang miteinander, ent-
sprechend der Tatsache, /
daB die Funktionen

¥

V= 7i/; gerade die Um-
kehrfunktionen der #-
ten Potenzen darstellen.
Daraus kénnen wir ent-

1

Fig. 17. zn fiir wachsende n.

nehmen, daB beide Figuren durch Umklappung um die Gerade y = #

ineinander iibergehen.
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7. Die geometrische Reihe.

Ein von der Schule her mehr oder weniger geliufiges Beispiel fiir
einen Grenzwert liefert die ,,geometrische Reihe*

l+g¢+¢+ - +¢g =S5,

wobei die Zahl g der Quotient der Reihe heiBt. Der Wert dieser Summe
1aBt sich bekanntlich, wenn ¢ == 1 ist, in folgender geschlossenen Form
angeben:

1—gn

Su= T

wie man sofort erkennt, wenn man diese obige Summe S, mit ¢ mul-
tipliziert und die so entstehende Gleichung von der urspriinglichen
Gleichung abzieht.

Es entsteht nun die Frage, was aus der Summe S, wird, wenn #
iiber alle Grenzen wichst. Das Resultat lautet: Die Summe S, hat
einen bestimmten Grenzwert S, wenn ¢ zwischen — 1 und + 1 mit
AusschluB der Grenzen liegt, und zwar gilt dann

S=I1lmS, = L

n—>o -9
Um die Richtigkeit dieser Behauptung einzusehen, schreiben wir die
Zahlen S, in die Form S, = ll:qq" =7 1 ) q_" q; nun haben wir
vorhin gezeigt, daB unter der Voraussetzung |g| <1 die GroBe ¢»
q'l
1 —
daraus folgt sofort, daB die Zahl S, unter dieser Voraussetzung bei

— und damit auch — mit wachsendem # gegen O strebt, und

wachsendem # den Grenzwert i 1 besitzt, wie wir behauptet hatten.

Den Grenziibergang 1 +¢ +¢%2+. .. 4 g7t > pﬂegt man

n—rco 1
auch dadurch zu kennzeichnen, dafl man sagt, man kénne die geometrlsche
Reihe im Falle |¢| <1 ins Unendliche fortsetzen und die Summe dieser

unendlichen geometrischen Rethe sei der Ausdruck

l1—gq

Die Summen S,, der endlichen geometrischen Reihe nennt man auch
die Teslsummen oder Partialsummen der unendlichen geometrischen Reihe
1+4g+44¢%+.-... (Man hat also die Zahlenfolge S,, S,,...,S,, ...
von der geometrischen Reihe scharf zu unterscheiden.)

Die Tatsache, daB die Teilsumme S, der geometrischen Reihe

mit wachsendem # gegen S = 1(] konvergiert, driickt man auch

1
durch die Redeweise aus: Die unendliche geometrische Reihe

14 g+ g2+ .. konvergiert bei |g| < 1 gegen die Summe S = 1—13
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8. a, =%.

Wir wollen zeigen, daB die Folge der Zahlen

— 3,—
(l1=]_’ a:]/2, a3=}/3, e, an:%:
mit wachsendem » gegen 1 strebt:

lim Jn = 1.

n—> oo
Hier geniigt die oben S.22 benutzte Ungleichung (1) zum Beweise
nicht mehr, sondern wir miissen uns, indem wir von vornherein # > 2
voraussetzen, der Ungleichung (2) S. 23 bedienen. Wir kénnen jeden-
falls setzen

7—;/;: 1 +hn:

wo h, eine von # abhidngige positive Zahl bedeutet, und es ist daher
nach der Ungleichung (2)
n= (L4 k)" >2H mz2),

woraus folgt

4n 4
2
h,,<—n2 = _.

n

Also ist gewi 0 <k, < f_—, und somit wird A, mit wachsendem #
n

gegen O streben. Dies aber bedeutet gerade unsere behauptete Limes-
relation.

9. a,=Vn+ — yn.
Ich behaupte, daBl
lim(Yn+1—}yn) =0
ist. e
Zu diesem Zwecke brauchen wir nur den zu untersuchenden Aus-
druck in die Form

frt 14y IR TR R P
zu setzen; an diesem Ausdruck erkennt man unmittelbar, daB er
mit wachsendem # gegen 0 strebt.

s W o S N EA L N

n
10. a” = W'
Wir behaupten, daB bei wachsendem # die Folge der Zahlen a, = ;;
den Grenzwert O besitzt:
lim o = 0
m %- = 0.

4 => 00
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Wir brauchen zum Beweise nur zu beachten, daB fiir #» = 2 nach der
Abschitzung (2)

ist, woraus
W 4
S T

folgt. Somit ist bewiesen, daB unsere Zahlenfolge den Grenzwert 0 hat.

§ 6. Genauere Erorterung des Grenzwertbegriffes.
1. Allgemeines.

Aus den Beispielen des vorangehenden Paragraphen abstrahieren
wir den folgenden allgemeinen Begriff des Grenzwertes: Wenn eine
unendliche Folge von Zahlen a,, a,, a5, . . ., a,, . .. gegeben ist und wenn
es eine weitere Zahl g gibt, devart, daf in jedes noch so kleine um g ab-
gegrenzte Intervall alle Zahlen a, mit Ausnahme von hichstens endlich
vielen') hineinfallen, so sagen wir: die Zahl g ist der Grenzwert dev Zahlen-
folge ay, a,,ay,...,a,, ..., oder: die Zahlenfolge a,, a,, . .. konvergiert
gegen g; in Zeichen: lim a, = g. Darunter ist, wie ausdriicklich be-

n—>oo

merkt sei, auch z. B. der triviale Fall mit einbegriffen, daB alle Zahlen
a, einander gleich sind und somit auch mit dem Grenzwert g zu-
sammenfallen.

In allen vorangehenden Beispielen lagen die Verhiltnisse so, dal
der Grenzwert der betrachteten Zahlenfolge wieder eine uns schon
bekannte Zahl war. Wenn der Begriff des Grenzwertes uns nichts
anderes lieferte als die Erkenntnis, daB3 wir gewisse bekannte Zahlen
durch gewisse Folgen anderer bekannter Zahlen beliebig genau an-
ndhern konnen, so wiirde mit ihm nicht viel gewonnen sein. Die
Fruchtbarkeit des Grenzwertbegriffes fiir die Analysis beruht aber
wesentlich darauf, daB wir durch Grenzwerte bekannter Zahlen neue un-
mittelbar nicht mehr bekannte oder ausdriickbare Zahlen erfassen konnen.

Die ganze hohere Analysis bildet eine Kette von Beispielen fir
dieses Faktum, das uns in den spiteren Kapiteln immer deutlicher
werden wird. Die Darstellung der irrationalen Zahlen als Grenzwerte
rationaler Zahlen kann man als ein erstes Beispiel auffassen. Weitere
werden wir sogleich noch in diesem Paragraphen kennenlernen. Bevor
wir uns diesen zuwenden, wollen wir jedoch noch einige allgemeine
Bemerkungen voranschicken.

Wie erkennt man an einer gegebenen Zahlenfolge a;,4,,45,...,4,, ...
von vornherein, daBl sie einem Grenzwert zustrebt, auch wenn man
diesen Grenzwert nicht vorher angeben kann? Diese wichtige Frage

1) Statt ,,mit Ausnahme von héchstens endlich vielen’ konnten wir auch
,»von eimem gewissen Werte des Index n an'' sagen.
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wird uns durch die Konvergenzregel von Cauchy beantwortet, welche
folgendermaBen lautet: Es werde in der Zahlenfolge ay, a,, ..., a,, . ..
der Ausdruck \a, — a,,| kleiner als eine beliebig klein gewdihite positive
Zahl &, sobald man nur die Zahlen n und m beide hinveichend grof
wahlt, etwa grofer als eine — tm allgemeinen natiirlich wnoch von ¢ ab-
hingige — Zahl N = N (&), welche fiir ¢ — 0 selbst iiber alle Grenzen
streben wird; dann folgt die Existenz eines Gremzwertes
g =lima,.
n—»o

Die Bedeutung des Cauchyschen Konvergenzkriteriums liegt darin,
daB wir mit seiner Hilfe von dem Grenzwert einer Zahlenfolge auf
Grund einer Betrachtung der Zahlenfolge selbst sprechen koénnen,
ohne vorher den Grenzwert anderweitig charakterisieren zu missen.

Umgekehrt folgt aus der Existenz eines Grenzwertes lim a, das

n—>»C0

Kleinwerden von |a, —a,|. Denn wenn die Zahlenfolge a,, a,, . . .
gegen den Grenzwert g strebt, so muB fiir beliebig kleines ¢ > 0 nach der
Definition der Konvergenz |g — a,| < ; und |g —a,| < ; sein,
wenn nur # und m groB genug sind; also |a, — a,,| = |(g — a,,) —(g—ay) |
<|g—am|+|g—a.| <e. Diese Beziehung driickt, da & beliebig
klein gewdhlt werden kann, unsere Behauptung aus.

Die Aussage des Cauchyschen Kriteriums ist Zulerst einfach und
fast unmittelbar ecinleuchtend, wenn man sich die Zahlen auf der
Zahlengeraden reprisentiert denkt; es besagt nimlich, daB eine Zahlen-
folge sicher einen Grenzwert hat, wenn von einer gewissen Stelle N
ab die Werte der Zahlenfolge sich iiberhaupt nur noch in einem kleinen
Spielraum dndern koénnen, der beliebig klein wird, wenn N hinreichend
grof} gewihlt ist. Einen prizisen Beweis fiir unser Kriterium werden
wir im Anhang dieses Kapitels, § 1, Nr. 2, besonders erbringen und fiir
den Moment uns mit unserer anschaulichen Betrachtung begniigen.

Besonders einfach 148t sich die Frage nach der Konvergenz einer
gegebenen Folge gegen einen Grenzwert entscheiden, wenn die Folge
eine sog. monotone Folge ist, d. h. wenn entweder jede Zahl der Folge
grofer ist als die vorangehende (monoton zunehmende Folge) oder
jede Zahl Kkleiner ist als die vorangehende (monoton abnehmende
Folge). Es gilt der Satz: Jede monoton zunehmende Folge, deven Zahlen
nach oben beschrinkt sind, d. h. unterhald einer festen Zahl liegen,
besitzt einen Gremzwert; ebenso besitzt jede momoton abnehmende Folge,
deven Zahlen wnicht unmier eine feste untere Schranke sinken kinnen,
etnen Gremzwert. Auch diese beiden Sitze wollen wir vorliufig unter
Hinweis auf die nihere Begriindung im Anhang als anschaulich evident
betrachten. Eine konvergente monoton zunehmende Folge kann
natiirlich nur gegen einen Grenzwert streben, der grofer als jede
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Zahl der Folge ist, wihrend sich bei monoton abnehmenden Folgen
die Zahlen gegen einen Grenzwert anhiufen, der kleiner ist als jede

Zahl der Folge. So z.B. bilden die Zahlen % eine monoton abnehmende

Folge mit dem Grenzwert 0, die Zahlen 1 — % eine monoton zuneh-

mende Folge mit dem Grenzwert 1.

Fiir manche Fille ist es angenehmer, an Stelle der Forderung des
monotonen Zunehmens einer Folge die schwichere Forderung zu
stellen, daB die Glieder der Folge jedenfalls nicht abnehmen; mit
anderen Worten, zu erlauben, daB aufeinanderfolgende Glieder der
Folge einander gleich sind. Man spricht dann von einer monoton
nicht abnehmenden Folge oder von einer monoton zunehmenden
Folge im schwicheren Sinne. Unser Grenzwertsatz bleibt auch
fiir solche Folgen bestehen, ebenso auch fiir Zahlenfolgen, welche
monoton nicht zunehmen oder im schwicheren Sinne monoton
abnehmen.

Es ist niitzlich, sich zu vergegenwirtigen, daf jede konmvergente
Zahlenfolge beschrink? ist; d. h. zu jeder Zahlenfolge a,, a,, a4, . . ., fir
welche ein Grenzwert & existiert, gibt es eine von # unabhingige posi-
tive Zahl M, so daB fir alle a, der Folge |a,| < M gilt.

Aus unseren Definitionen folgt dieser Satz leicht: Sicher gibt es
nimlich einen Index N, so daB fir » > N immer Ia,, —El <1 ist.
Unter den N Zahlen |a; — &, |a, —&], .. .. |ay — &] sei 4 die groBte.
Dann diirfen wir M = |&| + 4 4+ 1 setzen. Denn es ist sicher nach der
Definition von 4 die Ungleichung |a,— &} <4 + 1firn=1,2,. . , N
erfiillt, wihrend fiir » > N gilt |2, —§| <1< A4 + 1.

Eine Zahlenfolge, welche nicht konvergiert, heit divergent. Wachsen
mit wachsendem # die Zahlen a,, positiv iiber alle Grenzen, so sprechen
wir von einer nach +4 oo divergenten Folge und schreiben, wie schon
friiher gelegentlich : lima,, = co. Entsprechend schreiben wir lima,,= — oo,
wenn bei wachsendem # die Zahlen — @, positiv iiber alle Grenzen
streben. Divergenz einer Folge kann sich aber auch in anderer Weise
auspriagen, wie z. B. bei der Folge 4, = —1, a,=+1, 43=—1,
a, = +1,..., deren Glieder zwischen zwei verschiedenen Werter hin-
und herpendeln 2).

2. Rechnen mit Grenzwerten.

Endlich noch eine letzte Bemerkung iiber das Rechnen mit
Grenzwerten. Aus dem Begriff des Grenzwertes folgt fast unmittel-

1) Eine weitere niitzliche Bemerkung: An dem Konvergenzverhalten einer
Folge andert sich nichts, wenn wir endlich viele Zahlen a, daraus fortlassen.
Wir machen im folgenden haufig davon Gebrauch, indem wir auch bei solchen
Folgen von Konvergenz oder Divergenz reden, wo fiir endlich viele » kein a,
definiert ist.
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bar, daB man die elementaren Rechenoperationen der Addition, Multi-
plikation, Subtraktion und Division mit Grenzwerten nach den folgen-
den Regeln ausfiihren kann:

Ist a,, a,, . . . einc Folge mit dem Grenzwert a und b,, b,, . . . eine
Folge mit dem Grenzwert b, so hat auch die Folge der Zahlen ¢,=a,, + 5,
einen Grenzwert, und es ist

lime, =a + 0.

7n—>co
Ebenso konvergiert die Folge der Zahlen ¢, = a,b, und geniigt der
Gleichung

lime, = ab.
n—> 00

Falls der Grenzwert b von 0 verschieden ist, gilt weiter auch die Gleichung

. a
lim Cp = 7 ,
7 —>c0

wenn c,,:%"— gesetzt wird. In Worten: Man kann die rationalen

n

Rechenoperationen mit dem Prozesse der Grenzwertbildung vertauschen ;
d. h. es ist ftir das Resultat gleichgiiltig, ob wir zundchst einen Grenz-
sbergang und dann eine rationale Rechenoperation vornehmen oder um-
gekehrt,

Zum Beweise dieser einfachen Regeln geniigt es, cin Beispiel heraus-
zugreifen, nach dessen Muster sich der Leser die weiteren Behauptungen
leicht selbst klar machen kann. Wir betrachten etwa die Multipli-
kation von Grenzwerten. Die Bezichungen a, — & und b, — b besagen
folgendes: Wenn wir eine noch so kleine Grofe ¢ vorgeben, so brauchen
wir nur # grofer als N zu nehmen, wobei N = N (¢) eine zu ¢ hinzu-
zubestimmende hinreichend groBe Zahl ist, und es wird sicherlich
la —a,| <e sowie |b—b,| <e scin. Schreiben wir ab— a,b,
=b(a —a,) + a, (b — b,) und beachten, daB es eine von # unabhin-
gige positive Schranke M geben muB, so daB |a,| < M ist, dann er-
halten wir [ab —a,b,|<|b||a—a,| + |a,||0— 0| < (|6} + M) e. Da
die GroBe (|b] + M) e mit ¢ gegen O strebt, d. h. beliebig klein
wird, wenn nur ¢ hinreichend klein gewihlt wird, so sehen wir, da8
bei geniigend groBem # tatsichlich die Zahlen ab und 4,8, sich von-
einander beliebig wenig unterscheiden; das aber ist gerade die durch
die Gleichung ab = lim 4, b, gemachte Aussage.

n-— o
Auf Grund dieser Regeln bestimmen sich viele Grenzwerte besonders
einfach; z. B. wird

1
T S
n—>ocn2+n+l n-—-)ml_*_i_*_i_ ’
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da wir in dem zweiten Ausdruck sofort den Grenziibergang im Zihler
und Nenner fiir sich vornehmen kénnen.

Noch eine weitere einfache und selbstverstindliche Regel verdient
eine besondere Formulierung: Ist lim a, = a und lim b, = b, ist ferner
a, > b, fir jedes #, so gilt sicherlich ¢ = b. Wir diirfen aber keineswegs

allgemein erwarten, daB a > b sei; das lehrt uns das Beispiel der beiden

Folgen a, = —i-, by =%, fir welche a = b = 0 ist.

Wir wenden uns nun einigen neuen wichtigen Beispielen zu, die
das oben geschilderte allgemeine Prinzip niher erliutern sollen.

3. Die Zahl e.

Als erstes Beispiel fiir die Erzeugung einer nicht von vornherein
charakterisierbaren Zahl als Grenzwert einer Folge bekannter Zahlen
betrachten wir die Summe

1
Su=l-+qr+gr+---+

nl

Ich behaupte, daB diese Zahl S, mit wachsendem » einem bestimmten
Grenzwert zustrebt.

Um die Existenz des Grenzwertes zu beweisen, beachten wir, daB
die Zahlen S, mit wachsendem # monoton zunehmen. Andrerseits
gilt fir alle »

1 1 2n

Die S, besitzen also die obere Schranke 3 und haben somit als monoton
wachsende Zahlenfolge einen Limes, den wir mit e bezeichnen:
e¢=1imS,.
Ich behaupte nun weiter, dal gegen die durch den obigen Grenz-
wert definierte Zahl e auch die Zahlenfolge

T,=(1+)
konvergiert.
Der Beweis ist einfach und zugleich lehrreich fiir das Operieren
mit Grenzwerten. Nach dem binomischen Satze, den ich hier voraus-
setzen will, ist

n(n—1) 1

1\» 1 np—lm—2)...1 1
T”=(1+;) =1+n-— _2!__n_2+...+, o Sl

nt nn

:l+1+%<1_—7lf)+'”+%<1_71:‘><1_%)'“(\:1_n';l‘>'

Vi
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Man erkennt hicraus sofort, da einmal 7, < S, ist und daB zweitens
auch die T, cine monoton ansteigende Folge bilden?), woraus die Exi-
stenz des Grenzwertes im T,, = T folgt. Um die Gleichung T = ¢

fn—>r
zu beweisen, beachten wir, dalB jedenfalls

T,,,>1+1+2L!<1—%>+---+n,<1—7}7> --(1_"—_1)

m

ist, sobald m > » wird. Lassen wir nun, indem wir # festhalten, m
iiber alle Grenzen wachsen, so entsteht links der Grenzwert T, rechts
gerade die Zahl S,,, und wir erhalten T = S,,. Somit wird schlieBlich
T=S,=T,. Nunmehr erst lassen wir #» wachsen, wobei T, gegen
T strebt und aus der hingeschriebenen Doppelungleichung sofort

T = lim S, = ¢ folgt. Dies aber war unsere Behauptung.
n—>oo

Wir werden iibrigens auf diese Zahl e spiter (drittes Kapitel, §6)
noch von anderen Gesichtspunkten her gefithrt werden.

4. Die Zahl & als Grenzwert.

Eine schon von der Schule her geliufige Grenzwertbetrachtung,
die im Kern auf das klassische Altertum (Archimedes) zuriickgeht,
ist diejenige, durch welche man die Zahl z definiert. Die geometri-
sche Bedeutung von z ist der Flicheninhalt des Kreises mit dem
Radius 1. Die Existenz dieser Zahl z entnehmen wir also der An-
schauung, indem wir es als selbstverstindlich ansehen, daB dieser
Fliacheninhalt sich durch eine (rationale oder irrationale) Zahl messen
laBt, die wir dann eben einfach mit @ bezeichnen. Mit dieser Fest-
setzung aber ist wenig gewonnen, wenn man die Zahl wirklich mit
einer gewissen Genauigkeit berechnen will. Man kann dann nicht
anders vorgehen als so, daBB man die Zahl durch einen Grenzproze
darstellt, nimlich sie als Grenzwert einer Zahlenfolge wohlbekannter
und leicht zu berechnender Zahlen auffal3t. Schon Archimedes hat in
seiner Exhaustionsmethode diesen Weg beschritten, indem er den
Kreis durch immer feiner sich ihm anschmiegende regelmiBige Poly-
gone von wachsender Seitenzahl mehr und mehr ausschopfte. Be-
zeichnen wir den Inhalt des dem Kreise einbeschriebenen m-Ecks
mit f,., so berechnet sich aus ihm der Inhalt des 2m-Ecks durch die aus
der Elementarmathematik bekannte Formel

fam _""/ —2,/1; "2/"'

1) Wir erhalten namlich 7,4, aus T,, indem wir die Faktoren

1 1
1———n-, 1——2—, ... durch die groBeren 1 — —— 1———2—— ... ersetzen

n nt+1’ n+1’

und ein letztes positives Glied hinzufiigen.
Courant, Differentialrechnung. 1. 2. Aufl. 3
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Lassen wir m nicht die Reihe aller Zahlen, sondern nur die Reihe der
Potenzen von 2 durchlaufen, m = 27, bilden wir mit anderen Worten
gerade diejenigen regelmiBigen Polygone, deren Ecken wir durch
fortgesetzte Halbierung des Kreisumfanges erhalten, so wird der Fli-
cheninhalt des Kreises durch den Grenzwert
n = lim f2n
n—>oo

gegeben sein. Diese Grenzwertdarstellung von z ist tatsichlich eine
Handhabe zur angeniherten numerischen Berechnung; denn wir kénnen,
ausgehend von dem Werte f, = 2, der Reihe nach die Zahlen unserer
gegen ; strebenden Zahlenfolge berechnen.

Es sind dies iibrigens Dinge, die dem Leser mehr oder weniger
gelaufig sein werden. Worauf ich aber schon hier hinweisen will, ist,
daB die Berechnung von Flicheninhalten durch Ausschépfung mittelst
leicht berechenbarer geradlinig begrenzter Flichenstiicke die Grund-
lage fiic. den im nichsten Kapitel zu entwickelnden Integralbegriff gibt.

5. Das arithmetisch-geometrische Mittel.
Sind o und f zwei positive Zahlen, von denen wir 8 < « annehmen
wollen, so ist immer ihr arithmetisches Mittel mindestens gleich dem
geometrischen Mittel, d. h. es gilt immer

“;ﬁZVa_ﬁz

das Gleichheitszeichen hat nur im Falle « = 8 statt. Der Beweis
dieser Tatsache besteht in der Bemerkung, da

a+f—2Yaf=(Ju— VB
als Quadrat nicht negativ ist und nur fiir « = f verschwindet.

Wir setzen nun a = a, und § = b,, wo 4, > b, > 0. Dann bilden
wir das arithmetische Mittel

b
und das geometrische Mittel
b, = Vay b, .

Offenbar ist b, < b, < a; < a,. Weiter bilden wir jetzt sowohl das
arithmetische als auch das geometrische Mittel aus 4, und ,:

ay+b -
%’ b, = Ya, b,

a, =
mit by < b; < b, < a, < a, < 4,, und dann weiter

ay+b —
asz‘%l: b3=]/a2b.2
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usw. Man erkennt sofort, dal die Zahlenfolge @, den Ungleichungen
Ay >ay > a, > az>- - > b,

die Zahlenfolge b, den Beziehungen
by < by <by <by <<y

geniugt. Die a, bilden also eine absteigende, die b, eine ansteigende
monotone Zahlenfolge. Da aber diese Zahlen simtlich zwischen den
Schranken b, und a, liegen, so existieren nach unseren obigen Betrach-
tungen die Grenzwerte

lima, =4 und limb, = B,

Hn—>00 n=—>0
Nun erkennt man leicht, daB 4 = B sein muf}; denn es ist
an—l + bn—l 1
2

4 =lima, = lim

. . A B
5 lima,_, + llmbn_1> =3 + 5
n—o n—o

n—roc n—>coc

also 4 = B.

Diesen gemeinsamen Grenzwert nennt man das arithmetisch-geometyi-
sche Mittel der Zahlen a, und b,.

§ 7. Der Begriff des Grenzwertes bei stetigen Verianderlichen.

Wir haben bisher den Grenzwert von Zahlenfolgen, d.h. Funk-
tionen a, einer ganzzahligen Veranderlichen #, betrachtet. Der Begriff
des Grenzwertes tritt jedoch vielfach auch in Verbindung mit dem
Begriff einer stetigen Verinderlichen x und einer Funktion /(x) bei
folgender Frage auf:

Wir denken uns die Funktion durch eine Kurve reprisentiert und
einen Punkt mit der Abszisse x auf der Kurve so bewegt, daB die
Abszisse. sich immer mehr einer bestimmten Zahl & nihert, — dabei
kann die Bewegung auch hin und her laufen. Dann kann es der
Fall sein, daB auch der Funktionswert f(x) einem bestimmten Grenz-
wert zustrebt. Einen solchen Grenziibergang konnen wir dadurch
prizis formulieren, dal3 wir ihn in folgender Weise auf Grenziiberginge
mit Zahlenfolgen zuriickfiihren.

Ist x eine stetig verdnderliche GréBe und & ein bestimmter Wert,
so sagen wir: x strebt gegen £, oder symbolisch ausgedriickt: x —» &,
wenn x eine Folge von Werten x, x,, x5, ..., %,,... durchliuft,
welche alle von & wverschieden sind und fiir welche x, — £ gilt. Ob
die Wertefolge x,, monoton von rechts oder monoton von links gegen ¢
strebt, ob sie um den Wert & oszilliert, ist dabei ganz gleichgiiltig. Es
sel nun f(x) cine Funktion der stetigen Verinderlichen x. Dann sagen
wir, daB fiir x — £ der Funktionswert f(x) gegen einen Grenzwert g
strebt, in Zeichen

lim f(x) =g,

z
z—>s

3*
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wenn folgende Bedingung erfiillt ist: Fiir jede unserer Zahlenfolgen
Xy, %, -+, %y, ... soll der Grenzwert der Zahlen f(x,) existieren, und
dieser Grenzwert soll nicht von der speziellen Wahl der Folge ab-
héngen?), sondern fiir alle Folgen dieselbe Zahl g darstellen.

Eine andere, gleichwertige Formulierung ist die folgende: Grenzt
man ein beliebig kleines Intervall J, um die Zahl g ab, so fallen alle
Funktionswerte f(x) in dieses Intervall, wenn nur der von & verschie-
dene Punkt x hinreichend nahe an der Stelle ¢ liegt, d. h. innerhalb
eines Intervalles J, um die Stelle £, dessen Linge von dem vorgege-
benen Intervall /, um die Zahl g noch abhingen kann und im allgemeinen
um so kleiner sein wird, je kleiner [, ist.

Wir wollen uns diese abstrakte Definition an- einigen einfachen’
Beispielen klar machen und betrachten zunichst die Funktion

fg =2
Wir behaupten, daB

ist. Diese Behauptung konnen wir nicht etwa dadurch beweisen, daB
wir den Grenziibergang in Zihler und Nenner fiir sich ausfiihren; denn

Ziahler und Nenner verschwinden fiir x = 0, und das Symbol % als

solches hat gar keinen Sinn. Wir schlagen zum Beweise dieser Limes-
o  8leichung folgenden Weg ein.

Aus Figur 18 entnehmen wir durch Ver-

8 gleichen der Flicheninhalte der Dreiecke 04 B

o2 und O A4 C und des Sektors 04 B fiir0 < x < g
L sinx < x < tgx;
daraus folgt fiir 0 < | x| <g~ :
0 /

1< <L

sin x cosx °

Fig. 18.

Cys . sin x . .
Mithin ist der Quotient —— zwischen den Grenzen 1 und cos x ein-

geschlossen. Mit x — 0 strebt bekanntlich cos ¥ gegen 1, und daraus

1) Diese zweite Forderung ist iibrigens eine Konsequenz der ersten. D.h.

wenn fiir jede Zahlenfolge x, mit x», — & ein Grenzwert ¢ = lim f(x,) existiert,

n—>00
dann ist dieser Grenzwert derselbe fiir alle Folgen. Ist namlich #) eine zweite
Zahlenfolge mit #, — & und dem Grenzwert g’= lim f(x%), so strebt auch die
Zahlenfolge x,, xi, Hg, Xg, v v, Xy, %y, - .. gegen &, und daher existiert nach Vor-
aussetzung auch ein Grenzwert g” der Wertefolge [(x),[(x1).....[(#,),
f{#a), ... . Da dieser Grenzwert sich aber bei hinreichend groBem » sowohl von
f{x,) als auch von f(x,) nur beliebig wenig unterscheidet, so muB er sowohl mit
g als auch mit g’ identisch sein, woraus die behauptete Gleichheit von g und g’
folgt.
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folgt unmittelbar, daB der Quotient Si%sich von 1 nur belichig wenig

unterscheiden kann, wenn nur x hinreichend nahe an 0 liegt. Dies aber
ist gerade der Inhalt der behaupteten Limesgleichung.
Aus dem bewiesenen Resultat folgt die Relation

tg x sinx ,. 1

lim =~ = lim Iim-—-- =1
x—0 x—0 x=>0COS ¥
und die weitere
. 1 —cosx
lim = 0.
z—=0

Diese letztere ergibt sich aus der fiir 0 < |x| < —; giiltigen Formel

1—cosx (Il —cosx)(l+cosx)

1 —cos?x _ sinx

v # (1 cos#) T x(l4+cosx) x ld4cosx
Fiir x — 0 strebt rechts der erste Faktor gegen 1, der zwcite gegen
% und der dritte gegen 0, das Produkt also gegen 0, wie wir behaup-

teten.

Zum SchluB} dieser Betrachtung {iber Grenzwerte bei stetigen Ver-
inderlichen sei noch bemerkt, daB wir selbstverstindlich auch Grenz-
werte betrachten konnen, bei denen die stetige Verdnderliche x iber

alle Grenzen wichst. Z. B. ist ohne weiteres die Schreibweise ver-
standlich;

sin x.

1+ —

. 211 . ;2
lim xz +1_ lim rﬂl = 1.

x—»oox -1 x>0 ] - D

22

Sie bedeutet, daB die Zahl links sich von 1 um beliebig wenig unter-
scheidet, sobald nur die Zahl x hinreichend grofi gewihlt ist.

§ 8. Der Begriff der Stetigkeit.
1. Definitionen.

Wir haben schon in §2 den Begriff der Stetigkeit an Beispielen
veranschaulicht. Nunmehr sind wir mit Hilfe des Grenzwertbegriffes
in der Lage, den Begriff der Stetigkeit vollstindig zu prizisieren.

Das Bild einer in einem Intervall stetigen Funktion war fiir uns
eine Kurve iiber diesem Intervall, die aus einem nicht zerreiBenden
Stiick besteht; wir sagten auch, dafl die Anderung der Funktion y
beliebig klein bleiben muB}, wenn nur die Anderung der unabhingigen
Veranderlichen # sich auf ein hinreichend kleines Intervall beschrinkt.
Diesen Sachverhalt pflegt man etwas umstindlicher, aber priziser
folgendermaBen zu formulieren: Eine Funktion f(x) heiBt in dem
Punkte & stefig, wenn sie folgende Eigenschaft besitzt: Fiir die Stelle &
wird der Funktionswert f(£) mit beliebig vorgegebener Genauigkeit &
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durch alle Funktionswerte f(x) angenihert, fiir die x hinreichend nahe
an der Stelle £ liegt; d. h. ist ¢ eine beliebig klein gewihlte positive
Zahl, so kann man zu ihr eine andere positive Zahl § = 0 (¢) hinzu-
bestimmen, derart, daB fiir alle Punkte, fiir welche |x — ¢ | < d ist,
auch |f(x) — f(&)] <& wird. Mit noch anderen Worten: die Stetig-
keitsforderung verlangt, daB fiir die Stelle & die Limesgleichung

:i_)méf(x) =1

gilt. Der Funktionswert an der Stelle & 14Bt sich als Grenzwert der
Funktionswerte fiir die Zahlen jeder beliebigen Folge auffassen, welche
gegen die Stelle & konvergiert.

Es ist wichtig, zu beachten, daB unsere Forderung zweierlei verlangt,

nimlich erstens die Existenz des Grenzwertes lim f(x) und zweitens
N 25
die Ubereinstimmung dieses Grenzwertes mit dem an der Stelle &

definierten Funktionswert f(£).

Nachdem so die Stetigkeit in einem Punkie erklirt ist, definieren
wir: Eine Funktion f(x) heiBt in eimem Intervalle stetig, wenn sie in
jedem Punkte des Intervalles stetig ist.

2. Unstetigkeitspunkte.

Man versteht den Begriff der Stetigkeit besser, wenn man sich ihn
an seinem Gegenteil, an dem Begriff der Unstetigkeit erliutert. Die
einfachste Art von Unstetigkeiten zeigen solche Stellen, bei denen die
Funktion einen Sprung macht, d. h. bei denen die Funktionswerte sich
verschiedenen, aber bestimmten Grenzwerten nihern, je nachdem, ob
wir von rechts oder links der Sprungstelle zustreben; ob und wie in der
Sprungstelle selbst der Funktionswert definiert ist, bleibt dahingestellt.
Z. B. hat die durch die Gleichungen

Ho) =0 fiir 2> 1, flx)=1Tar <1, f(a) = fir 22 =1

definierte Funktion an den Stellen £ =1 und £ = — 1 Unstetigkeits-
punkte. Die Grenzwerte von rechts und von links bei Anniherung an
diese Stellen unterscheiden sich um 1 (und die Funktionswerte stimmen
mit keinem der Grenzwerte iiberein, sondern sind deren arithmetisches
Mittel).

Nebenbei bemerkt, wird uns unsere Funktion mit Hilfe des Grenz-
begriffes durch den Ausdruck

1

f(x) = lim T #%7

n—>co

geliefert. Sobald nimlich % <1 ist, d. h. x in dem Intervall

—l<a<l1
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liegt, wird x2* den Grenzwert O haben; die Funktion wird also den
Wert 1 besitzen. Ist jedoch %% >1, so wird x2" mit wachsendem »
iiber alle Grenzen wachsen; unsere Funktion wird also den Wert 0
haben. Endlich ist fir x2=1, d. h. fir x = 4+ 1 und x = — 1, der

Funktionswert offenbar gleich —;— Vgl. Fig. 19.

Weitere Kurven mit Spriingen sind in Fig. 20a und 20b gezeichnet
und reprisentieren Funk-
tionen, die an den betref- ¥
fenden Stellen Unstetig-
keitspunkte haben.

Wiahrend  bei  den _—
Sprungstellen der Grenz-
wert von rechts wie der
von links existiert, be- 0 x
trachten wir nun Unstetig-
keitsstellen, in welchen
diese Forderungen nicht
erfilllt sind. Die wichtigsten derartigen Stellen sind die Unendlich-
keitsstellen. Diese sind Stellen wie die Stelle £ = 0 fiir die Funktion

Fig. 19.

L oder fir die Funktion iz, in y
x X
denen der Funktionswert gar nicht l i
definiert ist und bei welchen fiir lI }
x — & der Betrag |/(x)| tiber alle | E
| |
¥ | |
| |
| |
| |
|
l =7
7 z l } 4 37
| 0 ] x
| |
Fig. 20a. i E
y ‘ |
| |
[
/ 1/ / (|
0 z | {
SN 1
| i
| |
Fig. 20b. Fig. 21. Unendlichkeitsstellen.

Grenzen strebt. Bei der Funktion % streben die Funktionswerte

positiv bzw. negativ iiber alle Grenzen, wenn x sich von rechts
bzw. von links her dem Nullpunkte nihert. Dagegen hat die



40 I. Vorbereitungen.

Funktion y=-xL2 fiir x =0 eine Unendlichkeitsstelle, bei welcher

von beiden Seiten her der Funktionswert positiv unendlich wird
(vgl. Fig. 6 S.11 und Fig.12 S.15). Die Funktion y = -, welche

durch Figur 21 reprisentiert wird, hat sowohl an der Stelle x = + 1
wie auch an der Stelle x = — 1 eine Unendlichkeitsstelle.

Endlich erwihnen wir noch an der Hand eines Beispieles einen
weiteren Typus von Unstetigkeiten, bei denen kein Grenzwert von
rechts oder links existiert. Wir betrachten die Funktion

|
Yy = sin ‘; .
Die Funktion nimmt alle Werte zwischen — 1 und + 1 an, wenn die
Zaht % die Werte <2n— —;—) 7 bis <2n + —é—) 7t durchliuft, gleichgiiltig,
wird die

. . 2
welches die ganze Zahl # ist. An den Stellen x = @nt )

(4;1'_—1571 den Wert —1

annehmen. Man erkennt hieraus, daB die Funktion immer rascher

Funktion den Wert 1, an den Stellen x =

y zwischen den Werten + 1 und — 1
1 - hin- und herpendelt, je mehr wir uns
"7 .
%%  der Stelle x = 0 nihern, und daB in
)
¥ in g
/ m.5 %z
7 X
o=z #
7 J1 z
0 K7k4 £
Fig. 22. Oszillierende Funktion mit Unstetigkeit. Fig. 23. Stetige oszillierende Funktion.

unmittelbarer Umgebung der Stelle x =0 unendlich viele derartige
Oszillationen stattfinden (vgl. Fig. 22). An der Stelle x = 0 selbst ist
die Funktion gar nicht mehr definiert.

P . .1
Es ist von Interesse, dafB3 dagegen die Funktion y = % sin ~ deren
Bild (vgl. Fig. 23) ebenfalls nebenstehend gezeichnet ist, an der Stelle
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¥ =0 stetig bleibt, wenn man ihr dort den Funktionswert 0 zu-
schreibt. Diese Stetigkeit wird dadurch erzwungen, daB3 der Faktor x
bei Anniherung an den Nullpunkt die Oszillationen des Sinus dampft.

Diese Funktion y = xsin% hat in der Nihe der Stelle x = 0 jedoch

nicht mehr die Eigenschaft, nur endlich oft zwischen monotonem
Wachsen und monotonem Abnehmen abzuwechseln; vielmehr oszil-
liert sie noch unendlich oft hin und her, wenn auch die Ausschlige
bei diesen Oszillationen mit Anndherung an den Nullpunkt beliebig
klein werden. Immerhin zeigt uns dieses Beispiel, daB der bloBe Be-
griff der Stetigkeit noch allerlei merkwiirdige und der naiven An-
schauung fremdartige Moglichkeiten offen 1i8t.

Bei alledem méchte ich auf einen Umstand hinweisen, den man
zur Prézisierung der Begriffe beachten muB. Es kann vorkommen,
daB eine Funktion durch das urspriinglich gegebene Zuordnungsgesetz
an einer bestimmten Stelle nicht definiert ist, wie z. B. die beiden
zuletzt behandelten Funktionen an der Stelle x = 0. Bei dem letzteren
Beispiel kénnen wir nun an dieser Stelle durch eine neue Festsetzung,
ndamlich durch die Forderung y = 0 fiir ¥ = 0 den Funktionswert an
dieser Stelle so erginzen, daB nach dieser Erginzung die Funktion
auch noch an dieser Stelle stetig bleibt; dazu ist nur nétig, daB die
Grenzwerte von rechts und von links existieren und einander gleich
sind; wir brauchen dann nur den Funktionswert an der Stelle gleich
dem betreffenden Grenzwert zu setzen, um dort die Funktion stetig

. . .1 Ca
zu machen. Bei dem vorangehenden Beispiel y = sin— aber ist dies

nicht moglich.

3. Sitze iiber stetige Funktionen.

Zum Schlusse seien noch folgende wichtigen allgemeinen Tatsachen
angefiihrt, deren Beweis sich nach den Bemerkungen iiber das Rechnen
mit Grenzwerten S. 31 von selbst verstcht: Swumme, Differenz und
Produkt von zwei stetigen Fumktionen sind wieder stetig. Der Quotient
zweter stetiger Funktionen ist dovt stetig, wo der Nenner nicht verschwindet.

Insbesondere ergibt sich hieraus sofort die Stetigkeit aller ganzen
rationalen Funktionen und aller gebrochen rationalen Funktionen,
abgesehen von den Nullstellen des Nenners. Daf die iibrigen elemén-
taren Funktionen, wie die trigonometrischen, stetig sind, wird sich
bei unseren spiteren Betrachtungen ganz von selbst mit ergeben (vgl.
S.53 und S. 76).
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Anhang zum ersten Kapitel.
Vorbemerkungen.

In der griechischen Mathematik war weitgehend das Prinzip durch-
gefiihrt, alle Sitze in logisch biindiger Form dadurch zu beweisen,
daB man sie auf ein System von mdglichst wenigen nicht weiter zu
beweisenden Axiomen zuriickfithrte. Diese axiomatische Form der
Darstellung, die zugleich einen Priifstein fiir die Vollkommenheit
der Untersuchung bildete, wurde zu Beginn der Neuzeit vorbildlich
fiir Darstellungen in anderen Wissenszweigen; namentlich in der Philo-
sophie haben Manner wie Descartes und Spinoza geglaubt, ihren Unter-
suchungen durch eine axiomatische oder, wie man es nannte, ,,geome-
trische’ Darstellung gréBere Uberzeugungskraft zu geben.

Aber anders war es mit der modernen Mathematik, die sich etwa
gleichzeitig mit der neueren Philosophie zu entwickeln begann. In der
Mathematik gab man vielfach sehr bald das antike Prinzip der axio-
matischen Durchdringung des Stoffes auf. Anschauliche Evidenz in
jedem einzelnen Falle wurde ein Hauptbeweismittel; ein gewisses
gefithlsméBiges, gelegentlich von mystischen Beimengungen nicht freies
Operieren mit den neuen Begriffen (vor allem mit den omindsen
,unendlich kleinen GréBen‘) findet sich auch bei Forschern ersten
Ranges. Eine Art blinder Glaube an die Allmacht der neuen Rechen-
methoden riB die Forscher in ihren Betrachtungen auf Wege mit fort,
die sie unter dem Drucke der Anforderungen voller Strenge niemals
hitten gehen kénnen. Kein Wunder, daB nur ein sicherer, genialer
Instinkt vor groben Irrtiimern schiitzen konnte.

Und doch ist es ein Gliick, daB es so war und daB die spiter im
18. Jahrhundert einsetzende und sich im 19. Jahrhundert systematisch
durchsetzende kritische Gegenstromung erst kam, als sie nicht mehr
die Entwicklung hemmen, sondern nur noch ihre Friichte sichern und
fordern konnte. Aber das Bediirfnis nach solcher kritischen Erfassung
und Sicherung des Gewonnenen steigerte sich allmihlich in einem
Grade, daB seine Befriedigung mit Recht als eine der wichtigsten Lei-
stungen in der Mathematik des 19. Jahrhunderts erscheinen muB.

Fiir die Integral- und Differentialrechnung ist hier besonders Cauchy
zu. nennen, welcher durch einwandfreie und klare Formulierung der
Grundbegriffe das schon im 18. Jahrhundert begonnene Werk einer
leicht faBlichen und von allen Unklarheiten des unendlich Kleinen
befreiten Darstellung der hoheren Analysis zu einer in vielen Ziigen
vorbildlichen Vollendung brachte.

Was hauptsichlich noch zu tun {ibrig blieb, war, in den Begriin-
dungen der Sitze und Methoden die anschaulichen Betrachtungen
durch rein analytische zu ersetzen, die sich allein auf die Zahl und die
mit Zahlen méglichen Operationen aufbauen, oder, wie man heute sagt,
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die Analysis zu arithmetisieren. In der Tat stellt die Berufung auf die
geometrische Anschauung bei Beweisen in der Analysis cin fiir den
kritisch geschulten Geist bedenkliches Element dar. Man braucht gar
nicht auf die Frage nach der Genauigkeit oder Ungenauigkeit der
Anschauung oder auf dic Frage nach der Existenz einer ,reinen An-
schauung a priori” im Sinne Kants einzugchen, um zu erkennen, daB
die naive anschauliche Betrachtung hinreichend viele Unbestimmtheiten
enthilt, die ihre Heranziehung zu vollstindig strengen Beweisen in
der Analysis verbieten. In den spiteren Kapiteln wird uns das mehr-
fach deutlich vor Augen treten. Schon jetzt aber méchte ich darauf
hinweisen, daB z. B. der Begriff der stetigen Kurve anschaulich sehr
schwer zu erfassen ist. Eine stetige Kurve braucht keineswegs in
jedem Punkte eine bestimmte Richtung zu haben; ja, es hat sich sogar
gezeigt, dal} cs stetige Kurven gibt, die in keinem Punkte eine Richtung
besitzen; ebenso gibt es stetige Kurven, fiir die nirgends der Begriff der
Kriimmung einen Sinn hat, und Kurven, denen man keine Linge zu-
schreiben kann. Angesichts solcher Tatsachen wird auch der Anfinger
das Bediirfnis nach Arithmetisiecrung der Analysis anerkennen miissen?).

Wir wollen dariiber aber nicht vergessen, daB eine jahrhunderte-
lange glanzende, iiberaus erfolgreiche Entwicklung der Mathematik ohne
eine Befriedigung dieses Bediirfnisses moglich war. Trotz aller Einwen-
dungen bleibt die Anschauung doch immer dic wichtigste lebendige
Triebkraft fiir die mathematische Erfindung, und nur sie kann die
Briicke von der Theorie zu den Anwendungen schlagen.

Ich will nun im AnschluB an Begriffsbildungen von Bolzano und
Weierstraf diejenigen Gedankenginge entwickeln, welche die scharfe
Begriindung und Ergénzung der im ersten Kapitel nur unter Berufung
auf die Anschauung formulierten Sitze geben.

Zum SchluB des Anhangs werden noch einige hiermit nicht zu-
sammenhédngende Ergdnzungen zum ersten Kapitel folgen.

§ 1. Das Haufungsstellen-Prinzip und seine Anwendungen.
1. Das Hiufungsstellen-Prinzip.

Bei der strengen Begriindung der Analysis pflegt man das Hdiufungs-
stellen- Prinzip von Weierstrafi an die Spitze zu stellen, ein Prinzip,
welches vom Standpunkte der naiven Anschauung aus eine Selbst-
verstindlichkeit formuliert, jedoch gerade als kurze Formulierung eines

1} Grundsatzlich muB man sich davon Rechenschaft geben, daB die scharfen
mathematischen Begriffe immer weitgehende Idealisierungen der Vorstellungen
darstellen, zu denen uns eine naive Anschauung fithrt, und daf8 daher die Fragen
der letzten Grundlegung der Mathematik nicht durch Berufung auf die naive
Anschauung beantwortet werden kénnen. Erst in einer allmahlichen Entwickelung,
die bis in unsere Tage reicht und noch nicht zum AbschluB3 gekommen ist, haben
die Grundlagenprobleme der Mathematik eine weitgehende Klarung erfahren.
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immer wiederkehrenden Sachverhalts duBerst bequem zu verwenden ist
wie eine Scheidemiinze im téglichen Verkehr. Es lautet: Wenn 1n etnem
endlichen Intervall unendlich viele Zahlen gegeben sind, so besitzen diesc
Zahlen mindestens eine Haufungsstelle &; d. h. es gibt mindestens einen Wert
& derart, daf in jedes auch noch so kleine um den Punkt & abgegrenate
Intervall immer noch unendlich viele der gegebenen Zahlen hineinfallen.

Um das Hiufungsstellen-Prinzip rein arithmetisch zu beweisen,
nehmen wir zunichst an, das gegebene Zahlenintervall sei das Intervall
von 0 bis 1. Wir teilen es nun in zehn gleiche Teile durch die Punkte 0,1;
0,2;...;0,9. Dann muB jedenfalls in mindestens einem der zehn Teil-
intervalle noch eine unendliche Anzahl der gegebenen Zahlen liegen.
Dieses Teilintervall oder, wenn es mehrere gibt, eines von ihnen mége
das Intervall sein, das mit der Zahl 0,4, beginnt. Dann teilen wir
dieses Intervall wiederum in zehn Teile durch die Teilpunkte 0,4,1;
0,a,2;0,a;3;...;0,4,9 und schlieBen nun wiederum, daB8 in min-
destens einem dieser Teilintervalle noch unendlich viele Zahlen liegen
miissen ; ein solches Teilintervall mége mit dem Punkt 0, 4,4, beginnen.
Indem wir dieses Teilintervall wiederum in zehn gleiche Teile ein-
teilen, unsere SchluBweise wiederholen und dann immer weiter in
derselben Art fortfahren, gelangen wir zu einer Folge von Ziffern a,,
a,, as, . . ., deren jede zwischen 0 und 9 liegt. Wir betrachten nun den
Dezimalbruch

E=O,a1a2a3..-

und erkennen unmittelbar, daB er eine Hiufungsstelle unserer Zahlen-
menge ist; denn jedes noch so kleine Zahlenintervall, in dessen Innern
die Zahl £ liegt, enthilt von einer gewissen Feinheit unserer Dezimal-
teilung ab alle jene oben gekennzeichneten Teilintervalle, in denen noch
unendlich viele Zahlen der Zahlenmenge lagen.

Wenn das betrachtete Zahlenintervall nicht gerade das Inter-
vall 0 < x <1 ist, sondern etwa das Intervall von a bis a 4 A, so
andert sich nichts Wesentliches an unserer Betrachtung. Die fragliche
Hiufungsstelle wird uns dann einfach durch eine Zahl der Form

a+h-0,a,a5a,...
dargestellt.

9. Grenzwerte von Zahlenfolgen. Beweis des Cauchyschen
Konvergenzkriteriums.

Von dem gewonnenen Standpunkte aus erfihrt der Begriff des
Grenzwertes einer unendlichen Zahlenfolge a4, @,, 45, . . ., @y, . . . €ine
neue Beleuchtung. Nehmen wir zunichst den Ausnahmefall vorweg,
daB unendlich viele Zahlen der Folge einander gleich sind, so wollen
wir diesen oder diese gemeinsamen Werte in Erweiterung unserer obigen
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Definition ebenfalls als Haufungsstelle unserer Zahlenfolge bezeichnen.
Befinden sich in der Folge unendlich viele verschiedene Zahlen und
setzen wir voraus, dall die Zahlen a, dieser Folge ,beschrinkt' sind,
d. h. daB es eine Zahl M gibt, fiir welche unabhingig von der Wahl
des Index » die Beziehung |a, | < M gilt, so bilden die Zahlen unserer
Folge eine unendliche Zahlenmenge in einem endlichen Intervall, da
sie ja alle zwischen — M und M liegen. Sie miissen also mindestens
einen Hiufungspunkt & besitzen. Wenn es tatséchlich nur einen ein -
zigen Hiufungspunkt gibt, dann ist unsere Zahlenfolge offenbar kon-

vergent mit genau demselben Grenzwert & = lim a,,. Wenn es dagegen
n—co

mehreve Hiufungspunkte gibt, so besitzt unsere Zahlenfolge keinen
Grenzwert. Die Existenz eines Limes und die Einzigkeit der Hiu-
fungsstelle einer beschrinkten Zahlenfolge sind also gleichbedeutende

Begriffe.
Der Fall der Nichtexistenz eines Limes ist durchaus als Regel zu
betrachten. Z. B. besitzt die Zahlenfolge mit den Gliedern a,, :11—1,

Aypoy=1— % (n=1,2,...) die beiden Haufungsstellen 0 und 1.

Die Gesamtheit der positiven rationalen Zahlen 148t sich als eine
Zahlenfolge auffassen, wobei allerdings die Ordnung nach der GréBe voll-

stindig zerst6rt wird. Zu einer
solchen Anordnung als Zahlen-
folge gelangen wir am einfach-
sten, indem wir die rationalen
Zahlen nach dem beistehenden
Schema anordnen, dieses Schema
dann lings des cingezeichneten
Linienzuges durchlaufen und da-
bei jeden Wert, der schon cinmal

vorgekommen ist (zB%) nicht

mehr  beriicksichtigen.  Offen-
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Abzihlung der rationalen Zahlen.

bar hat das System der rationalen Zahlen simtliche rationalen und
irrationalen Zahlen zu Haufungspunkten; es bildet also ein einfaches
Beispiel fiir eine Zahlenfolge mit unendlich vielen Hiufungsstellen.
Wir kénnen dem Hiufungsstellen-Prinzip mit Hilfe des Begriffes
der Konvergenz eine bemerkenswerte und fiir manche Anwendungen
bequeme Formulierung geben: Aus jeder beschrimkten unendlichen
Zahlenmenge laft sich eine unendliche Teilfolge a,, a,, a, . .. heraus-
greifen, welche gegen einen Grenzpumkt & konvergiert. Hierzu brauchen
wir nur eine Hiufungsstelle & der gegebenen unendlichen Zahlenmenge
zu nehmen, dann eine Zahl 4, aus der Zahlenmenge auszuwihlen, deren

. 1 . . .
Abstand von & kleiner als 10 ist; sodann eine weitere Zahl a, aus
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der Zahlenmenge, deren Abstand von £ kleiner als ﬁ ist, eine dritte
ﬁ ist, usw. Man erkennt, daB
diese Zahlenfolge tatsichlich gegen den Grenzwert & strebt.

Kehren wir nunmehr zu den konvergenten Zahlenfolgen, d. h. den be-
schrinkten Folgen mit nur einer einzigen Hiufungsstelle, zuriick. Das frii-
her in Kap. I, § 6 ausgesprochene Cauchysche Konvergenzkriterium wird
nunmehr fast eine Selbstverstindlichkeit. Setzen wir namlich voraus,
daB |a,, — a,| beliebig klein wird, wenn nur #» und » hinreichend groB
sind, dann liegen alle Zahlen a, in einem endlichen Intervall, besitzen
also mindestens eine Hiufungsstelle £&. Gibe es noch eine andere Hiu-
fungsstelle », so miiite diese von & einen Abstand ]f — 77| =a >0

ay, deren Abstand von £ kleiner als

haben. Beliebig nahe an £, etwa um weniger als % von £ entfernt, miiBten

noch unendlich viele Zahlen a, liegen, d. h. auch Werte a,,, fiir welche
n > N ist, wie gro3 wir auch N vorgeben. Ebenso miissen in beliebiger

Nihe der Haufungsstelle #, jedenfalls also auch um weniger als % von

5 entfernt, noch unendlich viele Zahlen a, unserer Zahlenfolge liegen,
also auch Zahlen a,,, deren Index m > N ist. Fiir diese Werte a,

und a,, gilt aber nunmehr sicherlich |a,, — a,| >%, und diese Be-

ziehung ist unvereinbar mit der Voraussetzung, daB |a,, — a,| bei
hinreichend groBem N beliebig klein wird, sobald m und # gleichzeitig
den Wert N iibersteigen. Mithin gibt es nicht zwei verschiedene Hau-
fungsstellen, und das Cauchysche Kriterium ist bewiesen.

Ebenso einfach erkennen wir, daB3 eine monoton zunehmende und
eine monoton abnehmende beschrinkie Zahlenfolge einen Gremzwert be-
sitzen muf. Denn ist im ersten Falle £ eine Haufungsstelle — eine
solche gibt es ja sicher —, dann muf} & gréBer sein als jede Zahl der
Zahlenfolge. Wire ndmlich eine Zahl a;, der Zahlenfolge gréfer oder
gleich &, dann wiirde fiir alle Zahlen 4, mit » >[4 1 gelten
A, > a4 > a;=&; alle Zahlen der Zahlenfolge, hochstens mit Ausnahme
der / 4 1 ersten, wiirden also auBlerhalb eines Intervalles von der
Breite 2| & — a;,,| liegen, dessen Mittelpunkt der Punkt & ist. Dies
aber widerspricht der Voraussetzung, daB & eine Haufungsstelle ist. Ober-
halb & kénnen daher keine Zahlen und um so mehr auch keine Hau-
fungsstellen der Folge liegen. Falls auBer & noch eine Haufungsstelle 5
existiert, miiBte also n <& sein. Durch Wiederholung unserer Uber-
legung mit 7 statt & erhielten wir auch & < 7 und damit einen Wider-
spruch. Eine ganz entsprechende Betrachtung gilt natiirlich fiir monoton
abnehmende Folgen.

Wir konnen iibrigens, wie auf S. 30, unsere Aussage iiber monotone
Folgen noch erginzen, indem wir bei einer solchen Folge auch den
Grenzfall zulassen, daB aufeinanderfolgende Zahlen der Folge einander
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gleich sind. Wir sprachen dann besser von einer monoton nicht ab-
nehmenden bzw. nicht zunehmenden Folge. Der Satz von der Existenz
eines Grenzwertes bleibt flir solche Folgen bestehen.

3. Oberer und unterer Hiufungspunkt, obere und untere Grenze

einer Zahlenmenge.

Wenn wir in der Konstruktion, die uns in Nr. 1 zu einer Hiufungs-
stelle & gefithrt hat, die jeweilige Auswahl der Teilintervalle durch die
Bedingung treffen, daB stets das letzte Teilintervall genommen werden
soll, welches noch unendlich viele Punkte der Zahlenmenge enthilt,
so werden wir auf einen bestimmten Hiufungspunkt f gefiihrt, den
wir den ,,oberen Hiufungspunkt' oder , Limes superior'* der Zahlen-

menge nennen und abgekiirzt mit lim sup oder lim bezeichnen. Er ist
der am weitesten rechts liegende Haufungspunkt unserer Zahlen-
menge; d. h. es konnen zwar noch unendlich viele Zahlen der Menge
oberhalb f liegen, aber, wie klein man auch die positive Zahl ¢ wihlt,
nicht mehr unendlich viele oberhalb g + e.

Wenn wir in der Konstruktion aus Nr. 1 stets das erste Teilinter-
vall herausgreifen, in dem noch unendlich vicle Punkte der Menge
liegen, so werden wir auf einen Hiufungspunkt « gefiithrt, den ,,unteren
Haufungspunkt' oder ,,Limes inferior” der Zahlenmenge (abgekiirzt:
lim inf oder lim), unterhalb dessen es keinen weiteren Hiufungspunkt

mehr gibt. Es kénnen zwar noch unendlich viele Zahlen unterhalb «
liegen, aber, wic klein auch die positive Zahl & gewihlt wird, nicht
mehr unter & — ¢. Den Beweis dieser Tatsachen kann ich dem Leser
iiberlassen.

Der obere Haufungspunkt 8 braucht ebenso wenig wic der untere «

selbst zur Zahlenmenge zu gehéren. Fiir die Menge der Zahlen a,,, = % ;

Appo1=1— % ist z.B. « =0, =1, aber dic Werte 0 und | be-
finden sich nicht in der gegebenen Zahlenmenge.

Bei unserem Beispiel gibt es oberhalb f =1 keine Zahl der Menge.
Man sagt, es ist in diesem Falle =1 auch die obere Grenze G der Menge,
indem man allgemein folgende Definition gibt: G heilt obere Grenze einer
Zahlenmenge, wenn es keine Zahl der Menge gibt, welche gréfler als G
ist, aber wenn bei jedem noch so klein gewihlten positiven & immer
mindestens cine Zahl der Menge vorhanden ist, die oberhalb G — ¢ liegt.
Entsprechend wird die w.ntere Grenze g definiert. Dic obere Grenze kann,
wie wir sehen, mit dem oberen Hiufungspunkt zusammenfallen. Aber

das Beispiel der Zahlenmenge a, =1 + -i— (mn=1,2,...) zeigt uns
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schon, daB dies nicht notwendig der Fall zu sein braucht. Hier ist
G=2und f=1.

Wir sehen jedenfalls, daB stets G = B sein muB, und erkennen ferner,
daB die obere Grenze, falls sie nicht mit dem oberen Hiufungspunkt zu-
sammenfillt, eine ,isolierte’ zur Zahlenmenge wirklich gehirende Zahl
sein muB. Entsprechend gilt fiir die untere Grenze g stets g = «; es
mufB, wenn g und « nicht zusammenfallen, g eine isolierte, zur Menge
gehdrende Zahl sein.

§ 2. Sitze iiber stetige Funktionen.
1. GroBter und kleinster Wert stetiger Funktionen.

Eine beschrinkte unendliche Zahlenmenge muf eine obere Grenze G
und eine untere Grenze g besitzen. Diese Zahlen G und g brauchen
aber, wie wir sahen, nicht mehr selbst zu der Zahlenmenge zu ge-
hoéren, oder, wie man sagt, die Zahlenmenge braucht keinen grog-
ten Wert und keinen kleinsten Wert zu besitzen. So besitzt z. B.

die Zahlenfolge 1 1 ... die untere Grenze 0; aber 0 gehort nicht

1

’ _2_1 '§';
zur Zahlenmenge, und die Zahlenmenge enthilt daher keine kleinste Zahl.

Angesichts dieser Tatsache ist der folgende Satz iiber stetige Funk-
tionen durchaus nicht so selbstverstindlich, wie er der naiven An-
schauung nach erscheinen mag: Jede in eimem abgeschlossenen
Intervall a < x < b stetige Funktion [(x) nimmt dort mindestens
esnmal einen groften und mindestens einmal einen kleinsten Wert an,
oder, wie man sagt, sie besitzt einen grofiten und einen kleinsten Wert.

Der Beweis ergibt sich leicht folgendermaBen. Jedenfalls stellt der
Wertevorrat der stetigen Funktion f(x) im Intervall @ < x < b eine be-
schrankte Zahlenmenge dar und besitzt daher eine obere Grenze G. Denn
sonst gibe cs eine Folge von Zahlen &;,&,,...,&,, ... unseres Inter-
valles, fiir die f(£,) unbeschriankt wichst. Diese Folge hitte wenigstens
einen Hiufungspunkt £* im Intervall. Dann gibe es aber in beliebiger
Nihe von &* immer noch Zahlen &, unserer Folge, fiir die |f(£,) —7(£*)]
> 1 (ja sogar beliebig groB) wire, d. h. die Funktion wére im Punkte &*
unstetig. Da es also eine obere Grenze G gibt, muB es auch eine Folge

von Zahlen «x,, %5, . .., %,, ... des Intervalles geben, derart, dal
lim f(x,) =G
n—oo

ist. Nach dem Hiufungsstellen-Prinzip in der Fassung von S. 45
konnen wir aus der Folge der Zahlen x, eine Teilfolge auswihlen, -
die gegen einen Grenzwert & konvergiert; nennen wir sie wieder
&,8,..., &, ..., so daB also

limé¢§, =§&

n—>0
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ist. Es wird nun sicherlich auch

lim /(&) = G

" —>00
sein. Andererseits ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Funk-
tion f{x), da & zum Intervall gehort,

lim 7(£,) = (£).

n—> oo

Somit ist f(§) = G. Der Wert G wird also an einer bestimmten Stelle &
im Innern oder am Rande des Intervalles angenommen, was unsere
Behauptung darstellt. Genau die entsprechende Betrachtung gilt
natiirlich fiir den kleinsten Wert.

Der Satz vom gréBten und kleinsten Wert stetiger Funktionen wiirde
dbrigens nicht allgemein richtig sein, wenn wir nicht ausdriicklich das
Intervall als abgeschlossen voraussetzen, d.h. die Endpunkte in die

Stetigkeitsvoraussetzung mit einbeziehen. Z. B. ist die Funktion y = %

in dem offenen Intervall 0 < x < oo stetig; sie hat aber dort keinen
groBten Wert, sondern besitzt in der Ndhe von x = 0 beliebig groBe
Werte. Ebenso hat sie keinen kleinsten Wert, sondern wird fiir hin-
reichend groBles x beliebig klein, ohne den Wert 0 anzunehmen.

2. Die GleichmiBigkeit der Stetigkeit.

Die Stetigkeit einer Funktion f(x) in einem abgeschlossenen Inter-
vall 2 < x < b 1aBt, wie wir schon gesehen haben (vgl. S.41) und
wie wir noch weiter erkennen werden, einen so groBen Spielraum fiir
verschiedenartige unanschauliche Vorkommnisse, daB wir noch einige
weitere, vom naiven Standpunkt aus sozusagen selbstverstindliche
Dinge iiber stetige Funktionen aus dem Begriff der Stetigkeit heraus
logisch streng bewecisen wollen. Unser Begriff der Stetigkeit besagt
lediglich, daB aus der Bezichung lim x,, = ¢ die Beziehung lim{(x,) = f(£)

n—>oo 7—> 00

folgt. Wir kénnen dies auch so ausdriicken: Fiir jede Stelle & gibt es zu
jeder noch so kleinen Genauigkeitsschranke £ > 0 eine Zahl § > 0, derart,
daB [f(x) — f(§)] <e wird, wenn nur |x — &| < ist, sobald alle
betrachteten Zahlen x in dem gegebenen Intervall a < x < b liegen.
Z. B. ist bei ¢ 40 fir die Funktion y = cx eine solche Zahl §

durch die Relation § = Z gegeben; fiir die Funktion y = %2 kénnen

wir uns folgendermaBen eine solche Zahl konstruieren: Wir nehmen
z.B. an, daB @ = 0 und b =1 ist, und fragen: Wie nahe sollen wir x
an £ wihlen, damit der Ausdruck [#2 — £2| < ¢ wird? Zu dem Zweck
schreiben wir [x% — 2| =|x —¢&||x +&| < |x —&] (1 4+ &). Wenn

wir also 6 < ﬁ

wird. Wir sehen an diesem Beispiel, daB die gewonnene Genauigkeits-
grenze § nicht nur von & abhingt, sondern auch noch von der Stelle &
Courant, Differentialrechnung, I. 2. Aufl, 4

wihlen, so werden wir sicher sein, daB3 [x2 — §2| <e
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des Intervalles, an welcher wir die Stetigkeit der Funktion betrachten.
Wir kénnen nun aber, wenn wir darauf verzichten, die Schranken-
bestimmung besonders giinstig zu gestalten, diese Abhingigkeit der
GroBe 6 von & auch noch beseitigen, indem wir rechts & durch die
GroBe 1 ersetzen, wodurch 6 wegen 0 < & < 1 hochstens verkleinert

und schlimmstenfalls gleich % wird.

Es entsteht nun die Frage, ob etwas Ahnliches fiir jede in einem
abgeschlossenen Intervall stetige Funktion gilt, d. h. ob man — unter
Verzicht auf die jeweils giinstigste Bestimmung von ¢ — fiir das ganze
Intervall gleichzeitig oder, wie man besser sagt, gleichmdfig in bezug
auf & zu jedem ¢ eine nur von ¢ und nicht mehr von £ abhingige
Schranke & = & (¢) bestimmen kann, so dal die obige Beziehung

Hx) — 1) | <e
gilt, sobald |x — &] < ist. In der Tat ist dies nun méglich lediglich
auf Grund der allgemeinen Stetigkeitsdefinition und ohne weitere, spe-
ziellere Voraussetzungen. Diese Tatsache, auf die sich erst spit im
19. Jahrhundert die Aufmerksamkeit gerichtet hat, heiBt der Satz von
der gleichmipigen Stetigkest stetiger Funktionen.

Sein Beweis soll indirekt gefiihrt werden. Wir werden also
aus der Annahme, es gibe eine in einem abgeschlossenen Intervall
a < x < b stetige, aber dort nicht gleichmiBig stetige Funktion f(x),
einen Widerspruch herleiten. Die gleichmaBige Stetigkeit bedeutet:
Wenn man erreichen will, daB die Differenz |f(x) — f(v)|, wo # und v
aus dem abgeschlossenen Intervall @ < x =< b zu nehmen sind, kleiner
wird als eine positive, beliebig klein wahlbare GroBe ¢, so braucht man
nur % und v nahe genug beieinander zu wihlen, namlich niher als um
eine geeignet zu ¢ hinzuzubestimmende Zahl 6 = d(¢); wo ein solches
Wertepaar %, v im Intervall liegt, ist im iibrigen gleichgiiltig. Ware nun
{(x) nicht gleichmaBig stetig, so gabe es danach eine feste positive (viel-
leicht sehr kleine) Zahl « und zu jeder Zahl 4, einer beliebigen gegen 0
strebenden Folge 6,,0,,0;,... ein Wertepaar #,,v, im Intervall,
derart, daB8 fiir alle Werte von # gilt |, — v,| <6, und |f(u,) — #(v,) |
> «. Die Zahlen #, miissen nach dem Hiufungsstellenprinzip eine
Hiufungsstelle £ besitzen und somit die Zahlen v, dieselbe Haufungs-
stelle. Grenzen wir um diese Hiufungsstelle & ein beliebig kleines
Intervall |x —¢ | <6 ab, so werden also unendlich viele Werte-
paare #,,v, in dieses Intervall hineinfallen. Die ,,Schwankung® der
Funktion f(x) wiirde also innerhalb eines beliebigen solchen Intervalles
noch immer groBer als die feste Zahl a bleiben. Dies aber steht mit der
vorausgesetzten Stetigkeit der Funktion f(x) an der Stelle & im Wider-
spruch; denn diese verlangt, daB fiir nahe an & gelegene x; und x,

11O — 1) <5 und [fE =)<z,
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also |f(x) — f(#,)| <o ist. Damit ist die behauptete GleichmiBig-
keitseigenschaft bewiesen.

Bei unserem Beweis haben wir die Abgeschlossenheit des Inter-
valles wesentlich bentitzt1). In der Tat ist der Satz von der Gleich-
maBigkeit der Stetigkeit fiir nicht abgeschlossene Intervalle auch gar

nicht allgemein richtig. Z. B. ist die Funktion % in dem offenen Inter-

vall 0 < x =1 stetig, aber nicht mehr gleichmiBig stetig. Denn wie
klein man auch die Breite 6 (< 1) eines Intervalles wihlt, so wird
doch die Schwankung der Funktion in diesem Intervalle immer groBer
als eine feste Zahl, z. B. 1, sein, wenn das Intervall nur nahe genug am

Nullpunkt, etwa als% <xr < §-2é gewdhlt wird. Die Ungleichm#Big-

keit der Stetigkeit beruht natiirlich darauf, daB in dem abgeschlossenen
Intervall 0 < x < 1 die Funktion eine Unstetigkeitsstelle im Anfangs-
punkt besitzt. Hatten wir die obige Funktion y = %% im ganzen
(offenen) Intervalle — 00 << x < 0o statt in einem abgeschlossenen
Teilintervall betrachtet, wire auch sie nicht gleichmiBig stetig gewesen.

3. Der Zwischenwertsatz.

Ein weiterer in der Analysis stindig benutzter Satz ist der folgende:
Eine in einem abgeschlossenen Intervall a < x < b stetige Funktion f(x),
welche filr x = a negativ, fiir x = b positiv ist (oder umgekehrt), nimmt
wm Intervall mindestens einmal den Wert O an. Dieser fiir die geometrische
Anschauung triviale Satz, welcher besagt, daB eine stetige Kurve, die
am Anfang unterhalb, am Ende oberhalb der x-Achse liegt, dazwischen
einmal die x-Achse schneiden mubB, ist auch analytisch sehr einfach
zu beweisen. Es gibt sicher im Intervall unendlich viele Punkte #, fiir
welche f(x) <0 ist — wegen der Stetigkeit der Funktion ist sie ja
sicher in einem ganzen an den Anfangspunkt anschlieBenden Intervall
negativ —. Die Menge dieser Punkte x mit f(x) <0 besitzt eine obere
Haufungsstelle &, die im Innern des Intervalles liegen muB. Da in deren
beliebiger Nihe Punkte x mit f(x) < 0 liegen miissen, so ist jedenfalls
wegen der Stetigkeit f(§) < 0. Es kann aber nicht /() <0 sein, da
sonst auch in einer passend klein gewihlten Umgebung von & die
Funktion f(x) negativ wire, also auch in Werten #, fiir die x > £ ist;
dies widerspricht der Voraussetzung, daB & die groBte Haufungs-
stelle der Werte x mit f(x) <0 ist. Also gilt f(£) = 0, und unsere
Behauptung ist bewiesen.

Wir konnen unseren Satz leicht ein wenig verallgemeinern: Setzen
wir voraus, daf f(a) = o, (b)) = B set, und ist p irgend ein Wert zwischen
o und B, dann nimmt die stetige Funktion f(x) in dem Intervall den Wert u

!) Sonst brauchte namlich der Haufungspunkt & nicht zum Intervall zu
gehoren.

4*
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mindestens eimmal an. Denn die stetige Funktion ¢(x) = f(x) —u
wird an beiden Endpunkten des Intervalles verschiedene Vorzeichen
haben, also im Intervall den Wert 0 annehmen.

4. Umkehrung einer stetigen monotonen Funktion.

Wenn die stetige Funktion ¥ = f(x) in dem Intervall a < x < b
monoton ist, so wird jeder Zwischenwert g ein- und nur einmal angenom-
men; es gehort also, wenn y das abgeschlossene Intervall zwischen
den Werten « = f(a) und B = f(b) durchlduft, zu jedem Wert von y
genau ein Wert von x. Wir kénnen daher x in diesem Intervall auch
als eindeutige Funktion von y betrachten, d. h. wir kénnen die Funk-
tion ¥ = f(») eindeutig umkehren. Wir behaupten: Diese Umkehr-
funktion x = @(y) ist wicderum eine stetige und monotone Funktion
von y, wenn y im Intervall zwischen o und f variabel ist.

Der monotone Charakter der Umkehrfunktion x = @(y) versteht
sich von selbst. Um den Beweis fiir ihre Stetigkeit streng zu fiihren,
beachten wir, daB aus dem monotonen Charakter von f(x) folgt:
[f(%s) — F(%y)| =|¥2 — 1| >0, sobald x, und #, verschiedene Zahlen
unseres Intervalles sind. Ist nun % eine positive Zahl kleiner als b — a,
so ist die Funktion |f(x + %) — f(x)| im abgeschlossenen Intervalle
a < x < b — h stetig, besitzt also an einer Stelle ¥ = £ einen kleinsten
Wert |f(& + k) — f(€)| = «(h), welcher unserer obigen Bemerkung
zufolge nicht Null ist?). Wir schlieBen hieraus: Wenn %, und x, zwei
Stellen des Intervalles sind, fiir welche |x; — x,| = & gilt, so wird
[f(%1) — f(%:)| = (k). Daraus folgt aber sofort die Stetigkeit der Um-
kehrfunktion. Denn sobald |y, — y,| unter die positive Zahl a« (k)
sinkt, muB |%; — x,| < A sein; ist also eine Genauigkeitsschranke &
vorgegeben, so brauchen wir nur é = a(¢) zu wihlen, damit fiir alle
Werte y, fir die |y, —y| <9 ist, auch |@(y;) — @(y)| <& wird.

5. Weitere Sitze iiber stetige Funktionen.

Ich iiberlasse dem Leser den Beweis der folgenden fast selbstverstand-
lichen Tatsache: Eine stetige Funktion von einer stetigen Funktion ist
wieder stetig; d. h. ist ¢ (%) eine im Intervall ¢ < x < b stetige Funktion,
deren Wertevorrat das Intervall a < ¢ < B ausfiillt, ist ferner /(g)
cine in diesem letzteren Intervall stetige Funktion von ¢, so ist f(g (x))
auch eine im Intervall a < x < b stetige Funktion von x. (Satz von der
Stetigkeit der aus stetigen Funktionen zusammengesetzten Funktionen.)

Schon auf S.41 wurde der Satz erwihnt, daB Swumme, Differenz,
Produkt von stetigen Funktionen wieder stetig sind und daB auch der
Quotient stetiger Funktionen stetig ist, solange der Nemner von 0 ver-
schieden bleibt.

1y Ubrigens strebt «(k) wegen der Stetigkeit von f{x) mit unbegrenzt ab-
nehmendem % selbst gegen Null.
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§ 3. Bemerkungen iiber die elementaren Funktionen.

Im ersten Kapitel haben wir stillschweigend angenommen, daB die
elementaren Funktionen stetig sind. Der Beweis dafiir ist in der Tat
nunmehr fast selbstverstindlich. Zunichst ist f(x) = x eine stetige
Funktion, also auch %% = x-x als Produkt zweier stetiger Funktionen
und ebenso jede Potenz von x und daher jede ganze rationale Funktion
als Summe von stetigen Funktionen; somit ist auch jede gebrochene
rationale Funktion als Quotient stetiger Funktionen stetig in jedem
Intervall, in welchem der Nenner nicht verschwindet.

Die n-te Wurzel aus x ist als Umkehrfunktion der #-ten Potenz — die
Funktion s ist offenbar fiir x > 0 monoton und stetig — stetig, und
also nach der Regel von der Stetigkeit zusammengesetzter Funktionen
z. B. auch die n-te Wurzel aus einer rationalen Funktion.

Die Stetigkeit der trigonometrischen Funktionen, die dem Leser von
der Schule her geldufig ist, kénnten wir jetzt unschwer unter Be-
nutzung der oben gegebenen Begriffsbildungen beweisen ; ich unterlasse
das aber hier, weil sich im nichsten Kapitel, § 3, diese Stetigkeit ganz
von selbst als Folge der Differenzierbarkeit mit ergeben wird.

Einige Bemerkungen sind lediglich noch iiber die Definition und
Stetigkeit der Exponentialfunktion a®, der allgemeinen Potenz x* und
des Logarithmus nétig. Wir setzen wie im ersten Kapitel (§ 8) voraus,
daB a eine positive Zahl, etwa gréBer als 1 ist, und verstehen, wenn

¥ :—:i eine positive rationale Zahl bedeutet (p und ¢ ganze Zahlen),

r
unter a” = a4 den positiven Wert dieser GréBe. Ist « irgend eine irratio-
nale Zahl und bedeutet 7,,7,, ..., 7,,... eine belicbige Folge rationaler

Zahlen, welche gegen « streben, so behaupten wir, daf3 lim a™ existiert ;

wir nennen diesen Grenzwert dann a*.

Um die Existenz dieses Grenzwertes zu zeigen, brauchen wir nach dem
Cauchyschen Konvergenzkriterium nur nachzuweisen, daB |a'» —a'n |
beliebig klein wird, sobald nur # und m hinreichend groB gewihlt sind.
Wir nehmen etwa an r, >7,, d. h. , —7,, =0 > 0. Dann wird

amm — @' = g™ (a® — 1).
Wir brauchen also, da a’» beschrinkt bleibt, nur noch zu zeigen, daB
|a® —1|=a® —1 bei hinreichend groBem # und m beliebig klein ist.
Es ist aber ¢ eine rationale Zahl, die sicherlich, wenn # und s hin-
reichend grof3 sind, beliebig klcin wird. Ist also ! eine beliebig groBe

natiirliche Zahl, so ist ¢ <—t-, sobald # und m hinreichend grof3

sind. Nun ist?) wegen & <% und a > 1

1) Diese Tatsache darf ich wohl aus der Schulmathematik als bekannt
voraussetzen.
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1
l<al<al

1
und da @ ¥ mit wachsendem  gegen 1 strebt (vgl. S. 22), folgt unmittel-
bar unsere Behauptung.

Ich kann es wiederum dem Leser iiberlassen, zu zeigen, daB die
so auch fiir irrationale Werte x definierte Funktion a® {iberall stetig
ist, ferner, daB sie eine monotone Funktion von x darstellt. Fiir negative
Werte von x wird diese Funktion naturgemiB durch die Gleichung

1

T —
a ===

erklirt. Sie nimmt dann, wenn x von — 0o bis 4 oo lduft, in mono-
toner Folge alle Werte zwischen 0 und -+ oo an. Daher besitzt sie eine
stetige und monotone Umkehrfunktion, die wir als Logarithmus zur Basts a
bezeichnen. —Ganz dhnlich kann man dieStetigkeit der aligemeinenPotenz
y=21%1in x beweisen, wobei a eine feste rationale oder irrationale Zahl,
% eine im Intervalle 0 < x < oc laufende unabhingige Verdnderliche ist.

Die hier skizzierte ,elementar-mathematische Betrachtung' der
Exponentialfunktion, des Logarithmus und der Potenz x*, wie sie
zum grofen Teil schon von der Schule her geldufig ist, werden wir im
dritten Kapitel, § 6, durch eine prinzipiell viel einfachere Betrach-
tungsweise ersetzen.

§ 4. Polarkoordinaten.

Wir haben im ersten Kapitel den Funktionsbegriff an die Spitze ge-
stellt und ihn durch das geometrische Bild einer Kurve veranschaulicht.
Es ist jedoch niitzlich, daran zu erinnern?), daB die analytische Geo-
metrie den umgekehrten Weg einschligt, nimlich von einer geometrisch
gegebenen Kurve ausgeht und dann diese Kurve durch eine Funktion
darstellt, etwa durch eine Funktion, welche die eine Koordinate eines
Kurvenpunktes vermittelst der anderen ausdriickt. Diese Auffassung
fiihrt ganz naturgemiB dazu, auBer den bisher von uns im ersten Ka-
pitel allein benutzten rechtwinkligen Koordinaten auch noch andere
zu betrachten, deren Einfilhrung der geometrisch gegebenen Kurve
besser angepalt sein kann. Das wichtigste Beispiel dafiir sind die
Polarkoordinaten v, 3, welche mit den rechtwinkeligen Koordinaten x, y
eines Punktes P durch die Gleichungen

x=rcos?, y=vrsind, rr=2x2+142, tgd= %
verbunden sind und deren geometrische Bedeutung durch Figur 24

klar wird.

1) Vgl. auch S.9.
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Betrachten wir etwa die Lemniskale: sie ist geometrisch definiert
als der Ort aller Punkte P, fiir welche das Produkt der Abstinde 7,
und 7, von den festen Punkten F; und F, mit den rechtwinkeligen

X
Y
L __op
Y
s
\ > >
0 x T
Fig. 24. Polarkoordinaten. Fig. 25. Lemniskate.
Koordinaten x =a, y =0 bzw. x = —a, y = 0 den Wert a? besitzt

(vgl. Fig. 25). Da
‘ n=@F—a+y, =+ +)
ist, so ergibt sich nach einfacher Umrechnung als Lemniskatengleichung
(x2 + y2)2 . 2a2 (xZ_ y2) =0.
Fiihren wir nun Polarkoordinaten ein, so erhalten wir
7 — 2a27% (cos? & — sin?@) =0
oder schlieBlich nach Weglassung des Faktors 72 gemiB einer einfachen
trigonometrischen Formel
72 = 2a2cos 29

Wir sehen also, daB die Gleichung der Lemniskate in Polarkoordinaten
einfacher wird als in rechtwinkligen.

§ 5. Bemerkungen iiber komplexe Zahlen.

Die Gesamtheit der reellen Zahlen wird fiir uns die Grundlage
der Betrachtung abgeben. Ich mdéchte jedoch schon an dieser Stelle
im Hinblick auf die Anwendungen im achten, neunten und zehnten
Kapitel daran erinnern, daB die Aufgaben der Algebra noch zu einer
umfassenden Erweiterung des Zahlbegriffes gefithrt haben, namlich
zur Einfithrung der komplexen Zahlen. Ebenso wie die Erweiterung
des Zahlbereichs der natirlichen Zahlen zu dem aller reelien Zahlen
dem Bestreben entspringt, Ausnahmeerscheinungen zu beseitigen bzw.
gewisse Operationen, wie Division, Subtraktion, Zuordnung von Zahlen
und Strecken ausnahmslos méglich zu machen, wird man zur Ein-
fithrung der komplexen Zahlen durch die Forderung genétigt, jeder
quadratischen Gleichung und sogar jeder algebraischen Gleichung
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eine Losung zuschreiben zu kénnen. Will man z. B. erreichen, daf
die Gleichung
x24+1=0

Wurzeln besitzt, so ist man gezwungen, neue Symbole + ¢ und — ¢
als Wurzeln dieser Gleichung einzufithren (und dadurch erreicht man,
wie in der Algebra gezeigt wird, gleichzeitig die Auflosbarkeit aller
algebraischen Gleichungen)?).

Sind 4 und b gewéhnliche reelle Zahlen, so bedeutet die komplexe
Zahl ¢ = a + ©b ein Zahlenpaar (a, b), wobei das Rechnen mit solchen
Zahlenpaaren einfach nach folgender allgemeinen Regel zu erfolgen
hat: Man addiert, multipliziert, dividiert komplexe Zahlen (unter
denen fiir b = 0 als Spezialfall auch die reellen Zahlen enthalten sind),
indem man das Symbol 7 wie eine unbestimmte RechengréBe behan-
delt, aber stets alle Ausdriicke durch die Benutzung der Beziehung 12= —1
so vereinfacht, daB3 héhere Potenzen dieser Grifle als die ersten nicht
stehen bleiben und daB wieder ein Ausdruck der Form a 4 bt ent-
steht.

Ich darf voraussetzen, daB der Leser eine gewisse Bekanntschaft
mit diesen komplexen Zahlen mitbringt. Trotzdem will ich eine beson-
ders wichtige Beziehung hier noch hervorheben, indem ich an die
geometrische bzw. trigonometrische Darstellung der komplexen Zahlen
ankniipfe. Ist ¢ = x 4 ¢y eine solche Zahl, so reprisentiert man sie
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem durch den Punkt P mit
den Koordinaten x und y. Fiithren wir nun (vgl. Fig. 24, S. 55) durch
die Gleichungen % =7rcos®, y =rsind an Stelle der rechtwink-
ligen Koordinaten Polarkoordinaten » und ¢ ein, wobei wir 7 =0
und — 7 <& <=z wihlen, so wird r =]/x—2+ y2 der Abstand des
Punktes P vom Koordinatenanfangspunkte O, und & ist der Winkel
zwischen der positiven x-Achse und dem Strahl OP. Die komplexe
Zahl ¢ stellt sich dann in der Form dar

c=r(cos? + isind).

Wir nennen den Winkel & den zur Zahl ¢ gehorigen Winkel oder Arcus, die
GroBe 7 ihren absoluten Betrag, fir den man auch | ¢| schreibt. Zur,,kon-
gugiert komplexen'' Zahl ¢ = x — 1y gehort offenbar derselbe absolute Be-
trag 7, aber, auBer im Falle eines negativ-reellen ¢, der Winkel —¢. Esist

P=Ic=cc=2a%+ 9%
Mit Hilfe der obigen trigonometrischen Darstellung nimmt die Mul-

- tiplikation der komplexen Zahlen eine besonders einfache Form an. Es
ist ndmlich

1) Die Tatsache, daB jede algebraische Gleichung reelle oder komplexe Wur-
zeln besitzt, ist die Aussage des ,,Fundamentalsatzes* der Algebra.
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c-¢' == r{cos® + esind) -7 (cos P - 1 sin )
== 7"« ((cos ¥ cos ¥’ —sin & sin ') + ¢ (cos & sin &' -+ sin & cos #'));

wenn man die bekannten Additionsgesetze fiir die trigonometrischen
Funktionen beachtet, ergibt sich hieraus

c-¢ = r7'-(cos (§ + &) + isin (@ + ¥)).

Man multipliziert also komplexe Zahlen, indem man ihre absoluten
Betrige multipliziert und ihre Winkel addiert. Die merkwiirdige Formel

(cos & + ssind) (cos P + isin ) = cos (§ + ') + ¢sin (& + &)

pflegt man die Formel von Moivre zu nennen; sie fithrt im ibrigen
unmittelbar zu der Beziehung

(cos @ + isin)® = cosud + isinnd,

welche uns z. B. gestattet, die Gleichung 2" =1 fir ganzzahliges
positives # aufzuldsen, indem man sofort ihre Wurzeln

2n .. 2 4z .. 4= .
sl:s:cos—”--Jrzsm—?—lr, £2i£2:c057—2+¢sm7,

&, -+ zsin

- 12
S(”' ) 14

n

(n-—-1)2n

= ¢l —=¢
1 0 n

, g =¢&"=1

hinschreiben kann.

Denkt man sich ibrigens den Ausdruck auf der linken Seite der
Gleichung (cos & + ¢sin 9)* = cos # + ¢sin#® nach dem binomi-
schen Satz entwickelt, so liefert uns die Gleichung, wenn wir Reelles
und Imaginires trennen, eine Darstellung von cos## und sin#®
durch Potenzen und Potenzprodukte von cos & und sin 9.

Zweites Kapitel.

Grundbegriffe der Integral- und
Differentialrechnung.

Unter den Grenzwertbildungen der Analysis spielen zwei eine be-
sonders wichtige Rolle, nicht nur weil sie immer wieder in den ver-
schiedensten Zusammenhingen auftreten, sondern vor allem weil sie
miteinander in einer engen Wechselbeziehung stehen. Diese beiden
Grenzwertbildungen, das Integral und der Differentialquotient, wurden
an Hand vereinzelter Beispicle schon seit langer Zeit, z. T. sogar schon
im klassischen Altertum betrachtet; aber erst die Tatsache, daBl man
ihren engen gegenseitigen Zusammenhang erkannte und sie, gestiitzt
darauf, zur Grundlage ganz neuer methodischer Rechenverfahren
machte, bildet den Beginn der eigentlichen systematischen Integral-
und Differentialrechnung. Das Verdienst, diese Entwicklung angebahnt
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zu haben, gebithrt gleichmiBig den zwei groBen Geistern des 17. Jahr-
hunderts Newton und Leibniz, die, wie man heute weiB, ihre Entdeckun-
gen unabhingig voneinander machten. Wenn vielleicht Newton in
seinen Untersuchungen zu groBerer begrifflicher Klarheit durchdrang,
so haben sich doch die Leibnizschen Bezeichnungen und Rechenmethoden
in héherem Grade durchgesetzt als die Newtonschen; noch heute bilden
diese formalen Seiten der Leibnizschen Gedankenentwicklung ein un-
entbehrliches Element in der Theorie.

§ 1. Das bestimmte Integral.

Als ersten Punkt behandeln wir das Integral, welches aus sachlichen
und historischen Griinden bei jeder Darstellung der héheren Analysis.
viel mehr im Vordergrund stehen miiBte, als dies einer auf Zufillig-
keiten beruhenden und bis heute fortwirkenden Lehrtradition ent-
spricht. Das Integral tritt uns urspriinglich entgegen bei dem Problem,
den Flicheninhalt eines krummlinig begrenzten Stiickes der Ebene aus-
zumessen. Eine verfeinerte Betrachtung fithrt dann sofort zu einer
Loslésung des Integralbegriffes von der naiven anschaulichen Vor-
stellung des Flicheninhaltes und zu einer rein auf dem Zahlbegriff
aufgebauten analytischen Fassung. Die Bedeutung dieser analytischen
Integraldefinition werden wir nicht nur darin erkennen, daB sie allein
uns volle begriffliche Klarheit liefert, sondern ebenso sehr auch in der
Moglichkeit zu mannigfachen, iiber die Flicheninhaltsbestimmung weit
hinausgehenden Anwendungen.

Wir beginnen mit einer anschaulichen Betrachtung.

1. Das Integral als Flicheninhalt.

Ist eine in einem Intervall stetige positive Funktion f(x) gegeben und
sind x = a und x = b (a < b) zwei Werte in diesem Intervall, so denken
wir uns die Funktion durch eine Kurve reprisentiert und betrachten den
Inhalt der Fliche, welche von der Kurve einerseits, den beiden geraden
Linien x = a4 und x = b andererseits und
schlieflich dem Stiick der x-Achse zwischen
den Punkten 2 und b begrenzt ist (Fig. 26).

DaB es einen bestimmten Sinn hat, von
diesem Flicheninhalt zu sprechen, ist eine
von der Anschauung inspirierte Annahme,
welche wir hier ausdriicklich als Voraus-
setzung formulieren. Wir nennen diesen
Flicheninhalt F? das bestimmie Integral
der Funktion f(x) zwischen den Gremzen a
und b. Wenn wir versuchen, diesen Flicheninhalt wirklich durch
eine MaBzahl zu charakterisieren, so werden wir davon ausgehen

Fig. 26.
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miissen, da3 wir zwar nicht Flichenstiicke mit krummlinigen Rindern,
wohl aber geradlinig begrenzte Polygone ausmessen konnen, indem wir
sie in Dreiecke bzw. Rechtecke zerlegen. Dies ist im allgemeinen exakt
bei unserem Flichenstiick nicht méglich. Wohl aber liegt es sehr nahe,
den Fliacheninhalt in folgender Weise als Grenzwert einer Summe
von Rechtecksinhalten aufzufassen. Teilen wir die Strecke zwischen
den beiden Punkten ¢ und b der Abszissenachse in # gleiche Teile
und errichten in allen Teilpunkten die Ordinaten bis zur Kurve, so
wird die ganze Fliche ebenfalls in # Streifen zerlegt. Jeden dieser
Streifen konnen wir zwar im allgemeinen ebensowenig direkt mit
Hilfe der Funktion f(x) berechnen wie den genannten Flicheninhalt;
aber wenn wir, wie in Figur 27 ersichtlich, in jedem Teilintervall je-
weils den kleinsten und den gréBten Funk-

tionswert von f(x) aufsuchen und den betref-

fenden Streifen einmal durch ein Rechteck

ersetzen, dessen Hohe gleich dem kleinsten

Funktionswert ist, das andere Mal durch ein

Rechteck, dessen Héhe gleich dem gréften

Funktionswert ist, so erhalten wir zwel trep-

penformige Figuren; in der einen ist der
treppenférmige Linienzug ausgezogen, in der
anderen punktiert. Die erste treppenférmige
Figur besitzt offenbar einen Flacheninhalt, der héchstens so groB ist
wie der zu bestimmende Flicheninhalt F?; die zweite einen Flichen-
inhalt, der mindestens so grofB ist wie Fﬂ. Bezeichnen wir die Summe
der Flicheninhalte der in der einen bzw. in der anderen Art ge-

bildeten Rechtecke mit F, (,,Untersumme”) bzw. F, (,,Obersumme"’),

so gilt die Beziehung

a b T

Fig. 27, Obersumme und Untersumme.

F,<F<F,.

Machen wir nun die Einteilung feiner und feiner, d. h. lassen wir #
Uber alle Grenzen wachsen, so entnehmen wir der Anschauung, daB

die beiden GréBen F, und F, sich einander immer mehr nihern und

dem gemeinsamen Grenzwert F° zustreben werden. Wir kénnen also
unser Integral als den Grenzwert
F! =limF,=1imF,
N —> 00 n—rowc
auffassen.

Die anschauliche Betrachtung zeigt uns sofort die Moglichkeit
einer Verallgemeinerung. Es war keineswegs notwendig, die # Teil-
intervalle einander gleich lang zu machen. Sie diirfen vielmehr ver-
schiedene Lingen besitzen, wenn wir nur voraussetzen, daf3 bei wach-
sendem # die Linge des lingsten der Teilintervalle gegen 0 strebt.
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2. Die analytische Definition des Integrales.

Wihrend wir soeben das bestimmte Integral als eine durch den
Flicheninhalt gegebene, gewissermalBen von vornherein bekannte Zahl
angesehen haben, dic wir nur hinterher als Grenzwert darstellen
konnten, wollen wir jetzt das Verhiltnis umkehren. Wir wollen uns nicht
mehr auf den Standpunkt stellen, daB wir aus der Anschauung schon
wiiBten, daB und wie einer krummen stetigen Linie in der obigen Weise
ein Fliacheninhalt zugeordnet werden kann; sondern wir wollen um-
gekehrt von rein analytisch gebildeten Summen, wie den vorhin defi-
nierten Ober- und Untersummen, ausgehen und dann beweisen, dafB3
diese Summen einem bestimmten Grenzwert zustreben. Diesen Grenz-
wert betrachten wir als Definition des Integrals bzw. des Flichen-
inhaltes. Wir werden dabei ganz von selbst auf diejenigen formalen
Bezeichnungen gefithrt, welche seit Leibniz fiir die Integralrechnung
iiblich geworden sind.

Es sei f(x) eine positive stetige Funktion im Intervall ¢ < x < .
Wir denken uns das Intervall von der Linge b — a durch » — 1 Teil-
YA punkte x,, %, . . .,
P A ~ %¥,_, 1n n beliebige

|
|

gleiche oder ungleiche
Teilintervalle geteilt
und auBerdem x, = a,
%, = b gesetzt; in je-
dem Teilintervall wih-
len wir einen ganz be-
liebigen Punkt, der im
Innern oder am Rande
des Intervalls liegen kann, etwa im ersten Intervall den Punkt &,
im zweiten den Punkt &,, ..., im #-ten den Punkt &,. Wir betrachten
nunmehr statt der stetigen Funktion f(x) eine unstetige Funktion
(Treppenfunktion), die im ersten Teilintervall den konstanten Wert
f(&;), im zweiten Teilintervall den konstanten Wert f(£,), ..., im n-ten
den konstanten Wert f(&,) besitzt. Das Bild dieser Treppenfunktion
definiert auf die in der Figur 28 angegebenen Art eine Reihe von Recht-
ecken, deren Inhaltssumme durch den Ausdruck

Fo= (% —x) /(&) + (5 —2) [ (&) + - + (% - Zn_1) [ (€n)
gegeben ist. Abgekiirzt pflegt man sie unter Verwendung des Summen-
zeichens X in der Form

I
|
1
'
'
|
'
I
'
i
1
1
i
(

I
!
t
1
|
|
!
1
|
|
i
1
1
1

|

i
1
1t ;
1 }
It
[N !
I !
v 1
L1 It 1

0|a-z,£x Ty-18, Ty
Fig. 28. Zur analytischen Integraldefinition.

n

Fp,=23x—x_,)71E)

r=1
zu schreiben oder schlielich, wenn wir zur weiteren Abkiirzung den

Ausdruck
A xv = xv - xv -1
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einfithren, in der Form

F,= 3f)Ax

r=1

— Das Symbol 4 ist hier nicht etwa ein Faktor, sondern bedeutet
»Differenz’. — Unsere grundlegende Behauptung lautet nun folgender-
maBen: Lassen wir die Anzahl der Teilpunkte tibey alle Grenzen wachsen
und daber zugleich die Linge Ax des lingsten Teilintervalles gegen 0
streben, so strebt die obige Summe eimem Gremzwerte zu. Der Gremzwert
st unabhingig davon, wie wir die Teilpunkie und die Zwischenwerie &,
Eyy oo, &n tn den einzelnen Teilintervallen gewdihlt haben.

Diesen Grenzwert nennen wir das bestimmic Integral der Funk-
tion f(x) zwischen den Grenzen a und b und betrachten ihn, wie schon
erwahnt, geradezu als Definition des Fliacheninhaltes?).

Wir kénnen und missen diesen Satz von der Existenz des Integrales
einer stetigen Funktion rein analytisch ohne Berufung auf die An-
schauung beweisen. Ich will den Beweis jedoch hier noch iibergehen und
erst im Anhang am SchluB des Kapitels nachholen, nachdem der Leser
durch den Erfolg unscrer Begriffsbildung ein groBeres Interesse an
threr exakten Fundierung gewonnen hat. Einstweilen wollen wir uns
damit begniigen, daBl die anschauliche Betrachtung aus Nr 1 uns
den Satz aullerordentlich plausibel macht

Sy

3. Erginzungen, Bezeichnungen und Grundregeln fiir das
bestimmte Integral.

Die eben gegebene Definition des Integrals als Grenzwert einer
Summe hat Leibniz dazu veranlaBt, das Integral durch folgendes
Symbol auszudriicken:

b

Ji)ydx.

a

Das Integralzeichen ist dabei entstanden durch Stilisierung eines
Summenzeichens, welches die Gestalt eines lateinischen S hatte. Der
Grenziibergang von der Intervalleinteilung in endliche Differenzen A4 x,
zu verschwindenden Differenzen ist angedeutet, indem statt des Sym-
boles 4 das Symbol d geschricben ist. Wir miissen uns aber davor
hiiten, hier etwa das 4« als ,,unendlich kleine GréBe* und das Integral

s ,,Summe aus unendlich vielen unendlich kleinen Summanden*‘ auf-
zufassen; eine solche Auffassung wiirde jedes klaren Sinnes entbehren ;
was in ihr einem richtigen sachgemiBen Gefiihl entspricht, wird eben
gerade durch den oben ausgefiihrten Grenziibergang prizisiert.

) Man kann natiirlich den Flacheninhaltsbegriff auch rein geometrisch defi-
nieren und dann die Aquivalenz einer solchen geometrischen Definition mit der
obigen Grenzwertdefinition beweisen. Vgl. fiinftes Kapitel, §2, Nr. 1.
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In unseren obigen Figuren hatten wir einmal vorausgesetzt, daB
die Funktion f(x), der ,,Infegrand, in dem ganzen Intervall positiv
ist, und zweitens, daB & > a ist. Die Formel, welche das Integral als
Grenzwert einer Summe definiert, ist aber von jeder solchen Voraus-
setzung unabhingig. Ist zundchst f(x) in unserem Intervall oder in
einem Teile desselben negativ, so sind eben einfach in unserer Summe
die betreffenden Faktoren f(£,) negativ. Wir werden dem betreffenden
von der Kurve begrenzten Flichenstiick dann naturgemif einen
negativen Fldcheninhalt zuschreiben, was ja mit dem von der analy-
tischen Geometrie her bekannten Vorzeichenprinzip durchaus im Ein-
klang steht. Der Gesamtflicheninhalt, der von einem Kurvenstiick
begrenzt ist, wird sich also im allgemeinen aus positiven und negativen
Summanden zusammensetzen, je nach der Anzahl der Kurventeile,
die oberhalb oder unterhalb der x-Achse verlaufen?).

Lassen wir auch noch die Voraussetzung a < b fallen und nehmen
zunichst an, es sel @ > b, so kdnnen wir unsere arithmetische Integral-
definition doch beibehalten: nur werden die Differenzen Ax,, wenn
wir das Intervall von @ bis & durchlaufen, negativ werden. Wir werden
so ohne weiteres zu der fiir beliebiges 4 und & giiltigen Relation

b a
[t dz = — [{(x)dx
a b
gefiihrt. Thr entsprechend setzen wir fest:

v ' f/(x)dx=0.

Ebenso ergibt sich aus unserer Integraldefi-
nition ohne weiteres (vgl. Fig. 29) die grund-
legende Beziehung

b c. ¢
Fig. 29. ff(x)dx+l;ff(x)dx = f/(x) dx

@

fir a <b <c. Wegen der obigen Beziehungen gilt diese Gleichung
ohne weiteres auch bei beliebiger Lage der drei Punkte a, b, c.

Zu einer wichtigen einfachen Grundregel iiber das Integral ge-
langen wir, wenn wir die Funktion ¢f(x) betrachten, wobei ¢ eine Kon-
stante ist. Aus der Definition des Integrales ergibt sich unmittelbar

b b
fej@ydx=c[f@xdx.
a a
Weiter erwihne ich noch die folgende Summenregel: Wenn
1®) =9 + v

1y Uber den durch beliebige geschlossene Kurven begrenzten Flicheninhalt
vgl. fiinftes Kapitel, §2.
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ist, so wird
b

b b
&ff(x)dx=f<p(x)dx +af¢(x)dx.

a

Ihr Beweis ist ebenfalls sehr einfach.
Endlich noch eine an sich selbstverstindliche, aber doch fiir die

Handhabung wichtige Bemerkung iiber die Bezeichnung der , Infe-
b

grationsvariablen. Wir haben unser Integral in der Form f f(x)dx
a

geschrieben. Fiir die Auswertung des Integrals ist es belanglos, ob
wir die Abszissen des Koordinatensystemes, d.h. die unabhingige
Veridnderliche mit x oder irgendwie anders bezeichnen. Es ist daher

vollstindig gleichgiiltig, wie wir diese Integrationsvariable nennen,
b

b b
und wir kénnen ebensogut wie f /(x) dx auch f f(¢) dt oder f [(#)du
a a

a
oder dhnlich schreiben.

§ 2. Beispiele.

Wir konnen den GrenzprozeB, den unsere Integraldefinition vor-
schreibt, nun tatsichlich in vielen Fillen bis zu einer vollstindigen Be-
rechnung des fraglichen Flicheninhaltes durchfiihren und wollen dies
an einer Reihe von Beispielen erliutern, wobei wir uns, aufler in Nr. 5,
nur der Ober- oder Untersummen bedienen werden?).

1. Erstes Beispiel.

Wir wollen zunichst die Funktionen f(x) = x® betrachten, wo =
eine ganze Zahl = 0 ist. Fir » = 0, d. h. fir f(x) = 1 ist das Ergebnis
ohne jeden Grenziibergang so selbstverstind-

lich, daB ich es einfach hinschreiben kann: Y
b b &
fldz= [ax=0b—a.
a a
Auch fir die Funktion j{x) = x ist die
Integration geometrisch eine Trivialitit. Das
Integral der Funktion f(x) = «
b
f xdx o ¢ bz
a

Fig. 30.
ist einfach der Fldcheninhalt des in Figur 30 N

angedeuteten Trapezes und besitzt somit nach einer elementaren Formel

den Wert (b—a)lte_v—a

1) Ich iiberlasse es dem Leser als niitzliche Ubungsaufgabe, sich in den nach-
folgenden Beispielen selbst davon zu iiberzeugen, daB tatsichlich bei Benutzung
von Obersummen und Untersummen derselbe Grenzwert entsteht.
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Bestitigen wir, daB dieses Resultat auch auf Grund unserer Grenz-
wertbildung herauskommt! Dabei kénnen wir uns zur Berechnung
der Grenzwerte auf die Diskussion der Obersummen oder Unter-
summen beschrinken. Wir teilen das Intervall von a bis b in # gleiche
Teile durch die Teilpunkte

a+h, a+2h ..., a+(n—1)h,
wobei 4 = b“;va ist. Das Integral muB dann der Grenzwert der folgenden
Untersumme (bei b > a) bzw. Obersumme (bei b < a) sein:
hia+(@+h) + @+ 2h) + -+ (a4 (n—1) )}
=h{na+h+2h+ -+ (n—1)h}.
Nun ist

1+2++(n_1)=(7l—2i)}1’

und unser Ausdruck geht daher iber in

nh{a—{-hn;l}=(b—a)<a+b;a”_l>.

n

Bei wachsendem # strebt die rechte Seite offenbar gerade gegen den
Grenzwert

(b —a) (a-{—l-);—a) bz;az,

was bewiesen werden sollte.

2. Zweites Beispiel.

Nicht ganz so einfach ist das Beispiel der Funktion /(a'r) = x2 oder,
geometrisch gesprochen, die Bestimmung des von einem Parabelseg-
/5 ment, einem Stiick x-Achse und zwei Or-
Al dinaten begrenzten Flichenstiickes. Wir
/ berechnen etwa das Integral

b
fxzdx

0

fiir & = 0 (vgl. Fig. 31) und teilen das Inter-

vall 0 < x < b in # gleiche Teile von der

Linge b= % ; dann ist der gesuchte Flichen-

® % inhalt der Parabel der Grenzwert des
folgenden Ausdruckes (Obersumme):

B(R? 4 22h2 4 32h2 4 4 2R =R (12 4 22 4 - 4 2

b3

—713(12+22+---+n2),

Fig. 31.
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Die Summe in der Klammer haben wir aber auf S.19 (Anm. 1)
durch die folgende Gleichung ausgedriickt:

12422 4.0 b2 = n(nt+ UﬁQ’fiD

Setzen wir diesen Wert oben ein, so erhilt unsere Summe nach einer
selbstverstindlichen Umformung die Gestalt

%(H%) (2+).

3
Bei unbegrenzt wachsendem #» ergibt sich also als Grenzwert —b3—, und

wir erhalten die gesuchte Integralformel

b "

2 [

J‘x dx = 7

0
Hieraus ergibt sich sofort nach unseren obigen Relationen die all-
gemeinere Formel

b b a

fxzdx=J‘x2dx—fx2dx=b3;-q?.
a 0 0

3. Integration von x* bei beliebigem positiven ganzzahligen a.
Als drittes Beispiel betrachten wir die Integration der Potenz
y = fx) =%,

wo o eine beliebige ganze positive Zahl sei. Fiir die Ausfithrung des
Integrales

b
fx“dx,
a

wobei wir 0 <<a << b voraussetzen, wiirde es unpraktisch sein, das
Intervall in # gleiche Teile einzuteilenl). Der Grenziibergang voll-
zieht sich aber sehr einfach, wenn man eine Einteilung in ,,geome-

"
trischer Progression‘‘ folgendermaBen vornimmt: Wir setzen V% =q
und teilen das Intervall durch die Punkte

a9 n—1 ”
a, aq, ag’, ..., aq °, aq =b.

1) Wir miiBten die Ausfithrung des Integrales dann auf die Bestimmung der

1
Grenzwerte von w1 (1* 4+ 2% 4 ... 4 #%) fur n— 0o stiitzen, was der Leser
#

nach den Bemerkungen von S.19, Anm. 1 selbst durchfithren mag.
Courant, Difierentialrechnung. I. 2. Aufl, 5
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Das gesuchte Integral ist dann der Grenzwert der folgenden Summe:

a*(ag-a)+(ag)*(ag®-aq)+(ag®)*(ag®~ag®) +---+(ag"~)*(ag"-ag"~?)
— aa+1 (q — 1) {1 + qa+1 + q2(a+1) + q3(a+1) + . + q(n—l)(a+1)},

fiir unbegrenzt zunehmendes #».

In der letzten Klammer steht eine geometrische Reihe mit dem
Quotienten ¢*+1 4= 1. Summieren wir sie, so erhalten wir fiir den
gesamten Ausdruck den Wert

a+1 ety —1
a (q — 1) ?‘1—1——1 .
s b\L . e
Setzen wir hier ¢ = <7>n ein, so ergibt sich fiir unsere Summe der
Ausdruck

1 gy 91
(ba a¢+ )qa+l —1 :
Lassen wir nun # iiber alle Grenzen wachsen, so behilt der erste Faktor
seinen Wert; der zweite Faktor, den wir wegen ¢ =1 nach der eben
benutzten Formel fiir die geometrische Reihe in die Gestalt
1
qa+qa—1+...+1
1
setzen kénnen, wird, da ¢ wegen ¢ = <%>'Z mit #— oo gegen 1 strebt,

den Grenzwert haben, und somit ergibt sich schlieBlich der gesuchte

a+1
Wert unseres Integrales durch die Formel
b
J‘x“dx = ‘XLH (ba+l -_— a°‘+1) .
a

Wir werden spiter (vgl. § 4) sehen, daB wir diese zwar im Prinzip
einfache, aber in der Durchfilhrung doch etwas umstdndliche Rech-
nung vollstindig vermeiden kénnen, wenn wir unser Integrationsproblem
in einem etwas gréBeren methodischen Zusammenhang anfassen.

4. Integration von x* fiir beliebiges rationales a 4= — 1.
Das gewonnene Ergebnis 148t sich ohne wesentliche Komplikation
der Uberlegungen erheblich verallgemeinern. Es sei a = —:— eine ratio-

nale positive Zahl, » und s ganze positive Zahlen; dann dndert sich an

unserer eben durchgefithrten Bestimmung des Integrales nichts als die
Bestimmung des Grenzwertes von Tl;ﬂ-l—%l fir g— 1. Dieser Ausdruck
1

ist jetzt einfach _,,‘1_,1_ Setzen wir ¢* =1 =+ 1), so wird 7 zugleich
J s 7 &
g°* —1
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. . s -1
mit ¢ gegen 1 streben, und wir haben also den Grenzwert von T-T fir

r+s 1
17— 1 aufzusuchen. Dieser Grenzwert ergibt sich, wenn wir Zihler und
Nenner zunichst durch 7 — 1 dividieren und die vorhin angewandte
algebraische Umformung sowohl fiir den Zahler als auch fiir den Nenner
vornehmen, einfach als

h ‘["_17’*—"[’.—2:{—-“-%1
1—1111 Tr+a-1+ Tr+’_2+ ce ) 1

und laBt sich unmittelbar bestimmen, indem wir im Zihler und Nenner,
die beide in 7 stetig sind, einfach 7 = 1 einsetzen; so ergibt sich der

s 1 . . C g . .
Wert Pty T daB wir auch fiir beliebiges positives rationales

o die Integralformel

b
fx“dx _ 1 (bett — gatl)
a

erhalten. Diese Formel bleibt aber auch fiir negatives rationales o
giiltig, wenn wir nur « #= — 1 annehmen, wo offenbar die oben an-
gewandte Summationsformel fiir die geometrische Reihe ihren Sinn

. . . 4 . .
verliert. Um bei negativem o =— e die Grenzwertbestimmung von

1
—1 S .
B il _ . 5 s
pris vorzunehmen, setzen wir ¢ ¢ =17; demgemif ist ¢ =7~° und

._..,/+1 _:9

¢**'=¢q * =gq ¢ =17"* und wir haben den Grenzwert von

T —1 717—1’

P T

zu bestimmen. Ich kann esdem Leser iiberlassen, zu beweisen, daB dieser
Grenzwert wiederum gleich &—-_lﬁ ist, und somit ergibt sich ganz aligemein
fiir positives oder negatives rationales «, mit Ausnahme des Wertes
o« = — 1, die Integralformel

: 1

fx«dx = g (bt —ast),

a

Die Gestalt der rechten Seite zeigt uns im {ibrigen deutlich, daB
die Formel versagt, wenn « = — 1 ist, weil im Zihler und Nenner
des Quotienten dann Null stehen wiirde.

Es liegt nahe, zu vermuten, daB sich der Gilltigkeitsbereich unserer
letzten Formel auch auf irrationale Werte von « ausdehnt. In der Tat
werden wir dies in §7 durch einen einfachen Grenziibergang be-
stitigen.

5*
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5. Integration von sinx und cosx.

Als letztes Beispiel, das wir ebenfalls mit Hilfe eines speziellen Kunst-
griffes behandeln wollen, betrachten wir die Funktion f(x) = sin x.
Wir werden das Integral

b
f sinxdx
a
als Grenzwert der folgenden Summe auffassen:

Sy ="h(sin(a + k) + sin (@ + 2k) + -+ + sin (@ + nh)),

b—a . T o e .
2 gesetzt ist. Multiplizieren wir die Klammer rechts mit

wo h =
n

2 sin% und beriicksichtigen die bekannte trigonometrische Formel

2sinusinv = cos (4 — v) — cos (u + v),
so erhalten wir, wenn % kein Vielfaches von 2z ist, die Formel
h 3 3 5
h cos<a+§>—cos(a+~2—h>+cos<a +§h>—cos(a+§h>

Sh:;n_i 2n—1 2n+4+1
2 +---+cos<a+—~2—~h)—cos(a+ 3 h)

= _}'—7{cos(a—}—g)—cos(a—{—%;lh)}.

2sin—2—

Das Integral wird also wegen a 4+ nh = b der Grenzwert von

o feos (et 3) —cos(o+ 3)

0o
< sin "‘2

fir # —0.
Nun wissen wir aus dem ersten Kapitel, daBl bei abnehmendem 4

der Ausdruck %% gegen 1 strebt. Der gesuchte Grenzwert wird also
sin —

2
einfach cos @ — cos b, und wir erhalten die Integralformel

b
fsinxdx:—— (cosb — cosa).
a

Ganz ebenso erhalten wir, wie der Leser selbst iiberlegen mag, die Integral-

formel
b

fcosxdx =sinb —sina.
a
Fast jedes der behandelten Beispiele haben wir auf Grund einer be-
sonderen Uberlegung, eines besonderen Kunstgriffes durchfiihren miissen.
Es wird nun gerade der wesentliche Punkt in der methodischen Integral-
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und Differentialrechnung sein, daB an Stelle solcher spezieller Kunst-
griffe Uberlegungen allgemeinen Charakters treten, die ganz zwangs-
ldufig zu den gewiinschten Resultaten fithren. Um zu diesen Methoden
zu gelangen, miissen wir uns dem anderen Grundbegriffe der hheren
Analysis, dem des Differentialquotienten, zuwenden.

§ 3. Die Ableitung oder der Differentialquotient.

Ebenso wie der Integralbegriff ist auch der Begriff der Ableitung
oder des Differentialquotienten anschaulichen Ursprunges. Seine
Quellen sind einmal die Aufgabe, an eine gegebene Kurve in einem
Punkte die Tangente zu legen, und sodann die Aufgabe, fiir den Begriff
der Geschwindigkeit einer beliebigen Bewegung eine prizise Definition
zu finden.

1. Differentialquotient und Kurventangente.

Ich kniipfe zunichst an das Tangentenproblem an. Ist P ein Punkt
auf einer gegebenen krummen Linie (vgl. Fig. 32), so werden wir der
‘naiven Anschauung gemiB die Kurventangente in P durch folgenden
geometrischen Grenziibergang kennzeichnen: Wir betrachten auBer
dem Punkte P einen zweiten Punkt P,
auf der Kurve und legen durch die }¥
beiden Punkte P, P, eine gerade Linie,
eine Sekante der Kurve. Lassen wir

dann den Punkt P, lings der Kurve in A

den Punkt P hineinriicken, so strebt | v
diese Sekante einer Grenzlage zu, welche / dd

ganz unabhingig davon ist, ob P, von 7

links oder von rechts in P hineinriickt.

Diese Grenzlage der Sekante ist die o
Tangente, und daB tatsidchlich eine solche
bestimmte Grenzlage der Sekante exi-
stiert, ist gleichbedeutend mit der Annahme, daB die Kurve im Punkte P
eine bestimmte Tangente oder eine bestimmte Richtung besitzt. (Das
Wort ,,Annahme’* soll uns dabei andeuten, daB wirklich eine Voraus-
setzung zugrunde liegt, die selbst bei stetigen Kurven nicht immer
erfiillt zu sein braucht — z. B. an jeder Ecke einer Kurve nicht gilt.)
Sobald wir nun die Kurve durch eine Funktion y = f(x) dar-
gestellt haben, entsteht die Aufgabe, den geometrischen Grenziiber-
gang analytisch mit Hilfe dieser Funktion f(x) darzustellen. Verstehen
wir unter dem Winkel, den die positive x-Achse mit einer gerichteten
Geraden g bildet, denjenigen Winkel, um den man die positive x-Achse
in positivem Sinne!) drehen muB, bis sie zum ersten Male der Geraden g

Fig. 32. Sehne und Tangente,

1) D. h. in dem Sinne, bei welchem sie durch eine Drehung um % in die
positive y-Achse iibergeht.



70 II. Grundbegriffe der Integral- und Differentialrechnung.

parallel wird, und bezeichnen wir den Winkel, den die Sekante PP,
mit der positiven x-Achse bildet, mit e,, den Winkel, den entsprechend
die Tangente mit der positiven x-Achse bildet, mit « {vgl. Fig. 32), dann
wird offenbar, wenn man zunichst von dem Fall einer wagerechten
Tangente absieht, in unmittelbar verstindlicher Bezeichnung

lim oy = «.
P,—P

Wenn x, y = f(x) und #,, ¥, = f(x,) die Koordinaten der Punkte P
bzw. P, bedeuten, so erhalten wir unmittelbar

1—y /(xx)—f(x)l).

tgoy = =
g% X — % ¥ — % ’

und somit stellt sich unser Grenziibergang durch die Gleichung

dar. Den Ausdruck
fx)—f(%) _y—y _ Ay

X — X X —x x

bezeichnen wir als den Differenzenquotienten der Funktion y = f(x),
indem wir durch die Symbole 4y und A4 x die Differenzen der Funktion
= f(x) und der unabhingigen Variabeln x bezeichnen. (4 bedeutet
also hier, wie auch in § 1, nicht einen Faktor, sondern eine Ab-
kiirzung fiir Differenz.) Es ist also der Tangens des Richtungswinkels
der Kurve gleich dem Grenzwert, den der Differenzenquotient unserer
Funktion erhilt, wenn x, gegen x strebt.
Diesen Grenzwert nennen wir die Ableitung oder den Differential-
quotienten der Funktion y = f(x) an der Stelle x und bezeichnen ihn
nach Lagmnge durch das Symbol ' = f(x) oder nach Letbniz durch

f()

das Symbol y oder oder — 4 =/ (%). Die Leibnizsche Schreibweise

werden wir 1hrer Bedeutung nach in Nr.7 noch niher diskutieren;
hier weise ich darauf hin, daB wir durch die Bezeichnung f'(x) zum
Ausdruck gebracht haben, da3 die Ableitung wiederum eine Funk-
tion von # ist, entsprechend der Tatsache, daB sie fiir jeden Wert x
des betrachteten Intervalles zu bilden ist. Ich schreibe noch einmal
die Definitionsgleichung der Ableitung hin:

f/(x) = lim Hx) — 1)
T, —x 2 il

1) Damit diese Gleichungen einen Sinn haben, miissen wir 0 <| x — #, | < 0

mit hinreichend kleinem J voraussetzen. Entsprechende Voraussetzungen machen

wir bei Vorbereitungen von Grenziibergingen im folgenden oft stillschweigend.



§ 3. Die Ableitung oder der Differentialquotient. 71

oder

dy _df(0) _ oy n F) =10 Ay (xR — (%)
i = @y )= lim = lim 2% = lim [EE R = 7()

X -2 1 Jx—»OAx h—0 h ’
wobei zuletzt x, durch x + & ersetzt wurde?).

Man kann den Differentialquotienten nicht etwa unmittelbar bilden,
indem man in dem Ausdruck des Differenzenquotienten einfach x, = x,
d. h. Zahler und Nenner gleich Null setzt, was zu dem sinnlosen Symbol

—g— fithren wiirde. Vielmehr beruht die wirkliche Ausfithrung des Grenz-

tiberganges im Einzelfalle immer auf gewissen Vorbereitungen (Um-
formung des Differenzenquotienten). Ist z.B. f(x) = %2, so wird
) — 1) _ %8 —#

¥ — x X —x
rechts eine Funktion von x,, die auch fiir %, = x einen Sinn hat
und dort stetig ist, und wir diirfen nun den Grenziibergang %, — %
einfach ausfithren, indem wir rechts x; = x setzen, wobei wir sofort
erhalten: , d(x?)

f(x) =—d;"=2x.

- %, + x2). Nach dieser Umformung steht

Die Ausfiihrung eines solchen Uberganges, d. h. die wirkliche Bil-
dung des Differentialquotienten, nennt man die Differentiation oder
das Differenzieren der Funktion f(x). Wir werden im Folgenden sehen,
daB und wie man diesen ProzeB des Differenzierens bei allen wich-
tigen Funktionen tatsichlich durchfithren kann.

Es ist nun von groBer Bedeutung, daB die Aufgabe der Diffe-
rentiation einer gegebenen Funktion f(x) losgeldst von der geome-
trischen Anschauung der Tangente einen bestimmten Sinn besitzt,
Ganz ebenso wie wir bei der Integraldefinition uns von der ur-
spriinglichen geometrischen Anschauung des Flicheninhaltes losgeldst
und im Gegenteil den Flicheninhaltsbegriff auf die Integraldefi-
nition gestiitzt hatten, werden wir jetzt unabhingig von der geome-
trischen Deutung einer Funktion y = f(x) durch eine Kurve als die
Ableitung der Funktion y = f(x) die neue Funktion y = f'(x) ge-
méB der obigen Gleichung definieren, vorausgesetzt, daB der Grenz-
wert des Differenzenquotienten existiert oder, wie man auch sagt,
daB die Funktion differenzierbar ist. Wir werden diese Voraussetzung
der Differenzierbarkeit im iibrigen stillschweigend immer dort machen,
wo nichts besonderes Gegenteiliges gesagt ist3). Man muB beachten,
daB fiir die Differenzierbarkeit der Funktion f(x) an der Stelle x der

obige Grenzwert von [§x+h}1tf(’{)- fiir & — 0 existieren muB, un-

1) Gelegentlich findet man in der Literatur, insbesondere in der englischen,
auch die auf Cauchy zuriickgehende Bezeichnung Df(x) (,,Derivierte’ von f).

2) Vgl. auch S.70, Anm. 1.

%) Beispiele fiir Falle, wo die Voraussetzung nicht erfallt ist, werde ich spater
geben (vgl. Nr. 5).
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abhingig davon, wie & gegen Null strebt, ob durch positive
oder durch negative Werte oder ohne Vorzeichenbeschrinkung.
Nachdem wir den Differentialquotienten f’(¥) gewonnen haben,
kénnen wir der Kurve als Tangentenrichtung im Punkte (x, y) die-
jenige Richtung zuschreiben, fiir welche der Winkel « mit der posi-
tiven x-Achse durch die Gleichung tg« = f'(x) gegeben ist. Wir ver-
meiden so die Schwierigkeiten, welche sich aus der Unbestimmtheit
der geometrischen Anschauung ergeben, indem wir die geometrische
Definition auf die analytische stiitzen und nicht umgekehrt.
Selbstverstindlich ist immer die Veranschaulichung des Differen-
tialquotienten durch die Kurventangente ein wichtiges Hilfsmittel fiir

]

0 7 v z

Fig. 33. Tangente bei steigender und fallender Funktion.

das Verstdndnis auch bei rein analytischen Uberlegungen. So halten
wir von vornherein die anschauliche Vorstellung fest: Wenn ‘f'(x)
positiv ist und man die Kurve tn Richtung wachsender x durchliuft, so
weist die Tangente nach oben; es steigt also die Kurve an der betreffenden
Stelle bei wachsendem x an; wenn dagegen ['(x) negativ ist, weist die Tan-
gente nach unten, die Kurve fillt also. Vgl. Fig. 33. Analytisch ergibt

sich diese Tatsache aus der Bemerkung, daB der Grenzwert von

Wz nur dann positiv sein kann, wenn die Funktion an der

Stelle » wichst, d. h., wenn wenigstens fiir hinreichend nahe an 0
gelegenes positives bzw. negatives % auch f(x + 4) — f(x) positiv bzw.
negativ ist. (Entsprechendes gilt natiirlich fiir negatives f'(x).)

2. Der Differentialquotient als Geschwindigkeit.

Ebenso wie die naive Anschauung uns ein unmittelbares Gefiihl fiir
den Begriff der Richtung und damit den der Tangente einer in einem
bestimmten Sinne durchlaufenen Kurve gibt, fordert sie von uns
auch, einer Bewegung eine Geschwindigkeit zuzuschreiben. Die
Definition dieser Geschwindigkeit fithrt uns ebenfalls auf genau denselben
Grenziibergang, den wir soeben als Differentiation bezeichnet haben.

Betrachten wir z. B. die Bewegung eines Punktes auf einer geraden
Linie, auf welcher die Lage des Punktes durch die Koordinate y, seinen
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mit einem Vorzeichen versehenen Abstand von einem festen Anfangs-
punkt, gemessen wird. Die Bewegung ist gegeben, wenn wir y = f(¢)
als Funktion der Zeit ¢ kennen. Ist diese Funktion /(¢) eine ganze
lineare Funktion f(f) = ct + b, dann nennen wir die Bewegung eine
gleichférmige Bewegung mit der Geschwindigkeit ¢ und
konnen fiir beliebige verschiedene Werte ¢ und #; schreiben
— =10
Hh—t °

Die Geschwindigkeit ist also der Differenzenquotient der Funktion
¢t + b, und dieser Differenzenquotient ist ginzlich unabhingig davon,
welche beiden Zeitmomente ¢, und ¢ wir herausgreifen. Was aber werden
wir unter der Geschwindigkeit der Bewegung im Zeitmoment ¢ zu ver-
stehen haben, wenn die Bewegung nicht mehr gleich{érmig ist?

Wir betrachten, um zu dieser Definition zu gelangen, den Differenzen-

quotienten f(t—tli:—-:—@, den wir als Durchschnittsgeschwindigkeit im Zeit-
intervall zwischen ¢, und ¢ bezeichnen wollen. Wenn nun die Durch-
schnittsgeschwindigkeit einem bestimmten Grenzwert zustrebt, sobald
wir den Zeitmoment #, immer mehr an den Zeitmoment ¢ heranriicken
lassen, so werden wir diesen Grenzwert als die Geschwindigkeit im Zeit-
moment £ zu definieren haben. Mit anderen Worten: Die Geschwindig-
keit im Zeitmoment ¢ wird durch den Differentialquotienten
£y =1lim /&) 270
u—t 1

gemessen.

Wir sehen an dieser neuen Bedeutung des Differentialquotienten,
welche an und fiir sich mit dem Tangentenproblem nichts mehr zu tun
hat, daB es tatsichlich sachgemil ist, den Grenziibergang des Diffe-
renzicrens als analytische Operation unabhingig von der geometrischen
Anschauung zu definieren. Die Differenzierbarkeit der Bewegungs-
funktion y = f(f) ist auch hier wieder eine Voraussetzung, die wir
stets stillschweigend machen werden und die durchaus notwendig
dafiir ist, daB der Geschwindigkeitsbegriff einen Sinn erhilt.

Ein einfaches Beispiel fiir den Zusammenhang zwischen Bewegung
und Geschwindigkeit gibt uns der freie Fall. Gehen wir von dem durch
Beobachtungen gewonnenen Fallgesetz aus, daB die beim freien Fall
von einem Massenpunkt in der Zeit ¢ durchfallene Strecke proportional
der GroBe ¢2 ist, daB also diese Strecke durch eine Funktion der Form

y=1{) = as®

mit konstantem a dargestellt wird, so gewinnen wir sofort, ahnlich
wie in Nr. 1, fiir die Geschwindigkeit den Ausdruck f'(f) = 2at,
welcher uns zeigt, daB die Geschwindigkeit beim freien Fall pro-
portional der Zeit wichst.
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3. Beispiele.
Wir wollen nun die Differentiation von Funktionen an einer Reihe

von Beispielen wirklich durchfiihren und betrachten als erstes die Funk-
tion ¥ = f(x) = ¢, wo ¢ eine Konstante ist. Es wird f(x 4 &) — /()

=c¢—c¢ =0, also auch lim /ﬁ#f—m =0; d. h. der Differential-

h—0
quotient einer Konstanten ist Null.

Fiir eine ganze lineare Funktion y =cx + b ergibt sich
lim &ih}z_—fi’,‘) lim &

=lm —=¢
h—0 B0 ?

Weiter differenzieren wir die Funktion
y =1 =2,
wobel wir zunichst voraussetzen, dall « eine positive ganze Zahl ist.
Im Falle x; 4 x wird
fo) = 1) _ i 7

’
¥ —x X=X

und die rechte Seite ist nach einer bekannten elementaren Formel der Al-
gebra (vgl. auch § 2, Nr. 3) gerade gleich %71 4 %" 2 x - - - 4 2%71,
Nach dieser Umformung kénnen wir wegen der Stetigkeit des erhal-
tenen Ausdruckes unmittelbar den Grenziibergang x; — x ausfiihren,
indem wir in dem letzten Ausdruck einfach tberall die Gré8e x, durch x
ersetzen, so daB jeder Summand gleich #*~! wird. Da die Anzahl der
Summanden genau « ist, so erhalten wir

, ) d(x*
Y =1x) =" = qxe-1,

Genau zu demselben Resultat gelangen wir, wenn « = — f eine
negative ganze Zahl ist; dabei machen wir aber ausdriicklich die Vor-
aussetzung, daBl x von 0 verschieden ist. Es wird dann

1 1
o)t _ A A A 1 AT R
B— & w—x x—x LB P B AP )

Nunmehr kénnen wir wiederum den Grenziibergang x, — x ausfiihren,
indem wir iiberall x; durch x ersetzen. Wir erhalten dann genau wie
oben fiir den Grenzwert den Ausdruck

y'=—p 2T Bx .
Mithin wird auch fiir negatives ganzzahliges o = — p fiir die Funktion

y = x* der Differentialquotient
¥y =axs-l,
Endlich wollen wir dieselbe Formel fiir den Fall beweisen, daB3

x positiv und « eine beliebige rationale Zahl ist, etwa o« = —72, wo P
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und ¢ ganze rationale Zahlen sind, die wir etwa beide als positiv vor-
aussetzen. (Wenn eine von ihnen negativ wire, so wiirde sich in der
Betrachtung nichts Wesentliches dndern; fiir « = 0 aber ist uns das
Ergebnis schon vorhin begegnet.) Es ist jetzt

2 P
fx) —fx) _ s — a7
X, — X x—x
1 1
q

Setzen wir x? = £ und x{ = &,, so wird
fe) — 1) _ -8 _ &'+ 8776+ L7
¥y X SRR T S R PR Sy St
Nach dieser letzten Umformung kénnen wir den Grenziibergang %, — x
oder, was jetzt auf dasselbe herauskommt, & — & wieder unmittelbar
vornehmen und erhalten fiir den Grenzwert den Ausdruck

'=£§P,,_f—£ - P E;“q_i !
y 45"_‘_115 —qx _qx

oder schlieBlich

[(2) =y =axt,

also formal genau dasselbe Resultat wie oben. Ich iiberlasse es dem Leser,
selbst zu bestédtigen, daB auch fiir negative rationale Exponenten o
dieselbe Differentiationsformel besteht. Im {ibrigen kommen wir auf
die Differentiation der Potenz spiter noch einmal in mehr systemati-
schem Zusammenhange zuriick.

SchlieBlich behandeln wir als weiteres Beispiel die Differentiation
der trigonometrischen Funktionen sin # und cos . Es wird unter Be-
nutzung einer clementaren trigonometrischen Formel

sin (¥ 4 &) — sinx sin ¥ cos A 4 cos ¥ sink — sin x

h h

. cosh —1 sin &
=sinx-— — -+ cosx —.

h h

Nun wissen wir aus dem ersten Kapitel, § 7, da3

., sink .
lim —1;— =1, lim
r—0 ? h—0

cosh — 1

) =0

wird. Somit erhalten wir unmittelbar als den gesuchten Differential-

quotienten

, __ dsinx X
Yy =-—g, - =cosx

Ganz dhnlich erfolgt die Differentiation der Funktion

¥ = cos %.
Es wird
o8 (¥ + k) —cos x cosh —1 . sin

— = 08X ———— —sinx ——,
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und der Grenziibergang # — O liefert uns sofort die Ableitung

, d cosx

— == —Q- .
iz smx

4, Einige Grundregeln fiir die Differentiation.

Ebenso wie beim Integral ergeben sich auch fiir den Differential-
quotienten einige einfache Grundregeln unmittelbar aus der Definition:
Ist g(x) = /(x) + g(x), s0 wird ¢/(x) = f'(x) + g'(x). Ist p(x) = c/(x)
(c eine Konstante), so wird y'(x) = c¢f’(x). Denn es ist ja

px+h)— o) __ flx+ k) —[fx) + gix +h) —g(x)

h - h h

bzw. WUt ) o Hr 4 D= f)

und nunmehr ergeben sich unsere Behauptungen unmittelbar durch
Grenziibergang.

Nach diesen Regeln ist z. B. der Differentialquotient der Funk-
tion ¢ (x) = f(x) + ax + b bei konstantem & und b durch die Gleichung

¢'(x) =1 (%) +a
gegeben.

5. Differenzierbarkeit und Stetigkeit der Funktionen.

Es ist niitzlich, zu bemerken, daB wir von einer Funktion, die
wir differenzieren koénnen, die Stetigkeit niemals besonders zu be-
weisen brauchen. Vielmehr ist die Stetigkeit einer Funktion eine Folge
threr  Differenzierbarkeit. Wenn nimlich der Differenzenquotient

—“fi—}lz—_—fﬂ einem bestimmten Grenzwert zustrebt, sobald die GréBe %

gegen 0 riickt, so muB notwendig mit % zugleich auch der Zihler des
Bruches, d.h. die Zahl f(x + &) — f(x) gegen O streben; und durch
diese Tatsache driickt sich gerade die Stetigkeit der Funktion f(x) an
der betreffenden Stelle x aus.
Esist aber keineswegs umgekehrt
so, daB eine stetige Funktion sich
5 auch iiberall differenzieren 148t. Das
(Qg.\" einfachste Gegenbeispiel gegen eine
& solche Annahme gibt uns die Funk-
tion f(x) =|x|, dh. f(x)=—=x
fir x £0, f(x) = x fiir x =0, wel-
0 =¥ che in Figur 34 gezeichnet ist. An
der Stelle x = 0 ist diese Funktion
zwar stetig, hat aber keinen
x4+ h) — f{x)
h

Y

Fig.34. 1 (x) = | 2|.

Differentialquotienten. Der Grenzwert von wird nim-

lich gleich 1, wenn % durch positive Werte gegen Null strebt, und gleich
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— 1, wenn % durch negative Werte gegen Null strebt. Man sagt:
unsere Funktion besitzt an der Stelle x = 0 verschiedenen vorderen

und hinteren Differentialquotienten, indem man allgemein als vorderen

bzw. hinteren Differentialquotienten den Grenzwert von &—-*—M

definiert, wenn das eine Mal 4 durch positive Werte, das zweite Mal %
durch negative Werte gegen Null riickt. Differenzierbarkeit einer
Funktion verlangt dann neben der Existenz die Gleichheit von vor-
deremundhinteremDifferentialquotienten. Die Verschiedenheit
der beiden bedeutet geometrisch das Auftreten einer Ecke der Kurve.

Als weitere Beispiele von Stellen, wo eine stetige Funktion nicht
differenzierbar ist, betrachten wir die Unendlichkeitsstellen des Differen-
tialquotienten, 4. h. solche Stellen, wo weder der hintere noch der vordere
Differentialquotient existiert, sondern wo fiir 2 — 0 der Differenzen-
quotient f(i+%z-:~f ) iber alle Grenzen wichst. Beispielsweise ist die

Funktion y = f(x) = i/} =} fiir alle Werte von x definiert und
stetig — iibrigens eine ungerade Funktion —. Ihr Differentialquotient

ist {iir x 4= 0 nach Nr. 3 durch ' = %x_% gegeben. Ander Stellex =0

_ P
wird I+ }»1})1 1 _ hT = $ , und wir erkennen hieraus sofort, daf3 fur
h—0 kein Grenzwert existiert, vielmehr der Differenzenquotient
gegen oo strebt. Die Funktion besitzt dort,
wie man kurz sagt, einen unendlich grofien ¥
Differentialqguotienten oder den Differential- y-xt
Y

j
gz

Fig. 35. Fig. 36.

quotienten co. Geometrisch bedeutet dies das Auftreten einer senk-
rechten Tangente an die Kurve bei glattem Verlauf (vgl. Fig. 35).

Auch die Funktion y = f(x) = }/;, die ja fir x = 0 definiert und
stetig ist, wird im Punkte x = 0 nicht mehr differenzierbar sein. Wir
sind hier, da y fiir negatives x nicht definiert ist, auf die Bildung des

f(h) — $(0) 1

vorderen Differentialquotienten angewiesen; wegen ==
Y*
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wird auch dieser unendlich sein: Die Kurve wird im Nullpunkt die
y-Achse berithren (vgl. Fig. 36).
. Endlich erkennen wir in der
Funktion y = i/? = 2% das Bei-
spiel eines Falles, wo der vordere
Differentialquotient fiir die Stelle
% =0 positiv unendlich, der hintere
dagegen negativ' unendlich wird,
wie aus der Beziehung
1 =10 _ 1
Fig. 87. Spitze, h W

sofort hervorgeht. Die stetige Kurve y = «% selbst, eine sog. Neilsche
Parabel, setzt im Nullpunkt des Koordinatensystemes senkrecht zur
x-Achse mit einer Spitze auf (Fig. 37).

¥y

6. Hoéhere Ableitungen und ihre Bedeutung.
Der Differentialquotient f'(x) einer Funktion ist selbst wieder eine
Funktion von x, deren Bild man als die ,, Differentialkurve’* der gegebenen
Kurve bezeichnet. Beispielsweise wird die Differentialkurve der

y Parabel y = x? eine
gerade Linie, darge-

TN o stellt durch die Funk-
(&”é\“ C“i{‘ / tion y = 2%, und die
0 35;\,, / . Differentialkurve der

7 . .
% N % Vs 2T L Sinuskurve y = sin x
7 . .
. > die Cosinuskurve
\\s_//

y=cosx, sowie die
Differentialkurve der
Ty Kurve y = cosx die

3, ///’—\\ Kurve y = —sin .
\\‘é% s (Diese letzteren Kur-
A // AN

Iy 3 T 7> ven ge}%en, wie Fi-
M // gur 38 zeigt, durch Par-
S~ allelverschiebungen in

%

Richtung der x-Achse
auseinander hervor.)

Es liegt nun nahe, zu diesen Differentialkurven wieder die Diffe-
rentialkurven zu bilden, d. h. den Differentialquotienten der Funktion
f'(x) = @(x) aufzusuchen. Diesen Differentialquotienten

PR — 1)
h

Fig. 38. Difterentialkurven von sin ¥ und cos x.

@’(%) = lim

h—0

nennen wir dann, vorausgesetzt, daB er wirklich existiert, den zweiten

Differentialquotienten oder die zweite Ableitung der Funktion f(x) und
bezeichnen ihn mit f/(x).
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Ebenso kénnen wir den Differentialquotienten von f”(x) zu bilden
versuchen, den sog. dritten Differentialquotienten von f(x), den wir
dann mit f”'(x) bezeichnen. Bei den meisten wichtigen Funktionen
hindert uns nichts, diesen ProzeB beliebig weit fortgesetzt zu denken
und auf diese Weise einen n-ten Differentialquotienten oder eine n-te Ab-
leitung {™ (x) zu definieren. Zuweilen wird es zweckmiBig sein, als den
0O-ten Differentialquotienten die Funktion f(x) selbst zu bezeichnen.

Wenn man die unabhingige Verinderliche x als Zeit ¢ deutet
und wie oben durch die Funktion f(f) die Bewegung eines Punktes
représentiert, so ergibt sich die physikalische Bedeutung des zweiten
Differentialquotienten oder der zweiten Ableitung als die Geschwindig-
keit, mit der sich die Geschwindigkeit f'(#) #ndert, oder, wie man
sagt, die Beschleunigung. Die geometrische Bedeutung des zweiten
Differentialquotienten werden wir spiter noch eingehend diskutieren.
Schon hier aber erkennen wir unmittelbar folgendes: An einer Stelle,
an welcher /() positiv ist, wird bei wachsendem x auch f'(x) wachsen;
ist dagegen /”'(x) negativ, so wird f'(x) abnehmen.

7. Differentialquotienten und Differenzenquotienten;
Bezeichnungen von Leibniz.

Die Tatsache, daB bei unseren die Ableitung definierenden Grenz-
bergéngen die Differenz Ax gegen 0 strebt, pflegt man auch durch
die Formulierung auszudriicken: Die GroBe Ax wird unendlich klein.
Man will mit dieser Bezeichnung andeuten, dal man den Grenziiber-
gang als einen Proze3 empfindet, wihrend dessen die GréBe A x niemals
Null ist, aber sich doch der Null beliebig nihert. Im AnschluB an Leibniz
hat man symbolisch den Grenziibergang bei der Bildung des Differential-
quotienten, das Differenzicren, dadurch zum Ausdruck gebracht, daB
man das Symbol 4 durch das Symbol 4 ersetzte, so daB wir dieses
Leibnizsche Symbol durch die Gleichung

dy . Ay

R
definieren konnen. Seit Leibniz hat man fiir die Ableitung, welche ja
als Grenzwert eines Differenzenquotienten definiert ist, das Wort
Dufferentialquotient eingefithrt. Wenn wir aber den Sinn der Differen-
tialrechnung klar erfassen wollen, miissen wir uns davor hiiten, in
dem Differentialquotienten einen Quotienten zweier tatsichlich ,un-
endlich kleiner GréBen zu erblicken. Es ist durchaus so, daB wir

stets den Differenzenquotienten % bilden miissen mit Differenzen

Azx, die von 0 verschieden sind. Nach Bildung dieses Differenzen-
quotienten muB man auf Grund von Umformungen oder sonst irgend-
wie den Grenziibergang ausgefiihrt denken. Man hat aber kein Recht
dazu, erst so etwas wie einen Grenziibergang von 4 x zu einer unend-
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lich kleinen GréB8e, welche doch nicht O ist, auszufithren, etwa von
Ax bzw. Ay zu dx bzw. dy, und sodann den Quotienten dieser ,,un-
endlich kleinen GréBen* zu bilden. Eine solche Auffassung des Diffe-
rentialquotienten ist mit der Forderung mathematischer Klarheit der
Begriffe unvereinbar, ja véllig sinnlos. Sie hat unzweifelhaft fiir manchen
naiven Menschen einen gewissen Reiz, eben den Reiz des Geheimnis-
vollen, der mit dem Wort ,,unendlich’ stets verbunden ist, und in
den Anfingen der Differentialrechnung, insbesondere auch bei Leibniz
selbst, mischt sich eine solche unklar-mystische Auffassung mit einer
durchaus klaren Erfassung des Grenziiberganges. Zwar hat dieser
Nebel, der iiber den Grundlagen der neuen Wissenschaft schwebte,
Leibniz, wie seine groBen Nachfolger, nicht an dem Auffinden der rich-
tigen Wege gehindert. Aber wir sind dadurch nicht von der Pilicht
entbunden, in der Begriindung der Differential- und Integralrechnung
jede solche nebelhafte Vorstellung zu vermeiden.

Der Grund, warum die Leibnizsche Bezeichnung nicht nur eine
solche Anziehungskraft ausiibt, sondern tatsichlich 'von #AuBerstem
Nutzen und groBer Geschmeidigkeit ist, liegt darin, dal man in vielen
Rechnungen und formalen Umformungen mit den Symbolen dy
und dx so umgehen kann, als ob sie einfach RechengréB8en wiren
wie irgendwelche Zahlen. Viele Rechnungen gewinnen auf diese
Weise, wenn sie sich prinzipiell stets auch ohne diese Symbolik durch-
fiithren lassen, wesentlich an Ubersichtlichkeit. Wir werden diese Tat-
sache im folgenden immer wieder bestitigt finden und die Berechtigung
begriinden, von ihr ausgiebig Gebrauch zu machen, wenn wir uns nur
des symbolischen Charakters der Zeichen dy und dx bewuBt bleiben.

Auch fiir den zweiten und hoheren Differentialquotienten hat Leibniz
eine Bezeichnung von suggestiver Kraft und von groBer praktischer
Niitzlichkeit geschaffen. Er faBt nidmlich den zweiten Differential-
quotienten als Grenzwert des ,,zweiten Differenzenquotienten” auf
folgende Art auf. Wir betrachten neben dem Argument x die Argu-
mente %, = x + % und x, = x + 24. Dann verstehen wir unter dem
zweiten Differenzenquotienten den ersten Differenzenquotienten des
ersten Differenzenquotienten, d. h. den Ausdruck

L/ye—9y  ¥1— 1
z‘(i'h‘l‘— — > =z =20+,

wo vy = f(x), y; = [(*1), ¥ = [(%,) gesetzt wird. Schreiben wir noch
h=Axund y, — y, = A4y,, y, —y = Ay, so werden wir sinngemil
den Ausdruck in der letzten Klammer als die Differenz der Differenz
von y oder die zweite Differenz von y bezeichnen und symbolisch

schreiben
Yo—2y +y=44y=4*y").

1) A4 =A? bedeutet also hier nicht ein Quadrat, sondern nur ein Symbol
fiir ,,Differenz von Differenz‘‘ oder ,,zweite Differenz‘‘.
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Der zweite Differenzenquotient wird in dieser symbolischen Schreib-
A%y
(4x)?
das Quadrat von Ax steht, wihrend im Zihler die Zahl 2 symbolisch
die Wiederholung des Differenzenprozesses bezeichnet. Diese Schreib-
weise des Differenzenquotienten?) veranlaBte Leibniz dazu, auch fiir
den zweiten und ebenso fiir die héheren Differentialquotienten die
symbolische Bezeichnung

weise dann einfach geschrieben werden, wobei im Nenner wirklich

A a*y " @y
y'=1"w)=—%, y'=7"(x) =5 usw.

sinzufithren, eine Bezeichnung, die sich ebenfalls, wie wir spiter sehen
verden, formal sehr bewihrt.

8. Der Mittelwertsatz.
. . . . a .
Zwischen dem Differentialquotienten % = f(x) und dem Diffe-
-enzenquotienten besteht eine einfache, fiir viele Zwecke wichtige Be-
riehung, der Mittelwertsatz, zu dem wir folgendermalen gelangen: Wir
setrachten den Differenzenquotienten

fr) — Hx) _ AF
Xy — Xg x

siner Funktion f(x), von der wir voraussetzen, daB sie iiberall in dem
setrachteten Intervall einen Differentialquotienten besitzt, deren Kurve
1lso iberall eine bestimmte Tangente
haben soll. Unser Differenzenquotient
wird uns in Figur 39 durch die Richtung
der Sekante reprisentiert, und zwar als p
der Tangens des in der Figur angegebenen
Winkels «. Denken wir uns nun diese B/ G
Sekante parallel zu sich verschoben, so
wird dabei mindestens einmal eine Lage
eintreten, bei welcher diese Gerade die
Kurve in cinem Zwischenpunkte zwischen ’ £ Z T
den Abszissen x, und #, beriihrt, nim- Fig. 39. Mittelwertsatz.
lich in einem solchen Punkte des Kurven-
bogens, der von der Sekante moglichst weit entfernt ist. Es wird

¥

1) Ich moéchte nicht einen Hinweis darauf unterlassen, daB die Darstellbarkeit
des zweiten Differentialquotienten als Grenzwert des oben hingeschriebenen
zweiten Differenzenquotienten eines Beweises bedarf. Denn wir haben vorher
die zweite Ableitung nicht auf diese Weise definiert, sondern als Grenzwert des
ersten Differenzenquotienten der ersten Ableitung. Den Nachweis, daB beide
Definitionen bei stetiger zweiter Ableitung aquivalent sind, kann ich hier um so
eher iibergehen, als er sich spiater im Anhang zum sechsten Kapitel von selbst
ergeben und im iibrigen fiir uns keine Bedeutung gewinnen wird.

Courant, Differentialrechnung. 1. 2. Aufl. 6
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also einen solchen Zwischenwert & geben, dal3

1(%1) — (= /

L=/ _pg)
wird. Diese Tatsache heiBt der Mittelwertsatz der Differentialrechnung.
Wir kénnen ihm noch eine etwas andere Form geben, indem wir beachten,
daB die Zahl & sich in der Gestalt & = x; 4 ¢ (x, — ¥;) darstellen 148t,
wobel ¥ eine gewisse Zahl zwischen 0 und 1 bedeutet, die man bei
Anwendungen des Mittelwertsatzes oft nicht niher bestimmen kann,
aber — wie sich herausstellen wird — auch nicht niher zu kennen
braucht. Der Mittelwertsatz lautet dann, genau formuliert: Wenn f(x)
in dem abgeschlossenen Intervall %, < x < x, stetig und wenigstens an
jeder Stelle des offenen Intervalles x;, < x < x, differenzierbar ist, so
gibt es mindestens einen Wert & zwischen O und 1. :

0<d<l1,
derart, daf

10 =16y 49 (xy — )

Xy — X
1st.
Ersetzen wir %, durch » und %, durch x + 2%, so kénnen wir den
Mittelwertsatz auch durch die Formel

e+ ’2 I e = Ok, x<E<xth

reprisentieren.

DaB man zwar die Stetigkeit von f(x) bis in die Randpunkte des
Intervalles hinein voraussetzen muB, aber die Existenz der Ableitung
in den Randpunkten nicht vorauszusetzen braucht, ist eine zunichst
unscheinbare Bemerkung, die jedoch fiir manche Anwendungen niitzlich
sein wird.

Wenn die Ableitung an einer Stelle im Innern nicht mehr existiert,
so braucht ibrigens der Mittelwertsatz nicht mehr richtig zu sein,
wie bei dem obigen Beispiel (%) = | x| auf Seite 76.

Unsere anschauliche Begriindung kén-
nen wir durch folgende Betrachtung er-
ginzen: Auf der Kurve gibt es sicherlich
I mindestens einen Punkt P, der eine
! groBtmogliche Entfernung von der Sehne
! hat (vgl. Fig. 40). In diesem Punkte hat
| die Kurve nach Voraussetzung eine be-

¥

9 = ¢ 2 Z stimmte Tangente, und diese Tangente
Fig. 40. Mittelwertsatz. muB der Sehne parallel sein; denn die Tan-
gente ist die Grenzlage einer Sekante und

entsteht, wenn wir P mit einem Punkt @ des Kurvenbogens ver-
binden und Q gegen P riicken lassen. Da nach Voraussetzung P nicht
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weniger weit von der Sehne entfernt ist als Q, muB jedesmal die Ver-
lingerung der Strecke PQ in Richtung von P nach @ die Sehne schneiden
oder thr parallel laufen; und da dies der Fall sein mul, auf welcher
Seite von P der Punkt Q auch liegt, so ist dies nur mdéglich, wenn die
Grenzlage parallel zu der Schne ist, welche die Endpunkte der Ordi-
naten in #; und x, verbindet. Fiir die oben mit & bezeichnete Zahl
kann also einfach die Abszisse des Kurvenpunktes P genommen werden.

Den strengen Beweis des Mittelwertsatzes pflegt man in folgender
Form zu fiihren. Man schickt den Hilfssatz von Rolle voraus, der einen
Spezialfall des allgemeinen Mittelwertsatzes darstellt: ,,Wenn eine
Funktion ¢(x) im abgeschlossenen Intervall x, < x < x, stetig ist,
wenn ferner ¢ (%,) = 0 und ¢(x,) = 0 ist, wenn endlich ¢ (x) im Innern
differenzierbar ist, so gibt es sicherlich mindestens ecine Stelle & im
Innern des Intervalles, fiir welche ¢’ (§) = 0 ist.”” In der Tat muB es
gewil im Innern mindestens einen Punkt & geben, fiir welchen die Funk-
tion ¢ (x) einen groBten oder einen kleinsten Wert annimmt (vgl. erstes
Kapitel, Anhang, §2); wir setzen etwa voraus, dal} £ cine solche Stelle
sei, fiir welche @ (&) nicht kleiner ist als alle andern im Intervall an-
genommenen Funktionswerte ¢(x). Dann ist fiir kleines |%| sicher

9(&)—@(+Ah) =>0. Lassen wir nun in dem Ausdruck r(p—(“t“th})l —7@

die GréBe & von positiven Werten her gegen Null streben, so folgt
durch Grenzitbergang ¢'(§) = 0. Da aber ebenso, wenn % durch

. . - B — .
negative Werte gegen Null strebt, UdCies 2 ~--7-(5-)go ist und
also der Grenzwert nicht negativ sein kann, so muB ¢'(£) = 0 sein,
womit die Behauptung bewiesen ist.

Den Rolleschen Satz wenden wir nun auf die Funktion?)

v

) =10 — o) — 7 ) — )

an, welche offenbar den Bedingungen ¢ (x;) = ¢(x,) = 0 geniigt und
die Form ¢ (x) = f(x) + ax 4+ & mit den konstanten Koeffizienten
. f(x2)_ — f(xy)

Xy — Xy
und somit wegen des Rolleschen Satzes fiir einen geeigneten Zwischen-
wert &

a == und b besitzt. Nach Nr. 4 ist ¢'(x) =f(x) + a

0=¢() =7 +a,

was mit der Aussage des Mittelwertsatzes gleichbedeutend ist.

1) Diese stellt iibrigens, wie der Leser leicht selbst iiberlegen kann, bis auf

einen von # unabhingigen Faktor den Abstand des Kurvenpunktes von der
Sekante dar.

6*
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9. Angeniherte Darstellung beliebiger Funktionen durch lineare. —
Differentiale.

Die Definitionsgleichung lim fle + ﬁ/{ A f'(x) des Differential-
h—0

quotienten ist gleichbedeutend damit, daB
fx+h —fx) =7 (xh+eh
oder
fe+d4x)=y+Ay=f(x) +f(x)dx + cdx

wird, wobei ¢ eine mit # = A x zugleich gegen Null strebende GréBe ist.
Denken wir uns fiir den Augenblick die Stelle x festgehalten und den
Zuwachs 5 = A x veranderlich, so ist durch diese Formeln der Zuwachs
der Funktion, d.h. die GroBe 4y, in zwei Summanden zerlegt, ndmlich
einen zu A proportionalen ,linearen’* Anteil 4f(x) und einen ,,Fehler*,
welcher im Verhiltnis zu 4 um so kleiner wird, je kleiner der Zuwachs 4
selbst bleibt. Die Funktion f(x + ) wird also bei festem x in ihrer
Abhingigkeit von A durch den linearen Anteil f(x) 4+ Af'(x) um so
besser dargestellt, auf ein je kleineres Intervall um den Punkt x herum
wir uns beschrinken. Dieser angendherten Darstellung der Funk-
tion f(x + A) durch die angegebene lineare Funktion von % entspricht
geometrisch die Ersetzung der Kurve durch ihre Tangente im Punkte .
Wir kommen auf die praktische Anwendung dieser Uberlegung zur
Ausfithrung von Niherungsrechnungen noch spiter im siebenten Ka-
pitel zuriick. '

Hier will ich nur beiliufig die Bemerkung anschlieBen, daB man
an diese gendherte Darstellung des Zuwachses Ay durch den linearen
Ausdruck %f'(x) eine logisch einwandfreie Definition des Begriffes
,,Differential’* anschlieBen kann, wie es nach dem Vorgange von Leibniz
vor allem Cauchy getan hat.

Wenn auch der Begriff eines Differentials als unendlich kleine
Gr6Be keinen Sinn hat und es deshalb unsinnig ist, den Differential-
quotienten als den Quotienten zweier solcher GréBen zu definieren, so

. . d
kann man dennoch eine Deutung der Gleichung f'(x) = % erstreben,

bei welcher der Ausdruck j—: nicht bloB symbolisch zu verstehen ist,

sondern als wirklicher Quotient zweier GréBen dy und dx. Man defi-
niert zu diesem Zwecke zunichst die Ableitung f'(x¥) durch unseren
Grenziibergang, denkt sich x festgehalten und betrachtet den Zuwachs
h = Ax als Verdnderliche. Diese Gré8e nennt man jetzt das Diffe-
rential von x und schreibt & = dx. Nunmehr definieren wir als Diffe-
rential der Fumktion vy den Ausdruck dy = y'dx = hf'(x), also
wiederum eine Zahl, die mit unendlich kleinen Gré8en nichts zu
tun hat. Jetzt ist wirklich der Differentialquotient y' = f'(x) der



§ 3. Die Ableitung oder der Differentialquotient. 85

Quotient der beiden Differentiale dy und dx; aber in dieser
Aussage steckt nichts Merkwiirdiges mehr, sondern eine bloBe Tauto-
logie, eine Umschreibung der Wortdefinition. Das Differential dy ist
also der lineare Anteil des Zuwachses Ay (vgl. Fig. 41).

Wir werden von diesen Differentialen zunichst keinen Gebrauch
machen. Ich mochte jedoch der Voll- g
stindigkeit halber noch erwihnen, daB /
man nun auch zweite und hoéhere Diffe-
rentiale bilden kann. Denkt man sich %fx)
nimlich jetzt A irgendwie gewahlt, und dy
zwar denselben Wert % fiir verschiedene 4 J{
%, so wird dy = hf(x) eine Funktion (n7
von x sein, von der man wieder das
Differential bilden kann. Diese GroBe
wird man zwestes Differential von y nen-
nen und durch das Symbol d2y = d2f(x)
bezeichnen. Sie ist der lincarc Anteil des Zuwachses &f'(x + &) — hf'(x),
d.h. es wird d?y = h%f’(x). Ebenso kann man natiirlich beliebig
weiter gehen und gelangt zu dritten, vierten Differentialen von y
usw., welche durch die Ausdriicke A3f"'(x), h*f'V(x),... definiert
werden konnen.

0 x xrh x
Fig. 41. Differential dy.

10. Bemerkungen iiber die Anwendungen unserer Begriffe in der
Naturwissenschaft.

In den Anwendungen der Mathematik auf Naturerscheinungen
haben wir es niemals mit scharf definierten Gréfen zu tun. Ob eine
Linge exakt gleich einem Meter ist, das ist eine Frage, welche durch
kein Experiment entschieden werden kann und welche infolgedessen
keinen ,,physikalischen Sinn‘ hat. Ebensowenig hat es einen
unmittelbaren physikalischen Sinn, von einem materiellen Stabe zu
sagen, seine Linge sei rational oder sie sei irrational; wir werden sie
immer mit jeder wiinschenswerten Genauigkeit durch rationale Zahlen
messen konnen, und was hauptsichlich interessiert, ist, ob wir bei
einer solchen Messung durch rationale Zahlen mit verhaltnismiBig
kleinen Nennern auskommen oder nicht. Ebenso wie die Frage nach
Rationalitit oder Irrationalitit in der strengen Bedeutung der ,,Pri-
zisionsmathematik“ keinen physikalischen Sinn hat, wird auch sonst
in den Anwendungen die wirkliche Durchfithrung von Grenziibergingen
gewohnlich nur eine mathematische Idealisierung darstellen. Die
Bedeutung solcher Idealisierungen fiir die Anwendungen beruht vor
allem darin, daB durch sie alle analytischen Ausdriicke wesentlich
einfacher und handlicher werden. Z.B. ist es auBerordentlich viel
einfacher und bequemer, mit dem Begriff der Momentangeschwin-
digkeit zu arbeiten, die Funktion nur eines bestimmten Zeitmomentes
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ist, als mit dem Begriff der Durchschnittsgeschwindigkeit zwischen
zweli verschiedenen Zeitmomenten. Jede rationelle Naturbetrachtung
wire ohne derartige mathematische Idealisierungen zu hoffnungsloser
Komplikation verurteilt und miiSte in den ersten Anfingen stecken
bleiben. Ich will mich jedoch hier nicht in eine Betrachtung iiber
das Verhiltnis der Mathematik zur Wirklichkeit einlassen; ich méchte
lediglich fiir unsere gegenwirtige Begriffsbildung hervorheben, daB
man bei den Anwendungen das Recht hat, einen Differenzenquotienten
an die Stelle eines Differentialquotienten zu setzen und umgekehrt,
sobald die betrachteten Differenzen nur klein genug sind, um bei
der Anniherung eine geniigende Genauigkeit zu gewihrleisten. Der
Physiker oder der Biologe oder der Techniker, oder wer sonst mit
diesen Begriffen praktisch zu tun hat, wird dann das Recht haben,
innerhalb seiner Genauigkeitsgrenzen den Differenzenquotienten mit
dem Differentialquotienten zu identifizieren. Er wird dann fiir den
Zuwachs kb der unabhingigen Verinderlichen (nach der Ausdrucksweise
von Nr. 9 das Differential # = dx) den Zuwachs Ay = f(x + h) — f(x)
um so genauer durch die GréBe Af'(x) (das Differential 4y) dar-
stellen kénnen, je kleiner 4 ist. Solange er bei dieser Ersetzung inner-
halb der Genauigkeitsgrenzen bleibt, die ihm bei der Aufgabe jeweils
gesteckt sind, pflegt er die Zuwichse dx =k und dy = hf'(x) als
,unendlich kleine GréBen® zu bezeichnen. Diese ,,physikalisch unend-
lich kleinen'* Grifen haben einen prazisen Sinn. Es sind durchaus end-
liche, von Null verschiedene GréBen, nur fiir die betreffende Betrachtung
klein genug gewihlt, z. B. kleiner als der Bruchteil einer Wellenldnge
oder kleiner als der Abstand zweier Elektronen im Atom oder dgl.,
allgemein Kkleiner als der verlangte Grad der Genauigkeit.

§ 4. Das unbestimmte Integral, die primitive Funktion und
dieFundamentalsitze der Differential- und Integralrechnung.

Wie schon erwihnt, ist gerade der Zusammenhang zwischen dem
Problem der Integration und dem Problem der Differentiation der
Angelpunkt der Differential- und Integralrechnung. Diesen Zusammen-
hang wollen wir nunmehr entwickeln.

1. Das Integral als Funktion der oberen Grenze.

Das bestimmte Integral einer Funktion f(x) hingt in seinem Wert
von der Wahl der beiden Integrationsgrenzen a und b ab. Es ist eine
Funktion sowohl der unteren Grenze a als auch der oberen Grenze b.
Um diese Abhingigkeit ndher zu studieren, stellen wir uns zunichst
einmal die untere Grenze a als eine bestimmte feste Zahl vor, bezeichnen
die Integrationsvariable nicht mehr mit %, sondern mit #, was ja doch
vollstindig gleichgiiltig ist (vgl. S. 63), und bezecichnen die obere Grenze
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statt mit & mit x, um anzudeuten, dal wir die obere Grenze variabel
lassen und den Wert des Integrales als Funktion der oberen Grenze
untersuchen wollen. Wir setzen demgemilB

ff(u) du =P (x).

Diese Funktion @ (¥) nennen wir ein unbestimmies Integral der Funk-
tion f(x). Wenn wir von einem und nicht von dem unbestimmten
Integral sprechen, so deuten wir damit
an, daB wir statt der unteren Grenze a
auch irgend eine andere hitten wihlen
und so einen anderen Wert fiir das In-
tegral erhalten kénnen. Geometrisch wird
fir jeden Wert von x das unbestimmte
Integral durch den aus Figur 42 ersicht-
lichen Flicheninhalt gegeben, der zur 2
Kurve y = f(u) gchort und von den
Ordinaten # =a und # = x begrenzt 4
wird; das Vorzeichen des Flicheninhaltes
ist dabel natiirlich nach den frither
(§ 1, Nr. 3) angegebenen Regeln zu bestimmen.

Wenn wir statt der unteren Grenze a eine andere untere Grenze o
wihlen, so erhalten wir das unbestimmte Integral

¥

flu)

ON

a B X [/2
Fig. 42,

z
V() = [ f(u)du.
o
Die Differenz ¥ (x) — @(x) wird offenbar durch das Integral

!/(u)du

gegeben, ist also, da « und a als jeweils fest gegebene Zahlen zu be-
trachten sind, eine Konstante. Es ist also

¥ (x) = @ (x) + const.;
d. h. unsere verschiedenen unbestimmien Inlegrale derselben Funktion
unterscherden sich lediglich durch eine additive Konstante.

Man konnte auch ebenso das Integral als Funktion der unteren
Grenze betrachten, indem man die Funktion

b
px) = sz(u) au

einfiihrt, wobei die Zahl b fest gewillt ist. Auch hier unterscheiden

sich zwei Funktionen mit verschiedenen oberen Grenzen b und g ledig-
I3

lich um eine additive Konstante, ndmlich f O
b
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2. Der Differentialquotient des unbestimmten Integrales.

Wir wollen nun das unbestimmte Integral @ (x) nach der Variablen %
differenzieren. Das Ergebnis dieser Differentiation wird der folgende
Satz sein: o ‘

Das unbestimmie Integral

mn=[ﬂmm

einer stetigen Funktion [ (x) besitzt stets einen Differentialquotienten @' (x),

und zwar 1ist ,
D'(x) = [(x),

d.h. die Differentiation des unbestimmien Integrales der gegebenen
stetigen Fuy ktion liefert wieder diese Funktion.

Diese Tatsache bildet den Kernpunkt der ganzen Differential- und
Integralvechnung. Ihr Beweis ergibt sich auBerordentlich einfach an
Hand der Bedeutung des Integrales als Flicheninhalt. Wir bilden

D(x + 1)y — D(x)
— e

und deuten den Zahler
z+h z+h

D5+ h) —&x) = [ f(u)du —aff(u)dusz(u)du

als Flicheninhalt von der Ordinate, die zu x gehért, bis zur Ordinate,
y die zu x + A gehort.
Ist x, in dem Intervall zwischen
\ xund x + Ak eine Stelle, fiir welche
f(x¥) den groBten, und =x, eine
Stelle, fiir die f(x) den kleinsten
Wert annimmt (vgl. Fig. 43), so
wird der fragliche Flicheninhalt
zwischen den Werten 4f(%,) und
hf(x,) liegen, welche die Inhalte
von Rechtecken mit diesem Intervall als Grundlinie und den Héhen
f(%,) bzw. f(x,) darstellen. Analytisch ausgedriickt ist also sicherlich

a 1T, LIk T

Fig. 43. Differentiation des unbestimmten Integrales.

(] h)— @
fla) = POAD 220 > ),
wie man auch ohne Berufung auf die geometrische Deutung des Integrales
aus der Definition des Integrales als Grenzwert folgendermalen ent-

nimmt?). Es set
z+h

n
[iwdu=1m 3 f(u)du,,
z n—oo vy=1
wobeiu, = x,%,,...,4, = x -+ hTeilpunkte des Intervalles von x bis x + 4

1) Vergleiche hierzu iibrigens auch die spateren Betrachtungen, S.102.
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bedeuten und der groBte der absoluten Betrige der Differenzen
Au, = u,— u,_; mit wachsendem # gegen Null strebt. Dann wird 4:”

sicherlich positiv sein, gleichviel ob % positiv ist oder negativ. Da nun
f(%) = f(w,) = f(x,) gilt und da die Summe der GréBen Au, gleich &
ist, so folgt
1

flo) = + 31 (w) A, 2 f(x,)
und somit durch Grenziibergang # — oo zum Integral die oben behaup-

z+h
tete Relation fiir _:fff (wydu = ok i—h})l-ﬁ AN

z

Wenn jetzt %4 gegen O strebt, miissen gleichzeitig f(x,) und f{x,)

wegen der Stetigkeit der Funktion gegen den Wert f(x) streben. Wir
erkennen also unmittelbar, daB

&'(x) = lim Prth) - Plx) _ fx)

h—0 h

ist, eine Gleichung, die genau den Inhalt unserer Behauptung ausmacht.
Aus der so bewiesenen Differenzierbarkeit der Funktion @ ()
folgt mit Riicksicht auf § 3, Nr. 5 sofort: Das Integral einer stetigen
Funktion f(x) ist wiederum eine stetige Funktion der oberen Grenze.
Als Ergianzung zu unserem Ergebnis sei bemerkt, daB, wenn man
da& bestimmte Integral nicht als Funktion der oberen Grenze, sondern
als Funktion ¢(x) der unteren Grenze auffaBt, der Differentialquotient
nicht gleich (), sondern gleich — f(x) wird; in Formeln: Wird

b
@ (%) =f}‘(u)du
gesetzt, so gilt ’
¢'(x) = — ().
Der Beweis dieser Tatsache folgt sofort aus der Bemerkung, daf3

b z
Sfwydu=— [fudu
. z b
1st.

3. Die primitive Funktion (Stammfunktion); allgemeine
Definition des unbestimmten Integrales.

Der eben bewiesene Satz zeigt uns, daB das unbestimmte Integral
®(x) ganz von selbst die Losung des folgenden Problemes gibt: Zu
einer gegebenen Funktion f(x) ist eine Funktion F(x) zu bestimmen,

devart, daf F'(x) = [(x)

wird. Dieses Problem verlangt von uns, den Prozef der Differentiation
umzukehren. Es ist eines der typischen Umkehrungsprobleme, wie sie
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in der Mathematik an vielen Stellen vorkommen und wie wir sie in
dieser Vorlesung schon mehrfach als fruchtbares mathematisches Er-
zeugungsprinzip kennengelernt haben. (Z. B. geschah die erste Er-
weiterung des natiirlichen Zahlbegriffes unter dem Drucke der Forde-
rung, gewisse einfache Rechenprozesse umzukehren. Die Bildung. der
Umkehrfunktionen fithrte uns zu neuartigen Funktionen und wird uns
zu neuen Funktionen fiihren.)

Eine solche Funktion F(x), fiir welche F'(x) = f(x) ist, nennen wir
eine zur Funktion f(x) gehorige primitive Funktion oder Stammfunk-
tion; man will mit dieser Bezeichnung andeuten, daB aus ihr die Funk-
tion f(x) durch Ableitung oder Differentiation entsteht.

Dieses Problem der Umkehrung der Differentiation oder der Auf-
findung einer primitiven Funktion zu f(x) trdgt zunichst einen ganz
andersartigen Charakter als das Problem der Integration. Das Resultat
aus Nr.2 sagt uns nun jedoch: Jedes unbestimmie Integral @ (x) der
Funktion f(x) ist eine zu f(x) primitive Funktion.

Wir haben mit diesem Ergebnis aber das Problem der Auffindung
primitiver Funktionen noch nicht vollstindig gelést. Denn wir wissen
noch nicht, ob wir damit alle Losungen der Aufgabe gefunden haben.
Die Frage nach der Gesamtheit aller primitiven Funktionen wird
nun durch den folgenden, gelegentlich ebenfalls als Fundamentalsatz
der Differential- und Integralrechnung bezeichneten Satz beantwortet:

Es ist
Fi(x) —Fy(x) =c,
d. h. die Differenz zweier verschiedener primitiver Funktionen Fi(x) und

F,(x) zu [ (x) ist stets esne Konstante. Wir erhalten also zu einer beliebigen
primitiven Funktion F (x) alle anderen in der Gestalt

F(x) +c,
bei geeigneter Wahl der Konstanten c. Umgekehrt stellt der Ausdruck
F,(x) = F () + ¢ fiir jeden Wert der Konstanten c eine primitive Funk-
tion zu f(x) dar.

DaS8 fiir jede beliebige Wahl dieser Konstanten die Funktion F (x) +¢
zugleich mit der Funktion F(x) eine primitive Funktion zu f(x) wird,
ist fast selbstverstindlich. Denn es ist (vgl. auch § 3, Nr. 4)

(Fx+mh+c)—(F(xy+c) _ F(x + k) — F(x)
h h !
und da der Grenzwert der rechten Seite bei abnehmendem % nach Vor-
aussetzung gleich f(x) wird, so gilt dies auch fiir den Grenzwert der
linken Seite, d. h. es ist

L Fw+o)=/®)=Fx.

Wir brauchen nun zum Beweise unserer obigen Behauptung ledig-
lich zu zeigen, daB die Differenz zweier beliebiger primitiver Funk-
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tionen F, (¥) und F,(x) auch stets eine Konstante ist. Zu dem Zwecke
betrachten wir die Differenz

und bilden
G'(x) = lim {Fl (* *,}‘,}:flﬁ(,i), — I:‘?(_"M")}.
B0 2 h

Beide Ausdriicke auf der rechten Seite haben bei abnehmendem 4 nach
Voraussetzung den Grenzwert f(x); d. h. fiir jeden betrachteten
Wert von x ist G'(x) =0. Eine Funktion aber, deren Ableitung
durchweg 0 ist, muBl durch eine Kurve reprisentiert werden, deren
Tangente {iberall parallel zur x-Achse verlduft, d.h. sie muB selbst
cine Konstante sein; es ist also G(x) = ¢, wie wir behaupteten. Ohne
Berufung auf die Anschauung leitet man diese letzte Tatsache mit
Hilfe des Mittelwertsatzes folgendermaBen ab: Es wird

Gr) —Gr) = (0 — %) G'(§); x <E&<a.
Da dic Ableitung G’(x) nach Voraussetzung fiir jeden betrachteten
Argumentwert, also z. B. auch fiir den Wert & verschwindet, so
folgt sofort G(x,) = G(x,), und da #, und x, belicbige Werte von x in
dem betrachteten Intervall sind, so muBl G(x) dort konstant sein.
Man kann also jetzt, wenn man das Resultat von Nr. 2 heranzieht,
sagen: Jede primitive Funktion F(x) zu [(x) 1Bt sich in der Form

Fla)=c+ ®@) =c+ [fudu

darstellen, wo ¢ und a Konstante sind, und wmgekehrt stellt unser Aus-
druck bei beliebig fest gewdhliem a und beliebigem Wert von ¢ eine primi-
tive Funktion dar.

Es liegt nahe, zu vermuten, daf man die Konstante ¢ allgemein
weglassen kann, da ja durch Anderung der unteren Integrationsgrenze
sich das unbestimmte Integral um eine additive Konstante verdndert.
Man wiirde jedoch bei Weglassung von ¢ in vielen Fillen tatsichlich
nicht alle primitiven Funktionen erhalten, wie schon das Beispiel der
Funktion f(x) = 0 zeigt. Hier ist das unbestimmte Integral ®(x)
aus Nr. 1 immer Null, unabhingig von der unteren Grenze a; primitive
Funktion zu f(x) = 0 ist aber jede beliebige Konstante. Ein zweites
Beispiel liefert die Funktion f(x) = }/ x; sie ist nur fiir nicht negative
Werte von x definiert, und wir wollen uns auf den Funktionszweig
f(x) = 0 beschrinken. Es wird dann

2 3 2 3
D(x) = g ¥ =g a,
und wir sehen, daB, wie wir auch immer die untere Grenze a wihlen,

3
stets das unbestimmte Integral @(x) aus %x_ durch Addition einer
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3
Konstanten < 0, nimlich der Konstanten — %a‘? entsteht, wihrend

3 _—
z. B. auch —g—xf + 1 eine primitive Funktion zu }x ist. Daher konnen

wir in dem allgemeinen Ausdruck der primitiven Funktion die additive
Konstante nicht entbehren. Der gefundene Zusammenhang legt es
nahe, nunmehr den Begriff des unbestimmten Integrales ein wenig
zu erweitern. Wir wollen nimlich von nun an jeden Ausdruck der

Form ¢+ ®(x) =c¢ + f f(u)du als ein unbestimmtes Integral von

f(x) bezeichnen. Mit anderen Worten, wir wollen keinen Unterschied
zwischen den primitiven Funktionen und den unbestimmien Integralen
mehr machen. Trotzdem aber ist es fiir das Verstindnis der Zusammen-
hinge unbedingt erforderlich, sich dariiber klar zu sein, daB zunichst
Integration und Umkehrung der Differentiation zwei vollstindig von-
einander verschiedene Dinge sind und daB erst die Erkenntnis ihres
Zusammenhanges uns das Recht gibt, fiir die primitive Funktion auch
das Wort ,,unbestimmtes Integral” zu verwenden.

Es ist iiblich, das unbestimmte Integral durch eine an und fiir
sich vielleicht nicht ganz klare Bezeichnungsweise symbolisch dar-
zustellen. Man schreibt ndmlich

¥)=c+ [fwydu= [f@x)dx

d. h. man 4Bt die obere Grenze x fort, ebenso die untere Grenze a
und die additive Konstante ¢ und schreibt fiir die Integrationsvariable
den Buchstaben x, den man konsequenterweise eigentlich vermeiden
sollte, um eine Verwechselung mit der oberen Grenze x, der unabhingigen
Verinderlichen in F (%), auszuschlieBen. Bei der Bezeichnung f f(x)dx
fiir das unbestimmte Integral muB man sich stets der damit ver-
bundenen Unbestimmtheit bewuBt bleiben, nimlich der Tatsache, da8
dieses Symbol immer nur ein unbestimmtes Integral bedeutet.

4. Die Verwendung der primitiven Funktion zur Ausfithrung
bestimmter Integrale.

Nehmen wir an, daB wir irgend eine primitive FunktlonF f f(x

zu f(x) kennen und daB wir das bestimmte Integral f f(#) du berechnen
J ),

wollen. Dann wissen wir, dafl das unbestimmte Integral

weil es auch eine primitive Funktion zu f(x) ist, sich von F(x) nur
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um eine additive Konstante unterscheiden kann. Es ist also
& (x) =F(x) +c,

und die additive Konstante ¢ bestimmt sich sofort durch Beriicksichti-

z
gung der Tatsache, daB das unbestimmte Integral @ (x) = f f(u)du

fir x = a den Wert 0 haben muB. Es ist also 0 = @(a) = F(a) 4 ¢
und daher ¢ = —F(a) und D(x) = F(x) — F(a), speziell also fir
x=0b

b
[1u)du=F @) —F(a),

und somit ergibt sich die wichtige Regel: Man erhdlt das bestimmie

Integral der Funktion f(x) zwischen den Grenzen a und b, indem man

mit irgend einer primitiven Funktion F(x) die Differenz F (b) — F(a)

bildet.

Wir konnen die eben gefundene Regel unter Benutzung der Be-

ziehung F'(x) = f(x) auch folgendermaBen schreiben:
b bdF(
. , x
F(b)—F(a) = [Fx)dx = [} )

13 a

dx.

Diese Formel 148t sich nun sehr einfach direkt verstehen und beweisen.

Ersetzen wir rechts den Differentialquotienten % durch den
Differenzenquotienten é}? und das Symbol dx durch 4%, das Integral

. F . .
durch die Summe Z jxr—-Ax,, so erhalten wir gerade die Summe der

Differenzen AF, und es ist klar, dal diese Summe unabhingig von der
Intervalleinteilung den Wert F(b) — F(a) besitzt. Andererseits aber ist sie

gleich dem Integral. Nach dem Mittelwertsatz ist nimlich ;ji =F'(£,),

wo & einen Zwischenwert zwischen x, und x, ,; bedeutet. Unsere Summe
ist also gleich 3 Ax, F'(£,); sie geht also zufolge der Integraldefinition

b
bei Verfeinerung der Einteilung tatsichlich in das Integral f F'(x)dx
a

iiber, womit unserc Formel bestitigt ist.
Bei der Handhabung unserer Regel bedient man sich oft des
Zeichens |, um die Differenz F (b) — F (a) auszudriicken. Man schreibt

niamlich b

b
[{x)dx =F(b) — F(a) = F ()
a a
und deutet also mit dem Strich an, daB in dem davorstehenden Ausdruck
fiir x einmal der Wert b, dann der Wert a einzusetzen ist und schlieBlich
die Differenz der beiden so entstehenden Zahlen zu bilden ist.



94 II. Grundbegriffe der Integral- und Differentialrechnung.

5. Einige Beispiele.

Wir sind ohne weiteres in der Lage, den dargelegten Zusammenhang
zwischen bestimmtem Integral, unbestimmtem Integral und Differential-
quotienten an einer Reihe einfacher Beispiele zu verfolgen. Vermoge
des Satzes von Nr. 2 kénnen wir aus jeder der in § 2 direkt bewiesenen
Integralformeln eine Differentiationsformel ableiten.

In § 2 waren wir fir beliebige von — 1 verschiedene rationale o
und positive a, b zu der Integralformel

b

a _ 1 a+1 41
a
gelangt, die wir, indem wir die Integrationsvariable mit % und die

obere Grenze mit x bezeichnen, in die Form

x

fu"du = }r . (" —a®th

a
setzen koénnen. Daraus folgt nach unserem Fundamentalsatz, daB die
rechte Seite eine primitive Funktion zum Integranden ist, d. h. da8 die
Differentiationsformel

d

»d—xx'erl = (o + 1) 2"

gilt, und zwar fiir alle rationalen Werte von « mit Ausnahme des Wertes
o= —1 und fiir alle x > 0. Durch Einsetzen zeigt sich iibrigens, daB diese
Formel auch fiir o ==—1 gilt, wenn wieder x >0 ist. Das gewonnene
Resultat stimmt genau mit dem iiberein, das wirin §3 durch direkte Durch-
fithrung der Differentiation erhalten haben. Wir hitten uns also, gestiitzt
auf den Fundamentalsatz, die besondere Miihe dieser Differentiation
sparen konnen, nachdem wir einmal die Integration ausgefiihrt haben.
Weiter folgt aus der in § 2 bewiesenen Integralformel

z
fcosuduzsinx——sina
a

die Differentiationsformel 2, SIn¥ =cosx in Ubereinstimmung mit

dem in § 3 gewonnenen Ergebnis.

Wir konnen aber auch umgekehrt jede direkt bewiesene Differen-
tiationsformel F’(x) = f(x) als Verkniipfung zwischen primitiver
Funktion F(x) und abgeleiteter Funktion f(x) ansehen, also als For-
mel der unbestimmten Integration auffassen und dann gemiB Nr. 4
hieraus das bestimmte Integral von f(x) erhalten. — Gerade von dieser
letzten Methode macht man, wie wir im Kapitel IV sehen werden,
auBerordentlich hiufig Gebrauch. — Insbesondere kénnen wir von
den Resultaten des § 3 ausgehen und aus ihnen vermége des Fun-
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damentalsatzes die Integralformeln des §2 beweisen. Es ist z. B.

nach §3 %x““ = (o + 1)x" Also lSt bCl « 4= — 1 eine primi-

tive Funktion oder ein unbestimmtes Integral zu % und somit ergibt
sich jetzt nach Nr. 4 die obige Integralformel.

§ 5. Einfachste Methoden zur graphischen Integration.

Ein unbestimmtes Integral oder eine primitive Funktion zu f(x) ist
eine Funktion y = F(x), die man zweckmiBigerweise nicht nur durch
Flicheninhalte veranschaulichen wird, sondern fiir die man auch
ebensogut wie fiir jede Funktion eine graphische Darstellung durch
eine Kurve geben kann. Aus der Definition unserer Begriffe ergibt
sich unmittelbar die Moglichkeit, diese Kurve in einfacher Weise ge-
nihert zu konstruieren und sich so ein anschauliches Bild von der
Integralfunktion zu machen.

Man muB zunichst bedenken, daB diese letztere Kurve nicht ein-
deutig, sondern wegen der willkiirlichen additiven Konstanten nur
bis auf eine willkiirliche Parallelverschiebung in Richtung der y-Achse
bestimmt ist. Man kann also von der Integralkurve noch verlangen,
daB sie durch einen bestimmten, willkiirlich vorgeschriebenen Punkt
geht, z. B, wenn x = 1 dem Definitionsintervall von f(x) angehort,
durch den Punkt mit den Koordinaten x = 1, y = 0. Dann ist die
Integralkurve durch die Forderung bestimmt, daf8 ihre Richtung fiir
jeden Wert von x durch den zugehérigen Wert von f(x) gegeben wird.
Um eine angeniherte Konstruktion einer diesen Bedingungen geniigen-
den Kurve zu geben, versucht man, statt der krummen, durch y = F(x)
dargestellten Linic cinen aus geraden Stiicken bestehenden Polygonzug
zu konstruieren, dessen Eckpunkte iiber
vorgegebenen Teilpunkten der x-Achse
liegen und dessen Seiten jeweils ein Stiick
weit die Richtung der gesuchten Kurve
anndhern. Hierzu teile man das betrach-
tete Intervall der x-Achse durch die
Punkte x =1, x;, x,, ... In eine gewisse
Anzahl von Teilen ein, welche {ibrigens
nicht notwendig gleich sein miissen, und
errichte in jedem Teilpunkt die Parallele i 44 Graphische Integration.
zur y-Achse. Dann lege man (vgl. Fig. 44)
durch den Punkt x =1, y =0 die gerade Linie, deren Rlchtungs-
tangens gerade gleich f(1) ist; durch den Schnittpunkt dieser Geraden
mit der Linie x = x; lege man die Gerade mit dem Richtungstangens
f(%,), schneide sic wieder mit der Linie x = x, und setze dies Ver-
fahren fort. Um die Geraden mit den vorgegebenen Richtungen prak-

YA
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tisch zu konstruieren, errichte man in jedem Teilpunkt die Ordinate
der Kurve y = f(x). Diese Ordinate projiziere man auf irgend eine
Parallele zur y-Achse, z. B. auf diese selbst. Dann erhilt man die

Y

Ky

1
Fig. 45. Graphische Integration von e

Richtung der Integralkurve, indem man — bei der letzten Annahme
— den Punkt mit den Koordinaten ¥ =0 und y = f(x) mit dem
Punkt x = —1, y = 0 verbindet (vgl. die Figuren 45 und 46). Indem
man diese Richtungen parallel zu sich selbst iibertrdgt, konstruiert
y man einen Polygonzug, dessen Eck-
punkte iiber den gegebenen Teilpunk-
ten der x-Achse liegen und dessen
Richtungen jeweils in den Anfangs-
punkten mit den dortigen Richtungen
der Integralkurven {ibereinstimmen.
Macht man die Intervalleinteilung hin-
reichend fein, so werden die Polygone
eine beliebig genaue Anniherung an
die Integralkurve darstellen. Man kann
hiufig die Genauigkeit der Konstruk-
! ' = tion noch etwas verbessern, indem
v man fiir jede Polygonseite diejenige
Fig. 46. Graphische Integration von x, RiChtung Wé'hlt’ welche niCht zum

Anfangspunkt des betreffenden Inter-
valles, sondern zu dessen Mittelpunkt gehort (vgl. die Figuren)?).

N
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1) Beilaufig méchte ich erwiahnen, daB die graphische Integration, d.h. die
zeichnerische Ermittlung einer primitiven Funktion F(#) zu einer durch eine
Kurve gegebenen Funktion f(#), auch durch mechanische Apparate, die sog.
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In Figur 46 ist die geschilderte Konstruktion fiir die Funktion
(%) = x durchgefiihrt. Wir erhalten so durch graphische Integration

2
als Integralkurve die Parabel y = f2— — % Weiter ist in Figur 45 fiir

die Funktion f(x) =—i— die Integralfunktion gezeichnet, eine Funk-

tion, die wir spater (vgl. drittes Kapitel, § 6) noch eingehend
untersuchen werden — sie wird sich namlich als die Logarithmus-
funktion erweisen. Endlich rate ich dem Leser, selbst weitere Bei-
spiele durchzufithren, etwa die graphische Integration der Funktionen
sin # und cos x.

§ 6. Weitere Bemerkungen iiber den Zusammenhang
zwischen dem Integral und dem Differentialquotienten.

Bevor wir zu einer systematischen Verfolgung der im §4 gefun-
denen Zusammenhinge ibergehen, will ich diese noch von einem
anderen Gesichtspunkte aus beleuchten, der in engster Beziehung
mit der anschaulichen Vorstellung von Massendichte und anderen
physikalischen Begriffen steht.

1. Die Massenverteilung und Dichte; Gesamtquantitit und
spezifische Quantitit.

Denken wir uns auf einer geraden Linie, der x-Achse, irgendwelche
Massen verteilt, und zwar stetig, aber nicht notwendig gleichférmig.
Stellen wir uns etwa eine vertikale Luftsiule vor, welche iiber einem
Flichenstiick von der GroBe 1 steht — als x-Achse nehmen wir dabei
die senkrecht nach oben weisende Gerade, als Nullpunkt ¥ = 0 den
Punkt am Erdboden. Die Gesamtmasse zwischen zwei Abszissen % = x,
und » = %, wird durch eine sog. Summenfunktion F(x) folgender-
maBen charakterisiert. Man geht von dem Anfangspunkt der Massen-
verteilung lings der Geraden, dem Punkte x = 0, aus und versteht
unter F (x) die Gesamtmasse zwischen der Abszisse 0 und der Abszisse x.
Der Massenzuwachs von der Abszisse #, bis zur Abszisse %, wird dann
einfach durch

F (%) — F(x)

gegeben, wobei diesem Zuwachs ein Vorzeichen zugeschrieben wird,
welches sich bei Vertauschung von x; und #, indert.

Integraphen, ausgefiihrt werden kann, bei denen ein Stift lings der gegebenen
Kurve y = f(#) gefithrt wird und ein Zeichenstift automatisch eine der Kurven
y = F (%) beschreibt, fiir welche F'(x) = f(x) ist. Die unbestimmt bleibende
Integrationskonstante driickt sich in einer gewissen Willkiirlichkeit bei der Wahl

der Anfangsstellung des Apparates aus. Niheres vgl. z. B. bei 4. Galle, Mathe-
matische Instrumente, Leipzig 1912, 1X. Abschnitt.

Courant, Differentialrechnung. I. 2. Aufl. 7
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Der Durchschnittswert der Masse pro Lingeneinheit in dem Inter-

vall %; bis #, ist
F(x,) — F (%) .
Fo— %

Nehmen wir an, daB die Funktion F(x) differenzierbar ist, so strebt
fir x, — x, dieser Wert gegen die Ableitung F'(x;). Und diese GroBe
ist gerade das, was man als spezifische Masse oder Dichte unserer
Verteilung an der Stelle x; zu bezeichnen pflegt — sie ist natiirlich
im allgemeinen mit dem Ort verinderlich —. Zwischen der Dichte f(x)
und der Summenfunktion F(x) besteht also einfach die Beziechung

N@=fmmm;ﬂ@=Fm.

Die Summenfunkiion ist eine primitive Funktion der Dichle, oder gleich-
bedeutend: Die Masse ist das Integral der Dichte; und umgekehrt: Die
Dichte ist der Differentialquotient der Summenfunktion.

Genau das entsprechende Verhiltnis finden wir auch sonst viel-
fach in der Physik vor. Bezeichnen wir z. B. die gesamte Warmemenge,
die man braucht, um eine gegebene Einheit eines Stoffes von der Tempe-
ratur {, auf die Temperatur ¢ zu bringen, mit Q(f), so wird fiir eine
Temperaturerh6hung von der Temperatur ¢, auf die Temperatur ¢,
die Wirmemenge

Q) —Q(t)
gebraucht. Zwischen # und ¢, ist die durchschnittliche fiir die Er-
héhung um die Temperatureinheit aufgewandte Wirmemenge
Q) — Q1) .

’

ly— 14
wenn wir wiederum die Differenzierbarkeit der Funktion Q(#) voraus-
setzen, erhalten wir in der Grenze eine Funktion

2() — Q1)

t—t,

g(¢) = lim -

t,—t

die wir als spezifische Wirme des Stoffes bezeichnen. Diese spezifische

Wirme ist allgemein als eine Funktion der Temperatur ¢ anzusehen.

Auch hier besteht zwischen spezifischer Wirme und gesamter

Wiarmemenge die fiir das Verhiltnis des Integrals zum Differential-
quotienten charakteristische Relation

b

Sawydt=0(0) —Q(a).

a

Ganz dhnliche Verhiltnisse treffen wir iiberall dort, wo man einer
gesamten Quantitit eine spezifische Quantitit gegeniiberstellen kann,
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wie der elektrischen Ladung die Dichte der elektrischen Ladung, einer
Gesamtkraft auf eine Fliche die Kraftdichte oder den Druck in jedem
Punkt usw.

In der Natur liegt die Sache gewohnlich so, daB uns von vornherein
nicht etwa die spezifischen GroBen, d. h. die Dichte, sondern vielmehr
die Gesamtquantitit gegeben ist; dafB also die Integrale das Primaire
sind (was ja auch durch die Bezeichnung ,,primitive Funktion zum
Ausdruck kommt) und daBl erst ein Grenziibergang, ndmlich die Diffe-
rentiation uns zu den spezifischen GroéBen fihrt.

Beildufig bemerke ich iibrigens, daBl bei unserer Auffassung, wenn
wir die Massen als von Natur positiv ansehen, die Summenfunktion F (x)
eine mit ¥ monoton zunehmende Funktion sein muB und daf dem-
entsprechend die spezifische GroBe, die Dichte f(x), positiv ist. An
und fiir sich aber hindert uns nichts, auch die Vorstellung negativer
Massen heranzuziehen (wie z. B. negative Elektrizitit); dann sind
unsere Summenfunktionen F (¥) durch keine Monotoniebedingung mehr
eingeschrinkt.

2. Gesichtspunkte der Anwendungen.

Das Verhaltnis der primitiven Summenfunktion zu der Verteilungs-
dichte wird vielleicht noch deutlicher, wenn man sich wieder ver-
gegenwirtigt, daB vom Standpunkte der physikalischen Tatsachen
aus sowohl der Grenziibergang bei der Integration als auch der bei
der Differentiation einc Idealisierung darstellt und daB diesen Grenz-
Ubergingen exakt in der Natur nichts entspricht, da man vielmehr
an Stelle des Integrals in der physikalischen Wirklichkeit genau ge-
nommen nur eine Summe sehr vieler kleiner Summanden und an
Stelle eines Differentialquotienten einen Differenzenquotienten aus sehr
kleinen Gréllen bilden mul. Die GréBen A x bleiben von 0 verschieden;
der Grenziibergang A x — 0 hat lediglich die mathematische Bedeutung
einer weitgehenden Vereinfachung, bei welcher dennoch die Genauig-
keit der mathematischen Darstellung der Wirklichkeit nicht merklich
becintrichtigt wird.

Beispielsweise werden wir uns entsprechend der atomistischen Struk-
tur der Materie die Masse in eciner Luftsdule nicht wirklich stetig als
Funktion von x verteilt denken kénnen: wir wollen uns vielmehr
(was allerdings wiederum eine idealisierende Vercinfachung ist) vor-
stellen, da3 die Masse in Form von sehr vielen, sehr dicht beieinander-
liegenden, aber punktférmigen Molekiilen iiber die x-Achse verteilt sei.
Dann wird die Summenfunktion F(x) keine stetige Funktion sein;
sie wird vielmehr in dem Intervall zwischen zwci Molekiilen einen
konstanten Wert haben und plétzlich springen, wenn wir mit der
Variablen den Ort cines neuen Molckiiles passieren; die Grofe dieses
Sprunges ist gerade gleich der Masse des Molekiiles, die durchschnitt-

T*
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liche Entfernung zweier Molekile wird dabei nach den Ergebnissen
der Atomtheorie die GroBenordnung von 10-8 cm haben. Wenn wir
unsere Grofen Ax zwar sehr klein, aber doch noch gro8 genug gegen-
iiber der Linge 10-8 cm machen, etwa 10-4 cm, dann liegen in jedem
Intervall zwischen x und x 4+ A x noch so viele Molekiile, ndmlich der
GroBenordnung nach 104, daB man auch von ihnen noch den Ein-
druck einer stetigen Verteilung behilt und sich das Recht nimmt,
diese Verteilung durch eine stetige und differenzierbare Funktion zu
idealisieren. Als Verteilungsdichte wird man dann einfach den Diffe-
AF (%)  F(x+ Ax) — F(
Vik7 Ax

lich ist es dabei eine wesentliche physikalische Annahme, daB die
Bildung dieses Differenzenquotienten nicht zu merklich verschiedenen
Ergebnissen fithrt, wenn wir die GréBe 4 x innerhalb gewisser Grenzen
verindern, etwa innerhalb der Grenzen 10~4cm und 10-5 cm.

Man sieht unmittelbar, daB diese Dichte mit der Gesamtverteilung
durch die jetzt selbstverstindliche Gleichung

%) betrachten ; selbstverstind-

renzenquotienten

zusammenhingt.

Es ist vielleicht angebracht, noch ein weiteres Beispiel fiir die Be-
griffe: Summenfunktion und Verteilungsdichte zu besprechen. In der
Statistik, z. B. in der kinetischen Theorie der Materie oder in der stati-
stischen Biologie, treten diese Begriffe hdufig in einer Form auf, bei der
der Charakter der mathematischen Idealisierung besonders deutlich wird.
Betrachten wir etwa die Molekiile eines in einem GefiB eingeschlos-
senen Gases. Thre Anzahl sei N. Die Anzahl derjenigen, welche eine
Geschwindigkeit kleiner als x haben, sei N@(x). Dann bedeutet @ (x)
das Verhiltnis der Anzahl derjenigen Molekiile, welche sich mit einer
zwischen 0 und x gelegenen Geschwindigkeit bewegen, zur Gesamt-
zahl (die ganze Betrachtung bezieht sich auf einen bestimmten Zeit-
moment). Diese Summenfunktion ist natiirlich nicht stetig, sondern

sie wird wieder stiickweise konstant sein und jeweils um die Zahl N—l—

sprunghaft anwachsen, wenn bei wachsendem x gerade ein x-Wert
passiert wird, dem ein Molekiil mit der Geschwindigkeit x entspricht.

Die mathematische Idealisierung, die wir vornehmen, ist nun die,
daB wir die Zahl N in der Idee iiber alle Grenzen wachsen lassen. Wir
nehmen an, daB bei diesem Grenziibergang N — oo die Summen-
funktion @(x) gegen eine bestimmte stetige Grenzfunktion F(x)
strebt. Dal3 dies wirklich der Fall ist (d. h. daB man mit hinreichender
Genauigkeit @(x) durch eine solche stetige Funktion F(x) ersetzen
darf), stellt selbstverstiandlich eine wesentliche physikalische Annahme
dar; und eine weitere solche Annahme ist es, wenn wir voraussetzen,
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daB diese Summenfunktion F (x) einen Differentialquotienten F'(x) =/ (x)
besitzt, den wir dann als Verteilungsdichte bezeichnen werden. Die
Summenfunktion hingt mit der Verteilungsdichte durch die Gleichungen

z b
F (x) =6f/(u)du; F(b)—F(a) = [](x)dx

zusammen.

Man nennt diese Verteilungsdichte gelegentlich auch die spezifische
Wahrscheinlichkeit dafir, daB ein Molekil dic Geschwindigkeit x be-
sitzt. Die eben durchgefiihrte Idealisierung, welche in der auf Maxwell
zuriickgehenden kinetischen Gastheoric eine groBe Rolle spielt, stellt
sich mathematisch in genau derselben Form bei zahlreichen Fragen
der mathematischen Statistik ein.

§ 7. Integralabschitzungen und Mittelwertsatz der
Integralrechnung.

Wir schlieBen dieses Kapitel mit einigen Betrachtungen iiber eine
Frage von allgemeiner Bedeutung, deren ganze Wichtigkeit allerdings
erst etwas spiter zutage treten wird. Es handclt sich um die Ab-
schitzung von Integralen.

1. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Die erste und einfachste dieser Abschitzungsregeln lautet: Wenn
die stetige Funktion f({x) in einem Intervall @ < x < b {berall nicht
negativ ist, d. h. iiberall entweder positiv oder Null ist, so ist auch
das bestimmte Integral

i) dx

a
nicht negativ. Ebenso ist dieses Integral nicht positiv, wenn die Funk-
tion in dem Intervall nirgends positiv ist. Der Beweis dieser Tatsache
ergibt sich ohne weiteres aus der Definition des Integrales.
Hieraus entspringt der folgende Satz: Wenn in dem Intervalle
a < x < b iberall

ist, so ist auch

b b
[ix)dx= [g(x) dx.

a

Denn das Integral der Differenz f(x) — g(x) ist nach der ersten Be-
merkung nicht negativ, und nach unserer Summenregel (S.62f.) ist

b b b
JUw — g dx = x) dx — g () dx.
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Es sei nun M der gréBte, m der kleinste Wert der Funktion f(x)
in dem Intervall ¢ bis 4. Dann ist die Funktion M — f(x) in dem Inter-
vall nicht negativ, und dasselbe gilt fiir die Funktion f(x¥) — m. Es

ergibt sich also nach den obigen Bemerkungen sofort die doppelte
Ungleichung:

b b b
fmdngf(x) dngde,
und da fmdx—mfdx— (b —a) und ebenso fde-—M(b—a)

b
ist, folgt mb—a) < [f(x)dx <M (b —a).
a

Das betrachtete Integral 148t sich daher darstellen als das Produkt
von b — a mit einem Werte y zwischen m und M:

ff dx=ub—a), m<usM.

Die genaue GréBe dieses Zwischenwertes u brauchen wir nicht all-
gemein anzugeben. Wir kénnen aber aussagen, daf3 er an einer gewissen
Stelle ¢ des Intervalles a << & < b von der Funktion angenommen wird,
da eine stetige Funktion in einem Intervalle alle Werte zwischen ihrem
groBten und ihrem kleinsten Wert annimmt (vgl. S. 51f.). Wie beim
Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist bei vielen Anwendungen
die genaue Angabe des Wertes & unwichtig. Wir diirfen also u = f (&)
setzen, wo £ ein solcher Zwischenwert ist, und koénnen dann schreiben

ff =0b—a)jlf), a<E<b

In dieser letzteren Formulierung bezeichnen wir unsere Abschitzungs-
formel als Mittelwertsatz der Integralvechnung. Wir kénnen diesen Mittel-
wertsatz noch ein wenig verallgemeinern, indem wir an Stelle des Inte-
granden f(x) einen Integranden der Form f(x) p(x) betrachten, wobei
p(x) eine beliebige positive Funktion bedeutet, die wir, ebenso wie f(x),
als stetig annehmen. Da mp(x) = f(x) p(¥) = M p(x) ist, so erhalten
wir sofort die Beziehung

b
mf;b( dx<ff dx<Mf;b

oder, in eine Gleichung zusammengefaft,
b

b
[1x) p(x)dx =1 (&) [p(x) dx,

a

wo & wieder ein Mittelwert ist.
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2. Anwendungen. Die Integration von x¢ fiir beliebiges irrationales «.

Der Mittelwertsatz bzw. die mit ihm gleichbedeutenden Integral-
abschitzungen liefern uns sofort eine sehr wichtige Einsicht in eine
anschaulich iibrigens sofort einleuchtende Tatsache: Der Wert eines In-
tegrales dndert sich nur wenig, wenn die Funktion selbst iiberall wenig
gedndert wird. Prédzis ausgedriickt: Wenn zwei Funktionen f(x) und
g(x) sich in dem ganzen Intervall ¢ < x < b absolut genommen um
weniger als eine Zahl ¢ unterscheiden, so unterscheiden sich ihre
Integrale voneinander absolut genommen um weniger als &(b — ).
In Formeln: Wenn in unserem Intervall |f(x) — g(x)| < € gilt, so ist

b b
‘ff(x)dx—afg(x)dxks(b—a)

a
oder, was damit gleichbedeutend ist,

b b b
—¢(b—a) +fg(x)dx<ff(x)dx<fg(x)dx—{—s(b—a).

Figur 47 zeigt uns diese Tatsache sehr deutlich. Wir ziehen zu
der Kurve y = f(x) die ,,Parallelkur-
ven* y=/{(x)+¢ und y={(x) —e. A
In dem durch diese beiden ,,Parallel- /\/—/ f*f
kurven‘* gebildeten Streifen verlduft /-\// fe
nach Voraussetzung die Funktion /\/
g(x). Es wird hieraus sofort Kklar,
daB die Flicheninhalte, die von den
Kurven f(x) und g(x) begrenzt sind,
sich um weniger als den halben
Streifeninhalt voneinander unter-
scheiden, und der Streifeninhalt ist
gerade die Zahl

b b

S +edx— [(J(x) — &) dx = 26 (b — a).

« a

a z
Fig. 47. Stetigkeit eines Integrales.

Ohne Berufung auf die Anschauung folgt (analcg zu den Betrach-
tungen in Nr. 1) aus den Ungleichungen —e+g(x)<f(x)<e+g(x)
die Beziehung

b

b b
J—etgm)de< [ dx < [(g) + ¢) dx,

a

welche sofort infolge der Grundregeln iiber Integrale die Gestalt

b b b
—s(b—a)-}-fg(x)dx<ff(x)dx<fg(x)dx+e(b——a)
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annimmt — wir haben dabei nur das Integral einer Summe durch die
entsprechende Summe der Integrale ersetzt und beachtet, daB

3
fedx=¢(b—a)
a
ist.
Zur Erlduterung der eben bewiesenen Tatsache will ich zeigen,

daB man mit ihrer Hilfe imstande ist, die Funktion x* fiir irgend
einen irrationalen Wert von o« zu integrieren, genauer, das be-

b
stimmte Integral f x*dx zu bilden. Wir setzen dabei voraus, daB
a

0 <a<<bist.
Den Exponenten « stellen wir als Grenzwert einer Folge von ratio-
nalen Zahlen «;,a,,...,a,,... dar, « = lima,, wobei wir voraus-

n—>o

setzen diirfen, daB keiner dieser Werte a«, mit — 1 zusammenfillt;
denn « selbst ist ja von — 1 verschieden. Fiir die Potenz x* be-
nutzen wir dann die Definition
2% = lim x%»
n—rco

und beachten folgendes: Wie klein auch immer wir die positive Zahl &
wihlen, stets konnen wir den Index # so groB hinzubestimmen, daB
in dem ganzen Intervalle a < x < b gilt: [2* — 2% | <el).

Nunmehr brauchen wir nur unsere obige Beziehung auf die Funk-
tionen f(x) = #* und g(x) = x®» anzuwenden und erhalten

b b b
—e(b—a) 4 [amdx < fa0dx < [20dx 4 e(b—a).
R a a

Rechts und links aber kdnnen wir die Integrale gemidB dem Resultat
aus § 2, Nr. 4 ausfithren und erhalten

1 ; 1
(ba,,+1_aot,.+l)<“ 20dx<

_e(b—a)—*_a,.—i—l . Py

(boat1_gon+1) L g(b—a).

Lassen wir nunmehr die Zahl ¢ immer kleiner werden und gegen 0 streben,
so miissen wir # immer gréBer und groBer wihlen; da die Zahlen «,

1) Der Beweis ergibt sich, wenn wir der Kiirze halber voraussetzen, daB
a, >a >0, also 6, =a, —a >0 ist, sehr einfach folgendermaBen: Unter
Beriicksichtigung des monotonen Charakters von x® wird

(2% — 2% | = 2% |1 — 29| <B* (|1 — a% [ 4 |1 — In]).

Da lim @%» =1lim % =1, also lim |1 — a*| = lim |1 — 5% | = 0 ist, so strebt
n—»co n-—»co

die von der Lage von x im Intervall gar nicht mehr abhingige Zahl

e =0%(]1 —a’+| 4+ |1 —b%r|) mit wachsendem # gegen Null, woraus die

Behauptung folgt.
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gegen « und a% bzw. b% gegen a® bzw. b* konvergieren, erhalten wir
unmittelbar das Resultat
1

e (BB — gut ),

b
o — _
(‘lfxdx .

Mit anderen Worten: Auch fir irrationale Exponenten o gilt dieselbe
Integralformel wie fiir rationale. Beiliufig bemerkt folgt hiernach aus
dem Fundamentalsatz von § 4 fiir positives %, daB auch fiir irrationale «
die Differentiationsformel

d -
axaﬂ =(“+ 1)x°‘

gilt.

Anhang zum zweiten Kapitel.

§ 1. Die Existenz des bestimmten Integrales einer stetigen
Funktion.

Ich bin noch den analytischen Beweis der Tatsache schuldig, daB
das bestimmte Integral einer stetigen Funktion f(x) zwischen den
Grenzen a und b {a < b) stets existiert. Hierzu betrachten wir in der
Bezeichnung des zweiten Kapitels, § 1, die Summe

Fn:

"

f(fr) A xv'

,!_l_[ﬂs

Es ist sicherlich

n n JE—
Fo=XY[@v)dx, <F, < Yj(w)Adx,=F,,
- r=1 v=1

wo f(v,) den kleinsten, f(u,) den gréBten Funktionswert im »-ten Teil-
intervall bedeutet. Die Aufgabe ist, zu beweisen, da F, gegen einen
bestimmten, von der speziellen Art der Intervalleinteilung und der
Wahl der &, unabhingigen Grenzwert konvergiert, wenn bei wachsen-
dem 7 die Lange des lingsten Teilintervalles A x, gegen 0 strebt. Offen-
bar ist es zu diesem Zwecke notwendig und hinreichend, zu zeigen,
daB die Ausdriicke F, und F, beide gegen einen und denselben Grenz-
wert konvergieren. o

Wenn die Intervalleinteilung so fein gewahlt ist, daB in jedem Inter-
vall die Schwankung |f(x,) — f(v,)| der stetigen Funktion kleiner als
eine beliebig klein vorgegebene Zahl ¢ wird (was wegen der Gleich-

miBigkeit der Stetigkeit der Funktion f(x) stets moglich ist), dann
ist gewil

0SFy—Fy = 3%, (/) — () < e(b —a),
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und wir sehen also, da8 diese Differenz bei wachsendem 7 gegen 0
strebt, so daBl wir uns damit begniigen kénnen, z. B. die Konvergenz

von F, zu beweisen. Diese Konvergenz ist bewiesen, sobald gezeigt ist,

daB8|F, — F,] beliebig klein wird, wenn nur die beiden entsprechenden
Einteilungen, die wir als ,, Einteilung #* bzw. ,,Einteilung m* bezeichnen
wollen, einen bestimmten Grad der Feinheit iibersteigen. Dieser ,,Grad
der Feinheit soll dadurch charakterisiert werden, daB fiir beide Ein-
teilungen die Schwankung der Funktion f(x) in jedem Teilintervalle
kleiner als ¢ bleibt (¢ > 0). Dann gehen wir zu einer dritten Einteilung
liber, deren Teilpunkte wir erhalten, wenn wir sdmtliche Teilpunkte
der beiden Einteilungen, die zu den Zahlen # und m gehéren, zusammen-
nehmen. Diese Teilung, welche ! Teilpunkte haben mége, bezeichnen

wir durch den Index ! und betrachten einen zugehérigen Wert E— Wir
werden nun den Ausdruck |F, — Fm[ abschitzen, indem wir erst fiir

die Ausdriicke {F_,, —F,| und |F,, — F,| Abschitzungen gewinnen.
Ich behaupte, daB folgende beiden Beziehungen gelten:

F,<F,<F, uwd F,<F<F

Der Beweis folgt sofort aus der Bedeutung unserer Ausdriicke. Be-
trachten wir etwa das »-te Teilintervall der Einteilung #, dann ent-
sprechen diesem Teilintervall ein oder mehrere Teilintervalle der Ein-
teilung /; simtliche zu diesen Intervallen gehérigen Summanden be-
stehen aus zwei Faktoren, deren erster eine Differenz Ax und deren
zweiter sicherlich nicht gréBer als f(x,) und nicht kleiner als f(v,)
wird. Die Summe der Differenzen Ax bei der feineren Einteilung I,
die zu dem betrachteten »-ten Intervall der groberen Einteilung #
gehoren, ist aber gerade Ax,. Wir sehen also, daB der betreffende
Beitrag zu dem Ausdruck F, zwischen den Grenzen Ax,f(u,) und
Ax,f(v,) liegt. Indem wir jetzt die Summe {iiber simtliche #» Teil-
intervalle bilden, erhalten wir sofort die erste der beiden obigen Un-
gleichungen, und die zweite ergibt sich genau so, wenn wir statt von
der Einteilung # von der Einteilung m ausgehen.

Wir haben vorhin gesehen, daB F,—F, < e(b — a) ist; ebenso
gilt F,—F, < £{b — a). Nach den eben bewiesenen Ungleichungen
fﬁrflfolgt also 0 §F_,,-—E <eb—a)und 0 <F,—F < e(b — a).
Mithin gilt sicherlich auch

'F,—F, ' =|(F,—F)— (F,—F)| <2¢(b—a).

Diese Beziehung lehrt, da e beliebig klein vorgegeben werden kann,
tatsichlich nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium die Konver-

genz unserer Zahlen F,,. Gleichzeitig erkennen wir aus unserer Betrach-
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tung unmittelbar, daB der Grenzwert von der Art der Einteilung voll-
stindig unabhingig ist1).

Der Existenzbeweis fiir das bestimmte Integral einer stetigen Funk-
tion ist damit geftihrt.

Unser Beweisverfahren lehrt noch mehr. Es zeigt uns, daB man
in vielen Fillen auch durch etwas allgemeinere Grenzwertbildungen
zum Integral gefiihrt wird. Wenn z. B. f(x) = ¢ (x) 9 (x) ist und das
Integrationsintervall von a bis b durch die Teilpunkte x, in # Teile

geteilt ist, so betrachten wir jetzt statt der Summe Jf(£,) A%, die
allgemeinere Summe

DeE)v(&) Az,

wo nunmehr &) und & zwel nicht notwendig zusammenfallende Punkte
des »-ten Teilintervalles sind. Auch diese Summe wird bei wachsendem
n gegen das Integral

b

b
J1(x)dx = [ty () dx

a

streben, wenn dabei die groBte Intervallinge gegen Null konvergiert.

Entsprechendes gilt fiir alle analog gebildeten Summen; z. B. wird
die Summe

Z (&) Ly ()2 Az,
gegen das Integral

f[(f x)2dx

konvergicren. Der Beweis fiir diese Tatsachen verliuft vollstindig
ebenso wie der oben gefiihrte und braucht daher nicht besonders aus-
gefithrt zu werden.

§ 2. Zusammenhang des Mittelwertsatzes der
Differentialrechnung mit dem Mittelwertsatz
der Integralrechnung.

Zwischen dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung und dem der
Integralrechnung besteht eine einfache Beziehung, welche durch den
Fundamentalsatz gegeben wird und die ich als lehrreiches Beispiel fiir
scine Handhabung hier ausfithren will. Nehmen wir zunichst den
Mittelwertsatz der Integralrechnung in seiner speziellen Form

ff dx = (b—a)f(£),

) Vgl hierzu Anm. 1 auf S. 36.
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dann erhalten wir, wenn wir f {(%) dx = F(x), also f(x) = F'(x) setzen,
unmittelbar als Ausdruck des eben hingeschriebenen Mittelwertsatzes
die Gleichung
F(b) —F(a) = (b—a) F'(§)

oder

E@)—F(a)

= = pg).
Hierbei kénnen wir fiir F (x) offenbar eine beliebige Funktion wihlen,
deren erste Ableitung F'(x) = f(x) stetig ist, und damit ist der Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung fiir solche Funktionen bewiesen.

Die allgemeinere Fassung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung

b

b
[t pix)dx = f(&)uf;b(x) dx,

a

wo p (x) eine in unserem Intervall positive, f(x) eine dort beliebige stetige
Funktion bedeutet, fithrt entsprechend zu einem verallgemeinerten
Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Setzen wir

JiWp)dx=F(x), dh f(x)pr) =Fx);
[p)dx =G(x), d.h. px) =G'(x),
so nimmt die obige Mittelwertformel die Gestalt an

F(b) —F(a) = (G(b) — G(a)[(§)

oder, da f(x) = ‘Z,g{))— ist, fir a &b

F@)—F(a) _ F'(§)

Gb)-G@a) G

Diese Formel, in welcher £ wieder einen gewissen Zwischenwert zwi-
schen a und b bedeutet, nennt man den verallgemeinerten Mittelwert-
satz der Differentialvechnung. Fiir seine Giiltigkeit braucht offenbar
lediglich vorausgesetzt zu werden, daB F und G stetige Funktionen
mit stetigen Differentialquotienten sind und daB iiberdies G’(#) iiberall
positiv (oder auch iiberall negativ) ist. Man kann namlich unter diesen
Voraussetzungen die ganze Betrachtung unmittelbar umkehren.

Es sei schlieBlich darauf hingewiesen, daB wir bei den hier gegebenen
Herleitungen fiir die Mittelwertsitze der Differentialrechnung engere
Voraussetzungen machen miissen, als es an sich nétig ist. (Vgl. hierzu
zweites Kapitel, § 3, Nr. 8 und spiter S. 165.)
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Drittes Kapitel.

Differential- und Integralrechnung der
elementaren Funktionen.

§ 1. Die einfachsten Differentiationsregeln und ihre
Anwendungen.

In der héheren Analysis und ihren Anwendungen ist die Sachlage
gewohnlich die, daB die Probleme des Integrierens wichtiger sind als
die des Differenzierens, daBl jedoch die Differentiation weit weniger
Schwicrigkeiten bietet. DemgemiB erscheint es im Aufbau der Inte-
gral- und Differentialrechnung als das naturgemiBe Verfahren, zu-
nichst moglichst weite Klassen von Funktionen differenzieren zu lernen
und die gewonnenen Resultate vermége der Fundamentalsitze des § 4
vom zweiten Kapitel zur Losung von Integrationsproblemen nutzbar
zu machen. Die Durchfithrung dieses Programmes wird die Aufgabe
der nichsten Paragraphen sein. Wir wollen dabei gewissermaBen noch
cinmal von vorn anfangen, indem wir die wichtigsten Differentiationen
und Integrationen ohne Berufung auf die Resultate des vorigen Kapitels
in systematischem Zusammenhange ausfilhren. Dabei spielen einige
Differentiationsregeln, von denen wir die ersten iibrigens schon kennen-
gelernt haben (zweites Kapitel, § 3, Nr. 4), eine wichtige Rolle.

1. Differentiationsregeln.

Wir setzen voraus, daf3 in dem betrachteten Intervalle die Funk-
tionen f(x) und g(x) differenzierbar sind; dann lauten unsere Regeln:

1. Regel. Multiplikation mit einer Konstanten. Ist ¢ eine Konstante
und @ (%) = ¢f(x), so ist ¢ (x) differenzierbar, und es wird

¢'(x) =cf'{x).
Der Beweis folgt unmittelbar aus der Beziehung

gD el _  TEFH —13)
h - h
und dem Grenziibergang % — 0.

2. Regel. Differentialquotient einer Summe. Ist @ (x) = [(x) + g (),
so ist @(x) differenzierbar, und es wird

¢'(x) =f'(%) + &%),

d. h. wir kénnen die Prozesse der Differentiation und Addition mitein-

ander vertauschen. Dassclbe gilt bei einer Summe aus einer beliebigen
Anzahl, etwa # Summanden



110 IIIL. Differential- und Integralrechnung der elementaren Funktionen.

Es ist dann

Den Beweis kann ich nach dem zweiten Kapitel, § 3, als fast selbst-
verstandlich iibergehen.
3. Regel. Differentialquotient eines Produktes. Ist

px) =g,
so ist @(x) differenzierbar, und es wird
¢'(x) = [(x) g'(x) + g(x) ' (x).
Der Beweis folgt aus der Gleichung

FEER —eE) _ et hew+h) = /@) g
P J

_ TR e +h) —fr+heg@) 4+ x+h) e — fx) el
h

=fx+h)t (x+h)— ()~+g(x) ‘f(:;jih})l:/(x)_'

In dem letzten Ausdruck 1iBt sich der Grenziibergang 4 — 0 ohne
weiteres ausfithren und fithrt unmittelbar zu der behaupteten Formel.
Diese Formel gewinnt eine noch iibersichtlichere Gestalt, wenn wir
sie durch ¢ (x) = f(x) g(x) dividieren). Wir erhalten dann
¢l _ ( ) g( )
o T im T
Wendet man diese Produktregel mehrfach an, so erhilt man fiir den
Differentialquotienten des Produkts von mehreren, etwa #» Funktionen
einen Ausdruck aus » Summanden, deren jeder aus dem Produkt der

Ableitung eines der Faktoren mit den iibrigen Faktoren des urspriing-
lichen Produktes besteht. Als Formel geschrieben:

¢(8) = 1 (h®) h®) - -1al®) = [i3) fola) - - [al2)
+ ) F3(®) fol®) -+ Falx) £+ + 1) o) ny i

oder iibersichtlicher nach Division durch ¢ (%) =/, (%) fo(x) *** f» (x)

Y _ / ) +

(2RI 4% B N 157
oW h) Tt y )

f —_—

fa () fn (%)

4. Regel. Differentialquotient eines Quotienten. Fir den Quotienten
—1#

) g

1) Wobei wir allerdings annehmen miissen, daB @(x) nirgends verschwindet.



§ 1. Die einfachsten Differentiationsregeln und ihre Anwendungen. 111

gilt die folgende Differentiationsregel: An allen Stellen, an denen g(x)
nicht verschwindet, ist @(x) differenzierbar, und es ist

oder bei ¢ (x) 40
¢'lx) _ ) @
A IO R
Setzen wir die Differenzierbarkeit von ¢ (¥) schon voraus, so kénnen
wir nach der Produktregel aus f(x) = ¢ () g(x) schlieBen:

F(x) =) g'(x) + glx) 9'(x).
Setzt man hier rechts fiir ¢ (x) den Quotienten 2—((% ein und rechnet aus

der gewonnenen Gleichung ¢'(x) aus, so erhidlt man ohne weiteres die
obige Regel. Um jedoch dic Differenzierbarkeit von ¢(x) gleichzeitig
mit zu beweisen, geben wir dem Beweise folgende Wendung. Wir
schreiben:

Pa ) — 1) gx+h)—g@

et f) )
Pt h) —pl) _ch) s@m_° @~ T AL
h h g gx+h) :

Lassen wir jetzt 4 gegen Null streben, so erhalten wir das behauptete
Resultat; denn nach Voraussetzung existieren die Grenzwerte der
beiden nach Ausfiihrung der Division sich ergebenden Summanden
rechts und sind gleich i(gg)éﬂ bzw. gleich g—;"&)g"),
Existenz des Grenzwertes der linken Seite und die Differentiations-
formel folgt.

womit dann auch die

2. Differentiation der rationalen Funktionen.
Wir leiten zunichst noch einmal fiir jedes ganzzahlige positive »
die Differentiationsformel

d
— " = nxr-l
dx

ab, indem wir uns auf die Produktregel stiitzen. Wir fassen x* auf
als ein Produkt von # Faktoren: #» = x- - - x und erhalten daraus

d
= Tean-1 4 1oan—t 4 oo o Legn—l = pan-1,

Der zweite Differentialquotient der Funktion a7 ergibt sich nun-
mehr unter Benutzung der eben gewonnenen Formel und der ersten
Differentiationsrege! sofort:

d? 9
A= (n—1)an-2,

und ebenso folgt hieraus
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d3
-t =nn—1)(#n-—2)xn-3,

dx’
a
dz»

Man erkennt, da der (n + 1)-te Differentialquotient von x* {iberall
verschwindet.

Mit der Differentiation der Potenzen ist auf Grund unserer beiden
ersten Regeln sofort auch die Differentiation einer beliebigen ganzen
rationalen Funktion

y=ay+ a, %+ ayx* 4+ --- 4+ a, x*
moglich. Es wird einfach
y=a;,+2a,x + 3a,4%> + --- + na,x"-1

2 =1.2.--n=mn!

und weiter
y'=2a,+3-2a35 +4-3a,x* 4+ --- + n-(n —1)a, 2”2, usw.
Die Differentiation der gebrochenen rationalen Funktion ergibt
sich nun mit Hilfe der Quotientenregel. Speziell wollen wir noch
einmal die Differentiationsformel fiir die Funktion #* ableiten, wenn
n = — m eine ganze negative Zahl ist. Die Anwendung der Quotienten-

regel ergibt, unter Berticksichtigung der Tatsache, da3 der Differential-
quotient des Zihlers gleich Null ist, das Resultat

d /1N maym—1 m
dx \zm)  a®m  zmAl
oder, wenn wir m = — # einsetzen,

ix" = pxn-1
ax

in genauer formaler Ubereinstimmung mit der Formel fiir positives n
und ebenso wie diese im Einklang mit dem frither (zweites Kapitel,
§ 3, Nr. 3) gewonnenen Resultat.

3. Differentiation der trigonometrischen Funktionen.
Fiir die trigonometrischen Funktionen sin ¥ und cos x hatten wir
schon friiher (S. 75{.) die Differentiationsformeln

d . d .
—sinx =cosx und -—cosx = —siny
dx dx

gewonnen. Wir kénnen nunmehr mit Hilfe der Quotientenregel auch
die Funktionen

cosxy

sin ¥
differenzieren. Der Differentialquotient der ersten Funktion wird nach
dieser Regel

y=tgx=in—x und y =ctgx =

cosx

o cotxtsinty 1
cos?x cos?x

)
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und wir erhalten das Resultat

d 1
2 =
——dxtgx_—l—}-tg x =

cos?y
Ganz ebenso ergibt sich
1

sin?x °

d
T otgx = — (1 +ctg?x) = —

§ 2. Die entsprechenden Integralformeln.
1. Allgemeine Integrationsregeln.

Der Fundamentalsatz des § 4 vom zweiten Kapitel bzw. die Defini-
tion des unbestimmten Integrales erdffnet uns die Méglichkeit, jeder
Differentiationsformel eine entsprechende #quivalente Integralformel
gegeniiberzustellen. Mit den ersten drei Differentiationsregeln des
vorigen Paragraphen sind offenbar die folgenden z. T. schon im zweiten
Kapitel, § 1, erwahnten Integrationsregeln vollstindig dquivalent.

Multiplikation mit esner Konstanten: Ist ¢ eine Konstante, so ist

feix)dx =c [f(x)dx

Integration einer Summe: Es ist stets

Ji® + )z = [1(x) a5 + fo(x) dx
Der dritten Differentiationsregel entspricht die Regel der Produki-
integration oder Teilintegration (partielle Integration). Durch Integra-
tion erhalten wir aus der Produktregel

Ji@ @) dx = [1(x)g'(x) dx + [g(x) f () dx.

Das unbestimmte Integral auf der hnken Seite ist offenbar (bis auf
eine additive Konstante) f(x) g(#), und wir kénnen daher die Regel
der Produktintcgration in der folgenden Gestalt schreiben:

Jiw) e dz =) glx) — fe(x)

Ich habe diese Integralformel nur der Vollstandlgkelt halber als Gegen-
stiick zu der Produktregel der Differentiation angegeben; von Wichtig-
keit wird sie fiir uns erst im nichsten Kapitel werden (siehe dort § 4).

2. Integration der einfachsten Funktionen.

Den oben gewonnenen Differentiationsformeln fiir spezielle Funk-
tionen stellen wir nun die inhaltlich gleichbedeutenden Integrations-
formeln gegeniiber. Die Formel

d
—_— — n—1
dxx =Nnx

lautet als Integralformel

x'l

J.x"-ldx =—, n+0.

Courant, Differentialrechnung. 1. 2. Aufl. 8
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Denn diese Formel besagt nichts anderes, als daB der Differential-
quotient der rechten Seite gleich dem links unter dem Integralzeichen
stehenden Integranden ist. — Ersetzen wir # durch #+41, so gewinnen
wir die Integralformel

J'x"dx = ﬁixﬂﬂ, n—1.

Diese Formel gilt fiir jeden ganzzahligen Exponenten # (bei #n < 0
natiirlich nur fiir x# 4= 0), ausgenommen fiir » = —1, wo der Nen-
ner # -+ 1 verschwinden wiirde. Dieser Ausnahmefall # = —1 soll
uns spiter im § 6 noch ausfiihrlicher beschiftigen.

Der Fundamentalsatz der Integralrechnung erlaubt uns sofort,
unsere Integralformeln zur Flicheninhaltsbestimmung, d.h. zur Be-
rechnung bestimmter Integrale, auszuniitzen. Wir erhalten un-
mittelbar nach Kap. II, § 4, Nr. 4

fx”dx:n_l*_l(b”“—a”“), n4—1,

wobei wir, wenn # negativ ist, 4 und b beide als gleichen Vorzeichens
voraussetzen, weil sonst der Integrand im Integrationsintervall un-
stetig wird.

Den Differentiationsformeln fiir sin %, cos %, tg x und ctg x ent-
sprechen als Integralformeln die folgenden:

fcosxdx:sinx, fsinxdx——-—cosx,
1 1
J'mdx—tgx, J‘—S—E,;—;dx——ctgx.

Aus diesen Formeln erhalten wir sofort nach der Grundregel vom
zweiten Kapitel, § 4, die Werte des bestimmten Integrales zwischen
irgendwelchen Grenzen, z. B.

b b

fcosxdx =sinx | =sinb —sina.

a a

DaB es mit Hilfe der ersten beiden Integrationsregeln nunmehr

moglich ist, beliebige ganze rationale Funktionen, sowie mit beliebigen
konstanten Koeffizienten gebildete lineare Kombinationen der iibrigen
hier integrierten Funktionen zu integrieren, brauche ich hier kaum
noch besonders zu betonen. Ich moéchte aber noch auf den folgenden
Punkt hinweisen. Integrationsregeln und Differentiationsregeln miissen
nach dem Fundamentalsatz einander dquivalent sein; man kann daher
auch die allgemeinen Integrationsregeln dieses Paragraphen zuerst be-
weisen und aus ihnen die Differentiationsregeln des vorangehenden
Paragraphen ablesen. Ich mdchte dem Leser raten, diesen Gedanken
allein durchzufiihren.
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§ 3. Die Umkehrfunktion und ihr Differentialquotient.
1. Die allgemeine Differentiationsformel.

Wir haben frither (S. 14 und 52) erkannt, daf eine stetige Funktion
v = f(x) sich in einem Intervall, in welchem sie monoton ist, ein-
deutig umkehren 148t. Genauer: Ist a < x < b etn Intervall, in welchem
die stetige Funktion y = f(x) monoton verliuft und wird f(a) = a und
[ (b) = B gesetzt, so ist x eine in dem Intervall zwischen o und B ein-
deutig bestimmie stetige umd monotone Funktion x = g(y) von y.

Der Begriff des Differentialquotienten gibt uns ein sehr einfaches
Mittel, um den monotonen Charakter und damit die Umkehrbarkeit
einer Funktion zu erkennen. Eine differenzierbare Funktion ist ndmlich
sicherlich stets dann monoton zunehmend, wenn in dem betreffenden
Intervall tiberall f'(x) > 0 ist, und entsprechend monoton abnehmend,
wenn dort iiberall f'(x) < 0 ist. Diese anschaulich einleuchtende Tat-
sache folgt analytisch sofort aus dem Mittelwertsatz f(x 4- &) — f(x)
=hf'(x +30h) (0 <P <1). Ist f'(x) iiberall positiv bzw. negativ und
liegt x sowie x + % im Intervalle, so wird also f(x + A} — f(x) stets
das gleiche bzw. das entgegengesctzte Vorzeichen wie 4 besitzen.

Wir zeigen nun folgenden Satz: Ist y = () 4m Intervall a < x < b
differenzierbayr und dort entweder iiberall f'(x) >0 oder diberall ['(x) <O,
dann besitzt in diesem Intervall auch die Umkehyfunktion x = @(y) einen
Differentialquotienten, und zwischen dem Differentialquotienten der ge-
gebenen Fumktion y = f(x) und dem der Umkehrfunktion x = @(y)
besteht fir zusammengehorige Werte %, y die Bezichung f'(x)-¢'(y) =1,
welche wir auch

dy 1
dx  dx
ay

schreiben kbnnen.

In der letzten Schreibweise kommt wieder die Schmiegsamkeit der
Leibnizschen Bezeichnung zum Ausdruck. Es ist eben tatsichlich so,
als ob die Symbole dy und dx RechengréBen wiren, mit denen man
operieren kann wie mit wirklichen Zahlen. Entsprechend einfach ergibt
sich auch der Beweis dieser Formel, wenn man die Differentialquo-
tienten als Grenzwerte von Differenzenquotienten auffaBt:

= ) = lim 42 = lim " 77
v = f(x) = lim Ax—hmxf-z’

Jxr—0 X —x

wobel x und y = f(x) bzw. x, und y; = f(x,) zusammengehorige Werte-

paare bedeuten. Da nach Voraussetzung der erste dieser Grenzwerte

nicht Null ist und da die Gleichung lim 4Ax = 0 mit der Gleichung

lim Ay =0 wegen der Stetigkeit von y = f(x) und x = @(y) gleich-

bedeutend ist, also auch die Bezichungen y, — vy und %, — x gleich-
8*
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bedeutend sind, so existiert auch der Grenzwert

%0 —x % —x

lim = lim
x,—bxyl_ y y,—yyyl—y

und ist gleich 7,(17) Andererseits bedeutet dieser Grenzwert nach
Definition den Differentialquotienten ¢’(y) der Umkehrfunktion ¢(y),
und damit ist unsere Formel bewiesen.
Ubrigens hat diese Formel eine ein-
fache geometrische Bedeutung, welche
an Figur 48 unmittelbar klar wird. Die
Tangente an die Kurve y = f(x) oder
% = @(y) bildet mit der positiven x-Achse
einen Winkel «, mit der positiven y-Achse
einen Winkel 8, und zufolge der geometri-
schen Bedeutung der Differentialquotienten

st
Fig.48. Zur Ditferentiation der

Umkehrfunktion. f'lx) =tga, ¢'(y) =tgh.
Da aber die Winkel « und g sich gerade zu g erginzen, soist tgatgf=1,

und diese Relation driickt genau unsere Differentiationsformel aus.

Wir haben bisher ausdriicklich y
vorausgesetzt, daB entweder f'(x) >0
oder f'(x) < 0 sei, daB also nirgends
f'(x) = 0 wird. Was geschieht nun,
wenn diese Gleichung doch besteht ?
Gilt iberall in einem Intervalle
f'(x) =0, so ist die Funktion dort
konstant, also gewiB nicht umkehr-
bar, weil demselben Werte von y

Y

S
] I
8

&=

233

0 x
Fig. 49. Fig. 50.

alle Werte x dieses Intervalles entsprechen miiiten. Gilt jedoch die
Gleichung f'(x) =0 nur an isolierten Stellen und wird f’(x) der Einfach-
heit halber stetig angenommen, so hat man zu unterscheiden, ob beim
Durchgang durch diese Stellen f'(x) sein Zeichen wechselt oder nicht.
Im ersten Falle trennt diese Stelle ein Intervall, wo die Funktion
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monoton zunimmt, von einem solchen, wo sie monoton abnimmt.
In der Umgebung einer solchen Stelle ist eine eindeutige Umkehrbarkeit
nicht vorhanden. Im zweiten Falle stért die Nullstelle der Ableitung
den monotonen Charakter der Funktion y = f(x) nicht, also auch
nicht die eindeutige Umkehrbarkeit. Nur wird die Umkehrfunktion
an der betreffenden Stelle nicht mehr differenzierbar sein; vielmehr
wird dort ihre Ableitung unendlich werden.

Beispiele fiir beide Vorkommnisse liefern die Funktionen y =x2 bzw.
y = x3ander Stelle x =0. Die Figuren 49 und 50 veranschaulichen uns das
Verhalten der beiden Funktionen beim Durchgang durch den Nullpunkt
und zeigen zugleich, daB man die Funktion y = % in der Umgebung des
Nullpunktes eindeutig umkehren kann, die Funktion y=x? aber nicht.

2. Die Umkehrfunktionen der Potenzen und der trigonometrischen
Funktionen.

Das einfachste Beispiel bieten die Funktionen y = " fiir ganzes
positives # und, wie wir zunichst allgemein voraussetzen wollen,
positives x. Es ist dann y" immer positiv, so daB wir iiberall fiir posi-
tives y in eindeutiger Weise eine positive Umkehrfunktion

n -1‘
x=1y=y"
bilden konnen. Der Differentialquotient dieser Umkehrfunktion ergibt

sich nach der obigen allgemeinen Regel nunmehr unmittelbar durch
die folgende Rechnung:

dy" dx 1 1 1 1 1 5
dy dy dy navl g n_-—l_ny !
dx y®

und wir konnen als SchluBresultat, indem wir jetzt wieder die un-
abhingige Variable mit x bezeichnen, schreiben

Ve a1 ia

i — T <x7l> —

iibrigens in Ubereinstimmung mit dem in Kap. II, § 3, Nr. 3 direkt ab-
geleiteten Ergebnis.

Eine besondere Beachtung verlangt der Grenzpunkt x = 0. Nahert
1

n
sich # von positiven Werten her der Null, so wird % fiir > 1 offenbar

iber alle Grenzen wachsen, was der Tatsache entspricht, daB die Ab-

leitung der #-ten Potenz f(x) = # fiir # > 1 im Nullpunkt verschwindet.
1

Geometrisch bedeutet dies, daB die Kurven y=«" fiir »>1 im Null-

punkte alle die y-Achse berithren (vgl. Fig. 17 von S. 25).
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Erginzend sei bemerkt, daB wir fiir ungerades # die Voraussetzung
% > 0 aufgeben und die Funktionen y = x* fiir alle Werte von x be-

trachten diirfen, ohne daB ihr monotoner Charakter und ihre eindeutige
1

Umkehrbarkeit durch die Funktion x = y; verloren geht. Auch die
1 1
= =1

Differentiationsformel %—y" = nly" bleibt dann fiir negative y be-

stehen; fiir x=0, # >1 wird —(—) =0, was einem unendlich groBen Diffe-
rentialquotienten :—; an der Stelle y =0 bei der Umkehrfunktion
entspricht.

Um die trigonometrischen Funktionen umzukehren, betrachten wir
nochmals die Kurven von sin #, cos %, tg #, ctg x. Wir erkennen sofort aus
Figur 14 und 15 (S. 17), daB fiir jede dieser Funktionen ein bestimmtes
Intervall ausgewdhlt werden muB, wenn man von einer eindeutigen
Umkehrung sprechen will; denn die Parallelen y =¢ zur x-Achse
schneiden diese Kurven, wenn iiberhaupt, in unendlich vielen Punkten,

Fir y =sin x wird die Ableitung 3 = cos ¥ z. B. im Intervall

— % <z < % positiv sein. In diesem Intervall kénnen wir also den

Sinus eindeutig umkehren; wir schreiben diese Umkehrfunktion des
Sinus in der Form

x = arcsiny
(gesprochen arcussinus y; man meint damit den Bogen, dessen Sinus
den Wert y hat). Diese Funktion liuft monoton von ——% bis + %,

wenn ¥ ebenso das Intervall von — 1 bis 4 1 durchliuft. Will man
besonders betonen, dal man die Umkehrung des Sinus gerade fiir dieses
Intervall meint, so spricht man von dem Hauptwert des Arcussinus.
Fithrt man die Umkehrung fiir ein anderes Intervall aus in welchem

sinx monoton verliuft, z. B. das Intervall —<x< , so erhilt

man ,.einen andern Zweig" des Arcussinus; ohne genaue Angabe des
Intervalles, in dem die Funktionswerte liegen sollen, ist der Arcussinus
eine mehrdeutige und zwar unendlich vieldeutige Funktion.

Allgemein kommt die Mehrdeutigkeit von arcsin y dadurch zum
Ausdruck, daB zu demselben Wert y des Sinus zugleich mit dem
Bogen x auch der Bogen 2kx + x, sowie der Bogen (22 + 1) — x
gehort, wie auch immer die Zahl % als ganzzahliger Wert gewdihlt
wird (vgl. Fig. 51).

Die Differentiation der Funktion x = arcsin y vollzieht sich nun-
mehr ohne weiteres vermoge unserer allgemeinen Regel durch die fol-
gende kleine Rechnung:

ax 1 1 1 1

’

dy — y' cosz }l—smzx il—yi’
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wobei die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist, wenn wir uns in dem
zuerst angegebenen Intervall befinden?).
Schreibt man schlieBlich wieder fiir die unabhingige Verdnderliche »

yosnx

Fig.51. Umkehrung von sin x.

statt ¥, so erhilt man die Differentiationsformel der Funktion arc sin x
in folgender Form:

Dabei ist vorausgesetzt, daB arcsinx zwischen ——% und +g liegt,
und das Vorzeichen der Quadratwurzel ist positiv zu wihlen.
Genau ebenso ergibt sich fiir die Umkehrfunktion von y = cos x,
die wir mit arc cos x bezeichnen, die Differentiationsformel
T eoig e L
77 arccosy = TR
Hier ist das Vorzeichen der Wurzel positiv zu nehmen, wenn man

y=cos T

Fig. 52. Umkehrung von cos x.

die Werte von arc cosx im Intervall zwischen 0 und z (nicht wie
beim arcsin ¥ zwischen —% und + %) wahlt (vgl. Fig. 52).

Noch ein Wort ist {iber die Endpunkte ¥ = —1 und x = +1
des Intervalles fiir x zu sagen. Die Differentialquotienten werden bei
Anniherung an diese Endpunkte unendlich, entsprechend der Tatsache,
daB die Kurven, welche den arcsin bzw. den arc cos darstellen, an
diesen Stellen vertikale Tangenten besitzen miissen.

4

1) Wenn wir statt dessen das Intervall 3 <z < —321 zugrunde legten, was

der Ersetzung von # durch # -4 & entspricht, so hatten wir das negative Vor-
zeichen der Wurzel zu wihlen, weil dort cos # negativ ist.
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Analog kénnen wir die Umkehrfunktion des tg und ctg behandeln.
Die Funktion y =tg#, deren Differentialquotient c_oiﬁ fiir x =}=g+ kn

iberall positiv ist, 148t sich im Intervalle — g <x <g eindeutig

umkehren. Wir nennen diese Umkehrfunktion x = arctgy bzw.
(unter Vertauschung der Buchstaben x
und y) y = arctg x und erkennen so-

/ fort aus Figur 53, daB die urspriing-
4 lich, d. h. ohne genaue Festlegung eines

Intervalls fiir die Werte der Funktion
/% arc tg x, vorhandene Mehrdeutigkeit bei

der Umkehrung zum Ausdruck kommt,

Jearcty x indem wir zu jedem x an Stelle eines
Wertes y in unserem Intervall auch

¥

0 x

den Wert y + kz fiir beliebiges ganz-
z zahliges % hitten wihlen kénnen. Fiir die
Funktion y = ctg x wird die Umkehr-
/ funktion x = arc ctg y bzw. (unter Ver-
/ tauschung von x und y) y =arcctgx ein-
g, 53 A:c stangens deutig bestimmt sein, wenn wir fiir deren

o ' Werte das Intervall von 0 bis # fest-
legen; die Mehrdeutigkeit von arcctg x ist im {ibrigen dieselbe wie
bei arc tg x.

Die Differentiationsformeln ergeben sich wieder in der folgenden
Art:

= arct @ _ 1 _costy— L L .
¥=arclgy, dy — dy S T l4-tg2x T 14 y®’
dx
ax s o 1 . 1 B
¥ =arcctgy, E_—Smx__l-i-ctgzx_—l_*.yﬂ’

oder, wenn wir schlieBlich wieder die unabhingige Veranderliche mit »
bezeichnen,

d 1

2z TC8F =10,

d 1
Earcctgx= _ﬁ?

3. Die zugehorigen Integralformeln.

In der Sprache der unbestimmten Integration ausgedriickt, lauten
unsere eben abgeleiteten Formeln folgendermaBen:

1 .
————dx = arcsinx, ——dx = — arccosx,
Y1 — 2

1 1
fmdx=arctgx, fmdx= — arcctgx,
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Zwischen den ersten beiden Formeln und zwischen den letzten beiden,
die den unbestimmten Integralen zwei anscheinend ganz verschiedene
Funktionen zuordnen, besteht kein Widerspruch. Wir miissen bedenken,
daB im unbestimmten Integral eine beliebige additive Konstante ver-

figbar bleibt. Ziehen wir aus dieser Konstanten den Bestandteil % heraus

T . . T
und beachten, daf g —arccosx =arcsinx ist und ebenso g —arcctgx

= arc tg ¥, so klart sich diese formale Unstimmigkeit sofort auf. Diese
Unbestimmtheit beruht also lediglich darauf, daB das unbestimmte
Integral nicht eine bestimmte Funktion, sondern eine ganze Schar von
Funktionen bedeutet, welche sich untereinander durch beliebige additive
Konstanten unterscheiden. Eine Gleichung fiir ein unbestimmtes In-
tegral legt nicht den Wert, sondern nur einen Wert desselben fest.
Es wire, wie schon erwihnt, korrekter, diese Tatsache stets dadurch
zum Ausdruck zu bringen, daBl man die unbestimmten Integrations-
konstanten besonders mitschreibt, also statt

Jitwdz =F
ff dx=F(x)+c.

Aus Bequemlichkeitsgriinden aber pflegt man von dieser umstandlicheren
Schreibweise abzusehen ; man muB sich um so mehr der Unbestimmtheit,
die mit der abgekiirzten Schreibweise verbunden ist, stets bewuBt
bleiben (vgl. auch zweites Kapitel, S. 92).

Aus den Formeln der unbestimmten Integration folgen sofort be-
stimmte Integralformeln, wenn man gemiB dem zweiten Kapitel, § 4,
Nr. 4, die Integrationsgrenzen einfiihrt. Speziell ist

b
f ] j_x;ﬂ =arctgx| = arctgb —arctga.
a
Setzen wir a =0, b =1 und y
beachten, daB tg0 =0 und

T . . .
tgz =1 ist, so gewinnen wir

stets

die merkwiirdige Formel

1
7 1
ol FERLC
0
Die Zahl s, die urspriinglich
aus der Betrachtung des Kreises

Fig. 54. % als Flicheninhalt,

heraus entstand, wird durch diese Formel mit der rationalen Funktion ——, i + 5
in eine sehr einfache Verbindung gebracht wnd als Flicheninhalt gedeutet,

welcher in der durch Figur 54 angegebenen Weise definiert ist.
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§ 4. Die Differentiation der zusammengesetzten Funktionen.

1. Die Kettenregel.

Die fritheren Differentiationsregeln gestatten uns, jede Funktion zu
differenzieren, die sich durch Funktionen mit bekannten Differential-
quotienten linear gebrochen ausdriicken 1iBt. Wir kénnen aber noch
einen ganz wesentlichen Schritt weitergehen und alle diejenigen Funk-
tionen differenzieren, welche sich durch Zusammensetzen aus Funk-
tionen mit bekannten Differentialquotienten ableiten lassen. Es sei
@(x) eine in einem Intervall ¢ £ x < b differenzierbare Funktion,
die dort alle Werte eines Intervalles « < ¢ < f annimmt. Dann wollen
wir eine zweite differenzierbare Funktion g(g) der unabhingigen
Verdnderlichen ¢ betrachten, bei der diese Verinderliche das letzte
Intervall von « bis f# durchlduft, und nunmehr g(p) = g(p(x)) = f(¥)
als Funktion von x in dem Intervall a < x < b auffassen. Es wird
dann die Funktion f(x) = g(p(x)) als eine aus den Funktionen g
und ¢ zusammengesetzte Funktion der unabhingigen Verdnderlichen x
im Intervalle ¢ £ x < b bezeichnet.

Ist z. B. ¢(x) =1 — 2 und g(p) = Vg, so heiBt diese zusammen-
gesetzte Funktion einfach f(x) = ]/1.,,_ x% Als Intervall a < x < b
werden wir hier das Intervall 0 < x < 1 nehmen. Der Wertevorrat der
Funktion @(x) fiillt dabei ebenfalls das gesamte Intervall 0 < p <1

aus; es ist also die zusammengesetzte Funktion f(x) = }1 — %2 in dem
Intervall 0 < x = 1 definiert.

Ein anderes Beispiel fiir die Zusammensetzung von Funktionen ist
die Funktion f(x) = J1 + x2, wobei die Zusammensetzung durch die
Gleichungen

p) =1+2, gl =7Vp

gekennzeichnet wird und wobei der Funktionswert ¢(x) die Gesamt-
heit aller positiven Zahlen =1 durchlduft und dementsprechend die
Funktion f(x) = g(p (x)) fiir alle Werte von x gebildet werden kann.

Bei der Zusammensetzung von Funktionen in dieser Art hat man
natiirlich immer zu beachten, daB man sich auf solche Intervalle
a < x = b beschrinkt, bei welchen die zusammengesetzte Funktion
in dem ganzen zugehdrigen Intervall definiert ist. Z. B. existiert die

zusammengesetzte Funktion J1 — #2 nur in dem Gebiet —1 < x <1
der unabhingigen Verinderlichen x, nicht aber in dem Gebiet 1 <x <2,
weil der Wertevorrat der Funktion ¢(x) dort aus negativen Zahlen
besteht, fir welche die Funktion g(g) nicht definiert ist.

Ebenso wie man zwei Funktionen miteinander zusammensetzen
kann, kénnen und miissen natiirlich auch Funktionen betrachtet werden,
bei denen ein solcher ZusammensetzungsprozeB 6fter vorgenommen wird.
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Z. B. die Funktion

welche durch den ZusammensetzungsprozeB3

p@) =, plp)=1+actge, ¢lp) =71yl =/
erklirt ist.
Fiir die Differentiation der zusammengesetzten Funktionen gilt nun
folgender grundlegende Satz, die Kettenregel der Differentialvechnung:

Die Funktion f(x) = g(p(x)) ist differenzierbar, und ihr Differential-
quotient wird gegeben durch die Gleichung

') =¢'(g)-9'(0),
oder in der Leibnizschen Bezeichnung

dy _dy dg

dvr deo dx’
In Worten: Man erhilt die Ableitung der zusammengesetzien Funktion
als das Produkt der Ableitungen der bei der Zusammensetzung benutzten
Funktionen. Der Beweis dieser Formel gelingt sehr einfach, wenn wir
auf die Bedeutung des Differentialquotienten zuriickgreifen. Zu be-
liebigem Ax <=0 und zugehdrigen Werten von Ap und Ag gibt es
zwei mit Ax gegen O strebende GréBen & und % mit

Adg=g(p)dp+edp und Adp=¢'x)dx+ndx;
man braucht nur 7 aus der zweiten und im Falle Ap 40 auch ¢
aus der ersten Gleichung auszurechnen, im Falle Ap =0 aber ¢ =0
zu wihlen. Setzen wir nun in die erste der beiden Gleichungen den
Ausdruck fiir Ag aus der zweiten ein, so ergibt sich

Ag =g (@) ¢'(x) Az + (ng'(p) + e’ (*) + en) A%

L =@ @@+ g'le) +eg'la) +em).
In dieser Gleichung aber konnen wir nunmehr Ax gegen 0 streben
lassen und erhalten sofort das behauptete Ergebnis, da die Klammer
auf der rechten Seite fiir 4 x — 0 selbst gegen O strebt. Mithin besitzt
auch die linke Seite unserer Gleichung einen Grenzwert f'(x), und
dieser ist gleich dem ersten Glied der rechten Seite, wie behauptet
wurde 1).

oder

1) Wir hatten die Regel auch beweisen konnen, indem wir den Grenz-

. 4
iibergang 4x —+0 und den daraus folgenden 4¢p — 0 in der Beziehung ﬁ

=: j_é’i_?’ ausfiihren, Der im Text gegebene Weg ist jedoch vorzuziehen, weil
¢ dx
er Sonderbetrachtungen fiir den Fall ¢’ (¥) = 0 vermcidet.
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Unsere Regel dehnt sich, wenn wir sie mehrfach hintereinander
anwenden, unmittelbar auf den Fall aus, daB eine Funktion f(x) durch
Zusammensetzung von mehr als zwer Funktionen entsteht. Ist z. B.

y=gWw), w=¢@, v=y),

so konnen wir y = f(x) als Funktion von x auffassen ; ihre Differentiation
vollzieht sich nach der Regel

dy , ' , N
x- Y =8 () ¢'(v) ¥'(x) = a0 dx’
und analog liegen die Dinge, wenn wir eine beliebige Anzahl von Funk-
tionen miteinander zusammensetzen. Den Beweis dafiir kann ich dem
Leser selbst iiberlassen.

2. Beispiele.

Als einfachstes Beispiel betrachten wir die Funktion y = %%, wo

oc=§ gesetzt ist und ¢ eine positive ganze Zahl, p eine positive

oder negative ganze Zahl, « also eine beliebige positive oder negative
rationale Zahl bedeuten darf. Es sei x > 0. Nach der Kettenregel er-
gibt sich fiir
1
y=¢? g=x'
die Formel
1 ?
27 0!

1
— 1’_1.-—xq = —Xx
y=2¢"""7 7 ,

so daB wir fiir beliebige rationale « die Differentiationsformel

d o — a-1

Ex =ox
erhalten, in Ubereinstimmung mit der schon frither in Kap. II, §3
auf anderem Wege gegebenen Ableitung.

Als zweites Beispiel betrachten wir

y=V1—2t oder y=7p,
wo ¢ =1 —x%2und — 1 <x <1 ist. Die Kettenregel liefert

1
Yy =—=-(—22x) = —
2-Ye )
Weitere Beispiele sind durch die folgenden kleinen Rechnungen ge-
geben.

1. y = arcsin 1 — 2,

x

J1—42"

dy 1 dyl—as* 1 —=x 1

ix  yi-(—a) dx EIR T 1=
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11tz
2. y—] 1—=x’
|
o = e
ax Vm dx 211 + # 1 — )t
V1 —=
1

14+ —=#)°

Auch die Kettenregel der Differentialrechnung konnen wir in die
Gestalt einer Integrationsformel setzen, entsprechend der Tatsache,
daB jeder Differentiationsformel eine Integrationsformel als vollstdn-
diges Aquivalent entspricht. Wir wollen jedoch diese Formel an dieser
Stelle iibergehen, da wir sie zunichst noch nicht brauchen werden
und ohnehin an einer spiteren Stelle (viertes Kapitel, § 2) ausfiihrlich
behandeln miissen.

3. Nochmals Integration und Differentiation von x* fiir
irrationales a.
Entsprechend der elementaren Definition der Potenz x* fiir irratio-
nales « durch die Gleichung

= lim a7,

wo die Zahlen 7, eine Folge rationaler Zahlen mit dem Limes & be-
deuten, kénnte man versucht sein, die Differentiation von 2* durch die
direkte Ausfithrung des Grenziiberganges in der Differentiationsformel

a -
-d—; x™n = 7'” X 1
durchzufithren. Man miiBte hierzu das Recht haben, aus der Beziehung

%™ — x% aguch auf die Gleichung dixx'n-»dixx“ zu schliefen. Es steht

aber einem solchen Grenziibergang ein schwerwiegendes prinzipielles
Bedenken entgegen. Man kann niamlich

in beliebig naher Nachbarschaft einer R e s N N
Kurve andere Kurven ziehen, deren

Richtung von der Richtung der ur-

spriinglichen Kurve an beliebigen Stel-

len beliebig viel abweicht; z. B. kann AR YARN
man eine gerade Linie durch einen NS NS S
beliebig nahe an ihr verlaufenden Wel-  rig. 55. Approximation einer Geraden

« durch Wellenlinien.
lenzug annihern, dessen Wellen gegen- arch TyeSentinen

iiber dieser geraden Linie immer wieder eine Steilheit von 459 erreichen
(vgl. Fig. 55). Mit anderen Worten, es lehrt uns dieses Beispiel: Man
darf aus der Tatsache, daB zwei Funktionen sich iiberall nur wenig
voneinander unterscheiden, nicht ohne weiteres schlieBen, da3 auch ihre
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Differentialquotienten {iberall nahe aneinander liegen; und dieser Ein-
wand verbietet uns, den so naheliegenden Grenziibergang ohne be-
sondere Rechtfertigung auszufiihren.

Ganz anders aber als bei dem Differentialquotienten liegen die
Verhaltnisse beim Integral. Hier haben wir im zweiten Kapitel, § 7,
Nr. 2, erkannt, daB die Integrale zweier Funktionen, die sich in einem
ganzen Intervall von a bis & {iberall um weniger als e unterscheiden,
selbst um weniger als e{b — a) voneinander verschieden sind. Daraus
haben wir an jener Stelle mit Hilfe des Fundamentalsatzes die Giiltig-
keit der Differentiationsformel

1 d
LI P TS S
o+ 1 dx a x
oder bei Ersetzung von « + 1 durch «
d
L opr— gl
P X% = ox*
auch fiir irrationales « abgeleitet, so da also auf diesem indirekten Wege
schlieBlich doch die oben angegebene Beziehung d—i—x’n—» ‘%x"‘ ihre Be-

stitigung gefunden hat.

Jene Betrachtung war fiir uns ein charakteristisches Beispiel fiir das
Ineinandergreifen von Differentialrechnung und Integralrechnung. Wir
werden es jedoch aus prinzipiellen Griinden vorziehen, in § 6 an Stelle
der elementaren Definition von %2 eine andere, innerlich einfachere zu

setzen, welche uns von neuem und ohne Umwege zu dem gewonnenen
Resultat hinfithren wird.

§ 5. Maxima und Minima.

Nachdem wir zu einer gewissen Beherrschung des Problemes der
Differentiation der elementaren Funktionen und der aus ihnen zusam-
mengesetzten gelangt sind, bietet sich uns die Moglichkeit zu mannig-
fachen Anwendungen. Ich méchte die elementarste dieser Anwen-
dungen, die Theorie der Maxima und Minima einer Funktion, im
Zusammenhang mit einer geometrischen Diskussion der zweiten Ab-
leitung, schon an dieser Stelle besprechen, um dann im nichsten Para-
graphen den Faden der allgemeinen Theorie wieder aufzunehmen.

1. Allgemeine Vorbemerkungen iiber die geometrische Bedeutung
der Difierentialquotienten.

Nach Definition des Differentialquotienten % f (%) einer Funktion £ (x)
gibt dieser die Steigung der Kurve y =f(x) an. Diese Steigung kénnen
wir wiederum durch eine Kurve ¢’ = % f(x) = f(x) reprisentieren,

die Differentialkurve zu der gegebenen. Die Steigung dieser letzteren
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Kurve wird durch den Differentialquotienten gv- f(x) = Ed% fx)=f'(%),

den zweiten Differentialquotienten von jf(x), gegeben usw. Ist der
zweite Differentialquotient /(%) an einer Stelle x — und infolge der
hier vorausgesetzten Stetigkeit dann auch in einer gewissen Nachbar-
schaft dieser Stelle — positiv, so bedeutet dies, daB beim Passieren
dieser Stelle in Richtung wachsender x-Werte der Differentialquotient
der Kurve y=f(#) zunimmt. Die Kurve wird also ihre konvexe Seite nach
der Richtung abnehmender y-Werte zeigen. Umgekehrt ist es, wenn f”'(x)

y Y
y=flx)
|
\ |
4
¢f( : yd i
| |
7 x = xz I
Fig.56a. 17> 0. Fig. 56b. 17 <0.

negativ ist. Im ersten Falle wird also die Kurve in der Umgebung
der Stelle x oberhalb ihrer Tangente, im zweiten Falle unterhalb ihrer
Tangente verlaufen (vgl. Fig. 56a und b).

Eine besondere Beachtung verlangen nur die Stellen, wo f’(x) =0
ist. Im allgemeinen wird beim Durchgang durch eine solche Stelle die
zweite Ableitung f’(x) ihr Vor-
zeichen wechseln. Dann wird ein
solcher Punkt eine Ubergangs-
stelle zwischen den beiden oben
gezeichneten Typen sein; d.h.
die Tangente in diesem Punkte
wird auf der einen Seite oberhalb,
auf der anderen Seite unterhalb
verlaufen, also die Kurve nicht
nur berithren, sondern zugleich
durchschneiden (vgl. Fig. 57). ¢
Ein solcher Punkt heiit Wende- Fig. 57. Wendepunkt.
punkt, die zugehorige Tangente
Wendetangente der Kurve. Das cinfachste Beispiel gibt uns die Funk-
tion y = x3, die kubische Parabel, fiir welche im Punkt x =0
die x-Achse selbst eine Wendetangente ist. Ein anderes Beispiel lie-

Y

)

Ry

fert die Funktion f(x) =sinx, fiir welche f'(x) = dixsin % = Cosx,
3

f'(x) = d%—g sin¥ =—sinx wird. Es ist hiernach f(0)=1 und
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f"'(0) = 0; die Sinuskurve hat also, da f’(x) fir ¥ =0 das Zeichen
wechselt, im Nullpunkt eine um 459 geneigte Wendetangente.

Man muB jedoch beachten, daB es auch Stellen geben kann, bei
denen zwar f''(x) =0 ist, bei denen jedoch die Tangente die Kurve nicht
schneidet, sondern ganz auf einer Seite der Kurve bleibt. Dies gilt z. B.
fiir die Kurve y = x4, welche ganz oberhalb der x-Achse liegt und fiir
welche ebenfalls fiir x =0 die zweite Ableitung f”(x) verschwindet.

2. Maxima und Minima.

Wir sagen, daB eine stetige Funktion oder eine Kurve y = f(x)
an einer Stelle x = £ ein Maximum bzw. ein Minimum besitzt, wenn
wenigstens in irgend einer Umgebung dieser Stelle ¥ = & die Funk-
tionswerte f(x) fir x 4 & samtlich kleiner bzw. groBer als f(&) sind.
Unter einer Umgebung einer Stelle & verstehen wir dabei ein Inter-
vall « < x < f, welches den Punkt £ im Innern enthilt. Geometrisch

gesprochen sind also solche

Maxima und Minima Wellen-

berge bzw. Wellentdler der

Kurve. Ein Blick auf Figur 58

zeigt uns, daB sehr wohl der

Wert des Maximums an einer
% Stelle Py kleiner sein kann als

der Wert des Minimums an einer

anderen Stelle P,; dem Begriff
des Maximums und Minimums haftet also zunichst stets etwas Rela-
tives, namlich die Beziehung auf eine jeweils abzugrenzende Umgebung an.

Will man den wirklich kleinsten Wert oder den wirklich gréBten
Wert der Funktion feststellen, so muB man noch besondere Betrach-
tungen anstellen, um zu entscheiden, ob und wie man ihn aus den
Minima oder Maxima aussondern kann.

Fiir uns kommt es zunichst darauf an, die (relativen) Maxima oder
Minima oder, wie wir mit einem neutralen Wort sagen wollen, die rela-
tiven Extrema (Extremum heiBt duBerster Wert) einer Funktion oder
Kurve zu finden. Diese Aufgabe, welche von der Geometrie, der Mecha-
nik und der Physik sehr hiufig gestellt wird und welche auch sonst in
zahlreichen Anwendungen immer wieder auftritt, hat einen der ersten
Anlasse zur Ausbildung der Differential- und Integralrechnung im
17. Jahrhundert gebildet.

Man erkennt sofort, daB bei vorausgesetzter Differenzierbarkeit
fiir eine solche Extremumstelle £ die Tangente an die Kurve horizontal
verlaufen muB. Es ist also die Bedingung

f&=0

eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremums;

Yy
A

X

2
r
|
|
|

: |
| |
|

| |
' |
] !

Fig. 58. Maxima und Minima,
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durch Auflosung dieser Gleichung nach der Unbekannten & erhalten wir
die Stellen, fiir welche ein solches Extremum eintreten kann. Unsere
Bedingung ist aber keineswegs etwa eine hinreichende Bedingung
fiir ein Extremum; es kann nidmlich Stellen geben, fiir welche die Ab-
leitung verschwindet, d. h. die Tangente horizontal verliuft, fiir welche
die Kurve aber weder ein Maximum noch ein Minimum besitzt. Dieser
Fall tritt dann ein, wenn die Kurve an der betreffenden Stelle eine
horizontale sie durchschneidende Wendetangente besitzt, wie in dem
obigen Beispiel der Funktion y = 3 an der Stelle x = 0.

Hat man aber einmal eine Stelle ¢ gefunden, fiir welche /(&) ver-
schwindet, so kann man sofort schlieBen, daB die Stelle eine Maximum-
stelle ist, wenn f’(§)<0 wird, eine Minimumstelle, wenn f'(£)> 0
ist; denn im ersten Falle liegt in der Umgebung dieses Punktes die
Kurve ganz unterhalb der Tangente, im zweiten ganz oberhalb.

Statt uns bei der Ableitung unserer notwendigen Bedingungen auf
die Anschauung zu berufen, hiatten wir natiirlich leicht auch einen rein
analytischen Beweisgebenkénnen (vgl. hierzudie ganzentsprechenden Be-
trachtungen zum Rolleschen Satz auf S.83). Ist die Stelle& eine Stelle des
Maximums, so mu8 bei hinreichend kleinem von 0 verschiedenem | % | der

Ausdruck f(§) —f (+4) positivsein. Alsowird der Quotient f_(éf_—tﬁz;fjﬁ

positiv oder negativ, je nachdem % negativ oder positiv ist. Wenn &
von negativen Werten her gegen O strebt, kann also der Grenzwert
dieses Quotienten nicht negativ sein, wihrend er, wenn % von positiven
Werten her gegen 0 strebt, nicht positiv sein kann. Da beide Grenzwerte
wegen der vorausgesetzten Existenz der Ableitung einander gleich und
zwar gleich f'(£) sein miissen, so kénnen sie nur den Wert Null haben;
d. h. es muB /f'(§) = 0 sein. Eine entsprechende SchluBweise gilt fiir
ein Minimum.

Wir kénnen {ibrigens notwendige und hinreichende Bedingungen
fir das Eintreten eines Maximums oder Minimums auch formulieren
und analytisch beweisen, ohne die zweite Ableitung heranzuziehen.
Es besteht an einer Stelle & dann und nur dann ein Minimum oder
e Maximum, wenn die Ableitung f'(x) beim Durchgang durch diese
Stelle ihr Vorzeichen wechselt; und zwar iregt ein Minimum vor, wenn die
Ableitung links von & negativ, rechts positiv ist, andernjalls ein Maximum.

Zum Beweise bilden wir unter Benutzung des Mittelwertsatzes
& +h) —f(&) =hf'(&+3h). Ein Extremum liegt dann und nur
dann vor, wenn /(& 4- k) — f(£) bei hinreichend klein gewihitem | A |
dasselbe Vorzeichen hat, gleichviel ob & positiv oder negativ ist; und
hieraus ergibt sich unmittelbar die Richtigkeit unserer Behauptung.

Gleichzeitig erkennen wir, daf tatsichlich der Funktionswert f(£)
den kleinsten bzw. den groBten Wert in jedem den Punkt & enthaltenden
Intervalle darstellt, in welchem kein weiterer Zeichenwechsel der Ab-
leitung mehr eintritt.

Courant, Differentialrechnung. I. 2. Aufl. 9
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Da der Mittelwertsatz, auf den allein wir diese Betrachtung ge-
stittzt haben, auch dann noch anwendbar bleibt, wenn f(x) an der
Stelle £ selbst nicht mehr differenzierbar ist, wohl aber an allen andern
betrachteten Stellen, wenn also z. B. die Kurve y = f(x) fiir x = £ eine
Ecke oder Spitze hat, so sind wir auf diese Weise noch zu einem etwas
allgemeineren Resultat gelangt: Wenn die Funktion f(x) in einem die
Stelle & enthaltenden Intervalle stetig und, hochstens mit Ausnahme
dieser Stelle, differenzierbar ist, so hat sie an dieser Stelle dann und
nur dann ein Extremum, wenn dort zwei Intervalle mit verschie-
denem Vorzeichen von f'(x) getrennt werden. Beispielsweise hat die
Funktion y = |x| an der Stelle x =0 ein Minimum, weil ' >0
fir x >0 und 9 <0 fir x <0 gilt (vgl. Fig. 34, S. 76). Ebenso

hat die Funktion y = W an dieser Stelle ein Minimum, obwohl dort
1

der Differentialquotient —g—x ® unendlich wird (vgl. Fig. 37, S.78).

Im iibrigen mochte ich zur allgemeinen Theorie der Maxima und
Minima noch folgende Bemerkung machen: Die Aufsuchung der Maxima
und Minima ist nicht ohne weiteres gleichbedeutend mit der Aufsuchung
der groBten und kleinsten Funktionswerte in einem abgeschlossenen
Intervalle. Bei einer monotonen Funktion werden diese gréBten und
kleinsten Werte am Rande des Intervalles angenommen und sind dann
keine Maxima und Minima in unserem Sinne mehr — denn dieser Be-
griff bezog sich immer auf eine volle Umgebung der betreffenden Stelle.
So hat z. B. die Funktion f(x¥) = v im Intervall 0 < x =<1 an der
Stelle 0 ihren kleinsten und an der Stelle 1 ihren gréBten Wert,
und Entsprechendes gilt fiir jede monotone Funktion. Die Funktion

1 . ..
1528 ist fiir — o0 <% < oo monoton
und besitzt in diesem offenen Intervall weder ein Maximum oder
Minimum noch einen gro8ten oder kleinsten Wert.

Will man nach Aufsuchung der Nullstellen von f'(x) sicher gehen,
daB man damit auch die Stellen eines kleinsten oder groBten Wertes
gefunden hat, so wird man sich oft des folgenden Kriteriums be-
dienen: Eine Nullstelle & von f'(x) gibt sicherlich dann fiir ein ganzes
Intervall den kleinsten oder groften Wert von f(x), wenn in dem ganzen
Intervall f'(x) >0 bzw. f'(x) <0 ist. Es ist ndamlich dann wegen
des Mittelwertsatzes, wenn auBer & auch noch & 4 % zum Intervall
gehort,

y =arc tg x mit der Ableitung y -

FE+h=FE+n—FE=hr"E+3h.

Es hat also die Ableitung f'(x) an der Stelle x = & + & das Vorzeichen
von k oder das entgegengesetzte, je nachdem f"(x) > 0 oder /"(x) <O
vorausgesetzt wurde; hieraus aber folgt die Behauptung nach der Be-
merkung am SchluB von S. 129.
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3. Beispiele fiir Maxima und Minima.

1. Aufgabe. Unter allen Rechtecken gegebenen Flicheninhaltes ist
eines mit kleinstem Umfang zu suchen.
Der Flicheninhalt sei a?, die eine Seite x (wobei wir fiir x das Intervall

2
0 < x < 0o zu betrachten haben), dann ist die andere Seite %,’ und

der halbe Umfang wird gegeben durch

fl) =2+
Es wird
fo=1—%, 1w ="%

Die Gleichung f'(¢) = 0 hat dic einzige positive Wurzel & = a. Fiir
diese wird f”(x) positiv (ebenso wie fiir jedes positive x); sie liefert
also den gesuchten kleinsten Wert, und wir erhalten das sehr plausible
Resultat, daB von allen betrachteten Rechtecken das Quadrat den
kleinsten Umfang besitzt.

2. Aufgabe. Unter allen Dreiecken mit gegebener Grundlinie und
gegebenem Tlicheninhalt ist dasjenige von kleinstem Umfang zu be-
stimmen.

Um diese Aufgabe zu lésen, machen wir die gegebene Grundlinie
A B zu einem Teil der x-Achse eines Koordinatensystems, den Mittel-
punkt O von 4 B zum Nullpunkt. Ist C die Spitze des betreffenden
Dreiecks, & seine — fest gegebene — Héhe und #, £ die Koordinaten
der Spitze, so wird die Summe der beiden zu bestimmenden Seiten 4 C
und BC des Dreiecks offenbar, wenn die Linge der gegebenen Grund-
linie 24 ist, durch

o) = Vot 4 b

gegeben, und wir erhalten weiter:

/,(x)___ x—f—‘ai_ x—a
Yeta2tht fr—a)2fhr’
1% = T 1 .. TEma? 1

(Fr+a2+a2)"  Jatartrr ' (Jor—af i)’ | J@—a)4re
A2 h?

(b ar i s (ap i w
Man erkennt sofort, daf erstens f'(0) verschwindet, daB zweitens /" (x)
stets positiv ist; daher wird die Stelle ¥ = 0 tatsichlich ein Minimum
liefern; da f"”(x) >0 ist, nimmt f’(x) immer zu, und es kann also
an keiner andern Stelle f’(x) = 0 sein, so daB die Stelle x = 0 tat-
sichlich den kleinsten Wert geben mufB. Dieser kleinste Wert wird
also durch das gleichschenkelige Dreieck geliefert.

gx*
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Ganz ghnlich erkennt man, daB unter allen Dreiecken gegebenen
Umfangs und gegebener Grundlinie das gleichschenkelige den groBten
Flicheninhalt besitzt.

3. Aufgabe. Kleinste Entfernungssumme eines Punktes einer Ge-
raden von zwei gegebenen festen Punkten.

Es seien eine gerade Linie und zwei feste Punkte A, B auf derselben
Seite der Geraden gegeben. Auf der geraden Linie ist ein Punkt P gesucht,
7 so daBl die Entfernungssumme

P4 4 P B moglichst klein wird.

Wir machen die gegebene Ge-

7] rade zur x-Achse eines Koor-
h dinatensystems und wihlen die
hy Bezeichnungen von Figur 59. Dann

A

b o wird die gesuchte Entfernungs-
@ summe gegeben durch

f®) =Y+ R+ Yz —a)r+ 42,

und wir erhalten weiter

Fig. 59. Reflexionsgesetz.

, . X X —a
A e
’ — _ xz__ _'l_ — (x — a)2 1
1) (12 +#)° + ja2 4 A2 + (tr—a)@+ 1) Jor—alch
B2 3

(A T T
Die Gleichung f'(§) = 0 liefert uns also
& _ a—¢&

o e ar A
cosa =cosff,
und dies bedeutet, dal die beiden Geraden P4 und P B mit der ge-
gebenen Geraden gleiche Winkel bilden miissen. DaB wir damit tat-
sichlich den kleinsten Wert erhalten, zeigt uns das positive Vorzeichen
von f"(x).

Die Losung dieser Aufgabe steht in engstem Zusammenhang mit
dem Spiegelungsgesetz der Optik. Nach einem wichtigen Prinzip
der Optik, dem sog. Fermatschen Prinzip der kiirzesten Lichizest, wird die
Bahn eines Lichtstrahls durch die Eigenschaft charakterisiert, dafl
die Zeit, die das Licht braucht, um von einer Stelle A zu einer Stelle B
unter gewissen Bedingungen zu kommen, méglichst kurz sein mubB.
Wird dem Lichtstrahl die Bedingung auferlegt, auf seinem Wege von A
nach B einen Punkt der gegebenen Geraden (etwa eines Spiegels) zu
passieren, so sehen wir, daB die kiirzeste Lichtzeit von einem solchen
Strahl erreicht wird, bei dem ,,Einfallswinkel* gleich ,,Ausfallswinkel* ist.
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4. Aufgabe. Brechungsgesetz.

Es seien zwei Punkte 4 und B auf verschiedenen Seiten der x-Achse
gegeben. Welcher Weg fithrt in méglichst kurzer Zeit von 4 nach B,
wenn die Geschwindigkeit auf der einen Seite der x-Achse ¢,, die Ge-
schwindigkeit auf der anderen Seite der x-Achse ¢, ist?

Es ist klar, daf3 dieser , kiirzeste* Weg aus zwei geradlinigen Strecken
bestehen muB, welche in einem Punkte P der x-Achse zusammenstoBen.
Mit den Bezeichnungen von Fi- y
gur 60 erhilt man fiir die Linge 4
der Strecken PA und PB die
beiden Ausdriicke h

VR + 22 bzw. VA4 (a—2)?, ——x NP

0 x
und wir erhalten die Zeit, die g h,
zu dem Wege benotigt wird, Aj\ 5
indem wir die beiden durch- Fig. 60. Brechungsgesetz.
messenen Wege jeweils durch

die entsprechende Geschwindigkeit dividieren. Die fiir den Weg ge-
brauchte Zeit ergibt sich also als

f0 = - Y2 4 R (0 — .

Durch Differentiation erhalten wir hieraus:

f=tox__1_a-x
51 lhﬂ }7 €y ]rh’;’T(;'_’})z ,
P #? ———— (a — x)?

" - B2 x2? h + — ) — R e
f%)—uljﬁ N T
S e T EERCErLE

1 he 1 h%

N TN A Y s S =Tk

1 x 1 a—=x . .
. T TIIIITIT TS et e ISt, wie
L R+ 42 2 )8 4+ (a — x)?
man aus der Figur leicht abliest, gleichbedeutend mit der Bedingung

Die Gleichung f/(x) =0, d.h

1 . 1 .

—sina = —sin f oder

‘1 2
sin o I
sinff ¢y

Ich kann es dem Leser iiberlassen, zu beweisen, daB3 es nur eine
einzige Stelle gibt, welche dieser Bedingung geniigt, und daB diese Stelle
wirklich den kleinsten Wert liefert. Die physikalische Bedeutung unseres
Beispieles ergibt sich wiederum aus dem optischen Prinzip der kiirzesten
Lichtzeit. Ein Lichtstrahl beschreibt zwischen zwei Punkten diejenige
Bahn, fiir die er die kiirzeste Zeit braucht. Bedeuten ¢, und ¢, die
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Lichtgeschwindigkeit auf beiden Seiten einer Trennungsebene zweier
optischer Medien, so wird dieser Lichtweg gemiB unserem Ergeb-
nisse verlaufen; unser Ergebnis liefert also das Snelliussche Brechungs-
gesetz.

§ 6. Logarithmus und Exponentialfunktion.

In dem systematischen Zusammenhange der Integral- und Diffe-
rentialrechnung ergibt sich ganz von selbst ein bequemer Zugang zu
der Exponentialfunktion und dem Logarithmus. Wenn wir diese Funk-
tionen auch schon frither behandelt haben, so wollen wir sie nunmehr,
ohne von den friheren Definitionen und den auf ihnen
beruhenden Uberlegungen Gebrauch zu machen, hier von
neuem definieren und ihre Theorie entwickeln. Wir gehen dabei von
dem Logarithmus aus und gewinnen erst aus ihm durch Umkehrung
die Exponentialfunktion.

1. Definition des Logarithmus. Differentiationsformel.

Wir haben gesehen, daB das unbestimmte Integral der Potenz x*
fiir ganzzahliges # im allgemeinen wieder zu einer Potenz fithrt; die

einzige Ausnahme fanden wir bei der Funktion %, welche nicht als

Differentialquotient einer der von uns bisher behandelten Funktio-
nen erschien. Es liegt daher nahe, zu vermuten, daB das unbestimmte

Integral der Funktion % eine neuartige Funktion darstellen wird, und

dieser Vermutung nachgehend, wollen wir im Folgenden die Funktion

y=[% =i

1

fir x > 0 untersuchen. Wir bezeichnen sie als den Logarithmus von x,
genauer als den matdirlichen Logarithmus von x, und schreiben sie
y =log x oder auch y = lognat x. Die Integrationsvariable haben
wir, um eine Verwechslung mit der oberen Grenze x auszuschlieBen,
mit & bezeichnet.

DaB wir als untere Grenze des Integrals die Zahl 1 genommen
haben, ist eine zunichst willkiirliche Festsetzung, die sich jedoch bald
als zweckmiBig erweisen wird.

DaB die hier definierte Logarithmusfunktion mit dem frither auf
»elementare Art“ definierten Logarithmus iibereinstimmt, wird sich
im Laufe der folgenden Betrachtung ganz von selbst ergeben. Die Er-
gebnisse der folgenden Uberlegungen sind aber, worauf ich noch einmal
hinweise, von den frither gewonnenen unabhingig.
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Geometrisch bedeutet unsere Logarithmusfunktion den in Figur 61
schraffiert gezeichneten Flicheninhalt, welcher von der gleichseitigen

Hyperbel y =—2; und der &-Achse einerseits und den Geraden & =1

und & = x andererseits begrenzt ist. Er ist dabei positiv zu rechnen,
wenn x > 1, negativ, wenn x <1 wird. Fiir x = 1 verschwindet der
Flicheninhalt, und wir haben daher

log1 =0. ¥
GemiB der obigen Definition wird .gz
die Differentiation des Logarithmus
durch die Formel
dlogx 1 \
Tdx T x 9 7 z 2
gegeben.
Es sei ausdriicklich hervorgehoben,
daf wir fiir das Argument x stets Fig.61. log x als Flicheninhalt.

voraussetzen, es sei positiv; den Log-
arithmus von 0 oder gar von negativen Werten gemal unserer obigen
Formel zu bilden, verhindert uns die Tatsache, daB der Integrand

% fiir £ =0 unendlich wird. Dagegen kann man natiirlich, wenn man

nur als untere Grenze eine negative Zahl, etwa —1 wiahlt, das Integral

mit einer negativen oberen Grenze x bilden, d. h. den Ausdruck
X e
f EE (x < 0)
-1

betrachten. Auf Grund der Bedeutung des Integrals als Grenzwert
einer Summe oder als Flacheninhalt
erkennt man, daf fir x <0

|
d& dé at
Se= =] =1
f & J s J‘ & Oglxl y=log £
-1 1 1
ist. Wir kénnen demgemiil_S all- 5 [
gemein als Formel der unbestimmien
Integration
dx
[ =10g15|

. Fig. 62.

schreiben.

Den Logarithmus wird man sich natiirlich ‘auch durch eine Kurve
veranschaulichen kénnen. Diese Kurve, die Logarithmuskurve, ist in
Figur 62 gezeichnet. Wie man zu ihrer graphischen Konstruktion
gelangen kann, ergibt sich aus den Ausfilhrungen im zweiten Ka-
pitel, § 5,
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2. Das Additionstheorem.

Der so definierte Logarithmus gentigt dem folgenden fundamentalen
Gesetz:
log (a b) =loga + logb.
Der Beweis dieses Additionstheoremes ergibt sich sehr einfach aus
der Integraldefinition und ihrer geometrischen Bedeutung. Es ist
niamlich

log (ab) = 5 = +f
1
und es braucht daher nur noch gezelgt zu werden, daB
ab 14
faoqu
§ §
a 1
ist.
Wir konnen schreiben:
b n—1

f‘i—f=1im AL

)
JrT LA

wobel

E,=1+vh mit hzé—;—l und A&, =¢,,,—¢,

ist. Setzen wir die Summe rechts in die Form

n—1 n—1
adé, 4n,
2 =2
»=0 =0
mit
' n,=aé, dh mza—}—vﬂn_—a, und A9 =041 — N,

ab
so erkennen wir sofort, daB sie fiir #— 0o in das Integral J'd—; iber-

]
geht, und damit ist die behauptete Gleichheit der Integrale bewiesen,
welche eine bemerkenswerte geometrische Tatsache iiber die von der

Hyperbel v =% begrenzten Flicheninhalte ausspricht.

Aus dem Additionstheorem des Logarithmus folgt nun fiir belie-

bige positive Zahlen a,, a,, . . ., a,, die Gleichung
log (2, a, --- a,) =loga, +loga, + --- + log a,.
Sind speziell alle Zahlen a,, a,, . . ., a, gleich einer und derselben Zahl a,

so ergibt sich - )
oga® = nloga.

Ebenso folgt !
loga + log — = logl =0.
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Es ist also 1
loga = —log —.

Setzen wir weiter 'i/;: «, so folgt loga = nloga oder
1
logja =loga* = —i—loga.

Hieraus aber folgt durch nochmalige Anwendung des Additionstheo-
remes, wenn s eine natiirliche Zahl ist,

m " — %

—-loga = log Jam =loga” .

Die Gleichung
logar =rloga
ist somit fiir alle positiven rationalen Werte von » bewiesen und offen-
bar auch fiir » = 0 richtig. Fiir negative rationale r gilt sie gleichfalls;
denn es wird )
logar =log—; = —loga~" =rloga.

3. Monotoner Charakter und Wertevorrat des Logarithmus.

Offenbar wiichst der Wert der Funktion log %, sobald x wichst,
und nimmt entsprechend ab, sobald x abnimmt: der Logarithmus
ist eine monotone Funktion.

Da die Ableitung 71; bei wachsendem x immer kleiner wird, wird das

Anwachsen der Funktion mit wachsendem x immer schwicher vor sich
gehen. Trotzdem aber nihert sich die Funktion log x fiir unbegrenzt
wachsendes x nicht etwa einem bestimmten positiven Grenzwert, son-
dern sie wird unendlich, d. h. zu jeder noch so groBen positiven Zahl 4
gibt es Werte von %, so daB log x > A wird. Diese Tatsache folgt sehr
leicht aus dem Additionstheorem. Es ist nimlich log 2" = # log 2. Da
log 2 eine positive Zahl ist, so wird fiir ¥ = 2 bei hinreichend groBem #
die Funktion log x offenbar positiv beliebig groB werden.

Da log él; = —mnlog2 ist, so erkennen wir, daB logx, sobald x

von positiven Werten her gegen Null strebt, in negativem Sinne iiber
alle Grenzen wichst.

Zusammenfassend kénnen wir sagen:

Die Funktion log x ist eine monotone Funktion, welche alle Werte-
zwischen — o0 und + o0 annimmt, wenn die unabhingige Verinder-
liche x das Kontinuum der positiven Zahlen durchwandert.

4. Die Umkehrfunktion des Logarithmus (Exponentialfunktion).

Da die Funktion y =log x (x > 0) eine monotone Funktion von
% ist, die simtliche reellen Werte annimmt, so ist die Umkehrfunktion,
die wir zunichst mit x = E (y) bezeichnen, eine eindeutige monotone,
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fiir jeden Wert von y definierte Funktion; sie ist differenzierbar, weil
log x selbst differenzierbar ist (s. §3, S.115). Indem wir die Be-
zeichnung der abhingigen und unabhingigen Verinderlichen ver-
tauschen, wollen wir diese Funktion E (x) niher studieren. Zunichst
erkennen wir, daf sie fiir jeden Wert von x positiv sein muB. Ferner
sehen wir, daB
E@0) =1

sein muB}; denn diese Gleichung ist gleichbedeutend damit, daB der
Logarithmus von 1 den Wert 0 hat.

Zweitens folgt aus dem Additionstheorem fiir den Logarithmus
sofort das ,,Multiplikationstheorem'

E(w)E(B)=E(x+ B).
Zum Beweise brauchen wir nur zu beachten, daB die Gleichungen
E@=a, E@B)=0b, E@+pf =c
gleichbedeutend sind mit

o« =1loga, B =1logh, o+ f=Ilogc.
Da (nach dem Additionstheorem fiir den Logarithmus) a+f=1log ab
ist, so muB3 ¢ = ab sein, womit wir das Multiplikationstheorem be-
wiesen haben.

Aus diesem Theorem ergibt sich eine Grundeigenschaft der Funk-
tion y = E (x), welcher wir die Berechtigung entnehmen werden, unsere
Funktion als Exponentialfunktion zu bezeichnen und symbolisch in der
Form '

y=e®
zu schreiben. Um zu dieser Eigenschaft zu gelangen, bedenken wir,
daB es eine Zahl — wir wollen sie ¢ nennen!) — geben muB, fiir welche

loge=1
ist. Gleichbedeutend damit ist die Definition
E(l)=e.

Wegen des Multiplikationstheorems der Funktion E (x) schlieBt man
nun analog wie oben beim Logarithmus fiir jedes ganzzahlige positive #

E(n)=e"
wind ebenso bei ganzzahligen positiven # und m
"w_ 2
E<-7_l> =e",

was wir iibrigens auch direkt aus dem Additionstheorem des Logarith-

1) Thre Identitdt mit der im ersten Kapitel betrachteten Zahl ¢ werden wir
in Nr. 6 dieses Paragraphen nachweisen.
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Die so fiir positive rationale Zahlen » bewiesene Gleichung E (r) = ¢

gilt wegen der Gleichung
EME(—r)=E(0)=1
auch fiir negative rationale Zahlen 7.

Es ist also die Funktion E(x) einc fiir alle Werte von x stetige
Funktion, welche fiir rationale Werte von x mit e® {ibereinstimmt.
Diese Tatsache rechtfertigt es, auch fiir beliebige irrationale Werte von x
unsere Funktion mit e* zu bezeichnen?). (Man beachte dabei, daB die
Stetigkeit der Funktion e® bei dieser Definition als Umkehrfunktion
einer stetigen monotonen Funktion von vornherein feststeht, wihrend
sie bei der clementaren Definition bewiesen werden muB.)

Die Differentiation der Exponentialfunktion wird durch die Formel

d
T — o g
dxe = € oder y y

geleistet. Diese Formel driickt die wichtige Tatsache aus, daf die Ex-
ponentialfunktion bei der Differen- v
tiation sich reproduziert. Thr Beweis
ist duBerst einfach. Es ist nidmlich
% = log y, woraus mit Riicksicht auf
die Differentiationsformel fiir den Log-

dx 1 y=e*
arithmus folgt =5 also nach
der Regel fiir inverse Funktionen /7
dy o
dr Y= z

wie behauptet war.

Die Kurve, durch welche man die
Exponentialfunktion e* darstellt, die
sog. Exponentialkurve, ergibt sich
einfach durch Spiegelung der Log-
arithmuskurve an der Winkelhalbierenden des positiven Quadranten.
Sie ist in Figur 63 gezeichnet.

Fig. 63. Die Exponentialfunktion.

5.Dieallgemeine Exponentialfunktion g* und die allgemeine Potenz x*.

Die Exponentialfunktion a® fiir eine beliebige positive Grundzahl a
definieren wir jetzt einfach durch die Gleichung

y = a® = gzloga,

1) Nimmt man das aus Nr. 6 hervorgehende Ergebnis der Identitat unserer
Zahl ¢ mit der frither so bezeichneten Zahl vorweg, so ist nunmehr gezeigt,
daB unsere jetzt gegebene Definition dieselbe Exponentialfunktion mit der
Basis e liefert, welche frither elementar durch Potenzieren definiert wurde.
Denn nach jener elementaren Definition hat man fiir einen irrationalen Wert
von x die Funktion ¢®* durch den Grenzwert der Ausdriicke e®» erklart, wobel
%, eine Folge von rationalen Zahlen mit dem Grenzwert x durchlauft.
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was wegen
loga —
e'88 — g

mit der elementaren Definition ibereinstimmt. Es ergibt sich nun
ohne weiteres mit Hilfe der Kettenregel

a d
——a% = ——¢?loga = ¢Zloga. Jog g
dx g4,

d
—q® = q% N
7 =a%loga

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion y = a* bezeichnet man
als den Logarithmus zur Basis a und schreibt

x =logy,
a

wihrend man den oben eingefiihrten Logarithmus, wo eine Unterschei-
dung nétig ist, als natiirlichen Logarithmus bezeichnet.
Man entnimmt unmittelbar aus der Definition die Relation

xloga =loga-logy = logy,
a

welche uns zeigt, daB man den Logarithmus einer Zahl y fiir eine be-
liebige positive Basis @ #= 1 aus dem natiirlichen Logarithmus erhilt,
indem man diesen mit dem reziproken natiirlichen Logarithmus von a,
dem Modul des Logarithmensystems der Basis a!), multipliziert.

Anstatt unserer fritheren Definition fiir die allgemeine Potenz x*
(x> 0) ist also nunmehr diese Potenz durch die Gleichung

X% — egxlogz
definiert.
Die Differentiationsregel fiir die Potenz x* ergibt sich nach der
Kettenregel aus dieser Definition unmittelbar; denn es ist

%xa — ealogz% J— (X,x“_l,

in Ubereinstimmung mit unserem friiheren Resultat (vgl. S. 105).

6. Exponentialfunktion und Logarithmus dargestellt durch
Grenzwerte.

Unsere Betrachtungen erlauben uns, fiir die eingefithrten GréBen
in einfacher Weise wichtige Grenzwertbeziehungen aufzustellen. Wir
gehen aus von der Differentiationsformel fiir die Funktion f(x) = log x

h—0 A x

1) Fiir a = 10 erhilt man die von der Schule bekannten und fiir die Zwecke
des numerischen Rechnens vorzugsweise verwendeten ,,Briggschen‘* Logarithmen.
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Fiir x =1 ergibt sich speziell

f(1)=1logl =0

und daher 1
lim Tlog(l +h) =1,

k—0

1
eine Beziehung, welche wir wegen %log (14 &) =log (1+ h)* auch
schreiben kénnen 1

lim log (1 4+ A)* = 1.

h—0
1

Setzen wir log (1l + h)T =146, so wird also fiir #— 0 auch 6

1
gegen Null streben. Nun wird (14 A)* = et =¢.¢%, und es ist

lim ¢® = 1. Also ergibt sich die folgende wichtige Tatsache:
§—0 1

Wenn die Grofe h gegen Null strebt, so strebt der Ausdruck (1+ h)*
gegen die Zahl e:

1
lim (14 h)* =e.

h—0

Thr entnehmen wir, daB die jetzt mit e bezeichnete Zahl gerade mit
derjenigen Zahl e iibereinstimmt, die wir auf S.32 als Beispiel fiir
Grenzwertbildungen betrachtet hatten. Speziell kénnen wir namlich fiir

die Zahl # der Reihe nach die Werte 1, %, %, . .,%, -
und gelangen so zu der Gleichung

e = lim (1—}—}1—1)

n—oo

einsetzen
n

Fiir beliebiges reelles x ergibt sich die entsprechende Limesgleichung

1
e® =lim (1 + xh)h_.
h—0
Zum Beweise ersetzen wir die Zahl % in der obigen Gleichung fiir e
durch x-%, das ja zugleich mit % gegen O strebt. Man erhilt fiir
1

h—0 dann (1+ xh)**—¢ und somit
1= 1
{(1 + xh)”‘] = (1+xh)? - 1)

Speziell erhalten wir wieder, wenn % die obige Zahlenfolge 1, %,

%, cee, i, ... durchliuft,
n .
. . x
e* = lim (1 + —n~)

n-—>0

n
.

!) Wenn eine Folge von Zahlen a,, a,, ... gegen einen positiven Grenz-
wert a konvergiert, so streben auch die Potenzen af, af, . . . gegen die Potenz a®
des Grenzwertes; denn die Funktion #% ist im Punkte ¥ = a stetig.
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Aus der Differentiationsformel fiir a®
az +h __ a®

h

a*loga = lim
h—0

ergibt sich fir x =0
—1
loga = lim & _}I_’
k=0
eine Formel, welche uns unmittelbar den Logarithmus von a durch
einen Grenzwert ausdriickt.
Ich schlieBe an diese Gleichung noch die Bemerkung an, daB durch
sie die Auffassung unserer frither gewonnenen Beziehung
b
[a ax= Lt — ) @>0, 5>0)
o+ 1 ’
a
in befriedigender Weise ergidnzt wird. Wir muBten hier stets den
Fall @ = — 1 ausschliefen. Jetzt kénnen wir aber verfolgen, was
geschieht, wenn wir die auf beiden Seiten dieser Gleichung vorkom-
mende Zahl o gegen den Grenzwert — 1 streben lassen. Die linke Seite
wird, wenn wir @ = 1 setzen, auf Grund unserer Definition des Log-
arithmus gerade den Grenzwert

b
dx
f7=logb
1

haben?); die rechte Seite hat daher fiir « — — 1 denselben Grenzwert.
Und diese Tatsache steht im Einklang mit der Formel

logb = lim © 1.
h—(0
Wir brauchen nur « 4+ 1 = 4 zu setzen.
Wir haben damit die Ausnahmestellung der Zahl « = —1 in der
so oft von uns betrachteten Integralformel beseitigt : Unsere obige Formel
verliert zwar fir « = — 1 ihren Sinn; sie behilt aber fiir « — — 1

als Grenzwertformel ihre Bedeutung bei.

7. SchluBbemerkungen.

Ich méchte nochmals kurz den Gedankengang dieses Paragraphen
zusammenfassen: Wir haben zunichst den natiirlichen Logarithmus
=log ¥ fiir x >0 durch ein Integral definiert und daraus sofort
leferentlatlonsformel Additionstheorem und Umkehrbarkeit gefolgert.
Sodann haben wir die Umkehrfunktion y = ¢ untersucht — wobei
die Zahl e sich als diejenige Zahl ergab, deren Logarithmus 1 war —,

1) Wir haben den Grenziibergang o« — —1 ohne weiteres unter dem Inte-
gralzeichen vollzogen (vgl. bierzu die Betrachtungen im zweiten Kapitel, §7, Nr.2).
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ihre Differentiationsformel sowie Grenzwertdarstellungen fiir sie und
den Logarithmus hergeleitet. Die Hineinziehung der Funktionen
y = x%= ¢*1%% und y = a® = ¢7'%8% ergab sich dabei von selbst.

In der hier gegebenen Darstellung im Gegensatz zu der ,.elemen-
taren” entstehen bei den Stetigkeitsfragen keinerlei Schwierigkeiten,
da von vornherein der Logarithmus als Integral und somit als eine
stetige und differenzierbare Funktion seines Argumentes gekennzeichnet
ist und die Stetigkeit der Umkehrfunktion sich von selbst versteht.

§ 7. Einige Anwendungen der Exponentialfunktion.

Wir wollen in diesem Paragraphen eine Reihe verschiedenartiger
Beispiele fiir das Auftreten der Exponentialfunktion kennenlernen
und so einen Einblick in die fundamentale Wichtigkeit dieser Funktion
fir die mannigfachsten Anwendungen gewinnen.

1. Charakterisierung der Exponentialfunktion durch eine
Differentialgleichung.

Wir konnen die Exponentialfunktion durch einen einfachen Satz
charakterisieren, dessen Benutzung uns viele Einzelbetrachtungen er-
sparen wird.

Wenn eine Funktion y = [(x) einer Gleichung der Form

y =y
geniigt, wo o %= 0 eine Konstante ist, so hat y die Form
y = [(x) =ce*?,

wo ¢ ebenfalls erne Konstante ist; und wmgekehrt hat jede Funktion der
eben hingeschriebenen Gestalt ce*® die Eigenschaft, der obigen Gleichung
zu gendigen, die man kurz als ,,Differentialgleichung'‘ bezeichnet, da in
ihr die Funktion und ihr Differentialquotient zueinander in Be-
ziechung gesetzt werden.

Um uns den ausgesprochenen Satz klar zu machen, beachten wir
zundchst, daB im einfachsten Falle, wo « = 1 ist, unsere obige Glei-
chung in y'= y iibergeht. Wir wissen, daBl y = e* dieser Gleichung
geniigt, und es ist klar, dal dasselbe fiir y = ce® gilt, wenn ¢ eine be-
liebige Konstante ist. Aber auch umgekehrt kénnen wir leicht sehen,
daB keine andere Funktion unsere Differentialgleichung befriedigt.

Denn ist y eine solche Funktion, so betrachten wir die Funktion « = ye e,
Es muB dann sein:

wW=y'e % —ye T =% (y— ).
Die rechte Seite aber verschwindet auf Grund der vorausgesetzten

Beziehung, und somit ist #'=0, d. h. nach S. 91 « gleich einer Kon-
stanten ¢ und y = ce®, wie behauptet wurde.
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Genau so wie der Spezialfall o = 1 148t sich nun auch der Fall
eines beliebigen nicht verschwindenden « behandeln. Fiihren wir
% = y-e~*% als neu zu bestimmende Funktion ein, so ergibt sich
#'=ye ** —aye=*% und somit wegen der vorausgesetzten Differen-
tialgleichung #'=0, also % = ¢ und y = ce**. Die Umkehrung ist klar.

Wir wollen nun die gewonnene Einsicht an einer Reihe von Bei-
spielen anwenden und des niheren verstindlich machen.

2. Stetige Verzinsung. Radioaktiver Zerfall.

Ein Kapital, dessen Zinsen in gewissen Zeitabstinden immer wieder
zum Kapital geschlagen werden, vermehrt sich in diesen Zeitpunkten
sprungweise folgendermaBen: Ist 100« der ZinsfuB in Prozenten, wird
weiter das Kapital am Ende jedes Jahres um die aufgelaufenen Zinsen
vermehrt, so ergibt sich nach x Jahren aus dem Anfangskapital 1 die
Summe

1+ a)=.

Wiirde jedoch das Kapital nicht zum Schlusse jedes Jahres, sondern
am Schlusse jedes n-ten Teiles eines Jahres um die aufgelaufenen
Zinsen vermehrt, so wiirde das Kapital nach % Jahren den Wert

erreicht haben. Nehmen wir der Einfachheit halber x = 1, d. h. eine
auf das Jahr gerechnete 100a-prozentige Verzinsung, so wiirde nach
einem Jahre aus dem Kapital 1 bei der letzteren Art der Zinsberech-

nung das Kapital
(5]

geworden sein. Lassen wir nun # iber alle Grenzen wachsen, lassen
wir also in immer kiirzeren Abstdnden die Verzinsung erfolgen, so wird
der Grenzfall bedeuten, daBl die Verzinsung gewissermaBen stetig in
jedem Zeitmoment wirksam wird, und wir sehen, daB3 der Betrag des
Kapitals nach einem Jahre das ¢*-fache des Ausgangskapitals geworden
ist. Ebenso wird sich bei dieser Art der Verzinsung nach Ablauf
von x Jahren (x kann dabei eine beliebige ganze oder auch nicht
ganze Zahl sein) als Kapital die Summe ¢** ergeben.

Dies Beispiel und dhnliche kann man im Rahmen der unter Nr. 1
gegebenen Uberlegungen folgendermaBen verstehen: Man hat irgend
eine durch die Zahl y gegebene Menge vor sich, welche mit der Zeit
sich vermehrt (oder auch vermindert). Die Geschwindigkeit, mit der
diese Menge sich vermehrt oder vermindert, sei nun proportional der
Gesamtmenge. Dann gilt fiir die Geschwindigkeit 3y’ dieser Vermeh-
rung — als unabhingige Verdnderliche x werden wir dabei die Zeit
betrachten — ein Gesetz der Form y'= ay, wobei der Proportionali-
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titsfaktor « positiv oder negativ ist, je nachdem, ob es sich um eine
Vermehrung oder Verminderung handelt. Die GroBe y selbst wird
gemidlB Nr.1 dann durch eine Formel

y = ce*®
gegeben werden, wobei die Bedeutung der Konstanten ¢ sofort erkennbar
wird, wenn wir den Zeitmoment x = 0 betrachten. Es wird dann e**=1,

und es ergibt sich ¢ = y, als die Menge zu Beginn der Betrachtung,
so dalBl wir schreiben kénnen:

Y = Yo

Ein charakteristisches Beispiel fiir diese Betrachtung bietet uns der
radioaktive Zerfall. Die Geschwindigkeit, mit der sich die Ge-
samtmenge y der radioaktiven Substanz vermindert, wird, wie von
vornherein plausibel, der gesamten im Moment vorhandenen Menge
proportional sein, da jeder Bestandteil der Substanz sich ebenso schnell
verringern wird .wie jeder andere. Wir werden also fiir die Menge y
der Substanz als Funktion der Zeit x eine Beziehung der Form y' = —ky
ansetzen diirfen, wobei die Zahl % positiv zu nehmen ist, da es sich um
eine Substanzverminderung handelt. Fiir die Substanzmenge als Funk-
tion der Zeit x ergibt sich hieraus: y = y,e~*%, wobei y, die Substanz-
menge zum Beginn der Betrachtung (x = 0) ist.

Nach einer gewissen Zeit T wird sich die radioaktive Substanz auf
die Hilfte ihrer urspriinglichen Menge verringert haben. Diese sog.
Halbwertszeit ergibt sich aus der Gleichung

Yo __ -
35 = Yot ke,

woraus wir fiir 7 sofort den Wert 7 = 1_9%2 erhalten.

3. Abkiihlung oder Erwidrmung eines Korpers in einem

umgebenden Medium.

Ein anderes typisches Beispiel fir das Auftreten der Exponential-
funktion bietet der Vorgang der Abkiihlung eines Kdrpers, z. B. einer
Metallplatte, welche in ein sehr groBes Bad von gegebener Tempe-
ratur getaucht ist; bei der Betrachtung dieser Abkiihlung machen
wir die Voraussetzung, daB das umgebende Bad derart groB ist, daB
seine Temperatur durch den ProzeB nicht beeinfluBt wird. Wir setzen
ferner voraus, daB der eingetauchte Koérper jederzeit fiberall dieselbe
Temperatur besitzt und daBl die Geschwindigkeit, mit der die Tempe-
ratur sich dndert, proportional der Temperaturdifferenz zwischen Kérper
und umgebendem Bade ist (Newtonsches Erkaltungsprinzip).

Bezeichnen wir die Zeit mit x, die Temperaturdifferenz mit y = y (x),
so wird sich dieses Erkaltungsgesetz in der Gleichung

y=—ky

ausdriicken, wobei wir unter % eine positive, von dem Material ab-
Courant, Differentialrechnung. I. 2. Autl. 10
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hingige Konstante verstehen. Es handelt sich nun darum, aus diesem
Momentangesetz, welches die Tendenz des Erkaltungsvorganges fiir
einen bestimmten Zeitmoment x ausdriickt, ein ,, Integralgesetz* herzu-
leiten, welches erlaubt, von einem Anfangsmoment x = 0 auf einen
beliebigen spateren Moment x zu schlieBen. Dieses Integralgesetz wird
uns nun sofort durch den Satz aus Nr. 1 geliefert, und zwar in der Form
y =ce~k3,
wobei %k die obige Materialkonstante ist. Es zeigt sich also, daB die
Temperatur im Laufe der Zeit ,,exponentiell* sich senkt und der AuBen-
temperatur zustrebt. Die Geschwindigkeit, mit der dies geschieht,
wird durch die Materialkonstante %k charakterisiert. Die Bedeutung
der Konstanten ¢ erhidlt man wieder, indem man den Zeitmoment x =0
betrachtet, wobei sich y, = ¢ ergibt, so da3 wir unser Erkaltungsgesetz
schlieBlich in der Form
y =y k?
schreiben koénnen.

Im iibrigen sei hierzu bemerkt, daB dasselbe, was fiir die Abkiihlung
eines Korpers gilt, selbstverstindlich auch fir die Erwirmung gelten
wird. Der einzige Unterschied ist dabei der, dafBl die anfingliche Tem-
peraturdifferenz y, in diesem Falle nicht positiv, sondern negativ ist.

4. Abhingigkeit des Luftdruckes von der Héhe iiber dem Erdboden.
Als weiteres Beispiel fir das Auftreten der Exponentialfunktion
leiten wir das Gesetz der Abhingigkeit des Luftdruckes von der Héhe
ab, die barometrische Hohenformel. Wir benutzen dabei einmal die
physikalische Tatsache, daB der Luftdruck gleich dem Gewicht der
senkrecht i{iber einer Fliche vom Inhalt 1 befindlichen Luftsiule der
Atmosphire ist; zweitens das Boylesche Gesetz, nach welchem der Luft-
druck p bei konstanter Temperatur proportional dem spezifischen Ge-
wicht o der Luft ist — in einer Formel: ¢ = a¢ mit konstantem «, das
nur von einer speziellen physikalischen Eigenschaft der Luft abhingt
und im ibrigen, worauf es aber hier nicht ankommt, der absoluten
Temperatur der Luft proportional ist. Unsere Aufgabe ist, p = f(J)
als Funktion der Héhe I iiber dem Erdboden zu berechnen.
Bezeichnet man mit p, den Luftdruck am Erdboden, d. h. das ganze
Gewicht der iiber einer Flicheneinheit lastenden Luftsiule, und mit
o(A) das spezifische Gewicht der Luft in der Hohe A iiber dem Erd-
boden, so wird das Gewicht der Siule bis zur Hohe ! durch das Inte-

1
gral f a(2) dA gegeben werden. Der Druck p in der Héhe / wird also gleich
0

p=f(l>=z>o—0fo(z>dz

sein. Hieraus aber ergibt sich durch Differenzieren zwischen dem
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Druck p = f(!) und dem spezifischen Gewicht ¢ (/) der Zusammenhang
o) =—f()=—2"
Aus dieser Gleichung in Verbindung mit dem Boyleschen Gesetz elimi-

nieren wir die GréBe o, so daB wir zu der die unbekannte Druckfunktion
allein enthaltenden Gleichung

gelangen. Aus Nr. 1 ergibt sich somit:
l
p=i@)=ceo.
Bezeichnen wir wie oben den Druck an der Erdoberflache, d. h. den
Wert f(0), mit p,, so folgt sofort ¢ = p, und daher
l
p=1() =poe *.

Gehen wir zu Logarithmen iber, so erhalten wir:
pO
l -_— 1 o .
alog™;

Diese beiden Formeln finden hiufige Anwendung. Sie gestatten z. B,
wenn man die Konstante a kennt, aus der Messung des Luftdruckes die
Hohe des Standortes zu bestimmen, bzw. aus der Messung der Luft-
drucke zweier Orte thre Hohendifferenz. Ebenso erlauben diese Formeln,
wenn Luftdruck und Héhe [ bekannt sind, die Konstante a zu bestimmen,
welche in der Gastheorie eine groBe Rolle spielt.

5. Verlauf chemischer Reaktionen.

Wir betrachten noch ein Beispiel aus der Chemie, und zwar das der
sog. unimolekularen Reaktionen. Nehmen wir an, daB ein Stoff in einem
quantitativ sehr viel reichlicheren Losungsmittel geldst ist, etwa eine
Menge von Rohrzucker in Wasser, so werden wir bei eintretenden che-
mischen Rcaktionen das sog. Massenwirkungsgesetz der Chemie in die-
sem einfachen Falle so formulieren kénnen: Die Reaktionsgeschwindig-
keit ist proportional der noch vorhandenen Menge der sich umwan-
delnden Substanz. Denken wir uns, daBl durch katalytische Wirkung
der Rohrzucker sich in Invertzucker verwandelt, und bezeichnen wir
die Menge des zur Zeit x noch nicht umgewandelten Rohrzuckers mit

u (x), so ist die Reaktionsgeschwindigkeit — Z—:—, und es gilt dann gemal

dem Massenwirkungsgesetz eine Gleichung der Form

du

(—i—x_ — —‘ku,
wo k eine Materialkonstante ist. Aus diesem Momentangesetz erhalten
wir gemdB Nr. 1 sofort ein Integralgesetz, welches uns die Menge # (x)
des iibrigbleibenden Rohrzuckers als Funktion der Zeit unmittelbar

angibt: u(x) = ae—kz,

10*
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eine Formel, welche uns deutlich vor Augen fiihrt, in welcher Weise die
chemische Reaktion asymptotisch ihrem Endzustand # = 0, der vélligen
Umwandlung, zustrebt. Die Konstante a ist offenbar die zur Zeit x =0
vorhandene Menge.

6. Ein- und Ausschalten eines elektrischen Stromes.

Als letztes Beispiel betrachten wir den Vorgang, der beim Einschalten
(und entsprechend auch beim Ausschalten) eines elektrischen Gleich-
stromes sich abspielt. Ist W der Widerstand des Stromkreises, E die
duBere Spannung, so wird die Stromstarke J von ithrem Anfangswert 0

allmihlich zu dem stationiren Endwert W anwachsen. Wir haben

also J als Funktion der Zeit x zu betrachten. Bei diesem Einschalt-
vorgang spielt die Selbstinduktion eine Rolle; es gehort zu dem Strom-
kreis eine bestimmte Konstante L, der Selbstinduktions-Koeffizient,
derart, daB bei jeder Anderung der Stromstirke zu der &duBeren
Spannung E eine entgegengesetzt gerichtete Spannung von der GroBe

L % hinzutritt, deren Tendenz auf eine Verringerung der Stromstarke

gerichtet ist. Zufolge des Ohmschen Gesetzes, nach welchem in jedem
Moment das Produkt aus Stromstirke und Widerstand gleich der
tatsiichlich wirksamen Spannung ist, erhalten wir die Beziehung

_ a
JW=E—L5.

Vergleichen wir diese mit unserem Satz aus Nr. 1, indem wir

E
) =T (&) —
w ¥
setzen, so ergibt sich sofort f'(x) = — 1 [(x), also f(x) =/(0)e *
und somit wegen J(0) =0 oder f(0) = ~~£/— fiir die Stromstarke als

Funktion der Zeit der Ausdruck

E E
]:f(x)+w=w(1——6 Lz).
Wir sehen an diesem Ausdruck, wie sich der Strom beim Einschalten

asymptotisch seinem stationiren Endwert W annihert.

§ 8. Die Hyperbelfunktionen.

1. Analytische Definition.

Bei zahlreichen Anwendungen tritt die Exponentialfunktion nicht
isoliert auf, sondern in Kombinationen von der Art

1

% (e® + ¢72) oder 5 (e —e?).



§ 8. Die Hyperbelfunktionen. 149

Es ist zweckmiBig, solche und dhnliche Kombinationen als besondere
Funktionen einzufiihren; wir bezeichnen sie folgendermafen:

R (,I___e—z ez+e_z
Ginx = 5 Cojx = .
T o gz+e—z
Tgr = oo Ctgr = —, -

und nennen sie den hyperbolischen Sinus, den hyperbolischen Cosinus
bzw. hyperbolischen Tangens und Cotan-
gens!). Die Funktionen &in x, Cof ¥, Tg
sind fiir alleWerte von x definiert, wihrend
bei Gtg x die Stelle » = 0 ausgeschlossen
werden muB. Man bringt mit dieser
Bezeichnung eine gewisse Analogie mit den
trigonometrischen Funktionen zum Aus- Nn o
druck; und gerade diese Analogie, die wir y-%{’_’,—> L yfe=

g

1
ly=Cof x, //

/ .
1 A/ y=Ginx
;
.

___________

sogleich im ecinzelnen studieren werden, i o 17 2z =
rechtfertigt die besondere Betrachtung
unserer neuen Funktionen. In den Figu-
ren 64,65 und 66 ist der Verlauf der hyper-
bolischen Funktionen gezeichnet; zum
Vergleich ist in Figur 64 punktiert der Ver-

1 .
lauf der Kurven y = 5% Y= —;g—x an- Fig. 64.

gegeben, aus denen sich die gesuchten Kurven von Sin ¥ und €of x
sofort konstruieren lassen.

Man erkennt, da3 Gof x eine gerade Funktion ist, d. h. eine solche
Funktion, die sich nicht #dndert, wenn man x in — x verwandelt,
wihrend &in x eine
ungerade Funktion |
ist,d.h. bei Ersetzung Y
von x durch — x das y="Tgx
Vorzeichen wechseclt.
(vgl. S.121)

Die Funktion -2 -1

2

e
o4
L]

er 4 e7*
Cojx = 5

ist ihrer Definition
nach fiir alle Werte
positiv. Sie hat ihren
kleinsten Wert fiir ¥ = 0; und zwar wird €oj 0 = L.

Zwischen Goj x und &in x besteht die grundlegende Beziehung

Cof?x — Gin’x =1,

1) Man schreibt auch sinh #, cosh », tgh #, ctgh # fiir diese Funktionen.

Fig. 63.
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wie man sofort aus der Definition dieser Funktionen erkennt. Bezeichnen
wir die unabhéngige Veranderliche nunmehr mit £ statt mit x und setzen

x = Cojt, y=Gint,
so ergibt sich also
A — g2 =1;
d. h. der Punkt mit den Koordinaten x = €of ¢, y = Gin ¢ lduft auf der
gleichseitigen Hyperbel x2—y2=1,
y wenn ¢ die ganze Werteskala von
— o0 bis 4 oo durchliauft. Dabei
ist zufolge unserer Definitionsglei-
chung x = 1, und wir iiberzeugen
uns leicht davon, daB y zugleich
mit ¢ durch die ganze Werteskala
y=Cg x von — 00 bis 4 0o geht; denn,
wenn ¢ ins Unendliche wichst, so
wichst e¢f ins Unendliche, wih-
rend e~* gegen Null strebt. Daher
konnen wir jetzt genauer sagen,
daB durch die Gleichungen x = Gof?,
y=@int der eine, und zwar
der rechts gelegene Ast unserer
gleichseitigen Hyperbel geliefert
wird, wenn { von — 00 bis 4 o©
lauft.

Fig. 66.

2. Additionstheoreme und Differentiationsformeln.

Aus der Definition unserer Funktionen folgen die nachstehenden als
Additionstheoreme bezeichneten Formeln:

Cof (2 + b) = BojaCojd + Gina Gind,
Gin (a + b) = GinaCojb + Cofa Sinbd.
Die Beweise folgen sofort, wenn man schreibt

edet L emoeh

(Soi(a-}—b):——?*——, Gin(a + b)

und hierin

g8 gb __ p—a p—b

2

¢* = C@oja + Cina, e*=~0oa— Gina,
e =Cofd + Ginb, e =Cojdb— Gind
einsetzt.

Die Analogie unserer Formeln mit den entsprechenden trigono-
metrischen Formeln ist deutlich. Ein Unterschied der Additionstheo-
reme besteht nur in einem Vorzeichen der ersten Formel.

Eine entsprechende Analogie erhalten wir fiir die Differentiations-
formeln. Es ergeben sich aus unseren Definitionen, wie man ohne Miihe
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de® . . . ..
auf Grund der Tatsache, daB 7;; = e® ist, feststellt, die Differentiations-

formeln
2 Gofx = Gi L Ginx =6
7 Cofx = Ginzx, — Binx = Cof »
d 1 d 1
7 8% =Gy &M% = — g

3. Die Umkehrfunktionen.

Zu den Hyperbelfunktionen x = €of¢, y = Sin ¢ gehoren Umkehr-
funktionen, die wir mit

t = ArCofxr, = ArBiny

bezeichnen (¥r spricht man ,area’ aus). Da die Funktion Gin¢ eine
durchweg monoton mit # wachsende Funktion ist, ist ihre Umkehrfunk-
tion fiir alle y eindeutig bestimmt; wihrend, wie ein Blick auf die
Kurven (vgl. Fig. 64, S.149) lehrt, die Umkehrfunktion ¢ = r Cof »
nicht cindeutig, sondern nur bis aufs Vorzeichen bestimmt ist, indem
nimlich zu einem gegebenen Werte von x zugleich mit dem Wert ¢
auch der Wert — ¢ gehért. Da stets €of¢=1 ist, ist Ar Cof x nur
fiir x = 1 definiert.

Man kann diese Umkehrfunktlonen sehr leicht mit Hilfe des Logarith-
mus ausdriicken, indem man in den Definitionsgleichungen

et et ot — gt

2 ’ 2
die GroBe e = u als Unbekannte auffaBt und die so entstehenden
quadratischen Gleichungen fiir # auflost; es ergibt sich

R e
und daher, wenn man zu den Logarithmen {ibergeht,
t =log (x + V#2 — 1) = ArCof ¥,
t=1log(y + Vy* + 1) = Ar Gin y.
Die Variable x ist bei %t €oj » auf das Intervall x = 1 beschrinkt,
wihrend Ar Gin y fiir alle Werte von y definiert ist.
In der Formel fiir Ar Sin y ist die Quadratwurzel notwendig posi-
tiv zu nehmen (andernfalls wiirde die Klammer negativ werden und
der Logarithmus keinen Sinn mehr haben); dagegen ist in der Formel

fiir Ar Cof x sowohl das positive als auch das negative Vorzeichen der
Quadratwurzel zuldssig. Wir haben also fiir die Funktion %r €of »

die beiden Werte log(x + ¥ —1) und log(x — }2 — 1), die den
beiden Zweigen von At &ofx entsprechen. Da

(x+ye2—D(x—Ys2—1)=1
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ist, so ist in der Tat die Summe dieser beiden Werte gleich Null in
Ubereinstimmung mit dem frither Gesagten.

Ganz analog kann man natiirlich auch eine Umkehrfunktion zum
hyperbolischen Tangens und Cotangens definieren und durch Logarith-
men ausdriicken. Fiir diese Funktionen, die wir mit %r Tgx und
Nr €tg x bezeichnen wollen, erhilt man ohne Schwierigkeit, wenn
durchweg die unabhingige Verinderliche mit x begeichnet wird, die
Gleichungen:

MITgx =

%log iiz im Intervall —l<x<],

1 x+1
ArCtgx = 5 log—

Die Differentiation unserer Umkehrfunktionen mag der Leser selbst
durchfithren; man kann sich dabei entweder der Differentiationsregel
fir die Umkehrfunktion oder der direkten Darstellung der Umkehr-
funktion durch den Logarithmus und der Kettenregel bedienen. Man er-
hilt, wenndurchweg die unabhingige Veridnderliche mit x bezeichnet wird,

a 1 d .

EQ[I‘@DT’C =j:],;z—_—1’ E%Ir@mx=y—xz—z
d 1 d 1

E?lr%gx=l~_—7, 3 E‘l[‘c@tgx=ﬁ.

in den Intervallen x < —1, ¥ > 1.

’

Die beiden letzten Formeln stehen nicht miteinander im Wider-
spruch, da die erste nur im Intervall —1 < x <1, die zweite nur
fir x < —1 und 1 < # gilt.

4. Weitere Analogien.

Beider obigen Darstellung der gleichseitigen Hyperbel durch dieGré8e ¢
haben wir zunichst darauf verzichtet, fiir diese Grofe eine geometrische
Bedeutung aufzuzeigen; indem wir dies jetzt nachholen, werden wir
unsere Einsicht in die Analogie zwischen trigonometrischen und hyper-
bolischen Funktionen noch weiter vervollstindigen. Wenn wir einen
Kreis mit der Gleichung x% + y% = 1 durch einen ,,Parameter’ ¢ in der
Form x = cos ¢, y =sin ¢ darstellen, so kénnen wir die Gré8e ¢ als Winkel
bzw. Bogen auf der Kreisperipherie deuten; wir konnen aber auch ¢
als den doppelten Flicheninhalt des zu dem betr. Winkel gehérenden
Kreissektors auffassen, wobei dieser Flicheninhalt positiv oder negativ
gerechnet wird, je nachdem derWinkel positiv oder negativ zu rechnen ist.

Nunmehr behaupten wir, daBl ganz analog fiir die hyperbolischen
Funktionen die GroBe ¢ gleich dem doppelten Flacheninhalt des in
Figur 67 schraffierten , Hyperbelsektors' ist. Der Beweis dieser Tat-
sache ergibt sich ohne Schwierigkeit, wenn wir die Hyperbel x2—y2=1
durch die Koordinatentransformation ¥ —y = J2&, x +y = Y27 oder

x=7¥5<5+n>, y=—~(n— &

——
vl =
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auf ihre Asymptoten beziehen, wobei die Hyperbel die Gleichung
&n = erhilt. Es ergibt sich nun ohne weiteres, daf} der fragliche

Flachenmhalt dem Flicheninhalt der trapezférmigen Figur 4 BQ P
gleich ist; denn die beiden rechtwinkligen Dreiecke O PQ und OA B
sind wegen der Hyperbelgleichung flichengleich. Die beiden Punkte 4
und P entsprechen nun offenbar den Werten

_ 1 — _x—y _*ty
5"}"2" = }2b - ¢ 12’ n V2’

und es ergibt sich daher fiir den doppelten Flicheninhalt unserer Figur

= (z+y

Ve
2. [%dn =log (x + ) = log (x £+ }x* —1).
i

Ein Vergleicher dicses Ausdruckes mit der Formel von S. 151 fiir die

¥
k7
Zhyiat,
) wl-yit
le—Gtg ¢ —>
7 1
4 g
),
¢ ¥
0 Vi R T [<—Gof ¢ E
Fig. 67. Zur Parameterdarstellung der Fig. 68. Veranschaulichung der
Hyperbel. Hyperbelfunktionen.

Umkehrfunktion Ar Cof » zeigt uns, daB tatsichlich unsere Behauptung
tiber die GroBe ¢ zutrifft.

Hiermit ist iibrigens auch die Bezeichnung Area = Flicheninhalt
fir die Umkehrfunktionen gerechtfertigt.

Endlich sei zum SchluB noch darauf hingewiesen, dalB, wie in
Figur 68 angedeutet ist, die hyperbolischen Funktionen sich an der
gleichseitigen Hyperbel ganz dhnlich veranschaulichen lassen wie die
trigonometrischen Funktionen am Kreisel).

1) Die Werte der Hyperbelfunktionen, deren Benutzung fiir viele numerische
Rechnungen sehr bequem ist, sind vielfach in Tabellen zusammengestellt.
Genannt seien die Tabellen von Hayashi, Finfstellige Tafeln fiir die Kreis-
und Hyperbelfunktionen, Berlin-Leipzig 1921.
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§ 9. Die GroBenordnung von Funktionen.

" Die verschiedenen Funktionen, die uns in diesem Kapitel' begegnet
sind, unterscheiden sich voneinander sehr wesentlich hinsichtlich ihres
Verhaltens fiir groBe Argumentwerte oder, wie man auch sagt, der
WGrofenordnung'’ ihres Anwachsens. Ich werde auf diese Dinge wegen
ihrer groBen Bedeutung hier noch kurz eingehen, obwohl sie unmittel-
bar nicht mit dem Begriff des Integrals oder des Differentialquotienten
zusammenhingen.

1. Begriff der GréBenordnung. Einfachste Fille.

Wenn die Variable x iiber alle Grenzen wichst, so werden mit ihr
zugleich fir « > 0 auch die Funktionen 2% log x, €% ¢*% iiber alle
Grenzen wachsen. Hinsichtlich der Art dieses Anwachsens kénnen wir
aber sofort wesentliche Unterschiede feststellen. Z. B. wird die Funk-
tion x% von héherer Ordnung unendlich werden als x2; wir meinen

damit, daB der Quotlent bei wachsendem x selbst noch iiber alle

Grenzen wichst. Entsprechend werden wir sagen, daB die Funktion x*
von stirkerer Ordnung unendlich wird als xf, wenn « > 8 >0 ist,
usw.

Ganz allgemein werden wir von zwei Funktionen f(x) und g(x),
deren absolute Betrige mit x iiber alle Grenzen wachsen, sagen: f(x)
wird von hoherer Ordnung unendlich als g(x), wenn bei wachsendem x

der Quotient J % iiber alle Grenzen wichst; wir werden sagen, daB
f(x) von geringerer GroBenordnung als g(x) unendlich wird, wenn der
Quotient | | ' gegen 0 strebt; und wir werden sagen, dafl beide Funk-

tionen von dcrse]ben GroBenordnung unendlich werden, wenn der
‘ f(z)

Quotient ’ bei wachsendem x einen von O verschiedenen Grenz-

wert beSItzt oder wenigstens zwischen zwei festen positiven Schranken
bleibt. Es wird also z. B. die Funktion a 1%+ bx%+4 ¢ =f(x), wo a==0 sei,
von derselben GroBenordnung sein wie die Funktion x® = g(x); denn

der Quotient 11w | _les+ b4+
g

¥ x3
wird die Funktic(m) 1963 —‘{—- x 4+ 1 von hoherer GroBenordnung unendlich
als die Funktion %% 4 x + 1.

Eine Summe von zwei Funktionen f(x) und ¢(x), von denen f(x)
eine hohere GroBenordnung als ¢(x ) besitzt, hat dieselbe GréBenord-
+<P(x) ]_‘ + 2 P |

hat den Grenzwert |a|. Dagegen

i, und dieser

f#) 1’
Ausdruck strebt nach Voraussetzung be1 wachsendem x gegen 1.

Man kénnte versucht sein, die GroBenordnungen von Funktionen
nach einer Skala zu messen, indem man der GréBe x die GréBenordnung 1

nung wie f(x). Denn es ist ‘/
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und der Potenz x* fiir positives « die GréBenordnung o zuschreibt.
Eine ganze rationale Funktion s-ten Grades hat dann offenbar die
GroBenordnung #; eine gebrochen rationale Funktion, deren Zihler
einen um % héheren Grad als der Nenner hat, wiirde die GréBenord-
nung % besitzen.

2. Die GrofBenordnung der Exponentialfunktion und des
Logarithmus.

Es zeigt sich nun, daB ein Versuch, die GréBenordnung beliebiger
Funktionen durch die obige Skala festzulegen, scheitern mufl. Es
gibt ndmlich Funktionen, welche stirker unendlich werden als jede
noch so hohe Potenz #* von x; ebenso gibt es Funktionen, welche
schwicher unendlich werden als jede noch so kleine Potenz von x. Diese
Funktionen wiirden sich alsoin unsere Skala gar nicht einreihen lassen.

Ohne auf eine genauere Theorie der GréBenordnung hier einzugehen,
will ich folgende Tatsache beweisen: Wenn a irgend eine Zahl grifer als 1

ist, so strebt der Quotient %I bei wachsendem x gegen Unendlich.

Zum Beweise bilden wir die Funktion
p{x) = loga{ =zxloga —logx;

offenbar geniigt es, zu zeigen, daB sie tiber alle Grenzen wichst, wenn
% positiv unendlich wird. Hierzu betrachten wir die Ableitung

, . 1
¥'(x) = loga — =

2 . . . .
o nicht kleiner als die posi-

tive Zahl %loga ist. Hiernach ergibt sich fir x >¢

und bemerken, daB diese fir ¥ >¢ =

e —g() = [pB)at 2 [ylogadt = loga,

() = p(c) + Z5"loga,

und die rechte Seite strebt mit wachsendem x gegen Unendlich.

Ich will fiir den so bewiesenen wichtigen Satz noch einen zweiten
Beweis geben. Es ist

n
a® = gmloga — lim (1 + &iﬂ) .

n—>00

Andererseits gilt nach S. 23 fiir » = 2, x > 0 die Abschitzung

xloga\n_ n? x?(loga)?

(5>
#2 (log a)?
=" ,

n
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also sicher auch 2
o #(loga)t |
¥ = 4

Aus der bewiesenen Tatsache folgt sogleich noch sehr viel mehr,
namlich: Fiir jeden positiven Exponenten « und jede Zahl a >1
strebt der Quotient j—: bei wachsendem x gegen Unendlich; d. h. die
Exponentialfunktion wird stirker unendlich als jede Potenz von x. Um
dies einzusehen, brauchen wir nur zu zeigen, daB die a-te Wurzel aus

dem Ausdruck :—;, d. i

* x

a® 1 a“_l av x

i) (y':;)
"

gegen Unendlich strebt. Das folgt aber unmittelbar aus dem voran-
gehenden Satz, wenn er auf y = —Z— an Stelle von x angewandt wird.

Ganz dhnlich kénnen wir folgende Tatsache beweisen. Fiir jeden
positiven Wert von o strebt die GroBe l%if gegen Null, wenn x gegen

Unendlich strebt; d. h. der Logarithmus wird schwicher unendlich als
jede noch so niedrige positive Potenz.
Der Beweis folgt sofort, wenn wir log x = y setzen, wodurch unser

Quotient iibergeht in e—% . Setzen wir ¢” = a, so wird a eine Zahl, die
grofer ist als 1, und unser Quotient a—y" wird also bei wachsendem y

gegen Null streben. Da nun y zugleich mit x gegen Unendlich strebt,
so ist damit unsere Behauptung bewiesen?).

Offenbar sind wir auf Grund unserer Resultate imstande, uns
Funktionen von weit héherer GréBenordnung als der der Exponential-
funktion und weit schwicherer als der des Logarithmus zu bilden.
Z. B. wird die Funktion e®” stirker anwachsen als die Exponential-
funktion und die Funktion loglog x schwicher als der Logarithmus,
und wir konnen offenbar derartige Wiederholungsprozesse beliebig
iibereinander tiirmen und miteinander kombinieren.

3. Allgemeine Bemerkungen.

Unsere Uberlegungen zeigen uns, daB es prinzipiell nicht méglich
ist, jeder Funktion eine bestimmte Zahl als GréBenordnung zuzuweisen,

1) Ein anderer sehr einfacher Beweis sei angedeutet : Esist fiir¥ > lund ¢ > 0
x x
log » =J'§ <J‘§"1 a& =% (¥ —1);
s
1 1

wihlen wir ¢ kleiner als « und dividieren wir die so erhaltene Ungleichung
log x

— 0.
xa

durch %%, so folgt fiir x — oo sofort
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derart, daB einer Funktion mit hoherer GroBenordnung eine héhere
Zahl zukommt. Wenn z. B. die Funktion x die GréBenordnung 1 hat
und die Funktion 2'*¢ die GréBenordnung 1 + ¢, so miiSte die Funk-
tion x log x eine GroBenordnung haben, die groBer ist als 1 und kleiner
als 1 + ¢, wie klein auch immer wir die positive Zahl ¢ wihlen. Eine
solche Zahl gibt es aber nicht. Aber auch abgesehen von dem eben
erwihnten Umstande, ist es leicht zu sehen, daB Funktionen nicht
eine klar definierte Gréfenordnung zu besitzen brauchen. Z. B. wird
die Funktion f:—(ili{)jr—{_x bei wachsendem x keinem bestimmten
. #%(cosx)® 4 x
Grenzwert zustreben; vielmehr wird fir ¥ = nn (» ganzzahlig) der

. . nn
Funktionswert gleich P e T |

dagegen gleich <n+ %)n + 1. Obwohl Zihler und Nenner fiir sich

unendlich werden, tritt also keiner der drei Fille ein, daB bei wach-
sendem x der Quotient zwischen festen positiven Schranken bleibt
oder gegen Null oder gegen Unendlich strebt, so daB wir nach
unserer Definition nicht sagen kénnen, ob der Zihler oder der Nenner
eine hohere GroBenordnung besitzt oder ob sie beide von derselben
GrofBlenordnung sind.

werden, fur x = (n + %) 7

4. Die GroBenordnung einer Funktion in der Umgebung eines
beliebigen Punktes.

Genau so, wie man das Verhalten von Funktionen bei unbegrenzt
wachsendem x untersuchen kann, wird man sich auch die Frage stellen,
ob und wie man Funktionen, die an der Stelle ¥ =& unendlich werden,
dort hinsichtlich ihres Anwachsens zu unterscheiden hat. Wir wollen
wieder sagen: Die Funktion f(x) = 71—&| wird an der Stelle x = &
von erster Ordnung unendlich und entsprechend die Funktion |x——l—§|7’
von der Ordnung «, sobald « positiv ist. 1

Man erkennt dann wiederum, daB die Funktion ¢ *~*! von héherer
Ordnung, die Funktion log | x —&] von niedrigerer Ordnung unendlich

wird als alle diese Potenzen, d. h. daf3 die Grenzwertbeziehungen
1

1im([x—§y“.e'”‘“)=oo und  lim ((x — &|*-log|x — &) = 0
x—E x—E
gelten.

Um dies einzusehen, braucht man nur ITiTI =y zu setzen und hat

dann unsere Behauptungen auf die in der Nr. 2 bewiesenen Tatsachen

ev

1
zuriickgefiihrt, da ]x—f]“-e”‘“:F und |x —&["-log|x — &|

logy . . I
= wird und einem gegen £ strebenden Werte von « ein iiber alle
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Grenzen wachsendes y entspricht. — Die Methode, das Verhalten in
einem endlichen Punkte auf das Verhalten im Unendlichen durch die

cp s 1 . . s
,,Substitution* FE y zuriickzufiihren, erweist sich tibrigens auch

sonst hiufig als niitzlich.

5. GroBenordnung des Verschwindens einer Funktion.

Ganz ebenso, wie man das Unendlichwerden einer Funktion durch
den Begriff der Groflenordnung niher zu charakterisieren sucht, kann
man auch das Null-Werden einer Funktion f(¥) kennzeichnen. Man

. a1 . .
sagt etwa: Die GroBe - verschwindet fiir x — oo von der ersten Ordnung,
die GroBe x~* bei positivem o von der GréBenordnung «. Dann zeigt

sich wieder, daB dre Funktion é; von schwdcherer Ordnung verschwindet

als jede Potenz x~% d.h. daB fiir jedes positive a die Beziehung
lim (x~%-logx) =0
gilt.
Entsprechend werden wir sagen, daB fir x = & die GréBe x — &
von erster Ordnung, die GréBe |x — £|* von der Ordnung o ver-
schwindet. Die nach dem Obigen leicht zu beweisenden Beziehungen

1

lim (| #|"log|x)) =0, lim{|x["*-c %) =0
2—>0

x—=>0

pflegt man dann folgendermaBen auszusprechen: Die Funktion ﬁx—]
verschwindet fiir x — 0 von geringerer Ordnung als jede Potenz, die

1
Exponentialfunktion ¢ ! verschwindet fiir x— 0 von hiherer Ordnung

als jede Potenz.

Anhang zum dritten Kapitel.

§ 1. Betrachtung einiger spezieller Funktionen.

Wir haben uns gelegentlich an Beispielen klar gemacht, daB in
dem allgemeinen Funktionsbegriff zahlreiche der naiven Anschauung
fremdartig scheinende Moglichkeiten stecken. Diese Beispiele waren im
allgemeinen nicht durch einheitliche analytische Ausdriicke gegeben.
Ich mochte daher jetzt zeigen, daB man durch sehr einfache Aus-
driicke mit Hilfe der elementaren Funktionen verschiedene typische
Unstetigkeiten und anormale Erscheinungen darstellen kann. Ich be-
ginne allerdings mit einem Beispiel, bei welchem keine Unstetigkeit
auftritt,
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1

1. Die Funktion y= e_F.
Diese Funktion (vgl. Fig. 69), welche zunéchst nur fiir alle von 0 ver-

schiedenen Werte x definiert ist, hat offenbar fiir x—0 selbst den Grenz-

wert 0. Denn durch die Transformation xi2 = ¢ geht unsere Funktion in
1

y = et iiber, und es ist lim ¢~ =0. Um also die Funktion y=e #

£E— o
zu einer auch fiir x = 0 stetigen Funktion zu ergdnzen, setzen wir durch
die Gleichung y(0) = 0 den Funktionswert an der Stelle x = 0 fest.
Der Differentialquotient unserer Funktion ergibt sich fiir x4=0 nach

1
der Kettenregel als y’ = x%e . Strebt x gegen 0, so wird dieser Differen-

tialquotient selbst den Grenzwert 0 haben, wic man ohne weiteres aus

dem dritten Kapitel, § 9, entnchmen kann. An der Stelle x = 0 selbst
1
-

(h) — v (0) ¢

ergibt sich der Differentialquotient y’(0) = lim Y1 f; <= = lim — -
h—0 h—0
ebenfalls selbst als 0.
y
B A S
yer
0 7 z
Fig. 69.

Bilden wir diec weiteren Differentialquotienten, zunichst fiir x<=0,
1

so erhalten wir offenbar stets das Produkt der Funktion ¢ * mit
. . . 1 .
einer ganzen rationalen Funktion von = und stets gibt der Grenz-

iibergang x — 0 den Wert 0. Auch alle héheren Differentialquotienten
verschwinden also ebenso wie y" an der Stelle x = 0.

Wir erkennen so, daB unsere Funktion eine fiir alle Werte von x
stetige und beliebig oft differenzierbare Funktion ist, welche an der
Stelle ¥ = 0 mit ihren sdmtlichen Differentialquotienten verschwindet,
ein Verhalten, dessen Merkwiirdigkeit fiir uns spiter noch deutlich
hervortreten wird (vgl. sechstes Kapitel, Anhang, §1).

1

2. Die Funktion y=e ~*.
Diese Funktion hat, wie man sich leicht iiberlegen kann, fiir posi-
tive Werte von x denselben Habitus wie die eben behandelte Funktion:
wenn x von positiven Werten her gegen 0 strebt, so nihert sich
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die Funktion dem Grenzwert 0, und dasselbe gilt fiir jeden Differential-
quotienten. Setzt man fiir x =0 als Funktionswert y(0) = 0 fest,
so haben auch alle vorderen Differentialquotienten an der Stelle x = 0
den Wert 0. Ganz anders aber ist es, wenn «x sich von negativen Werten
her der Null nihert; dann werden die Funktion und ihre simtlichen
Differentialquotienten unendlich werden, und hintere Differential-
quotienten an der Stelle x = 0 existieren nicht. Die Funktion hat

S

also an der Stelle x =0 eine merkwiirdige Art von Unstetigkeit;
anders als die Unendlichkeitsstellen, die wir bei rationalen Funk-
tionen im ersten Kapitel betrachtet haben (vgl. Fig. 70).

3. Die Funktion y=$g-i—.

Wir haben schon in Kap. 1, § 5, Nr. 6 und § 8, Nr. 2 gesehen, da83
wir Funktionen mit sprunghaften Unstetigkeiten vermittelst eines
Grenziiberganges aus einfachen Funktionen erhalten kénnen. Die im
dritten Kapitel definierte Exponentialfunktion und das Prinzip der
Zusammensetzung von Funktio-
nen liefern uns ein weiteres Mittel,
4& Funktionen mit derartigen Un-

stetigkeiten auch direkt chne Be-
nutzung neuer Grenziiberginge
Z aus elementaren Funktionen auf-

zubauen. Ein Beispiel dafiir ist
\ : die Funktion
-7 1

¥

R

1 e —e ¥

Fig. 71. y =ig-; —] ﬁ
e o ¥

und ihr Verhalten in der Umgebung der Stelle ¥ = 0. An dieser Stelle
ist die Funktion zunichst nicht definiert. Nahern wir uns der Stelle x =0
von positiven x-Werten her, so erhalten wir offenbar den Grenzwert 1;
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niahern wir uns dagegen der Stelle x = 0 von negativen x-Werten her,
so erhalten wir den Grenzwert — 1. Der Punkt x =0 ist also fiir
die Funktion eine Sprungstelle, bei deren Uberschreiten der Funktions-

wert um die Zahl 2 springt (vgl. Fig. 71). Der Diffcrentialquotient
y = 1 1 4
- 122 2T/ 1 1y2
GDV; (gx +e x)
nihert sich dagegen von beiden Seiten her dem Grenzwert 0, wie sich
ebenfalls aus dem dritten Kapitel, § 9, leicht ergibt?).

4. Die Funktion y=x%g-.

Bei der Funktion

1

1 e* —e *
e L S
e* 4o ¥

ist die oben betrachtete Unstetigkeit durch den Faktor x beseitigt.
Von beiden Seiten her hat
diese Funktion fir x —0 y
den Grenzwert 0, so daB
wir wiederum zweckmiBig
(0) = 0 definieren wollen.

y=x%gF
Unsere Funktion ist dann *
zwar fiir x = 0 stetig, da- . ,
gegen wird ihre erste Ab- -1 0 7 x
leitung
, 1 1 1
Y= .
Gofz— Fig. 72.
F1

gerade die oben betrachtete Unstetigkeit haben; d.h. die Funktion
stellt eine Kurve mit einer Ecke dar (vgl. Fig. 72): an der Stelle x = 0
selbst besitzt die Funktion keinen Differentialquotienten, aber einen
vorderen mit dem Werte 4+ 1 und einen hinteren mit dem Werte — 1.

5. Die Funktion y=xsin %, y(0)=0.

Von dieser Funktion haben wir schon erkannt, daB sie sich zwar
nicht mehr aus einer endlichen Anzahl monotoner Stiicke zusammen-
setzt, daB sie nicht mehr ,,abteilungsweise monoton‘ ist, wie man sich
auch ausdriickt, da3 sie aber nichtsdestoweniger stetig bleibt (S. 40).

1) Ein weiteres Beispiel fiir das Auftreten einer Sprungstelle gibt die Funk-

1
tion y = a.rctg—x— bei ¥ — 0.

Courant, Differentialrechnung. 1. 2. Aufl. 11
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Dagegen wird ihr erster Differentialquotient
L1 1 1
y'=sin-- ——cos— (x +0)

bei Anndherung an die Stelle x = 0 eine Unstetigkeit haben, indem
er dort fortwidhrend zwischen absolut genommen wachsenden positiven

und negativen Grenzen hin und her schwankt. An der Stelle x = 0

selber ist der Differenzenquotient _y(fg)_;yi@ = sin % ; da dieser fiir

A —0 unendlich oft zwischen 1 und —1 hin und her pendelt, so
besitzt die Funktion weder einen vorderen noch einen hinteren Diffe-
rentialquotienten.

§ 2. Bemerkungen iiber die Differenzierbarkeit von
Funktionen.

Wenn eine Funktion stetig ist und an jeder Stelle einen Differential-
quotienten besitzt, so braucht dieser Differentialquotient noch keines-
wegs stetig zu sein. Als
einfachstes Beispiel da-
fiir betrachten wir die
Funktion

.1
y = f(x) =x2sm—x—,

welche zunichst nur fiir

x == 0 definiert ist und

welcher wir durch be-

sondere Festsetzung fiir

Fig. 73. %=0 den Wert f(0)=0

zuschreiben, so daB sie

nunmehr eine iiberall definierte stetige Funktion darstellt. Fir alle

von Null verschiedenen Werte von x wird der Differentialquotient
durch den Ausdruck '

11 .1 1 1
! = — x2 —— — = — =
f'(x) 4% cos—+ 5 + 24sin — cos —- + 2x sin —

gegeben. Strebt x gegen 0, so existiert fiir /’(x) kein bestimmter Grenz-

F) = 1(0) h’sin—}lz- 1
k P = % =h sin 7 N
so erkennen wir sofort, daB er bei abnehmendem || gegen Null strebt.
Es existiert also die Ableitung fiir x = 0, und zwar ist f(0) = 0. Um
dieses paradoxe Verhalten anschaulich zu erfassen, stellen wir die
Kurve graphisch dar (vgl. Fig. 73). Sie pendelt zwischen den beiden
Kurven y = %2 und y = — 2 hin und her, die sie abwechselnd be-

rithrt. Dabei wird zwar die Hohe der Wellenberge unserer Kurve im

wert. Bilden wir dagegen den Ausdruc
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Verhiltnis zu ihrem Abstand vom Nullpunkt immer Kkleiner; aber sie
werden trotzdem dabei nicht flacher, sondern ihre durch den Diffe-

. . , .1 1 TR
rentialquotienten f'(¥) = 2xsin — — COs— gemessene Steilheit wird in

den Punkten x = —2—1— =12 ..), wo cosL =1 ist, gleich —1
nm X

und in den Punkten x = (2%)7: gleich 4 1.

Im Gegensatz zu der hier geschilderten Méglichkeit einer zwar iiber-
all existierenden, aber nicht iiberall stetigen Ableitung gilt offenbar
der einfache Satz, welcher eine Reihe von fritheren Beispielen und
Uberlegungen beleuchtet: Wenn wir wissen, daB die Ableitung f'(x)
tiberall in der Umgebung eines Punktes ¥ = a existiert und stetig ist,

und wenn lim f'(x) = b gilt, dann existiert auch im Punkte x =a
z—a

die Ableitung /'(a), und zwar ist f'(a) = . Der Beweis folgt sofort aus
dem Mittelwertsatz. Es ist nimlich L('{i"}z; 1@ =f'(§), wo & ein

Zwischenwert zwischen @ und @ 4 & ist. Strebt nun % gegen 0, so strebt
nach Voraussetzung auch /'(£) gegen b, und daraus folgt sofort unsere
Behauptung.

Ein Gegenstiick hierzu ist der folgende genau entsprechend zu be-
weisende Satz: Wenn die Funktion f(x) fiir 4 < x < b stetig ist und
fir @ < x < b eine stetige Ableitung f'(x) besitzt, die bei Annaherung
des Punktes x an den Punkt @ iiber alle Grenzen wichst, so wichst

auch der vordere Differenzenquotient ﬁq_%—_h%: "% bei Abnahme von

h zu 0 iiber alle Grenzen, so daB kein endlicher vorderer Differential-
quotient vorhanden ist. Die geometrische Deutung dieses Vorkomm-

nisses ist ein im Endlichen gelegener Kurvenpunkt mit vertikaler
Tangente.

§ 3. Verschiedene Einzelheiten.
1. Beweis des binomischen Satzes.

Auf Grund unserer Differentiationsregeln ergibt sich fiir den bino-
mischen Satz ein einfacher Beweis, den ich als Beispiel einer fiir uns
spiter wichtigen Betrachtungsweise, der ,,Methode der unbestimmien
Koeffizienten*, hier anfithren will. Wir suchen fiir beliebiges ganz-
zahliges positives # eine Entwicklung der GréBe (1 + x)* nach Po-
tenzen von x. Wir erkennen sofort, daB die Funktion (1 + x)* eine
ganze rationale Funktion n-ten Grades sein muB, d.h. die Gestalt
(1 4+ %" =ay,+ayx +a,22++-++ a,2* hat, und es handelt sich
lediglich um die Bestimmung der Koeffizienten a,. Setzen wir x = 0,
so erhalten wir sofort 4, = 1. Differenzieren wir die linke und die
rechte Seite der Gleichung nach x einmal, zweimal, dreimal usw., so

11*
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erhalten wir die Gleichungen
n(l +x)"r=a; +2a,x 4+ -- + na, 271,
nin—1)(1+x)"2=2a,+3-2a30+--- +n(n—1)a,x"2,

da diese Gleichungen fiir alle Werte von x bestehen, so kénnen wir
in jeder von ihnen wiederum x = 0 setzen und erhalten so fir die

Koeffizienten a,, 4., 45, . . . der Reihe nach die Ausdriicke
nin—1 —n—-2
a,="n, a2=‘—(1’.2*—), a3=7n(n 12)(; )
_nr—=1)(n—=2)--- (n—k+1) _(mn
- e b ()

so daB3 wir schlieBlich den binomischen Satz in der Gestalt
Q4+xr=1+nx+ <;>x2+---+ <:>xk+...+xn
gewinnen.

2. Fortgesetzte Differentiation.

Als Ubungsaufgabe iiberlasse ich dem Leser, im AnschluB hieran
zu beweisen, daf sich die mehrfache Differentiation eines Produktes
nach der folgenden Formel (Leibnizsche Regel) vollzieht:

dr [y dnl n\ dr-2
dxv-(fg) ol 8T 1) awal dxg+< )dx" o/ dx2g+

+( " )di,,f dd,,"_lg+f et

n—1

oder

G = foog + (1) j0ng 4 () fovg + -
() g+ 1.

Keinem so iibersichtlichen Bildungsgesetz geniigt iibrigens die fort-
gesetzte Differentiation einer zusammengesetzten Funktion y = f{g(x)).
Nach den Differentiationsregeln des vorigen Kapitels (Produktregel
und Kettenregel) wird

dy _df dg _ .,
__d____f(p,

dx do
dxz _f/l 9 + fl ’r

f/ll¢l3+ 3[// r 1 + f/ /N

dx"
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3. Weitere Beispiele fiir Anwendung der Kettenregel.
Verallgemeinerter Mittelwertsatz.

Den Differentialquotienten der Funktion x* bildet man, indem
man setzt x% = e#logz, worauf man nach der Kettenregel erhilt

d
A= 2*(logx + 1).

Ganz ebenso vollzieht sich die Differentiation des allgemeineren Aus-
druckes [(x)/® = ef@log/=) nach der Kettenregel folgendermaBen:

L@ = @y £ (1) (log (1) +1).

Als weitere Anwendung der Kettenregel gebe ich einen Beweis fiir den
schon in Kap. I, Anhang, § 2 genannten verallgemeinerten Mittelwert-
satz der Differentialrechnung, wobei sich dieser Satz unter milderen
Voraussetzungen ergibt. Es sei G (x) = # einc im abgeschlossenen Inter-
vall 2 £ x < b monotone stetige und im offenen Intervalle a << x << b
differenzierbare Funktion, deren Ableitung G'(x) dort nirgends ver-
schwindet, und es sei F (x) eine in denselben Gebieten stetige bzw. diffe-
renzierbare Funktion. Fithren wir in F(x) durch die Umkehrfunktion
%= @(u) von G(x) anstatt x dic GroBe # als ncue unabhingige
Veranderliche ein, d. h. betrachten wir die zusammengesetzte Funktion
f(u)=F (D (u)), so wird nach der Kettenregel f'(u) = F'(x) D' (1) =g,(%— .
Der gewohnliche Mittelwertsatz, angewandt aunf die Funktion /(#) und
das Intervall zwischen %, = G(a) und w, = G (b), ergibt nun fir einen
Zwischenwert

fluy,) - f(u ,
M =10
oder
® I'(a

\
Y =

5 :
G) ~ Ga G'(g)?

wo & = @ (w) ein Zwischenwert zwischen @ und & ist.

Viertes Kapitel.
Weiterer Ausbau der Integralrechnung.

Wir sind im vorigen Kapitel durch Aufstellung der Differentia-
tionsregeln zu einer weitgehenden Beherrschung der Aufgabe gelangt,
gegebene Funktionen zu differenzieren. Aber gerade das um-
gekehrte Problem, das des Integrierens, geht fast iiberall an Wichtig-
keit dem des Differenzierens voran. DemgemiB sind wir nunmehr
genttigt, uns mit der Kunst des Integrierens gegebener Funktionen
zu befassen.
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Das mit Hilfe unserer Differentiationsregeln gewonnene Ergebnis
kénnen wir dahin zusammenfassen: Jede mittels der elementaren Funk-
tionen durch einen ,.geschlossenem Ausdruck’'l) gebildete Funktion lift
sich differenzieren, und ihr Differentialquotient ist eine Funktion, die
sich ebenfalls mit Hilfe der elementaren Funktionen geschlossen ausdriicken
laft. Dagegen haben wir keine vollstindig entsprechende Tatsache fiir
das Integrationsproblem bei elementaren Funktionen kennengelernt.
Wir wissen zwar, daB jede elementare Funktion, ja jede stetige Funk-
tion, sich integrieren liBt, wir haben auch zahlreiche elementare Funk-
tionen direkt oder durch Umkehrung von Differentiationsformeln mittels
elementarer Funktionen integriert, aber wir sind weit davon entfernt, das
folgende Problem allgemein 16sen zu koénnen: Gegeben ist eine Funk-
tion f(x), die irgendwie geschlossen mit Hilfe der elementaren Funk-
tionen aufgebaut ist. Gesucht ist ein Ausdruck fiir ihr unbestimmtes
Integral F(x) = ff(x) d%, und zwar gesucht in dem Sinne, daB F(x)
wiederum durch elementare Funktionen geschlossen ausgedriickt wird.

Es besteht nun sogar die Tatsache, daB eine solche Aufgabe im
aligemeinen nicht mehr 16sbar ist; keineswegs fiihrt das Integral
jeder elementaren Funktion wiederum auf eine elementare Funktion
oder ist, wie wir sagen wollen, ,,elementar ausfihrbar’’. Trotzdem aber
ist es auBerordentlich wichtig, solche Integrationen, wo sie méglich
sind, tatsichlich durchfithren zu kénnen und iiberhaupt eine gewisse
technische Fertigkeit bei der Integration gegebener Funktionen zu
gewinnen.

Hilfsmittel hierfiir zu entwickeln, wird die Aufgabe des ersten
Teiles dieses Kapitels bilden. Dabei mochte ich gerade den Anfinger
ausdriicklich vor dem Versuche warnen, etwa rein gedichtnismiBig
die Fiillle der Formeln, welche man durch Anwendung dieser tech-
nischen Hilfsmittel erhilt, sich einzuprigen. Das Bestreben darf ledig-
lich darauf gerichtet sein, die Methoden der Integration innerlich
verstehen und handhaben zu lernen.

Zweitens aber werden wir uns in diesem Kapitel — im wesent-
lichen unabhingig von der Frage der Technik des Integrierens —
noch mit einigen mehr prinzipiellen Vertiefungen und Erginzungen
unserer Auffassung von Integration und Integral zu befassen haben.

§ 1. Zusammenstellung der elementaren Integrale.

Ich erinnere vorab nochmals daran, daB jeder der friiher bewiesenen
Differentiationsformeln eine gleichbedeutende Integrationsformel ent-

1) Wir verstehen darunter eine Funktion, welche sich durch mehrmalige
Anwendung von Zusammensetzungsprozessen und rationalen Operationen aus
den elementaren Funktionen bilden 1aBt.

Dabei mache ich darauf aufmerksam, daB die Unterscheidung zwischen
,,elementaren* Funktionen und anderen etwas an sich recht Willkiirliches ist.
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spricht. Da diese clementaren Integrale immer wieder als Material
der Integrierkunst auftreten, so stellen wir sie in einer Tabelle zusam-
men. In jeder Zeile dieser Tabelle steht rechts eine elementare Funk-
tion, links ihr Differentialquotient. Lesen wir die Tabelle von links
nach rechts, so erhalten wir zu der links stehenden Funktion rechts

ein unbestimmtes Integral.

Fla) = [ f(x) dx

1
Yo
3‘1 e®
|
41 ar (a1)
I
5; sinx
6 cos ¥
|
1
T St
I
8j cos?x
95 Ginx
10 | Gojx
ll; !
| Gin?x
L1
12 G
X 1 .
13 | (Grj<l)
-
] ]
4| 1+ a2
‘[ 1
18| )15 e
1
(1] > 1)
16 e |#]
1 || <1
17? 1 — »2

\[x|>l

xa+l

a+1
log |z |
63

aZ
fog @
—cosx

sin x

—ctgx

tgx
Cof »
Gin x

— Gtg~

Tgx

{arc sin ¥

— arccosx

arctgx
—arcctgx

At Sinzy = loz (v + }1 + #2)

 WrGofx = log x4 22 1)

i
i
i

1 14
A Tg» =?logi—;7
1 x+1
Ar Ctg » =—2_1°g;:——1

Ich erinnere ferner an die im zweiten Kapitel, § 4, bewiesenen funda-
mentalen Sitze der Differential- und Integralrechnung; insbesondere
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an die Tatsache, daB man aus dem unbestimmten Integral F(x) das

b
bestimmte Integral durch die Formel f fx)dx = ] = —

erhilt. Endlich muB man fir die Technlk des Integnerens die im
zweiten Kapitel in § 1 zusammengestellten elementaren Integrations-
regeln bereit haben.

In den nichsten Paragraphen werden wir nun versuchen, die Aus-
fithrung von Integralen iiber gegebene Funktionen irgendwie auf die
in dieser Tabelle zusammengestellten elementaren Integrale zuriick-
zufithren. Abgesehen von Kunstgriffen, die der Anfinger doch nicht
systematisch lernen kann, die vielmehr Sache lingerer Erfahrung sein
miissen, beruht eine solche Zuriickfiihrung immer wesentlich auf der Ver-
wendung von zwei Hilfsmitteln. Jedes dieser beiden erlaubt uns, in
mannigfacher Weise ein gegebenes Integral umzuformen, und das Ziel
solcher Umformungen wird sein, mit einem Schritt oder mit einer
Reihe von Schritten eine gegebene Integrationsaufgabe auf eine oder
mehrere der oben angeschriebenen elementaren Integralformeln zu
reduzieren.

§ 2. Die Substitutionsregel.

Das erste dieser Hilfsmittel fiir die Behandlung von Integrations-
problemen ist die Einfithrung einer neuen Verdnderlichen (Substitution
oder Transformation). Die entsprechende Integralformel ist nichts
anderes als die Kettenregel der Differentialrechnung, in Integralform
ausgedriickt.

1. Die Substitutionsformel.

Wir denken uns in einer Funktion F (x) durch die Gleichung x = ¢ (%)
eine neue Verinderliche # eingefithrt, so daB F(x) eine mittelbare
Funktion von # wird:

F(xy=F(p) =G (1).

Die Kettenregel der Differentialrechnung besagt nun
d6 dF |,
=@

Schreiben wir jetzt

Fx) =f(x) wd G(u) =g
oder damit gleichbedeutend

=[f(x)dx und G(u fgu
so geht einerseits die Kettenregel iiber in

gn) =f(x)¢'(w),

anderseits ist nach Definition

Gw) =F(x), d. h [gwdu=[f(x)dx
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und wir erhalten die mit der Kettenregel 4dquivalente Integralformel

JHo@) gt dn=[i@dx  (x=p).

Diese Formel ist die Grundlage fiiv die Einfiihrung neuer Verinderlicher
in etn Indegral. Sie besagt: Wenn wir ein unbestimmtes Integral iiber
eine Funktion von # zu bilden haben, welche in der besonderen Ge-
stalt f(@(%)) ¢'() gegeben ist, so kénnen wir statt dessen die Funk-
tion f(x) der Integrationsvariabeln x unbestimmt nach x integrieren
und haben nach Ausfihrung dieser letzten Integration x = ¢ (u) zu
setzen und damit wieder # einzufiihren.

’. an, so er-

u)

Wenden wir die Formel z.B. auf den Integranden ’ E )

halten wir sofort
(P’(“) . dx =log |%| = log|p(u

oder, indem wir jetzt wieder x statt u schreiben,

g, _
J‘q)(x) dx =log|p(x)].

Setzen wir in diese wichtige Formel beispielsweise ¢(x) = log # oder
@(¥) = sin x oder ¢(x) = cos x ein, so erhalten wir

dx
fxlogx =log|logx!,
fctgxdx=log|sinx], ftgxdx=-—10gicosx|.1)

Ein weiteres Beispiel ist das Integral

f(p (1) @' (1) dut —fxdx— G —%[(})(%)]2,

wo also f(x) = x wird. Es ergibt sich so z. B. fiir ¢ (%) = log %
[ du = (l0g e
Endlich betrachten wir das Beispiel
fsin"u cosudi.

Hier ist ¥ = sin # = ¢ (%), und es ergibt sich
L“ __sinn*ly
| w1’

In vielen Fillen wollen wir nun aber unsere obige allgemeine Formel
in der umgekehrten Richtung anwenden, indem wir von der rechten

Seite, dem Integrale f f(x)dx, ausgehen. Jetzt handelt es sich also
darum, ein vorgelegtes unbestlmmtes Integral F(x f f{®)dx zu

!) Man bestatige diese und die folgenden Formeln, indem man zeigt, da8
durch Differentiation des Ergebnisses der Integrand entsteht. Ubrigens werden
die Formeln natiirlich nur behauptet, soweit die darin vorkommenden Ausdriicke
Sinn haben.

fsin"ucosudu = fx"dx =
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berechnen oder zu vereinfachen, indem wir durch die Transformations-
gleichung x¥ = @(u) die neue Integrationsvariable u einfl'ihren dem-
gemiB dann das unbestimmte Integral G (% ff (p(w) @'(u) du auf-
suchen und schlieBlich in diesem die Varlable % durch x ausdrucken.
Um diesen letzten Schritt ausfilhren zu koénnen, miissen wir eine
Sicherheit haben, daB tatsichlich dem Werte x ein bestimmter Wert »
zugehort, d. h. daB die Funktion ¥ = ¢(u) sich umkehren 1iB8t. Dem-
gemilB setzen wir jetzt, indem wir die Variable x als das Primdre an-
sehen, folgendes voraus: In dem betrachteten Intervalle sei # = yp(x)
eine monotone differenzierbare Funktion mit dem Differentialquo-
tienten w'(x), der nirgends im Intervalle verschwindet. Die Um-
kehrfunktion — ihre eindeutige Bestimmtheit ist eine Folge der Vor-
aussetzung — nennen wir ¥ = @(u); ihre Ableitung ist dann gegeben

, 1
durch @’(u) = pUrE

Verinderlichen % in ein Integral erhalten wir daher

Als Grundformel fir die Einfithrung einer neuen

Jiwazs = [1lpw)gwdun  (v=yp@).
Man erhilt das unbestimmte Integml f fx)dx, indem man das un-
bestimmie Integral f Hpu) @' (u)du bzldet und am Schlusse anstatt

u wieder x als Varmble durch die Gleichung w = y(x) einfiihrt.
Es ist also nicht etwa so, daB man einfach in der zu integrieren-
den Funktion die alte Verinderliche x» durch die neue # ausdriickt
und dann nach dieser neuen Verinderlichen integriert; sondern
man muB vor der Integration noch mit der Ableitung der ur-
spriinglichen Verdnderlichen x nach der neuen Verdnderlichen u
multiplizieren.

Als Integralformel fiir die bestimmte Integration zwischen zwei
Grenzen haben wir entsprechend zu schreiben

b w(b)

J1@) ax= [ {{g @) '@ du;

o y (@)
d.h. wir haben in dem meuen Integral diejenigen Integratiomsgrenzen
zu wihlen, welche durch die Transformation x = @(u), u = y(x) den
alten Integrationsgrenzen entsprechen.

Meistens wird bei den Anwendungen der Integrand f(x) von vorn-
herein als zusammengesetzte Funktion erscheinen, etwa f(x) = k(u),
wo # = g (x) ist. Dann ist es bequemer, unsere Integralformel ein
wenig anders zu schreiben, indem wir den Ausdruck f(g (#)) mit der
Funktion 7% (x) identifizieren. Machen wir fir # die Substitution
u = yp(x), x = @(u), so lautet unsere Transformationsformel einfach

[y ) ax = () 5= au.



§ 2. Die Substitutionsregel. 171

Als ein erstes Beispiel betrachten wir die Integration der Funktion
f(*¥) =sin2x mit u = p(x) = 2% und A (u) = sin . Es ist dabei
du , -
Fithren wir # = 2% in dem Integral als neue Verinderliche ein, so

geht das Integral nicht iber in f sin#du, sondern in

1 . 1 1

é—fsmudu = — 5 CosU = — 5 C0s 2%,
wie man im iibrigen natiirlich sofort durch Differenzieren der rechten
Seite bestdtigen kann.
7T
4
wir erhalten

Integrieren wir zwischen den Grenzen x =0 und x = -, so sind

die entsprechenden Grenzen #» =0 und # = % ;

2

2
0

S— iy

. 1 . 1 : 1
Sln2xdx:4f51nudu:—.2_(:05u } :?
0

1
Ein anderes einfaches Beispiel ist das Integral f(:—x Hier nehmen
X
1

wir 4 =y (¥) = Vx. Es wird also x = @ (4) = #2. Da weiter @' (1) = 2u
ist, so ergibt sich
4 2

2
x =2f’-‘11-‘ =2J du=2.
1% k12
1 1 1
2. Neuer Beweis der Substitutionsformel.

Wir konnen uns im brigen unsere Integralformel auch noch auf
eine andere, direkte Weise klar machen, indem wir auf die Formel fiir
die bestimmte Integration abzielen und uns auf die Bedeutung

des bestimmten Integrales als Grenzwert einer Summe stiitzen. Um
(etwa im Falle @ < b) das Integral

b
[ hww)dx

zu berechnen, kénnen wir in dem Intervall a < x < b eine beliebige
Einteilung zugrunde legen, die wir dann immer weiter verfeinern.
Wir wihlen diese Einteilung folgendermaBen. Dem Intervall a < x < b
der x-Achse entspricht, wenn # = y(x) als monoton wachsend voraus-
gesetzt ist, in umkchrbar eindeutiger Weise ein Intervall « < u < g
fir die zugehorigen u-Werte u = y(x), wobel a = p(a), B = p(b)
gesetzt ist. Dieses u-Intervall teilen wir in # Teile der Linge Au?)
ein; dieser Einteilung entspricht eine nun im allgemeinen nicht mehr

!) Die Annahme der Gleichheit dieser Teilintervalle jst ibrigens keineswegs
wesentlich fiir den Beweis.
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dquidistante Einteilung des =x-Intervalles. Wir bezeichnen dessen

Teilpunkte mit a4, ,, ..., ¥, = b, die zugehorigen Intervallingen mit
Ax,, Ax,, ..., Ax,.

Das betrachtete Integral ist nunmehr der Grenzwert?!) der Summe

n
gl'h(w ¢€)) 4z,
wo wir die Werte &, ganz beliebig im »-ten Teilintervall der x-Einteilung

n
wihlen konnen. Diese Summe schreiben wir jetzt 2 h(u) f;::
v=1

wo u, = p(£,) gesetzt ist. Nun ist nach dem Mittelwertsatz der Dif-

Au,

Xy
du
Zwischenwert der Variabeln # im #-ten Teilintervall der #-Einteilung
ist und x = @ (¥) wiederum die Umkehrfunktion von % = y (%) be-
zeichnet, Verfiigen wir nun {iber die Werte &, so, daB gerade £, und
7, zusammengehéren, d.h., daB &, = ¢(n,), 7, = y(£,) ist, so erhilt
unsere Summe die Gestalt

ferentialrechnung ¢'(n,), wo 7, ein passend zu wiéhlender

M

h(n,) ¢'(n,) Au.

Machen wir hier den Grenziibergang, so erhalten wir unmittelbar
als Grenzwert, d. h. als den Wert des betrachteten Integrals

1

y
I

J4
fh () Z—:’; du
@
in Ubereinstimmung mit der oben gegebenen Formel.

3. Beispiele. Integrationsformeln.

Mit Hilfe der Substitutionsregel kénnen wir in vielen Fillen ein
gegebenes Integral f f(x)dx auswerten, indem wir es durch eine
geeignete Substitution x = ¢ () auf eines der elementaren Integrale
unserer Tabelle zuriickfithren. Ob es solche Substitutionen gibt und
wie man sie findet, dariiber lassen sich keine allgemeinen Aussagen
machen; vielmehr ist hier ein Punkt, wo Ubung und Geschicklichkeit
gegeniiber der systematischen Methode zu ihrem Rechte kommen.

dx
Das Integralfm berechnen wir z. B. vermittelst der Substitu-

. x .
tion?) x = @(u) =au, u =y(x) ==, dr=adu, durch welche wir
1) Dieser Grenzwert (fiir A« — 0) existiert und ist das Integral, weil wegen
der gleichmiaBigen Stetigkeit von » = @ (%) mit A4 — 0 auch das gréBte der
A x gegen Wull konvergiert.
%) Wir nehmen uns die Freiheit, der Kiirze halber die Symbole d» und du

dx ’ .
—— = ¢'(u) (vgl. S. 84 bis 85).

getrennt zu schreiben, also dx = ¢’(4) du statt Tn =
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mit Riicksicht auf Nr. 18 der Tabelle erhalten:
dx L adu
}E’-:.);g afl — u?

Ebenso ergibt sich durch dieselbe Substitution

=arcsinu=arcsin% fir |x|<]a]|.

dx . adu 1 t . 1 t x
f u? —f Ao uy g ArCgu = parctg,

+ 2
d .
o= sin,
Ja? + #% a
d
Fo=WCofs fur |x|>]al,
Jx% — «® a

i?lrf’&g % fir |x|<|a]

dx a
Jl(ﬂ -2 )1

TQIr@tg% fir |x]>|a|

Formeln, die sehr hiufig vorkommen und die im iibrigen sich leicht
durch Differentiation der rechten Seite bestitigen lassen.

Zum SchluB will ich noch einmal folgenden Umstand ausdriicklich
hervorheben. Wir hatten bei unserer Substitution die Voraussetzung
gemacht, daB in dem betrachteten Intervall {iberall 4'(x) < 0 ist,
woraus sich die eindeutige Umkehrbarkeit der Substitution durch die
Gleichung % = @(u) ergibt. Wenn unsere Voraussetzung nicht erfiillt
ist, kann man bei der Anwendung der Substitutionsformel leicht zu
Fehlschliissen verleitet werden. Will man solchen Schwierigkeiten ent-
gehen, wenn im Integrationsintervall an einzelnen Stellen (%) =0
ist, so muB man dieses Intervall in einzelne Teile einteilen, so daB
nur an den Endpunkten der Teile (%) = 0 sein kann, und dann die
Substitution fiir jedes Teilgebiet einzeln vornehmen.

§ 3. Weitere Beispiele zur Substitutionsmethode.

In den folgenden Zeilen stelle ich kurz eine Reihe von weiteren
Beispielen zusammen, die der Leser als Ubungsmaterial sorgfiltig
durchdenken mag.

Durch die Substitutionen u = 1 £ x%, du = + 2xdx folgt

xdx o
—_—— = L /1 x2,
f jiza S E
xdx 1
In diesen Formeln hat an allen drei Stellen entweder stets + oder
_stets — zu stehen.

Durch ¥ =ax + b, du = adx (a = 0) erhalten wir

~ dx 1

I‘a—— = —loglax + b],

x+b
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f(ax + b)“dx—;(—Jrl) (ax + b)*+1 x4+ —1),

fsin (ax + b)dx = —%cos (ax + b);
ebenso wird mittels # = cos x, du = —sin xdx
[tgxdx = —log|cos x|
und mittels % = sin x, du = cos x dx
fetgxdx =log|sinx|

(vgl. S. 169). Durch die ganz analogen Substitutionen u = €of x
du=Ginxdx und 4= &inx, du=Cojxdx erhalten wir die Formeln

JTgxdx =log|Cofx]|
und

f@tgxdx =log|Ginx|.

Vermoge der Substitution # = —Z— tgx, du = —- gelangen wir zu

b cos2
den beiden Formeln

l‘ dx 1 1 dax 1 ¢ a t >
Ja%sin?x + b2cos?x = ‘costx  ab arctg (? g
b” tg2 x+1
und
- Lot g (L tgx ) baw. = — L e Gtg (5t

j‘;"_sin"‘ ¥ —bPcosty 12g \ b ) W= retg (I; gx)'
Das Integral

dxA

sin x
berechnen wir, indem wir sin x = 2sin % cos % = 2tg%cos2% schrei-

d .
ben und # = tg 5 also du = 4% . setzen; es wird dann

2 cos? = 5

Jime= I =108

« . N et 1 o . .
Ersetzen wir in dieser Formel x durch x 4 5 SO geht sie iiber in

dx o x |
Jeors =1°g;tg<7 +1)|
Die Substitution # = 2x liefert in Anbetracht der bekannten trigono-

metrischen Formeln 2cos2x =1 + cos2x und 2sin?2x =1 — cos 2«
die oft gebrauchten Formeln

1
fcoszxdx =

5 (x + sinx cos x)

und

(¥ — sin % cos3 x)

10| =

J‘sin2 xdx =
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Durch die Substitution x = cos #, also # = arc cos %, oder allgemeiner
x = acos % (a= 0) werden

J‘l’/’l—:ﬁ dx bzw. J‘l/af; 2dx

auf diese Formeln zuriickgefiithrt. Wir erhalten so

a?

J‘]"az —xtdx = —

x X Ty T g
arccos — + 5 ja® — 2%,

Ganz entsprechend erhalten wir auch durch die Substitution x = a €oj %
die Formel

und durch die Substitution x = a Gin

[Va+3ax=Fmeint + % yar + 22,

Die Substitution # = % dx = — :—zdu fihrt uns auf die Formeln:
J‘ dx 1 . a
~——— = — —arcsin —,
x )2 — a2 a x
d 1 .
— = — W Bin—,
% }4® + a? @ *
d 1
f~”— = — Loy &,
x fa? — 22 a x

Wir betrachten schlieBlich noch die drei Integrale

fsin mxsinnxdx, fsin mx cosnxdx, fcos mx cos nxdx,

wobei m und # positive ganze Zahlen sind. Nach bekannten trigono-
metrischen Formeln kénnen wir diese Integrale je in zwei zerlegen,
indem wir schreiben:

sin mx sin nx == - (cos (m — #n) x — cos (m + n) x),

sin mx cosnx = - (sin (m + #n) x + sin (m — u) x),

COSMXCOSnY =

ro| 2| = po|

(cos (m + m) x 4 cos (m — n) x).

Fiihren wir nun die Substitutionen » = (m + n) x bzw. u = (m — n) x
ein, so ergibt sich ohne weiteres das Formelsystem:

1 /sin .
0} (im (n—m) _ sinntn) x) , wenn m = #,

¥l_ (x . sin2mx>

. . m—n 777+ n
fsm mxsinnxdx =

- _ =N
5| 5 wenn m ,
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cos (m — n) x

1 fcos(m + n)x
. 2( pra + p— >,wennm+n,
fsmmxcosnxdx =
- 1 cos2mx _

— S Tom wenn m = #,
1 /sin(m+n)x | sin(m—n)z
2( P - p— ), wenn m == n,

fcos mxcosnxdx =
1 <sm2mx >
- ) wenn m = n.
2 2m

Integrieren wir insbesondere von — z bis 4 7, so erhalten wir aus
diesen Formeln die iiberaus wichtigen Beziechungen

A . 0, wenn m =+ #»,
fsm mxsinnxdx =

—_a

+n

fsinmxcosnxdx=0,

-—_T

tz 0, wenn m = n,
fcosmxcosnxdx=

i 4

7T, wennm = #,

7T, Wenn m = n.

Es sind dies die , Orthogonalititsrelationen' der trigonometrischen
Funktionen, mit denen wir uns noch im neunten Kapitel zu beschif-
tigen haben werden.

§ 4. Die Produktintegratibn.

Das zweite technische Hilfsmittel fiir die Behandlung von Integra-
tionsproblemen liefert uns die Formel fiir die Differentiation eines

Produktes: (fg)'= f'g + ¢'f.

1. Allgemeines.

Schreiben wir diese Formel als Integralformel, so erhalten wir (vgl.
drittes Kapitel, § 2, Nr. l)

fg dx—l—f/ dx
ff x)dx = [(x) g (%) — [e(x)

Diese Formel wird als d1e Formel der Produktmtegmtwn (auch partielle
Integration oder Teilintegration) bezeichnet. Sie gestattet die Zuriick-
fithrung eines Integrales auf ein anderes. Wenn man nidmlich in einem

Integrale f o (x)dx den Integranden in ein Produkt w(x) = f(x) ¢ (x)
zerlegt hat und wenn man von dem einen Faktor ¢(x) das unbe-

stimmte Integral
gt = [y dx

elementar ausfithren kann, so ist ¢(x) = g'(» ), und dann wird durch
unsere Formel das Integral f w({x)dx = f (%) p(x)dx = f f(x) g’ (x)dx

oder
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auf das andere f g(x) f'(x) dx reduziert, das unter Umstdnden einfacher
zu behandeln sein kann als das erste. Da man eine als Integrand auf-
tretende gegebene Funktion w(x) in mannigfacher Weise als ein Pro-
dukt f(x) @ (x) = f(x) ¢’ (x) auffassen kann, so bietet uns diese Formel
eine weitreichende Handhabe zur Umformung von Integralen.

Als Formel der bestimmten Integration geschrieben, lautet die Formel
der Produktintegration

b b

b
i mdx=1ew | — Jetn) /' (x) dx

a a

b
={(b)g(b) —(a) g(a) — afg(x) f'x)dx.

Denn wir brauchen nur in der unbestimmten Integralformel auf beiden
Seiten fiir die auftretende Variable das eine Mal den Wert x = b, das
andere Mal den Wert x = a einzusetzen und die Differenz der ent-
stehenden Ausdriicke zu bilden, um gemiB dem zweiten Kapitel, § 4,
aus der Formel fiir die unbestimmte Integration eine solche fiir die
bestimmte Integration zu erhalten.

Zur ersten Erlauterung diene folgendes Beispiel:

flogxdx :flogx- 1-dx.
Wir deuten durch diese Schreibweise an, daB wir f(x) = log » und
g'(x) =1 setzen wollen, so daB wir also f'(x) = % und etwa g(x) = %
haben. Die rechte Seite unserer Formel geht dann iiber in

flog xdx =xlogx—f%dx =zxlogx —x.

Dieser letztere Ausdruck ist also das Integral des Logarithmus, wie
man nunmehr auch unmittelbar durch Differenzieren bestitigt.

2. Beispiele.
Folgende weiteren Beispiele mégen dem Leser die Handhabung der
Methode niherbringen.
Setzen wir f(x) = x, g’ (x) = e, so erhalten wir f'(x) = 1, g(x) = €7,
fxe”dx =e*(x —1); .
ganz dhnlich ergibt sich
fxsinxdx = —xcosx 4 sinx
und
fxcosxdx =xsinx 4 cosx.
Fir f(x) =log x, ¢’ (x) = x° folgt die Relation

xa-’rl 1 1
a+1<°gx—a+1>'

Courant, Differentialrechnung. I. 2. Aufl. 12

fx"logxdx-——
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Hierbei muBb @ + —1 vorausgesetzt werden. Fiir a = —1 erhalten
wir (vgl. S.169)

1 dx
f—x—logxdx = (log x)? —flogx- -

also, wenn wir das Integral von der rechten Seite auf die linke bringen,

1 1
f —logxdz = (log x)*

Das Integral f arcsin xdx berechnen wir, indem wir f(x) = arcsin x,
g (x) =1 setzen. Es wird dann
xdx |
T’
wir konnen nach § 3 die Integration rechts sofort ausfiihren und er-

halten
farcsinxdx =xarcsinx +} 1 — 2.
Auf die gleiche Art berechnet sich auch das Integral

farc sinxdx = xarcsin x —J

farctgxdx =gxarctgx — —;—log(l + x?)

wie auch viele dhnlich gebauten.

Einen etwas anderen Charakter zeigen folgende Beispiele, bei denen
man nach zweimaliger Anwendung der Produktintegration wieder auf
das Ausgangsintegral zuriickkommt und so zu einer Gleichung fiir das-
selbe gelangt.

Durch zweimalige partielle Integration erhalten wir

. "1
fe”sm bxdx = — - €% cos bx + %fe“cos bxdx
= — ie‘”ﬂ cosbx + 2 eszsinby — a—z—fe“sinbxdx
b b2 b2

und daher, indem wir nun aus dieser Gleichung das Ausgangsintegral
f e3*sinbxdx berechnen:

fe”sin bxdx = ,%5”(“ sinbx — b cos bx).

o
Auf die gleiche Art folgt auch
fe” cosbxdx = =5 i act®(acosbx + bsinbx).

3. Rekursionsformeln.

In vielen Fillen hingt der Integrand auBer von der unabhingigen
Verinderlichen noch von einem ganzzahligen Index # ab, und es ge-
lingt durch Produktintegration, das Integral zwar nicht sofort auszu-
werten, aber doch auf ein solches derselben Form, nur mit einem klei-
neren Wert des Index # zuriickzufiihren, bis wir schlieBlich nach einer
Anzahl von Schritten zu einem Integral gelangen, welches wir vermoge
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unserer Integrationstabelle beherrschen. Ein solches Verfahren nennt
man Rekursionsverfahren. Ich erliutere es an einigen Beispielen: Durch
wiederholte Anwendung der Produktintegration kénnen wir die tri-
gonometrischen Integrale
fcos"xdx, fsin"xdx, fsin’"xcos”xdx

berechnen, wenn = und #» positive ganze Zahlen bedeuten. Es wird
ndamlich z. B.

fcos" xdx = cos"lxsinx + (n—1) fcos,"‘2 xsin®xdx;
die rechte Seite konnen wir auch in die Form

cos®~lxsinx + (n— 1) fcos,"‘2 xdx — (n—1) fcos"xdx
setzen und erhalten daraus die Rekursionsformel

J‘cos"‘zxdx.

Diese Formel gestattet uns, den Exponenten des Integranden immer
weiter zu vermindern, bis wir endlich zum Integral

n—1

1 .
J‘cos" xdx = 7005"‘1xsmx + ~

fcosxdx =sinx bzw. fdx =x

gelangen, je nachdem # ungerade oder gerade ist. Ebenso ergeben sich
auch die analogen Rekursionsformeln

. 1 . n—1 A
fsm"xdx =—= sin®*~1xcosx -+ —7—f51n"—2xdx
und
. sin®*! ycosn -1y n—1 .
fmnmxcos"xdx: — ——— 4+ " lsinmxcos" 2xdx.
m+n m 4+ n

Insbesondere gestatten diese Formeln, die Integrale

. 1 .
fsmz xdx = 5 (% — sin x cos x)
und

1 .
fcoszxdx = 5 (¥ + sinx cos x)

zu berechnen, was wir schon frither vermége der Substitutionsmethode
taten.

Es braucht wohl kaum erwihnt zu werden, daB sich die entspre-

chenden Integrale fiir die Hyperbelfunktionen ganz auf dieselbe Art
berechnen lassen.

Weitere Rekursionsformeln liefern uns die folgenden Umformungen:
Jllogx)mdx = x (log x)m — m [ (log x)~1 dx,

fx’"exdx =M et — mfx’"‘1 e*dx,

fx"‘ sinxdx = —x™cosx + m fx’"‘l cosxdx,

Jamcos xdx = xmsing —m [xm~1sinxdx,

Sxe (log x)m dx = ”“;(rgli‘)f — - :f lfx“ (logx)m-ldx (a 4+ —1).
12*
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4. Die Wallissche Produktzerlegung von .

Die Rekursionsformel fiir das Integral f sin® x dx fithrt in elemen-
tarer Weise zu einer hochst bemerkenswerten Darstellung der Zahl =

durch ein unendliches Produkt. Setzen wir fiir # > 1 in die Formel

. 1 . n— )
fsm"x dx = — 7sm"‘1xcosx + —n~fsm""2xdx

die Grenzen 0 und % ein, so ergibt sich

[SIE]
rola

rsin"—2xdx fir n > 1.

0
Wenden wir nun auf das Integral der rechten Seite wieder die Re-
kursionsformel an und fahren so fort, so erhalten wir — wenn wir
noch die Fille # = 2m und # = 2m 4+ 1 unterscheiden —:

. n—1
Jsm"xdx:—
n
0

b4 T
) - 2
. 2m — m—3 1
2m — e e —— s
J‘sm xdx o w2 5 fdx,
0 0
P il
2 9 . 0 2
. 2m m— 2 .
2m+1 — e i — Y
J‘sm xdx Fmi1 om 1 3 J‘smxd.\,
0 0
somit
z 2 1 2 3 1
‘em _am—1 am—s 2, z
fsm AR =T
0
H 2 2 2 2
in2m+1 o _em am—e &
fsm xdx omil 2m—1 3
0
Durch Division ergibt sich hieraus:

2m.2m

2
[ sin?m 5 dx
2.2 4.4 6ﬁ 0

5.7 T @m—1).2m+1) =

2
f sin?m+lydy
[}

Der Quotient der beiden Integrale auf der rechten Seite konvergiert nun
mit wachsendem m gegen 1, wie wir aus folgender Betrachtung erkennen.

Im Intervall O<x<% ist 0 <sin?m+ly <sin?my < sin?m-lyx;
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folglich N = N
2
f51n2 m-lydx.

0< fsm“‘“xdx < fsm”‘xdx <

E11

Dividieren wir hier jedes Glied durch fsin2m+1xdx und beachten,
0

daB nach der oben zuerst bewiesenen Formel

3
2
Jsintm-1xdy om 41 .
9 m
="om 1T oa
2
Jsin?ntlydy
0
ist, so finden wir
2
[sin?m x dx
1< 0 <14
== = 2m’

2
fsin“‘“xdx
0

woraus die obige Behauptung folgt.

Infolgedessen besteht die Beziehung
T qm 224466 2m __2m
g M TE35 57 Tam—l3mil

Diese von Wallis herrithrende Produktdarstellung stellt eine durch

ihr iibersichtliches Bildungsgesetz hochst merkwiirdige Verkniipfung der

Zahl 7 mit den ganzen Zahlen dar. Wir konnen ihr noch verschiedene
2m .
— =1 1st, so

andere Gestalten geben. Beachten wir, daB lim ;- -
Mmoo 241

kénnen wir schreiben
. 92%42...(2m—2)2 n

lim e CL Oy =

o BB (@m— 1) 2

und, indem wir die Quadratwurzel ziehen und dann den Bruch mit

2-4.--(2m — 2) erweitern,
gt @mo 2P gy

a L 2.4...2m
7= lm e ) ) V2m = lim SRS
RTINS RR L PIT
M o (2m)! 2m °

Hieraus erhalten wir endlich

(m1)? 22f'f _ }/~

m —> (2m)' }m

eine Gestalt der Wallisschen Formel, die wir spiter noch (vgl. Kap. VII

Anhang) verwenden werden.
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§ 5. Integration der rationalen Funktionen.

Die wichtigste allgemeine Klasse von Funktionen, deren unbestimmte
Integration sich mit Hilfe der elementaren Funktionen stets ausfithren
14Bt, sind die rationalen Funktionen:

wo
f(x) = anx™ + am—lxlm-—:l + -+ a,
g(x)=bnx”+bn—1x”—l+"'+b0 (b, +0)
Polynome sind.

Ich erinnere daran, daB jede ganze rationale Funktion sich sofort
integrieren 14Bt und dabei wieder zu einer ganzen rationalen Funk-
tion fithrt. :

Wir brauchen daher unsere Aufmerksamkeit lediglich auf die ge-
brochen rationalen Funktionen zu richten, bei welchen der Nenner
g(») keine Konstante ist!). Um eine solche gebrochene Funktion zu
integrieren, konnen wir weiter bemerken, daB sie sich als Summe der

Funktionen 2”(:; darstellen 148t und daB wir daher nur Integrale tiber
Funktionen der Form A zu betrachten brauchen.

g(#)

1. Aufstellung der Grundtypen.

Wir werden die Integration zunichst noch nicht fiir die allgemeinste
derartige rationale Funktion durchfiihren, sondern nur fiir solche, deren
Nenner g(x) einen besonders einfachen Typus zeigt; und zwar:

g®) =x oder g(x) =1+ x?
oder allgemeiner
glx) =2 g(x) = (L+47)"

mit beliebigem ganzen positiven Exponenten #.

Auf diesen Fall 148t sich sofort die Integration in dem etwas all-
gemeineren Falle zuriickfithren, daBl g(x) = (xx + )" eine Potenz eines
linearen Ausdruckes ax + 8 (« 4= 0) oder g(x) = (ax% 4 2bx 4 c)™ eine

1) Den Grad des Zahlers f(#) diirfen wir dabei stets als geringer als den
Grad » des Nenners g () voraussetzen. Denn man kann bekanntlich sonst das
Polynom f(x) durch das Polynom g(#) dividieren, so daB der Rest ein Polynom
von geringerem als #-tem Grade ist: mit anderen Worten, man kann schreiben
/(%) = q(x)g(#) + r(x), wo auch g¢(#) und r(#) Polynome sind und »(#) einen

1(#)

geringeren Grad als # hat; es ist somit die Integration von —-- auf die des

()
Polynomes ¢(#) und die des ,,echten‘ Bruches ;E:; zuriickgefiihrt.
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Potenz eines definiten quadratischen Ausdruckes?) ist. Im ersten Falle
fithren wir £ = ax + f als neue Verinderliche ein. Es wird dann ;—5 =,
und x = %5 —g ist auch eine lineare Funktion von £. Somit geht

jeder Zihler f(x) in ein Polynom ¢(§) vom selben Grade iiber, und

es wird
j‘ fl= <P
ax+l3

Im zweiten Falle schreiben wir

ax?+2bx -{—c:—(ll—(ax—f-b)z—}-%2 (@ =ac—b2, d>0)),

indem wir beachten, daB wegen der vorausgesetzten Definitheit unseres
Ausdruckes @ = 0 und ac — b? positiv sein muB. Durch Einfilhrung

der neuen Verinderlichen

_ax+b
§=""1

gelangen wir nun sofort zu einem Integral mit dem Nenner —-( + £2)
bzw. [w( + 52)]

Um also rationale Funktionen zu integrieren, deren Nenner eine
Potenz eines linearen Ausdruckes oder eines definiten quadratischen

Ausdruckes ist, geniigt es, die folgenden Typen von Funktionen inte-

grieren zu konnen:
1 227 p2vEL
a0 () (I
Wir werden sogar sehen, dall wir auch diese Typen gar nicht allgemein
zu behandeln brauchen, daB wir nimlich alle Integrationen rationaler
Funktionen auf die Integration dieser Funktionstypen fiir den Spezial-
fall » = 0 zuriickfithren kénnen. DemgemiB wollen wir uns zunichst
mit der Integration der drei Ausdriicke
1 1 x

@ @
befassen.

2. Integration der Grundtypen.

Die Funktion des ersten Typus xin ergibt fiir # = 1 integriert log | %],

fiir » > 1 die Funktion — (»i:‘l%'x"f?i’ also wieder eine rationale Funk-

tion. Die Funktion des dritten Typus 1iBt sich sofort integrieren,
wenn wir x2 4+ 1 = £ als neue Veridnderliche einfithren, wodurch wir

1) Ein quadratischer Ausdruck Q(x) = ax? 4 2bx { ¢ heiBt definit, wenn
er fir reelle Werte von » nur Werte eines Vorzeichens annehmen kann, wenn
also die Gleichung Q(#) = 0 keine reellen Wurzeln besitzt. Hierzu ist not-
wendig und hinreichend, daBl ac — b? eine positive Zahl ist.
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2xdx = dé&, also
1 "
B C1par flog(xﬂ}-l) firn=1,
f(x2+1)n r=5)e = 1
T 2m—1)(#r 1)t
erhalten. Um endlich das Integral

dx
Ia =.f =+ 1)
fiir beliebiges # > 1 auszuwerten, bedienen wir uns eines Rekursions-
verfahrens. Setzen wir nimlich

1 1 %

firn>1

WD @D E

dx dx x2dx
f(x=+ Iy =f(x=+1)"-1—f(x2 +

so kénnen wir das zweite Integral auf der rechten Seite durch Produkt-
integration umformen, indem wir in die Formel der Produktintegration
(5.176) einsetzen:

also

10 =2 ¢ =5y
Es ist demnach (siehe oben):

1 1
e == g m-nE s

und infolgedessen erhalten wir

dx x 2n—3 dx
In ~f(x’ F0r T 2= @+ 1)t t 2(r—1J (B4 1]"1"
Es ist also das Integral J, auf dasIntegral J, . zuriickgefithrt. Wenden
wir (bei # — 1 > 1) auf das letztere das Verfahren nochmals an und

schreiten so fort, bis wir schlieBlich auf den Ausdruck f ;2%7
stoBen, so erkennen wir, daB sich das Integral J, explizite durch ratio-
nale Funktionen und die Funktion arctg x ausdriicken 1aBt1).

=arctgx

Beildufig bemerke ich, daB wir zur Integration der Funktion 1

@1
auch ohne weiteres durch die Substitution x = tg¢ hitten gelangen
konnen ; wir wiirden dann erhalten dx = # und 1 _ cos?t, also

cos? ¢ 14 a2

J.(x—z%); = J.COS“',”_'2 t dt,

und dieses Integral haben wir schon in § 4, Nr. 3 auszuwerten gelernt.

1) In genau derselben Art kdnnen wir iibrigens auch das Integral der Funk-

tion P berechnen, indem wir es durch ein entsprechendes Rekursions-
x —_—

verfahren auf das Integral fl—d% =W Tgx bzw. = ArCtgx zuriickfiihren,
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3. Die Partialbruchzerlegung.

Die Integration der allgemeinsten rationalen Funktionen gelingt
nun auf Grund der Tatsache, daBl man jede solche Funktion als Summe
von sog. Partialbriichen darstellen kann, d. h. als Summe aus einer
ganzen rationalen Funktion und endlich vielen rationalen Funktionen,
deren jede entweder als Nenner nur cine Potenz eines linearen Aus-
druckes und als Zihler eine Konstante oder als Nenner eine Potenz
eines definiten quadratischen Ausdruckes und als Zihler eine lineare
Funktion hat. Ist der Grad des Zihlers f(x) geringer als der Grad des
Nenners g(x), so tritt bei der Zerlegung keine ganze rationale Funk-
tion auf. Alle diese Funktionen kénnen wir nach dem Vorangehenden in-
tegrieren. Denn nach Nr. 1 lassen sich die Faktoren der Nenner auf die
speziellen Formen x* und (x? 4 1)» zuriickfithren, und durch nochmalige
Partialbruchzerlegung stellt man sich hieraus die in Nr.2 integrierten
Grundtypen her.

Ich will darauf verzichten, den allgemeinen Beweis fiir die Méglich-
keit einer solchen Partialbruchzerlegung vollstindig durchzufiihren.
Vielmehr will ich mich darauf beschrinken, dem Leser die Aussage dieses
Satzes verstindlich zu machen und an Beispielen zu zeigen, wie man
tatsichlich im gegebenen Falle die Partialbruchzerlegung praktisch
ausfithrt — es kommen in der Praxis dafiir nur verhiltnismiBig ein-
fache Funktionen in Frage, da sonst die Rechnung allzu kompliziert wird.

Man kann, wie die elementare Algebra lehrt, jedes Polynom g(x)
in die Gestalt setzen
gx) =a (@ —o)h(x — o)+ - - (62 + 2b, % + ¢,)" (A2 2B, % + cy)Tre - -
Dabei sind die Zahlen «,,0,,... die voneinander verschiedenen reellen
Wurzeln der Gleichung g (x) =0, und die ganzen positiven Zahlen!l,, l,, ...
geben ihre Vielfachheit an; die Faktoren x2 4 25, x + ¢, bedeuten lauter
verschiedene definite quadratische Ausdriicke mit konjugiert komplexen
Waurzeln, und die positiven ganzen Zahlen 7y, 7,, . . . geben wiederum
die Vielfachheit dieser Wurzeln an.

Stellen wir uns vor, daB der Nenner g(x) entweder von vornherein
in dieser zerlegten Form gegeben ist oder daB wir ihn durch Auf-
suchen der reellen und imaginiren Wurzeln in diese Form zerlegt haben.
Setzen wir ferner voraus, daB der Zihler f(x) einen niedrigeren als
den Grad » des Nenners besitzt (vgl. Anm.1 auf S. 182), so lautet
der Satz von der Partialbruchzerlegung: Zu jedem Faktor (x — a)t
— wo « gleich irgend einer der reellen Wurzeln ¢, sein kann und ! die
ihr entsprechende Zahl /, ist — 48t sich ein Ausdruck der Form

A A A
1 22+...+(.___'

e T T P a)
mit konstanten Koeffizienten 4,, ..., 4; und zu jedem quadratischen
Faktor Q(x) = %2 4 2bx + ¢ unserer Produktzerlegung, dessen Viel-



186 IV. Weiterer Ausbau der Integralrechnung.

fachheit 7 ist, ein Ausdruck der Form

B, +C B,+C B, +C,
1‘;1"’_*_ 2'522"_}__.__*_ +C, %

o
bestimmen, so daB é{%} gleich der Summe aller dieser Ausdriicke wird.
Mit anderen Worten, der Quotient ;—% laBt sich als Summe von

,»Stammbriichen’* darstellen, deren jeder einem der durch Nr.1 und 2
erledigten Typen angehort?).

Im einzelnen Falle kann eine solche Partialbruchzerlegung sehr einfach
aussehen. Ist z.B. g(x)=x%—1 oder allgemeiner g(x)=(x —a) (x —f),
d. h. ist g(x) ein nicht definiter quadratischer Ausdruck mit zwei ver-
schiedenen reellen Wurzeln « und g, so erhalten wir sofort

1 1 1 1 1
A1 2x—-1 2241
baw 1 _ 1 111
' —a)(x—pB) a—B x—a a—f x—§
und daher

xr—1 | —a

dx 1
x+1’ baw. f(x—a)(x—ﬂ)-za—ﬁl"glx—ﬁl‘

dx 1
Jaty=lg

4, Beispiel. Chemische Reaktionen.

Fiir die Anwendung der letzten einfachen Partialbruchzerlegung
liefern die sog. Bimolekiilreaktionen ein einfaches Beispiel. Haben wir
zwei Ausgangsstoffe mit den anfinglichen in Mol pro Volumeinheit
gerechneten Konzentrationen 4 und b, wobei wir @ < b voraussetzen,
und bildet sich in der Volumeneinheit wihrend der Zeit ¢ durch che-
mische Reaktionen eine Menge x (in Mol) des Reaktionsproduktes, so
wird nach dem Massenwirkungsgesetz (vgl. drittes Kapitel, § 7, Nr. 5)
im einfachsten Fall — Zusammentreten je eines Molekiils von beiden

1y Der Gedanke fiir den Beweis der Moglichkeit unserer Zerlegung sei hier
wenigstens kurz skizziert: Wenn g() = (¥ — a)* k(») und k(«) 0 ist, so
verschwindet offenbar auf der rechten Seite der Gleichung

LG I I S 42 LA G R A VRG]
g R E—aF k@ (@ — )k
der Zahler fiir ¥ = «; er hat daher die Gestalt % (%) (* — a)™-f; (%), wo f, (¥) wieder

ein Polynom, f,(«x)3+0 und die ganze Zahl m > 1 ist. Mit —;;% = B folgt also
1) B _ h (%)

glr) —af @F—a) mh)’

So weitergehend kann man den Grad der im Nenner auftretenden Potenz
von # — o immer weiter erniedrigen, bis schlieBlich keine solche Potenz im Nen-
ner mehr auftritt. Indem man auf den dann verbleibenden Bruch dasselbe
Verfahren fiirr eine andere Wurzel von g(x) anwendet und dieses so oft wieder-
holt, als g (#) verschiedene Faktoren enthilt, gelangt man schlieBlich unter Beriick-
sichtigung auch der komplexen Wurzeln zu der vollstindigen Partialbruchzerlegung.
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Reaktionskomponenten — die GroBe x als Funktion der Zeit sich mit
der Reaktionsgeschwindigkeit Z—f: k(@ — x) (b — x) vermehren; Auf-

gabe ist die Bestimmung der Funktion x (#). Fassen wir umgekehrt die
Zeit ¢ als Funktion von x auf, so ergibt sich

it 1 1 11y,
&Z—k'{;{_;})(b’i}_)_k(b—a)(a—x b—x)’
also durch Integration

kt=—~—-—1gb The, firzx<a<b,

wobei wir die Integrationskonstante ¢ aus der Forderung bestimmen,
daB fiir £ =0 noch kein Reaktionsprodukt vorhanden ist, dafl also

1- %
a

— log % + ¢ = 0 wird. Wir erhalten schlieBlich k¢ = ,;_l,,b, log P
1 -2
b
oder durch Auflésung nach x die gesuchte Funktion x(¥):
ab (1 —ele=Dkt)
e S P TR
5. Weitere Beispiele fiir Partialbruchzerlegung. (Methode der

unbestimmten Koeffizienten.)

Ist g(x) = (x —oy) (¥ — o) (¥ —a,), WO o; o flir 7 4%,
hat also g(x) lauter einfache reelle Wurzeln, so lautet die Partial-
bruchzerlegung einfach

1 ay

= Mo g

g (%) x— oy ¥ —a, X — Oy

a

Fiir die Koeffizienten, z. B. a,, erhalten wir eine explizite Darstellung
sofort, indem wir diese Gleichung mit x — «; multiplizieren, links
und im ersten Gliede rechts den Linearfaktor x — «; kiirzen und danach
¥ = «, setzen. Es ergibt sich so
- oy 1),

(g — og) (g — 0tg) =+« oty — 0ta)

Als typisches Beispiel fiir Nenner g(x) mit mehrfachen Wurzeln

a

betrachten wir die Funktion P (l ik deren Nenner die Doppel-
wurzel x = 0 besitzt. Hier fithrt uns entsprechend Nr. 3 der Ansatz

1
xzi(}r;il) ¥ — 1 T +
zum Ziel. Multiplizieren wir diese Glelchung mit xz(x — 1), so erhalten
wir zur Bestimmung der Koeffizienten g, b, ¢ die Gleichung

l=@+bx»—(b—c)x—c,
1) Der Leser mag sich iiberlegen, daB der Nenner rechts nichts anderes ist
als g’(a,), d. h. die Ableitung der Funktion g(#), genommen an der Stelle ¥ = «,.
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die fiir alle Werte von x erfiillt sein soll. Hierzu miissen alle Koeffi-
zienten des Polynomes (@ + ) x2 — (b —¢) ¥ — ¢ — 1 Null sein, d. h.

esmuBBa +b=b—c=c+1=00derc=—1,b= —1,a =1 sein.
Wir erhalten so die Zerlegung
1 1 1 1
Aa—1) x-1 x '
und es ist

d 1

x—1)

Die Funktion o (Beispiel fiir komplexe Wurzeln des Nenners)

x(x2+1)
werden wir gemidl der Gleichung
1 _a bx+¢
FEl) w At
zerlegen. Fiir die Koeffizienten gilt: a +bd=c=a — 1 =0; also
1 1 x

x@x2+1) x 2241
und hiernach

d 1
J‘;(xz%=log]x]—?log(x2+ 1).

Als drittes Beispiel betrachten wir die Funktion /——— pr oy + 1 deren Inte-
gration noch Leibniz groBe Schwierigkeiten bereitete. Wir kénnen
den Nenner als Produkt zweier quadratischer Faktoren darstellen:
¥+ 1=x2+1)2—2x2= (2241 —H/Ex) (241 —]/Ex) und wer-
den infolgedessen folgende Partialbruchzerlegung ansetzen:

1 ax +b cx+d
x‘+1_x’+]§x+l A—2x+1
Zur Bestimmung der Konstanten «, b, ¢, 4 erhalten wir die Gleichung

@+ +b+d—ay2+cy2)®+(@@t+c—by2+dy2)x
+@®+d—1)=0,

die durch die Werte

1 1 1 1
= —, = —, = — —, d _ —
212 2 2)2 2
befriedigt wird. Es ist also
1 1 x+72 1 x—)2

FET 22 2 tp2a+1 212 —j2a+1
und wir erhalten unter Anwendung der in Nr. 1 angegebenen Methode

dx 5
jm—ﬁlog]x2+ V2x 4 1] —Tloglx2 V2x +1]

+2—ﬁarctg (Y2x +1) -{—2—ﬁarctg (Jex—1),

ein Ergebnis, das man hinterher leicht durch Differenzieren bestatigen
kann.
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§ 6. Integration einiger anderer Funktionenklassen.

1. Vorbemerkungen iiber die rationale Darstellung der
trigonometrischen und Hyperbelfunktionen.

Auf die Integration der rationalen Funktionen 148t sich die Inte-
gration einiger anderer allgemeiner Funktionenklassen zuriickfithren. Wir
verstehen diese Zuriickfiihrung am besten, wenn wir uns vorher einige
elementare Tatsachen iiber die trigonometrischen und hyperbolischen
Funktionen klar machen. Aus der elementaren Trigonometrie ergeben

sich, wenn ¢ = tg »; gesetzt ist, die folgenden einfachen Formeln:
LI LT

1422 142

D. h. sinx und cosx lassen sich rational durch die Gréfe t = tg% aus-
driicken. Aus t = tg% folgt durch Differentiation

sinx = cosx =

also a2 .
at 1427

. . . d . .
also auch der Differentialquotient d—j driickt sich rational durch ¢ aus.

Die geometrische Bedeutung und Veranschaulichung unserer For-
meln gibt uns Figur 74. In ihr ist der Kreis
#2+ v2 =1 in einer wv-Ebene gezeichnet.
Bedeutet x den in der Figur gezeichneten

v

Winkel POT, so wird # = cos ¥, v = sin #. ¢
Der Winkel des Dreiecks OSP an der R
Spitze S im Punkte # = —1, v = 0 ist nach :; - —z

. . X
einem elementaren geometrischen Satz 3 und

man entnimmt der Figur nunmehr sofort die
geometrische Bedeutung der GroBe ¢; es ist

s . X . <
niamlich ¢ = tg == OR. Durchliuft der Fig: 74. Parameterdarstellung der
2 trigonometrischen Funktionen.

Punkt P, von S angefangen, im positiven
Sinne einmal den Kreis, d. h. durchlduft x das Intervall von — 7z bis
+ 7, so wird die Gréfe ¢ gerade einmal die ganze Werteskala von
— o0 bis 400 durchlaufen.

Ganz entsprechend kénnen wir auch die Hyperbelfunktionen

Cojx = %(e“c +e7%) und Ginzx = % (¢# — e~=) als rationale Funk-

tionen einer dritten GroBe darstellen. Das Nichstliegende ist, ¢ =t

1 = cos? i ——-—ﬁ = sin? ud und hieraus ergeben
i+ Sy 1ra=" 3 € &

. . ¥, x x ., X .
sich wegen sinx = 2 cos? 5 tg 1 und cos # = cos? 5= smz—g sofort die oben

1) Es ist namlich

hingeschriebenen Formeln.
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zu setzen, wodurch wir
1 1 . 1 1
Cof —-“2—(74‘7), Ginx —?<T———>,
also tatsichlich eine rationale Darstellung von ©in x und €of x erhalten.
Auch hier wird % = %— rational in 7. Es ergibt sich jedoch eine groBere
Analogie zu den trigonometrischen Funktionen, wenn wir die GroBe

= SZg—;— einfithren; wir gelangen dann zu den Formeln

21 1412
i—a Sofr=y1—4.

Hier folgt wie S.189 durch Differentiation von ¢ = %g % die rationale
Darstellung dx 9

t 1—

. Auch hier hat die GréBe ¢ eine ganz
ihnliche geometrische Be-
deutung wie bei den trigono-
metrischen Funktionen, was
man der Figur 75 leicht ent-
nimmt,

Wihrend jedoch bei den
trigonometrischen Funktio-
nen ¢ das Intervall von —oo
bis 400 durchlaufen muB,
damit wir die Gesamtheit
der Wertepaare von sinx und
cos x bekommen, wird bei den
hyperbolischen Funktionen
die GroBe ¢ auf das Inter-

Fig. 75. Parameterdarstellung der Hyperbelfunktionen, vall — 1 < ¢ < 1 beschrinkt
sein.

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir an unser Integrations-
problem.

Ginx =

. . . d
des Differentialquotienten d—j

v

u2-y2=1

=
x
k—Ginx—

2. Integration von R (cos x, sin x).

Es bedeute R({cos x, sin x) einen rationalen Ausdruck in den beiden
Funktionen sin x und cos #, d. h. einen Ausdruck, der aus diesen beiden
Funktionen und Konstanten in rationaler Weise gebildet ist, wie z. B.

3sin?x 4 cos x
3costy + sinx’

Wenden wir die Substitution t=tg% an, so geht das Integral
fR (cosx,sinx)dx in das Integral

fR(l_tz 2¢ > 24t
T+ 14+ 1+
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itber, und unter dem Integralzeichen steht jetzt eine rationale Funk-
tion von f. Die Integration unseres Ausdruckes ist daher im Prinzip
geleistet, da wir das Integrationsproblem jetzt nach den Methoden des
vorigen Paragraphen losen kénnen.

3. Integration von R (€ojx, Ginx).

Ist ganz entsprechend R(€of #, €in #) ein rationaler Ausdruck in
den hyperbolischen Funktionen €of x und &in x, so gelingt seine Inte-

gration durch die Substitution ¢ = ig—;i; es wird also unter Beach-

tung von
dx 2

it T 1—¢2

J R (Gofx, Cf5in;~c)dx=jR(l~l"t2 2! ) 2t

1—2’ 1—-2/1—

(Wir hitten im ibrigen entsprechend der obigen Bemerkung auch
einfach 7 = ¢* als neue unabhingige Verinderliche einfithren und €of x
und Sin x durch 7 ausdriicken kénnen.) Wiederum ist die Integration
auf die einer rationalen Funktion zuriickgefiihrt.

4. Integration von R(x, J1—x%).
Das Integral [R (, Y1—22)dx fithren wir durch die Substitu-
tion x = cosu, Y1—x® =sinu, dx = — sinudu auf den unter Nr. 2
behandelten Typus zuriick; durch die Substitution ¢ = tg% konnen wir

von da aus sofort zu einem Integral iiber eine rationale Funktion ge-
langen. Wir kénnen aber, wie ich beiliufig bemerke, diese Zuriick-
filhrung statt mit zwei Schritten auch auf einmal vornehmen, indem
wir sofort die Substitution

t'_‘l/l—x' _1—[2. /ﬁ'— 2¢ . dx_ f4l
=Vire *Tiye V7%= T+ dt (14
ausfiihren, welche unser Integral in eines iiber eine rationale Funktion
von ¢ verwandelt; d. h. wir fithren sofort ¢ = tg % als neue Verinder-

liche ein und erhalten damit ein Integral einer rationalen Funktion.

5. Integration von R(x, }x*—1).

Das Integral fR (2, Y#2—1)dx geht durchdie Substitution x = Eof %
in den unter Nr.3 behandelten Typus iiber. Hier kénnten wir auch
direkt durch Einfihrung von

t= /% =395

zum Ziele kommen.
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6. Integration von R (x, ]/;2 + 1).
Das Integral [ R (x, Y** + 1) dx wird durch die Substitution x= Gin u

ebenfalls auf den Typus unter Nr. 3 zuriickgefiihrt, ist somit elementar
ausfithrbar. Anstatt die weitere Reduktion auf das Integral einer

rationalen Funktion nun durch die Substitution e* = v oder ¥g 12‘— =1

vorzunehmen, hitten wir iibrigens auch mit einem Schlage durch die

Substitution 7 =x + }#%+ 1 oder auch ¢/ = —_—1-—*_—1 #+1 das Integral

einer rationalen Funktion erhalten kénnen.

7. Integration von R(x, Yax®+2bx+c).

Das Integral f R(x, ]/c;cz-}'—;élg + E) dx iiber einen Ausdruck,
welcher sich rational aus x und einer Quadratwurzel aus einem belie-
bigen Polynom zweiten Grades in x zusammensetzt, 148t sich sofort
auf einen der eben behandelten Typen zuriickfithren. Wir schreiben
(vgl. zum folgenden S. 183)

Gx2 4+ 2bx 4 ¢ =%(ax—}—b)2 + ——“a—bz

ax +b

und fithren im Falle ac¢ — 2 > 0 durch die Transformation & =

ac — b2
eine neue Intcgrationsvariable & ein, wobei sich unsere Quadratwurzel
in V” &2 +1 verwandelt. Das Integral wird also in der Va-

riablen & genau den Typus aus Nr. 6 zeigen. Die Konstante a mul
hierbei positiv sein, damit die Quadratwurzel iiberhaupt reelle Werte
besitzt.

Ist ac—b2=0, >0, so ist wegen Jar* 4 2bx+c= ﬁ<x+ %)

der Integrand von vornherein rational in x.

Ist endlich ac— b2 <0, so setzen wir & = }%x il und erhalten
- a c
fiir unsere Quadratwurzel den Ausdruck V—»—f & —1). Ist a positiv,

so ist damit unser Integral auf den Typus unter Nr.5 zuriickgefiihrt;
ist jedoch a negativ, so schreiben wir unsere Wurzel in der Form

]/ bz__a“ J1 — & und erkennen, daB die Zuriickfithrung auf den Typus
Nr. 4 geleistet ist.

8. Weitere Beispiele fiir Zuriickfilhrung auf Integrale
rationaler Funktionen.
Von weiteren Funktionstypen, deren Integration durch Zuriick-
fithrung auf rationale Integranden gelingt, nenne ich kurz noch zwei:
einmal rationale Ausdriicke in zwei verschiedenen Quadratwurzeln
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aus linearen Ausdriicken: R(x, Yax + 6, Yux + ﬂ) zweitens Ausdriicke

der IForm R< l”i /3) wobei @, b, «, 8 Konstante sind. Fithren wir

im ersten Falle § = ]ax-}— ﬂala neue unabhingige Verdnderliche ein,

so daB ax + =&, alio x = & a_ﬂ, %’; = 2(1—5 wird, so ergibt sich

x5 s prae= R (EE ) f)2s
fR(x, Jax+b, ]yax+/3)dx—fR< —, (ad? ﬂ boc) dé&,
also der unter Nr. 7 behandelte Typus.

Fiihren wir im zweiten Falle als neue unabhidngige Verinderliche

die Grofle & = l/%—% ein, so wird

5n_ax+b x_—ﬁé"—{—b Ei— aﬁ—_ba
T ax+p’ afr—a ' d& (e &m — a)?

und wir gelangen unmittelbar zu der Formel

J o - o)t s,

also zu dem Integral einer rationalen Funktion.

nfﬂ -1 R

9. Bemerkungen zu den Beispielen.

Die obigen Ubcrlegungen haben vor allem ein prinzipielles theo-
retisches Interesse. Die wirkliche Durchfithrung bei verwickelten Aus-
driicken wiirde hdufig allzu kompliziert werden. Es ist daher zweck-
miBig, unter Umstidnden die spezielle Natur der zu integrierenden

Funktionen zu benutzen, um gréBere Einfachheit zu erzielen. Z. B.

. " . . 1
wird man fir die Integration des Ausdrucks - (0% ¥ cost 4 statt der
unter Nr.2 angegebenen Substitution besser ¢ = tg x als neue Ver-

anderliche einfiihren, da sich sin? ¥ und cos? x schon rational durch
tg x ausdriicken lassen und daher ein Zuriickgehen auf tg~ nicht mehr

notig ist. Dasselbe gilt fiir jeden Ausdruck, der sich aus sin? x, cos? x
und sin x cos x rational aufbaut?). In vielen Fillen wird man dbrigens
fiir die Ausfiibrung von Integralen nicht eine rationale Gestalt, sondern
eine trigonometrische vorziehen, falls man von dieser aus durch ein
ibersichtliches Rekursionsverfahren zum Ziele kommen kann. Z. B. wird
man das Integral fx" (}1— x2)mdx statt in eine rationale Form lieber
durch die Substitution x =sin# in die Gestalt fsm" wcos™tludu
setzen, in der man es leicht durch ein Rekursionsverfahren nach § 4
behandeln kann (oder auch, indem man mittels der Additionstheoreme

1) Denn sinx cos ¥ = tg x cos? » 1aBt sich natiirlich rational durch tg # aus-
driicken.

Courant, Differentialrechnung. 1. 2. Autl. 13
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die Potenzen der sin und cos auf die sin und cos der vielfachen Winkel
zurlickfiihrt).
Zur Auswertung des Integrals

J‘ a—co;_x—d—% bsin # (a® + &% > 0)
werden wir, statt auf die allgemeine Theorie zuriickzugehen, eine
Zahl A und einen Winkel & so bestimmen, daB3
a=Asin®, b=Acos?
ist; d. h. wir setzen

A = Ya2 + 2, 0=arctg%.
Das Integral geht dann in
1 dx
Z.J‘ sin (¥ + 5)
iiber, als dessen Wert sich nach Einfithrung von x + ¢ als neuer Ver-

inderlichen | X Y
i F4

ergibt (vgl. S.174).

§ 7. Bemerkungen iiber Funktionen, die sich nicht mittels
der elementaren Funktionen integrieren lassen.

1. Definition von Funktionen durch Integrale. Elliptische Integrale.

Mit den angegebenen Beispielen von Funktionentypen, deren Inte-

gration sich auf die von rationalen Funktionen zuriickfithren 1a0t,
ist im wesentlichen der Bereich der elementar integrierbaren Funktionen-
klassen erschopft. Die Bemiihungen, z. B. allgemeine Integrale der
folgenden Art:
V’ao+a;‘?;‘.‘.“‘f;“;i’ f Va+ax - Fapands oder | Tdx
durch elementare Funktionen auszudriicken, sind stets gescheitert;
im 19. Jahrhundert gelang sogar der Beweis fiir die prinzipielle Un-
méglichkeit, diese Integrationen mittels der elementaren Funktionen
auszufiihren. :

Wenn es also das Ziel der Integralrechnung wire, Funktionen
elementar zu integrieren, so wiren wir rasch am Ende dieser Kunst
angelangt. Aber ein solches Ziel hat tatsichlich keine innere Berechti-
gung; im Gegenteil, es haftet ihm etwas Kiinstliches an. Dal das
Integral einer stetigen Funktion existiert und als Funktion der oberen
Grenze wiederum eine neue stetige Funktion darstellt, ist eine Tat-
sache, die mit der Ausdriickbarkeit dieser letzten Funktion durch
elementare Funktionen nichts zu tun hat. Was die elementaren Funk-
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tionen auszeichnet, ist im Grunde nur die Tatsache, daB sie in ihren
Eigenschaften leicht iibersehbar sind, dafl ihre numerische Verwendung
vielfach durch bequeme Tabellen erleichtert ist bzw. dall man sie, wie
die rationalen Funktionen, auf einfache Weise mit beliebiger Genauig-
keit berechnen kann.

Nichts hindert uns, wenn das Integral einer Funktion sich durch die
uns geldufigen Funktionen nicht ausdriicken 1af}t, dieses Integral als
cine neue, ,hohere’” Funktion in die Analysis einzufithren, d.h. im
Grunde nur, ihm einen Namen zu geben. Ob die Einfithrung einer solchen
neuen Funktion zweckmiBig oder unzweckmiBig ist, wird davon ab-
hingen, was flir Eigenschaften sie besitzt, wie hdufig man auf sie ge-
fiihrt wird und wic leicht man sie theoretisch oder numerisch beherr-
schen kann. In diesem Sinne bildet also der IntegrationsprozeB ein
Prinzip zur Erzeugung neuer Funktionen.

Im Grunde genommen kennen wir dieses Prinzip schon von den
elementaren Funktionen her. So sahen wir uns genétigt (drittes

Kapitel), das zunichst noch nicht bekannte Integral von % als neue

Funktion einzufithren, die wir als Logarithmus bezeichnet haben und
deren Eigenschaften wir dann leicht feststellen konnten. Ganz dhnlich
hitten wir auch, lediglich auf die rationale Funktion, den Integrations-
prozeB und den UmkehrungsprozeB gestiitzt, die trigonometrischen
Funktionen einfithren kénnen; man braucht dazu nur etwa eine der
beiden Gleichungen

A X
tgx A der iin at
= | -- — S =
arc tg T o arc sin x T
0 0

als Definition der Funktion arctg x bzw. arc sin x an die Spitze zu
stellen, um dann aus ihr durch Umkehrung die trigonometrischen Funk-
tionen zu gewinnen; ein Verfahren, durch welches man die Definition
dieser Funktionen von der Geometrie loslést, sich aber natiirlich die
Verpflichtung auferlegt, ihre Eigenschaften nunmehr auch unabhingig
von der Geometrie aus der Definition durch Integrale zu entwickeln ).

Das erste und wichtigste Beispiel, welches tiber den Bereich der ele-
mentaren Funktionen hinausfithrt, geben uns die elliptischen Integrale.
Es sind dies Integrale, bei denen der Integrand in rationaler Weise eine
Quadratwurzel aus einem Ausdruck dritten oder vierten Grades enthélt.
Als besonders wichtig hat sich unter diesen Integralen die Funktion

8

dx

0= e
0

1) Auf die Ausfithrung dieses Gedankens will ich hier nicht eingehen. Das
Wesentliche ist, daB man die Additionstheoreme der Umkehrfunktionen, d. h.
des Sinus und des Tangens, beweist.

13*
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erwiesen. Ihre Umkehrfunktion s(u) spielt ebenfalls eine groBle Rolle.
Fiir £ = 0 erhalten wir speziell #(s) = arc sin s bzw. s(%) = sin . Die
Funktionen s(#) hat man in ihren Eigenschaften genau so gut er-
forscht und in Tabellen festgelegt wie die elementaren Funktionen.
Dies fiithrt uns jedoch aus dem Rahmen dieser Betrachtung hinaus in
das Gebiet der sog. elliptischen Funktionen, welches ein Kernstiick der
Funktionentheorie bildet.

Hier mochte ich nur erwihnen, daB das Wort elliptische Integrale
von der Tatsache herriihrt, daB solche Integrale bei dem Problem
der Lingenbestimmung eines Ellipsenbogens auftreten. (Vgl. fiinftes
Kapitel, S.229)

Ich mochte ferner bemerken, daB Integrale von scheinbar ganz
anderem Aussehen sich durch einfache Substitutionen als elliptische
Integrale erweisen. Beispielsweise geht das Integral

dx

Jcos « — cos #

X

2
—_ k }/EJ‘ o '__;('i'?:;.:'*;._ ) k = 1 3
HI =) (I = 7% ud) ,

iiber; das Integral
_4x
f} cos 2 x

durch die Substitution # = sin x in

du .
S

schlieBlich verwandelt sich das Integral

dx
J1 = k%sinx

L= o) (L= k)

durch die Substitution # = cos % in das Integral

durch # = sin x in

2. Grundsitzliches iiber Differentiation und Integration.

Noch eine allgemeine Bemerkung iiber das Verhiltnis der Diffe-
rentiation zur Integration sei eingeschaltet. Die Differentiation ist, da
sie aus dem Bereich des (egebenen nicht herausfiihrt, der elemen-
tarere ProzeB gegeniiber der Integration. Andererseits aber miissen
wir uns vor Augen halten, daB die Differenzierbarkeit irgend einer
stetigen Funktion keineswegs selbstverstindlich ist, sondern eine sehr
einschneidende Voraussetzung darstellt. Wir haben ja gesehen, daB
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es stetige Funktionen gibt, die an einzelnen Stellen nicht mehr diffe-
renzierbar sind, und ich crwihne ohne Beweis die Tatsache, daBl man
seit Weierstraf zahlreiche Beispiele fiir stetige Funktionen konstruieren
kann, welche sogar nirgends cinen Differentialquotienten besitzen ).
(Es steckt also in der mathematischen Definition der Stetigkeit viel
weniger, als die naive Anschauung zunéichst vermuten Ii6t.) Im Gegen-
satz dazu ist zwar die Integration im allgemeinen nicht mehr elementar
ausfuhrbar, dafiir aber ist man untcr allen Umstinden der Existenz
des Integrales einer stetigen Funktion sicher.

Alles in allem erkennen wir, daB Differentiation und Integration
nicht schlechthin als mehr oder weniger elementar einander gegen-
iiberstehen, sondern daB3 in der einen Hinsicht der eine, in der anderen
der andere ProzeB als der clementarere bezeichnet zu werden verdient.

Was den Integralbegriff betrifft, so wcrden wir sogleich im ndchsten
Paragraphen erkennen, daB er nicht einmal an die Voraussetzung der
Stetigkeit der zu integrierenden Funktion gekniipft ist, sondern sich
auf weite Klassen von Funktionen mit Unstetigkeiten ausdehnen liBt.

§ 8. Erweiterung des Integralbegriffes. Uneigentliche
Integrale.

1. Funktionen mit Sprungstellen.

Zunichst schen wir sofort, daB der Erweiterung des Integralbegriffs
keinerlei Schwierigkeit cntgegensteht, wenn 4
die zu integrierende Funktion f(x) an einer
oder mehreren Stellen des Intervalles sprung-
haft unstetig ist. Dann brauchen wir als
Integral der Funktion nur die Summe der
Integrale iiber die ecinzelnen Teilintervalle
zu verstehen, in denen dic Funktion stetig i 7 Integral tber unstetige
bleibt 2). Auch anschaulich behilt das Inte-
gral als Flicheninhalt seine Bedeutung bei (vgl. Fig. 76).

2. Funktionen mit Unendlichkeitsstellen.

Anders liegt jedoch die Sache, wenn das Integrationsintervall im
Innern oder an einem Endpunkt cine Unendlichkeitsstelle der Funk-
tion besitzt. Um den Integralbegriff fiir diesen Fall noch formulieren
zu konnen, miissen wir einen weiteren Grenziibergang heranzichen.

(Jla b T

1) Vgl. F. Klein, Elementarmathematik vom héheren Standpunkt aus, III.
S. 39ff. Berlin: Julius Springer 1928.

%) Eigentlich miiBten wir beachten, daB wir friiher bei der Integraldefinition
dic Intervalle als abgeschlossen betrachteten und die Funktion als stetig in dem
abgeschlossenen Intervalle voraussetzten. Es entsteht aber hieraus jetzt keine
Schwierigkeit fiir uns, da wir fiir jedes abgeschlossene Teilintervall die Funktion
f(#) zu einer stetigen erginzen kénnen, indem wir einfach die Grenzwerte der
Funktion bei Anndherung an die Endpunkte vom Inneren des Intervalles als
Funktionswerte in diesen Endpunkten hinzunehmen.
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Wir erlautern die méglichen Vorkommnisse zunichst an einigen Bei-
spielen, bevor wir die allgemeinen Begriffsbildungen formulieren, und
zwar betrachten wir das Integral

dx
%
wo o eine positive Zahl ist. Der Integrand ;1,; wird fiir x — 0 unendlich,

und wir kénnen das Integral daher nicht von der unteren Grenze 0
an erstrecken. Dagegen kénnen wir untersuchen, was herauskommt,
wenn wir es von der positiven Grenze ¢ etwa bis zur Grenze 1 erstrecken
und zum SchluBl ¢ gegen 0 streben lassen. Nach den elementaren Inte-
grationsregeln erhalten wir, auBer im Falle o = 1,

1

fif,i = a—y.

x 1—a

&

Wir erkennen nun sofort, daB3 folgende Méoglichkeiten bestehen. Erstens:
Esist « > 1. Dann strebt die rechte Seite mit abnehmendem & gegen oo.

Zweitens: « < 1. Dann strebt die rechte Seite gegen den Grenzwert
1 . . . .

== Im zweiten Falle werden wir also diesen Grenzwert einfach als
das Integral zwischen den Grenzen 0 und 1 betrachten. Im ersten
Falle werden wir sagen, daf3 dieses Integral nicht existiert. Im dritten
Falle « = 1 wird das Integral gleich — log ¢ sein und daher ebenfalls
mit abnehmendem ¢ keinem endlichen Grenzwert zustreben, sondern
unendlich werden, d. h. nicht existieren.

Ein anderes Beispiel dafiir, daB man eine Integration bis in eine
Unendlichkeitsstelle einer Funktion hineinerstrecken kann, gibt der

Es wird

Integrand 7“ !

1 —x

—

—&
X

7 = = arcsin (1 —¢).
— X

S S—
s

L4aBt man & gegen O streben, so wird die rechte Seite gegen einen
bestimmten Grenzwert, nimlich %, konvergieren; man wird daher
1

diesen Wert als —lg% bezeichnen, obwohl der Integrand an der
—X

0
Stelle x =1 unendlich wird.

Um aus diesen Beispielen einen allgemeinen Begriff zu abstrahieren,
bedenken wir zunichst, daB3 es ganz gleichgiiltig ist, ob die Unstetig-
keit einer zu integrierenden Funktion am oberen oder unteren Ende
des Integrationsintervalles liegt; denn wir kénnen obere und untere
Grenze eines Integrales bei gleichzeitiger Anderung des Vorzeichens
vertauschen. Nunmehr sagen wir: Wenn in einem Intervall a < x < b
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die Funktion f(x) hichstens mit Ausnahme des Endpunktes b stetig ist,
b

so definieren wir als f f(x)dx den Grenzwert
a
b—¢

lim f f(x)dx

e=>0a
— wobei die Stelle b — ¢ vom Innern des Intervalles her gegen den End-
punkt b strebt —, vorausgesetzt, daf dieser Gremzwert existiert.

b
Wir sagen in diesem Falle, das Integral f f(x) dx ist ein konvergentes

uneigentliches Integral. Wenn abe: unser Grenzwert nicht existiert,

b
sagen wir, dal das Integral f f(x)dx nicht existiert oder nicht kon-
a

vergiert oder daB es divergiert.
Eine analoge Definition gilt nach dem Gesagten, wenn nicht die obere,
sondern die untere Grenze des Integrals der Ausnahmepunkt ist.

Auch ein uneigentliches Integral kann man durch einen Flichen-
inhalt deuten. Es hat zwar zunichst keinen Sinn, von dem Flichen-
inhalt eines sich ins Unendliche erstreckenden Gebietes zureden ; aber man
kanndoch versuchen, einensolchen Flacheninhalt zu definieren,indem man
einen Grenziibergang von beschrankten Gebieten mit endlichem Flachen-
inhalt vornimmt. Beispielsweise besagt das obige, auf die Funk-

tionen ;15 beziigliche Resultat, daB der Flicheninhalt, der von der
x-Achse, der Geraden x =1, der Geraden x = ¢ und der Kurve
y = };‘; begrenzt ist, fiir é— 0 einem endlichen Grenzwert zustrebt,

sobald o << 1 ist, dal er aber ¥
unendlich wird, sobald« =1 ist.
Man driickt diese Tatsache ein-
fach so aus: Der Flicheninhalt
zwischen x-Achse, y-Achse, un-

serer Kurve und der Geraden Y=

x =1 ist endlich bzw. un-

endlich. o
Die Anschauung kann uns 7

natiirlich iiber Endlichkeit oder @ z

Unendlichkcit dGS Flécheninhal- Fig. 77. Zur Konvergerllrz‘t:gnrglfivergenz uneigentlicher
tes eines sich bis ins Unendliche

erstreckenden Flichenstiickes nichts Prizises aussagen. Man kann nur
sagen, daB ein Flichenstiick, das ins Unendliche reicht, um so eher
doch noch einen endlichen Flacheninhalt besitzen wird, je schmaler es
sich zusammenzieht. In diesem Sinne veranschaulicht uns die Figur 77
die Tatsache, daB fiir & < 1 die Flicheninhalte unter unseren Kurven
endlich bleiben, wihrend sie fiir = 1 unendlich werden.
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Um zu erkennen, ob eine Funktion f(x), welche fiir x = b eine
Unendlichkeitsstelle besitzt, sich in die Stelle ¥ = & hineinintegrieren
laBt, wird man nicht stets eine besondere Untersuchung anstellen
wollen, sondern sich haufig des folgenden Kriteriums bedicnen konnen:

Es sei im Intervall 2 < x < b die Funktion f(x) positivl), und es

b

gelte lim f(x) = oco. Dann konvergiert das Integral f f(x)dx, falls es
z—b a

eine unterhalb 1 liegende positive Zahl u und eine feste, von x unab-
hiangige Schranke M gibt, derart, daB in dem Intervall a < x < b

f) <L %Tii%)ﬁ bleibt; mit anderen Worten, wenn die Funktion f(x)

an der Stelle x = b von geringerer Grofenordnung als von der ersten
unendlich wird. Das Integral divergiert dagegen, wenn es eine Zahl » > 1

und eine positive Schranke N gibt, derart, daB f(x) > (Tiv 7 wird; mit

anderen Worten, wenn die Funktion an der Stelle x = b von min-
destens erster Orvdnung unendlich wird.

Der Beweis folgt fast unmittelbar aus dem Vergleich mit dem ein-
fachsten schon oben diskutierten Fall. Um etwa den ersten Teil des
Satzes zu beweisen, beachten wir, daB fir 0 < e < b —a

b—e¢ b—e
M
0< [1ln) dx < [ ada

ist und dal das Integral rechts fiir ¢é—0 —es entsteht aus dem
Integral zu Anfang dieser Nummer durch einfache Bezeichnungsinde-

rung — einen Grenzwert hat, also beschrinkt bleibt, daB ferner die
b—¢

Werte f f(x)dx fir e— 0 monoton zunehmen. Diese Werte besitzen
a b

also einen Grenzwert, d. h., das Integral f f{x) dx konvergiert.

a

Den genau parallel laufenden Beweis fiir den zweiten Teil des Satzes
kann ich dem Leser selbst iiberlassen.

Ebenso erkennt man sofort, daB genau die entsprechenden Sitze
auch gelten, wenn die unfere Grenze des Integrales eine Unendlich-
keitsstelle ist. Liegt eine Unendlichkeitsstelle im Innern des betrach-
teten Intervalles, so braucht man dieses nur durch diese Stelle in zwei
Teilintervalle zu zerlegen und auf jedes der beiden die obigen Betrach-
tungen anzuwenden.

Als weiteres Beispiel betrachten wir das elliptische Integral

1
f~_~ L k<),
VT — ) (1 — ke
0

1) Im achten Kapitel, Anhang, werden wir iibrigens sehen, da3 eine solche
Vorzeichenbeschrinkung leicht beseitigt werden kann.
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Man sieht sofort, daB fiir x = 1 der Integrand nur von der GréBen-
ordnung % unendlich wird, woraus die Existenz des uneigentlichen
Integrales folgt.

3. Unendliches Integrationsintervall.

Eine andere, ebenso wichtige Erweiterung des Integralbegriffes be-
steht darin, daB wir eine Integrationsgrenze ins Unendliche verlegen.
Wir fithren, um diese Erweiterung des Begriffes zu prizisieren, folgende
Bezeichnungen ein: Wenn das Integral -

A
aff(x)dx

bei festem a einem bestimmten Grenzwert zustrebt, sobald A positiv
iiber alle Grenzen wichst, bezeichnen wir diesen Grenzwert mit

!f(x)dx

und nennen ihn das bis ins Unendliche erstreckte Integral der Funk-
tion f(x). Selbstverstiandlich braucht ein solches Integral nicht immer
zu existieren oder, wie man sagt, zu konvergieren. Einfache Bei-

spiele fiir die méglichen Vorkommnisse liefern uns wieder die Funk-
1
xo " 4 )
dx . l—a .

f_“ T 11—« (A * l) ’

1
wir erkennen hieraus, wenn wir wieder den Fall « = 1 ausschlieBen,
daB im Falle « > 1 das ins Unendliche erstreckte Integral existiert,
und zwar, dal genau

tionen f(x) =

wird; daB dagegen im Falle « <1 das Integral nicht mehr existiert.
Fiir den Fall « = 1 existiert das Integral selbstverstdndlich auch nicht,
da log x mit x gegen Unendlich strebt. Wir sehen also, daf die

. 1 . . . . .
Funktionen - hinsichtlich der ins Uncndliche erstreckten Integrale

sich anders verhalten als bei Integration in den Nullpunkt hinein,
Auch diese Tatsache wird durch einen Blick auf die Figur 77
plausibel gemacht. Denn wir sehen, daB, je grofer « ist, desto enger
sich die Kurven fiir groBe Werte von x an die x-Achse anschmiegen,
so daB} dic Konvergenz des betreffenden Flicheninhaltes fiir gréBere
Werte von 4 verstindlich wird.

Filir die Existenz ecines ins Unendliche erstreckten Integrales ist
oft das folgende Kriterium niitzlich, bei dem wir wiederum vor-
aussetzen, dafB fiir hinreichend groBe Werte von x, etwa fir x = a,
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der Integrand f(x) von einem Zeichen bleibt — wir diirfen ihn ohne
Beschriankung der Allgemeinheit positiv wihlenl) —. Dann gilt: Das

Integral f f(x)dx konvergiert, wenn die Funktion f(x) 1m Unendlichen

von hoherer als erster Ordnung verschwindet, d.h. wenn es eine Zahl
v > 1 gibt, derart, daB fiir alle noch so groBen Werte von x die Be-

ziehung 0 < f(x) < 71:[—,— besteht, wobei M eine von x unabhingige feste

Schranke bedeutet. Ebenso divergiert das Integral, wenn die Funktion f(x)
positiv bleibt und im Unendlichen von nicht hoherer als erster Ordnung
verschwindet, d. h. wenn es eine feste Schranke N >0 gibt, derart, daB
%f(x) = N bleibt. Der Beweis dieser Kriterien, der dem obigen voll-
standig parallel lduft, kann dem Leser {iberlassen bleiben.

Das einfachste Beispiel ist das Integral f ,,_la dx (a>0). Der Integrand

verschwindet im Unendlichen von zweiter Ordnung. Tatsichlich sehen
4
. . . 1 1
wir sofort, daB das Integral konvergiert, denn es ist J‘% dx = -
a
und so erhalten wir

Ebenso nahe liegt das Beispiel

. 1 .
fmdx = lim (arctg 4 — arctgO0) =%.
0

A—o

Ein weitcres, fiir die Analysis besonders wichtiges Beispiel bieten
die sog. I-Integrale

I'(n) = fe'“x"‘ldx (n=1).

Auch bei ihnen ist das Konvergenzkriterium erfiillt ; denn z.B. firv = 2

ist lim »”.¢~*x"~1 = 0, da ja die Exponentialfunktion ¢~* von héherer
Z—o©

Ordnung Null wird als jede Potenz x—lm (m > 0). Diese I'-Integrale,

welche wir als Funktionen I'(#) der (nicht notwendig ganzen) Zahl #
auffassen konnen, erfiillen eine bemerkenswerte Beziehung, zu welcher
wir durch Produktintegration folgendermaBen gelangen:

fe"‘x"‘l dx =— e *x" 14 (n—1) fe‘zx"—zdx.

Nehmen wir die Formel zwischen den Grenzen 0 und A und lassen

1) Die Aufhebung dieser Vorzeichenbeschrankung ergibt sich von selbst im
Anhang zum achten Kapitel.
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dann 4 iiber alle Grenzen wachsen, so erhalten wir sofort
I'in)=(n—1) j‘oe‘”x"‘de =m—1)1(n—1)

und aus dieser Rekursionsfourmel, falls u eine ganze Zahl und 0 <<y <n ist,

Pl = (n—1)-(1—32) oo (n— ) [ e=ran=n=tdx.
0

Ist » eine ganze positive Zahl, so ergibt sich

T =(n—1)n—2--321fcdx,
und da . ¥
fe‘*'dx =1

[y}
ist, folgt schlieBlich
I'n)=mn—1)(n—2--2-1=(n—1)".
Diese Darstellung der Fakultaten durch Integrale spielt in sehr vielen

Anwendungen eine groe Rolle.
Auch die Integrale

o

[e 0]
fe"’dx, fx”e"”zdx
b

0

konvergieren, wovon man sich sofort nach unseren Kriterien {iberzeugt.

Ein fiir viele Anwendungen wichtiges konvergentes Integral, dessen

Konvergenz wir nicht direkt nach dem obigen Kriterium nachweisen
konnen, ist das ,,Integral von Dm'chlel“

J= J'i‘ﬂfd

Scine Konvergenz beruht auf dem periodischen Vorzeichenwechsel des
Integranden, wobei die von benachbarten Integrationsintervallen der
Lange 7 herriihrenden Bestandteile sich gegenseitig nahezu zerstéren.
Um diesen Umstand auszunutzen, schreiben wir den Ausdruck

B

D fmnxd
AB= | -—

4
- dessen Verschwinden im Limes fiir unbegrenzt wachsendes 4 und B
gleichbedeutend mit der zu beweiqenden Konvergenz ist — in der Form

A+ B+
DAB_J‘?lnxd J‘smxd + J‘jlifdt
A o A4
filhren in dem letzten der drei Integra]e rechts x = ¢ — & als neue
Integrationsvariable ein, wobei sin # = — sin # wird, und erhalten
A4a B4n B

sm x sin x sin ¥
D -~f dx—-J‘ »»»»» dx—f -dx.
AB ,1 X x -L T
A B

A
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Addition zu dem urspriinglichen Ausdruck fiir DA p ergibt
A4z B+a

2DAB_J‘€12;: _J‘%mxd x4 ‘J‘ smx
4

Hieraus folgt sofort, wenn wir etwa B>A annehmen,

. . 2n dx
!2DAB|<-;1~+7E‘J‘?.
A

Da die rechte Seite mit wachsendem 4 und B gegen Null strebt (siche
die Betrachtungen auf S. 202), so ist damit die Konvergenz des Inte-
grales J bewiesen. Wir werden spiter in Kap. VIII, Anhang, § 3 einen
weiteren Beweis dieser Tatsache kennenlernen und in Kap. IX, §5

dariiber hinaus feststellen, da3 J den Wert = be51tzt

Selbstverstindlich behalten alle Regeln uber Substitution neuer

Verdnderlicher usw. auch bei konvergenten uneigentlichen Integralen

ihre Giiltigkeit. Um beispielsweise das Integral fx e~ dx zu be-

0
rechnen, fithren wir # = x2? als neue Veridnderliche ein und erhalten

o] ©o
s . 1
J'xe—’ dx = l‘J‘e—"du =lim 5 (1 —¢4) = 1.
2 A-—»co2 2
0 0

Ein anderes Beispiel fiir die Anwendung der Transformationstheorie
zur Untersuchung uneigentlicher Integrale liefern die in der Theorie
der Lichtbeugung auftretenden ,,Fresnelschen Integrale’’

F1=fsin’(x2)dx, F2=fcos (x%dx.
0 o

Die Substitution x2 = # liefert
[eo]

Fl_:é_fs;n_ud Fzz_fcosu
0

Nun wird nach Ausfiihrung einer Produktmtegratlon
B

du.

_du= —_— T == — = 3
& y4 }B 2A u?

B
sin % cos A cos B 1 J‘ cos u

Hier strebt mit wachsendem 4 und B der erste Bestandteil rechts gegen
Null, ebenso der zweite Bestandteil nach dem Kriterium von S. 202.
Es ist somit die Konvergenz unseres Integrales F, bewiesen.
In genau derselben Weise wird der Konvergenzbeweis fiir F, gefiihrt.
Vielfach wird durch eine Substitution ein uneigentliches Integral in
ein eigentliches iibergehen. Z. B. liefert die Transformation x =sinu
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Andererseits gehen ebenso Integrale iiber stetige Funktionen f(x) in
uncigentliche Integrale iiber, wenn in dem Endpunkt des Integrations-
intervalles bei eciner Transformation # = @(x) die Ableitung ¢'(x)

. dx . .
verschwindet, also Y unendlich wird,

Fiinftes Kapitel.

Anwendungen.

Wir wollen, nachdem wir eine gewisse Bewegungsfreiheit gewonnen
haben, in diesem Kapitel die Anwendbarkeit des Gelernten nach ver-
schiedenartigen Richtungen hin in Geometric und Physik dartun.

§ 1. Darstellung von Kurven.
1. Die Parameterdarstellung.

Bei der Darstellung einer Kurve durch eine Funktion y = f(x)
milssen wir uns, wie wir im ersten Kapitel sahen, jeweils auf einen
eindeutigen Zweig beschrinken. Es ist daher vielfach, insbesondere,
wenn es sich um geschlossene Kurven handelt, bequemer, andere
analytische Darstellungen heranzuziehen. Die allgemeinste und zu-
gleich handlichste Darstellungsform gibt uns die Parameterdar-
stellung von Kurven. Man betrachtet nicht die eine rechtwinklige
Koordinate als Funktion der anderen, sondern man faft beide Ko-
ordinaten x und y als Funktionen einer dritten unabhingigen Ver-
dnderlichen ¢, einer sog. Hilfsvariabeln oder eines Parameters, auf;
dabei durchlduft dann der Punkt mit den Koordinaten x und y die
Kurve, wenn ¢ ein bestimmtes Intervall durchliuft. Solche Para-
meterdarstellungen sind uns schon be- A
gegnet. Z. B. erhalten wir fiir den ¥
Kreis %% + y2 = a2 ecine Parameter-
darstellung in der Form x = a cos ¢,
y=asin¢. Hier hat ¢ in der bekannten
Weise die geometrische Bedeutung eines
zum Kreise gehorigen Zentriwinkels. 7 z
Ebenso ergibt sich fiir die Ellipse

22 y2
a? b2

=1

die Parameterdarstellung x = a cos ¢,
y=bsin{, wobei? die sog. exzentrische Fig. 78.

Anomalie bedeutet, nimlich den Zentri-

winkel, der zu dem senkrecht iiber bzw. unter dem Ellipsenpunkt P liegen-
denPunkte des umbeschriebenen Kreises gehort. (Fig.78.) Indiesen beiden
Fillen beschreibt der Punkt mit den Koordinaten x,y den ganzen Kreis
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bzw. die ganze Ellipse, wenn der Parameter ¢ das Intervall von 0 bis 2%
durchliuft.

Allgemein kénnen wir nun eine Kurve darzustellen versuchen, indem

wir setzen

r=gt)=x0, y=yO)l=y0,
d. h. zwei Funktionen eines Parameters ¢ betrachten — die kiirzere
symbolische Bezeichnungsweise x (¢) und y (¢) werden wir fortan benutzen,
wo sie zu keinem MiBverstindnis AnlaBl geben kann —. Und zwar

miissen zu einer gegebenen Kurve diese beiden Funktionen ¢ () und
p(t) so hinzubestimmt werden, daB man durch die Gesamtheit der
Paare von Funktionswerten x(¢) und y(f) eines gegebenen Intervalles
fir ¢ gerade die Kurvenpunkte und nur diese erhilt. Ist eine Kurve
zunichst in der Gestalt y = f(x) gegeben, so kann man zu einer solchen
Parameterdarstellung gelangen, indem man zuerst x = () setzt,
wo @ (f) eine beliebige stetige monotone Funktion ist, welche in einem
bestimmten Intervalle alle in Frage kommenden Werte von x gerade
einmal annimmt; es wird dann y =-f(¢(f)) = y(f), d.h. die zweite
Funktion g{¢) bestimmt sich durch Zusammensetzung von f und e¢.
Wir sehen hieraus, daB wir wegen der Willkiir bei der Wahl der Funk-
tion ¢ noch eine groBe Freiheit in der Parameterdarstellung einer
gegebenen Kurve haben; insbesondere kénnen wir ¢ = x selbst wihlen
und daher die urspriingliche Darstellung y = f(x) als Parameterdar-
stellung mit dem Parameter £ = x auffassen.

Der Vorteil der Parameterdarstellung ist nun der, da man die ver-
bleibende Willkiir zu einer Vereinfachung ausnutzen kann. Z. B. wer-

den wir die Kurve y = 3}/;75 darstellen, indem wir setzen: x = {2,
y=1¢2% also p(t) =13, () =¢% Es wird dann der Punkt mit den
Koordinaten #x, y die ganze Kurve (Neilsche Parabel) durchlaufen,
wenn ¢ von — 00 bis 00 variiert.

Ist umgekehrt eine Kurve von vornherein in der Parameterdar-
stellung x = @(f), ¥y = p(¢) gegeben und will man die Kurvengleichung
in rechtwinkeligen Koordinaten erhalten, so braucht man nur aus
den beiden Gleichungen x = ¢(f), y = y(¢) den Parameter ¢ zu elimi-
nieren. Bei der obigen Parameterdarstellung flir Kreis und Ellipse
gelingt dies ohne weiteres durch Quadrieren und Beriicksichtigung der
Gleichung sin2¢ + cos?¢# = 1. (Weiteres Beispiel siehe unten.) All-
gemein hitte man ¢ aus der Gleichung % = @(¢) durch die Umkehr-
funktion ¢ = @(x) auszudriicken und in y = y(f) einzusetzen, um die
Darstellung y = (@ (x)) = f(x) zu erhalten?). Allerdings mu man

1) Es kar{n dabei aber vorkommen, daB die so erhaltene Gleichung y = f(x}
mehr Punkte darstellt als die urspriingliche Parameterdarstellung. So liefert
z.B. x = asint, y = bsint¢ nur das endliche zwischen den Punkten » = — a,

b .
y=—0bund ¥ =a, y = b gelegene Stiick der Geraden y = —#, wahrend die
letztere Gleichung die ganze Gerade darstellt. @
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o

bei dieser Elimination sich im allgemeinen auf ein Stiick der Kurve,
namlich einen eindeutig iiber der x-Achse liegenden Zweig, beschrinken.
Mit der Parameterdarstellung ist ein wachsenden Parameterwerten
entsprechender Durchlaufungssinn der Kurve verbunden; wir werden
diesen Durchlaufungssinn hiufig als positiven Durchlaufungssinn be-
zeichnen.

In sehr vielen Fillen 148t sich dem Parameter ¢ einc unmittelbare
physikalische Bedeutung geben, namlich die Bedeutung der Zeit. Jede
Bewegung eines Punktes in der Ebene wird mathematisch ihren Ausdruck
darin finden, daf3 die Koordinaten x und y als Funktionen der Zeit er-
scheinen. Diese beiden Funktionen geben also in Parameterdarstellung
die Bewegung auf einer Bahnkurve, z. B. bei den Zykloiden, die entstehen,
wenn ein Kreis auf einer ¥
Geraden oder auf einem an-
deren Kreisc abrollt. Jeder
Punkt der rollenden Kreis- |~ M
scheibe beschreibt dabei eine
Zykloide. Wir beschranken —5[— 7
uns hier auf den einfachsten
Fall, dal ein Kreis vom Ra-
dius @ auf der x-Achse rollt und ein Punkt der Kreisperipherie be-
trachtet wird. Dieser Punkt beschreibt dann eine ,,gewdhnliche'’ Zykloide.
Wihlen wir den Anfangspunkt des Koordinatensystemes und den
der Zeitrechnung so, dall der Kurvenpunkt fiir £ =0 gerade in den
Ursprung fillt, so ergibt sich (vgl. Fig. 79) fiir die Zykloide die Para-
meterdarstellung

Fig. 79. Zykloide.

x=a(t—sint), y=a(l—cost);
dabei bedeutet ¢ den Winkel, um den sich der rollende Kreis aus seiner
Anfangslage heraus gedrcht hat und der bei gleichférmiger Rollbewe-
gung der Zeit proportional ist.
* Man kann nach Elimination des Parameters ¢ die Gleichung der
Zykloide auch in rechtwinkligen Koordinaten schreiben, allerdings
unter Preisgabe der Ubersichtlichkeit. Man erhilt

a— a— . a— y)2
cost:——a—y, { = arc cos ay, smt:il/l——( azy)__,

also a—y
x=aarcc05»—a-—¥1/(2a—y)y,

d. h. % als Funktion von y.

Fir die Parameterdarstellung einer geometrisch gegebenen Kurve
bleibt uns, wie schon auf S. 206 gesagt wurde, in der Wahl des Para-
meters noch eine groBe Freiheit. Man koénnte z. B. statt der Zeit ¢
auch die GréBe 7 ==¢% als Parameter wihlen oder schliefllich einen
ganz beliebigen Parameter 7, welcher mit dem urspriinglich gegebenen
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Parameter ¢ durch eine beliebige Gleichung der Form 7 = @ (¢) ver-
kniipft ist, wobei wir voraussetzen, daB diese Gleichung durch eine
Gleichung ¢ = %(z) in einem gewissen Intervall sich eindeutig um-
kehren la83t. Wenn dabei wachsenden Werten von ¢ wachsende Werte
von T entsprechen, so bleibt der positive Durchlaufungssinn erhalten;
andernfalls wird er umgekehrt.

Natiirlich kann man nicht nur die rechtwinkligen Koordinaten einer
Kurve in Parameterdarstellung geben, sondern ebenso gut auch z. B.
die Polarkoordinaten r und &, welche in der bekannten Weise mit den
rechtwinkligen Koordinaten durch die Gleichungen x =7 co3 ¢, y = 7sin

oder = ]/ac‘zifé?, #=arctg % verkniipft sind, also r =7 (¢}, # =9().

Beispielsweise erhalten wir eine Gerade durch die Parameterdarstellung
(siehe Fig. 80)

k7
=7 —
\ r = m N 7.9 = + 14
£ ($ und « sind Konstanten), aus welcher durch
Ly Elimination des Parameters ¢ sich sofort
14
_ P
)43 > e
als Gleichung der Geraden in Polarkoordi-
Fig. 80. naten ergibt.

2. Die zu einer Kurve gehorigen Differentialquotienten bei
Parameterdarstellung.
Ist eine Kurve einmal durch eine Gleichung vy = f(x), anderer-
seits in Parameterdarstellung durch x = x(f), ¥y = y () gegeben, so
muB y(f) = /(x(#) sein. Nach der Kettenregel der Differentialrechnung

ist dann dy _ dy dx

dt T dx dt

oder .
r_ 4y _ 9
dx ¥’

wobel wir zur Abkiirzung fir die Differentiation nach dem Parameter ¢
an Stelle des Zeichens ’ einen iber die GroBe gesetzten Punkt ver-
wendet haben (im AnschluB an Newton).

Beispielsweise ergibt sich fiir die Zykloide

i:a(l—cbst)zfzasin?%, yzasint=2asin%cos%.
Diese Formeln lassen erkennen, daB die Zykloide in den Punkten
t=0, & 2xn, *4x, ..., in denen sie die x-Achse trifft, eine Spitze

mit senkrechter Tangente besitzt; denn es wird bei Anndherung an
diese Stellen der Differentialquotient y’ = % = ctg% unendlich wer-
den; im Punkte selbst ist ¥ =0 und in der Umgebung sonst {iberall y > 0.
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Die Gleichung der Tangente an unsere Kurve wird, wenn auf der
Tangente die laufenden Koordinaten mit & und # bezeichnet werden,
durch . .
E—xy—Mm—y)x=0
gegeben. Ebengo ist die Gleichung fiir dic Normale der Kurve, d. h.
die in einem Kurvenpunkt auf der Tangente senkrecht stehende Gerade,

E—xzx+@—yy=0.

Die ,,Richtungskosinus der Tangente, d.h. die Cosinus der Winkel
«, B, welche die Tangente mit der x-Achse bzw. der y-Achse bildet,
werden, wie man elementar bestitigt, durch die Ausdriicke

x ¥
COs oL = =, COS P = ===
’ i»2 _1,_ 5,2 in + )‘,2
gegeben, wihrerd die entsprechenden Richfungskosinus der Normalen
durch y
cosa' = 7, cos B = i ™
&%+ 9t }&% + y2 Y
geliefert werden (Fig. 81). o

Aus ciner bekannten Formel der Trigono-
metrie bzw. der analytischen Geometrie er-
gibt sich nun fiir den Winkel  zwischen zwei
Kurven mit den Darstellungen x = ¢ (f), ~—
y=pl) bow. 5= @), n—wnl dh N\ ..
fir den Winkel zwischen ihren Tangenten s o
oder Normalen) der Ausdruck Fig. 81. Richtungskosinus fiir Tangente

’%5(1 + y;vl und Normale.
AL

Die Unbestimmtheit des Vorzeichens der hier {iberall auftretenden
Quadratwurzel deutet an, daBl unsere Winkel nicht vollig bestimmt
sind, da man auf der Tangentc bzw. Normalen noch einen beliebigen
Richtungssinn als ,,positiv'‘ auszeichnen kann. Wenn wir, wie iiblich,
die Quadratwurzel positiv nehmen, so bedcutet dies, dall wir als posi-
tive Tangentenrichtung dic nach wachsenden Parameterwerten weisende
bezeichnen und als positive Normalenrichtung die hieraus durch positive

c0s 0 ==

Drchung!) um 21 hervorgehende Drehung.

. . . ., a? .
Die zweite Ableitung y"' = d—:; erhalten wir durch Benutzung der
Kettenregel und der Quotientenregel folgendermalen:

LT SN A BN
T dx T dt dx T dt \%) & i P
y_ Py Ey—yi

TdxerT B’

2

alco

1) D. h. eine Drehung im selben Sinne wie die kiirzeste Drehung, welche die
positive x-Achse in die positive y-Achse iiberfiihrt.

Courant, Differentialrechnung. 1. 2. Autl. 14
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3.Ubergangzuneuen Koordinatensystemen bei Parameterdarstellung.

Drehen wir das Koordinatensystem um den Winkel « in positivem
Sinne, so bestehen zwischen den neuen rechtwinkeligen Koordinaten
&, 7 und den alten x, y die Beziehungen

x=£&cosa —ysina, E=uxcosa + ysina,
y =¢sina + ncosa, n=—xsina + ycosa.

Es sind also zugleich mit ¥ und y auch die neuen Koordinaten £ und
als Funktionen des Parameters { bekannt. Durch Differentiation er-
halten wir unmittelbar

% =¢&cosa— sina, & =2xcosa+ ysina,
y = &Esina + fcosa, ) = —xsina + ycosa  usw.

Ist die Kurve durch Polarkoordinaten gegeben und sind sowohl
die Polarkoordinaten als auch die rechtwinkligen Koordinaten als
Funktionen eines Parameters ¢ dargestellt, so folgen aus x = » cos &,
y = rsin & durch Differentiation nach ¢ die Beziehungen

x =trcosd? —rsind- 9,

(*) S :
y=rsind +rcosd- 94,

die bei dem Ubergang von rechtwinkligen Koordinaten zu Polar-

koordinaten vielfach Anwendung finden. Als ein Beispiel hierfiir
betrachten wir die Gleichung einer Kurvein Polar-
koordinaten » = f(8), die etwa aus einer Para-
meterdarstellung » = 7 (f), ¢ =9 () durch Elimi-
nation des Parameters ¢ entstanden ist. Dann
wird der Winkel x4 zwischen dem Radiusvektor

LS > nach einem Kurvenpunkte und der dort an die
Fig. 82. Kurve gelegten Tangente durch
~ 1®
®1= T

gegeben. Wir iiberzeugen uns von dieser Tatsache z. B. folgender-
maBen. Denken wir uns die Kurve durch eine Gleichung y = F (%)
gegeben und als Parameter speziell £ = ¢ verwandt, so daB & =1,
r = f'(9) wird, so ist

rtgd + v

, _ ¥ _ rtgd-
y=tga= ¥ v —rtgd
(vgl. Fig. 82 und (*)). Ferner ist 4 = a« — ¢, also
_ ¥y —tg®  r4rtg?d r
tgu = 1+y'tgd  #4+tg28  #°
eine Formel, die sich leicht auch geometrischen Uberlegungen ent-
nehmen laft.
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4. Allgemeine Bemerkungen.

Bei der Diskussion gegebener Kurven betrachtet man einmal
Eigenschaften, die nichts iiber die Gestalt der Kurve selbst, sondern
lediglich etwas iber ihre Lage zum Koordinatensystem aussagen: z. B.
das Auftreten einer horizontalen Tangente, ausgedriickt durch die
Gleichung y = 0, oder das Auftreten einer vertikalen Tangente, aus-
gedriickt durch % = 0. Bei ciner Drehung des Koordinatensystemes
werden solche Eigenschaften nicht bestehen bleiben.

Dagegen wird ein Wendepunkt der Kurve auch nach einer Drehung
ein Wendepunkt bleiben. Die Bedingung fiir einen Wendepunkt lautet
nidmlich in Parameterdarstellung mit Riicksicht auf unsere obige Um-
rechnungsformel

xy—xy=0.
Ersetzen wir links die Ausdriicke %, y, ¥, ¥ durch ihre Werte in den
neuen Koordinaten &, #, so finden wir sehr leicht

bj— iy =& —Fi,
und so ergibt sich, daB aus ¥y — ¥y =0 auch £#% — &% =0 folgt,
daB also unsere Gleichung eine vom Koordinatensystem unabhingige
Eigenschaft des Punktes der Kurve ausdriickt.
Wir werden noch ofter sehen, daB eigentliche geometrische Eigen-

schaften ithren Ausdruck in Formeln finden, deren Gestalt sich bei
einer Koordinatendrehung nicht dndert.

§ 2. Anwendung auf die Theorie der ebenen Kurven.

Wir werden bei Kurven zwei verschiedene Arten von geome-
trischen Eigenschaften oder Grofen betrachten, solche, die nur von
dem Verhalten der Kurve im Kleinen, d. h. in der unmittelbaren Um-
gebung eines Punktes, abhidngen und die sich analytisch mit Hilfe
der Differentialquotienten in diesem Punkte ausdriicken lassen, und
solche, die mit dem Gesamtverlauf der Kurve oder eines Kurvenstiickes
zusammenhidngen und ihre analytische Formulierung mit Hilfe des
Integralbegriffes finden. Wir beschiftigen uns zunichst mit Eigen-
schaften des zweiten Typus.

1. Der Flicheninhalt in rechtwinkligen Koordinaten.

Der Flicheninhalt war unser Ausgangspunkt fir die Integraldefi-
nition; aber dem Zusammenhang zwischen bestimmtem Integral
und Flicheninhalt haftet noch etwas Unbefriedigendes an. Das,
worauf es uns in der Geometrie ankommt, ist der Flicheninhalt, der
von beliebig gegebenen geschlossenen Kurven eingegrenzt wird;

dagegen besteht bei dem Integral f ydx die Begrenzung des Flichen-

Yo

inhaltes nur zu einem Teil aus der jeweils vorgegebenen Kurve y = f(x),
14*
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zum anderen Teile aber aus Linien, welche von der Willkir des Koor-
dinatensystemes abhidngen. Will man den Flicheninhalt einer ge-
schlossenen Kurve, wie Kreis oder Ellipse, durch Integrale dieser Art
bestimmen, so muB3 man etwa die Fliche in mehrere Teile zerlegen,
deren jeder von einem eindeutig iiber der x-Achse liegenden Ast der
Kurve und der x-Achse sowie den zugehorigen Ordinaten begrenzt ist.

Fiir die Diskussion dieses allgemeinen Falles ist es zweckmiBig,
einige Bemerkungen iber die Bestimmung des Vorzeichens der be-
trachteten Flicheninhalte vorauszuschicken. Wir haben im zweiten
Kapitel gesehen, daB durch bestimmte Integrale nicht Flicheninhalte
an und fiir sich gegeben werden, sondern daBl den dort betrachteten
Flichenstiicken durch den Integralausdruck ein bestimmtes Vorzeichen
zugeschrieben wird. Wir kénnen nun diese Vorzeichenbestimmung des
Flacheninhaltes — und zwar sogleich fiir ein beliebiges von einer ge-
schlossenen Kurve begrenztes Flichenstiick — mit dem rein geome-
trischen Begriff des Umlaufungssinnes durch folgende Festsetzungen
in Verbindung bringen: Wir sagen, daB ein Flichenstiick positiv um-
laufen wird, wenn man seine Berandung so durchliuft, daB dabei das
Innere des Flichenstiickes zur Linken bleibt!); den entgegengesetzten
v Umlaufssinn nennen wir negativ. Bei einem mit
P einem Umlaufungssinn versehenen Flichenstiick,
einem sog. orientierten Flachenstiick, soll dann der
Fliacheninhalt negativ bzw. positiv gerechnet wer-
den, je nachdem, ob der Umlaufungssinn positiv
oder negativ ist (vgl. Fig. 83). DaB man dem Um-

laufungssinn gerade das entgegengesetzte Vorzei-
Fig. 83. Positiver Hlicheo 1 on wie dem Flicheninhalt zuschreibt, ist eine an
sich willkiirliche, aber, wie sich zeigt, durchaus

zweckmaBige Festsetzung.

Nunmehr betrachten wir speziell den Linienzug, der aus dem vom
Punkte x = b = x, bis zum Punkte ¥ = a = %, durchlaufenen Stiick
der x-Achse, der anschlieBenden Ordinate x = a = x; bis zur Kurve
vy = f(x), dem oben betrachteten Kurvenstiick und schlieBlich dem
Stiick der Ordinate ¥ = b = x,; von der Kurve bis zur x-Achse besteht
(vgl. Fig. 84 und 85). Dieser Linienzug grénzt ein oder mehrere Flachen-
stiicke ein, die positiv oder negativ umlaufen sein kénnen. Ihre Fliachen-
inhalte, mit dem nach obiger Regel bestimmten Vorzeichen versehen und

x

b
addiert, werden dann gerade durch das Integral Fy; = f f(x)dx ge-

1) Will man die Worte ,links" und ,,rechts’* bei einer solchen Erklirung
vermeiden, so sagt man: Das Dreieck, dessen Eckpunkte der Reihe nach der
Nullpunkt, der Punkt # =1, y = 0, endlich der Punkt » = 0, ¥y = 1 sind, wird
positiv umlaufen, wenn die angegebene Reihenfolge der Ecken innegehalten wird.
Jede im selben Sinne umlaufene Fliche heiBt in diesem Koordinatensystem posi-
tiv, jede im entgegengesetzten Sinne umlaufene Fliche negativ umlaufen.
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geben, wie ein Vergleich mit den Festsetzungen vom zweiten Kapitel,
§1, zeigt.

Nach diesen Vorbemerkungen ist es nun in einfachster Weise mog-
lich, den zu Anfang genannten Schwierigkeiten zu entgehen, indem
man namlich die Parameterdarstellung x = x(f), v = y(¢) fiir unsere
Kurve heranzieht. Fithrt man nach der Substitutionsregel formal ¢

¥

’ =f(x)
g {\\ A
z

I, z, & 0

Fig. 84. Vorzeichen des Flicheninhaltes. Fig. 85.

als neue unabhingige Verinderliche in dem obigen Integral ein, so
erhilt man die Darstellung

Fo = [y ()t

wo f, und {, die den Abszissen x,'=a und x; = b cntsprechenden
Parameterwerte sind. Dabei ist zundchst vorausgesetzt, dall dem
betreffenden Zweig der Kurve y = f(x) in eindeutiger Weise ein Intervall
ty <t < ¢, zugeordnet ist, daB etwa % (f) in diesem Intervall nicht ver-
schwindet. Unser Ausdruck stellt dann in der eben geschilderten Weise
das zum Kurvenbogen gehorige Flichenstiick dar, d. h. den Flichen-
inhalt, der begrenzt wird von diesem Kurvenbogen, den beiden Ge-
raden x = %, und x = x, sowic der x-Achse. Es ist nun das Eigenttim-
liche unseres Ausdruckes fiir den Flicheninhalt bei Parameterdarstellung,
daB er auch fiir geschlossene Kurven giiltig bleibt.

Eine geschlossene Kurve ist in Parameterdarstellung durch zwei
Funktionen x¥ = x{f) und v = y(¢) gegeben, welche den Bedingungen
X (t) = x{f;) und v (¢,) = v{¢,) geniigen milssen, wenn bei Durchlaufung
des Parameterintervalles 7, < ¢ < ¢, die ganze Kurve ecinmal umlaufen
wird. Wenn dic Kurve nirgends Ecken hat, so diirfen wir die Ablei-
tungen #(f) und y(f) als durchweg vorhanden und stetig voraussetzen,
wiéhrend etwa vorhandenen Ecken Unstetigkeitspunkte dieser Ableitungen
entsprechen. Durchliuft der Parameter ¢ sein Intervall ) < ¢ < ¢, soent-
spricht dem ein bestimmter Umlaufungssinn der Kurve, den wir, wie ge-
sagt, positiv rechnen wollen, wenn er im entgegengesctzten Sinne des
Uhrzeigers geht, andernfalls negativ. — In Figur 83 ist der negative Um-
laufungssinn durch einen Pfeil angedeutet.

Sehen wir zunichst von Ecken ab und setzen die Kurve als konvex
voraus, so daB sie von einer geraden Linie in héchstens zwei Punkten
geschnitten wird. Diejenigen Stellen, an welchen die Kurve vertikale
Tangenten oder, wic man auch sagt, ,,Stiitzgeraden’’ besitzt, an denen



214 V. Anwendungen.

also %(f) = 0 ist, seien P, und P,. Wir kénnen dann ibren Flichen-
inhalt wie in Figur 86 auffassen als die Summe des unterhalb des
oberen Bogens P, P, liegenden Flicheninhaltes F,, und des unter-
halb des unteren Bogens P, P, liegenden Flicheninhaltes F,,. Dabei
nehmen wir den Umlaufssinn, wie in der Figur, negativ an; F, ; bedeutet
wie oben den mit einem Vorzeichen versehenen zu dem betreffenden

Y y d

0 g 1 : 7

Fig. 86, Flicheninhalt geschlossener Kurven.

Kurvenbogen gehorigen Flicheninhalt, wobei hier F,, positiv, F,, nega-
tiv sein wird. Wir nehmen dabei an, daB8 der Punkt x(¢), y(f) auf
dem oberen Teil der Kurve von P, bis P, liuft, wenn ¢ von #, bis 7
geht, und auf dem unteren Teil von P, bis P; bei 1 <4< ¢, Wir
erhalten dann sofort

Fr= [y

und
tl
Fu=[y(t)%@®)dt;

es ergibt sich daher fir den gesamten Flicheninhalt der konvexen
Kurve

F=fy(t)x(t)dz.

Dieser Ausdruck stellt uns nun stets bis aufs Vorzeichen den Flichen-
inhalt dar. Andert man den Durchlaufungssinn der Kurve, so bedeutet
dies, daB man in dem Integral den Parameter ¢ nicht von ¢, bis ¢,,
sondern umgekehrt von #, nach #, laufen 148t; das Integral wechselt
dann sein Vorzeichen, und wir erkennen: Der durch unsere Formel
dargestellte Flicheninhalt besitzt ein positives oder negatives Vorzeichen,
je nachdem der Umlaufungssinn der Kurve negativ oder positiv ist').

1) Wir haben in der Figur angenommen, daB lings der Kurve iiberall y > 0
ist. Tatsdchlich liegt hierin keine Beschrinkung der Allgemeinheit. Denn ver-
schieben wir die Kurve parallel der y-Achse um die Strecke a, ersetzen mit anderen
Worten y durch y 4+ a, so dndert sich der Flicheninhalt nicht; zugleich bleibt

der Wert des Integrals erhalten, da bei einer solchen Verschiebung an Stelle
2
des obigen Integrales das Integral J(y + a) xdt tritt und da wegen der Be-
Z 4
dingung fiir die Geschlossenheit der Kurve fa;'v dt =a(x(t;) — % (t)) = 0 ist.
i

)
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Wir erweitern nun unser Ergebnis mit Hilfe zweier Bemerkungen.
Einmal kénnen wir ohne weiteres auch Ecken der Kurve zulassen,
ohne daB die Giiltigkeit unserer Formel aufhért. Es wird dann lediglich
die Ableitung % (¢) oder ¥(f) an den Ecken sprunghafte Unstetigkeiten
aufweisen; unser Integral behdlt dann nach dem vierten Kapitel, §8,
scinen Sinn. Zweitens gilt unsere Formel auch noch dann, wenn
die Kurve nicht mehr die einfache konvexe Gestalt aus Figur 86
hat, sondern eine allgemeinere geschlossene Form zeigt, wie z. B.
Figur 87. Wir zerlegen dann einfach die Kurve durch die Punkte
Py, P,, P,, ..., in welchen vertikale Stiitzgeraden auftreten, in ein-
deutig iiber der x-Achse liegende Aste und erhalten dann sofort
wie in der Figur den umgrenzten Flacheninhalt F in der Gestalt
F=F, +F, + F,5+ Fg,. Dricken wir jeden dieser Teilflichen-
inhalte in Paramecterdarstellung aus und fiigen diese Ausdriicke zu

Y
K/

SO

R

i

Fig. 87. Fig. 8.

einem einzigen Integrale zusammen, so erhalten wir genau wie oben
als Fliacheninhalt der geschlossenen Kurve den Ausdruck

4
fyicdt,
to

dessen entgegengesetzt genommenes Vorzeichen uns gleichzeitig den Um-
laufungssinn angibt.

Das Integral auf der rechten Seite unserer Formel hat sogar
dann noch einen Sinn, wenn die geschlossene Kurve sich iiberschligt (vgl.
Fig. 88). Es stellt dann die Summe der negativ umlaufenen vermindert
um die Summe der positiv umlaufenen von der Kurve begrenzien Flichen-
stiicke dar. Unsere Darstellung des Flicheninhaltes gilt fiir jede ge-
schlossene Kurve, wenn x(f), y(f) stetige Funktionen sind, deren Ab-
leitungen bis auf hochstens endlich viele Sprungstellen stetig bleiben
und fiir welche es nur endlich viele vertikale Stiitzgeraden gibt.

Man kann unsere Formel fiir den Flicheninhalt in eine elegantere
symmetrische Gestalt bringen, wenn man das Integral zunichst durch

Produktintegration umformt:
¢

1) ¢ )
[yxdt =—[xydt+xy],
t, t, ta
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woraus wegen
x(t) =%x(t), y)=y)
sich sofort

{ ¢
F=[yidt=— [xydt
Z t

ergibt?). Bilden wir das arithmetische Mittel beider Ausdriicke, so
erhalten wir die symmetrische Darstellung
4
1 . .
F =?J'(yx—xy)dt. 2)

t

1) Statt den zweiten Ausdruck fiir den Flacheninhalt durch Produktintegra-
tion zu finden, hitten wir auch von der Bemerkung ausgehen konnen, daB fiir
die Definition des Inhaltes die x-Achse und die y-Achse gleichberechtigt sind,
abgesehen davon, daB der Drehungssinn, der die x-Achse auf dem kiirzesten
Wege in die y-Achse iiberfiihrt, demjenigen entgegengesetzt ist, durch den um-
gekehrt die y-Achse auf dem kiirzesten Wege in die x-Achse iibergefiihrt wird.

2) An diese Formel kniipfe ich beilaufig eine Bemerkung von grundsitz-
lichem Interesse an: Man bestitigt, da unsere Flicheninhaltsdefinition durch
ein Integral tatsichlich von der speziellen Wahl des rechtwinkeligen Koordi-
natensystemes nicht abhingt, wie es bei jeder echten geometrischen GréBe der
Fall sein muB. Denken wir uns namlich das Koordinatensystem irgendwie
um den Winkel « gedreht, indem wir statt # und y durch die Gleichungen
x=~E¢cosa— psina, y=Esina + ncoso neue Verdnderliche & und 7 ein-
filhren, die dann ihrerseits wieder Funktionen des Parameters ¢ werden; beriick-
sichtigen wir dann, daB % = é"cos a—#psine und y = ésin a« + 7 cosa ist,
so finden wir durch eine kurze Rechnung yx — xy =77§'— &y, so daB

A I3

1 . . 1 : .
F= ?J‘(yx —wi)dt = [(né — g3 at

tO tO
wird, eine Gleichung, welche die behauptete Unabhingigkeit der Flicheninhalts-
definition vom Koordinatensystem ausspricht, indem sie zeigt, daB der Flachen-
inhalt sich im &#-System durch dieselbe Formel wie im urspriinglichen
xy-System ausdriickt. Ebenso wird der Flicheninbalt nach unserer Definition
von der Wahl des Parameters ¢ unabhingig; d.h. unsere Formel behilt ihre
Gestalt, wenn wir statt ¢ durch die Gleichung 7 = 7(f) einen neuen Para-
meter 7 einfiihren. Es wird namlich

also
I A — 7y
dx dy dx dy\ dt dx dy)
—_— = = — — x| —dt= —— —x——)d1,
f(ydt ”dz)d’ j(ydr xdr)dt f(ydt *a )t
t [N T,
wobei 7, und 7, die den Parameterwerten #, und ¢, entsprechenden Anfangs-
und Endwerte des neuen Parameters sind.

Wir waren bisher bei der Definition des Flacheninhaltes vom Integralbegriff
ausgegangen und haben nun gezeigt, daB diese analytische Flacheninhaltsdefinition
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Als Beispiel fiir die Anwendung unserer Flicheninhaltsformel be-
nRMm“Mdmm@%y=%Vﬁ;ﬁ.Umﬂmnmmumrmm-

winkligen Koordinaten auszudriicken, kénnen wir die obere und die
untere Hilfte der Ellipse getrennt betrachten und ihn demgemiB
durch das Integral

a
2%J‘ Va: —x%dzx
—a

darstellen. In der Parameterdarstellung x = a cos¢, y = bsin ¢ jedoch
erhalten wir unmittelbar fiir den Flicheninhalt, absolut genommen,
den Ausdruck

27
abfsinztdt,
0

der sich zufolge dem vierten Kapitel, §4, integrieren 148t und den
Wert abz besitzt.

2. Flacheninhalt in Polarkoordinaten.

Fir viele Zwecke ist die Darstellung des Flacheninhaltes in Polar-
koordinaten von Wichtigkeit. Es sei also » = /(§) die Gleichung einer
Kurve in Polarkoordinaten. F () sei
der Inhalt der Fliche, die von der
x-Achse, dem Strahl durch den
Nullpunkt, welcher mit ihr den Win-
kel ¥ bildet, und dem zwischen-
liegenden Stiick der Kurve be-
grenzt wird. Dann ist

F/(9) = 5 7°.
Denn betrachten wir auller dem zu Fig. 89. ,,Flachenelement'* bei Polarkoordinaten.
¢ gehorigen Radiusvektor den zum
Winkel # + A& gehorigen und ist », der kleinste, 7, der gréBte Radius-
vektor in diesem Winkelintervall (siche Fig. 89), so wird der zwischen
dem Radiusvektor 9 und dem Radiusvektor & + A gelegene Sektor einen

Fliacheninhalt AF besitzen, welcher zwischzn den Grenzen %rﬁd )

1 . . 1 F .
und ?rfd 9 liegt; es ist also -7 < fﬁ < %7?, und der Grenziiber-

tatsichlich geometrischen Charakter trigt, indem sie ihren Ausdruck unabhangig
vom Koordinatensystem findet. Man kann aber leicht auch unmittelbar geo-
metrisch den Flicheninhalt der oben betrachteten Kurven folgendermafen
definieren: Der Flacheninhalt ist der obere Haufungswert der Flacheninhalte
aller im Innern der Kurve liegenden Polygone. Den an sich einfachen Beweis
fir die Aquivalenz beider Definitionen iibergehe ich hier.
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gang A®— 0 liefert uns sofort die obige Relation. Aus ihr folgt nach
dem Fundamentalsatz der Integralrechnung fiir den Inhalt des Sektors
zwischen den Polarwinkeln « und § der Ausdruck

B
%J‘ﬂdﬂ.

Als Beispiel betrachten wir etwa die Fliche, die von einer Lemnis-
katenschleife begrenzt ist. Dabei lduft der Winkel ¢ von — % bis + {—,

und wir erhalten fiir diesen Flicheninhalt gemiB dér Lemniskaten-
gleichung % = 242 cos 2¢ (vgl. S. 55) den Ausdruck

a? | cos29dd,

A—aly

Ll

der sich durch Einfiihrung der neuen Verinderlichen » = 2¢ sofort
ausrechnen 146t und den Wert a* hat.

3. Linge einer Kurve.

Der zweite wichtige, mit einer Kurve zusammenhidngende geome-
trische Begriff, der auf eine Integration fiihrt, ist die Bogenlinge.

Wir machen uns zunichst geometrisch klar, wie wir die Linge
einer beliebigen Kurve zu definieren haben. Der elementare Proze
des Messens einer Linge besteht darin, daB man die zu messenden
Lingen mit geradlinigen MaBstidben vergleicht; das einfachste Ver-
fahren wird dann das sein, daB man einen solchen MaBstab auf der
zu messenden Linie immer wieder abtrigt und zihlt, wie oft diese
Abtragung hintereinander méglich ist; daB man sodann je nach Be-
darf diesen MessungsprozeB verfeinert, indem man zum Gebrauch
immer kiirzerer MaBstibe iibergeht. Dieser elementaren anschaulichen
Vorstellung entsprechend werden wir bei der Definition der Léinge
einer Kurve folgendermaBen vorgehen: Wir schreiben der Kurve
ein geradliniges Polygon ein und messen dessen Linge. Diese wird
davon abhingen, in welcher Art dieses Polygon gewihlt wird, z. B. wie
groB die Anzahl seiner Ecken genommen wird. Lassen wir die Anzahl
der Seiten eines solchen, einem Kurvenbogen einbeschriebenen Poly-
gones iiber alle Grenzen wachsen, wihrend gleichzeitig die Lange der
lingsten Polygonseite gegen Null strebt, so werden wir den Grenzwert
der Gesamtlingen der Polygone als die Linge des betreffenden
Kurvenbogens bezeichnen. Diese Definition der Linge setzt voraus,
daB einmal der beschriebene Grenzwert existiert und daB er zweitens
unabhingig von der speziellen Wahl der Polygonfolge ist, mit der
man die Kurve immer feiner annihert. Nur wenn diese Voraussetzung
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der sogenannten , Rekfifizierbarkeit” erfilllt ist, werden wir von der
Linge einer Kurve sprechen kénnen. Wir werden bald sehen, daB
unter sehr weiten Voraussetzungen die Rektifizierbarkeit sich leicht
beweisen laBt.

Um die Linge durch einen analytischen Ausdruck, und zwar durch
ein Integral darzustellen, denken wir uns die Kurve zunichst durch eine
Funktion y = f(x) mit stetiger Ableitung v reprisentiert und das
Intervall ¢ £ x < b der x-Achse, y
welches dem betrachteten Kur- f-
venbogen entspricht, durch die
Punktea=1x,,..., x,=binn—1 ¥
Teile von der Linge Axy, ...,
Ax,_, cingeteilt. Uber diesen i
Teilpunkten der x-Achse mogen — 7
die Ecken des einbeschriebenen
Polygones liegen. Die Gesamt-
linge des einbeschriebenen Polygones wird dann gemifl dem pytha-
gordischen Lehrsatz (vgl. Fig. 90) durch den Ausdruck

n—1
y]Ax2+Av2— V1+ Ay’) Ax

Fig. 90. Zur Rektifizierung von Kurven.

»

gegeben. Der leferenzenquotlent  ist aber nach dem Mittelwertsatz

A
der Differentialrechnung gerade glelch /'(&,), wo &, ein Zwischenwert

im Intervall Ax, ist. LiaBt man nun # {ber alle Grenzen wachsen
und dabei das lingste Intervall Ax, gegen Null streben, so wird
gemdB der Definition des Integrales unser Ausdruck gegen den Grenz-

wert
b -
J1 £ yeds
a

streben, der somit die Linge unserer Kurve zwischen den Punkten
mit den Abszissen @ und b darstellt.

Da unser Grenziibergang von der Summe zum Integral stets zum
selben Resultat fithrt, unabhingig von der Art der Einteilung des Inter-
valles, so zeigen uns unsere Betrachtungen die Giiltigkeit des folgen-
den Satzes: Jede Kurve v = [(x) mit stetigem Differentialquotienten ist
rektifizierbar, und ihre Linge zwischen den Punkten x = aund x = b = a
ist gegeben durch:

b
=f}/l +v'%dx.
a

Fir den Differentialquotienten der Bogenlinge nach der unabhin-
gigen Verdnderlichen x entnimmt man, wenn man diese Bogenlinge,
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von irgend einem Anfangspunkt aus bis zur Abszisse x gezdhlt, mit s
bezeichnet, aus unserer obigen Gleichung sofort die Beziehung

=y
Unserem Ausdruck fiir die Bogenlinge haftet noch die spezielle
und kiinstliche Voraussetzung an, daB der betrachtete Kurvenbogen
als eindeutiger Zweig iiber der x-Achse liegt. Von dieser Einschrankung
befreit uns die Parameterdarstellung. Ist unsere Kurve in Parameter-
darstellung x = % (f), y = v (¢) gegeben, so finden wir durch Einfiihrung

des Parameters ¢ in unsern obigen Ausdruck sofort die Parameter-
darstellung der Bogenlinge

£
s(w B) = [ 1% + y2az,

wobei « und B die Werte von ¢ sind, die zu unseren Kurvenpunkten
¥ =a und x = b gehoren.

Diese Parameterdarstellung der Linge besitzt gegeniiber der friitheren
den groBen Vorzug, daB sie wiederum nicht mehr auf eindeutige Zweige
der Kurven — dargestellt durch Gleichungen der Form y = f(x) —
beschriankt ist, sondern fiir beliebige Kurvenbogen, auch fir ge-
schlossene Kurven gilt, vorausgesetzt, daB lings dieser Kurvenbdgen # {£)
und v (#) stetig sind.

Wir erkennen dies am einfachsten, indem wir auf die obige Aus-
gangsformel fiir die Linge des einem Kurvenbogen einbeschriebenen
Polygones zuriickgehen. Es seien lings dieses Bogens x(f) und y (¢)
mit stetigen Differentialquotienten % (f) und y(f) versehen. Es mogen
den Eckpunkten des eingeschriebenen Polygones die Parameterwerte
t,t,, ..., ¢, mit den Differenzen A, entsprechen, und bei dem Grenz-
{ibergang # - 00 moge die jeweils groBte dieser Differenzen gegen Null
streben. Schreibt man nun die Liinge des Polygones in der Form

SVaE T Ay = +(42) a1,

so erkennt man sofort, daB diese Sumrne gegen das Integral f 142 + y2dt
strebt. Man braucht sich hierzu nur der allgemeinen Integralbildung
(vgl. S.107) zu erinnern. Ist eine Kurve aus mehreren derartigen
Bogen zusammengesetzt, welche in Ecken oder Spitzen aneinander
grenzen diirfen, so erhalt man als Ausdruck fiir die Bogenlinge die
Summe der entsprechenden Integrale. Als Resultat fassen wir zu-
sammen: Wenn lings eines Kurvenbogens o = t < B die Funktionen x(f),
y(t) stetig sind und auch die Ableitungen %(t), y(¢) bis auf endlich viele
Sprumgstellen stetig bletben, dann besitzt der Bogen eine durch

ﬁ [ -
JVaE 4 52at
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gegebene Linge, wobel dieses Integral im Sinne des vierten Kapitels
notigenfalls als uneigentliches Integral zu verstehen ist!). Auf Grund
dieser Formel, in welcher « < f scin muB, hat es Sinn, einem im
Sinne fallender Parameterwerte ¢ durchlaufenen Bogen e¢ine nega-
tive Linge zuzuschrciben, die sich alsdann ebenfalls durch das obige
Integral ausdriickt. Das Vorzeichen der Bogenlinge hingt also von
der Wahl des Kurvenparameters ab.

Ich gebe noch den Ausdruck fiir die Bogenlinge an, falls Polar-
koordinaten zugrunde liegen. Wir brauchen dann nur in dem zuletzt
gefundenen Ausdruck fiir x und y die Werte aus der Formel (*) von
S. 210 einzutragen und erhalten

£+ g2 — 2 L2 g2
und somit

B
sl B) = [ 152+ et

[+3

Gehen wir hier von der Parameterdarstellung zu der Darstellung » = f ()
liber, indem wir ¢ = ¢ sclbst als Parameter einfithren, so ergibt sich

sofort fiir die Bogenlinge wegen §=1
¢

s (B, ) =”f V7% + r2dd.

Ein einfaches Beispiel zur expliziten Berechnung der Bogenldnge

gibt uns die Parabel y:—;—xz; fiir ihre Bogenlinge erhalten wir

b
sofort das Integral f V1 + x2dx, welches durch die Substitution

a
¥ = Sinu ibergeht in

Yt Gind ‘lllt Gind ] A §i11 b
f@oizuth =5 | (1 + Cof2u) du = 5 (u + Sin uCoju) i,
Ar Gina Ar Cina Ar Gina

so daB fiur die Linge des Parabelbogens zwischen den Abszissen a
und b der Ausdruck

5(a, ) = 5 (e @inb + b 1 + b — W Gina —a |1+ a)
entsteht.

1) DaB der Ausdruck fiir die Bogenlinge von der Wahl des Parameters
unabhingig ist, bestitigen wir sofort, wenn wir durch 7 = 7{f) einen neuen

Parameter 7 einfithren, Es wird dann, falls ‘;—f 40,

s - [ e T (2T o= T (o
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b
Fur die Kettenlinie y = @of x ergibt sich s (a, b) = f + Gintxdx
= f@ofxdx oder s(a, b) = Sindb — Sina.

SchlieBlich sei bemerkt, daf3 es in vielen Fillen bequem ist, die von
einem festen Anfangspunkt P, der Kurve aus gerechnete Bogenlinge s
als Parameter zu wihlen, d. h. x = x(s) und y = y(s) zu betrachten.
Den Kurvenpunkten auf den beiden Seiten von P, werden dabei Werte
von s mit verschiedenen Vorzeichen entsprechen. Es ist dann

#+y=(3) =1
woraus durch Differentiation
X4+ 9yy=0
folgt; zwei Relationen, die vielfach Anwendung finden.

4, Die Kriimmung einer Kurve.

Wihrend der Flicheninhalt und die Bogenlinge von dem Gesamt-
verlauf der Kurve abhingen, mochte ich hier die Besprechung eines
Begriffes einschalten, der sich auf das Verhalten der Kurve nur in
der Umgebung eines Punktes bezieht, ndmlich der Krimmung.

Denken wir uns die Kurve gleichférmig in positivem Sinne durch-
laufen, derart, daB in gleichen Zeiten gleiche Bogenldngen zuriickgelegt
werden, so wird sich die Richtung der Kurve mit einer bestimmten
Geschwindigkeit indern. Diese Geschwindigkeit betrachten wir als
MaB fiir die Kriimmung der Kurve an der betreffenden Stelle. Ist also
o der Winkel zwischen der positiven Tangente und der positiven x-Achse
und fassen wir « als Funktion der Bogenlinge s auf, so werden wir die
Kriimmung # an der Stelle, zu der die Bogenlinge s gehért, durch die
Gleichung % =—— deflnleren Nun ist « = arc tgy’, und daher gilt
ds da ds vy’
=dx dx I—T-_y”“ 1y
Zeichen der Quadratwurzel bedeutet, daB wachsendem x wachsen-
des s entspricht); mithin wird die Kriimmung durch den Ausdruck

nach der Kettenregel {(wobei positives

’r

¥

(L + 52t

geliefert.

Mit Hilfe der in § 1, Nr.2 gegebenen Umrechnungsformeln fiir y’
und y" auf Parameterdarstellung ergibt sich nunmehr in Parameterdar-
stellung fiir die Kriimmung der einfache Ausdruck

b iy — yx
(2 +y’)%
der natiirlich auch sofort aus der Gleichung

- v _ x
o = arc tg P arc ctg 5
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erhalten werden kann. Im Gegensatz zu dem obigen Ausdruck, der an
die Kurvengleichung y = f(x) gekniipft ist und daher eine spezielle
Voraussetzung {iber die Lage des betrachteten Kurvenbogens zur
x-Achse macht, gilt dic Parameterdarstellung der Kriimmung wieder
fiir beliebige Kurvenbogen, lings deren %, y, &, y stetige Funktionen

dy

von ¢ sind, insbesondere auch fiir solche Stellen, wo x = 0 ist, wo also T

unendlich wird.

Fiihren wir die Bogenlinge s als Parameter ein, so wird wegen

22+ 92 =1 und x% + ¥y = 0 einfach
e e vl .y y X
Wir erhalten also besonders einfache Ausdriicke fiir die Kriimmung.

Das Vorzeichen der Kriimmung dndert sich, wenn wir den Durch-
laufungssinn umkehren, d.h. analytisch: s durch ¢ = —s ersetzen.
Man muB also stets Kurven mit bestimmtem Durchlaufungssinn betrach-
ten, um die Kriitmmung nicht nur nach ihren Absolutwerten, sondern
auch nach ihrem Vorzeichen eindeutig festzulegen.

Als Beispiel betrachten wir die Kriimmung eines positiv umlaufenen
Kreises mit dem Radius 4. Gehen wir von der Parameterdarstellung
x = acost, y = asin ¢ aus, so ergibt sich sofort

=21

a

Die Kriimmung eines positiv umlaufenen Kreises ist also gleich seinem
reziproken Radius. Dies Ergebnis bestitigt uns, daB3 unsere Kriitmmungsde-
finition wirklich zweckmaBig war; denn bei einem Kreise werden wir ganz
naturgemiB als MaB fiir die Krimmung den reziproken Radius ansehen.

Setzt man o _—.%, so nennt man allgemein |p| =|if| den Kriimmungs-
radius der Kurve an der betreffenden Stelle. Denjenigen die Kurve in
einem gegebenen Punkte berithrenden und dort in derselben Richtung
wie die Kurve durchlaufenen Kreis, welcher dieselbe Kriimmung %
wic die Kurve besitzt und dessen Mittelpunkt auf der Seite der posi-
tiven cder negativen Normalenrichtung liegt, je nachdem % positiv oder
negativ ist, nennt man den zum Kurvenpunkte gehorigen Kriimmungs-
kreis. Denken wir uns seine Gleichung in der Form y = g(x) geschrieben,
so muB fir den betreffenden Kurvenpunkt nicht nur g(x) = f(x),
g'{x) = f’(x) sein, was die Berithrung zwischen Kreis und Kurve aus-
driickt, sondern es mul} auch wegen

(y1+7@2)° (F1+ '@2)

I ¢ O

die Gleichung

estehen.
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Den Mittelpunkt des Kriimmungskreises nennt man den zum
Kurvenpunkte gehérigen Krimmungsmittelpunké. Seine Koordinaten &
und # driicken sich in Parameterdarstellung durch

ey 0%

A P A A T T

aus; wir brauchen hierzu nur die oben gegebenen Formeln fiir die
Richtungskosinus der Normalen — auf welcher der Kriimmungsmittel-

punkt ja im Abstande ]—;—| =g | von der Tangente liegt — anzuwenden.

‘Die obigen Formeln stellen uns den Kriimmungsmittelpunkt durch
den Parameter ¢ ausgedriickt dar. Durchwandert ¢ sein Intervall, so be-
schreibt der Krimmungsmittelpunkt eine Kurve, die sogenannte
Evolute der gegebenen Kurve, und unsere Formeln geben uns, da wir
zugleich mit x und y auch #, y und p als bekannte Funktionen von ¢
anzusehen haben, diese Evolute in Parameterdarstellung.

Hinsichtlich einzelner Beispiele verweise ich auf den nédchsten Para-
graphen und den Anhang.

5. Schwerpunkt und statisches Moment einer Kurve.

Wir kommen nunmehr zu einigen Anwendungen, die uns in das
Gebiet der Mechanik hineinfithren. Wir betrachten ein System von #
in einer Ebene liegenden Massenpunkten. Es seien m,, m,, . . ., m, die
Massen dieser einzelnen Punkte; es seien weiter y;, ¥,,..., v, die
y-Koordinaten der einzelnen Punkte. Man bezeichnet dann

n
T=Z;myyy:m1yl+m2y2+ +mnyn

als das statische Moment unseres Punkisystems in bezug auf die x-Achse.
Der Ausdruck 5 = % gibt uns die Héhe des Schwerpunkies unseres
Punktsystems iiber der x-Achse an, wobei

M=m1+m2+ s my,
die Gesamtmasse des Punktsystems darstellt. Entsprechend definiert
man das statische Moment in bezug auf die y-Achse und die x-Koordinate
des Schwerpunktes.

Wir wollen uns nunmehr iiberlegen, was man unter dem statischen
Moment einer gleichméBig mit Masse belegten Kurve y = f(x) zu ver-
stehen hat und wie man dementsprechend die Koordinaten & und 7
des Schwerpunktes einer solchen Kurve bestimmt. Dabei machen wir
der Kiirze halber die Voraussetzung, dafl die Massendichte auf der Kurve
konstant, etwa gleich u sei.

Wir fithren unsere Aufgabe zuriick auf die Betrachtung eines Systems

von endlich vielen Punkten und auf einen Grenziibergang. Zu diesem
Zwecke denken wir uns auf der Kurve die Bogenlinge s als Parameter
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eingefithrt und den betrachteten Kurvenbogen durch # —1 Teilpunkte
in Teile der Lingen As;, ds,, . .., 4s, zerlegt. Die Massen uAs, dieser
Teilstiicke stellen wir uns jeweils in einem beliebigen Punkt des Inter-
valles mit der Ordinate y; konzentriert vor.
GemilB der Definition des Momentes erhalten wir also fiir das Mo-
ment dieses Punktsystemes in bezug auf die x-Achse den Wert
T=uXyds;.

Strebt nun das groBte As; gegen 0, so liefert uns der Grenziiber-
gang fiir das Moment der Kurve in bezug auf die x-Achse den Ausdruck

Sy z, .
T=pfyds=pfyy1 +y2dx.
So Zy
Da die Gesamtmasse der Kurve gleich ihrer Lange mal u:
,uvfds = (Sy — )

zu setzen ist, so ergeben sich fiir die Koordinaten des Schwerpunktes
die Ausdriicke

Jyds _’xdq
z'f"’,,__, E__@'o
K S177 5o S1 7%

6. Flicheninhalt und Volumen einer Rotationsfliche.

LaBt man die Kurve y = f(x), wobei wir f(x) = 0 voraussetzen, um
die x-Achse rotieren, so beschreibt sie eine sog. Rotationsfliche. Der
Flacheninhalt dieser Oberfliche, soweit ihre x-Koordinaten zwischen
den Grenzen x, und x; > x, liegen, 148t sich unmittelbar durch eine
der obigen ganz analoge Betrachtung ableiten. Ersetzt man nimlich
zunichst die Kurve durch ein einbeschriebenes Polygon, so wird an
Stelle der krummen Fliche ein Gebilde entstehen, das aus einer Anzahl
schmaler Kreiskegelstiimpfe zusammengesetzt ist. Der Fliacheninhalt
des Mantels eines solchen Kegelstumpfes ist aber bekanntlich gleich
der Linge der Seitenlinie, multipliziert mit dem Umfang des mittleren
Kreisquerschnittes. Addiert man alle diese Ausdriicke und fithrt dann

den Grenziibergang von dem Polygon zur Kurve aus, so erhilt man als
Fliacheninhalt den Ausdruck

zy . 81
0=2x[y)1+y%dx =2n [yds.
Zo 8o

Man kann dieses Resultat in Worten dahin aussprechen, daB der Flichen-
inhalt der Rotationsfliche gleich der Linge der Kurve multipliziert
mit dem Wege des Schwerpunkts der Kurve ist (Guldinsche Regel).
Ganz ebenso ergibt sich fiir das von unserer Rotationsfliche ein-
geschlossene Volumen, welches durch die Ebenen x = %, und x = x, > %,

Courant, Differentialrechnung. I. 2, Aufi. 15
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abgeschlossen wird, der Ausdruck
Z,
V=un[ydx.
Zo

Die Herleitung beruht auf der aus der Anschauung entnommenen
Festsetzung, daB man das fragliche Volumen als Grenzwert der Summe
der Volumina der eben betrachteten Kegelstiimpfe auffassen muB.
Hiernach darf ich dem Leser den Beweis der Formel selbst {iberlassen.

7. Trigheitsmoment.

Bei allen Drehbewegungen spielen in der Mechanik gewisse GréBen
eine wichtige Rolle, welche man Trigheitsmomente nennt. Auch diese
Ausdriicke sollen hier nur kurz erwihnt werden.

Wir denken uns, daB ein Massenpunkt # mit dem Abstand y von
der als Rotationsachse betrachteten x-Achse gleichférmig um diese
Achse rotiert, und zwar mit der Winkelgeschwindigkeit w (dies bedeutet,
daB in der Zeiteinheit eine Drehung um den Winkel w erfolgt). Die
lebendige Kraft oder kinetische Energie des Punktes, ausgedriickt als das
Produkt aus halber Masse und Quadrat der Geschwindigkeit, wird
offenbar m
3 (y w)?.

Wir nennen den Faktor von %wz, d.h. die GroBe my2, das Tragheits-
moment des Punkles um die x-Achse.

Ebenso bezeichnen wir, wenn # Massenpunkte mit den Massen
My, Mg, ..., M, und den Ordinaten y;, ¥,, . . ., ¥, gegeben sind, den

Ausdruck T — Zmz' 3
12

als das Trigheitsmoment des Massensystems um die x-Achse. Das
Tragheitsmoment ist eine GroBe, welche dem Massensystem als solchem
"ohne Bezug auf seinen Bewegungszustand zukommt. Seine Bedeutung
besteht darin, daB wir durch Multiplikation mit dem halben Quadrat
der Winkelgeschwindigkeit aus dem Trigheitsmoment die kinetische
Energie des Massensystems erhalten, sobald es in Rotation um die be-
treffende Achse versetzt wird, ohne da8 dabei die gegenseitigen Abstande
geandert werden. Das Trigheitsmoment um eine Achse spielt bei Dreh-
bewegungen um sie eine #hnliche Rolle wie die gesamte Masse des
Massensystems bei geradliniger Bewegung.

Um nun das Trigheitsmoment fiir eine beliebige mit einer Masse
von der Dichte 1 belegte Kurve y = f(x) zwischen den Abszissen x,
und x, (> #%,) zu definieren, miissen wir ganz entsprechend verfahren
wie bei der Definition des statischen Momentes; es ergibt sich in genau
derselben Art fiir das Trigheitsmoment um die x-Achse die Definition

8 z
T=T,= fyzds =zfy2 Y1+ y2dx.
80 o
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Entsprechend erhalten wir als Trigheitsmoment um die y-Achse den
Ausdruck

s

1 L2
T,,zfxzds =fx2 YL+ y'2dx.
Zo

o

§ 3. Beispiele.

Die Theorie der ebenen Kurven mit ihren mannigfaltigen speziellen
Gestalten und Eigenschaften bietet in Fiille Beispiele fiir alle unsere
Begriffsbildungen. Ich kann mich aber hier nicht in allzu viele Ein-
zelheiten verlieren und muB mich auf einige wenige charakteristische
Anwendungen beschrinken.

1. Die gemeine Zykloide.

Aus den Gleichungen (vgl. §1, Nr.1) x =a (¢ —sin¢), y =a (1l — cos?)
erhalten wir ohne weiteres ¥ = a (1 — cos £), ¥ = a sin ¢ und daraus die
Bogenlinge

s= [y + p2dt = [ 242 (1 = cost) dt.
0 ]

. c gt . . .
Nun ist aber 1—cost =2 st? ; damit ergibt sich fir 0 <« < 2a
o

¢4
o AL PR LA e ) = ca %
s—2af>m2dt— 4aco>2 —4a<1 cos2>——8a51n T
0 0

Betrachten wir insbesondere die Bogenlinge zwischen zwei aufeinander-
folgenden Spitzen, so ist « = 2 & einzusetzen, da diese Bogenlinge der
Zykloide einem vollen Umlaufe des rollenden Kreises entspricht. Wir er-
halten somit 8a; d.h. der Umfang der Zykloide zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Spitzen ist gleich dem vierfachen Durchmesser des
rollenden Kreises.

Auf dieselbe Art berechnen wir auch den Flicheninhalt, der von
einem Zykloidenbogen und der x-Achse eingeschlossen wird:

27 27 2
J=[yidt=a* [(1—costipdt = a? [(i —2cost + cost) di
0 0 0
2
) =3a’n.
0

Der berechnete Flicheninhalt ist somit gleich dem dreifachen Inhalt
des rollenden Kreises.

sin 2 ¢

:a?(t—zsint+§+ B

Fiir die reziproke Kriimmung g == % findet man
3
2 52y e e m e o
0= i;_‘..”.)., = —2a}2(1 —cost) = —4a,sin,i ;
= Ty - YA 2

15*
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an den Stellen ¢ =0, ¢= -4+ 27, ... wird dieser Ausdruck gleich
Null. Es sind dies gerade die Spitzen, in denen die Zykloide unter
rechtem Winkel auf die x-Achse trifft.

Die Oberfliche des Rotationskérpers, welcher entsteht, wenn sich
der Zykloidenbogen um die x-Achse dreht, ergibt sich geméd8 unserer
Formel (S. 225) als

a 2=
0= ZnJ'y ds = 2nJ‘a (1—cost)-2a sinédt
0

2n E a
gl . .
= 8a2nf51n3;dt = 16a2nJ‘sm3udu = 16a2nf(1 — cos?u)sinudu.
0 0 0

Das letzte Integral berechnet sich durch die Substitution cos # = v,
und man findet

:1 2
0= 16a2n<— cos % + %cosau) ‘ =§ég~7j.
0

Zur Ubung mag der Leser selbst noch die Hohe # des Schwer-
punktes der Zykloide iiber der x-Achse und das Trigheitsmoment T,

berechnen. Das Resultat ist:

4 0 256
n = -—g- a = 2?.;_ und Ta: ﬁ as.
2. Kettenlinie.

Die Bogenlinge der Kettenlinie haben wir schon als Beispiel im
vorigen Paragraphen berechnet und haben den Wert

b
s=[Gofxrdx = Ginb— Gina

gefunden.
Fiir den Flicheninhalt der Rotationsfliche, die durch Drehung

der Kettenlinie um die x-Achse entsteht, des sog. Katenoids, finden wir
1 .. 1 ..

0= 2nf@o Pxdx=2n fl + Coj 2xd =n<b—a+-é Gin2b— 3 @m2a>.

Daraus folgt wieder die Héhe des Schwerpunktes des Bogens von a

b a 1‘ Gill 2b - —‘1 @ill 2“

0
1= 3as = 2(Ginb— Gina)
Endlich ergibt sich fir die Kriimmung
P y' _ Gofx _ 1

(1 N y,z)'ﬁ Coftx ~ Cof? »



§ 4. Die einfachsten Probleme der Mechanik. 229

3. Ellipse und Lemniskate.

Die Bogenlangen dieser beiden Kurven lassen sich nicht mehr auf
elementare Funktionen zuriickfithren, sondern gehéren schon unter die
im vierten Kapitel, § 7, erwihnten ,elliptischen Integrale™.

Wir erhalten ndmlich fiir die Ellipse y = —ba— Ja? — 22

s=l—f]/{l4 oL _"Zz)xzdxzaf 1wt dg,
«a (l" - X ‘(l _ \:‘:2) (l _— %2 52)

N1 1)2 . .
wenn wir - = £ 1—~ - = »* setzen, ein Integral, welches sich ver-

moge der Substitution j =sin ¢ noch auf die Form

bringen 14B8t. Fiir den halben Ellipsenbogen hat man hierin x von
—a bis 4-a laufen zu lassen, was dem Intervall —1 < £ < 41 bzw.

dem Intervall — < p= + = entspricht.

Fir die Lemmskate, deren Gleichung in Polarkoordinaten
r? = 2a? cos 2¢ war, erhalten wir analog

s _f]/r 4 r2dt ——fl/2a2cos 2t -}— 2a 251: 2);

' it dt
I R
J Jeos 2¢ }I—ZSm’

Fiihren wir in dem letzten Integral # = tg ¢ als unabhingige Verander-
liche ein, so wird

sy, o u? o fl}t
sin?f = 1 di = Y
und es ergibt sich
a}@f 4
1 — ut

Fiir eine volle Lemniskatenschleife liuft % von — 1 bis 1, und die Bogen-

linge wird daher gleich
1

+
(112f du ,
J1— ut

-1

einem speziellen elliptischen Integral, welches in den Untersuchungen
von GauB} eine groBe Rolle gespielt hat.

§ 4. Die einfachsten Probleme der Mechanik.

Neben der Geometrie ist es vor allen Dingen die Mechanik gewesen,
welcher die Integral- und Differentialrechnung ihre erste Entwicklung
verdankt. Die Mechanik beruht auf einigen Grundprinzipien, die von
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Newton aufgestellt wurden, zu deren Formulierung der Begriff des
Differentialquotienten und zu deren Verwertung die Theorie der Inte-
gration notwendig ist. Ohne die Grundprinzipien niher zu analysieren,
will ich an einfachen Beispielen die Anwendung der Integral- und
Differentialrechnung in der Mechanik erldutern.

1. Grundvoraussetzungen aus der Mechanik.

Wir beschrinken uns auf die Betrachtung eines Massenpunktes,
d. h. eines Punktes, in dem wir uns eine Masse von der GréBe m kon-
zentriert vorstellen. Wir wollen weiter annehmen, daBl die Bewegung
nur auf einer fest vorgegebenen Kurve vor sich gehen kann, auf welcher
wir die Lage der Massenpunkte durch die von einem festen Anfangs-
punkt gezihlte Bogenlinge s charakterisieren; speziell kann es sich auch
um eine gerade Linie handeln, auf welcher wir dann statt s als Orts-
koordinate die Abszisse x einfithren. Die Bewegung ist durch die An-
gabe der Koordinate s = g(¢) als Funktion der Zeit ¢ charakterisiert.
Unter der Geschwindigkeit der Bewegung haben wir den Differential-
quotienten ¢'(f) oder, wie wir auch schreiben wollen,

=y =3

zu verstehen. Als Beschleunigung bezeichnen wir den zweiten Diffe-
rentialquotienten

d?s .

21[2 = ¢”(t) =S.

Die Mechanik geht von der Vorstellung aus, daB die Bewegung der
Massenpunkte durch Kridfte zu erkliren bzw. zu beschreiben ist, denen
eine bestimmte Richtung und GréBe zukommt. Das Newtonsche Grund-
gesetz der Mechanik sprechen wir dann fiir den Fall der Bewegung
auf unserer gegebenen Kurve so aus: Die Masse m multipliziert mit
der Beschleunigung s ist gleich der auf den Massenpunkt in der Richtung
der Kurve wirkenden Kraft, die wir mit S bezeichnen, in Formeln

ms=3S.
Die Richtung der Kraft ist hiernach immer dieselbe wie die der Be-
schleunigung: sie liegt in Richtung wachsender s-Werte, wenn die
Geschwindigkeit in dieser Richtung wichst, andernfalls ist sie der
s-Richtung entgegengesetzt.

In diesem Newtonschen Gesetz liegt zunichst nur eine Definition
des Kraftbegriffes. Die linke Seite unserer Gleichung ist eine durch
Beobachtung der Bewegung feststellbare GréBe, durch welche wir
die Kraft messen. Aber diese Gleichung hat eine viel weitergehende
Bedeutung. Es zeigt sich nimlich in Wirklichkeit, daB wir in sehr
vielen Fillen ohne Kenntnis der betreffenden Bewegung die wirken-
den Krifte aus anderen physikalischen Voraussetzungen heraus von
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vornherein bestithmen koénnen; dann wird das obige Newtonsche
Grundgesetz nicht mehr Kraftdefinition sein, sondern eine Be-
ziehung darstellen, aus der wir wichtige Schliisse auf die Bewegung
ziehen konnen.

Das wichtigste Beispiel einer von vornherein bekannten Kraft gibt
uns die Schwere. Aus direkten Messungen wissen wir, daf3 die Schwer-
kraft, welche auf eine Masse m in der Vertikalrichtung nach unten
wirkt, gleich mg ist, wobei die Konstante g, die sog. Erdbeschleunigung,
ungefihr gleich 981 ist, wenn wir die Zeit in Sekun-
den, die Linge in Zentimetern messen. Bewegt sich
eine Masse auf einer gegebenen Kurve, so entnehmen
wir der Erfahrung, daB die Schwerkraft in Rich-
tung dieser Kurve gleich mg cos « ist, wenn o den
Winkel der Vertikalen mit der Tangente in dem
betreffenden Punkte der Kurve bedeutet (vgl. .
Fig. 01). Fie, ot Schwerastt in

Das Grundproblem der Mechanik ist fiir den Fall '
einer Bewegung auf unserer gegebenen Kurve folgendes: Wir kennen
irgendwoher die auf den Massenpunkt wirkende Kraft, z. B. die Schwer-
kraft, und sollen die Lage des Massenpunktes, d. h. seine Koordinate s
oder x als Funktion der Zeit bestimmen.

Beschrinken wir uns auf den einfachsten Fall, daB wir diese Kraft
S =mf(s)) von vornherein als Funktion der Bogenlinge kennen —
daB sie also von der Zeit unabhingig ist —, so wollen wir zeigen, dafl und

wie wir aus der Gleichung § = ;l;S = f(s) den Verlauf der Bewegung

auf der Kurve entnehmen kénnen.

Wir haben es hier mit einer Differentialgleichung zu tun, d. h. einer
Gleichung, aus der man eine unbekannte Funktion — hier s(f) —
zu bestimmen hat und in welcher auBer dieser unbekannten Funktion
auch noch Differentialquotienten von ihr vorkommen (vgl. drittes
Kapitel, §7).

2. Freier Fall. Reibung.

Beim freien Fall eines Massenpunktes auf der vertikalen x-Achse
liefert uns das Newtonsche Gesetz die Differentialgleichung

X=g.

Aus ihr folgt %(f) = g¢ + v,, wo v, eine Integrationskonstante ist.
Thre Bedeutung ergibt sich, wenn wir ¢ = 0 setzen. Es wird x(0) = v,;
d. h. v, ist die Geschwindigkeit des Massenpunktes zum Beginn der

1) Die Herausnahme des Faktors m aus dem Ausdruck fiir die gegebene Kraft
erfolgt lediglich der formalen Einfachheit wegen.
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Zeitzahlung, die Anfangsgeschwindigkeit. Durch nochmalige Integration
erhalten wir

1
x(t) = —2~gt2 + vot + %,

wo auch x, eine Integrationskonstante ist, deren Bedeutung sich wiederum
ergibt, wenn wir ¢ = 0 setzen: %, ist die Anfangskoordinate, d.h. die
Koordinate des Punktes zu Beginn der Bewegung.

Umgekehrt kénnen wir bei der Bewegung die Anfangslage x, und
die Anfangsgeschwindigkeit v, willkiirlich wihlen und erhalten dann
stets in der Gleichung x»= —;—gﬂ + vyt + %, die vollstindige Dar-
stellung des Bewegungsvorganges.

Wollen wir den EinfluBl der auf den fallenden Massenpunkt wirkenden
Reibung beriicksichtigen, so miissen wir die Reibung als eine Kraft be-
trachten, welche entgegengesetzt der Schwerkraft wirkt und iiber die
wir bestimmte physikalische Hypothesen zu machen haben. Wir wollen
zwei verschiedenartige physikalische Annahmen verfolgen: a) Die Rei-
bungskraft sei proportional der Geschwindigkeit, sie werde gegeben
durch einen Ausdruck der Form — » %, wo 7 eine positive Konstante
ist. b} Die Reibungskraft sei proportional dem Quadrat der Geschwin-
digkeit; sie hat dann die Form — rx% — Als Bewegungsgleichungen
gemiB dem Newtonschen Grundgesetz erhalten wir dann

a) mxi=mg—rx, b) mi=mg—rx?.

Betrachten wir zunichst einmal % = %(f) als die gesuchte Funktion,
so ergibt sich %(f) = %(#), also

a) mu=mg—ru, b) mu=mg—ru.

Aus diesen Gleichungen bestimmen wir jetzt nicht # als Funktion von ¢,
sondern umgekehrt ¢ als Funktion von #, indem wir von der Schreib-
weise

at 1 dat
a,) —d—u-=-7' -, b) d—u-= :
g— - E§— ik
unserer Differentialgleichungen ausgehen. Wir konnen dann mit Hilfe
der Integrationsmethode des vorigen Kapitels ohne weiteres die Inte-

gration ausfiihren und erhalten

A) 1) =— T log(1— 5w+
1 —
b) ) =—gulog i th

wobei wir l/ r—"; = x gesetzt haben und wo , eine Integrationskonstante
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ist. Durch Auflésung unserer Gleichungen nach # ergibt sich jetzt
/ r
. g [ ———t)
a) u(t)———r—(e " ~—l),
_2¢—t)
e C—|
b) u(t)=—gx—5u—
. e S |
Wir erkennen aus diesen Gleichungen schon eine wichtige Eigenschaft
unserer Bewegungen: Die Geschwindigkeit wichst mit der Zeit nicht
iiber alle Grenzen, sondern sie nidhert sich bestimmten, {ibrigens von
der Masse m abhingigen Grenzwerten. Es wird nidmlich

t— {—

Durch nochmalige Integration unserer gewonnenen Ausdriicke crhalten
wir, was sich ebenfalls mit Hilfe der Methoden des vorigen Kapitels
leicht durchfiihren und durch Differentiation bestitigen 148t.

Tt
PR ATES

a) x(l) =5 ge +m7gt+c,

b) w() =" logGof |/ 25 (t —t) +c,

wo ¢ eine neue Integrationskonstante ist. Die beiden Integrations-
konstanten #, und ¢ bestimmen sich im iibrigen sofort, wenn wir
Anfangslage #(0) = %, und Anfangsgeschwindigkeit %(0) = #(0) = v,
unseres fallenden Massenpunktes kennen.

3. Die einfachste elastische Schwingung.

Als zweites Beispiel betrachten wir die Bewegung eines in Richtung
der x-Achse beweglichen und durch eine elastische Kraft an den Null-
punkt gebundenen Massenpunktes. Von der elastischen Kraft nehmen
wir an, daB sie stets auf den Nullpunkt zu gerichtet ist und daB ihre
GroBe proportional dem Abstand vom Nullpunkt ist. Mit anderen
Worten: Wir setzen die Kraft gleich — k%, wobei die GréBe des Koef-
fizienten £ die Festigkeit der elastischen Bindung miBt. Die Kraft
ist, da % als positiv angenommen wird, negativ, wenn x positiv
ist, und positiv, wenn x negativ ist. Die Newtonsche Gleichung be-
sagt also jetzt

mi=—kx.

Wir kénnen nicht erwarten, daB diese Differentialgleichung den
Vorgang vollstindig bestimmt; vielmehr ist plausibel, da wir in einem
bestimmten Moment, etwa zur Zeit ¢ = 0, die Anfangskoordinate x(0)
= x, und die Anfangsgeschwindigkeit #(0) = v, willkiirlich vorschreiben
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diirfen, d. h., physikalisch ausgedriickt, den Massenpunkt zum Beginn
von einer beliebigen Anfangslage mit einer beliebigen Geschwindig-
keit ablaufen lassen diirfen und daB dann erst der Vorgang gemaB der
Bewegungsgleichung festgelegt ist. Mathematisch findet dies seinen
Ausdruck darin, daB die allgemeinste Losung unserer Differentialglei-
chung zwei zunichst unbestimmte Integrationskonstanten enthilt, die
erst durch die beiden Anfangsbedingungen zu bestimmen sind, eine
Tatsache, die wir sogleich beweisen werden.

Wir kénnen sehr leicht direkt eine solche Losung angeben. Setzen

wir @ = l/ %, so wird ndmlich unsere Differentialgleichung, wie man
durch Differenzieren sofort bestitigt, durch alle Funktionen

x2(t) = ¢ coswt + ¢, sinw?
befriedigt, bei welchen ¢, und ¢, beliebig gewihlte Konstanten bedeuten.
Wir werden in Nr. 4 sehen, da8 es andere Lsungen unserer Differential-
gleichung nicht gibt und daB daher jede solche Bewegung unter dem

EinfluB einer elastischen Kraft durch den obigen Ausdruck dargestellt
wird, den wir tbrigens auch leicht in die Form

%(t) =asinw(f—3Jd) = —asinwdcosw? + acoswdsinwi
bringen kénnen, wenn wir —asinwd = ¢,, 4 cos wd = ¢, setzen und somit
statt der Konstanten ¢, und ¢, die neuen Konstanten a = }¢% 4 c2
und § = — % arc tgi—: einfithren. Bewegungen dieser Art nennt man

reine Stnus- oder Kosinusschwingungen. Sie stellen periodische Be-
wegungen dar; jeder Zustand (d.h. Lage x(f) und Geschwindigkeit %(?))

kehrt namlich nach der Zeit T = 27”, der ,,Schwingungsdauer'*, wieder,

weil die Funktionen sin @? und cos w¢ die Periode T besitzen. Die GréBe
a heiBt die Amplitude oder der maximale Ausschlag der Schwingung;
die Zahl w heiBt die Frequenz der Schwingung, sie miBt die Geschwin-
digkeit, mit welcher die periodische Bewegung sich wiederholt. Im
iibrigen komme ich im zehnten Kapitel auf die Theorie der Schwin-
gungen noch zuriick.

4, Die allgemeine Bewegung auf einer vorgegebenen Kurve.

Endlich erortere ich noch das oben aufgestellte Problem in seiner
allgemeinsten Form, namlich die Frage der Bewegung auf einer Kurve
bei beliebig vorgegebener Kraft mf (s).

Es handelt sich hier einfach um die Bestimmung der Funktion s(f)
als Funktion von ¢ aus der Differentialgleichung

s=1(s),
wo f(s) eine gegebene Funktion ist. Man kann diese Differentialgleichung
zur Bestimmung von s durch folgenden Kunstgriff vollstindig auflésen.
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Wir betrachten zunichst irgend eine primitive Funktion F(s) von
f(s), so daB also F'(s) = f(s) wird, und multiplizieren nunmehr die
Differentialgleichung s = f(s) = F’(s) beiderseits mit s. Dann kénnen

. . . . . . d /1. .
wir die linke Seite in der Form schreiben 37<732>, wie man ohne

weiteres durch Differentiation des Ausdruckes s? erkennt; die rechte
Seite F'(s)s aber ist gerade der Differentialquotient von F(s) nach der
Zeit ¢, wenn man in F(s) die GréBe s als Funktion von ¢ auffait. Es
ergibt sich also sofort
d /1., d
— (5 sz) = — F(s)
oder durch Integration
1

7&22}7(5)-{-6,

wo ¢ eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet.

Schreiben wir diese Gleichung in der Form %j— = J2(F (s) + ¢),

so erkennen wir, daB3 wir zwar hieraus nicht unmittelbar s als Funktion
von ¢ durch Integration gewinnen koénnen, dafi die Losung der Auf-
gabe aber gelingt, wenn wir uns zunichst mit der Auffindung der
Umkehrfunktion #(s) begniigen, d. h. der Zeit ¢=¢(s), die der Massen-
punkt braucht, um zu einer bestimmten Stelle s zu gelangen. Fiir diese
ergibt sich die Gleichung

dt 1

& e
d. h. der Differentialquotient der Funktion #(s) ist uns bekannt, und

es wird
ds
t=|— —- + ¢,
fl2(F(s)+c> '

wo ¢, eine neue Integrationskonstante bedeutet. Sobald wir also dieses
letzte Integral ausfiihren, haben wir das Problem gel6st, indem wir
zwar nicht die Ortskoordinate s als Funktion der Zeit, sondern um-
gekehrt die Zeit als Funktion der Ortskoordinate s bestimmt haben.
Die Tatsache, daB die beiden Integrationskonstanten ¢ und ¢; noch
verfiigbar sind, erméglicht es, die allgemeine Losung speziellen Anfangs-
bedingungen anzupassen.

In unserem obigen Beispiel der elastischen Bewegung haben wir

# mit s zu identifizieren; es wird f(s) = — w?s und entsprechend etwa
F(s) =— ~21—w2 s2. Wir erhalten also
at 1

ds )2c — oot s?

ds
= [ et

und weiter
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Dieses Integral aber kénnen wir leicht auswerten, indem wir L8 aks
Y2¢

neue Verinderliche einfithren, und es ergibt sich
1 . ®S$
{ =—arcsin — ¢
o J2¢ ta
oder, indem wir wieder zu den Umkehrfunktionen iibergehen,
17
w
Wir sehen, daB wir gerade die schon oben direkt angegebene Ldsung
erhalten.
Wir erkennen aber auch an diesem Beispiel wieder, was die Integra-
tionskonstanten bedeuten und wie sie zu bestimmen sind. Verlangen wir

z. B., daB zur Zeit = 0 der Massenpunkt sich gerade an der Stelle s = 0
befindet und daB seine Geschwindigkeit s(0) in diesem Augenblick

s = sinw (£ —¢,;).

den Wert 1 hat, so erhalten wir die beiden Gleichungen 0 = %ﬁ sin wey,
1= ]/2—0_ cos w ¢;, woraus sich fiir die Konstanten die bestimmten Werte
6, =0, c= % ergeben. Genau ebenso lassen sich die Integrations-

konstanten ¢ und ¢, bestimmen, wenn wir im Zeitmoment ¢ = 0 die
Anfangslage s, und die Anfangsgeschwindigkeit $, ganz beliebig vor-
schreiben.

§ 5. Weitere Anwendungen: Fall eines Massenpunktes
auf einer Kurve.

1. Allgemeines.

In besonders einfacher Weise 148t sich nach der zuletzt geschilderten
Methode die Bewegung eines Massenpunktes behandeln, welcher unter
dem EinfluB der Schwerkraft reibungslos auf einer

¥ ebenen Kurve gleitet. Ich will diese Bewegung
zunichst allgemein und dann an dem Beispiel des
gewdhnlichen Pendels und des Zykloidenpendels
diskutieren. Wir legen das Koordinatensystem
%, ¥ so, daB die y-Achse senkrecht nach oben,
d. h. entgegengesetzt der Richtung der Schwer-
kraft weist, und denken uns die Kurve durch
einen Parameter ¢ in der Parameterdarstellung
x=@@) =x0), y=vy@) =y gegeben.
Ein Stiick der Kurve, auf dem wir die Bewegung gerade betrachten
wollen, ist in Figur 92 angedeutet. In jedem Punkt der Kurve
wirkt auf die Masse m unseres Massenpunktes die Schwerkraft
vertikal nach unten, d. h. entgegengesetzt der y-Richtung, mit der
Stirke mg. Verstehen wir unter « den Winkel zwischen dieser

Fig. 92.
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Vertikalrichtung und der Tangente an die Kurve, so ist nach der
in § 4, Nr. 1 formulierten Voraussetzung die Schwerkraft lings der
Kurvenrichtung

’

mgcoscc=—mg}x,2y+y,2,
WO
, _ d ,_ 4 '
K= =90, ¥= 5=y

ist — man beachte, daB3 wir hier durch den Strich nicht die Ableitung
nach x, sondern die Ableitung nach & bezeichnet haben —. Fiithren wir
insbesondere die Bogenlinge s als Parameter an Stelle von 9 ein, so
finden wir fiir die in Richtung der Kurve wirkende Kraft den Ausdruck

—mg % ,» und somit ergibt sich fiir die Funktion s (f) auf Grund des

Newtonschen Gesetzes sofort die Differentialgleichung
d v
§=— 87,

Auf der rechten Seite steht eine bekannte Funktion von s, da wir die
Kurve kennen, also die GréBen x und y als gegebene Funktionen von s
anzusehen haben.

Wenn wir wieder wie im vorigen Paragraphen diese Differential-
gleichung mit s multiplizieren, so erhalten wir links den Differential-

quotienten von %éz nach £, rechts den Differentialquotienten von

— gy nach £ — wir haben uns dabei in der Funktion y(s) die GréBe s
durch ¢ ausgedriickt zu denken — und gewinnen nun durch Integration

1., )
gs =—ygy+c,

wobei ¢ eine Integrationskonstante ist. Um die Bedeutung der Inte-
grationskonstanten von vornherein zu fixieren, nehmen wir an, dal
unser Massenpunkt zur Zeit ¢ = 0 sich an einer Stelle der Kurve mit
dem Parameterwert ¢ = 9, und den Koordinaten x, = ¢ (&,), v, = v ()
befindet und daB in diesem Moment seine Geschwindigkeit Null ist,
d. h. daB s(0) = 0 wird. Dann crgibt sich sofort, wenn wir # = 0 oben
einsetzen, — gy, + ¢ = 0, also

1
7;5' =—g(y — %)

Ebenso wie wir bei der Bewegung s als Funktion von ¢ auffassen kénnen,
dirfen wir auch die Umkehrfunktion #(s) betrachten und erhalten fiir

diese sofort a 1
ds 1280 — y)

eine Gleichung, welche gleichbedeutend mit

ds
t=c¢ e ——
lifﬂg(yo—y)
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ist, wo ¢, eine neue Integrationskonstante bedeutet. Rechts steht
nun unter dem Integralzeichen ein Ausdruck, den wir als Funktion
des Parameters © kennen, da uns die Kurve bekannt ist. Wir erhalten
durch Einfithrung von & als unabhingiger Verdnderlichen

2+y
Clif”lzg Yo —9) lif Veson— 4

und hier sind uns die Funktionen z'= ¢'(#), y'=¢'(9), y = ¢(®)
bekannt. Um die Integrationskonstante ¢, zu bestimmen, beachten wir,
daB fiir # = 0 der Parameterwert gleich 9, sein soll. Wir erhalten daher
sofort unsere Losung in der Form

/2+y12
t_+jV
2g(yo—y

Diese Gleichung stellt uns mit Hilfe eines Integrationsprozesses die
Zeit ¢ dar, welche der Massenpunkt bei seiner Bewegung vom Para-
meterwerte ¥, bis zum Parameterwerte ¢ braucht. Die Umkehrfunk-
tion 9(f) der so definierten Funktion () erlaubt, den Bewegungs-
vorgang vollstindig zu beschreiben; denn wir konnen fiir jeden Zeit-
moment ¢ den Punkt x = @(3(f)), y = w(8(¢)) der Kurve bestimmen,
welchen unser beweglicher Massenpunkt gerade passiert.

2. Diskussion der Bewegung.

Aus unseren Gleichungen 148t sich, ohne daB wir die Inte-
gration mit Hilfe elementarer Funktionen auszufithren brauchen, die
allgemeine Art der Bewegung durch eine einfache anschauliche Diskus-
7. sion entnehmen. Wir setzen voraus, daB
A unsere Kurve den in Figur 93 gekennzeichne-
ten Typus besitzt, d. h. aus einem nach unten
konvexen Bogen besteht. Wenn zu Beginn der
Bewegung der Massenpunkt an der links oben
in der Figur gezeichneten Stelle 4 mit den Ko-

Fig. 93. ordinaten x = x,, y = ¥,, entsprechend ¢ =¥,
losgelassen wird, nimmt seine Geschwindig-

keit zu — die Beschleunigung § ist nach unserer Bewegungsgleichung
positiv. Der Massenpunkt wird bis zum tiefsten Punkt mit immer
wachsender Geschwindigkeit herunterfallen. Nach dem Passieren dieses
tiefsten Punktes aber wird die Beschleunigung negativ, da nunmehr die

rechte Seite — g der Bewegungsgleichung negativ ist. Somit muf}

die Geschwmdlgkelt wieder abnehmen. Wir erkennen sofort aus der
Gleichung $2 = — 2g (y — y,), daB die Geschwindigkeit erst dann 0
wird, wenn der Punkt in die Hohe der Ausgangslage an der Stelle B
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zuriickgekehrt ist. Da die Beschleunigung noch immer negativ ist, so
mubB der Massenpunkt an dieser Stelle umkehren und bis zur Stelle
A zuriickpendeln, und dieses Spiel muB sich — die Reibung haben
wir ja dabei nicht beriicksichtigt — fortwihrend wiederholen. Die Zeit,
welche der Punkt bei dieser Pendelbewegung braucht, um von B nach 4
zuriickzugelangen, mul} offenbar dieselbe wie fiir die Bewegung von 4
nach B sein. Nennen wir die Zeit fiir einen solchen Hin- und Riickweg T,
so wird sich die Bewegung offenbar periodisch mit der Periode T wieder-
holen. Bezeichnen wir mit ¢, und 4, die Parameterwerte, welche zu den
Punkten 4 und B gehdren, so ist die halbe Schwingungsdauer unserer
Pendelbewegung durch den Ausdruck

T-in fl“” a0

g
it

(e e+ v )
ﬁ p (B0 —p () 0

dargestellt. Ist 1‘}2 der Parameterwert, welcher dem tiefsten Punkt
der Kurve entspricht, so wird die Fallzeit von 4 nach diesem tiefsten
Punkte durch den Ausdruck

VI

2y

Wy

. |
’9 ’9
[ ya

Y Yo — ¥

3. Das gewéhnliche Pendel.

geliefert.

Das einfachste Beispiel einer solchen Gleichung liefert uns das
sogenannte mathematische Pendel. Hier ist die betrachtete Kurve ein
Kreis vom Radius /:

x=1Isin®, y=—1Icosd.
Dabei haben wir den Winkel ¢ in positivem Sinne vom tiefsten
Punkte aus gemessen. Aus unserem obigen allgemeinen Ausdruck er-
halten wir sofort

T = ]//z[ e — = V T —— " .
g }c05 % —cosa g N3 o, B
5 sin
. 2
—a —bc
Es bedeutet dabei « (0 <o <z) den Ausschlagswinkel des Pendels,
d. h. diejenige Winkelstellung, von der aus wir etwa zur Zeit ¢ =0

den Massenpunkt mit der Geschwindigkeit 0 losgelassen denken. Durch
die Substitution

sin — coS —
2 du 2

o .
sin - 2 sin —
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geht unser Ausdruck fiir die Schwingungsdauer des Pendels iiber in

l L D
V(l — ) (1 — u? sin? %)
-1
Wir haben also die Schwingungsdauer des Pendels durch ein ellip-
tisches Integral ausgedriickt.

Nehmen wir an, daB der Ausschlagswinkel « klein ist und daf
wir daher den zweiten Faktor unter dem Wurzelzeichen mit hinreichen-
der Genauigkeit durch 1 ersetzen diirfen, so erhalten wir als Anndherung
fiir die Schwingungsdauer den Ausdruck

l/— _du_

yl ~u='

Wir konnen rechts das Integral nach Formel 13 unserer Integrations-
tabelle (S. 167) auswerten und bekommen als angeniherten Wert fiir

T den Ausdruck 27tl/?7.

4, Das Zykloidenpendel.

Die Tatsache, daB die Schwingungsdauer des gewdhnlichen Pendels
nicht streng unabhingig von dem Ausschlagswinkel ist, hat Christian
Huygens im Zusammenhang mit seinen Bemiihungen um die Konstruk-
tion von Prizisionsuhren dazu veranlaBt, nach einer Kurve zu suchen,
bei welcher die Schwingungsdauer streng unabhingig davon wird, an

welcher Stelle der
A .
Y Kurve der schwin-
gende Massenpunkt
seine Bewegung be-
ginnt.  Als solche
Kurve erkannte Huy-
gens die Zykloide.
_ Damit ein Mas-
0 7oz 7> senpunkt iiberhaupt
Fig. 94. Bahn des Zykloidenpendels. auf einer Zykloide
schwingen kann,
miissen die Spitzen der Zykloide entgegengesetzt der Richtung der
Schwerkraft weisen; d. h. wir haben die Zykloide, wie wir sie bis jetzt
betrachteten, etwa um die x-Achse umzuklappen (vgl. Fig. 94). Wir
schreiben daher jetzt die Gleichung der Zykloide in der Form

¥ =a(?—sind),
y=a(l + cos?),
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was noch einer Verschiebung um 2a in der positiven v-Richtung ent-
spricht. Die Zeit, welchc der Massenpunkt braucht, um von einem
Punkt von der Hohe

Vo = a (1 + cosa) 0<a<a)

bis zum tiefsten Punkt zu gelangen, ist gem4 der in Nr. 2 entwickelten

Formel
— ]/_)I‘f]/”2 +% e — ]/Zf]/ l—cosd 49
2g Vo — ¥ g cos o — cos 9

Nun benutzen wir die Gleichung

« )
cos o — cos P = (cos2 — — cos? —);
2 2
es wird
?
511’1 —_

—_—— d¥.
)

V o
Los2 — — cos? —
2
o

Wir berechnen zuerst das unbestimmte Integral, und zwar durch die
Substitution

9 o .9 o
v _ el z —_9 x
€OS 5 =uCOS 5,  sing dd 2 cos dn.
Es wird
sm— du .
. ,7__d19—— “ = — 2arcsin #,

2 ¥
cos? X _ cos
JVeres

und daher erhalten wir

T——:—SV%_Iarcsin :053 =47z V_

a

Es ist also die Schwingungsdauer T in der Tat unabhingig von dem
Ausschlagswinkel «.

§ 6. Arbeit.

1. Allgemeines.

Auf die Betrachtung der letzten Paragraphen und auf viele andere
Fragen der Mechanik und Physik wird ein neues Licht geworfen durch
den Begriff der Arbeit.

Courant, Differentialrechnung. I. 2, Auil. 16
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Denken wir uns wieder den Massenpunkt auf einer Kurve unter dem
EinfluB einer in dieser Kurve wirkenden Kraft bewegt und die Punkte
der Kurve durch die von irgend einer Anfangsstelle gemessene Bogen-
linge s charakterisiert. Dann wird die Kraft im allgemeinen selbst
von s abhingig sein. Wir nehmen an, daB sie eine stetige Funktion f(s)
der Bogenlinge sei. Diese Funktion mdge positive Werte besitzen, sobald
die Richtung der Kraft nach der Richtung wachsender s-Werte weist,
negative Werte, wenn . die Kraftrichtung der Richtung wachsender s
entgegengesetzt ist.

Wenn die GroBe der wirkenden Kraft lings des Weges kon-
stant ist, so versteht man unter der von der Kraft geleisteten Arbeit
das Produkt aus der Kraft und dem von dem Massenpunkt zuriick-
gelegten Wege s, — s,, wobei s; den Endpunkt, s, den Anfangspunkt
der Bewegung bezeichnet. Ist die Kraft nicht konstant, so hat man
die geleistete Arbeit durch einen Grenziibergang zu definieren. Man
zerlegt das Intervall von s, bis s, in # gleich oder verschieden lange
Teile und stellt sich vor, daB in jedem Teil die Kraft einen beinahe
konstanten Wert besitzt, etwa gleich der tatsichlichen GroBe der
Kraft in irgend einem willkiirlich im betreffenden Teilintervall ge-
wihlten Punkt o,. Wir kénnen dann fiir eine solche sprunghaft von
Intervall zu Intervall sich verindernde Kraft den Ausdruck fir die
Arbeit in der Form

hinschreiben, wobei wir unter ¢, 0, - . ., 0, die benutzten Zwischen-
werte der Kraft im ersten, zweiten usw. Intervall verstehen und mit
As,, As,, ... die Lingen der zugehdrigen Teilintervalle bezeichnen.
Machen wir nunmehr den Grenziibergang, indem wir # iiber alle Grenzen
wachsen und dabei die Linge des jeweils lingsten Teilintervalles gegen
Null streben lassen, so wird unsere Summe auf Grund der Integral-
definition einfach gegen das Integral

A=ﬁ®h

streben, und dieses Integral werden wir naturgemiB als die bei der
Bewegung geleistete Arbeit bezeichnen.

Sind die Kraftrichtung und die Bewegungsrichtung dieselbe, so ist
die geleistete Arbeit positiv; man sagt dann auch kurz, daB von der
Kraft (positive) Arbeit geleistet wird. Sind dagegen Kraftrichtung
und Bewegungsrichtung entgegengesetzt, so wird die Arbeit negativ;
man spricht dann von gewonnener Arbeit?).

1) Man muB beachten, daB es bei dieser Ausdrucksweise noch ganz darauf
ankommt, welche Kraft man ins Auge faBt. Z. B. wird beim Heben eines Gewichtes
die von der Schwerkraft geleistete Arbeit negativ. Vom Standpunkte des Hebenden
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Betrachten wir die Ortskoordinate s und die Kraft f(s) = ¢
beide als Funktionen der Zeit ¢ als Parameter, so wird in einer Ebene
mit den rechtwinkligen Koordinaten s und p der Punkt mit diesen
Koordinaten s(¢), p(f) als Funktion der Zeit eine Kurve beschreiben;
diese Kurve nennen wir das Arbeitsdiagramm des Vorganges. Wenn es
sich um einen periodischen Vorgang handelt, wic bei allen Maschinen,
so wird der mit der Zeit sich bewegende Punkt s(¢), $ (¢) nach der Zeit T
{einer Periode) immer wieder an seine Stelle zuriickkehren, d. h. das
Arbeitsdiagramm cine geschlossene Kurve sein. Die Kurve kann in
diesem Falle einfach aus einem und demselben vorwéarts und riick-
wirts durchlaufenen Bogen bestehen, ndmlich dann, wenn die Kraft
bei dem Vorgang als eindeutige Funktion von s gegeben ist, wie 2. B. bei
elastischen Schwingungen; sie kann aber auch eine eigentliche ge-
schlossene Kurve darstellen, wie z. B. bei jeder Maschine, bei welcher
der Druck auf einen Kolben beim Hingang nicht derselbe wie beim
Riickgang ist. Die geleistete Arbeit wird dann einfach durch den
Flacheninhalt des Arbeitsdiagrammes gegeben, nimlich durch das Integral

to+T

o sea,
2

wo das Zeitintervall von £, bis ¢, + T gerade eine Periode der Bewegung
darstellt. Wird ein Flicheninhalt positiv umlaufen, so entspricht ihm
eine negative, wird er negativ umlaufen, so entspricht ihm eine posi-
tive Arbeit. Besteht dic Kurve aus mehreren Schleifen, die teils posi-
tiv, teils negativ umlaufen werden, so ist die gesamte geleistete Arbeit
durch die Summe der mit dem richtigen Vorzeichen zu nehmenden
cinzelnen Schleifeninhalte dargestellt.

2. Erstes Beispiel. Massenanziehung.

Ein Massenpunkt wirke nach dem Newtonschen Anziehungsgesetz
auf einen zweiten Massenpunkt; wir betrachten dann als erstes Beispiel
die Arbeit, welche von dieser Anziehungskraft geleistet wird, wenn sich
der zweite Massenpunkt im Anziehungsbereich des ersten auf der Ver-
bindungslinie bewegt. Das Newtonsche Anziehungsgesetz besagt, daf3
die anziehenden Krifte umgekehrt proportional dem Quadrat der Ent-
fernung sind. Denken wir uns den anziehenden Punkt im Nullpunkte
ruhend, den angezogenen Punkt in der Entfernung » vom Nullpunkt,
so wird die anziehende Kraft gegeben durch einen Ausdruck

)= —py

aus wiirde man die Arbeit als positiv geleistet und nicht als gewonnen bezeichnen.
Der Mensch, welcher hebt, leistet nimlich Arbeit mit einer der Schwere entgegen-
gesetzten Kraft,

16*
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wo u eine positive Konstante ist. Die Arbeit, welche von dieser Kraft ge-
leistet wird, wenn der Punkt unter ihrem Einflu8 aus der Entfernung »
in die Entfernung », < 7 gelangt, ist daher positiv und gleich dem Integral

7

'ds (1_1
—‘U,J‘ 5 = --«—T>.

\ "

r

Wird der Punkt durch eine Gegenkraft vom Nullpunkt fort bewegt,
gelangt er also aus der Entfernung 7 in eine Entfernung », > », so wird
die von der Anziehungskraft geleistete Arbeit natiirlich wieder durch
dieses (nunmehr negative) Integral gegeben. Die von der Gegenkraft
geleistete Arbeit hat den entgegengesetzt gleichen, also positiven Wert

U <: — yl > . Denken wir uns die Endlage immer weiter und weiter ent-
1

fernt, so erhalten wir als Grenzwert fiir die Arbeit, welche gegen die An-
ziehung geleistet werden muB}, um den beweglichen Punkt aus dem An-
ziehungsbereich des festen vollstindig ins ,,Unendliche* zu entfernen, den

Ausdruck _’,i Man nennt diesen wichtigen Ausdruck das Potential der

beiden Punkte aufeinander. Das Potential ist also hier definiert
als Arbeit, die zur vollstindigen Trennung zweier einander anziehender
Punkte gebraucht wird; beispielsweise die Arbeit, die geleistet werden
muf, um ein Elektron aus dem Verbande eines Atoms vollstindig
herauszureiBen (Ionisierungsspannung, bezogen auf das Elektron).

3. Zweites Beispiel. Spannen einer Feder.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Arbeit, welche beim Spannen
einer Feder geleistet wird. Wir machen (vgl. auch § 4) die in der Elasti-
zitatstheorie iibliche Annahme, daB die Kraft, die zur Federspannung
notwendig ist, proportional der VergroSerung x der Federlinge ist,
d.h. p = kx, wo k eine Konstante bedeutet. Die Arbeit, die wir leisten
miissen, um die Feder aus der Ruhelage x = 0 in eine Endlage x = x,
zu bringen, wird also durch das Integral

X1

ka3
ka dx = =
0

gegeben.

4, Drittes Beispiel. Aufladen eines Kondensators.

Ahnlich steht es mit dem Begriff der Arbeit in anderen Gebieten
der Physik. Betrachten wir z. B. das Aufladen eines Kondensators.
Bezeichnen wir mit Q die Elektrizititsmenge auf dem Kondensator, mit
C seine Kapazitit, mit V seine Spannung, so besteht die Relation
Q = CV. Hitte die Spannung des Kondensators bei der Aufladung
einen konstanten Wert V, so wiirde die ,,elektrische Arbeit‘‘, welche
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notig ist, um eine Elektrizititsmenge Q auf den ungeladenen Kon-
densator zu bringen, durch das Produkt QV gemessen werden. Da
sich jedoch bei der Aufladung die Spannung selbst vermehrt, so erhalten
wir durch cinen dem bei der obigen Definition der Arbeit in Nr. 1
durchgefithrten ganz analogen Grenziibergang als Arbeit beim Auf-
laden eines Kondensators den Ausdruck

O Q.

[rag= foag =% =),

v 0
wo (), die gesamte auf den Kondensator gebrachte Elektrizititsmenge,
V, die Spannung am Schlul des Ladevorganges bedeutet.

Anhang zum fiinften Kapitel.

Eigenschaften der Evolute.
Unsere obige Parameterdarstellung
fex g O ) =y 4o =
; e 1T T ey
fir die Evolute einer gegebenen Kurve x = x(¢), y = y(f) (vgl. S. 224)
erlaubt uns, einige interessante geometrische Beziehungen zwischen
ihr und der gegebenen Kurve abzulesen. Der Bequemlichkeit halber
bedienen wir uns dabei wieder der Bogenlinge s als Parameter, so da3
¥+9*=1 und x%¥+9vy=0,
! P . s
',}’:/”#T' 5 oder gy==x und px=—y
wird. Es ist dann also
§=x—ey, n=y+ox
durch Differentiation ergibt sich
E=i—0i—0y=—10v, j=3y+oit+oi=0ox
und somit )
x4y =0.
Da die Richtungskosinus der Kurvennormale durch — y und x gegeben
werden, so folgt hieraus: Die Kurvennormale beriihvt die Evolute im
Kriimmungsmittelpunkt; oder: Die Tangenten an die Evolute sind
die Normalen der gegebenen Kurve; oder: Die Evolute ist die von den
Normalen ,eingehiillte’” Kurve (vgl. Fig. 95).
Nennen wir weiter dic von einem belicbigen Anfangspunkt der
Evolute aus gezihlte Bogenlinge auf ihr o, so wird
do\® ., ls |
<'ds’> =0* =&+ 2.
Aus den obigen Formeln ergibt sich sofort wegen x* 4 y2 =

252
o _Qy
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also bei geeigneter Zihlung der Bogenlinge o — jedenfalls solange
o %= 0 bleibt —
0=20

oder integriert

0y — 0p = 01— Q-
D. h. die Bogenlinge der Evolute zwischen zwei Punkten ist gleich der
Differenz der zugehorigen Kriimmungsradien, solange fiir den betreffen-
den Bogen o von Null verschieden bleibt.

Die letzte Bedingung ist nicht iiberflissig. Wenn nimlich ¢ das Vor-
zeichen wechselt, so wiirde die Formel ¢ = ¢ beim Weiterwandern iiber
den betreffenden Punkt der Evolute hinaus be-
deuten, daB die Bogenlinge ¢ ecin Maximum
oder Minimum hat, d. h. daB man ¢ nicht
einfach weiterzihlt, sondern auch bei dieser
Zihlung das Zeichen umkehren mufB. Will
man das vermeiden, so hat man beim Uber-
schreiten dieser Punkte in der Formel das
Zeichen zu wechseln, d. h. jetzt ¢ = —p zu
setzen.

Im ibrigen erwdhne ich noch, daB die
Krimmungsmittelpunkte, welche zu einem
Maximum oder Minimum des Kriimmungs-

Fig. 95. Evolue (E). Tadius gehoren, Spitzen fiir die Evolute sind.
(Den Beweis iibergehe ich hier.)

Man kann dem eben gefundenen geometrischen Zusammenhang
noch einen andern Ausdruck geben: Denkt man sich einen biegsamen,
nicht dehnbaren Faden um einen Bogen der Evolute gelegt und so
gespannt, daB ein Teil desselben sich von der Kurve ablést und tangen-
tial zu ihr steht, so wird der Endpunkt Q, falls er zuerst auf der Aus-
gangskurve C liegt, auch beim Abwickeln des Fadens einen Bogen dieser
Ausgangskurve beschreiben. Diese nennen wir deshalb eine zur Evolute E
gehorige Evolvente (evolvere = abwickeln). Man kann diesen Zu-
sammenhang umkehren, von einer beliebigen Kurve E ausgehen und
zu ihr durch den beschriebenen AbwickelungsprozeB eine Evolvente C
konstruieren. Dann zeigt sich, daB umgekehrt E die Evolute von C
wird.

Zum Beweis denken wir uns die jetzt als gegeben betrachtete Kurve E
in der Form & = &(0), n = 7 (o) dargestellt, wobei die laufenden recht-
winkeligen Koordinaten mit & und # bezeichnet sind und als Parameter
die Bogenlinge ¢ angenommen werden moge. Die Aufwickelung moge
erfolgen wie in Figur 96 angedeutet ; d.h. der Endpunkt Q des im verander-
lichen, zur Begenlidnge o gehérigen Kurvenpunkte P mit den Koor-
dinaten £, % berithrenden Fadens mdoge bei voller Aufwickelung gerade
in den festen, zur Bogenlinge a = ¢ gehérigen Kurvenpunkt 4 fallen.
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Dann ist die Strecke PQ gleich 4 — ¢, und die Richtungskosinus der

Tangente PQ sind & und 7, wenn nunmehr der Punkt die Ableitung
nach ¢ bedeutet. Somit ergeben sich fiir die Koordinaten x und y des
Punktes Q die Ausdriicke

x=(+@—0)é, y=n+(@—o),

welche die Parameterdarstellung der vom Punkte Q beschriebenen
Evolvente mit ¢ als Parameter geben.
Durch Differentiation nach ¢ folgt so-
fort

i=E—¢+ (@a—o0)i=(a—o0)¢,

y=n—19+(a—0)i=(a—o)i.
Somit ergibt sich wegen & & 4+ 7% =0

#E+y0=0,

und diese Gleichung besagt, daB die
Gerade PQ auf der Evolvente C normal
steht. Wir konnen somit sagen: Die Fig. 9. Evolvente (C).
Normalen der Kurve C berithren die

Kurve E. Durch diese Beziehung aber ist E als die Evolute zu C charak-
terisiert. Also: Jede Kurve ist die Evolute jeder threr Evolventen.

Als Beispiel fiir unsere allgemeinen Erorterungen betrachten wir

die Evolute der Zykloide x =¢ —sin#, y =1 —cos ¢. Es ist (siehe
S. 22211))

- . A2 gt _ L L
=AY iy Gy MEY T Xy e
also erhalten wir die Evolute durch den Parameter ¢ dargestellt in
der Form & =1¢4sin ¢, n = —1 4 cosf. Setzt man £ =17 + 7, so
A
¥!

‘ Fig. 97. Zykloide als Evolute und Evolvente.

wirdé —m =7 —sint, 7 + 2 =1 —cos 7, und diese Gleichungen zeigen,
daB die Evolute wieder eine der urspriinglichen kongruente Zykloide
ist, die durch Verschiebung, wie in Figur 97 angedeutet, aus der ge-
gebenen entsteht.
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&

Als weiteres Beispiel stelle ich die Gleichung der Kreisevolvente auf.
Wir gehen demgemi von dem Kreise & = cos ¥, 5 =sin¢ aus und
wickeln die Tangente auf, wie in Figur 97a angedeutet. Dann ergibt

sich die Kreisevolvente in der Gestalt
x =cost -} tsint, vy =sint—fcost
durch den Parameter ¢ dargestellt
Endlich bestimmen wir noch die Evolute der Ellipse
x=a cost, y=>bsint Es ergibt sich sofort
. B o SR L El
S x—yxf::viy—k. = -, cos’t

Fig. 97a. Kreis- 2 4 2 a2 — p2?
evolvente. — .2  — " gn3
n = y—}—xij;_yx 5~ Sin t.
Eliminiert man ¢ in der iiblichen Weise, so erhilt man aus der gefun-
denen Parameterdarstellung

der Evolute deren Gleichung

Y
in rechtwinkeligen Koordi-
naten

(@) + (n)e

P 2

= (a® — b?)3.
Diese Kurve ist eine soge-
QXH nannte Asteroide. Thre Ge-

stalt ist durch Figur 98
angegeben. Dal} tatsichlich
die Kriimmungsmittelpunkte
fiir die Scheitel der Ellipse
Spitzen der Asteroide sind,
erkennt man ibrigens leicht
aus deren. Parameterdar-
Fig. 98. Evolute der Ellipse. ste]_lung.

Sechstes Kapitel.

Die Taylorsche Formel und die Anndherung
von Funktionen durch ganze rationale.

Die rationalen Funktionen stellen sich in vieler Hinsicht als die
prinzipiell einfachsten Funktionen der Analysis dar; sie entstehen,
indem man eine endliche Anzahl von Malen die rationalen Rechen-
operationen auf die Variable x anwendet, wihrend letzten Endes die
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Bildung jeder anderen Funktion mehr oder weniger versteckt die
Ausfithrung eines Grenziiberganges von rationalen Funktionen aus ver-
langt. Es ist daher eine Frage von groBer theoretischer wie praktischer
Bedeutung, ob und wie genau man eine gegebene Funktion f(x) durch
rationale und insbesondere durch ganze rationale Funktionen ange-
nihert darstellen oder, wic man auch sagt, approximieren kann.

§ 1. Der Logarithmus und der Arcustangens.
1. Der Logarithmus.

Zunichst betrachten wir einige spezielle Fille, bei denen uns die
Integration der geometrischen Reihe fast unmittelbar die gewiinschte
Anndherung liefert. Ich erinnere vorab noch einmal an die folgende
Tatsache. Es ist fiir ¢ &= 1 und ganzes # >0

1 5 ~
mq=1+‘1+‘l'++qn 1+7n:

wo -
Y = 1 _q

gesetzt ist. Im Falle |¢| < 1 wird mit wachsendem # der Rest 7, gegen

0 streben, und wir erhalten dann, wie im ersten Kapitel, S. 26, aus-

cinandergesetzt wurde, die unendliche geometrische Reihe

14+ ¢+ ¢*+ -+ mit der Summe ,_1__.

1—g
Nunmehr gehen wir von der Formel
di
log (1 + %) = 13t
0
aus und entwickeln den Integranden gemiB der obigen Formel, wo
g = — ¢ zu setzen ist. Dann ergibt sich sofort durch Integration
2 3 4 n
log (1 + %) :,t—%+ g»-~%+ — 4 (—1)"—1%+ R,,
wobei . .
indt
R, :frndt = (= [,
0 0

gesetzt ist. Wir haben damit die Funktion log (1 -+ x) bei beliebigem

positivem ganzzahligem » durch eine ganze rationale Funktion #-ten
. 2 3 n
Grades, nimlich die Funktion x — V) -+ '; — 4+ 4 (= 1)"‘1%,
approximiert; die GroBle R,, der Rest, gibt uns an, einen wie grofen
Fehler wir bei dieser Approximation begehen.
Um die Genauigkeit dieser Approximation abzuschitzen, brauchen
wir nur eine Abschdtzung fiir den Rest R,; und diese Abschitzung

wird uns ohne weiteres durch die Integralabschitzungen aus Kap. II,



250 VI. Die Taylorsche Formel,

§7, Nr.1 gegeben. Nehmen wir zunichst an, es sei ¥ = 0, dann ist
der Integrand in dem ganzen Integrationsintervall nirgends negativ
und iberall < ¢ Es wird also

n+1

IR, ;<fzndt oy

und wir sehen hieraus, daB fiir alle Werte von x, welche in dem Inter-
vall 0 < x < 1 liegen, dieser Rest so klein wird, wie wir wollen, wenn wir
nur # hinreichend groB wihlen (vgl. erstes Kapitel, § 5, Nr. 5). Liegt
die GroBe x dagegen in dem Intervall —1 < x <0, so wird der Inte-

grand das Vorzeichen nicht wechseln und wird absolut genommen < 1' :_I"x
sein, und wir erhalten fiir den Rest sofort die Abschitzung
n . | x |n +1
Ral= ft U= et

Wir sehen also, daB auch hier der Rest bei hinreichend groBem » be-
liebig klein wird. Unsere Abschitzung versagt aber naturgemiB, wenn
wir x = —1 setzen.

Zusammenfassend konnen wir sagen: Es ist

2 n
log(l+x)=x—%+—?——+-~-+(—1)"‘1%+R,‘,

wobei der Rest R, mit wachsendem # gegen O strebt, sobald x in dem
Gebiet —1 < x <1 liegt!). Wir koénnen fiir den Rest aus unseren
obigen Ungleichungen sogar eine und dieselbe Abschitzung fiir alle
Werte x eines Intervalles —1 4+ % < x < 1 geben, wobei & eine Zahl
bedeutet, die der Ungleichung 0 << =< 1 geniigt. Dann wird nimlich

1
lR"Iéfh_:i’

eine Formel, die uns zeigt, dafl in dem ganzen Intervall die Funktion
log (1 4+ x) durch unser Polynom #s-ten Grades mindestens mit der

Genauigkeit - approximiert wird. Ich iberlasse es dem Leser,

w41
sich davon zu iiberzeugen, da8 fiir alle Werte von x, fiir welche | x| > 1
ist, der Rest nicht nur nicht gegen 0 streben kann, sondern sogar ab-
solut genommen mit wachsendem # iber alle Grenzen wachsen mu$,
so dafl fiir solche Werte von x durch unsere Polynome keine ange-
niherte Darstellung des Logarithmus geliefert wird.

Die Tatsache, daB in dem obigen Intervall R, gegen O strebt, driickt
man auch dadurch aus, daBl man sagt, in diesemn Intervall haben wir

1) Man beachte, daB dieses Gebiet nach der linken Seite offen, nach der
rechten abgeschlossen ist.
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fiér den Logarithmus die unendliche Reihe

%2 3 P

108(1+x):'V*’2—+‘3'~T% -
hergeleitet. Setzen wir in dieser Reihe speziell x = 1, so erhalten wir
die merkwiirdige Formel

1 1 1
eine der Beziehungen, deren Entdeckung auf die Gemiiter der ersten
Pioniere der Differential- und Integralrechnung einen tiefen Eindruck
gemacht hat.

Die oben gegebene Approximation fiir den Logarithmus fithrt zu
ciner anderen, fiir viele Zwecke, insbesondere auch fiir numerische
Rechnungen niitzlichen Formel, wenn man im Falle — 1 < % < 1 noch

den Ausdruck
log(l—x) = —x-- 5 — - — = — .. — Ry

bildet und durch Subtraktion fiir gerade # zu der Gleichung

1 5 n—1 —
Jlg T T 27T LR,

[}

iibergeht. Hierbei ist der Rest durch den Ausdruck

L Y A RN PR A

gegeben. Der Rest R,, strebt wegen der Beziehung

lxn+1| 1
"\—' n+1 1 -2

| R

bei wachsendem # gegen Null, was wir wiederum zum Ausdruck bringen,
indem wir die fiir lxl < 1 giiltige Entwicklung

——lg —QI’CSng—x—]— —|——[%+~--

in eine unendliche Reihe hinschreiben.

2. Der Arcustangens.

Ganz éhnlich 1aBt sich die Funktion Arcustangens behandeln,
indem wir von der fiir jedes ganze positive # giiltigen Formel

1

I 1— 240 — o (—1)n-le-2 Ly

i2n

vy, == (b—_ 1)" 14 2
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ausgehen. Durch Integration erhalten wir

2n—1
n—1 Ax

#° x°
arctgx:x—f:;——l—fé———i—---—{—(—l) 2—11_——1+R,,,

X
2n

R, =(—1p [\ qat,
0

und wir erkennen sofort, dal im Intervall —1 < x <1 der Rest R,
mit wachsendem # gegen O strebt; denn fiir diesen Rest gilt zufolge
des Mittelwertsatzes der Integralrechnung

v

|Ryi= [endt—
0

ixi2n+1

2n 41"

Wir sehen aus der Restdarstellung auch leicht, daB fir |x| > 1 der
absolute Betrag des Restes bei wachsendem # {iber alle Grenzen wachsen
wird. Fiir | 2| =< 1 haben wir somit die unendliche Reihe

%3 5
arctgx—x——?—}—?~—+-~

abgeleitet, aus der wir fiir den speziellen Wert x = 1, wegen arctg 1 = % ,
die Reihe

7 1 1
=l Ty -+

erhalten. Ein ebenso merkwiirdiges Resultat wie das oben fiir log2
gefundene.

§ 2. Die allgemeine Taylorsche Formel.

Eine angeniherte Darstellung durch rationale Funktionen, wie in
den oben betrachteten speziellen Fillen, gelingt nun auch in dem Fall
einer beliebigen Funktion f(x), von der wir nur voraussetzen, daB
sie fiir alle betrachteten Werte der unabhingigen Verinderlichen eines
vorgegebenen abgeschlossenen Intervalles stetige Ableitungen bis min-
destens zur (# + 1)-ten Ordnung besitzt. In den meisten vorkommen-
den Fillen wird von vornherein die Existenz und Stetigkeit aller Ab-
leitungen der Funktion feststehen, so daB wir fir » jede beliebige
Zahl wihlen kénnen.

Die Anniherungsformel, die ich sogleich ableiten werde, ist in den
ersten Zeiten der Differential- und Integralrechnung von Taylor, einem
Schiiler Newtons, entdeckt worden und tridgt den Namen Taylorsche
Formel?).

1) Haufig bezeichnet man einen Spezialfall von ihr ohne jeden sachlichen
oder historischen Grund als Formel von MacLauriz, ein Brauch, dem wir uns
nicht anschlieBen.
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1. Die Taylorsche Formel fiir ganze rationale Funktionen.

Wir betrachten zunidchst, um uns zu orientieren, den Fall, daB
f(x) =ay,+ a;x + -+ - a, 2" selbst cine ganze rationale Funktion
n-ten Grades ist. Dann kénnen wir die Koeffizienten dieser Funktion
in einfacher Weise durch dic Ableitungen von f(x) an der Stelle x =0
ausdriicken. Differenzieren wir niimlich unsere Gleichung einmal, zwei-
mal usw. nach x und setzen dann x = 0 ein, so ergibt sich sofort fiir die
Koeffizienten die Darstellung

a=10), a={0, a=,70., ... a=_1f™0)
Jede ganze rationale Funktion #-ten Grades f(x) 1aBt sich also in der
Form

X

J0) = 10) + 2 (0) + 5,170 + 5 770) 4 -+ 4 1y [0 0)

schreiben, eine Formel, welche lediglich besagt, daB und wie die
Koeffizienten a, sich durch die Ableitungen am Nullpunkt aus-
driicken lassen.

Wir konnen diese ,,Taylorsche Darstellung' der ganzen rationalen
Funktionen noch ein wenig verallgemeinern, wenn wir x durch & == x + A
ersetzen und nunmehr die Funktion f(¢) = /(x + %) = g(h) als Funk-
tion der GréBe % auffassen, indem wir uns fiir den Moment x als
feste Zahl vorstellen und % als die unabhiingige Verinderliche betrach-
ten. Es folgt dann ’

gy =r@©, .... g™h) =fm(),
also, wenn wir 5 = 0 setzen,
g0)=1(x), .... g™(0)=/fm(x).

Wenden wir unsere Taylorsche Darstellungsformel auf die Funktion
f(x 4+ &) = g(h) an, die ja ebenfalls eine ganze rationale Funktion #-ten
Grades in 4 ist, so erhalten wir sofort die Taylorsche Darstellung

JE&) = 10+ B)=1(0) F B 1) + 517 (5) + 23 + -+ 2 o (x).

2. Die Taylorsche Formel fiir eine beliebige Funktion.

Die gewonnene Formel gibt uns den Fingerzeig, auch fiir eine be-
liebige, nicht notwendig ganz rationale Funktion f(x) eine dhnliche
Darstellung aufzusuchen, die aber nunmehr, im Gegensatz zu der Dar-
stellung ganzer rationaler Funktionen, nur noch zu einem angeniherten
Ausdruck der Funktion durch eine ganze rationale fithren kann.

Wir wollen die Funktionswerte von f an der Stelle x und an der
Stelle £ = x 4 & miteinander vergleichen, wo also 4 = & — x gesetzt
ist. Jetzt wird, wenn # irgendeine natiirliche Zahl ist, der Ausdruck

[0+ E=0 1) + -+ E D o)
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im allgemeinen nicht mehr eine exakte Darstellung des Funktions-
wertes /(&) sein. Wir werden also setzen miissen

— x)2 — 2\

1O =10+ E—x 7w+ 57 1w+ + ) o) + Ry,
wobei der Ausdruck R, den Rest bei der Ersetzung von f(£) durch
den Ausdruck f(x) -+ f(x) (¢ — x) + --- bedeutet. Diese Gleichung
ist zunichst nichts anderes als eine bloB formale Definition des Aus-
druckes R,. Ihre Bedeutung besteht aber darin, daB wir fiir diesen
Rest R, sehr leicht eine {ibersichtliche und handliche Darstellung finden
kénnen. Zu diesem Zwecke denken wir uns die GréBe & fest und die
GréBe x als unabhingige Veridnderliche. Der Rest wird dann eine
Funktion R, (x). Diese Funktion verschwindet, wie sofort aus unserer
Definitionsgleichung hervorgeht, fiir x = ¢:

R, (&) =0.

Weiter erhalten wir durch Differentiation

Ry(x) = — (§—) for b (x).,

n!
Denn differenzieren wir unsere Definitionsgleichung nach x, so entsteht
links Null, weil /() nicht mehr von x abhingt und also als Funktion
von x angesehen konstant ist ; rechts differenzieren wir jeden Summanden
auBer R, (x) nach der Produktregel und erkennen, dafB3 dabei alle Aus-
driicke sich gegenseitig zerstéren bis auf den oben mit dem Minus-
zeichen hingeschriebenen letzten.
Nunmehr besagt der Fundamentalsatz der Integralrechnung:

x &
R,(x) =R, (x) — R, (£) =EJ'R,',(t) dt = —fo,", (t) dt;

also erhalten wir fiir den Rest die Darstellung
z+h
R,(x) = [ €= jmen gyt
welche, wenn wir eine neue Integrationsverinderliche 7 durch die Glei-
chung 7 = ¢ — x einfiihren, in
3
1 h n f(n+1) d
o [ =2 poen) (x4 1) de

0

R, =

iibergeht.

Ich fasse unser Ergebnis noch einmal zusammen: Wenn die Funk-
tion f (x) in dem betrachteten Intervalle stetige Ableitungen bis zur (n + 1) -ten
Ordnung besitzt, so gilt

[+ B) = Fx) + P () + B 108) ) o ™ (®) + Ry
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oder damit gleichbedeutend fiir h =& — «

1O=t+E—nrw+E 3 e+ 4 E w1 R,,

wobei der Rest R, durch die Formel
3

R, =_1—f(h — ) fnil (g 4 1) de

n!
0

dargestellt wird.
Setzen wir speziell x = 0 und schreiben dann statt 4 wieder x,
so erhalten wir die Formel

x2

F8) = 10) + 55 £(0) + 55 17(0) -+ -+ + = f™ (0) + R,

mit dem Rest

x

R, = if(x — 7)n fint ) (1) dr.

n!
0

Unsere Formeln heiBlen die Taylorschen Formeln. Sie geben einen Aus-
druck fiir die Funktion j(x + %) bzw. fiir die Funktion f{x) durch
ein Polynom #-ten Grades in % bzw. in #, das sogenannte n-fe Naherungs-
oder Approximationspolynom, und ein Restglied. Das Niherungs-
polynom ist dadurch charakterisiert, daB es selbst sowie seine # ersten
Ableitungen fiirr A = 0 bzw. ¥ = 0 mit der Funktion bzw. ihren ersten
n Ableitungen ibereinstimmt. Zum Unterschiede von der Taylorschen
Darstellung ganzer rationaler Funktionen?) sind hier das Restglied und
seine Darstellung wesentlich. Die Bedeutung der Formeln liegt darin,
daB dieses Restglied, wenn es auch eine kompliziertere Gestalt als die
tibrigen Glieder der Formel hat, doch ein handliches Instrument zu
einer Abschitzung der Genauigkeit bietet, mit welcher die Summe
der ersten # 4+ 1 Glieder:
X

10) + {1 70) + 50 170) + -+ + 2 fm(0),

n!

die Funktion f(x) darstellt.

3. Abschitzung des Restgliedes.

Ob die ersten # 4+ 1 Glieder der Taylorschen Formel tatsich-
lich eine hinreichend gute Anniherung an die Funktion geben,
wird natiirlich davon abhingen, ob das Restglied hinreichend klein
bleibt, und die Aufmerksamkeit wird sich also auf die Abschitzung
dieses Restgliedes zu konzentrieren haben. Fiir eine solche Abschitzung
bietet sich als naturgemifes Hilfsmittel der Mittelwertsatz der Integral-
rechnung (zweites Kapitel, § 7).

1) Bei deren Darstellung tritt namlich iiberhaupt kein Restglied auf.
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Wenden wir diesen Mittelwertsatz in der Form

h

h
Ufp(r)w(r)drwwh)fp(r)dr

Y]
an — es ist hierbei p(r) als eine in dem Integrationsintervall stetige
nicht negative, ¢ () lediglich als eine dort stetige Funktion vorausgesetzt,
und & bedeutet einen Wert aus dem Intervall 0 <$#< 1 —, einmal,
indem wir (1) = (A — )", und zweitens, indem wir p (7) =1 setzen,
so erhalten wir fiir das Restglied das eine Mal den Ausdruck

hn+l 1
Ry = (e 10006+ 93

(n
und das andere Mal die fiir uns weniger wichtige und hier nur der Voll-
stindigkeit wegen erwihnte Darstellung

hn+l

Rn = —n—"(l —_ 19)"f‘"+1)(x + 19}1)

Es bedeutet in diesen Formeln ¢ einen gewissen nicht niher festzu-
stellenden Wert in dem Intervall 0 <& < 1; dieser Wert ist natiirlich
im allgemeinen in den beiden Formen des Restgliedes verschieden und
zudem von #, x und kb abhingig. Die erste Form des Restgliedes
rithrt von Lagrange, die zweite von Cauchy her; sie werden entspre-
chend benannt?). '

Das Hauptinteresse wird sich einmal darauf richten, ob mit wachsen-
dem % der Rest R, gegen O strebt; wenn dies der Fall ist, so wird die
Funktion f(x 4 %) mit um so gréBerer Genauigkeit durch die ent-
sprechende ganze rationale Funktion von 4 dargestellt werden, je
groBer » ist. Wir sagen dann, daB wir fiir die Funktion eine Enfwicklung
i eine unendliche Taylorsche Rethe

Ha 0 = 1)+ o () + 1)+ 7 0) +

1) Man kann iibrigens diese — wie auch noch andere — Ausdriicke fiir den
Rest auch ohne weiteres aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung bzw.
aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz (S.165) erhalten. Man hat diesen
auf die Funktion R,(#) = R, (*¥) — R,(£) bzw. auf die Funktionen R, (*) und
(¥ — &"+! anzuwenden, wobei £ als fester Wert anzunehmen und die Formel

R(x) = — E—2" for+ 1 (x)

n!
zu benutzen ist. Bei dieser Ableitung der Restformeln tritt der Charakter der
Taylorschen Darstellung als Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes mehr hervor;
man hat iiberdies den fiir manche theoretischen Zwecke wesentlichen Vorteil,
daB8 man nur die Existenz, nicht aber die Stetigkeit der (z 4 1)-ten Ableitung
vorauszusetzen braucht. Dagegen verzichtet man hierbei auf die exakte Dar-
stellung des Restes durch eine Integralformel.
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bzw. speziell, wenn wir wieder erst x = 0 setzen und dann x statt A
schreiben,
23

10) = 100) + 4 1'(0) + 2 1(0) + 2277/ (0) + -

erhalten haben. Wir werden im nachsten Paragraphen Beispiele hierfiir
kennen lernen.

Zunidchst will ich jedoch den zweiten wesentlichen Gesichtspunkt
bezeichnen, welcher sich aus der Betrachtung der Taylorschen Reihe
ergibt. Denken wir uns in der ersten Formel die GroBe 4 kleiner und
kleiner werdend und gegen 0 strebend, so werden in der Ausdrucksweise
des dritten Kapitels, § 9, die einzelnen Glieder der Reihe von verschie-
denen GroBenordnungen klein werden ; wir nennen dementsprechend den
Ausdruck f(x) das Glied nullter Ordnung in der Taylorschen Formel,

den Ausdruck 4f'(x) das Glied erster Ordnung, den Ausdruck gj— (%)

das Glied zweiter Ordnung usw. Wir sehen aus der Form unseres Rest-
gliedes, daf wir bei einer Entwicklung bis zu Gliedern n-ter Ordnung
einen Fehler begehen, der von der (n + Y)-ten Ordnung mit b klein wird.
Auf dieser Tatsache beruhen viele wichtige Anwendungen. Sie zeigt uns,
daB man durch das Approximationspolynom eine um so bessere Dar-
stellung der Funktion f(x + 4) erhilt, je niher die Stelle x + 4 an
der Stelle x licgt, und daB man diese Anniherung in der unmittelbaren
Umgebung der Stelle x gegebenenfalls durch VergréBerung von =
verbessern kann.

§ 3. Anwendungen. Entwicklung der elementaren Funktionen.

Wir benutzen die allgemeinen Resultate des vorigen Paragraphen
dazu, um die elementaren Funktionen durch ganze rationale Funk-
tionen zu approximieren bzw. in Taylorsche Reihen zu entwickeln.
Dabei will ich mich allerdings auf diejenigen Funktionen beschrinken,
bei denen sich die Koeffizienten der Reihenentwicklungen nach ein-
fachen Bildungsgesetzen ergeben. Auf die Reihenentwicklungen einiger
anderer Funktionen werde ich erst im achten Kapitel eingehen.

1. Die Exponentialfunktion.

Das einfachste Beispiel bietet die Exponentialfunktion f(x) = e=.
Hier sind alle Ableitungen mit f(x) identisch, besitzen also fiir x = 0
den Wert 1, und wir erhalten daher unter Benutzung der Lagrangeschen

Form des Restgliedes fiir dic Exponentialfunktion gemiB § 2 sofort die

Formel . s et
€ FoE L F R FTD_pu

eIttt Tt oottt a e

Lassen wir # iiber alle Grenzen wachsen, so wird das Restglied gegen

0 streben, was auch immer der fest gewihlte Wert x sei. Denn zunichst

Courant, Diflerentialrechnung. 1. 2. Aufl. 17
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ist |e?%| < €l*l. Sodann wihlen wir eine feste ganze Zahl m groBer
als 2| x|. Dann wird fiir » = m

|x| Foantl | jam ] x| | %] Eadl 1 I2x|’" 1

— e DTS —— e . — < —
n <2 [(n+ 1)1 ml m+1 n+1§ | Qr+l-m ="t "Gn >
also ‘R | (27‘| ezl _217’

und da die beiden ersten rechts stehenden Faktoren von # un-
abhingige feste Zahlen sind, wihrend die Zahl — bei wachsendem #

gegen O strebt, so folgt unmittelbar unsere Behauptung. Wenn wir
die Zahl x nicht als fest ansehen, sondern frei im Intervall — 2 < x < a
variieren lassen, wo a4 eine bestimmt gewihlte positive Zahl ist, so
folgt aus unserer Betrachtung, sobald wir dann nur m > 2 a wihlen,
(2 a) 1

g% . —
2n "

\R|<

Wir haben damit fiir den Rest eine von x unabhingige, nur von &
abhingige Schranke angegeben, welche fiir # — 00 gegen Null strebt.
Wir kénnen also fiir die Funktion e® sofort die Entwicklung in eine
unendliche Reihe

2 3 »
F=l+tht gt =20
r=0

hinschreiben?) und bemerken, daB diese Reihenentwicklung fir alle
Werte von x gilt. Damit ist aufs neue bestitigt, daB die im ersten
Kapitel betrachtete GroBe e (vgl. S. 32) mit der Basis der natiirlichen
Logarithmen ibereinstimmt (vgl. drittes Kapitel, §6). Fir nume-
rische Zwecke allerdings miissen wir uns der abbrechenden Taylorschen

Formel mit dem Restglied bedienen; z. B. liefert sie fir x =1
o®

Wollen wir e mit einem Fehler von hochstens 1| 10000 PETEChNEN, SO brauchen
wir z. B. nur # so gro8 zu wihlen, daB das Restglied sicher kleiner
als 1/,0000 Wird; und da dieses Restglied sicher kleiner als (n——fl—)' ist?2),
so geniigt es, # = 7 zu wihlen, weil 8! > 30000 ist. Wir finden so den

00
1) Das Summenzeichen 2, ist auch hier und im folgenden eine Abkiirzung der

v=0
Vorschrift: Man setze in dem unter dem Summenzeichen stehenden Ausdruck
fiir » alle Werte 0, 1, 2, ... ein und addiere dann.

2) Wir haben hierbei von der Tatsache Gebrauch gemacht, daB e < 3 ist.
Diese folgt sofort (vgl. auch S. 32) aus unserer Reihe fiir ¢; denn es ist sicher
1 1
:|_2ﬂ——und da.here<l+l+ + +...=14+ l=3.
1 ——
2
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angeniherten Wert
e =2,71822

mit einem Fehler, der sicher kleiner als 0,0001 ist. Die Abrundungs-
fehler haben wir dabei nicht berlicksichtigt.

2. sin x, cos x, @in x, €oj x.

Fiir die Funktionen sin %, cos x, @in x und €of x erhalten wir die
folgenden Formeln?):

flx) = sinx cosx Ginx Cojx,
f(x) - cosx —sinx Cojx Ginwx,
f'(x) =-—sinx —cosx Sinx Eofx,
f7'(x) = —cosx siny  Cojx Ginx,

(%) = sinx cosx Ginx Cojx,

Bei den Approximationspolynomen fiir sin x und Sin ¥ werden also
die Koeffizienten der geraden Potenzen von x verschwinden, bei den
Approximationspolynomen fiir cos x und @of x die der ungeraden, so
daB im ersten Falle das (2# + 1)-te und das (2% 4 2)-te Polynom
identisch sind, im zweiten Falle das 2#-te und das (2% + 1)-te. Denken
wir uns die jeweils hochsten dieser Polynome benutzt, so erhalten wir
sofort mit dem Restglied von Lagrange

. 43 Pl n x2n+1 ntl x2n+3 19
xz x‘l . xzn x2ﬂ+2
cosx == Gy =+ (1) gy (S gy os (9),
#8 P x2n+1l x2Zn+3

Ginx=x+37+3 + T gnr T eaga oo @)
x2 x4 ) x2n Z2"+2

Cojx =1+ 9T + I + - (25! + (§;+“W@Di (8=),
wo natiirlich ¢ im allgemeinen in jeder der vier Formeln eine andere
Zahl zwischen 0 und 1 bedeutet, dic auBerdem noch von # und x ab-
hiingt. Auch in diesen Formeln kann man fiir jeden Wert von x die
Anniherung beliebig genau machen, da der Rest mit wachsendem 7
gegen 0 strebt. Wir erhalten so die vier Reihenentwicklungen

L V7
(

51nx=x~§!f+»5—!—+-~-:

1) Ist f(x) = sin x oder f(#) = cos #, so laBt sich ubrigens stets die n-te Ab-
leitung durch den Ausdruck

f(x) = ]‘<x + n :2[—)

einheitlich darstellen.

17*
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Zz x4 ¥ xzv
cos¥=1— g+ —+ :2(_1) o

»=0
[oe]
. xa xs x27+1
Gy =r+gr gt ToEvrn
[ee]
- %2 P %2
Cofx =1+ grtgt :——/:_0 @nt’

von denen iibrigens die beiden letzten sich formal auch aus der Reihen-
entwicklung von e* gemiB den Definitionsformeln der .Hyperbel-
funktionen ergeben.

3. Die binomische Reihe.

Wihrend ich darauf verzichten kann, die Funktionen log (1 + %)
und arc tg x, die wir schon im §1 direkt behandelt haben, nochmals
mit Hilfe der Taylorschen Formel zu entwickeln, muB ich noch auf
die Verallgemeinerung des binomischen Satzes fiir beliebige Exponen-
ten eingehen, die eine der folgenreichsten mathematischen Entdeckun-
gen von Newton war und eines der wichtigsten Beispiele fiir die Taylor-
sche Reihenentwicklung iiberhaupt darstellt. Es handelt sich darum,
die Funktion

fx) = (1+ %)

bei beliebigem positiven oder negativen, rationalen oder irrationalen o
fiir x > — 1 nach der Taylorschen Formel zu entwickeln. Da8 wir nicht
die Funktion %, sondern gerade die obige Funktion gewahit haben, hat
natiirlich seinen Grund in der Tatsache, daB fiir #* an der Stelle x = 0
nicht mehr samtliche Ableitungen stetig sind, abgesehen von dem tri-
vialen Falle eines nicht negativen ganzen «. Wir berechnen zunéchst
die Ableitungen von f(x) und erhalten

) =a(l+2" f/@)=a@—1)1+x""" ...,
) =afe—1) - (@a—v+1) 0+ 2"
Speziell fiir x = 0 ergibt sich
Fo)=a, 0 =a@—1), .... O=al@—1) - (@—r+1).
Es ergibt sich also die Taylorsche Formel
( 1) afe—1)@—2) - ([@—n+1)

(142" =1+ax+——F7 22+ + — i *+R,,
wo uns nun noch die Aufgabe der Diskussion des Restes bleibt. Diese
Aufgabe ist zwar nicht schwierig, jedoch nicht ganz so einfach wie
in den schon behandelten Fillen. Ich will daher auf die Durchfithrung
der Restabschitzung hier verzichten, da ich im iiberndchsten Kapltel

den allgemeinen binomischen Satz auf eine etwas andere und ein-
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fachere Art vollstindig ableiten werde. Das Ergebnis, welches
ich schon hier nenne, ist, daB jedenfalls fir |x| <1 das Restglied
gegen 0 strebt und also der Ausdruck (I 4+ #)* in die unendliche bino-
mische Rethe

L ‘ , -, - .

entwickelt werden kann, wobei wir zur Abkiirzung die allgemeinen

Binomialkoeffizienten (*) = ** =D =7 D g 5 ), (5) =1

!
eingefiihrt haben.

§ 4. Geometrische Anwendungen.

Die Taylorsche Formel erlaubt uns, das Verhalten einer Funktion f(x)
in der Umgebung einer Stelle ¥ =a bzw. das Verhalten einer ge-
gebenen Kurve in der Umgebung eines Punktes genauer zu untersuchen,
da sic den Zuwachs der Funktion bei Ubergang zu einer Nachbarstelle
x==a -4 h in einc Summe von GroéBen erster, zweiter, dritter usw.
Ordnung auflost.

1. Berithrung von Kurven.

Wir machen hiervon Gebrauch, um den Begriff der Beriihrung zweier
Kurven zu analysieren.

Wenn zwei Kurven y = f(x) und y = g(x) an einer Stelle, etwa
an der Stelle ¥ = a, sich nicht nur treffen, sondern noch eine gemein-
same Tangente besitzen, so sagen wir, daf sie einander an dieser Stelle
beriihren. Die Taylorschen Entwicklungen der Funktionen j(a + &) und
g{a 4+ k) stimmen dann in den Gliedern O-ter und I-ter Ordnung in 4
tiberein. Wenn an der Stelle ¥ = @ auch noch die zweiten Ableitungen
von f(x) und g(x) mitcinander ibereinstimmen, so sprechen wir von
ciner  Berithrung zweiter Ordnung. Die Taylorschen Entwicklungen
stimmen alsdann auch noch in den Gliedern zweiter Ordnung iiberein,
und die Differenz D (x) = f(x) — g(x) wird sich, wenn wir die Stetig-
keit der Ableitungen bis mindestens zur dritten Ordnung voraussetzen,
in der Form

D(e - h) ={(a+h) —gla +h) =2 D"(a+ 0h) = 5 F(h)

darstellen lassen, wobei der Ausdruck F () fiir A— 0 gegen "' (a) — g'"’ ()
strebt. Die Differenz D(a 4 &) wird also mit & von mindestens dritter
Ordnung Null.

So kénnen wir weitergehen und den aligemeinen Fall betrachten,
daf3 die Taylorschen Formeln fiir f(x) und g(x) in den Gliedern bis zur
n-ten Ordnung ibereinstimmen, d. h. daf3

@) =ela), @ =gl@), "@)=g¢"@), ..., [a)=gm(a)
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ist, wobei wir weiter voraussetzen, daB noch die (# + 1)-ten Ableitungen
stetig sein sollen. Wir sagen unter diesen Voraussetzungen, daB die
Kurven an dieser Stelle eine Berihrung n-ter Ordnung besitzen. Die
Differenz der beiden Funktionen wird dann die Form haben

fa+h)—gla+m="5 F®,

wo F(h) = D"+ (a 4+ 9h) wegen 0<d<1l fir A—0 gegen
j W (a) — g +Y (a) strebt. Man erkennt aus diesen Formeln. da8
die Differenz f(x) — g{x) im Beriihrungspunkt von mindestens
(n+1)-ter Ordnung Null wird.

Die Taylorschen Polynome sind geometrisch einfach dadurch de-
finiert, daB sie diejenigen Parabeln #-ter Ordnung darstellen, welche
an der betreffenden Stelle mit der zur gegebenen Funktion gehérigen
Kurve eine Beriihrung méglichst hoher
Ordnung haben. Man nennt sie darum
gelegentlich Schmiegungsparabeln oder
oskulierende Parabeln. Figur 99 gibt
uns fir das Beispiel ¥y = e* an der
Stelle x = 0 die ersten Schmiegungs-
parabeln.

. Wenn zwei Kurven y = f(x) und
/ 0 x y = g(x) sich von n-ter Ordnung be-
’ rithren, so ist durch die Definition
nicht ausgeschlossen, daB die Beriih-
rung sogar von noch héherer Ordnung
ist, d. h. daB auch noch f®+V(a) = gt»+1 (a) wird. Ist dies jedoch
nicht der Fall, ist also f®*! (@) 4 g»*1 (a), so sprechen wir von
einer Beriihrung genau #-ter Ordnung oder sagen, die Ordnung der
Beriihrung!) ist genau =.

Wir kénnen aus unseren Formeln wie aus unseren Figuren eine
bemerkenswerte, gerade von Anfingern hiufig nicht beachtete Tat-
sache ablesen. Wenn die Berithrung zweier Kurven von genau gerader
Ordnung ist, d. h. wenn eine gerade Anzahl # von Ableitungen der beiden
Funktionen an der betreffenden Stelle miteinander iibereinstimmt,
die (n + 1)-ten Ableitungen aber nicht mehr, so wird die Differenz
f(a + k) — g(a + k) der beiden Funktionen gemaB der obigen Formel
fiir hinreichend kleine positive # und fiir absclut genommen hin-
reichend kleine negative & verschiedene Vorzeichen besitzen. Es wer-
den sich die beiden einander beriihrenden Kurven bei der Beriihrung
durchschneiden. Dieser Fall tritt z. B. ein bei einer Beriihrung zweiter

Fig. 99. Schmiegungsparabeln von ex.

1) DaB die Ordnung der Berithrung zweier Kurven eine echte geometrische
Beziehung ist, die durch eine Bewegung des Koordinatensystems nicht beeinfluft
wird, ist eine Tatsache, die man leicht den Formeln fiir dic Bewegung des Ko-
ordinatensystemes entnehmen kann.
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Ordnung, wenn tatsichlich die Ableitungen dritter Ordnung nicht mehr
libereinstimmen. Betrachten wir aber den Fall einer Beriihrung un-
gerader Ordnung, z. B. den Fall einer gewohnlichen Beriihrung erster Ord-
nung, so wird die Differenz f{a + k) —g{a + &) fir absolut genommen
hinreichend kleine positive und negative % dasselbe Vorzeichen haben;
die beiden einander berithrenden Kurven werden also in der Um-
gebung der Beriihrungsstelle einander nicht durchschneiden. Die Be-
rithrung einer Kurve mit ihrer Tangente ist dafiir das einfachste Bei-
spiel; nur an Punkten, wo wir eine Berithrung zweiter Ordnung haben,
muB die Tangente die Kurve durchsetzen, es sei denn, daB fiir die
Kurve an der betreffenden Stelle auch noch die Ableitung dritter
Ordnung verschwindet (oder allgemeiner alle Ableitungen bis zu einer
ungeraden Ordnung einschlieBlich), wie z. B. fiir die Kurve v = x4 an
der Stelle x = 0.

2. Der Kriimmungskreis als Oskulationskreis.

In dieser Auffassung gewinnt der Begriff der Krimmung einer
Kurve y = f(x) eine neue anschauliche Bedeutung. Betrachten wir
einen bestimmten Kurvenpunkt mit den Koordinaten ¥ =4 und
y = b, so gibt es durch diesen Punkt unendlich viele Kreise, welche
die Kurve dort berithren. Die Mittelpunkte dieser Kreise liegen auf
der Kurvennormale, und zu jedem Punkt dieser Normalen gehért genau
ein solcher berithrender Kreis. Man darf erwarten, daB3 wir durch ge-
eignete Wahl des Kreismittelpunktes eine Berithrung zweiter Ordnung
zwischen Kreis und Kurve erzielen kénnen.

Nun wissen wir in der Tat aus dem fiinften Kapitel, daB fiir den
Kriimmungskreis im Punkte x = 4, dessen Gleichung y = g(x) sei, nicht
nur g(a) = f(a) und g'(a) = /'(a), sondern auBerdem noch g'’(a) = f"'{(a)
wird. Der Krimmungskreis ist also zugleich der Schmiegungskreis oder
oskulierende Kreis fir den betreffenden Kurvenpunkt, d. h. der Kreis,
welcher dort mit der Kurve eine Beriihrung von zweiter Ordnung be-
sitzt. Im Grenzfall cines Wendepunktes oder allgemein einer Stelle,
wo die Kriimmung Null, der Kriimmungsradius unendlich wird, artet
der Kriimmungskreis in die Tangente aus. Der Kriimmungskreis wird
im allgemecinen, d. h. wenn die Berithrung nicht zufillig an der betref-
fenden Stelle von hoherer als zweiter Ordnung ist, die Kurve nicht nur
beriihren, sondern an der Beriihrungsstelle noch durchschneiden.

3. Zur Theorie der Maxima und Minima.
Wie wir frither im dritten Kapitel gesehen haben, liefert eine Stelle
% = a, fiir welche f'(a) = 0 ist, ein Maximum bzw. ein Minimum fiir die
Funktion f(x), wenn /"(a) negativ bzw. positiv ist. Die letzten Be-
dingungen sind also hinreichend fiir das Auftreten eines Maximums
oder Minimums. Sie sind aber keineswegs notwendig; denn im Falle



264 Anhang zam sechsten Kapitel.

f"(a) = 0 bleibt noch jede der drei Moglichkeiten offen, daB ein Maxi-
mum oder ein Minimum oder keine der beiden Erscheinungen vorliegt.
Beispiele fiir die drei Erscheinungen bieten die Funktionen y = — x4,
y=x*und y = %3 an der Stelle x = 0. Die Taylorsche Formel gibt uns
sofort die Moglichkeit einer allgemeinen Formulierung hinreichender Be-
dingungen. Wir brauchen nur die Funktion f{(a + 4) nach Potenzen
von % zu entwickeln; dann kommt es darauf an, ob das erste nicht
verschwindende Glied eine gerade oder eine ungerade Potenz von %
enthédlt. Im ersten Falle haben wir ein Maximum oder Minimum, je
nachdem der Koeffizient von 4 negativ oder positiv ist; im zweiten
Falle haben wir eine horizontale Wendetangente und weder ein Maxi-
mum noch ein Minimum. Der Leser moge sich diesen Zusammenhang
an Hand des Restgliedes selber genauer durchdenken?).

Anhang zum sechsten Kapitel.

§ 1. Beispiel einer Funktion, die sich nicht in eine Taylorsche
Reihe entwickeln 148t.

Die Moglichkeit der Taylorschen Darstellung mit Restglied (» + 1)-ter
Ordnung beruhte wesentlich auf der Differenzierbarkeit der Funktion
an der betreffenden Stelle. Deshalb ist z. B. die Funktion log x nicht
durch eine Taylorsche Formel nach Potenzen von x darstellbar,

ebenso nicht die Funktion ‘T";, deren Ableitungen fiir x = 0 unend-
lich werden.

Damit eine Funktion in eine unendliche Taylorsche Reihe entwickel-
bar ist, miissen jedenfalls an der betreffenden Stelle alle Ableitungen
existieren ; aber diese notwendige Bedingung ist keineswegs hinreichend.
Eine Funktion, deren simtliche Ableitungen in einem Intervall vorhanden
und stetig sind, braucht sich trotzdem keineswegs in eine Taylorsche Reihe
entwickeln zu lassen; d.h. das Restglied R, der Taylorschen Formel
braucht nicht mit wachsendem # gegen 0 zu streben, nicht einmal, wenn
das Gebiet, in welchem wir entwickeln wollen, hinreichend klein gew#hlt

wird. Das einfachste Beispiel fiir diese Erscheinung bietet uns die Funk-
1

tion y = f(x) =e # fir x 40, f(0) =0, die wir schon im Anhang
zum dritten Kapitel betrachtet haben. Die Funktion ist mit ihren
samtlichen Ableitungen in jedem Intervalle stetig, auch fir x =0,
und wir haben gesehen, daB in diesem Punkte alle Ableitungen ver-

1) Im iibrigen ist die friither (S.129) gegebene notwendige und hinreichende
Bedingung allgemeiner und fiir Anwendungen bequemer: Notwendig und hin-
reichend fiir das Vorliegen eines Maximums oder Minimums ist, daB beim Durch-
gang durch die betreffende Stelle die erste Ableitung f(#) ihr Vorzeichen wechselt.
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schwinden, d. h. daB ' (0) =0 ist. In der Taylorschen Formel ver-
schwinden also alle Koeffizienten des Approximationspolynomes, wie
wir auch # wihlen; mit anderen Worten: Das Restglied ist und bleibt
gleich der Funktion selbst, strebt also, auBler fir x = 0, nicht gegen 0,
da die Funktion fiir jedes x < 0 positiv ist.

§ 2. Beweis der Irrationalitit von e.

Aus der Formel =2+ o7 + +n‘+(n+l)'

die Tatsache, daB dic Zahl e 1rrat10nal ist. Ware das Gegenteil richtig,

¢” ergibt sich sofort

namlich ¢ =§, wo p und ¢ ganze Zahlen bedeuten, so kénnten wir

gewilB » grofer als ¢ wihlen. Dann muf n!ezn!qf eine ganze Zahl

! !
sein. Andererseits ist #n'le = 2n! + ?—1—1 4k % + L ’9, und da
.0 n n 41
¢’ < e <3 ist, wird 0 < o7 < 1. Es miilte also die ganze Zahl n!e
gleich der ganzen Zahl 2n!+ 2—, =+ +++ - 1 plus einem nicht verschwin-

denden echten Bruche sein, was nicht moglich ist.

§ 3. Nullstellen, Unendlichkeitsstellen von Funktionen und
sogenannte unbestimmte Ausdriicke.

Die Taylorsche Entwicklung einer Funktion in der Umgebung einer
Stelle ¥ = a gibt uns Veranlassung, das Verhalten der Funktion in
der Umgebung dieser Stelle durch folgende Definition zu kennzeich-
nen. Wir sagen: eine Funktion f(x) hat fiir ¥ = a einc genau n-fache
Nullstelle, oder: sie verschwindet dort genau von der Ordnung n, wenn
zugleich f(a) = 0,/'(a) = 0,/"(a) =0, ...,/ V(a) =0 und /' (a) &= 0
ist. Dabei sctzen wir voraus, dal die Funktion in der Umgebung die-
ser Stelle stetige Ableitungen bis mindestens zur #-ten Ordnung be-
sitzt. Mit unscrer Definition wollen wir andeuten, daB die Taylorsche
Entwicklung der Funktion in der Umgebung dieser Stelle sich in die

Form setzen 146t
]l"

fla + h) =+ F(h),
wobei der Faktor F (%) fiir 24— 0 gegen einen von Null verschiedenen
Grenzwert, ndmlich den Wert f(™ (a), strebt.

Ist eine Funktion ¢(x) in allen Punkten der Umgebung einer Stelle
¥ = a definiert, nicht aber notwendig fiir x = a selbst, und zwar durch
einen Ausdruck der Form

plx) =12

g(x)’
wo an der Stelle x = a der Zihler nicht verschwindet, wihrend der
Nenner eine v-fache Nullstelle besitzt, so sagen wir: die Funktion
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@(x) wird an der Stelle x = a von der v-ten Ordnung unendlich. Be-
sitzt an der Stelle x = a auch der Zihler eine y-fache Nullstelle und
ist u > v, so schreiben wir der Funktion dort eine (4 — v)-fache Null-
stelle zu, wihrend wir ihr im Falle 4 <» eine (v — u)-fache Unendlich-
keitsstelle zusprechen.

Alle diese Definitionen stehen im iibrigen in Ubereinstimmung mit
den Festsetzungen, die wir schon frither im dritten Kapitel, §9, hin-
sichtlich des Verhaltens von Funktionen getroffen haben. " Um diesen
Zusammenhang zu prézisieren, stellen wir uns Zahler und Nenner ge-
mil der Taylorschen Formel mit dem Restglied von Lagrange entwickelt

dar; die Funktion erhilt dann die Gestalt
f(a + k) vl B {8 a + & k)
h = — = —-—
(@t h) gla+h)  pulpreWa g 9n’

wobei © und ¢, zwei Zahlen zwischen 0 und 1 sind und die Faktoren

h# r . . . . ..
von — bzw. 57 in der Grenze h— 0 nicht verschwinden, indem sie in

!
die von Null verschiedenen Ausdriicke f*)(a) und g*(a) libergehen. Es
wird dann fiir g > »

w
limg(a 4 ) = lim 2 g 2@

r—0 hso M g (a)

Der Ausdruck ¢(x) wird also von der Ordnung g — » Null. Firy > u
erkennen wir, daB der Ausdruck ¢(a + 4) fiir #—0 von der Ordnung
v — p unendlich wird. Im Falle 4 = » erhalten wir die Gleichung

. 1*(a)
1 h) = ——.
Py @+ g (a)
Den Inhalt der letzten Gleichungen konnen wir in folgender Form
aussprechen: Wenn Zihler und Nenner eines Bruches ¢(x) = ;—g—; fiir

x = a verschwinden, so bestimmt man den Grenzwert des Bruches
fiir x — a einfach, indem man Zihler und Nenner gleich oft so lange
differenziert, bis mindestens einer der Differentialquotienten von Null
verschieden ist. Tritt dies gleichzeitig fiir Zahler und Nenner ein, so
ist der gesuchte Grenzwert gleich dem Quotienten dieser beiden Ablei-
tungen. Verschwindet als erster der Differentialquotient des Nenners
nicht, so strebt der Bruch gegen 0; verschwindet als erster der Diffe-
rentialquotient des Zahlers nicht, so wichst der absolute Betrag des
Bruches iiber alle Grenzen.

Wir haben damit eine Regel zur Festlegung der sog. unbestimmten

Ausdriicke % vor uns; ein Gegenstand, der in manchen Darstellungen

der Differential- und Integralrechnung mit iibertriebener Breite behan-
delt wird. In Wirklichkeit handelt es sich um nichts als die sehr ein-
fache Bestimmung eines Grenzwertes eines Quotienten, bei dem Zahler
und Nenner fiir sich gegen 0 streben. Die in der Literatur iibliche Be-
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zeichnung ,,unbestimmte Ausdriicke* ist eine irrefithrende unprizise
Ausdrucksweise.

Wir konnen ibrigens unserer Betrachtung noch eine etwas andere
Wendung geben, indem wir uns anstatt auf die Taylorsche Formel
auf den verallgemeinerten Mittelwertsatz stiitzen (vgl. S. 108)1). Nach
diesem gilt, wenn ¢’(x) & 0 ist, allgemein

(a + /1) — /‘(a) _ f’(a:{i & h)
gla+h) —gl@)  glatdh)
mit demselben#inZahler und Nenner, und also speziell fiir f(a) = g(a) =0
fat+h _fla+8h
gt gla+dn)’

Dabei ist ¢ ein Wert des Intervalles 0<#< 1, und es wird somit,
wenn wir & = &4 setzen,

f(a+ h) Fla + &)
lim ey =M oy

vorausgesetzt, daB der Grenzwertrechtsexistiert. Istauchf'(a) =g'(a) =0,
so kann man in derselben Weise weiter schlieBen, bis man zu einem
ersten Index p kommt, fiir den nicht f*)(a) = g (a) = 0 ist. Es gilt
dann stets

Sofle+h T, g¥a+1’

feth) o Mt

wobei wir auch den Fall einbezichen, daB auf beiden Seiten der
,,Grenzwert Unendlich* steht.
Als Beispiele betrachten wir

sin x 1 —cosx et —1 2tgx
x X T log (1 + %)’ b=t —1
fir x — 0. Es wird
. si 0 . l—c in 0
lim SRF S0y iy I cosr im0
=0 1 =0 x
2z __ ] . 9,22
1 - Ly =lim - gl -=2,
roolog(l+4-2) 4
14+ x
2xtgx + -

. 2tg ) 2 ,
lim " %%  _—lim — ;—gs—x = — lim ( \ J1-—x% = 0.
x—)O}’l — %21 1—0 A =0 x)

J1— 22

1) Diese Wendung unserer Regel hat den Vorteil, daB bei ihr von der Existenz
der Ableitung im Punkte x = a selbst kein Gebrauch gemacht wird; ferner um-
faBt man so auch den Fall mit, da8 @ (%) nur fiir ¥ > a definiert ist und man
also nur von einer Seite her den Grenziibergang ¥ — a oder £ — 0 zu machen hat.
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Ich bemerke ferner, daB auch andere sog. unbestimmte Formen
sich genau auf unseren Fall zuriickfiihren lassen. Z. B. erscheint der

1 1 .. . .
Grenzwert von P fiir x — 0 als Grenzwert der Differenz zweier

Ausdriicke, die beide unendlich werden, als eine ,,unbestimmte‘* Form
o0 — 00. Durch die Umformung
1 1 »— siq x

sin » x xsinx
gelangen wir sofort zu einem Ausdruck, dessen Grenzwert fiir v — 0
wir durch unsere Regel als
. 1 —cosx . sin ¥
lim — =lim - = " =0

x__)oxcosx—}—smx >0

bestimmen.

§ 4. Das Problem der Interpolation und sein
Zusammenhang mit der Taylorschen Formel.

Die Taylorsche Formel 148t sich als Grenzfall einer allgemeinen
Interpolationsformel auffassen, welche uns nicht nur einen genaueren
Einblick in das Wesen der Taylorschen Formel geben wird, sondern
auch an und fiir sich eine groBe theoretische und praktische Bedeutung
besitzt. Ich méochte auf diese Dinge hier um so lieber kurz eingehen,
als sie in den iiblichen Darstellungen gew6hnlich vernachlissigt werden.

1. Problemstellung und Vorbemerkungen.

Wir gehen von folgender Aufgabe aus: Ein Polynom, d. h. eine ganze
rationale Funktion ¢(x), von #-tem Grade soll so bestimmt werden,

daB esan #n -1 verschiedenen gegebenen Stellen x,, %4, . . ., x,, bzw. die
n + 1 gegebenen Werte f,, f,, ..., f, annimmt, so daB also
¢x) =t ¢)=h..... () =1a

wird. Dabei ist es bequem, sich die gegebenen Werte f; als diejenigen
Werte vorzustellen, die von einer gegebenen Funktion /(%) in den Punkten
x = x; angenommen werden, d. h. f; = f(x,) zu setzen. Wir werden
dann das Polynom g@{x) oder ¢,(x) das Inferpolationspolynom n-ten
Grades der Funktion f(x) fiir die Stellen x,, %,, . . ., %, nennen.

Ich bemerke zuerst, da es hochstens ein einziges solches Polynom
n-ten Grades geben kann. Hitten wir nimlich in @(x) und y(x) zwei
verschiedene solche Polynome vor uns, so wire bei passendem gan-
zen m mit 0 < m < » ihre Differenz :

D(x) = @(x) — () =cx™ 4 cyam~1 L ... ¢, (¢ +0)

ein in den Punkten x,, . . ., %, verschwindendes Polynom m-ten Grades,
also nach einem bekannten Satze der Algebra

D(x) = cox — ;) (x — %5} -+ - (x — %)
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Da aber auch D(x,) = 0 ist, also
Co (%9 — %) (Ko — %) -+ (g — %) = 0

gilt, so folgt (da die Werte x,, %, . . ., %, nach Voraussetzung simtlich
verschieden sind), dal die Konstante ¢, verschwindet, entgegen der
Annahme. Damit ist die Eindeutigkeit der interpolierenden Funktion
gesichert.

Wir konnen im tbrigen die eindeutige Bestimmtheit des Inter-
polationspolynomes noch nach einer anderen, unmittelbar an den Be-
griff des Differentialquotienten anschlieSenden Methode beweisen, welche
auf dem allgemeinen Satz von Rolle beruht: Wenn eine in einem Inter-
vall mit stetigen Ableitungen bis zur n-ten Ordnung versehene Funktion F (x)
an mindestens n + 1 verschiedenen Stellen xy, %y, . . ., x,, des Intervalles
verschwindet, so gibl es tm Innern des Intervalles sicherlich eine Stelle &,
fiir welche F'™ (&) = 0 ¢st. Der Beweis dieses Hilfssatzes ergibt sich
einfach folgendermafBen. Denken wir uns die Zahlen =x,, %, ..., %,
nach wachsender Groe geordnet. Dann mull nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung die erste Ableitung F’(x) im Innern eines
jeden der w Teilintervalle (x;... %;,,) mindestens cinmal verschwin-
den. Dieselbe Betrachtung fiir die Funktion F’(x) und die Inter-
valle zwischen ihren Nullstellen ergibt das Vorhandensein von
n — 1 Stellen, fiir welche die zweite Ableitung F”'(x) verschwindet;
indem man so weiter schlieft, gelangt man unmittelbar zu dem behaup-
teten Ergebnis.

Wenden wir diesen Satz auf die Differenz F (x) = D (x) = ¢ (x) —p (%)
=dyx" +dyx""1+4...4 d, an, welche ja nach Voraussetzung an
n + 1 Stellen verschwindet, so folgt das Verschwinden der #-ten Ab-
leitung D™ (£) an ciner Stelle & des Intervalles. Diese #n-te Ableitung
aber ist gerade n!d,. Es ist also d,=0; d. h. die Differenz ist ein
Polynom von héchstens (# — 1)-tem Grade, das an unseren n + 1
Stellen verschwindet. In derselben Weise erkennen wir, indem wir auf
dieses Polynom den Rolleschen Satz anwenden, daB &; = 0 ist, und
so fortfahrend, daB auch alle anderen Koeffizienten des Polynomes
D(x) verschwinden, was dic behauptete Eindeutigkeit ausdriickt.

2. Konstruktion der Losung. Die Steigungen einer Funktion.
Die Newtonsche Interpolationsformel.

Wir gehen nun an die Aufgabe, ein Polynom #u-ten Grades ¢(x) zu
bilden, fiir welches die Gleichungen @(x,) =/, ..., @(x,) =/, be-
stehen. Um dieses Polynom schrittweise aufzubauen, gehen wir von der
Konstanten f, aus, einem Polynom ,,0-ten Grades ¢, (%), das iiberall,
also auch fiir ¥ = %, den Wert f; = 4, annimmt. Zu ihm addieren wir
ein Polynom ersten Grades, welches fiir x = x, verschwindet, also die
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Form 4,(x — x,) besitzt, und bestimmen 4, so, daB die Summe auch
noch fiir ¥ = x; den richtigen Wert f, erhilt. Das entstehende Polynom
ersten Grades nennen wir ¢, (x). Weiter addieren wir zu ¢, () ein Poly-
nom zweiten Grades, welches fiir x = x, und x = x, verschwindet,
also die Form 4, (¥ — x,) (x — #;) besitzt, dessen Hinzufiigung an diesen
beiden Stellen also nichts mehr dndert, bei dem wir jedoch den Faktor 4,
so bestimmen, daB das entstehende Polynom zweiten Grades ¢, (x) auch
noch fiir x = x, den richtigen Wert f, erhilt, usw. Wir schreiben dem-
gemil

¢(x):(pn(x)=A0_4—Al(x—x0)+A2(x—x0)(x—xl)+- Ay (%) (K —%p_y)
und, wie ich gleich hinzufiige, daher

H(x) = @u(x) + Ru(x),

wobei R, (x) ein Rest ist, der jedenfalls an den Stellen x = x; (i =0,

1, ..., n) verschwindet. Allgemein setzen wir fir v <
(%) = ¢,(x) + R, (%),
wo dann der Rest R, (x) an den Stellen x,, %, ..., x, verschwindet.

Um den Koeffizienten 4; und den Rest iibersichtlich auszudriicken,
denken wir uns zunichst aus R, den Faktor (x — x,) (* — %) * - - (¥ — %,)
herausgezogen und schreiben demgemiB

R =(x—x)(x—x) - (x—2x)f(x,%,,..., %)
oder
fx) =@,(x) +(x —x) - (x —x) fx, %, ... %).
Dabei ist f(x, x,,..., %) ein Polynom in x, dessen Koeffizienten
von der Lage der Stellen x,, %,_;,..., %, und den Funktionswerten

f(x,), ..., /(x,) abhingen. Es ist zunichst lediglich indirekt durch die

obige Gleichung definiert; wir werden es jedoch gleich direkt berechnen.
Zunichst beachten wir, daB fiir ¥ < # nach Definition
f(x) :(py(x) +Av+1(x_x0)“'(x_—xw) + tte

ist, wo die letzten Punkte Glieder bezeichnen, welche fir x=x%, (1=0,

1,..., » + 1) verschwinden. Setzen wir also ¥ = x,, ein, so erhalten
wir durch Vergleichen mit der obigen Definitionsgleichung
A, =, 0 %, -0 %)

Man erkennt somit, daf} allgemein die Gleichungen
Ag=[ (%), Ay=[(%1, %o), As=] (%, %1, %), ---» Au=F(¥ns Xu_1, -+, %)
bestehen. Die Losung unserer Interpolationsaufgabe wird also durch
die folgende nach Newfon genannte Interpolationsformel gegeben:
@n(%)=1(%0) + f(%1, %o) (x— %)+ + (%, ..., Xo) (F—%o) (A—21) -+ (F—Xna)-
Um nun die Koeffizienten A, sukzessive zu berechnen, schreiben
wir einerseits
{x)=@, ((X)+1(x,, %, 4, .. %) (x—Xg) - (x—x, _) +f (%, %,, ..., %) (x—%) -+ (x—x,),
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andererseits

Fx) =@, (%) FF{x, 2,4, .., %) (x—xp) -+ (x — x, )

und erhalten durch Vergleichung sofort

1

g X)) — (X, X, X))

Hx,ox,, .00, xp) = o

Somit ergibt sich fiir unsere Koeffizienten, die sog. Steigungen der

Funktion f(x) fir die Stellen x,,..., x,, das folgende System von
Rekursionsformeln:
Je) 1) Fxg, %) erste Steigung
%) - %,
M 7o) — 1 %) f(xs, %1, x4) zweite Steigung
¥y %y
f(x3. 71, /’Vo) - /(xzy 1. %) — f(”s Xy, Xy, xO) dritte Steigung
Ko -— Xy
Tn: #nmg) #noso oo %) = Fnmgy oK) n-te
Fp— Xy A S ) Steigung

Die Steigungen besitzen eine wichtige Eigenschaft: Die n-te Steigung
f(%n, - .., %) dndert sich wicht, wenn man die Argumente x,, ..., %,
trgendwie untereinander vertauscht. Oder, wie man auch sagt, dic n-te
Steigung ist ein symmetrischer Ausdruck in ihren n 4 1 Indizes. Der
Beweis hierfiir ergibt sich sofort aus unserem in Nr.1 bewiesenen
Eindeutigkeitssatz. Denn der Ausdruck f(x,, ..., x,) erscheint als
der Koeffizient der hochsten Potenz x™ in unserem Interpolations-
polynom, und dieses Interpolationspolynom, also auch sein héchster
Koeffizient, bleibt nach dem Eindeutigkeitssatz immer dasselbe, gleich-
giiltig, in welcher Reihenfolge man dic Stellen x,, x,, . . ., %, hinschreibt.

Um die Steigungen iibersichtlich explizit auszudriicken, beachten
wir, daB die »-te Steigung offenbar eine lincare Kombination der Funk-
tionswerte f,, f;, ..., f, ist und daB insbesondere

fn, g, %) =Cofo+ 11+ Fcnkn

gelten muB, wo die Koeffizienten ¢; nur noch von den Stellen x,, x,, . . .,
%,, aber nicht von den f,,..., f, abhingen; wegen der Symmetrie
muB sich ¢; mit ¢; vertauschen, wenn man x; mit x, vertauscht. Nun
ist, wenn wir die Interpolationsformel fiir x = x, anwenden,

fa=dot Ay (Xg—%0) - (X —%p o)+ (Xn, Tny, + -, %o) (¥n—20) -+ (¥n—2p_y).
Beachten wir, daB in den Koeffizienten 4,,..., 4,-, die GréBe /,

nirgends auftritt, so folgt hieraus

f(xn:-u,xo): — ____/L____{_’

(kﬂ _H;VO) T (xn* xn—l)
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wo die Punkte Glieder bedeuten, in denen f, nicht vorkommt. Also ist

1

— = (% — %)+ (¥n— Xu_y), und wir haben somit wegen der
n

Symmetrie in

fn . .+'..+ /o

Fon— %)+ (Fn— Fn) (o —#1) - - (%o~ #a)
den gesuchten expliziten Ausdruck fiir die n-te Steigung gefunden.

Ein einfacher Spezialfall der Newtonschen Formel ergibt sich, wenn
die Punkte ¥, ..., x, dquidistant liegen, d. h. wenn

fa, ..., %) =(

x, =% +vk, v=0,1,...,1,
ist. Dann sind die Steigungen bis auf konstante Faktoren die Diffe-
renzenquotienten i,—l der Funktion f(«).!) Es ist ndmlich, wenn man

die Symmetrie der Steigungen beachtet, nach der Formel auf S. 271

h—1ty _ 4
f(#1, %) =" _h_g =y °,

: [(xe, %1) — [ (%9, %) AYf, — A 1 4%f
e, 21, o) = f(%y, %, #p) = =72 ;z_xo B = 12!;,2 0= 91 h2
[ oo 50) = (i, g o ) = e rBaot) = T M o)

Xa— %,
— f(%n, Fn=1r + - > %) — f(Fn_1, Fng, - .., %)
n-h

_ ATh= A4 AN

T mche(n — 1)LAn=r T nlihn
Setzen wir, indem wir statt x durch die Gleichung x — x, = ¢k eine
neue Variable ¢ einfithren, zur Abkiirzung wie friiher
(t) _ =1 —v+1)

v vl

(allgemeine Binomialkoeffizienten), so nimmt unser Interpolationspoly-
nom die einfache Gestalt
i\ A} t\ 4%, L\ 4 f
() = gul®) = fo+ (1) T2+ (5) T W+ () Gt

n
an.

3. Zusammenhang zwischen Steigungen und Ableitungen.
Restabschitzungen.

Bisher war es fiir unsere Uberlegungen im Grunde gleichgiiltig,
wie die Werte f,, 11, ..., f, gegeben waren. Sind diese Werte z. B.

1y Mit Hilfe der Binomialkoeffizienten 148t sich die »-te Differenz 4%f, fol-
gendermaBen schreiben:

&ty=to— () e (3) hma— -+ (= W,

wie man leicht durch SchluB von ¥ auf » 4+ 1 beweist.
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durch physikalische Messungen gewonnen, so wird durch die Kon-
struktion des Polynomes ¢ (x) unsere Interpolationsaufgabe vollig gelost
sein; wir haben dann in @(x) cine moglichst einfache Funktion, welche
an den vorgegebenen Stellen die vorgegebenen Werte annimmt. Ist
jedoch von vornherein die Funktion f(x) gegeben, so entsteht ein neues
Problem, namlich das Problem, die Differenz R(x) = f(x) — ¢(x), den
»Fehler' bei der Interpolation, abzuschitzen. Zunichst wissen wir
nur, daB die # 4 1 Werte R(xy), R(xy),..., R{x,) simtlich ver-
schwinden. Um mehr aussagen zu kénnen, miissen wir von der Funk-
tion f{x) und damit von R(x) weitere Voraussetzungen machen. Wir
nehmen an, daB /(x) in dem betrachteten Intervalle stetige Ableitungen
bis mindestens zur (# -+ 1)-ten Ordnung besitzt.

Unter dieser Voraussetzung beweisen wir zunichst einen auch an
sich wichtigen Hilfssatz tber den Zusammenhang zwischen Stetgungen
und Ableitungen: Es ist

[tgs oo ) = [ (8),

wo & einen Zwischenwert zwischen dem groBten und dem Kkleinsten

unter den Werten «x, bedeutet. Nach dem in Nr. 1 bewiesenen Satz von

Rolle gibt es namlich einen solchen Zwischenwert &, fiir welchen
R(E) = fm(¢) — gt (§) = 0.

Nun ist die n-te Ableitung des Polynomes ¢ (x) gerade gleich

n! f(%y....,%,); es ergibt sich daher sofort f™(&) —n!f(x,, ..., x,)=0.

Der gefundene Zusammenhang zeigt uns sofort weiter: Wenn alle
n 1 Stellen x,, . . ., x, in eine Stelle a zusammenriicken, so strebt die
durch f(x,, ..., x,) definierte Steigung gegen den durch n! dividierten
n-ten Differentialquotienten tm Punkte a, und insbesondere strebt der
n-te Differenzenquotient gegen den n-ten Differentialquotienten.

Mit Hilfe des gewonnenen Resultates erhalten wir nunmehr sehr
leicht auch eine Restabschitzung fiir den bei der Interpolation einer
beliebigen Funktion /f(x) begangenen Fehler R(x). Da dieser Rest an
den Stellen x,, x4, ..., x, verschwindet, so lag es nahe, ihn in der
Form

R(x) = A(x— ) (x — ) - (x — ,)

zu schreiben; dic Aufmerksamkeit ist nunmehr auf die Bestimmung
des von den Gréllen x und %,, %4, . . ., ¥, abhdngenden Koeffizienten 4
zu richten. Die Betrachtungen von Nr. 2 ergaben fiir 4 den Ausdruck

A=f(x, %y, Xpn_1, ..+, %)

Der Koeffizient A ist also cine Steigung fiir dic # 4+ 2 Argumente

%, %o, %y, ..., %,. Da wir voraussetzen, daB unsere Funktion f(x)

stetige Ableitungen bis mindestens zur (# 4 1)-ten Ordnung besitzt, so

ergibt sich nunmehr nach unserem gefundenen Satz iiber den Zusammen-
Courant, Differentialrechnung. 1. 2. Aufl. 18
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hang zwischen der Steigung und dem Differentialquotienten die Rest-

darstellung

1

A= o/

R(y) = E=AE =B B2 o ),
wo ¢ einen im iibrigen nicht niher festzulegenden Zwischenwert zwischen
der groBten und der kleinsten der Stellen x, x, «4, . . ., ¥, bedeutet.

Damit ist das allgemeine Problem der Interpolation einer gegebenen
Funktion vollstindig geldst. Zugleich erkennen wir, daBl unsere Inter-
polationsformel, wenn alle Stellen x,, x4, ..., £, dquidistant in eine und
dieselbe Stelle, etwa in den Nullpunkt hineinriicken, Glied fiir Glied in
die Taylorsche Formel mit der Lagrangeschen Form des Restgliedes iiber-
geht. Die Taylorsche Formel ist also als ein Grenzfall der Newtonschen
Interpolationsformel anzusehen.

Durch diese Formel erhilt die in der Geometrie iibliche Sprechweise
einen prizisen Sinn: Die Schmiegungsparabel, welche eine gegebene
Kurve in einem Punkte von der #-ten Ordnung beriihrt, hat in diesem
Punkte #n 4 1 ,zusammenfallende’’ Schnittpunkie mit der gegebenen
Kurve gemeinsam. Wir erhalten nimlich diese Schmiegungsparabel
ohne weiteres, indem wir die Parabel zunichst durch # + 1 verschie-
dene Punkte legen und diese Punkte dann alle zusammenriicken lassen.
Ganz Ahnliches gilt bei der Oskulation beliebiger Kurven. Z. B. ist der
Kriimmungskreis gevade derjenige Krets, welcher mit einer gegebenen
Kurve drei zusammenfallende Schnittpunkie besitzt.

Man wird die Interpolationsformeln stets dann anzuwenden haben,
wenn man eine Funktion, deren Werte man in gewissen Stellen kennt,
in dem Zwischengebiete dieser Stellen mit einigermaBen iiberall gleich
guter Anndherung darstellen will. Wenn die Stelle x auBerhalb des
Zwischengebietes der Stellen x,, x4, . . ., %, liegt, so spricht man von
einer Extrapolation. Man wird bei einer solchen Extrapolation um so
weniger auf gute Ubereinstimmung rechnen konnen, je weiter sich die
Stelle x von dem Zwischengebiet entfernt. Bei der Taylorschen Formel
haben wir es gewissermaBen mit einer vollstindigen Extrapolation zu
tun, und dies ist der Grund dafiir, daB die Taylorsche Formel tatsichlich
hiufig nur zu einer Darstellung der Funktion in der unmittelbaren
Umgebung einer Stelle geeignet ist.

4. Die Interpolationsformel von Lagrange.

Zum SchluB méchte ich die Interpolationsformel noch in eine
etwas andere Gestalt bringen, die gewhnlich nach Lagrange bezeichnet
wird und welche sich von der Newtonschen Interpolationsformel nur
dadurch unterscheidet, daB die einzelnen Glieder nicht nach den Diffe-
renzenprodukten, sondern nach den Funktionswerten f, selbst geordnet
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sind. Wir gelangen zu dieser umgeformten Interpolationsformel, wenn
wir von unserem expliziten Ausdruck fir die Steigung ausgehen:

F(xg, %py ooy %) = S ]

(xo;x1) . (%o — #n (#1— %) (%1 — 2y) (%1 — #,)
e

+ .+(xn_x0)"'(xn_”n—l).

Wenden wir diese Darstellung auf die Steigung /(x, x,, 1y, . . ., x,,)
mit einer verinderlichen Stelle x an, so erhalten wir

_ fw 450
J oo i) = ) i T e e x)

. )

(Fn— %) (Fn—#g) -+ (¥ — Hn_y)

Zur Abkiirzung fithren wir nun den Ausdruck

pl) = (x —x) (x — 1) -+ (v — )

ein; er ist eine zugleich mit den Stellen x, gegebene ganze rationale
Funktion (n + 1)-ten Grades. Differenzieren wir nach der Produkt-
regel und setzen dann fiir x einen der Werte x,., . . ., x,, ein, so erhalten
wir die Beziehungen

P (%) = (% — %) (% — x3) - - (%g — %n),
u)l(xy) = (xy_ xO) e (xv_xv-—l) ('xv_x1'+l) te (xv_x‘n) (l §_V§n'—‘ 1)’
P'(%n) = (2, — %o) (¥ — 27) -+ (%0 — %p_y).

Nunmehr kénnen wir unsere obige Darstellungsformel fiir fx %, ..., x,)
nach f(x) auflésen und gewinnen sofort

_ Iy o tEwm)y f(xa)
() =v(x) {(x v T e—m e T T r—ay w'(xn)} + R

wo das Restglied
R=wv(x)f(x, %5, %y, ..., %,)

dasselbe wie in der Newtonschen Formel ist. Diese Formel ist die
Interpolationsformel von Lagrange. Sie stellt uns bis auf das Restglied R
die Funktion f(x) als eine lincare Kombination der Funktionswerte
f(%0), f(x1), . .. dar, mit Koeffizienten, die wir aus der Kenntnis der
Stellen x,, x,, . . ., x, sofort berechnen kénnen.

Zu dieser Lagrangeschen Darstellung des #-ten Interpolations-
polynomes kénnen wir auch ohne den Umweg iiber die Newtonsche
Formel, sogar leichter, gelangen. Wir brauchen nur von der Bemerkung

auszugehen, daf3 (x_f—()x;—,(—);) ein Polynom #-ten Grades ist, welches
im Punkte x = x, den Wert 1, in den iibrigen vorgegebenen Punkten %4
dagegen den Wert Null annimmt. Dann ist sofort klar, daB der obige
Ausdruck das gewiinschte Interpolationspolynom darstellt.

18*
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Siebentes Kapitel.

Exkurs iiber numerische Methoden.
Vorbemerkungen.

Wer die Analysis als Instrument zur Behandlung physikalischer
oder technischer Erscheinungen verwenden soll, steht vor der Frage,
ob und wie sich aus den theoretischen Einsichten praktische Hilfsmittel
zur wirklichen numerischen Ausfilhrung der Rechnungen ergeben.
Aber diese Frage besitzt auch vom Standpunkt des Theoretikers, der
nicht die Natur beherrschen, sondern Zusammenhinge erkennen
will, ein kaum geringeres Interesse. Hinsichtlich einer systematischen
Behandlung numerischer Methoden muB ich auf spezielle Darstellungen
verweisen?). Hier kann ich nur nebeneinander einige besonders wichtige
mehr oder weniger unmittelbar an das Vorangehende ankniipfende
Punkte behandeln. Dabei hebe ich grundsitzlich hervor, daB jede
geniherte Berechnung erst dann einen prizisen Sinn besitzt, wenn sie
durch eine Abschitzung des begangenen Fehlers erginzt wird, wenn
man also bei ihr eine Sicherheit fiir den Grad der erreichten Genauig-
keit gewonnen hat.

§ 1. Numerische Integration.

Wir haben gesehen, daB sich schon verhiltnismiBig einfache Funk-
tionen nicht mehr mit Hilfe der elementaren Funktionen integrieren
lassen und daB das Bestreben der Integralrechnung nicht auf ein
solches prinzipiell unerreichbares Ziel gerichtet sein kann. Anderer-
seits existiert doch das bestimmte Integral einer stetigen Funktion,
und es ergibt sich daher die Aufgabe, Methoden zu seiner numerischen
Berechnung zu finden. Die einfachsten und nichstliegenden dieser
Methoden will ich hier an Hand der geometrischen Anschauung be-
sprechen und dann auf die Fehlerabschitzung eingehen.

b
Es handelt sich um die Berechnung des Integrales J= f f(x)dx,

wobel @ < b sei. Wir denken uns das Integrationsintervall in # gleiche
Teile von der Linge & = b—;—a eingeteilt und bezeichnen die Teilpunkte

mit xg=a,x, =a+h,..., %, =b, die Funktionswerte in den Teil-
punkten mit f,7,...,f, und entsprechend auch die Funktionswerte
in den Mittelpunkten der Intervalle mit fi, fs, ..., fon-1.

2 2 2

1) Vgl. etwa Runge-Konig, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen, Berlin
1924, und Whittaker-Robinson, The Calculus of Observations, London 1926.
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Unser Integral deuten wir als Flicheninhalt und zerschneiden
das Flichenstiick nach der iiblichen Art in Streifen der Breite 4. Es
kommt jetzt nur noch darauf an, fiir jeden solchen Streifeninhalt eine
Anndherung zu erhalten, d. h. die Integrale

Xyt R

J,=[t(x)dx

Xy

angenihert zu berechnen.

1. Rechtecksregel.

Die roheste und nichstliegende Methode zur angeniherten Berech-
nung von J kniipft unmittelbar an die Integraldefinition an; wir ersetzen
namlich einfach den Inhalt des Streifens J, durch den Rechtecks-
inhalt f, 4 und erhalten dann fiir das Integral J die angeniherte Dar-
stellung t)

Jrbfo+H+ -+ fay).

2. Trapezformel und Tangentenformel.

Eine feinere Anndherung bei demselben Aufwand an Rechnung
erhalten wir, wenn wir den Streifeninhalt J, nicht durch den obigen
Rechtecksinhalt, sondern durch das in Figur 100 gezeichnete Trapez mit
dem Flicheninhalt ~21-(f,_ +7,.1)h ersetzen. TFir das ganze Integral

ergibt sich dann dic angeniherte Darstellung (Trapezformel)

TR+ ot o+ fa) + o Go+ o),

da bei Addition der Trapezinhalte jeder Funktionswert auBer dem ersten
und letzten zweimal vor-

kommt.
Noch etwas besser wird

Y

. s . B

die Anniherung im alige- p [~ T\

meinen, wenn wir nicht %/

das von der Sehne 4 B 7

begrenzte Trape% als An- . Ao i

niherung des Streifenin- ”’//%/ 7 g

. L0

halt.s ], wihlen, sondern 5 7

dasjenige Trapez, welches ;/Z@

von der Tangente an dic | a4 ——
. . | <>

Kurve im Punkte mit der & &, Iply Zn

. I3 )
Abszisse x = le + Tz bC- Fig.100. Trapezformel.

grenzt wird. Der Inhalt dieses Trapezes ist einfach Af,;y, und

1} Das Zeichen =~ bedeutet hier und im folgenden: ,.angenihert gleich®.
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wir erhalten also fiir das gesamte Integral die Anniherung
]Nh(fl—}_fi—}_ "'+f,2,n;1)'
2 2 2

die Tangentenformel.

3. Die Simpsonsche Regel.

Zu einer im allgemeinen noch sehr viel genaueren numerischen
Berechnung bei kaum gréBerer Mithe gelangen wir durch die Stmpson-
sche Regel. Diese beruht
Y darauf, daB man den Inhalt
J»+ J, 41 eines Doppelstrei-
fens zwischen den Abszissen
x=2«, und x=2x,+25h
= %,,¢ berechnet, indem
man ibhn nach oben zu
nicht mehr geradlinig, son-
dern durch eine Parabel be-
x, Zyyq Tz grenzt; und zwar durch
Fig. 101. Simpsonsche Regel. diejenige Parabel, welche
durch die drei Kurvenpunkte
mit den Abszissen x,,%,,1 =%, 4+ A, %,,.5=2%,+ 2~ geht (vgl
Fig. 101). Die Gleichung dieser Parabel ist (nach der Newtonschen
Interpolationsformel, S. 272)

S
x

vr1=ly — — % —h) hie—21, v
y=f,+(x—x,).f+lh G '?_)i’{z %y —h) fys h£+1+f.
Integrieren wir diese ganze Funktion zweiten Grades zwischen den

Grenzen x, und x, + 24, so ergibt sich nach kurzer Rechnung als
Flacheninhalt unterhalb des Parabelstiickes der Ausdruck

%y + 2k gh_,2h
Jyde=2hi, £ 2h 0,0 — 1) + 557 (s — 20y 1)

Xy

= 5 Uy 4yss o)

Dieser stellt also die gesuchte Anniherung an unseren Streifeninhalt
]r + ]1'+1 dar.

Setzen wir nun voraus, daB #» = 2m, d. h. eine gerade Zahl ist, so
erhalten wir durch Addition solcher Streifeninhalte fiir das ganze
Intervall die Simpsonsche Niaherungsdarstellung

TS it fat oot fames) + 5 Gat fat o+ fom) + 5 (ot o).
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4, Beispiele.
2
Wir wollen diese Methoden anwenden, um log2 =J‘£;ﬁ zu be-

1
rechnen. Zerlegen wir das Intervall von 1 bis 2 in zehn gleiche Teile,

so wird & = 1 und wir erhalten zunichst nach der Trapezformel

10’

2 =1, f, = 0,90909
ay=1,2 f, = 0,83333
xy=13 fs = 0,76923
xy=14 fa = 0,71429
2, =15 fs = 0,66667
2y =16 fs = 0,625

2y =1, f, = 0,58824
2y =18 fy = 0,55556
%y =19 fs = 0,52632

Summe 6,18773
% =1,0 4/, =0,5
%10 = 2,0 /0 =025
1
6,93773-m

Dieser Wert ist zu groB, wie es auch der Umstand erwarten lieB, daB
die Kurve der x-Achse ihre konvexe Seite zuwendet.
Nach der Tangentenregel folgt

%o+ 3h = 1,05 £, =0,95238
¥+ 3h=1,15 £ = 0,86957
rs+-3h =125 £, =08

%5+ 3h =135 f, = 0,74074
Xy +3h =145 1 = 0,68966
x5+ 3h = 1,55 fo = 0,64516
g+ 3h = 1,65 f1a = 0,60606
%+ ¥h = 1,15 fa = 0,57143
g+ bh = 1,85 F1a = 0,54054
2o+ 3h =195 fao= 0,51282

1
6,92836. 10

log 2 A 0,69284

Wegen der Konvexitat der Kurve ist dieser Wert zu klein.
Das genaueste Resultat erzielen wir bei der gleichen Intervall-
einteilung vermoge der Simpsonschen Regel. Wir erhalten:
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x =11 f1 = 0,90909 % =12 fa = 0,83333
%=13 fs = 0,76923 x=14 fa = 0,71429
#5=1,5 f5 = 0,66667 % =16 fs = 0,625
% =17 f, = 0,58824 x; = 1,8 fs = 0,55556
% =19 fs = 0,52632 Summe 2,72818.-2
13,83820 13,83820
% =10 fo=10
%10 =2,0 0 =05
1
20,79456 - ‘30

log 2 A 0,69315
Es ist tatsichlich
log2 =0,693147 ... .

5. Fehlerabschitzung.

In allen unseren Beispielen von Integrationsmethoden ist es leicht,
eine Fehlerabschitzung zu geben, wenn die Ableitungen der Funktion
f(#) in ihrem Verlauf bekannt sind. Wir verstehen unter M;, M,, ...
obere Schranken fiir den absoluten Betrag der ersten bzw. zweiten
Ableitung usw.; d.h. wir nehmen an, da8 in dem ganzen Inter-
vall | /*)(x)| < M, gilt. Dann lauten die Abschitzungsformeln folgender-
maBen:

Fiir die Rechtecksregel
|J,—ki,| <M oder |]—h:_2_;},| < Lmnie =M, 6—a)h,
Fiir die Tangentenregel
W=kt 3 |l <34 Maps oder |J— hZf,+%|< (b —a)h2.
Fiir die Trapezregel
T, — 5+ fan) | <28
Fiir die Simpsonsche Regel
Ty Traa— el 4 4+ fya) | < i

Aus den beiden letzten Abschitzungen folgen noch solche fiir das
gesamte Integral J. Wir sehen, daB die Simpsonsche Regel einen in 4
von viel héherer Ordnung kleinen Fehler gibt als die andern Regeln,
so daB sie, falls nur nicht M, zu gro8 wird, fiir die wirkliche Rechnung
sehr vorteilhaft erscheint.

Um den Leser nicht mit der Durchfithrung der an sich sehr einfachen
Beweise fiir unsere Abschitzungen zu ermiiden, begniige ich mich mit
dem Beweis fiir den Fall der Tangentenformel. Zu diesem Zwecke ent-
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wickeln wir die Funktion f(x) im (» 4 1)-ten Streifen nach der Taylor-
schen Formel:
AW h 1 h\2,,

) =tey+(r—n— 5 (5 +5)+5(r—n—5) 1@,
wo £ ein gewisser Zwischenwert in dem Streifen ist. Integricren wir die
rechte Seite {iber das Intervall x, < x < x, + %, so gibt das Integral
des mittleren Gliedes Null. Da, wie man leicht nachrechnet,

xyt+h

1 h>2d B
Sffen g
Xy

ist, so folgt nunmehr sofort
Xyt h
‘ ‘ 73
J.f(x)dx—h/‘wr%“ <My,

d. h. unsere Behauptung.

§ 2. Anwendungen des Mittelwertsatzes und des
Taylorschen Satzes.

1. Die ,,Fehlerrechnung*‘.

In ganz anderer Richtung liegen die numerischen Anwendungen,
die man von dem Mittelwertsatz oder allgemeiner dem Taylorschen Satz
mit dem Restgliede oder schlieBlich auch von der unendlichen Taylor-
schen Reihe macht. Ich betrachte zuniichst als ganz cinfaches, aber fiir
dic Praxis recht wichtiges Beispiel dic Fehlerrechnung. Diese beruht
auf dem — fiir die ganze Differentialrechnung grundlegenden — Ge-
danken, daBl wir cine hinrcichend oft differenzierbare Funktion f(x)
in der Umgebung einer Stelle durch eine lineare Funktion bis auf cinen
Fehler vonkleinererals erster Ordnung oder durch eine quadratische Funk-
tion bis auf einen Fehler von kleinerer als zweiter Ordnung ersetzen
kénnen usw. Betrachten wir dic lincare Anndherung fiir eine Funk-
tion y=1f(x). Ist y + Ay =jf(x + A4x) = f(x + &), so haben wir
nach der Taylorschen Formel

Ay =hi'() + 51",

wo & = x + ¢h (0 <& < 1) cin Zwischenwert ist, den wir nicht niher
7zu kennen brauchen. Ist 4 = Ax eine kleine GroBe, so erhalten wir
als praktische Niherung

Ay~ f'(x) k.,

Mit andercn Worten: Man ersetzt den Differenzenquotienten angenihert
durch den Differentialquotienten, die Differenz angenihert durch ihren
in 4 linearen Anteil.
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Man wendet diese fast selbstverstindliche Betrachtung praktisch
folgendermaBen an. Es seien zwei physikalische GréBen x und y durch
eine Beziehung y = f(x) miteinander verkniipft. Dann ist die Frage,
welchen EinfluB eine Ungenauigkeit in der Messung von x auf die Be-
stimmung von y hat. Beobachtet man statt des ,,wahren‘ Wertes x
den ungenauen Wert x + %, so wird der entsprechende y-Wert sich von
dem wahren Wert y = f(x) um Ay = f(x + h) — f(x) unterscheiden.
Der Fehler wird also angenihert durch die obigen Beziehungen gegeben.

Am besten verstehen wir die Verwendung dieser Dinge an Hand
einiger Beispiele.

1. Beispiel: Tangentenbussole. Bei einer Tangentenbussole
handelt es sich um die Funktion y = c-tg «, wobei « der Ablenkungs-
winkel der Magnetnadel, ¢ eine Apparatkonstante und y = J die Strom-
stirke ist. Es ergibt sich

ay c

da  costa
und daher Ay ~ CTE%/]a. Die prozentuale Genauigkeit der Messung
wird durch
100 4y ~ 100cda 200

~ - - T
y c-cos?a-tga sin 2

gegeben. Man erkennt hieraus, daf dic prozentuale Genauigkeit mog-
lichst groB wird, d.h. daB einem Fehler der Winkelmessung ein pro-
zentual moglichst kleiner Fehler der Stromstirkebestimmung entspricht,

wenn der Winkel « gleich Z—, d. h. gleich 45° wird.
Beispielsweise sei es moglich, die Tangentenbussole auf halbe Grade

abzulesen; dann ist im BogenmaB gemessen |da| < %-0,01745...,

1.'745 . Wird etwa der Winkel
sin2a

und die prozentuale Genauigkeit wird

o = 30° abgelesen, wobei sin 2« = % }/5 = % 1,73205 ... wird, so

1,745 o
173 d.h. etwa von 2%.

2. Beispiel. In einem
Dreieck A BC (vgl. Fi-
gur 102) seien die Seiten b
und ¢ genau gemessen,
wahrend der Winkel a=x
nur innerhalb einer Feh-
lergrenze |Adx| <46 ge-
nau gemessen werden
kann. In welchen Fehler-

grenzen bewegt sich der Wert von y =a = Vb2 + 2 — 2bccosa ?

ergibt sich eine prozentuale Genauigkeit von 2

Fig.102.



§ 2. Anwendungen des Mittelwertsatzes und des Taylorschen Satzes. 283

Es wird
1 .
Aa~ 7bcsmocAoc'

100 4 100
die prozentuale Genauigkeit ist also —a—a A 00 “ sinx A«. Nehmen

wir als Zahlenbeispiel b = 400 m, ¢ = 500 m und o = 60° so ergibt
sich nach dem Kosinussatze y = a = 458,2576 m und weiter

200000
da~ gooste’ T V3 Ae

bei zehn Bogensckunden Genauigkeit der Messung, d. h. bei 4o = 10"
= 4848-10-8% im BogenmaB ergibt sich

Ada ~ 1,83 cm,

d. h. eine Genauigkeit von etwa 0,004 %.

Wollen wir die Genauigkeit weitertreiben, so brauchen wir nur
statt der Anndherung durch lineare Funktionen nach dem Taylorschen
Satz durch ein Polynom zweiten oder hoheren Grades anzunihern und
erhalten dadurch ohne weiteres Korrektionen héherer Ordnung und
Fehlerabschitzungen, wie der Leser selbst des Niheren durchdenken mag.

2. Berechnung von .

Die Leibnizsche Reihe 77:" =1— % + % —% 4 —-.-, welche wir

(sechstes Kapitel, §1, Nr.2) aus der Entwicklung des Arcustangens
erhalten hatten, ist zur Berechnung von sz wegen ihrer langsamen
Konvergenz ungeeignet. Man kann jedoch durch folgenden Kunst-
griff zu einer verhdltnismiBig miihelosen Berechnung von z ge-
tgo +tg B
1 tgatgh
folgt durch Ubergang zu den Umkehrfunktionen « = arc tg u, § = arctg v
die Formel

langen. Aus dem Additionsgesetz des Tangens tg (« + f) =

arc tgu + arctgv = arctg — vy

— nv

Wihlt man nun # und v so, da3 1“ +uvv =1 wird, so erhilt man rechts

den Wert % und kann, wenn # und v kleine Zahlen werden, die linke
Seite mit Hilfe der uns bekannten Reihenentwicklung leicht berechnen.

1
V=

5 50 erhilt man

Setzt man z. B. mit Euler « = %,

T 1 1
T —arctg?—I—arctg?.
1 1

Indem man weiter die Gleichung 3
1—

beachtet, ergibt sich

7
21
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1

arc tg -é— = arc tg o + arc tg%, also
n 1 1
vy —2arctg§+ arctg7,

eine Formel, mit welcher Vega die Zahl # auf 140 Stellen genau be-
rechnet hat.

1 1
Mit Hilfe der Gleichung 5 18 =% erhalten wir weiter
T 40

1 1 1
arctg? = arctgg + arctg§
oder
’ 1 1 1
=2arctg3 + arctg7+ 2arctg-8—.

Diese Darstellung ist auBerordentlich gecignet zur Berechnung von 7

3 5
mit Hilfe der Reihe arctgxy = x — % + % — +---; denn wenn wir

1 . . . .
fiir x den Wert 5T oder 3 einsetzen, erhalten wir schon mit wenigen
Gliedern eine groBe Genauigkeit, da die Glieder sehr rasch abnehmen.
Man kann aber die Rechnung noch bequemer gestalten, wenn man

von der Formel

k1 120 1 1 1
T arctgm— arctg% ~—4arctg~5-—arctgm

ausgeht, zu der man durch dhnliche Betrachtungen wie oben gelangt.

3. Berechnung der Logarithmen.
Zur numerischen Berechnung der Logarithmen formt man zweck-

miBig die logarithmische Reihe — log : +x =x+2 + + (|x]< 1)

fir 0 < x <1 durch die Substltutlon

1+  p? X = r
17~ pro1 ¥ Topri
um in die Reihe

1 1 1
logp =g log (b —1) + g log (p + D+ 5z |+ gprgye +

wo dann 2p%2 —1 >1, d. h. 2 > 1 ist. Diese letztere Reihe erlaubt
uns, wenn p eine ganze Zahl ist und  + 1 sich in kleinere ganze
Faktoren zerlegen 1iBt, den Logarithmus von # durch Logarithmen
kleinerer Zahlen und eine Reihe darzustellen, deren Glieder sehr rasch
abnehmen, die sich also mit wenigen Gliedern schon genau genug
berechnen laflt. Wir koénnen daher aus dieser Reihe sukzessive die
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Logarithmen aller Primzahlen und somit aller Zahlen berechnen,
wenn wir nur schon den Wert fiir log 2 zuvor berechnet haben.

Was die Genauigkeitsbestimmung bei unseren Reihen anbetrifft,
so wird man zweckméBigerweise nicht auf dic allgemeine Restformel
zuriickgreifen, sondern vielmehr besser mit Hilfe der geometrischen
Reihe abschitzen. Fiir den Rest R, der Reihe, d. h. die Summe der

Glieder, die auf das Glied - folgen, ergibt sich

" (2 1’2 1)
1 r 1
(11—{-2)(2;92 )"+2|\1+Z2";2— )2+ (2P2 )4‘*‘"']
_ 1 1
T @1 @pr—1p—1’
und diese Formel gibt uns sofort eine Fehlerabschitzung der gewiinschten
Art. Wir berechnen z. B. log 7, indem wir die ersten vier Glieder der

Reihe benutzen. Wir finden
p=7, 2p*—1=097,

log7=2log2 + log3+97+3973+

R, <

1
57 ~ 0,01030928, ﬁ7_3 ~ 0,00000037,

2log2 ~ 1,38620436, 5 log3 & 0,564930614,

also
log 7 ~ 1,94591015.

Die Abschitzung des Fehlers ergibt

1 1
Ru<gow 973 o —1 < 36.10°
Wir miissen noch beachten, daB jede der vier Zahlen, die wir addiert

haben, nur bis auf einen Fehler von % genau angegeben ist, so daB

dic letzte in dem Wert von log 7 angegebene Stelle sich noch um 2
indern kann. In Wirklichkeit ist aber auch die letzte Stelle richtig.

§ 3. Numerische Auflésung von Gleichungen.

Zum SchluB méchte ich einige Bemerkungen iiber numerische Auf-
16sung von Gleichungen f(x) = 0 hinzufiigen, wobei f(x) nicht not-
wendig eine ganze rationale Funktion zu sein braucht?!). Jedes solche
numerische Verfahren beruht darauf, daB man von einer schon irgendwie
bekannten Anniherung xy an cine der Wurzeln ausgeht und diese weiter
verbessert. Woher man eine solche erste Anniherung fiir die gesuchte

1) Es handelt sich natiirlich hier immer nur um die Bestimmung reeller
Wurzeln von f(#x) = 0.
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Waurzel der Gleichung gefunden hat und wie gut diese Anniherung ist,
kann dabei dahingestellt bleiben. Man wird sich hiufig eine erste An-
niherung durch eine rohe Uberschlagsbetrachtung verschaffen oder
besser an Hand einer graphischen Darstellung der Funktion y = f(x)
durch eine Kurve, deren Schnittpunkte mit der x-Achse die ge-
suchten Wurzeln liefern (natiirlich mit einer durch den MaBstab und
die Feinheit der Zeichnung bedingten Ungenauigkeit).

1. Das Verfahren von Newton.

Auf dem Grundgedanken der Differentialrechnung — Ersetzung
einer krummen Linie durch eine gerade Linie, die Tangente, in der un-
mittelbaren Umgebung des Berithrungspunktes — beruht das folgende
von Newton herrithrende Verfahren: Hat man einen Niherungswert x,
fiir eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0, so betrachte man auf der Kurve
fir die Funktion y = f(x) den Punkt mit den Koordinaten x = %, und
y = f(%,); man versuche sodann, indem man moglichst nahe an der
Kurve bleibt, in Richtung der Kurve auf den Schnittpunkt mit der
x-Achse zuzugehen. Dies wird man, ohne dic Kurve einzeln in ihrem
Verlauf beriicksichtigen zu miissen, am einfachsten dadurch erreichen,
daB man in Richtung der Tangente wandert. Der Schnittpunkt dieser
Tangente mit der x-Achse wird dann in seiner Abszisse x, einen neuen,
unter Umstinden verbesserten Wert fiir die gesuchte Gleichungswurzel
darstellen.

Aus Figur 103 ergibt sich vermoge
der Bedeutung des Differentialquotien-
ten unmittelbar die Beziehung

A
¥

S 1 (%)

Fp— %

4 und daraus als Formel zur Berechnung
/A . . .
des neuen Niherungswertes x, die Glei-

0 — /z-z /z, ia z~ chung

1 (%)

Fig. 103. Newtonsches Niherungs- 1 0 Fixy)
verfahren.

Hat man einen Wert mit Hilfe dieses
Verfahrens verbessert, so kann man diesen verbesserten Wert wieder
in einen Wert x, verbessern usw., und das Verfahren wird, wenn
die Kurve die in Figur 103 gezeichnete Gestalt hat, immer genauer
gegen die gesuchte Losung konvergieren.

Die Brauchbarkeit dieses Verfahrens hingt wesentlich von dem
Verlaufe der Kurve y = f(x) ab. In Figur 103 erkennen wir, da
das Verfahren, wenn man es &fter wiederholt, mit immer groéBerer
Genauigkeit gegen die gesuchte Wurzel konvergieren wird. Dies
beruht darauf, daB die Kurve ihre konvexe Seite der x-Achse
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zuwendet. In Figur 104 jedoch zeigt sich, daB wir bet un-
geschickter Wahl des Anfangswertes x, uns keineswegs mit unserer
Konstruktion der gesuchten Wurzel nihern werden. Man erkennt
hieraus, dall man auch bei dieser Newtonschen Methode in jedem
Einzelfall besonders A
priifen muB, ob bzw. ¥
mit welcher Genauig-
keit man die Glei-
chung schlieBlich tat-
sdchlich gelost hat.

2. Regula falsi.

Die Newtonsche
Methode, bei welcher
die Tangente an die
Kurve eine entschei-
dende Rolle spielte, ist nur der Grenzfall einer &lteren Methode, die
man als Regula falsi bezeichnet und bei welcher die Sekante an
Stelle der Tangente tritt. Nehmen wir
an, wir kennen zwei Punkte %y, ¥, und
¥y, ¥, der Kurve y = /(x) in der Nihe
des gesuchten Durchschnittspunktes mit
der x-Achse. Ersetzen wir nun die Kurve
durch die Kurvensekante, welche diese
beiden Punkte verbindet, so werden wir
in dem Schnittpunkt dieser Kurven-
sekante mit der x-Achse einen unter
Umstinden verbesserten Niaherungswert
fir die gesuchte Wurzel der Gleichung
zu erblicken haben. Ist & die Abszisse dieses Schnittpunktes, so ergibt
sich aus Figur 105 die Gleichung

Fig. 104.

Fig. 105. Regula falsi.

E—xo_sﬂxl

fx) — fx)

und hieraus berechnet man:

§ = Zof () — %11 (%) __ %o/ (%) — %ol (%) + ¥o/ (%) — %11 (%)

Cfwm) — ) 1) — f(#0)
oder
. o 1)
N T
X1 — %,

Diese Formel, welche aus x, und x; den weiteren Naherungswert &
bestimmt, nennt man die Regula falsi. Man wird sie mit Vorteil an-
wenden, wenn ein Funktionswert positiv und der andere negativ ist,
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etwa, wie in Figur 105, y, > 0 und y, < 0. Sie wird im iibrigen stets
bei Wiederholung zum Ziele fithren, wenn bei jedem Schritt je ein
positiver und ein negativer Funktionswert benutzt wird, zwischen denen
dann notwendig die gesuchte Wurzel eingegrenzt ist.

Die obige Newtonsche Formel ergibt sich aus dieser Regula falsi
als Grenzfall, wenn wir x, gegen x, streben lassen. Denn der Nenner
des zweiten Gliedes auf der rechten Seite der Regula falsi strebt,
wenn x, gegen ¥, rickt, tatsichlich gegen f'(x,).

3. Beispiel.
Als Beispiel behandeln wir die Gleichung
f(x) =23—2x—5=0.

Fir xy=2 wird f(x) = —1, fiir x, =2,1 wird f(x,) = 0,061; als
weiteren Niherungswert erhalten wir
_ 2:0061—21.(—1)
&= e (= ™ 2,0943.
Nun ergibt sich f{£) ~# —0,0028, und wir setzen daher weiter in

unserer Formel xy = 2,0943 und x, = 2,1. Es wird dann
& ~ 2,0946,

und es ist f(£;) A~ 0,00054. Setzen wir jetzt x, = 2,0943, x, = 2,0946,

so erhalten wir
£, A~ 2,00455,

und dieser Wert ist schon recht genau.

Anhang zum siebenten Kapitel.

Die Stirlingsche Formel.

In sehr vielen Anwendungen, vor allem in der Statistik und der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, tritt uns die Notwendigkeit entgegen, fiir
den Ausdruck #! cine einfache angendherte Darstellung durch eine
clementare Funktion von # zu besitzen. Einen solchen Ausdruck liefert
uns der folgende, nach S#rling benannte Satz: Es gilt fiir n — oo

nl

———1
}27! nn+-%-e—n

und zwar ist genauer
1 1 1
—_— +»4 —_— +._ —
1/2nn” Zetr<n! < ]/277:11" 2 g=neln,
1
Mit anderen Worten, da e*” mit wachsendem # gegen 1 strebt: der Aus-
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druck »! unterscheidet sich prozentual immer weniger von ]f.‘é;z;i nre~™,
je gréBer # ist, oder n!ist ,,asymptotisch® gleich diesem Ausdruck, und
1

zugleich gibt uns der Faktor e*” eine Genauigkeitsschdtzung fiir den
erreichten Grad der
Anniherung. /
Manwird aufdiese ¥
merkwiirdige For-
mel gefiihrt, wenn
man den Ausdruck
logn!=logl 4log 2
+ -+ +logn unter
Heranziehung der
geometrischen Deu-
tung mit cinem In-
tegral  vergleicht.
Wir betrachten
namlich die Kurve Fig. 106.
y=logx fiir x=1.
Aus Figur 106 entnehmen wir sofort wegen der geometrischen Be-
deutung des Integrales fiir # = 3 die doppelte Ungleichung

&
.\QQ)
$

log (n —1)! =1log 2 4 log3 + --- + log (n —1) < [log xdx
1

<log2+ -+ logn =logn!.

Da nun
flogxdx = % (logx —1) I =nlogn —n 41
it 1

ist, so ergibt sich
log(n —1)! <nlogn—n+4+1<logn!,
woraus weiter unmittelbar
nlogn —n +1<<logn!<<(n+1)log(n+1) —n

oder

n+1

e~ n

enme " << n! < (n 4 I)rtlemn = pntl <l + —};)

folgt. Es liegt daher, weil <1 + %)“1 gegen ¢ strebt, die Vermutung

n+-_%

nahe, dal #! von der Gréenordnung » e~" sein wird. DaB dies in

der Tat der Fall ist, darin besteht die wesentliche Aussage des Stirling-
schen Satzes.

Courant, Differentialrechnung. 1. 2. Autl. 19
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Um ihn nun nach dieser Vorbetrachtung wirklich zu beweisen,
haben wir vor allem zu zeigen, daB die Folge der Zahlen

nl!

T
” %e"”

a, =

einem Grenzwert zustrebt. Wir bilden zu diesem Zwecke den Quo-
tienten

a

"-=%(1+%)"+"‘IF

Ansy

und von diesem den Logarithmus

a, 1 1 _
log ;- = (n+§>log<1 + 7) —1.
Zur Abschitzung dieser GroBe betrachten wir die Hyperbel 7 = %, von

der in Figur 107 das Stiick zwischen den
Abszissen £ =#n und £ =# 4 1 in etwas
nach der #-Richtung vergr6Bertem MaB-
stabe gezeichnet ist. Die Kurve ist nach
unten hin konvex. Der unter der Kurve
liegende, von den Ordinatené=n, £=n-1
und der &-Achse begrenzte Flicheninhalt ist
also gréBer als der entsprechende Flichen-
inhalt des Trapezes unter der im Punkte

—

E=n+ 5, N= —~Ll— gezogenen Tangente und kleiner als der
n -+ ?

Flicheninhalt unter der in der Figur gezeichneten Sekante. Da der

Flacheninhalt unter der Kurve gleich log (# +1) — log » = log (1 + —i—)

ist, so ergibt dies sofort die Beziehung

O‘<log(l+—11t—>——-l——<l<i' 1 )___IT

G —
”_{_% 2 \n n+1 n+?
oder nach Multiplikation mit » + %
1
n 4+ —
1 1 271 1
0<(n+?>log(l+7>—l< 5 (—n—+n+l)—1

und nach Umformung der rechten Seite

0 < log 2o <i<i— 1 )

Apyy 4 \n n+1

Es ist also

N o)

an+1
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Hieraus aber ergibt sich unmittelbar, daB3 a, mit wachsendem » gegen
einen Grenzwert o = lim a, konvergiert, da dic Zahlen &, eine mo-

noton abnehmende Folge bilden und positiv sind. Schreiben wir noch
die entsprechenden Beziechungen fiir die Indizes # 4+ 1,..., 2 +k —1
hin und multiplizieren, so folgt sogleich

1 < _a"_, < e%(%—n—il-lg

Cnyr
und erst recht

- a _1‘
<" <etrn,
Cnyr
fiir jedes positive, beliebig groB gewihlte k. Es gilt also wegen des
monotonen Charakters der Folge

1
1< 22 < g,
S =

Um endlich den Grenzwert «, von dem wir zunichst nur die Exi-
stenz bewiesen haben, wirklich zu bestimmen, greifen wir auf die im

vierten Kapitel bewiesene Wallissche Formel bzw. auf die aus ihr
gefolgerte Formel
—_— 1\292n
Yz =1lim 22"
7 =—> 0 (2 n) ]71

zuriick. Ersetzen wir hier #! durch a, w Y e=n und (2#)! durch

a2"22”+%n2"+%e‘2n, so ergibt sich sofort

V_ = lim a .= ’—af:

7n—r 0 az,.y2 a]’2

oder @ = ¥2n. Damit ist die zu Beginn des Paragraphen aufgestellte
Behauptung vollstindig bewiesen.

Die Stirlingsche Formel ist — abgesehen von ihrer groBen theoreti-
schen Bedeutung — ein sehr niitzliches Hilfsmittel, wenn es sich um die
numerische Berechnung von #! fiir groBe Werte von # handelt. Man
braucht dann nicht tatsichlich die ganzen Zahlen miteinander zu multi-
plizieren, sondern lediglich mit Hilfe der Logarithmentafel den Stirling-
schen Ausdruck zu berechnen. So wird z. B. fiir # = 10, mit sieben-
stelligen Logarithmentafeln berechnet, »! a 3598696, wahrend der
genaue Wert n! = 3628800 ist. Der prozentuale Fehler ist kaum 5/;%/,.

19%
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Achtes Kapitel.

Unendliche Reihen und andere
Grenzprozesse.
Vorbemerkungen.

Die geometrische Reihe, die Taylorsche Reihenentwicklung und
eine Anzahl spezieller Beispiele, die uns in diesem Buche bisher be-
gegnet sind, legen es nahe, von einem etwas allgemeineren Stand-
punkte aus diejenigen besonderen Grenzwertbildungen zu studieren, die
man als wnendliche Reihen bezeichnet. Im Prinzip laBt sich jeder

Grenzwert )
S=lims,
n—> 00
als unendliche Reihe schreiben; wir brauchen, wenn # etwa von 1 an
lauft, nur s, = S,—; + @, (fir #>> 1) zu setzen und s, = a, zu wiahlen,
dann ist

Sp =10+ g+ -+ an,

und der Wert S erscheint als Grenzwert der Summe s,, aus # Gliedern.
Man driickt diese Tatsache aus, indem man sagt: S ist die ,,Summe
der unendlichen Reihe*

ay+a,+az+---.

Es ist also eine unendliche Reihe nur eine Form der Darstellung
eines Grenzwertes derart, daB jeder folgende Niherungswert aus dem
vorangehenden durch den einfachen ProzeB der Addition eines weiteren
Gliedes entsteht. Das Prinzip der Dezimalbruchentwicklung z. B. ist
nichts anderes als die Darstellung einer Zahl @ in der Form einer unend-
lichen Reihe a = a; 4 a, -+ a3 + - -+, wobei z. B, wenn 0 < a < 1 war,
a, = a, 10~ gesetzt ist und «, eine der Zahlen zwischen 0 und 9 be-
deutet. Da sich jeder Grenzwert in der Form einer unendlichen Reihe
schreiben 14Bt, konnte man eine besondere Behandlung der Reihen
fiir iiberfliissig halten; aber es zeigt sich, daB in vielen Fallen ganz
von selbst Grenzwerte sich als unendliche Reihen darbieten und daB
durch solche Darstellungen besonders einfache GesetzmafBigkeiten her-
vortreten. Natiirlich wird nicht jede Reihenentwicklung iibersichtliche
GesetzmiBigkeiten zeigen. Z. B. 14Bt sich zwar die Zahl # an und fiir
sich durch einen unendlichen Dezimalbruch darstellen; wir kennen je-
doch kein einfaches Gesetz, welches uns erméglicht, eine beliebige,
etwa die 7000. Ziffer dieser Dezimalbruchentwicklung anzugeben. Ver-
zichten wir jedoch auf die Darstellung von z durch einen Dezimal-
bruch und nehmen wir dafiir etwa die Leibnizsche Reihe, so erhalten
wir eine Darstellung mit vollstindig ibersichtlichem allgemeinem
Bildungsgesetz. '
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Ganz dhnlich wie fir unendliche Reihen, bei denen die Anniherung
an den Grenzwert durch fortwidhrendes Addieren neuer Glieder ge-
schieht, liegt der Sachverhalt bei wunendlichen Produkten, wo die An-
niherung an den Grenzwert durch fortgesetztes Multiplizieren mit wei-
teren Faktoren erfolgt. Im {ibrigen werden wir im folgenden nur nebenbei
auf unendliche Produkte eingehen kénnen. Der Hauptgegenstand dieses
und des folgenden Kapitels werden unendliche Reihen sein.

§ 1. Die Begriffe Konvergenz und Divergenz.

1. Grundbegriffe.

Wir betrachten eine unendliche Reihe, deren ,,aligemeines Glied
wir mit a, bezeichnen?); die Reihe hat dann formal die Gestalt

a1+a2+~--=20,°’ay.

v=1
Das Summenzeichen bedeutet dhnlich wie frither, da man fiir » der
Reihe nach alle Werte 1, 2, 3, . .. einsetzen und dann summieren soll.

Je nachdem nun die ,,n-te Partialsumme"*

sn=a1+a2+"'+an=2ay

r=1

mit wachsendem # einem Grenzwert

S =lims,
zustrebt oder nicht, heiBt die Reihe konvergent oder divergent, und im
ersten Falle nennen wir S die Summe der Reihe.
Beispiele fiir konvergente Reihen haben wir vielfach kennengelernt;
etwa die geometrische Reihe 1+ ¢+ g%+ .- mit der Summe

ﬁ, falls |g| <1 ist, die Leibnizsche Reihe, die Reihe fiir log2

oder fiir ¢ und andere.

Das Konvergenzprinzip von Cauchy (vgl. Kap. I, § 6) sagt in
der Sprache der unendlichen Reihen aus: Fir die Konvergenz der
Rethe ist notwendige und hinveichende Bedingung, daf die Zahl

lsm_snl__' |an+1+“n+2+"'+“m‘

beliebig Rlein wird, wenn nur m und n beide hinveichend groff gewdhlt
werden (m > n). Mit anderen Worten: Konvergenz der Reihe besteht dann
und nur dann, wenn folgende Bedingung erfiillt ist: Wie klein auch immer
man eine Genauigkeitsschranke e >0 vorgibt, es laft sich stets zu thr

1) Aus formalen Griinden lassen wir dabei auch zu, dal gewisse der Zahlen
a, Null sind. Falls alle a, von einer Zahl N ab, d. h. fiir » > N, verschwinden,
sprechen wir von einer abbrechenden Reihe.
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ein Index N = N (¢) — der im allgemeinen fiir € — O diber alle Grenzen
streben wird — derart wahlen, daf der obige Ausdruck |s,, — s,| kleiner
als & wird, wenn nur zugleich m > N und n > N ist; gleichgiiltig, wie
wir sonst diese beiden Zahlen m und n wdihlen.

Machen wir uns die Bedeutung des Konvergenzkriteriums z. B. an

der geometrischen Reihe klar, indem wir speziell ¢ =% setzen. Wihlen

. 1 . . .
Wir & = 15, S0 brauchen wir nur N=4 zu wihlen. Es ist nimlich
| 1 1 1 /1 1 1\ 1
ism—snl=§:+"'+2m‘.1=m<g+§5+"'+2m—_n)<2.._1
und 1 1

gy < o’ sobald # > N =4 ist.

. L 1 .
Geben wir als Genauigkeitsschranke & = oo &0» so geniigt es, entspre-

chend fiir N die Zahl 7 zu nehmen, wie man leicht nachpriifen kann.
Selbstverstdndlich ist es fiir die Konvergenz einer Reihe eine not-

wendige Bedingung, dal

lima, =0

n—>0co
ist. Denn sonst kann das Konvergenzkriterium gewi nicht erfiillt
sein. Aber diese notwendige Bedingung ist keineswegs hinreichend fir
die Konvergenz; vielmehr kann man sehr leicht unendliche Reihen
angeben, deren allgemeines Glied @, mit wachsendem # gegen 0 strebt
und deren Summe nicht existiert, indem die Partialsumme s, mit
wachsendem # iiber alle Grenzen strebt. Ein Beispiel dafiir ist die Reihe

LI U |

1 =
+ 1213 }»

+ .-,

bei welcher also das allgemeine Glied durch 'L_ gegeben wird. Offen-
n

bar ist

Es strebt also bei wachsendem # die #-te Partialsumme iiber alle
Grenzen, und die Reihe divergiert daher.
Dasselbe gilt fiirr das klassische Beispiel der harmonischen Reihe
1 1 1
1+—2—+-3—+Z+“'-

. 1 1 1 1 1
ESlsta"+1+...+a2”=m+..-+2~—_n>.2_n+...+§—n::—2—, Da_
# und m = 2# beliebig groB genommen werden koénnen, divergiert
also die Reihe, weil das Kriterium von Cauchy nicht erfiillt ist, und
zwar strebt die n-te Partialsumme offenbar gegen Unendlich, da alle
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Glieder positiv sind. Hingegen konvergiert dic mit abwechselndem
Vorzeichen aus densclben Zahlen gebildete Reihe

1 1 1 1 (—1)n-1
Iyt g — g — A 4

n

nach dem sechsten Kapitel, S. 251, und besitzt die Summe log 2.

Die Divergenz ciner Reihe braucht sich keineswegs immer da-
durch auszudriicken, daB3 s, mit wachsendem # gegen -+ oo oder — oo
strebt. So sehen wir bei der Reihe

1—14+1—14+1—1+4 —--,
daB die Partialsumme s, abwechselnd die Werte 1 und 0 besitzt und
wegen dieses Hin- und Herpendelns weder cinem bestimmten Grenz-
wert zustrebt noch absolut genommen iiber alle Grenzen wichst.

Hinsichtlich der Konvergenz und Divergenz einer unendlichen
Reihe mache ich noch folgende zwar selbstverstindliche, aber doch
prinzipiell wichtige Bemerkung: An der Tatsache der Konvergenz und
Divergenz wird nichts gedndert, wenn man eine endliche Anzahl von
Gliedern zu der Reihe hinzufiigt oder aus ihr fortnimmt. Es ist
also hinsichtlich der Frage der Konvergenz und Divergenz ganz gleich-
giiltig, ob man die Reihe mit einem Glied a4 oder erst mit dem Glied a,
oder a5 oder cinem beliebigen anderen beginnt.

2. Absolute und bedingte Konvergenz.

Die Reihe mit den Gliedern 1, %, %, %,

sie mit positiven, konvergiert, sobald wir sie mit abwechselnden Vor-
zeichen versehen. Anders liegt es bei der geometrischen Reihe, wo

... divergiert, sobald wir

N o Ly N T
fir |g| <1 gleichzeitig mit der Reihe ] ;0' (—1)'¢" = 114 die
Reihe 2 ¢" konvergent ist und die Zahl —l—iqq darstellt.

v=0

Hier kommt ein Unterschied zum Vorschein, den wir cin wenig
niher betrachten miissen. Bei einer Reihe, deren Glieder sdmtlich
positiv sind, sind offenbar nur zwei Fille méglich: entweder sie kon-
vergiert, oder ihre Partialsumme s, strebt mit wachsendem # iiber
alle Grenzen. Denn die Partialsummen miissen als monoton wach-
sende Folge konvergieren, sobald sie beschrinkt bleiben. Konvergenz
herrscht dann, wenn die Glieder mit wachsendem # hinrcichend rasch
gegen O strcben, Divergenz dagegen, wenn sie dies iiberhaupt nicht
oder zu langsam tun. Bel Reihen aber, deren Glieder teils positives,
teils negatives Vorzeichen haben, kann die Konvergenz durch den
Wechsel dieser Vorzeichen erzeugt werden, indem ein zu starkes An-
wachsen der Partialsummen, welches von den positiven Gliedern her-
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riihrt, durch die negativen Glieder kompensiert wird, so daB schlieBlich
doch ein bestimmter Grenzwert zustande kommt.
Um diese Tatsache besser zu erfassen, ordnen wir einer Reihe 2”' a,
y=1
mit positiven und negativen Gliedern die Reihe der Absolutbetrige ihrer
Glieder zu, d. h. die Reihe

l“ll'*‘lazi‘*‘"‘——;gl“J-

Konvergiert diese Reihe, so wird bei hinreichend groBem # und m > »
sicherlich der Ausdruck

|@nis| + |@nia] + -+ |a]

beliebig klein sein; es wird daher wegen der Beziehung

lan+1+ "'+aml§]an+ll +oee Iaml
auch der Ausdruck hier links beliebig klein, und somit konvergiert

sicherlich auch die urspriingliche Reihe Zwav. Die urspriingliche Reihe
v=1

heift in diesem Falle absolut konvergent. Thre Konvergenz ist durch
die absolute Kleinheit ihrer Glieder gesichert und besteht unabhingig
von dem Vorzeichenwechsel.

Wenn dagegen die Reihe der Absolutglieder divergiert und die
urspriingliche Reihe doch konvergiert, so nennen wir die urspriingliche
Reihe bedingt konvergent. Die bedingte Konvergenz ist eine Folge der
durch den Vorzeichenwechsel sich ergebenden Kompensationen.

Uber bedingte Konvergenz sei hier nur der folgende hiufig niitz-
liche Konvergenzsatz von Leibniz angefiihrt: Wenn die Vorzeichen
der Reihenglieder abwechseln und auferdem der absolute Betrag |ay|
monoton gegen O strebt (also |a,.. | <|a,| ist), so konvergiert die
Reihe Zc,‘oa,. (Beispiel: Die Leibnizsche Reihe.)

v=1
Zum Beweis nehmen wir ohne wesentliche Beschrinkung der All-
gemeinheit 2, > 0 an und schreiben unsere Reihe in der Form

by—by+ by —+---,
wo nunmehr die Glieder b, simtlich positiv sind, gegen 0 streben und

der Bedingung &,,,<<b, geniigen. Indem wir die Glieder auf die fol-
genden beiden Arten zusammenfassen:

bl_(bz_ba)_(b4“bs) e
(b, — by) + (b3 — by) + (b5 —bg) + -+,

erkennen wir sofort, daB fiir die Teilsummen folgende Beziehungen
bestehen:

und

Sl>83>35>"'>32m+1>"',
S2<34<SG<”'<S2’m<.“’
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wihrend andererseits sy, < Sg,, 4 ; Und Sy, <S5, _; ist. Es bilden also die
ungeraden Teilsummen s;, S5, . . . eine monoton absteigende Folge, die
jedenfalls nicht unter den Wert s, herabsinkt; daher mul} diese Folge
einen Grenzwert G besitzen (vgl. erstes Kapitel, §6). Ebenso bilden
die geraden Teilsummen s,, s,, . .. eine moncton aufsteigende Zahlen-
folge, deren Glieder jedenfalls nicht groBer als die feste Zahl s; werden;
diese Folge muB also ebenfalls einen Grenzwert G haben. Da sich nun
dic Zahlen s,, und s,,,,; nur um die bei wachsendem # gegen 0 stre-
bende Zahl b,,,, voneinander unterscheiden, so miissen die beiden
Grenzwerte G und G’ cinander gleich sein. D. h. die geraden und die
ungeraden Teilsummen streben dem- S
selben Grenzwert zu, den wir nun- F T A AL S S S 3
mehr mit S bezeichnen (Vgl Flg 108) Fig. 108. Konvergenz der ,,alternierenden‘*
Das aber bedeutet nichts anderes als Reihen.
die behauptete Konvergenz unserer Reihe; ihre Summe ist gleich S.
Zum SchluB noch eine allgemeine Bemerkung iiber den grundsitz-
lichen Unterschied von absolut konvergenten und bedingt konvergenten
Reihen: Wir bezeichnen die positiven Glieder der von uns betrachteten
Reihe Zw’ a, der Reihe nach mit p;, p,, #5, ..., die negativen Glieder
y=1
mit — ¢y, — ¢o, — ¢3, . ... Bilden wir dann die n-te Partialsumme
n

s, = >a, der gegebenen Reihe, so miissen in deren Summanden eine
r=1

gewisse Anzahl, etwa #', von positiven und eine gewisse Anzahl, etwa

n’', von negativen Gliedern auftreten, und es muB dabei #'+ n"'= n

sein; ferner werden, wenn sowohl die Anzahl der positiven Glieder als

auch die Anzahl der negativen in der Reihe unendlich ist, mit »# zugleich

beide Zahlen #’ und #'’ {iber alle Grenzen wachsen. Die Partialsumme s,

ist nun, wie wir sofort sehen, einfach gleich der Partialsumme 3 p,
r=1

der Reihe der positiven Glieder, vermehrt um die Partialsumme — 3'g,
y=1

der Reihe der negativen Glieder. Wenn die gegebene Reihe absolut kon-

vergiert, so konvergieren sicher auch die Reihe ihrer positiven Glieder 39,

v=1

und die Reihe der absoluten Betrige ihrer negativen Glieder 20'0 g, jede
v=1

fir sichl); die Summe der gegebenen Rethe ist dawnn einfach gleich
der Summe der wur aus den positiven und der nur aus den negativen
Gliedern gebildeten Rethe, mit anderen Worten: die Differenz zweier

m m
1) Denn die Teilsummen J>'p, und 3¢, sind bei wachsendem m monoton
v=1 v=1

00
nicht abnehmende Zahlenfolgen mit der oberen Schranke 2] a, ] .
r=1
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Reihen mit positiven Gliedernl). Besitzt die Reihe nur endlich viele
Glieder von einem der beiden Vorzeichen, so vereinfacht sich der Sach-
verhalt entsprechend.

Ist dagegen die Reihe nicht mehr absolut, sondern nur noch bedmgt

konvergent, so miissen notwendig die beiden Reihen 2 ?, und 2

I’
divergent sein. Denn widren beide konvergent, so wurde d1e gegebene
Reihe absolut konvergieren, entgegen der Voraussetzung. Wire nur eine

divergent, etwa die Reihe }'$,, die andere aber konvergent, so zeigt die
o=1

s ’”

n

Zerlegung s, = 2’ b, qu daB die gegebene Reihe uberhaupt nicht

konvergieren konnte denn bei wachsendem 7 streben #’ und 2 p, tiber
n’ y=1

alle Grenzen, wihrend der Bestandteil 3¢, einem bestimmten Grenz-
‘,,:1

wert zustrebt, so daB die Teilsumme s, mit wachsendem # iiber alle
Grenzen wachsen miiBte.

Wir sehen also, daB eine bedingt konvergente Reihe sich micht als
Differenz zweier aus ihren Reihengliedern gebildeten konvergemten Reihen
mit jeweils nur positiven Gliedern auffassen 1iBt. Mit dieser Tatsache
hingt eng ein weiterer Unterschied zwischen absoluter und bedingter
Konvergenz zusammen, den ich jetzt noch kurz erértern méchte.

3. Umordnung der Reihenglieder.

Es ist eine Eigenschaft endlicher Summen, daB wir die Reihenfolge
der Glieder beliebig 4ndern oder, wie man sich ausdriickt, die endliche
Summe beliebig umordnen koénnen. Es entsteht die Frage, welchen
Sinn der Begriff der Umordnung fir eine unendliche Reihe besitzt
und ob bei einer solchen Umordnung der Summenwert der Reihe
gedndert wird. Wihrend es bei einer endlichen Summe ohne weiteres
cinen Sinn hat, die Summanden z. B. in umgekehrter Reihenfolge zu
addieren, fillt eine solche Moglichkeit bei einer unendlichen Reihe
fort; es gibt eben kein letztes Glied, mit dem man anfangen kénnte.
Vielmehr wird eine Umordnung nur folgendes bedeuten kénnen: Wir
sagen, eine Reihe a, + a4, + @3 4 ... geht durch Umordnung in eine
Reihe b, + by + by +- .- lber, wenn jedes Glied 4, der ersten Reihe
auch genau einmal in der zweiten vorkommt und umgekehrt. Es kann
z. B. dabei von seinem Platze um so weiter verschoben werden, je
groBer » ist. Nur muB es irgend einmal in der umgeordneten Reihe
wieder erscheinen, wihrend andererseits in dieser Reihe Glieder aus

1) Denn es ist Va _Zp, —é’q,; bei wachsendem # wachsen auch #
1—1 r=1 r=1

und »” iiber alle Grenzen, und der Grenzwert der linken Seite muB also gleich
der Differenz der Grenzwerte der beiden Summen rechts sein.

’



§ 1. Dic Begriffe Konvergenz und Divergenz. 299

der ersten Reihe an einer friiheren Stelle als an der urspriinglichen auf-
treten. So z. B. stellt die Reihe

149+ ¢+ ¢+ @ +¢+7+¢+ @+ + -
eine Umordnung der geometrischen Rethe 1 + ¢ + ¢% +... dar.

Es besteht nun hinsichtlich dieser Umordnung cin grundlegender
Unterschied zwischen absolut und bedingt konvergenten Reihen.

Bei absolut konvergenten Reihen wivd durch eine Umordnung die Kon-
vergenz nicht gestort, und die Summe der Reihe behdlt thren Wert bei,
genaw so wie das fiir eine endliche Summe gilt.

Bei einer bedingt konvergenten Reihe hingegen kann man stets durch
eine geeignete Umordnung den Summenwert der Reihe beliebig dndern
und, wenn man will, auch die Rethe divergent machen.

Die erste, auf absolut konvergente Reihen beziigliche Tatsache ist
sehr leicht einzuschen. Setzen wir zunichst voraus, daB unsere Reihe

nur positive Glieder hat, und betrachten die #-te Teilsumme s, = 3 a,.
v=1
Dann kommen gewi8 alle Summanden dieser Teilsumme auch in der

m

m-ten Teilsumme ¢,, = 3’6, der umgeordneten Reihe vor, wenn nur m
r=1

hinreichend groB genommen wird. Es ist dann sicherlich ¢,, = s,. An-

dererseits aber kann man zu dem Index »¢ wiederum einen Index #’
w

hinzubestimmen, so daB in der Teilsumme s, = Y'a, der ersten Reihe
y=1

alle Summanden ,, b,, . . ., b,, enthalten sind. Es ist also dann sicher-
lich s,, = ¢,. Jede Teilsumme der einen Reihe liegt also zwischen zwei
Teilsummen der anderen Reihe, und daraus geht unmittelbar hervor,
daB die umgeordnete Reihe konvergiert und denselben Grenzwert
hat wie die Ausgangsreihe. :

Hat die absolut konvergente Reihe positive und negative Glieder, so
ist sie als Differenz zweier Reihen mit jeweils nur positiven Gliedern
aufzufassen. Da bei der Umordnung auch jede dieser beiden Reihen
nichts anderes als eine Umordnung erfihrt, also den Wert beibehilt,
gilt dasselbe auch fiir dic umgeordnete Ausgangsreihe; denn diese
konvergiert nach dem schon erledigten Fall wieder absolut, ist also
die Differenz der beiden umgeordneten Teilreihen. Damit ist der Um-
ordnungssatz auch fiir solche Reihen bewicsen.

Dem Anfinger mag die eben bewiesene Tatsache als eine Selbst-
verstindlichkeit erscheinen. Daf} sie eines Beweises bedarf und dafB
bei diesem Beweis die absolute Konvergenz wesentlich benutzt werden
muB, soll uns zunichst ein Beispiel des entgegengesetzten Ver-
haltens bei bedingt konvergenten Reihen zeigen. Wir nehmen
die uns schon bekannte Reihe

1,1 1 .1 1.1 1 _
l—3+t3—3+ts—st7—g+—=lsg
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schreiben, indem wir mit dem Faktor % multiplizieren, darunter

1 1 1 1 1

7 ~—% tg —gt—=gle2
und addieren, indem wir die untereinanderstehenden Glieder zusammen-
ziehen!). So erhalten wir

1 1 1 1 1 1 1 1 3
ltg—gtsts—g+yta—st —gls2
Diese letzte Reihe 1dBt sich aber offenbar durch eine Umordnung aus
der urspriinglichen herstellen, und der Wert der Reihe hat sich dabei

mit dem Faktor -:21 multipliziert. Man kann sich leicht vorstellen,

wie die Entdeckung dieses scheinbaren Paradoxons auf die Mathe-
matiker des 18. Jahrhunderts gewirkt haben muB, welche gewohnt
waren, mit unendlichen Rethen ohne Riicksicht auf ihr Konvergenz-
verhalten zu operieren.

Ich will fiir den oben formulierten Satz- von der Wertdnderung
bedingt konvergenter Reihen bei Umordnung den Beweis hier durch-
fiilhren, obwohl wir von dieser Tatsache spiter keinen Gebrauch
zu machen haben. Es seien p,, p,, ... die positiven Glieder und
— ¢1, — ¢5, . .. die negativen Glieder der Reihe. Da der absolute
Wert |a,| mit wachsendem # gegen O strebt, so miissen auch die
Zahlen p,, und ¢, mit wachsendem # gegen 0 streben. Ferner muB}, wie

00 00
wir oben sahen, J3'p,2) divergieren und ebenso J}g, .
1 1

Nunmehr koénnen wir leicht eine Umordnung der urspriinglichen
Reihe finden, bei der ein beliebiger Grenzwert a4 herauskommt. Wir

#y
addieren zunichst so viele positive Glieder, bis die Summe N p,
7,y 1
gerade den Wert a iibersteigt. Da die Summe J3'p, mit wachsen-
1

dem #, iiber alle Grenzen wichst, werden wir sicher nach Benutzung
einer gewissen Anzahl von Gliedern wirklich iiber den Wert a hinaus-
kommen. Von dem genauen Werte ¢ weicht sie dann hdéchstens

my
um p, ab. Dann addieren wir so viele negative Glieder: — g, bis
1

die Summe gerade unterhalb des Wertes a liegt; daB dics méglich
ist, folgt wiederum aus der Divergenz der Reihe j’q,. Der Fehler
gegeniiber a betrigt jetzt hochstens g, . Nunmehr 1addieren wir von
den weiteren positiven Gliedern so viele: :y' p,, daB die Summe

[ n+1
1) Zur Addition von Reihen vgl. Nr. 4.

00
%) Diese abkiirzende Schreibweise fir 3'p, wird mutatis mutandis auch im
r=1
folgenden 6fters angewandt werden.
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wieder gerade oberhalb des Wertes a liegt, was wiederum infolge der
Divergenz der Reihe der positiven Glieder méglich ist. Der Fehler

gegeniiber a betragt hdchstens p,,. Durch Addieren weiterer nega-
my

tiver Glieder: — 3'¢,, von dem zuletzt benutzten angefangen, ver-
m+1

kleinern wir die Summe nunmehr so lange, bis sie gerade unterhalb a

liegt, und fahren in dieser Weise ins Unbegrenzte fort. Die Summen-
werte, die wir so erhalten, werden um den Wert @ herumschwanken;
und zwar wird, wenn wir nur den Prozef hinrcichend weit gefiihrt haben,
diese Schwankung nur noch in beliebig kleinen Grenzen vor sich gehen
konnen; denn da die Glieder $, und g, bei hinreichend grofem » selbst
gegen O streben, wird der Spielraum fiir diese Oszillationen ebenfalls
gegen 0 konvergieren. Damit ist der gewiinschte Beweis gefiihrt.

Durch ganz diesclbe Methode kann man die Umordnung so vor-
nehmen, daB Divergenz eintritt; man braucht nur z. B. die positiven
Glieder gegeniiber den negativen so hiufig zu machen, daB3 cine Kom-
pensation nicht mehr eintritt.

4, Das Rechnen mit unendlichen Reihen.

Esistselbstverstindlich, dal man zweikonvergente unendliche Reihen
a+ay+... =5 und b + b, +... = T gliedweise addieren darf,
d. h. daB die Reihe, welche aus den Gliedern ¢, = a, + b, gebildet ist,
konvergiert und als Summenwert die Summe S 4 T der beiden ersten
Reihen besitzt. Denn es ist Yc¢, = a, +3b,—S+ T1).

r=] r=1 r=1
Ferner ist ohne weiteres klar, daB man eine unendliche Reihe mit

einem Faktor multiplizieren kann, indem man jedes Glied mit diesem
Faktor multipliziert.

Diese Tatsachen sind unabhingig davon, ob die Konvergenz der
Reihen absolut oder bedingt ist. Dagegen zeigt ein genaueres, fiir uns
hier nicht nétiges Studium, daB die Multiplikation zweier unendlicher
Reihen miteinander nach demselben Schema, nach dem man die Multi-
plikation endlicher Summen auszufithren pflegt, allgemein nur dann
vorgenommen werden darf, wenn mindestens cine der beiden Reihen
absolut konvergiert (vgl. Anhang, § 1).

§ 2. Untersuchung der Konvergenz und Divergenz.

Wir haben soeben ein Kriterium von allgemeinem Charakter fiir
die Konvergenz von Reihen kennengelernt, welches sich auf Reihen
mit abwechselnden Vorzeichen und abnehmenden Absolutbetrigen der

1) Dieser Reihensatz ist eigentlich nur eine andere Formulierung der schon
im ersten Kapitel, § 6, Nr. 2, vorgekommenen Tatsache, daB der Grenzwert einer
Summe aus zwei Summanden gleich der Summe der beiden entsprechenden
Grenzwerte ist.
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Glieder bezog und zum mindesten bedingte Konvergenz solcher Reihen
aussprach. Nunmehr wollen wir uns lediglich mit Kriterien befassen,
welche sich auf absolute Konvergenz beziehen.

1. Das Prinzip der Reihenvergleichung.

Alle solchen Konvergenzbetrachtungen beruhen darauf, daB man
die betreffende Reihe mit einer zweiten Reihe vergleicht, deren
Glieder absolut genommen gréBer sind als die Glieder der urspriing-
lichen; man versucht dann, die zweite Reihe geeignet so zu wihlen,
daB sie hinsichtlich ihrer Konvergenzverhiltnisse iibersichtlich wird.
Das allgemeine Prinzip der Reihenvergleichung konnen wir folgender-
malBen aussprechen: Sind die Zahlen b,,b,, ... simtlich positiv und
gilt fiir jedes n

’anlébnr

so ist die Reihe 3)a, absolut konvergent, wenn die Reihe Zo'obn konvergiert.
n=1 n=1

Der Beweis ist bei Verwendung des Cauchyschen Kriteriums fast
selbstverstindlich. Fiir m = # ist namlich

|0+t | San) o+ @ | S by + o+ by,
und da bei hinreichend groBem » und m die rechte Seite beliebig klein
wird, vorausgesetzt, daB die Reihe Zw’b,, konvergiert, so folgt auch die
n=1

beliebige Kleinheit der linken Seite und damit die Konvergenz der
gegebenen Reihe; daB diese Konvergenz eine absolute ist, ergibt sich
aus der Tatsache, daB unsere Betrachtung zugleich die Konvergenz
der Reihe aus den Absolutbetrigen |a,| zeigt.

Den analogen Beweis fiir die folgende Tatsache kann ich dem Leser
iiberlassen. Ist

|a,| =b,>0,
so ist die Rethe Z'wa,, sicher nicht absolut konvergent, wenn die Rethe Zm’bn
n=1 n=1
divergiert.
2. Vergleichung mit der geometrischen Reihe.

Die hdufigste Anwendung findet unser Prinzip, indem wir als
Vergleichsreihe eine geometrische Reihe wihlen. Es folgt dann sofort
folgender Satz: Die Reihe Z.O’ a, ist absolut konvergent, wenn — von

n=1
einem gewissen Gliede an — stindig eine Beziehung der Form

I la,| <c-gn

gilt, wobei ¢ eine von » unabhingige positive Zahl und ¢ einen posi-
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tiven ,,echten Bruch®, d.h. drgend cine Zahl zwischen 0 und 1, be-
deutet. Gewohnlich bringt man dieses Kriterium in cine der beiden
folgenden, schwicheren Formen: Die Reihe 3 a, konvergiert abso-

n=1
lut, wenn von einem gewissen Gliede an eine Beziehung der Form

IIa %4y <q

An

gilt, wobei wieder ¢ ein positiver, von # unabhingiger echter Bruch
ist, oder: wenn von einer gewissen Stelle ab mit einem positiven echten
Bruch ¢ eine Beziehung der Form

IIb Vla.| <q
besteht. Die Bedingungen dieser Kriterien sind gewif z. B. dann
erfilllt, wenn eine Beziehung der Form

Ila lim [ =k <1
oder der Form
II1b lim V]a,,i=k<1

#—>00

vorliegt. Der Beweis fiir unsere Behauptungen ergibt sich sehr leicht
folgendermaBen.

Das Kriterium ITa, das Quotientenkriterium, moge etwa von dem
Index ny ab, d.h. fir % > n,, erfillt sein. Dann setzen wir zur Ab-
kiirzung @, 4 4y = b,, und haben

|| <gqlbo], |ba|<qlbi| <@|bo|, [b5] <gqlby]|<g*|bol,

usw., also
Ibm’<qm‘b0!’

womit unsere Behauptung erwiesen ist. Bei dem Kriterium IIb, dem
Wurzelkriterium, crgibt sich sofort |a,| < ¢* und damit die Richtig-
keit unserer Behauptung.

Um endlich die Kriterien III zu beweisen, betrachten wir cine
beliebige Zahl ¢ derart, daBl 2 < ¢ <1 ist. Dann wird von einem

!
: . . . ra
gewissen #, ab, d. h. fiir # > n,, sicherlich auch ; :‘l”! < g bzw.

no

’i/ |a,| < ¢ sein, da der Wert der Zahlen Bt

n .
ot bzw. Via,| sich bei
genigend groflem # beliebig wenig von k unterscheidet. Somit ist
der Beweis durch Zuriickfithrung auf das soeben gewonnene allgemeinere
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