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Vorrede zum sechsten Bande, 1. Teil.

Der erste Teil des VI. Bandes der Encyklopidie der mathemati-
schen Wissenschaften, der nunmehr abgeschlossen vorliegt, behandelt
die Geodisie und Geophysik. Er zerfallt dementsprechend in zwei
Unterabteilungen: A. Geodiisie und B. Geophysik, die jede fiir sich
paginiert sind. Um die beiden Abteilungen sofort bequem unter-
scheiden zu konnen, sind zur Paginierung der ersten Abteilung die
gewdhnlichen Ziffern, fiir die zweite dagegen schriig stehende Ziffern
verwandt.

Die erste Abteilung beginnt mit dem Artikel Niedere Geodisie
von C. Reinhertz (}), an den sich ein kurzer Artikel iiber Photogram-
metrie von 8. Finsterwalder anschlieBt. Es folgt dann der zentrale
Artikel der ersten Abteilung: Hohere Geodisie von P. Pizzetti. Dieser
behandelt zunichst die allgemeinen Grundlagen der hoheren Geodisie,
sodann ihre Rechnungs- und Messungsmethoden und schlieBt mit einer
summarischen Entwicklungsgeschichte der geoditischen Kenntnisse.
Der niichste Artikel Kartographie von E. Bourgeois (iibersetzt und er-
ginzt vom Unterzeichneten) berichtet iiber die in der Geodisie und
Geographie gebriiuchlichen Kartenprojektionen. Den AbschluB bildet
der Artikel Nautik von H. Meldau, in dem speziell die Theorie des
Kompasses an Bord eiserner Schiffe ausfiihrlich besprochen wird.

In der zweiten Abteilung konnte die urspriinglich geplante An-
ordnung aus Griinden redaktioneller Natur nicht véllig beibehalten
werden, was aber kaum von erheblichem Nachteil sein diirfte. Der
erste Artikel iiber die Bewegung der Hydrosphire, der von G. H. Dar-
win (1) und S. S. Hough verfaBt ist, behandelt die Erscheinungen von
Ebbe und Flut in weitestem Umfange und berichtet auch {iber An-
wendungen autf Probleme der Kosmogonie. Der zweite Artikel von
F. R. Helmert (1) betrifft die Schwerkraft und die Massenverteilung
der Erde. Es wird das gesetzmiiBige Verhalten und die Storung der

Schwerkraft, die Schliisse auf die Massenverteilung in der Erdkruste
zulaBt, erdrtert.



Vi Vorrede zum sechsten Bande, 1. Teil.

Sodaunn folgt der Artikel Dynamische Meteorologie von F. M. Exner
und W. Trabert (). Wiahrend der letzte die allgemeinen Grundbegriffe
der Meteorologie auseinandersetzt, behandelt der erste eingehend die
Dynamik der Atmosphire. Nach einem kurzen Artikel iiber die atmo-
sphiirische Elektrizitit von E.v. Schweidler schliefit sich der Artikel
Erdmagnetismus von Ad. Schmidt an. In diesem werden zunéchst die
Instrumente und Beobachtungsmethoden, die zur Bestimmung des erd-
magnetischen Feldes dienen, besprochen, und sodann wird iiber die
Beobachtungsergebnisse und ihre physikalische Deutung berichtet. Es
folgt ein groBer Artikel iiber Dynamische Geologie von V. Conrad,
der eine ausfilhrliche Darstellung der modernen Seismik gibt. Die
zweite Abteilung schlieBt endlich mit dem Artikel Optik der Atmo-
sphére, in dem W. Mobius iiber Luftspiegelungen, Haloerscheinungen,
Theorie des Regenbogens und verwandte Dinge berichtet.

Auf eine nihere Inhaltsangabe der einzelnen Artikel méoge im
Interesse der Raumersparnis verzichtet werden, was um so eher ge-
schehen kann, als das dem Bande vorgedruckte ausfiihrliche Inhalts-
verzeichnis einen guten Uberblick bietet. Es sei nur betont, daB alle
Artikel vom Standpunkt der angewandten Mathematik aus geschrieben
sind. Uber die allgemeine mathematische Theorie, die in den verschie-
denen behandelten Gebieten in Betracht kommt, muB sich der Leser
aus den ersten Binden der Encyklopidie unterrichten, wofiir die
notigen Hinweise gegeben sind.

Das Register hat Herr K. Mader angefertigt, wotiir ihm auch an
dieser Stelle bestens gedankt sei. Zur Unterscheidung der beiden Ab-
teilungen sind den Seitenzahlen die Buchstaben A und B vorgesetzt,
und es sind auBerdem zur Bezeichnung der Seitenzahlen fiir die Ab-
teilung B ebenso wie im Text schiiig stehende Ziffern benutzt.

An den Vorarbeiten fiir den vorliegenden Teilband hat sich auer
E. Wiechert, von dem ein Dispositionsentwurf stammt, besonders F. Klein
durch Gewinnung von Mitarbeitern beteiligt.

Wien, im November 1924.
Ph. Furtwiingler.
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VI i, 1. NIEDERE GEODASIE.

Von
C. REINHERTZ

IN HANNOVER.
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A. Allgemeines.
Aufgabe und Einteilung der Geodisie.

Die Grundgedanken des Messens an der Erdoberfliche und die Ein-

teilung der Messungen.
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C. Die Lagemessungen.

Die Koordinatensysteme der Lagemessungen.

a) Allgemeines tiber die geoditischen Koordinatensysteme.
b) Rechtwinklige ebene Koordinaten.

c) Rechtwinklige sphiéirische Koordinaten.

d) Konforme rechtwinklige Gaupf’sche Koordinaten.

e) Koordinatentransformation.

Die Punktbestimmung durch Triangulierung.

a) Allgemeines tiber Triangulierung.

b) Zentrierung.

c¢) Die Winkelmessungen und ihre Anordnung.

Die Grundaufgaben des trigonometrischen Einschneidens.

a) Vorwirts- und Seitwhrtseinschneiden.

b) Rickwirtseinschneiden.

c¢) Einige andere Methoden der trigonometrischen Punkteinschaltung.
1%
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11. Ausgleichung von Kleintriangulierungen.
a) Die Anwendung der Methode der vermittelnden Beobachtungen.
b) Graphische Punktausgleichung.
¢) Die Anwendung der Methode der bedingten Beobachtungen.
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b) Der Nivellierapparat.
¢) Das Nivellierverfahren.
d) Die Genauigkeit der Nivellierung.
e) Erdmassenberechnung.
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O. Brathuhn, Lehrbuch der praktischen Markscheidekunst, 3. Aufl., Leipzig
1902.

F. Bronnimann, Die Katastervermessung, Bern 1888.

Ch. L. Durand-Claye, A. Pellctan et Ch. Lallemand, Lever des plans et nivelle-
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2. Aufl,, Berlin 1901.
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1. Aufgabe und Einteilung der Geodasie. T

A. Allgemeines.

1. Aufgabe und Einteilung der Geodisie. Die Geodisie oder
Vermessungslehre lehrt diejenigen Methoden der Messung, Rechnung
und Abbildung, welche zur Bestimmung der rdumlichen Verhiltnisse
sowohl der gesamten Erdoberfliche als auch beliebig begrenzter Teile
derselben dienen. Die, Aufgabe der Geoddsie lautet daher in all-
gemeiner Fassung: Die Lage von Punkten der Erdoberfliiche zu be-
stimmen und diese Bestimmung in irgend einer Weise auszudriicken,
numerisch in Koordinaten und Messungsausweisen oder graphisch in
Karten, Plinen, Rissen.

Als Grundlage dient allen diesen Bestimmungen die jedem Erdort
eigentiimliche Richtung der Schwerkraft (Lotrichtung oder Vertikale),
die instrumentell durch das Fadenlot oder die Libelle angegeben wird.
Eine alle Lotrichtungen rechtwinklig durchschneidende Fliche heiBt
eine Niveaufldche; ihr einfachstes Beispiel ist die ruhende Meeresfliche,
die man auch als ,Geoid“ (mathematische Erdfigur) bezeichnet, indem
man sie sich durch die Kontinente in geeigneter Weise fortgesetzt
denkt. Die Erfahrung lehrt, daB, wie alle Niveauflichen in der Nihe
der Erdoberfliche, speziell das Geoid mit groBer Anniherung als
schwach abgeplattetes Rotationsellipsoid aufgefaBt werden kann, dessen
kleine Achse in die Rotationsachse der Erde fillt?).

Infolge der geringen Abplattung des Erdellipsoids kann man fiir
Vermessungen, die sich nur auf kleine Gebiete beziehen, annehmen,
daf} alle Lotrichtungen des Messungsgebietes auf einer Kugeloberfliche
senkrecht stehen, deren Mittelpunkt in der KErdachse liegt. Den
Kugelradius wihlt man am zweckméfligsten so, daB die Kugel dasselbe
KrimmungsmaB besitzt wie das Ellipsoid in dem betreffenden Gebiete,
weil dann eine kleine Schale der Kugel ohne merkliche Anderung
der Lingen in die ellipsoidische Schale verbogen werden kann. Macht
man die im vorstehenden angegebene Annahme, daB die betrachtete
Niveaufliche eine Kugel sei, so tritt gegeniiber dem Ellipsoid die
Vereinfachung ein, daB die Vertikalebene in einem Punkte A4 der
Kugel (d. h. eine durch das Lot in 4 gehende Ebene), die durch den
Punkt B geht, identisch ist mit der Vertikalebene in B, die durch
A geht, weil beide Ebenen den Kugelmittelpunkt enthalten. Zwei
beliebige Punkte der Kugelfliche haben also eine gemeinsame Ver-
tikalebene.

1) Niéheres hieriiber und die genaueren Definitionen der im vorstehenden
skizzierten Begriffe findet man in dem Artikel tiber ,Hohere Geodisie** VIi, 3
(P. Pizzett).
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Ist das Vermessungsgebiet sehr klein, so kann man auch von der
Konvergenz der Lotlinien absehen und diese als ein System von
Parallelen betrachten; die Niveauflichen werden dann zu parallelen
Ebenen.

Die Verschiedenartigkeit der in der (teodisie zu behandelnden
Aufgaben fiihrt, ohne eine strenge Trennung, zu einer Teilung in ver-
schiedene Zweige oder Arbeitsgebiete je nach dem Umfange des Ver-
messungsgebietes und der erstrebten Genauigkeit. Die FErdmessung
(frither Gradmessung), welche die Bestimmung der mathematischen
Erdgestalt zur Aufgabe hat, umfaBt als Messungsgebiet die ganze
Erde. Die Landesvermessung legt ein bestimmtes Ellipsoid ihren
Messungen zugrunde und hat die Aufgabe, auf dieser Grundlage fiir
das gesamte Gebiet eines Staates eine einheitliche Ausmessung und
Abbildung herzustellen, wobei Grundsteuerkatastervermessung und topo-
graphische Gelindeaufnahme unterschieden wird. Die in Einzelfillen
fiir die verschiedenartigsten Zwecke unternommenen Ausmessungen
und Abbildungen, welche auf engbegrenzte Teile der Erdoberfliche
beschrinkt bleiben, rechnet man entsprechend zur Feld - (Land-)
Messung, Forst-Vermessung, Gruben-Messung (Markscheiden). Daneben
sind noch zu nennen die nautischen Messungen (Kiistenvermessungen)
sowie die Reiseweg- Aufnahmen (Routen, Itinerare), welche auch als
geographische Landmessung bezeichnet werden.

Zur hoheren Geoddsie rechnet man nun alle diejenigen Aufgaben,
bei denen die Niveauflichen als Ellipsoide betrachtet werden miissen,
zur niederen Geoddsie diejenigen, bei denen man mit der Annahme
von kugelféSrmigen oder ebenen Niveauflichen auskommt.

Uber die Bedeutung des Wortes ,Geodisie“ sei angefiihrt, daB
es urspriinglich Feld- (Acker-)einteilung bezeichnet; erst im Laufe des
verflossenen Jahrhunderts hat der Begriff allmihlich die heutige Er-
weiterung bis zur gesamten Vermessungswissenschaft erfahren. Die
Geodiisie als Feldmessung war die rechnende, angewandte Geometrie
(geometria practica) im Gegensatz zur reinen Geometrie, d. h. der
reinen Raumlehre?). Die heute angewendeten Methoden fuflen im
wesentlichen auf den bei den ersten exakten Gradmessungen des 17.
und 18. Jahrhunderts entwickelten; ihre im letzten Jahrhundert er-
folgte fehlertheoretische Durchbildung verdanken sie, im Verein mit dem
allgemeinen Fortschritt der exakten Wissenschaften, der Prézisions-
mechanik und den gesteigerten Anforderungen an die Zuverlissigkeit

2) Als historischer Hinweis auf die erste Entwickelungsstufe gentigt:
M. Cantor, Vorlesungen iiber die Geschichte der Mathematik, Leipzig 1880, 1892.
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geoditischer Arbeiten, vornehmlich der Einfithrung der Methode der
kleinsten Quadrate, also dem Einflusse von C. F. Gauf. Obwohl die in
Betracht kommenden einfachen trigonometrischen Losungen der wesent-
lichsten FeldmeBaufgaben lingst bekannt waren, war bis vor rund
100 Jahren das Verfahren der Feldmessung hauptsichlich ein rein
graphisches, d. h. man ging unter Benutzung von Winkelkreuz (groma),
Astrolabium, Bussole und MeBkette, sowie besonders auch des MeB-
tisches, auf unmittelbare graphische Darstellung aus und konnte sich
mit den einfachsten mathematischen Hilfsmitteln begniigen. Erst mit
Anfang des 19. Jahrhunderts, der Zeit des Beginnes der ersten all-
gemeinen Landesvermessungen, ging man unter Anwendung des Theo-
dolits nach und nach zu zahlenm#Bigen Methoden und Punktbestim-
mung durch Koordinaten iiber, welche heute den Grundton der exakt
rechnenden Feldmessung bildet.

Die Literatur ist entsprechend den zahlreichen und verschieden-
artigen Methoden, der allmahlichen Ausbildung und Anwendung der-
selben fiir mannigfache Zwecke (Grundsteuerkataster, Topographie,
Ingenieurbauwesen, Bergbau) eine ebenso umfangreiche wie verschie-
denartige, wobei auch besonders die Verschiedenartigkeit der Ent-
wicklung des staatlichen Vermessungswesens der verschiedenen Linder
in Betracht kommt.

In der Literaturiibersicht sind eine Anzahl der gebréuchlichen
Lehr- und Handbiicher genannt, unter denen das von W. Jordan die
ausfithrlichsten Literaturangaben enthilt. Eine historisch- kritische
Darstellung des deutschen Vermessungswesens geben W. Jordan und
K. Steppes®). Von ilteren Lehrbiichern moge das von J. T. Mayer?)
zitiert werden, das frither sehr verbreitet war und jetzt einen interes-
santen Vergleich des heutigen Standes der Vermessungswissenschaft
mit dem zu Beginn des verflossenen Jahrhunderts, unmittelbar vor
Einfiihrung der Methode der kleinsten Quadrate, bietet.

2. Die Grundgedanken des Messens an der Erdoberfliche und
die Einteilung der Messungen. Bei den Vermessungen an der Erd-
oberfliche wihlt man eine bestimmte Niveaufliche aus, die als Be-
rechnungs- und Abbildungsfliche (Referenzfliche, Vermessungsfliche
oder Vermessungshorizont, Landeshorizont) zugrunde gelegt wird;
gewShnlich ist es diejenige Fliche, die in ihrer Fortsetzung mit der

3) Das deutsche Vermessungswesen, Stuttgart 1882.

4) Griindlicher und ausfihrlicher Unterricht zur praktischen Geometrie,
5 Bd,, 4. Aufl., Gottingen 1814—1820; ferner sei genannt L. Puissant, Traité de
topographie, d’arpentage et de nivellement, 2. éd., Paris 1820 und F. Prog,
Lehrbuch der praktischen Geometrie, Stuttgart 1838.
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Meeresfliche zusammenfillt. Um diese Fliche gegen den Erdkorper
festzulegen, orientiert man einen Punkt (Indifferenzpunkt) durch Be-
stimmung der astronomischen Breite und Linge; bestimmt man dann
noch das astronomische Azimut einer Richtung auf der Fliche, so
kann man die Lage aller anderen Flichenpunkte zum Erdkorper ledig-
lich durch Messungen auf der Fliche selbst bestimmen.

Um nun einen beliebigen Punkt der Xrdoberfliche festzulegen,
projiziert man ihn vermittels der durch ihn gehenden Lotlinie auf
die Vermessungsfliche. Kennt man dann den in der Lotlinie gemes-
senen Abstand des Punktes von der Bezugsfliche und auBerdem die
Koordinaten seiner Projektion in einem beliebigen Koordinatensystem
auf dieser Fliche, so ist der Punkt eindeutig festgelegt. Die Veran-
lassung zu der angegebenen Bevorzugung der vertikalen Richtung ist
die leichte Zuginglichkeit der Schwerkraftsrichtung. Uberdies sind
die Vermessungen meist in vertikaler Richtung viel weniger ausgedehnt
als in horizontaler, und man pflegt deshalb die gesamten Messungen
in Lagemessungen (Bestimmung der Lage der Projektion in der Be-
zugsfliche) und Hohenmessungen (Bestimmung des Abstandes von der
Bezugsfliche) einzuteilen.

Hiernach ist die Definition der wesentlichsten Bestimmungsstiicke
ohne weiteres gegeben. Der in der Lotlinie gemessene Abstand eines
Punktes von der Normalfliche ist die ,,Hohe* (H) des Punktes; fallt
die Normalfliche in die Meeresniveaufliche, so erhdlt man die ,, Meeres-
hile“. Die Beziehung der Normalfliche auf die Meeresniveaufliche
ist gegeben, sobald an einem oder mehreren Punkten durch Pegel-
beobachtungen (Mareographen) gewonnene ,Mittelwasserstinde® zur
Definition der Niveaufliche des Meeresspiegels eingefiihrt und in das
geoditische Netz einbezogen sind®).

Zu einer kugelfsrmigen Normalfliche konzentrische Kugelober-
flichen, welche durch die Messungspunkte an der Erdoberfliche hin-
durchgehen, entsprechen den ,,Horizontflichen der betreffenden Punkte;
der Abstand (in den Lotlinien gemessen) dieser ,Horizonte“ entspricht
dem , Hohenunterschied AW“ der betreffenden Punkte. Die horizontale
Entfernung (s) zweier Punkte (,Linge, Linie, Strecke’) ist der kiir-

5) In PreuBen (Deutschland) z. B. ist hierzu an einem DPfeiler der Stern-
warte in Berlin ein kleiner lotrechter MaBstab angebracht, dessen mittlerer Teil-
strich (Nullpunkt) nach Ableitung aus dem Landes-Prizisionsnivellement die
,Hohe* 37 m iiber N.N. (Normal-Null) erhalten hat, und als ,Normalhthen-
punkt fiir das Koénigreich PreuBen‘* gilt. Andere Linder haben entsprechende
Bestimmungen getroffen. Vgl. VI, 8, Hokere Geodiste, ferner z. B. auch Jordan,
Handbuch 2, § 114.
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zeste Abstand ihrer Lotlinien, gemessen auf der angenommenen mathe-
matischen Erdoberfliche. Die unmittelbare Verbindungslinie zweier
Punkte der Erdoberfliche, welche nicht dem gleichen Horizont an-
gehoren, ist die ,geneigte” oder ,schiefe“ Entfernung s,. Der Winkel,
den diese geneigte Verbindungslinie s, zweier Punkte mit dem posi-
tiven Zweige der Lotlinie in einem Punkte bildet, ist der ,Zenit-
winkel“ (,,Zenitdistanz®) (¢), der ihn zum rechten Winkel erginzende,
von der Wagerechten aus genommene, der ,Hohenwinkel® («). Zenit-
winkel werden von 0° bis 180° Hohenwinkel von 0° bis 90° mit
Vorzeichen -+ (Hohen-, Tiefenwinkel) gezihlt.

Ist ein ganzes System von im Gelinde bezeichneten Punkten
P, ... P, in Bezug auf einen Ausgangspunkt P, zu bestimmen, so
denkt man sich die Lotebenen sidmtlicher Punkte in Bezug auf P,
hergestellt, was durch Drehung einer durch die Lotlinie von P,
gehenden Lotebene erreicht wird, indem das Maf der Drehung im
Horizont von P, verzeichnet oder an einem zentrisch und rechtwink-
lig auf die Lotlinie von P, gesetzten Kreis (,Horizontalkreis“) ge-
messen wird. Es ergibt sich das ,Horizontal-Richtungssystem®, die
nRichtungen® r, ... r,. Das einfachste Horizontal-Richtungssystem
ist der Horizontalwinkel z. B. w,, = r, — r;; das Richtungssystem
7, ...7r, kann auch durch beliebige Winkelangaben, z. B. wg,
Wyg ... Wy, oder w,, Wy, usw. ausgedriickt werden.

y,Geneigte (schiefe) Winkel“, d. h. in der Ebene des Ausgangs-
punktes P, und zweier Zielpunkte P, und P, gemessene Winkel,
kommen seit Einfiihrung des Theodolits, welcher selbsttitig projiziert,
kaum noch in Betracht®).

3. Ubersicht der Methoden. Einen Uberblick iiber die wesent-
lichsten geoditischen Verfahren und die dazu erforderlichen Hilfs-
mittel gibt die nachfolgende Zusammenstellung.

Grundlegend ist:

a) Die Absteckung gerader Linien zwischen Punkten der Krdober-
fliche und Messung ihrer Enifernung auf Grund einer bestimmt de-
finierten MabBeinheit (V 1 (C. Runge)). Die Lingenmessung erfolgt
entweder mit einfachen FeldmeBinstrumenten oder, wenn grofere
Genauigkeit erreicht werden soll, mit Hilfe besonderer Apparate
(Basisapparate).

b) Die Messung von Winkeln und zwar meistens von Horizontal-

6) Fiir event. ,schief* gemessene Winkel ist ,,Reduktion auf den Horizont*
erforderlich; hierzu miissen noch die Hohenwinkel von P, und P, gemessen
sein,



12 V11, 1. C. Reinhertz. Niedere Geodisie.

oder Vertikalwinkeln. Als MeBinstrument dient der Theodolit oder
auch untergeordnete Instrumente wie Winkelscheibe (Astrolabium)
und Bussole (KompaB) fiir Horizontalwinkel, Hohen- oder Neigungs-
messer mit Senkel, Pendelkreis oder Libelle fiir Vertikalwinkel, und
Sextant (Prismenkreis) fiir beliebige Winkel.

Aus diesen grundlegenden Messungsverfahren ergeben sich die
verschiedenen zusammengesetzten Bestimmungsmethoden und zwar

fiir die Lagemessung:

a) Triangulierung (Dreiecksmessung) auf Grund von Basismessung
und Theodolit-Horizontalwinkelmessung in stufenweise aufeinander
gegriindeten Dreieckssystemen.

b) Polygonisierung (polygonale Zugmessung) mit Messung von
Lingen und Horizontalwinkeln (Theodolit, ev. Sextant) oder von
magnetischen Azimuten (Bussole) in gebrochenen Linienziigen, in der
Regel auf Grund einer Triangulierung.

¢) Kleinaufnahme durch Anwendung von Lingen- und Winkel-
messung bezw. Absteckung auf Grundlage von Triangulierung und
Polygonisierung oder auch unabhingig davon. Hierzu gehdrt auch
die Absteckung gerader und krummer Linien (Linien-, Tunnel-, Kurven-
absteckung).

d) Meftischaufnahme, d.h. unmittelbare Ubertragung der Punkt-
lage auf die Zeichnungsfliche des MeBtisches im AnschluB an eine
Triangulierung oder Polygonisierung sowie auch unabhingig davon.

Fiir die Hohenmessung :

a) Nivellierung bei Verwendung des Nivellierinstrumentes mit
horizontalen oder nahe horizontalen kurzen Ziellinien und lotrechten
Skalen. Hierhin gehdren auch dem geometrischen Prinzip nach die
hydrographischen bezw. nautischen Tiefenmessungen, wobei die Wasser-
oberfliche den Nivellierhorizont bildet.

b) Trigonometrische Hohenmessung bei Verwendung geneigter
Ziellinien und Messung von Vertikalwinkeln mit dem Theodolit in
der Regel auf der Grundlage einer Horizontaltriangulierung, oder auch
kurzer schiefer Linien (MeBbénder, Schnur, z. B. bei Grubenmessungen)
mit Hohenbogen, Hingebogen usw.

¢) Barometrische Hihenmessung in der Regel mit dem Feder-
barometer (Aneroid) fiir Geléndeaufnahme bei bekannter Punktlage.

Neuerdings sind auch die sogenannten ,tachymetrischen Methoden
weiter ausgebildet worden. Charakteristisch fiir diese ist die Ersetzung
der direkten Lingenmessung durch die indirekte Distanzmessung und
die Vereinigung der trigonometrischen Hohenmessung und der Lage-
messung. Zur Verwendung kommen dabei die verschiedenartigsten
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tachymetrischen Instrumente. Uber die ebenfalls in diesen Abschnitt
gehorige Photogrammetrie vergleiche man den nichsten Artikel dieses
Bandes (S. Finsterwalder).

Auf die Ergebnisse der angefiihrten Messungsmethoden und deren
rechnerische Auswertung durch Koordinaten und Abrisse griindet sich
dann die Abbildung der Erdoberfliche (vgl. V11, 4 (R. Bourgeois)), bei
der die mannigfachsten Zeichenhilfsmittel zur Verwendung kommen.
Die Abbildung erfolgt bei ausgedehnten Gebieten mit Beriicksichtigung
der Erdkrimmung (Kartenprojektionen). Wird die Geldndedarstellung
durch Hohenschichtlinien und Bergstriche besonders beriicksichtigt,
so liegt eine topographische Abbildung vor; wird dagegen die exakte
Darstellung aller Einzelheiten im GrundriB, vornehmlich der Eigen-
tums- und Kulturgrenzen, angestrebt, so handelt es sich um geome-
trische Kartierung.

KEine weitere Verwendung finden die Messungen zur Berechnung
von Fldcheninhalten unmittelbar aus den gemessenen Zahlenwerten,
aus Koordinaten oder auf Grund einer Karte mit Benutzung ver-
schiedenartiger Hilfsmittel (Planimeter). Hierhin gehort auch die
Teilung von Grundflichen (Felderteilung).

4. Allgemeines iiber die Anwendung der Ausgleichungsrech-
nung. Die Anordnung der Messungen ist gegriindet auf die Sitze der
Fehlertheorie nach der Methode der kleinsten Quadrate, die, nachdem
sie von C. F. Gauf3 aufgestellt waren, sofort Kingang in die Vermes-
sungskunde fanden. Dafiir wirkten zuerst besonders Ch. L. Gerling
und G. H. L. Hagen™). Die Gauf’sche Originalanordnung der Aus-
gleichung von Kleintriangulierungspunkten ist erst neuerdings bekannt
geworden?®).

Als allgemeines FehlermaB gilt der ,mittlere Fehler”; der ,wahr-
scheinliche“ Fehler sowie der ,durchschnittliche“ werden seltener ge-
braucht. Die Genauigkeit amtlicher Messungen bis herab zu den
Kleinmessungen wird durch die auf dem ,mittleren Fehler“ beruhen-
den ,Fehlergrenzen®, deren Innehaltung vorgeschrieben ist, reguliert.
Die Fehlergrenzen werden in den Vermessungsanweisungen in der
Regel etwa gleich dem dreifachen Betrag des ,mittleren Fehlers“ fest-
gesetzt. Diese Annahme beruht einerseits auf der Fehlerwahrschein-
lichkeit nach dem Gauf’schen Fehlergesetz, andererseits auf praktischen
Erwigungen®). Die mittleren Fehler werden aus besonderen Unter-

7) Vgl. C. Reinhertz, Zeitschr. f. Vermess. 30 (1901), p. 1.

8) Carl Friedrich Gaup’ Werke, 9. Bd., Gottingen 1903.

9) Jordan, Handbuch 1, Kap. V. Vgl. auch A. Blimcke, Zeitschr. f.
Vermess. 26 (1897), p. 51, 276, 561; 27 (1898), p. 313; 30 (1901), p. 229
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suchungen und bei praktischen Vermessungen aus den gegen die Aus-
gleichungsergebnisse iibrigbleibenden Abweichungen gewonnen. Bei
den unter den verschiedenartigsten Verhiltnissen auszufithrenden und
aus mannigfachen Elementen sich zusammensetzenden Messungen der
niederen Geodisie ist eine strenge Fehlertrennung und das Aus-
scheiden systematischer Fehler nicht mdglich; die Reste der systema-
tischen Fehler gehen mit zum Teil erheblichen Betrigen in die zu-
filligen iiber. Gegebenen Falls werden vorliegende Fehlerreihen nach
dem Gauf’schen Fehlergesetz gepriift. Die Grundlage fiir die Be-
rechnung der Einwirkung der unmittelbaren Beobachtungsfehler auf
die daraus abgeleiteten Ergebnisse (Funktionen der Beobachtungen)
bildet das allgemeine , Fehlerfortpflanzungsgesetz* fiir die Funktion

X=f(z,9,%...):
My =+ V) + G om) + (G

worin z, y, %, ... BeobachtungsgroBen, My, m,, m,, m,, ... die ent-
sprechenden mittleren Fehler von X, z, 4, 2, ... bedeuten. Fiir die
einfachen linearen Beziehungen, z. B. den Fehler der Summe von un-
abhiingigen Kinzelbeobachtungen (ohne Riicksicht auf systematische
Fehler) X =u, + #,+ 2;+ -+ + 2z, hat man
My =+ m, V% ’

sog. ,Quadratwurzelgesetz”. Fir Messungen ungleicher Genaunigkeit
wird der Begriff des ,Gewichtes® p verwendet, wobei die Beobach-
tung, der man das Gewicht 1 beilegt (Gewichiseinheit), passend ge-
wihlt wird. Z. B. kann bei Richtungsmessungen mit dem Theodolit
genommen werden eine aus Beobachtung in zwei Fernrohrlagen
gemittelte (somit von den Instrumentachsenfehlern befreite) Richtung;
bei Lingenmessungen kann genommen werden die Messung einer
bestimmten Strecke, z. B. 100 m oder 1000 m; fiir Nivellierung
wird z. B. angenommen die einmalige Bestimmung des Hohenunter-
schiedes zwischen zwei Punkten, deren horizontale Entfernung 1 km
ist. Die mittleren Fehler ergeben sich aus den bei der Ausgleichung
tibrig bleibenden plausibelsten Fehlern; sie konnen unter Umstinden
auch aus wahren Fehlern berechnet werden, z. B. bei Léangenmessungen
oder bei Nivellierungen aus der Vergleichung der Hin- und Riick-
messungen '°).

Es ist wiinschenswert, daBl fiir eine gemessene Grofe immer der
mittlere Fehler bestimmt wird; jedoch ist bei Genauigkeitsschitzungen

10) Z. B. Jordan, Handbuch 1, § 11.
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zu beachten, daB in den berechneten mittleren Fehlern vielfach nur
der EinfluB der sufdlligen Beobachtungsfehler, nicht aber der der
systematischen Fehler erscheint.

»Grobe Fehler sind bei dem umfangreichen, bei Vermessungen
zu behandelnden Zahlenmaterial, bei den mit der Ausdehnung der
Einzelaufnahmen zahllos werdenden, h#ufig unter schwierigen Ver-
hiltnissen und #uferen Storungen zu nehmenden Ablesungen, un-
vermeidlich. Daher ist es Grundsatz, daB jede weiter zu ge-
brauchende Messungszahl einwandfrei kontrolliert wird; eine einfache
unkontrollierte einmalige Ablesung oder Messung z. B. eines Winkels,
einer Lénge usw. ist geoditisch unbrauchbar. Die somit fiir jede
Messung erforderliche Probe kann eine unabhingige Nachmessung
sein oder eine indirekte Probe, wie AbschluB auf gegebene Werte,
oder Verkniipfung durch eine bekannte Beziehung, z. B. Hypotenuse
fiir zwei Katheten, Summe der Dreieckswinkel usw. Die Lehre von
der Anordnung der Messungsproben ist eine wichtige Aufgabe der
Vermessungskunde.

Um das Anwachsen der Messungsfehler innerhalb mdoglichst enger
Grenzen zu halten, wird eine systematische Gliederung der Messungen
angewendet derart, daf untergeordnete Systeme (,Nefze*) in iiberge-
ordnete eingefiigt werden, d. h. man ,arbeitet vom GroBen ins Kleine“.
Dies gilt in erster Linie fiir die Anordnung exakter Landesvermessun-
gen, in gleichem Sinne aber auch ebenso fiir rdumlich eng begrenzte
Aufnahmen. Bei den Landesvermessungen z. B. wird die Grundlage
durch ein System von Dreiecken (Ketten und Netze) gebildet, in
welche der Reihe nach untergeordnete Punktsysteme eingeschaltet
werden, so dall das zu bearbeitende Gebiet zunfichst mit moglichst ein-
fach gegliederten Systemen, also mit weitmaschigen Netzen, iiber-
zogen wird, in die sich die der Natur der Sache nach immer ver-
wickelter gestaltenden Kleinsysteme einfiigen lassen. Die Haupt-
systeme werden dementsprechend durch moglichst wenige, aber mog-
lichst scharf gemessene Elemente bestimmt. Jedes mnach solchen
Gesichtspunkten gemessene iibergeordnete System gilt fiir das unter-
geordnete als fehlerfrei. Die richtige Bemessung des Genauigkeits-
verhéltnisses der einander unter- bezw. tibergeordneten Systeme ist
eine wichtige Frage der Vermessungstechnik. Diese Systeme werden
je fir sich nach der Methode der kleinsten Quadrate ausgeglichen,
sodaB das iibergeordnete System das ,Soll“ fiir die weiteren Systeme
angibt. Es handelt sich also um eine fortgesetzte Einschaltung unter-
geordneter Systeme in iibergeordnete.

Die Ausgleichung der Hauptsysteme fiir umfangreiche Ver-
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messungen geschieht stets nach der Methode der kleinsten Quadrate,
und zwar nach ,wermittelnden oder ,bedingten” Beobachtungen'); ob
das eine oder andere Verfahren anzuwenden ist, wird von Fall zu Fall
nach der Anordnung der gerade vorliegenden Systeme entschieden !2).
Fir die untergeordneten Systeme werden mit Riicksicht auf die sich
mehr und mehr komplizierenden Beziehungen (Zusammenfassung
von Winkel- und Léngenmessungen) vielfach Niherungsausgleichungen
(,, Fehlerverteilungsverfahren® und ,graphische Ausgleichungen) ver-
wendet. Diese werden als berechtigt und zweckmiBig angesehen,
wenn sie eine praktisch in Betracht kommende Krleichterung der
Arbeit herbeizufihren imstande sind und die EinbuBe an Strenge
zuliissig erscheint. Im iibrigen 148t sich bei zweckmiBiger Anordnung
der Rechnungen und Beiseitelassung iiberfliissigen Zahlenballastes die
Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate so einfach gestalten,
daB sie fiir den groBten Teil der in der niederen Geodisie vorkommen-
den Ausgleichungen als das bequemste und zuverlissigste Interpola-
tionsverfahren betrachtet wird, welches, wenn auch in den Gewichts-
ansitzen oder deren Vernachldssigung, sowie in der Anordnung der Aus-
gleichungssysteme eine gewisse Willkiir bestehen bleibt, doch die Aus-
gleichung an eine streng kontrollierbare, einwandfreie Methode bindet
und auf jeden Fall eine willkiirfreie Fehlerberechnung fiir die Aus-
gleichungsergebnisse zuldBt. Die Fehlerberechnungen sind von wesent-
lichster Bedeutung fiir die Kritik und Ausbildung der Messungs-
methoden.

Uber die Literatar, die sich speziell auf die Anwendung der Aus-
gleichungsrechnung in der Geoddsie bezieht, sehe man die Literatur-
tibersicht nach. Im iibrigen sei auf die Angaben in dem Artikel
»Ausgleichungsrechnung, I D 2 (J. Bauschinger) verwiesen.

Die umfangreiche Anwendung der Ausgleichungsrechnung nach
der Methode der kleinsten Quadrate, besonders fiir die zahlreichen
Punktbestimmungen der Kleintriangulierung, hat ebenso wie fiir die
iibrigen Rechnungen der niederen Geodisie zum Gebrauch von Rechen-
,Formularen“ gefiihrt, welche fiir die amtlichen Arbeiten in den
,, Vermessungsanweisungen® vorgeschrieben sind®¥). Fiir die Rechen-
schiirfe gilt im allgemeinen, daB die Rechenunsicherheiten von
niederer Ordnung als die Messungsfehler sein miissen und keine neuen
Unsicherheiten in die Bestimmungen hineinbringen diirfen, daB aber

11) Vgl. ID 2 (J. Bauschinger), p. 768 ff.

12) Vgl. die Bemerkungen zu den einzelnen MeBmethoden.

18) Vgl. z. B. Anweisung IX der preuBischen Katasterverwaltung, die viel-
fach als Vorbild gedient hat.
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iiberfliissiger Zahlenballast zu vermeiden ist. Darauf griindet sich
z. B. die sehr empfehlenswerte Verwendung des einfachen Rechen-
schiebers bei den Ausgleichungsrechnungen der niederen Geodisie®).

Ebenso wie die Anordnung der Messungen und die Rechnungen
griinden sich auch die fiir den rationellen Gebrauch der geoditischen
Instrumente maBgebenden Gesichtspunkte auf die Fehlertheorie.
Der durch diese ermdglichten einwandfreien Kritik der Instrument-
leistungen ist im Verein mit der Ausbildung der Prizisionsmechanik
der Fortschritt in der Entwicklung der geoditischen Instrumente im
letzten halben Jahrhundert in erster Linie zu verdanken. Die ein-
zelnen Glieder (Organe), aus denen sich die Instrumente zusammen-
setzen, miissen in Bezug auf Leistung und Anordnung einander und
dem Prinzip des Instrumentes entsprechen. Fiir diese Anordnung
bleibt ein gewisser Spielraum, sodaB sich mannigfaltige Instrument-
typen ergeben, wobei die fiir ein Messungsverfahren jeweils zu er-
reichende und vorher bestimmte Genauigkeit sowie weitere Gesichts-
punkte, z. B. schnelle und sichere Aufstellung, magebend sind. Im
Vermessungswesen handelt es sich nicht darum, in jedem Fall mit allen
moglichen Mitteln die weitgehendste Genauigkeit zu erreichen, sondern
vielmehr darum, innerhalb vorgesehener Genawigkeitsgrenzen die ge-
suchten Resultate mit dem geringsten Aufwand an Arbeit und Kosten
zu gewinnen. Dazu fithrt die Anwendung der Fehlertheorie in der
geoditischen Beobachtungstechnik und die Fehlerdiskussion a priori.

5. Instrumentelle Hilfsmittel. Uber die instrumentellen Hilfs-
mittel mdgen, da ihre Darstellung nicht im Plane der Encyklopidie
liegt, nur wenige Worte hier Platz finden. Die den beiden hauptsich-
lichsten FeldmeBinstrumenten, Theodolit und Nivellierinstrument, ge-
meinschaftlichen Teile sind ,Libelle und , MepBfernrohr.

Die Libelle. Verwendet werden ,,Rohrenlibellen”*®), deren ,, Empfind-
lichkeiten oder , Angaben (d. i. zu einem Strich Ausschlag gehoriger
Winkelwert) zwischen den Grenzen von rund 5” und 50” liegen, wobei
1 Strich der Libellenteilung gleich 1 Pariser Linie oder neuerdings auch
gleich 2 mm genommen wird, so daB die Kriimmungsradien der tonnen-
formigen Schlifffliche’®) etwa zwischen 80 m und 8 m betragen, bei
untergeordneten und besonders Freihand-Instrumenten kommen noch

14) Jordan, Handbuch 1, Kap. II u. IIL
15) In historischer Hinsicht (Zheévenot 1660) sei verwiesen auf R. Wolf,
Handbuch der Astronomie 2, Ziirich 1892.
16) Zur Theorie der Libellenschlifffiiche vgl. F. R. Helmert, Zeitschr. f..
Vermess. 7 (1878), p. 185.
Encyklop. d. math. Wissensch. VI 1. 2
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stirkere Krtimmungen vor. ,Dosenlibellen” werden an griberen In-
strumenten sowie zur allgemeinen Einstellung feinerer Instrumente
gebraucht; die Radien der Kugelhauben liegen rund zwischen Y, m
und 2 m. Zur Bestimmung der Angaben von Réhrenlibellen und zur
Priifang des Schliffes dient der Libellenpriifer mit Mikrometerschraube
(Legebrett). Die innere Fliche der Rohrenlibelle, an der die Blase
spielt, ist nach allen Richtungen gekriimmt: derjenige in der Mitte
der Fliche verlaufende Hauptschnitt, in dem die Kriimmung am ge-
ringsten ist, enthilt die Libellenachse, die als Tangente an den ge-
nannten Hauptschnitt im Hauptstrich der Libellenteilung definiert ist.
Ist die Libellenachse der Verbindungslinie der Aufsatzpunkte der
Libelle parallel, so ist diese kreuzungsfehlerfrei, was man daran er-
kennt, daB die Blase ihre Lage bei Drehung der Libelle um die durch
die Aufsatzpunkte gehende Gerade nicht #ndert. Die Libelle dient
dazu, Achsen vertikal und horizontal zu stellen'”). Eine Achse ist
vertikal, wenn eine fest mit ihr verbundene Libelle bei der Drehung
um die Achse ihre Einstellung nicht &ndert. Um die Horizontalitit
einer Achse zu priifen, wird die Libelle auf ihr umgesetzt (d. h. um
180° gedreht); &ndert sie dabei ihre Einstellung nicht, so ist unter
der Voraussetzung, daB kein Kreuzungsfehler vorhanden, die Achse
horizontal. Spielt bei vertikaler oder horizontaler Achse die Libelle
auf den Hauptstrich ein, was fiir die Benutzung der Libelle nicht
notwendig, aber bequem ist, so heibt sie ,berichtigt“; in der niederen
Greodéisie arbeitet man meistens mit berichtigter Libelle. Die Ge-
nauigkeit der Libelle als Lot- und Horizontierinstrument ist, abgesehen
von Nebenumstinden, abhingig von der Steigkraft der Blase, welche
im allgemeinen mit der GréBe der Blase und der Stérke der Kriim-
mung der Schliffkurve zunimmt. Die Genauigkeit der Libellen ist
von C. Reinhertz'®) untersucht.

Das Meffernrohr. Die an den geoditischen Instrumenten in
Betracht kommenden Fernrohre sind stets Kepler'sche (astronomische)
mit Okularen nach Ramsden, Huygens oder auch orthoskopischen
Okularen. Die VergroBerung liegt etwa zwischen den Grenzen
10—45 fach, und dementsprechend gehen die Objektivéffnungen bis
zu rund 45 mm, die Brennweiten bis zu 50 cm. Das Fadenkreuz'®) wird
meistens durch ein einfaches, sich rechtwinklig schneidendes Fadenpaar
gebildet (Vertikal-, Horizontalfaden); anstatt des einfachen Vertikal-

17) M. &’Ocagne, Bull. astr. 1903, p. 51.

18) Zeitschr, f. Instr. 11 (1890), p. 309.

19) Als historische Notiz sei verwiesen auf R. Wolf, Handbuch der Astro-
nomie 2, Zirich 1892.



6. Die Lingenmessung. 19

zielfadens wird auch ein mit rund 1—1%, mm scheinbarem Abstand
angeordneter Zieldoppelfaden benutzt, dessen Mittellinie die Einstell-
ebene angibt. Bei Arbeiten im Dunkeln (im Tunnel, in der Grube
beim Markscheiden) wird Beleuchtung des Fadenkreuzes durch Licht-
werfer vom Objektiv aus, durch die hohle Horizontalachse oder auch
vom Okular aus angewendet. Bei den Fadendistanzmessern (vgl. Nr. 19)
treten die zum Mittelfaden parallelen Distanzfiden hinzu, wobei
dann auch die Fernrohranordnung nach Porro (vgl. p. 86) zur An-
wendung kommt. Von Wichtigkeit fiir die Verwendung des MeBfern-
rohrs ist die damit zu erzielende Ablesegenauigkeit an Skalen
(Nivellier- und Distanzskalen). Dariiber ist eine Untersuchung von
Reinhertz*) angestellt.

Der Zielfehler der MeBfernrohre beim Einstellen auf scharf be-
zeichnete Ziele kann bis auf einige Zehntel Sekunden herabgebracht
werden; bei Einstellung auf die bei Vermessungen verwendeten Ziele
(Signale, Kirchtiirme, Stibe usw.) liegt der Fehler im allgemeinen
etwa zwischen Y, und 3", wobei Durchsichtigkeit der Luft, Flimmern,
Beleuchtung, Hintergrund, Form des Signales usw. neben der Leistung
des Fernrohrs an sich eine erhebliche Rolle spielen, und noch zu
unterscheiden ist, ob es sich um Einstellungen des Vertikal- oder
Horizontalfadens (Horizontal- oder Vertikalwinkelmessung) handelt®").

Beziiglich der weiteren Untersuchungen der verschiedenen geo-
ditischen Instrumente, ihre ,Berichtigung® (Justierung), Bestimmung
der Konstanten usw. ist zu verweisen auf die genannfen geoditischen

Lehr- und Handbiicher??).

B. Die fundamentalen Messungen.

6. Die Lingenmessung. Grundlegend fiir alle Lagemessungen
ist die ,,Lingenmessung®. Zur unmittelbaren Lingenmessung dienen
hélzerne MaBstibe (Meplatten, 3,4, 5 m lang) mit stihlernen Endfiichen
oder Endschneiden, oder ,Staklmefbinder oder ,MefRdrihte“ (10, 20,
25 bis 100 m lang). Die MaBbezeichnung ist fiir die Latten stets die

20) Leop. N. A. 62 (1894), p. 91; Zeitschr. f. Vermess. 23 (1894), p. 593, 641;
26 (1897), p. 111, 399; G. Kummer, ibid. 23 (1894), p.129; 26 (1897), p. 225,
257; C. Wagner, ibid. 25 (1896), p. 449.

21) S. Stampfer, Jahrbiicher des k. k. polytechn. Inst. Wien 18 (1834), p. 211.

22) Als ilteres Werk ist hinzuzufiigen: G. Chr. K. Hundus, Die geometri-
schen Instrumente, Hannover 1864. Ferner sei hingewiesen auf Chr. 4. Vogler,
Abbildungen geodiitischer Instrumente, Berlin 1892; W. F. Stanley, Surveying
and levelling instruments, London 1895; M. .d’Ocagne, Les instruments de pré-
cision en France, Paris 1904, p. 21—31.

2#
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der EndmaBe, sodaf die Mittellinie zwischen den Endflichen oder
Endschneiden den MaBwert angibt; MeBbinder sind entweder als End-
maBe (Mefbandstabmittellinie) oder als StrichmaBe (Anlegemarken)
aufzufassen. Die Unterteilung erfolgt in m, dm, em. Die frither sehr
gebriuchliche , Mepkette“ {Gliederkette aus Draht) findet wegen der
Verinderlichkeit der Glieder bei exakten Arbeiten keine Verwendung
mehr; der , Feldzirkel“, ein Stab mit rechtwinklig zu seiner Léngs-
achse angebrachten Endspitzen, sowie das ,Mefrad“ mit Zahlwerk
(Hodometer) kommen nur fiir vereinzelte Fille in Betracht. Der
MaBwert®) der Stibe und Bénder wird durch ,Mapvergleichung” mit
NormalmaBen (Kontrollnormalen) bestimmt; es ist leicht, die Ver-
gleichung auf 0,1 mm genau auszufithren. Nach vielseitigen K-
fahrungen und Untersuchungen®) ist die Lingeninderung von Hol:-
mafstiben abhiingig von Luftfeuchtigkeit und Temperatur derart, daf
fiir einen Stab von 1 m Linge die Langeninderungen 0,3 mm be-
tragen konnen. Da bei langen Stahlbéindern und MeBdrihten die
Liange von der Spannung stark abhingig ist, werden fiir feinere MeB-
bandmessungen bei Vergleichung und Messung Spannungsmesser (Feder-
dynamometer) eingeschaltet, um eine konstante Spannung zu erzielen.

Die Ausfithrung der Léngenmessung erfordert: 1) Ausrichten der
lotrechten Richtungsebene (,,Linie“) zwischen den Punkten, deren ,Ent-
fernung zu bestimmen ist; zur Bezeichnung dienen Absteckstibe,
Pfihle usw., in besonderen Fillen auch ausgespannte Schniire. Die
Aussteckung geschieht mit freiem Auge, oder mit einem Handfernrohr
oder mit dem Theodolit (Abloter, Alignementsfernrohr). 2) Einrichten
der einzelnen MeBlage (MeBstab, MeBband) in die ausgesteckte Richtungs-
ebene. 3) Einrichten der einzelnen MeBlage innerhalb der Richtungs-
ebene in vertikalem Sinne, entweder a) horizontal, oder b) geneigt,
mit Ableitung der Reduktion auf horizontale Lage; die Kinrichtung
in die horizontale Lage geschieht entweder durch einfache Schitzung
(nach Lotschnur oder Lotstab) oder mit Hilfe der Setzlibeile (Setz-
wage); zur Reduktion der geneigten Lage auf die horizontale wird
entweder die Neigung mit der Libelle (Lattenreduktor) gemessen, oder
der Vertikalwinkel parallel zur MeBlage (gleich lange Zielstdbe) mit
einem Freihandhoheninstrument (Pendel- oder Libellenhdhenkreis) ge-
nommen, oder auch der Hohenunterschied /» zwischen Anfangs- und

23) Vgl. V 1 (C. Runge), p. 12.

24) R. Hildebrand, Ann. Phys. Chem. 34 (1888), p. 361; H. Stadthagen, ibid.
61 (1897) p. 208; Ch. Lallemand, Verhandign. der 12. Konf. d. Intern. Erdmessung,
Berlin 1899, Beilage C. I, p. 525 (Bericht tber die Untersuchungen von C. M.
Goulier).
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Endpunkt der MeBlage benutzt (vgl. Abschnitt Hohenmessung). Die
horizontale Lage ist danach s, =S, cos &, oder bei Verwendung des
Hohenunterschiedes

1 R?

—1Ve 2 2 __
s$o="Vs2—h =S g

Zur Ableitung der Reduktion dienen Tabellen und anderweitige Hilfs-
mittel. 4) Aneinanderreihung der einzelnen MeBlagen; bei unebenem
Gelinde und horizontaler Mefilage, der sog. ,Staffelmessung®, geschieht
die Aneinanderreihung durch Ablotung mit Fadenlot oder Lotstab und
Libellenstab. Die ,Entfernung® zweier Punkte ergibt sich demnach
durch dies MeBverfahren als die Summe der Projektionen der ein-
zelnen MeBlagen im Messungshorizont. Um die Entfernung s aus
dem Messungshorizont auf die Vermessungsfliche (Landeshorizont) zu
projizieren, ist die Reduktion

H H*
sm—w )

anzubringen, wo H die Hohe des Messungshorizonts und R den Erd-
radius bedeutet. In der niederen Geodisie ist diese Reduktion
meistens zu vernachlissigen.

Die bei der Lingenmessung entstehenden Fehler sind ihrer Natur
nach teils regelméBige, welche proportional der durchmessenen
Linge fortschreiten, teils unregelmifiige, welche mit der Quadrat-
wurzel aus der Anzahl der MefBlagen wachsen. Zu den ersteren
gehort die Ausweichung der MeBstangen in horizontalem und verti-
kalem Sinne, die Durchbiegung und bei absoluten Messungen der
Fehler des MaBstabs. Man hat die Abhingigkeit des Fehlers
von der Linge in verschiedener Form zum Ausdruck gebracht®).
Wenn [ der regelmiBige, u der unregelmiflige Fehler ist, so hat man
1) Vf%s®+ u®s, oder je nach dem Vorherrschen der einen oder
anderen Fehlerart 2) fs (prozentualer Fehler), 3) u}/s (sog. Qua-
dratwurzelgesetz); unter Hinzunahme des Ablesefehlers @ (Abrundung,
Punktbezeichnung) wird die Beziehung 1) zu la) Va4 f2s*4u's;
man hat auch angewendet a 4 fs 4- uYs und @ + fs. Als Ausdruck
der praktisch als erreichbar angenommenen Genauigkeit seien einige
in verschiedener Form ausgesprochene ,Fehlergrenzen“ der amtlichen
Vermessungsanweisungen (Maximalabweichung zwischen Messungen,
deren Betrag etwa dem 3- bis 4fachen mittleren Fehler entspricht)
fiir Feldmessungen in giinstigem Geldnde angefithrt: PreuBen
0,01Y/4s 4+ 0,005 - s, Wiirttemberg 0,015 40,0005 - s, ElsaB-Lothringen

25) W. Jordan, Handbuch 2, § 19.
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0,006)/s 4 0,00040-s 40,05, Osterreich 0,006)/s 4 0,00015 s + 0,015,
wobei s in Metern zu rechmen ist. Als zuliissige relative Ab-
weichung wird etwa Yy, bis Y5, genommen. Eine neuere Unter-
suchung iiber die Fehler der Lingenmessung gibt Reinhertz).
Bei Messung auf besonders hergerichteten Unterlagen (Eisenbahn-
schienen usw.) ist eine erheblich héhere Genauigkeit zu erzielen;
wihrend z. B. bei Messung kurzer Linien (einige 100 m) auf ebenen
Straflen die zwischen verschiedenen Messungen derselben Linie auf-
tretenden Abweichungen leicht innerhalb weniger em zu halten sind,
ist das bei Messung auf Schienen oder lings gespannter Schniire fiir
Strecken von 1000 m mdoglich (Y50000 P18 Yi00000 1St unter besonderen
Umsténden erreichbar). Genauigkeit (50900 und mehr) und Schnellig-
keit vereinigt das Messungsverfahren von Jdderin mit Metalldrihten,
dem neuerdings durch Benutzung eines gegen Temperaturinderungen
fast unempfindlichen Nickelstahls (Invar) als Drahtmaterial eine be-
besonders praktische Form gegeben ist. Die exaktesten Bestimmungen
geben die zur Beschaffung der fundamentalen Lingen der Triangu-
lation dienenden Basisapparate (vgl. VI 1, 3).

7. Die Winkelmessung.

7a. Der Theodolit. Das HauptwinkelmeBinstrument der Geodisie
ist der Theodolit. Uber Geschichte und Etymologie vgl. R. Wolf?")
sowie die Handbiicher von Chr. Vogler und Jordan®®) mit weiteren
Literaturangaben. Der Grundgedanke des Instrumentes, welches meistens
Horizontal- und Vertikalwinkel gleichzeitig, aber unabhéingig voneinander
zu bestimmen gestattet, 148t sich zuriickverfolgen bis zur Bliitezeit der
Araber im 8. Jahrhundert; aber das im 15. bis 17. Jahrhundert oft
in groBen Dimensionen hergestellte Instrument ist erst in der zweiten
Hilfte des 18. Jahrhunderts zuerst durch englische Mechaniker zum
transportablen und exakten geoditischen Instrument ausgebildet worden
und seit Beginn des 19. Jahrhunderts zur allgemeinen Anwendung
gelangt, indem die Kreisscheibeninstrumente (Astrolabien) sowie die
Positionswinkelinstrumente (vgl. p. 11) einschlieBlich der Reflexions-
instrumente (Sextant usw.) aus der Feldmessung verdringt wurden.

Das Konstruktionsprinzip des Instrumentes ist unmittelbar in dem
p- 11 angegebenen Grundgedanken des Messens an der Erdoberfliche

26) Zeitschr. f. Vermess. 25 (1896), p. 7; 32 (1903), p. 176.

27) Handbuch der Astronomie 2, Ziirich 1892, p. 48.

28) Vogler, Prakt. Geom. 1, p. 126 u. 361 (zur Etymologie); Jordan, Hand-
buch 2, p. 203.
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enthalten, wonach die Richtungswinkel bestimmt werden durch Drehung
um die Vertikale des Messungspunktes, sodaB der Theodolit als
Polarkoordinateninstrument bezeichnet werden kann. Hauptachse ist
die aaf dem ,Dreifuf“ aufgestellte , Vertikalachse“ (stehende Achse),
welche mittels der FuBschrauben nach einer Libelle (p. 17) lotrecht
gerichtet wird. Die vom Oberbau getragene , Horizontalachse“ (,Kipp-
achse“, liegende Achse) liefert mit der rechtwinklig mit ihr verbun-
denen Ziellinie des ,Mepfernrohrs® (p. 18) die in den lotrechten
Richtungsebenen wirkende Projektionsvorrichtung. Diese mit Hinzu-
nahme der Ablesezeiger wird als ,Alhidade“ bezeichnet. Zur Nivel-
lierung der , Horizontalachse® dient die Horizontalachsenlibelle oder
auch die Vertikalachsenlibelle, wobei dann Priifung auf richtige Ablotung
in den Richtungsebenen erforderlich wird (Priifung durch Projektion in
zwei um 180° abstehenden Lagen der Kippachse, Durchschlagen, mit
kiinstlichem Horizont usw.). Fiir das Achsensystem des Instrumentes
ergibt sich demmach als Bedingung: Hauptachse vertikal, Kippachse
horizontal, Zielachse des MeBfernrohrs rechtwinklig zur Kippachse
(sog. Kollimation). Sind diese Bedingungen nicht erfiillt, so entstehen
Projektionsfehler; die Abweichungen der Kippachse und der Zielachse
erscheinen in doppeltem Betrage bei Einstellung eines Punktes in ,zwes
Lagen des Fernrohrs“, welche durch , Durchschlagen® bezw. ,,Umlegen®
des Fernrohrs um die Kippachse und Drehung um die Vertikalachse
um 180° hergestellt werden. Auf diese Weise konnen die Fehler
erkannt, ,berichtigt oder durch Messung in zwei Fernrohrlagen und
Mittelbildung im Resultate beseitigt werden. Wegen der Ausfiihrung
der Priifung und Berichtigung ist auf die in der Literaturiibersicht
genannten Handbiicher zu verweisen. Wird der Zielachsenfehler (Kolli-
mationsfehler) mit ¢, der Horizontalachsenfehler mit 7, der Vertikal-
achsenfehler mit v bezeichnet, so sind fiir eine Ziellinie mit dem
Ecs%; itgh; i,bgh, worin 7,
die durch v erzeugte Horizontalachsenabweichung bedeutet. In der
niederen Geodisie wird von der Reduktion nach diesen Formeln kein
Gtebrauch gemacht, sondern das Instrument ,berichtigt“ oder die Fehler
durch ,Durchschlagen des Fernrohrs eliminiert, nur in Ausnahme-
fillen kommt eine Bestimmung in Betracht, wobei dann fiir sehr steile
Zielungen ¢ durch eine Horizontalachsenlibelle fiir jede einzelne Richtung
besonders zu bestimmen ist.

Ho6henwinkel % die einzelnen Reduktionen

Der Durchmesser der Horizontalkreise (Limbus) betrigt je nach
dem Zweck des Instrumentes etwa 10—26 cm (4—10 Zoll). Die Kreis-
teilung ist entweder die 360°-Teilung (sog. alte Teilung) oder 400%-
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Teilung (sog. neue Teilung). Die fiir die trigonometrischen Rechnungen
bequemere 4008-Teilung hat neben der alten Teilung nach und nach an
Boden gewonnen. Der Umstand, daB bei den die Grundlagen liefernden
Messungen der hoheren Geodisie die ,alte Teilung” beibehalten wird,
steht der Verallgemeinerung der ,neuen Teilung” entgegen. Da in
der niederen Geodisie die Winkelmessung lediglich zur Vermittlung
der Kenntnis linearer Grofen dient, und die gemessenen Winkel oder
Richtungen nicht als ein selbstindiges Ergebnis wie die Winkelkoordi-
naten (Polhohe, Linge) der htheren Geodisie und Astronomie (Nautik)
zu betrachten sind, und weiterhin die Anwendung der einen oder andern
Teilung nichts an Prinzip und Genauigkeit der Messungen #ndert, so
kann die Kestsetzung der Teilungsart als eine besondere Frage der
Rechentechnik behandelt werden. Bei den preuBischen Katasterver-
messungen®) z. B. sind (bei Vorherrschen der alten Teilung) beide
Teilungsarten nebeneinander zulissig. (Bei den Zahlenangaben dieses
Referates ist nur 360°-Teilung angewendet.) Der Kreis wird je nach
dem Durchmesser in 19 1,0 149 103%) geteilt und entsprechend der
allgemeinen Richtungszihlung (vgl. p. 11) rechtsldufic (Uhrzeiger-
bewegung) beziffert. Zur Ablesung dient: Nonius®), Skalen- und
Schraubenmikroskop, welche von der Alhidade getragen werden. Als
Nonius kommt zur Erlangung gleichlaufender Bezifferung fiir Kreis-
teilung und Nonien lediglich der sog. ,nachtragende” in Betracht.
Ist T ein Kreisteil, IV ein Nonienteil, so ist die Angabe 4 des Nonius:

A=T—N= %’ wo # die Anzahl der Nonienteile (bei den an-

angegebenen Kreisteilungen meistens 20, 30 oder 60) bedeutet.
Gebriuchliche Anordnungen sind z. B. T'= 1,9 % = 30 oder 60, also
A =1 oder ¥); T'=1Y"% n=260, 4=71,. Das Skalenmikroskop
gibt durch eine in der Bildebene den Bildern der Kreisteile genau
entsprechende auf Glas getitzte Feinteilung unmittelbar eine weitere
Einteilung in z. B. Yo, Yoo, 5. Beil Kreisteilung in Y® wird neuer-
dings meistens das Schraubenmilkroskop angewendet. Zur Elimination
der ,Alhidadenexzentrizitit® werden stets zwel diametrale Ablese-
zeiger verwendet. Weiteres iiber die Anordnung, Prifung und Be-
richtigung der Ablesehilfsmittel, Bestimmung der Exzentrizitits- und
Kreisteilungsfehler geben die genannten Handbiicher®2).

29) Anweisung IX.

30) Fiir 4008-Teilung kommt in Betracht Y/,&, Y/,8, /5.

31) Als historische Notiz sei angefiihrt: R. Wolf, Handbuch der Astro-
nomie 2, Ziirich 1892, p. 33.

32) Jordan, Handbuch 2, §§ 54—62; 3, p. 43.
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7b. Horizontalwinkelmessung. Die Horizontalwinkel werden
am Horizontalkreis abgelesen. Die in rechtliufigem (Uhrzeiger-) Sinne
nacheinander erfolgende Einstellung von Objekten P, P, bezw.P,P,... P,
bei Winkel- bezw. Richtungsmessung (vgl. p. 11) ergibt in einer Fernrohr-
lage (I) die Richtungswerte r,'r," bezw.»,"r,"...r,’ je als Mittel aus beiden
Zeigerablesungen, bei den (in der Regel in umgekehrter Reihenfolge vor-
genommenen) Einstellungen in Fernrohrlage (IL) »,"r,” bezw. »,"r,"...7 ",
und als Mittel hieraus die von den erwihnten Achsen- und Exzen-
trizititsfehlern befreiten Ergebnisse r 7, bezw. r;7,...7,. Eine solche
Richtungsreihe bezeichnet man als ,Safz* (Gyrus). Bei Wiederholung
der Messung wird zur Herabminderung des Einflusses der Kreisteilungs-
fehler bei Ablesung an zwei diametralen Zeigern in mehreren um
—;O; voneinander abstehenden Kreisstellungen gemessen (s = Anzahl
der Sitze). Um die Richtungswerte verschiedener Kreislagen in ein-
facher Weise, zunichst fiir die Mittelbildung, vergleichbar zu machen,
werden dieselben auf irgend eine Richtung (Anfangs-, Nullrichtung)
bezogen, z. B. r, —r, =0=9,35 ¥, — 1, =095 ... 1, — 1, =09,. Da
nun bei den Theodolitmessungen der niederen Geodésie grundsitzlich
mit (in Bezug auf Achsen-, ev. Mikroskopfehler) ,berichtigtem* In-
strument gearbeitet wird, und die ibrigen Fehler oder Fehlerreste
durch Beobachtung in zwei Fernrohrlagen, mit Ablesung an zwei
diametralen Zeigern und in symmetrisch tiber den Kreis verteilten
Lagen, moglichst eliminiert werden, so findet eine Korrektur der ein-
zelnen Ablesungen nach Teilungs-, Mikroskopfehlern usw. in der Regel
nicht statt. Bei den Genauigkeitsvergleichungen wird als Beobachtung
vom Gewicht 1 (Gewichiseinheit p. 14) in der Regel eine in ,beiden Fern-
rolrlagen® in der angegebenen Weise gemessene ,, [ichtung” genommen.
Der mittlere Fehler derselben ist bei den fiir die verschiedensten Zwecke
konstruierten kleinen oder groBeren Instrumenten verschieden; fiir
Nonientheodolite kleinster Konstruktion kann etwa angenommen werden
4 15", fiir groBere Mikroskoptheodolite kann er bis unter 41" herab-
gebracht werden, fiir Instrumente mittlerer Gréfe (13—15 em Durch-
messer) betriigt er, je nachdem Mikroskop- oder Nonienablesung an-
gebracht ist, etwa —4-2” bis 4 6”. Die einfachste Ableitung des
mittleren Messungsfehlers fiir Richtungsmessungen ergibt sich aus
einer Anzahl gleichartiger Satzbeobachtungen auf Grund des arithme-

tischen Mittels nach m, =+ V(r——%?g——f) )

Abweichung gegen das arithmetische Mittel, » die Anzahl der Rich-
tungen und s die Anzahl der Sitze bezeichnet. Die Beziehung zwischen
Richtungs- und Winkelfehler ist m, = -+ m, V2.

wenn v die ,zufillige®
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Wird der Theodolit mit einem doppelten Achsensystem versehen
derart, daB z. B. die Alhidadenachse in der Kreisachse und diese wieder
im Unterbau drehbar und feinstellbar ist, so kann durch abwechselnde
Drehung um diese Achsen eine mechanische Addition eines Winkels vor-
genommen werden. Ist die Ablesung in der Anfangslage beim Zielpunkt

links r,, in der Endlage nach » Additionen ,, so ist w =%(re—¢a).

Zur Elimination der Achsenfehler wird die Hilfte der Repetitionen in
der zweiten Fernrohrlage ausgefiihrt. Niheres tiber die Anordnung des
Achsensystems und die Ausfithrung der Messungen geben die geodiiti-
schen Handbiicher. Diese Methode (zuerst Multiplikation, spiter Re-
petition der Winkel genannt) wurde von Tobias Mayer 1752 begriindet
und galt wegen der Herabminderung der Teilungs- und Ablesefehler
lange Zeit als maBgebende Winkelmessungsmethode (z. B. wurde sie
anch von Gaup bei seiner Gradmessung angewendet), bis sie zu
gunsten der zuerst von F. G. W. Struve und F. W. Bessel ausgebildeten
satzweisen Richtungsmessungsmethode mehr und mehr verlassen
wurde®). Zurzeit ist das Doppelachsensystem nur noch fiir kleinere
und mittlere Instrumente in Benutzung und teilweise unentbehrlich.
Fiir Prézisionsinstrumente wird (bei durchweg guter Kreisteilung) das
Repetitionsachsensystem nicht mehr verwandt, weil bei der Repetition
systematische, im Achsengang begriindete, mechanische Einwirkungen
auftreten, welche schon Gawf’ Bedenken erregten. Wird von diesen
letzteren abgesehen, so ist die Kehlerbeziehung fiir einen »-fach
repetierten Winkel 4:1/% (oc2 -+ %) , gegeniiber der n-maligen Satz-

messung —+ —?Z— (e + f%), wenn « bezw. 8 die unabhingigen Ziel-
bezw. Ablesefehler bedeuten 33).

7 c. Vertikalwinkelmessung. Der Vertikalkreis ist zentrisch auf der
Kippachse des Fernrohrs angebracht, entweder fest oder auch zur
Elimination von Teilungsfehlern drehbar. Erforderlich ist eine Vertikal-
kreisiibelle parallel zur Kreisebene, entweder in fester Verbindung mit
der Hauptvertikalachse oder auf der Vertikalkreisalhidade, durch welche
fir jede Hohenrichtung dem Zeiger eine konstante Stellung erteilt
werden kann; die Messung der einzelnen Hohenrichtungen ist also
voneinander unabhingig und gegriindet auf die Nivellierung des

38) Jordan, Handbuch 2, § 63; 3, p. 41; G. Friebe, Zeitschr. f. Vermess.
28 (1894), p. 333; Nippa, ibid. 25 (1896), p. 675. Das Mitschleppen des Kreises
wird durch Messen von links nach rechts und dann von rechts nach links zum
Teil eliminiert.
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Zeigers. Die Bezifferung des Kreises ist verschieden, entweder durch-
laufend oder mit beliebiger Nullpunktlage, oder nach Zenitwinkeln
oder Hohen- bezw. Tiefenwinkeln, sodaB bei wagerechter Zielung die
Ablesung 90° bezw. 0° sich ergeben soll. Bei der Messung ist
demnach bei scharf einspielender Vertikalkreislibelle der Horizontal-
faden auf den Zielpunkt einzustellen, oder bei eingestelltem Zielpunkt
die Vertikalkreislibelle abzulesen und danach die Hchenrichtung zu
reduzieren.

An einem Instrument mit festem Kreis soll bei einspielender
Libelle bei genau horizontaler bezw. vertikaler Ziellinie die Ab-
lesung O° bezw. 90° (je mach der Bezifferung) sein; die Abweichung
davon ist der , Indexfehler”, welcher bei Messung einer Hohen-
richtung in ,beiden Fernrohrlagen® (Kreis links und rechts) in
doppeltem Betrage sich in den Ablesungen zu erkennen gibt, im
Mittel beider Fernrohrlagen eliminiert ist, oder auch an Fadenkreusz,
Libelle (ev. auch an jedem Zeiger je fiir sich) korrigiert werden kann.
Der Betrag des Indexfehlers ist abhingig von der gegenseitigen
Stellung von Kreisnullinie, Ziellinie, Zeiger und Libellenachse und
muf fiir zwei zusammengehtrige Messungen in beiden Fernrohrlagen
konstant sein. Bei der Anwendung auf trigonometrische Hohen-
messungen kommt wohl zur Herabminderung der Kreisteilungsfehler
Beobachtung in mehreren Kreisstellungen in Betracht, was bei Fein-
messung stets der Fall ist; in den meisten Fillen wird aber in der niede-
ren Geodiisie mit festem Hohenkreis in einer Kreisstellung gemessen.
Bei im iibrigen gut berichtigtem Instrument wird der Einfluf eines
etwa noch vorhandenen Kippachsenfehlers fiir die Vertikalwinkel-
messung ebenso wie der der Fernrohrbiegung auBer acht gelassen,
bezw. durch Beobachtung in beiden Fernrohrlagen als eliminiert an-
gesehen. Der mittlere Fehler einer Vertikalwinkelmessung entspricht
im allgemeinen in rein instrumenteller Hinsicht der einer Horizontal-
winkelmessung mit gleicher Ablesungsgenauigkeit unter Hinzunahme
des Libelleneinstellungs- bezw. Ablesungsfehlers; bei der Anwendung
tritt aber hinzu der EinfluB der Refraktionsunsicherheit (vgl. p. 79).

C. Die Lagemessungen,
8. Die Koordinatensysteme der Lagemessungen.

8a. Allgemeines iiber die geoditischen Koordinatensysteme. Die
rechnerisch erlangten Ergebnisse geoditischer Punktbestimmungen
werden zahlenmiiBig ausgedriickt durch die auf die mathematische Erd-
oberfliche (Normalnullfiiche) bezogenen Koordinaten. Als Ausdruck fir



28 VI, 1. C. Reinhertz. Niedere Geodisie.

die gegenseitige Lage von Punkten der Erdoberfliche bieten sich zu-
niichst Polarkoordinaten dar, d. i. die ,Entfernung® s zweier Punkte
und der ,Richtungswinkel® », den diese Linie (Vertikalebene) mit
einer bestimmten der Zihlung als Ausgang dienenden Richtung
(z. B. der Nullstrichrichtung eines Kreises) einschlieft. Die Polar-
koordinaten s und #, welche das unmittelbare Ergebnis der Lingen-
und Richtungsmessungen darstellen, werden dementsprechend allgemein
nur als Ausdruck fiir die gegenseitige Lage benachbarter Punkte
verwendet, nicht aber zur Lagebestimmung beliebig gelegener, zahl-
reicher Punkte gegen einen einzigen Ausgangspunkt (Pol). Wenn
zahlreiche Punktbestimmungen auf groBe Stiicke der Erdoberfliche
(ganze Linder, Landesvermessung) ausgedehnt werden, so werden
die Punktorte in ,geographischen Koordinaten“ (Breite oder Polhdhe ¢
und Linge 1) ausgedriickt, ebenso wie bei den auf astronomischem Wege
ausgefiihrten ,Ortsbestimmungen®. Diese ,geoditischen Koordinaten®
@, 2 werden aus der Triangulierung durch Vermittlung der Polarkoor-
dinaten s, 7, bezogen auf einen astronomisch orientierten Ausgangs-
punkt, unter Zugrundelegung der ellipsoidischen KErdfigur berechnet.
(Vgl. VI 1,3.)

Wihrend nun fir die einheitliche Darstellung der Ergebnisse
einer sich tiiber ein groBes Stiick des Krdellipsoides erstreckenden
Triangulierung (,,Landestriangulierung®) und die als Gradabteilungs-
karten behandelten topographischen Kartenwerke jene ,ellipsoidischen
Winkelkoordinaten® ¢, 4 unmittelbar gebraucht werden, sind die-
selben mnicht geeignet fiir die Spezialvermessungen, die Linien-
und Winkelmessungen rechnerisch verbinden, z. B. die staatlichen
Katastervermessungen. Fiir die iibersichtliche Darstellung der Ergeb-
nisse dieser Spezialvermessungen (Kleintriangulierung, Polygonisierung
und Linzelaufnahme, vgl. die Nrn. 9—13) muf die Beziehung zwischen
den unmittelbaren Messungen und dem Ausdruck fiir die Punktorte
(Koordinaten), d. h. also das anzuwendende Rechnungsverfahren ein-
facher sein, als es das die Punktorte in Bezug auf die Erdachse an-
gebende System der sog. geographischen Koordinaten gestattet. Dies
wird erreicht durch |, Linearkoordinatensysteme®, welche gewonnen
werden durch zwei auf der ,mathematischen Erdoberfliche“ sich recht-
winklig schneidende Richtungslinien, ,geoddtische rechtwinklige Koor-
dinaten”. Bei Voraussetzung einer ebenen Vermessungsfliche ent-
sprechen dieselben unmittelbar den ebenen rechtwinkligen Koordinaten
¥, « der analytischen Geometrie, bei Riicksichtnahme auf die Kriimmung
der mathematischen Erdoberfliche ergeben sich daraus die recht-
winkligen ,,sphirischen®, bezw. ,ellipsoidischen” Linearkoordinaten. Die
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Theorie der ,ellipsoidischen Linearkoordinaten® gehort zur ,héheren
Geodisie®, VI, 3.

8b. Rechtwinklige ebene Koordinaten. Im Vermessungswesen muf,
um bei den umfangreichenZahlenrechnungen ein eindeutiges Formelsystem
zu erhalten, wenigstens fiir ein zusammenhéngendes Vermessungswerk
(Landesvermessung) eine bestimmte Richtungszéhlung ein fiir allemal
festgestellt und innegehalten werden. Vollstindige Ubereinstimmung
besteht nicht; auf Grund der wichtigsten Vermessungsanweisungen
und Lehrbiicher (p. 5,6) kann jedoch als maBgebend angenommen
werden, daB in der niederen
Geodésie die Zidhlung von
~+x tber 4y im Sinne

der Uhrzeigerbewegung

durchlaufend in Uberein-
stimmung mit der Beziffe-
rung des Horizontalkreises
desTheodolitserfolgt(Fig.1), +y
womit also die Quadranten-
zihlung (I. Quadrant zwi-
schen 4+« und 4y usw.)
gegeben und bestimmt ist,
da von - z aus die , Rich-
tungen“ von 0° bis 360°
durchgezihltwerden. Die an Fig. 1.
sich willkiirliche Auswahl
der ,,Hauptrichtachse® X wird bei vereinzelten, unabhéingigen Kleinauf-
nahmen in passender Weise, z. B. zusammenfallend mit einer Haupt-
messungslinie, einer Dreiecks- oder Polygonseite, angeordnet, etwa so,
daB alle Punkte des begrenzten Vermessungskomplexes in den L. Quad-
ranten fallen. Zuweilen werden auch die Koordinaten dadurch orientiert,
daB der ,magnetische Meridian®“ des Aufnahmegebietes die X-Achse
bestimmt (mit oder ohne Beriicksichtigung der magnetischen Dekli-
nation), oder daB grobe astronomische Orientierung (korrespondierende
Sonnenhdhen usw.) vorgenommen wird. Erhilt eine solche fiir sich
selbstéindig ausgefiihrte Vermessung nachtriglich AnschluB an ein be-
stehendes oder neugewonnenes Vermessungssystem, oder wird sie von
vornherein auf Grund von bereits in einem gegebenen Koordinaten-
system vorliegenden Punktbestimmungen ausgefiihrt, so ergeben diese
iibergeordneten Systeme die Orientierung fiir die Neuaufnahmen. Die
Beziehungen zwischen den Koordinaten g,  und den zugehorigen (ge-
messenen oder zu messenden) Polarkoordinaten Entfernung s, System-

-+ X
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oder Netzrichtungswinkel (Direktionswinkel)®) »n sind die folgenden
(Fig. 2):
Yo — Y1 = DYig =55 nyy, &Ly — &y = Dy = §COS Ny}

——— Ay,
§== Va‘yfz + Dzy; ny = aretg 'A“';{l’? Moy = My ot 180°.

12
Die in Betracht kommenden Aufgaben sind also: 1) Gegeben y,, x,; ge-
messen s, 7,,; gesucht y,, 2,; 2) Umkehrung: gegeben v, 2,, ¥,, #,;

+x

K ——

b

+y

gesucht s, ny, #,,; 3) Ableitung der im Koordinatensystem ,orien-
tierten Richtungen“ (Netzrichtungen) #,, aus den unmittelbar beob-
achteten Kreisablesungen am Theodoliten, den gemessenen Richtungen r
oder Winkeln w. Xs ist » ,+4 0 =mn,,, wozu die ,Orientierung®

o zu ermitteln ist, und mindestens eine Richtung bereits orientiert sein
.
tungen zur Orientierung vor, so entsteht eine Ausgleichungsaufgabe (vgl.
p-48). Liegt nur ein Winkel w vor, so ist z. B. w=r;—r,=n3—n,,,
womit der Winkel aus beiden Netzrichtungen, oder die eine Richtung
aus der andern durch den Winkel bestimmt ist.

_ . Yy — . . . .
muB, z. B. n,=arctg o 0= T T Liegen mehrere Rich-

8c. Rechtwinklige sphirische Linearkoordinaten. Wenn Ver-
messungen grofere Ausdehnung annehmen, so tritt (wie frither angegeben)
zunichst an Stelle der ,ebenen” die  kugelfsrmige* Vermessungsfliche; das
sebene Koordinatensystem® erweitert sich zum ,sphdrischen®. Als

34) Fiir den Richtungswinkel ist bei dem preuBischen Kataster die Bezeich-
nung Neigung iiblich. Der auch zuweilen gebrauchte Ausdruck Azimut bleibt
besser dem astronomischen Azimut vorbehalten. Andere Namen sind Bestim-
mungswinkel und Stidwinkel. Vgl. Hammer, Trigonometrie, Anmerk. 67, p. 559.
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Hauptrichtachse (X-Achse) dient der Meridian des passend gewihlten
Koordinatennullpunktes”, womit die Orientierung des Punktsystemes
gewonnen ist. Diese Orientierung erfolgt wieder aus etwa vorhan-
denen Bestimmungen (Koordinaten y,, z,,) oder kann direkt nach irgend
einer Methode der astronomischen Azimutbestimmung vorgenommen
werden (z.B. Winkelmessung zwischen Polarstern und einer geoditischen
Richtung). Entsprechend den Bezeichnungen fiir das ebene System
sind nun die ,Abszissen der Punkte 1 und 2 die Meridianbogen z,
und 2z, des Nullpunktmeridians, gerechnet vom eingefithrten Null-
punkt bis zum ,FuBpunkt der Ordinaten y,, y,, welche durch die
rechtwinklig zu ibhm stehenden (im Querschnittpol konvergierenden)
»Querschnittbogen® y,, y, gebildet werden. Die Entfernung s ist der
Erdbogen (GroB8kreishogen) zwischen 1 und 2; die in 1 und 2 ge-
legten ,Meridianparallelen bestimmen in ihrem positiven Zweige (ent-
sprechend der - X-Richtung) die Anfangsrichtung fiir die Zihlung
der ,, Richtungswinkel n,, bezw. n,, welche der Erdbogen s mit
diesen positiven Zweigen der Parallelen einschlieBt. In Uberein-
stimmung mit den oben fiir die Ebene gegebenen Beziehungen sind
nun die fiir das in Frage kommende Anwendungsgebiet in der Regel
hinreichenden Formeln®) (R = Erdradius, ¢ hier und stets im fol-
genden Faktor zur Verwandlung von Bogen- in WinkelmaB)

3 o 5 3
. sy, cos*m, s%sinay, cos®a,,
Yo — Yy =SSNy — — Ty 0 — i R

T 2R? OR®

§1Y,2 COS M4

s% sin?n,, cos R,
Xy — X, == S COSNyy | = -

2R? C6R?
s =1V(y, - y)? + (@ — ) (1 - yt—%—%,}g‘ T o ”12) .

— R
Ny = arctg %3:;? + ‘6’%@ (2?/1 + %) (xQ - xl)
+ 6%{2 (% + w v, + ¥,°) sinmgcosng, . ..

ngy = nyy -+ 1800 — ﬂ;ﬁf}%g’h; _ ,S‘;sia;%;?i&z
Die Vergleichung mit den Formeln des ebenen Systems liBt die
sphiirischen Zusatzglieder erkennen, welche die Beriicksichtigung der
Erdkugelkriimmung im Vergleich zur ebenen Rechnung erforderlich
macht. Die Entscheidung iiber die Vernachlissigung der sphirischen
Glieder hingt von der Genauigkeit ab, mit der die Punktabstinde und
Richtungswinkel durch die Rechnung wiedergegeben werden sollen.

85) Jordan, Handbuch 3, § 46.
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Trigt man die Koordinaten (y, x) als ebene rechtwinklige Koordinaten
auf, so erhilt man eine Kartenprojektion (Soldner’sche Projektion®®)).
Die Verzerrungen derselben wachsen hauptséichlich mit wachsendem y

im Verhiltnis %;, so daB ihr zu beiden Seiten des Nullmeridians

bei den heutigen Anforderungen nur eine Ausdehnung von 30 bis
50 km gegeben werden kann. In der Meridianrichtung kann sie sich
iiber mehrere Breitengrade erstrecken, wie die Rektifikation der Erd-
meridianellipse zeigt.

Nehmen zusammenhéingende Vermessungen so grofle Ausdeh-
nungen an, wie die iiber das gesamte Gebiet eines Staates ein-
heitlich sich erstreckenden ,Katastervermessungen®, so fritt die
Notwendigkeit hervor, einerseits moglichst einfache und bequeme
Rechenmethoden beizubehalten, andererseits dafiir zu sorgen, daB
der Zusammenhang zwischen den der Natur der Sache nach ge-
trennt und unabhiingig voneinander vorzunehmenden Spezialver-
messungen streng gewahrt bleibt, sodal jeder Messungspunkt auf der
zu Grunde gelegten mathematischen Hrdoberfliche die ihm im Ver-
gleich zu allen andern Punkten zukommende Lage erhilt. Dazu ist
als Grundlage erforderlich eine einheitliche Haupttriangulierung und
im Anschluf an diese fiir groBe Staaten (z. B. Preulen) die An-
ordnung einer Reihe wvon Einzelkoordinatensystemen, die durch diese
Triangulierung orientiert sind. Die durch die grundlegende Landes-
triangulierung gelieferten ellipsoidischen Winkelkoordinaten ¢, 4 werden
innerhalb der Einzelsysteme in ellipsoidische Linearkoordinaten y, x
verwandelt, sodal innerhalb der begrenzten Einzelsysteme je nach
den Punktabstinden sphérisch (mittlerer Kriimmungsradius) oder eben
gerechnet werden kann. Die Beziehung der Ellipsoidkoordinaten ¢, 4
und y, z zu einander gehort in das Gebiet der ,héheren Geoddsie®.
Die Anordnung der KEinzelsysteme erfolgt in verschiedener Weise,
entweder nach runden Werten der geographischen Koordinaten oder
Verwaltungsbezirksgrenzen, wie z. B. in Preuflen, wo 40 Spezialsysteme
mit y bis 60 km bestehen. Anstatt einen Meridian als Hauptachse
anzunehmen, kann dazu auch der Querschnitthogen des Normalpunktes
genommen werden, wodurch die Bedeutung von 2z und y sich um-
kehrt. Die Methode der Punktortangabe durch rechtwinklige Koordi-
naten auf der gekriimmten Erdoberfliche ist aus den franzosischen

36) Die Soldner’schen Entwickelungen sind publiziert in: Bayerische Landes-
vermessung in ihrer wissenschaftlichen Grundlage, Miinchen 1878; vgl. ferner
dJ. Bohnenberger, De computandis dimensionibus trigonometricis etc., Ttibingen
1826, § 15—16; Jordan, Handbuch 2, Kap. VII; 3, Kap. V und VIL
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Messungen gegen Ende des 18. Jahrhunderts iibertragen worden und
dann zuerst im heutigen Sinne rationell entwickelt und zur Anwendung
gekommen bei der zu Beginn des 19. Jahrhunderts in Angriff ge-
nommenen bayerischen Landesvermessung durch Soldnrer®). Nach dem
Vorgange Bayerns sind rechtwinklige sphirische Soldner’sche Koordi-
naten fast allgemein bei den Katastervermessungen eingefithrt worden.
Die Formeln sind zunichst von J. Bohnenberger weiter entwickelt worden
und in neuerer Zeit besonders durch Jordan®®).

8d. Konforme rechtwinklige Gauf’sche Koordinaten. Bei der
hannoverschen Landesvermessung hat C. F. Gauf (vgl. Werke, Bd. 9)
das Prinzip der konformen Abbildung (fiir die Kartenprojektion schon
frither verwendet) zum erstenmal auf geoditische Punktbestimmungen
iibertragen. Durch Einfiihraung der Bedingung der Ahnlichkeit der
von der gekriimmten Erdoberfliche (Kugel) auf eine ebene Berech-
nungsfliche abgebildeten unendlich kleinen Figuren ergeben sich, wenn
wieder der Meridian des Nullpunktes als ebene Abszissenachse (Kar-
tenmittellinie des umhiillenden Zylindermantels) angenommen wird,
die Abszissen ¢ ebenso wie bei dem Soldrer'schen System, die ebenen
Ordinaten y dagegen erscheinen im Vergleich zu den sphérischen
(natiirlichen) um einen von der GroBe der Ordinate und der Erd-
kriimmung abhéingenden Betrag geéindert. Die Erdbogen s bilden
sich zwischen den projizierten Punkten als schwach gekrtimmte Linien
ab; die Richtungswinkel 7' der Tangenten in den Anfangspunkten
der Bogen weichen nur um einen geringen Betrag von den Richtungs-
winkeln 1 der geraden Verbindungslinien ab. Bezeichnet § die gerad-
linige Entfernung in der ry-Ebene und s, wie oben angegeben, die
sphirische Entfernung, so gelten die Formeln®):

8 12 1) 2
S A (i

T=n —-}—;L%‘z (O + 99) (G — %) — 12—93‘2(92'“ by) (e — %)~ - -

Die Vergleichung der Zusatzglieder fiir die Strecken und Richtungs-
winkel mit denjenigen der Soldner'schen Rechnung zeigt, dab bei den
Gauf¥schen Koordinaten fiir die Strecken der Faktor cos’n wegfillt,
d. h. entsprechend dem Prinzip der konformen Abbildung die Strecken-
verzerrung nach allen Richtungen dieselbe ist und gleich dem Maximal-
betrag derselben bei den Soldner'schen Koordinaten fir n = 0. Wird
dies Zusatzglied nicht beriicksichtigt, so ist die mittlere Streckenver-
zerrung bel den Gauf’schen Koordinaten grofer; soll das Glied aber

37) Jordan, Handbuch 3, § 50.
Encyklop. d. math. Wissensch., VI 1. 3
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berticksichtigt werden, so ist das wegen der Unabhingigkeit von der
Richtung bei diesen einfacher als bei den Soldner’schen, da, sobald die
Strecken oder (y,—y,) klein sind, das Glied ortlich konstant ist. Die
Vergleichung der Zusatzglieder fiir die Richtungsreduktion zeigt, da8
das erste Glied bei beiden Arten von Koordinaten klein ist, daB das
zweite bei den Soldner’schen Koordinaten von y? abhingige Glied bei
den Gauf’schen nicht vorkommt, wihrend bei diesen das zweite Glied
tiberhaupt nur sehr gering ist, d. h. bei der konformen Projektion ist
die Vernachlissigung der Richtungsreduktion verhiltnisméBig belang-
los. Die Theorie der Gauf’schen Koordinaten fir das Ellipsoid ist
zuerst von O. Schreiber®) dargestellt, und spiter in die Berechnungs-
arbeiten der preuBischen Landesaufnahme eingefiihrt worden. In letzter
Zeit hat Jordan®) die Vorziige der konformen Koordinaten beson-
ders hervorgehoben und dieselben auch fiir die Einfiithrung bei den
Spezialvermessungen empfohlen. Das alte klassische Gauf’sche Koor-
dinatensystem mit dem Nullpunkt Gottingen ist bei den preuBischen
Katastervermessungen aufgegeben worden. Kin konformes Koordi-
natensystem (Kegelprojektion) hat Mecklenburg?®). Weiteres iiber
Kartenprojektionen findet man in VI 1, 4 (R. Bourgeois).

8e. Koordinatentransformation. Sowohl bei Kleinmessungen, bei
welchen als Richtachsen irgend welche Messungslinien gew#hlt wurden,
als auch bei geoddtischen Koordinatensystemen (hier besonders an
den Systemgrenzen) tritt hiufig die Aufgabe der Umwandlung von
rechtwinklig ebenen Koordinaten von einem System in das andere
auf. Hierbei wird statt der allgemeinen Transformationsformeln

Yy=14,+Ycose+ rsine
x=1uy | rcose—ysine

hiufig besser nach Koordinatenunterschieden von Punkt zu Punkt
Ay = Aycos¢s 4 Arsine
Axr = Ayrcose— Aysin ¢

gerechnet, wobei sich in den AbschluBkoordinaten eine Rechenprobe
ergibt. Die Differenz der Systemrichtungen ¢ ist in der Regel aus
in beiden Systemen gegebenen Koordinaten abzuleiten, sodal auch
diese Ableitungen in die Rechenformeln fiir die Transformation un-

38) Theorie der Projektionsmethode der hannoverschen Landesvermessung,
Hannover 1866.

39) Zahlreiche Artikel in Zeitschr. fiir Vermessungswesen von 1894 bis 1899,

40) GroBherzoglich Mecklenburgische I.andesvermessung, V. Teil, Schwerin
1895; Jordan, Handbuch 3, p. 335.
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mittelbar eingefithrt werden. Sehr hiufig (z. B. an den auf der
mathematischen Erdoberfliche gleichartig orientierten Systemgrenzen,
p. 32) sind die Richtungsdifferenzen & der Systeme sehr klein,
sodaB die Koordinateninderungen als Differentiale aufgefaBt und
dementsprechend die Rechnungen vereinfacht werden kénnen®?).

9. Die Punktbestimmung durch Triangulierung.

9a. Allgemeines iiber Triangulierung. Die Aufgabe der Triangu-
lierung ist, fiir ein im Gelinde daunerhaft bezeichnetes System von Fest-
punkten (,,Dreieckspunkt®, ,trigonom. Punkt® oder ,,Station) durch Win-
kelmessung mit dem Theodolit die Lage ihrer Projektionen auf die Ver-
messungsfliche in geoditischen Koordinaten zu bestimmen. Die Methode
ist von W. Snellius*?) in der Absicht ersonnen, die zeitraubende und
praktisch oft nicht durchfihrbare direkte Messung langer Strecken zu
ersetzen und ist von ihm 1610 bei der Messung eines Meridian-
bogens zur Ausfithrung gebracht. Im Gelinde werden Punkte derart
ausgewihlt, daB ibre Verbindungslinien ein System von Dreiecken
bilden. Wenn nun in diesen Dreiecken die Winkel (oder die Rich-
tungssysteme auf den Stationspunkten) sowie fiir irgend eine Linie
des Systemes die Linge unmittelbar gemessen werden, und weiterhin
noch das Azimut irgend einer Linie oder ihr Richtungswinkel in einem zu
Grunde gelegten Koordinatensystem bekannt ist, so konnen fiir sémtliche
Dreieckspunkte die Koordinaten und hieraus alle etwa erforderlichen
weiteren Punktabstinde, Richtungen und Winkel berechnet werden. Im
Rahmen der ,niederen Geoddsie“ handelt es sich hierbei stets um Punkt-
bestimmung im rechtwinkligen Koordinatensystem mit ,ebener“ oder
»Sphirischer Rechnung (vgl. p. 29), und zwar in der Regel um
L Finschaltungs-Triangulierungen® in die als gegeben betrachteten iiber-
geordneten Punktsysteme einer Landestriangulierung. KEs kommen
jedoch fiir kleinere Gebiete auch selbstindige in sich geschlossene
Kleintriangulierungsnetze vor, bei denen dann entweder fiir eine Linie
durch besondere ,Basismessung® mit MeBlatten oder MeBband (vgl.
Anordnung und Genauigkeit p. 19) mit eventueller Einfiigung eines
,Basisnetzes (vgl. VI 1, 3) das Léngenmall eingefiihrt, oder auch

41) Weiteres hieriiber sowie iiber die Transformation zusammenhingender
trigonometrischer Netze findet man bei Jordan, Handbuch 2, § 68 und I G.
Gaup, Rechnungen der FeldmeBkunst, Kap. V; fiir amtliche Rechnungen mit
Formularen vgl. Anweisung IX.

42) Eratosthenes Batavus, de terrae ambitus vera quantitate, Lugduni
Batavorum 1617. Historisches bei J. D. van der Plaais, Tijdschr. v. Kadaster
en Landmeetkunde 5 (1889), p. 1 und G. B. H. de Balbian, ibid.; ferner Jordan,
Handbuch 1, p. 453.

3*
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aus einer vorhandenen Triangulierung entnommen wird, und nur das
Richtungsnetz der Neuarbeit an sich als selbstindiges System auf-
gefaBlt wird, wie das z. B. vorkommt bei Stadtvermessungen, Tunnel-
triangulierungen und anderen Aufgaben®?).

Die grundlegenden Triangulierungen fiir die Erd- und Landesver-
messung, welche sich iiber weite Gebiete hinziehen und Rechnung
auf der ellipsoidischen Fliche erforderlich machen, rechnet man zur
Hhoheren Geoddsie“. Man unterscheidet dementsprechend , Haupt®-,
nZwischen“- und , Klein“-Triangulierung, oder Triangulierung I, IL,
IIL. und IV. (auch V.) ,,Ordnung®. Durch diese bei Landesvermessungen
stufenweise einander untergeordneten Systeme werden die Punktab-
stinde (Dreiecksseiten) nach und nach von etwa 50 km und mehr
bis zu einigen km, und fiir die Spezialvermessungen bis zu 1 km, ja
Y, km herabgefithrt, wobei gleichzeitig stufenweise die Messungs- und
Rechnungsmethoden eine entsprechende Modifikation erfahren, und
der Ubergang von der ellipsoidischen Rechnung zur ebenen Rechnung
der Kleinmessungssysteme vollzogen wird.

Die zunichst bel einer Triangulierung vorzunehmenden Arbeiten
sind: A) ,Erkundung des Netzes, Auswahl und sachgemifBe Ver-
teilung der Punkte im Geléinde; B) dauernde Bezeichnung (,,Vermar-
kung®) der Punkte, z. B. durch einen Stein mit eingemeifieltem Kreuz-
schnitt mit unterirdischer Versicherung durch eine #hnliche Marke;
C) Sichtbarmachung (,Signalisierung®) der so bezeichneten Punkte
fiir die Winkelmessung durch lotrecht gerichtete Stangen, Signaltafeln,
Signalpyramiden. Fiir groBere Entfernungen und besondere Verhilt-
nisse wird auch vom Heliotrop (vgl. VI1, 3) Gebrauch gemacht.
GroBe Bedeutung haben als Signale die Kirchtiirme, deren Helmstangen-
Mittellinien als Zielpunkte in ausgiebiger Weise verwendet werden.

9b. Zentrierung. Xann der Theodolit nicht genau iiber einem
solchen Vermarkungsstein aufgestellt werden, oder ist, wie z. B. bei
Kirchtiirmen, das ,,Zentrum der Station® als Instrumentstandpunkt
nicht zuginglich und muf auf einem , Nebenstandpunkt“ (Galerie usw.)
beobachtet werden, oder ist umgekehrt ein , Nebenzielpunkt erforder-
lich, so handelt es sich um das ,Zentrieren der Beobachtungen, d. h.
Umrechnung auf zentrale Sicht. Wird das auf dem exzentrischen
Standpunkt“ S gemessene Richtungssystem #», 7y, ..., 7, auf die Zen-
trallinie nach dem Zentrum C als Anfangsrichtung reduziert und mit
&, &, ..., &, bezeichnet, und das entsprechende auf die gleiche Anfangs-
richtung bezogene gesuchte ,zentrierte System* mit ¢, «,, ..., ¢,, so0 ist

43) Beispiele und Literatur in den Handbtichern.
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«;=¢ -+ 0, (Fig. 3), worin der parallaktische Winkel o, iiber der
Exzentricitit ¢ = CS bei bekannter bezw. vorher zu bestimmender
Entfernung s; aus dem parallaktischen Dreieck sich ergibt. Die
Zentrierung fiir einen Winkel ergibt sich ohne weiteres aus den
Richtungsreduktionen. Die durch besondere Messungen (,,Zentrierungs-
messungen) zu bestimmenden Werte ¢ und ¢, sowie die Entfernung s
bezeichnet man als ,, Zentrierungselemente”. Dieselben miissen so genau
ermittelt werden, daBl ihre Fehler keine in

Betracht kommende Erhshung des Be- <
obachtungsfehlers fiir die Richtungen her- £ \
beifihren konnen. Die Messung der
»Lentrierungselemente e und & muB
haufig ,indirekt“ mit besonderen Hilfs- §
konstruktionen geschehen, wenn z. B. Fig. 3.

der Standpunkt S des Instrumentes auf

der Galerie eines Kirchturmes und das Zentrum C die Helmstangen-
mittellinie ist. Man kann dann eine Grundlinie messen und an deren
Enden die Richtungen nach C und S in bezug auf die Grundlinie (Auf-
gabe der unzugiinglichen Entfernung, vgl. p. 43). Die Aufgabe kam
schon bei Swellius’ Triangulierung vor. Wenn irgend mdoglich, werden
tiberschiissige Bestimmungen verwendet, sodaB die Zentrierung zu
einer kleinen Triangulierung mit Ausgleichung wird**).

9c. Die Winkelmessungen und ihre Anordnung. Als Genauig-
keitsausdruck fiir die Messung mit dem bei den Triangulierungen der
niederen Geodisie verwendeten Theodolit mittlerer GriBe kann nach
p-25 angenommen werden (bei Anwendung der dort erwéhnten fehler-
tilgenden Beobachtungsmethode), da der ,mittlere Richtungsfehler im
Satz“ etwa zwischen den Grenzen - 2" bis -+ 6” liegt, so daB bei der
Ausfithrung von 3 bis 6 Sitzen der Fehler des Gesamtmittels stets
innerhalb weniger Sekunden zu halten ist, wobei zu beriicksichtigen
ist, daB &uBere Fehlerquellen (Signalstellung usw.) Fehler von gleichem,
ja groBerem Betrage in die Bestimmungen hineinbringen. Ist z. B. ein
Zielpunkt um —4- 1 em unrichtig bezeichnet oder eingestellt worden,
so ist bei einer Zielweite von 1000 m die entsprechende Richtungs-
unsicherheit 4 2", und wenn das Instrument gleichfalls um -1 em
unrichtig aufdestellt (zentriert) ist, so wird daraus - 2 V? Wih-
rend frither die Dreieckswinkel unabhanglg je fir sich gemessen
wurden, wird jetzt in der Regel das fiir eine Punktbestimmung auf
einer Station sich ergebende ,Richtungssystem“ », ... r, als das ge-

44) Jordan, Handbuch 2, § 74, 75.
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suchte betrachtet, auch wenn fiir die eigentliche Messung der ,,Winkel“
als das giinstigst zu messende Richtungssystem verwendet wird. Der
einfachste Fall liegt vor, wenn (vgl. p. 25) die satzweise Richtungs-
messung in wollstindigen Satzen ausfibrbar ist und das arithme-
tische Mittel sofort das Beobachtungsergebnis liefert. Nicht zu ver-
meidende Storungen und Hindernisse fithren aber sehr hiufig zur
Anwendung ,unvollstindiger” Sitze. Dies fiithrt dann unter Beachtung
moglichster Elimination der Teilungsfehler und mdoglichst systemati-
scher Anordnung der Messungen zu einer Ausgleichungsaufgabe, sog.
motationsausgleichung®. Diese erfolgt in der Regel nach der Methode
der vermittelnden Beobachtungen, wobei satzweise die Fehlerglei-
chungen fiir die Richtungen und die ,Orientierungen® aufzustellen
sind*’). Bei den sich meist sehr verwickelt gestaltenden Richtungs-
netzen der Einschaltungstriangulierungen wird dann auch mit Vorteil
von einer bel der englischen Landesvermessung *®) zuerst gebrauchten
Niherungsausgleichung Anwendung gemacht.
Sind etwa die folgenden Sitze beobachtet:

;} Station
Satz Jy’ 0 | A | B ¢ w_',,,, o
1 ! O 0y . - 71 l
2 1 0 w | B %o |
3 0 — ‘] Bs Vs |
4 l; L I el |
- o o
Mittel | 0 | o« | B | p |

wobei angenommen ist, da eine Station (0), auf die die tibrigen be-
zogen werden, in allen Sitzen vorkommt, so bildet man zunichst die
Mittel der Messungen fiir die einzelnen Stationen «, 8, 7.... Dann
rechnet man fiir jeden Satz die mittlere Abweichung gegen die Stations-

mittel aus, also z. B. fiir Satz 1 die Abweichung —;— (c—ay+9—7p,)
oder fiir Satz 2: —;— (¢ —ey + B — By + 7 — p,) usw., und fiigt diese

Abweichung allen Ablesungen des betreffenden Satzes hinzu. Mit den

45) Vgl. die genannten Handbiicher der Vermessungskunde bezw. der Aus-
gleichungsrechnung, z. B. Jordan, Handbuch 1, Kap. I

46) Ordnance trigonometrical survey of Great Britain and Ireland, London
1858, p. 62.
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verbesserten Werten wiederholt man das ganze Verfahren, bis die
Verbesserungen innerhalb der Beobachtungsfehler liegen®”).

Anstatt ein Richtungssystem #,, r,, ..., r, als Ganzes zu behandeln
oder in einige mehrzahlige Reihen zu zerlegen, kann bei der Beobachtung
auch das kleinste Richtungssystem, d. h. der Winkel, zur Anwendung
kommen, wie das bei den #lteren Triangulierungen zun#chst geschah und
bei Anwendung des Sextanten (nautische Triangulierungen) notwendig
wird. Die Zerlegung eines mehrzahligen Richtungssystems in Winkel
kann in verschiedener Weise geschehen. Wird das Richtungssystem
Tyy ¥y - .oy 1, in die Winkel w,,, wy, ..., w,, zerlegt, so wird der
Zusammenhang lediglich durch die Anfangs- oder Nullrichtung ver-
mittelt, welche dem trigonometrischen Netze mnicht notwendig an-
zugehGren braucht. Die einzelnen Winkel konnen mehrfach (wie bei
Richtungsmessung in verschiedenen Kreisstellungen) oder auch nach
der Repetitionsmethode gemessen werden. Wird das Richtungssystem
7y, T3, - . 7, 10 die aufeinanderfolgenden Winkel w,,, Wy, ..., W,
zerlegt, sodaB die Bedingung auftritt Xw = 360°% so hat man fiir
die das Richtungssystem ergebende Stationsausgleichung den einfachen
Fall der Verteilung eines AbschluBifehlers (,,Horizontsumme®). Werden
die Winkel so angeordnet, daB beliebige Kombinationen gebildet und
iiberschiissige Bestimmungen erhalten werden, so wird das Richtungs-
system nach der Methode der kleinsten Quadrate abgeleitet, wobei
sowohl die Rechnung nach ,vermittelnden“ als nach ,bedingten®
Beobachtungen erfolgen kann. Als maBgebend fiir die Wahl des
Rechnungsverfahrens wird meistens die Zahl der aufzulésenden Normal-
gleichungen angesehen; hat man » Richtungen zu bestimmen und w
Winkel gemessen, so sind bei ,vermittelnden Beobachtungen® «w Fehler-
gleichungen anzusetzen und » — 1 unabhingige Unbekannte zu be-
stimmen bezw. Normalgleichungen aufzulésen, und bei ,bedingten®
Beobachtungen « — » -+ 1 Bedingungsgleichungen aufzustellen bezw.
Normalgleichungen aufzuldsen.

Das giinstigste Verfahren der Richtungsbestimmung aus Win-
kelmessung ist ,Winkelmessung in allen Kombinationen*, welches
O. Schreiber®®) entwickelt hat. Dies zundchst fiir Haupttriangulierung
ausgebildete Verfahren findet neuerdings auch bei Kleintriangulierungen
Anwendung. Fiir das Richtungssystem #,, »,, ..., 7, werden durch
Bildung der Kombinationen ohne Wiederholung fiir je zwei Richtungen

47) Helmert, Ausgleichungsrechnung, p. 154; Jordan, Handbuch 1, p. 176;
z. B. amtlich angewendet in Anweisung IX.
48) Zeitschr. f. Vermess. 7 (1878), p. 209; 8 (1879), p. 97.
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die % n (v — 1) Winkel gebildet. Diese Winkel w werden, wenn das

Gewicht der ausgeglichenen Richtungen gleich s (entsprechend s Rich-
180°

tungssitzen) sein soll, p = % mal in beiden Fernrohrlagen in

von einander abstehenden Kreislagen gemessen, wobei fiir die einzelnen
Winkel die Kreisstellungen innerhalb des Intervalles %?0 80 zu be-
stimmen sind, dafl die Richtungsablesungen symmetrisch iiber den Kreis

. . 180° .
verteilt werden. Dazu sind um — bezw von einander abstehende

00
‘pr—1)
Kreisstellungen erforderlich, je nachdem % eine ungerade oder gerade
Zahl ist. Infolge der symmetrischen Anordnung dieses Beobachtungs-
verfahrens gestaltet sich die Ansetzung der Fehler- und der Normal-
gleichungen sowie ihre Aufldsung &HuBlerst einfach. Dieses Messungs-
verfahren ist ein ausgezeichnetes Beispiel fiir rationelle Anordnung
von Messungen, um mit einem Minimum an Arbeitsaufwand bei Be-

obachtung und Rechnung ein Maximum an Genauigkeit zu erreichen®?).

10. Die Grundaufgaben des trigonometrischen Einschneidens im
rechtwinkligen Koordinatensystem.

10a. Vorwirtseinschneiden und Seitwirtseinschneiden. Der

einfachste Fall liegt vor, wenn zwei Punkte 4 und B durch Koordinaten

gegeben sind und auf 4 und B je eine im System ,orientierte Rich-

tung” @ und ¢ besteht, durch deren Schnitt die Koordinaten des

Punktes P bestimmt werden (,, Vorwdrtseinschneiden). Sind im Drei-

A
f
;
i
i
i
|
i

4

N S

-\_gj-"”_“ R

Fig. 4. Fig. 5.

eck ABP (Fig. 4) die an der ,Basis“ AB gelegenen Winkel 4, B
gemessen, so hat man damit sofort ¢ und ¢, da die Richtung 4B aus
den gegebenen Koordinaten von 4 und B zu ermitteln ist. Andern-

49) Jordan, Handbuch 1, Kap. II, IV; 3, Kap. I mit erweiterten Literatur-
angaben; vgl. ferner VI 1, 8.
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falls ist ¢ und ¢ aus Richtungsmessungen nach irgend welchen anderen
in Koordinaten gegebenen Punkten abzuleiten, wozu die ,Richtung®
(A B) nicht direkt erforderlich ist. Damit ist die Ldsung gegeben,
fiir welche, da diese Rechnungen bei Vermessungen stets wiederkehren,
schematische Rechenformulare verwendet werden. Erwihnt sei noch,
daf fiir logarithmische Rechnung die unmittelbar aus dem Dreieck
durch Einfithrung der Basis 4 B sich ergebende Form geeignet ist, fiir
die Verwendung der Rechenmaschine die analytische Ableitung aus
dem Richtungsschnitt. Die Rechenmaschine kommt bei derartigen trigo-
nometrischen Rechnungen neuerdings mehr und mehr in Anwendung?°).

In trigonometrischer Hinsicht die gleiche Aufgabe ergibt sich
beim sog. ,Seitwiirtseinschneiden (Fig. 5); dabei ist 4 und B in
Koordinaten und ‘die orientierte Richtung ¢ auf A4 gegeben, und
der Winkel y auf C gemessen (¢ = ¢ - 7).

10b. Riickwértseinschneiden. Gegeben sind drei Punkte, welche
an einem vierten Punkte P, dessen Lage zu den drei Punkten zu
bestimmen ist, in der rechtsliufigen Reihenfolge AM B erscheinen;
gemessen sind auf P die Richtungen nach A4, M, B z. B. durch die
nebeneinander liegenden Winkel «, 8 (Fig.6). Diese Vierecksaufgabe (Drei-
punktproblem) ist schon von Srellius (1610) bei seiner ersten Triangu-
lierung benutzt. In der Vermessungskunde wird sie nach der graphischen
Losung auf dem MeBtisch (vgl. p. 94) als |, Riickwdirtseinschneiden®
bezeichnet; nach einer von Pothenot gegebenen Losung auch wohl
unkorrekter Weise das , Pothenot’sche Problem® genannt. Die Auf-
gabe ist oft behandelt und liBt verschiedene Losungen zu®). Da beim
Riickwirtseinschneiden lediglich durch Richtungsmessung nach drei
gegebenen Punkten die Koordinaten des Standpunktes sich ergeben,
so hat die Aufgabe fiir die Praxis der Kleintriangulierung grofe
Bedeutung und findet weitgehende Anwendung. Eine der bei Anwen-
dung im rechtwinkligen Koordinatensystem gebriuchlichsten Losungen
(vgl. die Lehrbiicher) ist die folgende, mit Einfilhrung eines Hilfs-
winkels®?) (Fig. 6): 1) Ableitung der Richtungswinkel (4 M) und (BM),

50) Jordan, Handbuch 2, § 78; O. Koll, Geodiitische Rechnungen mittels
der Rechenmaschine, Halle 1903.

51) Historisches bei G. D. E. Weyer, Ann. d. Hydr. 10 (1882), p. 534; J.
D. van der Plaats, Tijdschr. v. Kadaster en Landmeetkunde 5 (1889), p. 1;
Jordan, Handbuch 2, Kap. VIII, §§ 79—84.

52) J. C. Burckhardt, Monatl. Korr. (v. Zach’'sche) zur Beford. d. Erd- und
Himmelsk. 4 (1801), p. 360; F. W. Bessel, ibid. 27 (1813), p. 222, 566; Delambre
in Cagnoli-Chombré, Trigonométrie, Paris 1808, p. 211 und Vorrede p. VIIL

Historisches bei Hammer, Trigonometrie, p. 558 Anmerk. 58; Zeitschr. f. Vermess.
24 (1895), p. 598.
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sowie der Lingen der Linien AM =a, BM =15 aus den Koordinaten.
2) In den Dreiecken AMP und BMP Ableitung der unbekannten
Winkel ¢ und ¥ bei den Punkten 4 bezw. B aus

=31+ +ile—9), v=1i0e+¥—1—v),

worin ¢ -+ ¢ bekannt ist und ¢ — ¢ aus
tg 4 (¢ — ¥) = cotg (45° 4~ p) tg & (9 + ),
berechnet wird; u ergibt sich aus
a Sin sin
tguzi)w;ifg:sini'

3) Danach lassen sich die iibrigen
Seiten und Winkel und damit die
Richtungswinkel aller Linien nach
P und die zugehorigen Koordinaten-
unterschiede (mit Probe) ableiten.

Eine andere Methode, welche
zur Zeit z. B. bei der preuBischen

Katastervermessung (vgl. An-

weisung IX) praktisch verwendet
wird, griindet sich auf die von
Collins %) gegebene Liosung. Der
durch einen um ABP (Fig. 6)
beschriebenen Kreis auf der Rich-
tung M P abgeschnittene Punkt ¢
(Collins’ Hilfspunkt) ist seiner Lage nach im Dreieck 4 B@ bestimmt
durch die Winkel o und 8 (als Peripheriewinkel iiber 4§ bezw. B@
den gemessenen gleich), durch die er in Bezug auf die Punkte 4 und
B ,vorwirtseingeschnitten” wird®). Damit ist der Richtungswinkel der
Geraden PM Q bekannt und durch « und $ die Richtungswinkel (4 P)
bezw. (BP) sowie die entsprechenden Entfernungen; zur numerischen
Losung dieser Ansitze kann, je nachdem Logarithmen- oder Maschinen-
rechnung stattfinden soll, das eine oder andere der bei ,Vorwirts-
einschneiden angegebenen Rechenverfahren verwendet werden.

Weitere Losungen (Fig. 7) gehen von den durch A M P und BM P
beschriebenen Bestimmungskreisen mit den Peripheriewinkeln « und
aus (wobei auch, wie schon von Swellius geschehen, die Kreismittel-
punkte eingefiihrt werden kdnnen). In diesen Kreisen werden in den
rechtwinkligen Dreiecken iiber M4 bezw. M B und den beiden von

53) Lond. Phil. Trans. 6 (1671), p. 2093; 15 (1685), p. 1231.
54) Uber die Verwandtschaft zwischen Vorwirts- und Riickwiirtseinschneiden
vgl. auch C. Runge, Zeitschr. f. Vermess. 28 (1899), p. 313.
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M ausgehenden Kreisdurchmessern mit « und # (als Peripheriewinkel
den gemessenen gleich) zwei Punkte 4’ bezw. B’ ,,vorwirtseingeschnitten®,
die eine beiden Kreisen gemeinschaftliche Sekante bestimmen, auf
welcher P die Projektion von I/ darstellt. Auch hierbei konnen
wieder die fiir logarithmische sowie die fiir Maschinenrechnung geeig-
neten Ansitze Verwendung finden®).

Die Liosungen versagen, sobald der Punkt P auf dem Kreise durch

Fig. 7.

AM B liegt, sie geben unsichere Bestimmungen, wenn P diesem Kreise
(ygefihrlicher Kreis“) nahe liegt; im Falle der ersten Lésung (p. 42)
wird @ + ¢ = 180° tg uw =1, im Falle der zweiten Losung (Collins)
bleibt die Richtung M ¢ unbestimmt, im Falle der dritten Losung die
Sekante A'B. Wegen des weiteren iiber die Moglichkeit und Unmog-
lichkeit der Lsung, die Giinstigkeit der Lage von P in Bezug auf 4 M B
und besondere Fille der Losung, Praxis der Zahlenrechnung, Rechen-
formulare usw. muB auf die angegebene Literatur verwiesen werden.

10c. Einige andere Methoden der trigonometrischen Punkt-
einschaltung.

o) Aufgabe der unzugdnglichen Entfernung, Aufgabe der zwei Punkt-
paare (Hamsew'sche Aufgabe)®®). Sind von einem Viereck ABCD

55) W. G- Hickner, Uber die Einschaltung von Punkten in ein durch Koor-
dinaten gegebenes Netz mit ausgiebiger Verwendung der Rechenmaschine, Leip-
zig 1891; C. Runge, Zeitschr. f. Vermess, 23 (1894), p. 204; H. Sossna, ebenda 25
(1896), p. 269, 471.

56) Historisches und Literatur bei Hammer, Trigonometrie, p. 332 Anmerk.,
p. 559 Anmerk. 61 und p. 562 Anmerk. 76; Jordan, Handbuch 2, p. 856. Uber
die verschiedenen Losungsmoglichkeiten vgl. man: J. Bohnenberger-Pfleiderer,
Ebene Trigonometrie, Tiibingen 1802, p. 217; P. A. Hansen, Astr. Nachr. 13
(1841), p. 165; E. Hammer, Zeitschr. f. Vermess. 24 (1895), p. 603; E. DoleZal,
Berg- und Hittenmiinnisches Jahrbuch (Leoben und Pribram) 1902, p. 183. Fir
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(Fig. 8) zwei Ecken 4 und B bekannt und sind auBerdem vier un-
abhéngige Winkel zwischen den vier Eckpunkten gemessen, so kann
man die Lage der beiden unbekannten Ecken C und D bestimmen.
Liegen die vier gemessenen Winkel oy, ,, f;, B, an der bekannten
Entfernung 4 B und ist die
Entfernung CD die Haupt-
unbekannte, so hat man die
Aufgabe der unzuginglichen
Entfernung. Hierbei handelt
es sich um doppeltes Vor-
wirtseinschneiden wund die
Losung kann daher auch
Fig. 8. nach den Formeln fiir Vor-
wirtseinschneiden  erfolgen.
Liegen die gemessenen Winkel an der unbekannten Entfernung (die
Aufgabe kann dann als doppeltes Riickwirtseinschneiden aufgefaBt
werden), so liegt die Aufgabe der zwei Punktpaare vor (Hamsen’sche
Aufgabe). Es gibt eine Anzahl Auflésungen, die fiir beide Fille ge-
meinsam gelten, z. B. die folgende, bei der wie beim Riickwirtsein-
schneiden ein Hilfswinkel eingefiihrt wird. Es gilt nach Fig. 8
CD _ sin(f, —f,)sine,  sin(f, —p,)sina,

AB = snown(, Fa) — snyang fay P TY=180"—(f—F,).

Von den unbekannten Winkeln ¢ und ¢ ist also die Summe und das
Verhiiltnis der Sinus bekannt. Setzt man daher:

sin oy sin (8, + )

tgu =ttt
so wird

tg3(p — ) = cotg (45° + u) tg $(p + ¥).

Damit sind die Winkel ¢ und 9.und folglich auch alle Winkel
zwischen den vier Punkten bekannt. Ist nun irgend eine Entfernung
zwischen den vier Punkten gegeben, so kann man offenbar jede andere
mit Hilfe des Sinussatzes ausrechnen.

B) Der Gegenschnitt®). Die von Jordan als Gegenschnitt be-
zeichnete Methode der Punkteinschaltung ist eine Verbindung von
Vorwirts- und Riickwirtseinschneiden. Gegeben sind drei Punkte

Lésung mit der Rechenmaschine vgl. H. Sossna, Zeitschr. f. Vermess. 25 (1896),
p. 361; 26 (1897), p, 649,

57) Vgl. Jordan, Handbuch 2, § 84, p. 363; Hartner-Dolezal 1, p. 612;
fir Rechnung mit der Maschine H. Sossna, Zeitschr. f. Vermess. 31 (1902),
p. 364, 429,
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A, B, C (Fig. 9); ein vierter Punkt P soll bestimmt werden durch
Messung eines Winkels 0 auf P und $;, auf B. Zur Berechnung der
Koordinaten von P kann man zuerst die Koordinaten des Punktes M,
des Mittelpunktes des umbeschriebenen Kreises von AC P ausrechnen.
Dann sind in dem Dreieck BPM zwei Seiten und ein Winkel be-
kannt, und man kann daher die beiden Seiten M P und BP und ihre
Richtungswinkel finden und hat damit zwei Wege, die Koordinaten
von P zu berechnen.

y) Erweitertes Riickweéirtseinschneiden. Gegeben sind die drei Punkte
A, M, B (Fig. 10) und auf den Neupunkten P und @ die Winkel
oy, o, Py, B, gemessen5®). Man kennt dann von den Winkeln ¢ und

Fig. 9.

¥ die Summe und das Verhiltnis ihrer Sinus und kann sie daher
unter Benutzung eines Hilfswinkels wie bei dem einfachen Riick-
wirtseinschneiden (p. 42) finden Sind ¢ und ¥ ermittelt, so be-
rechnet man die Strecken BQ und AP und ihre Richtungswinkel
und daraus die Koordinaten von P und . Statt zweier Punkte P
und @ kann man auch noch mehr Punkte gleichzeitig iiber drei
Punkte riickwirts einschneiden.

Bei dem zweifach gegenseitigen Riickwiirtseinschneiden (Marel’s Auf-
gabe)®) sind vier Punkte 4, B, A", B’ gegeben und auf den Punkten
P und @ die Winkel o, 8, 7, 0 gemessen (Fig. 11). Zur Berechnung
der Koordinaten von P und ¢ kann man die dem Collins’schen Hilfs-

58) F. Pross, Trigonometrie, Stuttgart 1840, p. 201; W. Jordan, Zeitschr. f.
Vermess. 23 (1894), p. 449.

59) J. Marek, Techn. Anleitung zur Ausfihrung der trigonometrischen
Operationen des Katasters, Budapest 1875, p. 269; E. Hammer, Zeitschr. f. Ver-
mess. 24 (1895), p. 610.
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punkte beim einfachen Riickwirtseinschneiden entsprechenden Punkte
P’, ¢ heranziehen, deren Konstruktion aus der Figur ersichtlich ist.

Eine Abart des Riickwirtseinschneidens, bei der eine Liingen-
messung zwischen den Neupunkten erforderlich ist, ist von W. Ldska %)

betrachtet. Gegeben sind (Fig. 12) die drei Festpunkte F,, F,, F,
und auf drei Neupunkten N, N,, N, die in der Figur bezeichneten

Fig. 12.

Winkel gemessen, von denen einer iiberschiissig ist; auBerdem ist eine-
Seite des Dreiecks N, N, N, gemessen.
0) Lamberts Sechseck- wnd Achteckaufgabe. Wir erwihnen noch

60) Zeitschr. f. Vermess. 29 (1900), p. 565.
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zwei Aufgaben von J. H. Lambert®), obwohl sie, wenigstens fiir die
Feld- und Landmessung, nur von geringer praktischer Bedeutung
sind. Bei der Sechseckaufgabe

(Fig. 13) sind entweder auf B

den Punkten D, E, F die
Azimute von 4, B, C bestimmt
oder es sind die in Fig. 13
bezeichneten Winkel gemessen.
Bei der Achteckaufgabe (Fig.14)
sind zwischen den acht Punkten
4, B, C, D, E, I, (G, H von
den vier letzten Punkten aus E

die 12 in der Figur bezeich- Fig. 13.

neten Winkel gemessen. Die

beobachteten Winkel bestimmen die Gestalt des Sechs- resp. Achtecks.
Man vgl. auch III 1, 3 (M. Simon).

Da in der Vermessungstechnik stets iiberschiissige Bestimmungen
notwendig sind, dienen
die vorstehenden Be-
stimmungen hauptsich-
lich dazu, als Grundlage
fiir die nachfolgende
Ausgleichung  ,ge-
néherte Koordinaten
der zu berechnenden
Punkte zu liefern. Die
Genaunigkeit der Punkt-
bestimmung in den
beim ,, Vorwirts“-,  Seit- Fig. 14.
wirts“- und ,Riick-
wirts“-Einschneiden sich ergebenden Figuren ist von Helmert und
Jordan untersucht?).

11. Ausgleichung von Kleintriangulierungen.

Die Ausgleichung der stets mit einer Anzahl iiberschiissiger Rich-
tungen oder Winkel oder gegebener Punkte erfolgenden trigonome-

61) Beitrige zum Gebrauche der Mathematik und deren Anwendung 1,
Berlin 1765, p. 72, 77, 81, 186.

62) Helmert, Zeitschr. Math. Phys. 13 (1868), p. 73; Jordan, ibid. 16 (1871),
p. 397; vgl. auch Helmert, Ausgleichungsrechnung, p. 281; Jordan, Handbuch 1,
2. Aufl. 1877, Kap. III; 3. Aufl, Kap. V.
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trischen Punktbestimmungen kann nach der Methode der ,bedingten“
oder der ,vermittelnden® Beobachtungen (vgl. I D 2 (J. Bauschinger),
p. 768) vorgenommen werden, und zwar sowohl fiir unabhiingige Klein-
triangulierungen mit eigener Grundlinie als fiir Einschaltungstriangu-
lierungen. Die Auswahl des Verfahrens wird, wenn nicht besondere
Umstéinde zu beachten sind, mit Riicksicht auf den schnellsten und
glattesten Rechnungsgang getroffen. Bei einfach gegliederten Systemen,
wobei also mit méglichst wenig Linien viele Punkte verbunden sind, ist
im allgemeinen die Methode der ,bedingten Beobachtungen® giinstiger,
bei Systemen mit vielen iiberschiissigen Richtungen und wenigen Punkten
die Methode der ,vermittelnden Beobachtungen®; dementsprechend
kommt die erstere mehr fiir die {ibergeordneten Systeme, die letztere
mehr fiir die untergeordneten Einschaltungen in Betracht, wobei auch
der iibersichtlichere ,Schematismus“ von Wert ist.

11a. Methode der vermittelnden Beobachtungen. (Vgl. I D 2,
p. 786.) Als’ Unbekannte werden betrachtet die Koordinaten y,
der zu bestimmenden Punkte und bei Stationsrichtungssystemen (vgl.
p- 38,39) deren ,Orientierungen® #, sodafl also die unabhiingigen Winkel
bezw. die Richtungen als Funktionen der Punktkoordinaten erscheinen.
Diese werden zunichst angenihert berechnet und dann ihre Verbesse-
rungen dz, dy durch die Ausgleichung ermittelt. Als lineare Fehler-

gleichung ergibt sich fiir den vorliegenden Fall mit tg ¢, = Y2 =4

Ty — @,
(worin ¢,, die auf 1 nach 2 genommene Richtung, y,z,, y,2, die un-
bekannten Punktkoordinaten sind):

v=I1l-+a-do;, +b-dy, + c-doy, + d-dy, + dz,

in der dz die Orientierungsverbesserung bedeutet. Die ,Richtungs-
koeffizienten“ a, b, ¢, d bestimmen sich nach der Beziehung zwischen

den ,Richtungséinderungen” und den ,,Koordinaten'énderungen“ ; es ist
sin
A9y =+ 71 gz, — 01 gy, T g1y, 4 01 oy,
Diese Koefﬁzmnten werden auch in der Eorm
Ve = ‘”2_
82

gebraucht; zu ihrer Berechnung dienen versch1edene Hilfsmittel, Rechen-
schieber, numerische und graphische Tafeln, oder auch logarithmische
Differenzen der trigonometrischen Funktionen®). Ist einer der beiden

63) Jordan, Handbuch 1, Anhang p. [8]—[17]; O. Seiffert, Logarithmische
Hilfstafel zur Berechnung der Fehlergleichungskoeffizienten nach der Methode
der kleinsten Quadrate, Halle 1892; J. H. Franke, Koordinatenausgleichung
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Punkte 1—2 gegeben, so fallen die entsprechenden Glieder aus; fiir
eine Richtung am ,gegebenen Standpunkt® 1 zum ,Neupunkt® 2 (socr
yaubere Richtung®) ist

sin @ COS @, ,
Ay = — — % 0day + —" odyy;

fiir eine auf einem ,Neupunkt® 1 nach dem ,gegebenen Zielpunkt® 2
(sog. ,innere Richtung®) ist

dpyg = + — sin %2 odx, — *ody,;

fiir die zur ,Orientierung” von Systemen zw1schen gegebenen Punkten
beobachteten Richtungen fallen alle Richtungskoeffizienten fort. Die
Fehlergleichungen fiir den Fall der Messung unabhiingiger Winkel
(z. B. bei Anwendung des Repetitionstheodolits) ergeben sich mit
den Differenzen der zugehorigen Richtungskoeffizienten. Fiir jede be-
obachtete Richtung (bezw. Winkel) wird ihre Fehlergleichung an-
gesetzt. 7. B. bei der Bestimmung eines Punktes durch ein System
auf ihm nach gegebenen Punkten beobachteter Richtungen (Riick-
wirtseinschneiden) ist die Form der Fehlergleichungen

v=adx -+ bdy -+ dz + I;

hierin bedeuten die ! die Abweichungen der beobachteten Richtungen
gegen die mit ,gendherten Koordinaten berechneten. Vielfach werden
die zugehorigen Normalgleichungen gleich so gebildet, daB die Orien-
tierungsverbesserung dz eliminiert ist. Sind » Fehlergleichungen vor-
handen, so ersetzt man entweder in den Fehlergleichungen die Koeffi-

zienten @ und b durch o — %17] und b — [712] (reduzierte Form der

Fehlergleichungen) oder, was noch zweckméBiger ist, man fiigt (nach
0. Schreiber) die fingierte Fehlergleichung:

Vapr = [a] dz + [b] dy
mit dem Gewicht — % hinzu. Man braucht sich dann um dz nicht
mehr zu kiimmern.
Ist ein Punkt durch Richtungssysteme bestimmt, die auf mehreren
gegebenen Punkten nach gegebenen und dem Neupunkte beobachtet
sind (Vorwirtseinschneiden), so ist fiir jeden Standpunkt das System

der Fehlergleichungen aufzustellen, welches dann, falls nur ein Neu-
punkt vorhanden ist, ebenfalls auf eine einzige Glelehunc von der Form

nach Naheruncrsmethoden Miinchen 1884, p. 133; 0. Eggert, Hilfstafel zur Be-
rechnung der Richtungskoeffizienten, entworfen von Fr. Kreisel, Berlin 1908 ;
E. Engel, Osterr. Zeitschr. f. Vermess. 1 (1903), p. 101; Rechenschieber von W. Voigt,
Zeitschr. f. Vermess. 23 (1894), p. 183

Encyklop. d. math. Wissensch. VI 1. 4
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v=adx+ bdy +1
m

m+1
auf dem betreffenden Standpunkt nach gegebenen Festpunkten be-
obachteten Richtungen ist. Bei der Punktbestimmung durch &uBere
und innere Richtungen (,vereintes Einschneiden) ergeben sich dem-
nach Fehlergleichungen beider Art. In der Praxis der Kleintriangu-
lierung handelt es sich in der Regel nur um die Einschaltung eines
einzelnen Punktes, also um zwei bezw. drei Unbekannte, y, x, bezw. 2. Bei
gleichzeitiger Ausgleichung mehrerer Punkte in einem geschlossenen
Netz oder Netzteilen (Punktgruppen aus zwei, drei und mehr Punkten
bestehend) ergeben sich dazu noch die Fehlergleichungen in der oben
angefiithrten Form zwischen je zwei Neupunkten. Die aus den Fehler-
gleichungen gebildeten Normalgleichungen werden nach dem Gauj-
schen Verfahren (vielfach mit Benutzung der Probe nach der Summen-
gleichung I D 2) p. 790) aufgelost. Zur Bildung der Faktoren der
Normalgleichungen und deren Auflésung ist fiir die meisten Aufgaben
der Kleintriangulierung der Rechenschieber als ausreichend zu er-
achten®). Die Ableitung des ,mittleren Fehlers der Gewichtseinheit®
(Richtung oder Winkel) aus der Fehlerquadratsumme [pvv] bezw. [vv]

nach der allgemeinen Gleichung V%p}?% (worin # die Anzahl aller

eingefithrten Beobachtungen, u die Anzahl der unabhingigen Un-
bekannten bedeutet) sowie die Ableitung der ,Gewichtskoeffizienten®
(I D2, p. 788) zur Berechnung des mittleren Fehlers der Unbekannten
bildet den Schluf der Ausgleichung®).

11b. Graphische Punktausgleichung. Statt Ausgleichung nach
,vermittelnden Beobachtungen® wird auch wohl graphische Koordinaten-
ausgleichung in einer , fehlerzeigenden Figur®, , Schnittfigur, angewendet.
Die allgemeine Bedeutung derartiger Naherungsmethoden ist bereits
p. 16 erwithnt worden. Die Aufgabe besteht darin, A) die fehlerzeigende
Figur darzustellen, B) in derselben die endgiiltige Punktlage so zu
bestimmen, daB mdglichst die Quadratsumme der Richtungsverbesse-
rungen, wie bei der Methode der kleinsten Quadrate, ein Minimum
wird. Fir die ,Konstruktion der fehlerzeigenden Figur® liegt der
einfachste Fall vor bei der Punktbestimmung durch Vorwirtsein-
schneiden mittels unabhingiger , duBerer” (p.49) Richtungen. Wird
(auf Grund gendherter Koordinaten) in der Nihe des gesuchten Punkt-

mit dem Gewicht reduziert werden kann, wo i die Anzahl der

64) Uber die Anorduung der Rechnungen, die Rechenschemata, besondere
Hilfsmittel, die Rechenproben usw. vgl. die Lehrbiicher, speziell Jordan, Hand-
buch 1, Kap. IIL
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ortes ein Wert y,2, angenommen, so liefert eine von einem gegebenen
Punkt ausgehende Richtung ¢ zwei Schnitte mit den Geraden z—=z,,

y =1, oder ihnen naheliegenden (tgtp = Z(;}%i)’ deren Verzeichnung

(in groBem Mafstab 1:1,1:10) die Richtung darstellt. Wird die Rich-
tung ¢ selbst im Punkt y,z, mit dem Auftragkreis (Transporteur) ein-
getragen, so geniigt ein Achsenschnitt. Es konnen auch die Ab-
weichungen zwischen den ,geniherten® Richtungen und den beobach-
teten, d=n—¢ (I der Fehlergleichungen p. 48) zur Auftragung be-
nutzt werden, indem die den ¢ entsprechenden Querverschiebungen

7

q =y $ vom gendherten Punktort aus rechtwinklig zu den von hier

aus gezeichneten Richtungslinien aufgetragen, oder ihre auf die Achsen
Yy, %, bezogenen Projektionen zur Konstruktion verwendet werden.
Beim ,vereinten” Einschneiden orientiert man kurzerhand die ,inneren®
Richtungen durch die ,duBleren® und fithrt die Aufzeichnung dadurch
auf das Frithere zuriick. Fiir Riickwértseinschnitte ist diese Konstruk-
tion nach Orientieren der Richtungen mit Hilfe der geniiherten
Koordinaten nicht korrekt, jedoch praktisch anwendbar. Man kann
auch die Schnittlinien als Tangenten der mit den gemessenen Winkeln
sich ergebenden Kreise (Peripheriewinkel zu den gegebenen Seiten
als Sehnen) darstellen®). Hine andere Methode auf Grund von ,Trans-
formationen nach reziproken Radien“ ist von C. Rumge mitgeteilt ).
Ein #lteres Verfahren ist das von Tulla angegebene (sogen. badisches
Ausgleichungsverfahren)®?). Die Ableitung der endgiiltigen Punktlage
in der Schnittfigur geschieht entweder durch einfache Schitzung
oder auf analytischem Wege. Die erstere, welche mit einer plau-
siblen mittleren Punktlage sich begniigt, ist fiir die praktische An-
wendung als bequemes Niherungsverfahren ausreichend (p. 16). Die
Aufgabe lautet: Gegeben sind in einer Ebene » Linien E; es ist der
Punkt P so zu bestimmen, dafl unter Beriicksichtigung der Gewichte
p fiir die Abstéinde % die Bedingung [phh] = Min. erfiillt wird. Eine
erste sehr elegante Losung riihrt von H. Bertot®) her®).

65) Jordan, Handbuch 2, § 85; K. Hammer, Zeitschr. f. Vermess. 25 (1896),
p. 611.

66) Zeitschr. f. Vermess. 29 (1900), p. 581.

67) Vgl. F. G. Gaufs, Rechnungen der FeldmeBkunst, p. 53 und speziell
p. 60, erste Anmerk.

68) Paris C. R. 82 (1876), p. 682.

69) Man vgl. auch C. F. Gauf, Werke 9, p. 221. Weiteres tiber Bedeu-
tung und Behandlung der Aufgabe in der niederen Geodisie siehe bei Jordan,
Handbuch 2, Kap. VIII, § 85, 86; Vogler, Prakt. Geom. 1, § 164; F. G. Gauf,

4*
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Einen neuen Vorschlag mit Anwendung eines dynamischen Aus-
gleichsprinzips macht Fischer ™) dadurch, daf -elastische, das Rich-
tungssystem darstellende Stibchen zur Bestimmung des die Gleich-
gewichtslage im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate ausdriicken-
den Punktes verwendet werden.

11c. Methode der bedingten Beobachtungen. Die Anwendung
dieser Methode mit Korrelatengleichungen (ID 2, p. 794) auf die Trian-
gulierungsausgleichung, von C. F. GaufZ™) begriindet, erfordert zu-
nichst die Aufstellung der unabhingigen Bedingungen, welche das
Netz bietet. Hierzu sind von C. F. Gauf3 die Regeln gegeben und
von Ch. L. Gerling™) mitgeteilt worden. Es kommen Bedingungen ver-
schiedener Art in Betracht; , Stationsbedingungen (Bedingungen I. Klasse
nach Gerling), welche sich fiir jede Station nach der Art der Beobachtung
ergeben und bei vorher erfolgter ,Stationsausgleichung” (vgl. p. 38)
inWegfall kommen; ,, Winkelsummen“bedingungen (Bedingungen II. Klasse,
Polygonbedingungen), welche aus den Figuren, die das Netz darbietet,
folgen, also in einfachster Form Dreiecks-, ev. Viereckssummen usw.;
,,Seitenbedingungen® (Bedingungen I11. Klasse), welche aus dem Zusammen-
schluB der Linienverhiltnisse sich ergeben. Z.B. fiir ein Viereck mit
einem Zentralpunkt, wobei iiber den Vierecksseiten mit dem Zentral-
punkt als Spitze 4 Dreiecke und 6 unabhingige Bedingungen ent-
stehen, hat fiir unabhéingige Winkelmessung die Stationsbedingungs-
gleichung des Zentralpunktes die Form a -+ b + ¢ 4 d = 360°, die
Winkelsummenbedingung fiir die 4 Dreieckssummen die Forma 4-b+¢
= 180°, die Seitenbedingung die Form (Fig. 15)

sing, sing, sing, siney 4
sinf, sinf, sinf, sinf, '

Nach der allgemeinen Form der Bedingungsgleichungen

Rechnungen der FeldmeBkunst, Abschn. V; F. R. Helmert, Zeitschr. f. Vermess.
6 (1877), p. 53; Genge, Vierteljahrschrift Ziirich 1886, p. 268; M. d’Ocagne,
Paris C. R. 114 (1892), p. 1415; E. Hammer, Zeitschr. f. Vermess. 21 (1892),
p. 618; Klingatsch, Die graphische Ausgleichung, Wien 1894; E. Puller, Zeitschr.
f Vermess. 24 (1895), p.553; E. Hammer, Zeitschr. f. Vermess. 25 (1896), p. 611;
Weixler, Mitteil. d. militir-geograph. Inst. Wien16 (1896), p. 143; C. Runge, Zeitschr.
£, Vermess. 29 (1900), p. 581; Komel, Osterr. Zeitschr. f. Vermess. 1 (1903), p. 173;
Polzer, ibid., p. 205. In Osterreich wird das Horsky'sche Diagramm benutzt,
vgl. dazu Hartner-DoleZal 1, p. 795.

70) Flischer, Zeitschr. f. Vermess. 28 (1899), p. 553, 655.

71) Supplementum theoriae combinationis etc., Comm. recent. Gotting. 6
(1828) = Werke 4, p. 55.

72) Ausgleichungsrechnungen d. prakt. Geom., 4. Abschnitt (sowie Beitrége
zur Geographie Kurhessens, Kassel 1831/39).
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oV + gV + agvy + - -+ a0, +w, =0
ergeben sich dementsprechend die ,Koeffizienten“. Diese sind bei der
logarithmisch angesetzten Seitengleichung entweder unmittelbar den

Tafeln zu entnehmende logarith-
//@\

mische Differenzen oder nach der

Formel % cotg« zu berechnen, da

il—(;%;g—f = Jg cotg «
ist, unter M den Modul der ge-
wohnlichen Logarithmen verstanden.
Aus den aufgestellten Korrelaten- Fig. 15.

gleichungen

v=ayky + by e ks

und den Normalgleichungen (I D 2, p. 7195) ergeben sich die Korrelaten
und damit die den Beobachtungen beizulegenden Verbesserungen ™).
Das Ergebnis der Ausgleichung sind demmach widerspruchlos sich zu
einem einheitlichen System zusammensetzende Winkel bezw. Rich-
tungen, aus denen die Koordinaten der Neupunkte auf verschiedenen
Wegen in Ubereinstimmung sich ergeben miissen. (Probe.) Die Fehler-
berechnung griindet sich auf den mittleren Fehler der Gewichtseinheit,
der bei r Bedingungen den Wert:

m— - {p:@
hat. In besonderen Ifillen des Netzanschlusses kommt auch die
Methode der ,,vermittelnden Beobachtungen mit Bedingungsgleichungen®
(ID2,p.792) in Betracht. Bei untergeordneten Messungen werden
wohl Niherungsausgleichungen angewendet, wobei zunéchst die Winkel-
bedingungen fiir sich behandelt werden und erste Winkelverbesserungen
ergeben, und danach die Seitenbedingungen, welche dann zur end-
giiltigen Verbesserung dienen *®).

11d. Die Genauigkeit der Kleintriangulierungen wird beurteilt
nach dem mittleren ,Richtungs“- bezw. ,, Winkelfehler”, wobei zu unter-
scheiden ist der sich unmittelbar aus den Stationsbeobachtungen er-
gebende Messungsfehler und der aus der Netzausgleichung folgende
(Riicksicht auf die Linge der Richtungslinien). Der letztere Fehler
ist stets groBer als der erstere (AnschluBzwang und Zentrierfehler usw.).

73) Uber die von C. F. Gauf angewendete Methode gibt Bd. 9 der Werke
AufschluB. Ferner vgl. L. Kriiger, Uber die Ausgleichung voun bedingten Beobach-
tungen, Potsdam 1905. Weiteres iber Aufstellung der Bedingungsgleichungen,
Rechenschemata usw. geben die Lehrbiicher, bes. Jordan, Handbuch 1, Kap. II.
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Die Genauigkeit der Kleintriangulierungen wird amtlich reguliert
durch ,Fehlergrenzen (Max.-Fehler rund der dreifache Betrag des
nmittleren Fehlers®) fiir den nach der Netzausgleichung sich ergeben-
den Richtungsfehler; z. B. gilt fiir die preuBlischen Kleintriangulierungen
nach Anweisung IX als Fehlergrenze fiir die verschiedenen Stufen
157, 25" (fiir trigonometrisch bestimmte Polygonnetzpunkte 35”), was
rund Y,g000 Max. - Abweichung entspricht. Der mittlere relative Liingen-
fehler der Kleintriangulierungen der preuBischen Landesaufnahme ™)
iibersteigt nicht - Y5 00- Kinen iibersichtlichen Genauigkeitsausdruck
liefert auch der auf Grund des aus der Ausgleichung gefundenen
Richtungsfehlers als Funktion desselben berechnete ,mittlere Koordi-
natenfehler”, und der hiernach bezw. direkt als Funktion der aus-
geglichenen Elemente gewonnene ,Entfernungsfehler“®). Die Fehler-
ellipse (I D 2, p.796), welche den Punktfehler in allgemeinster Fassung
gibt, wird als Fehlerausdruck nur in besonderen Fillen verwendet ),
dagegen der nach mp=]/177if:}—ﬁhiz;2 gebildete ,mittlere Punktortfehler
oft angegeben. Auch die DreiecksschluBfehler «, welche ein Dreiecks-
netz liefert, werden als Genauigkeitsmall verwendet, welches besonderen
Wert dadurch hat, dafl es vom Anschlufzwang frei ist; der ,mittlere
Winkelfehler“ ist bei » Dreiecksabschliissen niherungsweise

mo=+ /)

Als Genauigkeitsangabe sei angefiihrt, daf fiir mehrere neuere Stadt-
triangulierungen mit zusammen 1745 Punkten und der mittleren Strahlen-
linge 2,4 km der mittlere Richtungsfehler im Netz gleich 4 3", der
mittlere Punktfehler gleich 4 17 mm gefunden ist. Als ein Beispiel
fir die mit einfachen Hilfsmitteln unter groBeren Verhiltnissen zu
erreichende Genauigkeit kann auch eine von der preuBischen Kataster-
verwaltung ausgefithrte groflere Verbindungstriangulation genannt
werden ™).

12. Polygonzugmessung.

Polygonisierung ist die geometrische Punktbestimmung in ge-
brochenen Linienziigen durch Messung der Horizontalwinkel auf den
»Brechungspunkten“ (,,Brechungswinkel, ,Polygonwinkel®) mit dem

74) v. Schmidt, Zeitschr. f. Vermess. 23 (1894), p. 387.

75) Jordan, Handbuch 1, Kap. II, TIL

76) Helmert, Ausgleichungsrechnung, p. 231; Jordan, Handbuch 1, 2. Aufl,,
Kap. III; 3. Aufl. Kap. V.

77) C. Reinhertz, Die Verbindungstriangulation zwischen der Triangulation
im Koblenrevier und dem Rhein. Dreiecksnetz, Stuttgart 1888.
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Theodolit und der Entfernungen (Strecken, Polygonseiten) von Punkt zu
Punkt mit LingenmeBwerkzeugen oder durch indirekte Entfernungs-
messung (vgl. p. 85). Die groBe Bedeutung des Polygonzuges er-
klért sich daraus, daB er #uBerst schmiegsam ist und sich allen Ver-
héltnissen anpassen laBt; er folgt den StraBen, Eisenbahnen, Bichen,
Waldwegen, Schluchten, den Stollen im Gruben- und Tunnelbau usw.
Die Polygonisierung liefert insbesondere bei den Spezialvermessungen
das auf Kleintriangulierung gegriindete, in rechtwinkligen Koordinaten
anszudriickende Liniensystem, welches als Unterlage fiir die Klein-
messungen verschiedener Art erforderlich ist. Die Punktabstinde
konnen je nach der vorliegenden Aufgabe mehrere hundert Meter be-
tragen oder aber auf ganz kurze Entfernungen herabgehen. Ein
System mehrerer Ziige ergibt das ,Polygonnetz¥, wobei die Ziige die
gegebenen trigonometrischen Punkte unmittelbar verbinden (,,Haupt-
zlige“) oder bereits bestimmte Polygonpunkte (,,Nebenziige“ in ver-
schiedenen Stufen). Die Vermessung einer Stadt z. B. macht in den
Straflen zahlreiche Ziige in verschiedenen Stufen erforderlich. Poly-
gonziige ohne Koordinaten- bezw. Richtungsanschluf kommen nur in
ganz besonderen Fillen oder fiir kleine Nebenmessungen zur An-
wendung; bei geschlossenen Polygonen werden stets simtliche Be-
stimmungsstiicke (Winkel und Seiten) ev. indirekt gemessen™). Werden
nicht die Brechungswinkel mit dem Theodoliten, sondern fiir jede
einzelne Strecke die magnetischen Azimute mit der Bussole (Kompaf)
bestimmt, so entsteht der ,Bussolen-(Kompa8-)zug®. Wird der Zug
mit dem Tachymeter und dabei die Entfernungen durch Distanz-
messung (vgl. p. 85) gewonnen, so entsteht der ,tachymetrische Poly-
gonzug®.

12a. Der Theodolitpolygonzug. Gegeben sind die Koordinaten der
AbschluBpunkte P, und P, und auf jedem derselben mindestens ein
gegebener Richtungswinkel zu einem Zielpunkt N, bezw. N,; gemessen
sind simtliche Strecken s und sdmtliche Brechungswinkel 8 (im Sinne
rechtsliufiger Zahlung) einschlieBlich der Anschlufiwinkel auf P, und
P, zwischen der anliegenden Polygonseite und N, bezw. N,. Fiir irgend
eine Strecke des Zuges ergibt sich dann durch ,Ubertragung® mittels
der gemessenen Winkel von der je vorhergehenden Richtung aus der
Richtungswinkel z. B. n, = n;, + 8, 4 180° und die zugehdrigen
Koordinatenunterschiede sind entsprechend Ay =s sin n, Jz= s cos 7,

78) Uber die Bedeutung und Behandlung der Vielecksaufgaben vgl. Nell,
Zeitschr. f. Vermess. 22 (1893), p. 489; E. Puller, ibid. 23 (1894), p. 257; vgl
auch Hammer, Trigonometrie § 40—43.
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womit die beim Abschluf auftretenden Bedingungen sind N,= N,
4+ 2180°+[B]; Y, =Y, 4 [dy], X,= X, + [d«], fiir die bestimmte
ylehlergrenzen” innezuhalten sind. Die Berechnung geschieht in einem
geeigneten Schema mit Logarithmen, ,Koordinatentafeln® fiir s - sin#,
s-cos n oder der Rechenmaschine™).

Die Genauigkeit der Liéngenmessung ist p. 21 erwihnt, dem
noch die Bemerkung zuzufiigen ist, dafl im System von Klein-
messungen die Genauigkeit im Polygonnetz derjenigen der nach-
folgenden Linienaufnahme iibergeordnet sein muB. Zur Winkel-
messung dienen kleine oder mittlere Theodolite (vgl. p. 23). Von
besonderer Bedeutung sind die mechanischen Fehler des Verfahrens,
die Zentrierung von Theodolit und Signal (Fluchtstab, Signalscheibe,
beim Markscheiden und im Tunnel Lichtsignale), weshalb bei scharfen
Messungen besondere Hilfsmittel (optische Abloter, festes Lot, bei
Grubenmessungen®’) Steckhiilsen usw.) verwendet werden. Ist e die
Exzentritit der Aufstellung des Instrumentes, ¢ und ¢ die der
Signale fiir einen gestreckten Winkel mit den Seiten a und b, so
ist der bei quer zur Zugrichtung angesetzten Exzentrizititen hieraus
entstehende Fehler des Winkels®)

a+b 2 ¢ \? € \2
)/ (5 o) + (o) + (o)’
der sich mit dem reinen Messungsfehler verbindet. Die Gleichung

des mittleren Richtungsfehlers fiir die rte Richtung in einem ange-

rin—1)

schlossenen Zuge von » Winkeln M = mV ———= zeigt, wie der

Richtungsfehler zur Zugmitte wachst. Fiir den auf den unmittel-
baren Winkelfehlern m beruhenden linearen Querverschiebungsfehler
am Ende eines geradlinigen Zuges mit »n gleichlangen Seiten s gilt

= Vorom F (o Tom - F @omF + (1 3m
oder = m Véij, welcher sich beim RichtungsabschluB entsprechend
reduziert®). Die erwihnten fiir die Theorie des Polygonzuges

79) Uber Rechenbilfsmittel vgl. die Lehrbiicher, z. B. Hartner-Dolezal 1,
p. 619; Jordan, Handbuch 2, p. 268. Daraus u. a. C. F. Defert, Tafeln zur Be-
rechnung rechtwinkliger Koordinaten, Berlin 1874; E. Liling, Math. Tafeln fiir
Markscheider und Bergingenieure, 4. Aufl., Berlin 1898; Gurden, Traverse Tables,
London 1888. Man hat ferner besondere Rechenschieber und Apparate fiir die
Koordinatenrechnung konstruiert; vgl. z. B. Ch. Lallemand, Zeitschr. f. Vermess.
29 (1900), p. 233 und Hartner-Doletal 1, p. 625, wo ein Koordinatometer nach
Friedrich beschrieben wird.

80) Vgl. die Lehrbiicher der Markscheidekunde.

81) Jordan, Handbuch 2, § 97 und § 100—103.
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wesentlichen Formeln zeigen, daB die Polygonseiten moglichst lang,
oder z. B. bei gegebenem trigonometrischen Punktabstand moglichst
wenig Zwischenpunkte genommen werden sollen, wobei aber anderer-
seits zu bedenken ist, daB der Polygonzug so angelegt werden muf, dafl
die untergeordneten Liniennetze bequem angeschlossen werden kdnunen.

Die strenge Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate
hat in praktischer Hinsicht wegen der Unsicherheit der Gewichtsver-
hiltnisse fiir die Léngen- und Winkelmessung Schwierigkeiten (vgl. die
Lehrbiicher), es finden daher in der Regel numerische oder auch
graphische®®) Naherungsverfahren Anwendung (ein einfaches, meist
angewendetes Verbesserungsverfahren ist gleichmiBige Verteilung des
RichtungsabschluBifehlers auf die Winkel und danach Verteilung des
linearen KoordinatenabschluBfehlers je proportional den Seitenlingen).
Die Aufgabe kann auch als Koordinatenumwandlung mit kleiner
Achsenabweichung und MaBstabreduktion aufgefafit werden (vgl. p. 34).
Die Genauigkeit der Polygonzugmessung wird ausgedriickt durch den
aus dem Richtungsabschlufifehler § sich ergebenden mittleren Winkel-

fehler 1’;". , welcher unabhingig ist von der Einfithrung des Lingen-
n

maBes, sowie durch die KoordinatenabschluBfehler £, f,, oder deren

Projektion auf die Zugrichtung als ,Léngenfehler« [Qy]fljéjéﬁ]f@

und ,,Querfehler” [A@fy; [Ay)fe (8 = Zuglénge). Hierfiir sind in den

Vermessungsanweisungen amtliche Fehlergrenzen festgesetzt. Zahl-
reiche Genauigkeitsbestimmungen®) haben mittlere Winkelfehler zwi-
schen 15" bis 5” ergeben; in den meisten Fillen begniigt man sich
mit 15”7 bis 30”.

Besonders zu erwihnen bleibt noch der AnschluB von Ziigen an
unzugingliche Dreieckspunkte, besonders Kirchtiirme, sowie die Uber-
windung von Gelindehindernissen (Flisse usw.). Hierzu sind trigo-
pometrische Hilfsmessungen erforderlich, soda8 z. B. fiir einen Turm-
anschluf die fehlenden AbschluBstiicke (Linien und Winkel) sich in-
direkt ergeben. (Vgl. die Lehrbiicher.) Werden mehrere Ziige zu
einem an gegebene Punkte anschlieBenden Netz zusammengefaBt
(,,Knotennetz®), so entsteht eine Ausgleichungsaufgabe, welche nach
mvermittelnden® oder ,,bedingten® Beobachtungen behandelt werden kann,
und im Fall nur ein Knotenpunkt vorliegt (der weitaus hiufigste

82) Ein neueres graphisches Verfahren gibt Klingatsch, Zeitschr. f. Ver-
mess. 29 (1900), p. 540 (vgl. auch 30 (1901), p. 335).

83) Zeitschr. f. Vermess., Literaturibersichten und Jordan, Handbuch 2,
Kap. IX.
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Fall), auf die Ausgleichung ,direkter Beobachtungen (I D 2, p. 782)
nach dem Prinzip des ,allgemeinen arithmetischen Mittels“ fithrt.

12Db. Der Bussolen-(KompaB-)zug findet vielfache Anwendung bei
tachymetrischen und topographischen Aufnahmen (p. 90), bei Waldver-
messungen, und besonders Grubenaufnahmen (hierbei auch mit sehr
kurzen Strecken, Schniiren), Routenaufnahmen und nautischen Ver-
messungen (mit sehr langen Strecken). Bei engbegrenzten Aufnahmen
werden oft die magnetischen Meridianrichtungen unmittelbar als Ab-
scissenachsen genommen, bei Anschlufl an trigonometrische Netze die
Abweichungen der magnetischen Richtungen von den trigonometrischen
Abscissenrichtungen durch Beobachtung bekannter trigonometrischer
Linien gefunden, bei ausgedehnten Aufnahmen ohne trigonometrischen
Anschluf die absoluten magnetischen Deklinationen durch Vergleichen
der magnetischen Richtungen mit bekannten oder besonders (vielfach
zu dem Zweck nur gendhert) bestimmten absoluten Azimuten ermittelt,
oder aber auch aus den allgemeinen Deklinationsbestimmungen ent-
nommen (z. B. Neumayer's Karten). Von der Beriicksichtigung der
tiglichen Variation wird bei der Feldmessung in der Regel abgesehen,
bei Grubenaufnahmen, Orientierungsmessung, beim Markscheiden je nach
den Umstéinden darauf Riicksicht genommen, wobei dann im gegebenen
Fall korrespondierende Variationsbeobachtungen in Betracht kommen.
Bei Kleinaufnahmen im Felde wird der Einfluf} der Variation ohnehin
durch die wiederholten trigonometrischen Anschliisse gentigend eliminiert.

Die Genauigkeit der unmittelbaren magnetischen Richtungs-
angaben durch das Instrument schwankt bei Bussoleninstrumenten
etwa zwischen einigen Minuten bis zu einigen Zehntel Grad, je nach
der Einrichtung und GroBe des Instrumentes, beim Freihandgebrauch
ist der Fehler entsprechend grofer (einige Grad)®). Da im Kom-
paBzug jede Richtung unabhingig bestimmt wird, ist das Fehler-
gesetz ein anderes als im Theodolitzug, und zwar ist der Querfehler
fiir einen Zug mit n gleichlangen Strecken ¢ = -+ m,s}/n. Der Ver-
gleich mit der entsprechenden Fehlerformel des Theodolitzuges p. 56
zeigt, daB die Fehlerfortpflanzung im KompaBzug erheblich giinstiger
ist als im Theodolitzug, und im Gegensatz zu diesem moglichst kurze
Strecken, d. h. hiiufige Messungen verlangt; sie erklirt, daB grob er-
scheinende Messungen mit kleinen Bussolen, wie z. B. tachymetrische

84) Wegen der verschiedenen Einrichtung, der Einteilung (gewdhnlich in
Grad, bei Grubenkompassen auch Stunden), der Priifung der zur Anwendung
kommenden Instrumente, Feldbussolen, Markscheiderbussolen vgl. die geodati-
schen Lehrbiicher, sowie die speziellen Lehrbiicher der Markscheidekunde.
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Kleinziige, Markscheideziige mit dem ,Hingezeug® (Kreisbussole im
doppelten Hingering schwebend), Itinerarziige auf Forschungsreisen
verhiltnism#éBig gute Resultate zu geben vermdgen. Wegen Berech-

nung und Fehlerverteilung sowie Auftragung der Ziige sehe man
die Lehrbiicher nach.

13. Einzelaufnahme. Bei den exakten Kleinvermessungen
(,,Grundstiickaufnahme® sog. ,Stiickvermessung®) erfolgt die Aufnahme
der Einzelheiten (Grenzsteine, Gebiude, Wege usw.) durch unmittel-
bare Lingenmessung auf Grund eines Systems von stufenweise sich
aufeinander stiitzenden und bei umfangreichen Aufnahmen (,Kataster-
vermessungen®) auf Triangulierung und Polygonisierung gegriindeten
Linien, dem sog. ,,Liniennetz”. Iiir die Punkte, in welchen eine unter-
geordnete Linie in eine {ibergeordnete miindet (,,Liniennetz-%, ,Binde*,
»Klein“-Punkt) werden auf Grund der Lingenmessung (p. 19) Koor-
dinaten berechnet. Verbindet eine gerade Linie die gegebenen Punkte
P, und P, (Fig. 16) und sind die Streckenunterschiede s,, so rechnet

a
man nach

yn - y’n—l = A:[/n = Sn'

yq [;]ya7 xn - xn—l = Axn = Sn Lbeﬁ[ﬁsT@g ’
sodaB durch Ansatz der gemessenen Streckensumme [s] die Fehler
der Lingenmessung proportional den gemessenen Strecken s, auf
die Koordinatenunterschiede verteilt werden (vgl. auch Koordinaten-
umformung p. 34)%). Der Abschluifehler mufl innerhalb der fiir

die Lingenmessung festgesetzten ,Fehler-

grenzen® (p. 21) bleiben. DBei dieser An- 4
ordnung der Messungen erfolgt somit eine P
fortyesetzte Verteilung bezw. Ausgleichung der Sy, '

Messungsfehler und. Beurteilung der Genauig-
keit von der Triangulierung ausgehend, iiber
die Polygonisierung bis herab zwr Kleinauf- F,
nahme. Da die Messungen der Landestrian- Fig. 16.
gulierungen auf die Normalnullfliche (Meeres-

spiegel) (p. 9) projiziert werden, ergibt demnach dies Interpola-
tionsverfahren auch die Projektion simtlicher Linien und der durch
sie gebildeten Figuren. Zur Sicherung der Lage jeder Linie dienen be-
sondere Messungsproben, Querlinien, Anschnitte, Verlingerungen usw.,
welche rechnerisch oder graphisch ausgewertet werden (z. B. Probe
auf Geradlinigkeit aus den Richtungstangenten oder der Kldche des
gestreckten Fehlerdreiecks). Die Methode der kleinsten Quadrate wird

85) Anweisung IX, p. 28 und Trigonom. Formular 23, p. 835.
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zur Ausgleichung von Linienmessungen nur selten benutzt; sie ist
in Anweisung IX bei der Bestimmung wichtiger Punkte durch mehr-
fachen Bogenschnitt angewandt®). Bei der Aufmessung kleiner Kom-
plexe, bei welchen weder Anschlul an iibergeordnete Systeme noch
Winkelmessung stattfinden soll, wird oft ein Viereck, dessen Diago-
nalen gemessen sind (Diagonalenviereck), verwendet, wobei durch den
Schnittpunkt sich eine Probe ergibt. Die Anordnung und Berechnung
solcher Messungen ist besonders von F. G. Gauf3®¥) behandelt.

Auf ein derartiges in sich gesichertes Liniennetz griindet sich
die , Fincelaufnahme” entweder dadurch, daB die aufzunehmenden
Punkte oder Linien (Grundstiicksgrenzen, Gebdudefluchten usw.) als
untergeordnete Linien in das bestehende Netz eingefiigt werden, oder
daB die Punkte durch Absteckung rechter Winkel auf die nahe an sie
herangelegten Netzlinien projiziert werden, sog. ,, Koordinatenaufnahme”.
In jedem Falle konnen fiir alle Punkte Koordinaten berechnet werden,
im letzteren Falle durch Transformation der einzelnen Messungslinien
mit den rechtwinklig zu ihnen aufgemessenen Abstinden in das all-
gemeine System. (Die Koordinatenberechnung bleibt meistens auf
einen Teil der wesentlichsten Punkte, Grenzen von ,Fluren?, ,Ge-
wannen“ und sonstige wichtige Messungspunkte beschrinkt.)

Die Instrumente zum Abstecken rechter Winkel sind das uralte
,, Winkellreuz (groma, in neuerer Form als ,,Winkelkopf“, ,Winkel-
trommel“) und die Reflexionsinstrumente , Winkelspiegel“ und ,, Winkel-
prisma®.  Beim ,Winkelspiegel“, welcher aus zwei kleinen Spiegeln
besteht, werden im Kreuzungspunkt doppelt reflektierter Strahlen
Winkel vom doppelten Betrage des Spiegelwinkels (45°) gebildet,
sodaBB, wenn bei vertikalen Spiegelflichen eine direkte Zielung mit
einem reflektierten Bilde in Deckung erscheint, der gewiinschte Hori-
zontalwinkel gleich einem rechten Winkel abgesteckt ist. Ein ,,Winkel-
prisma“ ist ein gleichschenkliges, rechtwinkliges Glasprisma, in
welchem, wie Bauernfeind 1851 gefunden hat, doppelt reflektierte
Strahlen (an der Kathete infolge von Totalreflexion) im Kreuzungs-
punkt mit einer direkten Zielung einen rechten Winkel bilden?®7).
Diese doppelt reflektierten Strahlen sind unabhingig vom Einfalls-
winkel und dadurch von den einfach reflektierten zu unterscheiden®®).

86) Wegen der Ausfiithrung der Rechnung (Logarithmen, Rechenmaschine
usw.), Rechenschemata usw. vgl. die Lehrbiicher, speziell F. G. Gaup, Rech-
nungen der FeldmefBkunst.

87) Vgl. die verschiedenen Lehrbiicher der Geodisie, besonders Bauern-
feind, Vermessungskunde.

88) Es sind eine Reihe weiterer Prismen konstruiert, unter denen ein
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Werden zwei ,Winkelspiegel“ oder zwei sich unter 90° kreuzende
Spiegel zusammengesetzt, so erhilt man das ,Spiegelkreuz, ebenso
das ,, Prismenkreuz (in verschiedener Form), womit gestreckte Winkel,
d. h. gerade Linien abgesteckt werden kdnnen. Die Richtigkeit der
Instrumente wird durch Absteckung von zwei Seiten aus gepriift,
wonach Spiegelinstrumente und Prismenkreuze gegebenenfalls zu be-
richtigen sind. Die Genauigkeit der Absteckung betriigt rund 1" bis 2”.%9)
Weiteres iiber die Instrumente und ihren Gebrauch bei Aufnahmen
und zu verschiedenen Absteckungsaufgaben geben alle Lehrbiicher der
Geodisie.

Die ,geometrische Karte“, der ,Lageplan®, ist eine entsprechend
verkleinerte Darstellung des auf den Vermessungshorizont (N. N.)
projizierten Punkt- bezw. Liniensystems, hergestellt auf Grund des
der Berechnung zu Grunde liegenden rechtwinkligen Koordinaten-
systems. Die Grundlage bildet das Koordinatennetz (sog. ,,Quadrat-
netz“), in welches die Koordinaten der berechneten Punkte (Drei-
ecks-, Polygon- und Liniennetzpunkte) eingetragen werden, womit
das , Liniennetz“ konstruiert ist, welches als Unterlage fiir die
Eintragung der weiteren (im sog. ,HandriB“ oder ,Feldrif“ auf-
geschriebenen) Aufmessungen dient. Zum Auftragen der Koordinaten
sowie der nach der ,Koordinatenmethode“ aufgemessenen Punkte dient
ein Auftragapparat (Koordinatograph), bestehend aus Abscissenlineal
und Ordinatenschieber. Der ,MaBstab“ von Spezialkarten liegt im
allgemeinen zwischen 1:500 bis 1:5000, sehr hiufig gebraucht wird
1:1000 und 1:2000. (Zurzeit werden die hundertteiligen MaBstab-
verhiltnisse bevorzugt.) Der nicht zu vermeidende ,Papiereingang®
wird durch Kontrollierung der Quadratnetzlinien ermittelt und danach
reduziert®). Weiteres iiber die geometrische Kartierung geben die
geodatischen Lehrbiicher, fir die ,Grubenaufnahme® (Grubenrisse)
die Lehrbiicher der Markscheidekunde.

14. Berechnung und Teilung der Flichen.

14a. Die Flichenberechnung. Die Berechnung des ,Flichen-
inhaltes“ vermessener Flichen kann erfolgen aus den Messungszahlen, aus

fiinfseitiges Prisma von L. Prandil erwiihnt sei, Zeitschr. f. Vermess. 19 (1890),
p. 462.

89) I. Lorber, Zeitschr. f. Instr. 8 (1888), p. 381; eine Fehlertheorie des
Winkelprismas findet man bei Jordan, Handbuch 2, p. 36.

9¢) Uber die bei ausgedehnten Gebieten in Frage kommenden Projektions-
verzerrungen sei auf Jordan, Handbuch 3, § 59 und auf VI i1, 4 (R. Bouwr-
geots) verwiesen.
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den Koordinaten der Eckpunkte, graphisch auf Grundlage der Karte,
oder auch durch eine Verbindung von Messungszahlen und Karten-
mafBen. Die Berechnung der geradlinig begrenzten Figuren geome-
trischer Aufnahmen griindet sich auf die einfachsten Sitze der Plani-
metrie, wobei auch graphische Verwandlung®') von Figuren (Vielecke
in Vier- bezw. Dreiecke) in Betracht kommt. Fiir in Koordinaten
gegebene oder auch direkt nach der Koordinatenmethode aufgemessene
Figuren wird z. B. (bei rechtliufiger Zéhlung) gebraucht

2F = 2y, (%, 1 — Zpy1) = 20, (— Y1+ Yuiy1)s

zur Ausrechnung dienen in der Regel Multiplikationstafeln oder Rechen-
maschinen (I1F (R. Mehmke), p.944); wegen Anordnung, Rechen-
schemata usw. siehe die Lehrbiicher. Die Ableitung der Flichen
von Vielecken aus Seiten und Winkeln iiberhanpt (vgl III 1, 3
(M. Simon)) wird selten verwendet, da, wie oben auseinander gesetzt,
die Winkelmessung in der Regel nur zur Netzlegung, nicht aber zur
Kleinaufnahme dient, falls das geschieht, aber ohnehin Koordinaten-
berechnung eintritt. Bei der Flichenermittlung nach Plinen wird
fiir regelmifige Kiguren entweder Dreiecks- bezw. Viereckszerlegung
verwendet, wobei verschiedene Hilfsmittel gebraucht werden, z. B.
eine mit feinen Quadratnetzlinien versehene Glastafel, sowie eine
transparente Hyperbeltafel von Kloth®?). Haben die im Flichen-
produkt F' zu vereinigenden Faktoren @ und & die mittleren
Fehler m, bezw. m,, so ist M ﬁzi—_]/(ah;)"—}—(br;z;)é, woraus sich
mit Riicksicht auf Messungs-, Kartenfehler usw. verschiedene IFol-
gerungen ergeben®?). Ein bequemes Niherungsverfahren zur Be-
rechnung namentlich langgestreckter unregelmifBig begrenzter Figuren
liefert das ,Parallelennetz® (,Harfe®, , Fadenplanimeter), womit sich
die Fliche als Summe schmaler Trapezstreifen ergibt zu F = k[p)],
(p = Trapezmittellinien mit Zirkeladdition erhalten, oder mit der
oben erwihnten Glastafel abgelesen). Dies kann fiir gekriimmte Um-
fangslinien auch zur Anwendung der Simpsow’schen Flichenformel
fithren. Im ibrigen ist auf die Lehrbiicher zu verweisen. In aus-
gedehntem MaBe finden die , Plawimeter” (Polar-, Prizisions-, Scheiben-,
Kugelrollplanimeter vgl. IL A 2 (4. Vo), p. 128) Anwendung, deren
Genauigkeit in mittlerem relativen Flichenfehler etwa zu gf; bis o an-

1

. oo . 1 4
genommen und bei den Priizisionsinstrumenten bis zu ;55 und sogar g5

gesteigert werden kann. Die Flichenberechnung bei der Vermessung

91) Iv. Collignon, Ann. des ponts et chauss. 1887, p. 9.
92) Jordan, Handbuch 2, Kap. IIT und Zeitschr. f. Vermess. 21 (1892), p. 628
(22 (1893), p. 60, 338); 32 (19038), p. 686; J. Schndickel, ibid. p. 129 und 369.
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zusammenhingender griBerer Gebiete (ganze Gemarkungen, Fluren
usw.) stellt zundchst den ,Sollinhalt“ fiir ein Kartenblatt (Flur, Block
usw.) aus den Koordinaten des das Blatt umrahmenden Liniennetzes
fest, worauf die Berechnung der Einzelflichen folgt, welche auf den
ermittelten ,Sollbetrag® ausgeglichen werden. FKiir alle diese Berech-
nungen sind entsprechende ,Fehlergrenzen® innezuhalten, welche ge-
mif der Grenauigkeit der Flichenberechnung unter Beriicksichtigung
der Messungs- und Kartierungsfehler, des KartenmaBstabes usw. auf-
gestellt sind; fir die preuBischen Kleinmessungen gilt z. B. nach
Anweisung VIII als amtliche Fehlergrenze 0,011/60 F - 0,02 F* fiir
Fin qm.

14b. Die Flichenteilung. Bei der Teilung (Veréinderung, Um-
legung) vermessener Flichen handelt es sich darum, rechnerisch oder
graphisch auf Grund eines Planes die den gerade vorliegenden praktischen
Bedingungen entsprechenden Finteilungs- oder Begrenzungslinien zu be-
stimmen und im AnschluB an die Messungsergebnisse oder den Plan
diese Linien im Gelinde abzustecken, und schlieBlich die Richtigkeit
und Genauigkeit der Absteckung zu priifen. Das Verfahren griindet
sich auf die Teilung geradlinig begrenzter einfacher Figuren, welche
entweder im Plan, oder durch Koordinaten der Eckpunkte, oder durch
Messungszahlen im Handrif, auch Seiten und Winkel, gegeben sein
kénnen. Die planimetrische Theorie dieser Teilungen behandeln die
Lehrbiicher der Elementarmathematik, die hauptsichlich technisch in
Betracht kommenden Anwendungen die Lehrbiicher der Geodisie; die
rechnerische Losung auf Grund von Koordinaten ist besonders von
F. G. Gauf entwickelt®).

Die Aufgaben lassen sich im allgemeinen zuriickfiihren auf
die, von einem durch zwei sich schneidende Linien gegebenen Winkel-
raum (Dreiecksraum) oder einem durch drei Linien umgrenzten an
einer Seite offenen Doppelwinkelraum (Vierecksraum) bestimmte
Flichenstiicke unter bestimmten Bedingungen abzuschneiden. Diese
Bedingungen werden in der Vermessungstechnik durch verschieden-
artige Umstinde vorgeschrieben; die wesentlichsten mathematisch
in Betracht kommenden sind: 1) Die abzusteckende Trennungs-
linie soll durch einen gegebenen Punkt gehen, der in den meisten
Fillen auf einer der gegebenen Umgrenzungslinien liegt; 2) die Tren-
nungslinie soll eine bestimmte Richtung haben, z. B. parallel oder

98) F. G. GauP, Die Teilung der Grundstiicke, 4. Aufl., Berlin 1904. Die
Literatur zu zahlreichen besonderen Fillen ist in den jihrlichen Literaturiiber-
sichten der Zeitschr. f. Vermess. angegeben.
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rechtwinklig zu einer gegebenen Linie, in manchen Fillen zu einer
der Umgrenzungslinien; 3) die durch die Trennungslinie abge-
schnittenen Linjenstiicke der Urfigur sollen in einem bestimmten
Verhiltnis zueinander stehen (sog. ,Proportionalteilung®). Fiir die ein-
fache Dreiecksteilung ergibt sich danach z B. folgende Ubersicht. Vom
Dreieck U (Fig.17) mit den Seiten 4, B, C'soll von der gegeniiber A liegen-
den Kicke aus ein Flichenstiick f durch Linienstiicke b, ¢ abgeschnitten

werden, sodal wird %:m, %:n, und demnach k—=7—=".% — m.n.

Das gibt fiir den Fall 1), wenn Punkt P auf C durch ¢ gegeben ist, das ge-
suchte m = %, b = mB; fiir Fall 2), wenn z B. die Trennungslinie

parallel 4 sein soll, m = n = V/k, usw. Entsprechend gestaltet sich die
Vierecksteilung, wobei noch besonders hinzuweisen ist auf die auf
quadratische Gleichungen fiihrende
Parallel- und Proportionalteilungen,
welche verschiedene Losungen zu-
lassen®). Die richtige Absteckung
wird schlieBlich durch Aufmessung
und Flichenberechnung der ab-
gesteckten Figuren innerhalb der
erwihnten  Fehlergrenzen sicher-
L A4 5 gestellt. Im iibrigen ist zu bemerken,
Fig. 17. daB in den verwickelten Fillen der

Praxis sehr viel Ann#herungsver-

fahren zur Anwendung kommen derart, dafl die Bedingung fiir die
Lage der Teilungslinie (z. B. parallel oder rechtwinklig zu einer be-
stimmten Linie) vorweg genau erfiillt wird und die Flichenbedingung
zunichst nur gendhert, sodaB dann nach erfolgter Flichenberechnung
noch kleine Verschiebungen der Linie unter Beriicksichtigung der
Lagebedingung auszufiihren bleiben, die dann auf die Absteckung eines
schmalen Dreiecks, Paralleltrapezes usw. herauskommen. Derartige
Anngherungsverfahren konnen auf Grund eines ,Handrisses“ oder auch
direkt im Felde vollstindig rechnerisch durchgefiihrt werden. Die
gleiche Aufgabe liegt vor bei der sog. ,Grensbegradigung®, wobei es
sich darum handelt, einen gebrochenen Grenzzug bei unverinderter
Flichengrsfe der Figuren durch eine gerade Linie zu ersetzen. Muf

A~

94) Uber einige besondere Bebandlungen vgl. Zeitschr. f Vermess. 13
(1884), p. 277; 14 (1885), p. 289; 15 (1886), p. 465; 23 (1894), p. 321; 24 (1895),
p- 80, 383; 27 (1898), p. 490; 30 (1901), p. 159; 31 (1902), p. 317, 477; 32 (1908),
p. 378; 33 (1904), p. 97, 121, 124; ferner die ,Allgemeinen Vermessungsnach-
richten%, Liebenwerda, und andere Fachzeitschriften.
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bei den Teilungen der verschiedenartige Wert der Flichen (Bonitit)
in Riicksicht gezogen werden, so gehen die danach bestimmten Flichen-
werte in die Rechnung ein %).

15. Das Abstecken von geraden Linien und Kreisbogen. Das
Abstecken (Ausrichten) von geraden Linien im Gelinde (Vertikal-
ebene) erfolgt auf kurze Entfernungen, falls nicht besondere Genauig-
keit erforderlich ist, mit Fluchtstiben (Baken) nach freiem Auge
oder mit Anwendung eines Handfernrohrs (Feldstecher) durch ,Ein-
weisen oder auch mit Winkel- oder Prismenkreuz (vgl. p. 61).
Bei genauen Absteckungen, langen Linien usw. wird der Theodolit
oder ein besonders in der Vertikalebene richtig kippendes Fern-
rohr (Alignementsfernrohr) verwendet, mit festem Stand auf einem
Endpunkt oder fortschreitender Standénderung von Linienpunkt zu
Linienpunkt. Fiir sehr lange Linien werden auch indirekt Zwischen-
punkte abgesteckt, indem in der Néhe der Linie ein Hilfspunkt an-
genommen wird, der kleine Abweichungswinkel von der Geraden mit
dem Theodolit gemessen und mit Hilfe der ebenfalls bestimmten
Entfernung die Verschiebung des Hilfspunktes berechnet wird. Ist
eine direkte Zielung zwischen den Linienendpunkten nicht méglich,
wie z. B. bei der Achsenbestimmung fiir groe Tunnel, so wird der Ab-
steckung eine Triangulierung zu Grunde gelegt, die den Winkel zwischen
Achsenrichtung und gegebenen trigonometrischen Linien (Miren) ergibt,
wonach im Tunnel mit dem Alignementsfernrohr mit fortschreitender
Standénderung die Linienpunkte gewonnen werden. Die Fehlertheorie
dieser Absteckungen entspricht der des gestreckten Polygonzuges
(vgl. p. 56)%). Uber kleine Absteckungen mit Winkelspiegel, Recht-
ecke, Quadratnetze, Parallelenabsteckung usw. s. die geodétischen
Lehrbiicher.

Das Abstecken von Kreisbogen wird beim Bau von StraBen, Ka-
ndlen, insbesondere Eisenbahnen erforderlich. Durch das Projekt ist
in der Regel gegeben die Richtung zweier sich schneidender Geraden
(Tangenten), welche durch einen Kreisbogen mit ebenfalls durch die
Bedingungen des Projekts vorgeschriebenem Radius zu verbinden sind;
seltener ist eine Tangente an einen oder mehrere Bogen zu legen.
Verlangt wird, daf in kurzen Abstinden Bogenpunkte im Gelinde
abgesteckt werden. Die Bestimmungsstiicke sind demnach: die beiden

95) Beispiele fiir Linien- und Tunnelabsteckungen gibt Jordan, Handbuch 2,
§ 198, 205 mit weiterer Literatur, ferner Hartner-Dolezal 2, p. 447 u. 448. Fur
den Gotthardtunnel z. B. C. Koppe, Zeitschr. f. Vermess. 2 (1873), p. 369; 5
(1876), p. 86; fir den Simplontunnel M. Rosenmund, ibid. 32 (1903), p. 74.
Encyklop. d. math. Wissensch. VI 1, 5
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,langentenrichtungen®, der von ihnen eingeschlossene Winkel, der
Radius, in besonderen Fillen ein bestimmter Kurvenpunkt, oder auch
zwei Punkte (Sehne). Erforderlich ist daher in der Regel zuerst
Messung des Tangentenschnittwinkels mit dem Theodolit. Danach
ergibt sich dann zuniichst als Gerippe der weiteren Absteckungen
(sog. Hauptpunkte, Hauptlinien) die durch Abmessung auf den Tan-
genten zu findenden Berithrungspunkte (ev. deren Verbindungslinie)
und durch die rechtwinkligen Abstéinde bezw. durch Halbierung des
Schunittwinkels die Bogenmitte (Proben). Neben diesem -einfachen
Fall wird héufig die Absteckung weiterer Hauptlinien erforderlich,
d. h. ein den Bogen einschliefendes Tangentenpolygon (,Zwischen-
tangenten als Fortfilhrung des einfachen Falls) oder ein eingeschrie-
benes ,Sehnenpolygon®. Die zugehorigen Teilzentriwinkel ergeben
sich entweder durch aliquote Einteilung des ganzen Zentriwinkels
(bestimmt durch die Hauptberithrungspunkte) oder durch Berech-
nung der zu bestimmten (runden) Bogen-, Tangenten-, oder Sehnen-
lingen gehorenden Winkel. Die Methode des Sehnenpolygons,
d. h. also die Herstellung eines der Kurve eingeschriebenen Polygon-
zuges mit bestimmten (ev. konstanten) Brechungswinkeln und Seiten,
ist die in der Regel bei der Absteckung von Kurventunneln ver-
wendete Methode. Kann im ,Tangentenschnittpunkt der Theodolit
nicht aufgestellt werden, ist dieser Punkt tiberhaupt nicht herstellbar,
sowie auch Lingenmessung in den Tangentenrichtungen nicht ausfiihr-
bar, so miissen die Bestimmungselemente auf indirektem Wege be-
schafft werden (z. B. sehr oft bei Kehrtunneln). Die wesentlichsten
Fille sind: Verbindung der Tangenten durch eine meBbare gerade
Linie und Messung der anliegenden Winkel, wodurch das abgeschnittene
Dreieck bestimmt ist, oder Einfiihrung eines Polygonzuges (moglichst
wenig Zwischenpunkte) oder endlich Triangulierung mit Ausgleichung;
in solchen Fillen wird auch Berechnung der Absteckungselemente
nach rechtwinkligen Koordinaten verwendet.

Auf die Absteckung des Gerippes der Hauptlinien griindet sich
diejenige der , Finzelbogenpunkte”, welche in der einfachsten Weise durch
rechtwinklige Koordinaten (sog. , Koordinatenmethode“) von der Tan-
gente oder Sehne aus mit ,Winkelspiegel“ usw. sich ergeben, und
zwar entweder mit gleichen runden Abstinden (5, 10,...m) auf Tan-
gente bezw. Schne, oder mit gleichen Bogenlingen (5, 10, ... m).

Neben dieser unmittelbar auf die Hauptlinien gegriindeten ,Ko-
ordinatenmethode kommen mnoch einige andere Verfahren in Be-
tracht. Eine Methode (Fig.18) ist die der ,Peripheriewinkelstrahlen®
aus ,festem Stand“, wobel mit fortgesetzter Abtragung einer kon-
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stanten [Sehne (z. B. 20 m) die zugehdrigen Zentriwinkelvielfachen
von der Tangentenrichtung aus mit dem Theodolit hergestellt

L

Fig. 18.

werden oder runde Winkel angetragen werden. Eine andere Me-
thode ist (Iig. 19): Aufsuchen der Bogenpunkte vermittelst der zu
einer bestimmten Sehne gehorigen Peripheriewinkel bei ,wanderndem

\Fl

Fig. 19. ig. 20.

Stand“ eines diesen Winkel fassenden ,Freihandreflexionsinstrumentes®,
welches wie ein einstellbarer Winkelspiegel oder ein Doppelprisma
nach Art des Sextanten usw. auf diesen berechneten Winkel einstell-
bar ist (Arkograph).

Weitere ,,Einriickungs-

verfahren® sind die sog. G

Absteckung von der ,ver- \ B

lingerten Sehne und von A ‘. D
B/B”

der ,werlingerten Tan-

gente“ aus, wobei ein Fig. 21.

MeBband (20 m) bequem

verwendbar ist. Bei ersterem (Fig. 20) wird die erste Sehne von der
Tangente aus mit den hierfiir (meistens fiir runde Bogenlingen) be-
rechneten rechtwinkligen Koordinaten abgesteckt, diese Sehne ver-
langert und von ihr aus die nichste Sehne durch die auf erstere
bezogenen rechtwinkligen Koordinaten abgesetzt, wonach die Arbeit

5*
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in gleicher Weise fortschreiten kann. Beim zweiten Verfahren (Fig. 21)
werden in @hnlicher Weise von der Tangente 4 7' aus in rechtwinkligen
Koordinaten zwei gleichabstindige Kurvenpunkte B und C berechnet
und abgesteckt, sodaB die nichst-

h folgende im zweiten Punkt beriihrende
= Tangente durch diesen zweiten Bogen-
punkt C und den Abstand des Tan-
gentenschnittpunktes B’ vom Ordi-
natenfuBpunkt B’ des ersten Bogenpunktes bestimmt ist, womit die
fortgesetzte Absteckung der Tangenten mittels rechtwinkliger Bogen-
punktkoordinaten ermdoglicht ist. Auch die Einschaltung von Zwischen-
punkten iiber gegebenen Sehnen durch fortgesetzte Einlegung von
Zwischensehnen mittels des PfeilhGhenviertels (sog. ,Viertelsmethode,
Fig. 22) wird als Naherungsmethode fiir flache Bogen angewendet®).
Ein besonderer Fall ist die Verbindung zweier Tangenten durch
mehrere Kreiskurven vorgeschriebener Kriimmung, sog. ,Korbbogen®,
welche notwendig werden, wenn den Bedingungen des Projektes nicht
mit einem einzigen Bogen entsprochen werden kann. Z. B.: Gegeben
die Tangentenrichtungen und auf einer Tangente der Beriithrungspunkt
und zwei Radien, sodaB zu berechnen ist der Beriithrungspunkt auf
der zweiten Tangente, sowie die gemeinschaftliche Tangente beider
Bogen; oder gegeben die Richtungen der beiden Tangenten, ihre
Beriihrungspunkte und ein Radius, sodaf der andere Radius und die
gemeinschaftliche Tangente zu bestimmen sind. In manchen Fillen
werden auch mehr als zwei Radien erforderlich, z. B. gegeben die
beiden Tangentenrichtungen, die Bertihrungspunkte und drei Radien.
Die Bogen sind bestimmt, sobald ihre Zentriwinkel berechnet sind *").
Bei der Absteckung der Eisenbahnlinien sind zwischen Geraden und
Bogen zur Uberleitung von der Kriimmung Null zur Kriimmung
des Kreishogens ,Ubergangskurven erforderlich. Die Absteckung
anderer als Kreishogen, der Kegelschnitte oder anderer Kurven, kommt
bis jetzt allgemein nicht in Betracht®). Fir die praktische Durch-
filhrung der Absteckungen werden stets Hilfstabellen verwendet®) (oft

h

)

Fig. 22.

96) Uber die Anordnung der Rechnungen und Messungen sowie tber
weitere Aufgaben vgl. die Lehrbiicher, z. B. Jordan, Handbuch 2, Kap. XVII und
Hartner-Dolezal 2, § 28—31.

97) E. Puller, Zeitschr. f. Vermess. 21 (1892), p. 519; 23 (1894), p. 257;
E. Hammer, ibid. 29 (1900), p. 236 (vgl. Literaturiibersichten).

98) Hecht, Hand- und Hilfsbuch zum Abstecken von Eisenbahn- und
Strafenkurven mit besonderer Riicksicht auf die Verwertung der Kegelschnitte,
Dresden 1893.

99) Sarrazin und Oberbeck, Taschenbuch zum Abstecken von Kreisbogen
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auch in Taschenkalendern enthalten), worin z. B. enthalten sind zum
Radius 1 (bezw. 100) als Funktionen der Zentriwinkel: Tangentenlingen,
Bogenlingen, Sehnenlingen, Pfeilhdhen, Scheitelabstéinde; ferner Kreis-
koordinaten, Peripheriewinkel usw.

Wegen weiterer Literatur sei verwiesen auf die Angaben in den
Lehrbtichern?®), sowie die technischen Zeitschriften, z. B. auch die
Literaturtibersichten der Zeitschr. fiir Vermessungswesen.

Als eine besondere bei ,Grubenmessungen“ vorkommende Auf-
gabe sei noch genannt die Ubertragung oberirdisch (,iiber Tage®) ge-
gegebener Punkte bezw. Richtungen in die Grubenriume (,unter
Tage“) und umgekehrt, die sogenannte ,Orientierungsmessung” mit
»Schachtlotung®.  Da Richtungsiibertragung mit dem Kompa8 (Dekli-
natorium, Magnetometer) nur in unmagnetischem Gebirge moglich
und nicht in allen Fillen geniigend genau ist, handelt es sich damn
darum, zwei oder auch mehrere Punkte zu projizieren, entweder
beide in kurzem Abstand in einem Schacht oder je einer in benach-
barten Schichten. Hierzu dient entweder direkte Ablotung mit , Schacht-
loten“ (Methode der schwingenden oder der fixierten Lote) oder
optische Ablotung mit Lotfernrohr; letzteres Verfahren ist jedoch wegen
Undurchsichtigkeit der Luft in den Schichten vielfach unanwendbar.
Nach Projektion von zwei Punkten ist die Aufgabe auf eine be-
sondere Art trigonometrischen bezw. polygonometrischen Anschlusses
(p. 57) zuriickgefiihrt 101).

D. Hohenmessung.

16. Das Nivellieren.

16a. Definition des Hohenunterschiedes, Historisches. Die
Methode der Hohenbestimmung beim sogenannten ,Nivellieren® mit
Verwendung wagerechter Ziellinien und lotrechter Skalen (vgl. p. 12)
folgt unmittelbar aus der fiir die Vertikalebene zweier Punkte ge-
gebenen Definition. Der Abstand der als parallel zur Normalnullfiiche
betrachteten Horizonte zweier Punkte P, und P, (in den Lotlinien
gemessen) ist der ,Hoheunnterschied” der Punkte mit der Definition
Alyy = hy — hy. Diese Hohenunterschiede werden durch kurze wage-

usw., Berlin; Knoll, Taschenbuch zum Abstecken der Kurven an StraBen- und
Eisenbahnen, 2. Aufl. von Weithrecht, Stuttgart 1902 und andere.

100) Jordan, Handbuch 2, p. 842; Hartner-Dolezal 2, p. 447.

101) Weiteres dber die Schachtlotungen und AnschluBmessungen geben die
Lehrbiicher der Markscheidekunde; man vgl. auch ,Mitteilungen aus dem Mark-
scheidewesen*, Freiberg i. S.
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rechte Ziellinien zwischen den Lotlinien einander naheliegender Punkte
unmittelbar hergestellt. Schneiden diese Ziellinien an den Lotlinien
in P, und P, die Stiicke /, und [/, ab, so ist Ahy=hy —h, =1, —1,,
oder mit Einfithrung des Horizontes b, der wagerechten Ziellinie
(,,Instrumenthorizont®) h, = h; + I3 hy = h; — l;. Hierbei ist von
der Konvergenz der Lotlinien abgesehen, oder aber die Abweichung
durch Anwendung gleichlanger Ziellinien als eliminiert betrachtet
(,Nivellieren aus der Mitte“). Der Hohenunterschied entfernter Punkte
ergibt sich als die Summe der zugehdrigen Einzelunterschiede

hae = Akal + Ahl? + e + Ahne'

Wird die wagerechte Linie durch ein mit einer Setzwage (Bleiwage
oder Setzlibelle) wagerecht zu richtendes , Richtscheid“ gebildet und
an einem lotrechten Stab der Hohenunterschied entnommen, so hat
man die grobe Hohenbestimmung mit dem ,Staffelzeug”, angewendet
z. B. bei Erdbauten (vgl. Nr. 16e). Zur Herstellung wagerechter
Ziellinien mit Einwinken einer Scheibe in die wagerechte Sicht an
den lotrechten Stiben [, in P, diente schon im Altertum die an
einem Stab aufgehingte ,Bleiwage* sowie die nach dem Prinzip der
kommunizierenden Roéhren zwei der Wagerechten angehérende Ziel-
punkte darbietende ,, Kanalwage***?). Nach Erfindung des ,,Zielfernrohres
wurden seit Ende des 17. Jahrhunderts mehrfach Versuche gemacht,
dieses zum , Fernrohrniveau” auszubilden; erst seit Beginn des
19. Jahrhunderts wurde die heutige Form als , Nivellierinstrument*
gefunden und besonders seit der Zeit der ersten Eisenbahnbauten das
heutige Nivellierverfahren mit dem Nivellierinstrument zu der exak-
testen aller Hohenmessungsmethoden ausgebildet.

16b. Der Nivellierapparat besteht aus dem ,Nivellierinstrument“
und den ,Nivellierlatten“. Das Nivellierinstrument ist eine Verbindung
von Zielfernrohr und Libelle, so daB, wenn die Blase der mit dem
Fernrohr in gleicher Richtungsebene befindlichen Libelle auf den
Normalpunkt einspielt, die Absehlinie des Fernrohres horizontal ge-
richtet ist, oder auch kleine Abweichungen von der Horizontalen
durch Ablesen der Blasenstellung in der Libellenteilung gemessen
werden konnen. Die Art der Verbindung von Libelle und Fernrohr
untereinander sowie mit dem als Triger derselben erforderlichen
Unterbau (in der Regel ein ,Dreifu“ mit Stellschrauben) kann ver-
schieden sein; das wesentlichste Unterscheidungsmerkmal ist die Art
der Fernrohrlagerung und der Libellenanordnung, ob Fernrohr und

102) Uber einige #ltere Formen dieser Vorrichtung und weitere Literatur
vgl. Vogler, Prakt. Geom. 2, § 228.



16b. Der Nivellierapparat. 16c. Das Nivellierverfahren. 71

Libelle untereinander und mit dem Unterbau fest oder beweglich
(umlegbar), sowie auch durch Vermittlung von Mikrometerschrauben
verbunden sind, wobei fiir die ,Fehlertilgung® besondere Anordnungen
in Betracht kommen. Hiervon ist auch die Erzielung der Bedingungen,
welchen das Instrument in bezug auf seine Achsen (Libelle, Ziellinie,
Ringachsen, Drehachsen) geniigen muf}, die sogenannte ,Berichtigung®
abhéngig, deren Endresultat sein muB: bei Einspielen der Libelle
auf den Normalpunkt (vgl. p. 18) wagerechte Zielung. Die An-
ordnung der Instrumente und die entsprechenden Berichtigungsver-
fahren sind in den Lehrbtichern ausgiebig behandelt. Die Leistung
eines Nivellierinstrumentes hingt (abgesehen von fester Aufstellung
und sicherem Gang der mechanischen Teile) ab von Fernrohr und
Libelle. Die Angabe der Libellen liegt bei 1 P.L. oder 2 mm-
Teilung etwa zwischen 50” und 3", die VergroBerung der Fernrohre
ist 15fach bis 45 fach; stirkere Fernrohre werden im Felde nicht
verwendet. Bei sachgemiBer Zusammenstellung dieser Werte kann
die Horizontierung der Absehlinie mit einem mittleren Fehler von
einigen Zehntel Sekunden bis zu mehreren Sekunden erfolgen®®).

Die ,Nivellierlatten®, welche die lotrechten Abschnitte 7, zu bilden
haben, sind mit dem Fernrohr des Nivellierinstrumentes abzulesende
Zielskalen, die je nach der erstrebten Genauigkeit (in Ubereinstimmung
mit der Instrumentleistung) in Y, em, %, em oder auch %, dm und
!y dm geteilt sind; es kommen auch andere Einteilungen (z. B,
Doppellinien = 4 mm, auch 2 mm und 1 mm) vor. Frither wurden
statt dieser Ableseskalen Latten mit einer in die Wagerechte einzu-
winkenden Zielscheibe benutzt. Die Teilung ist eine ,Feldeinteilung*
mit abwechselnd rot-weiBen oder schwarz-weiBen Intervallen oder auch
eine ,Strichteilung®“. Die Skalen werden in der Regel aus Holz her-
gestellt, nenerdings beginnen fiir Priizisionsarbeiten auch Versuche mit
Metallskalen verschiedener Anordnung, um die miihevollen, fir Fein-
messungen tiglich erforderlichen Vergleichungen der Holzskalen mit
NormalmaBen (vgl. p. 20) und nachfolgenden Reduktionen zu ersparen
bezw. diese letzteren zu verschirfen. Die Latten werden mit daran
befestigten Dosenlibellen lotrecht gerichtet und auf besonderen Unter-
legeplatten oder in den Boden getriebenen Bolzen oder Pfihlen auf-
gestellt, beim Markscheiden auch als Hingelatten eingerichtet.

16 ¢c. Das Nivellierverfahren. Bei der Anwendung des Nivellierver-
fahrens kommen stets kurze Zielweiten in Betracht. Fiir die fortlaufenden

103) Genauigkeitsuntersuchungen findet man bei Jordan, Handbuch 2,
Kap. X; vgl. auch die FuBnote 20.
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Héhenbestimmungen in Nivellierziigen gilt als mittlere Zielweite rund
50 m (wodurch bei Straen, Eisenbahnen, Wasserliufen gleichzeitig
in bequemer Weise AnschluB an die vorhandene Lingeneinteilung,
»otationierung, dieser Bauten gewonnen wird), so da die Nivellier-
skalen in Abstinden von 100 m aufgestellt werden; bei Gelinde-
aufnahmen sind die Zielweiten wechselnd, in anderen Fillen, z. B.
bei Arbeiten in Gruben unter Tage, sehr kurz. Bei gleichen Ziel-
weiten kann der EinfluB der Erdkrimmung als eliminiert be-
trachtet werden, bei den ungleichen Zielweiten der Gelindeaufnahme
wird die Abweichung ohne weiteres vernachlissigt. Wihrend bel
einfachen Nivellierungen die beiden Skalenablesungen [, und 7, bei
einspielender Libelle und wagerechten Ziellinien genommen werden,
wird bei Feinnivellierung meistens mit nur geniéhert einspielender Libelle
und Ablesung der Blasenstellung mit Reduktion auf die wagerechte
Zielung gearbeitet, ferner auch zur Verminderung der Skalenablesefehler
die Einstellung bestimmter Skalenstellen oder Marken mittelst der Mikro-
meterschraube mit Reduktion nach den zugehorigen Libellenablesungen
verwendet, oder auch mehrfache Einstellung bezw. Ablesung, sei es
an Parallelfdden, mit Drehen des Fernrohrs oder der Libelle in ver-
schiedenen Lagen usw.'®). Zur Vermeidung der Subtraktionen {, — I,
wird auch nach dem Vorgange der preuBischen Landesaufnahme die
Rechnung mit dekadischen Erginzungen, z. B.

+ 1,012 — 1,258 = —+ 1,012 + >< 8,742 — >< 9,754 (= — 0,246),

wo >< eine negative Einheit in seiner Stelle ausdriickt, angewendet,
wozu dann in dieser Art bezifferte Skalen benutzt werden. Zur
Sicherung wund Verfeinerung der Skalenablesungen werden auch
» Wendelatten® mit beiderseitiger Teilung in verschiedener Anord-
nung, sowie doppelte ,Anbindepunkte’ usw. benutzt %)

Die Anwendung des Nivellierverfahrens ist eine vielseitige und
verschiedenartige; es kommen in Betracht die Aufgaben der Erdmessung,
der Landesvermessung und technische Arbeiten mannigfaltiger Art;

104) Eine Ubersicht iiber die bei den verschiedenen Landesnivellierungen
gebrauchten Apparate hat v. Kalmar gegeben, Verhandlgn. der Permanenten
Komm. d. Intern. Erdm. in Genf 1893, Berlin 1894, Beilage A IL Uber die
franzosischen Instrumente und Methoden findet man niheres bei Lallemand,
Nivellement ; vgl. ferner C. M. Goulier, Paris C. R. 105 (1887), p. 270, 306; M.
Lévy, ibid. 110 (1890), p. 1233. Ein kathetometrisches Nivellierinstrument ist
von Chr. A. Vogler beschrieben, Zeitschr. f. Vermess. 31 (1902), p. 55.

105) Weiteres iiber solche Aufgaben siehe in den Lehrbiichern sowie fiir
die verschiedenen bautechnischen Zwecke in dem Handbuch der Ingenieur-
Wissenschaften, Leipzig.
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dementsprechend ist allgemein zu unterscheiden: Anwendung des
Nivellierens in der Technik (Kleinnivellierung), deren Genauig-
keit der gerade vorliegenden Aufgabe entsprechen mufl, und Ni-
vellierung fiir die Zwecke der KErdmessung und die Hauptsysteme
der Landesvermessung, deren Ergebnis das mit groBtmoglicher Ge-
nauigkeit bestimmte LandeshShennetz ist, welches gebildet wird durch
ein System von Festpunkten, ,Bolzen“, ,Hohenmarken usw., die an
festen Gebduden oder in Steinpfeilern angebracht sind. Diese letzteren
Arbeiten bezeichnet man als ,Prazisionsnivellierung® oder ,Nivellierung
I Ordnung®. Eine Mittelstellung zwischen diesen beiden Aufgaben
des Nivellierens nehmen diejenigen Arbeiten ein, welche als Fort-
fihrung oder auch als Ersatz der etwa fehlenden Landespriizisions-
Nivellierung zur Grundlegung fiir umfangreiche und wichtige Klein-
nivellierungen zu dienen haben (,Netznivellierung®, , Nivellierung
II. Ordnung®). Die Nivellierungen I und II. Ordnung bestehen ledig-
lich aus Ziigen zwischen Festpunkten, die Kleinnivellierungen dagegen
aus der Verbindung der Zugnivellierung mit Geldndeaufnahmen.

Bei , Kleinnivellierungen® handelt es sich um die verschiedenartigen
Arbeiten zu technischen Zwecken: Gelindenivellierungen auf Grund
eines vorhandenen Lageplanes mit nachfolgender Auszeichnung von Linien
gleicher Hohe (Hohenschichtlinien, Horizontalkurven), sodann die Auf-
nahme von Léngen- und Querschnitten, wie sie Eisenbahn-, Strafen-,
Wasser-, Bergbau usw. erforderlich machen. Bei der zeichnerischen
Darstellung dieser Vertikalschnitte (Hohenpline) wird in der Regel
eine entsprechende VergroBerung der Ordinaten (Hohen) angewendet.
Fiir die Absteckung projektierter Hohenpunkte (vgl. die vorerwihnten
Bauten), ist die dem Projektpunkte fiir eine bestimmte, aus einem
Festpunkt abgeleitete, Instrumentaufstellung entsprechende Latten-
ablesung !, ==h, — h, zu erzielen. Bei der Aufnahme der Sohlen-
punkte bei Gewdssern wird der Wasserspiegel als Nivellierhorizont
verwendet, dessen Hohenlage bezw. Schwankungen dann zu bestimmen
sind (Aufnahmepegel)%).

Gelegentlich kommt auch die dem Prinzip der Kanalwage (p. 70)
entsprechende Schlauchkanalwage zur Anwendung. Durch eine Schlauch-
leitung sind zwei vertikale Glaszylinder verbunden, in denen der
Wasserstand (event. durch Schwimmer) direkt an Skalen abgelesen
wird. Auf dem Telegraphenberge bei Potsdam ist seitens des
PreuBischen Geoditischen Instituts™®®) eine 900 m lange Rohren-

106) Veroffentlichung des Konigl. Geodit. Institlits, N. F. 14; R. Schumann,
Ergebnisse einer Untersuchung iiber Veridnderungen von Hohenunterschieden auf
dem Telegraphenberge bei Potsdam, Berlin 1904.



4 VI, 1. C. Reinhertz. Niedere Geodisie.

leitung angelegt, um durch ein hydrostatisches Nivellement even-
tuelle Bewegungen der Erdscholle aufzudecken.

16 d. Die Genauigkeit der Nivellierung ist einerseits abhiingig von
den instrumentellen Werten des Nivellierapparates (Skala, Libelle, Fern-
rohr), sowie der Art der Ausniitzung des Apparates (Libelleneinstellung
oder Ablesung, Skaleneinstellung bezw. Ablesung), andererseits von den
mechanischen Fehlern des Verfahrens (Instrument-, Stativ- und Latten-
aufstellung, Einsinken), sowie den #uBeren Umstéinden (stérende Ein-
wirkung von Temperatur und Feuchtigkeit auf Instrument, Stativ und
Latte) und bei den dicht iiber den Erdboden hinstreichenden Ziel-
linien besonders auch der ,topographischen Refraktion®, welche zur
Innehaltung kurzer Ziellinien zwingt, und der Luftwallung, welche
Feinarbeiten an bestimmte Tagesstunden (Nachmittag) bindet. Wind
macht das Nivellieren iiberhaupt unmdglich. Die aus diesen ver-
schiedenartigen Ursachen entstehenden Fehler sind teils zufillige, teils
regelmiflige, zusammenwirkend nach der allgemeinen Form wie p. 21

Vfis® 4 u®s. Zur Herabminderung (bezw. Elimination) der Fehler
ist das Nivellierverfahren in mannigfacher Weise ausgebildet und ver-
feinert worden 1°7).

Zusammenhingende Nivellierungsnetze, in denen die Ziige zwi-
schen den Netzknotenpunkten stets aus Hin- und Hernivellierung ge-
bildet werden, werden nach der Methode der kleinsten Quadrate
vielfach nach ,bedingten”, jedoch auch nach ,vermittelnden” Be-
obachtungen (vgl. p. 16) ausgeglichen, wobei die Gewichtshestim-
mung fiir die Ziige besonderer Beriicksichtigung bedarf. Die Be-
dingungsgleichungen (Polygon- und AnschluBbedingungen) bezw.
die Fehler- und Normalgleichungen lassen sich bei derartigen
Netzen unmittelbar nach den Netzskizzen anschreiben, die Rechen-
arbeiten gestalten sich in den meisten Fillen sehr einfach. Bei
der Zusammensetzung des ein groBes Staatsgebiet oder Teile eines
Kontinentes, wie z. B. Westeuropa, iiberziehenden Netzes, wie es die
Aufgaben der Erdmessung erforderlich machen, ist auf die Abplattung
der Erdoberfliche und die Schwereanomalien Riicksicht zu nehmen
und die dementsprechenden Korrektionen den einzelnen Ziigen bei-
zulegen (vgl. VI 1, 3). Die Genaunigkeit der Nivellierung kann be-
urteilt werden entweder nach den Abweichungen, welche zwei
Messungen fiir dieselben Teilstrecken ergeben, oder nach dem

107) S. Stampfer, Theoretische und praktische Anleitung zum Nivellieren,
1. Aufl, Wien 1845; 9. Aufl. F. Lorber, Wien 1894; 10. Aufl. E. Dolezal, Wien 1902;
ferner Jordan, Handbuch 2, Kap. X; Vogler, Prakt. Geom. 2.
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Fehler, welcher bei der Zusammenstellung der Ziige zum Netz
(PolygonschluBfehler) oder der Netzausgleichung event. mit AnschluB-
bedingungen sich berechnet. Als Genauigkeitsmal dient allgemein
der mittlere Fehler der Nivellierung einer Strecke zwischen zwei
Punkten, deren horizontaler Abstand 1 km betrigt, welcher also bei
der Normalzielweite 50 m rund zehn Aufstellungen erforderlich macht.
So spricht man vom ,mittleren Kilometerfehler einer einmaligen oder
einer doppelten Nivellierung oder der Schleifen (Polygone) des Netzes.
Nach der ilteren Bestimmung der européischen Gradmessung (1867) galt
eine Nivellierung als gut, wenn der ,wahrscheinliche” Kilometerfehler
nicht -4 3 mm, als brauchbar, wenn er mnicht -4~ 5 mm iiberschritt;
diese Genauigkeit wird heute ohne besondere Schwierigkeit mit mitt-
leren Instrumenten, bei sorgfiltigem Verfahren auch fiir Nivellierungen
IL. Ordnung erzielt (und als ,mittlerer Fehler ++ 3 mm bis 4+ 5 mm
hierfiir wohl als Norm angewendet), wihrend bei den modernen Pri-
zisionsnivellierungen der Fehlerbetrag sich innerhalb - 1 mm halten
liBt, und selbst bei den einfachen Nivellierziigen technischer Arbeiten
bei der Verwendung von in Y, em geteilten Latten der mittlere Fehler
nicht - 10 mm iibersteigt1°¢).

16e. Erdmassenberechnung. Im Anschluf an die vorbe-
sprochenen technischen Messungen und Absteckungen (Nr. 15) kommt
die Berechnung des Inhaltes von Erdkorpern, Dimmen, Einschnitten
usw. in Betracht. Die Gelindeoberfliche ist auf Grund der bei
der Horizontal- und Vertikalaufnahme aufgemessenen Punkte in
Flichenstiicke zerlegt, welche in geradlinigen Kanten die Begren-
zungsflichen eines sich der natiirlichen Oberfliche anschmiegen-
den Polyeders darstellen. Ein einfacher Fall der Erdmassenberechnung
liegt nun z. B. vor, wenn ein Quadratnetz (etwa mit 20 m Maschen-
weite) abgesteckt ist, fiir alle Netzpunkte die Hohen gemessen sind,
und die Erdmasse etwa bis zu einer bestimmten Horizontfliche, oder
auch einer geneigten Fliche ermittelt werden soll (schief abgeschnittene
Prismen mit quadratischem Grundschnitt). Treten dazu noch die
Boschungen, welche die Gelindeoberfliche mit der iiber oder unter ihr
liegenden (projektierten) Fliche verbinden, ev. unter Hinzunahme von
Griben, Rampen usw., so lassen sich doch, sofern eine geniigende
Anzahl von Punkten gegeben ist, immer diese Erdkorper in bestimmte

108) Uber die Brgebnisse von Genauigkeitsuntersuchungen vgl. Fufn. 20
und die jihrlichen Literaturiibersichten der Zeitschr. f. Vermess., Uber die inter-
nationalen Arbeiten wird fortlaufend berichtet in den Verhandlgn. der Konf
der internationalen Erdmessung.
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geometrische Korper, Prismatoide, Prismen, Pyramidenstutze usw. zer-
legen und darnach im Kinzelnen berechnen 109).

In den meisten Féllen wird jedoch besonders bei den ausgedehnten
Massenbestimmungen der Damm- und Einschnittskdrper beim Eisen-
bahn-, StraBlen-, Kanalbau diese bei korrekter Einzeldurchfiihrung sehr
mithsame Zerlegung nicht ausgefiihrt (zumal neben anderen Umstinden
in praktischer Hinsicht die Auflockerung des Bodens beim Fordern
und Wiederabsetzen in Betracht kommt). Eine sehr gelidufige Berech-
nungsmethode der Erdmassen bei den erwihnten Bauwerken ist die
folgende: Es werden rechtwinklig zur Léngsachse, dem Léngenprofil,
in bestimmten Abstinden s Querschnitte (Querprofile) aufgenommen
(p- 73), und deren Flicheninhalte F' aus den aufgezeichneten Quer-
profilen berechnet. Dann wird der Korperinhalt zwischen zwei auf-
einanderfolgenden parallelen Querprofilen gefunden nach L(F; ++ Fy)s;
es ist also das arithmetische Mittel der Begrenzungsprofile an Stelle
des Prismatoidmittelschnittes F, gesetzt ({s[F, 4 F, + 4F,]). So
wird auch verfahren, wenn ein Gelinde durch Horizontalkurven (p. 73)
dargestellt ist, indem die Erdmasse zwischen zwei benachbarten Hori-
zontflichen aus deren Vertikalabstand und dem mittleren Flichen-
inhalt der von den Kurven umschlossenen Flichen gewonnen wird
(bei dhnlichen Kurvenfiguren abgestutzte Kegel). Die Flicheninhalts-
berechnung der Prismatoidgrundflichen, Dreiecke, Vielecke, Damm-
und Hinschnittprofile geschieht je nach den Umstinden nach einer
der p. 71 fiir die Flichenberechnung angegebenen Methoden, nume-
risch, graphisch oder mechanisch (Planimeter). Zur Vereinfachung dieser
Rechnungen sind eine Reihe von Verfahren entwickelt und Tabellen
berechnet; es kommen besonders graphische Methoden hierbei in
Betracht''?). Der Flicheninhalt eines Damm- oder Einschnittprofils
fiilhrt auf die allgemeine Form A -+ Bz 4 Cz? worauf die graphi-
schen Methoden, welche in 1 F (R. Mehincke), p. 1006 ff. behandelt
sind, Anwendung finden kénnen. Im sogenannten ,ProfilmaB8stab® wird
diese Form durch eine Gerade y = A 4 Bz und eine Parabel
y = Ca? auf gemeinschaftlicher Abszisse, die Fliche also linear
dargestellt. Werden diese Linien als Ordinaten an den betreffenden
Achsenpunkten des Lingenprofils eingetragen (Abtrag oberhalb, Auf-
trag unterhalb der Projektlinie), so entsteht das ,Flichenprofil“, dessen
Fliche die Raummassen zwischen den Profilen darstellt. Auf solche

109) Als Beispiel einer besonderen Aufgabe moge hierzu zitiert sein: Wilski,
Zeitschr. f. Vermess. 21 (1892), p. 401; Chr. 4. Vogler, ibid. 34 (1905), p. 169.

110) Handbuch der Ingenieurwissenschaften 1 (G. Meyer und S. v. Will-
mann), 1. Abt., 3. Aufl, Leipzig 1898, § 19, 4. Aufl. 1904, § 19.
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Darstellungen griindet sich dann die Massenverteilung im sogenannten
,yMagsennivellement” mit dem ,Massenprofil“, worin in jedem Profil-
punkt die algebraische Summe aller vorhergehenden Massen auf-
getragen erscheint’?) %), Auch sei an dieser Stelle hingewiesen
auf einige interessante Aufgaben, welche W. Lounhardt'®) in der
Theorie des kommerziellen Trassierens aufstellt.

16f. XKotierte Projektion. Endlich sei auch hier noch hin-
gewiesen auf die ,kotierte Projektion“, d. h. diejenige Methode der
darstellenden Geometrie!'®), welche sich auf die geometrische Karte
als orthogonale Parallelprojektion in der Vermessungsgrundfliche mit
jedem Gelindepunkt zugeschriebener Hohenzahl (Kote) und Auszeich-
nung der Horizontalkurven griindet. Die Lage eines Punktes ist be-
stimmt durch seine Projektion und die zugefiigte Kote, die Lage einer
Geraden durch zwei derart gegebene Punkte, die einer Ebene durch
drei Punkte oder durch Festlegung der Linie stirkster Neigung. Zur
bequemen Ausfithrung der Konstruktionen werden die Linien nach
ganzzahligen Koten eingeteilt (,,graduiert“). Der horizontale Abstand
zweler benachbarter, der Hoheneinheit entsprechender Einteilungs-
(Graduierungs)-Punkte ist das ,Intervall“. Zwischen dem H&hen-
(Koten-)Unterschied % zweier Punkte, ihrem horizontalen Abstand s,
der Neigung der Linien » und dem Intervall ¢ bestehen demnach die
Beziehungen n:1=h:s=1:4¢, womit alle bei der kotierten Pro-
jektion vorkommenden Rechnungen ausgedriickt sind. Der , Boschungs-
mafBstab“ einer Ebene ist eine in der Richtung des stirksten Gefilles
verlaufende graduierte Gerade; die Horizontalen stehen rechtwinklig
zu ihr. Bei der topographischen Fliche werden die Fallinien sowie
die Horizontalen zu Kurven. Eine ,Horizontalkurvenkarte® gibt in
jedem Punkt an: die Hohe des Punktes, die Richtung der Horizon-
talen, des stirksten Falles und den Betrag der Neigungen. Die
kotierte Projektion ermdglicht eine einfache Darstellung der Erdksrper
und Boschungsschnitte bei der Anlage von Eisenbahnen, Kanilen,
Wegen usw.; sie ist eingehend von G. A. Peschka'*) behandelt.

Bei der Darstellung der topographischen Fliche (vgl. p. 92)

111) C. M. v. Bauernfeind, Graphische Bestimmung der Erd- und Transport-
weiten, Miinchen 1856; C. Culmann, Graphische Statik, Ziirich 1866, 2. Aufl. 1875,
Kap. 2 u. 3; F. Eickemeyer, Massennivellement, Leipzig 1870; J. Amsler-Laffon,
Anwendung des Integrators zur Massenberechnung, Zirich 1875; vgl. hierzu
IT A2 (4. Vop), p. 131.

112) Theorie des Trassierens, Hannover, Heft 1, 1887; Heft 2, 1888.

113) Vgl III 1, 11 (F. Papperitz).

114) Kotierte Ebenen, Briinn 1877.
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durch Bergstrichzeichnung entsprechen die ,Bergstriche” den Fallinien.
Durch Auszeichnung dicht nebeneinanderliegender Fallinien wird die
topographische Fliche in Klemente zerlegt, sodaB dadurch an jeder
Stelle der Karte Betrag und Richtung der Neigung zum Ausdruck
kommt. Zur Veranschaulichung der Flichenneigungen werden dann nach
J. G. Lehmann*®) unter der Voraussetzung vertikal einfallenden Lichbes
die einzeluen Flichenteilchen nach dem Grade ihrer Neigung durch
passende Anordnung der Strichstirke mehr oder weniger weill oder
schwarz ausgezeichnet; nach ,Lehmann’s Manier vom Hohenwinkel
=0 bis zur Grenze ¢ =45% in 9 Stufen nach der Beziehung-
Schwarz : Weil = «: (45° — «). In Spezialkarten (vgl. auch Nr. 20,
21) werden in der Regel nur Horizontalkurven eingetragen; Berg-
strichzeichnung kommt in der Regel nur in Betracht fiir topogra-
phische Karten in MaBstiben etwa von 1:25000 ab (vgl. VI, 4).

17. Trigonometrische Hohenmessung. Ist bei Annahme paral-
leler Lotlinien in einem Punkte P, in der Vertikalebene nach P, der
Zenitwinkel 2, oder der Hohenwinkel ¢, gemessen und die horizontale
Entfernung s bekannt, so ist h, = h; + stge,. Die Messung der
Vertikalwinkel geschieht mit dem Hohenkreis des Theodolits (vgl
p- 26). Unter h, ist demnach die Hohe der Kreisachse verstanden,
die entweder durch Hohenwinkelmessung nach einem gegebenen Hohen-
punkt in bekannter Entfernung aus Ay = h, — stga abzuleiten ist, oder
durch unmittelbare Messung des lotrechten Abstandes ¢ iiber dem Auf-
stellungspunkte s, = h, -+ ¢. Ist nicht der zu bestimmende Héohen-
punkt P, direkt angezielt, sondern ein Hilfszielpunkt, der um ein
bestimmtes Maf /, iiber oder unter P, liegt, so wird demnach die
vollstindige Hohenformel hy, =h, + ¢ 41, + stge. Ist die Ent-
fernung s nicht direckt meBbar, wie z. B. bei Tiirmen, so muB sie
indirekt durch besondere Messungen, wie bei der Horizontaltriangu-
lierung (Dreieck mit Grundlinie und anliegenden Winkeln), ermittelt
werden. Wird hierbei die Grundlinie in die Vertikalebene der Auf-
stellungspunkte und des unzuginglichen Turmpunktes gelegt, so ent-
fillt die Messung der Horizontalwinkel, es ergibt sich die unbekannte
Entfernung aus dem Dreieck in der Vertikalebene.

Die Annabme der Parallelitit der Lotlinien kann nur fiir sehr
kurze Entfernungen beibehalten werden. Wird auf der kugelformigen
Erdoberfliche durch P, und P, eine Vertikalebene gelegt und der
Abstand s der Lotlinien in der Normalnullfiiche als bekannt (etwa

115) Darstellung einer neuen Theorie der Bezeichnung der schiefen Flichen
im Grundriff oder der Situationszeichnung der Berge, Leipzig 1799.
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aus der Horizontaltriangulierung) angesehen und wieder der Vertikal-
winkel o, gemessen, so ist in dem durch den Schnitt der Lotlinien
im Erdzentrum C gebildeten Dreieck CP, P, bei bekanntem Erdradius
alles zur Bestimmung des Hohen-
unterschiedes A#h;, gegeben. Die
Beziehung wird wegen der Kleinheit
des zugehorigen Erdzentriwinkels und
der Hohen von P, und P, im
Vergleich zum Erdradius B unter
Einfilhrung der Abweichung des Fig. 23.

wahren und scheinbaren Horizontes .
(Niveaufliche und Tangentialebene), der , Horizontdepression® 2§E
(Fig. 23), unmittelbar zuriickgefiihrt auf die einfache Rechenformel
bei parallelen Lotlinien, sodafl ist

2
hy =y + stga + 5,

wozu nun noch die ,ferrestrische Refraktion tritt (vgl. V12, 3 (E. .
Oppolzer)). Der Betrag der terrestrischen Refraktion wird als Funktion
der sphirischen Depression durch den ,Refraktionskoeffizienten % zum

Ausdruck gebracht in der Form — % - QSLR, sodaB in dieser Zusammen-

—k

fassung die Hohenformel lautet by, = h; + stge + %Z‘T §? (zur Rech-

nung dienen Tabellen'')). HEs wird demnach die Lichtkurve kurzweg
als flacher Kreishogen ausgedriickt. Werden in beiden Punkten P, und
P, sogenannte ,gegenseitige Zenitdistanzen“ 2z, und 2z, gemessen, so
gilt unter der Voraussetzung gleichmiéssiger Kriimmung der Licht-
bahn die vereinfachte Beziehung hy — h, = stg4 (2, — 2,), worin der
Refraktionskoeffizient nicht erscheint, und die zugehdrige Gleichung
b1 A2 —180°
se
gegenseitiger Beobachtung) Bestimmungen fiir den Refraktionskoeffi-
zienten gewonnen werden konnen.

Die starke Verinderlichkeit der terrestrischen Refraktion und
ihre Abhingigkeit von der Temperaturverteilung lings der Ziellinien
(Besonnung usw.) ist die wesentlichste Fehlerquelle fiir trigono-
metrische Héhenmessungen. Der Fehler des als ,mittlerer Refraktions-
koeffizient“ beniitzten Wertes % == 0,13 (Bessel) ist rund auf Y,
seines Betrages zu schitzen, etwa mit dem Ausdruck 0,13 + 0,03,

- R, woraus (am zuverlissigsten bei gleichzeitiger

116) Jordan, Handbuch 2, Kap. XI mit ausfiihrlichem Literaturverzeichnis,
p. 592.
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wodurch aber gréBere Abweichungen nicht beriicksichtigt werden.
Besondere Beobachtungen iiber die terrestrische Refraktion, ihre tig-
liche Periode usw. sind von C. M. v. Bauernfeind'?) angestellt;
weitere Literaturangaben findet man bei Jordan'®). Durch diese Ver-
inderlichkeit und die Unsicherheit der Refraktionsbestimmung ist
der Genauigkeit der trigonometrischen Hohenmessung eine Grenze
gesetzt, sodaB zur Zeit diese Methode hauptsiichlich in Verbindung
mit der Kleintriangulierung fiir topographische Messungen praktisch
verwertet wird, wihrend sie frither als die ausgezeichnetste und
schirfste Hohenmessungsmethode betrachtet wurde; als ein Beispiel
derartiger Messungen sei verwiesen auf das trigonometrische Nivelle-
ment Swinemiinde-Berlin!®); einer spiteren Zeit gehdren z. B. an die
Beobachtungen zum Anschluf von Helgoland an das Festlandnetz 1*9).
Uber die Theorie der terrestrischen Refraktion lese man die Lehr-
biicher von F. R. Helmert'™®) und W. Jordan'®) nach, die weitere
Literaturangaben enthalten. Fiir exaktere Messungen und beson-
dere Untersuchungen kommen fiir die Hohenformel noch weitere
Glieder in Betracht; soll z. B. die Hohenlage der Messungspunkte in
Riicksicht gezogen werden, so wird

wobei R, der mittlere Krﬁmmungsradius, eventuell derjenige des
Bllipsoidnormalschnittes in dem betreffenden Azimut ist. Uber die
strenge Reduktion der trigonometrischen Hohenmessung, ihre Be-
deutung fiir die Bestimmung der Erdfigur und den theoretischen
Unterschied ihrer Ergebnisse gegeniiber denen der Nivellierung vgl.
VI 1, 3 (P. Pizzetti).

Der Fehlertilgung (vgl. p. 27) wegen werden die Vertikalwinkel
stets in beiden Fernrohrlagen, sowie auch in mehreren Kreislagen
gemessen, bei Kleinmessungen wird meistens mit einspielender Libelle,
bei schiirferen Messungen mit Libellenreduktion gearbeitet. Aus der

117) Ergebnisse aus Beobachtungen der terrestrischen Refraktion. Drei
Mitteilungen mit Nachtrag, Miinchen 1880, 1883, 1888, 1890; H. Hartl, Mitt.
milit.-geogr. Inst. Wien 3 (1883).

118) J. J. Baeyer, Trigon. Nivellement zwischen Swinemiinde und Berlin,
Berlin 1840.

119) Veriffentl. d. Kgl. PreuB. Geodét. Institut. Zenitdistanzen zur Bestim-
mung der Hohenlage der Nordseeinseln Helgoland, Neuwerk und Wangeroog,
Berlin 1895.

120) Mathematische und physikalische Theorien der hoheren Geodisie,
Bd. 2, Leipzig 1884.
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Beziehung Ah = stg e ergibt sich aus den mittleren Messungsfehlern
m, und m, der Hohenunterschiedfehler

li‘ = _—tV(tg “m“)z + <coz2 a?zﬂj2’

fiir nahe wagerechte Zielung ms, = -+ %‘” 8. Aus der Winkelmessungs-

genauigkeit, welche je nach dem Zweck und dem verwendeten Instru-
ment etwa ausgedriickt wird durch m, = - 1" bis 4+ 1" unter Be-
riicksichtigung der vorerwihnten Refraktionsfehler, ergibt sich ein
Uberblick iiber die Genauigkeit dieses Hohenmessungsverfahrens. Im
allgemeinen wird fiir die technische Verwendung als gentigend er-
achtet, wenn der mittlere Hohenunterschiedfehler etwa zwischen den
Grenzen 4 4 dm bis 4+ 2dm bleibt und dementsprechend Verfahren
und Instrumente gewihlt. Die Ausgleichung zusammenhéngender
trigonometrischer Hohennetze geschieht nach der Methode der kleinsten
Quadrate, oder in einfacheren Fillen nach einem passenden Niherungs-
verfahren 16).

Hier ist auch noch zu erwihnen die Hohenmessung mit Grad-
bogen, Pendelkreis, Libellenhohenkreis, s. p. 20 (eventuell als Irei-
handinstrumente gebraucht), in Verbindung mit der geneigten Linge
des MeBbandes oder der MeBschnur (Schnurzug des Markscheiders)
p. 12, wobei sich der Hohenunterschied ergibt nach h = s, sin & (s,
geneigte Linge). Die Genauigkeit dieser Hohenwinkelmessung 1afit
sich etwa durch den mittleren Fehler 4-0,1° bis 4-0,3° ausdriicken.
Diese Hohenmesserziige (auch wohl Schriignivellement genannt) werden
oft mit den p. 58 erwihnten KompaBziigen verbunden.

18. Barometrische Hohenmessung. Zu topographischen Auf-
nahmen, besonders auch fiir Vorarbeiten zu Kisenbahnbauten und
Erkundungsaufnahmen (Reiseaufnahmen), s. p. 96, wird in aus-
giebiger Weise von der barometrischen Hohenmessung Gebrauch ge-
macht, wobei als Instrument lediglich das ,Federbarometer” in Be-
tracht kommt, wihrend Quecksilberbarometer und ,Siedethermometer®
(Kochbarometer) zur Kontrolle des als ,Feldinstrument” betrachteten
»Aneroides“ dienen; die zur Zeit stattfindende weitgehende Verwen-
dung der Barometermessungen ist nur durch die Einfiihrung dieses
Instrumenttypus moglich geworden?*'). Das wesentlichste Element
der fir Hohenmessung in Betracht kommenden Instrumente ist
eine nahezu luftleer gepumpte, luftdicht verschlossene Biichse,
gebildet durch zwei federhart gewalzte diinne Wellblechplatten,

121) L. Vidie, Paris C. R. 24 (1847), p. 975.
Encyklop. d. math. Wissensch. VI 1. 6
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welche auf einen kriftigen Ring aufgelStet sind. Die Biichse ruht
auf einer Grundplatte und trigt einen Zapfen, an dem eine starke
Feder angreift, welche den Luftdruck balanciert. Die bei Luftdruck-
schwankungen sich einstellenden elastischen Biegungen des Feder-
systems, rund etwa '/, mm fiir 1 mm Barometerstandénderung, werden
in verschiedener Weise ablesbar gemacht, wodurch sich verschiedene
Konstruktionen ergeben. Am gebriuchlichsten ist mechanische Ver-
groBerung (etwa 500 fach) durch ein Hebelwerk mit Ablesung an einem
Zeiger auf einem Zifferblatt (z. B. Naudet, Bohne). Mikrometrische
Messung durch ein Schraubenmikrometer mit Fiihlfeder ist ange-
wendet von J. Goldschmid; die im Prinzip einfachste Methode direkter
optischer mikroskopischer Ablesung (Reitz) hat sich praktisch bisher nicht
gut bewihrt. Wegen der Konstruktionseinzelheiten sei auf die Lehr-
biicher verwiesen *%). Die in der Konstruktion begriindeten, den unmittel-
baren Instrumentablesungen beizulegenden Verbesserungen sind: 1) die
,Leilungsverbesserung®, d. h. also die Umwandlung der Einteilung des
betreffenden Instrumentes in die Millimetereinteilung des Quecksilber-
barometers, bezogen auf einen bestimmten Anfangspunkt; 2) die
»Temperaturverbesserung®, d. h. die Reduktion der mit der Temperatur
verinderlichen elastischen Kraft der zu dem Federsystem verwendeten
Metalle, sowie die Reduktion der Spannkraft der in der Biichse ent-
haltenen Luft und der in Frage kommenden thermischen Ausdehnungen
auf eine Normaltemperatur (die Instrumenttemperatur wird bestimmt
durch ein ,inneres“ Thermometer); 3) die ,Standverbesserung® zur
Beseitigung des nach Beilegung der beiden ersten Grofen noch blei-
benden Unterschiedes gegen den Quecksilberbarometerstand. Die Be-
stimmung der Korrektionen geschieht durch Vergleichen mit einem
Quecksilberbarometer bei verschiedenen Temperaturen und Luftdrucken,
wozu besondere Einrichtungen getroffen werden konnen %),

Die mitunter stark von linearer Form abweichenden Interpolations-
gleichungen werden graphisch oder nach der Methode der kleinsten
Quadrate, ev. auch durch eine Niherungsrechnung abgeleitet. Eine
allgemeine Form ist!**):

Qo= F + a4yt + 2(160 —F) +y'¢(160 — F) 42/ (160 — F)2 + " £+ -,

in der ¢ die Temperatur, ¥ den beobachteten Barometerstand und

122) Jordan, Handbuch 2, Kap. XII (mit weiterer Literatur). Uber die ver-
schiedenen Aneroidkonstruktionen vgl. L. Lowenhers, Bericht tiber die wiss. Instr.
auf der Berliner Gewerbeausstellung im Jahre 1879, Berlin 1880, p. 122; C. Koppe,
Die Aneroidbarometer von J. Goldschmid, Zirich 1877; F. H. Reitz, Zeitschr. f.
Vermess. (1873), p. 368; E. Hammer, ibid. 76 (1887), p. 20.
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%, 9,294,272,y zu bestimmende Koeffizienten bedeuten. Ohne Beriick-
sichtigung dieser Verbesserungen, welche nicht nur jeder Konstruktions-
art, sondern auch jedem Instrumente eigentiimlich und innerhalb ge-
wisser Grenzen veridnderlich sind, sind die Federbarometer fiir Hohen-
messungszwecke unbrauchbar (elastische Nachwirkung'®)). Die ,Stand-
verbesserung® wird etweder durch Anordnung der Messungsmethode
(AnschluB an Hohenfestpunkte) eliminiert oder durch Vergleichen mit
Quecksilberbarometern oder Siedethermometern (letztere besonders auf
Reisen geeignet) bestimmt'??). Es sind demnach die Federbarometer
ihrer Natur nach Interpolationsinstrumente von ziemlich hoher rela-
tiver Genauigkeit ihrer Angaben, und dementsprechend beim Messungs-
verfahren zu verwenden.

Die Grundlage der barometischen Hohenmessung bildet die ,baro-
metrische Hohenformel®, die, zuerst von Laplace 1799 aufgestellt,
spiater mit Berechnung zugehoriger Tabellen mehrfach bearbeitet
wurde, (Biot, Gauf3, Bessel, Babinet u. a.'®)) und in verschiedener
Form gebraucht wird. Als Beispiel sei angefiihrt die von W. Jordan
mit Ausscheidung der zuweilen mit aufgenommenen Instrumentreduktion
(Unterschied zwischen Quecksilber- und Federbarometer, besonders
in bezug auf Schwere) gegebene Formel!*):

h=Klog 2 (14 ai) (1+0,377-§)(1+5cos2<p) (1 +3§),
worin die barometrische Konstante

_ 0,76 13,59593 1

K= g 000129277 1,00021 18400

und ¢ die mittlere Temperatur, ¢ den mittleren Dunstdruck der freien
Luft, p den mittleren Luftdruck und H die mittlere Hohe bedeutet.

Fiir ortlich begrenzte Gebiete, wie sie bei einer ausgiebigen Ver-
wendung der barometrischen Hohenaufnahme in Betracht kommen,
werden die Glieder fiir die Schwere nach Breite und Héhe und fiir
die Luftfeuchtigkeit mit mittleren Werten in der barometrischen
Konstanten zusammengefaBt; so lautet z. B. die von Jordan'*) fiir
Mitteleuropa gegebene Formel

h = 18464 (1 + 0,003665¢) (log B — logb),

womit dann fiir den mittleren, im Meeresspiegel zutreffenden Luft-
druck von 762 mm eine Tafel der Hohendifferenzen nach ¢ von Grad
zu Grad und B in Y;, mm berechnet ist'**). Eine andere fiir die

123) C. Reinhertz, Zeitschr. f. Instr. 7 (1887), p. 153, 189.
124) W. Jordan, Barometrische Hohentafeln, 2. Aufl.,, Stuttgart 1886; desgl.
fiir Tiefland und grosse Hohen, Hannover 1896.
6*
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Hohenberechnung geeignete Form, wohl ,Hohenstufe genannt, er-
hilt man, wenn die Gleichung so umgewandelt wird, daf die Hohen-
differenz als Funktion einer bestimmten Barometerstanddifferenz z. B.
1 mm erscheint (Babinet 1850); fiir die vereinfachte Jordan’sche For-
mel wird z. B.
8019
A=-"3"(1+4«t) und h=A(B,—B),

wozu Rechenschieber und anderweite Hilfsmittel (graphische Tafeln)
in Betracht kommen. Diese ,H6henstufe“ kann auch direkt durch
Beobachtung an gegebenen H¢henfestpunkten gefunden, A = %}g‘,
und danach die weiteren Hohen interpoliert werden. Weiteres tiber
Genauigkeit der Formel (tdgliche Periode), die einzelnen Glieder, Rechen-
methode, verschiedene Hilfsmittel und Literatur findet man bei
Jordan.

Zur Ausfiihrung der barometrischen Héhenaufnahme sei nur noch
erwihnt, dal den Barometerstandschwankungen Rechnung getragen
wird durch fortlaufende korrespondierende Beobachtungen an ,Stand-
barometern®, gegen welche die Ablesungen der ,Feldbarometer” re-
duziert werden, oder durch in mdoglichst kleinen Zeitabstinden wieder-
holte Riickkehr an ,,Anbindepunkte (Schleifenaufnahme) mit Reduktion
nach der Zeit, sowie durch AnschluB an gegebene ,Ho6henfestpunkte®,
Diese letztere Methode ist die fiir topographische Aufnahmen geeig-
netste, wozu zahlreiche im Aufnahmegebiet passend verteilte nivellitisch,
trigonometrisch oder tachymetrisch bestimmte Hohenfestpunkte ver-
wendet werden. Bei sorgfiltigem Verfahren lassen sich bei derartigen
Aufnahmen bez. Einschaltungen auf beschriinkten Gebieten (am besten
mit graphischer Ausgleichung) die Geldndepunkte mit einem mittleren
Fehler von rund -+ 1 bis 2 m anschliefen.

E. Tachymetrische Methoden.

Unter ,Tachymetrie“ (Schnellmessung) versteht man dasjenige
Messungsverfahren, bei welchem ,Lage”- und ,Hohen“-Messung gleich-
zeitig erfolgt. Die Entfernung wird dabei indirekt durch sogenannte
Distanzmessung ermittelt, da die direkten Lingenmessungen verhiltnis-
mifig viel Zeit erfordern. Verfahren und Instrumente sind mannig-
facher Art und voneinander unterschieden, einerseits nach der Methode
der Distanz- und H6henmessung, andererseits nach der Bestimmung
der Horizontalrichtungen mit Theodolit, Bussole oder MeBtisch; dem
entsprechen die Bezeichnungen: Schnellmesser, Tachymeter (Tacheo-
meter), Tachygraph, Tachygraphometer, Celerimeter, Omnimeter, Stadi-
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meter, Euthymeter usw. Die Bezeichnung des Messungsverfahrens
als Schnellmessung (Tachymetrie, Tachéometrie, Stadia surveying oder
tacheometry, Celerimensura) erklirt sich aus der zweckméfigen Ver-
einigung von Lage- und Hohenmessung, welche insbesondere fiir die
technische Topographie von groBer Bedeutung ist, wie denn auch die
heutige Tachymetrie ihre Entwicklung wesentlich den Anforderungen,
welche die geometrischen Vorarbeiten fiir den Kisenbahnbau stellten,
verdankt.

19. Indirekte Lingenmessung (Distanzmessung). FErforderlich
ist ein Instrument (,Distansmesser), welches die Linge der Ziellinie
(oder deren Projektion) bis zu einem Zielpunkte durch unmittelbare
Ablesung der gesuchten Entfernung selbst oder einer einfachen
Funktion derselben angibt. Damit ist der Unterschied zwischen
dem Prinzip der ,Distanz- (Entfernungs-)messer und den ,Lingen-
mepwerkzeugen” (MeBlatte, MeBband usw.) gekennzeichnet. Den speziell
geoditisch in Betracht kommenden Distanzmessern liegt in der Regel
eine irgendwie instrumentell hergestellte Parallaxe zu Grunde. Fir
die Anordnung der bestimmenden Elemente stehen verschiedene Wege
offen, durch deren Kombination sich eine ganze Reihe von Kon-
struktionsmoglichkeiten (Erfindungen) von Distanzmessern darbieten.
Fiir Konstruktion, Bedeutung und Verwendung der Instrumente ist
in erster Linie entscheidend die Anordnung der Distanzbasis L. Wird
die Distanzbasis im Zielpunkt als sog. ,,Distanzlatte“ (eine leicht trans-
portable mit Teilung oder Zielmarken versehene Ziellatte) aufgestellt,
so spricht man von Distanzmessern ,mit Latte“; diese Anordnung
wird in der Feldmessung (Tachymetrie, Topographie) fiir kiirzere
Entfernungen (d. h. bis zu einigen 100 m, stets aber innerhalb 1 km)
angewendet. Zur allgemeinen Losung des Problems fiir groBere Ent-
fernungen, besonders aber fiir militérische (artilleristische) Zwecke,
wenn die Anbringung einer Distanzbasis im Ziel unméglich ist, wird
das Instrument selbst Triiger der Basis (Basisschiene, Basislineal);
fiir diese Zwecke kommen neben den parallaktischen Distanzmessern
auch in Betracht die weniger brauchbaren Fernrohrbildweiten-Distanz-
messer und neuerdings besonders der stereoskopische Entfernungs-
messer von Zeif3 in Jena'®).

19a. Distanzmesser mit Distanzlatte. Hierzu gehort in erster Linie
der in der Feldmessung am meisten zur Anwendung kommende Fern-

125) C. Pulfrich, Phys. Zeitschr. 1899, p. 98. Vgl. auch Zeitschr. f. Instr. 21
(1901), p. 221 und 249; O. Hecker, Zeitschr. f. Vermess. 30 (1901), p. 85.
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rohr-Okularfadendistanzmesser 1*6) mit festem Fadenabstand p in der Bild-
ebene, der beim einfachen astronomischen Fernrohr die auf den Ob-

jektivhauptpunkt bezogene Entfernung D = F 4 Fg liefert, wenn

F die Objektivbrennweite, p den Fadenabstand in der Bildebene be-
deutet und L an einer geteilten Skala, die parallel p ist, abgelesen wird.
Soll die Entfernung auf die Instrumentdrehachse bezogen werden, so

hat man ¥+ ¢+ F- }I; oder allgemeiner D =a - kL. Das zu-

sammengesetzte Fernrohr (Ramsden, Huygens) liefert auf gleiche
Form a + kL (a = Additions-, & = Multiplikationskonstante, in der
Regel 100 oder 200) zu bringende Beziehungen, worin beim Fernrohr
von Porro®") durch Zwischensetzung einer Kollektivlinse bei passender
Anordnung des optischen Systems a gleich Null in Bezug auf die
Instrumentachse gemacht werden kann (anallaktisches Fernrohr). Ist
die optische Achse des Fernrohrs geneigt und bleibt L parallel p, so
gibt D die geneigte Entfernung an, welche durch Messung des
Vertikalwinkels auf die horizontale reduziert werden muB; wird aber
L lotrecht gestellt, was meistens geschieht, so wird die projizierte
Entfernung s=a cos o 4 Lkcos’e, worin « der Hohenwinkel der
Mittenzielung ist. Das Okular-Schraubenmikrometer, welches bei kon-
stantem L das variable p in Schraubenwert liefert, findet seltener Ver-
wendung (p. 92, Prizisionsmessung).

Einfiihrung des parallaktischen Winkels & durch Winkelbewegung
eines Zielfernrohrs mit zwei aufeinander folgenden Einstellungen findet
in verschiedener Form Verwendung. Zunichst kommt in Betracht
bei wagerecht und rechtwinklig zur Mittenzielung eingerichtetem L
die Messung von ¢ als Horizontalwinkel. Bei lotrechtem L wird &
als Differenz zweier Hohenwinkel gemessen; ist dann ¢ = g — ¢,
fiir die obere und untere Zielung nach L, so wird die wagerechte
Entfernung S = L i%o‘—;’c_%- In der Regel wird die Winkelbewegung
durch besondere ,distanzmessende Schrauben eingefiihrt, und zwar
der lotrecht oder wagerecht wirkenden Tangentialschrauben bei lot-

126) Geschichtliches zum Fadendistanzmesser und zur Tachymetrie findet
man bei Goulier, Tachéométrie, p. 5; A. Salmoiraghi, Istrumenti e metodi
moderni di geometria applicata, Milano 1884, 2, p. 278; E. Hammer, Zeitschr.
f. Vermess. 20 (1891), p. 295 und Zeitschr. f. Inst. 12 (1892), p. 155; 17 (1897),
p. 278.

127) J. Porro, La Tachéométrie, Paris 1858. Uber die Vorteile und Nach-
teile des Porroschen Fernrohres vgl. Vogler, Prakt. Geom. 2, § 268, 264; Tinter,
Zeitschr. f. Instr. 2 (1882), p. 117 u. 157; Hensoldt, ibid. 5 (1885), p. 413.
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rechtem L.1*%) Bei wagerechtem L kann p unmittelbar durch das
Horizontalmikrometer eines Winkelmessers ermittelt werden. Bei
lotrechter Tangentialschraube und lotrechtem L ergibt sich die wag-
rechte Entfernung s, wenn p die Schraubenbewegung ausdriickt, und
d den wagerechten Abstand des Drehpunktes von der Schraubenachse

’

s = Lg — Lk (k z B. = 100), oder bei konstantem L ist s — ’%-

Bei der von S.Stampfer verwendeten Schraube (Sehnenschraube) wird
fiir die Parallaxe ¢ eine Interpolationsformel mit wenigen Gliedern
& =a"(0 — u) — b"(0* — u?) verwendet, wobei o und « die beiden
Schraubenangaben, und ¢ und b empirisch zu bestimmende Konstanten
sind. Durch Einsetzen dieser Winkelgleichung ergibt sich die Distanz-

gleichung
v » (h—w)? ’
D= ——- 4 L[— boote g -(«5—:_%) +a'(k ——u):l,

a’? o—u

worin @’ und b" die Konstanten des Instrumentes, % die Nullstellung
der Schraube (horizontale Visur) bedeuten. Fiir horizontal angeord-
nete Tangentialschraube und vertikales L gilt ebenfalls die vorer-

wihnte Beziehung s = Lk bezw. = % Diese Anordnung kann bei

der Kippbewegung des Theodolitfernrohrs angewendet werden, wihrend
die lotrechte Schraube sich besonders fiir Nivellierinstrumente eignet.
Nach den hier angedeuteten Anordnungen sind eine ganze Reihe von
Instrumenten konstruiert worden, auch mit automatischer Reduktion
anf den Horizont, welche besonders fiir die Tachymetrie von Be-
deutung ist1#).

Die bisher aufgezihlten, fiir kiirzere Entfernungen bestimmten
Distanzmesser: Okularfaden, Okularmikrometer, MeBschrauben und
Tangentenmikrometer sind in Bezug auf die Genauigkeit der Ent-
fernungsbestimmung im allgemeinen als einander gleichwertig zu
bezeichnen. Nach der einfachen Beziehung D = kL ist, abgesehen
vom Fehler in % selbst, der Entfernungsfehler vom numerischen Wert
von % (z. B. 100, 200) abhiingig. Die Genauigkeit der Ermittlung
von L hingt ab von der Genaunigkeit der Skalenablesung bezw. Ein-
stellung der Distanzlatte, welche wieder abhingig ist von der Ein-
richtung und Aufstellung der Skala, der Leistung (VergroBerung) des
Fernrohrs sowie der Schraubenmikrometer, der zu bestimmenden Ent-

128) Zuerst angegeben von J. L. Hogrewe, Praktische Anleitung zum Nivel-
lieren oder Wasserwiigen usw., Hannover 1800.

129) Vgl. die nichste Nummer. Eine kurze Ubersicht gibt O. Lueger,
Lexikon der gesamten Technik, Stuttgart, Art. Distanzmesser; ferner Jordan,
Handbuch 2, Kap. XIIT u. XIV; Hartner-Dolezal, 1, § 33—35.
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fernung und der terrestrischen Refraktion. Die zahlreichen fiir die
verschiedensten Instrumente angestellten Genauigkeitsermittlungen'®)
lassen sich etwa so ausdriicken:

D | 100m | 20m | 500m
+mp | 0,05—0,20 m i 01—03 m 05—1,0 m

Eine allgemeine Beziehung fiir den Fehler und sein Wachsen mit der
Entfernung 188t sich nicht ohne weiteres angeben. Fiir kleine Ent-
fernungen, bei giinstigen Verhiltnissen (Refraktion, Wind), guten In-
strumenten 148t sich die Genauigkeit der Distanzmessung bis zu der
einer miBig genauen'®) unmittelbaren Messung mit LingenmeBwerk-
zeugen steigern, wihrend sie die Genauigkeit einer verfeinerten Léngen-
messung allerdings nicht erreichen kann. Man unterscheidet auch
hier zwischen Priizisionsdistanzmessung, welche die unmittelbare Léngen-
messung bei kurzen Strecken ersetzen soll, und tachymetrischer Distanz-
messung (Schnellmessung). Bei dem Wettstreit zwischen der Distanz-
und der Léngenmessung behauptet im allgemeinen die erstere den Vor-
rang in Bezug auf die Schnelligkeit, die letztere in Bezug auf die
Genauigkeit. Das eigentliche Gebiet dieser Art Distanzmessung ist
daher die Tachymetrie und Topographie.

19b. Distanzmesser mit Basisschiene (Basislineal) *!). Das Instru-
ment selbst ist Triger der Basis (Basis-Schiene, -Lineal) und mifBit
oder gibt den parallaktischen Winkel &. Die Anordnung ist dement-
sprechend verschieden. Ist L konstant, so wird ¢ durch die Ab-
weichung zweier bei der Nullstellung (oo) parallel gerichteter Fern-
rohre gemessen und zwar entweder an einem geteilten Kreisbogen,
oder mikrometrisch mit Okularmikrometer, oder nach dem Prinzip
der Tangentenschraube oder auch in einem besonderen Falle!*?) durch
ein Hebelwerk. Ist & konstant, so sind auf der Schiene zwel Fern-
rohre angebracht, von denen das eine verschiebbar und mit kon-
stantem & zum anderen angeordnet ist; I wird an der Schiene ab-

130) Vgl. die Fehlergrenzen p. 21.

131) Vgl. den zusammenfassenden Bericht von 4. Schell, Wien. Ber. 75
(1877), p. 145. Die Distanzmesser mit Basisschiene sind besonders fiir militéiri-
sche Zwecke wichtig; man vgl. in dieser Hinsicht: J. D. Marre, Des instruments
pour la mesure des distances, Extr. du Mém. de Vartillerie de la marine 43,
Paris 1880; V. Niesiolowski-Gawin von Niesiolowice, Mitt. iber Gegenst. d. Artill.
u. Geniewesens 1898, p. 827.

182) Distanzmesser von Cerebotani; vgl. dazu W. Jordan, Zeitschr. f. Vermess.
13 (1884), p. 389. '
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gelesen. Fiir beide Konstruktionen ist Bedingung feste Aufstellung
und bei nicht festen Zielen gleichzeitige Visur durch zwei Beobachter.
Dies wird giinstiger durch Reflexionsdistanzmesser nach dem Prinzip
des Spiegelsextanten, wodurch beide Zielungen zu einer einzigen
vereinigt werden. An der Distanzbasis sind angebracht zwei Spiegel,
ein fester und ein beweglicher; bei D = oo sind beide Spiegel
parallel, bei Beobachtung (Fernrohr am festen Spiegel) eines end-
lich entfernten Gegenstandes gibt bei Deckung des reflektierten Bildes
mit dem direkt gesehenen Zielpunkte der an einer Kreisteilung oder
mikrometrisch zu messende Drehwinkel des beweglichen Spiegels 1 e.
Auch nach diesen Prinzipien sind eine groBie Zahl von Instrumenten
mit Basislineal konstruiert worden, zu denen fast alljahrlich einige
hinzuzukommen pflegen.

Aus der einfachen Beziehung D = L% folgt, daB wenn L als

fehlerfrei betrachtet werden kann, der mittlere zu fiirchtende, allein
vom Fehler m, des parallaktischen Winkels & herriihrende Distanz-
fehler ist mp, = 71);112_@ - Unter giinstigen Verhiltnissen (gute Beleuch-
tung, kein Flimmern) bei scharf bezeichneten Zielpunkten, absolut fest
aufgestelltem (unverinderlichem, von Temperatur usw. nicht beein-
fluBtem) Instrument ist es moglich, die Messungsgenauigkeit fiir einen
Winkel wie ¢ bei Verwendung guter Fernrohre und geeigneter Mikrometer
innerhalb 1” zu halten. Diese Grenze ist aber bei der praktischen
Verwendung (mnicht scharf bezeichnete, schwankende oder sich be-
wegende Ziele) nicht zu erreichen. Bei dioptrischer Zielung ist das
Maximum der erreichbaren Zielgenauigkeit etwa 10"—15", bei Frei-
handinstrumenten etwa 1’. Die theoretisch erreichbare Genauigkeit
mp wire demnach fiir L = 2m (die Liinge der Basisschiene betrigt
in der Regel etwa 1 bis 3 m) und m, = + 1" die folgende:

D 50 1000 5000 10000 m
“mp | 06 24 60 240 m
|

Unter giinstigen Verhéltnissen, mit guten Instrumenten, bei scharfer
Bezeichnung der Zielpunkte unternommene Genauigkeitshestimmungen
haben ergeben, daB bei der praktischen Verwendung mindestens
3 bis 5 mal groBere Fehlerbetrige zu erwarten sind. Die Leistung
untergeordneter Instrumente ist eine entsprechend geringere. (Hin-
gewiesen sei moch auf den Ausdruck fiir den relativen Fehler

mD ”15
=D LZ))'
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Erwihnt seien hier auch DistanzmeBvorrichtungen, welche eine
kleine Basismessung (konstante MeB8bandlinge usw.) beanspruchen.
Hierzu gehort zundchst das ,, Distanzprisma von Bauernfeind“!33), welches
gestattet einen Winkel abzustecken, der um einen kleinen Betrag vom
rechten Winkel abweicht, also beim Abstecken dieses Winkels von
beiden Enden einer Basis aus ein langgestrecktes gleichschenkliges
Dreieck mit dem parallaktischen Winkel & ergibt, der so bemessen
ist, daB D ein Vielfaches (50, 100) von L ist. Hierhin gehort auch
der Distanzmesser nach Souchier 3), ein vierseitiges Prisma (Wollaston-
sches Prisma), welcher Winkel von 90° und (90° 4 C) abzustecken
gestattet, also iiber einer zu messenden Grundlinie ein langgestrecktes
rechtwinkliges Dreieck mit gegebenen Winkeln bildet. Auch der ge-
wohnliche Winkelspiegel und das Bauernfeind’sche Winkelprisma zum
Abstecken rechter Winkel konnen zur Distanzmessung verwendet
werden, indem nach Absteckung einer Grundlinie rechtwinklig zum
Zielstrahl vom Zielpunkt aus nun auch am anderen Ende der Grund-
linie ein rechter Winkel gebildet wird, sodaB sich ein dem ersten
Dreieck #hnliches kleines rechtwinkliges Dreieck an der Grundlinie
ergibt. Der bei der Absteckung eines Winkels mit einem Prisma zu
erwartende Fehler betrigt etwa 1, wonach sich der Entfernungsfehler
a priori beurteilen l4Bt.

20. Tachymetrische Instrumente und Aufnahmen. Von den
verschiedenartigen tachymetrischen Instrumenten, auf deren Einzelheiten
hier nicht eingegangen werden kann'®), hat die gréBte Bedeutung der
mit Vertikalkreis und festen Distanzfiden im Fernrohr ausgeriistete
Theodolit, vielfach vervollstindigt durch einen RichtkompaB oder eine
Kreisbussole. Nach p. 86 ist hierfiir bei lotrecht stehender Distanz-
skala die projizierte wagerechte Entfernung fiir das astronomische
Fernrohr S = acose + kL cos®e, fiir das Porro’sche anallaktische Fern-
rohr S="FkLcos’e, und bei rechtwinklig zur Ziellinie aufgestellter
Distanzskala S = (Lk + a)cosa + I sina (I, = Abstand der Mitten-
zielung vom SkalenfuBpunkt). Der Hohenunterschied Ak des Mitten-
zielpunktes an der Distanzskala gegen die Instrumentachse ist
beim einfachen Fadendistanzmesser mit vertikaler Latte Ah = Stge
= qsin &« + kL sin « cos ¢, und beim Porro’schen Fernrohr
Ah = LkLsin 20a; bei rechtwinklig zur Ziellinie gerichteter Skala

133) Bauernfeind, Vermessungskunde 1, p. 192 u. 395.

134) Archiv f. d. Artill. u. Ingen.-Offiz. d. deutsch. Reichsheeres, April 1893
und Zeitschr. f. Vermess. 24 (1895), p. 177,

135) Vgl. Jordan, Handbuch 2, Kap. XIV und Hartner-Dolezal 2, § 21—27,
mit weiterer Literatur; speziell sei verwiesen auf Goulier, Tachéométrie.
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Al =FkLsine. Wie bei der trigonometrischen Héhenmessung p. 78
kommt hierbei Instrument-, bez. Zielhohe in Betracht, sodaB die
Hohenformel z. B. lautet h, =k, 4 i — 1, 4 $kLsin2«. Der Einflu
der Erdkriimmung und Refraktion wird bei der tachymetrischen Héhen-
messung in der Regel auBer acht gelassen.

Zur Ausrechnung der Entfernung und Hohenunterschiede dienen
verschiedene Hilfsmittel. , Tachymetertafeln®, das sind Tabellen, aus
denen mit den Argumenten L und « (bez. Zenitdistanz 2) die gesuchten
Werte S und Ak entnommen werden konnen ). | Tachymetrische Rechen-
schieber, das sind logarithmische Rechenschieber fiir die in Betracht
kommenden Funktionen von verschiedener Konstruktion; desgleichen
eine ganze Reihe von ,, Tachymeterdiagrammen® und sonstigen Rechenhilfs-
mitteln 7). Erwihnt sei noch Teilung des Vertikalkreises nach Gefill-
prozenten, nach der Funktion sinecose« (Tachymeter von Goulier),
sowie logarithmische Teilung (Schell’s und Tichy-Starke’s logarithmischer
Tachymeter). Eine unmittelbare Reduktion der bei geneigter Ziellinie
bestimmten schiefen Entfernung wird in verschiedener Weise erstrebt.
Es sei auf die zahlreichen italienischen Anorduungen!®) verwiesen,
sowie auf die neueste Kounstruktion von Hammer-Fennel!®), welche
mittels eines im Gesichtsfeld des Fernrohrs erscheinenden Diagramms
unmittelbar wagerechte Entfernung und Hohenunterschied gibt. Eine
andere Art zur unmittelbaren Angabe dieser Werte ist bei den ,,Schiebe-
tachymetern® verwendet%); es ist hierbei ein Fadendistanzmesser der-
art mit Schiebeskalen verbunden, daB, nachdem am Fadendistanzmesser
zundchst die schiefe Entfernung abgelesen und an einer Fernrohrskala
in verjingtem MaBstabe eingestellt ist, an je einem, den Naturlinien
entsprechenden horizontalen und vertikalen Mafistab unmittelbar Ent-
fernung und Hohe zur Ablesung gebracht wird.

136) W.Jordan, Hilfstafeln fir Tachymetrie, 2. Aufl., Stuttgart 1899.

137) Jordan, Handbuch 2, § 176; eine kurze Ubersicht gibt O. Lueger,
Lexikon der gesamten Technik, Stuttgart, Art. Tachymetrie.

138) J. Porro, Riv. di topogr. e cat. 8 (1895/96), p. 139 (sthenallaktisches
Fernrohr); Baggr, ibid. p. 151 u. 9 (1896/97), p. 17; Roncagli- Urbani, ibid. 8
(1895/96), p. 28, 146; Reina, ibid. 9 (1896/97), p. 65; Roncagli, ibid. p. 177 u. 10
(1897/98), p. 5; M. Nasso, ibid. 11 (1898/99), p. 145; 12 (1899/1900); p. 9; 15
(1902/03), p. 1, 18, 53, 5.

139) E. Hammer, Der Hammer-Fennel’sche Tachymeter-Theodolit, Stutt-
gart 1901.

140) Zuerst 1865 von Kiefer in Coln angewandt; vgl. dazu E. Puller,
Zeitschr. f. Vermess. 25 (1896), p. 375; 30 (1901), p. 531; 32 (1903), p. 649. Ferner
ist zu nennen: F. Kreuter, Patentiertes Quotier-Instrument fiir generelle Auf-
nahmen in koupiertem Terrain, Wien 1874; O. Fennel, Zeitschr. f. Vermess. 7
(1878), p. 57.
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Neben der fiir die Tachymetrie besonders geeigneten Fadendistanz-
messung haben die {ibrigen in Nr. 19 ihrem Prinzip nach erwihnten
Distanzmessungsmethoden eine geringere Bedeutung. ,Distanzmessende
Schrauben® werden auch in Verbindung mit dem Fadendistanzmesser
angeordnet, andere Konstruktionen z B. Eckhold’s Omnimeter, Sanguet’s
Tachymeter mit Hebelwerk usw., haben keine allgemeine Bedeutung
erlangt.

Die Durchfiihrung einer topographischen Aufnahme griindet sich
in der Regel auf eine Horizontal- und Vertikaltriangulierung mit
nachfolgender Polygonisierung. Ist das Instrument auf einem nach
Lage und Hohe gegebenen Punkt aufgestellt, so gibt dasselbe un-
mittelbar Lage und Hohe der angezielten Gelindepunkte an, nim-
lich durch Horizontal- und Vertikalrichtungen und Entfernung bez.
Hohenunterschied. Das Ergebnis der Aufnahme ist schlieflich ein
topographischer Plan mit Hohenzahlen und Horizontalkurven, vgl.
p. 3. Uber die Genauigkeit der Bestimmung von Entfernung und
Hobe gilt das bei Distanzmessung p. 88 und trigonometrischer
Hohenmessung p. 81 Gesagte. Im allgemeinen begniigt man sich,
dem Zweck der topographischen Aufnahme entsprechend, mit einer
miBigen Genauigkeit, sodaf fiir Zielungen bis zu einigen 100 m
die gegenseitige Lage und Hohe der Punkte innerhalb einiger dm
genau bestimmt wird, wobei auf die letztere ein hoherer Wert gelegt
wird, als auf erstere, und richtet zur Erzielung dieser fiir Gelinde-
aufnahmen hinreichenden Genauigkeit Instrumente (bequeme Ablesung)
und Verfahren zu moglichst rascher und glatter Feldarbeit ein. Ver-
schirfung der Distanzmessung, welche fiir die topographische Gelinde-
aufnahme nicht in Betracht kommt, sondern nur dann, wenn die Tachy-
metrie die exakte Linearmessung ersetzen soll, ist durch entsprechende
Einrichtung der Instrumente, ,Prizisionstachymeter” und ,Prizisions-
latten (z. B. Schell's und Tichy-Starke’s logarithmischer Tachymeter)
zu erzielen; vgl. p. 88. Die Prizisionstachymetrie ist ebenso wie die
Prizisionsnivellierung an beschrinkte Arbeitszeit (giinstige Witterung)
und kurze Zielweite (Refraktion) gebunden. Bei den tachymetrischen
Messungen ist auch zu erwiihnen die Hohenaufnahme auf Grund vor-
handener, durch Linearmessung gewonnener Lagepline, wobei in un-
ebenem Geldnde anstatt des Nivellierinstrumentes (p. 73) mit Vorteil
der Hohenkreis des Theodolits verwendet wird, indem die Entfernungen
aus der Karte genommen werden, sodaB zu rechnen ist nach Ak = stge,
wozu Rechenschieber und Diagramme als Hilfsmittel dienen.

21. Die MeBtischaufnahme. Als eine besondere Methode der
tachymetrischen Messungen ist zur Zeit die ,topographische MeBtisch-
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aufnahme® zu betrachten, nachdem der ,MeBtisch® bei exakten Spezial-
aufnahmen durch die numerischen Methoden ersetzt ist. Der ,, Meftisch
ist ein auf einem Stativ mittels eines theodolitéhnlichen DreifuB-
unterbaues aufgestellter kleiner Zeichentisch, dessen mit einer Libelle
horizontierte Fliche die ebene Vermessungsfliche reprisentiert. Zur
Aufzeichnung der Richtungslinien dient das eine lotrechte Absehebene
liefernde , Diopterlineal (dioptrische Regel) oder die , Fernrohrkipp-
regel“ (Perspektivlineal). In einfachster Form besteht diese Projektions-
vorrichtung aus einem eine Sdule tragenden Lineal, an der eine hori-
zontale Kippachse gelagert ist. Diese trigt das die Vertikalebene liefernde
Fernrohr, analog der Theodoliteinrichtung. Anordnung der Libellen,
Bedingungen fiir die Achsen und Ziellinie, Priifung und Berichtigung
entspricht dem Theodolit (vgl. die Lehrbiicher). Wird das Fern-
rohr der einfachen Kippregel mit Distanzfiiden ausgeriistet, so erhilt
man die ,distanzmessende Kippregel, kommt ein Hohenkreis oder
Hohenbogen mit Libelle hinzu, so erhdlt man die ,tachymetrische
Kippregel® (,,Universalkippregel®). Ist der MeBtisch auf einem Messungs-
punkte (,Station”) so aufgestellt, daB bei horizontaler Platte der zu-
gehorige Punkt der Zeichnung genau lotrecht iiber dem Feldpunkte
sich befindet und im Fernrohr diejenigen Zielpunkte eingestellt er-
scheinen, an deren Bilder die Linealkante angelegt wird, so ist er
weentriert und orientiert“. Wird in dieser Weise bei genau orien-
tiertem Tisch das Lineal scharf an den Stationspunkt angelegt und
gleichzeitig der zu bestimmende Punkt mit dem Fernrohr eingestellt,
so gibt die am Lineal ausgezogene Linie die Richtungslinie an; wird
die Entfernung durch ,Lingen“- oder ,Distanz“-Messung (p. 86) er-
mittelt und mit dem MaBstab in der entsprechenden Verjiingung
eingetragen, so ist der neue Punkt bestimmt (,stationiert”) und kann
wieder als MeBtischstation dienen; wird das fortgesetzt, so erhilt man
einen graphisch bestimmten Polygonzug, vgl. p. 54.

Werden auf mindestens zwei bekannten Standpunkten 4 und B
die Richtungslinien nach einem Neupunkt P gezogen, so hat man
Punktbestimmung durch , Vorwirtseinschneiden“ (vgl. die trigonometr.
Losung p. 40); wird auf einem gegebenen Standpunkt 4 die Rich-
tungslinie nach P gezogen, der MeBtisch danach nach P gebracht,
hier nach P— A4 orientiert, an B angelegt und gezielt, durch den
Schnitt 4 — P und P—DB der Neupunkt P bestimmt, so hat man
Punktbestimmung durch ,Seitwirtseinschneiden® (vgl. p. 40). Soll
ein Neupunkt dadurch bestimmt werden, daf auf ihm die Richtungs-
linien nach drei der Lage nach gegebenen Punkten bestimmt werden,
so hat man das graphische ,Riickwirtseinschneiden” (p. 41). Die
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Konstruktion kann in verschiedener Weise erfolgen. Zunichst durch
Aufzeichnung des Strahlensystems (z. B. auf Pauspapier) und Orientie-
rung desselben nach der Reihe der Bildpunkte durch Probieren; ein
mechanisches Hilfsmittel hierzu ist der mit Gradscheibe und eiustell-
baren Armen versehene ,Standfinder“. Die Bestimmung des Punktes

als Schnittpunkt der Bestimmungskreise durch

/,?\ Konstruktion derselben mittels Einstellung der
a %T xb Peripheriewinkel ist benutzt bei ,Bauern-
i feind’s Einschneidezirkel“1). Zu einer direkten
konstruktiven Losung ist z. B. Collins’ Hilfs-
punkt (vgl. p. 42) geeignet. Ist amb (Fig. 24)
das Bilddreieck des Naturdreiecks A M B, so
wird auf dem Neupunkt P zundchst ab nach
M orientiert und von @ aus nach B gezielt,
sodann wird ba nach M orientiert und von
b aus nach A4 gezielt. Der Schnitt der beiden
gezogenen Richtungslinien liefert das Bild ¢ des Collin’schen Hilfs-
punktes und die Verbindungslinie gm einen Ort fiir das Bild p des
Neupunktes P. Die vollstindige Bestimmung von p kann dann durch
Seitwirtseinschneiden erfolgen.

GroBere Bedeutung als diese direkte und die mechanischen Losungen
hat fiir die eigentliche MeBtischpraxis die ,indirekte Losung. Der
MeBtisch wird nach Augenmall oder mit Hilfe einer Orientierbussole
genihert orientiert und die Richtungslinien mit der Kippregel ge-
zogen. Infolge der nur geniherten Orientierung ergibt sich statt
eines Schnittpunktes das ,fehlerzeigende Dreieck®, dessen Form von
der gegenseitigen Lage der Punkte und dem Fehler der Orientierung
abhingt. Uber die Lage von p zum Fehlerdreieck hat J. G. Lehmann*®)
folgenden Satz aufgestellt:

Der Punkt p liegt innerhalb oder auBerhalb des Fehlerdreiecks,
jenachdem P innerhalb oder auBierhalb von AMB liegt. Im letzten
Falle liegen p und das Fehlerdreieck zu verschiedenen Seiten der
mittleren Visur, wenn P innerhalb des durch 4, M, B gehenden
Kreises oder in einem Scheitelwinkel des Dreiecks sich befindet; da--
gegen liegen p und das Fehlerdreieck auf derselben Seite der mitt-
leren Visur, wenn P auBerhalb des durch A, M, B, gehenden Kreises

p
Fig. 24.

141) C. M. v. Bauernfeind, Minch. Abhandl. 11 (1871), p. 83; Bauernfeind,.
Vermessungskunde 2, p. 189.

142) Anleitung zum vorteilbaften und zweckmiBigen Gebrauche des Me8-
tisches, Dresden 1820. Vgl. ferner F. Hartner, Wien. Ber. 2 (1849), Novemberheft,
p. 216; Hartner-Dolezal 1, p. 891,
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einer Dreiecksseite gegeniiber liegt. Die Abstinde des Punktes p von
den durch a, b, m gezogenen Visierlinien verhalten sich wie die Ent-
fernungen des Punktes p von den Punkten a, m, b oder des Punktes
P von A, M, B.

Ein praktisch sehr brauchbares Orientierungsverfahren besteht
darin, daB man zwei Fehlerdreiecke zu Hilfe nimmt. Man orientiert
zunidchst nach dem ersten Fehlerdreieck angenihert auf Grund des
vorstehenden Satzes und iiberdreht dann den Tisch absichtlich, sodaB
die Orientierung nach der entgegengesetzten Seite gefilscht wird. Man
erhilt dann ein zweites Fehlerdreieck, dessen homologe Ecken man mit
denen des ersten verbindet, dadurch kommt man dem Punkt p sehr nahe.
Uber Moglichkeit und Giinstigkeit der Losung vgl. p. 43.

Aus der zusammenwirkenden Anwendung dieser Bestimmungs-
methoden ergibt sich die MeBtischaufnahme; bei der Anwendung im
groBen wird eine Triangulierung zugrunde gelegt, welche auf dem MeB-
tisch graphisch weiter gefiihrt wird. Uber die tachymetrischen und die
Hohenmessungen gilt' das frither (p. 90) Gesagte; auf Grund der ge-
wonnenen Hohenzahlen werden die Horizontalkurven entworfen. Bei
einheitlich durchgefiihrten Landesaufnahmen wird der gewihlten Projek-
tionsart entsprechend (vgl. p. 13 und Nr. 8) eine passende Blatteinteilung
angeordnet. Beispielsweise ist bei der preulischen Landesaufnahme das
Staatsgebiet auf Grund der Gradeinteilung des Bessel’schen Ellipsoides
in Abschnitte zerlegt. Der von je zwei aufeinanderfolgenden Breiten-
und Lingengraden umschlossene Flichenteil, eine ,Gradabteilung®,
wird nach der Breite in 10, nach der Linge in 6 Teile zerlegt, deren
jedes ein ,MeBtischblatt“ bildet, welches in seinen Kckpunkten in
1: 25000 aufgetragen (sog. ,preuBische Polyederprojektion®, vgl. VI11,4),
auf dem MeBtisch nach Eintragung der nach Linge und Breite ge-
gebenen Dreieckspunkte zur Feldaufnahme verwendet wird. Ein all-
gemeiner Ausdruck fiir die Genauigkeit der MeBtischaufnahme in
Bezug auf die Lagemessung, welche naturgemiB wesentlich abhiingig
ist vom Verfahren, den gegebenen Grundlagen, dem MaBstab usw.,
148t sich gewinnen durch die Angabe, daB sie derjenigen einer exakten
Zeichnung entspricht, bei der der Fehler der Punktorte innerhalb
+ 0,1 mm bleibt, und die Richtungsgenauigkeit im giinstigsten Fall
etwa durch - 1" ausgedriickt werden kann.

Der MeBtisch ist, seit er durch Pritorius in Altdorf (mensula
praetoriana) mit Beginn des 17. Jahrhunderts allgemein bekannt wurde,
bis zur Mitte des 19. Jahrhunderts eines der wichtigsten geometrischen
Instrumente gewesen. Fiir die Kartographie brachte die Ausbreitung
der MeBtischaufnahme einen wesentlichen Fortschritt mit sich, indem
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sie, gestiitzt auf die Triangulierung, den Schritt von den mit Bussole,
Quadrant, MeBschnur und SchrittmaB gewonnenen Landeskrokis zu
einer zusammenhingenden, systematischen Aufnahme erleichterte,
welche besonders in den exakten graphischen Landesvermessungen
Bayerns (1808—1837) in 1:5000 und Wiirttembergs (1818—1840)
in 1:2500 ihren Hohenpunkt erreichten*®). Nach der ersten Hilfte
des 19. Jahrhunderts ist die MeBtischaufnahme fiir die Spezialver-
messungen, insbesondere die modernen Katastervermessungen, mehr
und mehr in den Hintergrund getreten. Bei topographischen Auf-
nabmen (Horizontalkurvenbearbeitung p. 92) wird sie fiir solche Ge-
biete noch von Bedeutung bleiben, in denen nicht die kartographischen
Ergebnisse der speziellen numerisch durchgefithrten Landesvermessung,
vervollstindigt durch spezielle Hohenmessung, zur Herstellung der topo-
graphischen Spezialkarten zur Verfiigung stehen. Der groBe Vorteil
des MeBtisches besteht darin, daf unmittelbar nach der Natur ge-
zeichnet wird, was die Herstellung leicht lesbarer Karten sehr fordert44).

22. Fliichtige Aufnahmen. Exakte spezielle Landesvermessungen
mit Anwendung der vorbesprochenen Methoden, deren Ergebnisse geo-
metrische und topographische Spezialkarten sind, liegen zur Zeit nur
fiir kleine Gebiete der Erdoberfliche (Westeuropa, Teile der Vereinigten
Staaten, einzelne Teile auBereuropiischer Staaten und einige Kiisten- und
Kolonialgebiete) vor; fiir andere Gebiete (Osteuropa, den groBten Teil
der Vereinigten Staaten, kleine Teile Stidamerikas, Kapland, Vorder-
indien, Ostaustralien, Japan) bestehen zur Zeit nur generelle Aufnah- m
mit trigonometrischer Grundlage, wobei die Einzelaufnahmen bis 1zt
weniger speziell und exakt und nicht im Zusammenhang zur Luvch-
fiihrung gekommen sind; fiir den Rest, d. h. also den weitaus groBten
Teil der Erdoberfliche, beruht das vorhandene Kartenmaterial auf
,yRoutenaufnahme®, entweder planm#Big ein zusammenhingendes Karten-
bild gebend oder als Einzelergebnisse von Erkundungsreisen. Hierbei
ist fiii die ,GrundriBaufnahme® das geoditische System ein an astro-
nomisch bestimmte Punkte angeschlossenes System von Bussolen-
ziigen (p. 58), meistens aufgenommen mit Freihandbussole, wobei die
Entfernung aus der Marschzeit hergeleitet wird, fiir die ,Hé&hen-
aufnahme® barometrische Hohenmessung mit Federbarometer, kontrol-

143) W. Jordan-K. Steppes, Das deutsche Vermessungswesen, Stuttgart 1882.

144) Fiir militértopograpische MeBtischaufnahmen sei genannt: Vorschrift
fir die topographische Abteilung der Landesaufnahme. Heft I. Das topo-
graphische Aufnehmen, Berlin 1898; B. Schulze, Das militérische Aufnehmen
unter besonderer Beriicksichtigung der Arbeiten der kgl. preuB. Landesaufnahme,
Berlin und Leipzig 1903.
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liert durch Quecksilberbarometer und Siedethermometer!*5). Neuer-
dings sind automatische Methoden von Th. Ferguson ausgebildet
worden 46).

In historischer Hinsicht sei hier erinnert an die Wegekarten
der ROmer, Itineraria Antonini, Alexandri ete., vornehmlich an die
sogenannte Peutinger’sche Tafel.

Als eine besondere Methode der topographischen Messungen
kommt neuerdings fiir bestimmte Aufgaben in Betracht die Photo-
grammetrie (vgl. den folgenden Art., S. Finsterwalder), die man in
ihrer besonderen geoditischen Anordnung unter Benutzung des , Photo-
theodolits® als , Phototachymetrie oder ,Phototopographie” bezeichnet.

145) Weiteres mit Literatur findet man bei Jordan, Handbuch 2, § 183;
G. Newmayer, Anleitung zu wissenschaftlichen Beobachtungen auf Reisen, 2. Aufl,,
Berlin 1888; 3. Aufl., Hannover 1905. Ein durchgearbeitetes Beispiel mit Fehler-
berechnung enthilt: W. Jorden, Physische Geographie und Meteorologie der
lybischen Wiiste, Cassel 1876. Spezialschriften sind: Kaltbrunner, Manuel da
voyageur, Ziirich 1879 (auch deutsch von Kollbrunner, Ziirich 1881); Hints to
travellers edited by the Royal geogr. society, London 1883 (8. ed. 1901); E. de
Larminat, Topographie pratique de reconnaissance et d’exploration, Paris (1905).
Man vgl. ferner: K. Hammer, Die methodischen Fortschritte der geographischen
Landmessung, Geogr. Jahrb. 22 (1899), p. 37; 25 (1902), p. 343.

146) Automatic surveying instruments and their practical uses on land
and water (Introduction by E. Hammer), London 1904.

(Abgeschlossen im Okt. 1905.)

Encyklop. d. math. Wissensch. VI 1. 7



98

1

V14, 2. 8. Finsterwalder. Photogrammetrie.

VI, 2 PHOTOGRAMMETRIE.

Vox
S. FINSTERWALDER

IN MUNCHEN.

Inhaltsiibersicht.

Einleitung. Historisches. Innere und fuBere Orientierung. Eigentliche und
abgeleitete Photographien.

Apparate. Das Objektiv. Vorrichtung zur inneren Orientierung. Bestim-
mung von Hauptpunkt und Bildweite. Photogrammeter und Phototheodolite.
Ausmessung der Bilder. Direkte Ausmessung nach J. Porro. Ermittlung
von Winkeln aus den Koordinaten der Bildpunkte. ZusammenschlieBen meh-
rerer Bilder, die vom gleichen Standpunkt aus aufgenommen sind.

Das Riickwirtseinschneiden. Riumliches Riickwirtseinschneiden nach
drei Punkten. Das raumliche Problem der 6 Punkte und das ebene Problem
der 5 Punkte.

Das Vorwirtseinschneiden und die Rekonstruktion der Objekte bei
bekannten Standpunkten. Hohenkontrolle.  Gegnerische Kernpunkte.
Moglichkeit der Rekonstruktion aus einer Anzahl von Photographien. Zeich-
nung eines Risses aus zwei Photographien.

. Flichtige Aufnahmen. Stereophotogrammetrie. Mechanismen.

Literatur.

Biicher,

. Deville, Photographic surveying, Ottawa 1895.
. Dolezal, Die Anwendung der Photographie in der praktischen MeB8kunst,

Halle 1896 (Dolezal, Anwend. d. Phot.).

C. Koppe, Die Photogrammetrie oder BildmeBkunst, Weimar 1889 (Koppe, Photo-

<&

grammetrie).
Photogrammetrie und internationale Wolkenmessung, Braunschweig 1896
(Hoppe, Wolkenmessung).

. Laussedat, Recherches sur les instruments, les méthodes et le dessin topogra-

phiques. T.II. Iconométrie et métrophotographie, Paris 1901—03 (Laussedat,
Métrophotographie).

. Le Bon, Les levers photographiques, 2 vol., Paris 1889,
. Legros, Sommaire de photogrammetrie, Paris 1891.



1. Einleitung. 99

P. Paganini, Fotogrammetria, Mailand 1901.
F'. Schiffner, Die photographische MeBkunst, Halle 1892.
F. Steiner, Die Photographie im Dienste des Ingenieurs, Wien 1891 (Stesner, Phot.).

Monographien.

8. Finsterwalder, Die geometrischen Grundlagen der Photogrammetrie, Jahres-
bericht d. Deutschen Mathematiker-Vereinigung 6 (1897), 2. Heft, p. 1, Leipzig
1899 (Finsterwalder, Grundlagen).

— Die Photogrammetrie als Hilfsmittel der Geliindeaufnahme. In: G. Neumayer,
Anleitung zu wissenschaftl, Beobachtungen auf Reisen, 3. Aufl., Hannover 1905.

@. Hauck, Neue Konstruktionen der Perspektive und Photogrammetrie (Theorie
der trilinearen Verwandtschaft ebener Systeme), J. f. Math. 95 (1883), p. 1;
97 (1884), p. 261; 98 (1885), p. 304; 108 (1891), p. 25; 111 (1893), p. 207; 128
1906), p. 91.

C. Pulfrich, Neue stereoskopische Methoden und Apparate, 1. Lief., Berlin 1903.

F. Schilling, Uber die Anwendungen der darstellenden Geometrie, insbesondere
iiber die Photogrammetrie, Leipzig und Berlin 1904.

1. Einleitung. Die Photogrammetrie (BildmeBkunst) hat die
Aufgabe, aus photographischen Bildern das dargestellte Objekt oder
einzelne Abmessungen desselben zu ermitteln. Die Losung dieser Auf-
gabe war durch die Riickwdirtskonstrulktionen der Perspektive®) und Me-
thoden der Kiistenaufnahme aus perspektivischen Handskizzen ) vor-
bereitet und wurde zuerst von 4. Laussedat (1852—59) %) versuchsweise
auf topographische Vermessungen angewandt. Im Anschlusse hieran
beschiftigte sich J. Porro*) seit 1855 mit der instrumentellen Seite.
A. Meydenbauer %) pflegt seit 1867 vorzugsweise die Architekturphoto-
grammetrie, die er zu hoher Vollendung brachte. W. Jordan €) (1876)
und C. Koppe") (1889) forderten das Problem vom geoditischen Stand-
punkt aus, G. Hauck®) (1883) nach der theoretischen Seite. In groBem
MaBstabe wurde die Photogrammetrie zuerst praktisch verwendet in
Italien von L. P. Paganini®) seit 1880 und in Canada von FE. Deville™)

1) J. H. Lambert, Freye Perspektive, Ziirich 1759, 8. Abschnitt, p. 203.

2) Beautemps- Beaupré 1791—93, beschrieben in: Méthode pour la levée
et la construction des cartes et des plans hydrographiques, Paris 1808.

3) Paris C. R. 50 (1860), p. 1127.

4) E. Doletal, Photogr. Correspondenz, 1902, p. 82.

5) Zeitschr. f. Bauwesen 17 (1867), p. 61.

6) Zeitschr. f. Vermess. 5 (1876), p. 1.

7) Die Photogrammetrie oder BildmeBkunst, Weimar 1889.

8) J. f. Math. 95 (1888), p. 1; 97 (1884), p. 261; 98 (1885), p. 304; 108
(1891), p. 25; 111 (1893), p. 207; 128 (1905), p. 91. \

9) Fotogrammetria, Mailand 1901.

10) Photographic Surveying, Ottawa 1889, 2. Aufl. 1895.

7*



100 VI, 2. S. Finsterwalder. Photogrammetrie.

seit 1889. Mit der Ballonphotogrammetrie beschiftigt sich S. Finster-
walder seit 1890. Durch C. Pulfrich wurde seit 1900 die Stereoskopie
in den Dienst der Photogrammetrie gestellt. Reiches Material zur
Geschichte der photogrammetrischen Methoden und Apparate hat
A. Laussedat gesammelt.

Die photographischen Bilder sind in der Regel als ebene Per-
spektiven des Objektes aufzufassen. Die Entfernung des perspek-
tivischen Zentrums (Linsenmittelpunkts) von der bildauffangenden
Ebene (lichtempfindlichen Schicht) heifit Bildweite (Distanz), der FuB-
punkt der Senkrechten von ersterem auf letztere Hauptpunkt (Aug-
punkt), die Senkrechte selbst Achse der Perspektive (bezw. der photo-
graphischen Kamera). Die Vertikalebene durch die Achse der Perspek-
tive wird als Hauptvertikalebene, ihr Schnitt mit der Bildebene als
Hauptvertikale bezeichnet. Die Horizontalebene durch das Zentrum
schneidet die Bildebene nach dem Horizont.

Hauptpunkt und Bildweite bilden die wnmere Orientierung einer
Photographie. Zur Rekonstruktion des Objektes sind auBer den Ele-
menten der innern Orientierung der verwendeten Photographien noch
Abmessungen desselben, darunter wenigstens eine Linge, als bekannt
anzusehen. Bei den wichtigsten Objekten (Terrainflichen, Architek-
turen) spielt die Vertikale eine ausgezeichnete Rolle, und man wird
deshalb die Gesamtheit der Lote, bezw. deren gemeinsamen unendlich
fernen Punlt als Bestandteil des Objektes ansehen. KEbenso sollen die
Punkte, von welchen die Photographien aufgenommen wurden (Stand-
punkte), als Bestandteile des zu ermittelnden Objektes gelten. Alle
Abmessungen, welche von dem so erweiterten Objekt zur Rekon-
struktion herangezogen werden, bilden die dufere Orientierung, z. B.
Linge der Standlinie, Neigung der Achsen der Photographien, Hori-
zont usw.

An photographischen Bildern kommen in Betracht: 1. wirkliche
oder eigentliche Photographien und zwar a) solche mit bekannter innerer
Orientierung, wie sie von photogrammetrischen Apparaten geliefert
werden, b) nicht orientierte Photographien, wie sie von gewG6hnlichen
photographischen Apparaten geliefert werden, 2. uneigentliche oder
abgeleitete  Photographien '), némlich Perspektiven wirklicher Photo-
graphien, wie sie die Reproduktionstechnik im allgemeinen liefert.
Fir genaue Arbeiten sind nur die Originalnegative oder davon ab-
geklatschte Glasdiapositive als eigentliche Photographien aufzufassen;
Papierpositive, wegen der Verinderung in den Bédern, die einer homo-

11) Finsterwalder, Grundlagen, p. 8.
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genen Deformation entspricht, und Vergroflerungen, die in der Regel
eine kleine perspektivische Verzerrung erfahren, dagegen nur als ab-
geleitete.

Abgeleitete Bilder konnen in der Regel nicht als Schnitte des
Strahlenbiindels, welches das urspriingliche Bild erzeugte, aufgefaBt
werden. Dazu sind zwei Bedingungen erforderlich, die man folgender-
maflen formulieren kann: Das Strahlenbiischel in der Ebene des ab-
geleiteten Bildes, welches von einem beliebigen Punkte nach Punkten
der unendlich fernen Geraden gezogen werden kann, mufl dem Biischel,
das im Strahlenbiindel den unendlich fernen Punkten der Bildebene
entspricht, kongruent sein. Oder: den imaginiren Kreispunkten des
abgeleiteten Bildes miissen im Biindel Strahlen nach dem imagindren
Kugelkreis entsprechen.

2. Apparate. Der wichtigste Bestandteil derselben ist das photo-
graphische Objektiv '), dessen optische Achse senkrecht zur Bildebene
steht und jene im Hauptpunkt trifft. Von réumlichen Objekten kann
man nur dann scharfe Bilder erzielen, wenn die Bildweite klein ist
gegeniiber der Entfernung der nichstgelegenen Objektpunkte. Die
Bildweite ist dann von der Bremnweite wenig verschieden und wird
in der Regel unveriinderlich gleich letzterer genommen; die daraus
entspringende Unschiérfe kann durch Einblenden aufgehoben werden.
Das Objektiv soll perspektivisch zeichnen. Ist o« der Winkel eines
die Blendenmitte durchsetzenden Strahles mit der Achse vor Eintritt
in die Linse und % die Entfernung des von ihm erzeugten Bild-
punktes vom Hauptpunkt der Photographie, so zeichnet die Linse
perspektivisch, falls % :tg « einer Konstanten (der Bildweite) gleich
ist. Als Standpunkt der Aufnahme dem Objekt gegeniiber hat der
Punkt zu gelten, in welchem die Verlingerungen derjenigen in die Linse
eintretenden Strahlen, die nach der Brechung im Vorderteil der-
selben die Blendenmitte durchsetzen, die Achse schneiden. Der so
definierte Standpunkt und das um die Bildweite vom Hawuptpurkt
entfernte Zentrum der Perspektive fallen bei den in der Praxis meist
verwendeten Objektiven nahe zusammen, nur bei den Teleobjektiven
liegt ersterer am Vorderende oder innerhalb des Linsensystems, letz-
teres objektseits um den groBeren Teil der Brennweite auBerhalb.
Bis auf einige Minuten genau zeichnen perspektivisch: Teleobjektive
innerhalb 2« = 25° Aplanate innerhalb 2« = 50° Kollineare, Ortho-
stigmate, Protare, Doppelanastigmate innerhalb 2« = 60—175°, Weit-

12) M. v. Rohr, Theorie und Geschichte des photogr. Objektivs, Berlin 1899;
A. Gleichen, Photogr. Optik, Leipzig 1905.
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winkel innerhalb 2o = 80—100°, der Hypergondoppelanastigmat bis
2« = 140° Bei groflen Winkeln o werden die dnrch Unebenheit der
kduflichen Glasplatten verursachten Fehler erheblich. Die innere
Orientierung der Bilder einer Kamera verlangt eine stabile Verbindung
von Linse und lichtempfindlicher Fliche. Auf letzterer miissen sich
mindestens zwei Marken (meist ein rechteckiger Rahmen, eventuell
mit Fadenkreuz), die mit der Kamera fest verbunden sind, abbilden.
In bezug auf diese Marken wird die Lage des Hauptpunktes festgelegt.

Bestimmung des Hauptpunktes. Man schraubt die Linse ab, er-
setzt die lichtempfindliche Fliche durch einen Spiegel, richtet auf
diesen ein Fernrohr derart, daB sich sein Fadenkreuz mit dem Bilde
seines Spiegelbildes deckt, schraubt die Linse wieder an, ersetzt den
Spiegel durch eine photographische Platte und photographiert das
Fadenkreuz des Fernrohres, dessen Bild dann den Hauptpunkt ergiebt.
Oder einfacher: Man stellt den Apparat mit der lichtempfangenden
Fliche horizontal und photographiert in dieser Stellung bei enger
Blende einige von der Decke herabhéngende Lote, deren Bilder sich
im Hauptpunkt schneiden.

Bestimmung der Bildweite. Es sei das Strahlenbiischel von einem
Standpunkt nach einer Anzahl (mindestens drei) in einer Kbene mit
ihm befindlicher Objektpunkte bekannt. Photographiert man dieselben
von dem Standpunkte aus und legt man das bekannte Strahlen-
biischel perspektivisch zur Punktreihe der Bildpunkte ), so ist die
Entfernung des Biischelmittelpunktes von der Punktreihe gleich der
Entfernung des perspektivischen Zentrums von der Punktreihe, wo-
durch letzteres bei bekanntem Hauptpunkt bereits bestimmt ist Bei
unbekanntem Hauptpunkt photographiert man dieselben Objekte vom
gleichen Standunkt aus in anderer lLage der Kamera und erhilt
dann die Elemente zur Konstruktion des Hauptpunktes und der
Bildweite. ~ Die Elemente der inneren Orientierung einer vor-
liegenden Aufnahme konnen immer dann wiedergefunden werden,
wenn man aus ihr die im Endlichen gelegenen Fluchtpunkte dreier
bekannter (meist zueinander senkrechter) Richtungen entnehmen
kann. Ein Gleiches gilt unter Voraussetzung vertikaler Bildebene,
sobald auf dem Bilde die Perspektive eines wagerechten Quadrates
oder Rechteckes von bekanntem Seitenverhaltnis vorliegt?®*). Meist

13) Rechnerisch geschieht dies nach der Methode des Riickwirtseinschneidens
nach drei oder mehreren Punkten der Punktreihe. Vgl. W. Jorden, Zeitschr. f.
Vermess. 5 (1876), p. 1; Koppe, Photogrammetrie, p. 39, woselbst auch die Aus-
gleichungsmethode behandelt ist.

13%) Die zugehérigen Methoden sind im 8. Abschnitt von J. H. Lambert
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begniigt man sich nicht mit der inneren Orientierung, sondern
nimmt noch Horizont und Hauptvertikale dazu, was am einfachsten
bei horizontaler Achse (vertikaler Bildebene) gelingt. Hs muf dann
die Kamera mit einer Drehachse verbunden werden, die durch eine
Libelle vertikal zu stellen ist. Die Vertikalstellung der Kamera wird
durch Photographie zweier Lote, die als parallele Linien erscheinen
miissen, kontrolliert. Zur Bestimmung des Horizontes geniigt dann
das Bild eines mit dem Standpunkt gleich hohen Objektes. Horizont
und Hauptvertikale werden durch Marken (Fadenkreuz) fixiert. Appa-
rate mit dieser Einrichtung, welche meist noch mit einer Vorrichtung
zur Orientierung der Hauptvertikalebene (Horizontalkreis, Bussole)
versehen sind, heiBen Photogrammeter 1%).

Als photogrammetrische Theodolite (Phototheodolite) bezeichnet
man Kombinationen von Photogrammeter und Theodolit. Dieselben
gestatten die Bestimmung beliebig vieler Winkel der #ufleren Orien-
tierung. Die Verbindung beider kann rein #uBerlich sein, doch ist
fast immer die vertikale Drehachse des Theodolits und der Kamera
gemeinsam. Die Achse der Kamera ist meist dauernd horizontal ge-
stellt %), gelegentlich auch zum Neigen eingerichtet!®). In anderen
Fillen ist die Achse der Kamera mit jener des Theodolitfernrohrs
starr verbunden und beide parallel gestellt'”). Dadurch, da8 man
das photographische Objektiv als Fernrohrobjektiv beniitzt, kann man
auch beide Achsen zusammenfallen lassen ¥). Endlich hat man auch
versucht, den fiir die photographische Aufnahme maBgebenden Stand-
punkt (vgl. Nr. 2, p. 101) in den Schnittpunkt der beiden Theodolit-

Freie Perspektive*, Ziirich 1759, auseinandergesetzt. Vgl. auch F. Schilling,
Uber die Anwend. der darst. Geom. insh. iiber die Photogrammetrie, p. 101—120.

14) Zu den besten Apparaten dieser Art gehoren der Photogrammeter von
E. Deville, Photographic Surveying, p. 136, jener von Pollack, ibid. p. 120 und
die beiden Apparate von Paganini, Fotogrammetria, p. 189, 236, wovon letzterer
mit automatischer Horizontalstellung und photogr. Registrierung des Kompasses,
Zhnlich dem Apparate von Bridges Lee [Engineering 2 (1897), p. 314] versehen
ist. In diese Gruppe gehoren auch die Apparate von A. Meydenbauer.

15) So bei den ersten Apparaten von Laussedat, Métrophotographie, p. 125,
dem &dlteren Apparat von Pollack (vgl. Steiner, Phot., p. 123), bei jenen des Osterr.
militérgeogr. Institutes in Mitt. desselben 16 (1896), p. 67 und dem von Bredt-
haupt, Eders Jahrb. f. Phot. 1900, p. 387.

16) Alterer Apparat von Paganini, Fotogrammetria, p. 28; jener von Gustav
Heyde, Eders Jahrb. f. Phot. 1901, p. 357.

17) Phototheodolit von Koppe, Photogrammetrie, p. 26; Wolkenmessung, p.14.

18) Zuerst eingefiihrt von Paganini 1889, Fotogrammetria, p. 140, dann von
Pollack, vgl. Zeitschr. des Osterr. Ingen.- u. Arch.-Vereins 46 (1894), p. 489.
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achsen zu bringen ), um volle Ubereinstimmung der Scheitel der
gemessenen und photographierten Winkel zu erreichen. Eine eigen-
timliche Kombination von Theodolit und Kamera mit horizontaler
Achse hat Finsterwalder®) angegeben. Bei ihr wird das Fernrohr
aus dem parallel verschieblichen photographischen Objektiv und einem
um eine Horizontalachse drehbaren, nach dem perspektivischen Zentrum
zielenden Okulare gebildet.

Apparate, welche Bilder auf nicht ebene Flidchen entwerfen, sind
der Zylindrograph von Moéssard®'), bei welchem eine um eine verti-
kale Drehachse bewegliche Linse sukzessive einen nahezu 180° um-
fassenden Teil einer mit Film bespannten Zylinderfliche belichtet, und
der Phototheodolit von oJ. Porro®®), der als Bildfliche eine die Linse
konzentrisch umgebende, mit lichtempfindlicher Schicht priparierte
kugelférmige Glaskalotte besitzt. Letaterer, sowie der photographische
Meptisch von Chevalier *®) sind lingst auBer Gebrauch.

Das Bediirfnis, von einem Punkt aus Momentaufnahmen zu
machen, welche den ganzen Aussichtsbereich des Standpunktes oder
wenigstens einen sehr groBen Teil desselben umfassen, hat zur Kon-
struktion einer Anzahl (83—7) unter festen Winkeln zusammen-
gekoppelter photogrammetrischer Apparate gefithrt, die fiir Schiffs-
Luftballon- und Drachenaufnahmen Verwendung finden sollen ).

3. Ausmessung der Bilder. Die vollkommenste Methode der
Bildausmessung, von J. Porro?®®) erdacht und von C. Koppe®™) aus-
gebildet, besteht im wesentlichen darin, daB man das entwickelte
Negativ wieder genau an jene Stelle des Apparates bringt, die es bei
der Aufnahme eingenommen hat, dasselbe dann von riickwirts be-
leuchtet und die aus dem Apparat durch das Objektiv austretenden
Strahlen mit einem beweglichen Fernrohr, dessen Drehungen wie bei
einem Theodolit an geteilten Kreisen gemessen werden konnen, ab-
sucht. Auf diese Weise eliminiert man alle Fehler, die in der mangel-
haften perspektivischen Zeichnung der Linse, in der Unebenheit der

19) Beim Apparat von A. Schell, vgl. Dolezal, Anwend. d. Photogr., p. 47.

20) Zeitschr. f. Instr. 15 (1895), p. 870.

21) Moéssard, Le Cylindrographe, Paris 1889.

22) Vgl. Dolezal, Photogr. Correspondenz 1902, p. 85—87.

28) Vgl. Stein, Das Licht im Dienste wiss. Forschung 2, 5. Heft; spezieller
Teil VI u. VII, Die Photogrammetrie, bearb. von F. Stolze, p. 199; Laussedat, Métro-
photographie 21, p. 27.

24) R. Thiele, Eders Jahrb. f. Phot. 17 (1908), p. 181; Th. Scheimpflug, ibid.
18 (1904), p. 193, sowie Phot. Corresp. 1903, p. 659 und Illustr. aer. Mitt. 8
(1904), p. 88.

26) Photogrammetrie, p. 15.
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Glasplatten und in der Unkenntnis der inneren Orientierung begriindet
sind. In der Regel werden jedoch Koordinatern der DBildpunkte ge-
messen und aus ithnen die gewiinschten WinkelgroBen berechnet. Ist
r die Entfernung zweier Bildpunkte voneinander, r, und r, ihr Ab-
stand vom Hauptpunkt und d die Bildweite, so ist der Winkel nach
den Bildpunkten aus einem Dreieck mit den Seiten r, Vr,2 4 d3
V7?4 d® zu berechnen. Steht die Achse der Kamera horizontal
und sind z und y die auf den Horizont und die Hauptvertikale be-
zogenen rechtwinkligen Koordinaten eines Bildpunktes, so berechnen
sich die Azimutdifferenz « gegen die Hauptvertikalebene und die
Héhenwinkel 8 aus den Formeln:

tgo=x:d, tgf=ycosa:d.
Ist die Achse der Kamera unter dem Winkel o gegen den Horizont
nach aufwirts geneigt (Fig. 1) und bedeuten z und y die rechtwink-

E

Fig. 1. Fig. 2.

ligen Koordinaten eines Bildpunktes, bezogen auf die Hauptvertikale
(y) und die Senkrechte dazu (#) durch den Hauptpunkt, so wird:

x __dsino4-ycosm
fga= dcosw —ysine’ tg p —dcosm—ysinmcos ¢
oder nach Einfithrung der HilfsgroBen m und M:
d=mcos M, y=msin M, %:th,

to o = A,__ﬂx_h,,i
8¢ = neos(+ M)’

tg f=tg (0 + M) cos «.

Statt der Berechnung von « kann man auch nebenstehende Konstruktion

anwenden und § aus den Daten der Figur tg 8 = P, P": O P, ermitteln ™).
Sind aus abgeleiteten Bildern orientierter Photographien Winkel zu

entnehmen, so moge vorausgesetzt werden, daB der an der wirklichen

Photographie rechtwinklige Rahmen samt Achsenkreuz mit abgebildet

ist (Fig. 2). Aus den schiefwinkligen Koordinaten z,, y, eines Bild-

26) Beide Methoden von Koppe, Photogrammetrie, p. 8, 9.
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punktes in bezug auf das deformierte Achsenkreuz lassen sich dann
die rechtwinkligen Koordinaten z, y in bezug auf das urspriingliche
Achsenkreuz und daraus schlieBlich die Winkel nach folgenden, aus
der kollinearen Verwandtschaft beider Ebenen sich ergebenden For-
meln berechnen:

1 l Y1 1 ® Z, 1
. r * ﬁ Lo 4 z 'y * A B yy, ’
wobel
4G @ ﬂ % b, — b, 2a, a,

e ta 6 7 al e
b b+0b aa

a a, +a, b b,

“=a o

ist #7),

Auf dhnlichem, etwas allgemeinerem Wege kann man auch aus
wichtorientierten Photographien Winkel entnehmen, wenn die gegen-
seitige Lage von vier Strahlen, deren Bilder bekannt sind, gegeben
ist. Fiir wirkliche Photographien geniigen schon drei Strahlen hier-
fiir %).

Sind von einem Standpunkt aus zwei oder mehrere Bilder auf-
genommen, so entsteht die Aufgabe, dieselben untereinander in Be-
ziehung zu bringen. Sind die Orientierungsunterschiede der Achsen
der Bilder bekannt, so geschieht dies ohne weiteres nach den Regeln
der sphirischen Trigonometrie. Sind sie unbekannt, so kann man sie
ermitteln, sobald auf den verschiedenen Photographien die Bilder der-
selben Objekte zu finden sind. Waren die Achsen zweier Photographien
horizontal und die innere Orientierung bekannt, so geniigt ein Paar
Bildpunkte; ist nur letzteres der Fall, so sind swei Punktpaare notig.
Hat man es mit unorientierten wirklichen Bildern zu tun, so kann
man aus der kollinearen Beziehung beider aufeinander die Schnitt-
linie der Bildebenen als Achse der Perspektivitit ermitteln, sobald
vier Punktpaare zu finden sind ?). Der Winkel, den die Bildebenen
einschliefen, bleibt aber noch unbestimmt. Hat man indessen drei
solcher Awufnakmen von einem Standpunkte aus, so lassen sich in &hn-
licher Weise die drei Schnittlinien ihrer Bildebenen finden. Hierdurch
wird das Dreikant der Bildebenen und das gemeinsame perspektivische
Zentrum festgelegt. Drei eigentliche Photographien von einem Stand-
punkt geniigen also zur Ermittlung der inneren Orientierung jeder

27) Finsterwalder, Miincher Ber. 30 (1900), p. 152; vgl. hierzu W. Jordan,
Zeitschr. f. Architektur und Ingenieurwesen 44 (1898), p. 346; ein graphisches
Verfahren findet sich bei Finsterwalder, Photogrammetrie, p. 179,

28) Vgl. Nr. 4.

29) Finsterwalder, Miinchen Ber. 30 (1900}, p. 153 u. 157.
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derselben und der gegenseitigen Stellung ihrer Achsen, falls sich auf
je zweien derselben die Bildpunkte von denselben vier Objektpunkten
finden.

4. Das Riickwirtseinschneiden. Da sich aus Photographien
Horizontal- und Vertikalwinkel entnehmen lassen, kann man dieselben
in der in der Geodisie iiblichen Weise zur Bestimmung des Stand-
punktes nach drei oder mehreren gegebenen Fixpunkten verwenden
(Pothenot'sche Aufgabe) 3°). Dieselbe Aufgabe tritt aber in der Photo-
grammetrie noch in der Form auf, daB in einer Photographie mit
innerer Orientierung die Bilder dreier in ihrer gegenseitigen Lage
bekannter Objektpunkte, die mit dem Standpunkt nicht in einer Ebene
liegen, gegeben sind; man soll hieraus die Lage des Standpunktes
ermitteln. Die Photographie liefert alle Elemente des Dreikantes der
drei Visierstrahlen, und dieses Dreikant ist durch eine Ebene so zu
schneiden, daB sich die Schnittfigur mit dem Dreieck der bekannten
Objektpunkte zur Deckung bringen ldBt. Diese Aufgabe hat vier
Losungen, von welchen zwei zusammenfallen, falls sich der Stand-
punkt auf dem Kreiszylinder befindet, der sich iiber dem umschrie-
benen Kreise des Dreiecks der bekannnten Objektpunkte senkrecht
zu dessen Ebene erhebt. In diesem Falle wird die Bestimmung des
Standpunktes unsicher (geféhsrlicher Ort)3t).

Ist die innere Orientierung der Photographie nicht gegeben, so
sind zur Riickwirtsbestimmung des Standpunktes sechs Objektpunkte
und deren Bilder notig. Die Losung dieser riumlichen Aufgabe wird
auf das ebene Problem der fiinf Punkte®®) zuriickgefilhrt, welches
lautet: Zu fiinf Punkten einer Ebene einen sechsten so zu finden,
daB die von ihm aus nach den fiinf Punkten gehenden Strahlen vor-
gegebene Doppelverhiltnisse haben. Das Problem kann als projek-
tive Verallgemeinerung des Pothenot'schen Problems aufgefafit werden.
Letzteres geht aus ersterem hervor, wenn von den fiinf gegebenen
Punkten zwei in die imaginiren Kreispunkte riicken. Das Problem
der fiinf Punkte wird gewdhnlich dazu verwendet, zu einer Photo-
graphie ohne innere Orientierung, welche aber bei horizontalliegender
Achse aufgenommen wurde, den Standpunkt und die innere Orientie-

30) Vgl. V14, 1, Nr. 10b (C. Reinhertz).

31) S. Finsterwalder, Grundlagen, p. 26; S. Finsterwalder u. W. Scheufele,
Miinchen Ber. 33 (1908), p. 591, wo sich auch die Ausgleichung der Fehler er-
ortert findet.

32) Unter diesem Namen wurde von F' Steiner, Phot., p. 24 das von R. Sturm,
Math. Ann. 1 (1869), p. 532 geometrisch geloste Problem in die Photogrammetrie
eingefiihrt.
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rung gleichzeitig zu bestimmen. Man hat dabei in der GrundriBebene
der fiinf gegebenen Objektpunkte den gesuchten Standpunkt so zu
bestimmen, daB sich das von ihm ausgehende Biischel der fiinf Strahlen
nach einer Punktreihe, die mit dem Grundrif der Bildpunkte kon-
gruent ist, schneiden ldBt. Iine lineare geometrische Losung ist
folgende: ks seien A,B,C, D, E, die Grundrisse der bekannten Punkte,
O, jener des gesuchten Punktes, A"B'C’D'E’ die Punktreihe, zu der
das Biischel Oy(4,B,C,D,E,) projektiv sein soll. Man betrachte nun
in dem Kegelschnittbiischel mit den Grundpunkten A4,B,C,0, jene
Kegelschnitte, die durch D), und F; hindurchgehen. Von jedem kennt
man auBer den Grundpunkten das Doppelverhiltnis (= (4"B’C'D)
bezw. (4'B'C’'E"), welches A4,B,C,D, bezw. A B CyE, auf dem
Kegelschnitt einschlieBen. Hieraus kann man an jeden der beiden
Kegelschnitte die Tangenten in A4, B,C, konstruieren. Diese schneiden
sich paarweise auf den Seiten des dem Kegelschnittbiischel gemein-
samen Polardreieckes, dessen Ecken auBerdem auf den Verbindungs-
linien der bekannten drei Grundpunkte A4,B,C, liegen. Das Polar-
dreieck kann hieraus konstruiert und damit der unbekannte vierte
Grundpunkt O, gefunden werden. Der durch 4,B,CyD,E, gehende
Kegelschnitt bildet insofern eine ,gefdhrliche“ Kurve, als die Losung
illusorisch wird, falls O, auf demselben liegt3®). I. Steiner®) und
Mandl®) haben analytische Losungen der Aufgabe gegeben.

Das oben erwihnte rdumliche Problem der sechs Pumkte wird
folgendermaflen auf das ebene Problem der fiinf Punkte zuriick-
gefiihrt ). Der gesuchte Punkt O wird mit einem der gegebenen
Punkte 4 verbunden und das Ebenenbiischel durch OA als Achse
nach den fiinf anderen gegebenen Punkten gelegt. Dieses Ebenen-
biischel muB zu dem Strahlenbiischel, das vom Bildpunkt 4" nach
den fiinf anderen Bildpunkten geht, projektiv sein. Ist P, der Schnitt
der Achse des Ebenenbiischels mit der GrundriBebene, und projiziert
man von A aus die fiinf iibrigen Punkte ebenfalls in die GrundriB-
ebene, so ist das Strahlenbtischel von P, nach den genannten fiinf
Projektionen ebenfalls projektiv zum Strahlenbiischel durch A4’ der
Bildebene, und P, kann somit nach dem Problem der fiinf Punkte

33) Losung von Kinkel, Wochenschr. d. dsterr. Ingen.- u. Arch.-Vereins 16
(1891), p. 292.

34) Phot., p. 28.

85) Mitt. iber Gegemst. d. Artill.- u. Geniewesens 1898, p. 165. Das zu-
gehorige Ausgleichungsproblem giebt E. Dolezal, Zeitschr. Math. Phys. 47 (1902),
p. 29.

36) Losung von E. Waelsch in F'. Steiner, Phot., p. 53.
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gefunden werden. Die Gerade AP, ist ein geometrischer Ort fiir
den Standpunkt. Weitere Orter durch die iibrigen Punkte lassen sich
auf gleiche Weise finden. Der Standpunkt O darf nicht auf der
Raumkurve 3. Ordnung, welche durch die sechs Punkte geht, liegen,
sonst wird die Konstruktion illusorisch. Die Bestimmung des Stand-
punktes griindet sich nur auf Doppelverhiltnisse, die dem Bilde ent-
nommen werden; sie gilt also auch fiir abgeleitete Bilder. Bei Ver-
wendung letzterer ist aber das Einpassen der sechs Bildpunkte in das

von dem gefundenen Standpunkt ausgehende Strahlenbiindel nicht
immer moglich.

b, Das Vorwirtseinschneiden und die Rekonstruktion der
Objekte bei bekannten Standpunkten. Wenn nach den Methoden
von Nr. 3 die Horizontalprojektionen der zu den Photographien
gehorigen Strahlenbiindel konstruiert und durch die mit dem photo-
grammetrischen Theodolit gemessenen Winkel gehorig gegeneinander
orientiert sind, ergibt sich der Grundriff der Objekipunkte dhnlich wie
bei der MeBtischaufnahme durch Schnitt entsprechender Strahlen. Die
Hohenunterschiede h der Objektpunkte gegeniibar den Standpunkten
werden unter Beniitzung der aus dem GrundriB abgenommenen
Horizontalentfernung ¢ und dem Hohenwinkel § nach der Formel
h=etg = (eycosa):d gerechnet und so die Hohe jedes Objekt-
punktes aus mindestens zwei Standpunkten bestimmt 7).

Allgemeingiiltige Formeln, mittels welcher man bei bekannten
Standpunkten und bekannter innerer und #uBerer Orientierung der
Aufnahmen aus den ebenen Koordinaten entsprechender Bildpunkte
die rdumlichen Koordinaten des zugehdrigen Objektpunktes ausrechnen
kann, sind mehrfach, insbesondere fiir Zwecke der Wolkenmessung,
aufgestellt worden®®).

Den Sinn und die Tragweite der aus der Héhenbestimmung von zwei
Standpunkten aus sich ergebenden , Hohenkontrolle“®) hat G. Hauck
durch Einfihrung der gegnerischen Kernpunkte®) klar gemacht. Zwei

87) Zur Erleichterung der hierbei ndtigen Zeichnungen und Rechnungen
hat P. Paganint verschiedene Apparate konstruiert, Fotogrammetria, p. 108;
vgl. auch A. ». Hubl, Mitt. d. militirgeogr. Inst. Wien 18 (1898), p. 3.

38) K. Heun, Zeitschr. Math. Phys. 44 (1899), p. 18: 4. W. Sprung, Met.
Zeitschr. 20 (1903), p. 414.

39) Uber die Hohenkontrolle und ihre Verwendung zur Abschéitzung der
Genauigkeit vgl. Koppe, Photogrammetrie, p. 69, sowie Finsterwalder, Erginzungs-
hefte zur Zeitschr. d. Deutsch. u. Oesterr. Alpen-Vereins 1 (1897), p. 38; Zeitschr.
f. Vermess. 25 (1896), p. 225.

40) J. £. Math. 95 (1883), p. 11.
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beliebig aufeinander bezogene Punktfelder kénnen nimlich im all-
gemeinen nicht als Perspektiven eines riumlichen Objektes aufgefaBt
werden. Die hierfiir notwendige Bedingung erhilt man, wenn man
das Biischel der Ebenen betrachtet, welche durch die Verbindungs-
linie der beiden Standpunkte O, und O, als Achse und beliebige
Objektpunkte geht. Die Achse O, O, schuneide die Ebenen der Photo-
craphien in O,” und O, den Bildern je eines Standpunktes vom
anderen aus. Diese sind die gegnerischen Kernpunkte und Zentren
zweier projektiver Strahlenbiischel, nach welchen die Bildebenen das
Ebenenbiischel mit der Achse O, O, schneiden. Entsprechende Strahlen
Jjener Biischel laufen nach den Bildpunkten ein und desselben Objekt-
punktes. Damit nun zwei Punktfelder (P, @, R,...) (P",Q", R",..))
Perspektiven desselben Raumobjektes sind, miissen sich auf ihnen
zwei Punkte O, und O,” so bestimmen lassen, daB die Strahlen-
biindel O," (P, ¢, R,...) und 0,” (P, @", R",...) projektiv sind. Dazu
ist die Kenntnis won 7 zusammengehorigen Punktepaaren ndtig. Die
Aufgabe hat drei Losungen*). Ist die Bedingung erfiillt, so
existieren oo® der Form nach verschiedeme unter sich kollineare Ob-
jekte, von denen die vorgegebenen Photographien Bilder sind*?). Um
ein solches Objekt zu finden, schneide man in der ersten Bildebene das
Kernstrahlenbiischel durch eine Transversale nach einer Punktreibe,
suche im projektiven Kernstrahlenbiischel der zweiten Bildebene jene
Transversale aus, welche nach einer kongruenten Punktreihe schneidet,
stecke die beiden Bildebenen lings der beiden kongruenten Punkt-
rethen unter beliebigem Winkel ineinander und wéhle auf der Ver-
bindungslinie beider Kernpunkte beliebig die perspektivischen Zentren
0, und O,. Die Verbindungslinien O, P und O,P” liegen mnun in
einer Bbene und schneiden sich in einem Objektpunkt.

Die Rekonstruktion des Objektes ist nach G. Hauck nur noch
auf co® Weisen maoglich, sobald eine dritte Photographie gegeben ist*?).
Nachdem die sechs gegnerischen Kernpunkte 0,”0,’, 0,” 0,", 0,” 0,
auf den drei Photographien gefunden sind, kann man die drei Bild-
ebenen so legen, dass die drei Bilder P’ P” P eines beliebigen Raum-
punktes P mit dem Schnittpunkt der drei Bildebenen zusammenfallen.
Die Linien, in welchen sich dabei zwei Bildebenen schneiden (Grund-
schnitte), sind auBer durch die gewihlten Bildpunkte noch durch die

41) Von dieser von M. Chasles gestellten Aufgabe hat R. Sturm, Math.
Ann. 1 (1869), p. 543, eine geometrische, O. Hesse, J. f. Math. 62 (1862), p. 188
eine analytische Lésung gegeben.

42) Finsterwalder, Grundlagen, p. 11.

43) J. f. Math. 97 (1884), p. 263.
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Bedingung bestimmt, daB sie je ein Paar gegnerische Kernstrahlen-
biischel nach kongruenten Punkten schneiden miissen. Die (nicht
immer reellen) Losungen der so gestellten Aufgabe durch zwei vor-
gegebene Punkte zwei Gerade so zu legen, dass zwei vorgegebene
Strahlenbiischel in kongruenten Punktreihen geschnitten werden,
ermoglichen schlieBlich die Konstruktion des Dreikantes der drei
Bildebenen aus seinen Seiten. Die sechs Kernpunkte liegen dann
in einer Ebene, die auch die drei Standpunkte enthélt. Die Strahlen
von ihnen aus nach drei entsprechenden Bildpunkten schneiden sich
in einem Raumpunkt. Vier wirkliche Photographien bestimmen das
Objekt bis auf den MaBstab. Finsterwalder**) fihrte die Konstruktion
desselben auf die Ermittelung eines Kegelschnittes zuriick, der acht
Raumgerade, die zu zweien durch einen Punkt gehen, trifft.
Wesentlich vereinfacht wird die Rekonstruktion des Objekies, sobald
die innere Orientierung der beniitzten Photographien bekannt ist*®).
Bs reichen dann hereits zwei Bilder aus, um das dargestellte Objekt
bis auf den MaBstab zu bestimmen.
Man verschafft sich zuniichst die
gegnerischen Kernpunkte O,” und
0,)/, wofiir S. Finsterwalder *®)
passende Niherungsmethoden an-
gegeben hat. Verbindet man diese
Kernpunkte mit den zugehdrigen
Zentren O, und O,, so miissen die
Verbindungslinien bei richtiger
Lage der Bildebenen zur Deckung
kommen. Die gegenseitige Stellung der Ebenen und Achsen der
Photographien findet man durch folgende Uberlegung (Fig. 3). Man
ziehe in den Bildebenen die Kernstrahlen O,’ P’ und 0,” P”. Mit Hilfe
der inneren Orientierung berechnet man die Winkel «, und ¢,, welche
sie mit den Verbindungslinien O, O,, 0,” O, einschliefen, sowie die
Neigungswinkel der Ebenen P’0, O; und P”0,” 0, gegeniiber der
ersten bzw. zweiten Bildebene. In dem Dreikant, das die beiden
Bildebenen mit der Ebene O, O, P einschlieBen, ist nun die Seite

44) Finsterwalder, Grundlagen, p. 14.

45) Ibid. p. 15.

46) Miinchen Abhandlgn. 22 (1903), p. 229 u. Miinchen Ber. 33 (1903), p. 683.
Ist der Kernpunkt des einen Bildes bekannt, so kann der des anderen durch
eine dem Riickwirtseinschneiden entsprechende sphiirische Konstruktion ge-
funden werden. Vgl S. Gunther, Miinchen Ber. 24 (1904), p. 115 und Finster-
walder, ibid. 25 (1905), p. 3.
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py = 180° — o, — «,, sowie die anliegenden Winkel bekannt und es
konnen die Winkel 3, und g,, welche die Kernstrahlen mit der Schnittlinie
der beiden Bildebenen einschlieBen, sowie der Winkel der letzteren
gerechnet werden. Ist nun noch eine Linge, z. B. jene der Standlinie
0, 0, gegeben, so ist die gegenseitige Lage der Standpunkte und der
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Bildebenen bestimmt und das Objekt kann punktweise konstruiert
werden. Kin vollstéindig durchgefithrtes Beispiel hat Finsterwalder®")
gegeben. Dort sind auch die Fragen der Ausgleichungsrechnung be-
handelt, welche sich ergeben, wenn ein photogrammetrisch der Form
nach ermitteltes Objekt durch passende Wahl des Mafistabes und der

47) Minchen Abhandlgn. 22 (1903), p. 248.
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duBeren Orientierung mit einer iiberschiissigen Zahl von Abmessungen
des wirklichen Objektes in moglichste Ubereinstimmung gebracht
werden soll*®).

Von G. Hauck stammt eine Methode, belicbige Risse, auch Zentral-
projektionen des Objektes, aus zwei photographischen Bildern zu zeichnen,
welche auf die trilineare Verwandschaft dreier Projektionen desselben
Objektes gegriindet ist. Zwei Perspektiven eines Punktes bestimmen
(im allgemeinen linear) die dritte Perspektive desselben und diese
kann, sobald man die Beziehung der drei Paare gegnerischer Kern-
strahlenbiischel kennt, unmittelbar als Schnitt zweier Kernstrahlen
gefunden werden. Ist die genannte Beziehung aus der riumlichen
Konfiguration von Bildebenen und Zentren in der sogenannten ,Vor-
bereitungsfigur ermittelt, so kann die weitere Konstruktion in der
»Ausfithrungsfigur® ausschlieBlich in der Ebene durchgefiihrt werden*?).
Man vergleiche das Beispiel auf S.112 (Fig. 4), in welchem der
AufriB aus zwei Photographien mit lotrechter Bildebene bestimmt wird.

In manchen Fillen ist man schon aus einer Aufnahme imstande,
das Objekt zu rekonstruieren; z. B. wenn das Objekt eben (UmriB-
linie eines stehenden Gewdssers) und die Lage des Standpunktes
gegeniiber der Ebene desselben bekannt ist%%). Ferner, wenn das
Bild aufler dem Objekt auch noch eine Perspektive desselben enthilt,
wie z. B. bei Architekturen einen perspektivischen Grund- oder Aufri
oder den Schatten auf eine Ebene. Wenn das Objekt eine Symmetrie-
ebene besitzt, oder samt seinem Spiegelbild aufgenommen wurde,
so gelingt ebenfalls die Rekonstruktion aus einer Aufnahme, da sich
das Bild der Orthogonalprojektion auf die Symmetrieebene (Spiegel-
ebene) durch perspektivische Halbierung der Verbindungslinien
symmetrischer Punkte immer ermitteln 1a8t5).

6. Fliichtige Aufnahmen. Stereophotogrammetrie. Mecha-
nismen. Als fliichtige Aufnahmen bezeichnet man jene, bei welchen
die photogrammetrischen Standpunkte nicht, wie es im Interesse der
Genauigkeit zumeist geschieht, durch Messungen héheren Genauig-
keitsgrades von vornherein festgelegt werden. Die Rekonstruktion
eines Objektes aus vier wirklichen unorientierten Photographien
oder aus zwei Bildern mit innerer Orientierung fallen bereits
unter diesen Begriff. Fir die Anwendung ist aber der Sonderfall

48) Ibid. p. 240.
49) G. Hauck, J. f. Math. 95 (1883), p. 23.
50) .E. Deville, Photographic Surveying, p. 45.
51) S. Finsterwalder, Grundlagen, p. 18.
Encyklop. d. math. Wissensch. VI 1. 8
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von erheblicher Bedeutung, bei welchem die optischen Achsen der
Aufnabmen im Raume orientiert sind, sei es vollstindig gegen die
Lotlinie und die Himmelsrichtungen (also mittels Libelle und Bus-
sole) oder unvollstindig gegen die Lotlinie allein. Bei vollsténdiger
Orientierung fiihrt eine einfache lineare Konstruktion auf Grund zweier
Bilder zur Rekonstruktion des Objektes samt den Standpunkten; bei
ausschlieBlicher Orientierung der Aufnahmen gegen die Lotlinie ist
zur Erreichung des Zieles die Losung einer Gleichung sechsten Graden
notig, welche den Orientierungsunterschied beider Aufnahmen liefert®2).
Die Losung dieser Gleichung kann durch eine einfache Niherungs-
konstruktion ersetzt werden. Wenn es sich um die Verarbeitung
einer griferen Zahl von Aufnahmen, die verschiedenen Standpunkten
zugehGren, handelt, so ist es von Vorteil, séimtliche in betracht
kommenden Richtungen ,gnomonisch“ abzubilden, indem man durch
ein festes Zentrum Parallele zu den betreffenden Richtungen zieht
und ihnen die Schnittpunkte mit einer Horizontalebene entsprechen
laBt. Richtungen, die in einer Ebene liegen oder einer solchen
parallel sind, entsprechen dann Punkte auf einer Geraden. Auf diesem
Wege ergeben sich dann graphisch die Bedingungen, denen die
Richtungen der verschiedenen Standlinien entsprechen miissen, damit
sie sich einem riumlichen Netz von Standpunkten zuordnen lassen®®).
Diese Konstruktionen beruhen im wesentlichen auf der Verwendung
der Héhenwinkel, bzw. Héhenkontrollen. Wenn die Hohenabmessungen
des Objektes zu klein sind, um eine wirksame Hohenkontrolle zu ge-
statten, wenn man also auf die Horizontalwinkel allein angewiesen
ist, hort die Moglichkeit der Rekonstruktion des Objektes aus zwei
Bildern ohne Kenntnis der Standpunkte auf. Sind die Richtungen
der Achsen der Bilder bekannt, so liefert die Lambert'sche Aufgabe
der sechs Punkte®) (drei Standpunkte und drei Objektpunkte) die
Mittel zur Rekonstruktion eines ebenen Objektes aus drei Bildern.
Sind auch diese unbekannt, so kann man mittels der Lambert'schen
Aufgabe der acht Punkte®) (vier Standpunkte und vier Objektpunkte)
auf Grund von vier Bildern zum Ziele gelangen. Ein &hnliches

52) S. Finsterwalder, Miinchen Ber. 24 (1904), p. 103. Vgl. auch K. Fuchs,
Zeitschr. f. Vermess. 34 (1905), p. 449.

58) S. Finsterwalder, Verhandlg. d. dritten Mathematikerkongresses in
Heidelberg, Leipzig 1905, p. 476.

54) J. H. Lambert, Beitrige zum Gebrauche der Mathematik und deren
Anwendung 1, Berlin 1765, p. 72, 77, 81.

55) Ibid. p. 185. Vgl. J. 4. Grumert, Arch. Math. Phys. 1 (1841), p. 89
und W. Ldska, Monatshefte Math. Phys. 12 (1901), p. 172.
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Problem der acht Punkte (drei Standpunkte und fiinf Objektpunkte)
hat bisher noch keine Lisung gefunden.

Eine besondere Bedeutung gewinnen die gegnerischen Kern-
punkte und Strahlenbiischel, sowie die auf ihnen fuBenden Kon-
struktionen dadurch, daB sie die Mdoglichkeit |bieten, Kurven aus
ibren Bildern zu rekonstruieren, ohne daf man imstande ist, auf diesen
Bildern zusammengehorige Punkte zu erkennen®). Zieht man durch
einen beliebigen Punkt des ersten Bildes der Kurve den Kernstrahl,
go ist ihm der gegnerische Kernstrahl im zweiten Bilde zugeordnet.
Dieser muf den zugehorigen Punkt enthalten und letzterer ist somit
einer der Schnittpunkte des gegnerischen Kernstrahles mit dem
zweiten Bild der Kurve. Auch in anderer Weise sind die Kern-
strahlen zum Aufsuchen entsprechender Punkte niitzlich®?).

Kine wesentliche Vereinfachung des Aufsuchens und der Be-
niitzung der Kernpunkte tritt dann ein, wenn die Bildebenen unter
sich parallel oder sogar noch zur Standlinie parallel gestellt werden®®).
In letzterem Falle kommen die Kernpunkte ins Unendliche zu liegen
und die gegnerischen Kernstrahlenbiischel werden Parallelstrahlen-
biischel. Die beiden Aufnahmen bilden dann ein Paar Stereoskop-
bilder mit einer Augendistanz gleich der Standlinie. Hierauf beruht
das stereoskopische AusmeBverfahren von C. Pulfrich®®) oder die
Stereophotogrammetrie. Setzen wir zur Vereinfachung den Fall lot-
rechter Bildebenen voraus und verschieben wir die beiden Bilder in
ihrer gemeinsamen Ebene parallel derart, daB sich die Hauptpunkte
decken, so liegen entsprechende Punkte beider Bilder in den End-
punkten paralleler Strecken (Parallaxen) von einer Linge p, die
der Entfernung e des Objektpunktes von der Standlinie umgekehrt
proportional ist (¢ = (D) :p, wo b die Linge der Standlinie, D die
gemeinsame Bildweite beider Aufnahmen ist). Bezeichnet p, die
Horizontalparallaxe, d. h. die Projektion der Strecke p auf den
Horizont, so driicken sich die drei Koordinaten (X horizontal in
Richtung der Basis, Y horizontal senkrecht dazu, Z lotrecht) auf den
linken Standpunkt bezogen folgendermafen aus: Y = (bD):p,,

66) G. Hauck, J. . Math. 95 (1883), p. 11.

57) A. v. Hibl, Abbandlgn. d. geogr. Ges. in Wien 3 (1901), p. 20.

58) Ibid. p. 21 Anmerk. C. Koppe (Wolkenmessung, p. 10) hat schon das
Parallelstellen der Achsen empfohlen und Formeln fiir die Punktbestimmung ab-
geleitet.

59) Zeitschr. f. Instr. 22 (1902), p. 229; 23 (1903), p. 43, 317; 24 (1904),
p. 53, sowie gesammelt in: Neue stereoskopiscbe Methoden und Apparate, 1.Lief,,

Berlin 1903.
8*
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X=(xD):p,, Z=(yD):p,, wobei z und y die Koordinaten des
Bildpunktes auf dem linken Bild sind. Zusammengehdrige Bildpunkte
werden mittels des Zeif’schen Stereokomparators nach dem Prinzip
der wandernden Marke sehr leicht und genau gefunden. Die Schwierig-
keit der Stereophotogrammetrie besteht in der genauen Herstellung
des Parallelismus der optischen Achsen beider Aufnahmen®). Die
Versuche von E. Deville, an Stelle der Ausmessung stereoskopischer
Bilder die direkte rdumliche Konstruktion des Objektes auf optisch-
mechanischem Wege zu setzen, haben in der Geoddsie keine Ver-
wendung gefunden, dagegen scheint das Prinzip bei der Deutung
chirurgischer Rontgenaufnahmen brauchbar zu sein®).

Schlieflich sind noch die Versuche zu erwihnen, welche be-
zwecken, die photogrammetrischen Konstruktionen durch mechanische
oder optische Apparate zu ersetzen. Kinen theorefisch sebr voll-
kommenen Apparat zur mechanischen Herstellung einer dritten Per-
spektive aus zwei vorliegenden hat G. Hauck®®) angegeben. In die
photogrammetrische Praxis ist er indessen ebensowenig iibergegangen
wie andere Perspektographen®) einfacherer Art, welche nur eine
ebene Figur perspektivisch umzeichnen. Letztere Aufgabe wird zur
Zeit sicherer mittels perspektivischer Netze ausgefiihrt®). Aussichts-
reicher sind die neueren Versuche, optische Hilfsmittel zur Be-
wiltigung heranzuziehen. So hat T7. Scheimpflug®) ein Verfahren
zur perspektivischen Umzeichnung einer ebenen Figur auf die Tat-
sache gegriindet, daf eine vollkommene Weitwinkellinse eine beliebig
gegen die optische Achse geneigte Objektebene Punkt fiir Punkt
scharf und perspektivisch richtig in eine gewisse andere Ebene ab-
bildet, welche man durch einen einfachen Mechanismus mit der Objekt-
ebene zwangliufig in Verbindung setzen kann.

60) A. ». Hubl, Mitt. d. militdrgeogr. Inst. Wien 23 (1904), p. 182; 24
(1905), p. 143. In diesen Arbeiten wird insbesondere auch den notwendigen
Korrekturen bei unvollkommener Parallelstellung der Achsen Rechnung ge-
tragen.

61) E. Deville, Trans. of the R. S. of Canada (2) 8 (1902—03), p. 63.

62) Mein persp. Apparat, Festschr. der techn. Hochschule, Berlin 1884;
verbessert von E. Brauer, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 25 (1891), p. 782.

63) I. Deville, Photographic Surveying, p. 77.

64) Ibid. p. 88 und Finsterwalder, Grundlagen, p. 5.

65) Method of distorting plane images by means of lenses or mirrors,
Amerikanische Patentschrift Nr. 751847 und Apparatus for the systematie
alteration of plane pictures Nr. 752596 (1204).

(Abgeschlossen im Oktober 1905.)
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I. Allgemeine Grundlagen.!)

1. Aufgabe der héheren Geodisie. Um die Ziele der héheren
Geodisie in Kiirze bezeichnen zu konnen, definieren wir als eine
Niveaufliche der Erde?) eine solche Fliche, deren Normale in jedem

1) Einen groBen Teil der Literaturnachweise iiber die fundamentalen Fragen
der Geodiisie findet man in Teil III (Summarische Entwicklungsgeschichte der
geoditischen Kenntnisse).

92) C. Maclawrin (A treatise on fluxions, Edinburgh 1742) benutzte zuerst
(nach Todhunter, History, chapt. IX) die Bezeichnung Niveaufliche bei Unter-
suchungen iiber die Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeitsmassen.
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Punkte mit der Vertikalen oder Lotrichtung dieses Punktes zusammen-
fillt. Die Hauptaufgabe der héheren Geodisie ist dann das Studium
dieser Niveauflichen und die Losung der damit zusammenhingenden
Probleme. Die praktische Geodisie zieht aus diesen Studien insofern
Nutzen, als die Niveauflichen die besten Bezugsflichen fiir die Ver-
messungsoperationen abgeben, soweit man dabei wie in der niederen
Geodisie nicht iiberhaupt von der Kriimmung der Krdoberfliche ab-
sehen kann.

9. Lotrichtung, Schwerkraft. Uberldft man einen materiellen
Punkt an der Stelle M, der in bezug auf ein mit dem starren Teil
der Erde fest verbundenes Koordinatensystem keine relative Anfangs-
geschwindigkeit hat, der Wirkung der Schwere, so bewegt er sich
in einer Richtung MV und erhilt nach der unendlich kleinen Zeit d¢
die Geschwindigkeit gd¢. Die Richtung MV nennt man die Vertikale
oder die Lotrichtung und g die Schwerkraftsbeschleunigung oder kurz
Schwerkraft®) im Punkte M. Nach den Sitzen iiber die relative Be-
wegung gilt fiir den Vektor g*)

(1> g = ‘g{a - Es’

wo A, den Beschleunigungsvektor der absoluten Bewegung des Punktes
M und A, den des beweglichen Raumes (moto di strascinamento) in
demselben Punkte bedeutet, d.h. den Beschleunigungsvektor fiir den
Punkt M, wenn er mit dem angenommenen Koordinatensystem fest
verbunden gedacht wird. Die Beschleunigung A, hat ihre Ursache
in der Anziehungskraft der Masse der Erde und der Gestirne auf 2,
A, in der tiglichen Umdrehung der Erde um ihre Achse und in ihrer
Translation im Raume.

Wir nehmen jetzt als Koordinatenanfangspunkt den Schwerpunkt
der Erde an und als z-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems
die Achse der tiglichen Umdrehung, deren Winkelgeschwindigkeit wir
© nennen. Bezeichnen wir dann mit 7 das Potential der Erdmasse
in bezug auf M(z, v, ), mit X;, Y;, Z, die Koordinaten eines punkt-
férmig gedachten Gestirns von der Masse w,, mit R, o; die Entfer-
nungen des Gestirns vom Koordinatenanfangspunkt und von M und

3) Die einfache Anziehungskraft der Erde auf einen Massenpunkt 1 be-
zeichnen P. L. M. de Maupertuis und A. C. Clairaut mit gravité, C. Maclaurin mit
gravity und R. G. Boscovich mit gravitas primitiva. Die zusammengesetzte Wir-
kung der Anziehungskraft der Erde und der durch die tigliche Bewegung ver-
ursachten Zentrifugalkraft bezeichnen die genannten Autoren der Reihe nach
mit pesanteur, gravitation und gravitas residua (vgl. Todhunter, History, § 25).

4) Da in dem betrachteten Augenblicke die relative Geschwindigkeit Null
ist, ist auch die sog. ,zusammengesetzte Zentrifugalbeschleunigung' gleich Null.
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mit f die Gravitationskonstante, so ergeben sich als Komponenten des
Vektors § nach (1):

ov
9. = f % + CO2‘/U + g

g, =5+ o'y +
o.=f3  +&

e =1 2w (57— 7))

ist und dhnliche Ausdriicke fiir n und § gelten; die Summation ist iiber
die verschiedenen Sterne zu erstrecken.

Bei einer ersten Definition der Vertikalen, und soweit man dle
Figur der Erde als unveréinderlich betrachtet, konnen die Glieder
g, m, & vernachldssigt werden. Denn es ist die Linge des Vektors,
dessen erste Komponente

X—z X
f & ( o° - 1'{?)

1 1
e (7 — wra)
wo d die groBte Entfernung des Punktes M/ vom Koordinatenanfangs-
punkt bedeutet Die letzte GroBe kann man aber angendhert durch

ist, immer kleiner als

2fu - E’ oder auch durch Ag =2¢.— ?; ersetzen, wo m die Masse
der Erde bezeichnet. Fiir die Sonne ist £ = 524400, 7 > 23000, da-

her Ag< fir den Mond gilt “ < 00126, 2 > 569,

18770000 9;

Ag <igpm 10000 9.5 Fiir die Planeten ergibt sich Ag noch viel kleiner.

In Anbetracht der Beobachtungsungenauigkeit bei der Bestimmung
von g sind aber solche Werte von Ag fiir die Geodisie ganz ohne
Bedeutung.

Wir reduzieren deshalb die Komponenten der Schwerebeschleuni-
gung auf die Ausdriicke:

oW ) oW

2 =%z W= Gy 9= 55’
wo
@) W=[V+{a’(@ 49

5) Solchen Anderungen der GroBe von g entsprechen Anderungen der Lot~
richtung, die nicht groBer sind als b9 = 0",028.
g-arcl
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ist. Auf Grund der Sitze tiber die Krifte, die ein Potential (vgl
II A "b (H. Burkhardt und W. F. Meyer)) besitzen, findet man dann,

daB:
W = konst.

die Gleichung einer Niveaufliche ist und daB die Schwerkraft im
Punkte M durch

@ g——2%

gegeben ist, wo dn ein Element der auf der Niveaufliche in M nach
auBen hin errichteten Normalen ist.

Wenn man von den Meereshewegungen, die aus astronomischen
oder meteorologischen Ursachen entstehen, absieht, so wird die Wasser-
oberfliche des Meeres zu einer Niveaufliche gehoren, und wenn man
noch annimmt, daf die Oberflichen der verschiedenen Meere in einer
einzigen Niveaufliche liegen, so wird man diese als Bezugsfliche
withlen und ihre Bestimmung als das Endziel der geoditischen Ope-
rationen ansehen konnen®). Nach einer von J. B. Listing") eingefiihrten
Bezeichnung hat man ihr den Namen Geoid gegeben. Da es aber
erstens zweifelhaft ist, ob das Mittelwasser der Meere, wie es von
den Pegeln aufgezeichnet wird, gentigend genau mit demjenigen tiber-
einstimmt, das sich bei Abwesenheit der storenden Ursachen einstellen
wiirde, und zweitens, ob die Mittelwasser verschiedener Pegel derselben
Niveaufliche angehoren, so ist es priziser, durch Ubereinkunft die-
jenige Niveaufliche, die durch den Stand des Mittelwassers an einem be-
stimmten Pegel gegeben ist, als Geoid anzusprechen®).

6) DaB das Studium der Figur der Erde an eine Niveaufliche ankniipfen
muB, ist explizite zuerst von C. F. Gaup ausgesprochen in ,Bestimmung des
Breitenunterschiedes zwischen den Sternwarten von Gttingen und Altona usw.%,
Werke 9, p. 49. Stillschweigend ist man allerdings immer von diesem Gedanken
ausgegangen, sobald man begonnen hatte, sich systematisch mit dem Problem
der Figur der Erde zu beschiftigen. So stellt J. Newlon in t. III, prop. XVII
der Principia, wo er das Verhiiltnis der polaren Halbachse eines Planeten zur
dquatorealen bestim<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>