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Einleitung.

Die Hilfsmittel zum Zahlenrechnen.

Seit vielen Jahren liegt mir ein Buch stets zur Hand, in dem zu-
sammengebunden sind:

1. Rechentafel nebst Sammlung hiufig gebrauchter Zahlenwerte
von H. Zimmermann. Berlin, Wilhelm Ernst & Sohn.

2. Fiinfstellige vollstindige logarithmische und trigonometrische
Tafeln von F. G. GauBl. Stuttgart, Konrad Wittwer.

Dieses Buch nimmt die Stelle des frither daliegenden Rechen-
schiebers ein. Die Rechenschieber sind jetzt viel besser als friiher,
aller Arger iiber die Reibungswiderstinde ist mit diesen fast gleich
Null geworden. Aber die Augen sind #lter geworden, und es ist ein
groBer Unterschied, ob diese 27 Jahre oder mehr als 72 Jahre ihre
Dienste haben verrichten miissen. Der Rechenschieber schadet
den Augen und damit der Erhaltung der Arbeitskraft mehr,
als man das wohl glaubt, ich mdochte wiinschen, daf sich die
Herren Augenirzte einmal dieser Sache annihmen.

Aufler den unter 1. und 2. genannten Biichern liegen mir vor:

3. Graphische Darstellung in Wissenschaft und Technik von
Marcello Pirani. Berlin und Leipzig, G. J. Géschen, 1919.

4. Graphische Methoden von C. Runge. Berlin und Leipzig,
B. G. Teubner, 1915.

5. Praktische Analysis, Handbuch der angewandten Mathe-
matik, I Teil, H. v. Sanden. Berlin und Leipzig,
B. G. Teubner, 1914.

Runge und namentlich v. Sanden treten fiir den Rechenschieber
ein. Die Rechen- (Produkten-) Tafeln finde ich in keinem dieser Werke
(im Text) erwdhnt. v. Sanden empfiehlt (S.8) den Gebrauch von
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vierstelligen Logarithmentafeln, er erachtet den Gebrauch von mehr-
stelligen fiir unzweckm#fiig. Dem muB ich ganz entschieden wider-
sprechen. Die Gaulischen Tafeln entsprechen allen Bedingungen der
Praxis. Wenn man auch nur mit drei Stellen rechnet, so ersparen die
tiunfstelligen Tafeln jedes Interpolieren, also Kopfrechnung, und
das ist ein starker Schutz gegen Ermiidung durch iiberm#figen Ver-
brauch von Nervensubstanz. Das Umbléttern spielt dabei nur eine
untergeordnete Rolle.

Aber damit soll nicht gesagt sein, daf ich den Gebrauch von
kleinen Tafeln (etwa 20 cm Seitenlinge) mit den vierstelligen Mantissen
der Logarithmen und Antilogarithmen, wie diese der verstorbene
H. Bruns an der Sternwarte in Leipzig eingefiihrt hatte, fiir unzweck-
milig erachte.

DieProduktentafel (dreistellige x zweistellige Faktoren, 201 Seiten)
ersetzt den Rechenschieber vollstindig, soweit nicht die trigono-
metrischen Funktionen in Frage kommen. Aber sie ist micht zu den
furchtbaren Exempeln da, welche in den Erliuterungen zu dem
Zimmermannschen Buche behandelt werden.

Die Gaulischen Logarithmentafeln sind vorwiegend fiir Astronomen
und Geodéten bestimmt, fiir allgemeine Zwecke kommen in Frage: die
gemeinen Logarithmen der natiirlichen Zahlen von 1 bis 11000 (23 Seiten),
die natiirlichen Zahlen fiir Sinus und Tangente (4 Seiten), die Langen
der Kreisbogen (1 Seite), die Tafel der Quadratzahlen (21 Seiten), die
Kreiszahlen (1 Seite), die Umrechnung der Logarithmen (1 Seite).

Das sind zusammen 201 4 51 Seiten, welche fiir fast alle Zahlen-
rechnungen ausreichen werden. Die Biicher 1. und 2. haben zusammen
453 Seiten, es konnen also fiir ein wirklich praktisches Handbuch 200 Seiten
erspart werden. Zweckmifig diirfte aber noch eine Tafel der Kugel-
inhalte, etwa wie im Ingenieurtaschenbuch: ,Die Hiitte“, sein. Ich
mochte bei den beteiligten Firmen, zuerst also wohl bei Wilhelm Ernst
& Sohn in Berlin, den bereits schon vor mehreren Jahren miindlich
vorgebrachten Wunsch wiederholen, die 84 Seiten Erlduterungen zu
den Produktentafeln und Beispiele im Zimmermann wegzulassen
und durch Hinzunahme der aufgefiihrten Logarithmen- und Quadrat-
tafeln usw. uns ein wirklich praktisches Hilfsmittel zum Zahlenrechnen
zu geben.

Wenn die Zahlen sehr grof werden, wird man wohl lieber zu
einer Rechenmaschine als zu sieben- oder gar noch mehrstelligen
Logarithmen greifen. Zum wirklich wissenschaftlichen Rechnen ist
immer noch die alte Thomasmaschine im Gebrauch, wenn diese auch
mancherlei Umformungen und Zusitze erfahren hat. Sehr gute
Maschinen hat mein alter, vor kurzem verstorbener Freund Burkhardt
in Glashiitte (Sachsen) geliefert. Die Firma Arthur Burkhardt besteht
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noch, ich halte es aber fiir gerecht, wenn ich die Firma Reinh. Pothig
in Glashiitte und deren Maschine ,Archimedes“ lobend erwihne.

Als reine Additionsmaschine sollte man die Rechenmaschine, selbst
bei vielen und grofen Summanden, im allgemeinen nicht verwenden.
Die Maschinen selbst arbeiten zwar meist fehlerfrei, aber Einstellungs-
fehler konnen sehr leicht unterlaufen, und dann kann es leicht ein-
treten, dal bei vielen Wiederholungen iibereinstimmende und dabei
wirklich richtige Resultate nicht erzielt werden. Hat man die Sum-
manden gut und deutlich geschrieben und untereinandergestellt und
dabei in Gruppen von etwa jo zehn Gliedern geteilt, so wird die ein-
fache Kopfaddition rasch und sicher zum Ziele fiihren. Das miihelose,
fast unbewulite Addieren mufl jeder Rechuer konnen, und das wird ihn
nicht besonders anstrengen. Von groflem Vorteil ist die Maschine bei
der Multiplikation grofiler Zahlen, und zwar dann, wenn ein und der-
selbe Faktor mit vielen anderen zu multiplizieren ist, dann bei der
Division, aber doch kaum beim Ziehen von Quadrat- oder Kubikwurzeln
(v. Sanden, S. 35/36). Das eigentliche Arbeitsfeld der Rechenmaschine
ist die Herstellung von Tabellen aller Art.

Die Rechenkunst besteht darin, fiir einen jeden Fall die richtigen
Hilfsmittel zu wahlen. Ich greife zuerst zu den Produktentafeln. Es
kommen aber ganz aullerordentlich hiufig die Fille vor, in denen bei
der Anwendung irgend einer Formel eine Anzahl von Faktoren im
Ziahler und im Nenner erscheint. Dann ist zweifellos die logarithmische
Rechnung angezeigt, man wird sich nur zu fragen haben, ob dabei
drei Stellen ausreichen, oder ob man deren mehr verwenden muf.

Es entsteht aber hierbei die Frage, wieviel Rechner dieses be-
queme Verfahren wirklich anwenden. Ich glaube, dafl dies viel mehr
sein wiirden, wenn die geschickte Logarithmenrechnung in den Schulen
praktisch mehr geiibt wiirde. Wie steht es aber damit? In den
Volks- und Fortbildungsschulen wird davon kaum die Rede sein. Aber
auch in den Realschulen scheint dies nicht der Fall zu sein, da ich
mich nicht entsinnen kann, einen mit der Freiwilligenberechtigung ver-
sehenen jungen Mann von einer Realschule erhalten zu haben, der mit
Logarithmen hitte rechnen konnen. Ob das iiberall so ist oder war,
oder vielleicht in den letzten Jahren anders geworden ist, entzieht sich
meiner Kenntnis. Ebenso weill ich nicht, wie diese Angelegenheit bei
den Lehrerseminaren steht. Bei den héheren Schulen, welche iiber das
Ziel der Realschulen hinausgehen, scheint aber das Logarithmenrechnen
in erfreulicher Weise betrieben zu werden. Ich habe ein sehr zweck-
mibiges vierstelliges Logarithmenbuch — sogar mit Additionsloga-
rithmen — in den Hénden gehabt. Aber ich bin der Meinung, daB
man mit dem praktischen Logarithmenrechnen viel zu spdt anfingt.
Aus langjihriger Erfahrung weil ich, dal man intelligente Leute, die

1*
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keine Idee von der Potenzlehre haben, zu recht tiichtigen Logarithmen-
rechnern heranbilden und diesen dadurch viel Freude machen kann.
Wer die Dezimalbruchrechnung beherrscht, kann auch mit Logarithmen
rechnen. Das werden wohl 14jihrige Knaben und Midchen sein, und
welches Vergniigen wird es diesen gew#hren, wenn sie so furchtbare
Exempel, wie die nachstehenden, so leicht ausrechnen kdonnen?

826 > 43,2 < 2,94 2,9170 - 2,9671
e T D = | 16855 13096 | = 297
A, 0,4684 09718
50209 4,455
 4,5485
04724
oder gar
542 x 0,278 x 0,0014 0,7340 2,7980 )
T oooar = | 04440—1 06335 —2 | = 0260
0,1461 — 3 04624 — 4
13241 —4 38939 —6
— 0893943 08939 — 3
04302 — 1

In der ncueren Zeit tritt ein neues Rechenmittel in der Form von
graphischen Rechentafeln (Abakus) aus Funktionsskalen nach der Me-
thode der fluchtrechten Punkte immer mehr auf. Hiermit beschiftigt
sich das kleine Werk der Goschen-Sammlung von Pirani eingehend.
Pirani gibt dabei an (S.74), dal die Methode der fluchtrechten Punkte
in den 80er Jahren des vorigen Jahrhunderts von Maurice d’Ocagne
erfunden und zu einem hohen Grade von Vollkommenheit gebracht
worden sei. In Deutschland ist diese Methode von Rudolf Mehmke
auf praktische Probleme angewandt und weiter entwickelt worden.
Mehmke soll auch die Firma Carl Schleicher & Schiill zur Herstellung
der Logarithmenpapiere veranlafit haben (8.53). Ich bedaure, daf ich
noch keine der Schriften Mehmkes zu Gesicht habe bekommen
konnen, auf eine Bestellung erfolgte die kurze Antwort: ,vergriffen®
(vgl. S.14).

Bei der Herstellung einer Funktionsskala wird der Abstand « eines
Punktes derselben von dem Nullpunkt durch die Gleichung v = f(x)
bestimmt, worin 2 irgend eine unabhingige GroSe bedeutet. Man be-
ziffert aber diesen Skalenpunkt nicht mit «, sondern mit «.

Ist also z. B. u = f(x) =m.logx mm, so werden v mm aufgetragen,
der Punkt aber mit = beziffert. Legt man an die so erhaltene Skala
eine Millimeterteilung, so kann man den zu einem gegebenen u gehorigen
Wert von x ablesen, aber auch umgekehrt aus z den Wert von %, man
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erhilt dann eine Rechentafel, welche ich als graphische Loga-
rithmentafel eingefiihrt habe.

Bei der Herstellung der Rechentafeln mit Funktionsskalen liegt
meist die Gleichung 0 = f(, v, #) zugrunde. Fiir jede der drei Variablen
wird eine Funktionsskala, welche der Form der Funktion anzupassen
ist, hergestellt. Diese Skalen werden nunmehr in passenden Lagen so
auf einem Blatt befestigt, daf die zusammengehorigen Werte von z,
y und 2z in eine gerade Linie fallen. Legt man dann ein Lineal oder
einen gespannten Faden an zwei Punkte, etwa auf der X- und Y-Skala,
an, so kann man an der Z-Skala den zugehdrigen Wert von # ablesen.

Die praktische Anwendung einer solchen Rechentafel oder eines
Nomogrammes oder Abakus wird also an Bequemlichkeit nichts zu
wiinschen iibrig lassen, es fragt sich nur, wie es mit der Genauig-
keit steht.

Ich halte die Bezeichnung Skalennomographie fiir dieses Ver-
fahren passend, obgleich es sich bei demselben um ein graphisches
Verfahren eigentlich gar nicht handelt.

Ein wirklich graphisches Verfahren liegt erst dann vor, wenn man
die Funktion 0 = {(x,y,2) als die Gleichung einer Fliche auffalit und
diese durch Schnitte lings der Z-Achse parallel der X Y-Ebene in
passenden Abstdnden darstellt. Auch eine solche Darstellung kann als
Rechentafel oder Nomogramm oder Abakus verwendet werden, sie hat
den Vorteil, daf sie den Funktionsverlauf zur Darstellung bringt.
Wahrscheinlich wird sie sich meist bequemer als das Skalennomogramm
herstellen lassen, aber mdéglicherweise fiir den praktischen Gebrauch
weniger bequem sein. Da es sich hier um wirkliche graphische Dar-
stellungen auf einer mehr oder weniger groflen Fliche handelt, er-
scheint der Name Fldchennomographie geeignet.

Wenn ich dem kleinen Werke den Titel: ,,Grundziige einer Flichen-
nomographie“ gegeben habe, so geschah dies lediglich der Kiirze halber.
Ich weill sehr wohl, dall in demselben nur ein Teil dessen behandelt
worden ist, was in das grofle Gebiet der Flichennomographie gehort.
Der Werdegang des Werkes ist eigentiimlicher Art. Urspriinglich
sollte es nur den Zweck der graphischen Logarithmentafel darlegen
und die neuen 600-mm-Papiere ankiindigen und sonach als eine dritte
der Erlduterungsschriften erscheinen, die im ersten Kapitel aufgefiihrt
worden sind. Leider sind diese nicht in den Buchhandel gebracht
worden, so daB also die darauf verwendete Miihe und Arbeit, aber
auch die Druckkosten, so ziemlich ohne Nutzen bleiben werden. Im
Juli 1920 waren die Kapitel II, III und V fertig und abgeliefert worden.
Im August versuchte ich, die Beispiele in dem erwithnten Werke Piranis
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mit Hilfe der Logarithmenpapiere zu behandeln, was zu dem Kapitel IV
filhrte. Das Kapitel I entstand durch die Uberlegungen beziiglich
eines Vortrages in der Versammlung der deutschen meteorologischen
Gesellschaft in Leipzig im Oktober 1920. Da es sich aber um eine —
und, wie ich glaube, sehr wichtige — Tagesfrage der Wissenschaft und
Technik handelt, glaubte ich es verantworten zu konnen, die Druck-
legung zu befiirworten. Ich stehe bereits im 73. Lebensjabre, werde
also nicht mehr viel Zeit zum Weiterarbeiten an diesem mich seit
Jahren lebhaft beschéftigenden Gegenstand haben. Die Zukunfts-
gedanken im Kapite] V werden aber lehren, dal es noch viel zu tun
gibt. Mochte also das kleine Werk dem Ausbau der Flichennomographie
tatkraftige Mitarbeiter zufiithren, mochte es aber auch dazu fiihren,
dal die Logarithmen- und sonstigen Funktionspapiere mehr Verwendung
finden und in den Werken iiber die graphischen Methoden und an-
gewandte Mathematik nicht mehr so stiefmfitterlich behandelt werden,
als dies jetzt meist der Fall ist.

Dresden, Weihnachten 1920.
Schreiber.



Erstes Kapitel
Geschichtliches und Uberblick iiber das ganze Arbeitsgebiet.

A. Die von dem Verfasser veranlabten Marken
der Logarithmenpapiere.

Vor mehr als zehn Jahren kamen mir die ersten Proben der von
der Firma Carl Schleicher & Schiill in Diiren in den Handel gebrachten
sogenannten Logarithmenpapiere in die Hinde. Diese ersten Marken
hatten eine sehr kleine Manteb1), die Linge eines Mantissenbereichs
war hochstens 100mm und lieB deshalb in den oberen Teilen der
Funktionsskala nur geringe Genauigkeit beim Auftragen oder Ablesen
zu. Dann enthalten diese ersten Marken (3761/, und 3651/,) zuviel
Linien, was verwirrend wirkt, und eine unzweckmifBige Art der Unter-
teilung zwischen 1 bis 2, was den Gebrauch erschwert. Das ist nicht
nur von mir allein, sondern von verschiedenen Seiten empfunden und
geriigt worden.

Ich gehe von der Ansicht aus, dal in der eigentlichen Zeichen-
fliche moglichst wenig Linien erscheinen, die Unterteilungen nur in
den Randskalen, und auch da nur so weit getrieben werden sollen, daf
der Abstand der Striche nicht viel kleiner als 1mm ist. Man mul}
die Augen seiner Mitmenschen schonen, die gar so ndtig gebraucht
werden.

Von allen diesen Erwigungen ausgehend, empfahl ich der Firma
Carl Schleicher & Schiill die Herstellung der Marken 3671/, und 3751,
nach meinen Entwiirfen. Diese umfassen nur je einen Mantissenbereich
mit Mb == 250 mm. An der Marke 3751/, wurden vor kurzem beider-
seitig ,graphische Logarithmentafeln“ angebracht, und diese tréigt
das Geschiftszeichen Nr. 3751/, L. T.

1) ,Manteb® soll die Abkirzung fir ,Linge eines Mantissenbereichs“ sein,
Mb — 100 mm heilit, die Linge eines Mantissenbereichs ist 100 mm. In ver-
schiedenen Werken iiber graphische Arbeitsmethoden wird hierfir das Wort
»Modul“ gebraucht, welches aber schon so vielerlei Bedeutung hat, daf man ihm
keine weitere beilegen mochte. In der Logarithmenrechnung wird man stets zu-
erst an Modul — loge = 0,484 ... denken. ,Mb* allein spricht sich schlecht aus
und kdnnte zur Verwechselung mit Millibar fihren.
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In meiner kurz vor Ausbruch des Krieges durch die Firma Carl
Schleicher & Schiill im Druck hergesteliten und von dieser beziehbaren
ersten Erlauterungsschrift?) habe ich dargelegt, dal man meist mit nur
je einem Mantissenbereich auskommen kann und dafl die sehr grolen
Logarithmenpapiere mit viel Bereichen, welche die Firma Carl Schleicher
& Schiill — wahrscheinlich, fiir mir unbekannte Zwecke, auf besondere
Bestellung — anfangs herstellte, nicht nétig sind.

Wihrend die mit gleichméBiger Einteilung hergestellten Koordinaten-
papiere (Linearpapiere) zur Darstellung einer Funktion y — f(z) be-
stimmt sind, dienen die logarithmischen Einfachpapiere (IExponential-
papiere) fiir die Funktionen logy = f(») und die logarithmischen
Doppelpapiere (Potenzpapiere) fiir die Funktionen logy — f(logz).
Die in Klammern gestellten kurzen Bezeichnungen fiir diese Funktions-
papiere mochte ich in Vorschlag bringen.

Da die Rechenschieber auch die Funktionsskalen logsinz und
logtg z haben, brachte ich der Firma Carl Schleicher & Schiill auch
ein logarithmisches Sinus- Potenzpapier (Marke 3741/,, Mb — 200 mm)
in Vorschlag, wagte aber nicht, auch die Herstellung von logarith-
mischen Tangenten-Potenzpapieren zu empfehlen. Ich begniigte mich
damit, parallel der Funktionsskala logsinz die Skala log tg # anzubringen.
Die Marke 3741/, dient zur Darstellung der Funktion log y = f(log sin z),
kann aber auch notigenfalls fiir die Iunktionen logy = f(logtgx)
gebraucht werden. In der bereits erwidhnten kleinen Schrift ist auch
dieses Funktionspapier eingehend erldutert worden.

Fiir meteorologische und aerologische Zwecke ist die ebenfalls nach
meinen Angaben hergestellte Marke 3721/, bestimmt. Diese ist ein
Exponentialpapier, dient also zur Darstellung der Funktionen log y = f(x),
worin y den DBarometerstand bedeutet. Die Manteb ist sehr groB
(Mb = 1500 mm), es wurde nur der Bereich y =— 300 bis S00 mm
Barometerstand in der Zeichenfliche angegeben, aber es wurden die
fiir die Ergiinzung nach beiden Seiten hin nétigen Zahlen in Tabellen
angefiigt. Erldutert wurden diese Papiere in meiner im Jahre 1918
von Carl Schleicher & Schiill gedruckten weiteren kleinen Schrift?),
welche ebenfalls von dieser Firma bezogen werden kann.

Die neuesten Exponential- und Potenzpapiere von Carl Schleicher
& Schiill, welche erst im Laufe des Jahres 1920 fertiggestellt worden
sind, nenne ich kurz die 600-mm-Papiere. Nihere Angaben hieriiber
enthilt das Schlufikapitel.

1) Die Logarithmenpapiere von Carl Schleicher & Schiill, Diren (Rheinland),
erlautert durch Ober-Reg.-Rat Prof. Dr. Paul Schreiber, Direktor der sichsischen
Landeswetterwarte in Dresden. 22 Seiten, 12 Figuren.

2) Die Anwendung der Logarithmenpapiere bei der barometrischen Hohen-
messung sowie bei meteorologischen und aerologischen Arbeiten, von Ober-Reg.-Rat
Prof. Dr. Paul Schreiber, Direktor der séichsischen Landeswetterwarte in Dresden.
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Aus diesen Mitteilungen geht hervor, daf ich die Firma Carl Schleicher
& Schiill zu doch wohl erheblichen Aufwendungen veranlafit und des-
halb die Pflicht habe, den Logarithmenpapieren eine mioglichst grofie
Verwendungsfahigkeit zu erobern. Das habe ich seit Jahren angestrebt,
wobei ich natiirlich die Verwendung dieser Funktionspapiere bei den
meteorologischen Forschungen fast ausschlieflich im Auge hatte. In
der Anmerkung?!) wurden kurz die Stellen angefithrt, an demen die
wichtigsten der diesbeziiglichen Mitteilungen zu finden sind. Da aber
die in der Meteorologie und Aerologie auftretenden Funktionen auch
in den anderen Zweigen der angewandten Mathematik vorkommen
werden, diirften meine Ergebnisse iiberall verwendbar sein.

Soweit ich es jetzt tibersehen kann, werden die Funktionspapiere
iiberhaupt bei zwei Hauptzwecken Verwendung finden.

1. Es ist die Funktion 0 = F'(z,¥) in irgend einer Form bekannt
und es sollen die Funktionspapiere als Hilfsmittel bei der numerischen
Auswertung dieser Funktion, wie man dies vielfach kurz ausdriickt,
verwendet werden.

2. Die Funktion 0 — F'(r,y) ist nicht bekannt, es soll aber mit
Hilfe einer geniigenden Anzahl zusammengehoriger Werte von # und y
die Natur dieser Funktion ermittelt werden.

B. Die Funktionspapiere als Rechenhilfsmittel.

Diese Anwendung gestaltet sich dann besonders einfach, wenn die
gegebene Funktion 0 — F'(x,y) anf irgend einem Iunktionspapier als
eine gerade Linie erscheint, da zu deren Festlegung nur zwei Punkte
nétig sind. Als gerade Linien erscheinen in den

Linearpapieren: Yy — a+ bz,
Exponentialpapieren: y == a.b* = a.e0%
Potenzpapieren: y == p.a9,
Sinus-Potenzpapieren: y == p(sin )4,

Tangenten-Potenzpapieren: y — p (g x)e.

Hat man diese Geraden in den betreffenden Funktionspapieren mit
Hilfe von je zwei durch Rechnung gefundenen Punkten gezogen, so
kann man sofort an den Teilungen das zu je einem x gehiorige y oder
umgekehrt ablesen.

Man kann dann einen Schritt weiter gehen und die Funktion
y=le+¢@)] = (@+4)° = (y2)¢ oder logy = ology,
darstellen, worin ¢ (x) eine der vorstehend angegebenen Funktionen
sein soll. Ist z. B. 4, — ¢@(2) = p2?, so kann man diese Funktion

1) Abhandl. d. naturw. Ges. Isis in Dresden 1910, Heft 2; Meteorol. Zeitschr.

1910, S.198; 1915, S.443; 1919, 8.3852; 1920, S.73 und 119; Phys. Zeitschr. 1919,
S. 496 und 521.
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ohne die geringste Schwierigkeit als eine Gerade auf Potenzpapier dar-
stellen. Man kann an dieser das zu einem gegebenen x gehorige y,
ablesen und zu diesem o addieren, wodurch man ¥y, — o -+ ¢, erhilt.
Man kann die so erhaltenen Werte von y, in das Potenzpapier ein-
tragen und erhilt so eine Kurve, deren Abszissen eigentlich logz und
deren Ordinaten eigentlich logy, sind, wobei aber die Bezifferung der
Funktionsskalen direkt die Werte von y, und z abzulesen gestattet.

Man kann weiter eine jede der Ordinatenlingen mit ¢ multiplizieren.
Das kann praktisch auf verschiedene Weise je nach dem Zahlenwert
von @ geschehen, und man wird dabei die graphische Logarithmentafel
(Marke 3751, L. T.) sehr niitzlich verwenden konnen. Das ergibt dann
logy = o logy, = log & + @(x)]e. Man kann dann die Léngen glogy,
in das Potenzpapier eintragen und erhélt so eine weitere Kurve,
deren Abszissen eigentlich logz und deren Ordinaten eigentlich logy
sind, aus der man aber ein jedes zu einem gegebenen z gehorige y
finden kann.

Dieses Verfahren ist in den Fig.8 und 17 in allen Einzelheiten
zur Darstellung gebracht worden, und es wird aus diesen zu ersehen
sein, dafl die praktische Ausfithrung sich sehr einfach gestaltet. Aber
es wird nur dann so einfach sein, wenn & und y positiv sind und
bleiben, wenigstens keinen Vorzeichenwechsel erfahren. ¢ kann jeden
beliebigen Wert zwischen 4 oc und — oo haben, ¢ wird aber als eine
positive, sonst beliebige Grofe vorausgesetzt.

Ganz #hnlich wird es sich wohl gestalten, wenn ¢ (z) eine Ex-
ponential- oder trigonometrische Funktion ist, man wird nur die Dar-
stellung auf dem zugehorigen Funktionspapier vorzunehmen haben; ich
habe das aber noch nicht praktisch erprobt.

Ich nehme nun an, dafl die Funktionen

hh=et+ @))% =[0B+9@)% wB=F+g@]...
gegeben sind, deren Verlauf in der vorstehend beschriebenen Weise

auf dem zugehorigen Funktionspapier graphisch abgeleitet werden kann.
Wenn dann die Aufgabe

y=FTnty.t+ys+---

gestellt wird, miissen die in den logarithmischen Funktionspapieren ab-
geleiteten Kurven im Linearpapier dargestellt werden und kann als-
dann die Addition oder Subtraktion der Ordinaten leicht erfolgen.

Es kann aber auch die Aufgabe gestellt werden

logy = +logy, &= logy, *~logys + - = logyf.y:t. 471 ...
In diesem Falle findet die Addition oder Subtraktion der Ordinaten

in den Funktionspapieren direkt statt, wie dies aus den Fig. 8 bis 11
und Fig. 17 zu ersehen ist.



Man wird leicht erkennen, dal die allgemeine Formel
Y=yt Y
zwar nicht alle, aber doch wohl den grofiten Teil der praktisch vor-
kommenden Formen enthilt, in denen y — f(z) auftreten kann.

Wie bereits erwihnt wurde, beziehen sich die Beispiele, zu denen
die Fig. 8 bis 11 und Fig. 17 gehbren, nur auf Potenzfunktionen, es
diirfte wichtig sein, diese Untersuchungen auch auf die Exponential-
und trigonometrischen Funktionen auszudehnen und dabei System in
die ganze Sache zu bringen. Dazu wird es wohl nétig sein, Umschau
in dem ganzen Gebiete der angewandten Mathematik zu halten und
das zunichst zu behandeln, was wirklich praktisch gebraucht wird.

Aus allen diesen Darlegungen diirfte aber hervorgehen, daf man
die Funktion y = f(x) selbst bei sehr komplizierten Gestaltungen der-
selben auf einem Funktionspapier mittels eines graphischen Verfahrens
darstellen kann, wodurch die numerische Auswertung derselben, also
die Ermittelung der zu gegebenen Werten von x gehorigen Werte
von y und umgekehrt auBerordentlich erleichtert wird.

C. Die Ermittelung der Natur einer unbekannten Funktion 0 = F'(x, v).
Niherungsiormeln.

a) Die periodische Sinusreihe ¥ — ¥, + [AnSin(mwa + Bm)]?

In der Meteorologie, Klimatologie und wohl auch anderen Zweigen
der Wissenschaft und Technik pflegt man seit langer Zeit den Zu-
sammenhang zwischen zwei Grioflen y und z, den man durch eine
Formel auf Grund theoretischer Erwigungen nicht hat ausdriicken
konnen, durch die ,harmonische Analyse¥ oder Besselsche Formel,
oder Sinus-Kosinusreihe, oder Sinusreihe angenihert darzu-
stellen. Man kann die Reihe in zwei Formen schreiben:

Yy =Y+ pcos(loz)tp,cos(20x)4 -+ pncos(moz)+---
+asin(loz)+ ¢sinQRoz)+ -+ gnsin(mox)+ -

Yy =1y +Asin(loz+ B))+ 4dysin(2ez + B,) -+ -
+ dpsin(mox 4 B4

Ap = V.prft + qms tg Bn = Pm:qm:

Es handelt sich sonach um eine periodische Funktion. Ist I die
Periodenléinge in Einheiten von z, 8o ist @ — 2=:1 in Bogenlinge oder
® = 360:1 in Bogengraden. Bei der praktischen Anwendung leitet
man mittels der durch Beobachtung oder auf irgend eine andere Weise
erhaltenen GroBenpaare y,,%; — ¥y, %, —-+- die Koeffizienten p und g
ab und berechnet mit diesen die GroBen 4 und B. Hieriiber findet



man Naheres in den unten angegebenen Schriften?). In der ersten
dieser Schriften ist ausfiihrlich gezeigt worden, dafl man auch eine
unperiodische Funktion, welche gewisse, fast stets vorhandene Bedin-
gungen erfiillt, sogar eine schriige gerade Linie, auf eine gegebene
Linge I der Abszissen durch eine derartige Sinusreihe um so
genauer darstellen kann, je mehr man Glieder hinzunimmt.

Ich wurde zu diesen Untersuchungen zu einer Zeit veranlaBt, als
die Meinungen iiber den Wert der Besselschen Formel weit ausein-
ander gingen. Die alten Meteorologen, namentlich Kdamtz, stellten alle
periodischen Vorginge durch diese Formel dar, Weyrauch legte ihr
eine Bedeutung bei, die sie auf keinen Fall haben kann, Wild sprach
ihr aber jeden Wert ab. Man hatte damals meist die Ansicht, daf
die Reihe zur genauen Bestimmung der Lage und Grofle der Maximen
und Minimen ?) der Funktion nétig sei, was nicht der Fall ist und
sein kann. In der neueren Zeit fangen die Sinusreihen an, in der
Meteorologie wieder eine gréfiere Rolle zu spielen, es macht mir aber
den Eindruck, als ob man Neigung habe, deren Wert wieder zu iiber-
schitzen, namentlich den Konstanten Bedeuntungen beizulegen, die sie
zwar haben konnen, aber nicht haben miissen. Ich stehe jetzt noch
auf demselben Standpunkt wie vor 30 Jahren:

nDie Sinusreihe ist eine Niherungsformel fiir die unbekannte ge-
schlossene Form y — (fx), sie kann bei theoretischen Entwickelungen
verwendet werden, es hat dies aber nur dann praktisch einen Zweck,
wenn man durch nur wenig Glieder (bis zu 272 — 3) die Beobachtungen
in der Hauptsache geniigend genau darstellen kann. Ob die Konstanten
eine physikalische Bedeutung haben, ist dabei gleichgiiltig, meist werden
sie nur Rechnungsgréfien sein.“

Ich mochte hier eine Form3s) der Reihe erwihnen, welche eine
gute Ubersicht iiber deren Aussagen ergibt. Wenn man in der Reihe

Yy =1y + A sin(loz+ B,)+ 4,sinQewz 4+ By) + A;sin (3 oz + By)
b= DB:lw, b= D85:20, b= DB,:30

einfithrt, so erhilt man

Yy =1+ A;sino(z+ b))+ Aysin 20 (z + by) + d;sin 3w (z + b;).

1) P.Schreiber, Untersuchung tiber das Wesen der sogenannten Besselschen
Formel usw. (Nova acta der Ksl. Leopold.-Carol. deutsch. Akad. d. Naturforscher,
Bd. LVIII, Nr.3. Halle 1892). — Das Sinus- Logarithmenpapier und seine Ver-
wendung zu der harmonischen Analyse. Meteorol. Zeitschr. 1915, S. 443,

2) Ich habe vor vielen Jahren die Plurale ,Maximen“ und ,Minimen* ein-
gefithrt und stiitze mich dabei auf viele lange eingebiirgerte Plurale: Ministerien,
Dezennien, Lustren usw. und sogar ,Gymnasien“. Es fillt wohl niemandem ein,
von den Gymnasia oder den Gymnasiis zu sprechen. Das Wort MaxIme kommt
jetzt sehr selten vor, wird zu Miliverstindnissen kaum fithren und ist jedenfalls
iberflissig.

3) Meteorol. Zeitschr. 1921, S. 53.




— 18 —

Die Grofien & haben dieselbe Benennung wie die z und werden
in Einheiten derselben gemessen. Die Abszissen

x=1—0b, oder 1—b, oder 1—b,

geben die Stellen der Abszissenachse an, an denen die betreffenden
Schwingungen durch Null in das positive Gebiet der y iibertreten.

p) Die ganze Funktion ¥ — «y -+ [¢y, acm]l:
1

Eine andere oft gebrauchte Niherungsformel ist die ganze Funktion
y=f(x)=a+bx+cx2+dxd4 .. 4 Fehler 4.

Kann man mit Sicherheit annehmen, daf die Fehler & Null sind
und liegen (n 4 1) Wertepaare «, y vor, so erhdlt man (» 4 1) Bedin-
gungsgleichungen, deren Auflosung (» -+ 1) Konstante bis zum Glied z»
ergibt.

Die so erhaltene Gleichung stellt y — f(x) fehlerlos dar, ist also
keine Niaherungsgleichung. Wenn aber die Fehler 0 beachtliche Grofen
erreichen konnen, so kann man aus » Beobachtungen nur weniger als
n Konstanten bestimmen und mufl dann die Methode der kleinsten
Quadrate anwenden, welche diejenigen Werte der Konstanten @, b, ¢...
ergibt, bei deren Anwendung die Summe

[00] ==0,0;, +-0,0,+ 0,0, +---
den kleinsten Wert hat.

Die so erhaltene Gleichung ist eine Niherungsformel und wird die
Gleichung y = f(x) um so genauer darstellen, je kleiner [0 0] ist, wo-
bei aber vorausgesetzt wird, dall die § zufillige Beobachtungsfehler sind.

Wenn es sich nun darum handelt, diese Gleichung numerisch aus-
zuwerten und graphisch darzustellen, so kann dies durch Rechnung
oder auch mittels irgend eines der graphischen Verfahren 1) geschehen.
Unter den mir bekannt gewordenen Verfahren scheint die Verwendung
der Linearpapiere gemeinsam mit Potenzpapieren am bequem-
sten und zweckmiligsten zu sein. In der Gleichung

y=1(a+br)+(crr+daostecat+ ) =4+ W+ ¥s+ s +--)
ist ¥, = (a + bx) die Gleichung einer geraden Linie auf Linearpapieren.
Da fiir x = 0 y = a ist, hat man nur noch einen anderen Wert von
y, fiir irgend einen Wert von 2 zu berechnen. Es ist aber auch

wenn unter ¢ der Winkel verstanden wird, den die Gerade mit der
Abszissenachse einschlieft. Sonach wird man sagen konnen, dal die

1) Vgl. hieriiber: Graphische Methoden von C. Runge, S.7ff; Praktische
Analysis, v. Sanden, 8. 45 ff.
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Gerade y, = a + bz ohne jede Zahlenrechnung rein graphisch auf
Linearpapier festgelegt werden kann. Genau dasselbe gilt von den
Funktionen y, = cx?, y; — dx8, y, = ex*... Diese konnen auf Potenz-
papier sofort ohne jede Rechnung durch gerade Linien dargestellt
werden. Man liest dann zuerst die Werte y, fiir passend gewéhlte z
ab, trigt diese auf das Linearpapier iiber, addiert mit dem Zirkel die
Ordinaten und erhdlt die Kurve y, + y,. Ebenso erhilt man die Kurve
¥s = dx* auf dem Linearpapier, deren Ordinaten zu %, + y, addiert
die Kurve y, + ¥y, +y; ergeben, und endlich durch Hinzufiigen von
Y, = ex* die gesuchte Kurve y = f(%).

Das Verfahren wird an Einfachheit und Bequemlichkeit kaum etwas
zu wiinschen iibrig lassen, es bietet den Vorteil, dafl man sieht, ob
das Hinzunehmen weiterer Glieder hoherer Ordnung einen Zweck hat
und ob es iiberhaupt moglich ist, die Beobachtungen durch
eine ganze Funktion geniigend genau darzustellen. Ich weif
nicht, ob dieses Verfahren bereits irgendwo in Vorschlag gebracht
worden ist.

In dem ,Leitfaden zum graphischen Rechnen“ von R. Mehmke
(Leipzig und Berlin, B. G. Teubner, 1917), welchen ich mir kiirzlich noch
habe beschaffen konnen (vgl. Einleitung), finde ich ein auf dem Prinzip
der GaufBschen Logarithmen beruhendes graphisches Verfahren (S.26 ff.)
beschrieben.

Es sind @ und b zwei Zahlen und es soll ¢ >0 sein. Setzt man dann

b b4 a
v.~»w~<1, u:(v-{—l):~6~,
so erhilt man
b+ u
log & - log u —1log « + log — = log (b + a).

Diese Annahme wird zweckmifBig sein, wenn v zwischen 0,1 und 1
liegt. Man kann dann logv auf Potenzpapier als Abszissen und logu
als Ordinaten auftragen, was ohne jede Rechnung geschehen kanu,
und erhilt so die ,Additionskurve¥, wie sie Mehmke genannt hat.

Es sei nun die Gleichung
y—=atbxrtcx? oder 2= (y—a)=0bxtcaxt=1zr 12

gegeben. Auf Potenzpapier lassen sich die Funktionsgeraden log e,
und log s, ohne jede Rechnung zieshen. Wenn dann z,>2,, so ergibt
der Zirkel die Differenz logz, — log 2z, = log#, :2,, wenn man ihn an
dem Punkt 1 der logarithmischen Teilung ansetzt, dagegen aber

2
log =2 = logw,
4

wenn er am rechten Rande bei 10 nach links angesetat wird.
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Man nimmt nun die zu logv gehodrige Ordinate log u der Additions-
kurve in den Zirkel und setzt diese an logz, an. Dann ist

log 2, + logu = logz, 4-log(v + 1) = log 2z, + log—X—— 4 + “
= log (2, +2,) = 100.2’
Es wird also mdglich sein, eine ganze Funktion ohne Zahlenablesen
auf dem Potenzpapier rein graphisch nach und nach zusammenzusetzen.

y) Graphische Darstellung
ein und derselben Funktion auf verschiedenen Funktionspapieren.

Alle Erdrterungen iiber die Natur der Abhingigkeit zweier Grofien
z und y, also kurz der unbekannten Funktion 0 = F'(z,y) oder
y = f (), sollten mit einer graphischen Darstellung der Beobachtungs-
ergebnisse, wobei die x als Abszissen, die y als Ordinaten aufgetragen
werden, beginnen. L&afit diese Zeichnung einen periodischen Verlauf
der Erscheinung auch nur vermuten, so wird die Sinusreihe zur ge-
nauen oder niherungsweisen Darstellung der Beobachtungen stets an-
gezeigt sein. In jedem anderen Falle kann f(z) alle méglichen
Formen haben. Im allgemeinen wird man zu den graphischen Dar-
stellungen zuerst die Linearpapiere verwenden. Dabei wird stets die
Frage nach dem Mafstab der Auftragung, also die Wahl der Linge
der Einheit von z und v, auftreten. Diese Wahl wird, auller von der
GroBe der Zeichenfliche, von der Bedeutung der Grofen x und y und
den Werten, welche diese annehmen kénnen, abhiangen. Das Natur-
geméfie ist die Gleichheit der Einheitslingen fiir beide Variablen, und
man wird die dadurch entstehende Kurve als die Normalkurve be-
zeichnen diirfen. Jede andere Wahl gibt eine andere Form der Kurve,
sie kann stirker gekriimmt erscheinen, aber auch sich mehr strecken
und so dem Verlauf einer geraden Linie ndhern. Im allgemeinen wird
die Darstellung vorzuziehen sein, welche eine moglichst wenig gekriimmte
Linie liefert, wenn es auch dabei oft vorkommen diirfte, dafl die Zeich-
nung wenigstens nach einer Seite hin sehr lang wird.

. Zur Darstellung der Geraden reichen zwei Punkte aus, diese kdnnen
genau durch die gerade Linie verbunden und es kann diese Linie
ohne jeden Zweifel nach beiden Seiten hin iiber die Punkte hinaus
verlingert werden. Je stirker die Linie gekriimmt ist, um so mehr
Punkte sind nétig, um so schwieriger wird es, diese durch eine richtig
liegende Kurve zu verbinden, und um so unsicherer wird jede Extra-
polation.

Nun ist man nicht gezwungen, zur Darstellung von y = f(z) die
Einheitslingen fiir # und y in allen Teilen konstant zu wiahlen. Man
kaon jede der beiden Achsen beliebig einteilen, die Punkte mit
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z=20,1,2, 3 usw. und y = 0, 1, 2, 3 usw. beziffern, beliebige Zwischen-
teilungen so weit einfithren, dal zwischen je zwei Teilstrichen eine ge-
radlinige Interpolation zulissig ist, und dann das Liniennetz wie bei
allen Koordinaten-, Skizzier- oder Netzpapieren herstellen. In diesem
Netz wird man ¥ — f(x) genau so wie in dem der Linearpapiere dar-
stellen und dadurch eine irgendwie gestaltete Kurve, aber auch eine
ganz oder fast ganz gerade Linie erhalten konnen. An einem der-
artigen Verfahren wird man niemanden hindern kénnen, es ist nur
die Frage, ob es einen Zweck und Nutzen hat. Das wird wohl erst
dann der Fall werden, wenn der Einteilung der Achsen bestimmte
GesetzmiaBigkeiten zugrunde gelegt werden, wodurch sie zu
Funktionsskalen und die Netzpapiere zu Funktionspapieren
werden. Das ganze Verfahren ist gleichbedeutend mit Einfithrung der
zwei neuen Variablen # und » nach den Gesetzen

y= @) und z=4(@®),
wobei man stets zu beachten hat, dall # und y jede beliebige Bedeutung

oder Benennung oder Dimension haben konnen, «# und » aber stets
Lingen in irgend einer Lingeneinheit sind. Dann erhilt man

0 = F(y, x) = Flo (u), ¥ ()] = Fi(u, v),
woraus man

u = 3 (v)
herleiten kann.

Jedem Wertepaar y,  wird ein Koordinatenpaar w, v entsprechen.
Trigt man die y, # im Linearpapier auf, so erhdlt man den Verlauf
der Funktion y = f(z), wendet man aber w, v an, so stellen diese
u == 7 (v) vor. Diese beiden Linien werden sehr verschieden aussehen,
die eine wird eine stark gekriimmte Kurve, die andere eine gerade
Linie sein konnen.

Unter den vielen Formen, welche ¢ (#) und ¥ (») haben kénnen,
treten einige als besonders geeignet hervor.

v_ q_
1. Die Potenzskalen y — Yu und = — V.
Diese Annahmen ergeben:

p_ 9
0= F(y,2) = F(V“a Vo) = I (u, v),
w=g(v) oder yr = yg(29).
Zur Herstellung der Funktionsskalen dienen die Gleichungen
w—=y und ©=—a%
p=—=q =1 ergibt also die gleichmifBige Teilung als einen Spezialfall
der Potenzskalen.

Hat man ein derartiges Funktionspapier hergestellt, so kann man
zum Auftragen zwar die GréBen y und z verwenden, trigt aber in
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Wirklichkeit « — y? und » — 29 auf. Umgekehrt liest man in Wirk-

P_ ¢
lichkeit » und » ab und muB daraus y = Yw und z = Vv berechnen.
Die Funktionsskalen haben den Zweck, alle diese Umrech-

nungen unnotig zu machen.
2. Die einfache logarithmische Skala y — 10%, 2 — v:

0 = F (y,x) = F(10% x) = F, (u, v),
w=x(@) oder logy = y(x).

3. Die doppelte logarithmische Skala y — 10%, x — 10*:
0 = F(y, x) = F (104 10°) = F) (u, v),
w=1yx() oder logy—= y(logz)
4. Die logarithmische Sinuspotenzskala y — 10%, z — arcsin 10v:

0 = F(y, x) = F(10% arcsin 10°) = F; (u, v),
w =y () oder logy = y(logsinuz).

ot

. Die logarithmische Tangentenpotenzskala y — 10% z—arc tg 10v:
0 = F(y, ) = I'(10%, arctg 10*) = F} (4, v),
u=y(@) oder logy = g(logtgx).
Es wird wohl nur in seltenen Fillen moglich sein, die Funktion

w == g (v) in einigermafen handlichen Formen abzuleiten.
In allen den Fillen, in denen diese Funktion die Form

u—a-+tbv
annimmt, erscheint sie auf dem betreffenden Funktionspapier als gerade
Linie. Die Gleichungen dieser Geraden werden also auch sein:

S

Yy — a -+ b, y:\/(u—i-bwq)’ 1)
logy =a+qz = log o+ »log B, y = «.p% (2)
logy — a+qlogz = logp + log a4, Y = p.x9, 3)

logy = a+ qlogsinz = logp + log(sinx)9, y = p.(sinz), (4)
logy = a+qlogtgz = logp + log(tgz)s, y —=p.(tgx) ®)
Die Funktionen unter (1) werden — mit einziger Ausnahme von

p = ¢ =1 — so selten vorkommen, dafl die Herstellung der betreffen-
den Funktionspapiere fiir den Handel kaum einen Zweck haben wiirde.
Ganz anders ist dies bei allen iibrigen Funktionen, die sehr hiufig
vorkommen, und zwar am h#ufigsten die unter (2) und (3) stehenden.

6) Anderweite Niéherungsformeln.

Nach diesen Abschweifungen kehre ich zu der graphischen Dar-
stellung der Beobachtungspaare ¥, r zundchst im Linearpapier zuriick.
Es wird nur sehr selten moglich sein, die so erhaltenen Punkte durch
eine glatt verlaufende Linie zu verbinden, meist wird man versuchen

Schreiber, Flichen-Nomographie. 2
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miissen, eine solche, so gut es geht, in das Punktsystem hinein zu
konstruieren, wobei also ein Teil der Punkte iiber, ein anderer Teil
unter der Linie bleiben wird. Zuerst wird man es mit einer geraden
Linie versuchen, die also y = f(z) = a4 bz ergeben wiirde. Dann
wird man die Konstanten ¢ und & nach der Methode der kleinsten
Quadrate abzuleiten haben. Sollte es dann weiter zweckmilig er-
scheinen, so kann man die Glieder cx2, dz® usw. hinzunehmen und
zusehen, ob {0 0] wesentlich kleiner wird, sowie ob die sich nach
der Formel ergebende Kurve der nach bestem Ermessen in
die Punkte hineingezeichneten immer mehr anschmiegt.

Wenn diese eingezeichnete Kurve sehr unregelmiBig verliuft und
man annehmen darf, dafl dies groéBeren Beobachtungsfehlern oder
sonstigen zufdlligen Ursachen zuzuschreiben ist, so wird es sich oft
empfehlen, die Kurve durch Gruppenmittelbildung ) auszugleichen und
dadurch den Einflull dieser Fehler abzuschwichen.

Dabei ist das eine sicher, daf3 die Formel y = a - bx 4 ¢cx2 + d s -+
eine Niherungsformel bleibt, wenn [d0] oder richtiger wohl [0] nicht
genau Null werden und um so weniger bei theoretischen Untersuchungen
verwendet, d. h. bei Aufstellung von Formeln in Rechnung gebracht
werden kann, je mehr Glieder ndtig sind. ¥y = a4 bz 4 ca? wird
noch einigermalen benutzt werden konnen.

Meist wird man wohl die Absicht haben, durch die Herleitung
einer groferen Zahl von Gliedern einer ganzen Funktion nach der
Methode der kleinsten Quadrate den EinfluB aller Fehler soweit als
nur irgend moglich herabzudriicken. Man berechnet dann nach dieser

1) Vgl. hieriiber: P. Schreiber in den Abhandl. d. Kgl. sichs. met. Inst.,
Heft 1, S.53 ff. (Leipzig, Arthur Felix, 1896) oder auch Zivilingenieur 42, Heft 1
und 3. Es handelt sich hierbei um die Angelegenheiten, weleche H. v. Sanden in
dem Handbuch der angewandten Mathematik als ,Analytische Approximation
empirischer Funktionen“ bezeichnet. Gegen dieses ganze achte Kapitel der Prak-
tischen Analysis hege ich die schwersten Bedenken, da dieses ganz einseitig be-
handelt wird und die wirklich angewendeten praktischen Methoden gar nicht er-
wihnt werden. Das Wort Approximation ist schrecklich und kann wohl durch
ein gut deutsches ersetzt werden. In der Meteorologie glattet niemand nach der
Formel (@ 4+ b + ¢): 3, sondern durch (a 4+ 2b 4+ ¢):4. Die harmonische Analyse
lauft zwar auf die Methode der kleinsten Quadrate hinaus, aber in der Reihe

Yy = yo + [pcosmox]® + [q,, sinmox]”

sind die Koeffizienten p, und g,, als bestimmte Integrale definiert. Angenihert
rechnet man

2 2 .
Doy = %—Z(y.cosmwx), I = ;Z(y.smmw:v),

worin n die Zahl bedeutet, in welche die Periodenlinge geteilt worden ist. Alles
das habe ich in meinen Untersuchungen iber das Wesen der Besselschen Gleichung
eingehend dargelegt. Im Interesse der Sache und eines Handbuches der ange-
wandten Mathematik mochte ich wiinschen und sogar fordern, dall meine beiden
erwahnten Arbeiten und auch die anderer Forscher bei kiinftigen Auflagen
beriicksichtigt werden.
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Formel eine Tabelle und teilt diese als das wahrscheinlichste Ergebnis
der Beobachtungen mit. Wiirde man dasselbe Ergebnis, vielleicht sogar
noch richtiger, nicht durch die Ausgleichung mittels der Gruppenmittel
haben erreichen konnen?

Die Naturgesetze sind einfach, eine vielgliedrige Potenzreihe kann
unmoglich ein Naturgesetz darstellen. Tabellen, welche auf derartigen
Reihen beruhen, erschweren das Aufsuchen der wahren Formel, machen
dies moglicherweise unmoglich. Um also die wahre Form der Funktion
y = f(x) erhalten, oder doch dieser moglichst nahe kommen zu kionnen,
wird man die graphische Darstellung der Beobachtungen auch auf den
Funktionspapieren vorzunehmen haben, welche im Handel zu haben
sind, namentlich den (log) Potenz- und Exponentialpapieren.

Aber auch dann, wenn man durch die Beobachtungspunkte mit
fast voller Sicherheit eine gerade Linie legen kann, wird man nur von
einer Naherungsformel sprechen diirfen, es wird diese das wahre Gesetz
zwar ausdriicken konnen, aber nicht miissen.

Dabei wird die Manteb in den logarithmischen Funktionspapieren
eine Hauptrolle spielen, ist diese klein, so wird es recht gut maglich
sein, dafl eine Kurve fast genau als eine Gerade erscheint, wihrend
man auf den Papieren mit grofler Manteb die Kriimmung deutlich
sehen kann.

In den Potenzpapieren Mb — 250 mm erscheint z. B. die Funktion

3————
y=V(+2Va)
fast genau als eine gerade Linie, fiir welche die Niherungsformel

y = 2,92 2% aufgestellt werden kann. Aus Fig. 8 ist weiter zu er-
sehen, daf die Funktion

5 4
y = 3,52(0,34 + 1,25 Yx2) (1,4 4 1,7 Ya3)
im Potenzpapier ebenfalls nur wenig von einer Geraden abweicht. Die
durch y, = 174, 2; = 1 einerseits und y, = 1350, z, — 10 anderer-
seits gegebene Sehne an dieser Kurve wiirde die Gleichung y = 17,4 2188
haben.

Von besonderem Interesse ist das Gesetz der Abhingigkeit der
Sattigungsspannung des Wasserdampfes von der Temperatur ). Trigt
man im Potenzpapier diese Spannung y als Funktion der absoluten
Temperatur (278 - Celsiusgrade) z auf, so liegen die erhaltenen Punkte,
selbst auf den groBien 600-mm -Papieren, genau auf geraden Linien
innerhalb ziemlich bedeutender Temperaturintervalle. Das wiirde das
Gesetz y = pa? ergeben. In Wirklichkeit handelt es sich aber um
eine sehr schwach gekriimmte Kurve mit der konvexen Seite nach oben.

1) Vgl. Phys. Zeitschr. 1919, S. 496 ff. u. 521 ff.
2%
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Nach den alten Tabellen (Regnault-Broch) habe ich die
folgenden Ausdriicke abgeleitet:

logy = logy, + logy, = [— 7,0814 + 17,81og (10—2x)]
+ [0,0115 — 494. 10~ (x — 298)7].

y, hat die Form p.xz9, y, ist aber eine Exponentialfunktion von
der Form o7 worin v eine Funktion von 2 ist, so dafl ¥ von der
Form y — p.pB7.27 sein wird.

Wird jetzt mit 4y die Differenz Beobachtung—Rechnung und mit
y der beobachtete Wert bezeichnet, so erhilt man folgende Ergebnisse.

1. Die Funktion y,. Bei der Celsiustemperatur ¢ — 0 ist
Ay = —0,14, y — 4,57mm. Ay erreicht bei { =9 bis 10° den
Wert 0 und wird dann positiv. Die positive Abweichung erreicht bei
300C und ¥y = 31,51 mm den Maximalwert 4y = + 0,73mm. Dann
nimmt A4y wieder ab und wird bei ¢ = 410 wieder Null. Weiterhin
wird 4y wieder negativ und erreicht bei £ — 50°C und y = 92,0 mm
den Wert 4y — — 4,04 mm.

Wenn man beriicksichtigt, dall die alten Zahlen von den neueren
Angaben von Scheel-Heuse?) bei 50°C um 0,58 mm abweichen, so
wird man die Funktion g, als eine in den meisten Fallen zwischen
t = 0 bis 420 geniigend genaue Niherungsformel bezeichnen kénnen.

2. Die Funktion y. Diese stellt die Beobachtungen zwischen 0
und 48° so genau dar, dall die Abweichungen nirgends grofer als
4+ 0,04 mm sind. Bei { — 500 ist Jy = + 0,15 mm.

Ich kann diese Formel also mit vollem Recht als eine dulierst
genaue Naherungsformel fiir # = 0 bis 50° bezeichnen, mehr aber
nicht. Die wirkliche Formel kann ein wesentlich anderes Aussehen
haben.

Ich habe die Zahlen fiir die Sittigungsspannung in Kilogrammen
auf lqom in dem angefithrten Werk von Scheel und Heuse in
Potenzpapier (Marke 3751/, Mb = 250 mm) dargestellt. Die Spannungen
liegen zwischen 0,001kg bei —20,5°C (iiber Eis) und 225,05kg bei
+ 8740, Dabei stelite sich abermals heraus, da in jeder Strecke von
0,001 bis 0,01, 0,01 bis 0,1 usw. die eingetragenen Punkte genau in
je einer geraden Linie liegen, daf aber diese Linien nicht parallel sind.
Wenn man fiir eine jede Strecke die Gleichung

logy = x4+ qlogx — logp + qlogx
zugrunde legt, so ist der Exponent ¢ auch die Tangente des Winkels ¢
der Geraden mit der Abszissenachse.

1) L. Holborn, K. Scheel, F. Menning, Warmetabellen der Physik.-Techn.
Reichsanstalt. Braunschweig, Friedr. Vieweg & Sohn, 1919.
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In der untenstehenden Zusammenstellung wurden die Werte von ,
g und o fiir eine jede der sechs Strecken angegeben. Man sieht, dafl
die Anderung in der Richtung von einer Strecke zur anderen ungefihr
je 1 Bogengrad betrigt. Die durch die Punkte x — 2730, y — 0,006226 kg
und 2 = 6479, y — 225,05 kg bestimmte Sehne an die Druckkurve hat
die Gleichung

logy =—= — 31,83675 4+ 12,163 log 2.
Druck Absolute o
kg/gem Temperatur = logp 9 ¥
0,001 252,5 — — —
0,010 279,7 — 57,0701 22,508 87027/
0,100 318,4 — 45,4728 17,768 86 46
1,000 372,0 — 38,0440 14,800 86 8
10,000 452,0 — 30,3838 11,820 85 10
100,000 582,5 — 23,1034 9,078 83 43
225,050 647,0 — 19,3564 7,723 82 37

Die Funktion y — pa? kommt in der Physik ofters vor, nament-
lich in der Lehre von den Strahlungserscheinungen und in der Thermo-
dynamik, wobei x die absolute Temperatur bedeutet. Man wird sie
wohl mit Recht als ein Naturgesetz ansehen diirfen. Nach den bis-
herigen Ergebnissen folgt die Spannungskurve diesem Gesetz angenihert
in ihrem ganzen Verlauf, es kann aber fiir kleinere Strecken der
Abszissenachse fiir viele Zwecke als geniigend genau giiltig angenommen
werden. Ein Korrektionsfaktor von der Form f§% worin ¢ eine Funktion
von « ist, ergab zwischen # — 273 bis 323° gute Verbesserungen, man
wird also mit Recht versuchen diirfen, einen solchen Faktor auch fiir
den ganzen Verlauf der Spannungskurve zu finden. Aber selbst dann,
wenn dieser Faktor eine einfache Form haben und der ganze Ausdruck
die Beobachtungen geniigend genau zur Darstellung bringen sollte, wird
man nicht bestimmt sagen konnen, die wirkliche Formel gefunden zu
haben, sie wird immer noch nur eine Niherungsformel bleiben konnen.
Das wird man stets zu beachten haben, aber auch in den Befiirch-
tungen nicht zu weit gehen diirfen, da man sonst einen sehr grofien
Teil der jetzt allgemein anerkannten Formeln, schlieflich auch pz¢
oder o .ee”, anzweifeln miilite.

Um aber alle diese Untersuchungen befriedigend durchfithren zu
konnen, bedarf es einer genaueren graphischen Darstellung der Beob-
achtungsergebnisse. Die in den Handel gebrachten Logarithmenpapiere
reichen hierzu nicht aus. Fiir die Dampfspannung y ist zwar eine
Manteb von 250 mm ausreichend, aber nicht fiir die absolute Tempe-
ratur . Bei den hoheren Temperaturen ist 1° nur 0,2mm lang. Das
wird auch bei den 600-mm-Papieren nicht viel besser.
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Man mull daher zu dem ReiBbrett zuriickkehren und die # = logy
und v == logz nach dem MaBstab wirklich auftragen. Es wird ein
Blatt von 2m Liinge und 1,5m H¢he ausreichend sein, um fiir y
eine Manteb von 200 bis 250 mm, fiir  aber 5000 mm anzuwenden,
und dann wird bei den hochsten Temperaturen 1° etwa 3,5mm lang
werden.

Bei den bisher in den Handel gebrachten Potenzpapieren sind
die Mantebs lings beider Koordinatenachsen gleich, und das wird
im allgemeinen so bleiben miissen, wenn man nicht die Zahl der
Marken in das Unendliche vermehren will. Wohl aber wird es
moglich sein, fiir bestimmte Zwecke besondere Mantebs einzufiihren,
wenn man dem Fabrikanten einen geniigend grofen Absatz in sichere
Aussicht stellen kann. Ein solcher Fall liegt bei der Anwendung
der Formeln der Thermodynamik in der Meteorologie vor, wobei es
sich um Darstellung von Funktionen von der Form log 7 = f(logx)
handelt.

Ich habe der Firma Carl Schleicher & Schiill eine Marke (8711/)
vorgeschlagen, bei der die Ordinaten log 7' fiir Werte von 7' zwischen
193 bis 3539, also fiir ¢ von — 809 bis -+ 800C gelten. Es hat dann 1°C
Léngen von 2,2 bis 1,2mm. Fiir die Abszissen log z wurde Mb — 250 mm
beibehalten, als Manteb fiir die Ordinaten aber Mb — 1000 mm ge-
wihlt, so dafl die Hohe der Zeichenfliche 262 mm geworden ist. Sollte
z durch mehrere Mantissenbereiche gehen, so wird man sich durch
Zusammenkleben mehrerer Blédtter leicht helfen konnen. In dieser
Vorlage sind graphische Logarithmentafeln fiir beide Mantebs angebracht
worden. Diese Teilung lings der Abszissenachse wird es ermoglichen,
sich auch in den Fillen helfen zu konnen, in denen sich fiir 7 eine
Exponentialfunktion ergibt.

Ich glaube, dafl die Marke 3711, sich bei allen Forschungen im Ge-
biet der Thermodynamik, Physik der Atmosphiire usw. neben der 4lteren
Marke 3721/, (Eponentialpapier, Mb = 1500 mm zwischen 3 bis 8) sehr
nutzbar wird verwenden lassen.

Als weiteres Beispiel moge noch die Abhiingigkeit der Windstirke
von der Hohe iiber dem Erdboden behandelt werden.

Zum Studium derselben wurden an den Tiirmen der Funkstation
Nauen Anemometer in verschiedenen Hohen aunfgestellt. Hellmann?)
teilt als erste Ergebnisse dieser Einrichtung die folgenden Zahlen mit:

Reihe A.

Hohe iiber dem Erdboden . . . h = 2 16 32 123 258 m
Mittlere Windgeschwindigkeit . » = 3,33 4,69 540 7,02 826 m/sec

1) Sitzungsber. d. math.-phys. K1. d. Berl. Akad. d. Wiss. 1917, S. 174 ff. und
1919, S. 404 ff.
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Er hatte dann auf einer Wiese bei Potsdam Anemometer in sehr
kleinen Hohen aufgestellt und wihrend des Sommers 1918 (Juli-
September) die folgenden Ergebnisse erhalten:

Reihe B.
0,05 0,25 0,50 1,0 2,0m iiber dem Erdboden
104 161 1,95 243 2,66m/sec
und auf Reihe A reduziert
1,30 201 244 3,04 3,33m/sec

il

v

H

Hierzu kann man noch die von Coym aus den Drachenbeobach-
tungen iiber dem Aeronautischen Observatorium in Lindenberg abge-
leiteten Windgeschwindigkeiten nehmen:

Reihe C.
h=122 500 1000 1500 2000 2500  3000m t. NN.
v=252 93 96 97 100 105 11,0 m/sec
Aus diesen Zahlen geht hervor, dal die Windstéirke in den ersten
50m iiber dem Erdboden sehr rasch zunimmt, spéter aber nur langsam.
Es handelt sich nun darum, aus diesen Beobachtungen das Gesetz der
Zunahme der Windstéirke mit der Hohe, also die Form der Funktion

v = f(h) oder 0= F(v,h)

zu finden. Hellmann gibt zwei Formeln an, deren erste von ihm
selbst, die zweite von Pilgrim-Stuttgart abgeleitet worden ist, macht
aber keinerlei Mitteilungen iiber den Rechenvorgang. Es wurden bei
der Herleitung dieser Formeln nur die fiinf Koordinatenpaare der
Reihe A verwendet:

v = 1,004 2,81 log (4,75 + h) oder log (4,75 + k) = — 0,356 40,3562, (1)
o 207+ 0.38% 4 0,00122 4 @
= 1 F 0,061 % F 0,00008 2
Aus denselben Zahlen wurden die weiteren Formeln

v = 1,7+ 3,4 log(s + h), Grosse?), 3
v = 2,91 hone, 4)
v = 1,2 + 1,79 ho:246, Bradtke?), (®)
v = 3,02 Ao, Laskas) (6)

abgeleitet.

Logarithmenpapiere scheint nur Grosse zur Ableitung seiner
Formeln verwendet zu haben. Leider ergibt die Formel (3) so grolie
Werte von v, daB sie nicht verwendbar ist, es scheinen irgendwelche
Versehen vorzuliegen.

1) Meteorol. Zeitschr. 1917, S.324.
2) Ebenda 1918, S.313.
3) Ebenda 1918, 8. 315.
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Die Formel (2) enthilt sechs Konstanten, sie ist aus nur fiinf
Beobachtungen abgeleitet worden, es wird also eine derselben (wahr-
scheinlich die 1 im Nenner) willkiirlich angenommen worden sein.
Natiirlich mufl sie die Beobachtungen absolut genau zur Darstellung
bringen, aber das mufl auch bei jeder anderen Funktionsform der Fall
sein, wenn in derselben fiinf Konstanten zu bestimmen sind, also auch
z. B. in den Formen

v —a-+bxr+ ecx?4 dad 4 ext
oder

v = a+fz—|— ;—I»dx—l—exﬂusw.

Die anderen fiinf Gleichungen lassen sich auf die zwei Formen
zuriickfiithren:
y=a+4e*+62 und y— a-+ pay,
oder auch
Z=(y—a) =etF* und & =—(y—a)— pas.

Im ersteren Falle wird die Funktion # — f(z) auf dem Expo-
nentialpapier, im letzteren Falle auf dem Potenzpapier als gerade Linie
erscheinen miissen.

Ich habe alle Beobachtungen der Reihen A und B und aus der
Reihe C die Geschwindigkeit fiir # — 500m, im ganzen also zehn
Koordinatenpaare zur Herleitung der Gleichung 0 =— F'(v, k) verwendet.

1. Darstellung auf Exponentialpapier.

Trigt man logh als Ordinaten zu den Abszissen v auf, so erhilt
man eine nach oben konvexe Kurve, welche bei kleinen % sehr stark
gekriimmt ist, fiir grofere  sich aber mehr dem Verlauf einer Geraden
ndhert. [Iiihrt man aber, wie dies Grosse zuerst getan zu haben
scheint, die neue Variable # — 4,75 - % ein, so liegen die Punkte fiir

h—2 16 und 32m
fast genau auf einer Geraden, fiir welche die Formel (1)
log (4,75 4 h) = — 0,356 + 0,356 v

gilt. Das gilt aber nur fiir die Strecke » — 2 bis 32 m, dariiber hin-
aus liegt die z-Kurve unter der Verlingerung der Funktionsgeraden
Gleichung (1) und ergibt diese Gleichung sonach zu kleine Werte von .
Es kann moglich sein, dall ein gréferer Wert von a die Exponential-
form fiir hohere Schichten giiltig macht.

2. Darstellung auf Potenzpapier.
Die Punkte der Funktion v = f (&), wobei als Ordinaten logv iiber
den Abszissen log/ angenommen wurden, liegen von h — 16m bis
h == 500 m fast genau auf einer geraden Linie, fiir welche die Gleichung

v = 2,73 ho1ss M
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gefunden wurde. Die Punkte fiir # =1 und 2m liegen allerdings
ziemlich hoch dariiber, die fiir die kleinen % gruppieren sich aber gut
um die durch (7) bestimmte Gerade. Der Exponent 0,198 ist so wenig
von 0,2 verschieden, dafl man die Formel

5
v=aVh=ah?
als das wahrscheinlichste Gesetz, nach der die Windstirke mit der
Hoéhe iiber dem Erdboden zunimmt, wird ansehen diirfen.
Es handelt sich nun noch um den Zahlenwert von «. Hat man
»n Beobachtungen, 8o wird sein miissen

[vm]? = a[{}m]:‘, also a = [v,,,]: : Wﬁ;]: .

Das ergibt folgende Rechnung:

5_ 5
I Vi v h Vi v
0,00 0,00 0,00 2 1,15 3,33
0,05 0,55 1,30 16 1,75 4,69
0,25 0,76 2,01 52 2,00 5,40
0,50 0,87 2,44 123 2,62 7,02
1,00 1,00 3,04 258 3,05 8,26
3,18 8,79 10,57 28,70
a — 2,77, a = 2,72.
Gesamt: [v] = 37,49, [A%?] = 18,75,
a — 2,76.
Es ist also
5
v=276Vh, h < 500m. (8)

Umstehend wurden die auf Zehntelmeter abgerundeten Aussagen
der sieben brauchbaren Formeln (1), (2) und (4) bis (8) zusammengestellt.
Zwischen h = 2 bis 100m ergeben die Formeln Werte von v,
welche nur um 0,3m verschieden sind, die groferen Unterschiede treten
erst bei den sehr kleinen und den sehr groflen /& auf.
Es kommen hierbei die Gleichungsformen in Frage. Formel (2) gibt
fiir » = 0 den grofiten Wert von v,. Die Exponentialformel
2 —=h+4+a=—eth®
ergibt fir A = 0
2y — + a = e+ 8w,
Hier wird es also auf die Werte von ¢ und « ankommen und wird
es moglich sein, dafB fiir 2 = 0 auch v, = 0 wird, was bei der Formel (1)
entschieden nicht der Fall ist.

Die Potenzformel
£ = —I— a — _phq
ergibt fir h = 0
2'0:7]0+(l20, Vg == — U.
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Nach meiner Auffassung muB sich v bei stetig abnehmender Hohe
langsam der Null ndhern und fiir # = 0 zu Null werden. Dann muf
a = Null und kann Formel (5) nicht richtig sein. Uber 500 m hinaus
ergeben alle Formeln viel zu hohe Werte von .

Die Formel (8) wird wohl dem Naturgesetz am nichsten kommen
und fiir alle Hohen von 0 bis 500m gelten, da der Faktor a aus
den Zahlen der Reihe A fast genau so grol wie aus Reihe B sich ergibt.

A Formel Max. | Min. E‘c“}:‘f’e‘d
@O @] @] 66| @] ®

000l — || 29 |:80.00| 1,2].00.00].00f 30| 00] 380
005 1,83 || 29 |:30| 1,7 21| 18 |.15 .15 30| 15[ 15
025 20 [[:30 [:80] 22| 25| 24 |.20 21 30| 20| 10
050| 24 f| 30 |:31 | 26| 27| 27 |.23| 24| 31| 23| 08
1 30 Il:82]:32) 291 30! 30).27] 28 32| 27| 05
o [33 | 33] 33| 33| 83[:84 .31 ] 320 34 31] 03
4 — |37 .36 88| 37 |:39|.36| 37 39| 36| 03
6 — .39 ].39 | :41 ]| 40 §:41 .39 40§ 41| 39| o2
8 — .41 | .41 |:43| 42 ]|:43|.41| a2 43| 41| o2
10 — .43 | .43 :45| 44| :45] .43 44l 45| 43| o2
16 | 47 || .47 | .47 | :49 | .47 | :49 | .47 | 480 49| 47| o2
20 — 49 .49 |52 50| 50 ].49| 50f 52| 49| 03
30 — |l.53 .53 |:56|.53] 55|.538| 550 56| 58] 03
32 | 54 |[.54 .54 :57 ]| 54| 55 |.54] 560 57| 54| 03
40 — .58 .56 :59.56] 58] 57| s8] 59/ 56 03
50 — .59 .59 :62|.50]| 60| 59| 61| 62| 59| 03
100 —l.e7]|.67):70] 68| 68| 68 |:700 70| 67| 03
123 | 70 N.69 | 7078 70 [ 70 71730 73] 69| o4
200 — l.7s ] 78180l 78] 77 7880l 80 75] o5
258 | 83 .78 | 83 [:84 [ 83| 80| 82 ]:84a] 84 78] 06
300 — .80 86| 86| 85| 82| 84 [:87 1] 87 [ 80| 07
400 — .83 |:92 ] 91| 90| 86| 89| 91l 92| 83| 09
500 | 93 .86 |:97 1 95| 951 90| 93 951 971 86] 11

Bei allen Darlegungen in diesem Kapitel habe ich vorausgesetzt,
daB die Leser in der ganzen Materie geniigend bewandert sind.

In dem zweiten Kapitel wende ich mich aber an Leser, welche der
Sache bisher fern standen. Ich glaubte, hierbei moglichst elementar vor-
gehen zu miissen. Es ist eine eigentiimliche Erscheinung, dafl die Ver-
wendung der Logarithmenpapiere so langsame Fortschritte macht, und
das mufl daran liegen, daB sich hierbei Schwierigkeiten irgendwelcher
Art selbst bei Mathematikern geltend machen.

Das dritte Kapitel ist der graphischen Logarithmentafel ge-
widmet. Ich kam auf diese bei meinen Bemiihungen, die Formeln der
Thermodynamik fiir Zwecke der Meteorologie graphisch darzustellen.



— 97 —

Dabei kam ich aber auch auf die Marke 3711,,. Die graphische Loga-
rithmentafel ist an der Marke 375%/; L. T. angebracht worden, mit der
Marke 8711/, haben Carl Schleicher & Schiill mich aber leider bisher
im Stiche gelassen, so daf ich mit der Thermodynamik nicht vorwirts
kommen kann (vgl. 8. 85). Der Nutzen der graphischen Logarithmen-
tafel stellt sich immer mehr heraus und es wird die Anbringung der-
selben an allen Marken empfohlen werden konnen.

Im vierten Kapitel handelt es sich darum, ob die Skalennomo-
gramme oder Flichennomogramme zweckmifBiger sind.

Im letzten Kapitel wurde die Einbeziehung der natiirlichen Zahlen
der trigonometrischen Funktionen und deren Logarithmen in den Kreis
der Funktionspapiere eingehend erwogen. Es erscheint mir klar, dafl
die Flichennomographie so lange nur eine halbe Sache bleibt, als dies
nicht geschehen sein wird. Die Frage ist nur die, wie man das machen
soll, ohne die Zahl der Marken in das Unendliche zu vermehren.

Zweites Kapitel.

Allgemeines iiber die graphische Darstellung der Funktionen
y =Ffx).
A. y ist eine Funktion von ac.

Die Bezeichnungsweisen
0=F(y,a) oder y=f(x) (1)

sagen aus, dall eine Gréfle y von einer zweiten beliebig wahlbaren
GroBe x derart abhiingig ist, dall man mit einem gegebenen Wert von x
die zugehorige Gréfie y finden kann.

Es ist y eine Funktion von z. Ist der Ausdruck fiir f(x) bekannt,
80 kann man daraus stets die Funktion F'(y, ) = 0 ableiten. Dagegen
ist es nicht immer méglich, aus F'(y, 2) =— 0 die Funktion y = f(x) zu
bestimmen. Sehr oft kennt man beide Funktionen nicht, man hat aber
auf irgendwelche Weise ermitteln konnen, dafl zu den Grolen zy 2y,
Zy, %3 usw. die Groflen ¢y, ¥y, ¥, ¥s usw. gehdren. Dann betrachtet
man die x als Abszissen und trigt senkrecht iiber einem jeden x das
zugehérige y als Ordinate auf. Die so erhaltene Kurve, welche durch
die Endpunkte der Ordinaten geht, stellt die Funktion f(x) graphisch
dar. Man kann diese graphische Darstellung auch vornehmen, wenn
die f(x) bekannt ist, man hat dann nur mit einer geniigenden Zahl
der Abszissen x die zugehorigen Ordinaten y zu berechnen.

Stets tritt dabei die Frage auf, in welchem MaBstab die
graphische Darstellung am zweckmifBigsten zu erfolgen hat.



— 98 —

Die fiir die GroBen y und z giiltigen Zahlen konnen alle moglichen
Benennungen haben, die Koordinaten sind aber Lingen und die Ein-
heit der Lénge soll 1 mm sein.

Wenn festgestellt worden ist, dafl die Einheit der Grofie y
durch mmm, die Einheit von # durch »mm dargestellt werden
soll, so kann man die neuen Variablen

# = mymm und v = nrmm (2)

einfithren. Dann kann man schreiben

0=F(yo) =F (%7, "%’) — F(% ;) — F, (u,0), (3)
y=rf@, "L=r(20), m=r(5 ) w=nwf())=A0)r@

Es ist nochmals zu betonen, daB y und z irgendwelche Grofen
sein konnen, w und v aber Lidngen in Millimetern bedeuten.
Wenn z. B. folgende Funktion gegeben ist

0=F(y,x) =at+by+cyt+px+qar? (5)
so geht diese durch Einsetzen der Beziehungen (2) iiber in

b
0=a+ )+ myr+L o)+ L (nay (6)
oder
b .
O:a—i——;ﬂ-~u+n%uz+%v+%—v2:Fl(u,v). (7

In diesem Falle bleibt der Grundcharakter der Funktionen I'(y,zx)
und I, (w,v) unveridndert, es werden durch Einfitlhrung von # und v
nur einige der Konstanten abgedndert.

Wenn man die durch die Gleichungen 0 = F'(y,z) oder y = f(x)
bestimmte Gesetzm#Bigkeit derart graphisch darstellt, dafl fiir y und =
als Einheit der Millimeter gewdhlt wird und man an einer Stelle
dieser Normalkurve eine Tangente legt, so bildet diese mit der
X-Achse einen Winkel . Es ist dann

dy _df(®) __  °oF(y2) oF(y,2)

e = 0T de oe . By (8)

Die Tangente des Winkel & gibt also an, um wieviel Einheiten
die Grofe y zunimmt, wenn z um eine Einheit wichst.
Fihrt man die neuen Koordinaten
U = my, ¥ = nxmm
ein, so ist
_du __dfitw _  oF (wv) 0F (u0) .
tgﬁ_(ﬁ) — dv T ov ) ¢ (9)
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tg B gibt also an, um wieviel Millimeter # fiir je 1mm Zunahme
von v wichst. Es ist aber

_du _dmy __mdy _m
W=y T dnz ~ wdz T n B (10)
also
n m
tga_mtgﬁ oder tgﬂ_ztga. 11
In unserem Beispiel werden nach (5) und (7)
o F(y7) oFa) _
oy =b+2cy, —OT—P+~Q97,
oF (wv) b ¢ oF (uv) p q
Tow T TR e o TR
toa — P 297 B = _map42qv _ _ mp+2qz
°T T b+ 2cy’ P = T mbt 2cu  m bt 2cy’
m
tg B —%tg“a

was mit Formel (11) iibereinstimmt.
Als ein weiteres Beispiel soll eine Gleichung von der Form
y=—atbrxtca?, a =4 b=095H ¢c=2 (12)
angenommen werden, worin y und x beliebige Grofen darstellen konnen.
Die Zahlenwerte ergeben sich folgendermaflen:

xX Y & Yy X Yy x Y
0 4 5 79 10 254 15 529
1 11 6 106 11 301 16 596
2 22 7 137 12 352 17 667
3 37 8 172 13 407 18 742
4 56 9 211 14 466 19 821
5 79 10 254 15 529 20 904

Nun soll angenommen werden, dafl zu der graphischen Darstellung
Millimeterpapier von 500 mm Seitenliinge zur Verfiigung steht. Das
wird also ein Bogen Papier sein, welcher nach beiden Richtungen mit
einer Millimeterteilung iiberdruckt ist, wodurch ein Netz von je 1mm
Maschenlinge, also 500 > 500 qmm entstanden ist. In Fig. 1 sind nur
die 5- und 10-mm-Linien angegeben worden. Zur Darstellung der Kurve

y—4+5x4+ 222
derart, daB als Einheit fiir y und # je 1 mm gew#hlt wird, reicht
das Papier nicht aus. Die Linie I in Fig. 1, welche die Funktion in
den richtigen GroBenverhiltnissen darstellt, also die Normalkurve ist,
16t nur den wenig iiber z =— l4mm, y — 466 mm reichenden Teil
erkennen.



Soll die ganze Kurve bis x — 20, y==904 dargestellt werden, so mufy

1
w =y also m = mm

2
gewihlt werden. Fiir v kann man aber sehr verschiedene Annahmen
machen.

Es seien
v — 10, v — 25z, v — 50z mm,
also
n = 10, n — 25, % — 50 mm.
.. .. 1
Man erhilt dann fir m = - und
n =10 =2+ L v+ L v2 mm Kurve 1I
’ 4 100 ’
= 25 u—=2 +iz'+ L 22 mm I
" — 710" T 625 ” ’
_ . [ 1
# = b0, =2+ 95" + 5500 v2mm , IV,
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Den ganzen Funktionsverlauf bringen nur die Kurven II und IIT
zur Darstellung. IV reicht nur bis £ = 10, y = 254.
Aus der Gleichung y = 4 4 5x -+ 222 folgt nach (8)

dy
tgou — = 5+4x.
Ist z. B. z = 10, y = 254, so erhilt man
g% — 45, tgo — 45, o — 88045
Da nach (11) tgpg = 7;; tge und m == l ist, folgt weiter fir
n = 10 25 50
m__ 1 1 1
n o 20 50 100
tg B = 2,25 0,90 0,45
B = 6600" 4200 24013’
w = 127 127 127 mm
v = 100 250 500 mm.

An der Stelle von 2 = 9,5 bis 2 =— 10,5 nimmt y um 45 Einheiten
zu. In Kurve II wichst bei v = 99 bis 10l mm % um 2,25 mm, bei III
zwischen 249 bis 251 mm um 0,90 mm und bei IV zwischen 499 bis
501 mm um 0,45 mm.

m und » wird man stets so grofl als moglich zu wihlen
haben. Man kann dann durch recht viel Punkte den Verlauf der
Kurve tunlichst genau festlegen und dann riickwiirts der Kurve den
zu einem v gehorigen Wert von # mit mdglichster Genauigkeit ent-
nehmen.

Der Kurve # = f; (v) entnimmt man # in Millimetern mit der

Abszisse vmm und erhilt daraus nach (2) y = 1% w und x = %v.

Wenn man also z B. in der Kurve IV abgelesen hat

» == 400mm und « = 86 mm,

so ist, da m = é und % — 50 sind,

1

.7;:40

400 = 8§, ¥y = 2x 86 = 172
Ist © = 4,2 gegeben, so ist in Kurve IV » = 4,2 %< 50 = 210 mm.

Mit dieser Abszisse findet man » = 30 mm, also gehort zu z = 4,2
die Gréfe y = 30 x 2 = 60.
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Die Gleichungsformen
0= F(y,®) =a+by+4ce oder y=p+qx (13)
bestimmen den Verlauf einer geraden Linie. Setzt man hierin nach (2)
w = my und v = nz, so wird

0= a+£(my)+ i(nac) =a +£u + Ly = F (u,v) l
m n m 7 e
mlp+ L) = (mp s ™) = |
em (o La) =t Ba) = 109
Auch diese sind Gleichungen von geraden Linien, aber von
anderer Neigung. Man erhilt

_dy ¢ 5

tolu——d—%———g—‘i'i], (1'))
du m ¢ m w

tgﬁ_cﬁ:—%—b—m—*——/ﬁq:%tgu (16)

Die Jahresmittel der Lufttemperatur in Sachsen konnen z. B. durch

folgende Gleichung dargestellt werden:
y = 9,40 — 0,00581 . (17)

Hierin bedeuten y und 9,40 Temperaturgrade der Celsiusskala, z
aber die SeehGhe eines Ortes in Metern.

Fiir # — Om erhdlt man daraus y — 9,400C
und fiir z = 1000 m y == 3,599C.

Diese beiden Zahlen reichen aus, um die Lage der geraden Linie
festzustelien. Sie beginnt mit y — 9,40° bei £ — 0 und endet mit

3,590 bei x — 1000. Es ist nach (15) Z—Z =tga=— -+ qg=—0,005810C

fiir je 1 m Hohe. Die Neigung der Geraden gegen die X-Achse in der
Normallage ist also « == — 0029,

Da hier aber Hundertstelgrade bei der Temperatur in Frage
kommen, wird man m moglichst grofl, mindestens zu 50 mm annehmen
miissen, es wird dann 0,01°C durch 1/, mm dargestellt. Um aber alle
in Sachsen vorkommenden bis iiber 1200 m reichenden Héhen auf dem
nur 300 mm langen Millimeterpapier beriicksichtigen zu konnen, wird
# == 0,4 zu wihlen sein. Dann ist also «# =— 50y und v — 0,42 mm
und nach (14)

Y 0,00581
w = 50 (9,40 — " -ﬁv) — 470 — 0,7262 v mm
(9 04 ) ,
y = 0,02u °C, z = 2,hvm,
woraus nach (16)
tgf = v 07969, B — — 360

dv
tolgen.
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Die Lage der Geraden V in Fig. 1, welche diese Funktion darstellt,
wird durch
= 470mm fiir v =0 wund # = 107mm fiir » — 500 mm

bestimmt.
Man kann an derselben ablesen:

v u x Y
mm mm m o]
0 470 0 9,40
100 397 250 7,94
200 325 500 6,50
300 252 750 5,04
400 180 1000 3,60
500 107 1250 2,14

Um die Hohe zu finden, in der die Temperatur gerade 7°C ist,
wird man folgendermafien vorgehen. Aus y = 7°C folgt
% = 7 %< 50 == 350 mm,
wozu nach der GeradenV v =165 mm gehort. Sonach ist die gesuchte Hohe
r= 25165 =— 326 m.

B. Eine Funktion von ¥ ist die Funktion einer Funktion von .

Bisher war angenommen worden, daf in der Funktion 0 = F(y,x)
die beiden Variablen in allen méglichen Funktionsformen ¢ (y) und v (2)
vorkommen konnen. So treten in (5) die Funktionen y, 2, z und 2?2
auf. Es werden aber noch hiohere Potenzen und ganz andere Formen,
z. B. der Logarithmus, die Exponentialform, trigonometrische Funk-
tionen usw. von y oder x oder beiden vorkommen konnen.

Wenn der Fall vorliegt, daf in der Funktion F(z,y) = 0
nur eine ganz bestimmte Funktion von y ¢(y) und eine ganz
bestimmte Funktion von # ¢ (z) vorkommen, so kann man

. 0= Flp(y), v(®)] oder ¢(y) = f[¥ ()] (18)
schreiben.
Setzt man hierin
vu=mo(y) und v = ny (), 19)

so erhilt man
U v
0= F(—W;, 7n— == E (u, v), U = mf<%> == fl (1)) (20)

Eine derartige Funktion ist z. B.

O=a-t+by2tcytd pasdt qas. (21)
Hierin kann man nach (19) setzen
u=my? und v = nas, (22)

Schreiber, Flichen-Nomographie. 3



wodurch man die wesentlich andere Form der Funktion

b ¢ P q
erhilt.
Es soll hier die einfachere Form
0 =a—y2}+ pad oder y2—= a4 pad oder y — + Yo+ p a8, (24)
worin
a=4 und p= 0,06
angenommen werden, betrachtet werden. Nach (19) wird gesetzt

u = Hy? v = %xs, also m =35, % =—1';mm, (25)

- 3_
y = +V02u, z=120,

wodurch erhalten wird
w = 204 0,6 v mm. (26)
Es ist (26) die Gleichung der geraden Linie I, welche in Fig. 2
mit 4 == 20 bei v —= 0 beginnt und bis zu % — 320 bei » = 500
ansteigt.
Dieser Geraden kann man die Werte der zusammengehdrigen 3Ko-

ordinatenpaare w und v entnehmen. Dann erhilt man mit z = Y2 v
und ¥ = 4+ V0,2 % auch die zusammengehorigen Werte von x und y.
So findet man z B.:

v u x y
mm mm

0 20 0,00 + 2,00
100 80 5,85 4,00
200 140 7,37 5,29
300 200 8,43 6,32
400 260 9,28 7,21
500 320 10,00 8,00

Das erscheint sehr unzweckmi8ig und fithrt zu der Frage,
ob nicht besser die Kurve y = f(x) zu verwenden wire.
Um diese zu finden, kann man in der Gleichung (24)
Y2 = 41 0,063, u =507, v =50x
setzen.
Dies fithrt zu der Gleichung

w = +110000 + 0,0012 0%, y = 5%’ x = 5%. (27)

Nach der Gleichung (27) wurde die Kurve II in Fig. 2 berechnet.
Um diese zu verwenden, hat man den gegebenen Wert von z mit 50
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zu multiplizieren, was v ergibt. Mit diesem entnimmt man der Kurve
den zugehorigen Wert von w, multipliziert diesen mit 0,02 und er-
hilt so y.

Jetzt tritt der Unterschied hervor. Die durch (26) bestimmte Ge-
rade I 146t sich mit zwei Punkten genau an allen Stellen zeichnen; um
aber die Kurve II nach (27) ebenso genau zeichnen zu konnen, mufl
eine groBe Zahl von Punkten berechnet, eingezeichnet und durch einen
fehlerfrei verlaufenden Linienzug verbunden werden.

Man kann jede Rechnung bei dem Gebrauch einer graphischen
Darstellung vermeiden, wenn man fiir jede derselben eine be-
sondere und bequeme Skaleneinteilung herstellt. Fir die
Kurve II auf Fig. 2 wird diese sehr einfach. Die Einheit ist bei y und z
50mm lang, das Zehntel also 5mm. Will man bis auf Hundertstel
ablesen, so wird die Zehntelunterteilung geniigen.

Ganz anders wird dieses aber, wenn man Sonderteilungen fiir die

Koordinaten der geraden Linie I in Fig. 2 herstellen soll.
g%



Zuerst ist nach (22) und (25)
— — 18
v = nad = 9 23 mm.
Diese ergibt fiir

r=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
v = 0,5 4 13,5 32 62,5 108 171,56 256 364,56 500 mm.

Als zweite Gleichung gilt ebenfalls nach (22) und (25)

% = ) y2mm,
welche ergibt fiir

y=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
u==>5 20 45 80 125 180 245 320 405 500 mm.

Sonach trigt man auf der X-Achse die Strecken: » — 0,5 mm,
4mm, 13,5mm usw. bis 500mm und auf der Y-Achse die Strecken:
% — 5mm, 20mm, 45mm usw. bis 500mm auf und beziffert diese
entsprechend mit z — 1, 2, 3, ..., 10, sowie ¥y = 1, 2, 3, ..., 10. Durch
alle diese Punkte zieht man Senkrechte zu den entsprechenden Achsen
und erhélt so das in Fig. 2 dargestellte Koordinatennetz, in dem aller-
dings die Senkrechte fiir £ — 1 weggelassen werden mufte, da sie nur
einen halben Millimeter von der Y-Achse abstehen wiirde. Der prak-
tische Gebrauch erfordert noch die Berechnung und das Ein-
tragen von so viel Unterabteilungen, daf zwischen je zwei
Parallelen eine geradlinige Interpolation zuldssig ist. Dann
kann man allerdings einem jeden Punkt der Geraden u — 20 4+ 0,6 » mm
(Gleichung 26) die zugehorigen Koordinatenpaare x und y entnehmen,
aber die Herstellung der Sonderteilung erfordert so viel Mithe und
Arbeit, dall der zuerst angegebene Weg wohl meist der zweckm#Bigere
sein diirfte.

Nach (26) liest man an der Geraden I in Fig. 2 die zusammen-
gehorigen Werte von « und v ab. Damit erhdlt man durch

. — 3 __ 3 _
y=+V02u = +0447Yu, 2 = V2v = 1,26Vv
die diesen entsprechenden Werte von y und .
Das kann ohne jede Rechnung erfolgen, wenn man in

Fig.5 durch den Punkt der Ordinatenachse logy = log 4,47 eine
Parallele zu der mit Yz bezeichneten Geraden und durch

8 _
logy = log 1,26 eine Parallele zu der Geraden Yz zieht. An
diesen Geraden konnen die zu einem gegebenen w bzw. » gehorigen

3
Ordinaten 0,447 Y und 1,26 v abgelesen werden. Das Einzeichnen
dieser Geraden in Fig. 5 wiirde diese zu sehr iiberfiillt haben. Weiteres
hieriiber wird sich bei der Besprechung der Logarithmenpapiere (S. 46)
ergeben.
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In Fig. 2 ist noch die gerade Linie III angegeben worden. Es mige
angenommen werden, dall die zwei Punkte
u, — 400, v, = 50 wund u, =0, v, = 450mm
irgendwie gefunden wurden, wodurch also die Lage der Geraden be-
stimmt ist.
Fiir diese gilt die Gleichung
%= a- b,
man hat also
400 — a 500 und 0 = a+ 4506,
woraus
u — 450 — v
sich ergibt.

Setzt man hierin

w=—=>5y2 und v:%xﬁ

ein, 80 erhilt man
y? = 90 — 0,1 z8.

C. Esist ¢ (y) = logy und  (x) = log .

Unter allen moglichen Formen, welche ¢ (y) und ¥ () annehmen
kénnen, haber ¢ (y) = logy und ¥ (x) = logx ganz besondere Wich-
tigkeit.

Es 146t sich nicht umgehen, hier altbekannte Sachen, wenn auch
nur kurz, zu beriihren.

Wenn

o — log
ist, so ist auch
‘3 = 10% — 1085,
Wenn weiter 0 = F(y,) ist, so wird also
0 = F(y,2) = F(10ev, 108=) — F) (logy, logx) (28)
sein. Setzt man
w—=—mlogy und v = mn.logaz, (29)
so erhilt man weiter
0= F, (”ilyf%y ﬁL‘;Sﬁ) =B (G 3)=TFalwo).  (0)
Dies 146t sich folgendermalen in Worten ausdriicken:

Jede Funktion zwischen den zwei Variablen # und y von

der Form 0 = F(y,z) 1a8t sich durch Einfiihrung der Koor-

dinaten
u =mlogy und v = nlogxmm

in die Form 0 = F,(u,v) bringen und durch diese graphisch
darstellen.
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Es soll nun y irgend eine Zahl sein, u aber eine andere, welche
jedoch aus genau denselben Ziffern in genau derselben Reihenfolge be-
steht und innerhalb der Grenzen

w = 1,000... bis 9,999...

liegt, also der 10 immer niher kommt, ohne sie aber voll zu erreichen.
Ist dann % irgend eine ganze positive oder negative Zahl oder auch
Null, so kann man

y =104 und logy = k4 logu
schreiben. logu liegt zwischen 0,000... bis 0,999..., ist also stets ein
echter Bruch. Man nennt logu die Mantisse, k¥ die Kennziffer des log y.
Wenn man nun statt der Grofe y eine Ordinate v — mlogymm ein-
fithrt, so wird man auch schreiben konnen

u — mlogy = mk -+ mlogy mm,

worin also logu die Mantisse und % die Kennziffer von logy sein werden.
Die Grofie mlogy liegt zwischen 0 und m mm. mmm ist die Linge
eines Mantissenbereiches (Manteb), welche durch Mb = m mm an-
gegeben wird.

Beginnt y mit Eins und wichst an, so ist zuniichst ¥ = 0 und
u — mlogy = mlogumm. Um # zu finden, sucht man in den Lo-
garithmentafeln logu auf und multipliziert diese unbenannte Zahl mit
der Linge des Mantissenbereiches m mm. Dies geht so weiter, bis

y=10=101x 1, also logy —=1+41logl = 14+ 0,000... =1
geworden ist. Steigt y weiter an, bis er der 100 unendlich klein nahe-
gekommen ist, so wird
logy =1+ logy,
u = mlogy — m + mlog u.

Die Teilung wiederholt sich also genau so wie zwischen 1 und 10,
die fiir gleiche Werte von u geltenden Punkte haben den Abstand
mmm, der Lange des Mantissenbereiches. Das geht so weiter zwischen
100 bis 1000, 1000 bis 10000 usw., es erreichen nur die Werte von %
die Grofen 2, 3, 4 usw. bis + co.

Liegt aber y zwischen 0,1 und 1, so ist

y =101y, logy = —1+4logu, u—=mlogy — — m + mlogpu.
Zwischen 0,01 und 0,1 wird
y =102y, logy = — 2+ logu, u = mlogy = — 2m + mlogu.

Je kleiner y ist, um so groBer wird — k. Es nihert sich immer
mehr dem Wert — oo und dabei y immer mehr der Null, ohne diese
voll erreichen zu konnen. Auch hier wiederholt sich die Teilung wie
zwischen 1 und 10 und es haben die Punkte fiir gleiche Werte von u
den Abstand m mm.

Genau dasselbe gilt fiir die Abszisse v = #n.log z.



Es ist bereits erwihnt worden, dafl man in jedem Fall irgend eine
Funktion zwischen y und # umformen kann in

0 = F(y,z2) = F, (log y,x) = I,y (y,logz) = F; (logy, log z).

Es wird z B. sein

O=—a+bytcx—=a-+b.10°8Y L cxr=—=aqa-t+ by c.10ls=

= a -+ b.10%08Y L ¢, 108z,

Sonach wird es theoretisch begriindet und in vielen Fillen zweck-
mifig oder nétig sein, wenn man zu der graphischen Darstellung einer
Funktion zwischen y und z nicht nur die Funktionspapiere mit
gleichméBiger Teilung lings beider Achsen nach dem Gesetz

L u—=m.ymm, v —= n.zmmn,
sondern auch solche Funktionspapiere nach den Gesetzen

I. w=m.logy, v =n.xrmm
oder

. w=—=m.logy, v —n.logxmm
verwendet. Die Papiere I kann man kurz Linearpapiere nennen.
Fir die Papiere II wird der Name Einfachlogarithmen- oder Ex-
ponentialpapier und fiir III die Bezeichnung als Doppelloga-
rithmen- oder Potenzpapier wohl das Wesen dieser Funktionspapiere
am besten ausdriicken.

Drittes Kapitel.

Die Logarithmenpapiere mit graphischer Logarithmentafel.

A. Das Einfachlogarithmenpapier.
Darstellung der Funktionen ¥ — @ + bx und ¥y — «.b* aui demselben.

Die Originalzeichnung, von der Fig.3 ein Lichtbild ist, ist ein Quadrat
von 600 mm Seitenldnge. Die Ordinatenachse ist logarithmisch geteilt,
Mb = 600 mm, die Abszissenachse gleichmaBig. In die Zeichenfliche
wurden nur die Linien fiir log 2, log 3 usw. bis log 10 horizontal und
die 50-mm-Linien vertikal eingetragen. Man mufl sich nun die
Originalzeichnung fertig ergéinzt vorstellen. Dann erscheinen lings der
Abszissenachse die Linien in je 1mm Abstand und die logarithmische
Teilung ist derart vermehrt, da zwischen je zwei der Horizontallinien
eine geradlinige Interpolation zuldssig ist. Wenn dann

0 = F(y,2) = F(m.logy,nz) = F\(u,v)
sein soll, so wird m = 600 mm, » — 1mm, % =— 600 logy mm,
» = zmm sein.
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An der linken Seite der Zeichnung, sowie oben und unten befinden
sich die von 0 bis 600 reichenden Millimeterteilungen fiir die Koordi-
naten w und v, an der rechten Seite aber die

graphische Logarithmentafel von 0,00 bis 1,00.

Zur Berechnung der Lagen der Horizontallinien hat man log y mit
600 mm zu multiplizieren, was also ergibt fiir

y= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
log y = 0,000 0,301 0,447 0,602 0,699 0,778 0,845 0,903 0,954 1,000
w=2600logy = O 180 286 361 419 467 507 542 572 600 mm.

Man erhilt aber auch fiir

logy = 0,00 0,10 020 0,30 040 050 060 0,70 080 0,90 1,00
u= 0 60 120 180 240 300 360 420 480 540 600 mm.



— 41 —

Die als graphische Logarithmentafel bezeichnete Teilung
hat als Einheit die Linge eines Mantissenbereiches m. In der
Fig. 3 sind die Hundertstel angegeben. Faft man dieseals Logarithmen
von y auf, so erhilt man aus der Bezifferung der daneben
stehenden horizontalen Linien die zugehGrigen Werte von 4.
Umgekehrt kann man nach der Bezifferung einer Horizontal-
linie an der graphischen Logarithmentafel den zugehérigen
Logarithmus finden.

Da Mb = 600mm ist, wird dieser Raum am besten in 500 Teile
zerlegt, so dal dann der Logarithmus auf drei Dezimalstellen sicher
abgelesen werden kann. Man wird sogar die vierten Dezimalstellen
abschitzen diirfen. Je kleiner die Manteb wird, um so ungenauer wird
diese Logarithmentafel, man erhilt aber auch bei Mb =— 100 mm immer
noch die zweite Dezimale sicher und darf die dritte schitzen.

Es soll nun die Funktion von der Form y = a - bz

y = 2+0,012%
gegeben sein, welche fiir
=10 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
y=2 26 32 38 44 50 56 62 68 74 80 86 92
liefert. Im Linearpapier erscheint diese Funktion als eine Gerade, zu
deren Festlegung zwei Koordinatenpaare ausreichen. Man kann zu dieser
Darstellung aber auch das Einfachlogarithmenpapier oder Exponential-
papier verwenden, dann ist aber eine jede Ordinate nicht y, sondern
600 log y mm. Folglich erhdlt man keine Gerade, sondern die nach
oben konvexe Kurve, welche in Fig.3 mit I bezeichnet worden ist.
Uber das rein graphische Verfahren der Konstruktion einer Funktion
Yy = a + bx? vergleiche man das erste und vierte Kapitel.

Man kann sich nun fragen, welche Funktion die die Endpunkte
dieser Kurve verbindende Sehne 4 B darstellt. Die Gleichung derselben
st u —=a-+bvoderatbx, da v = nax = 1.zmm in dem Funktions-
papier Fig.3 zugrunde gelegt wurde. Man erhilt weiter

bei 4: u, = 600log2 — 181mm, » — Omm,
bei B: u, — 600 log 9,2 = 578 mm, v, == 600 mm.

Die Ordinaten % ergibt die Millimeterskala an der linken Seite.
Man kann dazu aber auch die graphische Logarithmentafel an der
rechten Seite verwenden. An dieser liest man ab: log 2 = 0,301 und
log 9,2 = 0,964. Diese Zahlen sind mit 600 mm zu multiplizieren, was
w = 181 bzw. 578 mm ergibt. Sonach ist

151 = a 891 = 6003
578 = a + 600 a =181, b= 55 = 0,6616.

600
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Daraus folgt w —= 181 + 0,6616x — 600.log y mm,
log ¥y = 0,301 + 0,001103 .
Nun kann man jede Zahl als den Logarithmus einer anderen auf-

fassen, also 0,301 — loge und 0,001103 = log 8 setzen.
Die graphische Logarithmentafel ergibt

o= 2, f = 1,0026.
Es ist also

logy = log o+ z.log B,

log y = log 2 4 (log 1,0026) z = log 2.(1,0026)*
und somit

oder

y = 2.(1,0026).

Bei dieser Rechnung wurde die graphische Logarithmentafel zwei-
mal gebraucht. Zuerst muliten die Zahlenwerte log2 = 0,301 und
log 9,2 = 0,964 gesucht werden. Die Multiplikation derselben mit 600
lieferte w, — 181 und %, =— 578 mm.

Dann mufiten num. log 0,301 == 2 und num. log 0,001103 = 1,0026
bestimmt werden. Im letzten Fall versagt allerdings die graphische
Logarithmentafel, sie ist zu ungenau. Das kann aber bel jeder anderen
vorkommen. Meist wird man mit den fiinfstelligen Tafeln ausreichen,
es konnen aber Fille eintreten, bei denen man zu den siebenstelligen
Tafeln greifen mulf.

B. Das Doppellogarithmenpapier mit gleicher Linge
des Mantissenbereiches. Darstellung der Funktionen ¥ — @ 4 b und
¥y = p.x7 auf demselben.

Auch bei Fig. 4 stellt die Originalzeichnung ein Quadrat von 600 mm
Seitenlédnge vor. Die Teilung ist lings beider Achsen logarithmisch
mit Mb = 600 mm, es sind aber nur die Linien fiir die ganzen Zahlen
1, 2, 3 bis 10 angegeben worden. An der linken Seite und lings des
oberen Randes befinden sich die Millimeterteilungen fiir die Koordi-
naten # und », unten und an der rechten Seite stehen die graphischen
Logarithmentafeln.

Es sei die Gleichung der geraden Linie von der Form y = a + bz

y=12108x
gegeben, welche liefert fiir
x= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y=12 20 28 36 44 52 60 68 76 84 92

Man kann diese Zahlen in das Doppelpapier eintragen, hat dabei
aber zu beachten, dafl man statt y die Ordinate ¥ — 600 logy mm und
statt  die Abszisse v — 600 log x mm auftrigt. Das gibt die nach



oben konkave Kurve I in Fig. 4. Diese beginnt jedoch bei z = 1,
y = 2,0, da fiir x = 0 u = 600.log 0 = — oo wird. Zur Darstellung
der Funktion fiir # < 1 miissen Marken mit mehreren Mantissen-
bereichen verwendet werden. Hieriiber vergleiche man die Anleitungen
in meiner im ersten Kapitel erwihnten ersten Erliuterungsschrift.

Man kann nun wieder nach der Funktion fragen, welche die
Sehne A B darstellt. Die Gleichung ist wieder 4 — a - bv. Aus der
Fig. 4 entnimmt man

bei A: %, = 600log2 — 181mm, v, = 600log 1 = Omm,
bei B: uy = 600log 9,2 = 578 mm, v, = 600 log 10 = 600 mm.
Sonach erhilt man dieselbe Gleichung wie in Fig. 8
u = 181 + 0,6616 v.
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Hierin ist aber jetzt « == 600logy und » = 600 log «, also
600logy — 181 -+ 0,6616 < 600logx
logy = 0,301 + 0,6616 logz — log 2 + 0,6616 log =
Y = 2 gc0.8616,

Die graphische Logarithmentafel findet hier dieselbe Verwendung
wie bei dem Einfachpapier.

Die Kurve Ilin Fig. 8 ist die Darstellung der Gleichungy—1,2 + 0,8 x
auf dem Einfachpapier. Der Unterschied ist hauptsidchlich der, daf die
Kurve hier wieder nach oben konvex erscheint, wihrend sie in der
Fig. 4 nach oben konkav ist. In Fig. 3 stellen die Geraden Funktionen
von der Form y — «.b*, in Fig. 4 aber von der Form y — p.x? vor.

C. Das Doppellogarithmenpapier mit verschiedener
Lange eines Mantissenbereiches in der Richtung der beiden Achsen.

Auch hier ist die Originalzeichnung ein Quadrat von 600 mm Seiten-
lange. Die Einteilung ist lings beider Achsen logarithmisch, aber bei
der Ordinatenachse wurde Mb = 300 mm, bei der Abszissen-
achse Mb — 200mm angenommen. Sonach kann y zwischen 1 bis
100 und z zwischen 1 bis 1000 liegen. Links und oben wurden die
Millimeterteilungen O bis 600 mm aufgezeichnet, rechts und unten liegen
die graphischen Logarithmentafeln fiir beide Mantebs.

In den Doppelpapieren erscheinen alle Funktionen von der Form

y = pa? oder logy = logp + qlogx
als gerade Linien. Setzt man w == m.logy, v = nlogz, so wird
~%:logp+%v, u_—_mlogp—}—;?—qu

Das ist also wieder die Gleichung einer geraden Linie, es
wird sonach das Gesetz durch die Verschiedenheit der Mantebs
nicht beriihrt. Jedoch hat die Wahl von m und » einen grofen
Einfluf} auf die Neigung der Funktionsgeraden. Diese ist gegeben durch

tgf = %—:%q=%tgw-

Ist nidmlich # = n, so wird

tgf = q = tgo.

oo wird sonach der Neigungswinkel sein, wenn der Teilung lings
beider Achsen dieselbe Linge eines Mantissenbereiches zugrunde liegt,
was bis jetzt bei allen Doppelpapieren der Fall ist. ( ist dagegen der
Neigungswinkel bei verschiedenen Mantebs. In unserem Fall ist
m = 300 mm, # — 200 mm, es wird also

3
tg f — Etga.



45
Als Beispiel diene die Funktion ¢ = @7 oder logy = qlog z, oder

logz = élogy, worin ¢ = 3, 1/,, 1, 2, 3 angenommen werden soll.

Zuerst werden die Werte von 2 fiir y — 10, logy = 1 berechnet.
Man erhilt

g = Y, 1/ 1 2 3
loge = 38 2 1 0,5 0,3333
x = 1000 100 10 3,16 2,14 (graph. Log.-Tafel).
Dagegen ergibt # — 10 oder logz =1
logy = 0,3333 0,5000 1 P 3
y = 2,14 3,16

10 100 1000
Dies reicht aus, um die Lagen der Linien festzustellen. Alle be-

ginnen mit y =1 und 2 = 1 in der unteren linken Ecke. Die Schnitte
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mit den Seiten des ersten Rechteckes y — 10 und # — 10 sind in den
obigen Zahlen enthalten.
Man kann aber auch anders rechnen. Es ist

= 3 v
_ 5 qu.
. 2 20
Fiir y = 10 wird « — 300 log 10 = 300 mm, u:g-;i:: Tomm.
Das ergibt also fiir
qg= Yo 1 2 3
v = 600 400 200 100 66,7 mm.
Dagegen wird fiir # == 10 »=2001log 10 =200 mm, % — 300 ¢ mm.
u = 100 150 300 600 (900) mm.

Die Léngen # und » konnen an den Millimeterskalen links und
oben, aber auch mit Hilfe der graphischen Logarithmentafeln bestimmt
werden.

Die Neigungswinkel ergeben sich folgendermaBen:

q = Ys s 1 2 3
tge = ¢ 0,3333 0,5000 1 2 3

a4 = 18,50 26,50 450 63,50 71,50
tgf = ‘;—’q 0,6000 0,7500 1,5 3,0 4,5

= 26,50 37,00 56,50 71,50 77,50

Je kleiner n gegen m ist, um so steiler stehen die Funktions-
geraden.

Die in Fig. 5 eingezeichneten Geraden bieten ein Hilfsmittel, um

4 3
mit einem gegebenen x die Grofen Va?, \/:;, 1/97, 22, z% und 2z* rasch
finden zu konnen, wie dies bereits auf S. 36, Kap. Il B erwiihnt worden
ist. Diese Mittel lassen sich fiir jeden Wert von ¢ ohne jede Schwierig-
keit herstellen.

Man wird die Liangen der Mantissenbereiche dann verschieden
wihlen, wenn die eine der Gréfen ¥ oder « nur in sehr engen Grenzen
schwankt, die andere aber in sehr groBen, wie dies am SchluB des
ersten Kapitels (S.22) ausgefithrt worden ist.

D. Einige weitere Beispiele
der Verwendbarkeit der graphischen Logarithmentaieln.

Bisher traten nur die Fille auf, entweder zu einer gegebenen Zahl
den Logarithmus, oder umgekehrt zu einem gegebenen Logarithmus
den zugehorigen Numerus zu bestimmen. Das kann mit Hilfe der
graphischen Logarithmentafel ebenso wie mit jeder anderen geschehen.
Die Teilung rechts gibt den Logarithmus, die Teilung links den Numerus
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an. Man hat also alles zur Arbeit nétige beisammen und erspart eine
besondere Logarithmentafel. Das wiirde jedoch das Anbringen der
graphischen Logarithmentafel noch nicht voll rechtfertigen. Aber es
liegen noch andere Verwendungsmoglichkeiten vor, welche dieses Hilfs-
mittel erfordern.

I. BEs sei die Gleichung log p — log g | 7 gegeben.

Man kann hier r = log §, § — num.logy = 10" setzen. Dann
wird logp = logq +logd — logdq und p — 0.q. Wenn z.B. ¢ = 4,5
und 7 = 0,301 gegeben sind, so findet man in der graphischen Loga-
rithmentafel

logg = log 4,5 = 0,653, § — num.log 0,301 = 2.
Das gibt
logp = log 4,5 -+ 0,301 = 0,653 4 0,301 = 0,954 == log9,
p=20.¢g =2x45=29.

In irgend einer graphischen Logarithmentafel sind logp und loggq
durch m.logp und m.log g mm ausgedriickt, wenn mit m mm die Linge
eines Mantissenbereiches bezeichnet wird. Dann muf auch sein

m.logp — m.logq 4+ mr,

es mub also auch r durch mr mm dargestellt werden. Auf der rechten
Seite der graphischen Logarithmentafel stellen die mit 0,1, 0,2 usw.
bezeichneten Léngen in Wirklichkeit 0,1 > m, 0,2 x m usw. Millimeter
vor, man kann diese also ohne weiteres abgreifen und an den
Endpunkt von logq ansetzen. Sowird man 0,301 auf der rechten Seite
der graphischen Logarithmentafel in den Zirkel nehmen und an den
Punkt 4,5 der linken Seite ansetzen konnen. Dann liest man an der
oberen Zirkelspitze links 9,0, rechts 0,954 — log 9,0 ab. Der Zirkel ver-
tritt die bewegliche Schiene des logarithmischen Rechenschiebers. Die
graphische Logarithmentafel bietet aber den Vorteil, daf die
Augen mehr geschont werden.

Dann kann die Aufgabe in drei Formen auftreten:

1. logp == log q + log 9,
2. logp = logg + 1,
3. logp = s+

Im ersteren Falle sind die beiden Numeri gegeben, im zweiten
ein Numerus und ein Logarithmus, im dritten zwei Logarithmen.
Der gewéhnliche Rechenschieber kann nur fiir den ersten Fall
verwendet werden, die graphische Logarithmentafel und der
Zirkel fiir alle drei.
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1I. Die Funktionen logy — « + b4 ca2 4 ...
und ¥y =at+bx4+ca2 ...

Man kann die erste dieser Funktionen in mehrfacher Weise um-
formen. Setzt man a = loga, b = logB, ¢ =logy..., so geht sie
iiber in logy = loge + log f* + logp® - ---, woraus y = «.fB*.p=...
folgt. Schreibt man weiter & = k#, § = k#, y == k¥ ..., so erhilt man
auch y — kF+uetvait.-

k kann jede beliebige Zahl bedeuten, also auch 10 oder die Basis
der natiirlichen Logarithmen e — 2,718.... Von der Wahl des Wertes
von k hidngen die Koeffizienten A, g, v... ab. Ist k = 10, so gehen sie
in a, b, c... iiber. Hier soll der folgende sehr einfache Fall behandelt
werden:

log ¥ = 0,0792 4 0,0436 x — 0,004 ¢z — log 2z — ¢
logz = 0,0792 + 0,0436 2, 0 = 0,004 z2

Die Rechnung liefert die folgenden Ergebnisse:

x log & o} log y y (ber.) |y (graph.) 600 0
min
0 0,0792 0,0000 0,0792 1,20 1,20 0,0
1 0,1228 0,0040 0,1188 1,31 1,32 2,4
2 0,1664 0,0160 0,1504 1,41 1,42 9,6
3 0,2100 0,0360 0,1740 1,49 1,50 21,6
4 0,2536 0,0640 0,1896 1,55 1,56 38,4
5 0,2972. 0,1000 0,1972 1,58 1,57 60,0
6 0,3408 0,1440 0,1968 1,57 1,58 86,4
7 0,3844 0,1960 0,1884 1,54 1,55 1176
8 0,4280 0,2560 0,1720 1,49 1,50 153,6
9 0,4716 0,3240 0,1476 1,40 1,41 194,4
10 0,5152 0,4000 0,1152 1,30 1,31 240,0
11 0,5588 0,4840 0,0748 1,19 1,20 290,4
12 0,6024 0,5760 0,0264 1,06 1,07 345,6

Die Funktion
log z = 0,0792 + 0,0436 » = log 1,2 + (log 1,11)2 = log 1,2 (1,11)*

erscheint im Exponentialpapier als eine gerade Linie. Man erhilt fiir

= 0, logz = 0,0792, 2z =12,

=12, logz = 0,0792 - 0,0436 x 12 — 0,6024, 2z = 4,003.

Wenn man die Darstellung der Funktion logz im Einfachpapier
(Fig. 8) vornehmen will, muf} zuerst die Einheit von » festgestells werden.
Es soll z bis 12 gehen, also wird man die Einheit 50 mm lang wihlen und
kann die zu # = 1, 2 bis 12 gehorigen Linien parallel zur y-Achse ziehen,
wie dies aus Fig. 3 zu ersehen ist. Die Gerade CD in Fig. 3 stellt die Funktion
logz dar. Diese beginnt mit log 1,2 (u, = 0,0792 < 600 = 47,5 mm)
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bei , = 0 und steigt an bis log 4,003 (u, = 0,602 < 600 = 361,2 mm)
bei z, = 12 (v, = 12 x 50 = 600 mm).

Die Funktion

d = 0,00422 oder log & = log 0,004 1 log 2,
oder logd —=1log4 + logz2—3

ist in Fig.5 dargestellt worden. Die Gerade A B wurde an dem Punkt
log 4.10—3 angesetzt und parallel der Funktionsgeraden z2 bis an den
oberen Rand (logy = log 0,1) gezogen. Der Punkt B wurde dann
herabgelotet, und es wurde die zweite Gerade CD wieder parallel zu
«2 gezogen. Die Ordinate des Punktes D ist logy — log10. Hieriiber
vergleiche man meine im ersten Kapitel (S.8) erwdhnten Erlduterungs-
schriften. An diesen Geraden kann man alle die zu 2 = 1 bis = 50
gehorigen Werte von logd ablesen. Die Bezifferungen ergeben aber
nicht logd, sondern 0 direkt. Man liest ab fiir
= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
d = 0,004 0,016 0,036 0,064 0,100 0,144 0,196 0,256 0,324 0,400 0,484 0,576

Auf dem Wege der Rechnung hat man also so zu verfahren, dal}
man 0 zu logz addiert, was logy ergibt, und mittels der graphischen
Logarithmentafel den Wert von y bestimmt. Man kann aber auch
graphisch verfahren und an dem zu einem gegebenen z gehorigen Punkt
der Geraden C D in Fig. 3 die Strecke d ansetzen. Dabei hat man aber zu
beachten, dafl die Ordinate nicht log ¢, sondern . log £, hier 600 log 2 mm
darstellt, man also nicht d, sondern m .9, hier 600.0 mm ansetzen mul.
Das ergibt die Ordinate m.logy, hier 600logymm, die aber mit y be-
ziffert ist. Dieses kann man sofort ablesen, und ist es dabei gleich-
giiltig, welche Lénge ein Mantissenbereich hat. Den Wert m.0 ergibt
die graphische Logarithmentafel. Man nimmt die auf der
rechten Seite derselben mit d bezeichnete Strecke in den
Zirkel und trigt diese Linge an dem betreffenden Punkte
von CD in Fig. 3 an.

Ist z. B. z = 6, so erhilt man

logz = 0,0792 + 0,0436 % 6 — 0,3408, & = 0,004 x 62 = 0,1440,
logy = logz — 0 = 0,3408 — 0,1440 = 0,1968, y (ber.) = 1,57.

Nimmt man aber die Strecke 6 — 0,144 der graphischen Loga-
rithmentafel in den Zirkel und setzt diese im Punkt 2 — 6 der
Geraden CD in Fig.3 nach unten an, so liest man ab y(graph.) = 1,58.
Auf diese Weise wurde die Kurve CE in Fig.3 erhalten. Diese stellt
also die Funktionen

log y = 0,0792 + 0,0436 z — 0,004 z2
y = 1000792 + 0,0436 2 — 0,00422 — 1,2 < (1,11)’” = (1.01)—12

dar. Die Differenz zwischen Rechnung und graphischer Behandlung
geht iiber 0,01 nicht hinaus.

Schreiber, Flichen-Nomographie. 4

oder
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Sind noch mehr Glieder der Reihe gegeben, so wird man jedes

derselben auf die Form
&g — p.107.2"

bringen konnen, worin p eine Zahl zwischen 1 bis 10 und ¢ eine ganze
positive oder negative Zahl, auch Null, bedeuten. Man legt dann durch
den Punkt p im Potenzpapier fiir x = 1 eine Parallele zu der Funktions-
geraden 27 und kann an dieser ¢ ablesen, das ebenso behandelt wird wie 8.

Ist die Funktion

y=a+brtcx24---

z—=u+bx
in Linearpapier als Gerade erscheinen, an die die Lingen der Glieder
hoherer Ordnung angesetzt werden konnen. Diese Lingen werden genau
so mittels der Funktionsgeraden 2" bestimmt, stellen dann aber keine
Logarithmen vor. Hieriiber wurde bereits im ersten Kapitel, S.13/14
ausfiihrlicher gesprochen.

gegeben, so wird

II1. Die Funktion logy = a + b.logx + f (¥, x).

Diese Funktion spielt in der Thermodynamik eine besondere Rolle, und
sie war es, welche mich auf den Gedanken brachte, die graphische Loga-
rithmentafel vorzuschlagen. Setzt man hierlogz=—a -} b.logz, soist diese
Funktion auf Doppelpapier durch eine Gerade darstellbar und erhilt man

logy = log 2 + f(y,2) — logz + 0.

f(y,z) kann jede beliebige Form haben, und von dieser hingt die
Behandlung der ganzen Aufgabe ab. Direkt losbar ist diese, wenn 9
nur z enthilt. Es sei die Funktion

log y = 0,0792 + 0,5229 log x — 0,0545
gegeben. Es ist dann
logz = 0,0792 + 0,5229 log x = log 1,2 + 0,5229 log x,
2= 1,2 g0 0 = — 0,0545 .
Die Zahlenrechnung gestaltet sich folgendermalien:

x log 2 —d log 4  (ber.) 4 (graph.) Differenz
1 0,0792 0,0545 0,0247 1,059 1,060 — 0,001
2 0,2366 0,1090 0,1276 1,341 1,350 — 0,009
3 0,3287 0,1635 0,1652 1,462 1,470 — 0,008
4 0,3940 0,2180 0,1760 1,500 1,500 0,000
5 0,4447 0,2725 0,1722 1,487 1,490 — 0,003
6 0,4861 0,3270 0,1591 1,442 1,440 -+ 0,002
7 0,5211 0,3815 0,1396 1,379 1,375 -+ 0,004
s | 0,5514 0,4360 0,1154 1,304 1,310 — 0,006
9 } 0,5782 0,4905 0,0877 1,224 1,220 —+ 0,004
10 | 0,6021 0,5450 0,0571 1,141 1,140 -+ 0,001
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Die Funktion logz stellt in Fig. 4 die Gerade CD dar. Es ist fiir

z= 1, log 2z = log 1,2, £ =12,
z = 10, logz = log 4, 2 — 4.

Der Verlauf der Funktion & wird durch die um 45° gegen die
Achsen geneigten Geraden III und IV dargestellt; man hat

log 0 = log 0,0545 + log z = log 5,45 + logz — 2.

Der Vorgang bei der Ableitung der Kurve II oder EF, welche die
Funktion logy zur Darstellung bringt, ist genau so wie in Fig. 3.

Den Funktionsgeraden III und IV entnimmt man die zu gegebenen
x gehérigen Werte von 8. Diese sind Logarithmen, deren Lingen an
der rechten Seite der graphischen Logarithmentafel abgestochen werden
konnen. Diese Lingen werden dann an den zu den z gehdrigen
Punkten der Geraden logz nach unten angesetzt, wodurch die Punkte
der Kurve II logy erbalten werden.

In der vorstehenden Rechnung sind die mit y (graph.) bezeich-
neten Werte an der Kurve II abgelesen worden, sie stimmen mit den
rein berechneten y recht gut iiberein. Dabei ist zu erwiihnen, da die
Konstruktionen in Fig. 3 und 4 auf Papieren mit Mb = 250 mm
wirklich ausgefiihrt worden sind. Die Verwendung der Papiere Mb
= 600 mm miifite eine wesentlich bessere Ubereinstimmung ergeben.

Ist 0 eine Funktion von y und z, so fiihrt das Probieren meist

rasch und bequem zum Ziele. Es ist
logy —logz = f(y, ).

Man nimmt fiir ein gegebenes x den Abstand eines beliebigen
Punktes logy von dem Punkt log# in den Zirkel und liest an der
graphischen Logarithmentafel die Grofe (logy —loge) ab. Mit den-
selben Werten von y und « wird 6 = f(y,2) ermittelt. Das Verfahren
hingt von der Natur dieser Funktion ab. Zwischen den so erhaltenen
Werten von (logy —logz) und 0 wird zuniichst eine Differenz be-
stehen; dieselbe sei positiv. Man wihlt ein anderes y bei demselben z;
es gei die Differenz noch positiv, aber kleiner. Dann geht man in der-
selben Richtung der y weiter, bis die Differenz negativ geworden ist,
und dann wird man schon den Wert von y bestimmen konnen, bei dem
die Differenz 0 ist, der also der Gleichung logy — logs + & geniigt.



Viertes Kapitel.
Flichennomographie oder Skalennomographie?

A. Die Funktionsskalen.

In diesem Kapitel soll versucht werden, die Beispiele in dem
in der Einleitung erwihnten Werke von Prof. Dr. Marcello
Pirani mit Hilfe der Logarithmenpapiere zu behandeln.
Eines Urteiles iiber beide Methoden enthalte ich mich, das iiberlasse
ich dem Leser. Auf den S.40—74 behandelt Pirani die Herstellung
von Funktionsskalen. Hieriiber war bereits im zweiten und dritten
Kapitel die Rede; es wurden die Potenzskalen und die logarithmischen
Skalen ausfiihrlich behandelt. Die logarithmischen Doppelpapiere oder
Potenzpapiere kennt Pirani, auffallenderweise werden aber die Ein-
fachpapiere oder Exponentialpapiere nicht erwihnt. Ebenso beriick-
sichtigt Pirani Skalen fiir die trigonometrischen Funktionen nicht.
Von 8.60 an behandelt Pirani ausfithrlich das Verfahren der ,pro-
jektiven Teilung®.

Im Kapitel II war ich von der Gleichung

0= Flo(y), ¢ (@)
ausgegangen, es werden sich also die Funktionsskalen auf die Funk-
tionen @ (y) und ¥ (x) beziehen. Derartige Funktionen finde ich im
Werke von Pirani folgende:

m f(z) +n 1 @ 1
FIOEY (S. 60), 2 FE1 (S. 61), o (S. 66),
L s usw. (3. 70), <“;x>2(s. 73).

Alle diese Funktionen lassen sich aus der gemeinsamen Form ableiten:

y = [a+ Bfi(@)]?. [y + 8f2(@)]e. [e+ Efy ()] ...

oder
logy =plogla+ Bfi(x)]+ qlogly+dfa2()] 4-7log [+ Lf5(x)] +---

Es sollen hier einige Spezialfille dieser Gleichungen behandelt werden.

L Fall: y = 29, logy — qlogx.

Die Gestaltung dieser Funktion fiir positive ¢ wurde bereits im
zweiten Kapitel behandelt; in Fig. 5 wurden die Lagen der Funktions-
geraden im Doppelpapier fiir ¢ = %, 1, 1, 1, 2, 3 und 4 angegeben.

In Fig. 6 wurden die Lagen dieser Linien fiir dieselben, aber nega-
tiven Werte von ¢ eingezeichnet. Alle diese Linien sind Richtlinien.
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Ist die Funktion y = ax? gegeben, so hat man itber 2 = 1 durch
den Punkt loga eine Parallele zu der g-Richtlinie zu ziehen.
Funktionsskalen dieser Art werden bei Funktionen von der Form

logy = a4+ be*e = log e + 2*?log B = logo. B=*7

y = o.p?
in Frage kommen.

Wenn hierin 2z — #*¢ gesetzt wird, so nimmt die Funktion die

Form logy—=a+bx

an und erscheint dann auf dem Exponentialpapier als gerade Linie.
Parallel der gleichmifBig geteilten X -Achse hat man dann die Funk-
tionsskala 2z — a%? zu entwerfen.
Es wird hier ausreichen, das Verfahren fiir den Fall ¢ = —1
auszufiithren, wie dies in Fig. 7 geschehen ist.
1

b 1
log?/:a—!—;:a-{-bw, m:;, z:_a;_
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Diese Formel fithrt Pirani auf S.66 seiner Schrift an, sie ist
eine Niherungsform der Planckschen Energiestrahlungsformel. Es
bedeutet also 2 die absolute Temperatur (273 + ¢°C). Das Exponential-
papier (Marke 3671/,) mit Mb — 250 mm hat lings der Abszissenachse
eine 250 mm lange Millimeterteilung. Wenn 2 zwischen den Grenzen
5.10—¢ bis 10.10—* dargestellt werden soll, was z zwischen 1000 bis
2000° entspricht, so wird 4o = 1.10—* Abszisseneinheit 50 mm lang
gemacht werden kénnen, wie dies aus Fig. 7 hervorgeht.

In der Zeichenfliche wurde willkiirlich die Gerade A B gezogen.
Diese hat also die Gleichung logy =— @ + bz und es ist

log2 =0,301 == a4+ 5.10—%b

log8 = 0,903 — a +10.10~4b

0,602 — 5.10—4b b—= 07,(;70% 104 = 1204
a = 0,301 — 1204 x 5.10—* == 0,301 — 0,602 = — 0,301
= 0,903 — 1204 x 10.10—* = 0,903 — 1,204 = — 0,301
1204
logy = —0, 301 4+ 12042 = — 0,301 + .

4



An der Geraden A B kann man ablesen:

& =5.10—¢ 6.10—¢ 7.10—¢ 8.10—¢ 9.10—¢ 10.10-4¢
y= 200 2,62 3,49 4,60 6,08 8,00
Zur Herleitung der Funktionsskala fiir 2z kann man in Fig. 6 lings
der Richtungslinie 1:z ablesen:
l:2z =020 019 018 017 016 015 014 013 012 01l
z =500 52 556 588 625 667 7,14 7,69 833 9,09
z = 2000 1900 1800 1700 1600 1500 1400 1300 1200 1100

Wenn ndmlich z. B. 2 = 5,56, so ist 1:2x = 0,18, also bei
z = 5,56.10—%, 2z = l:x2 = 10¢:5,56 = 0,18.10% — 1800.
Durch die so erhaltenen Werte fiir # konnte die #-Skala in Fig.7
eingezeichnet werden. An dieser liest man ab fiir

z = 2000 1900 1800 1700 1600 1500 1400 1300 1200 1100 1000
y= 200 216 235 256 283 319 3,66 426 507 616 800

In genau derselben Weise wird jede Funktion von der Form
b
logy = a+ 2,

worin ¢ jede beliebige ganze oder gebrochene positive Zahl bedeutet,
behandelt werden konnen.

Die Form y = 29 ist aus der allgemeinen Form dadurch ent-
standen, da y = p =7 = Null, § = 1 und f, (¥) = & gesetzt wurden.
Wenn man aber

o =0, B = 35, ¥ = 0,34, 0 = 1,25, & = 14, § =17,

5 —
p=q=r=1 fi(x) = =, fa(z) = Va2, fa($)=Vx3
setzt, so erhilt man eine anderweitige Formel:

5 ____ 4
II. Fall: y = 3,56 (0,34 + 1,25 sz) (1,4 + 1,7 V?cﬁ) = Y1 Ys.Y3s
logy = log ¥, + log ¥ + log 3.

Zur Ableitung des Verlaufes der Funktion y, welcher die Grund-
lage zur Herstellung einer Funktionsskala liefert, wurden zwei Blatter
der Marke 3751/, (Potenzpapier, Mb = 250 mm) derart zusammen-
geklebt, daf der Ordinatenbereich von 1 bis 100, der Abszissenbereich
von 1 bis 10 geht. Im oberen Teil der Fig.8 (am Schluf des Buches)
wurden zuerst die Richtungslinien fiir die drei Funktionen f(x) ein-
gezeichnet, weil dort am meisten Platz blieb.

Die Gerade I, parallel zur Richtlinie ¥y =— 2 durch den Punkt
z =1, y = 3,5, ergibt den Verlauf der Funktion y, = 3,5 2.

An dieser Linie kann man die unter %, in der umstehenden Zu-
sammenstellung stehenden Werte ablesen.
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Es wird nun durch den Punkt x = 1, y = 1,25 eine Parallele zu
51—
der Richtlinie Y22 gelegt, was die Gerade II ergibt und an der man
5
die unter 1,25 y/22 stehenden Zahlen ablesen kann. Fiigt man zu diesen
die konstante Gréfle 0,34, so erhélt man die Ordinaten der Funktion

Yy = (0,34 + 1,25 }O/ﬁ) Werden die Logarithmen dieser Ordinaten
in Fig. 8 eingetragen, so erhiilt man die Kurve IIL

5 n
& % 1,25 Va2 | 1,7 Va8 Ya Ya Ya-Ys |y (graph)| w (ber)
1 3,5 1,25 1,70 1,59 3,10 4,9 174|172
2 7,0 1,64 2,83 1,98 4,23 8,4 58,5 58,8
3 | 105 1,94 3,88 2,98 5,28 12,0 127 126
4| 140 2,17 4,80 2,51 6,20 15,6 217 218
5 17,5 2,38 5,69 2,72 7,09 19,2 337 336
6 | 210 2,56 6,52 2,90 7,92 23,0 482 483
7 | 245 2,73 7,32 3,07 8,72 26,8 656 656
8 28,0 2,88 8,10 3,22 9,50 30,5 855 854
9 31,5 3,02 8,84 3,36 10,2 34,3 1090 1081
10 35,0 3,16 9,60 3,50 11,0 38,6 1360 1351

4
Dann wird die Gerade IV parallel zur Richtlinie }2# durch z = 1,
4

y = 1,7 gelegt, es werden die Ordinaten log1,7 Ja* abgelesen und zu
den zugehorigen Zahlen der konstante Wert 1,4 addiert, was die Zahlen
unter y, ergibt. Die Logarithmen y, ergeben die Kurve V.

Jetzt hat man die Summen logy = logy, + logy, + logy; zu
bilden. In Fig.8 wurde zuerst logy, 4 logy; = logy,y; konstruiert
und so die Kurve VI erhalten. Das kann mit dem Zirkel, bequemer
aber mit einem Papierstreifen geschehen. Man zeichnet auf diesem
die Linge von logy, auf und setzt diese Ldinge nach oben an logy;
an. Trigt man an die Kurve VI die Ordinaten der Geraden I an, so
addiert man zu logy,.y; den Logarithmus von w,, erhilt also den
Logarithmus von y. Fiir x =— 1 und 2 bietet dieses keine Schwierig-
keiten, es liefert die zwei Punkte der Linie VII. Von x = 3 an reicht
aber die Zeichenfliche nicht aus, man miiite noch zwei Blitter oben
ankleben. Das ist aber nicht nétig; man braucht nur die iiber den
oberen Rand hinausreichenden Léngen von dem unteren Rand an auf-
zutragen, so erhdlt man die Punkte der Linie VIII. Man hat dabei
aber zu beachten, daf fiir diese die Bezifferung der Ordinatenachse
nicht gilt; diese muB fiir die Linie VIII 100 bis 1000 bis 10 000 sein.
An der Skala 1 bis 10 bis 100 liest man die Werte 10—2y ah.

In der Zahlenzusammenstellung sind unter y (graph.) die an den
Linien VII und VIII abgelesenen Werte, unter y (ber.) aber diejenigen
angegeben worden, welche die Zahlenrechnung mit y,, y, und %, ergab.
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Wenn man in der allgemeinen Formel

fl(x):fz(x):xs p=++1, g=—1, o =0, g =1,
y=0=1 und r=20

setzt, so erhdlt man den

II1. Fall: Einfiihrung der Spiegelbilder.
x

Yy = x 1 log y = logxe —log(x + 1) = —{log (¢ +1) —logx].
In Fig. 9 liegt # zwischen 0,01 und 10, und dies ergibt folgende
Werte fiir y und 1:y:

x r+1 (x+1):xe | z:(x+1)
0,01 1,01 101 0,010
0,05 1,05 21 0,048
0,10 1,10 11 0,091
0,50 1,50 3 0,333
1,00 2,00 2 0,500
5,00 6,00 1,2 0,833

10,00 11,00 1,1 0,909
oo oo 10 1,000
h Ya l:y Y

Zur graphischen Ableitung dieser Werte wird erst die von « = 0,01
und y = 0,01 bis z = 10 und y =— 10 reichende, um 45° geneigte
Gerade y, — z gezogen. Diese ergibt dann die Kurve y, =z +1,
welche fiir # = 1 bei y, = 1,01 beginnt und bei z =— 10 den Wert
Y = 11 erreicht. Da die Kurve fiir y, iiber der y, -Geraden liegt, ist
es bequemer, zuerst die Kurve

logl:y == logy, —logy, = log(x 4-1) —logx
zu bilden. Dabei hat man aber zu beachten, daf die Logarithmen
fiir y<<1 negativ sind. KEs miissen also bis zu z = y — 1 die
Abstinde der z-Geraden von der Nullinie (log 1 = 0) nach
oben an die Kurve (z+ 1) angesetzt werden, dariiber hinaus

aber nach unten. Die Kurve y = x—:{c—l ist das Spiegelbild der
Kurve zt1
z
IV. Fall: y — 2_9;{ i’5.

In diesem und dem nichsten Falle handelt es sich nur darum,
wie man die Darstellung auf nur einem Blatt Potenzpapier mit
je einem Mantissenbereich durchfiihrern kann.

In Fig. 10 wurden die Linien fiir y, = 22+ 1,5 und y, = 241
in der bisherigen Weise konstruiert, so daf die zu je einem logz
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gehérigen Werte von log y, und log y, abgegriffen werden konnen.
y, iberschreitet bei 2 — 4,25 den Wert 10, die Fortsetzung beginnt
am unteren Rand, die Ordinaten dieser Fortsetzung sind dann log (10— ¢).
Dasselbe gilt von y, = 2+ 1, tritt aber erst bei x = 9 ein. Bis zu
z == 4 ist die Konstruktion der y-Kurve sehr einfach. Man nimmt
logy, in den Zirkel und trigt diese Linge an logy, nach unten ab,
was also logy — logy, —logy, ergibt. Anders ist dies bei z = 5
bis 8. Es wird logy, in den Zirkel genommen und diese Linge am

oberen Rand nach unten angesetzt, wodurch man die mit 5, 6, 7
und 8 bezeichneten Punkte erhélt. Diese Punkte liegen um so viel
zu tief, als log y, vom unteren Rand absteht. Trigt man also den
Abstand des Punktes log y, bei x = 5 von dem unteren Rand von
dem Hilfspunkt 5 an nach oben ab, so erhidlt man die Grofe von
logy. Dasselbe gilt fiir £ —= 6, 7 und 8. Bei 2 — 9 und 10 liegt
y, wieder iiber y,, es kann also wieder das erste einfache Konstruk-
tionsverfahren eintreten.
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Die nachstehenden Zahlen lassen die gute Ubereinstimmung der
Rechnung und des graphischen Verfahrens erkennen.

h1=2z+15|ys=x+1 y(ber-)_‘ 4 (graph.)
0 1,5 1 1,50 —
1 3,5 2 1,75 1,75
2 55 3 1,83 1,83
3 7,5 4 1.88 1,87
4 9,5 5 1,90 1,89 -
5 11,5 6 1,92 1,91
6 13,5 7 1,98 1,93
7 15,5 8 1,94 1,94
8 17,5 9 1,94 1,95
9 19,5 10 1,95 1,96
10 21,5 11 1,96 1,97
V. Fall:
a2
Yy = v B logy = log w2 —log (x + 5) — —|log (xx + 5) — log 22},

In Fig.11 sind die Linien fiir y; = 22 und y, = (x+5) an-
gegeben worden. Bei beiden reicht y = 1 bis 10 nicht aus, sie muliten
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am oberen Rande abgebrochen und am unteren zur Weiterfiihrung
angesetzt werden. Von 2 = 1 bis # = 2,80 ist y, > 4, y also << 1;
die y,-Linie liegt iiber der y,-Geraden. Hier kann man folgender-
malen verfahren: Man bildet erst (logy, —logy,) und erhilt so die
mit (1:y) bezeichnete Linie. Die y-Linie ist das Spiegelbild derselben
und miilte auf einem zweiten Blatt nach unten abgetragen werden.
Man kann die Lingen 1:y aber auch vom oberen Rand nach unten
abtragen, mufl dabei aber die Bezifferung der Ordinatenachse in 0,1
bis 1 abidndern, oder beachten, dal man 10y an der Skala abliest.

Von z = 2,80 bis 3,16 liegt y, in der normalen Lage iiber y,; es
kann also fir x = 3 die Linge logy, — logy, leicht abgestochen
werden. Nun wird die Sache wieder anders. Die Gerade log 22 = log y,
liegt von « = 3,16 bis # =— 10 um eine Mantissenlinge zu tief, man
liest an ihr also nur 10—122 ab. Bei der y,-Linie tritt dies erst von
z=2>5 an ein. Bei x — 4 trigt man also wieder die Linge log y,
vom oberen Rand an nach unten an und erhilt den Hilfspunkt 4.
An diesen wird log10—'y, nach oben angesetzt, was den Punkt y
ergibt. Ebenso ist dies bei # = 5. Da aber der Hilfspunkt 5 auf
den unteren Rand fillt, ist logy — log10—~1y,. Von z = 6 an liegen
beide Linien y; und y, um eine Mantissenlinge zu tief, y, iiber y,;
es konnen also die Langen log y, — log y, leicht gebildet werden. Auch
hier lehrt die Zahlenrechnung das gute Ergebnis des graphischen
Verfahrens.

x Y1 = |yg=x+5| y(ber) y (graph.)
0 0 5 0,00 —
1 1 6 0,17 0,17
2 4 7 0,57 0,57
3 9 8 1,13 1,13
4 16 9 1,78 1,78
5 25 10 2,50 2,50
6 36 11 3,27 3,28
7 49 12 4,08 4,09
8 64 13 4,92 4,91
9 81 14 5,79 5,79

10 100 15 6,67 6,68

VL. Fall: ¥ = [a+ Bf (x)]9, logy = q.log(a -+ Bf(x)]

Die Konstruktion der Linie log[e 4 8f(x)] auf Potenzpapier ist
in den bisherigen Beispielen mehrfach durchgefiihrt worden. Die
Multiplikation einer jeden dieser Ordinaten mit ¢ liB8t sich graphisch
oder rechnerisch leicht ausfiihren; es wird wohl hier keiner Beispiele
bediirfen. Weiterhin wird ein derartiger Fall in Fig. 17 vorkommen.



Der Inhalt dieses Abschnittes 148t sich in den folgenden Sitzen
kurz zusammenfassen:

I. Es ist eine Funktion 5 =— ¢ (x) gegeben; es wird eine zweite
Funktion y = f(x) dadurch graphisch abgeleitet, dal jede Ordinate
der Funktion ¢ () mit einem zwischen 0 bis + oo liegenden Wert ¢
multipliziert wird. Dann ist

a) bei Darstellung der Funktion auf Linearpapier:

y=1() =q9 @)
b) bei Darstellung der Funktion auf Logarithmenpapier:

y = f@) = [g (@)

II. Es sind zwei Funktionen ¢ (z) und v (x) gegeben. Es wird
graphisch eine Funktion f(z) dadurch abgeleitet, dafl die Ordinaten
addiert oder subtrahiert werden.

Dann ist bei der Darstellung auf Linearpapier:

[@) = ¢ (z) + ¥ (2);

bei Darstellung auf Logarithmenpapier:

f(2) = ¢ @@).[¥ ()]

B. Die Funktion 0 = F'(x, y,z).
Darstellung derselben durch Isoplethen oder Gleicher.

Bei den hier zu betrachtenden Funktionen sollen drei Groflen z,
y und z durch eine GesetzmiBigkeit verbunden sein. Diese Gesetz-
miBigkeit kann durch eine Formel ausdriickbar sein, es kann aber
auch moglich sein, da man durch Versuche oder irgendwelche andere
Verfahren zu je einem Paar von z und y das zugehdrige 2 ermittelt hat.

Weiter konnen alle drei Gréflen irgendwelche Benennung haben.
Wenn es sich um eine graphische Darstellung der Formeln oder der
beobachteten Grofien handelt, so wird man die neuen Verinderlichen
w = mz, v — ny, w — ozmm einzufithren haben, worin also m, =
und omm die Liéngen der Einheiten von entsprechend z, y und 2z bei
der graphischen Darstellung bedeuten. Es ist dann

S v w
0= F(x,y,z) - 1;<;{7 w' 7)7
die Form der Funktion wird durch diese neuen Veridnderlichen nicht
gedndert.
Bei allgemeinen Betrachtungen kann man m =— # — 0 =— 1 mm an-
nehmen und dann die Bezeichnung =z, y, # beibehalten. Unter diesen
Annahmen stellt die Funktion 0 = F(z,y,2) eine Fliche im Raume
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vor. Um diese bildlich darzustellen, legt man auf die Horizontalebene
ein rechtwinkliges Achsenkreuz X, Y und denkt sich lings beider
Achsen vertikale Ebenen errichtet, wodurch man die X Z- und Y Z-Ebene
erhilt. Errichtet man fiber dem durch z und y gegebenen Punkt der
X Y-Ebene die Vertikale 2, so liegt deren Endpunkt auf der Fliiche.
GewGhnlich sucht man alle die Punkte der Fliche auf, lings deren 2
einen bestimmten konstanten Wert hat. Dann kann man in die
X Y-Ebene eine Kurve einzeichnen. Diese ist also eine Linie fiir ein
bestimmtes z, die man unter diesen Bedingungen als ,Linie gleicher
Hohe z% oder #-Isohypse bezeichnen kann. Vielfach verwendet man
das Wort ,Isoplethe.

Ich glaube aber, dafi der deutsche Ausdruck: ,z-Gleicher am
kiirzesten und verstindlichsten sein wird. Ein ebenso guter Name ist
wHorizontalschnitt oder z-Schnitt, es gibt also genug Ersatz fir die
nicht schone Isoplethe.

Durch eine geniigende Anzahl von z-Schnitten in passenden Ab-
stinden erh#lt man so viel z-Gleicher oder Isohypsen, dal man sich
ein Bild von dem Aussehen der Fliche machen kann. Man kann aber
auch die Schnitte parallel zu der X Z-Ebene fithren, dann erhilt man
y-Gleicher, die auf der X Z-Ebene abgebildet werden konnen. Ebenso
lassen sich die «-Gleicher auf der Y Z-Ebene darstellen. Bei sehr
verwickelt gestalteten Flichen wird es sich empfehlen, alle drei Gleicher-
arten zu konstruieren.

Ein sehr hiibsches Beispiel bietet die Zustandsgleichung der Luft

0 =vp—P.T=0v.p—292727T,

worin z == v das Volumen von 1kg Luft in Kubikmetern, y = p die
Spannung in Kilogrammen/Quadratmeter und 2= 7' die absolute Tempe-
ratur bedeuten. Dann stellt die Gleichung 0 = F'(x,v,#) eine Tempe-
raturfliche vor, die Horizontalschnitte sind 7-Gleicher oder z-Gleicher
oder Isothermen und ihre Gleichung ist
k L
p.v = PT =1k, p= ?]—17'
k = PT ist fiir einen Schnitt konstant, man kann die Schnittlinie
also auch einen k-Gleicher nennen. Jeder andere Schnitt ergibt einen
anderen Wert von PT = k.
Fiihrt man den Schnitt parallel zur p T-Ebene, wobei also v kon-
stant ist, so wird die Schnittgleichung oder die Formel fiir die v-Gleicher

P _ v — .
T._P_k, p=kT, T__.,k
Diese Linien (Isopyknen) konnte man auch Isovolumnen nennen, es
ist aber dieser Ausdruck meines Wissens nicht gebriduchlich. Dagegen



erhiillt man die Isobaren oder p- Gleicher durch Schnitte parallel der
v T-Ebene und als deren Gleichungen
;,:%:.—Iv, v==FLT, T=%~-
Auch hier ist # = 108=, y — 10"%¥ und # = 10°¢?, man kann
also schreiben:
0 = F(x,y,2) = F,(2,y,l0g 2) = F,(n,logy,2) = Fs(loga,y,z)
= F,(,logy,logs) = F; (log z,y,log 2)
= Fy (logz,logy,2) = F; (log z,log y,log 2).
Die Formeln fiir die Gleicher werden dann sein:
0 = F(ky,2) = F(x,k,2) = F(z,y,k)
= I, (k,y,1log &) = F,(k,logy,2) = Fy(k,logy,log )
= Fy(x,k,1oge) = F; (loga,k,2) = I (logx, k,log2)
= Fy(z,logy, k) = Fy(logx,y,k) = F, (logz,logy, k).

Die GroBle & wird nach und nach in passenden Abstufungen die
Werte erhalten, die sie ihrer Natur nach annehmen kann. Das ergibt
dann eine Schar von k-Gleichern, deren Gesamtheit den Verlauf der
Funktion 0 = F(x,y,2) zur Darstellung bringt. Welche Formeln in
Anwendung kommen, hingt davon ab, auf welchen Funktionspapieren
die Darstellung erfolgen soll. Hier kommen nur die Linear-, Ex-
ponential- und Potenzpapiere in Frage.

I. Graphische Darstellungen auf Linearpapier.

Auf den Papieren mit gleichméBiger Einteilung lings der beiden

Achsen erscheint als Gerade die Funktion
O0=y—a—br oder y=—oa-tba

Fir 4 = 0 ist y —= a, fir £ —= + oo ist y — + oo.

Die Neigung der Geraden gegen die X-Achse ist gegeben durch
dy
da

In dieser Gleichung konnen a und & veriinderlich sein, es werden
also die beiden Formen auftreten kénnen:

y=—=z+bx oder y=—a-tzmw

Gibt man in der ersten dieser Gleichungen y = 2 - bx der Grofle 2
die Werte z;, 2,, 2; ..., so erhiilt man eine Schar paralleler Geraden,
welche die Y-Achse in den Punkten y = #,, #,, #; ... schneiden und
deren Neigung durch tgo — b gegeben ist.

Ist aber y = a + 2z, so geht die Schar der Geraden fiir x = 0
durch den Punkt y = a in der X-Achse. Die Neigung eines jeden
dieser z-Gleicher ist durch tga — # gegeben.

=b.

tgoe =
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II. Graphische Darstellungen auf Exponentialpapier.

Durch gerade Linien werden auf dem Exponentialpapier die Funk-

tionen
Yy = a.b%* = aeo”

logy = loga + (logb)z = loga 4 (ologe)x = a4 Bz
dargestellt.
Zu dieser Darstellung erhilt man wie friiher:

m
U= mo 4 %ﬁv, u = mlogy, v=na

Auch hier konnen die Formen
logy =2+ B2 und logy = a2z

auftreten.
m
1. logy = 2+ fux, u:mz—l—wﬁv.
Um die Gleichung eines z-Gleichers zu erhalten, wird
k= me
gesetzt und
=k + m i)
w= n

erbalten, Fir v = 0 wird

w=Fk=mz=— mlogg.
Hier konnen hauptséichlich zwei Félle von besonderer Wichtigkeit ein-
treten.

a) Die mit # bezeichnete Grofie soll irgendwie gegeben sein und
alle Werte von — oo bis 4 oo durchlaufen kénnen. Dann kann man
k = mz auf der graphischen Logarithmentafel mit dem Argument z
abstechen und auf der Y-Achse auftragen. Die Grofen % sind # pro-
portional. Trigt man also beispielsweise die % fiir # = 0, 10, 20 usw.
auf, so haben die so erhaltenen Punkte gleiche Abstéinde und es kénnen
Zwischenteilungen beliebig hergestellt werden. Sonach erhilt man auf
der Y-Achse eine gleichmiBige Teilung. Durch diese Punkte werden
Parallelen gelegt, deren Neigung ¢ gegen die X-Achse durch

du m
tgp = dv = n B
bestimmt ist.

b) Meist wird aber der Fall vorliegen, dafi die Grilen ¢ gegeben
sind. Dann reicht die logarithmische Teilung der Y-Achse aus und
es konnen die unter dem Winkel ¢ gegen die X-Achse geneigten
Parallelen ohne weiteres durch die betreffenden Punkte der Y -Achse
gezogen werden. Dann haben aber diese Parallelen keine gleichen
Abstinde.

Schreiber, Flichen-Nomographie. 5
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2. logy — a + 2z, u:ma+%”z.v:ma+kv.

Die z-Gleicher gehen jetzt von dem Punkt ¢ = numloge der
Y-Achse aus und haben die Neigungen
m

t —_— — 2 ==

gegen die X-Achse.

III. Graphische Darstellungen auf Potenzpapier.
Als gerade Linien erscheinen die Funktionen
Yy = p.z logy = logp + qlogz = o 4 qlogz,

U = Mo %qv, uw = m.logy, v = nlog x.

Auch hier kénnen die Gleichungsformen
logy = 2z 4 qlogx oder logy = o0 + zlogx

u:mz+<—%q>v u:ma—}—(%z)v

vorkommen. Hier kann ich am besten von meinen Aufséitzen in der
Meteorol. Zeitschr. 1919, S.332ff.: Uber die Anwendung der graphischen
Verfahren bei den Formeln der Thermodynamik; 1920, S.73ff.: Zur
polytroper Atmosphire, und in der Phys. Zeitschr. 1919, S.5211f.:
Eine Formel fiir die S#ttigungsspannung des Wasserdampfes, ausgehen.

1. logy =~ -+ qlogx, wu — mz{—%"qv: mz -+ qui).

Diese Funktion mit drei Ver&nderlichen wird durch z-Gleicher
darzustellen sein und man wird k¥ = m2z zu setzen haben. & wird
meist alle beliebigen Werte annebhmen konnen, m 2z kann dann auf der
graphischen Logarithmentafel abgegriffen und auf der Y -Achse auf-
getragen werden, und das wird auch hier gleiche Abstinde der Gleicher
bei gleichem 2z ergeben. Es kann aber auch k¥ —= m#z — mlog¢ und
nicht 2, sondern § gegeben sein, in welchem Falle der Abstand der
Gleicher durch die logarithmische Teilung der Y-Achse, aber auch
durch andere Umstinde bedingt sein kann.

la) Es ist X — m# gegeben.

Als DBeispiel kann hier die Formel fiir die Entropie oder das
Wirmegewicht von 1kg trockener Luft in Meter-Kilogrammen (Meteorol.
Zeitschr. 19, 336) behandelt werden. Man kann schreiben:

log ¥ = 0,0043 % -+ 0,29 log @,
worin y die absolute Temperatur 7, z den Barometerstand & und # das
Wiarmegewicht P bedeuten.

1) Es soll im folgenden einfach m = n angenommen werden.
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Die Darstellung in Fig. 12 erfolgte auf Marke 3751/,, Mb = 250 mm,
also ist
k= 250 x 0,0043 < # == 1,075 2 mm,
w=1,0752+ 0,290 = 1,075 2 + (tg 16010) ».
Es soll hier der Verlauf der z-Gleicher (Isentropen, Adiabaten)
in dem Gebiet y = T'=100 bis 10000 und z = b = 100 bis 1000 mm
dargestellt werden. Dann liegen also u wie v zwischen 250 x 2 = 500 mm
und 250 % 3 = TH0 mm.

Einen Uberblick erhilt man folgendermafen:

w=500mm, v = 500mm, 500 = 1,0752 -+ 0,29 % 500, & = 330,
w=2500 , »=1750 , 500 = 1,0752- 029 x 750, 2z = 262,
w="T50 , v»=2500 , 750 = 1,075z 0,29 > 500, 2z = 563,
w="750 , ©="7150 , 750 = 1,075z + 0,29 x 750, & = 495.

Die so erhaltenen Werte von 2 wurden in die betreffenden Ecken
der Fig. 12 geschrieben. Es ist daraus zu ersehen, dal nur der
5*
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400-Gleicher vollstindig in dieser Figur erscheinen kann, die Gleicher
fiir # = 300 und 500 aber nur zum Teil.
Die Lage des 400-Gleichers 1#6t sich durch die Gleichungen

#, = 1,075 3 400 4+ 0,29 > 500,  uy = 1,075 > 400 4 0,29 x 750
bestimmen. Diese crgeben

500 4+ 75 mm, logy, == 2 - 0,300,
500 + 148 ,, log yy = 2 -+ 0,592.

75 und 148mm kann man an jedem Malstab, 0,300 und 0,592 an
der graphischen Logarithmentafel abstechen.

Die Gerade mufl mit der X-Achse den Winkel 16010’ bilden, es
hitte also zur Feststellung ihrer Lage ein Wert von # bzw. y aus-
gereicht.

Fiir den 300-Gleicher und 500-Gleicher erhilt man je einen Punkt
durch die Gleichungen

s == 1,075 X 300 + 0,29 > 750="540 =500 - 40, logy, =2+ 0,160,
g = 1,075 % 500 + 0,29 x 500 =682 = 500 - 182, logy, =2 4 0,728,

u, = H7H
Uy = 648

Il

Die Abstéinde der Punkte u, %, und u, u, miissen gleich sein. Durch
die Punkte u; und u, werden Parallele zu dem 400-Gleicher u, u, ge-
zogen, sie sind der 300-Gleicher und 500-Gleicher. In den Mitten
wurden noch die Gleicher fiir 2 = 350, 450 und 550 gezogen. Die
Absténde sind geniigend groB, um die Gleicher von 10 zu 10 mkg ein-
zeichnen zu kinnen.

Dann kann man der graphischen Darstellung die zu gegebenen
Werten von y = 7 und 2 — b gehorigen Wirmegewichte 8 ablesen,
man kann aber auch bestimmen, welche Werte von y = 7 zu gegebenen
b und P, oder z = b zu gegebenen 7 und P gehoren.

Aus der Fig.12 kann man ersehen, dafl die Adiabate 400 mkg
bei 6=100 mm, 7'==200° oder — 73°C beginnt und bis zu & = 1000 mm,
T = 3900 oder + 117°C ansteigt.

1b) Es ist & = mlog? gegeben.
In diesem Falle kann man zu der einfachen Form

logy = log ¢ 4 glog x
zuriickgreifen.

Ein sehr lehrreiches Beispiel ist die Formel
0 =0—7rs oder 0=logo—1logr—logs.

Hierin bedeuten ¢ die Dunstspannung der Luft bei der Tempe-
ratur 1°C, s die Sittigungsspannung des Wasserdampfes bei derselben
Temperatur und r die relative Feuchtigkeit. Man kann diese Gleichung
in vier Arten darstellen.



«) logr = —logs+logo oder logy — —log¢ 4+ loga.
In Fig. 131) stellen die Ordinaten logs = logy fiir »r = y von

0,1 bis 1 vor. Die Abszissen loge = logz gelten fiir 6 = z = 10
bis 100. Man erhilt dann

y@ | 2@ | gy | loga(o) | gl | £
0,1 10 —1 1 2 100
01 100 —1 2 3 1000
1,0 10 0 1 1 10
1,0 100 0 2 2 100

§(s) wird sonach Werte von 10 bis 1000 annehmen konnen. Die
£ (s)-Gleicher sind Gerade, welche mit beiden Achsen den Winkel 45¢

bilden, es braucht also fiir einen jeden Gleicher nur ein Punkt er-
mittelt zu werden. Hier geschieht das am besten lings des oberen
Randes, fiir den logy = 0, also logz = log ¢ und sonach & = § wird.

1) In Fig.13 bis 15 ist aus Versehen des Zeichners die relative Feuchtigkeit
mit v statt mit » bezeichnet worden.
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Wenn man also z. B. von dem Punkt 6 = v = 40mm eine Gerade
unter 45° von rechts nach links zieht, so ist diese der 40-Gleicher.
Die Gleicher steigen von links nach rechts anm, da ¢ = 1 1 ist.

Nun ist aber § = s die Sattigungsspannung des Wasserdampfes
bei #°C, und man will meist wissen, wie grof die relative Feuchtigkeit
y — r ist, wenn bei {° die Dunstspannung z =— 6 beobachtet worden
war. Man kann dann folgendermalen verfahren. Aus den Spannungs-
tabellen sucht man die Werte von s auf, welche zu den ganzen Tempe-

raturgraden gehdren und markiert diese auf dem oberen Rand der
Fig. 18. In dieser wurden nur die Punkte von 5 zu 59, und zwar von
159 an angestochen, und es wurden die (reraden unter 45° gezogen.
Dadurch werden die s-Gleicher zu ¢-Gleichern oder Isothermen. Fiir
t = 5000 ist s — 92mm, die dazu gehdrige Gerade ist also ein 50°-
Gleicher oder 92-mm-Gleicher. Uber s = 100 mm hinaus denkt man sich
ein zweites Blatt angefiigt. Auf dem oberen Rand desselben wiirden dann
genau dieselben Punkte als auf dem unteren Rand der Fig. 13 erscheinen.
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B) logr — logo —1logs oder logy = logl—log.

In Fig. 14 liegt r wieder zwischen 0,1 bis 1. Als Abszissen treten
logs auf und es soll die Sattigungsspannung zwischen 10 bis 100 mm
liegen. Die Darstellung der Funktion geschieht durch 6-Gleicher, deren
Neigung — 45° mit der X-Achse ist, da ¢ = —1 ist. Fiir r = 1 ist
6 — s, die ¢-Gleicher beginnen also bei den betreffenden x-Punkten.
Fiir r = 0,1 wird ¢ = 0,1s. Werden die Gleicher an dem unteren
Rand angesetzt, so ist also die Ordnungszahl eines Gleichers 0,1 z.

Da s = f(t) ist, kann man die Gleichung auch schreiben
logr = log 6 — log (%),
und lings der s-Skala eine parallele Funktionsskala f(t) nach den
Spannungstabellen anbringen, wie dies in Fig. 14 und 15 geschehen ist.
p) logo = log» +logs oder logy — log{+ loga.
In Fig. 15 sind die Ordinaten logy — loge fiir 6 == 10 bis
100 mm, die Abszissen logz — logs = log f(¢) fiir s = 10 bis 100 mm,



t == 11 bis 50°. Die Funktion wird durch r-Gleicher dargestellt. Da
q == 1, steigen diese um 45° von links nach rechts an. Fiir s = 10 ist
loge = logr+1, 6 =10r,

fiir s = 100 aber
loge = logr+2, ¢ = 1007

.Man stellt diese graphischen Hilfsmittel her, um mit zwei der
drei GroBen r, ¢ und s bzw. ¢ die dritte zu ermitteln. Hierzu kann
eine jede der drei Darstellungsarten verwendet werden, die eine der-
selben hat den, die andere einen anderen Vorteil, meist wird die person-
liche Neigung in Frage kommen.

0) Es ist nun noch die vierte Art der Darstellung der
Funktion zu erdrtern, welche auf der Gleichung s — p.7% be-
ruht, in der T die absolute Temperatur (273 4 ¢) bedeutet. Die Werte
von p und ¢ sind in dem ersten Kapitel S. 20 angegeben worden. Man
kann mit ihnen die Formel

log I' == log (r) + Bloge
ableiten und diese Funktion dann durch r-Gleicher darstellen. g ist
aber sehr klein, die r-Gleicher haben in Potenzpapier mit gleicher
Manteb nach beiden Richtungen hin eine sehr kleine Neigung. Dieses
graphische Verfahren wird erst anwendbar sein, wenn die auf S.22
erwiahnte neue Marke 371Y/, zum Gebrauch vorhanden sein wird.

2. logy = a-t+=z.logx, w-=—ma- zv.
Ein interessantes Beispiel bietet die Formel V auf S.74 !der
Meteorol. Zeitschr. 1920, welche lautet:
0,29

log T = flog b | Konstante, g — T

Uber die Bedeutung dieser Formel wird man in der Meteorol.
Zeitschrift nachlesen miissen; hier sei nur erwédhnt, dafi 7' die absolute
Temperatur und & den Barometerstand, n aber jeden beliebigen Wert
zwischen — oo und + oo bedeuten. Setzt man

w=1mlog? wund v—mlogh
und bezeichnet die Konstante mit «, so wird

= o + /))U.
Die Neigung dieser geraden Linien ist gegeben durch

du 0,29
g = =PF=du=;""-
Unter 4w« soll der Ordinatenzuwachs verstanden werden, wenn v
von m.log1l = 0 bis m.log 10 = m, also um die Lange eines Mantissen-
bereiches wichst. Ist bei v =0 auch =0, so wird einfach /4 =wu. Die

Lange » kann auf der graphischen Logarithmentafel abgegriffen werden.



ruyvaply)

n 1—mn du @
— 10 11 -+ 0,026 1,50
— 5 6 0,048 2,7
— 1 2 0,145 8,2

0 1 0,290 16,2
+ 0.2 0,8 0,362 19,9
0,4 0,6 0,484 25,8
0,6 0,4 0,725 36,0
0,8 0,2 1,450 55,5
1,0 0,0 oo 90,0

Die durch diese Rechnung bestimmten Geraden sind Richtungs- -
linien, sie kénnen an jedem Punkt angesetzt werden. In Fig. 16 wurde
die Ecke links unten gew#hlt. Dann kénnen die Schnittpunkte an
der rechten Seite durch die 4/ nach der graphischen Logarithmen-
tafel bis zu Ju =1 oder ¢ = 45° sofort festgestellt werden. Ist
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4 u > 1, so kann man folgendes Verfahren anwenden. Fir » = 4 0,8
ist 44 = tgp — 1,450, also 1: Ju — 0,690 = 0. Man macht CD
in Fig. 16 = 1 —§ = 0,310, es ist dann O C die gesuchte Gerade fiir
@ == 55,5% Zieht man nimlich die Vertikale CA = 1, so ist

tggp:l:OA:1:[1.._(1_5)]:_61\_24%

Ist » > 1, so wird 4w« negativ, die Strahlen haben also die Richtung
nach unten. Man kann dann diese Richtlinien an die linke obere
Ecke ansetzen und hat dann alles auf einem Blatt zusammen.

IV. Einige Beispiele aus dem Buch Piranis.

(1. 8. 86.) Zwischen dem elektrischen Widerstand eines Drahtes y,
dem Durchmesser desselben z und dem spezifischen Widerstand 2z be-
steht die Gleichung

7 12

y=2:"4 logy:log(4

- z)—?logx.

(2. 8.96.) Zur Reduktion der Barometerablesung 2z bei der Tempe-
ratur 2 auf 0°C hat man die Formel 2, = 2 —y, worin
y=uoazz, logy=1log(az)+ logx
und a der Volumenausdehnungskoeffizient des Quecksilbers sind.

Bei beiden Aufgaben liegt das Verfahren B. IIL 1b (8. 68) vor;
bei der ersten ist ¢ — — 2, bei der zweiten + 1.

(8. 8. 94.) Die in der optischen Pyrometrie vorkommende Funktion
k L
logy= "+ ~
146t sich auf die in A. 1. Fall (8. 53) behandelte Aufgabe zuriickfiihren,
(4. S.104) In der Optik kommt die Gleichung
=4dx2s—ax) y=2Vry(2z—2
vor. Man erhilt diese Form, wenn man in der auf S.52, Kap. 4, A.
aufgestellten allgemeinen Formel
«=2 pf=0 p=1 =0 0=1 [fole)=u2
g=1, =2 (=1, fa(-@ = r=21
setzt.
Dann liegt ein gleiches Verfahren wie bei A. IL Fall (8. 55) vor,

es mub dieses allerdings fiir jeden Wert von & — 2 # wiederholt werden,
wodurch man eine Schar von 2z-Gleichern erhilt.

(5. 8.105.) Die Helligkeit H — y eines wagerechten Flichen-
elementes, welches durch eine allseitig symmetrische Lichtquelle von
100 Normalkerzen beleuchtet wird, wobei z die horizontale Entfernung



des Fldchenelementes, z die Hohe der Lampe iiber der Fliche sind,
ist gegeben durch
1082
V=
wenn 2 und # in Zentimetern gerechnet werden. Driickt man x und 2
in Metern aus, so wird

Y= (zzl—?f%js_z’ logy =24 logae — g log (22 4 a?).

Die graphische Darstellung der 2-Gleicher soll fiir # = 1 und 2m,
und z == 0,1 bis 1m durchgefithrt werden, wobei y zwischen 1 bis 100
liegen kann. Das ergibt Fig. 17 am Schluf des Buches.

Nun ist fiir

z=01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

#2= 001 004 009 016 025 036 049 064 081 1,00

Zihlt man diese Werte zu 22 = 1 und 22 =— 4 und trigt man
die Logarithmen dieser Summen in dem Doppelpapier auf, so erhalt
man die mit (124 2?) und (22 2?) bezeichneten Kurven. An eine
jede Ordinate wird die Hilfte ihrer Linge angesetzt. Das ergibt die
Kurven (124 22)"2 und (224 a2)°%. Die Gerade 100z 146t sich leicht
als die aufsteigende Diagonale im oberen Mantissenbereich ziehen.
Von den Ordinaten derselben sind die Ordinaten der Kurven (22 4 x2)*
abzuziehen, was sofort die Ordinaten logy ergibt.

Der Gleicher fiir # = 1m beginnt bei # — 0,1 mit y = 9,8. Er
erreicht bei ungefihr z — 0,75 das Maximum y = 388 bis 39 und sinkt
dann wieder bis zu y = 35,4 bei z =— 1,0. Filr 2 == oo wird er Null,
das Sinken mul also fiir x > 1 weiter gehen.

Der Gleicher fiir z = 2 m beginnt mit y = 1,25, er steigt anfangs rasch,
spiter langsamer bis y = 8.8 bei # = 1 an. Das Maximum wird er also
bei Werten von z > 1 erreichen, dann aber wieder sich der Null ndhern.

Um also einen vollen Uberblick tiber den Funktionsverlauf zu erhalten,
wird die Darstellung auch fiir > 1 hinzugenommen und fiir mehr Werte
von # durchgefiihrt werden miissen. Das ergibt eine Schar von z-Gleichern,
deren praktische Verwendung sicher sich sehr bequem gestalten diirite.

(6. S.92.) Die Funktion y = tg2a:tg?g.

In dieser Funktion sind also « und § Winkelgroflen. Man kann
sie schreiben

logy = log (tg2e) — 2logtgf =k — 2logx, x =tgfp.

Die Darstellung erfolgt durch k-Gleicher, die aber, da & = log tg2«
ist, auch «-Gleicher sind und deshalb mit « beziffert werden konnen.
Die Darstellung der Funktion in Fig. 18 beschriinkt sich auf den Be-
reich y = 1 bis 10, z = 0,1 bis 1, also § von 5 bis 45°% Die Gleicher
senken sich von links nach rechts und miissen also der Richtlinie 22
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in Fig. 6 parallel verlaufen. Es wird sich nur noch darum handeln,
die Ausgangspunkte an den vier Seiten zu ermitteln, was nur durch
eine einfache Rechnung geschehen kann. Die Formeln sind

1 1
logy = k—2logz oder 10gx:§k~—2~logy.
Die ganze viel zu weit ausgedehnte Rechnung folgt hier.
g k= e=01| z =1 y=1 y = 10
2 :
a tga ty*a logtg®a | y = ’ y = o = o
10 0,176 0,031 | 0491—2 | * 3,10 | 0,031 0,176 0,056
20 0364 | 0132 |0121—1| 1382 0,132 0,364 0,115
50 0,577 0,333 |o0522—1| 333 0,333 0,577 *0,182
40 0,839 0,704 | 0,848—1 70,4 0,704 0,840 *0,266
50 1,192 1,416 | 0,151 141,6 1,416 1,191 *0,377
60 1,782 2,993 | 0,476 299,3 2,993 1,730 0,547
70 2,747 7,563 | 0,879 756,3 7,563 2,755 *0,871
80 5671 | 82,149 | 1,507 3214,9 | 82,149 5,676 1,795
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Es hitten die mit * bezeichneten Ausgangspunkte ausgereicht. Am
oberen Rand befindet sich eine zweite Funktionsskala logz — logtg f3,
mit ihrer Hilfe kann man — ohne Zuhilfenahme von logz — sofort
den zu gegebenen Werten « und S gehdrigen Wert von y der Zeich-
nung entnehmen. In dem Doppelpapier Mb — 250 mm werden die
o-Gleicher von 10 zu 10° sehr bequem noch hineingezeichnet werden
konnen. Fiigt man rechts ein zweites Blatt ein, so kann B bis zu
840 gehen.

C. Die Funktion 0 = F (w, x, y, 2).

Es wird wohl kaum méglich sein, in die Zahl der Funktionen mit vier
oder noch mehr unabhéngigen Verinderlichen ein System zu bringen.
Vielleicht gelingt es, wenigstens die am h#ufigsten in der angewandten
Mathematik auftretenden Funkfionen dieser Art .herauszusuchen wund
die Art und Weise der Behandlung derselben zu erértern.

Ein Beispiel dieser Funktion mit vier Verinderlichen bietet die
sogenannte barometrische Héhenformel
h — hy)

67357
deren Behandlung in meiner auf S.8 erwihnten zweiten Erliuterungs-
schrift ausfithrlich dargelegt worden ist.

Auf 8.108 des Werkes von Pirani findet sich die der Festigkeits-
lehre entnommene Formel

0 = logb —logb, +

P=0196""
p
als ein hierher gehoriges Beispiel. Ich will diese Formel noch etwas

mehr komplizieren und schreiben
zacs
w = 0’1 ?—-

Nach dem Vorgang Piranis filhre ich die zwei neuen Funk-

tionen ein:

P = wy? log ¢, = (logw) + 2logy,

@, = 0,1 223, log g, = (log0,1 2) 4 3log z,
welche auf dem Potenzpapier als gerade Linien erscheinen und von
denen ¢, durch w-Gleicher, ¢, durch z-Gleicher darstellbar sind.

Es wird angenommen, daf x und y zwischen 1 bis 10 liegen.
Weiter soll bekannt sein, daf w zwischen 1 und 1000 liegt. Es folgt
daraus, daf die Annahme ¢ =— 100 bis 1000 in den meisten Fillen
geniigen diirfte.

Die w-Gleicher der Funktion ¢, in Fig. 19 am Schlu8 des Buches
steigen von links nach rechts an, die Richtlinie beginnt von der Ecke links
unten (¢, = 100, ¥ = 1) und geht nach der Mitte des oberen Randes.



An dem linken Rand ist y = 1, also ¢, = w, die w-Gleicher
setzen sich also ohne weiteres an der Bezifferung der g-Achse an.

Es sind dies die Gleicher fiir w — 100 bis 900, «w == 1000 fillt
in die obere linke Ecke. An der unteren Ecke des rechten Randes
ist w=1. Da y =10 ist, ist ¢, = 100w, an dem rechten Rand
beginnen (oder enden) also die Gleicher fiir «w = 2 bis 10. Die Gleicher
fiir w = 20 bis 90 erhdlt man sehr einfach dadurch, dafl man die
Schnittpunkte der Gleicher 200 bis 900 mit dem oberen Rand auf den
unteren, die Schnittpunkte der Gleicher 2 bis 9 mit dem unteren auf
den oberen Rand projiziert. Fiir den praktischen Gebrauch wird man
noch Unterteilungen einzuzeichnen haben.

Die z-Gleicher der Funktion

¢y, = (0,1 2) a3
steigen ebenfalls von links nach rechts an, die Richtlinie geht aber
von der Ecke links unten nach einem Punkt am oberen Rand, dessen
Abstand vom linken Rand ein Drittel der Seitenlinge ist. Man kann
diese Li#nge 0,333 an der graphischen Logarithmentafel abstechen.
2 kann nur Werte zwischen 10 und 100 haben, die Ausgangspunkte
der #z-Gleicher vom unteren Rand ¢, = 100 erhilt man nach der

3 R
Formel z = ¥100:(0,1 2) folgendermafen:

100
2 0,1z m @
10 1 100 4,64
20 2 50 3,68
30 3 33,33 3,22
40 4 25 2,92
50 5 20 2,71
60 6 16,67 2,55
70 7 14,29 2,46
80 8 12,50 2,32
90 9 11,11 2,23
100 10 10,00 2,15

Auf diese Weise ist die rechte Seite der Fig. 19 entstanden.

Wenn die Gleichung 0 = wy?— 0,123 erfiillt sein soll, mul
¢, = @, — @ sein, und man wird dann mit drei gegebenen der vier
GroBen w, x, y und ¢ die vierte ermitteln kionnen.

In Fig. 19 wurden vier Beispiele eingezeichnet. In dem ersten
sind 2 =70, x — 4,5 und y — 1,45 gegeben. Man findet rechts ¢ — 630,
und dann links mit ¢ — 630 und y — 1,45 den Punkt, durch welchen
der Gleicher fiir w == 300 geht. Es ist also w =— 300.

Bei dem zweiten Beispiel findet man rechts mit z = 30, x = 5,5
¢ = 500. Geht man horizontal heriiber bis w — 80, so liest man
ab y = 2,50.



Im dritten Beispiel ergeben links « — 9 und y = 5,79 ¢ = 300.
Man geht horizontal bis zu z = 6,7 und findet & — 10.

Im vierten Beispiel liefern 1w — 50 und y = 1,75 ¢ = 150. Geht
man horizontal bis zum 50-Gleicher, so erhilt man 2 — 3,1.

@ | w I y z x y2 a3 w . y2 0,1za3
630 300 1,45 70 4,5 2,10 91,1 630 638
500 80 2,50 30 5,5 6,25 166,4 500 499
300 9 5,79 10 6,7 33,52 300,8 302 301
150 50 1,75 50 3,1 3,06 29,8 152 149

Die vorstehende Rechnung lehrt, dafl die abgelesenen Grofen tat-
gidchlich ¢ = w.y?2 = 0,1 223 fast genau ergeben.
Zum Schluf muB ich aber doch meinem Vorsatz etwas untreu
werden und auffordern, die Darstellungen der Funktionen
0=y (22 + 22— 1002

0 =wy?2—0,1z23

und

in den Fig. 17 und 19 mit den Skalennomogrammen auf den S.107
und 110 des Werkes von Pirani zu vergleichen.

Welche Arbeit die Herstellung der letzteren gemacht hat, vermag
ich nicht zu beurteilen, da ich diese nicht versucht habe. Die Flichen-
nomogramme lassen sich rasch und bequem und ohne nennenswerte
Zahlenrechnung entwerfen. Sie bieten den Vorteil, daf man den
Funktionsverlauf bequem iibersehen kann, was bei den Skalennomo-
grammen nicht der Fall ist. Die praktische Anwendung wird bei beiden
Verfahren wohl nahezu gleich bequem oder unbequem sein.

Finftes Kapitel

Die neuesten von der Firma Carl Schleicher & Schiill
bearbeiteten Logarithmenpapiere und Zukunftsgedanken iiber
trigonometrische Papiere.

A. Die 600-mm-Papiere. Marke 370!/;, Nr. 1 bis 8.

Die Entstehungsgeschichte der 600-mm-Papiere ist folgende: Herr
Dr-Ing. Lucmann, damals in Jena, jetzt in Christiania, schlug der
Firma Carl Schleicher & Schiill die Herstellung von logarithmisch
geteilten Skalen mit passender Abstufung der Léngen der Mantissen-
bereiche fiir Rechentafeln nach der Methode der fluchtrechten Punkte
vor. Da damals das Papier billig und in beliebigen Mengen zu be-
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schaffen war, empfahl ich dieser Firma, statt der Bogen mit nebeneinander
stehenden Skalen logarithmische Einfachpapiere mit abschneidbaren
Skalen herzustellen, wie ich dies schon bei dem Sinus-Logarithmen-
papier (Marke 3741/,) eingefithrt hatte.

Als Mantebs wurden nach dem Vorschlag Lucmanns

Mb = 200, 300, 400, 500 wund 600mm

angenommen, was also fiinf Nummern der Marke 3701/, mit logarith-
mischer Teilung der Ordinatenachse und gleichmiBiger Teilung der Ab-
szissenachse (2-mm-Teilung) ergab. Ich forderte dabei genau gleiche
Grofen der Zeichenflichen bei allen fiinf Nummern, und zwar 600> 600 mm.
So entstanden die Einfach- oder Exponentialpapiere

Marke 3701, Nr.1, Mb = 600 mm, Ordinatenbereich 1 bis 10,

, 3701, , 2, Mb=300 , ” 1, 100,
, 3701, , 8, Mb=500 , y 1, 159,
, 87015 . 4, Mb = 400 , , 1, 316,
, 3701, , 5 Mb = 200 , ” 1, 1000.

Hierzu kommen noch die drei Doppel- oder Potenzpapiere:

Marke 3701/,, Nr.6, Mb = 600 mm, Bereich der Ordinaten und Ab-
szissen 1 bis 10. )

Marke 8701/,, Nr.7, Mb — 300 mm, Bereich der Ordinaten und Ab-
szissen 1 bis 100.

Marke 3701/,, Nr.8, Mb = 200 mm, Bereich der Ordinaten und Ab-
szissen 1 bis 1000.

Weiter kommen noch hinzu von den alten Marken:

Mb =— 250 mm: Marke 375!/, mit doppelter logarithmischer Tei-
lung und graphischer Logarithmentafel und Marke 3671/, mit einfacher
logarithmischer Teilung. Bei beiden ist nur je ein Mantissenbereich
vorhanden.

Mb = 200mm: Marke 3741/,, Lings der Ordinatenachse Loga-
rithmen der natiirlichen Zahlen 1 bis 100 und ldngs der Abszissenachse
Logarithmen der Sinus und Tangenten.

Alle diese Marken wurden in meinen Arbeitsrdumen unter meiner
Leitung von meinem Gehilfen Herrn Max Bormann berechnet und
gezeichnet.

Endlich kommen hinzu die #ltesten Marken:

Mb = 100 mm: Marke 3651/, Doppelpapier, Ordinaten 1 his 100,
Abszissen 1 bis 1000.

Marke 3761/, Einfachpapier, Ordinaten logarithmisch 1 bis 100.

Von allen diesen Marken kann man Skalen mit den Mantebs 100,
200, 250, 300, 400, 500 und 600 mm abschneiden und derart neben-
einander befestigen, daf die Nullpunkte (log 1) in einer Horizontalen
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liegen. Dadurch erhélt man eine graphische Potenztafel, welche
fiir folgende Aufgaben verwendet werden kann:

Skala . . 1 2 3 4 5 6 7
Mb. . . 100 200 250 300 400 500 600
———

1 1 2 _ 2 51"‘5 1 3/ o 1 4 1 ho___ 1 6/_,_

2 2 4 =12 :-l2 |2 5—-)2 3

o ] . . d 2 2 —_ e o D

T * 7 ® s Vels VR Ve |y Ve Ve

5 2|5  i-|5 5 =5 s—|s |5 ..

o2y il / = = Sl 5| . el

@ Velge Volge g VPlg Vg Ve lp vl

3 5 |3 vallevr )R 3 Vw3 Ve|B o

T TR Al B A i VPl Vel v

4 4 9 8 5|4, |4 EREo] A

Tx4 —2—.75 —5~hxyx 3 @ yoc 1 @x 5 ‘/1‘ 6 ‘/_/1;2

5 5 2110 5 315 *—|5 5 6 __
5 —_— % | 22 2 — 21 . — -

T 2.7;‘/@ 5 * 3me 406]/90 £ G ‘/xs

6 .6 6 s 12 25”3 E_ 2 6 2"7 6 e 6

T2 5 5x‘/x 5 @ 4xVx 5wa 6

r = 1108 1—-1000 1—125,1 1—100 1—31,6 1—15,9 1—10

Die links liegende Skala 1, Mb = 100 mm, umfafit sechs Mantissen-
bereiche, also Zahlen von 1 bis 106 — 1 Million. Markiert man auf
dieser eine Stelle z, so kann man rechts an den iibrigen sechs Skalen
ablesen: 28— 3t b 6 —

Ve, V22, Vo, Yz, V= und Ve

Um 22 und Yz zu finden, kann man die Skalen 1 und 2, 2 und 5,

3 und 6, 4 und 7,

3
fiir 28 und Yz die Skalen 1 und
4

4, 2 und 7,
” x4 ” V—x‘ » » ]' ” 5’

6,

7

5
-
n X0 g ch ” P L,

6
» x(i ” V"E » »” ]' ”
verwenden.
Uber die weitere Verwendbarkeit dieser Streifen in der Skalen-

nomographie wird wohl Herr Dr.-Ing. Lucmann berichten bzw. bereits
berichtet haben.

B. Trigonometrische Papiere. Zukunitsgedanken.

Auf irgend einem Funktionspapier erscheint eine Funktion
0 = F[o (y),¥(2)] als eine gerade Linie, wenn der Gleichung
u—=a-+bv
geniigt wird, worin
u=mey), v=np(x)
gesetzt worden sind.
Schreiber, Flichen-Nomographie. 6



I. Die natiirlichen Zahlen der trigonometrischen Funktionen.

Da cosz == sin(90 —z) und cotgz = tg (90— z)
sind, kann man sich auf den Sinus und die Tangente beschrianken.
Soweit ich es jetzt iibersehen kann, werden die folgenden Annahmen
fiir @ (y) und ¥ (x) in Betracht zu ziehen sein und werden die Geraden

auf derartigen Funktionspapieren die danebenstehenden Gleichungs-
formen haben.

() () Gleichung
1. siny x siny — o - 2
2. siny sin z siny = « -} Bsinz
3. tgy z tgy = o B2
4 tgy tgx tgy = o+ ftgx
5. tgy sin tgy — o+ Bsin

Das sind alles Funktionen, welche vorkommen konnen, diese oder
jene vielleicht sogar so hiufig, dal die Herstellung eines passenden
Funktionspapieres empfohlen werden konnte.

Die Sinusteilung lings einer oder der zwei Koordinatenachsen 1ift
sich sehr bequem herstellen. Man hat fiir

y oder x = 0° 10° 200 30" 400 500 600 700 800 900
gin y () = 0,000 0,174 0,342 0,500 0,643 0,766 0,866 0,940 0,985 1,000

also fiir m oder % — 100 mm
(@) =0 17 34 50 64 77 87 94 98,5 100 mm.

Von y(x) = —90° bis 4 90° wird die Teilung also 200 mm lang
werden.
Mehr Schwierigkeit bietet aber die Tangente.

II. Die Logarithmen der trigonometrischen Funktienen.

Hier konnen wesentlich mehr Bildungsgesetze aufgestellt werden:

oY) p (x) Gleichungsform

1. logsiny x 8iny — o.f* — o.e0®

2. logsiny log 2 siny = p.a?

3. logsiny sin z siny — «. e — ¢, ¢ sine
4. logsiny log sin z siny — p.(sin z)

5. logtgy x tgy — 0. f* = w.ed>

6. logtgy log« tgy —= p.a9

7. logtgy sin « tgy — o.foine — g, d.sinz
8. logtgy logsinz tgy = p.(sinz)?

9. logtgy tgx tgy — . B8 = . e
10. logtgy logtg tgy = p(tg z)
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In den ersten vier Fillen findet die Teilung ldngs der Ordinaten-

achse nach dem Gesetz
w = m.log.siny

statt. Fiir alle kleinen Winkel kann man den Sinus (auch die Tan-
gente) mit dem Bogen vertauschen, es gehen dann die Formeln in die
friither behandelten Gestalten iiber und kénnen die Linear-, Exponen-
tial- und Potenzpapiere verwendet werden.

Man wird die Logarithmus-Sinus-Teilung entweder mit

u = m.logsin 0034’ — m.logl0—2 — —2m

oder .
u — m.logsin 5044’ — m log1l0—! = — 1m

beginnen lassen. Da logsin 900 = 0, erfordert die erstere Annahme zwei
Mantissenbereiche, die letztere aber nur einen. In diesem Falle erhdlt
man fiir m = 250mm folgende Zahlen zur Herstellung der Teilung:

Yy log sin ¥ u Differenz
L. mm

50 44/ — 1,000 — 250 60
100 — 0,760 — 190 73
20 — 0,466 — 117 49
30 — 0,301 — 75 a7
40 — 0,192 — 48 19
50 -—0,116 — 29 18
60 — 0,062 — 16 9
70 — 0,027 —_ 7 5
80 — 0,0067 — 2 9
90 0,000 0

Die Teilungen lings der Abszissenachse kénnen dann.nach den
Gesetzen
v=mnz, oder v—mn.logz, oder v == n.sinz, oder v =— n.logsinz
erfolgen.

Bei den unter 5. bis 10. aufgefiilhrten Tangenten - Logarithmen-
papieren ist die Sache nicht so einfach. Als Funktionen, welche auf
derartigen Papieren durch gerade Linien dargestellt werden kénnen,
treten die zwei Formen

tgy = . ff® und tgy = p.[f(2))
auf. f(x) kann die Formen z, sinxz und tgz annehmen.

Wenn man s = 900—y

setzt, so erhilt man zuerst
1 1
= o == f( — .=
gy = gy = B0, tga= p)
oder
o logtey = logu + {(@)logf—ky - f()log ) "
b) logtge — —loga — f(x)logf =k, — f(x)log .
6*



Weiter ergibt sich

tgy = t_glz_ = p.[f@))p,  tge— 113 [f ()],
oder
a) logtgy = logp + qlogf(2) = ky + qlogf (), | (1)
b) logtgzs — —logp —qlogf(2) =k, — qlog f (x). J

Die Gleichungen (I) stellen gerade Linien auf Einfachpapieren dar,
bei denen also die Abszissenachse nach den Gesetzen

v==mn.xz oder v =—mn.sinz oder v —=m.tgx
geteilt ist, die Gleichungen (II) aber gerade Linien auf Doppelpapieren mit
v = n.logz oder »—mnlogsinz oder » — wn.logtgx.

Daraus folgt, daB man die Teilung lings der Ordinatenachse
nur von

y =— 0034’ bis gy — 45° oder einfacher y — 5043’ bis y — 459,
tgy — 0,01 bis tgy — 1, tgy — 0,1 bis tgy — 1

herzustellen braucht. Bis zu 45° gelten die Formeln a) fiir tgy, von
45 bis 90° aber die Formeln b) fiir tgs — tg (900 — y).

Also sind zur Darstellung der Funktion tgy stets zwei gerade
Linien nétig; diese haben dieselbe Neigung gegen die X-Achse, aber
die eine steigt an, die andere fillt ab. Das gilt aber nur voll, wenn
f(z) = = oder sinx ist, wird aber etwas anders, wenn f(z) = tgz ist.
Ich setze

£ — 900 —¢

und erhalte aus dem Bildungsgesetz (9)

1 1
tgy = tez = o.p8® — o. P,

oder
logtgy == —logtge = loge -+ tgz log f — loge + fgif log 8
— log & - cotg ¢ log g.
Man erhdlt also vier Gleichungen:
a) logtgy -——  logo - tgx.logf, y<4b% x < 45°
b) logtgy —  loge + cotg ¢ log B, y <459, x > 450 (111
c) logtgz — —logo — tgx.log 3, Y>450 gz < 450 |
d) logtg s = — log o -— cotg§ log B, Y >450 x> 450

Alle diese Funktionen erscheinen auf Einfachpapier als Gerade,
und zwar a) und c¢), wenn die Abszissenachse nach dem Gesetz v — ntgx
geteilt ist, b) und d) aber auf solchem mit dem Gesetz v — n.cotg¢.
Dabei liegen x zwischen 0 und 45°, { zwischen 90 und 45°.
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Das unter 10. aufgefithrte Bildungsgesetz liefert

tgy = cotgz = p (tg2)? = p(cotg§)s,
woraus folgen

a) logtgy —  logp 4 qlogtgx, Yy =< 45% x < 45°

b) logtgy = logp+ qlogeotgl, y << 450, z = 45° l (IV)
¢) logtgz — — logp — qlogtg 2, Yy = 450, 1z < 45°

d) logtgz = — logp — qlogcotg§, y = 459, =z = 450 [

Diese Gleichungen gelten fiir Doppelpapier mit den Bildungsgesetzen
u=mlogtgy und wu = mlogtgz -— mlogtg (90— y),
v =mnlogtgx und v = nlogcotg{ — nlog cotg (90 — x).

Uber alle diese Schwierigkeiten kann man dadurch wegkommen,
daf man sich mit einer kleineren Manteb begniigt und fiir log.tg
zwei Mantissenbereiche von tg5°43' — 0,1 bis tg 84°17' — 10 anwendet.
Alsdann kann bis zu 5°43’' die Tangente und von 84°17 an die
Cotangente mit dem Bogen vertauscht werden und erhilt man dann
log 2 statt logtgx oder log cotg x usw.

Es wird sich nun darum handeln, unter der groBen Zahl von
Formeln mit trigonometrischen Funktionen in der reinen und der an-
gewandten Mathematik Umschau zu halten. Dabei wird man finden
konnen, welche Formeln die hier erschienenen Formen bereits haben
oder in diese iibergefiihrt werden konnen. Von dem Ergebnis dieser
Umschau wird es dann abhingen, ob man einem Unternehmer die
Herstellung irgend eines Funktionspapieres empfehlen darf. Es mufl
ein System in die Sache gebracht werden. Mir ist bekannt, welche
Forderungen an die Firma Carl Schleicher & Schiill gestellt worden sind
und noch werden. Jeder will fiir seine Zwecke ein besonderes Papier
haben, zu denen er recht gut bereits vorhandene Marken verwenden
konnte. Eine derartige Forderung kann nur der stellen, welcher fiir
seine Zwecke den geniigenden Bedarf hat.

Zundchst ist dringend zu wiinschen, daB die bisher von der ge-
nannten Firma mit einem groBen Kostenaufwand hergestellten Marken
recht viel angewendet werden, um ihr Mut zu neuen Unternehmungen
zu machen.

»Das auf den S. 22 und 27 erwihnte Sonderpotenzpapier fiir thermo-
dynamische Zwecke ist von der Firma Carl Schleicher & Schiill in-
zwischen in den Handel gebracht worden, trigt aber das Geschifts-
zeichen Nr.3811/,5(N). Es kann von der Firma in Braun- und
Schwarzdruck bezogen werden.“



























