OPTIK

EIN LEHRBUCH DER
ELEKTROMAGNETISCHEN
LICHTTHEORIE

VON

Dr. MAX BORN

PROFESSOR DER THEORETISCHEN PHYSIK
AN DER UNIVERSITAT GOTTINGEN

MIT 252 FIGUREN

Published and distributed in the Public Interest by Authority of the
Alien Property Custodian under License No. A-100

Photo-Lithoprint Reproduction

EDWARDS BROTHERS, INC.
LITHOPRINTERS
ANN ARBOR, MICHIGAN

1943

BERLIN
VERLAG VON JULIUS SPRINGER
1933



ISBN-13: 978-3-642-98784-7 e-ISBN-13: 978-3-642-99599-6
DOI: 10.1007/978-3-642-99599-6

ALLE RECHTE, INSBESONDERE DAS DER UBERSETZUNG
IN FREMDE SPRACHEN, VORBEHALTEN.
COPYRIGHT 1933 BY JULIUS SPRINGER IN BERLIN.

Softcover reprint of the hardcover 1st edition 1933

Copyright vested in the Alien Property Custodian, 1943, pursuant to law.



Vorwort.

Dieses Buch unterscheidet sich von dlteren Darstellungen der Optik durch
die Grenzziehung gegen andere Gebiete der Physik. Die iiberkommene Einteilung
(Mechanik, Elektrizitit und Magnetismus, Optik, Thermodynamik, erginzt
durch kinetische Theorie der Materie und Atomphysik) ist wohl vorldufig fiir
den Unterricht noch unentbehrlich, so wenig sie auch der Einheit des Lehr-
gebdudes Rechnung trigt.. Die Optik ist seit langem als elektromagnetische
Lichttheorie ein Sonderkapitel der allgemeinen Lehre vom elektromagnetischen
Felde. Man kann sich dabei natiirlich nicht auf das sichtbare Licht beschrinken,
sondern muBl den Frequenzbereich nach oben und unten erweitern. Die HERrTz-
schen Wellen pflegt man aber nicht hinzuzunehmen; nach kurzen Wellen zu
scheint es geboten, die Rontgen- und y-Strahlen auszuschlieBen oder wenigstens
nur andeutungsweise zu behandeln. Auch hier wird diesem Brauche gefolgt.
Die Optik bewegter Kérper durfte frither in einem Lehrbuche der Lichttheorie
nicht fehlen. Ich halte das nicht fiir zeitgemiB; diese Dinge gehoren zur Rela-
tivititstheorie, die sich zu einem besonderen Kapitel der Physik entwickelt hat.
Am schwierigsten ist die Frage der Spektren. Sind doch fiir die meisten Ex-
perimentalphysiker heute die Methoden der Optik nur Hilfsmittel zur Er-
forschung der Spektren und ihrer Trager. Und doch gehéren, meine ich, die
GesetzmiBigkeiten der Spektrallinien nicht in ein Lehrbuch der Optik, sondern
in eines der Atomphysik, die nach Umfang und Bedeutung ein selbstindiges
Teilgebiet der Physik bildet. Fiir die Optik im engeren Sinne bleibt noch genug
iibrig, wie der Umfang dieses Buches zeigt. Es enthilt alles das, was in der Optik
ohne Heranziehung der Quantentheorie verstindlich ist, und sein Ziel ist, den
Leser bis an die Probleme hinzufiihren, die den eigentlichen Inhalt der quanten-
theoretischen Atomphysik bilden.

Die Darstellung setzt Kenntnis der elementaren Optik voraus und stellt sich
von Anfang an auf den Standpunkt der elektromagnetischen Lichttheorie. Das
ist unhistorisch, aber unvermeidlich, wenn man den Weg bis zum heutigen Stande
der Forschung nicht endlos verlingern will. Uber die historische Entwicklung
wird in einer besonderen Einleitung kurz berichtet.

Die vorhandenen Lehr- und Handbiicher habe ich zu Rate gezogen, aber
nach Moglichkeit die Originalarbeiten nachgeschlagen. In manchen Einzel-
heiten der ersten Kapitel bin ich dem klassischen Lehrbuche von DRUDE ge-
folgt, weil jede Abweichung Verschlechterung bedeutet hitte. Dieses Buch
gehort zu der kleinen Zahl wissenschaftlicher Schriften, die wie echte Kunst-
werke niemals veralten. Nach seinem Vorbilde habe ich versucht, den durch
die Forschung gewaltig vermehrten Stoff zu behandeln.

Die Literaturangaben sind nicht vollstindig, sondern haben nur den Zweck,
dem Leser das Nachschlagen der wichtigsten Originalarbeiten und das Zurecht-
finden in dem Chaos der Zeitschriften zu erleichtern. Wenn eine Abhandlung
nicht zitiert ist, so braucht das nicht immer zu bedeuten, daB ich sie fiir schlecht
halte.



IV Vorwort.

Ich habe unter meinen Mitarbeitern, Schiilern und Freunden viele freund-
liche Helfer gefunden. Entwiirfe fiir einige Abschnitte haben gemacht: Herr
Dr. L. NorRDHEIM iiber absorbierende Kristalle (VI, § 69); Herr Dr. W. HEITLER
iiber die Vereinigung von geometrischen und undulatorischen Abbildungsfehlern
(IV, §56); Herr Dr. V. WEISSKOPF iiber die strenge Begriindung des LORENTZ-
Lorenzschen Gesetzes (VII, § 74); Herr Dr. E. TELLER iiber den RamANeffekt
(VII, § 82 und VIII, § 100). Herr Prof. Dr. F. ReicHE und Herr Dr. WEiss-
KoPF haben sich der Miihe unterzogen, das Kapitel iiber Dispersionstheorie
(VIII) ganz durchzusehen. Ebenso hat Herr Dr. H. A. STUART die Abschnitte
iiber KErreffekt und Lichtstreuung (VII, §§ 80, 81) durch wertvolle Erginzungen
bereichert. Durch die liebenswiirdige Vermittlung von Herrn Prof. M. v. RoHR
erhielt ich eine schone Aufnahme der Beugungserscheinungen am rechteckigen
Spalt (§ 48, Fig. 88), die Herr Prof. A. KSHLER angefertigt hat. Herr Dr.
G. CaRrIO hat die anomale Dispersion des Na-Dampfes nach der Methode von
Woop fiir dieses Buch neu aufgenommen (§ 93, Fig. 216). Allen diesen Helfern
bin ich zu groBer Dankbarkeit verpflichtet.

Die ersten beiden Kapitel habe ich schon vor vielen Jahren auf Grund meiner
Vorlesungen niedergeschrieben. In diesem Zustande wire das Manuskript wohl
geblieben, wenn ich nicht die Hilfe zweier Studenten gewonnen hitte, der Herren
H. LieB und W. WEPPNER. Diesen habe ich die iibrigen sechs Kapitel diktiert.
_ Sie haben nicht nur mit gréBtem FleiBe die Reinschrift und die Anfertigung
der Figuren besorgt und die Rechnungen nachgepriift, sondern auch die Rolle
padagogischer Versuchsobjekte gespielt. An ihrer Reaktion konnte ich erkennen,
ob die Darstellung den Grad der Verstandlichkeit erreicht hatte, den ich anstrebte.
Auch bei den Korrekturen haben diese beiden Herren unermiidlich geholfen.

Wertvolle Hilfe haben mir ferner geleistet: Herr G. RATHENAU und Friulein
G. PoscHL bei der letzten Durchsicht des Manuskriptes und den Korrek-
turen; Herr W. LOTMAR bei der letzten Korrektur; die Herren A. WEYGANDT,
R. BunGers und F. Bopp durch Anfertigung von numerischen Tabellen und
Kurventafeln. Ihnen allen bin ich zu groBtem Danke verpflichtet.

Dem Verlage habe ich fiir den sorgfiltigen Druck und die schone Ausstattung
zu danken.

Gottingen, im Oktober 1932.
§ : Max BoRrn.
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Einleitung. Historische Ubersicht.

Das Ziel dieses Buches ist, einen systematischen Uberblick iiber das aus-
gedehnte Gebiet der theoretischen Optik zu geben. Bei der auBerordentlichen
Fiille des Stoffes scheint es unméglich, in der Darstellung der historischen Ent-
wicklung mit ihren zahllosen Umwegen und Abwegen zu folgen; wir werden
vielmehr den heutigen Stand unserer Kenntnisse zum Ausgangspunkt nehmen
und von ihm aus deduktiv die Erscheinungsgruppen abzuleiten suchen. Das
bedeutet einen Verzicht auf den lehrreichen induktiven Weg, der, von einfach-
sten Ansitzen ausgehend, Schritt fiir Schritt das System der Begriffe unserer
Wissenschaft aufbaut. Zur Erginzung des Vorgetragenen sei daher dem Leser
aufs eindringlichste das Studium der Originalarbeiten empfohlen, deren wichtigste
wir im Laufe unserer Darlegungen nennen werden. Eine ganz kurze historische
Ubersicht, die wir der systematischen Darstellung vorausschicken, mége dazu
dienen, die einzelnen Entdeckungen und die Namen der bedeutendsten Forscher
in ihrem geschichtlichen Zusammenhang zu iiberblicken.

Die griechischen Naturphilosophen haben Hypothesen {tber das Wesen des
Lichts aufgestellt, die griechischen Mathematiker bereits eine Art geometrischer
Optik getrieben.

Unter den Begriindern der neueren Philosophie war es besonders RENE DEs-
CARTES (1596—1650), der sich Vorstellungen iiber das Wesen des Lichts auf
Grund seiner metaphysischen Ideen machte!. Doch gewann die Optik erst festen
Grund, als GALILEO GALILEI (1564 —1642) die Macht der experimentellen Methode
durch die Entwicklung der Mechanik erwiesen hatte. Wihrend das Reflexions-
gesetz schon den Griechen bekannt war, wurde das Brechungsgesetz 1621 von
WILLEBRORD SNELL (SNELLIUS, 1591 —1626) experimentell gefunden®. DESCARTES
gab eine Erklirung auf Grund der Vorstellung, daB das Licht aus geschleuderten
Teilchen besteht (Emissions- oder Korpuskulartheorie), die in verschiedenen
Korpern verschiedene Geschwindigkeit haben. Eine andere, tiefe Formulierung
gab PIERRE DE FERMAT (1601 —1665), der das allgemeine Prinzip aufstellte,
daB ,die Natur immer auf dem kiirzesten Wege handle*‘®; hiernach verliuft
das Licht immer auf dem Wege, der es in schnellster Zeit zum Ziele bringt, und
-daraus ergibt sich das Brechungsgesetz mit Hife der Annahme verschiedenen
,,Widerstandes** in verschiedenen Korpern. Dieses Prinzip des kiirzesten Licht-
weges ist von groBer philosophischer Tragweite infolge seines teleologischen
Charakters, der in den Naturwissenschaften als Fremdkorper empfunden wurde
und zu zahllosen Diskussionen AnlaB gab.

Die erste Interferenzerschemung, die Farben dunner Blittchen, heute auch
,,NEwToNsche Ringe* genannt, wurde unabhingig von ROBERT BOYLE* (1626
bis 14691) und RoBERT ‘HOOKE® (1635—1703) entdeckt. HOOKE fand auch das
Auftreten von Licht im geometrischen Schatten, die ,,Beugung’ des Lichts;

1 R. DESCARTES: Dloptnques Météores. Leyden 1638; Principia Philosophiae. Amster-
da.m’ ;?:LL teilte seine Entdeckung schriftlich anderen Forschern, darunter auch DESCARTES
mit, der sie in seiner Dioptriques verdffentlichte.

% (Euvres de FERMAT Bd. II Paris (1894) S. 354. 4 Boyle’s Works Bd. I (1774) S. 742.
8 R. Hookg: Micrographia (1667) S. 47.

Born, Optik. . 1



2 Einleitung. Historische Ubersicht.

doch ist diese Beobachtung schon vorher von FRANCEscO MAR1A GRIMALDI!
(1618—1663) gemacht worden. HOOKE vertrat als erster die Auffassung, daB
Licht aus schnellen Schwingungen besteht, dabei nahm er an, daB diese sich
momentan iiber jede Entfernung fortpflanzen; er versuchte auf Grund dieser
Vorstellungen eine Erklirung der Brechung und eine Deutung der Farben. Die
Grundeigenschaft des farbigen Lichts wurde aber erst klar, als im Jahre 1666
Isaac NEWTON (1642—1727) die Zerlegbarkeit des weiBen Lichts durch ein
Prisma entdeckte? und feststellte, daB jede reine Farbe durch eine bestimmte
Brechbarkeit charakterisiert ist. Die Schwierigkeiten, denen die Wellentheorie
bei der Erklirung der geradlinigen Ausbreitung des Lichts und der (von Huy-
GENS3 entdeckten) Polarisation begegnet, schienen NEWTON so ausschlaggebend,
daB er sich der Emissionstheorie zuwandte und sie ausbaute. In diese Zeit
fillt die erste Bestimmung der Geschwindigkeit des Lichts, die 1675 von OLAF
ROMER (1644—1710) mit Hilfe der Verfinsterungen der Jupitertrabanten aus-
gefithrt wurde. Der eigentliche Begriinder der Undulationstheorie ist CHRISTIAN
HuvGENs (1629—1695); er dachte sich als Trager der Wellen einen alle Korper
durchdringenden ,,Lichtiather und sprach das spéter nach ihm benannte Prinzip
aus, wonach jeder von der Lichterregung getroffene Punkt des Athers als Zen-
trum einer neuen, kugelformigen Lichtwelle aufgefaBt werden kann; die sekun-
diren Wellen wirken dann in der Weise zusammen, dall ihre Enveloppe die
resultierende Wellenfront bestimmt. Hierdurch gelang ihm die Ableitung der
Gesetze der Reflexion und Brechung, ferner die Deutung der von Erasmus
BARTHOLINUS (1625—1698) entdeckten Doppelbrechung des Kalkspats durch die
Annahme, daB8 in dem Kristall auBer einer kugelférmigen Elementarwelle sich eine
ellipsoidische fortpflanzt. Wie schon erwihnt, machte HuvyGENS hierbei die funda-
mentale Entdeckung der Polarisation, d. h. der Tatsache, daB jeder der beiden
Strahlen, die durch Brechung im Kalkspat entstehen, beim Durchgang durch einen
zweiten Kristall sich durch bloBe Drehung des letzteren um die Strahlrichtung
ausloschen 14Bt. Aber die Deutung dieser Erscheinung als ,,Seitlichkeit* (Trans-
versalitit) des Strahles gelang nicht ihm, sondern NEwToON 1717. Dieser wieder
sah darin ein uniibersteigbares Hindernis fiir die Annahme der Wellentheorie,
da man sich zu dieser Zeit Wellen nur als longitudinal vorstellen konnte.

Die Ablehnung der Wellentheorie durch NEWTONs Autoritdt versperrte ihr
fast 100 Jahre den Weg. Doch fand sie immer vereinzelte Anhinger, so den
groBen Mathematiker LEONHARD EULER* (1707—1783).

Erst am Anfang des 19. Jahrhunderts erfolgten die entscheidenden Ent-
deckungen, die den Sieg der Wellentheorie herbeifiihrten. Der erste Schritt
war die Aufstellung des Interferenzprinzips 1801 durch THOMAS YOUNG (1773
bis 1829) und die darauf beruhende Erklarung der Farben diinner Blittchen®.
Doch konnten sich YoUNGs mehr qualitative Darlegungen nicht allgemeine An-
erkennung verschaffen.

In dieser Zeit wurde die Polarisation des Lichts durch Spiegelung von ETIENNE
Lours MaLus (1775—1812) entdeckt®; er beobachtete im Jahre 1808 eines Abends
durch einen Kalkspat das Spiegelbild der Sonne in einem Fenster und fand die

1 F. M. GRiMALDI: Physico-Mathesis de lumine, coloribus, et iride. Bologna 1665.

2 1. NEwToN: Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. Nr 80 (1671/72) Febr. 19; Optics, Newtoni
Opera, S. 385.

3 Cur. HuvGeNs: Traité de la lumitre (verfaBt 1678, verbffentlicht Leiden 1690).
Deutsch: Ostwarps Klassiker Bd. 20 (1890).

4 L. Euleri Opuscula varii argumenti, S. 169. Berlin 1746.

5 Tu. Young: Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. 1802 S. 12, 387; Works Bd. I S. 202.

¢ E. L. Marus: Nouveau Bull. d. Sci.,, par la Soc. Philomatique Bd. I (1809) S. 266;
Mémoires de la Soc. d’Arcueil Bd. IT (1809).
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beiden durch Doppelbrechung entstehenden Bilder bei Drehung des Kristalls
um die Blickrichtung sehr unterschiedlich hell. Doch verzichtete MaLus auf
eine Deutung der Erscheinung in der Meinung, daf die vorliegenden Theorien
nicht dazu imstande waren.

Die Emissionstheorie war inzwischen von PIERRE SIMON DE LAPLACE (1749
bis 1827) und JEAN-BAPTISTE Brot (1774—1862) bis zur letzten moglichen
Stufe ausgebildet worden. Ihre Anhinger schlugen als Gegenstand der groBen
Preisarbeit der Pariser Akademie fiir 1818 das Problem der Beugung vor, in
der Erwartung, daB die Bearbeitung den letzten Triumph der Emissionstheorie
bedeuten wiirde. Aber ihre Hoffnung wurde enttiduscht; denn die trotz aller
Widerstinde gekronte Preisschrift von AuGUSTIN JEAN FRESNEL (1788—1827)
stand auf dem Boden der Wellentheorie! und war die erste einer Serie von Ar-
beiten, durch die die Korpuskulartheorie innerhalb weniger Jahre vollkommen
verdringt werden sollte. Der Gedanke der Preisschrift beruht auf einer Ver-
einigung des HuvGENSschen Prinzips der Elementarwellen mit dem YouNGschen
Prinzip der Interferenz; hierdurch gelingt nicht nur eine Erklirung der ,,gerad-
linigen Ausbreitung‘ des Lichts, sondern auch der als Beugungserscheinungen
bekannten kleinen Abweichungen davon. FRESNEL berechnete die Beugung an
geraden Kanten, kleinen Offnungen und Schirmen; besonders eindrucksvoll war
die experimentelle Bestitigung der theoretischen Voraussage, daB im Mittel-
punkt des Schattens einer kleinen, kreisférmigen Scheibe ein heller Fleck auf-
treten sollte. Im selben Jahre (1818) untersuchte FRESNEL das wichtige Problem
des Einflusses der Erdbewegung auf die Lichtfortpflanzung; die Frage war, ob
sich das von Sternen kommende Licht anders verhielte als das von irdischen
Lichtquellen. DoMINIQUE FrANGOIS ARAGO (1786—1853) entschied experimen-
tell, daB (abgesehen von der Aberration) kein Unterschied zu finden sei, und
hierauf gestiitzt entwickelte FRESNEL seine Lehre von der partiellen Mitfithrung
des Lichtithers durch die Materie, die erst 1851 von ARMAND HyPoLIT Louils
Fizeau (1819—1896) durch direktes Experiment bestitigt werden konnte.
Gemeinsam mit ARAGO untersuchte FRESNEL die Interferenz polarisierter Licht-
strahlen und fand 1816, daBl zwei senkrecht aufeinander polarisierte Strahlen
unter keinen Umstdnden interferieren. Diese Tatsache war mit der Annahme
longitudinaler Wellen, die bis dahin als selbstverstindlich galt, unvereinbar;
Young, der durch ArRaGco von der Entdeckung gehért hatte, fand 1817 den
Schliissel zur Losung: die Annahme transversaler Schwingungen.

FRESNEL begriff sogleich die Tragweite dieser Hypothese, aus der er mannig-
fache Folgerungen zog und die er durch eine dynamische Theorie tiefer zu be-
grinden suchte?. Da nédmlich in Flissigkeiten nur longitudinale Schwingungen
moglich sind, muBte der Ather einem festen Kérper analog sein; doch war zu
jener Zeit eine Theorie der elastischen Wellen in festen Substanzen noch nicht
vorhanden. Anstatt diese begrifflich zu entwickeln und daraus die optischen
Tatsachen zu deduzieren, ging FRESNEL induktiv vor und suchte aus den Beob-
achtungen die Eigenschaften des Lichtdthers abzuleiten. Die merkwiirdigen
Gesetze der Lichtfortpflanzung in Kristallen waren FRESNELs Ausgangspunkt;
ihre Aufklirung und Zurickfihrung auf einige einfache Annahmen iiber die
Form der elementaren Wellen sind eines der 3roBten Meisterwerke natur-
wissenschaftlicher Forschung. Auf eine wichtige Folgerung aus FRESNELs
Konstruktion wies 1832 der um die Ausgestaltung der Optik hochverdiente
WiLLiaMm Rowan HamiLTON3 (1805—1865) hin, die sog. konische Refraktion,

1 A. FrRESNEL: Ann. Chim. et Phys. (2) Bd. 1 (1816) S. 239; (Euvres Bd. I S. 89, 129.
2 A. FresNEL: (Euvres Bd. II S. 261, 479.
3 W. R. HaMiLToN: Trans Roy. Irish Acad. Bd. 17 (1833) S. 1.
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deren Existenz bald darauf von HUMPHREY Lroyp! (1800 —1881) experimentell
bestitigt wurde.

FRESNEL gab auch (1821) die ersten Hinweise fiir eine Erklirung der Farben-
zerstreuung (Dispersion) durch Heranziehung der molekularen Struktur der
Korper?; ein Gedanke, der spiter von CaucHY weitergefiihrt wurde.

Dynamische Vorstellungen iiber den Mechanismus der Atherschwingungen
fithrten FRESNEL zur Ableitung der nach ihm benannten Gesetze iiber die Inten-
sitdt und Polarisation der durch Reflexion und Brechung entstehenden Strahlen3.

FRreEsNELs Werk hatte die Wellentheorie auf so sichere Grundlagen gestcllt,
daB es fast ein iiberfliissiges Unternehmen schien, als im Jahre 1850 LEon
Foucaurt (1819—1868) und Fi1zeau ein schon von ARAGO vorgeschlagenes
experimentum crucis ausfithrten. Die Korpuskulartheorie erklirt nidmlich die
Brechung als Anziehung der Lichtteilchen an der Grenze gegen das optisch
dichtere Medium hin, woraus sich eine hohere Geschwindigkeit in diesem er-
gibt; die Wellentheorie dagegen fordert nach dem HuyGENsschen Prinzip eine
kleinere Geschwindigkeit im optisch dichteren Medium. Die direkte Messung
der Lichtgeschwindigkeit in Luft und Wasser entschied eindeutig zugunsten
der Undulationstheorie.

Die folgenden Jahrzehnte waren dem Ausbau der Lehre von den elastischen
Atherschwingungen gewidmet. Der erste Schritt bestand in der Aufstellung
einer Theorie der Elastizitit fester Kérper. CLAUDE Louis MARIE HENRI NAVIER¢
(1785—1836) entwickelte eine solche Theorie auf Grund der Vorstellung, daB
die Korper aus zahllosen Partikeln (Massenpunkten, Atomen) bestehen, die mit
Zentralkriften aufeinander wirken. Die heute iibliche Ableitung der elastischen
Gleichungen auf Grund der Kontinuumsvorstellung stammt von AUGUSTINE
Louts CaucHY (1789—1857)5. Am Ausbau der optischen Theorie waren ferner
beteiligt SIMEON DENIS Porsson® (1781 —1840), GEORGE GREEN7? (1793 —1841),
James MacCurracH® (1809—1847), FrRaNz NEUMANN® (1798 —1895) u. a. Es
ist heute wohl nicht mehr angebracht, auf die Einzelheiten dieser Theorien und
die Schwierigkeiten, die sie zu iiberwinden hatten, einzugehen ; denn diese Schwie-
rigkeiten rithrten alle von dem Postulat her, die optischen Vorginge mechanisch
zu erkldren, ein Ziel, das heute lingst aufgegeben ist. Folgende Andeutung
mag geniigen: Man betrachte zwei aneinander grenzende elastische Festkérper
und nehme an, daB in dem ersten eine ebene, transversal schwingende Welle
auf die Grenzebene zulaufe; im zweiten Medium wird sie nach den mechanischen
Gesetzen notwendig aufgespalten in transversale und longitudinale Wellen. Da
aber in der Optik longitudinale Wellen durch den Versuch von FRESNEL und
ARAGO ausgeschlossen sind, so muB3 man die elastische longitudinale Welle unter-
driicken, und das geht nicht ohne Verletzung der mechanischen Gesetze, nimlich
der Grenzbedingungen fiir die Verzerrungen und Spannungen. Die verschiedenen
Theorien der genannten Autoren unterscheiden sich durch ihre Annahmen iiber
die Grenzbedingungen, die jedesmal irgendwie der Mechanik widersprechen.

Ein primitiver Einwand gegen die Auffassung des Athers als Festkorper ist
der: wie soll man sich vorstellen, daB8 durch ein solches Medium die Planeten mit

1 H. Lroyp: Trans. Roy. Irish Acad. Bd. 17 (1833) S. 145.

2 A. FresNEL: (Euvres Bd. IT S. 438. 4 A. FrResNEL: (Euvres Bd. I S. 767.

8 C.L.M. H. Navier: Mém. de I’Acad. Bd. 7 S. 375 (vorgelegt 1821, verdffentlicht 1827).

5 A.L. CaucHy: Exercices de Mathématiques Bd. 3 (1828) S. 160.

8 S. D. PoissoN: Mém. de I’Acad. Bd. 8 (1828) S. 623.

? G. GReEN: Trans. Cambr. Phil. Soc. 1838; Math. Papers, S. 245.

8 J. MacCurLacH: Philos. Mag. (3) Bd. 10 (1837) S. 42, 382; Proc. Roy. Irish Acad.
Bd. 18 (1837).

® F. NEUMANN: Abh. Berl. Akad., Math. KI. (1835) S. 1.



Einleitung. Historische Ubersicht. 5

ihrer groBen Geschwindigkeit sich ohne merklichen Widerstand bewegen kénnen?
Diese Schwierigkeit glaubfe GEORGE GABRIEL STOKES (1819—1903) durch den
Hinweis beseitigen zu kénnen, daB diese planetarischen Geschwindigkeiten im
Verhiltnis zu den bei Lichtschwingungen auftretenden Geschwindigkeiten der
Atherteilchen ganz auBerordentlich klein seien; es ist aber bekannt, daB Koérper
wie Pech oder Siegellack zwar schneller Schwingungen fihig, gegeniiber lang-
samen Beanspruchungen aber véllig nachgiebig sind. Uns scheinen heute solche
Diskussionen recht iiberfliissig, da wir die Forderung, fiir alle Naturvorginge
mechanische Bilder aufzustellen, nicht mehr anerkennen.

Ein erster Schritt von dem Bilde des elastischen Athers hinweg wurde von
MacCuLLAGH getanl. Er ersann ein Medium mit Eigenschaften, wie sie gewohn-
lichen Kérpern nicht zukommen ; wihrend diese nimlich bei Deformationen der
Volumenelemente Energie aufspeichern, bei Rotationen aber nicht, soll es bei
dem Ather von MACCULLAGH genau umgekehrt sein. Die Gesetze der Fort-
pflanzung von Wellen in einem solchen Medium zeigen einen hohen Grad von
Verwandtschaft mit den MaxweLLschen Gleichungen der elektromagnetischen
Wellen, die heute als Grundlage der Optik dienen.

Trotz aller Schwierigkeiten hat sich die Lehre vom elastischen Ather lange
erhalten, und alle bedeutenden Physiker des 19. Jahrhunderts haben dazu bei-
getragen. AuBer den schon genannten seien noch erwihnt WiLLiaM THOMSON?
(Lord KELvIN, 1824—1908), CARL NEUMANN3® (1832—1925), JOoHN WILLIAM
STRUTT* (Lord RAYLEIGH, 1842—1919), GUSTAV KIRCHHOFF5 (1824—1887). Die
Optik wurde in dieser Zeit in vielen Einzelheiten ausgebaut, die Grundlagen
aber blieben unbefriedigend.

Inzwischen hatte sich ziemlich unabhingig von der Optik die Lehre von der
Elektrizitit und dem Magnetismus entwickelt und einen Héhepunkt in den Ent-
deckungen MICHAEL FARADAYs® (1791 —1867) erreicht. Die Zusammenfassung
aller Erfahrungen in ein System mathematischer Gleichungen gelang JAMES
CLERK MAXWELL? (1831 —1879); als wichtigste Folgerung ergab sich die Mog-
lichkeit elektromagnetischer Wellen, deren Geschwindigkeit sich auf Grund rein
elektrischer Messungen von RupoLPH KOHLRAUSCH (1809—4858) und WILHELM
WEBER (1804—1890)8 als der des Lichtes gleich herausstellte. Dies fithrte MAX-
WELL zu der Behauptung, daB die Lichtwellen elektromagnetische Wellen seien.
Der direkte experimentelle Nachweis der elektromagnetischen Wellen wurde 1888
von HEINRICH HERTZ (1857—1894) erbracht?. Gleichwohl hatte die elektro-
magnetische Lichttheorie von MAXWELL einen langen Kampf durchzufechten,
bis sie zur unumschrinkten Herrschaft gelangte. Es ist eben eine Eigentiim-
lichkeit des menschlichen Geistes, gewohnte Vorstellungen nur duflerst ungern
aufzugeben, besonders dann, wenn dabei ein Opfer an Anschaulichkeit gebracht
werden muBl. So versuchte MAXWELL selbst, seine elektromagnetischen Felder
durch Mechanismen zu veranschaulichen, ein Bestreben, das sich noch lange
Zeit erhielt. Erst die Gewdhnung an die MAXwWELLschen Begriffe lieB alimihlich
diesen Wunsch nach ,,mechanischer Erklirung” zuriicktreten; heute bereitet es

1 J. MacCULLAGH: Trans. Roy. Irish Acad. Bd. 21; Coll. Works, Dublin (1880) S. 145.

3 W. THoMsON: Phil. Mag. (5) Bd. 26 (1888) S.414. Baltimore Lectures. London 1904.

3 C. NEUMANN: Math. Ann. Bd. 1 (1869) S. 325, Bd. 2 (1870) S. 182.

4 J.W.StrUTT (Lord RAYLEIGH): Philos. Mag. (4) Bd. 41 (1871) S. 519, Bd. 42 (1871) S. 81.

® G. KircHHOFF: Berl. Abh. Abteilg. 2 (1876) S. 57; Ges. Abh. S. 352; Berl. Ber. 1882
S.641; Pogg. Ann. Physik u. Chem. (2) Bd. 18 (1883) S. 663; Ges. Abh., Nachtrag S. 22.

¢ M. FAraDAY: Experimental Researches in Electricity. London 1839.

7 J. C. MaxweLL: Electricity and Magnetism. Oxford 1873.

8 R. KOHLRAUSCH u. W. WEBER: Pogg. Ann. Physik u. Chem. (2) Bd. 99 (1856) S. 10.

% H. HErTZz: Pogg. Ann. Physik u. Chem. (2) Bd. 34 (1888) S. 551; Berl. Ber. 1888,
S. 1?7; Werke Bd. II S. 115.




6 Einleitung. Historische Ubersicht.

keinerlei Schwierigkeiten mehr, sich die MAxwEgLLschen Felder als nicht weiter
reduzierbare Dinge vorzustellen. Die elektromagnetische Theorie sollte die Ge-
samtheit der physikalischen Erfahrungen in eine Einheit zusammenfassen.

Aber auch die elektromagnetische Lichttheorie hat die Grenzen ihrer Leistu 1gs-
fihigkeit erreicht. Sie vermag in der Hauptsache alle die Erscheinungen zu er-
kliaren, die bei der Ausbreitung des Lichts auftreten; dagegen versagt sie bei
den Vorgingen der Emission und Absorption des Lichts. Es handelt sich dabei
um Prozesse, bei denen das feinere Wechselspiel zwischen Materie und Lichtfeld
in Betracht kommt.

Die Gesetze dieser Vorginge sind der eigentliche Gegenstand der modernen
Optik, ja der ganzen heutigen Physik. Ihren Ausgangspunkt fanden sie in der
Entdeckung gesetzmifBiger Erscheinungen in den Spektren; der erste Schritt
war JOSEF FRAUNHOFERs (1787—1826) Auffindung der (nach ihm benannten)
dunklen Linien im Sonnenspektrum?! (1814—17) und (1861) die Deutung als
Absorptionslinien (von kiihleren Gasen vor dem Hintergrunde des heiBen Sonnen-
kérpers mit seinem kontinuierlichen Spektrum) auf Grund der Beobachtungen
von ROBERT WILHELM BUNSEN (1811—1899) und Gustav KIRCHHOFF (1824
bis 1887)2. Diese Entdeckung war zugleich die Geburtsstunde der Spektral-
analyse, die auf der Erkenntnis beruht, daB jedem gasformigen chemischen
Element ein ihm charakteristisches Linienspektrum zukommt. Die Unter-
suchung dieser Spektren hat all die Jahrzehnte bis in unsere Tage einen Haupt-
gegenstand physikalischer Forschung gebildet und wird, da sie Licht zum Gegen-
stand hat und optische Methoden verwendet, gewéhnlich als Teil der Lehre vom
Licht betrachtet. Die Frage, wie Licht in den Atomen erzeugt oder vernichtet
wird, ist aber im Grunde nicht mehr eine rein optische, sondern betrifft in eben-
solchem MaBe die Mechanik der Atome selbst, und die Gesetze der Spektral-
linien offenbaren nicht so sehr Eigentiimlichkeiten des Lichts wie solche der
Struktur der emittierenden Partikel. Die gesamte Spektroskopie hat sich daher
aus einem Teil der Optik immer mehr zu einem Sondergebiet entwickelt, das die
empirischen Grundlagen fiir die Atom- und Molekularphysik liefert. Der Um-
fang dieses Gebietes und die Eigenart der dabei benutzten Methoden machen
eine Behandlung in diesem Buche unméglich.

Was die Methoden betrifft, so hat sich gezeigt, daB die gewohnliche klassische
Mechanik zur Beschreibung der atomaren Vorginge nicht ausreicht; an ihre
Stelle ist die von Max PLANCK (geb. 1858) entdeckte Quantentheorie (1900) ge-
treten. Ihre Anwendung auf die Struktur der Atome fithrte NIELs BoHR (geb.
1885) zu einer Erklirung der einfachen Gesetze der Linienspektren von Gasen
(1913). Aus diesen Anfingen entstand im Wechselspiel mit den sich immer
mehr hiufenden Beobachtungen die heutige Quantenmechanik (HEISENBERG,
DE BROGLIE, SCHRODINGER; 1925). Durch sie haben wir eine weitgehende Ein-
sicht in die Struktur der Atome und Molekiile erlangt3.

1 J. FRAUNHOFER: Gilberts Ann. Bd. 56 (1817) S. 264. — Erwahnt sei, daB vor FRAUN-
HOFER schon im Jahre 1802 die schwarzen Linien im Sonnenspektrum von W. H. WoLLASTON
beobachtet, aber falsch gedeutet wurden (Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. 1802) S. 365.

2 R. BunseN und G. KircHHOFF: Untersuchungen iiber das Sonnenspektrum und die
Spektren der chemischen Elemente. Abh. kgl. Akad. Wiss., Berlin 1861, 1863.

3 Fiir genaueres Studium verweisen wir auf die Lehrbiicher der Quantentheorie, wie
A. SOMMERFELD: Atombau und Spektrallinien, 5. Aufl. Braunschweig 1931 ; Derselbe: Wellen-
mechanischer Erginzungsband. Braunschweig 1929; E. BLocH: L’ancienne et la nouvelle
theorie des quanta. Paris 1930; M. BorN: Vorlesungen iiber Atommechanik. Berlin 1925;
M. BorN u. P. JorDAN: Elementare Quantenmechanik. Berlin 1930; E. SCHRODINGER: Ab-
handlungen zur Wellenmechanik, 2. Aufl. Leipzig 1928; W. HEISENBERG: Die physikalischen
Prinzipien der Quantentheorie. Leipzig 1930; L. de BroGLIE: Einfilhrung in die Wellen-
mechanik. Leipzig 1929; J. FRENKEL: Einfithrung in die Wellenmechanik. Berlin 1929;
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Aber auch die Vorstellung vom Lichte selbst ist von der Quantentheorie
wesentlich beeinfluBt worden. Schon in ihrer ersten Fassung durch PrLanck
erscheint eine den klassischen Vorstellungen kraB widersprechende Behauptung,
daB ndmlich ein elektrisches schwingendes System seine Energie nicht konti-
nuierlich an das elektromagnetische Feld als Welle abgibt oder von ihm auf-
nimmt, sondern diskontinuierlich, in endlichen Betrigen oder ,,Quanten‘’, deren
GroBe proportional der Frequenz » des Lichts, gleich ¢ = A» sein soll. Die hier
eingefithrte sog. PrLaNcksche Konstante & = 6,55 - 10-*ergsec ist das Merk-
mal, das die ganze neuere Physik von der ilteren unterscheidet.

Die paradoxe, ja irrationale Natur dieses PLANCKschen Ansatzes ¢ = hv ist
erst allmihlich den Physikern zum BewuBtsein gekommen, hauptsichlich durch
Arbeiten von EINSTEIN und BOHR. EINSTEIN sah sict durch Prancks Theorie
(1905) veranlaBt, die Emissionstheorie des Lichts in einer neuen Form wieder-
zuerwecken, indem er annahm, dafl die PLaNckschen Energiequanten als wirk-
liche Lichtteilchen, auch ,,Lichtquanten‘‘ oder ,,Photonen‘* genannt, existierten,
und es gelang ihm, durch diese Annahme einige in neuerer Zeit entdeckte und
wellentheoretisch unerklirbare Eigenschaften bei der Umsetzung von Licht in
korpuskulare Energie zu erkliaren, vor allem den sog. lichtelektrischen Effekt
und die Grundtatsachen der Photochemie. Bei dieser Gruppe von Erscheinungen
wirkt das Licht nicht, wie es wellentheoretisch sollte, indem es dem losgeldsten
Partikel eine seiner Intensitit proportionale Energie zufithrt, sondern vielmehr
wie ein GeschoBhagel, wobei die dem Sekundirteilchen erteilte Energie unab-
hingig von der Intensitit und nur von der Frequenz des Lichts abhingig ist
(nach dem Gesetz ¢ = h»). Die Anzahl der Experimente, die diese Eigenschaft
des Lichts herausstellten, hat sich von Jahr zu Jahr vermehrt, und es ergab
sich die Sachlage, da man die gleichzeitige Giiltigkeit der Wellen- und der
Korpuskulartheorie des Lichts anerkennen muBite, wobei die erste durch die
Interferenzerscheinungen, die letzte durch die lichtelektrischen Auslésungen
experimentell sichergestellt wird. Dieser paradoxe Sachverhalt ist erst in den
letzten Jahren durch die Entwicklung der Quantenmechanik bis zu einem ge-
wissen Grade aufgeklirt worden (Kap. VIII, § 90), allerdings nur unter Auf-
gabe eines Grundprinzips der alteren Physik, nimlich des Kausalprinzips in der
Fassung des Determinismus.

Eine vollige Klarlegung dieser Verhiltnisse ware die Aufgabe einer zukiinftigen
Optik, von der heute zwar einige Grundziige festliegen, die aber noch keines-
wegs ausgefiihrt ist. Das vorliegende Buch wird in seinen SchluBabschnitten
bis an die Fragestellung dieser Zukunftsoptik heranfiihren.

In diesem Buch fehlt ferner ein weiterer Zweig der Optik, der sich in dhn-
licher Weise wie die Quantentheorie zu einem selbstindigen Teilgebiet von
groBem Umfang entwickelt hat, namlich die Lehre von der Optik bewegter
Korper. Die erste Erscheinung dieser Art, die beobachtet wurde, ist die Aberra-
tion des Fixsternlichts, aus der JAMES BRADLEY (1692—1762) die Lichtgeschwin-
digkeit bestimmen konnte. Einige andere hierhergehérige Erscheinungen haben
wir oben erwihnt: FRESNEL hat die ersten Betrachtungen iiber die Mitfithrung
des Lichts durch bewegte Korper angestellt und gezeigt, daB es sich so verhalt,
als ob der Lichtither nur mit einem Bruchteil der Geschwindigkeit der Kérper
an der Bewegung teilnimmt; F1zEau hat dann diese Mitfithrung des Lichts an

A. MArcu: Die Grundlagen der Quantenmechanik. Leipzig 1931; P. A. M. Dirac: Die
Prinzipien der Quantenmechanik (deutsch von W. Broch). Leipzig 1930; H. WEvL:
Gruppentheorie und Quantenmeghanik, 2. Aufl. Leipzig 1931; E. WiGNER: Gruppentheorie
und Atomspektren. Braunschweig 1931; B. L. VAN DER WAERDEN: Die gruppentheoretische
Methode in der Quantenmechanik. Berlin 1932.
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stromendem Wasser experimentell nachgewiesen. Der Einflul der Bewegungen
von Lichtquelle und Beobachter ist von CHRISTIAN DOPPLER (1803 —1853) in
dem bekannten nach ihm benannten Prinzip formuliert worden. Solange die
elastische Lichttheorie galt und die MeBgenauigkeit nur beschrinkt war, reichte
der FreEsNELsche Gedanke der partiellen Mitfithrung zur Erklirung aller Er-
scheinungen aus. Die elektromagnetische Lichttheorie aber stieB auf prinzipielle
Schwierigkeiten. HERTZ machte den ersten Versuch, die MAXWELLschen Gesetze
auf bewegte Korper zu verallgemeinern. Seine Formeln stehen aber im Wider-
spruch zu einigen elektromagnetischen und optischen Experimenten. Eine groBe
Bedeutung erlangte die Theorie von HENDRIK ANTOON LORENTZ (1853 —1928);
dieser nahm einen ,,absolut ruhenden‘‘ Ather als Triger des elektromagnetischen
Feldes an und fiihrte die Eigenschaften der materiellen Kérper auf das Zusammen-
wirken von elektrischen Elementarteilchen, Elektronen, zuriick. Er konnte
zeigen, daB sich hieraus FRESNELs Mitfithrungskoeffizient richtig ergab und daB
iiberhaupt alle damals (1895) bekannten Erscheinungen durch diese Hypothese
erklart wurden. Doch fithrte die ungeheure Steigerung der MeBgenauigkeit bei
der Bestimmung von Lichtwegen durch das Interferometer von ALBERT ABRAHAM
MICHELSON (1852—1931) zu einem neuen Widerspruch: es gelang nicht, den von
der Theorie des ,,ruhenden Athers‘ geforderten Atherwind nachzuweisen. Die
Aufklirung brachte ALBERT EINSTEIN (geb. 1879) mit seiner Relativititstheorie.
Sie beruht auf einer Kritik der Begriffe von Raum und Zeit und fithrt zu einer
Aufgabe der euklidischen Geometrie und des anschaulichen Begriffs der Gleich-
zeitigkeit. IThre weitere Entwicklung zur sog. allgemeinen Relativititstheorie
brachte eine ganz neue Auffassung der Gravitationserscheinungen durch eine ,,Geo-
metrisierung’ der raumzeitlichen Mannigfaltigkeit. Alles dies erfordert einen
Aufwand besonderer mathematischer und physikalischer Methoden, die zwar
iiberall in die Optik eingreifen, sich aber doch zwanglos von ihr trennen lassen.
Die Menge der Lichterscheinungen, bei denen die Bewegung der Kérper (z. B.
der Lichtquellen) eine wirklich wesentliche Rolle spielt, ist ziemlich gering.
Wir werden in diesem Buch nur an einer Stelle darauf stoBen (bei der Anwendung
des DoppLERschen Prinzips auf die Verbreiterung der Spektrallinien, Kap. VIII,
§ 86, 92). Im allgemeinen aber verweisen wir fiir das Studium dieser besonderen
Vorginge auf die Literatur iiber Relativitdtstheoriel.

Zum SchluB der Einleitung sei darauf hingewiesen, da die Einwirkungen
des Lichts auf unser Sinnesorgan, das Auge, in diesem Buch iiberhaupt nicht
behandelt werden. Das Auge selbst ist zwar ein optischer Apparat, und seine
einfachsten Eigenschaften kommen gelegentlich (bei der geometrischen Optik
und Beugungstheorie, Kap. II u. IV) kurz zur Sprache. Die Farbempfindungen
aber gehoren in die Physiologie. Die Physik hat im wesentlichen nur mit solchen
Erscheinungen des Lichts zu tun, die sich unabhingig vom Auge mit physi-
kalischen Mitteln, wie photographische Platte, lichtelektrische Zelle od. dgl.
nachweisen lassen. Beziiglich des Zusammenhangs mit der physiologischen Optik
verweisen wir auf die entsprechenden Lehr- und Handbiicher2.

1 Bicher zur Einfilhrung: M. Born: Die Relativititstheorie Einsteins, 3. Aufl. 1922;
A. S. EppINGTON: Raum, Zeit, Schwere. Braunschweig 1923. — Ausfithrliche Werke: H. WEYL:
Raum, Zeit, Materie. Vorlesungen iiber Relativitatstheorie, 5. Aufl. Berlin 1923; M. v. LAvE:
Das Relativititsprinzip, Bd. I, 2. Aufl. 1913, Bd. I1, 2. Aufl. 1923. Braunschweig; W.PAuLr;
Relativitatstheorie. Enzyklopiadie der mathematischen Wissenschaften Bd. V, 2; auch als
Sonderdruck erschienen; A.S. EDDINGTON: Relativitatstheorie in mathematischer Behand-
lung. Berlin 1925.

2 Eine Darstellung der Gesichtsempfindungen durch einen Physiker findet man in:
MULLER-POUILLET Bd. 2 I, 11. Aufl. Braunschweig 1926. Artikel von SCHRODINGER: I1I. Die
Gesichtsempfindung, §§ 21 —64 S. 456— 560.



Erstes Kapitel.

Elektromagnetische Lichttheorie fiir
durchsichtige isotrope Korper
ohne Farbenzerstreuung.

§ 1. Die MaxwELLschen Gleichungen!.
Der Zustand des Athers ist bestimmt durch zwei Vektoren:

die elektrische Feldstirke €,
die magnetische Feldstirke .

Der Zustand der Materie erfordert zur Beschreibung auBerdem noch die

drei Vektoren: R . ,
die Dichte des Leitungsstroms 1,

die dielektrische Verschiebung ¥,
die magnetische Induktion 9B.

Dabei sind €, ®© und i polare, § und B axiale Vektoren.
Die raumzeitlichen Anderungen dieser Vektoren sind durch die MAXWELLschen

Gleichungen?

(a) rot.@—%‘iz—t—”i,
(1) :

(b) ot + ~ B8 =0
verkoppelt; zu diesen treten noch die skalaren Relationen
@) (a) divd = 4np,

(b) div8 =0,

von denen die erste die elektrische Ladungsdichte definiert, wihrend die zweite
aussagt, daB es keinen wahren Magnetismus gibt.

Was die gebrauchten Einheiten betrifft, so werden g, i, €, ® im elektro-
statischen MaBsystem gemessen,  und B im magnetostatischen; ¢ ist dann die
im BI10oT-SAvARTschen Gesetz auftretende Konstante von der Dimension einer
Geschwindigkeit, die man als das Verhiltnis der Ladungseinheit im elektro-
magnetischen und im elektrostatischen MaBe bestimmen kann (nach KoHL-
RAUSCH und WEBER, s. historische Einleitung S. 5) und deren Zahlenwert recht
genau 3 .10 cmsec-! betrigt (genauere Zahlenwerte s. §4).

1 Zur Einfiihrung in die MAXwELLsche Theorie seien folgende Biicher empfohlen: M. ABRA-
HAM: Theorie der Elektrizitit, neu bearbeitet von R. BECKER. Leipzig: 1930; M. PLANCK:
Einfihrung in die Theorie der Elektrizitat und des Magnetismus. Leipzig 1922; J. FRENKEL:
Lehrbuch der Elektrodynamik. Berlin 1. Bd. 1926, 2. Bd. 1928.

2 Hier wie im folgenden bedeutet ein Punkt iiber einem Buchstaben den Differential-
quotienten der betreffenden GroSe nach der Zeit.
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Aus (1a) und (2a) folgt

e LT - AN PR - '
lel——4—nle@— 6—“—d1v®——61
oder
.. o
(3) d1v1+5?—0.

Das ist die Kontinuititsgleichung der elektrischen Ladung. Integriert man sie
iiber einen beliebigen Raum, so erhilt man nach dem Gaussschen Satze

[ido + 2 [ods =0,

wo dS ein Volumenelement, do ein Oberflichenelement und » die duBlere Nor-
male bedeuten. Diese Gleichung besagt, daBl die gesamte, in dem Raumstiick
vorhandene Ladung

(4) e=[0dS

nur dadurch zunehmen kann, daB ein Strom der Stirke
(5) J = [ido

durch die Oberfliache eintritt:

(©) 7.

Die zwei vektoriellen Feldgleichungen (1a, b) geniigen nicht zur Be-
stimmung der finf Vektoren €, $, i, D, B; sie miissen erginzt werden durch
Beziehungen, die das Verhalten der Materie unter der Wirkung eines Feldes
darstellen und die wir Materialgleichungen nennen wollen. In diese geht alles
ein, was von der Struktur der Materie abhidngt; es handelt sich also im all-
gemeinen Falle um héchst verwickelte Beziehungen. Der Aufbau unserer Dar-
stellung wird durch den Gedanken bestimmt, daB wir von den Substanzen mit
einfachen Materialgleichungen zu solchen mit immer komplizierteren aufsteigen.

Wir beginnen mit der Betrachtung homogener, isotroper Korper; bei diesen
kann man eine groBe Gruppe von Erscheinungen darstellen durch den Ansatz

(a) i=o0G¢,
(7) 7 (b) D=¢C,
() B=up

mit drei Materialkonstanten

o: die spezifische Leitfahigkeit,
¢: die Dielektrizititskonstante,
u: die magnetische Permeabilitit.

Die Gleichung (7a) ist das OHMsche Gesetz in differentieller Form; (7b) faBt
die Erfahrungen iiber Kapazititen von Kondensatoren mit verschiedenen iso-
tropen Isolatoren zusammen; (7c) beschreibt das Verhalten isotroper para- und
diamagnetischer Korper.

Die Gesetze der Fortpflanzung des Lichts sind zuerst an solchen Kérpern
studiert worden, bei denen das Licht groflere Schichtdicken ohne merkliche
Schwichung passieren kann; diese durchsichtigen Substanzen miissen elektrische
Nichtleiter sein, weil Leitfahigkeit immer mit Entwicklung JouLEscher Warme
und dadurch mit Energieverlust verbunden ist (s. § 2). Wir werden daher hier
mit dem Fall von isotropen Nichtleitern beginnen und ¢ = O setzen (Kap. I—1IV).
Ehe wir dann zur Behandlung der Leiter iibergehen, werden wir die Voraus-
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setzung der Isotropie fallen lassen; so gelangen wir zur Kristalloptik, bei der an
die Stelle der Proportionalititen (7) allgemeinere lineare Vektorgleichungen treten
(Kap. V).

Durch die Voranstellung der Kristalloptik gewinnen wir den Vorteil, zahl-
reiche optische MeBapparate verstehen zu lernen, die spiter, vor allem in der
Metalloptik, gebraucht werden. Metalloptik ist die Behandlung der Lichtwellen
in leitenden Kérpern (Kap. VI).

Bis dahin werden die Substanzen als Kontinua behandelt. Fiir eine groBe
Reihe von Erscheinungen, vor allem immer da, wo die Temperatur EinfluB hat
oder Abweichungen von der Isotropie durch duBere Krifte erzwungen werden,
muB man die Molekularstruktur der Korper in Rechnung setzen. Dies geschieht
zunichst dadurch, daB man gewissermaBen das einzelne Molekiil als anisotropen
Kérper behandelt und dann die der Temperatur und den duBeren Feldern ent-
sprechenden Mittelungen ausfithrt. Dds 1st der Inhalt des Abschnitts iiber
Molekularoptik (Kap. VII).

Das letzte Kapitel iiber Emission, Absorption, Dispersion behandelt Er-
scheinungen, welche zum Teil bereits den Rahmen dieses Buches iiberschreiten,
weil der innere Bau der Atome oder Molekiile dabei genauer in Betracht gezogen
werden mufl. Man kann aber auch ohne Eingehen auf die Quantentheorie bereits
eine sehr groBe Anzahl von Erscheinungen verstindlich machen; der Grund-
gedanke ist die Beriicksichtigung der , Trigheit” der materiellen Partikel beim
Mitschwingen im Lichtfeld, die zu einer charakteristischen Abanderung der
Materialgleichungen fithrt (Abhéingigkeit aller Konstanten von der Frequenz).

Nach diesem Programm wenden wir uns wieder unserem Gegenstand zu.

§ 2. Der Energiesatz.

Die Lichtstiarke ist vom Standpunkte der elektromagnetischen Optik nichts
als Energie des Feldes. Es ist daher notwendig, sich der Formulierung des
Energiesatzes in der MaxwEgLLschen Theorie zu erinnern.

Die gesamte Energie E des elektromagnetischen Feldes innerhalb eines Raum-
teils setzt sich zusammen aus der elekirischen und der magnetischen Energie:

(1) E = [UdS+ [TdS ;
dabei sind die Energiedichten durch
1
(2) U= 3= D,
1
) T=g 9%
definiert; ihre Summe bezeichnen wir mit
@ W=U+T=(6D+ 9% = - (€ + u?
und haben dann
(5) E = [Wids.

Die in der Zeiteinheit im betrachteten Raumteil entwickelte JOULEsche
Wirme Q ist
(6) Q= [i€dS = [0E2dS.

AuBer dem Verlust durch Wirmeentwicklung besteht noch eine Abnahme

der elektromagnetischen Energie infolge der Ausstrahlung durch die Oberfliche;
diese wird bestimmt durch den POYNTINGschen Strahlvektor

7) ©=4—i—‘(§x@.



12 1. Elektromagnetische Lichttheorie fiir durchsichtige isotrope Korper.

Wir zeigen jetzt, daB auf Grund der MAXwELLschen Gleichungen die Energie-
inderung tatsichlich durch die Wirmeentwicklung und Ausstrahlung kompen-
siert wird.

Man hat nach (4) und (5)

dE _ 0 1.9 1 i :
=5 /WaS == 2 (€ + p9dS = = [(cCC + p©)ds.

Aus den MaxweLLschen Gleichungen §1 (1a, b) ergibt sich nun durch skalare
Multiplikation mit € und $: -

o 26D =2 CE=GCroty — g,
S pB="L99=—9rotC.

Unter Verwendung der Vektoridentitit

9) CrotH — Prot€ = —div(€ x 9)
erhilt man also

2 _ 2 [(Eroth — Hrot€)dsS — [i6dS = — .= [div(G x 9)dS — [iGdS.
Anwendung des Gaussschen Satzes auf das erste Integral rechter Hand liefert
dann mit Riicksicht auf die Definitionen (6) und (7)

dE
—=—[8,do—Q.
Diese ‘Gleichung stellt die Energiebilanz dar.

Bei der Ableitung sind die Materialgleichungen in der speziellen Form §1 (7)
vorausgesetzt worden; wir werden daher bei jeder Verallgemeinerung dieser
Materialgleichungen von neuem zu untersuchen haben, welche Form der Energie-
satz annimmt, sofern eine solche Uberlegung sich nicht als selbstverstindlich
eriibrigt.

(10)

§ 3. Fortpflanzung ebener Wellen.

Eine bestimmte Raumrichtung sei durch den Einheitsvektor § gegeben. Ist t
der Ortsvektor, dessen Komponenten in einem rechtwinkligen Koordinaten-
system die Koordinaten x, y, z selbst sind, so ist

. (1) 13 = konst.

s die Gleichung einer auf 3 senkrechten Ebene (s. Fig. 1).
R e — Ein Vorgang, bei dem in einem bestimmten Augenblick
bk das elektromagnetische Feld nur in der Richtung 3 variiert,
Fig. 1 \wellenebene und  aber innerhalb jeder Ebene (1) konstant ist, und bei dem
dieser Zustand mit einer konstanten Geschwindigkeit ¢, in der
Richtung 8 vorwirts riickt, heiBt eine ebene Welle. Die Ebenen (1) werden
Ebenen konstanter Phase oder Phasenebenen genannt; da sie sich mit der Ge-
schwindigkeit ¢, bewegen, entsprechen allen Punkten, die der Gleichung

(2) 13 — ¢,¢t = konst.

geniigen, dieselben Feldvektoren; diese sind also nur Funktionen des Arguments
18 —c,t. Eine ebene Welle wird mithin dargestellt durch

€ =06(t3 — ),
{ =903 —¢).

3)
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Wir fragen nun, ob sich solche Wellen in isotropen Nichtleitern (¢ = 0) mit den
Materialgleichungen §1 (7b, c) fortpflanzen konnen. Aus o = 0 folgt i =0,
also aus §1 (3) 09/0¢t = 0; wenn wir von einer zeitlich konstanten (statischen)
Ladungsverteilung absehen, kénnen wir auch ¢ = 0 setzen.

Es handelt sich also darum, ob der Ansatz (3) mit den MaXWELLschen
Gleichungen

(4)

vertriglich ist.

Nach (3) sind €, 9 Funktionen des einen Arguments # =t3 — ¢t =
=x8, + ¥8, + 28, — tc;; wir wollen die Ableitungen nach % mit €', §’ be-
zeichnen. Dann wird

G':_‘CIGI,
0 00 . 3
rm@=§%—;§=@%—@@=—wx@r

Also gehen die Gleichungen (4) fiir den Ansatz (3) iiber in:

b xs—e9E =0,

¢ x 6+/¢%.§)’=0.
Hieraus folgt durch skalare Multiplikation mit §
€3=0, ©8=0

Diese Formeln kann man auch aus den Divergenzgleichungen §1 (2a, b) mit
o = 0 folgern.

Die Integration nach # liBt sich sofort ausfithren; die dabei rechter Hand
auftretenden Integrationskonstanten kann man Null setzen, was bedeutet, daB
man von einem dem Wellenvorgange iiberlagerten raumlich konstanten Felde
absieht. Man hat also die Gleichungen

(@) @x@—s%@=m
(5) .

(b) ExXs+puH=0
und
(6) Gs=0, $3=0.

Diese letzten Formeln bedeuten physikalisch die ,,Transversalitit” der elek-
trischen und magnetischen Schwingungen. Uberdies folgt aus (5) durch skalare
Multiplikation der ersten Gleichung mit £ oder der zweiten mit €:

? €H=o.

Der elektrische und der magnetische Vektor stehen also auch aufeinander senk-
recht. Nach (5a) bilden die drei Vektoren in der Reihenfolge €, , 3 ein Rechts-
system.

Zerlegt man die Formeln (5) in Komponenten, so hat man sechs homogene,
lineare Gleichungen fiir die sechs Komponenten von € und . Sie sind im all-
gemeinen nicht miteinander vertriglich, sondern nur, wenn die Determinante
verschwindet. Das gibt eine Bedingung fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit c; .
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Man erhilt sie am einfachsten, indem man zunichst einen der beiden Vektoren,
etwa 9, eliminiert; aus (5b) folgt

1 -
und dann aus (5a)
c 1 ¢t 1
Gzc—l—s-.i)XQ———EJ(QX ¢) x 8.

Nun ist nach einer bekannten Vektoridentitit
(BX €) x 3=C€(38) —8(€8) =€
wegen (6) und 33 = 1. Daher ergibt sich fiir jene Determinantengleichung

(9) _0.2_ 1_ =1

e

Jetzt nimmt die Beziehung (8) zwischen € und $ die Form an

(10) @:V%gx@

und hieraus folgt die symmetrische Relation

(11) Vul9l=1Vel€l,

die zusammen mit den Richtungsbestimmungen (6), (7) den Inhalt der Max-
wEgLLschen Gleichungen hinsichtlich der Feldvektoren in einer ebenen Welle
erschopft.

Wir bestimmen die Energiemenge, die von der Welle in der Zeiteinheit durch
ein zur Fortpflanzungsrichtung 3 senkrechtes Flichenelement transportiert wird.
Dazu betrachten wir einen Zylinder, dessen Achse mit & parallel und dessen
Querschnitt gleich der Flicheneinheit ist; alle Energie, die in einem Stiick dieses
Zylinders von der Linge c, enthalten ist, wird dann in der Zeiteinheit die Grund-
fliche passieren. Der Energiestrom wird also den Betrag ¢, W haben, wo W die
durch § 2 (4) definierte Energiedichte ist. Wegen (11) wird

(12) W =6

Andererseits folgt fiir den PoyNTINGschen Strahlvektor § 2 (7) nach (6) und (7)
- ° = 6]- .
=6 xH—|6| |53

oder nach (11)

cy/e
(13) 624—” ;3@2.

Nach (12) und (9) erhdlt man also
14 6 ==
(14) o
Der PoyNTINGsche Vektor stimmt demnach seinem Betrage und seiner Rich-
tung nach mit dem oben anschaulich berechneten Energiestrom iiberein; er
kann also zur Darstellung der Lichtstrahlung nach Intensitit und Richtung
dienen.

Um einen Begriff von der GréBenordnung der in Lichtwellen vorkommenden
elektrischen Feldstirken zu geben, betrachten wir die Sonnenstrahlung, die auf
die Erde auffillt. Die Wirmemenge, die von der Sonne in ihrer mittleren Ent-
fernung in 1 Minute auf 1 cm? der Erdoberfliche senkrecht eingestrahlt wiirde,

W.3=cW-3.
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wenn es keine Absorption in der Atmosphire gibe, heiBt die Solarkonstante; ihr
Wert betrigt etwa 2,0calcm~2min-?. Das gibt, umgerechnet auf Sekunde
und Erg, einen Energiestrom von

2,0-4,19 - 10’

|6 = e = 139 10%ergcm~2sec!.

Aus (13) folgt dann mit ¢ = u =1
62=2"|g|=5283-10-1,

| €| = 0,0242e.5.E.

Das entspricht nach dem CouromBschen Gesetz |E| = ¢/r* dem Felde der
Ladung ¢ =1 e.s.E. im Abstande

r = 1 = 6,4cm.

¥0,0242
Bedenkt man, dafB3 eine Kugel von 1 cm Radius gegeniiber entfernten leiten-
den Winden die Kapazitit 1 hat, also fiir das Potential 1 e.s. E. = 300 Volt
die Ladung 1 e.s. E. annimmt, so bekommt man eine Anschauung von der Gro8e
des Feldes.

§ 4. Das SneLLiussche Brechungsgesetz.

Wir kommen nun zur Diskussion der Formel §3 (9), die eine Bedingungs-
gleichung fiir die Wellengeschwindigkeit ¢, darstellt.

Zunichst sieht man, daB im Vakuum, wo ¢ = u =1 ist, ¢; = ¢ wird. Die
Messungen der elektrodynamischen Konstanten ¢, deren erste von WEBER und
KoHLrAUSCH wir in der Einleitung erwidhnt haben, und die direkten Messungen
der Lichtgeschwindigkeit haben in der Tat sehr gute Ubereinstimmung ergeben.
Auf die Methoden dieser Messungen gehen wir nicht ein, da sie (wenigstens
sofern die Lichtfortpflanzung im Vakuum in Betracht kommt) keine neuen
theoretischen Uberlegungen erfordern,- sondern verweisen auf die Lehrbiicher
der Experimentalphysik. Erwihnt sei nur, daB die erste Messung der Licht-
geschwindigkeit mit irdischen Lichtquellen 1849 von F1zeau nach der Methode
des rotierenden Zahnrades ausgefithrt wurde; die bessere, bis heute gebrauchte
Methode des rotierenden Spiegels wurde 1862 von FoUCAULT angegeben. Die
Ergebnisse der neuesten Messungen sind folgende:

Elektromagnetische Bestimmung von GRUNEISEN und GIEBE (1920)
¢ = 299790 km sec~! 4 30

Messung der Lichtgeschwindigkeit zwischen Mount Wilson und Mount Antonio
(Kalifornien) von MICHELSON (1927) € = 299796 km sec~! + 14.

Die Ubereinstimmung ist also vorziiglich.

Fir die Lichtgeschwindigkeit in anderen Medien gilt nach §3 (9)
(1) ci = Yeu.

1

Da ¢ stets groBer als 1 und u fiir durchsichtige Korper nicht merklich von 1
verschieden ist, so folgt ¢, << c. FoucauLt hat, wie in der Einleitung erwihnt,
die Lichtgeschwindigkeit in Wasser direkt gemessen und sie tatsichlich kleiner
als im Vakuum (praktisch: Luft) gefunden, wie es die Wellentheorie verlangt.

Die exakte Bestimmung von ¢, geschieht aber nicht direkt, sondern relativ
zu ¢ durch den Zusammenhang mit dem Brechungsgesetz. Um dies abzuleiten,
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iiberlegen wir, daB irgendeine Feldkomponente fiir cine ebene Welle bestimmt
ist, wenn man ihren Verlauf an einem einzigen Raumpunkte fiir alle Zeiten kennt.
Ist nimlich /(#) die Funktion, die diesen Verlauf darstellt, so ist f(¢ — r3/c,) die
Darstellung der Welle in irgendeinem Punkte zu irgendeiner Zeit.

Fillt nun eine ebene Welle auf die ebene Grenzfliche zweier Substanzen mit
verschiedenen Lichtgeschwindigkeiten, so spaltet sie sich erfahrungsgemiB in
eine reflektierte und eine gebrochene Welle. In einem Punkte der Grenzebene
muB der zeitliche Ablauf der Schwingung fiirr diese sekundiren Wellen mit dem
der primiren identisch sein; also muB das Argument ¢ — t3/c, der Wellenfunk-
tionen fiir die drei Wellen iibereinstimmen. Nehmen wir die Grenze als Ebene
z2=0, so ist (x3, + ¥3) +1/c; invariant, und zwar fiir alle Punkte x, y der
Grenzebene; daher sind die Tangentialkomponenten $,/c,, 8,/c, des Vektors
8/c, einzeln invariant.

Wir betrachten nun zunichst den reflektierten Strahl; fiir diesen hat ¢, den-
selben Wert wie fiir den einfallenden. Daraus folgt die Invarianz der Tangential-
komponenten von 3 selbst. Hierin ist erstens das Gesetz enthalten, daB die
Wellennormale des reflektierten Strahls in der durch die Grenzflichennormale
(z-Achse) und den einfallenden Strahl bestimmten Einfallsebene liegt; zweitens
folgt aus dem Umstande, daB 8 Einheitsvektor ist, die Gleichheit der Betrige
von 3, fiir den einfallenden und reflektierten Strahl und damit die Gleichheit
des Reflexions- und des Einfallswinkels.

Fir die gebrochene Welle folgt zunichst ebenso, daB ihre Normale in der
Einfallsebene liegt. Setzt man ferner 8, = cos¢g, so hat man die Invarianz von

Y& + & = Lsing.
1 1

Beziehen sich die Indizes 1 auf den einfallenden, 2 auf den gebrochenen
Strahl, so gilt das SNELLIUSSche Brechungsgesetz

sing; _ sing,
z Man nennt das Verhiltnis
' __sing; 29
, 3) N = sing, <

den Brechungsindex oder Brechungsquotienten

14
P { o fir den Ubergang vom ersten nach dem
Zy zweiten Medium.
C2¢ Handelt es sich um den Ubergang vom
y A Vakuum in das Medium 1, so nennt man

(4) n—Sne _ ¢
SN @ [
den Brechungsindex dieses Mediums schlecht-
weg. Sind dann #%,, n, die Brechungindizes
zweier Medien, so gilt
(5) g = % .
1
Die Fig. 2 zeigt die Konstruktion der gebrochenen Welle aus elementaren
Kugelwellen nach dem HUYGENSschen Prinzip. P sei ein Punkt der Grenz-
ebene, PQ die Spur der durch P gehenden Wellenebene des einfallenden Lichts
in der als Zeichenebene gewihlten Einfallsebene. Diese Wellenebene brauche
die Zeit ¢, um beim Vorriicken den Punkt Q in den Oberflichenpunkt O zu ver-
schieben; dann ist QO = ¢,¢. In derselben Zeit hat sich von P aus eine Kugel-
welle vom Radius c,? ausgebreitet; nach HuyGENSs ist die Enveloppe aller solcher

Fig. 2. Konstruktion der Brechung nach dem
HuvGENsschen Prinzip.
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Elementarwellen, d. h. die von O aus an die Kugel gelegte Tangentialebene, die
gebrochene Wellenfront; ihre Spur in der Einfallsebene ist die Tangente OR.
Man liest aus der Figur ohne weiteres das Brechungsgesetz (3) ab.

§ 5. Die MaxwEeLLsche Formel fiir den Brechungsindex.

Wir kénnen nun den physikalischen Inhalt der Formel § 4 (1) untersuchen;
sie driickt den Brechungsindex durch elektromagnetische Konstanten der Sub-
stanz aus. Da alle durchsichtigen Kérper nahezu unmagnetisierbar sind, kann
man praktisch 4 = 1 setzen und hat dann durch Vereinigung von §4 (1) und

§4(4)
(1) n=VYe.

Diese von MAXWELL aufgestellte und nach ihm benannte Relation fordert zu
einer Priffung der elektromagnetischen Lichttheorie heraus, da die Dielektrizi-
titskonstante durch rein elektrische Messungen bestimmbar ist. Sogleich sto8t
man dabei auf den Widerspruch, daB zwar ¢ eine Materialkonstante, der Bre-
chungsquotient » aber von der Farbe, also von der Schwingungszahl des Lichts
abhingig ist. Die MaxweLLsche Beziehung kann also keinesfalls streng gelten,
hochstens angenihert bei solchen Substanzen, wo erfahrungsgemiB # nur wenig
von der Frequenz des Lichts abhingt.

Diese Bedingung ist vor allem bei einer Reihe von Gasen chemisch einfacher
Bauart erfiillt. BortzMANN! hat daher bald nach MaxweLLs Veroffentlichung
die Brechung solcher Gase moglichst genau gemessen. Tabelle 1 gibt einen
Auszug aus seinen Resultaten.

Man sieht, daB eine recht Tabelle 1.
gute Ubereinstimmung vor- - "
handen ist. -

Auch bei manchen fliissigen &lrlft e 1,00029‘; 1,000295

: asserstoff H, . . . . . 13 132
é{.OhIl;: m'vassersto?fgn Stlrgmt. Kohlendioxyd 2C02 N 449 473
ie Beziehung einigermalen;  gohlenoxyd cO . . . . 340 345
z.B.ergibtsich fiir Benzol CgH,:
n=1,482, Ve=1,489. Tabelle 2.

Dagegen versagt sie bei » Ve
Vlglen F luss%gkelten und fes.ten Methylalkohol CH,OH . . 1,34 5,7
Korpern, wie Tabelle 2 zeigt.  Athylalkohol C;H,OH . . . 1,36 5,0

Wie sind diese Abweichun- Wasser HO . . . . . . . 1,33 9,0

gen zu erkldren?

Sie beruhen offenbar auf der Annahme eines konstanten Wertes von ¢; darin
liegt die Voraussetzung, daB die Verschiebung ® in jedem Augenblick dem
elektrischen Felde € exakt proportional ist. Indem wir Uberlegungen vorweg-
nehmen, die spiter genau begriindet werden (Kap. VII, VIII), denken wir uns
D zerlegt in einen Anteil des Vakuums, der direkt gleich € ist, und einen An-
teil 47%P, der dem elektrischen Moment pro Volumeneinheit der Materie P

proportional ist: D=+ 478
= TR .
Diese durch P gemessene raumliche Elektrisierung entsteht durch Einwirkung

des Feldes auf die Materie. Wir gehen kurz auf den atomaren Mechanismus
dieses Vorganges ein. Die Atome und Molekiile sind aus positiven Kernen und

! L. BoLTzMANN: Wien. Ber. Bd. 69 (1874) S. 795; Pogg. Ann. Bd. 155 (1875) S. 403;
Wiss. Abh. physik.-techn. Reichsanst. Bd. 1 Nr. 26 S. 537.

Born, Optik. 2
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negativen Elektronen zusammengesetzt; sie sind nicht nur als Ganzes beweglich,
sondern auch bis zu gewissem Grade deformierbar. Ein elektrisches Feld wird
allemal eine solche Deformation des Teilchens und damit ein elektrisches Mo-
ment (Summe iiber die Produkte Ladung mal Verschiebung) erzeugen, das dem
Felde proportional ist. Dabei sind aber zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem
ob bei der Deformation nur Elektronen verschoben werden oder auch Kerne.
Der physikalische Effekt ist nimlich wegen des groBen Massenunterschiedes von
Elektronen und Kernen sehr verschieden, sobald das elektrische Feld nicht
statisch ist, sondern schwingt.

Die leichten Elektronen werden einem Wechselfelde bis zu sehr hohen Fre-
quenzen nahezu momentan folgen; wir werden spiter in der Dispersionstheorie
(Kap. VIII) das Mitschwingen der Elektronen genauer untersuchen und sehen,
daB in den meisten Fillen bis zu den Frequenzen des sichtbaren Spektrums
herauf nur eine sehr geringfiigige Abweichung vom instantanen Mitschwingen
zu spiiren ist. Wir kénnen daher fiir den Anteil der reinen Elektronenschwin-
gung am elektrischen Moment schreiben

a

531:4_,,@3:

wo a von ganz langsamen Schwingungen bis ins sichtbare Gebiet hinein nahezu
konstant ist.

Sobald aber Kerne mit in Bewegung geraten, werden die Oszillationen des
elektrischen Moments schon fiir wesentlich langsamere Schwingungen gegen die
des erregenden Feldes nachhinken. Die Schwingungen des sichtbaren Lichts
sind bereits so schnell, daB die Kernmassen ihnen iiberhaupt nicht mehr folgen
konnen, sondern in Ruhe bleiben. Schreibt man fiir diesen Anteil des elektri-
schen Moments

b
“BZ:Z;@)

so wird b eine Funktion der Frequenz sein, die von ihrem Werte bei sehr lang-
samen Schwingungen (statischen Feldern) an einer bestimmten Stelle des Spek-
trums noch vor dem sichtbaren Gebiet auf Null absinkt.

Die Bewegung der Kerne im elektrischen Felde kann in zwei wesentlich ver-
schiedenen Formen vor sich gehen: Oszillationen und Rotationen. In mehr-
atomigen Molekiilen und in Kristallen entstehen Schwingungen der Kerne, wenn
die Ladungsverteilung nicht symmetrisch ist; besonders wichtig ist hier der
Grenzfall, bei dem man die Molekiile oder Kristalle aus geladenen Atomen (Ionen)
zusammengesetzt denken kannl.

Es gibt aber noch den anderen Fall der Rotation, auf den DEBYE? aufmerk-
sam gemacht hat. Wenn ndmlich die Molekiile einer Fliissigkeit oder eines
Gases von Natur ,,Dipole sind, d.h. wenn der elektrische Schwerpunkt der
Elektronen nicht mit dem der Kerne zusammenfillt, so werden sie sich in einem
“elektrischen Felde in die Richtung des Feldes hineinzudrehen suchen. Wegen
der Wirmebewegung kommt allerdings keine vollstindige Parallelrichtung zu-
stande; die oben eingefithrte GréBe b wird hier offenbar von der Temperatur
abhingig. Der Spektralbereich, wo infolge der Trdgheit die Einstellung nicht
mehr zustande kommt, liegt in der Gegend von 1 cm Wellenldnge.

1 Sjehe hierzu die ausfiihrlichere Darstellung in Kap. VIII. Wir erinnern hier nur an die
Arbeiten von RUBENS iiber ultrarote Kristallschwingungen (Reststrahlen) und von SCHAFER
und seinen Schiilern iher intramolekulare Schwingungen.

2 Zusammenfassende Darstellung: P. DEBYE: Polare Molekeln. Leipzig 1929.
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Nunmehr kénnen wir das verschiedene Verhalten der Kérper hinsichtlich der
Giiltigkeit der MaxwELLschen Relation verstehen. Man hat

D=C+4a(P + By) = (1 +a+HE,
e=14a+0b.

Hier ist von ganz langsamen Schwingungen bis herauf zum sichtbaren Licht a
praktisch konstant, wihrend b entweder iiberhaupt fehlt oder, wenn es in stati-
schen Feldern vorhanden ist, im sichtbaren Gebiete verschwindet. Fiir den
optisch gemessenen Brechungsindex gilt also jedenfalls

n2=1+4a.

Mithin ist es die von den Kernbewegungen herrithrende GroBe b, die die Ab-
weichungen vom MAXWELLschen Gesetze erzeugt; man erhalt durch Subtraktion
der beiden letzten Gleichungen:

e=mn2+5b.

Wir werden demnach die Giiltigkeit des MAXWELLschen Gesetzes zu erwarten
haben, wenn keine Kernbewegungen moglich sind. Das ist der Fall erstens bei
einatomigen Gasen (Edelgasen, die zur Zeit der Aufstellung des Gesetzes noch
nicht bekannt waren, und Metalldimpfen). Zweitens bei symmetrischen Gas-
molekiilen, wie N,, O,, H,. Hierher gehoren die von BOLTZMANN untersuchten
Stoffe Luft und H, unserer Tabelle 1, auch Kohlensiure ist nach den neuesten
Forschungen (Ramaneffekt, s. VIII, § 100) symmetrisch, entsprechend der
Formel O—C—O (dagegen hat CO einen kleinen Dipol). Drittens sind dipol-
frei die symmetrischen Kohlenwasserstoffe, fiir die wir oben als Beispiel das
Benzol angefiihrt haben.

Starke Dipole haben die Alkohole, den stirksten bekannten hat Wasser;
hierdurch wird die Tabelle 2 verstéindlich.

Fiir feste Korper (Salzkristalle) zeigt die folgende Tabelle 3 den Einflu83 der
von RUBENS entdeckten ultraroten Kernschwingungen (Reststrahlen):

Die hier angestellten Uber-
legungen fithren zu der ex-
perimentellen Aufgabe, durch e I
Verwendung immer langwel-

also

Tabelle 3.

. . . " Steinsalz NaCl . . . 5,82 1,52 | 3,51
ligeren Lll-chts E]le kritische  goyin KCI. . . . . 475 1.47 | 259
Stelle zu iiberbriicken und in  FluBspat CaF, . . . | 6,82 | 143 | 4,78

das Gebiet zu gelangen, wo

die Formel #2 =1 4 ainn% =1 4 a 4+ b = ¢ iibergeht. Dies Problem ist von
RuBeNs! fiir Kristalle vollstindig gelést worden, indem er Wirmestrahlen von
iiber 100 u# Wellenlinge benutzte. Bei den Dipolfliissigkeiten mu8 man bis iiber
1 c¢m, also ins Gebiet der HErRTzschen Wellen gehen.

Wir sehen also, daB mit gewisser Einschrinkung die MAXxwELLsche Behaup-
tung zu Recht besteht, nimlich fiir hinreichend langsam verinderliche, ,,quasi-
statische Felder. Damit haben wir ein Fundament der elektromagnetischen
Lichttheorie gesichert.

§ 6. Die skalare einfach harmonische Welle.

Der zeitliche Ablauf einer ebenen Welle an einem bestimmten Raumpunkte
ist fiir jede Vektorkomponente eine beliebige Funktion der Zeit, f(f). Die Exi-

1 H. RuBENs: Berl. Ber. 1915 S. 5, 1916 S. 1280; PH. LieBiscH u. H. RuBeNs: Berl.
Ber. 1919 S. 198, 876.

2%
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stenz der Interferenzerscheinungen, die wir spiter (Kap. III) genauer unter-
suchen werden, lehrt, da8 die Lichtwellen einen stark ausgeprigt periodischen
Charakter haben. Wir werden daher die wirklichen Schwingungen durch ideali-
sierte ersetzen, die exakt periodisch sind ; und zwar geniigt es, einfack periodische
(harmonische) Schwingungen der Form

(1) 1) =acos(2n—%+6)

zu betrachten. Denn aus solchen lassen sich nach den FouRiERschen Sitzen
beliebige Funktionen durch Summation und Integration aufbauen. Uberdies
liefern die physikalischen Spektralapparate (Prisma, Gitter) Zerlegungen des
Lichts in rdumlich getrennte Strahlen, die nahezu harmonisch sind.

Ersetzt man in (1) ¢ durch ¢ — t8/c,, so erhilt man nach § 4 die Darstellung
einer einfach harmonischen, ebenen Welle:

(2) f(t—%)=acos(2—1.—ﬂ(t—§—)+6>.

Man nennt a die Amplitude, T die (zeitliche) Periode; die rdumliche Periode
oder Wellenlinge ist

3) A=cT.

Unter der reduzierten Wellenlinge 1, versteht man die Wellenldnge einer Schwin-
gung derselben Periode 7 im Vakuum:

(4) do=cT =nl.

Die Schwingungszahl v ist die Zahl der Schwingungen pro Zeiteinheit (Sekunde);
es gilt also
(5) yT =1.
Statt dieser Schwingungszahl verwendet man auch die Kreisfrequenz oder kurz
Frequenz w, welche die Zahl der Schwingungen in 27z Sekunden angibt:

2n

(6) =2nv=—T.

In der Spektroskopie gebraucht man meist anstatt der Schwingungszahl » die

Wellenzahl v , d.h. die Anzahl riumlicher Perioden pro Lingeneinheit (cm) des
Vakuums; sie betrigt
1

(7) V=1

Das ganze Argument des Kosinus in (2) heiBt die Phase der Schwingung, ¢ die
Phasenkonstante. Wir werden den variablen Teil der Phase hiufig mit © be-
zeichnen:

(8) T= 2nv<t—%)=w(t—-t£)= 27:(%—%).
Statt & gebraucht man auch den Gang der Welle 4, d. h. den Weg, den eine
Phasenebene zuriicklegt, wenn die Phase um 4 zunimmt:

c 2 i
) A=28=2106=529.

2xn

v
P

Von physikalischer Bedeutung ist nur der Gangunterschied zweier Wellen.
Es ist vielfach bequem, statt der reellen Kosinus oder Sinus komplexe har-
monische Funktionen zu gebrauchen. Wir setzen

(10) acos(t + 8) = Rae'*+d = RA e
mit
(11) A =aeld.
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Dabei bedeutet R den Realteil der dahinterstehenden komplexen GroBe. A4 wird
als komplexe Amplitude bezeichnet.

Das Rechnen mit komplexen GréBen ist niitzlich und erlaubt, solange man
mit linearen Beziehungen zwischen ihnen zu tun hat; man kann dann das Zei-
chen R sogar weglassen und die physikalische Interpretation direkt an die kom-
plexen Ausdriicke ankniipfen. Sobald aber quadratische (oder hohere) Ausdriicke
in den WellengroB8en vorkommen, wie z. B. beim Energiesatz, ist es notwendig,
zur reellen Schreibweise iiberzugehen.

Bisher haben wir nur von einer skalaren Welle bzw. einer Komponente einer
vektoriellen Welle gesprochen. Jetzt wollen wir Vektorwellen ins Auge fassen.

§ 7. Die einfach harmonische Vektorwelle. Elliptische Polarisation.
Eine Vektorwelle stellen wir in komplexer Schreibweise dar durch

(1) €= Aer;
dabei ist A ein komplexer Amplitudenvektor mit den Komponenten
(2) W = ayetd, U =a,e'd, A = azetd.

Hiernach ist z. B. die reelle Darstellung der x-Komponente von G:
€, =Ra, e *+% = a,cos(r + §,) .

Elektromagnetische Wellen sind nach § 3 transversal; legen wir die z-Achse in
die Fortpflanzungsrichtung 8, so sind nur die x- und y-Komponenten von € und
$ von Null verschieden. Wir fragen nun nach der Kurve, die der Endpunkt
des elektrischen Feldvektors, also der Punkt mit den Koordinaten

€, =a,cos(r+ ¢,),
3) €y = a;cos(r + ),

¢, =0
beschreibt. Hierzu haben wir 7 aus (3) zu eliminieren. Wir multiplizieren die
Gleichungen

G . . . !
- = cost cosd, —sinzsind, | sind,| cosd,

(4) G
L = cost cosd, — sintsind, | —sind, | —cosd,
2

mit den rechts angegebenen Faktoren und addieren; dann erhalten wir mit
(5) , 8=28,—6;:
%sindz — gsiné1 = costsind,
a4 as

@—‘cosd, — g"—cosdl = sinzsind.

[ as
Durch Quadrieren und Addieren folgt

€N, (G2 L& G — sin?

(6) (71) + (a) 2 % o cosd = sin?d.
Das ist die Gleichung eines Kegelschnitts, und zwar einer Ellipse; denn die
Determinante ist nicht negativ:

1 cosd
a} Q.84 1 sin?d

= —=(1 — cos?d) = =0.
coss 1 atar ) = atar =0

a6, a}
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Der elektrische Vektor schwingt also in Form einer Ellipse, die dem Rechteck
mit den achsenparallelen Seiten 2 a,, 24, eingeschrieben ist (s. Fig. 3). Die
Beriihrungspunkte sind (4 a,, 4 a,cosd) und (4 a, cosd, a,). Man sagt: Die
einfach harmonische Vektorwelle ist elliptisch polarisiert.

Analog wiirde sich ergeben, da8 auch der
magnetische Vektor eine elliptische Schwingung
vollfithrt; da nach §3 (10)

b=} L6,
@u =VE@z

ist, liegt diese Ellipse in dem Rechteck mit den

(7)

Fig. 3. Elliptisch polarisiertes Licht.
Schwingungselli von §&.
P achsenparallelen Seiten 2V—a,, V— a.

Im allgemeinen sind die Hauptachsen der Schwingungsellipse nicht mit den
Koordinatenachsen parallel. Fiihren wir ein Koordinatensystem &, 5 ein, das
mit den Hauptachsen zusammenfillt, so gilt

®) €; = €, cosy + €, siny,
€, =—€,siny + € cosy,

wo y den Winkel zwischen der groBen Achse ¢ der Ellipse und der urspriing-
lichen x-Achse bedeutet (s. Fig. 3).  In diesem System wird dann die Ellipse durch

©) G = acos(t + 4,) ,

G, = +bsin(r + d;)
dargestellt, wobei die positiven Zahlen a, b die Lingen der Hauptachsen messen
und das doppelte Vorzeichen eingefiihrt ist, um die beiden méglichen Umlaufs-

richtungen zu unterscheiden.
Durch Verbindung von (4), (8) und (9) folgt:

a(cost cosd, — sint sindy) = a, (cost cosd, — sinzsind,) cosy
~+ ay(cost cosd, — sinzsind,) siny,
+ b(sint cosd, + costsindy) = —a, (cost cosd, — sinrsind,) siny
+ a,(cost cosd, — sintsind,) cosy .

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten von sinz und cosz ergibt sich:

(10) { (a) acosd, = a, cosd, cosy + a,cosd,siny,
(b) asind, = a,sind, cosy + a,sind,siny,

(1) { (a) 4+ bcosdy = a,sind, siny — a,sind, cosy,
(b) +bsind, = —a, cosd, siny + a,cosd, cosy.

Durch Quadrieren und Addieren von (10) und (11) erhilt man mit é = d, — d,:

a? = a?cos®y + a}sin?y + 2a,a,cosd cosysiny,
b2 = a?sin2y + acosy — 2a,a,cosd cosysiny,
und hieraus:

(12) a®+ b*=ai + 4.
Multipliziert man (10a) mit (11a), (10b) mit (11b) und addiert, so folgt:
(13) +ab = a,a,siné.
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Ferner bekommt man bei Division von (11a) durch (10a), (11b) durch (10b):
+ b _a siné, siny — a,sind, cosy  —a; cosd, siny +- a, cosd, cosy
4  a,cos8, cosy + a,cosd,siny a,siné, cosy + a,sind,siny

Hieraus ergibt sich eine Bestimmungsgleichung fir ¢:

(a3 — a3) sin2yp = 2a,a, cos2y cosd .

Setzt man
(14) o =tga,
so wird

tg2y = a?ﬁa;g 086 = itf;;a cosd,
(15) tg2y = tg2a - cosd.
Nennt man das Achsenverhiltnis der Ellipse
(16) 2 — g,
so folgt aus (12) und (13):

sin29 = a,zj_bbz =4 ;‘:‘_azg sind,

(17) sin2® = 4-sin2« - sind .

Wir fassen das Resultat zusammen: Sind die Amplituden a,, 4, und die Phasen-
differenz & beziiglich beliebiger Achsen gegeben, somit auch der Winkel « durch
—
(14) tga =
so erhilt man die Hauptachsen a, b und den Winkel o der groBen Achse a gegen
die x-Achse mit Hilfe der Formeln

(12) a4 b= al 4 &,
(15) tg2y = tg2a - cosd,
(17) sin2¢ = 4 sin2« - sind,

wobei der Hilfswinkel # das Achsenverhiltnis festlegt:
(16) tgd = 72—.

Sind umgekehrt Achsen und Lage der Schwingungsellipse, d. h. a, b, ¢ gegeben,
so kann man Amplituden und Phasendifferenz a,, a,, 4 daraus berechnen. Wir
werden spiter (Kap.V, § 63) Apparate kennenlernen, die solche Bestimmungen

ermoglichen.

§ 8. Lineare und zirkulare Polarisation.

Zwei Spezialfille der elliptischen Schwingung sind besonders wichtig, nim-
lich die, bei denen die Ellipse in eine Gerade oder in einen Kreis ausartet.

Nach § 7 (3). zieht sich die elliptische Schwingung zu einer geradlinigen Pendel-
‘bewegung zusammen, wenn

60=20,— 6, =knm, k=0, +1, +2, ...
ist; denn dann hat man

(1) S (a2,

z -al
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In diesem Falle nennen wir das Licht linear polarisiert. Man kann durch Drehung
des Koordinatensystems die eine Komponente, etwa €,, zum Verschwinden
bringen.

Da 9 auf € senkrecht steht, so verschwindet mit €, auch 9,. Die Frage
nach der ,,Polarisationsrichtung*, die in der historischen Entwicklung der Optik
eine groBe Rolle gespielt hat, lauft darauf hinaus, ob man € oder $ als ,,Licht-
vektor deuten will. Vom Standpunkt der physikalischen Wirksamkeit aus mu8l
zweifellos € als Lichtvektor angesprochen werden. Denn jede Wirkung 148t sich
darauf zuriickfithren, daB das elektromagnetische Feld Elementarladungen (Elek-
tronen, Kerne) in Bewegung setzt; die mechanische Kraft im Felde ist nun
nach LORENTZ gegeben durch

Q=e(@+—2—x@),

wo ¢ die Ladung, b die Geschwindigkeit eines Teilchens ist. Also greift der Vek-
tor € schon an ruhende Ladungen an, wihrend § eine Zusatzkraft an bewegten
Ladungen bestimmt, die wegen des im Nenner auftretenden ¢ = 3 - 10° cm sec?
gewohnlich duBerst klein ist. Wir werden sehen, daB man durch direkte Ver-
suche die Wirksamkeit des Vektors € bestitigen kann.

Trotzdem ist es iiblich, die Richtung von 9 in einer linear polarisierten Welle
als Polarisationsrichtung zu bezeichnen. Den historischen Grund dafiir werden
wir sogleich bei der Betrachtung der durch Spiegelung erzeugten Polarisation
kennenlernen. Man muB sich wohl an diese iiberlieferte Bezeichnung halten;
wir werden aber die Ausdriicke Polarisationsrichtung, Polarisationsebene (Ebene
durch 8 und 9) moglichst vermeiden und statt dessen von Schwingungsrichtung
und Schwingungsebene des Lichts, d. h. des Vektors €, sprechen.

Der zweite, wichtige Spezialfall ist der zirkularer Polarisation. Damit die
Schwingungsellipse in einen Kreis ausartet, ist zunichst notwendig, daB das

umschriebene Rechteck ein Quadrat ist,

a=a,=a,
sodann, daB immer eine Komponente gleich Null ist,
wenn die andere ein Extremum erreicht hat; es muB
also

4
Fig. 4. Links und rechts zirkular 6=k-—2—, k=41, £3, ...
polarfsierta_l_icht bei einer Fort- . ] . . .
S chtung senecht e sein. Dann geht §7 (6) in die Kreisgleichung

richtung.
e €2+ €} = a?

iiber. Nun sind noch zwei Fille zu unterscheiden, je nach dem Umlaufssinn, in
dem der Kreis vom Endpunkt des Vektors € durchlaufen wird. GemiB der
Tradition, an die man sich halten muB, beziecht man den Drehsinn ,,rechts*
und ,links* nicht auf die Fortpflanzungsrichtung, sondern auf die entgegen-
gesetzte, die ,,Blickrichtung* (s. Fig. 4).

Fir rechts-zirkulares Licht eilt die y-Komponente der x-Komponente um
eine Viertelperiode voraus (negative Drehung um die Fortpflanzungsrichtung):

6=12‘-+2-kn, k=0, +1, +2, ...,
also G, =acos(r+4,),

¢, = acos(r+ 4, +%) = —asin(t + 4,).
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Fir links-zirkulares Licht eilt die x-Komponente der y-Komponente voraus
(positive Drehung um die Fortpflanzungsrichtung):
d=—21+2kn, k=0, +1,+2,...,
also €, =acos(r +6,),
¢, = acos(z + 8, — %) =asin(t + J,) .

Die Fig. 5 zeigt, wie bei stetiger Verinderung von é die Schwingungsellipse
sich deformiert. Fiir 6 = O entartet sie in eine Gerade; ist 0 << 8 < =, so haben
wir ,rechtsldufige’ Ellipsen, unter denen fiilr § = n/2 eine symmetrisch zu den
Achsen gelegene ist, die fiir 4, = a4, in den rechtsldufigen Kreis iibergeht. Fiir

d=0
X
I=n It<d<-‘¥z Azzﬂ<d‘<3,;(

Fig. 5. Elliptisches Licht verschiedener Phasendifferenz der rechtwinkligen Komponenten.

8 = n haben wir wieder lineare Schwingung und firr # <4 < 2x linksldufige
Ellipsen; unter denen ist fiir § = 37/2 eine symmetrisch gelegene, die fiir a, = 4,
in den links umlaufenen Kreis iibergeht.

Rechnet man mit komplexen Amplituden,

€= UAer,
soldBt sich aus dem Amplifudenverhéiltnis der x- und y-Komponenten (die z-Achse
ist Fortpflanzungsrichtung) entscheiden, was fiir Licht vorliegt. Es ist [§7 (2)]

S _ %1 0, —8) — P28
@z a, a

Fir linear polarisiertes Licht (5 = kn, k =0, 41, 42, ...) ergibt sich ein
reelles Komponentenverhiltnis:

g _ | a
(2) g = + a
Fiir rechis-zirkulares (linksdrehendes) Licht (a, = ay, 6 = nf2) wird
€ _ iz .
(3) @’; =€ =1,
fir links-zirkulares (rechisdrehendes) Licht (a, = a;, 6 = —nf2):
4 %= e 'T=—i.

Allgemein gilt fiir elliptische Schwingungen, daB8 einem rechtsldufigen Dreh-
sinn ein Komponentenverhiltnis mit positivem Imaginirteil, einem linkslaufigen
Drehsinn ein solches mit negativem Imaginérteil entspricht.
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§ 9. Die Grenzbedingungen an der Beriihrungsfliche
zweier Medien.

Unser nichstes Ziel ist das genauere Studium des Durchtritts einer ebenen
Welle durch die Beriihrungsfliche zweier Substanzen. Hierzu haben wir zunichst
einmal zu untersuchen, welche Grenzbedingungen aus der MAXWELLschen Theorie
fiir die vier Zustandsvektoren €, D, H und B folgen.

Wir grenzen, wie Fig. 6 zeigt, an der Trennungsfliche G der Medien 1 und 2
einen Raum von der Form eines flachen Kastens ab, der durch zwei zu G par-

2 allele Flichen und durch einen ringférmigen ,,Mantel*
begrenzt ist. Uber diesen Raum integrieren wir nun

2 die beiden Divergenzgleichungen § 1 (2a, b) und wenden
den Gaussschen Satz an. Mit o = 0 (s. S. 13) folgt aus

! < divd = 0:
v [divDdS =[D,de =0,

Fig. 6. Zur Ableitung der Grenz-

bedingungen fiir die Normalkom- . . . . .

ponenten des elektromagnetischen wobei das Oberflichenintegral iiber die Begrenzungs-
eldes. flichen des Kastens zu erstrecken ist. Die von dem

Mantel herrithrenden Anteile konvergieren gegen Null, wenn man die Héhe des

Kastens zu Null abnehmen 148t. Demnach haben wir

fss,da +[do=o0,
1 3
wo v in beiden Gliedern die dufere Normale, also die von der Grenzfliche fort

gerichtete ist. Nehmen wir statt dessen jedesmal die Normale vom 1. ins 2. Me-
dium, so kann man schreiben:

2
, [~ (D)o =o,

(G und dies gilt fiir jedes Stiick der Grenzfliche. Daher
konnen wir schlieBen:
(1a) (B = (Dr)e,
und ebenso folgt aus div®B = 0:

Elnmgmnpn iy e (1P (B): = (B,)s. |
gentialkomponenten des Die Normalkomponenten von ® und 8 verhalten sich

elektromagnetischen Feldes. :
s ¢ an der Grenze stetig.

In dhnlicher Weise konnen wir aus den MAXWELLschen Gleichungen § 1 (1a, b)
Schliisse iiber das Verhalten der Tangentialkomponenten ven € und $ an der
Grenze mit Hilfe des STokesschen Satzes ziehen. Dazu beschreiben wir eine
geschlossene Kurve K, die zu einem Teil dicht unter, zum andern dicht iiber der
Grenzfliche verlauft, wie Fig. 7 zeigt. Durch diese Kurve K legen wir eine
beliebige stetige und stetig gekriimmte Fliche F, die aus der Grenze G eine Linie L
ausschneidet. Dieser Linie geben wir eine bestimmte Richtung und der geschlos-
senen Kurve K einen solchen Umlaufssinn, daB dieser im Medium {1 mit der
positiven Richtung von L iibereinstimmt. Dann folgt aus der MAXWELLschen

leichun, b .
Gleichung [§1 (1b)] rot@+—l—53=0
durch Anwendung des StokEesschen Satzes auf das von der Kurve K auf der
Fliche F umschlossene Flichenstiick:

f(rot@),da —[eas = -1 [sz';,da,
F K F

wo v die dem Umlaufssinn von K entsprechende Normalenrichtung von F ist.
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Nehmen wir nun an, daB der Vektor B jederzeit und iiberall endlich ist, so
folgt durch Zusammenziehen der Kurve K auf die doppelt bedeckte Linie L

/@dé =f@d§, +[cas, = o,
I.( v
wo d38, das Wegelement des im Medium 1, 43, das Wegelement des im Medium 2

verlaufenden Stiickes von K ist. Bevorzugt man erstere Richtung, die mit der
von L iibereinstimmt, so hat man wegen €d3 = §,ds:

Jedy — @aas = o.
L

Da dies fiir jedes beliebige Kurvenstiick L auf der Grenzfliche G gilt, so folgt

(22 (€)1 = (€)).;
und ebenso folgt aus rotH — % D=0 (s. S. 13):
(2b) (£e)1 = (D4) 2-

Dabei ist vorausgesetzt, daB 9P jederzeit und iiberall endlich ist; das bedeutet,
daB wahre Flichenstrome ausgeschlossen sind.

Die Gleichungen (2a) und (2b) besagen, daB die Tangentialkomponenten von &
und § die Grenzfliche stetig durchsetzen. Dabei enthilt jede der Gleichungen zwei
unabhingige Aussagen; denn man kann die Komponente eines Vektors in einer
gegebenen Fliche immer in zwei zueinander senkrechte Komponenten spalten.

Wesentlich sind nur” die Grenzbedingungen (2a, b), also vier skalare Glei-
chungen; die beiden anderen (1a, b) liefern nichts Neues, ebenso wie die Diver-
genzbedingungen [§1 (2a, b)], aus denen sie gefolgert werden.

§ 10. Die FresNELschen Formeln fiir Reflexion und Brechung
einer ebenen Welle.

Mit Hilfe der Grenzbedingungen berechnen wir nun den Durchgang einer
cbenen Welle durch eine ebene Grenzfliche zweier Medien.

Die z-Achse habe die Richtung der
Normalen der Grenzfliche vom Medium 1
zum Medium 2; diese Richtung nennt
man das Ewmfallslot. Die xz-Ebene sei
die Einfallsebene (s. § 4, S. 16), die in
Fig. 8 als Zeichenebene gewihlt ist.

Die Richtung der ankommenden (ein-
fallenden) Strahlung sei durch den Ein- .
heitsvektor 3% gegeben; er bildet mit
der z-Achse den Winkel ¢, seine Kom-
ponenten sind also

(1) 8 =sing, & =0, B3;=cosp.

Macht man die Annahme, daB sich
die aus dem Medium 1 kommende Welle
lediglich in das Medium 2 fortsetzt, und
versucht die Grenzbedingungen des § 9 durch diesen Ansatz zu befriedigen, so
erweist sich das als unméglich (wie wir nachher an unserer allgemeineren Rech-
nung erkennen werden). Dies entspricht der Erfahrungstatsache, daB immer
eine reflektierte Welle auftritt. Wir setzen dementsprechend neben der die
Grenzfliche durchlaufenden gebrochenen eine von ihr in das Medium 4 zurick-

Fig.8. Brechung und Reflexion (Einfallsebene).
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laufende, reflektierte Welle an. Die Normalen der reflektierten und der durch-
gehenden (gebrochenen) Welle liegen, wie wir in § 4 gesehen haben, in der Ein-
fallsebene; der Einheitsvektor 8" fiir die reflektierte Welle bilde den Winkel ¢’
mit dem Einfallslot, der Einheitsvektor 3¢ fiir die durchgehende Welle den
Winkel . Dann sind die Komponenten

(2) g, =sing’, 8,=0, 8 =cos¢’,

3) 8¢ =siny, /=0, 8¢=-cosy.
Offenbar hat man fiir die vorwirtsgerichteten Wellen

(4) 8 =cosp=0, 8f=cosy=0,

fur die riickwirtsgerichtete Welle

(4a) 8 =cosp’=<0.

Den elektrischen Vektor der ankommenden Welle §* zerlegen wir in eine zur
Einfallsebene parallele Komponente mit der Amplitude 4, und eine zur Ein-
fallsebene senkrechte Komponente mit 4,. Ebenso zerlegen wir den elektrischen
Vektor der gebrochenen Welle €% in die Komponenten D, und D, und den
elektrischen Vektor der reflektierten Welle € in die Komponenten R, und R, .
Die entsprechende Zerlegung der magnetischen Vektoren §%, ¢ § erhalten
wir hieraus, indem wir einmal die Tatsache verwenden, daB die drei Vektoren
€, 9, 3 so zueinander liegen wie die Achsen eines rechtshindigen Koordinaten-
systems (§ 3), und ferner, daB die Gleichung §3 (11) gilt, die mit g =1

|9]=7e |6
lautet. In der Fig. 8 sind die p-Komponenten durch —, die s-Komponenten
durch © angedeutet; die Komponenten der magnetischen Vektoren sind nicht
eingezeichnet.
Samtliche Amplituden A4, D, R setzen wir komplex an, um das Auftreten
von Phasenkonstanten einzuschlieBen. Die variablen Teile der Phase sind:

— oft — &) = pft — #Sine t 2c0s9
@ o= w(t 61) - w(t A )’
2= ot — &) = ot — ZSinv + zcosy
T R
© 7 —w(z_‘_ﬁ')_w(t_w)
i a) o .

Nunmehr kénnen wir die -, y-, z-Komponenten der Vektoren G, © in den drei
Wellen folgendermaBen darstellen:

€= A,cospeite, 9= —A,cospVe &,
(6) S G= 4, e, = A, Ve,
€ = —A,sing s, 9= A,sing }/;:; et
6= D,cosype™, 9= —D,cosyVe, e,
(7) G= D, &4, Pi= D, Yeer,
@ = —D,sinyee, 9= D,siny Ve, e ;
€, = Rycos¢’'er, 9.=—R, cos<p"}/s—1 e,
(8) €= R, e, 9= R, }[E‘l et
€, = —R,sing’ ¢, ;= R,sing’ }/e—le"'.
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Hierbei sind die Komponenten A,, D,, R, fiir 7 = 0 so gerichtet angenommen,
wie die Fig. 8 zeigt; die Komponenten 4,, D,, R, sind alle in der Richtung der
positiven y-Achse (nach hinten) gedacht.

Um die Grenzbedingungen zu erfiillen, hat man zunichst einmal firr 2 = 0
die GréBen 7,, 74, 7, einander gleichzusetzen; das gibt das Reflexions- und

Brechungsgesetz wie in § 4:
sing  siny  sing’

(9) 31 = Ca - o
also wegen (4) und (4a)

, cosg' = —cosg,
(10) g=n—9,

und
(11)
Die Grenzbedingungen fiir die Feldvektoren § 9 (2a, b) verlangen nun:
€+ 6 =06, 9+ =29,

€y + €, = €7, v+ =9y,

die Bedingungen § 9 (1a, b) sind dann, wie wir schon sagten und wie sich leicht

nachrechnen 148t, von selbst erfiillt.
Setzt man in (12) die Ausdriicke (6), (7), (8) ein und beriicksichtigt, da3

sing’ = sing,

sing ¢ e,
snw 2 Ve T Me-
siny ¢, £

(12)

nach (10) cosg’ = —cos¢ ist, so erhédlt man
cosg (4, — Rp) = cosyD,,
A, + R, =D,,
(13)

cosp}e (4, — R,) = cospYe, D, ,
Vel (4, + Ry) = V/Esz
Aus diesen vier Gleichungen lassen sich nun die Amplituden der reflektierten
und der gebrochenen Welle durch die der einfallenden ausdriicken; indem man
noch (11) benutzt, erhdlt man:
D. — 2siny cosg A
P sin(p + y)cos(p —y) TP’
(14) 2smwcos<p A,
¢ sin(p + )
_ tgle—v),
: Ry=" tgiow v
(15) R _ _sin(e—v)
*T Tsin(et+y)

Dies sind die FRESNELschen Formeln: sie wurden zuerst von FRESNEL auf
Grund seiner elastischen Lichttheorie abgeleitet.

Wenn das Medium 2 ,,optisch dichter ist als das Medium 1, d.h. wenn
& > &, also n;, > 1 ist, so existiert nach dem Brechungsgesetz (11)
sing
N2
zu jedem Einfallswinkel ¢ ein reeller Brechungswinkel ¢. Ist aber das Medium 2
das ,,optisch diinnere”, d. h. n,, <1, so gibt es reelle Losungen y nur, wenn
sinp<m,, ist. Den Fall sing > n,, (Totalreflexion) werden wir nachher (§ 13)
gesondert behandeln. Wir schlieBen ihn zunichst aus. Die reellen Winkel ¢
und y kénnen wir zwischen 0 und #/2 arinehmen. Dann zeigen die Gleichungen
(14), (19), ‘daB zu reellen Werten von A,, A, auch immer reelle Werte von

e

siny =
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D,, D,, R,, R, gehoren. Dies bedeutet, daB die Phasen der gebrochenen und
der reflektierten Welle sich von den Phasen der einfallenden Welle gar nicht
oder um =z unterscheiden.

Nach Fig. 8 wird man die Komponenten der gebrochenen Welle als gleich-
phasig mit denen der einfallenden Welle bezeichnen, wenn D,, D, gleiche Vor-
zeichen haben wie A4,, 4,; dasselbe wird auch gelten fiir die Komponente R,
der reflektierten Welle. Dagegen wird man nach der gewihlten Zuordnung der
positiven Schwingungsrichtung zur Wellennormale die Komponenten R, und 4,
bei gleichem Vorzeichen als gegenphasig bezeichnen; denn dann springt bei
senkrechter Inzidenz die p-Komponente genau in die entgegengesetzte Rich-
tung um.

Aus (14) folgt nun, daB D,, D, immer das gleiche Vorzeichen haben wie 4,
und 4,; also setzt die gebrochene Welle ohne Phasensprung die ankommende fort.

Bei der reflektierten Welle haben wir verschiedenes Verhalten, je nachdem
ob #,, =1 ist. Ist das zweite Medium das optisch dichtere, #,, > 1, also ¢ > ¢,
so haben R, und A, entgegengesetzte Vorzeichen. Die s-Komponente macht
also bei der Reflexion stets einen Phasensprung um z. Ist iiberdies ¢ + p < /2,
tg(p + y) > 0, so haben R, und A4, dasselbe Vorzeichen; das besagt nach den
oben getroffenen Festsetzungen, daB auch die p-Komponente bei der Reflexion
um = springt. Bei gréBeren Einfallswinkeln aber sind die p-Komponenten der
einfallenden und reflektierten Welle in Phase.

Ist das zweite Medium das optisch diinnere, n,, < 1, also ¢ <, so kehren
sich in (15) die Vorzeichen der Komponenten der reflektierten Welle gerade um.
Die s-Komponente macht also keinen Phasensprung; die p-Komponente eben-
falls nicht fiir kleine Einfallswinkel bis zur Grenze ¢ + y = /2, und sie springt
um 7 oberhalb dieser Grenze. Im § 13 werden wir hierauf bei der Besprechung
der Polarisation durch Totalreflexion zuriickkommen.

Fiir den Fall senkrechter Inzidenz werden die Formeln (14), (15) unbrauch-
bar, da dann die Briiche rechter Hand die Form 0/0 annehmen. Man bekommt
brauchbare Formeln am einfachsten, indem man auf die Gleichungen (13) zuriick-

geht und darin cosp = cosy = 1 setzt. Schreiben wir statt n,, = Je,/¢, kurz »,

so wird:
2

D= —2—4
n4+1 7
(16) 2
D, = n+1An;
—1
R,= 2—4
n+19
(17) n—1
R=—S34e

Der Unterschied zwischen $- und s-Komponenten ist verschwunden, der Begriff
der Einfallsebene bedeutungslos geworden.
§ 11. Polarisation bei Spiegelung und Brechung.
Die Lichtintensitdt ist nach §3 (13) definiert durch
[ cn
() 8=zl = 2 €,

wobei u =1 gesetzt ist. Um hiernach die Intensititen des gespiegelten und
gebrochenen Lichts mit Hilfe der FrReEsNELschen Formeln zu bestimmen, muf
man bedenken, daB der Querschnitt eines Lichtbiindels bei der Brechung sich
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indert. Nehmen wir an, daB gerade die Flicheneinheit der Grenzfliche beleuchtet
ist, so ist der Querschnitt des einfallenden und reflektierten Strahls cosg, der
des gebrochenen cosy. Sind nun A,, R,, D, die gesamten Strahlungsmengen
der p-Komponenten im einfallenden, reflektierten und gebrochenen Licht, so gilt
fiir dieses Biindel

A, =|&*|cosp = %Af,cosq),
(2) R, =| & |cosp = %:—Rf, cosg,
D, = | &%|cosy = %Dﬁcosw,

wo A,, R,, D, die in §10 (14), (15) vorkommenden GréBen sind; und ent-
sprechendes gilt fiir die s-Komponenten. Man erhdlt also durch Elimination
von A}, A% Reflexionsvermogen und Durchlissigkeit fiir die beiden Komponenten:
_ R, tge—v)

TR T ety

) R sini(p—y).
"= R, T sinfgt )’
D, sin2¢ sin2y
dy =22 =

A, ~ sin*(p + y) cost(p — )’
(4) . .
d == D, _ sin2gsin2y

*TA, T sin¥(g+y)

Man verifiziert leicht, daB
(5) 7p+dp:1; ’a+d:=1

ist, wie es der Satz von der Erhaltung der Energie fordert.

Bei senkrechter Inzidenz, fiir die der Unterschied der $- und s-Komponenten
verschwindet, hat man nach §10 (16), (17):

n — 1\2
=)
(6) 4n
BRCEELE
mit
(7) r+d=1.

Die GroBe r nennt man das Reflexionsvermigen und d die Durchlissigkest
schlechthin. Offenbar folgt aus (6)

® fimr =0, Jmd=1;
dieselben Formeln gelten auch fiir die GréBen 7,, 7, und d,, 4, nach (3) und (4),
da mit n -1 p—> ¢ wird. Je geringer also der optische Unterschied zweier
Medien, desto weniger Energie verliert ein durch ihre Grenze tretender Licht-
strahl durch Reflexion.

Aus (3) und (4) etkennt man, daB fiir streifende Inzidenz, d. h. fir ¢ = 7/2,
7, = 7, = 1 wird, wihrend d, und d, verschwinden.

Die Nenner der Ausdriicke (3), (4) bleiben immer endlich mit einer Ausnahme:
Fir ¢ + 9 = /2 wird tg(p + 9) = oc und damit 7, = 0. In diesem Falle
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stehen der reflektierte und der gebrochene Strahl aufeinander senkrecht (s.

Fig. 9), und aus dem Brechungsgesetz folgt wegen siny = sin T )= cosg:
g v > 9 @

) tgp =n.

Der Winkel, der diese Beziehung .erfillt, heiBt Polarisationswinkel oder
BREWSTERscher Winkel; er wurde im Jahre 1815 von DAviD BREWSTER (1781
bis 1868) abgeleitet.

Wird eine Welle unter diesem Winkel reflektiert, so wird die parallel zur
Einfallsebene schwingende Komponente des elektrischen Vektors ausgeldscht.
Das reflektierte Licht ist also linear polarisiert — ,,in der Einfallsebene, wie
man sagt. Als Polarisationsebene des linear polarisierten Lichts bezeichnet man
niamlich traditionsgemiB die Einfallsebene des Spiegels, durch den die lineare
Polarisation hergestellt werden kann. Nach dieser Definition ist also nicht der
elektrische, sondern der magnetische Vektor fiir die ,,Polarisation’ bestimmend;
da aber, wie wir in § 8 sahen, der elektrische Vektor zweifellos der physikalisch
wirksame, der , Lichtvektor ist, so vermeidet man am besten den Begriff der
Polarisationsrichtung und ersetzt ihn
durch den der Schwingungsrichtung (des
elektrischen Vektors).

Diese heute nicht mehr zweifelhafte
Wahl ist in der Geschichte der Optik
lange Zeit Gegenstand von Meinungs-
verschiedenheiten gewesen. Zur Zeit der
elastischen Lichttheorie war in der Tat
die Frage nicht in dem Sinne entscheid-
bar wie heute, wo wir uns auf die be-
kannten Wirkungen des elektrischen und
magnetischen Feldes berufen kénnen. So
kam FRESNEL zu dem Ergebnis, da8 die
elastischen Schwing:.:ngen des Athers senk-
recht zur Polarisationsebene erfolgen,
wihrend FRANZ NEUMANN sie als parallel
zu ihr annahm. Sie machten nimlich
verschiedene Hypothesen iiber den Mechanismus der Atherbewegung; bei
FreSNEL sollte die Dichte des Athers in verschiedenen Medien verschieden,
die Elastizitit aber konstant sein, bei NEUMANN umgekehrt. In Wahrheit ist
keine dieser Theorien zureichend, weil sie, wie in der Einleitung erldutert wurde,
stets die von der Mechanik geforderten Randbedingungen verletzen, um das
Auftreten longitudinaler Wellen bei der Brechung zu vermeiden.

Kehren wir nun zum BREwWSTERschen Gesetz zuriick, so kénnen wir uns den
inneren Grund fiir seine Giiltigkeit anschaulich klarmachen, indem wir uns vor-
stellen, daB der elektrische Vektor der einfallenden Welle im zweiten Medium
Schwingungen der Elektronen in den Atomen erregt, deren Richtung durch den
elektrischen Vektor der gebrochenen Welle gegeben ist. Diese Elektronenschwin-
gungen erregen in der Grenzfliche eine weitere Welle, die ins erste Medium zuriick-
liuft: die reflektierte Welle. Nun strahlt ein linear schwingendes Elektron
,transversal” (wie jede Antenne); insbesondere findet keine Energieabgabe in
der Schwingungsrichtung des Elektrons statt. Sobald der reflektierte Strahl auf
dem durchgehenden senkrecht steht, tritt gerade fiir die Schwingung parallel
zur Einfallsebene dieser Fall ein und der reflektierte Strahl erhdlt keine Energie
fiir die Schwingung in der Einfallsebene (s. Fig. 9).

Fig. 9. Polarisationswinkel.
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Die Fig. 10 stellt fiir Glas den Verlauf der Intensitit des reflektierten Lichts
als Funktion des Einfallswinkels ¢ dar!. Dieser ist am unteren Rande der Figur
in einer Gradskala aufgetragen; am oberen Rande stehen die entsprechenden
Werte des Brechungswinkels. Die Kurve I stellt 7,, die Kurve II }(r, 4 7,),
die Kurve III 7, dar; man bemerkt die Stelle der Kurve III, die dem Polari-
sationswinkel 56° 40’ entspricht, ein Winkel, dessen Tangens gerade »n = 1,52
betrigt.

Die Kurve II zeigt die Intensitit des reflektierten Lichts fiir den Fall, daB
das einfallende Licht linear unter 45° gegen die p- oder s-Richtung polarisiert
ist. Betrachten wir nidmlich allgemein linear polarisiertes Licht von der Ampli-
tude A, bei dem die Schwingungsrichtung von €* den Winkel & gegen die p-Rich-

tung bildet, so ist 5% 199 8% 25 I W BY WX
(10) A,=Acosa, A,=Asina. 50
Ist A die Lichtstirke des einfallen- 49
den Biindels, so hat man
(11) A,=Acos?x, A,=Asinx. 48
I:r
Die gesamte reflektierte Intensitit 148t il
sich also schreiben: ; 2(5+5) 4
r
R R, . 7
R, = R?+ R,=<—A—:-cos2a+xsm2a)A, {/I 46
und hieraus folgt - / 45
(12) 7. = BAi"— = rpcos?a - 7,sin%a ; / [ »
Entsprechendes gilt fiir das gebrochene /
Licht. Fir & = n/4 hat man wegen r ( 03
cosz% = sin”% = —;— gerade die durch 56%0° / i 52
Kurve II dargestellte Funktion . P / /l /
(1 3) 7%!_ = *('}v + ’a) . //l//' / o1

Dieselbe Kurve stellt auch das Ver- o720 30 w0 350 500 7%° 8° %°
halt.en von mnatiérlichem Licht bei Re- Fig. 10. Intensitat des reflektierten Lichts als Funktion
flex1on dar. Man kann nimlich natiir- des Einfallswinkels, (Nach CHwoLsoN: Lehrb. d. Physik,
. s n 2. Aufl. 1922.)

liches Licht auffassen als polarisiertes

Licht mit unregelméBig schwankendem Polarisationszustande. Man erhalt also
die Intensitit durch Mittelung iiber den Winkel x. Da die Mittelwerte von
cos?a und sin?« gleich } sind, so wird fiir natiirliches Licht

(14) A,=A,=3A,

aber:

(15)

1 Aus O. D. CawoLsoN: Lehrbuch der Physik, 2. Aufl, Bd. II2 S, 716. Braun-
schweig 1922.

Born, Optik. 3
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Im reflektierten Licht sind also die beiden Komponenten nicht mehr gleich,
man sagt dann, das reflektierte Licht sei partiel] polarisiert, und nennt
R,—R, 1

(16) 5 A= 7(’17 — 1)

den polarisierten Anteil. Das Reflexionsvermogen des gesamten aus natiirlichem

durch Reflexion entstehenden Lichts ist gegeben durch

z - R TR +R, 1

1 17 F=g="pC =L+,

also wieder durch die Kurve II.
Entsprechende Betrachtungen gelten fiir

den gebrochenen Strahl. Insbesondere hat
man bei natiirlichem Licht
(18) r+d=1.

Wir kehren nun wieder zu linear polari-
siertem Licht zuriick. Ist das einfallende
Licht linear polarisiert, so gilt dasselbe fiir
Fig. 11. Zur Vorzeichenbestimmung des Azi das reflektierte und gebrochene, da die

der Polarisation. Phasen sich nur um 0 oder z indern. Wohl
aber wird die Schwingungsrichtung (oder die ,,Polarisationsebene*) im reflektier-
ten und gebrochenen Strahl gegen die im einfallenden gedreht sein. Man be-
zeichnet den Winkel zwischen Schwingungs- und Einfallsebene als das Azimut
der Schwingung und zihlt dieses positiv bei Rechtsdrehung um die Fort-
pflanzungsrichtung (Fig. 11).

Es sei & das Azimut der einfallenden, g das der reflektierten,  das der ge-
brochenen Welle; man kann diese Winkel auf den Bereich —z/2 bis 7/2 beschrin-
ken. Es ist

o
A tga=1, tgo=R tgo=2-
] (19) ga A, ’ ge R,, ’ g D,

w° Aus den FresNELschen Formeln §10 (14), (15)

] v ergibt sich:

L4 il ¢ __cosleg—y) . o

ol (20) 8O = "Cos(p Fy) 8%

::: P4 tgd = cos(p — ) -tga.

50° d = Wegen 0= @ <7/2, 0= p=n/2 folgt

w N ltge|=|tgal,

R f

:c' |tgd|=|tgal,

10° e wo das Gleichheitszeichen in der oberen Unglei-

TR AT aAye  chung nur fiir senkrechte und streifende Inzidenz

Fig. 12. Azimut der reflektierten wnd (@ =¥ = 0 DZW. @ = 7/2) gilt, in der unteren Un-

der xebmchmleec as Funktion des gleichung nur fiir senkrecinte Inzidenz. Die Ebene

d. Physik, 2. Aufl, 1922) . der Lichtschwingung wird also durch Reflexion von

der Einfallsebene weg, durch Brechung zu ihr hin-

gedreht. Den Verlauf? von ¢ und 4§ zeigt die Fig. 12 fiir n =1,52 und & = 45°.

‘Man sieht, daB fiir den Polarisationswinkel ¢ = 56° 40" gerade p = 90°

wird; in der Tat wird fiir ¢ + 9 = /2 nach (20) tgg = oo, also ¢ = /2 unab-
hingig von «.

1 Nach O. D. CuworsoN: Lehrbuch der Physik, 2. Aufl, Bd.II 2 S. 716.



§ 11. Polarisation bei Spiegelung und Brechung. (I, § 11.) 35
Die experimentelle Priffung der hier abgeleiteten Gesetze iiber Intensitits-
und Polarisationsverhiltnisse hat sie mit betrdchtlicher Genauigkeit bestitigt.
Man braucht dabei Apparate zur Herstellung von polarisiertem Licht; solche
kann man auf Grund des Spiegelungsvorgangs selbst konstruieren. Bekannt ist
der Apparat von NORRENBERG (1787—1862), der im wesentlichen
aus zwei Glasplatten besteht, die von einem Lichtstrahl unter  ~.
dem Polarisationswinkel getroffen werden (Fig. 13). Die erste
Platte dient als ,, Polarisator'‘, da der von ihr reflektierte Strahl

linear polarisiert ist; die zweite Platte, die um die Richtung

dieses Strahls drehbar ist, stellt dann den ,,Analysator’ dar. h
Dieser Apparat hat den Nachteil, daB der Strahlengang relativ ip
verwickelt ist. Man zieht Einrichtungen vor, die das Licht linear ~.._ !
polarisieren, ohne die Strahlrichtung zu indern. Der einfachste X
Apparat dieser Art ist ein Glasplattensatz oder Lamellenpolarisator. N\
Er besteht aus einer Anzahl diinner, planparalleler Glasplatten, b
auf die der einfallende Strahl unter dem Polarisationswinkel trifft. S
Bei jeder Brechung tritt eine partielle Polarisation des durch- Fie o3 Nowaxx.
gehenden Lichts ein, und wenn diese auch gering ist, so Wird  tionsapparat.

durch mehrfache Brechung doch ein betrichtlicher Polarisations-
grad erreicht. Fiir einfallendes natiirliches Licht ist nach dem
Durchgang durch die beiden Grenzflichen einer Platte das Inten-
sitdtsverhdltnis der p- und s-Komponente [durch zweimalige
Anwendung von (4)]:

(5")2= cost(p — y) <1,
{2

P polarisierende
Glasplatte, A Analy-
sator, S reflektieren-
der Spiegel, s ein-
fallendes unpolari-
siertes Strahlenbiin-
del, p polarisiertes

Strahlenbiindel,
r von A reflektier-
tes Strahlenbiindel.

d. h. die p-Schwingung ist nach dem Austritt stirker als die s-Schwingung.
Die Polarisation wird um so vollstindiger, je groBer ¢ ist. Ist @ gerade gleich
dem Polarisationswinkel, ¢ + v = n/2, tgp = n, so wird

aN _ ., _f 2n \¢
(& = sint2r = (F75)

Fir #n = 1,5 hat dies den Wert 0,725. Beim Durchgang durch fiinf Platten
kommt man auf (0,725)° = 0,200, ist also noch erheblich von vollstindiger
Polarisation entfernt!. Uberdies hat der Apparat den Nachteil, daB das Licht
durch die vielen Reflexionsverluste stark ge-
schwicht wird; er wird deshalb kaum mehr
verwandt.

Die gebrauchlichsten Polarisatoren beruhen
auf der Doppelbrechung in Kristallen, so das
NicoLsche Prisma ; wir werden darauf in Kap.V,
§ 63 eingehen. _

Zur Demonstration der Polarisation durch
Spiegelung ist der MacHsche Kegelanalysator
(Fig. 14) geeignet. Dieser besteht aus einem
Glaskegel von solchem Offnungswinkel, da8 ein
parallel zur Kegelachse auffallendes Strahlenbiindel den Mantel unter dem
Winkel der totalen Polarisation trifft. Das vom Kegel reflektierte Licht er-
zeugt auf einem dahinter angebrachten Schirm einen hellen Ring; ist das Licht

Fig. 14. Macnscher Kegelanalysator.

1 Eine Tabelle der Intensititen des reflektierten und durchgehenden Lichtes und des
Polarisationsgrades bei verschiedener Plattenzahl findet sich bei R. W. Woob, Physical
Optics, 2. Aufl,, S. 366. New York 1923.

3‘



36 1. Elektromagnetische Lichttheorie fiir durchsichtige isotrope Korper.

linear polarisiert, so zeigt der Ring an zwei diametral gegeniiberliegenden Stellen
Dunkelheit; durch diese dunklen Stellen geht die Schwingungsebene des elektri-
schen Vektors.

§ 12. EinfluB von Ubergangsschichten auf die Polarisation des
reflektierten Lichts.*

Wenn auch die FrResNELschen Formeln im allgemeinen die Beobachtungen
sehr gut wiedergeben, hat man doch kleine Abweichungen gefunden, die in der
Nihe des Polarisationswinkels besonders deutlich werden; die Komponente des
reflektierten Lichts in der Einfallsebene wird niemals vollig ausgeléscht. Die
Theorie ist also nicht ganz zureichend; DRUDE! hat die Meinung vertreten, daB
tatsichlich eine zu weitgehende Idealisierung vorliegt in der Annahme, daB der
Ubergang von dem einen Kérper zum anderen sprunghaft sei. Eine Substanz
wird von der anderen immer durch eine Ubergangsschicht getrennt sein, in der
die Dielektrizititskonstante sich stetig vom Werte &, zum Werte ¢, indert. Die
natiirliche Ubergangsschicht wird iiberdies hiufig noch durch ein Poliermittel zu
einer kiinstlichen, dickeren Oberflichenschicht, in der ¢ auch Werte auBerhalb
des Intervalls ¢,, &, annehmen kann. Wir wollen zeigen, in welcher Weise die
Ubergangsschicht von DRUDE in Rechnung gesetzt worden ist, und am Schluf
eine kurze Kritik vom Standpunkt neuerer Erfahrungen aus anfiigen.

Es wird geniigen, die Dicke ! der Schicht als kleine GréBe erster Ordnung zu
behandeln und Glieder mit héheren Potenzen von ! zu vernachlissigen. Dann
kann man die Ubergangsschicht dadurch beriicksichtigen, daB man an Stelle
der in § 9 abgeleiteten idealen Grenzbedingungen andere aufstellt, in denen zu ]
proportionale Glieder auftreten.

Man gewinnt diese neuen Grenzbedingungen am einfachsten, indem man die
zur Oberfliche parallelen x- und y-Komponenten der Feldgleichungen §1 (1a, b)
durch die Ubergangsschicht hindurch integriert. Beachtet man, daB keine Feld-
komponente von der zur Einfallsebene senkrechten y-Koordinate abhingt, so
lauten diese Gleichungen (mit g = 1):

_ 86, | 1 09,
) ~%r e ar % Tt
09 _ 09, _ e 08, 0C_ 06 139, _
4z  Ox c ot ’ 9z Ox c 6t

Integriert man nun nach z zwischen zwei Punkten, an denen ¢ bereits die kon-
stanten Werte ¢, und ¢; angenommen hat, so erhilt man:

(61()1 - (@y)a = T a: €€, dz,
9 F 7
(®h — (O = —+ 53 [ ¢ dz — [ az,
@ ' i

@) — €)==~ 3, [0udz,

1

2 2 :
a .
@h— @h= +5 [0z~ [FEas.
1 1

! P. DrupE: Wied. Ann. Bd. 36 (1889) S. 532, 865; Bd. 43 (1891) S. 126. S. auch:
Lehrbuch der Optik. Kap. II S. 266, Leipzig 1900. ’
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In den Integralen rechter Hand konnen wir fir die Feldvektoren die idealen
Grenzbedingungen des § 9 gelten lassen, wonach die Normalkomponenten von
D =¢€ und B = P sowie die Tangentialkomponenten von € und 9 stetig sind.

Daher hat man
2

2
/e@,dz = G,l%, /@zdz — 5.1,

1

2 2
() [ az =Tz, [g,a:= 5,
1 1
o 56 ! [op., 0%
0 EQ, 2 . z
6xd—¢9x T jé‘xdz—axl’

wo die iiberstrichenen Vektorkomponenten rechter Hand Mittelwerte bedeuten,
fiir die man in unserer Niherung nach Belieben die Grenzwerte im Medium 1
oder im Medium 2 setzen darf, und wo

2 2 2
@) fdz:l, fadz=ze, /i‘ii
1 1 1

gesetzt ist. Wir kénnen die neuen Grenzbedingungen nun so schreiben:
ls OG,

2
&

o @)= (6 ++ 2 —2 50,
= (e £ 289,

o (B = (9 — T 52 —15%).,
(B = (& + ¢ 52),

Hierin gehen wir mit dem Ansatz §10 (6), (7), (8) ein; dann erhalten wir

(4p — Rp)cosgp = D,cosyp(1+C,),
(7) Al +R0 =Do(1 +Cz),
(4, — R,) Ve, cosg = D, Veg cosp(1 + Cy),
(4p+ R) Ve, = DPV‘;“ +C).
wo
tol 1 — . c ¢
== cosw<y£3 - szwc_, 7’)’
C,= i%lcosw}/g,
8 iol 1 (o — . ¢
Ca= ¢ }/e_lCOSy)(e ~ Ve sz'p?z-) ’
Co="2 1 7cos
4 P Vt—, y

kleine GroBen erster Ordnung sind; da sie ferner rein imaginir sind, so folgt,
daB bei reellen 4,, 4, die R,, R,, Dy, D, nicht mehr reell, sondern komplex
werden, daB also bei der Reflexion und Brechung Phasenspriinge auftreten.
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Wir wollen uns im folgenden auf die Betrachtung der reflektierten Welle
beschrinken. Durch Elimination von D,, D, erhilt man unter Benutzung des
Brechungsgesetzes § 10 (11):

4,822 4 4 c) — °°s“’(1+c,)]- e 4 4 ¢, °°s‘”1+c,]_o

siny siny cosg

4, [(1 +C,) — Sing cosy Cs] - [(1 4C,) 4 Sne oYy Cs)] =0.

siny cos qz siny cosg

Hieraus erhdlt man unter Fortlassung aller Glieder, die in den C von héherer
als erster Ordnung sind, und mit Benutzung der in § 11 (3) eingefiihrten Funk-
tionen 7,, 7, des Einfallswinkels:

R, .
j{; = y'p (1 +10,),
) & .
-———y", ( +10‘),
wo folgende Abkiirzungen gebraucht sind:
N sin2¢ sin2y
(10) % = 2 (9 ) sin?gp coslp — cos*ysinty
0. = i(C —Cy) sin2¢ sin2y
¢ 24\ sin®p costy — sin?y cosie

Auf Grund des Brechungsgesetzes
sing V
siny

ins 2y — cost@sinly = 3"
sind@ cos?y — costgsiny = . siny,

ist

. . &g — & . .
sin?g cos?p — sin?y cos?y = 2—1sin3y (¢, cos?ep — ¢,sin2@) .

Daher hat man mit Riicksicht auf (8) und § 4 (1):

__ 4=l s & gne Vey 2 cosg
(1) % = 1o (‘a cos w+ sinfy — )23_‘1 s coste — ¢, sinte’
_ 4nl (& }’:1:,
t 7«7’(7. - 1)«.— P d

wo statt o die reduzierte Wellenlinge 1, = 2znc/w eingefiihrt ist.

Nehmen wir nun der Einfachheit halber an, daB das einfallende Licht linear
polarisiert sei unter dem Azimut 45° gegen die p-Rlchtung, A,/4, =1, so wird
das reflektierte Licht elliptisch polarisiert sein; seine Natur bestimmt sich aus
dem Verhiltnis

wo GroBen zweiter Ordnung in o,, g, weggelassen sind und
(13a) ¢ =0,—0,

gesetzt ist. Schreibt man nun

(12b) B — 03,

so ist ’

%
(14) l AR
tgéd=o.
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Dabei ist nach (11):

b . o 4nl Ve e0n cosg sing
(13b) 0 =0p * = Ay £, — ¢ £ CO8%p — £, sin*g’

wo

(15) e 2% — 6 — &

gesetzt ist. Mit # = Y¢gyfe; kann man schreiben:
_4nl g n? sing tge

(16) = Th je W—1 Wty

Diese Formel setzt in Evidenz, daB fiir den Polarisationswinkel, tgp = n,
¢ unendlich wird; dort wird also unser Niherungsverfahren, daB ¢, <1, 0,<1
voraussetzt, ungiiltig. Wir kénnen trotzdem mit der Formel (16) auch in der
Nachbarschaft des Polarisationswinkels rechnen, weil es uns gar nicht auf o
(d. h. auf die Phase 6), sondern auf ¢ ankommt, und diese Gro6Be bleibt auch

fir tgp = » endlich. Das folgt daraus, daB das Produkt £ g2 einen endlichen

Grenzwert hat; denn es ist nach § 11 (3):

n2
—1—t
R, _coslp+y)_ _ctgy—tgyp V tg'e i
R, — coslp—y)  ctgy+tgy L4t '
Durch Entwicklung nach Potenzen von n — tge erhilt man
r, 1 __1+ o
7, n —tgo 2nd + ’

wo die Punkte Glieder andeuten, die mit # — tgp = 0 verschwinden; mithin

VZ, al g H + n3 +
1 y— - T
Daher hat man aus (14) fiir den Polarisationswinkel
al g Y1+ nd

[[<]]
&
B
1
:ﬂ

(17)

Man nennt ¢ den Elliptizititskoeffizienten; er stellt das Achsenverhiltnis der
Ellipse im reflektierten Licht dar, wenn das Azimut des einfallenden linear polari-
sierten Lichts 45° (tg& = 1) betrdgt. Die Phasendifferenz zf2 besagt, daB die
Hauptachsen der Ellipse parallel und senkrecht zur Einfallsebene liegen. Die
GroBe ¢ 1aBt sich mit Hilfe von g so schreiben:

n sing tge
(18) 0——49}/1_*_ ’m

Uber das Vorzeichen von g kann man eine Aussage machen, indem man in (15)
die Integrale (4) einsetzt und schreibt'

~ }It—l_+—‘z ("‘1)(“‘1)
(19) o= dz.

'1—91

Wenn in der ganzen Uberga.ngsschlcht ¢ zwischen ¢, und ¢, liegt, ist das Integral
negativ, also das Vorzeichen von g dasselbe wie das von & — ¢,. Wenn aber in
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einem betrachtlichen Teile der Ubergangsschicht & groBer ist als £, und &,, so
kann es vorkommen, daB g das umgekehrte Zeichen hat wie & — & (EinfluB
der Politur). Die Bedeutung eines positiven ¢ sieht man so ein: Nach Fig. 8
liegen die positiven Richtungen von R,, R,, 8" so, wie die Achsen x, y, z eines
Rechtssystems; R,/R, entspricht also dem in § 8 diskutierten Verhiltnis G, /€,.
Nun haben wir wegen 0 = 7/2

P

R, " ‘'@

und dies entspricht einer Rechtsdrehung des Lichtvektors (im Sinne des Uhr-
zeigers), wenn @ > 0 ist.

Die quantitative Untersuchung hat die Aussagen der Theorie in gewissem
Umfange bestitigt. Der Elliptizititskoeffizient ¢ erweist sich um so kleiner, je
reiner die Grenzfliche ist; so ist er z. B. sehr gering an frischen Spaltflichen
von Kristallen und an Fliissigkeitsoberflichen, die durch UberflieBen fortwihrend
erneuert werden.

Bei polierten Spiegeln ist g betrichtlicher und ergibt sich im allgemeinen
positiv, wie zu erwarten ist, wenn der Brechungsindex der Polierschicht nicht
den des Spiegelmaterials iibersteigt. Nur bei einigen verhaltnismidBig schwach
brechenden Kérpern (n << 1,46) hat man negative elliptische Polarisation beob-
achtet. Der Vorzeichenwechsel bei Umkehr der Strahlrichtung (Vertauschung
von ¢, und &,) ist ebenfalls bestitigt worden.

Bei gut gereinigten, polierten Glasoberflichen gegen Luft liegt o zwischen
den Werten ¢ = 0,03 (Flintglas, # =1,75) und g = 0,007. Fiir Fliissigkeiten
steigt o nicht iiber 0,01. Wasser hat einen negativen Elliptizitatskoeffizienten,
der bei guter Reinigung der Oberfliche bis auf 0,00035 herabgedriickt werden
kann. Es gibt auch Flissigkeiten, wie Glyzerin, bei denen keine merkliche
Elliptizitit vorhanden ist; hieraus braucht man nicht zu schlieBen, daB es
itberhaupt keine Ubergangsschicht gibt, sondern man kann annehmen, daB die
e-Werte darin zum Teil so gro8 werden, daB das Integral (19) verschwindet.

Bei positivem p kann man eine untere Grenze fiir die Dicke der Oberflichen-
schicht ableiten. Man erhilt bei einem bestimmten positiven Werte von g den
kleinsten Wert, den die Dicke der Schicht mindestens besitzen muf, wenn man
ihre Dielektrizititskonstante als konstant annimmt, und zwar so, daB der in (19)
auftretende Integrand (e — &) (e — &)

&

ein Maximum wird. Das tritt ein, wenn

£ = Ver5y
wird. Dann bekommt man fiir die untere Grenze ! der Dicke:
20) I _ 2 VatVa_ 8 n+1
e N T

_ Fir Flintglas gegen Luft, » = 1,75, ¢ = 0,03 (s. oben), erhdlt man so
I/ = 0,0175. Es geniigt also die Annahme einer sehr geringen Dicke der Ober-
flichenschicht, um selbst eine starke Elliptizitit des unter dem Polarisations-
winkel reflektierten Lichts zu erkliren.

Neuere Untersuchungen?, besonders eine Arbeit von LUMMER und SORGE?
haben aber starke Zweifel aufkommen lassen, ob die DrRuDEsche Theorie den

1 Lord RAYLEIGH: Philos. Mag. (5) Bd. 33 (1908) S. 444; (6) Bd. 16 (1892) S. 1;
K. E.F.ScuMipT: Ann. Physik Bd. 52 (1894) S. 75; M. VoLKE: Inaug.-Diss. Breslau 1909.
‘3 O, LuMMER u. K. SorGE: Ann. Physik (4) Bd. 31 (1910) S. 325.
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physikalischen Tatsachen entspricht. So gelang es, durch verschiedene Einfliisse
die GréBe der Elliptizitat zu verdndern, sogar ihr Vorzeichen umzukehren. So-
lange dabei die Oberflichenschicht direkt beeinfluBt wird, konnte die DRUDEsche
Theorie noch ausreichend sein; aber die zuletzt genannten Autoren zeigten, da
sich die Elliptizitit einer Fliche eines Glasprismas dndern, sogar umkehren 148t,
indem man eine andere Fliche des Prismas poliert. Sie vermuteten daraufhin,
daB die Ursache der Elliptizitit hauptsichlich in Spannungen zu suchen sei, die
durch das Polieren entstehen; es gelang auch nachzuweisen, daBl durch Druck
auf die Basisflichen des Prismas die Elliptizitit des an den nicht gedriickten
Seitenflichen reflektierten Lichts geindert werden kann. Woob! hat gezeigt,
daB das Aufbringen diinner Schichten, deren Brechungsindex von dem der Glas-
unterlage sehr wenig abweicht, das Reflexionsvermégen stark verindert. All
dies deutet darauf hin, daB die DrubpEsche Theorie den Tatsachen nicht voll-
kommen gerecht wird.

§ 13. Totalreflexion.

Wir hatten bisher den Fall ausgeschlossen, daB das Brechungsgesetz

. sing
sing = ——~=
¥ N2
keinen reellen Winkel y liefert; das tritt beim Ubergang des Lichts aus einem
optisch dichteren in ein optisch diinneres Medium, also fiir

(1) ”12=l/§:—<1 ,

immer dann ein, wenn @ groBer ist als ein bestimmter Grenzwinkel ¢,, der der

Gleichung

(2) singy = n,,

genigt. Fir ¢ = ¢, wird siny =1, p = 90°, das Licht tritt also ,,streifend*

aus; fir groBere Einfallswinkel tritt iiberhaupt kein Licht mehr aus, vielmehr

wird es ungeschwicht in das erste Medium zuriickgeworfen: Totalreflexion.
Trotzdem verschwindet dann keineswegs das elektromagnetische Feld im

zweiten Medium; nur strémt keine Energie in dieses iiber. Setzt man nimlich

sin?g

n

(3) siny = Sin7¢ , cosyp =41 V

in den Phasenfaktor

-1, (n=”l2)

izd .'cu(:__{‘s“"’ +_'°°s“’)
e =e¢ ‘

der gebrochenen Welle ein, so nimmt dieser die Form
ofi-180e) 4o sinte
e ney /g 6 n
an; er entspricht also einer Erregung, die parallel zur Einfallsebene (x-Richtung)
lings der Grenzfliche fortschreitet, nach der Tiefe zu (in der z-Richtung) aber
exponentiell an- oder abklingt. Natarlich kann es sich nur um Abklingung
handeln [Minuszeichen vor der Quadratwurzel in (3)]; die GréBenordnung des
Eindringens wird durch ¢,/w = 1,/2n gegeben, ist also sehr gering. Solche Wellen
mit ortlich verdnderlicher Amplitude nennt man ,,inhomogene Wellen*; sie sind
nicht transversal, da, wie wir gleich sehen werden, die x-Komponente des elek-
trischen Vektors nicht verschwindet.

i+2

1 R. W. Woob: Physical Optics, 2. Aufl,, New York, S. 371.
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Verschiedene Anordnungen sind vorgeschlagen worden, um diese diinne
Wellenschicht experimentell nachzuweisen. Voi1GT! hat ein Prisma angegeben,
bei dem die total reflektierende Fliche einen flachen Knick hatte; man sah
diesen schwach leuchtend, und VoiGr glaubte, darin die gesuchte Erscheinung
zu sehen. Doch hat KETTELER? mit Recht darauf hingewiesen, daB es unmag-
lich ist, das durch Beugung entstehende Leuchten der Kante zu vermeiden.
Woob? hat kleine Partikel (FlammenruB) auf die totalreflektierende Glasfliche
gebracht und unter dem Mikroskop beobachtet, daB die Teilchen zerstreutes
Licht nach allen Seiten aussenden.

Um die FrREsNELschen Formeln § 10 (1 S) auf den Fall der Totalreflexion an-
zuwenden, schreiben wir sie
R. — singcosg — sinycosy

P singcosg + sinycosy “ P’
____singcosy — sinycosg
’ singcosy + sinycosg

und setzen darin die Ausdriicke (3) ein, wobei die Quadratwurzel wie wir sahen,
mit negativem Vorzeichen zu nehmen ist. Dann erhalten wir:

__ mcosg + i}sinty —n’A

nicose — ¢ )sinfep — nd

14 P

4

 Vsin? o — nd
R‘=cos<p+1}/sm¢p ”A,.

cosp — 7 }sintp — xn?

Hieraus liest man ab, da
(5) Ry =145], |R| =4
ist: Fiir jede der beiden Komponenten ist die Intensitit des total reflektierten

Lichts gleich der des einfallenden.

Obwohl, wie wir sahen, im zweiten Medium ein Feld vorhanden ist, dringt
keine Lichtenergie durch die Grenze. Man kann das leicht verifizieren, indem
man zeigt, daB die Normalkomponente des PoyNTINGschen Strahlvektors ein
verschwindendes Zeitmittel hat, also nur ein Hin- und Herpendeln der Energie
durch die Grenzfliche, kein dauerndes Durchstrémen anzeigt..

Fiir die quadratischen EnergiegroBen hat man die Feldkomponenten reell4
zu schreiben; nach §10 (7) und § 13 (3) ist fur z2=0:

¢ = (D cosye & + D¥ cos*ye” "o) = 2 s’:: 1(D & — D,‘,’e-"g),
& = 4{D.e"% + Dre),
o = —;(D, cosy:}/e_,,ca"rg + D} cos‘w}/é_,e_"g)

— Lya)EE Dbt pre Y,

9! = 3Ya(D,e™ + DFe™),

xsin
wo )= w(t — q:)
ney

1 W. VoiGT: Wiedem. Ann. Bd. 67 (1899) S. 185.

2 E. KETTELER: Wiedem. Ann. Bd. 67 (1899) S. 879.

3 R. W. Woop: Physical Optics, 2. Aufl,, S. 374.

¢ Hier und im folgenden bezeichnen wir dle zur komplexen Zahl z gehdrige konjugiert

komplexe Zahl mit z*.
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ist. Bildet man nun das Zeitmittel von
[
& = 5 (€39 — €7 92),

so verschwinden fiir z = 0 beide Glieder fiir sich, da das eine den Faktor
Jim —/02 &% — D2 ap = o

und das andere einen entsprechenden Faktor (mit D,) hat.

Berechnet man die beiden anderen Komponenten von & bei z=0, so
findet man fiir das Zeitmittel von ©, einen endlichen Wert, wihrend das von
&, natiirlich verschwindet. Die Energie dringt also nicht ins zweite Medium
ein, wohl aber stromt sie lings der Grenzfliche parallel zur Einfallsebene
dahin.

Diese Betrachtungen gelten fiir den stationdren Zustand; beim Einsetzen des
Vorganges muB natiirlich ein kleiner Energiebetrag ins zweite Medium iiber-
gehen, um das Feld dort herzustellen. Vorausgesetzt ist ferner, daB die Dicke
des total reflektierenden Korpers wesentlich gréBer ist als die Wellenlinge
des Lichts in ihm; denn wenn die eindringende Erregung bis zur gegeniiber-
liegenden Oberfliche reicht, tritt nicht Totalreflexion ein. Man kann das mit
Hilfe von Licht groBer Wellenlinge (ultrarote Strahlen) experimentell demon-
strieren.

Wir berechnen jetzt die Phasenspriinge zwischen den entsprechenden Kom-
ponenten der reflektierten und der einfallenden Welle. Dazu setzen wir mit
Riicksicht auf (5):

(6) _ —ﬁ—: = ¢'%, TI:? = ¢4,

Wenn nun eine komplexe Zahl vom Betrage 1, wie es hier nach (4) der Fall ist,
gleich dem Verhiltnis einer komplexen Zahl z = aé** zu ihrer konjugierten ist,
so hat man

&8 = z.2%"1 =¢2%a 3ls0 tg% = tgn.

Somit gilt:
Ysm’ —n?
) tg 2 nicosep ’
tg Vsm’q; — n? )
2 cos g

Die beiden Komponenten erfahren also verschiedene Phasenspriinge. Daher
wird linear polarisiertes Licht durch Totalreflexion in elliptisch polarisiertes
verwandelt.

Fiir die relative Phasendlfferenz nach der Reflexion 6 = 8, — 6, erhilt man

3, 3 (1 Ysin®p — n?
tg 3 tg? - tg? _ (n_ - 1) cosg
2 3, . 8 sinlp — n? °
1+t 8y 1+ nicosiy

also:
__cosg}sinlg — n’
@ tg 2= 7 sintp P
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Dieser Ausdruck verschwindet fiir streifenden Einfall (p = #/2) und fiir den
Grenzwinkel der totalen Reflexion ¢, (singy = n). Zwischen diesen Werten
liegt ein Maximum der relativen Phasendifferenz. Man findet mit Hilfe der
Gleichung

i(t é_) __2n' —sinp (1 + nf) 0:
d¢ &2 sin®g Ysin®¢ — n? ’
s, 2mt
) sinfg = == .
Der hierzu gehérige Maximalwert der Phasendifferenz ist nach (8) bestimmt durch
S 1 —nt?

Es lassen sich also um so groBere Phasendifferenzen erreichen, je kleiner # ist.
Bei gegebenem 7 gehéren zu jedem § nach (8) zwei Werte des Einfallswinkels ¢.
Man kann, wie FRESNEL gezeigt hat, die bei der Totalreflexion auftretenden

Phasendifferenzen benutzen, um linear polarisiertes Licht in zirkular polarisiertes

zu verwandeln. Zunichst bekommt man Gleichheit der Amplituden, indem man

das Azimut des einfallenden linear polarisierten Lichts gleich 45° macht;

denn aus |4,|= |4,| folgt nach (5):

]Rpl = |Rt| .
Z Dann wihlt man # und ¢ so,
2 daB die .Phasendifferenz §
N gleich 90° wird. Um dies mit
& einer einzigen Reflexion zu
i i &, erreichen, miiite nach (10)
0377 7 [ ’é,.é/OA 7 1 —nt
5437 I e/.% tg g =1<—
Fig. 15. Das FresnELsche Parallelepiped. also

n=rm,<y2—1=0414

sein; der gewohnlich angegebene Brecl.ungsindex des dichteren gegen das diinnere
Medium #,, miite also mindestens 2,41 betragen, ein Wert, der allein von Dia-
mant erreicht wird.

Daher benutzte FRESNEL zwei Totalreflexionen an Glas; fiir ny, = 1,51 wird
der Einfallswinkel der maximalen Phasendifferenz nach (9) ¢ = 51°20’, und
diese selbst nach (10) 8, = 45°56’. Man kann also gerade noch &, = 45° er-
reichen, und zwar fiir die Winkel:

@=48°37" und @=154°37".

Durch zweimalige Totalreflexion unter einem dieser Winkel erhdlt man eine
Phasendifferenz von 90°. Hierzu dient das ,,FRESNELsche Parallelepiped®, das
durch Fig. 15 dargestellt ist.

Natiirlich kann man mit Hilfe dieser Vorrichtung auch elliptisch polarisiertes
Licht herstellen, indem man dem Azimut des einfallenden linear polarisierten
Lichts andere Werte als 45° gibt. Ebenso 148t sich der Vorgang umkehren;
man kann mit Hilfe des FRESNELschen Parallelepipeds elliptisch polarisiertes
Licht in linear polarisiertes verwandeln und auf diese Weise analysieren. Der
Apparat leistet also dieselben Dienste wie das Viertelwellenlingenpldttchen und
dhnliche Einrichtungen, die wir in der Kristalloptik (Kap. V, § 63) besprechen
werden.
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Die Messung des Grenzwinkels @, der Totalreflexion liefert in bequemer und
exakter Weise den Brechungsindex # = sing,. Apparate, die solche Messungen
erlauben, heiBen Refraktometer. Sie beruhen darauf, daB die Oberfliche der zu
untersuchenden Substanz mit einem Medium von bekanntem, méglichst hohem
Brechungsindex in Beriihrung gebracht wird; die Form dieses Hilfskorpers wird
so gewihlt, daB die Richtung des einfallenden Strahls bequem gemessen werden
kann. Altere Konstruktionen dieser Art stammen von WOLLASTON, KOHLRAUSCH
und ABBE, das heute meist benutzte von PULFRICH. Einzelheiten der Apparate
findet man in den Lehrbiichern der Experimentalphysik beschrieben.

Zweites Kapitel.
Geometrische Optik.

§ 14. Grenziibergang zu unendlich kleiner Wellenldnge.

Die Gesetze der Fortpflanzung ebener Wellen in homogenen durchsichtigen
Korpern, die wir kennengelernt haben, geniigen zur niherungsweisen Behand-
lung solcher Lichtvorginge, bei denen die Wellenfronten nicht mehr streng,
aber nahezu eben sind; ,,nahezu‘‘ bedeutet dabei, daB die Krimmung der Wellen-
fliche vernachlissigt werden kann in Bereichen, deren Lineardimensionen gro
sind gegen die Wellenldnge.

Wegen der Kleinheit der Wellenlidnge des sichtbaren Lichts (GréBenordnung
5.40-5cm) sind diese Fille von groBter praktischer Wichtigkeit; ja es liegt
sogar so, daB Erscheinungen, die Abweichungen von dieser Naherungstheorie
bedeuten, besonders gesucht und durch geeignete Apparate sichtbar gemacht
werden miissen (Beugungserscheinungen, s. Kap. IV).

Man bezeichnet den Teil der Optik, der durch Vernachldssigung der Endlich-
keit der Wellenlinge, also durch den Grenziibergang 2 — 0 gekennzeichnet ist,
als geometrische Optik. In diesem Grenzfall kann man namlich von Lichtstrahlen
sprechen, die als geometrische Kurven betrachtet werden. Einen solchen Licht-
strahl erzeugt man, indem man das von einer méglichst kleinen (,,punktférmigen‘)
Lichtquelle kommende Licht durch die Offnung einer Blende treten liBt und
dann die GroBe der Offnung immer mehr verkleinert. Zunichst wird ein zylinder-
formiger (genauer: schwach kegelférmiger) Raum hinter der Blende mit Licht
erfiillt, dessen Rand, die Schattengrenze, bei grober Betrachtung scharf erscheint.
Doch zeigt eine genauere Untersuchung, daB die Lichtstirke am Rande stetig
von Dunkelheit im Schatten zur Helligkeit zunimmt, und nicht einmal monoton,
sondern unter Schwankungen (Beugungsstreifen). Das Ubergangsgebiet ist nur
von der GroBenordnung der Wellenlinge; solange man also diese gegen die
Blendensffnung vernachlissigt, kann man von einem scharf begrenzten ,,Strahl*
sprechen, in dem die Lichterregung durch ebene Wellen (von endlichem Quer-
schnitt) niherungsweise dargestellt wird. Bei Verkleinerung der Offnung bis zur
GroBenordnung der Wellenlinge kommen Erscheinungen zustande, die besonders
studiert werden miissen; rein gedanklich aber kann man den Grenzfall 4 =0
betrachten, wo der Kleinheit der Offnung keine Schranke gesetzt ist. Man hat
dann durch die sehr kleine Offnung einen unendlich diinnen Lichtstrahl definiert,
der als mathematische Kurve betrachtet werden kann. Ihre Richtung ist ge-
geben durch die Wellennormale der als eben betrachteten elektromagnetischen
Welle; in einem homogenen Medium wird also der Strahl gerade sein und beim
Ubergang zu einem anderen Medium gespalten werden in einen reflektierten und
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einen durchgehenden Strahl, deren Richtungen durch das Spiegelungs- und
Brechungsgesetz ebener Wellen bestimmt sind. Auch kann man die Aufteilung
der Intensitit auf diese beiden Strahlen aus den fiir ebene Wellen giiltigen Aus-
driicken des Reflexionsvermégens und der Durchlissigkeit berechnen. Endlich
kann man dem Strahl rein beschreibend einen Polarisationszustand zuordnen
und dessen Anderung bei Reflexion und Brechung aus den fiir ebene Wellen
abgeleiteten Resultaten entnehmen.

Die gesamte Lichterregung bekommt man dann durch Verfolgen aller von
der Lichtquelle ausgehenden Strahlen mit Hilfe einer rein geometrischen Be-
trachtung, verbunden mit nachtréglicher Intensitdtsberechnung (gegebenenfalls
fiir jede der beiden Polarisationsrichtungen getrennt).

Wir wollen nun den hier angedeuteten Grenziibergang mathematisch etwas
genauer formulieren. Unser Ausgangspunkt sind wieder die MAXWELLschen
Gleichungen §1 (1a, b), die wir hier {iir einen isotropen, nichtleitenden (¢ = 0)
unmagnetisierbaren (u# = 1) Korper aufschreiben:

(a) rot.@—%@=0,
(1) .
(b) rot@+—‘:—®=0;
dazu treten noch die Bedingungen
(2 div€ =0, divH=0.
Wir wollen nun 9 eliminieren, um eine Gleichung fiir € allein zu erhalten. Dazu
differenzieren wir (1a) nach der Zeit und wenden die Operation rot auf (1b) an:
rot @ — % ¢ = 0,
rotrot € 4+ %rot.f) =0.
Durch Elimination von rot$ folgt hieraus
rotrot€ -+ % G=o0.

Nun gilt allgemein die Vektoridentitit

rotrot€ = —4€ + graddiv€,
wo A = 0%/0x? + 0%[0y? + 0%2/022 der LAPLACEsche Operator ist. Wegen (2)
erhalten wir also:
3) 46— 5&=o0.
Das ist die bekannte Wellengleichung, die hier fiir jecie Komponente von € gilt;
man zeigt leicht in analoger Weise, daB sie auch fiir jede Komponente von $ gilt.

Wir betrachten nun einfach harmonische Schwingungen, bei denen irgend-
eine der Komponenten von € (oder ) die Form

fx,y,2) &
hat; dann wird aus (3):

]
Af+5f=o0.
Hier setzen wir nach §5 (1) n = }’E und ferner mit Riicksicht auf §6 (6), (7):
2xv 2n

o -
4 k=7=7=1—.=2nv.
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k ist also das 2z-fache der Wellenzahl, in der Einheit cm-1 zu messen, und
hat bei kurzen Wellen einen sehr groBen Zahlenwert. Wir schreiben nunmehr
die Wellengleichung
(5) Af + B#nf=o0,
und es ist unsere Aufgabe, die Losungen im Grenzfall groBer & zu untersuchen.

Tatsédchlich sind die verschiedenen Komponenten der Vektoren €, § nicht
ungekoppelt; die Grenzbedingungen (§ 9) nimlich beziehen sich auf lineare Ver-
bindungen der rechtwinkligen Vektorkomponenten (Tangentialkomponenten).
Doch nehmen wir hierauf keine Riicksicht und betrachten den Lichtvorgang als
skalares Wellenfeld, bestimmt durch die Gleichung (5).

Ebenen Wellen entspricht die Losung (s. I, § 6)
izl—'u(ér) _ aei’—;'.ﬁ(sr) gl
wo L = n(3t), der ,,optische Weg* oder ,,Lichtweg*, eine lineare Funktion der
Koordinaten ist.

GemiB unseren Uberlegungen werden wir nun allgemeinere Lésungen suchen,
die nur Wemg von der ebenen Welle abweichen. Wir werden daher den Ansatz
machen?:

(6) f=ux,y,z)ettEns;
hier sei #(x, y, z) eine langsam verdnderliche Amplitude und L (x, y, 2) eine nur

wenig von der Linearitit abweichende Funktion der Koordinaten. Wir suchen
die Wellengleichung fiir groBe % moglichst gut durch diesen Ansatz zu erfiillen.

Man hat:
_g_i_ (au + k aL)el”‘
af (e ou oL L (OL\Y] sy
Efi—__ 6;::+2 k a + k —k'u(a)j'ekL,

also geht die Gleichung (5) iiber in:
ku(n? — |gradL|?) + th(uAL + 2gradu-gradL) +4du = 0.

Nun ist % ‘eine sehr groBe Zahl; solange also
(7 uAdL + 2gradu-gradL und du
nicht ausnahmsweise groB werden, konnen wir uns auf das héchste Glied be-
schranken und erhalten
8 |grad L|? = n2.

Geniigt L(x,y, z) dieser Gleichung, so ist der Ansatz (6) eine Niherungs-
l6sung der Wellengleichung (5) fiir groBe % (kleine 4). Aus der Differential-
gleichung zweiter Ordnung ersten Grades (5) fiir f ist also eine Differential-

gleichung erster Ordnung zweiten Grades fiir L geworden; denn (8) lautet, aus-
fithrlich geschrieben:

0L\ = (JL\2 OL\2
9 (&) + &) + (&) -
Ist L(x,y, 2 eine Losung, so werden durch L(x,y, z) = konst. die Flichen
gleicher Phase, durch die Normalen der Flichen die Richtungen der Lichtstrahlen

1 Siehe A. SOMMERFELD u. J. RUNGE. Ann. Physik (4) Bd. js (1911) S. 277. Die in dieser
Arbeit entwickelte Methode wird im folgenden mehrfach benutzt.
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niherungsweise dargestellt!; der von einer festen Fliche dieser Schar lings der
Normalen (Lichtstrahl) gemessene Wert von L ist der optische Weg oder Lichtweg.

Der Einheitsvektor 3 in der Richtung der Normalen der Fliche L = konst.
ist proportional grad L, und aus (8) folgt

(10) n3 =gradL, 8| =1.

Wir haben bei unserer Niherung nicht die Voraussetzung benutzt, daB » kon-
stant ist; daher kénnen wir # als Ortsfunktion ansehen, unsere Betrachtungen
gelten also auch fiir inhomogene Medien. Der Lichtweg von P, nach P wird
in jedem Falle durch das iiber einen Strahl erstreckte Linienintegral

P
(11) [nds=L(P) — L(Py)

P,
dargestelit.

Die Grenzen der Giiltigkeit der geometrischen Optik sind durch die GroBe
der Ausdriicke (7) gegeben. An der Schattengrenze liegt eine plétzliche Ande-
rung der Amplitude #, also wird grad« groB; hier finden Abweichungen vom
geometrischen Strahlengange statt, die sog. Beugungserscheinungen. An den
Lichtquellen und Brennpunkten, wo die Strahlen divergieren oder konvergieren,
wird divng = divgrad L = 4L groB; auch hier treten Erscheinungen auf, die
durch die geometrische Optik nicht erfaBt werden. Von
diesen Ausnahmefillen soll aber vorldufig abgesehen
werden.

Der anschauliche Inhalt der Gleichung (10) und der
aus ihr durch Quadrieren des Betrages folgenden Glei-
chungen (8) oder (9) ist der: Konstruiert man zwei un-
endlich benachbarte Flichen L = konst. und L 4+ dL
= konst. und bezeichnet mit ds ihren normalen Ab-
stand an irgendeiner Stelle, so ist

dL
ST =n.

ds

Hat man also zwei benachbarte L-Flichen mitt dem

Fig. 16. Strahlkrommung.  festen Lichtwegunterschied dL, so besagt die Gleichung

nds =dL, daB sich die Abstinde normal gegen-

iiberliegender Punkte an verschiedenen Stellen umgekehrt verhalten wie die
Brechungsindizes oder direkt wie die Lichtgeschwindigkeiten.

Insbesondere folgt daraus: In einem homogenen Medium (# = konst.) haben
aufeinanderfolgende Flichen L = konst. gleichen Abstand voneinander. Daraus
ergibt sich weiter, daB die orthogonalen Trajektorien der Flichenschar gerade
Linien sind. Um dies zu beweisen, sehen wir die Lichtstrahlen als die Strom-
linien des Vektorfeldes 3 an. Es sei ds das Linienelement auf einer Strahlkurve.
Beim Fortriicken um ds geht der tangentielle Einheitsvektor 3 in einen Ein-
heitsvektor 8’ von anderer Richtung iiber (s. Fig. 16); 3 und 3’ bilden ein gleich-
schenkliges Dreieck mit der Basis d3, die als senkrecht auf 8 betrachtet werden

1 In der Sprache der Mathematik ist (9) die Gleichung der zur partiellen Differential-
gleichung (5) gehorigen Charakteristiken und beschreibt exakt die Fortpflanzung von Un-
stetigkeiten der Lésungen von (9). Far die geometrische Optik kommt es aber nicht auf
Unstetigkeiten an, sondern auf die Phasen periodischer Lésungen; diesen Zusammenhang
zeigt unsere Ableitung, die allerdings nicht den Forderungen mathematischer Strenge
(Fehlerabschatzung) genfigt.
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kann. Nur wenn d3 verschwindet, ist die Kurve an der betrachteten Stelle un-
gekrimmt!, Die Bedingung der Geradlinigkeit 148t sich also schreiben:

d3

(12) 5-=0.
Nun ist
dé 08,dx  08,dy , 08.dz _ 63 63,
6xds+0yds+6z-d_s §‘+ §”+ g

Andererseits folgt aus |8 =1:
14 . 08, 03, 03,
0=ggmlil=ta thg +ag,

Durch Subtraktion ergibt sich
ds, 08, 03, 93, 03,
ds —g”(ay 6x)+§‘(c7z 5;)
oder vektoriell geschrieben:
ds3

(13) o = Tot3 X 8.
Aus (10) folgt fir n = konst.:
(14) rots = %rot gradL = 0.

Nach (13) ist somit die Bedingung (12) der Geradlinigkeit erfiillt.

Das Verschwinden von rot3 oder, in der Sprache der Stromungslehre, die
,»Wirbelfreiheit“ des Stromungsfeldes, ist das Kennzeichen optischer Strahlen
gegeniiber allgemeineren, sog. KuMMERschen Strahlensystemen.

Man sagt auch, die Lichtstrahlen in einem homogenen Medium bilden ein
,;,orthotomisches System*, d. h. eine zweiparametrige Geradenschar, die sich von
einer geeignet gewihlten Flichenschar rechtwinklig schneiden 1aBt. Wir werden
jetzt den wichtigen Zusammenhang dieser Eigenschaft mit dem Reflexions-
und Brechungsgesetz kennenlernen.

§ 15. Der Satz von MALUs uud das Prinzip von FERMAT.

MaLus hat den Satz bewiesen: Etn orthotomisches Strahlensystem bleibt auch
nackh beliebig vielen Reflexionen und Brechungen orthotomisch.

Wir iibernehmen das Brechungs- und Spiegelungsgesetz aus der Wellentheorie
(Kap. I, § 4)%. Man kann beide in die Aussage zusammenfassen, daB der Vektor

(1) RN =m 8 — ny8,

normal auf der Grenzfliche steht; dabei sind 3,, 3, die Einheitsvektoren des
Lichtstrahls vor und nach der Brechung (Spiegelung), #,, n, die Brechungs-
indizes der beiden Medien (bei Spiegelung n, = n,).

Denn wenn die Differenz der Vektoren 7,8, und #,3, in die Normalenrich-
tung fillt, liegen beide in derselben, durch die Normale gehenden Ebene, der

1 Die Krimmung der Kurve ist gegeben durch |d3|/ds (s. Fig. 16).

? Statt dessen kann man dieses Gesetz auch durch Grenzlibergang (von einer stetigen
Verteilung # zu einem Sprung von s) aus § 14 (10) erhalten, muB dann aber die durchaus
nicht selbstverstindliche Annahme machen, da8 grad L an der Grenze stetig bleibt.

Born, Optik. 4
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Einfallsebene (s. Fig. 17); ferner verschwindet die Tangentialkomponente von R,
und da die Tangentialkomponenten von 8, und 3, gleich sing, und sing, sind,
wo @,, @, Einfalls- und Brechungswinkel bedeuten, so hat man

n,sing, — n,sing, = 0.

R Bei Reflexion ist #, = n, = n zu setzen und zu

ngd, beachten, daB 3, auf die Grenzfliche zu, 3, von ihr

fort gerichtet ist; dann folgt aus dem Normal-

4 ey stehen von R = % (3, — 3,) ohne weiteres das Re-
" flexionsgesetz.

Es geniigt offenbar, den Satz von MaLrus fir
esne Brechung (Reflexion) zu beweisen; dann gilt
er auch fiir beliebig viele.

Aus § 14 (10) folgt (auch fiir ein inhomogenes
n>n, Medium mit stetig verdnderlichem )

Fig. 17. Brechungsgesetz. (2 rotnd =rotgradL = 0;

nach dem SToKESschen Satze ist das iiber irgendeine geschlossene Kurve mit
dem vektoriellen Linienelement dt erstreckte Integral

(3) Cﬁnédt=f(rotn§),da,

wobei das Flichenintegral iiber irgendeine von der Kurve begrenzte Fliche mit
dem Element do zu erstrecken ist und die Normale » dem Umlaufssinne in der
iiblichen Weise zugeordnet ist. Also folgt nach (2):

ny
n, (4 Pnsdt=o0.

Nunmehr schlieBen wir aus dem Brechungs- (Re-

flexions-) Gesetz, daB die Formel (4) auch noch gilt,

wenn die geschlossene Kurve die Grenzfliche zwischen

zwei Medien durchsetzt, an der # einen Sprung erfihrt.
Fig. 18. Grensbedingung fir den  Denn zerlegt man die Kurve C in zwei Schleifen durch

Hinzufiigung eines Verbindungsstiicks K lings der
Grenzfliche (s. Fig.18) und wendet (4) auf beide Schleifen getrennt an, so er-
hilt man durch Addition der entstehenden Gleichungen

fnédt +/(nl§1 — my8y)dt = 0.
C . K

Hier verschwindet aber das zweite Integral, weil
€ der Vektor % = n,8, — ny3; auf der Grenzfliche,
also auch auf allen Elementen dt der Kurve K,
o senkrecht steht.

Das Resultat der Giiltigkeit von (4) auch bei
Brechung und Reflexion wenden wir nun auf folgen-
den Fall an: Zwei homogene Medien (#, = konst.,
n, = konst.) mdgen in einer Fliche G aneinander
Flg. 19. Zum Beweis des Maivsschen  grengen (s. Fig. 19); im ersten Medium fassen wir

eine Fliche L(x,y,z) = L, ins Auge und kon-
struieren den Strahl, der von einem Punkte A4 auf ihr normal ausgeht. Er
treffe die Grenzfliche G in B und werde bis zu einem Punkt C im zweiten
Medium verfolgt. Nun verschieben wir den Punkt 4 auf irgendeiner Kurve
der Fliche L, nach A’ und fithren dabei den von 4 ausgehenden Strahl ABC
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unter Erhaltung seiner optischen Linge mit. Die Endlage sei A’B'C’. LiaBt
man A’ auf L, beliebig variieren, so bewegt sich C’ auf einer Fliche
L(x,y,2) =L,. Zu zeigen ist, daB der Strahl A'B’C’ iiberall auf der Fliche L,
senkrecht steht.

Dazu wenden wir die Formel (4) auf den geschlossenen Weg ABCC'B'A’'A
an und erhalten:

fnds +fn§dt +/ﬁnds +/n¢3dt =0.
4BcC ce CBA A4
Nun sind nach Voraussetzung die optischen Wege ABC und A'B’C’ gleich, also

nds + / nds =0,
ABCc B4
ferner ist 38 iiberall auf L, normal, also

fné; dt=0.
4%4
Es folgt, daB
fn@ dt=0
cc

ist, und zwar fiir jede Kurve auf der Fliche L,. Mithin muB 34t = 0 sein fiir
jedes Linienelement dt auf L,; der Strahl 3 steht also iiberall auf L, senkrecht,
wie der MaLussche Satfz behauptet.

Hiermit steht in enger Beziehung das in der Einleitung erwidhnte FERMATsche
Prinzip des ktirzesten Lichtwegs'. Es besagt, daB das dber einen Strahl erstreckte

Integral
P

fnds

P,

ein Minimum ist im Vergleich zu
den Werten, die es auf beliebigen
Nachbarkurven zwischen denselben
Endpunkien P, und P annimmd.
Vorausgesetzt muB dabei werden,
daB sich eine Umgebung des Strahl-
stiicks S von P, 0 nach P von einem Fig. 20. Zum Beweis des FErMaTschen Prinzips.
,,Strahlenfeld‘* 38 einfach und liicken-

los iiberdecken liBt. Ein solches Feld wird z. B. von den Strahlen eines vom
Punkte A4 ausgehenden Biischels gebildet, solange diese Strahlen nicht infolge
Reflexion oder Brechung sich iiberschneiden (s. Fig. 20).

Liegt das Strahlstiick S ganz in einem solchen Feld 3 und beschrinkt man
die Vergleichskurven C zwischen P, und P ebenfalls auf das Feldgebiet, so
kann man folgendermaBen schlieBen:

Nach (4) gilt

fnédt—i—{nds:O,
¢ S

1 Ahnliche Minimalsitze hat man in vielen Gebieten der Physik zur knappsten Formu-
lierung der Gesetze verwendet, z. B. in der Mechanik das Prinzip der kleinsten Wirkung
in seinen mannigfachen Fotmen. Zur systematischen Behandlung solcher Minimalprobleme
dienen die Methoden der Variationsrechnung. Die im folgenden vorkommenden Beweise
lassen sich zum Teil auf viel allgemeinere Fille ubertragen.

4‘
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wo dt das vektorielle Linienelement von C und ds das skalare Linienelement
von S ist. Da aber die Projektion eines Vektors niemals gréBer ist als der Vektor

selbst, so ist
fnédt éfndt,
¢

c
wo dt das skalare Linienelement von C ist.

Also folgt
f nds = f ndt,
s ¢
AR . . . .
womit das FERMATsche Prinzip bewiesen ist.
Fig. 21. Strahlenfeld eines Leuchtpunktes bei

Die Voraussetzung iiber die Einbettbar-
keit des Strahlstiicks S in ein Strahlenfeld
ist wirklich notwendig, wie die einfachsten Beispiele zeigen. So entsteht be-
reits in einem homogenen Medium bei der Spiegelung an einer Ebene (s. Fig. 21)
eine doppelte Uberdeckung des Raumes mit Strahlen; der direkte Strahl liefert
dann das absolute Minimum des Lichtwegs, der reflektierte nur ein relatives
Minimum gegeniiber Nachbarkurven einer gewissen Umgebung. Die einfache
Uberdeckung des Raumes durch die vom Punkte A ausgehenden Strahlen hort
ferner in inhomogenen Medien oder bei brechenden Flichen zwischen homogenen

Medien dort auf, wo die
Iy Strahlen Enveloppenflichen
bilden (s. Fig. 22); diese wer-
8 den in der Optik ,,Brenn-
A \/ g . flichen* oder , Kaustiken‘

Spiegelung.

genannt und sollen nach-
her (§17) besprochen wer-
Fig. 22. Kaustik eines Achsenpunktes einer Linse. den. Der Berithrungspunkt
B eines Strahls mit der
Brennfliche heiBt der zu 4 auf diesem Strahl , konjugierte Punkt. Man kann
dann, indem man 4 mit P, zusammenfallen 14Bt, den Teil eines Strahls P, P,
der ein Minimum des Lichtwegs liefert, auch so kennzeichnen: der Endpunkt P
muBl von P, aus vor dem zu P, konjugierten Punkte liegen. So ist z. B., wie
Fig. 22 zeigt, bei einer (nichtkorrigierten) Linse fiir den Zentralstrahl nur ein
Minimum des Lichtwegs bis zum ,,Brennpunkt, d.h. der auf der Achse ge-
legenen Spitze der Brennfliche, vorhanden; dagegen ist z. B. der geknickte
Lichtweg P,CP kiirzer als der gerade ABP, wenn P auf der Achse hinter
B liegt.
Man kann aus der Forderung, da8

[nds = Minimum
sein soll, durch Umkehrung unseres Gedankengangs nach den Regeln der Varia-

tionsrechnung die Gesetze des Strahlungsfeldes (z. B. das Brechungsgesetz) ab-
leiten; doch gehen wir nicht darauf ein.

§ 16. Die Brennpunktseigenschaften eines infinitesimalen
Strahlenbiischels.
Wir betrachten jetzt infinitesimale Strahlembiischel oder Elementarbiischel,

d. h. solche Biischel, deren Strahlen sich nur unendlich wenig voneinander unter-
scheiden. Im allgemeinen wird es keinen Punkt P geben, in dem sich alle Strahlen
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des infinitesimalen Biischels schneiden. Ist es aber der Fall, so sagen wir, das
Biischel sei ,,homozentrisch’*; nur bei einem solchen sind die Flichen L = konst.
Kugeln.

Wir wollen nun die Geometrie nichthomozentrischer infinitesimaler Strahlen-
biischel niher studieren. In einem reguldren Punkte P der Fliche L = konst.,
die, wie gesagt, keine Kugel sein wird, errichten wir die Flichennormale und
legen durch sie irgendeine Ebene; diese schneidet aus der Fliche eine ebene
Kurve aus. Der Mittelpunkt des Kriimmungskreises der Kurve fiir den Punkt P
mufB auf der Flichennormalen liegen.

Drehen wir nun die Ebene um diese Normale, so wird die Schnittkurve sich
stetig 4ndern und damit auch der Kriimmungsradius. Bei einer halben Um-
drehung wird der Radius ein Maximum und ein Minimum passieren. In der
Theorie der krummen Flichen! wird gezeigt, daB die beiden Ebenen, die zum
maximalen und minimalen Kriimmungsradius gehéren, aufeinander senkrecht
stehen. In diesen ,Hauptebenen“ liegen die Hauptkriimmungskreise. Zieht
man die Kurven auf der Fliche, die in jedem Punkte die zugehorigen Haupt-
ebenen tangieren, so erhilt man die beiden orthogonalen Kurvenscharen der
Kriitmmungslinien. 3

Nun denken wir uns aus
der Fliche L = konst. ein A 7
Flichenelement do ausge- do [ %,
schnitten, das von zwei l —\ —>=5
Paaren von Krimmungs- k. -- 7 23
linien oder, was infinitesimal
dasselbe ist, von zwei Paaren 1
von Hauptkrimmungskrei- Fig. 23. Brennlinien der Normalen eines Flichenelementes.
sen begrenzt wird. Die Eck-
punkte des Elements do seien 1, 2, 3, 4. Um die Vorstellung zu fixieren,
wollen wir die Bégen 1—2 und 3 —4 horizontal, die Bgen 2—3 und 1—4 vertikal
annehmen (s. Fig. 23).

Die Flichennormalen auf dem Hauptkriimmungskreisbogen 1—2 schneiden
sich im Punkte 12, die Normalen auf dem Bogen 3—4 im Punkte 34. Die Ver-
bindungslinie dieser beiden Punkte wird Brennlinie p, ge-
nannt. Sie verliuft offenbar parallel den beiden anderen
Seiten 2—3 und 1—4 des Elements do, also in unserer
Sprechweise vertikal. Die Normalen auf irgendeiner hori-
zontalen Kriimmungslinie werden sich in einem Punkte der
Linie , schneiden.

Ganz ebenso konstruiert man eine horizontale Brenn-
linie p,, indem man von den Hauptkriimmungskreisbogen
2—3 und 1—4 ausgeht.

Die im Mittelpunkt von do errichtete Flichennormale p fy
nennt man den Hauptstrahl S des Strahlenbiischels. ’

Man sieht, daB die durch $;, und S be-
stimmte Ebene senkrecht steht auf der 3
durch p, und S bestimmten.

Dabei ist es nicht notwendig (was vielfach ~Fig- 24. Brennlinies elner rotationseymmetrischen
zu lesen ist), daB die Brennlinien beide auf '
dem Hauptstrahl senkrecht stehen. Das 1Bt sich am besten durch ein Belsplel
zeigen (s. Fig. 24).

1 Sjehe etwa W. BLASCHKE: Vorlesungen iber Differentialgeometrie Bd. 1, 3. Aufl.,
§§ 41—44. Berlin 1930.

Lo

A/
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Wir nehmen an, die Fliche L = konst. sei rotationssymmetrisch um die
Achse AA’; das Element d g enthalte keinen Achsenpunkt. Dann steht offenbar
die eine Brennlinie p, senkrecht auf der Meridianebene im Kriimmungsmittel-
punkt M des Meridianschnitts von do; die andere Brennlinie p, ist das Stiick
der Achse, das von den duBersten Normalen des Meridianschnitts abgeteilt wird.
Diese Brennlinie p, steht nicht auf S senkrecht.

Das von einem leuchtenden Punkt ausgehende Licht stellt man sich in der
geometrischen Optik als homozentrisches Strahlenbiischel vor. Nach Spiegelung
oder Brechung ist dieses Biischel im allgemeinen nicht mehr homozentrisch. Es
wird also jeder Punkt P des Objektraums durch ein von ihm ausgehendes Ele-
mentarbiischel nicht wieder als Punkt, sondern in zwei Brennlinien ,,abgebildet*’,
die in zwei zueinander senkrechten Ebenen, den Fokalebenen des Biischels, liegen ;
eine Abbildung, die natiirlich unvollkommen ist, weil ja in jeder Brennlinie nur
ein Teil der Strahlen zur Vereinigung kommt und auch dies nicht punktweise.
Der Abstand der Brennlinien lings des Hauptstrahls wird die astigmatische
Differenz des Elementarbiischels genannt. Das Problem der optischen Abbil-
dung besteht darin, diese astigmatische Differenz zu vermeiden oder wenigstens
zu verringern; denn man wiinscht von moglichst vielen Punkten des Objekt-
raums eine eigentliche, punktférmige Abbildung zu erreichen. Ehe wir aber auf
diese Frage der kiinstlichen Herstellung von optischen Bildern eingehen, wollen
wir die Verteilung der Fokalelemente allgemein untersuchen, um zu verstehen,
wie natiirlich gegebene oder zufillig entstandene brechende (oder spiegelnde)
Oberflichen die Lichtverteilung beeinflussen.

§ 17. Kaustische Flichen und Kurven.

Wie wir sahen, liegen auf der Normalen eines Flichenelements die Mittel-
punkte der Kriimmungskreise aller Normalschnitte; sie bedecken eine Strecke,
deren Endpunkte den beiden Hauptkriimmungen entsprechen. Macht man diese
Konstruktion fiir jede Flichennormale, so erfiillen die beiden Endpunkte zwei
Flichen; die eine ist gegeben durch die Gesamtheit der Mittelpunkte der kleinsten
Kriimmungskreise, die andere durch die der groBten. Man nennt sie Brennflichen

A oder kaustische Flichen (Kaustiken). Jede
Normale der gegebenen Wellenfliche ist
Tangente der beiden Brennflichen.

Ist die Wellenfliche speziell eine Rotations-
flache, so liegt der eine der beiden Haupt-
kriimmungskreise in der Meridianebene, der
g andere senkrecht dazu und sein Mittelpunkt
auf der Rotationsachse. Die eine der beiden
Kaustiken entartet also in diesem Falle zu
einem Stiick der Rotationsachse, die andere
wird eine Rotationsfliche, deren Meridian-
5 schnitt die Evolute des Meridianschnitts der
) . N Wellenfliche ist.

Fig. 25. Kaustikc des Rotationsellipsoides. Als Beispiel wollen wir eine Wellenfliche
von der Form eines Rotationsellipsoids betrachten. In Fig. 25 ist ein Meridian-
schnitt dargestellt. Hier entsteht die eine Kaustik durch Rotation der Evolute
ACB der Meridianellipse, die andere entartet in das Stiick COD der Achse.

Um die Evolute einer beliebigen Meridiankurve analytisch darzustellen, hat
man einfach die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunkts &, #, der zum
Kurvenpunkt x, y gehort, hinzuschreiben (s. Fig. 26):

§=2x—psinax, n=1v+pcos«x ;
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hier ist ¢ der Kriimmungsradius und &« der Winkel der Tangente mit der x-Rich-
tung. Sind x, ¥ als Funktionen eines Parameters ¢ gegeben und bezeichnet man

das Differenzieren nach ¢ durch einen Strich, so gilt bekanntlich

3
_ Wity y
< xly/l _ x//y/ y (577}
und @
’ . yl
COSX = ———, SINKX = ———— |
T 7ty
also ¢
, xr4y2
w | Ty
_ , Xty
N=y+x v v %)
Speziell fiir die Ellipse 3 o
z
X = acose, y==»5 Sin(P Fig. 26. Krmnmungsradiui und Krimmungsmittel-
punkt.
hat man 2gin2 2 cos?
& =acosp — bcos<pa = qj;:b e,
2 qin2 2 2
7 = bsing — asintpa au qj;};b cos e
oder
2_ p2
&= a—a— cos3g,

)

Fig. 27. Zur Diakaustik der Ebene.

n,<n,

Die hierdurch dargestellte Kurve wird Asferoide genannt. Wir werden spiter
diese Rechnungen benutzen.

Jetzt kehren wir zur Optik zuriick und betrachten die Brennflichen eines
Strahlenbiischels, das durch Brechung an einer Ebene aus einem homozentrischen
Biischel entsteht; man spricht hier von der Diakaustik der Ebene (bei Reflexion
entsprechend von Katakaustik).

Der leuchtende Punkt P liege im Medium 1 mit dem Brechungsindex #,;
eine ebene Grenzfliche trenne diese Substanz vom Medium 2 mit dem Brechungs-
index n,. Da das von P auf die Grenzebene gefillte Lot offenbar Symmetrie-
achse des Vorgangs ist, geniigt es, die Verhaltnisse in einer durch dieses Lot
gelegten Ebene zu betrachten; diese sei zur Zeichenebene der Fig. 27 gemacht.
Die beiden Hilften der Figur entsprechen den Fillen #;, > n, und n, < n,.
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Wir fillen von P das Lot PA auf die Grenzfliche und verlingern es um sich
selbst bis Q. Ein von P ausgehender Strahl treffe die Grenzfliche in B. Nun
konstruieren wir den durch P, B, Q gehenden Kreis. Der gebrochene Strahl,
von B nach riickwirts verlidngert, treffe den Kreis in R und das Lot PQ in S;
im Falle #, > #n, liegt S innerhalb PQ, im Falle n, < n, auBerhalb.

o, =X BPQ ist der Einfallswinkel,
o, = L. BSQ ist der Brechungswinkel.
Man hat offenbar
¥BRQ =<BPQ = «,

als Peripheriewinkel iiber der Sehne BQ.
Da aus Symmetriegriinden auch {LBQP = «, ist, so gilt ferner im Falle
ny > Ny
< BRP =<BQP = «,
(Sehne BP) und im Falle n, < n,
XBRP=n—<BQP =75 — «,
(Sehne BP); also hat man in jedem Falle
XSRP = «,.
Im Dreieck PRS gilt demnach
PS: PR =sing, :sinx, =n,:n,
oder _
(3) n,+ PS=mn,. PR.
Da nun im Falle #, > %, die Linie RS den Winkel bei R im Dreieck PRQ hal-
biert, im Falle #, < n, auf der Halbierungslinie senkrecht steht, so gilt
PS:QS = PR:QR.
Daher hat man auch

(4 7 -QS=mn,-QR.

Addiert bzw. subtrahiert man (3) und (4), so folgt

(5) fir n, >n,: n,- PQ=n,(0R + PR),
6) fir n, <m,: my- PQ = n,(QR — PR).

Das bedeutet aber, daB der Punkt R fiir verschiedene Einfallswinkel einen
Kegelschnitt mit den Brennpunkten P, Q beschreibt, und zwar fiir n, > 0, eine
Ellipse, fiir #, < n, eine Hyperbel. Dieser Kegelschnitt ist der Meridianschnitt
einer Wellenfliche, die aus ihm durch Rotation um die Normale PQ entsteht;
denn da der gebrochene Strahl RB den Winkel PR(Q bzw. seinen AuBenwinkel
halbiert, steht er auf dem Kegelschnitt senkrecht.

Natiirlich gehort diese Wellenfliche nicht zu denen, die aus den Kugelwellen
des ersten Mediums beim Eindringen ins zweite Medium wirklich entstehen;
sondern sie liegt auf der Verlingerung der gebrochenen Strahlen nach riickwirts.
Gleichwohl kennzeichnet sie das gebrochene Strahlenbiischel eindeutig und er-
laubt insbesondere die Konstruktion der Brennflichen in einfachster Weise.

Wir wollen diese zunichst im Falle n#, > n, betrachten, wo das gebrochene
Strahlenbiischel auf einem Rotationsellipsoid normal ist. Die Brennfliche eines
solchen haben wir oben konstruiert; sie besteht aus einem Stiick der Achse und
aus der Rotationsfliche, deren Meridianschnitt durch (2) dargestellt ist. Es
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bleibt nur iibrig, die darin vorkommenden Halbachsen der Ellipse durch die
gegebenen Brechungsindizes auszudriicken. Fiithrt man den relativen Brechungs-
index

(7) n = n21 — .1_11 > '1

Ny
ein und bezeichnet die Brennweite der Ellipse 4P = 4 PQ mit c, so liest man
aus (5) ab: p
(8) a=mnc, b=cynr—1.

Dann gehen die Formeln (2) iiber in

¢ cos?®
5 = n L4 )
) n = — csindg
I Yt —1

Diese Asteroide hat Spitlen in den Fig. 28. Diakaustik an einer ebenen Grenzfliche fiir

Punkten einen im optisch dichteren Medium liegenden Punkt.
c
PI,P{Z ¢=0,m, £1=:h?r 1 =0;
n 3= c
P, P = —, =, =0 Yo = —_—.
2, 20 @ 2’ 2’ & ’ 2 :FVn2—1

Hier fillt die &-Achse in das vom leuchtenden Punkte P auf die Grenzebene
gefillte Lot und ist Rotationsachse. Der Punkt P, entspricht dem senkrecht
einfallenden Strahl; die Punkte P,, Pj entsprechen streifendem Eintritt ins
zweite Medium (s. Fig. 28). Fiir den Grenzwinkel der Totalreflexion liest man

aus der Figur ab 0
_n__1
tgp == rp—
also Luft
. 1
(10) sing = —-,

wie es bei der hier gewihlten Bezeichnung \

sein muB. T
Einem Beobachter O wird der leuchtende \ Bild des
Punkt P an der Stelle P’ erscheinen, wo die 3 =T, Srades

~

Tangente von O an die Asteroide diese be- c> ~~
rithrt. Wie man sieht, riickt der scheinbare Wasser
Ort P’ um so niher an die Grenzfliche, je

flacher die Blickrichtung gegen die Grenz- . , ~
ebene ist. Hierdurch sind die merkwiir- & % 24 o et 0 i
digen Verzerrungen bedingt, die man an

Korpern in durchsichtigen Fliissigkeiten wahrnimmt. So kommt es, daB ein
gerader Stab beim Eintauchen in Wasser nicht nur an der Oberfliche geknickt,
sondern im Innern auch ein wenig gebogen erscheint, wie Fig. 29 veranschau-
licht. Fiir Wasser ist » = 4, also

3 3
& =—c, =-=c=1,13%c.
1 4 72 '/7 3

Ein Punkt im Wasser scheint also bei senkrechter Aufsicht um } seines Ab-
standes der Oberfliche genihert.
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Wir betrachten jetzt noch kurz den Fall #; << #,, wo die Brennfliche aus
der Evolute einer Hyperbel durch Rotation entsteht (s. Fig. 30). Setzt man hier

(11) n:nu=ﬂ>1,
ny

so werden die Hauptachsen der
Hyperbel nach (6):
1

R
(12) a=—, b=c|t— 5.

Die Tangenten der Evolute
konvergieren im Unendlichen
gegen zwei Richtungen, die auf
den Asymptoten der Hyperbel
senkrecht stehen; diese Rich-
tungen entsprechen offenbar
den gebrochenen Strahlen bei
streifender Inzidenz, der Win-

kel p, den sie mit dem Einfalls-
\"” lot bilden, ist also der Grenz-
winkel der totalen Reflexion.

Fig. 30. Diakaustik an einer ebenen Grenzfliche fiir einen im optisch Aus Flg 30 und Formel (12)
diinneren Medium liegenden Punkt. . .
" 1 Hlegenden Fu liest man in der Tat ab, daB

) a 1
(13) sinp = &=
ist, wie es sein muB.
In dhnlicher Weise, wie hier fiir eine brechende Ebene, kann man die Kau-
stiken fiir brechende oder spiegelnde Kugeln und andere Flichen konstruieren

oder berechnen.

§ 18. Brechung an einer Kugelfliache.

Bei optischen Instrumenten benutzt man fast ausschlieBlich Kugeln als
brechende Flichen. Wir wollen daher die Brechung an einer Kugelfliche niher
studieren, aber nicht die Brennflichen fiir beliebige Strahlenbiischel konstruieren,
sondern unser Augenmerk vor allem darauf richten, ob es eine Lage der Licht-
quelle gibt, fiir die die gebrochenen Strahlen genau durch einen Punkt gehen.

In ein Medium mit dem Brechungsindex # sei eine Kugel mit dem Mittel-
punkt O, dem Radius 7 und erfiillt von einem Medium des Brechungsindex »’
eingebettet. Nach WEIERSTRASS! kann man den zum einfallenden Strahl 4P
gehorigen gebrochenen Strahl PB durch eine geometrische Konstruktion finden,
die in Fig. 31 fiir die Félle » <#' und # > »" gesondert dargestellt ist.

Man konstruiere um O zwei weitere Kugeln mit den Radien

n/
n=r, = % r.
Die Kugel (7;) werde von 4 P in Q getroffen; der Radius OQ treffe die Kugel (r,)
in R. Dann ist PR der gebrochene Strahl.

Nach der Konstruktion sind nimlich die Dreiecke O PR und OQP ihnlich;
folglich ist ¥ OPR = < OQP gleich dem Brechungswinkel y, und da < OPQ
der Einfallswinkel ¢ ist, so hat man

sing:siny =0Q:0P=n":n.
Das Brechungsgesetz ist also erfiillt.

1 K. WEIERSTRASS: Math. Werke. Bd. 3 S. 175.



§ 18. Brechung an einer Kugelflache, (II, § 13.) 59

Im Falle n > »n’ versagt die Konstruktion, wenn die Verlingerung von AP
die Kugel (r,) nicht trifft; dann tritt Totalreflexion ein.

Wenn man auf die angegebene Weise das von einem Punkte 4 ausgehende
Strahlenbiischel konstruiert, so findet man, da8 dieses sich nicht in einem Punkte
vereinigt; vielmehr gibt es eine Brennfliche, Diakaustik. Eine punktférmige
Abbildung durch beliebig weit gedffnete Strahlenbiischel findet also nicht statt.
Wohl aber gibt es ausgezeichnete Punktepaare von der Art, daB alle von dem
einen Punkte ausgehenden Strahlen sich in dem anderen schneiden. In unseren
Figuren sind das die Punktepaare Q, R; denn wenn man den einfallenden Strahl
AQ um Q dreht, so dreht sich der gebrochene Strahl PRB um R. Dabei ist R
reeller Schnittpunkt der gebrochenen Strahlen, () aber nur virtueller Vereini-
gungspunkt der einfallenden. Einer der beiden Punkte 1aBt sich auf der betreffen-
den Kugel willkiirlich wihlen; dann ist der andere auf seiner Kugel bestimmt.

. . n’ n . .
Man nennt zwei solche, im Abstande 7, = w7 und 7, = P4 auf einem Radius

liegende Punkte ein aplanatisches Punktepaar der brechenden Kugelfliche.

Fig. 31. WeiErsTRASSsche Konstruktion des an einer Kugelfliche gebrochenen Lichtstrahls.

Es gibt also punktformige oder stigmatische Abbildung durch weit gedffnete
Biischel fiir zwei Flichen, nimlich die beiden aplanatischen Kugelflichen (r,)
und (r,).

Ein’é der wichtigsten Aufgaben der praktischen Optik ist nun die stigmatische
Abbildung einer Objektfliche auf eine Bildfliche (gewdhnlich Ebenen). Man
wird zu iiberlegen haben, wie man unser Ergebnis iiber die aplanatischen Kugel-
flichen fiir diesen Zweck verwenden kann. Statt ganzer Kugeln aus Glas wird
man Stiicke nehmen, die von koaxialen Kugelflichen oder Ebenen begrenzt sind;
so kommt man in natiirlicher Weise auf die Konstruktion von Linsen.

Bei einer brechenden Kugelfliche hat man die Schwierigkeit, daB Objekt
und Bild in verschiedenen Medien liegen und daB das Bild immer ,,virtuell* ist,
d. h. die Strahlen selbst sich nicht schneiden, sondern ihre riickwirtigen Ver-
lingerungen ; man kann also hochstens erreichen, daB die Divergenz eines Biischels
verringert wird.

Bei Mikroskopen liegt der Fall vor, daB man kleine Objekte leicht in eine
Fliissigkeit einbetten kann, deren Brechungsindex gleich dem des Glases der
ersten Objektivlinse ist; man hat dann ein sog. ,,Jmmersionsobjektiv*. Wir
werden spiter (Kap. IV, §53,d) zeigen, daB hierdurch Vorteile hinsichtlich des
,,Auflbsungsvermogens* (Verkleinerung der storenden Beugungserscheinungen)
erzielt werden. Hier sehen wir, daB wir diese Anordnung zur Verringerung der
Divergenz der von den Objektpunkten ausgehenden Strahlenbiischel verwenden



60 I1. Geometrische Optik.

konnen, indem wir der ersten Objektivlinse etwa die Gestalt einer Halbkugel
geben, an deren Basisebene die Immersionsfliissigkeit angrenzt (s. Fig. 32). Ist
n der Brechungsindex des Glases und der Fliissigkeit (gegen Luft), so muBl der
Objektpunkt P im Abstande 7/n vor dem Mittelpunkt C der Kugelfliche liegen;
dann entsteht ein (virtuelles) Bild P, im Abstande # 7 von C. Wandert P auf
der Kugel vom Radius 7/n um C, so bewegt sich P, auf der Kugel vom Radius nr
um C; bei hinreichend kleinen Objekten kann man die Kugelstiickchen als eben
ansehen und hat dann eine Abbildung von Flichenelementen durch endliche
Biischel verwirklicht.

Man kann nun nach Awmici! die divergenzverkleinernde Wirkung verstiarken,

indem man eine zweite, von zwei Kugelflichen begrenzte Linse vorsetzt, und
zwar so, daB die Vorderfliche ihr
Kriimmungszentrum in P, hat, die
Hinterfliche aber so gekriimmt ist,
daB P, im aplanatischen Punkte
dieser Kugel (vom Radius r; und
Brechungsindex #,) liegt, also im
Abstande 7,/n, von ihrem Zentrum.
Dann treten die von P, ausgehenden
Strahlen ungebrochen durch die zu
P, konzentrische Vorderfliche ein
und scheinen beim Austritt von
einem Punkte P, zu kommen, der
im Abstande #n,7, hinter dem Mit-
telpunkt der Austrittsfliche liegt.
Man kann dies Verfahren wieder-
holen und durch Vorsetzen weiterer
Linsen den Divergenzpunkt der Strahlen immer weiter zuriick verlegen. Aber
dem stehen verschiedene Nachteile entgegen. Schon bei der ersten Vorsatz-
linse liegt der (virtuelle) Ausgangspunkt P, der Strahlen nicht in einer Substanz
vom gleichen Brechungsindex wie dem der Linse; die von seitlich benachbarten
Punkten ausgehenden Strahlen treten also schon nicht mehr ungebrochen in
die Vorsatzlinse ein, d. h. P, ist zwar aplanatisch, aber nicht ein ganzes P; um-
gebendes Flichenelement. (Verzichtet man auf die Abbildung von kleinen
Flichen, so kénnte man ja schon die erste Linse ohne Immersion benutzen und
ihr statt einer ebenen Eintrittsfliche eine kugelférmige mit P als Zentrum geben).
Ferner treten wegen der Abhingigkeit des Brechungsindex von der Farbe (Wellen-
lange) sog. ,,chromatische Fehler auf (s. §26), die sich um so schwerer kom-
pensieren lassen, je mehr Vorsatzlinsen man benutzt. Tatsichlich werden bei
der Konstruktion von Mikroskopobjektiven héchstens die beiden ersten Linsen
nach diesem Prinzip gewdhlt.

Handelt es sich um die Abbildung ausgedehnter Objekte in Luft, wie z. B.
beim Fernrohr oder beim photographischen Objektiv, so ist dieses einfache Ver-
fahren nicht brauchbar. Man verwendet aber fast immer Kombinationen von
Linsen mit kugelformigen oder nahezu kugelférmigen Grenzflichen, und zwar
hauptsichlich wegen ihrer einfachen Herstellbarkeit. Die Frage ist, welches die
beste iiberhaupt erreichbare Abbildung ist, verglichen mit der demkbar besten
Abbildung. Letztere ist offenbar die stigmatische Abbildung eines endlichen
Raumstiicks auf ein anderes. Ehe wir an die Aufgabe der praktischen Verwirk-
lichung der Abbildung gehen, wollen wir untersuchen, ob das genannte Ideal
prinzipiell erreichbar ist.

1 G. B. Amicr: Ann. de chim. et phys. (3) Bd. 12 (1844) S. 117.
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§ 19. Absolute optische Instrumente*.

Als ,,absolutes' optisches Instrument bezeichnet man ein solches, das von einem
Objektraum eine streng punktformige Abbildung erzeugt. Wir werden zeigen, daB
es im Grunde keine absoluten Instrumente gibt, insofern als jede optisch erzeug-
bare punktférmige Abbildung immer trivial ist, ndmlich in Spiegelungen besteht.

Nimmt man an, daB Objektraum und Bildraum beide homogen und isotrop
sind, so muB, wie ABBE bemerkt hat, eine stigmatische Abbildung notwendig
eine Kollineation sein; denn die geradlinigen Lichtstrahlen gehen wieder in
geradlinige Strahlen iiber.

Wir werden nun weiter zeigen, daBl Objekt und Bild, im Lichtweg gemessen,
gleich groB sein miissen, und daraus folgt dann ohne weiteres unsere Behauptung.
Der erste, noch nicht strenge Beweis dieses Satzes wurde 1858 von MAXWELL!
gegeben, von BrRUNS, KLEIN und LIEBMANN vereinfacht und verbessert?, Wir
folgen einem Beweise von CARATHEODORY?, der fiir den Fall gilt, daB der Bre-
chungsindex eine beliebige
Funktion des Ortes (und
sogar der Richtung) ist,
die Lichtstrahlen also ge-
krilmmt sind. 7 7

Wir betrachten einen
Lichtstrahl, von dem das
Stiick AB im Objektraum, 7
A,B, im Bildraum ﬁegen Fig. 33. Zur Frage der Existenz absoluter optischer Instrumente.
moge (s. Fig. 33).

Wir sagen, ein Lichtstrahl liege im Felde des Instruments J, wenn er tat-
sachlich durch die Blenden (Pupillen) vom Objekt- in den Bildraum gelangt.
Ist dies fiir den Strahl ABA, B, der Fall, so auch fiir jeden anderen Strahl, der
durch ein Linienelement bestimmt wird, das nach Lage und Richtung hin-
reichend wenig von einem Element von 4ABA,B, abweicht.

Wir sagen, ein Kurvenstiick ¢ (mit stetig variierender Tangente) liege fan-
gential tm Felde des Instruments, wenn durch alle Linienelemente von 9 Licht-
-strahlen hindurchgehen, die im Felde von [ liegen. Schreibt man y ein Strahlen-
polygon mit hinreichend kleinen Seiten ein, so bestehen diese aus Lichtstrahlen,
die im Felde von J liegen.

Wenn nun eine stigmatische Abbildung besteht, so ist die optische Linge
aller Lichtstrahlen gleich, die von einem Punkte 4 des Objektraumes zu einem
Bildpunkte A, fithren; wir wollen sie mit ¢(A4) bezeichnen. Der Beweis
unseres Satzes liduft darauf hinaus, zu zeigen, daB der Wert dieser Funktion
von der Wahl des Punktes 4 unabhingig ist.

Sei & die optische Entfernung zwischen 4 und B, und #, die zwischen den
Bildpunkten 4; und B,, so haben wir nach Fig. 33:

also h+ @(B)=h+ ¢(4),
(1) hy="h+@(B) —@(4).

1 J. C. MAXWELL: Quart. J. pure & appl. Math. Bd. 2 (1858) S. 233; Sci. Pap. Bur. Stand.
Bd. 1 S.271.

3 H. Bruns: Das Eikonal. Abh. kgl. sichs. Ges. Wiss,, math.-phys. K1. Bd. 21 (1895)
S. 370; F. KLeIN: Z. Math. u. Physik Bd. 46 (1901) S. 376; Ges. Abh. Bd. 2 S. 607; H. L1eB-
MANN: Sitzgsber. bayer. Akad. Wiss., Math,-naturw. Abt. 1916 S. 183. Eine zusammen-
fassende Darstellung bei H. BorGEROLD in dem Werke: S.Czapski u. O. EPPENSTEIN:
Grundziige der optischen Instrumente nach Abbe, 3. Aufl. S.213. Leipzig 1924.

3 C. CARATHEODORY: Sitzgsber. bayer. Akad. Wiss.,, Math.-naturw. Abt. 1926 S. 1.
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Wir betrachten nun eine 4 und B verbindende Kurve y, die tangential im Felde
liegt, und bezeichnen ihr Bild mit y,.

Es sei A PQB ein beliebiges in y eingeschriebenes Lichtpolygon und 4, P,Q, B,
sein in y, eingeschriebenes Bild; #, v, w seien die optischen Seitenlingen des
ersten Polygons, #,, v,, w, die des zweiten.

Nun gibt es einen Lichtstrahl, der von 4 iiber P nach 4, fiihrt, und seine
optische Linge ist dieselbe wie die des Strahls ABA4,, nimlich ¢ (4); entsprechen-
des gilt fiir Q. Daher hat man durch sukzessive Anwendung der Formel (1) auf
die Seiten der Polygone:

u=u+¢(P)—gd)),
n=v+9@ —9¢(Pp),
v, =w+ ¢(B) — @)
und daraus durch Addition
uy+ v, +w,=u-+v+4+ w-+ @B) — pd).

Das entsprechende gilt natiirlich fiir Polygone mit beliebig vielen Eck-
punkten und daher in der Grenze fiir die Kurven  und 9,. Sind L und L, deren
optische Lingen, so hat man also

(2) Li=L+ ¢(B)—¢4).

Unser Satz, daB Objekt und Bild im optischen MaBe gleich groB sind, wird also
bewiesen sein, wenn wir noch zeigen konnen, daB ¢ (4) = ¢ (B) ist.
Nun sind die optischen Lingen dargestellt durch

(3) L_——fnds, Li:fnldsl,
n

wo 7 und #, irgendwelche Funktionen des Ortes sein kénnen. Da nun die Kur-
ven y und y, sich punktformig entsprechen, kann man die Bogenlinge s, auf 9,
als Funktion der Bogenlinge s auf ¢ ansehen und hat

/ 2 dz.\2
(4) ds, = ‘/(é—?) + (‘2—?)2 + (T?) ds.
Man kann daher schreiben
a d d
) L= [Fin, 3z, G202, $)as,
71
wo F, eine homogene Funktion ersten Grades in den Ableitungen dx,/ds,
ist; ferner bemerken wir, daB F, sich nicht édndert, wenn wir dx,/ds, ... durch"
—dx,[ds, . . . ersetzen, wie aus (4) hervorgeht.
Wird nun die stigmatische Abbildung durch
(6) n=h72, n=hFy12, zun=/fkxy12
gegeben, so hat man
?) dx, _ Shax + 6hay 4 0f dz
T Oxds T 9y ds " 8z ds

und dhnliche Gleichungen fiir dy,/ds, dz,/ds. Fithrt man die Ausdriicke (6)
und (7) in F; ein, so wird

iz dy, dan) _ ax dy d
(8) Fl(xl' yl’ 21, ds’® ds’ ds)_ ¢(xl )’: Z, ds’ ds ds)



§ 20. Achsensymmetrische Kollineationen. (II, § 20.) 63

wo @ homogen ersten Grades in den dx/ds, ... ist und ungeindert bleibt, wenn
man diese durch —dx/ds, . ..ersetzt. Nun nimmt die Gleichung (2) die Gestalt an:

[or— Prds = 9 (4) — 9(B)

4
und besagt, daB das Kurvenintegral iiber # — @ nur von den Endpunkten A4
und B, aber nicht von der Wahl der Kurve y abhingt. Daher muB eine Funk-
tion y(x, ¥, 2) existieren, so daB

Cp_dvix bvdy  buds

" T 0x ds dy ds 0z ds*

Ersetzt man nun die Ableitungen dx/ds, ... durch —dx/ds, ..., so kehrt
sich das Vorzeichen der rechten Seite um; dagegen bleibt @ dabei ungeidndert.
Folglich muB y konstant sein, also
(9) n=2ao,

Das bedeutet aber, daB nicht nur fiir die tangential im Felde liegende Kurve y,
sondern fiir jede Kurve C, die iiberhaupt ein optisches Bild besitzt, die optischen
Lingen gleich sind:

(10) fnds =fnldsl.
[N

C

Damit ist der MAXwELLsche Satz in der von CARATHEODORY gegebenen Ver-
allgemeinerung bewiesen.

Sind iiberdies # und #, konstant, also die Abbildung eine Kollineation, so
muB das Bild immer kongruent (im Sinne des Lichtwegs) oder symmetrisch zum
Objekt sein. Der ebene Spiegel ist das einzige bekannte Instrument, welches
eine solche Abbildung erzeugt.

Ahnliche Ergebnisse erhilt man fiir die stigmatische Abbildung von Flichen
aufeinander. Doch gehen wir auf diese Fragen nicht niher ein.

Die physikalische Verwirklichung einer nicht trivialen Abbildung muB da-
nach auf die strenge Erfiillung der stigmatischen Forderung verzichten. Man
muB zulassen, daB die von einem Objektpunkt ausgehenden Strahlen sich nicht
sauber in einem Punkte schneiden, sondern nur in der Nihe eines Punktes vorbei-
gehen. Sieht man aber von diesen ,,Abbildungsfehlern‘‘ ab, so wird man wieder
eine kollineare Verwandtschaft vor sich haben. Die allgemeinen mathematischen
Gesetze einer solchen werden sich also in jeder optischen Abbildung angendhert
wiederfinden. Daher ist es nach ABBEs Vorgang angebracht, die Eigenschaften
kollinearer Abbildungen fiir sich zu studieren, bevor man ihre angeniherte Ver-
wirklichung ins Auge faBt. Wir wollen dies hier tun, und zwar nur fiir den prak-
tisch wichtigen Fall der Rotationssymmetrie des abbildenden Systems.

§-20. Achsensymmetrische Kollineationen.

Eine kollineare Verwandtschaft ist gegeben durch eine gebrochen-lineare
Transformation:

P ,_ Fy ,_ Fy
(1) x —Fo’ _Fo’ 2 = Fo’
wo
(2) Fs‘=a"x+b€}’+0¢2+d¢. .=0:112:3‘

Dabei sind #, y, z die Koordinaten eines Objektpunktes P, #', y’, 2’ die seines
Bildes P’ im selben Koordinatensystem, und 4;, ¥, ¢;, d; Konstanten.

Oft ist es bequem, von Objekt- und Bildraum zu sprechen als den Mannig-
faltigkeiten aller Objekt- und aller Bildpunkte.
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Lost man die Gleichungen (1) nach x, ¥, z auf, so erhdlt man Ausdriicke
derselben Form:

_B 5 _5
(3) x_F{,’ Q’—F{’, Z_F:)’
() F{=ax + by + 67 + ;.

Da also die Beziehung von Objektpunkt und Bildpunkt umgekehrt werden kann,
spricht man auch ohne Hervorhebung von konjugierten Punkiepaaren.

Die Punkte der Ebene F, = 0 werden nach (1) in unendlich ferne Bildpunkte
abgebildet ; ebenso entsprechen die Bildpunkte, die in der Ebene Fj = 0 liegen,
unendlich fernen Objektpunkten. Man bezeichnet die Ebenen Fy = 0 und Fg = 0als
die Brennebenen des Objekt-bzw. des Bildraums. Parallele Strahlen im Objektraum
schneiden sich in einem Punkte der Brennebene des Bildraumes und umgekehrt.

Diese beiden Ebenen kénnen nun unter Umstinden auch im Unendlichen
liegen; dann spricht man von affiner oder teleskopischer Abbildung. Endlichen
Werten von x, ¥, z entsprechen dann immer endliche Werte von %', ¥', 2’; es
muB also immer F, #+ 0, F{ & 0 sein. Das ist nur méglich, wenn Fy und Fg
konstant sind, mithin a, = b, = ¢, = 0 und @y = b; = ¢; = 0.

Bei optischen Systemen spielt der Fall eine besondere Rolle, wo die Abbil-
dung rotationssymmetrisch ist; man spricht dann von zentrierter Abbildung.

Die Symmetrieachse machen wir zur x-Achse. Es geniigt die Betrachtung
einer Meridianebene, etwa der xy-Ebene. Die Abbildung wird dann vermittelt
durch die Gleichungen
¥ = "y + by +d,

ao% + boy +do’

’ a2x+b2y+dl

T agx + boy + dy”
Der Rotationssymmetrie wegen 148t sich die Zahl der Koeffizienten noch weiter
reduzieren. Einer Umklappung (Drehung durch 180°) um die x-Achse entspricht
der Ubergang x, y > x, —y; dabei miissen die Bildkoordinaten dieselbe Trans-
formation /, 9’ — x’, —y’ erleiden. Aus (5) folgt, daB das nur moglich ist, wenn

b1=bo=a2=d2=0

(5

ist. Also hat man
’__ (%2 - dl — bﬁy___
© x_aox+do’ y_a,,x+d°'
Da nur die Verhiltnisse der fiinf Konstanten in Betracht kommen, so sieht
man, daB die zentrierte Abbildung von vier Parametern abhingt. Diese sollen
nun durch anschauliche GroBen ausgedriickt werden.
Zunichst ergibt sich aus (6) durch Auflésen nach x, y:
_ —dox’ + dy _ @l — aydy y
7) r= ¥ —a, ’ y= by P Gex —ay "
Die Brennebenen sind daher gegeben durch
Fy,=apx+dy=0, Fy=ayx' —a, =0;

sie stehen also senkrecht zur Achse in den Punkten
dy ’ a1

8 X ==, X =

4o %
die Bremnpunkte F, F’' der Abbildung heiBen?.
1 Dje Worte Brennpunkt, Brennfliche haben hier in der Geometrie der Abbildung also

eine andere Bedeutung als frither bei der Betrachtung optischer Strahlenbiischel, wo sie sich
auf den Schnitt benachbarter Strahlen bezogen (Kaustik).
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Wir fithren nun verschiedene Koordinatensysteme fiir die Objekt- und Bild-
punkte ein, indem wir die x-Koordinaten von den betreffenden Brennpunkten
aus zihlen, setzen also

agx + dy = ap X , y=Y,
(9) 0 0 0

’ ’ r___ ’
agx’ —ay=ay X', y =Y.

Dann schreiben sich die Gleichungen (7) einfach:

ayd, — a,4d, aody — a,4,
X == tng’l 0 Y—__——oa:b,X’l °Y’.
Nun setzen wir
_“od1‘a1do

(10) =g, f=%0c

Die Abbildungsgleichungen lassen sich somit in die einfache Gestalt bringen:
v _f_X

(1) y=x=7-

Die GréBen f, /' bezeichnet man als die Brenmweiten des optischen Systems.

Dieses hat also drei wesentliche Parameter, die Brennweiten f, /' und den Ab-
stand d der beiden Brennebenen.

y rA
|
!
i
c : c
L x H LA
K=f F f K =f AT
|
|
. I
O-=—==x 0,————---»1’

Fig. 34. Die Grundpunkte und Grundeb eines optischen Systems.

Das Verhiltnis Y': Y wird Lateralvergroferung genannt; es wird gleich 1 fiir
X = fund X' = f’. Hierdurch sind zwei Punkte H und H’ der Achse und zwei
auf ihr senkrechte Ebenen konjugierter Punkte bestimmt, in den Abstinden f
bzw. /' von den Brennebenen, welche die Hauptpunkte bzw. Hauptebenen der
Abbildung heiBen. Punkte der Hauptebenen werden ohne LateralvergroBerung
aufeinander abgebildet (s. Fig. 34).

Im allgemeinen hingt die LateralvergroBerung wohl von X (bzw. X'), aber
nicht von Y (bzw. Y’) ab; d. h. eine zur Achse des Systems senkrechte Figur
wird &dhnlich abgebildet. Ein vom Punkte X der Achse ausgehender Strahl
treffe die eine Hauptebene im Abstande ¢ von der Achse; dann trifft der kon-
jugierte Strahl ebenfalls die Achse (bei X') und die andere Hauptebene im selben
Abstande ¢ von der Achse. Sind #, %' die Winkel dieser beiden Strahlen gegen
die Achse, so gilt also (s. Fig. 34)

¢ , ¢
tgu:m, tgu ”"/'_——X”
mithin unter Verwendung von (11):
tgw _f—-X X _ f
(12) tgw X" F X

Born, Optik. 5
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Man nennt diese GréBe Konvergenzverhilinis oder Angularvergriferung. Sie wird
gleich 1 fir X = —f und X’ = —f; die beiden hierdurch bestimmten konju-
gierten Punkte K und K’ heiBen Knotenpunkte des Systems. Sie haben die Eigen-
schaft, daB zu einem durch K gehenden Strahl ein paralleler Strahl durch K’
konjugiert ist. Die Entfernung der Knotenpunkte voneinander ist gleich der
Entfernung der Hauptpunkte voneinander. Wenn / = —{’ ist, fallen die Knoten-
punkte mit den Hauptpunkten zusammen.

Eine durch den Brennpunkt F gehende Gerade Y = aX wird abgebildet in
die Gerade

Y =X =of,
die parallel zur Achse ist; das entsprechende gilt fiir den anderen Brennpunkt.
Daraus folgt eine Konstruktion des Bildpunkts P’ eines gegebenen, auBerhalb
der Achse gelegenen Punktes P (s. Fig.35). Man ziehe durch P den Strahl
durch den Brennpunkt F und einen achsenparallelen Strahl; ihre Schnittpunkte
mit der Hauptebene H sind konjugiert mit kongruent gelegenen Punkten der
Hauptebene H’. Diese bestimmen dann mit dem Brennpunkt F’ den Bild-
' punkt P’ (s. Fig. 35).

H 4 Fiithrt man an Stelle von X und
p X' die Abstinde & und &’ von den
2 Hauptebenen ein durch
= 7 (13) X=f+& X=f+¢,
so erhilt man aus XX' = ff':
1F+1E+E8=0
oder
Fig. 35. Konstruktion des Strahlengangs. (14) I + r__ 1

& ¥

Diese Formel wird darum viel verwandt, weil hiufig die Hauptebenen nahezu
zusammenfallen, also £ und &' nahezu vom selben Nullpunkt zihlen.

Man klassifiziert die verschiedenen Arten der zentrierten Abbildung als recht-
und riickldufig nach dem Vorzeichen von ff’; die Abbildung heiBt rechtldufig
fiirr ff/ << 0, weil dann nach (11) wachsendem X auch wachsendes X' entspricht,
Objekt und Bild also in derselben Richtung wandern.

Statt rechtliufige sagt man auch dioptrische Abbildung, weil dieser Fall durch
Brechungen (verbunden mit einer geraden Zahl von Reflexionen) realisiert werden
kann. Die riickliufige Abbildung ff’ > 0 heiBt katoptrisch, weil sie durch eine
Spiegelung (allgemeiner durch eine ungerade Zahl von Spiegelungen verbunden
mit Brechungen) realisiert werden kann.

Ferner unterscheidet man kollektive und dispansive Abbildungen; kollektiv
sind solche, bei denen die rechte Hilfte des Objektraums (X > 0) aufrecht ab-
gebildet wird (Y’:Y > 0), wo also f > 0ist. Man hat daher folgende vier Fille:

kollektiv dispansiv
rechtldufig />0, f/<0; [f<O0,f >0,
rickliufig />0, //>0; f<O0, f<o0.

Bei bremnpunktloser oder teleskopischer Abbildung verschwindet in den Glei-
chungen (6) der Koeffizient a,; sie lauten also bei geeigneter Bezeichnung:-

¥ =ax+a,, Yy =0by.
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Der Nullpunkt des Objektraums ist natiirlich beliebig auf der Symmetrieachse;
wihlt man den zu ihm konjugierten Punkt x' = a,, ¥’ = 0 zum Nullpunkt des
Bildraums, so hat man einfach

(15) X' =aX, Y =8Y.
Die LateralvergroBerung Y’: Y = f ist konstant, ebenso die AngularvergroBes

rung; denn wihlt man die Schnittpunkte zweier konjugierter Strahlen mit der
Achse als Nullpunkte, so hat man

Y Y’
tgu =<, g% =15,
also
tgw _ B
(16) il

Wir betrachten zum SchluB dieses geometrischen Abschnittes die Zusammen-
setzung zweier zentrierter kollinearer Abbildungen zu einer neuen.

Die einzelnen Abbildungen seien durch die Gleichungen
Yi_ h _ X
Yy, X, f°
Yi_h _X
Y, X, . h
gegeben; ihre relative Lage sei durch die Angabe festgelegt, daB der Abstand
der Brennebenen F] und F, gleich ¢ sei.

Da nun der Bildraum der ersten Abbildung mit dem Objektraum der zweiten
identisch ist, hat man

(17)

(18) X, =X{—¢, Y,=Yj.
Wir haben jetzt diese Zwischenkoordinaten zu eliminieren; es ist
xi_hh _ _Lh __hh __hAX
2 X, Xi—c¢ Zlf-/l—c hfi—cXy’
(19) X,
vy XY, _XYT  XihY, | hhY
2 fh fa hX, hit —eXy’

Nunmehr verschieben wir die Nullpunkte im Objek iraum und im resultierenden
Bildraum:

x=x,-hh  y_y,

4

(20)
x=x+00, yovy.

In diesen neuen Variablen lassen sich die resultierenden Abbildungsgleichungen
schreiben :

Y’ X
(21) _}7 == % = 7)
wenn

(22) /=-—%, f’=’%

gesetzt wird. Aus (20) lesen wir die GroBe der Verschiebung der Nullpunkte,
also die Abstinde der resultierenden Brennpunkte von den Einzelbrennpunkten
6 = F,F und &' = F;F’ ab:

(23) 8= ALt

c

§=—ILh
c

’

5‘
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Damit ist auch die Lage der resultierenden Hauptpunkte festgelegt.

Treten unter den Einzelabbildungen teleskopische auf, so ist das Verfahren
ein wenig zu modifizieren. Ist ¢ = 0, so ist nach (22) die resultierende Abbil-
dung teleskopisch (f = /' = o). In diesem Falle wird statt (19)

, _ bt
X —
2T AR Y
’ flfz
E=hE T
Die Konstanten &, § (15) der resultierenden teleskopischen Abbildung sind also
fafs hts
2 = T, = ,
(24 *=nk P
und die AngularvergroBerung betrigt
tgw B _ h
2 W

§ 21. Charakteristische Funktion und Eikonal.

Wenn wir nun dazu iibergehen, die Methoden zur niherungsweisen Herstel-
lung einer kollinearen Abbildung durch optische Strahlenbiischel zu erértern, so
kann uns im Rahmen einer die ganze Optik umfassenden Darstellung nicht
daran gelegen sein, das groBe Gebiet der Konstruktion optischer Instrumente
in allen Einzelheiten zu iibersehen. Hieriiber gibt es zahlreiche ausfithrliche
Werkel. Wir wollen vielmehr unser Augenmerk darauf richten, festzustellen,
was sich prinzipiell erreichen liBt; es liegt uns daher an einem systematischen
Niherungsverfahren, das in mathematisch durchsichtigen Schritten den Strahlen-
gang in einem optischen System mit sukzessiv steigender Genauigkeit zu be-
rechnen erlaubt und die Bedingungsgleichungen fiir die Konstanten des optischen
Systems liefert, durch deren Erfiillung die Abbildung verbessert werden kann.
Die elementaren Methoden, die sich in vielen Lehrbiichern finden, eignen sich
fiir diesen Zweck wenig; man bekommt dort zwar eine Vorstellung vom Strahlen-
gang und von den sog. optischen ,,Fehlern’, aber keine Einsicht in den thec-
retischen Zusammenhang dieser Fehler und vor allem keine Uberzeugung von
der Vollstindigkeit der Aufzihlung aller Fehler einer bestimmten GréBenordnung.
Daran aber muB uns gerade vom Standpunkt der Theorie aus gelegen sein. Wir
werden eine Methode benutzen, die auf den in der historischen Einleitung ge-
nannten HAMILTON zuriickgeht, aber in Vergessenheit geriet und erst viel spiter
von anderen wiedergefunden wurde; diese Methode HAMILTONS ist wegen ihres
mathematischen Zusammenhanges mit anderen Gebieten der theoretischen Physik,
besonders der Mechanik?, an sich von Bedeutung.

HaMILTON? betrachtet die von einem Punkte Py(x,, ¥, 2,) des Objektraums
ausgehenden Lichtstrahlen und konstruiert zu ihnen die Fliche konstanten Licht-
wegs

(1) H(xOr yo, Zo; x, 9, Z) = konst.

1 Zum ausfiihrlichen Studium sei verwiesen auf das Werk: S. Czapskl u. O. EPPENSTEIN:
Grundziige der Theorie der optischen Instrumente (nach ABBE). 3. Aufl. Leipzig 1924.

2 Die Gedanken HaMILTONS sind fir die neueste Entwicklung der Mechanik, die Quanten-
und Wellenmechanik, geradezu ausschlaggebend geworden.

3 W. R. HamiLToN: Trans. Irish Acad. Bd. 15 (1828) S. 69; Bd. 16 (1830) S. 3, 93; Bd. 17

(1837) S. 1.
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Die linke Seite als Funktion von Anfangspunkt P, und Endpunkt P, (x,, ¥, 2)
bezeichnet er als charakteristische Funktion. Als Funktion der Koordinaten des
Endpunkts P, geniigt sie der Gleichung §14 (9). Man kann sie aber auch bei
festem P, als Funktion von P, auffassen; dann gilt eine entsprechende Gleichung,
in der nach %, ¥,, 2, differenziert wird und # durch n,, 8 durch —3, ersetzt ist;
man hat nach §14 (10):

(2) —no8y = gradyH, m,3, =grad;H.

Jede optische Abbildung ist also durch die Angabe der einen Funktion
H (%, Yo, %0; %1, ¥1, 41) gekennzeichnet; dadurch ist eine einheitliche und durch-
sichtige Behandlung aller Fille ermoglicht. HAMILTON selbst hat auf diesem
Wege zahlreiche wichtige Ergebnisse erhalten; doch haben sie nicht die Beach-
tung gefunden, die sie verdienten.

Spiter hat BRUNs?! unabhingig einen dhnlichen Gedanken verfolgt. Man ge-
winnt nach KLEIN? den Ansatz von BRUNS aus dem von HamiLTON durch fol-
gende Transformation.

Auf einem Strahl wihlen wir zwei Punkte im Objektraum, ay(&,, 7o, {o) und
To (%) Yo, %) im Abstand g, = |ty — |, und zwei Punkte im Bildraum,
a, (&, m,, &) und t,(x;, ¥,, 2;) im Abstand ¢, = |r; — a,|; und zwar so, daB

3) Ty = g + 05,

L=0a+05%.
Nun kann man die Gleichungen (2) in die Aussage
(4) dH = —ny3,dry + n,8,dr,

zusammenfassen. Setzt man hier die aus (3) folgenden Ausdriicke
dry=dag + @ed8y 1 8,dQy,
dvy, =da, + 0,d3, + 3,dp,

ein und beachtet, daB

B=28=1, 8,dsy,=25ds =0
ist, so erhdlt man

(5) dH = —ny(8gday + dog) + 7,(3,da; + doy) .

Man kann die Punkte a, und @, insbesondere auch so wihlen, daB ihre x-Koordi-
naten &, = 0, &, = 0 sind; an Stelle von x,, ¥,, 2, kann man %,, {,, 0,, an Stelle
von x;, ¥, 2, kann man #,, {;, o, als Bestimmungsstiicke des Strahls einfiihren.
Bezeichnet man noch die Komponenten von 8, mit m,, py, ¢,, die von 8, mit
my, P1, ¢1, so erhdlt man aus (5)

(6) dH = dE — nydo, + n,do,,
WO
(7) dE = —ny(podny + go480) + ny(prdny + ¢ d8y)

1 H. Bruns: Das Eikonal. Leipziger Sitzgsber. Bd.21 (1895) S. 321. Als Buch bei
S. Hirzel, Leipzig 1895.
Bd 3 FS KreIN: Uber das Brunssche Eikonal. Z. Math. u. Physik Bd. 46 (1901); Ges. Abh.
.2 S. 603.
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gesetzt ist. FaBt man also H als Funktion von gg, %4, {o; 01, 71, £, auf, so gilt

(a) a_H = —pn 6_1-{ =n
00, 0’ oo 1
oH JE ¢cH ¢CE
(8) 1 (b) O = ape = “Mbo =g Mpy
( ) @E — §,E = —n o0H EIE
¢ 08 T GG T 090 a5, = 4 "9

wo E nach (7) als Funktion von 14, {,, 1, {; allein angesehen werden kann.
Diese Funktion E (14, &g, 11, {;) hat BRUNS Eikonal genannt. Sie ist an keine
Differentialgleichung mehr gebunden; denn die Gleichung § 14 (9), angewandt
auf Anfangs- und Endpunkt, ist gleichbedeutend mit

©) i e

Joe 0 dg M
was nach (8) keine Bedingung fiir E darstellt.

Sowohl die Hamirtonsche als auch die BruNssche Funktion haben den
Nachteil, daB sie gerade in dem am meisten interessierenden Falle exakter
Strahlenvereinigung ein singulires Verhalten zeigen. Sollen alle vom Punkte
0o(0, 19, &) ausgehenden Strahlen sich in a,(0, %, {;) schneiden, so miissen
sich aus den Glelchungen (8b, c) #,, £, als Funktionen von 24, {, darstellen lassen.
Das ist aber im allgemeinen nicht moglich. Um dies einzusehen, betrachten wir
den Fall zentrierter Abbildung; hier wird E eine Funktion der Invarlanten
gegeniiber Drehungen um die Achse (x-Achse) sein, also der GroBen 3 + (i,
7+ &, 7imo + £18o- Bei kleinen Abweichungen der abbildenden Strahlen von
der Achsenrichtung wird man ferner niherungsweise einen Ausdruck der Form

(10) E=20 42+ 208+ + ytnme+ &8

haben. Dann ergeben die Gleichungen (8b)
(11) ang+ ym = —ngpo, YN+ Bm=mp

und (8c) zwei Gleichungen mit denselben Koeffizienten fiir £y, £y, ¢o, ¢1-
Aus (11) folgt durch Auflésen nach #;:

n [o 2 n
h= _‘;,21’0 - 7’70 = ‘Flpl “‘_;"70-

Fiir punktférmige Abbildung ist notwendig, daB %, eine Funktion von ), allein
wird. Dann miissen aber alle Koeffizienten «, §, y gleich oo sein, jedoch so,
daB die Quotienten

=—4

> _r

r B

endlich bleiben. Dann wird
m=A4n,, & =A4f.

Dies bedeutet nach §20 (15) teleskopische Abbildung. In der Tat erweist sich
fiir diese das Brunssche Eikonal als geeignet; fiir den viel hdufigeren Fall einer
Abbildung mit Brennpunkten aber ist es vorteilhaft, eine andere Darstellung
zu wihlen, die von SCHWARZSCHILD! herriihrt.

1 K. ScHwWARzSCHILD: Untersuchungen zur geometrischen Optik. Astron. Mitt. kgl.
Sternwarte zu Gottingen, Teil I, II, ITI (1905). Weitergefuhrt von A. KonrscutrTER: Die
Bildfehler 5. Ordnung optischer Systeme. Diss. Gottingen 1908.
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§ 22. Das Winkeleikonal.

Wir wollen mit SCHWARzSCHILD an Stelle der Koordinaten zweier Punkte die
Richtungskomponenten zweier Strahlen als unabhingige Variable einfiihren; das
geschieht iibersichtlich in der Weise, daB man auch statt H eine andere Funk-
tion V einfithrt, und zwar mit Hilfe einer LEGENDREschen Transformation.

Es seien a, und a, zwei beliebige feste Punkte (der eine werde im Objektraum,
der andere im Bildraum gedacht). Dann setzen wir

(1) V= H 4 ny(tyg — ag) 8g — 7, (t; — a1) 3,

und zeigen, daB diese GroBe als Funktion der Komponenten von 3, und 3, allein
aufgefaBt werden kann. Man hat namlich nach §21 (4):

(2) dH = —my34dty + n,8,d1,,
also
(3) AV = ny(ty — ag)d8y — ny(t; — a,)d3,,

worin die Behauptung enthalten ist.

V ist an keine Differentialgleichung mehr gebunden; denn die Gleichung
§14 (9), der H beziiglich Anfangs- und Endpunkt geniigt, driickt nur aus, daB
8 =1, 8# =1 ist. Das sind jetzt aber Bedingungen fiir die unabhingigen
Variablen.

Wir bezeichnen wieder die Komponenten von 3, mit m,, p,, ¢,, die von 3§,
mit m,, p,, ¢, und eliminieren m, und m,. Dann setzen wir

4 W(po, 40; $1, 01) = (W — 95— 95> Po> 9o; W — ¢ b 91)

Diese Funktion ist das ScHWARzscHILDsche Winkeletkonal.

V und damit auch W haben eine einfache geometrische Bedeutung. (r, — )3,
ist die Projektion des Vektors, der vom Punkte a, nach t, geht, auf die Strahl-
richtung 8,; Entsprechendes gilt fiir (r, — a,)8,. Sind also Ny und N, die FuB-
punkte der Lote von a, und a,
auf den Strahl, der inr, und r,
die Richtungen 3, bzw. 8, hat,
so ist ¥ der Lichtweg von N, N, T M
bis N, (s. Fig. 36). %

Man kann also Wdefinieren >
als optischeWeglinge zwischen &
den FuBpunkten Nyund N, der ay
auf den Strahl von zwei Punk- Fig. 36. Zum Winkeleikonal.
ten a, und a, gefillten Nor-
malen. In dieser Auffassung hat W eine ganz analoge Minimaleigenschaft wie H.
H ist nimlich als Lichtweg zwischen zwei Punkten P, und P, ein Minimum fiir
den wirklichen Strahl im Vergleich zu irgendwelchen Nachbarkurven durch diese
Punktel. Ebenso ist W ein Minimum fiir den wirklichen Strahl, verglichen mit
allen anderen Wegen, die dieselbe Anfangs- und Endrichtung haben. Man sieht
dies so ein:

Variiert man die Kurve, auf der H als Lichtweg zwischen P, und P, definiert
ist, so dndert sich der Wert von H wegen der Minimaleigenschaft nur insofern,
als P, und P, verschoben werden; die Gleichung (2) gilt also bei beliebigen
(kleinen) Verinderungen des ganzen Weges. Dasselbe gilt nach (1) auch fiir (3);

1 Vorausgesetzt ist dabei, daB der Strahl von P, nach P, in ein Strahlenfeld einge-
bettet werden kann (s. § 15 S. 51, 52).
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aus (3) folgt aber dV = 0 fiir 48, = 0 und d8, = 0, d. h. V und ebenso W sind
stationdr fiir festgehaltene Anfangs- und Endrichtung. Da insbesondere bei
Variationen, wo auBerdem noch Anfangs- und Endpunkt festgehalten werden,
die Anderung von V mit der von H iibereinstimmt, muB es sich um ein Mini-
mum handeln.

Fiir zentrierte Systeme werden wir die Punkte a, und q; auf die Rotations-
achse (x-Achse) legen; a, und a, seien ihre x-Koordinaten. Aus 82 = m + £ +
+ ¢ =1 folgt

dmy = — podpo + @»dlo;
mo
ein entsprechender Ausdruck gilt fiir dm,. Setzen wir das in (3) ein, so erhalten
wir:

AW = mfdpo(yy — 2 ) + oz — 2o a)
- ”1{‘1?1(}’1 - i,;ﬂ 1’1) +dq, (21 - x—l,';f“l' ql)} .

Die Klammern haben eine einfache geometrische Bedeutung. Die Punkte des
Strahles 8, sind durch t = v, + 18, dargestellt. Der Strahl schneide die zur
Achse senkrechte Ebene x = a, im Punkte Qq(a,, Y,, Z,); dann gilt

ay=1xy+ tmg, Yo=13+2py, Zo=2+ Aq,

(5)

also nach Elimination von Z:

(6) Yo=19— fo‘";'('l‘b Por  Zo=14—

my my

Do =g
Das sind die Faktoren von dp, und dg, in (5). Ebenso bestimmen die Gré8en
(7) Y=y, "%, Zy=g T,

”my

m,

den Schnittpunkt @, des Strahles mit der Ebene x = a, (s. Fig. 37). Demnach
hat man

) AW = ng(Yodpo + Zodgqe) — m (Y dp, + Z,dq,)
oder auch
-(ip—V—an, -(D—LK:—nYl,
(9) a po 040 a pl 1
A% - Z, .
U ~4 g W _ wo_
/r’ —a aq—o— = nOZO, aql = anl .

2 i — Aus dem Winkeleikonal als Funktion
der Richtungskosinus ¢,, gy, #;, ¢; lassen
sich also durch Differenzieren die Koordi-
naten der Schnittpunkte des Strahls mit

Fig. 37. Zum Winkeleikonal. zwei achsennormalen Ebenen ableiten, in

ganz derselben Weise, wie aus der HAaMIL-

ToNschen Funktion umgekehrt durch Differenzieren nach den Koordinaten
eines Punktes die Richtungskosinus des Strahls gewonnen werden kénnen.

Eine Singularitit des Winkeleikonals, analog der oben fiir das BruUNssche

Eikonal besprochenen, tritt bei teleskopischer Abbildung auf; diese lassen wir

daher beiseite. Dagegen ist die angendherte Darstellung von Abbildungen mit

Brennpunkten ohne weiteres moglich. Die Annidherung besteht dabei in der Be-

schrinkung auf solche Strahlen, die nur kleine Winkel mit der Achse bilden;
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Po» 99> P1, ¢ Werden also als klein gegen 4 angenommen, und es wird eine Potenz-
entwicklung nach ihnen angesetzt.

Die niedrigsten Glieder, die dabei in Betracht kommen, sind von zweiter
Ordnung; sie entsprechen der klassischen Dioptrik von Gauss, die wir nunmehr
kurz von unserem Standpunkte aus darzustellen haben. In dieser grébsten
Niherung ist tatsichlich eine kollineare Abbildung verwirklicht. Nachher werden
wir dann die hoheren Niherungen ins Auge fassen, die die sog. ,,Abbildungs-
fehler* liefern.

Als ersten Schritt zur GAussschen Dioptrik berechnen wir den Strahlengang
fiir die Brechung an einer einzelnen Rotationsfliche.

§ 23. Das Winkeleikonal fiir die Brechung an einer Rotationsfliche.

Eine Rotationsfliche entstehe durch Drehung der zur x-Achse symmetrischen
Kurve

(1) K=oyt oyt

um diese Achse. In der ersten Anniherung, die wir zunichst betrachten wollen,
kann man die Fliche durch die be-

rithrende Kugel ersetzen. Diese sei M
durch den Kreis n, \ n,
F—n2tyr=r2 Ko < #

festgelegt; dabei geben wir » ein ’\'/ -
Vorzeichen, und zwar so, daB posi- a, 0 r M a;
tives 7 einer gegen das von —x her

einfallende Licht konvexen Fliche

entspricht (s. Fig. 38). Fiir die dem

Ei:fﬁallenzlen Licht zugekehrte Kugel- Fig. 38. Winkeleikonal der Kugelflache.
“hilfte is

ey Y AP A
(2) x=7r 4 ye= 27 + ] +

Soll die Kugel die Flache (1) oskulieren, so hat man

(3) ¢ = —2—1 .
Wir setzen ferner

1
4 52=8—,s(1+b):

wo b als , Deformation‘ der Fliche bezeichnet werden kann. Die Flichen-
gleichung wird jetzt

(5) PR A e R
Wir berechnen nun das Winkeleikonal fiir den Fall, daB diese Fliche zwei

homogene Medien von den Brechungsindizes n, und #, scheidet. Nach Defini-
tion ist

W=mny:NyP+ n,- PN, =mny NyP —n,-N,P,

wo N,, N, die FuBpunkte der Normalen von zwei Achsenpunkten @, und a,
(vor und hinter der Fliche) auf den betrachteten Strahl sind und P der Schnitt-
punkt dieses Strahls mit der Fliche ist. Nun ist N,P die Projektion der
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Verbindungslinie von 4, und P auf den Strahl 3,(m,, p,, ¢o). Ist r der Vektor
vom Nullpunkt nach P, so ist also
NoP = (v — ag)8p = (¥ — ag)mg + ypo + 240 ;
ein analoger Ausdruck gilt fir NyP. Also ist
(6) W = no{(x — ag)mg + ypo + 290} — m{(x — a))m, + yp, + 2q4}.

Hier ersetzen wir m, und m, durch ihre Ausdriicke in pq, ¢, $1, 1, und x
durch die Funktion (5); entwickeln wir dann bis zu Gliedern vierter Ordnung,
so wird

W= —mn4a, + 1,4,
2y g
+ modyto + 200+ LEZ + % (5 + )
2 2
ol mmpptar S 20+ )
b
{0t — LT A+ @)+ R+ DY

—mflR ot = Lt A )+ R+ DY

Der nichste Schritt ist die Elimination von y, z mit Hilfe des SNELLIUSschen
Brechungsgesetzes, um W als Funktion von p,, ¢o, #;, ¢, allein darzustellen.
Nach diesem Gesetz [§ 15 (1)] fillt der Vektor R = 7,8, — 7,3, in die Richtung
der Flichennormalen. Schreibt man die Flichengleichung (5) in der Form

F(x, 9, 2)=x_¥_ =
so hat man

13—f= 1 = ngmy — nym,,
9 l%v=_1%_+...=nopo—nlh»

lg_fz_lé_*_ cee = MeGo — Mgy .

Dabei geniigt es, wie sich sogleich zeigen wird, nur die Glieder erster Ordnung zu
beriicksichtigen, wenn man W bis auf Glieder vierter Ordnung einschlieBlich haben
will. Wir schreiben nur die Glieder erster Ordnung hin, indem wir m, und m,
durch 1 ersetzen, und deuten die hoheren Glieder durch 4y und A4z an:

y = _r"oPo—’hPx_*_Ay’

ng—n
©) ”oqo_”:%
Z = —7W + Az.

Ay und Az sind offenbar von dritter Ordnung, kénnten also Glieder in W von
hochstens vierter Ordnung nur beim Einsetzen in die zweite und dritte Zeile des
Ausdrucks (7) geben; dort hitten wir also Zusatzterme
1 1
no{ﬁody + qdz+ - (ydy + zAz)} - nl{ﬁldy +qadz+—(ydy+ zAz)}

=dy {”o?o —mp+ % (o — ”1)} + Az{”o?o —mq + % (no — "1)} ,
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und das ist auf Grund von (9) gleich
BBy + (49,

also von sechster Ordnung und kann vernachlissigt werden.
Wir erhalten somit aus (7) durch Einsetzen von (9) unter Weglassung der
Zusatzglieder Ay und Az:

(10) W=W,+ W, + W,

wo

(11) Wo= —ngag + ma,,
__ N _ 7 9 o M ”

(12) e = 2(““ 'no—?m)(p”%) 2(“l+'no—nl)(ﬁ+9f)
+ ;o@_ﬁ!n—l 7(Potr + 9001 5

die Glieder vierter Ordnung W, werden erst spiter diskutiert werden (§ 29 u.f.).
Die Funktion W, hat die Form:

(13) W, = "21‘ @#+ @) + %(Pf + q) + ¥ (o1 + 9091) »
wobei
x = no(ao —7 no’ﬁ’m).
(14) B=—m (o750
_
Y= ey

Diese Formeln bilden die Grundlage der elementaren Theorie der Linsen und
Linsenkombinationen, der sog. GAussschen Dioptrik?!, deren Grundziige wir nun
darstellen wollen.

§ 24. Die Gausssche Dioptrik.

Die DurchstoBungspunkte des durch pg, ¢y, #;, ¢; bestimmten Strahls mit
den Ebenen x = a, und x = a, sind nach § 22 (9) in erster Naherung [s. § 23 (10)
bis (13)]:

ow.
nyYo= W; = apy+ vb1,

oW,
—-mY, = 6—;772 = 7_150 + Bt

die entsprechenden Gleichungen fiir Z,, Z,, ¢,, ¢, hinzuschreiben, ist nicht nétig,
da sie mit (1) ibereinstimmen.

Soll nun der Punkt Y, Z, ein stigmatisches Bild des Punktes Y,, Z, sein,
so muB sich Y, als Funktion von Y allein darstellen lassen; d. h. bei der Elimina-
tion von p, aus (1) muB zugleich auch p, herausfallen. Nun hat man durch

()

Auflésen pr = g Y, — « "
mithin 4 Y
)] _”1Y1=£;‘9Yo+(}’""f§)?o-

1 C. F. Gauss: Dioptrische Untersuchungen. Abh. kgl. Ges. Wiss. zu Gottingen Bd. 1
(1843); Werke Bd. 5 S. 245.
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Die Bedingung der stigmatischen Abbildung ist also
) *f —y*=0.
Das ist aber nach § 23 (14) eine Beziehung zwischen den Abszissen 4, und a,,

niamlich
n n neny \2
—nonl(ao—rn °n)(a1+rn ‘n)z(”°‘”)r’
Oder 0 1 0 1 (] 1.

(4) aya, (ng — ny) = r(mya; — mya) .

Hieraus folgt?

h= —allirr;ao -7 ”oﬁlnl ’
5) . n
h= _a,l}»n:oal - Mo “‘ '
Also wird (4):
(6) —ayay = ayfo + @}y,

und die Ausdriicke § 23 (14) lassen sich schreiben:
a=ny(a+fo) = nX,,

(7) B=—mla+hHh =—nmX,,
Y= Mh=—mf;

hier bedeuten X,, X; die Abszissen der betrachteten konjugierten Punkte, ge-
zihlt von verschiedenen Nullpunkten im Objekt- und Bildraum, nidmlich von
den Punkten mit den Abszissen x, = —f, und x; = —f,, wobei %, und #, auf
den Scheitel der brechenden Fliche bezogen sind.

Aus (6) folgt nun

oder - (Xo - fo) X, —fh) = (Xl - fl)fo + (Xo - fo)fl ’
(8) XoX1 = fofl ’

und aus (2) mit Riicksicht auf (3) und (7)

©) p=L-A

Nach §20 (11) ist die Abbildung also in erster Niherung eine axialsymme-
trische Kollineation; und zwar fallen die Hauptebenen zusammen in die Tan-
gentialebene des Scheitels. Die Brennweiten sind durch (5) als Funktionen des
Kriimmungsradius 7 und der Brechungsindizes gegeben; sie haben immer ent-
gegengesetztes Vorzeichen und verhalten sich dem Betrage nach wie die Bre-
chungsindizes, jedenfalls solange es sich um wirkliche Brechung handelt (n,, #,
positiv). Hierdurch rechtfertigt sich die in § 20 eingefithrte Ausdrucksweise
,,dioptrische’* fiir rechtldufige Abbildungen (f,f, < 0). [Der Fall der Spiegelung
ist formal in unseren Formeln mit enthalten, wenn man n, = —n, setzt; dann
hat man riickldufige oder katoptrische Abbildung (f,f, > 0). Wir sprechen im

1 Das negative Vorzeichen in den Beziehungen (5) hat folgenden Grund: die Grenzwerte
von ay, @, bedeuten die in der Richtung der Lichtfortpflanzung positiv gezahlten Abstinde
der Brennpunkte vom Scheitel (Schnittpunkt der Achse mit der Kugel); in den die Haupt-
punkte fallen; nach den fritheren Definitionen (§ 20) aber sind umgekehrt die Brennweiten
als die Abstinde der Hauptpunkte von den Brennpunkten erklirt.
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folgenden nur vom dioptrischen Falle]. Ist die Grenzfliche gegen das einfallende
Licht konvex (r > 0), so liegt fiir #, << n, der Brennpunkt F, vor, F, hinter der

brechenden Fliche (f,>0, f, <0); p
fur my> m, ist es umgekehrt (siehe
Wir betrachten nun den Durch- N

gang des Lichts durch eine Linse, be-
grenzt durch zwei brechende Rotations-
flichen auf derselben Achse. Da wir
uns nur fiir den Fall der Strahlenver- g<ny
einigung interessieren, ist es nicht
notig, den allgemeinen Ausdruck des

Winkeleikonals fiir diesen Fall
zu bilden; vielmehr kann man _ ]
die resultierende stigmatische ~ ____- —mm T

N
e

RN

\A\f]

A!)bildung aus den beiden 3 W E >
Einzelabbildungen zusammen- \

setzen. Hierzu gebraucht man

die in §20 entwickelten For- ng=n,

nel{l fiir dle.zusal_nmensetzung Fig. 39. Konvergenz und Divergenz tei Brechung an der Kugel.
zweier Kollineationen.

Die Brechungsindizes der drei Medien in der Reihenfolge, in der sie das Licht
durchliuft, seien #,, n,, #5; dann sind die Brennweiten der ersten Abbildung nach (5)

S T r Mg

(10) h=—n oy — g f1——"1nl_n2
und die der zweiten

P L T A L
(11) fo= ’2,12_”3' ',2—12112——113'
Aus § 20 (22) folgt fir die Brennweiten der resultierenden Abbildung

_ flf2 r ﬂf;
(12) f==Dk g b
£ H H F
ky \A
r // . \\ -
% e D |
L mwy gk ety 5

Fig. 40. Hauptpunkte eines zusammengesetzten Systems.

wo ¢ der Abstand der Brennpunkte F{ und F, ist. Die Dicke der Linse, d. h. der
Scheitelabstand, sei 4; dann gilt (s. Fig. 40)

also nach (10) und (11) c=d+ f;_ fos
(13) T =)y —ny)’

wo

(14) D = d(n; — ng)(ny — ng) + nyfry (ng — n3) 4 75(ny — ng)}.
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Man erhilt also aus (10), (11), (12) und (13):
(15) f= ——nlnzb’—?, f= n2n3%.
Demnach ist stets ff' << 0; Linsen liefern also gemiB der in § 20 eingefiihrten
Einteilung stets rechtldufige (dioptrische) Abbildungen.

Die Abstinde der resultierenden Brennpunkte F, F’ von den Einzelbrenn-
punkten F,, F; sind nach §20 (23)

— ”2*”3.’_3 '’ ”l—n,.f:

(16) 6__n1n2n1—n, D’ é =ty D
Daraus ergeben sich fiir die Abstinde der resultierenden Hauptebenen H, H'
von den Scheiteln

h=f+6—f, H=f+6~-}

74 7,4
D’ D -

Gewdhnlich benutzt man Linsen in der Weise, daB der Glaskérper beiderseits
vom selben Medium (Luft) umgeben ist. Dann ist #, = #,;, und man hat mit
ngn, =n>1:

die Ausdriicke

(17) b= n,(ny — ny) B o= —ny(n, — ny)

f=—1=-"72,
(18) b=nl, o=—n%
h=m—1n0% K= (@m-1Z2,
wo
(19) Ad=n—1){n(r,—7) —dn—1)}

gesetzt ist.

In diesem Falle sind also die Brennweiten entgegengesetzt gleich; daher ver-
einfacht sich die Gleichung § 20 (14), welche die Abbildung durch die Abstinde
&, & von den Hauptebenen darstellt, zu der bekannten Formel?!

1 1 1
(20) TV
Ferner «ind die konjugierten Strahlen, die durch die Hauptpunkte gehen, einander
parallel. Denn ist der Objektstrahl durch

Y =at=a(X —

gegeben, so hat man wegen ' = —f:
’ X/ X/ ’ 4
Y=_Y7=—a(X—f)7=a(X—-f)=aE.

Die in § 20 eingefithrte Unterscheidung kollektiver und dispansiver Abbildungen
beruht auf dem Vorzeichen von f; kollektiv ist die Abbildung einer Linse, wenn
nr 7y

(21) f=—-"32>0

ist. Diese Bedingung kann man nach (19) so schreiben:

1 1 n—1 d
(22) L
73 7 n N
1 Gewdhnlich schreibt man darin alle Glieder mit dem Pluszeichen, indem man nur die
Betrige ins Auge faSt.
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Der Grenzfall zwischen kollektiver und dispansiver Abbildung f = oo entspricht
teleskopischer Abbildung; er tritt ein fiir 4 = 0, also

(23) rn—r=

Als Beispiel eines Linsentyps, wo alle drei Fille verwirklicht werden kénnen,
nennen wir die Bikonvexlinsen (r, > 0, r, < 0); sind etwa die Betrige der beiden

n—id.

Kriimmungsradien gleich, », = —7, = r, so haben wir nach (22) fiir
d < 2n r kollektive,
n— 1
(24) d= ”2_"1 r teleskopische,

27 . .
a> e dispansive

Abbildung. Bei Glas vom Brechungsindex »# = § ist der entscheidende Zahlen-
faktor 2n/(n — 1) = 6.

Ist 7, = 0o, so ist die Abbildung nach (22) kollektiv fiir r, << 0; ist 7, = o0,
so ist sie es fiir 7, > 0. Dies entspricht beidemal einer Plankonvexlinse, die dem
Lichte die ebene oder gekriimmte Fliche zukehrt. Plankonvexlinsen sind also
smmer kollektiv.

Bikonkavlinsen (r, << 0, r, > 0) sind immer dispansiv, da die Bedingung (22)
nicht erfiillt ist.

Konvex-Konkavlinsen (r, > 0, 7, > 0 oder r, <0, r, < 0) sind kollektiv,
wenn 7, < 7,, die Linse sich also von der Mitte zum Rande verjiingt ; im anderen
Falle sind wieder alle drei Fille moglich, der Grenzfall teleskopischer Abbildung
ist durch (23) gegeben.

Besonders einfache Verhiltnisse hat man bei sehr dsinnen Linsen, wo mit
hinreichender Anniherung d = 0 gesetzt werden kann. Dann riicken beide
Hauptebenen in die (unendlich diinne) Linse; denn es wird nach (17) 2 =0,
k' = 0. Ferner folgt aus (17) und (18)

(25) = —

f wird also positiv, wenn die Kriimmung der vorderen Fliche 1/r, groBer ist als
die ‘der hinteren 1/r, (Kriimmung mit Vorzeichen gerechnet und der Wert Null
eingeschlossen). Das bedeutet aber: Diinne Linsen sind kollektiv, wenn sie von
der Mitte nach dem Rande zu diinner werden; andernfalls sind sie dispansiv.

Da die Hauptpunkte im Linsenzentrum zusammenfallen, so geht jeder Strahl
durch diesen Punkt ungebrochen hindurch. Die Abbildung durch eine diinne
Linse ist also eine Zentralprojektion vom Linsenmittelpunkt.

Beziiglich der Methoden zur Messung von Brennweiten, zur Bestimmung der
Lage von Haupt- und Knotenpunkten verweisen wir auf die Lehrbiicher der
Experimentalphysik?,

In der Praxis werden alle optischen Systeme aus Linsen (und Spiegeln)
zusammengesetzt. Nach den in § 20 gegebenen Regeln kann man die durch das
Linsensystem erzeugte Abbildung aus den Eigenschaften der einzelnen Linsen
berechnen ; immer vorausgesetzt, da man sich im Giiltigkeitsbereich der GAuss-
schen Dioptrik hilt. Wir wollen nur die einfache Formel fiir die Brennweite
eines aus zwei unendlich diinnen Linsen gebildeten Systems angeben. Ist ¢ der

1 Siehe etwa MULLER-POUILLETS Lehrbuch der Physik, 10. Aufl. Bd. 2: Die Lehre von
der strahlenden Energie, von Orro LUMMER, 3. Kap. Braunschweig 1907.
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Abstand des hinteren Brennpunkts der ersten Linse vom vorderen der zweiten,
so gilt f = --f,f,/c; filhrt man statt ¢ den Abstand / der beiden Linsen (ihrer je
als zusammenfallend betrachteten Hauptebenen) ein, so ist (s. Fig. 41)

£ {\ p p {\ £ l=f1+c+fz'
:‘1‘ % \L b L % % V % %~ Daraus folgt
1 1 1 /
L (26) 7—Z+Z—fl_f.'

Fig. 41. Zusammensetzung zweier Linsen.
Von dieser Formel werden wir
nachher bei der Betrachtung der Farbenabweichungen Gebrauch machen.
Zum SchluB dieses Abschnitts iiber die elementaren Linsengesetze leiten wir
eine Invariante ab, die fiir irgend zwei Paare konjugierter Punkte eines beliebigen
zentrierten Systems gilt.
Fiir das eine Punktepaar (X,, Y,) und (X;, Y,) ist

Hobh X,
Yo X h’

fir das andere (X, + M,, Y§) und (X, + M,, Y}

E: fo =X1+M1
Y Xo+ M, h
Hieraus folgt
M, Y!@ Y, YY,—Y,V?
hoVETY T vy,
M, Y@ Y, Y, YP-YlY,
h Y Y, Yy,

Durch Division erhalten wir

LY Y? LY, Y?
(27) = g

Nun verhalten sich nach (15) die Brennweiten jeder Linse bis aufs Vorzeichen
wie die Brechungsindizes der Medien vor und hinter der Linse; dasselbe gilt
dann auch fiir jede Linsenkombination. Denn ist fiir die erste Linse

fh=—mF,, h=mnF,,

fo=—nF,, f;=mnmF,,

wobei %, = n, ist, so erhilt man nach (12) fiir die Linsenkombination:

fiir die zweite

f=— ”1":6F1F:’ f = ”{"{fth,
also
f_ _mm_ oM
(@) F oam w

Demnach kann man statt (27) schreiben:

nY, Y} _nY, Yy
@) M, M,

Der Ausdruck nYY*/M ist also eine Invariante fiir die Brechung durch ein be-
liebiges Linsensystem. Hiervon werden wir in der Theorie der geometrischen
Bildfehler Gebrauch machen.
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§ 25. Die Strahlenbegrenzung durch Blenden.

Die Gausssche Dioptrik gilt nur, wenn die GréBen pq, ¢o, $1, ¢1, also die
Neigungswinkel der Strahlen gegen die Achse, hinreichend klein sind; sie ist
also auf einen ,,schlauchférmigen’ Raum um die Achse beschrinkt. Die Be-
grenzung der abbildenden Strahlenbiischel ist entweder :durch die GréBe der
Linsen selbst gegeben oder wird durch besonders angebrachte Blenden erreicht.
Die Blenden spielen also eine ganz wesentliche Rolle, einmal, weil von ihrer
Wahl die Offnung der Strahlenbiischel und damit die Giite der Abbildung ab-
hingt, sodann weil durch sie die Lichtstirke des Apparats bestimmt wird. Da
letztere offenbar mit wachsender Blendenoffnung zunimmt, so mull stets ein
KompromiB zwischen den Forderungen der Schirfe und der Helligkeit getroffen
werden. Wir besprechen jetzt kurz die Wirkungsweise der Blenden (im Fall
zentrierter Abbildung Kreisblenden) und die dabei gebrauchliche Terminologie!.

Ganz allgemein sei vorausgeschickt, daB jede Blende ersetzt werden kann
durch eine andere, die identisch ist mit dem Bild der Blende, das durch das
optische System oder einen Teil davon entworfen wird. Wir gebrauchen das Wort
Blende in gleicher Weise fiir die wirkliche Blende oder ihr Bild.

Sei P ein Objektpunkt auf der Achse des Systems. Unter den Blenden der
Anordnung gibt es eine, die das von P ausgehende Biischel am meisten einschrankt.
Man findet sie, indem man von jeder Blende B das optische Bild B, entworfen
denkt durch den Teil S; des
optischen Systems, der vor
der Blende, d. h. zwischen
ihr und dem Objektpunkt P
liegt. Dasjenige von diesen
Bildern B,, das von P aus
unter dem kleinsten Seh-
winkel erscheint, heiBt Ein- Fig. 42. Eintrittspupille, Austrittspupille, Aperturblende.
trittspupille (s. Fig. 42).

Die zugehérige Blende B ist die gesuchte und wird Aperturblende, Offnungs-
blende oder Iris genannt. Liegt sie vor der ersten Linse des Systems, so ist sie
mit der Eintrittspupille identisch. Der Winkel, unter dem der Durchmesser der
Eintrittspupille von P aus erscheint, heiBt der Apertur- oder Offnungswinkel
des Systems.

Das optische Bild B;, welches das ganze System S von der Eintrittspupille
oder, was dasselbe ist, der auf die Aperturblende folgende Teil Sy des Systems
von dieser Blende entwirft, wird Austrittspupille genannt. Diese begrenzt den
im Bilde P’ von P konvergierenden Strahlenkegel. Der Winkel, unter dem der
Durchmesser der Austrittspupille von P’ aus erscheint, heiBt der Projektions-
winkel des Systems.

Der Strahl, der von einem beliebigen (auBerhalb der Achse gelegenen) Objekt-
punkt durch die Mitte der Eintrittspupille, also auch der Austrittspupille, geht,
heiBt Hauptstrahl des zugehorigen Biischels. Der Verlauf der Hauptstrahlen fiir
geeignet gewihlte Objektpunkte wird als Strahlengang des Instruments bezeichnet.

Man kann im besonderen die Aperturblende so legen, daB die Eintritts- oder
die Austrittspupille (bei teleskopischer Abbildung sogar beide) im Unendlichen
liegen. Die Aperturblende muB8 dann in der hinteren Brennebene des vorderen
Systems S; bzw. in der vorderen Brennebene des hinteren Systems S, liegen.

1 Die Lehre von der Strahlbegrenzung ist von E. ABBE geschaffen [Jena. Z. Naturwiss.
Bd. 6 (1871) S. 263] und von M. v. RoHR vervollkommnet worden [Zentr.-Ztg. Opt. Mech.
Bd. 41 (1920) S. 145, 159, 171].

Bomn, Optik. 6
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Man spricht hier von telezentrischem Strahlemgang, und zwar nennt man diesen
im ersten Falle telezentrisch nach der Objektseite (alle Hauptstrahlen des Objekt-
raums achsenparallel), im zweiten telezentrisch nach der Bildseite (Haupt-
strahlen des Bildraums achsenparallel).

Diesen Strahlengang benutzt man vorteilhaft, wenn es sich darum handelt,
Objekte mit MaBstiben zu vergleichen; macht man namlich die Hauptstrahlen
dort, wo der MaBstab angebracht ist, achsenparallel, so wird eine unscharfe
Einstellung den Ort des Bildes nicht dndern. DemgemiB verwendet man bei
Fernrohren den nach der Bildseite, bei Mikroskopen den nach der Objektseite
telezentrischen Strahlengang.

AuBer den bisher betrachteten Blenden, die die Offnung der Strahlenbiischel
bestimmen, hat man noch andere, die die GroBe des Objekts begrenzen. Diese
sog. Gesichisfeldblenden findet man, indem man wiederum von simtlichen Blenden
ihre optischen Bilder durch den vorderen Teil S; des Instruments entwirft.
Unter diesen Bildern ist eines G,, das von der Mitte der Eintrittspupille unter
dem kleinsten Winkel erscheint; dieser Winkel heiBt Gesichisfeldwinkel, er be-
stimmt die GréBe des Gesichtsfeldes im Objektraum.

Das optische Bild G,, das von G, durch das ganze Instrument entworfen wird,
begrenzt das Gesichtsfeld im Bilde; der zugehorige Winkel heiBt Bildwinkel.
Man hat nur dann eine scharfe Begrenzung des Gesichtsfeldes, wenn G, in der
Objektebene liegt. Bei Fernrohren wird man daher die Gesichtsfeldblende in
die hintere Brennebene des Objektivsystems legen; dann liegt ihr Bild G, im
Unendlichen und erscheint bei Einstellung auf unendlich ferne Objekte scharf.

§ 26. Die Farbenabweichungen.

Einer der grobsten Fehler von Linsen, die nach den abgeleiteten Gesetzen
berechnet sind, besteht in den farbigen Sdumen, von denen die Umrisse der
abgebildeten Gegenstinde umgeben erscheinen. Die Erscheinung beruht auf der
Dispersion der brechenden Substanzen; der Brechungsindex ist, wie wir schon
in §S hervorhoben, keine Materialkonstante, sondern eine Funktion der Farbe,
d. h. der Wellenlinge des Lichts. Daher sind die Brennweiten fiir verschiedene
Farben verschieden, und die einfarbigen (monochromatischen) Bilder eines
Objekts decken sich nicht. Das Problem der Achromatisierung, der Herstellung
praktisch farbfehlerfreier Linsensysteme, ist so alt wie die Optik selbst. NEwTON
wurde bei Untersuchungen dieser Art zur Entdeckung der Farbenzerstreuung
gefithrt, indem er die geometrisch verwickelten Brechungsvorginge in Linsen
durch den einfacheren Strahlengang im Prisma ersetzte. Doch kam er auf Grund
seiner Versuche zu einem Dispersionsgesetz, aus dem er auf die Unméglichkeit
der Herstellung achromatischer Objektive schloB. Aber schon 1729 gelang es
dem Advokaten CHESTER MooR HALL, ein solches Objektiv aus Kron- und
Flintglas zu bauen; doch hat er nichts iiber seine Erfindung veréffentlicht.

Kronglas (von crown = Scheibe), ein Silikat von hohem Kaliumgehalt, wurde
seit dem 14. Jahrhundert geschmolzen; Flintglas (von dem friiher iiblichen Zu-
satz pulverisierten Flintsteins), ein Kalium-Blei-Silikat-Gemisch, erst seit der
Mitte des 17. Jahrhunderts; ein dem heutigen 4hnliches erst seit 1730. Man er-
hielt jedoch nur selten optisch brauchbare Stiicke.

J. DoLLOND gelang es, sich solche zu verschaffen und daraus von 1758 ab
achromatische Objektive zu schleifen. Die Verbesserung dieser Instrumente ging
stets Hand in Hand mit der Vervollkommnung der Glasschmelzkunst. Am An-
fang des 19. Jahrhunderts war die von UTzsCHNEIDER in Benediktbeuren ge-
griindete Glashiitte berithmt, die erst von dem Uhrmacher P. L. GUINARD, dann
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von JosEPH FRAUNHOFER (1787—1826) geleitet wurde. Dieser hat zuerst ein
Spektrometer gebaut und durch Festlegung der nach ihm benannten Linien im
Sonnenspektrum genaue Messungen von Brechungsindizes fiir die einzelnen
Farben des Spektrums ausgefithrt. "Einen groBen Aufschwung nahm die Her-
stellung optischen Glases durch die 1879 erfolgte Vereinigung des Gelehrten
ERNST ABBE (1840—1905) mit dem Glastechniker OTTO ScCHOTT (geb. 1851);
die Jenaer Glashiitte von ScHOTT und das von ABBE gegriindete Zeiss-Werk sind
noch immer fithrend, wenn auch an anderen Stitten und in anderen Lindern
die optische Industrie ebenfalls zu hoher Bliite gelangt ist.

In der folgenden Tabelle sind die Brechungsindizes zweier Glassorten fiir drei
Farben angegeben, die den wichtigsten FRAUNHOFERschen Linien entsprechen;
die Wellenlinge 1 ist in Angstréom-Einheiten (1 A = 10-8 cm) angegeben.

Tabelle 4.
FRAUNHOFERsche Linie. . ¢ b F
. np — nc
Wellenldnge in A ... 6563 5893 4861 4= Py
Leichtes Kronglas . . . . 1,5127 1,5153 1,5214 0,0169
Schweres Flintglas . . . . 1,7434 1,7515 1,7723 0,0384
Die letzte Spalte enthilt das sog. Dispersionsvermigen des Glases, definiert durch
T ]
(1) A - Np — 1 ’

das ein rohes, aber fiir manche Zwecke ausreichendes MaB der Verinderlichkeit
des Brechungsindex mit der Farbe darstellt. In erster Niherung bestimmt nim-
lich diese GréBe A die Anderung der Brennweite einer Linse und damit des
Bildorts mit der Farbe, wie wir sogleich sehen werden.

Durch Kombination mehrerer Linsen aus verschiedenen Glassorten kann man
das System fur zwei Farben, etwa fiir eine blaue und eine rote Linie des Spek-
trums, achromatisieren, wenigstens was die Lage der Haupt- und Brennebenen
betrifft. Hierdurch ist aber noch keine strenge Achromatisierung fiir alle Farben
erreicht. Die noch iibrig bleibenden chromatischen Abweichungen nennt man
das ,,sekundire Spektrum‘. Achromatisiert man fiir drei Farben, so bilden die
dann noch vorhandenen Abweichungen das ,.tertidre Spektrum‘, usw. Fiir viele
Zwecke ist bereits die Beseitigung des primiren Spektrums ausreichend.

Die beiden Farben, fiir die man das System achromatisiert, wihlt man je
nach den Zwecken verschieden. Fiir photographische Objektive wird man den
chemisch wirksamen Teil des Spektrums (violett, ultraviolett) in Betracht ziehen,
wihrend fiir visuelle Instrumente auch der rote Spektralbereich beriicksichtigt
werden mus.

Fiir eine diinne Linse ist nach §24 (25) /- (» — 1) eine nur von den geometri-
schen Verhiltnissen (Radien) abhingige GroBe; daher folgt durch logarithmisches
Differenzieren, daB mit einer kleinen Anderung des Brechungsindex d# eine
Anderung der Brennweite df so zusammenhingt:

af an

2 R
Hier kénnen wir niherungsweise dn/(n — 1) durch die in (1) definierte GroBe 4
ersetzen und schreiben:

1 4
2 d(—) =4,
() )= 7
Fiir ein aus zwei diinnen Linsen zusammengesetztes System gilt die Formel
§ 24 (26). Denken wir uns nun zunichst die Linsen unmittelbar aufeinander-
6*

::O.
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gelegt, so daB naherungsweise ! = 0 ist. Dann kann man die Hauptebenen des
Systems mit seiner Mittelebene zusammenfallend denken; die Abbildung ist
also in dieser Naherung eindeutig durch die Angabe der Brennwelte gekenn-
zeichnet, und eine Achromatisierung der Brennweite bedeutet nach § 24 (20) zu-
gleich Achromatisierung des Bildes nach Lage und GréBe. Man hat nach § 24 (26)
fir l=0

1 1 1

3) T=z+7;

und als Bedingung der Achromasie

“ )= alz) + ) =7+ 2=

Aus (3) und (4) lassen sich bei vorgegebenen Glassorten (d.h. gegebenen 4,
und 4,) zwei Linsen berechnen, die aufeinandergelegt ein achromatisches System
von gegebener Brennweite f liefern:

1 _ 1, 4 A __ 1. 4
5) RS Fhi—d4 R F &—d4

Ist f positiv gegeben, so muB also die Linse mit kleinerem Dispersionsvermégen
eine positive Brennweite, die andere eine negative haben.

Wihlt man fiir die einander zugekehrten Kugelflichen der beiden Linsen
gleiche Radien, damit man die Linsen aufeinander kitten kann, so sind durch
die Bedingungen (5) zwei Gleichungen zwischen den drei zur Verfilgung stehenden
Radien gegeben; man behilt also einen Radius frei, den man verwenden kann,
um geometrische Abbildungsfehler zu reduzieren.

Hinsichtlich der Achromatisierung der Brennweite kann man miehr erreichen,
wenn man die Linsen nicht unmittelbar aufeinanderlegt, also den Abstand !
endlich nimmt. Dann hat man nach § 24 (26)

11,1 l

F=h T h T hR

A7) =4 ()+ 4G -4+ 7 4Gl

Die Bedingung der Achromasie fiir die Brennweite lautet also

also

4 4 4+
; s i =0
oder
_ Afy ot Aoy
©) b="aa,

Sind speziell beide Linsen aus demselben Material (4, = 4,), so wird fiir

) l = _fiif}.

2

-~

die Brennweite des Systems von der Farbe unabhingig.

Aber dies ist von geringem Nutzen, da ja die Brennweite allein nicht firr Ort
und GroéBe des Bildes bestimmend ist, sondern noch die Lage der Hauptebenen
in Betracht kommt. Man kann nun leicht sehen, daB mit zwei einzeln nicht
achromatischen diinnen Linsen das Bild nach Lage und GréBe nicht achromati-
siert werden kann. Bei einer diinnen Linse wird, wie wir in § 24 sahen, die Objekt-
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ebene in Zentralprojektion von der Linsenmitte aus auf die Bildebene entworfen;
man hat daher (s. Fig. 43) fiir die erste Linse

n__4
Y, S
wo &, & die Abstinde der beiden Ebenen vom Linsenzentrum sind, und ebenso
fiir die zweite Linse , ,
r__&
Y, &'
Dabei ist Y, = Y[ und & + &, =1. Das Vergr6Berungsverhéltnis der resul-
tierenden Abbildung ist , -
A1
yl 51‘52 )
Variiert man nun die Brechungsindizes, so bleibt &; als Objektabstand konstant,
&, wegen der Forderung der Achromatisierung der Bildebene. Die Achromati-

A |

y,[\ﬁ\ | Y

4%=%

Fig. 43. Zur Konstruktion achromatischer Linsensysteme.

sierung der BildgroBe, d. h. des VergroBerungsverhiltnisses: 4(Y3/Y,) =0,
liefert also die Bedingung

I<4

4({) = & @de — gag) =o;
52 52

da nun d&] = —dé, ist, so hat man 4§, = 0 und damit auch d¢{ = 0. Das

bedeutet aber, daB die beiden Einzellinsen schon fiir sich achromatisch sein

miissen. Wir erhalten also das Resultat:

Ein optisches System, das aus mehreren getrennten Einzelsystemen besteht,
ist nur dann vollstindig achromatisiert, wenn es schon die Einzelsysteme fiir
sich sind.

Die hier angegebenen Regeln beziehen sich nur auf die Farbenfehler der
Gaussschen Abbildung. Wenn man zu hoheren Niherungen iibergeht, so muf3
man beriicksichtigen, daBl auch diese chromatische Aberration zeigen. Wenn
man also einen geometrischen Abbildungsfehler nach den Methoden, deren
Grundlage wir im folgenden kennenlernen werden, beseitigen will, so geniigt es
im allgemeinen nicht, ihn fiir eine Farbe fortzuschaffen, sondern man muB
auch hier wieder besondere Bedingungen fiir die Achromasie aufstellen. Doch
werden wir auf diese feineren Einzelheiten nicht eingehen.

§ 27. Das SempELsche Eikonal.

Wir wollen jetzt zur Behandlung der geometrischen Abbildungsfehler iibergehen,
d. h. der Abweichungen von der Gaussschen Dioptrik, die man durch Beriick-
sichtigung der Glieder héherer Ordnung in der Entwicklung des Winkeleikonals
erhilt. Eine kurze historische Ubersicht werde vorausgeschickt.

Der AnlaB zur Verbesserung der Gaussschen Abbildungslehre wurde durch
die Entdeckung der Photographie durch DAGUERRE (1789 —1851) im Jahre 1839



86 II. Geometrische Optik.

gegeben. Der praktischen Optik, deren Hauptaufgabe bis dahin in der Kon-
struktion von Fernrohrobjektiven bestanden hatte, erwuchs eine neue Aufgabe
darin, ein fir das DAGUERREsche Verfahren verwendbares lichtstarkes Objektiv
mit groBem Gesichtsfeld zu schaffen. Der Wiener Mathematiker J. PETzvaL
(1807—1891) griff mit gutem Erfolg die Aufgabe an, die Gaussschen Formeln
durch hohere Glieder der Entwicklung nach den Neigungswinkeln der Strahlen
gegen die Achse zu erginzen. Leider ist sein umfangreiches, ausfiihrliches Manu-
skript durch Diebe vernichtet worden; wir kennen seine Ergebnisse nur aus einigen
gemeinverstindlichen Berichten. Den Beweis des praktischen Werts seiner Rech-
nungen erbrachte PETzvAL durch Konstruktion seines Portritobjektivs (1841),
das allen bis dahin benutzten weit iiberlegen war. Die erste vollstindig ver-
offentlichte Fehlertheorie der optischen Instrumente stammt von L. SEIDEL
(1856), der die Berechnung der Fehler dritter Ordnung durch Einfithrung geeig-
neter Variabler sehr durchsichtig ausfithrte. Seitdem sind diese Rechnungen von
vielen Autoren verbessert und auf héhere Ordnungen ausgedehnt worden!. Wir
schlieBen uns, wie schon oben (§ 21, 22) gesagt, der Methode des Winkeleikonals
von SCHWARZSCHILD an.

Das ScHwARzscHILDsche Verfahren zur Bestimmung des Strahlengangs ist
der astronomischen Storungsrechnung nachgeahmt. Dort werden zunichst
Variable eingefiihrt, die bei der ungestorten Bewegung konstant sind, die kano-
nischen Bahnelemente; dann werden ihre kleinen Anderungen aus einer Stérungs-
funktion abgeleitet. Analog werden wir hier in der Optik Variable einfiihren,
die bei der Brechung des Strahls durch ein optisches System konstant sind,
sofern man sich auf die Gausssche Dioptrik beschrinkt; die Anderungen dieser
Variablen bei Beriicksichtigung hoherer Eikonalglieder werden mit Hilfe einer
Art Stérungsfunktion berechnet. Wir nennen diese ausgezeichneten Bestimmungs-
stiicke des Strahls SEIDELsche Variable, weil sie mit den von SEIDEL benutzten
nahe verwandt sind.

In der durch X, = 0 gekennzeichneten Objektebene fithren wir eine neue
Léngeneinheit |, |, ebenso in der Bildebene X, = 0 eine neue Lingeneinheit |/, |
ein, und zwar so, daB [s. § 24 (9)]

11 /0 Xl
™ W X
das VergroBerungsverhiltnis ist. Wir verwenden also als Koordinaten in den
beiden Ebenen v v
Yo=1C ‘1—0 ) n=_=C 1_1 )
0 1
(2)

Z Z
%zCﬁ, q=Cf,

wo der Proportionalitdtsfaktor nachher geeignet bestimmt werden soll. Fiir die
Gausssche Abbildung sind diese Koordinaten ,,invariant®, d. h. es gilt y, = ¥,,
2o =12,.

Nun suchen wir nach einem entsprechenden Ersatz fiir die Winkelvariablen
Po» 40» Pl’ ql' L. . . . . .

Dazu fithren wir in der Ebene der Eintrittspupille die Koordinaten Y§, Z¥,
in der Ebene der Austrittspupille Y*, Z}¥ ein; sind dann M, und M, die Abstinde
dieser Ebenen von der Objekt- bzw. Bildebene, so gilt offenbar

Ye-Y, _ bo
M, n—p-a’

1 Weitere Literatur in der schon zitierten Abhandlung von A. KoHrscutTTER: Die Bild-

fehler S. Ordnung. usw. Diss. Gottingen 1908.
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Im Rahmen der Gaussschen Dioptrik kann man dabei die Quadratwurzel durch 1
ersetzen und hat dann den Vorteil, da8 die durch

Yr—Y, _
M, = P> N—Il—ﬁx’

definierten GréBen linear mit den alten Variablen zusammenhingen, ohne ihre
anschauliche Bedeutung in der angestrebten Niherung einzubiiBen.

Auch in den konjugierten Pupillenebenen fithren wir neue Lingeneinheiten
| 2], |4, ]| ein, deren Verhiltnis die VergréBerung bestimmt :

(3) ’:1 _ fo — X, + M,
)'0 XO + MO fl )
Wir benutzen also schliefllich an Stelle von p,, ¢,, #,, ¢, die Koordinaten:
_ Yy _ Y, Myp, yr_ Y, Mp
@ N A S A A
f L2 _Zy Mg . _ZI_ 7, Mg
0T T T e i 1T TR, L

Fir die Gausssche Dioptrik ist offenbar 5, = #,, {, = ¢,.

Um die Auflésung der Gleichungen (4) nach den alten Koordinaten bequem
schreiben zu kénnen, muB man den in (2) eingefithrten Faktor C geeignet wihlen;
dazu erinnern wir uns an die Formel § 24 (29), wonach fiir irgend zwei Objekt-
ebenen im Abstande M die GroBe »YY*/M invariant ist. Somit koénnen wir

lyd, 7,04
C = Mobodo _ mhh
(5) MO M1
setzen. Die Losung von (2) und (4) gibt dann:
M M
Yo=19 mo_ . Y=y "ﬁ’)"l‘ ,
(6) 040 11
Z 20 M =M
0= %055 1 1,
— )'0 __1___ . 11 1
- Po = 1o M, Yo iy’ br=m M Y1 i’
10 1 .1 1
‘Io=4'oﬁt;—zo;0}‘;, ql=¢1ﬁl—zln—lfl

Nun bilden wir das zugehorige Eikonal, das wir mit SCHWARZSCHILD SEIDELsches
Eikonal S nennen wollen. Fiir das Winkeleikonal galt nach § 22 (5), (7)

AW = ny(Yodpy + Zodqy) — n, (Y, dp, + Z,dyg,) .

Fithrt man hier die neuen Variablen nach {6) und (7) ein, so wird
aw = yo(dﬂo ngdl d%) L (dé'o 0:3' dzo)
M
—_ yl (d’)l - n—lif dy]) — 21 (dcl —_ n;l;} dzl) .
Die Terme rechts sind zum Teil vollstindige Differentiale, wie

M,
_,”%—"z., (Yo @Yo + 2042, = T 2n, lsd(J/o‘l"z%)

)
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Man wird dazu gefiihrt, an Stelle von W die Funktion

© S=w+ 2 ;_s 08+ %) — 2];4112 @+ 2) + yo (1 — m0) + 2(&1 — &)

zu betrachten; dann folgt mit (8)
(10) aS = (1, — no)dye + ({1 — Lo 42z + (3o — y1)dm + (20 — 2)dE,

oder in anderer Form

— 65 y y aS

— N — 1= Vo= T g,

(11) 0)’ 71
0S N

G—bo=g70 W Zo=— 55 -
020 04‘1

Wenn also die Funktion S (y,, zy; ;, {;) gegeben ist (d. h. der Lichtweg fiir einen
durch Objektpunkt und Durchtrittspunkt durch die Austrittspupille gegebenen
Strahl), so lassen sich aus ihr durch Differenzieren die Anderungen ableiten, die
die Koordinaten der Schnittpunkte des Strahls mit der Bildebene und der Ebene
der Eintrittspupille gegeniiber ihren Werten nach der Gaussschen Dioptrik
Oy = Yo, 21 =2y, 1 =19, £ = &) erfahren. Die Symmetrie der Formeln
beruht gerade auf dieser eigenartigen Uberkreuzung von Bild- und Objektebene
einerseits und den Pupillenebenen andererseits.

§ 28. Die Sinusbedingung.

Aus den Gleichungen § 27 (11) lassen sich einige Reziprozititssitze ableiten,
die mit einer von ABBE auf anderem Wege gefundenen Bedingung fiir die stigma-
tische Abbildung durch Strahlenbiischel mit endlicher Offnung 4quivalent sind.

Wir bilden aus § 27 (11) die vier zweiten Ableitungen von S nach je einer
Variablen der Paare y,, z, und #,, {;; man erhilt durch Differenzieren nach 7,
bzw. y,:

f_m_ BS o &S
“Ony 0ye6my 9y 07109, °
8Ly &S 0z, &S
T O 0zony’ 9y, 06,0,
und durch Differenzieren nach ¢, bzw. z,:
0o _ S oy, &S
- & 09,08’ 0z —‘9;670 ’
f_%e_ @S on _, __ &S

0s, 02,0¢;° dz, 00,0z

Daraus folgt:
ayl — 910 a_y_l _ 0&
1) ‘93’0 a'h 0z, ony
0z, _ dn dz; 9L,

Ove 6{1 0z, 5&‘_1 :

Wir stellen nun die Bedingung auf, die das SEiDELsche Eikonal erfiillen mu8,
damit die Achsenpunkte der Objekt- und Bildebene ein stigmatisches Punkte-
paar bilden. Sie lautet: aus y, = zy = 0 muB immer y, = z; = 0 folgen, auf
welchem Wege auch der Strahl von dem einen Punkt zum anderen gelangen moge,
d. h. unabhingig von den Werten #, und {;. Aus §27 (11) folgt dann, daB

¢S 0S
@ Eaho=0 (Gi)0=0
0] =0

29 =
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sein muB bei beliebigen Werten von #,, {;. Wir fordern nun weiter, daB nicht
nur die Achsenpunkte der Objekt- und Bildebene selbst, sondern zwei Flichen-
elemente um sie herum stigmatisch abgebildet werden. Damit ist gemeint, da
die Beziehung der Gaussschen Dioptrik y, = 9,, 2; = 2, nicht nur in den Achsen-
punkten y, =19, = 0, 2z, = 2, = 0, sondern auch fiir kleine Werte von y,, z,
bis auf Glieder hoherer Ordnung erfilllt sein soll, oder schirfer, daf3

Oy _ 05 _ % _ 9a _
dyo ~ 0zp ' - 0z Oy,

gelten soll fiir ¥y = z, = 0 und beliebige Werte von #, und {,. Dann folgt aus

den Reziprozitatssitzen (1):

O _ &, _

0 __ Y50 a']o_a(o__
o 0

Yo T,

wiederum fiir y, = z, = 0 und alle Werte von %, und {,. Diese Gleichungen
kann man integrieren; die Integrationskonstanten bestimmen sich daraus, daB
der mit der Achse zusammenfallende Strahl ungebrochen hindurchgeht, also zu

7o = Lo = 0 die Werte », = {; = 0 gehoren. Also erhilt man
3) N="mn, &=04-

Das bedeutet: Sollen zwei auf der Achse senkrechte Flichenelemente um die
stigmatischen Punkte ¥, = z, = 0 und y, = 2z, = 0 scharf aufeinander abgebildet
werden, so miissen die SEIDELschen Koordinaten #, { fiir jedes Paar konjugierter
Strahlen durch die beiden stigmatischen Punkte gleich sein, d. h. diese Strahlen
miissen die Eintritts- und Austrittspupille in gleichem ,,reduzierten Abstande
von der Achse treffen.
Wir rechnen nun auf gewéhnliche Ko-

ordinaten um. Aus § 27 (7) folgt, daB die l
fiir y9 = 2, =0 und y, =z, = 0 geltenden
Gleichungen (3) gleichbedeutend sind mit * M,

M,y po _ M, p, Myqo _ Ml‘h # \ / { .%*

).o A’ Ao A

i

oder wegen §27 (5) mit
(4)  molope = mbipy,  mologo = m by - Fig. 44. Sinusbedingung.
Sind nun %, und %, die Winkel der konjugierten Strahlen gegen die Achse, so ist
cosuy = my, sinug=YB + ¢,
cosu, = m,, sinu, = Ypi + q:.
Also kann man statt (4) schreiben:
{5) nolosinuy = nyl, sinu, .

Das ist die von ABBE aufgestellte Sinusbedingung. Sie 148t sich auf mannig-
faltige Weise elementar ableiten; doch ist der von SCHWARZSCHILD angegebene
Weg, den wir hier eingeschlagen haben, vorzuziehen, da er auf die einfache und
anschauliche Formulierung (3) fiihrt.

Wir wollen nun den Inhalt der Formel (5) erliutern. Zunichst ist klar, daB
sie im Grenzfall der GAussschen Dioptrik nichts Neues aussagt. Denn man hat
(Fig. 44)

*
1

M,

Y*
tguy = M‘);’ tgu, =
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und wenn #%,, %, klein sind, so kann man statt dessen schreiben
: : ; Y
sinug = = sinu, = ——.
(] ]‘{[0 ’ 1 Ml
Dann geht aber (5) iiber in

nob¥s _ mhY?
M, M;

was mit der Formel § 24 (29) iibereinstimmt.

Die Sinusbedingung stellt also an die Konstruktion des optischen Systems
erst dann eine Forderung, wenn man gréBere Offnungswinkel der abbildenden
Strahlen (eine groBere Eintrittspupille) zulaBt.

Einen Fall, wo sie exakt erfiillt ist, haben wir bei der Brechung an einer
Kugelfliche, die wir in § 18 behandelt haben, fiir die Paare aplanatischer Punkte.
Nach Fig. 31 (S. 59) sind nimlich die Winkel PQO = u,, PRO = u,; anderer-
seits haben wir in §18 gezeigt, daB X PQO gleich dem Brechungswinkel yp,
X< PRO gleich dem Einfallswinkel ¢ ist. Also folgt aus dem Brechungsgesetz

sinu, siny n,

siny, sing u,’

wo 7, dem AuBern, #, dem Innern der Kugel entspricht. SchlieBlich haben zwei
auf der Achse OR(Q senkrechte Flichenelemente in R und @ lineare Dimen-
sionen, die sich verhalten wie die WEIERSTRASSschen Radien 7, und 7,; man hat

also h nw
Lo n n

Daraus folgt .
nolysinu,
n sinu,

in Ubereinstimmung mit (5).

Auch im allgemeinen Falle nennt man nach ABBE ein stigmatisches Punkte-
paar, fiir welches die Sinusbedingung erfiillt ist, ein aplanatisches Punktepaar.
Die Aufsuchung solcher Punkte bzw. die Korrektion eines optischen Systems
zur Erfiillung der Sinusbedingung in gegebenen konjugierten Punkten kann als
Spezialfall der allgemeinen Fehlertheorie behandelt werden, die auf der Ent-
wicklung des Eikonals nach den Dimensionen der Objekte und den Neigungs-
winkeln der Strahlen beruht. Wir kommen darauf sogleich kurz zuriick.

Die Hauptbedeutung der Sinusbedingung aber beruht auf ihrem Nutzen fiir
die praktische Durchrechnung von Systemen, die gewohnlich nicht nach dem
systematischen Entwicklungsverfahren geschieht. Man verfolgt rechnerisch eine
hinreichende Anzahl von Strahlen auf ihrem Wege durch das Instrument und
bildet sich dadurch ein Urteil iiber die Giite der entstehenden Abbildung. Die
Sinusbedingung gestattet nun, aus dem Verhalten der leichter zu verfolgenden
Strahlen, welche die Achse schneiden, einen SchluB auf die Abbildung von
Strahlen zu ziehen, die in kleinem Abstande windschief zur Achse verlaufen.

Die Sinusbedingung hat aber noch in anderer Richtung eine anschauliche
Bedeutung, niamlich fiir die Frage der Lichtstirke bei der Abbildung. Hierzu
miissen wir mit einigen Worten auf die Grundbegriffe der Photometrie eingehen.

Wir haben die Lichtstirke in Kap.I §3 mit Hilfe des PoyNTiNGschen Strakl-
vektors definiert. In der geometrischen Optik denkt man sich die Energie lings
der Strahlen dahingleiten. Fiir eine punktférmige Lichtquelle kann man dann
die Lichtstirke oder Leuchtkraft definieren durch

dL
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wo dw das Element des korperlichen Winkels und d L die sich darin ausbreitende
Energie ist.
Fillt andererseits die Energie 4L auf ein Flichenelement do, so heiBt

dL
) B=

die Beleuchtungsstirke dieses Flichenelements.

Wir berechnen die Beleuchtungsstirke eines Elements do firr eine punkt-
férmige Lichtquelle der Lichtstirke K. Dazu konstruieren wir den Kegel von
der punktformigen Lichtquelle als Spitze nach dem Rande des Flichenelements do.
Es sei r der Abstand des Flichenelements von der Lichtquelle, ¥ der Winkel
der Flichennormalen mit der Kegelachse; dann ist (s. Fig. 49)

Also wird \io

dL do cosd

(8) B = 2‘8 E = ";:;,— . Fig. 45. Zur Definition der Lichtstirke.

Die Beleuchtungsstirken gleich geneigter Flichenelemente in verschiedenem Ab-
stande von der punktférmigen Lichtquelle verhalten sich also umgekehrt wie die
Quadrate der Entfernungen. Auf diesem photometrischen Grunmdgesetz beruhen
die meisten der praktisch gebrauchten Photometer; doch gehen wir darauf
nicht ein.

Wir betrachten nun die Lichtquelle selbst als ausgedehnt, und zwar als ein
Flichenelement dg. Die Art der Emission wird natiirlich durchaus von der
physikalischen Natur der Oberfliche abhingen, vor allem davon, ob sie glatt
oder rauh ist, ob sie selbst glitht oder fremdes Licht durchliBt oder reflektiert.
Man spricht von diffuser Lichtemission (bzw. -reflexton), wenn das sog. LaM-
BERTsche Cosinusgesetz gilt: die vom Element do in eine bestimmte Richtung
ausgestrahlte Lichtstirke d K ist proportional dem Kosinus des Winkels & zwi-
schen Strahlrichtung und Flichennormale:

9) 0K = 1d0cosd.

Der Faktor ¢ heilt spezifische Lichtintensitit oder Leuchtkraft pro Flicheneinhest.

Wendet man dieses Gesetz auf eine gleichmiBig leuchtende Kugel an, so folgt,
daB diese gleichmdBig hell erscheint, weil die dem LAMBERTschen Gesetz ent-
sprechende Abnahme der Helligkeit fiir die schiefen Randelemente gerade kom-
pensiert wird durch die Zunahme der Gréfle der Flichenelemente fiir gleiche
Elemente des vom Betrachter gesehenen korperlichen Winkels. Man hat damit
ein Kriterium fir die Giltigkeit des LAMBERTschen Gesetzes.

Die Lichtmenge 8 L, die ein Flichenelement do in einen Kegel mit dem end-
lichen Offnungswinkel # gegen die Flichennormale hineinsendet, ist nach (6)
und (9) u

oL =f6de = Zniéofcosﬂsinﬂdﬁ,
o)

also
(10) 0L = midosin?u.

Die Formel (10) wollen wir nun auf die optische Abbildung anwenden.

Wenn ein Flichenelement do, senkrecht zur Achse stigmatisch auf ein Ele-
ment do, abgebildet wird, so muB, abgesehen von Reflexionsverlusten, die ge-
samte von do, ausgehende Energie do, passieren; der Maximalwert der erreich
baren Lichtstirke in der Bildebene ist nach (10) gegeben durch

7ty do, sin?u; = nwiydogsinu,.
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Sind nun /,, I, konjugierte Lingen in der Objekt- und Bildebene, so gilt

doy _ ki
Daher folgt do, &
(11) 1, B sin2u; = 4ol3sin2u, .

Vergleicht man das mit der Sinusbedingung (5), so sieht man, daB
5 n?

12) W=

sein muB.

Setzt man diese Gleichung, die fiir den Fall gleicher Brechungsindizes im
Objekt- und Bildraum trivial ist, als giiltig voraus, so sieht man, daB man die
ABBEsche Sinusbedingung auch als Formulierung des Satzes von der Erhaltung
der Energie deuten kann.

Der durch (12) gelieferte Wert von ¢, bei gegebenem i, ist ein Maximalwert
in doppeltem Sinne; einmal sind die Reflexionsverluste vernachldssigt, sodann
wird er nur bei exakter Erfiillung der Sinusbedingung erreicht. Im Falle n, = n,
ist also die spezifische Intensitdt des optischen Bildes héchstens gleich der des
Objekts; wenn man aber #, > n, macht, 1aBt sie sich dariiber hinaus steigern.
Hierauf beruht ein Vorteil der Olimmersionen, die man beim Mikroskop verwendet.

Setzt man in der GréBe # sinu, die in die Sinusbedingung als Faktor der
ObjektgroBe eingeht, fiir # den groBten Wert, d. h. die Apertur U des Instru-
ments, so nennt man nsinU
nach ABBE numerische Apertur. Nach (10) und (12) ist ihr Quadrat der gesamten
Beleuchtungsstirke des Bildes proportional; denn setzt man nach (12) ¢ = n2],

so hat man 0L =mn]do-n?sin?U.

Wir werden spiter sehen, daB die numerische Apertur auch maBgebend ist fiir
die Giite der Abbildung hinsichtlich der durch Beugung entstehenden Fehler.

§ 29. Die Fehler dritter Ordnung. *
Wir hatten in § 23 (10) das Winkeleikonal fiir eine brechende Fliche in eine
Reihe W=Wy+W,+W,+---

entwickelt; dabei war W, eine Konstante, W,, W, ... waren Funktionen der
drei drehungsinvarianten GroéB8en ‘

ptda, Ptg. bt Qo
von dem durch den Index angegebenen Grade in p,, ¢, #;, ¢;- Entwicklungen
derselben Form werden nun fiir eine Folge von brechenden Flichen gelten;
bei Beschrinkung auf W, haben wir den Fall stigmatischer Abbildung beliebiger
Folgen schon in § 24 erledigt.
In ganz analoger Weise wird sich das SEiDELsche Eikonal in eine Potenz-
reihe nach den GréBen

(1) R=yw+2Z, e=n-+8 ==y + 24

entwickeln lassen. Aber diese Reihe hat den Vorzug, daB die Glieder zweiter
Ordnung fehlen. Denn wir haben gesehen, daB der Fall der GAussschen Dioptrik,
der durch die Glieder zweiter Ordnung dargestellt wird, durch die Gleichungen

M=% Y1~ Yo,
G =10, 25 =2
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gekennzeichnet ist; also miissen nach § 27 (11) die Glieder zweiter Ordnung in S
fehlen. Indem wir die belanglose additive Konstante weglassen, kénnen wir
also setzen:

(2) S=S5,4+S¢+---

Da die Abweichungen der Koordinaten nach § 27 (11) aus S durch Differenzieren
entstehen, so liefert die Beriicksichtigung von S, allein die ,,Fehler dritter Ord-
nung®, die von Sg die , Fehler fiinfter Ordnung* usw. Wir werden uns hier auf
eine kurze Diskussion der Fehler dritter Ordnung beschrinken. Man kann die
geometrische Bedeutung dieser Fehler diskutieren, ohne das Eikonal wirklich
als Funktion der Konstanten des optischen Systems auszurechnen.

Der allgemeine Ausdruck von S, muB die Form haben:

3) Se=—4 R1— T ot~ Cx*— 2 Ro+ ERx + Fox.

Die Ausrechnung der Koeffizienten soll spater geschehen. Die Vorzeichen und
Zahlenfaktoren sind mit Riicksicht auf die folgenden Uberlegungen gewihlt.
Wir legen die xy-Ebene durch den Objektpunkt, setzen also z, = 0. Dann
ergibt die Ausfithrung der durch §27 (11) vorgeschriebenen Differentiationen
fiir die Abweichungen Ay =y, — ¥, und A4z =z, — z, = z, folgende Werte:

4s g
Ay =— .4 =%o{2Cyon — Eys — F (ni+ D} +mu{B i +LD) + Dyi — 2F yoma},

| 42=—55* = C{BOR -+ + Dyi—2Fyons}.

Das Glied mit A4 ist weggefallen; es bleiben also finf Fehler dritter Ordnung ent-
sprechend den fiinf Koeffizienten B, C, D, E, F. Wir isolieren die einzelnen
Fehler, indem wir jeweils alle Koeffizienten bis auf einen gleich Null setzen.

Um die Diskussion anschaulich zu gestalten, fragen wir nach der sog. Ab-
errationskurve; das ist die Kurve der Bildebene, die man erhilt, wenn man von
einem Objektpunkt alle die Strahlen zieht, die einen Kreis in der Ebene der
Austrittspupille mit dem Radius o durchsetzen. Wihlt man o als Radius der
Austrittspupille selbst, so wird das Innere der Aberrationskurve das verwaschene
Bild des Objektpunkts.

Der Kreis in der Austrittspupille sei durch

(5) N, =ocosp, 5 =asing

dargestellt. Dann kann man die Fehler ordnen nach ihrer Abhingigkeit vom
Objektabstand ¥, von der Achse und dem Pupillenradius ¢; man hat nach (4):

© { Ay = Bo3cosp — Fo2y,(1 + 2cos2p) + (2C + D)oyicosp — Evp,

Az = Bo3sing — Fo?y,2sing cosg + Doyising .
Demnach ergeben sich die folgenden einzelnen Fehler:
I) B4+ 0. Man hat
) Ay = Bo*cosp, Az= Bodsing.

Die Aberrationskurven bilden konzentrische Kreise um den Gaussschen Bild-
punkt, deren Radien mit der dritten Potenz der Offnung des Instruments wachsen,
aber von der Lage des Objekts, seiner Stelle im Gesichtsfeld, unabhéngig sind.
Man nennt diesen Fehler sphdrische Aberration. Anschaulich kann man- sich
das Zustandekommen dieses Fehlers folgendermaBen klarmachen: Da die
sphirische Aberration von der Lage des Objektpunkts unabhingig ist, muB sie
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auch fiir Achsenpunkte vorhanden sein kénnen, und zwar dann, wenn die Off-
nung (o) groB ist. Man kann sich nun leicht vorstellen, daB der Schnittpunkt
der Strahlen, die unter einem betricht-
lichen Winkel von dem Achsenpunkt aus-

= T~ gehen, vor oder hinter dem Schnitt der
Ny — nahezu achsenparallelen Strahlen liegen kann
A (s. Fig. 46).
Fig. 46. Sphirische Aberration. II) F =- 0. Man hat
8 Ay = —Fo?y,(1 + 2cos?p) = —Fo2yy(2 + cos2¢),
®) { Az = —Fo%y,2singcosp = —Fo?y,sin2¢.

Hilt man den Objektpunkt y, fest, so ist die Aberrationskurve ein Kreis
vom Radius Fo?y, um einen Mittelpunkt, der gegen den Gaussschen Bildpunkt
z um —2Fa?y, verschoben ist. Der Kreis beriihrt
daher die Geraden, welche einen Winkel von 30°
mit der Verbindungslinie des GAussschen Bild-
punkts und des Achsenpunkts der Bildebene
bilden (s. Fig. 47). LiBt man ¢ von Null aus

Y bis zur Offnung der Austrittspupille wachsen,
so wird der ganze Winkelraum zwischen diesen

Geraden diffus mit Licht erfiillt. Dieser Fehler

heiBt wegen des unsymmetrischen, geschwinz-

ten Aussehens, das er den Bildern gibt, die

Koma (s. Fig. 47).

Um das Zustandekommen der Koma anschaulich zu verstehen, vergleiche
man etwa (s. Fig. 48) die Abbildung zweier unendlich ferner Objektpunkte, von
denen einer auf der Achse, der andere auBerhalb liegt. Man betrachte also zwei
Parallelbiischel, von denen eines achsen-
parallel ist, das zweite einen Winkel mit
der Achse bildet. Dann sieht man, daB
die Austrittspupille das erste Biischel
symmetrisch abblendet ; es entsteht also
héchstens ein axialsymmetrischer Feh-
ler, die unter I) betrachtete sphirische
Aberration. Aus dem schiefen Biischel
aber schneidet die Austrittspupille einen
Teil aus, der das Linsensystem ganz unsymmetrisch durchsetzt; dadurch muf3
auch ein Fehler in der Strahlenvereinigung asvmmetrisch sein, und das ist eben

t s die Koma.
l IIT) € 40, D =+ 0. Die beiden Fehler C und D
betrachtet man am besten gemeinsam. Man hat

/ o) { Ay = (2C + D)oyjcose,
A4z = Doyising.

Diese Fehler sind auf Astigmatismus und Bild-
wolbung zuriickzufithren. Das eintretende Strahlen-
biischel, welches wir fiir den Augenblick als sehr diinn betrachten wollen, hat,
wie wir in § 16 gezeigt haben, zwei Brennlinien, von denen die-eine radial oder,
wie man sagt, ,sagittal’* zur Achse des Instruments gerichtet ist, wihrend die
andere tangential zu einem Kreise liegt, dessen Mittelpunkt in der optischen
Achse, dessen Ebene senkrecht zu ihr steht. Die beiden Flichen, welche diese
Brennlinien durchlaufen (s. Fig. 49), wenn man das Objekt in der Objektebene

Fig. 47. Koma.

Fig. 48. Entstebung der Koma.

Fig. 49. Sagittale und tangentiale Bildfliche.
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verschiebt, heiBen sagittale und tangentiale Bildfliche. Man kann beide Flichen
in erster Ndherung ersetzen durch die in der Achse berithrenden Kriimmungs-
kugeln, welche die Radien g, und g, haben mogen. Man zihlt g, und g, positiv,
wenn der Kriimmungsmittelpunkt im Sinne der Lichtbewegung vor der Bild-
ebene liegt.

Wir wollen nun die Bildverzerrung, die auf der Objektebene entsteht, direkt
berechnen, indem wir gewohnliche Koordinaten benutzen. Aus Fig. 50 liest
man ab: 4v, w

Y* M, —u’

wo % der kleine Abstand der sagittalen Brennlinie von der Bildebene ist ; bedeutet
v den Abstand derselben Brennlinie von der Achse, so ist

o = v+ (0 — u)*,

also
vi= 204 — u?. 2
Behandelt man nun # als kleine Gré8e
erster Ordnung, so kann man v mit Y, 6 v \I|#
identifizieren und erhilt % ¢
Y: U
U = it R N— — ]
1 20, M,
also
Y? Y*
AY, = L. L,
200 M 1
Ganz analog wird
VAR A4
Az, = *.24, ) = -
20, M, Fig. 50. Astigmatismus und Bildwélbung.

Fiithrt man nun die SEIDELschen Variablen nach § 27 (6) und (4) ein, so findet
man:

_ ik _mh 1 x_ Mk o M
Ay =30 AV = 35" o, VIVE = apmg iz it
also
_¥im _ 4
A= Som A= agm

Hier kann man noch ¥, mit y, vertauschen und erhilt durch Vergleich mit (9)
wegen (5):
(10) gi=2nl(2C+D), Z:—:znlD.

: (]
Man wird demnach passend 2C + D als tangentiale, D als sagittale Bildwilbung
bezeichnen. Die halbe Differenz der beiden Kriimmungen

1/1 1
(11) T(E =L =2me

bezeichnet man als Astigmatismus; die halbe Summe

1 1/1 1
(12) ;—3(E+9‘—)_2n1(6+p)
wird schlechthin Bildwdlbung genannt.
In der Tat wird bei Verschwinden aller iibrigen Fehler eine Kugel vom Ra-
dius g, welche die Bildebene in der Achse beriihrt, der Ort des scharfen Bildes

der Objektebene sein.
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Das Vorzeichen von 2C + D und D bestimmt die Lage der Bildkugeln gegen
die Objektebene; ist eine der GroBen positiv, so liegt das entsprechende scharfe
Bild hinter der Gaussschen Bildebene.

I1V) E &= 0. Man hat
Ay = —Evy;, Az2=0.

Da hier ¢ und ¢ nicht vorkommen, ist bei isoliertem Vorhandensein dieses
Fehlers die Abbildung punktférmig, unabhingig von der Blende. Nur sind die
Achsenabstinde der Bildpunkte denen der Objektpunkte nicht genau proportio-
nal, es findet Verzeichnumg statt. Die geraden Linien, die durch die Achse
gehen, werden wieder als gerade Linien abgebildet, alle anderen nicht. Bei posi-
tivem E hat man den Fall der Tommenverzeichnung (s. Fig. 51), die achsen-
ferneren Punkte des GAussschen Bildes sind nach innen geriickt. Ist E negativ,
so hat man den Fall der Kissenverzeichnung, die achsenferneren Punkte des

Gaussschen Bildes liegen zu

weit nach aufBlen.
/r \\ Nachdem wir so alle Fehler
’ dritter Ordnung aufgezihlt
haben, wollen wir kurz die
L J L A Gesichtspunkte erértern, nach
Objekt Tornen - Hissen—

denen man die Frage beur-

Verzeichmung teilt, welche der Fehler in

Fig. 51. einem gegebenen Falle beson-

ders stérend sind und beseitigt

werden miissen. Ganz fortschaffen kann man nidmlich alle Fehler niemals; es
handelt sich stets um ein der praktischen Aufgabe angepalBtes Optimum.

Hat man zunichst kleine Objekte abzubilden, so kommt man auf den Fall,
bei dem die ABBEsche Sinusbedingung [§ 28 (5)] die Schirfe der Abbildung
sicherstellt. Man hat dann in (6) nur die Glieder nullter und erster Ordnung
in y, durch Wahl der Linsen fortzuschaffen, da die iibrigen schon an sich
klein sind. Das sind aber die Glieder mit B und F; also bekommt man das
Ergebnis:

Die ABBEsche Sinusbedingung ist hinsichtlich der Fehler dritter Ord-
nung erfiillt, wenn die sphirische Aberration und die Koma beseitigt sind
(B=F=0).

Durch Verkleinerung der Blende kann man umgekehrt die Erfiillung der
Sinusbedingung trivial machen; dann bleiben vor allem die Verzeichnung, in
nichster Linie Astigmatismus und Bildwolbung durch Wahl der Linsen zu korri-
gieren. Aber die Anwendung kleiner Blendenéffnungen geht immer auf Kosten
der Lichtstirke; ferner entstehen dann Fehler anderer Art, die wir erst spiter
betrachten werden, nimlich die auf der Wellennatur des Lichts beruhenden
Beugungserscheinungen.

Die storendsten Fehler sind Koma und Aberration; sie miissen in ' den meisten
Fillen nach Moglichkeit herabgedriickt werden. Die Verzeichnung ist stdrend
bei photographischen Objektiven; dagegen kann sie bei astronomischen Fern-
rohren in Kauf genommen werden. Denn da sie die Schirfe des Bildes nicht
schidigt, sondern nur eine Verzerrung des Bildes bewirkt, kann man sie durch
Rechnung eliminieren.

Jeder der geometrischen Fehler hat wiederum eine Abhingigkeit von der
Farbe; doch sind diese chromatischen Abweichungen der Fehler von héherer
Ordnung klein und brauchen nicht beriicksichtigt zu werden, solange man sich
auf die Fehler dritter Ordnung beschrinkt.
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§ 30. Das SeipELsche Eikonal eines zusammengesetzten optischen
Systems.*

Nachdem wir einen Uberblick iiber die Zahl und Art der méglichen Fehler
gewonnen haben, bleibt uns nun die weit schwierigere Aufgabe, das SEIDELsche
Eikonal fiir ein gegebenes optisches System wirklich auszurechnen. Wir haben
bereits frither (§ 23) das Winkeleikonal einer brechenden Rotationsfliche bis auf
Glieder vierter Ordnung entwickelt; daraus ist das entsprechende SEIDELsche
Eikonal leicht abzuleiten. Sodann aber ist hieraus das SEiDELsche Eikonal fiir
ein zentriertes System von beliebig vielen Flichen zu bilden.

Um die speziellen Rechnungen nicht zu unterbrechen, behandeln wir zunichst
diese Zusammensetzung.

Das Winkeleikonal ist seiner Definition nach — als Lichtweg zwischen den
FuBpunkten der Lote auf den Strahl von zwei Achsenpunkten @, und a;, —
additiv. Bildet man die Bildebene des ersten Systems x = a, durch ein zweites
ab auf die Ebene x = a,, so ist diese offenbar die Bildebene des ganzen Systems;
man hat dann fiir die erste Teilabbildung

WO = WO (po, go; 1, @) »

WO = W® (py, ¢1; D2, o)

und fiir das ganze System
(1) W =Wwb 4+ We,

wobei die Zwischenvariablen p,, ¢, durch die Anfangs- und Endvariablen p,, ¢,,
Ps, ¢ mit Hilfe der Formeln der Teilabbildungen auszudriicken sind. Diese
Elimination in durchsichtiger Weise auszufiihren, ist das eigentliche Problem.
Wir wollen sie aber nicht an W, sondern gleich an S vornehmen, da sie fiir die
niederen Ordnungen der Entwicklung von S viel leichter zu bewerkstelligen ist.

Man hat nach §27 (9):
M° (y‘+22 2"1,(}'24-22)‘*‘)’0( — ng) + (6, — &)

fiir die zweite

SO = W& +
und
S(2)=W(2)+2 ;.1 }'2"?' l) 2”:1;()’3'*23)‘*‘}'1( —771)'*'21( '—Cl)

Ebenso gilt fir das Gesamtsystem
S =W+ surbg 08+ 2) — 555 03+ ) + yolna — 1) + 20(6a — %o)-

Mithin gilt nach (1):
S =504 SO+ (yo— 51) (92 — m) + (20 — 21) ({2 — &)
und nach §27 (11):
S = 5(1)+S(2)+a_5_(2 ‘39_‘;':’ 9{%?:’
Denkt man sich hier nun die Reihenentwicklungen von S® und S® ein-
gesetzt, die nach §29 (2) beide mit Gliedern vierter Ordnung anfangen, und

begniigt man sich auch bei S damit, diese Glieder niederster Ordnung hinzu-
schreiben, so erhdlt man

(2) S=SP+SP+ ... =54+ :--;
Born, Optik. 7
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die tibrigen Terme sind offenbar von sechster oder héherer Ordnung. In den
Gliedern vierter Ordnung darf man ohne weiteres fiir die Teilabbildungen die
Gausssche Niherung gebrauchen. Daher liuft die Elimination der Zwischen-
variablen fiir die Glieder vierter Ordnung auf folgende einfache Regel hinaus:
Man ersetze in S{(y,, zy; 1, {,) die Variablen #,, {, durch %,, {;, in SP(y,, z,;
7, §;) die Variablen y,, z, durch y,, z, und bilde die Summe (2); dann wird S,
eine Funktion von y,, zy; 7,, {;, wWie es sein soll.

Wir wollen nun diese Vorschrift tatsichlich ausfiihren, indem wir annehmen,
daB S{” und SP beide in der Gestalt § 29 (3) gegeben sind:

A B. o D
5(14)=_71R(2)_T9f— Cl"ﬁl_71R091+E1Ro"01+F191"01,
Ry=y;+ 7, 91=’ﬁ+ﬁ, %91 = Yot + 26y ;
A ., B
S‘,":——TzR; 4292 C"f’_ R0y + EgRy%15 + Fa0y%,,,

R=yi+d, e—i+8 me—rm+ak.

Ersetzt man nun 7, {, durch #,, {, und y,, 2, durch y,, z,, also g, durch p,,
R, durch R, %y, und x,, durch

3) %02 = Yollz + 2o(s,

so .erhilt man:
A A, B B,
Se=—DT R -2 Dg (€ + C)x—

+ (Ey + Ey) Ryxgs + (Fy + Fy)0a%, -

Diese Gleichung besagt:

Die Fehler dritter Ordnung eines Gesamisystems setzen sich aus den entsprechen-
den Fehlern der Einzelsysteme additiv zusammen.

Dieses einfache Resultat beruht durchaus auf der Benutzung der SEIDELschen
Variablen und wiirde fiir irgendwelche anderen Variablen nicht zutreffen. Hier
ist der Punkt, wo der Vorteil der SEIDELschen Variablen hauptsichlich zur Gel-
tung kommt.

Auch bei den Fehlern hoherer Ordnung bieten die SeEIDELschen Variablen
Vorteile, wenn die Verhdltnisse auch nicht ganz so einfach liegen. Doch gehen
wir darauf nicht ein.

D, + D
! 2 2Ron

4)

§ 31. Die Fehler dritter Ordnung eines zentrierten Linsensystems.*

Wir kénnen nun die Fehler eines Systems brechender Flichen auf die einer
einzelnen Fliche zuriickfithren. Fiir diese haben wir bereits in § 23 die Entwick-
lung des Winkeleikonals bis auf Glieder vierter Ordnung durchgefiihrt; diese
Glieder lauten nach §23 (7):

%=mf+<w—w——w D@+ + T+ D
m{tEL o+ mi— Lot A+ D+ 2+ DY
8

und wir haben gezeigt, daB auch bei Elimination der Koordinaten y, z des Schnitt-
punkts des Strahls mit der brechenden Fliche keine Zusatzglieder vierter Ord-
nung hinzukommen.

Nun sind die Beziehungen zwischen den gewo6hnlichen Koordinaten und Rich-
tungsgrofen einerseits und den SEIDELschen Variablen andererseits simtlich

(1)
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linear; daher dndern beim Ubergang zu diesen Variablen die Terme der Entwick-
lung ihre Ordnung nicht. Da wir ferner wissen, daB die Entwicklung von S mit
Gliedern vierter Ordnung beginnt, so muB der Ausdruck (1) mit S, identisch sein.

Wir nehmen mit (1) sogleich eine Umformung vor. Zunichst wollen wir die
Bezeichnung etwas dndern. a4, und a, waren die Abszissen der Objekt- und
Bildebene in der Gaussschen Dioptrik, vom Scheitel in der Richtung der Licht-
bewegung gezdhlt. Wir werden nachher bei der Zusammensetzung eines optischen
Systems aus mehreren brechenden Flichen die Indizes 1, 2, 3, ... zur Kenn-
zeichnung dieser Flichen verwenden; daher ist es angebracht, Objekt und Bild
fiir eine Fliche in anderer Weise zu unterscheiden. Es ist bequem,

(2) g=—s, a =—s

zu setzen; dann ist s > 0, wenn das Objekt vor der brechenden Fliche liegt.
Die Abbildungsgleichung § 24 (4) lautet nun:

ss'(mg — ny) =7 (sn; — s'ng)

oder in anderer Schreibweise:

6) mls+5) =

1 4

1 1
Man nennt diesen Ausdruck K die ABBEsche Invariante der Brechung an einer
Fliche.

Wir stellen daneben die Invariante fiir die Ein- und Austrittspupille. Thre
Abszissen sind

(4) ag+ My=—t, a+ M, =—-t;

da sie ebenfalls konjugierten Punkten entsprechen, so hat man
1 1 1 1

(5 4+ ) =m(E+5)=L.

Nun wenden wir uns wieder dem Ausdruck (1) von W, = S, zu und schreiben
auf Grund von (3) das Glied

Mog—My (2 | .o (® + 2%)? (ﬂ_@)_
873 (v + 252 = 8r® s s
Dann 148t sich S, in die Form bringen:
1 + 1 + 22
Si=guv i LR (p,+q~)] Ms[ + s (22 + @)

(6) +b(”%;nl) (yZ+Z2)2.

Hier darf man innerhalb der angestrebten Genauigkeit ohne weiteres fiir alle
GroBen die Werte aus der Gaussschen Dioptrik einsetzen, insbesondere also die
SEIDELschen Variabeln vor und nach der Brechung nach Belieben vertauschen.
Um S, gleich als Funktion von y,, 2y, 7, {; zu erhalten, wird man demgemiB
an Stelle der Gleichungen § 27 (7) die folgenden benutzen:

. 4 Yo _ Yo
1’0 - 1]1 JW0 ”010 ’ 1)1 ’71 IWl "111 ’
(7)
k2 =¢ o
%o 1M, nody ’ & lMl ”1}-1 )

Es empfiehlt sich noch eine kleine Umformung. Die Abbildungsgleichungen
§ 27 (1) lauten mit Riicksicht auf § 24 (7) in der neuen Bezeichnungsweise

5 — fo — h—s .

by fo—s f ‘

7‘



100 II. Geometrische Optik.

Daraus folgt s h—1 S bh—14
g - ll ’ K - 10
also nach § 24 (5) W e ms
1 __ = 202
5~ sfi mys’

und ebenso fiir die Pupillenebenen:
b _ et

1 myt”

Wir setzen nun zur Abkiirzung unter Benutzung von § 27 (5):

t 4
H: —_— =
®) domy  Aymy’
B = los 4§
- M, M,
Dann wird nach (7)
h H h H
?o"—""ms _y—ot ) pl___’%’__)’ot, )
©) _ Gk _ nH _th_ nH
q(l_ s t ql_ s v

Nun eliminieren wir zunichst die Schnittpunktskoordinaten y, z des Strahls mit
der brechenden Fliche, indem wir (9) in § 23 (9) einsetzen; dann erhalten wir

mit Riicksicht auf (3) und (5):

(10) y = hn, — Hy,, z=nh{; — Hz,.

Indem wir nun wieder die Drehinvarianten § 29 (1)
R=%+2, e=nm+4, %= YN + 20,

einfithren, wird: y? + 22 = HOR — 2Hhx + h%o

und mit Benutzung von (3) und (5):

no{”’f 2 4 s+ qg)} — H’R[L— (K — L)i] + h%K — 2Hhx L,

m{#-{-s’(p{—i-qf)}:H’R[ —(K—1I) J-{-h’gK—thxL

Setzt man das in (6) ein, so erhdlt man die gewiinschte Darstellung von S,:

M s
+—;—g’h‘ {'—, o= m) + (L — n.,s)} + —x'H’h’{ (g —m) + 13 (5
1)y +7 ReH’h'{,.(no—m)-l—KL("s, ”os)—K(K—L)(—_nLot)}
_—RxH‘h{',(no—nl)+L’(;—s,——) L(K— L)( _‘_)}

nyS nol,

1

—;e"H"'{ (o —m) + KL (n,_s' B ”_03)}

S‘=%R’H‘{ (”o—n,)+L’(———-—)—2L(K—L)( et )'HK L)’(n 3 B

s )

il

Damit haben wir die Koeffizienten 4, B, ..., F der Darstellung §29 (3) des
Eikonals vierter Ordnung fiir eine einzelne brechende Fliche gefunden. Nun
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konnen wir sofort die Fehler dritter Ordnung eines beliebigen Systems brechender
Flichen hinschreiben. Wir bezeichnen alle zur ¢ten Fliche gehérigen GroBen
mit dem Index ¢, wo ¢ von 1 an lauft. Der Wert des Brechungsindex im Objekt-
raum sei #,, der hinter der ¢ten Fliche n;. Die Abstinde der Scheitel seien
d,, dy, ..., so daB d; den Abstand des Scheitels der (¢4 1)ten von dem der sten
Fliche darstellt. Da das Gausssche Bild an der sten Fliche das Objekt fiir die
Brechung an der (¢4 1)ten Fliche ist, so gilt offenbar

(12) di = Si41 —3; = ti+1 - t: .

Bei gegebenen Abstinden des Objekts und der Eintrittspupille vom ersten
Scheitel s,, #, kann man der Reihe nach alle s;, # berechnen; man hat dazu
offenbar den von der Mitte des Objekts und den von der Mitte der Eintritts-
pupille ausgehenden Strahl nach den Regeln der Gaussschen Dioptrik durch
das Instrument zu verfolgen. AuBer den Gleichungen (12) sind noch die Rela-

tionen (3), (5)
”5-1(—:: + l) = ”.(i, + i) = K,

L £ S L £

(13) o R

zu benutzen; sie liefern aus s,, ¢, zunichst sj, ¢, sodann bekommt man aus (12)
sq und ¢, und kann dann so fortfahren. Zugleich gewinnt man in (13) die in den
Fehlergleichungen auftretenden Invarianten K;, L;. Die GréBen H;, h; sind
dann aus (8) bestimmbar. Wir setzen die bisher willkiirliche Linge der Eintritts-
pupillenebene 4, =1; dann hat man nach (8) wegen M; =5} — ¢t =s;,1 — ti41:

4 5
Hl—”o’ hl_51—11
Hipw  tin Bigr _ Siga
) H =6 hT %
¢
H.'h.' = S‘ d

Ry (i — )"

Nunmehr bekommen wir nach der im vorigen Paragraphen abgeleiteten Addi-
tivitdtsregel aus (11):

1 H !
B = Zh‘{ (n—n_y) + K} (n, ) 1781)}’
=
C = —ZH'h‘ s My —mn_y) + L (n‘ S R)}'

o
(15) D__ZH'h’{r Ore—m - ’)+K‘L‘(n‘ ls‘—_n‘s‘) KK~ L‘)(mixh_%‘?)}'
o

=1 3 _ _1 _t1
E ZH}“ (e — ,)-}-L‘(”‘ 154 ”S) L& ‘)("1 1k ”(ﬂ)}'

1
F__.ZH‘}I’{ s (ng—mn, ) +K‘L‘(n‘ —-s——;:?f)}.
19

Das sind die SEIDELschen Formeln fiir die Fehler dritter Ordnung eines be-
liebigen zentrierten Linsensystems?.

1 Der EinfluB der Deformationen b ist von SEIDEL nicht berticksichtigt, indessen von
spateren Autoren hinzugefigt worden (vgl. v. RoHR: Die Bilderzeugung in optischen Instru-
menten, S. 338. Berlin 1904).
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Wir wollen aus ihnen eine bemerkenswerte Folgerung ziehen, das PETzvaLsche
"heorem, das sich auf Astigmatismus und Bildwélbung bezieht. Man erhilt

1s (19):
1 1 1
€ =D =3 - KL~ 5) — Kl — )

Aus (13) folgt:

und damit

1 1
bt
Yn,_1s0 s

Also wird

Andererseits folgt aus (13) auch

ti — §;
Ki —_ Li = ni‘l_if—s;— ’
mithin mit Riicksicht auf die letzte Gleichung (14):
(16) (Ly — K)H;hy = 1.

Damit wird
1 1 /(1 1
(t7) c-p=3 3w

Erinnern wir uns nun daran, daB C und D die sagittale und tangentiale
Bildwolbung bestimmen; nach § 29 (10) ist, wenn wir noch den Brechungsindex
des letzten Mediums (n; in dieser Formel) gleich 1 setzen:

4ac=L_L1 4p=2.
] Q. o,

Also folgt aus (16)

(19) -},—%ﬁZ%(i‘ ")

Man erhilt also eine Beziehung zwischen den Kriimmungsradien der beiden Bild-
flichen, welche nur von den Radien, nicht aber von den Abstinden der brechen-
den Flichen abhingt. Ist das System frei von Aberration, Koma und Astigma-
tismus, so daB ein scharfes Bild auf einer Fliche vom Krimmungsradius g, = o, = o
zustande kommt, so wird der Wert von p direkt durch den Ausdruck

(19) =2l

gegeben. Dieser Satz heit nach seinem Entdecker das PetzvaLsche Theorem.
Unter Petzvalb-dingung versteht man die Forderung
1(1 1
(z0) 2w =0

P

[

welche jedenfalls fiir ein von Fehlern dritter Ordnung tiberhaupt freies optisches
System erfiillt sein muB.
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Die Aufgabe, einzelne oder alle Fehler dritter Ordnung zum Verschwinden
zu bringen oder wenigstens so klein wie moglich zu machen, liuft nach den
Formeln (15) auf ein rein algebraisches Problem heraus. Wir wollen es an einem
ganz einfachen Beispiel erliutern und dann iiber die auf diesem Wege gewon-
nenen Ergebnisse nur kurz berichten.

§ 32. Beispiel. Die diinne Einzellinse.*

Wir betrachten eine diinne Linse vom Brechungsindex » eingebettet in Luft
(Vakuum); dann haben wir

(1) Ng=My =1, n=mn.

Da die Dicke der Linse d vernachlissigt wird, so folgt aus § 31 (12):
2 Sp =951, =1t

ferner aus §31 (13):

o &=zj%:47 ?’
Ko=nlgt3)=g+7

und

" nd =l )

—

1 1 1
© p=7 == -3
und die Durchbiegung der Linse
1 1
) o=(—1(;+7)
ein. Nun folgt aus (3)
1 ” 1 1 n 1 .
A=y RUor=g Ty
also wird wegen (2) . .
ST
was wir in der Form schreiben wollen:
1 _ e _ 1,9 _
(8) —s_l—?_s;_*_z—R'

Diese GroBe spielt fiir die ganze Linse dieselbe Rolle, wie K;, K, fiir die ein-
zelnen Fliachen, und soll daher ABBEsche Invariante der Linse heiBen.
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Wie wir sogleich sehen werden, kommen die Deformationen b,, b, nur in der
Verbindung . 5
1 2

9) B=n—1(% -2

vor; diese GroBe soll Deformation der Linse genannt werden.

Wir wollen ¢, o, f als Bestimmungsstiicke der Linse auffassen und den Ab-
stand der Objektebene durch Angabe von R festlegen. Indem man alles durch
diese GroBen auszudriicken sucht, erhidlt man zunichst aus (3)

c+ne . o—ng
(10) _R+2(” )1 R+2(ﬂ )-
Nach §31 (16) und §32 (5) ist
1 1
(11) L1=K1+k—h‘i‘, L’=K2+k~h_'.
Endlich bilden wir die in den SEIDELSChen Formeln auftretenden Kombinationen:
1 1 @
S ns, 2n’ +?
(12) '
1 ___1____Rn’~—1_ 4 +£
ns, s, n? 2nt 2
und
1 1 1 1 1 1 1\n?—1 o @
13) PR TR ns’+h’k(1 n’) (R+h’k) A Tam T2
1 1 _ 1 1 1\n?—1 o? @
nh % T ms '+h=k(n= 1) _<R+h’k> A w2
Setzt man dies in die SEiDELschen Formeln § 31 (15) ein, so erhilt man:
B = mPp,
F = kP + h2Q,
C = WrP 4 2h%kQ + 2,
(14) 2
1.2
2 »
n+1 ¢
E=h‘k‘P+3h’k?Q+k el
wobei
_ nt n o nt2
(5) P_ﬂ+8(n 1)’¢a_2(”+2) (P+2n(n+2) 2 'n— +2R( +1)]
=2 1.”+'
R R
gesetzt ist.

Wir wollen diese Formeln nur fiir den Fall der Linse ohne Blende niher disku-
tieren; wir setzen also 4 = 0 und damit nach (5)

Dann wird h=1, k=
B =P,
F=¢Q,
1 _£.2n+1
(16) lec+p=2.2211
1 =2 1
?(C_D)—_ 4 n’
E=0.
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Es bedeuten also die oben eingefithrten GréB8en P und Q die sphirische Ab-
erration und die Koma der Linse ohne Blende.

Wir sehen zunichst: Bei diinnen Linsen ohne Blende ist immer die Ver-
zeichnung dritter Ordnung gleich Null. Dagegen kann man Astigmatismius und
Bildwolbung (C und D) nicht zum Verschwinden bringen.

Wir fragen nun, wann es fiir cine diinne Linse ein aplanatisches Punktepaar
gibt, definiert durch die Erfiillung der Sinusbedingung (B = 0, F = 0). Damit
die Koma verschwindet, muB nach (16) @ = 0 sein, also nach (15)

(17) 2EE L R+ 1) =
daraus folgt fiir den Objektabstand s; nach (8)

1_9 _ 9 _o_nt+1
(18) szt R= s monemT -

Die sphirische Aberration B oder P ist nach dieser Bestimmung von R véllig
festgelegt; also gibt es fiir eine beliebige Linse kein aplanatisches Punktepaar.
Doch kann man bei gegebenem ¢ und ¢ immer noch P zu Null machen durch
Wahl der Deformation f§.

Sind umgekehrt der Objektabstand s, und die Brennweite 1/ vorgeschrieben,
so kann man zunichst durch Wahl der Kriimmungsradien 7,, 7, die Koma zum
Verschwinden bringen; denn aus (18) folgt mit Hilfe von (6):

4__om 1 2n41

no % w1 s mr1
(19) 1 n—n—1 1 2n+1

;;=¢P' m—1 s n+1
Fir » = 1,5 und unendlich fernes Objekt (s; = oo) hat man z. B. mit ¢ = 1/f:
(20) n=4%, n=-5f.
Die Form der fiir unendlich fernes Ob]ekt komafreien diinnen Linse ist in Fig. 52
dargestellt.

Durch Wahl der Deformation f kann man dann wieder die sphirische Ab-
erration B (oder P) zu Null machen. Das liefert z. B. fiir unendlich fernes Objekt,

wonach (8) R = —¢/2 und daher nach (17) ¢ = entt)n—1), _: 2('1' 1) - @ ist, nach (15):
_ n? _ n 1 1 (27 +1)(n + 2) 2
p= "’8{8(1:—1)’ 8(n+2)+2n(n+2) “m+1 (”+1)J},
4nd 4+ n — 2

@) F=—P g yern r—A 4

also fiir n = 1,5: e i

22 p=—110, \

und daraus nach (9) und (20) Fig. 52. Komafreie diinne Linse.

Das kann man etwa durch b, = b, = 0,417 erfiillen.

Statt zuerst die Koma zum Verschwinden zu bringen, kann man versuchen,
wie weit sich die sphirische Aberration herabdriicken 14B8t. Es ergibt sich, daB
sie bei positiver Brennweite f nur in einem beschrinkten Intervall des Objekt-
abstandes (fiir # = 1,5 zwischen 0,36f vor und 0,44/ hinter der Linse) zu Null
gemacht werden kann; bei jeder anderen Lage des Objekts bleibt ein Restbetrag
bestehen.
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Um die Bildwélbung zu beeinflussen, muB man eine geeignete Blende an-
bringen, deren giinstigste Lage sich aus den allgemeinen Formeln (14) bestimmen
1aBt. Man findet, daB fiir eine Linse mit positiver Brennweite und dem Brechungs-
index #» = 1,5 die Bildwolbung nur aufgehoben werden kann, wenn das Objekt
zwischen der ganzen Brennweite vor und der halben Brennweite hinter der Linse
liegt; andernfalls bleibt ein Restbetrag.

Fiir Systeme von Evnzellinsen werden die Rechnungen entsprechend verwickel-
ter. Natirlich ist hier die Aufhebung der chromatischen Fehler das Wichtigste.
Das aus zwei diinnen verkitteten Einzellinsen bestehende achromatische Fernrohr-
objektiv 14Bt sich noch relativ leicht behandeln. Man findet, daB man bei diesem
alle Fehler bis auf Bildwolbung und Astigmatismus beseitigen kann; daher 148t
es sich nur fiir kleine Gesichtsfelder (bei einem Offnungsverhiltnis 1:10 bis
hochstens 3°) gebrauchen. SCHWARzSCHILD hat ferner die Systeme untersucht,
die aus zwei diinnen Teilsystemen, jedes aus zwei Linsen bestehend, zusammen-
gesetzt sind, und gezeigt, daB man in der Hauptsache zu den Typen gelangt,
die von der konstruierenden Optik gefunden sind und sich bewidhrt haben.
Aus drei getrennten Einzellinsen kann man ebenfalls brauchbare Systeme fiir
astrophotographische Zwecke aufbauen; hier hat SCHWARZSCHILD einen modifi-
zierten Typus von héherer Leistung als die bekannten aus der Theorie entwickelt.
Auch auf Spiegelsysteme hat er seine Methode erfolgreich angewandt.

Wir gehen aber auf diese Einzelheiten nicht ein; das durchgefiihrte einfache
Beispiel mag zur Erliduterung des Verfahrens geniigen.

Die weitere Entwicklung der Theorie hat verschiedene Wege eingeschlagen.
Einmal handelt es sich um die Berechnung der Bildfehler héherer Ordnung fir
zentrierte Systeme; so sind die Fehler fiinfter Ordnung nach der SCHWARZSCHILD-
schen Methode von KOHLSCHUTTER! berechnet worden. Sodann hat man die
Voraussetzung der Achsensymmetrie fallen lassen. In dieser Richtung gehen
umfangreiche Untersuchungen des schwedischen Augenarztes und Mathematikers
ALLVAR GULLSTRAND (1862—1930)2, der erkannte, daB} beim menschlichen Auge
die Voraussetzung der Achsensymmetrie nicht immer erfiillt ist.

GULLSTRAND hat auf die Methode des Eikonals verzichtet und statt dessen
den Weg der Strahlenbiischel direkt durch geometrische Betrachtungen verfolgt.
Diese Rechnungen werden auBerordentlich verwickelt und umfangreich, und es
ist zu bewundern, daB GULLSTRAND so zu einfachen und wichtigen Ergebnissen
gelangt ist. Es scheint, daB er die Variationstheorie (Eikonal) bewuBt ablehnte,
weil er sie nur bei zentrierten Systemen fiir brauchbar hielt. In neuester Zeit aber
ist die Fruchtbarkeit der Variationsmethode wieder sehr zur Geltung gekommen,
besonders durch die Arbeiten von M. HERZBERGER, die er in einem Lehrbuch
zusammengefaBt hat3.

Die Praxis der Konstruktion von optischen Instrumenten bedient sich der
systematischen Fehlertheorie nur in beschrinktem Umfange. Sie zieht meistens
vor, durch Berechnung einer Anzahl von Strahlen ein Bild der Abweichungen
zu gewinnen und diese dann durch kleine Variationen der brechenden Flichen
zu verringern. Doch gehért eine Darstellung der hierbei angewandten Methoden
nicht in dieses Buch, das die theoretischen Gedanken der Optik behandeln soll.

1 A. KoHLSCHUTTER: Inaug.-Diss. Go6ttingen 1908.

2 Von den zahlreichen Abhandlungen A. GULLSTRANDS nennen wir nur zwei: 1. Optische
Systemgesetze zweiter und dritter Ordnung (Kgl. Svenska Vetenskaps akad. Handl. Bd. 63
Nr 13, Stockholm 1924), und 2. eine gemeinverstindliche Ubersicht ,,Einiges tiber optische
Bilder'* [Naturwiss. 14. Jg. (1926) S. 653). Ausfiihrliche Literaturangaben findet man in dem
zitierten Werk von CzAPSKI u. EPPENSTEIN.

3 M. HERZBERGER: Strahlenoptik. Berlin 1931. In diesem Buch wird SCHEWARzZSCHILD
nicht erwahnt, wohl weil er als Astronom nicht der optischen Zunft angehorte.
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§ 33. Optische Abbildungsinstrumente.

Aus mehr oder weniger gut korrigierten Linsen und Linsensystemen werden
optische Instrumente zu den verschiedensten Zwecken zusammengebaut!. Bevor
wir eine kurze Ubersicht iiber die wichtigsten Daten dieser Apparate geben,
miissen wir das Auge selbst betrachten, das ebenfalls unter die optischen Ab-
bildungsinstrumente (Camera obscura) zu zédhlen ist.

I. Das Auge. Der optische Apparat des Auges ist eine komplizierte Folge
brechender Kérper (Hornhaut, Linse, Glaskorper usw.) und Blenden (Pupille,
Iris); die Abbildung entsteht auf der Netzhaut, die auf der Riickwand des Auges
ausgebreitet ist und lichtempfindliche Nervenenden enthilt. Auf die physio-
logischen Einzelheiten gehen wir nicht ein, sondern beschrinken uns auf die
rein geometrisch-optischen Verhiltnisse?. Die Unterschiede der Brechungsindizes
der verschiedenen Substanzen in dem Linsenapparat des Auges sind relativ
gering. Eine groBe Differenz ist nur an der Oberfliche vorhanden zwischen Luft
{n = 1) und Hornhaut (n = 1,376). Dies ist wichtig fir den Lichtverlust, der
hauptsichlich auf der Reflexion beim Eintritt des Lichts in die Hornhaut beruht.
Aus der Formel §11 (6) ergibt sich fiir den angegebenen Wert von n das Re-

flexionsvermogen
n — 1\2
y = ( ) = 0.02.

n +

Die Ausnutzung (Verlust 2,5%) ist besser als selbst die der einfachsten Land-
schaftslinsen, bei denen, wie wir nachher sehen werden, etwa 8 % verloren-
gehen.

Zur Vereinfachung der Betrachtung hat man seit THoMAs YOUNG sog. ,,Uber-
sichtsaugen‘ konstruiert, d. h. Modelle, die Dimensionen und Brechungseigen-
schaften vereinfacht und schematisch wiedergeben (besonders GULLSTRAND).

Das Auge hat die Fihigkeit, zu akkommodieren, d. h. sich auf verschiedene
Entfernungen des betrachteten Objekts einzustellen. Dies geschieht durch De-
formation des Brechungssystems mit Hilfe von Muskeln. Die kleinste Ent-
fernung, in der ein Gegenstand beim normalen Auge scharf abgebildet werden
kann, die sog. deutliche Sehweite, betrigt etwa 25 cm. Die genaue optische
Untersuchung des Strahlenganges (optische Fehler) ist von GULLSTRAND durch-
gefilhrt worden, der auch den EinfluB der Augenbewegung beriicksich-
tigt hat. :

Die Tiefenwahrnehmung beruht teils auf dem (unbewuBten) Eindruck bei
Augen- und Koérperbewegungen, teils auf dem zweidugigen Sehen ; die Konvergenz
der beiden Augen beim Fixieren eines Gegenstandes erzeugt ein Gefiihl fiir dessen
Entfernung. Mit Hilfe der (spiter zu beschreibenden) Doppelfernrohre kann der
Augenabstand kiinstlich vergroBert und dadurch die Tiefenwahrnehmung ge-
steigert werden. Durch Anbringung von bezifferten Marken im Gesichtsfeld, die
in verschiedenen Entfernungen gesehen werden, erhilt man hieraus einen Ent-
fernungsmesser.

Auf dem zweidugigen Sehen beruht auch das Stereoskop. Bei diesem werden
zwei photographische Aufnahmen desselben Gegenstandes von zwei getrennten
Orten (etwa im Augenabstand) gemacht und die Bilder nachher mit Hilfe ge-
eigneter Linsen zugleich betrachtet. Man hat dann den Eindruck des Korper-

1 Siehe z. B. M. v. Ronr: Die Bilderzeugung in optischen Instrumenten. Berlin 1904;
A. KoN1G: Geometrische Optik, Leipzig 1929.

2 Die moderne Theorie des Auges ist am meisten von dem eben genannten GULLSTRAND
gefordert worden. Siehe etwa seine Darstellung in der 3. Auflage des Handbuchs der physiol.
Optik von HELMHOLTZ.
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lichen. Der Stereokomparator (von PULFRICH) ist ein mit beweglichen Marken
ausgestattetes Stereoskop, mit dem sich die Tiefenentfernungen der Gegenstinde
ausmessen lassen.

Kurzsichtige und weitsichtige Augen sind solche, bei denen die Akkommoda-
tion nicht ausreicht, ein scharfes Bild auf der Netzhaut zu erzeugen. Zu ihrer
Aufhebung dienen

I1. Brillen, d. h. einfache Linsen, die sich in ihrer Wirkung mit der Augen-
linse zu einem optischen System vereinigen. Zur Berechnung hat man die For-

mel § 24 (26) )
1 1 1

F=hth kA

fiir die Kombination zweier Linsen im Abstand / anzuwenden. Da sich in dieser
Formel die reziproken Brennweiten addieren, gebraucht man in der Praxis statt
der Brennweiten selbst die reziproken Werte und nimmt als Einheit der Linsen-
leistung die Dioptrie, entsprechend der Brennweite von 1 m (2 Dioptrien bedeuten
z.B. f=4m).

Es kommt vor, daB die Augenlinse nicht achsensymmetrisch ist. Dann ist
das Auge astigmatisch. Zur Korrektur dienen Brillen mit Zylinderlinsen.

Auch beim normalen Auge ist bei der Betrachtung von Gegenstinden weit
auBerhalb der Augenachse die Abbildung immer astigmatisch. Die hierdurch
bei Augenbewegungen entstehenden Fehler lassen sich durch neue Brillenkon-
struktionen (die auf GuLLSTRANDschen Untersuchungen beruhen) aufheben.

Von den technischen Instrumenten ist dem Auge am idhnlichsten

III. die Camera obscura, heute hauptsichlich benutzt als photographischer
Apparat.

Das photographische Objektiv ist ein Linsensystem, das zur Abbildung mehr
oder weniger ausgedehnter Flichen dient und entsprechend korrigiert ist. Fiir
Landschaftsaufnahmen geniigt bei geringen Anspriichen eine einfache Linse
(wenn man sich nicht gar mit einer Lochkamera begniigt). Wir berechnen: den
Lichtverlust, den diese erzeugt. Das austretende Licht hat zweimal die Grenze

Luft—Glas passiert, ist also nach §11 (6) um den Faktor (4nf(n 4 1)2)? ge-
schwicht. Fir #» = § (Glas) betrdgt der Schwichungsfaktor 0,92; man hat also
8% Lichtverlust, wie schon oben erwihnt. Bei komplizierteren Systemen mit
mehreren Linsen ist der Verlust entsprechend groBer.

IV. Scheinwerfer werden gewohnlich mit Hilfe parabolischer Hohlspiegel
konstruiert. Man hat aber auch firr Leuchttiirme und Seezeichen Systeme von
ringférmigen Linsen (FRESNEL 1820), durch welche die divergente Strahlung von
groBem Offnungswinkel nahezu parallel gemacht wird.

V. Projektionsapparate und Epidiaskope seien nur der Vollstindigkeit halber
erwihnt,

VI. Die einfache Lupe dient zum VergréBern des Sehwinkels bei direkter
Betrachtung. Sie besteht aus einer einfachen Linse oder aus einer achromatischen
Linsenkombination mit gleichzeitiger Korrektion der sphirischen Aberration.
Die Lupe allein entwirft ein virtuelles Bild des Gegenstandes, der innerhalb der
Brennweite angebracht ist. Wird das Auge dicht hinter die Lupe gebracht, dann
entsteht ein reelles vergroBertes Bild auf der Netzhaut. Die VergroBerung findet
man durch folgende Betrachtung: Wie wir oben bemerkten, betrigt die deut-
liche Sehweite des Auges etwa 25 cm. Ist der Abstand & des Gegenstandes kleiner
als dieser Betrag, so kann das Auge nicht mehr auf ihn akkommodieren. Wird
nun die Lupe vorgesetzt, so wird die giinstigste VergréBerung entstehen, wenn
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der Gegenstand gerade im Abstand der deutlichen Sehweite &' = 25 cm erscheint.
Einer Linge ! des Gegenstandes entspricht die Linge L des Bildes. Dann gibt
die Fig 53 L &

—_ _ - A
[ 3
Andererseits ist nach §24 (20) - {
1_1_ 1 o
~IIL =1 + {i”_ =1 + |275!’ Fig. 53. Verggrénerung fier Lupe.

wobei die Brennweite f in cm zu rechnen ist.

VII. Das zusammengesetzte Fernrohr besteht aus zwei Linsen bzw. Linsen-
systemen, dem Objektiv und dem Okular. Das Objektiv entwirft von einem
weit entfernten Objekt ein reelles Bild nahe einer Brennebene. Dieses Bild wird
mit dem als Lupe wirkenden Okular betrachtet. Abgebildet werden relativ
kleine Felder durch enge achsennahe Biindel. Als Eintrittspupille dient gewShn-
lich die Fassung des Objektivs selbst, das zur Erzielung groBer Lichtstirke mog-
lichst groB gewihlt wird (wodurch zugleich das Auflésungsvermogen, das wir
spiter erkliren werden, gesteigert wird). Die Austrittspupille ist durch die
Augenpupille bestimmt. Das Objektiv wird achromatisch und sphirisch korri-
giert. Statt der Linse wird beim astronomischen Fernrohr hiufig auch ein Hohl-
spiegel verwendet, der zur Vermeidung sphirischer Aberration parabolisch ge-
schliffen ist. Die wichtigsten Typen sind:

A. Das astronomische oder KEPLERsche Fernrohr wird gewohnlich zur Beob-
achtung unendlich entfernter Objekte benutzt (s. Fig. 54). Objektiv und Okular
sind Sammellinsen. Der hintere Brennpunkt des Objektivs und der vordere
des Okulars fallen zusammen, und man hat den Fall teleskopischer Abbildung,
s. §20(22) fiir c =0. Nach der
dort angegebenen Formel (25)
ist die Angularvergrofierung

tgw __h

tgu  fi°
Das astronomische Fernrohr
liefert umgekehrte Bilder. Man Fig. 54. Die teleskopische Folge aus zwei dinnen Sammellinsen.
kann sie durch Hinzufiigung AFy=1], BF{ =/

von Hilfslinsen aufrichten.

B. Das hollindische oder GALILEIsche Fernrohr hat als Objektiv ebenfalls
eine Sammellinse, als Okular aber eine Zerstreuungslinse, welche innerhalb
der Brennweite des Objektivs ange-
bracht wird. Das durch das Okular 8,
blickende Auge sieht dann ein auf-
rechtes, vergroBertes Bild (s. Fig. 55).
Es entsteht hierbei kein reelles Zwi-
schenbild. Fiir den praktischen Ge-  Fig. ss. Die teleskopische Folge aus einer diinnen Sammel-

n
kn

‘\\JL-/CI

brauch bei irdischer Beobachtung hat fiase 4 und et d‘,‘,“f‘°°A?“";““““‘i“” B.
dieses Fernrohr ‘den Nachteil groBer BF. = fo. BF,mf!
2 15 9 [

Linge; diese wird vermieden durch

C. das Prismenfernrohr. Bei diesem geschieht die Bildaufrichtung durch
spiegelnde Prismen.

Da Drehungen des Raumes um eine Achse analytisch durch orthogonale
“Transformation der rechtwinkligen Koordinaten mit der Determinante -1 dar-
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gestellt werden, Spiegelungen an einer Ebene aber durch ebensolche Transforma-
tionen mit der Determinante — 1, so ist die Aufeinanderfolge zweier Spiegelungen
mit einer Drehung dquivalent; und zwar bleibt bei dieser offenbar die Schnitt-
gerade der beiden spiegelnden Ebenen invariant (Drehachse). Durch Betrach-
tung eines Punktes auf einer der spiegelnden Ebenen sieht man sofort, daB die
resultierende Drehung den Winkel 2¢ hat, wo ¢ der Winkel zwischen den Spiegel-
ebenen ist. Wenn die Spiegelebenen senkrecht aufeinander stehen (p = z/2),
so ist also die resultierende Spiegelung eine Umklappung (p = m). Als Spiegel
dienen die versilberten Flichen von recht-
winkligen Glasprismen. Soll der Strahlen-
gang ,,geradsichtig* sein, so braucht man
mehr als zwei Prismen (s. Fig. 56). Die
technische Ausfiihrung hat mannigfache

Formen fiirr verschiedene Zwecke.
Doppelfernrohre dieser Konstruktion
liefern eine bequeme Moglichkeit, die Ob-
jektive auseinanderzuriicken und dadurch
die schon oben erwihnte stereoskopische
Tiefenwirkung zu erzielen. Beim Scheren-
fernrohr sind die beiden Teile gegenein-
ander drehbar angebracht. Auch die schon
oben erwdhnten stereoskopischen Entfer-

Fig. 56. Porroscher Umkehrprismensatz. nungsmesser benutzen gewdéhnlich Pris-

menfernrohre.

VIII. Das Mikroskop besteht, wie das Fernrohr, aus einem Objektiv und
einem Okular. Da es zur Betrachtung kleiner Objekte dient, ist das Objektiv
gewohnlich eine sehr kleine Linse mit kurzer Brennweite, die Biischel groBer
Offnung einldBt. Das reelle vergréBerte Bild des Objektivs wird mit dem als
Lupe dienenden Okular betrachtet. Das Objektiv wird vor allem auf sphérische
Aberration korrigiert; ferner wird die Sinusbedingung maglichst erfiillt (Koma
herabgedriickt), und die Farbfehler werden beseitigt. Der Apochromat von ABBE
driickt sogar die sekundiren Spektren unter das wahrnehmbare Ma8 herab,
indem die Brennweite fiir drei Farben gleich gemacht wird. Aus all diesen
Anforderungen geht hervor, daB die Objektive sehr komplizierte Linsensysteme
sein miissen. Die Apertur (Offnung des eintretenden Lichtbiischels) ist nicht
nur maBgebend fiir die Helligkeit, sondern auch fiir das Auflésungsvermégen,
von dem wir aber erst spiter (IV, §53) handeln kénnen.

Drittes Kapitel.

Interferenz.

§ 34. Interferenz zweier Strahlen.

Die geometrische Optik ist, wie wir sahen, nur eine grobe Anndherung an
die strengen Gesetze der Lichtausbreitung, welche in Form von (elektromagne-
tischen) Wellen vor sich geht. Wir haben jetzt die Erscheinungen zu betrachten,
bei denen Abweichungen von der geometrisch konstruierten Lichtverteilung
beobachtet werden. Hierbei haben wir zwei Fille zu unterscheiden.

1. Verfolgt man die Lichtausbreitung zunichst geometrisch, so kommt es
hiufig vor, daB sich zwei Strahlenbiischel endlicher Ausdehnung durchkreuzen;
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man kann dies leicht durch Kombination von Spiegeln, Platten, Prismen usw.
(Interferenzapparate) erreichen. In dem von den beiden Biischeln erfiillten
Raumteil werden sich in Wirklichkeit zwei Wellenbewegungen iiberlagern,
und man wird erwarten, daBl bei hinreichend feiner Beobachtung Verstir-
kungen und Schwichungen der Lichtintensitit, sog. Interferenzen, zustande
kommen. Voraussetzung dafiir ist, daB die Stellen solcher Maxima und Minima
im Raume feststehen (oder jedenfalls nicht zu schnell wechseln, so daBl das Auge
ihnen folgen kann). Wiirde man nun zur Erzeugung der Beiden sich kreuzenden
Strahlenbiischel wverschiedene Lichtquellen nehmen, so miiBten zur Erfiillung
dieser Bedingung die emittierenden Atome oder Molekiile in beiden dauernd
exakt synchron schwingen. Das wird natiirlich in Wahrheit nicht der Fall sein,
es werden zufillige, mehr oder weniger plétzliche Anderungen der Amplitude
und Phase jeder Elementarwelle eintreten, und zwar so schnell, daB das Auge
sie nicht verfolgen kann. Man nennt zwei solche Lichtbiischel inkohdrent. Inter-
ferenzfihiges oder kohdrentes Licht kann also nur dadurch erzeugt werden, daB
man einen gegebenen Strahl durch kiinstliche Hilfsmittel (Blenden, Spiegelungen,
Brechungen) teilt und die beiden Teilstrahlen nachtriglich iiberlagert, nachdem
sie verschiedene Wege durchlaufen haben. Die Linge dieser Wege ist weiter
noch so einzuschrinken, daB ihre Differenz kleiner ist als die Linge des un-
gestérten, von einem Molekiil emittierten Elementarwellenzuges, weil auch sonst
offenbar die Bedingung verletzt ist, daB jede Elementarwelle nur ,,mit sich
selbst’‘ interferiert. Man nennt interferenzfihige Strahlen kohdrent und hat in
der Linge des Wegunterschiedes der gerade noch interferierenden Teilstrahlen
ein MaB fiir die Kohirenz des urspriinglichen Lichts.

Interferenzapparate haben historisch zum Nachweis der Wellennatur des
Lichts gedient und werden heute zur Messung von Wellenlingen, zur Spektro-
skopie u. a. benutzt. Wir werden die hier gebrduchlichen Methoden in den
ersten Paragraphen dieses Kapitels darstellen.

2. Auch bei einem einzelnen ungespaltenen Strahl gelten, wie wir schon in
I1, § 14 sahen, die Gesetze der geometrischen Ausbreitung nicht exakt, sondern
versagen in bestimmten Fallen, niamlich erstens an den Schattengrenzen der geo-
metrischen Konstruktionen und zweitens in der Umgebung von Konvergenz-
punkten (Brennpunkten u.dgl). Man spricht in diesen Fillen von Beugungs-
erscheinungen. lhre praktische Bedeutung beruht darauf, daB sie eine absolute,
von der Wellenlidnge abhingige Grenze fiir die Anwendbarkeit geometrisch opti-
scher Methoden liefern und daher das ,,Auflésungsvermogen‘‘ der optischen In-
strumente (s. § 53) bestimmen. Mit diesen Fragen werden wir uns im nichsten
Kapitel ausfiihrlich beschiftigen.

Die Intensitit des Lichts messen wir durch das Zeitmittel des Energiestroms
senkrecht zur betrachteten Fliche, d. h. fiir eine ebene Welle nach I, §3 (12),
(13), (14):

Gewohnlich werden wir die Intensititen nur im selben Medium vergleichen;

dann geniigt es, als Intensitit die GroBe €% zu gebrauchen. € ist hier natiirlich
als reelle Zahl zu nehmen, weil es sich um die Berechnung einer quadratischen
GroéBe handelt. Will man gleichwohl mit der formal bequemen komplexen
Schreibweise operieren, so mufl man jedesmal vor der Multiplikation oder dem
Quadrieren den reellen Teil abspalten. So wird nach I, § 7 (1) eine einfache har-
monische Vektorwelle jetzt so darzustellen sein:

(2) €= m(%{eh) = %(9[8“ + Q[#g—h) ,
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wo UA* den Vektor bedeutet, dessen Komponenten zu denen von ¥ konjugiert
komplex sind, und wo

3) T = 2m;vi
gesetzt ist.
Fiir die Komponenten von ¥ schreiben wir
4) WU = 6%, W= a,f*, A, =a,et™;
dabei sind die Phasen durch
(5) 0‘1="2;.—“’+61, 0‘2="2Tn’+62: 0‘3=—2Tﬂ7+53

gegeben, wo 1 die Wellenlinge und 7 der von der Welle durchlaufene Weg ist.
Wir haben also (anders als frither I, § 6 und § 7) von den Phasen einen fiir alle
drei Komponenten gleichen, nur vom Wege » abhingigen Teil abgespalten, der
Rest é,, 8;, 85 sind Phasenkonstanten, die den Polarisationszustand der Welle
kennzeichnen. Wir wollen hier der Einfachheit halber voraussetzen, daB die
Phasenkonstanten bei der Spaltung der Welle erhalten bleiben (oder sich héch-
stens um dieselbe Konstante indern). Wir haben nun

G2 = ;];(91282“ + A*2e—2éT | 2AA*),

und da bei der Mittelung iiber eine hinreichend lange Zeit die periodischen Funk-
tionen verschwinden, so wird

6 G =3AA*=F|ALP=}(| L+ %[+ |%P) =16+ 4+ 4).

Denken wir uns nun zwei Wellen €, und €, durch Spaltung aus einer Welle her-
gestellt und in einem Raumteil iiberlagert, so ist die gesamte elektrische Feld-
stirke

(7) ‘ €=6€,+6C,

und G2 = 6 + G + 26,6,.
Fiir die Intensitit des Lichts erhalten wir also
(8 J=h+Ts+ 4.
wo

9) d =2E, ¢,

das sog. Interferenzglied ist. Bezeichnen wir die komplexe Amplitude der Welle &,
mit %, die von §; mit B und setzen wieder

W =aye*...,
(10) [ %z = bl eiﬂ‘ ey
so hat man fiir die & die oben angegebene Formel (5), fiir § entsprechende For-

meln mit denselben Werten von §,, 8,, d;, aber mit anderem 7, wenn die beiden
Teilstrahlen verschieden lange Wege durchlaufen. Es ist also

(11) "‘1—ﬂ1=“2—‘ﬁ2=0‘3—ﬂa=21_n('2—'1)=6,

da sich die &,, 83, 85 herausheben. Man nennt 4 = 7, — r, den Gangunterschied,
8 den Phasenunterschied der beiden Wellen. Wir haben nun
G, 6, = 1 (Ue'r + A*e—**) (Be* + B*e—*7)
=} (AB > + A*B*e—2i* + AB* + A*Y)
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und daher
J=126,6, =4 (AB*+ A*VB)
(12) = a, by cos (&) — By) + ayb, cos (xxy — B) + a3b;cos (a3 — Bs)
= (a5, + ayb, + a3b;) cosd .

Diese Formel gibt die Abhingigkeit des Interferenzgliedes vom Phasenunter-
schied und von den Amplituden der Komponenten der Einzelwellen. Dabei ist
von der Tatsache, da8 es sich um elektromagnetische Wellen handelt, noch gar
kein Gebrauch gemacht, insbesondere auch nicht von dem Umstand, da8 die
Schwingungen ¢ransversal sind. Wir haben nun in der Einleitung erwdhnt (S. 3),
daB FRESNEL und ARAGO aus Beobachtungen iiber die Interferenzen zweier
senkrecht zueinander polarisierter Lichtstrahlen geschlossen haben, da8 die Licht-
schwingungen transversal sein miissen. Wir kénnen diesen SchluB jetzt hier vor-
fithren. Dazu haben wir nur anzunehmen, daB sich die beiden Teilstrahlen in
derselben Richtung, etwa in der z-Richtung, fortpflanzen, der erste aber in einer
die x-Achse enthaltenden Ebene, der zweite in einer die y-Achse enthaltenden
Ebene schwingt; 4. h. es gilt

a=0, b=0.
Die Interferenzformel (12) gibt also
J = azbycosd.

Nun zeigten die Beobachtungen von FRESNEL und Araco, daB niemals Inter-
ferenzen an' solchem Licht auftreten, und daraus folgt, daB ag = b, = 0 ist,
d. h. die Transversalitdt der Lichtschwingungen. In unserer elektromagnetischen
Theorie ist dies ja eine Folge der
Grundgleichungen.

Wir betrachten nun zwei Teil- ,,
strahlen, die beide parallel der z-Rich- !
tung fortschreiten und parallel der
x-Richtung schwingen, so daB nur g,
und b, von Null verschieden sind.
Wir haben dann

— 2 _ b2 g F 4 2" Jnr (54
= 3Qq =
]1 % 12 ]2 é‘ 1 Fig. 57. Interferenz zweier Strahlenbiischel.

d

und

(13) g = a;b,cosd = 2}/f17,cosé.
Insbesondere wird fiir J, = J, die gesamte Lichtstirke
(14) J=2Jy+ (1 +cosd) = 4], - cos? 2.

Es erscheinen also Lichtminima J=0da,wod=4=x, +3x, ... + 2k+1)=,...
ist, und Maxima J=4], da, wo 4=0, +2%, ... +£2km, ... ist. Die Licht-
verteilung zeigt Fig. 57.

Genau dieselben Formeln, die hier fiir linear polarisiertes Licht abgeleitet
sind, gelten auch fiir natiirliches, unpolarisiertes Licht, denn da, wie gezeigt,
die aufeinander senkrechten Komponenten gar nicht miteinander interferieren,
so kann man die Interferenzen fiir die Komponenten in der x- und y-Richtung
fiir sich berechnen und dann addieren, und da fiir beide 8 denselben Wert hat,
so erhilt man wieder dasselbe Ergebnis.

Born, Optik. 8
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§ 35. Der Interferenzversuch nach YouNG.

Eine der einfachsten Versuchsanordnungen zur Erzielung von Interferenzen
stammt von YouNG; sie wird durch die Fig. 58 dargestellt. Ein paralleles
Strahlenbiischel trifft auf einen Blendenschirm B, der senkrecht zur Fort-
pflanzungsrichtung steht. In diesem befinden sich zwei parallele schmale Spalte @,
und Q, im Abstande d. Dann werden @, und (J, Ausgangspunkte fiir neue
Wellenbewegungen. (Dies beruht auf Beugungserscheinungen, die erst im
vierten Kapitel besprochen werden.) Man bezeichnet Q; und Q, als virtuelle
Lichtquellen; das von ihnen ausgestrahlte Licht ist kohdrent, interferenzfihig.
Das Licht, das von @, bzw. Q, ausgeht, wird durch cinen Schirm S aufgefangen,
der parallel zur Blende B ist und von dieser die Entfernung & hat. Die beiden
Spalte @, und Q, mogen nun symmetrisch zu der x-Achse liegen, welche senk-
recht zu den Schirmen B und S verliuft. P, sei der Punkt, in dem die x-Achse
den Schirm S trifft. Wir nehmen in S eine z-Achse senkrecht zu den beiden
Spalten Q, und Q, an. Ist dann P ein Punkt auf S, der auf der z-Achse liegt
und die Entfernung p von P, hat, so ist der Gangunterschied des Lichts, das
von @, bzw. Q, nach P gelangt, gleich 7, — r,, wenn 7, und r, die Wege sind,
die das Licht von @, bzw. Q,

z
o nach P zuriickzulegen hat:
4. 1 Ad=r,—r.
' z , =1
. Nun ist
g P T o d\2
— T e o),
. o
. A—a+(p+3),
I S
Fig. 58. YouNnGscher Interferenzversuch. 72 - 7% = Zﬁd = (?’2 - 7’1) (7’2 + 7’1) .

Es sei a groB gegen d und p; dann ist angenihert:

7y + 7, = 2a;
somit erhilt man:
. _ __p___d __ 2=z _ 2xapd
(2) 4=r, n=-=>", 6_141_ T

bis auf GroBen hoherer Ordnung. Wir haben nach § 34 (14) Intensititsmaxima
fiir die Werte:
=0, 42, +4x ...,
A A
p=0, 5, +£2°3..
und Minima fiir:
0=+4mn, +3n...,
_ Mda 3ia
P—:{:ET[, :{:*2‘—d‘-"~
Es ergibt sich als Interferenzbild auf dem Schirm S eine Schar heller und
dunkler Streifen in gleichem Abstand senkrecht zur z-Achse, also parallel zu
den Spalten Q; und Q,. Der Abstand benachbarter Streifen ist gleich p, = Aa/d .
Der zentrale Teil (p = 0) der beobachteten Interferenzerscheinung entspricht
hier einem Maximum der Lichtstirke. In allen dhnlichen Fillen spricht man
von einer Erscheinung mit keller Mitte, das Gegenteil hierzu ist eine Erscheinung
mit dunkler Mitte.
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Mit Hilfe dieser Versuchsanordnung kann man die Wellenlinge des Lichts
ermitteln, wenn die geometrischen Abmessungen der Anordnung bekannt sind,
indem man den Streifenabstand p, beobachtet. Es sei z. B.:

a=5m = 500cm,
d=1cm,

_ po = 0,025 cm.
Dann ist:
5 bed _ 25-10°
T oa T 5100

=5.40"5cm;

das ist die Wellenlinge von griinem Licht.

Die Streifenbreite ist also eine Funktion der Wellenlinge. Benutzt man
weiBes Licht, so kommen die Interferenzbilder der verschiedenen Spektralfarben
aufeinander zu liegen und ergeben farbige Streifen, die bereits nach wenigen
Streifenbreiten verwaschen werden und allmihlich in wei3 iibergehen. Wenn
man eine groBere Anzahl von Streifen beobachten will, hat man daher komogenes
oder monochromatisches Licht, d. 1. Licht, das nur eine Wellenlinge enthilt, an-
zuwenden.

Der Vorteil dieser YouNGschen Anordnung besteht darin, daB das Einstellen
verhiltnismiBig einfach ist; die beiden Schirme B und S brauchen nicht streng
parallel zu sein, ebenso braucht B nicht streng senkrecht zu den einfallenden
Strahlen zu stehen. Der Nachteil der Anordnung besteht in der groBen Aus-
dehnung der Apparatur, ferner darin, daB3 die virtuellen Lichtquellen durch
Beugungserscheinungen erzeugt werden, die selbst wieder verwickelte Inter-
ferenzerscheinungen sind und hier noch nicht erklirt werden konnen. Deshalb
hat man Methoden ersonnen, um die virtuellen Lichtquellen auf andere Weise
herzustellen. Auf einige dieser Methoden werden wir im folgenden eingehen.

§ 36. Der FresneLsche Doppelspiegel, das FREsNELsche Biprisma,
die Halblinsen von BILLET.

Bei dem FRESNELSchen Spiegelversuch werden Strahlen miteinander zur
Interferenz gebracht, welche von zwei Spiegeln reflektiert werden, die mit-
einander einen Winkel von nahezu 180° bilden (Fig. 59). Es seien AB und AC
die beiden Spiegel; der kleine ‘
(spitze) Winkel, der von ihren
Ebenen gebildet wird, sei «.
Q sei die Lichtquelle, z. B. ein
schmaler, grell beleuchteter
Spalt parallel zur Schnittlinie
der beiden Spiegelebenen (Punkt
A der Figur). Man kann nun
annehmen, die von den Spiegeln
reflektierten Strahlen gingen
aus von den virtuellen Licht- Fig. 59. Der Fresngvsche Doppelspiegel.
quellen @, und Q,, den Bildern £;
der Lichtquelle Q. Wenn r der Abstand der Lichtquelle Q von der Schnitt-
geraden 4 ist, so ist offenbar AQ, = AQ, = AQ =r. Demnach muBl die
Gerade M P,, die Mittelsenkrechte auf Q,Q, =d, durch den Punkt 4 gehen.

Die weiteren Betrachtungen sind analog denen des vorhergehenden Para-
graphen. Die Bezeichnungen sind die gleichen: es ist d = 27 sina der Abstand
der beiden virtuellen Lichtquellen Q,, Q,, a der Abstand des Schirmes S, auf

8#
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dem wir die Interferenzen beobachten, vom Mittelpunkt M ihrer Verbindungs-
linie. P, ist der Punkt, in dem die Mittelsenkrechte auf Q,Q, die Ebene S trifft,
p der Abstand eines Punktes P von P,. a sei auch in diesem Falle gro8 gegen

d und p.
Dann haben wir Intensititsmaxima fiir die Werte:
6=0, :EZVZ, i4”~--,
Aa Aa Aa

p=0, T =F*5mms T27o

und Minima fiir:
8= +x, i}n e

_ 1 da 1 ia 3 ia

P=to T =TT msmar T2

Wir erhalten als Interferenzbild helle und dunkle Streifen parallel zur Schnitt-
geraden der beiden Spiegel. Der Abstand zweier Streifen ist gleich:

la la
Po="F = Zrsima’
Um moglichst groBe Abstinde zu
erzielen, muB man also bei ge-
gebener Wellenlinge a moglichst
groB, » und & moglichst klein
wihlen.

Beim FrEsNELschen Spiegelver-
such treten auch Beugungserscheinungen auf, die insbesondere durch die ge-
meinsame Spiegelkante hervorgerufen werden.

Es gibt verschiedene Modifikationen der FRESNELschen Anordnung, bei denen
die Teilung des Strahls statt durch Spiegel auf andere Weise erreicht wird. Wir
nennen zwei davon:

1. Das FreSNELsche Biprisma. Dieses hat einen Querschnitt von der Form
eines flachen, gleichschenkligen Dreiecks; der stumpfe Winkel wird der Licht-
quelle Q zugekehrt, s. Fig. 60. Jede Prismenhilfte liefert ein virtuelles ein wenig
abgelenktes Bild von Q.
Innerhalb des Raumes, in
dem sich die von den virtu-
ellen Bildern Q,, Q, aus-
gehenden Strahlen iiber-
lagern, treten Interferen-

Fig. 61. Die Halblinsen von BrLret. zen auf.

‘ 2. Die Halblinsen von
BiLLET. Eine Linse wird in zwei Hilften 4 und B zerschnitten (s. Fig.61). Die
Lichtquelle Q gibt zwei virtuelle Lichtquellen Q, und Q,, von denen Strahlen
ausgehen, welche auf einem Schirm zwischen den Punkten P und P, Interferenz-
streifen geben.

Fig. 60. Das FresNELsche Biprisma.

§ 37. Stehende Wellen.

Im Jahre 1890 hat O. WIENER! die Existenz von sog. sichenden Lichtwellen
nachgewiesen, die durch Reflexion von senkrecht auffallendem Licht an Metall-
spiegeln hergestellt wurden. Das Reflexionsvermégen von Metallspiegeln ist fast
gleich 1 (bei Silberspiegeln 99%). Nehmen wir es gleich 1, so brauchen wir auf

1 O. WieNER, Wiedem. Ann. Bd. 40 (1890) S. 203.
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die Theorie der metallischen Reflexion, die erst im Kap. VI behandelt wird, gar
nicht einzugehen; es geniigt die einfache Uberlegung, daB in diesem Falle Total-
reflexion eintreten muB, also bei senkrechter Inzidenz an der Oberfliche die
Phase der reflektierten Welle der der einfallenden genau entgegengesetzt gleich
sein muB. [Man kann formal dasselbe auch aus den Formeln I, § 10 (17) erhalten,
indem man # = oo setzt.)

Wir nehmen an, das Einfallslot falle mit der negativen z-Achse zusammen.
Dann ist die x-Komponente der einfallenden Welle gegeben durch

(1) Co = Acosw(t - —j—)

1

und die x-Komponente der reflektierten Welle durch
2) & = —Acosw(t-}-ci).

1
Der einfallende und der reflektierte Wellenzug durchsetzen sich, und die resul-
tierende Erregung ist
(3) @z=@f’+@¥’=2Asinwt-sin5;—f;

1

man sieht, daB €, dargestellt ist durch das Produkt zweier Sinusfunktionen,

von denen die eine nur von der Zeit abhéingt die andere nur vom Ort. Die

Amplitude der zeitlichen Schwingung 24 sm— z=2Asin2Z 7 ist eine periodische
Ortsfunktion. Sie verschwindet fiir

(4) 2=0, —%, —4i, —%/‘., ~—24..., (Wellenknoten)
und hat ihre Extrema fiir

k34 54 5
(5) z=—7, T Rl (Wellenbéduche)

unabhingig von der Zeit stets an diesen selben Stellen.

Bei dieser Art von Interferenz spricht man von stehenden Wellen.

Ganz analog verlduft die Betrachtung fiir die magnetischen Vektoren. Die
Biuche der elektrischen stehenden Welle fallen mit den Knoten der magnetischen

zusammen und umgekehrt; an der

Spiegelfliche hat die elektrische H

Welle einen Knoten, die magnetische /\

einen Bauch ; denn die magnetischen J — A

Vektoren haben eine Phasenver- L . — <%

schiebung von /2 gegen die elek- F—ta%

trischen. + i
O. WIENER brachte nun, um die

Orte der Wellenknoten und Wellen- Metal

bduche in dem Raume vor dem
Metallspiegel experimentell nachzu-
weisen, ein auf Glas aufliegendes, sehr diinnes Chlorsilberkollodiumhiutchen
so vor die Spiegelfliche, daB es mit dieser einen kleinen Winkel ¢ bildete.

In der Fig. 62 ist die Lage der um /2 voneinander entfernten Maxima
schematisch angedeutet, ebenso die Lage der Kollodiumschicht. Die licht-
empfindliche Schicht durchschneidet die Ebenen der Wellenbduche und Wellen-
knoten in einem System von Geraden, die alle gleichen Abstand voneinander

Fig. 62. Nachweis der stehenden Wellen nach WiEnzz.
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haben; der Abstand ist um so groBer, je kleiner der Winkel ¢ ist. Im photo-

graphischen Bilde zeigte sich in der Tat die zu erwartende Lage des Systems der

Schnittgeraden. Am Spiegel selbst trat keine Schwirzung ein; dort hatte die

stehende Welle einen Knoten. Die erste Schwirzung trat im Abstande /4 ein.

Aus diesem Befund ist ein wichtiger SchluBl zu ziehen, ndmlich der, daB tat-

sdchlich der elektrische Vektor hinsichtlich der photographischen Wirkung als Licht-

vektor zu gelten hat; denn nach (5) liegt gerade fiir diesen der erste Wellenbauch

im Abstand 1/4 von der Platte (wihrend er fiir den magnetischen Vektor im Ab-

stand A/2 liegt). Es ist das natiirlich auch vo:r1 Standpunkt der Elektronen-

theorie zu erwarten. Denn die photographische Wirkung ist ein Ionisierungs-

proze8 (Herauslosung eines Elektrons aus dem Atomverband des Silbersalzes,

das in der Schicht eingebettet ist); die an ruhenden Teilchen angreifende elek-

trische Kraft ist aber bekanntlich proportional dem elektrischen Vektor. Es

gibt noch viele, rein optische Beweise dafiir, daBl der Lichtvektor mit dem elek-

trischen Vektor zu identifizieren ist. Wir werden einen solchen in der Kristall-

optik kennenlernen (s. Kap.V, § 61) und weisen ferner auf die lichtelektrischen

Erscheinungen hin, bei denen man direkt den Zusammenhang der Richtung des

elektrischen Vektors mit der des herausgeschleuderten Elektrons feststellen kann.

Auch an dieser Stelle kénnen wir sogleich einen

anderen experimentellen Beweis fiir die Identitit

des elektrischen Vektors mit dem Lichtvektor an-

geben. LiafBt man linear polarisiertes Licht unter

dem Einfallswinkel 45 ° auf einen Metallspiegel fallen,

so kann man Interferenz zwischen einfallender und

reflektierter Welle dadurch nachweisen, da man

auf die Oberfliche des Spiegels eine sehr diinne

Chlorsilberschicht (Schichtdicke klein gegen Wellen-

linge) bringt. Schwingt nun der elektrische Vektor €

des einfallenden Lichts senkrecht zur Einfallsebene,

so bleibt die photographische Schicht ungeschwirzt;

schwingt & parallel zur Einfallsebene, so tritt

Schwirzung ein. Dies ist sofort verstandlich, wenn

€ (und nicht ) die photographisch wirksame Feld-

stirke ist. Denn es interferieren ja nur solche Lichtfelder, deren Schwingungen

parallel sind; dies ist fiir die einfallenden und reflektierten Wellen der Fall,

wenn sie senkrecht zur Einfallsebene schwingen, und dann léschen sie sich in

der Nihe der Oberfliche wegen der Grenzbedingung am vollkommenen Spiegel

(€ = 0) aus und lassen daher die Schicht ungeschwirzt. Die parallel zur Einfalls-

ebene schwingenden Komponenten im einfallenden und reflektierten Strahl aber

stehen zueinander senkrecht, interferieren also nicht (s. Fig. 63) und erzeugen

daher eine Schwirzung. Wire 9 der wirksame Vektor, so wire es gerade umge-
kehrt.

§ 38. Die Farben diinner Blidttchen und die NEwtoNnschen Ringe.

Die lebhaften Farben, die hinreichend diinne Schichten durchsichtiger Kérper
(Seifenblasen, Olhdute) sowohl im durchfallenden als auch im reflektierten Licht
zeigen, lassen sich durch die Interferenz des Lichts verstehen, das an der Vorder-
und Riickseite der Schicht reflektiert wird.

Wir leiten zunichst einen Ausdruck fiir den Gangunterschied der beiden
ersten Strahlen ab, die bei der Reflexion an einer planparallelen Schicht ent-
stehen. Fig. 64 zeigt die Platte von der Dicke %; sie werde auf beiden Seiten
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von demselben Medium begrenzt. 1 sei die Wellenlinge im AuBenmedium, die
Platte habe den Brechungsindex # dagegen; dann ist die Wellenlinge in der
Platte gegeben durch 2’ = i/n. Ein Biindel paralleler, kohirenter, homogener
Strahlen falle unter dem Winkel ¢ ein, der Brechungswinkel sei ¢, wobei gilt:

sin ¢ i

siny - "T X

Ein von 4 kommender Strahl treffe die Oberfliche der Schicht in B, werde

nach dem Punkte D der unteren Grenzfliche der Schicht gebrochen, von dort
nach dem Punkte B’ der oberen Grenzschicht reflektiert und dann in der Rich-
tung nach dem Punkte C hin gebrochen. Durch den Punkt B’ geht auch eine
zweite Wellennormale A’B’ der einfallenden Welle, und diese wird durch Re-
flexion ebenfalls in die Richtung B’C geworfen. Wir haben also in C zwei inter-
ferierende Wellen, deren Gangunterschied wir zu berechnen haben. Hierzu fillen
wir von B auf 4’B’ das Lot mit dem FuBpunkt E. Dann lehrt die Figur, da8
die Phasendifferenz

_ _[DB'+DB _EB’ AN 4
=27 A | :.
ist. Weiter gilt
BD=DB =", 7 7
cosy |
- |
EB'= BB'-sing = 2h-tangy-sing. ! ‘
i
Benutzt man ferner noch die Beziehung # = /1’ ' i
= sing/siny, so erhidlt man hieraus:
2n 1 1 . 4hax cosy Fig. 64. Interferenz an
b= 203 (o ~ sy W) = L. g\,

Man kann diese Betrachtung auch durch eine etwas andere ersetzen (die in der
Theorie der Interferenz von Réntgenstrahlen gebrduchlich ist). Hierzu fille
man von B’ das Lot auf BD mit dem FuBpunkt F. Dann ist offenbar die Welle
in den Punkten F und B’ in gleicher Phase und man hat

Iiw =2m Pf,?— (cos2yp 4 1) = %ﬁ cosy.

d=2n

Nun muB man aber noch die Anderung der Phase durch Reflexion beriick-

sichtigen. Die dabei auftretenden Anderungen sind ausfiihrlich bei der Diskus-

sion der FREsNELschen Formeln I, § 10, S. 30, dargestellt. Aus ihnen geht her-

vor, daB in unserem Falle die Phase entweder bei der Reflexion an der oberen

oder an der unteren Fliche einen Sprung um sz macht. Es ergibt sich also, wenn
man dies beriicksichtigt:

(1) 0= i;fécosij:n.

Will man die Abhingigkeit zwischen 6 und ¢ haben, so erhilt man
(2 6=4—ffyn2—sin2q);{:n.

Wenn nur diese beiden Strahlen zur Interferenz gelangten, so wire die In-
tensitit ein Maximum, wenn & ein Vielfaches von 27 ist, und ein Minimum,
wenn d ein ungerades Vielfaches von s ist. Vollige Ausléschung kann nicht er-
folgen, da die Intensititen des einmal reflektierten und des zweimal gebrochenen
und einmal reflektierten Lichts nicht gleich sind.
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Genau so verlduft die Betrachtung fiir die beiden durchgehenden Strahlen
ABDB'GH und A'B’'GH; die Phasendifferenz fiir sie ist gegeben durch

(3) &= 4;hcoszp = 4/.L_h}/n2 — sin?gp.

Da es sich hier um eine gerade Anzahl von Reflexionen handelt, entsteht kein
Phasensprung.

Die Erscheinungen im reflektierten und im durchgehenden Licht sind, wie
man hieraus sieht, einander komplementir. Denn es unterscheiden sich die
Phasendifferenzen um =, also die Gangunterschiede um eine halbe Wellenlinge.
Wird also Licht einer bestimmten Viellenlinge beim Durchgang verstirkt, so
wird es bei Reflexion geschwicht und umgekehrt.

Die Interferenzerscheinungen, die man an diinnen Blittchen beobachtet,
kann man in verschiedener Hinsicht unterscheiden. Zunichst einmal spielt eine
Rolle, ob die Lichtquelle punktférmig oder ausgedehnt ist, ob sie sich im End-
lichen oder im Unendlichen befindet, ferner ob die Interferenzen im Endlichen
oder im Unendlichen erscheinen.

Besonders wichtig ist, daB man die Interferenzerscheinungen an diinnen
Blittche:: in zwel voneinander wesentlich verschiedenen Fillen beobachten kann;
es sind das die folgenden:

1. Gleichférmige Farbung diinner, vollkom-
men planparalleler Bliattchen und Kurven gleicher
Dicke bei nicht vollig gleichbleibender Platten-
dicke 4.

2. Kurven gleicher Neigung in vollkommen
planparallelen Platten (HAIDINGER, MASCART,
LuMMER).

Der erste Fall 148t sich mit den Formeln (1),

(2) und (3) ohne weiteres behandeln. Andert sich
Flg 65 Intere 2 ome. ¢ P die Plattendicke 4 langsam von einem Punkt

zum anderen, so wird sich auch die Phasen-
differenz 6 indern. Man sieht, wenn man auf die Plattenoberfliche akkom-
modiert, in homogenem Licht helle und dunkle, im allgemeinen krumme
Linien (im weiBen Licht farbige Streifen). Hat die Platte speziell Keilform, so
sind die Kurven gleicher Dicke gerade Linien, welche der Keilkante parallel
sind (s. Fig. 65).

Die Kurven gleicher Dicke kann man nur an hinreichend diinnen Platten
wahrnehmen. Dies erkldrt sich folgendermaBen: Da die Pupille des Auges von
endlicher Grofle ist, vereinigen sich in C Strahlenpaare, die son verschiedenen
Punkten A4 ausgehen. Die Gangunterschiede 4 dieser Paare unterscheiden sich
voneinander nur wenig, falls die Platte diinn ist. Ist aber die Platte dick, so
entstehen schon fiir eng benachbarte Emissionspunkte A betrichtliche Ab-
weichungen der Gangunterschiede. Sobald diese Abweichungen fiir verschiedene
Strahlenpaare eine halbe Wellenldnge betragen, liefern einige der Strahlenpaare
in C ein Maximum, andere ein Minimum der Lichtstirke; man kann daher bei
groBer Plattendicke keinerlei Interferenzerscheinung wahrnehmen.

Ebenso erklirt es sich auch, daB bei sehr diinnem Keil und nahezu senk-
rechter Inzidenz die Interferenzstreifen gleicher Dicke ganz besonders scharf er-
scheinen. Denn unter diesen Bedingungen ist cosy nahezu gleich 1, die Phasen-
differenz aller Strahlenpaare, die zur Interferenz gelangen, also gleich

xh
5——‘4,1, t=,
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d. h. unabhingig vom Einfallswinkel. Die Interferenzen aller solcher Strahlen-
paare werden also zusammenwirken.

Einen Spezialfall der Kurven gleicher Dicke stellen die NEwTONscken Ringe
dar. Legt man eine schwach gekrimmte Plankonvexlinse mit der konvexen
Fliche auf eine ebene Glasplatte (s. Fig. 66), so beobachtet man bei fast senk-
recht einfallendem, homogenem Licht in Refléxion eine Reihe heller und dunkler
konzentrischer Ringe mit dunkler Mitte, und im durchgehenden Licht ebensolche
Ringe, jedoch mit heller Mitte. Bei Belichtung mit weifen Strahlen iiberlagern
die verschiedenfarbigen Ringsysteme einander und man erhilt eine geringe An-
zahl von Ringen, deren Farben eine ganz bestimmte Reihenfolge haben. Man
kann die NEwToNschen Ringe dazu benutzen, um aus dem bekannten Kriim-
mungsradius der Linse die Wellenldnge des Lichts in einem Medium zwischen
der Linse und der Glasplatte zu berechnen und umgekehrt aus der Wellenlinge
den Kriimmungsradius.

Es sei M der Mittelpunkt der kugelformigen Grenzfliche der Linse, 4 der
Berithrungspunkt mit der Glasplatte, B ein beliebiger Punkt auf dieser. Die
Senkrechte in B auf der Platte treffe die Kugel in C, und es sei BC = %, dann
ist offenbar 24 der Gangunterschied fiir senkrecht ein-
fallendes Licht. Andererseits hat man nach Fig. 66

‘I/R2 — ,2
_f
Die Phasendifferenz im reflektierten Licht ist also

2my?
6 =

R £
wo A die Wellenlinge in Luft ist. Hieraus folgt fir die
Radien der hellen Interferenzringe

r_‘/__ 2k +1 k=0,1,2,...

oder angenéhert b

Fig. 66. NEwtoNsche Ringe.

An sehr exakt planparallelen Platten kann man eine andere Interferenz-
erscheinung beobachten (entdeckt von HAIDINGERY, ausgearbeitet von MASCART?
und LuMMERS3), die sog. Interferenzkurven
gleicher Neigung. Sie erscheinen bei Ak-
kommodation des Auges auf unendlich
bzw. bei Abbildung durch eine Linse in
die Brennebene und haben die Form von
Kreisen oder Kegelschnitten, je nachdem
die Linsenachse parallel oder schief zur
Plattennormalen steht (s.Fig.67). Zu ihrer
Erzeugung kann man eine ausgedehnte
Lichtquelle benutzen. Ein von einem be-
stimmten Punkt dieser Lichtquelle ausge-
hender Strahl spaltet sich in ein System
paralleler Lichtbiindel, die die Platte ein- Fig. 67. Interferenzkurven gleicher Neigung.
mal, zweimal, ... durchsetzen (sowohl
im reflektierten wie im durchgehenden Licht), und wenn man diese durch
eine Linse in der Brennebene vereinigt, so interferieren sie im Bildpunkt. Von

1 'W. HAIDINGER, Pogg. Ann. Bd. 77 (1849) S. 219.

2 M. E. MascarT, Ann. Chim. et Phys. Bd. 23 (1871) S. 116.
3 O. LuMMER, Wiedem. Ann. Bd. 23 (1884) S. 49.
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einem anderen Punkte der Lichtquelle wird aber ein zum ersten paralleler
Strahl genau dieselbe Interferenz im selben Vereinigungspunkt erzeugen. Die
Intensitit in der Bildebene hdngt nur von der Neigung der Strahlen gegen
die Platte ab, woher der Name der Erscheinung genommen ist. Steht die
Achse der abbildenden Linse parallel zur Plattennormalen, so sind die Kurven
gleicher Helligkeit in der Bildebene offenbar Kreise um den Spurpunkt dieser
Achse. Bei schiefer Stellung der Linse sind es Kegelschnitte. Die Interferenzen
im reflektierten und durchgehenden Licht sind wieder einander komplementir.
Die Kurven gleicher Neigung verschieben sich (in der Brennebene der Linse
bzw. auf der Netzhaut) nicht, wenn die Platte parallel zu sich verschoben wird,
und hierdurch ist es leicht moglich, sie von den Kurven gleicher Dicke zu unter-
scheiden, die offensichtlich an der Platte haften. Die Kurven gleicher Neigung
verschwinden, wenn die Platte nicht gut geschliffen ist, und zwar geniigt offenbar
schon ein Fehler von der GréBenordnung 2'/4, wo i’ die Wellenlinge innerhalb
der Platte ist. Dies kann man zur Priifung der Planparallelitit von Platten
benutzen.

Zur quantitativen Theorie dieser Interferenz geniigen die bisher entwickelten
Formeln nicht, weil bei der Ableitung nur zwei miteinander interferierende
Strahlen beriicksichtigt worden sind, wihrend in Wirklichkeit sehr viele Strahlen
in Betracht kommen. Wir wollen daher im folgenden Paragraphen die durch
Uberlagerung zahlreicher Strahlen entstehenden Interferenzen studieren.

§ 39. Die Schirfe der Interferenzstreifen.

Ein von der punktférmigen Lichtquelle Q ausgehender Strahl treffe die plan-
parallele Platte in 4 und werde dort zum Teil nach L reflektiert, zum Teil in
) die Platte hineingebrochen, die er in dem

¢/’ Punkte B, der Riickfliche trifft. Dort tritt

¢ wieder eine Teilung ein. Der durchtretende
Strahl wird nach Li gebrochen; der reflek-
tierte Strahl trifft die Vorderfliache in 4,
und tritt von dort aus zum Teil hindurch
nach L, und wird zum anderen Teil nach B,

zuriickreflektiert usw. Wir haben also ein

System paralleler austretender Strahlen an
der Vorderseite AL, A,L,, A,L,, ... und
ebenso auf der Riickseite B;L{, B,L}, . ..
(s. Fig. 68). Bei jeder Reflexion tritt eine
Schwichung der Amplituden ein, die wir in
Fig. 68. Interferenz an einer _— Ubereinstimmung mit unserer fritheren Be-
planparaiielen Plate Ly b zeichnung [s. I, §11 (3)] ¥ nennen; ebenso
haben wir eine Schwichung der Amplitude bei ]edem Durchtritt um }/— Die
Werte von 7 und 4 haben wir in I, §11 (3) und (4) als Funktion des Einfalls-
winkels getrennt fiir die beiden Polarisationsrichtungen parallel und senkrecht

zur’ Einfallsebene angegeben. Wir gebrauchen hier nur die allgemein giiltige
Relation I, §11 (5)

(1) r4+d=1.

Weiter ist dann noch zu beachten, daB die GréBen 7 und 4 denselben Wert be-
halten, wenn man die beiden aneinander grenzenden Medien miteinander ver-
tauscht (n durch 1/n ersetzt).
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Bei jedem Durchgang des Strahls durch die Platte tritt eine Phaseninde-

rung um h
§ = ——cosy

ein, wo & die Plattendicke, 1’ die Wellenlange und y den Winkel des Strahls in
der Platte gegen die Normale bedeutet. Wir betrachten nun zunéichst die reflek-
tierten Strahlen AL, A,L, usw. Setzen wir die einfallende Amplitude gleich 1,
so ist die des Strahls AL gleich }7; die Summe der Amplituden der Strahlen
i, L,, 45y, ... ApL, betrigt
. . . 1 — rpezpié

}/;.d. 6216[1 + 7e2td + y2edsd R o (e 1.2(n- 1)“’:’ = ~l/;« d.e2td PRECTT
Nun hat man weiter zu beriicksichtigen, daB entweder der Strahl AL oder die
simtlichen Strahlen 4,L,, A,L, usw. einen Phasensprung um 7 erfahren (je

nachdem es sich um eine s- oder p-Schwingung handelt, s. I, § 10). Da ¢&* = —1

ist, hat man also fiir die Amplitude der simtlichen p + 1 austretenden Strahlen
;51— rPerrid

@) 60 =7Yr (1 — deie. 12N

Ist die Zahl der zur Interferenz gelangenden Strahlen unendlich groB, d.h. die
Platte hinreichend ausgedehnt, so geht dieser Ausdruck mit (1) iiber in

dgﬂfd e e2i5
" = —_— ) =7r.
G) ¢ V;(1 1~ re“") 1 1 —re2id’
Dem entspricht die Intensitit (s. §34, S. 112)
_ 2—2cos28 _ 4rsin?é
(4) ]'_r1+r’—27c0526—d’+4rsin26'

Ganz in derselben Weise berechnet man das hindurchtretende Licht, bestehend
aus den Strahlen B, Lj, ..., B,L;. Die Amplitude betragt

(5) @(d) — des‘d“ + ye?id + 72480 + o 4 rp—lez(p—l)ié) = de

Fiir $ > o0 hat man also

2pid
g1 —rPet?
1 —re2sd ’

C@ — desd.

und 1—v7re
ds a?

(6) Ja= 1+ 72 —27cos28  a®+ 4rsin?d’

2id

Man sieht, daB das Interferenzbild im reflektierten Licht komplementar ist zu
dem des durchgehenden:

(7) ]d+]r=1~

Unterdriickt man aber im reflektierten Licht den ersten Strahl AL (was leicht
durch eine Blende zu erreichen ist), so wird nach Formel (2) mit p - o0

de?td
(8) (’) = _V_ : 8256 ’
also - 2 B
(9) Je=7 arayems ="/

Dann sind also die Interferenzkurven auf beiden Seiten der Platte bis auf den
Schwichungsfaktor 7 identisch. Diese Formeln sind zuerst von AIRy?! abgeleitet
worden.

! G. B. Ary, Philos. Mag. (3) Bd. 2 (1833) S. 20; Pogg. Ann. Bd. 41 (1837) S. 512.
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Wir fithren zur Abkiirzung die GroBe

2o Ar __ 4r
(10) as = d2 _(1_’)2

ein. Im Spezialfall senkrechter Inzidenz kann man die in I, § 11 (6) angegebenen
Werte fiir » und d benutzen und hat a = } (» — 1/n); dies gilt auch angenihert
fiir fast senkrechte Inzidenz und kann zur Abschitzung von & dienen. Nun-

mehr wird
1
(11) Jo= 1 aams

Fig. 69 zeigt den Verlauf dieser Funktion von ¢ fiir verschiedene Werte von 7.
Ist » sehr klein gegen 1 (¢ < 1), so kann man entwickeln und hat

(12) Ja=1 —a?sin2d + ...,

d. h. eine sinusformige Intensititsverteilung, wie sie etwa in Fig. 69 der Kurve

fiir » = 0,025 entspricht. Ist dagegen » nahe an 1 (a sehr groB, in der Figur etwa
entsprechend der Kurve fiir » = 0,9), so ist

7“ ~L4%5|  gzigws| die Funktion J; iiberall sehr klein auBer in
4] \ der unmittelbaren Nachbarschaft von ¢ = 0;
T P, I* man hat also sehr scharfe, helle Interferenz-
| \ {2%449, | ringe auf einem nahezu dunklen Grunde. Diese
Tatsache ermoglicht die Konstruktion von

\ ! Interferenzspektroskopen mit Hilfe planpar-

45 \ alleler Platten; einfallendes monochromati-
a4 sches Licht erscheint als ein System von
wH \ feinen, scharfen Interferemzstreifen, und Licht
Q verschiedener Wellenlidngen ergibt also Systeme

82 1 von farbigen Streifen, die sich periodisch wie-
a7k g e derholen. Wir kommen darauf nachher noch
— | 4% a¥360| zuriick. Bei der praktischen Ausfithrung wird

|
0 w° 2° 30° w° %° 60° w° &° % es aber natiirlich nicht méglich sein, wirklich
'T’d unendlich viele interferierende Biindel zu be-
Fig. 69. Die Funktion Ja= ——7—rs, nutzen, weil die Platten eine endliche GroBe
LI haben. Es ist daher wichtig, die Abhingig-
(=¥ keit der Interferenzerscheinung auch von der
Anzahl p der Biindel zu untersuchen. Dazu gehen wir auf die Formel (5) fiir
das Zusammenwirken der p durchgehenden Strahlen zuriick und erhalten daraus

die Intensitit
_ a1+ 172" —29Pcos2pd
(13) Jap) =4 1+ —2rcos28 '’

wofiir man auch schreiben kann

5, (1 — ") 4 4yPsin?pd
(14) Ja(p) = a? (1 —7)® + 47sin?é

Wir betrachten nun den in der Praxis hiufig vorkommenden Fall, wo 7 nahezu
gleich 1 ist. Streichen wir dementsprechend die ersten Glieder in Zihler und
Nenner, so erhalten wir niherungsweise

(15) Jalp) = drp-120p0

sin?é °

Wir werden Funktionen dieser Art spiter bei den Beugungserscheinungen hiufig
begegnen. Fiir kleine Werte von §, d. h. in der Nihe des scharfen Maximums,
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ist der Verlauf nahezu deiselbe wie in der vorigen Figur (bei unendlich vielen
Interferenzstrahlen). In weiterem Abstand aber treten jetzt Nebenmaxima (und
Minima) auf, nimlich die Maxima bei 6 = §n/p, $n/p, ... (s. hierzu Fig. 93b,
S.164). Diese kénnen zu Tduschungen iber die Existenz von schwachen Be-
gleitern von Spektrallinien Veranlassung geben ; man spricht dann von ,,Geistern*.

Man sieht in der Formel (15), daB das erste Minimum é = z/p um so niher
an der Mitte 6 = 0O liegt, je groBer die Anzahl p der zur Wirkung kommenden
Strahlenbiindel ist. Eine VergroBerung dieser Anzahl ist also firr die Schirfe
der Spektrallinien giinstig.

Wir wollen jetzt die Formeln fiir die Inten-i:4t des Lichts bei der Reflexion
und beim Durchgang durch planparallele Platten noch auf einem anderen Wege
ableiten, nimlich durch direkte Integration der MaxwEeLLschen Gleichungen,
genau so wie wir in I, § 10 den Durchgang des Lichts durch eine einzige ebene
Grenzfliche zweier Substanzen behandelt haben. Es handelt sich fiir uns dabei
aber nur um die Erlduterung der Methode, und daher wollen wir nur den ein-
fachen Fall besprechen, daB das Licht senkrecht auf die Platte fillt. Dann er-
iibrigen sich alle Uberlegungen iiber die verschiedenen Polarisationszustinde in
den interferierenden Strahlenbiischeln.

Die untere Grenzfliche der Platte (von der Dicke %) sei die xy-Ebene, inner-
halb der Platte sei die Dielektrizititskonstante &, auBen 1. Die einfallende
Welle, deren elektrische Schwingungsebene parallel der yz-Ebene liegen moge,
sei gegeben durch m(t— ,) calo_ )

(16) Co=FEe \ ¢/, $9=—Ee¢ °-3),

ebenso lauten die Gleichungen fiir die reflektierte Welle:
(17) 6 = RV D), goo relrd)
uad fiir die aus der Platte austretende Welle:

(18) € = De{w(‘—%), HP = —Deiw(t_%).

Im Innern der Platte wird eine elektrische Welle in Richtung der 2-Achse ver-
laufen, eine andere ihr entgegengesetzt; diese beiden Wellen sind gegeben durch:

G = Ae‘“’(‘"%).}. Bem(t-ké),

99 = —4 }/e_eiw(t_é) + B}/ge"‘"(‘*f)_

Aus der Stetigkeit der Tangentialkomponenten von ¢ und $ an der Grenz-
fliche z = 0 folgt:
(a) E4+ R=A4+ B,

(20){(1)) —E+ R=n(B— 4),

(19)

wobei wir nach I, §5 (1) » = ]/e_ setzen. Ebenso folgt aus der Stetigkeit der
Tangentialkomponenten an der Grenzfliche z = k:
ok o )
a de "9 4 Bea= De_m?,
1) (a) +

(b) n(— Ae—{m%—}-Beiw‘l): —De

Diese vier Gleichungen (20) und (21) geniigen zur Bestimmung der vier un-
bekannten GréBen R, B, A, D. Von ihnen interessieren uns jedoch nur zwei,
nimlich R und D. Deshalb eliminieren wir zunichst einmal 4 und B.

——w=
¢



126 I11. Interferenz.

ok
Wir multiplizieren (21a) und (21b) mit ¢ % und erhalten
(a) D'=4+4¢B,

1w D=4 g5,

: 1 ok
toh|— — 21w —

wenn wir D’ = De (‘1 C) und g =e¢ “ setzen. Aus (22) und (20) er-

halten wir

2A:E@+%)+R@—%)=D(«+%y

w=£h—ﬂ+R@+ﬂ=%D@~%y

und hieraus

(a) D'=E+R,—,
(23) . 41
Durch Elimination von R bzw. D’ ergibt sich weiter
ntt_m= 1) _prtl At
(24) (a) E(—n—_1 n+1) D(n—1 qn+1)‘
1 1 n—1 741\
®) By —1)+ R - 35) =0
Nun ist nach I, § 11 (6) fiir senkrechte Inzidenz » = (# — 1)2/(n + 1)2; also wird
(a) E@-ﬁ:D@—%y
(25 ) 1 —1 4
(b) E@-——)=f:R@-*—)
q Vr q
Aus diesen Gleichungen lassen sich dann die Verhiltnisse der Intensititen
finden:
1 1 2w
]_ggzx“ﬁ07#ﬁzbﬂﬂﬁm
4 * = - .
E (1——;—)(1 —q’—') 1+r’——2rcos(%£ﬂ—h>
Also wird '
4 sm’(ﬂ )
(a) Jr=7r ____0_1w )
(26 @+ arsind(24)
{1 —  }
(b) Ja= a( ! g @ = 4r : w ’
- int( 2 37 sint{2
(1 — 7)® 4 47sin (01 h) 1+ Zi sin (01 h)

Diese beiden Gleichungen sind mit den Gleichungen (4) und (11) identisch.
Denn es ist (mit cosyp = 1)
©h - 27k 5

€ r's

Wie schon gesagt wurde, kann man diese Ableitung auch fiir den Fall schiefer
Inzidenz durchfithren, wobei dann die Phasendifferenz 8 vom Einfallswinkel
abhingig wird.
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§ 40. Interferenzrefraktometer.

Von den mannigfaltigen Anwendungen der Interferenzen werden wir im
folgenden drei verschiedene Arten behandeln, nimlich 1. Apparate, die dazu
dienen, relative Anderungen der Lichtgeschwindigkeit festzustellen und auf diese
Weise Brechungsexponenten zu bestimmen; 2. Interferenzmethoden zur Aus-
messung von MaBstiben in Wellenldngen;
3. Anwendung von Interferenzapparaten
in der Spektroskopie.

Dem ersten Zwecke dienen die Inter-
ferenzrefraktometer, von denen wir das von
JaMiN® und das von MAcCH? konstruierte
im folgenden kurz schildern wollen.

Das Jaminsche Interferenzrefrakto-
meter ist durch Fig. 70 dargestellt.

Zwei planparallele Glasplatten P, und
P, von gleicher Dicke werden in groBerem
Abstand parallel aufgestellt. Ein von Q
kommendes paralleles Lichtbiindel zerlegt
sich in der aus der Figur ersichtlichen
Weise durch Reflexion an der Vorder- Fig. 70. Das Jasinsche Interferenzrefraktometer.
fliche und der versilberten Hinterfliche
von P,. Die beiden austretenden Strahlen 4B’ und CD sind parallel. Durch
die zweite Platte P, werden diese beiden Biindel wieder vereinigt und damit
zur Interferenz gebracht. Die Interferenzen werden mit dem auf Unend-
lich akkommodierten Auge oder mit einem ebenso eingestellten Fernrohr beob-
achtet.

Der Hauptvorzug dieses Apparates besteht darin, daB die schlieBlich inter-
ferierenden Strahlen auf den Teilwegen AB’ und CD riumlich weit voneinander
getrennt sind, wenn man geniigend dicke Platten benutzt. Man hat dadurch,
daB man z. B. den Strahl AB’ durch ein anderes Me-
dium laufen 148t, als den Strahl CD, ein gutes Mittel,
durch Beobachtung der Verschiebung der Interferenzen
selbst minimale Anderungen des Brechungsquotienten
zu messen. Um die Symmetrie des Strahlengangs nicht
zu storen, schaltet man in die Lichtwege AB’ und CD
zwei gleiche Rohren, die mit der zu untersuchenden
Substanz (Gas) gefiillt werden, ein und beeinfluBt den
Brechungsindex in der einen Réhre (z. B. durch Druck).

Die Strahlen 4B’ und CD lassen sich bequem bis
auf etwa 2 cm voneinander trennen. Eine viel groBere
Trennung erlaubt das Interferenzrefrakiometer von MACH.
Bei diesem Instrument wird auBer von zwei planpar- Fié 7% Das Macusche Inter-
allelen Platten P, und P, auch von zwei Metallspiegeln S,
und S, Gebrauch gemacht, wie Fig. 71 zeigt, aus der der Strahlengang hervorgeht.

Bei diesen Interferenzrefraktometern wie auch bei dem Interferometer von
MICHELSON (s. § 41) kann man sowohl die Kurven gleicher Dicke als auch die
Kurven gleicher Neigung beobachten. Im allgemeinen wird man sich auf die
Beobachtung der Kurven gleicher Dicke beschrinken und auf véllige Paralleli-
tit der Plattenoberflichen verzichten.

ANNMNNNY
SNNNNNNNN

1 J. JaMIN: Pogg. Ann. Bd. 98 (1856) S. 345.
3 E. MacH: Z. Instrumentenkde. Bd. 12 (1892) S. 89.
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Mit den bisher beschriebenen Anordnungen planparalleler Glasplatten von
JaMIN und MacH kann man Interferenzen beobachten, bei denen der Gang-
unterschied viele Tausende von Wellenlingen betrigt. Jedoch eignen sie sich
nur zur Feststellung von relativen Gangunterschieden.

Zur Bestimmung der absoluten GréBe von Gangunterschieden und zu ihrer
stetigen Variation sind andere Anordnungen ersonnen worden, die wir jetzt
besprechen.

§ 41. Interferometer.

Schematisch ist das Interferometer von MicHELSON! durch Fig. 72 dargestellt.
P, und P, sind zwei planparallele Glasplatten, S; und S, zwei Spiegel. Das
Licht der Quelle Q wird zum Teil von der vorn halbdurchlissig versilberten
Platte P, reflektiert, durchsetzt dann die Platte P,, wird von S, zuriick-
geworfen und gelangt, nachdem es die Platten P, und P, nochmals durchsetzt
hat, in das Fernrohr F. Der andere Teil des von ) kommenden Strahls durch-
setzt zuerst P,, wird von S, reflektiert, hierauf von der Vorderfliche von P,

5. reflektiert und gelangt dann eben-
m——- falls in das Fernroh: F.

! Man kann sich denken, der

m zweite Teil des Strahls sei nicht

' von S, reflektiert, sondern von

einer Ebene R, die das Spiegelbild

: 2 der Ebene S, an der spiegelnden

: Fliche von P, darstellt. Diese Ebene

5 it R bezeichnet MICHELSON als Refe-
I ! renzebene. Der Beobachter erblickt
— ! ~— Y offenbar die Interferenzerscheinung,

| - die von der durch die Ebenen R

und S, begrenzten Luftschicht er-

zeugt wird. Durch Verschiebung des

i Spiegels S; bzw. S, kann man den

Abstand zwischen S, und R stetig

F ‘ variieren und es unter anderem da-

Fig. 72. Das MicueLsonsche Interferometer. hin bringen, daB sich die Ebenen R

und S; schneiden. Sind R und S,

einander vollkommen parallel, so sicht man in F die Interferenzringe gleicher

Neigung. Sind jedoch R und S; nicht genau parallel, so beobachtet man gerad-

linige Interferenzstreifen gleicher Dicke. Schneiden sich die beiden Ebenen, so

ist der mittlere Streifen schwarz bei einfallendem weiBen Licht, da ein Strahl an

P, duBere, der andere innere Reflexion erleidet, was einen Gangunterschied von
1/2 ergibt.

Die Platte P, ist um eine zur Ebene der Zeichnung senkrechte Achse dreh-
bar und hat zweierlei Bedeutung. Erstens dient sie dazu, die beiden Lichtwege
symmetrisch zu gestalten; jeder passiert dreimal die gleiche Glasschicht. Zweitens
dient sie als ,,Kompensator‘; man kann durch leichte Drehung von P, kleine
Gangdifferenzen und damit Verschiebungen der Interferenzstreifen erzeugen
und messen.

Die Hauptschwierigkeit bei der Herstellung eines Interferometers (nicht nur
des MicHELsONschen) verursacht die Anfertigung von absolut planparallelen
Platten. Die mittels komplizierter Schleifmethoden hergestellten Platten werden

1 A. A. MicHELsON: Philos. Mag. (5) Bd. 13 (1882) S. 236; Bd. 31 (1891) S. 338; Bd. 34
(1892) S. 280.

<O
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mit Hilfe von Interferenzen (Kurven gleicher Neigung) auf ihre Planparallelitit
gepriift.

Auch bei dem MicHELSONschen Interferometer haben wir es, ebenso wie bei
den Interferenzrefraktometern von JAMIN und MAcH, mit der Interferenz nur
zweier Strahlen zu tun. Wir erhalten daher sinusférmige Intensitdtsverteilung,
kénnen also diese Apparate nicht, wie die spater zu besprechenden, zur direkten
Auflésung von Mehrfachlinien verwenden.

Eine der wichtigsten Anwendungen des Interferometers ist die Ausmessung
des Normalmeters in Wellenlingen von Spektrallinien, die zuerst von MICHELSON!
(zum Teil mit BENofr) unternommen wurde. MICHELSON operierte mit drei
Cadmiumlinien, darunter eine rote, fiir deren Wellenlinge ma~ mit den damals
bekannten Hilfsmitteln folgenden Wert hatte:

A = 6438,8 A.

Die Messung erfolgt in zwei wesentlich verschiedenen Schritten. Es ist zu leisten:

1. Die Ausmessung eines kleinen NormalmaBstabs durch direkte Auszihlung
der auf ihn fallenden Wellenlingen einer Spektrallinie.

2. Der Vergleich dieses MaBstabs mit einem ungefahr doppelt (oder mehrfach)
so langen durch Verschiebung des kiirzeren um seine Lange (bzw. ein Vielfaches)
und Auszihlung der Differenz gegen den anderen MaBstab in Wellenldngen.

Durch geeignete Wahl eines kleinen MaBstabs und wiederholte Anwendung
der zweiten Operation 148t sich dann der AnschluB an das Normalmeter erreichen.

Fiir beide Prozesse ist es notwendig, ein Kriterium dafiir zu haben, da8 zwei
nebeneinander stehende, gegeneinander bewegliche Spiegel, die man an die Stelle
des einen Interferometerspiegels S, setzen kann, genau in einer Ebene liegen.
Hierzu ist die Einrichtung getroffen, daB man nicht nur mit Cadmiumlicht,
sondern auch mit weiBem Licht beleuchten kann. Wie schon bemerkt, ist in
weiBem Licht die Interferenz des Gangunterschieds Null dadurch kenntlich, da
sie Dunkelheit im Gesichtsfeld ergibt, also bei nicht genau parallelen Spiegeln
einen schwarzen Mittelstreifen liefert. Man hat daher einfach den Spiegel S, zu
verschieben und zugleich die beiden Teilspiegel so lange gegeneinander auszu-
gleichen, bis in den beiden Hilften des Gesichtsfelds eine schwarze Nullinie
erscheint. '

Zur Ausfithrung des ersten Schritts der Messung ,q'ﬁ
wird der kleine MaBstab von einigen Millimetern Lédnge
so realisiert, wie es Fig. 73 zeigt. Er ist definiert durch ,;! H
zwei spiegelnde Flichen 4 und A’, die iibereinander
angebracht sind. Diese ersetzen zusammen die eine
Hilfte des Spiegels S,, dessen andere Hilfte irgendein & 73 Mabstab zum Micuzisox-
zweiter gegen den MaBstab beweglicher Spiegel ist. Man
stellt nun diesen beweglichen Spiegel mit Hilfe des oben angegebenen Kriteriums (in
weiBem Licht) in die Ebene von 4, sodann nimmt man monochromatisches Licht
(hier Licht einer Cadmiumlinie), fithrt den beweglichen Spiegel von der Deckung
mit A bis zur Deckung mit A’ und zihlt dabei die Interferenzstreifen, die bei
der Bewegung durch das Gesichtsfeld wandern. Bruchteile von Streifenbreiten
koénnen mit Hilfe der als Kompensator dienenden Platte P, sehr genau gemessen
werden. Die richtige Einstellung der Spiegel kontrolliert man natiirlich wieder
in weiBem Licht. Die ausgezihlte Anzahl durchgewanderter Streifen ist gleich
der Anzahl halber Wellenlingen, die auf dem MaBstab Platz haben (die Ver-
schiebung der Referenzebene um 1/2 bedeutet wegen des Hin- und Hergangs
des Lichts einen Gangunterschied 1).

1 A. A. MicueLson: Trav. Mém. Bur. intern. des Poids et Més. Bd. 11 (1895).
Born, Optik. 9
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Der zweite Schritt der Messung geht in der Weise vor sich, daB man den in
Wellenlingen ausgemessenen kleinen MaBstab mit einem ebenso gebauten von
moglichst genau der doppelten (bzw. mehrfachen) Lange vergleicht. Durch die
zweimal zwei Spiegel 44’ und BB’ der beiden MaBstibe wird das Gesichtsfeld
in vier Teile zerlegt (s. Fig. 74). Man bringt erst (mit weiBem Licht) A und B
in der Referenzebene zur Deckung. Dann verschiebt man die Referenzebene
durch Bewegung des Spiegels S,, bis sie mit A’ iibereinstimmt, und verriickt
darauf den kleineren MaBstab, bis A in die Referenzebene, also in die erste Lage

. von A’ fallt; dann mul bei

A A'I /’l /’" doppelter Linge des zweiten

; 7] MaBstabs die neue Lage von

d ﬁl 5' d A’ fast genau mit der von B’

Fig. 74. Vergleichung d:]x; tz‘r:nisrti\}:’eell?ﬁil ;i:gre:.usmessung des Normal- iibereinstimmen. :FSt dies nicht

der Fall, was wieder durch

Beobachten in weiBem Licht feststellbar ist, so fithrt man eine Verschiebung

in monochromatischem (Cadmium-)Licht aus und zihlt die dabei vorbeiziehen-
den Streifen.

Bei der wirklichen Ausfithrung der Messung nahm MICHELSON als kiirzesten
MaBstab einen von 0,39 mm Linge, was ungefdhr 132 = ;TO6 cm entspricht. . In-
dem er dann acht weitere MaBstdbe in der oben angegebenen Weise benutzte,
von denen jeder doppelt so groB8 wie der vorhergehende war, kam er auf einen
MaBstab von fast genau 10 cm Linge. Dieser wurde dann mit dem Normalmeter
selbst verglichen, indem er durch die geschilderte zweite Operation neunmal um
seine ganze Linge verschoben wurde. Die genaue Linge des ersten MaBstabs
(ausgedriickt in den Wellenlingen der zur Messung verwendeten roten Cadmium-

linie) wurde gefunden zu 1212,35 %, und fiir das Normalmeter ergab sich:
1m=1553163,54 +0,14.

Aus diesem Resultat erhilt man den verbesserten Wert fiir die Wellenldnge
der zum Versuch verwendeten roten Cadmiumlinie, ndmlich:
A = 6438,4722 + 0,0001 A
bei 760 mm Druck und 15° C.
1907 haben BENOiT, FABRY und PEROT den Vergleich der Meterlinge mit
der roten Cadmiumlinie wiederholt. Sie fanden

1m = 1553164,13 %,
1 = 6438,4966 A .

(Demnach muB MICHELSON seine MeBgenauigkeit weitaus tiberschitzt haben.)
Dieser Wert fiir 4 wird jetzt als endgiiltig angenommen; man hat beschlossen,
auf ihn alle anderen Wellenlingenmessungen zu beziehen und ihn nicht mehr
zu dndern. Auf analoge Weise hat man dann einen Quarzwiirfel ausgemessen,
um auch ein RaummaB in Wellenlingen festzulegen.

Das Interferometer von MICHELSON hat vor dem von JaMIN und MacH kon-
struierten Apparat den Vorzug, daB es gestattet, den Gangunterschied stetig zu
indern. Aber ebenso wie in den anderen beiden Apparaten kommen auch hier
nur zwei Strahlen zur Interferenz; nach den Ausfithrungen des § 34 ist also die
Intensitit sinusformig verteilt.

FaBRrY und PErOT! haben ein Interferometer konstruiert, das scharfe schmale
Streifen als Interferenzbild liefert. Dies erreichen sie durch Anordnung von

1 A. PEROT u. CH. FaBrY: Ann. Chim. et Phys. (7) Bd. 12 (1897) S. 459; Bd. 16 (1899)
S. 115; Bd. 22 (1901) S. 564.
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zwei planparallelen Glasplatten P, und P,, die auf den einander zugekehrten
Flichen mit diinnen, halbdurchlissigen Silberschichten bedeckt sind. Die eine
der Platten ist fest angeordnet, die andere 14Bt sich ver-
schieben, und zwar so, daB3 zwischen beiden Platten eine
genau planparallele Luftschicht entsteht (s. Fig. 75). Da
nun das Reflexionsvermégen der diinnen Silberschicht
sehr hoch ist, treten scharfe schmale Interferenzkurven
auf; dies ergibt sich aus den Betrachtungen des § 39.
Ein Nachteil des PEROT-FABRY schen Interferometers
gegeniiber dem MICHELSON schen besteht darin, dal man
den Gangunterschied Null nicht herstellen kann; denn da-
zu miite man die Platten aufeinanderdriicken. GroBe
Schwierigkeiten bereitet ebenso wie dort die Forderung,
daB die bewegliche Platte genau parallel verschoben
werden muB.
Das Interferometer von FABRY und PEROT kann ebenso
wie das von MiCHELSON zu Lingenmessungen in Wellenldn-
gen verwandt werden. Auf seine Anwendung zur spektro-
skopischen Auflésung werden wir in § 42 zuriickkommen.
LuMMER und GEHRCKE! schlugen einen anderen Weg
-ein, um ein moglichst hohes Reflexionsvermogen zu erhalten. Sie verwandten
die Tatsache, daB fiir einen Strahl, dessen Einfallswinkel nur wenig kleiner als
der Winkel der Totalreflexion ist, das
Reflexionsvermégen fast gleich 1 ist. CM”Z
Der Hauptbestandteil der Apparatur I
ist eine vollig planparallele Platte. Die
einfache Konstruktion der LUMMER-
GEHRCKE schen P l_atte ist aus . Fig‘ 7 6 Fig. 76. Die LuMMER-GEHRCKESsche Platte.
zu ersehen. Bei jeder Reflexion, die
das bei C einfallende Licht im Innern der Platte erfihrt, tritt ein Teil des
Lichts in die Luft aus. Es bilden sich so zwei Biindel paralleler Strahlen a
und b, deren jedes man in einem Punkte der Brenn-
ebene eines Fernrohrs ¥ sammeln kann. Das Bild
im reflektierten und im durchfallenden Licht ist
das gleiche, wenn man den ersten reflektierten
Strahl unterdriickt; dies wird durch ein kleines
Prisma p erreicht, das am Anfang der Platte ange-
bracht ist. Man erhilt Interferenzstreifen gleicher
Neigung, schmale helle Linien auf dunklem Grunde.
Die Lummer-Gehrcke-Platte ist von groBer Be-
deutung fiir die Spektroskopie gewesen; wir wer-
den im nichsten Paragraphen darauf noch zuriick-
kommen.
Denselben Zwecken wie die Lummer-Gehrcke-
Platte dient das von MICHELSONZ konstruierte
Stufengitter oder Echelon. Bei diesem gelangt eine
Anzahl von Strahlen zur Interferenz, von denen
jeder gegen den nichsten denselben hohen Gang-
unterschied (GroBenordnung 10%4) hat. Die Anordnung 1iBt sich aus Fig. 77
ersehen. Eine Reihe von planparallelen Glasplatten von gleicher Dicke werden
1 O. LumMER u. E. GEHRCKE: Berl. Ber. 1902 S. 11.
2 A. A. MicHELSON: Astrophys. J. Bd. 8 (1898) S. 36; J. Physique Bd. 8 (1899) S. 305.
9‘
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derartig iibereinander gelegt, daB eine jede gegen die vorhergehende ein wenig
verschoben ist.

Man beobachtet in einem auf Unendlich akkommodierten Fernrohr F die
Kurven gleicher Neigung, und zwar erhilt man fiir Licht verschiedener Wellen-
lingen verschiedene Kreissysteme. Wegen der groBen Anzahl von Platten (bis
zu 35) sind die hellen Linien nach den Betrachtungen des § 39 scharf und schmal.

Das Stufengitter hat vor der LuMMER-Platte den Vorzug, daB die einzelnen
zur Interferenz gelangenden Strahlen von fast gleicher und verhiltnismaBig
groBer Intensitit sind. Auch ist das Auflésungsvermégen, auf das wir im nichsten
Paragraphen zu sprechen kommen, noch gréBer. Das Arbeiten mit dem MICHEL-
soNschen Stufengitter ist auBerdem bequemer als das Arbeiten mit der LUMMER-
Platte, da das Justieren einfacher ist.

§ 42. Interferenzspektroskope und ihr Auflésungsvermégen.

Es sollen jetzt die Anwendungen der Interferenzapparate auf die Spektro-
skopte besprochen werden.

Spektroskopie ist die Zerlegung der von einer Lichtquelle ausgehenden Wellen
in ihre einfachen harmonischen Bestandteile.

Eines der gebriuchlichsten Hilfsmittel hierfiir ist der Prismenspektrograph,
der die verschiedene Brechbarkeit von Wellen verschiedener Frequenz (Vakuum-
wellenlinge) ausniitzt. Ein anderer hédufig wirkungsvollerer Apparat ist das
Strichgitter; da bei diesem aber nicht nur einfache Interferenzerscheinungen,
sondern vor allem Beugungsvorginge wesentlich sind, werden wir die Prinzipien
seiner Wirksamkeit erst im nichsten Kapitel besprechen. An dieser Stelle haben
wir uns nur mit Einrichtungen zu beschiftigen, bei denen die Interferenz von
zwei oder wenigstens einer geringen Anzahl von Strahlen zur Zerlegung des
Lichts benutzt wird. Wir haben bereits gesehen, da8 die Lage der Interferenz-
maxima von der Wellenlinge abhingig ist; die Helligkeitsverteilung der Inter-
ferenzerscheinung liefert also ein mehr oder minder reines Spekirum. (,Rein-
heit** bedeutet dabei eine riumlich saubere Trennung der Strahlen verschiedener
Frequenz.) Da nun eine einzelne harmonische Schwingung nicht nur ein Inter-
ferenzmaximum, sondern ein ganzes System von Maxima erzeugt, so erhilt
man aus einfallendem Licht verschiedener Frequenz nicht nur ein Spektrum,
sondern eine ganze Reihe, und diese werden sich im allgemeinen iiberlagern.
Gerade bei den hier zu besprechenden Apparaten ist diese Uberlagerung auBer-
ordentlich stark; d.h. bei einer relativ geringen Anderung der Frequenz ver-
schiebt sich bereits ein bestimmtes Interferenzmaximum weit iiber die Lage des
folgenden Maximums der urspriinglichen Frequenz. Daher ist es bei der An-
wendung der hier behandelten Methoden notwendig, eine ,,Vorzerlegung vor-
zunehmen; d. h. man 148t das zu zerlegende Licht zunichst durch einen Spektral-
apparat geringerer Leistung hindurchgehen (Prisma, Gitter), blendet einen relativ
schmalen Teil des Spektrums (Umgebung einer einzelnen Spektrallinie) aus und
untersucht diesen mit Interferenzapparaten héherer Zerlegungskraft.

Wir betrachten der Reihe nach die spektroskopische Verwendbarkeit der im
vorigen Paragraphen beschriebenen Interferenzapparate. Diese zerfallen dabei
in zwei Typen, je nachdem bei ihnen nur zwei oder mehrere Strahlenbiindel zur
Interferenz kommen. Zum ersten Typ gehért vor allem das MiCHELSONsche
Interferometer, zum zweiten das von PEROT-FABRY, die LUMMER-Platte und das
Stufengitter. .

Bei der ersten Klasse ist die Intensitdtsverteilung einer Frequenz sinusférmig
(§ 39); fiilr monochromatisches Licht ist also das einzelne Interferenzmaximum
nicht eine scharfe Linie, sondern ein breites verschwommenes Band.
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Es scheint danach, als wenn diese Apparate zur Spektroskopie ganz unbrauch-
bar wiren, und in der Tat werden sie heute nicht mehr angewandt. Aber in
der historischen Entwicklung haben sie doch eine wesentliche Rolle gespielt,
weil, wie schon F1zEAU erkannt und an einfachen Beispielen erprobt hat, man
auf indirektem Wege aus der ,,Sichtbarkeit” der Interferenzen bei wachsendem
Gangunterschied Schliisse auf die Struktur des einfallenden Lichts ziehen kann.

Ist das einfallende Licht etwa aus zwei eng benachbarten Linien mit den
Wellenlingen 4, und A, zusammengesetzt, so wird man bei Verinderung des
Gangunterschieds folgendes beobachten: LiBt man den Gangunterschied von
Null aus stetig wachsen, so entstehen fiir Z; und 2, zwei Systeme von Interferenz-
streifen, die allmihlich auseinanderriicken, und man beobachtet nun, daB8 die
Interferenzfigur periodisch scharf und verschwommen wird. Sie ist scharf (Maxi-
mum der Sichtbarkeit), wenn fiir beide Wellenlingen der Gangunterschied gleich
einem ganzen Vielfachen der Wellenlinge ist; sie ist verschwommen (Minimum
der Sichtbarkeit), wenn der Gangunterschied fiir die eine Welle ein gerades, fiir
die andere ein ungerades Vielfaches der halben Wellenlinge ist; denn dann fallen
die Maxima fiir die eine und die Minima fiir die andere Welle zusammen. Sind
auBerdem die Intensititen beider Linien gleich, so ist im Minimum der Sicht-
barkeit das Gesichtsfeld vollig gleichmiBig erhellt. Beobachtet man nun die
Gangunterschiede, fiir die sich scharfe Bilder ergeben, so kann man aus ihnen
die Differenz der Wellenlingen der beiden Linien berechnen, falls man die mittlere
Wellenlinge kennt.

F1zeau gelang es, mittels dieser Methode festzustellen, daB die gelbe D-Linie
des Natriums aus zwei eng benachbarten Linien besteht. Er beobachtete im
gelben Natriumlicht die Kurven gleicher Dicke (NEwTONsche Streifen) zwischen
zwei planparallelen Platten, von denen die obere parallel verschoben werden
konnte. Dabei wanderten die Interferenzstreifen. Mit Zunahme der Anzahl N
der vorbeiziehenden Streifen werden diese immer undeutlicher. Bei N = 490
erreichte die Sichtbarkeit ihr Minimum, dann nahm sie wieder zu; bei N = 980
hatten die Streifen wieder ihre urspriingliche Deutlichkeit. Das nichste Mini-
mum ergab sich fiir 1470, das nichste Maximum fiir 1960. FizeEau konnte 52
derartige Maxima der Sichtbarkeit beobachten. Das bedeutet folgendes: denkt
man sich die beiden Wellenziige 4, und 2, nebeneinander hingezeichnet, so iiber-
holt der eine den anderen genau um eine Wellenlinge nach 980 Wellen der
lingeren (981 der kiirzeren) Welle. Daher ist

B_98t g di_ 1
A, 980 4 980"
Nun ist 4 = 5893 A, also dA = 6,02A = 6,02-10-8cm. Auf diese Weise ist
die Natriumlinie indirekt als doppelt erkannt oder ,,aufgelost”.

MicHELSON hat diese Methode mit Hilfe seines vollkommeneren Instruments
weiter ausgebaut und auf Mehrfachlinien angewandt. Es gelang ihm so, die
Feinstruktur einer ganzen Anzahl von Linien zu ermitteln.

Mittels dieser Methoden kann man auch Aussagen iiber die Infensitdtsverter-
lung innerhalb einer einzelnen Spektrallinie machen.

Wir miissen an dieser Stelle eine Bemerkung iiber Entstehung und Natur
der Linienspektra einfiigen, wenn wir auch spiter (Kap. VIII) ausfithrlich darauf
zuriickkommen. Linienspektra werden von leuchtenden Gasen emittiert, wihrend
glithende Festkorper kontinuierliche Spektren aussenden. Die einzelnen Linien
sind oft auBerordentlich schmal, und zwar erscheinen sie zunichst um so schmiler,
je wirkungsvoller der benutzte Spektralapparat ist. Aber schlieSlich hat dies
eine Grenze; selbst in der stirksten Apparatur bleibt eine endliche Breite der
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Linie iibrig. In Wirklichkeit ist also auch eine sog. Spektrallinie nicht mono-
chromatisch, sondern nur ein auf einen duBerst engen Frequenzbereich zusam-
mengedringtes kontinuierliches Spektrum. Eine exakt monochromatische Schwin-
gung wire begrifflich eine solche, die durch einen nach beiden Seiten unendlich
langen Wellenzug dargestellt wird; es ist ohne weiteres klar, daB es so etwas in
der Natur nicht geben kann. Jeder Schwingungsvorgang muB einmal einsetzen
und einmal aufhéren.

Man kann also in einfacher Weise einen abreiBenden Wellenzug an einer
festen Raumstelle durch folgende Funktion beschreiben:

@) = Asinw? im Intervall 0=¢=T,

™ f@) = 0 auBerhalb dieses Intervalls.

Diese Funktion kann man in ein Fourierintegral entwickeln, also als Super-
position streng monochromatischer Schwingungen auffassen und erhidlt dann
eine bestimmte Intensitdtsverteilung fiir diese derart, daB der iiberwiegende
Anteil der Intensitit auf einen um so engeren Frequenzbereich zusammen-
gedringt wird, je groBer die Zeit T ist. Wir werden auf diese Zusammenhinge
im Kap. VIII noch niher eingehen und hier nur vorliufig darauf hinweisen, daf§
zwischen Linienbreite Aw = 9 und Zeitdauer T der ungestérten Schwingung
oder Linge L des Wellenzugs Reziprozitit bestehen wird:

L 1

Ubrigens ist die angegebene Funktion (1) sicher nur eine grobe Beschreibung
des wirklichen Vorgangs; denn denken wir uns das emittierende Atom in Schwin-
gungen versetzt, so wird es durch die Aussendung des Lichts selbst einen Energie-
verlust erleiden; also wird die Amplitude dauernd abnehmen und jeder einzelne
Elementarakt der Lichtemission muB schon einer gedimpften Schwingung ent-
sprechen. Hierzu kommt, daB die emittierenden Atome nicht ruhen, sondern
thermische Bewegungen ausfithren, wodurch nach dem DoppPLERschen Prinzip
eine Verwaschung der Frequenz des emittierten Lichts hervorgerufen wird.
Endlich werden die Atome nicht unabhingig voneinander emittieren, sondern
sich gegenseitig beeinflussen und stéren, was wiederum die Monochromasie ver-
schlechtert.

Alles dies werden wir systematisch spiter (Kap. VIII) untersuchen; nach
dem Gesagten ist aber bereits klar, daB eine genaue Definition dessen, was man
eigentlich unter ungestérter Schwingungsdauer T oder ungestorter Linge des
Wellenzugs L zu verstehen hat, nicht leicht zu geben ist, und daB das Ziel, die
GroBenordnungsbeziehung (2) durch eine exakte Gleichung zu ersetzen, erst
durch eine eingehende Theorie des Emissionsvorgangs geliefert werden kann.

Andererseits wird man aber den Wunsch haben, ein rein empirisches Ma8
fiir die Ungestértheit eines Wellenzugs, gemessen als Kohdrenzzest oder Ko-
hiyenzlinge zu bestimmen, und dies ist nun in der Tat moglich mit Hilfe der
Apparate, bei denen ein Lichtstrahl in zwei Bestandteile aufgespalten wird, die
mit Gangunterschied zur Interferenz gebracht werden (wie beim MICHELSONschen
Interferometer). Man nennt den gréBten Gangunterschied, fiir den noch Inter-
ferenzen gerade bemerkbar sind, die Kohdrenzlinge L des urspriinglichen Lichts
und T = L/c die Kohdrenzzeit. Theoretisch kann man diese GréBen berechnen,
wenn man eine Hypothese iiber die ,,Form™ der Spektrallinien macht.

Es sei 4 die Dicke der Luftplatte, an der die Interferenz erzeugt wird, also
1 = 2k der Gangunterschied. Dann ist die Intensitdtsverteilung im Gesichtsfeld
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des Interferometers, die durch einfallendes Licht der Stirke ], erzeugt wird,
nach §34 (14) (Intensitdt des Teilstrahls } J,):

3) Ja .= ]0{1 + cos(zn ﬁ—)}

Fithren wir statt der Wellenlinge die mit 2z multiplizierte Wellenzahl & = 2z/4
ein, so wird aus (3):

4 Je=Jo{1 + cos(lk)}.

Wir wollen nun annehmen, daB die Intensitit des einfallenden Lichts iiber
einen engen Bereich von Wellenzahlen einer Spektrallinie gemi8 einer Funktion
y (k) (s. Fig. 78) verteilt ist, wobei die zu verschiedenen % gehérigen Strahlen
inkohirent sein mégen. Dann wird die gesamte Intensitit

+ oo
(5) J =/1/)(k) {1 + cos(lk)}dk,

und hier kann man die Grenzen auch durch &y, — aund %, + a ersetzen, wo kyder Ort
des Maximums der Intensitdt (Mitte der Linie) und @ so gewihlt ist, daB auBer-
halb des Intervalls (k) — a, %y + a) die Funktion y(k) verschwindet. Fiihren
wir statt 2 den Abstand von der Linienmitte

x=k—k

ein, so wird +a

© T = [t + coslitk, + 2 dx,

wobel
@ (x) = p(ky + %)

gesetzt ist. Wir benutzen nun die Abkiirzungen

+a
7 P—[p@dx, %

+a
®) C= f (%) cos(lz) dx, !

o ;
©) S— f @ (%) sin (1) dx, |

—a kra A"o kta K
(1 0) 19 = lko . Fig. 78. Zur interferometrischen Bestimmung der Breite
von Spektrallinien.

Dann wird
(11) J =P+ Ccos® — Ssind.

k, ist eine sehr groBe Zahl, also wird bei einer kleinen Anderung von ! die GréBe &
sich um viele Einheiten dndern. Dagegen ist x auf das kleine Intervall (—a, +a)
beschrinkt, so daB auch /x bei einer kleinen Anderung von / nur wenig variiert.
Daher hingen die Integrale C und S nur wenig von I ab.

Die einfachste Annahme iiber die Form der Spektrallinie ist, daB ¢ die
Gestalt eines Rechtecks hat, d. h.

o |

@ (x) = konst. = @, fir |x|<a,
@(x) = konst. =0 fir |x|> a;
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dann wird
P =g, 2a=2agq,,
+a .
C =g, /cos(lx) dx = %a(p()%gi) ’
(13 o
S = g, [sin(x)dz = 0.

—a

Man sieht, daB C oszillierend von der langsam verinderlichen GréBe !a abhingt.
Die Intensitit J kann man daher auffassen als eine schnell oszillierende Funk-
tion von /, deren Amplitude selbst wieder l®ngsam oszilliert. Fig. 79 gibt den
Verlauf des Ausdrucks (11) mit (13) wieder:

h

sin (/a)

T = 2ag{t + 255 cos 1k}

S f-—

Fig. 79. Sichtbarkeitskurve fiir eine Spektrallinie mit ,rechteckiger* Intensititsverteilung.

Der Abstand zweier Knoten der schnellen Oszillation betrigt mz/k,, der Ab-
stand zweier Knoten der Schwebung 7/a ist also sehr groB dagegen.

Will man allgemein die GréBe der einzelnen Maxima und Minima berechnen,
so kann man dabei C und S als von ! unabhingig betrachten, und man hat

also %=%OZ—{=O=—Csim9——Scosz9,
(14) tgd = —% .

Die GroBe der Extrema betrigt demnach:

(15) Jextr. = P £ YC? 4 S2.

Als MaB der Sichtbarkest der Interferenz nehmen wir (etwas abweichend von
MicHELSON) das Quadrat des Verhiltnisses der Differenz von Maximal- und
Minimalwert zu ihrer Summe:

_ Jnnx - Jmln)z__ C” + SZ
(16) v= max + ]mln - P ’

Ist @(x) insbesondere eine gerade Funktion, d. h. ist die Intensitit der Spektral-
linie symmetrisch zu ihrer Mitte verteilt, dann wird gemaB der Definitions-
formel (9) S = 0 (wie in unserem Beispiel), und man hat nach (16):

C?

(17) v=f7-
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In unserem Beispiel ist __sin*(la)

(ta)?

Die GroBe der Sichtbarkeitsmaxima nimmt sehr rasch ab; schon das erste Neben-
maximum bei [ = §-&fa verhilt sich zum Hauptmaximum bei /=0 wie
(2/37)2: 1 = 0,0449; das zweite Nebenmaximum bei ! = § . @/a verhilt sich zum
Hauptmaximum wie (2/57)2:1 = 0,0163; usw.

Aus der Beobachtung der Maxima und Minima der Sichtbarkeit 148t sich a
ermitteln; z. B. ist fir die erste Undeutlichkeitsstelle I = § - @/a:

AR =37,
a=4k = > T3

a ist die halbe Breite der Spektrallinien in der %-Skala; also erhilt man in
Wellenldngen:
24k A2

3 &
(18) Adh === 7

Da das erste Nebenmaximum schon so auBerordentlich schwach ist (0,0449 des
Hauptmaximums) und die folgenden noch viel schwicher sind, so kann man die
Gegend des ersten Minimums der Sichtbarkeit (! = n/a) als praktische Grenze der
Interferenzfihigkeit ansehen, d.h. fiir die rechteckig angenommene Form der
Spektrallinie ist die Kohirenzlinge L = m/a. In der Skala

w=2nYy= 3;.'—6 = k¢
betrigt die Linienbreite! nach (12)
2ac =17,
daher ist die Kohirenzzeit
L 2
T = — = —
¢ Y

Diese exakte Gleichung tritt fiir unser Beispiel an Stelle der Proportion (2).
Aber sie gilt keineswegs allgemein, sondern der Zahlenfaktor, der hier 2=
ist, hingt durchaus von der angenommenen Linienform ab und von der An-
nahme, die man iiber den noch bemerkbaren Bruchteil der Maximalintensitit
macht.

Wir wollen noch zwei weitere Beispiele betrachten, nimlich solche Linien-
formen, wie sie auf Grund von gesicherten physikalischen Gesetzen aus der
Theorie der Emissionsvorgiange abgeleitet werden. Bei héheren Temperaturen
und nicht zu hohen Drucken (Niheres s. Kap. VIII, § 86) hat fiir die Linienform,
die durch den Dopplereffekt bestimmt ist, die Intensitdtsfunktion den Charakter
einer GAussschen Fehlerkurve:

9 I o

In dieser Gleichung ist 4 ein MaB fiir die Linienbreite?; es ist nimlich w — w,
== c(k — kg) = cx = 48/2 die Stelle, an der die Intensitit auf den eten Teil ab-

! Die Bezeichnung ist dieselbe, wie wir sie spater im Kap. VIII durchweg gebrauchen
werden.

2 Das an dieser Stelle eingeflihrte 8 ist natiirlich nicht mit der ,,Phasendifferenz‘‘ 8
zu verwechseln; die Bezeichnung ist wiederum in Ubereinstimmung mit Kap. VIII ge-
wabhlt.
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gellungen ist. Setzt man a sinngemiB gleich unendlich, so erhdlt man! nach

7 8), 9

—oo

P=f A5 g 2y,

20 el AN sl

0 C= / e_(T)x cos(lx)dx = ;Z]/a—t— e_(r‘) ,
S=0;

also R LI

(21) v = (%) =e (4‘, .

Man hat hier eine allmihlich abklingende Sichtbarkeitskurve ohne Schwan-
kungen der Deutlichkeit. Fiir (21) kann man auch schreiben

16 = 4cy— }logv.

Nehmen wir als Grenze der Sichtbarkeit dieselbe, die wir oben bei der recht-
eckigen Linienform gewihlt haben, nimlich die relative Hohe des ersten Neben-
maximums, v = 0,045, so folgt fiir die Kohirenzzeit

L 4. /7774 T
T===21_t1lgv=2)-1 _ 498

(22) | l/ 5 logv = V 5 1080,045 = ==
Es ergibt sich hier ein etwas anderer Zahlenfaktor? fiir die Proportion (2).

Als weiteres Beispiel nehmen wir die Linienform, die einem gedampften
Resonator als Emissionszentrum entspricht und die bei hoheren Drucken und
tieferen Temperaturen rein zum Vorschein kommt:

1
(23) px) = L
-+ (%)

hier spielt y die Rolle der Linienbreite. Es ist ndmlich w — w, = cx = y/2 die
Stelle, bei der die Intensitit auf die Hilfte gesunken ist, o die sog. Halbwertsbreite.

Da a hier wieder unendlich zu nehmen ist, erhilt man in diesem Falle nach

den Formeln (7), (8), (9) mit Hilfe der Substitution? x = %tgtp

o +3
"~ dx 2¢ 2xc
o g
2¢c
(24 e T,
(b) c— / c:)s(lx)_:_,: _ 2—;’—06—5,
J e+
() S=o;

1 Die Integrale findet man z. B. bei R. CouranNt u. D. HiLBErT: Methoden der
mathematischen Physik, 2. Aufl. S. 70. Berlin 1931.

2 Will man statt J die eigentliche Halbwertsbreite benutzen, so hat man 8 durch §}log 2
zu ersetzen. Der Zahlenfaktor in der Beziehung (22) ist dann 5,98.

3 Siehe z. B. COURANT-HILBERT, 2. Aufl,, S. 70, oder P. FRANK u. R. v. MisEs: Die
Differentialgleichungen und Integralgleichungen der Mechanik und Physik, 2. Aufl. (zu-
gleich 8. Aufl. von RIEMANN-WEBERs Partiellen Differentialgleichungen der mathematischen
Physik), Bd. I, Kap. IV, § 34, S. 209. Braunschweig 1930.
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es ergibt sich also daraus

ly
C\2 -4
(25) ’U=(I—,)=6 ‘,
und unter der Annahme, daB die Sichtbarkeitsgrenze bei v = 0,045 liegt, folgt
(26) T="C=—"logy =32

Man erhilt wieder einen etwas anderen Zahlenfaktor, der aber in allen betrach-
teten Beispielen immer ungefihr dieselbe GroBenordnung hat.

Es gibt Bedingungen, unter denen weder das eine noch das andere der bei-
den angegebenen Gesetze (19) und (23) fiir die Form der Spektrallinien richtig
ist, sondern eine Art Uberlagerung von beiden (s. Kap. VIII, § 93), die man so
schreiben kann:

=)
1 e V7
(27) px) = mf—r;_?d)’-
Dabei ist *

2 2 é
(28) z=70x=—?—(w—wo), n=-

Auch hier lassen sich die Integrale P und C leicht ausrechnen (es wird wieder
S = 0) und man erhilt? 5 1y

(29) v = e_z(n’ e °;

die Sichtbarkeitsfunktion ist also das Produkt der entsprechenden Funktionen
(21) und (25).
Die Kohirenzzeit wird (fiir v = 0,045)

L — N
(30) T=7=%(V1—%logv-1)=%(}/1.+ 1,60~172—1);

dieser Ausdruck enthilt natiirlich (22) und (26) als die Grenzfille 7 = oo und
7= 0. Nehmen wir als Zwischenfall = 1, d. h. = y, so ergibt sich

L 1
(31) T="=245 5.

Man kénnte daran denken, durch Verfeinerung der Messung, indem man nicht
nur auf die Grenze der Sichtbarkeit achtet, sondern den Verlauf der Sichtbar-
keit als Funktion von ! quantitativ verfolgt, die Form einer Spektrallinie rein
empirisch genauer zu bestimmen, als es durch die eine Konstante ,,Linienbreite*
méglich ist, z. B. auch die durch S gegebene Asymmetrie festzulegen. .Doch
haben sich solche Verfahren nicht als fruchtbar erwiesen.

Heute zieht man es vor, die Linienbreite durch direkt auflésende Spektral-
apparate zu bestimmen. Die so erhaltenen Werte stehen mit den durch Messung
der Sichtbarkeit von Interferenzen gefundenen in gutem Einklang. Letztere sind
besonders hartnickig an der griinen Hg-Linie ausgefiilhrt worden. MICHELSON
kam bis zu 540000 Wellenlingen Gangunterschied ; PEROT und FABRY bis 790000;
schlieBlich stellten LuMMER und GEHRCKE den Rekord von 2600000 4 auf. Da
aber die meisten Linien Feinstrukturen und sogar sog. Hyperfeinstrukturen auf-
weisen, sind solche indirekte Bestimmungen der Linienbreite heute nicht mehr
von groBer Bedeutung.

1 Dies Ergebnis ist von F. REICEE in seiner (nicht vertffentlichten) Breslauer
Habilitationsschrift erhalten worden. Ein kurzer Auszug dieser Arbeit in den Verh.
dtsch. physik. Ges..Bd. 15 (1913) S. 3.
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Ehe wir uns zur viel wichtigeren direkten Interferenzspektroskopie wenden,
sei noch bemerkt, daBl man die Methode der Sichtbarkeit nicht nur zur Trennung
von Strahlen verschiedener Frequenz, sondern auch zur Trennung von Strahlen
verschiedener Richtung verwendet, besonders bei der Bestimmung des Winkel-
abstandes von Doppelsternen oder von Sterndurchmessern. Da aber hierbei
auch Beugungserscheinungen eine ‘wesentliche Rolle spielen, so behandeln wir
diese Verfahren erst im nichsten Kapitel (VI, § 54).

Wir kommen nun zu den Apparaten der zweiten Klasse, die zu einer direkten
Interferenzspektroskopie dienen. Sie beruhen darauf, daB man nicht nur zwei,
sondern eine moglichst groBe Zahl von Strahlen zur Interferenz bringt und da-
durch fiir jede Frequenz scharfe Maxima erzeugt. Wir haben bereits in §39
eine Formel fir die Intensitdtsverteilung im Interferenzbild angegeben, wenn
Strahlenbiindel durch Hin- und Herreflexion an einer Glas- oder Luftplatte er-
zeugt werden. Fiir den Fall starker Reflexion (» ~ 1) gilt

s
32) Jo= a5 le,
WO

nh
(33) 8 =27 cosy

die Phasendifferenz fiir den Durchtrittswinkel ¥ ist.

Das Interferenzbild besteht aus einer Reihe von Hauptmaxima bei é = 0, =,
27 usw. und dazwischen schwachen Nebenmaxima bei d = § - ®/p, §-&/p .. ..

Unter dem Auflisungsvermigen des Apparats versteht man den Bruch 4/d1,
wo dA den Abstand zwischen den Wellenlingen bedeutet, die man gerade noch
getrennt wahrnimmt ; wir werden auf diesen Begriff im nichsten Kapitel, IV § 53,
ausfithrlich zuriickkommen. Man hat sich darauf geeinigt, als die Grenze dA
den Abstand des Hauptmaximums vom ersten Minimum (¢ = z/p) zu betrachten.
Bei festem % und v entspricht einer Anderung der Wellenlinge um dA eine
Phaseninderung 44, fiir die man aus Gleichung (33) durch logarithmisches Diffe-
renzieren (abgesehen vom Vorzeichen) findet:

ds _ di
(34) T

Hat man es nun mit dem mten Hauptmaximum & = mx zu tun, so erhilt man
durch Einsetzen dieses Wertes und der Entfernung 4 = z/p vom ersten Minimum

35) 2 =mp.

Das Auflésungsvermogen ist also gleich einer ganzen Zahl, nimlich dem Produkt
der Anzahl p interferierender Biindel mit der Nummer 7 des betrachteten Haupt-
maximums, das als Bild einer monochromatischen Welle im Spektrum erscheint.
Man nennt m auch die Ordnung des Spektrums (s. auch S. 177).

Will man also hohes Auflésungsvermégen erreichen, so kann man entweder p
oder m vergréBern. Bei den hier betrachteten Interferenzapparaten ist aber die
GroBe von p beschrankt, ndmlich bei der LUMMER-GEHRCKEschen Platte durch
deren Ausdehnung, bei MicHELSONs Echelon durch die Anzahl der Stufen und
beim PeroT-FABRY-Interferometer durch die Endlichkeit des Reflexionsver-
mogens [in Gleichung (32) wird der Faktor 7#-! fiir groBe p klein und die Inter-
ferenzen unvollkommen]. Man kommt heute mit den besten Interferenzapparaten
bis héchstens p = 45. Will man also groBes Auflosungsvermégen erhalten, muf3
man m vergréBern, d. h. mit groBerem Plattenabstand arbeiten. Dies hat aber
wieder den Nachteil, daB dann die Spektren benachbarter Ordnung immer niher
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aneinanderriicken ; es fillt ja das mte Hauptmaximum der Wellenlinge 4, auf das
(m + 1) te der Wellenlinge 4,, wenn
A m+1, /11—).,2_1__

T o0om iy m’

Die Trennung der Spektren benachbarter Ordnung wird also mit wachsendem
rasch sehr klein [zur Trennung der beiden gelben D-Linien des Natriums, von
denen wir oben gesprochen haben (s. S.133), muB m = 980 sein]. Auf diesen
Umstand haben wir schon in der Einleitung dieses Paragraphen hingewiesen und
betont, daB man daher bei den Interferenzspektralapparaten mit Vorzerlegung
arbeiten muB. Das héchste erreichbare Auflésungsvermégen im sichtbaren Licht
ist von der GréBenordnung 1000000. Beim Strichgitter, fir dessen Auflésungs-
vermédgen dieselbe Formel gilt (s. Kap. IV, § 53), ist die Anzahl der interferieren-
den Biindel gleich der Anzahl der Gitterstriche und kann sehr groB (p bis 100000)
gemacht werden; dafiir arbeitet man ohne Vorzerlegung in kleinen Ordnungen
(m ist hier 3 oder 4).

Viertes Kapitel.
Beugung.

§ 43. Wesen der Beugungserscheinungen. Kugelwellen.

Wir wollen uns jetzt mit denjenigen Lichterscheinungen beschiftigen, die
sich nicht mehr mit Hilfe der Vorstellung erkliren lassen, daB das Licht aus
ebenen Wellen (bzw. zu diesen senkrechten Strahlen) besteht. In Wirklich-
keit sind ja die Schattengrenzen nicht scharf, das Licht geht gewissermaBen
,um die Ecke. Dieser Tatsache entspricht in unserer mathematischen Theorie
der Umstand, daB die ebene Welle nur eine ganz spezielle (partikuliare) Losung
der MaxwELLschen Gleichungen I, § 1 (1) ist. In Wirklichkeit werden allgemeinere
Losungen eine Rolle spielen. Nur wegen der Kleinheit der Wellenlingen gegen
die Lineardimensionen der Blenden kommt es zustande, dal der Eindruck der
geradlinigen' Lichtausbreitung entsteht und die Beugungserscheinungen nicht
ohne weiteres ins Auge fallen.

Sie sind wohl zuerst von LEONARDO DA VINCI (1452—1519) erwihnt
worden. Ihre erste genauere Beschreibung rithrt von GRIMALDI her. Die
damals geltende und auch noch bei NEwTON vorherrschende Emissionstheorie
war nicht imstande, eine einfache Erklirung fiir die Beugungsvorginge zu geben.
HuvceNs, dem ersten Vertreter der Wellentheorie, scheint die Entdeckung
GRIMALDIS unbekannt gewesen zu sein, sonst hitte er sie wohl zur Stiitzung
seiner Gedanken herangezogen. In der Tat geniigt, wie FRESNEL ein Jahrhundert
spater (1818) gezeigt hat, das von HuYGENS aufgestellte Prinzip, das wir im
nichsten Paragraphen besprechen werden, vollstindig zur Ableitung der Haupt-
ziige der Beugung.

Wir wollen uns nachher an den historischen Gang der Theorie nahe an-
schlieBen, dabei aber immer von der elektromagnetischen Lichttheorie ausgehen
und uns iiberlegen, welchen Vereinfachungen der allgemeinen Gesetze die an-
schaulichen Betrachtungen entsprechen.

Wir haben schon in II, § 14 gezeigt, daB jede Komponente der elektromagne-
tischen Feldvektoren € und $ einer Wellengleichung der Form

(1) du—L2i=o0
51
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geniigt, wo ¢, = ¢/{e die Lichtgeschwindigkeit im Medium der Dielektrizitits-
konstanten ¢ ist (# = 1). Man kann die Komponenten von € als Losungen der
Gleichung (1) im wesentlichen beliebig wihlen und dann die Komponenten
von 9 so hinzubestimmen, daB die MaxwEeLrschen Gleichungen erfiillt sind.
Die Gleichung (1) ersetzt also praktisch das System der MaxweLLschen Glei-
chungen.

Achtet man nun des weiteren nicht auf die Polarisation und den EinfluB der
Blenden (Grenzbedingungen an festen Korpern) auf sie, so geniigt die Betrach-
tung einer einzigen Komponente von &, die wir eben in (1) mit # bezeichnet
haben. Wir beschrinken uns im folgenden auf rein periodische Vorginge mit
dem Zeitfaktor ¢/“* und setzen (etwas abweichend vom Gebrauch der Buch-
staben in II, §14)

Dann lautet die Wellengleichung

2) Au + k?u =0.

Bisher haben wir immer ebene Wellen, d. h. Losungen von der Form (s. II, § 14)
u=ereh  |g|=1

betrachtet. Der nichsteinfache und -wichtige Typus ist der der Kugelwellen,

d. h. solcher Losungen, bei denen % nur von # = Jx2 + 4% 4 22 abhingt. In
diesem Falle wird mit «' = du/dr

LIPS ST SUPIIE
also g "y dxt = 7 2 y )’
” 2 1 d 1 a3
(3) A'u:u +7“/:‘,—’2;'(72u’)=7d—’:;(7u).

Benutzen wir die letzte Schreibweise, so lautet die Wellengleichung

) L)+ Ru=o0

Durch die Substitution v = r« geht (4) offenbar in die gewshnliche eindimensio-
nale Schwingungsgleichung

vV +kv=0
iiber, mit der Lésung )
v = etibr
Daher hat man als Losung der Wellengleichung (4)

eiikr

() %=

Fiigt man hier wieder den Zeitfaktor ¢¢* hinzu, so sieht man, daB das Plus-
zeichen im Exponenten von (5) einer einfallenden Kugelwelle, das Minuszeichen
einer auslaufenden entspricht; schreibt man den Zeitfaktor e—*®*, so ist die
Zuordnung umgekehrt. Solche Kugelwellen konnen nun dazu dienen, in ein-
facher Weise die HuYGENSschen Betrachtungen darzustellen.

14

§ 44. Das HuvGEenssche Prinzip.

Die groBe Schwierigkeit, die die Wellentheorie in der Geschichte der Optik
zu iiberwinden hatte, war die Erklarung der scheinbar geradlinigen Ausbreitung
des Lichts. NEwTON sah dieses Hindernis fiir so schwerwiegend an, daB er die
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Wellentheorie ablehnte. HUYGENs aber gelang es, den Schliissel fiir die Auf-
16sung des Ritsels zu finden. Das HuYGENssche Prinzip, das hierzu diente,
besagt folgendes:

Jeder von einer Lichterregung getroffene Punkt kann als Quelle einer sekun-
diren Kugelwelle angesehen werden. Dabei ist die einzelne sekundire Welle
duBerst schwach. Nur wo durch Uberlagerung eine Verstirkung eintritt, ist eine
beobachtbare Lichtstirke vorhanden. Den geometrischen Ort der durch Ver-
stirkung entstehenden resultierenden Wellen konstruiert HuYGENSs als Enveloppe
der sekundiren Kugelwellen. s

Hat man z. B. (s. Fig. 80) eine Lichtquelle Q,
die von einem Schirm S mit einer Offnung um-
geben ist, so denke man sich die urspriingliche
Welle ungestort bis zur Offnung AB ausge-
breitet; sodann konstruiere man in jedem
Punkte der die Offnung ausfiillenden Kugel- €
fliche sekundire Kugeln, alle von gleichem Ra-
dius. Die Enveloppe dieser Sekundirwellen ist
im Offnungskegel wiederum das Stiick CD einer
Kugel mit Q als Zentrum. Dieses Kugelstiick _
stellt also die Lichterregung in einem spéteren Flg: 80, 2 i‘ii,’,*z‘i’;’,“"s‘ s
Moment dar. Jenseits der Schattengrenzen QAC
oder QBD ist keine solche Enveloppe vorhanden, so daB, wenn die einzelne
Sekundérwelle als nicht beobachtbar gilt, dort vollige Dunkelheit herrschen mu8.
Auf diese Weise kommt die Erklirung der scharfen Schattengrenzen zustande.
Zugleich sieht man, daB so auch ein schwaches ,,Herumbeugen* des Lichts ver-
stindlich wird. HUYGENSs hat in Unkenntnis der GRiMALDIschen Beobachtung
diesen Punkt nicht beriicksichtigt. Wie man mit Hilfe dieses Prinzips die Ge-
setze der Reflexion und Brechung ableiten kann, haben wir schon in I, §4
gezeigt.

Gegen das HuvGENssche Prinzip kann man den Einwand erheben, daB die
von der Kugelkappe 4B ausgehenden Sekundirwellen nicht nur nach vorwirts,
sondern auch nach hinten eine Enveloppe haben; man miite also erwarten,
daB das Licht sich von AB auch nach riickwirts ausbreitet. Das Prinzip hat
also eine Liicke; an der Enveloppe tritt offenbar nicht immer Verstirkung,
sondern manchmal auch Ausléschung der Sekundirwelle ein.

Diese Liicke wurde erst von FRESNEL ausgefiillt. Er vervollkommnete das
HuycGenssche Prinzip, indem er es mit dem Gedanken des Superposstionsprinzips
verband, wie wir es in der Theorie der Interferenz bereits immerfort ange-
wandt haben. Wir geben die Grundideen der FREsNELschen Uberlegungen hier
wieder.

Wir betrachten eine von Q ausgehende Lichtwelle und untersuchen die Starke
der Lichterregung in einem Punkte P (s. Fig. 81), einmal fiir ungestorte Aus-
breitung, sodann fiir den Fall zwischengeschalteter Blenden. Genau wie bei
HuvGeNs denken wir uns das Licht bis zu der Kugelfliche 4B vom Radius 7,
gelangt; von jedem Element do¢ dieser intermediiren Wellenfliche soll eine
sekundire Kugelwelle ausgehen, deren Intensitit wir mit FRESNEL als Funk-
tion der Richtung der Wellennormalen ansehen; sie soll ein Maximum haben in
der Richtung der Normalen von do und seitlich rasch abnehmen.

Sei K eine solche Richtungsfunktion, also

K = Max. normal

K=0 tangential} zum Element do von AB.
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Die Amplitude der von do ausgehenden Sekundirwelle stellen wir nunmehr durch
e{k'

do

dar. Bedenken wir, daB die Amplitude der Primirerregung in do
eik'o

%o

betrigt, so ergibt sich als Beitrag, den ein Flichenelement do zur Lichtamplitude
in P liefert:

gikry gikr
K bl L
Die Gesamterregung in P betrdgt hiernach
eikr‘, 8“'
() up =2 f[r Kdo.

Dabei ist in Ubereinstimmung mit den Festsetzungen iiber die Richtungsfunk-
tion K die Integration iiber den P zugewandten Teil der Kugeloberfliche 4B
zu erstrecken, soweit er nicht durch Blenden verdeckt ist. Wir denken uns zu-
nichst keine Blenden vorhanden. Man zerlegt nun nach FRESNEL die Integrations-
fliche durch Kugeln um den Aufpunkt P in Zonen Z,, Z,, .... Diese Zonen kon-
struieren wir so: Sei b der Abstand des Aufpunkts P von der
Kugel AB, so schlagen wir um P die Kugeln mit den Radien

bbb, b, b+ D bt

Je zwei benachbarte Ku-
geln schneiden aus der

pad . Kugel AB eine der Zonen
¢ ” aus (s. Fig. 81). Es werde
angenommen, daB die
Wellenldnge 1 Kklein so-
wohl gegen 7, als gegen 7
sei; dann kann man inner-
halb jeder einzelnen Zone
Fig. 81. FrEsneLsche Zonenkonstruktion. den Winkel zwischen dem

I/ " von Q@ kommenden und
dem nach P weitergehenden Strahl und somit die Funktion K als konstant
(= K;) annehmen. Nun ist (s. Fig. 81)

72 = 1% + (rg + b)2 — 27y (ry + b) cos?P,
rdr =174 (ry + b) sind dd.
Fiir das Flichenelement auf AB erhdlt man daher

also

7,

(V)] da=r§sim9d19dq)=r°_£brdrd<p.
Der Beitrag der Aten Zone zur Gesamterregung ist demnach
h .
b4
T, - 2ni .. ekro+d ihiz( -ui)
“‘=2ﬂ’°—+3—Kh/8‘h’d7=—'—k— ,m-e 2 — € ),

=1
b+ -1
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Da nun k4 = 27n ist, so werden die letzten beiden Faktoren
A i
) —ir 2 . .
e 2 (1 — e 2) —_ euth(1 - e—uz) — (___1)?4.2’
und daher wird
() = —21A (—1)*K,

£ikirg+8)
ro+0b°

Die Zonen liefern also abwechselnd positive und negative Beitrige zur Ampli-
tude. Die Gesamterregung in P ist gegeben durch

in
k(o +b) +—

@ up = 205 D (1K,

A

“wobei ¢ durch /2 ersetzt ist. Man erkennt an dieser Formel, daB die Richtungs-
abhingigkeit der Funktion K eine notwendige Annahme ist; denn wire K von
der Richtung unabhingig, so wiirde die Summe die Gestalt annehmen

K3 (—1p+

und je nach der Anzahl der Zonen zwischen den Werten K und 0 schwanken.
GemiB unseren Annahmen aber nimmt K, mit wachsendem % bestindig ab,
weil fiir die hoheren Zonen die Richtung von d¢ nach P immer mehr tangential
zum Element do verlduft.

Nunmehr 1iBt sich die Reihe

(5 Z=;:(_1)h+lKh=Kl—K2+Ks—+... + (—1)"+K,

niherungsweise so summieren: Nehmen wir an, n sei ungerade, so kann man
die Reihe in den folgenden zwei verschiedenen Formen schreiben:

O Z-SrEoke S B

oder auch:
0 ZI=(t-P)-(F-K+3)- (B -K)

Wir nehmen nun zunichst einmal an, daB jedes K, groBer ist als das arith-
metische Mittel aus den beiden benachbarten Werten K _; und Kj,,,; dann sind
die Ausdriicke in den Klammern der beiden Reihen negativ, so daB aus der
ersten Gleichung folgt

Kl Kn
Z < ? 7 ’
und aus der zweiten
o K K,_
Z > 18 — —21 - Tl + Kn.

Man kann also fortlaufend ‘schreiben
K,

Ku—-l K K-
8 1—7—T+Ku<2<71+7-

Nun unterscheidet sich jedes K, nur sehr wenig von seinen beiden Nachbar-
werten, so daB der Unterschied
KI_K2 — Kn-l_K-
2 2
Born, Optik. 10
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zwischen den beiden Schranken fast verschwindet. Es gilt daher angenihert

~ K K,
© DORE IS

Machen wir jetzt die umgekehrte Annahme, daB jedes Glied der Folge K, kleiner
ist -als das arithmetische Mittel der beiden benachbarten, so erhalten wir die
zu (8) entgegengesetzte Ungleichung, die sich in der Gestalt schreiben 1aft:
Kl Kn N Kl Kl - K2 Kn—l - Kn Kn
2 _2_<Z <z T T T3
Auch hieraus ziehen wir wieder den SchluB, daB naherungsweise (9) gilt.
Auch die Annahme # ungerade ist unwesentlich; man sieht leicht, daB die
Niherungsgleichung (9) fiir gerade » richtig bleibt.
Verstehen wir nun unter # den Index der letzten zulidssigen Zone, bei der
die Verbindungslinie von do mit P genau tangential zu do liegt, so ist nach
unseren Annahmen dort K, = 0, und wir erhalten

« K

(10) 2=

also nach (4) ikrg+ 0 + ‘,;
A e

(11) Up = /'Kl __”()—'f'b_ .

Man sieht, daB dieser Ausdruck mit der Darstellung einer Kugelwelle bei un-
gestorter Fortpflanzung bis zur Entfernung 7, 4 b iibereinstimmt, wenn man

— - e *® 1
(12) AK,e? =1; 1\1:_1__::‘—1
setzt. Bei geeigneter Wahl der Stirke und Phase der von der Mittelzone aus-
gehenden Sekundirwelle ldft sich also eine Kugelwelle als Interferenzerscheinung
der Sekunddrwellen auffassen.

Zu neuen Aussagen aber gelangt man, indem man mit FRESNEL iiberlegt,
was bei Abblendung einzelner Zonen herauskommt. Solange die Blendenéffnung
groB ist gegen die ZonengroBen (Wellenlinge), wird die Erregung in P nicht
wesentlich beeinfluBt. Dagegen treten starke Abweichungen der Lichtwirkung
in P auf, wenn die Blendenoffnung von der GréBenordnung einer oder weniger
Zonen ist. Blendet man z. B. alle Zonen ab bis auf die halbe erste Zone, so er-
hilt man die Erregung in P, indem man in (3) A = 1 setzt und mit § multipli-

ik(rg+ %)

ziert; unter Weglassung des Ausbreitungsfaktors ergibt sich:

o+ b

(%4

uP:lK1e7= 1,

die Erregung ist also ebenso groB wie bei ungestorter Ausbreitung. LdBt man
gerade die ganze erste Zone offen, so wird
i

up = 21K, e? =2,

also die durch | up|? gegebene Intensitit gleich 4. Bei weiterer VergroBerung der
Blendenoffnung aber nimmt die Intensitdt wieder ab, weil dann die beiden ersten
Glieder der Reihe, K, und K,, mit entgegengesetztem Vorzeichen zusammen-
wirken; da K, fast gleich K ist, wird in P véllige Dunkelheit herrschen, wenn die
Offnung der Blende ungefihr die beiden ersten Zonen umfaBt. Auf diese Weise
entstehen beim allmihlichen Offnen der Blende in P periodische Schwankungen
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der Helligkeit, die nach und nach undeutlicher werden. Dasselbe tritt auch ein,
wenn man mit dem Aufpunkte P bei fester Blendenéffnung sich der Lichtquelle
nihert, weil dabei die ZonengréBe abnimmt, also immer mehr Zonen in die
Blende hineinkommen.

Alle diese Ergebnisse der FREsNELschen Uberlegungen sind durch Beobach-
tungen bestitigt worden. Ganz besonderen Eindruck hat aber eine Folgerung
gemacht (s. hierzu auch die historische Ubersicht), ja durch sie wurde gewisser-
maBen der Streit zwischen Emissionstheorie und Undulationstheorie zugunsten
der letzteren entschieden; sie betrifft die Erscheinung, die bei Abblendung allein
der ersten Zone eintritt. GemiB (5) wird dann die Amplitude der Erregung in
P durch die Reihe

—K,+ K, — K, + — +--

bestimmt, welche nach dem FRESNELschen Summationsverfahren niherungsweise
den Wert —K,/2 hat. Da aber K, von K, nur wenig verschieden ist, bedeutet
dieses Ergebnis, daB bei volliger Abblendung gerade der ersten Zone doch Licht
nach P gelangt, und zwar nahezu genau so viel, wie wenn gerade die erste Zone
allein frei ist (namlich |up|2 = 4). Uberhaupt sieht man, daB eine Blende mit
Offnung in guter Niherung genau dieselbe Lichterscheinung in P bedingt, wie
ein Schirm von der Gestalt der Offnung. Auch dieses von FRESNEL vorher-
gesagte Ergebnis, das wir spiter vom neueren Standpunkt der Theorie als
BaBiNETsches Prinzip noch beleuchten werden, ist damals auBerordentlich
iiberraschend gewesen und als entscheidender Erfolg der Wellentheorie ange-
sehen worden.

§ 45. KircHHOFFs Formulierung des HuvGensschen Prinzips.

Der Grundgedanke der Uberlegungen von HUYGENS und FRESNEL ist der,
daB die Lichterregung in einem Punkte P auf sekundire Lichtwellen zuriick-
gefithrt werden kann, die von einer zwischen P und der Lichtquelle gelegenen
Fliche ausgehen.

KIRCHHOFF! hat sich darum bemiiht, diesen Gedanken exakter zu formulieren
und mit der Wellengleichung der Lichtausbreitung in Beziehung zu setzen. Ahn-
liche Fragen sind den Mathematikern aus der Potentialtheorie bekannt. Das
NEewToNsche Potential # in einem Punkt 148t sich durch die Werte der Funk-
tion und ihrer normalen Ableitung auf einer den Punkt umgebenden geschlossenen
Fliche durch Summation (Integration) darstellen. KIRCHHOFF hat diesen Satz
von der Potentialgleichung Awu = 0 auf die Wellengleichung Au + k%4 = 0
iibertragen und Anwendungen auf die angeniherte Berechnung von Beugungs-
erscheinungen gemacht.

Der Ausgangspunkt ist der bekannte GREENsche Safz, den wir folgender-
maBen formulieren:

Es seien % (x, y, z) und v(x, y, 2) zwei Funktionen, die innerhalb eines rium-
lichen Gebiets G einschlieBlich des Randes mitsamt ihren ersten und zweiten
Ableitungen eindeutig und stetig sind; dann gilt die Identitit

(1) ~/I[(uz]v—'uAu)dS=//(u%’—‘u%{f,)do,

wobeil das erste Integral iiber das Gebiet G, das zweite iiber seine Oberfliche
zu erstrecken ist und » die dufere Normale der Oberfliche bedeutet.

! G. KIRCHHOFF: Berl. Ber. 1882 S. 641; Ann. Physik u. Chem. (2) Bd. 18 (1883) S.663;
Ges. Abh. Nachtr. S. 22.

10*
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Zum Beweise gehen wir von dem bekannten Gaussschen Integralsatz

[[[div¥dS = [ [%,do
aus. Setzen wir darin
A = ugrado,
so wird
div¥ = gradu - gradv + uAdv.
Mithin erhalten wir

[[[navas + [[[eradu-gradvas = [[u 5 do.

Vertauschen wir hier # und v und subtrahieren die dadurch entstehende Glei-
chung, so erhalten wir die GREENsche Formel (1).
Geniigen insbesondere # und v der Potentialgleichung 4/ = 0, so hat man

) //( —-—v——) 6=0.

Die oben erwihnte Aufgabe der Potentialtheorie, den Wert von % in einem
Punkte P des Innern von G durch die Randwerte von % und d4/0» auszudriicken,
16st man folgendermaBen: Man nimmt fiir v die Potentialfunktion v = 1/r, wo
den Abstand von P bedeutet; dann muB man aber
wegen der Singularitit dieser Funktion die Um-
gebung von P durch eine Kugelfliche vom Gebiete G
abtrennen; den Radius dieser kleinen Kugel liBt
man nachtriglich gegen Null konvergieren. In dem
iibrigbleibenden Gebiete G’ gilt nach (2) (s. Fig. 82)

0 el o=,

und dieses Integral ist sowohl iiber die duBere Be-
grenzungsfliche von G’ als auch iiber die kleine
Kugel zu erstrecken.

Da » die duBere Normale von G’ ist, gilt an der Oberfliche der kleinen Kugel

Fig. 82. Zum GREENschen Satz.

6/0y = —8/dr, also O(1/r)/6v = 1/r?; ferner hat man do = r2dQ, wobei dQ
das Element der Einheitskugel bedeutet. Wihlt man die Kugel nun hinreichend
klein, so sind # und 0u/6y = — du/Cr ebenso wie 7 selbst auf ihrer Oberfliche

konstant, und man erhilt fiir den Anteil des Kugelintegrals

llm(u 4+ r = )/d[) = 4mup.

r>0

Daher folgt aus (3) P P
1 1 1 du
(4) “r=-4—,,ff{“m(7) 7 a—y}d"’

wobei das Integral ]etzt iiber die Oberfliche von G zu erstrecken ist. Man hat
also den Wert von % im Punkte P durch die Werte von % und 6%/d» auf einer
P umschlieBenden Fliche ausgedriickt. Die beiden Glieder von (4) haben die
folgende Bedeutung: Das zweite ist offenbar das Potential einer einfachen

Flichenbelegung der Oberflichendichte -—— = g das erste aber ist das Potential
einer Doppelbelegung des Moments —#/47.

Ganz analog verliuft die Uberlegung in unserem Falle der Wellengleichung
Au + k2u = 0. Sind # und v zwei Losungen dieser Gleichung (mit demselben &),
so heben sich in der Gleichung (1) die beiden Anteile des Raumintegrals fort,
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und man erhilt wiederum die Gleichung (2). Als elementare Losung mit Singu-
laritit hat man nun aber statt v = 1/r die Kugelwellenfunktion

eikr
V=
4
einzusetzen. Da . . .
c e:kr exkr ‘ke‘k’
67(7 -

ist, nahert sich fiir diese Funktion v bei kleinem » der Ausdruck & (¢*7/r)/dy
auch dem Werte 1/r2. Daher bleiben alle Uberlegungen ungeindert, und man
erhilt

0 e )5

Auch hier ist vorausgesetzt, daB # mitsamt der ersten und zweiten Ableitung
innerhalb des von der Integrationsfliche umschlossenen Gebietes eindeutig und-
stetig ist.

Da nun Lichtquellen offenbar Singularititen der Amplitudenfunktion be-
deuten, so gilt die Formel (5) nur fiir solche Gebiete, in deren Innern keine
Lichtquellen vorhanden sind. Die beiden Glieder der Integralformel kann man,
ebenso wie in der Potentialtheorie, deuten als Beitrige von sekundiren Licht-
quellen auf der Integrationsfliche, und zwar das zweite als Wirkung einer
einfachen Belegung von Lichtquellen, das erste als Wirkung einer Doppel-
belegung. Doch hat diese Vor-
stellung keine tiefere physikalische
Bedeutung.

Bei der Anwendung dieser For-
mel auf Beugungsprobleme kommt
der Fall vor, daBB Teile der Inte-
grationsfliche ins Unendliche riik-
ken. Man kann leicht einsehen,
daB, wenn alle reellen Licht-
quellen im Endlichen (natiirlich
auBerhalb der Integrationsfliche)
liegen, der Beitrag der unendlich fernen Flichenteile verschwindend klein ist.

Um dies zu zeigen, denken wir uns die Lichtquelle Q aus einer endlichen Zahl
von Elementarquellen zusammengesetzt, von deren jeder eine Kugelwelle der
Form ¢'*"/r ausgeht. Der Abstand des ,,Mittelpunktes” der Lichtquelle Q (d. h.
einer alle Leuchtpunkte umgebenden Kugel) vom Aufpunkt P (s. Fig. 83) sei a.

Die Abstdnde der einzelnen Leuchtpunkte L,, L,, ... innerhalb Q von einem
Punkte S auf dem ins Unendliche riickenden Anteil der Integrationsfliche seien
71, 72, . ... Den Abstand PS bezeichnen wir mit R. Wenn nun R bei festem a

gegen Unendlich wichst, so hat man offenbar eine Entwicklung der Form

eikrn eikR B, C. 3

(6) =" =t T ),

wobei A,, B, C,, ... nur noch Funktionen der Richtung der Verbindungslinie
PS gegen L, P sind. Summiert man iiber alle Leuchtpunkte, so erhilt man fiir
die Lichterregung in S

() us=2un=?(A+%+%+...)_
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Nunmehr kénnen wir den Anteil bestimmen, den das Integral iiber eine unend-
lich ferne Fliche (die wir natiirlich als Kugel um P denken kénnen) zu dem
Ausdruck (5) liefert. Wir haben also zu berechnen

m ) S e ae
e ) L e

Man sieht sofort, daB sich in der eckigen Klammer die Glieder mit R-2 und R-3
gerade aufheben; es bleiben also nur Glieder mit R-%, R-5 .... Daher ver-
schwindet das Integral fir R —oc. Damit haben wir gezeigt, dal3 die unendlich
entfernten Anteile der Integrationsfliche nicht zur Erregung in P beitragen.

Die Verwendbarkeit der Gleichung (5) fiir die Beugungstheorie ist beschrankt,
da die Randwerte von # und ¢ #/Cv auf einer den Aufpunkt umgebenden Fliche
im allgemeinen ebensowenig bekannt sind wie der Verlauf der Funktion # an
irgendeiner anderen Stelle. Wir werden nachher sehen, wie sich KIRCHHOFF
hier geholfen hat. Vorher aber wollen wir eine strenge Anwendung der Formel
machen zur Verbesserung des FRESNELschen Prinzips bei der Ableitung der un-
gestorten Lichtausbreitung. Wir erinnern uns, daB die FRESNELsche Zonen-
konstruktion hierbei auf das richtige Resultat fithrt, wenn man Amplitude und
Phase der Sekundirwelle geeignet wihlt. In diesem Falle kann man die KircH-
HOFFsche Formel ohne weiteres anwenden. Man nimmt als Integrationsfliche
(abgesehen von einer unendlich fernen Kugel) eine beliebige, die Lichtquelle
umgebende geschlossene Flache und wihlt den Aufpunkt P auBerhalb dieser; ist
die Fliche eine Kugel, so hat man den FrREsNELschen Fall. Die KiRCHHOFFsche
Formel liefert die identisch richtige Aussage, daB sich der Wert der Funktion &'*"/r
in P mit Hilfe des Integrals (5) durch ihren Wert auf der geschlossenen Fliche
um Q ausdriicken 1iB8t. Das Flichenelement do hat dann den Abstand 7, von @,
7 ist der in (5) vorkommende Abstand des Flichenelements von P. Wir haben
nun unter dem Integral die Randwerte

ek cu ek

W= - -: S =L -(k——n»‘)cos(v,ro)

7 cr 7y
einzusetzen. Schreiben wir iiberdies statt ¢ (e/¥7/»)/C»

ikr
£ (1k — —)cos v, 7),
. 14
so~erhalten wir

(8) up = —41'—1[/'8—'; e,:o, {(zk — )cos(v 7) — (z’k — :

0‘) cos (v, ro)} do.

Nun koénnen wir leicht auf den I'all der Kugel spezialisieren; bei dieser ist
cos(v,7y) = —1,

und nach der in § 44 (2) angegebenen Beziehung

vy,

do = —b——-—; dr d(} .
Vernachlissigt man endlich 1/7 und 1/r, gegen & = 2/, so gilt
— tk el“ ik
(9) up = — fc "(cos(vr) 4+ 1)dr.

Hierin wird (zum Unterschied gegen FRESNEL) die Integration iber die ganze
Kugel erstreckt, d. h. von 7 = b bis r = b 4 27,. Wir zerlegen nun entsprechend
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dem FrEsNELschen Verfahren das Integral in die Anteile der Zonen und erhalten
fir die Ate Zone

k
b+
1k ekn .
Up = — — — &% [cos(v, 7 1dr.
A 2 7o 5D [cos(v, 7) + 1]
pu it
5

Betrachtet man hier cos (v, #) fiir eine Zone als konstant, so kann man das Integral
ausfithren und erhalt

(11) Up = — ———— (— 1)*(cos(v, )y + 1) .

Vergleichen wir dies mit der FREsSNELschen Formel § 44 (3), so sehen wir, da3
die richtungsabhingige GroBe K, sich hier eindeutig bestimmt, nimlich durch
(12) 204Ky =cos(», ")+ 1.
Fir die erste Zone wird wegen cos (v, 7), = 1:

200K, =2,

also in Ubereinstimmung mit § 44 (12):

1
Ki=5=7

Auf diese Weise versteht man, warum die FReESNELsche Zonenkonstruktion
fir den Fall der Abblendung der ersten Zone das richtige Resultat ergibt. Da-
gegen ist die FReEsNELsche Erklirung des Zustandekommens der ungestorten
Lichtausbreitung durch die Wirkung der Vorderfliche der Zonenkugel allein un-
richtig. Fir die letzte Zone ist ndmlich cos(v, 7), = 0, also nicht, wie FRESNEL
annimmt, K, = 0, sondern nach (12) K, = 1/2i4. Beim Weitergehen auf
die Riickseite der Kugel nehmen die K, weiter ab und verschwinden erst an
der dem Aufpunkt gegeniiberliegenden Stelle. Nur wenn man diese Beitrige im
Integral mitberiicksichtigt, ergibt sich streng aus dem KiRcHHOFFschen Integral
die Formel der ungestérten Lichtausbreitung. DaB FRESNEL doch das richtige
Resultat aus einer unrichtigen Annahme gewonnen hat, beruht wohl auf der
Ungenauigkeit seines Summationsverfahrens.

§ 46. Die KircHHOFFsche Beugungstheorie.

KIRCHHOFF hat in sinnreicher Weise seine Integraldarstellung der Licht-
erregung zur Ableitung von Formeln fiir die Beugungserscheinungen benutzt.
Es handelt sich dabei um den ersten Schritt zu einem Niherungsverfahren, das
allerdings niemals konsequent weitergefithrt und auf seine Konvergenz hin unter-
sucht worden ist. In Wirklichkeit liegt das Problem ja folgendermalen:

Man will den EinfluB von Schirmen und Blenden auf die Lichtausbreitung
studieren. Der ganze Raum auBerhalb des Materials der Schirme ist von der
Lichterregung # erfiillt zu denken, die der W:llengleichung geniigt und in den
Lichtquellen gewisse Singularititen aufweist. Die Art dieser Singularititen ist
zunichst keineswegs genau bekannt, ebensowenig aber auch der exakte Einflul
der Schirme, d. h. die Grenzbedingungen, denen die Funktion % an der Ober-
fliche der Schirme zu geniigen hat. Wire beides bekannt, so hitte man ein
strenges mathematisches Problem vor sich, nimlich ein Randwertproblem von
partiellen Differentialgleichungen mit vorgegebenen Singularititen. Wir werden
spater (§ 57) sehen, daB SOMMERFELD diese Auffassung an speziellen Fillen wirklich
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zur Geltung gebracht hat und dadurch zu Losungen von Beugungsproblemen
gekommen ist, die in gewissem Sinne als ,,streng* zu bezeichnen sind; da jedoch
die idealisierenden Annahmen tber die Oberfliche der Schirme und die an ihnen
geltenden Grenzbedingungen in der Natur niemals genau erfiillt sind (Rauhig-
keit der Oberfliche, atomistische Struktur des Schirmmaterials, Grenzschichten
usw.), so darf man auch diese Losungen nicht ohne physikalische Kritik ver-
wenden. Es ist daher wohlberechtigt, zuerst die ilteren, einfacheren Gedanken-
ginge von KIRCHHOFF und seinen Nachfolgern zu behandeln.

KircHHOFF geht von der Tatsache aus, daB bei grober Beobachtung das
Licht sich von den Quellen bis zu den Schirmen ungestort ausbreitet und erst
hinter engen Blenden ein EinfluB der Schirmwinde merkbar wird, indem die
Lichterregung iiber die Schattengrenzen hiniibergreift. Um nun die Licht-
intensitit in einem Punkte P zu berechnen, der durch den Schirm mit Offnungen
von der Lichtquelle abgetrennt ist, denkt sich KIRCHHOFF diesen Aufpunkt P
von einer Fliche umgeben, die an der von der Lichtquelle abgewandten Seite
der Schirmwinde verlduft und die Blendenéffnungen glatt tiberbriickt. Es ist
eine physikalisch verniinftige Aussage, dal} in erster Ndherung die Erregung an
der Riickseite der Schirme dauernd Null ist:

Ju

(1) Auf der Schirmfliche: # =0, =0.

cy

Schon etwas kithner ist die Annahme, dal man bei der Berechnung der Er-
regung in P mit Hilfe der KiRcHHOFFschen Formel § 45 (5) fiir die Teile der
Fliche, welche die Blendenéffnungen iiberspannen, als Randwerte von % und
Ju/dv die der ungestorten Lichtausbreitung entsprechenden Werte nehmen darf;
also fiir einen leuchtenden Punkt:

>

U . 8ikr0
Y RY
r 7o

ikry
(2) An der Blendenéffnung: u = iy

%o

-~

cos (v, 7,)

Q

(wobei wieder 1/r, neben %k vernachldssigt ist).

Hat man mehrere Leuchtpunkte Q in der Lichtquelle zu beriicksichtigen, so
kommt es darauf an, ob diese als kohirent betrachtet werden oder nicht. Im
ersteren Falle hat man die Amplituden, im letzteren die Quadrate derselben
(Intensititen) zu summieren.

Geht man mit diesem Ansatze in die KIRCHHOFFsche Formel § 45 (5) ein, so erhélt
man rein rechnerisch eine bestimmte Amplitude up im Aufpunkt. Aber es ist
wohl selbstverstindlich, daB dieses durch willkiirlich gewdhlte Randwerte be-
stimmte Integral der Wellengleichung gar keine Losung des Randwertproblems
ist; denn wiirde man aus ihm riickwirts die Werte von % und ¢#/0v auf der
Integrationsfliche berechnen, so wiirde man von dem Ansatz (1) und (2) ver-
schiedene Werte bekommen, z. B. gewiB nicht verschwindendes » an der Riick-
wand der Schirme. Man koénnte nun die ganze Betrachtung in folgender Weise
rechtfertigen: Man faBt die durch das beschriebene Verfahren errechnete Er-
regung #p als erste Naherung auf, berechnet aus ihr die Randwerte % und ¢u/dv
und wiederholt dann das Verfahren beliebig oft. Es ist zu vermuten, daf} diese
Methode der sukzessiven Approximationen konvergiert, und es wire zu zeigen,
daB bereits der zweite Schritt einen verschwindend kleinen Effekt neben dem
ersten gibt. Solche Untersuchungen sind aber niemals vollkommen durchgefiihrt
worden. Man verliBt sich vielmehr auf die bekannte Tatsache, daB die Beugungs-
erscheinungen relativ schwach sind, so da} z. B. die Beleuchtung der Schirm-
riickseite infolge des herumgebeugten Lichts (Riickeinsetzen der ersten Nihe-
rung) sehr gering ist. Sodann kann man sich auch darauf berufen, daB die auf
ganz andere Weise gewonnenen SOMMERFELDschen Losungen, die im mathe-
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matischen Sinne streng sind, mit den KircHHOFFschen in den verglichenen Fillen
gut iibereinstimmen. Endlich bestitigt auch die Erfahrung die Resultate der
KircHHOFFschen Theorie.
Man erhélt nach §45 (8) fiir die Wirkung einer punktférmigen Lichtquelle
ik ekt
(3) Up = — ‘4”_'7‘./“/ 70

(cos(v, r) — cos(v, 7y))do,

wo das Integral iber eine durch die Blendenéffnung gelegte Fliche zu erstrecken
ist. . Diese Formel ist symmetrisch bei Vertauschung von » und 7, und gleich-
zeitiger Umkehrung der Normalenrichtung ». Das bedeutet: wenn man durch eine
Lichtquelle Q in dem jenseits des Schirmes gelegenen Punkte P eine bestimmte
Helligkeit erzeugt, so erzeugt dieselbe in P angebrachte Lichtquelle gerade die
gleiche Helligkeit in Q. Das ist der allgemeine Reziprozititssatz der Beugungstheorie.

Wir wollen nun zur Erméglichung der rechnerischen Durchfithrung einige
weitere Vereinfachungen vornehmen. Erstens nehmen wir an, daB die Blenden-
offnung so beschaffen ist, daB man das Stiick der Integrationsfliche, durch
welches sie abgeschlossen wird, als eben annehmen kann. Zweitens berufen wir
uns auf die Erfahrungstatsache, daB in geringem Abstande von der geometrischen
Schattengrenze (nur wenige Wellenlingen) die Lichtverteilung bereits die der
geometrischen Optik ist (ohne merkliche ,,Beugung®). Wir kénnen uns daher
auf solche Lagen des Punktes P beschrinken, bei denen die Verbindungslinie PQ
nahe an der Umrandung der ebenen Offnungsfliche vorbeigeht. Nun ist der
Faktor ¢*+7) wegen der GréBe von k = 2m/} eine sehr schnell oszillierende
Funktion der Lage von P, der andere Faktor, cos(v, ) — cos(v, 7,), aber ver-
héltnismiBig langsam verdnderlich. Wir konnen den letzteren daher als kon-
stant ansehen und durch 2 cosd ersetzen, wo  der Winkel zwischen der geraden
Verbindung QP und der Normalen der Blendenéffnung ist. Ebenso kénnen wir
die Faktoren » und 7, in dem betrachteten Variationsbereich von P als konstant
ansehen und vor das Integral setzen. Wir erhalten daher schlieBlich

@) Yo — 1k cosd |
p=— - —

27 vy, H ettde.
Jetzt machen wir die Ebene der Offnung zur xy-Ebene eines Koordinatensystems,
dessen z-Achse nach der von der Lichtquelle abgewandten Seite zeigt. Der
Koordinatenanfangspunkt O liege in der P
Ebene der Offnung in der Nihe des Ran- z
des. Die Integrationsvariabeln in dieser
Ebene seien &, 9, so daB do=dé&dn (s.
Fig.84)ist. Sind (x,, ¥,, 2,) die Koordinaten /
von Q, (x, v, 2) die von P, so hat man y

(5){ ’%=(x0_5)2+(y0_71)2+2?h Y/
P (v — &+ (y— )P+ 22, P

Wir fithren nun die Abstinde R und R, \/'

der Punkte P und @ vom Nullpunkt O
ein. Fir diese gilt
(6){ RE==x+ %+ %, ¢

R2— x2 + y2 + 22, Fig. 84. Beugung an einer Offnung.
GemiB unseren Voraussetzungen sind die Verhiltnisse é/R,, 5/R, und &/R, /R
kleine Zahlen. Daher kénnen wir » und r, nach ihnen entwickeln und erhalten z. B.

— Zoé +yon | S0 (Ff +yen)? ..
?) "=R— =gt 35, 2Ry T
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Setzen wir diese Werte in die Gleichung (4) ein, so erhalten wir

ik ik R+ R

(8) up = — 370088 —pp— [[ et dE dy,
und hierin ist

_ xedtyen R (edtyen)® x§ryy | 8492 (FStyn)?
O) PEm=——% " 3g, 2R} R 2R~ 2R% T

Fithrt man nun die Richtungskosinus von R, und R gegen die xy-Ebene ein,
indem man

(X#———Ro O‘—R
- ’ -
(10) Yo y

ﬂo____;, g=2=

setzt, so erhidlt man

(1) D=&(xy— )+ (Bo—P) +1{(n@io + %) (&40 — (%5;050,7)2 - (“Hz%ﬁ'})z} T

2

§ 47. Klassifizierung der Beugungserscheinungen.
Das BasBineETsche Prinzip.

Nimmt man die KiRcHHOFFschen Formeln § 46 (8), (11) als giiltig an, so ist
die Aufgabe, die Lichtverteilung bei einer Beugungserscheinung zu bestimmen,
eine einfache Rechenaufgabe. Man sieht sogleich, da8 ihre Schwierigkeit um so
groBer wird, je mehr Glieder man in der Reihenentwicklung § 46 (11) fiir @ (£, %)
mitnimmt. Daher ist es angebracht, sich klarzumachen, was die einzelnen Glieder
physikalisch besagen, und danach zu bestimmen, wie weit man in einem vor-
gegebenen Falle mit der Rechengenauigkeit zu gehen hat.

Beriicksichtigt man in @ nur die in &, 5 linearen Glieder, so stellt e*®¢»
= R —a i+ B— M) = gk + o g-iklai+ A1) offenbar eine ebene Welle dar,

oder genauer, das Produkt zweier ebener Wellen,

£ deren eine von der Richtung «,, f, (Licht-

quelle -~ Beugungsoffnung) abhingt, die andere

von der Richtung «, f (Beugungsoffnung — Auf-

punkt). Die Lichterregung erscheint als Super-

position von ebenen Wellen. Dies bedeutet, da8

sowohl die Lichtquelle als auch der Aufpunkt von

der beugenden Offnung unendlich weit entfernt
sind [in § 46 (11) ist R, - 00, R —» oo

Man spricht in diesem Falle von FRAUNHOFER-

schen Beugungserscheinungen. Sie zeichnen sich

! durch besondere Einfachheit sowohl in der mathe-

71 & matischen Behandlung als auch in den Beugungs-

Fig. 85. Verwirklichung der Frausnorer-  figuren aus. Natiirlich wird man der Lichtstdrke

schen Beugungserscheinungen mit Hilfe  wegen die Punkte P und Q nicht wirklich in sehr

groBe Entfernung legen, sondern die Parallelitit

der die beugende Offnung durchsetzenden Strahlen mit Hilfe von vorgeschalteten

Linsen' erreichen. Man kommt also zu der in Fig. 85 dargestellten Anordnung.

Die Lichtquelle Q liegt in der Brennebene E, der Linse L,, ebenso wird das

gebeugte Licht durch eine Linse L in der Brennebene E aufgefangen (L und E

koénnen auch Linse und Netzhaut des Auges sein),
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MiBt man die Lingen in den Ebenen E und E, in Vielfachen der Brenn-
weite der entsprechenden Linsen, so sind (Gausssche Abbildung voraus-
gesetzt) oy, f, die Koordinaten von Q in E,, &, § die Koordinaten von P
in £. Man kann nun den geometrischen Bildpunkt O von Q in E konstruieren.
Nimmt man ihn als Nullpunkt eines Koordinatensystems in E, so sind a = & — &,
b= p — B, die Koordinaten von P in diesem System. Die Formel § 46 (11) zeigt,
daB in unserer Ndherung die Beugungserscheinung nur von diesen beiden GréBen
a, b abhingt, also relativ zum geometrischen Bildpunkt O von Q feststeht.
Sie ist also auch unabhingig von Verschiebungen der Blendenéffnung in ihrer
eigenen Ebene (natiirlich nur in gewissen Grenzen, die von der benutzten Nihe-
rung abhingen). Wir werden in den folgenden Paragraphen die so entstehenden
Beugungsfiguren fiir einfache Offnungsformen ausrechnen und auf verschiedene
physikalische Probleme anwenden.

Wenn man sich nicht mit dieser ersten Niherung in der Funktion @ [§46 (11)]
begniigt, sondern die Glieder nichster Ndherung, die in &, % quadratisch sind,
mitnimmt, so bedeutet das, daB man die Krimmung der Wellenflichen in der
beugenden Offnung fiir die ein- und auslaufenden Wellen in erster Niherung
beriicksichtigt. Dem entspricht physikalisch eine in endlicher (groBer) Ent-
fernung befindliche punktférmige Lichtquelle. Man spricht in diesem Falle von
FRESNELschen Beugungserscheinungen. Wir werden sie im Falle eines geradlinig
begrenzten ebenen Schirmes nachher (§ 55) behandeln.

Wir wollen hier noch das schon einmal erwidhnte BABINETsche Prinzip (s. § 44,
S. 147) vom Standpunkt der KircHHOFFschen Theorie aus ableiten. Es bezieht
sich auf den Fall, daBl man den Strahlengang durch ,,komplementire“ Blenden
unterbricht. Komplementir heien dabei zwei Blenden, von denen die eine, B,,
gerade dort Offnungen hat, wo die andere, B,, verdeckt ist, und umgekehrt.
Bei fehlenden Blenden und bei ideal vorausgesetzter Linsenabbildung ist die
Lichterregung « in jedem Punkte P des Auffangeschirms, der vom geometrischen
Bild O der Lichtquelle @ verschieden ist, gleich Null. Bei eingesetzter Blende B,
sei %, die Erregung in P, bei der komplementiren Blende sei sie #,. Da %, und u,
sich als Integrale iiber die Offnungen darstellen und die Offnungen von B,
und B, sich genau zur vollen freien Ebene erginzen, so muBl %, + #, = # sein.
Mithin ist #;, + #, = 0 in jedem von O verschiedenen Punkte P, also

|42 |2 = Joag |*.

Diese Formel enthdlt die Behauptung.

§ 48. FraunHoFERsche Beugungserscheinungen am Rechteck
und am Spalt.

Die Faktoren der Formel §46 (8), welche sich auf die Lage von Leucht-
punkt und Aufpunkt beziehen, verlieren bei der Vorschaltung von Linsen ihre
urspriingliche Bedeutung. Wir ersetzen sie daher zunichst durch einen Faktor C
und schreiben die Amplitude bei der FRAUNHOFERschen Beugungserscheinung
nach §46 (11) folgendermaBen:

(1) up=C [ [e-ihas+bndidy .

Dabei sind @, b die Koordinaten eines beliebigen Punktes P relativ zum geo-
metrischen Bildpunkt O der Lichtquelle Q in der Ebene des Auffangeschirmes;
es sind dimensionslose GroBen, die das Verhiltnis der Entfernung PO zu der
Strecke angeben, um die sich O verschiebt, wenn man die Lichtquelle @ um die
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Lingeneinheit verschiebt. &, 5 sind die Koordinaten eines Punktes in der
Blendenoffnung.

Um die physikalische Bedeutung der Konstanten C festzulegen, berechnen
wir die gesamte aus der Offnung austretende Lichtmenge; diese ist selbstver-
stindlich auch gleich der auf die Fliche der Blendentffnung fallenden Licht-
menge. Setzen wir sie gleich der FlichengroBe F, so bedeutet dies, daB wir die
auf die Flicheneinheit der Blende fallende Lichtmenge auf 1 normieren. Wir
haben also die Normierungsbedingung

2) ff|up|2dadb=F.

Um das Integral in (2) auszuwerten, bemerken wir, da das Integral in (1) sich
als Fourierentwicklung auffassen liBt. Es sei namlich eine Funktion f(&, )
definiert durch

__ | 1 innerhalb der Blende,
) 1&.m = { 0 auBerhalb der Blende.

Dann ist ami
—ia,“ b
4)  wp=Colab), wo g@b=[[fEne *  didy.

Dabei ist jetzt das Integral iiber die ganze &72-Ebene zu erstrecken.
Nach dem Fourierschen Theorem ist nun

5) fen) =5 [[v@ne " daas.

Multipliziert man diesen Ausdruck mit dem konjugiert komplexen /* (£, 5) und
integriert itber &, 5, so ergibt sich

[lf€n[2agdn = 5 [ [ n)dédn [ [p(a,b) F1 T
= [jpatydaav][fEne? " dtdy =% [[|p(a b)[2dads,
(6) [11 @€ |2dédn = 5 [ [|up|2dads.

Nach (3) ist der Wert des Integrals linker Hand
gleich F. Mithin liefert die Bedingung (2)
4

y—

1 .
| |if - F=ral
: also ist die Normierungsbedingung erfiillt fiir
1
) C=~.

Wir nehmen nun als beugende Offnung ein
Rechteck und legen den Nullpunkt des Koordi-
natensystems in seinen Mittelpunkt und die

Fig. 86. Rechteckiger Spalt. Koordinatenachsen parallel zu den Seiten. Die
Seitenldngen seien 24 und 2B (s. Fig. 86),

der Flicheninhalt also F=4A4B. In wup tritt das Produkt zweier Inte-
grale der Form

A

—sikat — 2Sin(kﬂA)
.4/‘8 a¢ -
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auf. Wir erhalten also aus (1) mit (7)

® Jo = lunl = (4] (Bbe A snttomy.

Die hier auftretende Funktion (sinx/x)? hat den in Fig. 87 angegebenen Verlauf.
Sie hat ein Hauptmaximum im Punkte x = 0 von der Hohe 1, sodann Minima,
und zwar mit den Werten 0 bei x = +x, +2n, +3x, ..., +m=x, ...,
und dazwischen Nebenmaxima an den Nullstellen der Funktion tgx — %,
also bei

x =1,4307 = 4,493; 2,4597 = 7,7253; 3,4707 =10,90; 4,4797 = 14,07; ...

Sie nihern sich asymptotisch den ungeraden Vielfachen von z/2. Die GroBen
der Nebenmaxima betragen fiir

x = 4,493, 7,7253; 10,90; 14,07;

S

_’.(_)22 0,04718; 0,01694; 0,00834;  0,00503;

(sinx

—Cy

Die Intensitit [p verschwindet also fiir ein System von
B geraden Linien, die sich rechtwinklig schneiden und die
gegeben sind durch

kaAd =mn

) I (mn=1,2,3,...),

kbB = nn
B mithin

_Sin’x man Am

= \.5 xz? 1 ! . a—k—z—2—A,
451 (O)l p— 7 in

\ T~ kBT 2B
9 \ Der Abstand je zweier benachbarter Geraden ist

— A - A
(11) a=2_A' bzi_B"

Eine solche Beugungserscheinung . ist in Fig. 88 wieder-
gegeben. Man spricht von einem Lichigebirge mit einem
zentralen Berg und niedrigeren Nebenbergen. Je groBer
B die Offnung ist, um so mehr zieht sich
47 das Beugungsbild auf den geometrischen
\‘M Bildpunkt zusammen. Dabei wichst die
Hoéhe des mittleren Maximums pro-
0 1l 2 I g,,’—\‘i,, portional dem Quadrat der Fliche der
T %  beugenden Offnung. Die gleichzeitige
Fig. 87. Beugung am Spalt. Die Funktion Verengung und Erhohung des Licht-
== gebirges ist so beschaffen, daB das ge-
samte Volumen (die gesamte Licht-

menge) proportional der Blendensffnung wichst [s. die Normierung (2)].

Aus dieser elementaren Beugungsfigur der punktférmigen Lichtquelle kann
man durch Integration die Beugungserscheinungen beliebiger kohirenter oder
inkohidrenter Lichtquellen berechnen, wobei man im ersteren Falle die Ampli-
tuden zu addieren und dann zu quadrieren, im zweiten Falle erst die Ampli-

42

=
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tuden zu quadricren und dann zu addieren hat. Als besonders wichtigen Spezial-
fall wollen wir den betrachten, dafl die Lichtquelle ein leuchtender, gerader Draht
ist, von dessen cinzelnen Punkten inkohirentes Licht ausgeht, und daB die
heugende Offnung ein langer, schmaler Spalt ist. Dabei wollen wir zur Verein-
fachung der Rechnung sowohl den Draht als auch den Spalt als unendlich lang
annchmen; ihre Liangsrichtung sci die der v-Achse. Indem wir uns erinnern,
dall b = f — B, ist, wo B, die Lage des leuchtenden Punktes bestimmt, sehen
wir, dal3 die in (8) angegebene Funktion Jp nach b zu integrieren ist. Wir er-
halten also

~ ~
~

(12) Js= [ Jrdb =| 118 )‘Ti“ ;224))24/(&1(; ;B)‘)z b
Nun ist bekanntlich! o
(13) [(™)

Daher wird aus (12) mit & = 274

8428 sin(ka.d)y
(14) Js = = () -

Wir erhalten also als Beugungsbild abwechselnd dunkle und helle Streifen parallel
zur Lichtquelle und zom Spalt.

Fig. 88. Beuguug an einem rechteckigen Spalt von 'y Breite. Lichtguelle: eine von hinten beleuchtete kreis-

tormige Blende.  Abbildung der Lichtquelle durch Brillenglas von 1 dptr. Stiarke in 2 m Entfernung auf gleiche Groe.

RBelichtungsdauer 131 Stunden. Um die schwache Nebenmaxima sichtbar zu machen, sind die stirkeren Maxima

in der Mitte der Figur Uberbelichtet. Die theoretische Helligkeitsverteilung kommt i der Aufnahme nicht zum
Ausdruck.  Aufunalme von A, KoHLER.

Es ist vielleicht nitzlich, sich das Resultat auch mit Hilfe einer der FRESNEL-
schen Zonenkonstruktion analogen Uberlegung klarzumachen. Wir teilen den
Querschnitt MN des Spaltes durch Teilpunkte M,, M,, ... so in Streifen, dal}
das abgebeugte Licht firr benachbarte Teilpunkte den Gangunterschied /2 hat.
Hierzu denken wir uns (s. Fig. 89) von N aus die Normale N K auf den einfallenden
und von M aus die Normale M L auf den abgebeugten Strahl gefallt. Die Wirkung

! Siche CourRANT-HILBERT: Methoden der mathematischen Physik, Kap.2, §5 S.55.
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je zweier benachbarter Zonen hebt sich gerade auf, wenn der Wegunterschied
von dem durch einen Teilpunkt gehenden Strahl zu dem benachbarten (in der
Fig. 89 sind die Strahlen einfach als
geknickte Gerade gezeichnet) 4/2 be-
trigt. Es entsteht daher Dunkelheit,
wenn MN in eine gerade Anzahl sol-
cher Zonen geteilt werden kann. Das
ist der Fall, wenn MK — NL =m} ist
(m=0,4+1,+2,...). Da nun &, und
o« die Cosinus der Richtungen von ein-
fallendem und austretendem Strahl ge-
gen die x-Achse, d.h. die Richtung MN,
sind, so ist

MK =2A4«,,
LN =24«. ‘ :
Fig. 89. Konstruktion der Beugung am Spalt nach dem
Also muB fiir Dunkelheit die Bedingung Huvcensschen Prinzip.
(15) LN — MK = 24 (& — &) = 2Aa = m

bestehen, und dies gibt die aus unserer allgemeinen Formel (8) folgende Lage
der Minima richtig wieder.

§ 49. Die Beugungserscheinungen an einer kreisférmigen Offnung.

Bei einer kreisformigen Offnung vom Radius A verlaufen die Betrachtungen
ganz ebenso, nur daB man natiirlich am besten Polarkoordinaten einfiihrt. Die
Koordinaten eines Punktess P der Beugungserscheinung, bezogen auf das geo-
metrische Bild O der Lichtquelle Q, seien gegeben durch

(1) pcos? =a, psind=5b,
die Polarkoordinaten eines Punktes in der beugenden Offnung durch
2) Pcos§=¢&, Psinf=n.
Also wird die Lichterregung in P nach § 48 (1) unter Beachtung von § 48 (7)
A2n
(3) up—_f‘T/fe—f*er<0—0>Pde0.
00 ‘
Hier treten die bekannten transzendenten BEsskLschern Funktionen auf, deren
nte so definiert ist!:  2a )
— 7" [ sircoss ind
@) I() = 21[& #7940 .

0

Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden dieser Funktionen und der Ableitung
der einen gilt die Rekursionsformel?®

al,
(5) 2ty =zl .
Fir n = 1 folgt hieraus insbesondere
S alr d(z1
(6) ziz—l+11= (dz')=zlo.

1 Siehe E. JAHNXE und F. EMDE: Funktionentafeln, S. 169. Leipzig u. Berlin 1909.
3 Siehe JAHNKE-EMDE: S. 165.
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Diese Gleichung ergibt integriert
] ¥

? L) = [LE)tac.
(o]

Wir merken weiter die Werte der beiden fiir uns in Betracht kommenden Funk-
tionen fiir den Nullpunkt an. Es ist

10 (8) limIy(z) =1
¥y £>0
und
1 9) lim2h@ _
>0 2
Nunmehr kehren wir zu unserer Beugungsformel (3) zu-
\ riick. Da I, (z) eine gerade Funktion ist, kénnen wir schreiben
4
\ (10) up =k [ I,(kPg)PdP.
J
\ Diese Gleichung bringen wir mit Hilfe der Substitution
'y
\ (11) kPo=¢
und unter Benutzung der Hilfsformel (7) in die Gestalt

&
\ Ako

w (12w =y [BOL4 = 21 (dke).

Fir die Intensitit erhalten wir

v \ y-(ié@/ also

A3x\2 (21, (A ko)\2
q7 = __) Ve
(13) ] P ( 1 ( Ak P )
»’— N e Die Intensititsverteilung in
: c — 2 der Umgebung des geometrischen
Fig. 90. Beugung an der kreisférmigen Offnung. Die Funktion Bildes wird also durch die Funk-
:(—I%’—))z. tion (2I,(x)/x)? bestimmt, welche

bei x =0 den Wert 1 hat und dann
in &hnlicher Weise oszillierend gegen Null geht wie die oben (§48, S.157)
behandelte Funktion (sinx/x)? nur haben jetzt die Nullstellen nicht mehr gleiche
Abstinde, sondern liegen bei

x = 1,220m; 2,2337; 3,2387; 4,250%; ...

Man sieht, daB ihr Abstand mit wachsender Gliednummer mehr und mehr sich
dem Werte m nihert. Hieraus erhilt man fiir die Radien der dunklen Inter-
ferenzringe

i

i 2
(14) e=06107; 11165 1,619 ....

Der Abstand der einzelnen Ringe nahert sich also immer mehr dem Werte §4/4.
Die ,,Durchmesser* der Beugungserscheinung sind, analog zur Beugung an der
rechteckigen Offnung, dem Radius 4 der Kreisblende umgekehrt proportional.
Die Lichtverteilung, das Lichtgebirge, besteht aus einer zentralen, kegelfsrmigen
Erhebung, die von ringférmigen Kimmen umgeben ist, wie der Querschnitt
in Fig. 90 zeigt.

Die Héhe der mittleren Erhebung ist wieder dem Quadrat der Fliche der
Blendenoffnung A2x proportional. VergroBert man die Fliche auf das Doppelte,
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so schrumpft die Fliche ng? der Beugungserscheinung auf die Hilfte, die
Lichtstirke aber wichst auf das Vierfache; so kommt es zustande, daB die
Gesamtintensitit ebenso wie die Blendensffnung auf das Doppelte wichst.

§ 50. Beugende Offnungen von anderen Formen.

Man kann zahlreiche andere Formen von beugenden Offnungen in dhnlicher
Weise behandeln, z. B. indem man krummlinige Koordinatensysteme benutzt,
fiir welche die Kontur der Offnung eine Koordinatenlinie ist. Wir wollen darauf
aber nicht eingehen?, sondern nur einen Punkt erwihnen, der sich ohne weitere
Rechnung erledigen 14B8t, nimlich die gleichmafige Verzerrung einer Offnung in
einer Richtung. Setzen wir in unserer Formel §48 (1):

(1) up = ;—/[e—iktfawb)d,gdn

etwa & = ué’, 5 =’ und integrieren iiber denselben Bereich der &'7n’-Ebene,
wie vorher in der £7-Ebene, so stellt die entstehende Funktion «(a, ) die
Beugungsfigur der im Verhiltnis u deformierten Offnung dar. Fithrt man nun
statt @ und b neue Variable a” = ua, b’ = b ein, so lautet das Integral (1) als
Funktion von a’, b':

(2 Up = %f_‘/‘e“”'(5'“'+'l"")d§’d17’ = uu(a,b)=pu(ua,b).

Hieraus geht hervor, daB die Beugungsfigur sich ebenfalls linear deformiert,
nur in genau umgekehrtem Sinne wie die Offnung: Wenn die beugende Offnung
in einer Richtung im Verhilinis y ausgedehnt deformiert

wird, so zieht sich das Lichtgebirge in dieser
Richtung im selben Verhdlinis zusammen. Gfpurg O O
Auf diese Weise kann man die Beugungs-

bilder von Parallelogramm wund Ellipse aus

denen von Rechteck und Kreis ableiten. Als

Beispiel deuten wir in Fig. 91 das Beugungs-

bild einer elliptischen Offnung an. bewgurgs-
Wir behandeln nun den wichtigen Fall, o

daB in dem Schirm eine grifere Anzahl glei-

cher und gleich orientierter Offnungen vor- et ellioti

handen ist. (Nach dem BABINETschen Prin. ©° °F Dei6uns an einer cliptischen Offoung.
zip koénnten wir ebensogut ein den Lochern entsprechendes System von gleichen
Schirmen ins Auge fassen.) Wir fixieren in jeder Offnung einen relativ gleich
gelegenen Nullpunkt, in der pten Offnung mit M, bezeichnet. Die Koordinaten
dieser Punkte M,, M,, ..., bezogen auf ein in der Blendenebene festes Bezugs-
system, seien &;, 7,; &;, #g; . ... Die Gesamterregung in einem Punkte P ist
dann nach (1) gegeben durch

up = 17 z’f/e-"k((fﬁf)“+('lv+ﬂ)”)d5dn,
<.

o) up = STe-itts . L [[e-neerimagay.
?

1 Photographische Aufnahmen von Beugungsfiguren an verschiedenen Offnungen
findet man bei J. SCHEINER u. S. HirRAvAaMA, Abhandl. 4. konigl. Akad. d. Wissénsch.
Berlin, 1894, Anhang S. 1.

Born, Optik. 11
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Das Integral in (3) driickt die beugende Wirkung einer einzigen Offnung aus,
die Summe beriicksichtigt die Superposition der einzelnen kohirenten Beugungs-
erscheinungen. Bezeichnen wir die Intensitit der von einer Offnung erzeugten
Lichterregung mit J,, so wird die Gesamtintensitit

(4) ] = ]0 | Ze—“\‘(fva"r 7pb) (2 = ]0 228—”‘((5;’— Sya+ (np—ng)d)
? [

Der einfachste Fall ist der zweier Offnungen, den wir frither (III, §35)
als YouNGschen Interferenzversuch kennengelernt haben. Wir haben dort von
dem ersten Faktor (der Beugung an der einzelnen Offnung) abgesehen und nur
den zweiten studiert. Man sieht leicht, daB unsere neue Formel (4) genau mit
dem fritheren Resultat [III, §34 (14)] iibereinstimmt; denn wenn $ und ¢ nur
die Werte 1, 2 durchlaufen, so wird aus der Doppelsumme:

2 + eik((S;—E,)a + (71— 12)b) + efk((51“51)4+('12—’)1)b)
OF 1 =2+ 2c0s{k (61— Ea + tn, — ma) )} = acos®l (&, — &+ oy — m) ).

Wir betrachten jetzt den Fall sehr zahlreicher Offnungen. Diese verhalten
sich ganz verschieden, je nachdem, ob sie ungeordnet oder nach einem regel-
mafigen Gesetz geordnet liegen. Im ersteren Falle, dem der vollstindigen Unord-
nung, werden die Glieder der Doppelsumme, fiir die p 5 ¢ ist, unregelmiBig
zwischen +1 und —1 schwanken und sich im Mittel aufheben. Die iibrigen
Glieder (p = g¢) sind séamtlich 1. Bezeichnen wir mit m die Anzahl der Offnungen,
so wird also

(6) J=Jom.

Die ungeordneten, einander gleichen Offnungen erzeugen also alle zusammen
genau dieselbe Beugungserscheinung wie eine von ihnen allein; nur ist die In-
tensitdt im ganzen soviel mal stirker, als die Anzahl der einzelnen Offnungen
betrigt. Diese Erscheinung, oder vielmehr die zu ihr nach dem BABINETschen
Prinzip komplementire, kann man leicht beobachten, wenn man eine mit Lyko-
podiumsamen oder mit anderen gleichférmigen Teilchen bedeckte Glasplatte
gegen eine entfernte Lichtquelle hilt. Auch sieht man diese Beugungsringe an
beschlagenen Fensterscheiben, wobei nur zu beachten ist, daB die Hindernisse
nicht gerade genau gleich sind. Weiter gehéren hierher die scg. ,,Hofe' um
Sonne und Mond bei Nebel oder diilnnen Wolkenschichten.

Die Ausloschung der Glieder mit p = ¢ in der Doppelsumme (4) ist natiir-
lich nicht vollkommen, und es werden infolgedessen Schwankungen des gleich-
miBigen Hintergrundes auftreten. Andere Schwankungen treten ein, wenn die
Offnungen nicht gleiche Gestalt haben und diese nach irgendeinem strengen
oder statistischen Gesetz verteilt ist. Die hierdurch bedingten (strahlenartigen)
Lichterscheinungen lassen sich berechnen, doch wollen wir hierauf nicht eingehen?.

Wesentlich-werden die Glieder mit $ = ¢, sobald die Anordnung der beugen-
den Offnungen regelmdifig ist. Die hierauf beruhenden optischen Einrichtungen,
die Beugungsgitter, sind so wichtig, daB wir sie in einem besonderen Paragraphen
behandeln wollen.

§ 51. Beugungsgitter.

Das optische Gitter besteht aus einer Glas- oder Metallfliche, auf welcher
durch eine Teilmaschine gerade Striche in gleichen Abstinden eingeritzt sind.

1 Vgl. M. v. LAUE: Berl. Ber. 1914 S. 1144. Ahnlieke Erscheinungen treten auch bei der
Beugung von Rontgenstrahlen an Flissigkeiten auf; s.’J. A. PriNs: Naturwiss. Bd. 19 (1931)
S. 435.
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Man kann bei Glasgittern sowohl im durchgehenden als auch im reflektierten
Licht beobachten, bei Metallgittern natiirlich nur im reflektierten. Wir ideali-
sieren das Gitter in der Weise; daB wir es uns als eine Reihe von dquidistanten,
kongruenten Spalten in einem undurchsichtigen Schirm denken. Die Breite
des einzelnen Spaltes sei s, die Lange /, der Abstand zweier Spalte von Mitte zu
Mitte, die Gitterkonstante, sei d, und die Anzahl der Spalte sei m (s. Fig. 92).
Der Winkel des einfallenden Strahls gegen die Normale der Gitterebene sei 4,,
der des gebeugten ¥#; dann ist &, = sind,, & = sin? und a = sin$ — sind,.
Wir konnen setzen '

&, =1pd, n,=0. $p=0,1,2,...,m—1).
Nach Gleichung § 50 (3) ist dann l
jdmt. 1 tmkd
. __ g-imkda
(1 up = up E e~ tkrda — ) o ikda - "
p=0
Hieraus fOlgt Fig. 92. Zur Beugung am Gitter.
N g _ 10z 1 —emtde 1 —ginkde . 1 —cos(mkda)
]—I“Pl _I“Pl 1 — gikda 1 _¢-i*da Jo 1 — cos(kda)

Setzen wir nun den Ausdruck fiir die Intensitit J, bei der Beugung einer linearen
Lichtquelle am Spalt aus § 48 (14) ein, so ergibt sich (mit der neuen Bezeich-
nung 24 =s, 2B =1):

sinm ? sinMdka 2
5 J= s*/ 2 2
(2) ! kas . dka
- sin ——

Wir erhalten also eine Uberlagerung des Beugungsbildes vom einzelnen Spalt
mit dem Interferenzbild der m Spalte. Die Beugungsfigur des Einzelspaltes,
die wir frither diskutiert haben, hat ein Hauptmaximum, dessen halbe Breite
durch

kas xas
—_—= =

2 1
bestimmt ist, also den Betrag

) a=1

hat. Die Funktion, welche die Interferenzfigur des Zusammenwirkens der Spalte
darstellt, haben wir schon bei der Theorie der Interferenzspektroskope [III, § 39
(15)] kennengelernt ; sie unterscheidet sich von der Funktion fiir den einzelnen
Spalt dadurch, daB im Nenner ein Sinus steht. Daraus folgt, daB sie nicht nur
ein mittleres Hauptmaximum bei @ = 0 hat, sondern eine unendliche Folge von
Hauptmaxima iiberall da, wo der Nenner verschwindet, d. h. bei

(4 a=sim9—si.nt9°=—§~n. (n=0, +£1, £2, ...)
Dazwischen liegen schwache Nebenmaxima, die jeweils durch Nullstellen des
Zihlers voneinander getrennt sind. Diese Minima liegen bei

i n.
©) =T m

Der Verlauf der beiden einzelnen Faktoren in (2) wird in Fig. 93 wieder-
gegeben, das Zusammenwirken beider Faktoren in Fig. 94. Die Zahl « gibt fir

11*
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eine Richtung maximaler Intensitit (Interferenzstreifen) den Gangunterschied in
Einheiten der Wellenlinge zwischen zwei interferierenden Strahlen an, die durch
benachbarte Spalte hindurchtreten. Man bezeichnet sie in Ubereinstimmung mit
unserer fritheren, in III, § 42 gegebenen Definition als Ordnung der Interferenz.

7

/\A

1 rnrnrnrnr rnrnrnrnan

A 24
a a
Fig. 93a und b. Zur Theorie der Gitterbeugung.

Man kann die Lage der Interferenzmaxima auch in elementarer Weise nach
dem HuvGeNsschen Prinzip konstruieren (genau so, wie wir friither die YouNGsche
Anordnung behandelt haben), indem man sich von jeder einzelnen Offnung eine

1-\

T T e
O 7

Fig. 94. Zur Theorie der Gitterbeugung. (Nebenmaxima tiberhoht.)

Sekunddrwelle ausgehen denkt und ihre Phasendifferenz bestimmt (s. Fig. 95)
(s. hierzu auch die entsprechende Konstruktion bei der Beugung am einzelnen
Spalt § 48, Fig. 89, S.159). Seien M, N zwei aufeinanderfolgende Spalte, so
fillen wir von N aus das Lot NK auf den durch M hindurchgehenden einfallenden
Strahl und von M aus das Lot M L auf den durch N hindurchgehenden gebeugten
Strahl. Dann ist die Phasendifferenz der beiden austretenden Strahlen gegeben
durch LN — MK =d.(® — &,) = d - a, und Interferenzmaxima entstehen da,

wo d-a = nl wird; hieraus folgt wieder a — —:i—n in Ubereinstimmung mit (4).
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Die wirkliche Intensititsverteilung ist durch das Produkt der in den Figuren
93a und 93 b dargestellten Funktionen gegeben. Indem man sie sich iiberlagert
denkt (Fig.94), sieht man, daB durch die Wirkung der Lichtverteilung vom
einzelnen Spalt die Interferenz nullter Ordnung vor allen anderen ausgezeichnet
wird. Wenn die Spaltbeugung noch an den Stellen stark ist, wo die Interferenzen
erster, zweiter, ... Ordnung liegen, d. h. nach (3) und (4) wenn 1/s > A/d oder
s<d ist, so kénnen auch die Beugungsbilder erster, zweiter, . . . Ordnimg hell
erscheinen, im allgemeinen jedoch mit abnehmender Intensitit.

Es kann aber vorkommen, daB eine Interferenz héherer Ordnung gerade in
ein Nebenmaximum der Spaltbeugungsfigur fillt und daher wieder verstirkt er-
scheint (s. Fig. 94). Uberhaupt ist die hier gegebene Theorie, bei der die Gitter-
fliche als abwechselnd véllig undurchsichtig und voéllig durchléssig betrachtet
wird, nur eine grobe Anniherung an die Wirklichkeit, besonders fiir Reflexions-
gitter. Bei diesen wird durch das Einritzen der Gitterstriche die Beschaffenheit
der Oberfliche und damit das Reflexionsvermogen irgendwie periodisch verdndert,
und man hitte also strenggenommen zu untersuchen, wie eine ebene Welle
an einer Oberfliche von periodisch verinderlichem Reflexionsvermégen, auch
unter Beriicksichtigung der Furchenform, reflektiert
wird. Solche Untersuchungen sind auch durchgefiihrt
worden!. Im Prinzip beruhen die Betrachtungen
darauf, daB man die Wirkung der beugenden Fliche
nicht durch die in §48 (3) eingefiihrte Funktion £ (&, 5),
die nur die Werte 0 und 1 annimmt, darstellt, son-
dern durch eine allgemeinere Funktion, die bei Gittern
periodisch ist. In diesem Falle kann man sie in eine
Fourierreihe mit dem Gitterabstand als Grundperiode
entwickeln und dann das Beugungsintegral glied- Fig. 95. Konstruktion der Phasen-
weise ausfithren. Die Stirke der Beugungsstreifen differenz bei zwei Spalten nach dem
einer bestimmten Ordnung hingt dann in einfacher Hoxernsschen Prinzip.
Weise mit der GréBe der Fourierkoeffizienten in der Funktion f zusammen.

Auf Grund dieser Theorie kann man Gitter so ritzen, daB die Hauptintensitat
nicht in Beugungsbildern niederer Ordnung, sondern in irgendeinem Spektrum
héherer Ordnung erscheint. Man erreicht dadurch den Vorteil eines groBeren
Auflosungsvermégens, wie wir spéter (§ 53) sehen werden. Hiervon wird in der
Praxis oft Gebrauch gemacht.

Da die Lage der Maxima von der Wellenlinge abhiingt, wird weiBes ein-
faJlendes Licht durch das Gitter in allen Ordnungen auBer der nullten spektral
zerlegt. Hierauf beruht die Anwendung des Gitters als Spekiralapparat.

Ein Gitterspektrograph ‘enthilt als Hauptteil auBer einigen abbildenden
Linsen und Hohlspiegeln (die Gitterfliche selbst kann als Hohlspiegel ausgebildet
sein) einen feinen Spalt, dessen Bild vom Gitter in den verschiedenen Ordnungen
entworfen wird. Das Spektrum besteht aus dem Nebeneinander der verschieden-
farbigen Spaltbilder. Einzelheiten werden wir unten besprechen.

Der violette Teil des Spektrums wird wenig, der rote stark abgelenkt, und die
Ablenkung ist direkt proportional der Wellenlinge. Wegen dieser Eigenschaft
nennt man das Gitterspektrum ein normales Spektrum. Grobe Wellenlingen-
messungen kann man daher unmittelbar durch Messung der Ablenkung aus-
fithren, wenn man entweder die Gitterkonstante oder die Wellenlinge einer
Spektrallinie kennt, wihrend man beim Prismenspektrographen die Dispersion
durch das ganze Spektrum hindurch eichen muB.

1 Siehe z. B. Lord RAYLEIGH: Wave theory of light. Enc. Brit. Bd. 24, s. insbes. § 15
" 1888); abgedruckt in Sci. Pap. Bd. 3 § 15 S. 117. Cambridge 1902.
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Hinsichtlich der Lichtstarke ist der Gitterspektrograph dem Prismenspektro-
graphen bei mibBiger Dispersion und Auflésung unterlegen, weil beim Prisma
alles einfallende Licht in einem Spektrum zur Beobachtung gelangt, wihrend
beim Gitter nur das Spektrum einer Ordnung aus@enutzt wird, die anderen
Ordnungen verlorengehen. Doch wird das Verhiltnis fiir den Prismenspektro-
graphen ungiinstiger bei hoher Dispersion und Auflésung, weil man dann
mehrere groBe Prismen braucht und Lichtverluste durch Absorption und mehrere
Reflexionen in Kauf nehmen muB. Daher werden Gitterspektrographen vor allem
bei Untersuchungen im Ultraroten und Ultravioletten gebraucht, wo die Haupt-
absorptionsgebiete der meisten Substanzen liegen. Im duBersten Ultravioletten,
dem Gebiete der sog. SCHUMANNstrahlen, benutzt man zur Vermeidung der Luft-
absorption Vakuumspektrographen mit Gitteroptik.

Beschrinkt man sich auf sichtbares Licht, das bekanntlich von 4, = 0,4 bis
A, = 0,75 p reicht, also nicht ganz eine ,,Oktave” umfaBt, so-sieht man, daB
das Spektrum erster Ordnung nicht ganz bis zum Spektrum zweiter Ordnung

. o Y R W T Y A
reicht (nidmlich von ¢ = vl bis a = i =04 4= 1,8 'R wihrend das Spek-
trum zweiter Ordnung erst bei 22—' anfingt), dagegen das Spektrum zweiter
Ordnung iiber das Spektrum dritter Ordnung berelts hmausrelcht (es erstreckt
sich nidmlich von a = 2~ bis a—2— = 2. 18 —36 , wihrend das
Spektrum dritter Ordnung schon bei
JiL: 3.0rah. Py 3,0 - y/d anfingt). Und je hoher die
9 1 2 4 " Ordnung des Spektrums ist, um so
& 3¢ 4 7 %7 weiter greift es iiber die folgenden

E hiniiber (siehe Fig. 96). Fiir visuelle
‘ ! Beobachtung, bei der der Farben-
S Ay =——  unterschied ins Auge fillt, bedeutet

e 2lroh 4lrdh &0ran. diese Tatsache keigen Nachteil, bei
photographischer Beobachtung muf3
dagegen auf die Ordnung besonders
geachtet werden.

Man kann aber auch aus der Uberdeckung der Ordnungen Verteil ziehen,
nimlich sie zur Vergleichung von Wellenlingen benutzen. Hat man zwei ver-
schiedene Wellenlingen 1, und 1,, deren Bilder in zwei benachbarten Ordnungen
aufeinanderfallen, so gilt
(5) nhy = (1 + 1) dy.

Man kann also 4, bestimmen, wenn 4, bekannt ist.

Die Methoden der genauen Wellenlingenmessung beruhen in groben Ziigen
auf folgendem:

Als Normalen erster Ordnung dienen solche Wellenldngen, die durch direkten
interferometrischen Vergleich an das Normalmeter angeschlossen sind (s. hierzu
III, §41). Mit diesen werden scharfe Spektrallinien, die man einigermalen
gleichmiBig iiber das ganze Spektrum verteilt auswihlt, als sekundire Normalen
geeicht. Hierzu benutzt man vor allem groBe Gitterspektrographen, zum Teil
in Kombination mit Interferenzapparaten. So 148t sich das eben angegebene
Verfahren der Koinzidenz verschiedener Ordnungen auBerordentlich verschirfen,
indem man ein Gitter mit einem PEROT-FABRY-Interferometer in folgender Weise
vereinigt :

Man setzt die Platte des Interferometers so vor den Gitterspalt, daB eine
feine Spektrallinie 4, von horizontalen Streifen, erzeugt durch das Interfero-

b ——_———

|
|
|
1
i
1

q =

Fig. 96. Uberlagerung der Gitterspektren verschiedener
Ordnung.
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meter, durchzogen erscheint. (Dazu ist iibrigens notwendig, die optische Ein-
richtung so zu treffen, daBl der Spalt ,,stigmatisch® abgebildet wird, d. h. daB3
jede Stelle des Spaltes, unabhingig von den iibrigen, ein schmales Spektrum
erzeugt.) Eine benachbarte Spektrallinie 7, wird dann ebenfalls von solchen
Streifen durchsetzt erscheinen, doch sind diese gegen die Streifen von Z; ver-
schoben (haben auch einen ein wenig anderen Abstand). Das kontinuierliche
Spektrum erscheint demnach von schrigen (nahezu geraden) Interferenzstreifen
durchzogen (s. Fig. 97). Geht man horizontal durch das Spektrum, so entspricht
der Abstand zweler Interferenzstreifen einer Anderung der Wellenlinge um so
viel, daf3 der Unterschied der auf die Platte des Interferometers fallenden Wellen-
ziige der beiden Linien 7, und /, gerade eine Wellenlidnge betridgt. Man hat also
wieder die Relation

nig = m+ 1)i,,
wo aber jetzt # die ungeheuer groBle Ord-

nungszahl (GréBenordnung 10%) des Interfero-
meterspektrums bedeutet. Es gilt also

N

. Fig. 97. Spektrum mit schrigen Interferenz-
- .t streifen.
Ly — Ly = PR
Daher kann man den Wellenlingenunterschied auerordentlich genau bestimmen,
selbst wenn die einzelne Wellenlidnge (4,) nur roh bekannt ist, sofern man nur
die Ordnungszahl # einigermallen kennt. Dieses Verfahren eignet sich besonders
zur relativen Ausmessung von Absorptionslinien, z. B. der FRAUNHOFERschen
Linien im Sonnenspektrum.

Wir wollen kuiz iber Geschichte und Methoden der Herstellung von Gittern
berichten. FRAUNHOFER war der erste, der Gitter mit Hilfe von parallelgespannten
Drihten anfertigte. Solche Drahtgitter werden heute noch im langwelligen
(ultraroten) Gebiet vorteilhaft verwandt (RUBENS). Spiter benutzte FRAUN-
HOFER Glasplatten, die er mit RuBl oder Silber iiberzog; in die Schicht ritzte er
mit einer Teilmaschine durchsichtige Linien hinein.

Reflexionsgitter erhidlt man durch Einritzen von Furchen mit Hilfe eines
Diamanten auf einer spiegelnden Metalloberfliche. Die Auffindung geeigneter
Metalle und die Auswahl von brauchbaren Diamantsplittern ist eine besonders
ausgebildete, nur an wenigen Orten ausgeiibte Technik. Besonders berithmt sind
die von ROWLAND hergestellten Gitter (meist Konkavgitter, s. unten). Vorziig-
liche ebene Gitter werden heute auf der Teilmaschine von MICHELSON angefertigt.

Die Giite eines Gitters ist wesentlich bedingt durch die Konstanz des Strich-
abstandes. Die Schraube, die den Diamanten fithrt, muB3 ihn bei einer Um-
drehung stets um das gleiche Stiick verschieben. Eine von ROWLAND gebaute
Teilmaschine ritzt 1800 Teilstriche pro Millimeter. Die Herstellung groBer Gitter
von etwa 10 cm Linge, also von einigen hunderttausend Strichen, geschieht in
R4umen von genau konstanter Temperatur durch automatische Maschinen und
dauert mehrere Tage und Néchte. Die Abnutzung des Diamanten spielt dabei
trotz seiner groBen Hirte eine wesentliche Rolle.

Ganz abgesehen von der Gefahr, daB die Spitze des Diamanten leicht brechen
kann, hat man mit einer kontinuierlichen Abnutzung zu rechnen, deren Einflul
sich durch folgende Uberlegung verdeutlichen 14Bt:

Bekanntlich kommen auf einen Millimeter einer festen Substanz wie Diamant
etwa 107 Atome. Wiirde beim einzelnen Gitterstrich auch nur eine Atomschicht
fortgerissen werden, so hatte man bei 10° Strichen eine Verschiebung oder Ver-

zerrung der Diamantoberfliche von 1-2)0 mm, wihrend der Strichabstand 10 bis
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20mal kleiner ist. MICHELSON pflegte zu sagen, daB die Aufgabe der Gitter-
herstellung gar kein Problem der Mechanikerwerkstatt, sondern ein solches des
atomphysikalischen Laboratoriums sei. Ahnliche Schwierigkeiten hat man bei
der Vermeidung von elastischen und thermischen Einfliissen auf die Apparaturen
zu iiberwinden. :

Jedes Gitter zeigt gewisse Gitterfehler, die darin bestehen, daB der Strich-
abstand nicht vollstindig konstant ist. Ganz unregelmiBige Abweichungen
geben nur eine Verschleierung des Hintergrundes. Dagegen sind alle periodischen
Abstandsinderungen duBerst gefahrlich; sie erzeugen sog. ,,Geister’, d. h. falsche
Linien, die oft sehr schwer von den richtigen zu unterscheiden sind. Nehmen wir
etwa an, daB die Strichabstinde sich mit einer Periode dndern, die das pfache
des Gitterabstandes betrigt, so heiBt das, daB die Grundperiode der Gitter-
teilung in Wirklichkeit pmal so groB ist, wie bei der Rechnung mit dem Strich-
abstand angenommen wurde. Daher hat man auBer dem durch die Strich-
periode bedingten System von Ordnungen noch ein weiteres System verschie-
dener Ordnungen (welche strenggenommen allein diesen Namen verdienten)
in einem pmal kleineren Abstande. Diese Nebenlinien werden allerdings gewéhn-
lich schwach sein, wenn die Fehlerperiode selbst nur schwach ausgebildet ist.
Man sieht jede Spektrallinie begleitet von dquidistanten, schwachen Nebenlinien,

eben den Geistern. Die periodischen Gitterfehler

werden gewohnlich durch Fehler in der Schraube
der Teilmaschine verursacht und haben als

Grundperiode die Ganghdhe der Schraube; da-
6 her muB die Schraube aufs peinlichste hergestellt
s L, und nachher mit Hilfe von Interferometern auf
ihre Gleichformigkeit hin untersucht werden.
Die auf diese Weise gefundenen Fehler kann man
dann noch durch mechanischeVorrichtungen zum
Teil aufheben (indem man zwischen Schraube und
ReiBdiamant eine durch Schablonen gefiihrte
Fig. 98. Schema des Gitterspektrographen.  Hebelvorrichtung einschaltet oder dergleichen

mehr).

Wir betrachten jetzt die wichtigsten Aufstellungsarten von Gittern. Gewédhn-
liche Reflexionsgitter werden genau wie Prismen mit Hilfe von Kollimator-
und Beobachtungsfernrohr so aufgestellt, wie Fig. 98 zeigt. Die Lichtquelle Q
beleuchtet den Spalt S, der sich in der Brennebene der Kollimatorlinse L, be-
findet. Das Licht fillt von dieser parallel auf das Gitter G. Die reflektierten
gebeugten Strahlen werden entweder im Fernrohr F oder mit einer photographi-
schen Kamera aufgefangen.

Um Linsen und die durch sie erzeugten Lichtverluste zu vermeiden, hat
RowLAND, wie schon gesagt, Konkauvgitter eingefithrt. Bei diesen sind die Striche
auf der konkaven Seite einer schwach zylindrischen, gut reflektierenden Metall-
fliche eingeritzt. Die Gitterfliche wirkt dann gleichzeitig als Hohlspiegel. Bei
der Aufstellung nutzt man eine einfache geometrische Tatsache zum Fokussieren
aus:

Es sei B der Mittelpunkt der Gitterfliche, C ihr Kriimmungsmittelpunkt.
Die Verbindungslinie BC halbieren wir durch den Punkt O und beschreiben um
diesen den Kreis K durch B und C. Dann kann man zeigen, daBl mit groBer
Anniherung folgendes gilt: Die von irgendeinem Punkte Q des Kreises K aus-
gehenden Strahlen werden sowohl bei regulirer (geometrischer) Reflexion als
auch in allen Beugungsbildern in Punkten P, P’, ... des Kreises K vereinigt

(s. Fig.99).
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Fiir den Strahl QB ist CB das Einfallslot. Bezeichnen wir die Winkel QBC
bzw. CBP mit « bzw. f§, so ist also &« = ff und QC = CP. Betrachten wir nun
einen zweiten Strahl QB’, so ist CB’ das Einfallslot; B’ liegt zwar nicht genau,
aber bei geringer Kriimmung der Spiegelfliche
mit groBer Anniherung auf dem Kreise K.
Zeichnen wir nun den reflektierten Strahl mit
dem Reflexionswinkel 8’ = &’ = @B’C, so muf
dieser nach dem Peripheriewinkelsatz ebenfalls
durch P gehen.

Dieselbe Betrachtung gilt auch fiir die abge-
beugten Strahlen; denn ein in B abgebeugter
Strahl weicht von dem direkt reflektierten um
einen Winkel y ab, der gleich dem Winkel §’
ist, um den der in B’ abgebeugte Strahl von
dem dort direkt reflektierten abweicht. Man hat
also wieder zwei von B und B’ ausgehende Strah-
len, die gegen die Verbindungslinien BC bzw.
B'C die gleichen Winkel B+ 9 bzw. 8’ + 9" ‘ } ,
einschlieBegn. Daher mﬁssenﬂ sieysich if derr)l/- Fig. 99. F°k"ss‘f:f,'g§,?,:k“"g eines Kon-
selben Punkt P’ der Peripherie von K treffen.

Man hat also die Regel: Um scharfe Linien zu erhalten, hat man Spalt,
Gitter und Auffangeschirm (photographische Platte) auf demselben Kreise an-
zubringen, dessen Durchmesser gleich dem Krimmungsradius des Konkav-
gitters 1st.

Wir wollen zwei wichtige Aufstellungen von Konkavgittern beschreiben. Die
eine, von ROWLAND herriihrende, ist durch Fig. 100 dargestellt. Der Spalt steht
auf zwei aufeinander senkrechten Stahlschienen, exakt im Scheitel S des rechten
Winkels, so orientiert, daB das von ihm normal ausgehende Licht lings der
einen Schiene in der Richtung SA4 verliuft.
Eine weitere Schiene, die Briicke, ist so auf den
4 beiden ersten
beweglich an-
gebracht, daB
ihre Enden auf ihnen glei-
ten; das eine Ende der
,Briicke, das auf SA4 gleitet,
tragt das Gitter G, dessen
Normale mit der Briicken-
richtung zusammenfillt. Das
andere, auf SB gleitende
Ende der Briicke trigt die

4§ Platte P, die senkrecht zur St
fc'ﬁef;?gmﬁfs‘;ﬁﬁ,’:f; BrﬁCkenriChtung gestellt ist. Fig. 101. Feste Aufstellung eines Konkavgitters.
Dann liegt der Punkt
offenbar immer auf dem Kreise iiber dem Durchmesser GP, der gleich
dem Kriimmungsradius des Konkavgitters gewidhlt wird. Durch Verschie-
ben der Briicke kann man die Spektren aller Ordnungen auf die Platte P
werfen.

Eine andere Aufstellung, die erlaubt, alle Spektren auf einmal zu photo-
graphieren, wird heute hiufiger gebraucht. Sie zeichnet sich durch groBere
Stabilitat vor der obigen aus. Hier wird der Kreis (s. Fig. 101) einfach durch eine
festmontierte Stahlschiene dargestellt, auf der in fester Lage der Spalt S und

I3

~

P
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das Gitter G angebracht sind. Die Schiene enthilt iiberall Vorrichtungen zum
Anbringen von photographischen Platten. Nachteile dieser Anordnung sind
Raumbeanspruchung und Kostspieligkeit.

§ 52. Ebene Kreuzgitter und Raumgitter. Rontgenspektren.

Das Strichgitter wurde in § 51 als der- Spezialfall eines Systems von zahl-
reichen beugenden Offnungen behandelt, bei dem sich Spalte in einer Richtung
periodisch wiederholen. Man kann nun natiirlich auch doppelt periodische An-
ordnungen von Offnungen treffen und spricht dann von Kreuzgittern bzw. Kreuz-
gitterspektren. Solche Gitter werden in optischen Apparaten kaum benutzt, doch
gibt es mancherlei Gelegenheit, die davon herrithrenden Beugungserscheinungen
zu beobachten. Man sieht sie z. B., wenn man durch einen fein gewebten Stoff
(Regenschirm, Vorhang) gegen eine entfernte, helle Lichtquelle blickt, oder auch
bei Reflexion an Rastern, wie sie in der Drucktechnik bei Bildreproduktionen
gebraucht werden. Die Theorie der Kreuzgitter ist duBerst einfach. Man hat nur
in den Formeln von § 50 die zentralen Punkte der Offnungen in einem ebenen
Netz anzuordnen, das im allgemeinen schiefwinklig sein wird.

Wir wollen hier gleich den Fall von Raumgittern behandeln, weil diese in der
Optik der Rontgenstrahlen eine entscheidende Rolle spielen. Vorerst miissen
wir einige Worté iiber die Entwicklung der Lekhre von den Rontgenstrahlen sagen.
Bald nach ihrer Entdeckung (1896) hat man versucht, Beugungs- und Inter-
ferenzversuche mit ihnen anzustellen, jedoch ohne deutliches Ergebnis. Nur so-
viel ging aus den Beugungserscheinungen hervor, daB, wenn die Rontgenstrahlen
tiberhaupt Wellennatur besitzen, ihre Wellenlinge ganz auBlerordentlich klein sein
muB (GréBenordnung einige A). Interferenzerscheinungen mit Hilfe von Reflexionen
an Oberflichen lieBen sich damals nicht herstellen, weil die Rontgenstrahlen
nicht regulidr -reflektiert wurden. (Mit den heutigen intensiven Strahlen ist es
moglich, indem man streifende Inzidenz benutzt, regulire Reflexion zu erhalten.)
Technisch hergestellte Strichgitter versagten, weil der Strichabstand im Ver-
hiltnis zur Wellenlinge viel zu groB8 war.

Da kam M. v. LAUE (1912) auf den Gedanken, die natiirlichen Gitteranord-
nungen der Atome in Kristallen als Beugungsgitter fiir Rontgenlicht zu ver-
wenden. Das von ihm gemeinsam mit FRIEPRICH und KNIPPING ausgefiihrte
Experiment hatte vollen Erfolg und war der Ausgangspunkt der Spektroskopie
der Rontgenstrahlen, die dann hauptsichlich durch Untersuchungen von Bracc
Vater und Sohn (1912), DEBYE und SCHERRER (1916), HuLL (1917), sowie von
S1EGBAHN und seinen Schiilern gefordert wurde. Wir konnen auf die Optik des
kurzwelligen Gebiets hier nur ganz oberflichlich eingehen, weil sie eine Wissen-
schaft fiir sich geworden ist, die sowohl theoretisch als auch experimentell ganz
andere Methoden erfordert als die Optik des gewohnlichen Lichts!. Wir wollen
nur angeben, wie sich die Beugungserscheinungen an Kristallgittern in die all-
gemeine Gittertheorie einordnen.

Wir betrachten einen beliebigen (im allgemeinsten Fall triklinen) Kristall.
Er besteht aus der periodischen Wiederholung einer gewissen Gruppe von Atomen
oder Molekiilen im Raume.

Wir denken uns das ganze Gitter durch folgende Operation aus einer solchen
Gruppe, der Basts, erzeugt:

Es seien q,, a,, a, drei beliebige von einem Basispunkt, dem Nullpunkt O
ausgehende Raumvektoren, die ein Parallelepiped, die ,,Zelle*’, avfspannen, und

1 Fiir genaueres Studium verweisen wir auf P. P. EwALD: Kristalle und Rontgenstrahlen.
Berlin: 1923.
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l,, 1y, l; drei ganze Zahlen (positiv, negativ, einschlieBlich Null). Durch den
Vektor
(1) Ri= Loy + Ly + a4

mit den Komponenten
Xy =hay, + Ly, + L3045,
(2) Yi=lLay + Ly, + L3035,
Zy=1ha, 4+ Loy, 4+ Las,

wird dann eine Translation definiert; der Nullpunkt wird dabei in einen ein-
deutig bestimmten neuen Punkt R, iibergefiihrt, der beziiglich des von a,, a,, a3
aufgespannten schiefwinkligen Koordinatensystems ganzzahlige Koordinaten hat.
Die Gesamtheit aller so aus dem Nullpunkt entstehenden Punkte bildet ein
,.einfaches” (im allgemeinen schiefwinkliges triklines) Gitter.

Das wvolistindige Guitter entsteht durch Anwendung aller Translationen auf
die Atome der Basis in der Zelle; zu jedem Atom der Basis gehort ein dem Git-
ter R, kongruentes einfaches Atomgitter. Der Vorgang der Lichtstreuung im
Kristall ist in geometrischer Hinsicht einer Beugungserscheinung ganz analog,
in physikalischer Hinsicht aber eher als Dispersionserscheinung aufzufassen, wie
wir sie im letzten Kapitel dieses Buches behandeln werden. Die Atomgruppen
in den Zellen des Gitters sind, wenn sie von einer einfallenden Réntgenwelle
getroffen werden, tatsichlich Zentren fiir sekundire Wellen, und dies ist nicht
nur eine mathematische Vorstellung, wie sie beim HuyGENSsschen Prinzip benutzt
wird, sondern ein wirklicher, physikalischer Vorgang. Die Zentren der Sekundér-
wellen sind ja nicht wie bei den eigentlichen Beugungserscheinungen Stellen im
leeren Raume, sondern Stellen in Atomen, wo reale schwingungsfihige Gebilde
(Elektronen) vorhanden sind. Diese werden von der einfallenden Welle in
Schwingung versetzt und strahlen nun ihrerseits wirkliche Kugelwellen aus. Das
Mitschwingen wird nicht genau in Phase mit der einfallenden Welle stattfinden,
weil die Resonatoren eine gewisse Trigheit haben; jedoch ist die Phasenver-
schiebung auBerordentlich geringfiigig. Sie ist verantwortlich dafiir, daB der
Brechungsindex fiir Réntgenstrahlen ein ganz klein wenig von Eins abweicht;
dies ist die eigentliche Dispersionswirkung. (Die ausfiihrliche Theorie dieser Er-
scheinung stammt von EwALD; wir kommen auf ihre Grundziige spiter zuriick,
VII, §75.) Wir sehen hier davon ab und nehmen an, daB das Mitschwingen
exakt im Rhythmus der einfallenden Erregung erfolgt. Dann hat man einfach
folgende Uberlegung:

Ein Punkt des Kristalls werde von dem Licht der im Abstande 7, ge-
legenen punktférmigen Lichtquelle getroffen; die einfallende Amplitude ist
also ¢*7/r,, sie errege in dem betrachteten Punkte eine sekundire Kugel-
welle mit der Amplitude ¢*7/r. Die im Aufpunkt ankommende, von diesem
Kristallpunkt gestreute Amplitude ist also das Produkt e**7+7)/ry;. Wir nehmen
nun an, daB die Lineardimensionen des ganzen Kristalls klein sind gegen die Ab-
stinde R und R, seines , Mittelpunkts** von Aufpunkt P und Lichtquelle Q.
Bezeichnen wir mit q den vom Mittelpunkt O im Innern des Kristalls nach irgend-
einem Gitterpunkt (Atom) gezogenen Vektor, so ist also die Linge von q klein
gegen R und R,. Dann kénnen wir fiir alle streuenden Zentren des Kristalls
im Nenner der Amplitude 7, und » durch R, und R ersetzen; ferner kénnen wir
im Exponenten niherungsweise schreiben

3) 7o = Ry + 349
und
(4) ’=R'—§q’
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wo &, der Einheitsvektor der Richtung QO und $ der Einheitsvektor in Rich-
tung OP ist. Somit wird die von dem Gitterpunkt gestreute Amplitude

(5) up = CeikGa9a

wo der Faktor C alle makroskopischen GréBen zusammenfaBt.
Ist nun ¢° mit den Komponenten &, 5, { der Vektor, der den Nullpunkt mit dem
zum betrachteten Gitterpunkt q dquivalenten Basispunkt verbindet, so gilt nach (1)

(6) q="%R +q°.

Die Gesamtstreuung des Kristalls 14Bt sich jetzt erhalten als eine mehrfache
Summe, einmal erstreckt iiber alle Vektoren q° einer Kristallzelle und zweitens
iber alle Zellen /. Die erste Summe, die die Streuung der Einzelzelle darstellt, be-
zeichnen wir mit %% (sie entspricht in der FRAUNHOFERschen Beugungstheorie
des optischen Gitters der vom Einzelspalt erzeugten Amplitude). Die gesamte
Amplitude in P wird dann nach (5) und (6)

7) up = u‘}; gk R =9

wo die Summe iber alle Zellen, d. h. iiber alle (ganzzahligen) Werte [,, I,, I,
zu erstrecken ist. Mit Hilfe der Formel (1) 1aBt sich das skalare Produkt im
Exponenten so umschreiben

8 Ri(Bp—8) =L a;(39 — 3) + lp- (39 — 8) + 3+ a3(8, — 3) .

Man sieht hieraus, daB unsere Formel eine direkte Verallgemeinerung der Grund-
formel § 48 (1) der FRAUNHOFERschen Beugungserscheinungen ist; sie geht in
diese iiber, wenn man das Glied mit dem Index 3 wegliBt, a, und a, aufeinander
senkrecht annimmt und die Komponenten von 3, und & in dem durch q, und a,
bestimmten Koordinatensystem mit «,, fi, bzw. «, f bezeichnet.

Wir nehmen nun zur Vereinfachung der Rechnung an, daB der Kristall die
Form eines Parallelepipeds habe, dessen Kanten den drei Vektoren qa,, a,, ag
parallel sind.

Setzt man den Ausdruck (8) in die Formel (7) ein, so zerfillt die Summe
in drei geometrische Reihen, deren jede die Form

(9) ;" A
hat, wobei /A einen der Ausdricke LA, L, A,, I;A; vertritt, mit
(10)  A;=Fk-0;(8—58), Ap=£Fk-0,(8—38), Az=r-a3(8,—3).

Sind L,, L,, L, die Anzahlen der Gitterpunkte lings der drei Kanten des
Kristalls, so gibt die Summierung der Reihe (9):
L—1
A —
=0
Das Quadrat des Betrages der rechten Seite ist

1 — el LA
1 — oA

sin?

1 —cosLA 2
(11) 1—cosA ~ . LA
S1n®—
2

Demnach ist die Intensitit der Streuung gegeben durch

sint 2121 ginalefe o LsAs
2 2 2
(12) ]P - ]‘.I" A, A

. Al . . a
sin? — sin?—* sin?—>
2 2
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J% stellt die Streuung der einzelnen Gitterzelle dar und wird in der Réntgen-
spektroskopie Strukturfaktor genannt. Denkt man sich die streuenden Teil-
chen in der Zelle als punktférmige Dipole, so liBt sich J% selbst wieder als
Summe iiber diese darstellen. Neuerdings ist man aber auch dazu iibergegangen,
mit kontinuierlicher Dichteverteilung zu rechnen, wie sie aus der modernen
Atomtheorie entnommen werden kann. Doch gehen wir auf diese Probleme hier
nicht ein.

Wir diskutieren nun die Lage der Interferenzmaxima, welche durch das Ver-
schwinden der drei Faktoren im Nenner von (12) gegeben sind. Die Bedingungen

dafiir lauten
%‘: LT, '32,:;,2”’ %’=h3n,
wo hy, hy, hy ganze Zahlen sind; oder unter Benutzung der Ausdriicke (10) und

mit k= 27/l
(13) 0,(80 — 8) =MA, ay(8— 8) =hZ, a3(8y— 8) = hsl.

Dies sind die berithmten Formeln von LAUE fir die Lage der Intensititsmaxima
der Roéntgenstreuung in Kristallen.

Der charakteristische Unterschied gegen die Beugung am Strichgitter (oder
auch am ebenen Kreuzgitter) ist folgender:

Wihrend beim Strichgitter und Kreuzgitter fiir eine vorgegebene Wellenlinge
und vorgegebene Einfallsrichtung 8, immer eine Losung 8 vorhanden ist, ist das
hier nicht der Fall; man hat bei gegebener Wellenlinge 4 eine Gleichung mehr
als Unbekannte, niamlich drei Gleichungen fiir die zwei unabhingigen Kompo-
nenten des Einheitsvektors 3. Daher wird ein Kristall, der mit streng einfarbigem
Réntgenlicht bestrahlt wird, im allgemeinen iberhaupt keine merkbaren Inter-
ferenzen geben. Um solche zu erhalten, kann man zwei wesentlich verschiedene
Wege einschlagen:

1. Das Laue-Verfahren.

Beim LAuEg-Verfahren wird ,,weiBes’* Rontgenlicht, d. h. ein kontinuierliches
Spektrum eingestrahlt. Dann sucht das Gitter von selbst die geeigneten Wellen-
lingen aus, welche der Laueschen Bedingung (13) geniigen. Das Ergebnis auf
der photographischen Platte ist ein System von Punkten regelmiBiger Anord-
nung, aber von ganz verschiedenen Intensititen und verschiedener Bedeutung.
Eine Gruppe von symmetrisch geordneten Punkten (entsprechend den Sym-
metrien des Kristalls) wird durch eine bestimmte, ausgesiebte Wellenlinge er-
zeugt. Die Entwirrung eines solchen LAUE-Diagramms ist recht verwickelt und
erfordert die gleichzeitige Bestimmung der Ordnungszahlen 4,, %,, A, und der
Wellenldnge 1. Auf die hierbei angewandten Methoden kénnen wir nicht ein-
gehen.

2. Die Verfahren von Bracc und DeBve-ScHErrer-HuLL.

Bei diesen Verfahren wird die Stellung des Kristalls im Raume variiert, und
zwar bei BRAGG durch Drehen des Kristalls, bei DEBYE-SCHERRER und bei HuLL
durch Benutzung eines feinen Kristallpulvers, in dem so viele Einzelkristalle in
verschiedenen Lagen vorhanden sind, daB man mit dem Vorkommen jeder
Orientierung rechnen kann. Das erste Verfahren erfordert den Besitz von guten
Kristallstiicken. Dabei haben iibrigens die BRAGGS statt der LAUEschen Formel
eine andere, dquivalente, aber anschaulichere benutzt, die an die Theorie der
Interferenz an planparallelen Platten ankniipft. Sie iiberlegten folgendes:
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Es moge ein Rontgenstrahl die Oberfliche eines Kristalls treffen, welche als
Netzebene des Gitters gedacht ist (s. Fig. 102). Die nichste, darunter liegende
Netzebene bildet mit ihr zusammen eine planparallele Schicht. Die BRraGGS
stellen sich vor, daB der Rontgenstrahl sowohl an der oberen als auch der unteren
Grenze der Schicht reflektiert wird, aber nur dann in merklicher Stirke, wenn
dabei die Interferenzbedingung an planparallelen Schichten (III, §38, § 39) er-
fiillt ist, nimlich daB der Gangunterschied zweier benachbarter interferierender
Strahlen ein ganzes Vielfaches der Wellenlinge betrigt. Bezeichnet man mit ¢
den Glanzwinkel, d. h. den Winkel zwischen Grenzebene und einfallendem
Strahl (wohl zu unterscheiden von seinem Komplement, dem Einfallswinkel,
der in der gewdohnlichen Optik benutzt wird), so gibt Fig.102 die Bedingung
der Verstirkung:

(14) 2dsind = ni,

wo d der Abstand der beiden Netzebenen und » eine ganze Zahl ist. Ist diese
Bedingung erfiillt, so werden auch simtliche tieferliegenden Netzebenenpaare
zur Verstirkung beitragen.

Man kann nun einsehen, da3 diese BRAGGsche Bedingung (14) mit den LAUE-
schen Formeln (13) 4quivalent ist, wenn man sie nicht nur auf die Oberfliche,
sondern auf alle méglichen inneren Netzebenen anwendet. Hierzu dient fol-

gende geometrische Uberlegung:
Es sei

A1z O3y Qg2
/ (15) V=1a;-(ay X a3) = [ G2z Q2y Qg

7N | O3z O3y Q3.

Fig. 102. Beugung von Réntgenstrahlen an das Volumen der Gitterzelle. Wir definieren
Kristallgittern. nun drei Vektoren

1 1 1
(16) b, = v (ag X aj), b, = v (a3 X ay), by = 7(01 X ag),

die immer auf je zweien der Grundvektoren des Gitters senkrecht stehen. Das
von den Vektoren b aufgespannte Gitter nennt man das zum urspriinglichen
reziproke Gitter. Offenbar gilt

1 wenn ¢ = &k, .
(17) a;b = 6 = . (h k=1,213).
0 wenn 1t &

Jeder beliebige Vektor t 148t sich sowohl durch die Vektoren a als auch durch
die b linear darstellen, z. B.
(18) t=1¢,0; + ¢c;0p + c305.
Multipliziert man diese Gleichung (18) der Reihe nach skalar mit q,, a,, a;, SO
erhilt man wegen (17)
(19) € =0,t, Cp=a0a,t, 3= QsL.
Diese Formeln konnen uns dazu dienen, die LAukschen Gleichungen (13}
nach 8, — 3 aufzuldésen. Man erhilt
(20) 89— 8= A(h 0y + hyby + hsby) .
Es sei nun # der groBte gemeinsame Teiler von 4y, Ay, k,, und
(21) By =nk, hy=nl,, hy=nkj,
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\

wo also /iy, hy, /i relativ prim sind. Wir fithren fir den Betrag der Klammer
in (20), welcher die Dimension ciner reziproken Linge hat, ein besonderes Zeichen
n-1/d cin; dann wird

: . , ’ ' 1
(22) hiby 4= h5by = bt == e

Nunmehr schreibt sich unscre Formel (20)

Nennt man 29 den Winkel zwischen s, und 2, <o ist ICSO — 5| = 2sind, also

(23) 2dsind = /in.

Dies ist die BracGsche Formel (14), wenn wir noch zeigen konnen, dall 4 die
Bedeutung des Abstandes zweier benachbarter Netzebenen hat.
Wir betrachten den Vektor

(24) == Iyby -+ Dy, + Agby,

der irgendeinen Punkt des reziproken Gitters darstellt, und behaupten, daB
dieser auf einer Netzebence des urspriinglichen Gitters senkrecht steht. Diese
Netzebene N konstruieren wir so:

Es sei & das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen £y, 7,, Ity; dann
zichen wir drei den Achsen parallele Vektoren

I/} h \ e
Iy s i, 12 hy 3
und legen durch diese die Ebene 9t
Man sieht nun leicht, daB3 zwei in dieser Ebene gelegene gerade Linien, nim-
lich die Verbindungslinien je zweier der drei Vektoren, etwa

h It

I 0 - Ty f2
und

h h

s 2 Iy s

auf dem Vektor 1) senkrecht stehen; ihre skalaren Produkte mit §) sind namlich
Null, wie man sofort nachrechnet. Also steht auch die Netzebene R auf ) senk-
recht, wie behauptet.

Multiplizieren wir nun den Einheitsvektor in der Richtung von ), /|9, skalar

l-h-l-i}?l den Abstand des
Gitterpunktes 9%, von der Netzebene Rt dar. Wenn wir in dem Bruche §/[f)| ge-
meinsame Faktoren kiirzen, so kénnen wir diesen Abstand so schreiben:

- (hby + Biby + Iiby) - (hay + boto +laay) _ Ll + Lok + Lol
= Lh{by + hiby = byl T URiby + hiby = Bibgl”

mit dem Fahrstrahl nach dem Gitterpunkt R,, so stellt

Da nun A}, ks, ¥, teilerfremd sind, nimmt der Ausdruck im Zahler von (26) jeden
ganzzahligen Wert an. Der kleinste von Null verschiedene Wert des Zahlers
ist also 1, und der kleinste vorkommende Abstand des Gitterpunktes %; von der
Netzebene $t wird durch

1

(26) Dby by 1y

dargestellt. Die durch den Gitterpunkt Ji; gehende, zu 9 parallele Netzebene
ist somit dic nichste an N und hat den Abstand d, wie behauptet.
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Die hier dargestellten Uberlegungen wurden in zweierlei Richtungen an-
gewandt:

Zunichst muBten mit ihrer Hilfe die Gitterstrukturen erforscht werden. So-
dann konnte man mit bekannten Gittern die Réntgenspektren analysieren. Bei
der Erforschung der Gitter konnte man sich kristallographischer Kenntnisse be-
dienen. Man ging von einfachen Ionengittern des kubischen Systems, wie Stein-
salz, Sylvin usw., aus, deren Struktur bereits vermutungsweise bekannt war.
Die Untersuchung der Réntgendiagramme liefert durch Ausmessung der Lage
der Interferenzpunkte zunichst nur die Grundperiode der Bausteine des Gitters.
Indem man einfache Annahmen iiber die Lage der Ionen innerhalb der Zelle
machte und fiir diese den Strukturfaktor ausrechnete, konnte man entscheiden,
welche dieser Annahmen richtig waren, und hatte damit die einfachsten regu-
liren Gitterstrukturen gefunden. Diese dienten nun ihrerseits wieder als Spektro-
graphengitter zur Untersuchung der Struktur der Rontgenstrahlen selbst, die
von gegébenen Atomsorten (als Antikathode) ausgesandt wurden. Auf die
Struktur der Rontgenspektren kénnen wir hier ebensowenig eingehen wie auf
die der optischen Spektren?.

§ 53. Das Auflésungsvermogen optischer Instrumente.

Die wichtigste Anwendung der FRAUNHOFERschen Beugungsformel § 48 (1)
ist die Berechnung des Auwflosungsvermogens optischer Instrumente. Wir haben
diesen Begriff bereits bei der Besprechung der Interferenzspektroskopie (111, § 42)
kennengelernt. Wir wollen ihn aber hier noch einmal genau definieren.

Bei einem Spektralapparat (Gitter, Prisma usw.) ist das Auflésungsverméogen
ein MaB fiir seine Fahigkeit, zwei im Spektrum benachbarte Spektrallinien mit
den Wellenlingen A und 1 4 d4 voneinander zu trennen. Bei einem abbildenden
Instrument (Fernrohr, Mikroskop usw.) ist das Auflésungsvermogen ein MaB fiir
seine Fihigkeit, von zwei benachbarten Objektpunkten getrennte Bilder zu ent-
werfen.

Dabei setzt man voraus, daB der nach der geometrischen Optik berechnete
Strahlengang ein ideal scharfes Bild (sei es einer Spektrallinie, sei es eines ab-
gebildeten Leuchtpunktes) erzeugt, und sieht als Ursache der Unschirfe allein
die Beugungserscheinungen an, die notwendig durch die Strahlenbegrenzungen
(Blenden) hervorgerufen werden. Wir wissen ja, daB ein Lichtpunkt oder eine
Lichtlinie infolge der Beugung an den Blenden, die das Licht zu passieren hat,
niemals wieder als Punkt oder Linie, sondern als ein ,,Lichtgebirge‘* erscheinen
wird, dessen Form wir fiir verschiedene Blenden in den vorangehenden Para-
graphen bestimmt haben.

Uberlagern sich zwei benachbarte Lichtgebirge-im Gesichtsfeld, so sind sie
um so schlechter voneinander zu trennen, je niher (bei vorgegebener Breite)
ihre Mittelpunkte beieinander liegen. Wann die Trennung fiir das Auge mog-
lich ist, ist bis zu einem gewissen Grade eine Frage der Praxis und der Ubung;
bei photographischen Platten kann man iibrigens durch geeignete Entwicklungs-
verfahren die Kontraste verstirken und dadurch die Trennung erleichtern.

Um zu einem eindeutigen MaB zu kommen, hat man sich nach Lord RAy-
LEIGH darauf geeinigt, zwei Lichtgebirge als getrennt anzusehen, wenn das Maxi-
mum des einen auf das erste Minimum des anderen fallt. Wir nennen diese
Lage zweier Lichtgebirge die Grenzlage. Bei Spektralapparaten entspricht der
Grenzlage ein gewisser Wellenlingenunterschied 64; ist A die mittlere Wellen-

1 Siehe hierzu M. SIEGBAHN: Spektroskopie der Réntgenstrahlen, 2. Aufl. Berlin 1931.
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linge des betrachteten (sehr kleinen) Bereiches, so heiBt 1/61 das Auflosungs-
vermigen. Bei abbildenden Instrumenten entspricht der Grenzlage eine bestimmte
Lingen- oder Winkeldifferenz der abgebildeten Objekte (Leuchtpunkte), die
wir als Auflosungsgrenze bezeichnen; ihr reziproker Wert wird auch Auflosungs-
vermogen genannt.

a) Das Auflésungsvermégen des Gitters.

Nach § 51 (4) fallen die Hauptmaxima des Beugungsbildes, die fiir eine mono-
chromatische Lichtlinie als Spektrallinien der verschiedenen Ordnungen an-
gesprochen werden, auf die Stellen

(1) a=-—n. m=++1,2,3,...)

Die erste Nullstelle (Minimum) liegt im Abstande

(2) da= -,

d-m

wo m die Anzahl der Gitterstriche bedeutet. Andert man andererseits die Wellen-
linge, so verschiebt sich nach (1) die Mitte des Hauptmaximums um

(3) &a= %}'n

Fillt das Maximum der verdnderten Wellenlidnge gerade in die Grenzlage beziig-
lich der urspriinglichen Wellenlinge, so haben wir

&a=da
zu setzen und erhalten
(4) EIZ =n-m.
Das Auflosungsvermogen des Gitters ist gleich dem Produkt von Ordnungszahl und
Strichzahl.

Bedenken wir, daB die Strichzahl gleich der Anzahl der interferierenden
Lichtbiindel ist, so erkennen wir, daB die Formel (4) fiir Strichgitter genau mit
der Formel III, § 42 (35) fiir Interferenzspektroskope iibereinstimmt.

Um dieses Resultat zu erldutern, wollen wir fragen, wieviel Striche ein Gitter
haben muf3, um die beiden D-Linien des Natriums zu trennen. Fiir diese ist

A=15803A, di=06A

(s. III, § 42, S. 133), also

)
ﬁN“)OO'

Beobachtet man im Spektrum zweiter Ordnung (» = 2), so muB} also mindestens

1000 __

m
2

500

sein. Ein Gitter von nur 500 Strichen wiirde zur Trennung der beiden D-Linien
schon geniigen.

Die groBte gebriuchliche Strichzahl von Gittern liegt bei 200000. Bei Beob-
achtung in der dritten Ordnung, die hiufig noch hinreichend stark ist, kommt
man also zu einem Auflésungsvermégen von etwa 600000. Die reinen Inter-
ferenzinstrumente, wie LuMMERplatte und Stufengitter, erreichen ebenfalls diese
GroBenordnung der Auflésung und iiberschreiten sie sogar. Doch beruht dies
bei ihnen darauf, daB die Ordnungszahl, in der man beobachtet, sehr groB ist,
wie wir in ITI, § 42 gezeigt haben. Das Gitter hat vor den Interferenzinstru-

Born, Optik. 12
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menten den Vorzug, grofe 1etle des Spektrums auf cinmal zu liefern. Bei hochster
Anforderung an das Auflosungsvermégen aber wird es doch von den genannten
Instrumenten e¢in wenig ibertroffen.

b) Das Auflésungsvermogen des Prismas.

Das Auflosungsvermogen des Prismas wollen wir hier zum Vergleich eben-
falls ableiten. Wir holen dabei zugleich die Besprechung der elementaren geo-
metrischen Eigenschaften der Brechung im Prisma nach.

Fiir die Brechung ist nur der Winkel x an der brechenden Kante A (s. Fig. 103)
maligebend. Diese Kante steht senkrecht auf der Ebene, die den Strahl enthélt
(die zugleich Einfalls-, Durchtritts- und Austrittsebene ist). Die Basis des Pris-
mas ist vorliufig ganz unwesentlich. Ein Strahl treffe das Prisma im Punkte B
auf einer Prismenfliche unter dem Einfallswinkel ¢ und gehe unter dem Bre-
chungswinkel p durch das Prisma hindurch; beim Austritt am Punkte C sei
der innere Winkel g, , der dublere ¢, Man verlingere die Einfallslote in B und C
bis zum Schnittpunkt D; der Schnittpunkt der Verlingerungen von Einfalls-
strahl und Austrittsstrahl im
Innern des Prismas sei E, der
von ihnen eingeschlossene spitze
, Winkelist der Ablenkungswinkel .
£, Aus Fig. 103 liest man ab, dal3

L 6 gte=rta,
(6) Y+ =o
ist. Ferner gelten nach dem

SxeLLIUSschen Brechungsgesetz
die Gleichungen

A c

>

Fig. 103. Strahlengang im Prisma.

sing == nsiny,
7) 2 Y

¢ sing, = nsiny,,

wenn # > 1 der Brechungsindex des Glases gegen die umgebende Luft ist. Man
hat ein Extremum der Ablenkung dort, wo

\ de
(8) dg 0
ist. Das liefert nach (5)
(lll'l
= .
9) dy
Andererseits folgt aus den Relationen (6) und (7
g
dy _ _ dyy
dyg dq’
dy
(10) l COSQ = N COSY d:;
dy, o dy,
l cos g, dg = n- .08y, d’;
und hieraus durch Elimination
(“) .’?(D_ . COSy Cosy, == —1.

dy COS ¥ COS ¢y
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Quadriert man dics und ersetzt alle Cosinus durch Sinus, so erhilt man die
(ileichung

1 — sing 1 — sin3q,
1 ¥ — sinq T sinfg,
’ s 1
Sie hat die Loésung
(13) ¢ = ¢,, also auch p = yp,.

Ferner ist nach (11)

des
£ @y dm dlog(- (i(:;il) _dny t . dql)
de? ~ dg*  dg dy T de ( 89— gw‘d + gwdr TRy dq

und fiir ¢ = ¢,, ¥ = y, wird nach (10) und (11)
a’e S __ tgly
dgr = 2WF— 248y, co;.,. =25y (1 - ng,)
bei # > 1 ist ¢ >y und tge > 0 (0 < ¢ < 7;2), folglich d%e/dg* > 0.

Das heiBt, es handelt sich um ein Minimum der Ablenkung; es tritt nach (13)
bei symmetrischem Strahlengang ein. Die GroBe des Ablenkungswinkels betragt
dann

(14) Emin = 2([) —4a,
und es gilt fir den Einfalls- und Austrittswinkel an der ersten Grenzfliche

1 [41
(15) =, (e +a), p=7.
Der Brechungsindex 148t sich also mit Hilfe der Formel
K "lum K fx
N sin_zp o 27
" " siny sin «
2

durch Messung des Ablenkungswinkels ¢, bestimmen.

Wir betrachten nun ein paralleles monochromatisches Biindel der Wellen-
linge 4, (etwa erzeugt durch eine Lichtquelle Q und eine Linse L, im Brenn-
weitenabstand, s. Fig. 103). Wir zeichnen den in der Einfallsebene durch die
Kante A gehenden Strahl des Biindels und féllen auf ihn von B das Lot BB’
und von C das Lot CC’. Diese beiden Lote sind die Spuren zweier Ebenen
gleicher Phase in der Einfallsebene. Die Breiten der Biindel bezeichnen wir mit

BB =¢, CC =g
und den Weg des Strahls im Prisma mit
BC =1.

Die Geraden BB’ und CC’ schneiden sich in einem Punkte F im Prisma unter
dem Ablenkungswinkel ¢.

Wir nehmen jetzt an, daB die Lichtquelle mehrfarbiges Licht ausstrahlt.
Im allgemeinen ist der Brechungsindex # des Prismas eine Funktion der Wellen-
linge (Niheres hieriiber in VIII, Dispersionstheorie):

n=mn(l).

Ist die abbildende Linse L, chromatisch korrigiert, so ist die durch BB’ be-
stimmte Ebene eine Ebene gleicher Phase fiir alle Wellenlingen des einfallenden
Strahls; dagegen wird die Gerade CC’ in der Phasenebene des austretenden

2%
-
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Strahls von der Wellenlinge abhidngen. Wir betrachten nun den Ablenkungs-
winkel als Funktion von 4: .

o e=¢(4).
¢ hdngt unmittelbar nur vom Brechungsindex »(4) ab. Man bezeichnet die bei
konstantem Einfallswinkel ¢ gebildete Ableitung

de de dn
(17) 4T an @
als das Dispersionsvermogen des Prismas. Dabei ist der erste Faktor eine wesent-
lich geometrische Eigenschaft des Prismas, der zweite eine Eigenschaft seiner
Substanz, ein MaB ihrer ,,Dispersion‘’. Man erhilt aus (5) und (6) wegen ¢ = konst.

(18)

sodann aus (7)

dt _ dg, dy _ _dw

dn = dn’ dn — dn’

. dy
sy + neosy - = 0,
(19) g d
1 Y1
CoS@y 7 - = sy, -+ 7 cosy, In’

und hieraus durch Elimination

de  sin(y +yy) sino
(20) dn~ Cosg,COSy  COS@, COSy
Aus dem Dreieck ABC (s. Fig. 103) folgt nach dem Sinussatz
Ac = Loy
Sin«
und aus dem Dreieck ACC’ o
= cosg,
Danach und aus (20) erhilt man
de ! dn

Im Minimum der Ablenkung ist aus Symmetriegriinden ¢ = ¢". Sind auBerdem
die Linsen so groB gewdihlt, daB das Strahlenbiindel das Prisma ganz ausfiillt,
so wird ! gleich der Basis b des Prismas. Dann gibt die Formel (21) fiir den
Winkel d¢, um den die Phasenebene bei Verinderung der Wellenlinge um 82
verdreht wird,

b dn

(22) 68-—7‘(1—1

Wir kénnen jetzt das Auflosungsvermoégen des Prismas berechnen. Benutzt
man eine lineare Lichtquelle Q parallel zur Prismenkante (Spektrometerspalt),
so tritt durch das Prisma offenbar ein paralleles Lichtbiindel, das an einem
Rechteck der Breite ¢ Beugung erleidet. Nach § 48 (11) gilt fiir die Lage des
ersten Minimums

a2,

(23) a=L,

4

wo a den Abstand vom geometrischen Bilde im WinkelmaB (kleine Abweichungen
vorausgesetzt) bedeutet; also ist @ mit d¢ identisch, und wir haben nach (23)

A in b
(24) 66=;~=H'761.
Daraus folgt

2 an
(25) ﬁ = H . b .
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Das Aujlosungsvermogen eines Prismas hingt also bei gegebener Dispersion nur
von der Basisdicke b des Prismas ab und ist vor allem unabhingig vom Prismen-
winkel.

Wir wollen abschitzen, wie groB die Basis eines Glasprismas aus schwerem
Flint sein muB, damit die D-Linien des Natriumspektrums noch aufgelést werden.
In Tabelle 5 sind fiir drei Wellenlingen, ndmlich die FRAUNHOFERschen Linien
C, D und E (von denen die mittlere eben eine der beiden D-Linien des Na-
triums ist), die Wellenlingendifferenzen, die Brechungsindizes und deren Diffe-
renzen angefiihrt.

Tabelle 3.
Bezeichnung 3 | di " i an
.10-5 ‘ ;
¢ 636107 ¢Mm  567.10-5em | 16297 g 5053
D 589-107 0 o62.10-5 ., 16350 5070
E 5,27 - 10-5 » ’ 1,6420 ’

Daraus ergibt sich als mittlerer Wert

dn
o= 956.

Da der Abstand der beiden Linien 6 A betrigt, so hat man

/
3i ~ 1000

und erhalt aus (25)
br~1cm.

Man kann also leicht mit Prismen von etwa 10 cm Basis den zehnten Teil des
D-Linienabstandes auflésen. Fiir hohere Anforderungen aber braucht man
kompliziertere Prismensitze.

c) Die Aufldsungsgrenze des Fernrohrs.

Bei der Abbildung weit entfernter Punkte durch ein Fernrohr wirkt die
Eintrittspupille, die mit der kreisférmigen Begrenzung des Objektivs zusammen-
fallt, als beugende Offnung. Wir haben also den Fall einer kreisfsrmigen Blende,
bei der das erste Minimum [s. § 49 (14)] im Abstande

i
(26) =061

liegt, wobei 4 der Radius der Offnung ist. g ist dabei zu messen in der im Ab-
stande 1 gedachten Auffangebene; bei kleinen Ablenkungen ist dieses o der
Winkelabstand zweier gerade noch trennbaren Objektpunkte: die Auflosungs-
gremze des Fernrohrs. Zu ihrer Ausnutzung ist natiirlich eine geeignete Lupen-
vergroBerung des Okulars zu verwenden.

Die Leistungsfahigkeit eines Fernrohrs ist hiernach durch den Objektivdurch-
messer 24 begrenzt. Das leistungsfihigste Fernrohr, das es im Augenblick gibt,
ist das groBe Spiegelteleskop der MOUNT WILSON-Sternwarte mit etwa 2m Durch-
messer. Seine theoretische Auflésungsgrenze betrigt fiir die Mitte des sichtbaren
Spektrums, also fir 2 = §-10"5cm,

5-10°* -
0 = 0,61 ‘—1&‘— - 3,05 <10 1 cm
oder in Bogensekunden:

0=12,06-105-3,05-10"" = 0",0628 .
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Wir bestimmen noch die Leistungstihigkeit des menschlichen Auges. Setzt
man den Pupillendurchmesser 2.0 = 4 mm und nimmt wieder 2=5. 1073 cm,
so ergibt sich als Minimum des Schwinkels, unter dem zwet Objektpunkte nock
mit bloBem Auge unterschicden werden konnen:

o 0132,
In Wirklichkeit ist dic Autlosungsgrenze beim normalen Auge schlechter und
liegt bei 0 = 1'. Diese Abweichung vom theoretischen Wert ist wohl in der
anatomischen Struktur der Netzhaut begriindet.

d) Die Auflosungsgrenze des Mikroskops.

Beim Mikroskop sind die betrachteten Objekte Priparate von schr kleiner
Dicke, die gewshnlich von unten beleuchtet werden. LEin Teil des vom Kondensor
auf sie geworfenen Lichts wird dabei absorbiert und reemittiert, wobet die Phase
zerstort wird. Ein anderer Teil wird durch die durchlissigen Bezirke des Objekts
hindurchdringen und dabei cine Beugung wie an einer Blende erleiden. In Wirk-
lichkeit werden wohl immer beide FFille vereinigt sein. Wir wollen sie aber hier
fur die theoretische Betrachtung trennen und zunichst so tun, als wenn dic
vom Kondensor beleuchteten Partikel des Objekts unabhingiy voneinander Licht
emittierten. Nachher behandeln wir dann den entgegengesetzten Grenzfall.

) Abbildung seclbstleuchtender Objekte.

Beim Mikroskop liegt das Objekt in groBer Ndhe des Objektivs, so dali cin
weit geoffnetes Strahlenbiindel in das Objektiv hineintritt. Daher kann man dic
entstehende Beugungserscheinung nicht unmittelbar als Beugung eines parallelen
A . Lichtbiindels an der kreisformigen
! £ Offnung der Lintrittspupille  be-
} trachten, wie wir es beim Fernrohr
I tun durften. Doch 1d63t sich durch
| cine  cinfache  Uberlegung  auch
dieser Fall wieder auf die Formeln
) 4 ¢' der Fravxnorerschen Theorie zu-
5 07
riickfithren.

In der Objektebene E - (siehe
Fig. 104) sci @ ¢in leuchtender
Achsenpunkt und /I’ ein benach-

Fig. 104. Auflosungsvermigen des Mikroskops. barter Punkt. Dic beiden Punkte
mogen durch das optische System 2
in die beiden Punkte Q” und P’ der zur Objektebene konjugicerten Bildebene F’
abgebildet werden. Die Austrittspupille, d. h. das durch 2 von der Eintritts-
pupille entworfene Bild, habe den Radius 4 und den Abstand B von der Bild-
ebene. Da der Abstand der Bildebene E’ vom Objektiv (meist 16 cm) im Ver-
héltnis zu dessen Durchmesser im allgemeinen sehr grof} ist, kann man die Strahlen
im Bildraum angendhert als parallel ansehen und dic auftretende Beugungs-
erscheinung so behandeln, als ob sic durch Beugung cines parallelen Strahlen-
biindels an der Austrittspupille R entstehen wiirde. Mit é und 8’ bezeichnen wir
die Winkel, welche die duBersten Strahlen des zu Q und Q' gehérenden Licht-
biischels im Objekt- bzw. Bildraum mit der Achse bilden. Da 8’ klein ist, kann
man setzen

, A4
(27) 0= 5.
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Es seien ferner # und Z bzw. #" und 2" Brechungsindex und Wellenldnge im
Objekt- bzw. Bildraum; die beiden Wertepaare brauchen ja bei Anwendung von
Immersion (s. unten) nicht gleich zu sein. Ferner seien die Abstinde PQ =/,
P’Q’ = I'. Ist nun wieder o der Abstand cines Aufpunktes in der reduzierten
Bildebene (die den Abstand 1 von der beugenden Offnung, hier der Austritts-
pupille hat), so gilt wegen der Kleinheit von o

(28) I'=0B.
Man hat daher fiir den Abstand des ersten Beugungsminimiums nach (26)

(29) I oB=o061"]

i g
== 0.61 ‘6, - ().61 12’()/ ,
wo /4y die Wellenldnge im Vakuum bedeutet.

Jedes Mikroskop mull nun die Forderung erfiillen, dal nicht nur Achscn-
punkte, sondern auch die Punkte eines Flachenelements in der Nihe der Achse
durch weit geoffnete Biischel abgebildet werden. Hierfiir notwendig ist die
ABBEsche Sinusbedingung s, 11, § 28 (5).:

(30) [nsind = I'n'sind’ .

Da ¢’ klein ist, kénnen wir sind” durch 0’ ersetzen und cerhalten in Verbindung
mit (29)

n'i’y 0,01/,
1) Py sing = wsin -
Diese Formel gibt die Auwjlosungsgrenze des Mikroskops. Die im Nenner auf
tretende GroBe # sind, von ABBE mit numerischer Apertur bezeichnet, haben wir
bereits in II, §28, S.92 kennengelernt. Die Formel (31) zeigt, dal3 hauptsachlich
diese GroBe fiir die Leistungsfiahigkeit des Mikroskops maligebend ist.  Je groler
die numerische Apertur ist, um so feinere Unterschiede im Objekt sind noch wahr-
nehmbar. Man kann die Auflosung verbessern sowohl durch Vergroferung des
Offnungswinkels ¢ als durch Wahl cines groBen Brechungsindex #. Aus dem
letzteren Grunde ist man von Trockensystemen zu Imimersionssystemen iiber-
gegangen, bei denen zwischen Gegenstand und Objektiv cine Flissigkeit von
hohem Brechungsvermégen (Oltropfen) gebracht wird. Gebriuchliche Flissig-
keiten sind Zedernholzol und Monobromnaphthalin (mit # == 1,60; viel hoher
kommt man nicht). Die einzige Moglichkeit, beim Mikroskop noch hoheres Auf-
I6sungsvermégen zu erreichen, ist die Verwendung kiirzerer Wellenlidngen, also
von ultraviolettem Licht. Dabet mull man dann Linsen aus geeigneten durch-
lassigen Kristallen wice Flullspat und statt tes Auges die photographische Platte
benutzen.

Verzichtet man auf dic Ahnlichkeit des Bildes mit dem Gegenstand, begniigt
man sich also mit dem bloBen Nacliwers kleiner Objekte, so kann man noch
kleinere Abstdnde trennen mit Hilte des Ultramikroskops von SIEDENTOPF und
Zsi6MoxDY!. Bei diesem wird der Gegenstand so von der Seite her beleuchtet,
dal nur die von ihm seitlich abgebeugten Strahlen das Objektiv treffen; man
sicht dann Lichtpunkte auf dunklem Grunde (Dunkelfeldbeleuchtung). Auf dic
verschiedenen Einrichtungen hierfir (z. B. den Cardeoidkondensor) wollen wir
aber nicht eingehen. Dic Grenze des Ultramikroskops liegt bei Bruchteilen der
halben Wellenlinge.

! H. SIEDENTOPF u. R.ZsiGvMoxNpy: Ann. Physik (4) Bd. 10 S0t (1903).
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f) Abbildung nicht selbstleuchtender Objektel.

Wir betrachten jetzt den Fall, daB das Objekt die Phase des auffallenden
Lichts nicht stért, sondern selbst nur wie ein System von beugenden Offnungen
wirkt. Dann treten aus dem Objekt eine Anzahl abgebeugter, kohirenter Wellen-
ziige aus, und es ist nur dann eine wirklich &hnliche Abbildung durch das Instru-
ment moglich, wenn das gesamte vom Objektiv abgebeugte Licht die Eintritts-
pupille erreicht. Die Durchlissigkeit des Objekts stellen wir, wie in § 48 er-
lautert wurde, durch eine Funktion f(&, ») dar.

Wir denken uns das Objekt durch einen Kondensor beleuchtet, der von
jedem Punkte der Lichtquelle ein paralleles Strahlenbiindel erzeugt (s. Fig. 105).

Dann haben wir genau den Fall der

FrauNHOFERschen Beugungserschei-

nung in der Objektebene E. Ein ein-
; A fallendes Parallelbiindel wird vom
/1 ! '/I . Objekt zerlegt in eine unendliche

‘ Anzahl von Parallelbiindeln verschie-

,/ dener Ordnungen ; diese treffen auf das

/ Objektiv und werden dort schwach

‘ konvergent gemacht. Sie wiirden bei

,/ Abwesenheit jeder Abblendung in der
/ Bildebene E’ das Beugungsbild des
/' Objekts als Lichtverteilung wieder-
geben. Nun befindet sich aber zwi-

schen Objektiv und Bildebene E’ die
, Austrittspupille R. Da die vom Objekt
Gegens?- kommenden Biindel nur schwach kon-
bere vergent sind, konnen wir sie in der
Ebene R als parallel ansehen und
haben nun eine zweite Beugungs-
erscheinung an der Blendenéffnung,
Fig. 105. Abbildung nicht selbstleuchtender Objekte beim  Wobei die Amplitude des Einfalls-

Mikroskop. Romische Ziffern: Ordnung bei der Beugung : :
an der Objektebene. Arabische Ziffern: Ordnung bei der lichts durch die FRAUNHOFERsche

Beugung an der Austrittspupille. Formel

(32) 9(a,b) = & [ [ (E, )e—kes+om gg dn

gegeben ist; dabei ist /, (£, ) das Bild der Durchlissigkeitsfunktion in der Bild-
ebene E’ bei idealer geometrischer Abbildung, also

hen =176 Sn),

wo [’ : I das VergroBerungsverhaltnis ist. Die Erregung ¢ erzeugt durch die Beu-
gung an Rin der Bildebene E” in derselben Weise die Lichtverteilung |F (x, y) |2 mit

63) Flny) =5 /f pla b) e=hes+o0 dadb,

N47 Gt ¢
7///\6/1

wo das Integral iiber die Offnung £ der Austrittspupille zu erstrecken ist. Setzt
man fiir ¢ seinen Ausdruck (32) in diese Formel ein, so erhilt man die Licht-
verteilung | F(x,y)[? direkt durch die Durchlissigkeitsfunktion f,(£, ) dar-

1 Diese Theorie ist von ABBE entwickelt und durch schéne Experimente demonstriert
worden. Sieche E. ABBE, Die Lehre von der Bildentstehung im Mikroskop. Bearbeitet von
O. LuMMER u. F. REICHE. Braunschweig 1910.
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gestellt. Man sieht, daB diese von der GroBe und Form der Offnung 2 in der
Ebene R abhingt. Ist £ praktisch unendlich, d.h. so groB, daB auBerhalb
von £ die Amplitude ¢ des vom Objekt abgebeugten Lichts verschwindet, so
geben die Formeln (32) und (33) nach dem Fourierschen Lehrsatz sofort

34 Fw,9) = =5, =9) =f(= 7. = 79),

d. h. es entsteht ein (umgekehrtes) dhnliches Bild. Wenn man aber £2 verkleinert,
so wird die Abbildung immer unihnlicher und verliert schlieBlich bei kleiner
Offnung jede Ahnlichkeit mit dem Objekt.

Wir wollen als Beispiel den Fall betrachten, da das Objekt ein durchschei-
nendes Strichgitter von m Spalten der Breite s und mit der Periode 4 ist, und
daB die Apertur kiinstlich durch eine rechteckige Blende bestimmt wird, deren
eine Kante mit den Strichen parallel ist. Betrachten wir nur die Lichtverteilung
senkrecht zu dieser Kante, so wird mit

' v r
s'=-rs, d _Td

nach §51 (1) (dort mit up bezeichnet):

’

1 2Sin 2 { — e—imkrl'a
(35) <P(a) =7 kf{{' 1 —e-ikda *
2

[Dabei ist die zur Formel §48 (8) filhrende Rechnung fiir #% benutzt.] Die
GroBe 2 der rechteckigen Austrittspupille sei durch die Ungleichung

—<a<d

bestimmt; dann hat ¢’ dieselbe Bedeutung wie in (27), als Offnung des vom
Objektiv ausgehenden schwach konvergenten Strahlenbiindels. Nun ergibt sich
aus (33) die Lichtverteilung der Bildebene:
+o
2sin 1 — e--imkd’a .
(36) F(x) = 72 Fas 1 Ze-iida ethzadq.
. 2

Die Hauptmaxima der Intensitit liegen dort, wo der Faktor 1 — ¢—**4@ ver-

schwindet, d. h. an den Stellen @ = =; #, wenn # die Ordnung der Gitterbeugung

dl
ist; dazwischen liegen kleine Nebenmaxima. Ist die Anzahl m der Gitter-
striche groB, so sind die Hauptmaxima scharf und steil, die Nebenmaxima im
Vergleich verschwindend. Wir kénnen daher das Integral ndherungsweise zer-
legen in eine Summe von Integralen, deren jedes vom Mittelpunkte M, des
Intervalls zwischen zwei benachbarten Hauptmaxima bis zum nichsten solchen
Mittelpunkt M, ., geht. In einem solchen Teilintervall kénnen wir dann weiter
fiir die ubrlgen Faktoren das Argument & gleich seinem Wert im Hauptmaximum

i s’ s
=7 d’" wihlen. So erhalten wir niaherungsweise (wegen 7 = —d-)
’ . ANS .
sin d _2ianx
— . a
37) Fo=F Y e F
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wo Iy das Integral

, . | g imhda
(38) Iy= 7 / e, da
M,

bezeichnet, das bis auf kleine Abweichungen in den duBersten Ordnungen von #
unabhingig ist. Man kann dic Reihe (37) in reeller Form schreiben:

SO
I(x) { i —~ d 2any
(39) Ty, T ans NT@ T

-
0 n< oy d
13

Sei nun zuniichst die Offnung 8" der Blende sehr grol. Dann kénnen wir
dic Reihe (39) von 0 bis oc erstrecken und erkennen sofort, daB sie ein dhnliches
Abbild des als Objekt genommenen Spaltsystems liefert. Um das zu sehen,
denken wir uns die Durchlissigkeitsfunktion des Objektgitters fiir m = oo (s.

FFig. 100)

. . .8
| le) [fofur()<|£[<2-,
A o e = 2
NS eI B O fir 5 <l8i<y
5k USh E— . . X . .
| i in eine FourikRreithe entwickelt:
| A=
| 1 [+ 9
X ang
Fig. 106, Zur mikroskopischen Figur etnes Gitters. (41) [ (E) = (g -:»« 2 \ Cn COSZ?;’Z
n =0
Dann ergibt sich sogleich (wegen s'.d’ = s/d):
sin:ms
(42) ) sta ) . d
Co g T fo, n=1,2..).

Dicse Funktion stimmt mit der Reihe (39) bis auf einen Faktor iiberein.

Man kann nun untersuchen, wie sich das Bild verindert, wenn die Spalt-
breite 0° verkleinert wird, oder wenn man gar durch kiinstlich eingeschobenc
Blenden willkiirlich Teile des primiren Beugungsbildes in der Blendenebene
ausloscht.  Macht man die Blende so klein, daB iiberhaupt nur die nullte Ord-
nung des primiren Spektrums durchtritt, d. h. macht man 4'§’/% ein wenig
groBer als 1, so wird nach unscren Formeln IF(x) == konst., d. h. das Gesichts-
feld gleichférmig erhellt.  (Das ist natarlich nicht ganz streng, weil wir ja
recht groBle Vernachlassigungen gemacht haben; in Wirklichkeit ergibt sich
¢in schwacher Intensitdtsabfall nach den Rindern.)

LaBt man auller dem Spektrum nullter Ordnung auch die beiden Spektren
erster Ordnung rechts und links hindurch, d. h. macht man d’'d’/7 etwas groBer
als 2, <o erhilt man

’Ninjs
I7ry . d o 2ax
(43) PR -4 25 COSTL
d

Das Bild hat also jetzt bereits die richtige Periode v = d’ des Objektgitters, aber
cine ganz abgeflachte Intensitdtsverteilung. Je mehr Spektren héherer Ordnung
man hindurchldf3t, um so dhnlicher wird dax Bild dem Objekt.
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Ganz falsche Bilder bekommt man aber, wenn man niedere Ordnungen ab-
blendet und nur hoéhere hindurchlaBt. Blendet man z. B. alle Ordnungen bis
auf die zweite ab, so wird

’>sxn2”5
I (x) - d _ dnx
(44) F= e s
d

Man sieht dann also eine Lichtverteilung mit der Periode ¥ = " 2. d. h. ¢s ent-
steht dic Tauschung, daB man doppelt so viel Gitterstriche sicht, als in Wirk-

lichkeit vorhanden sind.
Alle diese Erscheinungen lassen sich dureh Versuche vollstindig verifizieren.
Als Auflosungsgrenze bezeichnet man in diesem Falle den Gitterabstand o
der gerade noch 1m Bilde als Helligkeitsperiode sichtbar, also ungefihr durch
4y [, i

/
= — — 22—
7 2v d / ({ L{y /

gegeben ist. Dies kann man wicder nach dem Sinussatz auf den Offnungs-
winkel d des ins Objektiv cintretenden Bindels umrechnen, Aus

Insind = ['n"sind’ =I'n"d’

und 7 = 2y/n’ ergibt sich fir die dujldsungsgrenze

24

(45) T oausing
also dieselbe Formel wie (31), nur mit cinem anderen Zahlenfaktor (der natir-
lich tiberhaupt ziemlich willkiirlich ist und je nach der Form des Objekts und der
Blende verschieden ausfillt).

Man sieht, da3 das Auflosungsverméagen des Mikroskops auch im Falle nicht
sclbstleuchtender Objekte durch die numerische Apertur gegeben ist.

§ 54. Messung kleiner Winkel.

Wic wir gesehen haben, hangt die Auflosungsgrenze des Fernrohrs nur von
dem Durchmesser scines Objektivs ab. Mit diesem kann man aber aus tech-
nischen Griinden nicht beliebig weit in die Hohe gehen. Die MouxT WILSON-
Sternwarte plant jetzt den Bau eines Spiegels von § m Durchmesser (aus amorphem
Quarz zur Vermeidung der Temperaturempfindlichkeit). Dies wird aber wohl
auf lange Zeit cine Hochstleistung sein. Es wire daher die Messung von Winkeln
kleiner als cinige hundertstel Bogensckunden unmaglich, wenn es nicht noch
ein anderes Verfahren gibe. Dieses stammt von 1ziat, ist aber erst von MICHEL-
soN im letzten Jahrzehnte zur praktischen Verwendung gebracht worden. Man
verzichtet dabei auf die wirkliche Abbildung des Objekts und schlie3t aus ciner
Kombination von Interferenz- und Beugungserscheinungen indirekt anf seine
Struktur. Der Sachverhalt a3t sich etwa so veranschaulichen

Man denke sich ein ungeheuer groles Spiegelobjektiv (wie es praktisch nicht
ausfithrbar ist) und aus diesem in betrichtlicher Entfernung zwei Stiicke aus-
geschnitten. Dann lefern diese beiden Stiicke fiir sich natiirlich kein dhnliches
Bild, wohl aber eine charakteristische Lichterscheinung, aus der sl(‘h Schliisse
auf die Struktur der Lichtquelle ziehen lassen.

Die Ausfithrung des Instruments besteht darin, dall man zwei Spiegel S,
und S, auf cinem sehr festen Stativ in betrdchtlicher Entfernung o voneinander
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unter ungefihr 45° gegen ihre Verbindungslinie montiert (s. Fig. 107). In der
Mitte des Tragers befinden sich zwei weitere Spiegel S, (parallel zu S;) und S,
(parallel zu S,), durch die das von den Sternen kommende Licht in das Objektiv
eines Fernrohrs geworfen wird. Im Gesichtsfeld sieht man dann zwei Bilder des
Objekts, jedes als Beugungsscheibchen mit Ringen (Lichtgebirge), und man kann
durch Drehen der Spiegel erreichen, daBl die beiden Lichtflecke sich iiberlagern.
Wir nehmen nun zunichst an, daf3 das

Objekt ein einfacher Stern in unendlich

groBer Entfernung sei. Dann entsteht

durch die Uberlagerung der beiden Beu-

gungsbilder eine Interferenzerscheinung,

namlich ein Streifensystem, das die kreis-

formige Beugungserscheinung durchzieht

(s. Fig. 108). Wir konnen die Intensitits-

verteilung am einfachsten berechnen, in-

dem wir die beiden Spiegel S,, S, zu-

sammen als ein Gitter mit nur zwei (kreis-

formigen) Offnungen (m = 2) vom Radius 4

im Abstande 4 auffassen. Dann erhalten

wir nach §49 (13) und nach §51 (1), (2)

. _ ¢ (ke ) sinkdaye
Fig. 107. Interferometrische Messung kleiner Winkel. ( ) ]P - k (_)A sink dal’

wo @ = Ya2 + b2 ist und a, b die Koordinaten im Gesichtsfelde sind. Die Inter-

ferenzstreifen sind natiirlich nicht sehr scharf, da m nur den kleinen Wert 2 hat.
Ihr Abstand wird gegeben durch die Nullstellen
des zweiten Faktors in (1) und betrigt

!
=

Da er klein ist, kann man a als Winkel der Strahl-
richtung auffassen. Der absolute Gangunterschied
der beiden interferierenden Strahlen ist natiirlich
rein zufillig und ziemlich groB, sagen wir nter Ord-
nung. Die Lage irgendeines Streifens im Gesichts-
feld wird dann gegeben durch die Formel

(2 a

3) =17,
Fig. 108. Interferensbild elnes cinfachen
Sternes. Fillt nun das Licht von zwei eng benachbar-
ten Sternen (teleskopisch nicht auflésbarer Doppel-
stern) ins Fernrohr, so erzeugt jeder von ihnen ein Streifensystem auf dem
(gemeinsamen) Grunde der Beugungsringe, und zwar sind diese Streifen
gegeneinander etwas verschoben, entsprechend der Verschiedenheit der
Einfallswinkel. Es sei @ die Differenz der Einfallswinkel der von den beiden
Sternen kommenden Strahlen. Dann ist das Streifensystem des einen Sternes
gegen das des anderen in der ab-Ebene um ¢ in der Richtung der a-Achse
verschoben. Der Streifen nter Ordnung liegt fiir den zweiten Stern bei

(4) d=p+ns.

Nun seien zunichst die beiden Spiegel S; und S, so nahe wie moglich ge-
bracht. Dann wird der Strahlengang fir die beiden nur wenig gegeneinander
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geneigten Strahlen, die von den Komponenten des Doppelsterns kommen, fast
identisch sein, und es werden im Gesichtsfeld die Streifen gleicher Ordnung
aufeinanderfallen; die beiden oben angegebenen GréBen a, und a4 sind dann
wegen der Kleinheit von ¢ nicht zu unterscheiden. Nun werden die beiden
Spiegel S; und S, auseinander geschraubt. Damit wird der Strahlengang fiir die
beiden Sternstrahlen allmihlich immer verschiedener. Es entwickelt sich ein
Gangunterschied, und sobald dieser den Betrag einer halben Wellenlinge er-
reicht hat, fallen die hellen Streifen des einen Sternes auf die dunklen des anderen.
Man hat dann nach (3) und (4) a,,3 = 4, oder

1)\ 4 .
(5) <n+3>—d—=q>+n7i—.
Daraus folgt
1 4
(6) $=573"

Es tritt also in einem gewissen Abstande 4 eine maximale Undeutlichkeit der
Interferenzfigur auf. Setzt man den gemessenen Wert von 4 in (6) ein, so hat
man damit die Winkeldifferenz ¢. Werden die Spiegel S; und S, immer weiter
auseinander gezogen, so wird beim doppelten Abstand wieder volle Deutlichkeit
eintreten und weiter abwechselnd Deutlichkeit und Undeutlichkeit!. Praktisch
ist aber die Beobachtbarkeit des Sichtbarkeitswechsels dadurch beschrinkt,
daB das Sternlicht nicht einfarbig ist.

Begniigt man sich mit dem ersten Undeutlichwerden, so zeigt die Formel (6),
daB das Auflgsungsvermogen dieses Apparates ungefihr doppelt so groB3 ist wie
das eines Fernrohrs, dessen Objektivdurchmesser gleich dem Spiegelabstand 4
ist. Man kann aber natiirlich den Abstand der Spiegel viel weiter steigern als
den Durchmesser eines Objektivs, wenn auch die technischen Schwierigkeiten
hier ebenfalls groB sind. Denn die Anordnung verlangt eine ungeheuer stabile
Aufstellung, derart, daB bei der Bewegung des Spiegels die Durchbiegung unter
der GroBenordnung einer Wellenlinge bleibt. Die ersten Versuche auf dem
MouNT WiLsoN wurden in der Weise angestellt, daB ein Querarm an dem groen
in § 53 erwidhnten Reflektor angebracht und mit dessen Optik beobachtet wurde.
Jetzt sind auch besonders konstruierte Interferometer im Bau und teilweise
schon erprobt. Die Schwierigkeit bei ihrer Konstruktion beruht auf der Not-
wendigkeit, das Instrument auf jeden Stern richten zu kénnen.

Wir wollen die Auflésungsgrenze noch numerisch ausrechnen. In Bogen-

sekunden wird

R . 2
¢ = 5 5 2,06-10° = 103000 -

Nimmt man 2 = 5-:10"5cm, so erhdlt man
5/[
=3
Fir d =10 m ergibt sich damit
¢ — 0//,005 .

Man benutzt iibrigens diese Methode der Winkelmessung auch dann, wenn
man sich nur auf Trennung von Objekten beschrinkt, die das Fernrohr noch
auflsst, weil es oft bequemer ist, die Sichtbarkeit zu beobachten, als einen Winkel
direkt zu messen. In diesem Falle blendet man die Objektivlinse bis auf zwei am
Rande angebrachte Spalte ab.

1 Die Methode ist nahe verwandt der zur ,,indirekten Spektroskopie’‘ benutzten Methode
der ,,Sichtbarkeit’ von Interferenzen (III, § 42)
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Berechnet man fiir cinen Doppelstern den zeitlichen Verlauf von ¢ bel zwei
zueinander scenkrechten Stellungen der Einfallsebene, so 1dBt sich daraus die
Projektion der Bahnkurve auf eine Ebene senkrecht zum Visionsradius ermitteln.
Nun kennt man die Bahngeschwindigkeit im Visionsradius selbst aus dem
Doppleretfekt der Spektrallinien (s. VIII, § 86, S. 431, Anm. 3). Durch Kom-
hination beider Beobachtungen lassen sich dann samtliche Elemente der Bahn
des Doppelsterns mit Hilfe der Sitze der Mechanik ihrer absoluten GroBe nach
bestimmen. Da man damit wahre und scheinbare Gréofle der Bahn kennt, kann
man auch die wahre Entfernung des Doppelsterns, die wahre Parallaxe, finden.
Nach diesen Methoden hat man auf dem Mouxt WiLsox-Observatorium die
Bahn und die Parallaxen verschiedener Doppelsterne berechnet.

Die beschriebene Methode 148t sich sogar auf die Messung des scheinbaren
Durchmessers cines cinzelnen I'ixsterns anwenden. Hierzu denke man sich die
Scheibe des Sterns in schmale, auf der Interferometerachse senkrechte Streifen
zerlegt. Jedem Streifen entspricht dann eine Interferenzfigur. Durch Integration
1dBt sich die Gesamtintensitit leicht ermitteln. Auch hier tritt wieder bei lang-
samer Entfernung der Spiegel voneinander ein Undeutlichwerden der Interferenz-
streifen ein. Die Rechnung, die der in 111, § 42 fir die Form einer Spektrallinie
durchgefithrten ganz analog ist, ergibt, dall das erste Undeutlichkeitsmaximum
in einer Entfernung d licgt, die mit dem Winkeldurchmesser « der Sternscheibe
durch die Relation
(7) x=1227
verbunden ist. Auf diese Weise hat man eine Reihe von scheinbaren Sterndurch-
messern ermittelt. Wir stellen in folgender Tabelle einige Durchmesser zusammen
fiir solche Sterne, bei denen auch die Parallaxe bekannt ist, so dal man ihre
wahren Durchmesser D in km berechnen kann:

X D
Beteigeuze: 07,047; 3,87 - 10° km,
Arcturus: 0”7,022; 0,38 - 108 ,,
Antares: 0”7,040; 7,20 - 108 ,,

Zum Vergleich sei erwihnt, dal der Sonnendurchmesser 1,4 108 km, der Durch-
messer der Erdbahn 3-10%km betrdgt. Die genannten Sterne sind also riesen-
haft groB3 gegeniiber der Sonne und vergleichbar mit einer Kugel, deren Radius
gleich dem Erdbahnhalbmesser ist. Ihre mittlere Dichte ist entsprechend
gering, etwa wie die Dichte der Restgase im Vakuum einer ilteren Rontgen-
rohre.

Die vorstchenden Betrachtungen sollen zeigen, wie die Interferenz- und
Beugungsoptik einer Nachbarwissenschaft dient. Man kann &hnliche Methoden
auch zur Bestimmung der Entfernung kleiner Teilchen mit dem Mikroskop ver-
wenden, was fiir die Kolloidchemie von groliter Wichtigkeit ist. Doch wollen wir
auf diese und andere Anwendungsgebiete nicht weiter eingehen.

§ 55. FresneELsche Beugungserscheinungen.

Wir wollen jetzt die Beugungserscheinungen fiir den Fall berechnen, dal3
Lichtquelle Q und Aufpunkt P in endlicher Entjernung von der beugenden Offnung
liegen. Dann hat man zum mindesten die quadratischen Glieder in der in § 46 (11)
cingefithrten Funktion @ (&, ) zu beriicksichtigen.
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Wir gehen aus von den Formeln § 46 (8) und (11) und setzen zur Abkiirzung

(1) ‘4:—%0056%,

(2) C = [[cos(k- D&, n)dEdy,
(3) S = [[sin(k- D&, n)d&dy.
Dann geht die Gleichung § 46 (8) iber in

(4) up=A(C +15).
Demnach ist die Intensitit im Aufpunkt gegeben durch
() |up|?=]A[*(C*+ 5.

Es handelt sich nun darum, die Integrale C und S auszuwerten. Wir legen
den Anfangspunkt O des Koordinatensystems in den Schnittpunkt der Ver-
bindungslinie Q P mit der Ebene des Beugungsschirms. Diese Ebene nehmen wir
als xy-Ebene und als x-Achse die Projektion der Geraden Q P auf sie. Wir
haben also bei festem Leuchtpunkt Q fiir jeden Aufpunkt P ein besonderes
Koordinatensystem.

Durch diese Annahmen erreichen wir P
zunichst einmal, daBl &« = &, und =g,
wird (vgl. § 46); es fallen also in dem Aus-
druck fir @(£, 5) die in & und % linearen 7
Glieder fort. Der Winkel, den die Gerade
QOP mit der z-Achse bildet (s. Fig. 109), sei
wie frither mit é bezeichnet. Dann erhalten

wir fiir die Richtungskosinus der Strahlen / z
QO und OP /

& = &y = sind, /

/

(6) B= Bo=0,

Y=%= cosd. Fig. 109. Zur Theorie der Fkxsrfn;.-
Ml thil’l wir d schen Beuguugos?mt::‘lfmng an einer

_ 11 1) (£2cos2d 2 ()

(7) ¢_—?(ITO+T)(§ cos?d + 9.

Die beiden zu berechnenden Integrale sind also

C =_/fcos(—;_i (%o + ;T) (£%cos2d + 172))d§ an,
C . 1 1

s =ﬂ sm(--’;- (g + ) €2coste + qﬁ))dg dr.

Wir fithren nun neue Integrationsvariable %, v ein durch

(4,1 285 — 2

7 (Ro+ R)Ezcos 6= > %

=(1 1) 2 _ .2
1<R°+R)’7 =327

@)

9)

Dann wird
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und unsere Integrale lauten
C = a]]cm( z (4 1-2))1111(11',

l
(10) |} -
‘ 5:“: (I//Sin(" (”2—{'_2'2)){{“({7'"

(1) a= "1
Z(EJ e f) cosd

gesetzt ist. Dabei ist die Integration tber dasjenige Gebiet der #v-Ebene zu
erstrecken, in das die Blendenéffnung durch die Abbildung (9) iibergeht. Man
kann in manchen Fillen die beiden Integrale (10) noch weiter vereinfachen, in-
dem man

2

T 2 o, T, T, . o T,
cos(- - (27 H- 0 ) == COS . M7« COS _U° — SIN - US e SIN— =
2 (art 4 2%) 2 2 2 2"

(12)

. .‘1‘2*“2_‘..1
.\m(i(u :l))_.sm7

a T o, J . T,
2. cos 2 ~._u2,51nvn,-
‘ 1 u)\zz k c0>2 5 ¢
einsctzt, niamlich dann, wenn das Integrationsgebiet in der #v-Ebene ein achsen-
paralleles Rechteck ist. Dann treten die sog. FRESNELschen Integrale auf:
s :
NP U I
U(w) —_/CO‘\(\Z u )dlt,

0

(13)
V(w) = /.sin( ; 142) du.

0
Dicse Funktionen sind sehr ausfiithrlich untersucht worden; wir werden ihre
Haupteigenschaften nachher studieren. FRESNEL und seine Nachfolger haben
mit dieser Methode eine groBe Anzahl von Beugungsproblemen gelést, z. B. die
der Beugung an rechteckigen und kreisformigen Offnungen.

Der einfachste Fall ist der der Beugung an einer scharfen, geradlinigen Kante
einer Halbebene, wenn die Verbindungslinie POQ, also auch ihre Projektion aut
die Schirmebene (unsere x-Achse) auf der beugenden Kante senkrecht steht.
Ist x der Abstand der Schirmkante vom Nullpunkt, so sind die Integrations-
grenzen

—o <<y, —oo<ly<oo,
d. h.
(14) —co<u<w, —oo<Lv<<0oo,
wobel -
1 2/(1 1
(15) . W = x-cosél —/-._—(-E-%- R)

gesetzt ist. Da x den Abstand der Schirmkante von dem auf der festen Ver-
bindungslinie QP liegenden Nullpunkt O bedeutet, so liegt (s. Fig. 110)

l fiir x > 0: P auf der Lichtseite,
(10) l

fiir x << 0: P im geometrischen Schatten.

Dieser Fall kann dazu dienen, das Verhalten des Lichis an einer Schatten-
grenze rzu illustrieren; wir wollen ihn daher genauer diskutieren. Zunichst er-
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értern wir einige einfache Eigenschaften der Funktionen U und V. Man sieht
unmittelbar, daB

(17) Uw)=—-U(-w), V=-V(-w

ist. Wir bestimmen sodann die Werte der Integrale:

U () =/°°cos(— ul) du,
(18) -
V (00) =0/sin(% u2)du
Wir bilden J

e o]

(19)  Uloo) + iV (o0) =/ei:2— “ du

[

und fithren die neue Integrationsvariable {
durch *g

—— i—1.— _ 141 Fig. 110. FRESNELSChekaBnetlé‘gung an einer Schirm-
. *]/ T, U= — C
V=

(=ul/ — 5 =%
ein. Der reelle Integrationsweg der #-Ebene von Null bis Unendlich geht dabei
iiber in eine vom Nullpunkt ausgehende schrige Gerade der komplexen {-Ebene.
Nun ist aber leicht zu sehen, daB das Integral (19) auf jeder Parallelen zur imagi-
niren Achse mit wachsendem Abstande dieser Geraden vom Nullpunkte gegen
Null konvergiert. Somit folgt aus dem CAucHyschen Satz, daB das Integral
iiber die gesamte schrige Gerade identisch ist mit dem iiber die reelle Achse.
Daher erhalten wir

e <]

(20) U(oo) + iV () = i}j—;1 et dl = it

2
v

Daraus folgt
(21) Uo) =%, V(o) =1%.

Wenn wir jetzt in C und S die oben angegebenen Grenzen (14) einsetzen
und (12) benutzen, so erhalten wir

C = af i isfos( 5 ) s( 3 ) s s3]

R
S = afdujﬁv{sin(-;L uz) cos (% ‘02) + cos(% u”) sin(% v"‘)}.

Nach den Definitionen (13) von U und V und den Formeln (21) und (17) wird

fcos( )du—f+f U (o0 (w) = %—}-U(w),

[+

fcos(% u*) du =1

—00

Born, Optik. 13

(23)
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und entsprechend

/wsin(%@ﬂ) du = V(o) + V() = % + V(w),

— 00

(24) -
/sin(% u2) du=1.
Wir erhalten also aus (22)
23) [ C=a(({Uw + 1) — (V@) + 3),
S=a((Uw) + ) + (Vo) + §)) .
Mithin wird nach (5) die Intensitit

(26) T=luwl=2{(ve@ + 1) + (ve) + 3)).

wobei nach (1) und (11)

(27) Jo= 414 @ = g

1st. 7

Deutet man U und V als Koordinaten in einer U, V-Ebene, so ist ]/27 der
0

Abstand des Punktes (U, V) vom Punkte F_ (U= —3}, V= —}). Lassen wir
variieren, so beschreibt der Bildpunkt (U, V) eine Kurve, und man erhilt einen
volligen Uberblick iiber die Beugungserscheinung, wenn man den Abstand eines
beliebigen Punktes U(w), V(w) auf der Kurve von dem Punkte F_ beim Durch-
laufen der Kurve verfolgt. Wir haben daher zunichst diese Kurve zu disku-
tieren. Aus den Gleichungen (17) sieht man, daB sie spiegelbildlich zum Null-
punkt liegt, durch den sie fiir den Parameterwert w = 0 hindurchgeht. Fir
w = oo liuft sie in den Punkt F,(U=14%, V=1}) und fiir w = —oo in den
schon eingefithrten Punkt F_ aus. F, und F_ sind also asymptotische Punkte.
Endlich bestimmen wir die Bogenlinge:

dst — dU? + dV? — ((g-g)z + (%)2) dw® — <cos2 (2 w) + sin2(Z w2))dw2,
also

(28) ds? = dw?.

Wenn man s in Richtung wachsender w zihlt, ist also w mit der vom Nullpunkt
gezihlten Bogenlinge identisch. Nun bestimmen wir den Winkel 7z, den die
Tangente in einem beliebigen Punkte der Kurve mit der U-Achse einschlieBt.
Man hat av x
——  sin{—w?
e 4V _dw _ @)_t:@
8T=4qU~du~ = )— g(z ’
—  cos|—w?
dw ( 2
also
— % w2
(29) = w
Der Winkel 7 nimmt mit wachsendem |%| monoton zu, mithin dreht sich die
Tangente fiir positive w stets im positiven Sinne und fiir negative wachsende w
im negativen Sinne. Da iiberdies fiir w = 0 auch t verschwindet, wird die Kurve
im Nullpunkte von der U-Achse tangiert, und zwar ist nach vorstehender Uber-
legung die U-Achse Wendetangente. Fiir w? = 1 ist t = 7/2, die Tangente also
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senkrecht zur U-Achse; fiir w? = 2 ist t = z, die Tangente also wieder parallel
zur U-Achse und, wegen der monotonen Drehung, ihr entgegengesetzt gerichtet;
usw. Die Kurve windet sich also unendlich oft um den Punkt F, spiralig in
positivem, und um den Punkt F_ in v
negativem Sinne herum. Man nennt
diese Kurve die CorNUsche Spirale
(s. Fig. 111). Mit Hilfe dieser Kurve B
koéanen wir nun die Intensititsvertei-
lung leicht verfolgen, wobei wir zu
beachten haben, daBl w =0 oder x=0
der Lage des Aufpunkts auf der Grenze
des geometrischen Schattens entspricht,
wihrend nach (16) negative w oder %
einer Lage im geometrischen Schatten,
positive w oder x einer Lage im be-
leuchteten Raum entsprechen. Indem

man sich 2J‘—, als Quadrat des Ab-

0
standes eines Punktes der CorRNUschen
Spirale vom Punkte F_ vorstellt (s.
Fig. 112), sieht man, daB sich diese
GroBe auf der Schattenseite ganz anders verhdlt als auf der Lichtseite.
Fiir positive w (Lichtseite) hat J/J, eine Aufeinanderfolge von Maxima, die mit
wachsendem w immer schwicher werden, wobei sich die Intensititskurve all-
mihlich oszillierend dem Werte 1 nidhert. Dies bedeutet wegen (27), daB in hin-
reichend groBem Abstande von J
der beugenden Kante die Licht- 7;1
intensitdt mit dem Quadrat der
Entfernung abfillt. Die Maxima
und Minima im beleuchteten
Raume schwanken um den nach
der geometrischen Optik zu er-

wartenden Wert. Das groBte
Maximum der Intensitit liegt e

Fig. 111. Cornusche Spirale.

nicht genau an der Schatten- w
grenze, sondern ein wenig in den Fig. 112. Intensititsverteilung bei der FrESNELschen Beugung an
hellen Raum verschoben. An der einer Kante.

Schattengrenze selbst (@ = 0) ist

J/Jo=1%. Auf der negativen Seite (Schattenseite) fillt J/J, monoton zu Null ab.
Sowohl die qualitative Tatsache, daB die Beugungsfransen auf der Lichtseite

der geometrischen Schattengrenze liegen, als auch der Verlauf dieser Schwan-

kungen sind durch Experimente sehr gut bestitigt worden.

§ 56. Verhalten der Lichtwellen in der Umgebung
von Punkten geometrischer Strahlenvereinigung;
Beugungstheorie der Bildfehler. *
Wir haben in II, § 14 fiir die Giiltigkeit der geometrischen Optik zwei ver-
schiedene Bedingungen gefunden; sie gilt nur bei Ausschluf der Umgebung
1. der geometrischen Schattengrenzen,

2. der Punkte geometrischer Strahlenvereinigung (,,Brennpunkte’ im weite-
sten Sinne).

13*
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In diesen Ausnahmeregionen sind durch die Wellennatur des Lichts erzeugte
Abweichungen von der geometrisch bestimmten Helligkeitsverteilung, Beugungs-
erscheinungen, zu erwarten. Die bisher behandelten Fille bezogen sich auf die
erste Ausnahmeregion, die Umgebung der Schattengrenze; es handelte sich um
die Wirkung von Blenden auf die Lichtausbreitung. Allerdings haben wir dabei
auch Strahlenvereinigung durch Linsen (insbesondere bei dem FRAUNHOFERschen
Fall der Beugung) herangezogen; doch war dies nur ein bequemes Hilfsmittel,
um statt von der Lichtverteilung in sehr entfernten Raumpunkten, dargestellt
durch Systeme (nahezu) ebener Wellen, von der anschaulichen Lichtverteilung
auf einem ebenen Auffangeschirm zu sprechen. Dabei wird so getan, als ob die
abbildende Linse jede der ebenen Wellen, aus denen die durch Beugung an einer
Offnung entstehende Lichterregung in entfernten Raumpunkten besteht, nach
den geometrisch-optischen Gesetzen fiir die entsprechenden Strahlen zur Ver-
einigung bringt. Die Frage, wie das Feld der Lichtwelle in der rdumlichen Um-
gebung des Vereinigungspunktes wirklich beschaffen ist, bleibt unbeantwortet.

Es ist aber fiir eine genauere Einsicht in die Wirkungsweise optischer Instru-
mente von Bedeutung, auf diese Frage naher einzugehen; z. B. ist es wichtig,
festzustellen, wie die Helligkeitsverteilung bei schlechter Fokussierung, d. h. auf
einem vor oder hinter der geometrischen Bildebene angebrachten Schirm bei Be-
riicksichtigung der Beugung aussieht. Allgemeiner noch ist das Problem, gleich-
zeitige Wirkung geometrisch-optischer , Fehler (s. II, §29) und der Beugung
zu bestimmen.

Wir wollen die Grundziige dieser Theorie nach DEBYE? hier kurz behandeln.
Dabei kniipfen wir an die Formel §46 (3) an, die die Lichterregung fiir eine
punktférmige Lichtquelle Q im Aufpunkt P darstellt:

1k Fetkir + 1o
—_ S —_ S(v, 7, .
up 4”/] . (cos(v, ¥) — cos(v, 75)) do
%

(1)
Hier bedeuten 7, und r die
do Entfernungen der Punkte Q
o r bzw. P vom Element do
mﬁ einer die beugende Offnung
. (i iberspannenden Fliche, »
¢

7 die Normale in do auf die-

ser Fliche in der Richtung

Fig. 113. Kreisformig abgeblendetes Stiick einer kon- der Lichtfortpﬂanzung. Da-

vergenten Kugelwelle. bei war noch angenommen,

daB Q und P auf verschiede-

nen Seiten der Blende liegen.

Jetzt betrachten wir ein konvergentes Strahlenbiindel, das sich bei fehlender

Blende im Punkte Q, kurz ,,Brennpunkt* genannt, vereinigen wiirde, und wollen

die Helligkeit in einem zu Q benachbarten Punkte P bei Einschaltung der Blende

untersuchen. Dann konnen wir wieder die Formel (1) benutzen, wenn wir nur

im Exponenten 7 4 7, durch » — 7, ersetzen, weil die Lichtwege von Q@ zur

Blende und von dieser nach P sich nicht mehr addieren, sondern subtrahieren.

Ferner konnen wir im Nenner und in cos(y, 7) » mit 7, gleichsetzen. Die beu-

gende Offnung sei kreisformig, und Q ein Punkt auf dem im Mittelpunkt der

Blende errichteten Lot. Dann kénnen wir als Integrationsfliche die durch den
Blendenrand gehende Kugel um Q nehmen, so daB (s. Fig. 113)

—cos(v,7) =cos(v, 7)) =1, do=nrdf

1P DEBYF: Ann. Physik (4) Bd. 30 (1909) S. 755. Zusammenfassende Darstellung von
J. Picut: Optische Abbildung. Braunschweig 1931.
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ist, wo dQ das Element der Einheitskugel bedeutet. R sei der Vektor von Q
nach P und 8 der Einheitsvektor von Q nach dem Element do der Kugel; dann
ist fir R=|R| <7,

v o= vy = N3,
Setzt man das \lles in (1) ein, so erhidlt man fiir die Lichterregung in der Nihe
des Brennpunkts Q

(2) tp = ;' ”'ff/;:us Q.

2
)
wobei das Integral iiber den Kegel K um dic Achse 4 der beugenden Blende
und mit dem halben Offnungswinkel « zu crstrecken ist. Die Funktion (2) ist
eine strenge Losung der Wellengleichung; ¢s fragt sich, welcher Grenzbedingung
sie exakt gentigt. Wir behaupten, daB sic auf der unendlich fernen Kugel (R — o0)
iiberall Null ist aufer in ihrem Durchschnitt mit dem Kegel K; die Lésung ent-
spricht also einer in unendlich groBer Entfernung befindlichen Kreisblende. Da
aber die Bedingungen R < 7, und R > 1/k = }/27 praktisch zugleich erfiillbar

Y4

P
0"1’ AK
0
D
/
TN
! \‘\ \\'\‘
LN
RN
A
foﬂ. 4

Fig. 114. Zur Theorie des Verhaltens einer Welle im Brennpunkt.

sind, 148t sich die Lésung auf den Fall einer im Endlichen liegenden Kreisblende
anwenden, solange man von der unmittelbaren Umgebung der Blendenfliche
absieht.

Um unsere Behauptung zu beweisen, fithren wir als Integrationsvariable
Polarkoordinaten ¥, ¢, um die Richtung von @ nach P ein, wobei ¢, von der
durch QP und die Blendenachse QA4 bestimmten Ebene gezihlt werden soll;
dann ist dQ = sind,dd,dp,. Wir zericgen up in zwei Teile

) wp =t (T T,

wobei das erste Integral J, nur dann von Null verschieden sein soll, wenn der
Aufpunkt P innerhalb des geometrischen Strahlenkegels K vor oder hinter Q
liegt, d.h. wenn fiir den kleinen Winkel © zwischen QP und Q4 gilt: 0 < ¢ < «
oder # — &« <9 < z. In diesen Fillen soll

(4) ]1 :/I‘(/‘eichosﬂ,dQ

sein, wo die Integration iber den Richtungskegel K, mit der Achse QP zu er-
strecken ist, der den Offnungskegel K von innen beriihrt; K, hat also im Fall
0 < ¢ < « den Offnungswinkel & — ¢, im Fall # — & < < 7 den Offnungs-
winkel ¢ + « = n (s. Fig. 114).
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J 2 soll das Integral derselben Funktion sein, erstreckt iiber den Rest K — K.
J, ist sofort ausgewertet; man hat allgemein

6 cos O,

J = Zn/eikkwsa, sin®,dd, = _Zﬂ[eikdex — 52;2 (kR e0sOy _ gikRcosy)
6 coshe,
und daher
o<d<u:
I = "?fg (4R — gihReos (@ = D))
1
x<Pla—o:
(5) _
Ji=0,
T—a<d<m:
]1: %(_e—ikR + eikas(a-f-t’)) .
2

Um J, zu berechnen, konstruieren
wir den Kegel K, um QP als Achse mit
dem halben Offnungswinkel 9, : dieser
schneidet den Blendenkegel K (umQ4,
Winkel «) in zwei Punkten, deren Azi-
mute um QP gleich 4 ¢, sind, wo ¢,
] ) i _ eine Funktion von +, ist; diese nennen
Fig. 115. Zur ‘I‘heoneBiisn;(s;l:iltens einer Welle im wir @ = @1 (COS 01) (S. Fi g. 1 5) Wir

haben nun drei Félle zu unterscheiden,
je nachdem P im geometrischen Strahlenkegel K vor oder hinter @ oder auBler-
halb dieses Kegels liegt (s. Fig. 116a, b, c); in jedem Falle sind die Integrations-
grenzen nach ¢,, die wir @,, 6, nennen, andere, nidmlich:

0<dI< «x: O,=a—9%, Oy=oa-+1,
(6) a<¥P<m—oa: O=9%—0«, 0O,=10+ «,
T—a<d<m: O,=9—«, 0O,=27--B+a).

In jedem Falle gilt fiir ¢, = P, (cos?y) (s. Fig. 115):

cosax = cos cos®, - sind sind, cos D, ,

also
) cos @, — cosaSi; ;:f:i;losﬂl
Unser Integral lautet nun:
6, P, cos O,
7, =/sinv91dﬂlef""°°5”n Ao, = —2/451 (1) ¥Rz g
6, — b, cos O,

wo @, durch (7) als Funktion von x = cos?, definiert ist.
Durch vartielle Integration erhilt man nun eine Reihe, die nach Potenzen
von (kR)-1 fortschreitet und so beginnt:

2 k2| 2 [Py g6
®) Ja == ikR[d)l(x)e ]wse, sz“‘{dx ¢ eos 8,
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Nun folgt fiir die drei Fille (6) aus der Formel (7) oder aus Fig. 116:

0<d<a: D, (cosO,)) =, D(cosB,) =0,
) a<P<m—a: B(cosO) =0, D (cosOp) =0,
w—a<d<m: D, (cos @) =0, D (cosB,) =mn.
Somit erhalten wir als erste Niherung aus (8):
o<d<eu: ]2252_’;2e£chosm—0),
(10) a<P<m—oa: J,=0,
{ T—x<d<am: ]2=—£—;e""“"s(“+”)

und hieraus durch Addition von (5)

e(kll
o<t <ux: Up—> 5>
(11) a<d<m—oa: up—0,

T—a<dP<m:

a b

Fig. 116. Verhalten einer Lichtwelle im Brennpunkt.
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Dies bedeutet, daB die Funktion #p sich auf der unendlich fernen Kugel inner-
halb der Blendensffnung wie eine eintretende Kugelwelle, in dem der Offnung
gegeniiberliegenden Segment wie eine auslaufende Kugelwelle verhilt und da-
zwischen verschwindet. Die Formeln (11) enthalten aber dariiber hinaus noch
ein merkwiirdiges Resultat, das auf dem Minuszeichen bei der auslaufenden
Welle beruht; dieses bedeutet ja eine Phaseninderung um z. Beim Durchgang
durch den Brennpunkt erfihrt also die Kugelwelle eine Umkehrung der Phase.
Natiirlich erfolgt diese nicht plétzlich, sondern stetig, und es ist leicht, diesen
Ubergang wenigstens fiir die auf der Achse des Blendenkegels gelegenen Auf-

punkte genau zu berechnen. Fiir diese gilt namlich
?=0: R3= Rcos?,,

?=mn: R8 = —Rcosd,
und daher nach (2)

& cosa

up = ki/eiihRoosdlsinﬁl a9, = —kifei“"“’dx — :F% (et#hReosa _ giikR)

0 1
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also
e( kR ei kRcosx

$=0:up="f -
(12) e—ikﬂ e-ichosa
P=m: up = — —
- P R R

Dieses Ergebnis scheint zunichst im Widerspruch zu den Grenzformeln (11) zu
stehen, da die Ausdriicke (12) fir R — oo nicht in (11) iibergehen; aber diese
Schwierigkeit ist leicht zu beheben, wenn man sich die Ableitung von (11) vor
Augen hilt. Diese beruht darauf, daB in (8) bereits die Glieder zweiter Ord-
nung in (kR)-1 fortgelassen wurden; nun enthalten diese aber den Faktor
dd,/dx = —d D,/dd, - 1/sind;, und dieser wird fir 9 =0 und ¢ ==z un-
endlich.

Folglich geben die Formeln (11) fiir einen endlichen Wert von R nur dann
einen wirklichen Niherungswert von #p, wenn man einen bestimmten Winkel-
raum um die Achse QA4 ausschlieBt.

Die Formeln (12) zeigen wieder eine Phasendnderung um z (Faktor —1) fur
zwei symmetrisch zu Q gelegene Achsenpunkte an; aber die Erregung auf der
Achse hat fiir R oo nicht die Grenzwerte (11), die sich vor und hinter Q nur
um-die Phase w unterscheiden, sondern Amplitude und Phase schwanken dauernd.

Denn man formt (12) leicht um in
£ikR .
4 =0: Up = caed,

(13) PRIt .
P=m up=-—7% caet®—m

mit

i a = 2sin (IeRsin2 :)
(14) ., &

0 = kRsin?— .

{ 2

Die Intensitit ist also vor und hinter Q
sin( R sin? %)\

. e )

und verhilt sich dhnlich wie das ,,Lichtgebirge’’, das durch Beugung an einem
Spalt entsteht. Die Phase 6 gegen die ideale Kugelwelle R~1¢***R aber wichst
dauernd mit R; ihr Sprung um =z bei R = 0 bedeutet kontinuierlichen Durch-
gang der Erregung auf der Achse durch den Punkt @, da ja R von Q aus nach
beiden Seiten wichst.

Will man den durch (11) angezeigten Phasenwechsel fiir Geraden durch @,
die schief zur Achse liegen, verfolgen oder allgemeiner das Verhalten der Er-
regung in beliebigen Nachbarpunkten von @ studieren, so muB man an die all-
gemeine Formel (2) ankniipfen. Man kann diese auf ein Integral iiber eine
BesseLsche Funktion zuriickfithren. Dazu benutzen wir Polarkoordinaten mir
der Achse QA, und zwar 9, ¢, fiir 3 und &, 0 fiir R (¢ = 0 bedeutet offenbar
keine Spezialisierung). Dann wird

R3 = R (cos? costy + sin?sindgcosqpy), dL = sindydd,de,,

und
2 «

(16) Up = ki [d¢0 /sin'ﬁodﬁo eikR(oosﬂcosz‘}a + sin & sin 9 cos gq) A
2a) N

0 0



§ 56. Brennpunkte; Beugungstheorie der Bildfehler. (IV, § 56.) 201

Hier 14Bt sich die Integration nach @, ausfithren mit Hilfe der in § 49 (4) defi-
nierten BEsseLschen Funktion nullter Ordnung:

2n T
1 . 1 .
(17) L) = 5 [ererdg, = % [erndg,.
0 (4]
Damit wird
(18) up = ik f gihReosBeosd I (BR sind sindy) A, .
1]

Fiir diesen Ausdruck kann man Niherungen dadurch gewinnen, daBl man ent-
weder die Exponentialfunktion oder die BEsseLsche Funktion durch i<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>