DIE GRUNDLEHREN DER MATHEMATISCHEN
WISSENSCHAFTEN IN EINZELDARSTELLUNGEN
BAND V

A. SPEISER
THEORIE DER GRUPPEN
VON ENDLICHER ORDNUNG

SPRINGER-VERLAG BERLIN HEIDELBERG GMBH




DIE GRUNDLEHREN DER

MATHEMATISCHEN
WISSENSCHAFTEN

IN EINZELDARSTELLUNGEN MIT BESONDERER
BERUCKSICHTIGUNG DER ANWENDUNGSGEBIETE

GEMEINSAM MIT
W. BLASCHKE M. BORN C.RUNGE

HAMBURG GOTTINGEN GOTTINGEN

HERAUSGEGEBEN VON

R. COURANT

GOTTINGEN

BAND V

GRUPPENTHEORIE
VON

ANDREAS SPEISER

Springer-Verlag Berlin Heidelberg GmbH

1923



DIE

THEORIE DER GRUPPEN
VON ENDLICHER ORDNUNG

MIT ANWENDUNGEN
AUF ALGEBRAISCHE ZAHLEN UND GLEICHUNGEN
SOWIE AUF DIE KRISTALLOGRAPHIE

VON

ANDREAS SPEISER

ORD. PROFESSOR DER MATHEMATIK
AN DER UNIVERSITAT ZURICH

Springer-Verlag Berlin Heidelberg GmbH
1923



ALLE RECHTE, INSBESONDERE
DAS DER UBERSETZUNG IN FREMDE SPRACHEN, VORBEHALTEN.

ISBN 978-3-662-41973-1 ISBN 978-3-662-42031-7 (eBook)
DOI 10.1007/978-3-662-42031-7

Copyright 1923 by Springer-Verlag Berlin Heidelberg
Urspriinglich erschienen bei Julius Springer in Berlin 1923.

Softcover reprint of the hardcover 1st edition 1923



Vorwort.

In ihren elementareren Teilen besteht die Gruppentheoric aus
einer Reihe vielleicht nicht immer v6llig organisch zusammenhingender
Methoden und Begriffe, und die Gliederung des Stoffes ist hier schon
in hohem MaBe festgelegt. Wem unsere Darstellung etwas knapp
erscheint, den verweisen wir zur Erganzung auf die ausgezeichneten
und ausfiihrlichen Darstellungen von Weber (Algebra, Bd. 2) und von
Netto (Gruppen- und Substitutionentheorie, Leipzig 1908). Beim Studium
dieser Anfangsteile braucht man sich keineswegs streng an die Reihen-
folge der Paragraphen zu halten, sondern im allgemeinen werden die
ersten Paragraphen der einzelnen Kapitel leicht verstandlich sein, die
spateren dagegen wesentlich schwerer.

Erst mit der Theorie der Substitutionsgruppen setzt eine weit-
tragende und systematische Theorie ein, die, wie wir am Schluf3 zu
zeigen versuchen, noch lange nicht ausgeschopft ist. Sie kommt im
Grunde auf eine zahlentheoretische Behandlungsweise heraus, deren
Terminologie (Produkt, Multiplizieren usw.) ja bereits von Anfang an
erscheint.

Entsprechend dem Plane dieser Sammlung von Einzeldarstellungen
wurde den Anwendungen besondere Aufmerksamkeit gewidmet. Neben
mannigfaltigen algebraischen und zahlentheoretischen Sitzen kommt
hier in erster Linie die Kristallographie in Betracht. Diese besitzt ja
gegeniiber allen anderen Fallen des Gelingens mathematischer Natur
beschreibung den Vorzug grobter begriftlicher Einfachheit und strengster
arithmetischer Prizision.

Bei der Durchsicht der Korrekturen haben mich die Herren Prof.
Dr. R. Courant, Prof. Dr. R. Fueter und Prof. Dr. G. Polya unterstiitzt
und auf manche Verbesserungen hingewiesen, wofiir ihnen hier aufs
beste gedankt sei.

Mein Dank gilt ferner meiner Frau, die mir bei der Herstellung
des Manuskriptes geholfen hat.

Zurich, im Dezember 1922.

A. Speiser.
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1. Kapitel.

Die Grundlagen.

§ 1. Die Postulate des Gruppenbegriffs.

Ein System von Elementen bildet eine Gruppe, wenn folgende
vier Postulate erfiillt sind:

I. Das Gruppengesetz: Jedem geordneten Paar von gleichen
oder verschiedenen Elementen des Systems ist eindeutig ein Element
desselben Systems zugeordnet, das Produkt der beiden Elemente. Die
Formel dafiir ist: AB = C.

II. Das Assoziativgesetz: Fiir die Produktbildung gilt die
Gleichung: (AB)C == A(BC). Nicht verlangt wird jedoch das Komn-
mutativgesetz AB — BA.

III. Das Einheitselement: Es gibt ein Element E, das fiir jedes
Element A des Systems folgendem Gesetz gehorcht: AE = F 4 = A.
E heiBt das Einheitselement oder die FEinheit der Gruppe.

IV. Das inverse Element: Zu jedem Element A gibt es ein
inverses Element A4-1!, das der Gleichung geniigt: AX = E.

Eine Gruppe, bei der alle Elemente mit einander vertauschbar
sind, heiBt eine kommutative oder Abelsche Gruppe.

Ist die Anzahl der Elemente endlich, so heiB3t die Gruppe eine end-
liche Gruppe. Die Anzahl der Elemente heiBt die Ordnung der Gruppe.

Die bekanntesten Gruppen sind Abelsche Gruppen mit unendlich
vielen Elementen: Die ganzen positiven und negativen Zahlen bilden
nach dem Gesetz der Addition eine Gruppe, ebenso die positiven rationalen
Zahlen nach dem Gesetz der Multiplikation. Die , Einheit ist im ersten
Falle 0, im zweiten 1. Ferner bilden alle reellen Zahlen nach dem
Gesetz der Addition und, nach Weglassung der Null, nach dem Gesetz
der Multiplikation eine Gruppe.

Das Postulat II ist die knappste Fassung der allgemeinen Forde-
rung, daB ein Produkt mehrerer Elemente eindeutig bestimmt ist,

Speiser, Gruppentheorie. 1



2 1. Kap. Die Grundlagen.

wenn man die Reihenfolge der Elemente beibehilt. Sein Inhalt ist
eben diese Forderung fiir ein Produkt von drei Elementen. Durch einen
einfachen SchluB von % auf # -+ 1 14Bt sich hieraus der allgemeine
Satz beweisen. Man setze voraus, dall jedes Produkt von % oder
weniger Elementen eindeutig bestimmt ist. Ist nun eine Reihe von
#n -+ 1 Elementen vorgelegt, deren Produkt zu bilden ist, so fithrt jede
Produktbildung bis zu einem Produkt von zwei Elementen, deren
erstes das Produkt der 7 ersten urspriinglichen Elemente darstellt,
wihrend das zweite das Produkt der ibrigen ist. Es muB nun bloB
gezeigt werden, daB auch der letzte Schritt fiir jeden Wert von ¢ das-
selbe Resultat liefert. Ist I das Produkt der ¢ ersten Elemente, 4 das
(1 +1)-te Element und K das Produkt der iibrighleibenden, so folgt
aus dem zweiten Postulat:
I(AK)= (IA)K.

Indem man ¢ der Reihe nach die Zahlen 1, 2, ..., n — 2 durchlaufen
laBt, gewinnt man das gesuchte Resultat.

LaBt man noch das kommutative Gesetz zu, so ist ein Produkt
durch die Elemente allein, unabhdngig von der Reihenfolge, bestimmt.
Es wird niamlich: ABCD = A(BC)D = A(CB)D = ACBD, woraus
unmittelbar folgt, daB zwei aufeinanderfolgende Elemente miteinander
vertauscht werden diirfen. Da man ferner durch derartige , Trans-
positionen“ eine beliebige Reihenfolge herstellen kann, so ist die
Behauptung bewiesen.

Das Postulat III fordert die Existenz eines Einheitselementes.
Alletn mit Hilfe des ersten Postulates 1aBt sich zeigen, daB nur ein
Element vorkommen kann, das den dortigen Bedingungen geniigt.
Sei namlich F ein weiteres Element, fiir das stets die Gleichungen
AF = FA = A erfillt sind, so ergibt sich fir EF gleichzeitig das
Element £ und F. Wegen I folgt £ = F.

Das zu A~ inverse Element ist A. Denn aus A—!B=E folgt
durch linksseitige Multiplikation mit 4: AA—'B=A, also B=A.
A ist mit A~ vertauschbar,

Ist ABC ... F ein beliebiges Produkt von Elementen, so ist
F-1...C-1B-1 4-1 das inverse dazu.

Historische Notiz: Die abstrakte Gruppentheorie ist eine relativ spite
Entwicklungsphase des mathematischen Gebildes, das unseren Gegenstand bildet.
Noch Jordans Traité des substitutions (1870) behandelt Permutationsgruppen.
Aber die Methoden, die Gauf, Cauchy, Galois und Jordan benutzen, sind grofien-
teils unabhingig von dieser speziellen Bedeutung der Elemente. Das erste
System abstrakter Gruppenpostulate soll das von Kronecker 1870 aufgestellte
sein (Auseinandersetzung einiger Eigenschaften der Klassenzahl idealer kom-
plexer Zahlen, Werke Bd. 2; p. 273). Neuerdings haben sich amerikanische
Mathematiker- mit der Aufstellung von Postulaten beschiftigt, z. B. E. V. Hun-
tington (Note on the definition of abstract groups and fields by sets of inde-
pendent postulates, Am. Transact. 6, p. 181.)



§ 2. Die Gruppentafel. 3

§ 2. Die Gruppentafel.

Eine Gruppe ist vollstindig bestimmt, wenn das Produkt zweier
beliebiger Elemente bekannt ist. Zur Tabellierung benutzt man, wenig-
stens in einfacheren Fillen, die Gruppentafel, eine zuerst von Cayley?)
angewandte Methode. Das Schema ist ein Quadrat mit ebensovielen
Zeilen resp. Kolonnen, als die Ordnung der Gruppe betrdgt. Man
bringt die Elemente, mit E beginnend, in eine bestimmte Reihen-
folge, und bezeichnet sowohl die Zeilen als die Spalten der Reihe
nach damit. In die Parzelle, welche durch den Durchschnitt der mit A
bezeichneten Zeile und der mit B bezeichneten Kolonne gebildet wird,
schreibt man das Produkt 4 B. Wir geben als Beispiel die Gruppe
niedrigster Ordnung, in welcher das kommutative Gesetz nicht gilt:

|EABCDF
E|EABCDF
4|ABEDFC
B|BEAFCD
C|/C FDEB A4
D|DCFAEB
FIFDCBAE

Man erkennt sofort als charakteristisches Merkmal fiir Gruppen
mit dem kommutativen Gesetz die Symmetrie der Tafel in bezug
auf die Hauptdiagonale. In der angegebenen Gruppe gilt aber z. B.:
AC=CB $CA.

Dem Assoziativgesetz entspricht keine in die Augen fallende Eigen-
schaft der Tafel, dagegen stellt die Tatsache, daB in jeder Zeile und
in jeder Kolonne jedes Element der Gruppe genau einmal vorkommt,
eine fundamentale Eigenschaft aller Gruppen dar, wie folgendermaBen
bewiesen wird:

Die Elemente einer Zeile sind in dem Ausdruck 4 X enthalten,
wobei 4 ein festes Element darstellt, wihrend X die ganze Gruppe
durchliuft. Die Gleichung 4 X =B 1iBt bei beliebigem 4 und B
die eine Auflésung zu: X — A~-1B. Hieraus folgt, daB in dem System
von der Gestalt 4 X jedes Element der Gruppe enthalten ist. Anderer-
seits aber auch nur einmal; fiir endliche Gruppen ergibt sich das durch
bloBe Abzihlung der Elemente, fiir unendliche muB man verwerten, daB
aus 4B = AC folgt: B=C. Denn ,multipliziert“ man die Gleichung
auf beiden Seiten von links mit 4 -1, so erhilt man: A-14AB = A-1AC
und daraus wegen des Assoziativgesetzes: B = (.

Eine modifizierte Tafel, die fiir spitere Untersuchungen von
Wichtigkeit ist, erhalt man, indem man entsprechende Zeilen und

') Phil. Mag. (4) 7 (1854), p. 40.
1*



4 1. Kap. Die Grundlagen.

Kolonnen nicht mit denselben, sondern mit inversen Elementen be-
zeichnet, in folgender Weise:

E 4 1 B C
E | E A4 B C
A-'| A1 E |A'B{A-'C
B-1|B-1 {B~'4| E |B7iC

C1CY|C-'4|C*B| E

Die oben angefithrte Gruppe nimmt dann folgende Gestalt an:

EABCDF
E|\EABCDF
B|BFEAFCD
A|ABEDFC
C|CFDEBA
D|DCFAERB
F|\FDCBAE

Man bemerkt, daBl in der Hauptdiagonalen stets E steht.

Satz 1: Fiir endliche Gruppen lassen sich die Postulate 11l und 1V
ersetzen durch das Postulat 1I1*, das fiir gewisse Anwendungen be-
quemer ist:

m*: Aus AB=AC folgt B=C und aus BA=CA folgt eben-

falls B= C.

Beweis: Das Postulat besagt fiir endliche Gruppen, dafl A X
und X4 mit X die simtlichen Elemente der Gruppe durchlaufen.
Denn ist g die Ordnung der Gruppe, so stellt 4X g Elemente dar,
die wegen des Postulates III* voneinander verschieden sind, und
daher mit den Elementen der Gruppe iibereinstimmen miissen. Ins-
besondere 1aBt die Gleichung A X = A eine Losung zu, die mit F
bezeichnet werde. Aus AE = A folgt: XAE = X A wegen des Asso-
ziativgesetzes; also gilt fiir jedes Element der Gruppe: XFE = X und
insbesondere: EE == E. Aber auch EX durchlauft mit X siamtliche
Elemente der Gruppe und aus EEX = E X folgt ebenso wie vorher,
daB fiir jedes Element X der Gruppe die Gleichung gilt: EX = X.
Damit ist das Postulat III aus dem Postulat III* abgeleitet. Das
Postulat IV folgt sofort aus der Tatsache, daB die Gleichung A X = E
eine Losung besitzen mull, weil 4 X alle Elemente, also auch das
soeben nachgewiesene Element E, durchlaufen mubB.

Fiir unendliche Systeme folgt aus III* nicht die Existenz des
Einheitselementes. Die positiven ganzen Zahlen bilden nach dem



§ 3. Untergruppen. )

Gesetz der Addition ein System, das I, II und III* geniigt, aber keine
Gruppe bildet.

Im folgenden soll stets, falls nichts anderes bemerkt ist, aus-
schlieBlich von endlichen Gruppen die Rede sein.

§ 3. Untergruppen.

Definition: Ein Teilsystem von Elementen der Gruppe, das fiir
sich den Postulaten I bis IV geniigt, und daher selbst eine Gruppe bildet,
heilt eine Untergruppe der gegebenen Gruppe.

Zwei Untergruppen lassen sich von vornherein angeben, niamlich
einerseits die gegebene Gruppe selbst, andererseits das Element E,
das offenbar fiir sich eine Gruppe bildet. Diese beiden Untergruppen
werden durch den Ausdruck wuneigentliche Untergruppen von den
ibrigen, den eigentlichen Untergruppen unterschieden. Die Auf-
findung der eigentlichen Untergruppen ist eine der Hauptaufgaben
der Theorie.

Teilsysteme werden erzeugt z. B. durch fortgesetzte Multiplikation
eines Elementes mit sich selbst. Man schreibt: 44 = 42, AAA= A3
usw. und bezeichnet diese neuen Elemente als die Potenzen von A.
Sie bilden unter sich ein System, in dem das Postulat I erfiillt ist
denn das Produkt der z-ten Potenz von A mit der m-ten ist gleich
der (m - mn)-ten Potenz von A: A™A" = Am+»  Ferner ist das As-
soziativgesetz erfiillt, und hieraus folgt in diesem speziellen Falle noch
das Kommutativgesetz: Sei n > m und n = m -1, dann wird 4"»4™
— (Am Al) Am — Am(AlAm — A4m Anr

Satz 2: In endlichen Gruppen bildet ein Element A zusammen
mit seinen Potenzen eine kommutative Untergruppe, die durch A er-
zeugte Untergruppe. Gauf3 nennt sie die Periode von A. Die Ord-
nung dieser Untergruppe heiBt auch die Ordnung des Elementes A.

Beweis: Da nach Voraussetzung nur endlich viele Elemente in
der Gruppe vorhanden sind, so kénnen bei fortgesetzter Potenzierung
nur endlich viele verschiedene Elemente entstehen. Sei die (n - 1)-te
Potenz von A die niedrigste, welche gleich einer fritheren Potenz von
A ist, dann gilt eine Gleichung von der Gestalt: A"+1= 4™  Hier
muf3 m gleich 1 sein, denn durch Multiplikation mit A~ erhilt man
A" = Am-1_ Wire also m > 1, so ware bereits die #%-te Potenz von
A gleich einer niedrigeren, gegen die Voraussetzung. Aus A*+1= 4
folgt A" =F und A"*i= Ai Diese Bezeichnungsweise liBt sich
nun auch auf negative Potenzen von A ausdehnen. Bereits ist das
inverse Element von A mit A-! bezeichnet worden. Aus A"=E
ergibt sich A»-1 = 4-1, eine Formel, die aus der vorhergehenden
hervorgeht fiir 7= — 1. Hiermit ist bewiesen, daB unter den Po-
tenzen von 4 das Einheitselement vorkommt (Postulat III), und daB
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zu jedem der n-Elemente A, A% A%, ..., A»~1, E auch das inverse
eine Potenz von A4 ist: AmA»—m —=F, 6 d. h. A bildet zusammen mit
seinen Potenzen eine Gruppe, w.z. b. w.

Eine Gruppe, die durch ein Element erzeugt werden kann, heiBt
eine zyklische Gruppe.

Satz 8'): Die Ordnung einer Untergruppe ‘ist ein Teiler der Ord-
nung der ganzen Gruppe.

Beweis: Die Gruppe sei mit @&, die Untergruppe mit § be-
zeichnet, ihre Ordnungen seien g und 4. A sei ein Element von &
auBerhalb von §, und X durchlaufe die simtlichen Elemente der
Untergruppe §. Alsdann durchlduft X4 & Elemente, die unter sich
verschieden sind. Sie sind aber auch von den Elementen der Unter-
gruppe verschieden. Denn gesetzt der Fall, X4 sei gleich einem
Element H aus §, dann folgt aus der Gleichung: X4 = H durch
linksseitige Multiplikation mit X—1:

A=X"1H.

Da X und H in § enthalten sind, so ergibt sich der Widerspruch,
daB A selbst in § enthalten ist.

Die Gesamtheit der Elemente, die durch X A geliefert werden,
wenn X die Elemente von § durchlduft, heiBt eine Nebengruppe
von § und wird symbolisch mit § A bezeichnet. Moglicherweise ist
durch die Elemente von § und $ A zusammen bereits die ganze
Gruppe erschopft; sie ist alsdann von der Ordnung 2 k. Andernfalls
gibt es noch ein weiteres Element auBerhalb von § und $ 4, etwa
B. Mit diesem bildet man die Nebengruppe $ B. Sie besteht wie
9 A aus h verschiedenen Elementen, die von denen in § verschieden
sind. Aber auch §A4 und § B besitzen keine gemeinsamen Elemente,
denn wire X4 = Y B, (X und Y in §), so wiirde folgen: Y-1 X 4 = B.
Da Y-'X in § liegt, so folgt gegen die Voraussetzung, daB B bereits
in der Nebengruppe $A vorkommt. Ist durch die Elemente von
9, 94 und 9B die Gruppe noch nicht erschépft, so erhilt man in
gleicher Weise, wie bisher, eine neue Nebengruppe, die mit keiner
der friheren ein Element gemeinsam hat. Das Verfahren muf3 nach
einer endlichen Anzahl von Schritten ein Ende nehmen, so daB3 jedes
Element der Gruppe ® genau in einer Nebengruppe untergebracht
ist. Wir schreiben symbolisch: @ =9 + 94+ 9B +HC+ ....
Aus dieser Verteilung der Elemente von ¢ in § und seine Neben-
gruppen folgt der Satz ohne weiteres.

Als besonders wichtiger Spezialfall ist hervorzuheben, daB3 die

1y J. L. Lagrange: Réflexions sur la résolution algébrique des équations
(Euvres t. 8, p. 205 bis 421). Der Algorithmus des Beweises geht auf Euler
zurlick (opera omnia I 2, S. 504).
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Ordnung jedes Elementes ein Teiler der Ordnung der Gruppe ist.
Denn die Ordnung eines Elementes ist gleichzeitig die Ordnung einer
Untergruppe.

Kriterium fir Untergruppen. Ein Teilsystem von Elementen
einer Gruppe bildet stets eine Untergruppe, wenn das Produkt zweier
beliebiger Elemente desselben wieder im System liegt.

Dieses Kriterium besagt, daB fiir Untergruppen von Gruppen
endlicher Ordnung der Nachweis der Giiltigkeit des ersten Gruppen-
postulates geniigt. Aus diesem folgt ndmlich, daB mit dem Element
A auch dessen Quadrat, also auch dessen dritte usw. Potenz, daher
auch £ und A-! im System enthalten sind, womit fiir das System
die Giltigkeit aller vier Gruppenpostulate nachgewiesen ist.

Unter dem Index einer Untergruppe versteht man die Anzahl der
Nebengruppen, also bei endlichen Gruppen den Quotienten aus der
Ordnung der Gruppe und derjenigen der Untergruppe.

Untergruppen einer Untergruppe sind selbst Untergruppen der
urspriinglichen Gruppe. Diejenigen Elemente, die zwei Untergruppen
einer Gruppe gemeinsam sind, bilden eine Unfergruppe, welche der
Durchschnitt der beiden Untergruppen genannt wird. Denn mit A4
und B ist auch das Produkt 4 B beiden Untergruppen gemeinsam.

§ 4. Beispiele von Gruppen.

Die , Elemente“ einer Gruppe sind wie die Elemente einer Menge
an keine Deutung gebunden und konnen in mannigfaltiger Weise
auftreten. Wenn an einem Beispiel eine Gruppe aufgewiesen wird, so
spricht man von einer Darstellung der Gruppe. Die abstrakte Gruppe,
die dargestellt wird, erhidlt man aus ihrer Darstellung, indem man
von der speziellen Bedeutung der Elemente abstrahiert. DaB bei
dieser Abstraktion das Wesentliche bestehen bleibt, wird sich im
Verlauf der Theorie immer mehr herausstellen.

In diesem Paragraphen soll zunichst ein Musterexemplar einer
Gruppe in verschiedenen Darstellungen gegeben und in Augenschein
genommen werden, die sogenannte Ikosaedergruppe?).

Eine Kugel, deren Mittelpunkt festliegt, kann bekanntlich von
jeder Lage in jede andere durch Drehung um eine Achse durch
ihren Mittelpunkt iibergefiihrt werden. Zwei Drehungen um dieselbe
Achse, deren Drehwinkel sich blo um Vielfache von 2z unterschei-
den, ergeben dieselbe Endlage und sollen im folgenden als identisch
gelten. Zwei Drehungen, von denen das nicht gilt, ergeben stets
verschiedene Endlagen und gelten als verschieden. Fiihrt man zwei
Drehungen nacheinander aus, so 1liBt sich eine einzige Drehung an-

Y) Vgl. F. Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder (Leipzig 1884).
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geben, welche die Anfangslage der Kugel in die Endlage iiberfiihrt.
Man hat damit jedem Paar von Drehungen eine neue Drehung zu-
geordnet. Nach diesem Gesetz der Zusammensetzung bilden die
Drehungen der Kugel in sich selbst eine Gruppe. Das Einheitselement
ist die Drehung um den Winkel 0 oder die Uberfilhrung der Kugel
in dieselbe Lage. Die inverse Drehung ist eine Drehung um dieselbe
Achse, aber um den entgegengesetzten Winkel. AuBerdem gilt das
Assoziativgesetz. Diese Gruppe ist von unendlicher Ordnung; man
nennt sie eine kontinuierliche Gruppe weil ihre Elemente durch stetig
verianderliche Parameter (Richtung der Drehachse und Sinus und Ko-
sinus des Drehwinkels) charakterisiert werden konnen.

Aus dieser Gruppe lassen sich durch die Forderung der Invarianz
gewisser Figuren endliche Gruppen ausscheiden. Diejenigen Drehungen,
welche einen der Kugel einbeschriebenen reguliren Korper mit sich selbst
in Deckung bringen, bilden eine Gruppe. Wir bestimmen ihre Ordnung
durch Abzihlung der verschiedenen Deckungslagen. Beispiel: das
Oktaeder. Hailt man zwei gegeniiberliegende Ecken und die sie ver-
bindende Achse fest, so gibt es noch die vier Drehungen um die
Winkel 0, ¥, a, 27,
der fiinf iibrigen Ecken bringen und fiir jede Ecke hat man vier
Lagen des Oktaeders in Rechnung zu setzen, so daB im ganzen
24 Lagen entstehen. Der Wiirfel bietet nichts Neues, denn die
Mittelpunkte der Seiten eines Oktaeders bilden die Ecken eines
Waiirfels, der bei denselben Drehungen und bei keinen weiteren mit
sich selbst zur Deckung kommt. Dagegen liefert das Teiraeder eine
wesentlich neue Gruppe, deren Ordnung sofort auf 12 berechnet
wird, endlich ergibt das Ikosaeder eine Gruppe von der Ordnung 60.
Das Pentagondodekaeder liefert dieselbe Gruppe, da seine Eckpunkte
wiederum mit den Mittelpunkten der 20 Seitenflichen des Ikosaeders
in Beziehung stehen.

An die Stelle der einen Ecke kann man jede

AuBer diesen Polyedern miissen noch die sogenannten Dieder
in Betracht gezogen werden, da sie besonders ibersichtliche und fiir
den Aufbau komplizierterer Gruppen wichtige Gruppen liefern. Ein
Dieder besteht aus der doppelt zu zdhlenden Fliche eines regelmafigen
ebenen n-Ecks. Sein Mittelpunkt sei in den Kugelmittelpunkt gebracht.
Alsdann gibt es genau 2 s Drehungen der Kugel, welche das Dieder
mit sich selbst zur Deckung bringen. Eine Drehung vom Winkel

2n . . . .
-, um eine Achse senkrecht zur Flache sowie die # — 1 daraus

durch Wiederholung entstehenden Drehungen mit den Winkeln
2.-—, ..., n- 27” bilden die eine Halfte. Dazu kommen noch # Drehungen

vom Winkel 7z um die # Achsen auf der Diederfliche, die durch die
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Eckpunkte resp. Kantenmittelpunkte gehen. Die ersten # seien mit
4, A%, ..., A" = E bezeichet; die iibrigen » bilden die Nebengruppe
dieser zyklischen Untergruppe. Sei C eines dieser letzteren Elemente,
so gilt die geometrisch sofort ersichtliche Beziehung: AC = CA-1.
Daraus folgt weiter: AAC=ACA1=CA-*4-! und schlieBlich:
AiC = CA-i. Hieraus folgt weiter die geometrisch erkannte Tat-
sache, daB alle Elemente der Nebengruppe die Ordnung 2 haben:
A'C AiC = A*CCA—% = E. Einen speziellen Fall der Diedergruppen
bildet die in § 2 durch die Gruppentafel gegebene Gruppe. Hier ist
n=3.

Nun sollen die Elemente der lkosaedergruppe angegeben werden.

Die Drehung von gsf um eine Achse durch zwei gegeniiberliegende

Ecken des Ikosaeders erzeugt eine Untergruppe von der Ordnung 5,
deren 4 von F verschiedene Elemente die Ordnung 5 haben. Im
ganzen gibt es 6 solche Achsen, die zusammen 24 verschiedene
Elemente von der Ordnung 5 ergeben. Drehungen um eine Achse
durch die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegenden Seitenflichen er-
geben Untergruppen von der Ordnung 3, die je 2 Elemente von
der Ordnung 3 enthalten. Da es 10 solche Achsen gibt, so folgen
hieraus 20 Elemente von der Ordnung 3. Die Drehungen von z um
die 15 Achsen, welche je zwei gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte
verbinden, liefen noch 15 Elemente von der Ordnung 2. Nimmt man
das Einheitselement dazu, so sind damit alle 60 Elemente erschopft,
denn 1 4 24 4 20 + 15 = 60.

Nach den Elementen miissen die Unfergruppen aufgewiesen wer-
den. Bereits sind 15 von der Ordnung 2, 10 von der Ordnung 3
und 6 von der Ordnung 5 aufgefunden, die ibrigen entsprechen
wieder geometrischen Invarianten.

AuBer den 5 Drehungen um eine Achse durch Eckpunkte gibt
es noch 5 Drehungen von 7z, welche diese Achse in sich selbst
iiberfithren, namlich solche um gewisse Achsen senkrecht dazu. Damit
erhdlt man eine Diedergruppe von der Ordnung 10, deren es ent-
sprechend den 6 Achsen 6 gibt. Die 10 Achsen durch Seitenmittel-
punkte ergeben ebensoviele Diedergruppen von der Ordnung 6, und
die 15 Achsen durch die Kantenmittelpunkte liefern schlieBlich 5 Dieder-
gruppen von der Ordnung 4. Hierzu kommen als die merkwiirdig-
sten noch 5 Untergruppen von der Ordnung 12, die der folgenden
geometrischen Tatsache entsprechen: Zu jeder Kante gibt es eine ihr
gegeniiberliegende parallele. Man denke sich ein solches Kantenpaar
in der XZ-Ebene parallel der X-Achse eines rechtwinkligen raum-
lichen Koordinatensystems. Man erkennt nun sofort, daB es ein wei-
teres Kantenpaar parallel der Y-Achse, und ein drittes parallel der
Z-Achse gibt. Die 15 Kantenpaare zerfallen so in fiinf Systeme, von
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denen jedes 3 Paare enthilt, die unter sich ein orthogonales System
bilden und je eine der 5 oben erwihnten Diedergruppen von der
Ordnung 4 liefern. Die Mittelpunkte der Kanten eines Systems bilden die
Eckpunkte eines Okfaeders. Man kann sonach dem Ikosaeder 5 Oktaeder
einbeschreiben, die bei den Drehungen sich untereinander vertauschen.
Diejenigen Drehungen der Ikosaedergruppe, bei denen ein Oktaeder
mit sich selbst zur Deckung gebracht wird, bilden eine Untergruppe,
deren Index 5, deren Ordnung also 12 ist (vgl. auch § 8). Hierdurch
ist gleichzeitig bewiesen, daf die Oktaedergruppe, deren Ordnung 24
ist, eine Untergruppe vom Index 2 enthilt.

Hiermit ist folgende groBe Zahl von Untergruppen der Ikosaeder-
gruppe gefunden worden: 15 Gruppen von der Ordnung 2, 10 von
der Ordnung 3, 6 von der Ordnung 5. Diese 31 Untergruppen sind
samtlich zyklisch. Dazu kommen folgende Diedergruppen: 5 von der
Ordnung 4, 10 von der Ordnung 6, 6 von der Ordnung 10. SchlieBlich
gibt es noch 5 Untergruppen von der Ordnung 12, die gleichzeitig
Untergruppen der Oktaedergruppe sind. Insgesamt sind 57 eigent-
liche Untergruppen aufgewiesen worden. DaB damit alle Untergruppen
aufgezahlt sind, ist ein Satz, der mit den Hilfsmitteln der vorigen
Paragraphen nicht bewiesen werden kann.

Die Gruppentheorie hat ihren Ausgang genommen von den
Permutationsgruppen, und es soll daher schon an dieser Stelle einiges
dariiber angemerkt werden. Bringt man eine Anzahl verschiedener
Dinge, etwa die Zahlen 1 bis #, in eine bestimmte Reihenfolge, so
pflegt man sie eine Permutation dieser »n Dinge zu nennen, -und
man beweist leicht, daB es n! verschiedene Anordnungen oder Per-
mutationen von 7 verschiedenen Dingen gibt. In der Gruppentheorie
versteht man unter einer Permutation die Operation der Vertauschung,
und zwar ist eine solche Permutation vollstindig bestimmt, wenn an-
gegeben ist fiir jedes Ding, wodurch es ersetzt wird. Eine Permu-
tation der Zahlen 1 bis # wird bezeichnet, indem man in einer ersten
Zeile diese Zahlen in irgendeiner Reihenfolge, am besten in der
natiirlichen, aufschreibt und in eine zweite Zeile unter jede Zahl die-
ienige schreibt, durch die sie bei Vertauschung ersetzt wird. Die
samtlichen Permutationen der Zahlen 1, 2, 3 sind sonach:

(123 123 123 123 123> (123)
123 231 312 132 321 213/
Fiihrt man zwei Permutationen hintereinander aus, so ist das
Resultat wieder eine Permutation, die aus diesen beiden zusammen-
gesetzte Permutation. Damit ist das Gesetz zur Gruppenbildung ge-

geben. Das Einheitselement ist die identische Permutation, die keine
Vertauschung ausilibt; das inverse Element besteht darin, daB die
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Vertauschung wieder riickgingig gemacht wird. Die 6 oben hin-
geschriebenen Permutationen bilden eine Gruppe, deren Gruppentafel
durch diejenige des § 2 gegeben ist, wenn man die Permutationen
in der angegebenen Reihenfolge mit £, 4, B, C, D, F bezeichnet.
So ist z. B.

123\ /123 123 ,
(231) <132>=<321>’ dh. AC=D.

Denn A4 ersetzt 1 durch 2, C fiihrt 2 in 3 tber, durch AC wird
daher 1 in 3 ibergefiihrt, usw.

Die samtlichen Permutationen von # Dingen bilden eine Gruppe
von der Ordnung #n!. Die 5 Oktaeder, die einem Ikosaeder ein-
beschrieben werden konnten, erfahren bei jeder Drehung eine Ver-
tauschung. Daher 148t sich die Ikosaedergruppe als Permutations-
gruppe von 5 Dingen darstellen, wodurch die zentrale Stellung des

Ikosaeders in der Theorie der Gleichungen 5. Grades bedingt ist.

Cayleys Satz 4*): Jede Gruppe ® lift sich als Permutationsgruppe
threr Elemente darstellen.

Beweis: Die Elemente von & seien E, 4, B, ... und X sei ein
beliebiges unter ihnen. dann stellt

L 4 B C )
EX AX BX cx ...
eine Permutation derselben dar. Ist S ein Element von &, so ist die
obige Permutation identisch mit der folgenden:
S AS BS CS )
SX ASX BSX CSX ...)°

denn auch diese ersetzt jedes Element durch das rechts mit X
multiplizierte, bloB die Reihenfolge in der Schreibweise ist gedndert.
Ferner entspricht den Elementen

E, A, B, .. (E, 4, B, ..
Y: <Y, AY, BY. ) und X¥: (XY, AXY, BXY,...)'
Nun ist
<E 4 B ...>_<X AX BX ...
Y AY BY ...) =\XY 4XY BXY )
also

<E A B><E A B ... __(E 4 B )
X AX BX..)\Y AY BY ... \XY AXY BXY...)’
d. h. die Zusammensetzung der zu X und Y gehoérigen Permutationen
liefert die zu XY gehorige, womit der Satz bewiesen ist.

1) Vgl. Anm. auf S, 3.
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Scholion.

Um die Wichtigkeit der vier Postulate nachzuweisen, sei folgendes
Beispiel angegeben, bei dem bloB IV nicht erfiillt ist, das aber er-
sichtlich gar nichts mehr mit einer Gruppe zu tun hat: Die Elemente
seien die Zahlen von O bis 100; zwei Zahlen sei als ,Produkt® ihr
groBter gemeinschaftlicher Teiler zugeordnet. Dieses Gesetz geniigt
dem Postulat I sowie dem Assoziativ- und dem Kommutativgesetz. Die
Zahl O bildet das Einheitselement, wenn 0 als groBter gemeinschaft-
licher Teiler von 0 mit sich selbst definiert wird, dagegen gibt es
fir die Zahlen von O bis 100 keine inversen Zahlen. Bildet man das
,,Produkt* der Zahlen von Q0 bis 100 mit 5, so erhilt man nur 1 oder 5,
von einer Permutation der Zahlen ist also keine Rede mehr.

§ 6. Elementenkomplexe.

Ein System von Elementen aus einer Gruppe heiBt ein Komplex.
Wir bezeichnen einen solchen nach dem Vorgang von Frobenius!)
stets mit deutschen Buchstaben, aufler wenn er aus einem einzigen
Element besteht, wo im allgemeinen lateinische Buchstaben ange-
wendet werden. Besteht der Komplex € aus den Elementen 4, B,C,...,
so wird das nach Galois in Formeln ausgedriickt unter Benutzung des
Pluszeichens: € = A -+ B+ C ... Als weitere Regeln stellen wir
folgende auf: 9 + B bedeutet die Gesamtheit der in % und B ent-
haltenen Elemente, % 8 die Gesamtheit der Produkte je eines Ele-
mentes aus 9 mit einem Element aus %B; jedes Element wird nur
einmal gezdhlt. Einen speziellen Fall dieser Bezeichnung stellt diejenige
der Nebengruppen § A dar. Die notwendige und hinreichende Be-
dingung dafiir, daB der Komplex § eine Untergruppe ist, besteht in
der Gleichung € € = € (vgl. das Kriteritum auf S. 7).

Stets gilt das Distributivgesetz:
UA+B)(EC+D)=AC+AD+ BEC+ BD.

Zunichst muB nun die Einteilung der Elemente einer Gruppe
nach einer Untergruppe und deren Nebengruppen niher untersucht
werden. Bereits in § 3 wurde gezeigt, daB die Elemente einer Gruppe &
durch eine Untergruppe § in Systeme zerfallen: @ = -+ H 4 ...,
deren Anzahl gleich ist dem Index von § unter @. Diese Zerlegung
ist unabhingig von der speziellen Wahl der die Nebengruppen er-
zeugenden Elemente A4..., denn zwei Elemente X und Y aus @ ge-
héren dann und nur dann zur selben Nebengruppe, wenn X Y1 in §
liegt. Ist ndmlich X Y1 = H, so wird

PX=Q(HY)=(9H)Y =9Y.

1) Uber endliche Gruppen (Berl. Sitzungsber. 1895, S. 163).



§ 5. Elementenkomplexe. 13

Ein Komplex von der Gestalt § 4 heilit eine rechtsseitige Neben-
gruppe und die Zerlegung @ = § - 9 A | ... die rechtsseitige Zer-
legung von & nach §.

Ein Komplex von der Gestalt 4 § heiBt eine linksseitige Neben-
gruppe von §. Von diesen gelten entsprechende Sitze, wie von den
rechtsseitigen. Hier sei nur der folgende bewiesen: Zwei Elemente
B und C gehoren dann und nur dann zu derselben linksseitigen
Nebengruppe, wenn B~1C in § liegt. Ist ndmlich B—1C == H, so
wird: C =BH und B = C H~!, und umgekehrt folgt aus B=A4 H,
und C = A4 H,:

B-1C = H['H,.

Wir fassen dies zusammen in folgendem

Satz 5: Eine Gruppe ® zerfdlll durch eine Untergruppe © won
der Ordnung h und dem Index k in k Komplexe von je h Elementen,
die Untergruppe und ihre rechisseitigen Nebengruppen. Eine zweite
Zerlegung mit entsprechenden Eigenschaften wird durch die Untergruppe
und thre linksseitigen Nebengruppen geliefert. Zwei Elemente X und Y
gehoren  derselben wechts- resp. linksseitigen Nebengruppe an, wenn
XY tresp. X71Y in O liegt.

Die beiden Zerlegungen sind im allgemeinen voneinander ver-
schieden und stimmen nur fiir Normalteiler (§ 6) iiberein.

Man beweist leicht folgende Tatsache:

Ist G =9+ 9dy ...+ DA

eine rechtsseitige Zerlegung, so ist

=9 A 9T Ap D
eine linksseitige.

Unter {9} versteht man die Gesamtheit der Elemente, die sich
als Produkt von beliebig vielen Elementen aus 9 darstellen lassen.
Jedes Element aus 9 darf im Produkt beliebig oft vorkommen. Selbst-
verstandlich ist {9} {9} = {A}, daher ist {U} eine Untergruppe, und
zwar die kleinste, welche den Komplex 9 enthilt. Jede Untergruppe,
die U enthalt, enthilt auch {9}. {%} heiBt die durch den Komplex ¥
erzeugte Untergruppe. {A} ist die durch das Element 4 erzeugte
zyklische Gruppe: 4, 4% 43 ..., A» =E.

Eine Gruppe kann gegeben sein durch erzeugende Elemente und
gewisse zwischen ihnen bestehende Relationen. Die Diedergruppe
von der Ordnung 2# ist vollstindig besimmt durch zwei Elemente A
und C mit den Relationen:

1) A»=FE, 2) C*=E, 3) CA=471C.
Alle Elemente sind enthalten in der Gestalt 4% C¥ (x =0,1,...,n—1;
Yy = 0,1). Alle weiteren Produkte lassen sich mit Hilfe der Relation 5)
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auf diese zuriickfilhren, und als Produkt zweier beliebiger Elemente
A®CY und A?Ct findet sich leicht:
A% CY A% Ct = Az+(-1¥zCy+t,
Man verifiziere die Geltung des assoziativen Gesetzes!
Zwei Komplexe 9 und B, fiir die Y B = BY ist, heilen unter-
einander vertauschbar. Bei der Diedergruppe ist z. B. {4} C = C{4}.

Die Tatsache, daB ein Komplex 9 mit einem Element B vertausch-
bar ist: B = B, kann auch so geschrieben werden: B—1 9 B = 9.

2. Kapitel.
Normalteiler und Faktorgruppen.
§ 6. Normalteiler.

Definition: Besteht zwischen zwei Elementen 4 und B einer
Gruppe @ eine Beziehung von der Gestalt B = X-14 X, wobei X
ebenfalls in @ liegt, so heiBen A und B konjugierte Elemente und
man sagt: B entsteht durch Transformation von A mit X.

Fiir diese Beziehung gelten die Grundgesetze der Aquivalenz:

1. Ist A mit B konjugiert, so ist auch B mit 4 konjugiert. Aus
B = X"14X folgt nimlich 4 = XBX-!—=(X-1)-1B(X-1)

2. Ist A mit C und B mit C konjugiert, so ist auch 4 mit B
konjugiert. Aus C=X"14X und C =Y-1BY folgt:

B=YX'AXY1=(XY1)"14(XY1).

Satz 6: Bezeichnet man die mit eimem Element konjugierten
Elemente als eine Klasse von Elementen, so zerfillt die Gruppe in
eine Anzahl von Klassen, die untereinander keine gemeinsamen Ele-
mente besitzen. Elemente derselben Klasse besitzen dieselbe Ordnung.

Beweis: Esgilt: X-14X .- X1 4X =X"142X und allgemein
(X~ 1A4Xr=X-14~X. Ist daher A»=F, so wird (X-14X)"
=X1'EX=FE und ist umgekehrt (X-14Xm=F, so wird
X-147» X = E und daraus folgt A*=E.

Allgemeiner gilt die Formel

X 1AX-X'BX=X"14BX,
die wir folgendermaBen interpretieren: Aus einer Gleichung A B = C
geht durch Transformation der drei Elemente mit demselben Element
X eine richtige Gleichung hervor.

Bilden also die Elemente E, 4, B,... eine Untergruppe §, so
bilden auch E, X-*4 X, X-'BX, ... eine Untergruppe, die wir nach
dem vorigen Paragraphen mit X-1§ X bezeichnen.
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Definition: § wund X-'HX heifen Kkonjugierte Uniergruppen.

Konjugierte Gruppen besitzen dieselbe Ordnung und als abstrakte
Gruppen sind sie einander gleich. Kennt man die Gruppentafel von §,
so ergibt sich diejenige von X~!§ X dadurch, daB man die Elemente
von § durch die mit X transformierten Elemente ersetzt. Indem wir
die eingehende Betrachtung dieses allgemeinen Falles auf das 4. Kapitel
verschieben, gehen wir zu der Behandlung eines besonders wichtigen
von Galois entdeckten Spezialfalles iiber.

Definition: Eine Untergruppe, die mit ihren konjugierten identisch
ist, heilt ein Normalteiler (eine invariante oder ausgezeichnete
Untergruppe) der Gruppe.

Ist also die Untergruppe 9t ein Normalteiler, so gilt fiir jedes
Element X der ganzen Gruppe die Gleichung X190t X = RN oder
NX=XN, Mit jedem Element A liegt auch jedes konjugierte
Element X-1A4 X in R, d. h. ein Normaliciler enthdlt mit jedem Ele-
ment die ganze zugehorige Klasse von Elementen. Diese Bedingung ist
zugleich hinreichend dafiir, daB eine Untergruppe einen Normalteiler
bildet.

Beispiele:

1. Die Abelschen Gruppen. Hier bildet jedes Element fiir sich
eine Klasse, jede Untergruppe ist Normalteiler.

2. Die Diedergruppen. Hier bildet die zyklische Untergruppe
vom Index 2 einen solchen. Denn die ganze Gruppe zerfillt unter An-
wendung der Bezeichnung auf S. 13 in die Nebengruppen {4} - {4} C.
Wegen C-14C = A-! wird C{4} = {4}C.

Satz 7: Der Durchschnitt zweier Normalteiler ist wieder ein
Normalteiler.

Beweis: Mit jedem Element ist die ganze zugehorige Klasse den
beiden Normalteilern gemeinsam. Daher besteht auch der Durch-
schnitt aus einer Summe von Klassen und ist ein Normalteiler.

Dagegen ist ein Normalteiler eines Normalteilers nicht notwendig
ein Normalteiler der ganzen Gruppe.

Satz 8: Die mit allen Elementen einer Gruppe vertauschbaren
Elemente bilden einen Abelschen Normalieiler, der das Zentrum der
Gruppe gemannt wird.

Beweis: Aus A X =X A und BX=XB folgt ABX=AXB
= X AB, d h. mit zwei Elementen gehort auch deren Produkt dem
Zentrum an. Das Zentrum bildet daher eine Untergruppe und zwar
offenbar einen Abelschen Normalteiler. Ferner ist jede Untergruppe
des Zentrums Normalteiler der ganzen Gruppe.

Als weitere Normalteiler erwdhnen wir die durch die Elemente
einer Klasse erzeugte Untergruppe. Denn ist AB...F ein Pro-
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dukt von Elementen einer Klasse, so ist auch X-1AB...FX
=X"14X.-X"1BX...X"'FX ein solches fir jedes X. Daher
enthilt die Untergruppe die ganze durch 4 B... F reprisentierte Klasse
und ist also Normalteiler.

Jede Gruppe & besitzt zwei uneigentliche Normalteiler, nimlich
ihre beiden uneigentlichen Untergruppen & und E.

Wir definieren nun:

Definition: Eine Gruppe, die auBer ihren beiden uneigentlichen
Untergruppen keinen Normalteiler besitzt, heiBt eine einfache Gruppe.

Offenbar sind alle Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl ist,
einfach. Sie sind zyklisch. Es gibt aber auch nicht-Abelsche ein-
fache Gruppen.

Um hierfir ein Beispiel zu geben, wollen wir die Einfach-
heit der Ikosaedergruppe nachweisen, indem wir nur den Klassen-
begriff benutzen. Schon jetzt sei aber bemerkt, daBl die wirksamsten
bisher bekannten Methoden zur Herstellung von einfachen Gruppen
von der Theorie der Permutationsgruppen und der Kongruenzgruppen
geliefert werden.

Die Elemente der Ikosaedergruppe lassen sich in folgender

. . . . 27 .
Weise in Klassen einteilen: Eine Drehung A von -SZ um eine Achse

durch eine Ecke besitzt die Ordnung 5. Sei X eine Drehung, welche
irgendeine andere Ecke des lkosaeders an ihre Stelle bringt; fiihrt
man dann die Drehung A4 aus und bringt die Ecke durch X1 wieder
an ihren alten Platz, so ist das Resultat X A X-1 eine Drehung von
2x

- um diese Ecke. Hiermit ist nachgewiesen, dal 12 Operationen

von der Ordnung 5 in eine Klasse gehéren. Mit 4 gehort auch A4-1
dazu, als Drehung um die gegeniiberliegende Ecke. In gleicher Weise
bilden die iibrigen Elemente der Ordnung 5, namlich die Drehungen

um die Winkel ki 6~ﬂ, eine Klasse. DaB diese beiden Klassen von-

575
einander verschieden sind, folgtleicht aus dem eben Bewiesenen, braucht
aber fiir das folgende nicht vorausgesetzt zu werden. Man beweist
in gleicher Weise, dafl alle 20 Elemente von der Ordnung 3 und
alle 15 von der Ordnung 2 je eine Klasse bilden. Daher besitzt die
lkosaedergruppe folgende 5 Klassen: Das Einheitselement E bildet
eine Klasse fiir sich, die 4 tibrigen setzen sich aus 15, 20, 12 und
12 Elementen zusammen. Eine einfache Abzihlung ergibt, dafl kein
Normalteiler vorhanden ist. Ein solcher miiite sich namlich aus
diesen Komplexen zusammensetzen, das Einheitselement enthalten und
auBerdem noch als Ordnung einen Teiler von 60 besitzen, was nicht
moglich ist.
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Definition: C = B-14-1B A heiBt der Kommutator von A
und B.

Offenbar gilt BA = A BC und A4 und B sind dann und nur dann
vertauschbar, wenn C = E ist.

Satz 9: Wenn zwei Normalteiler M und N einer Gruppe aufer E
kein gemeinsames Element bestizen, so ist jedes Element von M mit
jedem Element von N vertauschbar.

Beweis: Sei 4 in M und B in N, dann liegt B~1 4 B in M,
folglich auch B-! 4-'B, denn dieses ist das inverse Element zum
vorigen, daher schlieBlich auch der Kommutator C:(B*lA‘1 B)A.
Andererseits liegt C = B~1(4-1B 4) auch in %, folglich ist C gleich
dem einzigen M und N gemeinsamen Element E.

Historische Notiz. Der Begriff des Normalteilers wurde von E. Galois
1830 entdeckt (Lettre & Auguste Chevalier, Oeuvres publ. par C. Picard, p. 25,
Paris 1897). Eine Publikation der Beweise erfolgte jedoch erst 1846 durch

Liouville in seinem Journal. Jordan bezeichnete spiter seinen Traité des sub-
stitutions als einen Kommentar zu den Arbeiten von Galois.

§ 7. Faktorgruppen.

Ein Normalteiler ®# und seine Nebengruppen konnen selbst
als Elemente einer Gruppe aufgefaBt werden. Es gilt namlich:
NRANRB=RNAB=NA4B. Das Produkt zweier Nebengruppen
des Normalteilers ist wieder eine Nebengruppe. Der Normalteiler
selbst ist das Einheitselement und die zu R A inverse Nebengruppe
ist AL

Definition: Die Gruppe, deren Elemente durch einen Normal-
teiler 9% von ¢ und seine Nebengruppen gebildet werden, heiit die
Faktorgruppe oder Quotientengruppe des Normalteilers und wird mit
®/N bezeichnet. Thre Ordnung ist gleich dem Index des Normalteilers.

Eine Gruppe ist nicht vollstindig bestimmt durch einen Normal-
teiler und seine Faktorgruppe, aber ihre Ordnung ist das Produkt der
Ordnungen des Normalteilers und der Faktorgruppe und die Analogie
mit den Teilbarkeitseigenschaften der ganzen Zahlen kann weit fort-
gefithrt werden.

Satz 10: Eine Untergruppe der Faktorgruppe vom Index r besteht
aus Nebengruppen, deren Elemente eine Untergruppe der ganzen Gruppe
vom selben Index v bilden.

Beweis: Die Untergruppe der Faktorgruppe bestehe aus den
Nebengruppen $,  4,, ..., H4,. Nach Voraussetzung ist das Produkt
zweier beliebiger von diesen Nebengruppen wieder eine solche. Da-
her liegt das Produkt zweier beliebiger Elemente des Komplexes
O+ 94, +...+ 94, in demselben Komplex und dieser bildet eine
Untergruppe vom Index 7.

Speiser, Gruppentheorie. 2
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Satz 11: Jede Untergruppe H von ®, die einen Normalieiler R
von ® enthdlt, gehort zu einer Untergruppe der Faktorgruppe ®|N.

Beweis: 9 ist Normalteiler von §, und es sei § =N+ N4,
+RA,+...4+NA,. Diese Nebengruppen bilden die Elemente der
Faktorgruppe $/% und infolgedessen eine Untergruppe von ®&/%.

Durch diese beiden Sdtze ist das Problem, diejenigen Untergruppen
von & zu finden, die einen Normalteiler R enthalten, zuriickgefiihrt auf
das Problem, die simtlichen Untergruppen von &[N zu finden, da eine
eindeutige Zuordnung zwischen ihnen hergestellt ist. Es gilt nun die
weitere wichtige Tatsache, daB Normalteilern des einen Problems
Normalteiler des anderen entsprechen:

Satz 12: Jeder Normalteiler einer Faktorgruppe ®|N liefert einen
Normalteiler von &; jeder Normalieiler, der N enthdlt, entspricht einem
Normalteiler der Faktorgruppe.

Beweis: Die Nebengruppen %, R%4,,..., N4, mogen einen
Normalteiler von ®&/% bilden. Dann gilt fiir jede beliebige Neben-
gruppe von %, etwa fir NX, die Beziehung: RX1NA, NRX =N 4,.
Hieraus folgt speziell, daB X~-!N A4, X nur Elemente aus % 4; enthalt
und daher damit identisch ist. Daher ist der Komplex % + R 4, + ...
+ R A, mit allen Elementen von & vertauschbar und bildet einen
Normalteiler. Um auch den zweiten Teil der Behauptung zu be-
weisen, sei § = RN -+ N4, + ...+ N A, ein Normalteiler von &, der R
enthilt. Dann gilt fiir jedes Element X von & die Beziehung:
X-1@ X — § und insbesondere liegen die Elemente X1 4, X wieder
in § Es muB nun gezeigt werden, daB die Untergruppe /%
von ®/N einen Normalteiler bildet, d. h. daB fiir beliebige X die Neben-
gruppe N X-1N A4, NX wieder in § liegt. Diese Nebengruppe enthalt
aber speziell X-1 R 4, X und liegt daher in ®. In Formeln verlauft
dieser Beweis folgendermaBen: Wegen R X = X N ist RX-INA,NX
=NRNX14,X=NX"14;X. Da mit 4; auch X~ 4, X zu &
gehort, so ist R X1 4, X eine in & liegende Nebengruppe.

Die Faktorgruppe kann nur fiir Normalteiler definiert werden,
denn es gilt der

Satz 13: Wenn das Produkt zweier beliebiger Nebengruppen einer
Untergruppe § stets wieder eine Nebengruppe von O ist, so ist §
Normalteiler.

Beweis: Sei # die Ordnung von &, dann enthilt nach Voraus-
setzung bei beliebigem A und B der Komplex $ 4 H B & Elemente.
Da E in § vorkommt, so sind darunter die beiden Komplexe $ 4 B
und A $ B enthalten und diese miissen identisch sein, da sie beide
h Elemente besitzen. Daher gilt § 4B = A$ B und, nach rechts-
seitiger Multiplikation mit B-!, §4 =49, womit der Satz be-
wiesen ist.
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§ 8. Isomorphe und homomorphe Gruppen,

Zum Nachweis eines Normalteilers ist besonders wichtig der mit
der Faktorgruppe aufs engste zusammenhingende Begriff der iso-
morphen Gruppen.

Definition: Ist jedem Element einer Gruppe @& ein und nur ein
Element einer zweiten Gruppe ¢’ und jedem Element von & mindestens
eines von ¢ zugeordnet dergestalt, dal auch dem Produkt zweier
Elemente von ¢ das Produkt der zugeordneten Elemente von &’
entspricht, so heiBt die Gruppe & isomorph mit &. Die Zuordnung
heilit ein Isomorphismus von ¢ mit &.

Aus der Definition folgt, da die Ordnung von @& hoéchstens
gleich der Ordnung von & ist. Sind die Ordnungen von & und &’
identisch, so ist die Zuordnung der Elemente von & und @’ eindeutig
und die Gruppen sind als abstrakte Gruppen miteinander identisch.
Sie heiBen in <diesem Fall homomorphe Gruppen.

Ist die Ordnung von &' niedriger als diejenige von &, so muB
es in @ mindestens zwei Elemente 4 und B geben, denen dasselbe
Element A’ von @’ entspricht. Das von E verschiedene Element 4 B—1
entspricht dann dem Einheitselement E’ von &'. Die Gesamtheit der
Elemente von &, die E' entsprechen, bilden eine Untergruppe, denn
mit 4 und B entspricht auch 4 B dem Element E'E’ = E’. Diese
Untergruppe ist Normalteiler, denn dem Element X-1 4 X entspricht
das Element X'-1E’ X’ = E’ bei beliebigem X. Zwei Elementen
X und Y von @ entspricht dann und nur dann dasselbe Element 4’
von ¢, wenn XY~-!' dem Einheitselement A’A’~1= E’ entspricht
d. h. wenn sie in dieselbe Nebengruppe des Normalteilers 9% gehéren,
Dem Produkt zweier Nebengruppen von 9 entspricht das Produkt der
zugeordneten Elemente von ¢’'. Damit ist der Satz bewiesen:

Satz 14: Ist &' mit & isomorph, so entspricht dem Einheits-
element von &’ ein Normalteiler N von &, und &' ist homomorph mit
der Faktorgruppe ©/%.

Ist eine einfache Gruppe mit einer anderen einfachen Gruppe
isomorph, die aus mehr als einem Element besteht, so ist der Iso-
morphismus ein Homomorphismus. Die Vertauschungen der 5 Okta-
eder beim Ikosaeder sind daher verschieden fiir zwei verschiedene
Drehungen, denn die Gruppe der Vertauschungen der Oktaeder ist
offenbar isomorph mit der Gruppe der lkosaederdrehungen.

Mit Hilfe der bisherigen Entwicklungen ist es moglich, einen
vollstandigen Einblick in die Oktaedergruppe, auf der die Theorie
der Gleichungen 4. Grades ruht, zu bekommen. Sie bildet ein auBer-
ordentlich lehrreiches Beispiel fiir die vorhergehenden Satze.
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Die drei Hauptachsen des Oktaeders, welche je zwei gegeniiber-
liegende Ecken verbinden, mogen als die X-, Y- und Z-Achse be-
zeichnet werden. Jeder Oktaederdrehung entspricht eine Vertauschung
dieser drei Achsen, und man sieht leicht, dafl jede der sechs mog-
lichen Vertauschungen dieser drei Achsen hervorgerufen wird. Damit
ist ein Isomorphismus der Permutationsgruppe von drei Dingen mit
der Gruppe der Oktaederdrehungen aufgedeckt, und infolgedessen
besitzt die Oktaedergruppe, deren Ordnung 24 ist, einen Normalteiler 0
von der Ordnung 4, bestehend aus denjenigen Drehungen, welche
die drei Achsen in sich iberfilhren. Diese vier Drehungen sind die
identische sowie die drei Drehungen vom Winkel 7 um die drei
Achsen. Ihre Faktorgruppe ist eine Diedergruppe von der Ordnung 6,
welche einen Normalteiler vom Index 2 besitzt. Diesem entspricht ein
Normalteiler der Oktaedergruppe von der Ordnung 12, bestehend
aus 9 und den 8 Drehungen von der Ordnung 3 um die Achsen
durch zwei gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte. Auch dieser Normal-
teiler besitzt seine geometrische Deutung, die am besten am Wiirfel
gezeigt werden kann, dessen Gruppe mit der Oktaedergruppe iiber-
einstimmt. Der Wiirfel sei so aufgestellt, dal seine Kanten mit den
Koordinatenachsen parallel sind. Der Normalteiler besteht wieder aus
den drei Drehungen von z um die drei Koordinatenachsen und den
Drehungen um Achsen durch die Eckpunkte. Aus den Eckpunkten
kann man vier auswihlen, welche gleichzeitig Eckpunkte eines ein-
beschriebenen Tetraeders sind. Auf der oberen Seite parallel der
XY-Ebene seien es die beiden Ecken auf einer Diagonale von links
vorne nach rechts hinten, auf der unteren diejenigen auf der Diagonale
von rechts vorne nach links hinten. Die anderen vier Ecken bilden
gleichfalls die Ecken eines einbeschriebenen Tetraeders. Bei jeder
Drehung des Oktaeders erfahren diese zwei Tetraeder eine Vertau-
schung, und man {iiberzeugt sich sofort, dal der Normalteiler aus
denjenigen Drehungen besteht, bei denen jedes Tetraeder in sich iiber-
gefiihrt wird, wiahrend die iibrigen Drehungen eine Vertauschung be-
wirken. Der Normalteiler von der Ordnung 12 ist homomorph mit der
Gruppe der zwolf Tetraederdrehungen, er tritt auch als Untergruppe
der Ikosaedergruppe auf.

Mit einer Gruppe ist die Faktorgruppe eines jeden ihrer Normal-
teiler isomorph. Haufig werden zwei Gruppen, die mit derselben Gruppe
isomorph sind, unter sich als isomorph bezeichnet, doch soll diese
Erweiterung des Begriffs hier nicht angewandt werden. Dagegen be-
steht das Gesetz, daB, wenn @ mit & und ¢ mit ” isomorph ist,
dann auch @ mit " isomorph ist.

Ist eine mit ¢ isomorphe Gruppe gegeben, so kann der Iso-
morphismus oft auf mehrere Arten hergestellt werden, indem & ver-
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schiedene Normalteiler besitzen kann, deren Faktorgruppen homomorph
sind. Beispiele dafiir bieten sich schon unter den Abelschen Gruppen.

Ein Isomorphismus einer Gruppe mit sich selbst heilt Auto-
morphismus. (8. Kapitel.)

§ 9. Der Hauptsatz iiber Normalteiler.

Unter einem gréften Normalteiler einer Gruppe & versteht man
einen solchen, der in keinem anderen Normalteiler auler & selbst
enthalten ist. Eine Gruppe kann mehrere grofite Normalteiler ent-
halten, und es gilt der folgende

Hauptsatz 15: Sind RN, und N, zwei grifite Normalteiler von
und ist D ihr Durchschnitt, so bestehen zwischen den Faktorgruppen
die Beztehungen :

®/N, == N, [D G/N, =N,/D.

Beweis: Die durch %, und %, erzeugte Untergruppe 9%, N,*) ist
ein Normalteiler von @&, der %, und %, enthilt, und ist daher mit &
identisch. 9%, sei nach Nebengruppen von D zerlegt: %, =D + D4,
+ DA, + ...+ DA, . Alsdann bilde man & =N, + N, 4, + N, 43+ - ..
+ My A4,. Dieser Komplex enthilt 9%, und %, und wir wollen zeigen,
dal er mit N, N,= @ identisch ist. Es ist namlich:

By RNy = Ny Ny =N, (DA DAy + ... +D4,)

= Ny Ny g+ Ry A, =8
wegen N, D = N,. Die Faktorgruppen /N, und N, /D sind homomorph,
denn aus N, 4, == N, A, folgt, dal A; 47" in 9, und daher in P liegt,
d.-h. daB 7=k ist. Und ferner folgt aus R, 4, M, 4, = N, 4, sofort
DA, DA, = DA4,, und umgekehrt. Damit ist die zweite Gleichung
bewiesen. Die erste folgt durch Vertauschung der beiden Normal-
teiler.

Allgemeinere Fassung des Hauptsatzes: Sind © und ® zwei Unter-
gruppen von & und ist jedes Element von & mit § vertauschbar, be-
zeichnet ferner £ die Gruppe HR und D den Durchschnitt von
und K, so ist O Normalteiler von & und ® Normalteiler von & und
29 = RID.

Beweis: Ist K irgendein Element von &, so gilt: K-19K = §
und K~1®K=®&. Wenn D in ® liegt, so liegt daher auch K-'DK
sowohl in § als in &, also in ®. Damit ist bewiesen, daB ® Normal-
teiler von & ist. Nun sei =D 4 DK, -+ ...+ DK,. Der Kom-
plex 8=9 4 HK, + ... - 9K, bildet wieder eine Gruppe und § ist
Normalteiler von @. Denn stellt H irgendein Element aus § vor, so

1 [N, Ny} =9 N,; denn N, und N, sind vertauschbar, woraus folgt:
N NN =N, N, -
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ist (HK)*9(HK;)=9. Zwei Nebengruppen $K; und 9K, sind
stets verschieden, wenn ¢ und % verschieden sind, denn sonst wire
K;K;' in $ und also in D gegen die Voraussetzung. Der Beweis
verlauft von hier an wie oben.

Satz 16: Ist N ein Normalietler von &, und O irgendeine Unier-
gruppe von &, ferner D der Durchschnitt von N und 9, dann ist D Normal-
teiler von 9, und H|D ist homomorph mit einer Uniergruppe von ©[%N.

Beweis: 9 ist als Normalteiler von @ insbesondere mit jedem
Element von § vertauschbar. Eine Anwendung des vorhergehenden
Satzes ergibt, daB ® Normalteiler von § ist. Bezeichnet man wieder
mit & die durch § und RN erzeugte Untergruppe von &, so wird
H/D = ¢/N und £/N ist eine Untergruppe von /%N.

Ist s die niedrigste Potenz des Elementes 4 aus &, die in einem
Normalteiler % von ¢ liegt, so ist s ein Teiler des Indexes von N
unter . Denn N4 N4 -4-... 4 NA45~1 bildet eine Untergruppe von .

§ 10. Kompositionsreihen.

Definition: Ist R, ein grofter Normalteiler von &, R, ein groBter
Normalteiler von %, (der nicht notwendig Normalteiler von & zu sein
braucht), %, ein grofter Normalteiler von %, usw., so erhilt man
eine Reihe von Untergruppen, deren jede in der vorhergehenden ent-
halten ist und die mit § schlieBt: &, %, N,,..., N, = E. Diese
Reihe heiBt eine Kompositionsreihe von .

Die Faktorgruppen zweier aufeinanderfolgenden Gruppen der
Reihe: ®/R,, N,/N,,.., N, _;/N, sind lauter einfache Gruppen, denn
wenn N,/N,,, einen Normalteiler besiBe, so gdbe es einen Normal-
teiler von %, der ¢, , als eigentlichen Normalteiler enthielte gegen die
Voraussetzung. Diese einfachen Gruppen sollen als die Primfaktor-
gruppen oder einfacher als die Primfaktoren der Kompositionsreihe
bezeichnet werden.

Fundamentalsatz 17 von Jordan-Holder*): Fiir zwei beliebige Kom-
positionsrethen stimmen die Primfaktorgruppen in ihrer Gesamthent,
aber nicht notwendig in ihrer Reihenfolge, iiberein.

Dieser Satz bildet ein gewisses Analogon zu dem Satz tiber die
eindeutige Zerlegbarkeit einer ganzen Zahl in Primfaktoren. Immerhin
ist zu bemerken, daB eine Gruppe durch die Primfaktorgruppen der
Kompositionsreihen nur in speziellen Fillen, z. B. wenn sie einfach
ist, vollstandig bestimmt ist, und daB bei gegebener Reihenfolge der
Primfaktorgruppen nicht notwendig eine Kompositionsreihe existiert,
welche gerade diese Reihenfolge liefert.

') C. Jordan bewies die Gleichheit der Ordnungen der Faktorgruppen;
O. Hjlder: Math. Ann. 34 (1897), S. 37, die Gleichheit der Faktorgruppen.
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Beweis: Der Satz ist selbstverstindlich fiir einfache Gruppen
und daher fiir alle Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl ist. Zum
Beweis des allgemeinen Satzes wendet man vollstindige Induktion an.
Der Satz sei bewiesen fiir alle Gruppen, deren Ordnung ein Produkt
von weniger als # Primzahlen sind, und die Ordnung von @ sei ein
Produkt von # Primzahlen. Man darf ferner voraussetzen, daB &
einen eigentlichen Normalteiler besitzt, da der Satz fiir den anderen
Fall selbstverstindlich ist. Wenn ® nur einen groBten Normalteiler
besitzt, so folgt der Satz sofort aus der Voraussetzung. Es seien daher
zwei Kompositionsreihen von ® gegeben mit verschiedenem erstem
Normalteiler: &, M, M,, ..., M, =F und @, R,, N,y .- N, = E.
LiBt man in den beiden Reihen & weg, so erhilt man Kompositions-
reihen fir M, und N,, und fiir diese beiden Gruppen gilt der Satz
nach Voraussetzung. Der Durchschnitt von I, und 9, sei ®,, dann gilt
wegen Satz 15 @M, = N,/D, und /N, = M,/D,. Weil /M, und /N,
einfache Gruppen sind, so ist @, grofiter Normalteiler sowohl von 9,
als von 9%,, und man kann daher fir diese beiden Untergruppen
Kompositionsreihen bilden, die mit 9, beginnen und von da an tiberein-
stimmen: M,, D,, Dy, -, D, = E und %, D,, Dy, .- D, =E. Die
beiden Kompositionsreihen von &: &, M,, ¥,,..., L und @, R,, D,,..., [
besitzen wegen ®/9M, = N,/D, und G/N, =M, /D, dieselben Primfaktor-
gruppen, dasselbe gilt von den beiden Reihen: ¢, M, M,, ..., M, = E
und &, M,, D,, ..., E, sowie von den beiden Reihen: &, N, Ny, ...,
N, =FE und G, N,, D,, ..., E, womit der Satz bewiesen ist.

Definition: Eine Gruppe, deren Primfaktorgruppen simtlich ein-
tache Gruppen von Primzahlordnung, also zyklische Gruppen sind, heiBt
eine awuflésbare Gruppe.

Die Oktaedergruppe ist auflosbar, denn sie besitzt einen Normal-
teiler vom Index 2, dieser einen solchen vom Index 8, ndmlich eine
Diedergruppe von der Ordnung 4. Diese letztere ist Abelsch und
besitzt einen Normalteiler vom Index 2, dessen Ordnung 2 ist. Die
Kompositionsreihe liefert daher 3 zyklische Primfaktorgruppen von
der Ordnung 2 und einen von der Ordnung 3. Man beweist leicht,
daB nur die eine Anordnung 2, 3, 2, 2 moglich ist.

Ist M ein Normalteiler von &, so gibt es stets eine Kompositions-
reihe von @, die 9 enthilt. Entweder ist M ein groBter Normalteiler
von @&, dann ist die Behauptung selbstverstindlich. Im anderen Falle
sei R, ein eigentlicher Normalteiler von &, der I enthilt, und zwar
ein grofter von dieser Beschaffenheit. Er ist groBter Normalteiler
von . Wenn M noch nicht groBter Normalteiler von R, ist, so
suche man wie vorher einen solchen, der ¢ enthilt. Man erhalt so
eine Kompositionsreihe von &, die zundchst bis M lauft, und von
hier aus fihrt man in der iblichen Weise fort. Ist diese Reihe

& Ny, Nyy ooy M, ..., so bildet G/M, R,[M, Ry/M, M/M = E eine
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Kompositionsreihe von &/9%t und man erhdlt alle Kompositionsreihen
von @, die M enthalten, bis zu dieser Untergruppe ¢, indem man
alle Kompositionsreihen von &/ bildet.

Satz 18: Jede Uniergruppe einer auflosbaren Gruppe ist auflosbar
und thre Primfaktorgruppen bestehen aus einem Teil derjenigen der
ganzen Gruppe.

Beweis: Sei § eine Untergruppe der auflésbaren Gruppe ® und
sei §, N, ..., N, = E eine Kompositionsreihe von @. Die letzte Gruppe
dieser Reihe, die § enthidlt, sei M,_,, dann ist N, als Normalteiler
von %, , mit jedem Element von § vertauschbar und {9%§} = %,_,,
weil dies eine Gruppe sein mul3, die 9%, als eigentlichen Normalteiler
enthilt, wihrend sie selbst in Ny enthalten ist; zwischen N, und
%N,_, gibt es aber keine Gruppe, da %, /N, eine Gruppe von Prim-
zahlordnung ist. Der Durchschnitt §, von § und %, ist Normalteiler
von , und §/9H, =N,_,/N,. Daher ist H, ein grobter Normalteiler von §
und ist ganz in %, enthalten. Eine Fortsetzung dieses Verfahrens er-
gibt den Beweis unseres Satzes.

Satz18a: Es ser 9, der Durchschnitt einer Untergruppe § mit R, der
i-ten Gruppe in der Kompositionsrethe &, R, Ry, --., N, =E, fiir
1=1,2,...,7, dann ist ,_|D; homomorph mit N,_,|N; oder mit einer
Untergruppe von N;_, [N,

Beweis: Man zeigt wie beim vorigen Beweis, daB jedes Element
von §, , mit %, vertauschbar ist und daB {9, N} =g, in N,_, ent-
halten ist. Daraus folgt, daB &,/%, eine Untergruppe von %, /%N, ist.
Ferner ist &N, = 9,_,/9;

Der Satz 18 ist ein spezieller Fall von diesem Satz. §, 9,, ...,
9, = E bildet nicht notwendig eine Kompositionsreihe, aber man kann
weitere Gruppen dazwischen schalten unter Benutzung der Kompo-
sitionsreihen von §, ,/$, und so zu einer Kompositionsreihe fiir §
gelangen. Natiirlich brauchen die Gruppen §, nicht alle voneinander
verschieden zu sein, §, kann ebensogut eigentlicher als uneigentlicher
Normalteiler von i1 sein.

§ 11. Hauptreihen.

Man kann idhnliche Reihen wie die Kompositionsreihen bilden,
indem man nur Normalteiler von @& zulaBt.

Definition: Eine Reihe von Normalteilern von &: ®, %,, %,, ...,
% = E heillt eine Hauptreihe von @, wenn jeder im vorhergehenden
enthalten ist und wenn kein Normalteiler von @ dazwischengeschaltet
werden kann, der in %, , enthalten ist und %, enthilt. Die Faktor-
gruppen /N, N, /Ny, ..., N,._,/E =N, _, heiBen die Primfaktorgruppen
der Hauptreihe.
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Satz19: Die Primfaktorgruppen zweier Hauptreihen derselben Gruppe
stimmen in threr Gesamtheit untereinander tiberein.

Beweis: Da%,,%,,...,N,_,, E im allgemeinen nicht mehr Haupt-
reihe von %, sein wird, so muB} die vollstindige Induktion etwas anders
angewandt werden als im vorigen Fall. Der letzte Normalteiler %, _,
vor E ist ein solcher, der keinen eigentlichen Normalteiler von & ent-
halt auBer sich selbst. Einen solchen Normalteiler heiBt man einen
Kkleinsten Normalteiler. Die Ordnung von & sei ein Produkt von
n Primfaktoren und die Giiltigkeit des Satzes sei vorausgesetzt fiir
alle Gruppen, deren Ordnung das Produkt von hochstens # — 1 Prim-
faktoren ist. Die Reihe &/, _,, %,/N,_;, ..., N._,/N,_;, E bildet eine
Hauptreihe fiir @j/ﬂﬁrﬂ. Wenn & nur einen kleinsten Normalteiler
besitzt, so folgt der Satz aus der Voraussetzung, da er fur @5/273;'1 gilt.
Ebenso folgt der Satz fir zwei Hauptreihen, die denselben kleinsten
Normalteiler enthalten. Nun seien 9t und N zwei kleinste Normalteiler
und ® = MN (vgl. Satz 9) der durch sie erzeugte Normalteiler. Nach
Satz 15 gilt &N =M und /M =N. Zwischen ® und I und ebenso
zwischen § und 9 gibt es keinen Normalteiler von ¢, denn ein
solcher miite neben M noch mindestens ein Element aus 9N, daher
auch dessen ganze Klasse und den durch sie erzeugten Normalteiler
enthalten. Dieser letztere ist aber identisch mit %, weil N kleinster
Normalteiler ist. Nun sei @, &, ..., &, M, E eine Hauptreihe, die &
enthalt. Dann ist auch @, &,..., ®, %, E eine solche. Die Prim-
faktorgruppen dieser beiden Reihen stimmen tiiberein, also auch die-
jenigen aller Hauptreihen, die 9t oder %N enthalten, w. z. b. w.

Definition: Wenn jedes Element der Gruppe $ mit jedem Element
der Gruppe & vertauschbar ist und § und & auller E kein gemeinsames
Element besitzen, so heiBt § ® das direkte Produkt von $ und f.

Satz 20: Ewn kleinster Normalteiler ist entweder eine einfache
Gruppe oder das dirvekte Produkt homomorpher einfacher Gruppen.

Beweis: Der kleinste Normalteiler 9% besitzt, wenn er nicht
einfach ist, selber einen solchen, &. Mit § ist auch X—-13X in N,
wobei X ein beliebiges Element von & bedeutet. & und X-1JX sind
homomorphe Gruppen und X-1§X ist kleinster Normalteiler von
X-1MX = . Die verschiedenen Gruppen, die man erhdlt, wenn X
alle Elemente von & durchliuft, seien §, ®,8.... Die durch sie er-
zeugte Gruppe ist ein Normalteiler von ¢, der in 9 enthalten ist und
daher mit 9 {bereinstimmt. § und & besitzen auBer £ kein Element
gemeinsam, da der Durchschnitt von § und § ein Normalteiler von %
sein muB. Die Gruppe {J®} ist daher wegen Satz 9 das direkte
Produkt von & und &, und auBerdem Normalteiler von %. Sie kann
noch weitere Gruppen aus der Reihe &, &, € ... enthalten. Wenn
sie aber @ nicht enthilt, so ist wieder jedes Element von £ mit jedem
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Element von {§&} vertauschbar und man hat das direkte Produkt J®¢
zu bilden. Indem man so fortfihrt, erhilt man schlieBlich 9% dargestellt
als das direkte Produkt gewisser Gruppen aus der Reihe J, &, &, ...,
womit der Satz bewiesen ist.

Satz 21: Die Primfaktorgruppen - einer Hauptrethe sind einfache
Gruppen oder das direkte Produkt homomorpher einfacher Gruppen.

Beweis: Ist @, %,, N,, ..., £ eine Hauptreihe von @, dann bildet,
wie schon bemerkt, &/%;, N,/N;, ..., N;_,/N;, E eine Hauptreihe fiir /N, .
Daher ist %,_,/%; ein kleinster Normalteiler von ®/%; und hat also
die verlangte Beschaffenheit.

Aus einer Hauptreihe kann leicht eine Kompositionsreihe gebildet
werden, indem man gewisse Gruppen einschaltet. Ist %, ,/%. eine
einfache Gruppe, so ist das offenbar nicht méglich, ist dagegen diese
Faktorgruppe das direkte Produkt von # homomorphen Gruppen &, so
kann man zwischen 9%;_, und %, genau # — 1 Gruppen &, &,,..., & _,
hineinfiigen und es wird: RN,_,/®, = &,/®, = ... ={,_,/N,=J. Macht
man das fiir alle Primfaktorgruppen der Hauptreihe, so erhilt man
eine Kompositionsreihe.

Fiir auflosbare Gruppen bestehen die Primfaktorgruppen der Haupt-
rethen aus lauter Abelschen Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl-
potenz und deren Typus (p, p,..) ist (vgl. § 14).

§ 12. Kommutatorgruppen.

Ist C der. Kommutator von 4 und B, so ist X~1CX derjenige
von X~ 14X und X-'BX. Daher bildet die Gesamtheit der Kommu-
tatoren einer Gruppe eine Summe von Klassen, die im allgemeinen
keine Untergruppe ist. Der von diesem Komplex erzeugte Normal-
teiler heift die Kommutatorgruppe von &.

Satz 22: Die Faktorgruppe der Kommutatorgruppe ist Abelsch
und die Kommutatorgruppe ist in jedem Normaltetler enthalien, dessen
Faktorgruppe Abelsch ist.

Beweis: Sei € die Kommutatorgruppe und C der Kommutator
der beiden Elemente 4 und B von . Dann wird (BG)(4C)=BAG
= ABCE = ABE = (AC€)(BE). Ist umgekehrt fir den Normal-
teiler 9N stets ANBRN = BRAN, so wird ABR = BAN und daher
insbesondere B4 = ABN, wobei N in % liegt. Daher enthilt %
jeden Kommutator und damit die ganze Kommutatorgruppe.

Die Kommutatorgruppe ist Durchschnitt aller Normalteiler mit
Abelscher Faktorgruppe und insbesondere gilt der Satz, daB der Durch-
schnitt zweier Normalteiler mit Abelscher Faktorgruppe selbst eine
Abelsche Faktorgruppe besitzt. Jede Untergruppe von &, die § ent-
halt, ist Normalteiler von &, weil /€ Abelsch ist.
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Die Kommutatorgruppe heiBit auch erste abgeleitete Gruppe oder
erste Ableitung von . Sie besitzt selbst eine Kommutatorgruppe,
die zweite Ableitung von . Auch die zweite Ableitung ist Normal-
teiler von &, und der Beweis dieser Tatsache verlauft genau so wie
derjenige fiir die erste Ableitung. Indem man die Kommutatorgruppe
der zweiten Ableitung bildet, erhdlt man die dritte Ableitung, und
eine Fortsetzung dieses Verfahrens liefert die Reihe der abgeleiteten
Gruppen. Diese Reihe hat ein Ende, sobald eine Gruppe auftritt, die
mit ihrer Kommutatorgruppe iibereinstimmt, was z. B. stets eintritt,
wenn sie einfach und nicht Abelsch ist.

Satz 23: Eine Gruppe, fiir welche die Reihe der Ablettungen mit E
schlieft, 1ist auflosbar und alle auflosbaren Gruppen besitzen diese
Eigenschaft.

Beweis: Sei &, 9, 9,, ..., E die Reihe der Ableitungen von ®;
dann ist 9,_, /%, Abelsch und daher auflésbar; man kann also zwischen
die einzelnen Gruppen dieser Reihe, wenn notig, weitere einschalten,
so daB man eine Kompositionsreihe von & erhilt, deren Primfaktor-
gruppen samtlich Primzahlen als Ordnungen haben. Daher ist @ auf-
losbar. Ist umgekehrt ® auflosbar, so ist die Faktorgruppe jedes ihrer
groBten Normalteiler Abelsch, und der Kommutator von @& ist daher
von @ verschieden. Dasselbe gilt von allen abgeleiteten Gruppen,
denn jede Untergruppe einer auflésbaren Gruppe ist auflésbar.

Satz 24 : Ist & isomorph mit ®, so ist auch die i-te Ableitung
von ®" isomorph mit der i-ten Ableitung von &. &' besitzt hichstens
soviel verschiedene Ableitungen wie .

Beweis: Jedem Kommutator B~14~1BA4 von (& entspricht beim
Isomorphismus der Kommutator B'~*A’~1B’ A’, und jeder Kommutator
von & entspricht einem solchen von ®&. Daher wird durch den
Isomorphismus die erste Ableitung 9, von & der ersten Ableitung 9,
von @ zugeordnet und 3’ ist isomorph mit . Da die i-te Ab-
leitung von @ die erste Ableitung von 9[,_, ist, so ist auch 9/ iso-
morph mit 9.

Satz 24a: Ist N etn Normalteiler von ® und ist die i-te Ableitung
von &[N, aber keine frithere, gleich E, so enthdlt N die i-te Ableitung ¥,
von &, aber nicht die (i — 1)-te A,_,.

Beweis: Es sei 9, in 9 enthalten. Dann ist /% isomorph
mit /A, weil N/A, ein Normalteiler von &', ist. Nach Satz 24
ist daher £>4. Damit ist der zweite Teil des Satzes bewiesen.
Nun sei @&/, 9N,/N, ..., N, /N, E die Reihe der Ableitungen von
®/M. Wir betrachten die Untergruppen @, N5 Ngy -, N Thre Faktor-
gruppen ®&/%,, N,/N,, ... sind sdmtlich Abelsch, daher enthalt %,
jedenfalls 9 . 9, ist als Kommutatorgruppe von A, a fortiori in der
Kommutatorgruppe von %, enthalten, also auch in %,, weil %, diese
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letztere enthilt. Da 9(, in %, enthalten ist, folgt genau so, daB ; in
Ny, --., A in N; = N enthalten ist, womit die Behauptung bewiesen ist.

Satz 25: Sind R, und N, zwei Normalteiler von & ohne gemein-
same Elemente aufler E, und ist die i-te Ableitung von &[N, und
®/R, das Einheiiselement der betreffenden Gruppen, so ist auch die
1-te Ableitung von & gleich E.

Beweis: Nach dem vorigen Satz ist die i-te Ableitung 9(; von &
sowohl in 9N, als in %, enthalten und daher gleich E.

§ 13. Ein Theorem von Frobenius.
Durch die bisher gewonnenen Ergebnisse sind wir in den Stand
gesetzt, ein allgemeines Theorem zu beweisen fiir beliebige Gruppen.
Vorher leiten wir folgenden Satz ab:

Satz 26: Ein Element A von der Ordnung n = ptple...po lifit
stch auf eine und nur eine Weise als Produkt darstellen von v unter-
einander vertauschbaren Elementen, deren Ordnungen die Primzahl-
potenzen pm, pl:, ..., por sind.

Beweis: Es sei n =1Im, wobei / prim ist zu m, und man setze
A= B und A™ = C. BundC sind vertauschbar und von den Ord-
nungen m und /. Bestimmt man nun x und y aus der Kongruenz
Ix+my=1 (mod n), so wird 4= B*CY. Nun sei eine zweite Zer-
legung gegeben A = B, C,, fir welche wiederum B, und C, ver-
tauschbar sind und von den Ordnungen # und /. Es wird 4!= B!,
weil C! — E, daher ist Bl = B und Bi®= By — B*. Ebenso wird
C, = C¥, womit die Eindeutigkeit der Zerlegung bewiesen ist. Setzt
man nun l=p®h, m=p% ... p%, so erkennt man, dall der Faktor
von der Ordnung p® durch 4 vollstindig bestimmt ist. Dasselbe be-

weist man fiir die iibrigen Primzahlpotenzen, womit der Satz voll-
standig bewiesen ist.
Wir beweisen jetzt folgenden Fundamentalsatz von Frobentus?').

Satz 27: Ist g die Ordnung der Gruppe ® und ist n ein Teiler
von g, so ist die Anzahl der Elemente aus ®&, die der Gleichung
X" =E geniigen, durch n teilbar.

Beweis: E. Netto®) hat den urspriinglichen Beweisgang wesent-
lich vereinfacht und wir geben hier dessen Fassung wieder.

Der Satz gilt offenbar fiir Gruppen, deren Ordnung eine Prim-
zahl ist und wir kénnen daher die Methode der vollstindigen Induktion
anwenden. Wir setzen ihn also als bewiesen voraus fiir alle Gruppen

1) G. Frobenius: Uber einen Fundamentalsatz der Gruppentheorie. Berl.
Sitzungsber. 1903, S. 987 und 1907, S. 428.
%) Netto: Gruppen- und Substitutionentheorie, Leipzig 1908, S. 105.
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deren Ordnung ein Teiler von g ist. In der Gruppe & selbst gilt
der Satz fiir # = g, denn die g Elemente von ¢ geniigen der Gleichung
X?=F. Indem wir noch einmal vollstindige Induktion anwenden,
nehmen wir an, daB der Satz gilt fiir » = mp, wobel p eine Prim-
zahl ist und beweisen, dall der Satz auch fiir m gilt.

Die Anzahl der Elemente, deren Ordnung ein Teiler von # ist,
wollen wir mit 7, bezeichnen. Dann besagt also unsere Voraussetzung,
daB (- durch mp teilbar ist. Diejenigen Elemente, deren Ordnung
ein Teiler von  ist, sind enthalten unter den Ny Elementen, deren

Ordnung ein Teiler von m¢ ist. Daher wird

n n

mp ™ I nm-‘
wobei #, die Anzahl derjenigen Elemente bezeichnet, deren Ordnung
ein Teiler von mp, aber nicht von m ist. Wenn wir zeigen konnen,

daB n,, durch m teilbar ist, so folgt dasselbe auch fiir #,,.

Wir setzen nun i = $®1s, wobei s prim ist zu p. Der Kom-
plex % der durch #, abgezihlten Elemente besteht aus lauter Ele-
menten, deren Ordnung durch $¢ aber nicht durch p%+! teilbar ist.
Jedes dieser Elemente 148t sich auf eine und nur eine Weise als Produkt
darstellen P @, wobei die Ordnung von P gleich p ¢, diejenige von @ zu p
prim ist und P und Q vertauschbar sind. Zu jedem Element von
gehort also eindeutig ein ,Konstituent* P von der Ordnung $¢. DaB
n,, durch pe—1 teilbar ist, 1aBt sich folgendermalen einsehen. Ist per
die Ordnung des Elementes 4 aus 9, so gibt es unter den Potenzen
von 4 (§ 15) @(p“7) == p*=1(p — 1) @(r) Elemente, deren Ordnung p2»
ist, und diese Zahl ist durch pe-1 teilbar. Die Elemente von 9 lassen
sich so in Systeme ohne gemeinsame FElemente einteilen, und die
Anzahl der Elemente in jedem System ist durch p¢-1 teilbar. Das
Gleiche gilt also auch fiir #,,.

Nun mufl gezeigt werden, daB diese Zahl auch-durch s teilbar
ist, und zu dem Zweck betrachten wir diejenigen Elemente aus 9,
deren Konstituent dasselbe Element P ist. Die Gesamtheit der Ele-
mente aus @, die mit P vertauschbar sind, bilden eine Untergruppe §,
deren Ordnung mit p¢¢ bezeichnet sei. Der Index, der durch P er-
zeugten zyklischen Gruppe P unter § ist alsdann ¢. Wir betrachten
nun die Faktorgruppe §/®. Da ihre Ordnung ein Teiler von g ist,
so gilt fiir sie der zu beweisende Satz. Ist also s’ der groBte ge-
meinsame Teiler von s und ¢, so ist die Anzahl der Elemente der
Faktorgruppe §/$. deren Ordnung ein Teiler von s’ ist, durch s’ teil-
bar. Die Anzahl der Elemente, deren Konstituent P ist, ist also durch s’
teilbar, denn jede Nebengruppe von §, deren Ordnung Teiler von s’
ist, liefert genau ein solches Element aus 9. Wir betrachten nun
die Klasse von P. Sie enthilt genau g/p?¢ Elemente. Jedes dieser
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Elemente ist Konstituent von gleich vielen Elementen aus 9 und die
Anzahl der durch sie gelieferten Elemente von 9 ist daher teilbar
durch gs’/pet.

DaB diese Zahl durch s teilbar ist, folgt nun ohne weiteres:
s’ ist groBter gemeinschaftlicher Teiler von s und ¢, daher ist g¢’
durch s¢ teilbar, denn s und ¢ sind Teiler von g;und da s und ¢ zu P
prim sind, so ist die Behauptung bewiesen. Hieraus folgt nun, daB
sich die Elemente von 9 in Systeme einteilen lassen, deren jedes
eine durch s teilbare Anzahl von Elementen besitzt und von denen
je zwel keine gemeinsamen Elemente. enthalten. Die Elemente des-
selben Systems sind dadurch verbunden, daB ihre Konstituenten zur
selben Klasse gehéren. Hieraus folgt, daB » , auch durch s teilbar
ist, womit der Satz bewiesen ist.

3. Kapitel.

Abelsche Gruppen.

§ 14. Basis einer dbelschen Gruppe.

Bereits in Satz 26 wurde gezeigt, daB jedes Element A sich als
Produkt vertauschbarer Elemente darstellen ldaBt, deren Ordnung
Primzahlpotenzen sind, und zwar sind diese Elemente Potenzen
von A. Das Problem erfordert die Losung der folgenden zahlen-
theoretischen Aufgabe: Sei # = pf...pa die Ordnung von 4 und
n, = ;% Man 16se die Kongruenz:

1

Ny Xy + Ny %y + ...+ m.x,=1 (mod n).

Dann wird, wenn man A™ = 4, setzt, 4; von der Ordnung p% und

A=A A.. A}, womit die Aufgabe gelost ist.

Satz 28: Eine Abelsche Gruppe & von der Ordnung g = ppfs...por

ist das divekte Produkt wvon Abelschen Gruppen der Ordnungen

ay as a
G, pl, L P,

Beweis: Diejenigen Elemente, deren Ordnung eine Potenz von p;
ist, bilden eine Untergruppe §;. Die Ordnung von §, ist wieder eine
Potenz von p, SchluBbemerkung von § 9 oder Satz 27). Das direkte Pro-
dukt aller Untergruppen §; enthilt wegen Satz 26 alle Elemente von @,
aber auch jedes nur einmal, denn aus P,P,...P,=P'P/...P/
folgt Py P’l_i P, P;,_l ...P, P;—1 =E, also P,=P/. Die Ordnung
von P, ist daher genau pi.
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Nun muB noch die Beschaffenheit von Gruppen untersucht werden,
deren Ordnung die Potenz einer Primzahl ist.

Satz 29: Jede Abelsche Gruppe & ist das direkte Produkt zyklischer
Gruppen.

Beweis: Zunichst sei die Ordnung eine Potenz der Prim-
zahl p. A, sei ein Element von moglichst hoher Ordnung n = p%.
Alsdann sei B ein solches Element, dal} seine niedrigste Potenz,
die gleich einer Potenz von A, ist, eine moglichst groBe Zahl ist.
Ist p¥ diese Zahl (vgl. § 9), so setze man Bl’k::A{”’l (¢ prim
zu p). Alsdann ist & </, weil die Ordnung von B < der Ordnung
von A, sein muB. Daher gibt es eine Potenz A" von A,, welche der
Gleichung geniigt: B?* — A'?*. Nun wird BA'~! = A4, ein Element,
dessen Ordnung p* ist und von dem erst die p*-te Potenz, d. h. I,
in {4,} liegt. Das direkte Produkt von {4,} und {4,} ist in @ enthalten.
Ferner sei C ein weiteres Element, fur welches die niedrigste Potenz,
die in {4,}{4,} liegt, ein Maximum ist p™. Man beweist genau wie
bisher, daB es ein Element von der Ordnung p™ gibt, dessen samt-
liche Potenzen, auBer E, auBerhalb von {4} {4,} liegen. Indem man
sa fortfahrt, bis alle Elemente erschopft sind, erhdlt man das im Satz
ausgesprochene Resultat fiir Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl-
potenz ist. Da eine beliebige Abelsche Gruppe aber das direkte
Produkt von solchen ist, so folgt auch der allgemeine Satz unmittel-
bar daraus.

Definition: Die Elemente A4,, 4,, ..., 4, heillen eine Basis einer
Abelschen Gruppe, wenn ihre Ordnungen #u,, #,, ..., n, simtlich Prim-
zahlpotenzen sind und wenn sich jedes Element der Gruppe auf eine
und nur eine Weise in der Gestalt darstellen 14Bt:

A= AT A . Afr C e

Fundamentalsatz 30: Jede Abelsche Gruppe besitzt eine Basis.

Die Zahlen n,, n,, ..., n_, also die Ordnungen der Basiselemente,
heiBen die Invarianten der Abelschen Gruppe.

Satz 81: Zwei verschiedene Abelsche Gruppen besitzen verschiedene
Invarianten. Zu jedem System von Primzahlpotenzen ny, n,, ..., n, gibt
es genau eine Abelsche Gruppe, welche sie zu Invarianten hat.

Beweis: Der Satz braucht nur fiir Gruppen bewiesen zu werden,
deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist, denn die Invarianten einer
beliebigen Gruppe setzen sich aus solchen fiir diese speziellen Gruppen
zusammen. Es seien 4., 4,,..., 4, und B, B,, ..., B, zwei Basen
derselben Gruppe und m, m,, ..., m, resp. n,, n,, ..., n, die zu-
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gehorigen Ordnungen. Ferner seien die Basiselemente so numeriert,
daBn, >mn, > ... >n_und m, >m,>... > m,_. Alle Zahlen » und m
sind Potenzen von p. Nun sei #; die erste unter den Zahlen, die
von ihrer entsprechenden Zahl m,; verschieden ist, so daB etwa gilt:
My =My ey My =My, N, > M

Die m, -ten Potenzen aller Elemente von @ bilden eine Gruppe,
deren Basiselemente die ,-ten Potenzen der Basiselemente von §
sind. Diese Untergruppe ist unabhidngig von der speziellen Wahl
der Basis von &. FEinerseits bilden so die Elemente B{%, Ba%, ..., B
eine Basis und hieraus berechnet sich die Ordnung der Untergruppe
als 2 p(nl—m‘.)+ cooF (mpmmy)

Andererseits bilden auch die Elemente A%, As%,..., A" eine
solche und man findet als Ordnung: pm—m+ ...+ m=m)  was einen
Widerspruch ergibt.

DaBl es fiir jedes System von Primzahlpotenzen eine Abelsche
Gruppe gibt, die sie als Invarianten besitzt, wird dadurch bewiesen,
daB man die Gruppe darstellt mit Hilfe des arithmetischen Kongruenz-

begriffs. Seien #,, n,, #,, ..., n, diese Invarianten, so bilde man die

samtlichen Zahlensysteme (x,, %, ..., ¥,), wobei x; nach dem Modul #,
zu reduzieren ist. Es gibt n,#,...n, solche. Als Gruppengesetz
nehme man die Vektoraddition (x,, %y, .-, 5) + (¥4, Var <+ V)

= (%, + Y1» ¥y + Ya» - -+ %, -+ y,). Als Basiselemente benutze man
die s folgenden: (1,0, ...,0), (0,1,0,...,0), .., (0,0, ...,0,1). Der
Satz folgt dann unmittelbar.

Hierdurch ist das Problem volistaindig gelost, bei gegebener
Ordnung alle moglichen Abelschen Gruppen anzugeben, ein Problem,
von dessen Losung man fir nicht Abelsche Gruppen noch weit
entfernt ist. Das wesentlich Neue der Gruppentheorie gegeniiber der
alteren Algebra besteht eben darin, daB das Kommutativgesetz
nicht gilt.

Sind #,, n,, ..., n, die Invarianten von @, so bezeichnet man &
mit (n,, #,, ..., n,) und wenn die Gruppe eine Potenz von p als
Ordnung besitzt, so geniigt es, den Exponenten von p fiir die einzelnen
Invarianten hinzuschreiben, wo keine Verwechslung moglich ist. So
ist (1,1, 1) eine Abelsche Gruppe, die das direkte Produkt von drei
zyklischen Gruppen der Ordnung p ist. Man nennt in beiden Fallen

® eine Gruppe vom Typus (n,, n,, ..., n,).

Historische Notiz: Zyklische und Abelsche Gruppen treten bei den
zahlentheoretischen Untersuchungen von Ewler haufig auf. Den Satz 30 hat
Gaup 1801 sicher gekannt (Werke 2, S. 266) und auf die Kompositionstheorie
der quadratischen Formen angewendet. Vgl. auch den Anfang von § 61. Den
ersten vollstindigen Beweis gaben Frobenius und Stickelberger (Uber Gruppen
vertauschbarer Elemente, Crelles Journ. 86, S. 217).
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§ 15. Untergruppen und Faktorgruppen einer 4belschen
Gruppe.

Satz 32: Die Invarianten ewner Uniergruppe sind bei geeigneter
Zuordnung Teiler der Invarianten der ganzen Gruppe.

Beweis: Wegen Satz 28 koénnen wir uns auf Gruppen ¢ be-
schrinken, deren Ordnung eine Potenz der Primzahl p ist. In ab-
steigender Anordnung seien die Invarianten von & gegeben durch
(p%, po, ..., p%), diejenigen von § durch (pb, pte, ..., pbr). Die
Elemente von der Ordnung p in & bilden eine Untergruppe, deren
Basiselemente von den p%—!-ten Potenzen derjenigen von & dar-
gestellt werden. Jhre Ordnung ist daher ps. Fiir die entsprechende
Untergruppe von § ist die Ordnung p”. Daraus folgt » <s. Nun sei
b, die erste Zahl in der Reihe der b, welche groBer ist als die ent-
sprechende Zahl ¢,. Bildet man die p%-ten Potenzen aller Elemente
von @ und von §, so findet man im letzteren Falle mindestens 7 Basis-
elemente, im ersteren weniger als 7. Das widerspricht der Tatsache,
daB § Untergruppe von @ ist.

Aus diesem Satz folgt im besonderen, dafl die Untergruppen
einer zyklischen Gruppe zyklisch sind. Ist g ihre Ordnung und A4
ein erzeugendes Element, ist ferner g = hk, so erzeugt A% eine zyk-
lische Untergruppe von der Ordnung %, und zwar die esnzige von
dieser Ordnung. Denn aus (4%)*= E folgt, daB x durch % teilbar
ist. Die Anzahl der Elemente von der Ordnung % ist gleich der An-
zahl der zu % primen Zahlen in der Reihe 1, 2, ..., h, also gleich
der zahlentheoretischen Funktion ¢ (h).

Satz 33: Ist & eine Abelsche Gruppe vom Typus (ny, n,, ..., n,)

und ist irgendein anderer Typus gegeben (my, m,, ..., m,) dergestalt,
dafyr <'s und daf3 nm; ganze Zahlen sind, so besitzt & mindestens eine
Untergruppe vom Typus (m,, m,, ..., m).
Beweis: Sind 4, 4,, ..., A, die Basiselemente von @, so sind
" ng g
A", A¥e, ..., A" solche einer Untergruppe vom gewiinschten Typus.
Hierbei ist m,; = ... =m, =1 zu setzen.

Im allgemeinen gibt es mehrere Untergruppen von gegebenem
Typus. Eine Gruppe von der Ordnung 4" und vom Typus (1, 1, ..., 1)

. P =1 . .
besitzt [‘;ﬁ‘l Untergruppen von der Ordnung p, denn jedes Element
auller £ gehort genau zu einer solchen und erzeugt sie. Ferner ge-
horen auBler E noch je p — 1 Elemente von der Ordnung p zur Bil-
dung einer Untergruppe. Da es im ganzen p* — 1 Elemente von der
Speiser, Gruppentheorie. 3
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'_
Ordnung ¢ gibt, so verteilen sie sich in i_ll Systeme von je p — 1

Elementen, die zusammen mit E jeweils eine Untergruppe bilden.
Die ndhere Betrachtung der Gruppen vom Typus (1,1,...,1)
ist deshalb von Wichtigkeit, weil die Primfaktorgruppen der Haupt-
reihen bei auflésbaren Gruppen zu ihnen gehdren. Ist p* die Ord-
nung einer solchen Gruppe, so besitzt eine Untergruppe von der Ord-
nung $* den Typus (1,1, ..., s-mal) und es soll nun die Anzahl N,
der Untergruppen von dieser Ordnung p* berechnet werden.
r
Es ist bereits bekannt, daB N, =1;—:; ist. Nun soll N, ,,; aus
N, , berechnet werden. Ist § eine Untergruppe von der Ordnung
$%, so erhilt man alle Untergruppen von der Ordnung p%+!, die §
enthalten, indem man die Untergruppen von der Ordnung p in §/$
1"-8_1
p _—1- :Nr—s,l' Be'
nutzt man der Reihe nach die N, Untergruppen von der Ordnung ¢,
so erhilt man N,;N,_,1 Untergruppen von der Ordnung $**t!. Eine
solche enthalt aber N, ; Untergruppen vom Index 4, daher sind schlieB-
lich je N,,1 , miteinander identisch, und es wird:
N .N,_
Nr,s+1= r;] r 3,1.

benutzt. Die Anzahl dieser letzteren ist aber

s+1,8

Setzt man in dieser Formel » — 1 an Stelle von 7 und dividiert
sie durch die so entstehende, so erhilt man:

Nr,s+1 - Nr—-s,l Nr,s
N N N

r—1,8+1 r—s—1,1 r—1,s

Wenn man alsdann s die Zahlen 1 bis { — 1 durchlaufen 1aBt
und die so entstehenden Gleichungen miteinander multipliziert, so
ergibt sich die einfache Gleichung:

Ko Nea P21
Neayt Negno pt-t’
und hieraus findet man schlieBlich, indem man 7 der Reihe nach
durch ¢t 41, ¢4 2, ..., ersetzt und multipliziert:
r_ 7—1_1) ... (pr—t+1_
L er=nr-) (pt D wegen N, —1.
E-D@E*-1)...¢"-1)

Es wird insbesondere
Nf,t= Nr,r-—t-

Satz 34: Eine Abelsche Gruppe von der Ordnung p* und vom

1) (pT1=1) ... (prtH+1
Typus (1,1, ..., 1) besitzt (=1 ~*-1) .- (p

— 1)
D G'1) .. (=D Untergruppen

von der Ordnung pt.
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§ 16. Die Galoisschen Imagindren und Reste nach
Primzahlpotenzen.

Ein besonders instruktives und wichtiges Beispiel fiir Abelsche
Gruppen wird durch die in der Zahlentheorie auftretenden Restklassen
nach Primzahlen resp. Primidealen geliefert. Sie lassen sich iiberaus
einfach und unabhingig von zahlentheoretischen Sitzen folgender-
maBen definieren:

Definition: Ein System von Elementen bildet einen endlichen
Korper oder ein System von Galoisschen Imagindren, wenn es
folgenden Bedingungen geniigt:

1. Die Elemente bilden eine kommutative Gruppe nach einem
ersten Gesetz A4-- B, genannt Addition. Das Einheitselement wird
mit 0 bezeichnet.

2. Die Elemente mit Ausnahme von O bilden unter sich eine
kommutative Gruppe nach einem zweiten Gesetz 4 B genannt Multipli-
kation. Das Einheitselement wird mit 1 bezeichnet.

3. Fir beliebige vier Elemente gilt das distributive Gesetz
(A+B)(C+ D)= AC+ AD + BC + BD.

Es soll die Konstitution aller so entstehenden Kérper hergeleitet
werden. Das Produkt von O mit irgendeinem Element ist 0, wie
sich aus dem Distributivgesetz ergibt: aus 44 0= A4 folgt (44 0)B
= AB -+ 0B = AB, also 0B=0 und in derselben Weise B0 =0.

Satz 85: Die Anzahl der Elemente ist eine Primzahlpotenz und
der Typus der ersten Gruppe ist (1,1,...,1).

Beweis: Sei m die Ordnung der Multiplikationseinheit 1 nach
dem Additionsgesetz. Man bezeichne ferner 1 -+1 mit 2 usw. und
14-1+...41(smal) mit 5. Die so entstehenden Elemente verhalten sich
wie die Restklassen mod s nach dem Gesetz der Addition. Wegen
des Distributivgesetzes gilt fiir das zweite Gruppengesetz dasselbe wie
fir die gewchnliche Multiplikation, es wird 7% gleich derjenigen der
Zahlen 0,1,...,m — 1, welche Rest mod m des gewohnlichen Pro-
duktes der beiden Zahlen 7 und %2 ist. Angenommen, m sei keine
Primzahl, sondern etwa =7s. Dann bilde man den Komplex 7,
27,...(s—1)r. Das Produkt zweier dieser Zahlen gehort wieder zu
diesem Komplex, denn 0 kommt wegen 2. nicht darunter vor, er
bildet daher eine Untergruppe. Dies ist aber fiir » > 1 nicht der Fall,
da das Einheitselement 1 darin fehlt. Daher wird m eine Primzahl .
Nun sei a ein Element, das von 0,1, ..., — 1 verschieden ist. Es wird
at+a=2a,...,a+a-+...+a(p-mal) =pa=0. Jedes Element
auBer 0 besitzt die Ordnung p nach dem ersten Gesetz, und der Typus
dieser Gruppe ist (1,1,...,1).

B
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Satz 36: Die zweite Gruppe ist eine zyklische Gruppe von der
Ordnung p" — 1.

Beweis: Ein Produkt von Elementen nach der zweiten Opera-
tion ist dann und nur dann — 0, wenn einer der Faktoren verschwindet.
Man kann Gleichungen von der Gestalt ax® +ba" 14 ...+ =0
bilden, wobei a, b, ..., f gegebene Elemente des Korpers und x ein
zu bestimmendes Element, eine Wurzel der Gleichung, bedeutet. Die
bekannten Uberlegungen der Algebra konnen hier wortlich wiederholt
werden. Es gilt identisch (v —a) (x3~*4-25"2a+ ... +-af~!) = x® — a®.
Ist a eine Wurzel von f(x) =0, so wird f(x) — f(a) = f(x), und es
148t sich der Faktor x — a aus f(x) herausheben: f(x) = (x — a)f, (x).
Man beweist sofort, daB eine weitere Wurzel von f(x) = 0 auch der
Gleichung f,(x) = 0 geniigen muB, und schlieBlich folgtinsbesondere,
daB eine Gleichung vom Grade # hochstens # Wurzeln haben kann.
Nun sei g die hochste vorkommende Ordnung eines Elementes in der
zweiten Gruppe. Dann geniigt jedes der p” — 1 = s Elemente nach
Satz 30 der Gleichung x? = 1. Also wird g nicht kleiner als s sein,
und es muB (Satz 30) Elemente von der Ordnung s geben, d. h. die
Gruppe ist zyklisch.

Beispiele: Die Restklassen nach einer Primzahl als Modul. Als
erste Operation nimmt man die gewohnliche Addition und ersetzt die
Summe zweier Zahlen durch ihren Rest mod p. Die inverse Zahl
wird die durch — a reprisentierte Klasse und O ist das Einheits-
element. Als zweites Gruppengesetz wird die gewdhnliche Multipli-
kation genommen. Daf die Zahlen 1, 2,...,9 — 1 eine Gruppe bil-
den, folgt aus der Geltung von III*, denn aus ab=ac folgt, da a
zu p prim ist, b=c. Es gibt daher eine Zahl, die mit ihren p —1
ersten Potenzen alle Restklassen auBer O liefert.

Ebenso bilden die Restklassen in einem algebraischen Zahlkorper
nach einem Primideal als Modul einen Korper. Ist die Norm des
Primideals eine Primzahlpotenz, so treten die allgemeinen Galoisschen
Imaginiren auf.

Von besonderem Interesse sind die Automorphismen eines Kor-
pers, d. h. Permutationen der Elemente, welche fiir beide Gruppen 1.
und 2. Automorphismen liefern.

Satz 37: Ein Korper mit p" Elementen besitzt gemau v Auto-
morphismen. Man erhdlt sie, indem man fjedes Element durch seine
pi-te Potenz ersetzt, 1=0,1,2,...,» — 1.

Beweis: Der durch die Zahlen 0,1, ..., — 1 gebildete Korper
besitzt keinen Automorphismus auBer dem identischen. Denn sowohl
das Einheitselement 0 der additiven Gruppe als das Einheitselement 1
der multiplikativen bleiben bei jedem Automorphismus ungeindert.
Daher gilt dasselbe auch von 1+1=2, 14+1+41=3 usw. bisp — 1.
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Nun sei ein allgemeiner Koérper mit p7 Elementen vorgelegt.
Ersetzt man jedes Element durch seine p-te Potenz, so erhilt man
fir die zyklische Gruppe einen Automorphismus, da p zu ihrer Ord-
nung p” — 1 prim ist. Aber es wird auch (a -} b)? = a? - b?, wie aus

der Tatsache folgt, daB3 die Binomialkoeffizienten (f) auBer (p) und (p)

0 p
durch p teilbar sind. Bei diesem Automorphismus gehen die Zahlen
0,1,...,» —1 in sich selbst {iber. Nachdem man diesen ersten

Automorphismus ausgefiihrt hat, kann man weiterfahren und wiederum
jedes Element durch seine p-te Potenz ersetzen usw. In dieser Weise
erhdlt man gerade 7 verschiedene, denn es gilt fiir jedes Element
a?’ = a.

Man bilde nun die Gleichung (x— a)(x— a?) (x—afﬂ)...(x—apr_l) =0.
Die linke Seite besitzt als Koeffizienten die elementarsymmetrischen
Funktionen von a, a?, a?, ..., a?"~'. Sei f(a, ..., af’r_l) eine solche.
Dann wird nach Anwendung des Automorphismus f(a,...,u”r_l)?’
—f(a, ..., a?") = f(a,..., a? " "). Die p-te Potenz dieses Koeffizienten
ist gleich der ersten, und sie sind daher Zahlen 0, 1,...,p — 1. Die
obige Gleichung besitzt » Wurzeln und ist vom Grade ». Geht bei
einem weiteren Automorphismus ¢ iiber in 4?, so muB auch a4 dieser
Gleichung geniigen, denn diese geht beim Automorphismus in sich
selber iiber. ¢ ist daher eine der Zahlen p, $%, ..., p7, denn die
Gleichung kann nicht mehr als » Wurzeln haben.

Die Gruppe der Automorphismen ist eine zyklische von der Ord-
nung v.

Zum Schlusse sollen noch die zu p primen Reste (mod p*) be-
trachtet werden. Sie bilden offenbar nach der Multiplikation eine
Gruppe.

Es sei zuniachst p >> 2. Die Reste =1 (mod p) bilden eine Unter-
gruppe vom Index p — 1, und ist a = 1(p?) aber ==1(pi*1), so wird

a?=(1+rp"P =14 rp-pt+ »* b (1’213 P2+ ...=1 (mod pi“) aber
==1-(mod p?*2). Hieraus folgt: Diejenigen Reste, die =1 (modp),
bilden eine zyklische Untergruppe von der Ordnung "1, die erzeugt
wird durch einen beliebigen Rest =1 (modp) aber ==1 (mod p?),
also etwa durch 1 - p. Die Faktorgruppe dieser Gruppe ist zyklisch
und von der Ordnung p — 1, denn sie ist homomorph mit der Gruppe
der Reste modp. Weil p — 1 zu p prim ist, so ist die ganze Gruppe
zyklisch und von der Ordnung p"~1(p — 1).

Nun sei 2 als Modul betrachtet. Hier bilden die 27—2-Reste =
(mod 4) eine zyklische Untergruppe, was genau so wie oben bewiesen
wird. Dazu kommt noch die durch — 1 und - 1 gebildete Untergruppe
von der Ordnung 2, daher ist hier der Typus der Gruppe (272, 2).
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Satz 38: Die zu p primen Reste mod p" bilden nach der Multi-
plikation fiir p > 2 eine zyklische Gruppe von der Ordnung p™=* (p —1),

. (mod p fii 2

fiir p =2 eine Abelsche vom Typus (272, 2). Ist a=1 imo ffmizg

pr+‘_— » » 2

$0 15t — eine genau durch die s-te und durch keine hihere Potenz
a? —1

von p teilbare ganze Zahl.

Es ist nur eine andere Fassung dieses Satzes, wenn wir folgende
Aussage machen:

Satz 38a: Die Automorphismen einer zyklischen Gruppe von der
Ordnung p™ bilden eine zyklische Gruppe von der Ordnung p*—'(p — 1)
fiir ungerade p und im Falle p = 2 eine Abelsche Gruppe vom Typus
(2r-2, 2).

Beweis: Ist P das erzeugende Element der Gruppe, so erhilt
man jeden Automorphismus, indem man P durch P ersetzt, wobei
7 alle zu p primen Reste mod p* durchlduft. Sind P —P" und
P —> Ps zwei Automorphismen, so ist der zusammengesetzte P —» P,
ihre Gruppe ist also die Gruppe des Satzes 38.

Historische Notiz: Galois hat die von ihm entdeckten Imagindren in
der Arbeit: Sur la théorie des nombres (Oeuvres S. 15) behandelt, welche 1830
im Journal de Férussac t. 13, S. 428 erschienen ist. Uber ihre Bedeutung fiir
die Zahlentheorie vgl. § 62. Eine ausfiihrliche Theorie findet sich in der schénen
Monographie von L. C. Dickson, Linear groups with an exposition of the Galois
field theory, Leipzig 1901.

4. Kapitel.

Konjugierte Untergruppen.

§ 17. Normalisatoren.

Definition: Die Gesamtheit der Elemente einer Gruppe, die mit
einem Komplex vertauschbar sind, bilden eine Untergruppe, die der
Normalisator des Komplexes genannt wird. Falls der Komplex eine
Untergruppe ist, oder falls er aus einem einzigen Element besteht,
so ist er in seinem Normalisator enthalten.

Satz 39: Die Gesamtheit der Elemente einer Gruppe, die mit einem
Element vertauschbar sind, bildet eine Untergruppe, deven Index gleich
ist der Anzahl der Elemente in der Klasse dieses Elementes.

Beweis: Sei % der Normalisator von 4 und B ein mit 4 kon-
jugiertes Element, so bilden diejenigen Elemente S, fiir welche
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S-1 A4S = B ist, eine Nebengruppe von %, denn sind S und T zwei
solche, so wird S7-1 mit A vertauschbar. Daher gibt es so viele
Nebengruppen von 90, als es mit 4 konjugierte Elemente gibt.

Korollar: Die Anzahl der Elemente in einer Klasse ist ein
Teiler der Ordnung der Gruppe. Denn sie ist Index einer Untergruppe.

Sind 4 und S-' A4S zwei konjugierte Elemente, und ist 9% der
Normalisator von A4, so ist S~1 9% S derjenige von S—1A4S. Daher
bilden die Normalisatoren der Elemente einer Klasse ein System
konjugierter Untergruppen. Die Normalisatoren zweier konjugierter
Elemente konnen miteinander ibereinstimmen, aber nur dann, wenn
die beiden Elemente vertauschbar sind. Diese Bedingung ist jedoch
nicht hinreichend.

Satz 40: Der Index des Normalisators einer Untergruppe 9 st
gleich der Anzahl der mit § konjugierten Untergruppen.

Der Beweis verldauft wie der vorhergehende.

Ein System konjugierter Untergruppen enthilt niemals alle Ele-
mente der Gruppe. Denn ist 5 die Ordnung, r der Index von §,
so enthilt das System nach Satz 40 hochstens h-r» = g Elemente,
darunter tritt £ aber r-mal auf.

§ 18. Zerlegung einer Gruppe nach zwei Untergruppen.

Sind § und & zwei Untergruppen, so enthilt der Komplex § &
eine Anzahl rechtsseitiger Nebengruppen von § und eine Anzahl links-
seitiger Nebengruppen von ®. Sei ® der Durchschnitt von § und &,
h der Index von D unter § und %k derjenige von P unter . Sind
K, und K, zwei Elemente von &, so sind die beiden Nebengruppen
9K, und HK, von § dann und nur dann identisch, wenn K, K;l
in § und also in D liegt. Hieraus folgt sofort, dal H® genau k& rechts-
seitige Nebengruppen von § enthilt, denn jede der k rechtsseitigen
Nebengruppen von ® in & ergibt eine Nebengruppe von $ in  &.
Genau so beweist man, daB % linksseitige Nebengruppen von & in
$ & vorkommen.

Nun sei A irgendein Element von &, und man bilde den
Komplex §AR. Ist A nicht in § { enthalten, so enthalt § A& kein
Element gemeinsam mit § ®. Denn sei etwa H, A K, = H, K,, so
wire 4 = H;{'H,K, K;i', also wiare 4 ein Element in § &, gegen
die Voraussetzung. Genau so beweist man, daB zwei Komplexe $ 4 &
und § B § entweder identisch sind oder kein Element gemeinsam
haben. Diese Uberlegungen sind im wesentlichen Wiederholungen
der entsprechenden fiir eine Untergruppe und ihre Nebengruppen: fiir
® = E erhilt man die rechtsseitigen Nebengruppen von § und fiir
$ = E die linksseitigen von . Es muBl nun untersucht werden, aus
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wie vielen rechtsseitigen Nebengruppen von § der Komplex $ 4 &
besteht. Ist S irgendeines seiner Elemente, so liegt die ganze Neben-
gruppe S in § A &, denn es gilt die Gleichung Y HAK =9 AK.
Damit $ 4K, =9HAK, ist, mub AK,K;'A7" in $ liegen, oder,
was damit gleichbedeutend ist, es muB K, K;'in A7'9 A enthalten

sein und also auch im Durchschnitt © von ® und A719A. Um-
gekehrt wenn K in diesem Durchschnitt liegt, so kann man setzen
K=A1HA und es wird $9AK=9AA"HA=94. Ist
R =9+ §K2 + 55K3 + ...+ DKz, so ergeben zwei Elemente aus
derselben Nebengruppe dieselbe Nebengruppe von § und zwei aus
verschiedenen Nebengruppen auch zwei verschiedene Nebengruppen
von §. Es sind also ebenso viele Nebengruppen von § in § AR ent-
halten, als der Index des Durchschnittes von & mit 4-1H 4 unter &
betrigt. In analoger Weise folgt, daB die Anzahl der linksseitigen
Nebengruppen von & in § 4 & gleich ist dem Index desselben Durch-
schnittes unter 4-19H 4.

Satz 41: Sind © und & zwer Untergruppen von ®, so zerfillt &
wn etndeutiger Weise in Komplexe von folgender Art: @ =98 + 948
+9BR+.... Man nennt dies die Zerlegung von ® mnach dem
Doppelmodul (9, R). Jedes Element von & ist in einem und nur in
etnem Komplex enthalten und jeder Komplex von der Gestalt HS & ist
mit einem unter thnen identisch.

Die Anzahl der rvechisseitigen Nebengruppen von  tn O A K st
gleich dem Index des Durchschnittes von A=19 A mit & unter &, die
Anzahl der linksseitigen Nebengruppen von & in A& ist gleich dem
Index desselben Durchschnittes unter A=19 A.

Hiermit ist auch die Aufgabe geldst, diejenigen Komplexe zu
bestimmen, die gleichzeitig aus rechtsseitigen Nebengruppen von $
und linksseitigen Nebengruppen von { bestehen. Ist nidmlich A ein
Element eines solchen Komplexes, so mu3 auch der Komplex $ 4 &
darunter vorkommen. Wenn der Komplex damit noch nicht erschopft
ist, so mul3 er einen weiteren der in Satz 41 genannten Komplexe
enthalten und eine Weiterfilhrung dieses Verfahrens zeigt, daB der
Komplex eine Summe von Komplexen von der Gestalt § A & ist.

Der Satz 41 ist besonders wichtig wegen der Moglichkeit, gewisse
einfache zahlentheoretische Sitze anzuwenden.

Zunichst sei §§ = Q. Der erste Komplex wird dann  $ == 9.
Ein zweiter mége m, rechtsseitige Nebengruppen enthalten, ein ¢-ter m,.
Bezeichnet man den Index von § unter & mit m, so wird

m=m, +m,+...-+m,

wobei m, =1 ist. Hieraus folgt insbesondere m;, < m. Nach dem
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Satz 41 ist m, der Index des Durchschnittes von § mit einer kon-
jugierten Gruppe unter § und es ergibt sich der

Satz 42: Sind O und S19S zwer konjugierte Uniergruppen
von ®, so ist der Index thres Durchschnittes unter § kleiner als der
Index von © unter ®.

Allgemein gilt der Satz, daB der Index des Durchschnittes zweier
beliebiger Untergruppen  und & unter { hichstens gleich dem Index
von © unter & 1st. Der Beweis wird genau wie fiir den Satz 42
gefiihrt.

Historische Notiz: Doppelmoduln wurden zuerst von Cauchy be-
trachtet. Die Abhandlungen 300—327 seiner Werke (1. Serie Bd. 9 und 10)
enthalten an manchen Stellen derartige Untersuchungen, z. B. Bd. 10, S. 66.

Die heutige Gestalt der Theorie stammt von G. Frobenius (Uber endliche
Gruppen, Berl. Berichte 1895, S. 163).

5. Kapitel.

Sylowgruppen und p-Gruppen.

§ 19. Sylowgruppen.

Ist $ ein Primteiler der Ordnung einer Gruppe @, so enthdlt ein
Element von der Ordnung p. Dies ist ein Spezialfall des Satzes 27,
der zum erstenmal (1845) von Cauchy') bewiesen worden ist. Ein
iiberaus einfacher Beweis ist der folgende:

Der Satz gilt fiir Gruppen von der Ordnung $ und allgemein
auch fiir alle Abelschen Gruppen. Man setze voraus, dafl er fiir alle
Gruppen gilt, deren Ordnung das Produkt von héchstens # — 1 Prim-
zahlen ist und beweist dann folgendermaBen seine Giiltigkeit fiir
Gruppen, deren Ordnung das Produkt von # Primzahlen ist. Wenn &
eine Untergruppe besitzt, deren Index zu p prim ist, so ist die
Ordnung derselben durch ¢ teilbar und sie enthilt daher nach Voraus-
setzung Elemente von der Ordnung p. Es braucht also bloB der
Fall betrachtet zu werden, wo der Index jeder Untergruppe durch p
teilbar ist. Nun ist speziell die Anzahl der Elemente in einer Klasse
nach Satz 39 ein solcher Index. Angenommen, diese Anzahlen seien
stets entweder gleich 1 oder durch p teilbare Zahlen, so folgt, daB
es auBer E noch weitere Klassen geben muB, die nur ein Element
enthalten. Diese letzteren bilden das Zentrum der Gruppe & und
seine Ordnung unterscheidet sich von derjenigen von & um ein Viel-
faches von p; sie ist daher selbst durch  teilbar und enthilt als Abel-
sche Gruppe ein Element von der Ordnung .

1) Oeuvres. 1, Serie Bd.9,’S. 358.
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Satz 438%): Ist p” die hichste in der Ordnung von ® aufgehende
Potenz von p, so gibt es in & Uniergruppen von der Ordnung p7 und
zwer beliebige derselben sind konjugiert. Sie heifen die Sylowgruppen
von &. Jede Untergruppe, deren Ordnung eine Potenz von P ist, ist
in einer von thnen als Unitergruppe enthalten.

Beweis: Die Tatsache, daB es eine Untergruppe von der Ord-
nung 7 gibt, 1Bt sich mit den Hilfsmitteln des vorherigen Beweises
erhirten. Man wende dieselbe vollstindige Induktion an und nehme
den Satz als bewiesen an fiir Gruppen von niedrigerer Ordnung. Im
Falle, daB eine Untergruppe existiert, deren Index zu $ prim ist, be-
sitzt diese und also auch ® eine Untergruppe von der Ordnung $7 nach
Voraussetzung. Im anderen Falle sei P eine Untergruppe von der
Ordnung $, die im Zentrum enthalten ist. Ihre Existenz ist nach-
gewiesen worden. 9 ist Normalteiler von @, und &/§ ist eine Gruppe,
deren Ordnung kleiner ist als diejenige von . Sie besitzt daher
eine Sylowgruppe von der Ordnung $7—1 und zu ihr gehort eine Unter-
gruppe von @& mit der Ordnung #r.

Um den Satz in allen seinen Teilen zu beweisen, zieht man
die Resultate des vorherigen Paragraphen heran. Sei § irgend-
eine Untergruppe, deren Ordnung eine Potenz von p ist, und sei
G=R+PA4, P+ PA; R+ ...+ RA,P die Zerlegung von @ nach
(8, B). Die Anzahl der Nebengruppen von B in P 4, R sei m, und der
Index von P unter @ sei m. Dann wird m = m, 4-m, 4 ... 4 m,. Die
Zahlen m; sind als Teiler der Ordnung von 8 Potenzen von p oder 1.
Ist nun m durch p teilbar, so mufl wegen m, = 1 eine durch p teil-
bare Anzahl von GréBen m,; gleich 1 sein. Wenn aber 4 P nur
eine rechtsseitige Nebengruppe von P enthdlt, so wird A4 = AR
oder A-1P A =P, wie eine einfache Abzihlung der Elemente er-
gibt. Sind AP und P BP zwei solche Komplexe, so wird
(BAR)(BBR)=PAPBR=PABR=PAB und daraus folgt,
dal auch £ 4 BP ein solcher Komplex ist, und daB diese Komplexe
eine Gruppe bilden. Thnen entspricht der Normalisator von §. Denn
ist A ein Element daraus, so wird A =P 4 und also AP =P A.
Hiermit ist bewiesen, daB der Index von P unter dem Normalisator
von P durch p teilbar ist. Sei R dieser Normalisator, so besitzt /P
eine Untergruppe von der Ordnung p und daher ist  als Normal-
teiler in einer Gruppe enthalten, deren Ordnung eine Potenz von ¢
ist. Das Verfahren nimmt erst ein Ende, wenn man zu einer Unter-
gruppe gelangt ist, deren Ordnung die hochste in der Ordnung von &
aufgehende Potenz von p ist. Damit ist die erste und dritte Aussage
des Satzes bewiesen.

1 L. Sylow: Théorémes sur les groupes de substitutions. Math. Ann. 5,
S. 584.
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Nun seien  und £ zwei Sylowgruppen von derselben Ordnung,
und man zerlege ® nach (B, Q):

®=P0 - B4,0 L BA40+. . LBA4,0.

Wiederum ist die Anzahl der Nebengruppen von P in jedem der
Komplexe 1 oder eine Potenz von p. Die Gesamtzahl der Neben-
gruppen ist aber gleich dem Index von $ unter § und daher zu p
prim. Daher muBl mindestens einer der Komplexe, etwa B 4 £, aus
bloB einer Nebengruppe von ® bestehen. Daraus folgt aber, daB der
Index des Durchschnittes von A=18 A4 und £ unter £ gleich 1 ist
und so wird £, = A-1P 4, womit der Satz bewiesen ist.

Satz 44: Ist © eine Untergruppe von & und sind B, und B,
zwet Sylowgruppen von $, so sind sie nicht beide in derselben Sylow-
gruppe von ®& enthalten.

Beweis: Waren B, und §, in derselben Sylowgruppe von &
enthalten, so wire die durch §, und R, erzeugte Gruppe eine Unter-
gruppe dieser Sylowgruppe und sie besdBe daher ebenfalls eine
Potenz von $ als Ordnung. Da sie auBerdem in § enthalten wire,
so miiBte sie dieselbe Ordnung wie B, besitzen, was nur moglich ist,

wenn P, = P,.

§ 20. Normalisatoren der Sylowgruppen?).

Satz 45: Der Normalisator einer Sylowgruppe ist sein eigener
Normalisator.

Beweis: Sei P eine Sylowgruppe von & und § ihr Normali-
sator. Wenn nun ( ein Element auBlerhalb von & ist, dergestalt,
dal Q-13Q =G, so ist Q' PQ =P und § miibte neben P auch
Q1R Q = P’ enthalten. Beide Untergruppen  und P’ wiren Sylow-
gruppen von § und als solche innerhalb & konjugiert. Das wider-
spricht der Tatsache, daBl P Normalteiler von § ist.

Der Satz laBt sich verallgemeinern in folgender Weise: Ist die
Ordnung einer Untergruppe prim zu threm Index, so ist der Normali-
sator der Untergruppe sein eigener Normalisator, d. h. es gibt aufer seinen
etgenen Elementen keines in &, das mit thm vertauschbar ist. Der
Beweis verlauft genau so wie fiir den speziellen Fall

Ist weiter B, eine Untergruppe der Sylowgruppe g, die in keiner
anderen Sylowgruppe enthalten ist, so ist jedes Element, das mit g,
vertauschbar ist, auch mit § vertauschbar. Der Normalisator von
ist im Normalisator von $ enthalten. Denn wenn S-'§, S =,
so ist B, auch in S-'R S enthalten und nach Voraussetzung folgt,

1) Die Sitze dieses Paragraphen stammen von Frobenius und Burnside.
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daB alsdann S-1®S — P ist. Eine Anderung tritt sofort ein, wenn
die Untergruppe $®, noch in anderen Sylowgruppen vorkommit.

Satz 46: Besitzt der Durchschwitt P, zweier Sylowgruppen die
Eigenschaft, daf keine Untergruppe von ®, die B, enthilt (aufer P,
selbst), in mehr als einer Sylowgruppe enthalten ist, so sind die Nor-
malisatoren von P, n denjenigen Sylowgruppen, die B, enthalten,
homomorph. Der Normalisator von B, in ® enthdlt Elemente, die nicht
in den Normalisatoren dieser Sylowgruppen vorkommen.

Beweis: Die Normalisatoren %,, Rys ooy N, von P, in den
Sylowgruppen, die B, enthalten, besitzen $, als echte Untergruppe.
Sie sind die Sylowgruppen des Normalisators 9 von %, in @, denn
sie sind in N enthalten und umgekehrt kann eine Sylowgruppe von R
nur in einer der Sylowgruppen von @ enthalten sein, weil sie %, als
eigentliche Untergruppe enthélt. Hiernach ist also jeder Sylowgruppe
von @, die P, enthilt, eine und nur eine Sylowgruppe des Normali-
sators von R, zugeordnet. Irgendein Element von 9%, das nicht mit
einer Sylowgruppe von % vertauschbar ist, ist auch nicht mit einer
der Sylowgruppen von & vertauschbar, womit die letzte Behauptung
des Satzes erwiesen ist.

Die Anzahl der konjugierten Normalisatoren einer Sylowgruppe
ist nach Satz 40 und 45 gleich dem Index des Normalisators. Der
Durchschnitt zweier verschiedener konjugierter Normalisatoren besitzt
einen durch p teilbaren Index. Man zerlege nun & nach (%, N):

G=RNRN-F-RNAN+....
Ist #n der Index von %, so wird =1 (mod p). Denn NN = N ent-

hilt bloB eine Nebengruppe von 9%, die iibrigen Komplexe dagegen
stets eine durch ¢ teilbare Zahl

Satz 47: Der Index des Normalisators einer Sylowgruppe von der
Ordnung p* ist stets kongruent 1 (mod p).

Die Anzahl der verschiedenen Sylowgruppen von der Ordnung p* ist
=1 (mod p), denn sie ist gleich der Anzahl der Normalisatoren.

Satz 48: Wenn P und Q zwei Elemente des Zentrums einer
Sylowgruppe sind, die im Normalisator derselben nicht konjugiert sind,
so gehoren sie in & zu verschiedenen Klassen. Zwet Normalteiler einer
Sylowgruppe sind entweder tm Normalisator komjugiert oder sie sind
wn der ganzen Gruppe nicht konjugiert.

Beweis: Sei § die Sylowgruppe und sei

S-1PS=¢Q S-1RS =P+ .
Man betrachte die Untergruppe & bestehend aus den mit @ vertausch-
baren Elementen. Sie enthidlt $ und ', denn Q ist im Zentrum
von P, ebenso auch P, daher ist S~1PS =0 im Zentrum von
S-1RS=P. P und P’ sind Sylowgruppen von ® und daher in §
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konjugiert. Sei T in ® und T-1® 7T = P, dann ist nach Definition
T-1QT =(Q. Also:

T-1S1PST=(Q T-1S-1RST=S.
ST gehort also zum Normalisator von $ und transformiert P in Q.
Die zweite Aussage des Satzes beweist man wortlich wie die erste,
indem man nur statt P und @ die beiden Normalteiler einsetzt.

Satz 49: Ist eine Sylowgruppe von & im Zentrum ihres Normali-
sators enthalten, so gehoren alle thre Elemente zu verschiedenen Klassen
von ©&.

Beweis: Zwei Elemente der Sylowgruppe sind im Normalisator
nicht konjugiert, daher nach dem vorigen Satz auch nicht in .

§ 21. Gruppen, deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist.

Eine Gruppe, deren Ordnung die Potenz p* einer Primzahl ist,
sel kurz als p-Gruppe bezeichnet.

Satz 50: Jede p-Gruppe besitzt ein von E verschiedenes Zentrum.

Beweis: Bezeichnet man mit h,, h,,..., h,  die Anzahlen der
Elemente in den 7 Klassen, so wird k, -/, 4 ...+ h =ps. Die
Zahlen k& sind entweder =1 oder Potenzen von $ und, da hy =1
ist, muB} es auBer E noch weitere Elemente geben, die fiir sich allein
eine Klasse bilden. Diese bilden das Zentrum.

Satz 51: Jede p-Gruppe ist auflosbar.

Beweis: Sei 3,, das Zentrum der Gruppe @, dann ist auch @/3,
eine $-Gruppe und besitzt ein Zentrum. Diesem entspricht ein Nor-
malteiler 8, von @, der 3, als eigentlichen Normalteiler enthilt. In-
dem man so fortfihrt, erhilt man eine Reihe von Normalteilern
€, 3;» By ---, die notwendig mit @ endet, und bei der stets 3,/3;_;
eine Abelsche Gruppe ist. Die Ableitung von & ist jedenfalls im
letzten 3 enthalten und daher von & verschieden, womit der Satz
bewiesen ist.

Satz 52: Jede eigentliche Untergruppe einer p-Gruppe ist von ihrem
Normalisator verschieden und kommt in einer Kompositionsreihe vor.

Beweis: Man zerlege  nach (9, §), wobei § die gegebene
Untergruppe bezeichnet. Ein Komplex § A4 § enthilt entweder nur eine,
oder p? Nebengruppen (1=1,2,...). Nun ist

G=99+ 949+ 9BO+...
und $H=9. Daher muB es auBer § noch weitere Komplexe
geben, die bloB eine Nebengruppe enthalten und diese bilden zu-
sammen mit § den Normalisator. Um eine Kompositionsreihe zu
erhalten, die § enthdlt, suche man eine Untergruppe von @, die $
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als Normalteiler vom Index p enthdlt. Eine solche mufl nach dem
eben Bewiesenen existieren. Von dieser steige man in derselben
Weise zu einer Gruppe mit héherer Ordnung auf, bis man zu @ ge-
langt. Die so erhaltenen Untergruppen bilden zusammen mit einer
Kompositionsreihe von § eine Kompositionsreihe von @, die § enthilt.

Satz 83: Die Primfaktorgruppen der Hauptreihen sind Gruppen
von der Ordnung p. ‘

Beweis: Man kann die Reihe E, 3,, 8,, ..., ® zu einer Haupt-
reihe ergidnzen, indem man zwischen 3,_; und 3; Normalteiler von @
einschaltet. Nun ist 3;/3;_; das Zentrum von ;3;_,. Jede Unter-
gruppe von 3;/3;-; ist Normalteiler von &/3;—; und daher ist jede
Untergruppe von &, die 3;_; enthdlt und die in 3; enthalten ist,
Normalteiler von ¢. Infolgedessen ist eine Kompositionsreihe, die
man durch Ergdnzung der Reihe E, 3,, 3,,..., ® erhilt, eine Haupt-
reihe, womit der Satz bewiesen ist.

Hieraus folgt, daB es fiir jede Ordnung p*(s < 7) mindestens einen
Normalteiler gibt.

Satz 84: Die Anzahl der Normalieiler von gegebener Ordnung in
einer p-Gruppe ist =1 (mod p).

Beweis: Ein Normalteiler von der Ordnung p gehodrt dem
Zentrum an. Denn ist A4 ein erzeugendes Element dieses Nor-
malteilers und S ein beliebiges anderes, so wird S-14S = 4=,
Daraus folgt weiter S=2 452 = 4%* und S—#4S¢i= A4%'. Nun ist,
wenn x zu p prim ist, x¥»~1=1 (mod ) und daher wird S?-1 mit 4
vertauschbar. Da $ — 1 prim ist zur Ordnung von S, so wird auch
S mit A vertauschbar. Die simtlichen Normalteiler von der Ordnung
erzeugen eine Abelsche Gruppe vom Typus (1,1,...,1), die zum
Zentrum gehort und jede ihrer Untergruppen von der Ordnung p
ist ein solcher Normalteiler. Die Anzahl dieser Untergruppen ist
=1 (mod p) nach Satz 34. Wenn das Zentrum g - 1 Basiselemente
besitzt, so besitzt es p@ - po-14 ...+ 1 Untergruppen von der
Ordnung p, die mit den Normalteilern von derselben Ordnung
identisch sind. Man nehme nun den Satz als bewiesen an fiir die
Gruppen von der Ordnung p7-!. Dann folgt der Satz fiir Gruppen
von der Ordnung 7 leicht aus dem soeben bewiesenen. Jeder Nor-
malteiler von der Ordnung $7-1 ist in einer Hauptreihe enthalten
und enthilt daher insbesondere einen Normalteiler $§ von @ von der
Ordnung p. Die Ordnung von &/P ist p7~! und die Anzahl ihrer
Normalteiler von der Ordnung p$-1 ist daher =1 (mod p). Also ist
die Anzahl der Normalteiler von & mit der Ordnung p#, die P ent-
halten, El(mod p). Jeder Normalteiler von der Ordnung liefert
ein solches System, und da die Anzahl dieser Normalteiler =1 ist,
so ist auch die Gesamtzahl der Untergruppen in diesen Systemen
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=1(mod p). Eine Untergruppe kann hierbei mehrfach auftreten, u. zw.
tritt sie offenbar genau so oft auf, als die Zahl der in ihr enthal-
tenen Normalteiler von @ mit der Ordnung p betragt. Diese letzteren
erzeugen wieder eine im Zentrum enthaltene Abelsche Gruppe vom
Typus (1,...,1) und ihre Anzahl ist ebenfalls =1 (modp). Wenn
man jede Untergruppe nur einmal zdhlt, so liBt man eine durch p
teilbare Zahl von Gruppen weg und die Anzahl der verschiedenen
Normalteiler von der Ordnung p# bleibt =1 (mod ).

Satz 55: Die Anzahl der Untergruppen von gegebener Ordnung in
etner p-Gruppe ist =1 (modp).

Beweis: Fir die Normalteiler ist der Satz soeben bewiesen.
Die iibrigen ordnen sich in Systeme konjugierter, deren jedes eine
durch ¢ teilbare Zahl von Gruppen enthalt.

Jede Untergruppe vom Index ¢ ist Normalteiler, denn sie muB
von ithrem Normalisator verschieden sein.

Satz 56: Wenn eine p-Gruppe bloff einen Normalteiler vom In-
dex p besitzt, so ist sie zyklisch.

Beweis: Der Satz gilt fiir Abelsche Gruppen. Es geniigt daher
zu seinem Beweis zu zeigen, dall eine solche Gruppe Abelsch ist.
Der Satz gelte fiir Gruppen von der Ordnung p7-1. Ist ¢ eine
Gruppe von der Ordnung 7 und § einer ihrer Normalteiler von der
Ordnung ¢, so ist @/ nach Voraussetzung zyklisch, da diese Faktor-
gruppe nur einen Normalteiler vom Index $ enthilt. Sei Q irgend-
ein Element aus einer diese zyklische Gruppe @&/ erzeugenden Neben-

gruppe, dann ist Qf"_l in R, aber keine frithere Potenz. Wenn @

nicht zyklisch ist, so ist 0" — E und O erzeugt zusammen mit
y , g

eine Abelsche Gruppe, da P zum Zentrum von @ gehort, womit der
Satz bewiesen ist.

§ 22. Spezielle p-Gruppen.

Zunichst sollen Gruppen von der ungeraden Ordnung pt! unter-
sucht werden mit zyklischem Normalteiler, dessen Faktorgruppe zyklisch
ist. Sei P ein erzeugendes Element des Normalteilers, seine Ordnung
7 und @ ein Element aus einer die Faktorgruppe erzeugenden Neben-
gruppe. Es wird Q=1 PQ = P¢ und daraus Qi PQi— P4, Q° ist
dann und nur dann mit P vertauschbar, wenn a®=1 (mod ). Sei
die pste Potenz von @ die erste mit P vertauschbare; dann erzeugt
a mit seinen Potenzen eine Untergruppe von der Ordnung p¢ in der
multiplikativen Gruppe der zu $ primen Reste modp7. Diese wird
nach Satz 38 gebildet durch diejenigen Reste mod ¢*, die =1 (mod pr—3)
sind. Insbesondere ist 1 -}~ $r—$ ein erzeugender Rest. Man setze,

um ibersichtliche Formeln zu erhalten, P=P,, P* =P,_,,...,
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P?=P,=FE. Dann ist P; ein Element von der Ordnung p% und
es wird Q-1PQ -=PP,. Die spezielle Wahl von 1 p7-% als er-
zeugenden Rest bedeutet keine wesentliche Einschrinkung. Ist nidm-
lich 1 +1p7"* ein anderer, so gibt es eine Potenz von 1 -7pr=3,
etwa die m-te, die kongruent 1 - 7% ist (modpr). Es wird dann
Q-mPQm= PP,, was bloB auf eine andere Auswahl des die Faktor-
gruppe erzeugenden Elementes herauskommt, indem Q™ statt () ge-
wiahlt ist.

Satz 57: Ist Q mit der durch P erzeugten Gruppe {P} vertausch-
bar und ist QP° die niedrigste Potenz von Q, die mit P vertauschbar
1st, so ist P?P® die niedrigste Potenz von P, die mit Q vertauschbar ist.

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt, daB Q-1 PQ = PP’ ist,
wo P’ eine Potenz von P ist und die Ordnung $# besitzt. Es wird
daher Q-1P?°Q=P?"P'?®* — P»® und hieraus folgt, daB p* die
niedrigste Zahl ist, fiir die gilt Q 1 P?°Q = P?°®.

Satz 88: Ist die durch P erzeugte Gruppe ein Normalteiler mit
2yklischer Faktorgruppe von & und gibt es in & kein Element von
hoherer Ordnung als diejenige von P, so enthilt & eine zu {P} prime
zyklische Untergruppe, deren Ordnung gleich der Ordnung der Faktor-
gruppe von {P} ist.

t+1

P —
Beweis: Nach Satz 38 ist * 1-1~ genau durch p? und durch

—
keine hohere Potenz von p teilbar, wenn a=1 (mod ) ist. Nun sei
Q ein Element aus einer die Faktorgruppe erzeugenden Nebengruppe
von {P}. Der Index von {P} sei p¢=s. Alsdann ist Q¢ in {P}
enthalten und jedenfalls auch in {P#}, weil sonst die Ordnung von
Q groBer wire als die von P. Irgendein anderes Element in der-
selben Nebengruppe, wie Q ist von der Gestalt Pi{Q. Um (PzQ)s
allgemein zu berechnen, benutzt man die folgende Formel:

(PzQ)s — P= (QPzQ—l) (Q?PxQ—2) . (Qs—l P= Q—- (s—l))Qv .
Setzt man nun QPQ-1=P¢%, wo a=1 (mod p) ist, so wird Q? PQ %=
P4’ und QiP#Q~i = P2s'. Die Formel wird nun zu
(P2Q)* = PeQs, wobei c = x(1 +-a +a® 4,.. +ar~1) = s 2L st

( s)
Pc ist daher ein die Untergruppe iP?’f erzeugendes Element und

durchliuft diese ganze Gruppe, wenn man x die Zahlen 0,1,...
durchlaufen 14Bt. Insbesondere kommt darunter auch das Element
Q% vor, womit der Satz bewiesen ist.

Eine groBe Menge von Sitzen folgt aus dem eben bewiesenen.
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Satz 59: Eine p- Gruppe mit ungeradem p, die nur eine eigentliche
Untergruppe von einer gegebenen Ordnung besitzt, ist zyklisch.

Beweis: Zunichst sei der Satz bewiesen fiir den Fall, daB die
Gruppe nur eine Untergruppe von der Ordnung p besitzt. Sei P ein
Element von moglichst hoher Ordnung und § eine Untergruppe, die
{P} als Normalteiler vom Index p enthilt, dann fillt $ unter die
Voraussetzungen des vorherigen Satzes und es gibt auBerhalb von
{P} eine Untergruppe von der Ordnung p. Daher muf die Ord-
nung von {P} gleich der Ordnung der Gruppe sein und sie ist zyklisch.
Wenn ferner § bloB eine Untergruppe P von der Ordnung p¢ be-
sitzt, so nehme man einen Normalteiler ¢ von der Ordnung pi-1.
®/M besitzt nur eine Untergruppe von der Ordnung p und ist daher
zyklisch. Also ist auch ®/$P zyklisch. Da jeder Normalteiler von &
mit dem Index $ die Untergruppe P enthalten mul und da ®/P
zyklisch ist, so enthdlt @ bloB einen Normalteiler vom Index $ und
ist daher selber zyklisch nach Satz 56.

Satz 60: Eine p-Gruppe (p ungerade), deven eigentliche Unier-
gruppen zyklisch sind und deven Ordnung p™ > p2 ist, ist zyklisch.

Beweis: Zwei Untergruppen vom Index p besitzen als Durch-
schnitt eine Untergruppe von der Ordnung p7—2. Da sie zyklisch
sind, so besitzen sie nur eine solche Untergruppe und infolgedessen
gibt es nur eine Untergruppe von der Ordnung 47-2, denn eine
solche ist in einer Untergruppe von der Ordnung pr—! enthalten;
& ist also nach dem vorigen Satz zyklisch.

Ist {P} ein zyklischer Normalteiler von &, dessen Faktorgruppe
Abelsch 1ist, so bilden die mit P vertauschbaren Elemente einen Nor-
malteiler von &, dessen Faktorgruppe zyklisch ist, da sie homomorph
mit einem Automorphismus von {P} ist. Ist der Typus von &/{P}
(g, Hgse-ns n,), und sind Q,, Q,, ..., Q, Elemente aus y-Nebengruppen,
von {P}, die @/{P} erzeugen, so folgt leicht aus den Sitzen iiber
Abelsche Gruppen, daB man alle diese Elemente auBer esnem mit P ver-
tauschbar annehmen kann, wihrend das ausgezeichnete den Auto-
morphismus liefert. Ist auBerdem P ein Element von hochster
Ordnung in ¢, so kann man die Ordnung von @, gleich " annehmen
nach dem vorhergehenden Satz, denn die durch P und @, erzeugte
Gruppe ist von dem dortigen Typus. Damit ist noch nicht gesagt,
daB die Elemente Q,, Q,,..., Q, unter sich vertauschbar sind und
eine Abelsche Gruppe vom Typus (n,, #,,..., n ) bilden, sondern ihre
Kommutatoren konnen durch gewisse Potenzen von P geliefert werden.
Die Kommutatorgruppe ist gewil in {P} enthalten, da &/{P}
Abelsch ist.

Es sei speziell @ eine Gruppe, deren Zentrum zyklisch ist. Die
Faktorgruppe des Zentrums sei Abelsch und vom Typus (1, 1,...,),

Speiser, Gruppentheoric. 4
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ferner sei das Element P, welches das Zentrum erzeugt, ein Element
von hochster Ordnung. Die Aufgabe ist, alle Gruppen von dieser
Beschaffenheit anzugeben.

Nach Satz 58 kann man in jeder Nebengruppe des Zentrums ein
Element von der Ordnung p finden und auBerdem ist jede Unter-
gruppe von @, die das Zentrum enthilt, Normalteiler von . Nun
seien Q,, Q,,..., Q, Elemente von der Ordnung p in den die Faktor
gruppe erzeugenden Nebengruppen. Ist eines dieser Elemente mit
allen ibrigen vertauschbar, so ist das Zentrum nicht zyklisch. Man
wird daher voraussetzen, dafl jedes Element Q mit irgendeinem
anderen nicht vertauschbar ist. Sei etwa Q; 02Q;71Q:~1 =R, so ist
R eine Potenz von P, weil die Kommutatorgruppe der kleinste Nor-
malteiler mit Abelscher Faktorgruppe ist. Ferner ist p die Ordnung
von R, denn (, ist mit R vertauschbar, und Q;QsQ;~! = RQ,. Er-
hebt man in die p-te Potenz, so folgt: R?(Q,? =FE oder R? =F. Ist
P, irgendein Element von der Ordnung p in {P}, so kann man
setzen Q;710y(Q; = Qe Py, indem man eventuell Q, durch eine seiner
Potenzen ersetzt, was blo3 auf eine andere Wahl des Basiselementes
kerauskommt. Wire auch @, nicht mit Q, vertauschbar und etwa
wiederum Q371Q;(Q3 = Q; Py, so kann man Q3 durch Q,=1Q; er-
setzen und erhilt so ein mit @, vertauschbares Basiselement, dessen
Ordnung man durch Multiplikation mit einer Potenz von P als  an-
nehmen kann, und das wieder mit @, bezeichnet werden mag. In

dieser Weise fortfahrend, kann man Q,, Q,,... als mit Q, vertausch-
bar annehmen. Indem man fiir Q, gleich verfihrt, kann man Q,,
Q4,... als mit Q, vertauschbar annehmen, denn es wird

Q271 Q1 Qe =01 Pyt

Da Q; mit Q; und (Q, vertauschbar ist, so muB es ein weiteres
Basiselement, etwa Q, geben, das mit (, nicht vertauschbar ist und
fir das man die Gleichung annehmen kann Q3~1Q,Q; = (Q3P;. So
gelangt man schlieBlich zu Paaren von Basiselementen Q;, Q;
Q35 Q45 05, Qs---- Es gilt Q171001 =0Qs Py und Qo= Q; Q2 =0y P11,
wihrend @, und (), mit allen iibrigen Basiselementen vertauschbar
sind. Die Elemente Q,, Q,, Q,,..., die mit R, R,,... bezeichnet
werden mogen, bilden eine Abelsche Gruppe vom Typus (1,1,..., 1)
und ebenso die Elemente Q,, Q,,..., die mit S, S,,... be-
zeichnet werden mogen. Alle Elemente von ¢ sind in der Gestalt
PaRbMRY:... S5 S,e. .. darstellbar und fiir das Produkt zweier belie-
biger Elemente gilt das Gesetz:

P°RMRY:...S9S%. P°RORE...SISE...
:PaH—dP:lcxex-}-...Rlbl-l-e1R2b2+z2...Sfl-|~)‘"l S§2+f2...

Man erhalt alle Gruppen, fir die @{P} Abelsch und vom Typus
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(1,1,..., 1) ist, fiir die {P} zum Zentrum gehért und in welchen P ein
Element hochster Ordnung ist, indem man eine beliebige der soeben
definierten Gruppen mit einer beliebigen Abelschen Gruppe vom Typus
(1,1,...,1) multipliziert.

Nun sei § ein zyklischer Normalteiler von & mit einer Faktorgruppe
vom Typus (1, 1,..., 1), aber B liege nicht mehr im Zentrum von @&. Dann
gibt es ein Element Q, das der Gleichung geniigt Q-1 P(Q = PP, und
die iibrigen Basiselemente der Faktorgruppe kann man als mit P ver-
tauschbare annehmen. Diese letzteren erzeugen mit P zusammen
eine Gruppe von dem vorhin angegebenen Typus. Wenn sie ein
direktes Produkt ist, so ist auch die ganze Gruppe ein solches, denn
sel etwa R mit P und mit den simtlichen Basiselementen auBer Q
vertauschbar, so kann man setzen Q~1R(Q = RP;, daher wird PR-!
ein Element von derselben Ordnung wie P, das zum Zentrum der
Gruppe gehért. Man kidme zu einer Gruppe vom vorhergehenden
Typus, folglich wird R auch mit () vertauschbar.

Es ist nun leicht, simtliche p-Gruppen mit zyklischen Normal-
teilern B vom Index p und p? zu bestimmen. Ist der Index gleich p,
so gibt es auBer der zyklischen Gruppe noch eine Abelsche vom
Typus (r,1). Ferner gibt es eine nicht Abelsche von der Gestalt
P?" —E,Qr=E, Q-1PQ—=PP;.

Ist der Index von R gleich p?, so unterscheide man die Fille,
wo /P vom Typus (2) resp. vom Typus (1, 1) ist. Im ersteren Fall
gibt es drei Moglichkeiten: P?"—=E, Q»*—=FE, Q-1PQ= PPs,
wobei @ =0, pr-1, p7=2ist. Der erste Exponent ergibt eine Abelsche
Gruppe vom Typus (7, 2). Ist die Faktorgruppe nicht zyklisch, so

gibt es eine Abelsche Gruppe vom Typus (r, 1, 1) ferner, wenn P
zum Zentrum gehort, die Gruppe

P?"— E, QP=FE,R*=FE, Q-'PQ—=P,R-'PR=P, Q- RQ=RP,.
Ist P nicht im Zentrum, so ist die Gruppe das direkte Produkt einer
zyklischen Gruppe von der Ordnung p und der Gruppe P?" = E,
Q?=FE, Q-1PQ—=PP?»""'. Weitere Fille sind nicht moglich.

Fir Gruppen, deren Ordnung eine Potenz von 2 ist, treten mo-
difizierte Betrachtungen ein, und dieser Fall ist komplizierter als der
mit ungeradem p. Es soll der Fall behandelt werden, wo ein zyklischer

Normalteiler von der Ordnung 2% vorhanden ist, dessen Faktorgruppe

zyklisch ist und von der Ordnung 27. Ist x=1 (mod 4), so wird
r+1

gl 1_— genau durch 7te und durch keine hohere Potenz von 2 teil-
7 —

bar. Nun sei P ein den Normalteiler erzeugendes Element und Q

ein Element aus einer die Faktorgruppe erzeugenden Nebengruppe.

Man setze Q-1PQ = P%, ist Q mit P vertauschbar, so wird x=1

4*
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(mod 27) und daher x=1 (mod4). Ist P ein Element von hochster
Ordnung in @, so beweist man genau wie fiir ungerade Primzahlen,
daB es in derselben Nebengruppe, wie Q, ein Element von der Ord-
nung 2% gibt. Es gibt daher nur die folgenden Typen:
P"—=FE,Q2*=E. Q-'PQ=PP (r=2,3,4,..)

Um auch den Fall x= — 1 (mod 4) zu untersuchen, seien die
Gruppen von der Ordnung 8 betrachtet mit einem Normalteiler von
der Ordnung 4, der durch ein Element P erzeugt werden kann.
Wenn die Gruppe nicht Abelsch ist, so muf fiir ein Element Q
auBerhalb von P die Relation bestehen: Q-1PQ = P3. Ist Q von
der Ordnung 2, so erhdlt man die Diedergruppe

Pt=F,Q*=F,Q *PQ=P!.

Die 4 Elemente PiQ (i = 0, 1, 2, 3) sind simtlich von der Ordnung 2.
Es gibt aber noch eine weitere Gruppe, die Quaternionengruppe.
Hier ist Q von der Ordnung 4 und es gilt P? = Q%. Dieses letztere
Element ist das einzige von der Ordnung 2, denn P(Q ist von der
Ordnung 4 und ebenso P,P3,(Q,Q3 und PQ3. Setzt man P2= — 1,
und bezeichnet man PQ mit R, so gelten die Gesetze der Quater-
nionen: PQ=R, QR=P, RP=Q, PQ=—QP, QR= — RQ;
RP= — PR, P?2=(Q%?=R?%?= —1.

6. Kapitel.

Kristallographische Gruppen.

§ 23. Die ebenen Gitter®).

Eine geradlinige Reihe Aquidistanter Punkte nennen wir eine
Punktreihe. Der Abstand zweier benachbarter Punkte heiBt die Ele-
mentardistanz der Reihe. Man erhilt eine Punktreihe, indem man
von einem beliebigen Punkt einen Vektor p beliebig oft abtrigt und
die Endpunkte markiert und dasselbe mit dem Vektor — p macht.
Man erhdlt in dieser Weise die Gesamtheit der Vektoren xp (x =0,
41, +2, ...) von dem gewiahlten Anfangspunkt aus abgetragen.

Entsprechend der letzten Erzeugungsweise definieren wir das
ebene Punktgitter. Gegeben seien zwei beliebige Vektoren p, und
p,, die nicht derselben Geraden angehoren. Von dem beliebig ge-
wiahlten Punkt O aus trage man die Gesamtheit der Vektoren

Xy Py %y Dy
ab und markiere deren Endpunkte. Diese bilden ein ebenes Gitter.
Man kann die Gitterpunkte als die Punkte mit ganzzahligen Koor-

1) Literatur zur Kristallographie siehe S. 171.
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dinaten in einem beliebigen geradlinigen Koordinatensystem defi-
nieren, und umgekehrt kann man zu einem gegebenen Punktgitter
ein solches Koordinatensystem konstruieren, indem man als Anfangs-
punkt O wihlt und als Einheitsvektoren der x- und y-Achse p, und
p, nimmt.

Ein Gitter gestattet eine unendliche Gruppe von Translationen
in sich selbst, ndmlich die durch die Vektoren x, p, -+ #, p, definierten.
Diese Gruppe ist Abelsch und besitzt zwei Erzeugende p, und p,.
Es besteht nun die Frage, ob ein Gitter noch weitere Bewegungen
in sich selbst besitzen kann. Hierzu geniigt es, die Bewegungen,
welche O ungeidndert lassen, zu untersuchen, denn geht bei der Be-
wegung B der Punkt O in P iiber und bezeichnet T die Translation,
welche O in P iberfiihrt, so ist auch B7-! eine Bewegung des
Gitters in sich, und diese 1Bt O ungedndert, d. h. sie ist eine Drehung
des Gitters um O. Hierdurch bekommen wir véllige Ubersicht iiber
die Gruppe aller Bewegungen des Gitters: sie wird erzeugt durch die
Gruppe der Translationen § und die dazu teilerfremde der Drehungen,
welche O ungeidndert lassen. ¥ ist Normalteiler der ganzen Gruppe,
B~1TB ist diejenige Translation, deren Vektor aus dem Vektor T
durch die Drehung B hervorgeht.

Jedes ebene Gitter gestattet um seine Gitterpunkte eine Drehung
von 180° Daher brauchen wir nur Drehungsgruppen von gerader
Ordnung zu betrachten. Um zu untersuchen, welche Ordnungen fiir
weitere Symmetrien noch in Frage kommen, nehmen wir einen
Gitterpunkt P,, dessen Distanz von O ein Minimum ist. Der Vektor
von O mnach P, ist dann ein kiirzester Gittervektor. Beginnen wir mit
einer Drehung von der Ordnung 4, so entstehen aus P, die weiteren
Punkte P,, P, und P,. OP, und OP, erzeugen ein quadratisches
Gitter, dem auch P, und P, angehéren. Weitere Gitterpunkte kénnen
nicht vorhanden sein, denn ein solcher lige in einem Fundamental-
quadrat und hitte daher mindestens von einer Ecke desselben eine
kleinere Entfernung als OP,. Es gibt daher, abgesehen von der Lage
und der GréBe, nur ein Gitter, das Drehungen von der Ordnung 4
gestattet, namlich das quadratische. Genau so beweist man, daf} es
nur ein Gitter gibt, das Drehungen von 609, also von der Ordnung 6,
gestattet, nimlich das durch Aneinanderreihen von gleichseitigen Drei-
ecken erzeugte.

Kein Gitter gestattet Drehungen von weniger als 60% Wir be-
weisen diesen Satz fiir die Ordnung 8. Es sei wieder P, ein néchster
Gitterpunkt bei 0. Alsdann entstehen aus ihm durch die Drehungen
7 weitere Gitterpunkte P,, P,, ..., P,. Den Gittervektor P, P, setzen
wir in P, an und erhalten einen von O verschiedenen Gitterpunkt im
Inneren des Achteckes, der entgegen der Voraussetzung ndher bei O
liegt als P,.
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AuBer den Drehungen miissen wir noch die Existenz von Sym-
metriegeraden behandeln, und auch hier konnen wir uns auf den
Fall beschranken, wo die Gerade durch O geht. Diese ist alsdann
immer eine Gittergerade, denn ist P ein Gitterpunkt auBerhalb der

Geraden und P sein symmetrischer Punkt, so tragen wir den Gitter-

vektor OP von P aus ab und gelangen in einen Punkt auf der Sym-
metriegeraden. Da wir annehmen diirfen, dal OP nicht senkrecht
steht zu dieser Geraden, so ist der neugefundene Punkt von O ver-
schieden. Man findet so zwei verschiedene Gitter: das allgemeine
rechteckige und das zentrierte rechteckige, welches durch Hinzufiigung
der Mittelpunkte der Rechtecke aus dem vorigen entsteht. Dieses
letztere kann nach der Gestalt eines Fundamentalparallelogramms auch
das rhombische Gitter genannt werden. Im Fall des quadratischen
Gitters ist auch das zentrierte quadratisch. Das hexagonale Gitter ist
ein spezielles rhombisches Gitter.

Die Bewegungen und Symmetrien, welche O festlassen, bilden eine
endliche Gruppe, die Symmetriegruppe. Sie charakterisiert die makro-
skopischen Eigenschaften der Kristalle. Unsere 5 Gitter liefern 4 Sym-
metriegruppen, wenn wir von den Untergruppen absehen, denn das
rechtwinklige und das rhombische Gitter besitzen dieselben Symmetrien.

§ 24. Die Raumgitter.

Raumgitter werden erzeugt durch drei Vektoren p,, p, und p,,
deren Richtungen nicht derselben Ebene angehéren, indem man sie
von einem beliebigen Punkt aus positiv und negativ beliebig oft ab-
trigt. Eine Ebene, die drei nicht in einer Geraden liegende Gitter-
punkte enthilt, heiBt eine Gitterebene. Die in ihr liegenden Gitter-
punkte des Gitters bilden ein ebenes Gitter. Wahlt man die drei
Vektoren p,, p,, p; als Einheitsstrecken von drei Koordinatenachsen
mit dem Ursprung in O, so bilden die Gitterpunkte die Gesamtheit
der Punkte mit ganzzahligen Koordinaten. Gitterebenen konnen dar-
gestellt werden durch lineare Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten,
und umgekehrt liefert jede derartige Gleichung eine Gitterebene, so-
bald der groBte gemeinschaftliche Teiler der Koeffizienten der drei
Variablen gleich 1 ist. Dies sei im folgenden stets angenommen;
diese Koeffizienten heilen alsdann die Indizes der Ebene.

Kennt man eine Gitterebene, so 1aBt sich das ganze Raumgitter
durch Translation derselben erzeugen. Jede parallele Ebene durch
einen Gitterpunkt ist wiederum Gitterebene und das darin enthaltene
Gitter ist kongruent mit dem urspriinglichen. Wir betrachten die
parallele Ebene durch O; ihre Gitterpunkte seien gegeben durch
%, 0, 1 % q,- Ferner sei P ein Gitterpunkt auf einer der beiden
nachsten parallelen Gitterebenen, und g, bedeute den Vektor OP.
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Alsdann bekommt man das ganze nichste Parallelgitter in der Ge-
stalt x, q, + %, g, + q;- Das darauf folgende parallele Gitter wird
durch x, q, 4 %, q, -+ 2 q; gegeben sein; denn gibe es zwischen diesen
beiden Ebenen noch einen weiteren Gitterpunkt, so hitten wir schon
zu Beginn nicht die nichste parallele Gitterebene gewahlt.

Jedes Raumgitter besitzt O als Symmetriezentrum, d. h. tragt
man einen Gittervektor von O aus in umgekehrter Richtung ab, so
gelangt man wieder in einen Gitterpunkt. Diese Operation der
Spiegelung am Anfangspunkt ist im dreidimensionalen Raum keine
Bewegung, sie kann erzeugt werden durch eine Drehung von 180°
um eine beliebige durch O gehende Gerade und eine nachfolgende
Spiegelung an der dazu senkrechten Ebene durch O. Nun sind alle
Symmetrien von Gittern, die wir aufsuchen wollen, Bewegungen, oder
Bewegungen verbunden mit Spiegelungen, und wir kénnen uns daher
beschranken auf die verschiedenen Bewegungsgruppen, da die Ope-
rationen zweiter Art von selbst mitfolgen durch das Symmetriezentrum.

Bekanntlich sind alle Bewegungen des Raumes, bei denen O
festbleibt, Drehungen um eine Achse durch 0. Wir beweisen nun den

Satz 61: Die Ebene durch O senkvecht zu einer Drehachse ist eine
Gitterebene.

Beweis: Wenn die Drehung von der Ordnung 3 oder mehr
ist, so ist der Satz ohne weiteres klar. Man nehme irgendeinen Gitter-
punkt auBerhalb der Drehachse und iibe die Drehungen aus. Alsdann
erhdlt man mindestens 3 Gitterpunkte, die nicht in einer Geraden
liegen, dagegen in einer Ebene senkrecht zur Achse. Aber auch fiir
eine Achse von der Ordnung 2 gilt der Satz. Es sei P ein beliebiger
Gitterpunkt auBerhalb der Achse und P, der Punkt, in den er durch
die Drehung um 180° iibergeht. Heftet man den Vektor P O an
im Punkte P, so gelangt man in einen Gitterpunkt, der in der zur
Achse senkrechten Ebene durch O liegt.

Durch diesen Satz ist es leicht, die Gitter mit besonderen Sym-
metrien zu konstruieren. Eine Drehachse durch O muBl das ganze
zu ihr senkrechte ebene Gitter in sich transformieren. Ihre Ordnung
kann daher nur 2, 3, 4, 6 sein. Wir nennen solche Achsen Zweier-
achsen, Dreierachsen usw.; in der Bezeichnung der Kristallographie
heiBen sie Digyren, Trigyren, Tetragyren und Hexagyren. Eine solche
Achse darf alle zu ihr senkrechten Ebenen nur in solchen Punkten
durchstechen, welche die betreffende Drehung des ebenen Gitters zulassen.

Ein Gitter ohne besondere Symmetrien heiBt ¢riklin. Seine Gruppe
besteht aus einem Symmetriezentrum und der Identitit.

Ein Gitter mit einer Zweierachse heiBt monoklin. Das zur Achse
senkrechte ebene Gitter ist beliebig und die Achse kann in einen
Gitterpunkt oder in den Mittelpunkt der Verbindungsstrecke zweier
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Gitterpunkte einstechen. Danach erhalten wir zwei Typen monokliner
Gitter. Man kann das ebene Gitter in der Richtung der Zweierachse
parallel zu sich verschieben und in &quidistanten Punkten fixieren.
Alsdann erhdlt man ein Gitter mit aufrechten Fundamentalparallel-
epipeden. Oder die Zweierachse trifft die Gitterebene abwechselnd
in Gitterpunkten und in den oben erwihnten Mittelpunkten. Man er-
hélt ein Gitter, das man sich aufgebaut denken kann aus aufrechten
Parallelepipeden, die in ihrem Mittelpunkt einen weiteren Gitter-
punkt enthalten.

Ein Gitter mit einer Viererachse heiB3t tetragonal. Die zur Achse
senkrechte Ebene trigt ein quadratisches Gitter und kann daher von
der Achse nur in Gitterpunkten oder in den Mittelpunkten der Quadrate
durchstochen werden. Man erhalt auch hier zwe: Gitter, bestehend
aus aufrechten Parallelepipeden mit quadratischem Querschnitt, die
zentriert sind oder nicht.

Ein Gitter mit einer Sechserachse heilt hexagonal. Das zur
Achse senkrechte Gitter ist hexagonal und kann von der Achse nur
in einem Gitterpunkt durchstoBen werden. Es gibt daher nur einen
Typus hexagonaler Gitter.

Eine Sechserachse ist gleichzeitig Dreierachse und das eben er-
wahnte Gitter gehort daher auch zu einer solchen. Daneben gibt es
aber ein weiteres Gitter, das rhomboedrische, das eine Dreierachse
besitzt. Die zur Achse senkrechte Gitterebene muB ein hexagonales
Gitter tragen, aber die Achse darf auBer durch Gitterpunkte noch
durch die Mittelpunkte der gleichseitigen Dreiecke gehen, aus denen
das Gitter aufgebaut werden kann. Die Achse trifft nur jede dritte
Gitterebene in einem Gitterpunkt, die beiden jeweils dazwischenliegen-
den Ebenen werden in Mittelpunkten von Dreiecken getroffen, die
um 60° gegeneinander gedreht erscheinen.

Das rhombische Raumgitter besitzt drei aufeinander senkrechte
Zweierachsen, die wir als Koordinatenachsen wihlen. Jede Gitterebene
durch eine dieser Achsen besitzt sie als Symmetriegerade und kann
daher nur ein rechtwinkliges oder rhombisches Gitter tragen. Wenn
die Koordinatenebenen rechteckige Gitter enthalten, so erhalten wir
zwet Gitter: ein aus rechtwinkligen Quadern aufgebautes, die im In-
nern zentriert sind oder nicht. Im andern Fall nehmen wir an, daB
die horizontale Basisebene rhombisch ist, und wir erhalten wiederum
zwei Gitter, die man am besten von Quadern ausgehend beschreibt:
Es wird das eine Gitter aus basiszentrierten, das andere aus allseitig
flichenzentrierten Quadern aufgebaut.

Das Fkubische Gitter ist ein Spezialfall des vorigen und hat die
Symmetrie des Wiirfels. Da hier die Koordinatenebenen gleichwertig
sind, so gibt es nur drei Gitter, die sich aus einfachen oder innen-
zentrierten oder allseitig flichenzentrierten Wiirfeln aufbauen.
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Eine nahere Betrachtung der Gitter zeigt, daB eine Dreier-,
Vierer- und Sechserachse 3, 4 resp. 6 zu ihr senkrechte Zweierachsen
bedingt. Dieser Satz 1Bt sich umkehren: Zwei Zweierachsen durch
0, welche den Winkel ¢ unter sich bilden, bedingen eine dazu senk-
rechte Achse, deren Drehwinkel 2 ¢ betrigt. Fithrt man nimlich die
Drehung von 180° um die beiden Achsen hintereinander aus, so ist
das Resultat gleichbedeutend mit der angegebenen Drehung um die
senkrechte Achse.

Wir zeigen nun, daB nur die 14 Gitter vorkommen. Wenn nur
Zweierachsen auftreten, so miissen sie einen Winkel von 90° mit-
einander bilden, und es ist nur der monokline und der rhombische
Fall moglich. Wenn eine Dreierachse vorhanden ist und nicht der
rhomboedrische Fall vorliegt, so mul es eine Zweierachse geben, die
nicht senkrecht zu ihr steht. Durch die Drehungen von der Ordnung 3
geht diese in 2 neue Lagen iiber, an denen sich gleiche Achsen be-
finden miissen. Diese bilden unter sich Winkel, die kleiner als 120°
sind. Sind sie 90°, so haben wir eine Konfiguration, die im kubi-
schen Fall vorliegt, namlich die rechtwinkligen Koordinatenachsen und
die Dreierachse, welche sie gleichwertig macht und zyklisch vertauscht.
Ist der Winkel 60° so haben wir wieder eine Konfiguration der
Oktaedergruppe, niamlich die Achsen durch die Mitten einer Seiten-
fliche des Oktaeders und der sie begrenzenden Kanten. In den Fillen
von 45% und 30° werden wir auf Vierer- und Sechserachsen gefiihrt.

Bei einer Viererachse kommen wir auf Zweierachsen, die einen
Winkel von weniger als 90° bilden. Ist er 60°% so haben wir eine
Konfiguration des Oktaeders, ist er 45° so ist der Winkel, den eine
dieser Zweierachsen mit der Viererachse bildet, die ja auch eine
Zweierachse ist, kleiner als 45° und wir kommen zu Sechserachsen.

Bei einer Sechserachse kommen nur die Winkel 45° und 30°
in Betracht. 459 ist ausgeschlossen, denn wenn wir nur die geraden
Drehungen der Sechserachse nehmen, so kommen wir auf eine Dreier-
achse mit einem Winkel, der groBer ist als 45° d.h. auf den ku-
bischen Fall. Aber auch 30° ist ausgeschlossen, denn bezeichnen wir
die Zweierachsen in der Reihenfolge, wie sie durch die Drehung
entstehen, mit 1 bis 6, so miiiten folgendes die Winkel zwischen
thnen sein:

37(1,2)=30° (1, 3)=45° (1, 4)=60° I(1, 5) = 45°,
¥ (1, 6) = 30°,
und dies ist offenbar nicht mdglich.

Die 7 Axenkonfigurationen, die wir gefunden haben, bilden die

7 Kristallsysteme. Unter ihren Gruppen kommen zwei umfassenste vor,

die hexagonale und kubische. Nun miissen wir die Untergruppen
aufsuchen (vgl. auch § 27).
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§ 25. Die Kiristallklassen.

Nicht jeder Kristall besitzt die volle Gruppe aller Symmetrien
seines Systems, sondern bloB eine Untergruppe. Wir haben gesehen,
daB die einzelnen Gitter bereits durch Untergruppen bestimmt sind,
ja wir haben sie sogar durch solche hergeleitet und erst nachtriglich
gefunden, daB sie noch weitere Symmetrien aufweisen. Die volle
Gruppe ist jeweils das direkte Produkt der zugehérigen Bewegungs-
gruppe und einer Gruppe von der Ordnung 2, deren Elemente die
Identitit und das Symmetriezentrum sind. Diese Gruppen heiflen die
Holoedrie des betreffenden Systems. Normalteiler vom Index 2, z. B.
die Bewegungsgruppen, heilen im allgemeinen Hemiedrien, solche
vom Index 4 Tetartoedrien.

Wir gehen nun an die Aufzahlung der simtlichen Untergruppen.
Jede von ihnen definiert eine bestimmte Kristallklasse, hierbei werden
aber zwei Gruppen, welche dieselben Symmetrieelemente in derselben
Konfiguration, aber in verschiedener Lage zum Gitter aufweisen, nicht
als verschieden angesehen.

1. Triklines System: Die Hemiedrie besteht aus der Identitit
allein, die Holoedrie enthdlt auBerdem noch das Symmetriezentrum.

2. Monoklines System : Die Holoedrie besteht aus E, einer Zweier
achse, dem Symmetriezentrum und einer zur Achse senkrechten Sym-
metrieebene und bildet eine Abelsche Gruppe vom Typus (2, 2). Jedes
der drei zuletzt genannten Elemente bestimmt mit E zusammen eine
Untergruppe vom Index 2, aber die mittlere gehért ins trikline
System, daher bleiben zwei noch iibrig: E - Symmetrieebene bildet
die Hemiedrie, E + Zweierachse die Hemimorphie.

3. Rhombisches System. Die Holoedrie ist Abelsch von der Ord-
nung 8 und vom Typus (2, 2, 2). Sie besitzt 7 Gruppen von der
Ordnung 2, die jeweils aus £ und einer der 3 Zweierachsen oder
der 3 Symmetrieebenen oder schlieBlich dem Symmetriezentrum be-
stehen. Alle diese gehdren bereits zu einem der fritheren Systeme.
Ferner gibt es 7 Untergruppen von der Ordnung 4. Von diesen
bilden 3 die monokline Holoedrie, bezogen auf je eine der drei Achsen;
diese fallen weg. Auber diesen gibt es drei Untergruppen, die aus
E, einer Zweierachse und zwei durch sie hindurchgehenden Symmetrie-
ebenen bestehen. Diese bilden die rhombische Hemimorphie SchlieB-
lich bleibt die Drehungsgruppe, welche E und 3 Zweierachsen enthilt
und rhombische Hemiedrie heiBt.

4. Rhomboedrisches System. Die Bewegungsgruppe ist die Dieder-
gruppe von der Ordnung 6. Die Holoedsie besitzt die Ordnung 12.
Sie enthilt einen Normalteiler vom Index 4, die Tetartoedrie, deren
Faktorgruppe Abelsch und vom Typus (2, 2) ist. Es gibt also noch
drei Hemiedrien: die Paramorphie, welche auBer der Dreierachse
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noch das Symmetriezentrum und damit noch zwei Drehspiegelachsen
enthilt, die Hemimorphie, welche auBer der Achse noch Symmetrie-
ebenen durch dieselbe besitzt, und schlieBlich die Ewnantiomorphie,
welche die simtlichen 6 Drehungen enthalt.

5. Hexagonales System. Hier bildet die Sechserachse die Te-
tartoedrie und ist Normalteiler der Holoedrie vom Index 4. Genau
wie im vorherigen Fall treten drei Hemiedrien auf, sie werden gleich
bezeichnet wie vorher. Freilich treten hier noch weitere Untergruppen
auf, die nachher untersucht werden sollen.

6. Tetragonales System. Wie das vorige.

7. Kubisches System. Hier bildet die Tetracdergruppe die Tetar-
toedrie. Sie ist genau wie die drei vorigen in der Holoedrie enthalten.
Die Emnantiomorphie (reine Drehungsgruppe) ist hier offenbar die
Oktaedergruppe.

Wahrend wir in 1 bis 4 samtliche Untergruppen kennen, miissen wir
noch die ibrigen Gruppen untersuchen. Wir beginnen mit dem hexa-
gonalen System. Die Gruppe hat die Ordnung 24, ihre Sylowgruppe von
der Ordnung 8 bildet das rhombische System, da die Sechserachse zu-
gleich Zweierachse ist, sie liefert also keine neue Kristallklasse. Jede
andere Untergruppe enthilt die Untergruppe von der Ordnung 3, und
diese ist stets Normalteiler, denn es gibt nur eine Dreierachse. Der
Index dieses Normalteilers unter der Holoedrie ist 8, die Faktorgruppe
ist Abelsch und vom Typus (2, 2, 2). Es gibt also 7 Untergruppen
von der Ordnung 6 und ebensoviel von der Ordnung 12. Von der
Ordnung 6 ist die Sechserachse, ferner die drei Hemiedrien des
rhomboedrischen Systems. Von den letzteren zdhlen aber die Hemi-
morphie und die Enantiomorphie doppelt, da wir aus den 6 Zweier-
achsen des hexagonalen Systems auf zwei Arten drei auswahlen konnen,
um die Enantiomorphie zu erhalten. Ebenso kdnnen wir aus den
6 Symmetrieebenen durch die Sechserachse auf zwei Arten drei aus-
wahlen, welche die Hemimorphie ergeben. Die beiden Konfigura-
rationen ergeben sich jeweils auseinander durch Drehung von 60°
um die Dreierachse. Es bleibt also noch eine Untergruppe iibrig und
diese besteht aus der Dreierachse und einer horizontalen Symmetrie-
ebene, die also zur Achse senkrecht steht. Diese Klasse heiBit die
trigonale Paramorphie. Sie gehort nicht zum rhomboedrischen Gitter,
denn dieses besitzt keine horizontale Symmetrieebene, sondern nur
zum hexagonalen, trotzdem wird sie meist dem rhomboedrischen System
zugezahlt. Unter den Untergruppen von der Ordnung 12 kommen 5
bereits unter den frither aufgezahlten vor, und es bleiben zwei iibrig,
die aber nur als eine zdhlen. Es ist dies die Dreierachse mit drei
dazu senkrechten Zweierachsen, also die rhomboedrische Enantio-
morphie, der ferner noch eine horizontale Symmetrieebene hinzugefiigt
ist. Diese Klasse heilt die trigonale Holoedrie.
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Ahnlich liegen die Verhiltnisse im tetragonalen System. Nimmt
man hier zu der Viererachse das Symmetriezentrum, so erhilt man
eine Abelsche Gruppe vom Typus (4, 2). Diese besitzt auBer der
Achse noch eine Operation von der Ordnung 4, namlich die Dreh-
spiegelachse. Die zugehorige Klasse heiBt tetragonale Tetartoedric
II. Art. Auch diese Gruppe ist Normalteiler der Holoedrie und in
drei Normalteilern von der Ordnung 8 enthalten, von denen wir erst
einen haben, nimlich die tetragonale Paramorphie. Die beiden an-
deren sind gleich beschaffen und entstehen durch Hinzufiigen zweier
Zweierachsen und zweier Symmetrieebenen durch die Drehspiegel-
achse, welche die Winkel zwischen den Zweierachsen halbieren. Diese
Klasse heiBt die fetragonale Hemiedrie II. Art.

Das kubische System liefert keine weiteren Klassen mehr. Die
Sylowgruppen von der Ordnung 16 sind tetragonale Holoedrien, die
Untergruppen mit Dreierachsen gehoéren in das kubische oder das
rhomboedrische System.

Es ist bemerkenswert, daB bereits so einfache Gruppen, wie die
drei zuletzt behandelten, eine groBe Mannigfaltigkeit von Untergruppen
und eine &duBerst komplizierte Struktur aufweisen. Sie sind darum
besonders lehrreich, und gerade ein Vergleich des hexagonalen Falles
mit dem tetragonalen wird die tiefere Erkenntnis des Baues von
Gruppen aufs nachhaltigste férdern.

7. Kapitel.

Permutationsgruppen.

§ 26. Zerlegung der Permutationen in Zyklen®).

Die Aufgabe dieses Kapitels bildet ein eingehenderes Studium
der durch Permutationen dargestellten Gruppen. Sie sind besonders
wichtig, weil durch sie gewisse, fiir alle Anwendungen fundamentale
Gruppen in einfachster Weise behandelt werden koénnen. Aber ihre
Bedeutung reicht noch viel weiter, denn wie bereits in § 4 gezeigt
worden ist, besitzt jede Gruppe eine Darstellung durch Permutationen,
und wir werden spiter sehen, daB sich jede Eigenschaft der Per-
mutationsgruppen so aussprechen 1aBt, daB sie als Eigenschaft einer
abstrakten Gruppe erscheint.

Wir behandeln zum Anfang eine neue Darstellung der Per-
mutationen und beginnen mit einem Beispiel. In der Permutation

12345)
(25134

1) Zur Geschichte der Permutationsgruppen vgl. § 60.



§ 26. Zerlegung der Permutationen in Zyklen. 61

wird 1 ersetzt durch 2, 2 durch 5, 5 durch 4, 4 durch 3 und 3 durch 1.
Dies kann durch folgendes Symbol bezeichnet werden (1, 2, 5, 4, 3),
in dem wir darunter eine zyklische Vertauschung oder einen Zyklus
der fiinf Variablen in der Klammer verstehen dergestalt, daB jede Zahl
durch die folgende, die letzte aber durch die erste ersetzt wird. Offen-
bar bewirkt die angegebene Permutation dieselbe Vertauschung wie das
obige Klammersymbol, aber das letztere ist viel ibersichtlicher als
die bisher angewandte Bezeichnung.

So sind auch die Potenzen der Permutation leicht aus dem Klammer-
symbol abzulesen. Um z. B. das Quadrat zu bilden, hat man jeweils
um 2 Stellen nach rechts zu gehen und allgemein fiir die %-te Potenz
in zyklischer Weise um # Stellen nach rechts. Man sieht sofort, daB
die fiinfte Potenz unserer Permutation die identische ergibt.

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir die Permutation

<1 234 5)

54123/

Hier geht 1 tber in 5, 5 in 3 und 3 in 1, so da hiermit bereits
ein Zyklus geschlossen ist. 2 geht iiber in 4 und 4 in 2. In unserm
Fall ist also die Permutation das Produkt der zwei Zyklen (1, 5, 3)(2, 4),
von 3 resp. 2 Variabeln. Die Ordnung dieser Permutation muf
sowohl durch 3 als durch 2 teilbar sein und ist, wie man sich leicht
iiberzeugt, gleich 6.

Man sieht nun sofort, dafl sich jede Permutation in der an-
gegebenen Weise in ein Produkt von Zyklen zerlegen 14Bt, wobei jede
Variable nur einmal vorkommt. Bleibt eine Variable ungeindert bei
der Permutation, so gibt sie AnlaB zu einem Zyklus von einem ein-

zigen Glied, und wir setzen fest, daB solche Zyklen weggelassen
werden. So ist z. B.

@ Z ?1’>:(1, 3)(2) = (1, 3).

Satz 62: Die Ordnung einer Permutation ist gleich dem kleinsten
gemeinsamen Vielfachen der Ordnungen der einzelnen Zyklen, und die
Ordnung eines Zyklus ist gleich der Anzahl der Variablen, die darin
auftreten.

Sieht man von der Bedingung ab, daB 2 Zyklen keine gemein-
samen Variablen enthalten diirfen, so 14Bt sich selbstverstindlich jede
Permutation auf beliebig viele Weise als Produkt von Zyklen dar-
stellen, insbesondere als Produkt von Transpositionen. Hierunter
verstehen wir die Vertauschung zweier aufeinander folgenden Variablen.
Der Zyklus (1, 2, 3,...,n) kann offenbar ersetzt werden durch die
aufeinander folgenden Transpositionen (1, 2), (1, 3), (1, 4), ..., (1, ).
Es ist also:

(1,2, 3,..,n)=(1, 2)(1, 3)(1, 4)...(1, n),
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und in dhnlicher Weise lassen sich die iibrigen Zyklen der Permutation
behandeln. Wir merken noch an, daB die Anzahl der Transpositionen
bei Zyklen gerader Ordnung eine ungerade, im andern Fall eine
gerade ist.

Der zu einem Zyklus inverse Zyklus wird erhalten, indem man
die Variablen in umgekehrter Reihenfolge aufschreibt; die zu einem
Produkt von Zyklen inverse Operation erhilt man, indem man die
Folge der Zyklen umkehrt und auBerdem jeden einzelnen Zyklus
durch den inversen ersetzt. So ist z. B.

((1; 2, 3)(1, 2, 4))~1:(4’ 2, 1)(35 2, 1).
Nun gilt der

Satz 68: Die Anzahl der Transpositionen, aus denen eine Per-
mutation gebildet werden kann, ist stets gerade oder stets ungerade.

Beweis: Man bildet das Differenzenprodukt

(7 — %) (% — %) - (%, — ) ]

Vertauscht man hier 1 und 2, so andert D das Vorzeichen, und all-
gemein liberzeugt man sich leicht davon, daB jede Vertauschung zweier
Indizes dasselbe bewirkt. Eine gerade Anzahl von Vertauschungen
1Bt daher D ungedndert, wihrend eine ungerade Anzahl D in — D
iiberfiihrt.

Eine Permutation wird stets entweder D unverindert lassen oder
D in — D iiberfihren. Im ersten Fall kann sie sich nur aus einer
geraden Anzahl, im zweiten Fall nur aus einer ungeraden Anzahl von
Transpositionen zusammensetzen lassen.

Sind S und 7 zwei Permutationen, so ist es eine fiir das Folgende
wichtige Aufgabe, die Permutation 7-1S T zu bilden. Wir bezeichnen

(12, (12,.,m\ il,i2,...,in)

S‘(il, iy in) T_(kl,kg,...,k>_<ll, VAL b

n n

und
ST:(I, 2,...,11,),
Lislys o s 1,
dann wird
k
T )
Iy Iy ool

Hieraus folgt der

Satz 64: Eine Permutation S wird transformiert durch die Per-
mutation T, indem man tn den beiden Zeilen der Permutation S die
Permutation T ausfiihrt.
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In der Bezeichnungsweise durch Zyklen wird das Resultat noch
einfacher. Man iiberzeugt sich leicht, daB ein Zyklus durch die Per-
mutation 7  transformiert wird, indem man die Variablen des Zyklus
der Permutation unterwirft. So ergibt z. B. das Produkt der Zyklen

1, 2, 3, 4>
2, 1, 4, 3
das folgende Produkt (2, 1, 4)(1, 4, 3), denn ein Produkt wird trans-
formiert, indem man die einzelnen Faktoren transformiert.

Umgekehrt sind zwei Permutationen, deren Zerlegung in Zyklen
mit verschiedenen Variablen eine gleichartige ist, d.h. jeweils aus
gleichviel Zyklen derselben Ordnung besteht, durch Transformation
ineinander {iiberfilhrbar. Z. B. (1, 2, 3, 4, 5) und (2, 4, 1, 5, 3) sind
1, 2, 3, 4, 5
2, 4,1, 5, 3

(1, 2, 3)(2, 3, 4) transformiert durch die Permutation (

ineinander transformierbar durch die Permutation ( ) resp.

die dazu Inverse.

Zum SchluB dieses Paragraphen seien noch ein paar spezielle
Formeln angemerkt. Zwer Zyklen mit einer einzigen gemeinsamen
Variablen ergeben multipliziert wiederum einen Zyklus:

(%5 v os %) (Xqs Var o or Vo) = (Xps ooy Xy Vs Vo w5 Vpu)-
Die Ordnung des zusammengesetzten Zyklus ist gleich der um 1
verminderten Summe der Ordnungen der beiden Faktoren.

Das Produkt zweier Transpositionen it sich durch dreigliedrige
Zyklen erzeugen. So ist

(ad)(cd) = (abd)(acd) und (ab)(ac)=(abc).

Infolgedessen lassen sich alle gevaden Permutationen auch als Pro-
dukte dreigliedriger Zyklen darstellen, und umgekehrt ist ein solches
Produkt stets eine gerade Permutation.

§ 27. Die symmetrische und alternierende Permutations-
gruppe.

Die samtlichen Permutationen von # Variablen bilden eine Gruppe
von der Ordnung #!, welche die symmetrische Gruppe von n Varia-
blen genannt wird. In dieser Gruppe sind 2 Permutationen mit gleich-
artiger Zerlegung in Zyklen von verschiedenen Variablen konjugiert.

Besteht die Permutation aus a Zyklen von der Ordnung 1,
b Zyklen von der Ordnung 2, ¢ von der Ordnung 3 usw., so daB

n=a-+2b-+4 3c-..., so gibt es im ganzen, wie eine leichte Rech-
nung zeigt,
n!
1%a1 2001 31
Permutationen von diesem Typus, wobei 0!l = 1 zu setzen ist. Diese

Zahl stellt daher auch die Anzahl der Permutationen in der betreffen-
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den Klasse dar. Die Anzahl der Klassen in der symmetrischen Gruppe
ist gleich der Anzahl der Losungen der Gleichung n=a+2b-+3c¢+-...
in ganzen Zahlen > 0. Fiir » =2 erbilt man die Gruppe von der
Ordnung 2; n =3 liefert die Diedergruppe von der Ordnung 6;
n = 4 ergibt die Oktaedergruppe von der Ordnung 24, denn diese
ist ja bestimmt durch die Vertauschungen der 4 Diagonalen, welche
die Mittelpunkte gegeniiberliegender Seiten des Oktaeders verbinden.
Eine weitere Besprechung folgt unten und wir gehen iiber zur

Definition: Die alternierende Gruppe von #n Variablen besteht
aus den siamtlichen geraden Permutationen der # Variablen. Diese
bilden eine Untergruppe vom Index 2 der symmetrischen Gruppe,
denn ist 9 die alternierende Gruppe und S irgendeine ungerade
Permutation, so stellt AS alle ungeraden Permutationen dar. 9 ist
ferner Normalteiler der symmetrischen Gruppe, denn mit 7 ist auch
S—1TS eine gerade Permutation.

Die alternierende Gruppe von 3 Variablen ist zyklisch und von
der Ordnung 3. Im Falle von 4 Variablen a, b, ¢, d besitzt sie die
Ordnung 12. Wir behaupten nun, daBl diese Gruppe einen Normal-
teiler von der Ordnung 4 besitzt. In der Tat bilden die 3 Permuta-
tionen, welche die 4 Variablen zu je zweien vertauschen, zusammen
mit der identischen eine Untergruppe:

E, A=(a,b)(c,d), B=/(a,c)(b,d), C =(a,d)(b,c)

mit den Relationen 4B = B4 = C; sie ist Abelsch und vom Typus
(2,2), also eine Vierergruppe. DaB sie Normalteiler ist, folgt daraus,
daB sie die samtlichen Permutationen von dem betreffenden Typus
enthilt. Die Kompositionsreihe der symmetrischen Gruppe von vier
Variablen besteht daher aus den Gruppen U, B, €, E, wobei 9 die
alternierende Gruppe ist, 8 die eben aufgestellte Abelsche Gruppe von
der Ordnung 4 und @ eine ihrer drei Untergruppen von der Ordnung 2.
%A und B sind Normalteiler der symmetrischen Gruppe, € dagegen
nicht, Weiterhin gilt nun der wichtige

Satz 65'): Dic alternierende Gruppe von n Variablen ist einfach,
sobald n grifer als 4 ist.

Beweis: Ein Normalteiler der alternierenden Gruppe, der einen
dreigliedrigen Zyklus (a, b, ¢) enthlt, enthilt alle weiteren dreiglied-
rigen Zyklen und stimmt infolgedessen mit der alternierenden Gruppe
iiberein. Denn da mindestens 5 Variable zur Verfiigung stehen, so
kann man stets eine gerade Permutation angeben, welche die 3 Varia-
blen (a, b, ¢) in drei beliebig gegebene Variable (a,, b,, c,) iiberfiihrt.
Durch diese Permutation wird aber der Zyklus (a, b, ¢) in den
Zyklus (a,, b,, c,) transformiert. Nun sei eine beliebige Permutation

1) Galots, E.: Oeuvres, S. 26.
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des Normalteilers in folgender Weise durch Zyklen dargestellt:
S=(a,...»a,)...(c;,..., ¢, und wir machen die Voraussetzung,
daB s > 3 sei, dann gehort auch

T=(ay, s @).(Cys-evsCygsCoy>Cy Coy)
zum Normalteiler, denn S geht in T iber, indem man die Variablen
(C4—a» C4q» ;) zyklisch vertauscht, ‘was eine gerade Permutation ist.
Der Normalteiler enthilt also auch ST, und man findet leicht, daB
dies der dreigliedrige Zyklus (c,_;, ¢,, ¢,_,) ist, womit nach dem
Vorhergehenden der Satz fiir alle Untergruppen bewiesen ist, die
Permutationen von hoherer als zweiter Ordnung enthalten.

Wenn der Normalteiler die Permutation (a, b) (c, d) enthalt, so
muB er auch (b, ¢) (¢, d) enthalten, wobei ¢ irgendeine fiinfte Variable,
die ja vorhanden ist, darstellt, und das Produkt dieser beiden ist
wiederum ein dreigliedriger Zyklus, namlich (a, ¢, 0). Falls die Per-
mutation nicht blof aus 2 Vertauschungen besteht, so miissen es
mindestens 4 sein, z. B. (ay, a,) (b, b,) (¢4 ¢,) (44, d,), alsdann ist
auch die folgende Permutation im Normalteiler enthalten (a,, a,)
(bys ¢q) (by, dy) (cy» dy). Das Produkt dieser beiden ergibt eine Permu-
tation von der Ordnung 3, namlich (b,, d,, ¢,) (b, ¢,, d,), Womit wir auf
den fritheren Fall zurilickgefithrt sind. Wir haben hierbei die iibrigen
Vertauschungen, welche allenfalls zur Permutation gehoren, weg-
gelassen, da sie in beiden Permutationen gleich bleiben sollen und
sich daher bei der Multiplikation aufheben.

§ 28. Transitive und intransitive Permutationsgruppen.

Von jetzt an sollen die Variablen einer Permutationsgruppe auch
als solche bezeichnet werden, indem wir statt 1, 2,..., # schreiben:
Xys Xgy-.-5 X, n heiBt der Grad der Gruppe.

Indem wir nun von einer Variablen, etwa x, ausgehen, unter-
suchen wir, in welche Variablen x, durch die verschiedenen Permu-
tationen iibergefiihrt wird. Da die identische Permutation in jeder Per-
mutationsgruppe enthalten ist, so kommt darunter x, selber vor. Durch
Einfilhrung einer geeigneten Bezeichnungsweise diirfen wir annehmen,
daB die iibrigen Variablen x,, ..., %, sind. Wir behaupten nun, daB diese
7 Variablen bei allen Permutationen der Gruppe nur unter sich ver-
tauscht werden. Es moge namlich bei der Permutation S die Variable
in x, iibergefiihrt werden, wobei 7 eine Zahl zwischen 1 und 7 bedeutet.
Ist dann T eine Permutation, die x, in x, tberfihrt, so wird TS
einerseits zur Permutationsgruppe gehoren, andererseits aber auch
x, in x, tberfilhren. Nach der Voraussetzung folgt nun, da % eben-
falls ein Index zwischen 1 und 7 ist. Sind ferner ¢ und & zwei In-
dizes zwischen 1 und 7 und fithren S resp. T die Variable x, in x; resp. x,

Speiser, Gruppentheorie. 5
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iiber, so fithrt S-17 die Variable x, in x, iiber. Man sieht sonach, dafB
durch 1irgend eine Variable x; die zugehorigen Variablen x, bis x,
eindeutig bestimmt sind und man nennt x, bis x_ durch dic Permu-
tationsgruppe transitiv verbundene Variable. Eine Variable auBer-
halb von x,,...,x, wird wiederum einem transitiven System ange-
horen, das durch eine beliebige unter seinen Variablen vollstindig
bestimmt ist, und das System der n Variablen zerfillt somit in eine
Anzahl transitiver Teilsysteme. Eine Permutationsgruppe, bei der
mehr als ein transitives System vorkommt, hei3t eine intransitive
Permutationsgruppe. Betrachtet man nur die Variablen eines tran-
sitiven Teilsystems, so bilden ihre durch die Gruppe hervorgerufenen
Permutationen eine mit der Gesamtgruppe isomorphe Gruppe. Die-
jenigen Permutationen, welche diese Variablen ungeindert lassen,
bilden also einen Normalteiler der ganzen Gruppe.

Als Beispiel geben wir die zyklische Gruppe von der Ordnung 6
in fiinf Variablen:

(%> %y5 %g) (%5 ;)

Diese Gruppe ist intransitiv, der Normalteiler, der die drei ersten
Variablen ungeindert 1aBt, ist von der Ordnung 2, derjenige, der
x, und x; nicht dndert, von der Ordnung 3.

Es geniigt, die transitiven Permutationsgruppen zu untersuchen,
da sich die iibrigen aus jenen zusammensetzen lassen.

Satz 66: In einer transitiven Permutationsgruppe von n Varia-
blen bilden diejenigen Permutationen, die x, resp. x, usw. ungedndert
lassen, ein System von n konjugierten Untergruppen vom Index n unter
der ganzen Gruppe.

Beweis: Dall die Permutationen, die etwa x, ungeindert lassen,
eine Untergruppe § bilden, ist klar; sind ferner 7 und S zwei Per-
mutationen, die beide x, in x, liberfihren, so gehort ersichtlich S7°—1
zu §, d. h. S und T gehoren derselben Nebengruppe von § an.
Hiernach zerfillt die ganze Gruppe genau in # Nebengruppen von $.
Ist nun §’ diejenige Gruppe, die x, ungeiandert liBt und 7 eine
Permutation, die x, in x; iiberfithrt, so wird 7-1§ T eine Untergruppe
sein, die x; ungedndert 14B8t; und da ihre Ordnung dieselbe ist wie
diejenige von §’, so wird §'=T-1§T.

Nach der Definition ist § eine intransitive Permutationsgruppe,
indem ja x, fiir sich ein transitives System bildet. Wir miissen nun
untersuchen, was eintritt, wenn § in den iibrigen Variablen transitiv ist.

Definition: Eine Permutationsgruppe @ heiBt r-fach transitiv, wenn
sie Permutationen enthilt, die x,, ..., x, in jedes System von 7 Varia-
blen aus x,, ..., , iberfithren.

Aus dieser Definition folgt ohne weiteres, wie oben, daB in der
Gruppe ® Permutationen auftreten, welche ein beliebiges System
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von 7 aus den # Variablen in ein beliebiges derartiges System iiber-
fihren. Diejenigen Permutationen, welche x,, ..., %, in sich selbst iiber-
fiihren, bilden eine Untergruppe $, und diejenigen, welche diese Vari-
ablen in ein und dasselbe System iiberfiihren, bilden eine Nebengruppe
von §. Der Index von § ist also gleich der Anzahl der moglichen
Systeme von 7 Variablen, in die x,, ..., x, iibergefiihrt werden kann,
und diese Anzahl ist gleich: n (n — 1)...(n — » 4~ 1). Hieraus folgt der

Satz 67: Die Ordnumg einer r-fach transitiven Gruppe vom
Grade n ist gleich n(n —1)...(n — r -+ 1)d, wobei d ein Teiler von
(n —7)! st

Denn 4 ist die Ordnung der Untergruppe $, und § vertauscht
1 — 7 Variable.

Wir betrachten nun speziell die zweifach transitiven Gruppen.
Eine solche kann auch als transitive Gruppe charakterisiert werden, bei
welcher die Untergruppe, die x, ungeandert li(t, in den iibrigen
Variablen transitiv ist. Denn sie mull Permutationen enthalten, die
¥, X, 1n ein beliebiges Paar x, x, (1 = 2, ..., n) iiberfithrt; daraus folgt
nun leicht, dall auch ein beliebiges Paar von Variablen x,, x, in x,, x,
ibergefithrt werden kann, wobei [<=¢. Da die Gruppe transitiv ist,
so gibt es jedenfalls eine Permutation, die x, in x; iiberfiihrt und x,
moége dabei in x, iibergehen; durch Zusammensetzung mit einer ge-
eigneten aus den vorhin angegebenen Permutationen kann man nun
erreichen, dall %2 sowie ¢ einem beliebigen Index gleich wird, womit
bewiesen ist, dal die Gruppe zweifach transitiv ist.

§ 29. Darstellung von Gruppen durch Permutationen.

Bereits in § 4 haben wir den Begriff der Darstellung einer ab-
strakten Gruppe eingefiihrt. Es ist vorteilhaft, ihn etwas zu erweitern.

Eine Permutationsgruppe stellt die abstrakte Gruppe & dar,
wenn jedem Element der letzteren eine und nur eine Permutation
zugeordnet ist und umgekehrt jeder Permutation mindestens ein Ele-
ment, dergestalt, dal dem Produkt zweier Elemente auch das Produkt
der zugeordneten Permutationen zugeordnet ist. Die Permutations-
gruppe ist also ¢somorph mit der abstrakten Gruppe. Im folgenden
wird die Aufgabe gelost werden, alle Darstellungen einer abstrakten
Gruppe durch transitive Permutationsgruppen zu finden.

Ist § irgendeine Untergruppe der abstrakten Gruppe ¢ vom
Index » und ist, in rechtsseitige Nebengruppen zerlegt

O —9+9Ty+..+9T,,
so laBt sich in folgender Weise eine Permutationsgruppe von #
Variablen definieren, welche mit @ isomorph ist: Man multipliziere die
n Nebengruppen §, $ T, ..., 9 T, rechts mit dem beliebigen Element S
5*
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aus . Hierdurch erfahren sie eine Permutation und diese bezeichnen
wir als die Darstellung des abstrakten Elementes S. Man sieht so-
fort, daB man auf diese Weise eine Darstellung von @ erhilt, wenn
man die # Nebengruppen als zu permutierende Variable betrachtet.
Es ist nun von Wichtigkeit zu untersuchen, welche der Nebengruppen
durch S in sich selbst iibergefiihrt werden. Wenn das z. B. fir §
der Fall ist, so mull die Beziehung gelten §S = §, d.h. S muB in
der Untergruppe § liegen und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, so
wird § ungeéndert bleiben. § T bleibt ungedndert, wenn § TS =9 T
oder T719T-S=T-19T, d h. wenn S in der zu § konjugierten
Untergruppe 719 T liegt.

Hiernach 148t die zu S gehdrige Permutation genau so viele
»Variable“, namlich Nebengruppen, ungeindert, als die Anzahl der
mit § konjugierten Untergruppen betrigt, die S enthalten. Die
identische Permutation wird von allen denjenigen Elementen S er-
zeugt, die in allen mit § konjugierten Untergruppen enthalten sind.
Die Gesamtheit dieser Elemente bildet einen Normalteiler der ganzen
Gruppe @ und umgekehrt ist jeder Normalteiler von &, der in §
enthalten ist, auch in den mit § konjugierten Untergruppen enthalten.
Bezeichnet ¢ den groBten Normalteiler von &, der in § enthalten
ist, so entspricht seinen Elementen und nur diesen die identische
Permutation, und die durch § erzeugte Permutationsgruppe ist also
homomorph mit der Faktorgruppe &/%. Nachdem das festgestellt
ist, konnen wir leicht die wichtige Tatsache erweisen, daB wir auf
diesem Weg alle transitiven Darstellungen der Gruppe erhalten, so
daB also jede transitive Permutationsgruppe durch eine Untergruppe
der durch sie dargestellten abstrakten Gruppe erzeugt werden kann.

Es sei nidmlich @ die Permutationsgruppe und $ diejenige Unter-
gruppe, die x, ungeindert 1aBt, ferner sei

G=9+9T,+...4+97T,,

wobei § T; diejenige Nebengruppe bedeutet, deren Permutationen x,
in x, iberfihren. Nun moge die beliebige Permutation S unter
anderem die Variable x, in die Variable , iiberfiilhren. Wir behaupten,
daB die Beziehung gilt:

T, S=9T,

Zum Beweis bedenken wir, daB 7, S die Variable x, in x, iiber-
fihrt und somit eine Permutation aus § 7, ist, etwa H T,. Nun wird
9T, S=9HT,= 97T, womit die Behauptung erwiesen ist. Damit
ist bewiesen, daB die mit S bezeichnete Permutation der Variablen
%y ---, %, identisch ist mit der Permutation der Nebengruppen von §,
die durch rechtsseitige Multiplikation mit S entsteht. Wir sprechen
die gefundenen Resultate in folgendem Satz aus:
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Satz 68: Man erhilt jede Darstellung einer Gruppe durch tran-
sitie Permutationsgruppen, indem man irgendeine Untergruppe  und
ithre Nebengruppen rechtsseitig mit den Elementen der Gruppe multi-
pliziert; ist irgendeine Peymutationsgruppe gegeben und § diejenige Unter-
gruppe, die eine der Variablen ungedndert lift, so ist die durch § er-
zeugte Permutationsgruppe identisch wmit der gegebenen Permutations-
gruppe, ber geergneter Zuordnung der Nebengruppen zu den Variablen
der Permutationsgruppe.

Die schon friiher angegebene Darstellung einer Gruppe von der
Ordnung g durch g Variable, welche aus der Gruppentafel entspringt, ist
offenbar in unserer allgemeinen Aufstellung enthalten, wenn man fiir §
die Einheitsgruppe E wihlt. Einige scheinbar andere Methoden, aus ab-
strakten Gruppen Permutationsgruppen zu bilden, seien hier noch be-
sprochen. Wihlt man statt rechtsseitiger Nebengruppen linksseitige,
=94+ U,H-+...+~U,9, so erhdlt man eine Darstellung, indem
man dem Element S die durch linksseitige Multiplikation mit S—1
hervorgerufene Permutation dieser Nebengruppen zuordnet. In der
Tat entspricht

S.,v Uo PRI U
S die Permutation: ( 4 :© n®
S$19,571U,9,...,S7U, S
. ( S)) U‘_,‘SD, ey U‘n®
AT, T7'U0,9, ..., 71U, 9

und

ST ‘ 9, Uy, .o U,
' (TASA@,TAS—I U, 9,...,T-1571U, 9)

Da sich nun aber die durch 7" hervorgerufene Permutation auch so
schreiben 1aBt:

( S-19, S-tU, 9, ..., S-1U,9H
T-1S-19, T-1S1U,9, ..., T-1S1U, 9/’

so sieht man, daB die Zusammensetzung der beiden zu S und T ge-
horigen Permutationen die zu S 7 gehorige Permutation ergibt.

Um nun zu beweisen, daBl diese Permutationsgruppe bei geeigneter
Anordnung der Nebengruppen mit einer fritheren identisch ist, schreiben
wir die rechts- und linksseitigen Nebengruppen in besonderer Weise
auf.  Ist

G=9 9Ty +...+ 97T,
eine Zerlegung von & nach rechtsseitigen Nebengruppen, so ist
nach § 5

G=9+T3'0+.. .+ T,
eine solche nach linksseitigen Nebengruppen. Multipliziert man der
Reihe nach §, $7,..... H T, rechts mit S, so erhilt man genau die-
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selbe Permutation der Nebengruppen, wie wenn man die linksseitigen
Nebengruppen §, a9, ... T;-l $ links mit S—! multipliziert, so daB
in der Tat die durch linksseitige Multiplikation hervorgerufene Per-
mutationsgruppe mit einer rechtsseitigen identisch ist.

Eine weitere Moglichkeit, die abstrakte Gruppe @ als Permutations-
gruppe darzustellen, ist die folgende: P,, ..., P seien die Elemente
einer Klasse von &. Dem beliebigen Element S von @ ordnen wir
diejenige Permutation der Elemente P zu, welche durch Transfor-
mation mit S gebildet wird, also S-1P,S,...,S-1P_S. Man sieht
ohne -weiteres ein, daB dies eine Darstellung von @ ergibt; aber
auch sie ist identisch mit einer durch unsere allgemeine Methode
erzeugten. Sei namlich § diejenige Untergruppe, welche aus den
mit P, vertauschbaren Elementen der Gruppe besteht, dann ist 7 der
Index von § unter ® und die Nebengruppenvon § sind §,  S,, ..., 9 S,,
wobei die S; der Gleichung geniigen: S;'P, S, = P,.

Rechtsseitige Multiplikation mit S ergibt die Permutation

HS, $S,S5,..,9%S,S,
und wir behaupten, daf3 dies dieselbe Permutation ist, wie
S-tP,S,...,S'PS.
In der Tat, wenn 5,5 =S, ist, so wird 5,5 das Element P, in
P, transformieren, und daher S=* P; S = P, sein. Gleich wie also die
Nebengruppe $ P, durch S in § P, ibergefiihrt wird, so P, in P,
womit die Behauptung erwiesen ist.

Zum SchluB3 soll noch untersucht werden, wann zwel verschiedene
Untergruppen $ und & bei geeigneter Anordnung der Nebengruppen
zu derselben Permutationsgruppe fiihren.

Die Nebengruppen von § nehmen wir in der Reihenfolge:

997, .., 97T,.
Bei & wollen wir die Untergruppe selbst nicht an die erste Stelle
setzen, sondern wir bezeichnen die Nebengruppen allgemein mit

RU, RU,,..., U,

Wenn nun die Vertauschung, die zu S gehort, in beiden Fillen
dieselbe sein soll, so miissen insbesondere diejenigen Elemente, welche
die erste Variable, nidmlich § resp. U, ungeandert lassen, in beiden
Fallen dieselben sein. Nun folgt aus $S = §, daB S in $ liegt und
aus RU,S=QU,, daB S zu U;'®U, gehért. Es mub also
9 =U;'Q U, sein, d. h. § und & miissen konjugierte Untergruppen
sein. Umgekehrt, wenn § und & konjugierte Untergruppen sind, so
erzeugen sie dieselbe Permutationsgruppe bei geeigneter Numerierung
der Variablen.
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§ 30. Primitive und imprimitive Permutationsgruppen.

Die transitiven Gruppen werden eingeteilt in primitive und im-
primitive Gruppen.

Definition: Eine transitive Permutationsgruppe heiBt imprimitiv,
wenn sich ihre Variablen dergestalt in Systeme mit mehr als einer
Variablen einteilen lassen, daB die Variablen eines jeden Systems
entweder nur unter sich vertauscht werden, oder in die Variablen
eines anderen Systems ibergefithrt werden.

Es ist klar, daB die Anzahl der Variablen in jedem System die-
selbe sein muBl. Diejenigen Permutationen, welche die Variablen eines
jeden Systems nur unter sich vertauschen, bilden einen Normalteiler
der Gruppe, denn wir erhalten eine mit der Gruppe isomorphe Per-
mutationsgruppe, wenn wir blo die Vertauschungen der Systeme unter-
einander betrachten, und die erwihnte Untergruppe gehért offenbar zu
der Einheitspermutation dieser isomorphen Gruppe. Diejenigen Per-
mutationen hingegen. welche die Variablen eines bestimmten Systems
unter sich vertauschen, bilden eine Untergruppe §, welche diejenige
Untergruppe § enthdlt, die eine bestimmte Variable des Systems in
sich selbst transformiert.

Die imprimitiven Gruppen haben sonach die besondere Eigen-
schaft, dal diejenige Untergruppe §, welche eine Variable, z. B. x,,
nicht éndert, in einer weiteren Untergruppe & enthalten ist. Um-
gekehrt gibt einc solche Untergruppe § stets AnlaB zu einer
imprimitiven Gruppe. Denn sei =9 -+ 9S,+...4+ 9S, und
G =8 -+-87,+ ... +87,, so werden zunichst bei Multiplikation
mit einem beliebigen Element S die Nebengruppen von § unter sich
vertauscht. Eine Nebengruppe von § besteht genau aus den Elementen
von [ Nebengruppen von $, denn es ist z. B.:

R, =9T,+ 95,7, +... +95,7,.

Die simtlichen Nebengruppen von § zerfallen sonach in m Systeme
von je [ Nebengruppen, und jedes System enthilt gerade diejenigen
Nebengruppen von %), die zusammen eine Nebengruppe von § bilden.
Es ist nun klar, dal bei Multiplikation mit S die Nebengruppen eines
solchen Systems entweder nur unter sich permutiert werden, oder
aber in die Nebengruppen eines neuen Systems iibergefiihrt werden,
d.h. die durch § erzeugte Permutationsgruppe ist imprimitiv. DaB
eine Permutationsgruppe eventuell in mehrfacher Weise imprimitiv sein
kann, ist nun auch fast selbstverstindlich; dies ist der Fall, wenn es
mehrere Untergruppen von ¢ gibt, die § enthalten. Die Existenz
einer jeden dieser besonderen Untergruppen macht sich durch eine
besondere Art der Imprimitivitdt geltend.

Die imprimitiven Gruppen sind stets nur einfach transitiv, denn
im entgegengesetzten Fall miiite z. B. das Variablenpaar x,x, in
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jedes der Paare x,x; iibergefiihrt werden konnen, was der Tatsache
widerspricht, daB dieses Paar nur in ein Paar desselben oder eines
anderen Systems iibergefiihrt werden kann.

Von besonderer Wichtigkeit sind die primitiven Gruppen. Sie
werden erzeugt durch solche Untergruppen § von &, die in keiner
weiteren enthalten sind, d. h. von groBten Untergruppen von ¢; und
wir konnen iiber sie einige wichtige Sitze angeben.

Satz 69: Der Grad ciner primitiven Permutationsgruppe, die auf-
losbar ist, ist stets Potenz einer Primzahl p" und die Gruppe enthdlt
cinen und nur einen kleinsten Normalieiler; seine Ovdnung ist p".

Beweis: Es sei § die (groBte) Untergruppe von ¢, welche die
primitive Permutationsgruppe ® erzeugt, und % ein kleinster Normal-
teiler von &, dann ist & ={N, H}. Weil @ auflosbar ist, so ist N
eine Abelsche Gruppe, deren Ordnung Potenz einer Primzahl, etwa p"
ist. Ist ® der Durchschnitt von § und R, so ist ® Normalteiler
von § und es gilt die Beziehung § /D = @&/ (Satz 15%). Hieraus folgt, daB
der Index von $ unter & gleich dem Index von ® unter %, d.h.
eine Potenz von ¢ ist. Wir behaupten ferner, dal ® = E ist,
d.h. daB % und § zueinander teilerfremd sind. In der Tat sei P
ein Element, das § und 9% gemeinsam ist, so ist P mit allen
Elementen von 9 vertauschbar, weil ®t Abelsch ist. Setzt man:
&=9+9T,+...+9T,, so darf man nach § 9 die Elemente
T,,..., T, aus ¢ wihlen. Die zu § konjugierten Untergruppen sind
alsdann T,;_ls;) T,. Da P mit allen T vertauschbar ist, so kommt P
in allen zu $ konjugierten Untergruppen vor und gehort also zu
einem Normalteiler von &, der in § enthalten ist. Dies ist aber nicht
moglich, da § auBer E keinen Normalteiler von & enthilt. Hiermit
ist gezeigt, daB der Grad der Permutationsgruppe genau = p" ist. Es
bleibt nun noch iibrig zu zeigen, daB % der einzige kleinste Normal-
teiler von ® ist. Angenommen namlich, es gibe noch einen zweiten %,
dann ist auch dieser Abelsch, und ferner ist jedes Element von % mit
jedem Element von 9%’ vertauschbar, denn % und %’ haben auBer E
kein Element gemeinsam. Das direkte Produkt von 9%t und 9%’ ist selbst
ein Abelscher Normalteiler von ¢ und wir bezeichnen ihn mit 9%.
Nun 1aBt sich genau derselbe Beweis, den wir fiir )t gefithrt haben,
auch fiir M fithren; also miiBte der Index von § unter & auch gleich
der Ordnung von 9t sein, was einen Widerspruch ergibt. Wir kénnen
sonach den folgenden allgemeinen Satz aussprechen:

Satz 70: Ist § eine grofte Untergruppe der auflosbaren Gruppe ©
und N der grofite in © enthaltene Normalteiler von &, dann besitzt
die Faktorgruppe &N nur einen Abelschen Normalteiler und dessen
Ordnung 1ist gleich dem Index von 9 unter ©.
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Da dieser Abelsche Normalteiler kleinster Normalteiler ist, so ist
sein Typus durch die allgemeinen Regeln bestimmt.

Wir wollen noch einige einfache Folgerungen aus unserer Me-
thode angeben:

Satz 71: Ist § eime Untergruppe von ®& vom Index n, und ist
ferner N der groffte in O enthaltene Normalteiler von &, so ist die
Ordnung von &[N ein Teiler von n!

Denn die Gruppe &/% laBt sich homomorph darstellen als Per-
mutationsgruppe von # Variablen. Ist $ die gréBte in der Ordnung
einer einfachen Gruppe enthaltene Primzahl, so besitzt diese Gruppe
keine Untergruppe, deren Index kleiner als p ist. Allgemeiner 1aBt
sich folgender Satz aussprechen:

Satz 72: Ist die Ordnung der Untergruppe § gleich a b, die von ®
gleich abn, und ist jede in b aufgehende Primzahl > n, jede in a
aufgehende < m, so st die Orvdnung des grifiten in O enthaltenen
Normalteilers von & durch b teilbar.

Beweis: Es sel it der groBte in § enthaltene Normalteiler von @,
dann ist die Ordnung von ®/9% ein Teiler von #n!, diejenige von /N
also ein Teiler von (# — 1)!. Diese letztere Zahl ist aber sicherlich
zu b prim, folglich muBl & in der Ordnung von R aufgehen.

Historische Notiz: Satz 69 ist von Galors entdeckt worden. Die Auf-
stellung sdmtlicher auflésbarer primitiver Gruppen vom Grade " bildet den
Inhalt der zweiten Hilfte von Jordans Traité des substitutions. Der Verfasser
hat seine Beweise spiter wesentlich vereinfacht und in zwei Abhandlungen nieder-
gelegt: Recherches sur les groupes résolubles (Memorie della Pontificia Acca-
demia Romana dei Nuovi Lincei 26 (1908), S. 7—39) und Mémoire sur les
groupes résolubles (J. de math. 1917, S. 263—374). Die Fille % und p* behandelt

Gésta Bucht (Die umfassendsten primitiven metazyklischen Kongruenzgruppen
mit drei oder vier Variablen, Archiv fér Mat., Astr. och Fys. Bd. 11, 1916.)

§ 31. Die Charaktere einer Permutationsgruppe.

Wir betrachten eine transitive Permutationsgruppe & und zdhlen
bei jeder Permutation die Variablen, die ungeindert bleiben. Diese
Zahl wird der Charakter der Permutation genannt, und wir wollen
einige Eigenschaften dieser wichtigen Zahlen herleiten.

$ sei diejenige Untergruppe von @, deren Permutationen eine
Variable ungeandert lassen, und es sei

® =9+ 9T, +... + 9T,
Die Anzahl der Permutationen, welche die erste Variable ungeandert
lassen, ist gleich der Anzahl der Elemente in §; diejenige der Per-
mutationen, welche die z-te Variable in sich selbst iberfithren, ist

gleich der Anzahl der Elemente in T T;. Auch ihre Anzahl ist
gleich der Ordnung von §. Fiir jede Variable gibt es also genau
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gleich viele Permutationen, welche sie ungeindert lassen. Die Summe
der Charaktere aller Permutationen ist daher gleich der Ordnung von $
multipliziert mit #, also gleich der Ordnung von &. Ist die Gruppe
intransitiv, so wird jeder transitive Bestandteil an die Summe der
Charaktere denselben Bestandteil liefern. Hieraus folgt der

Satz 78 : Ist & eine Permutationsgruppe von der Ordnung g, so
ist die Summe der Charakiere der Permutationen gleich kg, wobei k
die Anzahl der transitiven Systeme von & bedeutet.

Wir betrachten nunmehr die Elemente der Untergruppe $ und
die zu ihnen gehérigen Permutationen. Die Summe ihrer Charaktere
ist gleich der Ordnung von § multipliziert mit der Anzahl der Komplexe,
in die ®mod (9, 9) zerfillt (Satz 73), denn nur solche Nebengruppen
von §, die zum selben Komplex gehoren, sind bei der Untergruppe 9
transitiv verbunden. Diese Anzahl der Komplexe bezeichnen wir mit /.
Nehmen wir statt § die konjugierte Untergruppe T{‘@Ti, so liefert sie
dieselbe Zahl fiir die Summe der Charaktere. Bei der Gesamtheit dieser
7 konjugierten Untergruppen erhalten wir als Summe der Charaktere die
Zahl lg. Hierbei sind nun die Elemente im allgemeinen mehrfach
gezihlt, und indem wir sie ordnen, erhalten wir eine neue Abzahlung
der Charaktere. Wenn niamlich der Charakter eines Elementes 7 ist,
so tritt dieses Element genau in 7 von den zu § konjugierten Unter-
gruppen auf. Jedes Element liefert also als Beitrag zu der Summe
das Quadrat seines Charakters. Nun kann man auch noch die Elemente
auBerhalb des Systems der zu § konjugierten Untergruppen heran-
ziechen. Ihr Charakter ist Null, und wenn wir sie zu unserer Summe
hinzunehmen, so wird nichts geindert. Dies Resultat kann man in
folgendem Satz zusammenfassen:

Satz 74: Die Summe der Quadrate der Charakiere eimer transi-
tiven durch § erzeugten Permutationsgruppe von der Ordnung g st gleich
lg, wobei | die Anzahl der Komplexe von Nebengruppen darstellt, in
die @ mod (9, 9) zerfills.

8. Kapitel.

Automorphismen.

§ 32. Automorphismen einer Gruppe.

Ist @ irgendeine Gruppe und S eines ihrer Elemente, so erhilt
man durch Transformation aller Elemente von @ mit S einen Auto-
morphismus (§ 8) von . Ist nimlich 4B = C, so folgt daraus
S$-14S8.5S-1BS = S-1CS,

Die so entstehenden Automorphismen einer Gruppe nennt man
innere Automorphismen. Ersetzt man jedes Element durch das
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beim Automorphismus ihm entsprechende, so erhilt man eine Per-
mutation der Elemente, die man durch

PN
l57—1}(5}

bezeichnen kann, wobei X die Elemente von & durchliauft. In vielen
Fallen gibt es aber auch weitere Automorphismen der Gruppe und
diese nennt man zum Unterschied von den fritheren dupBere Auto-
morphismen. Wenn dabei dem Element X das Element X' zu-
geordnet ist, so bezeichnen wir diesen Automorphismus mit

54

LX'i
Als Beispiel fiir Gruppen mit duBeren Automorphismen erwihnen
wir die zyklische Gruppe von der Ordnung 3, bestehend aus den
Elementen A4, A% A®= E. Sie besitzt keinen innern Automorphis-
mus, auBer dem identischen, dagegen den duBeren F' = E, A’ = A*?
(4% = 4.

Die sdmitlichen Automorphismen einer Gruppe bilden selbst
eine Gruppe, denn, wenn man hintereinander die Permutation des
ersten Automorphismus, dann diejenige des zweiten ausfiihrt, so erhilt
man wiederum einen Automorphismus.

Diese Gruppe ist intransitiv, denn E wird stets sich selbst ent-
sprechen.

b

Satz 756: Die innern Automorphismen bilden einen Normalteiler
der sdimtlichen Automorphismen.

Beweis: Transformiert man den Automorphismus

X
1S 1X Si
durch den allgemeinen Automorphismus
(x )
1 f°
so hat man nach Satz 64 in beiden Zeilen der ersten Permutation
die zweite Permutation auszufithren. Dies ergibt den neuen Auto-

morphismus.
XI
{ Sl_l XI S,} :

Er ersetzt jedes Element X’ durch das Element $'-1X’S’. Wir diirfen
hier das allgemeine Element X’ selbstverstindlich auch mit X be-
zeichnen und unser Automorphismus ist identisch mit dem innern

Automorphismus
X )
S-1Xs
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Satz 96: Die Gruppe der innern Automorphismen ist isomorph
mit der gegebenen Gruppe und zwar entspricht der Einheit das Zentrum
der Gruppe, denn nur fiir diese Elemente wird der Automorphismus
der identische.

Wir gehen wieder aus von einer Gruppe & und wollen an-
nehmen, sie sei als Normalteiler in einer umfassenderen Gruppe
enthalten. Transformiert man & durch irgend ein Element von ,
so erhalt man einen Automorphismus fiir &, der nicht notwendiger-
weise ein innerer ist. So ergeben z B. die Diedergruppen einen
duBern Automorphismus fiir ihren zyklischen Normalteiler vom
Index 2. Es ist nun die Frage, ob sich zu einer beliebigen Gruppe ®
eine umfassendere Gruppe & definieren 14Bt, die in der angegebenen
Weise alle Automorphismen von & liefert. Die Permutations-
gruppen geben uns in der Tat die Mittel zur Hand, diese Frage zu
bejahen.

Wir gehen aus von der durch die Gruppentafel gelieferten Dar-
stellung von & durch Permutationsgruppen. Zu dem Element S gehort
so die Permutation, welche wir in unserer Symbolik mit

{x)
(XS)
bezeichnen. Ist nun ein Automorphismus von & gegeben, wobei all-

gemein S’ dem S entspricht, so ist die Permutation, welche S ent-
spricht, offenbar die folgende

[ X

trs

Diese letztere konnen wir aber auch so schreiben

( x’ !

ixyj
denn beide stellen dieselbe Permutation, bloB in anderer Reihenfolge
der Variablen dar.

Nehmen wir zu unserer Darstellung von ¢ die Permutations-
gruppe der Automorphismen von & hinzu, so sind beides Unter-
gruppen der Gruppe aller Permutationen der Elemente von &. Die
beiden Gruppen erzeugen also eine Untergruppe der symmetri-
schen Gruppe aller Vertauschungen der Elemente von . Sie haben
liberdies keine Permutation auBer der identischen gemein, denn wihrend
die Gruppe der Automorphismen E ungeiandert liBt, wird bei der
Darstellung von @ jeweils E in ES iubergefiihrt und ES ist nur fiir
das Einheitselement = E. Die zusammengesetzte Gruppe bezeichnen
wir nun mit &, die Darstellung von & wiederum mit @& und be-
haupten den



§ 32. Automorphismen einer Gruppe. 77

Satz 77: ® st Normalteiler von R und jeder Automorphismus
von & entsteht durch Transformation mat einer Permutation von 8.

Beweis: ® ist nach Definition erzeugt durch die Gruppe @, aus

. . X .
der wir die Permutation 1 X S} herausgreifen und durch die Gruppe
)

( 1
der Automorphismen von (¢, deren Permutationen wir durch iX,

bezeichnen. Transformieren wir die erste der angegebenen Per-
4

mutationen durch die zweite, so erhalten wir {X’S’

} . Diese ist

(v )
identisch mit {XS' J(', d. h, mit der zu S’ gehorigen Permutation
\
von ¢. Damit ist zundchst gezeigt, daB & Normalteiler von @ ist,
dessen Index gleich der Ordnung der Gruppe aller Automorphismen
von @ ist. Weiter aber folgt auch, wenn wir beachten, daBl S’ das-

jenige Element ist, das S zugeordnet ist durch den Automorphismus

{1;,}, die Tatsache, daB die Transformation der Elemente von ®

durch { ;{,} gerade den durch dieses Symbol repriasentierten Auto-

morphismus fiir @ ergibt, womit unser Satz vollstindig bewiesen ist.

Definition: Die Gruppe & heiBt das Heolomorph von .

® hat offenbar die Eigenschaft, daB man die Nebengruppen des
Normalteilers @& erhilt, indem man & der Reihe nach mit den Ele-
menten einer zweiten Untergruppe von &, niamlich der Gruppe der
Automorphismen, multipliziert. Diese zweite Untergruppe besitzt selbst
einen Normalteiler, der isomorph ist mit ¢, namlich die Gruppe der
innern Automorphismen von . Diese letztere ist aber gewiB nicht

Normalteiler von &, denn sonst wire jedes seiner Elemente mit jedem
Element von & vertauschbar.

Satz 98: Das Holomorph einer Gruppe & von der Ordnung g ist
der Normalisator von & in der symmetrischen Gruppe von g Variablen.

Beweis: Unter den Permutationen von & verstehen wir wie

|
immer {};S}’ wobel S die Elemente von & durchlauft. Nun sei

)|
irgendeine Permutation der g Elemente gegeben: P = X,i. Soll sie

zum Normalisator von & gehoren, so muB sie mit ¢ vertauschbar
sein, und wenn man die Permutationen von @& durch sie transformiert,
so erhdlt man einen Automorphismus von ¢&. Derselbe Automorphis-
mus wird aber auch durch eine Permutation () des Holomorphs ge-
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liefert. Bildet man nun PQ-!'=R, so ist die Permutation R mit
allen Permutationen von & vertauschbar und es bleibt nun noch zu
beweisen iibrig, daB das Holomorph alle diese Permutationen enthilt.

. x) . : . :
Es sei R ={ ,} eine Permutation, die mit allen Permutationen

)]
von & vertauschbar ist. Transformiert man {;(S} mit dieser Per-

’

(x Sy
sein soll mit der vorigen, so muB die Beziehung gelten (X S) = X’S.
Dies geniigt, um die Beschaffenheit der Permutation R zu bestimmen.
Es sei nimlich 4 dasjenige Element, in das E durch R iibergefiihrt
wird, d. h. es sei £/’ = A. Indem wir die obige Bezichung benutzen,
folgt:

mutation, so erhalt mani } Da diese Permutation identisch

X =EXY=EFEX=AX,

(
so daB sich R in folgender Weise ausdriickt: R = iAXX}. LaBt man

hierin A alle Elemente von & durchlaufen, so erhalt man # Per-
mutationen, und es ist leicht zu zeigen, daB sie alle mit den Ele-
menten von ¢ vertauschbar sind, denn fithrt man hintereinander die

beiden Permutationen aus: X und X , so erhilt man die
XS AX

Permutation {Af(S}’ gleichgiiltig welche Reihenfolge man gewihlt

J
hat. Es bleibt nun noch iibrig zu zeigen, daB die Permutationen von

{
der Gestalt R = i 4XX} samtlich im Holomorph von @ enthalten sind.

X

(
Nun gehort gewiB
gelor & iA X 4-1

]
i als innerer Automorphismus zum Holo-

)]
morph und ebenso {XXAi’ denn dies ist eine Permutation von @,

also auch ihr Produkt. Dies ist aber die Permutation R.

Ein Automorphismus transformiert stets zwei Elemente, die zur
selben Klasse gehoren, in zwei neue Elemente von derselben Eigen-
schaft. Denn wenn A4 = S-!BS ist, so geht diese Gleichung beim
Automorphismus iiber in die Gleichung A’ = $'-1B’S’, d. h. A’ und B’
sind wiederum konjugiert. Die innern Automorphismen fiihren jedes
Element in ein Element derselben Klasse {iber. Bei duBlern Auto-
morphismen dagegen kann es vorkommen, daf die Elemente einer
Klasse iibergefithrt werden in die Elemente einer andern Klasse,
wofiir die zyklischen Gruppen Beispiele liefern. Natiirlich miissen
sowohl die Ordnung als die Anzahl der Elemente fiir zwei ver-
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schmolzene Klassen dieselben sein. Man kann zu der Gruppe der
Automorphismen eine isomorphe Gruppe bilden, indem man bloB
die Permutationen der Klassen unter sich beriicksichtigt. Der iden-
tischen Permutation entsprechen dann diejenigen Automorphismen,
welche die Elemente in ihren Klassen lassen.

Wir sprechen nun den Satz aus:

Satz 79: Diejenigen Automorphismen, welche die Elemente in
thren Klassen lassen, bilden einen Normalteiler der Gruppe aller Auto-
morphismen, dessen Ordnung nur Primteiler der Ordnung von ® enthdilt.

Dieser eben betrachtete Normalteiler ist nicht immer identisch
mit der Gruppe der innern Automorphismen.

Beweis: Sei J irgendein Automorphismus aus diesem Normal-
teiler, dessen Ordnung eine Primzahl p ist. Die Gruppe {®, J}
enthilt @ als Normalteiler, dessen Index p gleich der Ordnung von J
ist. J ist gewiB nicht mit allen Elementen von & vertauschbar und
wir betrachten nun die Klasse der mit | konjugierten Elemente. Es
mull notwendigerweise Elemente geben, die mit keinem Element
dieser Klasse vertauschbar sind (§ 17). Sei S ein solches Element, dann
muB die Klasse, zu der S gehort, eine durch p teilbare Anzahl von
Elementen besitzen. Denn | kann mit keinem Element der Klasse
von S vertauschbar sein. Wire nidmlich J mit 7-1ST vertauschbar,
so ware auch S mit 7 JT-! vertauschbar, was gegen die Voraus-
setzung ist. Transformiert man nun S der Reihe nach mit den
Potenzen von J, so erhdlt man p verschiedene Elemente der Klasse
von S, und indem man so fortfihrt, sieht man, daB die Anzahl der
Elemente in der Klasse durch p teilbar ist. Ist $ zur Ordnung
von & prim, so erhalten wir einen Widerspruch, denn diese Anzahl
ist ein Teiler der Ordnung von .

Ist J ein Automorphismus, dessen Ordnung die Potenz einer
Primzahl p» ist, die prim ist zur Ordnung von &, so bilde man die
p*—1-te Potenz von J. Es gibt nun ein Element S von ¢, das mit
dieser Potenz und also auch mit jeder Potenz von | nicht vertausch-
bar ist, auBer mit £. Die Anzahl der Elemente in der Klasse von S
ist also ein Vielfaches von p”, d. h. sie muB aus mindestens p* ver-
schiedenen Klassen von ¢ zusammengesetzt sein.

§ 33. Charakteristische Untergruppen einer Gruppe.

Definition: Ein Normalteiler der Gruppe ® heiBt eine charakte-
ristische Untergruppe, wenn er bei jedem Automorphismus von @
in sich selbst tibergefithrt wird.

Mit Hilfe des Holomorphs & von & lassen sich die samtlichen
charakteristischen Untergruppen von @ auffinden. Eine solche ist
namlich stets auch Normalteiler von §, und umgekehrt ist jeder
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Normalteiler von &, der in & enthalten ist, charakteristische Unter-
gruppe von .
Wir greifen nun eine beliebige Hauptreihe von ® heraus, die &
enthalt:
R 8, .,6,6,...,.8==FE.

Die Reihe &, ©®,,..., ©, besteht aus lauter charakteristischen Unter-
gruppen von @, deren jede die folgende enthilt, und zwar gibt es
zwischen zwei aufeinander folgenden Gliedern keine charakte-
ristische Untergruppe von &. Eine solche Reihe wird eine charak-
teristische Reihe von (& genannt. Jede charakteristische Reihe von ®
kann zu einer Hauptreihe von ® ergidnzt werden. Man braucht zu
dem Zweck blof die eben angefiihrte Reihe von & bis @ anzuschlieBen.
Indem wir nun einfach die bekannten Sitze iiber Hauptreihen an-
wenden, erhalten wir den folgenden

Satz 80: Ist ®, ®,, ..., ®, = E eine charakteristische Rethe von ®,
so sind die Faktorgruppen ©,(®, ., emnfache Gruppen oder das direkte
Produkt von solchen. Jede charakieristische Rethe einer Gruppe besteht
aus gleichvielen Gliedern und die darin auftretenden Faktorgruppen
®,/®,,, sind bei zwei Reihen in ihrer Gesamtheit dieselben.

Bei auflosbaren Gruppen existiert also stets eine charakteristische
Reihe und die Faktorgruppe zweier aufeinanderfolgender Untergruppen
ist Abelsch, ihre Ordnung ist eine Primzahlpotenz $? und ihr Typus
(ps #, ).

Bei jedem Automorphismus geht der Kommutator zweier Elemente
A und B, namlich B-1 4-! B A wiederum in einen Kommutator, nimlich
denjenigen von A’ und B’ iiber. Daher ist die Kommutatorgruppe stets
eine charakteristische Untergruppe. Ferner ist die kleinste Unter-
gruppe, welche alle Untergruppen von einer bestimmten Ordnung
enthdlt, stets eine charakteristische Untergruppe. Denn bei jedem
Automorphismus werden die Untergruppen von einer bestimmten
Ordnung nur unter sich vertauscht, daher wird die von ihnen erzeugte
Untergruppe in sich selbst iibergefiihrt.

Eine weitere charakteristische Untergruppe ist das Zemtrum. Ist
eine Sylowgruppe Normalteiler, so ist sie charakteristische Untergruppe,
denn sie ist dann die einzige Untergruppe von ihrer Ordnung.

§ 34. Vollstindige Gruppen.

Der Begniff der charakteristischen Untergruppen einer Gruppe &
ist insbesondere dann von Wichtigkeit, wenn ¢ selbst Normalteiler
einer umfassenderen Gruppe ' ist. Jede charakteristische Unter-
gruppe von @ ist dann auch Normalteiler von ¢&’. Wir betrachten
nun das Holomorph & von ¢ und machen die Voraussetzung, daB ®
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eine charakteristische Untergruppe von § ist. Ist § selbst als Normal-
teiler in &’ enthalten, so ist & Normalteiler von &', und wir zeigen
nun, daB es in jeder Nebengruppe von & ein Element gibt, das mit
jedem Element von & vertauschbar ist. Es sei S irgendein Ele-
ment aus ®’, so liefert S-1® S einen Automorphismus von &, der
auch durch ein Element K des Holomorphs & hervorgerufen wird.
S K-1 ist mit jedem Element von ¢ vertauschbar und gehdrt zu der-
selben Nebengruppe von & wie K.

Definition: Eine Gruppe, deren samtliche Automorphismen innere
Automorphismen sind, und deren Zentrum nur aus E besteht, heilt
eine vollstindige Gruppe.

Satz 81: Wenn eine vollstindige Gruppe ®© Normalteiler einer
Gruppe &' ist, so ist &' das direkte Produkt von & und einer anderen
Untergruppe.

Beweis: Nach dem eben Ausgefiihrten gibt es in jeder Neben-
gruppe von & ein mit allen Elementen von & vertauschbares Ele-
ment. Die Gesamtheit der mit allen Elementen von @ vertauschbaren
Elemente bildet einen Normalteiler von @', dessen Ordnung mindestens
gleich dem Index von & unter @ ist. Dieser Normalteiler hat
aber mit ¢ auBer E kein Element gemein. Daher ist seine Ordnung
gleich dem Index von ®&, und & ist das direkte Produkt von & mit
diesem Normalteiler.

Wir erweisen nun an einem einfachen Beispiel die Existenz von
vollstindigen Gruppen. Es sei P ein Element, dessen Ordnung eine
ungerade Primzahl p ist. Man erhilt die samtlichen Automorphismen
dieser zyklischen Gruppe, indem man P irgendeine zu $ prime
Potenz zuordnet.

Ist » eine Primitivzahl fiir , so bilde man die durch folgende
Elemente erzeugte Gruppe:

AP =E, Br-l = F, B~'AB=A4r.

In dieser Gruppe ist offenbar {4} charakteristische Untergruppe.
Wir behaupten, daff sie eine vollstindige Gruppe dist. Ist niamlich
irgendein duBerer Automorphismus gegeben, so wird er einen Auto-
morphismus von {4} ergeben, der auch durch Transformation mit
einer Potenz von B geliefert wird. Wenn daher die Gruppe einen
duBeren Automorphismus zuldBt, so muB3 sie auch einen solchen be-
sitzen, der 4 in sich selbst tberfilhrtt B mull alsdann in ein Ele-
ment B A*(s=1,2,..., p) iibergehen, denn auch das zugeordnete
Element B’ muB A4 in A" transformieren.

Der Automorphismus ist nun aber vollstindig bestimmt, wenn
feststeht, in welche Elemente die erzeugenden A4 und B iibergehen.
Wir behaupten jetzt, daB der Automorphismus A’ = 4, B’ = B 4% ein
innerer ist und zwar, daB er durch Transformation mit einer Potenz

Speiser, Gruppentheorie. 6
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von A geliefert wird. In der Tat folgt aus B-14 B = A" leicht:
ABA-'= BAr1. Da 7 von 1 verschieden ist, so. ist A7~1 ein Ele-
ment von der Ordnung p, das wir der Einfachheit halber mit A be-
zeichnen.

Indem man weiter transformiert, erhdlt man die Gleichung

A'BA =BA’
und unter diesen $ inneren Automorphismen kommt sicher der zu
untersuchende vor. Damit ist z. B. nachgewiesen, daBl die Dieder-
gruppe von der Ordnung 6, d. h. die symmetrische Gruppe von
3 Variablen, eine vollstindige Gruppe ist.
Wir geben nun ein hinreichendes Kriterium einer vollstindigen
Gruppe, indem wir den Satz beweisen:

Satz 82: Die Gruppe der Automorphismen einer Gruppe ® ohne
Zentrum ist eime vollstindige Gruppe, wenn ihve Untergruppe der
inneren Automorphismen eine charakteristische ist.

Beweis: Die Gruppe der inneren Automorphismen ist homo-
morph mit @, weil ® kein Zentrum besitzt. Wir bezeichnen sie in-
folgedessen mit & und die ganze Gruppe der Automorphismen
mit Y. Jeder Automorphismus von ® wird durch Transformation

)
mit einem Element von 9 geliefert. Denn' sei {iﬁ,} ein solches, so
x|
geht der innere Automorphismus { , },
lS“lXS 5_1X'S'J

d. h. das Element S von ® wird in S’ iibergefithrt und das ist gerade
der betrachtete Automorphismus. Wir betrachten jetzt das Holomorph

iber in {

von 9. ® ist Normalteiler und infolgedessen gibt es in jeder Neben-
gruppe von 9 ein mit allen Elementen von ® vertauschbares Ele-
ment. Die Gesamtheit dieser Elemente bildet einen Normalteiler 9%
des Holomorphs, dessen Ordnung mindestens gleich dem Index von 9
ist.. % und 9 sind nun teilerfremd, da es in 9 auBer E kein mit
allen Elementen von & vertauschbares Element gibt. Das Holomorph
von 9 ist also das direkte Produkt von % und 9N und es liefert
fiir 9 keinen 4duBeren Automorphismus. Daher ist 9 eine vollstindige
Gruppe.

§ 35. Automorphismen Abelscher Gruppen.

Ist @ eine Abelsche Gruppe von der Ordnung n = p™...p", so
ist sie das direkte Produkt von 7 Abelschen Gruppen mit den Ord-
nungen $.% ..., p;". Jede dieser Untergruppen ist charakteristische

Untergruppe und wird daher bei jedem Automorphismus in sich selbst
transformiert. Die Automorphismengruppe von @& ist das direkte
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Produkt der Automorphismengruppen dieser Untergruppen. Daher
kommt es nur darauf an, die Automorphismengruppe solcher Abel-
schen Gruppen zu betrachten, deren Ordnung eine Primzahlpotenz 7
ist. Wir beginnen mit dem Typus (p, $,...). Ein Automorphismus
ist festgelegt durch Angabe derjenigen Elemente, in welche die Basis-
elemente iibergehen. Fir das erste Element hat man freie Wahl
unter den p”— 1 von E verschiedenen Elementen, fir das zweite
noch unter den $”— p Elementen, die nicht Potenzen des aus-
gewihlten sind, usw. Die Ordnung der Automorphismengruppe ist also

(= 1) (p—p)---(p"— p77Y).
Sie 1aBt sich in bemerkenswerter Weise durch Matrizenl) darstellen.
Bei einem Automorphismus mogen die Basiselemente A4, 4,,..., 4,
ibergehen in A4, 4,,..., 4 und es sei

A — A Al2k . A0 (k=1,2,...,7).

,
Die Matrix (a;,) besteht aus (mod ) reduzierten ganzen Zahlen.
Ist (b,,) die Matrix fur einen anderen Automorphismus derselben
Gruppe, so erhdlt man diejenige fiir den zusammengesetzten Auto-
morphismus durch Zusammensetzung der Matrizen (a;,) und (,,) Zeilen
mit Kolonnen, wie man sich sofort durch Einsetzen iiberzeugt. Eine
Matrix liefert dann und nur dann einen Automorphismus, wenn sie
umkehrbar ist, d. h. wenn ihre Determinante ==0 (mod p) ist.

Satz 83: Die Gruppe der Automorphismen einer Abelschen Gruppe
von der Ordnung p* und vom Typus (p, p, ...) ist homomorph mit der
Gruppe homogener ganzzahliger linearer Substitutionen von » Variablen
(mod p) betrachtet, deven Determinante == 0 (mod p) ist.

Oft 1aBt sich ein Automorphismus durch Einfilhrung neuer Basis-
elemente auf eine einfachere Gestalt bringen, wie folgendes Beispiel
verdeutlicht: Es sei » = — 1 und der Automorphismus bestehe in
der zyklischen Vertauschung der p — 1 Basiselemente Ao, Apor
Wir fithren jetzt die neuen Basiselemente By, Bpﬁ ein durch die
Gleichungen

1

B, = A A; Ag’...A;:2 (s=1,2,...,p—1)

Da die Determinante der zugehérigen Matrix gleich dem Differenzen-
produkt der Zahlen 1,2,...,p — 1 ist, so ist sie zu p prim, die B
bilden daher wiederum eine Basis der Gruppe. Bei dem Automorphis-
mus geht B, in B! iiber, wobei ¢ durch die Kongruenz s¢{=1 (mod )
bestimmt ist. Dieser Satz ist gleichbedeutend mit der Tatsache, daB
die zyklische Permutation von p — 1 Variabeln (mod p) vollstindig

1) Wir benutzen im folgenden einige Begriffe, die erst in § 40 aus-
einandergesetzt werden.

6%*
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reduzierbar ist auf die Diagonalform und daB ihre charakteristischen
Wurzeln aus den Resten 1, 2,...,p — 1 (mod p) bestehen (§ 58).

Genau nach denselben Prinzipien wie oben lassen sich auch die
Gruppen vom Typus (p% p%...) behandeln. An die Stelle der
Matrizen mod p treten diejenigen mod % Wir wollen die eigen-
timliche Struktur dieser wichtigen Gruppen aufdecken. Die Gruppe
der ganzzahligen Matrizen von 7 Zeilen und Kolonnen bestehend aus
Resten mod $¢ sei mit @ bezeichnet. Die Determinanten der Matrizen
miissen ==0 (mod p) sein. Diejenigen Matrizen, die (mod p) der
Einheitsmatrix kongruent sind, bilden einen Normalteiler % von @,
und allgemein bilden die Matrizen, die der Einheitsmatrix (mod p?)
kongruent sind, den Normalteiler 9%,. Die Faktorgruppe &/% ist
offenbar homomorph mit der Gruppe der Matrizen (mod p), ihre Ord-
nung ist daher (pr— 1) (p7— p) (p*—p?)...(#"—»""1). Um nun
die Faktorgrupe %,/%;,, zu bestimmen, miissen wir die Substitutionen
von R, (mod pi+1) betrachten. Sie haben unter Beniitzung der Addi-
tion von Matrizen (vgl. S. 101) folgende Gestalt: E - p?4, wobei E die
Einheitsmatrix und A4 eine ganz beliebige ganzzahlige Matrix mod $
bedeutet. Die Gruppe 9%,/M;,, hat also die Ordnung . Sind
E+ $%4 und E + p*B zwei Matrizen aus R;, so ist die zusammen-
gesetzte

(E + pi A) (E 4 piB)=E + pi(4 + B) (mod pi+1),

d. h. die Gruppe N,/N,,, ist homomorph mit der additiven Gruppe
der Matrizen 4 (mod p). Diese ist ersichtlich vom Typus (p, p,...)
und kann erzeugt werden durch die 2 Matrizen, die je an einer Stelle 1
stehen haben und sonst iberall 0. Wir sprechen das in folgendem
Satz aus:

Satz 84: Die Automorphismengruppe einer Abelschen Gruppe von
der Ordnung p° und vom Typus (p% p% ...) besitzt eine Reihe von
a Normalteilen R,, Ry, ..., N,_1» E, von denen jeder im vorher-
gehenden enthalten ist. Die Faktorgruppe &R, ist homomorph mit
der Gruppe der Automorphismen der Abelschen Gruppe von der Ord-
nung p* und vom Typus (p, p,...), die iibrigen Faktorgruppen sind
Abelsch von der Ordnung p** und vom Typus (p, p,...).

Ist £+ ptA eine Matrix aus %;, so ist ihre p-te Potenz gleich
Edpitid + 28 Dpige 4 und fir p>2 wird diese Matrix

= E (mod p#t1), aber nicht (mod p%+?), d. h. sie liegt in N, ,, aber
nicht mehr in N, Derselbe SchluB gilt noch fiir p =2 und 7 > 1.

it+2°

Wir gehen nun iber zum allgemeinsten Fall einer Abelschen
Gruppe von der Ordnung p* Sie moége in ihrer Basis #, Elemente
von der Ordnung p,n, von der Ordnung $% ...,#n, von der Ord-
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nung p’ enthalten, so daB n=n, + 2n,+...+7n. Die pten
Potenzen der Basiselemente erzeugen eine charakteristische Unter-
gruppe N, bestehend aus allen Elementen, welche p-te Potenzen von
Elementen sind. Diese Untergruppe wird daher bei allen Automor-
phismen von & in sich selbst transformiert. Wir betrachten die Unter-
gruppe der ganzen Automorphismengruppe U, bestehend aus den-
jenigen Automorphismen, die die Elemente von 9% nicht verindern.
Sie bildet einen Normalteiler 9, von 9 und wir wollen sie néher
untersuchen. Bei den Automorphismen von 9, werden die Elemente
einfach mit Elementen der Ordnung $ multipliziert, denn geht S iiber
in S’ und setzt man S’ = S7, so muB nach Erhebung in die p-te Potenz
fiir S und S’ dasselbe Element hervorgehen, d. h. es wird T? = E.
Allgemein sei P, der Komplex der Basiselemente von der Ordnung °.
Die Basiselemente aus %,,..., B, darf man mit ganz beliebigen
Elementen der Ordnung ¢ multiplizieren, immer erhdlt man Auto-
morphismen aus 9, und diese bilden eine Untergruppe von der
Ordnung pmtnet... +n,) et ... 48) und zwar ist sie ein Normalteiler
von ¥, denn sie besteht aus allen Automorphismen aus 9,, welche
die samtlichen Elemente von der Ordnung , insbesondere diejenigen
aus P, ungeandert lassen. Der Typus ist (p, p,...).

Nun betrachten wir die Elemente aus §,. Die durch sie er-
zeugte Gruppe besitzt eine Automorphismengruppe von der Ordnung

w(n) = (@pm—1)pm—p)...(p™ —pm=).
AuBerdem darf noch jedes dieser Basiselemente mit einem beliebigen
der durch %,, B,,..., B, erzeugten Elemente von der Ordnung p
multipliziert werden, deren Anzahl zusammen mit E gleich p#net --- +n, ist.
Man findet so fiir die Ordnung von A,:

w(nl),p(2n1+ng+ st (et .. )

Diese Formel gilt auch fiir #, = 0, wenn man y(0)=1 setzt.

Hierdurch gelangt man zu einer Rekursionsformel. Die Faktor-
gruppe /%, ist nimlich homomorph mit der Automorphismengruppe
der Gruppe aller p-ten Potenzen von @, wie leicht ersichtlich ist.
Diese kann gleich behandelt werden. Man findet folgendes Resultat:

Satz 85: © sei eine Abelsche Gruppe mit n, Basiselementen von
der Ovdnung p* (i=1,2,...,7) und U, sei die Untergruppe der Auto-
morphismengruppe von &, welche die Elemente, die p-te Potenzen von
Elementen aus & sind, ungedndert lafpt, so besitzt die Automorphismen-
gruppe A von & folgende Reihe von Normalteilern A, = A, A,._,,..., U, E.
Die Faktorgruppe U/, _, besttzt einen Abelschen Normalteiler vom
Typus (p, p,...) und von der Ordnung pt---+m) myp + - 400 - dossen

Index gegeben tst durch vy (nm;) pm Mgyt oo 8,
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In der Ordnung der Automorphismengruppe gehen also nur
solche Primzahlen auf, die eine der Zahlen

hop—1,p7—1,...,pm—1.
teilen, wobei m die groBte der Zahlen #, ist.

Zum SchluB soll noch eine praktische Methode zur Herstellung
aller Automorphismen Abelscher Gruppen angegeben werden. Sie
besteht in folgendem Verfahren: Man greift eine Untergruppe $
heraus und sucht eine Untergruppe von &, etwa ®”, die homomorph
ist mit /9. Alsdann multipliziert man jedes Element einer Neben-
gruppe von § mit demjenigen Element von &”, das ihr beim Homo-
morphismus entspricht. Man beweist leicht, daB jeder Automorphis-
mus auf diesem Weg erhalten wird, aber dieses Verfahren liefert nicht
stets Automorphismen, wie sogleich an einem Beispiel gezeigt wird:
Wihlt man fir § die Untergruppe E, so wird "= ¢. Daher wird
jedem Element sein Quadrat zugeordnet. Es ist klar, daBl dies dann
und nur dann einen Automorphismus ergibt, wenn die Ordnung der
Gruppe ungerade ist. Dagegen erhilt man stets einen Automorphis-
mus einer Abelschen Gruppe, wenn man die Elemente in die s-te
Potenz erhebt, sobald s prim ist zur Ordnung der Gruppe.

§ 36. Zerlegbare Gruppen.

Bei unseren Untersuchungen tber Abelsche Gruppen ergab sich
als fundamentaler Satz, daB jede dieser Gruppen das. direkte Produkt
zyklischer Gruppen ist. Zyklische Gruppen, deren Ordnung eine
Primzahlpotenz ist, lassen sich nicht mehr als direktes Produkt von
zwei Gruppen, die beide von E verschieden sind, darstellen. Wir
wollen eine Gruppe, die nicht das direkte Produkt zweier Gruppen
ist, als eine unzerlegbare Gruppe bezeichnen. Zwei verschiedene Zer-
legungen einer Abelschen Gruppe als Produkt unzerlegbarer Gruppen
haben die Eigenschaft, daB jeder unzerlegbare Faktor der einen Zer-
legung homomorph ist mit einem solchen der zweiten. Auf diese
Eigenschaft griindeten sich ja die Invarianten der Abelschen Gruppen.
Im allgemeinen gibt es mehrere Zerlegungen, so besitzt z. B. die
p+1)

2

Abelsche Gruppe vom Typus (p, ) im ganzen verschiedene

Zerlegungen als Produkt zweier zyklischer Gruppen, wenn man von
der Reihenfolge der Faktoren absieht.

Es fragt sich nun, wie die Verhaltnisse liegen, wenn es sich um
nicht Abelsche Gruppen handelt, die direktes Produkt von Gruppen
sind. Derartige Gruppen nennen wir zerlegbare Gruppen, sie lassen
sich stets als direktes Produkt unzerlegbarer Gruppen darstellen.

Zunichst behandeln wir als Gegenstiick zu den Abelschen Gruppen
die Gruppen ohne Zentrum und beweisen von ihnen den folgenden
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Satz 86: Eine zerlegbare Gruppe ohne Zentrum liflt sich auf eine
und nur eine Weise als Produkt unzerlegbarer Gruppen darstellen, von
der Reihenfolge der Faktoren abgesehen.

Um den Beweis dieses Satzes vorzubereiten, miissen wir zunichst
einige einfache Bemerkungen iiber die direkten Produkte machen.
Es sei & =9,-9,...9, eine Zerlegung von ¢ in unzerlegbare Fak-
toren. Dann ist jedes Element von $, mit jedem Element von §,
vertauschbar, sobald i & 2, denn die Normalteiler § haben auBer E
kein Element gemeinsam. Jedes Element von ¢ libt sich auf eine

und nur eine Weise als Produkt von Elementen aus ., 9,, .-, 9,
darstellen. Ist also H =H -H,...H,, wobei H, in §, liegt, so sind
diese Faktoren H,, H,,... eindeutig bestimmt durch H. Man nennt

H; den Konstituenten von H in §,. Selbstverstindlich sind die Kon-
stituenten eines Elementes H unter sich und mit dem Element H ver-
tauschbar. Nun seien H und K zwel wvertauschbare Elemente. Wir
konnen leicht zeigen, daB alsdann auch die Konstituenten dieser
Elemente untereinander vertauschbar sind. Es ist nimlich K, ver-
tauschbar mit H,...H,. Transformieren wir nun K mit H, so er-
halten wir wiederum K, infolgedessen miissen auch die Konstituenten
von K bei der Transformation mit H in sich selbst iibergefiihrt
werden.. Daher muB K, mit H und also auch mit H, vertauschbar
sein. Nunmehr sind wir in der Lage, unseren Satz zu beweisen.
Es seien 2 Zerlegungen von @ in unzerlegbare Faktoren gegeben:
=99 =8,...8,
Die Konstituenten der Elemente von &; in §, bilden eine Untergruppe
von §,, denn ist H, der Konstituent von K in §, und H’, derjenige
von K', wobei K und K’ in ®, liegen, so ist H, H’, derjenige von
KK’'. Allgemein bilden die Konstituenten der Elemente irgendeiner
Untergruppe von & in einem unzerlegbaren Faktor eine Untergruppe.
Man betrachte nun der Reihe nach die Konstituenten von
®;, K, ... & in H,. Jede ist eine Untergruppe von $, und wir
behaupten, daBl diese Untergruppen zueinander teilerfremd sind.
Sei namlich H Konstituent in §, eines Elementes K, aus §, und
eines Elementes K, aus &, Da K, mit allen Elementen von
K, Ky, ..., {, vertauschbar ist, so gilt dasselbe von seinem Kon-
stituenten H. Weil H aber auch Konstituent von K, ist, so ist es
auch vertauschbar mit allen Elementen von &, &;,..., d. h. H ist
mit allen Elementen von & ,..., & und also auch mit allen Elementen
von & vertauschbar. Hieraus folgt, dal unter unserer Voraussetzung
iiber ® fir H nur £ in Betracht kommen kann. Sind nun 9, ,...,9,
die Konstituenten von &, ,..., &, in §,, so sind die Untergruppen 5@. zu
je zweien teilerfremd. Ferner ist jedes Element der einen mit jedem
Element jeder anderen vertauschbar. - § muB nun identisch sein mit
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dem direkten Produkt $,-...-9,, denn jedes Element H von § ist
Produkt seiner Konstituenten in &,,..., &,, also Produkt von Ele-
menten aus 3’:)1, ...,?c)s. Weil §, unzerlegbar ist, so muB § mit
einer der Untergruppen §, iibereinstimmen, wahrend die iibrigen nur
aus dem Element E bestehen. Hieraus folgt, daB $, in einem der
unzerlegbaren Faktoren &, ,..., ®, enthalten ist, etwa in ®,, wihrend
es mit den iibrigen teilerfremd ist. Genau dasselbe kann man nun
fir @, zeigen: ® ist in einer der Gruppen §, enthalten, wihrend die
tbrigen zu Q, teilerfremd sind. Diese Gruppe mufB} also §, sein.
Nimmt man die beiden Resultate zusammen, so folgt & = $,. Indem
man den Satz weiter anwendet, erkennt man, daB jeder Faktor §
mit einem der Faktoren ® iibereinstimmt, womit der Satz bewiesen ist.

Um den allgemeinen Fall zu behandeln, stellen wir folgende
Definition auf.

Definition: Zwei homomorphe Untergruppen § und §’ einer
GruppeheiBen zentral homomorph,wenn es einehomomorphe Zuordnung
X — X' der Elemente von § und §' gibt, derart, daB XX'~!' zum
Zentrum der Gruppe gehort.

Falls die Gruppen $ und §’ nicht Abelsch sind, so besitzen sie
einen Normalteiler gemeinsam, dessen Faktorgruppe Abelsch ist, denn
setzt man X'=X A, so gehdrt A zum Zentrum und die simtlichen
Multiplikatoren A, die auftreten, wenn X’ alle Elemente von %’ durch-
lauft, bilden eine Abelsche Gruppe, die mit § und §’ isomorph ist.
Diejenigen Elemente, fiir die X = X’ ist, entsprechen dem Einheits-
element derselben.

Der von Maclagan-Wedderburn®) aufgestellte und von Remak ?)
zuerst vollstindig bewiesene Satz lautet nun:

Satz 87: Sind zwei verschiedeme Zerlegungen einer Gruppe in
unzerleghare Gruppen gegeben, so ist die Anzahl der Faktoren gleich
und zu jedem Faktor der einen Zerlegung gibt es einen Faktor der
anderen, der mit thm zentral homomorph ist.

Beweis®): Es sei
E=9,9---9,=8,-8,... 8,
Wenn wir zeigen konnen, daB zwei nicht Abelsche Faktoren,
etwa 9, und &, zentral homomorph sind, so ist der Satz sofort be-

1) Maclagan-Wedderburn ; On the Direct Product in the theory of finite groups
(Ann. of Math., 2ndser., 10, S. 173).

2) Remak, R.; Crelles Journ. 189, S. 293, und: Uber die Zerlegung der end-
lichen Gruppen in direkte unzerlegbare Faktoren, Sitzungsber. der physiko-
math. Gesellschaft zu Kiew, 1913.

3) Dieser Beweis ctammt von O. Schmidt (Sur les produits directes
Bull. de la Soc. math. de France 41, S. 161).
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wiesen, unter Anwendung vollstindiger Induktion. Denn seien $,¢
und ®,° die Zentren von $, und ®,, so wird
@16'&)2"'@r=§%16'92'“@s

und da diese Gruppe von niedrigerer Ordnung als & ist, so kann
man fiir sie das Theorem voraussetzen. Die Zentren sind in beiden
Fallen dieselben.

Alles kommt also darauf an, zwei zentral homomorphe Faktoren
aufzufinden, die nicht Abelsch sind. Es sei §, ein nicht Abelscher
Faktor unserer Zerlegungen von gréfier Ordnung.

1. Fall: Die erste Zerlegung enthilt aufler $, noch einen nicht
Abelschen Faktor. Die Konstituenten von $, in ®, bilden eine Unter-
gruppe &/ von &;. Das direkte Produkt dieser Untergruppen enthalt
$, und enthilt daher den Faktor §,:

ﬁil'@e'“"@s’:@f@:@"
Alle Elemente von $ sind mit denjenigen von §, vertauschbar und
daher auch mit deren Konstituenten, den Elementen von &/, ®,,..., &,
Also gehért § zum Zentrum von
9y L= @’

und diese Gruppe ist eigentliche Untergruppe von ¢, da sie nur einen
nicht Abelschen Faktor $, enthdlt. §, ist daher zentral homomorph mit
einem Faktor ' von @’. Da aber $, von hochster Ordnung ist, so muf
dieser Faktor mit einer der Gruppen &, selber iibereinstimmen, womit
der Satz im ersten Fall bewiesen ist.

2. Fall: §, ust der einzige wicht Abelsche Faktor der ersten Zer-
legung. Es sei &, ein nicht Abelscher Faktor der zweiten Zerlegung
und 9./, 9, ..., 9, seien die Untergruppen seiner Konstituenten in
D5 -0 H,. Wiederum wird

99,9 =8, -§=6¢".
Wenn §', = §,, so ist §, zentral homomorph mit ® , denn die iibrigen
9; (i>1) gehéren zum Zentrum und §, ist von groBter Ordnung.

Wenn §," eigentliche Untergruppe von §, ist, so ist auch @’ nicht
identisch mit @ und &, wird zentral homomorph mit einer Unter-
gruppe §,” von §,” (Fall 1). Da aber die Ordnung von §,” héchstens
gleich der Ordnung von &, ist, so wird §,” =9,". In gleicher Weise
betrachten wir die Komponente von §,” in & und finden, dall sie
zentral homomorph mit §,” ist, also mit ®, selber iibereinstimmt.
Daraus folgt nun weiter, dal in der zweiten Zerlegung & -8,... 8,
der erste Faktor & durch §,’ ersetzt werden kann, und wir erhalten

Rl-ﬁe...ﬁs:$l’ ‘@2”“@3:'@1.@2"'@7':@'
Da §,’ Untergruppe von §, ist, so folgt aus der mittleren Zerlegung, daB
S;)l == @1’ -8
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wird, wo & der gemeinsame Teiler von §, mit &,-8,...&, ist. Da
9, unzerlegbar ist, so wird  =F und $, =," zentral homomorph
mit §, .

Aus der Bemerkung auf S. 88 folgt, daf die Kommutatorgruppe
bei simtlichen Zerlegungen die nimliche Zerlegung erfihrt. Wir machen
hier auf einen eigentiimlichen Dualismus zwischen dem Zentrum und
der Faktorgruppe des Kommutators aufmerksam, den man am deut-
lichsten durch Herbeiziehung des Korperbegriffs klar machen kann:

Zwei Zerlegungen einer Gruppe in unzerlegbare teiler-
fremde Faktoren unterscheiden sich nur in der Verteilung
des Zentrums.

Zwei verschiedene Arten, einen Galoisschen Korper aus
unzerlegbaren teilerfremden Galoisschen Koérpern zusam-
menzusetzen, unterscheiden sich nur in der Verteilung der
Unterkdérper mit Abelscher Gruppe.

Beide Sitze driicken im nicht Abelschen Fall zwei vollig ver
schiedene Eigenschaften aus.

Beispielsweise lautet der zu Satz 86 duale so:

Eine Gruppe, die mit ihrer Kommutatorgruppe identisch ist, lift
sich auf eine und nur eine Weise in unzerlegbare Faktoren zerlegen.

9. Kapitel.
Monomiale Gruppen.

§ 37. Monomiale Gruppen.

Eine wichtige Verallgemeinerung der Permutationsgruppen bilden
die monomialen Gruppen. Sie mogen gleichzeitig hier als Ubergang
zu den allgemeinen linearen Substitutionsgruppen dienen.

Definition: Eine monomiale Substitution von n Variablen geht
aus einer Permutation hervor, wenn die Variablen noch mit einem
Faktor versehen werden.

Ist dieser Faktor in allen Fillen gleich 1, so ist die Substitution
eine Permutation. Wir definieren nun die Zusammensetzung zweier
solcher Substitutionen: Wenn bei der ersten, P, die Variable x, Uber-
gefiihrt wird in g x;, bei der zweiten, Q, x, in bx,, so wird die zusam-

mengesetzte Substitution P () die Variable x, {iberfiihreninab x, . Als Beispiel
¥y #g)

geben wir die folgende Substitution an: ( ) Ubt man die Sub-

ax, - %,
a
stitution zweimal aus, so erhilt man die identische Substitution, welche
%, und x, in sich selbst iiberfiilhrt. @ kann hierbei als eine beliebige
reelle oder komplexe von O verschiedene Zahl angenommen werden.
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Definition: Unter einer monomialen Gruppe versteht man ein
System von monomialen Substitutionen, die nach der angegebenen
Zusammensetzung eine Gruppe bilden.

Zu jeder monomialen Substitution gehort eine bestimmte Permu-
tation der » Variablen, die man dadurch erhilt, daB man die Fak-
toren gleich 1 setzt. Ordnet man jeder Substitution die entsprechende
Permutation zu,  so bilden diese letzteren eine mit der monomialen
Gruppe isomorphe Permutationsgruppe. Der identischen Permutation
entsprechen hierbei diejenigen Substitutionen, welche die Variablen
blo mit einem Faktor versehen, sie aber nicht permutieren. Hieraus
folgt der

Satz 88: Diejenigen Substitutionen einer monomialen Gruppe, welche
die Variablen nicht permutieren, bilden einen Abelschen Normalieiler.

DaB namlich zwei derartige Substitutionen miteinander vertausch-
bar sind, ist ohne weiteres ersichtlich, weil die Multiplikation von
Zahlen dem kommutativen Gesetz gehorcht.

Wir haben oben gesagt, daB die Faktoren beliebige Zahlen sein
konnen, aber wir miissen nun bedeutende Einschrinkungen machen.
Die Substitution P mdége x, in a #, iberfiihren. Ihre Ordnung sei n,
dann bleibt x, bei P ungedndert. Andererseits sicht man, daB diese
selbe Potenz x, in a” x, Uberfithrt, und hieraus folgt, daB 1 = g® also
a eine n-te Einheitswurzel ist. Dieser Satz laBt sich noch weiter
verallgemeinern. Man kann monomiale Substitutionen in Zyklen zer-
legen, dhnlich wie die Permutationen. Man beginnt zu dem Zweck mit
einer Variablen, z. B. x; und sucht, in welche neue Variable sie iiber-
geht.  Mit dieser neuen Variablen verfihrt man gleich und kommt
schlieBlich zu der alten mit einem Faktor versehenen Variablen zuriick.
Als Beispiel nehmen wir die folgende Substitution:

X, Xy ¥,
<ax.2bx3 cx )’
Diese bildet einen dreigliedrigen Zyklus. Wir bilden nun ihre dritte
Potenz. Man sieht, daBl sie keine Permutation der Variablen bewirkt,
sondern bloB eine Multiplikation der simtlichen Variablen mit ¢-b-c.

Ist nun die Ordnung der Substitution 3#, so muB abc genau eine
7% -te Einheitswurzel sein. Hieraus folgt nun der

Satz 89: Bilden die Variablen einer Substitution einen r-gliede-
rigen Zyklus in der zugehérigen Permuiation, so ist das Produkt der
auftretenden Faktoren eine Einheitswurzel. Die Ordnung der Subsii-
tution ist yn, wobet n die Ordnung dieser Einheitswurzel bedeutet.

Wir betrachten von jetzt an nur transitive Substitutionsgruppen
d. h. solche, bei denen die Variable x, in eine beliebige andere mit
einem Faktor versehene Variable uberfithrt werden kann.
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Diejenigen Substitutionen, welche eine bestimmte Variable x, nicht
permutieren, sondern nur mit einem Faktor versehen, bilden eine
Untergruppe ®, deren Index gleich der Anzahl der Variablen ist.

Unter den Substitutionen von & hinwiederum bilden diejenigen,
welche x, in #, tberfilhren (fir welche der Faktor 1 ist), eine Unter-
gruppe . 9 ist Normalteiler von & und die Faktorgruppe ®/$ ist
zyklisch. Denn jede Substitution von ® wird x, mit einem Faktor
versehen, und dieser Faktor ist nach Satz 89 eine Einheitswurzel.
Man kann daher jeder Substitution von & diese Substitution von x,
zuordnen und erhilt so eine mit § isomorphe Gruppe von Substitu-
tionen einer Variablen. Der identischen Substitution entsprechen hier-
bei die Substitutionen von §. Nun ist aber eine Substitutionsgruppe
in einer Variablen stets zyklisch, denn ist # ein Teiler der Ordnung,
so gibt es genau # Substitutionen, deren #-te Potenz die identische
Substitution ist, namlich ' =¢ix (1 =0, 1,..., » — 1), wobei & eine
n-te Einheitswurzel ist. Es kann daher nicht zwei zyklische Unter-
gruppen von derselben Ordnung geben, und hieraus folgt nach den
Sitzen iiber Abelsche Gruppen unsere Behauptung.

Wir wollen nun zeigen, wie man zu einer gegebenen Gruppe
monomiale Darstellungen findet. Sei P ein Element von der Ord-
nung # und P die durch P erzeugte zyklische Gruppe. Ferner sei
die Gruppe @& in Nebengruppen zerlegt:

O =B+ BT+ + BT,
Wir bilden jetzt die folgenden Ausdriicke:
E+eP -} &*PP4 .. Jgr-1pr-1
E+4eP 4 P4 ... 4 1P )T, =T,4-¢PT*+... &1 Pr-1T,,
(E4eP+...4e-1P-)T ,
wobei ¢ eine beliebige #-te Einheitswurzel bedeutet.

Multipliziert man den ersten Ausdruck rechts mit P7, so repro-
duziert er sich mit dem Faktor ¢~ versehen. Um nun zu unter-
suchen, was bei der Multiplikation mit dem beliebigen Element T
aus den Ausdriicken wird, betrachten wir das bestimmte Beispiel:

(E4+eP+...4+en 1 Pr-)T,T.
Wir setzen 7= T,7'U und suchen diejenige Nebengruppe von
P aus, die U enthilt. Sei U= PrT > dann wird das Produkt zu:
e"(E+eP+...4en-1Pr-I)T,.

Die rechtsseitige Multiplikation mit 7" hat also zur Folge, daB
die oben gebildeten Ausdriicke untereinander vertauscht und mit einem
Faktor versehen werden, d. h. sie erfahren eine monomiale Substitution.



§ 38. Ein Satz von Burnside. 93

Man kann noch allgemeinere Darstellungen definieren. Sei &
irgendeine Untergruppe von @, die einen Normalteiler § mit zykli-
scher Faktorgruppe besitzt. Ferner sei

=R+ RT,+... + 8T,

R=9H+9P+... L oPr-1.
Wir bilden die dhnlich wie frither gebauten Ausdriicke:
D+ eHP ... L en-t§HPr-t
(S) +eHP ... fent @Pn—l) T2

und

Multipliziert man sie rechts mit 7', so erfahren auch sie eine
monomiale Substitution; denn sei wiederum 7= 7,~1U und U=KT,
schlieBlich K = H P7, wobei H ein Element aus § bedeutet, so wird:

(S:)—[“ ES;)P —J[— —JI— g”“lgpn—l)TiT
:e——:’(},} +eHP + ... +6”_1@P"—1) T,.

Rechtsseitige Multiplikation mit 7 wird also auch diese Ausdriicke
mit einem Faktor versehen und untereinander vertauschen, da sie ja
aus den Elementen je einer Nebengruppe von § gebildet sind. Man
erhilt so wiederum eine monomiale Darstellung von ¢ und zeigt
leicht, daB die identische Substitution von denjenigen Elementen ge-
liefert wird, die § und seinen konjugierten Gruppen gemeinsam sind.
Ist also M der groBte in § enthaltene Normalteiler von ¢, so ist die
monomiale Darstellung homomorph mit &/%.

§ 38. Ein Satz von Burnside.

Die monomialen Gruppen lassen sich verwenden, um &“uBerst
wichtige Sitze iiber die Existenz von Normalteilern von Gruppen zu
beweisen. Bildet man ndmlich das Produkt der » Variablen, so wird
es durch jede monomiale Substitution in sich selbst iibergefithrt und
mit einem Faktor versehen, d. h. dieses Produkt erfahrt selbst eine
monomiale Substitution von einer Variablen. Der auftretende Faktor
1st das Produkt der in der urspriinglichen Substitution auftretenden
Faktoren. Diejenigen Substitutionen, bei denen das Produkt gleich 1
ist, bilden einen Normalteiler der ganzen Gruppe, dessen Faktor-
gruppe zyklisch ist. Kann man daher von irgendeiner Gruppe & eine
monomiale Darstellung angeben mit einer Substitution, bei der das
Produkt der Faktoren nicht gleich 1 ist, so ist die Kommutatorgruppe
von @& eine eigentliche Untergruppe.
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Satz 90): Ist eine Sylowgruppe von der Ordnung p® im Zentrum
thres Normalisators enthalten, so enthdlt die Gruppe einen Normalteiler
von Index p°.

Beweis: Sei P die Sylowgruppe; sie ist Abelsch. Ihr Typus sei
(p%, ..., p%) und eine Basis P,, ..., P,. Jedes Element der Gruppe,
das mit  vertauschbar ist, ist mit jedem Element von § vertausch-
bar. Wir bilden nun die durch P,,..., P, erzeugte Untergruppe £
von §. Sie ist Normalteiler mit zyklischer Faktorgruppe und vom
Index p%. Nunmehr bilden wir die durch diese beiden Gruppen er-
zeugte monomiale Gruppe und daher die Ausdriicke:

(Q‘+59’P1+“-+5palvlgp1palql)‘ri M =1,

wobei T, Reprasentanten der Nebengruppen der Sylowgruppe sind
und T, = E gesetzt sein mag.

Zunichst ist zu untersuchen, welche dieser Ausdriicke bei der
Multiplikation mit P, blof mit einem Faktor versehen werden. Dies
ist gewiB mit dem ersten der Fall, der den Faktor ¢~! erhdlt. Wenn
der ¢-te Ausdruck den Faktor « erhdlt, so mufl P, in der Gruppe
T,/'$RT, enthalten sein; nach Satz 49 ist dann P, mit T, vertausch-
bar, denn T, P, T,~! ist in B, wenn P, in T,7*Q T, ist. Infolgedessen
ist der Faktor ebenfalls ¢='. Die Anzahl der Ausdriicke, die bloB
einen Faktor erhalten, ist gleich dem Index von § unter der Gruppe
der mit P, vertauschbaren Elemente, also eine zu p prime Zahl g.
Alle iibrigen Ausdriicke erfahren eine Permutation. Das Produkt der
bei diesen letzteren auftretenden Faktoren ist hochstens eine pai—lte
Einheitswurzel (Satz 89). Daher ist das Produkt simtlicher Faktoren
genau eine p%-te Einheitswurzel. Hieraus folgt, daB @& einen Normal-
teiler enthilt mit zyklischer Faktorgruppe von der Ordnung $%. Die
Gruppe {P,} ist teilerfremd zum Normalteiler. Genau denselben Satz
kann man fiir jedes Basiselement P, beweisen, und der Durchschnitt
aller der so nachgewiesenen Normalteiler besitzt eine zu ¢ prime
Ordnung, und sein Index ist gleich der Ordnung der Sylowgruppe,
womit der Satz bewiesen ist.

Eine Fiille von wichtigen Folgerungen lassen sich aus diesem
Satz ableiten.

Satz 91: Eine Gruppe, deren Ordnung Produkt von lauter ver-
schiedenen Primfaktoren ist, ist auflosbar, und besitzt einen Normal-
teiler, dessen Index dem kleinsten Primfaktor gleich ist.

Ist also die Ordnung von & gegeben durch g=2p,4,...p, und
p; > p;,_4» S0 gibt es eine Hauptreihe fiir @ von der Gestalt @, ®,,
.-, ®,=E. Der Index von @, unter ®,_, ist p,.

1) Burnside: Theory of groups, S. 327.
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Beweis: Die Sylowgruppe von der Ordnung p, ist zyklisch und
die Gruppe ihrer Automorphismen ebenfalls zyklisch und von der
Ordnung p, —1. Nun ist aber p, die kleinste Primzahl, die in g auf-
geht, daher kann ein Automorphismus dieser Sylowgruppe, der durch
Transformation mit einem Element von & hervorgerufen wird, nur
der identische sein. Die Sylowgruppe ist also im Zentrum ihres Nor-
malisators enthalten und infolgedessen enthilt ¢ einen Normalteiler
vom Index p,. DaB auch @, Normalteiler von & ist, folgt daraus,
daB ©, charakteristische Untergruppe von @, _, ist.

Satz 92: Bezeichnet P eine Sylowgruppe von ®, deren Ordnung
p® ist, und ist jedes Element von ®, dessen Ordnumg zu p prim isi,
mit jedem Element von P vertauschbar, so ist & das direkte Produkt
von P-und einer Untergruppe, deren Ordnung zu p prim ist.

Beweis: § ist jedenfalls Normalteiler von . Wenn § Abelsch
ist, so ist P im Zentrum von @ enthalten, und wir haben offenbar
den Fall des Satzes von Burnside. Dann enthilt @ einen Normal-
teiler vom Index $¢ und ist daher das direkte Produkt dieses Normal-
teilers und P.

Wenn P nicht Abelsch ist, so bezeichne P, die Kommutator-
gruppe von . Sie ist als charakteristische Untergruppe auch Normal-
teiler von . Die Gruppe ®/9, geniigt der Bedingung fiir den vorhin
behandelten Fall, namlich §§/§, ist in ihrem Zentrum enthalten. Daher
enthdlt @ einen Normalteiler, dessen Index gleich der Ordnung von
B/B, ist. In diesem Normalteiler ist P, als Sylowgruppe enthalten,
und man kann nun auf ihn dasselbe Verfahren anwenden. Man er-
hilt so schlieBlich einen Normalteiler vom Index ¢ und @& ist infolge-
dessen das direkte Produkt dieses Normalteilers und .

Satz 93: Die Ordnung einer einfachen Gruppe ist stets durch das
Quadrat thres kleinsten Primfaktors teilbar, denn sonst wire die Sylow-
gruppe, die zu diesem kleinsten Primfaktor gehért, im Zentrum ihres
Normalisators enthalten und die Gruppe wire verschieden von ihrer
Kommutatorgruppe.

Hieraus 1aBt sich leicht beweisen, daB die Ordnung einer ein-
fachen Gruppe, falls sie gerade ist, stets durch 4 teilbar sein muf’
und, falls ste durch 4, aber nicht durch 8 teilbar ist, stets den Teiler
12 hat. Denn in diesem letzteren Fall ist die Sylowgruppe von der
Ordnung 4 Abelsch. Sie muB vom Typus (2, 2) sein, da ihr Normali-
sator einen vom identischen verschiedenen Automorphismus von un-
gerader Ordnung liefern mufB. Dies ist im zyklischen Falle nicht
moglich, dagegen im andern Falle gibt es einen Automorphismus
von der Ordnung 3. Die Ordnungen aller bisher bekannten einfachen
Gruppen sind durch 12 teilbar.

Mit Hilfe des Satzes 93 kann man zeigen, daB es nur eine
einfache Gruppe von der Ordnung 60 gibt, denn hier muB3 die Sylow-
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gruppe von der Ordnung 4 als Normalisator eine Gruppe von der

Ordnung 12 haben, deren Typus leicht bestimmt werden kann. Sind

namlich P und @ die Basiselemente der Sylowgruppe, so daf
PP=E, Q*=E, PQ=QP

und ist ferner R von der Ordnung 3, so gelten die Beziehungen:
R-'PR=Q, R-IQR=PQ.

Da die einfache Gruppe diese Untergruppe vom Index 5 besitzt,
so kann sie als Permutationsgruppe von 5 Variablen dargestellt wer-
den und ist daher mit der alternierenden Gruppe von 5 Variablen
identisch.

§ 39. Herstellung sidmtlicher monomialer Gruppen.

Aus jeder monomialen Gruppe kann man beliebig viele weitere
bilden durch Einfilhrung neuer Variabler in folgender Weise:

Man setze

YL =y Kyyoees Y, =, %,

Wird bei einer beliebigen Substitution x, ilbergefiihrt in ex;, so
geht g, x; iber in a;ex;, d. h y, wird ebenfalls in ¢y, iibergefiihrt.
Geht dagegen x; tiber in ax,, so geht q;x; iiber in g;ax,, d h. y,
wird iibergefiihrt in a- Z—;yk. Auch die Variablen y erfahren also eine

monomiale Substitution, man nennt sie eine mit der urspriinglichen
dquivalente Gruppe.

Wir betrachten nur transitive Gruppen und wollen nun untersuchen,
ob man durch eine geeignete Transformation eine besonders einfache
Gestalt derselben erhalten kann. Wiederum sei § die Untergruppe
derjenigen Substitutionen, die x, ungedndert lassen, & moge die-
jenigen Substitutionen bezeichnen, die x, bloB mit einem Faktor ver-
sehen. Dann ist § Normalteiler von ® und die Faktorgruppe ®/$ ist
zyklisch. Thre Ordnung sei #. Der auftretende Faktor ist dann stets
eine n-te Einheitswurzel. Nun sei die Zerlegung von ¢ in Neben-
gruppen von §:

C=8+87,+...+87T,,
diejenige von & nach §:

R=9+9P+...+ HPr1.
In der Substitution 7T; moge x, lbergefihrt werden in g,x;, dann
fihren wir als neue Variable ein y,=gq,x, fir jeden Wert von
1=2,3,...,7. Alsdann wird jede Substitution der Gruppe X =
liberfiihren in ¢'y,, wobei j einen der Indizes 1,..., #n und ¢ eine
n-te Einheitswurzel bedeutet, wihrend / von 1 bis 7 lauft.

Wir bilden nunmehr die Ausdriicke

O+eOPH...4et9PO)T, (i=1,2,...7)
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und behaupten, daB unsere monomiale Gruppe identisch ist mit der
durch rechtsseitige Multiplikation dieser Ausdriicke entstehenden mo
nomialen Darstellung.

Zum Beweis betrachten wir eine beliebige Substitution U der
Gruppe. Sie moge y, iiberfilhren in ay,. Dann wird 7, U die Variable
y, in ay, iberfiihren. Hieraus folgt, daB a eine Potenz von ¢, etwa
¢! ist. T,U 1aBt sich infolgedessen in der Gestalt schreiben H P! T,.
wobei H in § ist. Es wird also

U=T,HP'T,.

Multiplizieren wir nun andererseits den s-ten unserer Ausdriicke,
der der Variablen y, zugeordnet ist, mit U, so erhalten wir

(9 +e9P .. )T,(T;, " HP'T,) = e~ (H -+ P +..) T,.

Hiermit ist gezeigt, dal die rechtsseitige Multiplikation mit U gerade
diejenige monomiale Substitution erzeugt, welche in der monomialen
Gruppe mit U bezeichnet worden ist. Wir fassen das Resultat in
den folgenden Satz zusammen:

Satz 94: Jede transitive monomiale Gruppe lifit sich so trans-
formieren, daf3 sie mit einer durch Uniergruppen nach der Methode
von § 37 erzeugten monomialen Gruppe identisch ist.

Insbesondere ergibt sich hieraus, daf es zu jeder monomialen
Truppe eine dquivalente gibt, deven Faktoren samilich Einheitswurzeln sind.

10. Kapitel.

Darstellung der Gruppen durch lineare
homogene Substitutionen.

Die folgende Theorie der Darstellungen von Gruppen durch Sub-
stitutionen ist bei weitem das wichtigste und am weitesten entwickelte
Gebiet der Gruppentheorie. Sie ist von G. Frobenius geschaffen worden
und hangt aufs engste zusammen mit der Theorie der hyperkomplexen
GroBen, in der namentlich Molien (Math. Ann. 41 und 42) grund-
legende Resultat erzielt hatte. Die Arbeiten' von Frobenius aus
diesem Gebiet sind simtlich in den Berliner Berichten erschienen
und wir geben hier ihre Titel:

Uber vertauschbare Matrizen S. 601—614, 1896. — Uber Gruppencharaktere
S. 985—1021, 1896. — Uber die Primfaktoren der Gruppendeterminante S. 1343
bis 1382, 1896; do. II S. 401—409, 1903. — Uber die Darstellung der endlichen
Gruppen durch lineare Substitutionen S. 994—1015, 1897; do. II, S. 482—500,
1899. — Uber Relationen zwischen den Charakteren einer Gruppe und denen
ihrer Untergruppen S, 501—515, 1898. — Uber die Komposition der Charaktere
einer Gruppe S. 330—339, 1899. — Uber die Charaktere der symmetrischen

Speiser, Gruppentheorie, 7
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Gruppe S. 516—534, 1900. — Uber die Charaktere der alternierenden Gruppe
S. 303—315, 1901. — Uber auflosbare Gruppen S. 837—345, 1893; do, II,
S. 1027—1044, 1895; do. III, S. 849—857, 1901; do. IV, S. 1216—1230, 1901; do. V,
S. 1324—1329, 1901. — Uber Gruppen der Grade p oder p-+1, S. 351—369,
1902. — Uber primitive Gruppen des Grades » und der Klasse n—1 S. 455
bis 459, 1902. — Uber die charakteristischen Einheiten der symmetrischen
Gruppe S. 328—358, 1903. — Uber die Charaktere der mehrfach transitiven
Gruppen S. 558—571, 1904. — Uber die reellen Darstellungen der endlichen
Gruppen, gemeinsam mit I. Schur, S. 186—208, 1906. — Uber die Aquivalenz
der Gruppen linearer Substitutionen, gemeinsam mit 1. Schur. S. 209—217,
1906. — Uber die mit einer Matrix vertauschbaren Matrizen S. 3—15, 1910.

Die wichtigsten fritheren Resultate von Frobenius wurden un-
abhiangig von Burnside wiedergefunden. Letzterem verdankt man eine
Reihe der wichtigsten Anwendungen der Theorie sowie deren klassische
Darstellung in seiner Theory of groups of finite order, second edition,
Cambridge 1911, auf die wir fiir die Zitate seiner Arbeiten verweisen.

Als dritter erfolgreicher Bearbeiter ist I. Schur zu erwihnen,
dessen wichtigste Arbeiten aus diesem Gebiet die folgenden sind:

Neue Begriindung der Theorie der Gruppencharaktere, Berl. Ber. S. 406
bis 432, 1905. — Arithmetische Untersuchungen iiber endliche Gruppen linearer
Substitutionen, ib. S. 164—184, 1906. — Uber Gruppen linearer Substitutionen
mit Koeffizienten aus einem algebraischen Zahlkérper, Math. Ann. 71, S. 355
bis 367. — Uber die Darstellung der endlichen Gruppen durch gebrochene
lineare Substititionen, Crelles Journ. 127, S. 20—50 und 132, S. 85—1387. — Uber

die Darstellung der symmetrischen und der alternierenden Gruppe durch ge-
brochene lineare Substitutionen, Crelles Journ. 139, S. 155—250.

§ 40. Substitutionen.

Definition: Eine lineare homogene Substitution vom Grade n
besteht aus 7 Gleichungen von der Gestalt:
’ .
X =y %y Ay Ayt ag,n, )

Xy = gy Xy +“22x2+"‘+“anxn{ (1)

’
xn =anlx1+an‘.’.x2+"'+annxnJ

Sie ist eindeutig bestimmt durch das quadratische Schema der Koeffi-

zienten:
1 412 AU
a,, a, a.,
A = 21 %20 an |
anl an‘.! (l“ n

das wir nach Kronecker mit (a;,) bezeichnen. Die Determinante
D = |a;,| heiBt die Determinante der Substitution. Ist sie von 0 ver-
schieden, so lassen sich die Gleichungen (1) folgendermaBen nach

X ., %, auflésen:

10
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. L1y o /

Dxl = :111 Al - A‘.’,l x‘_,_ e Anlxn
. ’ 4

Dx2 =4 0 Xy Agg Xo ”L" st + An‘.‘x

_ A ’ e o
Dxn_h A Y1 [l‘.’.nx? +"' [ Ann'x’n

Hierbei bedeutet allgemein 4, die Unterdeterminante von g, in 4.
Diese neue Substitution heiBt die inverse zu A und wird mit 4-1

. . A, .
bezeichnet. Sie entsteht aus ( l;’"> durch Vertauschung der Zeilen

mit den Kolonnen, d. h. durch Transposition.

Um in einer Funktion der Variablen «,, ..., X, die Substitution A
auszufithren, hat man diese Variablen durch die rechten Seiten von (1)
zu ersetzen, d. h. man hat aus f(x, ..., x,) zu bilden f(x/,..., /)
und x/,..., x,” mit Hilfe der Gleichungen (1) durch die linearen Funk-
tionen der x auszudriicken. Dies ist die genaue Verallgemeinerung
des Begriffs: Permutation der Variablen. Insbesondere erhalt man
die rechten Seiten von (1), indem man auf die Variablen Kysovns X
die Substitution A4 ausiibt.

Ist eine zweite Substitution mit der Matrix B = (b,,) gegeben, so
kann man sie auf die # linearen Funktionen der rechten Seite von (1)
ausiiben. Diese gehen alsdann wiederum iiber in lineare Funktionen
von x,, ..., x, und wir erhalten eine neue Substitution, das Produkt A B
von A und B. Bezeichnet man sie mit C = (c,,), so wird

n

n
N B -.
"ik’”‘l‘jailblk (Lk=1,2,..., 0

d. h. C entsteht aus 4 und B, indem man die Zeilen von A mit
den Kolonnen von B komponiert. 44 wird durch A% abgekiirzt und
entsprechend werden die hoheren ,,Potenzen® von A mit A% bezeichnet.
Die Determinante von (c;, ) wird gleich dem Produkt der Determi-
nanten von (a;,) und (b,,):

Lol = @i |1 by |-

Die Zusammensetzung von 4 mit 4-1 ergibt die Einheitsmatrix

E—ie,) e {0 (i <= k)
L= (e, Lo== . .
ik ik 1 (Z — k))
Nunmehr seien 7 lineare Formen von x,, x,, ..., ¥, gegeben:
S0 ¥ T T S X = Wy
| - —
Spa¥y e =+ Sun¥n = Y-

Die Matrix S = (s;, ) habe eine von 0 verschiedene Determinante.
Ubt man auf die Variablen y,,...,y, die Substitution 4 aus, so er-
fahren auch die x,, ..., x, eine solche, und man findet sie in folgender
Weise: Man hat die Variablenreihe %y, ---» %, durch die Reihe Yir oo ¥

In
rES

{
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zu ersetzen, d. h. man hat auf x,, ..., x, die Substitution S—! auszuiiben.
Alsdann folgt die Ausfithrung von A und schlieBlich hat man von
den y wiederum zu den x iiberzugehen, was durch S geschieht. So
erhilt man den fir das Folgende fundamentalen

Satz 95: Ubt man auf die n linearen Ausdriicke
sllx1+"'+sl‘nxn:yl .
..................... szz(sik), [siki +0
snlxl 4— e —Jf— Snnxn = yn

die Substitution A aus, so erfahren die n Variablen x, ..., x, die
Substitution S—1AS.
S-14S heiBt die durch S aus A transformierte Matrix.

Nunmehr sei 4 eine Matrix, von der eine bestimmte Potenz die
Einheitsmatrix £ ergibt. Der kleinste Exponent a, welcher der
Gleichung geniigt 4% = E, heilit die Ordnung von 4. Offenbar bilden
A, A% ..., A*=FE eine zyklische Gruppe von der Ordnung 4. Wir
beweisen nunmehr den

Satz 96: Jede Matrix von endlicher Ordnung lift sich in eine
Diagonalmatrix transformieren, d. h. in eine Matrix von der Gestalt:
(c;x)s €z =0, i<k, bei der alle Koeffizienten auPerhalb der Haupt-
diagonalen O sind. Ist a die Ordnung der Matrix, so geniigen die
Koeffizienten c;; der Gleichung ci; = 1.

Beweis: Man {ibt auf %, der Reihe nach die Substitutionen
E, A, A% ..., A*~1 aus und erhilt so a lineare Formen:

yller Vos =y Vo
Versteht man unter ¢ eine primitive a-te Einheitswurzel, so bildet
man weiter die @ Linearformen:

y1+y-3+y3+~'-+ya:zo

Vit ety F ety 4. fem@ly, =z

vi ey, + 8—2.‘2.":’, T+ ey, =2,

yl + 6—(a—1) y‘) + £~2(a—~1)y3 _jr_ L. _+_ 8—(«1-1)(41—1) ya p— Za—l'
Ihre Summe ist = ay,.

Zg - - Z,_, sind Linearformen von Ky oo X, Ubt man nun auf die
Variablen x die Substitution 4 aus, so erfahren Yis -+ ¥, eine zyklische
Vertauschung, indem allgemein y; iibergeht in y,, (y, in y,). Daher
bleibt z, ungeéndert und z; geht iiber in &'z,

Die # Linearformen von x: Zgs --+» Z,_, verschwinden sicher nicht
samtlich, denn ihre Summe ist ay, = ax,. Aber es kénnen zwischen
ihnen Beziehungen bestehen. Wir wihlen ein System von linear un-
abhingigen z aus, so daB alle iibrigen sich linear durch sie ausdriicken
lassen. Zu dem Zweck beginnen wir etwa mit zy. Ist 2, =c-2,
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(\'c:const.), so laft man z, weg, sonst nimmt man z, zu z,. Ist
zy = CyZ -F ¢,2,, so 1dBt man z, weg, sonst nimmt man es zu den
vorigen. In dieser Weise erhidlt man ein System von der Art, wie es
gesucht ist. Wenn unter den a Formen z nicht » linear unabhingige
vorkommen, so gibt es noch weitere Formen von x«,,..., %, die
sich nicht linear durch z, ..., z,_, ausdriicken lassen. Speziell kann
man hierfiir eine der Variablen x wahlen, denn wenn sich alle x
ausdriicken lassen, so gilt dasselbe von allen ihren linearen Formen
Wir gehen von einer solchen neuen Form y,” aus und wiederholen
unser Verfahren. Man erhalt so z,,..., z,—y, und darunter gibt es
gewiB eine Form, die von den Formen z,, ..., 2, , linear unabhingig
ist, denn die Summe ist wiederum ay,’, was nach Voraussetzung von
Zgs -++» Z,_, linear nicht abhdngt. Nimmt man die unabhidngigen zu
den frither ausgewihlten und setzt das Verfahren fort, so gelangt
man schlieBlich zu # linear unabhangigen Formen ¢ ,4¢,,...,¢, der
Variablen x,, ..., x,, welche simtlich die Eigenschaft haben, dafl nach
Ausfiihrung der Substitution 4 die Variable ¢ iibergeht in &¢. Die
Determinante der # Formen ¢, ..., ¢, ist gewil von Null verschieden,
weil sie linear unabhingig sind, und daraus folgt wegen Satz 95 unsere
Behauptung.

Wir zeigen nun, daB die Koeffizienten der Diagonalmatrizen, ab-
gesehen von der Reihenfolge, bestimmt sind durch die Matrix. Sie
heiBen die charakteristischen Wurzeln der Matrix. Sei

&g 0...0
S-14S — 0 ¢--.0 )
00...¢
so sind ¢, ..., g, offenbar die Wurzeln der Gleichung
& — 1, 0, ..., 0
0, ¢ —¢t...., O —0

Aaps  Agg —Leoos Ay, =0
Hnl‘ an“’ ’anu -

dieselben Wurzeln besitzt. Sie heildt die charakteristische Gleichung
von A.

Zum Beweis verwenden wir eine neue Symbolik, die dddition von
Matrizen. Ist 4= (a,)und B= (b, ), so verstehen wir unter 4 | B
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die Matrix (aik-{—bik), die man aus 4 und B erhilt, indem man
jeweils die Koeffizienten an derselben Stelle in 4 und B addiert.
Kombiniert man Addition und Multiplikation, so gilt das Distributivgesetz:
(A4 B)C=AC+BC, C(A+B)=CA-+4CB.
Bezeichnet man ferner mit ¢4 die Matrix (fa;,), so 1aBt sich
die Matrix der charakteristischen Gleichung schreiben:
(4 —tE).
Transformiert man sie durch S, so erhilt man:
S-1(4 —tE)S=S-14S — ST(tE)S.
Nun ist {£ mit S vertauschbar und man erhalt:
S~1(4 —tE)S=S-14S —tE.
Geht man zu den Determinanten iiber, so folgt:
|A —1{E|=|S-14S — {E|,
womit bewiesen ist der

Satz 97: Zwei Matrizen, die durch Transformation auseinander
hervorgehen, haben dieselbe charakteristische Gleichung.

Wenn die samtlichen Wurzeln der charakteristischen Gleichung
untereinander ibereinstimmen, so hat die Matrix A, falls sie von
endlicher Ordnung ist, die Diagonalform; denn es gibt eine Sub-
stitution S, welche der Gleichung geniigt:

S-14S=¢E,
wobei ¢ die Wurzel der charakteristischen Gleichung ist. Daraus folgt:
A=S(¢E)S1 = ¢E.

Hieraus kann man leicht zeigen, daB Satz 96 nicht fiir beliebige
Matrizen gilt, z. B. nicht fiir
11
(01)

denn hier sind 1 und 1 die charakteristischen Wurzeln, aber aus
11 10 11 10 . . .
-1 _ —
S <0 1)5-_ (0 1) folgt (0 1) = <0 1), was ein Widerspruch ist.
Die Ordnung dieser Matrix ist nicht endlich.

§ 41. Substitutionsgruppen.

Es seien g Matrizen vom Grade # mit nicht verschwindender
Determinante gegeben mit der Eigenschaft, daB das Produkt von je
zweien wiederum eine der g Matrizen ist; dann bilden sie eine Gruppe
von der Ordnung g. Denn die Eigenschaften I, IT und III* sind er-
fiilllt; aus AB = AC folgt: A-1AB= A-'AC, also B=C.
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Die Permutationsgruppen und die monomialen Gruppen lassen
sich als Spezialfille der Substitutionsgruppen auffassen. Z.B. ist die

Permutation
()
Xy Xy

gleichbedeutend mit der Substitution

. 01\ .
deren Matrix (1 0) 1st.

Es entstehen nun zwei Fundamentalprobleme:

1. Gegeben ist eine abstrakie Gruppe. Man soll alle Darstellungen
derselben durch Matrizen angeben.

2. Gegeben ist der Grad der Matrizen. Man solle alle endlichen

Gruppen, welche durch Matrizen dieses Grades dargestellt werden kinnen,
angeben.

Das erste Problem wird den Gegenstand der folgenden Para-
graphen bilden. Die Theorie ist von Frobenius entwickelt worden.
Das zweite Problem ist noch weit von der Losung entfernt, doch
werden wir immerhin einige wichtige Sitze zu entwickeln haben.

Aus jeder Substitutionsgruppe E, A, B, ... kann man im all-
gemeinen unendlich viele neue ableiten, indem man die Matrizen
durch eine feste Matrix transformiert. Die Matrizen

S1ES=FE, S-'4S, S—!BS,

bilden in der Tat eine mit E, A4, B, ... homomorphe Gruppe,
denn aus

AB = C folgt: S-14S.S-1BS=S-"14BS=S"1CS.

Die Zuordnung 4 ->S-14S liefert den Homomorphismus. Zwei
solche Substitutionsgruppen heilen dquivalent. Es ist offenbar
fir die beiden Probleme nur nétig, aus jedem System 4quivalenter
Gruppen einen Reprisentanten zu betrachten. Diese einfachen Uber-
legungen gestatten bereits, fiir zyklische Gruppen das Problem 1
vollig zu 16sen. Ist A, A% ..., A*= 1 die Gruppe von der Ord-
nung a, so erhdlt man eine Darstellung durch Substitutionen vom
Grade 1, indem man unter 4 die Substitution x’=— ex versteht, wo-
bei ¢ eine beliebige a-te Einheitswurzel bedeutet. Setzt man ¢ =1,
so erhdlt man die identische Darstellung x’ = x, welche jedem Ele-
ment die Matrix (1) zuordnet. AuBer diesen gibt es noch a —1
weitere, entsprechend den iibrigen Wurzeln von x¢= 1. Ist ¢ eine
primitive g-te Einheitswurzel, so kann man die a verschiedenen Dar-
stellungen vom Grade 1 in folgendes Schema bringen:
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E | a | a4 o 4
I, ! 1 1 ' ' 1
F 1 & 6?' | e 1 ga—1 (1)
r, ‘ ; &% et i R
' \ e
1 ! g1 l] 2(a-1) 1 ce ! £a—1 (@-1

Die Emhextswurzeln einer Zeile bilden jeweils eine Darstellung
der Gruppe, die wir mit I, ... bezeichnen. In dieser Weise an-
geordnet, bilden die a Darstellungen cine quadratische Matrix, eine
Tatsache, die auch bei allgemeinen Gruppen wiederum zum Vorschein
kommen wird.

Ist nunmehr eine Darstellung I" von hoherem Grade gegeben,
so 1aBt sich die dem Element A entsprechende Matrix transformieren
auf die Form:

& 0 .01
a= 00
10 0 ... &n

A und seine simtlichen Potenzen haben die Diagonalform und man
wird fiiglich diese Darstellung als Summe der n Darstellungen (c),
(¢%), ... bezeichnen koénnen:

=Ty +Ij+...+ L.
Diese Definition der Summe von Darstellungen hat mit derjenigen

der Summe von Matrizen nichts zu tun. Man erhilt nun alle Dar-
stellungen der zyklischen Gruppe, indem man die Summe bildet:

golo+e I+ - +g-1lo1=1T, (2)
wobei g; ganze positive Zahlen sind, und I" durch eine beliebige Sub-
stitution vom Grade g, 4-g, + ...+ go—1 transformiert. I,..., Iy
heiBen die irreduziblen Darstellungen der Gruppe und die Formel (2)
besagt, daB I" den irreduziblen Bestandteil I'; genau g;-mal enthalt.

Es ist nun die Frage, ob man fiir I die irreduziblen Bestandteile
angeben kann, ohne I' auf die Diagonalform zu transformieven. Stellt
4 eine beliebige Matrix von der Ordnung a dar, so ist die Summe
der charakteristischen Wurzeln gegeben durch den Ausdruck

a11+a22+~~'+a”n;
denn die charakteristische Gleichung von A4 ist:
] A—tE : = (”‘ 1)””’{‘ (_ 1)n‘ltn_l(“11 + g 4.+ ann) +
Wenn nun die irreduziblen Bestandteile der Darstellung E, A,
A% ... durch g, I’y ...+ g,—1 ',y gegeben sind, wenn wir ferner
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die Summe der Koeffizienten der Hauptdiagonale in E, A, A%, ... mit
n, =M, My, ..., He bezeichnen, so gelten die Gleichungen:
g0+g1’5‘ b Gar=my,
gO + £g1 '%— ce >+— Ea_lga—l = My,
! — | - -1 —
g+ &g .. Ve lg, =y, .
Hieraus berechnen sich die Zahlen in g, ..., g,—; in folgender
Weise:
a-gy =1y + Ny 4 ey,
a-gg=mn +eln, L ..g7@ Dy ,

a-go1=mn, 4@ Ny, . fgle-Nl-Dy
womit die Aufgabe gelost ist. Bereits durch die Summe der Diagonal-
koeffizienten der Matrizen ist also die Darstellung bestimmt und zwei
Darstellungen, fiir welche diese Zahlen iibereinstimmen, sind aqui-
valent.

n

Definition: Man nennt Na;; den Charakter y(A) der Matrix
i=1

A= (aik), und die Gesamtheit der Charaktere dev Matrizen einer Gruppe

heift das Charakterensystem der Substitutionsgruppe.
Wir haben also fiir zyklische Gruppen den Satz bewiesen:

Satz 98: Zwer Darstellungen einer zyklischen Gruppe sind dann
und nur dann dquivalent, wenn sie dasselbe Charakierensystem besitzen.

Denn sie lassen sich auf dieselbe Diagonalform transformieren.

§ 42. Reduzible und irreduzible Substitutionsgruppen.

Definition: Eine Substitutionsgruppe heiBt reduzibel, wenn sie
sich so transformieren 14Bt, dall ihre Matrizen simtlich die Gestalt

haben: ; ; :
4= P Q

L0 R

wobei P eine quadratische Matrix vom Grade #,, R eine ebensolche
vom Grade n, (n, 4 n, =mn), und Q eine rechteckige Matrix von n,
Zeilen und Ny Spalten darstellt, wiahrend O eine Matrix mit n, Zeilen
und #, Spalten bedeutet, deren Koeffizienten simtlich 0 sind. Ubt
man sie auf die Variablen %y, --- %, aus, so werden die n, letzten
nur unter sich substituiert. Daraus folgt, daB das Produkt zweier
derartiger Matrizen (mit gleichem n, resp. n,) wiederum eine solche

Matrix ist.
1¥a'A

Ist speziell 4’ die Matrix (ﬁ RQ,), wobei die zugehorigen Zahlen

/ / 4
wieder n, und 7, sein sollen, so wird 44’ = (Pg) PQR_;,QR)
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Nimmt man also aus jeder Matrix den Bestandteil P resp. R
gesondert, so bilden auch sie eine Gruppe, die isomorph ist mit der
wrspriinglichen Gruppe. Ist Q nicht iberall die Nullmatrix, so heiBt
die Gruppe halb reduziert, sonst ganz reduziert. Es gilt nun der

Fundamentalsatz 99): Jede halbreduzierte endliche Gruppe ist dqui-
valent mit einer ganz reduzierten.

Beweis: Wir beginnen mit reellen Gruppen vom Grade n. Ubt
man ihre g Substitutionen E, 4, B ... auf die quadratische Form

R o 2 S S
aus und addiert die so erhaltenen Formen, so erhilt man eine posi-
tive definite quadratische Form von % ,..., > die sich nicht dndert,
wenn man eine beliebige Substitution der Gruppe auf sie ausiibt. Wir
bezeichnen sie mit

n
f=2ogxx (=0,
i, k=1

. o - . ) .
Der Koeffizient. von x;* ist ¢;;, derjenige von x;x, (1 = &) ist 2¢;,.
Bildet man nun

1
71(“11-”1 x4 - “lnxn>2’
1

so stimmen diejenigen Terme, die x, enthalten, iiberein mit den ent-
sprechenden in f, daher wird:

1 2 (
f= g @ty o g ) g, o 5,),

wobei g eine quadratische Form der Variablen Kos-oos X, ISt
Setzt man
1
yl =T (“11x1 + ot +u1nx'n> ’
. Ve,
so ist

f=92+g® -x,).
Auf g kann man dasselbe Verfahren ausiiben und fortfahren, bis
schlieBlich f iibergefiihrt ist in y,* 4+ v,> -+ ... 4y 2. Die hierbei

i

benutzte Substitution hat offenbar die Gestalt:

J— . 1
Vi = S11% T Spe ¥+ -+ Sin¥n>
Y, = SgaXe 1 oo S, %

2 2n"n’
Yo = SpunZn -
Wir bezeichnen sie mit 7-1.

1) H. Maschke: Beweis des Satzes, daf diejenigen endlichen linearen Sub-
stitutionsgruppen, in welchen einige durchgehends verschwindende Koeffizienten
auftreten, intransitiv sind. Math. Ann. 52, S. 363. 1899.
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Es ist also f die Summe der Quadrate von n Linearformen. Keine der-
selben kann verschwinden, denn sonst gibe es auBer x, =, =... = x,=0
noch weitere Wertesysteme der Variablen x, fiir welche f= 0 wire,
was ausgeschlossen ist, da dies fir den Summanden x*-4- ... 4« ?
nicht gilt und alle weiteren nur positive Werte annehmen koénnen.
Die Substitution 7-! gibt nach den x aufgelost eine solche von
gleicher Gestalt,

C Y eVt T Y
\_’ = tlly‘l T ° + t‘lnyn’ T
X“ = Zfn'ny'n °

Die Substitutionsgruppe
E. T-'47T, T-'BT,
1aBt nun y,* 4 ... — y * ungeidndert, man nennt sie eine orthogonale
Gruppe, und wir haben den Satz bewiesen:

Satz 100: Jede endliche reelle Substitutionsgruppe ist dquivalent
mit einer orthogonalen Substitutionsgruppe.

Ist 4 = <€IQ€> halbreduziert, so gilt dasselbe auch von 7T-147T,

denn T und 7-1 sind halbreduziert, wir brauchen also den Satz 99 nur
fir orthogonale halbreduzierte Substitutionsgruppen zu beweisen, und

hier zeigt sich nun, daf solche stets ganz reduziert sind. Wenn A
orthogonal ist, so gelten die Beziehungen:

Daj =1, 21“11«”11.— =0, v 1,
k=1

d. h. setzt man A Zeile mit Zeile mit sich selbst zusammen, so er-
hidlt man die Einheitsmatrix; oder anders ausgedriickt: die zu A
inverse Matrix ist die {ransponierte Matrix A°. Nun hat die inverse

Matrix dieselbe halbreduzierte Form: A-! = <0 I%)’ die transponierte

dagegen ist (‘gg 180> und daraus folgt, daB (" die Nullmatrix ist,
w. z. b. w.

Um den Satz 99 auch fiir komplexe Gruppen zu beweisen, benutzt
man das Hilfsmittel der Hermiteschen Formen. Zugleich mit I" bildet
auch das aus den konjugiert imaginaren Matrizen bestehende System
eine Gruppe I}, denn aus 4B = C folgt A B = C, wobei allgemein A
die zu A konjugiert imaginare Matrix bedeutet. Man benutzt nun
zwei Reihen von je » Variablen: x ,...,x, und %,,...,%, und bildet
den Ausdruck

M A XXyt X
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Erteilt man x; stets den konjugierten Wert zu x;, so stellt diese Form
nur positive reelle Zahlen dar und sie verschwindet bloB fiir

Xy =X=...=% =0.
Ubt man nun auf die Variablen Xyseeor X, die Substitution A4,
auf x,, ... x, gleichzeitig 4 aus, so geht die Form iiber in:
n
Saant 0 8) @t o 8,5,

und diese Form hat die Gestalt:

oy
2 lk Kk’
%, k=1

wobei 7, =7,; ist. Eine solche Form heipt eine Hermitesche Form.
Summiert man uber alle Formen, die man erhilt, wenn man A
die Substitutionen von I' durchlaufen 1iBt, so erhilt man eine Her-
mitesche Form:
= 2“;;; X%, W, = G, also «;; reell.
%, k=1
Sie kann nur verschwinden, wenn alle Variablen 0 sind und nimmt
sonst lauter positive Werte an. Entsprechend dem reellen Fall erkennt
man, daB
(f‘n Xy b gy Xy o b X,) (6 Xy g Xy £ X,
in denjenigen Termen mit ¢, f libereinstimmt, die x, oder x, ent
halten. Daher wird

(“u L F e e x) (e X e, )

bloB noch von den Variablenreihen «,...x,, %,...x, abhingen.
Fiihrt man daher die beiden konjugiert imagindren Substitutionen aus:

1, . l
Y17 ;'7 (“1131 + .o+ G %,
11
und
_ 1, - _
Y= ;,"—(’;T(“uxl Tt ‘xmxn)r
11

so geht f tber iny,y, +g(x,...%,, x,...%,). Dabei ist g wiederum

n

eine Hermitesche Form, und indem man fortfiahrt, wird f zu

e R R
Eine Substitution, welche diese Form ungeindert 1iBt, heiBt eine
unitdre Substitution. Man kann sie auch durch die Eigenschaft definieren,
daB die zu ihrer Matrix inverse Matrix die transponierte der konjugiert
umagindren Matrix ist. Man gelangt nun genau wie im reellen Fall
zum Ziel.
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Eine ganz reduzierte Gruppe, deren Matrizen die Gestalt haben:

A :(Al 0)
0 4,

ist bereits bestimmt durch die beiden Bestandteile:
I'=E, . d4,.B,.... uwnd I,=L,, 4,, B,, ...
Wir bezeichnen sie mit I'=1I", - T, .
Es ist moglich, dal I', sich weiter reduzieren liBt, aber wenn
man fortfihrt, gelangt man stets zu einem Ende, indem man Gruppen
erhalt, die sich nicht weiter reduzieren lassen. Solche Substitutions-

gruppen heillen irreduzibel. und wir kénnen das Resultat zusammen-
fassen in den

Satz 101: Jede endliche Substitutionsgruppe ist entweder irre-
duzibel oder vollstindig reduzibel auf eine Summe irreduzibler Gruppen.

Enthilt I" vollstindig reduziert die irreduziblen Bestandteile I,
je m;-mal (=1, ..., 7). so schreibt man

, v _—
Is=n I' b0, Iy ... 4 n T .
Wir beweisen noch den

Satz 102: Die irreduziblen Bestandieile einer Abelschen Substi-
tutionsgruppe sind simtlich vom Grade 1. Sie lift sich transformieren
in eine Gruppe, deren Matrizen similich die Diagonalform haben.

Beweis: Wir benutzen vollstindige Induktion, indem wir den
Satz als bewiesen annehmen fiir Gruppen, deren Grad kleiner als # ist.

I" sei also eine Abelsche Gruppe, die nicht in reduzierter Form
gegeben ist. Dann gibt es eine Matrix 4 in I", die mindestens zwei
verschiedene charakteristische Wurzeln besitzt, und wir nehmen an,
daBl A in Diagonalform erscheint. Die Koeffizienten in der Haupt-
diagonale von A seien der Reihe nach (81’89’ ...,sn). Durch eine
weitere Transformation, welche auf eine bloBe Vertauschung der
Variablen herauskommt, kann man erreichen, daB in der Haupt-
diagonalen zuerst alle Wurzeln kommen, die gleich &, sind, wihrend
die iibrigen von ¢, verschieden sind. Es sei also

= p— e ) \
£ =8y = ... &, & Feg 1> m.

Nunmehr sei B eine beliebige Matrix von I". Dann wird 4B =B A,
also:

(&, b)) = &;0;,).
d. h.
b = &0y
Ist also & = &, SO wird b;,, = 0, insbesondere ist bn.- = 0, sobald
1 <m k>m
oder

1°~m k< m.
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d. h. aber, daB B ganz reduziert ist, ndmlich Summe zweier quadratischer
Matrizen vom Grade m und # —m. Da B eine beliebige Matrix
von I ist, so ist auch I reduziert. Auf jeden der beiden Bestand-
teile kann man das Verfahren fortsetzen, bis voéllige Reduktion auf
die Diagonalform erreicht ist.

§ 43. Die Fundamentalrelationen der Koeffizienten irre-
duzibler Substitutionsgruppen.

Im vorigen Paragraphen wurde gezeigt, daB jede Substitutions-
gruppe auf irreduzible Bestandteile reduziert werden kann. Unsere
Aufgabe ist nun die Untersuchung dieser letzteren, und dabei zeigt
sich die merkwiirdige Tatsache, daB ihre Koeffizienten einer Reihe
von Relationen geniigen, die ganz verschieden sind von den Relationen,
welche durch die Zusammensetzung der Matrizen und die Gruppen-
eigenschaft bedingt sind.

Jede Gruppe besitzt als irreduzible Darstellung die identische
Gruppe [}, deren Matrizen simtlich aus (1) bestehen. Nunmehr sei
I'=E, 4, B, ... eine Darstellung der abstrakten Gruppe ©.

Aus ihr leiten wir sofort eine neue Darstellung ab in folgender
Weise: Transponiert man die Matrizen 4 und B (d. h. vertauscht man
die Zeilen mit den Kolonnen), und bezeichnet man allgemein mit S°
die zu S transponierte Matrix, so folgt aus 4 B =C die andere
Gleichung B® A = C°. Andrerseits gilt auch B-! 4-1 = C-!. Bildet
man daher zu jeder Matrix S die Matrix S, = S°-1, indem man nach-
einander transponiert und zur inversen iibergeht (diese beiden Ope-
rationen sind vertauschbar), so folgt aus 4 B = C wiederum A B, =C,.
Wir bezeichnen die Gruppe I',, deren Matrizen aus E, A, B,, ... be-
stehen als die zu I'" adjungierte Substitutionsgruppe.

Satz 103: Das Charakterensystem vom I, ist komjugiert imagindr
z2u demjenigen von I.

Beweis: Wir zeigen, daB y (A4) konjugiert imaginir zu 7(4,)
ist in folgender Weise: Es gilt zunichst 7 (A)=y(A°), ferner ist
7 (A~1) konjugiert imaginir zu 7(A4), denn sei A auf Diagonal-

fe,0...0] [e10...0
form reduziert — |0 & -.- 0 , so wird 4-1 — | 0&1'... 0
OO"'EuJ 0..... (_,IIJ

und da die Zahlen ¢ Einheitswurzeln sind, so stimmt ¢=! mit der
konjugiert imaginiren Zahl zu ¢ iiberein.

Die Adjungierte der Adjungierten Gruppe stimmt mit der urspriing-
lichen Gruppe iiberein: I',, = I', wie ohne weiteres aus der Definition
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folgt, wenn wir beriicksichtigen, daB Transposition und Inversion ver-
tauschbare Operationen von der Ordnung 2 sind.

Sind I'" und I” zwei beliebige Darstellungen von &, so 1aBt sich
aus ihnen in einfacher Weise eine neue Darstellung zusammensetzen.

Die Matrizen von I'resp. I'" seien E, A, B, ... resp. E', A", B, ...
und E, E’ resp. A, A" usw. seien jeweils Darstellungen desselben
Elementes von . Die Grade von I" und I” seien # und #'. Wir
bilden nun zwei Reihen von Variablen %,, ..., x, und Vis e V- Auf
die x; werden nur Substitutionen von I’ und auf die y; nur die ent-
sprechenden von I" angewendet. Bildet man die simtlichen Produkte
Xy Vs Ko ¥y ooos XpVys Xy Vo oo X Vas oo Xy Yn's oo X, Y und bt
man auf die Variablen 4 resp. A’ aus, so erfahren die Produkte selbst
eine lineare Substitution, und zwar gilt folgende Beziehung:

Ist A gegeben durch

n
’ \7 .
x; ‘“.—laijl.i (1=1,...,n)
i=
und A’ gegeben durch
n
vi = Yagy (k=1,....%)
1=1
so wird:
, n n
! Y ’ .
xve =2 Xaijagi %y
i=1 i=1

Zu jedem Paar von entsprechenden Substitutionen aus I’ und I
gehort also eine bestimmte Substitution vom Grade n#' und diese
bilden eine mit @& isomorphe Gruppe. Wir bezeichnen diese Dar-
stellung von @& als die durch Komposition von I' und I"' entstandene
Darstellung I'I". Vertauscht man I" und I”, so erhalt man eine
dquivalente Substitutionsgruppe, denn das kommt darauf hinaus, daB
man die Produkte in folgender Reihenfolge aufschreibt:

yl xl’ y';' xl’ M yn xl’ yl x?’ e
Dies ist aber nur eine Vertauschung der Substitutionsvariablen.

Wir beweisen nunmehr den

Satz 104: Sind I' und I'" zwei irreduzible Substitutionsgruppen,
und tst I' nicht dquivalent mit I',, so gibt es keine bilineare Form
der Variablen %, ..., x, und y,, ..., ¥, , die stets invariant bleibt, wenn
auf die beiden Variablenveihen irgend zwei entsprechende Substitutionen
von I und I"' ausgeiibt werden.

n n
Beweis: Jede Bilinearform .L‘;I;Elrikxiysz 1at sich durch
i=1 k=
lineare Substitutionen auf eine Normalform transformieren. In der

Tat, man bilde

(711 Xy ‘i’ 721 %o '%" s + 7h1 xu) (711 Y1 “}“ s ‘}" "1n' yn')'
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Dieses Produkt stimmt in denjenigen Termen, die x, oder y,
enthalten, mit 7, f lberein. Hierbei darf man voraussetzen, daB
7'11 %+ 0 ist. Denn sonst sei rikéf: 0; vertauscht man nun ¥, mit x;
und y, mit y,, so wird 7,, zum Koeffizienten von x, y,. Dabei haben
die beiden Variabelnreihen nur unter sich eine Substitution erfahren.

Setzt man
1 ‘
= (P04 oo 7 x) = 1y
Vi
1 L
I (ryayy o i yw) =y,
V71

so kann man f so schreiben:

Uy 0y 8 (Xgy s Xy Vo oo s V0 e
Indem man dieses Verfahren fortsetzt, erkennt man, daB sich die
Bilinearform stets in der Gestalt annehmen 14Bt:
6 Y e XY,

wobei natiirlich » <#n, » < #' ist.

Nun sei (¢;,) eine Substitution von I" und (a/;) die entsprechende
von 1.

In der invarianten Form x,y, ...+ «x, vy, ilben wir zunichst

I

blof3 die Substitution (aik) auf die Variabeln x aus und erhalten:

n n n
Y Lo N N
Y1 %“u’xi ~ Y leya‘zixi T yr%arixi'

Diese Form ordnen wir nach den x:

T r r
%1 %j“uyiﬁ“xe lvaiiyi+"‘ -+ xnzl?ainyi'

Uben wir nun auf die Variabeln y die Substitution (aix) aus, so
mufl die urspriingliche Form x,y, 4-... - y_ entstehen. Vergleicht
man die Koeffizienten von x,,..., x,, so findet man, daB (afz) die »
Linearformen

T . g
i:\;au v;' bis if\; air Vi

tiberfiihrt in y, bis y .
Ist » < #/, so ist also I" reduzibel. Dasselbe beweist man fiir I,

falls » < n ist. Es wird also » =#=n" und I" =T

Satz 105: Sind I' und I"" zwei trreduzible Darstellungen von @, so
enthdlt die komponierte Substitutionsgruppe I'I" nach vollstindiger
Reduktion die identische Darstellung genau einmal oder wnicht, je nach-
dem I" mit I'' dquivalent ist oder nichi.

Beweis: Wenn eine beliebige Substitutionsgruppe die identische
Darstellung genau 7-mal enthalt, so gibt es nach Satz 101 genau 7
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unabhingige lineare Formen der Substitutionsvariablen, die invariant
sind gegeniiber den Substitutionen der Gruppe. In I'T” bestehen
die Substitutionsvariablen aus den Produkten x,y, und es miiite 7
unabhingige invariante Bilinearformen geben. Ist also I” nicht
dquivalent mit [, so ist » =0, womit ein Teil des Satzes be-
wiesen ist.

Nun moége fir I'und I', auBer f=x,y, +... %, y, auch noch
g :Z f\zr“‘ ¥;y, invariant sein; dann 1dBt sich ¢ nach dem Beweis zu
Satz 104 durch zwei Substitutionen auf die Variabelnreihen x und y
in die Gestalt f transformieren. Sind 4 und 4’ die Substitutions-
determinanten, so wird die ,Determinante“ von g: |7, |=7 nach
der Substitution zu drd’. Nun ist aber die Determinante von f gleich 1.
daher ist dvd’ = 1 und r 3= 0. Es kann also keine invariante Bilinear-
form geben, deren Determinante = 0 ist. Mit g und f ist auch g —¢f
invariant, unter ¢ eine beliebige Konstante verstanden. Die Deter-
minante dieser Form ist

(Ofirs =%
“i T Ut fiir i = £
und man kann { so bestimmen, daB sie verschwindet, ohne daB3 die
ganze Matrix zur Nullmatrix wird. Also gibt es bloB eine invariante
Bilinearform und deren Multipla: C f.

Aus diesem Satze folgen die grundlegenden Relationen, denen
die Koeffizienten irreduzibler Substitutionsgruppen geniigen. Bezeichnen
wir das System (e;,, a,,, b;,,...) der Koeffizienten, die an der Stelle
(i k) in allen Matrizen von I” auftreten, als eine Stellenzeile, so konnen
wir sagen, dall alle Relationen bilineare Verbindungen (skalare Pro-
dukte) von Stellenzeilen enthalten.

T — by

Derartige Summen bezeichnen wir mit
2.
S
worunter also die Summe iber alle Elemente E, 4, B,... von &
verstanden ist.
Die grundlegenden Relationen sind enthalten in folgendem

Satz 106: Ist I'’ wicht dquivalent mit I,, so bestehen zwischen
den Koeffizienten von I und I'' die Gleichungen :

’
> SikStm = 0.
s
Zwischen 1" und 1, bestehen die Gleichungen
_}:siks{k:% und ZSiksl’m =0,
s S

o die

sobald (Im) verschieden ist von (ik). n bedeutet den Grad, g

Ordnung von I

Speiser, Gruppentheorie. 8
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Beweis: Ubt man auf x;y, die Substitutionen von I" und I
der Reihe nach aus und addiert die Bilinearformen, so muB} im ersten
Fall die Summe identisch verschwinden, im zweiten Fall kann auch
die Form C(x,y, -+ ...+ x,v,) herauskommen. Die Form lautet nun,

wenn man Zs”‘slm mit s,,, — bezeichnet:

2/ Zszklm xkym

k=1m=1

Daher muB3 im ersten Fall stets S;xim = O sein, womit die 1. Aussage
des Satzes bewiesen ist. Im zweiten Fall miissen jedenfalls die
Koeffizienten von x,y, (k == m) verschwinden, d. h.

Sirim = 0 (k == m).

Ferner muB} sein:

S S

i1l = Sigre = - = Sjw
wobei noch offenbleibt, ob der Wert 0 ist oder nicht. Nun gelten

aber fiir die Zahlen s,,, ~die Beziehungen:

S =S

iklm mlki’

In der Tat stimmt der Koeffizient Sik in S nach Definition iiber-
ein mit dem Koeffizienten an der Stelle (kz) in S,—l, ebenso. derjenige
von S-1 an der Stelle (lm) mit dem Koeffizienten von S, an der

Stelle (m1).
Man kann daher setzen:

2811, im _sgsléi Smi

und, da die Summationsfolge keinen EinfluB hat auf die Summe,
so wird:

S =S

ikilm mlki®

Hieraus folgt sofort, dal auch fiir 7 &=/ stets s;,,, =0 ist. Also
sind gewi nur die Zahlen s, ., == 0, und zwar haben sie alle den-

tkik
selben Wert, denn aus
Siti1 = Sigie T - T Sipin
folgt:
S1i1i = Sagai = -+ = Spiniv

woraus unsere Behauptung ersichtlich wird.

Um den gemeinsamen Wert dieser GréBen zu bestimmen, zichen
wir eine Folgerung aus dem bewiesenen 1. Teil des Satzes.

Dieser besagt folgendes: Sind E, 4, B, ... die Matrizen von I" und
ist e/ e a/,, b/ eine Stellenzeile aus I, wobei I" nicht dquivalent

ks v
ist mit I',, so gilt die Beziehung:

e/ \E+a/,A+b/,B+...=0.
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Hieraus folgt

Satz 107: Ist I' verschieden von der identischen Darstellung, so
verschwindet die Summe der Matrizen von I und also auch die Summe
der Charaktere.

n
In I'T, ist die Summe der Charaktere offenbar s
i=1

. i Anderer-

seits enthalt diese Darstellung die identische Darstellung genau einmal,
daher ist diese Summe = g¢. Daraus folgt:
S1111 7= 0

womit auch der zweite Teil von Satz 106 bewiesen ist.

11. Kapitel.
Gruppencharaktere.

§ 44. Aquivalenz von Substitutionsgruppen.

Satz 108: Sind I" und I'' zwei trreduzible Darstellungen von ©,
so besteht zwischen den beiden Charaktersystemen die Gleichung:

%’x(S)x'(S‘l):{

Beweis: Yy (S)y’(S) ist nach der Bezeichnungsweise des Satzes
S

0 wenn I" nicht dquivalent mit I,
g wenn I' dquivalent mit T

n n
106 gleich }' 's,... und diese Terme sind siamtlich 0, auBer wenn
i=1 k=1
I mit I, dquivalent ist, und fiir I =TI, ist
0 fir 1%

Siike = ‘l g fiir {=—~£F
n

Ist 4'(S) Charakter von I", so wird die konjugiert imaginire Zahl
% (S) nach Satz 103 gleich dem Charakter von I/ und es gilt
7 (S)=%'(S~Y). Daher ist die Summe nur dann von 0O verschieden,
wenn I/ mit I, also I” mit I" 4quivalent ist.

Satz 109: Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Aquivalenz zweier trreduziblen Darstellungen besteht in der Gleichheit
des Charaktersystems.

Beweis: Durch Transformation dndert sich der Charakter einer
Matrix nicht, daher ist Gleichheit des Charakterensystems eine not-
wendige Bedingung. Nunmehr seien I" und I"’ zwei irreduzible Dar-
stellungen mit demselben Charakterensystem y(S)(S=E, 4,...).
I’ ist adjungierte Darstellung von I',, daher gilt: Yy (S)7(S)=¢g.

S

Da y auch Charakter von I ist, so folgt, daB I Aquivalent mit I
_%
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ist. Man hat bloB im vorigen Satz I, unter I' zu verstehen, also

I' unter I', und den zweiten Fall zu bertcksichtigen.

Satz 110: Eine reduzible Darstellung von ® liffit sich auf eine
und nur eine Weise als Summe trreduzibler Bestandteile darstellen.

Beweis: Sei
IFs=cIy+cl,+...+c, I =c¢/'I,+...—¢/T,.
Bezeichnen wir die Charaktere von I' mit y, diejenigen von I’; mit
z®, so gilt allgemein fiir jedes Element von :

g = 612(1) + Cel(e) ... crx(n _ lez(l) + ... +C’~/Zm,
Daraus wird weiter, wegen Satz 108:
22S)x0(S™) =g =¢c/¢.

’

also C;=C;-

Satz 111: Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Aquivalenz zweier Darstellungen von & besteht in der Gleichheit ihres
Charaktersystems.

Beweis: Zunichst ist die Bedingung notwendig. Sie ist-aber
auch hinreichend, denn wie im vorigen Beweis folgt, dal3 die beiden
Darstellungen dieselben irreduziblen Bestandteile besitzen, sie lassen
sich also in dieselbe vollstindig reduzierte Gestalt transformieren und
sind daher &dquivalent.

§ 45. Weitere Relationen zwischen den Gruppen-
charakteren.

In § 6 haben wir eine Einteilung der Elemente einer Gruppe
in Klassen kennen gelernt. Wir bezeichnen die Klassen mit
€, €y ..., €, und die Anzahl der Elemente in §; sei z,. Wenn

aus den Elementen Alm, A A,gl:’ besteht, so schreiben wir:
€, = A{i) e A,(f.’. Man kann nun das Produkt ¢, €, definieren als:
) (@) 1 4 (k (O
@ - : ®) L C ® 4 (k)
(A ) (A0 A dp) = 8 Y A A

l=1 m=1
und diese neue Summe ist wiederum eine Summe von Klassen, denn
transformiert man die linke Seite durch ein beliebiges Element, so
erfahren die Elemente jeder Klammer unter sich eine Permutation.
Indem wir rechts abzdhlen, wie oft jedes Element auftritt, erhalten
wir die Gleichung: ,
¢ = lgjlcikl@l’

wobei die Koeffizienten ¢ ganze positive Zahlen oder 0 sind. Mit
Hilfe dieser Koeffizienten lassen sich nun Gleichungen definieren,
denen die Charaktere jedes Systems geniigen.
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Wir bemerken zunichst, daBl unter den Charakteren Z(S) einer
Darstellung von & hochstens 7 verschiedene vorkommen, denn die
Matrizen derselben Klasse von & besitzen denselben Charakter. Zu
jeder Klasse gehért ein Wert von y und wir setzen y(4) = %, wenn
A zu @, gehort. Speziell wird y(E) =y, =n.

Alsdann lassen sich die Relationen von Satz 108 auch so schreiben:
r . ’

Nhgarl = {0 o LT
> X =17

1=1
Ferner gelten die weiteren Beziehungen:

Satz 112: Zwischen den Charakieven einer irveduziblen Dayrstellung
von & gelten die Gleichungen:
hize Bax oo R

ikt

no X = 71 -1t

T
oder Jy .y =11 Y €y x,-
=1

Beweis: Die Stellenzeilen (¢;,, a;,,...) einer irreduziblen Dar-
stellung I" sind linear unabhingig, denn wenn eine Relation
n
i.'kl:’;[“‘s“‘:o (s=e,a,b, ...
bestinde, so multipliziere man die linke Seite mit s, (s =¢,a, b, ...)
und addiere. Wegen Satz 106 folgt u,, = 0. Genau gleich beweist
man, daB alle Koeffizienten verschwinden. Daraus folgt, daB man in
der Matrix:
Exg+ dxg-- .. = (Ns;, 25) =M
S

die Variablen x so bestimmen kann, daB sie einer beliebigen Matrix
von #? Zahlenkoeffizienten gleich wird. Nun sei die Matrix N mit
allen Matrizen von I’ vertauschbar, dann ist sie auch mit M und
daher mit jeder Matrix vom Grade # vertauschbar. Nimmt man
speziell eine Diagonalmatrix mit »n verschiedenen Koeffizienten

[0 0. anJ
so folgt aus M'N -~ N M’, daB N eine Diagonalmatrix sein muB,

und nimmt man weiter eine Matrix von der Gestalt:

111 ...1
010...0
M 001...0

so erkennt man aus M” N = N M"” daB N die Gestalt hat ¢ E.



118 11. Kap. Gruppencharaktere,

Bildet man die Summe aller Matrizen der Klasse ;. so erhalt
man eine Matrix, die wir mit C; bezeichnen. (C; ist nun mit allen
Matrizen von I vertauschbar, weil die Elemente einer Klasse bei
Transformation mit einem beliebigen Element der Gruppe nur eine
Vertauschung erleiden. Daher wird C;, = #,E und hieraus folgt weiter,
daB die % den Gleichungen geniigen:

r
S\
;0. = = Cirr M-

Der Charakter vonC; ist # #, = x, #,. Andererseits ist er auch die Summe
der Charaktere der k; Matrizen der Klasse, also = k, y,. Daraus folgt:

2 M; = h; ;- oder 3, = B 14
X1

, womit der Satz bewiesen ist.

Man kann auch zwischen den Charakteren der Matrizen, die in
den verschiedenen irreduziblen Darstellungen zum selben Element ge-
horen, Relationen angeben.

Seien I, ..., I, Reprisentanten der verschiedenen irreduziblen
Darstellungen und sei die vollstindige Reduktion von I I', durch

folgende Formeln gegeben:
-
I,r, :l%lgimpr

Der Charakter der zum Element 4 gehérigen Matrix in II7 ist
Produkt der entsprechenden Charaktere in I und I, daher wird

20(S) 2 (S) :I_Zlgmx(n (S),
oder:

-
ij Xj(k) =2 gikzljm G=1,....7)
=1

Es bleibt bloB noch iibrig, 7, die Anzahl der nicht dquivalenten Dar-
stellungen, zu bestimmen. Bis jetzt konnen wir bloB sagen, daf
7' < 7ist. Denn wire # > 7, so bestinde zwischen den »’ Charakteren-
systemen mindestens eine lineare Relation:

r’ .
Z’(xix;g“:O (k=1,...,7).
i=1
Multipliziert man sie mit z® (& = 1,...,7) und addiert, so folgt e; = 0.
Im nichsten Paragraphen werden wir zeigen, daB 7 = 7'

§ 46. Die Gruppendeterminante.

Die Quelle aller Darstellungen einer Gruppe ist diejenige durch
eine reguliire Permutationsgruppe, die man evhilt, indem man die
Elemente E, A, B,... rechts der Reihe n: - mit E, A, B, ...
multipliziert. Um die Gruppe leichter in Formeln darstellen zu



§ 46 Die Gruppendeterminante. 119

konnen, multipliziert man die Matrizen mit der zugehorigen Variablen
Xg, %4, --- und addiert sie. Dann erhalt man die folgende Matrix (vgl.
die Gruppentafel auf S. 4)

(xp_1q) P,Q=E,A.B,...
Diese Matrix heiBt die reguldre Gruppenmatrix, ihre Determinante die
reguliire Gruppendeterminante. In der Tat: Die erste Zeile lautet
offenbar xg, x4, xp, ..., fiir die zweite hat man ASxg in die Reihen-
folge E, A, B, ... zu bringen, d. h. S in die Reihenfolge A-1E, A-14,
A-1B, ... usw.

In dieser Darstellung ist y(E)=g, y(4)=0 fir A 4 E, da die
Permutationen, die zu den von E verschiedenen Elementen gehéren,
kein Element in Ruhe lassen. Wir bezeichnen diese Darstellung mit
IT und setzen sie vollstindig reduziert folgendermaBen an:

H=mnTI +4...4+n.1Tp.
Wenn wir die Charaktere links und rechts einander gleichsetzen, folgt:
r X Ofir4 £ E
Y 41 A0 A :!
12:/1%“{ (4) lgfi.irA:E.
Multipliziert man diese Gleichung mit @ (4-1) und addiert iiber alle
Matrizen 4, so erhadlt man rechts g.y@(E), links wegen Satz 108
n;g und hieraus: #, = y@(F). Hiermit sind nach der Methode vom

letzten Paragraphen die irreduziblen Bestandteile von II gefunden
und wir haben den

Satz 113: Die regulirve Darstellung II von & enthdlt jede trreduzible
Darstellung so oft, als deren Grad betrigi.

Zu jeder Klasse €, von Elementen gibt es eine Klasse, welche
aus den inversen Elementen von €, besteht. Wir bezeichnen sie mit
Gy und bemerken, daB 7-=3’ sein kann. @; und §; bestehen aus
gleichvielen, &; = hy, Elementen. €€, enthilt die Klasse ¢, =FE
genau A; mal, wihrend GG, (k4= 1’) €, nicht enthalt.

Hieraus folgt, dal3

O fir k=44
k1T {hi fir k=14'.

Summieren wir nun die Gleichungen von Satz 112:

’
(v) ) __ . ()
b by =20 gt
1=1

tiber alle Werte v =1,...,#, so folgt, da A, =1 ist:

0 fir &4’
gh, fir k=1

1

7 (
Sy = |
v=1 \
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und, da wir #; h, vor das Summationszeichen setzen konnen, erhalten
wir den
Satz 114: Zwischen den Charakteren bestehen folgende Relationen :
” 0 fir k1
210 = £ fir k=1,

Hieraus schlieBen wir, daB die » Reihen:
zil) 11(2) . Z:(lfl)
Zél) %52) lé?')
x(l) ' 1(2) .. _. ;(1:')
r r T
linear unabhingig sind und daraus weiter, daBl » <. In Verbindung
mit 7' <7 ergibt sich 7 ="
Satz 115: Die Anzahl der micht dquivalenten irreduziblen Dar-
stellungen von ®& ist gleich der Anzahl der Klassen der Elemente in .

§ 47. Ubersicht.

Um eine Ubersicht iiber die Relationen zwischen den Gruppen-
charakteren zu erhalten, bilden wir folgendes quadratische Schema:

¢, 6 ---- €

| ' ! i
L, 2® 2 e
I, 72 1;2’ e : 2':2’
Fr lir) | lér) e . x"f)

In jeder Zeile stehen die Charaktere einer irreduziblen Darstellung
nach den Klassen von ¢ geordnet, in jeder Spalte diejenigen, welche
zur selben Klasse von & gehoren, nach den verschiedenen Dar-
stellungen geordnet.

1. Zwischen den Zeilen bestehen die bilinearen Beziehungen:

!

Spgogo— [0 @FT

S PR
wobei @) den zu @ konjugiert imagindren Charakter bezeichnet,
d. h. den zur adjungierten Darstellung gehodrigen.

2. Zwischen den Spalten bestehen die Gleichungen:

, 0 k=14
N\ & (D) 8 (D) — Z .
=1 Ty X l-Z; B=1".
wobei 7. den zur inversen Klasse von y; gehorigen Charakter be-
zeichnet. Auch y; und y, sind konjugiert imaginar.
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3. Zwischen den Charakteren einer beliebigen Zeile bestehen die

Gleichungen:
r

bl gim. = 2 lx_lzciklhl;fl’

4. Zwischen den Charakteren einer Spalte bestehen die Glei-
chungen:

Z(u)l(v) = _(Tgwwl(w)_
w=1
Wir bemerken, daB3 1 und 2 auseinander folgen, wenn man den
Satz anwendet, daB3 zwei inverse Matrizen M und M-! vertauschbar
sind: MM—'=M-*M=FE.
In der Tat: bezeichnet man die Matrix
(7.(_”) 1=1,....7r
T v=1,.... 7

mit X, so wird X~! wegen der Relationen 1 gleich der transponierten
Matrix zu

/' h '

g
Bildet man nun X-'X, so erhilt man:
0 ik
1 1=%.

" b {
NV (0) A (0) —
2 ~{[

018

Nun ist z#) == y®. also:

0 1==¢%k
N\ (V) n(0) — »

was gerade die Formeln 2 sind.

Die GroBen ¢;,, sind gewissen einfach anzugebenden Beschrin-
kungen.unterworfen. So ist: Ciny = Cp;pp denn G, €, = €, €,. Ferner
wird, wie schon bemerkt,

(0 k=1
Cigr = ], h. kb ‘7 i’
(W R
Aubllerdem:
0 14k

511;1*’61;11:][1 l—Fk.
SchlieBlich gelten noch die komplizierten, aber fiir die Theorie der
hyperkomplexen Zahlen fundamentalen Beziehungen, welche aus dem
Bestehen der assoziativen Gesetze folgen: (€,€)) €, = €,(€;C,).
Es wird:
i I r T
(@ig,‘)sk /: G 6, Ay WC‘J,'/Cu;m@f

ijl —_— _— wm’
1 (=1 m=1
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Ebenso
r
¢; (@j@k,):lzz 1€ € 12 2/ € Ciam €
= =1 m=1
Daher:

r

2;'C'L.ylclkm = 2/ klctlm

=1
Hierbei ist vom Bestehen des kommutativen Gesetzes kein Gebrauch

gemacht.
Fir die GroBen g,,, gelten ganz entsprechende Gleichungen:

r r
8irt = 8rit l%:gijzgzkm %’ Eik18itm>
(0 k1

glkl:gkll:il E=1,
0 k=1
Stk =Ny p—i

Die Zahlen ¢;,, und g, ~ lassen sich durch die Charaktere aus-
driicken. So folgt aus:

h. hk y ) X(’”) — x () )’ hl %l(.)

()

T . 4 . . .
nach Multiplikation mit % und Summierung iiber :
z1

r (v)
Zi Z l
hh, §' o :c@.k,.g.

Ebenso findet man aus:
r
() o (V) — (w)
i % —.wé_;'lguvwxi

nach Multiplikation mit %, 7" und Summation iiber i:

r
( ( ) —
20 1= 8-

Aus dieser Gleichung ersieht man sofort, daB g, .= g ..
ferner gypuw = guwow = guw»- Da die rechte Seite reell ist, bleibt die
linke ungeédndert, wenn man alle Zahlen durch die konjugiert kom-
plexen, d. h. % durch #/, v durch v/, w’ durch w ersetzt und man er-
halt Suvw = Su' v’ w'-

Setzt man in der Relation 2. i =% =1, so wird % =1 und
man erhilt den '

Satz 116: Die Grade 3, ..., 7" der irveduziblen Darstellungen von
& geniigen der Gleichung:

ikl SRR S A UL
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Die Charaktere sind, als Summen von Einheitswurzeln, ganze

(v}
14e

algebraische Zahlen. Dasselbe gilt von den Ausdriicken o Denn
1
bezeichnen wir sie bei festgehaltenem v mit x,,...,x , so geniigen

sie den Gleichungen:
T
A P Y
XX, ~—l2, Cix1 %~
=1

Halten wir hierin den Index k& fest, so folgt in bekannter Weise aus
dem Bestehen der » Gleichungen i =1,...,7, daB x, der Gleichung
von ¢ genligen muB:

| _ !
| Cagr T b Oy s Cagr |
i . . |
e oo . C -
2k1 2k2 2kr !
} 1 =0.
| Crr1 Crie gy

Hierin ist (— 1)7 der Koeffizient von ¢, die iibrigen Koeffizienten sind
ganze rationale Zahlen. Die » Wurzeln dieser Gleichung sind die
7 Zahlen:

h 7 (v)
k™K
- (v=1, 7)
%
o
Multipliziert man die Zahl *' " mit 7z und summiert iiber i,
oY

o

so erhdlt man -?',,'). Nun muB die Summe ganzer Zahlen wiederum
751

eine ganze Zahl sein und wir erhalten den

Satz 117: Die Grade der irreduziblen Darstellungen von & sind
Teiler der Ordnung von &.

Wir betrachten noch die Darstellungen ersten Grades von .
Eine solche ist zyklisch und homomorph mit der Faktorgruppe eines
Normalteilers 9% von . Der Normalteiler % enthilt die Kommuta-
torgruppe von ¢. Umgekehrt ist jede Darstellung von /€ auch Dar-
stellung von ® und vom ersten Grade, falls sie irreduzibel ist, denn
®/€ ist Abelsch. Daraus folgt der

Satz 118: Ist s der Index der Kommutationsgruppe € von @, so gibt
es genau s irveduzible Darstellungen von ®, die den Grad 1 haben,
ndmlich die s Darstellungen von /.

Mit den Matrizen bilden auch deren Determinanten eine Dar-
stellung von &, und zwar eine solche vom Grade 1. Daraus folgt der

Satz 119: Diejenigen Substitutionen von I, deren Determinante 1
ist, bilden einen Normalteiler, dessen Faktorgruppe zyklisch ist.
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So besteht z. B. die alternierende Gruppe aus denjenigen Per-
mutationen, deren Determinante -1 ist, wahrend die iibrigen die
Determinante — 1 haben.

§ 48. Vollstindige Reduktion der Gruppenmatrix.

Die Formeln des vorigen Paragraphen erschopfen nicht die ganze
Fille der Beziehungen zwischen den Koeffizienten der irreduziblen
Substitutionsgruppen. Um diese zu finden, wenden wir ein neues Ver-
fahren an mit Hilfe der hyperkomplexen Zahlen. Bereits im vorigen
Paragraphen sind die Summen @; gebildet worden. Wir definieren
jetzt allgemein:

Definition: Sind e, ¢,, ..., ¢, Elemente einer Gruppe, so
heiBt é‘:alel+...+ageg eine hyperkompleme Zahl, wobei die
Koeffizienten a irgendwelche reelle oder komplexe Zahlen sind. Ist
n=>be+...+be, eine weitere, so heil3t

C+’7:(’al+b1)el+"' +(ag+bg)eg
die Summe und
{m=a,bie®+abye e+ ... +abel
das Produkt von { und #. Offenbar gilt das assoziative und distri-
butive Gesetz, dagegen nicht das kommutative fiir die Multiplikation.
Ferner setzen wir fest: Ist { = #, so ist @; = b;. Daraus folgt: Zwischen
den n Zahlen (¥ =qa We + ...+ ag”‘) ¢ (k=1,...,n) besteht dann
und nur dann eine lineare Beziehung, wenn die simtlichen #-reihigen
Determinanten der Matrix (/) verschwinden. Die Relationen zwischen
den hyperkomplexen Zahlen sind genau dieselben wie diejenigen
zwischen den Zeilen in dieser Matrix.
Nunmehr betrachten wir irgendeine Darstellung I" von & durch

Substitutionen. Die Matrizen seien E, 4, B, ..., S, ..., die Elemente
€E, €45 €By ---» €8, --., S5O0 daB, wenn A B=C, auch e4ep = ¢¢ ist;
nun bilden wir die Matrix:
E-ecg-+-Aeg4 ...+ Ses+...= YSes=M.
S

M kann offenbar auch durch (f;,) bezeichnet werden, wobei
- ! i i
Sik = € CE T B €4 T T Spes 1.

Setzt man M mit S—! rechts zusammen, so ergibt sich:

MS—1 = 518E+ AS- leA—*~--:E3S+A‘15AS‘%‘---:MCS
Bilden wir die erste Zeile rechts und links, so folgt:
Cues =Cy S+ LS, + "'+’:1n:§ln
SloeS‘_Cll 314—510 ow+ ——1—;’] Sy

: L
“lnesh H11 nl+5l° we T T sy Sag
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wobei (5;,) die zu S adjungierte Matrix bedeutet. d. h. die transpo-
nierte Matrix von S—1.
Entprechende Formeln erhalten wir fiir die iibrigen Zeilen. Das

ergibt den

Satz 120: Bei rechisseitiger Multiplikation der Zahlen (.. ....C;,
mit eg erfahren sie die Substitutionen S von I,.

Genau gleich beweist man den analogen Satz:

Satz 121: Bei linksseitiger Multiplikation mit es—1i erfihrt jede
Spalte £, ..., C,, die Substitution S.

Nunmehr sei I irreduzibel. Es wird

“ -
Sip€s =7 \ %z; k)
=1
Multipliziert man diese Gleichung mit s;,, und addiert iiber alle
S. so erhilt man wegen Satz 106
‘O k=1
:,';;'._\,vsl‘m s = <{,’ <.
S |—
z

-

Daher:

GrCim=0 k!
-« g -
SikSkm = ;1 Sim>

entnimmt man dagegen die s, aus irgendeiner irreduziblen, mit I’

nicht dquivalenten Darstellung von &. so erhilt man (;; ], = 0.

Daraus erhalten wir den

Fundamentalsatz 122: Zwischen den hyperkomplexen Zahlen (;,
der irreduziblen Substitutionsgruppe 1' bestehen die Beziehungen

Cielim=0 (k1)
:@'k Ckm = 'lg:Cint~

Stammt Cpm aus einer mit I' nicht dquivalenten irreduziblen Darstellung
I, so gilt
Cik Cl'm =0

fiir alle Indizes.

Betrachtet man speziell die Koeffizienten von eg, so erhalt man die
Beziehungen des Satzes 106 zuriick, die iibrigen ergeben neue Relationen.

Nunmehr sei I',,.. ., I, ein vollstindiges System nicht dquivalenter
irreduzibler Darstellungen von .

Wir schreiben die Zahlen (;, von I',(I=1, 2, ..., 7) in der nach
Zeilen geordneten Reihenfolge auf: (,,¢,...¢,, 0, C,,---C,,: dann

nn’

T
erhalten wir, wegen Ilizl(l)z =g, gerade g Zahlen, die mit [ ,.... { be-
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zeichnet werden sollen. Multipliziert man sie rechts mit ¢g (S = F, 4, ...),
so erhilt man eine Darstellung von & in vollstindig reduzierter Ge-
stalt. Jeder irreduzible Bestandteil tritt darin gerade so oft auf, als
sein Grad betragt. Die g Zahlen (,,..., {, sind linear unabhingig. Ihre
Matrix besteht ndmlich aus den g Stellenzeilen der irreduziblen Dar-
stellungen I7,...,I".. Wir bezeichnen sie mit N. Nunmehr gehen
wir iiber zu den adjungierten Darstellungen, die wir mit fl, ceey I:r be-
zeichen und bilden hierfir die Matrix N. Setzen wir N mit N Zeile
fir Zeile zusammen, so erhalten wir, wegen Satz 106, eine Diagonal-

gt
ITT ll(v) 21(v)?
v=1

Daher ist auch die Determinante von N von O verschieden. Hieraus
folgt nun leicht der

matrix, deren Determinante sich leicht berechnet zu

Satz 123: Die regulire Gruppenmatriz lifit sich durch Transfor-
mation mit der aus einem vollstindigen System irreduzibler Darstellungen
genommenen Matrix N vollstindig reduzieren.

Beweis: Man erhilt die reguldre Darstellung durch die Zahlen:
¢g, €4,-.., indem man sie der Reihe nach mit e5(S=E, 4,B,...)
multipliziert. Aus ihnen gehen die Zahlen Zl,...,é‘g durch die lineare
Substitution N hervor, diese erfahren daher die durch N transformierten
Substitutionen bei Multiplikation mit eg.

Ist I' eine beliebige Darstellung von ¢ mit den Matrizen E, 4, B,
.., so kann man die Gruppenmatrix (Exgz+ Ax4 + Bxp-...) bilden.
Ihre Determinante, die Gruppendeterminante, ist eine Form vom selben
Grad wie I' in den Variabeln xg, 24,.... Wir bezeichnen sie mit @ (x).
Wenn nun I" vollstindig reduziert die Gestalt hat:

F'=wI,+...4+n.1T,

so wird @(x)= Pm(x) PM(x)... Prr (x), wobei D,(x) die Gruppen-
determinante von I', bedeutet. Die Formen @&, sind unzerlegbar, denn
die Determinante (x;,) ist als Funktion der »* Variablen x,, betrachtet,
unzerlegbar und @; 146t sich durch eine lineare Substitution mit nicht
verschwindender Determinante in diese Funktion transformieren, weil
die #? Linearformen in der Gruppenmatrix von I ; linear unabhingig
sind. Die regulire Gruppendeterminante ist daher das Produkt der
29-ten Potenzen aller @,(x) und damit in ihre unzerlegbaren Bestand-
teile zerlegt.

Wie man sieht, entspricht jedem unzerlegbaren Faktor einer
Gruppendeterminante ein irreduzibler Bestandteil der zugehdrigen Sub-
stitutionsgruppe.

Zum SchluB soll noch gezeigt werden, wie man fiir zwei dqui-
valente irreduzible Darstellungen I" und I eine Substitution U finden
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kann, welche I" in I" tberfiihrt. Wir setzen, wie frither, {,, = Vs, eg
und weiter 1, = Y}, 65, Wobei (sj;) die Matrizen von I darstellen.
S

Nun gilt offenbar:
U ) U= (1)
Setzt man U = (u;;), U~' = (uj%), so wird
Nix = ‘.‘:’”ff th Upp -
h,j

Daher wird wegen Satz 122:
. g\ %
Nig S1m = Z 2/ Uij Uy, L:jm
j

Nun betrachte man auf beiden Seiten den Koeffizienten von eg.
Rechts ist er nur in f,, von Null verschieden und gleich 1, daher ist

rechts der Koeffizient von ez gleich u}*mulkf— Links ist er, wenn
1

man die Matrix S~ mit (s,,) bezeichnet, gleich Vs,k Sim. Daher wird
Yszk Stm :x Uim Uy -
Setzt man z. B. i:: m =1, so erhilt man
Zs,lkgll = f— uii wix

und kann so, falls #f§ von 0 verschieden ist, die GroBen u,, bis auf
einen gemeinsamen Faktor finden. Jedes U ist damit gefunden, denn
U ist genau bis auf einen solchen Faktor bestimmt durch die Be-
dingung U'T'U =1".

§ 49. Einige Beispiele fiir die Darstellung von Gruppen.

Fiir Abelsche Gruppen lassen sich leicht die simtlichen Darstel-
lungen angeben. 4,,..., 4,, mdgen eine Basis von ¢ bilden und die
zugehorigen Ordnungen seien a,,...,a,. Nun bezeichne ¢, eine primi-
tive a,-te Einheitswurzel. Ersetzt man A, durch irgendeine Potenz
von ¢ (1= 1,...,m), so ist damit jedem Element ein Zahlwert zu-
geordnet. Man kann so den m Basiselementen auf g, -...-a, verschie-
dene Weisen Zahlwerte zuordnen und hat also die simtlichen irre-
duziblen Darstellungen auf diese Weise erhalten.

Bei der Komposition reproduzieren sie sich und bilden eine mit
® homomorphe Gruppe. Man ordne namlich die Darstellung, bei der
A; durch e’;i (i=1,...,m) ersetzt ist, dem Element A’;x . A,Zm zu.

Ist bei einer weiteren 4; durch ¢% dargestellt, so wird bei der kom-

ponierten A; durch ¢+ ersetzt und fiir die zugeordneten Elemente gilt:

Ab oAb A A = At bty
1 m 1 m 1 n
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Wir gehen nunmehr iiber zu den Diedergruppen. Sie sind ge-
geben durch folgende Gleichungen:

An=F B*=F B l'4B=A"".

Offenbar bildet {4} einen Normalteiler vom Index 2. Daher
erhilt man zunichst 2 Darstellungen, namlich die identische 4 —= B =(1)
und die folgenden 4 = (1) B=(—1).

Weitere findet man in folgender Weise:

Sei & eine primitive m-te Einheitswurzel und

1=(oe) 2=(0)

Diese Matrizen geniigen den drei Bedingungen.
Allgemein erhilt man die Darstellungen:

&0 _01)
A_<Os—i> B“<10 ’

Ist zuniachst m ungerade = 2/--1, so erhdlt man, wenn man
1=1,...,1setzt, [ verschiedene Darstellungen, weil fiir sie die charakte-
ristischen Wurzeln von A4 siamtlich verschieden sind. Sie sind ferner
irreduzibel, denn sie bilden keine kommutative Gruppe. Wir haben
so I Gruppen vom Grade 2 und 2 vom Grade 1. Addiert man die
Quadrate der Grade, so kommt:

1-4 +2==2(21+ 1) = 2m = Ordnung der Gruppe.

Wir haben also alle Darstellungen der Diedergruppe gefunden.

Sie sind samtlich monomial.

Ist m gerade, so ergibt der Fall i:g eine reduzible Darstel-

lung: 4 = (O—i (1)) B = ((1) é) , die in zwei verschiedenen Darstel-
lungen vom Grade 1 zerfallt:
A=(—1) B=(1) und A=(—1) B=(—1).

Hier gibt es 4 Darstellungen vom Grade 1 und g~ 1 vom Grade 2.

Es wird wieder 4 (g — 1) +4=2m.
Die Quaternionen-Gruppe ist definiert durch die Gleichungen:
A*=FE B*=A4' A'BA=B"l

B? = A4? ist das einzige Element von der Ordnung 2. Es erzeugt

einen Normalteiler mit zyklischer Faktorgruppe, deren Ordnung 4 ist.

Dies ergibt 4 Darstellungen vom ersten Grad. Um eine weitere zu

finden, wenden wir die Methoden der monomialen Darstellung an.

{4} ist zyklischer Normalteiler. Wir bilden:
E+414-+424% 43
B-+iAB-+-1*A*B-+1* A®B.
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Man findet sofort, da rechtsseitige Multiplikation mit A4 die Sub-
stitution ergibt:

(_ ! 0>, wahrend B die Substitution liefert: ( 0 1).
0 —1 0

Damit ist die irreduzible, weil nicht Abelsche Darstellung gefunden:

-G o)

Diese und die 4 vom Grade 1 bilden ein vollstindiges System irre-
duzibler Darstellungen.
Man verifiziere in allen Fallen, daB die Anzahl der verschiedenen
Darstellungen gleich der Anzahl der Klassen von Elementen ist.
Wir gehen nun tber zur Untersuchung von {ransitiven Permuta-
tionsgruppen und beweisen den

Satz 124: Jede transitive Permutationsgruppe I' enthdlt die iden-
tische Darstellung genau einmal. Ist sie zweifach transitiv, so besteht
ste vollstindig reduziert aus der Summe der identischen und einer
weiteren irreduziblen Darstellung.

Beweis: Der Charakter einer Permutation ist gleich der Anzahl
der Variablen, die ungeindert bleiben bei der Permutation. Nun ist
nach Satz 73 die Summe aller Charaktere gleich der Ordnung der
Gruppe, also enthilt sie die identische Darstellung genau einmal.
Es sei

'=snI,4+...4+n.1T,
daher der Charakter y von I™:

Z:n1X1+"'+nrxr’
y stimmt mit dem konjugierten Charakter iiberein. Wir bilden:

%’2‘3 (S) = %’(nl 29+ oy () (1, 7, (S) - ...+ n_7,(S)).

Wegen der Relation 1 folgt:
7 (S) =g+ ).

Nun ist nach dem Satz 74 3'y*(S) gleich gmal der Anzahl der
S
transitiven Systeme, in denen die Untergruppe, welche eine Variable

ungedndert 1aBt, die Variablen permutiert. Ist die Gruppe zweifach
transitiv, so wird also:

77 (S)=2g.
S

Da nun #n, =1 ist, so folgt, dal nur noch eines der n von 0 ver-
schieden und gleich 1 ist, womit der Satz bewiesen ist.

Es ist leicht, aus einer Permutationsgruppe die identische Dar-
stellung herauszuschaffen. Sind x,, ..., x, die Variabeln, so bilde man

Vi =% — X e Yy =X, — X
Speiser, Gruppentheorie. 9
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Bei irgendeiner Permutation mége eine solche Differenz in x, — x;
ibergehen. Dann driickt sich diese neue Differenz durch die alte
aus mit Hilfe der Gleichungen:

X %= Vi1 T Vitar
Bereits die # — 1 Variablen y,,.... ¥ erfahren also eine lineare
Substitution.

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir die simtlichen Darstellungen
der Tetraedergruppe bestimmen. Sie ist gleich der alternierenden
Gruppe von 4 Variablen und besitzt 4 Klassen, namlich 1. E, 2. die
Elemente von der Ordnung 2: (12)(34), (13)(24), (14)(23). Die Ele-
mente von der Ordnung 3 zerfallen in 2 Klassen:

3. (123), (214), (341), (432) und

4. (124), (213), (342), (431).
Die 4 Charaktere sind 4, 0, 1, 1. Da die Gruppe zweifach transitiv
ist, so bleibt nach Wegnahme von I’, eine irreduzible Darstellung
iibrig, deren Charaktersystem folgendes ist: 3, — 1, 0, 0. In der
Tat ist:

n—1

1-3243-(—1)° 4 4-0% 4 4-0% = 12.

Die Gruppe besitzt einen Normalteiler von der Ordnung 4 und
daher 3 Darstellungen 1. Grades, fiir welche sich die Charaktere leicht
berechnen lassen. Sei ¢ eine 3. Einheitswurzel, so lautet die Tafel
der Charaktere:
€, | € | & | G

1 1 1

1 1 £ g1

1 1 g1 &

wrj whj r:)a1 »-'1

3 |[—1| O 0

Das Ikosaeder gibt uns zu einigen weiteren Bemerkungen AnlaB,
Seine Gruppe gestattet eine Darstellung durch reelle orthogonale Sub-
stitutionen von drei Variablen, entsprechend den Drehungen des
Ikosaeders. Jede orthogonale Substitution von ungeradem Grade be-
sitzt 4 1 als eine charakteristische Wurzel. In der Tat, ist A4 eine
solche, so wird A-1= A° die transponierte Matrix zu 4. Ferner wird

(A—E)A-1=(E — A".

Geht man zur Determinante iiber und bedenkt, daB | 4| =1 ist,
so wird A—E|—|E—A|.

Andererseits wird |4 — E|=(— 1)"|E — 4|, wobei #n der Grad von
A ist. Daraus folgt, wenn » ungerade, |4 — E|=0, d. h. 1 ist cha-
rakteristische Wurzel von 4.
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Hiernach ist es leicht, die Charaktere der Darstellung zu be-
rechnen. Die Gruppe besitzt 5 Klassen: E, ferner die 15 Substitutionen
von der Ordnung 2, deren Wurzeln (1, —1, — 1) sind (Drehung
um eine Achse mit Winkel 180°), die 20 Substitutionen von der Ord-
nung 3. Die iibrigen 24 von der Ordnung 5 zerfallen in zwei Klassen,

solche von Drehungen um die Winkel i%’, resp. —_l—2-2_—”. Die
3 J

charakteristischen Wurzeln der Matrizen von der Ordnung 3 sind
1, &, ¢! (¢ = 3-te Einheitswurzel), da sie einer reellen Gleichung vom
Grade 3 geniigen, diejenigen der Matrizen von der Ordnung 5: 1, 5, =1
resp. 1, 5%, =% ( = 5-te Einheitswurzel).
Die Charaktere sind infolgedessen:
2) 3, —1,0, 1+n+n=t 1-+4+5*+5y-2% resp
3) 3, —1,0, 1949572 1+y+gyt.
Hierbei ist (vgl. S. 134):
P = Y5 9o _o +1—y5
byt =TI e TR
Die Gruppe ist irreduzibel, denn:

1.32 1 15(— 17 4 20.0° - 12.(<+—1—2ﬂ/§)2+ (iL;—V§>2> — 60.

Ferner reprisentiert sie zwei verschiedene irreduzible Darstellungen,
deren Charakter durch 2.)resp. 3.) gegeben wird. Wir beweisen diese
Behauptung durch die folgende Uberlegung., Sei I' eine beliebige
Darstellung von @& und sei ferner irgendein Automorphismus von @
gegeben. Diesen fithren wir in I, aber nicht in @ aus, und erhalten
so offenbar eine neue Darstellung von &. Sie ist dann und nur dann
nicht dquivalent mit I", wenn der Automorphismus auch im Charakteren-
system eine Permutation hervorruft. In unserem speziellen Fall be-
sitzt die lkosaedergruppe einen derartigen Automorphismus. Als alter-
nierende Gruppe ist sie Normalteiler vom Index 2 der symmetrischen
Gruppe von 5 Variablen. Transformiert man sie durch ein Element
dieser letzteren auBerhalb der alternierenden Gruppe, so werden, wie
man sich leicht iiberzeugt, gerade die beiden Klassen mit den Ele-
menten von der Ordnung 5 vertauscht und bei diesem Automorphis-
mus geht offenbar 2.) in 3.) liber und 3.) in 2.)

Die weiteren irreduziblen Darstellungen sind nun leicht gefunden:

Als alternierende Gruppe von 5 Variablen besitzt sie  eine Dar-
stellung vom Grade 5 durch gerade Permutationen. Die Charaktere
der Klassen sind folgende:

€,:5 G, 1 G,:2 ¢, und G;:0.
Denn fiir €, kommt nur der Typus (1 2) (3 4) in Betracht, fiir
€,:(1283), fir € und G,:(12345).
g*
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Wir erhalten nach Wegnahme von I', eine Darstellung I', mit
den Charakteren 4, 0, 1, — 1, — 1.

Um noch I, zu erhalten, beachten wir, daB sich die Gruppe
auch als Permutationsgruppe von 6 Variablen darstellen 14Bt, namlich
der sechs Durchmesser, welche gegeniiberliegende Ecken verbinden.
Eine Drehung um einen solchen Durchmesser liefert ein Element von
der Ordnung 5, und hierbei bleibt nur dieser eine Durchmesser un-
gedndert. Alle weiteren Drehungen, auBer E, vertauschen alle Durch-
messer.

Die Charaktere sind also hier 6, 0, 0, 1, 1, daher diejenigen
von Iy:5, —1, —1, 0, O und hier ist 1-5%-415.(— 1)2
+ 20(— 1)? = 60, also ist I'; irreduzibel. Wir bilden so die Tabelle:

b

¢, €, ¢, ¢, (O

) 1 1 1 1 1
) 3 4 o |F1+Vo +1—v5

2 2 2
r 3 1 0 +1—\/5|+14+y5

j _

2 2

T, 4 0 1 —1 | —1

I 5 —1 —1 0 0

Als Beispiel fiir die Formel auf S. 122 geben wir:

— /‘
Gise 60 =1.42.3 + 15-o+2o.o+12<1i2‘/——5:+1~—ﬁ>=60

2
8z =1,

d.h. in I'}? kommt I', genau einmal vor. Ebenso Iy einmal. Ferner
wird:

6084y =1-4%+15-0 4 20-1° +-12((— 1)’ + (— 1)°) = 60
=1

. . g444
und schlieBlich

60-g,u5 = 1-42.5 4 15.0 4 20-12-(— 1) 40 4- 0 = 60.
Daher wird
re=n+4+nr,+1,+I,+1I,.

Die bisherigen Uberlegungen reichen vollkommen aus, um die
Darstellungen selber zu berechnen. Fiir I, und I'; kann man die
Matrizen aus der analytischen Geometrie bestimmen als Drehungen
des Raumes. Wir wollen sie jedoch direkt durch Reduktion einer
Darstellung gewinnen und schicken noch einige allgemeine Bemer-
kungen voraus.

Um eine Permutation und die durch sie erzeugte zyklische
Gruppe vollstindig zu reduzieren, hat man sie erst in ihre Zyklen
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zu zerlegen und diese zu reduzieren. Sei (x,, x,, ..., %,) ein solcher
Zyklus, so bilde man, unter ¢ eine primitive #u-te Einheitswurzel
verstanden, die Ausdriicke

Xt Xt rgt e Fx, =y,
Xy Fexy F x4 .. 4 lx, =y,
vy A ety Feta, 4 F 200y =y,

D AR el P A R e A E A T
Unter der zyklischen Vertauschung wird y; mit dem Faktor ¢~6¢-1
versehen und die Reduktion ist geleistet. Die Matrix der » Linear-

) t1=1,...,n _ . . .
formen, (ed-D®-1) { 7077 leistet diese Reduktion.

kR=1,...,n

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Auffindung irreduzibler Darstellungen
bilden die transitiven monomialen Gruppen. Falls sie nicht schon
Permutationsgruppen sind, enthalten sie die identische Darstellung
nicht. Man erkennt leicht aus den Ausfiihrungen von § 37, daB
>s;; =0 ist, d. h. daB die Summe der Charaktere verschwindet.
3

Nun gestattet die Ikosaedergruppe eine solche Darstellung vom
Grade 6, denn sie besitzt eine Untergruppe von der Ordnung 10,
die selbst einen Normalteiler vom Index 2 enthidlt. Geometrisch ist
sie so zu definieren, daB man die 6 Durchmesser, welche gegen-
iberliegende Ecken verbinden, mit einem Richtungssinn versieht. Bei
den Drehungen erfahren sie eine Vertauschung, teilweise verbunden
mit Richtungsinderung. Findet Anderung statt, so versehe man die
Variable mit dem Minuszeichen. Diese Darstellung ist reduzibel, und
weil sie die identische Darstellung nicht enthilt, kann sie nur I', und
I, enthalten.

Beginnt man mit einer Drehung 4 von der Ordnung 5, so kann
man die zugehorige Substitution mit (x,) (%,, %, ..., %,) bezeichnen.
Sei B eine Drehung von der Ordnung 2, welche der Gleichung geniigt
B-'AB = A-1, so kann man B wahlen als:

( Xy Xy X3 Xy X5 X )
— X, — X, — X, — X, —X —X

Als Permutationen der alternierenden Gruppe von 5 Variablen werden
4=(12345), B=(14)(23). Wihlt man noch C=(12)(34), so
wird in monomialer Gestalt, wie man sich am Modell leicht iiberzeugt:

C:(xl Xy Xy X, X xﬁ).

Fg Xy Xg THy — X Xy

Setzt man {4} =9, § + BH = {, so wird die ganze Gruppe
=84+ RCH KRCA+RCA* - RCA* - RCA*.
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Um die Gruppe zu reduzieren, hat man dies bloB bei 4, B und
C auszufihren. Wir beginnen mit A und filhren daher die neuen
Variablen ein:

Y, =%, Vs =%y + % + ... + 8x,,
Yo =% F ez + ... + etxg, Yo = %p 725 + ... 6704,
Yy =%yt &7 %+ .. £7EK, e =1.

Vo= + %3+ - + %,
Ubt man nun A aus, so erfahren die Variablen y die Sub-
stitution:

Yy =91 Yy = ¢&71,, Vs = &Ys)
Ve =Yi> Yy = &%y, Vo = &9
Wenn man dagegen B ausiibt, so wird:
Y = — ¥ Yo = — Y5> Vs = —¥a»
==y, ¥ ==Y Y=Y

Etwas umstandlicher gestaltet sich die Ausiibung von C. Wir
setzen ¢+el=wa, e+ e 2=/ und finden, daB « und B der
Gleichung geniigen: #* 4+ x —1=0.

Wir haben
az:!;;’ié, ﬂ::lg_\/g, «—B—=15.
Dann wird

2——oc=—}—\/ga, 2—ﬂ=——\/3ﬂ.

Nach leichter Rechnung findet man, daB die y die Substitution
erfahren:

1 1 1 1 1
O 5 5 5 5 3
B o 1
1 p— pap— p—
Vo V5 5 0 0
1
o« AL
Vo Ve b 0 0
1 1 ~1 -1
1 pp— pp— O jp— h——
ERRE) Vs Y5
-1 —« —B
1 0 0 — —
Ve W5 B
—1 —B -
Vs Vs s
Nun setze man
Z1=V/5y1+y4! 22——)’2, z3=y3;
24:_‘/53’1"{_3’4’ 2 =Y 2g = Yg -
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Alsdann bleiben A und B ungeindert, wahrend C iibergeht in:
1 2 2

Vo V5 Vo
A = 0 0 0
Vo Vo Vo
e By 0 0
Ve Vs s
1 2 2
0 0 0 — —— 2
Vi Vs s
0 0 o L oz« =
V5 Vo Vo
1 —B —a
0 0 0o —— £ <
V5 V5 Vo

Hiermit ist die Reduktion ausgefithrt und wir finden fiir I',:

10 0 -1 0 0 L2z
A:- 0 6_10 N B = 0 0 —1 ) C:’,;g 1 ﬁ a .
0 0 &, 0—1 0 Vol o g

Hierbei hat die Gruppe nicht reelle Gestalt, trotzdem sie mit
einer orthogonalen Gruppe aquivalent ist. Man findet leicht, daB die
quadratische Form x,* - x,x, invariant ist gegeniiber den drei Sub-
stitutionen.

12. Kapitel.

Anwendungen der Theorie der
Gruppencharaktere.

§ 50. Ein Satz von Burnside iiber einfache Gruppen.

Frobenius und Burnside haben mit Hilfe der Gruppencharaktere
wichtige Sitze iiber abstrakte Gruppen bewiesen.
hixe
X

Wir haben gesehen, daB stets eine ganze algebraische Zahl

1
ist. h; und y, sind ganze rationale Zahlen. Wenn daher 4, prim
ist zu y,, so muB %i eine ganze algebraische Zahl sein. %; st eine
X

Summe von y, Ei;heitswurzeln. Wir wollen annehmen, daB3 diese

Einheitswurzeln nicht samtlich untereinander libereinstimmen, andern-

falls gehort die Substitution zum Zentrum. Indem man y, in der

komplexen Zahlenebene als Summe von y, Einheitsvektoren deutet,

deren Richtung nicht stets dieselbe ist, erkennt man, daB |y;| <y,

ist. Daher wird i%‘f < 1. Fir die konjugiert algebraischen Zahlen
1!

zu ;5—‘ 1laBt sich dieselbe Ungleichung aufstellen. Daher wird das
1
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Produkt derselben, die Norm von i—', threm Betrag nach kleiner als 1,
1

und da f—‘ eine ganze Zahl sein muB, so wird 7, = 0. Hieraus folgt der
1

Satz 126: Ist in einer irreduziblen Substitutionsgruppe der Grad
prim zu der Anzahl der Elemente in einer Klasse €, so ist entweder
der Charakter der Elemente von €, gleich O oder ©; besteht aus einem
Element des Zentrums der Gruppe.

Wir beweisen nun den

Satz 126 : Wenn die Anzahl der Elemente einer Klasse eine Prim-
zahlpotenz ist, so ist die Gruppe nicht einfach.

Beweis: Sei A ein Element aus einer Klasse, die aus p™ Ele-
menten besteht. Es gibt gewiB eine von I verschiedene Darstellung,
deren Grad prim ist zu p, denn 3 (2,5)*=g und g '=1. y, sei
der Charakter von 4 in einer solchen Darstellung. Dann ist wegen dem
vorigen Satz y,=0 oder A gehért zum Zentrum in der betreffenden
Darstellung. Dieser letztere Fall kann bei einfachen Gruppen nicht

r
auftreten. Nun gilt 3 7 ¥ x¥=0. In I ist 2}=1, sonst ist stets
k=1

1% 2% entweder O oder durch p teilbar und wir erhalten den Wider-
spruch
1=0 (mod p)
Es gibt also eine mit der Gruppe isomorphe Gruppe, deren
Zentrum Elemente von der Ordnung p enthilt.

Satz 1271): Wenn die Ordnung einer Gruppe blof durch zweis
verschiedene Primzahlen teilbar ist, so ist die Gruppe auflosbar.

Beweis: Sei g=2¢%4b. Eine p - Sylowgruppe enthilt ein Zentrum.
Sei 4 ein Element daraus, so ist die Anzahl der Elemente in der
Klasse von A4 eine Potenz von ¢g. Daher enthdlt die Gruppe einen
Normalteiler. Fiir ihn und seine Faktorgruppe gilt dasselbe.

§ 61. Primitive und imprimitive Substitutionsgruppen.

Definition: Eine Substitutionsgruppe héiBt imprimitiv, wenn ihre
Variablen dergestalt in Systeme eingeteilt werden konnen, daB die
Variablen eines jeden Systems in lineare Formen der Variablen des-
selben oder eines andern Systems iibergefiilhrt werden. Mit dem-
selben Ausdruck bezeichnet man auch alle dquivalenten Gruppen.

Geht ein System iiber in Formen eines zweiten, so miissen beide

1) Burnside: Theory of groups, 2nd ed., S. 323.
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Systeme dieselbe Anzahl von Variablen enthalten. Als Beispiel wahlen
wir folgendes in drei Systemen

‘0 P O
(OOQ)-
ROO

Dabei bedeuten O quadratische Matrizen von 7 Zeilen, deren Ko-
effizienten simtlich verschwinden, wahrend P, Q und R Matrizen mit
von O verschiedener Determinante bedeuten. Hier erfahren die
Systeme eine zyklische Permutation nebst Substitutionen.

Permutationsgruppen sind spezielle Fille, denn hier bildet jede
Variable fiir sich ein derartiges System. Dasselbe gilt von den mono-
mialen Gruppen.

Definition: Eine Gruppe heiBt transitiv, wenn jedes System in
ein beliebiges anderes iibergefilhrt werden kann. Sei @ eine im-
primitive transitive Substitutionsgruppe, § diejenige Untergruppe, welche
das erste System in sich substituiert, G, eine Substitution, welche
das erste in das 7-te iiberfihrt, so wird

=9+9G+...+96,,
wobei 7 den Index von § oder, was damit gleichbedeutend ist, die
Anzahl der Systeme bezeichnet.

Die Substitutionen, welche das erste System unter § erfihrt,
bilden eine Darstellung von §. Wir sagen, die imprimitive Substi-
tutionsgruppe ist erzeugt durch diese Darstellung von §. Eine Per-
mutationsgruppe ist demnach erzeugt durch die identische Darstellung
von §, eine monomiale durch irgendeine solche vom Grade 1. Man
erkennt leicht, dal alle diese Definitionen logische Erweiterungen der
friheren iiber Permutationsgruppen sind. Es gilt nun auch der
folgende Satz, der Satz 94 als Spezialfall enthalt

Satz 128: Ist eine imprimitive Substitutionsgruppe gegeben, welche
durch die Darstellung I' der Untergruppe © in ® erzeugt ist, so lift
sie sich dergestalt transformieren, daf3 die Teilmatrizen (im Beispiel P,
Q, R) lauter Matrizen aus I' sind.

Beweis: G; moge das erste System in das ¢-te Uberfiihren, es
sei etwa S diese Substitutionsmatrix. Man ibe auf das ¢-te System
S$—1 aus, dann wird G; die Variabeln des ersten Systems einzeln in die
Variabeln des z-ten Systems iiberfithren, die Substitutionsmatrix wird
die Einheitsmatrix. Macht man das fiir 1 =2, ..., %, so erkennt man,
daB diejenigen Teilmatrizen, welche das erste System in irgendein
anderes iiberfiihren, in I" enthalten sind. Denn jede Substitution hat
die Gestalt HG,, wobei H in § ist. Nunmehr moge die beliebige
Substitution K das 7-te System in das k-te Uberfilhren und S sei die
Substitutionsmatrix. Dann wird G;K das erste System in das k-te
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iberfilhren und S wird immer noch die Substitutionsmatrix sein. Daher
ist Sin I'.

Satz 129: Sei I' eine Substitutionsgruppe mit einem Abelschen
Normalteiler N, der nicht zum Zentrum gehirt. Wenn N vollstindig
reduziert ist, so ist I" intransitiv oder imprimitiv.

Beweis: Der Normalteiler N wird vollstindig reduziert blo Dar-

stellungen vom Grade 1 enthalten und es sei
N=n N +n,Ny+...-~n,N_,

wobei N; irreduzible Bestandteile von N sind. Die Matrizen von N
sind Diagonalmatrizen, und wir kénnen annehmen, daB ihre Haupt-
diagonalen die Gestalt haben (¢, (n,-mal), ¢,(n,-mal),...), indem zu-
nichst #,-mal die Darstellung N,, dann #,-mal die Darstellung
N, usw. steht. Nun sind die # Darstellungen N_,...,N, linear un-

n

abhingig. Man kann daher # Zahlen «,,...,«, finden dergestalt,

n
daB > e, A;, wobei A; die Gruppe N durchlduft, eine beliebige
i=1
Diagonalmatrix D mit der Hauptdiagonalen (5, (n,-mal), #,(n,-mal)
usw.) darstellt. Insbesondere konnen wir annehmen, daB die Zahlen

n sdamtlich untereinander verschieden sind

Transformiert man N durch eine Substitution aus I', so erhalt
man einen Automorphismus von N. Die irreduziblen Darstellungen
in N sind immer noch dieselben, weil sich bei der Transformation
der Charakter der Substitutionen von N nicht dndert, aber die Reihen-
folge der irreduziblen Bestandteile hat sich geédndert. Zwar stehen
immer noch an den #, ersten Stellen der Hauptdiagonalen gleiche
Zahlen, aber die gehéren eventuell einer anderen Darstellung an.
Bei der Transformation erfahven die verschiedemen irreduziblen Dar-
stellungen N, eine Vertauschung. Hierbei kann N, nur dann in N,
ibergehen, wenn #,—mn, . Insbesondere geht D iiber in diejenige
Diagonalmatrix, welche durch die entsprechende Vertauschung der p
hervorgerufen wird. An dieser Matrix machen wir nun die weiteren
Uberlegungen. Wir nehmen an, daB bei den Transformationen von
I" nicht alle # ineinander {ibergefiihrt werden konnen. Setzen wir
die Hauptdiagonale von D (also die 7)

S PRV M N
so mogen stets die a unter sich, die 4 unter sich vertauscht werden,
wahrend alle ¢ von allen b verschieden sind. Ist nun S eine beliebige
Substitution von I', so sei
S—1DS=D,
wobei die Hauptdiagonale von D sei (aj, ..., ay, b/4y, ..., b)), dann wird
DS=SD.
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Es wird also:

a8, =ags;, LR
a;s;,=bps;, 17, k>
b;s;,=ags;,, 1>7r, k<7
b;s;, =0bis;, GLEk>v7

Wenn s,, 40, so kann man diesen Faktor auf beiden Seiten weg-
heben. In den mittleren Fillen kommt dann eine unmdgliche Gleichung
heraus, also sind alle
$;x=0fir i<y k>7r
i1>r k<7,
d. h. die Gruppe ist intransitiv.

Genau gleich verlauft der Beweis im transitiven Fall. Hier sind
alle #; einander gleich und die % erfahren eine transitive Permu-
tationsgruppe. Indem man wiederum die Gleichung D S=S D’ dis-
kutiert, folgt die Tatsache, daB die Gruppe imprimitiv ist. Sie wird
erzeugt durch diejenigen Substitutionen, welche 5, bei der Transfor-
mation in sich iiberfithren.

Satz 130%): Jede Gruppe, deren Ordnung cine Primzahlpotenz ist,
léft sich auf monomiale Gestalt transformieren.

Beweis: Da der Satz fiir Gruppen von der Ordnung p und alle
Abelschen Gruppen gilt, kann man vollstindige Induktion anwenden.
Wenn P nicht Abelsch ist, so besitzt § gewil einen Abelschen Nor-
malteiler, der nicht zum Zentrum gehort. Denn das Zentrum ist selber
in einem Normalteiler von § als Untergruppe vom Index p enthalten
und dieser ist selbstverstindlich Abelsch. Daher ist die Gruppe
intransitiv oder imprimitiv. Da es offenbar geniigt, den Satz fiir irre-
duzible, also transitive Gruppen zu beweisen, so kénnen wir annehmen,
die Gruppe sei imprimitiv. Sie sei erzeugt durch die Untergruppe
von § und deren Darstellung I". Von I'" konnen wir voraussetzen,
dafl sie monomiale Gestalt hat, da die Ordnung von § niedriger als
diejenige von P ist, und nach Satz 94 folgt, daB die Teilmatrizen von
8 samtlich als Matrizen von §, also als monomiale Matrizen angenom-
men werden diirfen. Das heiBt aber, daB P selbst monomiale
Gestalt hat.

Hiermit ist fiir alle Gruppen, deren Ordnung eine Primzahlpotenz
ist, eine kamomische Gestalt gewonnen. Es wire eine interessante
Aufgabe, zu untersuchen, was fiir spezielle Eigenschaften diejenigen
Untergruppen haben, die irreduzible Darstellungen erzeugen.

!) Der erste einwandfreie Beweis des Satzes stammt wohl von Blichfeldt
in Miller, Blichfeldt, Dickson, Finite groups, S. 231.
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Satz 181: Gruppen, deren Ordnung ein Produki von lauter ver-
schiedenen Primzahlen ist, lassen sich stets auf monomiale Gestalt
transformieren.

Beweis: Wir bilden eine Hauptreihe, die das Zentrum enthalt.
Hierin kommt ein Normalteiler vor, der das Zentrum als Untergruppe
vom Primzahlindex enthilt. Dieser Normalteiler ist Abelsch, und nun
verlauft der Beweis genau so wie im vorigen Fall.

Satz 182: Wenn sdmiliche Darstellungen einer Gruppe als mono-
miale geschricben werden kimmen, so ist thre Kommutatorgruppe eine
etgentliche Untergruppe oder E.

Beweis: Wir konnen uns auf den nicht Abelschen Fall be-
schrianken und betrachten eine nicht Abe/sche Darstellung vom niedrig-
sten Grad grofer als 1. Wir nehmen sie in monomialer Gestalt an
und ersetzen alle Einheitswurzeln durch 1. Alsdann erhalten wir eine
Darstellung der Gruppe durch Permutationen, welche sicher micht alle
der identischen Permutation gleich sind. Die Gruppe ist reduzibel
und kann bloB aus irreduziblen Darstellungen vom Grade 1 bestehen.
Darunter gibt es solche, die von der identischen Darstellung ver-
schieden sind, womit der Satz bewiesen ist.

Wir beweisen nun noch den allgemeinen

Satz 1833: Wenn eine trreduzible Substitutionsgruppe einen Normal-
tetler enthdlt, der vollstindig reduziert mindestens zwei verschiedene Day-
stellungen bestizt, so ist die Gruppe imprimitiv.

Beweis: Wir denken uns den Normalteiler N vollstindig reduziert
und betrachten die Substitutionen einer Klasse von N. Addieren wir
sie, so erhalten wir Diagonalmatrizen. Jeder irreduzible Bestandteil
liefert so viele gleiche Koeffizienten in der Hauptdiagonale, als sein
Grad betragt, und sie hingen in bekannter Weise mit den Charakteren
zusammen.

Bei der Transformation von N mit einer beliebigen Substitution
der Gruppe erfahren die Darstellungen im allgemeinen eine Ver-
tauschung und man zeigt genau, wie im Beweis zu Satz 129, daB
die Gruppe intransitiv oder imprimitiv ist. Als irreduzible Gruppe ist
sie daher imprimitiv.

§ 52. Vollstindige Reduktion imprimitiver Gruppen.

Man erhalt einen tieferen Einblick in die imprimitiven Gruppen,
wenn man sie mit der Gruppenmatrix in Beziehung setzt.

Sei & die Gruppe und § eine Untergruppe. Ordnet man nun
die Elemente von & nach § und ihren rechtsseitigen Nebengruppen:

G =9+9S,+..-+9S,
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und bildet die Gruppenmatrix von @, so hat sie die Gestalt:
M MS, ... MS,
Sy'M S;IMS, ... Si'MS,

{

'S 'M S IMS, L. s:lms,,?

Hierbei bedeutet M die Gruppenmatrix (xp-1q) von § und P, Q durch-
laufen die Elemente von §. Ferner bedeutet allgemein SMT die
Matrix (rgp-197), wobei P und Q wiederum die Elemente von §
durchlaufen. Ersetzt man jedes Element 4 von § durch das Ele-
ment SAT, so geht M tber in SM7. Hieraus ersieht man, daB die
regulare Darstellung von ¢ angesehen werden kann als imprimitive
Gruppe, erzeugt durch irgendeine regulire Darstellung einer Unter-
gruppe.

In der Hauptdiagonalen stehen die Gruppenmatrizen von § und
den konjugierten Gruppen. Da die Matrizen S;'MS; nur in der Be-
zeichnung der Variablen sich unterscheiden, so konnen sie alle durch
dieselbe Substitution A in vollstindig reduzierte Gestalt transformiert
werden. Durch die Substitution

[4 0...0
04..0
l(')“o“.m/iJ

wird die Gruppenmatrix dergestalt transformiert, daB die irreduziblen
Bestandteile von § hervorgehoben sind. Dies liefert gleichzeitig eine
(nicht vollstindige) Reduktion der Gruppenmatrix von &. Ersetzt man M
durch irgendeine irreduzible Gruppenmatrix von 9, so erhdlt man die
durch diese Darstellung von 9 erzeugte imprimitive Darstellung von &.

Die Gruppenmatrix wird nun zerlegt in solche imprimitive Dar-
stellungen und jede tritt so oft auf, als der Grad der sie erzeugenden
irreduziblen Darstellung von § betrdgt. Diese teilweise Zerlegung der
Gruppenmatrix ist besonders wichtig fir Fragen iiber die Zahlkorper,
die zur Darstellung von Gruppen notwendig sind, denn hier treten
offenbar nur solche Korper auf, die zur vollstindigen Reduktion der
Gruppenmatrix einer Uniergruppe $ erfordert werden.

Wir beweisen folgenden

Satz 184 von Schur: Ist n das kleinste gemeinsame Vielfache
der Ordnungen der Elemente von ® und ist @ eine auflosbare Gruppe,
so ist fiir jede Darstellung von & hochstens der Korper der m-ten Ein-
heitswurzeln erforderlich.

Beweis: Wir wenden vollstindige Induktion an und setzen den
Satz als bewiesen voraus fiir Gruppen von niedrigerer Ordnung. Wir
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o

werden also den Satz bloB fiir primitive Gruppen zu beweisen haben.
Ein groBter Normalteiler 9t besitzt eine Primzahl als Index. Seine
irreduziblen Bestandteile N stimmen tiberein nach Satz 133. Die
Gruppe ist enthalten in einer der imprimitiven Darstellungen, die durch
Benutzung der Gruppenmatrix von 9 entstehen, und zwar, indem man
sie etwa durch den irreduziblen Bestandteil N’ ersetzt. Sehen wir
nun zu, was fiir weitere Darstellungen von 9% hierin enthalten sind,
so erkennen wir, daB es die folgenden sind: S;'N’'S; (t=2,...,7),
d. h. es sind Darstellungen, die aus N’ durch einen Automorphismus
hervorgehen. Da unser Normalteiler einen Primzahlindex, etwa ¢,
besitzt, so sind diese p irreduziblen Darstellungen entweder alle Adqui-
valent oder alle verschieden.

Betrachten wir den ersteren Fall und nehmen wir die irreduzible
Darstellung N’ = N von % fiir sich. Da der Automorphismus S—1%S
eine Aquivalente Darstellung liefert, so gibt es eine Substitution S,
welche denselben Automorphismus fiir N leistet, und sie ist bis auf
einen Faktor ¢ bestimmt. S? liefert einen inneren Automorphismus

von %, daher stimmt S? bis auf einen Faktor mit einer Substitution A
.. . .G . 1 1 p—
aus N iiberein. Sei SP= b4, so setzen wir a? = L= Vb. Dann
wird ¢S = S eine Substitution sein, fir die S?= A4 ist, und diese
zusammen mit N liefert eine Darstellung von @&, bei der % irreduzibel
ist. S erfordert auBer dem Korper, in dem die Koeffizienten von N
liegen, nur noch den Kérper, in dem der Charakter dieser irredu-
ziblen Darstellung von @ liegt. Denn S kann als eine Substitution
genommen werden mit von O verschiedenem Charakter, weil es not-
wendigerweise auBerhalb von % solche geben muBl. Aus S-1RS 1aBt
sich S bestimmen bis auf den Faktor als eine Substitution im Korper
der Darstellung von ®. Aus dem Charakter von S bestimmt sich
nun weiter der Faktor, so daB die Behauptung erwiesen ist.

Wenden wir uns dem zweiten Fall zu, so erkennen wir, daB
die imprimitive Gruppe irreduzibel ist. Denn der Bestandteil %
besteht aus einer Summe von p verschiedenen irreduziblen Dar-
stellungen. Bei der Transformation mit S und seinen Potenzen er-
fahren sie eine zyklische Vertauschung. Wenn die Gruppe zerlegbar
wire, so konnte % in einem Bestandteil nur einen Teil dieser p Dar-
stellungen enthalten, wihrend doch eine zyklische Vertauschung aller p
Darstellungen stattfindet.

Hiermit ist der Satz zuriickgefiihrt auf den Fall eines Unter-
korpers, denn der Charakter einer Darstellung ist gewiB in dem im
Satz angegebenen Kreiskorper enthalten.

Uber die vollstindige Reduzierung einer imprimitiven Gruppe
1aBt sich folgender bemerkenswerte Satz beweisen:
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Satz 185: Wenn die durch die irreduzible Darstellung A der Unter-
gruppe ) erzeugte imprimitive Darstellung I' von ®& die irreduzible
Daystellung I'™ von & genaw k-mal enthilt, so enthdlt in I'™ die Unter-
gruppe O vollstindig reduziert A genau k-mal. Umgekehrt, wenn I'®
A k-mal enthilt, so ist I'® i der durch A erzeugten Darstellung von &
genau k-mal enthalten.

Beweis: Bezeichnen wir mit y(A4) den Charakter der imprimitiven
Darstellung I" von &, mit y (4) denjenigen von A, ferner mit y*(4)
den Charakter der irreduziblen Darstellung I'® von &, so ist:

Agx(A)x(“"(A‘):-kg,

wobei % angibt, wie oft I'® in I" enthalten ist. Um diese Summe
zu bilden, benutzt man die Darstellung von I' durch die Tabelle am
Anfang des Paragraphen. Man sieht, daB

Da(A) 2 (A) = Xy (4) y*(A) + Yy (A) 2 (4)+ .- ..
) o S;l&sz

Ist 4 in I'® genau /mal enthalten, so wird >y (A4)y®)(4)=1-h.

Alsdann haben aber die weiteren # — 1 Summenbden namlichen Wert,
denn konjugierte Untergruppen erfahren die namliche Zerlegung. Daher
hat die Summe links den Wert [-h-n =1lg. Also ist k= 1.

Aus diesem Satz lassen sich leicht die wichtigen Formeln von
Frobenius herleiten, welche die Charaktere einer Gruppe mit den-
jenigen einer Untergruppe verkniipfen.

Sei A® eine Darstellung von § und y® ihr Charakter. In I'®
sei die Untergruppe § vollstindig reduziert und

() = Sk, 4,
v

wobei {I"®} die Darstellung von § als Untergruppe von I'"® bedeutet.
Sei ¢® der Charakter der durch A® erzeugten imprimitiven Dar-
stellung von . Dann wird:

(p(v) = Zkuvx(“)‘
u

Nun 14Bt sich aber ¢® durch p® ausdriicken. Sei S irgendein
Element aus  und € =S -+ 7T ... die Klasse in @, zu der S ge-
hort. Wir bestimmen den Wert der Summe:

P (€)= ¢ (S)+ (1) + ... = hs p(S),
wobei kg die Anzahl der Elemente in ¢ bedeutet. Indem wir wiederum
auf die Tabelle S. 141 zuriickgehen, finden wir fiir die erste Matrix
der Hauptdiagonalen A® den Beitrag:

Sy (S)
S

erstreckt iiber die Elemente S in €, die in © vorkommen. Die iibrigen
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Matrizen der Hauptdiagonale: S; ' A®S; liefern offenbar denselben
Beitrag, und daher wird:
PO (€)= Jy©(S)
8

So erhalten wir die Formel:

Ekuv Z(u)'(s) = }Tgh— 2’#"’) (T)’

u s T
die Summe rechts erstreckt iiber die Elemente der Klasse von S,
die in § auftreten.

Dies ist die Formel von Frobenius; sie 1aBt sich auch mit Hilfe
der Relationen zwischen den Gruppencharakteren herleiten (vgl. Burn-
side, Theory of groups, S. 330). Uber die Zahlen k,, sei noch bemerkt,
daB stets Ry, =Ry, ist, wenn y®) resp. w®) die zu y® resp. yp®
adjungierten Charaktere sind. Ferner ist

1 fir u=1
k“—{O , u>1"

Aus diesen Formeln hat Frobenius (Berl Ber. 1901) folgenden
Satz hergeleitet:

Satz 136: Wenn ® eine Untergruppe O besitzt, die mit keinem
Element auflerhalb von § vertauschbar ist und mit keiner threr kon-
jugierten ein Element aufer E gemeinsam hat, so bilden die Elemente
auferhalb von O und den dazu konjugierien Gruppen zusammen mit E
einen Normalteiler von & .

Als Satz iiber Permutationsgruppen lautet er folgendermafien:
Wenn aufler E alle Permutationen einer transitiven Gruppe vom Grade n
hochstens eine Variable ungeindert lassen, so bilden diejenigen, welche
alle Variablen permutieren, zusammen mit E einen Normalteiler von
der Ordnung n.

Beweis: Stellen wir @ als Permutationsgruppe dar, indem wir $
als erzeugende Untergruppe nehmen, so hat jedes Element von $
und seinen konjugierten Gruppen den Charakter 1, auBer F, das den
Charakter # (= Index von @) hat. Die iibrigen Elemente besitzen 0
als Charakter. Nimmt man die identische Darstellung weg, so hat E
den Charakter # — 1, die # — 1 Elemente auBerhalb § und seinen
konjugierten Gruppen haben den Charakter — 1, alle iibrigen 0. Nun
sei I'® eine Darstellung von ¢, welche nicht in dieser Permutations-
gruppe enthalten ist. Dann gilt offenbar (n — 1) y® = 3 y®(S) die
Summe erstreckt iiber die erwahnten # — 1 Elemente. Rechts steht
eine Summe von y® (n — 1) Einheitswurzeln. Da sie gleich (n — 1)z
sein muB, so muB jede Wurzel gleich 1 sein, wie die geometrische
Deutung sofort zeigt, daher gehéren diese # — 1 Elemente zusammen
mit E zu einem Normalteiler ¢ von . Aber auBler diesen gibt es
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kein Element mehr, dessen charakteristische Wurzeln siamtlich gleich
1 sind, also ist der Satz bewiesen. Alles kommt darauf an, zu zeigen,
daB die Permutationsgruppe nicht jede Darstellung von & enthalt.
Wiederum seien I'® und y® die irreduziblen Darstellungen von &
und ihre Charaktere, A® und w® dasselbe fiir §. Ferner sei E®
und ¢ ® die imprimitive Darstellung von &, welche durch A® erzeugt
ist, und ihr Charakter. Dann gilt:
G0 = Xk, ™.
Nun ist offenbar
¢ (E) = n-y®(E)
P@(S) =p®(S) (S4E und in ).
Damit ist ¢® fiir jedes Element von § und seinen konjugierten
Gruppen bestimmt. Fiir alle tibrigen (n — 1) ist

¢ (S)=0.
Wir bilden nunmehr

290 9 (S) = 2Dk 1 () (Zky 2 (S))}
=g “kmku'w'~g2 uo Ry
Andererseits findet man, wenn man die Werte von @ beriicksichtigt:
IS 7(S) = Ty (S)y () 4 (1 — 1)y (E) ) E).

Die erste Summe rechts ist = /4 oder = 0, je nachdem w==9 oder

w <= v. Dasselbe erhilt man, wenn man iiber die konjugierten Gruppen

von § summiert. Addiert man alles, so erhdlt man Yg® (Syp®)(S),
®

nur ist das Einheitselement n-mal gezdhlt. Daher findet man fiir
die Summe ng

g+n-(n*—1)yp® (E ¥ (E) — (n— 1) n* 9@ (E) @ (E) W=y
O+ . . . . .. e e e e e e W
oder, da y®) (E) = 1/v(“” (E) ist:

O EpE) 1 )
— ku v ku w 1
n — .
“ l i @ (E) y® (E) (w == v).
Berechnet man nun Y (k, — y®(E)k,,)?, so erhilt man:

Sk, — O (E) R,y ) =1+ (p(E)).
u
Der erste Term in der Summe (u = 1) ist:

(ky, — 4y (E) kyy)* = @ (E)? fir v > 1.

Speiser, Gruppentheorie. 10
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Daher wird
Z(k — O (E)k, 1)2=1 fiir v > 1.

Folglich wird gerade ein Term = + 1, die andern » — 2 verschwinden.
Genau gleich zeigt man, dal

T
3 by = VOB k) (o — $OE) yy) = 0
—
fir w > 1 und » > 1 und untereinander verschieden.
Daher sind die Werte von #, fiir die
kuv - w(o)(E) kul und kuw - w(“’) (E) kul
von O verschieden sind, verschieden, und eine geeignete Numerierung
ergibt die Formeln:
bo — VO (E) by = £ 1 (e=2.3,..)
kyy, —y®(E)k,=0 as=b, a>1.

Dky, 1 (E) = 9®(E)n

Nun war:

und speziell
Dk, 7@ (E)=n.
u

Daher wird:

X (kyy — p O (E) kyy) 2% (E) = 0.

%
Als ersten Term # = 1 erhalten wir (da v > 1): — y®(E). Sonst sind
alle = 0, auBer demjenigen mit # — v, der den Wert hat + y®(E).
Daher wird
es gilt also stets das Zeichen - und es wird

Z(")(E) = 1/)(”) (E).

Nimmt man nun die Darstellung vom niedrigsten Grade nichst I'®),
etwa I'®, so ist dieser Grad auch der niedrigste fiir die Darstellungen
von §, néichst der identischen. Da die Untergruppe $ in I'® nicht
die identische sein kann, so muB sie irreduzibel sein. Sie enthilt
also die identische Darstellung nicht. I'® ist die gesuchte Gruppe I'®);
womit der Satz bewiescn ist.
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13. Kapitel.

Arithmetische Untersuchungen iiber
Substitutionsgruppen.

§ 53. Beschrinkung auf algebraische Zahlkérper.

Satz 137: Jede endliche Gruppe linearer Substitutionen laft sich
so transformierven, daf ihre Koeffizienten in einem algebraischen Zahl-
korper liegen.

Beweis: Es geniigt, den Satz fiir irreduzible Gruppen zu be-
weisen. I sei eine solche vom Grade » und

M=FEx,+A4dx,+...=(2;)
sei ihre Gruppenmatrix. Die Determinante von M besitzt als Ko-
effizienten Zahlen des durch den Charakter von I" bestimmten Koérpers k.
Die z;, sind #® Linearformen der x, welche unabhéingig voneinander
sind. Daraus folgt, daBl die charakteristische Gleichung der Gruppen-
matrix unzerlegbar ist; man kann daher nach einem Satz von Hilbert
(Crelle’s Journ. 110 S. 104) den Variabeln x solche Werte aus % bei-
legen, daB die charakteristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln
hat. Eine solche Matrix sei M, die x mogen also Zahlen aus & be-
deuten. M 1aBt sich als Matrix mit lauter verschiedenen Wurzeln
auf die Diagonalform transformieren. Dieselbe Transformation denken
wir uns auf E, 4, B, ... ausgelibt und nehmen unter Beibehaltung
der bisherigen Bezeichnung an, daBl M die Diagonalform hat. Thre
Hauptdiagonale sei
gy Oy + v vy 06y

Mit M sind auch samtliche Potenzen lineare Ausdriicke der Substi-
tutionen von I". Nun sei S eine beliebige Substitution von I'. Der
Charakter von M S ist einerseits

Uy S1g T O Sgn oo T €S, =0
andererseits gleich dem Charakter von
Sxp+ASx, + ...,
d. h. eine Zahl aus k. Macht man dasselbe fiir die Potenzen von M,
so findet man, daB
YSit - @3 Sep - ee s - G Sun = Vi (4=1,2,...,n)

samtlich Zahlen aus % sind. Aus diesen z Gleichungen lassen sich
die Zahlen s,,, ..., s, , berechnen und man findet, daB sie dem Zahl-

korper K angehéren, der durch & und die Wurzeln «,, ..., ¢, bestimmt

ist. Diese Tatsache gilt fiir alle Matrizen von I
10*
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Nun bilden wir wie in § 48 die Matrix

Eey+Ae,+...=(§,)-

Die Koeffizienten von &, liegen in K. Multipliziert man &, rechts
mit allen e¢g, so erhdlt man genau 7 unabhingige hyperkomplexe
Zahlen, deren Koeffizienten simtlich in K liegen, alle librigen driicken
sich linear und mit Koeffizienten aus K durch sie aus. Multipliziert
man diese - daher rechts mit eg, so erfahren sie eine Substitution mit
Koeffizienten aus K. Die so entstehende Gruppe ist dquivalent mit
der adjungierten zu I', womit der Satz bewiesen ist.

Satz 138: Wenn I' eine Subsittution S enthdlt, welche eine ihrer
charakteristischen Wurzeln, z. B. €, nur einmal enthdlt, so lift sie sich
so transformieren, daf} ihre Koeffizienten in dem durch die Charaktere
von I und durch e bestimmien Zahlkorper k liegen.

Beweis: Wir nehmen I' in einem algebraischen Zahlkérper an,
dann reduzieren wir S auf die Diagonalform, was nur algebraische
Irrationalititen erfordert. I' moge jetzt im Korper K liegen, die
Galoissche Gruppe von K in k sei §. Ubt man auf die Koeffizienten
von I' die Substitutionen von 3 aus, so erhdlt man lauter aquivalente
Gruppen I, I",..., denn die Charaktere bleiben ungeindert. Es
sel z. B. T-'I'T =TI". Nun bedenken wir, daB S seine Diagonal-
form beibehilt und daB &, welches die Stelle s,, einnehmen mége, un-
geandert bleibt. Es folgt daraus, daBl T reduzierte Gestalt hat und
in einen Bestandteil vom Grade 1 nebst einem solchen vom Grade
n — 1 zerfillt. Daher bleiben unter T die Koeffizienten a,,, b,,. ...
aller Substitutionen von I" ungedndert, d.h. diese Stellenzeile liegt
in k. Daraus folgt der Satz 138.

Satz 1839: Wenn mI' in einem Zahlkirper k irreduzibel ist, so
ist m ein Teiler des Grades n von I'. Hierbei bedeutet I' eine absolut
wrreduzible Gruppe.

Beweis: Die Substitutionen von m I seien E, 4, B,... Wir
bilden

Eeyp+4de,+...=(&,)
und betrachten die Zeilen

E,’l; Eig,-~-a§” (1:1, 2....,l; l=mn)
Jede dieser Zeilen erfihrt bei rechtsseitiger Multiplikation mit eg die
Substitutionen der zu s I' adjungierten Gruppe. Die Zahlen jeder
Zeile sind linear unabhingig, denn die Beziehungen lieBen sich in K
herstellen und daher wire die Gruppe in 'K reduzibel.

Betrachten wir nun die / Systeme hyperkomplexer Zahlen

xl£i1+"'+xl§il (1:-1, 2,...,1),

wo die x alle Zahlen von K durchlaufen. Wenn das erste mit dem
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zweiten gemeinsame Zahlen bat, so sind sie identisch, denn die ge-
meinsamen Zahlen lassen sich durch eine Basis darstellen und ihre
Gesamtheit bleibt unverdndert bei rechtsseitiger Multiplikation mit eg.
Man erkennt, dafl die Anzahl der unabhingigen Zahlen ein Vielfaches
von [ ist. Andererseits ist diese Zahl gleich #?, weil I" der einzige
absolut irreduzible Bestandteil ist. Daher ist m ein Teiler von #.

Satz 140: Zwei in einem beliebigen Zahlkorper K irreduzible
Gruppen sind entweder dquivalent oder sie haben keinen gemeinsamen
absolut trreduziblen Bestandteil.

Beweis: Fiir die beiden Gruppen seien

(&) und ()

die im vorigen Beweis benutzten Matrizen hyperkomplexer Zahlen. Fiir
die Zahlen, die sich durch die &;, ausdriicken lassen, bilden gewisse
Zeilen der Matrix (&,,) eine Basis, dasselbe gilt fiir #,,. Falls die
beiden Gruppen gemeinsame, absolut irreduzible Bestandteile haben,
miissen zwischen den & und % Beziehungen bestehen, deren Koeffi-
zienten selbstverstandlich in K liegen. Eine Basis fiir das durch die
& und # bestimmte System laBt sich durch Zeilen aus (&;,) und (7,,)
angeben. Nimmt man hierfiir zunichst die Basis der &, so konnen
die hinzukommenden Zeilen von (’hk) keine Basis aller #,, bilden,
weil sonst die beiden Systeme unabhingig wairen.

Nysoeor 1),

sei eine Basiszeile der 7;,, die nicht in der ausgewihlten Basis des
zusammengesetzten Systems vorkommt.  Wir driicken sie durch die
letztere aus. #, wird dann die Summe zweier Zahlen

n, = e, + f, (i=1,2,...,7), (1)
wobei die «; blos durch die erste Zeile &, dargestellt sind und die
p; durch die iibrigen Zahlen der Basis des zusammengesetzten Systems.
Statt der ersten Zeile kann auch eine andere Basiszeile aus den &,
hervorgehoben werden. Bei rechtsseitiger Multiplikation mit eg erfahren
die ¢;, die f; und die #; wegen (1) dieselbe Substitution aus der zur
zweiten Gruppe adjungierten. Wiren die ¢, nicht unabhingig, so ware
diese Gruppe reduzibel, daher sind sie unabhingig und die beiden
Gruppen erweisen sich als dquivalent. Ohne weiteres folgt nun

Satz 141: Eine Gruppe liPt sich auf eine und nur eine Weise
in Bestandteile zerlegen, die in einem Zahlkorper K irreduzibel sind.
Mit einem absolut irreduzibeln Bestandteil’ kommen stets diejenigen
gemeinsam vor, deven Charakterensysteme relativ zu K konjugiert sind.

Fiir absolut irreduzible Gruppen I" erweitern wir die Uberlegungen
von Satz 138. Wenn eine Substitution S eine Wurzel ¢ genau z-mal
enthilt, so 148t sich 7 I" in dem durch das Charakterensystem und ¢ be-
stimmten Korper k& darstellen. Man denke sich S reduziert und ¢ an
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die 7 ersten Stellen der Hauptdiagonale gebracht. Dann beweist man
genau wie frither, daB

511 ”I“‘Eez +"'+§rr
in K liegt, womit die Behauptung bewiesen ist.

Nun moge die Substitution S die Wurzel ¢ genau r-mal ent-
halten und 4 sej der groBte gemeinschaftliche Teiler aller 7, die man
erhalt, indem S alle Substitutionen von I' und ¢ alle ihre charak-
teristischen Wurzeln durchlduft. Dann gilt der

Satz 142: dI' lif}t sich in dem durch simtliche Wurzeln der
charakteristischen Gleichungen bestimmien Korper darstellen.

Beweis: Ist dI' die im angegebenen Korper irreduzible Dar-
stellung, so muB ¢ ein Teiler aller » und daher auch von d sein.

I. Schur beweist folgenden

Satz 148: Ist s I' trreduzibel in einem Korper K, so lipt sich I
selber darstellen in einem Korper, dessen Relativgrad gegeniiber K
gleich s 1ist.

Der Beweis erfolgt durch ein Verfahren wie im Beweis von
Satz 137%).

§ 54. Gruppen im Korper der rationalen Zahlen.

Es gilt der

Satz 144: Jede Gruppe mit rationalen Koeffizienten lift sich so
transformieren, daf3 sie ganzzahlige rationale Koeffizienten besiizt.

Beweis: Es geniigt, den Satz fiir Gruppen I" zu beweisen, die
im rationalen Zahlkorper irreduzibel sind. Es sei N der General-
nenner aller Koeffizienten von I'. Ubt man auf Nx, alle Substi-
tutionen von I aus, so erhdlt man lauter ganzzahlige Formen der
n Variabeln von I', und zwar kommen darunter # linear unabhingige
vor, sonst wiare I reduzibel. Wir bilden nun das System aller Formen,
die sich durch die soeben abgeleiteten linear und mit ganzzahligen
Koeffizienten zusammensetzen lassen. Diese bilden einen sogenannten
Modul. Betrachten wir die sémtlichen auftretenden Koeffizienten von x, .
Mit je zweien kommt auch ihre Differenz vor und man kann daher
in ihrem System den euklidischen Algorithmus ausiiben, d. h. das
System besteht aus den samtlichen Vielfachen einer bestimmten ganzen
Zahl d,. L, sei eine Form mit d, als erstem Koeffizienten. Ist L
eine beliebige andere, so kann man in der Gestalt L — a L, eine Form
herstellen, die zum Modul gehoért und deren erster Koeffizient O ist;
a wird eine ganze Zahl. Es sei d, der gemeinsame Teiler aller Ko-

1) Weitere Sitze geben Speiser: Zahlentheoretische Sitze aus der Gruppen-
theorie. Math. Z. 5, S. 1; I. Schur: Einige Bemerkungen zu der vorstehen-
den Arbeit des Herrn A. Speiser. Math. Z. 5, S. 7.
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effizienten von x, in denjenigen Formen, deren erster Koeffizient ver-
schwindet, und L, sei eine solche mit d, als Koeffizient von x,. Dann
lassen sich @ und b so als ganze Zahlen bestimmen, da L —a L, — b L,
von x, und x, unabhingig ist. Man fahre wie bisher fort und findet,
daB unser Modul eine Basis von # Formen besitzt, die folgende Ge-
stalt haben:

Ll = d]l ;\‘1 _}_ dl‘l Xy + tot —l_ dln x'n

L,= dyo Xy + -+ dy, %,

L = 2

n

Ubt man auf die Variabeln x die Substitutionen von I' aus, so
erfahren die Formen unseres Moduls nur unter sich eine Vertauschung
und die Basis geht wieder in eine solche iiber, d. h. die » Linear-
formen erfahren eine ganzzahlige Substitutionsgruppe. Diese ist dqui-
valent mit I, denn sie entsteht durch Transformation von I" mit (d;,),
womit der Satz bewiesen ist.

Fiir Substitutionen mit algebraischen Koeffizienten 14Bt sich ein
dhnlicher Satz beweisen. Die Koeffizienten von x, bilden dort ein
Ideal ¢. Geht man zum Klassenkorper tiiber, so ist a Hauptideal;
man braucht aber nicht die Existenz dieses Korpers vorauszusetzen,
denn es gibt bekanntlich immer eine gewisse Potenz von ¢, die
Hauptideal ist. Wenn

()™=,

so adjungiere man dem Korper die m-te Wurzel aus ¢. Es wird dann

m
a= <V « )
Somit 14aBt sich das Verfahren im Beweis zum vorigen Satz fortsetzen
und man erhilt den

Satz 145: Wenn I' im Korper K liegt, so lift sich stets eine
dquivalente Gruppe mit ganzen Zahlen eines Korpers angeben, dessen
Galoissche Gruppe in K auflosbar ist.

Wir kehren nun zuriick zu den Gruppen mit rationalen Ko-
effizienten. Aus einer Gruppe mit ganzzahligen Koeffizienten lassen
sich durch Transformation mit unimodularen ganzzahligen Matrizen
eine unendliche Menge neuer gewinnen. Wir fassen diese zu einer
Klasse zusammen, dann gilt der

Satz 146: Die dquivalenten ganzzahligen, rational trreduziblen
Gruppen zerfallen in eine endliche Anzahl Klassen.

Der Beweis dieses Satzes wurde zum erstenmal von C. Jordan ge-
fiihrt (Journ. de I'école polyt. 48). Weitere Beweise gaben H. Minkowsks
(Diskontinuititsbereich fiir arithmetische Aquivalenz, Crelle’s Journal
Bd. 129 und Werke Bd. II, S. 53—100) und L. Bieberbach (Gott. Nach-
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richten 1912). Alle diese Beweise benutzen die Theorie der quadra-
tischen Formen und ihre Wiedergabe iibersteigt den Rahmen unseres
Buches. Wir begniigen uns daher, zwei extreme Fille zu behandeln,
und weisen schon hier auf den SchluBabschnitt hin, wo dem vor-
liegenden Theorem seine zentrale Stellung in der allgemeinen Zahlen:
theorie vindiziert wird.

1. Fall: I' ist zyklisch und von der Ordnung m. Der Grad ist

dann ¢ (m). Auch die adjungierte Gruppe I" ist ganzzahlig, und mit
ihrer Hilfe bilden wir die Matrix:

e A =M,
1
wobei ¢ eine primitive m-te Einheitswurzel bedeutet. Nun gilt
eMA = M.
Bezeichnen wir die erste Zeile von M mit
4‘1: 4“2! e ey Cn,
so gelten die Gleichungen
n
el; = Ya;, 0y (a;) =4 (1)
1

Die {; sind ganze Zahlen des durch ¢ bestimmten Zahlkérpers & und
das Gleichungssystem (1) besagt, daB {,, ..., {, die Basis eines Ideales
bilden. - Umgekehrt, bilden diese Zahlen die Basis eines Ideales, so
erhdlt man durch Multiplikation mit ¢ eine ganzzahlige Darstellung der
zyklischen Gruppe. Weil ¢ eine einfache Wurzel von 4 ist, so sind durch
die Gleichungen (1) die Zahlen {; bis auf einen gemeinschaftlichen
Faktor, die zugehorigen Ideale also als Ideale einer Idealklasse be-
stimmt. Es gibt genau so viele Klassen ganzzahliger Darstellungen,
als es Idealklassen in % gibt, und diese Zahl ist bekanntlich endlich.

2. Fall: Die Gruppe I' ist vollstindig irreduzibel, was z. B. bei
den Darstellungen der symmetrischen Gruppen (Frobenius) immer
der Fall ist. Hier benutzen wir die Formeln des Satzes 122 auf Seite 125.
Die hyperkomplexen Zahlen besitzen ganze rationale Zahlenkoeffizienten
und erfahren bei rechtsseitiger Multiplikation mit eg die Substitutionen

der adjungierten, ebenfalls ganzzahligen Gruppe I, die wir als die ge-
gebene betrachten. Wiederum bezeichnen wir die erste Zeile der ;, mit

Cor Lo oo Gy

Aquivalente ganzzahlige Darstellungen, die zu verschiedenen Klassen
gehoren, -erhilt man durch Transformation mit Matrizen, die man als
ganzzahlig annehmen kann, aber mit einer von 4- 1 verschiedenen Deter-
minante. Den groBten gemeinsamen Teiler der Koeffizienten darf man
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als 1 voraussetzen. Wenn es also mehrere Klassen gibt, so muB} es
moglich sein, lineare Formen der {, zu bilden mit ganzzahligen
Koeffizienten 1;,:

;= 2Ly

die bei rechtsseitiger Multiplikation mit eg ganzzahlige Substitutionen
erfahren. Bilden wir den Modul

Xyfy + Xyllg T 0,
wobei die x; alle ganzen Zahlen durchlaufen, so erhdlt man durch
Multiplikation mit eg lauter Zahlen dieses Moduls. Dasselbe gilt daher
auch bei rechtsseitiger Multiplikation mit {; . Multiplizieren wir die
GroBen 7, der Reihe nach mit allen {, ,, so kommt heraus u;,c(,,

wobei c:;g ist. Da die u,, teilerfremd sind, so kommt im Modul

auch ¢{, vor, und ebenso ¢{;. Damit ist die Anzahl der Moduln
limitiert und der Satz bewiesen.

H. Minkowsk: verdankt man wichtige Sitze iber die Ordnung
von rationalen Substitutionsgruppen. Da die charakteristische Deter-
minante einer Substitution in diesem Falle eine Funktion mit rationalen
Koeffizienten ist, so ist die Ordnung der Substitutionen durch den
Grad 7 der Gruppe limitiert. Ist %4 eine solche Ordnung, so gilt fiir
die zahlentheoretische Funktion ¢ () folgende Ungleichung:

o () < n.

denn eine h-te Einheitswurzel geniigt einer irreduziblen Gleichung mit
rationalen Koeffizienten vom Grade ¢ (h). Fir n =2 und » = 3 findet
man folgende moglichen Werte fiir A: 1, 2, 3, 4, 6. Fiir # =4 und
5 treten noch die Werte 5, 8, 10, 12 hinzu.

Weiterhin gilt folgender

Satz 147: Reduziert man eine Gruppe mit rationalen Koeffizienten
modulo einer ungeraden Primzahl, so erhilt man eine holoedrisch iso-
morphe Kongruenzgruppe.

Beweis: Wir zeigen, daB keine ganzzahlige Substitution end-
licher Ordnung (mod p) der Einheitssubstitution kongruent ist, auBer
E. Es sei S=FE + p2U, wobei der groBte gemeinsame Teiler der
Koeffizienten von U zu p prim ist. Bildet man die Potenzen von S, so
darf man die Binomialformel anwenden. S habe die Primzahlordnung
l, dann wird

Si—E+ (1)U + ...+ puUl=E.

Wenn p von [ verschieden ist, so folgt, daBl S¢(mod pe+!) kongruent
ist E 4 lpeU, also nicht kongruent E, was einen Widerspruch gibt.
Ist p =1, so erinnere man sich daran, daB die Binomialkoeffizienten
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durch $ teilbar sind, aufler dem ersten und dem letzten. Reduziert
man daher mod $%+2, so gelangt man wie vorher zu einem Wider-
spruch. Auch fiir p = 2 gilt der Satz, wenn / == 2 ist und schlieBlich
auch fiir p =17=2, wenn a groBer als 1 ist. Kennt man also die
Modulsubstitutionen modulo einer ungeraden Primzahl, so sind damit
auch die rationalen Gruppen des betreffenden Grades bekannt. Die
Gruppen ungerader Ordnung erhdilt man bereits durch Reduktion mod 2.
Die Ordnung einer ganzzahligen Gruppe vom Grade s muf} Teiler von

" =10 —p)(2" — 7). (" — "7
sein fiir alle ungeraden Primzahlen $. Daraus folgt eine obere Grenze
fir die Primzahlpotenz [, die in g aufgehen kann. Es sei [" eine
geniigend hohe Potenz von I, so daB jedenfalls /* > n/ ist. Nun
wihle man p aus einer primitiven Restklasse mod [¥. Aus Satz 38
folgt, daB
(pr—1) ("t =1)...(p — 1)

genau durch die folgende Potenz von I teilbar ist, falls /3= 2

f n

n no
l’——J + {1(1—1)} + {lz(l—l)J T
wobei [a] die groBte ganze Zahl < g darstellt. Fiir /=2 findet man

'n

wrel) 3] 4

§ 55. Beziehungen zur Kristallographie.

Wir wollen zeigen, dal das Problem, die ganzzahligen Gruppen
des Grades # zu finden, gleichbedeutend ist mit der Aufsuchung aller
Gitter des n-dimensionalen Raumes mit besonderen Symmetrien.

Es seien p;, p,, ..., p, die Fundamentalvektoren eines n-dimen-
sionalen Gitters, so daB man alle Gitterpunkte erhilt, indem man die
Gesamtheit der Vektoren

4Py 4 oo 2,0,
von einem festen Punkt O aus abtrdgt. Hierbei durchlaufen x,, ..., x,

alle ganzen Zahlen. Die Linge des Vektors p; sei +Va,,, ferner

setzen wir

11

Va,Vay, -cos(p, p)=a,=a,,
dann wird das Quadrat der Linge des Vektors
X9+ o Fx,0,

gegeben durch die quadratische Form

n
> A %%, -
=1 k=1
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Umgekehrt ist durch eine beliebige definite quadratische Form der
n Variablen x, ein Gitter definiert bis auf die Lage im Raum und
bis auf eine Symmetrie. Man kennt alsdann ndmlich die Linge der
Fundamentalvektoren und die Winkel zwischen ihnen. Waihlt man
n — 1 aus ihnen aus, so spannen sie eine (# — 1)-dimensionale lineare
Teilmannigfaltigkeit aus und man kann den letzten Vektor auf zwei
zu ihr symmetrische Weisen hinzufiigen. Man kann zeigen, daB es
nur zwei zu einer Fundamentalform gehdrige Gitter gibt. Wir wéhlen
eines derselben.

Die Variablen x,, ..., x, sind die Koordinaten des Endpunktes
des Vektors x,p, + ... 4 «,p, in demjenigen Koordinatensystem,
dessen Achsen die Richtungen der Vektoren p, haben, wihrend die
Einheitsstrecke der ¢-ten Achse durch den Vektor p, gegeben ist.
Die Determinante |a;, | stellt das Quadrat des Inhaltes des Funda-
mentalparallelepipedes dar. Man kann das Gitter auf unendlich viele
Arten durch Fundamentalvektoren aufbauen, man erhilt sie alle, wenn
man auf die Vektoren p,, ..., p, die samtlichen ganzzahligen Sub-
stitutionen mit der Determinante 4 1 ausiibt. Die ,,metrische“ Funda-
mentalform 3 a,, x,x, erfihrt dabei die transponierten Substitutionen,
denn eine Substitution auf die p, in x,p, + ... -+ x,p, kann auch als
die transponierte auf die x, gedeutet werden.

Falls das Gitter eine Symmetrie aufweist, muB es moglich sein,
neue Fundamentalvektoren einzufiihren, welche dieselbe Konfiguration
bilden wie die vorigen (Bewegung) oder die symmetrische (Symmetrie
zweiter Art), d. h. die zugehérigen Substitutionen miissen die metrische
Fundamentalform in sich iiberfiihren.

Umgekehrt: wenn wir eine ganzzahlige endliche Gruppe haben,
so besitzt sie eine invariante definite quadratische Form. Man hat
blof auf x,*> 4 ... x? alle Substitutionen auszuiiben und die ent-
stechenden Formen zu addieren. Es gibt daher Gitter, welche die
betreffende Symmetrie aufweisen. Damit ist das Problem, symme-
trische Gitter aufzusuchen, als identisch erwiesen mit der Frage nach
den ganzzahligen Substitutionsgruppen.

Aquivalente Gruppen besitzen dieselben Operationen, sie lassen
sich auf dieselbe orthogonale Gruppe transformieren. Sie definieren
dieselbe Kristallklasse. Es besteht infolgedessen der

Satz148: Es gibt nur endlich viele Kristallklassen in n Dimensionen.

Beweis: Als abstrakte Gruppen kommen nach Satz 147 nur end-
lich viele in Betracht und diese lassen nur endlich viele nicht dqui-
valente Darstellungen in # Variablen zu.

Dasselbe Gitter gehort nur zu solchen ganzzahligen Gruppen,
die durch ganzzahlige unimodulare Substitutionen ineinander trans-
formierbar sind.
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Satz 149: Wenn die ganzzahlige Gruppe im Gebiet der rationalen
Zahlen irreduzibel ist, so gibt es nur eine endliche Anzahl verschiedener
Gitter der zugehorigen Klasse.

Der Beweis folgt ohne weiteres aus Satz 146.

Hier ist jedoch noch folgende Bemerkung von Wichtigkeit: Wenn
die Gruppe reduzibel ist, so besitzt sie mindestens zwei linear un-
abhidngige invariante quadratische Formen. f, und f, seien zwei
solche. Dann ist die Gesamtheit der quadratischen Formen

a,fy + aafy
invariant, wobei @, und a, zwei beliebige reelle Zahlen sind. Ins-
besondere bilden die Formen

tf1+(1 _t)f‘z’

in denen ¢ von O nach 1 stetig variiert, eine Schar positiv-definiter
Formen, welche f; mit f, stetig verbindet. Zu unserer Gruppe gehort
daher eine unendliche Menge von Gittern, aber sie lassen sich durch
stetige Deformation, ohne die Symmetrie zu verlieren, ineinander iiber-
filhren. Eine solche Schar betrachten wir nur als e¢in Gitter. So
sind wir auch bei drei Dimensionen vorgegangen: nur das kubische
Gitter besaB keinen Freiheitsgrad, abgesehen von der Wahl der
Einheitsstrecke.

Der Vollstandigkeit halber wollen wir noch einige Hilfsmittel zur
Behandlung der Raumgitter herleiten. Wir benutzen hierbei die von
Einstetn herriihrende Vereinfachung der Bezeichnung, welche in der
Regel besteht, daB iiber doppelt auftretende Indizes stets von 1 bis #
summiert wird.

Die metrische Fundamentalform ist a;,x;%,. Unter einer Ebene
durch O verstehen wir die (» — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit der
Punkte, welche einer Gleichung /,x, = 0 geniigen. Sie enthilt dann
und nur dann ein (» — 1)-dimensionales Teilgitter unsres Gitters,
wenn die /; rationale Zahlen sind. Wir normieren die /;, indem wir
sie als teilerfremde ganze Zahlen annehmen, und nennen sie alsdann
die Indizes der Ebene. Es ist von Wichtigkeit, die GroBe des
Fundamentalparallelogrammes der Ebene zu kennen, da durch sie die
»Belastung* der Gitterebene bestimmt ist. Man erhilt alle parallelen
Gitterebenen in der Gestalt /,x, = [, wobei [ alle ganzen Zahlen durch-
lauft, insbesondere ist /,x;=1 eine benachbarte Ebene zu /;x,=0.
Wir bestimmen ihren Abstand von 0, indem wir das Minimum von
a;, %;x, unter der Nebenbedingung /,x,=1 aufsuchen. Indem wir

k71
a;,. %%, — 2Alx; nach x, differenzieren, bekommen wir
a, %, —A,=0.

Wir multiplizieren mit %, und summieren, es ergibt sich

—_ = 22
= XX =L,
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wenn wir unter ¢ die gesuchte Entfernung verstehen. Andrerseits
l6sen wir die Gleichungen nach den x; auf, indem wir die aus den
Unterdeterminanten A, der Matrix («;,) gebildete Determinante |4
benutzen. Es ergibt sich

Ax;=él 4;,, A=a;]|.

il

Wir multiplizieren mit /; und summieren.

A=2e"A4,11,.

4,01, heiBt die zu a;, x,x, adjungierte quadratische Form. Ziehen
wir die Quadratwurzel, so ergibt sich links der Inhalt des Funda-
mentalparallelepipedes des ganzen Gitters. Dieser ist nun aber gleich
dem Inhalt desjenigen unserer Ebene multipliziert mit dem Abstand
zweler benachbarter Ebenen (Inhalt = Basis mal Hoéhe). Hieraus
folgt der

Satz 160: Das Fundamentalparallelogramm der Ebene mit den In-
dizes I; hat den Inhalt:

VA, bt
Diesen Satz hat bereits Gauss gekannt (vgl. Geometrische Seite
der terniren Formen, Werke B. 2, S. 305).
Indizes und Variable stehen in kontragredientem Verhiltnis, sie
erfahren in unserer Terminologie adjungierte Substitutionen bei Ein-
fiithrung neuer Fundamentalvektoren resp. bei den Gittersymmetrien.

14. Kapitel.
Gruppen von gegebenem Grade.

§ 56. Die endlichen Substitutionsgruppen vom Grade n.

Eine Gruppe I"des Grades #, deren Ordnung eine Primzahlpotenz
p® ist, kann immer auf monomiale Gestalt transformiert werden. Ist p®
die hochste in #! aufgehende Potenz von p, so enthilt ¢ einen Abelschen
Normalteiler, dessen Index ein Teiler von #° ist. Das Problem, alle
Substitutionsgruppen #-ten Grades, deren Ordnung eine Potenz von p
ist, aufzustellen, ist zuriickgefithrt auf das Problem, die Sylowgruppe von
der Ordnung p? fir die symmetrische Gruppe von s Variablen zu
bestimmen. Wir sind noch weit davon entfernt, ein dhnliches Kon-
struktionsprinzip fiir alle endlichen Gruppen des Grades # anzugeben,
aber einige hochwichtige Resultate sind in dieser Hinsicht bereits
erzielt worden.

Satz 181: Wenn eine irreduzible Substitutionsgruppe Matrizen
besitzt, deren Charaktere im Korper der po-ten, der q-ten usw., aber
nicht der p®1-ten, der q®~'-ten usw. Einheiiswurzeln liegen, so enthdlt
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sie auch eine Substitution von der Ordnung p®q®.... Hierbei bedeuten
P, q, ... verschiedene Primzahlen.

Beweis: Zwischen den Potenzen einer primitiven $%-ten Einheits-
wurzel ¢ bestehen in einem beliebigen Korper, der prim ist zu dem
durch ¢ bestimmten, genau die folgenden linearen Beziehungen:

e +¢ele, el ... e 1=0, (1=0,1, ..., p*1—1),
& = ",
und diejenigen, welche sich aus diesen durch lineare Verbindungen
herleiten. Die Darstellung einer Zahl als Summe von Einheitswurzeln
ist daher nicht eindeutig. Wenn in jeder Darstellung eine primitive
s-te Einheitswurzel vorkommt, so sagen wir kurz: Die Zahl bedarf
der s-ten Einheitswurzeln. Wir nehmen nun an, ein Charakter z,
bediirfe der s-ten Einheitswurzeln und s sei prim zu p. Es gibt
ferner nach der Voraussetzung einen Charakter y,, welcher der p¢-ten
Einheitswurzeln bedarf. Es gilt nach Satz 112 folgende Gleichung

r
By b2 zlxl%:ciuhzlr (1)

Auf beiden Seiten stehen Summen von Einheitswurzeln, deren
jede Produkt einer bestimmten (primitiven oder imprimitiven) $%-ten
und einer dazu primen Einheitswurzel ist. Wir greifen diejenigen
heraus, deren erster Faktor eine der Zahlen

ek, (k=1,2,...,9), (,?=1)

ist. Links steht

elae, + aye+ ... + apslf’)xi
und wir diirfen ¢ so gewahlt denken, daB nicht alle a; einander
gleich sind, sonst bediirfte y, nicht der p®-ten Einheitswurzeln.
Rechts stehe

e(ey ey + .o+ @e?),

wobei die Zahlen « der p-ten Einheitswurzeln nicht bediirfen. Beide
Seiten miissen einander gleich sein und es ergibt sich

Wi — O ==Ao); — g =...=a,%; — @,

Nun sei etwa a, —a, = b von 0 verschieden, dann folgt
by, =0, —a,.

Da diese Differenz der s-ten Einheitswurzeln bedarf, so gilt dasselbe
mindestens von ¢, oder von ¢,. Daraus folgt, daB die rechte
Seite von (1) eine primitive p%s-te Einheitswurzel enthilt und infolge-
dessen auch einer ihrer Summanden y,. Es gibt also eine Sub-
stitution, deren charakteristische Wurzeln eine primitive p%s-te Ein-

heitswurzel enthalten, und daher auch eine solche von der Ordnung p%s.
Durch vollstindige Induktion beweist man ohne weiteres unsern Satz.
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Aus diesem Hilfssatz aus der Theorie der Kreiskorper folgt nun
folgender

Satz 152: Eine irreduzible Substitutionsgruppe n-ten Grades von.
der Ordnung n, n,, wobei die Primfaktoren von n, grofer, diejenigen
von n, kletner oder gleich n + 1 sind, besitzt eine Abelsche Untergruppe
von der Ordnung n, .

Beweis: Wir nehmen zunichst an, dal3 alle Substitutionen die
Determinante 1 haben. Jede Untergruppe von einer Ordnung, die in
n, aufgeht, ist Abelsch, denn der Grad ihrer irreduzibeln Darstellungen
muB ein Teiler von 7, und gleichzeitig hochstens gleich # sein. Es
kommt also nur 1 in Betracht.

Wir setzen n, = p%®... Die Charaktere der Substitutionen von
der Ordnung p resp. ¢ usw. bediirfen der p-ten, ¢-ten usw. Einheits-
wurzeln und es gibt daher eine Substitution S der Ordnung pgq ... Ihre
Zerlegung in vertauschbare Faktoren von den Ordnungen p, ¢, ... sei

S=PQ....

P, Q, ... konnen nicht zum Zentrum der Gruppe gehoren, denn sonst
wiren sie Multiplikationen und ihre Determinante wire von 1 ver-
schieden. Die (Abelschen) Sylowgruppen, welche P, Q, ... enthalten,
seien P, L), .... Die mit P vertauschbaren Elemente bilden eine Unter-
gruppe und fiir solche nehmen wir den Satz als bewiesen an. Da unsere
Untergruppe sowohl 8 als S enthilt, so ist jedes Element von §P mit
S vertauschbar. Genau dasselbe beweist man fiir die Elemente von £, usw.
Daher ist die Ordnung der Untergruppe bestehend aus allen mit S
vertauschbaren Elementen durch #, teilbar, sie enthdlt also eine
Abelsche Untergruppe von der Ordnung 7, .

Falls eine Substitution P eine von 1 verschiedene Determinante ¢
besitzt, so multipliziere man sie mit #, welches der Gleichung ge-
nligt #® = ¢~1. Man erweitere ferner das Zentrum durch x#E. In
derselben Weise verfihrt man mit allen Substitutionen, soweit sie
nicht bereits zum Zentrum gehoéren. Die so erweiterte Gruppe be-
sitzt einen Normalteiler, bestehend aus den Substitutionen mit der
Determinante 1 und fiir seine Nebengruppen kann man Substitutionen,
aus dem Zentrum wihlen, Daher gilt auch fir diese Gruppe der
Satz. Diejenigen Substitutionen der Abelschen Untergruppe, welche
bereits in der urspriinglichen Gruppe liegen, bilden eine Untergruppe
von der Ordnung #, .

§ b7. Der Satz von Jordan.

Eine endliche Substitutionsgruppe vom Grade n besitzt einen Abel-
schen Normalteiler, dessen Index eine gewisse von n alletn abhdngige
Schranke nicht iiberschreiten kann.
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Diesen Satz hat C. Jordan in seinem Mémoire sur les équations
différentielles linéaires a intégrale algébrique (Crelles Journal 84,
S. 89 bis 215) durch einen auch in seiner logischen Form héchst
bemerkenswerten Beweis erhirtet. Gleichzeitig hat er alle primitiven
Gruppen der Grade 2 und 3 aufgestellt. Inzwischen ist der Satz von
verschiedenen Seiten in Angriff genommen worden.  Blichfeldt
(G. A. Miller, H. F. Blichfeldt, L. E. Dickson: Theory and applications
of finite groups, New York 1916, chapter XII) hat zahlentheoretische
Methoden angewendet. Bieberbach') benutzt kontinuierliche Veriander-
liche. Seine Methode ist von Frobenius®) verscharft worden, und wir
folgen hier zunichst dessen zweiter Abhandlung iiber unitire Matrizen,
Berliner Sitzungsberichte S. 373 bis 378, 1911.

Jede endliche Gruppe lifit sich auf die unitire Form transfor-
mieren (§ 42). Die charakteristischen Wurzeln der Matrizen deuten
wir in der komplexen Zahlenebene. Sie liegen auf dem Einheitskreis
mit O als Zentrum. Es gilt nun der

Satz 188: Set C = A B A~1 B! der Kommutator der beiden Sub-
stitutionen A und B. Die Wurzeln von B migen nicht ganz einen
Halbkrets einnehmen. Ist dann A mit C vertauschbar, so ist auch A
mit B vertauschbar, also C =E.

Beweis: Wir nehmen B in der Diagonalform und A4 als unitir
an. Die charakteristischen Wurzeln seien
ety (k=1, 2, ..., n).

@, nennen wir die Phasen der Wurzeln. Weil 4 mit BA-1B-1 ver-
tauschbar ist, so ergibt sich

C=ABA'BY)=(BA~'B~Y)A=ABA,B=BA,BA.
Hierbei bedeutet S, die zu S transponierte, S die zu S konjugiert

imagindre Matrix.
Fiir die Koeffizienten der Hauptdiagonale von C findet man

i = S’“lkbk“mb _Zb (0D
und durch Verglelchung der imaginiren Teile

(| @] + |agq[?) sin (@, —@:)=0.

(Plz(p": :(pr<(p7'+1: :(ps< gq)n<<p1 —{—‘.71
1) Bieberbach, L.: Uber einen Satz des Herrn C. Jordan in der Theorie
der endlichen Gruppen linearer Substitutionen. Berl. Ber. S. 231 bis 240, 1911.
2) Frobenius, G.: Uber den von L. Bieberbach gefundenen Beweis eines
Satzes von C. Jordan. Berl. Ber. S. 241 bis 248, 1911. Aufierdem die oben
erwihnte Abhandlung iiber unitdre Matrizen.
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Setzt man ¢ = 1, so werden alle Glieder positiv und es werden
alle a;, gleich Null, fiir welche einer der Indizes groBer als 7, der
andere aber kleiner oder gleich r ist. A zerfillt in zwei Teilmatrizen,
von denen die erste mit B vertauschbar ist. Die zweite kann man
in derselben Weise behandeln und findet, daB auch sie reduzierte
Gestalt hat und mit B vertauschbar ist, womit der Satz bewiesen ist.

Satz 164: Liegen die Wurzeln A oder B auf einem Kreisbogen
der Grifle o, so liegen die Phasen des Kommutators zwischen — o
und -+ o.

Beweis: Aus der unitiren Matrix P = (;{)“) bilde man die Form
PRI ESEAR
¥l

Ubt man auf die x die unitire Substitution S und gleichzeitig
auf die ¥ die konjugiert komplexe S aus, so entsteht eine neue Form,

deren Matrix StPg ist. S und S, sind aber inverse Matrizen. Man
kann daher die Form auf die Normalform transformieren

Ny x.x.

— 1171
wobei die » die charakteristischen Wurzeln von P sind. Die Phasen
derselben mogen zwischen ¢ und ¢ o liegen, dann liegt auch die
Phase von
Si¥yy e S, s

wo die s positive reelle Zahlen bedeuten, innerhalb derselben Grenzen,
wie man sofort erkennt, wenn man die 7,; vektoriell deutet. Setzt
man nun in 'z, x;%; fiir x; und x, konjugiert imaginire Werte ein,

2
so erhdlt man nur Zahlen, deren Phasen in denselben Grenzen liegen,

und dasselbe gilt schlieBlich von der Form >, x,%, die durch
i,
konjugiert imaginire Substitutionen auf die x und % erhalten wird

und also dieselben Werte annimmt.

Nun seien P und (@ zwei unitire Matrizen und s eine cha-
rakteristische Wurzel von PQ-, also eine Wurzel der Gleichung

|PQ' —sE =0 oder |P—sQ|=0.
Dann kann man x,,...,x, so bestimmen, daB
%Wf’kzxk = S%qklxk'

Es wird dann

Db XX = X ¢y %, %

k1l kL
Wenn daher die Phasen der Wurzeln von P und Q zwischen ¢
und ¢ - ¢ liegen, so liegt diejenige von s zwischen — ¢ und -+ o.

Setzt man jetzt P= A und Q= BAB-', so ist der Satz bewiesen.
Speiser, Gruppentheorie. 11
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Satz 1556 von Frobenius: In einer endlichen Substitutionsgruppe
ist jede Substitution A, deven Wurzeln nicht ganz den sechsten Teil
des Kreises einnehmen, mit jeder Substitution vertauschbar, deven Wurzeln
nicht ganz den halben Kreis einnehmen.

Beweis: B sei irgendeine Substitution der Gruppe, und wir
bilden folgende Reihe von Kommutatoren:
ABA-1B1=(C, ACA-'C-*=D, ..., ALA'L-'=M,
AMA-'*M-*=N, ...
Die Wurzeln aller dieser Kommutatoren C, D, ... haben ihre Phasen

zwischen —g und —{—g.
Nun bezeichne ¢ (P) fiir eine beliebige Matrix P die Summe der
Normen der Koeffizienten, d. h. Z?sz_’kz' Wir nennen sie die
Y

Spannung von P, sie ist gleich dem Charakter der Matrix Ppt
oder auch von PtP. Sind U und V unitdr, so wird

#(UP)— 1 (B,U,UP) = 1 (P,P) = #(P)
und
I(P)= I UPYV).
Wir setzen nun voraus, daB A auf die Diagonalform transformiert
sei und die charakteristischen Wurzeln a,,..., 4, habe. Dann wird:

9 (E— C)=9(E — AB(BA)"")=9(BA — AB)
— #(A(E — B)— (E — B) 4),

= g}ak(ekl — b)) — (e — b)) af = %E“k — a]* ey, — bf*

Hier ist |a, — a,| kleiner als die Seite des reguldren Sechsecks. Ist
% der groBte dieser Werte, so ist » < 1.

Es wird nun

F(E —C)<#*Y(E — B) = bx®
und
G (E — N) < bx?.

Erzeugen 4 und B eine endliche Gruppe, so mu} einmal ¢ (E—N)=0
werden und daher N = E. Es wird infolgedessen 4 mit M und nach
Satz 153 auch mit L, ..., D, C vertauschbar, und wenn die Wurzeln
von B nicht ganz einen Halbkreis einnehmen, auch mit B.

Nun bedeute Z(n) die Anzahl der Primzahlen <% - 1. Dann laBt
sich der Satz von Jordan in folgender priziseren Weise aussprechen:

Satz 166: Eine endliche Substitutionsgruppe in n Variablen besitzt
stets einen Abelschen Normalteiler, dessen Index kleiner ist als
n!128(Z(n) +1).

Beweis: Eine Sylowgruppe besitzt einen Abelschen Normalteiler,
dessen Index ein Teiler von n! ist. Seine Ordnung sei > 12# — 10.
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Man teile den Einheitskreis in 12 gleiche Teile und rechne jeweils
einen der Grenzpunkte zum Intervall, den anderen zum benachbarten.
Fiir die Verteilung der # Wurzeln einer Substitution unserer Abelschen
Gruppe, die wir in Normalform voraussetzen, kommen 12" Méglichkeiten
in Betracht. Daher miissen entweder bei einer Substitution auller E die
samtlichen Wurzeln im selben Fach liegen, oder aber es gibt zwei, etwa
A und B, bei denen die Verteilung gleich ist. Im letzteren Fall
nehmen die Wurzeln von A B-! nicht ganz den sechsten Teil des
Kreises ein. Es gibt also sicher Substitutionen von dieser Beschaffen-
heit. Diese sind aber mit allen Substitutionen ihrer Klasse vertausch-
bar und erzeugen daher einen Abelschen Normalteiler.

Fiir jede Primzahl <% -1 machen wir diese Uberlegung. In-
dem wir ferner den Satz 152 beachten, ergibt sich der Beweis unseres
Satzes.

Auf zahlentheoretischem Weg 1iBt sich folgender Satz beweisen:

Satz 187: Falls die Primzahl p grofer als 2n*- 1 1st, so bildet
die zugehirige Sylowgruppe einen Abelschen Normalieiler.

Beweis: A und B seien zwei Substitutionen dieser Sylowgruppe.
Fir ithre Charaktere gelten folgende Gleichungen:

,
B by, = le%zciklhl X

Rechts und links stehen Summen von gleich vielen Einheitswurzeln;
p—

2
solche Zahl 14Bt sich auf keine andere Weise durch gleich viel oder
weniger Einheitswurzeln additiv darstellen. Daher stehen auch rechts
nur Charaktere von Substitutionen, deren Ordnung eine Potenz von p
ist. Das Produkt von 4 und B gehort infolgedessen auch zu ihnen
und die Sylowgruppe bildet einen Normalteiler. Dieser ist wegen
p > n Abelsch.

Fiir Gruppen ungerader Ordnung gilt der Satz schon beip > n? - 1.

. . 1 . .
links kommen aber hochstens #? < verschiedene vor und eine

Beschriankt man sich auf primitive Gruppen, deren Substitutionen
die Determinante 1 haben (vgl. dazu den SchluB des Beweises zu
Satz 152), so mull der Abelsche Normalteiler zum Zentrum gehdren
und kann hochstens die Ordnung # haben, denn seine Substitutionen
sind Multiplikationen. Daher gilt folgender

Satz 168: Die Ordnung einer trreduziblen primitiven Substitutions-
gruppe, deven Substitutionen die Determinante 1 haben, ist kleiner als
n!n(Z(n)+-1)12"

Es gibt nur endlich nicht dquivalente Gruppen.
11*
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§ B8. Substitutionen in Galoisfeldern.

Bereits bei der Behandlung der Automorphismen Abelscher Gruppen
§ 35 sind wir auf lineare Substitutionen gekommen, deren Koeffizienten
die Reste der ganzen Zahlen nach dem Modul einer Primzahl sind,
wahrend die Determinanten der Null nicht kongruent sind, und wir
haben die Ordnung dieser Gruppen bestimmt. Wir erweitern diese
Betrachtungen, indem wir ein beliebiges Galoisfeld GF (pf) zugrunde
legen. Eine solche Substitution sei

x 11 1+ lnxn

xn = nl 1+ ' nnx'n'

%, kann durch eine beliebige Form ersetzt werden, die nicht identisch
verschwindet, d. h. durch $/* — 1 Formen. Sind S und 7 zwei Sub-
stitutionen, welche x, in dieselbe Form iiberfithren, so 1Bt S7-! die
Variable x, ungeindert und hat folgende Gestalt:

|1

1A Bl
wobei A eine Spalie von 5 — 1 Zahlen, B eine quadratische Matrix
von # — 1 Zeilen und Spalten bedeutet. Diese Substitutionen bilden
eine Untergruppe, und bei festgehaltenem B kann die Spalte 4 aus
beliebigen GroBen des GF bestehen, es kommen also p®—1f Mog-
lichkeiten vor. Diejenigen Substitutionen, bei denen A aus Nullen
besteht, bilden eine Untergruppe, deren Ordnung wir mit O (n — 1)
bezeichnen. Fiir die Ordnung O(n) der ganzen Gruppe finden wir
folgende Rekursionsformel:

O(n) = ("' —1)p@™=07 O(n —1)

und erhalten damit folgenden

Satz 169: Die Ordnung der Gruppe I' aller homogenen linearen
Substitutionen des Grades n tm G F (pf) ist

(170 = 1) (420 — ... (471 — o).

Diese Gruppe besitzt einen Normalteiler I';, dessen Faktorgruppe
zyklisch und von der Ordnung pf — 1 ist, bestehend aus den Sub-
stitutionen mit der Determinante 1. AuBerdem besitzt sie ein Zentrum
von derselben Ordnung, bestehend aus den Multiplikationen. Ist d
der groBte gemeinschaftliche Teiler von pf — 1 und %, so enthalt I")
mit dem Zentrum eine Untergruppe von der Ordnung 4 gemeinsam,
die wir mit I', bezeichnen. Es gilt der Satz, daB die Gruppe I'/T,
einfach ist, auBer in den Fillen des GF(2) und GF(3) bei dem
Grade 2. Fiir den Beweis verweisen wir auf die Monographie von
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Dickson, Linear groups S. 83 1). Es gibt also fir jeden Grad eine zwei-
fach unendliche Schar verschiedener einfacher Gruppen, die wir in
dieser Weise erhalten. Wir wollen nun die p-Sylowgruppen unter-
suchen und nachher diejenigen Untergruppen, deren Ordnung zu p
prim ist.

Die Ordnung einer p-Sylowgruppe ist

n(n—1)

,/,(1+2+...+(n~1))f — /) 2 f:

Nun bilden diejenigen Substitutionen, deren Koeffizienten ober-
halb der Hauptdiagonalen O sind, wihrend die Hauptdiagonale lauter
1 enthilt, eine Untergruppe, welche genau die angegebene Ordnung
besitzt. Sie ist daher eine Sylowgruppe und jede andere Untergruppe
von dieser Ordnung ist mit ihr &dquivalent. Sie bildet eine Normal-
form fiir Untergruppen, deren Ordnung eine Potenz von p ist.

Satz 160: Jede Substitutionsgruppe in einem G F (pf), deren Ord-
nung eine Potenz von p ist, 1@}t sich so transformieren, daf} die
Koeffizienten oberhalb der Hauptdiagonalen O sind, und diejenigen der
Hauptdiagonalen 1.

Zur niheren Untersuchung unserer Gruppen verwenden wir fol-
gende Bezeichnung. Eine Substitution in der obigen Normalform be-
zeichnen wir mit £ -+ V. Dabei hat V' auch in der Hauptdiagonalen noch
lauter 0 stehen. Wir betrachten die sich nach links unten daran an-
schlieenden Diagonalen und zidhlen ab, wie viele davon mit O aus-
gefiillt sind. Sind die ¢ ersten gleich 0, wobei die Hauptdiagonale
mitgezdhlt wird, so bezeichnen wir diese Matrix mit V,. Man veri-
fiziert sogleich, daB V., 1", =V, .. In dieser Symbolik bedeutet V
nicht eine bestimmte Matrix, sondern nur den Typus. Nun seien zwei
Matrizen gegeben

E+V, und E-+7V/.
Ihr Produkt ist £ -- 1,4+ V,” 4 V. V,'. Die beiden Matrizen sind also
vertauschbar, wenn [’, und 1/,” es sind. Fiir die p-te Potenz von
E 417, finden wir
(E4T)p=E+TVpr.

Wenn also der Grad nicht gréBer als p ist, so ist die Ordnung aller
Elemente der Sylowgruppe = p. Allgemein ergibt sich das zu E4 T/,
inverse Element in der Gestalt

E—T, |12 T2

i |

wobel man so weit zu gehen hat, bis die Glieder verschwinden. Der

1) Wichtige Ergiinzungen enthalten: Dickson, L, E.: On the group defined
for any given field by the multiplication table: Am. math. Soc. Trans. 3,
S.285—301, 1902. Modular theory of group characters: Am. math. Soc.Bull.(2)13,
S. 477 —48R.
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Beweis ergibt sich unmittelbar durch Multiplikation mit £ 4- V,. Nun
moge in ¥V, und V.’ die erste an die Hauptdiagonale stofende Dia-
gonale aus den Zahlen a,, a,, ..., @, _, resp. b, by, ..., b, _, bestehen.
Dann lautet in (E + V)(E + V') die entsprechende Diagonale

a,+by, ay+by oy a, b, .
Daher bilden die Substitutionen von der Gestalt E -V, einen Normal-
teiler, dessen Faktorgruppe Abelsch ist und durch die additive Gruppe
der Moduln von # — 1 GréBen des GF (pf) gebildet wird. Diese Gruppe
hat die Ordnung #/®-1) und den Typus (p, p,...). In derselben
Weise bilden die Substitutionen von der Form E -V, einen Normal-
teiler 9%,, und wir kénnen den Satz aussprechen:

Satz 161: Die Sylowgruppe P = N, besitzt eine Reihe von n—1
Normalteilern Ry, Ny, ..., N, _4, E, fiir welche N;/N;, , Abelsch von der
Ordnung pr®=9 und vom Typus (p, p,...) ist. N, besteht aus allen
Substitutionen von der Gestalt E 4 V..

Wenden wir uns jetzt zu den Gruppen, deren Ordnung zu p prim
ist. Wir beweisen den fundamentalen

Satz 162: Eine Substitutionsgruppe des G F (pf), deren Ordnung
zu p prim ist, laft sich stets als Gruppe mit algebraischen Zahlen-
koeffizienten schreiben. Die erstere entsteht aus der letzteren durch Re-
duktion nach einem Primidealteiler von p.

Beweis: Es sei @ eine Gruppe mit zu p primer Ordnung. Wir
zeigen, daB die vollstindige Zerfillung der Gruppendeterminante in
den Galoisfeldern genau in derselben Weise erfolgt, wie in gewdhn-
lichen komplexen Zahlen. Eine irreduzible Darstellung mit Zahlen-
koeffizienten kann stets so transformiert werden, daB ihre Koeffizienten
algebraische Zahlen sind. Es sei K ein Korper, in dem alle irre-
duziblen Darstellungen von ¢ gegeben werden konnen, und f sei der
Grad eines Primidealteilers p von . Reduziert man (mod p), so er-
hélt man Darstellungen von ¢ durch Substitutionen im GF(pf). Aus
irreduziblen Darstellungen entstehen so immer srreduzible Darstel-
lungen im GF (pf), wie folgendermaBen bewiesen werden kann: Man
nimmt ein vollstindiges System irreduzibler nicht Aquivalenter Dar-
stellungen von & und bildet die Matrix ihrer Stellenzeilen. Diese ist
quadratisch und ihre Determinante ist nur durch Primzahlen teilbar,
die auch in der Ordnung von @ aufgehen. Sie ist daher zu $ prim,
infolgedessen sind die Stellenzeilen auch (mod p) unabhingig. Daraus
folgt, daB eine algebraisch irreduzible Darstellung auch (modp) irre-
duzibel bleibt, denn im anderen Fall wiren ihre Stellenzeilen (mod p)
nicht unabhingig.

Wir miissen nun noch zeigen, daB es keine weiteren irreduziblen
Darstellungen gibt, und daB jede halb reduzible Gruppe auch voll-
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standig reduzibel ist. Wir greifen zu diesem Zweck zuriick auf die
Formeln von Satz 122. &, und #,, seien die hyperkomplexen Zahlen,
welche durch zweil nicht dquivalente irreduzible Darstellungen geliefert
werden. Dann gilt

Sl =c&n Mg =1y
EikElm:O ’7ik’71m:0 (k+l)
Eiknlm =0.

Eine irreduzible Darstellung im GF (pf), welche auch in jedem
hoheren GF irreduzibel bleibt, moge in entsprechender Weise die
hyperkomplexen Zahlen liefern ;. Wir multiplizieren sie rechts mit
allen Zahlen §&,., welche durch die algebraisch irreduzibeln Darstel-
lungen nach der Reduktion (modp) entstehen. Nicht alle so ent-
stehenden Produkte konnen verschwinden, denn durch die Multipli-
katoren &, setzt sich die Gruppeneinheit linear zusammen. Es sei
beispielsweise {,, - &, von 0O verschieden. Dann erhilt man durch rechts-
seitige Multiplikation mit den hyperkomplexen Zahlen nur lineare Ver-
bindungen folgender GroBen: £, &,,(: =1, 2, ..., #), und diese erfahren
bei rechtsseitiger Multiplikation mit den Gruppenelementen die Sub-
stitutionen der adjungierten Gruppe zu derjenigen, aus welcher die £,, ent-
nommen sind; sie sind daher unabhingig und unsere irreduzible Dar-
stellung ist dquivalent mit der zu &;, gehorigen. Damit ist bewiesen, daB
wir in den irreduzibeln algebraischen Darstellungen alle irreduzibeln Dar-
stellungen im GF (pf) gefunden haben. Nun sei eine halbreduzierte
Darstellung im G F (pf) gegeben. Wir konnen uns auf den Fall zweier
irreduzibler Bestandteile beschrinken, da der allgemeine Fall durch
sukzessive Anwendung des speziellen Resultates bewiesen werden
kann. Die Substitutionen mogen die Gestalt haben:

(6 5)
O B/’
Die hyperkomplexen Zahlen der ersten Zeile seien

s & My s -
Bei rechtsseitiger Multiplikation mit den Gruppenelementen erfahren
sie die zu unserer Darstellung adjungierte, welche folgende Gestalt hat:

. <A’ 0>
’ C' B’

Falls die m - » Zahlen linear unabhingig sind, so fithrt bereits das
oben angewendete Verfahren zum Ziel. Dies ist insbesondere der
Fall, wenn die Darstellungen 4 und B nicht dquivalent sind. Nun
sei 4 = B und daher m = n. Falls die Beziehung besteht

a b+ taé =0 A 0,7,
so bleibt sie richtig, wenn man mit einer beliebigen hyperkomplexen
Zahl multipliziert, es lassen sich also die # unabhingigen Zahlen
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&, &y ..., &, durch die n Zahlen ), ausdriicken und die letzteren sind
daher unabhingig. Wir konnen sie umgekehrt durch die &, aus-
driicken. Es gelte:

1
/ ai i

=hs e
Sre

771': L

Nun fithren wir durch die unimodulare Substitution
, n
’ 4 I
=0 = — Yagé,
1

neue Veranderliche ein. Multipliziert man sie rechts mit den Gruppen-
elementen, so erfahren sie eine mit 1. Aquivalente Substitution, welche
C g), insbesondere wird
nies=c &'+ e, &) F b+ b,
Nun sind aber die Variabeln #,/ Null und unsere Gleichung wird zu
ci151’+"'+5in§n’:o'

Da die &, unabhingig sind, so miissen die Koeffizienten verschwinden,
und wir finden § = 0, was zu beweisen war.

Als spezielle Resultate heben wir folgende hervor:

Eine Abelsche Substitutionsgruppe, deren Ordnung zu p prim
ist, 148t sich auf die Diagonalform reduzieren. Hierzu ist im allgemeinen
eine Erweiterung des Galoisfeldes notwendig.

Wenn eine Gruppe @ sich in einem GF (pf) darstellen 1aBt und
ihre Ordnung zu p prim ist, so 1aBt sich zu jeder anderen Primzahl
g ein Exponent f’ bestimmen dergestalt, daB sich & als Gruppe des-
selben Grades im GUF (¢f) darstellen 1aBt. Falls die erste Gruppe
irreduzibel wat, so konnen auch die iibrigen als irreduzible Gruppen
bestimmt werden, vorausgesetzt, daB die zugehorige Primzahl ¢ die
Ordnung von & nicht teilt.

Ferner gilt der Satz 156 fiir den Fall, daB $ zur Ordnung prim
ist, in seinem vollen Umfange. Die Substitutionsgruppen im GF (pf)
verdanken also ihre ungeheure Mannigfaltigkeit einzig dem Primteiler
4 in ihrer Ordnung. Fiir die anderen Untergruppen findet eine auBer-
ordentliche Okonomie in den moglichen Typen statt.

Eine Aufstellung der fiir die verschiedenen Primzahlen p mog-
lichen Typen von Gruppen, deren Ordnung zu $ prim ist, hingt mit
zahlentheoretischen Fragen zusammen. Fragen wir uns, wann eine
solche Gruppe vom Grade 2 im GF (p) die erweiterte Ikosaedergruppe
§ 63 darstellt, so muB3 die Ordnung durch 5 teilbar sein, d. h. es
muB sein

in derselben Weise reduziert ist. Sie sei (

p*=1 (mod 5)
oder p ist quadratischer Rest mod 5. Wenn diese Bedingung erfiillt
ist, so enthdlt die Gruppe wirklich die erweiterte lkosaedergruppe,
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denn diese laBt sich im Koérper k(\/g) algebraisch darstellen, und hier
zerfallen gerade diese Primzahlen in Primideale ersten Grades. Fir
die ibrigen Primzahlen p sind die Untergruppen mit einer zu 4 pri-
men Ordnung samtlich auflosbar.

§ 59. Raumgruppen.

In § 24 haben wir die samtlichen Raumgitter mit besonderen
Symmetrien aufgestellt und in § 55 haben wir diese Betrachtungen
vertieft und teilweise auf beliebig viele Dimensionen ausgedehnt.
Wir haben es dabei bewenden lassen mit denjenigen Symmetrien,
welche den Anfangspunkt festlassen. Jetzt wollen wir diese Schranke
fallen lassen und die Gruppe aller Symmetrien betrachten, welche
ein Gitter in sich uberfiilhren. In ihr ist eine Gruppe T ent
halten, welche aus allen Translationen des Gitters in sich besteht, sie
ist Abelsch und besitzt im Falle von x Dimensionen # Erzeugende.
Durch eine geeignete Wahl des Koordinatensystems konnen wir er-
reichen, daB ihre erzeugenden Substitutionen T, folgende Gestalt haben:

W=x4+1 o=mn (k =+ 1),
wobei ¢ alle Zahlen 1 bis n durchlauft.

Wir wollen im folgenden dieses Koordinatensystem festhalten.
Eine allgemeine Symmetrie des Raumes wird dann durch die Glei-
chungen gegeben:

x/ =ayx+... ta,x, +a (kh=1,2,..,n).
Hierbei bedeuten die ungestrichenen Variabeln x; diejenigen des nzuen
Punktes, in welchen der urspriingliche Punkt durch die Symmetrie
ibergeht. Nur bei dieser Festsetzung gewinnen wir fiir die Zusammen-
setzung der Symmetrien die gewohnten Gesetze der Matrizenzusammen-
setzung von Zeilen und Kolonnen. Wir bezeichnen die Substitution

symbolisch mit
4 a
— (4
<0 1) (),

wobei 4 die quadratische Matrix a,, bedeutet, a die Spalte der a;, und
0 eine Zeile von # Nullen. A heiBt der rotative, a der translative
Teil. Ist (B) eine zweite solche Symmetrie, so findet man die zu-
sammengesetzte (C), indem man die Matrizen zusammensetzt:

o1 G 0=0%
01/ \o1/ \o1/’
C=AB und c=Ab-}a.

Gruppen, die aus solchen Substitutionen gebildet sind, heillen Raum-
gruppen. Die Untergruppe der Translationen ist stets Normalteiler.

Offenbar wird
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Nun sei eine beliebige Raumgruppe gegeben mit einer Trans-
lationsgruppe ¥, die » unabhingige Translationen enthalt. AufBerdem
moge noch die Symmetrieoperation (4) vorkommen. Dann ist (4)%
= ¢ (4). Sehen wir zu, was aus dem Anfangspunkt des Koordinaten-
systems wird, wenn man die Operationen dieser Nebengruppe der
Translationsgruppe auf ihn anwendet. Nehmen wir die Nebengruppe
zuerst in der Anordnung (4)%. Unter A erfihrt der Anfangspunkt
eine gewisse Translation a, und indem man nun alle Translationen
von ¢ ausiibt, erhalt man ein Gitter unseres #-dimensionalen Raumes.
Nun gehen wir umgekehrt vor und iiben auf den Anfangspunkt die
Operationen ¢ (4) aus. Es miissen dieselben Punkte entstehen. Durch
¢ entsteht dasselbe Gitter wie vorher, blof3 ist die Translation @ noch
nicht ausgefithrt. Nun kommt noch (4) hinzu. Dies gibt die Trans-
lation ¢ und die durch A reprisentierte Symmetrie. Bereits durch
die Translation ist aber unser Gitter in die definitive Lage gekommen
und die Symmetrie 4 muB daher das Gitter in sich selbst transfor-
mieren, sie muB zu einer der endlich vielen ganzzahligen Gruppen
gehoren. Damit haben wir folgenden Satz gewonnen:

Satz 163: In einer Raumgruppe des n-dimensionalen Raumes mit
einer Translationsgruppe, die n unabhingige Erzeugende besitzt, bilden
die rotativen Bestandieile eine ganzzahlige Gruppe.

Falls es in jeder Nebengruppe der Translationsgruppe eine Ope-
ration gibt, deren translativer Bestandteil verschwindet, so besteht die
Gruppe aus den Translationen eines Gitters und einem Teil der zum
Gitter gehorigen Symmetrien, die einen Gitterpunkt ungeédndert lassen.
Dies ist aber nicht immer der Fall, und die Anzahl der Raumgruppen
wird dadurch erheblich vergrofert. Wir beginnen mit einem speziellen
Beispiel.

Das monokline Gitter besitzt eine Zweierachse (4). Wir nehmen
den Fall des nicht zentrierten Gitters, (A4)T besteht aus Schrauben-
achsen, deren rotativer Teil eine Drehung von 180° ist, wiahrend die
Schraubung aus allen Vielfachen der Elementardistanz fiir die Achsen-
richtung ist. Statt der Zweierachse nehmen wir jetzt eine’ Schrauben-
achse mit der halben Distanz als Schraubung. Ubt man diese Ope-
ration zweimal aus, so erhilt man eine Translation. Aus der Schrauben-
achse entstehen durch Zusammensetzung mit den Translationen neue
parallele Schraubenachsen, deren Schraubungskomponente in der Ele-
mentardistanz gemessen die Linge hat: § - eine beliebige ganze
Zahl. Diese Achsen bilden zusammen mit den Translationen auch eine
Gruppe, sie ist aber verschieden von der vorigen, denn sie enthilt
nur Schraubenachsen mit von O verschiedener Schraubung und Trans-
lationen, aber keine reinen Drehungen. Wenn wir dagegen vam
zentrierten Gitter ausgehen, so gibt es nur eine Raumgruppe, denn
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hier ist die Distanz zweier nidchster Gitterebenen, die senkrecht zur
Achse liegen, die Hilfte der Elementardistanz fiir die Achse. Da die
Schraubungskomponente jedenfalls die Halfte eines ganzzahligen Viel-
fachen der Elementardistanz ist, so kann sie durch eine Translation
des Gitters weggeschafft werden. Es gibt also drei Raumgruppen, die
zu der monoklinen Hemimorphie gehoren. Bei einer Dreierachse kommen
zwei Gitter in Betracht: das rhomboedrische, zu dem es nur eine Raum-
gruppe gibt, und das hexagonale, wo wir drei erhalten: die Schraubungs-
komponente kann 0, %, % der Elementardistanz fiir die Achse sein.
Die Viererachse ergibt in derselben Weise fiir ihre zwei Gitter im
ganzen 4 -I- 2 Gruppen und die Sechserachse 6.

Im ganzen gibt es 230 Raumgruppen. Ihre Aufstellung ist eine
ziemlich miithsame Aufgabe. Sie wurde zuerst von Schinflies gelost
in seinem Werk Kristallsysteme und Kristallstruktur (Leipzig 1891).
Seither hat P. Niggli (Geometrische Kristallographie des Diskontinuums,
Leipzig 1919) diese Gruppen vollstindig durchgerechnet, die Substi-
tutionen angegeben und die gegeniiber einzelnen derselben invarianten
Punkte aufgesucht. Sein Buch stellt die griindlichste Untersuchung
dar, welche jemals einem Spezialgebiet der Gruppentheorie zuteil
geworden ist, und das darin enthaltene Zahlenmaterial wird fiir die
algebraische Zahlentheorie von ebenso groBem Wert sein, wie fiir die
Bestimmung der Kristallstruktur.

Die Aufstellung samtlicher Raumgruppen ibersteigt bei weitem
den Rahmen dieses Buches. Wir wollen uns darauf beschrinken, das
Problem analytisch zu formulieren und in die allgemeine Theorie
einzuordnen.

Wir betrachten im folgenden nur Gruppen, deren rotativer Teil
vollstindig reduziert die identische Darstellung nicht enthilt, und be-
weisen den

Satz 164: Es gibt nur endlich viele nicht dquivalente Raumgruppen
des n - dimensionalen Raumes, welche n unabhingige Translationen
besitzen.

Beweis: Die rotativen Bestandteile konnen wir als ganzzahlig
annehmen, und hierfir kommen nur endlich viele nicht dquivalente
Gruppen in Betracht. Es muB nun noch gezeigt werden, dal man
auch die translativen Bestandteile limitieren kann. Hierfiir kommt nur
noch die richtige Wahl des Koordinatenanfangspunktes in Betracht.
Die Translationsgruppe sei §. Wir wihlen aus jeder ihrer Neben-
gruppen eine Substitution (S, s) aus, wobei S den rotativen, s den
translativen Teil bedeutet. s ist nur bis auf beliebige ganze Zahlen
bestimmt, die man zu seinen Komponenten addieren kann. S durch-
lauft jede Substitution des rotativen Teiles genau einmal. Die Anzahl
derselben sei 4. Nun iiben wir auf einen beliebigen Punkt diese
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h Substitutionen aus und bilden den Schwerpurkt dieser Punkte. Zu
dem Zweck haben wir die Koordinaten dieser 4 Punkte zu addieren
und durch % zu dividieren. Da die Summe aller Matrizen S ver-
schwindet, so fallen hierbei die Koordinaten des ausgewdihlten Punktes
heraus, und wir finden fiir den gesuchten Schwerpunkt

1

TR
Da die s nur bis auf Gittervektoren bestimmt sind, so bilden die
Schwerpunkte ein mit dem Translationsgitter dhnliches Gitter, dessen
Abmessungen den k-ten Teil betragen. Jede Operation unserer Raum-
gruppe muB dieses Gitter in sich selbst iiberfithren. Legen wir daher
den Anfangspunkt in einen Schwerpunkt, so konnen die translativen
Bestandteile nur noch rationale Zahlen mit dem Nenner % sein, denn
sie bilden diejenigen Punkte, welche in den Nullpunkt tbergefiihrt
werden und miissen daher Vektoren des Schwerpunktgitters sein.
Hiermit ist gezeigt, daBl die translativen Bestandteile durch die rota-
tiven limitiert sind, und unsere Behauptung ist bewiesen.

Falls die Gruppe einen Normalteiler # von der Ordnung % be-
sitzt, dessen rotativer Bestandteil die identische Darstellung nicht
enthilt, so kann man den Nenner auf # beschrinken, denn man zeigt
leicht, daB bereits die Schwerpunkte der Punktsysteme, die durch
den Normalteiler erzeugt werden, durch alle Operationen der Gruppe
in sich transformiert werden. Allgemein werden nadmlich die Schwer-
punkte eines durch eine Untergruppe erzeugten Punktsystems durch
die Operationen der Gruppe in solche {ibergefiihrt, welche durch
konjugierte Untergruppen entstehen.

Aus dieser Bemerkung ist ersichtlich, daB im Falle des Sym-
metriezentrums als Nenner nur 2 auftritt. Ferner haben gerade die
kompliziertesten Gruppen des R,, namlich diejenigen des kubischen
Systems, einen Abelschen Normalteiler von der Ordnung 4, die Vierer-
gruppe, so daB auch hier nur der Nenner 4 auftritt, statt 12 und 24.
Diesem Umstand ist die relativ geringe Zahl der Raumgruppen des
R, zu verdanken. Es ist dieselbe Tatsache, welche auch die Losbar-
keit der Gleichungen der vier ersten Grade durch Wurzeln ermoglicht.

Reduziert man in den Substitutionen die translativen Bestandteile
nach dem Modul der ganzen Zahlen, so bilden sie eine mit der
Gruppe der rotativen Teile homomorphe Gruppe I', und die Auf-
suchung aller Raumgruppen einer Kristallklasse ist gleichbedeutend
mit der Aufstellung dieser sdmtlichen nicht &dquivalenten Gruppen.
Um iiber die gruppentheoretische Natur dieses Problems vollen Auf-
schluB zu erhalten, fiige man zu I' noch die simtlichen Transla-
tionen hinzu, deren Komponenten rationale Zahlen mit dem Nenner %
und echte Briiche sind. In der zusammengesetzten Gruppe I bilden
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die Translationen einen Normalteiler und I" besteht aus den erzeugen-
den Elementen der Faktorgruppe. Das Problem besteht nun darin,
alle Systeme von Elementen zu finden, welche die Faktorgruppe er-
zeugen und eine Gruppe bilden. Dieses Problem ist in seiner All-
gemeinheit noch nicht gelost.

Man kann die Voraussetzufigen noch allgemeiner fassen und
zeigen, daB jede Raumgruppe mit endlichem Fundamentalbereich im
R gerade # unabhingige Translationen enthilt, so daB der allgemeine
Satz!) gilt:

Es gibt nur endlich viele micht dquivalente Raumgruppen des R,
mil endlichem Fundamentalbereich.

Hierbei hat man natirlich im Falle der ,zerlegbaren® Gruppen,
insbesondere wenn der rotative Bestandteil die identische Darstellung
enthilt, den Begriff der Aquivalenz sinngemiB zu erweitern.

15. Kapitel.

Gleichungstheorie.

Die Gruppentheorie ist nach Lagrange die , wahre Metaphysik“ der
Gleichungen. Aber umgekehrt ist auch zu sagen, daB ihre Sitze
durch die Ubertragung auf algebraische Gleichungen hiufig an FaB-
lichkeit gewinnen, &hnlich wie die Geometrie dem Verstindnis der
Analysis hilft. In noch viel héherem MaB gilt dies von der die
Algebra verfeinernden Zahlentheorie. Diese bildet streckenweise eine
beinahe unzertrennbare Einheit mit der Gruppentheorie. Dies soll in
der folgenden kurzen Ubersicht gezeigt werden.

§ 60. Die Lagrangesche Gleichungstheorie.

Ein System von Zahlen oder Funktionen bildet einen Kérper,
wenn die vier elementaren Rechnungsoperationen Addition, Subtrak-
tion, Multiplikation und Division angewendet auf zwei Individuen des
Systems nur solche Zahlen oder Funktionen ergeben, die bereits im
System vorkommen. Hierbei ist die Division durch die Null auszu-
nehmen.

Wir gehen aus von der Gesamtheit aller rationalen Funktionen
der n Variabeln x,, x,,...,x,. Als numerische Koeffizienten lassen
wir in diesem Paragraphen alle reellen und komplexen Zahlen zu.
Diese Funktionen bilden einen Korper, den wir mit K bezeichnen.
Diejenigen Funktionen aus K, welche bei simtlichen Permutationen

') Bieberbach, L.: Uber die Bewegungsgruppen der Euklidischen Riume,
Math. Ann. 70, S. 297 und 72, S.400. — Frobenius, G.: Uber die unzerleg-
baren diskreten Bewegungsgruppen. Berliner Sitzungsberichte S. 654, 1911.
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der n Variabeln ungeidndert bleiben, bilden einen Korper, den wir
mit S bezeichnen, er ist ein Teilkérper oder Unterkérper von K, da
jede seiner Funktionen in K vorkommt. Die algebraische Beziehung
zwischen S und K aufzudecken ist unsere Aufgabe.

Eine Funktion aus S heiBt eine symmetrische Funktion der # Varia-
beln und sie kann als rationale Funktion der » elementarsymmetri-
schen Funktionen dargestellt werden. Fiir spater ist hier noch hin-
zuzufiigen, daB die Koeffizienten rationale Zahlen sind, wenn die Funktion
aus S rationale Koeffizienten hatte. Wir bezeichnen die #! Permu-
tationen der Variabeln mit E, 4,..., T, U,... und die ganze
symmetrische Gruppe mit &. Diejenigen Permutationen, welche eine
Funktion aus K ungeindert lassen, bilden eine Untergruppe von &.
Man sagt dann, die Funktion gehért zu dieser Untergruppe. Ist
f(%y,..., %,) eine Funktion aus K, so bezeichnen wir diejenigen
Funktionen, die aus ihr durch die Permutationen E, 4, B, ... ent
stehen, mit fg=/f, fa, fB,.--. OSie heiBen die zu f konjugierten
Funktionen und geniigen einer Gleichung vom Grade #!, deren
Koeffizienten symmetrische Funktionen sind, namlich:

(¢t —1fe)(t—fa)(t—fp)...=0.

Wenn f zur Untergruppe § von & gehort, so kann man f auch

mit fs bezeichnen. Ist
E=9+9S,+ ...+ 9S,,
so sind blof » der mit f konjugierten Funktionen voneinander ver-
schieden, namlich in leicht verstiandlicher Bezeichnungsweise die Funk-
tionen
fos fos, - fos, -

Sie geniigen im Korper S einer Gleichung vom Grade 7.

Es gilt nun der

Satz 165: Wenn [ zu der Untergruppe  gehort, so lifit sich jede
Funktion y aus K, die bet den Permutationen von § ungedndert bleibt,
darstellen als ganze Funktion von [ mit Koeffizienten aus S. Der
Grad dieser Funktion von f kann immer auf r — 1 erniedrigt werden.

Beweis: Man bildet nach Lagrange folgenden Ausdruck:

(t—rfo)(t — fos).- (t —fys) (,—_9,%3 + ;i—%ozis +... +t_y§i§; >:G(t).

G (t) ist eine ganze Funktion (» — 1)ten Grades von ¢, deren Koeffi-
zienten symmetrische Funktionen der # Variabeln x sind, d. h. G liegt
in S. Dasselbe gilt von

H(t)=(—fo)t — fos) - - -
Setzt man nun {=f, so folgt
v=380
OH(f)
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Multipliziert man Zahler und Nenner mit dem Produkt
H'(fys,) H'(fgs,) --- H'(f35,)

so wird der Nenner eine symmetrische Funktion und der Grad des
Zahlers kann mit Hilfe der Gleichung, der f in S geniigt, mindestens
auf 7 — 1 herabgesetzt werden.

Satz 166: Zu jeder Untergruppe gehort ein Unterkirper von K,
der S enthdlt.

Beweis: Die Funktion

X+ 2% +3x 4 ... Fux, =y
gehort zu E, daher liBit sich jede Funktion aus K darstellen als
ganze Funktion vom Grade n!— 1 von y mit Koeffizienten aus S.

Ist nun § irgendeine Untergruppe von &, so bilde man das Produkt
II'ys
»

von y mit den Linearformen, die durch die Permutationen von § daraus
hervorgehen. Diese Funktion gehért zu § und erzeugt den zu § ge-
horigen Korper.

Satz 167: Aufer den zu den verschiedenen Untergruppen von &
gehorigen Korpern gibt es hkeine weiteren Unterkorper von K, die S
enthalten.

Beweis: Wenn ein Korper zwei Funktionen enthilt, die zu den
Untergruppen § und & gehoren, so enthdlt sie auch eine solche, die
zum Durchschnitt ® von § und § gehort. Wir kénnen ndmlich die
beiden Funktionen als Formen, z. B. als Produkte der y, annehmen
und bezeichnen sie mit ¢ und 4. Alsdann bilden wir den Ausdruck

g%

wobei a eine ganze positive Zahl bedeutet, die so groB ist, daB der
Grad von g% groBer ist als derjenige von f. Bei jeder Permutation
auBerhalb von ® &ndert sich mindestens einer der Summanden, und
in der Summe kénnen sich die Anderungen wegen der Verschieden-
heit der Grade nicht aufheben. Nun gehért in einem beliebigen Kérper
zwischen § und K jede Funktion zu einer bestimmten Untergruppe
von & und es folgt aus dem eben Bewiesenen, daB der Kérper auch
eine Funktion enthilt, die zu dem Durchschnitt aller dieser Unter-
gruppen gehort, d. h. unser Korper ist identisch mit dem zu diesem
Durchschnitt gehérigen Korper.

Ersichtlich ist die Aufgabe, die algebraische Beziehung des Korpers
K gegeniiber dem Koérper S zu bestimmen, identisch mit dem Problem
der Auflosung der allgemeinen Gleichung u-ten Grades. Der gewal-
tige Fortschritt, den Lagrange erreicht hat, besteht in der vollen
Ubersicht, die man iiber die einzelnen Etappen des Weges gewinnt;
daB man nicht direkt auf die Wurzeln lossteuern muB, sondern daB
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man andere GroBen des Korpers zu Hilfe nehmen kann, ist bereits
im Ansatz der Tschirnhausenschen Transformation enthalten; seit
Lagrange weils man aber, welches die Hilfsfunktionen sind, die zum Ziele
fuhren konnen. Die Gruppentheorie ist die ,wahre Metaphysik“ des
Problemes.

Wie Lagrange seine Erkenntnis auf die Gleichungen 3. und 4.
Grades angewendet hat, ist allgemein bekannt und in jedem Lehrbuch
der Algebra nachzulesen, wir verzichten hier auf eine Reproduktion,
Dagegen soll einiges tiber die sogenannten Lagrangeschen Resolventen
hier Platz finden.

Satz 168: Kennt man den zu einer zyklischen Untergruppe O von
der Ordnung h gehérigen Korper, so laft sich der ganze Korper durch
die Auflosung einer reinen Gleichung vom Grade h bestimmen.

Beweis: Bei der zyklischen Gruppe moge die Variable x, tber-

gehen in x,, x,,..., x,. Man bezeichne mit ¢ die Zahl

2ki

e h
und bilde die Ausdriicke:

Yy, =% F & ix, ...+ e Dy (1=1, 2,..., k).

Bei der zyklischen Permutation erhilt y, den Faktor ¢. Daher
bleiben die A-ten Potenzen bei § ungedndert und lassen sich rational
bestimmen. Wir bilden nun y, , indem wir eine h-te Wurzel ziehen
und erhalten dafiir % verschiedene Werte. Jetzt sind die ibrigen
GroBen y; eindeutig durch y, bestimmt, denn die » — 2 Ausdriicke

Y1 Vh-15 Y1" Yh-2s-ees D" 770
gehoren zu §. Durch Addition aller % Funktionen y, findet man
hx, und indem man fiir y, alle seine 4 Werte einsetzt, erhilt man die
h Wurzeln x,, %,,..., %,. Auf dieselbe Weise findet man die iibrigen
Variabeln.

Man kann das Resultat von Lagrange so formulieren: Der zu
etner zyklischen Gruppe von der Ordnung h gehorige Unterkorper ent-
hilt die h-te Potenz einer Funktion, die sich bei jeder Permutation
aufer E dndert. Bei drei oder vier Variabeln kann man nach diesem
Muster von dem Korper der symmetrischen Funktionen sukzessive
bis zum Koérper K gelangen. Aber erst Galois hat erkannt, daB diese
Tatsache bereits aus der Beschaffenheit der Gruppe folgt.

§ 61. Die Galoissche Gleichungstheorie.

Fir die weitere Entwicklung der Gruppentheorie sind von ent-
scheidender Bedeutung die Disquisitiones arithmeticae von Gauf (1801).
In der sectio VII werden die Kreisteilungsgleichungen behandelt, ins-
besondere die Gleichung
‘ AP =1,



§ 61. Die Galoissche Gleichungstheorie. 177

wobei p eine Primzahl ist. Thre Wurzeln lassen sich bekanntlich mit
Hilfe der trigonometrischen Funktionen angeben. Gauf untersuchte
ihren algebraischen Charakter gegeniiber den rationalen Zahlen. Er
bewies, daB die Gleichung

ap~tLgp=2 by 1=

im Bereich der rationalen Zahlen irreduzibel ist, d. h. nicht in zwei
Faktoren niedrigeren Grades mit rationalen Koeffizienten zerfallt.
Ferner erkannte er, daf3 der Berechnung threr Wurzeln nicht das all-
gemeinste Lagrangesche Problem von p — 1 Variablen zugrunde liegt,
sondern blof3 dasjenige mit zyklischer Gruppe von der Ordnung p —1,
und fithrte die Aufgabe zuriick auf die Aufldsung gewisser Hilfs-
gleichungen von Primzahlgrad, deren Wichtigkeit er betonte: Summam
attentionem merentur aequationes auxiliares, ..., quae mirum in modum
cum proprietatibus maxime reconditis numeri # (hier p) connexae
sunt (art. 356). Dies ist die von Abel und Galois hiufig zitierte
,méthode de M. Gauf“.

Abels Untersuchungen iiber Gruppentheorie fithren ihn zu dem
Resultat, daB jede Gleichung mit kommutativer , Abelscher% Gruppe
durch Wurzelzeichen lésbar ist (Mémoire sur une classe particuliére
d’équations résolubles algébriquement, Crelles Journ., Bd. 4, 1829 und
Oeuvres, Bd. 1, S. 478, nouvelle édition). Weitere Untersuchungen
iiber algebraisch auflosbare Gleichungen, sowie den Beweis der Un-
moglichkeit, die allgemeine Gleichung 5. Grades algebraisch aufzulosen,
fihrt er ohne explizite Heranziehung der Gruppentheorie.

Die allgemeine ldee der Gruppe einer Gleichung hat E. Galois
erkannt und mit wunderbarer Klarheit und Schirfe in seinem Mémoire
sur les conditions de résolubilit¢é des équations par radicaux ent-
wickelt. Diese Abhandlung vom Jahre 1830 wurde erst 1846 von
Liouville in seinem Journal verdffentlicht (Oeuvres de Galoss, S. 33).
Dagegen erschien 1832 der Brief an Awuguste Chevalier, den Galois
am Abend vor seinem Tode geschrieben hat und in dem er seine
wichtigsten mathematischen Entdeckungen mitteilt.

Es bedeutet nur eine unwesentliche Einschrinkung, wenn wir
im folgenden die Voraussetzung machen, daB die Gleichungen rationale
Zahlen als Koeffizienten haben. Wir setzen voraus, daB wir jede
ganze Funktion im Korper der rationalen Zahlen in ihre irreduziblen
Faktoren zerlegen konnen. Mit Hilfe des euklidischen Algorithmus
beweist man folgende Satze:

Eine im Korper R der rationalen Zahlen irreduzible Funktion
besitzt keine mehrfachen Wurzeln.

f(t) und g(f) seien zwei Funktionen in R mit einer gemeinsamen
Wurzel und f(¢) sei irreduzibel, dann ist g teilbar durch f.
Speiser, Gruppentheoric. 12
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Es sei eine im Korper R der rationalen Zahlen irreduzible
Gleichung mit Koeffizienten aus R gegeben:

£)="0.

Thre Wurzeln seien
s Cys oes €y
Die Gesamtheit der rationalen Funktionen der Wurzeln mit rationalen
Zahlenkoeffizienten bilden einen Zahlkérper K, dessen algebraische
Natur . gegeniiber dem Grundkérper R untersucht werden soll. Wir

beweisen zunichst folgenden

Satz 169: Man kann n rationale Zahlen A, so bestimmen, daf
die n!-Zahlen, die aus
Ay +Agty+ .o A, 0, =9

hervorgehen, indem man auf die Wurzeln «; die n! Permutationen aus-
1ibt, sdamilich untereinander verschieden sind.

Beweis: Wir fassen die » Groben A, zunichst als Variable auf.
Ubt man auf die Wurzeln in ¢ die Permutationen aus, so erhilt man »!
voneinander verschiedene Linearformen der Variabeln 4. Die Diffe-
renz zweier beliebiger dieser Formen ist wieder eine nicht ver-
schwindende Linearform und das Produkt aller Differenzen ist eine
Form der A, deren Koeffizienten symmetrische Funktionen der
Wurzeln mit ganzzahligen Koeffizienten sind, d. h. die Koeffizienten
sind rationale Zahlen. Man kann nun den Variabeln solche rationale
Werte erteilen, daB die Form einen von O verschiedenen Wert an-
nimmt, womit der Satz bewiesen ist,

Wir verstehen unter ¢ eine nach Satz 169 gewidhlte Zahl. Es
148t sich dann jede Zahl des Korpers als ganze Funktion vom (n! — 1)-ten
Grade in ¥ mit rationalen Koeffizienten darstellen. Statt ¢ kann auch
eine beliebige der n! Zahlen gewahlt werden, die durch die Permutationen
daraus hervorgehen. Wir bezeichnen sie mit ¢ =&, d,, ..., Oy .

Die Gleichung

t—9)@Et—0y) .. (t —Opr)=0
besitzt rationale Zahlenkoeffizienten, sie braucht aber in R nicht irre-
duzibel zu sein. F (f) sei einer ihrer irreduzibeln Faktoren, &, ¢, ..., §@-9
seien seine Wurzeln. Infolge des Bestehens der Gleichung F (f)=0
148t sich jede Zahl « von K bereits als Funktion (g — 1)-ten Grades
von ¢ ausdriicken:

Ny XYk T =
Jetzt ersetzt man ¢ durch ¢'. Die Zahlen von K erfahren dadurch
eine bestimmte Permutation, die durch (¢, ¢') symbolisiert werden
kann. Allgemein definiert (¢, $®) eine Permutation und wir wollen
ihre Eigenschaften durch folgende Sitze charakterisieren.
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Satz 170: Diejenigen Zahlen, welche bei allen Permutationen
(&, W) ungedndert bleiben, bilden den Kirper der rationalen Zahlen.

Beweis: Wenn

w=x; F 2,0 ... x, 991
eine rationale Zahl ist, so ist
xQ:x,;:...:xg:O, X, = «,
denn andernfalls wiirde ¢ in K einer Gleichung vom Grade g — 1
gentigen. Hieraus folgt, daB die Substitutionen (¢, $#@) ohne Einfluf}
auf die Zahl sind. Nun moége umgekehrt ¢ bei den Substitutionen
ungeindert bleiben. Man addiere die Ausdriicke
=%, 1, 304w, J@It

indem man fiir $@ alle Wurzeln 9, 9, ..., 99— einsetzt und findet,

daB ¢« und daher auch « einen rationalen Zahlwert hat, weil dasselbe
von den Potenzsummen der ¢ gilt.
Nun sei

«=x, +x20+...+x9190—1
eine beliebige Zahl aus K, ferner setzen wir

a? = x, +x219(i’+...—{—xg19(i)g_l f=1,2,..,g—1)
und nennen ¢ die zu « konjugierten Zahlen.

Satz 171: Es ist fiir zwei beliebige Zahlen aus K stets

(¢ 4 ) = @ B () — ) g0,
Beweis: Wir setzen
«+pf=y afp=20

und driicken die vier Zahlen «, 8, y, § durch % aus. Dann erhalten
wir zwel Gleichungen fiir ¢ mit rationalen Koeffizienten. Diese miissen
auch erfiillt sein, wenn wir ¢ durch eine beliebige der konjugierten
Zahlen 9 ersetzen, womit der Satz bewiesen ist.

Satz 172: Die Permutationen (9, 3W) bilden g Automorphismen
des Korpers K, d. h. jede rationale Beziehung mit rationalen Koeffizienten,

die zwischen Zahlen von K besteht, geht durch die Permutationen in
richtige Beziehungen iiber.

Beweis: Jede der angegebenen Beziehungen 1Bt sich auf die
Gestalt bringen

F(“; ﬁ) V> ): 0>
wobei F eine ganze rationale Funktion der Zahlen e, 8, Y, ... mit

rationalen Koeffizienten ist. Indem man Satz 171 mehrere Male
anwendet, findet man

Fla, By, ..)0 =F(ad, g, y00 . ) =00 = 0.

Hieraus folgt, daB die konjugierten Zahlen Wurzeln derselben
irreduziblen Gleichung in R sind.

12*
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Satz 178: Die Permutationen (&, 99) bilden eine Gruppe, die
Galoissche Gruppe des Kirpers K. Sie ist identisch mit der Gruppe
aller Automorphismen von K.

Beweis: Fiihrt man zwei Automorphismen nacheinander aus, so
ist das Resultat wieder ein solcher, d. h. die Automorphismen bilden
eine Gruppe. Da die rationalen Zahlen stets ungeindert bleiben, so
kann ¢ nur in eine der Zahlen ¥, ..., 39—V iibergehen und die be-
liebige Zahl

a:x1+x219—{—...—{—xgz9'0‘1
bleibt entweder ungedndert oder sie geht in ¢® {iber. Es gibt also
nur die g Automorphismen
(9,9) und (9, 9®) (1=1,2,...,8—1)

Satz 174: Zu jeder Untergruppe der Galoisschen Gruppe ® gehort
ein Unterkorper, jeder Unterkorper gehirt zu einer Untergruppe.

Beweis: wie zu Satz 166 und 167.

Die verschiedenen Zahlen &, ¢/, ..., =1 welche aus ¢ durch die
Permutationen von ¢ hervorgehen, sind die Wurzeln der in R irre-
duzibeln Gleichung, welcher « geniigt. Sie erfahren unter & eine
transitive Permutationsgruppe. Diejenigen Permutationen, welche «
ungeidndert lassen, bilden eine Untergruppe von & vom Index 7.
Korper, die durch konjugierte Zahlen erzeugt werden, heiBen kon-
jugierte Korper. Sie gehoren zu konjugierten Untergruppen.

Definition: Korper, die mit ihren konjugierten ibereinstimmen,
heiBen Galoissche Korper.

Satz 178: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daff
ein Unterkorper von K Galoissch ist, besteht darin, daf seine Gruppe
ein Normalteiler von ® ist.

Satz 196: Ist H ein Galoisscher Unterkiorper, dev zu dem Normal-
tetler N von © gehort, so ist &N seine Gruppe in R.

Beweis: Ist » der Index von 9% unter @, so ist » auch der Grad
von H und seine Gruppe hat daher die Ordnung 7. Gerade so viele
Automorphismen liefert aber die Galoissche Gruppe von K, denn
die Zahlen von H bleiben bei f# ungedndert und erfahren unter @
eine Permutationsgruppe von der Gestalt /R. Die Galoissche Gruppe
von H ist isomorph mit derjenigen von K.

Die Resultate dieses Paragraphen lassen sich ohne weiteres auf
den Fall iibertragen, daB der Grundkérper ein beliebiger Kérper R
ist. Die Galoissche Gruppe besteht aus denjenigen Automorphismen
von K, bei denen die Grofen von R ungeidndert bleiben. Man er-
halt alle Korper zwischen R und K, indem man alle Untergruppen
der Galoisschen Gruppe bestimmt. Zu einem Normalteiler gehdren
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Korper, die in R oder relativ zu R Gealoissch sind. Hier ordnet sich
auch der Fall des vorigen Paragraphen unter.

Satz 177: Eine Gleichung ist dann und nur dann durch Wurzel-
zeichen auflosbar, wenn ihre Gruppe auflosbar ist.

Beweis: Jeder Korper K, der aus R durch Wurzeloperationen
erreichbar ist, kann offenbar folgendermaBen aufgebaut werden: man
zieht aus einer Grobe von R die p-te Wurzel, wobei p eine Prim-
zahl ist, und fiigt sie zu R hinzu. Hierdurch entstehe der Korper K.
Wir setzen voraus, da R die p-ten Einheitswurzeln enthilt und
finden, daB der neue Korper in R Galoissch ist. Sein Relativgrad
ist p und seine Gruppe daher zyklisch und von der Ordnung p.
Mit K, verfihrt man gleich, selbstverstindlich kénnen Wurzeln von
beliebigem Primzahlgrad vorkommen. SchlieBlich wird man K er-
reichen. Die eingeschalteten Korper seien R, K, ..., K, , K. Jeder
Korper ist Galoissch in dem vorhergehenden. Daraus folgt, daBl die
zu ihnen gehérenden Untergruppen eine Kompositionsreihe fiir @& mit
lauter zyklischen Faktorgruppen bilden. Umgekehrt: Ist & auflésbar
und bildet &, $,, H,, -- -, 9,_1» I eine Kompositionsreihe, so bilden
die zu dieser Reihe gehérigen Korper eine Folge von derselben Be-
schaffenheit wie die obige Reihe der Korper K, denn jeder ist
Galoissch in dem vorhergehenden und seine Relativgruppe hat Prim-
zahlordnung. Nach Satz 168 lassen sie sich also durch Wurzeln
bestimmen.

Wenn ferner K ein Kérper mit nicht auflésbarer Gruppe ist, so
kann er nicht in einem auflésbaren Korper enthalten sein, das wiirde
dem Satz iiber die Kompositionsreihe widersprechen: in einer auflos-

baren Gruppe ist jede Untergruppe und jede Faktorgruppe auflosbar.

§ 62. Anwendungen der allgemeinen Gruppentheorie.

Jeder Satz der Gruppentheorie wird nun zu einem Satz iiber
algebraische Korper. Wir geben hier einige Beispiele: FEin Unter-
korper von K, der zu einer groBten Untergruppe von & gehort, moge
primitiv in R heiBen. FEine ihn erzeugende Zahl erfihrt mit ihren
konjugierten unter der Galorsschen Gruppe eine primitive Permutations-
gruppe. Wenn also K auflosbar ist, so ist der Grad seiner primitiven
Unterkorper eine Primzahlpotenz.

Wenn ein Kérper einen Abelschen Unterkorper enthilt, so ent
halt er auch einen grofiten Abelschen Unterkérper, der alle anderen
umfaBt, es ist der zur Kommutatorgruppe gehorige.

« sei eine Grobe, welche zu der Untergruppe § gehort und

() =0

sei die in R irreduzible Gleichung, der ¢ geniigt. Wie zerfillt sie in
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dem zur Untergruppe & gehorigen Korper? Um diese Frage zu be-
antworten, zerlege man @ nach dem Doppelmodul (9, ®). Jedem
Komplex dieser Zerlegung entspricht ein Faktor von f, dessen Grad
gleich der Anzahl der Nebengruppen von § in diesem Komplex ist.
Adjungieren wir der Gleichung f(f)= 0 eine ihrer Wurzeln «, so
wird sich nur der Faktor {— « abspalten, falls die Gruppe der
Gleichung (die Permutationsgruppe ihrer Wurzeln) mindestens zweifach
transitiv ist. Im anderen Falle ergeben jeweils die unter § transitiv
verbundenen GréBen die Wurzeln eines irreduzibeln Faktors von f(t).

Die Methoden lassen sich ferner auf die von Galots entdeckten
Imaginaren, die sogenannten Galois-Felder GF (vgl. § 16) iibertragen.
Ein solches ist vollkommen bestimmt, wenn die Anzahl seiner Ele-
mente, die eine beliebige Primzahlpotenz sein kann, gegeben ist.
Das GF (pf) enthilt als Unterkorper das GF(p), d. h. die Reste der
ganzen Zahlen (mod ). Wir beweisen, daB} seine Gruppe im G F(p)
zyklisch und von der Ordnung f ist. Ersetzt man namlich jedes
seiner Elemente durch seine p-te Potenz, so bleiben die Elemente
aus G F (p) ungeandert und die Elemente des G F(pf) erfahren einen
Automorphismus. Es gilt ja

(u.ﬁ)p:ul’.ﬂ? und (a+ﬁ)?:a@+ﬁP’

letztere Gleichung deswegen, weil in der Binomialformel samtliche
Koeffizienten auBer dem ersten und letzten durch p teilbar sind. Ist
nun ¢ ein erzeugendes (primitives) Element des G F (pf), so geniigt

es im GF(p) einer irreduzibeln Gleichung vom Grade f. Wegen
des Automorphismus sind die Wurzeln dieser Gleichung

pf

a?, a??, ..., e =«.

Die Galotssche Gruppe wird gebildet von den f Substitutionen
(e, @), (e, a?). ..., (e, oz”f_l).

Ist f=7s, so bilden die Elemente, die bei der Substitution («, «?°)
ungeandert bleiben, den Unterkérper G F (7).

Die Tatsache, dal man die Galoissche Theorie der GF vollig
beherrscht, ist von groSter Wichtigkeit fiir die algebraische Zahlen-
theorie. Man zeigt dort, daB die Reste eines Primideals p, das in p
aufgeht, ein GF (pf) bilden. f heiBt der Grad von p.

Diejenige Untergruppe 3 der Gruppe des Zahlkorpers, welche
das Primideal p nicht dndert, heiBt die Zerlegungsgruppe. Ubt man
sie auf die Zahlen des Korpers aus und reduziert (mod p), so erhdlt
man einen Automorphismus des G F (7). Ist T die Untergruppe von 3,
welche den identischen Automorphismus liefert, so ist € Normalteiler
von 3 und 3/T zyklisch. ¢ heilt die Tridgheitsgruppe von p und
man zeigt leicht, daB ihr Index genau gleich f ist. Um auch ¥ zu
untersuchen, die nur fiir Diskriminantenteiler von E verschieden ist,
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untersucht man nach Hilbert (Zahlbericht, S. 250ff. vgl. ferner Speiser, 4.,
Die Zerlegungsgruppe. Crelles Journ. 149, S. 174—188) die Automor-
phismengruppe der Reste nach hoheren Potenzen von p. Die Auf
gabe wird dadurch erleichtert, dal man die erzeugende Zahl der
Reste (mod. p) als unverandert durch ¥ annehmen kann. Ist nun
Il eine durch p, aber nicht durch p? teilbare Zahl, so sind alle
Reste (mod p?) darstellbar in der Gestalt

Pl
wobei ¢ und f alle Reste (mod p) durchlaufen. Man erhilt nun alle
Automorphismen von ¥, indem man die Anderungen von IT angibt
Offenbar darf II tbergehen in jeden Rest y I, wenn nur y von 0
verschieden ist. Diese Substitutionen bilden wieder eine zyklische
Gruppe von der Ordnung " — 1. Die Untergruppe, welche auch
diese Reste ungeidndert 1i0t, heiBt die Verzweigungsgruppe 8. Nimmt
man die Reste (\'mod p:‘), so sehen die Substitutionen von 8 so aus:

I—l+ell*
Setzt man zwei solche zusammen, etwa die obige und eine zweite
mit f§ statt ¢, so erhdlt man die Substitution

-+ we+pIl"

Die Gruppe ist also gleich beschaffen wie die additive Gruppe
des GF(pf), d. h. sie ist Abelsch vom Typus (p, p,...) und von der
Ordnung 7. In dieser zuletzt angegebenen Weise geht es fiir die
Reste nach hoheren Potenzen von p fort. Es ist jedoch zu bemerken,
daB die wirklich auftretende Gruppe ¥ stets eine Unfergruppe der
vollen Gruppe aller Automorphismen ist.

Die Satze iiber die Automorphismen Abelscher Gruppen finden
ihre Anwendung in folgendem Problem der algebraischen Zahlkoérper.
Die Idealklassen bilden eine Abelsche Gruppe. Ist der Korper
Galorssch und iibt man die Substitutionen der Korpergruppe aus, so
erfahrt die Gruppe der Idealklassen eine Automorphismengruppe.
Man gelangt auf diesem Wege direkt zu der Gruppe des Klassen-
korpers. Man vergleiche hieriiber die Arbeiten von Fueter, Furt-
wdngler und Takagr.

Die Basiseinheiten eines Galoisschen Korpers erfahren beim Uber-
gang zu den konjugierten in ihren Exponenten eine ganzzahlige Sub-
stitutionsgruppe. Hier ist die Frage nach der vollstindigen Reduzierung
im Bereich der ganzen rationalen Zahlen von grofer Wichtigkeit.

Betrachtet man schlieBlich die Korper, die durch die p-ten
Wurzeln aus Einheiten oder beliebigen Zahlen und ihren konjugierten

entstehen, so wird man auf ganzzahlige Substitutionsgruppen (mod p)
gefiihrt.
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Wir haben hier nur einige charakteristische Beispiele von An-
wendungen der Gruppentheorie gegeben, sie mogen einen Begriff
geben von dem weiten Forschungsfeld, das hier offen liegt. Etwas
ausfiihrlicher wollen wir auf die Anwendungen der Substitutionsgruppen
eingehen.

§ 63. Anwendung der Substitutionsgruppen.

Wir gehen aus von einer beliebigen Substitutionsgruppe I" vom
Grade n und von der Ordnung g. Ihre Matrizen seien E, 4, B, ...,
S,.... Ferner sei K der Korper aller rationalen Funktionen von
X, ..., %,. Die numerischen Koeffizienten seien auf denjenigen Koérper
beschriankt, der durch die Koeffizienten der Matrizen von I" bestimmt
ist. R sei der Unterkorper von K, dessen Funktionen ungeandert
bleiben, wenn man auf die Variabeln simtliche Substitutionen von I’
ausiibt.

Man zeigt leicht, daB es in K Funktionen gibt, die unter den
Substitutionen g verschiedene Werte annehmen. Wiederum gehoren
die Unterkorper und die Untergruppen zusammen.

Das Problem, aus dem Korper R die Variabeln x; und damit
den Korper K zu bestimmen, heiBt nach F. Klein das Formenproblem
von I'. Falls I' eine Permutationsgruppe ist, so haben wir das
Lagrangesche Problem vor uns, die allgemeinere IFassung gestattet
in allen Fillen, das Problem zu vereinfachen. Wir zeigen das an
zwei Beispielen, den Gleichungen 3. und 5. Grades.

Die symmetrische Gruppe dreier Variabler 1aBt sich folgender.
malen als monomiale Gruppe zweiten Grades schreiben:

() ()

Sie besitzt folgende zwei Invarianten:
I =x x, I,=x}+4x},
Als Auflosung findet man:

7‘2:*]L und \/ :L-\/ﬂ—f——I

1

ein Ausdruck, der gleich gebaut ist wie die Cardanische Formel

Dieses Formenproblem 16st jede Gleichung dritten Grades. Zum
Beweis bezeichnen wir die 6 Matrizen E, S, S?, T, TS, TS? in dieser
Reihenfolge mit A4,,..., 4, und ordnen gleichzeitig S die Permutation
(¢, @, 00), T die Permutation (e,e,) der Wurzeln unserer Gleichung
zu. Die Funktion f(e,, «,, ;) moge durch die Permutationen iiber-
gehen in f=f{,, f,,.-. fy- Alsdann bilden wir, wie in § 48, die
Matrix

A fi+ .. A4l =
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Ubt man auf die ¢ cine Permutation aus und setzt man gleichzeitig
M rechts mit der entsprechenden Matrix 4 zusammen, so bleibt M
ungeindert, denn die Matrizen A, und die Funktionen f, erfahren
dadurch dieselbe Permutation. Durch die Permutation der «; geht M
in eine Matrix M4 mit konjugierten Koeffizienten iiber und wir finden

My;A=M oder My=M4-1
Daraus folgt, daB die Zeilen von M beim Ubergang zu den kon-
jugierten Werten die Substitutionen der adjungierten Gruppe erfahren,

d. h. sie sind Lésungen des zugehirigen Formenproblems. Wihlen wir
fiir f speziell «,, so erhalten wir die Cardanische Formel: Es wird

« ey - Ewy, o« -y e
M= Lo . 2 :
w, ety ey, o ey, + Ea
Die beiden Funktionen
1 02 P 2
X, =o ew, - Eay X, = o T, ey
erfahren unter den Permutationen die Substitutionen unserer Gruppe

I und setzen wir sie in den Invarianten ein, so gehen diese in sym-
metrische Funktionen von «, ¢, e, tber. So wird:
2 | 2 2 | 2 )
I = xpewy = ¢ b o) - o” -+ (e -+ &%) (g oy + gy 0+ 050y,
wobei & - &2 = — 1 ist. Ahnlich wird
Iy=x®+ %" =2(0® + &, + &)
2 2 2 2 2 v 2
— 3%y + @0y F et e ) et ) 12 ¢ ey,
Driickt man diese Formen durch die elementarsymmetrischen Formen
der « aus, d. h. durch die Koeffizienten der Gleichung

B —ax*+bx—c=0,
der die « geniigen, so findet man:
I,=a>—30, I,=2a®>—9ab-+427c¢.
Hieraus erhilt man x, und x, und schlieBlich findet man:

o, =a-+x, + x, t,=a-+ex +ex, ty==a -+ ex -+ &uy,.
Dies ist aber die Cardanische Formel

Wir gehen nunmehr {iber zu den Gleichungen vom fiinften Grad.
Bekanntlich besitzt die symmetrische Gruppe einen Normalteiler vom
Index zwei, die alternierende Gruppe, und das Differenzenprodukt ist
eine zu dieser gehorige Funktion. So bleibt noch ein Gleichungs-
problem vom sechzigsten Grade iibrig, und seine Gruppe ist die
Ikosaedergruppe, eine einfache Gruppe, die wir eingehend behandelt
haben. Insbesondere haben wir eine Darstellung derselben in drei
Variabeln gegeben in § 49, und nach der eben angegebenen Methode
muf sich die Gleichung durch ein Formenproblem von 3 Dimensionen
16sen lassen. Wir geben hier die diesbeziiglichen Formeln und be-
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merken noch, daB das Problem, das wir behandeln, Gegenstand der
,»Vorlesungen iiber das Ikosaeder* von F. Klein ist?).

Die lkosaedergruppe kann durch drei Elemente erzeugt werden.
In § 49 haben wir sie mit 4, B, und C bezeichnet, wir wollen aber
jetzt, um die Bezeichnungen von Klein nicht zu verdndern, die Buch-
staben S, T und U benutzen und S statt A, T statt B, U statt C
setzen. Wir nehmen als Darstellung I” die adjungierte zu derjenigen
vom Schluf des §49. Da T und U die Ordnung 2 haben, so
brauchen wir ihre Matrizen nur zu transponieren. So finden wir:

[L 1 1

10 0) wE

S—1]0 ¢ oJ 7|2 £re et

VaooVs Y5

0 0 & 2 et 2460

Vs V5 \/51
—1 0 0
U=| o o —1
0—-1 0

Wenn wir unter f eine beliebige rationale Funktion der 5 Va-
riablen «,,...,x, verstehen und die 60 Matrizen der adjungierten

Gruppe I" mit A; (i=1, ..., 60) bezeichnen, so haben wir auf f
die samtlichen Permutationen der alternierenden Gruppe auszuiiben
und den Ausdruck zu bilden:

SHAd;=M(x,,..., %)

Falls M nicht identisch verschwindet, werden ihre Zeilen bei
den Permutationen der Variablen die Substitutionen der Gruppe I’
erfahren. Wir wihlen nun f in besonders geeigneter Weise, indem wir
fiir sie eine Funktion w nehmen, die zu der durch S erzeugten
zyklischen Gruppe gehort. Zerlegen wir die Ikosaedergruppe nach
dieser Untergruppe und ihren Nebengruppen, so konnen wir als re-
prasentierende Elemente der letzteren die folgenden 12 wihlen:

E, U T,UT, TS, UTS, ..., TS*, UTS*.
Fiir I" ist:

M O

= transponierte Substitution zu T

1
S=1o0
0 =U.

0
01,
&

o
Rl

60 _
Nun haben wir zu bilden: 3} w;A;. Summieren wir erst iiber
i=1

1) Vgl ferner: Speiser, A.: Gruppendeterminante und Korperdiskriminante.
Math. Ann, 77, S. 546.
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die fiinf Matrizen der zyvklischen Untergruppe, so dndert sich w nicht,
und wir erhalten:

Nun dben wir die Substltutlon U aus, wobei @ in «’ ibergehen
moge.

VSt
T

"\OO'
oS <© o

Summieren wir wieder iiber die 5 Elemente S U, wobei » immer
in dieselbe Funktion «’ iibergeht, so finden wir

—5 0 0
HU = 0 0 0
l o0 o

Indem wir in dieser Weise fortfahren, erhalten wir:

V5, 2V5, 2V5|
HT=|0 0 0
0 0 0
Vs 26V5 2&4V5
HTS =| 0 0 0
0 0 0
Die mit w konjugierten Funktionen bezeichnen wir in der angegebenen
Reihenfolge mit w, o', ..., @ und setzen nun:
wo—0o=u, o —o"=u, oP—au®=u,...

@10 — ) — 4,

indem wir die Bezeichnung von Klein (L. c. S.154) benutzen. Man
findet, daB nur die erste Zeile von O verschieden ist, und zwar
lautet sie:

bug + ‘/é_(uo + oy + g+ Uy + %)
2V5 (uy -+ etu, + uy + uy + cu,)
2V5 (uy - eu, + u, + % u, + e*uy).
Diese 3 Funktionen von x,,...,%,, erfahren also bei den Ver-
tauschungen der alternierenden Gruppe die terniren lkosaedersubsti-

tutionen. Indem wir sie noch durch 5 dividieren, bezeichnen wir sie
mit A, A, A, und erhalten:

A0~V5= ", Vs -+ g+ uy + g 4 ug 4 u,
A, Vb= 2 (uy + etuy + Euy + Euy + eu,)
A, Vb= 2 (uy + euy + uy + S ug 4 etuy).
Hiermit sind wir jedoch noch nicht zu Ende, sondern wir kénnen
eine weitere Tatsache benutzen, namlich, daB sich die Ikosaedergruppe
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auch als lineare gebrochene Substitutionsgruppe einer Variablen dar-
stellen 14Bt. Projiziert man die Ikosaederdrehungen stereographisch
auf die komplexe Zahlenebene, so erhilt man sie. Eine leichte Uber-
legung, die man bei Klein (1. c. S.39) nachlesen kann, gestattet, sie
herzustellen. Wir schreiben sie gleich in homogener Form auf, indem

. X . . . .
wir z = = setzen und die Determinanten so normieren, dal} sie alle
y

=1 werden. Hierdurch sind die Matrizen bis auf das Vorzeichen
bestimmt:

(poms o=e)
S_<i83 0 ) T—I \/5 - \/5 ]
N0 +& - 263 gt
+ SR
l Voo \/5
. 0¢1>
U*<i1o'

Die 120 Substitutionen bilden eine Gruppe, welche einen Normal-

—1 .
teiler von der Ordnung 2 enthilt, ((1) (1)> und < 0 01>. Seine

Fakorgruppe ist die Ikosaedergruppe.
Diese 120 Substitutionen tibe man nun aus auf die Variabeln x
und y der quadratischen Form

ax®+bxy -+ cy?.
Bezeichnet man eine der so entstehenden Formen mit

a’x®+b'xy+c'y?,
so sind die neuen Koeffizienten lineare Formen der alten, d. h. die
Koeffizienten @, b und ¢ erfahren eine ternire Substitution, die (nach
einer von Hurwitz eingefiihrten Bezeichnungsweise) induziert ist durch
die Substitution auf die Variabeln. Die induzierte Substitutionsgruppe
ist nur noch von der Ordnung 60 und mit der Ikosaedergruppe homo-
morph, sie mufl also mit I" oder I" dquivalent sein. Eine elementare
Rechnung zeigt, daB, wenn man die binire Form in der Gestalt an-
nimmt

Ax?+240xy — A,9% = f(x,y)

und die transformierte entsprechend mit
A/x* 424 xy — A y2={f"(xy)
bezeichnet, die drei Koeffizienten 4, A, A, gerade die Substitutionen
I' erfahren.
Folgende drei Operationen erzeugen also aus der Form

Az + 24,5y — A,y
dieselben 60 Formen:
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1. Man iibt auf die Variabeln x und y die 120 bindren Substitu-
tionen aus.

2. Man iibt auf die Koeffizienten 4, 4,, 4,, die 60 Substitutionen
von I aus.

3. Man ersetzt die Formen, die ja im lkosaederkorper liegen,
durch die konjugierten.

Jetzt setzen wir die Form f (x,y) gleich Null und erhalten:

— A, £ VAP + 4,4,
=y - T =0
Al

SRR

Der Ausdruck unter dem Wourzelzeichen:
A2+ A4, =4d

stellt die Determinante der Form dar und bleibt daher fiir alle 60 Formen
derselbe, d. h. d liegt im Grundkorper. Seine Quadratwurzel ist eine
akzessorische Irrationalitit, die mit dem Ikosaederkdrper nichts zu tun
hat, deren Adjunktion zum Grundkorper wir aber nicht vermeiden
kénnen.

Die Wurzeln der iibrigen Formen sind nun identisch mit den zu
o konjugierten GroBen. Wegen 1. erhilt man sie jedoch, indem man
in der Gleichung

=

auf die linke Seite die gebrochenen linearen Substitutionen anwendet
und nach 7 auflést, also mit andern Worten: indem man auf ¢ die

inversen gebrochenen linearen Ikosaedersubstitutionen ausfithrt. Diese
gehoéren aber zur selben Gruppe, und wir haben daher in ¢ eine GroBe
des lkosaederkdrpers, welche beim Ubergang zu den konjugierten
eben diese gebrochene Substitutionsgruppe erfahrt. Setzt man sie
in der zugehorigen Invariante (Klein L c. § 13)

g [ 14228 (21 —27) — 494 22
T 1728 [2(210 #1125 - 1)]°

20

ein, so erhdlt man fiir Z eine GroBe des Grundkoérpers. Man erhilt
also durch Auflésung der Gleichung

fz)=2
jeden Ikosaederkérper und wir konnen in jedem solchen Koérper von
vornherein eine Zahl ¢ angeben, welche dieser Gleichung im Grund-

korper geniigt, wobei wir stets voraussetzen, daly Vd mit zum Grund-
korper gerechnet wird.
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SchluB.

Es sei uns gestattet, zum Schluf noch auf ein Problem hin-
zuweisen, das uns fiir die Gruppentheorie von ganz besonderer Wichtig-
keit zu sein scheint, wir meinen die Zahlentheorie der hyperkomplexen
Zahlen. Absichtlich haben wir mehrere Uberlegungen von § 48 an mit
Methoden gefiihrt, die dorther stammen, und der Grund wird sofort
klar, wenn man sich etwa iiberlegt, wie unleserlich in gew&hnlicher
Darstellung z. B. die Formeln des Satzes 122 geworden wiren. Dem
analog wire es, wenn jemand die algebraische Zahlentheorie in die
Sprache der zerlegbaren Formen zuriickiibersetzen wollte.

Gehen wir zum § 48 zuriick, so handelt es sich fiir uns nur um
solche Fille, in denen die Koeffizienten der Elemente algebraische
Zahlen sind und wir schlagen vor, in diesem Falle das abschreckende Wort
»hyperkomplexe Zahlen“ zu ersetzen durch die Bezeichnung Gruppen-
zahlen. Wir zeigen nun, daB3 das schwierige und tiefliegende Problem
der Gitter in » Dimensionen, wie es in den §§ 54 und 55 behandelt
wurde, im wesentlichen herauskommt auf eine Theorie der rechts-
und linksseitigen Ideale in dem Gruppenkérper, welcher durch die
Gruppe der Gittersymmetrien gegeben ist, wobei als Koeffizienten nur
rationale Zahlen zugelassen werden.

Das Gelenk, welches die Theorie der Substitutionen mit der eben
beschriebenen Zahlentheorie verbindet, ist Satz 120 und 121, womit
ferner zu vergleichen ist Satz 68 und 94. Bezeichnet man Gruppen-
zahlen mit ganzen rationalen Koeffizienten als ganze Zahlen, so liefern
die Zeilen einer ganzzahligen Substitutionsgruppe nach Satz 120 Systeme
von n ganzen Gruppenzahlen, welche bei rechtsseitiger Multiplikation
mit den Gruppenelementen eine ganzzahlige Substitution erfahren.
Der durch eine Zeile erzeugte Modul mit ganzzahligen Koeffizienten a, :

a, Cil +a‘.’4§i‘.’. _|_ cc _l[_ancin

bildet daher ein rechtsseitiges Ideal. Ganzzahlig &dquivalente Sub-
stitutionsgruppen derselben Klasse (vgl. den fiir diese Theorie grund-
legenden Satz 146 auf Seite 151) ergeben dasselbe Ideal.

Satz 141 besagt nun, daB jeder Gruppenkérper ,Summe* von
rational irreduziblen Gruppenkorpern ist, die keine Zahl gemeinsam
haben, und aus Satz 122 folgt sogar, daB das Produkt von zwei Zahlen
aus verschiedenen Bestandteilen verschwindet. Jeder der rational irre-
duzibeln Bestandteile muB3 fiir sich betrachtet werden, damit eine klare
Zahlentheorie entstehen kann. Es ist dies die genaue Verallgemeine-
rung der Tatsache, daB der Korper der p-ten Einheitswurzeln bloB
den Grad p — 1 hat.
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Die Struktur dieser rational irreduziblen Gruppenkorper wird nun
durch Satz 141 vollstindig aufgeklart. Auch ist ersichtlich, daB rechts-
seitige Ideale im allgemeinen weniger Basiszahlen haben als der
Korper, daB dagegen zweiseitige Ideale stets gleichviel Basiszahlen
bendtigen wie der Korper. Ideale, die aus einer Zeile einer rational
irreduziblen Gruppe gebildet sind, mogen irreduzible rechtsseitige
Ideale heiBen. Geht man nun von einer &quivalenten ganzzahligen
Gruppe einer andern Klasse aus, so erhilt man ein neues Ideal, und
2u jedem rechtsseitigen irreduziblen Ideal gehort eine ganzzahlige
Darstellung der Gruppe. Die linksseitigen Ideale gehoren zur ad-
jungierten Gruppe.

Am einfachsten zu verfolgen sind die Verhiltnisse bei den zyk-
lischen Gruppen. So sind z. B. die Sitze, daB es in der Ebene nur
je ein Gitter gibt, das Drehungen von der Ordnung 4 bzw. 6 gestattet,
identisch mit der Tatsache, daB die Korper der 4. bzw. der 8. Ein-
heitswurzeln die Klassenanzahl 1 haben. Es stehen also in der Tat
,wesentliche Eigenschatten der Materie mit der Zerlegung der Prim-
zahlen in zwei Quadrate im Zusammenhang* (Minkowski, Gedichtnis-
rede auf Dirichlet).

Im vierdimensionalen cuklidischen Raum gibt es eine zyklische
Symmetrie von der Ordnung 10 und zu ijhr gehért genau ein Gitter,
denn die Klassenanzahl des Korpers der 5 Einheitswurzeln ist 1.
Dieses Gitter hat 2 Freiheitsgrade.

Auch ein nicht Abelscher Gruppenkérper hat bereits seine Be-
arbeitung gefunden, namlich der Quaternionenkorper in den glinzenden
Vorlesungen iiber die Zahlentheorie der Quaternionen von A. Hurwitz
(Berlin 1919). Hier 14Bt sich die Zerlegung der Zahlen auf einfache
Gesetze bringen. Der betreffende Korper ist rational irreduzibel und
vom Grade 4. Die irreduziblen Ideale benotigen ebenfalls 4 Basis-
zahlen, denn die Substitutionsgruppe vom Grade 4 zerfillt erst nach
Adjunktion von ¢ in ihre irreduziblen Bestandteile vom Grade 2.

Die durch Satz 141 aufgedeckte Struktur der irreduziblen Gruppen-
korper und ihrer Ideale ist Prototyp fiir die entsprechende Theorie
bei den allgemeinen hyperkomplexen Zahlen mit Haupteinheit und
rationalen Zahlenkoeffizienten, die Gruppentheorie spielt ihnen gegen-
iiber die gleiche Rolle, wie die Theorie der Kreiskérper gegeniiber
der allgemeinen algebraischen Zahlentheorie.

Hier endigt die selbstindige Stellung der Gruppentheorie. Sie
miindet in die allgemeine Zahlentheorie, indem sie dieser wertvolle
neue Erkenntnis zufiihrt.
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