LEHRBUCH
DER DARSTELLENDEN
GEOMETRIE

VON

G.SCHEFFERS
I1

ZWEITE AUFLAGE



LEHRBUCH
DER DARSTELLENDEN
GEOMETRIE

IN ZWEI BANDEN

VON

DR.-ING. E. H., DR. PHIL. G. SCHEFFERS

0. PROFESSOR AN DER TECHNISCHEN HOCHSCHULE BERLIN

ZWEITER BAND

ZWEITE, DURCHGESEHENE AUFLAGE
(MANULDRUCK)

MIT 396 TEXTFIGUREN

SPRINGER-VERLAG BERLIN HEIDELBERG GMBH 1927



ISBN 978-3-662-40642-7 ISBN 978-3-662-41122-3 (eBook)
DOI 10.1007/978-3-662-41122-3

Alle Rechte, insbesondere das der Ubersetzung
in fremde Sprachen, vorbehalten.
Copyright 1920 by Springer-Verlag Berlin Heidelberg
Urspriinglich erschienen bei Julius Springer in Berlin 1920
Softcover reprint of the hardcover 2nd edition 1920



Vorwort zur ersten Auflage.

Wie beim Erscheinen des ersten Bandes angekiindigt wurde, bringt
der zweite zundchst die Perspektive oder Zentralprojektion und dann
in einem umfangreichen letzten Kapitel Anwendungen und Ergénzungen.
Wihrend sonst fiir die Anordnung des Stoffes die Projektionsverfahren
mafigebend waren, sind es im letzten Kapitel die abzubildenden Gegen-
stinde. Ihre Eigenschaften werden mit den Hilfsmitteln der darstellen-
den Geometrie erforscht. Schon beim Durcharbeiten des ersten Bandes
kann man ohne weiteres Abschnitte aus diesen Anwendungen und Er-
ginzungen heranziehen. Uberhaupt bleibt es jedem iiberlassen, aus dem
letzten Kapitel auszuwihlen, was ihm besonders wichtig erscheint. In
Vortrigen iiber darstellende Geometrie wird man mit der zur Verfiigung
stehenden Zeit zu rechnen haben und sich dementsprechend mit einer
bescheidenen Auswahl aus der Fiille der Dinge begniigen miissen. Das
Buch mufl dagegen iiber alle wichtigeren Anwendungen Auskunft geben,
um im Falle des Bedarfs als Berater dienen zu konnen.

Nicht gebracht wurde die Lehre von den Linien gleicher Helligkeit
auf Flachen, da ihre herkémmliche Begriindung mit der Wirklichkeit
im Widerspruche steht, indem sie nur den Einfallswinkel der Licht-
strahlen und nicht auch den Einfallswinkel der Sehstrahlen bei der Be-
trachtung des Grundrisses oder Aufrisses beriicksichtigt. Will man auch
dies tun, also die subjektiven Lichtgleichen ermitteln, so entsteht eine
Aufgabe, deren Schwierigkeit in keinem verniinftigen Verhiltnis zum
Gewinn steht, womit nicht gesagt sein soll, daBl sie an sich mathe-
matisch behandelt zu werden verdient. Beiseite gelassen wurde auch
die Photogrammetrie oder Auswertung photographischer Aufnahmen zur
Wiederauffindung der wahren Abmessungen der Gegenstinde, da sie
bei ihrem groBen Umfang ein ganzes Kapitel erfordert hétte. Awuch
wurde davon abgesehen, die eigentliche Kurven- und Flichentheorie zu
entwickeln. Denn die darstellende Geometrie hat andere Ziele als die
Differential- und Integralrechnung. Diese mag die Kurven und Flichen
in ihrer Allgemeinheit erforschen, die darstellende Geometrie soll sie
nur durch besonders lehrreiche Beispiele in einigen kennzeichnenden
Hauptziigen beleuchten.

Die geschichtlichen Anmerkungen wird mancher Techniker als Ballast
ansehen. Vielleicht aber wird er mit dieser Meinung ein wenig zuriick-
halten, wenn er sich die Frage vorlegt, was eigentlich die letzten Griinde
dafiir sind, daBl zwar die Technik selbst in der Allgemeinheit hoch ge-
schitzt wird, der Techniker jedoch immer noch nicht die ihm gebiihrende
Achtung genieft. Zwischen Zivilisation und Kultur besteht eben ein
gewisser Unterschied; wer ihn nicht kennt oder nicht kennen will, darf
sich nicht iiber die Folgen beklagen.



Iv Vorwort.

Auch der zweite Band bringt an einigen Stellen Neues. Die Abbil-
dungen nebst ihrer Beschriftung habe ich wieder selbst hergestellt; sie
wurden bloB mechanisch wiedergegeben, so daf3 alle an ihnen etwa zu
bemerkenden Méngel mir allein zur Last fallen. Bei der sehr grofien Zahl
von Abbildungen wird man aber mildernde Umstinde zugestehen, da
es iiberhaupt eine nicht ganz leichte Sache war, trotz der Uberlastung,
unter der wir Hochschullehrer seit zwei Jahren leiden, das Werk zu
Ende zu fiihren.

Auch beim Abschlusse des zweiten Bandes bringe ich dankbar zum
Ausdruck, daB der Herr Verleger ihn aufs beste ausgestattet hat.

Berlin - Dahlem, im August 1920.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Zu wesentlichen Anderungen lag kein Anlafl vor. Ein paar Irrtiimer,
auf die ich freundlicherweise hingewiesen wurde, sind ausgemerzt. Selbst-
verstindlich sind auch alle bekannt gewordenen Druckfehler beseitigt.
Da sich in der Anlage und Einteilung nichts gedndert hat, kann man ohne
Storung beide Biande des Werkes in der ersten oder zweiten Auflage neben-
einander benutzen.

Durch Hinzufiigung eines Namenverzeichnisses zu beiden Bénden
komme ich einem von befreundeter Seite geduflerten Wunsche nach. Es
bezieht sich hauptsichlich auf die geschichtlichen Ausfiihrungen, denn
sonst habe ich im allgemeinen nur da Autoren erwihnt, wo ich mir bewuf3t
war, dafl ich mich auf sie gestiitzt habe.

Dies Vorwort gibt mir Gelegenheit, auf eine Einzelheit im ersten Bande
zuriickzukommen: In der zweiten Auflage des ersten Bandes ist der
Ubergang vom Grund- und Aufriff zum KreuzriB durch Benutzung der
Hilfsgeraden unter 45 Grad bewerkstelligt worden, siehe insbesondere
die Fig. 305 auf S. 284. Dies Verfahren ist bei Anwendung der Reil3-
schiene bequemer als das sonst gebrauchliche; immerhin scheint es kaum
der Mithe wert zu sein, das hier besonders hervorzuheben. Aber es ge-
winnt ecine gréBere Bedeutung, wenn man nach einer Mitteilung meines
verehrten Kollegen E. Waelsch in Briinn, dem ich diese Vereinfachung
verdanke, daran die hiibsche Bemerkung kniipft: Grundri, Aufri8 und
Kreuzri3 eines beweglichen Punktes sind drei Ecken eines verinderlichen
Rechtecks, dessen Seiten immer dieselben Richtungen behalten, wihrend
die vierte Ecke jene 45-Grad-Linie durchlauft.

Berlin - Dahlem, im Dezember 1926.
Georg Scheffers.



Inhalt.

Viertes Kapitel: Zentralprojektion oder Perspektive.

§ 1. Grundbegriffe .

290. Erklirung der Z entralpro;ektlon oder Perspektlve 8. 1. — 291. Haupt-
punkt und Distanz. S. 3. — 292, Verschwiridungsebene. 8. 5. — 293, Schlag-
schatten bei Zentralbeleuchtung aufgefalt als Zentralprojektion. 8. 5. — 294, Per-
spektive Bilder von Geraden. 8. 6. — 295, Perspektive Abbildung von Ebenen.
S. 10. — 296, Bestimmung von Geraden und Ebenen durch ihre perspektiven Bilder.
S. 11. — 297, Distanzkreis. 8. 12.— 298, Schnitt von Geraden und Ebenen. 8. 13. —
299, Ubungen. S. 16.

§ 2. Gebundene oder unfreie Perspektive

300. Horizont. S. 16. — 301, Das Punkt- und Geradenverfahren S 18 —
*3021), Der Perspektivenzeichner von Hauck. S. 21.— 303. Das Schichtenverfahren.
Perspektive Abbildung unbegrenzter Gegensténde. 8. 27. — *305, Der
Perspektivenzeichner von Ritter. S. 28, — 306, Versenkung des Grundrisses. S. 31.
— 307. Spiegelung im Wasser. Wahre Léngen lotrechter und wage-
rechter Strecken. 8. 33. — 309, VergroBerung des Bildes. 8. 40. — 310, Verzicht
auf die Benutzung des Aufrisses. 8. 42. — 311, VergroBerung der Distanz. S. 44. —
312, Gleichzeitige VergroBerung des Bildes und der Distanz. 8. 47. — 313, Hilfs-
mittel im Fall unerreichbarer Punkte. S. 49. — *314, Beliebige Anderung des Auges.
8. 52. — *315, Stereoskopbilder. S. 54. — 316, Perspektive Darstellung auf nicht
lotrechter Tafel. S. 55. — 317, Ubungen. 8. 59.

§ 3. Schattenkonstruktionen in der Perspektive . . . .

318, Zentralbeleuchtung. 8. 60. — 319, Lotrechte Strecken in Zentralbeleuch-
tung. S. 61. — 320. Zentralbeleuchtung eines Innenraumes. 8. 63. — 321, Licht-
quelle hinter dem Beobachter. 8. 65. — 822, Lichtquelle unterhalb der Grund-
ebene. S. 68. — 323. Lichtquelle in der Verschwindungsebene. 8. 70. — 324, Paral-
lelbeleuchtung oder Beleuchtung durch die Sonne. 8. 71. — 325, Unerreichbarer
Fluchtpunkt der Sonnenstrahlen. 8. 75. — 326, Ubungen. 8. 76.

§ 4. Perspektivitdit . . . . .

327, Unverénderlichkeit von Doppelverhaltmssen bel perspektlver Abblldung
8. 76. — 328, Hilfssatz iiber Doppelverhéltnisse. 8. 79. — 329, Bedingung fiir die
perspektiven Bilder von vier Punkten einer Geraden. 8. 81. — 330, Projektive
Punktreihen. 8. 81. — 331, Drehung perspektiver Punktreihen um ihren Schnitt-
punkt. 8. 83. — 332. Doppelverhiltnis ausgedriickt durch einfaches Verh&ltnis
und umgekehrt. S. 84. — 333, Harmonisches Doppelverhéltnis. 8. 85. — 334, Per-
spektivitit zweier Ebenen. §. 87. — 38b. Perspektivitit in einer Doppelebene.
S. 88. — 336. Drehung perspektiver Ebenen um die Perspektivitdtsachse. 8. 90. —
337. Handhabung der Perspektivitdt in der Umlegung. 8. 93. — 338, Deckele-

mente bei der Perspektivitéit in einer Doppelebene. . 8. 95. — *339. Involutionen.
S. 96. — 340. Ubungen. S. 99.
§ 5. Anwendungen der Perspektivitdit . . . . . C e e

341. Die Perspektivitit beim Schichtenverfahren. 8. 99 — 34 Quadra.t und
quadratische Téfelung in beliebiger Ebene. 8. 101. — 343, Verschxebung einer Ebene.
S. 102. — 344, Drehung einer Ebene um eine zur Tafel parallele Achse. S. 103. —
345. Ebene Schnitte von Pyramiden. 8. 105. — 346, Parallelogrammschnitt einer

1) Die mit Sternchen versehenen Nummern sind iiberschlagbar.

Seite

16

60

76

99



VI Inhalt.

vierseitigen Pyramide. S. 107. — 347, Abbildung eines ebenen Vierecks als Quadrat.
S. 108. — 848, Winkel, die sich in wahrer GréBe abbilden. S. 111. — *349, Eine
Parabelschar, die sich als Parabelschar abbildet. S. 113. — 350, Perspektive rechte
Winkel. 8. 116. — *351. Konfokale Ellipsen und Hyperbeln. 8. 117. — 352. Per-
spektivitat zwischen einer Ebene und ihrem Schlagschatten. S. 119. — 853, Spiegel-
bild einer Ebene. S. 121. — 354. Ubungen. S. 122.

§ 6. Perspektives Bild von Kreis und Kugel

355, Das Kreisbild als Kegelschnitt. S. 122, — 356, Prolektlve Erzeugung des
Kreises. 8. 123. — 357. Projektive Erzeugung der Kegelschnitte. 8. 124. — 358,
Sonderfille der projektiven Erzeugung der Kegelschnitte. S. 127. — 359, Elliptisches
Kreisbild. S. 130. — 360. Nochmals die Polareigenschaften des Kreises. S. 132, —
861. Polareigenschaften der Kegelschnitte. S. 133. — 362, Nochmals das elliptische
Kreisbild. S. 133. — 363, Unmittelbare Bestimmung der Achsen des elliptischen
Kreisbildes. 8. 135, — 364. Anwendungen des elliptischen Kreisbildes. 8. 137. —
365, Parabolisches Kreisbild. 8. 140. — 366. Hyperbolisches Kreisbild. 8. 142. —
367. Eine Anwendung der elliptischen, parabolischen und hyperbolischen Kreisbilder.
S. 144. — 368. Hauptschnitte der Kugel. 8. 147. — 369. Perspektives Bild der Kugel.
S. 148, — 38790. Vervollstindigung der Zeichnung der Hauptschnitte einer Kugel.
S. 152. — 371, Darstellung der Kugel mittels der zur Tafel parallelen Kugelkreise.
S. 183. — 372, Unmittelbare Bestimmung des elliptischen Kugelumrisses. 8. 15¢4. —
373, Kugelformige Kuppeln. S. 155. — 374, Sonne und Mond in der Perspektive.
8. 157. — 875. Hyperbolischer und parabolischer Kugelumrif. 8. 159. — 376, Ge-
samtheit derjenigen Kreise, die sich als Kreise abbilden. 8. 161. — 377, Stereo-
graphische Projektion. S. 162. — 378, Stereographische Projektion des Gradnetzes
der Kugel. 8. 167. — 379, Nochmals die zur Tafel parallelen Kreise der Kugel.
S. 169. — 380. Perspektive Darstellung einer Kugel ohne UmriB. 8. 170. — 381,
Ubungen. 8. 171.

§ 7. Eigenschaften und Anwendungen der Kegelschnitte

382, Pascalscher Satz. S. 172. — 383, Brianchonscher Satz. 8. 173. — *384.
Kegelschnitt bestimmt durch fiinf Punkte oder fiinf Tangenten. 8. 175. — *385, El-
lipsen und Hyperbeln mit gegebenen Achsengeraden nund zwei gegebenen Punkten
oder Tangenten. S. 176. — 386, Kegelschnittkonstruktionen. 8. 180. — *387, Parabel
mit gegebener Achsengeraden und zwei gegebenen Punkten oder Tangenten. S. 183.
— 388. Bestimmung der Parabel durch Einhiillung. S. 184. — 389, Zur Anwen-
dung der Siétze von Pascal und Brianchon. S. 185. — 390, Perspektive Abbildung
der Kegelschnitte. S. 187. — 391, Kreisschatten in der Perspektive. S. 188. —
892. Kugelschatten bei Zentralbeleuchtung. 8. 192. — 393, Anderes Verfahren zur
Bestimmung des Eigenschattens einer Kugel. 8. 197. — 394. TUbungen. 8. 199.

§ 8. Freie Perspektive

395. Begriff der freien Perspektive. S. 200. — 396. Verbinden und Schneiden.
8. 201. — 397. Ersatz-Spurpunkte und Spurparallelen. §. 203. -~ *398, Nochinals
das einschalige Hyperboloid. 8. 205. — 399, Wahre Liinge einer Strecke. 8. 206. —
400, Kennzeichen fiir das Senkrechtstehen einer Geraden auf einer Ebene. 8. 206, —
401. Lot von einem Punkt auf eine Ebene oder Gerade. S. 207. — 402, Kiirzester
Abstand windschiefer Geraden. 8. 208. — 403. Wahre Grole eines Winkels. S. 209.
— 404, Perspektive Axonometrie. 8. 210. — 405, Wiirfel in allgemeiner Lage. S. 213.
— 406. Ubungen. S. 216.

Fiinftes Kapitel: Anwendungen und Erginzungen.

§ 1. Ebene Kurven, Flachornamente, Gelinde

407. Vorbemerkung. 8. 218. — 408. Ermittlung der Tangenten und Normalen
gegebener ebener Kurven. 8. 218. — 409, Kriimmungskreise beliebiger ebener Kurven.
S. 222. — 410. Evolute, Evolventen, Paralleltkurven. 8. 224. — 411, Spitzen und
Wendepunkte ebener Kurven. 8. 227. — 412, Flachornamente. 8. 230. — 413. Lehr-
beispiel fiir Flachornamente. S. 231. — 414. Schatten einer Ranke von beliebiger
Gestalt. S. 233. — 415. Héhenlinien des Gelidndes. 8. 235. — 416. Tangentenebenen
und Normalen einer Fliche. S.236.— 417, Gipfel- und Talpunkte sowie Jochpunkte.
S. 237. — 418, Fallinien, Kamm- und Talwege. S. 239. — 419. Schnitte des Gelindes.
8. 242. — 420. Tangentenebenen des Gelindes. 8. 245. — 421, Kurven auf dem

Seite

122

172

200

218



Inhalt.

Gelinde. S. 248. — 422, Kurven konstanten Gefiilles. 8. 249. — 423, Kiirzeste
Kurven auf dem Gelénde. S. 250. — 424, Boschungsflichen. 8. 252. — 425, Bo-
schungskorper. 8. 255. — 426, Wege im Geldnde. 8. 258. — *427, Die Peanosche
Fliche. 8. 261. — 428. Ubungen. S. 263.

§ 2. Rotationsflichen und Rotationskoérper

429, Breitenkreise und Meridiankurven. 8. 264. — 430 Ta.ngent,enebenen von
Rotationsflichen. 8. 265. — 431. Senkrechte Projektion einer Rotationsfléiche auf
eine beliebige Tafel. 8. 267. — 432, UmriB einer Rotationsfliche bei senkrechter
Projektion. 8. 268. — 433. Spitzen des Umrisses einer Rotationsfliche. S. 270. —
434, Umri3 des Wulstes. S. 272. — 435. Ebene Schnitte von Rotationsfléichen.
S. 273. — 436, Durchbohrung einer Rotationsfliche mit einer Geraden. 8. 275. —
437. Eigenschattengrenze einer krummen Fliche bei Parallelbeleuchtung. 8. 275.
—438. Schatten eines Rotationskorpers bei Parallelbeleuchtung. 8. 277. — 439, Trefi-
punkte von Schlag- und Eigenschattengrenzen auf krummen Fléchen. 8. 279. —
440. Uber die Tangenten der Eigenschattengrenze einer krummen Fléche. 8. 281. —
441. Tangentialkegel einer Rotationsflache. 8. 282. — 442, Rotationsflichen zweiten
Grades. S. 284. — 443. Einschaliges Rotationshyperboloid. S. 286. — *444, Hyper-
boloidréder-Paare. S. 261. — *445, Allgemeine Réderpaare fiir windschiefe Achsen.
S. 293. — 446, Kriimmungskreise der Scheitel ebener Schnitte von Rotationsflachen.
S. 294. — 447. Hauptkriimmungsrichtungen und Kriimmung einer Rotationsfléche.
S. 295. — 448, Kreisschnitte des Wulstes. S. 298. — *449, Rotationsflichen mit
iibereinstimmenden ebenen Schnitten. 8. 301. — *450, Rotationsflaichen mit {iberein-
stimmenden Umrissen. S. 304, — 451, Angenéherte Abwicklung von Rotations-
flichen. 8. 306. — 452, Loxodromen. 8. 308. — 453. Rotationsflichen in Kavalier-
perspektive. 8. 312. — 454, Perspektive einer Rotationsfliche, deren Achse zur
Tafel senkrecht ist. S. 314. — 455, Perspektive einer Rotationsfliche, deren Achse
zur Tafel parallel ist. S. 315. — 456, Perspektives Bild einer Rotationsfliche in
beliebiger Lage. 8. 317. — 457, Sogenannte windschiefe Rotationskérpor. 8. 318,

— 458, Affinitit im Raum und allgemeine Flichen zweiten Grades. §. 320. —
459. Ubungen. S. 322.

§ 3. Schraubenlinien und Radlinien

460, Schraubenlinien. 8. 323. — 461, Die zur Ganghohe der Schraubenhme
gehorige Kegelhohe. 8. 326. — 462, Schmiegungsebenen und: Schmiegungsellipsen
der Schraubenlinie. 8. 327. — 463, Schraubenlinie in beliebiger senkrechter Pro-
jektion. 8. 380. — 464, Senkrechte Projektionen der Schraubenlinie auf die Ebenen
des begleitenden Achsenkreuzes. S. 332. — 465. Verschraubung eines beliebigen
Punktes um eine beliebige Achse. 8. 332. — 466, Senkrechte Projektion der Schrauben-
linie auf eine zur Achse parallele Tafel. S. 334. — 467, Zykloiden. 8. 335. — 468.
Stetige Bewegung in der Ebene. 8. 337. — 469, Tangenten der Zykloiden. S. 340. —
470, Doppelte Erzeugung der Epi- und Hypozykloiden. 8. 341. — 471, Zeichnung
von Radlinien. S. 344. — 472, Kreisevolventen. 8. 346. — 473, Archimedische
Spiralen. 8. 347. — 474, Ubungen. 8. 348.

§ 4. Schraubenflichen und Schrauben

475, Stetige Schraubung. S. 348. — 476. Schraubenﬂachen S 349 — 477. Er-
mittlyng des Profils und Querschnittes einer Schraubenfliche. 8. 351. — 478, Be-
ziehung zwischen dem Profil und Querschnitt einer Schraubenfliche. S. 352, —
479, UmriB einer Schraubenfliche bei senkrechter Projektion auf eine zur Achse
parallele Ebene. 8. 353. — 480, Wendelfliche oder gemeine Schraubenfliche. S. 356.
— 481, UmriBl der Wendelfliche bei senkrechter Projektion. 8. 359. — 482, Ab-
wickelbare Schraubenflichen. 8. 361.— 483, Korkzieherfliéchen. 8. 365. — 484, Flach-
giéngige Schrauben. 8. 367. — 485, Scharfgiingige Schrauben. S. 368. — 486, Quer-
schnitte von Schrauben. 8. 369. — 487. Roéhrenschraubenflache. S. 370. — 488,
Schatten auf einer Schraube. 8. 371. — 489, Ubungen. S. 374.

§ 6. Geradlinige Flichen . .

490, Abwickelbare und windschiefe Flachen S 375 — 491. Strlktlonshme
8. 377. — 492, Geradlinige Flidchen durch drei gegebene Kurven. S. 378. —
493. Windschiefe Perspektivitéit. 8. 379. —- 494, Allgemeine Konoide. S. 382. —
495. Die zu einer Flachennormale benachbarten Flichennormalen. S. 383. —

496. Konoide im engeren Sinne. 8, 885. — 497, Ringférmiges Kreuzgewdlbe. S. 386.
— 498, Ubungen. S. 389.

VII

Seite

264

323

348

375



VIII Berichtigungen.

§ 6. Verschiedene Flichen .

499, Einseitige Flichen. S. 389.-— 500. Bewegungsflachen S 392 — 501 Schie-
bungsflichen. 8. 393. — 502, Gesimsflichen. 8. 396. — 503, Rohrenflichen. S. 397.
— 504, Von Kreisen erzeugte Kuppel mit elliptischer Grundfliche. S. 398. —
*505. Kriimmungskreise der Normalschnitte eines allgemeinen Fléchenpunktes.
S. 399. — 506. Ubungen. S. 401,

§ 7. Durchdringungen und Schatten .

507. Darstellung der Kegeldurchdringung im GrundrlB und Auan S 402 —
508. Darstellung der Zylinderdurchdringung im GrundriB und AufriB. S. 405. —
509, Kurven vierten Grades. 8. 406. — 510, Anderc Verfahren fiir die Durchdrin-
gung von Kegeln und Zylindern. 8. 407. — 511, Asymptoten der Durchdringungs-
kurve zweier Kegel. 8. 409. — 512, Durchdringung zweier Kegel zweiten Grades
mit einer gemeinsamen Mantellinie. 8. 409. — 513, Durchdringung zweier Kegel
zweiten Grades mit zwei gemeinsamen Tangentialebenen. S. 410. — 514. Durch-
dringung der Kugel mit einem Kegel oder Zylinder. 8. 410. — 515. Hilfssatz iiber
Kegelschnitte mit vier gemeinsamen Punkten. 8. 412, — 516, Durchdringung zweier
Flachen zweiten Grades, die eine Symmetrieebene gemein haben. 8. 413. —
517, Durchdringung von Rotationsflachen, deren Achsen sich schneiden. 8. 415, —
518. Wie die Sichtbarkeit einer Durchdringungskurve endet. S. 417.-— 519, Schatten
in einem Torbogen. S. 418. — 520, Schatten auf einer Turmhaube. 8. 420. —
521, Eckige Schatten stetiger Gebilde auf stetigen Flachen. 8. 421. — 522, Ubungen.
S. 422.

§ 8. Reliefperspektive

523. Begriff der Reliefperspektive. S. 424. — 524, Beispiel zur Reliefperspektive.
S. 426. — 525, Die Augenebene und die Verschwindungsebene. 8. 427. — 526, Relief-

perspektive Abbildung von Kurven und Fldchen zweiten Grades. 8. 428. — 527,
Mingel der Reliefperspektive. S. 428. — 528, Ubungen. 8. 430.

Stichworter
Namenverzeichnis

Seite
389

402

424

431
440



Viertes Kapitel.

Zentralprojektion oder Perspektive.

§ 1. Grundbegriffe.

290. Erklirung der Zentralprojektion oder Perspektive. Die bisher
entwickelten Verfahren der Abbildung dienten im wesentlichen zur Her-
stellung technischer Zeichnungen. Will man die Grundlagen zum
Entwerfen kiinstlerischer Zeichnungen gewinnen, solcher Zeichnungen
also, die moglichst unmittelbar einen lebendigen Eindruck des Dar-
gestellten hervorrufen sollen, so muf man davon ausgehen, wie das
Sehen iiberhaupt zustande kommt:

Ein Punkt P des Raumes wird sichtbar, wenn von ihm ausgehende
Lichtstrahlen die Sehnerven des Beobachters treffen. Diese geradlinigen
Strahlen gehen durch die Mittelpunkte O; und O, der Augenlinsen.
Indem sie Reize ausiiben, wird der Beobachter

veranlaft, den Punkt P sowohl in der Rich- ¢

tung von O, nach P als auch in der von O, F
nach P zu suchen, siehe Fig. 405. Beim

Sehen fiihrt man also ein Zuriickgehen in g,

der Lichtrichtung aus (Nr.112). Man l6st, Tig. 405,
ohne sich dessen bewufit zu sein, die trigono-
metrische Aufgabe, aus der Grundlinie 0,0,, dem Abstand der Augen
voneinander, und aus den Richtungen, in denen O,P und O,P zur
Grundlinie geneigt sind, die Entfernungen O,P und O,P zu bestimmen.
Unablissige, Erfahrung macht uns darin geiibt, diese Entfernungen ab-
zuschitzen. Schlieft man das eine Auge O,, so kann man zwar immer
noch die Richtung feststellen, in der sich der Punkt P befindet, nicht
aber seine Entfernung O,P vom Auge O,, es sei denn, dafl andere Er-
fahrungen Hilfe leisten: Die ungefihre Entfernung bekannter Gegen-
stinde schitzt man beim Sehen mit nur einem Auge auf Grund des
Umstandes ab, daB sie in groBeren Abstinden kleiner erscheinen. AuBer-
dem kommt der Umstand zu Hilfe, daBl sich die Farben der Gegen-
stinde in groferen Entfernungen abténen. Sobald derartige Anhalte
fehlen, ist man nicht imstande, mit blo einem Auge die Entfernungen
abzuschitzen. Dies zeigt der bekannte Versuch, beim Sehen mit nur
einem Auge einen Faden in die Ose einer Nadel einzufiihren. Man hilft
sich hierbei unwillkiirlich dadurch, da man den Kopf bewegt, also
das Auge in eine andere Lage bringt und so das zweite Auge ersetzt.
Wenn man nun statt eines Gegenstandes im Raum eine auf eine
Bildtafel T entworfene Zeichnung des Gegenstandes betrachtet, erhellt

Scheffers, Geometrie II. 2. Aufl. 1
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aus dem vorhergehenden, daBB das Sehen mit beiden Augen der Vor-
tiuschung eines rdumlichen Gebildes geradezu Abbruch tut. Denn die
Entfernung des Bildes, also das Flichenhafte, Platte der Zeichnung
kommt dabei zum BewuBtsein. Deshalb nehmen wir im folgenden
an, daB nur ein Auge zum Sehen benutzt werde.

Den Mittelpunkt der Augenlinse, durch den die Sehstrahlen gehen,
bezeichnen wir kurzweg als das Auge O (vom latein. oculus). Blickt
man nach einem Punkt P, so macht jeder andere auf dem Sehstrahl OP
gelegene Punkt auf das Auge denselben Eindruck wie der Punkt P
selbst. Insbesondere gilt dies von demjenigen Punkt P’, in dem der
Sehstrahl OP die Bildtafel T schneidet. Daher wird unter dem
Bild des Punktes P der Schnittpunkt P’ des Sehstrahls OP
mit der Tafel T verstanden. Der Sehstrahl OP heiBit auch der
projizierende Strahl des Punktes P und das Auge O das Projek-
tionszentrum. Das hierdurch festgelegte Abbildungsverfahren nennt
man Zentralprojektion oder Perspektive. Eigentlich bedeutet
Perspektive ein Hindurchsehen (Nr.105): Man denke sich die Tafel T
als durchsichtige Glasplatte und nehme den abzubildenden Gegen-
stand z. B. dahinter an, so das Vierflach PQRS in Fig. 406. Die Seh-

strahlen OP, 0@, OR, OS schneiden die
Tafel T in den Bildern P/, @, R’, 8§’ der
Eckpunkte. Das Bild P'Q'R’S’ des Vier-
flachs macht, von O aus betrachtet, auf das
Auge den Eindruck, als ob man durch die
Glasplatte hindurch das wirkliche Vierflach
PQERS im Raum erblickte. Dies trifft nicht
mehr zu, wenn man das Bild P'Q'R’S’ von
einer anderen Stelle aus betrachtet. Zum
perspektiven Bild eines Gegenstandes ge-
hort also allemal ein bestimmter Punkt O, von dem aus es angeschaut
werden muBl. Die Bezeichnung Zentralprojektion oder Perspektive dient
nicht nur fiir das Abbildungsverfahren, sondern auch fir das Bild:
Man nennt P'Q'R'S’ die Perspektive des Vierflachs PQRS.

Die Parallelprojektion ist ein Sonderfall der Perspek-
tive, nédmlich eine Perspektive mit unendlich fernem Projektions-
zentrum O. In diesem Fall sind die projizierenden Strahlen parallel.
Aus unendlich groBer Ferne kann man eigentlich nur unendlich groBe
Gegenstinde erkennen. Mit ziemlicher Anndherung tiben wir beim
Sehen eine Parallelprojektion aus, wenn wir z. B. den Mond betrachten.
Ein in Parallelprojektion entworfenes Bild kann nur angendhert eine
kiinstlerische Wirkung hervorrufen, und zwar nur dann, wenn man aus
so weiter Ferne darauf blickt, dal die Sehstrahlen nahezu die Richtung
der Projektion bekommen. Da die Parallelprojektion bloB ein Sonderfall
der Perspektive ist, gelten ihre Gesetze nicht ohne weiteres auch im
Fall der allgemeinen Zentralprojektion oder Perspektive. Ein wesent-
licher Unterschied sei schon hier erwdhnt: Ein unendlich ferner Punkt,
der nicht gerade in der Richtung der bei der Parallelprojektion benutzten
projizierenden Strahlen liegt, hat ein ebenfalls unendlich fernes Bild.
Anders ist es, wenn man von einem im Endlichen gelegenen Projek-
tionszentrum O aus das Bild herstellt, siche Fig. 407: Selbst wenn P
unendlich fern liegt, wird der nach P gehende Sehstrahl OP, also die
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Parallele durch O zur Richtung, in der P unendlich fern gegeben ist im
allgemeinen die Tafel T in einem im Endlichen gelegenen Punkt P’
schneiden. Dies ist nur dann nicht der Fall,
wenn die Richtung, in der man den unendlich
fernen Punkt P angenommen hat, zur Tafel
parallel ist. Somit folgt: Liegt das Pro-
jektionszentrum O im Endlichen, so
hat jeder unendlich fern gelegene
Punkt P ein im Endlichen gelegenes
perspektives Bild P’, es sei denn, dal
die Richtung nach dem unendlich fer-
nen Punkt zur Tafel parallel verlaufe.

Richtung und unendlich ferner Punkt ist nach Nr. 4 dasselbe. In
der Perspektive wird demnach eine Richtung durch einen
Punkt der Bildtafel gekennzeichnet. Man wird im folgenden
sehen, daf diese Kennzeichnung einer Richtung fortwéhrend in der
Perspektive mit grofem Vorteil zur Verwendung kommt,.

Ein mechanisches Verfahren zur Herstellung einer Per-
spektive ist die Photographie: In Fig. 408 ist eine photographische
Kammer mit Objektiv und photographischer Platte T im Querschnitt
dargestellt. Die Lichtstrahlen, deren chemische Wirkung auf die Platte
das Negativ erzeugt, gehen durch den
Mittelpunkt O des Objektivs. Ein Gegen-
stand PQ bringt also auf der Platte
ein Bild O hervor, das der Schnitt
der Ebene ¥ mit den von den Punkten
des Gegenstandes ausgehenden Strahlen
durch O ist. Nun bedeute T eine nur Fig. 408.
gedachte Ebene, die zu T parallel sei,
und zwar so, daB} sich O in der Mitte zwischen ¥ und T befinde. Die
durch O gehenden Sehstrahlen erzeugen auf der Tafel T ein perspek-
tives Bild P'Q" des Gegenstandes PQ, indem O die Stelle des Auges
vertritt. Man sieht, da dies perspektive Bild P'Q’ mit dem Negativ f O
kongruent ist, aber durch 180° um die Achse a der photographischen
Kammer gedreht. Hat man vom Negativ durch Entwickeln und Ko-
pieren ein Positiv, die eigentliche Photographie hergestellt, und bringt
man sie in der richtigen Lage auf die Ebene T, so ist also die
Photographie die Perspektive des Gegenstandes PQ, wie sie
durch Projektion vom Zentrum O aus auf die Tafel T entsteht,

291. Hauptpunkt und Distanz. Ein perspektives Bild macht nur
dann denselben Eindruck wie der Gegenstand, wenn es vom Projek-
tionszentrum O aus betrachtet wird. Deshalb mufl man auf der Bild-
tafel T Angaben machen, aus denen zu entnehmen ist, welche Lage
das Auge O gegeniiber der Tafel T hat. Zu diesem Zweck fillt man
das Lot von O auf die Tafel. Es heiit der Hauptsehstrahl und trifft
die Tafel in einem Punkt H, dem Hauptpunkt. Die Linge des
Lotes OH wird die Distanz genannt. Das Fremdwort Distanz werden
wir nur fiir die Entfernung des Auges von der Tafel und niemals fiir
irgendeine andere Entfernung benutzen. Man bezeichnet die Distanz
gewohnlich mit dem Buchstaben d. Durch die Angabe des Haupt-

1*
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punktes H, der Linge der Distanz d und derjenigen Seite
der Tafel, die als die von O aus gesehene Vorderseite dient,
ist die Lage des Auges O gegeniiber der Tafel vollkommen
bestimmt.

Die deutliche Sehweite betrigt beim Lesen 20 bis 25 cm. Dem-
nach wire d so lang anzunehmen. GréBere Zeichnungen betrachtet man
allerdings aus groferer Entfernung. Mithin ist d = 20 cm ungefdhr das
Minimum der Distanz. Wird aber d == 20 cm oder groBer gewdhlt, so
brauchen wir fiir die Figuren zu viel Platz. AuBerdem entstehen dann
Schwierigkeiten durch das Vorkommen unerreichbarer Punkte. Aus
diesen Griinden werden wir bei der Entwicklung der Grundlagen der
Perspektive die Distanz zundchst immer bedeutend kleiner annehmen.
Erst spiter zeigen wir, wie man die Schwierigkeit der unerreichbaren
‘Punkte bei der Wahl einer Distanz in verniinftiger Linge iiberwinden
kann. Man mufl daher bei den folgenden Abbildungen immer daran
denken, dal die Distanz d zu klein gewihlt ist, und darf sich deshalb
nicht durch anscheinende Verzerrungen der Figuren stéren lassen.
Bringt man das Auge jedesmal in die allerdings zu gering gewdhlte
Entfernung von der Tafel, was sich zur Not oft erreichen l4i8t, ohne
das Sehen unmdglich zu machen, so verschwinden die zunichst auf-
fallenden Verzerrungen. Im Fall der Photographie (Nr. 290) ist die
Distanz d gleich der Entfernung des Objektivs O von der photogra-
phischen Platte £, also gleich der Brennweite des Objektivs. Da sie
meistens weniger als 20 em betrigt, macht man Photographien da-
durch anschaulicher, dafl man sie vergréfert. Dies bedeutet nichts
anderes, als dafi die Distanz vergréfiert wird. In der Tat gilt ndmlich
der Satz:

Wenn man das perspektive Bild eines GUegenstandes
dhnlich vergréBert, entsteht ein perspektives Bild des-
selben Gegenstandes auf einer zur wurspriinglichen Tafel
parallelen Tafel mit gegeniiber dem Gegenstand selbst un-
verindert gebliebenem Projektionszentrum oder Auge. Das
Verhialtnis der neuen Distanz zur alten entspricht dabei
dem MafBe der angewandten Vergréferung. Die Richtigkeit

dieses Satzes leuchtet bei der Betrach-
tung der Fig. 409 ohne weiteres ein.
Darin ist die Tafel T durch eine zu ihr
parallele neue Tafel T ersetzt, so dafl an
die Stelle der Bilder P/, ¢’ der Punkte
P, @ die Schnittpunkte 9, £ der Seh-
strahlen OP, 0@ mit der Ebene ¥ treten.
Ist $ der neue Hauptpunkt, d.h. der
Schnittpunkt des Hauptsehstrahls OH
mit T, so ist HP: HP = 09 : OH,
ebenso H 0 : HY = 09 : OH. AuBerdem
ist SPIHP und HOIHEQ . Demnach
ist das neue Bild auf der Tafel ¥ in der
Tat dem alten Bild auf der Tafel T dhnlich.
Bei dieser Ahnlichkeit entspricht dem Hauptpunkt $ der neuen Tafel der
Hauptpunkt H der alten Tafel. Wird die neue Distanz 0 = b gesetzt,
so ist b :d der Mallstab der VergrofBerung.
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Hieraus erhellt: Die im folgenden zu entwerfenden perspektiven
Bilder, bei denen wir die Distanz d aus den angegebenen Griinden zu
klein wihlen, gehen in fiir die Betrachtung wirklich brauchbare per-
spektive Bilder iiber, wenn sie in einem geeigneten MaBstab #@hnlich
vergroBert werden.

292. Verschwindungsebene. Dafl ein Punkt P, dessen perspektives
Bild P’ entworfen werden soll, hinter der Bildtafel T, vom Auge O ge-
rechnet, liege, ist durchaus nicht erforderlich. Auch solche Punkte P,
die vor der Tafel gelegen sind, haben perspektive Bilder, denn der Seh-
strahl OP schneidet die Tafel T immer in einem bestimmten Punkt P’,
abgesehen selbstverstindlich von dem Fall, wo P im Auge O selbst
liegt. Denn in diesem Fall ist der Sehstrahl OP unbestimmt und dem-
nach auch das Bild P’.

Das perspektive Bild P’ eines Punktes P ist unendlich fern, wenn der
Sehstrahl OP zur Tafel parallel ist (Nr.290). Alle zur Tafel parallelen
Sehstrahlen machen die zur Tafel parallele Ebene durch O aus. Diese
Ebene heifit die Verschwindungsebene V, siehe
Fig. 410. Sie ist also der Ort aller derjenigen
Punkte, deren Bilder unendlich fern liegen.

Jeder in der Verschwindungsebene gelegene Punkt
heift ein Verschwindungspunkt, jede in ihr ge-
legene Linie eine Verschwindungslinie.

Die Verschwindungsebene V zerlegt den Raum in
zwei Teile. Da wir uns vorstellen, dafl der Beobachter
von O aus nach der Tafel T blicke, ist derjenige
Teil, in dem sich die Tafel befindet, der vor dem
Beobachter, der andere der hinter ihm gelegene. Wenn kiinftig von
vor oder hinter dem Beobachter befindlichen Punkten die Rede sein
wird, soll es immer in diesem Sinne gemeint sein. Ein hinter dem
Beobachter gelegener Punkt P wird nicht gesehen, aber rein geometrisch
kommt auch ihm ein perspektives Bild zu, denn der Strahl OP schneidet
die Tafel in einem Punkt P’. Selbstverstindlich soll eine perspektive
Darstellung im Endergebnis nur wirklich sichtbare Gegenstinde ver-
anschaulichen. Aber zu Zwecken der Konstruktion bedient man sich
vorteilhaft hdufig auch der nur geometrischen, nicht physi-
kalischen oder wirklich wahrnehmbaren Bilder von hinter
dem Beobachter gelegenen Punkten. Ist ein Punkt P sichtbar,
so ist die Reihenfolge

entweder O— P> P oder O > P - P,

je nachdem némlich P vor oder hinter der Tafel liegt. Ist ein Punkt P
unsichtbar, d. h. befindet er sich hinter dem Beobachter, so ist dagegen
die Reihenfolge PO P

293. Schlagschatten bei Zentralbeleuchtung aufgefaBt als Zentral-
projektion. Ebenso wie die Photographie (Nr. 290) liefert auch der
Schlagschatten, der bei Zentralbeleuchtung (Nr.110) auf einer
Ebene T entsteht, ein Beispiel zur Perspektive. Man stelle sich etwa
eine auf einer Tischplatte T stehende Kerze HO vor, deren leuchtender
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Punkt der Punkt O sei, siehe Fig. 411. Ebenso wie HO lotrecht zur
Tischplatte sei, mOgen mehrere zur Platte lotrechte Stibe §,4,, S,4, . ..
angebracht sein. Der Schatten, den der Stab 8,4, auf den Tisch wirft,
entsteht durch den Schnitt der Ebene T mit den von O nach den Punkten
von 8,4, gehenden Lichtstrahlen. Diese Strah-
len bilden die Ebene durch O und S;4;; und
da diese Ebene die Parallele HO zu 8,4, ent-
hdlt, schneidet sie die Tischplatte T in der
Geraden durch die Fulpunkte H und S, der
Lote HO und 8,4,. Also ist der Schatten von 4,
der Schnittpunkt 9, des Lichtstrahls 04, mit
der Geraden HS,. Dementsprechend werfen die
Stabe 8,4,, 8,4, ... die Schlagschatten S,%,,
Sy, ... Ersetzt man nun die Lichtquelle O
durch das Auge, d. h. betrachtet man die Stibe 8,4,, S,4,... von O
aus, so sind die Schlagschatten S,;, S,, ... die perspektiven Bilder
der Stdbe S,4,, 8,4, ..., entworfen auf der Tafel T.

Werden die Stibe S,4,, S,4, ... nicht lotrecht zur Tischplatte T,
sondern in einer anderen gemeinsamen Richtung angebracht, siehe
Fig. 412, so findet man die Schlagschatten, indem man zunéchst durch

die Lichtquelle O die Parallele zu den Stdben
zieht und mit der Platte in # zum Schnitt
bringt. Denn die Lichtebene aller von O nach
8,4, gehenden Lichtstrahlen enthilt diese Par-
allele OF zu 8,4, und schneidet also die Tisch-
ebene T in der Geraden ¥4, so dal} der Schlag-
schatten des Punktes 4, der Schnittpunkt 9,
des Lichtstrahls 04, mit der Geraden FS, ist.
Auf diese Art ergeben sich daher die Schlag-
schatten S, 8,9, . .. der parallelen, aber zur
Tafel geneigten Stibe S8,4,, S,4,... Ersetzt man die Lichtquelle O
durch das Auge, so sind die Schlagschatten wieder die perspektiven
Bilder der Stabe auf der Tafel T.

Die Schlagschatten 8,%,, S,%, ... laufen, iber 8;, S,... hinaus
verlingert, im Punkt F (in Fig. 411 insbesondere im Punkt H) zusammen;
demnach werfen parallele Geraden bei Zentralbeleuchtung
von einem Punkt O aus solche Schatten auf eine Ebene T,
die, gehorig verldangert, in einem Punkt F zusammentreffen.

294, Perspektive Bilder von Geraden. Wenn man den soeben be-
trachteten Schattenwurf als Perspektive vom Auge O aus auffafit, fiihrt
die letzte Bemerkung zu dem Ergebnis, da parallele Geraden 8,4,
8,4, ... solche perspektive Bilder haben, die in einem Punkt F zu-
sammenkommen. Bei der groflen Wichtigkeit dieses Umstandes soll er
aber jetzt unabhingig vom Schattenwurf aufs neue erdrtert werden.

Vorweg einige einfache Bemerkungen: Wenn eine Gerade g durchs
Projektionszentrum O geht, fallen alle Sehstrahlen nach den Punkten
der Geraden in einen, ndmlich in die Gerade selbst, zusammen, so daf}
das perspektive Bild der Geraden bloB ein Punkt ist. Wenn dagegen
die Gerade g nicht durch das Auge O geht, erzeugen die Sehstrahlen
nach allen ihren Punkten eine Ebene, die Sehebene oder projizie-
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rende Ebene der Geraden g. Demnach ist das perspektive Bild
der Geraden g der Schnitt der Tafel T mit dieser Sehebene, folglich
ebenfalls eine Gerade ¢’. Da jeder Punkt, der auf der Tafel selbst
liegt, sein eigenes perspektives Bild ist, geht das perspektive
Bild ¢’ der Geraden g durch den Schnlttpunkt der Geraden ¢
mit der Tafel, den Spurpunkt 8, siehe Fig. 413. Der Sehstrahl
nach dem unendlich fernen Punkt von g,
der ebenfalls der Sehebene (0, g) angehort,
ist zu g parallel. Sein Schnittpunkt F mit
der Tafel liegt auf ¢, und er heifit der
Fluchtpunkt der Geraden g. Unter
dem Fluchtpunkt einer Geraden wird
also das perspektive Bild ihres un-
endlich fernen Punktes verstanden;
er ergibt sich als Schnittpunkt der
Tafel mit dem zur Geraden parallelen
Sehstrahl. Ist der Fluchtpunkt F' einer Geraden auf der Tafel an-
gegeben, so kennt man die Richtung der Geraden; es ist die des Seh-
strahls OF. Ist auch der Spurpunkt 8§ auf der Tafel angegeben, so
weill man, daB die Gerade die Parallele zu OF durch S ist.
Liegen mehrere parallele Geraden 91, 925 g5 - - - vor, so fallen die zu
ihnen parallelen Sehstrahlen in einen einzigen
zusammen. Mithin kommt ihnen allen der-
selbe Fluchtpunkt zu, siehe Fig. 414. Somit
gilt der wichtige Satz:
Parallele Geraden haben densel-
ben Fluchtpunkt. Mit anderen Worten:
Die perspektiven Bilder von beliebig
vielen parallelen Geraden gehen
durch einen gemeinsamen Punkt, den
Schnittpunkt der Tafel mit dem zu
den Geraden parallelen Sehstrahl. Hiermit stehen Fig. 411 und 412
der letzten Nummer im Einklang. In Fig. 411 ist OH und in Fig. 412
ist OF parallel zu 8,4,, S,4,. ..
Es erscheint angebracht, dies noch
durch die Anschauung zu erldutern:
Sehen wir zundchst von der Tafel T
ab, fassen wir also nur eine Reihe
von ‘parallelen Geraden g¢,, g,, gs - - -
ins Auge, so bilden die nach ihnen
gehenden Sehebenen (0, g,), (O, ¢,),
(O, g5)... ein Ebenenbiischel
(Nr. 155), denn alle enthalten die
zZu ¢, g5, g5 ... parallele Gerade
durch O, die Achse des Biischels.
Indem wir nun eine Bildtafel T
irgendwie annehmen, bringen wir sie
mit den Ebenen des Biischels zum
Schnitt. Wenn die Bildtafel die Achse des Biischels in einem im End-
lichen gelegenen Punkt F trifft, wie es bei der Bildtafel T, in Fig. 415
der Fall ist, geht als Schnitt ein Strahlenbiischel (Nr. 174) hervor,
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indem die Schnittgeraden alle in F zusammenlaufen. Nur wenn die
Bildtafel zur Achse des Ebenenbiischels parallel ist, wie es bei der
Bildtafel T, in Fig. 415 der Fall ist, liefert der Schnitt eine Schar von
parallelen Geraden. Dies ist der Sonderfall; wo die Geraden g,, g,, g5 . .
zur Bildtafel parallel sind. Der zu ihnen parallele Sehstrahl, die Achse
des Ebenenbiischels, trifft die Bildtafel in einem unendlich fern gelegenen
Fluchtpunkt. Also:

Parallele Geraden bilden sich perspektiv nur dann als
zueinander parallele Geraden ab, d. h. ihr gemeinsamer
Fluchtpunkt ist nur dann unendlich fern, wenn die Ge-
raden zur Tafel parallel sind. In diesem Fall sind die
Bilder der Geraden auch zu den Geraden selbst parallel.
Sieht man von dem Fall von Geraden ab, die der Tafel selbst an-
gehoren, so folgt: Der Spurpunkt und der Fluchtpunkt einer
Geraden liegen entweder beide im Endlichen oder beide
unendlich fern. Tm zweiten Fall ist die Gerade zur Tafel parallel.

Der Umstand, dal parallele Geraden im allgemeinen nicht parallele
Bilder haben, unterscheidet die perspektiven Darstellungen wesentlich
von Parallelprojektionen. Liegen mehrere Geraden gezeichnet vor, die
von einem gemeinsamen Punkt ausgehen, wie in Fig. 416 a, so besteht
allerdings kein Zwang, anzunehmen, daf sie Bilder von parallelen Ge-
raden seien, denn der gemein-
same Punkt konnte ja in Wahr-
heit im Endlichen liegen. Erst
wenn man weiteres hinzufiigt,
wird man veranlaBt, die Ge-
raden als Bilder von parallelen
Geraden anzusehen, wie z. B.
= in Fig. 416 b, wo mittels einiger

& weiterer Linien die Vorstellung

Fig. 416. von einem langen Gang erweckt

wird. Photographien sind nach

Nr. 290 perspektive Bilder. Die photographischen Aufnahmen von Bau-

werken pflegt man meistens bei lotrechter Stellung der photographischen

Platte zu machen. Dann sind die lotrechten Kanten der Hauser zur

Tafel parallel, so dafl sie im Bild wieder als parallele Geraden erscheinen.

Dagegen erkennt man auf photographischen Aufnahmen leicht, da@

andere in Wahrheit parallele, aber nicht zur Platte parallele Linien

der Gebdude bei gehoriger Verlingerung in einem Punkte zusammen-
kommen.

Der Fluchtpunkt einer Geraden féllt nur dann mit ihrem Spurpunkt
zusammen, wenn die Gerade durch das Auge O geht. Wenn eine Ge-
rade g weder zur Tafel parallel ist, noch durch das Auge geht, hat sie
drei besonders bemerkenswerte Punkte, ihren Spurpunkt S, ihren Ver-
schwindungspunkt V (Nr.292) und ihren unendlich fernen Punkt,
siche Fig. 417. Der Spurpunkt § ist sein eigenes Bild; das Bild des Ver-
schwindungspunktes V liegt unendlich fern, d. h. das Bild ¢’ der Ge-
raden ¢ ist zum Sehstrahl OV nach ihrem Verschwindungs-
punkt parallel; der unendlich ferne Punkt der Geraden schlielich
hat als Bild den Fluchtpunkt ¥, indem OF lig ist. Das Viercck OFSV
ist ein Parallelogramm. Durch S und V wird die Gerade g in drei
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Teile zerlegt, von denen nur der mittlere, zwischen der Tafel und der
Verschwindungsebene gelegene, eine endliche Lénge hat. Das Bild des
hinter der Tafel gelegenen Stiickes der Geraden g ist die Strecke FS§
von endlicher Lénge, das Bild des

Stiickes SV dagegen ist die unend-

liche Verldngerung von FS§ iiber §

hinaus, und das Bild des hinter

dem Beobachter, d. h. hinter der

Verschwindungsebene V gelegenen

Stiickes der Geraden g ist die un-

endliche Verlingerung von FS

iiber F hinaus. Dies letzte Bild

ist bloB geometrisch, nicht physi-

kalisch (Nr. 292). Wenn ein Punkt

die Gerade g vollstindig durch-

lauft, indem er aus dem Unendlichfernen kommt und durch Zwischen-
lagen P;, P,, P; wieder ins Unendlichferne geht, lduft sein Bild vom
Fluchtpunkt F' aus iiber 8 ins Unendlichferne, um dann auf der anderen
Seite aus dem Unendlichfernen herzukommen und schlieBlich wieder in #
anzulangen. LaBt man den Punkt die Gerade g mit bestéindig gleicher Ge-
schwindigkeit durchlaufen, so durchlduft das Bild des Punktes die Bild-
gerade g’ durchaus nicht so. Die Geschwindigkeit des Bildpunktes wird
vielmehr um so grofler, je weiter er sich von F entfernt, und sie strebt
nach Null, wenn er sich dem Fluchtpunkt F ndhert. Auch hierdurch
unterscheidet sich die Perspektive einer Geraden wesentlich von ihrer
Parallelprojektion.

Wenn A4, B, C irgend drei Punkte der Geraden g sind, ist das Teil-
verhéltnis AC : BC' im allgemeinen nicht gleich dem Teilverhéltnis
A’C" : B'C’ im Bild, siehe Fig. 418. Somit ist das Teilverhéaltnis nicht
wie im Fall der Parallelprojektion eine Invariante (Nr.104). Ins-
besondere ist das Bild der Mitte
einer Strecke im allgemeinen durch-
aus nicht die Mitte des Bildes der
Strecke. Wenn man eine Strecke 4B von
bestimmter Léinge irgendwo auf g anbringt,
kann das Bild A’B’ je nach der Lage kleiner
oder groBer als AB sein. Wird die Strecke
AB z.B. weit hinter der Tafel auf g auf-
getragen, so erscheint sie im Bild be-
deutend kleiner, indem das Bild nach der
Linge Null strebt, wenn die Strecke AB immer weiter hinausrickt.
Wird die Strecke AB dagegen auf g zwischen der Tafel T und der Ver-
schwindungsebene V aufgetragen, so kann ihr Bild bedeutend vergroBert
erscheinen. Es wird insbesondere unendlich groB, wenn der eine End-
punkt der Strecke im Verschwindungspunkt V liegt. Wird die Strecke 4B
so auf g angenommen, daB 4 vor und B hinter die Verschwindungs-
ebene V kommt, so zerfillt ihr Bild sogar in zwei getrennte unendlich
lange Stiicke, von denen aber das eine, namlich das auf SF jenseits von F
gelegene, nur ein geometrisches, nicht ein physikalisches Bild ist.

Ein Teilverhiltnis AC : BC auf g ist dem Teilverhdltnis A°C" : B'C”
im Bild nur dann gleich, wenn entweder die drei Strahlen 04, OB, oc
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einander parallel sind oder ¢llg’ ist. Der erste Fall liegt vor, wenn das
Projektionszentrum O uunendlich fern ist, d. h. wenn es sich um Parallel-
projektion handelt, der zweite, wenn die Gerade g zur Tafel parallel ist.
Bei der Perspektive mit im Endlichen gelegenen Auge O
bewahrt demnach ein Teilverhédltnis auf einer Geraden nur
dann im Bild seinen Wert, wenn die Gerade zur Tafel
parallel ist. Also wird auch nur in diesem Fall das Bild
der Mitte einer Strecke die Mitte des Bildes der Strecke.

295, Perspektive Abbildung von Ebenen. Geht eine Ebene E durchs
Auge O, so gehoren alle nach den Punkten der Ebene gehenden Seh-
strahlen der Ebene an. Sie treffen also die Tafel nur in den Punkten
der Spurgeraden s der Ebene, d. h. der Schnittgeraden der Ebene
mit der Tafel, so daBl das Bild der Ebene in diesem Fall blof die
Spurgerade s ist. Wir betrachten jetzt eine Ebene E, die nicht durchs
Auge O geht. Die Sehstrahlen nach allen ihren Punkten erfiillen den
ganzen Raum und bilden ein Strahlenbiindel (wihrend man nach

Nr. 174 unter einem Strahlenbiischel die
Gesamtheit aller derjenigen Strahlen von
einem Punkt aus versteht, die in einer
Ebene liegen). Folglich ist jeder Punkt
der Tafel T das Bild eines Punktes der
Ebene E. Insbesondere sind die Punkte
der Spurgeraden s der Ebene ihre eigenen
Bilder. Die Sehstrahlen nach allen unend:
lich fernen Punkten der Ebene E machen
ein Strahlenbiischel aus, siehe Fig. 419.
Man kann die Ebene dieses Biischels als
die Sehebene nach der unendlich fernen Geraden der Ebene E bezeichnen.
Sie ist zur Ebene E parallel und schneidet die Tafel in einer zur Spur-
geraden s parallelen Geraden f, der Fluchtgeraden der Ebene E.
Unter der Fluchtgeraden einer Ebene wird demnach das
perspektive Bild der unendlich fernen Geraden der Ebene
verstanden; sie ist der Schnitt der Tafel mit der zur
Ebene parallelen Sehebene und verlduft parallel zur Spur-
geraden der Ebene. Da unendlich ferne Gerade und Stellung das-
selbe bedeuten (Nr. 4), kennzeichnet eine Fluchtgerade f eine
Stellung.

Sind mehrere Ebenen parallel, so fallen die zu ihnen parallelen Seh-
ebenen zusammen, und daraus folgt: Parallele Ebenen haben die-
selbe Fluchtgerade.

Die Fluchtgerade einer Ebene liegt nur dann unendlich fern, wenn
die Ebene zur Tafel parallel ist. Dann ist auch die Spurgerade un-
endlich fern. Hierbei wird von dem Fall abgesehen, wo die Ebene
die Tafel selbst ist. Umgekehrt: Ist die Spurgerade einer Ebene
unendlich fern, so gilt dasselbe von ihrer Fluchtgeraden.
Die Fluchtgerade einer Ebene féllt nur dann mit ihrer Spurgeraden
zusammen, wenn die Ebene durchs Auge geht.

Ebenso wie eine beliebig angenommene Gerade durch die Tafel T
und die Verschwindungsebene V in drei Teile zerlegt wird, siehe Fig. 417
von Nr. 294, wird auch eine beliebig angenommene Ebene E durch T



§ 1. Grundbegriffe. Nr. 295, 296. 11

und V in drei Teile zerlegt, siche Fig. 420. Nur der zwischen der Tafel T
und der Verschwindungsebene V' gelegene Teil ist ein Streifen von end-
licher Breite. Uber die perspektive
Abbildung der drei Teile ist ganz
Entsprechendes wie im Falle der Ge-
raden in voriger Nummer zu sagen.
Insbesondere schneidet die Ebene E
die Verschwindungsebene V in der
Verschwindungsgeraden v von E.
Diese Gerade ist der Ort aller der-
jenigen Punkte von E, deren Bilder un-
endlich fern liegen. Die Tafel T, die
Verschwindungsebene V, die Ebene E und die Ebene (O, f) umschlieffien
einen prismatischen Raum, dessen Querschnitte Parallelogramme sind.

296. Bestimmung von Geraden und Ebenen durch ihre perspek-
tiven Bilder. Man kann irgendein Paar von Punkten § und F der
Tafel T als den Spurpunkt und Fluchtpunkt einer Geraden g an-
nehmen, denn die zugehérige Gerade g ist die durch den Spurpunkt S
gehende und zum Sehstrahl OF parallele Gerade (Nr. 294). Dabei wird
vorausgesetzt, da S und F im Endlichen liegen, d. h. von den zur
Tafel parallelen Geraden wird abgesehen. Die Gerade durch S und F
ist zwar in ihrer ganzen Ausdehnung das perspektive Bild der Geraden g,
aber als wirklich wahrnehmbares oder physikalisches Bild kommt nur
der Teil von F iiber § bis ins Unendlichferne in Betracht. Wenn ins-
besondere S und F an derselben Stelle liegen, ist das Bild der Geraden
bloB dieser Punkt, da die Gerade dann durchs Auge geht.

Ganz Entsprechendes gilt fir Ebenen: Wird von den zur Tafel
parallelen Ebenen abgesehen, so ist eine Ebene E durch beliebige An-
nahme ihrer Spurgeraden s und der dazu parallelen Fluchtgeraden f
vollstindig bestimmt. Denn die Ebene E mul durch die Spurgerade s
gehen und zur Sehebene (O, f) parallel sein. Die Tafel ist zwar in ihrer
ganzen Ausdehnung das perspektive Bild der Ebene E, aber als wirklich
wahrnehmbares oder physikalisches Bild kommt nur diejenige Hélfte
der Tafel in Betracht, die sich von f an iiber s bis ins Unendliche er-
streckt. Dabei wird angenommen, daf s nicht mit f zusammenfalle,
d. h. die Ebene E nicht durchs Auge gehe; sonst ndmlich ist das Bild
der Ebene E bloB die Gerade s.

Was dagegen einen Punkt P des Raumes betrifft, so ist er durch
sein perspektives Bild P’ noch nicht vollstindig bestimmt, denn wenn P’
gegeben ist, weill man nur, daB P irgendwo auf dem Sehstrahl OPF’ liegen
mull. Man pflegt deshalb einen Punkt im Raum dadurch
perspektiv festzulegen, dal man entweder eine durch ikn
gehende Gerade oder eine durch ihn gehende Ebemne per-
spektiv kennzeichnet. Ist z. B. P’ auf einer Geraden SF der Tafel
gegeben, die das Bild einer Geraden mit dem Spurpunkt S und Flucht-
punkt F sein soll, so ergibt sich P als Schnitt des Sehstrahls OP’ mit
derjenigen Geraden, die durch § geht und zu OF parallel liegt.

Wenn wir auch weiterhin von denjenigen Geraden und Ebenen ab-
sehen, die zur Tafel parallel sind, und annehmen, dal eine Gerade g¢
des Raumes mit einer Ebene E vereinigt liege (Nr. 4), d. h. daBl g der
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Ebene E angehore, so liegt der Spurpunkt 8 von g auf der Spurgeraden s
von E und der Fluchtpunkt F von g auf der Fluchtgeraden f von E.
Die Umkehrung leuchtet sofort ein, so dafi der Satz gilt:

Eine nicht zur Tafel parallele Gerade liegt dann und
nur dann mit einer Ebene vereinigt, wenn der Spurpunkt
der Geraden auf der Spurgeraden der Ebene sowie der
Fluchtpunkt der Geraden auf der Fluchtgeraden der Ebene
gelegen ist, siehe Fig. 420 von Nr. 296.

Nach Nr. 294 sind zwei Geraden nur dann parallel, wenn sie den-
selben Fluchtpunkt haben. Nach Nr. 295 ferner sind zwei Ebenen nur
dann parallel, wenn sie dieselbe Fluchtgerade haben. Hierzu tritt nun
noch als dritter Satz hinzu:

Eine Gerade ist nur dann zu einer Ebene parallel, wenn
ihr Fluchtpunkt auf der Fluchtgeraden der Ebene liegt.

Dies gilt auch dann, wenn es sich um Geraden und Ebenen handelt,
die zur Tafel parallel sind.

297, Distanzkreis. Will man das perspektive Bild eines Gegenstandes
entwerfen, so mufl man als Zeichenebene die Bildtafel T selbst benutzen.
Dabei muBl man angeben, wo im Raum das Auge O sein soll. Dies ge-
schieht nach Nr. 291 durch Kennzeichnen des Hauptpunktes H der
Tafel und durch Hinzufiigen der Linge d der Distanz. Das Auge be-
findet sich ndmlich dann senkrecht iiber der Stelle H der Zeichenebene
im Abstand d. Statt die Lidnge der Distanz durch eine Strecke dar-
zustellen, ist es fiir viele Zwecke vorteilhaft, in der Bildebene um den
Hauptpunkt H den Kreis vom Radius d zu schlagen. Dieser Kreis heif3t
der Distanzkreis; er wird bei Konstruktionen hdufig verwendet.

Nachdem so das Auge gegeniiber der Zeichen-
ebene als Bildtafel festgelegt worden ist, sei eine
Gerade ¢ durch ihren Spurpunkt § und Flucht-
punkt F' gegeben. Da die Gerade g die Parallele
zu OF durch § ist, bildet sie mit der Tafel den-
selben spitzen Winkel x, wie es OF tut. Der
Winkel von OF gehért nun dem rechtwinkligen
Dreieck OHF an, das lings der Kathete HF auf
der Tafel senkrecht steht. Man bekommt also den
Winkel «, wenn man das Dreieck OHF um die
Kathete HF in die Tafel umlegt, siehe Fig. 421.
Dabei gelangt O nach einer derjenigen beiden
Stellen (0) auf dem Distanzkreis, die den zu HF senkrechten Durch-
messer begrenzen. Hiernach ist
H(0) d
®*="gFr = °F
Alle Geraden,  deren Fluchtpunkte F dieselbe Iintfernung
vom Hauptpunkt H haben, bilden mit der Tafel denselben
Winkel. Je weiter der Fluchtpunkt ¥ von H entfernt ist,
um so geringer ist die Neigung der Geraden zur Tafel. Je
nachdem der Fluchtpunkt einer Geraden innerhallb des
Distanzkreises, auf dem Distanzkreis oder auBlerhalb des
Distanzkreises liegt, ist der spitze Winkel, den die Gerade
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mit der Tafel bildet, groBer als 45°, gleieh 45° oder kleiner
als 45°. Insbesondere haben alle zur Tafel senkrechten
Geraden ihren Fluchtpunkt im Hauptpunkt H. DaB der
Spurpunkt S in Fig. 421 gar nicht gebraucht wird, steht damit im Ein-
klange, dall der Fluchtpunkt allein schon die Richtung der Geraden
bestimmt.

Nun sei eine Ebene E durch ihre Spurgerade s und ihre zu s parallele
Fluchtgerade f gegeben, siehe Fig. 422. Die Ebene E geht durch s und
ist zur Ebene (O, f) parallel. Der spitze Winkel «,
den sie mit der Tafel bildet, ist gleich dem, den
die Ebene (O, f) mit der Tafel bildet. Dieser
aber ist gleich dem spitzen Winkel, unter dem
die Fallinien der Ebene (O, f) gegeniiber der
Tafel geneigt sind (Nr. 17). Insbesondere liegt
eine Fallinie in der zu f senkrechten Ebene
durch O, und ihre senkrechte Projektion auf
die Tafel ist das Lot vom Hauptpunkt H auf f.

Der Punkt F, in dem dies Lot auf f eintrifft,

heifit der Hauptfluchtpunkt der Ebene E.

Er ist der Fluchtpunkt aller derjenigen

Geraden der Ebene E, die gegeniiber der Tafel das stidrkste
Gefdlle haben oder, was dasselbe besagt, die zur Spur-
geraden der Ebene senkrecht sind. Wenn man das recht-
winklige Dreieck OHF wie vorhin um die Kathete HF in die Tafel
umlegt, bekommt man im umgelegten Dreieck (O)HF den Winkel
o = X HF(0), und es ist wie oben

d

HF -

Alle Ebenen, deren Fluchtgeraden f dieselbe Entfernung
vom Hauptpunkt H haben, bilden mit der Tafel denselben
Winkel. Je weiter die Fluchtgerade vom Hauptpunkt ent-
fernt ist, um so geringer ist die Neigung der Ebbne zur
Tafel. Je nachdem die Fluchtgerade einer Ebene den Di-
stanzkreis schneidet, berithrt oder meidet, ist der spitze
Winkel, den die Ebene mit der Tafel bildet, gréBer als. 45°,
gleich 45° oder kleiner als 45°. Insbesondere gehen die
Fluchtgeraden aller zur Tafel senkrechten Ebenen durch
den Hauptpunkt H.

tgo =

%98. Schnitt von Geraden und Ebenen. Wenn sich zwei Geraden
schneiden, gehoren sie einer Ebene an. Nach Nr.296 muB die Spur-
gerade der Ebene durch die Spurpunkte und die Fluchtgerade der
Ebene durch die Fluchtpunkte der Geraden gehen. Aber zwei auf der
Tafel gelegene Geraden sind nur dann die Spur- und Fluchtgerade einer
Ebene, wenn sie zueinander parallel sind. Daraus folgt:

Zwei Geraden mit den Spurpunkten S;, S, und Flucht-
punkten F,, F, schneiden sich dann und nur dann, wenn
die Verbindende von 8; und 8, zur Verbindenden von F,
und F, parallel ist. Diese Verbindenden sind dann die
Spur- und Fluchtgerade derjenigen Ebene, in der beide
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Geraden liegen. Wenn §; mit S, oder F, mit F, zusammenliegt,
schneiden sich die Geraden auch. Im ersten Fall haben die Geraden
den Spurpunkt, im zweiten den unendlich fernen Punkt gemein.

Ferner ergibt sich sofort: Die Schnittgerade zweier Ebenen
hat ihren Spurpunkt im Schnittpunkt der Spurgeraden bei-
der Ebenen und ihren Fluchtpunkt im Schnittpunkt der
Fluchtgeraden beider Ebenen.

Was dabei die Sichtbarkeit betrifft, so ist zundchst hervorzuheben,
daB man sich die Bildtafel T stets durchsichtig vorstellt
(Nr. 290). Nach Nr. 296 erstreckt sich ferner das wirkliche, physika-
lische Bild einer Geraden von ihrem Fluchtpunkt # iiber ihren Spur-

punkt S bis ins Unendliche und das
éiner Ebene von ihrer Fluchtgeraden f
iiber ihre Spurgerade s bis ins Unend-
liche. Sind nun zwei undurchsichtige
Ebenen E, und E, durch ihre Spurgera-
den s;, s, und Fluchtgeraden f,, f, ge-
geben, so dafi ihre Schnittgerade den
Schnittpunkt S von s, und s, als Spur-
punkt und den Schnittpunkt F von f,
und f, als Fluchtpunkt hat, so sind die in
Fig. 423 kenntlich gemachten Teile der
Ebenen sichtbar. Um dies zu beweisen,
fasse man z. B. die Deckstelle von s
und f, ins Auge. Als Punkt von s; ist sie eine Stelle der Tafel selbst
und als Punkt von f, das Bild eines unendlich fernen Punktes der
Ebene E,, der also fiir das Auge von jenem Punkt auf s, verdeckt wird.

Wenn zwei Ebenen E; und E, parallel sind, haben sie eine
gemeinsame Fluchtgerade f (Nr. 295). Liegen ihre Spurgeraden s, und s,
auf verschiedenen Seiten von f, so deckt keine der Ebenen die andere
zu, siehe Fig. 424a. Liegen s, und s, auf derselben Seite von f, so deckt
diejenige Ebene, deren Spurgerade néher bei f ist, also in Fig. 424 b die

Ebene E;, die andere Ebene E,

zu. Denn die Spurgerade s, ist

hier nicht nur als die Schnitt-

gerade der Ebene E; mit der

Tafel, sondern auch als das

Bild einer gewissen Geraden der

Ebene E, aufzufassen, die hinter

der Tafel liegt, weil ihr Bild

zwischen s, und f gelegen ist.

Fig., 124, Demnach verdeckt die dem

Auge ndher gelegene Spur-

gerade s, von E, diese Gerade der Ebene E,. Im Fall der Fig. 424a

befindet sich das Auge O zwischen den beiden parailelen Ebenen E; und

E,, im Fall der Fig. 424b dagegen jenseits der Ebene E,. die deshalb
die Ebene E, dem Anblick entzieht.

Um den Schnittpunkt P einer Geraden ¢ mit einer
Ebene E zu bestimmen, legt man durch g eine Hilfsebene (Nr. 217);
sie schneidet die Ebene E in einer Geraden, deren Schnittpunkt mit g
der gesuchte Punkt ist. Als Spurgerade der Hilfsebene dient irgendeine
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durch den Spurpunkt 8 von g gezogene Gerade. Dann ist die Flucht-
gerade der Hilfsebene die zu dieser Spurgeraden parallele Gerade
durch den Flucht-
punkt F von g,
siche Tig. 425 a.
Da, wo die Spur-
gerade und Flucht-
gerade der Hilfs-
ebene die Spur-
gerade s und
Fluchtgerade f der
gegebenen Ebene
E treffen, liegen
Spurpunkt und Fluchtpunkt der Schnittgeraden beider Ebenen. Die
Schnittgerade trifft SF im Bild P’ von P. In Fig. 425a ist angenommen
worden, da nicht nur die gegebene Ebene E, sondern auch die Hilfs-
ebene undurchsichtig sei. Ist dagegen die Hilfsebene durchsichtig, so
stellt sich das Sichtbare wie in Fig. 425b dar.

Ist eine Gerade g

zu einer Ebene E par- f F 7

allel, so liegt ihr Flucht- =5 T e
punkt F auf der Flucht- E 2= £
geraden [ der Ebene 5 _,, —

(Nt. 296). Was die Sicht- & ; 5
barkeit betrifft, so sind = Fig. 426, =

die drei in Fig. 426 dar-
gestellten Fille moglich. In den Fillen @ und b ist die Gerade zu
sehen, im Fall ¢ nicht.

Zwei durch ihre Spurpunkte S;, S, und Fluchtpunkte F,, F, ge-

gebene Geraden g, und g, sind im allgemeinen windschief, weil
8,8, im allgemeinen nicht zu F,F, parallel ist. Wenn die Bilder der
beiden windschiefen Geraden einen Punkt gemein haben, der auf der Bild-
geraden F';S; nicht {iber F; hinaus und auf der Bildgeraden F,8, nicht
iber F, hinaus liegt, ist
noch festzustellen, welche
der beiden Geraden dort
die andere verdeckt. Zu
diesem Zweck werden F,
und F, durch eine Gerade f
verbunden. Sie ist die
Fluchtgerade zweier par-
alleler Ebenen E; und E,,
von denen die eine g,
und die andere g, enthélt.
Die Spurgeraden s, und s, von E; und E, sind die Parallelen zu f durch
S, und S,, siehe Fig. 427 a. Liegt s, ndher als s, bei f, so verdeckt die
Ebene E, die Ebene E,, d. h. die Deckstelle der Bilder von g, und g,
gehort zu solchen Punkten von g, und g,, von denen der erste dem
Auge niher ist als der zweite. Wenn man also die Hilfsebenen fortlaBt,
wird man die Zeichnung von g, an der Deckstelle unterbrechen, siehe
Fig. 427b.
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299. Ubungen. 1) Eine Gerade sei durch ihren Spurpunkt § und
Fluchtpunkt ¥ gegeben. Auf SF sei ein Punkt P’ als Bild eines Punktes
der Geraden angenommen. Gesucht der Spurpunkt und Fluchtpunkt
des von P auf die Tafel gefillten Lotes. Man ermittelt zuerst ihren
Fluchtpunkt nach Nr. 297, dann ihren Spurpunkt nach Nr. 298.

2) Drei Ebenen seien durch ihve Spurgeraden und Fluchtgeraden ge-
geben, gesucht ihr Schnittpunkt. Auch soll festgestellt werden, was
sichtbar ist, wenn alle drei Ebenen undurchsichtig sind. Unter welchen
Bedingungen schneiden sich alle drei Ebenen in einer Geraden?

3) Zwei windschiefe Geraden seien durch ihre Spurpunkte S,, S, und
Fluchtpunkte F,, F, gegeben. AuBerdem sei ein Punkt S; auf der Tafel
angenommen. Wo liegt der Fluchtpunkt F; derjenigen Geraden, die
von S, ausgeht und die beiden gegebenen Geraden schneidet? Man
lege die Ebenen durch S, und je eine der beiden gegebenen Geraden.

4) Zwei parallele Geraden g, und g, seien durch ihren gemeinsamen
Fluchtpunkt und durch ihre Spurpunkte gegeben. Ferner sei eine Ebene
durch ihre Spurgerade und Fluchtgerade gegeben. Gesucht Spurpunkt
und Fluchtpunkt derjenigen Geraden, in der die gegebene Kbene die
Ebene der beiden gegebenen Geraden schneidet.

5) Die Spurpunkte S,, S, und Fluchtpunkte ¥,, F, zweier Geraden
mogen so liegen, daBl die Strecke S.F, parallel und gleich der Strecke S,F,
ist. Dann sind die Geraden nicht windschief zueinander. Wo im Raum
liegt ihr Schnittpunkt?

6) Wie liegen die Spur- und Fluchtgerade einer Ebene und der
Spur- und Fluchtpunkt einer Geraden, wenn die Gerade die Ebene in
einem Punkte der Verschwindungsebene schneidet ?

§ 2. Gebundene oder unfreie Perspektive.

300. Horizont. Man kann einen Gegenstand durch seine senkrechte
Projektion auf eine Grundrifitafel geben, wenn man aufBlerdem die
Hohen aller seiner Punkte iiber der Tafel hinzufiigt (Nr. 8). Man
kann ihn auch durch seine beiden Projektionen im Grundriff und Auf-
riB geben (Nr. 194). Wenn nun die eine oder andere Art der Darstel-
lung vorliegt, stellt sich die gebundene oder unfreie Perspektive
die Aufgabe, das perspektive Bild des Gegenstandes auf einer Tafel T
fiir ein irgendwo gewihltes Projektionszentrum oder Auge O zu ent-
werfen. Hiermit beschiftigen wir uns im gegenwirtigen Paragraphen.
Vorher sei bemerkt: Man spricht von der freien Perspektive, wenn
man diejenigen Aufgaben, die in der Geometrie des Raumes gestellt
werden konnen, also zunichst die Grundaufgaben der Stereometrie
(Nt. 206), geradezu durch die perspektive Zeichnung auf einer Tafel T
lost. Schon in Nr. 298 wurden einige einfache Aufgaben in freier Per-
spektive behandelt. Wir werden spiter, in § 8, sehen, daf die Losung
der stereometrischen Grundaufgaben in freier Perspektive sehr einfach
ist. Trotzdem besprechen wir zundchst die unfreie oder gebundene
Perspektive; sie hat ndmlich den Vorteil groflerer Anschaulichkeit.

Die Gegenstinde, um deren Abbildung es sich in der gebundenen
Perspektive handelt, wie z. B. Bauwerke und Maschinen, stehen fast
immer auf einer wagerechten Ebene oder werden wenigstens nach
einer gedachten wagerechten Ebene gerichtet. Deshalb spielen die
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wagerechten Ebenen eine besondere Rolle. Alle wagerechten Ebenen
haben als parallele Ebenen dieselbe Fluchtgerade (Nr. 295); sie ist die
Schnittgerade der Tafel T mit der durchs Auge O gehenden wagerechten
Ebene und demnach eine wagerechte Gerade, welche Stellung auch immer
die Tafel haben mag. Man nennt sie den Horizont (vom griech. 6gilew,
bestimmen oder begrenzen). Die wirklich sichtbaren Bilder aller wage-
rechten Ebenen reichen bis an den Horizont heran (Nr. 296). Wie hoch
der Horizont
auf der Tafel T
liegt, erldutert » 4
Fig. 428. Die =~ =~
Ebene dieser 5 £
Figur soll die-
jenige lotrechte :
Ebene durchs Fig. 428.

Auge O sein,

die auf der Tafel T senkrecht steht und also den Hauptsehstrahl OH
(Nr. 291) enthdlt. Die Tafel T und irgendeine wagerechte Ebene E
schneiden die Ebene der Figur in Geraden, und diese Geraden allein
sind in Fig. 428 angegeben. Man stelle sich also T und E als die lings
dieser Geraden auf der Ebene der Figur senkrecht stehenden Ebenen vor.
Die zur wagerechten Ebene E parallele Sehebene, die T im Horizont %
schneidet, ist ebenfalls durch ihre Schnittgerade mit der Ebene der Figur
angedeutet. Dementsprechend sind die Spurgerade s der Ebene E und
ihre Fluchtgerade, d. h. der Horizont %4, durch Punkte dargestellt;
sie stehen in diesen Punkten auf der Ebene der Figur senkrecht. Ist
die Tafel T lotrecht, siche Fig. 428 a, so geht der Horizont durch den
Hauptpunkt H; je nachdem sie dagegen nach der einen oder anderen
Seite geneigt ist, siehe Fig. 428 b und ¢, liegt der Horizont hoher oder
tiefer als der Hauptpunkt H. In Fig. 429, worin die Ebene der Figur
die Bildtafel T, 4

selbst sein soll, Y Ty H

ist angegeben, wie — d '

sich die wage- —— A
rechte Ebene E in c
den drei Fillen . J ' P

der Fig. 428 mit-
tels ihrer Spur- _
geraden s und des Horizontes % darstellt. Die lotrechten Kanten eines
auf der Ebene E stehenden Gegenstandes sind nur dann zur Tafel T
parallel und erscheinen also nach Nr. 294 nur dann auch im Bild parallel,
und zwar als zum Horizont 4 senkrechte Geraden, wenn die Tafel T zu
ihnen parallel ist, d. h. nur dann, wenn die Tafel T selbst lotrecht ist.
Da man nun in der Perspektive meistens die lotrechten Kanten als
zum Horizont senkrechte Strecken darzustellen wiinscht, bevorzugt
man die Annahme einer lotrechten Tafel T. Wir werden
deshalb die Tafel T lotrecht wihlen; der Fall einer nicht lotrechten
Tafel wird in Nr. 316 behandelt werden.

Die Tafel T sei also lotrecht. Dann ist der Horizont &
die durch den Hauptpunkt H gehende wagerechte Gerade
der Tafel, sieche Fig. 428a und 429a. Hat man auf dieser Tafel T

Scheffers, Geometrie II. 2. Aufl, 2

Iig. 429,
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das perspektive Bild eines Gegenstandes gezeichnet und hingt man

das Bild zur Betrachtung an eine Wand, so muB man darauf achten,

dafl der Horizont A die Augenhéhe des Betrachtenden bekommt. Wird

ndmlich das Bild héher gehingt,

wie es Fig. 430 a im Querschnitt

senkrecht zur Wand zeigt, so steigt

die Sehebene (O, %), in der man

nach dem Unendlichfernen der

wagerechten Ebene E blickt, in

die Hohe, so daB} dic Ebene E den

Eindruck eines nach dem Be-

obachter hin fallenden Abhanges

macht. Wird das Bild tiefer ge-

Fig. 430. héangt, siehe Fig. 430 b, so macht

die Ebene E dagegen den Ein-

druck eines Abhanges, auf den man von oben hinunterblickt. Gegen

die Regel, ein auf lotrechter Tafel entworfenes perspektives

Bild so aufzuhingen, dafl der Horizont in AugenhShe kommt,

wird héufig verstoBen, oft aus Platzmangel, oft auch deshalb, weil man
nicht gern mehrere Bilder verschieden hoch nebeneinander aufhingt.

Jede wagerechte Gerade hat ihren Fluchtpunkt auf dem

Horizont &, auch dann, wenn die Tafel nicht lotrecht ist. Wenn die

Tafel lotrecht ist, bezeichnet man diejenigen wagerechten Geraden, die

zur Tafel senkrecht sind, d. h. die Parallelen zum Hauptsehstrahl OH,

als Tiefenlinien. Das Wort Tiefe wird dabei nicht im Gegensatz zur

Hohe iiber der wagerechten Grundebene E gebraucht, sondern fiir die

Entfernungen der Gegenstinde von der Tafel. In diesem Sinne spricht

man von der Tiefenwirkung eines Gemildes, ebenso von der Tiefe der

Biihne eines Theaters usw. Der Fluchtpunkt aller Tiefenlinien

ist der Hauptpunkt H (Nr. 297). Diejenigen wagerechten Geraden,

die mit der lotrechten Tafel 45° bilden, haben ihre Fluchtpunkte in

den Schnittpunkten des Horizonts % mit dem Distanzkreis. Man nennt

diese beiden Punkte die Distanzpunkte und bezeichnet sie gewohn-

lich mit D; und D,. Eigentlich konnte jeder Punkt des Distanzkreises

ein Distanzpunkt heiflen; dafl man gerade diese beiden Punkte so nennt,

liegt darin, dall gerade sie besonders viel gebraucht werden.

Anmerkung: Die Unterscheidung zwischen der gebundenen und freien Perspektive
wurde durch Joh, Heinrich Lambert gemacht (geb. 1728 zu Miilhausen i. E., Professor
an der Miinchener Akademie, d. h. Universitit, seit 1765 Mitglied der Akademie der
Wissenschaften in Berlin, wo er 1777 starb), und zwar in dem Buch: ,,J. H. Lamberts
freye Perspective, oder Anweisung, jeden perspektivischen Aufri von
freyen Stiicken und ohne GrundriB zu verfertigen®, Ziirich 1759, 2. Aufl. mit
Anmerkungen und Zus#tzen in einem zweiten Teil 1774. Allerdings brauchen wir die
Bezeichnung freie Perspektive nicht genau in demselben Sinn. Bei dieser Gelegenheit
sei bemerkt, daB die altviiterische Form ,,perspektivisch* in neuerer Zeit durch die kiirzere
Form ,,perspektiv‘‘ verdringt wird.

301. Das Punkt- und Geradenverfahren. Wir nehmen an, ein Gegen-
stand sei durch seine senkrechten Projektionen auf eine GrundriBtafel
und eine Aufriltafel gegeben, und die Grundrifitafel sei wagerecht. Als
Beispiel ist in Fig. 431 eine Sdule mit quadratischem Querschnitt und
einfachem FuB und Knauf gewdhlt. Der Beobachter habe das Auge
an der durch den Grundril 0’ und Aufril O gegebenen Stelle O. Da
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er nach der Sdule blickt und da die Tafel T lotrecht, also der Haupt-
sehstrahl wagerecht angenommen werden soll, ist die GrundriB-
projektion des Hauptsehstrahls so zu ziehen, daBl sie un-
gefahr nach der Mitte des Grundrisses der Sidule geht.
Senkrecht dazu ist dann die Gerade s, anzunehmen, lings
deren diese lotrechte
Bildtafel T auf der
Grundrifitafel steht.
Die Aufrilspurgerade s,
der Bildtafel ist zur Pro-
jektionsachse senkrecht.
Der Hauptsehstrahl OH
erscheint im Grundrif in
der wahren Lénge d.
Sein Aufrif} ist zur Pro-
jektionsachse parallel, so
dal der AufriB H” von
H so hoch wie O liegt

Die GrundriBlspurge-
rade s, der Tafel T heille
die Standlinie, der auf
ihr gelegene Grundrifl H’
des Hauptpunktes H die
Marke derStandlinie.
Der Horizont % ist die
durch H gehende Hohen-
linie der Tafel T; sein
GrundriB fallt mit s, zu-
sammen, und sein Aufri3
geht durch H”. Da wir
den Grundriff und Aufrif3
eines Punktes P der Séule
wie gewohnlich P’ und P” nennen, sei das perspektive Bild von P mit P
bezeichnet. Dieser Punkt R ist der Schnittpunkt des Sehstrahls OP
mit der Tafel T. Der Grundri P’ von P liegt auf s,, der Aufrif B~
senkrecht dariiber auf O”P”. Um das perspektive Bild der Siule in
geiner wirklichen Gestalt zu zeichnen, kénnte man die Tafel T entweder
um s, in die Grundrifitafel oder um s, in die Aufrifitafel umlegen. Fiihrt
man die Umlegung nach links hin aus, so fillt das Bild in unliebsamer
Weise auf den GrundriB oder Aufrif der Sdule selbst; fithrt man die
Umlegung nach rechts hin aus, so ergibt sich das Bild auf der Riick-
geite der Tafel T. Deshalb ist es besser, das Bild in einer besonderen
Zeichnung herzustellen, siehe Fig. 432. Hier ziehen wir zunichst die
Standlinie s; wagerecht und geben auf ihr die Marke H’ an. Indem
wir nun die Strecke H’’ aus dem Grundril von Fig. 431 entnehmen
und auf s, in Fig. 432 von H’ aus nach der richtigen Seite hin abtragen,
bekommen wir dort ‘. Senkrecht iiber B’ liegt das gesuchte perspek-
tive Bild P von P, und zwar in derjenigen Héhe, die gleich der
Héhe von §” iiber der Projektionsachse in Fig. 431 ist. Auf diese Art
laBt sich das Bild der Séule Punkt fiir Punkt herstellen. Man nennt
dies das Punktverfahren.

2*
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Besser ist das Geradenverfahren: Man ermittelt die perspektiven
Bilder der Kanten des Gegenstandes mit Hilfe ihrer Spur- und Flucht-
punkte. Wenn hier von Spurpunkten die Rede ist, sind die auf der
Bildtafel T gemeint, nicht die Spurpunkte, die den Geraden im
Schnitt mit der Grundri- oder Aufriitafel zukommen. Wie man vor-
zugehen hat, ist an dem Beispiel der Kante a gezeigt: In Fig. 431 ist
der Grundri8 §; ihres Spurpunktes S, der Schnittpunkt von &’ mit s,
und der Aufrifl S7 liegt senkrecht dariiber auf a””. Den Fluchtpunkt F,
von a bekommt man, indem man ebenso den zu a parallelen Sehstrahl

mit der Tafel zum Schnitt bringt. Die
Punkte S, und F, iibertrigt man nun
in Fig. 432, indem man 8; und F; auf
die Standlinie s, durch Abtragen der
Strecken H’S; und H’F; nach den rich-
tigen Seiten hin iibernimmt, dann in §;
und F; die Lote auf s, errichtet und
diese Lote gleich den Hohen der Punkte
S:; und F; tber der Projektionsachse
macht. Hat man so §, und F, gefunden,
so ist die Gerade a, die §, mit F, ver-
bindet, das perspektive Bild der Gera-
den a. Dasselbe Verfahren ist noch an
den beiden wagerechten Kanten p und ¢
gezeigt. Sie haben senkrecht iibereinan-
der liegende Spurpunkte §, und S, und
einen gemeinsamen Fluchtpunkt F,, F,,
weil sie parallel sind. Dieser Flucht-
punkt liegt auf dem Horizont %, weil p und ¢ wagerecht sind, und der
Horizont ist die zur Standlinie s, parallele Gerade, deren Hohe iiber s,
gleich der Hohe von A" iiber der Projektionsachse zu machen ist.

Das Geradenverfahren ist auf die lotrechten Kanten der Sdule nicht
anwendbar; man zeichnet sie nachtriglich senkrecht zur Standlinie s,
ein. Das Geradenverfahren hat den Nachteil, dall unerreichbare Spur-
oder Fluchtpunkte Schwierigkeiten machen konnen. In solchen Féllen
kann man mit dem Punktverfahren aushelfen. Da die Sdule auf der
wagerechten Grundebene steht und sonst keine Gegenstdnde vorhanden
sind, ist der Horizont % als Grenze des Bildes der Grund-
ebene so weit sichtbar, als er nicht durch die Sidule ver-
deckt wird. Die Grundebene kann man durch einige Schraffen parallel
zum Horizont anschaulicher machen. Der Hauptpunkt H liegt auf %
senkrecht iiber H’. Das Bild ist von derjenigen Stelle O aus zu be-
trachten, die senkrecht vor H liegt und von der Tafel den aus dem
Grundriff in Fig. 431 zu entnehmenden Abstand d = O’H’ hat. Wenn
man das Bild rechteckig umrahmen will, mufl man beachten, dall man
ein rechteckiges Bild so zu betrachten pflegt, dall man die von oben
nach unten gehende Mittellinie des Rechtecks gerade vor sich hat.
Daraus entspringt die Vorschrift: Der rechte und der linke Rand
des Rahmens miissen dieselbe Entfernung vom Haupt-
punkt H haben. Was dagegen die obere und untere Randlinie be-
trifft, so ist keine besondere Vorschrift nétig, da man das Bild nach
Nr. 300 so hoch anzubringen hat, dal der Horizont in Augenhéhe kommt.
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In Fig. 432 ist als unterer Rand die Standlinie s, und als oberer die
Spurgerade der obersten wagerechten Saulenebene benutzt worden.

*302. Der Perspektivenzeichner von Hauck!), Das Punktverfahren,
das zeichnerisch weniger vorteilhaft als das Geradenverfahren ist, hat
dennoch einen Vorzug: bei ihm kommen nur wirklich erreichbare Punkte
vor. Deshalb lassen sich Vorrichtungen ersinnen, mittels derer das
Punktverfahren mechanisch ausgefiihrt werden kann. FEine derartige
Vorrichtung ist der Perspektivenzeichner von Hauck. Bei ihm
spielt derjenige Punkt K eine besondere Rolle, in dem das Lot vom
Auge O auf die Aufrifitafel die Bildtafel T trifft. Er sei als der Kern-
punkt bezeichnet. Man bemerkt in Fig. 433, worin die GrundriBtafel,
AufriBtafel und Bildtafel in Parallelprojektion dargestellt sind, daB
die Ebene, die den Sehstrahl OP irgendeines Punktes P auf die Aufrif3-
tafel projiziert, aufler dem
Schnittpunkt @ der AufriB-
spurgeraden s, mit der Ge-
raden O”’P” den Punkt K
enthalt. Folglich schneidet
diese projizierende Ebene
die Tafel T in der Geraden
K@, die also durch das
perspektive Bild  des ins
Auge gefalliten Punktes P
geht. Durchléduft P irgend-
ein rdumliches Gebilde, des-
sen perspektives Bild her-
gestellt werden soll, so
kommen also drei Strahlen-
biischel vor: in der Grund-
riBtafel das der Strahlen P’ von O’ aus, in der AufriBtafel das der
Strahlen O”P” von O” aus und in der Bildtafel T das der Strahlen
K% von K aus.

In Fig. 434 ist nun ein einfaches Gebdude durch seinen Grundrifi
und Aufri dargestellt. Um die Zusammensetzung der zu besprechen-
den Vorrichtung besser erliutern zu konnen, haben wir die Grund-
rifitafel tiefer als die Grundebene des Hauses angenommen. In der
Tat ist dies fiir das perspektive Bild ohne Belang; mafgebend ist,
was die Hohen betrifft, nur die Hohenlage des Gegenstandes gegeniiber
dem Auge O. Ferner haben wir die Aufrifftafel durch das Gebdude
hindurchgelegt, so daB die Projektionsachse die GrundriBprojektion
durchschneidet. Wie in Fig. 431 der vorigen Nummer kann man zu-
néchst den Grundril P’ und Aufrifl §”” des perspektiven Bildes P irgend-
eines Punktes P des Gebdudes ermitteln. Nun werde die Bildtafel T
um ihre Aufrispurgerade s, in die AufriBtafel nach links umgelegt.
Dabei gelangt H’ nach (H’) und P’ nach (') auf der Projektionsachse.
Damit nun das zu zeichnende perspektive Bild nicht auf die Aufrif-
zeichnung fillt, wird es weit genug nach unten verschoben, d.h. der
Horizont & wird beliebig tief als Parallele zur Projektionsachse oder
zur Aufrifiprojektion A’ des Horizonts gezeichnet. Wir wollen die will-

1) Die mit Sternchen versehenen Nummern sind iiberschlagbar.
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kiirlich gewdhlte Strecke, um die % tiefer als 2’ angenommen wird,
mit 2 bezeichnen. Der Hauptpunkt H ist auf A senkrecht unter (H’)
anzugeben. Um nun das Bild ¥ von P zu bekommen, benutzen wir
den Kernpunkt K, der auf dem Horizont liegt. Sein Aufrif} fallt mit 0
zusammen, und sein Grundrif8 liegt auf s,. Vermdge der angewandten
Drehung um s, gelangt
K’ nach (K’) auf der
Projektionsachse, so da3
der Kernpunkt K der
Bildzeichnung senkrecht
unter (K’) auf dem unten
angenommenen Horizont
h liegt. Der Schnittpunkt
von KB mit s, war in
Fig. 433 mit @ bezeich-
net worden. Er ist der
Schnittpunkt von O”P”
mit s,, und da er der
Tafel T angehort, ist er
ebenfalls um die Strecke a
tiefer zu legen. So geht
der unten befindliche
und ebenfalls mit @ be-
zeichnete Punkt hervor.
Nun ist das ge-
suchte Bild § des Punk-
tes P augenscheinlich
der Schnitt der Lotrech-
ten durch (") mit der Ge-
raden durch die Punkte
K und @ der unteren
Zeichnung.

Um diese Konstruktion des Bildes durch eine Vorrichtung zu er-
zielen, empfiehlt es sich, statt der Drehung der Standlinie s, um den
Punkt 8§ der Projektionsachse eine andere Bewegung zu machen, die
dasselbe leistet: Wenn die Standlinie zunichst um die GrundriBprojek-
tion 0’ des Auges so weit gedreht wird, bis sie in eine wagerechte Ge-
rade [s,] iibergeht, kommen H’ und %’ nach Stellen [H’] und [R'] auf [s,],
die noch zu weit rechts liegen, und zwar zu weit um diejenige Strecke b,
die gleich der Entfernung des Punktes (H’) von 0’0" ist. Man miiBte
also die Gerade [s;] mit den Punkten [H’] und [}’] noch in sich um &
nach links verschieben, um zu erreichen, dal [H’] und [R’] auf die rich-
tigen Lote kommen, die durch die Punkte H und B der unteren Zeich-
nung gehen. Das kann man aber auch so leisten: Zuerst wird der ganze
Grundri mitsamt der Standlinie s; und der GrundriBprojektion O’ des
Auges um die Strecke b nach links verschoben. Die dadurch hervor-
gehenden Punkte sind in Fig. 434 durch iiberstrichene Buchstaben
gekennzeichnet. Wenn man nun die Strahlen O’H’ und O’’ um 0’
durch den Winkel & =  H’0’0” dreht, bringt man H’ und P nach
Stellen [H’] und [R’] auf [s,], die auf den Loten durch (H’) und (')

liegen.
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Aus dem gegebenen Aufril und dem nach links um die Strecke b
verschobenen Grundriff geht demnach das Bild § eines Punktes .P wie
folgt hervor: Man bringt den Strahl O”P” mit s, in @ zum Schnitt
und verschiebt @ um die Strecke a nach unten, worauf man durch den
verschobenen Punkt @ die Gerade K@ zieht. Man dreht ferner den
Strahl O’P’" um O’ durch den Winkel «, so_dall dieser Strahl in der
neuen Lage die Gerade [s,] in einem Punkt [*8’] schneidet. Nun ist der
gesuchte Punkt § der Schnittpunkt von K@ mit der durch [’] gehen-
den lotrechten Geraden. Dabei ist zu beachten, daB O, K und O’ feste
Punkte sind, a eine konstante Strecke und « ein konstanter Winkel,
ndmlich < H'0’'0”, ist. Die Lange der Strecke a kann beliebig grofl
angenommen werden, wiahrend die Strecke b, um die der Grundrif3
nach links verschoben wird, die Entfernung des Punktes (H’) von 0’0”
sein mull, Ferner ist es einerlei, wie hoch oder tief man den Grundrif3
anbringt, weil er nur zur Bestimmung der lotrechten Geraden durch
die Punkte [*3’] dient.

Beim Perspektivenzeichner von Hauck liegt der GrundriB, wie
Fig. 435 zeigt, in der Tat tiefer als das perspektive Bild. An den Stellen
0”, K und O’ sind auf dem Zeichenbrett Stifte angebracht, und die
Aufrispurgerade s, ist mittels eines Schlitzes lings zweier auf dem
Brett fester Stifte 7 und 2 beweglich, so daB die darauf geklemmten
Stifte 7 und & immer denselben Abstand a bewahren. Diese beiden
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Stellen 7 und 8 bedeuten die Punkte @ von Fig. 434. Der Winkel «
ist der feste Winkel des Schenkelpaares 0P’ und O'[#'], und er ist um
den auf dem Brett festen Stift O’ drehbar. Ferner ist die Standlinie s,
in der wagerecht gedrehten Lage [s,] durch eine Stange dargestellt, die
mittels eines Schlitzes und zweier auf dem Zeichenbrett fester Stifte 3
und 4 in sich beweglich bleibt. Was die Stangen P”0”, S.BK PO’ und
[R]0’ betrifft, so haben sie ebenfalls Schlitze, so daB sie gezwungen
werden, durch die Stifte 0/, K und 0’ zu gehen Im ibrigen aber sind
sie vollkommen beweglich. Dafiir, daB < P’O’[’] bestiandig gleich «
bleibt, sorgt ein darunter angebrachtes starres gleichschenkliges Dreieck
mit den Schenkeln 0’17 und 0’18, indem es in 17 und 18 Stifte hat,
die zur Leitung der Schlitze von O’P’ und O[] dienen. SchlieBlich
ist noch das Stabpaar $16 15 und [F']16 zu erwihnen. Der zweite Stab
ist halb so lang wie der erste und um die Mitte 76 des ersten drehbar.
Da die Stifte 15 und 16 lings [81] und s, beweglich sind, wird bewirkt,
daB das Dreieck I5[T]P stets in [T] rechtwinklig bleibt, so daB %
auf der Lotrechten durch [’] liegt. In P und P’ angebrachte Fahr-
stifte sind auf die richtigen Punkte des Aufrisses und Grundrisses ein-
zustellen. Dann verzeichnet ein in % angebrachter Zeichenstift das ge-
suchte Bild.

Es muBl aber noch dafiir gesorgt werden, da8 man die Fahrstifte P
und P’ nur auf zusammengehorige Punkte des Aufrisses und Grund-
risses einstellen kann, d. h. nur so, daB P’ immer um die Strecke b
weiter links als P liegt. Dies geschieht durch Einschalten einer
Stange ¢, die mittels eines Schlitzes und zweier auf dem Zeichenbrett
fester Stifte § und 6 wagerecht in sich verschiebbar bleibt. Mittels der
Stangenpaare P12 11,129 und P14 13, 14 10, die wie das Stangen-
paar 16 15, 16[’] beschaffen sind, wird erreicht, daB die Stelle 9
stets senkrecht unter P’ und die Stelle 10 stets senkrecht iiber P’
liegt. Die Stellen 9 und 10 sind auf dem Stab ¢ fest, und zwar so, dafl
ihr Abstand gleich b ist. Infolgedessen wird also P’ stets um die

Strecke & weiter links als P’ liegen.

Anmerkung: Guido Hauck (geb. 1845 zu Heilbronn, 1877 als Nachfolger von
K. Pohlke, Nr. 62, Professor der darstellenden Geometrie an der Berliner Bauakademie,
1883 erster Rektor der Berliner Technischen Hochschule, gest. 1905 in Berlin) machte
seinen Apparat zuerst in den Verhandlungen der Physikalischen Gesellschaft in Berlin,
2. Bd. 1883, S. 43—46, bekannt in dem Aufsatz ,,Uber mechanische Perspektive
und Photogrammetrie’. Nebenbei bemerkt 16st die Photogrammetrie die Aufgabe,
aus durch Photographien (Nr. 290) gegebenen perspektiven Bildern eines Gegenstandes
seine wahren MaBe zu ermitteln. Ausfiihrlicher beschrieb Hauck seinen Perspektiven-
zeichner unter dem Titel ,,Mein perspektivischer Apparat® in der Festschrift der
Technischen Hochschule zu Berlin 1884, S. 213—232. Dann vereinigte er sich mit
E. Brauer, Professor an der Technischen Hochschule Darmstadt, spiter Karlsruhe,
um die Vorrichtung in mechanischer Hinsicht zu verbessern. Der von E. Brauer in der
Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure 35. Bd. 1891, S. 782—786 beschriebene
»Hauck - Brauers Perspektiv- Apparat” vermeidet alle gleitenden Bewegungen.
Siehe auch den ,,Katalog mathematischer und mathematisch-physikalischer
Modelle, Apparate und Instrumente* der Deutschen Mathematiker-Vereinigung,
Miinchen 1892, S. 234-—241. Fig. 435 zeigt alles Wesentliche des ersten von Hauck
in Holz hergestellten Modells, das sich im Besitz der Technischen Hochschule Berlin
befindet. Ebenda befindet sich auch der aus Holz und Metall hergestellte Hauc k-
Brauersche Apparat, ausgefiihrt von der Firma Traiser in Darmstadt.
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303. Das Schichtenverfahren, Die in der Perspektive abzubildenden
Gegensténde haben meistens Gliederungen in wagerechte Schichten, so
z. B. die Séule in Fig. 431 von Nr. 301 wie iiberhaupt Bauwerke. Man
kann daher auch so vorgehen: Zuerst ermittelt man nur das
perspektive Bild des Grundrisses. Dann .weil man ndmlich,
daB die Bilder aller Eckpunkte des Gegenstandes senkrecht iiber den
entsprechenden Stellen des perspektiv dargestellten Grundrisses liegen,
und es kommt nur
noch darauf an,
ihre Hohen zu fin-
den. Dies geschieht
durch  Benutzung
der Flucht- wund
Spurpunkte der in
den einzelnen wage-
rechten Schichten
gelegenen Geraden.

Da nidmlich alle

wagerechten Ebe-

nen den Horizont A

als ihre gemeinsame

Fluchtgerade ha-

ben, kommen al-

len wagerechten

Geraden des Ge-

genstandes die-

selben Flucht-

punkte wieihren

Grundrifiprojek-

tionen zu. Da-

gegen liegt die Spur-

gerade elner wage-

rechten Ebene um

ebensoviel iiber der

Standlinie, als sich

die Ebene iiber der

Grundrifitafel be-

findet. Um also

die Spurpunkte

der Geraden in

irgendeiner wa-

gerechten Schicht zu bekommen, verschiebt man die Stand-
linie mit den auf ihr gelegenen Spurpunkten der in Betracht
kommenden Geraden der GrundriBprojektion um die erfor-
derliche Hdéhe.

Dies Schichtenverfahren erldutern wir an der Darstellung einiger
Baulichkeiten, die in Fig. 436 im GrundriB und Aufrif dargestellt sind.
Das sind dieselben Gebdude wie in Fig. 241 (Nr. 166) und Fig. 397 —400
(Nr. 282). Man kann daher das Ergebnis in Fig. 437 mit den friiheren
Abbildungen in Kavalierperspektive, aus der Vogelschau und in senk-
rechter Axonometrie vergleichen.
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Nachdem das Auge O durch, seinen Grundrill ¢/ und Aufril3 " fest-
gelegt worden ist, wird der zur GrundriBtafel parallele Hauptsehstrahl OH
wie in Nr. 301 so gezogen, dall sein Grundrif ungefahr nach der Mittc
der Grundrifprojektion des Gegenstandes zielt, oder auch so, daB er
ungefihr die Mittellinie des Winkels der &uBersten von (0 aus nach
dem Grundril zu ziehenden Sehstrahlen ist. Senkrecht zu dieser
GrundriBprojektion ist dann die Standlinie anzunehmen. Wir bezeichnen
sie nur mit s statt mit s; in Nr. 301, weil wir der Geraden, in der dic
Tafel T die Aufrifitafel schneidet, gar nicht bediirfen. Da die wage-
rechten Kanten der Hiuser nur zwei verschiedene Richtungen haben,
ergeben sich fiir sie nur zwei Fluchtpunkte F und @. Die Grundrisse
von F und @ auf s liegen auf den durch O’ in diesen Richtungen
gezogenen Strahlen, die zugehorigen Aufrisse auf der AufriBprojek-
tion A” des Horizonts. Diejenigen Geraden der GrundriBzeichnung,
denen die eine oder andere Richtung zukommt, haben Spurpunkte auf
s,diemit 7, 2...7 und I, II ... VIII bezeichnet sind!). Man zeichnet
nun in Fig. 437 die Standlinie s mit der Marke H’ und dariiber den
Horizont 2 mit dem Hauptpunkt H so hoch, wie O’ iiber der Projek-

tionsachse liegt. Dann bestimmt man die Fluchtpunkte ¥ und &; sie
liegen auf % rechts und links von H in den aus dem Grundri zu ent-
nehmenden Abstinden H’F’ und H’®’. Die Spurpunkte 1, 2...7 und
I, II...VIII werden am bequemsten mittels eines Papierstreifens
iibertragen. Indem man die Spurpunkte 7,2 ...7 mit dem Flucht-
punkt F' und die Spurpunkte I, II ... VIII mit dem Fluchtpunkt &
verbindet, ist es leicht, das vollstindige perspektive Bild des Grund-
risses zu zeichnen. Die wagerechten Geraden der Gebdude liegen in
sieben Schichten, mit 0, 7 ... 6 bezeichnet. Die Schicht 0 ist die der
GrundriBtafel, die oberste Schicht 6 geht durch die Turmspitze und soll
nur zur Ermittlung des perspektiven Bildes dieser Spitze dienen. Ebenso
hoch wie die Schichtlinien im Aufri in Fig. 436 iibereinander liegen,
sind sie in Fig. 437 einzutragen. Dadurch ergeben sich die mit 0, 1...6
bezeichneten Spurgeraden der Schichten. Die Schicht I enthilt die
oberen Kanten der Hofmauer, deren Spurpunkte also hervorgehen, wenn
man die auf s gelegenen Spurpunkte 7, 7, I und IV bis zur Schicht-

1) Das Sternchen auf 0’0” und die mit w bezeichnete Linie werden erst in Nr. 306
und 307 gebraucht,
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hoéhe 1 hebt. Indem man diese gehobenen Spurpunkte mit F' und @
verbindet, bekommt man die perspektiven Bilder der oberen Kanten der
Hofmauer. In derselben Weise geht man Schicht fiir Schicht weiter.
In Fig. 437 sind alle gebrauchten gehobenen Spurpunkte kenntlich ge-
macht. Die Turmspitze gewinnt man, indem man durch sie in Fig. 436
die zu OF und O® parallelen Hilfsgeraden zeichnet, deren Spurpunkte
senkrecht iiber den Spurpunkten 3 und II in der Schichthéhe 6 gelegen
sind. Die nicht wagerechten Kanten des Gegenstandes findet man
schlieBlich durch Verbinden der durch die wagerechten Geraden er-
mittelten Eckpunkte. Da alle Eckpunkte im Bilde senkrecht iiber den
entsprechenden Punkten des Grundrisses liegen miissen, ergeben sich
viele Proben der Richtigkeit der Zeichnung.

Nach Nr. 301 ist der rechteckige Rahmen des Bildes so anzubringen,
dafl seine Rénder rechts und links dieselbe Entfernung vom Haupt-
punkt H haben. Zur Hebung der Anschaulichkeit tragt der quer durch
die Gebdude gelegte Weg bei, und die Grundebene wird durch einige
Schraffen parallel zum Horizont % anschaulicher gemacht. Da die
Tafel T als durchsichtige Ebene gedacht wird, sind die Spurgeraden,
insbesondere auch die Standlinie s, blof Hilfslinien. Die Einzeichnung
des Horizonts % dagegen ist unerlafllich, soweit er nicht durch die Ge-
baude verdeckt wird.

304. Perspektive Abbildung unbegrenzter Gegenstinde. Bisher haben
wir in sich abgeschlossene Gegenstinde abgebildet. Unbegrenzt war nur
ihre wagerechte Grundebene, die ihren Abschlufl durch den Horizont %
sowie durch die Umrahmung des Bildes bekommt. DaB man aber
solche Gegenstéinde, die ins Endlose gehende Teile haben oder so aus-
gedehnt sind, daf sie nicht vollstindig iiberblickt werden kénnen, in
genau derselben Weise abbilden kann, soll durch die Perspektive eines
Erdeinschnittes mit dariiber fiihrender Briicke erldutert werden.
Der in Fig. 438 oben durch seinen Grundrif und AufriB gegebene Erd-
einschnitt hat zwei Boschungsebenen und zwei wagerechte Sohlebenen,
von denen die linke einen Fahrweg oder Wasserkanal, die hoéher ge-
legene rechte einen FuBiweg bedeuten mag. Bei der Wahl des Auf-
risses 0" des Auges ist zu beachten, dal er nicht ins Innere des durch
Schraffen gekennzeichneten Erdreichs kommt. Der Hauptsehstrahl OH
wird etwa nach dem mittleren Briickenpfeiler gerichtet sein. Die Per-
spektive in Fig. 438 unten wird wie in voriger Nummer nach dem
Schichtenverfahren hergestellt. Das perspektive Bild des Grundrisses
ist jedoch nicht vollsténdig angegeben. Ein gewandter Zeichner erkennt
bald, da man nicht unbedingt den ganzen Grundri} einzuzeichnen
braucht. Die einzige erwdhnenswerte Schwierigkeit bietet die Wieder-
gabe der mit b bezeichneten Kante der rechten Boschungsebene, da
ihr oberer Endpunkt nicht erreichbar ist. Man benutzt den Punkt P,
in dem b die entsprechende linke Kante a trifft, indem man das Bild
von P nach dem Punktverfahren (Nr. 301) ermittelt. Das ist hier be-
sonders einfach, da P der Tafel selbst angehort, also sein eigenes Bild
ist, so dal HB im Bild gleich H”P” im Aufri} ist. Der rechteckige
Bildrahmen, dessen senkrechte Mittellinie nach Nr. 301 durch H gehen
muf, begrenzt die an sich endlosen Boschungsebenen. Der Horizont &
ist mit Ausnahme des Fluchtpunktes F unsichtbar.
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*305. Der Perspektivenzeichner von Ritter!). Das Gerit, das wir
hier beschreiben wollen, zeichnet das perspektive Bild ebenfalls schichten-
weise. Jedoch bedient es sich bei der Herstellung der Bilder der ein-
zelnen wagerechten Schichten nicht des Geradenverfahrens, sondern des
Punktverfahrens (Nt. 301), und zwar aus demselben Grunde wie die
Haucksche Vorrichtung (Nr. 302), weil ndmlich nur beim Punktver-
fahren alle Punkte erreichbar sind.

Zur Vorbereitung diene Fig. 439. Darin stellt E die wagerechte Ebene
durch das Auge O vor. Sie schneidet die lotrechte Tafel T im Horizont A.
Der abgebildete Gegenstand werde senkrecht auf die Ebene E projiziert.
Insbesondere sei P irgendein Punkt des Gegenstandes, P’ seine senk-
rechte Projektion auf E und z die Héhe P’P. Das perspektive Bild P’
von P’ liegt auf h, das perspektive Bild B von P lotrecht dariiber.

1) Die mit Sternchen versehenen Nummern sind iiberschlagbar,
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Die Hohe von P iiber % sei mit 3 bezeichnet, also ’P = 3. Bedeutet
nun U denjenigen Punkt, der lotrecht unter dem Auge O liegt, und zwar
gerade so tief unter O, wie P iiber E liegt, d. h. ist UO = z, so wird UP’
die Tafel T in einem lotrecht unter

B’ gelegenen Punkt O treffen, so

dafl QP =z ist. Wird QP mit 3’

bezeichnet, so ist also die Hohe 3

des Bildpunktes P iiber dem Hori-

zont gleich der Differenz z — 3’ zwi-

schen der wahren Hohe z und der

Tiefe des Punktes O unter dem

Horizont. Statt des Punktes U

kann man nun auch einen Punkt ¥

benutzen, der in der Ebene E liegt.

Man trage nédmlich z =0U von O

aus auf der Verschwindungsgera-

den v (Nr. 295) bis ¥V ab und bringe

VP mit A in & zum Schnitt. Da

sich 'R zu OV wie $'P’ zu OF’,

d. h. wie Q' zu UO verhilt, ist P'R = 3/, also die Hohe 3 des Bild-
punktes P iiber dem Horizont gleich der Differenz z — 3’ zwischen der
wahren Hohe z und der Strecke 3 = F'R.

Der Perspektivenzeichner von Ritter benutzt nun die wage-
rechte Ebene E durch O als Zeichenebene, indem die Tafel T mit dem
in ihr enthaltenen perspektiven Bild um den Horizont % in die Ebene E
umgelegt wird. In Fig. 440 sei demnach die Ebene der Zeichnung, die
man sich als die eines Zeichenbrettes vorstelle, die Ebene E mit dem in
ihr enthaltenen Auge O und Horizont 2. Die GrundriBzeichnung des ab-
zubildenden Gegenstandes wird in irgendeiner Lage jenseits von & — von O
aus gerechnet — so auf dem Zeichenbrett befestigt, da der Hauptseh-
strahl OH ungefidhr nach ihrer Mitte zielt. Der gestrichelt angedeutete
Aufri konnte irgendwo anders gelegen sein; wir bediirfen seiner nur,
um die Héhen z der Punkte P des Gegenstandes iiber dem Horizont %
abzugreifen, dessen Aufriprojektion A" in der gewiinschten Hgohe in
die AufriBzeichnung eingetragen wird. Nun betrachten wir irgendeinen
Punkt P des Gegenstandes, und bestimmen auf der zu 4 parallelen Ver-
schwindungsgeraden » rechts-von O den Punkt ¥V so, dal OV=z, der aus
dem AufriB zu entnehmenden Hohe des Punktes P iiber dem Horizont,
ist. Werden PO und P’V in §’ und R mit A zum Schnitt gebracht,
so bedeutet P’HR die vorhin mit 3 bezeichnete Strecke. Da das per-
spektive Bild um % in die Ebene des Zeichenbrettes umgelegt werden soll,
ergibt sich also das Bild §, indem man in P’ auf & das Lot P’ P=2—3’
errichtet. Weil aber dann das perspektive Bild zum Teil auf die Grund-
riBzeichnung fillt, sorgt eine geeignete Vorrichtung dafiir, es sowohl
nach rechts als auch nach oben um in gewissen Grenzen beliebig an-
nehmbare Strecken zu verschieben. Die Gerade kb wird durch eine Schiene
dargestellt, die auf dem Zeichenbrett fest angebracht ist und auf der
zwei Schlitten P’ und R laufen. Diese Schlitten werden andererseits
durch zwei von einem Fahrstift P’ ausgehende Stangen gefiihrt, die
mittels Schlitze durch und um O und V beweglich sind, indem O und V
durch zwei auf einer festen Schiene v angebrachte Stifte dargestellt
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werden. Auf der Schiene A liegt — in Fig. 440 der Deutlichkeit halber
parallel daneben gezeichnet — eine mit P’ fest verbundene Stange P'C
von beliebig einstellbarer Lénge b, so dafl der auf % ebenfalls mittels
eines Schlittens bewegliche Punkt (' stets von 9’ die Entfernung b hat.
Ferner ist lings & noch eine dritte Stange beweglich, die mit R fest
verbunden und auch mittels Schlittens lings A verschiebbar ist. Auch
sie ist der Deutlichkeit halber parallel neben % gezeichnet. Auf dieser
Stange ist links von R ein Stift D in der Entfernung D = z angebracht.
Ferner trigt diese Stange noch einen auf ihr festen Stift 4, so dafl die

Strecke DA besténdig eine beliebig einstellbare Lénge a behdlt. Weiter-
hin sind an 4 und C gleichlange Stibe AM, CM, drehbar um 4, C
und M, angekniipft. Der ebenso lange Stab CN ist in ¢ mit dem
Stab CM rechtwinklig und starr verbunden. Schliefilich ist um N als
Mitte ein doppelt so langer Stab E(5) beweglich, dessen Endpunkt E
gezwungen wird, auf der Schiene % zu bleiben. Dies Gestéinge bewirkt,
daB stets C(%B) senkrecht zu % und gleich AC bleibt. Wegen RD =2
und P'R = 3’ ist DP’ =z — 3’ = 3, der Hohe des Bildpunktes B iiber
dem Horizont. Demnach ist 4 =a — 3, also AC=b —a 4 § und
somit auch C(P) =56 —a + 3. Weil P'B = 3 ist, bewirkt also das
Gestiange, da P erstens um die Strecke b nach rechts verschoben und
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zweitens um die Strecke b — a nach oben gehoben wird, so dafB sich
mittels des Zeichenstiftes in ({8) das perspektive Bild rechts oben ergibt.
Der Horizont (k) des entstehenden Bildes liegt um b — a hoher als A
und der Hauptpunkt (H) um & weiter rechts als H.

Wenn der Fahrstift P’ den GrundriB der in der Héhe z iiber dem
Horizont gelegenen Schicht des Gegenstandes durchlduft, liefert der
Zeichenstift (*8) das perspektive Bild der Schicht. Will man eine andere
wagerechte Schicht zeichnen, so ist sowohl V als auch D auf die ent-
sprechende Hohe z einzustellen, indem OV = RD = z sein muB. Zu
diesem Zweck sind auf den Stangen v und AD Papierstreifen anzu-
bringen, auf denen man die einzelnen Schichthéhen durch Striche mit
gleichen Zahlen anmerkt, so dafl dann das Einstellen auf die verschie-
denen Schichthohen leicht vonstatten geht.

Nachdem man die einzelnen Schichten gezeichnet hat, vervollstindigt
man das Bild durch diejenigen Linien, die Punkte verschiedener Schichten
miteinander verbinden.

Anmerkung: Hermann Ritter (geb. 1851 in Liestal bei Basel, Baumeister und
Teilhaber der Firma Ph. Holzmann & Co. in Frankfurt a. M., gest. 1918 in Bern ) lieB sich
den Perspektivenzeichner 1883 patentieren. Eine Beschreibung gab er unter dem Titel ,,Per-
spektograph. Apparat zur mechanischen Herstellung der Perspektive aus
geometrischen Figuren sowie umgekehrt der Originalfiguren aus perspek-
tivischen Bildern®, Frankfurt a. M. 1884. Siehe auch den bei Nr. 302 genannten
»Katalog mathematischer Modelle usw.*, 8. 241—243. Obgleich der Haucksche
Apparat in wissenschaftlicher Beziehung héher steht, hat er den praktischen Nachteil,
da8 fiir jeden Punkt zwei Fahrstifte einzustellen sind, einer im GrundriB und einer im AufriB.
Bequemer ist daher der Rittersche Apparat, der von der Firma Hartmann & Braun,
Bockenheim-Frankfurt a. M., in Holz und Metall ausgefiihrt wurde. Anders als Ritter
hat neuerdings K. Mack (geb. 1880 in Kindsberg, Professor an der Deutschen Technischen
Hochschule Prag) das Schichtenverfahren zu einem Werkzeug verwendet, siehe ,,Eine
neue Methode und ein neues Gerdt zur Konstruktion von Perspektiven®,
Sitzungsber. d. Wiener Akad. Abt. I a, 127. Band 1918, S. 699—717, ,,Uber meinen
Perspektographen®, Jahresber. d. Deutschen Mathemat,-Vereingg. 31. Band 1922,
S. 158—162,

306. Versenkung des Grundrisses. Beim Schichtenverfahren (Nr. 303)
besteht ein Nachteil darin, daf das zuerst zu zeichnende perspektive
Bild des Grundrisses zu schmal wird, wenn die Hohe des Auges iiber
der Grundrifitafel, d. h. die Hoéhe des Horizonts % iiber der Standlinie s
zu gering ist. Dann ndmlich schneiden sich die Geraden des Grund-
risses unter so spitzen Winkeln, daf sich die Schnittpunkte nicht genau
genug ergeben. In Fig. 437 von Nr. 303 trat dieser Ubelstand nicht
auf, weil die Augenhéhe damals ziemlich gro8 gew#hlt wurde. Aber
die in jener Figur dargestellten Baulichkeiten wird man doch eigent-
lich aus derjenigen Hohe betrachten, die der natiirlichen Hohe des
menschlichen Auges entspricht. Man miiite dann aber O” statt wie in
Fig. 436 etwa in derjenigen Héhe annehmen, die dort durch das Stern-
chen unterhalb O” kenntlich gemacht ist. Da dann aber der Streifen
zwischen s und % zu schmal ausfallen wiirde, ersetzt man die Grundrif3-
tafel zunédchst durch eine beliebig tief gelegene neue wagerechte Ebene
(Nr. 12). Dies Verfahren der Versenkung des Grundrisses, das
man auch die Kellerkonstruktion nennt, ist in Fig. 441 durchgefiihrt
worden. Sie bezieht sich auf den in Fig. 436 von Nr. 303 dargestellten
Grundri8 und AufriB mit dem einzigen Unterschied, dall O” an der
durch das Sternchen bezeichneten Stelle gewdhlt worden ist. Statt
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der Standlinie s, die nur wenig unterhalb des Horizonts % liegt, ist eine
beliebig tief gelegene Standlinie (s) mit der Marke (H’) senkrecht unter H’
benutzt worden. Dadurch entsteht in der versenkten GrundriBebene
ein in allen Teilen deutlich zu zeichnender GrundriBl, auf dem man wie
sonst mittels des Schichtenverfahrens das Bild der Gebiude aufrichtet.
Die mit 0, 1 ... 6 bezeichneten Schicht-Spurgeraden und der Horizont %
haben also in Fig. 441 genau dieselben Absténde voneinander wie in
Fig. 437 von Nr. 303.

Das Bild in Fig. 441 spﬁcht mehr an als das in Fig. 437, bei dem
man die Gebdude aus einer ungewdhnlichen Hoéhe, die namlich fast
gleich der des Turmes ist, in Augenschein nimmt.

307. Spiegelung im Wasser. Bei landschaftlichen Darstellungen
kommt es vor, dafl sich die Gegenstinde an der Oberfliche eines Ge-
wiissers spiegeln. Der Spiegelpunkt P eines Punktes P liegt auf dem

Lot von P auf die Wasserfliche, und zwar
gerade so weit unterhalb des FuBlpunktes M,
wie P dariiber liegt, siehe Fig. 442. Da PMP
zur Jotrecht gedachten Tafel parallel ist, stellt
sich das Bild I der Mitte M von PP als die
Mitte des Bildes von PP dar (Nr. 294).
Demnach kann man das Spiegelbild wie in
Fig. 443 herstellen, die denselben Anblick wie
Fig. 441 der letzten Nummer wiedergibt.
Wir haben hier angenommen, die Oberfliche des Wassers habe die in
Fig. 436 von Nr. 303 durch die Gerade w angedeutete Tiefe unter der
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Schicht 0. Dementsprechend ist w in Fig. 443 in derselben Tiefe unter-
halb der Spurgeraden 0 gezeichnet und dann der Grundrif in der Schicht
mit der Spurgeraden w hergestellt worden. Dadurch gehen die soeben
mit It bezeichneten Punkte hervor, an denen die Punkte 9 zu spiegeln
sind, um die Punkte  der gesuchten Abbildung im Wasser zu liefern.
Der Wasserspiegel liegt tiefer als die Schicht 0; deshalb hat das Geldnde
ein (efille nach dem Wasser hin. Man wird es sich also als uneben
vorstellen. Daher sind sowohl die Grundlinien der Gebdude als auch
der Horizont durch ein wenig wellige Linien ersetzt worden. Der Rand
des Gewiissers kann nach Belieben gezeichnet werden.

Ein anderes Verfahren zur Herstellung des Spiegelbildes besteht
darin, daB man jede wagerechte Schicht fiir sich im Wasser spiegelt,
also das Schichtenverfahren auch fiir das Spiegelbild anwendet. Die
Spurgeraden 0, 1,2 ... der gespiegelten Schichten liegen so, dal3 die
Spurgerade w der Schicht der Wasseroberfliche die Mittellinie der
Geradenpaare 0,0 — 1,1 — 2,2 ... ist.

308. Wahre Lingen lotrechter und wagerechter Strecken. Beim Ent-
werfen des perspektiven Bildes ist anzuraten, vom GroBlen ins Kleine
zu arbeiten, ndmlich zundchst die wichtigeren Linien zu ermitteln
und dann die Einzelheiten einzuzeichnen, da sonst die Haufung der
Hilfslinien verwirrt. Beim Einzeichnen der Einzelheiten ist es bequemer,
nicht alles aus dem Grundri und Aufri wie bisher zu entnehmen,
sondern sie zum Teil geradezu im Bild zu konstruieren. Dabei muf}
man wissen, welche Lingen insbesondere lotrechten und wagerechten
Strecken bei der perspektiven Abbildung zu geben sind. Hierzu be-
dient man sich der folgenden Verfahren, bei denen, wie jetzt immer,
angenommen wird, daf3 die Tafel lotrecht sei.

Scheffers, Geometrie 11, 2. Auil. 3
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Eine auf einer wagerechten Ebene E aufstehende lotrechte Strecke P’P
mit dem FuB P’ und Kopf P erscheint im Bild als eine Strecke R,
die zum Horizont senkrecht ist, siehe Fig. 444. Wird sie parallel zu

sich selbst derart verschoben, daf} ihr
Ful} irgendeine wagerechte Gerade in der
Ebene E beschreibt, deren Fluchtpunkt #
irgendwo auf dem Horizont /£ liege, so
gelangt der Ful} schlieBlich an eine
Stelle " der Spurgeraden s der Ebene E.
Weil der Kopf die zur Bahn des Fufles
parallele Gerade mit demselben Flucht-
punkt F beschreibt, ergibt er sich in der
neuen Lage als Schnittpunkt @ des in @ auf s errichteten Lotes mit ¥,
In der neuen Lage Q'Q gehért nun die lotrechte Strecke der Tafel an,
so daBl also Q @ die wahre Linge der lotrechten Strecke ‘,B’El.s
¢ ist. Wenn man statt F irgendeinen anderen
Fluchtpunkt @ auf % wahlt, ergibt sich eine Strecke
R’'R, die in der Tat ebenso lang wie Q'@ ist.
Denn es ist R'R:WQR=RD:PD=QF:F
_ =@'Q: ¥V, Die umgekehrte Aufgabe, eine auf E
7 senkrecht stehende Strecke von gegebener Lange so
Vg 405 in das Bild einzuzeichnen, daf§ ihr FuBl ¥’ irgend-
wo auf E liegt, ist hiernach leicht zu losen; siehe die Ubertragung eines
MaBstabes aus seiner wahren Lénge in die perspektive Linge in Fig. 445.
Um die wahre Lénge einer in der wagerechten Ebene E gelegenen
Strecke zu finden, geht man von Fig. 446 aus.
worin ¢ eine in E verlaufende Gerade und P
einen Punkt auf g bedeutet. Da der Flucht-
punkt ¥ von g auf dem zu ¢ parallelen Seh-
strahl liegt, gilt, wenn % das Bild von P und &

der Spurpunkt von ¢ ist, die Proportion

PSP =0F Q.

Wenn nun in Flg. 447, deren Ebene die Tafel T
selbst ist, die Gerade ¢ durch ihren Spur-
punkt S auf der Spurgeraden s der Ebene E
und durch ihren Fluchtpunkt ¥ auf dem Hovi-
zont h gegeben und auf ihr das Bild P des
Punktes P gezeichnet ist, liegen die in der
Proportion auftretenden Strecken S und F
vor. Ferner ergibt sich die Linge der Strecke
OF wie in Fig. 421 von Nr. 297 durch Um-
legen des bei H rechtwinkligen Dreiecks FHO
um die Kathete FH, wobei O nach (0) gelangt,
indem H(0)==d und __7% ist. Durch einen
Kreisbogen um # kann man die Strecke F (0) als
Strecke F1T' auf h abtragen. Bringt man dann
die Gerade 7B mit s in P zum Schnitt, so ist

SP:SE =1TF:F.
Wegen T'F = (O)F = OF stimmt diese Proportion im zweiten, dritten
und vierten Glied mit der ersten Proportion iiberein. Deshalb miissen
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auch die ersten Glieder einander gleich sein: SP = 8P, Mithin ist SP
die wahre Linge der wagerechten Strecke 8. Ebenso ist SQ die
von 8%, also PQ die von PBL. Die Lage des Hilfspunktes 7 auf dem
Horizont 7 héngt wesentlich vom Fluchtpunkt ¥

der Geraden ab, auf der die zu messende wage-

rechte Strecke liegt. Er ist der Fluchtpunkt

von lauter parallelen Geraden, die auf der Ge-

raden SF und der Spurgeraden s in Wahrheit

gleiche Strecken abschneiden. Statt seiner kann

man auch den zweiten Schnittpunkt des Hori-

zonts A mit dem Hilfskreis um F durch (0)

benutzen. Der Hilfspunkt 7' heiflt der zum

Fluchtpunkt F gehorige Teilungspunkt;

man. bedient sich ndmlich seiner, um eine vor-

geschriebene regelmiflige Teilung ldngs einer

wagerechten Geraden im Bild richtig wieder-

zugeben, wie es Fig. 448 fiir eine lotrechte Mauer

mit regelméfliger Fensteranordnung zeigt. Die

wahren Fensterbreiten und die wahren Abstdnde zwischen den Fenstern
sind die Strecken auf der Spurgeraden s.

Wenn die einzuteilende wagerechte Gerade insbesondere zu den
Tiefenlinien gehort, also zur Tafel senkrecht ist (Nr. 300), hat sie
als Fluchtpunkt den Hauptpunkt H, so daBl der zugehérige Teilungs-
punkt einer der beiden Distanzpunkte D,, D, ist, siche Fig. 449,
Hier bilden die Hilfsgeraden nach D, sowohl mit s als auch mit der
Tiefenlinie in Wahrheit Winkel von 45° (Nr. 297). Die Parallelen zur
Spurgeraden s durch die Teilstellen der Tiefenlinie geben eine bessere
Anschauung von der wagerechten Ebene, da sie in Wahrheit gleiche
Abstdnde voneinander haben. Je ndher sie dem Horizont kommen,
um so enger riicken sie im Bilde zusammen. In Fig. 449 ist die Zeich-
nung noch iiber die Spurgerade s nach vorn fortgesetzt.

Bei dieser Gelegenheit sei mit wenigen Worten die Darstellung
einer Tdfelung der wagerechten Ebene durch Quadrate erwihnt,
deren Seiten zur Spurgeraden s parallel und senkrecht sind: Nachdem

3*
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man die Spurgerade s in gleiche Teile zerlegt hat, siche Fig. 450, zieht
man durch diese Stellen die Hilfsgeraden nach D, und D,. Da sie in
Wahrheit mit s Winkel von 45° bilden, liefern sie die Diagonalen der
gewiinschten Téfelung, die sich daher durch das Ziehen der Tiefen-
linien durch die Stellen auf s und der Parallelen zur Spurgeraden durch
die Schnittpunkte der Tiefenlinien mit den Diagonalen sofort ergibt.
Wie man mit Hilfe des Vorhergehenden perspektive Einzelheiten zu
zeichnen imstande ist, soll an einem Beispiel erliutert werden: Es
handle sich darum, auf die wagerechte Ebene E einen im iibrigen be-
liebig gerichteten Wiirfel zu stellen, also irgendeinen Wiirfel zu
zeichnen, von dem zwei Ebenen wagerecht, daher vier
Kanten zur Tafel parallel sind. Eine Ecke des Wiirfels kann an
irgendeiner Stelle 4 der Ebene E angenommen werden; dann kann auch
noch die Richtung der einen von ihr ausgehenden wagerechten Kante

beliebig gewithlt werden. Dies geschieht durch Annahme ihres Flucht-
punktes F, auf h, siehe Fig. 451. Da nun die andere von 4 ausgehende
wagerechte Kante zu dieser Kante senkrecht ist, mulf} ihr Fluchtpunkt 7,
so auf h liegen, dall < F,OF, ein rechter Winkel ist, denn die beiden
Kanten sind zu den Sehstrahlen OF, und OF, parallel. Um also F, zu
finden, legt man das Dreieck F,OF, um die auf % gelegene Hypotenuse
in die Tafel um, wobei O nach (O) kommt, indem H(O) =d und L%
ist. Das in (O) auf (O)F, errichtete Lot schneidet & im gesuchten Flucht-
punkt ;. Die dritte von 4 ausgehende Wiirfelkante erscheint als Senk-
rechte zu 4. Ist die Kantenlinge w gegeben, so hat man sie auf die
drei von A4 ausgehenden Kanten in der richtigen Art zu iibertragen,
auf die soeben erwidhnte dritte Kante nach Fig. 444, indem man P@Q
= w__§ benutzt, und auf die beiden ersten Kanten mit Hilfe ihrer
Teilungspunkte 7', und 7',. So findet man die Wiirfelecken B, C; und C,.
Nun ist das Wiirfelbild leicht zu vollenden, da vier Kanten nach F,,
vier nach F, gehen und vier zu % senkrecht sind. Die Richtigkeit der
Zeichnung 1afit sich dadurch priifen, da man den Fluchtpunkt F, der
Diagonale AE des Grundquadrates bestimmt. Kr ergibt sich augen-
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scheinlich, indem man % mit der Geraden, die den rechten Winkel F,(O)F,
in gleiche Teile zerlegt, zum Schnitt bringt. Die Quadratdiagonalen AE
und BG miissen nach F, gehen.

Ebenso wie der Wiirfel lassen sich andere Einzelheiten wie Tiiren,
Fenster, Treppen, Tische, Stiihle, Kéadsten wu. dgl. in das
perspektive Bild eines Gebdudes oder Innenraumes einzeichnen.

Anmerkung: Einiges aus der #lteren Geschichte der Perspektive findet
fliglich hier Platz. Wie in Nr. 201 erwiéhnt wurde, konnen die aus alten Zeiten stammen-
den groflen Bauwerke nicht ohne die Hilfe von Zeichnungen, insbesondere von Grund-
rissen, entstanden sein. Bekunden sie also, daB die Grundlehren der senkrechten Pro-
jektion in léngst vergangenen Jahrtausenden im Besitz besonders begabter Minner ge-
wesen sind, so nétigen uns dagegen keine Uberlieferungen, etwas Entsprechendes in bezug
auf die Perspektive anzunehmen. Die Technik bedurfte ihrer nicht; sie entsprang viel-
mehr aus den Bediirfnissen der Malerei. Sie ist also eine Errungenschaft nicht der Zivili-
sation, sondern der Kultur. Wihrend ferner falsche Werkzeichnungen dem Erbauer oder
Erfinder verhiéngnisvoll wurden, indem sie die Ausfilhrung seiner Entwiirfe kostspielig,
geféihrlich, ja geradezu unméglich machten, haben falsche oder fehlende Kenntnisse in
der Perspektive seit jeher bis heute noch niemanden am Malen gehindert. Zunichst wurde
die Perspektive blo8 gefiihlsmiBig ausgelibt. Dann bemerkte man gewisse Grundgesetze,
und weiterhin erwachte darauf der Wunsch, diese Gesetze auf wissenschaftlichem Wege
geometrisch zu ergriinden. Schwierig ist es festzustellen, wann die Maler die wesent-
lichsten Gesetze der Perspektive, insbesondere den Satz vom Fluchtpunkt par-
alleler Geraden (Nr. 294), wirklich erkannt haben. Ein Bild kann némlich richtig
sein, ohne zu beweisen, da8 sein Urheber die Perspektive gekannt habe. Denn Unkenntnis
der Perspektive ld8t sich durch gute Beobachtung ausgleichen, weil das perspektive Bild
so ist, wie der Gegenstand dem Auge erscheint, wiahrend die Parallelprojektion eine Dar-
stellung liefert, wie der Gegenstand niemals wirklich gesehen wird. Ferner zwingt schon
der Erfahrungssatz, daB ein Gegenstand im Bild um so kleiner erscheint, je weiter er
entfernt ist, bei der zeichnerischen Wiedergabe frontaler Architekturen, d. h. von Archi-
tekturen, deren Hauptflachen zur Tafel parallel sind, die Tiefenlinien (Nr. 300) so dar-
zustellen, daB sie gehorig verlingert wenigstens ungefdhr zusammenlaufen.

Aus dem Altertum ist uns nur wenig von Gemilden iiberliefert, es geniigt aber,
um festzustellen, daB den Vilkern des Orients die Raumanschauung fehlte; sie haben
nichts von Perspektive gewult. Dagegen zeigen griechische und rémische Gemilde, z. B.
Wandmalereien in Rom und Pompeji, ausgedehnte frontale Architekturen; darin
sind die unteren Tiefenlinien nach einem gemeinsamen Punkt gerichtet, aber die oberen
nach einem anderen. Chr. Wiener (Nr. 2, a. a. 0. S. 7) fand hierin ein gewolltes Ab-
weichen von der geometrischen Richtigkeit zu dem Zweck, das Innere der Architektur
mehr offen zu legen. Aber wir glauben nicht, da man das Fluchtpunktgesetz, wenn
auch nur fiir die Tiefenlinien, gekannt habe. Wie gesagt, zwang die einfachste Beobach-
tung dazu, solche Tiefenlinien, die in derselhen wagerechten Schicht liegen, mehr oder
weniger zusammenlaufen zu lassen. Wie auf anderen Gebieten steht das frithe Mittel-
alter auch in der Perspektive auf einem niedrigeren Standpunkt als die griechisch-
romische Welt, Es ist ja durchweg als ein Zeitalter zu kennzeichnen, das blind gegen-
iiber den Tatsachen der Erfahrung war. Deshalb zeichnete man auch z. B. Héuser in
Landschaften einfach in schiefer Parallelprojektion ein, mochte das auch noch so falsch
aussehen. Erst als man sich allméhlich von der steifen, byzantinischen Art frei machte
und anfing, die wirkliche Welt mit unbefangenem Auge zu betrachten, wurde es besser.
Zunidchst sind es wieder frontale Architekturen, in denen sich dies bekundet; dazu tritt
die Darstellung der Tifelung des FuBbodens mittels Tiefenlinien und Paralleler zur
Bildtafel (Fig. 450). Es steht fest, daf man diese Tifelung zunéchst ohne Benutzung
des Fluchtpunktes der Tiefenlinien, d. h. des Hauptpunktes, und der Fluchtpunkte der
45°-Linien, d. h. der Distanzpunkte, herstellte, némlich mit Hilfe eines Grundrisses und
Aufrisses mittels des Punktverfahrens. Sie kann also richtig entworfen worden sein, ohne
daf dem Maler etwas vom Fluchtpunkt zum BewuBtsein kam. Bei der Nachpriifung
alter Gemilde stellen sich Abweichungen von den Fluchtpunkten heraus. Aber man darf
daraus nicht ohne weiteres schlieflen, da das Fluchtpunktgesetz unbekannt gewesen wire.
Denn da man ein groBeres Bild nie genau von der richtigen Stelle aus betrachtet, sondern
das Auge wandern lift, kann sich der Maler gendtigt sehen, absichtlich die an den Rén-
dern des Gemdéldes stéirker werdenden perspektiven Verzerrungen als stérend auszugleichen.
Die Meinungen dariiber, inwieweit den alten Meistern das Fluchtpunktgesetz bekannt



38 4. Kapitel. Zentralprojektion vder Perspektive.

gowesen sel, weichen daher auch stark voneinander ab. Wéhrend z. B. Joseph Kern in
geiner Dissertation ,,Die Grundziige der linear - perspektivischen Darstellung
in der Kunst der Gebriider van Eyckundihrer Schule. I. Dieperspektivische
Projektion‘, Leipzig 1904, zu beweisen versucht, dafl der Niederlénder Jan van Eyck
(1390—1440) das Fluchtpunktgesetz fiir die Tiefenlinien selbstéindig entdeckt habe, wider-
spricht ihm Karl Doehlemann (geb. 1864 in Miinchen, Professor der darstellenden Geo-
metrie an der Technischen Hochschule Miinchen, gest. 1926): ,,Die Perspektive der
Briider van Eyck®, Zeitschr. f. Math.u. Phys. 52. Band 1905, S. 419-—425, siehe auch
»DieEntwicklung der Perspektive in der altniederldandischen Kunst‘, Reper-
torium f. Kunstwissensch. 34. Band 1911, 8. 392—422, 500—535, und die Erwiderung von
Kern: ,,Perspektive und Bildarchitektur bei Jan van Eyck", ebenda 35. Band
1912, 8. 27—64. Viele einschligige Untersuchungen sind auf S. 48, 49 der Darmstidter
Dissertation von Hans Schuritz erwédhnt: ,,Die Perspektive in der Kunst Dii-
rers®, Frankfurt a. M. 1919. AuBerdem verweisen wir auf zwei Gelegenheitsschriften von
Reinhold Miiller (geb. 1857 in Dresden, Professor der darstellenden Geometrie an der
Technischen Hochschule Darmstadt): ,,Die Ausbildung der malerischen Perspek-
tive im Zeitalter der italienischen Friithrenaissance‘, Rektoratsrede, Braun-
schweig 1906, ,,Uber die Anfange und iiber das Wesen der malerischen Perspek-
tive®, Rektoratsrede Darmstadt 1913, sowie auf das Bichlein ,Mathematik und Ma-
lerei‘ von Georg Wolff, Leipzig und Berlin, 2. Auflage 1925.

Da sich die Untersuchung der Gemélde der alten Meister in bezug auf die Perspektive
allzusehr auf dem weiten Felde der Vermutungen bewegt, gehen wir darauf nicht weiter
ein, zumal dies eigentlich nicht in die Geschichte der Perspektive, sondern in die Kunst-
geschichte gehdrt. Denn die Geschichte der Perspektive hat es mit denen zu tun, die nicht
nur die Gesetze der Perspektive erkannt, sondern auch ihrer Mit- oder Nachwelt
itberliefert haben. Indem wir zu diesen ibergehen, beinerken wir noch, dafl wir uns
namentlich ofters auf die gediegene Arbeit von Schuritz stiitzen werden.

Zunachst berichtet der Kunstgelehrte Giorgio Vasari (1511—1574) i seinem be-
riihmten Sammelwerk ,,Vite de’ piu eccellenti pittori, scultori ed architetti®,
Florenz 1550, von dem Bildhauer und Baumeister Filippo Brunelleschi (geb. 1377 in
Florenz, gest. ebenda 1446): ,.egli trowd da se un modo che ella (némlich la prospettiva)
potesse venir giusta e perfetta, che fu il levarla con la pianta e profilo e per via della inter-
segazione*. Wir verdeutschen dies etwa so: ,,er fand von sich aus ein Verfahren, wonach
die Perspektive richtig und vollkommen abgeleitet werden konnte, indem er sie aus dem
Grundriff und Profil, und zwar mittels Durchschneidens, aufbaute. Man darf wohl
hieraus schlieBen, dal Brunelleschi das Punktverfahren (Nr. 301) erdachte, aber
so, daB er die Tafel nicht nur zum GrundriB, sondern auch zum Aufriff (Profil) senkrecht
stellte.

Das erste Buch iiber Perspektive diirfte das von Leone Battista Alberti
(geb. 1404 in Venedig, Baumeister, Maler, Dichter usw., gest. 1472 in Rom) sein: ,,.De
pictura® (Uber die Malerei), verfalit 1435, aber erst 1511 in Niirnberg gedruckt (lateinisch,
dagegen italienisch mit einem anderen Werk desselben Verfassers unter dem Titel ,,Della
pittura e della statua di Leonbattista Alberti*, Mailand 1804). Hierin wird dic
quedratische Tifelung der wagerechten Grundebene mit zur Tafel parallelen Linien ab-
geleitet, jedoch ohne Benutzung von Fluchtpunkten (siehe H. Staigmiiller: ,Kannte
Leon Battista Alberti den Distanzpunkt?”, Repertorium f. Kunstwissensch.
14. Band 1891, S. 301—304). Indem Alberti die Linien dieser Tafelung als Hilfslinien
benutzte, zeichnete er das perspektive Bild eines wagerechten Kreises; lotrechte Strecken
wuBte er in der richtigen Verkiirzung darzustellen. Noch weiter ging dann der Maler Piero
de’ Franceschi (auch della Francesca, geb. 1406 oder 1416 in Borgo di San Sepolcro,
gest. ebenda 1492), der nach seiner Erblindung die Schrift ,,De prospectiva pin-
gendi (Uber die Perspektive der Malerei) verfafite (Abdruck ,,Petrus Pictor Burgen-
sis, De prospectiva pingendi, nach dem Kodex der kgl. Bibl. zu Parma, nebst
deutscher Ubersetzung von Konstantin Winterberg, Straflburg 1899). Ihm
gelang es, mittels der erwihnten quadratischen Tifelung schon recht schwierige Gegen-
stinde, z. B. ein Sdulenkapitell, perspektiv richtig darzustellen. Den menschlichen Kopf
zeichnete er sogar mit Hilfe zahlreicher wagerechter Schnitte, so daf3 er also schon das
Schichtenverfahren (Nr. 303), wenn auch ohne Benutzung von Fluchtpunkten, anwandte.
Man findet ferner bei Franceschi Betrachtungen liber die perspektive Verzerrung bei der
Darstellung von Sdulen (vgl. spidter Nr. 364) sowie die Perspektive von Rotationskérpern
mit zur Tafel senkrechten Achsen, von der wir in Nr. 454 handeln werden. Aber die Be-
deutung von Fluchtpunkten war Franceschi wie seinen Vorgéingern unbekannt: auch gab
er sich nicht mit Beweisfiihrungen ab. Dennoch stellt sein Buch eine fiir seine Zeit recht
beachtenswerte Leistung dar. Die Kunstgeschichte erblickt in Franceschi einen der
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ersten, die die Malerei zunéchst als eine Raum kunst betrachteten; an perspektiver Wahr-
heit und Klarheit habe es ihm kein Renaissancekiinstler. zuvorgetan (sieche Karl Woer-
mann, ,,Geschichte der Kunst aller Zeiten und Volker", 2. Band, Leipzig und
“Wien 1905, 8. 597). An Alberti und Franceschi schlieft sich wiirdig als dritter Lio-
nardo da Vinci an (1452—1519, vgl. Nr. 84). Von ihm kommt aufler dem hinterlassenen
Buch ,,Trattato della pittura‘, Rom 1651 (deutsch ,,Das Buch von der Malerei*
von H. Ludwig, Wien 1882), sein reicher, in Paris, Mailand, London und Windsor be-
findlicher literarischer Nachlaf (in Spiegelschrift — Lionardo war linkshéndig — und mit
vielen Skizzen in Perspektive) sowie seine lehrende Tétigkeit in Betracht. Was seine Vor-
giinger geleistet haben, ist ihm geldufig; er iibertrifft sie aber durch seine tiefere Auffassung.
So hat er zuerst den Hauptpunkt nicht nur handwerksmiBig benutzt, sondern auch sein
Wesen als Fluchtpunkt der Tiefenlinien vollkommen erfafit. Ob dasselbe auch hinsichtlich
der Distanzpunkte als Fluchtpunkte der 45-Grad-Linien gilt, ist jedoch noch fraglich. Per-
spektive Verzerrungen, Spiegelungen und Schatten bei Zentralbeleuchtung (Nr. 318) hat
er behandelt. Wir weisen auf die von Schuritz a.a.0.8.11—14 gebrachten Erlduterungen hin.

Wie es scheint, tritt der Horizont als selbstidndige gerade Linie (Nr. 300) erst bei dem
franzosischen QGeistlichen Jean Pélerin auf (geb. vor 1445, gest. 1524 als Domherr in
Toul, wegen seiner Wanderlust auch Viator genannt). Vermutlich ist er gelegentlich mit
den italienischen Malern in Beriihrung gekommen, so da8 er von ihnen manches erfahren
haben mag. Sein Werk ,,De artificiali perspectiva‘ (Uber die kiinstliche Perspektive)
mit lateinischem und franzosischem Text, Toul 1505, wird allerdings erst durch die zahl-
reichen, stets skizzenhaften Figuren einigermafen versténdlich. Pélerin kennt die Flucht-
punkte beliebiger wagerechter Geraden, auch benutzt er schon den versenkten Grund-
rifl (Nr. 306). Mit Beweisen gibt er sich jedoch nicht ab.

Von den Italienern stark beeinflufit ist das vielgenannte Buch ,,Vnterweysung der
Messung mit dem Zirckel vnd richtscheydt, in Linien Ebnen vii gantzen
Corporen, Niirnberg 1525 (2. Auflage 1538 und mehrere spitere Auflagen), von
Albrecht Diirer (geb. 1471 in Nirnberg, gest. ebenda 1528). Zwar ist es das erste deutsche
Buch iiber Perspektive, doch bringt es nichts wesentlich Neues.

Man kann sagen, dafl im ersten Viertel des sechzehnten Jahrhunderts der
Hauptpunkt, die Distanzpunkte, der Horizont sowie die Fluchtpunkte
beliebiger wagerechter Geraden bekannt waren, aber man mufl wohl beachten,
daB das Vorhandensein von Fluchtpunkten bis dahin noch keineswegs als niichterne geo-
metrische SchluBfolgerung bewiesen, sondern fiir etwas mit dem Unendlichfernen meta-
physisch Zusammenhéngendes aufgefaBt wurde.

Das erste franzosische Buch iiber Perspektive, das wir nur der Vollsténdigkeit zuliebe
zu nennen brauchen, schrieb Jean Cousin (geb. 1500 in Soucy bei Sens, Maler und Bild-
hauer, gest. um 1590), nédmlich: ,,Livre de la perspective*, Paris 1560.

Der Ubergang zur geometrlschen Begriindung der Gesetze der Perspektive beginnt mit
einem Werk des meistens nach seinem Geburtsort benannten Baumeisters Vignola (der
Ton liegt auf der ersten Silbe), eigentlich Giacomo Barozzi (da Vignola), geb. 1507,
gest. 1573 in Rom. Dieser hatte namlich 1530 ein Buch ,,Le due regole della prospet-
tiva pratica‘ verfalit, das vorerst nur geschrieben von Hand zu Hand ging, aber dann
nach Vignolas Tod von dem Mathematiker Egnatio Danti (1537—1586) mit strengen
geometrischen Erléuterungen versehen und 1583 in Rom verdffentlicht wurde. Der ver-
dienstvolle Bearbeiter Danti fiigte auch geschichtliche Bemerkungen und einiges iiber
Theaterperspektive hinzu. Beachtenswert ist, dal Danti in einem besonderen Fall
auch die Fluchtpunkte von nicht wagerechten Geraden kennt, némlich die der Geraden,
die in lotrechten Ebenen, die auch zur Tafel lotrecht sind, unter 45 Grad steigen oder fallen.
(Dabei ist, wie immer bei den &#lteren Autoren, die Tafel lotrecht angenommen, wie wir es
auch abgesehen von Nr. 316 im gegenwértigen Paragraphen tun.)

Den griofiten wissenschaftlichen Fortschritt aber bringt das Werk des schon bei
Nr. 84 genannten Guidobaldo del Monte (1545—1607): , Perspectivae libri sex*
(Sechs Biicher iiber Perspektive), Pesaro 1600. Denn hier wird die Perspektive
rein geometrisch begriindet und der Fluchtpunkt beliebiger paralleler Ge-
raden eingefiihrt (als ,,punctum concursus‘‘). Das geschieht im ersten Buch; im zweiten
wird die Theorie auf eine grofle Zahl von Aufgaben iiber die Perspektive einer wagerechten
Ebene angewandt und im dritten die Hohe des perspektiven Bildes eines Punktes iiber
dieser Ebene bestimmt, wihrend das vierte Buch die Grundlagen des Schichtenverfahrens
vollkommener als P élerin entwickelt. Das fiinfte Buch behandelt den Schatten bei Zentral-
beleuchtung, und das letzte Buch ist der Theaterperspektive gewidmet. N#heres siehe bei
Gine Loria (Nr. 2): ,Perspektive und darstellende Geometrie, 25. Abschnitt
der ,,Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik®, 4. Band, herausgeg. von
Moritz Cantor, Leipzig 1908, S. 585—587.
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Von den spiteren Schriften liber Perspektive wollen wir diejenigen. die sich auf noch
nicht von uns erdrterte Dinge beziehen, gelegentlich nennen.

Eine 1636 von Desargues herausgegebene, jetzt verschollene Abhandlung bildet die
Grundlage des schon bei Nr. 148 genannten, von seinem Schiiler Bosso verfallten Werkes
»Maniére universelle de M. Desargues, pour pratiquer la perspective ete.”,
Paris 1648. Ein Teil jener Abhandlung ist darin auf 8. 321—334 abgedruckt. Man darf die
Leistungen von Desargues auf dem Gebiete der Perspcktive nicht so hoch einschitzen,
wie es Bosse tut, der ihn geradezu zu seinem Helden macht (vgl. Lawmbert, a. a. O. in
Nr. 300, 2. Aufl. 2. Teil, 8. 28). Wir mdchten aber doch hervorheben, dafl Desargues
Gewicht darauf legte, nur wirklich ausfiihrbare Konstruktionen anzu-
wenden (,,sans employer aucun tiers point, de distance ny d’autre nature, qui soit hors
du champ de I'ouvrage, 8. 321). Deshalb wandte er das Punktverfahren seiner Vorgéinger
an. SchlieBllich sehen wir uns noch veranlafit, einen Ingenieur Aleaume zu nennen, von
dessen Buch tiber Perspektive erst sechs Blatter gedruckt waren, als ihn und seinen Drucker
der Tod ereilte. Der Mathematiklehrer Estienne Migon hat das Buch, mit eigenen Zu-
sétzen versehen, in Paris 1643 (also vor dem Buch von Desargues) herausgegeben unter
dem Titel: ,,La perspective spéculative et pratique, ot sont démonstréz les
fondemens de cet art,et tout ce qui en a ésté enseigné jusqu aprésent. En-
semble la maniére universelle de la pratiquer, non seulement sans le plan
géométral et sans tiers poinct, dedans ni dehors le champ du tableau,...De
I’invention du feu Sieur Aleaume, Ingénieur du Roy.* Die Ahnlichkeit
dieses Titels mit dem in Nr. 148 ausfiihrlicher angegebenen Titel des Werkes von Desargues
sowie die gleichartige Betonung der Beschriinkung auf das erreichbare Gebiet ist auffallend.
Dies Buch von Migon nennen wir hauptsichlich deshalb, weil darin der Teilungspunkt
zuerst vorkommt und zwar in dem wohl von Migon selbst herriilhrenden auf S. 61
mit einem besonderen Vorwort beginnenden zweiten Teil des Buches, 8. 118. Aber der
Teilpunkt wird umsténdlicher als in unserer Fig. 447 ermittelt.

Wir benutzen die Gelegenheit, noch auf eine Abhandlung von Emil Miller
(geb. 1861 in Landskron, Professor der darstellenden Geometrie an der Technischen Hoch-
schule Wien) hinzuweisen: ,,Geschichte der darstellenden Geometrie, ihre Lehre
und Bedeutung an den technischen Hochschulen Osterreichs®, Zeitschr.
d. Osterr. Ingenieur- und Architektenvereins 1919, Heft 10, 13 und 17. Hlermit soll
der Literaturnachweis in Nr. 2 ergénzt werden; Osterrelch war von jeher dasjenige
Land deutscher Zunge, in dem die darstellende Geometrie besondere Pflege gefun-
den hat.

309. Vergroferung des Bildes. Das Geraden- und Schichtenverfahren
stoft auf Hindernisse, wenn Spur- oder Fluchtpunkte zu weit entlegen
sind, Dagegen fithrt das Punktverfahren stets zum Ziel. Gewdhnlich
kommen nur einzelne Geraden durch bestimmte Spurpunkte vor, wihrend
meistens von einem Fluchtpunkt eine Anzahl von Geraden ausgeht.
Im Fall eines unerreichbaren Spurpunktes empfiehlt es sich
deshalb zwar, mit Hilfe des Punktverfahrens einen Punkt zu ermitteln,
durch den die zu zeichnende Gerade geht, indem man dann ihn statt
des Spurpunktes benutzt, aber es wire zu miihselig, ebenso im Fall
eines unerreichbaren Fluchtpunktes vorzugehen. Sieht man von
den Fluchtpunkten solcher Geraden ab, die beinahe zur Tafel parallel
sind, so sind die Fluchtpunkte erreichbar, wenn die Distanz hinlinglich
klein ist. Deshalb haben wir die Distanz bisher betrichtlich kleiner als
die deutliche Sehweite angenommen (Nr. 291). Um nun die durch un-
erreichbare Fluchtpunkte entstehende Schwierigkeit zu heben, kann man
die Distanz zunéchst hinlinglich klein widhlen und nach-
traglich das perspektive Bild dhnlich vergréoBern. Auch ein
anderer Umstand gibt AnlaB zur &hnlichen Vergroferung des Bildes:

Die Perspektive dient malerischen Zwecken und wird deshalb nament-
lich zur Darstellung ausgedehnter Gegenstéinde benutzt, die man immer
nur im verkleinerten MaBstab durch Grundril und Aufril geben kann.
Somit ist das aus dem Grundrif und Aufri} entwickelte perspektive
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Bild zundchst nicht das des Gegenstandes selbst, sondern nur das eines
verkleinerten Modells. Wird dies Modell bis zur wahren Gréfe des
Gegenstandes vergroBert, indem man dabei das Auge O als Ahnlich-
keitspunkt benutzt, also alle Strecken von O nach den Punkten des
Modells in demselben MaBstab wachsen 148t, so bleibt jeder Punkt
auf seinem urspriinglichen Sehstrahl. Mithin ist das perspektive Bild
nicht nur das des Modells, sondern auch das des Gegenstandes
selbst. Da aber der Gegenstand infolge der VergroBerung ziemlich weit
hinausriickt, liegt dann ein perspektives Bild auf einer dem Auge un-
verhéltnisméaBig nahen Tafel vor, weshalb es zu klein ausfillt. Auch
dieser Umstand gibt dazu AnlaB, aus dem fiir kurze Distanz geltenden
Bild ein groBeres Bild fiir groffere Distanz abzuleiten.

Nach Nr. 291 ergibt sich nun eine dhnliche VergréBerung des
Bildes dadurch, daB man einfach die Tafel T durch eine
zu ihr parallele Tafel § in gréBerer Distanz b ersetzt, siehe
Fig. 409 ebenda. Der MaBstab der Vergroflerung ist b :d, wenn d die
urspriingliche Distanz bedeutet. Ist S der Spurpunkt einer Geraden in
bezug auf die Tafel T, d. h. ihr Schnittpunkt mit T, so geht zwar durch
die VergroBerung aus § das Bild © eines Punktes der Geraden auf der
neuen Tafel hervor, aber dieser Punkt © ist nicht der Schnittpunkt
der Geraden mit der neuen Tafel ¥, also nicht ihr Spurpunkt in bezug
auf ¥. Weil die Spurpunkte eine wichtige Rolle beim Geraden- und
Schichtenverfahren spielen, ist dies ein Ubelstand. Deshalb erscheint
es vorteilhafter, die @hnliche VergréBerung so entstehen zu lassen, daBl
jeder Spurpunkt wieder Spurpunkt wird.

Dies geschieht, wenn man den ganzen Raum irgendeiner
shnlichen Vergroflerung unterwirft. In dem MafBstab dieser Ver-
groBerung #@ndert sich dann nicht nur der abzubildende Gegenstand,
sondern auch seine Entfernung von der Tafel, ferner das perspektive
Bild des Gegenstandes sowie die Distanz. Man benutze dabei nicht
das Auge, sondern den Hauptpunkt H als Ahnlichkeitspunkt
der VergriBerung. Geht die alte Distanz d in die neue Distanz d tiber,
so ist d:d der MaBstab der VergroBerung. Irgendein Punkt P des Gegen-
standes riickt infolge der Vergr6Berung an eine neue Stelle P auf dem
Strahl HP derart, daB HP:HP = d:d ist. Dasselbe gilt fiir das
Bild ¥ von P. Da H der Tafel angehért, bleibt die Tafel bei der
VergroBerung an der alten Stelle, aber jeder Bildpunkt P wird
durch einen neuen Bildpunkt P ersetzt, der auf der Geraden H P so
liegt, daBl HP: HP =d:d ist. An die Stelle des Auges O tritt das
neue Auge O auf dem alten Hauptsehstrahl, in dem OH = d ist.

Somit bekommt man ein perspektives Bild eines im
MaBstab d:d vergroBerten und entsprechend weiter von
der Tafel entfernten Gegenstandes, gesehen von einem
Auge aus, das sich auf dem Hauptstrahl in der gréBeren
Distanz d befindet, indem man das alte Bild vom Haupt-
punkt H als Ahnlichkeitspunkt im MafBstab d:d vergroBert.
Alle Punkte und Geraden des Bildes behalten dabei ihre alte Bedeu-
tung, selbstredend in bezug auf den vergroBerten Gegenstand und das
weiter entfernte Auge. Insbesondere geht jeder Spurpunkt S in einen
Spurpunkt § und jeder Fluchtpunkt F in einen Fluchtpunkt F iiber.
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Ebenso geht jede Spurgerade s in eine Spurgerade § und jede Flucht-
gerade f in eine Fluchtgerade f iiber.

Wenn nun bei einer perspektiven Darstellung gewisse Fluchtpunkte

infolge der zu groB gewéhlten Distanz unerreichbar sind, wendet man

eine Verkleinerung vom Hauptpunkt H

aus an. In Fig. 452 ist die Grundrifipro-

jektion F’ des Fluchtpunktes der Kanten

a, b, ¢ des Grundrisses eines Gebidudes un-

erreichbar. Denkt man sich hier alles vom

Hauptpunkt H aus auf ein Drittel verkleinert

(oder iiberhaupt auf einen bequemen Bruch-

teil), so tritt an die Stelle von O’ der Punkt

0y,, der Endpunkt des Drittels von HO'.

Da die Kanten des Grundrisses bei der dhn-

lichen Verkleinerung ihre Richtungen nicht

dndern, ergibt sich der neue Fluchtpunkt-

grundriB ¥y , der jetzt an die Stelle von F’

tritt, als Schnitt der Standlinie s mit dem von O), aus parallel zu a, b, ¢

gezogenen Strahl. An die Stelle der Spurpunkte 1, 2, 3 treten infolge

der Verkleinerung des Grundrisses neue, die nur ein Drittel so weit

von H entfernt sind. In Fig. 453, worin der Horizont 2 und die Stand-

linie s gezeichnet ist, wird

man also zunéchst i), so

auf % bestimmen, daB

IjIF’l/S glelch Ii’ﬁ’l;3 in

Fig. 453 ist. Da vermoge

der ahnlichen Verkleine-

rung auch die Entfernung

der Standlinie s vom

Horizont auf ein Drittel

zuriickgefiihrt wird, zieht

man sy, parallel zu s in einem Drittel des Abstandes und bekommt

durch Verbinden der Spurpunkte 7,2, 3 mit H diejenigen Punkte auf

sy,, die nach der Verkleinerung als Spurpunkte dienen. Nun sind die

Geraden von ihnen aus nach dem Hilfsfluchtpunkt F., zu ziehen.

Parallel dazu verlaufen diejenigen Geraden, die von den Spurpunkten

1, 2, 3 nach dem Fluchtpunkt ¥ gehen. Mithin kann man diese Geraden

von 1, 2, 3 aus, die perspektiven Bilder der Kanten a, b, ¢, auch dann
zeichnen, wenn der Fluchtpunkt F unerreichbar ist.

310. Verzicht auf die Benutzung des Aufrisses. Bei der Herstellung
des perspektiven Bildes eines Gegenstandes bedarf man nur des Grund-
risses, sobald man die Hoéhen iiber dem Grundrif auf einem Héhen-
mafstab (Nr. 8) vermerkt. Tst man dabei genitigt, das soeben angegebene
Verfahren im Fall unerreichbarer Fluchtpunkte zu benutzen, so empfiehlt
es sich, zur Priifung der Genauigkeit noch einige Punkte mittels des
Punktverfahrens festzustellen. Aber in Nr. 301 wurde das Punkt-
verfahren nur untér der Voraussetzung angewandt, daf auBler dem
GrundriB auch der Aufrif} gegeben sei. Wie sich das Punktverfahren
darstellt, wenn statt des Awufrisses nur die Hoéhen iiber
dem Grundrif auf dem HoéhenmaBstab vermerkt sind, soll
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an dem Beispiel in Fig. 454 gezeigt werden. Es handelt sich hier um
einen Innenraum mit einer Wendeltreppe. Die Stufenhchen, die
Hohe des Auges O und die Hohe der Briistung a des fensterartigen

Einschnitts neben der Treppe sind links oben auf dem MaBstab an-
gegeben. Die Hohe der Stufe 13 ist auch die der Decke des Innenraumes.
Die Hohe des Horizonts & iliber der Standlinie s in der unteren Zeich-
nung ist gleich der am MaBstab zu entnehmenden Augenhéhe. Einige
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Fluchtpunkte sind erreichbar, einige unerreichbare durch Hilfsflucht-
punkte ersetzbar, indem man die Hilfte der Distanz benutzt, also
0’ durch den Punkt O, ersetzt. Inshesondere empfiehlt es sich, im
vorliegenden Fall auch diejenigen Punkte im Bilde festzustellen, in
denen die fortgesetzt gedachten wagerechten Ebenen der Treppenstufen
die von M ausgehende Treppenachse schneiden. Dies geschieht nach
Fig. 445 von Nr. 308. SchlieBlich bekommt man alles noch Fehlende
durch Anwendung des Punktverfahrens, wie es insbesondere fiir die
beiden {iibereinander liegenden Punkte 4 und B gezeigt ist, von denen
der Punkt 4 der Grundrifiebene selbst angehért, wihrend B die Héhe
der neunten Treppenstufe hat. Zieht man ndmlich im Grundrif3 0’4,
so liefert der Schnitt £ mit der Standlinie s, auf die untere Zeichnung
ibertragen, den Punkt E auf s, iiber dem die Bilder von 4 und B
liegen miissen. (Da keine Verwechslung zu befiirchten ist, sind die
Bilder auch mit 4 und B bezeichnet.) Ferner sei (4) der FuBpunkt
des Lotes vom Grundriipunkt 4 auf O’H’. Denkt man sich nun die
in A auf der Grundrilebene senkrecht stehende Strecke 4B mit ihrem
Full auf A(A4) bis (4) verschoben, so #ndern sich die Héhen der Bilder
von A und B tiber der Standlinie nicht, da 4 und B Parallelen zur
Tafel beschreiben. Mithin kommt es nur darauf an, festzustellen, welche
Hohen der Ful und der Kopf der verschobenen Strecke im Bild be-
kommen. Da die projizierende Ebene jetzt lings O’H’ auf der Grund-
riftafel lotrecht steht, denkt man sich diese Ebene um O’H’ in den
Grundrifl umgelegt, d. h. man errichtet in O’ auf O’'H’ das Lot 0’(0)
gleich der Augenhéhe und in (4) das Lot (4)(B) gleich der Linge der
Strecke, also gleich der Hohe der neunten Treppenstufe. Dann zieht
man die umgelegten Sehstrahlen (0)(4) und (0)(B), die s in ¢ und G
treffen. Nun weill man, daB 4 und B im Bild die Héhen H’C und H'G
tiber der Standlinie haben,und kann sie also unten im Bild senkrecht
iiber # einzeichnen. Auf diese Art lassen sich alle noch fehlenden Stellen
des Bildes genau ermitteln.

311. VergroBerung der Distanz. Das Auge O werde durch ein
neues Auge O auf dem alten Hauptsehstrahl OH ersetst,
d. h. die Distanz d == OH werde

durch eine neue, etwa gréere Di-

stanz d = OH ersetzt. Der ab-

gebildete Gegenstand da-

gegen bleibe der alte, auch

bleibe die Tafel T an der

alten_Stelle. Das vom neuen

Auge O gesehene Bild des Gegen-

standes ist dann nicht zu dem

vom alten Auge O aus gesehenen

Bild dhnlich; es liegt also hier eine

andere Abdinderung des Bildes als

in Nr. 309 vor. Da die Tafel an

der alten Stelle bleibt, spielt jeder

_ Spurpunkt auch dann, wenn das

neue Auge O benutzt wird, die Rolle eines Spurpunktes. Entsprechendes
gilt von jeder Spurgeraden. Will man das neue Bild F eines Punktes P
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des Gegenstandes aus dem alten Bild f ableiten, so mull man noch
irgendeine durch P gehende Gerade g mittels ihres Spurpunktes S und
Fluchtpunktes F' gekennzeichnet haben, denn ein Punkt P wird durch
Angabe seines Bildes P allein noch nicht im Raum festgelegt (Nr. 296).
Der neue Fluchtpunkt ¥ von g, siehe Fig. 455, ist der Schnitt der Tafel
mit der Parallelen zu g durch 0. Demnach liegt F_auf der Geraden HF,
und es ist HF : HF = d :d. Der neue Sehstrahl OP nach P bestimmt
mit dem alten Sehstrahl OP eine Ebene, die OO und demnach auch
den Hauptpunkt H enthélt. Mithin liegen auch ¥ und ? auf einer
Geraden durch H. Also ergibt sich  als Schnitt von SF mit H .

Aus der perspektiven Zeichnung SF' der Geraden g mit dem Bild P
des auf ihr gelegenen Punktes P ergibt sich demnach das neue Bild
von P durch folgende Konstruktion auf der Tafel T, siehe Fig. 456:
Man bestimmt F auf HF so, da HF:HF =d:d ist und
bringt SF mit HP in P zum Schnitt. In Fig. 456 ist noch eine
andere Gerade durch P angenom-
men worden; ihr Spurpunkt S§; und
Fluchtpunkt F, sind nach Nr. 298
nur insoweit beliebig wahlbar, als
S;S I F.F sein muB. Das Bild S,F,
der zweiten Geraden geht in das
neue Bild S ¥, iber, indem man
HF, im MaBstab d:d vergroBert.

Also ist FF, Il FF,. Die Geraden

88, und FF, sind die Spurgerade s

und Fluchtgerade f einer Ebene. Die

neue Fluchtgerade f, namlich 7 F,,

ergibt sich also als zu f parallele _

Gerade, indem sich die Abstinde der Geraden f und f von H wie d zu d
verhalten. Jede durch H gehende Fluchtgerade, also insbesondere der
Horizont %, bleibt ungeéndert. Bei der Anwendung auf das Schichten-
verfahren (Nr. 303) ist zu beachten, dafl die VergrofBerung der
Distanz keine Anderung der Schichthéhen bewirkt.

Als Beispiel hierzu ist in Fig. 457 aus dem Bild des Wiirfels in
Fig. 451 von Nr. 308 das Bild fiir eine sechsmal so grole Distanz abge-
leitet. Der Hori-
zont h, die Spur-
gerade s und die
damalsmit Pund
@ bezeichneten
Punkte bleiben
ungeéndert, weil
P und @ auf der
Tafel liegen. Die

alten Flucht-
punkte F;, Fy , Fy
sowie die alten
Teilungspunkte 7', und 7', sind aus Fig. 451 entnommen und aufs neue
angegeben. Sie sind aber durch die sechsmal so weit von H entfernten
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Punkte 17-'1, F,,F, und T,, T, 2u ersetzen und werden dadurch, ab-
gesehen von F;, unerreichbar. Indem wir wie in Nr. 308 konstruieren,
haben wir zuerst PF, zu ziehen. Weil ¥, unerreichbar ist, wird HP
in sechs gleiche Teile zerlegt, der erste Teilpunkt — von H aus ge-
rechnet — mit F, verbunden und dann die Parallele dazu durch P ge-
zogen. Sie geht nach F,. In derselben Art kann man alles, was seiner-
zeit konstruiert war, in entsprechender Weise auch hier ausfithren. Das
neue Wiirfelbild in Fig. 457 ist groBler als das alte Wiirfelbild in Fig. 451
von Nr. 308, obgleich es aus sechsmal so groBer Distanz betrachtet
wird. Die naheliegende Er-
wartung, ein kleineres Bild
zu bekommen, beruht auf
der Verwechslung des
perspektiven Bildes
einer Strecke mit ihrer
scheinbaren GrofBle. In
der Tat, wird eine Strecke
AB, siehe Fig. 458, von O
aus betrachtet, so ist der Sehwinkel « der Strahlen 04 und OB die schein-
bare Grofle der Strecke, weil dem Beobachter nur dieser Winkel zum
BewuBtsein kommt, da das Auge nur den Unterschied der Richtungen
der Sehstrahlen feststellt. Das perspektive Bild 2% hat also dieselbe
scheinbare GréBe wie die Strecke AB selbst. Riickt das Auge in die
neue Lage O mit groflerer Distanz, so entsteht ein kleinerer Seh-
winkel %, aber trotzdem ein ldngeres perspektives Bild AYB.

Es gibt aber Fille, in denen eine beliebige VergriBlerung
der Distanz unstatthaft ist. Wird z. B. ein Innenraum betrachtet,
sieche den Grundrif} in Fig. 459, und befindet sich der Beobachter in

diesem Raum, so kann seine Distanz
OH bei festbleibender Tafel nicht ver-
doppelt werden, denn sonst kime das
Auge O an eine Stelle auflerhalb des
Innenraums, so daBl der Beobachter
den Raum gar nicht sehen konnte.
In Fig. 460 ist oben das zu dem Grund-
ri in Fig. 459 gehorige perspektive
Bild des Zimmers dargestellt, unten
dasjenige, das zur doppelten Distanz
gehort.  Dies untere Bild 148t das
Zimmer nicht so tief erscheinen und
gibt deshalb eine gefilligere Darstel-
lung. Dennoch ist es sinnlos, denn die
Seitenwéinde links und rechts, die in
der oberen Zeichnung auseinandergehen, wie die punktierten Linien
zeigen, schneiden sich in der unteren Zeichnung lings der dem Beobachter
néchsten lotrechten Kante. Tatsdchlich decken diese Wiande das ganze
Bild zu. Sichtbar wire es also nur, wenn sich in diesen Winden eine

so grofle Offnung befinde, wie es dem Rahmen des Bildes entspricht.

Anmerkung: Um groflere Baulichkeiten vorzatduschen, bedienen sich Geschifte
in ihren Anpreisungen perspektiver Darstellungen ihrer Geschiftsriume, Fabriken, Kelle-
reien u. dgl. mit moglichst geringer Distanz. Die dadurch bedingte Téuschung kann
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man meistens beseitigen, indem man seine Aufmerksamkeit auf die in der Zeichnung
angebrachten Fenster richtet, da ihre Anzahl Riickschliisse auf die wahren MaBe gestattet.
Andererseits tduschen diejenigen, die sich mit Innenarchitektur abgeben, in ihren
Entwiirfen ihren Kunden gefilligere

R#ume vor, indem sie zu grofle

Distanzen benutzen, n#émlich das

Auge wie in der unteren Fig. 460 an

einer Stelle aufBerhalb des darge-

stellten Innenraumes anbringen. Die

so hergestellten Entwiirfe ge-

wihren Anblicke, wie sie in

Wirklichkeit niemals mdglich

sind.

312. Gleichzeitige Vergri-
Berung des Bildes und der
Distanz. Um ein Bild mit
groBerer Distanz zu erzielen,
kann man die beiden Ver-
fahren von Nr. 309 und 311
miteinander vereinigen. Bei
dem von Nr. 309 wurden alle
Spurpunkte,  Fluchtpunkte,
Spurgeraden und Fluchtgera-
den in diejenigen neuen Lagen
gebracht, die sich durch eine
dhnliche VergroBerung des
Raumes vom Hauptpunkt H
aus ergeben. Bei dem Ver-
fahren von Nr. 311 dagegen
bleiben die Spurpunkte und
Spurgeraden in Ruhe.

Angenommen,  zunichst
werde wie in Nr. 311 nur die
Distanz d vergroflert, wund
zwar m-fach, d. h. jeder Fluchtpunkt und jede Fluchtgerade werden
auf das m-fache von H aus weiter hinausgeriickt. Darauf werde das
so entstehende neue Bild nach Nr. 309 vergrofert, indem alle von H
ausgehenden Entfernungen durch die n-fachen ersetzt werden. Hierbei
wird die Distanz ebenfalls aufs n-fache vergroflert, so dafl sie
schlieBlich das mn-fache der urspriinglichen Distanz d geworden ist.
Was den Gegenstand selbst betrifft, so bleibt er bei der zuerst aus-
gefiihrten VergroBerung unveréndert, wihrend er bei der zweiten die
n-fache lineare VergréBerung erfihrt. Das schliefilich hervor-
gehende Bild ist demnach das Bild des =»-fach linear ver-
gré68erten und n-mal so weit von der Tafel entfernten
Gegenstandes, entworfen fiir die mn-mal vergroBerte Di-
stanz. Jeder Fluchtpunkt kommt dabei in die mn-fache Entfernung
von H. Was dagegen die Spurpunkte betrifft, so riicken sie nur in die
n-fache Entfernung von H. Auch die Abstéinde der Schichten beim
Schichtenverfahren werden nur auf das n-fache vergréBert, wie iiber-
haupt jede auf der Tafel selbst gelegene Strecke.

Zur Anwendung gehen wir zu dem in Fig. 437 von Nr. 303 ent-
worfenen Bild einiger Gebdude zuriick und nehmen uns vor, zunichst
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die Distanz zu verdoppeln (m = 2) und dann das Ergebnis von H aus
in zweifacher linearer VergréBerung (n = 2) darzustellen. Dann wird
ein Bild mit der vierfachen Distanz erhalten. An die Stelle der
Fluchtpunkte # und @ in Fig. 437 treten viermal so weit von H ent-
fernte Fluchtpunkte. Deshalb sind jene Stellen F und @ jetzt in
Fig. 461, wo sie nur die Rolle von Hilfsfluchtpunkten spielen, mit #,
und &, bezeichnet. Die Abstéinde der Schichten 0, 1,... 6 vonein-
ander und vom Horizont % in Fig. 437 sind in der neuen Zeichnung zu
verdoppeln; dasselbe gilt von den Abstinden der auf der Standlinie s
gelegenen Spurpunkte I bis 7 und I bis VIII von der Marke H’. Des-
halb sind die Spurpunkte 1,2,3,4 und VI, VII, VIII so weit links

Fig. 461.

bzw. rechts gelegen, dal} sie wegen Platzmangels nicht angegeben werden
konnen. Da die Spurpunkte mit den unerreichbaren Fluchtpunkten F
und @ zu verbinden sind, benutzt man die Standlinie s.,, deren Ab-
stand von H nur ein Viertel von HH’ betrigt, und zeichnet hier als
Punkte (I) bis (7) und (I) bis (VIII) die Spurpunkte in denselben Ab-
stinden von der Marke wie auf der Standlinie in Fig. 437 ein, so dal
jeweils entsprechende Punkte auf s., und s auf einem Strahl durch H
liegen. Statt nun z.B. den Spurpunkt I geradezu mit dem unerreich-
baren Fluchtpunkt @ zu verbinden, zieht man die Gerade von (I)
nach dem Hilfsfluchtpunkt @.,; parallel zu ihr ist die gesuchte Gerade
durch I. In derselben Weise kann man alle Geraden von den Spur-
punkten aus zeichnen und damit das perspektive Bild des Grundrisses
herstellen. Ebenso bestimmt man die einzelnen Schichten. Die Kon-
struktionen sind in Fig. 461 angegeben, soweit sie sich nicht auf die



§ 2. Gebundene oder unfreie Perspektive. Nr. 313. 49

Hilfsfluchtpunkte beziehen. Dabei ist daran zu erinnern, dal nur wegen
Platzmangels im Buch die Punkte 1, 2, 3, 4 und VI, VII, VIII fehlen.
Beim Zeichnen hat man sich eines Zeichenblattes zu bedienen, das
ungefihr doppelt so breit als Fig. 461 ist.

Das Ergebnis ist nicht dhnlich dem in Fig. 437 von Nr. 303. Den
Unterschied erkennt man z.B. deutlich daran, daBl jetzt die rechte
Dachebene des niedrigen linken Gebdudes wegen der gréBeren Distanz
verdeckt ist. Die Halfte der Distanz ist eingezeichnet. Man kann das
Auge bei der Betrachtung in die richtige Stelle bringen, weil die Di-
stanz jetzt ungefdhr 20 cm betrigt.

313. Hilfsmittel im Fall unerreichbarer Punkte. Will man eine Per-
spektive mit groBler Distanz entwerfen, so ist es das beste, ein ent-
sprechend grofes Zeichenbrett zu benutzen. Andernfalls mufl man die
VergroBerung nachtriglich vornehmen. Bei grofler Distanz kommen
fast immer unerreichbare Fluchtpunkte vor, aber auch bei kleiner Di-
stanz treten sie fiir solche Geraden auf, die geringe Neigung zur Tafel
haben. Da man meistens viele Geraden nach demselben Fluchtpunkt
ziehen muB, sind einfache Verfahren dafiir im Fall unerreichbarer
Fluchtpunkte erwiinscht. Ein unerreichbarer Fluchtpunkt auf dem
Horizont A 1aBt sich immer durch eine einzeln bestimmte Gerade g, die
nach ihm geht, festlegen, indem man diese eine Gerade z. B. mittels
des Punktverfahrens ausfindig macht. Die Frage ist dann, wie man
bequem durch gegebene Punkte P die Geraden nach dem
unerreichbaren Schnittpunkt von A und g zieht.

Zunichst kann man wie in

Fig. 462 vorgehen: Man zieht zwei
parallele Geraden, von denen die
eine durch P geht und % und gin 4
und C schneide, wihrend die an-
dere & und g in B und D schneide.
Dann trigt man CP von A bis @
in umgekehrtem Sinn auf AC auf
und zieht die Gerade von ¢ nach
dem Schnittpunkt Z von AD und BC.
Sie schneidet BD augenscheinlich
in einem Punkt R der gesuchten,
von P nach dem Schnittpunkt von A
und g gehenden Geraden.

Man kann aber auch ohne Be-
nutzung von Parallelen und
ohne den Zirkel durch bloBes
Geradenziehen die Aufgabe 16sen,
indem man die Umkehrung des
Satzes von Desargues (Nr. 148)
anwendet: Man withlt @ und B be-
liebig auf h und ¢, siehe Fig. 463,
und bringt @R, RP, PQ mit einer
beliebig angenommenen Geraden in
U, V, W zum Schnitt. Dann legt man durch U eine Gerade, die 4 und
g in @ und R’ treffe, und zieht @'W und R’V. Der Schnittpunkt P’

Scheffers, Geometrie IL 2. Aufl. 4
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dieser beiden Geraden liegt auf der Geraden von P nach dem un-
erreichbaren Schnittpunkt von %A und ¢, denn auf die Dreiecke PQR
und P'Q’'R’ ist die Umkehrung des Satzes von Desargues anwendbar

So einfach diese Verfahren sind, empfindet man doch ihre wieder-
holte Anwendung wegen der vielen Hilfslinien als ldstig. Ubersichtlicher

ist das folgende Nahe-
rungsverfahren: In mog-
lichst grofler Entfernung
voneinander zieht man zwei
parallele Geraden, wie z. B.
in Fig. 464 die zu % senk-
rechten Geraden durch 4
und B. Sie mogen g in C
und D schneiden. Nun teilt
man AC in eine gewisse
Anzahl gleicher Teile und
BD in dieselbe Anzahl glei-
cher Teile. Beide Teilungen
setzt man iiber 4 und C
bzw. B und D hinaus soweit
wie mdoglich fort. Aufer-
dem beziffert man die Teilpunkte beider Teilungen in entsprechender
Weise, so daBl also 4 und B dieselbe Ziffer haben, ebenso ¢ und D.
Diejenige Gerade durch einen beliebigen Punkt P, die nach dem un-
erreichbaren Schnittpunkt von %4 und g geht, mufl auf beiden Teilungen
zu entsprechenden Stellen gehdren. Man legt daher das Lineal so
durch P, daB es zwischen entsprechenden Teilpunkten beider Teilungen
hindurchgeht und die Teilstrecken in nur mit dem Auge abzuschitzen-
den gleichen Verhdltnissen teilt. Ubrigens geschieht die Herstellung
der beiden Teilungen am bequemsten mit Hilfe eines vorhandenen
Mafistabes, wie es die Figur zeigt, wo ein MafBlstab mit halben Zenti-
metern benutzt worden ist. Man legt ihn einmal so, daf} zwei Teilpunkte
(hier ist es der 7. und 13.) auf % und AC zu riicken, siehe m,, dann so,
dafl dieselben Teilpunkte auf % und BD riicken, siehe m,. Nachdem
man die MaBstabteilung beide Male auf das Zeichenblatt tibertragen
hat, bekommt man durch Parallelenziehen zu % die gewiinschten Tei-
lungen auf 4C und BD.

Das bequemste Hilfsmittel ist eine aus drei Stdben bestehende Vor-
richtung, die sogenannte Fluchtpunktschiene. Sie beruht auf fol-
gendem: Wenn A4, B, F feste Punkte eines Kreises sind und ein Punkt M
den Kreisbogen von 4 bis B durchlduft, behilt sowohl <4 MB als auch
XFMA und <FMB bestindig dieselbe Grofle, wihrend sich diese
Winkel dndern, sobald M den Kreis verlilt. Ist nun F als unerreich-
barer Schnittpunkt zweier Geraden 7 und g gegeben, wihrend 4 und B
beliebig auf dem Zeichenbrett gew#hlt seien, siehe Fig. 465, so kann
man den Punkt M, in dem der Kreéis durch 4, B und F die Gerade ¢
aufler in F schneidet, so ausfindig machen: Wenn 4B die Gerade /
in C schneidet, setze man einen Winkel gleich < FCB irgendwo an g
als Schenkel nach derselben Seite hin an und ziehe durch B die Paral-
lele zum zweiten Schenkel dieses Winkels. Trifft diese Parallele die
Gerade ¢ in D, so ist dann <XFCB = < FDB, so dall F,(C, D, B auf
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einem Kreis liegen und daher auch X{FBC = < FDC ist. Die Parallele
zu OD durch. A4 schneidet daher g im gesuchten Punkt 3, denn fiir
diesen Schnittpunkt ist S<FMA = <FDC, daher <FMA = S FBA,
was eben besagt, dal M
auf dem Kreis durch 4, B
und F liegt. Nachdem
man so M bestimmt hat,
lege man auf M4, MB
und ¢ drei Stibe a, b, ¢
und verkniipfe sie in M
fest miteinander, so daB
sie ihre gegenseitigen Nei-
gungen nicht dndern kon-
nen. LaBt man diese Vor-
richtung sich so bewegen,
dal die Stibe ¢ und b
bestéindig durch 4 und B
gehen, so beschreibt M den Bogen AB des Kreises durch 4, B und F,
und der Stab c zielt dabei besténdig nach dem unerreichbaren Punkt F.
Die  Fluchtpunktschiene
wird hiernach aus drei Li-
nealen zusammengesetzt,
deren in Betracht kom-
mende Kanten a, b, c
durch einen gemeinsamen
Punkt M gehen. Durch
eine Schraube lassen sich
die Stdabe unter den ge-
wiinschten Winkeln fest
miteinander  verbinden,
sieche Fig. 466. Die Rolle
der Punkte 4 und B
spielen zwei auf dem
Zeichenbrett gesteckte Stifte, an denen man die Stibe & und b mit
leichtem Druck gleitend entlang fiihrt.
Besonders bequem ist
es, 4 und B auf einem Lot
zu h anzunehmen. Denn
dann ist D der FuBpunkt
des Lotes von B auf g,
siehe Fig. 467.
Noch bequemer ist es
aber, die Einstellung der
Schiene so vorzunehmen:
Man stellt die Lineale in
leidlich geeigneten Win-
keln gegeneinander ein
und schraubt sie dann fest
zusammen. Nun legt man
die Vorrichtung so hin, da ¢ auf A féillt und zieht die Geraden léings a
und b. Weiterhin legt man sie so, daf3 ¢ auf ¢ fallt und zieht ebenfalls die

4*
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Geraden lidngs @ und 4. Die Schnittpunkte der beiden Geradenpaare geben

alsdann die Stellen 4 und B an, in denen die Stifte zu befestigen sind.
Anmerkung: Die Fluchtpunktschiene wurde vor 1797 von Peter Nicholson (Bau-
meister, geb. 1765 in Prestonkirk, Schottland, gest. 1844 in Carlisle) erfunden. In seinem
Buch: ,,The rudiments of practical perspective, in which the representa-
tion of objects is described by two easy methods, one depending on the
plan of the object, the other on its dimensions and position, each method
being entirely free from the usual complication of lines, and from the
difficulties arising from remote vanishing points®, London 1822, findet sich
in Fig. 77 auf Tafel XXI die in Fig. 468 wiedergegebene Darstellung seiner
Vorrichtung, die er ein Centrolinead (8. 86) nannte. Die Stifte 4 und B
sind hier durch die Schneiden zweier Metallstiicke ersetzt. Da jedes der
beiden Lineale o und b fiir sich gegeniiber dem Lineal ¢ fest eingestellt
werden kann, indem jedes fiir sich durch eine Schraube angeklemmt
wird, und da der gemeinsame Punkt M durch eine Ausbohrung dargestellt
ist, 148t sich hier die richtige Einstellung wie folgt erreichen (8. 87): Man
setzt die Stifte 4 und B irgendwo auf k und g. Dann legt man die Vor-
richtung so, da M mit 4
und ¢ mit k zusammenf#llt,
dreht b in die Lage AB und
stellt b fest. Weiterhin legt
. man die Vorrichtung so, dag
Fig. 468. M mit B und ¢ mit g zu-
sammenfillt, dreht ¢ in die
Lage BA und stellt a fest. Aufs neue wurde die Fluchtpunktschiene von
Wilh, Streckfu8 1865 erfunden, siehe sein ,,Lehrbuch der Perspek-
tive*, 2. Aufl. Breslau 1874, S.54—56. Woeitere Angaben bei Rudolf
Mehmke (geb. 1857 zu Lauterbach am Harz, Professor der darstellenden
Geometrie an der Technischen Hochschule Stuttgart): ,,Uber das Ein-
stellen der dreiteiligen Fluchtpunktschiene®, Zeitschr. f. Math. u.
Phys. 42. Bd. 1897, S. 99—103, und bei Friedrich Schilling (geb. 1868 in Hildesheim,
Professor der darstellenden Geometrie an der Technischen Hochschule Danzig): ,,Uber die
Anwendung der Fluchtpunktschiene in der Perspektive®, ebenda 56. Bd. 1908,
S. 189—208. Tnsbesondere hat Schilling den Fehler, der durch die nicht punktférmigen
Stifte entsteht, untersucht und dementsprechend die Genauigkeit der Schiene durch eine
neue Herstellungsart verbessert.

*314. Beliebige Kndellmg des Auges!). In Nr. 311 wurde das Auge O
durch ein neues Auge O auf demselben Hauptsehstrahl ersetzt. Man
kann die Betrachtung leicht auf den Fall verallgemeinern, wo das
Auge O durch ein neues Auge O in ganz beliebiger Lage ersetzt wird,

siehe Fig. 469, wo H der zu

O und H der zu O gehorige

Hauptpunkt der Tafel T sei.

Die Distanzen OH und OH

seien wieder mit d und d be-

zeichnet. Der Punkt K, in

dem die Gerade OO die Tafel

trifft, heille der Kernpunkt.

Ist nun P ein Punkt einer Ge-

raden g, die den Spurpunkt §

und in bezug auf O den Flucht-

_ __ punkt F, in bezug auf O den

Fluchtpunkt F hat, und sind P und ¥ die Bilder des Punktes P, be-
trachtet von O und O aus, so erkennt man sofort: Eistens ist K auf HH
gelegen, und zwar so, daB KH : KH = d : d ist. Zweitens liegen F und F

1) Die mit Sternchen versehenen Nummern sind iiberschlagbar.
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auf einer Geraden von K aus, und zwar so, daB auch KF : KF =d:d

ist. Drittens liegen B und ¥ ebenfalls auf einer Geraden von K aus.

Aus dem Bild % ergibt sich demnach das neue Bild %}, nachdem man

den Kernpunkt K aus KH : KH = d : d bestimmt hat, wie folgt, siehe
g. 470: Der Fluchtpunkt F wird auf

der Geraden KF als Schnittpunkt mit der

Parallelen zu HF durch H gefunden. Dann

ist T der Schnittpunkt der Geraden K P

mit SF. Auch leuchtet ein: Die neue

Fluchtgerade f einer Ebene und die alte

Fluchtgerade f liegen so, daB sie parallel

gsind und sich_ ihre Abstinde vom Kern-

punkt: K wie d zu d verhalten.

In Nr. 311 lag der besondere Fall vor,
wo H der alte Hauptpunkt H war, also Fig. 470,
auch der Kernpunkt K sich in H befand.

In Fig. 471 ist eine Anwendung gemacht: Wieder ist wie in Nr. 311
aus dem Bild des Wiirfels in Fig. 451 von Nr. 308 ein neues Wiirfel-
bild fiir ein neues Auge O abgeleitet worden. Der neue Hauptpunkt H
ist beliebig angenommen, und die neue Distanz d ist um die Hélfte linger

als die alte Distanz d gewihlt. Demnach ergibt sich_der Kernpunkt K
als Endpunkt der zweifachen Verlingerung von HH iiber _H hinaus.
Der alte Horizont h ist durch den dazu parallelen Horizont % durch H
zu ersetzen. Auf ihm liegen die neuen Fluchtpunkte Fl, F,, F,, indem
sie durch die Geraden von K nach F,, F,, F, aus % ausgeschnitten
werden. Die Punkte P und @ bleiben als Spurpunkte ungedndert. Man
kann das neue Wiirfelbild Schritt fiir Schritt herstellen, wie es die
Figur zeigt. Zufillig ist dabei die hintere Wiirfelkante mit der vorderen
zur Deckung gekommen,
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*315. Stereoskopbilder. Der Kernpunkt K rickt ins Unendlichferne,
wenn die neue Distanz d gleich der alten Distanz d ist, weil dann 00
zur Tafel parallel ist. In diesem Sonderfall ergeben sich die neuen
Fluchtpunkte aus den alten durch Verschiebung in der Richtung und
Lénge der Strecke von H bis H, und das neue Bild R eines Punktes
liegt auf der Parallelen zu HH durch das alte Bild 8. Die Spurpunkte
bleiben wie im allgemeinen Fall ungeéndert.

Dies Verfahren zeigt, wie diejenigen beiden perspektiven Bilder eines
und desselben Gegenstandes miteinander zusammenhdngen, die ent-
stehen, je nachdem das rechte Auge O oder das linke Auge O des Be-
obachters als Projektionszentrum dient. Denn man darf voraussetzen,
daf3 der Beobachter so vor der Tafel stehe, da die Gerade, die seine
Augen verbindet, zur Tafel parallel ist. Zwei derartig zusammengehdorige
Bilder heiflen Stereoskopbilder; ihre richtige Betrachtung bewirkt
namlich, daB man den Gegenstand wirklich korperlich sieht. Man muf}
zu diesem Zweck das rechte Bild nur mit dem rechten Auge O und das
linke Bild nur mit dem linken Auge O betrachten. Dies gelingt nach
einigen Versuchen durch starres Hinsehen auf die Tafel und wird er-
leichtert, wenn man fiirs erste zwischen beide Augen eine Pappe hilt.
Miihelos leistet das Stereoskop mit Hilfe optischer Linsen die Ver-
einigung beider Bilder zu der gewiinschten korperlichen Wirkung. Die
geometrische Erklarung der iiberraschenden rdumlichen Téuschung er-
hellt sofort aus Fig. 405 von Nr. 290 und dem dort Gesagten.

Beim Entwerfen von Stereoskopbildern nehme man als gemeinsame
Distanz d beider Augen von der Tafel die deutliche Sehweite (Nr. 291),
also etwa 20 bis 25 cm. Die beiden Hauptpunkte H und H liegen auf
dem gemeinsamen Horizont % beider Bilder, und ihre Entfernung von-
einander ist gleich der Entfernung e des einen Auges vom anderen,
daher ungefihr 6 bis 7'/, cm. Es empfiehlt sich, einen nicht zu groBen
Wert zu nehmen, damit sich die Bilder leichter vereinigen lassen. Da

sich die beiden Bilder nicht
iiberdecken diirfen, ist der
Raum, innerhalb dessen der
abzubildende Gegenstand an-
genommen werden mulB, ziem-
lich eingeschrankt. Dies er-
lautert Fig. 472, deren Ebene
die wagerechte Ebene durch
die Augen sein soll, so daf} die
Tafel T lings des Horizonts A
auf der Ebene der Figur
senkrecht stehe. Die beiden
Bilder diirfen nur bis zu dem im Mittelpunkt M von HH auf die wage-
rechte Ebene errichteten Lot m reichen. Man denke sich also lings OM
und OM die zur Ebene der Figur senkrechten Ebenen. Sie begrenzen
denjenigen keilférmigen Raumteil hinter der Tafel (in Fig. 472 durch
Schraffen hervorgehoben), in dem der Gegenstand sein muB. Die
durch O gehende Ebene parallel zur Ebene (0, m) und die durch O
gehende Ebene parallel zur Ebene (O, m) schneiden die Tafel in der
rechten Begrenzung des rechten Bildes und in der linken Begrenzung
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des linken Bildes, so daB also jedes Bild die Breite MN = N =a
hat. Nach oben und unten hin sind keine Grenzen gesetzt, aber die
Bilder passen nur dann in das Stereoskop, wenn sie ungefihr quadra-
tisch mit den Mittelpunkten H und H sind.

Das Zeichnen von Stereoskopbildern muf mit peinlichster Genauig-
keit geschehen. Wenn die Strecke B zwischen den zusammengehorigen
Bildern P und B eines Punktes P nur um ein ganz Geringes falsch
ist, kommt der Punkt P als Schnittpunkt der Sehstrahlen O und O
an eine Stelle, die um ein betréchtliches Stiick zu nahe oder zu fern
liegt, weil der Winkel OPO ziemlich klein ist. Nimmt man ndmlich
etwa wie in Fig. 472 den Punkt P auf der Mittellinie an und setzt man
MP =z, so sind M und M einander gleich, und sie seien mit g
bezeichnet. Dann ist

o _ g
d+z o’
woraus man berechnet:
1. % —og._ ¢
I=1a ita’ x=2d PcrE

Ist z.B. 2 =d, so wird f = }a. Wir nehmen etwa d = 20 cm und
@ ="7cm an, so daB dann z = 20 cm, § = 1,75 cm ist. Gesetzt nun,

die Strecke P = 21 sei um ein halbes Millimeter zu groB gezeichnet,
so tritt an die Stelle von ¢ = 1,75 cm der Wert r = 1,775 cm, woraus
x = 20,58 cm folgt. Demnach verursacht der Fehler von !/, mm bei PP
eine falsche Abschitzung der Entfernung des Punktes P hinter der
Tafel im Betrage von mehr als !/, cm. Die Augen sind fiir solche
Fehler bei einer Entfernung des Punktes P vom Beobachter, die nur
rund 40 cm ausmacht, auflerordentlich empfindlich. Es empfiehlt- sich
deshalb, die Stereoskopbilder zunichst in bedeutender VergroéBerung
moglichst genan zu zeichnen und dann photographisch auf das richtige
MaB zu verkleinern.

Anmerkung: Mit der zeichnerischen Herstellung von Stereoskopbildern haben sich
u. a. beschiiftigt: C. H. Eltzner, Architekt und Photograph in Leipzig, in der Schrift:
»Das Stereoskop, eine Sammlung von 28 Tafeln mathematischer Kristall-
korper und Flachen stereoskopisch dargestellt”, Leipzig 1864, und Anton
Steinhauser, Professor an der Oberrealschule in Wiener-Neustadt, in der Schrift:
»Uber die geometrische Konstruktion der Stereoskopbilder®, Graz 1870.
Wegen der schwer erreichbaren Genauigkeit der Zeichnungen bestimmte Theodor Hugel,
Rektor der Gewerbeschule zu Neustadt a. d. H., die Bilder auf rechnerischem Wege,
siehe ,,Darstellung von Stereoskopbildern mit Hilfe orthogonaler Koordi-
naten‘, Programm der Gewerbeschule zu Neustadt a. d. H., Darmstadt 1876.

Die Beschrinkung auf den oben angegebenen keilférmigen Raum fiir den abgebildeten
Gegenstand fillt fort, wenn man das rechte Bild in griiner und das linke in roter Farbe
zeichnet und dann die Zeichnung durch eine Brille betrachtet, die rechts rotes und links
griines Glas hat, weil man dann rechts das rote Bild nicht sieht, dagegen das griine in
schwarzen Linien, ebenso links das griine Bild nicht, dagegen das rote in schwarzen Linien.
In diesem Falle diirfen die Bilder einander iiberdecken, so daB keinerlei besondere Be-
schrinkungen fiir den Platz des Gegenstandes selbst nitig sind. Solche Bilder sollen zu-
erst 1858 von J. Ch. d’Almeida hergestellt worden sein.

316. Perspektive Darstellung auf nicht lotrechter Tafel. In Nr. 300
wurde begriindet, weshalb man bej der perspektiven Abbildung von
Bauwerken u. dgl. eine lotrechte Bildtafel bevorzugt. Der Vollsténdigkeit
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halber soll aber jetzt noch gezeigt werden, wie man im Falle einer be-
liebig geneigten Tafel vorgehen kann.

Wir benutzen als Gegenstand wieder wie in Nr. 303 jene schon mehr-
fach wiedergegebene Baulichkeiten, die in Fig. 473 abermals im Grund-
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ri und Aufril dargestellt sind. Nachdem der Grundri O’ und der
Aufril 0" des Auges gewéhlt worden ist, wird man als Hauptsehstrahl
eine Gerade von O aus ziehen, die in beiden Projektionen nach der
ungefihren Mitte des Gegenstandes geht. Auf ihr wéhlt man dann
den Hauptpunkt H. Die Bildtafel T ist nun die in H auf HO senk-
recht stehende Ebene. Da man nach Nr. 202 die durch H gehenden
Hauptlinien dieser Ebene kennt, kann man ihre Spurgeraden (Nr. 201)
im Grundri und Aufri ermitteln. Die Spurgerade in der Grundrif3-
tafel sei mit s bezeichnet. Der Horizont A ist diejenige Héhenlinie, in
der die Tafel T durch die zur GrundriBitafel parallele Ebene durch O
geschnitten wird. Zur Anwendung des Schichtenverfahrens (Nr. 303)
wird die Tafel T noch mit den wagerechten Schichtebenen geschnitten,
wodurch sich die mit 7, 2. .. 6 bezeichneten Hoéhenlinien der Tafel T
ergeben. Die Hohenlinie 0 ist die Spurgerade s selbst. Die gehérig ver-
lingerten Geraden des Grundrisses des Gegenstandes treffen die Spur-
gerade s in den wie frither (in Nr. 303) mit 7 bis 7 und I bis VIII be-.
zeichneten Punkten. Die Punkte I bis 7 gehéren zu lauter parallelen
Geraden, deren Fluchtpunkt F der Schnittpunkt des von O auf die
Aufri3tafel gefillten Lotes mit der Tafel T ist. Die Punkte I bis VIII
ferner gehéren ebenfalls zu lauter parallelen Geraden. Ihr Flucht-
punkt @ ist der Schnittpunkt der durch O zur Projektionsachse parallel
gezogenen Geraden mit der Tafel T. Beide Fluchtpunkte F und &
liegen auf dem Horizont %, so dafl ihre Grundrisse F” und @’ sofort
zu finden sind, also auch ihre Aufrisse #”” und @”’. Insbesondere fillt
F” mit O” zusammen. Die zu den GrundriBlinien parallelen Kanten
in den einzelnen wagerechten Schichten schneiden, gehérig verlingert,
die Schichten-Hohenlinien 7 bis 6. Man bemerkt, daB die den Punkten
1 bis 7 auf s entsprechenden Punkte dieser Héhenlinien in zur Projek-
tionsachse senkrechten Ebenen liegen, ebenso die den Punkten I bis VIII
auf s entsprechenden Punkte der Schichten in zur Aufrifitafel parallelen
Ebenen. Wenn man nun die Bildtafel T auBer durch ihre GrundriB-
spurgerade s und ihre AufriBspurgerade, die sich in S auf der Projek-
tionsachse treffen, noch mittels der zur Projektionsachse senkrechten
Ebene durch die am weitesten links liegenden Kanten des Grundrisses
abgrenzt, entsteht ein dreieckiger Abschnitt ASB der Tafel, und die
den Punkten I bis 7 auf s entsprechenden Spurpunkte der einzelnen
Schichten befinden sich auf Parallelen zu 4B sowie die den Punkten I
bis VIII auf s entsprechenden Spurpunkte der Schichten auf Parallelen
zu SB. Die Seiten S84 und SB des Dreiecks SAB liegen in wahrer Linge
vor; die dritte Seite AB ergibt sich als Hypotenuse zu den Abstinden
der Punkte 4 und B von der Projektionsachse als Katheten, so daB
man das Dreieck SAB in Fig. 474 in wahrer GréBe zeichnen kann.
Auf S4 oder s gibt man die mit 7 bis 7 und I bis VIII bezeichneten
Punkte an. Ferner kann man die Hohenlinien der sechs Schichten
parallel zu s eintragen, da man ihre Schnittpunkte mit SB aus dem
Aufri entnehmen kann. Indem man nun durch die Punkte I bis 7
auf s die Parallelen zu AB und durch die Punkte I bis VIII auf s die
Parallelen zu SB zieht, bekommt man die Schnittpunkte aller zu den
Fluchtpunkten F' und & gehorigen wagerechten Geraden des Gegen-
standes mit der Tafel T. Der Horizont A ist ebenso wie die Schichten-
hohenlinien einzutragen, indem man den Abschnitt, den er auf SB
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bestimmt, aus dem Aufrifl entnimmt. Um nun auf 4 die Fluchtpunkte ¥
und $ zu bekommen, legt man noch in Fig. 473 durch das Auge O die
zur Spurgeraden s senkrechte, also die zur Grundriitafel und zur Tafel T
senkrechte Ebene. Sie schneidet s in einem Punkt M, / in einem Punkt N,

Indem man M auf s in Fig. 474 iibertréigt und dann hier in M das Lot
auf s errichtet, findet man durch den Schnitt mit # den Punkt N. In-
dem man ferner aus dem Grundri8 N’F’ und N’'®’ entnimmt und
diese Strecken von N aus in Fig. 474 auf % nach rechts und links ab-
tragt, erhdlt man die Fluchtpunkte # und @. Der Punkt F ist aller-
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dings zu weit entlegen. Deshalb ist in Fig. 474 der Hilfsfluchtpunkt Fi,
eingezeichnet, dessen Entfernung von N ein Drittel von NF betrigt.
Man kann nun in Fig. 474 das perspektive Bild des Grundrisses da-
durch einzeichnen, daB man die Punkte 7 bis 7 auf s mit F und die
Punkte I bis VIII auf s mit @ verbindet. Die Geraden von I bis 7
nach F werden mittels des Hilfsfluchtpunktes Fy, wie in Nr. 309 er-
mittelt. In derselben Weise stellt man die perspektiven Bilder der
sechs Schichten her.

Alsdann sind die lotrechten Kanten des Gegenstandes in das Bild
einzuzeichnen. Da sie jetzt nicht zur Tafel T parallel sind, erscheinen
sie nicht als parallele Geraden. Vielmehr haben sie einen gemeinsamen
Fluchtpunkt §. Dies ist der Schnittpunkt der Tafel T mit der Ge-
raden 0’0 in Fig. 473, so daB §§’ mit 0’ zusammenfillt. Da ¢ der Ebene T
angehort, ergibt sich aus §’ der Aufri8 §”, indem man die durch
gehende Hauptlinie zweiter Art der Ebene T benutzt, deren Grund-
riB mit 0’®’ zusammenf#llt und deren Aufri sofort gefunden wird.
Um § in Fig. 474 einzutragen sowie den Hauptpunkt H in dieser Bild-
zeichnung zu ermitteln und zugleich festzustellen, wie grol die Distanz d
ist,’ wird man die durch O senkrecht zu s gelegte Hilfsebene in Fig. 473
um ihre GrundriBspurgerade in die Grundritafel umlegen, wobei O
nach (0) und N nach (N) gelangt, indem die Héhen O’(0) und N’(N)
gleich der aus dem Aufri8 zu entnehmenden Héhe von O sind. Die
Gerade M (N) stellt in der Umlegung die Fallinie MN der Tafel T dar,
und auf ihr liegt der umgelegte Fluchtpunkt (). Ferner ist der Fuf3-
punkt des Lotes von (0) auf M(N) der umgelegte Hauptpunkt (H),
also (0)(H) gleich der Distanz d. Die Fallinie MN liegt nun in Fig. 474
vor. Indem man also M () und M (H) aus Fig. 473 entnimmt und auf
MN von M aus nach unten und oben abtréigt, erhilt man den Flucht-
punkt ¥ und den Hauptpunkt H. Die lotrechten Kanten des Gegen-
standes stellen sich als von {§ ausgehende Geraden dar. Dadurch werden
die vorher gezeichneten einzelnen Schichten auf ihre Richtigkeit ge-
priift, und so vollendet man leicht die ganze Zeichnung.

Die Umrahmung des Bildes hat wieder so zu geschehen, daB8 H auf
der senkrechten Mittellinie des Rahmenrechtecks liegt (Nr. 301). Ins-
besondere haben wir eine quadratische Umrahmung vorgenommen.
Will man bei der Betrachtung des Bildes die richtige Wirkung erzielen,
so muB man das Auge O senkrecht iiber H in der Entfernung d ein-
stellen, und auBerdem muB man die Zeichnung entsprechend der aus
Fig. 473 in der Umlegung M (N) der Fallinie ersichtlichen schrigen
Lage halten.

Weil die lotrechten Geraden im Bild als von & ausgehende Geraden
erscheinen, wird man derartige perspektive Darstellungen nur dann be-
nutzen, wenn man dafiir zu sorgen wei}, dal das Bild nur in der rich-
tigen schrigen Stellung betrachtet werden kann, indem man es z. B.
in der richtigen Neigung an einer Wand aufhéingt.

317. Ubungen. 1) Die Cheopspyramide bei Kairo hat eine quadra-
tische Grundfliche, deren Kanten nach den vier Haupthimmelsrich-
tungen gehen. Die Kantenlinge betrigt rund 230 m und die Héhe der
Pyramide rund 140 m. Das Bild der Pyramide zu zeichnen fiir einen
Beobachter, der sich in 400 m Entfernung von der Mitte der Grund-
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fliche befindet, und zwar in der Richtung, die um 30° von der Siid-
richtung nach Osten abweicht. Die Hohe des Auges iiber der Grund-
ebene betrage 20 m (Nr. 301, 306).

2) Die Tafel sei lotrecht, eine wagerechte Ebene E sei durch ihre
Spurgerade s gegeben. Diese Ebene sei die Oberfliche des spiegelnden
Wassers. Eine Gerade, deren Fluchtpunkt F héher als der Horizont
und deren Spurpunkt § tiefer als die Spurgerade gegeben ist, soll im
Wasser gepiegelt werden (Nr. 307).

3) Perspektive eines Ikosaeders oder Dodekaeders, das einem auf
wagerechter Ebene stehenden Wiirfel einbeschrieben ist (Nr. 68, 308).

4) Eine wagerechte Ebene E sei durch ihre Spurgerade s auf der lot-
rechten Tafel gegeben. In einem Punkt 4 von E ist ein Lot AB auf
die Ebene errichtet. Das Bild %% von AB liege vor. Ferner sei € das
Bild irgendeines Punktes C der Ebene E. Welchen Winkel bildet BC
in Wahrheit mit der wagerechten Ebene (Nr. 308)? Die Distanz sei
vorgeschrieben. )

5) Den in Fig. 438, Nr. 304, dargestellten Kanal fiiv eine dreimal so
groe Distanz zu zeichnen (Nr. 311).

6) Ein durch seinen Grundrif und Aufrill gegebener Turm, dessen
Grundfléiche ein regelmifBiges Achteck und dessen Spitze eine regel-
-méBige achtseitige Pyramide ist, soll auf einer Tafel abgebildet werden
unter der Annahme, dafl der Beobachter auf der Grundebene stehe und
sein Hauptsehstrahl ungefahr nach der Mitte der Turmachse gerichtet
sei, 8o daB die Tafel nicht lotrecht ist. Der Fluchtpunkt der lotrechten
Kanten liegt nicht wie der Fluchtpunkt % in Fig. 474 von Nr. 316
unterhalb, sondern oberhalb des Horizonts.

§ 3. Schattenkonstruktionen in der Perspektive.

318, Zentralbeleuchtung. Bei der Darstellung von Gegenstinden in
Parallelprojektion, insbesondere in senkrechter Projektion, war die Be-
leuchtung nur ein Mittel, die Zeichnung anschaulicher zu machen.
Dieser Zweck wurde geniigend durch Anwendung einer Parallelbeleuch-
tung erreicht (Nr. 110 und 270). Anders ist die Beleuchtung im Falle
der Perspektive aufzufassen. Da die Perspektive die Bilder so ent-
werfenr will, wie sie wirklich gesehen werden, muf} sie auch die Schatten
wiedergeben, die im Falle der Beleuchtung durch eine Kerze, Lampe,
Laterne od. dgl. vorkommen. Es werde also angenommen, daf die
Lichtquelle irgendein bestimmter Punkt L sei; dann handelt es sich
um die Zentralbeleuchtung von einer im Endlichen befind-
lichen Lichtquelle L aus. Die Parallelbeleuchtung, z. B. die durch
die Sonne, ist in der Perspektive nicht wesentlich anders als die Zentral-
beleuchtung zu behandeln, denn parallele Lichtstrahlen erscheinen im
Bild ebenfalls als Geraden, die einen Punkt, den Fluchtpunkt, gemein
haben (Nr. 294). Auf den Fall der Parallelbeleuchtung oder Sonnen-
beleuchtung werden wir in Nr. 324 ndher eingehen.

Wir setzen auch jetzt voraus, daB die Bildtafel T lotrecht sei
(Nr. 300). Als Grundebene E diene wie bisher diejenige wagerechte,
Ebene, auf der alles aufgebaut ist, also die Grundrifitafel im Fall der
gebundenen Perspektive. Sie wird durch Angabe ihrer Spurgeraden s,
der Standlinie, festgelegt, die zu dem durch den Hauptpunkt H gehen-
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den wagerechten Horizont % parallel ist und tiefer als A liegt. Die
senkrechte Projektion L’ der Lichtquelle L auf die Grundebene E heile
der FuBpunkt der Lichtquelle. Unter L’L stelle man sich etwa
eine Kerze mit dem FuB L’ und dem

leuchtenden Dochtende L vor. Um nicht

zu vielerlei Bezeichnungen zu haben,

wollen wir dieselben Buchstaben im Bild

wie in Wirklichkeit anwenden, demnach

die Kerze durch die Strecke L’L in der

Zeichnung, siehe Fig. 475, geben. Man

kann leicht ermitteln, wo sich der FuB-

punkt L des Lotes von L auf die Tafel T

befindet, und wie lang dieses Lot ist. Denn

dies Lot ist eine Tiefenlinie (Nr. 300), daher

sein Fluchtpunkt der Hauptpunkt H. Die

lotrechte Ebene, die LL enthalt, also die Ebene von LL und LI/,
schneidet daher die Grundebene E in der Geraden HL/, die s in einem
Punkt L’ trifft. Folglich schneidet diese Ebene die Tafel in der lot-
rechten Geraden durch I/, so da$ der Schnitt dieser Geraden mit HL
der gesuchte FuBpunkt L ist. Das Lot LL von L auf die Tafel ist in
Wahrheit gerade so lang wie L’L’, und die wahre Linge dieser Strecke
ergibt sich nach Fig. 449 von Nr. 308 als der Abschnitt, den die von
dem einen Distanzpunkt D, nach L’ gehende Gerade auf der Spur-
geraden s bestimmt, némlich als die Strecke L’(L). Demnach liegt die
Lichtquelle auf der von L ausgehenden Tiefenlinie hinter der Tafel in
der Entfernung, die gleich L’(L) ist.

319. Lotrechte Strecken in Zentralbeleuchtung. Indem wir Fig. 476
beibehalten, nehmen wir an, ein auf der Grundebene E stehendes Lot
sei durch seinen FuBpunkt P’ und Kopf P gegeben. Der Schlagschatten,
den P’P auf die Grundebene E wirft, ist der Schnitt der Ebene E mit
der Ebene der von L nach P’P gehenden Lichtstrahlen. Diese Licht-
ebene enthilt die zu P’P parallele Gerade L’L, mithin schneidet sie E in
der durch L’ und P’ gehenden Geraden, auf der also der Schlagschatten
liegt. Der Schatten erstreckt sich von P’ bis zum Schnittpunkt P
von L’P’ mit dem Lichtstrahl LP, vgl. auch Fig. 411 von Nr. 293.

Aber die Sachlage ist nicht immer so einfach. Die Zentralbeleuch-
tung unterscheidet sich némlich in einer Hinsicht wesentlich von der
Parallelbeleuchtung. Wird die Ebene E von oben her durch parallele
Strahlen erhellt, so hat jeder oberhalb E befindliche Punkt P des
Raumes einen Schlagschatten § auf E, wird sie dagegen durch Strahlen
erhellt, die von einer im Endlichen gelegenen Lichtquelle L oberhalb E
ausgehen, so werfen nur die tiefer als L liegenden Punkte Schlag-
schatten auf E. Denn der Lichtstrahl von L nach einem hoher als L
gelegenen Punkt P steigt empor, so dafl erst seine riickwirtige Ver-
lingerung iiber L hinaus die Ebene E in einem Punkt 9 trifft, der
also ein bloB geometrischer, nicht physikalischer Schlagschatten ist
(Nr. 113). DaB in Fig. 475 dieser Fall nicht vorliegt, kann man be-
stitigen, indem man L mit dem Fluchtpunkt F von L’'P’ durch eine
Gerade verbindet und den Schnittpunkt @ dieser Geraden mit PP
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bestimmt. Denn da LF und L'F in Wahrheit parallel sind, ist L'L in
Wahrheit gleich P’Q. In Fig. 475 ist nun @ iiber P gelegen, somit P’'P
in Wahrheit kleiner als L'L.

Noch ein zweiter Umstand ist zu beachten: Auch wenn P tiefer
als L liegt, also auch dann, wenn dem Punkt P ein wirklicher Schlag-
schatten P auf E zukommt, ist es moglich, dafl dieser Schlagschatten
kein wirklich wahrnehmbares, sondern nur ein geometrisches perspek-
tives Bild hat (Nr. 292), nimlich dann, wenn ® hinter dem Beobachter,
besser gesagt, hinter der Verschwindungsebene liegt. In diesem Fall
ergibt sich das bloB geometrische Bild von 9P als ein Punkt, der ober-
halb des Horizontes % liegt. Der Horizont % begrenzt ja nach oben
hin den fiir den Beobachter sichtbaren Teil der Grundbene & (Nr. 296).

Wenn wir annehmen, daf P’P ein dem Beobachter sichtbares Lot
oberhalb E sei, liegt weder der Fluchtpunkt F noch der Schnittpunkt P
von L’P’ und LP zwischen I’ und P’. Demnach ergeben sich die fol-
genden sechs Moglichkeiten je nach der Lage von 8 und F auf den
Verlingerungen der Strecke L’P’ iiber P’ oder L’ hinaus:

Der Schlagschatten%Der Schlagschatten von P’P

Fall| Lage im Bild | In Wahrheit ist

von P ist i ist die Strecke
o |L/PP—$—F| PP<ILIL | vorhanden und | P, im Bild und in Wahr-
sichtbar . heit endlich

P'F, im Bild endlich, in
Wabhrheit

c |F—-L'P — P'P<L'L vorhanden und ! P’§, im Bild und in Wahr-

sichtbar ¢ heit endlich

d |$—-LP —F P'P>L'L nicht. vorhanden = P’F, im Bild endlich, in

Wahrheit o

e $—F-LP P'P< L', | vorhanden, aber ! iiber P’ hinaus, im Bild o,

: unsichtbar © in Wahrheit endlich
f |F— B —LP P'P~I1'I, | nicht vorhanden : iiber P’ hinaus, im Bild
| und in Wahrheit o

b |L'PP—F—- % P'P>LL nicht vorhanden

Diese sechs Falle
sind in Fig. 476
dargestellt. Inden
Fillen b und d
ist auch angege-
ben, wie man den
Fluchtpunkt des
Lichtstrahls LP
findet. In allen
Fallen ist der
Lichtstrahl LP im
Sinne der Fort-
schreitung des
Lichtes mit einem
Pfeil versehen
worden.
Insbesondere
kann es vorkom-
men, daB LP und L'P’ im Bilde parallel sind, also P im Bild unendlich
fern liegt. Dann gehért P der Verschwindungsebene an.
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Wenn P’P in Wahrheit gerade so lang wie L’L ist, also @ mit P
zusammenfillt, liegt P in F. Der Schlagschatten von P’P ist dann
unendlich lang.

320. Zentralbeleuchtung eines Innenraumes. Wenn das perspektive
Bild eines Gegenstandes nach den im vorigen Paragraphen entwickelten
Verfahren (Nr. 301 bis 308) aus dem Grundri und Aufri} oder aus
dem Grundril und den Hohen iiber dem GrundriBf (Nr. 310) abgeleitet
worden ist, kennt man von jedem Punkt P des Gegenstandes sowohl
sein eigenes Bild als auch das Bild seines Grundrisses P’. Man kann
daher nach voriger Nummer bei Annahme einer Lichtquelle L und
ihres FuBpunktes L’ den gesamten wirklichen oder auch nur geometri-
schen, sichtbaren oder unsichtbaren Schlagschatten auf der Grundebene E
herstellen. Weiterhin kann man daraus durch Zuriickgehen nach
der Lichtquelle (Nr. 112) diejenigen Schlagschatten bestimmen, die
von den einzelnen Teilen des Gegenstandes aufeinander geworfen werden.
Was die Eigenschatten betrifft, so gilt wie in Nr. 111 die Regel, da8}
ein sichtbares ebenes Flidchenstiick beleuchtet ist oder Eigenschatten
hat, je nachdem sein Umlaufsinn mit dem seines Schlagschattens iiber-
einstimmt oder ihm entgegengesetzt ist.

Wenn der Grundril in der Perspektive nur einen schmalen Streifen
zwischen dem Horizont % und der Standlinie s einnimmt, ist es ungenau,
aus den auf die Grundebene E fallenden Schatten durch Zuriickgehen in
der Lichtrichtung diejenigen Schatten zu ermitteln, die von den Teilen
des Gegenstandes aufeinander geworfen werden. Diese Ungenauigkeit
kann man dadurch beseitigen, da man wie in Nr. 306 einen ver-
senkten Grundrifl benutzt. Aber die Schlagschatten auf einer tiefer
gelegenen wagerechten Ebene sind oft zum Teil unerreichbar. Deshalb
empfiehlt es sich, noch andere Hilfsmittel heranzuziehen. Hier wollen
wir zwei einfache Sidtze benutzen. Der erste Hilfssatz besagt, dall
der Schlagschatten, den eine Gerade auf eine Ebene wirft,
stets durch den Schnittpunkt der Geraden mit der Ebene
geht, Handelt es sich um den Schatten, den eine Strecke auf ein be-
grenztes Stiick Ebene wirft, so hat man, um diesen Satz anzuwenden,
sowoh] die Strecke als auch das Ebenenstiick weiter fortzusetzen. Ist
eine Gerade insbesondere zu einer Ebene parallel, so ist der Schatten,
den sie auf die Ebene wirft, zu ihr selbst parallel, d. h. die Verlingerung
des Schattens geht in der perspektiven Darstellung nach dem Flucht-
punkt der Geraden. Der zweite Hilfssatz besagt, dal der Schatten,
den eine Gerade auf eine Ebene wirft, durch den Punkt
geht, in dem der zur Geraden parallele Lichtstrah]l die
Ebene trifft, vgl. Fig. 411 und 412 von Nr. 293. Dieser parallele
Lichtstrahl stellt sich im Bild als derjenige dar, der nach dem Flucht-
punkt der Geraden geht. Demnach findet man zwei Punkte des Schlag-
schattens, den eine QGerade auf eine Ebene wirft, indem man erstens
den Schnittpunkt der Geraden mit der Ebene und zweitens den Schnitt-
punkt des zur Geraden parallelen Lichtstrahls mit der Ebene bestimmt.

Diese Hilfsmittel reichen aus, um in Fig. 477 alle Schatten zu er-
mitteln, die in dem dargestellten Innenraum bei der Beleuchtung von
L aus vorkommen. Das perspektive Bild des Grundrisses ist ange-
geben; die Distanz betrigt 8 cm. Die wagerechten Geraden auf den
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Winden A und C haben ihren Fluchtpunkt ¥ auf dem Horizont in der-
jenigen Entfernung vom Hauptpunkt H, die gleich dem Doppelten der
Entfernung des Hilfsfluchtpunktes Fy, von H ist (Nr. 309). Ent-
sprechendes gilt in bezug auf die Winde B und D, indem hier &., der
Hilfsfluchtpunkt ist. Die Lichtquelle L ist als eine Lampe gedacht,
die an der Stelle L”" des oberen Brettes mittels des Pendels L”L auf-
gehiingt ist. Man bekommt den FuBpunkt L’ der Lichtquelle, indem
man durch L” die Geraden nach F und @ zieht, von ihren Schnitt-
punkten mit den Ebenen D und A senkrecht nach unten geht und

Fig. 477.

vontden Stellen, an denen man so den FuBlboden erreicht, die Ge-
raden nach F und @ zieht. Der Schnittpunkt dieser beiden Geraden
ist L’. Um den zweiten Hilfssatz anwenden zu konnen, bestimmt man
noch die Punkte L,, L, und L;, in denen die zu den Zimmerwinden
parallelen wagerechten Geraden durch L die Wiande A, C, D treffen.
Insbesondere ist L, der Schnittpunkt von L® mit der Ebene A, L,
der Schnittpunkt von L% mit der Ebene C und L; der Schnittpunkt
von LF mit der Ebene D. Die Konstruktion von L,, L,, L; geschieht
mit Hilfe des Grundrisses, indem man L'® und L’F mit den Grund-
kanten der Winde schneidet und von da senkrecht in die Hohe geht.

Zunichst werde der Schlagschatten der Kante 01234 bestimmt.
Die Schatten I, II,III,IV der Punkte 1,2, 3, 4 auf der Wand A
findet man, indem man die Schlagschatten ermittelt, die von den von
1,2, 3,4 auf die Wand A gefillten Loten, den Kanten des Bretter-
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gestelles, auf A geworfen werden. Nach dem zweiten Hilfssatz némlich
miissen diese Schlagschatten verlingert nach L, gehen. Ebenso findet
man den Schlagschatten V, den die einspringende Ecke 6 des obersten
Brettes auf A wirft. Von V geht der Schlagschatten aus, den 56 auf A
wirft. Dieser Schatten wird an der obersten Kante der Wand A ge-
brochen. Da 46 zur Zimmerdecke parallel ist, lduft der Schatten an
der Decke in Wahrheit parallel zu 56, d.h. er geht im Bild gehérig ver-
lingert nach dem Fluchtpunkt @. Entsprechendes ist iiber die Schlag-
schatten auf den Winden C und D und uber die Fortsetzung des Schat-
tens von 6 7 auf der Zimmerdecke zu sagen. Die Schattengrenzen auf C
gehen, gehorig verldngert, durch L., der Schatten von 67 auf D, ge-
horig verlingert, durch L,;. Die Konstruktion der Schlagschatten der
einzelnen Bretter erhellt ohne weiteres, ebenso die des Schattens, der
in den Tireingang fallt, wobei auch der Punkt L’ benutzt werden
kann. Was schlieBllich den Schatten der gedffneten Tiir betrifft, so ist
zu beachten, daB seine Grenzlinie auf dem FuBboden von L’ ausgeht,
woraus sich ohne weiteres der Schlagschatten XI des Punktes 11 auf A
ergibt. Die obere Tiirkante hat demnach auf A den Schlagschatten,
von 12 nach XI. DaB der Punkt 70 auf dem Lichtstrahl nach 7 liegt,
ist nur ein Zufall.

Daf von allen Brettern nur diejenigen Seiten zu sehen sind, die be-
leuchtet werden, findet seine Erkldrung darin, dal die Lichtquelle nur
wenig hoéher als das Auge ist.

321. Lichtquelle hinter dem Beobachter. Bisher haben wir still-
schweigend angenommen, daf sich die Lichtquelle L vor dem Beobachter,
genauer gesagt, vor der Verschwindungsebene befinde. Ein Gegen-
stand kann aber auch durch eine hinter der Verschwin-
dungsebene gelegene Lichtquelle beleuchtet werden, die
der Beobachter also nicht sieht und die daher auf dem
fertigen Bild nicht darzustellen ist. Fiir die Konstruktion der
Schatten wird trotzdem das nur geometrische Bild der Kerze L'L wie in
der vorhergehenden Nummer benutzt.

Den Unterschied zwischen dem bisher betrachteten und dem neuen

Fall zeigt Fig. 478, wo die Ebene der Zeichnung die lotrechte Ebene
durch das Auge O und

die Kerze L'L sei. Bei . T i
der bisher gemachten An- ), | —
nahme a liegt das sicht- <= -2 |
bare Bild der Kerze 'L : E | —— |,
so, daB der leuchtende | | =

Punkt L iber dem Ker- B
zenfufl L’ zu zeichnen ist,
bei der neuen Annahme b dagegen liegt das nur geometrische
Bild des leuchtenden Punktes L unterhalb des ebenfalls
nur geometrischen Bildes des FuBpunktes L. Das geometrische
Bild der Kerze steht also jetzt auf dem Kopf. Da der Punkt L’ der
Grundebene E angehort, aber hinter der Verschwindungsebene V liegt,
befindet sich das Bild von L’ oberhalb des Horizonts &.
Nimmt man demgem&8 L’ oberhalb des Horizonts 4 und L irgendwo
senkrecht darunter an und bestimmt man die Schlagschatten auf der
Scheffers, Geometrie II. 2. Auil. 5

Fig. 478.
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Ebene E wie in Nr. 319, so sind dies also die Schlagschatten bei der
Beleuchtung von einer hinter dem Beobachter gelegenen Stelle aus.
Fig. 479 gibt ein Beispiel: Ein auf E stehendes gerades Prisma, als dessen
Grundfléche ein Parallelogramm gewéhlt wurde, sowie ein auf E liegen-
des Prisma, dessen lotrechter Querschnitt ein in Wahrheit rechtwink-
liges Dreieck ist, werden von der hinter dem Beobachter angenommenen

Lichtquelle L beleuchtet. Da die Eckpunkte 7, 2, 3, 4 und 4, B, auf E
senkrecht projiziert, die FuBBpunkte 1’, 2’, 3’, ¢ und A’, B’ haben, findet
man die Schlagschatten I, 11, I11, IV und A, B so, wie es bei 4 ge-
zeigt ist: Der Punkt % ist der Schnittpunkt des Lichtstrahls AL mit 4’1’

Den Schlagschatten, den das stehende Prisma auf das liegende wirft.
kann man durch Zuriickgehen nach der Lichtquelle wie in Nr. 112
und 272 bestimmen. Man wird z. B., um den Schlagschatten I von 7
auf ABCD zu finden, den Schatten 17’1 bis UPB verlingern und dann
vom Schnittpunkt € mit AV den Strahl durch L ziehen. Er trifft AB
in einem Punkt €, auf dessen Verbindungslinie mit dem Schnittpunkt
von I’I und CD der Schlagschatten liegt, den 1’7 auf die Ebene
ABCD wirft. Aber man kann dasselbe dadurch erzielen, dal man das
Liegende Prisma mit der Lichtebene durch die lotrechte Kante 11’ zum
Schnitt bringt. Diese Lichtebene ist namlich lotrecht, so dafl man von
dem Schnittpunkt des Schattens 1'] mit A’B’ senkrecht bis 4B empor-
geht, wodurch man ebenfalls zu dem Punkt € gelangt.

Das soeben benutzte Verfahren wird bei Schattenkonstruktionen
oft verwendet. Allgemein gesagt besteht es in folgendem: Soll der
Schlagschatten ermittelt werden, den ein Punkt P auf
einen Gegenstand wirft, so benutzt man als Hilfsebene die
Lichtebene durch das auf der Grundebene E stehende Lot
P’P. Diese Hilfsebene schneidet E in dem Schlagschatten, den PP
auf E wirft, nimlich lings der Geraden P’L’. Da die Hilfsebene lot-
recht ist, kann man, vom Grundri senkrecht in die Héhe gehend,
ohne weiteres ihren Schnitt mit dem vorliegenden Gegenstand ermitteln.
Da, wo der Lichtstrahl von P zum erstenmal diese Schnittlinie trifft,
liegt der gesuchte Schlagschatten von P.

Besonders ist zu beachten, daf, falls die Lichtquelle L
hinter der Verschwindungsebene liegt, der Sinn des Fort-
schreitens des Lichtes, also der Sinn der Bewegung von L
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aus, im Bilde gerade umgekehrt in die Erscheinung tritt:
Hier ist der Pfeil nach dem geometrischen Bild der Lichtquelle L ge-
richtet. Wie das zustande kommt, soll Fig. 480 erldutern, worin 1, 2,
3, 4 aufeinanderfolgende Punkte auf einem Lichtstrahl von L aus sind.
Man bemerkt, daB die Bilder dieser Punkte in der Tat so aufeinander
folgen, da3 der Pfeil auf der Bild-
tafel nach dem geometrischen Bild
von L geht. Allgemein ist zu sagen:
Durchléuft ein Punkt einen von einer
Stelle L ausgehenden Strahl, indem
er sich also von L aus immer weiter
entfernt, so durchliuft das perspek-
tive Bild des Punktes das Bild des
Strahles dann, wenn L sichtbar, also
vor dem Beobachter ist, so, daB es
sich ebenfalls vom Bild des Punktes L
entfernt, andernfalls. aber, wenn L
unsichtbar, also hinter dem Be-
obachter ist, so, daB es sich dem in diesem Fall bloB geometrischen
Bild des Punktes L immer mehr ndhert. Anders gesagt: Von einem
Punkte L ausgehende Strahlen erscheinen in der Perspek-
tive als ebenfalls vom Bild des Punktes L ausgehende oder
aber als dorthin zusammenlaufende Strahlen, je nachdem
der Punkt L vor oder hinter der Verschwindungsebene liegt.

Dementsprechend weisen die Pfeile der Lichtstrahlen in Fig. 479
von den Punkten 7, 2, 3, 4 und 4, B nach dem geometrischen Bild L
der Lichtquelle hin. Wie schon bemerkt wurde, ist L’L in Fig. 479
nur als Hilfslinie fiir die Konstruktion zu benutzen. Auf einem fertigen
Bild, das nur das wirklich Sichtbare zeigen soll, ist L’L fortzulassen.
In Fig. 479 ist iibrigens weder die Standlinie s, noch der Hauptpunkt H
und die Distanz angegeben. Die Zeichnung ist ndmlich richtig fir
irgendeine unterhalb A parallel zu A gezogene Standlinie s, fiir irgend-
einen Hauptpunkt H auf » und fiir irgendeine Distanz d.

Wenn die Standlinie s, der Hauptpunkt H auf %4 und die Distanz d
gegeben sind, kann man geradeso wie in Fig. 475 von Nr. 318 aus
dem nur geometrischen Bild L’L
der Kerze ermitteln, wo sich die
Lichtquelle in Wirklichkeit be-
findet, siehe Fig. 481. Das Lot
von L auf die Tafel, also die
durch L gehende Tiefenlinie, hat
H als Fluchtpunkt und schneidet
die Tafel in L. Die Strecke LL
ist also das Bild des Lotes von
der Lichtquelle auf die Tafel
Sie ist in Wahrheit gleich der
Strecke L’L’, und die Lénge dieser Strecke ergibt sich wie in Fig. 475
von Nr. 318, indem man einen Distanzpunkt — hier empfiehlt es sich,
den rechts gelegenen Punkt D, zu nehmen — mit L’ verbindet. Diese
Verbindende schneidet die Spurgerade s in einem Punkt (L), und die
Strecke I’(L) ist die gesuchte Entfernung. Demnach liegt die Licht-

5#
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quelle senkrecht vor dem Punkt L der Tafel in der Entfernung, die

gleich L’(L) ist. Diese Entfernung ist, wie es ja sein muB, griBer als
die Distanz d = HD,.

322. Lichtquelle unterhalb der Grundebene. KEs kann vorkommen,
dafl die Grundebene E nur zum Teil wirklich stofflich vorhanden ist,
also eine Liicke hat, so daB auch der Fall eintreten kann, daf das
Licht von einer unterhalb der Grundebene befindlichen
Stelle L aus die iiber der Grundebene gelegenen Gegen-
stdnde beleuchtet. Dies ist der Fall der Belecuchtung vom
Keller aus.

In Fig. 482 liegt die Annahme vor, dall von einem Zimmer aus eine
Treppe zum Keller fiihre. Im Keller sei eine Lichtquelle L, etwa mittels
eines Pendels an der Stelle L’ der Grundebene E, d. h. des FuBbodens,
aufgehéingt. In diesem Fall ist L wie in der letzten Nummer unter-
halb L’ anzunehmen, aber in voriger Nummer lag L’ oberhalb des Hori-
zonts h, wihrend wir jetzt annehmen, daB sich die Aufhdngestelle L’
vor dem Beobachter befinde, also ihr Bild unterhalb des Horizonts A
habe. Die wagerechten Kanten der Zimmerwénde gehen nach unerreich-
baren Fluchtpunkten F' und @, deren Lage sich aus den angegebenen
Hilfsfluchtpunkten F., und @, ergibt, indem sie von H doppelt so
weit wie Fy, und @i, entfernt sind. Die Kelleréffnung 1234 wirft
auf die Winde einen Lichtfleck, der in der alten Weise konstruiert
wird. Dabei benutzt man, um den zweiten Hilfssatz von Nr. 320 an-
wenden zu kénnen, die Punkte L’ und L', in denen die zu den Winden
parallelen wagerechten Geraden von L aus die nach unten fortgesetzt
gedachten Winde treffen. Wie man sie findet, zeigen die durch L’ auf
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der Grundebene gezogenen Parallelen zu den Zimmerwidnden. Da die
Kante 12 der Kellersffnung zu LL” parallel ist, geht ihr Schatten I 17
verlingert nach dem Punkt L”. Ebenso geht der Schatten, den die
Kante 14 auf die andere Wand wirft, verlingert nach dem Punkt L.
Die Kante 14 wirft aber ihren Schatten zum Teil auch auf die linke
Wand, die zu ihr parallel ist, so daB ihr dort zustande kommender Schat-
ten auf der Geraden von I nach dem Fluchtpunkt F liegt. Ebenso ist
der Schatten, den 23 auf die linke Wand wirft, auf der Geraden von I1
nach ¥ gelegen. Aber 23 wirft auch auf die rechte Wand einen Schat-
ten; er geht verlingert nach dem Punkt, in dem die Verlingerung
von 23 die rechte Wand schneidet, aulerdem nach L’’. Die beiden
sichtbaren wagerechten Ebenen der Treppenstufen haben Eigenschatten.
Die Schlagschatten, die sie auf die rechte Kellerwand werfen, gehen
verlingert nach den Punkt L?Y, dem Schnittpunkt von LL’” mit dieser
Kellerwand, wihrend ihre Schlagschatten auf den lotrechten Stufen-
ebenen zu ihnen selbst parallel sind, also verlingert nach F gehen.

Soeben haben wir eine Lichtquelle L unterhalb der Grundebene E
so angenommen, dafl sie sich vor dem Beobachter befindet. Sie wére
also wirklich sichtbar, wenn der FuBlboden des Zimmers nicht vor-
handen wire. SchlieB-
lich kann aber auch
der Fall vorkommen,
dall sich die unter-
halb der Grundebene
E gelegene Licht-
quelle L hinter dem
Beobachter befindet.
AlsErginzung zu Fig.478
von Nr. 321 diene daher
Fig.483, deren Ebene wie-
der die lotrechte Ebene
durch das Auge O und die Gerade LL’ sei: Fall ¢ bezieht sich auf die
Annahme in Fig. 482; hier ist die Lichtquelle vor der Verschwindungs-
ebene V gelegen. Fall d bezieht sich auf eine hinter der Verschwindungs-
ebene gelegene Lichtquelle. Zusammen mit den Féllen a und b in
Fig. 478 von Nr. 321 ergibt sich die folgende Ubersicht:

Fig. 483.

Fall Lichtquelle L’ im Bild |L im Bild

oberhalb E und vor der Verschwindungsebene V | unterhalb k| iiber L’
oberhalb E und hinter der Verschwindungsebene V| oberhalb & | unter L’
unterhalb E und vor der Verschwindungsebene V| unterhalb b | unter L’
unterhalb E und hinter der Verschwindungsebene V| oberhalb k | iiber L’

}Fig. 478

¢ T

}Fig. 483

fol
[=5

Nach voriger Nummer gehen die Pfeile der Lichtstrahlen im Bild in
den Fillen a und ¢ von L aus, in den Fillen b und d nach L hin, denn
in den Fillen b und d ist L in der Perspektive das nur geometrische,
nicht sichtbare Bild der Lichtquelle.

Als Beispiel zu Fall d diene Fig. 484, bei der nur das eine zu be-
merken ist, daf der Schatten der Kante 12 dadurch gefunden wird,
daB man von einem Punkt 7 dieser Kante den Schatten bestimmt:
Der Lichtstrahl 7L liegt in der lotrechten Lichtebene ILL’, die
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die rechte Wand in der lotrechten Geraden nach dem gesuchten
Schatten I schneidet.

Die Lage der Lichtquelle gegeniiber der Tafel 148t sich auch im
Fall d nach dem Verfahren von Fig. 475, Nr. 318, ermitteln, siehe
Fig. 485: Die Lichtquelle liegt auf dem
in L auf die Tafel errichteten Lot, und
zwar in der Entfernung L7(L), die
grofler als die Distanz d = HD, ist,
so dal L in der Tat hinter dem Be-
obachter gelegen ist.

323. Liehtquelle in der Verschwin-

dungsebene. Wenn sich die Lichtquelle L

in der Verschwindungsebene V befindet,

darf sie selbstredend nicht insbesondere

im Auge O angenommen werden. Ihr

perspektives Bild liegt unendlich fern

(Nr. 292). Dasselbe gilt vom perspek-

tiven Bild ihres FuBpunktes L’. Mit-

hin sind dann in der Zeichnung

die Lichtstrahlen als lauter parallele Geraden zu ziehen,
und ihre senkrechten Projektionen auf die Grundebene E
erscheinen ebenfalls als parallele Geraden, siehe Fig. 486,
worin die Schlagschatten von vier lotrechten Stiben 1, 2, 3, 4 dar-
gestellt sind. Insbesondere werfen die Stibe 3 und 4 unendlich lange
Schatten. Der Stab 4 ist so lang, daB der Lichtstrahl durch sein oberes
Ende die Grundebene E nicht schneidet. Vielmehr tut es nur die riick-
wiirtige Verlingerung des Lichtstrahls, wie man daraus sieht, daB der
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geometrische Schlagschatten des oberen Endes oberhalb des Horizonts %
hegt, so daB8 er kein wirklicher Schlagschatten ist.

Da hier die Lichtstrahlen im Bild als parallele Geraden erscheinen,
mufl betont werden, daB es sich dennoch nicht um Parallel-
beleuchtung, sondern um Zentralbeleuchtung handelt. Die
Lage der Lichtquelle gegeniiber der Tafel kann man wieder wie in
Fig. 475 von Nr. 318 ermitteln, wenn man nur bedenkt, daBl jetzt L
und L’ im Bild unendlich ferne Punkte sind, siehe Fig. 487: Man zieht
denjenigen Lichtstrahl, der eine Tiefenlinie ist, d. h. den durch den
Hauptpunkt H. Seine senkrechte Projektion auf die Grundebene E ist
die Gerade durch H, die nach dem unendlich fernen Bild von L’ geht.
Diese Projektion schneidet die Spurgerade s von E in dem Punkt I,
und senkrecht iiber L’ liegt der Punkt L auf der Tiefenlinie. Demnach
befindet sich die Lichtquelle auf dem in L auf der Tafel errichteten
Lot. Wenn man wie in_Fig. 475 von Nr. 318 mit Hilfe des Distanz-
punktes D, die Liange L’(L) der Entfernung der Lichtquelle von der
Tafel konstruiert, findet man, wie es sein muf8, eine Strecke gleich der
Distanz d = HD,.

324. Parallelbeleuchtung oder Beleuchtung dureh die Sonmne. Die
Parallelbeleuchtung ist nur ein Sonderfall der Zentralbeleuchtung, so
daB nur wenig zu dem bisher Gesagten hinzuzufiigen ist. Da wir uns
die Parallelbeleuchtung als Beleuchtung durch die Sonne denken, be-
zeichnen wir jetzt die Lichtquelle mit S statt mit L. Sie liegt unend-
lich fern, also ist auch der FuBpunkt der Lichtquelle, den wir jetzt den
FuBpunkt 8 der Sonne nennen, unendlich fern. Mithin ist §’
auf dem Horizont A anzunehmen. Fiir die Parallelbeleuchtung gilt
demnach dasselbe wie fiir die Zentralbeleuchtung, wenn man nur den
FuBpunkt der Lichtquelle oder Sonne statt wie bisher irgendwo in der
Grundebene jetzt auf dem Horizont » annimmt. In Fig. 479 von Nr. 321
war L’ sehr nahe beim Horizont h gewihlt, Deshalb stellt sie eine Be-
leuchtung durch eine sehr weit entfernte Lichtquelle dar, so daBl die
Lichtstrahlen in Wahrheit nahezu paralle! sind.

Wie bei einer im Endlichen befindlichen Lichtquelle ist zu unter-
scheiden, ob sich die Sonne vor oder hinter dem Beobachter
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befindet. Steht sie vor dem Beobachter, besser gesagt, vor der Ver-

schwindungsebene, so ist ihr Bild § ein Punkt oberhalb des Horizonts,

steht sie hinter der Verschwindungsebene, so ist ihr nur geometrisches

Bild S ein Punkt unter-

halb des Horizonts. Im

ersten Fall sind die Pfeile

der Lichtstrahlen von S

weg gerichtet, im zweiten

Fall gehen sie auf § zu,

siehe Fig. 488 a und b. In

beiden Féllen ist der Seh-

strahl nach §, also der

Strahl vom Auge O nach

S, ein Lichtstrahl, und er

Fig. 488, gibt demnach an, in wel-

cher Richtung die Sonne

zu suchen ist. Im Fall a befindet sich die Sonne auf diesem Strahl OS

in der im Sinne von O nach § genommenen Richtung, dagegen im Fall b

in der im Sinn von § nach O genommenen Richtung, ndmlich hinter

dem Beobachter. Im Fall a befindet sich also die Sonne vorn und
rechts, im Fall b dagegen hinten und links.

Der Fall, in dem die Sonne vor dem Beobachter steht, liegt in

Fig. 489 vor, der andere Fall in Fig. 490. In Fig. 489 gehen daher

die Schlagschatten der Gebdude nach dem Beobachter hin, in Fig. 490

fallen sie hinter die Gebaude. Die Schlagschatten der wagerechten
Kanten gehen nach dem ersten Hilfssatz von Nr. 320 verlingert nach
den Fluchtpunkten F; und F, dieser Kanten, so da die Konstruktion
ohne weiteres erhellt. Die Schlagschatten auf den Dichern findet man
durch Zuriickgehen in der Lichtrichtung, so z. B. den von 23 in Fig. 489,
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indem man die Schnittpunkte von II III mit V VI und VII VIII er-
mittelt und von ihnen aus die Strahlen nach S zieht. Wie die Kon-
struktion F,(O)F, in Fig. 489 angibt, sind, nebenbei bemerkt, Gebédude
dargestellt, die rechteckige Grundrisse haben und rechtwinklig auf-
einander stofen.

Insbesondere kann sich die unendlich ferne Lichtquelle S
in der Verschwindungsebene befinden (Nr. 323), d. h. die Sonnen-
strahlen konnen zur Verschwindungsebene und also auch zur Bildtafel
parallel sein. Dann erscheinen sie auch im Bild als parallele
Strahlen (Nr. 294), und der FuBpunkt §’ der Sonne liegt dann auf A

unendlich fern, so daB die senkrechten Projektionen der Licht-
strahlen auf die Grundebene parallel zu » werden. Hier-
durch allein unterscheiden sich die Strahlen bei Parallelbeleuchtung
von denen bei Zentralbeleucktung im Fall einer in der Verschwindungs-
ebene angenommenen Lichtquelle, vgl. Fig. 486 von Nr. 323, wo die
Richtung der senkrechten Projektion der Lichtstrahlen aut die Grund-
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ebene nicht zu A parallel angenommen worden waren, also keine Par-
allel-, sondern Zentralbeleuchtung vorlag. Fig. 491 stellt dieselben Ge-
béude wie Fig. 489 und 490 im Falle der Beleuchtung durch zur Bild-
tafel parallele Strahlen dar.

Bei allen drei Figuren 489 bis 491 ist noch zu bemerken: Die Richtig-
keit der Zeichnung wird dadurch geprift, dal man auch diejenigen
Punkte benutzt, in denen die nach unten verlingerten schrigen Giebel-
kanten die Grundebene schneiden. Denn nach diesen Punkten miissen
infolge des ersten Hilfssatzes von Nr. 320 auch die verlingerten Schlag-
schatten der Kanten gehen.

Um die Schlagschatten zu finden, die von den Gegenstinden auf-
einander geworfen werden, kann man wie in Nr. 321 als Hilfsebenen
die Lichtebenen durch die Lote zur Grundebene verwenden.
Fig. 492 zeigt dies und zugleich die Benutzung des versenkten
Grundrisses (Nr. 306 und 320), wodurch die Genauigkeit grofler wird.
Es handelt sich um den Schatten eines Schornsteins auf einem
Mansardendach (Nr. 28). Die Lichtebenen durch die Sehornstein-
kanten A’A, B’B, ('C, die zur Grundebene senkrecht sind, schneiden
den versenkten Grundri8 in Punkten auf den Geraden von (4), (B)
und (C) nach §’. Diese Punkte iibertrigt man senkrecht nach oben in
die Zeichnung des Daches. Dadurch ergeben sich Punkte, durch die
die Schlagschatten von 4’4, B’B und C’C gehen. Der Schlagschatten,
den AB auf das obere Dach wirft, geht, gehorig verlingert, nach dem
Punkt £, in dem die verlingerte Gerade AB diese Ebene trifft. Der
Punkt E wird gefunden, indem man den zur Grundebene senkrechten
Schnitt durch (4)(B) legt, der den First in D trifft, so daB E der
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Schnittpunkt von AB und B’D ist. Der Schlagschatten, den BC auf die
obere Dachebene wirft, ist zum First parallel und hat also denselben
Fluchtpunkt wie der First.

325. Unerreichbarer Fluchtpunkt der Sonnenstrahlen. Der FuB-
punkt 8’ der Sonne auf dem Horizont % kann durch eine auf der Grund-
ebene gezogene Gerade a’ gegeben werden, d. h. durch den Grundri8
eines Sonnenstrahls, so dafl 8" der Schnittpunkt von % mit a’ ist. Dann
wird auch der Fluchtpunkt 8 der Sonnenstrahlen gegeben sein, sobald
noch ein Sonnenstrahl a ge-
zogen worden ist, denn 8 ist
der Schnittpunkt von a mit
dem in 8 auf % errichteten
Lot. Nun kann es sein, dafl 8§’
und infolgedessen auch 8 un-
erreichbar ist. Es fragt sich,
wie man dann den Sonnenstrahl
durch irgendeinen Punkt zieht.

Dies ist eine andere Aufgabe

als die in Nr. 313, denn 8 ist

ja nicht als der unerreichbare

Schnittpunkt zweier an sich

erreichbarer Geraden gegeben,

vielmehr ist die eine Gerade,

ndmlich 8’8, jetzt selbst un-

erreichbar. DaBl 8" und 8 in _

Fig. 493 unerreichbar sein sollen, ist durch die Trennungslinie rechts
angedeutet.

Um durch irgendeinen Punkt B den Strahl nach 8 zu ziehen, be-
dient man sich der Umkehrung des Satzes von Desargues (Nr. 148)
in dem Sonderfall, wo die Ver-
bindenden entsprechender Eck-
punkte der beiden Dreiecke auf
parallelen Geraden liegen. Man
nimmt némlich 4 irgendwo auf
a an und wéhlt A’ und B’ auf
e’ und A so, daB sie auf den
Loten durch 4 und B liegen.

Dann sind 4BS und A’B’S
zwei Dreiecke, auf die sich der
Satz des Desargues anwenden
laBt. Wenn man also A4S und
A’S’ oder a und o’ in V so-
wie AB und A’B’ in W zum
Schnitt  bringt, muBl der
Schnittpunkt U der Geraden
BS und B'S” oder h auf VW
liegen. Demnach ergibt sich BS
als die Gerade von B aus durch den Schnittpunkt U von A mit VW.

Unter Umstédnden empfiehlt es sich, eine Vertauschung vorzunehmen,

so im Fall der Fig. 494. Hier ist als der A zugeordnete Punkt A’ der
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FuBpunkt des Lotes von A auf & gewihlt, als der B zugeordnete Punkt B’
der Schnittpunkt des durch B gezogenen Lotes mit a’. Wieder ist
dann der Satz von Desargues auf die Dreiecke ABS und A’B’S’ an-
wendbar. Daraus folgt, daB der gesuchte Strahl von B aus durch den
Punkt U geht, in dem VW die Gerade o’ trifft. Dabei ist ¥ der Schnitt-
punkt von @ und » und W der von AB und 4'B’.

Nachdem man so aufler dem gegebenen Lichtstrahl a einen zweiten
Strahl b von B aus nach dem unerreichbaren Fluchtpunkt § der Sonnen-
strahlen ermittelt hat, kann man weiterhin andere Lichtstrahlen durch
diejenigen Verfahren finden, die in Nr. 313 fiir den unerreichbaren
Schnittpunkt zweier Geraden % und g entwickelt wurden.

326. Ubungen. 1) Auf der StraBe sei eine Laterne, die durch ein
Fenster in ein Zimmer leuchte. Man soll die Schattengrenzen auf dem
FuBboden und auf den Winden des Zimmers bestimmen (Nr. 320).

2) Befindet sich eine Lichtquelle L hinter dem Beobachter (Nr. 321),
so konnen auch solche Gegenstinde, die auf dem Bild nicht zu sehen
gind, sichtbare Schatten auf die Grundebene E und auf die dargestellten
Gegenstinde werfen. Insbesondere bestimme man den Schlagschatten,
den die Strecke 0’0 auf die Grundebene E wirft, wenn O’ der FuBpunkt
des Lotes vom Auge O auf die Grundebene E ist. Die Ebene E sei durch
ihre Spurgerade gegeben. Welchen Schatten wirft die Strecke 0’0 auf
einen einfachen Gegenstand, z. B. auf einen auf E stehenden Kasten?

3) In einem Zimmer befinde sich eine an der Decke hingende Licht-
quelle L. An einer Wand hinge ein Spiegel. Darin wird die Lichtquelle
gespiegelt. Man bestimme diesen Spiegelpunkt sowie seine senkrechte
Projektion auf den FuBboden (Nr.308). Alsdann bestimme man die
Schatten eines einfachen Gegenstandes, z. B. eines Tisches. Einerseits
tritt eine Beleuchtung von L aus ein, andererseits eine schwichere Be-
leuchtung vom Spiegelpunkt aus, so dafl sich verschiedene Schatten-
abtonungen ergeben.

4) Bei Sonnenbeleuchtung strahlt eine spiegelnde Wasserfliche, die
durch eine wagerechte Ebene E mit der Spurgeraden s gegeben sei,
die Sonne zuriick, so daB auch hier wie in der 3. Aufgabe eine doppelte
Beleuchtung vorkommt. Man wende sie z. B. auf eine einfache, tiber
einen Kanal filhrende Briicke an.

5) Gegeben sei der Distanzkreis und der Fluchtpunkt S der Sonne.
Welchen Winkel bilden die Sonnenstrahlen mit den wagerechten Ebenen,
vorausgesetzt, daB die Tafel lotrecht sei? Die Aufgabe liflt sich wie
die 4. Aufgabe in Nr. 317 losen. Es gibt aber eine kiirzere Losung, in-
dem man den Winkel bestimmt, der von dem durch das Auge O gehen-
den Lichtstrahl mit den wagerechten Ebenen gebildet wird.

§ 4. Perspektivitit.

327. Unverinderlichkeit von Doppelverhiltnissen bei perspektiver
Abbildung. Zu einer tieferen Einsicht in das Wesen der Perspektive
kommt man, wenn man noch eingehender, als es bis jetzt geschah, die
gesetzmiifligen Beziehungen untersucht, die zwischen den Punkten einer
Ebene und ihren perspektiven Bildern auf der Bildtafel bestehen, und
die man unter dem Namen der Perspektivitit zusammenfaBlt, zu der
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als Sonderfall die Affinitét (§ 3 des 2. Kapitels) gehért. Hierzu kommen
wir aber erst in Nr. 334. Vorher nédmlich miissen wir einen einfacheren
Fall erledigen, ndmlich die Untersuchung der Beziehungen zwischen
den Punkten einer Geraden und ihren perspektiven Bildern. Diese
Untersuchung gehort nicht der Geometrie des Raumes, sondern der
Geometrie der Ebene an. Denn die Sehstrahlen nach allen Punkten
einer Geraden g erzeugen eine Ebene, die Sehebene (O, g), und sowohl
die Gerade g als auch ihr perspektives Bild g liegt in der Sehebene.
In den folgenden Figuren soll demnach die Ebene der Zeichnung nicht
die Bildtafel T, sondern diese Sehebene sein. Die Gesamtheit aller in
der Ebene von einem Punkt O ausgehenden Geraden nennt man be-
kanntlich ein Strahlenbiischel, und der Punkt O heit der Scheitel
des Biischels (Nr. 174). Nimmt man in der Ebene auBler O zwei nicht
durch O gehende Geraden g und g an, so schneidet jeder Strahl des
Biischels diese Geraden in einem Punktepaar P, 8. Man kann dann
nach Belieben entweder g als das perspektive Bild von g, also P als
das von P, oder umgekehrt g als das perspektive Bild von g, also P
als das von % auffassen. Die Beziehung zwischen den Punkten P und P
von g und g ist also durchaus wechselseitig oder umkehrbar.

Liegt O unendlich fern, so sind die Strahlen des Biischels zueinander

parallel; dies ist der Fall der Parallelprojektion. In diesem Fall sind
irgend drei Punkte 4, B, C von g und die zugehérigen Punkte o, 8B, €
von ¢ so gelegen, daf das Teilverhdltnis AC:BC gleich dem
Teilverhiltnis AC : BE ist (Nr. 104). Dies einfache Gesetz gilt nicht
mehr im Fall der Zentralprojektion (Nr. 294). Man sieht leicht ein:
Wie man auch immer auf zwei Geraden ¢ und g je drei verschiedene
Punkte 4, B,C und %, B, € annehmen mag, immer kann man die
starr gedachten Geraden in eine solche Lage zueinander bringen, dafl
die drei Geraden AU, BB, C€ durch einen gemeinsamen Punkt O gehen.
Am einfachsten erreicht man dies, wenn man 4 mit % zur Deckung
bringt. Denn da sich dann BB und C€ in einem Punkt O schneiden,
liegen die Punktepaare 4,% — B, 8B — C, € auf drei Strahlen des
Strahlenbiischels mit dem Scheitel 0. Dies gilt, wie auch immer die
Reihenfolge der Punkte auf g und g beschaffen sein mag, z. B. auch
dann, wenn C auflerhalb der Strecke AB,
dagegen € innerhalb der Strecke A% liegt.
Mithin kommt dem Inbegriff von
drei Punkten A, B, C einer Gera-
den g keinerlei Eigenschaft zu, die
bei beliebigen perspektiven Abbil-
dungen bestehen bliebe.

Dal es sich anders verhdlt, wenn man
den Inbegriff von irgend vier Punkten 4,

B, C, D einer Geraden g ins Auge fafBit,
wird man von vornherein vermuten und
kann man auf folgende Art leicht erken-
nen: Man greift vier verschiedene Strahien
des Biischels mit dem Scheitel O heraus
und bringt sie mit irgend zwei Geraden ¢ und g, die nicht durch O
gehen, in Punkten 4, B,C,D und %A,%B,E, D zum Schnitt, siehe
Fig. 495. Nun seien durch A4, B und %, ¥ irgendwelche parallele
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Geraden gezogen. Sie mégen den Strahl OCC in A’, B’ und U’, B’ sowie
den Strahl ODD in A”, B” und A”, B schneiden. Dann ist
AC A4 AD AA”
BCT BB BD” BB
also
AC AD AA’ BB
BC'BD 44" BE’
Ebenso ergibt sich:
AC AD AW BY
Nun ist aber
A4 AW, BB VW
Aar " "C BBT T B%
Folglich kommt:

A¢ AD _ AC UAD
BC BD  BC BD°
Hier steht nun links das Verhiltnis aus den beiden Teilverhiltnissen

40 4 4D
BC "™ BD’

worin die Strecke AB durch die Punkte C und D geteilt wird. Man
nennt es das Doppelverhidltnis der vier Punkte 4, B, C, D
von g. Ebenso heifit das Verhiltnis aus
AC nd AD
B¢ " 8D

das Doppelverhiltnis der vier Punkte %, %5, €, ® von g. Somit ist
das Doppelverhaltnis von 4, B, C, D gleich dem von A, B, €, . Dies
gilt auch in bezug auf die Vorzeichen. Man muf} sich ndmlich daran
erinnern, daB jedes Teilverhiltnis nach Nr. 9 ein bestimmtes Vorzeichen
hat. Das Teilverhiltnis, worin AB durch C zerlegt wird, ist positiv,
falls C auBerhalb AB liegt, und negativ, falls C zwischer: 4 und B liegt.
Mithir ist das Doppelverhiltnis von 4, B, C, D nur dann positiv, wenn
C und D entweder beide auBlerhalb oder beide innerhalb der Strecke AB
liegen. Ist dies der Fall, so liegen auch die Punkte € und ® beide auBer-
halb oder beide innerhalb der Strecke A%, wobei es wohlbemerkt vor-
kommen kann, daB, falls ¢ und D aullerhalb AB liegen, € und ® inner-
halb AB gelegen sind. Denn die Geraden g und g, mit denen die vier
Strahlen des Biischels geschnitten werden, kénnen auch so gewihlt
werden, daB z. B. 4 und ¥ auf verschiedenen Seiten des Scheitels O
zu liegen kommen. Immer also zeigt sich, dal die Doppelverhiltnisse
von A4,B,C,D und von U, P, , D zugleich positiv oder zugleich
negativ sind. Mithin stimmen sie auch in bezug auf die Vorzeichen
iiberein. Hiermit gelangen wir zu dem

Satz des Pappus: Das Doppelverhéltnis der Punkte, in
denen vier verschiedene Strahlen eines Strahlenbiischels
von einer Geraden geschnitten werden, ist gleich dem
Doppelverhiltnis der Punkte, in denen die Strahlen von
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irgendeiner anderen Geraden geschnitten werden. Voraus-
gesetzt wird dabei, daB die Schnittgeraden nicht durch den
Scheitel des Biischels gehen.

Man kann diesen Satz auch so fassen:

Sind %, B, €, D die perspektiven Bilder von vier ver-
schiedenen Punkten A4, B, C, D einer Geraden, so ist das
Doppelverhiltnis von %, B, €, D gleich dem von 4, B, C, D.
Mit anderen Worten: Das Doppelverhiltnis von vier Punkten
einer Geraden bleibt bei perspektiver Abbildung unver-

dndert; es ist eine Invariante der Perspektive.

Anmerkung: Pappus von Alexandria (Nr. 178) hat ein Sammelwerk ,,Syna-
goge* verfait, worin er teils mathematische Siitze anderer wiedergibt, teils noue Zusitze
dazu macht. Man kann nicht mehr feststellen, inwieweit die Zusitze sein Eigentum sind.
Der nach ihm benannte Satz findet sich a. a. O. 8. 871. Statt des Doppelverhiltnisses
tritt dort der Quotient aus zwei Produkten auf, der sich ergibt, wenn man AC : BC nicht
mit AD : BD dividiert, sondern mit dem reziproken Wert BD : AD multipliziert.
A.F.Mé&bius (Nr. 5, a. a. O. § 182, ,,Ges. Werke‘ 1. Bd., 8. 220) brauchte die Bezeich-
nung Doppelschnittsverh#ltnis, die J. 8teiner (Nr. 5, a.a. 0. ,,Ges. Werke* 1. Bd.,
S. 244) durch das kiirzere Wort Do ppelverhiltnis ersetzte. Die franzsische Bezeich-
nung rapport anharmonique, anharmonisches Verhiltnis, rithrt von M. Chasles
her (in seinem ..Apercu historique etc.”, 8. 34 der 1. Aufl.,, die, wie berichtigend zu
Nr. 5 bemerkt sei, 1837, nicht 1867 in Briissel erschien in den Mémoires couronnés et
Mém. des savants étrangers, Académie des Sciences, 11. Bd. 8. 575 u.f.). Sie soll eigent-
lich zum Ausdruck bringen, daB das Doppelverhiltnis eine Verallgemeinerung des har-
monischen Doppelverhiltnisses (Nr. 184 und unten Nr. 333) ist. Aber die Bezeichnung ist
zu beanstanden, weil sie eigentlich gerade diesen Sonderfall verneint.

328. Hilfssatz iiber Doppelverhiltnisse. Liegen vier Punkte 4, B,
C, D auf einer Geraden g vor, so ist ihr Doppelverhaltnis

AC AD

BC " BD
wie gesagt nur dann positiv, wenn C und D beide auBerhalb der
Strecke AB oder beide innerhalb dieser Strecke liegen. Bei der Bildung
des Doppelverhiltnisses ist stets die Reihenfolge der vier Punkte zu
beriicksichtigen. Unter dem Doppelverhéltnis von 4, C, B, D z. B. ist
das Verhiiltnis aus den beiden Teilverhiiltnissen zu verstehen, in die
AC durch B und D zerlegt wird, also das Verhéltnis von 4B :CB zu
AD :0D. Die Reihenfolge, in der die vier Punkte genannt werden, ist
also fiir das Doppelverhéltnis wesentlich.

Nun stellen wir den Hilfssatz auf:

Sind drei Punkte A4, B, C auf einer Geraden g gegeben,
so ist auf der Geraden ein, aber auch nur ein Punkt D
derart vorhanden, daB das Doppelverhdltnis der vier
Punkte A, B, 0, D einen vorgeschriebenen Wert hat.

Ist nimlich & der vorgeschriebene Wert, also irgendeine gegebene
positive oder negative Zahl, so wird an den Punkt D die Forderung

40 AD _
BC BD
gestellt, die sich so schreiben 1a8t:

k
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Alles, was rechts steht, ist gegeben; Jaher wird verlangt, daB D die
Strecke 4B in einem gegebenen Verhéltnis teile. Nach Nr. 9 gibt es
aber gerade und nur einen Punkt D auf g, der dies tut. Hiermit ist
der Hilfssatz bewiesen. Aus ihm folgt sofort:

Wenn auf einer Geraden g vier verschiedene Punkte
A,B,C,D und auf einer anderen Geraden ¢ drei verschie-
dene Punkte U, B, € gegeben sind, ist auf g stets ein, aber
auch nur ein Punkt ® derart vorhanden, daBl das Doppel-
verhdltnis von 4, B,C, D gleich dem von A, B, E, D ist.

Diesen Punkt D kann man, ohne die beiden Geraden g und g in
neue Lagen zu bringen, durch bloBSes Ziehen von geraden Linien finden,

siehe Fig. 496: Man zieht durch 9 irgend-
eine Gerade ¢° und nimmt auf 49 irgend-
einen Punkt O an. Die Geraden OB, OC,
OD moégen ¢’ in B’, (Y, IV schneiden, Den
Punkt ¥ kann man als Schnittpunkt von
04 mit ¢’ auch mit A’ bezeichnen. Nun
ist nach dem Satz des Pappus das Doppel-
verhdltnis von 4, B, C, D gleich dem von
A’, B, C’, D’. Ferner sei U der Schnitt-
punkt von B8 und C'€. Der gesuchte
Punkt ist dann der Schnittpunkt D von g
mit UD’. Denn das Doppelverhiltnis von
A Y, €, D ist nach dem Satz des Pappus
gleich dem von A’, B’, (’, IV, das gleich
dem von A, B,C, D ist.

Anmerkung: Das Doppelverhéltnis der vier Punkte 4, B, ¢, D héngt, wie ge-
sagt, wesentlich von der Reihenfolge der Punkte ab. Es sei deshalb erw#hnt, daBl sich
die Doppelverhiltnisse, die bei anderer Reihenfolge der Punkte hervorgehen, in einfacher
Weise durch jenes Doppelverhiltnis ausdriicken lassen. Bezeichnet man némlich das
Doppelverhiiltnis der Punkte in der Reihenfolge A4, B, ¢, D mit (ABCD), so erkennt
man leicht, daf3

(ABCD) = (BADC) = ((DAB) = (DCBA)

ist, d. h.: der Wert des Doppelverhiltnisses éndert sich nicht, wenn man zwei der vier
Punkte miteinander vertauscht und zugleich die beiden anderen. Weil man die vier
Punkte auf vierundzwanzig verschiedene Arten anordnen kann, gibt es insgesamt vier-
undzwanzig Doppelverhiltnisse. Aber nach dem Gesagten stimmen je vier im Wert iiber-
ein, so daB sich nur sechs verschiedene Werte ergeben. Wenn man beachtet, dafl z. B.
AC = AB 4+ BC und 4B = — B4 usw. ist (wie in der Anmerkung zu Nr. 178), er-
kennt man leicht, daB

1

(ACBD) = 1 — (ABCD), (RACD) = @D, "
_ (ABCD) — 1 _ 1, o
(BeAD) = “Cisop) - C4BP) =T (i)
_ (ABCD)
(CBAD) = Hpepy-1

ist. Hat also das Doppelverhiltnis (4ABCD) den Wert %, so sind
1 k—1 1 k
k’ k7 1-—-k" k-1

alle iiberhaupt vorkommenden Werte der Doppelverhiiltnisse, indem je vier denselben
Wert haben.
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329. Bedingung fiir die perspektiven Bilder von vier Punkten einer
Geraden. Nimmt man auf zwei Geraden g und ¢ je vier verschiedene
Punkte 4, B, C, D und %, B, €, D an, so fragt es sich, unter welchen
Umstidnden es moglich ist, die starr gedachten Geraden in eine solche
gegenseitige Lage zu bringen, da die vier Strahlen A, BB, C€, DD
durch einen gemeinsamen Punkt O gehen. Nach dem Satz des Pappus
ist es unmdglich; wenn das Doppelverhédltnis von A, B, C, D nicht
gleich dem von %, B, €, D ist. Wir zeigen jetzt, dall es dagegen stets
moglich ist, wenn beide Doppelverhéltnisse denselben Wert haben. Es
geniigt, zu zeigen, dall es wenigstens auf eine Art moglich ist, und am
einfachsten gelingt dies, wenn man 4 mit % zur Deckung bringt. Wenn
sich ndmlich dann B®B und CC€ in einem Punkt O treffen, mag OD die
Gerade g in ®" schneiden. Nach dem Satz des Pappus ist dann das
Doppelverhdltnis von %, B, €, D gleich dem von 4, B, C, D. Nach
Voraussetzung ist aber auch das von U, B, €, D gleich dem von 4, B,
C,D. Nach der letzten Nummer fillt demnach ' mit ® zusammen.
Damit ist bewiesen:

Sind 4, B,C, D und ¥%, B, ¢, D je vier verschiedene
Punkte auf zwei Geraden, so lassen sich diese Geraden
dann und nur dann, wenn das Doppelverhédltnis von 4, B,
O, D gleich dem von %A, B, €, D ist, in eine solche Lage
bringen, daf3 die vier Geraden AW, BB, CC, DD durch einen
gemeinsamen Punkt gehen, der weder auf der einen noch
auf der anderen Geraden liegt.

Mit anderen Worten:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB
sich eine Gerade mit vier verschiedenen auf ihr angenom-
menen Punkten A4, B, ¢, D in eine solche Lage bringen
lasse, daBB die perspektiven Bilder der vier Punkte vier
verschiedene in gerader Linie gelegene gegebene Punkte
A, B, €, D einer Tafel werden, besteht darin, daB das Dop-
pelverhéltnis von 4, B, C, D gleich dem von %, B, €, D ist.

Man sagt, daBl zwei Gebilde, deren Punkte A, B,C ... und %, %5, € . ..
einander entsprechen, in perspektiver Lage seien, wenn sie so liegen,
daB die Geraden, die einander entsprechende Punkte verbinden, also
die Geraden AU, BB, CC ... durch einen gemeinsamen Punkt O gehen.
Mit Hilfe dieser Redeweise 1a8t sich der Satz so aussprechen:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB
sich zwei Geraden mit je vier verschiedenen Punkten in
perspektive Lage bringen lassen, besteht darin, daB das
Doppelverhiltnis der vier Punkte der einen Geraden gleich
dem Doppelverhdltnis der in derselben Reihenfolge ge-
nommenen entsprechenden Punkte der anderen Geraden ist.

330. Projektive Punktreihen. Der Inbegriff aller Punkte einer
Geraden heift, wie schon gelegentlich bemerkt wurde (Nr. 170), eine
Punktreihe, die Gerade selbst der Triger der Punktreihe. Wenn
nun die Punkte zweier Punktreihen auf irgend zwei Trigern g und g
einander gesetzmiBig zugeordnet sind, so daB jedem Punkt der einen
Reihe ein bestimmter Punkt der anderen entspricht, sagt man, daB
die beiden Punktreihen insbesondere projektiv seien, wenn je vier

Scheffers, Geometrie 1I. 2. Aufl. 6
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Punkte A, B, C, D des Trégers g immer dasselbe Doppelverhiltnis
wie die zugeordneten vier Punkte 9, B, €, ® des Trédgers g haben.
Nach der letzten Nummer lassen sich zwei projektive Punktreihen
stets in perspektive Lage bringen. Umgekehrt: Sind zwei Geraden g¢
und ¢ mittels eines Projektionszentrums O perspektiv aufeinander be-
zogen, d. h. entspricht jedem Punkt P von g derjenige Punkt P von g,
der auf dem Strahl von O nach P liegt, so sind die auf beiden Geraden
gelegenen Punktreihen projektiv, wenn man die starr gedachten Triager
der Reihe in irgendwelche andere gegenseitige Lage bringt. Man kann
also auch sagen: Alle projektiven Punktreihen gehen aus perspektiven
Punktreihen dadurch hervor, dafl man ihre starr gedachten Tréger in
beliebige Lagen bringt. Aus der letzten Nummer ergibt sich:

Um auf zwei geradlinigen Trégern g und g in beliebiger
Lage in allgemeinster Weise projektive Punktreihen zu
erzeugen, wihlt man auf ¢ drei verschiedene Punkte 4, B, C
und auf g ebenfalls drei verschiedene Punkte %, %, €. Dann
ordnet man jedem Punkt P von ¢ denjenigen Punkt P
von ¢ zu, der so liegt, dal A4, B,C, P dasselbe Doppel-
verhédltnis wie %, B, €, B haben.

Ferner folgt aus der Betrachtung der letzten Nummer:

Zwei projektive Punktreihen gelangen in perspektive
Lage, sobald ein Punkt der einen Reihe mit dem ent-
sprechenden Punkt der anderen Reihe zur Deckung kommt.

AuBerdem :

Hat man auf einer Geraden g drei verschiedene Punkte
A, B,C und auf einer Geraden g ebenfalls drei verschiedene
Punkte A, B,E angenommen, ordnet man dann jedem
Punkt P von g denjenigen Punkt P von g zu, der so liegt,
daB A4, B, C, P dasselbe Doppelverhdltnis wie %, B, €, P
haben, und werden dadurch irgend vier Punkten P,, P,,
P,, P, von g die Punkte P;, B,, By, B, von g zugeordnet,
so ist auch das Doppelverhdltnis von P,, P,, P;, P, gleich
dem von By, By, Ps, Py

Insbesondere kann man, nachdem man vier Punkte A, B, ¢, D
auf g und vier Punkte %, B, €, D auf g so angenommen hat, dal das
Doppelverhiltnis von 4, B, 0, D gleich dem von U, %, ¢, D ist, als
die Punkte P,, P,, P,, P, die Punkte 4, B, C, D in irgendeiner an-
deren Reihenfolge wihlen, so daB sich ergibt:

Wenn das Doppelverhdltnis von vier verschiedenen
Punkten A4, B,C,D einer Geraden gleich dem Doppelver-
haltnis von vier verschiedenen Punkten A, B, €, D einer
zweiten Geraden ist, stimmt auch der Wert des Doppel-
verh#ltnisses der in irgendeiner anderen Reihenfolge ge-
nommenen Punkte 4, B, ¢, D mit dem Wert des Doppel-
verhédltnisses der in der entsprechenden Reihenfolge ge-
nommenen Punkte 9%, B, ¢, D iiberein.

Anmerkung: Das letzte folgt auch unmittelbar aus der Anmerkung zu Nr. 328.

Die Bezeichnung solcher Eigenschaften der Figuren, die bei beliebigen Zentralprojek-
tionen bestehen bleiben, als projektiv wurde durch J. V. Poncelets ,Traité des
propriétés projectives des figures' (Nr. 5) eingefiihrt. Insbesondere wurde der

Begriff der projektiven Punktreihen von Georg Karl Christian v. Staudt (geb.
1798 zu Rothenburg o. d. Tauber, Professor an der Universitdt Erlangen, gest. 1867 in
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Erlangen) eingefiihrt, allerdings mit anderer Definition, die aber doch auf dasselbe fiihrt.
Siehe seine”,,Geometrie der Lage®, Niirnberg 1847, 8. 49. Die Geometrie der Lage,
auch projektive oder neuere Geometrie genannt, beschéftigt sich mit denjenigen
Eigenschaften der Gebilde, die allein durch das Verbinden und Schneiden von Punkten,
Geraden und Ebenen (Nr. 4) hervorgehen, und bedarf daher eigentlich des MaBbegriffes
gar nicht. Das genannte grundlegende Werk von Staudt sowie seine ,,Beitrage zur
Geometrie der Lage‘, 3 Hefte, Niirnberg 1856—1860, sind auch durch den Umstand
bemerkenswert, daB sie, obwohl ausschliellich der Geometrie gewidmet, gar keine Figuren
enthalten. In der Anmerkung zu Nr. 5 sind schon die iibrigen wichtigeren Werke tiber
die Geometrie der Lage angegeben. Als Hauptlehrbuch dient gegenwiirtig das von
Theodor Reye (geb. 1838 zu Ritzebiittel, zuletzt Professor an der Universitat StraB-
burg, gest. 1919 in Wiirzburg): ,,Die Geometrie der Lage*, 1. Aufl. in 2 Abteilungen,
Hannover 1868, jetzt in 3 Abteilungen, 1. Abt. in 5. Aufl. Leipzig 1909, 2. und 3. Abt.
in 4. Aufl. Styttgart 1907 und Leipzig 1910, bearb. unter Mitw. von Stanislaus Jolles

(geb. 1857 in Berlin, Professor der darstellenden Geometrie an der Technischen Hoch-
schule Berlin).

331. Drehung perspektiver Punktreihen um ihren Sehnittpunkt.
Zwei Geraden g und g seien in perspektiver Lage, d.h. ihre Punkte
seien als die Schnittpunkte der von einem Projektionszentrum O aus
gezogenen Strahlen in der gemeinsamen Ebene beider Geraden auf-
einander bezogen, so dal den Punkten 7,2,3... von g die Punkte
I,I11,1II... von g entsprechen, siche
Fig. 497. Insbesondere ist der Schnitt-
punkt § von g und g sich selbst zu-
geordnet. Nun modgen die starr ge-
dachten Geraden g und g in neue Lagen
zueinander gebracht werden, jedoch
nur so, daBl ihr Schnittpunkt S der-
selbe bleibt, d.h. sie mogen um S in
neue Lagen gedreht werden. Es geniigt,
bloB die eine Gerade g um § in eine
neue Lage g’ zu drehen, wodurch die
Punkte 7, 2, 3 ... von g in die Punkte
I',%,3 ... von g’ iibergehen mogen.

Da nun die Punktreihen auf g und g

auch nach der Drehung projektiv sind

und da insbesondere der Punkt S sich

selbst entspricht, folgt aus der letzten Nummer, dafi die Punktreihen
auch nach der Drehung in perspektiver Lage sind, d.h. da8 auch
jetzt die Strahlen 11, 211, 3'III... durch einen gemeinsamen
Punkt O’ gehen.

Um den geometrischen Ort von O’ {iir den Fall zu finden, daB sich
g’ in der Ebene von ¢ und ¢ um 8 dreht, benutzen wir besondere
Punkte: Dem unendlich fernen Punkt von g ist der Punkt F zugeordnet,
in dem der zu g parallele Strahl durch O die Gerade g schneidet. Dem-
jenigen Punkt V, in dem g von dem zu g parallelen Strahl durch O ge-
troffen wird, ist der unendlich ferne Punkt von g zugeodnet. Ver-
moge der Drehung kommt V in eine neue Lage V’, siehe Fig. 498, wih-
rend F in Ruhe bleibt. Da O’ der Schnittpunkt der Verbindenden
zugeordneter Punkte von g’ und ¢ ist, mufl also O’ einerseits auf der
Parallelen zu g durch F und andererseits auf der Parallelen zu ¢ durch ¥’
liegen. Mithin ist SFOV ein Gelenkparallelogramm mit starren
Seiten; die Seite SF bleibt in Ruhe, und die Punkte O’ und V’ be-

6*

/
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schreiben gleich grofe Kreise um S und ¥ in der Art, dafl die Radien
einander bestindig parallel bleiben.

Man kann auch zwei andere besondere Punktepaare benutzen:
Durch O seien die Parallelen zu denjenigen Geraden gezogen, vermoge

deren die Winkel von g und g in gleiche
Teile zerlegt werden. Diese zueinander
senkrechten Strahlen mdégen ¢ und g in
K,, K, und ®,, §, schneiden. Dann ist
SK, =88, und SK, = 88&,. Kommen K,
und K, durch die Drehung nach Kj, Kj,
so ist also auch SK{ = S&,, SK] = S§,,
woraus man schlieBt, dal K{®, und K, R,
zu den Geraden parallel sind, vermége
deren die Winkel von ¢° und g in gleiche
Teile zerlegt werden. Mithin liegt O’ als
Schnittpunkt der zueinander senkrechten
Geraden K{®; und K;®, auf dem Kreis
mit dem Durchmesser & &,. Man sieht
leicht ein, daBl F der Mittelpunkt dieses Kreises ist, so daBl man zu
dem Vorigen zuriickkommt.

Absichtlich haben wir die den unendlich fernen Punkten von g und g
zugeordneten Punkte mit F' und V bezeichnet. Wenn némlich g das
perspektive Bild von g und O das Auge ist, stellt F den Fluchtpunkt
und ¥V den Verschwindungspunkt der Geraden g dar.

Anmerkung: Die Bestimmung der Kreise, die O und V bei der Drehung von g
um S beschreiben, findet sich zuerst bei Claude Frangois Milliet Dechales (geb.
1621 zu Chambéry, Jesuit, gest. 1678 zu Turin als Rektor des Kollegiums) in dem ,,C ursus
seu mundus mathematicus® (Mathematische Lehre oder Welt), Lyon 1674 in
3 Biénden, 2. Aufl. nach des Verfassers Tod 1690 in 4 Bi#inden von dem Pater Amati

Varcin herausgegeben, hier im 3. Bd. 8. 494, wo merkwiirdigerweise die hinzugefiigte
und auf 8. 495 wiederholte Figur gerade an den wesentlichen Stellen falsch ist.

332. Doppelverhiiltnis ausgedriickt durch einfaches Verhiltnis und
umgekehrt. Um das Doppelverhiltnis von vier Punkten 4, B,C, D
einer Geraden ¢ in ein einfaches Ver-

héltnis zu verwandeln, benutzt man

den Satz des Pappus (Nr. 327), indem

man dafiir sorgt, daBl der dem Punkt D

zugeordnete Punkt ins Unendlichferne

kommt. Man nimmt also das Pro-

jektionszentrum O irgendwo und die

Gerade g als eine Parallele zu OD an,

siche Fig. 499. Von den den Punkten

A, B, C, D entsprechenden Punkten

A, B, €, D liegt dann D unendlich

fern, so daBl AD : BD = +1 ist (Nr. 9),

mithin das Doppelverhiltnis von %, B, €, ® gleich dem Verhéltnis
AC : BE wird. Demnach hat das Doppelverhiltnis von 4, B,
C,D denselben Wert wie das einfache Teilverhidltnis A€ : BE.
Nach Nr. 327 ist das Verhaltnis AC : BC, worin ein Punkt C eine
Strecke AB teilt, keine in der Perspektive unverdnderliche GroBe. Bei
der Beantwortung der Frage, wie es sich bei der Abbildung &ndert,
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geht man umgekehrt wie soeben vor: Da der unendlich ferne Punkt
der Geraden g, auf der die Strecke AB liegt, diese Strecke im Verhilt-
nis +1 teilt, ist das Verhiltnis AC : BC

gleich dem Doppelverhiltnis von 4, B, C

und dem unendlich fernen Punkt von g.

Da nun der unendlich ferne Punkt von ¢

als der Fluchtpunkt F von g abgebildet

wird, folgt: Sind 4, B,C drei Punkte

einer Geraden, so ist das Teilver-

haltnis AC: BC gleich dem Doppel-

verhdltnis aus den perspektiven

Bildern %, %, € der Punkte und dem Fluchtpunkt F der
Geraden, siehe Fig. 500.

333. Harmonisches Doppelverhiltnis. Der Mittelpunkt M einer
Strecke AB stellt sich bei perspektiver Abbildung als ein Punkt % dar,
der im allgemeinen nicht die Mitte des Bildes B der Strecke ist
(Nr. 294). Da AM : BM = —1 ist (Nr. 9), liefert der letzte Satz:

A AR

BM " BF
wenn F der Fluchtpunkt der Geraden AB ist. Das Doppelverhiltnis
hat also den Wert —1. Da man auch schreiben kann:

am_wr
BM  BF°

besagt dies, da I und F die Strecke AB, abgesehen vom Vorzeichen,
in demselben Verhiltnis teilen, also innerlich und #ufBlerlich oder um-
gekehrt. Demnach teilen 9% und F die Strecke AP harmonisch
(Nr. 184), und daher heiit das Doppelverhéltnis —1 das harmonische
Doppelverhiltnis. Wie schon in Nr. 184 gesagt wurde, sei wieder-
holt: Da MU = —AIM usw. ist, kann man auch schreiben:

my_ ;D
Fy F®’

d. h. % und B teilen die Strecke IKF harmonisch. Man nennt deshalb
A, B und I, F harmonische Punktepaare, ohne zu betonen,
welches Paar das urspriinglich gegebene sein soll. Wir haben nun also
den Satz:

Das perspektive Bild der Mitte einer Strecke und der
Fluchtpunkt der Geraden, der die Strecke angehort, teilen
das perspektive Bild der Strecke harmonisch.

Ferner gilt der Satz: Vier harmonische Punkte einer Ge-
raden bilden sich in der Perspektive immer wieder als
harmonische Punkte ab.

Mit Hilfe der Perspektive laBt sich nun leicht ein Satz beweisen,
der sich frither (in Nr. 187) auf anderem Wege ergab: Wir nehmen auf
der Bildtafel T ein beliebiges Viereck ABED an, siehe Fig. 501. Ge-
hérig verlingert mogen die Seiten AP und €D in P und die Seiten AD
und BE in R zusammenlaufen. Die Gerade PR sei mit f bezeichnet.

—1

b
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Wird nun eine Ebene E parallel zur Ebene (O, f) gewshlt, so dal sie T
in einer zu f parallelen Spurgeraden s trifft, so ist f die Fluchtgerade
der Ebene E. Demnach sind A% und €D sowie YD und BE die Bilder
je zweier paralleler Strecken AB und CD sowie AD und BC, die in den
Richtungen O%F und OR verlaufen. Mithin ist ABED das perspektive
Bild eines Parallelogramms ABCD. Der Mittelpunkt des Parallelo-
gramms sei @; die Parallelen zu den Parallelogrammseiten durch @
bilden sich als Geraden nach P und R durch den Schnittpunkt O der
Geraden AC und BD ab. Auf der Bildtafel liegt der Inbegriff von vier
beliebig gewihlten Punkten %, B, €, D vor, die miteinander durch alle
sechs Geraden AB, AC, AD, BE, BY, €D verbunden sind. Man sagt,

daB dies ein vollstindiges Viereck ABED sei. Das vollstindige
Viereck ABED hat demnach sechs Seiten (vgl. Nr. 187). Diese Seiten
schneiden sich zu je zweien in einem der drei Punkte B, O, R. Diese
Punkte heiflen die drei Diagonalpunkte des vollstindigen Vierecks.
SchlieBlich sind P, O, R zu je zweien durch eine Gerade verbunden.
Diese Geraden OR, RE, BLO heien die drei Diagonalen des voll-
stindigen Vierecks. Da nun ABCD ein Parallelogramm ist und die
Geraden, deren Bilder O und OR sind, durch die Mitten der Par-
allelogrammseiten gehen, ergibt sich sofort:

Jede Seite eines vollstindigen Vierecks wird von den
Diagonalen des Vierecks in solchen zwei Punkten getroffen,
die zu den Eckpunkten der Seiten harmonisch liegen. So
z. B. wird die Strecke AB durch P und den Schnittpunkt mit QR har-
monisch geteilt, ebenso AE durch £ und den Schnittpunkt mit PR.
Ubrigens erkennt man auch sofort, dall je zwei Diagonalpunkte, wie
z. B. B und 9, durch die Schnittpunkte der zugehorigen Diagonale B,
mit den nicht durch P und L gehenden Seiten AD und BE harmonisch
geteilt werden.
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Man verwendet ein vollstindiges Viereck, wenn man das per-
spektive Bild I der Mitte einer Strecke finden will,
sobald auBer dem Bild AP der Strecke auch ihr Flucht-
punkt F bekannt ist, indem man auf einer beliebigen Geraden
durch F noch zwei Punkte € und ® willkiirlich wahlt und diejenige
Diagonale des vollsténdigen Vierecks ABED zeichnet, die nicht durch F
geht. Diese Diagonale schneidet B in .

Man kann in entsprechender Weise die Aufgabe losen, auf einer in
der Perspektive vorliegenden Geraden mit zwei gegebenen Punkten %,
und B, und dem gegebenen Fluchtpunkt F weitere Punkte %,, PB,, P, . . .
so zu bestimmen, dal die Punktreihe Ly, B,, B;, Bs, Pa . . . das Bild
einer Punktreihe P;, P,, P,, P,, P,... ist, in der die Absténde
zwischen aufeinanderfol-
genden Punkten einan-
der gleich sind. Diese
Aufgabe der Abbildung
einer regelmédBigen
Teilung 16st man nim-
lich so: Man wahlt einen
Punkt & und eine Ge-
rade durch F nach Be-
lieben und bringt &%,
und O, mit dieser Ge- Fig. 502.
raden durch F in £,
und O, zum Schnitt. Dann bestimmt man den Schnittpunkt ¥ von F9
und P,90, und filhrt die in Fig. 502a angegebene Konstruktion im
Zickzack aus, wodurch die gesuchten Punkte $P,, Ps, B, ... hervor-
gehen. Die Richtigkeit erhellt daraus, daB man die Gerade F® durch
den Fluchtpunkt F als Fluchtgerade einer Ebene auffassen kann,
so daB die nach @ gehenden Geraden in Wahrheit zueinander parallel
sind, ebenso die nach ¥ gehenden, siehe Fig. 502 b.

334. Perspektivitit zweier Ebenen. Nunmehr nehmen wir an, zwel
Ebenen E und T seien mittels eines Projektionszentrums oder Auges O
perspektiv aufeinander bezogen, d.h. irgendeinem Punkt P von E sei
derjenige Punkt P von T zugeordnet, der auf dem Sehstrahl OP liegt.
Es ist dabei nicht unbedingt notig, unter T die Bildtafel zu verstehen.
Man kann vielmehr auch T als die abzubildende Ebene und E als die
Bildtafel auffassen. Die Beziehung ist also wechselseitig.

Hierdurch wird jedem Punkt der einen Ebene ein Punkt der an-
deren Ebene zugeordnet. Dabei gelten die beiden Gesetze:

Erstens: Ein Punkt fallt mit dem ihm zugeordneten
Punkt zusammen, wenn er auf der Schnittgeraden beider
Ebenen liegt.

Zweitens: Beschreibt einer der beiden Punkte in seiner
Ebene eine Gerade, so gilt dasselbe vom zugeordneten
Punkt. Mit anderen Worten: Jeder Geraden der einen Ebene
ist eine Gerade der anderen Ebene zugeordnet.

In diesen beiden Gesetzen ist vom Projektionszentrum O gar nicht
die Rede. Wir wollen nun auch annehmen, daB das Projektionszentrum O
nicht gegeben sei, sondern nur zwei sich in einer Geraden s schneidende
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Ebenen E und T vorliegen. Dann 148t sich die eine Ebene auch ohne
Ausfithrung einer Zentralprojektion derart Punkt fiir Punkt auf die
andere beziehen, dafl die beiden soeben ausgesprochenen Gesetze gelten.
Dies geschieht in allgemeinster Weise so: Man wahlt ein Paar einander
zugeordneter Punkte 4 und ¥ in E und T beliebig, siehe Fig. 503.
Nimmt man dann in E noch einen Punkt B an, so darf man den zu-
geordneten Punkt % nicht mehr
irgendwo in T wihlen. Denn
nach dem ersten Gesetz ist der
Punkt U, in dem die Gerade AB
die Gerade s trifft, sich selbst zu-
geordnet, und nach dem zweiten
Gesetz entspricht der Geraden
ABU die Gerade A U . Mithin muf}
man B auf YU annehmen. Wenn
man B irgendwo auf YU gewihlt
hat, ist aber weiterhin jedem
Punkt P von E ein bestimmter
Punkt ¢ von T zugeordnet. Denn
wenn die Geraden A P und BP die
Gerade s in ¥V und W schneiden,
entspricht sowohl der Punkt V als auch der Punkt W nach dem ersten
Gesetz sich selbst, demnach infolge des zweiten Gesetzes der Geraden AV
die Gerade AV und der Geraden BW die Gerade BW. Weil P der
Schnittpunkt von AV und BW ist, muB also der zugeordnete Punkt P
der Schnittpunkt von %V und BW sein. DaB die so gewonnene Zu-
ordnung von Punkten P und P ausnahmslos die beiden Gesetze er-
fillt, sieht man nachtriglich so ein: Da A% und BS in der Ebene AU
liegen, schneiden sie sich in einem Punkt O. Nun enthalten die Ebenen
AV und BWY die Gerade A bzw. BB, d.h. beide Ebenen gehen
durch 0. Deshalb geht auch ihre Schnittgerade durch O. Die Schnitt-
gerade ist aber P. Mithin sind einander zugeordnete Punkte P und
allemal die Schnittpunkte von E und T mit einem von O ausgehenden
Strahl, und somit wird die Zuordnung durch perspektive Abbildung
bewirkt, was nach sich zieht, daB die beiden Gesetze iiberall gelten.

Diese Betrachtung zeigt, daB man alle diejenigen Zuordnungen
zwischen den Punkten der Ebenen E und T, bei denen die beiden Ge-
setze gelten, ohne Benutzung der Perspektive durch Konstruktionen
herstellen kann, die blo8 in den Ebenen E und T selbst verlaufen. Des-
halb und aus einem in der néichsten Nummer zu erwihnenden Grunde
liegt das Bediirfnis vor, allen Zuordnungen von dieser Art eine besondere
Bezeichnung zu geben. Man nennt sie Perspektivitdten. Die Schnitt-
gerade s der beiden Ebenen heit die Achse der Perspektivitét
und der Punkt O das Zentrum der Perspektivitit.

Wenn man insbesondere B auf YU so annimmt, daB sich AU : BU
wie AU :BU verhdlt, wird 4% zu BYB parallel. Dann riickt O ins
Unendlichferne, und aus der Perspektivitit wird eine Affinitdt (Nx. 120).
Die Affinitdt ist also ein Sonderfall der Perspektivitit.

335. Perspektivitit in einer Doppelebene. Dal die Bezeichnung
Perspektivitdt nicht iiberflissig ist, erkennt man, wenn man die Zu-
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ordnung in dem Fall betrachtet, wo gar nicht mehr von einer Zentral-
projektion geredet werden kann, namlich im Fall zweier in einer
Doppelebene zusammenliegender Ebenen E und T. In diesem Fall
bezeichnen wir eine bestimmt gewéhlte Gerade s als die Achse der Per-
spektivitit, auf die sich das erste Gesetz bezieht: Jeder Punkt von s
soll sich selbst zugeordnet sein. Genau so wie in voriger Nummer wird
man ein Punktepaar A, % beliebig annehmen und einem beliebig ge-
wihlten Punkt B irgendeinen Punkt B derjenigen Geraden AU zuordnen,
die von % nach dem Schnittpunkt U von AB mit s geht. Dann kann
man geradeso wie dort zu jedem Punkt P auf Grund der beiden Gesetze
den zugeordneten Punkt 8 bestimmen. Der einzige Unterschied besteht
darin, daB jetzt alles in einer einzigen Ebene ausgefiihrt werden soll.
Deshalb aber ist noch eine kleine Schwierigkeit zu iiberwinden: Der
Nachweis, daB die beiden Gesetze bei der so gewonnenen Zuordnung
ausnahmslos gelten, wurde in voriger Nummer dadurch gefiihrt, dafl
wir nachtréglich zeigten, daB8 die Zuordnung durch eine perspektive Ab-
bildung hergestellt werden kann. Dieser SchluB ist jetzt nicht mehr
moglich, da E und T in einer Doppelebene liegen. Aber der Nachweis
ergibt sich jetzt sofort, wenn man zundchst wie in voriger Nummer
zwei verschiedene Ebenen annimmt und dann die Figur z. B. durch
Parallelprojektion oder durch irgendeine Perspektive auf eine Ebene,
auf die Doppelebene abbildet, wie es ja auch schon in Fig. 503 der
letzten Nummer geschehen ist. Man kann also sagen:

Besteht zwischen zwei Ebenen eine Perspektivitit, so
geht daraus durch Parallelprojektion oder perspektive Ab-
bildung auf eine Tafel eine Perspektivitdat auf der Tafel
als Doppelebene hervor.

Ferner hat sich ergeben:

Falls die beiden in Nr. 334 ausgesprochenen Gesetze gel-
ten, sind auch im Fall einer Doppelebene einander ent-
sprechende Punkte auf Geraden gelegen, die einen Punkt O
gemein haben. Dieser Punkt heiBt wie im Fall zweier verschiedener
Ebenen E und T das Zentrum der Perspektivitit.

Alles Erorterte gilt auch dann, wenn die Achse s der Perspek-
tivitdt unendlich fern gewidhlt wird, sei es nun, da3 die Ebenen E
und T voneinander verschieden sind oder zusammenfallen. Sind sie ver-
schieden, so sind sie dann zueinander parallel, da s ihre Schnittgerade
ist. Da ein unendlichferner Punkt eine Richtung kennzeichnet (Nr. 4),
besagt dann das erste Gesetz von Nr. 334, daf} jeder Richtung der einen
Ebene in der anderen Ebene dieselbe Richtung entspricht. Nachdem
man also A und U beliebig gewdhlt und B auch beliebig angenommen
hat, muB man B irgendwie so wihlen, da A% zu AB parallei ist.
Wenn nun P ein beliebiger Punkt der Ebene E ist, ergibt sich der zu-
geordnete Punkt P, indem man zu AP und BP durch U und B die
Parallelen zieht und diese zum Schnitt bringt. Demnach gehen in E
und T einander éhnliche und #hnlich gelegene Gebilde hervor. Dabei
ist der gemeinsame Punkt O von A¥ und B®B der Ahnlichkeitspunkt.
Die Ahnlichkeit zweier ebener Gebilde mit dhnlicher Lage
ist somit der Sonderfall der Perspektivitdt mit unendlich-
ferner Achse. Dies gilt auch, wenn es sich um eine Perspektivitit
in einer Doppelebene handelt.
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336. Drehung perspektiver Ebenen um die Perspektivititsachse. Wir
nehmen zwei verschiedene Ebenen E und T an, die sich in einer im End-
lichen gelegenen Geraden s schneiden. Nach Nr. 334 ist eine Perspek-
tivitit zwischen den Ebenen vollkommen bestimmt, wenn man zwei
Punktepaare 4, % und B, B willkiirlich, jedoch so wiahlt, daB sich AB
und AV auf s schneiden. Das Verfabren, wodurch in Nr. 334 zu irgend-
einem Punkt P von E der zugeordnete Punkt ¥ von T gefunden wurde,
bestand aus Konstruktionen in den Ebenen E und T selbst, ohne Be-
nutzung des Zentrums der Perspektivitdt. Diese Konstruktionen werden
in keiner Weise behelligt, wenn man die starr gedachte Ebene E um s
in eine neue Lage dreht. Also:

Eine Perspektivitit zwischen zwei Ebenen bleibt auch
dann eine Perspektivitit, wenn man die eine starr gedachte
Ebene um die Achse der Perspektivitdt in eine neue Lage
dreht. Mit anderen Worten: Hat man eine in einer Ebene E
gelegene Figur ABC ... perspektiv auf eine Tafel T als eine
Figur YABE... abgebildet, so bleibt ABE ... ein perspek-
tives Bild der Figur auch dann, wenn man die starr ge-
dachte Ebene E um ihre Spurgerade s in eine neue Lage
dreht, d. h.: wenn dabei 4BC ... in ABC ... iibergeht, haben
die Strahlen AU, BB,CC ... einen Punkt O gemein, ebenso
wie vorher die Strahlen A%, BB, CE ... das Zentrum O ge-
mein hatten.

Bei der Drehung von E um s wandert das Zentrum O der Perspek-
tivitdt mit, und es ist leicht, festzustellen, wie dies geschieht. Man
denke sich durch das urspriingliche Zentrum oder Auge O die zur Spur-
geraden s senkrechte Ebene € gelegt. Sie ist zu E und T senkrecht
und schneidet E und T in zwei von einem Punkt § der Spurgeraden s
ausgehenden Geraden g und g, die auf s senkrecht stehen. Den Spur-
punkt § nennen wir den Hauptspurpunkt der Ebene E. Das per-
spektive Bild der Geraden g ist die Gerade g. Die Punktreihe auf g
ist demnach zur Punktreihe auf g perspektiv. Dreht sich E um s in
eine neue Lage, so bleibt E bestindig zu € senkrecht; die Gerade ¢
bleibt also besténdig in der Hilfsebene €. Demnach liegt der Fall vor, da3
sich eéine von zwei perspektiven Punktreihen g und g um ihren gemein-
samen Punkt S in einer Ebene € dreht. Nach Nr. 331 beschreibt dabei
das Auge O einen Kreis in der Ebene €. Der Mittelpunkt F des Kreises
ist der Fluchtpunkt von ¢, also der in € gelegene Hauptfluchtpunkt
der Ebene E (Nr. 297). Der Punkt V, der in Nr. 331 vorkam, ist der-
jenige Punkt der Verschwindungsgeraden v von E, der in der Ebene €L s
liegt, und den wir den Hauptverschwindungspunkt der Ebene E
nennen wollen. Nach Nr. 331 ist die neue Lage O’ des Auges O so be-
schaffen, da8 FO’ und SV’ zueinander parallel und gleich lang sind,
wenn V'’ die neue Lage von V bedeutet. Somit gilt der Satz:

Ist eine Ebene E mit der Spurgeraden s auf eine Tafel T
vermoge des Auges O perspektiv abgebildet, und wird E
um s in eine neue Lage E gedreht, so bleibt die perspek-
tive Beziehung erhalten; das Auge O kommt dabei in eine
neue Lage O’. Bei der Drehung von E beschreibt das Auge
einen Kreis in der zu E und T senkrechten Ebene durch
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das Auge. Der Mittelpunkt des Kreises ist der Haupt-
fluchtpunkt F von E, und der Radius FO’ ist bestdndig gleich
und parallel (auch dem Sinne nach) zu der Geraden vom
Hauptspurpunkt 8 nach dem Hauptverschwindungspunkt ¥
der gedrehten Ebene.

Was die vorhin eingefiihrten neuen Bezeichnungen betrifft, so sei
noch einmal zusammengefafit gesagt: Unter dem Hauptspurpunkt 8,
Hauptfluchtpunkt F und Hauptverschwindungspunkt V einer Ebene E
sollen die Schnittpunkte der Spurgeraden s, Fluchtgeraden f und Ver-
schwindungsgeraden v der Ebene E mit derjenigen KEbene € verstanden
werden, die durch das Auge O geht und zur Spurgeraden s, also zur
Ebene E und zur Ta-
fel T senkrecht ist.

Die Drehung der
Ebene E kann man so
weit ausfiihren, bis E in
die Tafel T fallt. Dies
ist auf zwei Arten mog-
lich. Entweder fallt da-
bei das hinter der Ta-
fel T gelegene Stiick der
Ebene E auf denjenigen
Teil der Tafel, der, von
der Fluchtgeraden f aus
gerechnet, jenseits der
Spurgeraden s liegt,
oder auf den anderen
Teil. Da man nun
hauptsidchlich das hin-
ter der Tafel liegende
Stiick der Ebene E ab-
zubilden pflegt, kommt
dies bei der zweiten Art
in unliebsamer Weise
mit dem Teil der Ta-
fel T zur Deckung, wo
sich sein Bild befindet.

Wir ziehen deshalb die
Umlegung der Ebene E
in die Tafel T in der
ersten Art vor. Dies
ist in Fig. 504 darge-
stellt. Die zu s senk-
rechte Hilfsebene € ist
die des Parallelogramms SFOV. Da FO wihrend der Drehung gleich
und (auch dem Sinne nach) parallel zu SV bleibt, ergeben sich die Lagen O
und v des Auges und der Verschwindungsgeraden nach vollendeter Um-
legung der Ebene E in die Tafel T so: Vom Hauptfluchtpunkt F
aus wird die Strecke FO senkrecht zur Fluchtgeraden f
bis O abgetragen, und zwar nach derjenigen Seite hin, wo
die Spurgerade s nicht liegt. Ferner wird s um dieselbe
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Strecke FO parallel zu sich bis » verschoben, und zwar im
Sinne nach der Fluchtgeraden hin.

Irgendein Punkt P der Ebene E geht vermige der Umlegung in
einen Punkt P von T iiber. Das Bild P von P kann man nun aus der
Umlegung P ermitteln: Zunichst mul es auf dem Sehstrahl liegen,
der jetzt der in T gelegene Strahl von O nach P ist. Ferner kann
man irgendeine Gerade a durch P ziehen und ihr Bild bestimmen. Man
zeichnet also in der Umlegung eine Gerade @ durch P, ihr Spurpunkt
sei §,. Der Fluchtpunkt F, ergibt sich auch nach der Umlegung als
Schnitt der Fluchtgeraden f mit dem zu @ parallelen Strahl durch O.
Nun ist das Bild a von a die Gerade S,F,, und das Bild ¥ von P der
Schnittpunkt des Strahls OP mit a. Man kann den Bildpunkt  von
P noch durch eine besondere Hilfslinie priiffen: Die Ebene durch O
und VP enthilt das Bild § von P und die Parallele OV zur Tafel T, sie
schneidet daher T in einer zur Spurgeraden s senkrechten Geraden
durch . Diese Gerade geht von dem Punkt @ aus, in dem VP die
Spurgerade s trifft. Bei der Umlegung bleibt aber s in Ruhe. Also folgt:
Man bringe V P mit s in @ zum Schnitt und errichte in @ das Lot auf s.
Dies Lot mufl durch das Bild ¥ von P gehen.

Durch die Umlegung kommt ein in E angenommenes Dreieck in
eine solche Lage, in der es umgekehrten Umlaufsinn als zuerst hat,
wenn man es von O aus betrachtet. Zwischen der umgelegten Ebene
und der Tafel besteht demnach eine ungleichsinnige Perspektivi-
tdt. Dagegen wiirde sich eine gleichsinnige Perspektivitdt er-
geben, wenn die Umlegung im entgegengesetzten Sinne ausgefiihrt
wiirde, was wir aber aus dem oben angegebenen Grunde nicht tun
wollen. Bei den Anwendungen ist also immer daran zu denken, daf}
die Ebene E nach ihrer Umlegung ihre urspriinglich nicht von O aus
sichtbare Seite darbietet.

Dadurch, daBl die Perspektivitit zwischen der Ebene E und der
Tafel T auch nach der Umlegung besteht, wird die Untersuchung der
Eigenschaften perspektiver ebener Figuren erleichtert: Man kann
sich auf die Untersuchung der Perspektivitit in einer Dop-
pelebene beschrianken.

Anmerkung: Die Einsicht, dafl die perspektive Beziehung zwischen einer Ebene
und ihrem Bild bei der Umlegung um die Spurgerade erhalten bleibt, ist der erste wichtige
Fortschritt, den die Lehre von der Perspektive seit Ubaldis Einfiihrung des allgemeinen
Fluchtpunktbegriffes (Nr. 308) gemacht hat. Sie findet sich in dem ,/Traité d’optique*
von 8. Stevin (Nr. 83), S. 533 der franzdsischen Ubersetzung der Stevinschen Werke
durch A. Girard. Aus welchem Jahr seine Abhandlung stamint, ist uns nicht bekannt.
Sowohl Stevin als auch Wilh. Jacob s’Gravesande (geb. 1688 zu Herzogenbusch,
gest. 1742 zu Leiden als Professor an der Universitét) in seinem ,,Essai de perspective®,
im Haag 1711, nimmt an, daB die abgebildete Ebene wagerecht und die Tafel lotrecht
sei. Demgegeniiber ist zu betonen, daf die Umlegung gilt, wie auch immer die Ebene E
zur Tafel T gelegen sein mag, wenn sie nur nicht zu ihr parallel ist. Bei dieser Gelegen-
heit sei bemerkt, dafl s’Gravesande die Verschwindungsgerade der Ebene in die
Perspektive eingefiihrt hat; er nannte sie die ligne géométrale. Wie es scheint, hat
Brook Taylor (geb. 1685 zu Edmonton, Middlesex, gest. 1731 zu London), derselbe,
nach dem die Taylorsche Reihe benannt wird, die Arbeiten seiner Vorgénger gar nicht
gekannt, als er in einer kurzen Schrift ,,Linear perspective®, London 1715, 2. Auflage
unter dem Titel ,New principles of linear perspective®, London 1719, so ziemlich
alles Wesentliche fiir die Grundlegung der Perspektive — auch vom Standpunkt der Gegen-

wart aus — entwickelte. Da das Buch zu knapp geschrieben war, um auch dem Kiinstler
verstiindlich zu sein, verdffentlichte John Colson (1680—1760, Professor in Cambridge)
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eine neue mit Berichtigungen und Zusiitzen versehene Auflage: New principles of
linear perspective: or the art of designing in a plane, the representation
of all sort of objects, in a more and general simple method, than has been
hitherto done“, London 1749. Die Verschwindungsebene und gerade heiflen hier
directing plane und line, und es wird die perspektive Abbildung ganz beliebig zur
Tafel gelegener Ebenen untersucht und durch Umlegung auf die Perspektivitéit in der
Doppelebene zuriickgefiihrt.

337. Handhabung der Perspektivitit in der Umlegung. Gibt man
auf der Tafel T auBer dem Hauptpunkt H und dem Distanzkreis die
Spurgerade s einer Ebene E beliebig an und wéhlt man die Flucht-
gerade f der Ebene irgendwie parallel zu s, so ist die Ebene E dadurch
gegeniiber der Tafel und dem Auge O vollkommen bestimmt (Nr. 296).
Wird nun die Ebene E um die Spurgerade s und zwar in dem in voriger
Nummer angegebenen Drehsinn umgelegt, so ergibt sich die Lage O
des umgelegten Auges und die umgelegte Verschwindungsgerade v wie
folgt: Zundchst ermittelt man durch das Lot von H auf f den Haupt-
fluchtpunkt F, siehe Fig. 505, und bestimmt dann die Lénge von FO
wie in Fig. 422 von Nr. 297, indem man das bei H rechtwinklige Drei-
eck FHO um FH in die Tafel umklappt. Dabei gelangt O nach einem
Punkt (0) auf dem ‘Distanzkreis auf der Parallelen zu f durch H. Da
nun F(0) die Linge von FO hat, geht O hervor, indem man den Kreis
um F durch (0) mit der
Geraden HF zum Schnitt
bringt. Wie verabredet, soll
derjenige Schnittpunkt ge-
wihlt werden, der so liegt,
daB der Sinn von F nach O
dem von s nach f entspricht.

Die Verschwindungsgerade
in der Umlegung ist parallel
zu s und f, und zwar ist
der Abstand von s bis »
gleich und insbesondere
auch dem Sinne nach gleich
der Strecke von F bis 0. In
Fig. 505 liegt v zwischen s
und f; es kann aber auch vorkommen, dafl 7 jenseits von f liegt.

Wenn nun P irgendein Punkt der in E gelegenen, perspektiv ab-
zubildenden und in die Tafel umgelegten Figur ist, liegt der Bildpunkt
auf dem Strahl OP, den wir auch jetzt noch einen Sehstrahl nennen,
obgleich von einem wirklichen Sehen von O aus in der Doppelebene
nicht gesprochen werden kann. Um $ vollkommen zu bestimmen,
geniigt es, das Bild a irgendeiner Geraden a durch P herzustellen: Die
Gerade a trifft s in dem Spurpunkt S, und ¥ in dem Verschwindungs-
punkt V,. Ihr Fluchtpunkt F, auf f wird durch den zu a parallelen
Sehstrahl ausgeschnitten. Die Bildgerade a ist nun die durch F, und §,,
und sie ist parallel zu O 7, (Nr. 294), denn V, ist in der Umlegung der-
jenige Punkt der Geraden a, dessen Bild unendlich fern liegt. Dal
F,8,10V, ist, bestiatigt man auch dadurch, daBl FO gleich der Ent-
fernung SV zwischen dem Hauptspurpunkt § und dem Hauptverschwin-
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dungspunkt ¥ ist. Die Bildgerade a schneidet den Sehstrahl OP im
gesuchten Bild % von P.

Insbesondere kann man als Gerade @ das Lot von P auf s benutzen.
Sein Fluchtpunkt ist der Hauptfluchtpunkt F, also sein Bild die Gerade
von F nach dem Spurpunkt R des Lotes von P auf s. Demnach liegt
auch auf FR.

Man kann nach voriger Nummer auch so vorgehen: V P schneidet s
in einem Punkt @, und der Bildpunkt P muB auf dem in @ auf s er-
richteten Lot gelegen sein.

Man hat also zahlreiche Hilfsmittel, um von einer in der Umlegung
gezeichneten Figur das perspektive Bild zu finden. Zu beachten ist,
daB die Spurgerade s der gegebenen Ebene E eine beliebige Lage haben
kann; sie braucht also durchaus nicht wagerecht zu sein. In Fig. 504
der letzten Nummer, wo die Tafel T lotrecht angenommen wurde, und
in Fig. 505 ist s nur deshalb wagerecht gezogen worden, weil dadurch
mehr Ruhe in die Figuren kommt.

Besonders hiufig allerdings benutzt man die Umlegung einer
wagerechten Ebene E in die lotrecht angenommene Tafel T. In
diesem Fall, siehe Fig. 506, ist die Fluchtgerade der Horizont %, so da8
der Hauptfluchtpunkt F mit dem Hauptpunkt H zusammenfillt, dem-
nach die Strecke FO gleich der Distanz d ist. Somit liegt in diesem
Falle O auf dem Distanzkreis, und die umgelegte Verschwindungsgerade v
ist um die Distanz d von der Spurgeraden s entfernt. Im iibrigen gilt
alles wie vorher; in Fig. 506 ist wieder das Bild  eines Punktes P auf
mehrere Arten bestimmt, unter anderem durch eine Hilfsgerade @ durch P,
deren Bild a durch B geht.

Als Beispiel gibt Fig. 507 das perspektive Bild eines regelméfBigen
Sechsecks, das in einer wie die Tafel T lotrechten Ebene E liegt, so dafl
die Spurgerade lotrecht ist. Zweckmifig bestimmt man hier zuerst die
Bilder der Diagonalen des Sechsecks.

SchlieBlich sei noch daran erinnert, daf sich die gegebene und die
abgebildete Figur durchaus nicht immer nur auf der einen Seite der
Spurgeraden s zu befinden brauchen. Denn diejenigen Punkte der
Ebene E, die zwischen der Tafel und der Verschwindungsebene gelegen
sind, fallen bei der Umlegung zwischen s und ¥, und die hinter dem
Beobachter gelegenen Punkte von E liegen nach der Umlegung auf der-
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jenigen Seite von v, auf der sich die Spurgerade s nicht befindet. Dem-
entsprechend kann auch das perspektive Bild der Figur iiberall auf der

Tafel T Punkte haben. Wenn die abzubildende Figur die Spurgerade s
schneidet, geht das Bild durch dieselben Punkte der Spurgeraden.

338. Deckelemente bei der Perspektivitit in einer Doppelebene.
Wird eine Ebene E durch Drehung um ihre Spurgerade s in die
Tafel T umgelegt, so da eine Perspektivitit auf der Tafel als Doppel-
ebene hervorgeht, so entspricht nach dem ersten Gesetz der Perspek-
tivitdt in Nr. 334 jeder Punkt der Spurgeraden sich selbst. Damit ist
aber nicht gesagt, dall es nicht noch einen anderen, sich selbst zugeord-
neten Punkt giabe. In der Tat lehrt der Riickblick auf Fig. 498 von
Nr. 331, die ja den Ausschnitt € senkrecht zur Ebene E und Tafel T
durch das Auge O vorstellt (Nr. 336), dal das bei der Drehung von E
um s wandernde Auge O’ nach vollendeter Umlegung nach dem damals
mit §, bezeichneten Punkt kommt. Dieser Punkt ist also das umgelegte
Auge O, und man sieht wegen S&, = SK,, da auch der Punkt K,
bei der Umlegung nach R, riickt. Mithin folgt: Derjenige Punkt der
umgelegten Ebene E, der nach O fallt, deckt sich mit dem ihm zugeord-
neten Punkt der Tafel T. _

Dasselbe ergibt sich so: Da jeder Punkt P der umgelegten Ebene E
mit dem zugeordneten Punkt P auf einem Strahl durch O liegt, ist jede
Gerade durch O eine Deckgerade, d. h. eine Gerade, die sich selbst bei
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der Perspektivitit in der Doppelebene entspricht. Mithin ist ihr ge-
meinsamer Punkt O ein Deckpunkt, d. h. ein Punkt, der sich selbst
bei der Perspektivitidt in der Doppelebene entspricht. Auferdem wissen
wir, daf jeder Punkt der Spurgeraden s ein Deckpunkt ist, sowie dafl
die Spurgerade s eine Deckgerade ist. Deshalb sieht man leicht ein,
daBl es sonst keine Deckpunkte oder Deckgeraden gibt. Denn gibe es
noch einen anderen Deckpunkt X aufler den Punkten der Spurgeraden
und dem Punkt O, so wiirde jede Gerade, die X mit einem Punkte von s
verbindet, eine sich selbst entsprechende Gerade, also eine Deckgerade
sein. Jeder Punft P der Ebene E wiirde daher auf zwei Deckgeraden,
nédmlich auf PO und PX liegen, und miilite sich daher selbst entsprechen,
was sinnlos ist. Ebenso erkennt man, daff es sinnlos ist, anzunehmen,
daB es auBler den angegebenen Deckgeraden noch eine Deckgerade gibe.
Also:

Bei der Perspektivitdt in der Doppelebene gibt es als
Deckpunkte auBler den Punkten der Perspektivititsachse s
nur das Zentrum O der Perspektivitdt und als Deckgeraden
aufler den Geraden durch O nur die Achse s.

Anmerkung: Die Affinitét ist, wie gesagt (Nr. 334), ein Sonderfall der Perspek-
tivitét, nédmlich der mit unendlich entferntem Projektionszentrum. Bei der Affinitédt in
einer Doppelebene sind blof die Punkte der Affinitétsachse im Endlichen gelegene Deck-
punkte. Aber im Unendlichen tritt noch der in der Affinitdtsrichtung gelegene Punkt

als Deckpunkt hinzu. Die Deckgeraden sind auler der Achse der Affinitét diejenigen
Geraden, die in der Richtung der Affinitédt verlaufen.

*339. Involutionen!). Von den Involutionen war schon in § 7 des
2. Kapitels die Rede. Wir werden aber hier ganz unabhingig davon
auf einem neuen Wege zu ihnen gelangen:

Wir betrachten zwei projektive Punktreihen (Nr. 330), d.h. wir
nehmen an, die Punkte zweier Geraden seien einander derart gesetz-
miBig zugeordnet, da je vier Punkte A4, B, (', D der einen Geraden
dasselbe Doppelverhiltnis wie die zugeordneten Punkte U, B, €, D der

anderen (Geraden haben. Insbesondere wol-

D4 ¢ B len wir jetzt annehmen, daB erstens die
¢ 3 % beiden Geraden, die Tréiger der Punktreihen,
Fig. 508. in eine (Gerade zusammenfallen, und daB

zweitens zwei Punkte 4 und B derart vor-
handen seien, daBl dem Punkt 4 der mit B zusammenliegende Punkt %
und dem Punkt B der mit A zusammenliegende Punkt %5 entspricht,
siehe Fig. 508.

Unter diesen Voraussetzungen wihlen wir irgendeinen Punkt C des
Trigers. Thm sei der Punkt € zugeordnet. Nun wird demjenigen
Punkt D, der mit € zusammenliegt, ein gewisser Punkt D entsprechen.
Die Frage ist, wo er liegt. Verlangt wird, daBl das Doppelverhiltnis
von 4, B, C, D gleich dem von %, B, €, D sei. Da aber U der Punkt B,
B der Punkt 4 und € der Punkt D ist, wird gefordert, dal} das Doppel-
verhiltnis von 4, B, C, D gleich dem von B, A, D, ® sei, d. h.:

AC AD BD BD
BC BD  AD AD"

1) Die mit Sternchen versehenen Nummern sind tiberschlagbar.
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Diese Forderung vereinfacht sich sofort:

AC AD

BC BY’
Sie besagt, daB €' und D die Strecke AB in demselben Verhaltnis teilen,
mithin zusammenfallen (Nr. 9). Daher gilt der Satz:

Wenn zwei projektive Punktreihen denselben Triger
haben und es einmal vorkommt, daB der einem Punkt A
der ersten Reihe entsprechende Punkt ¥ der zweiten Reihe,
aufgefaBt als Punkt B der ersten Punktreihe, demjenigen
Punkt B der zweiten Reihe entspricht, der mit 4 zusam-
menféllt, so tritt diese Erscheinung iiberall ein.

Somit bilden die Punkte des Trigers lauter Paare. Sind allgemein
A, B und C, D zwei solche Paare, so entsprechen den Punkten 4, B und
C, D der ersten Punktreihe diejenigen Punkte der zweiten, die durch
Vertauschen innerhalb eines jeden einzelnen Paares hervorgehen, also
die Punkte B, A und D, C. :

Nun sei M derjenige Punkt, zu dem als zweiter der unendlichferne
Punkt des Trigers gehért. Dann entsprechen den Punkten 4, B, 0, M
der ersten Punktreihe die Punkte B, A, D und der unendlichferne Punkt
als Punkte der zweiten Punktreihe, so daR das Doppelverhiltnis der
vier ersten Punkte gleich dem der vier letzten Punkte ist. Aber das
Doppelverhiltnis von B, 4, D und dem unendlichfernen Punkt ist nach
Nr. 332 gleich dem einfachen Teilverhéltnis BD : AD. Folglich kommt:

AC AM _BD
BC BM  AD

AC-BM.-AD=BC-AM . BD.

Wenn auf der Geraden ein Pfeil angebracht wird, in dessen Sinn die
Strecken positiv gerechnet werden, so daB z. B. AC positiv oder negativ
ist, je nachdem der Sinn von 4 nach C dem des Pfeiles entspricht oder
nicht, lassen sich alle Strecken durch solche Strecken darstellen, die
in M enden. Denn es ist:

AC = MC - MA, AD=MD — MA, BC=MC —- MB,
BD =MD — MB.
Ferner ist BM = —MB und AM = —MA. Also kommt:
(MC — MAYMB(MD — MA) = (MC—-MB)MA(MD — MB) .

Multipliziert man dies aus, so heben sich vier Summanden fort, und es
bleibt:

MB-MC. -MD + MA? . MB= MA .- MC-MD + MA - MB?,
wofiir man schreiben kann:
(MA — MBYMC - MD = (MA — MB)MA - MB .
Hier hebt sich MA — MB fort, und es bleibt einfach iibrig:
MC. -MD=MA-MB.

Das Produkt MA - MB der Abstinde der Punkte A, B des ersten Paares
von M ist negativ, wenn M zwischen 4 und B liegt, sonst positiv.
Scheffers, Geometrie IL. 2. Aufl, 7

oder
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Wir bezeichnen es demnach mit --c? oder c2, so daB sich fiir jedes
Punktepaar C, D ergibt:

MC-MD = —c® oder MC -MD = -+c2.

Wenn also zwei projektive Punktreihen auf demselben
Tréger vorliegen derart, dal ein Punktepaar 4, B so be-
schaffen ist, daBB sowohl dem Punkt 4 als Punkt der ersten
Reihe der Punkt B als Punkt der zweiten entspricht als
auch dem Punkt B als Punkt der ersten Reihe der Punkt 4
als Punkt der zweiten, so tritt dieselbe Erscheinung immer
ein, und es gibt dann einen Punkt M auf dem Triger der-
art, dafl fir alle Punktepaare das Produkt der Absténde
von M einen konstanten Wert hat. Dieser Punkt M bildet
zusammen mit dem unendlichfernen Punkt des Trigers ein
Punktepaar.

In Nr. 170 wurde gesagt, dal3 die Vorschrift MA - MB = —c? oder
+c?, angewandt auf das Punktepaar A, B einer Geraden, eine Invo-
lution definiere, die elliptisch

2 4 M ¢ 4 oder hyperbolisch heifit, je nach-
dem —c¢2? oder --c? der konstante

g4 # C 2 Wert, die sogenannte Potenz der

Fig. 509, Involution, ist. Im ersten Fall

(siehe Fig. 509 oben) wird jedes Paar
wie A, B oder C, D durch M getrennt, im zweiten keines (siehe Fig. 509
unten).

Wir haben demnach den Satz:

Jede Punktinvolution auf einer Geraden wird durch
zweil projektive Punktreihen erzeugt, die so beschaffen sind,
daB, falls einem Punkt A der ersten Reihe ein Punkt B der
zweiten entspricht, allemal auch dem Punkt B, als Punkt
der ersten Reihe aufgefaflt, der Punkt 4 als Punkt der
zweiten Reihe zugeordnet ist.

Hiermit sind wir zu der Art gelangt, wie man die Punktinvolutionen
mit Hilfe projektiver Punktreihen erzeugt.

Eine Strahleninvolution wird nun wie in Nr. 174 definiert, in-
dem man die Punkte des Tridgers einer Punktinvolution durch die
Strahlen ersetzt, die sie mit einem Punkt O auBlerhalb des Trigers
verbinden.

Aus dem Satz des Pappus (Nr. 327) folgt sofort, d all jeder
Schnitt einer elliptischen oder hyperbolischen Strahlen-
involution mit einer Geraden auf der Geraden eine ellip-
tische oder hyperbolische Punktinvolution erzeugt, ein
Satz, der in Nr. 176 auf anderem Wege bewiesen wurde. Allgemein er-
gibt sich:

Jede perspektive Abbildung einer Punkt- oder Strahlen-
involution ist wieder eine Punkt- oder Strahleninvolution,
und zwar sind beide Involutionen zugleich elliptisch oder
zugleich hyperbolisch. Zu beachten ist dabei, daB der Mittel-
punkt einer Punktinvolution, nimlich der obenerwihnte Punkt M,
vermége der Abbildung im allgemeinen nicht in den Mittelpunkt der
neuen Involution iibergeht, ein Umstand, auf den schon in Nr. 176
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hingewiesen wurde. Der Grund liegt darin, daB der Mittelpunkt der
Punktinvolution derjenige Punkt ist, der zusammen mit dem unendlich-
fernen Punkt des Trédgers ein Punktepaar bildet, und daB}, wie wir
wissen, der unendlichferne Punkt im allgemeinen nicht als unendlich-
ferner Punkt abgebildet wird.

340. Ubungen. 1) Wie gro8 ist das Doppelverhiltnis von vier Punk-
ten A, B, C, D einer Geraden, die aufeinanderfolgend gleiche Absténde
voneinander haben (4B = BC = CD)? (Nr. 327.)

2) Zu beweisen: Liegen zwei projektive Punktreihen 4, B,C,D ...
und U, B, €, D ... auf zwei verschiedenen Geraden g und g einer Ebene
vor, greift man dann irgend zwei Punkte der ersten Reihe (z. B. 4 und B)
sowie die entsprechenden Punkte der zweiten Reihe (also % und B) her-
aus und verbindet man sie iiberkreuz (also 4 mit B und B mit ), so
ist der Ort der Schnittpunkte der Kreuzlinien eine Gerade (Nr. 327, 330).

3) Auf einer Geraden seien drei Punkte A, B, C gegeben. Den
Punkt D der Geraden zu bestimmen, fiir den das Doppelverhéltnis von
4, B,C, D gleich 3 ist (Nr. 328 oder 332).

4) Das perspektive Bild ABE eines Dreiecks ABC und die Flucht-.
gerade f der Ebene des Dreiecks seien gegeben. Gesucht das Bild des
Schnittpunktes der Transversalen von den Ecken A4, B,C nach den
Mittelpunkten der Gegenseiten (Nr. 332).

5) Eine Ebene E sei um ihre Spurgerade s in die Tafel umgelegt.
In der Umlegung ein Viereck der Ebene zu zeichnen, dessen perspek-
tives Bild ein Parallelogramm ist (Nr. 337).

6) Eine Ebene E sei um ihre Spurgerade s in die Tafel umgelegt.
Das perspektive Bild eines in der Ebene gelegenen gleichseitigen Drei-
ecks zu ermitteln, ohne das Dreieck selbst in der Umlegung zu zeichnen.
Man bestimme zunichst die Fluchtpunkte der Kanten des Dreiecks
(Nr. 337).

§ 5. Anwendungen der Perspektivitit.

341. Die Perspektivitiit beim Schichtenverfahren. Wenn man, wie
es beim Schichtenverfahren (Nr. 303) gebriéiuchlich ist, die Tafel T lot-
recht annimmt, kommt allen wagerechten Schichtebenen der durch den
Hauptpunkt H gehende Horizont % als gemeinsame Fluchtgerade zu.
Wenn man also alle diese Ebenen nach dem Verfahren von Nr. 337 um
ihre Spurgeraden in die Tafel umlegt, ergibt sich fiir alle dasselbe um-
gelegte Auge O, ndmlich der hochste Punkt des Distanzkreises, vgl.
Fig. 506 von Nr. 337. Es wiire aber zu umstindlich, alle einzelnen
Schichten in der Umlegung zu zeichnen. Man kann sich mit der Um-
legung der Grundebene und der Zeichnung des in ihr enthaltenen Grund-
risses begniigen, denn hieraus geht die Umlegung einer jeden Schicht
dadurch hervor, daB man das, was sich im Grundrif auf diese Schicht
bezieht, um diejenige Strecke nach oben verschiebt, die der Hohe der
Schichtebene iiber der Grundebene gleich ist.

In Fig. 510 ist als Beispiel die Darstellung eines Strebepfeilers
an einer Mauer behandelt. Um die Hohen der Schichtebenen ohne
Irrung bequem entnehmen zu kénnen, bedient man sich des seitlich
angebrachten Aufrisses. Die Fluchtpunkte F' und & der beiden hier

7*
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hauptséchlich in Betracht kommenden wagerechten Richtungen sind
die Schnittpunkte des Horizontes & mit den durch das umgelegte Auge O
in diesen Richtungen gezogenen Strahlen. Der unerreichbare Flucht-
punkt @ ist vom Hauptpunkt H dreimal so weit entfernt wie der Hilfs-
punkt @.,. Das Folgende wird zeigen, da man des Punktes & zur

Herstellung der Zeichnung nicht bedarf. Der Hauptverschwindungs-
punkt ¥ der umgelegten Grundebene liegt ebenso viel hoher als die
Standlinie s wie O héher als %, d. h. um die Distanz d héher als s, Auf
der Standlinie s sind die Spurpunkte aller zundchst in Betracht kommen-
den Geraden des Grundrisses angegeben. Alle diejenigen Ecken des
Pfeilers, die denselben Grundril haben, sind mit derselben Zahl be-
zeichnet. Die Entstehung des Bildes kann man insbesondere an den



§ 5. Anwendungen der Perspektivitét. Nr. 341, 342. 101

Hilfslinien verfolgen, die fiir die Punkte §, 6, 7 der am weitesten aus-
ladenden Schicht angegeben sind (der Punkt 8 dieser Schicht ist un-
sichtbar). Die Spurgerade dieser Schicht liegt so hoch wie der zugehdrige
Aufri, und man iibertrigt die in Betracht kommenden Spurpunkte
von der Standiinie s aus auf diese Spurgerade durch Lote. So gehen die
mit 5, 6 und 7, 8 bzw. V VIII und VI VII bezeichneten Spurpunkte
hervor, deren Verbindung mit den Fluchtpunkten F und & die Kanten
im Bilde liefert. Da @ nicht erreichbar ist, gelit man nach Fig. 506
von Nr. 337 besser so vor: Man bringt die Geraden vom umgelegten
Hauptverschwindungspunkt V der Grundebene nach den Eckpunkten
5,6, 7 des Grundrisses mit der Standlinie s in, 5, 6, 7 zum Schnitt.
Dann weill man, dal} die gesuchten Bilder der Punkte 4, 6, 7 senkrecht
iiber 4, 6, 7 liegen. In derselben Art werden alle Schichten gezeichnet.

Die eingetragenen Zahlen gestatten die Verfolgung aller Konstruktionen,
obgleich die iibrigen Hilfslinien fortgelassen sind.

342. Quadrat und quadratische Tifelung in beliebiger Ebene. Irgend-

eine Ebene E sei durch ihre Spur- und Fluchtgerade s und f gegeben,
siche Fig. 511. Wenn man die

Ebene nach Nr. 337 um s in die
Tafel umlegt, wobei sich das um-
gelegte Auge O ergibt, kann man
irgendein Quadrat in der Ebene
zeichnen, indem man es zunichst
in der Umlegung in der wahren
Gestalt 7 2 3 4 darstellt.
Man kann aber das Quadrat-
bild auch ohne Benutzung der
wahren Gestalt des Quadrats
in der Umlegung gewinnen.
Dies geschieht wie in Nr. 308 fiir
den Fall einer wagerechten Ebene;
der einzige Unterschied besteht
darin, daBl jetzt das umgelegte
Auge O nicht gerade auf dem Di-
stanzkreis liegt. Eine Kante des
Quadrats kann man als beliebige
Strecke I II im Bild annehmen;
dann ist ihr Fluchtpunkt F, bekannt. Mittels des rechten Winkels
F,OF, ergibt sich der Fluchtpunkt F, der senkrechten Kanten und,
indem man diesen rechten Winkel in gleiche Teile zerlegt, der Flucht-
punkt F, der einen Diagonale. Nun zieht man I7 F, und I F;, um die
Ecke III zu bekommen, sowie I F, und III F,, um die Ecke IV zu
bekommen. Man konnte auch den Fluchtpunkt der Diagonale 111V
benutzen, wenn er erreichbar wire; er liegt auf dem zu OF; senk-
rechten Strahl durch O.

Nachdem man das Quadrat gezeichnet hat, kann man sich die
Aufgabe stellen, einen Wiirfel zu zeichnen, der das Quadrat als Seite
hat. Aber diese Aufgabe wird durchaus nicht in der Weise wie in
Nr. 308 zu losen sein. Denn jetzt ist die Ebene des Quadrates nicht
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zur Tafel senkrecht, so daB also die in [, II, III, IV zu errichtenden

Wiirfelkanten jetzt nicht parallel sind und daher im Bild einen im End-

lichen  gelegenen

Fluchtpunkt haben.

Wir kommen auf

die Aufgabe, den

Wiirfel zu zeichnen,

in Nr. 405 zuriick.

Unter fortwih-

render Anwendung

der Fluchtpunkte

F,, F,, F, kann

man an das ge-

zeichnete Quadrat

beliebig viele gleich

groBBe Quadrate an-

setzen.  Dadurch

ergibt sich die Dar-

stellung einer be-

liebigen quadra-

tischenTéafelung

der Ebene. Mit

ihrer Hilfe ist es

leicht, ein Muster,

z. B. einen Ma-

ander, perspektiv wiederzugeben, siehe Fig. 512. Die starken Verkiir-
zungen haben ihren Grund in der Kleinheit der gewihlten Distanz.

343. Verschiebung einer Ebene. Eine Ebene E, werde parallel in
eine neue Lage E, verschoben. Beiden Ebenen kommt eine gemeinsame
Fluchtgerade f zu, wihrend ihre Spur-

geraden s; und s, irgendwie parallel zu f

angenommen werden koénnen, siehe

Fig. 513. Die Richtung der Verschie-

bung wird dadurch bestimmt, dafl man

in E; und E, Punkte 4, und A, an-

nimmt und festsetzt, dal 4, vermoge

der Verschiebung in A4, iibergehe. Ob-

gleich alle Punkte von E; vermoge der

Verschiebung parallele und gleich lange

Strecken beschreiben, werden diese

Strecken im Bilde weder parallel noch

gleich lang erscheinen. Der gemeinsame

Fluchtpunkt @ der Strecken ist der

Fluchtpunkt von A4;4,. Um ihn zu

finden, benutzt man irgendeine Hilfs-

ebene durch 4,4,. Man kann anneh-

men, daB3 die Hilfsebene die Ebene E,

in irgendeiner Geraden durch 4, schneide, und es sei F' der Fluchtpunkt
dieser Geraden. Dann ist FA4, der Schnitt der Hilfsebene mit E,. Die
Verbindende der Spurpunkte von FA4, und FA, liefert die Spurgerade der
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Hilfsebene, und die Fluchtgerade ist parallel dazu durch F. Der gesuchte
Fluchtpunkt @ von 4,4, muB also auf dieser Fluchtgeraden liegen.
Wenn nun P, irgendein Punkt von E, ist, stellt ®P, die Gerade
dar, lings deren er verschoben wird. Also ist die neue Lage P, von P,
der Schnitt von ®P; mit E,. Um ihn zu finden, legt man die Hilfs-
ebene durch P, und 4,4,, da sie die Strecke P,P, enthilt. Diese Hilfs-
ebene schneidet E, in der Geraden 4,P,, die ihren Fluchtpunkt auf f
hat. Sie schneidet die zu E, parallele Ebene E, in der von demselben
Fluchtpunkt ausgehenden Geraden durch 4,, auf der also P, liegen muB.
Wihrend zwischen den Punkten der Ebene E; und E, in Wirklich-
keit eine Kongruenz besteht, indem jede in E, gelegene Figur bloB
parallel bis zur Ebene E, verschoben wird, stellt sich die Beziehung
zwischen den Punkten beider Ebenen im Bild als eine Perspektivi-
tit auf der Tafel als Doppelebene dar. Dabei ist ® das Zentrum
und f die Achse der Perspektivitdt. Bei der Verschiebung durchliuft
ein in E, angenommenes Vieleck ein Prisma, dessen anderes Endvieleck
das bis zur Ebene E, verschobene Vieleck ist. Damit sind wir zur per-
spektiven Abbildung eines Prismas mit zwei parallelen Grenz-
flichen gelangt. Um die Figur anschaulicher zu machen, haben wir
angenommen, da die Ebenen E;, und E, lings ihrer Spurgeraden s,
und s, enden.
Findet die Verschiebung der Ebene E, nach E, parallel zur Tafel
statt, so werden die Verschiebungs-
strecken auch im Bild zueinander par-
allel. Dieser Fall tritt ein, wenn der
Fluchtpunkt @ unendlich fern liegt,
d.h. wenn 4, und 4, so angenommen
werden, dafl sich die Abstinde des
Punktes 4, von f und s, wie die des
Punktes 4, von f und s, verhalten.
Jetzt erscheint die Beziehung zwischen
der Ebene E; und E, im Bild als eine
Affinitét, deren Achse die Fluchtgerade f
ist, siehe Fig.514. Dieser Fall kommt
beim Schichtenverfahren (Nr. 303
und 341) vor, denn die Schichtenebenen
sind zur Grundebene parallel, und ihre
Punkte ergeben sich aus denen des
Grundrisses durch Verschieben senkrecht zur Grundebene, also parallel
zur lotrecht gedachten Tafel.

344. Drehung einer Ebene um eine zur Tafel parallele Achse. Wir
erinnern noch einmal daran, daB nach Nr. 335 jede Perspektivitit
zwischen irgend zwei Ebenen E; und E, in dem Falle, wo man sie mittels
Zentralprojektion auf eine Tafel abbildet, wieder als eine Perspektivitit,
aber auf der Tafel als Doppelebene, erscheint, sowie daran, daB jede
Affinitdt, insbesondere auch jede Kongruenz zwischen zwei Ebenen E,
und E, ein Sonderfall der Perspektivitat ist (Nr. 334), und deshalb der
soeben genannte Satz auch fiir sie gilt.

Insbesondere wollen wir jetzt eine Ebene E, um eine in ihr ent-
haltene und zur Tafel parallele Gerade g in eine neue Lage E,
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drehen. Dabei wollen wir uns vorstellen, dal3 die Tafel T lotrecht sei
und daB die Gerade g als eine lotrechte Gerade gew#hlt worden sei. Die
Vorstellung wird am klarsten, wenn wir dabei von irgendeiner wage-
rechten Grundebene ausgehen, also von einer Ebene, deren Spurgerade s
wagerecht und deren Fluchtgerade der Horizont 4 ist, und dann auf
dieser Ebene in irgendeinem Punkt ¢ das Lot g errichten, siehe Fig. 515.
Dann sind durch g zwei Ebenen E, und E, zu legen. Sie werden die
Grundebene in von G ausgehenden Geraden @, und a, schneiden, die
beliebig gewahlt werden konnen. Die Drehung der Ebene E, in die neue
Lage E, liefert in Wahrheit eine Kongruenz, und sie erscheint im Bild als
eine Perspektivitit in der Doppelebene mit der Achse g. Da g auf der
Grundebene senkrecht steht, sind die parallelen Strahlen, die einander
entsprechende Punkte von E; und E, verbinden, zur Grundebene parallel.

Deshalb liegt ihr gemeinsamer Fluchtpunkt auf dem Horizont 4, und
dieser Fluchtpunkt @, ist das Zentrum der Perspektivitit in der Doppel-
ebene. Um &,, zu bestimmen, fassen wir irgendeinen Punkt 4, von q,
ins Auge. Der durch die Drehung hervorgehende Punkt 4, muf} auf
a, liegen, und G4, mull in Wahrheit gleich G A, sein, d. h. 4,4, mull
in Wahrheit senkrecht zu derjenigen Geraden sein, die den Winkel 4,G 4,
in gleiche Teile teilt. Da nun die Richtung von a, die vom Auge O nach
dem Fluchtpunkt F; und die Richtung von a, die vom Auge O nach
dem Fluchtpunkt F, ist, wird man, um @, als Fluchtpunkt von 4,4,
zu finden, < F,0OF, in gleiche Teile zerlegen. Deshalb legt man die
Ebene durch das Auge O und den Horizont - um diesen Horizont in
die Tafel um, wobei O nach (0) gelangt, indem H (0) = d zu h senkrecht
ist. Nun ergibt sich @,, als Schnittpunkt von A mit dem Strahl, der
den AuBenwinkel von (0)F; und (O)F, in gleiche Teile zerlegt. Da nun-
mehr die Achse g und das Zentrum @,, der Perspektivitdt bekannt sind,
und der Geraden a, die Gerade a, entspricht, kann man zu jedem Punkt
von E, den entsprechenden Punkt von E, finden, so insbesondere den
A, zugeordneten Punkt A4,, indem man ®,, A, mit @, zum Schnitt bringt.
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Man kann die Drehung so weit ausfiihren, bis die gedrehte
Ebene, die wir dann E; nennen wollen, parallel zur Tafel liegt.
An die Stelle von a, tritt dann die Parallele a, zu 5 durch G und an die
Stelle des Fluchtpunktes F, der unendlich ferne Punkt von %. Dem-
nach ergibt sich das Zentrum der zwischen E; und E; bestehenden Per-
spektivitat als Schnittpunkt ®,; von » mit dem Strahl, der den einen
Winkel zwischen (O)F, und der Parallelen zu % durch (O) in gleiche
Teile zerlegt. Auch zwischen den Ebenen E, und E; besteht eine Per-
spektivitdt. Thr Zentrum @,; ergibt sich gerade so, indem jetzt (O)F,
an die Stelle von (O)F, tritt.

Da die Ebene E; durch ¢ zur Tafel parallel ist, erscheinen die in ihr
gelegenen Figuren in wahrer Gestalt (aber im allgemeinen nicht in
wahrer GroBe, sondern nur dann, wenn G auf s gewahlt wird). Man kann
daher, wie es in Fig. 515 geschehen ist, eine Figur von gegebener
Gestalt durch Drehung um ¢ in die Ebenen E; und E, iiber-
fiihren, indem man sie zuerst in wahrer Gestalt in der Ebene E,
zeichnet und dann die Perspektivitéiten zwischen E; und E, bzw. zwischen
E; und E, mit den Zentren @,; und D,, benutzt. In Fig. 515 ist ein Ring,
begrenzt durch zwei konzentrische regelmiBige Achtecke, dargestellt.

Die Anwendung auf architektonische Zeichnungen zur Darstellung
der Fiillungen von Tiiren usw. liegt auf der Hand.

" 345. Ebene Schnitte von Pyramiden. Die Perspektivitit in der
Doppelebene kommt auch bei einer Aufgabe vor, die anscheinend gar
nicht in das Gebiet der Perspektive gehort. Liegt némlich in einer Ebene
E ein Vieleck vor, so sind die Sehstrahlen nach den Ecken des Viel-
ecks die Kanten einer Pyramide, die das Vieleck als Grundfléche hat.
Mithin ist das perspektive Bild des Vielecks der Schnitt dieser Seh-
pyramide mit der Tafel T. Deshalb kann die Aufgabe, eine gegebene
Pyramide mit einer Ebene zu schneiden, mit Hilfe der Perspek-
tive wie folgt gelost werden.

Die Pyramide sei in senkrechter Projektion im Grundri und Auf-
ri} dargestellt; insbesondere sei ihr Grundvieleck auf der Grundrifitafel
gelegen. Thre Spitze sei mit O bezeichnet. Siehe Fig. 516. Die Pyramide
soll mit einer KEbene T geschnitten werden, die durch ihre Grundrif3-
Spurgerade s, sowie durch den Punkt 4 gegeben sei, in dem sie die Hohe
der Pyramide trifft. Die AufriB-Spurgerade s, der Ebene E ergibt sich
durch Verwendung der durch A4 gehenden und zu s, parallelen Héhen-
linie (Nr. 201), die wir nicht wie frither mit %, sondern jetzt mit a be-
zeichnen, weil wir den Horizont % zu nennen pflegen. Man bestimmt
also den AufriB-Spurpunkt von ¢ und zieht dann s, durch ihn. Nun
wird O als das Auge, T als die Bildtafel aufgefait. Dann ist das gesuchte
Schnittvieleck das perspektive Bild des Grundvielecks. Die GrundriB-
tafel ist also die Ebene E, die perspektiv auf T abgebildet wird. Die
Verschwindungsebene V ist die zu T parallele Ebene durch O, und ihre
Spurgeraden v, und v, im Grundriff und Aufri sind zu s; und s, parallel.
Man bekommt sie, indem man zunédchst einen Punkt der AufriB-Spur-
geraden v, ermittelt, nimlich denjenigen, in dem die durch O gehende
Hohengerade der Verschwindungsebene die AufriBltafel schneidet. Diese
Hohengerade ist zu a parallel; ihr Grundri fallt also mit o’ zusammen,
wahrend ihr Aufrif} die Parallele zur Projektionsachse durch O” ist. Nach-
dem man den Aufri-Spurpunkt dieser Héhenlinie gefunden hat, zieht
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man durch ihn v, s,, so daBl man auch v, | s, sofort bekommt. Die Grund-
ri-Spurgerade v, ist die Verschwindungsgerade der Ebene E, nim-
lich der Grundrifitafel. Ferner ist s, diejenige Gerade, die als die Spur-
gerade der Ebene E in der Perspektive zu benutzen ist, da sie die Schnitt-
gerade von E mit T ist. Ferner ist die Fluchtgerade f der Ebene E
diejenige Gerade, in der die zur Grundriitafel E parallele Ebene durch
das Auge O die Ebene T schneidet. Der Aufril f ist die schon benutzte
Parallele zur Projektionsachse durch O””. Da f der Ebene T angehort,
ist der AufriB-Spurpunkt von f der Schnittpunkt von f/ mit s,. Indem

man von ihm auf die Projektionsachse lotet und durch den FuBpunkt
die Parallele zu s, zieht, erhilt man den GrundriB / von f.

Um nun das Vieleck zu bekommen, in dem die Ebene T die Pyramide
schneidet, muBl man beachten, daBl die Ebene T jetzt nicht wie sonst
in der Perspektive die Ebene der Zeichnung ist. Vielmehr sind jetat
die GrundriBitafel und AufriBtafel diejenigen Ebenen, die als Ebenen der
Zeichnung dienen. In Nr. 336 drehten wir die Ebene E um ihre Spur-
gerade in die Tafel T; jetzt dagegen werden wir die Tafel T
um die Spurgerade s, in die GrundriBtafel E drehen. Man
muf sich hierbei daran erinnern, daf die Beziehung zwischen den Ebenen
E und T, die durch die Perspektive mit dem Auge O hergestellt wird,
durchaus wechselseitig ist; wenn man will, kann man ja auch E als
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die Bildtafel auffassen (Nr. 334). Dann vertauschen die Fluchtgerade f
und die Verschwindungsgerade v ihre Rollen, ebenso der Hauptflucht-
punkt F und der Hauptverschwindungspunkt V. Diese Punkte F und
V sind die Schnittpunkte von f und v mit der Ebene durch 0, die so-
wohl zu T als auch zu E senkrecht ist, d. h. mit der Ebene, die auf der
GrundriBitafel lotrecht steht langs der zu s, senkrechten Geraden durch
0’. Von dem Gelenkparallelogramm SFOV, von dem in Nr. 336 die
Rede war, bleibt bei der Umlegung von T um s, in die GrundriBtafel E
jetzt nicht die Seite SF, sondern die Seite 8V in Ruhe, die der Grund-
ritafel angehort, und O beschreibt also jetzt einen Kreis um ¥V, dessen
Ebene zur GrundriBtafel und zu s, senkrecht ist. Der Radius VO dieses
Kreises ist die Hypotenuse, die zur Kathete O’V und zur H6he von O
iiber der Grundriftafel als zweiter Kathete gehort. Man trigt also
diese Hypotenuse von V aus auf der zu s, senkrechten Geraden bis O
ab, um das umgelegte Auge zu bekommen. Da immer die Strecke SV
gleich der Strecke FO ist, ergibt sich die umgelegte Fluchtgerade f mit
dem umgelegten Hauptfluchtpunkt F sofort, weil FO gleich der Strecke
SV (auch dem Sinne nach) sein muf. _

Nach dieser Vorbereitung bekommt man nun die Umlegung des ge-
suchten Schnittvielecks, indem man in der GrundriBtafel als Doppel-
ebene diejenige Perspektivitit benutzt bei der O das Zentrum, s, die
Achse, f die Fluchtgerade und v, die Verschwindungsgerade ist. Man ver-
bindet also zusammengehérige Spur- und Fluchtpunkte der Kanten des
Grundvielecks, d.h. diejenigen Punkte, in denen die Kanten s, treffen, und
diejenigen Punkte, in denen die Parallelen durch O zu ihnen die Flucht-
geraden f treffen. Zusammengehérige Spur- und Fluchtpunkte sind mit
1, 1—2, 2 usw. bezeichnet. Auf diese Art geht das Schnittvieleck in
wahrer Gestalt und Grofie in der Umlegung hervor. Man kann dabei
auch die Verschwindungsgerade v, benutzen, was allerdings in Fig. 516
unterlassen worden ist: Die Kanten des Schnittvielecks miissen zu den
Geraden parallel sein, die O mit den Schnittpunkten von v, und den
Grundkanten der Pyramide verbinden.

SchlieBlich ist es leicht, das Schnittvieleck im Grundri und Auf-
riB auf der Pyramide selbst darzustellen. Zweckméflig verwendet man
dabei wieder die Spur- und Fluchtpunkte. Die Spurpunkte sind im
GrundriB dieselben wie vorher, und ihre Aufrisse liegen auf der Pro-
jektionsachse. Die Fluchtpunkte hat man von f durch Lote zu s,
auf f und von da durch Lote zur Projektionsachse auf f’ zu iiber-
tragen. Die Richtigkeit der Zeichnung wird dadurch gepriift, da8 die
Grundrisse und Aufrisse der Ecken des Schnittvielecks auf den Grund-
rissen und Aufrissen der Pyramidenkanten liegen miissen.

Bei dieser Art der Lésung der Aufgabe, einen ebenen Schnitt einer
Pyramide herzustellen, ist der Umstand bemerkenswert, da man zu-
erst die wahre Gestalt und Grofe des Schnittvielecks und erst dann
seinen GrundriB und AufriB entwickelt. Zu beachten ist, daf das Schnitt-
vieleck in der Umlegung von der Unterseite her gesehen wird.

346. Parallelogrammsehnitt einer vierseitigen Pyramide. Insbesondere
sei jetzt das Grundvieleck der Pyramide ein Viereck von beliebiger
Gestalt, siehe Fig. 517. Die schneidende Ebene T sei jedoch nicht
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gegeben. Vielmehr werde die Aufgabe gestellt, eine Ebene T aus-
findig zu machen, deren Schnitt mit der Pyramide ein
Parallelogramm ist.

Mit V, und V, seien die Schnittpunkte der verlingerten Gegenseiten
des Grundvierecks bezeichnet. Wenn man nun wieder die gesuchte
Schnittfigur als perspektives Bild auffallt, indem man die Pyramiden-
spitze O als Auge benutzt, hat man zu bedenken, daBl das perspektive
Bild einer Geraden parallel zu dem Sehstrahl nach ihrem Verschwin-
dungspunkt ist (Nr.294). Da nun die sich in V, schneidenden Seiten

des Grundvierecks parallele Bil-
der haben sollen, mufl also V,
ihr Verschwindungspunkt sein.
Ebenso ergibt sich, daf V, der
Verschwindungspunkt der beiden
anderen Gegenseiten ist. Mithin
stellt V,V die Verschwindungs-
gerade v dar. Demnach ist die
Ebene durch O und die Gerade v
die Verschwindungsebene. Jede
zu ihr parallele Ebene T schnei-
det also die Pyramide in einem
Parallelogramm, und sonst gibt
es keine Kbene, die dasselbe
tut. Man hat daher die Spur-
gerade s, in der T die Grundrif3-
tafel schneidet, irgendwie parallel
zu v anzunehmen. Ist dies ge-
schehen, so ist auch der Haupt-
verschwindungspunkt ¥ und der
Hauptspurpunkt § bekannt. Die
Strecke VO, der Radius des
Kreises, den das Auge bei der
in voriger Nummer ausgeiibten
Umlegung beschreibt, ergibt sich
wieder als Hypotenuse zu O’V
als der einer Kathete und der
Hohe von O iiber der Grundril3-
tafel als der anderen Kathete. Demnach findet man auch das umgelegte
Auge O, da VO = VO sein muB. Mithin ist auch die umgelegte Flucht-
gerade f bekannt, denn der Hauptfluchtpunkt liegt in der Umlegung F
g0, daBl OF gleich V.8 (auch dem Sinne nach) ist.

Wenn man nun wie in voriger Nummer das Schnittviereck in der
Umlegung herstellt, ergibt sich, wie zu erwarten, ein Parallelogramm.
Um daraus den Grundri und Aufrif des Parallelogramms auf der Py-
ramide so wie in voriger Nummer zu gewinnen, mufl man vorher noch
die GrundriBprojektion f der Fluchtgeraden finden. Sie ergibt sich
daraus, da8 fiir den Grundrifl F* des Hauptfluchtpunkts O’ F" =V § (auch
dem Sinne nach) sein mufl.

347. Abbildung eines ebenen Vierecks als Quadrat. Soeben hat sich
gezeigt, dafl es stets Ebenen gibt, die eine vierseitige Pyramide in Par-
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allelogrammen schneiden, und daB alle diese Ebenen einerlei Stellung
haben. Deshalb ist es im allgemeinen unméglich, eine gegebene vier-
seitige Pyramide in einem Quadrat zu schneiden. Man kann sich aber
die Aufgabe stellen: Ein ebenes Viereck sei als Grundfliche einer Py-
ramide gegeben, wo mufl man dann die Spitze O der Pyramide an-
nehmen, damit es moglich sei, die Pyramide in einem Quadrat zu
schneiden ?

In Ankniipfung an die beiden letzten Nummern nehmen wir das
gegebene Viereck irgendwo auf der GrundriBitafel an, siehe Fig. 518.
Wieder seien ¥V, und V, die Schnittpunkte der verlingerten Gegenseiten
des Vierecks. Die Diagonalen mogen die Gerade V,V,, die wie in der

letzten Nummer die Verschwindungsgerade v sein muB, in V; und V,
schneiden. Das Schnittviereck, d. h. das perspektive Bild des Vierecks,
ist nun ein Quadrat, wenn erstens <X V,0V, und zweitens {V,0V,
ein rechter Winkel ist Denn nur dann sind die Seiten des Schnittvier-
ecks und ebenso die Diagonalen des Schnittvierecks zueinander senk-
recht. Mithin muB das umgelegte Auge O in einem der Schnittpunkte
der Kreise mit den Durchmessern V,V, und V,V, liegen. Die Kreise
schneiden sich stets, weil V,, ¥V, und V,, V, einander harmonisch
trennende Punktpaare sind (Nr. 333). Hat man nun eine der beiden
Schnittpunkte der Kreise als das umgelegte Auge O und auBerdem die
Spurgerade s irgendwie parallel zu v angenommen, so da man den
Hauptverschwindungspunkt ¥ und Hauptspurpunkt § kennt, so bekommt
man auch den Hauptfluchtpunkt in der Umlegung ¥, da OF =V 8
(auch dem Sinne nach) sein muB. Nun 188t sich das Schnittviereck wie
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in Nr. 345 in der Umlegung zeichnen, und es geht ein Quadrat hervor.
Weiterhin mu8 man den GrundriB und Aufrif der Pyramidenspitze O
bestimmen. Beim Zuriickdrehen der Ebene T, die lings s die Grund-
riBebene schneidet, beschreibt das Auge O einen Kreis um V, dessen
Ebene lings SVFO auf der Grundrifitafel senkrecht steht. Diesen
Kreis wird man in der Umlegung um seinen auf der Grundrifitafel ge-
legenen Durchmesser zeichnen. Dann kann man den Punkt (0) auf
dem umgelegten Kreis beliebig annehmen und also den Grundriff O
von O als den FuBpunkt des Lotes von (0) auf SVFO sowie den Auf-
ri 0" von O in der Hohe 0’ (0) iiber der Projektionsachse bestimmen.
Alles weitere ergibt sich wie in voriger Nummer.

Diese Betrachtung zeigt, wenn man die Pyramidenspitze als das
Auge O auffaBt: Ein ebenes Viereck von beliebiger Gestalt kann stets
perspektiv als ein Quadrat abgebildet werden. Selbstredend kann man
auch sagen: Ein ebenes Viereck von beliebiger Gestalt kann stets als
perspektives Bild eines Quadrates aufgefaBt werden. Denn die Be-
ziehung zwischen zwei Ebenen, von denen die eine auf die andere per-
spektiv abgebildet wird, ist ja wechselseitig.

Bei der Wichtigkeit der Sache sei noch gezeigt, wie man vorgehen
wird, wenn das gegebene Viereck als das perspektive Bild eines Qua-
drates erscheinen soll, und zwar bei Benutzung der Perspektivitit in
der Doppelebene. In Fig. 519 ist dasselbe Viereck I 11 III IV wie in
Fig. 518 angenommen worden. Aber die Schnittpunkte der Gegenseiten
spielen jetzt die Rolle von Fluchtpunkten und sind daher mit ¥, und
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F, bezeichnet. Die Gerade F,F, ist die Fluchtgerade f, und auf ihr
liegen die Fluchtpunkte F; und F, der Diagonalen des gesuchten Qua-
drats, ndmlich die Schnittpunkte mit I 111 und II IV. Das umgelegte
Auge O mufi nun wieder im Schnitt der Kreise mit den Durchmessern
F.F, und F,F, liegen. Nimmt man die Spurgerade beliebig parallel
zu f an, so kann man riickwirts aus dem Viereck I II III IV als per-
spektivem Bild das Quadrat I 23 4 konstruieren. Es ist grofler als
das in Fig. 518. Durch passende Wahl der Spurgeraden s konnte man
erreichen, dafl es geradeso grol wird.

348. Winkel, die sich in wahrer GroBe abbilden. Wenn in einer
Ebene E ein Punkt P angenommen wird, kann man sich die Frage
stellen, ob es in der Ebene einen solchen Winkel mit dem Scheitel P
gibt, der sich als gleich groBer Winkel abbildet. In dem Fall, wo die
Ebene E zur Tafel T parallel ist, trifft dies fiir jeden Winkel in E zu;
deshalb sei die Ebene E als nicht parallel zur Tafel vorausgesetzt. Die
Untersuchung kénnen wir nach Nr. 336 auf Grund der Perspektivitit
auf der Tafel als Doppelebene ausfithren, indem wir die Ebene E um
ihre Spurgerade s in die Tafel umlegen. Hierbei sei daran erinnert, dafl
das umgelegte Auge O und die umgelegte Verschwindungsgerade ¥ so
liegen, daBl der Abstand von der Fluchtgeraden f bis O (auch dem Sinne
nach) gleich dem von s bis  ist. Zur Vermeidung einer Uberfiillung
der Figur lassen wir die Angabe des Hauptpunktes und Distanzkreises
fort, da sie weiterhin nicht gebraucht werden.

Ein Punkt P der Ebene E, der vor dem Beobachter liegt, gelangt
bei der Umlegung an irgendeine Stelle P, die von O aus gerechnet jen-
seits von v anzunehmen ist. Wenn
nun ¢ und b die Schenkel irgend-
eines Winkels « mit dem Scheitel P
sind, schneiden sie ¥ in den Ver-
schwindungspunkten V, und V,, siche
Fig. 520, und die Bilder a und b
von ¢ und ) sind zu OV, und OV,
parallel. Der Winkel bildet sich also
nur dann in wahrer GroBe ab, wenn
XV, PVy= XV,0V, ist. Dies lafit
sich anders aussprechen, wenn der
Spiegelpunkt U von O hinsichtlich v
benutzt wird: es wird gefordert, daf3
XV PVy =<V, UV, sei, und da P
und U auf derselben Seite von v liegen,
ist dies dann und nur dann der Fall,
wenn P, U, V,, V, auf einem
Kreisliegen. Demnach ist in Fig.520
durch P und U irgendein » schneidender Kreis gezeichnet worden.
Seine Schnittpunkte V; und V, mit v sind die Verschwindungspunkte
der Schenkel a und 5 eines Winkels &« mit dem Scheitel P, und das
Bild dieses Winkels, das in bekannter Weise mittels der Spurpunkte §,, S,
und der Verschwindungspunkte V,, V, oder auch der Fluchtpunkte F;, F,
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hergestellt werden kann, hat dieselbe GroBe . Wird das Bild von P
mit P bezeichnet, so ist also < 8, PS, = < S, B8, = IV, UV,=4V,0V,
= JF,0F,=«.

Es steht in unserem Belieben, ob wir E als die abgebildete Ebene
und T als die Bildtafel oder umgekehrt T als die abgebildete Ebene
und E als die Bildtafel auffassen wollen (Nr.334). Zur zweiten Auf-
fassung kommen wir, indem wir die Rollen der Verschwindungsgeraden
? und Fluchtgeraden f vertauschen. Dementsprechend ist dann statt
des Spiegelpunktes U von O hinsichtlich » der Spiegelpunkt U von O
hinsichtlich f zu benutzen. Also folgt: Auch die vier Punkte f,
u, F,, F, liegen auf einem Kreis. Dies konnte man auch nach-
triglich rein planimetrisch leicht beweisen. Infolge hiervon kommt «
in Fig. 520 noch einmal als < F,UF, vor. Wohlbemerkt darf man aber
nicht etwa folgern, dafl der Kreis durch %,1,F,, F, das Bild des
Kreises durch P, U, V,, V, sei.

Da es unendlich viele die Verschwindungsgerade v schneidende
Kreise durch P und U gibt, sind in der umgelegten Ebene E
unendlich viele Winkel mit dem Scheitel P vorhanden,
die sich in wahrer Gr6B8e abbilden. Wir nahmen an, daB sich
der Punkt, der durch die Umlegung an die Stelle P gelangt, vor dem
Beobachter befinde. Liegt er hinter ihm, so hat er allerdings ein nur
geometrisches Bild P, und zwar befindet sich dies dann auf derselben
Seite von v wie O. In diesem Falle findet man irgendeinen Winkel mit
dem Scheitel P, der sich in wahrer Gréfle abbildet, indem man irgend-
einen die Verschwindungsgerade v schneidenden Kreis durch P und
O legt und die Schnittpunkte des Kreises mit v als die Verschwindungs-
punkte der Schenkel des Winkels benutazt.

" Solange P weder in U noch in O liegt, gibt es immer nur gewisse
unendlich viele Kreise durch P, die auch durch I/ oder O gehen, d. h. dann
gibt es unter den unendlich vielen Winkeln mit dem Scheitel P nur
gewisse unendlich viele Winkel, die sich in wahrer Gréle abbilden.
Anders verhilt es sich, wenn P in U oder O selbst liegt. Dann némlich
kann jeder Kreis durch P, der » s&hneidet, als der Hilfskreis dienen,
d. h. jeder Winkel der umgelegten Ebene, dessen Scheitel in U oder O
liegt, bildet sich in wahrer Grofe ab. Dies sieht man auch leicht ge-
radezu ein. Mithin gibt es in der Ebene E zwei Punkte der-
art, daB jeder Winkel von E, der einen der Punkte als
Scheitel hat, im Bild in wahrer GroBe erscheint. Diese
beiden Punkte von E mégen die winkeltreuen Punkte der Ebene
heien. Wir wissen zwar, daf sie nach der Umlegung die Punkte U
und O sind, miissen aber noch feststellen, wo sie sich vor der Umlegung
befinden. o

Offenbar liegen sie in derjenigen Ebene @, die lings der Geraden O V
auf der Tafel T senkrecht steht. Diese Ebene ist die durch Auge O senk-
recht zur Spurgeraden s der Ebene E gelegte Ebene, die sowohl E als
auch T in einer Geraden schneidet, und wir konnen uns darauf be-
schrinken, den Vorgang der Umlegung nur insoweit zu verfolgen, als
er gich in dieser Querschnittebene & abspielt. Er wurde schon in der-
selben Weise in Nr. 336 und Nr. 331 untersucht. Insbesondere verweisen
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wir auf Fig. 498 von Nr. 331, worin wir ¢ und ¢ als die Schnitte der

Querschnittebene mit E und T anzusehen haben. Wir stellen den Quer-

schnitt in Fig. 521 noch einmal dar. Das Auge O beschreibt bei der

Umlegung den Kreis um den Haupt-

fluchtpunkt ¥. Wie in der genannten

Figur sollen auch jetzt K;, K, und

f,, &, die Punkte sein, in denen E

und T durch diejenigen Lote getroffen

werden, die man vom Auge O auf die

Winkelhalbenden der Ebenen E und T

fallen kann. Bezeichnet S den Haupt-

spurpunkt, so ist SK,{, ebenso wie

SK,R, ein gleichschenkliges Dreieck

mit der Spitze §. Man erkennt daraus

ohne Mihe, daB §, derjenige Punkt O

ist, in den O durch die Umlegung

gelangt, wie schon in Nr. 331 bemerkt

wurde. Der Hauptverschwindungs-

punkt V ist die Mitte von K, K,.

Mithin geht K; vermdoge der Umlegung in den vorhin mit U bezeich-

neten Punkt uber Ferner ist der Hauptfluchtpunkt F der Mittelpunkt

des Kreises iiber §;®,, den das Auge bei der Umlegung beschreibt,

so daB der oben mit 11 bezeichnete Punkt der Punkt &, ist.
Demnach sind die winkeltreuen Punkte der Ebene E die

Punkte K, und K, und ihre Bilder die Punkte &, und &,.

*349. Eine Parabelschar, die sich als Parabelschar abbildet!). Ob-
gleich wir uns erst im néichsten Paragraphen aufs neue eingehend mit
den Kegelschnitten beschiftigen, kommen wir schon jetzt durch weitere
Verfolgung der Betrachtung der letzten Nummer zu einer merk-
wiirdigen Schar von Parabeln, die sich als Parabeln abbilden:

In Fig. 522 ist zunichst wie in Fig. 520 durch einen beliebig in der
Umlegung angenommenen Punkt P und durch U ein die Verschwindungs-
gerade » schneidender Kreis gelegt worden. Seine Schnittpunkte V,
und ¥, mit ¥ sind die Verschwindungspunkte der Schenkel eines
Winkels « mit dem Scheitel P, und das Bild dieses Winkels hat
die wahre GroBe «. Wir wissen, dafl auch P, U, F,, F, auf einem
Kreise liegen. Nun werde von U aus auf den Schenkel PV1 das Lot ge-
fallt. Die Verbindungsgerade seines FuBpunktes mit ¥ heiBe z. Sie
bildet mit U ¥ einen gewissen Winkel . Da der Fupunkt jenes Lotes
und 7 auf einem Kreis mit dem Durchmesser U V, liegen, ist § als Peri-
pheriewinkel in diesem Kreis gleich <t PVIU Nun aber ist < PV1
als Peripheriewinkel im Kreis durch P, U, V,, V, gleich <% PV,U
Da also dieser Winkel auch gleich g ist, folgert man: Der Fquunkt
des Lotes von U auf den zweiten Schenkel PV, des Winkels « liegt
ebenfalls auf der Geraden z.

Dem Winkel « mit dem Scheitel P kommt also folgende Eigenschaft
zu: Seine Schenkel bilden mit den Loten, die man von U auf sie fallen

1) Die mit Sternchen versehenen Nummern sind tiberschlagbar.
Schefiers, Geometrie IL 2. Aufl. 8
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kann, solche rechte Winkel, deren Scheitel auf einer Geraden z durch V
liegen. Man kann dies Ergebnis umkehren: Falls ein Winkel & mit
dem Scheitel P so angenommen wird, daB die beiden FuBpunkte der
Lote von U auf seine Schenkel einer Geraden z durch V angehéren,
liegen P, U, V,, V, auf einem Kreis, so dafl der Winkel & in wahrer
GroBe abgebildet wird.

Nun erinnern wir an ein Ergebnis in Nr. 264: Wenn sich ein rechter
Winkel so bewegt, daB sein Scheitel eine Gerade x durchliuft und
sein einer Schenkel bestindig durch einen Punkt U geht, hiillt sein
anderer Schenkel als Tangente eine Parabel P ein, die & als Scheitel-
tangente und U als Brennpunkt hat. Die Leitlinie ! dieser Parabel
hat von der Scheiteltangente Z denselben Abstand wie der Brenn-
punkt U, und da UV = V O ist, erhellt, daB die Leitlinie die Parallele
zu z durch O ist. Also hat sich ergeben:

Ein Winkel mit dem Scheitel P bildet sich in wahrer
GroBe ab, wenn seine Schenkel zwei Tangenten an irgend-
eine derjenigen Parabeln 7 sind, die U als Brennpunkt und
eine Gerade ! durch O als Leitlinie haben.

Wir erinnern hier wie in voriger Nummer daran, dafl die Beziehung
zwischen der umgelegten Ebene E und der Tafel T umkehrbar ist, d. h.
daBl man auch E als die Bildtafel und T als die abgebildete Ebene auf-
fassen kann, und daB dabei U die Rolle mit 11 vertauscht. Also folgt:

Ein Winkel, dessen Scheitel das Bild ¢ hat, bildet
sich inbesondere dann in wahrer Grofle ab, wenn die Bilder
seiner Schenkel zwei Tangenten an irgendeine derjenigen
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Parabeln p sind, die U als Brennpunkt und eine Gerade
durch O als Leitlinie haben.

Wird also irgendeine Parabel 7 gezeichnet, die U als Brennpunkt
und eine Gerade durch O als Leitlinie hat, so bestimmen irgend zwei
Tangenten der Parabel allemal einen Winkel, der sich in wahrer Grofle
abbildet, und zwar sind ihre Bilder Tangenten einer Parabel p, die 11
als Brennpunkt und eine Gerade durch O als Leitlinie hat. Mithin bildet
sich auch jede Parabel p von der angegebenen Art als eine der Para-
beln p ab. o

Ebenso wie sich ergab, dafl PV, U=<xPV,U=8, d.h. gleich
dem Winkel der Scheiteltangente z von 7 mit VU ist, folgert man
fir das Bild, dafl < BF,U = < PF,U und gleich dem Winkel der
Scheiteltangente § von p mit F1U ist. Die Scheiteltangente 1) ergibt
sich entsprechend wie Z, d.h. sie geht durch F und durch die FufB-
punkte der Lote von Ul auf BLF, und PF,. Man kann nun beweisen,
daB die zuletzt genannten drei Winkel den drei zuerst genannten Win-
keln gleich sind, also die GroBe g haben. Es geniigt zu zeigen, daB
X PV, U =< PF, 1 ist. Dies hat seinen Grund darin, daB V, von
s denselben Abstand wie O von f hat und daB ¥V, auf der Mittelsenk-
rechten 7 von OU liegt. Errichtet man ndmlich in ¥, und F, die zu-
einander parallelen Lote m und n auf ¥ und f, so bemerkt man, daf
X PV,U die Differenz der Winkel ist, die m mit PV, und UV, bildet.
Da PV, F,0 ist, schlieBt man, daB der Winkel zwischen m und PV,
gleich S FOF, = S FUF,, also auch gleich dem Winkel zwischen
n und UF, ist. Ferner erkennt man, daBl der Winkel zwischen m und
UV, gleich & V,00= <V,0U, also gleich dem Winkel zwischen
S, F, und = ist, weil S, F, || V,0 ist. Mithin ist g oder <t PV, U gleich
der Differenz der Winkel, die #» mit S, #, und UF; bildet, d. h. gleich
XL PBF, U, was zu beweisen war.

Somit kehrt der Winkel- § wieder als der Winkel zwischen der
Scheiteltangente ) und F V, so daB die Scheiteltangente 3 zur Scheitel-
tangente Z parallel ist. Weiterhin schlieBt man hieraus, daB die
Parabel p dieselbe Leitlinie ! wie die Parabel p hat. Da
jede Gerade durch O ihr eigenes perspektives Bild ist (Nr. 338), bildet
sich daher die Leitlinie von p als die von p ab. Ferner wisden wir nach
voriger Nummer, da8} U das Bild U hat, d. h. der Brennpunkt von P
bildet sich als der Brennpunkt von p ab. Wir erinnern nun noch daran,
daB U durch die Umlegung aus dem einen winkeltreuen Punkt K, der
Eben E hervorgegangen ist, daB ferner O, aufgefaBt als Punkt der um-
gelegten Ebene E, aus dem anderen winkeltreuen Punkt K, der Ebene
E entstanden ist. Auflerdem erinnern wir daran, dafi es nicht notig
ist, daB P auf derjenigen Seite von ¥ liegt, auf der sich O nicht be-
findet. Liegt P auf der anderen Seite, so tritt nach voriger Nummer
O an die Stelle von U, d. h. dann wird K, mit K, vertauscht. Zusam-
mengefafBt hat sich also ergeben:

Wenn eine Ebene E nicht zur Tafel T parallel ist,
also nur zwei winkeltreue Punkte K, und K, hat, deren
Bilder &, und &, seien,-erscheint ein in E gelegener Winkel

8!
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dann und nur dann im Bild in wahrer GréBe, wenn seine
Schenkel eine Parabel p beriithren, die K; (oder K,) als
Brennpunkt hat und deren Leitlinie durch K, (oder K,)
geht. Diese Parabel p selbst bildet sich als eine Parabel p
ab, die & (oder ®,) als Brennpunkt hat und deren Leitlinie
durch &, (oder ®;) geht. Dabei ist das Bild des Brenn-
punktes von p der Brennpunkt von p sowie das Bild der
Leitlinie von p die Leitlinie von p.

In Nr. 357 wird sich ergeben, daBl das perspektive Bild eines
Kegelschnitts immer wieder ein Kegelschnitt ist. Insbesondere kann
man erreichen, daB sich eine Parabel wieder als Parabel abbildet.
Aber hier tritt der besonders bemerkenswerte Fall ein, daB die
Brennpunkte und Leitlinien auch im Bilde Brennpunkte und Leit-
linien vorstellen, was im allgemeinen durchaus nicht so ist.

Zu den Tangenten der Parabel p gehort auch die Verschwindungs-
gerade v. Da ihr Bild unendlich fern ist, beriihrt sie die Parabel in
einem Punkte, dessen Bild unendlich fern liegt, d. h. in dem Punkt, in
dem sie von dem zur Achse der Parabel p parallelen Strahl durch O
getroffen wird. Ebenso zeigt sich, dafi auf demselben Strahl der Punkt
liegt, in dem die Fluchtgerade f die Parabel p beriihrt.

350. Perspektive rechte Winkel. In einer nicht zur Tafel paral-
lelen Ebene E sei ein Punkt P gewidhlt. Dann gibt es einen rechten
Winkel in E mit dem Scheitel P, dessen Bild ebenfalls ein rechter
Winkel ist. Indem wir némlich wie in Nr. 348 die Umlegung der

Ebene E in die Tafel be-
nutzen, also statt P einen
Punkt P in der Umlegung
annehmen, siehe Fig. 523,
finden wir: Die Verschwin-
dungspunkte ¥, und V,
der Schenkel @ und b des
rechten Winkels miissen so
liegen, daB auch < V,07,
ein rechter Winkel ist,
d. h. V, und V, sind die
Schnittpunkte von 7 mit
dem Kreis, der durch O
und P geht und seinen
Mittelpunkt auf v hat. Also
ergibt sich wie in Nr. 127,
wo wir dieselbe Frage fiir den Sonderfall einer Affinitdt statt einer
allgemeinen Perspektivitit behandelten, dal man das Mittellot von
OP mit v zum Schnitt bringen und um den Schnittpunkt den Kreis
durch O legen wird, der » in V; und V, schneidet. Man kann aber auch
statt dieses Hilfskreises das in Fig. 176 von Nr. 127 angewandte Ver-
fahren benutzen: Der Punkt O wird an ¥ gespiegelt. Dadurch geht der
wie in Nummer 348 auch jetzt mit U bezeichnete Punkt hervor.
Dann sind die Schenkel @ und & des gesuchten rechten Winkels die-
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jenigen Geraden, vermdge deren die Winkel der Geraden PO und PU
in gleiche Teile zerlegt werden. Aus Nr. 348 wissen wir, da U und O,
aufgefaf3t als Punkte der umgelegten Ebene E, die winkeltreuen Punkte K,
und K, dieser Ebene sind. Also folgt:

Diejenigen rechten Winkel in einer nicht zur Tafel
parallelen Ebene E, die sich wieder als rechte Winkel
abbilden, haben solche Schenkel, vermége deren die Win-
kel der Geraden von den Scheiteln nach den winkel-
treuen Punkten K, und K, der Ebene in gleiche Teile zer-
legt werden. Wihrend im Sonderfall der Affinitdt alle in E ent-
haltenen rechten Winkel, die sich wieder als rechte Winkel abbilden,
parallele Schenkel haben, ist das hier also nicht der Fall.

Nur wenn P in U oder O selbst liegt, d. h. wenn der Scheitel P in E
als einer der beiden winkeltreuen Punkte K; und K, der Ebene an-

genommen wird, bilden sich alle rechten Winkel wieder als rechte
Winkel ab.

*351. Konfokale Ellipsen und Hyperbeln!). Indem wir die Be-
trachtung der letzten Nummer weiter verfolgen, gelangen wir wie in
Nr. 349 zu einer bemerkenswerten Schar von Kegelschnitten, aber dies-
mal zu Ellipsen und Hyperbeln:

Unter dem Winkel, unter dem sich zwei in einem Punkte treffende
Kurven durchsetzen, versteht man den Winkel, den die Tangenten
des Schnittpunktes bilden. Sollen sich also zwei durch P in Fig. 523
der letzten Nummer gehende Kurven der umgelegten Ebene E recht-
winklig schneiden, so miissen sie in P zueinander senkrechte Tangenten
haben. Sollen sich auch ihre Bilder im Bildpunkt % rechtwmkhg
schneiden, so miissen also die Tangenten in P die Geraden & und b sein.
Nach Nr. 79 hat nun dle]enlge Ellipse, die durch P geht und deren
Brennpunkte O und U sind, in P die Tangente b und diejenige Hy-
perbel, die durch P geht und deren Brennpunkte O und U sind, in P
die Tangente a. Da O und U die Umlegungen der Punkte K, und K,
der Ebene E sind, gilt demnach der Satz:

Diejenigen einander tiberall senkrecht durchsetzenden
Kurvenscharen einer nicht zur Tafel parallelen Ebene E,
die sich als ebenfalls einander iiberall senkrecht durch-
setzende Kurvenscharen abbilden, sind die Ellipsen und
Hyperbeln, die als Brennpunkte die winkeltreuen Punkte
K, und K, der Ebene E haben.

Man nennt diese Ellipsen und Hyperbeln konfokal, weil sie die
Brennpunkte gemein haben (Nr. 74). Da die Beziehung zwischen den
Ebenen E und T wechselseitig ist, also auch E als die Bildtafel und T
als die abzubildende Ebene aufgefaBt werden kénnte, wobei U mit
dem in Nr. 348 eingefiihrten Spiegelpunkt 1l von O hinsichtlich f zu
vertauschen wire, ergibt sich: Die in Rede stehenden konfokalen El-
lipsen und Hyperbeln haben als Bilder die Schar derjenigen Ellipsen
und Hyperbeln, denen die Brennpunkte O und I zukommen. Wir er-
innern noch daran, daB O und U die perspektiven Bilder derjenigen

1) Die mit Sternchen versehenen Nummern sird iiberschlagbar,
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Punkte K, und K, der Ebene E sind, die bei der Umlegung der Ebene E

nach O und U gelangen. Somit gilt der Satz:

In jeder nicht zu Tafel T parallelen Ebene E gibt es
eine Schar von konfokalen Ellipsen und Hyperbeln, die
sich wieder als eine Schar von konfokalen Hyperbeln und
Ellipsen abbildet. Die Brennpunkte der Schar in E sind
die winkeltreuen Punkte K, und K, dieser Ebene, und die
Bilder dieser Brennpunkte sind die Brennpunkte der Schar
in T.

Absichtlich haben wir bei der zweiten Schar zuerst die Hyperbeln
erwiahnt, weil nidmlich jede Ellipse in E, die K, und K, als Brenn-
punkte hat, dfe Verschwindungsgerade der Ebene schneidet und des-
halb als eine nach zwei Richtungen ins Unendliche gehende Kurve ab-
gebildet wird, d.h. als eine der konfokalen Hyperbeln der Tafel T.
Dementsprechend bilden sich die konfokalen Hyperbeln der Schar
in E als konfokale Ellipsen ab.

In Fig. 524 ist die durch P gehende Ellipse und Hyperbel mit den
Brennpunkten O und U gezeichnet; ihre Bilder sind die durch § gehende
Hyperbel und Ellipse mit den Brennpunkten O und 1. Die Ellipse
und Hyperbel durch P zerlegen die umgelegte Ebene E in mehrere
Teile. Um hervorzuheben, wie diese Teile den Teilgebieten der Tafel
entsprechen, die durch die Hyperbel und Ellipse durch $ bestimmt
werden, sind einander entsprechende Schraffen angebracht, und zwar
in der umgelegten Ebene E nur iiber s hinaus, auf der Tafel zwischen
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s und f. Da die Ellipse durch P die umgelegte Verschwindungsgerade
v senkrecht schneidet und die Schnittpunkte unendlich ferne Bilder
haben, miissen die Bilder der Tangenten dieser Schnittpunkte vom
Hauptfluchtpunkt ¥ ausgehen und die Hyperbel durch 8 im Unendlich-
fernen beriihren, also die Asymptoten der Hyperbel durch P sein
(Nr. 257). Man erkennt ebenso: Die Tangenten der Punkte, in denen
die Ellipse durch ¢ die Fluchtgerade f schneidet, sind die Bilder der
nach dem Hauptverschwindungspunkt V gehenden Asymptoten der
Hyperbel durch P.

352. Perspektivitit zwischen einer Ebene und ihrem Schlagschatten.
Wenn eine Ebene von einer punktférmigen Lichtquelle L aus beleuchtet
wird und infolgedessen auf eine andere Ebene einen Schatten wirft,
entspricht jedem Punkt P der ersten Ebene ein Schlagschatten B in
der zweiten Ebene, und diese Beziehung kann als Zentralprojektion
der ersten Ebene auf die zweite Ebene mit L als Projektionszentrum
aufgefalit werden (Nr. 293). Wenn man nun diesen Schattenwurf bild-
lich bestimmt, also alles perspektiv auf eine Tafel T abbildet, stellt
sich die Beziehung zwischen der ersten Ebene und ihrem
Schatten auf der zweiten Ebene als eine Perspektivitit auf
der Tafel T als Doppelebene dar. Man kann also die Frage
stellen, wo das Zentrum, die Achse, die Fluchtgerade und die Ver-
schwindungsgerade dieser Perspektivitdt lLiegen.

In Fig. 525 ist angenommen worden, die Lichtquelle L befinde
sich senkrecht iiber der Stelle L’ einer wagrechten Ebene, die wir wieder
als die Grundebene bezeichnen, indem wir die Tafel lotrecht voraus-
setzen. Eine auf der Grundebene senk-
recht stehende Ebene ist hier durch ein
Viereck A BB’A’ dargestellt, das in
Wahrheit ein Rechteck ist. Die Punkte
A und B werfen auf die Grundebene
die Schlagschatten % und B. Ein be-
liebiger Punkt P der Ebene A B B’A4’
wirft auf die Grundebene den Schlag-
schatten P. Die Perspektivitat, die
zwischen A BB’ A’ und AB B’A’ besteht,
hat als Zentrum die Lichtquelle L und als
Achse die Gerade 4’B’, die wir deshalb
mit 3 bezeichnen wollen. Da den auch in
der Zeichnung parallelen Geraden 4’4
und B’B die von L’ ausgehenden Geraden 4’9 und B’®B entsprechen,
muf} die Fluchtgerade | der Perspektivitit durch L’ gehen. Andererseits
muf} sie zu 3 parallel sein. Ebenso mufl die Verschwindungsgerade
b zu 8 parallel sein. Sie ergibt sich also sofort, weil bekanntlich der
Abstand von 8 bis b (auch dem Sinne nach) gleich dem von f{ bis L sein
mufl. Man kann nun den Schatten irgendeiner Geraden S@ der Ebene
ABB A’ mit Hilfe der Perspektivitit ermitteln: Die Gerade S@ trifft
b in einem Punkt, und der Schatten S von SQ mull zu der Geraden
von L nach diesem Punkt parallel sein. Andererseits trifft die Parallele
zu 8¢ durch L die Gerade { in einem Punkt, durch den der verlingerte
Schatten S gehen muB,



120 4. Kapitel. Zentralprojektion oder Perspektive.

In Fig. 526 ist statt der lotrechten schattenwerfenden Ebene eine
zur Grundebene geneigte Ebene ABCD angenommen worden. Die
oberen Punkte 4 und B liegen senkrecht itber den Stellen 4’ und B’
der Grundebene, und zwar haben 4’B’ und 4 B denselben Fluchtpunkt
auf dem Horizont & wie DC, so daf} also A B und DC in Wahrheit parallel
sind. AuBerdem sind A’ und B’ so gewéhlt worden, dal DA’ und CB’
denselben Fluchtpunkt auf % haben. Infolgedessen ist die senkrechte
Projektion, 4’B’CD von ABCD auf die Grundebene in Wahrheit ein
Parallelogramm, mithin auch 4 BCD selbst in Wahrheit ein Parallelo-
gramm. Als Lichtquelle ist die Sonne angenommen worden, und zwar
so, daB sie hinter dem Beobachter steht, also ihr Bild S unten liegt.

Wie in Nr. 324 stellt 8’ den FuBpunkt der Sonne auf dem Horizont %
dar. Zwischen dem Parallelogramm A BCD und seinem in Wahrheit
ebenfalls ein Parallelogramm bildenden Schlagschatten ABCD auf der
Grundebene besteht in Wahrheit eine Affinitat, da die Sonnenstrahlen
zueinander parallel sind. Diese Affinitdt, die ja wie jede Affinitit ein
Sonderfall der Perspektivitédt ist, stellt sich im Bild als eine Perspekti-
vitdt auf der Tafel als Doppelebene dar. Dabei ist § das Zentrum und
die Gerade CD die Achse 3 der Perspektivitit. Um die Fluchtgerade
f und Verschwindungsgerade v der Perspektivitit zu ermitteln, kann
man so verfahren: Die Parallelen zo 4D und BC durch S miissen die
Geraden %D und BC auf der Fluchtgeraden { schneiden, und die Par-
allelen zu AD und BC durch S miissen die Geraden A D und BC auf
der Verschwindungsgeraden b schneiden. Dabei miissen 'sich { und b
parallel zu & herausstellen, und zwar so, dal der Abstand von 3 bis b
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(auch dem Sinne nach) gleich dem von f bis § ist. Man kann nun wieder
den Schlagschatten irgendeines Punktes P der Ebene 4 BCD mit Hilfe
der Perspektivitdt finden, indem man durch P Geraden PQ zieht und
die ihnen entsprechenden Geraden wie im vorigen Fall ermittelt.

353. Spiegelbild einer Ebene. Wenn eine Ebene E ein Spiegel ist,
ergibt sich das Spiegelbild P irgendeines Punktes P, indem man von
P das Lot auf E fillt und es iiber seinen FuBpunkt hinaus verdoppelt.
Wir wollen nun nicht den ganzen Raum, sondern nur irgendeine ebene
Figur abspiegeln. Dann ist das Spiegelbild ebenfalls eine ebene Figur.
Sie liegt hinsichtlich E symmetrisch zur ersten Figur. Zwischen
der Ebene der gegebenen Figur und der Ebene des Spiegel-
bildes besteht demnach eine Affinitdit. Wenn man diese
Spiegelung in der Perspektive zeichnet, wird sie sich also
als eine Perspektivitdt auf der Tafel T als Doppelebene
darstellen.

In Fig. 527 ist angenommen worden, die spiegelnde Ebene E stehe
lings einer Geraden g lotrecht auf einer wagerechten Grundebene, in-
dem die Bildtafel T wieder lotrecht vorausgesetzt wird. Als abgespie-
gelte ebene Figur ist ein Rechteck angenommen worden, das ebenfalls
lotrecht auf der
Grundebene, und
zwar lings einer Ge-
raden a, steht und
wie jenes Rechteck
in der Zeichnung

als Trapez er-
scheint. Um das
Spiegelbild  herzu-
stellen, bestimmt
man zunichst, wie
sich z. B. der Spur-
punkt A4 der Ge-
raden a abspiegelt.
Zu diesem Zweck
ist von 4 das Lot
auf ¢ zu fillen. Da g
den Fluchtpunkt ¥
hat, also in Wahr-
heit parallel zu OF ist, hat man in O auf OF das Lot zu errichten,
das 2 im Fluchtpunkt £ des gesuchten Lotes schneidet. Man fiihrt
dies durch Umlegung aus: Das in H auf A errichtete Lot H(O)
wird gleich der Distanz d gemacht, und dann wird in (0) auf
F(0) das Lot errichtet. Es trifft 2 in ©. Nachdem man so die Gerade
AL ermittelt hat, auf der sich der Spiegelpunkt % von A4 befindet,
muBl man 9 auf ihr so bestimmen, daB in Wahrheit 4 B = B9 ist,
wenn B den Schnittpunkt von A9 mit ¢ bedeutet. Man bedient sich
nach Nr. 308 des zum Fluchtpunkt © gehorigen Teilungspunkts T,
der durch den Kreis um © durch (O) auf h ausgeschnitten wird Wenn
T B die Spurgerade s der Grundebene in B schneidet, wird A B von B

aus auf s nach der anderen Seite bis 9 abgetragen. Die Gerade
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TA liefert dann durch ihren Schnitt mit 49 den Spiegelpunkt
A von 4.

Jedem Punkt der ldngs a lotrecht stehenden Ebene kommt ein
Spiegelpunkt zu, und zwar liegt er auf einem Lot zur Ebene E. Aber
alle Lote zu E sind in Wahrheit zu A4 B parallel, d. h. sie haben den
Fluchtpunkt © gemein. Folglich ist £ das Zentrum der Perspek-
tivitdt, die zwischen der ebenen Figur und ihrem Spiegelbild besteht.
Die Gerade 3, in der die Ebene E die abzuspiegelnde Ebene schneidet
und die in dem Schnittpunkt © von a und ¢ auf der Grund-
ebene senkrecht steht, ist die Achse der Perspektivitdt. Die Gerade
a oder G4 wird als die von © nach U gehende Gerade a gespiegelt.
Mithin ist der Punkt ¥, in dem die Parallele zu @ durch O die Gerade
a schneidet, ein Punkt der Fluchtgeraden j der Perspektivitit, und
der Punkt 8, in dem die Parallele zu a durch O die Gerade a schneidet,
ein Punkt der Verschwindungsgeraden v der Perspektivitdt. Also sind
f und v bekannt, da sie zu 3 parallel laufen. Wie immer mufl der Ab-
stand von 3 bis v (auch dem Sinne nach) gleich dem von { bis O sein.

Man kann nun das Spiegelbild b irgendeiner Geraden b der zu spie-
gelnden ebenen Figur mit Hilfe der Perspektivitdt ermitteln: Zunichst
geht b von dem Punkt aus, in dem b die Achse 8 schneidet. Ferner ist
b parallel zur Geraden von © nach dem Punkt, in dem b die Gerade
b schneidet. Schliefilich geht b noch durch den Punkt, in dem die
Parallele zu b durch £ die Gerade | schneidet.

354, Ubungen. 1) Nach Nr. 308 sei unter Annahme einer lotrechten
Tafel T das Bild eines auf einer wagerechten Ebene stehenden Wiirfels
gezeichnet. Der Wiirfel soll parallel zur Grundebene so verschoben
werden, daB eine Ecke des Grundquadrats nach einer gegebenen Stelle
gelangt (Nr. 343).

2) Derselbe Wiirfel soll um eine zur Grundebene lotrechte gegebene
Achse durch irgendeinen Winkel gedreht werden (Nr. 344),

3) Wie muB ein Dreieck in einer nicht zur Tafel T parallelen Ebene
E hinsichtlich der winkeltreuen Punkte K, und K, der Ebene E ge-
legen sein, damit sein perspektives Bild ihm &hnlich sei (Nr. 348)?

4) Kann ein ebenes Vieleck mit mehr als drei Ecken, das in einer
nicht zur Tafel parallelen Ebene liegt, als dhnliches Vieleck abgebildet
werden ? ’

5) Wie in Fig. 526 von Nr. 352 werfe eine zur Grundebene geneigte
Ebene auf die Grundebene Schatten; die Lichtquelle sei jedoch nicht
die Sonne, sondern ein im Endlichen gelegener Punkt L. Der Fuf-
punkt L’ des Lotes von L auf die Grundebene sei ebenso wie L selbst
gegeben. Dann besteht im Bild zwischen der geneigten Ebene und
ihrem Schlagschatten eine Perspektivitdt. Gesucht ihr Zentrum, ihre
Achse, Flucht- und Verschwindungsgerade. Mit Hilfe dieser Linien
soll dann der Schatten irgendeiner Geraden der geneigten Ebene er-
mittelt werden.

§ 6. Perspektives Bild von Kreis und Kugel.

355. Das Kreishild als Kegelschnitt. Die Sehstrahlen nach den
Punkten eines Kreises erzeugen einen Kreiskegel, der im allgemeinen



§ 5. Nr. 354. § 6. Perspektives Bild von Kreis und Kugel. Nr. 355, 356. 123

kein Rotationskegel ist. Das perspektive Bild des Kreises ist der Schnitt
dieses Sehkegels mit der Tafel T. Da jeder-ebene Schnitt eines Kreis-
kegels ein Kegelschnitt genannt wird (Nr. 256 und 267), bedeutet
also Kegelschnitt und perspektives Bild des Kreises das-
selbe. Demnach stellt sich der Kreis im Bild als Ellipse, Parabel
oder Hyperbel dar. Der Inhalt von § 6 des 3. Kapitels kann iiber-
haupt als die Untersuchung der Abbildung von Kreisen in der Per-
spektive aufgefaBlt werden. Man braucht zu diesem Zweck nur die
Kegelspitze als das Auge, den Grundkreis des Kegels als den abzubil-
denden Kreis und die den Kegel schneidende Ebene als die Bildtafel
anzusehen, vgl. insbes. Fig. 372 —-374 von Nr. 268.

Aber damals wurde von der Darstellung des Kegels ausgegangen,
sei es im GrundriB und Aufri oder in irgendeiner Parallelprojektion.
Jetzt dagegen dient die Bildtafel, also die den Kegel schneidende Ebene,
als Ebene der Zeichnung. Dieser Umstand bedingt einen zwar nicht
sachlichen, aber in der Form vorhandenen Unterschied in der Betrach-
tungsweise und lafit es angemessen erscheinen, die Untersuchung iiber-
haupt von neuem in Angriff zu nehmen. Wir wollen also vorldufig die
Ergebnisse von § 6 des 3. Kapitels nicht benutzen; spéter kniipfen wir
daran an.

Der perspektiv abzubildende Kreis gehort einer Ebene E an. Wenn
diese Ebene zur Tafel parallel ist, ergibt sich als Kreisbild wieder ein
Kreis. Wir nehmen deshalb an, die Ebene E sei nicht zur Tafel parallel.
Dann kommt ihr eine im Endlichen gelegene Verschwindungsgerade v
zu, und da die Punkte von v die einzigen Punkte der Ebene E sind, die
unendlich ferne Bilder haben, erkennt man: Das perspektive Bild
des Kreises hat keinen oder nur einen oder zwei verschie-
dene unendlich ferne Punkte, je nachdem der Kreis die
Verschwindungsgerade v seiner Ebene meidet, beriihrt oder
schneidet. (Vgl. Nr. 256, wo die zur Schnittebene des Kegels par-
allele Ebene durch die Kegelspitze die Verschwindungsebene bedeutet.)
Im ersten Fall heiBt das Kreisbild eine Ellipse, im zweiten eine Pa-
rabel und im dritten eine Hyperbel. Wir werden im folgenden aufs
neue zeigen, dal das Kreisbild im ersten Fall in der Tat diejenige Kurve
ist, die in Nr. 72 als Ellipse erklirt wurde.

356. Projektive Erzeugung des Kreises. Die Erklirung des Kreises
als des Ortes aller Punkte in der Ebene, denen dieselbe Entfernung
von einem Punkt zukommt, ist fiir die perspektive Abbildung nicht zu
gebrauchen, weil die verschiedenen Radien
des Kreises bei der Abbildung verschieden
stark verzerrt werden. Man kann aber den
Kreis auf mancherlei Art projektiv er-
zeugen, d. h. durch ein Verfahren, das auch
fiir jedes zentralprojektive Bild des Kreises
im wesentlichen dasselbe bleibt. Eine der-
artige Erzeugung des Kreises ergibt sich so:

Auf dem Kreis seien vier verschiedene
Punkte 4, B, C, Z gewdhlt. Der Schnitt-
punkt der Tangenten ¢ und b von A und B heile 7. Die vier in
Fig. 528 von A ausgehenden und mit I, 2, 3, 4 bezeichneten Strahlen
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bilden nach dem Satz vom Peripheriewinkel miteinander dieselben
Winkel wie die vier von B ausgehenden und mit I, II, III, IV
bezeichneten Strahlen. Nach dem Satz des Pappus (Nr. 327) werden
nun vier Strahlen eines Strahlenbiischels von zwei beliebigen Geraden
in je vier Punkten mit demselben Doppelverhéltnis geschnitten, und da
der Inbegriff der Strahlen 1, 2, 3, 4 zu dem der Strahlen I, 11, I11,1IV
kongruent ist, folgt also: Eine beliebige Gerade g schneidet die Strahlen
1,2, 3,4 und die Strahlen I,1I,II1, 1V in je vier Punkten mit dem-
selben Doppelverhdltnis. Als Gerade g wihlen wir die von 7' nach dem
Schnittpunkt X von AC und BZ. Sie schneide 4Z in Y, BC in Y’
und 4B in U. Dann ergibt sich, daBl 7', U, X, Y dasselbe Doppel-
verhéltnis wie U, T, Y’, X haben, also:
TX TY UY UX

UX UY  TY TX°
Da sich 77X und UX beiderseits fortheben, bleibt:
vy UY

Ty = 1Y

d.h. Y und Y’ teilen die Strecke U7 in demselben Verhiltnis und
fallen demnach zusammen (Nr.9). Dies Ergebnis 148t sich so aus-
driicken: Sind A, B, C, Z vier ver-
schiedene Punkte eines Kreises und
ist 7 der Schnittpunkt der Tan-
genten ¢ und b von 4 und B, so liegt
der Schnittpunkt & von A4C und
BZ mit dem Schnittpunkt Y von
AZ und BC auf einer Geraden
durch 7', siehe Fig.529. L&t man
nun den Punkt Z den Kreis voll-
standig durchlaufen, wiahrend man 4,
B, O festhilt, so dreht sich die zugehorige Gerade 7TXY vollstindig
um 7 herum. Mithin kann man den Kreis Punkt fiir Punkt durch
bloBes Geradenziehen so erzeugen:

Sind 4, B, C drei verschiedene Punkte eines Kreises
und sind @ und b die Tangenten von 4 und B, so lege man
durch den Schnittpunkt 7 von @ und b eine willkiirliche
Gerade und bringe sie mit AC und BC in X und Y zum
Schnitt. Dann ist der Schnittpunkt Z von 4Y und BX
ein Punkt des Kreises, und so bekommt man alle Punkte
des Kreises.

367. Projektive Erzeugung der Kegelschnitte. Durch perspek-
tive Abbildung des Kreises geht ein Kegelschnitt hervor; mithin ergibt
sich die folgende projektive Erzeugung der Kegelschnitte, siehe Fig. 530:

Sind A, B, € drei verschiedene Punkte eines Kegel-
schnittes und sind a und b die Tangenten von A und B,
so lege man durch den Schnittpunkt £ von a und b eine
willkiirliche Gerade und bringe sie mit %€ und BC in X
und 9 zum Schnitt. Dann ist der Schnittpunkt 3 von



§ 6. Perspektives Bild von Kreis und Kugel. Nr. 357. 125

AY und BX ein Punkt des Kegelschnittes, und so bekommt
man alle Punkte des Kegelschnittes.

In Nr. 138 kam ein Sonderfall vor, ndmlich der Fall, wo a zu b
parallel ist, also ¥ unendlich fern liegt. Auch war dort ausdriicklich an-
genommen worden, dafl € zwischen a
und b liege. Dieser Sonderfall lieferte
eine Ellipse. Auch in Fig. 530 ist
als Beispiel eine Ellipse dargestellt;
es hétte aber hier bei anderer An-
nahme von 9, B, € und a, b auch eine
Parabel oder Hyperbel sein kénnen.

Die soeben gewonnene projek-
tive Erzeugung eines Kegelschnittes
148t sich anwenden, wenn man drei verschiedene Punkte %, B, € des
Kegelschnittes und die Tangenten a und b der Punkte % und B kennt.
Daher erhebt sich die Frage, ob man die Punkte %, B, € und
die Geraden a und b durch % und B beliebig annehmen
darf. Dies wire nur dann erlaubt, wenn es in einer Ebene drei Punkte
A, B, C auf einem Kreis und Kreistangenten ¢ und b in 4 und B so
gibe, dafl 4, B, U, a, b durch eine geeignete perspektive Abbildung
in %, B, €, a, b ibergingen. Dall die aufgeworfene Frage zu bejahen
ist, wollen wir unter der Voraussetzung zeigen, dall %, B, € nicht in
gerader Linie liegen, a nicht durch B oder € sowie b nicht durch U
oder € geht. Wenn némlich einer dieser drei besonderen Fille vorliegt,
ergibt sich ein ausgearteter, in Geraden zerfallender Kegelschnitt; bei
der perspektiven Abbildung eines Kreises kommt keiner dieser Fille
vor, wenn man annimmt, dafl die Kreisebene nicht durchs Auge gehe.
Es ist klar, daB das Kreisbild nur eine Gerade ist, falls die Kreis-
ebene das Auge enthdlt. Des-
halb kénnen wir von diesen Aus-
nahmeféllen absehen.

Unter A, B, € seien dem-
nach drei nicht in gerader Linie
liegende Punkte verstanden; a
sel eine Gerade durch A, die
weder durch B noch durch €
gehe, b sei eine Gerade durch B,
die weder durch % noch durch €
gehe. Selbstverstéindlich sollen
a und 0 in der Ebene T von ¥,

B, € liegen. Der Schnittpunkt
von a und b heile wieder T.
Um nun den Beweis zu fiihren,
legen wir in einer zweiten Ebene
E, die T langs a schneide, einen
Kreis k so, daBl er a in U be-
riihrt, siehe Fig. 531. Dann gibt
es aufler a noch eine von € an %
gehende Tangente b. Ihr Berithrungspunkt sei mit B bezeichnet. Die
Gerade BE schneide a in ©. Die Gerade B schneidet den Kreis ab-
gesehen von B noch einmal. Der zweite Schnittpunkt heiBe C'. Den
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Punkt % wollen wir als Punkt des Kreises £ auch mit 4 bezeichnen,
demnach a auch mit a¢. Weil ¢ und € in der Ebene BDB liegen,
schneiden sich BB und CC in einem Punkt O des Raumes. Wenn
nun O als das Auge dient und die Ebene E auf die Tafel T abgebildet
wird, sind %, 8, €, a, b die Bilder von 4, B, (', e, b. Demnach bildet
sich der Kreis als ein Kegelschnitt f ab, der durch %A, %8, € geht
und in % und B die Geraden a und b beriihrt.

In der Tat gibt es daher einen Kegelschnitt durch die willkiirlich
angenommenen Punkte A, B, € mit den willkiirlich angenommenen
Tangenten a und b der Punkte % und B. Es gibt aber auch nur
einen, denn der Kegelschnitt, der durch 9, B, € geht und in % und
B die Tangenten a und b hat, 1a8t sich Punkt fiir Punkt so erzeugen,
wie es in dem an den Anfang der Nummer gestellten Satz ausge-
sprochen wird. Mithin gilt der Satz:

Sind in der Ebene drei Punkte 9, B, € gegeben, die
nicht in gerader Linie liegen, und sind a und b gegebene
Geraden duich % und B derart, da weder a durch B oder
¢ noch b durch % oder € geht, so gibt es einen, aber auch
nur einen Kegelschnitt, der durch %A, B, ¢ geht und in
A und B die Geraden a und b beriithrt.

Dieser Kegelschnitt f ist, wie gesagt, das Bild des in Fig. 531 in
der Ebene E konstruierten Kreises £, wenn der Punkt O das Auge be-
deutet. Nun wollen wir ein neues Auge O und eine neue Tafel T an-
nehmen und den Kegelschnitt f auf dieser neuen Ebene T perspektiv
abbilden. Dadurch gehen 9, B, € in drei Punkte ¥, B, T iiber, die
nicht in gerader Linie liegen, und aus a und b ergeben sich Geraden a
und b durch ¥ und B, von denen weder @ durch B oder € noch b durch
A oder T geht. Die pro]ektlve Erzeugung des Kegelschnittes f aus
A, B, € und a, b vermoge des am Anfang der Nummer aufgestellten
Satzes liefert vermoége der neuen perspektiven Abbildung genau die-
selbe Erzeugung mittels der Punkte U, B, ¢ und Geraden @, b,
d. h. sie liefert wieder einen Kegelschnitt f. Somit ist das perspektlve
Bild des Kegelschnittes f auf der neuen Tafel T wieder ein Kegel-
schnitt ¥. Hiermit ist der Satz gewonnen:

Jedes perspektive Bild eines Kegelschnittes ist eben-
falls ein Kegelschnitt. Ausfithrlicher ausgesprochen: Wird ein
Kreis £ mittels des Auges O auf einer Tafel T perspektiv
abgeblldet und ferner das Bild f mittels eines neuen Auges
O auf einer neuen Tafel T perspektiv abgeblldet so geht
eine Kurve T hervor, die man aus einem gewissen Kreis
auch durch eine einzige perspektive Abbildung von einem
gewissen Auge aus auf eine gewisse Tafel gewinnen kann.

Wiederholte perspektive Abbildungen von XKegelschnitten liefern
also nicht, wie man zunichst annehmen sollte, Kurven von neuer
Art, sondern immer wieder Kegelschnitte. In Nr. 139, 262 und 266
wurde bloB bewiesen, daBl jeder Kegelschnitt durch eine Parallel-
projektion wieder in einen Kegelschnitt von derselben Art iiber-
geht. Vermoge einer perspektiven Abbildung geht aber z.B. eine
Ellipse nicht immer wieder in eine Ellipse iiber, denn wenn die abzubil-
dende Ellipse die Verschwindungsebene schneidet, hat ja ihr Bild zwei
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unendlich ferne Punkte. Das Bild kann also dann nur eine Hyperbel
sein. Wihrend mittels Parallelprojektion jede Ellipse wieder
in eine Ellipse, jede Parabel wieder in eine Parabel und
jede Hyperbel wieder in eine Hyperbel verwandelt wird,
kann ein Kegelschnitt mittels geeigneter Zentralprojek-
tion in einen Kegelschnitt von anderer Art iibergefiihrt
werden.

368, Sonderfiille der projektiven Erzeugung der Kegelschnitte. Ehe
wir daran gehen, das perspektive Bild eines Kreises wirklich zu zeich-
nen, schalten wir hier einige allgemeine Betrachtungen von grund-
legender Bedeutung ein.

Parallele Tangenten a und b eines Kegelschnittes gehen vermdige
Perspektive aus solchen Kreistangenten @ und b hervor, die sich in
einem Punkt 7' der Verschwindungsgeraden v der Kreisebene treffen.
Ist der Kegelschnitt eine Parabel, so beriihrt der Kreis nach Nr. 355
die Verschwindungsgerade v, d. h. dann ist, falls 7 auf v gewdhlt wird,
allemal eine der beiden Tangenten a und b die Gerade v selbst. Thr Bild
aber liegt unendlich fern. Mithin gehort zu einem beliebigen
Punkt % einer Parabel als Punkt 8 mit paralleler Tangente
stets der unendlich ferne Punkt der Parabel. Dagegen gibt
es zu jedem im Endlichen gelegenen Punkt % einer Ellipse
oder Hyperbel einen ebenfalls im Endlichen gelegenen
Kurvenpunkt B mit paralleler Tangente.

Nimmt man nun zwei parallele Tangenten a und b mit ihren
Beriihrungspunkten 9 und B an, so ergibt sich der Kegelschnitt auf
Grund der Konstruktion der letzten Nummer, sobald noch ein Punkt ¢
gegeben ist, und zwar geht auf diese Art eine Ellipse oder Hy-
perbel hervor. Der Punkt ¥, in dem sich a und b schneiden, ist
dann unendlich fern, d. h. die willkiirlich durch ¥ zu ziehende Gerade
TXY in Fig. 530 von Nr. 357 ist jetzt eine willkiirliche Parallele zu a
und H. Ob sich nun insbesondere eine Ellipse oder eine Hyperbel er-
gibt, erkennt man
so: In der Ebene
E des Kreises sel
unter 7' ein auller-
halb des Kreises
gelegener  Punkt

der Verschwin-
dungsgeraden v
verstanden. Da
der Fall der Pa-
rabel ausgeschlos-
sen ist, gehen
durch 7' zwei von-
einander und von
v verschiedene
Tangenten a und
b an den Kreis. :
Sie bestimmen vier Winkelfelder. In Fig. 532 sind diejenigen ge-
schrafft, die v nicht enthalten. Diese bilden sich als der Streifen
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der Tafel T ab, der zwischen den zu OZ7 parallelen Bildern a und b
von a und b liegt, und zwar ist die Fluchtgerade f die Grenze zwischen
den Bildern beider Winkelfelder. Je nachdem nun der Kreis, der ja
a und b berithren soll, die Verschwindungsgerade v nicht schneidet
oder doch schneidet, liegt er entweder in dem geschrafften oder in dem
nicht geschrafften Gebiet der Ebene E, also sein Bild zwischen a und b
oder auBlerhalb des Streifens von a und b. Wenn also U und B
solche im Endlichen gelegene Punkte eines Kegelschnittes
sind, denen parallele Tangenten a und b zukommen, ist die
Kurve eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem man noch
einen dritten Kurvenpunkt € innerhalb oder aullerhalb des
Streifens von a und b annimmt, und zwar verlduft dann
die ganze Kurve nur innerhalb bzw. nur auflerhalb dieses
Streifens.

Wenn man € zwischen a und b wahlt, also im Fall der Ellipse,
geht die Konstruktion der vorigen Nummer in diejenige iiber, die in
Fig. 190 von Nr. 138 vorkam und sich auf die in Nr. 72 als Ellipse
erklirte Kurvenart, nidmlich auf die senkrechte Projektion des
Kreises bezog. Mithin steht die perspektive Erkldrung der
Ellipse in Nr. 355 durchaus im KEinklange mit der anschei-
nend viel engeren Erklidrung der Ellipse in Nr. 72. Mit
Riicksicht auf Nr. 73 konnen wir daher auch sagen: Das perspektive
Bild eines Kreises ld8t sich, sobald es vollstdndig im End-
lichen verlauft, stets durch einen ebenen Schnitt eines
Rotationszylinders erzeugen.

Im Fall der Hyperbel schlieBen wir so: Wir haben von einem
Kreis auszugehen, der die Verschwindungsgerade v in zwei verschie-
denen Punkten schneidet. Diese Punkte wollen wir jetzt als die Punkte
A und B wihlen, also ihre Tangenten als die Geraden a und b. Die
Bilder % und B von 4 und B sind dann die unendlich fernen Punkte der
Bilder a und b von @ und 6, d.h. a und b berithren die Hyperbel im
Unendlichfernen und sind also ihre Asymptoten (nach der in Nr. 252
angegebenen Erklirung des Wortes Asymptote). Wird nun noch ein
dritter Punkt ¢ der Hyperbel gewihlt, so liefert die projektive Er-
zeugung nach der vorigen Nummer folgendes: Eine willkiirliche Ge-
rade durch den Schnittpunkt & von a und b schneide die Parallele zu
a durch € in X und die Parallele zu b durch € in ). Der Schnittpunkt
der Parallelen zu a durch ¢) mit der Parallelen zu b durch X ist ein
Punkt § der Hyperbel. Genau dieselbe Konstruktion aber findet sich
in Fig. 361 von Nr. 259, wo a und b die beiden dullersten Mantellinien
des Kegels sind und statt 7', €', Z die Bezeichnungen M, P, @ stehen.
Dort wurde ein ebener Schnitt eines Rotationskegels parallel zur Kegel-
achse betrachtet. Mithin gilt der Satz: Das perspektive Bild eines
Kreigses 1Bt sich, sobald es zwei unendlich ferne Punkte
hat, stets durch einen ebenen Schnitt eines Rotationskegels
parallel zur Kegelachse erzeugen.

Schlieflich kommen wir zum Fall der Parabel zuriick. Wir gehen also
von einem Kreis aus, der die Verschwindungsgerade v in einem Punkte B
beriihrt, dessen Tangente b daher mit v zusammenfillt. Nun werde auf
der Geraden v derjenige Punkt 7' gewihlt, der so liegt, daB der Winkel
der Sehstrahlen OB und OT ein rechter ist. Dann sei a die zweite von
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T an den Kreis gehende Tangente mit dem Beriihrungspunkt 4. Da
die Geraden AB und AT (oder a) die Verschwindungspunkte B und
T haben, sind ihre Bilder zu OB und OT parallel, also zueinander
senkrecht. Mithin hat die Bildparabel einen Punkt 9, dessen
Tangente a senkrecht ist zur Geraden von U nach dem
unendlich fern gelegenen Punkt B der Parabel. Um also
eine Parabel zu konstruieren, kénnen wir annehmen, 9l sei ein Punkt
der Parabel, eine durch % gehende Gerade a die zugehorige Tan-
gente und der unendlich ferne Punkt der Parabel der Punkt 8 in der
zu a senkrechten Richtung. AuBerdem werde ein Parabelpunkt
beliebig gewéhlt. Bei dieser Annahme liefert die in voriger Nummer
gefundene projektive Erzeugung genau die in Fig. 369 von Nr. 265
angegebene Konstruktion (wo %, B, €, a mit 4, B, C, a bezeichnet
waren), und zwar insbesondere fiir den Fall, daB die Richtung nach 8
senkrecht zu a ist. Die Parabel ist also durch die Angabe des Punktes 9!,
seiner Tangente a, des Punktes € und des senkrecht zu a unendlich
fern gelegenen Punktes B vollstindig bestimmt.

Wir benutzen nun die Ebene als eine GrundriBtafel, siehe Fig. 533,
und nehmen die Aufriftafel senkrecht zu a an. Dann sind die Auf-
risse A” und €” von U und € auf der Projektionsachse gelegen.
Nun werde in der GrundriBtafel
irgendein durch € gehender Kreis
gezeichnet, dessen Mittelpunkt O’
auf dem zu a senkrechten Strahl
von U nach dem endlich fernen
Punkt B liege, und der Kreis
treffe diesen Strahl in P und Q.

Die Aufrisse P” und @ liegen
auf der Projektionsachse. Wir be-
stimmen im Aufrif} einen Punkt 4"
als Schnitt der Mittelsenkrechten
von €’Q” mit dem Kreis um §”
durch %, so dall ein gleichschenk-
liges Dreieck €7A”Q” mit der
Spitze A’* entsteht. Die Parallele
zu §”A” durch P” schneide die
Gerade Q”A” in O”. Dann ist
auch das Dreieck P”0"Q” gleich-
schenklig mit der Spitze 0”; folg-
lich liegt O senkrecht iiber 0’. Demnach sind 0’ und O als Grund-
ri und Aufrifl eines Punktes O aufzufassen. Dieser Punkt diene als
das Auge, von dem aus der gezeichnete Kreis in der GrundriBebene
betrachtet wird. Als Bildtafel T werde die auf der AufriBtafel lings
€”A” oder s, senkrecht stehende Ebene benutzt, deren GrundriBspur-
gerade s; die Gerade €E” ist. Die Sehstrahlen nach den Punkten
des Kreises bilden einen Rotationskegel, und er hat die Verschwin-
dungsebene, die ja durch O geht und zu T parallel ist, als Tangential-
ebene lings der linken &uBersten Mantellinie. Folglich stellt PP die
Verschwindungsgerade dar. Da sie den Kreis beriihrt, ist das per-
spektive Bild des Kreises in der Ebene T, d. h. der Schnitt des Ro-
tationskegels mit der Ebene T, eine Parabel. Wenn man diese Parabel
Scheffers, Geometrie 11, 2. Auil. 9
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um die Spurgerade s, in die Grundrifitafel umlegt, geht nun augen-
scheinlich eine Parabel hervor, die in ¥ die Gerade a beriihrt, die ferner
durch € geht und auch den unendlichen Punkt %8 hat, d. h. es geht
gerade diejenige Parabel hervor, von der wir ausgegangen waren und
deren Scheitel U ist. Dies besagt: Das perspektive Bild eines
Kreises 148t sich, sobald es einen und nur einen unendlich
fernen Punkt hat, stets durch einen ebenen Schnitt eines
Rotationskegels parallel zu einer Tangentialebene erzeugen.

Die Bedeutung der Sitze dieser Nummer liegt in dem Umstand,
daBl der Sehkegel, d. h. der Kegel der Strahlen, die vom Auge O nach
einem Kreis gehen, im allgemeinen durchaus kein Rotationskegel, son-
dern ein schiefer Kreiskegel ist. Wir haben ndmlich im vorhergehenden
bewiesen: Jeder ebene Schnitt eines beliebigen schiefen
Kreiskegels 148t sich entweder als ebener Schnitt eines
Rotationszylinders oder als ebener Schnitt eines Rotations-
kegels parallel zu einer Tangentialebene oder als ebener
Schnitt eines Rotationskegels parallel zur Kegelachse er-
zeugen, je nachdem ndmlich die Kurve keinen oder nur
einen oder zwei verschiedene unendlich ferne Punkte hat,
d. h. je nachdem sie eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel
1st. Da sich auch jede Ellipse als ebener Schnitt eines Rotations-
kegels erzeugen lafit (Nr. 77), ist also nachgewiesen, dall jeder Kegel-
schnitt itiberhaupt als ebener Schnitt eines Rotationskegels hergestellt
werden kann. Hierfiir wurde in Nr. 267 ein ganz anderer Beweis
gegeben. Die im ersten Band abgeleiteten KEigenschaften
der Ellipse, Parabel und Hyperbel gelten hiernach fir
alle perspektiven Bilder von Kreisen.

359. Elliptisches Kreishild. Um das perspektive Bild eines Kreises
in dem Falle zu erhalten, wo es nur im Endlichen verlauft, also eine
Ellipse 1st, wenden wir nach Nr. 336 und 337 die Perspektivitdt in der
Doppelebene an, indem wir die Kreisebene E um ihre Spurgerade s
in die Tafel T umlegen. Hatten wir bisher die umgelegten Punkte der
Eben E durch iiberstrichene Buchstaben bezeichnet, so konnen wir
wohl jetzt auf diese auf die Dauer listige Unterscheidung verzichten.
Nur das umgelegte Auge werden wir auch jetzt O nennen, um immer
daran zu erinnern, daf} dies nur ein Hilfspunkt, kein wirkliches Auge ist.

In Fig. 534 ist ein Kreis in der Umlegung der Ebene E so ange-
nommen worden, daBl er die umgelegte Verschwindungsgerade v der
Ebene meidet. (DaBl er auch die Spurgerade s nicht trifft, ist ohne Be-
deutung; falls er s trifft, greift auch das Bild des Kreises liber s iiber.)
Um das elliptische Bild des Kreises zu zeichnen, bedarf man der El-
lipsenachsen. Sie lassen sich aus konjugierten Durchmessern ableiten
(nach Nr. 85 oder 137), und deshalb gehen wir darauf aus, konjugierte
Durchmesser der Ellipse zu bekommen. Da das Bild It der Kreismitte
M nicht die Mitte der Ellipse sein wird (Nr. 294), gehen die Durch-
messer der Ellipse nicht aus den Durchmessern des Kreises, sondern
aus gewissen anderen Kreissehnen hervor. Nun wissen wir: Wenn
man an die Ellipse zwei parallele Tangenten legt, ist die Verbindende
ihrer Berithrungspunkte ein Durchmesser. Solche Geraden aber, die
im Bilde parallel sind, haben in Wahrheit ihren Verschwindungspunkt
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gemein. Mithin wihlen wir einen Punkt V, auf der umgelegten Ver-
schwindungsgeraden v und ziehen von ihm aus die Tangenten an den
Kreis. Die Beriihrungspunkte seien 4 und B. Das Bild A8 der Kreis-
sehne A B ist dann ein Durchmesser der Ellipse. Die Tangenten in den
Endpunkten des konjugierten Durchmessers sind zu A% parallel (Nr. 72),
d. h. sie gehen aus denjenigen Kreistangenten hervor, die von dem
Verschwindungspunkt von 4B ausgehen, also von dem Punkt ¥,, in
dem AB die Gerade v schneidet. Indem wir daher von V, aus die

Tangenten an den Kreis ziehen, die ihn in C und D beriihren mégen,
finden wir, daB das Bild €D von CD der zu AB konjugierte
Durchmesser der Ellipse ist. Die Tangentenpaare des Kreises,
die von V, und V, ausgehen, erzeugen somit eines derjenigen dem
Kreis umschriebenen Vierecke, denen im Bild diejenigen der Ellipse
umschriebenen Parallelogramme entsprechen, die von der Ellipse in den
Seitenmitten beriihrt werden. Nachdem man das Bildparallelogramm
gezeichnet hat, dessen Seiten zu OV, und OV, parallel sind, kann man
aus den Mittellinien AB und €D als konjugierten Durchmessern nach
Nr. 85 oder 137 die Achsen der Ellipse ableiten und dann die Ellipse
zeichnen. Die Ellipse muBl so liegen, daBl sie die von O an den Kreis.
gehenden Tangenten ebenfalls beriihrt.

o*
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360. Nochmals die Polareigenschatten des Kreises. Der Schnitt-
punkt B von AB und CD bildet sich als der Mittelpunkt € der
Ellipse ab. Demnach stellt sich jede durch E gehende, aber sonst
beliebige Kreissehne XY im Bild als ein Durchmesser X9) der Ellipse
dar, so daB € die Mitte von X% ist. Die Punkte X, §), € und der
unendlich ferne Punkt der Geraden X%) sind vier harmonische Punkte
(Nr. 333). Da der unendlich ferne Punkt von X9) das Bild des Ver-
schwindungspunktes Z von XY ist, folgt daraus, daBl auch X, Y, K, Z
harmonische Punkte sind, und da Z auf der den Kreis nicht schneidenden
Geraden v liegt, ergibt sich hieraus eine Kreiseigenschaft:

Zu jeder einen Kreis nicht schneidenden Geraden v der Kreisebene
gibt es einen Punkt E im Innern des Kreises derart, dal jede durch
E gehende Gerade den Kreis in zwei Punkten X und Y und die Gerade
v in einem Punkt Z so trifft, daB X, Y und £, Z harmonische Punkte-
paare sind.

Dasselbe gilt aber auch fiir jede den Kreis schneidende Gerade,
z. B. fiir die Gerade 4B. Denn das Bild A% von 4B ist ein Durchmesser
der Ellipse, und dieser Ellipsendtirchmesser geht durch die Mitte R
einer jeden zu €D parallelen Sehne PL. Folglich sind P, O, R und
der unendlich ferne Punkt von ‘82 harmonische Punkte. Da der un-
endlich ferne Punkt das Bild von V, ist, ergibt sich also: Zur Geraden
AB gehort ein Punkt V, derart, da jede von V, ausgehende Sekante
den Kreis in zwei Punkten P, @ und die Gerade 4 B in einem Punkt R
so trifft, daBl P, @ und V,, R harmonische Punktepaare sind.

Hiermit ist die sogenannte Polareigenschaft des Kreises be-
wiesen:

Zu jeder Geraden p in der Ebene eines Kreises gibt es
einen Punkt P der Kreisebene derart, daBl jede von P aus-
gehende Sekante den Kreis in einem Punktepaare trifft, das
von P und dem Schnittpunkt mit p harmonisch geteilt wird.
Dies wurde in Nr. 188 auf anderem Wege dargetan. Der Punkt P
heifit der Pol der Geraden p, die Gerade p die Polare des Punktes P.
Liegt P im Innern des Kreises, so meidet p den Kreis, liegt P aufler-
halb des Kreises, so schneidet p den Kreis. In Fig. 534 ist ¥V, der
Pol von AB, V, der von CD und E der von » oder V,V,. Das
Dreieck V,V,E heifit ein Polardreieck, weil jede Ecke des Dreiecks
der Pol der gegeniiberliegenden Dreiecksseite ist. Die Tangentenpaare
des Kreises von V, und V, aus machen als Inbegriff von vier Geraden
der Ebene ein sogenanntes vollstindiges Vierseit aus. Die sechs
Punkte, in denen sie sich zu je zweien schneiden, heiflen die sechs Ecken
des vollstindigen Vierseits, und diese sechs Punkte liegen zu je zweien
auf einer Geraden. Solcher Geraden gibt es drei, und sie heiflen die
Diagonalen des vollstindigen Vierseits, die Eckpunkte des von ihnen
gebildeten Dreiecks die Diagonalpunkte (Nr. 191). Also hat sich
ergeben:

In jedem einem Kreis umschriebenen vollstindigen
Vierseit ist jede der drei Diagonalen die Polare des ihr
gegeniiberliegenden Diagonalpunktes. So ist die Diagonale
V,E die Polare des Diagonalpunktes V,, die Diagonale V,E die des
Diagonalpunktes ¥V, und die Diagonale V,V, die des Diagonal-
punktes E .
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Ferner hat sich ergeben:

Bildet sich ein Kreis perspektiv als Ellipse ab, so ist
der Mittelpunkt der Ellipse das Bild des Pols der Verschwin-
dungsgeraden v der Kreisebene hinsichtlich des Kreises.

361. Polareigenschaften der Kegelschnitte. Da die Kegelschnitte
die perspektiven Bilder der Kreise sind und da sich vier harmonische
Punkte perspektiv immer wieder als vier harmonische Punkte ab-
bilden, leuchtet ein, daf man durch Abbildung der Kreise ohne wei-
teres auch die Polareigenschaften der Kegelschnitte findet, wobei es
ganz einerlei ist, ob das Kreisbild eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel
ist. Es gilt also der Satz: A

Zu jeder Geraden p in der Ebene eines Kegelschnittes
gibt es einen Punkt § der Ebene derart, dal jede von P
ausgehende Sekante den Kegelschnitt in einem Punkte-
paar trifft, das von P und dem Schnittpunkt mit p har-
monisch getrennt wird. In Nr. 189 wurde dies nur fiir den Fall
der Ellipse und zwar auf anderem Wege bewiesen. Wieder heiflt jetzt
8 der Pol von p sowie p die Polare von 5, und man kann den Begriff
des Polardreiecks wie im Fall eines Kreises aufstellen.

Ferner gilt auch jetzt der Satz:

In jedem einem Kegelschnitt umschriebenen vollstdn-
digen Vierseit ist jede der drei Diagonalen die Polare der
gegeniiberliegenden Ecke.

Wenn ein Punkt auf dem Kegelschnitt selbst liegt, versteht man
unter seiner Polare seine Tangente. Ohne jede Ausnahme gilt dann
der Satz:

Liegt ein Punkt £ auf der Polare p eines Punktes ‘R,
so geht die Polare q von O durch den Pol f von p. Im
Fall des Kreises war dieser Satz schon in Nr. 188 ausgesprochen worden.

362. Nochmals das elliptische Kreishild. In Nr. 359 wurde der
Punkt V, auf der Verschwindungsgeraden v beliebig gewdhlt. Am
bequemsten ist es, den FuBpunkt W des Lotes vom Mittel-
punkt des Kreises auf v zu benutzen, sieche Fig. 535. Dann
ist AB zu v parallel, und V, fillt ins Unendlichferne, so dafl C D der zu
v senkrechte Kreisdurchmesser ist. Bei dieser Annahme geht ein dem
Kreis umschriebenes Trapez hervor, dessen Bild ein solches der Ellipse
umschriebenes Parallelogramm ist, dessen Mittellinien konjugierte
Durchmesser der Ellipsen liefern. Insbesondere ist jetzt der Durch-
messer APV zu v parallel und der konjugierte Durchmesser €D nach
dem Hauptfluchtpunkt F hin gerichtet. Um das Parallelogramm genau
zu zeichnen, wird man die Diagonalen des Trapezes bei der Abbildung
benutzen, wie es angedeutet ist.

Man kann aber auch ganz anders vorgehen: Dem Kreis werde das-
jenige Quadrat 12 3 4 umschrieben, von dem zwei Seiten zu v parallel
sind. Das Bild IIIIIIIV dieses Quadrats ist allerdings kein der
Ellipse umschriebenes Parallelogramm, sondern ein ihr umschriebenes
Trapez mit zwei zu v parallelen Seiten I II und III1IV. Aber die
Strecke von der Mitte von I I bis zur Mitte von III IV ist wieder ein
Durchmesser €D der Ellipse. Wenn nun blo8 dieses Trapez I II III IV
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vorliegt, kann man den zu €D konjugierten Durchmesser der Ellipse ohne
Benutzung der Verschwindungsgeraden sowie aller iibrigen Geraden und

Punkte in der Art ermitteln, wie es Fig. 536 zeigt. Da man ndmlich
weiB, daB3 I 11 I11 IV in Wahrheit ein Quadrat ist, von dem eine Seite
I II zur Tafel parallel liegt,
stelle man sich vor, das
Quadrat werde um diese Seite
so weit gedreht, bis seine
Ebene zur Tafel parallel liegt.
Dann wird es als Quadrat er-
scheinen, namlich als das in
Fig. 536 mit 7234 bezeich-
nete Quadrat, dessen Seite
12 mit I1I zusammenfillt.
Zwischen den beiden Quadrat-
ebenen, der urspriinglichen
Ebene und der zur Tafel
parallelen Ebene, besteht nun
eine Affinitit, da die eine
aus der anderen durch eine
Drehung hervorgegangen ist.
Diese Affinitat stellt sich im
Bilde nach Nr. 335 als eine
Perspektivitdit auf der
Tafel als Doppelebene dar. Die Achse der Perspektivitidt ist
die Gerade III oder 12. Der Kreis, der dem Quadrat 7234 ein-
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beschrieben ist, wird vermoge der Perspektivitit in die gesuchte El-
lipse verwandelt. Der zu 12 senkrechte Kreisdurchmesser CD ent-
spricht dem Ellipsendurchmesser €D, indem € mit ¢ zusammenfillt.
Der Mittelpunkt € von €D ist die Ellipsenmitte. Die durch € gehende
Parallele zu I II schneide 11 II] in ‘f. Dann ist P das Bild eines Punktes
B von 2 3, der sich z. B. mit Hilfe der Geraden IV P leicht ergibt, wie
es die Figur zeigt. Man kann also die Parallele zu 1 2 durch P ziehen,
und sie schneidet CD in dem Punkt E, dessen Bild die Ellipsenmitte
€ ist. Diese Parallele enthdlt nun eine Kreissehne A4 B, die sich als
die zu I II parallele Sehne AB der Ellipse durch €, also als der zu €D
konjugierte Ellipsendurchmesser abbilden muf. Wie man z. B. den
Punkt B mit Hilfe der Geraden 4 B ermittelt, zeigt die Figur. Auf
diese Art ergeben sich also konjugierte Durchmesser A% und €D
der Ellipse durch Konstruktionen, die weder von der Verschwindungs-
geraden noch von anderen gegebenen Elementen auBler dem Quadrat
1234 und dem Trapez I II 111 IV Gebrauch machen. Deshalb wird
diese Art der Konstruktion niemals durch unerreichbare
Punkte gestort.

363. Unmittelbare Bestimmung der Achsen des elliptischen Kreis-
bildes. Wir schicken einige Bemerkungen voraus, die zwar zum Teil
aus Nr. 179 zu entnehmen wiren, aber hier ganz unabhingig davon
entwickelt werden mdgen:

Liegt wie in Fig. 537 ein die Verschwindungsgerade v meidender
Kreis vor, so ist nach Nr. 359 bekannt: Wird ein Punkt ¥V, auf v an-
genommen, und ist 4 B die Polare von
V,, ndmlich die Beriihrungssehne der
Tangenten von V, aus, so trifft AB
die Gerade v in einem Punkt V, derart,
daBl die Polare CD von V, durch V,
geht, und der Schnittpunkt £ von 4B
und CD ist derjenige Punkt, dessen
perspektive Abbildung die Ellipsenmitte
liefert. Er ist der Pol der Verschwin-
dungsgeraden » (Nr. 360) und liegt auf
dem Lot von der Kreismitte M auf v.

Der FuBpunkt dieses Lotes sei wie in

Nr. 362 mit W bezeichnet. Der Kreis um V,, der durch 4 und B geht,
schneidet das Lot in einem Punkt R. Er liegt im Inneren des ge-
gebenen Kreises. Bezeichnet » den Radius des gegebenen Kreises, so ist

2 . 2 __ 2 __ g2
ko ViR =V, A2 =V, M2 —r2,

WR=V,R2—V, W=V, M2 — 12—V, We= (V, M2 — V, W2 — r2= M W2 —p,

Der letzte Wert hingt gar nicht von der Lage des angenommenen Punk-
tes V, auf v ab. Folglich gehen alle Kreise, deren Mittelpunkte auf »
liegen und die den gegebenen Kreis senkrecht schneiden, durch den-
selben Punkt R auf MW (auBerdem noch durch den Spiegelpunkt von
R hinsichtlich v, der aber hier nicht gebraucht wird, vgl. Nr. 179).
Also geht der Kreis um V, und durch ¢ und D ebenfalls
durch B. Da nun V,C.V,D gleich V,42 oder V,R? ist, beriihrt der
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Kreis um ¥V, in R den Radius V, R, d. h. <{V, RV, ist ein rechter
Winkel. Der Punkt B kann insbesondere dadurch ermittelt werden,
daB man von W aus die Tangenten an den gegebenen Kreis legt und
dann um W den Kreis durch die Beriithrungspunkte zieht.

Nach Nr. 359 sind die Bilder der Sekanten AB und CD kon-
jugierte Durchmesser der Bildellipse. Die Punkte V, und V,, in denen
diese Sekanten die Verschwindungsgerade v treffen, werden nach dem
Vorhergehenden auf v durch einen rechten Winkel ausgeschnitten,
dessen Scheitel R ist. Nach Fig. 534 in Nr. 359 sind ferner die
konjugierten Durchmesser der Ellipse, die sich aus 4B und CD er-
geben, zu den Strahlen vom umgelegten Auge O nach den Verschwin-

dungspunkten V, und
V, vparallel. Da die
Achsen der Bildellipse
das rechtwinklige konju-
gierte Durchmesserpaar
ausmachen, ergibt sich
mithin: Um die Ach-
sen der Bildellipse
zu bestimmen, hat
man V, und V, so
auf der Verschwin-
dungsgeraden v zu
wihlen, daBl sowohl
< V,BRV, als auch
XV, 0V, ein rechter
Winkel wird. Wieder
also stoflen wir wie
schon in Nr. 350 auf die
in Nr. 127 benutzte Kon-
struktion, siehe Fig. 538.
Nachdem hier der Punkt
R mittels des zum ge-
gebenen Kreis senkrech-
ten Kreises um W ge-
funden worden ist, be-
stimmt man durch die

Mittelsenkrechte von O R auf der Verschwindungsgeraden v den Mittel-
punkt K eines Kreises, der durch O und R geht und der » in den
Punkten ¥, und V, schneidet, so daB << V,RV, und X V,0V, rechte
Winkel sind. AuBerdem bestimmt man den Punkt E, dessen Bild die
Ellipsenmitte § ist, nimlich dadurch, daB man die Polare von W mit
MW schneidet. Dann weil man, daBl die Geraden V,E und V,E den
Kreis in denjenigen Sehnen C'D und 4B schneiden, deren Bilder die
Achsen €D und UB der Bildellipse sind. Um sogleich auch das der
Ellipse umschriebene Rechteck parallel zu den Achsen zu gewinnen,
dessen man zum Zeichnen der Ellipse bedarf (Nr. 82), zieht man von
V,und V, die Tangenten an den Kreis. Sie erzeugen dasjenige dem
Kreis umschriebene Viereck, das sich als dieses Rechtek abbildet.
Im AnschluB hieran 18t sich leicht die Frage beantworten, wie ein
Kreis liegen mufl, damit er auch im Bild als Kreis er-
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scheine. Selbstverstindlich bildet sich jeder Kreis, dessen Ebene
zur Tafel parallel ist, wieder als Kreis ab. Aber wir nehmen hier an,
daf3 die Ebene des Kreises nicht zur Tafel parallel sei. Zu fordern ist,
daB das Kreisbild eine Ellipse mit lauter rechtwinkligen konjugierten
Durchmesserpaaren sei, d. h. daf} jeder rechte Winkel mit den Scheitel B
die Verschwindungsgerade v in Punkten ¥V, und V, derart treffe, dafl
auch < V,0V, ein rechter Winkel wird. Dies aber ist dann und nur
dann der Fall, wenn R mit O oder mit dem Spiegelpunkt U von O
hinsichtlich v zusammenfillt. Der Spiegelpunkt U kam schon in
Nr. 348 und 350 vor. Weiterhin ergibt sich, dafl jetzt W der Hauptver-
schwindungspunkt V sein muB}, da der Kreis um W, der den gegebenen
Kreis senkrecht schneidet, der Kreis mit dem Durchmesser O U wird.
Da nun U und O bei der Umlegung der Kreisebene aus den winkel-
treuen Punkten K, und K, der Ebene entstehen (Nr. 348), gilt
der Satz:

" In jeder nicht zur Tafel parallelen Ebene E gibt es eine
Schar von Kreisen, die sich perspektiv als Kreise ab-
bilden. Diese Kreise durchsetzen senkrecht denjenigen
Kreis, der die Verbindende der winkeltreuen Punkte K,
und K, der Ebene E als Durchmesser hat.

Nach Nr. 179 bilden alle diese besonderen Kreise der Ebene E
dasjenige Kreisbiischel, das das Biischel aller Kreise durch K, und
K, senkrecht durchsetzt. Wir kommen darauf zuriick (in Nr. 376).

364. Anwendungen des elliptischen Kreisbildes. Wir machen vom
Vorhergehenden Anwendungen, indem wir die Bilder einiger Rotations-
zylinder herstellen.

Als erstes Beispiel betrachten wir zwei auf wagerechter Grund-
ebene E senkrecht stehende Rotationszylinder von glei-
chem Radius. Die Bildtafel T sei lotrecht und parallel zur Verbin-
denden der Mitten der Grundkreise, so dall beide Zylinder von der
Tafel T denselben Abstand haben. Ist die Grundebene E, deren Flucht-
gerade der Horizont A ist, durch ihre Spurgerade s gegeben, so stellen
sich die Grundkreise nach der Umlegung der Grundebene um die Spur-
gerade als gleich grofle Kreise dar, deren Mittelpunkte auf einer Par-
allelen zur Spurgeraden liegen, siehe Fig. 539. Um die Bilder dieser
Grundkreise zu bestimmen, wenden wir etwa das erste in Nr. 362 an-
gegebene Verfahren an: Die Fupunkte der Lote von den Kreismitten
auf die umgelegte Verschwindungsgerade v seien jetzt mit V, und V,
bezeichnet (damals wurde die Bezeichnung W gebraucht). Die Tangenten
von ¥V, und V, an die Kreise und die zur Spurgeraden s parallelen Kreis-
tangenten liefern den Kreisen umschriebene Trapeze, deren Bilder
Parallelogramme sind. Die Mittellinien der Parallelogramme sind kon-
jugierte Durchmesser der Bildellipsen. Je ein Durchmesser ist zu s par-
allel, die beiden anderen zielen nach dem Hauptpunkt H.

Wir wollen annehmen, beide Zylinder seien gleich hoch. Die bei-
den oberen Endkreise liegen dann in einer zur Grundebene E parallelen
Ebene. Die Spurgerade s, dieser Ebene liegt in der gegebenen Hohe
des Zylinders iiber s. Man bekommt nun die Parallelogramme, die den
Bildellipsen der oberen Endkreise umschrieben sind, aus den vorhin
bestimmten Parallelogrammen, indem man alle Spurpunkte von s bis s,
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hebt, dagegen alle Fluchtpunkte beibehédlt. Zur genaueren Her-
stellung sowohl der unteren als auch der oberen Parallelogramme be-
putzt man zweckmiBig auch ihre Diagonalen (wie schon in Nr. 362).
SchlieBlich handelt es sich noch um die Ermittlung der duflersten
Mantellinien der Zylinder. Sie kénnen als die zu s senkrechten gemein-
samen Tangenten der unteren und oberen Ellipsen gefunden werden.
Aber man kann sie unabhéngig von der Zeichnung der Ellipsen be-
stimmen, was vorzuziehen ist, weil sich dadurch eine bessere Unter-

lage fiir den Fall ergibt, wo man sich damit begniigen will, die Ellipsen
freihéindig, ohne Bestimmung ihrer Achsen, in die Parallelogramme ein-
zuzeichnen: Da die Zylinder lotrecht sind, werden dem Beobachter die-
jenigen Mantellinien als die duBersten erscheinen, lings deren die durch
das Auge O gehenden Tangentialebenen die Zylinder beriihren. Diese Tan-
gentialebenen sind lotrecht und enthalten also aufler dem Auge O auch
den FuBpunkt des Beobachters, d. h. den Fulpunkt des Lotes von O
auf die wagerechte Grundebene. Dieser Festpunkt ist aber auf der
Verschwindungsgeraden v gelegen, also der Hauptverschwindungspunkt ¥,
der in der Umlegung der Grundebene der Fulpunkt des Lotes vom
Hauptpunkt H auf v ist. Die in Rede stehenden Tangentialebenen
schneiden die Grundebene demnach in den von V ausgehenden Tan-
genten der Grundkreise. Folglich zieht man von V die Tangenten an
die umgelegten Grundkreise. Sie treffen die Spurgerade s in 4; und
B, sowie in 4, und B,. Da die Tangentialebenen lotrecht sind, schnei-
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den sie die Tafel in den auf s in 4,, B,, 4,, B, errichtetenr Loten. Als
Ebenen durch das Auge O erscheinen die Tangentialebenen im Bild
bloB als Geraden. Folglich liegen auf den soeben errichteten Loten die
gesuchten &uBersten Mantellinien der Zylinder. Daf in Fig. 539 die
dulerste rechte Mantellinie des rechten Zylinders gerade durch V, geht,
ist selbstverstindlich Zufall.

Man kann diese Ermittlung der #uBersten Mantellinien auch so be-
griinden: Gesucht werden die zur Spurgeraden s senkrechten Tangenten
der Bildellipsen. Alle Geraden der Grundebene, die im Bild als Senk-
rechte zu s erscheinen, haben ihren Verschwindungspunkt in dem
Punkt, in dem die Parallele zu ihnen durch das umgelegte Auge O
die umgelegte Verschwindungsgerade v schneidet. Das ist aber der
Hauptverschwindungspunkt ¥. In der Tat also sind die Bilder der
von V an die umgelegten Grundkreise gezogenen Tangenten die zu s
senkrechten Ellipsentangenten.

Der rechte Zylinder erscheint in Fig. 539 viel breiter als der linke,
obgleich beide Zylinder gleich stark sind. Dies erklart sich wieder wie
in Nr. 311 daraus, dal die scheinbare Stérke der Zylinder nicht durch
die Abstinde zwischen den #duBersten Mantellinien im Bilde angegeben
wird, sondern durch die Gesichtswinkel, ndmlich durch die Winkel, die
von den Ebenen gebildet werden, die durch das Auge O in der urspriing-
lichen Lage gehen und diese duflersten Mantellinien enthalten. Der Ge-
sichtswinkel 4,V B,. der zum linken Zylinder gehort, ist groBer als der
Gesichtswinkel 4, V B, des weiter vom Auge entfernten rechten Zylinders.
Vom richtigen Augenpunkt O aus betrachtet (die Distanz ist gleich HO),
wird also der linke Zylinder doch breiter als der rechte erscheinen.

Als zweites Beispiel zeichnen wir das Bild eines auf einer wage-
rechten Grundebene E liegenden Rotationszylinders. Die
Grundebene E sei durch ihre Spurgerade s gegeben, siche Fig. 540.
Die Gerade, lings deren der Zylinder die Grundebene beriihrt, sei die
Gerade mit dem Spurpunkt §; und Fluchtpunkt F,. Auf ihr sei 4 der
vordere Endpunkt der auf der Grundebene liegenden Mantellinie. Ist
die Lénge I des Zylinders gegeben, so findet man den hinteren End-
punkt K dieser Mantellinie, indem man ! auf AF in richtiger Verkiirzung
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auftragt. Dazu bedient man sich nach Nr. 308 des zum Flucht-
punkt F; gehorigen Teilungspunktes 7';. Man errichtet also in H auf
dem Horizont % das Lot H(O) = d (aus Griinden der Platzersparnis ist
das Lot nach unten errichtet). Dann ist 7, der Schnittpunkt von A
mit dem um F; durch (O) gelegten Kreis. Nun wird 7,4 mit s zum
Schnitt gebracht, vom Schnittpunkt aus die Linge I auf s aufgetragen
und der Endpunkt mit 7', verbunden. Auf dieser Verbindenden liegt
der gesuchte Punkt K.

Statt sogleich den Zylinder zu zeichnen, ist es zweckméifig, zunéchst
das Rechtflach herzustellen, das dem Zylinder umschrieben ist und
dessen Endfliche dasjenige Quadrat ist, das man dem vorderen Endkreis
des Zylinders so umschreiben kann, daf} eine Seite des Quadrats auf der
Grundebene selbst liegt. Diese Quadratseite ist in Wahrheit die Senk-
rechte zu AE durch 4. Der Fluchtpunkt F, dieser Senkrechten geht
als Schnitt des Horizonts % mit dem in (0O) auf F,(O) errichteten Lot
hervor. Ist der Radius r des Zylinders gegeben, so liegt nun die Auf-
gabe vor, ihn von A4 aus in der richtigen Verkiirzung nach vorn und
hinten auf die Gerade F,A4 zu iibertragen. Dazu bedarf man des zum
Fluchtpunkt F, gehorigen Teilungspunktes 7,, der sich als Schnitt-
punkt von %2 mit dem um F, gelegten Kreis durch (O) ergibt. Man
bringt also 7', 4 mit der Spurgeraden s zum Schnitt, trdgt von da aus
auf s nach beiden Seiten r auf und verbindet die Endpunkte wieder
mit 7,. Durch diese Verbindenden werden die Endpunkte der auf
der Grundebene gelegenen Quadratseite auf F,A4 ausgeschnitten. Die
lotrechte Mittellinie 4 B des Quadrats ist in Wahrheit gleich 27. Um B
zu finden, zieht man nach Nr. 308 F,A bis zum Schnitt S, mit s durch,
errichtet in S, das Lot 27 auf s und verbindet den Endpunkt wieder
mit F,. Nachdem man so B gefunden hat, ist das Bild des Endqua-
drats leicht zu vervollstindigen. Es erscheint als ein Trapez. Die
Punkte € und D sind in Wahrheit und im Bilde die Mittelpunkte der
lotrechten Quadratseiten. Das andere, hintere Endquadrat des Recht-
flachs ergibt sich jetzt leicht aus dem vorderen, indem man die zum
Zylinder parallelen Rechtflachkanten zieht, die als Geraden nach F,
erscheinen. Die nicht lotrechten Seiten des hinteren Endquadrats
gehen im Bild nach dem Fluchtpunkt F,. Man hat nun Trapeze, denen
die Bilder der Endkreise des Zylinders eingeschrieben sind, und die
selbst die Bilder von Quadraten sind. Nach dem zweiten Verfahren
in Nr. 362, siehe Fig. 536, lassen sich also durch Benutzung von Per-
spektivitdten konjugierte Durchmesser der Bildellipsen finden. Nachdem
man die Ellipsen hergestellt hat, zieht man ihre gemeinsamen und in
Wahrheit zur Zylinderrichtung parallelen, also im Bilde nach F, gehen-
den Tangenten als die dullersten Mantellinien des Zylinders.

365. Parabolisches Kreisbild. Wenn der abzubildende Kreis die Ver-
schwindungsgerade v seiner Ebene beriihrt, ist sein Bild eine Parabel
(Nr. 355). Wieder nehmen wir an, die Ebene des Kreises, die durch
ihre Fluchtgerade f und Spurgerade s gegeben sei, werde um die Spur-
gerade s in die Tafel T umgelegt, siehe Fig. 541. Der umgelegte Kreis
beriihre die umgelegte Verschwindungsgerade » in B. Nach dem, was
in Nr. 358 iiber das parabolische Kreisbild gesagt wurde, bekommt
man denjenigen Punkt 9 der Bildparabel, dessen Tangente senkrecht
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ist zu der Richtung, nach der hin sich die Parabel ins Unendlichferne
erstreckt, mit anderen Worten den Scheitel % der Parabel wie folgt:
Da B ein unendlich fernes Bild hat, gibt der Strahl vom umgelegten
Auge O nach B die Richtung an, in der sich der unendlich ferne Punkt
der Parabel befindet. Der dazu im Bild senkrechten Richtung kommt
daher derjenige Verschwindungspunkt 7' zu, der durch das in O auf
OB errichtete Lot auf v ausgeschnitten wird. Von 7T geht an den Kreis
auBer der Tangente v noch eine Tangente a. Das Bild % des Beriih-
rungspunktes A dieser Tangente ist also der Parabelscheitel, da sich die

Tangente a als eine zur Achsenrichtung OB der Parabel senkrechte
Gerade a abbildet. Man bekommt % am genauesten, indem man vom
Spurpunkt von a das Lot auf OB fillt und ferner das Bild p von 4B
oder p bestimmt. Die Gerade p, die durch % geht, ist die Parabelachse.
Somit ist der Scheitel U, die Scheiteltangente a und die Achse p
der Parabel bekannt. Schneidet der Kreis, wie es in Fig. 641 der
Fall ist, die Spurgerade s in Punkten ¢ und D, so sind auch dies be-
kannte Punkte der Parabel. Man kann nun den Brennpunkt § der
Parabel so ermitteln: Nach Nr. 264 wird man eine bekannte Parabel-
tangente mit der Scheiteltangente a zum Schnitt bringen und im
Schnittpunkt auf sie das Lot errichten. Dies Lot trifft die Achse p
im Brennpunkte . Als bekannte Parabeltangenten dienen z. B. die
der Punkte ¢ und D. Man zieht ndmlich die Tangenten ¢ und d des
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Kreises in ¢ und D und bestimmt ihre Bilder ¢ und d. Da aber der
Kreis die Spurgerade s nicht zu schneiden braucht, sind die Punkte
C und D nicht immer vorhanden. Man kann aber irgendeine Kreis-
tangente abbilden, um eine Parabeltangente zu bekommen. Am be-
quemsten ist die zur Spurgeraden parallele Tangente durch den 4
gegeniiberliegenden Kreispunkt E. Sie bildet sich wieder als Parallele
zu s ab. Da sie @ in einem Punkt @ schneidet, konnte man das Bild
® von G feststellen und in ihm das Lot auf die in Rede stehende
Parabeltangente errichten, das zu s senkrecht ist, da die Tangente zu
s parallel ist. Dieses Lot wird p im Brennpunkt 7§ treffen. Noch be-
quemer ist es aber, wie folgt vorzugehen: Das von & auf s zu féllende
Lot ist das Bild einer Geraden der Kreisebene, die als Verschwindungs-
punkt den Hauptverschwindungspunkt V hat. Man zieht also VG
und errichtet im Schnittpunkt J von V@ mit der Spurgeraden s das
Lot auf s. Dieses Lot trifft die Parabelachse p im Brennpunkt .

Nach Nr. 263 ist der Radius des Kriimmungskreises im Parabel-
scheitel % doppelt so gro8 wie AF. Man kann demnach die Parabel auf
Grund der gefundenen Punkte und Tangenten oder auch nach Nr. 264
zeichnen. Von O gehen zwei Tangenten an den Kreis. Sie miissen
ebenfalls Tangenten der Parabel sein. In Fig. 541 ist nur die eine ge-
zeichnet, da die andere die Parabel in einem unerreichbaren Punkte
beriihrt.

Dem in Fig. 541 geschrafften Teil des Kreisinnern entspricht der
geschraffte Teil des Parabelinnern. Dies ist das in Wahrheit hinter
der Tafel gelegene Gebiet des Kreisinnern.

366. Hyperbolisches Kreishild. Schlieflich kommen wir zu dem
Fall, wo der abzubildende Kreis die Verschwindungsgerade v seiner
Ebene in zwei verschiedenen Punkten schneidet; die sich als unendlich
ferne Punkte abbilden, so dafl das Bild des Kreises eine Hyperbel
ist (Nr. 355). Wieder sei die durch ihre Fluchtgerade f und Spur-
gerade s gegebene Kreisebene um ihre Spurgerade s in die Bildtafel T
umgelegt, siehe Fig. 542. Die Schnittpunkte des Kreises mit der
Verschwindungsgeraden v seien 4 und B genannt, ihre Tangenten a
und b. Die Bilder a und b dieser Tangenten sind die Asymptoten
der Hyperbel (Nr. 358). Der Mittelpunkt der Hyperbel geht als
Bild &£ des Schnittpunktes 7' der Tangenten @ und b hervor.
Da der Punkt 7' der Pol der Verschwindungsgeraden v hinsichtlich des
Kreises ist, ergibt sich wie im Fall des elliptischen Kreisbildes (Nr. 360)
der Mittelpunkt der Bildkurve als Bild des Pols der Ver-
schwindungsgeraden v hinsichtlich des Kreises. Dies gilt
sogar auch im Fall der Parabel. Denn in diesem Fall (Nr. 365) ist der
Pol von v der Berithrungspunkt von », und sein Bild liegt unendlich
fern. Es ist der unendlich ferne Mittelpunkt der Parabel.

Da & das Bild von T ist, liegen & und 7' auf einem Strahl durch
das umgelegte Auge O, eine Bemerkung, die fiir die Priifung der ge-
nauen Zeichnung der Asymptoten a und b niitzlich ist. Man zieht nun
die Gerade, die den Winkel der Asymptoten a und b in gleiche Teile
teilt. Sie ist die Hauptachse der Hyperbel. Wenn man 7' mit dem
Spurpunkt dieser Winkelhalbenden verbindet, bekommt man also die-
jenige Kreissekante, deren Bild die Hauptachse der Hyperbel ist. Diese
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Kreissekante schneidet demnach den Kreis in den Punkten §; und §,, die
als Bilder die Scheitel &, und &, der Hyperbel liefern. Da die Schei-
teltangenten zur Hauptachse senkrecht sind, bekommt man die Scheitel
©, und &, am genauesten so: Man legt in §; und 8, an den Kreis die
Tangenten und féllt von ihren Schnittpunkten mit s die Lote auf die
Hauptachse der Hyperbel (in Fig. 542 ist dies nur fiir S, geschehen, da
der Spurpunkt der Tangente von S, unerreichbar ist). Wenn der Kreis,
wie es in Fig. 542 der Fall ist, die Spurgerade s in Punkten P und @

trifft, sind dies auch Hyperbelpunkte, also die Bilder p und q der Kreis-
tangenten p und ¢ in P und @ Hyperbeltangenten. Man bedarf aber
der Punkte P und @, die nicht immer vorhanden sind, gar nicht, da
die Hyperbel durch ihre Asymptoten, ihre Hauptachse und ihre Schei-
teltangenten schon vollstindig bestimmt ist, so dafl man sie nach
Nr. 260 zeichnen kann.

In Fig. 542 ist dasjenige Stiick des Kreisinnern, das eigentlich hinter
der Tafel liegt, geschrafft, ebenso das entsprechende Stiick des Hyperbel-
innern. Die Fortsetzung jenes Stiickes iiber die Tafel hinaus nach
vorn bildet sich zundchst als die Fortsetzung dieses geschrafften Stiickes
des Hyperbelinnern ab. Da aber der Kreis die Verschwindungsebene
in 4 und B durchsetzt, also zum Teil hinter dem Beobachter liegt,
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ergibt sich als Bild des hinter dem Beobachter gelegenen Kreisbogens
der zweite Ast der Hyperbel mit dem Scheitel &,. Dieser Hypetbel-
ast. ist also ein bloB geometrisches Bild; er kommt fiir die endgiiltige
Abbildung des Kreises nicht in Betracht.

367. EKine Anwendung der elliptischen, parabolischen und hyper-
bolischen Kreisbilder. Zu den in Nr. 359, 362, 363, 365 und 366
untersuchten Kreisbildern ist allgemein zu bemerken: Legt man
kein Gewicht darauf, die Achsen der Kegelschnitte, ihre Scheitel
und die Kriimmungskreise der Scheitel zu bestimmen, so kann man
selbstredend immer eine hinreichende Anzahl von Punkten
und Tangenten der Bildkurve dadurch ermitteln, daB
man geniigend viele Punkte des Kreises nebst ihren Tan-
genten abbildet. Wenn aber eine Hyperbel auftritt, er-
scheint es unerldBlich, allemal wenigstens ihre Asymptoten
zu bestimmen, da erst ihre Kenntnis erlaubt, die Kurve
einigermafen richtig auszuziehen.

Ferner ist hervorzuheben, dall die vorhergehenden Betrachtungen
fir die Abbildung von Kreisen in beliebig gelegenen Ebenen
gelten. Allerdings haben wir die Fluchtgerade f und Spurgerade s
der Kreisebene stets wagerecht gezogen, aber das ist durchaus
nebensdchlich und geschah nur aus demselben Grund, weshalb man
nicht ohne Ursache die Druckzeilen im Buch schief statt wagerecht
setzt. Insbesondere ist zu beachten, daBl die Kreisebene in den Fi-
guren 534, 535, 538, 541 und 542 nicht wagerecht war, denn die
Fluchtgeraden { gingen nicht durch den Hauptpunkt H. Bei den An-
wendungen in Nr. 364 allerdings nahmen wir insbesondere eine wage-
rechte Kreisebene an, weil es sich dort um S#ulen handelte, die
auf einer wagerechten Grundebene lotrecht errichtet waren oder lagen.
Unsere Ergebnisse gelten also ganz allgemein fiir beliebig gelegene
Kreisebenen.

Als Anwendungsbeispiel behandeln wir jetzt einen Fall, in dem es
sich um Kreise in wagerechten Ebenen handelt und sowohl Ellipsen als
auch Parabeln und Hyperbeln als Kreisbilder auftreten. In Fig. 543
ist im oberen Teil der Aufri} und Grundrif eines kreisrunden Ganges
dargestellt, dessen Axialschnitt aus dem Aufri zu ersehen ist. Dies
Gebilde hat eine auflen und innen zylindrische Wand, bedeckt durch
zwei Kegelabschnitte und einen wagerechten Kreisring. Im Innern
stehe der Beobachter mit dem FuBpunkt O’. Die Hohe seines Auges
wird durch die Hohe von O” iiber der Projektionsachse angegeben.
Als Bildtafel diene irgendeine lotrechte Ebene, etwa durch die Mittel-
achse. Wir konnen sie parallel zur Aufrifitafel annehmen, weil alle
Axialschnitte Symmetrieebenen sind. Absichtlich ist der Standpunkt
des Beobachters so gewdhlt worden, dafl sich kein symmetrisches
Bild ergibt, ndmlich so, dafl der Hauptsehstrahf OH nicht nach
der Achse des Ganges zielt. Die Verschwindungsebene steht als
zur AufriBtafel parallele Ebene durch O lings der Parallelen v zur
Projektionsachse durch O’ auf der Grundrifitafel senkrecht. Der duBere
Grundkreis k£, wird von dieser Verschwindungsgeraden » der Grund-
riitafel in zwei Punkten geschnitten, so dal sein Bild eine Hyperbel
ist. Nach voriger Nummer bestimmt man den Schnittpunkt 7' der
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Tangenten a, und a, dieser beiden Punkte. Sein Bild wird der Mittel-
punkt der Hyperbel werden. Die Tangenten @, und a, haben auf
der Bildtafel die Spurpunkte S, und S,. Sie liegen auf der GrundriB-
tafel. Ihre Fluchtpunkte ¥, und F, liegen iiber F’; und F', in der Hohe
des Auges O oder Horizonts h. Demnach lassen sich die Bilder der
beiden Tangenten in der perspektiven Darstellung (siehe unten in Fig. 543)
zeichnen. Hier ist A der
Horizont, s, die Standlinie,
die so tief unter % liegt
wie die Achse der Projek-
tion im Aufrifi unter 0”.
Die Tangentenbilder sind
die Asymptoten a, und a,
der Hyperbel; und ihr
Schnittpunkt ist 7'. Wir
haben in der perspektiven
Darstellung dieselben Be-
zeichnungen wie im Grund-
ri und Aufrif benutzt.
Die Winkelhalbende der
Asymptoten schneidet die
Standlinie s, in einem
Punkt, der auf s in die
Grundrifitafel zu iiber-
tragen ist. Indem man
diesen Punkt mit 7' durch
die Gerade a verbindet,
erhalt man auf dem Kreis
%k, den Punkt ¢, dessen
Bild auf der Hauptachse
der Hyperbel liegt, also ihr
einer Scheitel @ ist. Somit
1aBt sich der allein in Be-
tracht kommende eine Ast
der Hyperbel als Bild des
Kreises k; nach Nr. 260
zeichnen. Was den Hy-
perbelast betrifft, der das
Bild des oberen #ulleren
Kreises ist, so hat man die
Spurpunkte §8; und 8§, in
die Hohenlage der Geraden s, zu bringen, die so hoch iiber der Standlinie
s, liegt wie im AufriB8 der obere &duBere Kreis iiber der Projektionsachse,
Die Fluchtpunkte ¥, und F, dagegen bleiben die alten. Man bekommt
die Asymptoten der zu zeichnenden zweiten Hyperbel, indem man die
gehobenen Spurpunkte 8; und 8, mit F, und F, verbindet. Es sind die
mit b, und b, bezeichneten Geraden. Wieder wird ihr Winkel in gleiche
Teile geteilt und der auf s, gelegene Punkt der Teilenden auf s in die
GrundriBzeichnung zuriickiibertragen. Seine Verbindende & mit T
schneidet den duBeren groBen Kreis in einem Punkt R, dessen Bild der
Scheitel R des gesuchten Hyperbelastes mit der Asymptoten b, und b, ist.

Scheffers, Geometrie II. 2. Aufl. 10
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An der Decke des Ganges treten zwei Kreise auf. Wie man sieht,
liegt der groBere Kreis k, so, daB er die Verschwindungsebene beriihrt,
namlich in demjenigen Punkt, dessen Grundri mit V’ bezeichnet ist.
Mithin stellt sich dieser Kreis als Parabel dar. Um die Parabelachse
zu bekommen, muB man nach Nr. 365 in der Verschwindungsebene

den zu OV senkrechten Strahl durch O ziehen und mit der Verschwin-
dungsgeraden der Ebene des in Rede stehenden Kreises in W schnei-
den. Weil die Verschwindungsebene zur AufriBtafel parallel ist, kommt
diese Konstruktion im AufriB zum Vorschein: In O” wird auf 0”V”
das Lot errichtet; es liefert in der Hohe von V" den AufriB W’ des
Verschwindungspunktes. Daraus gewinnt man dann auch den Grundri
W’. Die von W an den Kreis k, gelegte zweite Tangente beriihrt ihn
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in P. Die Gerade VP ist nach Nr. 365 diejenige, deren Bild die Achse ¢
der Parabel gibt, wihrend P selbst den Parabelscheitel Liefert. Man
bestimmt ¢ im Bilde mit Hilfe des Spurpunktes S; und Fluchtpunktes
F;. Der Spurpunkt S, ist auf der Schichtlinie s, zu zeichnen, die
8o hoch iiber s, liegt wie V” im Aufri iiber der Projektionsachse,
und der Fluchtpunkt F; liegt auf dem Horizont A. Nachdem man
die Parabelachse ¢ gefunden hat, lotet man von P’ auf sie herunter,
wodurch sich der Scheitel P ergibt. Da die Scheiteltangente als Senk-
rechte zu ¢ durch P bekannt ist, kann man den Brennpunkt der Pa-
rabel ermitteln, indem man nach Nr. 365 das Bild einer Tangente des
Kreises k, bestimmt und in seinem Schnittpunkt mit der Scheiteltan-
gente das Lot auf die Bildtangente errichtet. Das Lot trifft ¢ im Brenn-
punkt. Die Parabel 1a8t sich dann nach Nr. 264 zeichnen.

Sowohl in bezug auf die Hyperbelidste als auch in bezug auf die
Parabel ist zu beachten, daB man einzelne Punkte von ihnen kennt,
nimlich diejenigen Punkte, die der Bildtafel selbst angehoren, deren
Grundrisse also die Schnittpunkte der Standlinie s mit den Kreisen
sind.

Der innere obere Kreis k, und die beiden innersten Kreise, von
denen der eine, ndmlich k,, der Grundrifitafel selbst angehort, und
der andere mit ihm kongruent ist und senkrecht {iber ihm liegt, bil-
den sich als Ellipsen ab. Man findet ihre Bilder nach einem der in
Nr. 359, 362 und 363 angegebenen Verfahren. Sie sind in der Bild-
zeichnung fortgelassen, weil sie sonst iiberfiillt wiirde.

Dagegen ist in Fig. 544 das vollstéindige perspektive Bild und zwar
in vierfacher Vergroferung (Nr. 309) gegeben. Die Distanz ist hier also
viermal so grofl wie in Fig. 543, wo sie gleich der Entfernung des Punktes
0’ von ¢ ist. Um das Bild anschaulicher zu machen, haben wir noch
Axialschnitte eingezeichnet, die gleiche Winkel miteinander einschlie-
Ben. Diese Axialschnitte setzen sich aus lotrechten und schrigen Strecken
zusammen. Die schrigen Strecken sind Teile von Mantellinien der
Rotationskegel, deren Spitzen die in Fig. 543 mit K, und K, bezeich-
neten Punkte auf der Achse 4B sind. Die Umrahmung des Bildes
ist nach der Vorschrift von Nr. 301 ausgefiilhrt worden, nimlich so,
daB der rechte und linke Rand gleich weit vom Hauptpunkt H ent-
fernt sind.

368. Hauptschnitte der Kugel. Ehe wir zur perspektiven Abbil-
dung der Kugel selbst iibergehen, beschéftigen wir uns mit der Auf-
gabe, solche Hauptschnitte einer Kugel (Nr. 92) zu zeichnen,
von denen einer zur lotrecht gedachten Tafel parallel und
einer wagerecht ist. Denn dies ist bloB eine Anwendung des bisher
Vorgetragenen.

Umschreibt man den drei GroBSkreisen, die die Hauptschnitte sind,
Quadrate mit wagerechten und lotrechten Kanten, so liegen diese drei
Quadrate so, daf eines zur Tafel parallel, eines wagerecht und das
dritte lotrecht ist. Die Quadrate haben zu je zweien eine Mittellinie
gemein. Zunéchst zeichnen wir die Bilder dieser Quadrate, siehe Fig. 545.
Als gegeben werde eine wagerechte Ebene mit der Spurgeraden s an-
genommen und auf ihr ein Punkt K als der gemeinsame Mittelpunkt
aller drei Quadrate. Ferner werde der Kugelradius r gegeben. Die

10*
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Quadratseiten miissen dann in Wahrheit gleich 2r sein. Die wagerechte
Mittellinie AB des Quadrats 1234, das auch im Bild als Quadrat
erscheint, geht durch X
und ist zur Spurgeraden s
parallel. Ihr Endpunkt 4
ergibt sich, indem man
r =S8R auf s an den Spur-
punkt § der Geraden HK
ansetzt und H mit R ver-
bindet. Dann geht das
wagerechte Quadrat567 8
sehr einfach hervor, da die
Diagonale § 7 nach dem
einen Distanzpunkt D,
gehen muBl (Nr. 308). Die
Endpunkte der zur Tafel
senkrechten, also im Bilde
nach dem Hauptpunkt H
gehenden Mittellinie dieses
Quadrates sind aus einem
in Nr. 370 anzugebenden
Grunde mit F, und F,
bezeichnet worden. Die
Kante 9 10 des lotrechten Quadrats liegt mit der Kante 4 6 in einer
zur Tafel parallelen Ebene, dasselbe gilt von den Kanten 17 12 und 7 8.
Deshalb erscheint 9 10 im Bild ge-
rade so lang wie 6 und 17 12 gerade
so lang wie 7 8.
Der dem Quadrat 1234 ein-
geschriebene Kreis erscheint in der
Zeichnung wieder als Kreis. Die
Kreise, die den Quadraten 5 6 7 &
und 910 11 12 eingeschrieben sind,
stellen sich als Ellipsen dar. Da
diese Quadrate als Trapeze abge-
bildet ‘werden, kann man konjugierte
Durchmesser dieser Ellipsen nach
Fig. 536 von Nr. 362 ausfindig
machen. In Fig. 546 sind die drei
Hauptschnitte der Kugel, die auf
diese Art hervorgehen, dargestellt.
Dal der Mittelpunkt der Kugel im Bild nicht als Mittelpunkt der Ellipsen
erscheint, ist selbstverstdndlich.

Diese Hauptschnitte der Kugel veranschaulichen zwar die Kugel
einigermaflen, aber es fehlt doch noch der Kugelumrif. Wir gehen
jetzt dazu liber, auseinanderzusetzen, wie man den Kugelumrifl in der
Perspektive zu zeichnen hat.

369. Perspektives Bild der Kugel. Das perspektive Bild einer
Kugel hat nicht immer einen Umrif}, sondern nur dann, wenn es
Sehstrahlen gibt, die die Kugeln berithren. Liegt das Auge O im
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Innern der Kugel, so gibt es keinen UmriB. Die Bilder der
Punkte auf der Kugel erfiilllen dann die ganze Bildtafel.
Wenn sich das Auge O auf der Kugel selbst befindet, er-
fiillen die Bilder aller sichtbaren Punkte der Kugel im
allgemeinen eine Hélfte der Tafel, ndmlich dann, wenn die
Tangentialebene der Kugel in O nicht insbesondere zur Tafel parallel
ist. Die Kugel befindet sich auf einer Seite dieser Tangentialebene;
deshalb schneiden die Sehstrahlen nach ihren sichtbaren Punkten
die Tafel in allen ‘denjenigen Punkten, die auf einer Seite der Spur-
geraden der Tangentialebene liegen. In diesem Fall bildet also
diese Spurgerade den Kugelumri. In dem besonderen Fall,
wo sich das Auge auf der Kugel selbst befindet und die Tangential-
ebene dieses Punktes zur Tafel parallel ist, erfiillen jedoch die Bilder
der Kugel wieder die ganze Tafel; als Umrifl ist dann die un-
endlich ferne Gerade der Tafel zu bezeichnen.

Unter den bisher betrachteten Féllen gibt es nur einen, in dem
bloB geometrische Bilder von Kugelpunkten vorkommen, ndmlich den
Fall, wo das Auge auf der Kugel liegt, die Tangentialebene dieses
Punktes zur Tafel parallel, also die Verschwindungsebene, ist und die
Kugel sich in dem Raum hinter der Verschwindungsebene befindet.

Dem Kugelbilde kommt ein krummer Umrif zu, wenn
sich das Auge O auflerhalb und vor der Kugel befindet.
Dann bilden die die Kugel berithrenden Sehstrahlen einen Rotations-
kegel, dessen Achse die Gerade von O nach der Kugelmitte K ist.
Der Kegel berithrt die Kugel lings eines Kreises (Nr. 246). Der
Kugelumrifl ist der Schnitt des Tangentialkegels mit der Bildtafel,
also ein Kegelschnitt. Dieser Kegelschnitt ist das Bild des
Kreises, in dem der Tangentialkegel die Kugel beriihrt.
Je nachdem der Kreis die Verschwindungsebene meidet, beriihrt
oder schneidet, d. h. je nachdem es keine oder nur eine oder
zwei die Kugel berithrende und zur Tafel parallele Sehstrahlen gibt,
ist der Umrif eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel (Nr. 256). Man
kann auch sagen: Der UmriBl der Kugel ist eine Ellipse, Parabel
oder Hyperbel, je nachdem die Kugel die Verschwindungs-
ebene meidet, beriihrt oder schneidet, vorausgesetzt, daf
das Auge auBlerhalb und vor der Kugel liegt. Wenn die Kugel
die Verschwindungsebene beriihrt, also der Umrifl eine Parabel ist,
gibt der nach dem Beriihrungspunkt gehende Sehstrahl die Richtung,
in der sich der unendlich ferne Punkt der Parabel befindet, d. h. die
Richtung der Parabelachse. Wenn die Kugel die Verschwin-
dungsebene schneidet, sind die vom Auge an den Schnittkreis zu ziehen-
den Tangenten die einzigen die Kugel beriihrenden Sehstrahlen, die
erst im Unendlichfernen die Tafel treffen. Dann ist der Umri eine
Hyperbel, und die Richtungen dieser beiden Sehstrahlen sind die
Richtungen der Asymptoten der Hyperbel.

Ehe wir zum wirklichen Zeichnen des Kugelbildes iibergehen, be-
nutzen wir zur Gewinnung seiner besonderen Eigenschaften die Ebene,
die durch den Hauptsehstrahl OH und die Kugelmitte K
geht. Dies sei daher in Fig. 547 die Ebene der Zeichnung. Die Tafel T
hat man sich lings der mit T bezeichneten Geraden auf der Zeichen-
ebene senkrecht stehend zu denken, und die Kugel, von der ein
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GroBkreis dargestellt ist, liegt zur Héilfte uber und zur Hilfte unter
der Ebene der Figur. Von dem die Kugel beriihrenden Sehkegel sind
die der Ebene der Figur angehéren-
den Mantellinien 04, und 04, an-

gegeben. :
Es gibt zwei zur Tafel T parallele
Ebenen E, und E,, die die Kugel
beriihren, und zwar in den End-
punkten F;, F, des zur Tafel T
senkrechten Durchmessers. Diese
Ebenen schneiden den Tangential-
kegel in Kegelschnitten, die zu dem
Schnitt der Tafel T mit dem Tan-
gentialkegel, also mit dem Kugel-
umrif}, dhnlich und &hnlich gelegen
sind, wobei das Auge O der Ahn-
lichkeitspunkt ist. Nach Nr. 77,
257 und 263 hat der Kegelschnitt
in der Ebene E; den Punkt F, und
der Kegelschnitt in der Ebene E, den Punkt F, als einen Brennpunkt.
Somit sind die Bilder %, und §, der Endpunkte F, und F,
des zur Tafel senkrechten Kugeldurchmessers die Brenn-
punkte des Umrifkegelschnittes. (Wir erinnern an Nr. 136,
wo eine Parallelprojektion der Kugel durch Beleuchtung mittels
paralleler Lichtstrahlen bewirkt wurde, und an Nr. 165.) Die Gerade
F,F, hat den Hauptpunkt H als Fluchtpunkt. Die Hauptachse
des UmriBkegelschnittes einer Kugel ist also nach dem
Hauptpunkt gerichtet. Die Mantellinien 04, und 04, schnei-
den die Tafel in Punkten der Geraden ¥;%F,, und deshalb sind die
Bilder %, und ¥, der Kugelpunkte 4, und 4, die Hauptscheitel
des UmriBkegelschnittes. Da der Kegelschnitt durch die An-
gabe der Hauptachse A9, und der Brennpunkte $§,, &, vollstindig
bestimmt ist, kann man also den Umrif} der Kugel zeichnen, sobald
man die Bilder der Punkte 4,, 4, und F,, F, gefunden hat. Bei der
Ermittlung der Punkte ¥, und %, benutzt man zweckmaBig auch den
Spurpunkt S der Geraden F,F,, da §, und §, auf SH liegen. Irgend-
eine die Kugel schneidende und zur Tafel parallele Ebene E enthilt
einen Kugelkreis, der in Fig. 547 durch seinen Durchmesser XY
dargestellt ist. Dieser Kreis bildet sich als Kreis ab. Ist die
Kugel undurchsichtig, so ist dieser Kreis nicht immer vollstdndig sicht-
bar. Denn der sichtbare Teil der Kugel wird durch den Kreis begrenzt,
in dem die Kugel durch den Tangentialkegel von O aus beriihrt wird,
also durch den Kreis, dessen Ebene lings des Durchmessers 4,4, auf
der Ebene der Fig. 547 senkrecht steht. Dieser Kreis hat nun mit dem
Kreis, der lings des Durchmessers XY auf der Ebene der Figur senk-
recht steht, zwei Punkte gemein. Sie liegen auf dem Lot, das man sich
in dem Schnittpunkte 7' von 4,4, und XY auf der Ebene der Figur
errichtet zu denken hat. Somit kommt das Bild des Kugelkreises vom
Durchmesser XY an zwei Stellen bis an den Kugelumrif} heran. Solche
Ebenen E, die 4,4, nicht wie die gezeichnete zwischen A4, und 4,
treffen, liefern dagegen Kugelkreise, deren Bilder nicht bis an den
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Umril herankommen. Aber alle diese Kreise in Ebenen parallel zur
Tafel bilden sich als Kreise ab, deren Mittelpunkte als Bilder der Mittel-
punkte der Strecken XY auf der Strecke zwischen §, und §, liegen,
also auf der Hauptachse des UmriBkegelschnittes. Sobald das Bild
des Kreises, wie es bei dem Kreis iiber XY der Fall ist, bis an den Um-
ri} herankommt, liegen also die Punkte, die er mit dem Umri gemein
hat, symmetrisch zur Hauptachse des UmriBkegelschnittes. Da das
Bild des Kreises den UmriB8 nicht iiberschreiten darf, muB8 daher dort
eine Berilhrung mit dem UmriB eintreten.

In Fig. 548, die das Wesentliche der Fig. 547 wiedergibt, ist dies
veranschaulicht: Den UmriBkegelschnitt nimlich, dessen Hauptachse
A, A, und dessen

Ebene T ist,

moége man sich

um U, Y, in die

Ebene der Fi-

gur umgelegt

denken. Damit

die  Zeichnung

nicht undeutlich

werde, ist die

Umlegung nach

rechts verscho-

ben dargestellt.

Die Bilder X und

9) der Punkte X

und Y liegen auf

der Hauptachse

A, Uyund begren-

zen einen Durch-

messer des Bild-

kreises, der an

zwel zur Haupt-

achse  symme-

trisch gelegenen

Stellen den Umrifl beriihrt. Verschiebt man die Ebene E parallel mit
sich, und zwar etwa nach der Tafel T hin, so wird das Bild des
Schnittkreises kleiner; mithin riicken die beiden Stellen, an denen
dieser Bildkreis den Umrifl beriihrt, einander niaher, indem sie nach
dem Hauptscheitel U, streben. Insbesondere fallen sie in 9, zusammen,
wenn die Ebene E so weit verschoben wird, bis sie durch 4, geht, weil
dann der Schnittpunkt 7' von XY und 4,4, auch nach 4, riicks.
Mithin wird der Bildkreis dann der Kriimmungskreis des Haupt-
scheitels 9, des Umrisses (Nr. 80). Wenn XY in die durch 4, gehende
parallele Sehne A4;B; des GroBkreises iibergeht, gelangt der Mittel-
punkt Z von XY nach der Stelle ;. Demnach ist das Bild @,
von (; der Mittelpunkt des Krimmungskreises des Haupt-
scheitels 9.

Fiir die GroBle des Radius dieses Kriimmungskreises ergibt sich nun
ein iiberraschend einfacher Ausdruck. Um ihn zu finden, errichten
wir in 9, auf O, das Lot. Es schneide OK in M. Der Kreis um M,
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der durch %, geht, beriihrt 04, und OA4, und ist also mit dem GroBkreis
der Kugel dhnlich und #hnlich gelegen, indem O der Ahnlichkeitspunkt
ist. Bei dieser Ahnlichkeit entspricht dem Punkt 4, der Punkt U,
mithin der Sehne 4,B, die Sehne %,%,, d. h. der Kreis um M muf}
durch das Bild B, von B, gehen. Somit ist €, der FuBpunkt des Lotes
von M auf 9,%B,. Die Gerade MG, werde mit der Parallelen zu %3,
durch O in U zum Schnitt gebracht, so daBl UG, gleich der Distanz d
ist. Weil < MA,0 und < MUO rechte Winkel sind, liegen ; und
U auf dem Kreis mit dem Durchmesser MO. In diesem Kreise sind
X MOY, und < MUY, Peripheriewinkel iiber derselben Sehne M,
und also gleich groB. Man nennt <X MO, = « den halben Gesichts-
winkel der Kugel. Er ist nimlich die Hilfte des Winkels, unter dem
die Kugel von O aus gesehen wird. Aus dem rechtwinkligen Dreieck
9A,6,U ergibt sich nun, daB %,C,, der Radius des Kriimmungs-
kreises des Hauptscheitels 2, gleich d-tga ist.

Somit hingt die GroBe dieses Radius auBler von der Distanz d nur
von dem Gesichtswinkel 2« ab, d. h. alle Kugeln, die von O aus
gesehen unter gleichen Gesichtswinkeln erscheinen, bilden
sich so ab, daB die Kriimmungskreise der Hauptscheitel
ihrer Umrisse einander gleich sind?).

370. Vervollstindigung der Zeichnung der Hauptschnitte einer Kugel.
Zunichst wenden wir einiges von dem soeben Gefundenen an, um die
Zeichnung der Hauptschnitte der Kugel in Fig. 546 von Nr. 368 dadurch

zu vervollstindigen, daB wir noch den KugelumriB herstellen. In Fig. 549
findet man jene drei schon

in Fig. 545 von Nr. 368
konstruierten Quadrate
wieder; auBlerdem ist der
Kreis k gezeichnet, der dem
zur Tafel parallelen Qua-
drat eingeschrieben ist.
Nach voriger Nummer sind
die Mittelpunkte ¥, und F,
der zur Tafel parallelen
Kanten des wagerechten
Quadrats die Brennpunkte
der Umriflellipse, denn der
zur Tafel senkrechte Ku-
geldurchmesser hat den
Hauptpunkt H als Flucht-
punkt und geht durch
den Mittelpunkt K. Da
man also die Brennpunkte
kennt, kann man die Um-
rilellipse zeichnen. sobald
die GroBe einer ihrer Achsen bekannt ist. Die Nebenachse findet
man nun so: In voriger Nummer zeigte sich, dall jeder Kreis der
Kugel, der in einer zur Tafel parallelen Ebene liegt, als ein Kreis

1y Der in Fig. 548 eingezeichnete Winkel v wird erst in Nr. 374 gebraucht. wo
diese Figur abermals benutzt wird.
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abgebildet wird, dessen Mittelpunkt auf der Hauptachse gelegen
ist, und daB der Bildkreis, falls er an den UmriB herankommt,
ihn in zwei zur Hauptachse symmetrischen Punkten beriihrt. Der
grofte unter allen einer Ellipse eingeschriebenen Kreisen, deren
Mittelpunkte auf der Hauptachse liegen, hat seine Mitte im Mittel-
punkte der Ellipse und beriihrt die Ellipse in den Nebenscheiteln.
Der Mittelpunkt der Ellipse ist nun der Mittelpunkt E der Strecke
F,F, in Fig. 549. Folglich beriihrt im Bilde der Kugelkreis #, der in
der durch E gehenden Ebene parallel zur Tafel liegt, die UmriBellipse
in den Nebenscheiteln. Der Radius dieses Kreises » laBt sich aber
im Bilde leicht finden. Zieht man

ndmlich vom Distanzpunkt D, aus

die QGerade D,E, so schneidet sie

den wagerechten Durchmesser des

Kreises k in einem Punkt £/, und da

D,E in Wahrheit mit der Tafel 45°

bildet, ist B’ in Wahrheit genau so

weit von K entfernt wie E. Das

in E’ auf dem wagerechten Durch-

messer von k errichtete Lot E'U’ ist

deshalb in Wahrheit gleich dem Ra-

dius des gesuchten Kreises. Bringt

man also D,U’ mit dem in E errich-

teten Lot in U zum Schnitt, so ist

EU der Radius von x» im Bilde, weil

D,U in Wahrheit zu D,E parallel

ist. Mithin beriihrt der um E durch U gelegte Kreis » die UmriB-
ellipse in den Nebenscheiteln, die also die Endpunkte S,, S, des zu
EH senkrecht zu ziehenden Durchmessers von x sind. Somit ist die
halbe Hauptachse der UmriBellipse gleich F,S,. Man kann die Ellipse
demnach zeichnen, und so geht das Bild in Fig. 550 hervor, worin die
Hauptschnitte dieselben sind wie in Fig. 546 von Nr. 368.

371. Darstellung der Kugel mittels der zur Tafel parallelen Kugel-
kreise. Gerade so, wie wir soeben den Radius des zur Tafel parallelen
Kugelkreises mit dem Mittel-
punkt E ableiteten, kann
man den Radius eines jeden
zur Tafel parallelen Kugel-
kreises finden. Daher laBt
sich das Kugelbild so her-
stellen: Der zur Tafel paral-
lele Kugelkreis k, dessen
Mittelpunkt der Kugelmit-
telpunkt K selbst ist, sei in
der Zeichnung gegeben, siehe
Fig. 551. Dann ist die
Hauptachse des Umriflkegel-
schnitts auf KH gelegen. In-
dem man die Endpunkte des wagerechten Durchmessers von £ mit
dem einen Distanzpunkt D, verbindet und diese Verbindenden mit der
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Geraden KH zum Schnitt bringt, bekommt man den zur Tafel
senkrechten Kugeldurchmesser F,F,. Die Punkte F, und F, sind
die Brennpunkte des Umrisses. Nun werde der obere Halbkreis % in
eine Anzahl gleicher Teile zerlegt. Einer der Teilpunkte ist mit P’ be-
zeichnet. Das Lot von P’ auf den wagerechten Durchmesser habe den
FuBlpunkt ¢’. Wenn D,Q’ die Gerade KH in @ schneidet, wird dort das
Lot errichtet und mit D, P" in P geschnitten. Dann ist QP der Radius
des Kugelkreises, der in der zur Tafel parallelen Ebene durch @ liegt.
Dies folgt wie in voriger Nummer einfach daraus, daB in Wahrheit KQ
gleich K@ und Q@ parallel zu PP’ ist. Anschaulicher wird es so:
Der Ort der Punkte P, die man so findet, ist ein Kegelschnitt, in
Fig. 551 eine Ellipse, nimlich das Bild des GroBkreises, der in der
lotrechten und auch zur Tafel senkrechten Ebene durch die Mitte K
liegt. Wird dieser Kreis um seinen lotrechten Durchmesser 4 B durch
einen rechten Winkel gedreht, so geht er in den Kreis k iiber, mithin
Qin @ und P in P’

Die Kreise um die Punkte @ durch die zugehorigen Punkte P liefern
allein schon eine vollstindig deutliche Abbildung der Kugel, denn sie
haben als Einhiillende den Kugelumri. Ubrigens sind in Fig. 551
dieselben Annahmen iiber die Lage der Kugelmitte und die GroBe des
Kugelradius wie in Fig. 549 und 550 der letzten Nummer gemacht. Die
in Fig. 549 ermittelten Nebenachse 8,8, der UmriBellipse ist auch hier
eingezeichnet,.

372, Unmittelbare Bestimmung des elliptischen Kugelumrisses. In
Fig. 551 der letzten Nummer denke man sich durch die Mittelpunkte P
der zur Tafel parallelen Kreise die zu §,8, parallelen Durchmesser ge-
zogen. Sie sind auch in Wahrheit zueinander parallel, und ihre End-
punkte bilden demnach in Wahrheit einen GroBkreis der Kugel. Es
stellt sich im Bild als eine Ellipse dar, die jedoch in Fig. 551 nicht ein-
gezeichnet ist. Da die Mittelpunkte dieser zu 8,8, parallelen Durch-
messer auch im Bild auf der zu den Durchmessern senkrechten
Geraden F.F, liegen, sind F,F, und S,8, sowohl konjugierte als auch
zueinander senkrechte Durchmesser dieser Ellipse, d. h. ihre Achsen.
Mithin sind die Nebenscheitel S,, S, des Umrisses zugleich die End-
punkte einer Achse dieser Ellipse, von der F,F, die andere Achse ist.

Man beachte ferner, daB ein Punkt der
Ellipse mit den Achsen F,F, und S8,
von vornherein bekannt ist, namlich der
Endpunkt Z des zu F,F, senkrechten
Radius des Kreises ¥ um K. Man kennt
also von vornherein eine Achse F.F, und
einen Punkt Z jener Ellipse und kann
also nach Nr. 83 in wohlbekannter Weise
die Liange der anderen Halbachse, d. h.
die Hailfte von §8.8,, somit die halbe
Nebenachse der UmriBellipse finden.
Diese SchluBfolgerung liefert uns nun-
mehr die folgende einfache unmittelbare Bestimmung des ellip-
tischen Kugelumrisses, siehe Fig. 552, worin andere MaBe benutzt
worden sind als bisher:



§ 6. Perspektives Bild von Kreis und Kugel. Nr. 372, 373. 155

Gegeben sei der Radius r der Kugel sowie ihr Mittelpunkt K, dieser
als ein Punkt einer zur Tafel senkrechten Geraden mit dem Spurpunkt 8,
d. h. einer Tiefenlinie HS, die den Hauptpunkt H als Fluchtpunkt hat.
Man zieht durch K etwa den wagerechten Kugeldurchmesser, der zur
Tafel parallel ist. Seine Linge ergibt sich, indem man r = SR parallel
zu ihm von § aus bis R zeichnet und HR mit ihm in 4 zum Schnitt
bringt, denn dann ist KA in Wahrheit gleich SR oder ». Indem man
diesen Punkt 4 sowie den anderen Endpunkt B mit dem einen Distanz-
punkt D, verbindet, ergeben sich durch den Schnitt mit HS die Brenn-
punkte ', und #; der UmriBellipse. Die Ellipsenmitte E ist die Mitte der
Strecke F',F,; dort errichtet man also die Senkrechte auf HS. Der zu
ihr parallele Radius des Kreises & um K durch 4 und B habe den End-
punkt Z. Man nimmt nun die Strecke EF, (als halbe Achse jener
vorhin betrachteten Ellipse) in den Zirkel und tragt sie von Z aus
bis Y auf der Mittelsenkrechten von F,F, ab. Die Gerade ZY schnei-
det HS in einem Punkt X, und die Strecke ZX ist dann die halbe
Nebenachse der Umriflellipse. Sie wird also von F aus auf der Mittelsenk-
rechten von F,F, bis §, und 8, abgetragen. Dann sind 8,, S, die Neben-
scheitel der Umrilellipse, und Flg'l ist gleich ihrer halben Hauptachse.

373. Kugelformige Kuppeln. Wenn man die Brennpunkte F,, F,
der UmriBellipse einer Kugel gefunden hat, kann man auch weiterhin
so vorgehen: Man ermittelt irgendeinen Punkt der UmriB-
ellipse. Dies geschieht, indem man -einen der Sehstrahlen, die die
Kugel beriihren, mit der Bildtafel zum Schnitt bringt. Sobald ein
Punkt 4 der UmriBellipse bekannt ist, weil man ja, daB die Summe
der Brennstrahlen F, A4 + F,A gleich der groBen Achse ist (Nr.74),
und kann also die Haupt- und Nebenscheitel finden.

Meistens ist es noch zweckmiBiger, eine Tangente der Um-
riBellipse zu bestimmen. Dies geschieht, indem man eine die
Kugel beriihrende Ebene durch das Auge mit der Bildtafel zum Schnitt
bringt, z. B. eine der lotrechten beriihrenden Ebenen. Sobald eine
Tangente @ der Umriflellipse bekannt ist, weil man, daB ihr Beriih-
rungspunkt 4 so liegt, dall @ mit F; 4 und F,A4 gleiche Winkel bildet
(Nr. 79). Um also 4 zu finden, bestimmt man etwa den Spiegelpunkt
(#3) von F, hinsichtlich @ und bringt F,(F,) mit @ in 4 zum Schnitt.
Zugleich ist dann F,(F,) gleich der Hauptachse der UmriBellipse.
Dies Verfahren wenden wir in dem folgenden Beispiel an:

In Fig. 553 ist der Aufril und Grundrif} eines Gebdudes mit zwei
Halbkugelkuppeln gegeben. Absichtlich ist der Hauptsehstrahl O H
so gezogen, dal sein Grundrif} gerade nach dem GrundriB K’, des Mittel-
punktes der einen Kuppel geht, weil nachher auf die Folgen dieser be-
sonderen Lage der einen Kuppel aufmerksam gemacht werden soll.
Uber die Art, wie man die ebenflichigen Winde der Gebdude in der
Perspektive in Fig. 554 zeichnet, braucht hier nichts gesagt zu werden.
Das Bild ist iibrigens in doppelter GroBe gezeichnet. Also sind im fol-
genden alle der Fig. 553 entnommenen MaBle zu verdoppeln. Wir ent-
werfen zuerst die grofle Kuppel. Der zur Tafel senkrechte Durchmesser
der Kugel hat den Spurpunkt § und liefert die Brennpunkte F; und
¥, der zugehorigen Umriflellipse. Die Hohe des Spurpunktes 8 ist gleich
der Hohe von K, {iber der Grundrifitafel. In Fig. 554 wird danach S
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aus 8§ auf der Standlinie s und aus der Hohe ermittelt und mit dem
Hauptpunkt H verbunden. Lotrecht iiber den Stellen F; und F; der

Standlinie befinden sich
die Brennpunkte ¥, und
F, der UnmnriBellipse.
Eine zur Grundrifitafel
senkrechte Tangential-
ebene der Kugel durch
das Auge O schneidet
die Standlinie in A’.
Mithin ist das in Fig. 554
auf der Standlinie in 4"
errichtete Lot a eine
Tangente der Umril3-
ellipse. Man bestimmt
den Spiegelpunkt (F')
von F, hinsichtlich a
und zieht F,(F,). Auf
dieser Geraden liegt
der  Beriihrungspunkt
A der Tangente, und
F.(F,) ist gleich der
Hauptachse der Ellipse,
die man also zeichnen
kann.

Was die kleine Kup-
pel betrifft, so liegt der
zur Tafel senkrechte
Durchmesser der Kugel

in der lotrechten Ebene durch den Hauptsehstrahl, d. h. die Brenn-
punkte F; und F, liegen auf der lotrechten Geraden durch den Haupt-

Fig. 554.

punkt H. Man kann daher diese Punkte nicht wie die Brennpunkte
der ersten Ellipse finden, sondern mufl aus dem AufriB die Héhen
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der Punkte F; und F, entnehmen. Aber ebenso wie an die groSe
Kugel kann man an die kleine Kugel eine lotrechte Tangentialebene
durch das Auge O legen und mit Hilfe des Schnittpunktes B’ mit s
eine lotrechte Tangente b der UmriBellipse finden. Da die Hauptachse
der Ellipse lotrecht ist, beriihrt b die Ellipse in einem Nebenscheitel B,
der also auf der Mittelsenkrechten von F F, liegt. Die halbe Haupt-
achse ist gleich F,B.

Trotzdem mit Absicht der Hauptsehstrahl so gewdhlt worden ist,
daB die groBe Kuppel ziemlich weit seitlich liegt, erscheint sie ebenso
wie die kleine Kuppel im Umri nahezu als Kreis. Der Rahmen des
Bildes ist nach der Vorschrift in Nr. 301 so anzubringen, daBl der
Hauptpunkt H vom rechten und linken Rande gleich weit entfernt ist.

374. Sonne und Mond in der Perspektive. Die Entfernungen der
Sonne und des Mondes und ihre Radien stehen in fast gleichem Ver-
héltnis zueinander. Deshalb sieht man beide unter fast gleichem
Gesichtswinkel. Er ist sehr klein und betrigt rund 1/, Grad. Die
Hiilfte des Gesichtswinkels, die in Fig. 548 von Nr. 369 mit &« bezeichnet
wurde, macht also rund !/, Grad aus. Der Winkel, den der Sehstrahl
nach der Mitte des Himmelskérpers mit dem Hauptsehstrahl bildet, sei
mit 7 bezeichnet. Er ist je nach der Stellung des Gestirns am Himmel
verschieden. In Fig. 548 von Nr. 369 ist der Winkel z eingezeichnet.
Dort ist {HOW;, =1+« und <XHOWN,=1 —a. Aus den recht-
winkligen Dreiecken OH%; und OH9, ergibt sich wegen OH = d:

HY, = d-tgr+ «), HU,=d tg(r — x).
Mithin hat die halbe grofle Achse der UmriBellipse, d. h. § 9,%,, den
Wert:
a = }dftg(z + a) — tg(r — «)] .

Ferner ist nach Nr. 369 der Kriimmungsradius eines Hauptscheitels
gleich d.tga. Ist die halbe Nebenachse gleich b, so ist dieser Kriim-
mungsradius nach Nr. 81 gleich 42:a. Mithin folgt:

b2 =ad-tgx.

Diese Formeln kann man anwenden, um die halbe Hauptachse ¢ und
halbe Nebenachse b der Ellipse zu berechnen, als die sich die Sonne
oder der Mond im perspektiven Bilde darstellt. Dabei ist z der Winkel,
den der Sehstrahl nach der Mitte des Gestirns mit dem Hauptsehstrahl
bildet, und o der halbe Gesichtswinkel. Da «, wie gesagt, den sehr
kleinen Wert von nur etwa 1/, Grad hat, kénnen wir ¢ und b nur
rechnerisch und nicht durch die Zeichnung ermitteln. Es wird sich
zeigen, dall @ und b auBerordentlich klein sind, wenn die Distanz nicht
sehr grof gew#hlt wird.

Wir vereinfachen die Formeln, indem wir davon Gebrauch machen,
daB « sehr klein ist. Zu diesem Zweck ist die Formel fiir ¢ zunichst
noch abzuindern: Indem wir den Tangens durch den Quotienten aus
dem Sinus und Kosinus ersetzen, bekommen wir:

sin(z -+ «) cos(r — &) — cos(z + «) sin(t — «)
cos(t + &) cos(r — «)

= 1d
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oder, da der Zahler gleich dem Sinus der Differenz von 7 + « und
T — & ist:

sin2 o
cos(t + &) cos(t — o)

a=1%d

Wegen der Kleinheit von « darf cos(r + «) und cos(r — «) durch
cost ersetzt werden. Aullerdem ist sin2 « als Sinus eines sehr kleinen
Winkels nahezu gleich dem Winkel 2 & selbst, vorausgesetzt, da man
den Winkel durch sein BogenmaB mifit, d. h. durch den Bogen, den er
als Zentriwinkel auf einem Kreise vom Radius Eins ausschneidet. Dieses
BogenmaB 2 g ergibt sich aus der Proportion:

28 2«° 1

2x 360°  720°
sodaB 8 = n : 720 = rd. 0,0044 zu setzen ist. Wir haben nun:

a=1d- 28 0,0044 - 4
° cos?’t cos?t
Auch tga darf durch den Winkel « im Bogenmaf, also durch g ersetzt
werden, so daf kommt:
b2 d d2/32
=ad-f= o
Mithin sind die Halbachsen des Sonnen- oder Mondbildes:

a = 0,004:4i , b=0,0044 —~£i~ .
cos?zt COST
Wenn der Sehstrahl nach dem Gestirn z. B. 30° mit dem Haupt-
sehstrahl bildet, ist cost = rd. 0,866, also

a = 0,0059d, b=0,0051d.

Wird die Distanz gleich dem schon recht groen Wert von 1m an-
genommen, so erscheint also die Sonne oder der Mond als eine Ellipse,
deren halbe Hauptachse gleich 5,9mm und deren halbe Nebenachse
gleich 5,1 mm ist.

Die Sonne wird wegen ihres Glanzes kaum auf Gemalden dargestellt,
hochstens bew6lkt, und dann kann von einem genauen Bilde nicht die
Rede sein. Allerdings stellt man die Sonne o6fters beim Aufgang oder
Untergang dar. Aber dann verzerrt sich bekanntlich ihr Anblick in-
folge der Strahlenbrechung in der Luft, so dafl unsere Berechnung auf
diesen Fall nicht anwendbar ist. Ein Maler, der eine Mondscheinlandschaft
darstellt und vielleicht ein Meter Distanz fiir sein Bild annimmt, wird
den Mond niemals in der vorhin berechneten Kleinheit wiedergeben.
Er ist dabei im Recht, denn der Glanz tduscht uns den Mond in viel
groBerer Gestalt vor, und das ist es, was der Maler im Bilde wieder-
geben mufi. Der Maler wird sich ferner nicht dazu verstehen, den
Vollmond elliptisch zu malen.

Uberhaupt ist zu sagen, daBl man es auf Gemilden meistens ver-
meidet, eine Kugel nach den Lehren der Perspektive richtig als Ellipse
darzustellen. Der Grund liegt darin, daB der Beschauer des Bildes nicht
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gezwungen werden kann, es von einem einzigen richtigen Augenpunkte
aus zu betrachten. Vielmehr 148t er das Auge wandern. Dabei aber
wiirden ihm die an sich fiir ein bestimmtes Auge richtigen perspektiven
Verkiirzungen als Verzerrungen erscheinen. Deshalb ist der Maler gendtigt,
die richtige perspektive Darstellung auszugleichen. Man spricht in diesem
Sinne von einer subjektiven Perspektive, die der Natur der Sache
nach nicht in bestimmte Regeln gefalt werden kann. In der richtigen
Art der Ausgleichung durch das Gefiihl des Malers liegt eine der wich-
tigsten MafBnahmen fiir die gute Wirkung malerischer Darstellungen.

375. Hyperbolischer und parabolischer Kugelumri8. Wenn eine Kugel
die Verschwindungsebene schneidet oder beriihrt, aber das Auge O
auflerhalb der Kugel liegt, ist der Umrif der Kugel nach Nr. 369 eine
Hyperbel oder Parabel. Fiir die Brennpunkte der Hyperbel bzw. fiir
den Brennpunkt der Parabel gilt dasselbe wie im Fall des elliptischen
Unmrisses: Die Endpunkte des zur Tafel senkrechten Kugeldurchmessers
bilden sich als die Brennpunkte der Hyperbel ab, und im Fall der Pa-
rabel bildet sich der eine Endpunkt als der Brennpunkt ab, wiahrend
das Bild des anderen, da dieser der Verschwindungsebene angehort,
unendlich fern liegt. Nach Nr. 369 kann man ferner die Asymptoten-
richtungen im Fall der Hyperbel und die Achsenrichtung im Fall der
Parabel finden. AuBlerdem bedarf man dann zur vollstindigen Be-
stimmung der Hyperbel oder Parabel etwa noch einer Tangente, die
man als Schnitt der Tafel mit einer durch das Auge gehenden Tan-
gentialebene der Kugel ermittelt.

In den Anwendungen kommt es nur selten vor, dafl eine Kugel eine
hyperbolische oder parabolischen UmriB hat, z. B. dann, wenn sich
neben dem Beobachter eine Kugelkuppel befindet, die so grof} ist, daB
sie noch zum Teil auf der Bildtafel zu sehen ist. Naher soll nur ein
besonderer Fall erortert werden, in dem es sich um einen hyperboli-
schen Umrifl handelt:

Von einer hohen Stelle aus, z. B. von einem Leuchtturm oder Flug-
schiff aus, werde eine photographische Aufnahme des Meeres gemacht.
Da die Oberfliche des Meeres eine Kugel ist und die Photographie ein
perspektives Bild gibt (Nr. 290), wird das Meer auf dem Bilde hyper-
bolisch begrenzt sein,
wie sich aus Fig. 555
ergibt: Die Ebene
der Zeichnung in
Fig. 555a sei die
Ebene durch das
Objektiv O der pho-
tographischen Kam-
mer, durch die Achse
der Kammer und
durch den Mittel- Fig. 555.
punkt M der Erde.

Dabei sei angenommen, daB die Achse der Kammer wagerecht sei.
Selbstverstindlich entsprechen die Mafle in der Zeichnung nicht ent-
fernt der Wirklichkeit. Nach Nr. 290 ist das photographische Bild,
nur in gedrehter Lage, dasselbe wie das perspektive Bild, das sich
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ergibt, wenn der Mittelpunkt O des Objektivs als das Auge auf-
gefalt wird und als Bildtafel T diejenige Ebene dient, die sich
parallel zur photographischen Platte vor dem Objektiv so befindet,
dafl O in der Mitte zwischen beiden liegt. Die Distanz d ist gleich der
Brennweite des Objektivs. Die von O aus sichtbare Begrenzung des
Meeres bezeichnet man h#ufig auch als Horizont. Wir wollen dies ver-
meiden, da wir nach Nr. 300 unter dem Horizont die Fluchtgerade der
wagerechten Ebenen verstehen, also diejenige Gerade, in der die zu OM
senkrechte Ebene durch O die Tafel T schneidet. Wir bedienen uns
zur Bezeichnung des Randes des Meeresbildes des seeménnischen Fach-
ausdrucks Kimm. Die Kimm ist das Bild des Kreises, in dem der von
O aus an die Erdkugel gelegte Tangentialkegel die Kugel beriihrt. Da
die Tafel T zur Achse OM des Kegels parallel ist, erscheint die
Kimm als Hyperbel (Nr. 258). In der Tat enthilt die Verschwin-
dungsebene V als die zur Tafel T parallele Ebene durch O den Mittel-
punkt M der Erdkugel. Der Radius der Erde sei mit 7, die Hohe des
Auges O iiber der Erdoberfliche mit s bezeichnet. Der Winkel, den
die Achse OM mit den die Erdkugel berithrenden Sehstrahlen bildet,
sei o genannt, so daB 2« der QGesichtswinkel ist, unter dem die
Erdkugel erscheint. Augenscheinlich liefert die in Fig. 555a gezeich-
nete Tangente OT der Erdkugel im Schnitt mit T den Scheitel 8 des
unteren Hyperbelastes. Der obere Ast kommt als nur geometrisches
Bild nicht in Betracht.

Wie im Fall des elliptischen Kugelumrisses gilt der Satz (Nr. 369),
daf der Kriimmungsradius ¢ des Scheitels S gleich d-tga ist. Dies
1aBt sich iibrigens leicht bestdtigen. Denn die Asymptoten bilden mit
der Hauptachse den Winkel &« (nach Nr. 258), so dal} sich zundchst der
Hyperbelast leicht zeichnen ld8t, siehe Fig. 555b. Der Mittelpunkt K
des Kriimmungskreises geht hervor, wenn man im Schnittpunkte
einer Asymptote mit der Scheiteltangente auf die Asymptote das Lot
errichtet und es mit der Hauptachse zum Schnitt bringt. Wird HS, die
halbe Hauptachse der Hyperbel, mit a bezeichnet, so ist a = d - ctgw
nach Fig. 555a und das Stiick der Scheiteltangente vom Scheitel bis
zur Asymptote nach Fig. 555b gleich a-tga, d. h. gleich der Distanz d
selbst, folglich ¢ = SK =d-tg«, wie behauptet wurde. In Fig. 555a
ist nun OT? = (r 4 s)2 — r? oder s(27r - s), mithin:

0T ys(2r+7)
ctgoa = 3¢ LR
Da die Hohe s des Beobachters gegeniiber dem Erdradius » verschwin-
dend klein ist, darf hierin 27 + s durch 27 ersetzt werden. Dann kommt
0 dy2rs _ j T

ro 0T }/ ars
Nun ist der Erdradius r gleich rd. 6370 km. Wird als Hohe s des Be-
obachters die von 1 km angenommen, die schon recht betrichtlich ist,
so ergibt sich: a=0018d, o— 5644d.

Selbst wenn die Distanz d, d. h. die Brennweite der photographischen
Kammer den sehr grofen Wert von 1 m hétte, wiirde also die héchste



§ 6. Perspektives Bild von Kreis und Kugel. Nr. 376. 161

Stelle § der Kimm doch nur um weniger als 2 cm tiefer als der Horizont
liegen und ihr Kriimmungsradius iiber 56 m betragen.
Ist s gleich 9 km, also ungefihr gleich der Hohe der hichsten Berge,

so wird
a=0,053d, o=18,814d,

d. h. bei einer Distanz von 1 m Lénge ist die Tiefe der hochsten Stelle
der Kimm unter dem Horizont gleich etwa 5!/, cm und ihr Kriimmungs-
radius gleich rd. 19 m. , '

Man darf aber aus diesen Ergebnissen nicht schliefen, daB sich die
hyperbolische Kriimmung der Kimm z. B. fiir einen Flieger nicht be-
merklich mache. Denn wir haben soeben nur die hochste Stelle der
Kimm ins Auge gefafit. Der Flieger aber iibersicht den Horizont in
unbeschrinkter Ausdehnung. Weiter rechts und links vom hochsten
Punkte der Kimm wird er also sehr wohl ihre hyperbolische Abweichung
vom Horizont nach unten hin bemerken konnen. Um dies zu beurteilen,
mufl man die Asymptoten benutzen. Sie bilden mit dem Horizont
den Komplementwinkel von x. In der Héhe s = 1 km ist dieser wegen
ctgx = Y2rs:r gleich rd. 1°, in der Hohe s = 9 km gleich rd. 3°, und
diese Abweichung in der Richtung nach unten kann geniigend weit
rechts und links vom Hauptpunkte des Horizonts schon deutlich be-
merkbar sein.

376. Gesamtheit derjenigen Kreise, die sich als Kreise abbilden.
Wenn unter E eine nicht zur Tafel T parallele Ebene verstanden wird
und K,, K, ihre winkeltreuen Punkte (Nr. 348) sind, gibt es nach
Nr. 363 in E eine Schar von Kreisen, die sich wieder als Kreise
abbilden, und zwar durchsetzen diese
Kreise denjenigen Kreis » senkrecht, der
K, K, als Durchmesser hat. Wie schon
oft benutzen wir die Ebene, die durch
das Auge O geht und sowohl zur Tafel T
als auch zur Ebene E senkrecht ist, als die
Ebene der Zeichnung in Fig. 556. Die
Tafel T und die Ebene E sollen also lings
der mit T und E bezeichneten Geraden
auf der Ebene dieser Figur senkrecht
stehen. Die Zeichenebene enthilt den
Hauptverschwindungspunkt V sowie die
winkeltreuen Punkte K; und K, der
Ebene E. Diese ergeben sich als die
Schnitte von E mit den Strahlen durch O,
die zu den Winkelhalbenden von E und T
senkrecht sind, und es ist V die Mitte von
K,K,. Um das, was sich in der Ebene E befindet, zu zeichnen, legen
wir die Ebene in die der Figur um. Dann stellt sich der Kreis » mit
dem Durchmesser K,K, als ein Kreis (x) dar, der durch O geht. Ein x
senkrecht durchsetzender Kreis der Ebene E sei mit % bezeichnet. In
der Umlegung ist er durch einen Kreis (k) dargestellt, der die Gerade
K, K, in 4, und 4, trifft. Da der Kreis (x) den Kreis (k) senkrecht
durchschneidet, sind die Radien von (x), die nach den Schnittpunkten

Scheffers, Geometrie 1L 2. Aufl. 11
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von (k) und (x) gehen, Tangenten von (k). Also ist das Quadrat des
Radius von (x) gleich VA4,- VA,, somit

VO = VA,. VA,.

Nun werde durch O und 4, derjenige Kreis f in der Ebene der Figur
gelegt, der in O die zu T parallele Gerade VO beriihrt. Er wird die Ge-
rade K,K, auler in 4, noch in einem Punkte X schneiden, und es ist
VO?=VA4,-VX. Nach der vorhergehenden Formel fallt also X mit 4,
zusammen, d. h. der Kreis durch 4,, 4, und O ist der Kreis f, der in
O die Gerade VO als Tangente hat.

Wir fassen jetzt f als GroBikreis einer Kugel auf, die also zur Hilfte
iiber und zur Halfte unter der Ebene der Figur liegt. Man sieht, daB
diese Kugel die Ebene E gerade in dem Kreis % schneidet, dessen Um-
legung der Kreis (k) ist. Die Kugel hat ihre Mitte M auf dem Haupt-
sehstrahl OH., Hieraus ergibt sich: Alle diejenigen Kreise der Ebene E,
die den Kreis mit dem Durchmesser K,K, senkrecht schneiden, wer-
den aus der Ebene E durch die Kugeln ausgeschnitten, die durch O
gehen und ihre Mittelpunkte auf dem Hauptsehstrahl haben. Da es
diejenigen Kreise der Ebene sind, die sich wieder als Kreise abbilden,
gilt somit der Satz:

Wenn man die Schar der Kugeln, die durch das Auge O
gehen und ihre Mittelpunkte M auf dem Hauptsehstrahl
haben, mit irgendeiner nicht zur Tafel parallelen Ebene E
schneidet, ergeben sich alle diejenigen Kreise der Ebene E,
die sich wieder als Kreise abbilden. Hieraus folgt weiter:

Die Gesamtheit aller derjenigen Kreise des Raumes iiber-
haupt, die sich perspektiv wieder als Kreise abbilden, ob-
gleich sie nicht in Ebenen parallel zur Tafel liegen, besteht
aus allen Kreisen aller derjenigen Kugeln, die durch das
Auge O gehen und ihre Mittelpunkte auf dem Hauptseh-
strahl OH haben.

377, Stereographische Projektion. Wird eine Kugel perspektiv ab-
gebildet, indem man das Auge O auf der Kugel und die Tafel T
senkrecht zum Radius dieses Punktes O annimmt, so
spricht man von einer stereographischen Projektion. Diese Be-
nennung ist durchaus nicht glicklich gew&hlt, aber so eingebiirgert,
daf wir sie nicht umgehen kénnen. Dal man dieser Art der perspek-
tiven Abbildung der Kugel iiberhaupt einen besonderen Namen gegeben
hat, beruht auf der merkwiirdigen Eigenschaft, da bei ihr jeder
Kreis der Kugel als Kreis abgebildet wird. Dies folgt unmittel-
bar aus dem Ergebnis der letzten Nummer, aber wir werden nachher
noch einen zweiten Beweis dafiir beibringen. Die stereographische Pro-
jektion hat noch eine andere nicht weniger bemerkenswerte Eigen-
schaft, die wir zuniichst dartun wollen:

Wenn die Tafel senkrecht zum Radius nach dem auf der Kugel
gewdhlten Auge O ist, kann sie so weit verschoben werden, bis sie
die Kugel insbesondere im Gegenpunkte des Punktes O beriihrt, denn
dadurch wird das perspektive Bild nur #hnlich verindert. In Fig. 557,
die eine Darstellung in senkrechter Projektion auf GrundriB und
AufriB} ist, sei nun die Grundriitafel die Bildtafel T, die die Kugel im
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Gegenpunkte von O beriihrt, so da die Kugel auf der GrundriBtafel
aufliegt und ihr hochster Punkt das Auge O ist, wilhrend der tiefste
Punkt als der Hauptpunkt H zu bezeichnen ist. Ist P irgendein Punkt
der Kugel, so kann die Aufrifitafel so gewahlt werden, daf der Radius
von P zu ihr parallel wird, also P auf dem UmriBl der Kugel im Auf-
rif liegt. Dann ist die UmriBtangente in P’ zugleich die Aufrispur-
gerade s, der Tangentialebene von P; die Grundrifi-

spurgerade s, steht im Schnittpunkt S von s, mit

der Projektionsachse auf dieser Achse senkrecht.

Nun sollen irgend zwei Geraden a und b betrachtet

werden, die im Punkt P die Kugel beriihren. Ihre

Aufrisse fallen mit s, zusammen, ihre Grundrif3-

spurpunkte sind beliebige Punkte A4 und B auf s,.

Ist P das stereographische Bild von P, d. h. der

Schnittpunkt des Sehstrahls OP mit der Grundrif-

tafel, so sind P4 und PB die Bilder a und b der

beiden Tangenten. Die Aufrifizeichnung lehrt, da8

<X SP"”" als Tangentenwinkel des Umrisses gleich

X O”H"”P” als Peripheriewinkel ist. Weil O”H"

L 8P” und H”P” I B”P” ist, ergibt sich ferner

X O”H”P"” = & S”P”. Mithin ist SP”P" ein

gleichschenkliges Dreieck mit der Spitze S, dem-

nach SP” = SB”. Daraus folgt nun, daB@ das Drei-

eck APB bei der Umlegung der Tangentialebene

in die Grundrifitafel um s, herum mit dem Dreieck APB zur Deckung
kommt. Mithin bilden @ und b in P miteinander denselben Winkel
wie a und b in f. Also werden zwei von demselben Kugel-
punkt ausgehende Tangenten vermoge der stereographischen
Projektion stets so abgebildet, daB ihre Bilder dieselben
Winkel einschliefen wie die Tangenten selbst. Deshalb sagt
man, daBl die stereographische Projektion eine winkeltreue Abbildung
der Kugel sei.

Wenn auf der Kugel irgend zwei Kurven gezogen werden, die sich
in einem Punkt P schneiden, ist der Winkel, den die Kurven dort mit-
einander bilden, gleich dem ihrer Tangenten in P, und diese Tangenten
sind zugleich Tangenten der Kugel in P. Mithin bilden sich zwei ein-
ander schneidende Kurven der Kugel vermige der stereographischen
Projektion so ab, dal ihre Bilder denselben Winkel miteinander haben,
wie die Kurven auf der Kugel selbst. Sind A, B, C drei einander be-
nachbarte Punkte auf der Kugel, so da man das geradlinige Dreieck
ABC nahezu als ein Stiick der Kugelfliche auffassen kann, so sind
die Geraden AB, BC, CA angendhert Kugeltangenten. Danach ist
das Bild ABE des Dreiecks so beschaffen, daB AB, BE, CA angenshert
dieselben Winkel miteinander bestimmen wie AB, BC, CA4, also das
Dreieck ABE dem Dreieck ABC nahezu &hnlich ist. Vollkommene
Ahnlichkeit ist aber erst dann vorhanden, wenn das Dreieck ABC un-
endlich klein wird. Demnach gehért die stereographische Projektion zu
denjenigen Abbildungen, die jede unendlich kleine Figur als #hnliche
Figur darstellen oder, wie man auch sagt, in den kleinsten Teilen #&hn-
lich sind. Derartige Abbildungen heifilen konform. Die Bezeichnungen
winkeltreue Abbildung und konforme Abbildung bedeuten also das-

11*
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selbe. Der MaBstab der Ahnlichkeit zwischen einem unendlich kleinen
Kugeldreieck ABC und seinem stereographischen Bild ABE ist fiir
verschiedene Stellen der Kugel verschieden; deshalb findet die Ahnlich-
keit in der Tat nur in den kleinsten Teilen statt; sie besteht keines-
wegs fiir Figuren von endlicher Ausdehnung. In der Gegend des
Hauptpunktes H ist die Ahnlichkeit eine Kongruenz. Entfernt man
sich auf der Kugel allmédhlich von H, nihert man sich also allméhlich
0, so wird ein unend-
lich kleines Stiick der
Kugel in der Abbil-
dung vergroBert. Das
Bild eines nahe bei O
gelegenen Kugelstiickes
liegt  auBerordentlich
fern. Das stereogra-
phische Bild der Kugel
erfiillt die ganze Bild-
tafel T bis ins Unend-
lichferne.

Mit Hilfe der Win-
keltreue kann man nun
aufs neue beweisen, daf3
sich jeder Kugelkreis
vermoge der stereo-
graphischen Projektion
als Kreis abbildet: In
Fig. 558 sei wieder der
héchste Kugelpunkt das
Auge O und der tiefste
Punkt als Beriihrungs-
punkt der GrundriB-
tafel der Hauptpunkt
H, also die GrundriB3-
tafel die Bildtafel T.
Ein Kreis wird aus der
Kugel durch eine Ebene

ausgeschnitten, und

man kann die Aufrif}-

tafel insbesondere senk-

recht zu dieser Ebene
annehmen, so dafB} sich der Kreis im Aufrif als eine Strecke 4”’B” und
im GrundriB als eine Ellipse darstellt. Dann kann man sofort die AufriB3-
projektion der Spitze K desjenigen Kegels bestimmen, der die Kugel
lings des Kreises beriihrt. Der zugehorige GrundriBl liegt auf 0’A’B’.
Das perspektive Bild § der Kegelspitze K ist der Schnittpunkt
des Sehstrahls OK mit der Grundrifitafel. Ist P irgendein Punkt des
Kugelkreises und P sein stereographisches Bild, so sei m die nach P
gehende Mantellinie KP des Kegels und ¢ die Tangente des Kugelkreises
in P. In Fig. 558 sind die GrundriBspurpunkte S und 7' von m und
¢ angegeben. Da diese Punkte bei der perspektiven Abbildung von O

aus auf die Grundrifitafel ihre eigenen Bilder sind, haben m und £ als
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Bilder die Geraden m und t von P nach § und 7', und m geht durch ®.
Nun aber liegt die Mantellinie m des Tangentialkegels, weil dies ein
Rotationskegel ist, zur Tangente ¢ seines Grundkreises senkrecht, und
nicht nur ¢, sondern auch m ist eine die Kugel in P beriihrende Tan-
gente. Wegen der Winkeltreue der Abbildung ist mithin auch m zu t
senkrecht. Folglich ist das stereographische Bild des Kugelkreises so
beschaffen, dafl die Tangente t irgendeines Punktes R der Bildkurve auf
der Geraden m von § nach dem Punkt & senkrecht steht. Eine Kurve
der GrundriBtafel aber, die alle Geraden durch den Punkt § senkrecht
durchsetzt, ist ein Kreis um ®. Mithin bildet sich ein Kugel-
kreis vermége der stereographischen Projektion als ein
Kreis ab, dessen Mittelpunkt das perspektive Bild der
Spitze desjenigen Kegels ist, der die Kugel lings des Kreises
beriihrt. Handelt es sich insbesondere um einen GroBkreis der
Kugel, so liegt K unendlich fern, und es ergibt sich: Jeder Gro8-
kreis bildet sich als ein Kreis ab, dessen Mittelpunkt der
Schnittpunkt der Bildtafel mit dem vom Auge O auf die
Ebene des Kreises gefdllten Lot ist.

Wir ziehen aus Fig. 558 noch einige Folgerungen: Im Aufriff be-
merkt man, daBl ¢ 0”B"H"” = < O”H"B” ist, weil O’H” L 8"”H"’ und
H”B” L O"B"” ist. Weiterhin ist <t O””"H”’B” als Peripheriewinkel gleich
X O0”A”B”. Das Viereck A”B”8"'%"
ist also so beschaffen, daB sich die
Gegenwinkel bei B und A” zu zwei
rechten Winkeln erginzen, d. h.
diesem Viereck 14t sich ein Kreis
umschreiben. Dieser Kreis, dessen
Mittelpunkt mit Z”” bezeichnet wor-
den ist, kann nun als UmriB3 einer
Kugel aufgefallt werden, auf der
sowohl der Kugelkreis, der im Auf-
ri durch A4”B” dargestellt ist, als
auch das stereographische Bild dieses
Kreises liegt, das im Aufri durch
AP dargestellt ist. Die Seh-
strahlen ferner, vermdge deren der
Kugelkreis stereographisch abgebil-
det wird, erzeugen einen im all-
gemeinen schiefen Kreiskegel. In
Fig. 559, worin die Mafie dieselben
wie in Fig. 558 sind, ist dieser Kegel
selbst dargestellt, und zwar soweit
er zwischen dem Kugelkreis und
seinem stereographischen Bild liegt.

Unter der Hauptebene des Kreis-
kegels wird nach Nr. 253 diejenige
Ebene verstanden, die durch die Kegelspitze O und durch die Mitte
des Grundkreises geht sowie die Hohe des Kegels, das Lot von O auf
die Grundebene, enthélt, hier also die Ebene der beiden Kreisdurch-
messer AB und AB. Weil beide Kreisebenen zur Hauptebene senk-
recht sind, erhellt, daB es fiir den Begriff der Hauptebene des Kegels
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ganz einerlei ist, ob man den Kreis mit dem Durchmesser A B oder
den Kreis mit dem Durchmesser %B als den Grundkreis des Kegels
auffaft.

Die Betrachtung 1Bt sich sehr leicht umkehren, d. h. man kann,
ausgehend von einem beliebig gegebenen schiefen Kreiskegel, statt von
der Kugel durch O, alle Einzelheiten der Fig. 558 wieder herstellen.
Dabei macht man davon Gebrauch, da8 jede zur Grundebene parallele
Ebene den Kegel ebenfalls in einem Kreis schneidet. Daraus ergibt sich:

Ein allgemeiner Kreiskegel enthélt zwei Scharen von
Kreisen in zwei Scharen von parallelen Ebenen. Die eine
Schar ist die der Schnitte parallel zur Grundebene. Ein Kreis
der anderen Schar geht als zweiter Schnitt des Kegels mit
irgendeiner solchen Kugel hervor, die einen der Kreise der
ersten Schar enthdlt. Welchen der Kreise der einen oder
anderen Schar man auch als Grundkreis des Kegels auffassen
mag, stets kommt dem Kegel dieselbe Hauptebene zu; die
Ebenen aller Kreisschnitte sind zur Hauptebene senk-
recht. Irgendein Kreis der ersten Schar und irgendein Kreis
der zweiten Schar schneiden die Hauptebene in Durch-
messern, deren Endpunkte ein Kreisviereck bilden. Beide
Kreisscharen fallen nur dann zusammen, wenn ein Rotations-
kegel vorliegt. Wenn der Kegel ein Zylinder ist, kommt man auf den
Satz von Nr. 123 zuriick.

Man kann auch von der Kugel um Z ausgehen, die man durch
irgend zwei Ebenen in Kreisen schneidet. Die Hauptebene ist dann
die Ebene der Lote von der Kugelmitte Z auf beide Kreisebenen. Also
kann man sagen:

Irgend zwei Kreise einer Kugel gehdren stets einem
Kreiskegel an. Nimmt man irgendeinen Kreis auf einer
Kugel als Grundkreis eines Kegels und einen beliebigen
Punkt des Raumes als Spitze des Kegels an, so schneidet
der Kegel die Kugel zum zweiten Mal wieder in einem
Kreise. Dabei liegen die Lote von der Kegelspitze auf die
beiden Kreisebenen in einer Ebene durch die Mitte der
Kugel. In Nr. 278 trat der Sonderfall auf, in dem die Kugel durch
einen Zylinder in zwei Kreisen geschnitten wurde. Man kann sich auch
so ausdriicken: Hat ein Kegel mit einer Kugel einen Kreis
gemein, so hat er allemal noch einen zweiten Kreis mit
ihr gemein. Beide Kreise fallen nur dann zusammen, wenn
der Kegel ein Tangentialkegel der Kugel ist.

Faft man die Kegelspitze O als Lichtquelle auf und nimmt man an,
daB eine Hohlkugel eine kreisférmige Offnung habe, so folgt: Der Schat-
ten, den irgendein Kugelkreis bei Zentralbeleuchtung von
einer beliebigen Stelle aus ins Innere der Kugel wirft, ist
ebenfalls ein Kreis. In Nr. 278 wurde der Sonderfall der Parallel-
beleuchtung behandelt.

Anmerkung: Hipparchos aus Nicéa (um 150 v. Chr. teils auf Rhodos, teils
in Alexandria lebend), der Begriinder der wissenschaftlichen Astronomie, soll die stereo-
graphische Projektion des Gradnetzes der Kugel, die wir in der néchsten Nummer be-
sprechen, gekannt haben, siehe Jean Baptiste Joséphe Delambre (geb. 1749 in

Amiens, Astronom, gest. 1822 in Paris): ,,Histoire de Pastronomie ancienne®,
2 Binde, Paris 1817, 2. Bd. 8. 453, 454, und Rudolf Wolf (geb. 1816 in Féllanden bei
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Ziirich, Astronom in Bern und Ziirich, wo er 1893 starb): ,,Handbuch der Astro-
nomie, ihrer Geschichte und Literatur, 2 Binde, Ziitich 1890—93, 2. Bd. 8. 70.
Claudius Ptolem#us (NT. 40) hat in seiner mathematischen Geographie, die unter dem
Titel ,,Traité de géographie mathématique* 1828 von Nic. Halma in Paris heraus-
gegeben und ins Franzésische iibersetzt wurde, im 24. Kap. des 1. Bandes (S. 59 u. f.)
die eine Haupteigenschaft der stereographischen Projektion, die darin besteht, da8 sich
jeder Kugelkreis als Kreis abbildet, fiir gewisse Kreise der Kugel bewiesen, vielleicht
nur, indem er es von Hipparchos entlehnte. Jordanus Nemorarius (aller Wahr-
scheinlichkeit nach derselbe wie Jordanus Saxo, der, vermutlich in Borgentreich bei
Paderborn geboren, 1222 in Paris zum General des Dominikanerordens gewihlt wurde,
gest. 1237 auf der Riickreise aus dem heiligen Lande) hat in einer Schrift iiber das Plani-
sphiarium, d. h. iiber die Abbildung der Kugel auf die Ebene, die 1507, 1536 und 1538
gedruckt worden ist, zum erstenmal bewiesen, daB sich jeder Kugelkreis vermoge der
stereographischen Projektion als Kreis abbildet (nach M. Chasles in seinem bei Nr. 5
genannten , Aper¢u historique®, 8. 516). Der Name stereographische Projektion
wurde erfunden von Frangois d’Aiguillon (auch Aguilon, latinisiert Aguilonius,
geb. 1566 in Briissel, Jesuit, als Lehrer in Antwerpen tiitig, gest. 1617), siehe sein Werk
,»Opticorum libri sex, philosophis juxta ac mathematicis utiles* (,,Sechs
Biicher der Optik, den Philosophen gemi und den Mathematikern niitzlich®), Antwerpen
1613, wo die stereographische Projektion im 6. Buch von 8. 572 an behandelt wird. Er
nannte sie so (S. 573), ,,quod universam corporis objecti profunditatem ae peripheriam
ipsam unico projectu explanet® (weil sie sowohl die gesamte Tiefe des betrachteten Gegen-
standes als auch seinen Umrif} selbst in einer einzigen Projektion darstellt). Die Winkel-
treue entdeckte Gerhard Kremer gen. Mercator (geb. 1512 zu Rupelmonde in
Flandern von deutschen Eltern, Kartograph, gest. 1594 zu Duisburg) auf einer Karte,
Duisburg 1587, siehe Aug. Breusing (geb. 1816 zu Osnabriick, Leiter der Seefahrts-
schule zu Bremen, wo er 1892 starb): ,,Das Verebnen der Kugeloberfldache
fiir Gradnetzentwiirfe‘, Leipzig 1892, 8. 29, DaB der Mittelpunkt des Bildes eines
Kugelkreises das Bild der Spitze des zugehorigen Tangentialkegels ist, wurde zuerst von
M. Chasles bewiesen und von J. Hachette (Nr. 77) in seinen ,Eléments de géo-
métrie & trois dimensions, partie algé-

brique®, Paris 1817, im Anhang als Note V

,»De la projection stéréographique®,

S. 270—274, veroffentlicht. Zugleich gab Chas-

les eine Verallgemeinerung an, auf die wir je-

doch nicht eingehen wollen. Der Beweis von

Chasles war analytisch, rein geometrisch wurde

der Satz von G. Dandelin (Nr. 77) abgeleitet,

siehe ,,Usages de la projection stéréo-

graphique en géométrie, Annales de ma-

thém. p. et appl. 16. Bd. 1825/26, S.322—327

{auch Mém. de ’Acad. des Sciences de Belgique,

Briissel, 4. Bd. 1827, S. 13 u. f.).

378. Stereographisehe Projektion
des Gradnetzes der Kugel. Die stereo-
graphische Projektion des Gradnetzes
der Kugel, d. h. der Langen- und
Breitenkreise der Erd- oder
Himmelskugel, hat die beiden Vor-
ziige, daBl die Bilder der Kreise auch
Kreise und daher mit dem Zirkel zu
zeichnen sind und dafl sie sich auch
im Bild iberall rechtwinklig schnei-
den, weil die stereographische Pro-
jektion winkeltreu ist. Obgleich die
ganze Kugel auf die Ebene abgebildet
werden kann, benutzt man meistens
nur das Bild derjenigen Kugelhélfte, die der im Hauptpunkt H be-
rithrenden Bildtafel am nichsten liegt, weil die Darstellung der dartiber
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hinaus auf der anderen Kugelhilfte gelegenen Teile der Kugel allzu
grofle Verzerrungen aufweist.

Wenn die Aquatorebene zum Durchmesser vom Auge O bis zum
Hauptpunkt H senkrecht ist, also O und H die Pole der Kugel sind,
bilden sich die Breitenkreise als Kreise mit dem gemeinsamen Mittel-
punkt H und die Langenkreise als die durch H gehenden Geraden ab,
siche Fig. 560, zu deren Konstruktion nichts weiter gesagt zu werden
braucht.

Dagegen ist Fig. 561, worin die Erdachse NS ein anderer Durch-
messer als OH und die Aufrifitafel parallel zur Erdachse gewihlt ist,

noch mit einigen Worten zu er-
lautern: Die Léangenkreise sind
die GroBkreise in den durch NS
gelegten Ebenen. Ihre Bilder
gehen durch das Bild % des Nord-
pols N (auch durch das jedoch
zu weit links gelegene Bild des
Stidpols §). Die Mittelpunkte
ihrer Bildkreise sind nach voriger
Nummer die Fullpunkte der Lote
von O auf ihre Ebenen. Will
man die Langenkreise von 10 zu
10 Grad abbilden, so hat man
also in der zu NS senkrechten
Ebene durch O, deren Spur-
geraden #, und ¢, sind, von O
aus Strahlen zu ziehen, die je
10 Grad miteinander bilden, und
mit der Spurgeraden ¢, zum
Schnitt zu bringen. Die Schnitt-
punkte sind die Kreismitten.
Diese Konstruktion ist dieselbe
wie die der Stundenlinien einer
Horizontalsonnenuhr (Nr. 42).
Man legt wie damals die Ebene
um ihre Spurgerade f, in die
Bildtafel, also in die GrundriB-
ebene um. Ist 7 der Schnitt-
punkt der Spurgeraden ¢, und £, auf der Projektionsachse, so ist
X O"R’T, wie man leicht nachweist, gleich <x%N”0”7T, d. h. TO”
=TN". Mithin kommt der Punkt O vermoge der Umlegung an die
Stelle des Nordpolbildes t. Indem man also von 9t aus lauter Strahlen
von 10 zu 10 Grad zieht und mit ¢, schneidet, erhilt man die Mittel-
punkte derjenigen Kreise durch %, die die Bilder der Langenkreise
sind. Einige der Bilder haben weitentlegene Mittelpunkte; man wird
sie daher bestimmen, indem man etwa noch die Bilder der Punkte
feststellt, in denen sie den Aquator treffen. Denn dann kennt man
von den Kreisen auller dem Punkt % noch einen zweiten Punkt und
in beiden Punkten ihre Tangenten. Im Punkte 9 ndmlich Dbilden
die Tangenten aller Lingenkreisbilder. wegen der Winkeltreue je
10 Grad miteinander wie die Langenkreise auf der Kugel selbst, und
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den Aquator durchsetzen sie auch im Bilde senkrecht. Der Aquator
gehort zu den Breitenkreisen, und ihre Bilder ergeben sich so: Im
Aufri sind die Projektionen der Breitenkreise als Sehnen des Um-
rilkreises eingezeichnet. Die Konstruktion ist an einem Kreis in der
Figur gezeigt: In A" wird die Tangente an den UmriBkreis gelegt.
Sie trifft NS in einem Punkt K", der AufriBprojektion der Spitze K
des zugehorigen Tangentialkegels. Die AufriBprojektion des Bildes &
von K ist der Schnittpunkt von O”K” mit der Projektionsachse, und
der Punkt & selbst liegt also senkrecht unter & auf der zur Projek-
tionsachse parallelen Geraden durch H. Das Bild % des Punktes 4,
das ebenfalls auf dieser Geraden liegt, ergibt sich sofort. Mithin ist
das Bild des Breitenkreises nach voriger Nummer der Kreis um &
durch . Insbesondere ergibt sich der Mittelpunkt des Aquatorbildes,
weil der Aquator ein GroBkreis ist, indem man die GrundriBtafel mit
der Parallelen zu NS durch O schneidet.

In Fig. 560 und 561 ist jedesmal nur die Halbkugel abgebildet, die
dem Hauptpunkt H am nichsten liegt. Die Distanz ist gleich H”0”, dem
Durchmesser der Kugel. Die Bilder sind also von dem senkrecht iiber H
in dieser Entfernung gelegenen Punkt zu betrachten. Die Halbkugeln

werden somit vom Innern her in Augenschein genommen.

Anmerkung: Die stereographische Abbildung der Halbkugel mit dem Gradnetz,
das sogenannte Planisph#érium, ist seit alten Zeiten sehr viel in der Astronomie be-
nutzt worden, spéterhin auch fiir die Zeichnung der Erdhilften und dann fiir die Land-
kartenzeichnung iiberhaupt. In &lteren Atlanten wird die nérdliche und siidliche
und die sogenannte Ostliche und westliche Erdhilfte meistens auf diese Art dargestellt;
erst in neuerer Zeit wird diese Abbildung durch andere verdringt, die keine Projektionen
sind. Am nichsten liegt es allerdings, die Erdhilften in senkrechter Projektion auf die
Ebenen ihrer begrenzenden GroBkreise darzustellen; aber dabei werden die an den
Réndern gelegenen Teile zu sehr zusammengedringt. Auch sind diese. Abbildungen nicht
winkeltreu, und die Liéngenkreise der §stlichen und westlichen Erdhilfte erscheinen als
Ellipsen.

Wenn man die stereographische Projektion fiir die Abbildung der Erde benutzt,
pflegt man aber eine Anordnung zu treffen, die der Wirklichkeit nicht entspricht: Wie
oben gesagt wurde, stellen die Bilder der Gradnetze in Fig. 560 und 561 den Anblick der
Halbkugeln vom Innern her dar. Da dies der Art entgegen ist, wie man auf den Erd-
globus blickt, zeichnet man vielmehr die L#nderumrisse so ein, als ob man von auflen
auf die Kugel sihe. D.h. wiihrend die Zahlung der Liéngenkreise im Sinne von Westen
nach Osten in den Gradnetzentwiirfen von Fig. 560 und 561 eigentlich um den Pol
herum entgegen dem Sinne des Uhrzeigers zu erfolgen hitte, nimmt man denselben Sinn
an., Mithin gew#éhren die Karten Anblicke, wie sie iiberhaupt bei keiner
Projektion entstehen. Auf diese Art wird jedoch erreicht, daf die Landkarte in ihren
kleinsten Teilen gleichsinnig &hnlich zur wahren Gestalt wird.

Bei dieser Gelegenheit sei darauf hingewiesen, da man die Lehre vom Entwerfen
der Landkarten mit Unrecht als Kartenprojektion zu bezeichnen pflegt.
Urspriinglich allerdings beschrinkte man sich auf solche Abbildungen, die durch Parallel-
oder Zentralprojektion entstanden. Aber heutzutage tut men dies durchaus nicht mehr,
weil andere Arten der Abbildung, die nichts mit Projektion zu tun haben, gréBere Vor-
teile fiir die Zwecke der Landkarten bringen. Die Zahl der moéglichen Arten von Land-
kartenentwiirfen ist unbegrenzt; auf rechnerischem Wege kann man beliebig viele auf-
stellen, und sie gehdren ihrer Natur nach nicht in das engere Gebiet der darstellenden
Geometrie. Fiir manche Zwecke zieht man flichentreue Abbildungen vor. Bei ihnen
verhalten sich die Inhalte irgend zweier Stiicke der Erdoberfliche geradeso zueinander
wie im Bild. Dies 146t sich aber nicht durch eine Parallel- oder Zentralprojektion, sondern
nur auf anderen Wegen erzielen.

379. Nochmals die zur Tafel parallelen Kreise der Kugel. In Nr. 371
wurde eine Kugel perspektiv mit Hilfe solcher auf ihr gelegener Kreise
abgebildet, die sich in zur Tafel parallelen Ebenen befinden. Diese
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Kreise erscheinen wieder als Kreise, siehe Fig. 551 ebenda. Jetzt soll
noch erldutert werden, dafl die Bildkreise zugleich die Bilder anderer
Kugelkreise sind, deren Ebenen nicht zur Tafel parallel sind.

Ist ndmlich £ ein Kreis auf der Kugel, dessen Ebene zur Tafel T pa-
rallel ist, so sei die Ebene der Zeichnung in Fig. 562 diejenige Ebene
durch den Hauptsehstrahl OH, die durch den Mittelpunkt der Kugel
geht, so daf3 die Tafel langs der mit T bezeichneten Geraden auf der

Zeichenebene senkrecht steht, die Kugel
zur Hilfte iiber, zur Hilfte unter dem
angegebenen GroBkreis liegt und der
Kreis ¢ durch seinen Durchmesser AB
dargestellt wird, lings dessen die Ebene
des Kreises auf der Ebene der Figur senk-
recht steht. Die Sehstrahlen nach den
Punkten des Kreises £ bilden einen Kreis-
kegel, und die Ebene der Figur ist die
Hauptebene des Kegels. Nach Nr. 377 er-
gibt sich daraus: Wenn OA und OB den
GroBkreis der Kugel zum zweitenmal in 9
und B treffen, liegt derjenige Kreis f, der UB als Durchmesser hat und
dessen Ebene lings AP auf der Ebene der Figur senkrecht steht, sowohl
auf der Kugel als auch auf dem projizierenden Kegel des Kreises k,

d.h.der Kreis f hat dasselbe perspektive Bild wie der Kreis %.

Anmerkung: Man vergleiche hiermit die Anmerkungen zu Nr. 165 nnd 278. Sie
beziehen sich auf eben diesen Umstand, aber nur fiir den Sonderfall einer Parallel-
projektion der Kugel.

380. Perspektive Darstellung einer Kugel ohne Umrif. Das per-
spektive Bild einer Kugel hat gar keinen Umri3, wenn sich das Auge
im Innern der Kugel befindet (Nr. 369). Aber auch in gewissen anderen
Fillen, wo das Kugelbild an sich einen Umrifl hat, kommt der Umrif3
fiir die Darstellung nicht in Betracht. Man denke z. B. an eine zylin-
drische Halle, die oben durch eine hohle Halbkugel als Kuppel begrenzt
ist. Wenn sich das Auge des Beobachters im Innern der Halle, aber
unterhalb der Ergidnzung der Halbkugel zu einer ganzen Kugel, also
auBerhalb der Vollkugel befindet, hat die Kugel an sich zwar einen Um-
riB, der Beobachter sieht ihn aber nicht, so daBl es unniitze Arbeit
wire, den Umrifl zu zeichnen.

Um in allen derartigen Féllen die Kugel im Bild anschaulich zu
machen, kénnte man solche Kreise der Kugel abbilden, die in zur Tafel
parallelen Ebene liegen und daher wieder als Kreise erscheinen (Nr. 371).
Aber kugelformige Hohlkuppeln pflegen auf der Innenseite architek-
tonisch gegliedert zu sein, ndmlich durch Rippen, die den Verlauf
von GroBkreisen der Kugel von der hochsten Stelle aus angeben oder den
Verlauf von wagerecht gelegenen Kreisen der Kugel zeigen. Derartige
Rippen erscheinen im Bild als Ellipsen, Parabeln oder Hyperbeln, die
man also nach Nr. 359, 362, 363, 365 und 366 zeichnen kann. Man
wird meistens damit zufrieden sein, diese Rippen freihdndig zu bestimmen,
nachdem man einige Punkte und Tangenten der Linien etwa mittels
der gebundenen Perspektive aus dem Grundril und Aufril gewonnen hat.

Da wir in dieser Hinsicht nichts Neues zu dem bisher Vorgetra~
genen hinzuzufiigen haben, gehen wir nicht niher darauf ein.



§ 6. Perspektives Bild von Kreis und Kugel. Nr. 380, 381. 171

381. Ubungen. 1) Von einer Hyperbel sei eine Asymptote, die
Richtung (nicht die Lage) der anderen Asymptoten und ein Punkt
nebst seiner Tangente gegeben. Wie kann man die Hyperbel Punkt
fir Punkt ermitteln (Nr. 357)?

2) Einen auf wagerechter Ebene stehenden Rotationskegel zu zeich-
nen, von dem ein Axialschnitt nach Grofle und Gestalt gegeben sei.
Die Grundebene sei durch ihre Spurgerade und der Mittelpunkt des
Grundkreises des Kegels durch sein Bild gegeben (Nr. 359 u.f.). Die
duBersten Mantellinien des Kegels kann man, da sie als Tangenten
des Grundkreisbildes erscheinen, mit Hilfe der in die Tafel umgelegten
Grundebene mit dem darin enthaltenen umgelegten Grundkreis zeichnen.
Man fasse ndmlich denjenigen Punkt der Grundebene ins Auge, dessen
Bild mit dem Bild der Kegelspitze zusammenféllt, und suche den zu-
gehorigen Punkt der umgelegten Ebene. Von dieser Stelle aus sind
die Tangenten an den umgelegten Grundkreis zu ziehen. Ihre Bilder
decken sich mit den &uBlersten Mantellinien.

3) Wie in Fig. 539 in Nr. 364 zeichne man zwei lotrecht stehende
Rotationszylinder (Séulen) von gleichem Radius, aber so, daB die eine
der Tafel ndher ist als die andere.

4) Perspektives Bild eines oben durch eine wagerechte Ebene ab-
geschlossenen zylindrischen Innenraumes unter der Annahme, dafl der
Beobachter in einer in den Raum fiihrenden Tur steht, so daB sich das
Auge auf dem Zylinder befindet (Nr. 365).

5) Zwei Pfeiler mit gleich groflen quadratischen Querschnitten sind
oben durch einen Halbkreisbogen verbunden. Das Bild herzustellen
unter der Annahme, dall der Beobachter den einen Pfeiler vor sich,
den anderen hinter sich habe, aber nicht gerade unter dem Bogen selbst
stehe (Nr. 366).

6) Perspektives Bild eines Gebdudes, das aus einer zylindrischen
Halle mit aufgesetzter Halbkugelkuppel besteht, und zwar fiir einen
aullerhalb des Gebédudes stehenden Beobachter (Nr. 364 und Nr. 373).

7) Perspektives Bild einer dicken Halbkugelschale mit zylindrischem
Fub.

8) Eine auf wagerechter Ebene ruhende Kugel soll zentrisch durch-
bohrt werden (Nr. 91). Die Achse der Durchbohrung sei zur Grund-
ebene parallel, und ihre Richtung sei durch einen auf dem Horizont
gegebenen Fluchtpunkt festgelegt.

9) In senkrechter Projektion soll im Grundrif und Aufrif eine
Kugel nebst ihrem Eigenschatten und den Schlagschatten auf den beiden
Tafeln fiir den Fall der Beleuchtung von einem im Endlichen gelegenen
Punkte L aus dargestellt werden. Das ist eine Verallgemeinerung der
inn Nr. 274 gelosten Aufgabe. Man fasse L als das Auge und die Grund-
riBtafel oder Aufrifitafel als Bildtafel T auf. Dann ist der Schlagschatten
der Kugel im Grundriff oder Aufrif jedesmal ein perspektives Bild der
Kugel. Er ist im Grundri8 eine Ellipse, wenn sich L hoher als die hochste
Stelle der Kugel befindet, eine Parabel, wenn L gerade so hoch wie die
hochste Stelle der Kugel ist, und eine Hyperbel, wenn L noch tiefer,
aber hoher als die tiefste Stelle der Kugel liegt. Entsprechendes gilt
fiir den Schlagschatten im Aufrif. Man hat sich der durch L parallel
zur betreffenden Tafel gelegten Ebene als Verschwindungsebene zu
bedienen.
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§ 7. Eigenschaften und Anwendungen der Kegelschnitte.

382. Pasealscher Satz, Die Kegelschnitte, die in der Perspektive als
Kreisbilder auftreten, spielen iiberhaupt in der Geometrie und ihren
Anwendungen eine grofie Rolle, und deshalb sind ihre Eigenschaften
aufs griindlichste erforscht worden. Wie werden aus der Lehre von
den Kegelschnitten nur einiges herausgreifen, was sich in der dar-
stellenden Geometrie als niitzlich erweisen wird.

Auf einem Kreise seien fiinf Punkte 4, B, C, D und O angenommen.
Der Punkt O werde mit 4, B, C, D geradlinig verbunden. Die Winkel,
die dadurch bei O bestimmt werden, seien in einem bestimmten Dreh-
sinn um O herum gemessen, siehe Fig. 563. Aus dem Satze vom Peripherie-

winkel folgt: Wandert O auf
dem Kreise nach einer andern
Stelle U, so bilden die Geraden
von U nach A4, B, C, D diesel-
ben Winkel miteinander wie die
von O nach 4, B,C, D. Dies
gilt fiir jede Lage von U auf dem
Kreise, z. B. auch im Fall der
Fig. 564. Der Inbegriff der vier
Geraden 04 ,0B,0C,0D ist also
mit dem der vier Geraden U4,
UB, UC, UD kongruent. Daraus folgt nach Nr. 327: Schneidet man
0A,O0B, OC, OD mit einer Geraden @’ in Punkten A’, B’,C’, I’ und
auch UA, UB, UC, UD mit einer Geraden a” in Punkten 4", B”, ¢,
D¥’, so ist das Doppelverhéltnis von 4’, B’, ¢V, D"
gleich dem von A", B”, C”’, D”’. Als schneidende
Gerade a’ wihlen wir die Gerade AB, so daf3 A4’
mit A und B’ mit B zusammenfillt, und als
schneidende Gerade o’ die Gerade AC, so daB}
A” mit 4 und ¢” mit C zusammenfillt, siehe
Fig. 565. Da A’ und A” an derselben Stelle
liegen, sind A4’, B’, ¢, D" und 4", B”, C”, D"
in perspektiver Lage (Nr. 330), d. h. die Geraden
B’B"” (oder BB"”), C'C” (oder C'C) und D’'D”
gehen durch einen gemeinsamen Punkt . Nun
bilden die sechs Punkte O, D, U, B, 4, C, in
dieser Reihenfolge genommen, ein dem Kreis
eingeschriebenes Sechseck, dessen Seiten 0D,
DU, UB, BA, AC, CO dementsprechend mit
1, 2...6 bezeicknet worden sind. Auch dann,
wenn das Sechseck wie hier verschrinkt ist,
nennt man die Seitenpaare 1,4 — 2,86 — 3, 6
die Gegenseitenpaare. Das Paar 7, 4 trifft sich
in D', das Paar 2, 5 in D" und das Paar 3, 6
in #. Diese drei Punkte liégen in gerader Linie.

Da nun die Kegelschnitte die perspektiven B’lder der Kreise sind
(Nr. 355), ergibt sich hieraus sofort allgemein:

Pascalscher Satz: Ist einem Kegelschnitt ein Sechseck
eingeschrieben, so liegen die drei Schnittpunkte der Gegen-
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seitenpaare des Sechsecks auf einer Geraden. Siehe Fig. 566,
wo als Kegelschnitt eine Ellipse gewdhlt ist. Die Gerade g der drei
Schnittpunkte heiBt die Pascalsche Gerade des
Sechsecks. In Fig. 566 ist wie in Fig. 665 nur des-
halb ein verschranktes Sechseck gewiahlt worden, weil
die Zeichnung sonst zu weitldufig wird. Ist némlich
das Sechseck nicht verschriankt, so riickt die Pascalsche
Gerade weit hinaus, wenn man nicht einige Seiten des
Sechsecks sehr kurz annimmt.

Anmerkung: Blaise Pascal (geb. 1623 zu Clermont, seit 1631
in Paris mit mathematischen, physikalischen und philosophischen
Studien beschiftigt, von 1654 an zuriickgezogen in Port-Royal lebend,
gest. 1662 in Paris, kulturgeschichtlich beriihmt durch seine Streit-
schrift gegen die Jesuiten) verfafite im Alter von noch nicht sechzehn
Jahren ein Buch iiber Kegelschnitte, von dem aber nur ein Bruchstiick von sieben Druck-
geiten im Jahre 1640 als ,Essai pour les coniques® verdffentlicht worden ist (ab-
gedruckt in den,,Oeuvres de Blaise Pascal®, herausgegeben von Bossut, im Haag und
Paris 1779, 4. Band, 8. 1—7). Dieses Bruchstiick ist es, auf dem der nach Pascal benannte
Satz zuerst vorkommt; es enthilt aber keinen Beweis. Fest. steht, daB Pascals Neffe
Perrier die Handschrift des Buches iiber Kegelschnitte Leibniz (Nr. 65) zur Priifung
iibersandt hat. Dieser schickte sie 1776 mit einem Brief zuriick. Die Handschrift ist seit-
dem verschollen, doch hat sich Leibniz in seinem Brief ausfiihrlich dariiber geduBert;
auch liefl er vom ersten Abschnitt, der allerdings nur von der perspektiven Entstehung der
Kegelschnitte als Kreisbilder handelt, eine noch jetzt vorhandene Abschrift herstellen.
Der Brief von Leibniz findet sich auf 8. 183—135 des Werkes ,,Der Briefwechsel
von Gottfried Wilhelm Leibniz mit Mathematikern®, 1. (einziger) Band, Berlin
1899, herausgegeben von Karl Immanuel Gerhardt. Wir fithren die folgende Stelle
an: ,,Aprés avoir expliqué la generation des sections du Cone, faite optiquement par la
projection d’un cercle sur un plan qui coupe le cone des rayons, il explique les proprietez
remarquables d’une certaine figure composée de six lignes droites qu’il appelle Hexa-
gramme Mystique, et il fait voir par le moyen des projections que tout Hexagramme
Mystique convient & une section conique, et que toute
la (?) section conique donne un Hexagramme Mystique.‘
Es diirfte danach keinem Zweifel unterliegen, da8 das
Hexagrammum mysticum, das geheimnisvolle Sechs-

eck, eben das Pascalsche Sechseck fiir beliebige Kegel-
schnitte ist.

383. Brianchonscher Satz. Unter o und »
seien zwei einen Kreis in O und U beriihrende
Geraden verstanden, siehe Fig. 567a. Eine
dritte Tangente ¢ mit dem Beriihrungspunkte 7'
schneide o und % in 4 und A4’. Ist K die Kreis-
mitte, so ist XOKA = <AKT und L TKA’
= L A'KU, daher xAKA’ die Hilfte von
XOKU. Wenn sich nun die Tangente { um
den Kreis dreht, behalt also <C4KA’ immer
dieselbe GroBe, d.h. die Geraden KA und
KA’ legen gleichzeitig immer gleiche Winkel
in demselben Sinne zuriick.
In Fig. 567 b ist die Tangente ¢ in vier
verschiedenen Lagen gezeichnet, in denen sie o
in 4,B,C,D und « in 4’, B’,C’, IV schneidet.
Der Inbegriff der vier Geraden von K nach
A4, B, C, D ist dem der vier Geraden von K nach 4’, B/, ¢/, D’ kon-
gruent. Dies gilt auch dann, wenn einzelne oder alle Schnittpunkte
jenseits der Beriihrungspunkte von o und # mit dem Kreise liegen, wie
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es hier mit D und D’ der Fall ist. Nach Nr. 327 haben also die vier
Punkte 4, B, C, D dasselbe Doppelverhéltnis wie die vier Punkte 4,
B, ¢’, D’. Man kann dies nach Nr. 330 auch so ausdriicken: Eine
verinderliche Kreistangente schneidet zwei feste Kreis-
tangenten in projektiven Punktreihen.
Nun seien in Fig. 568 irgend sechs verschiedene Tangenten o, u, a,
b, ¢, d an den Kreis gelegt. Die Schnittpunkte von a, b, ¢, d mit o seien
wieder 4, B, (', D, die mit u
wieder 4’, B’, (¥, I’ genannt, so
daf3 also das Doppelverhiltnis
von 4, B, C, D gleich dem von
A, B, ¢V, I ist. Die Geraden
von O nach 4, B, C, D schneiden
die Gerade B’C in vier Punkten.
Der erste sei mit E, der vierte
mit P bezeichnet. Der zweite ist
B’ und der dritte C. Nach dem
Satz des Pappus (Nr. 327) ist das
Doppelverhaltnis von 4, B, C,
D gleich dem von E, B, C, P.
Ferner schneiden die Geraden
von U nach A’, B, ¢/, D" die-
selbe Gerade B’C in vier Punk-
ten. Die drei ersten sind wieder
E, B, C, der vierte moge vor-
laufig mit ¢ bezeichnet sein. Nach dem Satz des Pappus ist das
Doppelverhéltnis von 4’, B’, ¢’, D’ gleich dem von E, B’, C, @. Mit-
hin sind die Doppelverhéltnisse von B, B’, C, P und E, B’, C,  einander
gleich, so dafi @ mit P zusammenfillt (Nr. 328). In der Reihenfolge
o, d, 4, b, a, ¢ machen die Tangenten ein dem Kreis umschriebenes
Sechsseit aus, desszn Ecken in Fig. 568 der Reihe nach mit 1,2 ...6
bezeichnet worden sind. In dem Sechsseit nennt man die Punktepaare
1,4 — 2,5 — 3, 6 Gegeneckenpaare, auch wenn das Sechsseit wie hier
verschrénkt ist. Die Diagonalen 14, 245, 36 treffen sich im Punkte P.
Durch projektive Abbildung geht aus dem Kreis ecin beliebiger Kegel-
schnitt hervor (Nr. 355). Also ergibt sich allgemein:
Brianchonscher Satz: Ist einem Kegelschnitt ein Sechs-
seit umschrieben, so gehen die drei die Gegenecken ver-
bindenden Diagonalen des Sechs-
seits durch einen Punkt, siehe
Fig. 569, wo als Kegelschnitt eine El-
lipse gewihlt worden ist. Der gemein-
same Punkt P heifit der Brianchon-
sche Punkt des Sechsseits.
Auch eine vorhin beim Kreis ge-
machte Bemerkung soll noch auf die
Kegelschnitte iibertragen werden, wie
sich sofort durch perspektive Abbildung
ergibt: Eine verdnderliche Tan-
gente eines Kegelschnittes schneidet auf zwei festen Tan-
genten des Kegelschnittes projektive Punktreihen aus.
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Anmerkung: Bei Nr. 150 wurde schon die Arbeit erwéhnt, in der Charles Julien
Brianchon 1805 den nach ihm benannten Satz zuerst bekannt machte. Siehe auch
seine ausfiihrlichere Abhandlung ,,M émoire sur les surfaces courbes du second
degré“, Journal de I’Ecole polyt. 13. Heft 1806, S.297-—311. Sein Beweis ist anders
als der oben gegebene.

Der Brianchonsche Satz steht dem Pascalschen Satz in der Geometrie
der Ebene dual gegeniiber (Nr. 191); man kann ihn z. B. aus dem Pascalschen Satz
vermdoge einer Transformation durch reziproke Polaren ableiten. Merkwiirdig ist es, daB
der Brianchonsche Satz erst anderthalb Jahrhundert spiter als der Pascalsche Satz
entdeckt wurde.

*384. Kegelschnitt bestimmt dureh fiinf Punkte oder fiinf Tangenten?).
Der Pascalsche und der Brianchonsche Satz geben, wie wir in Nr. 386
auseinandersetzen werden, das bequemste Mittel, um beliebig viele
Punkte oder Tangenten eines Kegelschnittes zu ermitteln, wenn fiinf
verschiedene Punkte oder fiinf verschiedene Tangenten des Kegelschnittes
bekannt sind. Nahe liegt nun die Frage, ob es iiberhaupt stets
einen Kegelschnitt gibt, der durch irgendwelche fiinf ver-
schiedene Punkte der Ebene geht oder irgendwelche fiinf
verschiedene Geraden der Ebene beriihrt.

Zundchst sind einige einfache Sonderfille zu bemerken: Nimmt
man fiinf verschiedene Punkte 4, B, €, D, E in der Ebene so an, daB
drei in gerader Linie liegen, z. B. 4, B, C, so bildet die Gerade ABC
zusammen mit der Geraden DE einen Kegelschnitt, nimlich eine aus-
geartete Hyperbel, wie sie durch den Schnitt eines Kreiskegels mit einer
Ebene durch seine Spitze entsteht. Nimmt man fiinf verschiedene Ge-
raden a, b, ¢, d, ¢ in der Ebene so an, daB drei durch einen gemein-
samen Punkt gehen, z. B. a, b, ¢, so ist die Strecke, die diesen Punkt
mit dem Schnittpunkte von d und e verbindet, ein Kegelschnitt, nimlich
eine ausgeartete Ellipse (Nr. 76), und a, b, ¢, d, e sind dabei Tangenten
der Ellipse. Diese beiden Sonderfille kénnen also, da sie immer zu
Kegelschnitten fiihren, im folgenden beiseite gelassen werden.

Demnach nehmen wir jetzt an, daB in der Ebene fiinf verschiedene
Punkte A, B, C, D, E gegeben seien, von denen keine drei in ge-
rader Linie liegen, oder daB in der Ebene fiinf verschiedene Geraden
a, b, ¢, d, e gegeben seien, von denen keine drei durch einen
Punkt gehen. Wir wissen nach Nr. 355, daB jedes perspektive Bild
eines Kegelschnittes ebenfalls ein Kegelschnitt ist. DaB durch jene
fiinf Punkte ein Kegelschnitt geht oder daB jene fiinf Geraden einen
Kegelschnitt beriihren, steht deshalb fest, sobald bewiesen worden
ist, daB man durch eine perspektive Abbildung jene fiinf Punkte oder
fiinf Geraden in eine solche Lage bringen kann, daB durch die Bild-
punkte ein Kegelschnitt geht oder daB die Bildgeraden durch einen
Kegelschnitt beriihrt werden. Durch eine geeignete perspektive Ab-
bildung 188t sich aber stets erreichen, daB die Bildpunkte %, B, ¢, ®
von 4, B, C, D ein Rechteck bestimmen (Nr. 347) oder daB die Bild-
geraden a, b, ¢, b von a, b, ¢, d einen Rhombus ausmachen. In diesem
Falle ndmlich mu8 man nur dafiir sorgen, daB a und ¢ parallele Bilder
bekommen, ebenso b und d, und daf die Bilder der Diagonalen des
Vierseits a, b, ¢, d zueinander senkrecht werden. Mithin kommt es nur
darauf an, zu beweisen, daBl es stets einen Kegelschnitt gibt, der durch
alle Ecken eines Rechtecks ABED und auBerdem durch einen beliebig

1) Die mit Sternchen versehenen Nummern sind {iberschlagbar.




176 4. Kapitel. Zentralprojektion oder Perspektive.

in der Ebene des Rechtecks angenommenen Punkt € geht, sowie daB} es
stets einen Kegelschnitt gibt, der alle Seiten eines Rhombus abcd und
aullerdem eine beliebig in der Ebene des Rhombus angenommene Ge-
rade e beriihrt.

Da das Rechteck ebenso wie der Rhombus zwei zueinander senk-
rechte Symmetriegeraden hat, das Rechteck ndmlich die beiden Mittel-
linien und der Rhombus die beiden Diagonalen, wird man darauf aus-
gehen, einen Kegelschnitt zu suchen, der diese Symmetriegeraden als
Achsen hat. Ein Kegelschnitt, der die Mittellinien des Rechtecks als
Achsen hat und durch eine Ecke 9 des Rechtecks geht, enthilt ndmlich
in der Tat auch die drei anderen Ecken B, €, ® des Rechtecks. Ein
Kegelschnitt ferner, der die Diagonalen des Rhombus als Achsen hat
und eine Seite a des Rhombus beriihrt, hat offenbar auch die drei an-
deren Seiten b, ¢, D des Rhombus als Tangenten. Mithin kommt alles
darauf hinaus zu beweisen: Sind zwei zueinander senkrechte Geraden
gegeben, so ist stets ein Kegelschnitt vorhanden, der diese Geraden als
Achsen hat und durch zwei beliebig in der Ebene der Achsen vorge-
schriebene Punkte % und € geht oder zwei beliebig in der Ebene der
Achsen vorgeschriebene Geraden a und e beriihrt. Dies wird in der
nichsten Nummer bewiesen werden; augenscheinlich handelt es sich
dabei nur um Ellipsen und Hyperbeln, weil die Parabeln nur eine Achse
haben. Nehmen wir das Ergebnis der nichsten Nummer vorweg, so
finden wir also:

Durch fiinf verschiedene; Fiinf verschiedene Geraden
Punkte der Ebene geht stets|der Ebene beriihren stets ei-
ein Kegelschnitt. nen Kegelschnitt.

#*385. Ellipsen und Hyperbeln mift gegebenen Achsengeraden und
zwei gegebenen Punkten oder Tangenten. Um den versprochenen Nach-
weis zu fiihren, setzen wir voraus, zwei einander senkrecht schneidende
Geraden g, und g, seien als diejenigen Geraden gegeben, auf denen die
Achsen einer gesuchten Ellipse oder Hyperbel liegen. AuBlerdem seien
in der Ebene der Geraden ¢, und g, zwei Punkte P, Q oder zwei Ge-
raden p, g beliebig gegeben. Dann soll bewiesen werden, da8 eine Ellipse
oder Hyperbel vorhanden ist, die durch P und @ geht oder » und ¢
beriihrt und deren Achsen auf g, und ¢, liegen.

Zundchst fassen wir den Fall ins Auge, wo auBer den
Achsengeraden g,, g, zwei verschiedene Punkte P, Q gegeben
sind und eine Ellipse gefunden werden soll. Die fragliche Ellipse
muBl nach Nr. 73 aus dem Kreise, der die auf g, gelegene Ellipsen-
achse als Durchmesser hat, dadurch hervorgehen, daB man alle Ent-
fernungen von g, nach einem konstanten Verhaltnis vergrofert oder
verkleinert. Mit P; und @, seien die aus P und @ bei der Ausiibung
dieser Affinitdt mit der Affinitdtsachse g, hervorgehenden Punkte des
Kreises bezeichnet. Nun ist zu verlangen: Erstens missen P, und @,
vom Schnittpunkte M der Achsen g, und g, gleiche Entfernungen haben,
und zweitens miissen P, und ¢, auf den Loten von P und @ auf g, so
liegen, daBl P,@Q), die Achse g, in demselben Punkt S, trifft, wie es PQ tut.
Dieser Punkt S, ist aber bekannt, siehe Fig. 570. Der Mittelpunkt R,
von P,@, liegt auf dem von der Mitte R von PQ auf ¢, gefillten Lot,
und zwar muBl MR, zu P,Q, senkrecht sein. Mithin ergibt sich R, als
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Schnittpunkt des von R auf g, geféllten Lotes mit dem Kreis vom Durch-
messer MS;. Hat man dadurch R, bestimmt, so ergeben sich sofort P,
und @, so, daf sie in der Tat auf einem Kreis um M liegen. Demnach
ist der auf g, gelegene Durchmesser dieses Kreises die eine Achse der
gesuchten Ellipse.

In genau derselben Weise kann man die auf g, gelegene Achse der
Ellipse bestimmen, indem man statt §; den Schnittpunkt S, von PQ
mit g, benutzt, also den Hilfskreis iiber dem Durchmesser MS, zeichnet,
siehe Fig. 571. Indem man beide Konstruktionen vereinigt, ergibt sich
von selbst die Erzeugung der gesuchten Ellipse aus zwei konzentrischen
Kreisen wie in Nr. 73.

Aber diese Konstruktionen sind nur dann ausfiihrbar, wenn die
Kreise mit den Durchmessern M8, und MS, die von R auf g, bzw. g,
gefillten Lote treffen, d. h. wenn der Mittelpunkt R des Punktpaars
P, @ zwischen S, und 8, gelegen ist. Sobald der Mittelpunkt
von P@ nicht zwischen den Schnittpunkten §8,,8, von PQ
mit den Achsen liegt, gibt es,
keine Ellipse, die den gestellten
Forderungen geniigen konnte.

Wir zeigen jetzt, daB sich eine
Hyperbel ergibt. Dieser Fall liegt
in Fig. 572 vor. Darin ist angenom-
men, dal §; zwischen P und @ liege.
Wir behaupten, daB es hier eine
Hyperbel gibt, deren Achsen auf g,
und g, liegen und die durch P und @
geht, und dafl die Hauptachse dieser
Hyperbel auf g, gelegen ist. Die
Asymptoten x und y der Hyperbel
miissen ndmlich nach Nr. 259 zwei Be-
dingungen geniigen: Erstens miissen
sie mit g, gleiche Winkel bilden, und zweitens miissen sie P@ in
Punkten X, Y so schneiden, daB die Mitte R von P@Q zugleich die
von XY ist. Da der Mittelpunkt B von PQ bekannt ist, geniigt man
beiden Bedingungen so: Das in R auf PQ errichtete Lot schneidet g,
in einem Punkte 7', und das Mittellot von M7, trifft R7T, im Mittel-
punkt eines Kreises durch M und 7,, der PQ sicher schneidet. Die

Scheffers, Geometrie II. 2. Autl, 12
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Schnittpunkte X und Y liegen, da die Bogen 7, X und 7',Y einander

gleich sind, so, daB T\ MX = X T,MY ist. Da aullerdem RX = RY

ist, sind die Bedingungen erfiillt: Die Geraden MX und MY oder

und y sind die Asymptoten der gesuchten Hyperbel, die im iibrigen
nach Nr. 259 vollkommen bestimmt ist.

Jetzt werde angenommen, dafl auBler den beiden sich

in M senkrecht schneidenden Geraden ¢, und g, zwei ver-

schiedene Geraden p und ¢

in der Ebene gegeben seien.

Zundchst suchen wir eine

Ellipse, deren Achsen auf

g, und ¢, liegen und die p

und ¢ berihrt. Zur Vorberei-

tung diene Fig. 573. Wieder mufl

die gesuchte Ellipse einem Kreis

affin sein, der die auf g, gelegene

Achse der Ellipse als Durch-

messer hat. Der dem Schnitt-

punkt 7' von p und g entsprechende affine Punkt sei T, so dafl die

Geraden p, und ¢, von T, nach den Schnittpunkten 4, und B, von p

und ¢ mit g, die zu p und ¢ affinen Kreistangenten bedeuten. Zu fordern

ist, daB p, und ¢, gleiche Abstinde von M haben, denn nur dann kénnen

sie Tangenten eines Kreises um M sein. Wire T, schon gefunden, so

wiirde das in T, auf MT, errichtete Lot die Gerade g, in einem Punkt N,

so schneiden, daB das Punktepaar 4,, B, durch das Punktepaar M, N,

harmonisch getrennt wird, weil 7,/ und 7',N, die Winkel von p, und ¢,

in gleiche Teile zerlegen (Nr.186). Da 4;, B, und M bekannt sind,

hat also der Punkt N, als vierter harmonischer Punkt eine bestimmte

Lage. Wird nun der

Kreis mit dem Durch-

messer MN, geschla-

gen und mit 7', einer

seiner Schnittpunkte

mit dem Lot von T

auf ¢, bezeichnet, so

ist < MT,N, ein rech-

ter Winkel, und aus

dem Umstand, daB 4,,

B, zu M, N, harmo-

nisch sind, ergibt sich

dann nach Nr. 186,

dal MT, mit 4,T,

und B,T, oder p, und

q, gleiche Winkel bil-

det. Mithin gibt es in

der Tat einen Kreis um M, der p; und ¢, berithrt. Um diese Konstruk-

tion durchzufiihren, braucht man den vierten harmonischen Punkt N,.

Zweckm#Big geht man deshalb so vor wie in Fig. 574: Die gegebenen

Geraden p und ¢ schneiden g, und g, in je zwei Punkten; diese vier

Schnittpunkte sind die Ecken eines vollstindigen Vierecks (Nr. 187

und 333). Verbindet man die Punkte iiber Kreuz, so geht ein Schnitt-
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punkt H hervor. Die auf g, und g, gelegenen Ecken des Vierecks werden
durch den Diagonalpunkt M und den Schnittpunkt N, bzw. N, der
Diagonale T'H mit g, bzw. g, harmonisch getrennt. Damit ist der Punkt N,
gefunden sowie der entsprechende Punkt N, auf g,. Man bekommt nun
sofort beide Achsen der Ellipsen, indem man die Kreise mit den Durch-
messern M N, und M N, mit den Loten von T' auf g, bzw. g, in T, und 7,
schneidet und darauf einerseits von 7', aus die Geraden nach den Schnitt-
punkten von g; mit p und ¢ und andererseits von 7', aus die Geraden
nach den Schnittpunkten von g, mit p und g zieht. Dadurch nimlich
ergeben sich zwei Geradenpaare von T, bzw. T, aus, die Tangenten-
paare von Kreisen um M sind, und diese beiden Kreise haben mit g,
bzw. g, je einen Durchmesser gemein, der die auf g, bzw. g, gelegene
Ellipsenachse ist.

Diese Konstruktion versagt nur dann, wenn der Kreis iiber MN,
das Lot von T auf g; oder der Kreis iiber MN, das Lot ‘von T auf g,
nicht trifft, d. h. wenn der Punkt 7' nicht zwischen N, und N, liegt.
Deshalb gehen wir schlieBlich darauf aus, in dem Fall, wo 7' nicht
zwischen N; und N, liegt, eine Hyperbel zu konstruieren,
die ihre Achsen auf g, und ¢, hat und von der p und ¢
Tangenten sind. Dazu-bedarf es einer Vorbereitung:

Zwei Tangenten p und q einer Hyperbel mit den Asymptoten z und y
liegen so, daB ihre Beriihrungspunkte P und @ die Mitten der von z
und y auf ihnen abgeschnittenen Strecken sind
und daf die Parallelogramme mit je einer
Seite auf x und y, deren vierte Ecken P und
sind, gleiche Fliche haben (Nr. 259), siehe
Fig. 575. Da die Dreiecke, die p und ¢ mit
den Asymptoten einschlieBen, doppelt so groB3
wie diese Parallelogramme sind, sind sie ein-
ander ebenfalls flachengleich, d. h. wenn man
die Schnittpunkte von p und ¢ mit 2 und y
tiber Kreuz verbindet, gehen zwei parallele
Geraden hervor. Weil eine Hyperbel durch die
Angabe ihrer Asymptoten und einer Tangente
vollstindig ‘bestimmt ist (Nr. 259), laBt sich
dies umkehren: Die Bedingung dafiir, daB zwei
Geraden p und ¢ Tangenten einer Hyperbel mit
den Asymptoten z und y seien, besteht darin, daB sich durch Uberkreuz-
verbinden der Schnittpunkte von p und ¢ mit x und y zwei parallele
Geraden ergeben. Wie frither sei M der Schnittpunkt von # und y und 7'
der von p und q. Die Schnittpunkte von p und ¢ mit & und y sind die
Ecken eines vollstindigen Vierecks (Nr. 187 und 333), von dem zwei Seiten
parallel sind, also ein Diagonalpunkt unendlich fern liegt. Aus den beim
vollsténdigen Viereck vorkommenden harmonischen Punktepaaren und
aus dem Umstand, dal ein Punktepaar durch den Mittelpunkt und den
unendlich fernen Punkt seiner Geraden harmonisch getrennt wird (Nr. 184),
folgt also: Die parallelen Seiten des Vierecks sind zu einer Geraden #
durch 7T parallel, die zusammen mit 7'M das Geradenpaar p, ¢ har-
monisch trennt, und MT geht durch die Mitten der zwischen x und y
gelegenen Stiicke der parallelen Viereckseiten. Mithin ist 7' auch die
Mitte zwischen den Punkten X und Y, in denen % die Asymptoten «

12*
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und y trifft. Umgekehrt: Sind # und y zwei sich in M schneidende
Geraden und trifft eine Gerade h diese Geraden in den Punkten X
und Y, deren Mitte 7T sei, so ziehe man durch 7' zwei Geraden p und g¢,
die TM und kb harmonisch trennen. Diese beiden Geraden schneiden
dann z und y in Punkten, die {iber Kreuz verbunden parallele Geraden
liefern. Also gibt es eine Hyperbel mit den Asymptoten z und y und
den Tangenten p und gq.

Nach dieser Vorbereitung nehmen wir an, aufer den einander in M
senkrecht schneidenden Geraden g, und g, seien zwei Geraden p und ¢
mit dem Schnittpunkt 7' in der Ebene gegeben. Wir bestimmen wie
im vorhergehenden Fall der Ellipse die zu TM hinsichtlich p und ¢
harmonische Gerade % durch 7T, indem wir die Schnittpunkte von g,
und g, mit p und ¢ iiber Kieuz verbinden, wodurch ein Punkt H der

gesuchten Geraden % hervorgeht, siehe Fig. 576.
Die Gerade h trifft g, und g, in Punkten N,
und N,, und wir nehmen an, dafl 7 nicht
zwischen N, und N, gelegen sei. Nach dem
Vorhergehenden ist eine Hyperbel vorhanden,
deren Achsen g, und g, sind und die p und ¢
beriithrt, sobald man auf TH zwei Punkte X
und Y so ausfindig machen kann, daf} erstens T’
die Mitte von XY ist und zweitens MX und
MY mit g, gleiche Winkel bilden. Dann nim-
lich sind XX und MY die Asymptoten. Weil
XN MN, ein rechter Winkel ist, wird gefor-
dert, da 7' die Mitte von XY sei und das
Punktepaar X, Y das Punktepaar N;, N, har-
monisch trenne (Nr. 186), d.h. dafl TX2 = T'Y?
= TN, - TN, sei (Nr. 185). Man lege also von dem Punkt 7, der sich
auBerhalb des Kreises iiber dem Durchmesser N,N, befindet, die Tan-
genten an diesen Kreis. Sie sind gleich 7X und 7'Y. Mithin trifft der
Kreis um 7', der durch die Beriihrungspunkte der Tangenten geht, also
den Kreis iiber NN, senkrecht schneidet, die Gerade TH in den ge-
suchten Punkten X und Y. Die Hyperbel ist vollstindig bestimmt,
weil man ihre Asymptoten MX MY oder z,y und ihre Tangenten p
und g kennt (Nt. 259).

386. Kegelschnittkonstruktionen.

Wenn von einem Kegelschnitte Wenn von einem Kegelschnitte
finf Punkte 1, 2, 3, 4, 5 gegeben |fiinf Tangenten 1, 2, 3, 4, § ge-
sind, siehe Fig. 577a, werde durch |geben sind, siehe Fig. 577 b, werde

Fig. 577a. Fig. 577b.

den Punkt 5 eine Gerade a beliebig |auf der Geraden 5 ein Punkt 4 be-
gezogen. Soll 6 der noch unbekannte | liebig angenommen. Soll 6 die noch
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zweite Schnittpunkt von a mit dem
Kegelschnitt sein, so ist 12...6
ein Pascalsches Sechseck (Nr. 382).
In der Anordnung

1
6
5

iibersieht man sofort, welches die
Gegenseiten sind. Man bestimmt
also die Pascalsche Gerade g, in-
dem man 12 mit 45 sowie 23
mit § 6, d. h. mit a, schneidet und
beide Schnittpunkte verbindet.

Nach dem Pascalschen Satz
miissen sich die Geraden 3 4 und 6 I
auf der Geraden g schneiden. Man
ermittelt also den Schnittpunkt von
3 4 mit g und verbindet ihn gerad-
linig mit 7. Dann ist der Schnitt-
punkt der Verbindenden mit a der
gesuchte Punkt 6 des Kegelschnitts.

Da die Gerade a willkiirlich
durch den Punkt § gelegt werden
kann, ergeben sich so durch bloles
Verbinden und Schneiden beliebig
viele Punkte des Kegelschnittes.

Wenn zwei Punkte eines Kegel-
schnitts unendlich benachbart sind,
ist ihre gemeinsame Gerade eine
Tangente des Kegelschnitts. Dies
kann man verwerten, um die Auf-
gabe zu lGsen:

Von einem Kegelschnitte
seien fiinf verschiedenePunkte
1, 2, 3, 4, 5 gegeben. Gesucht

wird die Tangente des Punk-
tes 5. Siehe Fig 578 a.

181

unbekannte zweite Tangente von A4
an den Kegelschnitt sein, so ist
12...6 ein Brianchonsches Sechs-
seit (Nr.383). In der Anordnung

2
3
4

iibersieht man sofort, welches die
Gegenecken sind. Man bestimmt
also den Brianchonschen Punkt P,
indem man die Gerade vom Schnitt-
punkt von I und 2 nach dem von
4 und & mit der Geraden vom
Schnittpunkt von 2 und 3 nach dem
von 4 und 6, d. h. mit 4 verbindet.

Nach dem Brianchonschen Satz
muB die Verbindende des Schnitt-
punktes von 3 und 4 mit dem von
6 und I durch P gehen. Man ver-
bindet also den Schnittpunkt von 3
und 4 mit P und schneidet die Ver-
bindende mit 1. Dann ist die Ge-
rade von diesem Schnittpunkt nach
A die gesuchte Tangente 6 des
Kegelschnitts.

Da der Punkt A willkiirlich auf
der Geraden 6 gewiahlt werden kann,
ergeben sich so durch bloBles Ver-
binden und Schneiden beliebig viele
Tangenten des Kegelschnitts.

Wenn zwei Tangenten eines
Kegelschnitts unendlich benachbart
sind, ist ihr gemeinsamer Punkt ein
Punkt des Kegelschnitts. Dies kann
man verwerten, um die Aufgabe zu
16sen:

Von einem Xegelschnitte
seien fiinf verschiedene Tan-
genten 1, 2, 3, 4, 5 gegeben.

Gesucht wird der Berithrungs-
punkt der Tangente 5. Siehe
Fig. 578 b.
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Unter 6 verstehe man ndmlich
den auf der gesuchten Tangente un-
endlich nahe bei § gelegenen Punkt
des Kegelschnittes. Von der Pascal-
schen Geraden g des Sechsecks
12...6 kennt man dann den
Schnittpunkt von 12 mit 45 und
den von 34 mit 6 1, denn 6 I fallt
mit § 1 zusammen. Somit ist g be-
kannt. Mithin ist die gesuchte
Tangente des Punktes §, némlich
die Seite 6 des Pascalschen Sechs-
ecks, die Gerade von § nach dem
Schnittpunkt von ¢ und 2 3.

Wenn man von einem Ke-
gelschnitte vier verschiedene
Punkte 1, 2, 3, 4 und die Tan-
gente des Punktes £ kennt, heifit
das, daB noch ein zu 4 unendlich
benachbarter Punkt 6 des Kegel-
schnitts, namlich der auf der Tan-
gente von 4 gelegene, bekannt ist.
Daher 1a8t sich auch in diesem Fall
der Pascalsche Satz anwenden, um
beliebig viele Punkte des Kegel-
schnitts durch bloBes Verbinden und
Schneiden zu ermitteln.

Entsprechendes gilt, wenn von
einem Kegelschnitt drei verschie-
dene Punkte und die Tangen-
ten von zweien gegeben sind.

4. Kapitel. Zentralprojektion oder Perspektive.

Unter 6 verstehe man némlich die
durch den gesuchten Punkt gehende
und zu § unendlich benachbarte
Tangente des Kegelschnittes. Durch
den Brianchonschen Punkt P des
Sechsseits 12...6 geht dann die Ge-
rade, die den Schnittpunkt von I
und 2 mit dem von 4 und § ver-
bindet, sowie diejenige, die den
Schnittpunkt von 3 und 4 mit dem
von 6 und I verbindet, denn der
Schnittpunkt von 6 und 7 ist der
von § und 1. Somit ist P bekannt,
Mithin ist der Beriihrungspunkt der
Tangente 5 der Schnittpunkt von &
mit der Geraden, die P mit dem
Schnittpunkt von 2 und 3 verbindet.

Wenn man von einem Kegel-
schnitte vier verschiedene Tan-
genten 1, 2, 3, 4 und den Be-
rithrungspunkt der Tangente 4
kennt, heiflt dies, daB noch eine zu 4
unendlich benachbarte Tangente §
des Kegelschnitts, ndmlich die 4 in
dem Beriithrungspunkt schneidende,
bekannt ist. Daher a3t sich auch
in diesem Fall der Brianchonsche
Satz anwenden, um beliebig viele
Tangenten des Kegelschnitts durch
bloBes Verbinden und Schneiden zu
ermitteln.

Entprechendes gilt, wenn von
einem Kegelschnitt drei verschie-
dene Tangenten und die Be-
riihrungspunkte von zweien
gegeben sind.

Wir wollen jedoch hierauf nicht néher eingehen und nur den Fall
betrachten, wo von einem Kegelschnitt drei verschiedene

Punkte und die Tangenten von zweien gegeben sind.

In

Fig. 579 seien 4, B, C die gegebenen Punkte und @ und b die gegebenen

Tangenten von 4 und B. Da die

Tangente a mit dem Kegelschnitte

zwel unendlich benachbarte Punkte

gemein hat, bezeichnen wir 4 mit
1 und 2, indem wir unter 72 die
Gerade a verstehen. Ferner bezeich-
nen wir (' als dritten Punkt mit 3
und B mit 4 und 4, da in B zwei un-
endlich benachbarte Punkte liegen,
deren Gerade 4 § die Tangente b ist.

Der Schnittpunkt von @ und b sei 7' genannt. Wenn 6 einen beliebigen
Punkt des Kegelschnitts bedeutet, ist 72 ... 6 ein Pascalsches Sechseck.
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Als Pascalsche Gerade g ergibt sich eine Gerade durch den Schnittpunkt
von 12 und 45 oder ¢ und b, d. h. durch 7. Sie muB auBerdem durch
den Schnittpunkt von 23 und § 6, d. h. von AC und B6, sowie durch
den Schnittpunkt von 34 und 6 1, d. h. von BC und 46 gehen. Also
findet man den Punkt 6, indem man g beliebig durch 7' zieht, die
Schnittpunkte von AC und BC mit g bestimmt und sie iiber Kreuz mit
B und A verbindet, wie es Fig. 579 zeigt. Hiermit kommen wir auf
die Konstruktion in Fig. 530 von Nr. 357 zuriick.

Wenn 4, B, C drei Punkte eines Kegelschnitts und a, b, ¢ ihre Tan-
genten sind, siehe Fig. 580, hat man sich vorzustellen, daf} in 4 zwei
unendlich benachbarte Punkte I und 2, in B zwel unendlich benach-
barte Punkte 3 und 4 sowie in C zwei unendlich
benachbarte Punkte 5§ und 6 liegen, indem die
Geraden 12, 34, 56 die Tangenten a,bd,c
sind. Auf das Sechseck 72 ... 6 kann man dann
den Pascalschen Satz anwenden. Man kann
aber auch annehmen, dafl in ¢ zwei unendlich
benachbarte Tangenten 7 und 2 zusammenfallen,
ebenso in b zwei unendlich benachbarte Tan-
genten 3 und 4 sowie in ¢ zwei unendlich be-
nachbarte Tangenten § und 6, indem 4, B, C
die Schnittpunkte der Tangentenpaare 1,2 —

3,4 — 5, 6 sind. Auf das Sechsseit 12...6
kann man dann den Brianchonschen Satz anwenden. Man findet:

Ist einem Kegelschnitt ein Dreieck ABC eingeschrieben
und wird ihm dasjenige Dreiseit abc umschrieben, dessen
Seiten den Kegelschnitt in A, B, C beriihren, so liegen die
Schnittpunkte der Seiten BC,CA, AB des Dreiecks mit den
entsprechenden Seiten a, b, ¢ des Dreiseits auf einer Ge-
raden g, wihrend die Verbindenden der Ecken 4, B,C mit
den Ecken (bc), (ca), (ab) des Dreiseits durch einen Punkt P
gehen. (Vgl. Nr. 193, 3. Aufgabe fiir den Fall einer Ellipse.) Die in
Fig. 580 vorkommenden vollstindigen Vierecke und Vierseite zeigen
iiberdies, daB der Punkt P der Pol der Geraden g hinsichtlich
des Kegelschnitts ist (Nr. 361).

*387. Parabel mit gegebener Achsengeraden und zwei gegebenen
Punkten oder Tangenten!). In Nr. 385 wurden diejenigen Ellipsen und
Hyperbeln ermittelt, deren Achsen auf zwei gegebenen zueinander senk-
rechten Geraden liegen und von denen auBlerdem noch zwei Punkte
oder zwei Tangenten vorgeschrieben sind. Wir vervollstindigen diese
Betrachtungen durch eine einfache Anwendung der Sitze von Pascal
und Brianchon, indem wir die Parabel ermitteln, deren Achse auf einer
gegebenen Geraden g liegt und die durch zwei gegebene Punkte P und ¢
geht oder zwei gegebene Tangenten p und g hat.

Zunichst seien auBler der Geraden g der Achse zwel
Punkte P und @ gegeben, sieche Fig. 581. Die Parabel mul auch
durch den Spiegelpunkt P’ von P hinsichtlich g gehen. Da die Parabel
die unendlich ferne Gerade in dem unendlich fernen Punkt von g beriihrt,
kann man ein Pascalsches Sechseck so herstellen, wie es das Schema

1) Die mit Sternchen versehenen Nummern sind iiberschlagbar.
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rechts unten angibt. Darin bedeutet die Sechseckseite @@ die noch
unbekannte Tangente des Punktes @ und die Sechseckseite ocoo die
unendlich ferne Gerade, wihrend die mit oo bezeichneten Ecken den
unendlich fernen Punkt von ¢ darstellen.
Der Schnittpunkt der Gegenseiten PP’
und Qoo ist der Punkt R als Schnitt-
punkt von PP’ mit der Parallelen zu ¢
durch ¢. Der Schnittpunkt der Gegen-
seiten P@ und oooo ist der unendlich
ferne Punkt von P@. Mithin ist die
Pascalsche Gerade die Parallele zu P@Q
durch E. Sie schneidet die Seite coP”
des Sechsecks, ndmlich die Parallele zu g
durch P/, in 7. Folglich ist die Seite
QQ, d. h. die Tangente des Punktes @,
die Gerade Q7. Nun weifl man nach
Nr. 264, daB diese Tangente den Winkel,
den QR mit dem Brennstrahl des Punktes @ bildet, in gleiche Teile zer-
legt. Also ergibt sich der Brennpunkt F' auf ¢, indem man <X7QR um
TQ uwmklappt. Macht man ferner QV auf QR gleich QF, so hekommt
man in V einen Punkt der zu g senkrechten Leitlinie ! der Parabel.
Sind von der Parabel auBer der Geraden ¢ der Achse
zweli Tangenten p und ¢ gegeben, siehe Fig. 582, so ergibt sich
durch Spiegelung von p an ¢ noch eine Tangente p’. Nun bilde man
das im Schema rechts unten angegebene
Brianchonsche Sechsseit. In diesem
Schema stellt oo die unendlich ferne
Gerade und der Eckpunkt oooo den
unendlich fernen Punkt von g als den
Berithrungspunkt der unendlich fernen
Geraden dar. Ferner bedeutet der Eck-
punkt gg den noch unbekannten Be-
rithrungspunkt der Tangente ¢. Die
Anwendung des Brianchonschen Satzes
liefert nun die in der Figur angegebene
Konstruktion: R ist der Schnittpunkt
der Parallelen zu g durch den Schnitt-
punkt von p und ¢ mit der Parallelen
zu g durch den Schnittpunkt von p und 9, und RQ ist zu p’ parallel.
Der Punkt @ ist der Berlihrungspunkt der Tangente ¢. Weiterhin
findet man wie vorhin den Brennpunkt F und einen Punkt V der Leit-
linie I der Parabel.

388. Bestimmung der Parabel durch Einhiillung. Von den zahllosen
Anwendungen der Sitze von Pascal und Brianchon zum Bestimmen
beliebig vieler Punkte oder Tangenten eines Kegelschnitts geben wir
jetzt nur noch eine besonders einfache an: In Nr. 383 zeigte sich, daB3
der Brianchonsche Satz im wesentlichen dasselbe besagt wie der Satz,
nach dem eine verénderliche Tangente auf zwei festen Tangenten p
und ¢ eines Kegelschnitts projektive Punktreihen ausschneidet. Wir
wollen nun insbesondere auf gegebenen Geraden p und ¢ zwei dhn-
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liche Punktreihen zeichnen, siehe Fig. 583. Mit irgendeiner Einheit
stellen wir also auf p einen Mallstab 0 1234 ... und mit irgendeiner
anderen Einheit auf ¢ einen MafBlstab 0’ 1’ 2" 3’ 4’ . .. her. Da &dhnliche
Punktreihen zu den projektiven ge-

héren, weil ja z.B. 0, 1, 2, 3 dasselbe

Doppelverhiltnis wie ¢, I, 2/, 3’

haben, sind die Geraden 0¢’, 1171,

22,33 ... lauter Tangenten eines

Kegelschnitts. Die Mafstabe lassen

sich auch iiber 0 und ¢’ hinaus ins

Negative fortsetzen. Wir wissen, dafl

der Kegelschnitt auch p und ¢ als

Tangenten hat. Dies 148t sich auch

so bestdtigen: Der Schnittpunkt 7'

von p und ¢ ist ein Punkt des MaB-

stabes auf p (hier der Punkt —2),

und ihm entspricht auf ¢ ein Punkt des zweiten MaBstabes (hier der
Punkt —2’). Also ist die Verbindende beider Punkte eine Tangente;
aber diese Verbindende ist die Gerade g selbst. Ebenso beweist man
aufs neue, dafl auch p eine Tangente ist.

Weiterhin beachte man: Dem unendlich fernen Punkt des ersten
MafBstabes entspricht der unendlich ferne Punkt des zweiten MaBstabes,
d. h. die Gerade, die beide Punkte verbindet, némlich die unendlich
ferne Gerade, ist eine Tangente des Kegelschnitts. Also ist der Kegel-
schnitt eine Parabel.

Sind von einer Parabel zwei Punkte P und @ nebst ihren Tangenten p
und ¢ gegeben, so findet man hiernach beliebig viele Parabeltangenten
so: Man bringt auf p und ¢ einander dhnliche Mafstibe an, aber so,
daB dem Schnittpunkt 7' von p und ¢ als Punkt von p der Punkt @
von ¢ und auBlerdem dem Punkt P von p der Punkt 7' von ¢ entspricht.
Dies geschieht, indem man 7'P in eine Anzahl gleicher Teile und 7'Q
in dieselbe Anzahl gleicher Teile zerlegt. Die Zidhlung der Teil-
punkte geschieht nun so, da dem Punkt P von p der Punkt 7' von ¢
und dem Punkt 7' von p der Punkt @ von ¢ entspricht. Alsdann sind
die Geraden, die Teilpunkte von p und ¢ mit gleichen Zahlen verbinden,
Tangenten der Parabel.

389. Zur Anwendung der Sitze von Pascal und Brianchon., Kommt
in einer Aufgabe der darstellenden Geometrie ein Kegelschnitt vor, so
ist es selbstverstindlich das beste, seine Achsen zu ermitteln. Zur Be-
stimmung der Achsen braucht man keineswegs die Sitze von Pascal
und Brianchon, vielmehr jedesmal besondere Uberlegungen, die von
der Art der gestellten Aufgabe abhiingen.

Aber es gibt Fialle, in denen man auf die Bestimmung
der Kegelschnittsachsen mit guten Griinden verzichten
kann. Vor allem dann, wenn der Aufwand von Miihe, den die Ermitt-
lung der Achsen erfordert, nicht im rechten Verhédltnis zum Gewinn
steht, und dann, wenn die dafiir ndtigen Konstruktionen so umstéind-
lich sind, daB die doch immer unvermeidlichen kleinen Zeichenfehler
das Ergebnis tatséchlich ungenau machen. Auch dann wird man auf
die Achsen verzichten konnen, wenn nur ein kleines sichtbares Stiick
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des Kegelschnitts vorkommt. Ferner bedenke man, dafl Schatten blof3
zur besseren Veranschaulichung des Dargestellten dienen sollen und in
Wirklichkeit wegen der Lichtzerstreuung in der Luft und wegen des
Widerscheins heller Flachen nur selten scharf begrenzt sind. Wenn
also etwa ein Schatten durch einen Kegelschnitt umrandet wird, darf
man auf die Bestimmung der Achsen des Kegelschnitts verzichten.
Ganz besonders gilt dies fiir Grenzen von Eigenschatten krummer
Flichen, weil lings dieser Schattengrenzen Streiflicht ist, also der Uber-
gang vom Hellen zum Dunkeln allméhlich stattfindet.

In allen diesen Fillen nun bieten die Sétze von Pascal
und Brianchon bequeme Hilfsmittel, um den zu zeichnen-
den Kegelschnitt hinreichend genau festzustellen, da sie
nach Nr. 386 gestatten, beliebig viele Punkte und Tangenten zu be-
stimmen. Es ist aber unzweckméBig, allzu viele Punkte oder Tangenten
zu ermitteln. Denn wegen der unvermeidlichen Zeichenfehler mull man
doch beim Ausziehen des Kegelschnitts mit Hilfe des Kurvenlineals
eine Ausgleichung zwischen den gefundenen Punkten oder Tangenten
vornehmen. Gerade hier zeigt sich der Meister in der Beschrinkung,
wihrend der Anfinger nutzlos Zeit und Miihe verschwendet. Man be-
achte iiberdies, dall Tangenten besser als Punkte Auskunft {iber den
Verlauf einer Kurve geben; demnach sollte man den Satz des Brianchon
mehr als den des Pascal benutzen.

Besonders oft kommt in der Perspektive der Fall vor, daB ein
Kegelschnitt zu zeichnen ist, der erstens einem Viereck
von beliebiger Gestalt eingeschrieben ist und zweitens die
Seiten des Vierecks in denjenigen Punkten A, B, ¢, D be-
rithrt, die sich als Schnitte der Seiten mit den Geraden
vom Diagonalpunkt nach den Schnittpunkten gegeniiber-
liegenden Seiten ergeben, siehe Fig. 584. Wenn namlich einem

Kreis ein Quadrat umschrieben ist,
stellt sich der Kreis bei perspektiver
Abbildung als ein Kegelschnitt dar,
der in der angegebenen Weise einem
Viereck eingeschrieben ist. Ubrigens
sei daran erinnert, daB jedes der-
artige Viereck nach Nr. 347 als Bild
eines Quadrats aufgefat werden kann,
woraus folgt, dal} es stets einen Kegel-
schnitt gibt, der dem Viereck in der
vorhin angegebenen Art eingeschrie-
ben ist. Das Brianchonsche Sechsseit
III...VI und das Pascalsche Sechs-
eck 72...6 in Fig. 584 zeigen, wie
man beliebige Tangenten p des Kegelschnitts nebst ithren Beriihrungs-
punkten P finden kann.

Sind von einem Kegelschnitt fiinf Punkte gegeben, so kann man
mit Hilfe des Pascalschen Satzes den Mittelpunkt finden.
Wenn niamlich die Punkte 4, B, C, D, E gegeben sind, bestimme man
den Punkt F, in dem die Parallele zu AB durch C' den Kegelschnitt
zum zweitenmal schneidet. Dann ist auf der Geraden, die den Mittel-
punkt von 4B mit dem von COF verbindet, ein Durchmesser gelegen.
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Ebenso kann man eine zweite derartige Gerade bestimmen. Der
Schnittpunkt beider ist der gesuchte Mittelpunkt. Ubrigens kann man
weiterhin auch die Achsen des Kegelschnitts ausfindig machen,
aber wir gehen darauf nicht ein, weil das Ergebnis bei der wirklichen
zeichnerischen Ausfithrung wegen der Zeichenfehler nur selten be-
friedigt. Wir empfehlen dagegen ein Naherungsverfahren, das in der
Anwendung meistens ausreicht: Nachdem man mittels des Satzes von
Pascal oder Brianchon so viel vom Kegelschnitt bestimmt hat, da8 man
ihn einigermafien gut nachziehen kann, lege man parallele Sehnen hin-
durch und stelle ihre Mittelpunkte fest. Sie werden nicht genau in
gerader Linie liegen. Durch Ausgleichung mit Hilfe des angelegten
Lineals bekommt man einen Durchmesser hinreichend genau. Entweder
bestimmt man dann den Mittelpunkt dieses Durchmessers, oder man
stellt, was besser ist, auf dieselbe Art einen zweiten Durchmesser her,
um den Mittelpunkt zu finden. Hat man den Mittelpunkt erhalten, so
ziehe man um ihn einige Kreise und bestimme die Mitten ihrer im Kegel-
schnittsinnern gelegenen Sehnen. Diese Mitten liegen auf der Haupt-
achse; sind sie nicht genau in gerader Linie, so mufl man die Fehler
ausgleichen.

390. Perspektive Abbildung der Kegelschnitté. Nach Nr. 357 ist das
perspektive Bild eines Kegelschnitts k& stets ebenfalls ein Kegelschnitt.
Je nachdem %k die Verschwindungsebene meidet, beriihrt oder schneidet,
hat das Bild keinen, nur einen oder zwei verschiedene unendlich ferne
Punkte, d. h. es gilt dieselbe Regel wie beim Kreis (Nr. 355): Das
perspektive Bild eines Kegelschnitts ist eine Ellipse, Pa-
rabel oder Hyperbel, je nachdem er die Verschwindungs-
ebene meidet, berithrt oder schneidet.

Aus Griinden, die vollkommen nur mit Hilfe der analytischen Geo-
metrie dargelegt werden kénnen, nennt man die Kegelschnitte die
Kurven zweiten Grades (auch zweiter Ordnung oder Klasse). Hier
geniige als Erklirung, daB ein Kegelschnitt eine Kurve ist, die von
einer Geraden ihrer Ebene in héchstens zwei Punkten getroffen wird
(daher Kurve zweiter Ordnung), und daB von einem Punkt der Ebene
hochstens zwei Tangenten an die Kurve gehen (daher Kurve zweiter
Klasse).

Ein Kegel, dessen Grundkurve ein Kegelschnitt ist, heiit entsprechend
ein Kegel zweiten Grades. Die Sehstrahlen nach den Punkten eines
Kegelschnitts bilden also einen Kegel zweiten Grades. Jeder ehene
Schnitt eines Kegels zweiten Grades ist eine Ellipse, Parabel oder
Hyperbel, und zwar, je nachdem die schneidende Ebene zu keiner
Mantellinie oder zu nur einer Mantellinie, also zu einer Tangentialebene,
oder zu zwei verschiedenen Mantellinien parallel ist, oder auch: je nach-
dem die zur Schnittebene parallele Ebene durch die Kegelspitze keine
oder nur eine oder zwei verschiedene Mantellinien enthélt. Insbesondere
kann man die schneidende Ebene so annehmen, daBl eine Ellipse hervor-
geht. Weil man diese Ellipse als neue Grundkurve desselben Kegels
benutzen kann, folgt: Jeder Kegel zweiten Grades kann als
elliptischer Kegel aufgefalt werden. Nebenbei bemerkt 148t sich
sogar beweisen, dafl es allemal kreisférmige Schnitte gibt, so daB also
jeder Kegel zweiten Grades als Kreiskegel aufgefait werden kann. Die
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Gesamtheit aller Kegel zweiten Grades ist also nichts
anderes als die Gesamtheit aller Kreiskegel.

Nimmt man als Grundkurve des Kegels eine Hyperbel an, so
machen diejenigen Mantellinien, die nach dem einen Aste gehen, nur
einen Teil des Kegelmantels aus; er wird vervollstindigt durch den
Teil, der von den Mantellinien nach den Punkten des anderen Astes
erzeugt wird, und beide Teile grenzen in denjenigen Mantellinien an-
einander, die zu den Asymptoten der Hyperbel parallel sind. Man muf
dabei dessen eingedenk sein, dall die Mantellinien eines Kegels nicht
in der Kegelspitze enden, vielmehr auch der Scheitelkegel zum Gesamt-
kegel gehort (Nr. 157). Erst so wird die Tatsache verstédndlich, da8
jeder hyperbolische Kegel als elliptischer Kegel aufgefat werden kann.

Ein Kegel zweiten Grades wird von einer Geraden, die
keine Mantellinie ist, in héchstens zwei Punkten getroffen.
Von einem Punkt, abgesehen von der Kegelspitze, gehen
hdchstens zwei Tangentialebenen an den Kegel.

391. Kreisschatten in der Perspektive, Wirft ein Kreis bei Zentral-
beleuchtung seinen Schatten auf eine Ebene, so ist der Schatten als
Schnitt der Ebene mit dem Lichtkegel eine XEllipse, Parabel oder
Hyperbel, je nachdem die zur Ebene parallele Ebene durch
die Lichtquelle den Kreis meidet, beriihrt oder schneidet.
Allgemeiner ergibt sich, daB auch der Schlagschatten eines Kegel-
schnitts auf einer Ebene unter den entsprechenden Bedingungen eine
Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist. Wir wollen uns aber auf die
Schatten der Kreise beschrinken. Im Fall der Parallelbeleuch-
tung wird aus dem Lichtkegel ein Lichtzylinder, und dann ist der
Schlagschatten des Kreises eine Ellipse (Nr. 133).

Ist ein Kreis k£ durch seinen Grundril und Aufril ge-
geben (Nr.245) und ist auBlerdem der Grundril und Aufriff
einer Lichtquelle L vorgeschrieben, so bestimmt man den Schlag-
schatten, den der Kreis auf die Grundrifitafel wirft, indem man L als
das Auge und die Grundriitafel als Bildtafel T in der Perspektive
auffaBt, d. h. als Verschwindungsebene die zur Grundrifitafel parallele
Ebene durch L benutzt. Je nachdem also der Kreis k keinen Punkt
oder nur einen Punkt oder zwei verschiedene Punkte hat, die gerade-
so hoch wie L iiber der Grundriltafel liegen, ist der Schlagschatten auf
dieser Tafel eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel. Man bestimmt ihn
nach Nr. 359, 362, 363, 365 und 366. Entsprechendes gilt von dem
Schatten, den der Kreis auf die Aufriitafel wirft.

Jetzt wollen wir uns mit der perspektiven Darstellung eines
Kreises k£ und seines Schlagschattens auf einer Ebene E
beschiftigen. Ebenso wie der Kreis im Bild als Ellipse, Parabel oder
Hyperbel erscheinen kann, wird sich sein Schlagschatten als irgend-
eine dieser drei Arten von Kegelschnitten darbieten; z. B. kann er im
Bild eine Hyperbel sein, auch wenn er in Wahrheit eine Ellipse ist.
Denn wie er im Bild erscheint, héngt davon ab, wie viele Punkte der
Schlagschatten mit der Verschwindungsgeraden der Ebene E gemein
hat, da sich diese Punkte als unendlich ferne Punkte abbilden. Weil
nun der Schlagschatten durch den Schnitt von E mit den Strahlen von
der Lichtquelle L nach den Punkten des Kreises k zustande kommt,
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ergibt sich: Das perspektive Bild des Schlagschattens, den
ein Kreis k auf eine Ebene E wirft, ist eine Ellipse, Parabel
oder Hyperbel, je nachdem die Ebene durch die Licht-
quelle L und die Verschwindungsgerade der Ebene E den
Kreis k meidet, berithrt oder schneidet. Im Fall der Parallel-
beleuchtung tritt an die Stelle dieser Hilfsebene diejenige Ebene durch
die Verschwindungsgerade von E, die zur Lichtrichtung parallel ist.
Um das Bild des Schlagschattens zu finden, legt man um den Kreis %
ein Quadrat und 148t es Schatten auf die Ebene E werfen. Dadurch
entsteht ein Viereck, dem der gesuchte Schattenkegelschnitt so ein-
geschrieben ist wie dem Viereck in Fig. 584 von Nr. 389, so daf der
Schlagschatten nach dem dort angegebenen Verfahren ermittelt wer-
den kann.

Hiernach ist die Konstruktion in Fig. 585 ohne weiteres klar. Es
handelt sich um den Schlagschatten, den ein Kreis in lot-
rechter Ebene auf eine wagerechte Ebene mit der Spur-
geraden s bei Annahme einer lotrechten Tafel wirft. Ins-
besondere ist der
Kreis so gewdhlt,
dal er die wage-
rechte Ebene be-
rithrt. Das Bild
des Kreises wird
wie in Fig. 540 von
Nr. 364 mit Hilfe
desjenigen um-
schriebenen Qua-
drats 1234 her-
gestellt, dessen Sei-
ten lotrecht oder
wagerecht sind, wo-
bei man den Flucht-
punkt ¥ und den zu-
gehorigen Teilungs-
punkt 7' braucht,
wenn der Radius »
des Kreises vorge-
schrieben ist. Bei der Beleuchtung von L aus sind die Punkte 7 und 2
ihre eigenen Schatten. Die Schatten II] und IV der Ecken 3 und 4
ergeben sich mit Hilfe der FuBpunkte 7 und 2 dieser Ecken und des
FuBpunktes L’ der Lichtquelle. Der Kreis zeigt seine helle Seite, da der
Sinn des Umlaufes von 4 iiber C, B, D dem des Schlagschattens von
A iiber €, B, D entspricht.

In Fig. 586 kommt der Schatten eines Kreises vor, dessen Ebene
nicht lotrecht zur schattenauffangenden Ebene ist. Hier handelt es
sich nimlich um den Schlagschatten und Eigenschatten eines
Rotationskegels, der auf wagerechter Grundebene liegt,
also diese Ebene als Tangentialebene hat. Der zur Grundebene senk-
rechte Axialschnitt des Kegels ist unten gegeben. Hat man A auf der
Grundebene im Bilde beliebig angenommen und die Richtung der Mantel-
linie AK durch ihren Fluchtpunkt F, auf dem Horizont % festgelegt,
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so findet man die Bilder der Spitze KX und der FuBlpunkte M” und B’
der Lote von der Mitte // und vom ho6chsten Punkt B des Grundkreises
auf die Grundebene, indem man den zu F, gehorigen Teilungspunkt 7',
wie in Fig. 447 von Nr. 308 zur perspektiven Ubertragung der Strecken
AK, AM’, AB" benutzt. Dann findet man M und B, indem man nach
Fig. 444 von Nr. 308 die Héhen M’M und B’B in der richtigen Ver-
kiirzung einzeichnet. Dem Grundkreis ist wieder ein Quadrat 72 34
zu umschreiben. Man wihlt am besten dasjenige, dessen eine Seite 1 2
der Grundebene angehért. Da sie zu 4K in Wahrheit senkrecht sein

muB, ergibt sich der Fluchtpunkt F, von 72 mit Hilfe des rechten
Winkels F,(0)F,. Nach F, geht auch der Grundril C’D’ des wage-
rechten Kreisdurchmessers 'D sowie der von 34, wihrend die Grund-
risse von 14 und 23 den Fluchtpunkt ¥, haben. Hiernach a8t sich
das Bild des umschriebenen Quadrats 712 34 nebst den Beriihrungs-
punkten 4, B, C, D vollstindig zeichnen, ebenso der Schlagschatten
121IIIV des Quadrats nebst den Schlagschatten $,¢,® von B, C
und D. Der Kreis sowie sein Schatten sind nun wie in Fig. 584 von
Nr. 389 zu zeichnen. Die duflersten Mantellinien des Kegels sind die
von K nach dem Kreishild gehenden Tangenten. Der Schlagschatten
des Kegels wird von einem Teil des Kreisschattens und von den von K
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an diesen Kegelschnitt gezogenen Tangenten begrenzt. Indem man von
den Beriihrungspunkten dieser beiden Tangenten in der Lichtrichtung
zuriickgeht, bekommt man auf dem Grundkreis die Endpunkte der-
jenigen Mantellinien, die den Eigenschatten des Kegels begrenzen. Nur
eine von ihnen ist zu sehen. Auf eine genauere Bestimmung dieser
Mantellinie gehen wir nicht ein, weil lings ihrer Streiflicht vorkommt.
also der Ubergang vom Hellen zum Dunkeln in Wahrheit ganz allméhlich
stattfindet. Der Grundkreis zeigt seine dunkle Seite, weil der Umlaufs-
sinn von A iiber ' nach B und D dem von A iiber € nach % und ®
entgegen ist.

In Fig. 587 ist derselbe lotrecht stehende Kreis wie in der vorletzten
Fig. 585 angenommen. Die Lichtquelle L ist' hier aber so tief gew#hlt.

daB das Bild des Schlagschattens des Kreises eine Hyperbel
wird. Wir wollen auseinandersetzen, wie man die Asymptoten dieser
Hyperbel findet. Wie oben gesagt wurde, ist das Bild des Schlagschattens
eine Hyperbel, wenn die Ebene durch die Lichtquelle L und die Ver-
schwindungsgerade » der schattenauffangenden Ebene, also hier der
Grundebene, den Kreis schneidet. Demnach handelt es sich zunichst
darum, die Schnittgerade z jener Ebene und der Kreisebene zu finden,
und dazu braucht man die Spur- und Fluchtgeraden der Ebenen. Zieht
man in der Grundebene durch L’ eine beliebige Gerade I’ mit dem Spur-
punkt S/ und Fluchtpunkt F;/, so erscheint diejenige Gerade 1, die von L
nach dem Verschwindungspunkt von I’ geht, im Bild als Parallele zu I’.
Die beiden Geraden I’ und ! gehoren ferner einer lotrechten Ebene an,
weil die lotrechte Strecke L’L in dieser Ebene enthalten ist. Mithin
sind die in S/ und F; errichteten Lote die Spur- und Fluchtgerade der
Ebene, so da man den Spurpunkt 8, und Fluchtpunkt F, von I be-
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kommt, indem man diese Lote mit der Parallelen / zu I’ durch L schneidet.
Die Gerade [ ist nun eine Gerade derjenigen Ebene, die von der Licht-
quelle L nach der Verschwindungsgeraden der Grundebene geht. Man
erkennt also, dafl diese Ebene als Spur- und Fluchtgerade s, und f, die
Parallelen zu % durch S, und F, hat. Ferner hat die lotrechte Kreis-
ebene als Spur- und Fluchtgerade s, und f, die Lote, die vom Spurpunkt
8, und Fluchtpunkt F, derjenigen Geraden g ausgehen, lings deren die
Kreisebene auf der Grundebene steht. Somit ist der Schnittpunkt 8§,
von §; und s, der Spurpunkt und der Schnittpunkt F, von f, und f,
der Fluchtpunkt der gesuchten Schnittgeraden z. Wie man sieht, hat
diese Gerade z mit dem Kreis in der Tat zwei Punkte X und Y gemein,
deren Schlagschatten also unendlich fern liegen, so daf die Schlag-
schatten ¢ und y der zugehorigen Kreistangenten z und y die Asym-
ptoten der Schlagschattenhyperbel sind. Diese Asymptoten gehen einer-
seits durch die Punkte U und V, in denen die Kreistangenten z und y
die Grundebene schneiden, und andererseits durch den Schlagschatten 3
des Schnittpunktes Z von # und y. Da man von der Schattenhyperbel
auller den Asymptoten noch einen Punkt 4 kennt, weil dieser sein eigner
Schatten ist, oder da man noch den Schatten irgendeines anderen
Punktes des Kreises leicht ermitteln kann, 1Bt sich die Hyperbel nach
Nr. 259, 260 zeichnen. Das wichtigste zu ihrer Bestimmung sind die
Asymptoten; deshalb empfiehlt es sich, sie genauer zu ermitteln, indem
man némlich die Ebene des Kreises nach Nr. 337 um ihre Spurgerade s,
in die Tafel umlegt und dort die X und Y entsprechenden Schnitt-
punkte X und Y der umgelegten Geraden z mit dem umgelegten Kreis
feststellt. Das ist genauer, als der Schnitt der Geraden z mit dem
elliptischen Kreisbild.

392. Kugelschatien bei Zentralbeleuchtung. Der Kegel der Strahlen,
die von einer Lichtquelle L aus als Tangenten an eine Kugel zu legen
sind, ist ein Rotationskegel, der die Kugel lings eines Kreises beriihrt.
Die Eigenschattengrenze der Kugel ist also auch bei Zen-
tralbeleuchtung ein Kreis. Befindet sich die Lichtquelle im End-
lichen, so ist der belichtete Teil der Kugel kleiner als die Hilfte; nur
bei Parallelbeleuchtung ist er gerade so gro8 wie der dunkle. Wir nehmen
selbstverstdndlich an, daB sich die Lichtquelle L aufBlerhalb der Kugel
befinde.

Der Schlagschatten, den eine Kugel auf eine Ebene E
wirft, wird von einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel um-
randet, je nachdem die zu E parallele Ebene durch L die
Kugel meidet, berithrt oder schneidet (Nr. 390).

Ist die Kugel und die Lichtquelle im Grundri und Aufril gegeben,
so kann man die Schatten (wie in Nr. 274) dadurch bestimmen, daf3 man
als Seitenriftafel eine Ebene benutzt, die zu einer Symmetrieebene
parallel ist (Nr. 245), ndmlich zu der lotrechten Ebene durch die Kugel-
mitte und die Lichtquelle. Man kann dabei die Lichtquelle L als Auge
und die schattenempfangende Grundrifitafel als Bildtafel T betrachten,
also die Aufgabe als eine Aufgabe der Perspektive behandeln. Nach
Nr. 369 ergibt sich dabei: Der Schlagschatten, den eine Kugel
auf eine Ebene wirft, wird auch bei zentraler Beleuchtung
durch einen Kegelschnitt umrandet, dessen Brennpunkte
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die Schlagschatten der Endpunkte des zur Ebene senk-
rechten Durchmessers sind.

In Fig. 588 beschrinken wir uns auf den Fall, wo die Licht-
quelle L gerade so weit wie der Mittelpunkt der Kugel
von der AufrifSitafel entfernt
ist. In diesem Fall ndmlich ist die
Aufrifitafel selbst parallel zur er-
wihnten Symmetrieebene. Deshalb
erscheint der Eigenschattenkreis im
Aufri bloB als eine Strecke 4"/ B”;
diese Strecke ist gleich dem wahren
Durchmesser des Kreises. Im Grund-
rif} stellt sich der Kreis als Ellipse
mit der Nebenachse A4’B’ und der
Hauptachse "D’ = A”B” dar. Der
Schlagschatten UAB von AB ist die
Hauptachse der Ellipse, die im vor-
liegenden Fall den Schlagschatten-
der Kugel umgrenzt. Die Brenn-
punkte ¥, und ¥, sind die Schatten
der Endpunkte des zur Grundrifi-
tafel senkrechten Kugeldurchmessers.

Wegen einer nachher zu machenden
Anwendung sei erwihnt, dall man

auch ohne diese Brennpunkte den
Schatten konstruieren kann: Man
umschreibt dem Eigenschattenkreis
dasjenige Quadrat, von dem zwei

Kanten ¢ und b zur Grundrifitafel

parallel sind. Die Schlagschatten a,

b, ¢,  aller vier Kanten a,b,c,d

des Quadrats liefern ein Viereck, dem der Schlagschattenkegelschnitt so
einzuzeichnen ist wie in Fig. 584 von Nr. 389.

Wir kommen zur perspektiven Darstellung der Kugel-
schatten. Der Schlagschatten, den eine Kugel auf eine Ebene E wirft,
wird im perspektiven Bilde durch eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel
begrenzt, je nachdem die Ebene durch die Lichtquelle L und die Ver-
schwindungsgerade der Ebene E die Kugel meidet, beriihrt oder schneidet,
immer vorausgesetzt, daf sich die Lichtquelle nicht im Innern der Kugel
befinde. HEs kann z.B. sehr wohl vorkommen, da3 die Grenze des
Schlagschattens in Wahrheit eine Hyperbel, aber im Bild eine Ellipse ist.

In Fig. 589 ist die Bildtafel T wie immer lotrecht angenommen und
eine wagerechte Ebene durch ihre Spurgerade s festgelegt. Eine Kugel
von gegebenem Radius r soll auf dieser Grundebene liegen und auf sie
Schatten werfen. Da man die Bildtafel durch eine zu ihr parallele Ebene
ersetzen kann (Nr. 291), ist es keine wesentliche Beschriankung der All-
gemeinheit, wohl aber eine kleine Vereinfachung der folgenden Zeich-
nung, wenn wir annehmen, die Kugelmitte K gehére der Tafel selbst
an, also ihr FuBpunkt K’ der Spurgeraden s der Grundebene. (Will man
den allgemeinen Fall haben, so fasse man s in Fig. 589 nicht als die
Spurgerade, sondern als irgendeine zur Tafel parallele Gerade der Grund-

Scheffers, Geometrie II. 2. Aufl, 13
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ebene auf; dann ist der Radius r, der in der Figur vorkommt, nicht
der wahre Radius der Kugel, sondern der Radius des Bildes desjenigen
GroBkreises, der zur Tafel parallel liegt.) Den Kugelumrill findet man
nach Nr. 372, indem man den auf der Tafel gelegenen Kugelkreis k
benutzt und auflerdem den zur Tafel senkrechten Durchmesser PQ der
Kugel herstellt, da P und @ die Brennpunkte des Umrisses liefern. Man
ermittelt zuerst die FuBlpunkte P’ und @ von P und @ auf der Tiefen-
linie K’H mit Hilfe des Distanzpunktes D, als Teilungspunktes, indem
man die Strecke r perspektiv von K’ aus bis P’ und @' abtrigt. Die
Nebenachse und Hauptachse ergibt sich wie in Nr. 372; wir haben aber
die zugehdrigen Hilfslinien weggelassen.

Vorerst nehmen wir an, dafl die Lichtquelle L ebenso
wie die Kugelmitte K der Tafel T angehire; der allgemeine
Fall soll erst nachher betrachtet werden. Der Fufipunkt L’ der Licht-
quelle soll also auf der Spurgeraden s gelegen sein. Wir kdnnen nun
die Bildtafel T als die Aufriitafel der vorhergehenden Fig. 588 auf-
fassen, denn der Kreis k£ ist der Umril der senkrechten Projektion der
Kugel auf T. Indem wir also wie im Aufri} von Fig. 588 von L aus
die Tangenten an k£ ziehen und ihre Beriihrungspunkte 4 und B be-
stimmen, bekommen wir denjenigen Durchmesser des Eigenschatten-
kreises, der der Tafel T selbst angehért. DPer dazu senkrechte Durch-
messer ist auch zu Tafel senkrecht und stellt sich also im perspektiven
Bild als Strecke auf der Geraden vom Hauptpunkt H nach dem Mittel-
punkt M von AB dar. Weil er in Wahrheit gleich AB sein muf}, wird
man zunichst in der Grundebene vom Fulpunkt M’ von M aus auf
der Tiefenlinie M’H den Radius ¢ = M4 nach beiden Seiten perspektiv
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bis ¢’ und D’ mit Hilfe des Distanzpunktes D, als Teilungspunktes
eintragen und dann zu den FuBpunkten ¢ und D’ die zugehorigen
Punkte ¢ und D auf der Tiefenlinie MH bestimmen. Nachdem so das
in Wahrheit rechtwinklige Durchmesserpaar 4 B, C D des Eigenschatten-
kreises perspektiv dargestellt ist, bekommt man die Tangenten a und b
von A und B, weil sie Tiefenlinien sind, indem man A4 und B mit H
verbindet, wihrend die Tangenten ¢ und d von € und D als Parallelen
zur Tafel auch im Bilde parallel zu 4B verlaufen. Nach Fig. 584 von
Nr. 389 kann man nun den Kegelschnitt zeichnen, der das Bild des
Eigenschattenkreises ist. Die Begrenzung des Schlagschattens, den die
Kugel auf die Grundebene wirft, bekommt man, indem man die Schlag-
schatten der beiden Durchmesser und der Tangenten bestimmt. Die
Schatten % und B von 4 und B liegen auf s, die Schatten € und ®
von C und D findet man sofort, da die FuBpunkte ¢ und D’ bekannt
sind. Die Schatten a und b von @ und b sind ebenfalls Tiefenlinien und
gehen also nach dem Hauptpunkt H. Die Schatten ¢ und b von ¢ und d
kann man dadurch bestimmen, daB man die Schatten ermittelt, die von
den Schnittpunkten von ¢ und d mit ¢ und b auf die Grundebene
geworfen werden. In Fig. 589 ist sowohl der Punkt € als auch seine
Tangente ¢ zu weit entlegen. Aber der Umril des Schlagschattens ist
dennoch bestimmt, weil man von diesem Kegelschnitte drei Punkte
A, B, D nebst ihren Tangenten a, b, b kennt, so daB er nach Nr. 386
gezeichnet werden kann.

Den Fall, wo die Kugel von einer Lichtquelle L in be-
liebiger Lage beleuchtet wird, kann man auf den soeben behan-
delten dadurch zuriickfithren, da man die Kugel und die fest mit
ihr verbunden gedachte Lichtquelle um den zur Grundebene senkrechten
Kugeldurchmesser so weit dreht, bis die Lichtquelle wie vorhin ein
Punkt der Tafel wird. Wenn die Lichtquelle L und ihr FuBpunkt L’
gegeben sind, siehe Fig. 590, bestimmt man zundchst den Punkt (L)
auf s, wohin der FuBpunkt der Lichtquelle bei der Drehung gelangt,
d. h. man ermittelt mit Hilfe des zum Fluchtpunkt F, von K'L’ ge-
horigen Teilungspunktes 7', die wahre Liange von K’L’ als Strecke K'(L')
auf s, indem man L’T, mit s zum Schnitt bringt. Wenn (L) die neue
Lage der Lichtquelle bedeutet, ist L(L) in Wahrheit zu L’(L’) parallel,
so daB also (L) im Bilde der Schnittpunkt von L7, mit dem in (L') er-
richteten Lot ist. Wir haben es nun so eingerichtet, da die neue Lage
(L) gegeniiber der Kugel dieselbe wie die von L in der vorhergehenden
Fig. 589 ist. Die damals mit 4 und B bezeichneten Punkte sind jetzt
die Punkte (4) und (B), ndmlich die Berithrungspunkte der von (L)
an den Kreis & gezogenen Tangenten. Indem wir die Drehung riickwérts
ausfithren wollen, bringen wir die Geraden von den FuBpunkten (4’)
und (B’) von (A4) und (B) nach dem Teilungspunkt 7, mit #, K’/ in 4’
und B’ zum Schnitt. Die in A’ und B’ errichteten Lote treffen T',(A)
und 7',(B) in den Punkten A und B, in die (4) und (B) bei der Zuriick-
drehung tiibergehen. Der Mittelpunkt (M) von (4)(B) geht in den
Punkt M iiber, der sich in entsprechender Weise mit Hilfe des Fuf3-
punktes (M) ergibt. Die Schlagschatten (U) und (B), die (4) und (B)
bei der Beleuchtung von (L) aus auf die Grundebene werfen und die
auf s gelegen sind, gelangen beim Zuriickdrehen nach den Schnitt-
punkten A und B von 7', (A) und 7', (B) mit F, K’L’. Der Durchmesser AB

13*
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des Eigenschattenkreises liegt zusammen mit seinem Schlagschatten % B
in der lings F,K’L’ auf der Grundebene senkrecht stehenden Ebene.
Der zu AB senkrechte Durchmesser CD des Eigenschattenkreises ist
das in M auf diese Ebene zu errichtende Lot. Folglich wird sein Flucht-
punkt F, auf dem Horizont A gefunden, indem man F;, mit dem um-
gelegten Auge (0) verbindet und auf F,(0) in (0O) das Lot errichtet.
Mithin liegen C und D auf der Geraden von M nach F,. Ebenso liegen
die FuBpunkte ¢’ und D’ auf der Geraden von M’ nach F,. Da nun CD
in Wahrheit zu "D’ parallel und iiberdies gleich (4)(B), dem wahren
Kreisdurchmesser, ist, ergeben sich ¢ und D’, indem man mit Hilfe
des zum Fluchtpunkte F, gehorigen Teilungspunktes 7', von M’ aus auf
F,M’ nach beiden Seiten den Radius ¢ = (M) (4) des Eigenschattenkreises

perspektiv eintrigt. Um die Figur nicht zu iiberladen, sind die hierfiir
notigen Hilfslinien in der Zeichnung fortgelassen. Die in ¢” und D’ er-
richteten Lote schneiden F, M in C und D, sa daBl man auch die Schlag-
schatten € und ® von C und D finden kann. Man kennt mithin die
beiden in Wahrheit zueinander senkrechten Durchmesser 4B und CD
des Eigenschattenkreises und ihre Schlagschatten A% und €D. Nun
miisser noch die Tangenten in ihren Endpunkten bestimmt werden.
Da die Tangenten a@ und b von 4 und B in Wahrheit zu CD und die
Tangenten a und b von % und B in Wahrheit zu €D parallel sind, gehen
a,b, a, b simtlich vom Fluchtpunkt F, aus. Die Tangenten ¢ und d
von C und D sind in Wahrheit zu 4B parallel. Nun ist der Flucht-
punkt F; von AB der senkrecht iiber F, gelegene Punkt von AB, weil
AB und A’B’ einer lotrechten Ebene angehéren. Man zieht somit ¢
und d von F; aus. Der Fluchtpunkt F, hat einen sofort zu ermittelnder
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Schlagschatten §,, und von ihm gehen ¢ und b aus. Nun kann man
die beiden Kegelschnitte, die im Bilde die Eigenschatten- und Schlag-
schattengrenze sind, nach Fig. 584 von Nr. 389 zeichnen.

393. Anderes Verfahren zur Bestimmung des Eigenschattens einer
Kugel. Eine Kugel ist bestimmt, sobald man ihren Mittelpunkt M und
ihren Radius r kennt. In der Perspektive kann man den Mittelpunkt M
insbesondere dadurch festlegen, da man aufler seinem Bilde noch die
Tiefenlinie angibt, auf der er liegt. Der Fluchtpunkt dieser Tiefenlinie
ist der Hauptpunkt H. Ihr Spurpunkt sei 8, genannt. Dieser Spur-
punkt §,, ist die senkrechte Projektion des Punktes M auf die Bildtafel.
Die Lichtquelle L kann man entsprechend festlegen, indem man auBer
ihrem Bilde noch den Spurpunkt S, der durch sie gehenden Tiefenlinie
angibt. Dann ist §; die senkrechte Projektion der Lichtquelle L auf die
Tafel. Die Ebene E durch die Tiefenlinien von M und L steht auf der
Bildtafel senkrecht. Ihre Spurgerade s ist die Gerade S, S;, ihre Flucht-
gerade f die Parallele zu s durch H, siehe Fig. 591, wo die Lichtquelle L
vor der Tafel angenommen worden ist.

Die Aufgabe, die von der Lichtquelle I auf der Kugel hervorgerufene
Eigenschattengrenze zu bestimmen, kann man nun auf die Aufgabe
zuriickfiihren, die Eigenschattengrenze im Grundri und Aufril zu er-
mitteln, indem man die Bildtafel selbst als Grundrifftafel und die
Ebene E der Tiefenlinien von M und L als Aufriitafel benutzt. Dann
ist s die Projektionsachse. Da man die Aufriftafel um die Achse in die
GrundriBtafel umlegt (Nr. 196), hat man die Ebene E um s in die Bild-
tafel zu drehen. Dann besteht zwischen der Ebene in der urspriing-
lichen Lage E und in der neuen Lage (E) in Wahrheit eine Affinitét,
im Bild eine Perspektivitdt. Die Achse der Perspektivitét ist die Spur-
gerade s, ihr Zentrum (0) der Endpunkt der in H auf f errichteten
Distanz (vgl. Fig. 506 von Nr. 337). Die Kugel stellt sich im umgelegten
Aufri, d. h. in der umgelegten Ebene (E), im UmriB als Kreis vom
Radius 7 um den umgelegten Mittelpunkt (M) dar, der in bekannter
Weise bestimmt wird, indem man z. B. in 8,, auf s das Lot errichtet,
d. h. die Tiefenlinie durch M in der Umlegung zeichnet, dies Lot mit
(O)M in (M) zum Schnitt bringt und schlieBlich um (M) den Kreis mit
dem Radius r schldgt. Ebenso wie (M) ergibt sich die umgelegte Licht-
quelle (L), die ja auch der Aufriitafel (E) angehért. Im AufriB (E) er-
scheint die Eigenschattengrenze der Kugel als Strecke (4)(B), wobei
(4) und (B) die Beriihrungspunkte der von (L) an den Umrif} gezogenen
Tangenten sind. Den Grundril der Kugel, d. h. die senkrechte Projek-
tion der Kugel auf die Bildtafel T, lassen wir fort, da wir seiner nicht
bediirfen.

Zuniachst ist nun der UmriB der Kugel im Bilde zu zeichnen. Dies
geschieht nach Nr. 372: Derjenige Grofikreis der Kugel, dessen Ebene
zur Bildtafel parallel ist und der sich als Kreis um M abbildet, erscheint
im Aufrif§ als der zu s parallele Durchmesser (U)(V) des Kugelumrisses.
Da man das Bild UV dieses Durchmessers sofort finden kann, ist auch
das Bild des GroBkreises bekannt, namlich der Kreis mit dem Durch-
messer UV. Ferner sind die Endpunkte s zur Tafel senkrechten
Durchmessers PQ der Kugel im Aufri} die Endpunkte (P) und (@) des
zu 8 senkrechten Durchmessers des Kugelumrisses. Indem man P und @
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im Bilde bestimmt, bekommt man die Brennpunkte derjenigen Ellipse,
als die sich der Umrifl der Kugel im Bilde darstellt. Aus ihm und
aus dem vorhin gezeichneten Kreis um M ergibt sich die UmriBellipse
wie in Nr. 372.

Um nun die Eigenschattengrenze der Kugel herzustellen, bestimmen
wir zunéchst den Schatten, den sie auf die Bildtafel selbst werfen wiirde,

falls diese Tafel nicht (wie wir ja eigentlich annehmen) durchsichtig
wire. Da sich iibrigens im vorliegenden Fall die Lichtquelle L vor der
Bildtafel befindet, kommt auch dann, wenn diese Tafel undurchsichtig
ist, eigentlich gar kein Schlagschatten auf der Tafel zustande. Viel-
mehr handelt es sich um einen bloB geometrischen Schatten, was jedoch
filr die Durchfiihrbarkeit der Konstruktion kein Hindernis ist. Weil
sich die Lichtquelle in der Umlegung (L) auf der Aufriitafel (E) be-
findet und auch die Kugelmitte (M) der Aufrifitafel angehért, wird der
Schlagschatten, den die Kugel auf die Grundriitafel, d. h. auf die
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Bildtafel, wirft, von einer Ellipse begrenzt, die zur Hélfte vor und zur
Halfte hinter der Aufriftafel liegt, deren Hauptachse H®B also der Spur-
geraden s angehért und sofort durch den Schnitt von s mit (L)(4) und
(L)(B) hervorgeht. Die Brennpunkte (B) und () dieser Ellipse sind
nach voriger Nummer die Schatten von (P) und (@), d. h. die Schnitt-
punkte von s mit (L)(P) und (L)(¢). Man kann also die Nebenachse €D
der Ellipse finden (Nr. 75), mithin auch das ihr umschriebene Rechteck
der Tangenten a, b, ¢, b der Haupt- und Nebenscheitel. Ubrigens sieht
man leicht ein, dall der Mittelpunkt € der Ellipse der Schnitt von s mit
dem Lichtstrahl von (L) nach dem Schnittpunkt (E) von (4)(B) und
(P)(Q) ist. Denn (4)(B) wird durch (E) und durch den Schnittpunkt
mit der Parallelen zu s durch (L) harmonisch getrennt, weil (L) der
Pol der Geraden (4)(B) in bezug auf den Umri3 der Kugel im Aufrif} (E)
ist (Nr. 360). Der Schlagschatten, den der Schnittpunkt von (4)(B)
mit der Parallelen zu s durch (L) auf die Grundrifitafel wirft, liegt aber
unendlich fern, und folglich ist der Schlagschatten €, den (#) auf die
Grundrifitafel wirft, der Mittelpunkt von A% (Nr. 333).

SchlieBlich stellt man die Eigenschattengrenze auf der Kugel im
perspektiven Bilde her, indemn man von der Lichtquelle L aus durch
A, B, €, D zur Kugel zuriickgeht. Da die Punkte (A) und (B) der
Ebene (E) angehoren, ergeben sich die entsprechenden Punkte 4 und B
auf dem Kugelbild, indem man (0)(4) und (0)(B) mit LY bzw. LB
zum Schnitt bringt. Ebenso geht E aus (£) und € hervor. Die den
Punkten € und D entsprechenden Punkte C und D auf der Kugel findet
man, indem man bedenkt, dafl €D der Schatten einer auf der Aufrifi-
tafel E senkrecht stehenden Sehne der Kugel ist, d.h. daB diese
Sehne CD in Wahrheit zur Bildtafel parallel und zur Spurgeraden s
senkrecht ist. Man bringt also L& und LD in 4 und B mit dem
Lot von E auf s zum Schnitt. Die Tangenten @ und b von 4 und B
sind ebenfalls in Wahrheit zur Bildtafel parallel und zur Spurgeraden s
senkrecht; sie stellen sich also im Bild als Parallelen zu CD dar. Die
noch fehlenden Tangenten ¢ und d von C und D findet man so: Die
Ebene des Eigenschattenkreises der Kugel steht langs (4)(B) auf der
AufriBBtafel (E) senkrecht und schneidet daher die Grundritafel oder
Bildebene in dem Lot, das auf s im Schnittpunkte 8 mit (4)(B) zu er-
richten ist. Da nun ¢ und b die Schatten von Geraden sind, die dieser
Ebene angehéren, und zwar Schatten auf der Grundrifitafel, miissen
die Spurpunkte der Tangenten ¢ und d die Punkte 8, und S; sein, in
denen ¢ und b das in § auf s errichtete Lot schneiden. Man bekommt
also ¢ und d im Bild, indem man 8, und S; mit ¢ und D verbindet.
Die Geraden ¢ und d sind in Wahrheit parallel. Also haben sie einen
gemeinsamen Fluchtpunkt F, der, wie man leicht erkennt, auf der
Parallelen zu s durch L liegt. Diese Bemerkung dient zur Priifung der
Richtigkeit der Zeichnung. Man kennt jetzt das Trapez der Tangenten
a,b,c,d, das in 4, B, C, D durch diejenige Ellipse beriihrt wird, die
im Bilde die Eigenschattengrenze der Kugel ist. Also kann man diese
Ellipse nach Fig. 584 von Nr. 389 zeichnen.

394, Ubungen. 1) Ein Paar sich schneidender Geraden kann als
eine Hyperbel aufgefalit werden, deren Nebenachse die Lange Null hat.
Auf diesen Fall wende man den Satz des Pascal (Nr. 382) an.
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2) Die in Fig. 126 von Nr. 85 gegebene Konstruktion von Ellipsen-
tangenten kann man mit Hilfe des Satzes von Brianchan (Nr. 383) aufs
neue beweisen, Man bezeichne E'C’, C'F’, F'B’, H' A’, A’E’, X'Y’ fort-
laufend mit 1 bis 6.

3) Von einer Parabel seien drei Punkte und die Richtung der Achse
(nicht ihre Lage) gegeben. Beliebig viele Punkte der Parabel zu be-
stimmen (Nr. 386).

4) Von einer Hyperbel seien zwei Punkte, eine Asymptote und die
Richtung (nicht die Lage) der anderen Asymptote gegeben. Beliebig
viele Tangenten der Hyperbel zu bestimmen (Nr. 386).

5) Von einer Hyperbel seien drei Punkte und eine Asymptote ge-
geben. Beliebig viele Punkte der Hyperbel zu bestimmen (Nr. 386).

6) Auf lotrechter Tafel soll das perspektive Bild eines lotrechten
Rotationszylinders und sein Schnitt mit einer Ebene gezeichnet werden.
Diese Ebene sei durch ihre Schnittgerade mit der Grundebene des
Zylinders und durch ihren Schnittpunkt mit der Achse des Zylinders
gegeben (Nr. 364, 390). Ferner soll der Schlagschatten und Eigenschatten
des durch diesen Schnitt hervorgehenden Zylinderstumpfes auf die
Grundebene bei Sonnenbeleuchtung ermittelt werden (Nr. 390).

7) Das Spiegelbild des in Fig. 586 von Nr. 391 dargestellten Rota-
tionskegels zu zeichnen, wenn die Spiegelebene lotrecht ist (Nr. 353
und 390).

§ 8. Freie Perspektive.

395. Begriff der freien Perspektive. Diejenigen Aufgaben, die in der
Geometrie des Raumes gestellt werden konnen, also insbesondere die
Grundaufgaben der Stereometrie, 16st die freie Perspektive dadurch,
daB sie die rdumlichen Konstruktionen unmittelbar perspektiv auf der
Tafel wiedergibt. Die freie Perspektive verzichtet also auf die Benutzung
von Grund- und Aufrissen. Bei den Grundaufgaben der Stereometrie
(NT. 206) handelt es sich um die Verkniipfungen zwischen den Punkten,
Geraden und Ebenen des Raumes. Eine Gerade wird in der Perspektive
durch Angabe ihres Spurpunktes und Fluchtpunktes, eine Ebene durch
Angabe ihrer Spurgeraden und Fluchtgeraden festgelegt. Ein Punkt
dagegen ist durch die blofle Angabe seines perspektiven Bildes noch
nicht bestimmt, vielmehr mufl man noch eine den Punkt enthaltende
Gerade oder Ebene in der soeben angegebenen Art festlegen (Nr. 296).
Schlie8lich muf auch die Lage des Auges gegeniiber der Tafel durch
den Distanzkreis unzweideutig bestimmt sein (Nr. 297).

Eine Ausnahme bilden diejenigen Geraden und Ebenen, die
zur Tafel parallel sind, weil ihre Spur- und Fluchtpunkte oder
Spur- und Fluchtgeraden unendlich fern sind. Eine zur Tafel parallele
Gerade kann man dadurch perspektiv festlegen, dall man aufler ihrem
Bilde noch die Spur- und Fluchtgerade einer sie enthaltenden und nicht
zur Tafel parallelen Ebene angibt; offenbar sind alle drei Geraden zu-
einander parallel. Eine zur Tafel parallele Ebene ist bekannt, wenn
man einen ihrer Punkte kennt, den man als Punkt einer nicht zur Tafel
parallelen Geraden oder Ebene geben kann. Bei den folgenden all-
gemeinen Betrachtungen werden wir die zur Tafel parallelen Geraden
und Ebenen beiseite lassen. Man wird keine besonderen Schwierigkeiten
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haben, die Aufgaben, die wir nachher besprechen, auch dann zu lgsen,
wenn eine zur Tafel parallele Gerade oder Ebene vorkommen sollte.
Es wire aber listig, jedesmal auf diesen Ausnahmefall einzugehen. Aber
wir werden AnlaB haben, in Nr. 397 zur Tafel parallele Geraden als
Hilfsmittel zu verwenden.

Die freie Perspektive dient zundchst mehr geometrischen, als kiinst-
lerischen Zwecken, legt also weniger Gewicht darauf, daB kiinstlerisch
wirkende Bilder entstehen. Damit soll nicht gesagt sein, dall sie keinen
Wert fiir die Herstellung kiinstlerischer Zeichnungen hétte vielmehr
wird man die von ihr gebotenen Losungen stereometrischer Aufgaben bei
geeigneter Gelegenheit anwenden. Da man sich die Tafel durchsichtig
zu denken hat, sind die Spurgeraden der Ebenen eigentlich bloS ge-
dachte Hilfslinien, die jedenfalls auf einer vollendeten kiinstlerischen
Zeichnung nicht gesehen werden sollten. Aber da, wie gesagt, jetzt mehr
das Geometrische in den Vordergrund tritt, werden wir uns erlauben,
die Spurgeraden kriftig auszuziehen. Auch werden wir im allgemeinen
keinerlei Riicksicht darauf nehmen, was sich in der Zeichnung gegen-
seitig verdeckt (Nr.298). Da némlich viele Hilfsebenen vorkommen,
wiirden sie als undurchsichtig allzuviel zudecken. Auch wire es listig,
jedesmal besondere Festsetzungen dariiber zu treffen, was durchsichtig
und was undurchsichtig angenommen werden soll.

396. Verbinden und Schneiden. Die grundlegenden Aufgaben des
Schneidens wurden schon in Nr. 298 gelost. Wenn wir, wie bemerkt,
im allgemeinen die zur Tafel parallelen Geraden und Ebenen beiseite
lassen, kénnen wir sagen, dafl die Losung auf dem Satz beruht: Eine
Gerade liegt mit einer Ebene vereinigt, wenn der Spur-
punkt der Geraden auf der Spurgeraden der Ebene und der
Fluchtpunkt der Geraden auf der Fluchtgeraden der Ebene
liegt (Nr. 296). Wir fiigen hinzu, wie man die grundlegende Auf-
gabe des Verbindens lost. Dabei sei eine durch ihren Spurpunkt S
und Fluchtpunkt F gegebene Gerade kurz als Gerade SF und eine durch
ihre Spurgerade s und Fluchtgerade f gegebene Ebene kurz als Ebene s f
bezeichnet. In bezug auf das Verbinden zweier Punkte P, und P,
zu einer Geraden kommen drei verschiedene Aufgaben in Betracht.
Wir suchen ndmlich den Spurpunkt
und Fluchtpunkt der Geraden P,P,
unter der Voraussetzung, daf die
Punkte entweder in gegebenen Ebe-
nen oder auf gegebenen Geraden
liegen, so dafB3 es die folgenden drei
Moglichkeiten gibt:

Erstens: P, und P, seien als
Punkte zweier Ebenen s,f, und
s, f, gegeben, siehe Fig. 592. Man
bestimmt nach Nr. 298 .die Schnitt-
gerade der Ebenen und legt durch
P, P, und irgendeinen Punkt @ der
Schnittgeraden eine Hilfsebene. Die
Spur- und Fluchtpunkte der in den gegebenen Ebenen gelegenen Ge-
raden P,Q und P,Q sind bekannt; ihre Verbindenden, die zueinander
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parallel sind, stellen die Spur- und Fluchtgerade der Hilfsebene dar.
Weil P,P, der Hilfsebene angehért, liegt der Spurpunkt S;, von P, P,
auf der Spurgeraden und der Fluchtpunkt F;, von P, P, auf der Flucht-
geraden der Hilfsebene.

Zweitens: P, sei als Punkt einer Ebene sf und P, als
Punkt einer Geraden SF gegeben, siehe Fig. 593. Nach Nr. 298

ermittelt man den Schnittpunkt ¢ der
Geraden SF mit der Ebene sf, indem
man durch die Gerade eine beliebige
Hilfsebene legt. Da die Gerade P,Q der
Ebene sf angehort, kennt man ihren
Spurpunkt und Fluchtpunkt. Die Ebene
P, P,Q enthilt diese Gerade und die ge-
gebene Gerade SF. Mithin ergibt sich
ihre Spurgerade durch Verbinden des
Spurpunktes von P, mit § und ihre
Fluchtgerade durch Verbinden des Flucht-
punktes von P, mit F. Auf diesen
beiden Verbindenden, die zueinander par-
allel sein miissen, liegen der Spurpunkt
8, und der Fluchtpunkt F,, von P,P,, weil P, P, der Ebene P,P,Q
angehort.

Drittens: P, und P, seien als Punkte zweier Geraden S, 4,
und 8,F, gegeben, siehe Fig. 594. Die Hilfsebene durch die Geraden
S,F, und P, P, enthilt die Gerade S, P, mit dem Spurpunkt S,. Da

diese Gerade die Gerade S,F, in P, schneidet,
liegen beide Geraden in einer Ebene, deren
Spurgerade S, 8, ist, wihrend ihre Fluchtgerade
parallel zu 8,8, durch F, verlauft. Der Schnitt-
punkt dieser Fluchtgeraden mit S, P, ist somit
der Fluchtpunkt von §;P,. Die Fluchtgerade
der Hilfsebene durch S,F, und P, P, ist die
Verbindende dieses Fluchtpunktes mit F,, ihre
Spurgerade lauft parallel dazu durch S;,. Weil
die Gerade P,P, in der Ebene enthalten ist,
ergibt sich ihr Spurpunkt S;, auf der Spur-
geraden und ihr Fluchtpunkt F,, auf der Flucht-
geraden dieser Hilfsebene.
Man kann diese Aufgaben auch auf andere
Art l6sen, z. B. im dritten Fall statt der Geraden S, P, in der Hilfsebene
die Gerade F, P, in der Hilfsebene verwenden.

Die Aufgaben des Verbindens dreier Punkte oder eines
Punktes und einer Geraden zu einer Ebene lassen sich auf die
soeben behandelten Félle zuriickfiihren, indem man darauf ausgeht,
zundchst die Spurpunkte und Fluchtpunkte von Geraden der gesuchten
Ebene zu bestimmen. Aus der groBlen Anzahl der méglichen Fille
greifen wir als Beispiel die folgende Aufgabe heraus:

Avuf drei Geraden S, F,, 8,F,, S;F, seien Punkte P,, P,, P, gegeben.:
Gesucht wird die Spurgerade und Fluchtgerade der Ebene P, P,P,,
siehe Fig. 595. Zunéchst bestimmen wir den Spurpunkt 8,, und Flucht-
punkt F,, der Geraden P,P,. Dies geschieht nach dem Verfahren in
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Fig. 594. In derselben Weise bestimmen wir den Spurpunkt S,, und
den Fluchtpunkt F,; der Geraden P, P;. Zum UberfluB kénnen wir noch
ebenso den Spurpunkt S,
und den Fluchtpunkt F,,
der Geraden P, P, feststellen.
Dann liegen 8,5, 8.5, S;;
auf einer Geraden, der Spur-
geraden s, und F,,, F,,,
Fy, auf einer dazu parallelen
Geraden, der Fluchtgeraden f
der Ebene P,P,P,.
Bei der Losung von Auf-
gaben, die sich ausschlieB-
lich auf das Verbinden und
Schneiden von Punkten, Ge-
raden und Ebenen beziehen,
braucht man weder den
Hauptpunkt H noch den
Distanzkreis. Die Zeichnun-
gen in den vorhergehenden
Figuren sind also fiir jedes
irgendwo angenommene Auge O perspektiv richtig. Was insbesondere
die Aufgaben iiber das Parallelenziehen betrifft, so unterscheiden
sie sich in der Perspektive nicht wesentlich von anderen Aufgaben des
Verbindens. Denn soll man z. B. zu einer Geraden SF eine Parallele
ziehen, so heiBt dies, daB eine Gerade nach dem Fluchtpunkt F ge-
zogen werden soll.

397. Ersatz-Spurpunkte und Spurparallelen. Die grofe und leicht
verwirrende Anzahl von Hilfslinien, die bei den Aufgaben des Verbindens
und Schneidens vorkommen kénnen, wie es z. B. bei der letzten Auf-
gabe in Fig. 595 der Fall war, 1aBt sich manchmal verringern, indem
man die Spurpunkte und Spurgeraden der Geraden und
Ebenen, d. h. die Schnitte der Geraden und Ebenen mit
der Tafel T, durch die Schnitte der Geraden und Ebenen
mit einer zur Tafel parallelen Ebene € ersetzt. Diese
Schnitte wollen wir Ersatz-Spurpunkte und Spurparallelen
nennen. Die Spurparallelen sind ndmlich in Wahrheit und auch im
Bilde Parallelen zu den Spurgeraden.

Um die Lage der Ersatz-Spurpunkte und Spurparallelen festzustellen,
sei auf einer Geraden S,F, ein Punkt P, angenommen.

Dann werde unter € diejenige zur Tafel parallele Ebene £ £

verstanden, die durch den Punkt P, geht. Ist nun SF
eine beliebige Gerade, siche Fig. 596, so soll festgestellt
werden, in welchem Punkt P sie durch € getroffen wird.
Wir ziehen noch die Gerade mit dem Spurpunkt S und
Fluchtpunkt F,. Sie bildet mit der Geraden S,F, (zu
der sie in Wahrheit parallel ist) eine Ebene, deren Spur-
gerade S,8 ist. Diese Ebene wird von € in der Spur- ‘
parallelen durch P, geschnitten. Der Schnittpunkt der Spurparallelen
mit SF, sei . Weiterhin liegen die Geraden SF, und SF in einer

Fig. 596.
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Ebene, deren Fluchtgerade F F ist. Mithin verlduft die Spurparallele
in dieser Ebene von @ aus parallel zu F(F. Sie schneidet SF in dem ge-
suchten Punkt P. Man sieht, dal P, die Strecke S,F, in demselben
Verhéltnis teilt wie P die Strecke SF. Eine zur Tafel T parallele
Ebene € schneidet also alle Geraden in Punkten, deren
perspektive Bilder die Strecken zwischen den Spurpunkten
und Fluchtpunkten der Geraden in demselben Verh#ltnis
teilen; sie schneidet ferner alle Ebenen in Spurparallelen,
die in demselben Verhdltnis die Abstinde zwischen den
Spurgeraden und Fluchtgeraden der Ebenen teilen.

Hiernach ist es leicht, die Ersatz-Spurpunkte und Spurparallelen zu
bestimmen. Daf} sie nun in der Tat gelegentlich niitzlich sind, indem
sie die Losung von Aufgaben iibersichtlicher gestalten, erortern wir an
einem Beispiel:

Gegeben seien drei zueinander windschiefe Geraden S, F,,
S,F,, S;F,. Gesucht werden solche Geraden, die alle drei

gegebenen G(eraden schnei-
den. Dafl die gegebenen Geraden
zueinander windschief sind, kommt
dadurch zum Ausdruck, daf S§,8,
nicht zu F,F,, ferner 8,8, nicht zu
F,F,und schlieBlich auch 8,8, nicht
zu FyF, parallel ist, siehe Fig. 597.
Die drei gegebenen Geraden sind
hier auch mit a,, @, und a, bezeich-
net. Wir wahlen nun auf a, oder
8,F, irgendeinen Punkt P und be-
stimmen dann auf a, und a; Punkte
so, dal} sie S,F, und S8,F, in dem-
selben Verhiltnis teilen, wie P die
Strecke S, F, teilt. Das sind die mit I
bezeichneten Punkte auf e, und a,.
Die Ebenen durch P und a, und
durch P und a; haben nun die Ge-
raden von P nach diesen beiden
Punkten 1 als Spurparallelen; mithin
sind ihre Fluchtgeraden die Parallelen zu diesen Geraden durch F, und F,.
Sie schneiden sich also im Fluchtpunkte F, der Geraden, die den
Ebenen (P a,) und (P a,) gemein ist. Ebenso schneiden sich die Par-
allelen durch S, und 8, im Spurpunkte S, dieser Schnittgeraden. Da nun
die Schnittgerade der Ebenen (P a,) und (P a,) durch P geht und so-
wohl a, als auch a trifft, ist somit S,F, eine Gerade b,, die alle drei
gegebenen Geraden a,, a,, a; schneidet und zwar @, in P.

In Fig. 597 sind auller P noch zwei andere Punkte @ und R auf a,
willkiirlich gewéhlt. Die Punkte 1, 2, 3 auf a, und a, sind so angenommen
worden, daB} sie S,F, und S,¥, in denselben Verhiltnissen teilen, in
die S, F, durch P, @ und R zerlegt wird. Ebenso wie vorhin F, und §,
bestimmt wurden, sind ¥, und S, mit Hilfe der Teilpunkte 2 und F,
und S; mit Hilfe der Teilpunkte 3 ermittelt. So erhalten wir drei Ge-
raden S,F,, 8,F;, S;F; oder b,, b,, by, die die drei gegebenen wind-
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schiefen Geraden a,, @,, @; schneiden. In derselben Weise kann man
beliebig viele finden. '

*398. Nochmals das einschalige Hyperboloid!). Die soeben ermittelten
drei Geraden b, b,, b, sind zueinander windschief. Denn wenn sich z. B.
b, und b, schnitten, muBten @, Gy, a3 in,der Ebene von b; und b, liegen,
also entgegen der gemachten Voraussetzung einander ebenfalls schneiden.

Somit liegen zwei Tripel von je drei windschiefen Ge-
raden a,, a,, a; und b, b,, b; derart vor, daBl jede Gerade des
einen Tripels jede des anderen.schneidet.

Die Betrachtung zu Beginn von Nr. 149, die sich auf zwei derartige
Geradentripel bezog (dort mit AB, CD, FH und DA, BC, EG bezeichnet)
und die in Fig. 211 ihren Ausdruck fand, gilt auch jetzt. Denn sie ist
unabhingig davon, ob die Figur durch eine Parallelprojektion wie
dort oder allgemeiner durch eine Zentralprojektion entsteht. Mithin
gilt der zu Anfang von Nr. 150 ausgesprochene Satz auch dann, wenn
darin a,, a,, a; und b;, b, b; perspektive Bilder der beiden Ge-
radentripel sind. Also sind die Bilder der beiden Geradentripel die
Seiten eines Brianchonschen Sechsseits. Daraus folgt nach Nr. 383,
daBl sie Tangenten eines Kegelschnitts sind. Dieser Kegelschnitt
ist in Fig. 597 der letzten Nummer punktiert als die Hyperbel u
angegeben. In Nr. 151 wurde bewiesen, daBl jede vierte Gerade b,,
die a,, a,, a; schneidet, auch jede vierte Gerade a, trifft, die
by, by, by schneidet. Man kann deshalb eine der Geraden b,, b,, b
auch durch b, oder eine der Geraden a,, a,, @, auch durch a, ersetzen,
d. h. alle Geraden b, die a,, a,, a; schneiden, und alle Geraden a, die
by, by, b, schneiden, erzeugen eine und dieselbe krumme Fliche, und
die Bilder aller dieser Geraden, die sich vermdge irgendeiner Perspektive
ergeben, berithren simtlich einen Kegelschnitt. Die Flidche heillt, wie
dort schon gesagt wurde, ein einschaliges Hyperboloid Danach
gilt der Satz:

Bei jeder perspektiven Abbildung hat ein einsehaliges
Hyperboloid einen Kegelschnitt als UmriB.

Nebenbei sei erwahnt: Auf Grund der Konstruktion in der letzten
Nummer liefe sich nach Nr. 382 beweisen, da8 der geometrische Ort
der Spurpunkte § aller Geraden SF, die die drei gegebenen windschiefen
Geraden 8,F,, S,F,, S,F, schneiden, ein Kegelschnitt ist, d. h. also,
daB das einschalige Hyperboloid die Tafel T in einem Kegelschnitt
schneidet. Auch dieser Kegelschnitt ist in Fig. 597 der letzten Nummer
punktiert angegeben. Er stellt sich dort als eine Ellipse s dar. Nun
ist zu beachten, dall die Tafel in beliebiger Lage gegeniiber den drei
schiefen Geraden a,, a,, @; angenommen worden war. Dasselbe gilt da-
her auch fiir jede andere Ebene: Ein einschaliges Hyperboloid
wird von jeder Ebene in einem Kegelschnitt getroffen,
insbesondere auch von der unendlich fernen Ebene, d. h. auch die Flucht-
punkte F,, F,, F, ... und F'y, F,, Fy .. . liegen auf einem Kegelschnitt f,
der ebenfalls in Fig. 597 der letzten Nummer punktiert als Ellipse an-
gegeben ist.

Wenn eine der Geraden a und eine der Geraden b unendlich fern
wird, geht das einschalige Hyperboloid in ein hyperbolisches Para-

1) Die mit Sternchen versehenen Nummern sind iiberschlagbar.



206 4. Kapitel. Zentralprojektion oder Perspektive.

boloid iiber (Nr. 152). Die vorstehenden Sitze gelten also auch fir
dieses. In Fig. 216 von Nr. 152 ist der Kegelschnittumril des hyper-
bolischen Paraboloids zu erkennen.

399. Wahre Linge einer Strecke. Bei den Aufgaben, die wir von
jetzt an besprechen, wird der Distanzkreis benutzt. Thre Losung hingt
also wesentlich mit von der Lage des Auges O gegeniiber der Tafel ab.

Auf einer Geraden SF seien zwei Punkte 4 und B ge-
geben, gesucht wird die wahre Liange der Strecke AB.
Diese Aufgabe wurde in Nr. 308 fiir den Fall einer in einer wagerechten
Ebene liegenden Geraden erledigt. Die dort in Ankniipfung an Fig. 446
aunfgestellte Proportion

SP:SR =O0F : FR

gilt offenbar auch fiir beliebig gelegene Geraden SF. Wir sprechen sie
so aus: Ist auf einer Geraden SF ein Punkt gegeben, so verhdlt sich
die Strecke vom Spurpunkt § bis zum wahren Punkt zum Bilde dieser
Strecke gerade so wie der Abstand des Auges O vom Fluchtpunkt F
zur Strecke vom Fluchtpunkt F bis zum Bildpunkt. Die wahre Linge
von OF ergibt sich wie in Nr. 297 durch Umlegen des bei H recht-
winkligen Dréiecks HFO um die Kathete HF, wobei O nach einem der
beiden Punkte (0) gelangt, in denen das in H
auf HF errichtete Lot den Distanzkreis schneidet,
sieche Fig. 598. Zieht man zu (O)F die Parallele
durch § und bringt man sie mit den Geraden (0)4
und (0)B in (4) und (B) zum Schnitt, so sieht man:
Die Strecke S(4) verhidlt sich zur Bildstrecke S84
wie OF oder (O)F zur Strecke vom Fluchtpunkt F
bis zum Bildpunkt A, und die Ubereinstimmung
dieser Proportion mit der vorhin genannten in den
letzten drei Gliedern zeigt, dall auch die ersten
¥ig. 598, Glieder iibereinstimmen, d. h. dal §(4) die wahre
Lange der Strecke SA ist. Ebenso ist S(B) die
wahre Lénge von 8B, mithin stellt (4)(B) die wahre Léange
von AB dar.

Das umgelegte Auge (0) spielt somit fiir das perspektive
Auftragen von Strecken von gegebener Linge auf die Ge-
rade SF dieselbe Rolle wie der Teilungspunkt 7 in Nr. 308.

400. Kennzeichen fiir das Senkrechtstehen einer Geraden auf einer
Ebene. Nach Nr. 18 lassen sich alle Aufgaben iiber das Senkrechtstehen
auf eine der beiden Aufgaben zuriickfiihren, entweder die zu einer ge-
gebenen Richtung senkrechte Stellung oder die zu einer gegebenen
Stellung senkrechte Richtung zu bestimmen. In der Perspektive wird
jede Richtung durch einen Fluchtpunkt und jede Stellung durch eine
Fluchtgerade gegeben. Denn ein Fluchtpunkt F kennzeichnet die Rich-
tung des Sehstrahls OF, und alle Geraden mit dem Fluchtpunkt F
haben die Richtung dieses Sehstrahls (Nr. 294). Ebenso kennzeichnet
eine Fluchtgerade f die Stellung der Sehebene (Of), und alle Ebenen
mit der Fluchtgeraden f haben diese Stellung (Nr. 295). Hieraus er-
hellt von vornherein, daB das Senkrechtstehen einer Geraden
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auf einer Ebene einzig und allein in einer besonderen Lage
des Fluchtpunktes F der Geraden zur Fluchtgeraden f der
Ebene zum Ausdruck kommen muBl, wihrend es dabei vollkommen
einerlei ist, wo der Spurpunkt der Geraden und die Spurgerade der
Ebene liegt.

Ist f eine Fluchtgerade, so moge der Fluchtpunkt aller Geraden,
die zu den Ebenen mit der Fluchtgeraden f senkrecht sind, mit F be-
zeichnet sein. Ist die Gerade f gegeben, so muB F so liegen daB OF
zur Ebene (Of) senkrecht ist. Daraus folgt nach Nr.17 die in Fig. 599
angegebene Konstruktion von F: Man fillt vom
Hauptpunkt H das Lot auf die Fluchtgerade f.

Der Fuflpunkt F dieses Lotes ist der Haupt-

fluchtpunkt aller Ebenen mit der Fluchtgeraden f

(Nr. 297), und die Gerade OF ist Fallinie der

Sehebene (O f) gegeniiber der Tafel. Daher mu8 F

so auf HF liegen, daB < xFOF ein rechter Winkel

ist. Indem man das Dreieck FOF um seine

Hypotenuse in die Tafel umlegt, ergibt sich der

umgelegte Punkt (0) als einer der Schnittpunkte

des Distanzkreises mit der Parallelen zu f durch H,

und F ist der Schnittpunkt des in (O) auf (O)F

errichteten Lotes mit HF. Ist nicht die Fluchtgerade f, sondern der
Fluchtpunkt F gegeben, so geht durch umgekehrte Ausfilhrung der
Konstruktion die Fluchtgerade f aller Ebenen hervor, die zu allen Ge-
raden mit dem Fluchtpunkt F senkrecht sind. _

Das Produkt der Hypotenusenabschnitte HF und HF des recht-
winkligen Dreiecks F(O)F ist gleich dem Quadrat der Héhe H(O) oder d.
DaB F und F auf verschiedenen Seiten von H liegen, bringen wir
dadurch zum Ausdruck, daB wir HF und HF mit entgegengesetzten
Vorzeichen messen:

HF.HF = —d2.

Ist eine Ebene mit der Fluchtgeraden f zu einer Ge-
raden mit dem Fluchtpunkt F senkrecht, so liegt der
Hauptfluchtpunkt F der Ebene auf der Geraden HF und
zwar auf der anderen Seite von H derart, daB das Produkt
der Abstinde HF und HF gleich —d? ist.

401. Lot von einem Punkt auf eine Ebene oder Gerade. Von einem
auf einer Geraden SF gegebenen Punkt P soll das Lot auf
eine gegebene Ebene sfgefdllt werden, siehe Fig. 600. Der Flucht-
punkt F des Lotes geht aus f wie in Fig. 599 hervor. Das Lot PF und
die gegebene Gerade SF liegen in einer Ebene mit der Fluchtgeraden FF,
deren Spurgerade also die Parallele zu FF durch S ist. Diese Spur-
gerade schneidet PF im Spurpunkt S des Lotes. Den FuBpunkt Q
des Lotes auf der gegebenen Ebene sf findet man nach Nr. 298, indem
man durch das Lot eine Hilfsebene legt, deren Spurgerade s eine be-
liebige Gerade durch S und deren Fluchtgerade f die Parallele zu s
durch F ist. Die Gerade, die den Schnittpunkt von s und & mit dem
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von f und f verbindet, schneidet das Lot im gesuchten Fufpunkt Q.

Die wahre Linge des Lotes P@ kann man nach Nr. 399 bestimmen.
Die Hilfsebene sf ist eine der un-
endlich vielen Ebenen durch P, die
auf der gegebenen Ebene sf senk-
recht stehen. Als Hilfsebene kann
man insbesondere die durch das Lot
und durch SF benutzen. In Fig. 600
haben wir, um das Ergebnis an-
schaulicher zu machen, die gegebene
Ebene sf undurchsichtig angenommen
und durch ihre Spurgerade s begrenzt.
Was dann vom Lot von P aus sicht-
bar ist, wird nach den Vorschriften
von Nr. 298 bestimmt.

Nun soll von einem auf
einer Geraden SF gegebenen Punkte P das Lot auf eine an-
dere gegebene Gerade SF gefdallt werden, siehe Fig. 601. Nach

Nr. 19 legt man durch P die zur Ge-
raden SF senkrechte Ebene. Ihre Flucht-
gerade f ergibt sich aus dem Flucht-
punkt F so wie in Fig. 599 von Nr. 400.
Da die Ebene durch P gehen soll, enthélt
sie die Gerade, die von P nach einem
beliebigen Fluchtpunkt ¥, auf f geht, und
da diese Gerade die Gerade SF in P
schneidet, ergibt sich ihr Spurpunkt S,
durch den Schnitt mit der zu FF, par-
allelen Geraden durch 8. Mithin hat die
durch P gehende und zur Geraden SF
senkrechte Ebene als Spurgerade s die
Parallele zu f durch §;. SchlieBlich ist noch der Schnittpunkt @ der
Ebene sf mit der gegebenen Geraden S ¥ nach Nr. 298 dadurch zu er-
mitteln, da man durch SF eine beliebige Hilfsebene legt und sie mit
der Ebene s f schneidet. Dann ist PQ das gesuchte Lot von P auf SF,
und die wahre Lénge dieses Lotes kann nach Nr. 399 bestimmt werden.

402, Kiirzester Abstand windschiefer Geraden, Zwei zueinander wind-
schiefe Geraden S,F, und S,F, seien gegeben, so daB also S,8, nicht
zu F . F, parallel ist. Der kiirzeste Abstand zwischen den beiden Geraden
(NT1. 214, 228) verbindet einen gewissen Punkt P, von §,F, mit einem ge-
wissen Punkt P, von 8,F, derart, daf} die Gerade P, P, sowohl zur Ge-
raden S, F, als auch zur Geraden S,F, senkrecht ist.

Nun liegen alle zur Geraden S,F; senkrechten Geraden in den zu
dieser Geraden senkrechten Ebenen, d.h. die Fluchtpunkte aller zur
Geraden S, F, senkrechten Geraden befinden sich auf der gemeinsamen
Fluchtgeraden f, aller zur Geraden S,F, senkrechten Ebenen. Diese
Fluchtgerade f, geht aus dem Fluchtpunkt F; so hervor wie die Flucht-
gerade f in Fig. 599 von Nr. 400 aus dem Fluchtpunkt F. Siehe Fig. 602.
Ebenso liegen die Fluchtpunkte aller zur Geraden S,F, senkrechten
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Geraden auf der gemeinsamen Fluchtgeraden f, aller zur Geraden 8,F,
senkrechten Ebenen, und diese Fluchtgerade f, geht in entsprechender
Weise aus F; hervor. Der
Schnittpunkt ¥, von f, und f,
ist mithin der Fluchtpunkt der
gesuchten Geraden P,P,. Da
P, P, und 8,F, in einer Ebene
liegen, muf} sich der Spurpunkt
8, von PP, auf der zu F,F,
parallelen Spurgeraden durch 8,
befinden. Ferner mufl er ent-
sprechend auf der zu F,F,; par-
allelen Spurgeraden durch S,
gelegen sein, so dafl er dadurch
bestimmt wird. SchlieBlich er-
geben sich P, und P, als die
Schnittpunkte von S,F, mit
S, F, und 8,F,. Die wahre
Linge des kiirzesten Abstandes P, P, kann man nach Nr. 399 finden.

403. Wahre Grofle eines Winkels, Zunéchst erinnern wir daran, daB
zwei Geraden auch dann, wenn sie zueinander windschief sind, gewisse
Winkel miteinander bilden (Nt. 6). Ferner erinnern wir daran, da8 die
Richtung einer Geraden einzig und allein durch ihren Fluchtpunkt und die
Stellung einer Ebene einzig und allein durch ihre Fluchtgerade bestimmt
wird. Hieraus folgt, dafl es moglich sein mu3, die Winkel von Geraden
und Geraden oder von Geraden und Ebenen oder schliefilich von
Ebenen und Ebenen zu bestimmen, sobald man blo8 die Fluchtpunkte
der Geraden und Fluchtgeraden der Ebenen kennt, wihrend die Lage
der Spurpunkte und Spurgeraden dabei gar nicht in Betracht kommt.

Sind F, und F, die gegebenen Fluchtpunkte zweier Geraden, so
ist die eine Gerade zu OF, und die andere zu OF, parallel, demnach
bilden OF, und OF, diejenigen Winkel mit- ‘
einander, die von den beiden Geraden be-
stimmt werden. Die wahre Grofe der Winkel
ergibt sich, wenn man das Dreieck F,OF, um
die Grundlinie F,F, in die Tafel umlegt, siehe
Fig. 603. Dabei beschreibt O einen Kreis,
dessen Mittelpunkt der FuBpunkt ¥ des Lotes
von H auf F,F, ist und dessen Radius FO
durch Umlegen des bei H rechtwinkligen Drei-
ecks FHO um FH hervorgeht. Bei der Um-
legung dieses Dreiecks kommt O nach einem
der Punkte (0), in denen die Parallele zu F.F,
durch H den Distanzkreis schneidet. Also gelangt O bei der Umlegung
des Dreiecks F,OF, um F,F, nach einem der Punkte O, in denen der
Kreis um F durch (0) die Gerade HF schneidet. Folglich ist < F,OF,
die wahre GroBe des spitzen Winkels, den die Geraden mit den gegebenen
Fluchtpunkten F, und F, miteinander bilden.

Ist der Fluchtpunkt F' einer Geraden und die Fluchtgerade f einer
Ebene gegeben, so sind die Winkel, die die Gerade mit der Ebene

Scheffers, Geometrie II. 2. Aufl. 14
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bildet, die Komplemente der Winkel, die die Gerade mit den Loten der
Ebene bildet. Die Lote haben als Fluchtpunkt F denjenigen Punkt,
der sich nach Fig. 599 von Nr. 400 ergibt, und die Aufgabe, die wahre
GrofBle der Winkel zwischen der Geraden und der Ebene zu bestimmen,
ist dadurch auf die vorhergehende Aufgabe zuriickgefiihrt.

Ebenso behandelt man die Aufgabe, die wahre GréBe der Winkel
zweier Ebenen zu ermitteln, wenn die Fluchtgeraden der Ebenen ge-
geben sind, indem man némlich statt ihrer die Winkel der zu den Ebenen
senkrechten Geraden bestimmt.

404, Perspektive Axonometrie, Jetzt soll es sich darum handeln,
das perspektive Bild eines beliebig im Raum angenom-
menen rechtwinkligen Achsenkreuzes herzustellen (Nr. 49).
Die Achsen seien als die z-, y- und z-Achse bezeichnet, ihre Flucht-
punkte mit F,, F,, F,. Die Achsenebenen, also die yz-Ebene, zz-Ebene
und zy-Ebene, mégen die Fluchtgeraden f,,, f.,, f,, haben.

Da sich F,, F,, F, als Schnittpunkte der Tafel mit den zu den
Achsen parallelen Sehstrahlen ergeben, bilden diese drei Sehstrahlen
ebenfalls ein rechtwinkliges Achsenkreuz, das aus dem zu zeichnenden
durch Verschiebung des Mittelpunktes des Achsenkreuzes nach O
entsteht. Man sieht daraus, daB das Dreieck F,F,F, der Flucht-
punkte jetzt dieselbe Rolle spielt wie in Nr. 49 und weiterhin das Spur-
dreieck X)) 8 eines senkrecht auf die Tafel projizierten rechtwinkligen
Achsenkreuzes. Es ist deshalb spitzwinklig, vorausgesetzt, dafl, wie
wir annehmen wollen, keine Achse zur Tafel parallel sei, und der
Hauptpunkt H ist als senkrechte Projektion von O auf
die Tafel der Hoéhenschnittpunkt des Fluchtpunktdreiecks.
In Nr. 49 und weiterhin wahlten wir das Spurdreieck X9 3 beliebig
als spitzwinkliges Dreieck und ermittelten nachtriglich den Hohen-
schnittpunkt H sowie die Hohe HO des Mittelpunktes des Achsenkreuzes
iiber der Tafel. Jetzt dagegen ist HO gegeben, und deshalb ist der Gang
der Konstruktion anders, obgleich das Ergebnis, soweit es die Flucht-
punkte F,, F,, F, betrifft, dasselbe ist wie damals.

Wir nehmen einen Fluchtpunkt F, beliebig an. Die yz-Ebene ist
zur ersten Achse senkrecht; mithin ergibt sich ihre Fluchtgerade f,,
aus F, so, wie die Gerade f in Fig. 599 von Nr. 400 aus dem dort mit
bezeichneten Fluchtpunkt hervorging, siehe Fig. 604. Da die zweite
Achse der yz-Ebene angehort, mufl ihr Fluchtpunkt F, auf f,, liegen.
Wird er beliebig auf f,, angenommen, so steht fest, daf} die erste Achse
zur zweiten senkrecht ist. Nun geht die Fluchtgerade f,, der zz-Ebene
aus dem Fluchtpunkt F, der zweiten Achse wieder wie in Fig. 599 von
Nr. 400 die Gerade f aus F hervor. Da die za-Ebene die z-Achse ent-
hdlt, muB f,, durch F, gehen. Der Schnittpunkt von f,, und f,, ist
der Fluchtpunkt F, der dritten Achse, und die Gerade F,F, die Flucht-
gerade f,, der xy-Ebene. Man kann diese Gerade f,, aufs neue unabhéngig
davon bestimmen, indem man sie aus ¥, wiederum nach dem Verfahren in
Fig. 599 von Nr. 400 ableitet. Nachdem so die drei Fluchtpunkte F,, F,, F,
ermittelt worden sind, wahlt man den Spurpunkt §, der x-Achse irgend-
wo und auf S,F, den Mittelpunkt P des Achsenkreuzes irgendwo. Die
zy-Ebene und die zz-Ebene haben dann die Spurgeraden s,, und s,,, die
durch 8, gehen und zu den Fluchtgeraden f,, und f,, parallel sind.
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Auf diesen Spurgeraden liegen die Spurpunkte S, und S, der zweiten
und dritten Achse. Eine Probe der Richtigkeit ergibt sich daraus, da8
die Verbindende von 8, und 8, die Spurgerade s,, der yz-Ebene und
daher zu f,, parallel sein mufl. In Fig. 604 sind die Achsenebenen als
undurchsichtig und durch die Spurgeraden

sowie durch die Achsen selbst begrenzt

angenommen worden.

Ist der Hauptpunkt H und die
Distanz von vornherein nicht ge-
geben, so kann man von einem
beliebigen spitzwinkligen Flucht-
punktdreieck F,F F, ausgehen. Dann
1st der Hauptpunkt H der Schnittpunkt
der Hohen des Dreiecks, und nachtriglich
ergibt sich die Liange der Distanz, wenn
man den zur Tafel senkrechten Schnitt
lings der Geraden F,H um diese Gerade
in die Tafel umlegt.

Da die drei Dreiecke F,OF,, F,OF,
und F,OF, in O rechtwinklig sind, geht O
bei der Umlegung dieser Dreiecke um ihre
Hypotenusen in drei Punkte (0) iiber, die
einerseits auf den Kreisen mit den Durch-
messern F, F,, F,F,, F,F, und andererseits
auf den Hohen des Fluchtpunktdreiecks
liegen. Man kommt dadurch zu einer
Figur, wie es Fig. 73 von Nr. 52 war, wenn
man von den dort gemachten Konstruk-
tionen fiir die senkrechte Projektion eines Rechtflachs absieht. Diese
Konstruktionen haben hier, wo die dort mit X, ), 3 bezeichneten
Punkte nicht Spur-, sondern Fluchtpunkte sind, keinen Sinn.

Die Darstellung eines rechtwinkligen Achsenkreuzes in der Perspek-
tive kann man benutzen, um das perspektive Bild eines Gegen-
standes, der durch seine senkrechten Projektionen auf eine
Grundrifitafel, AufriBtafel und Kreuzrifitafel gegeben ist,
fiir den Fall zu zeichnen, wo das Achsenkreuz dieser Tafeln
eine beliebige Lage gegeniiber der Bildtafel T und dem
Auge O hat. Ein Punkt @ des Raumes kann durch seine Abstinde
von den Tafeln, also durch seine rechtwinkligen Koordinaten,
gegeben werden, und dann kann man ihn in die perspektive Darstellung
des Achsenkreuzes einzeichnen, sobald man die Strecken auf den Achsen
nach ihren wahren Lingen zu messen vermag. Zu diesem Zweck ver-
sieht man sie mit kongruenten MafBstéiben in der richtigen perspek-
tiven Darstellung. Dazu kann man das Verfahren von Nr. 399 fiir jede
der drei Achsen anwenden. Aber bequemer ist es, wie in Fig. 605 vor-
zugehen: Auf dem Bild der z-Achse wéihlt man einen Punkt X beliebig;
er soll den Einheitspunkt des MaBstabes auf der z-Achse bedeuten.
Dann handelt es sich darum, die Strecke, die im Bild durch PX dar-
gestellt ist, perspektiv richtig wiederholt auf alle drei Achsen aufzu-
tragen, wodurch man zu den gewiinschten Teilpunkten 1,2, 3 ... der
Achsen gelangen wiirde. Wiren diese Teilpunkte schon bekannt, so

14*
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wirden diejenigen Geraden der zy-Ebene, die durch die Teilpunkte
1,2,3... der z-Achse gehen und den Fluchtpunkt F, haben, mit den-
jenigen, die durch die Teilpunkte 1,2,3... der y- Achse gehen und
den Fluchtpunkt F, haben, eine quadratische Téafelung der zy-Ebene
im perspektiven Bild liefern. Diese Téfelung stellt man wie in Fig. 512
von Nr. 342 her, indem man den gemeinsamen Fluchtpunkt D,, der
einen Schar von Quadratdiagonalen benutzt. Er liegt auf der Flucht-
geraden [,, der xy-Ebene, und zwar ist er der Schnittpunkt dieser
Geraden mit derjenigen Geraden, die den umgelegten rechten Winkel

F,(O)F, in gleiche Teile zerlegt. Durch abwechselndes Ziehen der Ge-
raden nach den Fluchtpunkten F,, F, und D,, geht die Téfelung her-
vor. Man kann sie auch {iber P hinaus riickwirts fortsetzen (was in
Fig. 605 unterlassen ist). Ebenso bestimmt man die Fluchtpunkte D,,
und D,, der Quadratdiagonalen fiir die T#felungen der beiden anderen
Achsenebenen, so dafl man imstande ist, auch diese Téfelungen zu
zeichnen. Insbesondere ergeben sich auf diesem Wege auch alle Teil-
punkte 1,2, 3 ... auf den Achsen, namentlich also auch die Einheits-
punkte Y und Z der y- und z-Achse. Nachdem man die Téafelungen
gezeichnet hat, ist es leicht, das perspektive Bild eines Punktes @ zu
finden, der hinsichtlich des Achsenkreuzes gegebene rechtwinklige Ko-
ordinaten hat. So ist in Fig. 605 der Punkt @ bestimmt worden, dessen
Abstande von der yz-Ebene, zz-Ebene und zy-Ebene gleich 7, 2, 3 sind.
Man mull nidmlich die Strecken P11, P2, P3 auf den drei Achsen als
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Kanten eines Rechtflachs auffassen. Da alle Kanten des Rechtflachs
die Fluchtpunkte F,, F,, F, haben, 16t es sich sofort vervollstdndigen.
Die P gegeniiberliegende Ecke des Rechtflachs ist der gesuchte Punkt @.
Hierin sind die Grundbegriffe der perspektiven Axonometrie
enthalten. Die Auseinandersetzungen in Nr. 282 lassen sich in ent-
sprechender Ab#énderung fiir den Fall der Perspektive auch jetzt an-
wenden, so dal man imstande ist, in beliebiger Lage gegeniiber der
Tafel und dem Auge das perspektive Bild c¢ines Gegenstandes zu ent-
werfen, von dem der Grundril und Aufri oder Kreuzril} vorliegt.

405. Wiirfel in allgemeiner Lage. Ein einfaches Beispiel zu dem so-
eben Erorterten bietet Fig. 606 mit dem perspektiven Bild eines Wiirfels
in allgemeiner Lage. Nachdem die Fluchtpunkte F,, F,, F, und D,

yz

D,,, D,, wie in voriger Nummer ermittelt worden sind, wahlt man
einen beliebigen Punkt P als eine Wiirfelecke und zieht die von ihm
ausgehenden Geraden PF,, PF,, PF,, auf denen die Wiirfelkanten
liegen. Eine Kante, z. B. die auf PF,, kann man beliebig lang an-
nehmen. Durch ihren Endpunkt zieht man die Geraden nach F, und F,.
Sie schneiden die Geraden PD,, und PD,, in den P gegeniiberliegenden
Ecken der lings PF, zusammenstoBenden Wiirfelquadrate, die dann
leicht zu vervollstéindigen sind, wodurch sich also auch das Bild des
dritten in P anstoBenden Quadrates ergibt. Die Zeichnung wird da-
durch gepriift, dal die von P ausgehende Diagonale des dritten Quadrates
nach D,, gehen mull. Die noch fehlenden drei Wiirfelkanten ergeben
sich, indem man die P gegeniiberliegenden Ecken der drei hergestellten
Quadrate bzw. mit F,, F,, F, verbindet.

Eine Probe der Richtigkeit des so gewonnenen Wiirfelbildes besteht
in folgendem: Die von P ausgehende Diagonale des Wiirfels liegt in
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drei Diagonalebenen des Wiirfels. Die erste ist die Ebene durch die
lings PF, gelegene Wiirfelkante und durch die lings PD,, gelegene
Quadratdiagonale, und diese Ebene hat daher als Fluchtgerade die
Gerade F,D,,. Entsprechendes gilt von den beiden anderen Diagonal-
ebenen. Da nun die Wiirfeldiagonale von P.aus in allen drei Ebenen
liegen muB, folgt: Die drei Fluchtgeraden F,D,,, F,D,,, F,D,, miissen
sich in einem Punkt W treffen, und dieser Punkt muf der Tluchtpunkt
der Wiirfeldiagonale von P aus sein.

Bisher haben wir nur die Fluchtpunkte gewisser Quadratdiagonalen,
néamlich der von P ausgehenden, benutzt. Sie waren mit D,,, D,,, D,,
bezeichnet worden. Die drei in P zusammenstoBenden Quadrate haben

aber noch drei andere Diagonalen. Ihre Fluchtpunkte seien mit D,,,
D,,, D,,, bezeichnet. Von den Fluchtpunkten der Wiirfeldiagonalen
haben wir bisher ebenfalls nur einen erwihnt, namlich den Flucht-
punkt W der von P ausgehenden Diagonale. Der Wiirfel hat aber noch
drei andere Diagonalen, und ihre Fluchtpunkte mégen W,, W,, W,
heien. Damit klar wird, auf welche Geraden sich diese Benennungen
beziehen, sind sie in Fig. 607 rechts in einer senkrechten Wiirfelprojek-
tion fiir die in Betracht kommenden Geraden angegeben. Diese Fig. 607
soll die Lagerung aller Fluchtpunkte

Fz, Fy: Fz’ Dyz) Dzz; Dzya Eyza sza Exya Wa Wz: Wy, I/Vz

zeigen. Damit sie noch simtlich erreichbar seien, muflte allerdings die
Distanz d sehr klein angenommen werden. Weil die Quadratdiagonale
mit dem Fluchtpunkt D,, zur Quadratdiagonale mit dem Fluchtpunkt D,,

senkrecht ist und beide Diagonalen in der Quadratebene mit der Flucht-
geraden F F, liegen, ergibt sich D,, als Schnittpunkt von F,F, mit
dem auf (O)Dy, in (O) errichteten Lot. Entsprechendes gilt von den
Diagonalfluchtpunkten D,, und D,,. Ubrigens ist zu bemerken: Der
Punkt D,, ergab sich in voriger Nummer dadurch, dafl der rechte
Winkel F,(O)F, in gleiche Teile zerlegt wurde. Man kann deshalb D,,
und 15,,, auch so bestimmen: Im Kreis vom Durchmesser F,F, zieht
man den zu diesem Durchmesser senkrechten Durchmesser. Die Ge-
raden von dem auf dem Kreis gelegenen Punkt (O) nach den Endpunkten
dieses zweiten Durchmessers schneiden F,F, in D,, und Eyz. Ent-
sprechendes gilt von den Fluchtpunkten der anderen Quadratdiagonalen,
Die sechs Ebenen des Wiirfels sind zu je zweien parallel, sie haben also
drei verschiedene Fluchtgeraden, némlich F,F,, F,F, und F,F,. Die
sechs Quadrate haben zwolf Diagonalen, aber je zwei sind einander
parallel, weshalb sich eben nur die sechs Fluchtpunkte D,,, D,,, D,,
und D,,,, D,,, D,y fir die Quadratdiagonalen ergeben. Der Wiirfel
hat ferner sechs Diagonalebenen, ndmlich diejenigen Ebenen, die durch
je zwel parallele Kanten gehen. Betrachten wir z. B. diejenige Diagonal-
ebene, die durch die Kante mit dem Fluchtpunkt F, geht. Sie enthilt
zwei parallele Quadratdiagonalen mit dem Fluchtpunkt D,, und auBer-
dem zwei Wiirfeldiagonalen, némlich die mit den Fluchtpunkten W
und W,. Da alle diese Fluchtpunkte auf der Fluchtgeraden der Diagonal-
ebene liegen miissen, ergibt sich, dafl sich W und W, auf der Geraden
F,D,, befinden. Ebenso liegen W wund W, auf der Geraden F,D,,
und schlieBlich W und W, auf der Geraden F,D,,. Dadurch ist W
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bestimmt, aber W,, W,, W, sind noch nicht vollstindig ermittelt. Nun
beachte man: Eine Diagonalebene des Wiirfels enthilt zwei Kanten mit
dem Fluchtpunkt F,, ferner zwei Quadratdiagonalen mit dem Flucht-
punkt D, und die Wiirfeldiagonalen mit den Fluchtpunkten W, und W,.

Demnach liegen F,, D,,z, W,, W, auf einer Geraden, der Fluchtgeraden
dieser Diagonalebene. Ebenso liegen F, , D,z, W,, W, auf einer Ge-
raden und schlieBlich auch F,, D,,,,, W,, w,. Hlermlt sind nun alle

Fluchtpunkte vollkommen bestimmt. In Fig. 607 sind die drei Flucht-
geraden der drei Paare von parallelen Wiirfelebenen kriftig dargestellt,
die vier Fluchtgeraden der Diagonalebenen durch kriftige gestrichelte
Linien. Aber es kommen noch weitere Fluchtgeraden vor: Wir gehen
von einer Wiirfelecke lings der dort zusammenstoBenden Kanten bis
zu den Endpunkten dieser Kanten. Das sind Punkte, die eine Ebene
bestimmen, und diese Ebene enthalt drei Quadratdlagonalen So z. B.
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enthilt eine Ebene die Quadratdiagonalen mit den Fluchtpunkten D,,,
D,,, D,,. Daher miissen D,,, D,,, D,, auf einer Geraden liegen. Ebenso
miissen D,,, D,,, D,y und D,,, D,,, D,, auf je einer Geraden liegen.
SchlieBlich gilt dasselbe von D,,, D,,. D,,. Diese vier Fluchtgeraden
sind in Fig. 607 punktiert dargestellt.

Weil (0)D,, den rechten Winkel F,(O)F, in gleiche Teile zerlegt, teilt
D,, die Grundseite F,F, des rechtwinkligen Dreiecks F,(O)F, im Ver-
haltnis der Seiten (O)F, und (O)F,. Diese Seiten sind gleich den Ent-
fernungen des Auges O von den Fluchtpunkten F, und F,. Der Flucht-
punkt D,, ist zu D,, hinsichtlich F,F, harmonisch und teilt also F,F,
auBerhalb in demselben Verhdltnis. Entsprechendes gilt von den Punk-
ten D,, und D,, sowie von den Punkten D,, und D,,.

Ferner liegen auf den beiden Halbkreisen, die F, gemein haben, die
Hilfspunkte (0) so, dafl sie von F, gleiche Entfernungen haben, da diese
Entfernungen beide gleich OF, sind. Da aufBlerdem in dem einen Kreis
die Gerade (0)D,, mit (O)F, einen Winkel von 45° bildet und im anderen
Kreis die Gerade (0)D,, mit (O)F, ebenfalls einen Winkel von 45° bildet,
ist auch der Schnittpunkt der Geraden (0)D,, im einen Kreis mit der
Geraden (0)D,, im anderen Kreis gleich weit von den beiden Hilfs-
punkten (0) entfernt. Hieraus folgt: Verbindet mar. jeden der drei
Hilfspunkte (0) mit dem zugehérigen Punkt D,,, D,,, D,,, so schneiden
sich alle drei Geraden im Mittelpunkt des Kreises, der durch die drei
Hilfspunkte (0) geht. Dies ist aber in Fig. 607 nicht eingezeichnet,
weil die Figur sonst mit Linien zu sehr iiberladen wiirde.

406. Ubungen. 1) Die Ebene durch drei gegebene Punkte zu finden,
falls diese Punkte entweder in drei gegebenen Ebenen s,f,, s,f,, 85fs
liegen oder falls zwei der Punkte in gegebenen Ebencn s,f;, s,f, und
der dritte auf einer gegebenen Geraden SF liegen oder endlich falls ein
Punkt in einer gegebenen Ebene sf und die beiden anderen auf gegebenen
Geraden 8,F,, S,F, liegen (Nr. 396 oder 397).

2) In einer Ebene sf sei ein Vieleck P, P,P, ... gegeben. Gesucht wird
die senkrechte Projektion des Vielecks auf die Bildtafel. Ferner sollen
die Abstinde der Ecken des Vielecks von der Bildtafel bestimmt werden
(Nr. 399). Dann kann man das Vieleck auch in senkrechter Projektion
auf eine beliebige zur Tafel senkrechte Fbene darstellen,

3) Durch eine gegebene Gerade SF die zu einer gegebenen Ebene sf
senkrechte Ebene zu legen (Nr. 400).

4) In einer gegebenen Ebene sf liege ein Dreieck vor. Gesucht wird
das Bild des wahren Hohenschnittpunktes des Dreiecks. Man lose die
Aufgabe, ohne die Ebene sf in die Tafel umzulegen, mit Hilfe der Ebenen,
die durch die Ecken des Dreiecks gehen und jeweils zu den gegeniiber-
liegenden Kanten senkrecht sind (Nr. 401).

5) Man bestimme das Bild des Mittelpunktes des demselben Dreieck
eingeschriebenen Kreises, ebenfalls ohne die Ebene sf in die Tafel um-
zulegen (Nr. 403).

6) In einer gegebenen Ebene sf sei eine Gerade SF gegeben. Die
Ebene soll um die Gerade durch einen gegebenen Winkel « gedreht
werden. Zuerst bestimme man die Fluchtgerade f der Ebene in der
neuen Lage. Sie mufl durch F gehen und zwar so, dafl die Ebenen (O, f)
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und (O, f) den Winkel &« miteinander bilden. Man benutze dabei den
zur Schnittgeraden OF der Ebenen (O, f) und (O, f) senkrechten Quer-
schnitt durch O, den man in die Tafel umlege. Die Spurgerade 3
der gesuchten Ebene mufl durch S gehen. Schliefllich ermittle man
noch, wohin ein beliebiger Punkt der gegebenen Ebene infolge der
Drehung gelangt.

7) Zwei Ebenen s;f; und s,f, seien gegeben. Wohin gelangt ein
Punkt der ersten Ebene, wenn sie um die Schnittgerade beider Ebenen
so weit gedreht wird, bis sie mit der zweiten Ebene zusammenfallt?

8) In zwei gegebenen Ebenen s,f, und s,f, mégen Punkte 4 und B
vorliegen. Gesucht wird der kiirzeste Weg, auf dem man von 4 nach B
gelangen kann, ohne die Ebenen zu verlassen. Vgl. Nr. 236, wo die
Aufgabe in senkrechter Projektion auf zwei Tafeln geldst wurde.

9) Diejenigen Ebenen zu bestimmen, vermoge deren die Winkel zweier
gegebenen Ebenen s, f; und s,f, in gleiche Teile zerlegt werden. Wie in
der 6. Aufgabe benutze man die zu den Ebenen (O, f,) und (O, f,) senk-
rechte Ebene durch O.



Fiinftes Kapitel.

Anwendungen und Ergiinzungen.

§ 1. Ebene Kurven, Flachornamente, Gelinde.

407. Vorbemerkung. Bisher wurden Anwendungen in der Hauptsache
nur zur besseren Erlduterung der verschiedenen Darstellungsverfahren
oder wegen der gerade giinstigen Gelegenheit gebracht. Im folgenden
machen wir Anwendungen um ihrer selbst willen: Wir wollen Kigen-
schaften der geometrischen Gebilde mit Hilfe der dar-
stellenden Geometrie ergriinden. Dabei ist jeweils die zweck-
méfBigste Art der Darstellung zu benutzen. Weil jedoch die dar-
stellende Geometrie wie jedes Einzelfach ihre natiirlichen Grenzen hat,
gestattet sie nicht immer, die Eigenschaften der Gegenstinde auf dem
geradesten oder besten Wege zu ermitteln. Manche findet man
leichter und strenger durch Anwendung derjenigen Verfahren, die in der
analytischen Geometrie und in der Differential- und Integralrechnung
gelehrt werden. Deshalb wollen wir, wenn auch nur ganz gelegentlich,
Ergebnisse aus diesen Lehrgebieten heranziehen, selbstredend aber
immer so, dal} sie auch ohne das Bekanntsein mit ihren Quellen ver-
sténdlich sind. AuBerdem soll dies letzte Kapitel die Gelegenheit bieten,
Friiheres zu ergéinzen und abzurunden. —

Absichtlich bildeten wir bisher fast nur solche Gegenstinde ab, die
sich geometrisch genau beschreiben lassen. Jetzt aber miissen wir auch
Anwendungen auf andere Gebilde machen, z. B. auf Ornamente, deren
Formen der Kiinstler erfindet, und auf Geldinde (Nr. 33), deren Formen
die Natur liefert. In derartigen Fillen treten willkiirliche oder be-
liebige Kurven auf, die nicht bestimmten geometrischen Gesetzen
unterworfen sind. Auch Kurven, die zwar gesetzméBig entstehen,
deren Gesetz aber nicht bekannt oder fiir die gerade vorliegende Auf-
gabe unwesentlich ist, wird man zu diesen willkiirlichen oder beliebigen
Kurven rechnen. Zunidchst soll die Ermittlung der Tangenten, Nor-
malen und Kriimmungskreise derartiger in der Ebene gezeichneter
Kurven besprochen werden. In Anknupfung daran werden wir einiges
aus der Geometrie der ebenen Kurven bringen, um es spiter bei Ge-
legenheit zu verwenden.

408, Ermittlung der Tangenten und Normalen gegebener ebener
Kurven. Handelt es sich darum, an eine gezeichnet vorliegende
Kurve irgendeine Tangente zu ziehen, so ist es am einfachsten
und genauesten, das Lineal so auf die Kurve zu legen, daf} es die Kurve
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mit Ausnahme eines ganz kurzen Stiickes verdeckt, und dann lings
des Lineals die Tangente zu ziehen, indem man dabei den Bleistift oder
die Reiflfeder so schrig hélt, wie es dem Vorsprung des sichtbaren
Kurvenstiickes entspricht. Selbst im Falle geometrisch definierter
Kurven, z. B. der Kreise, ist dies ebenso genau wie die gebrauchlichen
Schulkonstruktionen. Dasselbe Verfahren wendet man an, um an
eine gezeichnete Kurve eine Tangente in vorgeschriebener
Richtung zu ziehen. Dabei benutzt man als Lineal eine Kante des
Zeichendreiecks, das man léngs einer anderen Kante mit Hilfe eines
angelegten Lineals oder Dreiecks parallel verschiebt. Dasselbe Ver-
fahren wird angewandt, wenn von einem gegebenen Punkt
auBerhalb der Kurve eine Tangente an sie gelegt werden
soll, endlich auch dann, wenn man an zwei Kurven eine ge-
meinsame Tangente ziehen will.

Um den Beriihrungspunkt P einer schon gezeichneten
Tangente ¢ moglichst scharf zu ermitteln, ziehe man einige
zur Tangente ¢ benachbarte und parallele
Sekanten, siehe Fig. 608. Schneidet eine
dieser Sekanten die Kurve in 4 und B, so
lege man durch 4 und B Geraden in zwei
beliebig anzunehmenden Richtungen. Sie
haben zwei Schnittpunkte ¢ und D. Indem
man ebenso mit den anderen Sekanten ver-
fahrt und immer dieselben Richtungen fiir
die Hilfsgeraden benutzt, bekommt man eine
Reihe von Punkten C und D einér Hilfs-
kurve, die man freihdndig oder mittels des
Kurvenlineals auszieht. Augenscheinlich muf}
diese Hilfskurve die gegebene Kurve in dem
gesuchten Punkt P schneiden, denn wenn die
Sekante A B zur Tangente ¢ wird, riicken A und B nach P, also auch C
und D. Der Ort der Punkte C und der Ort der Punkte D bilden nicht
etwa zwel verschiedene, in P aufeinander stoBende Kurven, sondern
eine einzige Kurve, denn wenn 4 die gegebene Kurve iiber P bis B stetig
durchliuft, verschiebt sich die durch A gezogene Sekante stetig hin und
her, und schliefilich gelangt dabei nicht nur 4 nach B, sondern zu-
gleich auch B nach A4, d.h. C nach D und D nach C.

Ist fiir einen gegebenen Punkt P
einer Kurve die Tangente t zu be-
stimmen, so schlage man um P einen
beliebigen Kreis, siche Fig. 609. Ferner
ziehe man durch P einige Sekanten,
deren zweite Schnittpunkte 4 mit der
Kurve auf verschiedenen Seiten von P
liegen. Eine derartige Sekante wird den
Kreis einmal in einem Punkt B schnei-
den. Man trage die Strecke AP im
Sinne von A nach P von der Stelle B
aus auf der Sekante bis ¢ ab. Tut man
dasselbe fiir alle gezeichneten Sekanten, so ergeben sich Punkte C' einer
Hilfskurve, die man freihindig oder mittels des Kurvenlineals
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auszieht. Sie schneidet den Kreis in einem Punkt § der gesuchten Tan-
gente {. Denn wenn die Sekante zur Tangente wird, riickt 4 nach P,
8o dafB3 die Strecke 4P gleich Null wird und demnach auch BC, so daB
der Punkt C auf den Kreis gelangt.

Hiermit ist auch die Aufgabe gelost, die Normale n (Nr.79) in
einem gegebenen Kurvenpunkt auf die Kurve zu errichten.
Um durch einen aufBlerhalb einer gezeichneten Kurve
angenommenen Punkt P eine Kurvennormale zu ziehen,
schlage man um P einige Kreise, auf denen die Kurve kurze Bogen
abschneidet, siehe Fig. 610. Dann verfahre man
dhnlich wie in Fig. 608. Sind nédmlich 4 und B
die Schnittpunkte eines der Kreise mit der Kurve,
so zieche man durch 4 und B in zwei beliebig
angenommenen Richtungen Geraden und bringe
sie in C und D zum Schnitt. Verfihrt man so
bei allen gezeichneten Kreisen, indem man fiir
die Hilfsgeraden immer dieselben Richtungen be-
nutzt, so ergibt sich als Ort der Punkte € und D
eine Hilfskurve, die man wieder freihdndig
oder mittels des Kurvenlineals auszieht und die
augenscheinlich die Kurve in demjenigen Punkt ¢
schneidet, in dem die Kurve von einem Kreis
um P beriihrt wird, d. h. im Fullpunkte @ einer von P ausgehenden
Normale . Dies Verfahren ist ziemlich ungenau, wenn der Punkt P auf
der hohlen Seite des Kurvenbogens liegt, weil dann die Schnittpunkte
der Kreise mit der Kurve nicht scharf hervortreten. In diesem Fall
empfiehlt es sich, zunidchst einen Bogen der sogenannten Evolute
der Kurve zu zeichnen. Hierunter versteht man diejenige Kurve,
deren Tangenten die Normalen der vorgelegten Kurve sind. Man ziehe
durch einige Punkte der gegebenen Kurve, die beiderseits von dem
vermuteten Fulpunkt @ der gesuchten Normale gelegen sind, die Nozr-
malen nach dem Verfahren von Fig. 609. Diese Normalen sind Tan-
genten der Evolute, die als Hilfskurve
dient und freihdndig oder mittels des
Kurvenlineals ausgezogen wird. Die
gesuchte Normale ergibt sich dann
als eine von P aus an die Evolute

zu legende Tangente.
Um bei dieser Gelegenheit den
Begriff der Evolute zu erlautern, be-
trachten wir als Beispiel die Evolute
einer Fllipse. Nach Fig. 103 von
Nr. 73 kann man beliebig viele Nor-
malen der Ellipse genau zeichnen.
Dies ist in Fig. 611 geschehen, die
deutlich den Verlauf der Evolute als
der von den Normalen einge-
hilllten Kurve zeigt. Die Evolute
ist zu beiden Achsen symmetrisch
und hat auf den Achsen scharfe Spitzen. In Nr. 410 wird sich ergeben,
daf3 diese Spitzen dic Kriimmungsmittelpunkte der Scheitel sind. In
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Fig. 612 ist die Evolute der Ellipse ausgezogen. Mit ihrer Hilfe sind
die von einem innerhalb der Evolute gelegenen Punkt P ausgehenden
Normalen der Ellipse ermittelt, ndmlich die von P an die Evolute zu
ziehenden Tangenten. Hier gibt es

vier Normalen mit den FuBlpunkten

@y, @5, @5, Q,. Sie beriihren die

Evolute in K,, K,, K,, K,. Dieses

Beispiel zeigt, dall es sehr wohl vor-

kommen kann, daB von einem

Punkt P mehrere Normalen

einer Kurve ausgehen.

In bezug auf die benutzten
Hilfskurven ist zu bemerken, daf3
sie in Fig. 608 —610 bloB deshalb
gestrichelt worden sind, damit sie
sich deutlich von der gegebenen
Kurve unterscheiden. Beim Zeich-
nen sollte man sie nicht stricheln,
sondern in einem Zug ausziehen. Das Stricheln ist {iberhaupt immer
zeitraubend und ungenau.

Die angegebenen Verfahren benutze man nur dann, wenn der Auf-
wand an Arbeit im richtigen Verhéltnis zur Genauigkeit der Zeichnung
steht. Wenn eine Kurve, an die eine Tangente gelegt werden soll, nicht
hinreichend scharf bestimmt ist, wird man sich damit begniigen, den
Beriihrungspunkt P einer gezeichneten Tangente ¢ blof nach Augen-
schein zu bestimmen. Auch wird man sich, um von einem Punkt P
auBerhalb der Kurve eine Normale zu ziehen, in diesem Falle damit
begniigen, durch Versuche einen Kreis um P zu finden, der die Kurve
beriihrt, und den Beriihrungspunkt ¢ blo8 nach Augenschein annehmen,
wodurch sich dann die Normale PQ hinreichend genau ergibt.

Anmerkung: Nach einer Andeutung von G. Loria (Nr. 2) auf 8. 89 seiner ,,Vor-
lesungen iiber darstellende Geometrie, deutsch von Fritz Schiitte, 2. Teil,
Leipzig und Berlin 1913, sind die Hilfskurven von J. N. P. Hachette (Nr. 77) als fehler-
anzeigende Kurven oder Fehlerkurven bezeichnet worden, eine Benennung, deren
Grund einleuchtet. Wir kénnen jedoch nicht feststellen, ob derartige Kurven zuerst von
Hachette oder von anderen eingefiihrt worden sind. Jedenfalls aber enthalten die Lehr-
biicher der darstellenden Geometrie seit der ersten Hilfte des neunzehnten Jahrhunderts

hiufig Hilfskonstruktionen zur Ermittlung der Tangenten, Beriihrungspunkte und Nor-
malen. Statt der in Fig. 608 und Fig. 610 werden auch andere angegeben, die uns jedoch
nicht 8o gut zu sein scheinen,
Die Normale eines Kurvenpunktes P kann man sebr schnell mit Hilfe des Spiegel-
lineals finden. Das ist ein dickes Lineal, das auf der zu gebrauchenden lotrechten Seiten-
fliche aus spiegelndem Stein oder Metall besteht (eine mit Metall hinterlegte Spiegelglas-
fliche eignet sich nicht). Man legt das Lineal so durch P quer zur Kurve, da8 das gicht-
bare Kurvenstiick und sein Spiegelbild keinen Knick in P zeigen. Das Spiegellineal wurde
um die Mitte des neunzehnten Jahrhunderts von E. Reusch erfunden, siehe seine
kurze Bemerkung ,,Das Spiegellineal* im Repertorium fiir Experimentalphysik,
16. Bd. 1880, S. 255/56. Vgl. auch R. Mehmke (Nr. 313), ,Leitfaden zum
graphischen Rechnen®, Leipzig und Berlin 1917, 8. 109, 110. :
Die Aufgabe, fiir einen gegebenen Punkt P einer gezeichneten Kurve die Tangent
zu bestimmen, wird auch die Aufgabe der graphischen Differentiation genannt.
Nach den Grundlehren der Differentialrechnung ist ndmlich die Neigung der Tangente
einer durch rechtwinklige Koordinaten z, y dargestellten Kurve y = f (z), also der Tangens
des Winkels, den die Kurventangente mit der z-Achse bildet, gleich dem Differential-
quotienten dy : dx oder f (x) an der betrachteten Stelle. Dabei wird vorausgesetzt, daf
die Koordinaten x und y mit Hilfe derselben Lingeneinheit als Strecken dargestellt seien.
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409. Kriimmungskreise beliebiger ebener Kurven. Nach Nr. 80 ist
der Schnittpunkt der Normale eines Kurvenpunktes P mit der Normale
eines unendlich benachbarten Kurvenpunktes der Mittelpunkt K des
Kriimmungskreises der Kurve im Punkte P. Bisher haben wir nur
die Krimmungskreise in den Scheiteln der Kegelschnitte (Nr. 81,
258, 263) sowie gelegentlich die in den Scheiteln der Sinuslinie (Nr. 249)
verwendet. Deshalb mufl hervorgehoben werden, dafBl der Kriim-
mungskreis eines Kurvenpunktes P im allgemeinen die
Kurve in P durchsetzt, obgleich er sich dort auf das innigste an
die Kurve anschmiegt; das ist nédmlich eine Eigenschaft, die gerade in
den Scheiteln nicht auftritt. Sie erkldrt sich so: Durchlduft ein Punkt
die Kurve, indem er durch die Stelle P hindurchgeht, so wird die zu-
gehorige Kriimmung, der reziproke Wert des Kriimmungsradius
(Nr. 80), im allgemeinen entweder wachsen oder abnehmen. In Fig. 613

z. B. nimmt sie beim Fortschreiten von links
nach rechts zu. Durchliuft der Punkt dagegen
den Kriimmungskreis der Stelle P, so bleibt
die zugehorige Kriimmung immer dieselbe, da
der Kreis iiberall die gleiche Kriimmung hat.
Die Folge davon ist, daB} die Kurve in Fig. 613
links von P weniger, rechts von P mehr als der
Kriimmungskreis von P gekriimmt ist und daher
links auBerhalb und rechts innerhalb des Kreises
verlauft. Dies bezieht sich im allgemeinen nur
auf die ndchste Umgebung der Stelle P, denn
die Kurve kann in ihrem weiteren Verlauf ganz beliebige Wege ein-
schlagen. Wenn man fiir den Punkt P die Tangente und Normale
nack dem Verfahren in Fig. 609 der letzten Nummer ermittelt hat,
kann man verschiedene Punkte auf derjenigen Normalenhilfte, die auf
der hohlen Seite der Kurve liegt, als Mittelpunkte von Kreisen be-
nutzen, die in P die Kurve beriihren. Es ist anzuraten, dies einmal
wirklich zu tun. Man wird sehen, daBl man dadurch wenigstens un-
gefahr die Lage des zu P gehdrigen Kriimmungsmittelpunktes finden
kann, nédmlich indem man versucht, den Kreis so zu wihlen, daB er
gich in P moglichst innig an die Kurve anschmiegt. Aber dies Verfahren
reicht nicht immer aus.

Bevor wir ein geniigend scharfes Verfahren angeben, sind noch einige
Bemerkungen in bezug auf die Scheitel zu machen. In Nr. 249 wurde
gesagt, daB die Schnittpunkte einer Kurve mit einer Symmetrie-
geraden, falls eine solche vorhanden ist, Scheitel genannt werden.
Aus der Symmetrie folgt nnn: Ist P ein Scheitel und bewegt sich ein
Punkt auf der Kurve von der einen Seite auf P zu, so wird die Kriim-
mung der Kurve dabei entweder wachsen (z. B. im Fall eines Haupt-
scheitels der Ellipse) oder abnehmen (z. B. im Fall eines Nebenscheitels
der Ellipse), und genau dasselbe tritt ein, wenn sich der Punkt auf
der Kurve von der anderen Seite her dem Scheitel P nihert. Somit
wird die Kurve im allgemeinen im Scheitel P entweder ein Maximum
oder ein Minimum der Kriimmung haben. Durchlduft also der Punkt
die Kurve in einem bestimmten Sinne, indem er dabei durch den
Scheitel P hindurchgeht, so ist die Kriimmung vorher und nachher
beide Male kleiner oder beide Male grofler als im Scheitel selbst. Des-
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halb gilt hier nicht mehr die SchluBfolgerung, die wir bei Fig. 613
machten, und das ist der Grund, weshalb die Kriimmungskreise
der Scheitel die Kurve nicht zu durchsetzen brauchen.
In der Tat liegen z. B. bei der Ellipse die Kriimmungskreise der Haupt-
scheitel innerhalb und die der Nebenscheitel auBerhalb der Ellipse.
Nun kann es aber auch eintreten, daB die Kriimmung an einer
Stelle S einer Kurve ein Maximum oder Minimum erreicht,
ohne daB diese Stelle auf einer Symmetriegeraden der
Kurve liegt, d. h. ohne dall die Normale n dieser Stelle § eine Sym-
metriegerade der Kurve ist, siehe Fig. 614 Auch in diesem Falle
wird der Kriimmungskreis von P im allgemeinen auf einerlei Seite der
Kurve verlaufen. Man nennt deshalb allge-

mein einen Kurvenpunkt einen Scheitel,

sobald iiberhaupt die Kriimmung der

Kurve dort ein Maximum oder Minimum

erreicht. Aus Griinden, die sich bequemer in

der Differentialrechnung erdrtern lassen, folgt,

wie nebenbei bemerkt sei, daB die Beriihrung

zwischen einer Kurve und ihren Kriimmungs-

kreisen in einem Scheitel inniger als sonst ist, so

daf die Kriimmungskreise der Scheitel fiir ver-

héaltnisméBig lange Bogen die Kurve in der Zeichnung ersetzen konnen.
Aber im allgemeinen ist die Auffindung derjenigen Scheitel, die nicht
auf Symmetriegeraden liegen, ziemlich miihselig. Deshalb beschrinkt
man sich meistens auf die Benutzung derjenigen Scheitel, die sich ein-
fach als Schnittpunkte der Kurve mit etwa vorhandenen Symmetrie-
geraden ergeben.

Um den Mittelpunkt K des Krimmungskreises eines
Punktes P einer gezeichneten Kurve zu finden, kann man
nun so schlieBen: Derjenige Kreis, der die Kurve in P beriihrt und
auBlerdem noch durch einen benachbarten Kurvenpunkt ¢ geht, hat
seinen Mittelpunkt M einerseits auf der Normale n des Punktes P und
andererseits auf der Mittelsenkrechten der
Sehne PQ, siche Fig. 615. Wenn der Punkt @
auf der Kurve nahe an P heranriickt, schnei-
den sich die Normale n und das Mittellot
von PQ unter zu spitzem Winkel, so daf} der
Schnittpunkt M nicht mehr bestimmbar ist.

Aber gerade dann wird der Kreis, der die
Kurve in P berithrt und auBlerdem durch ¢
geht, nach dem gesuchten Kriimmungskreis
von P streben. Man wendet nun wieder wie
in voriger Nummer eine Hilfskurve an:
Durch M zieht man in beliebiger Richtung
eine Gerade und trigt auf ihr von M aus die Liange der Sehne P@Q bis B
ab. Tut man dies fiir mehrere verschiedene Annahmen des Punktes ¢
auf der Kurve beiderseits von P, indem man immer dieselbe Richtung
der Hilfsgeraden benutzt, so bekommt man mehrere Punkte R, die einer
Hilfskurve angehoren. Dabei muB man die Strecke PQ von E aus in
der gewihlten Richtung in dem einen oder anderen Sinn auftragen, je
nachdem @ auf der einen oder anderen Seite von P liegt. Die Hilfs-
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kurve wird freihdndig oder mittels des Kurvenlineals ausgezogen. Da,
wenn @ nach P strebt, die Sehne PQ und daher auch die Strecke MR
unendlich klein wird, ergibt sich: Die Hilfskurve schneidet die Normale n
im gesuchten Mittelpupnkt K des Kriimmungskreises der Stelle P.

Ubrigens nennt man den Mittelpunkt K des Kriimmungskreises
eines Kurvenpunktes P auch kiirzer den Kriimmungsmittelpunkt
der Stelle P.

410. Evolute, Evolventen, Parallelkurven. Nach Nr. 408 ist die
Evolute einer ebenen Kurve diejenige Kurve, deren Tangenten die
Normalen der gegebenen Kurve sind. Da nun jeder Punkt einer Kurve
als der Schnittpunkt zweier unendlich benachbarter Tangenten auf-
gefalBt werden kann, ergibt sich hieraus: Jeder Punkt K der Evolute
einer Kurve ist der Schnittpunkt der Normale eines Punktes P der
gegebenen Kurve mit einer unendlich benachbarten Normale, d. h. der
Krimmungsmittelpunkt des Punktes P. Mithin ist die Evolute
einer gegebenen ebenen Kurve der geometrische Ort ihrer
Krimmungsmittelpunkte.

In Fig. 611 und 612 von Nr. 408 wurde als Beispiel die Evolute
einer Ellipse dargestellt. Die vier Spitzen dieser Evolute sind also
die Kriimmungsmittelpunkte der Haupt- und Nebenscheitel. Auch er-
kennt man, dafl in Fig. 612, wo mit Hilfe der Evolute von einem
Punkte P aus vier Normalen PQ,, PQ,, PQ,, PQ, der Ellipse bestimmt
wurden, die Berithrungspunkte K,, K,, K,, K, dieser vier Normalen
mit der Evolute die Krimmungsmittelpunkte der vier Ellipsenpunkte
@1, @2, @5, @y sind.

Um die Beziehungen zwischen einer ebenen Kurve und ihrer Evolute
zu untersuchen, gehen wir davon aus, dafl jeder Kriimmungskreis wegen
seiner innigen Berithrung mit der Kurve diese, wenn auch nur fir ein
kurzes Stiick, in der Zeichnung ersetzen kann. Deshalb betrachten wir
zundchst eine Kurve, die aus einer Reihe von kurzen Kreisbogen zu-
sammengesetzt ist, und zwar so, dal} diese Bogen ohne Kuicke ineinander
iibergehen, also da, wo sie zusammentreffen, gemeinsame Tangenten

haben. Die Mittelpunkte zweier
aufeinander folgender Kreisbogen-
stiicke sollen mithin allemal auf
einer gemeinsamen Normale der
Ubergangsstelle liegen. Auf diese
Art ist die Kurve £ in Fig. 616 her-
gestellt worden: Ausgehend von 4
wurde ein kurzer Kreisbogen um
K, gezogen, dann auf dem Radius
des Endpunktes dieses Bogens an
Stelle von K, ein benachbarter
Punkt als neuer Mittelpunkt an-
genommen, um ihn ein an den
ersten Bogen anschlieBender Kreis-
bogen gezogen usw. Auf diese
Art ist also der Bogen AB einer aus lauter Kreisstiicken gebildeten
Kurve %k entstanden. KEines der Kreisbogenstiicke ist PP’ mit dem
Mittelpunkt K, wihrend K’ der auf KP’ gelegene Mittelpunkt des
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folgenden Bogenstiickes ist. Da K P’ und K’P’ die aufeinanderfolgenden
Radien sind, ist KK’ ihre Differenz. Folglich ergibt sich fiir den ganzen
Kurvenzug von A bis B: Die Differenz aus dem ersten Kreisradius K,4
und dem letzten Kreisradius KB ist gleich der Summe aller Stiicke KK’,
d. h. gleich der Lange der gebrochenen Linie von K, iiber K und K’
bis Kb'

Aus der aus Kreisbogen zusammengesetzten Kurve k wird eine be-
liebige ebene Kurve, wenn man sich vorstellt, daBl die Zentriwinkel
aller einzelnen Kreissektoren unendlich klein werden und zugleich die
Differenz zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Kreisradien nach Null
strebt. Dann folgen alle Punkte P, P’ unendlich dicht aufeinander,
und die Kurve k enthélt ihrer unendlich viele. In diesem Grenzfall
ist K als der Kriimmungsmittelpunkt von P und K’ als der Kriim-
mungsmittelpunkt des zu P unendlich bgnachbarten Kurvenpunktes P’
zu bezeichnen. Demnach wird aus dem gebrochenen Linienzug von' K,
iber K und K’ bis K, die Evolute der Kurve k. Mithin folgt: Die
Bogenlinge der Evolute von K, bis K, ist gleich der Diffe-
renz des Anfangs- und des End-Krimmungsradius K,4
und K;B.

Man stelle sich ferner die Evolute K,K, als erhaben iiber der
Zeichenebene vor, betrachte sie also als die Grundlinie eines auf der
Ebene lotrecht stehenden Zylinders. In K, werde dann ein unausdehn-
barer, aber biegsamer Faden bis A gespannt, daran in 4 ein Zeichen-
stift befestigt und nun dieser Stift so auf der Zeichenebene entlang ge-
tithrt, daB sich der straff gehaltene Faden von K, an auf die Evolute
(oder den Zylinder) aufwickelt. Dabei wird der Zeichenstift die Kurve %
von A bis B beschreiben. Mithin entsteht die Kurve k£ aus ihrer
Evolute durch Aufwicklung eines unausdehnbaren, aber
biegsamen Fadens.

DaB die Liénge dieses Fadens beliebig groB gew#hlt werden kann,
erhellt so: In Fig. 616 sind auBer k¥ noch zwei aus Kreisbogen zusammen-
gesetzte krumme Linien %, und %, gezogen, wobei dieselben Kreismittel-
punkte K, ... K, K’ ... K, und dieselben Zentriwinkel wie vorher zur
Verwendung gekommen sind. Beim Grenziibergange werden aus k, und k,
Kurven, die dieselbe Evolute haben wie die Kurve k. Statt der Faden-
lainge K,A4 kann also eine beliebige andere, gréBere oder kleinere be-
nutzt werden.

Hiernach gehdrt eine und dieselbe Evolute oder ein und
derselbe Ort der Kriimmungsmittelpunkte zu einer Schar von
unendlich vielen Kurven, in der die Kurven %, k; und k, enthalten
sind. Diese Schar nennt man die Evolventen der gemeinsamen
Evolute (vom latein. evolvere, abwickeln). Die in Fig. 616 gezogenen
Geraden, die Radien der Kreise, stellen beim Grenziibergange die Nor-
malen der Evolventen k,, k£ und k, dar. Demnach haben alle Evol-
venten einer Evolute dieselben Normalen, ndmlich die Tan-
genten der Evolute. Man kann auch sagen: Die Evolventen einer
Evolute sind diejenigen Kurven, die alle Tangenten der
Evolute senkrecht durchsetzen. Man nennt sie deshalb auch
die senkrechten Trajektorien der Evolutentangenten (vom
latein. trajicere, dariiberziehen). SchlieBlich nennt man die Evolventen
auch Parallelkurven. Denn diese Kurven, von denen k, k, und k,

Scheffers, Geometrie I1. 2. Aufl. 15
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nur drei aus der unendlichen Schar aller sind, haben die Eigenschaft,
daB sie iiberall gleich weit voneinander entfernt sind, indem diese Ent-
fernungen auf ihren gemeinsamen Normalen gemessen werden. Auch
kommen den einander entsprechenden Punkten P, P, und P, von £k,
k, und k, parallele Tangenten zu, n#mlich senkrecht zu P,PP,K.

Die Parallelkurven eines Kreises sind alle Kreise mit demselben
Mittelpunkt. Sie haben, als Evolventen aufgefaft, eine in einen Punkt,
den Mittelpunkt, zusammengeschrumpfte Evolute. Die Parallelkurven
eines Kegelschnittes sind jedoch durchaus keine Kegelschnitte, obwohl

sie beinahe so aussehen, so lange sie nicht
allzu groBe Abstinde vom gegebenen Kegel-
schnitt haben. Man zeichnet eine Parallelkurve
einer Kurve £ am bequemsten, indem man um
eine groflere Anzahl von Punkten von k gleich-
grofe Kreise legt und dann die alle diese Kreise
beriihrende oder einhiillende Kurve bestimmt,
sieche Fig. 617, wo als gegebene Kurve eine
Parabel gewdhlt ist. Obgleich die einhiillende
Parallelkurve gar nicht gezeichnet ist, erkennt
man doch deutlich ihren Verlauf; insbesondere
sieht man, dafl sie im Innern der Parabel sich
selbst iberschneidet und zwei Spitzen hat.
Die dullere und die innere einhiillende Kurve
der Kreise sind als zwei getrennte Zweige einer
und derselben Parallelkurve der Parabel auf-
zufassen. In Fig. 618 ist dieselbe Parabel mit dieser Parallelkurve dar-
gestellt. Dem Parabelscheitel S entsprechen die Punkte §; und 8,, die
ihrerseits Scheitel der Parallelkurve sind, weil sie auf einer Symmetrie-
geraden, der Parabelachse, liegen. Weil alle
Parallelkurven dieselbe Evolute, d. h. dieselben
Kriimmungsmittelpunkte haben, ist der Mittel-
punkt K des Kriimmungskreises des Parabel-
scheitels S zugleich der Kriitmmungsmittelpunkt
von 8; und §,. In Fig. 617 war der Radius
der Hilfskreise groBer als der Krimmungsradius
des Parabelscheitels gew#hlt. Ist er kleiner, so
treten keine Spitzen auf. Entsprechende Er-
scheinungen gelten auch fiir die Parallelkurven
anderer Kurven, falls Scheitel vorkommen.
Schlieilich kehren wir noch einmal zu
Fig. 616 zuriick. Darin ist KX P als der Radius
des Kriimmungskreises der Kurve k£ an der
Stelle P kiirzer als der Krimmungsradius
des Punktes P zu bezeichnen. Da wir uns
vorstellen, der Punkt P’ folge unendlich nahe auf P, bedeutet PP’
einen unendlich kurzen Kreisbogen. Unendlich kleine Groflen kenn-
zeichnet man dadurch, daBl man ihre Benennung mit einem vor-
gesetzten d versieht, abgekiirzt fiir Differential, d. h. unendlick kleine
Anderung einer Grofle. Dementsprechend bezeichnen wir den Bogen PP’
mit ds. Zu diesem Bogen gehort ein unendlich kleiner Winkel PKP’,
der Winkel der Normalen PK und P’'K der unendlich benachbarten’
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Punkte P und P’ von k. Diesen Winkel, den wir mit dz bezeichnen
wollen, nennt man den zu dem unendlich kurzen Kurvenbogen ds ge-
horigen Kontingenzwinkel (vom latein. contingere, unmittelbar an-
grenzen). Zwischen 7, ds und dr besteht nun eine Beziehung, die sich
am einfachsten ausdriickt, wenn man den Winkel dz mit seinem Bogen-
maB miflt, ndmlich unter dz denjenigen Bogen eines Kreises vom Ra-
dius Eins versteht, dessen Zentriwinkel eben dieser Winkel ist (Nr. 374).
Um den Scheitel K werde also der Kreis vom Radius Eins gezogen.
Die Langeneinheit, mit der selbstredend dann auch alle anderen Strecken,
z. B. r und ds, zu messen sind, kann man beliebig wihlen. Der Kreis
vom Radius Eins schneidet PK und PK’ in Punkten @ und @', und
der Kreisbogen Q@' ist das Bogenmall des Winkels dz. Indem wir also
Q@ = dv setzen, finden wir aus der Proportion
KP:KQ = PP : Q¢
sofort:
r:1=4ds:dr,

d.h.: der Krimmungsradius r eines Kurvenpunktes P ist
gleich dem Verhidltnis eines an der Stelle P gelegenen un-
endlich kurzen Bogenstiickes ds der Kurve zum zugehdrigen
unendlich kleinen Kontingenzwinkel dr:

_ds
T dr

Anmerkung: Die Evolute mit ihren Evolventen wurde von Christian Huygens
(geb. 1629 im Haag, Mathematiker, Astronom und Physiker, beriihmt als Urheber der
Wellentheorie fiir das Licht und der Pendeltheorie, gest. 1695 i Haag) in die Geometrie
eingefiihrt, und zwar durch sein Hauptwerk: ,,Horologium oscillatorium. Sive
de motu pendulorum ad horologia aptato demonstrationes geometricae*
(Pendeluhr oder geometrische Erklirung der bei Uhren angewandten Pendelbewegung),
Paris 1673, abgedruckt in den ,,Opera varia‘®, Leiden 1724, 1. Bd., 8. 15—192. Die
Evolute nannte er selbst (S.90) ebenso, dagegen bezeichnete er (S, 89) eine Evolvente
als Descripta ex evolutione (durch Abwicklung beschriebene Kurve). Auch be-
merkte er (S.94), daB die Evolventen Parallelkurven sind.

411. Spitzen und Wendepunkte ebemer Kurven. Man kann leicht
erkennen, daf} jede Evolvente da, wo sie ihre Evolute trifft, eine Spitze
aufweist. Zu diesem Zweck ersetzen wir die
Erzeugung der Evolventen mittels Faden-
abwicklung durch eine andere Erzeugung,
die dasselbe und noch mehr leistet: In
Fig. 619 ist statt der gegebenen Evolute x
ein wenig von einer Kurve -abweichender
gebrochener Linienzug angenommen. Man
stelle sich diesen Linienzug als Grundlinie
eines auf der Zeichenebene lotrecht stehen-
den Prismas vor, das wenig von einem
Zylinder abweicht. Auf. die Zeichenebene
werde nun ein Lineal gelegt, an eine Seite
des Prismas angedriickt und dann um eine
Ecke dieser Seite ein wenig gedreht, bis es
an der ndchsten Seite anliegt, usw. Wird
dabei auf dem Lineal eine Stelle vermerkt, so beschreibt sie bei dieser
Bewegung einen gebrochenen Linienzug, der sehr wenig von einer Kurve

15%
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abweicht und aus lauter kurzen Kreisbogenstiicken besteht, die be-
rithrend ineinander iibergehen. Offenbar ist der Erfolg derselbe, als ob
lings x» ein vollig biegsamer und unausdehnbarer Faden gelegt sei, der
durch einen Zeichenstift gespannt und von » abgewickelt wird wie in
Fig. 616 der vorigen Nummer. Die Punkte des Lineals beschreiben so-
mit aus kurzen Kreisbogen zusammengesetzte Linien wie die mit k, k,
und %, bezeichneten Linien jener Figur, also Linien, die man als Evol-
venten der Evolute » aufzufassen hat. Den gebrochenen Linienzug x
hat man sich schlieBlich durch eine Kurve » ersetzt zu denken. Dann
aber rollt das Lineal ohne Gleiten auf der Kurve x ab, indem von Augen-
blick zu Augenblick ein anderer Punkt von » der Mittelpunkt einer un-
endlich kleinen Drehung des Lineals ist. Demnach sind die Evol-
venten einer Kurve » die Bahnen der Punkte einer starren
Geraden, die ohne Gleiten auf » abrollt. Das Lineal bietet
gegeniiber dem Faden den Vorteil, dafl es nicht wie dieser ein fest mit =
verbundenes Ende hat. Deshalb kann man die Bahnen seiner Punkte
auch noch nach ihrem Auftreffen auf x» verfolgen, und man sieht, daB
sich in den Treffpunkten Spitzen ergeben, weil sich die Mittelpunkte
der unendlich kleinen Drehungen, die ja auf » liegen, vor und nach
dem Auftreffen auf verschiedenen Seiten der Treffpunkte befinden.
Die Evolventen einer Evolute haben also da, wo sie auf
die Evolute auftreffen, Spitzen, die sich dort den Normalen
der Evolute anschmiegen. So sind z. B. die Spitzen der Parallel-
kurve einer Parabel in Fig. 617 und 618 der vorigen Nummer ent-
standen. Denn diese Parallelkurven sind wie die Parabel selbst Evol-
venten der (dort nicht eingezeichneten) Parabel-
: evolute, und die Spitzen liegen auf der Evolute.
AN Spitzen sind nicht mit Ecken zu ver-
. \_ wechseln. Eine Ecke ist eine Knickstelle mit
b zwel verschiedenen Tangentenrichtungen, siehe
l Fig. 620a; dagegen liduft eine Spitze in einer ein-
zigen Richtung aus, siehe Fig. 620 b.

Durchliuft ein Punkt eine ebene Kurve, so wird die Art der Rich-
tungséinderung am deutlichsten, wenn man durch einen irgendwo fest
angenommenen Punkt die Strahlen zieht, die zu den aufeinanderfolgenden
Tangenten parallel sind, und zwar immer im Pfeilsinn entsprechend dem

Fortschritt auf der Kurve, siehe Fig. 621, wo
statt der Kurve ein wenig von einer Kurve
abweichender gebrochener Linienzug dargestellt
ist, dessen Ecken also die Punkte der Kurve
und dessen Strecken ihre Tangenten bedeuten
sollen. Diese Zeichnung stellt den gewdhn-
lichen oder allgemeinen Fall dar: Wéh-
rend der Punkt die Stellen 1, 2, 3 ... durch-
lauft, dreht sich der jeweils parallel zur Tan-
gente gezogene Strahl in einerlei Sinn um
den festen Punkt. Sonderfdlle ergeben sich,
wenn der Strahl in einer gewissen Lage ent-
weder in den entgegengesetzten {iiberspringt
oder dort eine riickwértige Drehung beginnt. Der erste Fall ist in
Fig. 622, der zweite in Fig. 623 dargestellt. Der erste Fall tritt fir

a-

Fig. 620.
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eine Kurvenspitze ein; hier weicht der auf den Strahl 4§ folgende
Strahl 4 6 nicht um ein Geringes, sondern um fast 180° vom Strahl 4 5
in seiner Richtung ab. Dies hdngt damit zusammen, dafl der Punkt,
nachdem er in § angelangt ist, wieder zuriickgeht. Man nennt deshalb
die Spitzen auch Riickkehrpunkte. Der in Fig. 623 dargestellte

zweite Fall ist der eines Wendepunktes: Der zur Tangente parallele
Strahl geht nicht {iber die Lage 46 hinaus; sowohl der Strahl 34
als auch der Strahl 56 liegen auf derselben Seite des Strahles 4 5.
Wendepunkte kamen schon gelegentlich in Nr. 249 und 250 vor. In
einem Wendepunkte tritt vortibergehend ein Stillstand in der Drehung
der Tangente ein, weil sie sich dort anschickt, wieder zu den fritheren
Richtungen zuriickzukehren. Zwei unendlich benachbarte Normalen
treffen sich auf der einen oder anderen Seite der Kurve, je nmachdem
die ins Auge gefalte Stelle vor dem Wendepunkte liegt oder auf ihn
folgt, siehe Fig. 624. Deshalb hat die Evolute

zwei getrennte Zweige auf verschiedenen Seiten

der Kurve. Sie héngen aber im Unendlich-

fernen zusammen. Denn da die Richtung der

Tangente im Wendepunkt augenblicklich zu

einem Stillstand kommt, gilt dasselbe von der

Richtung der Normale, d. h. die Normale des

Wendepunktes und eine unendlich benachbarte

Normale sind parallel und treffen sich erst

im Unendlichfernen. Der Kriimmungsmittel-

punkt des Wendepunktes liegt also unendlich-

fern, so dal} der zugehérige Kriimmungskreis

in eine Gerade, namlich in die Wendetan-

gente, ausartet. Da jeder Kriimmungskreis

als Kreis durch drei unendlich benachbarte

Kurvenpunkte aufzufassen ist, stellt dem-

nach auch die Wendetangente eine

Gerade durch drei unendlich benachbarte Kurvenpunkte
dar, wihrend eine gewchnliche Tangente eine Gerade durch nur zwei
unendlich benachbarte Kurvenpunkte ist. Deshalb schmiegt sich die
Kurve einer Wendetangente meistens inniger als gewohnlichen Tangenten
an. Beim Zeichnen darf man meistens ein nicht geringes geradliniges
Stiick der Wendetangente fiir den Kurvenzug verwenden. Aus diesem
Grund ist es niitzlich, die etwa vorkommenden Wendetangenten einer
zu zeichnenden Kurve zu kennen.
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- Im vorhergehenden sind nur die einfachsten denkbaren Sonderfille
besprochen. Es koénnen noch verwickeltere Moglichkeiten bei einer
Kurve auftreten, wodurch sich noch héhere Singularitédten ergeben.
Wir wollen aber darauf nicht eingeben.

Anmerkung: Wenn man mit Riicksicht auf die Art der Bewegung des Kurven-
punktes eine Spitze einen Riickkehrpunkt nennt, kann man mit demselben Recht im
Hinblick auf die Art der Bewegung der Tangente eine Wendetangente eine Riickkehr-
tangente nennen. Aber das wiirde zu Verwechslungen Anla8 geben und wird deshalb
besser vermieden. Die lateinische Bezeichnung fiir die Wendetangente ist Inflexions-
tangente (von inflexio, Beugung oder Wendung). In &lteren mathematischen Schriften
werden auch die Spitzen oft Inflexionspunkte genannt, was dann dasselbe wie Riick-
kehrpunkte bedeuten soll. Hin und wieder trifft man diese Bezeichnung auch noch jetzt
in physikalischen und anderen Biichern. Man versteht aber heutzutage in der Geornetrie
durchweg unter den Inflexionspunkten die Beriihrungspunkte der Inflexionstangenten,
d. h. die Wendepunkte.

412. Flachornamente. Nunmehr gehen wir zu Anwendungen der
darstellenden Geometrie iiber, indem wir zunichst Flachornamente
oder Reliefs betrachten. Man versteht darunter Verzierungen, die
wenig erhaben iiber einer Flache, im allgemeinen iiber einer Ebene sind.
Ihre kiinstlerische Wirkung héngt wesentlich von ihrem Schlagschatten
auf der Fliche und von ihrem Eigenschatten ab, da erst diese Schatten
die Verzierungen bei ihrer geringen Hohe aus der Fliche herausheben.
Deshalb sollen diese Schatten besprochen werden. Ob das Flachornament
auf einer gekriimmten Fldche oder auf einer Ebene liegt, ist fiir die Er-
mittlung ihrer Schatten von geringerer Bedeutung, denn die Schatten
werden sich nur wenig dndern, wenn man die Fliche an der betrachteten
Stelle durch eine Ebene ersetzt, eben weil das Ornament nur wenig
hervortritt. Wir beschréinken uns aus diesem Grund auf die Betrach-
tung eines Flachornaments auf einer Ebene, die wir die Grundebene
des Ornaments nennen.

Aufer der senkrechten Projektion des Flachornaments auf die Grund-
ebene wird man kaum eine senkrechte Projektion auf eine zweite Tafel,
eine Aufrifitafel, benutzen, weil sie zu geringe Hohen hétte. Also handelt
es sich hier um senkrechte Projektion auf nur eine Tafel (1. Kapitel).
Gebrauchlich ist es, den Schatten bei einer Parallelbeleuchtung so dar-
zustellen, daB die Projektionen der Lichtstrahlen 45°-Linien von links
oben nach rechts unten werden, und diese Annahme wollen wir eben-
falls machen.

In der Hauptsache bestehen die Flachornamente aus Nachahmungen
von Blumen, Bldttern und Ranken. Als Beispiel sei eine einzelne Ranke
herausgegriffen. Sie pflegt eine erhabene Rippe 7 zu haben, von der
aus sich etwa ihre beiden Fldchen bis zur Grundebene senken, indem
sie dort durch Randlinien @ und & begrenzt werden, die in ihrem Ver-
lauf nur wenig von der Rippe abweichen, siehe Fig. 626 und 627 in der
spateren Nr. 414. Um die Schatten zeichnen zu kénnen, muB man
wissen, wie hoch die Rippe r iiber der Tafel liegt. Sie kann z. B. zu ihr
parallel sein; aber im allgemeinen wird sie verschiedene Hohen auf-
weisen. Eigentlich miilte man aullerdem das Gesetz kennen, nach dem
die beiden Fléchen zwischen r und a und zwischen r und b gebildet
sind. Aber das sind mehr oder weniger willkiirliche Flachen, iiber deren
Gestaltung sehr oft die vorgelegte Zeichnung gar keine Auskunft gibt,
ja deren Form im einzelnen dem Verfertiger des Ornaments iiberlassen
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wird. Man kann sich z. B. vorstellen, daBl die Flichen gerade Fallinien
haben, die von der Rippe r ausgehen und etwa senkrecht auf die
Rinder @ und b stofen. In dieser Unbestimmtheit des Gegenstandes
liegt eine gewisse Schwierigkeit fiir die Ermittlung der Schatten, aber
wegen der Flachheit des Ornaments werden die Grenzen .der auf die
Grundebene fallenden Schlagschatten doch nur wenig durch die Art
der Wolbung der Rankenflichen beeinflult, in stdrkerem MaBe aller-
dings die Grenzen der Eigenschatten.

413. Lehrbeispiel fiir Flachornamente. Um zu klaren Vorstellungen
zu gelangen, tut man gut, zunéchst eine solche Ranke zu untersuchen,
die geometrisch genau beschrieben werden kann. Wir benutzen eine

ringformige Ranke, deren Rippe r ein zur Grundebene parallel ge-
legener Kreis ist, siehe Fig. 625. Die Randlinien ¢ und b seien Kreise,
die denselben Mittelpunkt haben wie die Projektion 7’ der Rippe. DaB
der Radius von a um ebensoviel groBer wie der von b kleiner als der
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Radius von r’ angenommen worden ist, hat keine wesentliche Bedeutung.
Absichtlich ist die Hohe der Rippe r iiber der Grundebene so groB ge-
wihlt worden, dafl in diesem Lehrbeispiel auch ein Aufri8 benutzt
werden kann. Die Ebene des Aufrisses ist zur Lichtrichtung parallel
angenommen worden. Man stelle sich die beiden Rankenflachen zwischen
r und @ und zwischen r und b als Kegelgiirtel vor, ndmlich als Teile von
Rotationskegeln mit den Spitzen S, und 8, die auf dem durch die
Mitte M von r gehenden Lot zur Grundebene liegen. Die Schlagschatten
&, und &, der Spitzen kann man mit Hilfe des Aufrisses sofort be-
stimmen.

Der Schlagschatten t der Rippe 7 ist ein Kreis von demselben Radius;
sein Mittelpunkt It ist der Schlagschatten der Mitte M von r. Der
Schlag- und Eigenschatten des #uBeren Kegelgiirtels ergibt sich nach
Nr. 117. Der Schlagschatten wird teils durch die von ©, ausgehenden
gemeinsamen Tangenten der Kreise ¢ und t, ndmlich durch P,%; und
Py3,, teils durch den Bogen 2,8, des Kreises t begrenzt, und die
Grenzen des Eigenschattens sind die Stiicke P,Q, und P,Q, der von P,
und P, nach 8, gehenden Mantellinien. Ferner sind O, und £, die
Schlagschatten von @; und @,. Beziiglich des Schlag- und Eigenschattens
des inneren Kegelgiirtels verweisen wir auf das in Fig. 395 von Nr. 280
behandelte Beispiel. Der Schlagschatten auf der Grundebene wird durch
den innerhalb b gelegenen Bogen 28,28, des Kreises t begrenzt. Die
Punkte %, und 2,, in denen sich t und b schneiden, sind die Schlag-
schatten gewisser Punkte W, und W, der Rippe r. Die Grenzlinien 28,V
und W,V, des auf dem inneren Kegel liegenden Schattens sind Stiicke
einer Ellipse, und diese Ellipse ist der Schlagschatten, den die Rippe r
selbst auf die Innenfliche des Kegels wirft. Im Aufrif} erscheint die
Ellipse als eine Strecke %"®"’, deren Endpunkte die Schnitte der duBersten
Mantellinien mit den AufriBprojektionen derjenigen Lichtstrahlen sind,
die durch die mit 4 und B bezeichneten Punkte der Rippe r gehen. Wie
die GrundriBprojektion der Ellipse gewonnen wird, ist in Fig. 625 im
einzelnen angedeutet. Die Grenzlinien ,V; und ,V, des Schattens
auf dem inneren Kegel sind die Schlagschatten der Stiicke W,V
und W,V, der Rippe r. Der iiberhaupt auf dem inneren Kegel
zustande kommende Schatten ist teils FEigenschatten, teils Schlag-
schatten. Die Grenzlinien des Eigenschattens sind wie bei jedem Kegel,
vgl. Nr. 275, Mantellinien: Man zieht von dem Schatten &, der Spitze
die gemeinsamen Tangenten U; %, und U,%B, an die Kreise b und t;
sie sind die Schlagschatten der in Frage kommenden Mantellinien, von
denen nur die Stiicke U,V, und U,V, dem Girtel angehoren. Dabei
sind B, und B, die allerdings nicht zustande kommenden Schlag-
schatten, die ¥V, und V, auf die Grundebene werfen. Hiernach ist das
zwischen U,V, und U,V, gelegene Stiick des Schlagschattens auf dem
inneren Kegelgiirtel der Eigenschatten, wihrend die Sticke U,V, %,
und U,V, %, Schlagschatten vorstellen. In der Zeichnung sind alle
Schlagschatten durch engere Schraffen, alle Eigenschatten durch weitere
Schraffen gekennzeichnet; in Wirklichkeit sind aber die Grenzen U,V,
und U,V, zwischen Eigen- und Schlagschatien gar nicht zu sehen.

Da dies Beispiel als Muster fiir die in der nichsten Nummer zu be-
trachtenden Ranken dienen soll, bei denen von der Benutzung eines
Aufrisses abgesehen wird, mul man sich dariiber Rechenschaft geben,
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wie man das Wesentliche der Schattenkonstruktion auch ohne den Auf-
riff finden kann: Wenn man weill, wie hoch die Punkte der Rippe r
tber der Grundebene liegen, und welche Neigung die Lichtstrahlen zur
Grundebene haben, kann man leicht ihren Schlagschatten bestimmen
und dadurch die Schattenlinie t bekommen. Dann sind alle vorhandenen
gemeinsamen Tangenten an t und @ sowie an t und b zu ziehen,
das sind P,0,, P,Q0, und U,; B, und U,%B,. Von den Beriithrungs-
punkten £,, Q,, B,;, B, sind die beiden ersten sichtbar, wihrend
die beiden letzten durch die Ranke verdeckt werden. In-
dem man nun von den sichtbaren Tangenten, also von P;Q, und P,Q,,
in der Lichtrichtung zuriickgeht, gelangt man zu Grenzlinien P,@, und
P,Q, eines Eigenschattens, und die Grenzlinien selbst sind Stiicke von
Mantellinien, also geradlinig. Indem man auch von den durch die
Ranke verdeckten Tangenten U,%, und U,%®B, in der Lichtrichtung
zuriickgeht, gelangt man dagegen zu Stiicken U,V, und U,V, von
Mantellinien, die als Grenzen von Schatten nicht in Betracht kommen.
Vielmehr muBl man V; und ¥, durch krumme Linien, ndmlich durch
Stiicke einer Ellipse, mit denjenigen Punkten %, und W, verbinden,
in denen t in der Ndhe von U, und U, die Randlinie b schneidet, also
mit denjenigen Punkten, in denen das sichtbare Stiick des Schattens t
der Rippe endet. Man beachte noch, dal die Grenzlinien ,V, und
W,V, des Schattens auf dem inneren Kegel nach auflen — vom
Schatten aus gerechnet — gekriimmt sind.

414, Schatten einer Ranke von beliebiger Gestalt. Auf Grund des
soeben Erkannten ist man in der Lage, die Eigen- und Schlagschatten
beliebiger Ranken in
befriedigender Weise
festzustellen. Zunédchst
werde in Fig. 626 ein
Rankenstiick an-
genommen, dessen
Rippe r iiberall
gleich hoch iiber
der Grundebene
liegt. Ist diese Hohe
und die Neigung der
Lichtstrahlen zur Ta-
fel gegeben, so ist es
augenscheinlich leicht,
den Schlagschatten X zu bestimmen, den irgendein Punkt X von r»
auf die Grundebene wirft. Fehlen diese Angaben, so kann man X
irgendwo auf der Projektion des Lichtstrahls durch X annehmen.
Weil ¢ iiberall dieselbe Hoéhe iiber der Grundebene hat, ist der
Schatten t, den r auf die Grundebene wirft, mit » und mit der dar-
gestellten Projektion # von r kongruent und gleichgestellt, d. h. t ergibt
sich, wenn man 7’ so verschiebt, da X’ nach X gelangt. Dabei hat
man die Kurve t auch dort zu zeichnen, wo sie von der Ranke ver-
deckt wird. Jedes einzelne Stiick der Ranke kann man nun als ein
Stiick einer ringférmigen Ranke von der in voriger Nummer betrachteten
Gestalt auffassen. Demnach ergeben sich alle Schatten so: Man sucht

Fig. 626.
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alle gemeinsamen Tangenten von t und a sowie von t und 6 auf. Das

gind hier die Strecken P;Q;, UL und P,0,. Die Punkte £, und 9,

werden nicht durch die Ranke verdeckt, dagegen liegt B unter der

Ranke. Deshalb ergeben sich auf der Ranke zwei Grenzlinien von

Eigenschatten und eine Grenzlinie von Schlagschatten. Die beiden

ersten findet man, indem man von £; und &, in der Lichtrichtung

nach @, und @, auf r zuriickgeht; es sind die Linien P;@, und P,Q,,

die nahezu gerade sind. In der Nahe von U schneidet 1 die Randlinie a

in W. Demnach ergibt sich hier eine Grenzlinie WV eines Schlag-

schattens auf der Ranke; sie ist gekriimmt, und zwar nach auflen hin,

vom Schatten-aus gerechnet. Wie die Schlagschatten auf der Grund-

ebene zustande kommen, erkennt man ohne weiteres. Wie in der vorigen

Figur sind auch hier die Schlagschatten durch engere, die Eigenschatten

durch weitere Schraffen kenntlich gemacht, aber selbstversténdlich ist

die Grenzlinie UV zwischen Eigenschatten und Schlagschatten in Wirk-
lichkeit nicht zu sehen.

Wir betrachten jetzt in Fig. 627 ein Rankenstiick, dessen Rippe

verschiedene Hohen iiber der Grundebene hat, indem sie von

einem Punkt 0 an allméhlich emporsteigt. Wir

nehmen an, daB jeder der Punkte 1,2 ...6

von r um denselben Betrag héher als der vor-

hergehende liege. Wenn dann VI der Schlag-

schatten von 6 ist, bekommt man die Schlag-

schatten I, II ...V von 1, 2... 4, indem

man in der Richtung der Lichtstrahlprojek-

tionen von 1, 2 ... 58 aus }, ¥...% der

Strecke 6’VI auftrigt. Dann kann man den

Schlagschatten 1 der Rippe r als Kurve durch

die Punkte 0, I, II ... VI ziehen. Wieder

mufBl man t auch da ausziehen, wo der Schat-

ten durch die Ranke verdeckt wird. Nun be-

stimmt, man die gemeinsamen Tangenten von t

Fig. 627. und ¢ und die von t und b, das sind die-

jenigen, die v in B und L berithren. Aufer-

dem treten in der Nahe der Spitze noch zwei gemeinsame Tangenten

auf, die jedoch wegen der Kleinheit der Figur fortgelassen sind. Da £

nicht von der Ranke verdeckt wird, erhalt man durch Zuriickgehen

in der Lichtrichtung von der Tangente PQ aus eine Grenzlinie PQ des

Eigenschattens auf der Ranke, und zwar ist sie nahezu gerade. Der

Punkt ¥ dagegen wird durch die Ranke verdeckt. In seiner Néhe

schneidet t die Randlinie b in 2. Indem man von ¥ in der Licht-

richtung bis V auf r zuriickgeht, bekommt man also die Endpunkte

und V einer krummlinigen Schlagschattengrenze auf der Ranke. Sie

ist nach auBen gekriimmt, vom Schatten aus gerechnet, aber in diesem

Beispiel ziemlich wenig, weil nimlich der Punkt, in dem die t in 8 be-

riihrende gemeinsame Tangente von t und a die Randlinie a beriihrt,

sehr nahe bei I liegt. Deshalb ist auch das kleine, an V2 angrenzende

Schlagschattenstiick auf der Ranke von dem KEigenschattenstiick nicht

durch engere Schraffen wie in den beiden vorhergehenden Figuren unter-

schieden worden. Die Konstruktionen fiir die in der Nahe der Spitze 0

auftretenden Grenzlinien von Schatten sind nicht angegeben, weil die
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Ranke bei 0 zu spitz ist. Bemerkt sei nur, daBl von der Spitze aus
zwischen 7 und @ ein schmales Schattenstiick auf der Ranke und daneben
ein schmales Schattenstiick auf der Grundebene vorkommt.

Wenn die Rankenflichen hier und da in anderer Weise gewdlbt sind,
treten leichte Verschiebungen in den Grenzlinien der Schatten auf. Sie
gsind, wie schon in Nr. 412 gesagt wurde, geringer fiir die gekriimmten
Schlagschattengrenzen, bedeutender fiir die sonst fast geradlinigen
Eigenschattengrenzen.

Im iibrigen kann man bei verwickelteren Ornamenten
auch Querschnitte anwenden, und zwar in Ebenen, die zur
Tafel senkrecht und zur Lichtrichtung parallel sind. Diese
Querschnitte legt man in die Tafel zusammen mit der Lichtrichtung
um, so daB es dann leicht ist, die Schatten in den Querschnitten fest-
zustellen.

Anmerkung: Gang und gibe ist beim Ornamentzeichnen eine nach dem Vorher-
gehenden durchaus falsche Schattenbestimmung: Man li8t die Punkte ¥/ und ¢ auf ¢’
an der Stelle zusammenriicken, wo ¢ durch die Projektion eines Lichtstrahls beriihrt

wird. Das Musterbeispiel in voriger Nummer zeigt, wie unsinnig diese leider auch auf
Hochschulen beliebte handwerksmi8ige und undurchdachte Darstellung der Schatten ist.

415. Hohenlinien des Gelindes. In Nr. 33 wurde der Begriff des
Gelindes erliutert. Dort beschrinkten wir uns auf ebenflichig zu-
sammengesetzte Gelinde; jetzt sollen beliebig gestaltete Gelinde be-
trachtet werden. Dabei sehen wir wie damals von senkrechten und
iiberhiingenden Erdwénden und von Hohlenbildungen ab. Die wage-
‘rechten Ebenen schneiden das Gelinde in Hohenlinien, und die senk-
rechten Projektionen der Héhenlinien auf eine wagerechte Grundebene
sind so beschaffen, daB niemals irgend zwei, die sich auf verschiedene
Hohen beziehen, einander schneiden. Die Projektionen der Héhenlinien
sind zu den Hohenlinien selbst kongruent und gehéren zu den willkiir-
lichen Kurven, von denen in Nr. 407 und 408 die Rede war. Die gro3ten
Hohen und Tiefen eines Gelindes sind gegeniiber der wagerechten Aus-
dehnung des Gelindes meistens gering; deshalb benutzt man zur Dar-
stellung die senkrechte Projektion auf eine einzige Grundebene, indem
man also auf den AufriB8 verzichtet. Diese Projektion reicht aus, wenn
man bei jeder Hohenlinie angibt, wie hoch sie liegen soll.

Um eine derartige Zeichnung eines in der Natur vorhandenen Ge-
lindes, also eine Karte des Gelindes herzustellen, mu man die
Hohen moglichst vieler Punkte des Gelidndes iiber einer in irgend einer
bestimmten Hohe gedachten wagerechten Ebene ermitteln. Liegen
Punkte des Gelindes unterhalb dieser Grundebene, so haben sie negative
Hohen. Die Bestimmung der Hohen ist eine Aufgabe der Feldme8-
kunst oder Geodidsie, die uns hier nichts angeht. Hat man die Pro-
jektionen der vermessenen Punkte angegeben und dabei die zugehdrigen
Hohen in Zahlen vermerkt, so kann man daraus den ungefihren Ver-
lauf derjenigen Hohenlinien ableiten, deren Hohen gich in runden Zahlen
ausdriicken, die gleich groBe Differenzen haben, also etwa die Hohen
von 0,1, 2...m oder von 0, 5, 10 . .. m sind. Die vermessenen Punkte
miissen so nahe beieinander gewihlt sein, da man annehmen darf, da@}
die Verbindende je zweier benachbarter Punkte auf dem Gelénde nahezu
geradlinig ist. Ihre Neigung zur Grundebene héngt vom Hohenunter-
_schiede der beiden Endpunkte und von der Liange ihrer Projektion
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ab; der Quotient aus beiden ist der Tangens des Neigungswinkels, die
Steigung oder das Gefdlle (Nr.31) der Strecke. Steigt man lings
einer zur Grundebene geneigten Geraden empor, so ist die von Punkt
zu Punkt erreichte Héhe proportional zu dem in der Projektion zuriick-
gelegten Wege. Wenn also z. B. P’ und € in
Fig. 628 die Projektionen benachbarter ver-
messener Punkte P und @ mit den Héhen 5,3
und 6,2 sind, ergibt sich die Projektion des
auf PQ und zwischen P und @ gelegenen
Punktes X von der H8he 6 so: Man zieht
durch P’ und @’ parallele Geraden in irgend-
einer Richtung, legt dann einen Mafstab =o
dariiber, daf3 das von den Parallelen auf ihm
bestimmte Stiick gleich der Differenz der
Hoéhen, also gleich 6,2—5,3 oder 0,9 ist, aus-
gedriickt in Teilen des Malistabes, und ver-
merkt auf dem Zeichenblatte denjenigen Punkt
des MaBstabes, der zur Differenz zwischen der
gewiinschten Hohe 6 und der Héhe 5,3 gehort,
also zu 0,7. Zieht man nun durch diesen Punkt die Parallele zu den
beiden vorhin gezeichneten Parallelen, so schneidet sie P’Q’ an der
gesuchten Stelle X".

Nachdem man so zwischen allen vermessenen Punkten die Stellen
ermittelt hat, die zu Hoéhen in runden Zahlen gehoren, erhdlt man den
Verlauf der Hohenlinien, indem man diejenigen von diesen Stellen durch
Kurven verbindet, denen die gleiche Hohe zukommt. Da die Genauig-
keit der Kurven von der Dichte des Netzes der vermessenen Punkte
abhingt, geben die Hohenlinien einer Karte nur ein ungefihres Bild
vom richtigen Verlauf. Man mufl beim Ausziehen der Kurven darauf
Bedacht nehmen, daB die Voraussetzung, das Geldnde verlaufe zwischen
je zwei benachbarten vermessenen Punkten geradlinig, nur angenihert
zutrifft. Deshalb sind die Hohenlinien beim Ausziehen einigermafen
auszugleichen, indem man kleine Wellenbildungen unterdriickt. Wenn
das Gelidnde eine Fliche von bestimmtem geometrischen Gesetz, z. B.
eine Kugelschale, ist, kann man die Hoéhenlinien selbstversténdlich
ganz genau ermitteln.

416. Tangentenebenen und Normalen einer Fliche. Ehe die Eigen-
schaften eines Gelindes weiter untersucht werden, sind einige grund-
satzliche Bemerkungen allgemeiner Art am Platze: Wenn man durch
einen Punkt P einer Fliche beliebig viele auf der Flidche
verlaufende Kurven zieht, kommen diesen Kurven in P
Tangenten zu, und alle diese Tangenten liegen in einer
Ebene, die man die Tangentialebene oder Tangentenebene
des Flichenpunktes P nennt. Dieser Satz 1at sich beweisen, wenn
man eifie Fliche betrachtet, die ein bestimmtes geometrisches Gesetz
hat, wie z. B. die Kugel und die Kegel, insbesondere auch die Zylinder.
Nimmt man aber eine beliebige Flache an, so lat sich der Satz nur
dann streng beweisen, wenn man gewisse Voraussetzungen macht, wie
es in der analytischen Geometrie des Raumes geschieht. Es reicht z. B.
fiir den Beweis nicht aus, die Fliche als Grenze zwischen zwei Raum-
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teilen zu erkliren. Wir haben den Begriff der Fliche iiberhaupt nicht
erklirt und wollen ihn als schon vorhanden annehmen, aus den-
selben Griinden, aus denen wir in Nr. 79 auch den Begriff der Kurve
nicht erklart haben. Es wird geniigen, dall wir unter Flichen zwei-
dimensionale Gebilde von Punkten verstehen, die iiberall einander dicht
benachbart sind derart, dal an jeder Stelle eine Tangentenebene vor-
handen ist.

Allerdings muB8 man dann zuweilen von gewissen Punkten absehen.
Wihrend die Kugel insofern eine vollkommene Fliche ist, als sie
an jeder Stelle eine Tangentenebene hat, macht bei einem Kegel die
Spitze eine Ausnahme: Die Tangenten der durch die Spitze vom
Kegel zum Scheitelkegel iibergehenden Kurven bilden keine Ebene,
sondern sind die Mantellinien des Kegels selbst. LaBt man einen Kreis
sich um eine Gerade drehen, die ihn in zwei Punkten 4 und B schneidet,
so entsteht eine Fliche, die an den Stellen 4 und B kegelférmige Ver-
tiefungen und daher dort keine Tangentenebenen, sondern Tangenten-
kegel hat. Man kann sogar beweisen, dafl es zweidimensionale Gebilde
von iiberall dicht benachbarten Punkten derart gibt, daB sie nirgends
Tangentenebenen, sondern iiberall Tangentenkegel haben. Aber sie
spielen in der darstellenden Geometrie keine Rolle. Wenn eine Fliche
einzelne Punkte aufweist, denen keine Tangentenebenen zukommen,
nennt man diese Stellen singuldre Punkte. Die Spitze eines Kegels
ist also ein singuldrer Punkt des Kegels. Es gibt Flachen, die unendlich
viele singulire Punkte lings einer Kurve haben. Um hervorzuheben,
daB die Tangentialebene eines Flichenpunktes die Ebene der Tangenten
der durch ihn gehenden Flichenkurven ist, wollen wir von jetzt an den
Namen Tangentenebene statt Tangentialebene anwenden.

Unter der Normale eines Flachenpunktes wird diejenige Gerade
verstanden, die in diesem Punkt auf der Tangentenebene des Punktes
senkrecht steht.

417. Gipfel- und Talpunkte sowie Jochpunkte. Ein Gelinde weist
gewisse ausgezeichnete Punkte auf, denen man besondere Namen gibt:
Ein Punkt des Geldndes heiflt ein Gipfelpunkt, wenn kein ihm un-
mittelbar benachbarter Punkt hoher liegt. Entsprechend heifit eine
Stelle ein Talpunkt, wenn kein ihr unmittelbar benachbarter Punkt
tiefer liegt. Hierdurch wird nicht ausgeschlossen, daBl unmittelbar neben
einem Gipfelpunkt oder Talpunkt ein gleich hoher oder gleich tiefer
Punkt liegt, aber im allgemeinen ist dies als eine Ausnahme zu bezeichnen.
Eine Kurve auf dem Gelénde, die iiber einen Gipfel- oder Talpunkt
hinweggeht, hat dort eine wagerechte Tangente, d. h. die Gipfel- und
Talpunkte sind Punkte mit wagerechten Tangentenebenen. Allerdings
kann in einem Gipfel- oder Talpunkt auch eine kegelférmige Spitze
oder Vertiefung vorkommen; dann aber ist der Gipfel- oder Talpunkt
eine singulire Stelle, und von solchen Stellen wollen wir bei diesen all-
gemeinen Betrachtungen iiberhaupt absehen. Ein Gelinde kann mehrere
verschieden hohe Gipfelpunkte und auch mehrere verschieden tiefe Tal-
punkte haben, siehe Fig. 629, wo die mit dem Pluszeichen versehenen
Stellen Gipfelpunkte und die mit dem Minuszeichen versehenen Tal-
punkte sind. Auch kann es Talpunkte geben, die hoher als Gipfelpunkte
liegen. Weil man mit dem Begriff eines Tales die Vorstellung von einer
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ziemlich ausgedehnten Vertiefung zu verbinden pflegt, sagt man auch
fiir Talpunkte, die kleinen Vertiefungen angehéren, Muldenpunkte.

Die Gipfel- und Talpunkte sind

nicht die einzigen Stellen mit wage-

rechten Tangentenebenen. Dies ergibt

sich so: Ein Punkt des Geldndes hat

eine wagerechte Tangentenebene, so-

bald es dort wenigstens zwei verschie-

dene wagerechte Tangenten gibt, und

dies tritt ein, wenn durch ihn zwei

Wege auf dem Geldnde gehen, die dort

wagerechte Tangenten von verschie-

denen Richtungen haben. Derartige

Wege konnen dort héchste Stellen oder

tiefste Stellen haben, wie es bei Gipfel-

und Talpunkten der Fall ist. Aber sie

kénnen dort auch zum Teil hchste und

zum Teil tiefste Stellen haben. Dann

schneidet die wagerechte Ebene durch

die betreffende Stelle das Gelinde in einer Hohenlinie die sich dort

selbst durchsetzt. Wenn es auch ausgeschlossen ist, dal sich Hohenlinien

von verschiedenen Hohen in ihren Projektionen schneiden, kann doch

eine Hohenlinie von bestimmter Hohe, weil sie eine willkiirliche Kurve

ist, so verlaufen, daf} sie sich selbst an einer Stelle durchschneidet. Um

die Gestaltung des Gelédndes an einer derartigen Stelle zu erkennen, hat

man davon auszugehen, dafl das Geldnde im allgemeinen einer-

seits von einer Hohenlinie steigt und andererseits von ihr

fallt. Allerdings kann es vorkommen, dafl das Gelinde beiderseits einer

Hoéhenlinie fillt, so da3 die Hohenlinie aus lauter gleich hohen Gipfeln

besteht, aber das ist eine ungewéhnliche Erscheinung, von der wir ab-

sehen. Ebenso ungewthnlich ist es, wenn das Geldnde beiderseits einer

Hoéhenlinie steigt, weil dann eine Linie von lauter gleich tiefen Tal-

' punkten entsteht. Wenn nun 4C und BD in Fig. 630

zwei einander in einem Punkte P schneidende Zweige

einer und derselben Héhenlinie sind und man an-

nimmt, dafl das Gelinde auf dem Wege von A4 bis P

etwa rechter Hand steigt, was durch den Pfeil an-

gedeutet ist, der den Abfall nach unten kenn-

zeichnen soll, so liegt im Zwickel APB eine Er-

hohung. Also fillt das Gelande lings 4 P nach links

und langs BP nach rechts, wie es die Pfeile an-

deuten. Ebenso schlieBt man daraus weiter, daf3 das

Gelande auf dem Wege CP nach links und auf dem

Wege DP nach rechts fallt. Das Gelinde liegt also in den Zwickeln

APB und CPD héher und in den Zwickeln 4 PD und BPC tiefer als

an der Stelle P. Als Grundebene kann man etwa die wagerechte Ebene

durch P benutzen, die die Kurven AC und BD enthédlt. Dann liegen

in den Zwickeln APB und CPD Héhenlinien mit positiven Héhen und

in den Zwickeln APD und BPC Hohenlinien mit negativen Hohen,

und diese Hohenlinien werden im ganzen so wie in Fig. 631 verlaufen,

wo das Gebiet mit negativen Hohen geschrafft ist. Wohlbemerkt



§ 1. Ebene Kurven, Flachornamente, Gelande. Nr. 418. 239

gilt dies nur fiir die unmittelbare Umgebung der Stelle P.
Die Fliache des Gelindes ist in P sattelformig, und man nennt die
Stelle P, also jede Stelle, an der sich eine Hohen-
linie selbst durchschneidet, einen Jochpunkt. Ein
Weg auf dem Gelinde, der aus dem Zwickel APD
empor nach P und von da abwirts in den Zwickel
BPC fiibrt, heifit ein Paf. Irgendein durch den
Jochunkt P gehender Weg hat dort eine héchste
oder tiefste Stelle, also eine wagerechte Tangente,
und die Tangentenebene des Punktes P ist wage-
recht. Obgleich diese Ebene also in P beliebige
durch P gehende Kurven des Geldndes beriihrt,

schneidet sie das Gelinde in zwei durch P gehenden Kurvenzweigen
AC und BD.

Diejenigen Punkte eines Geldndes also, derren wagerechte
Tangentenebenen zukommen, sind die Gipfel-, Tal- und
Jochpunkte.

Anmerkung: Ist eine HShenlinie eine geschlossene Kurve, die sich selbst in einem
Punkte durchschneidet, siehe Fig. 632, so sind zwei verschiedene Falle denkbar: Ent-
weder ist das eingeschlossene Gebiet das hoher
gelegene, Fall a, oder das tiefer gelegene,
Fall b. Man hat dann den Namen Joch-
punkt oder PaBpunkt nur auf den Fall a
beschrénkt und die Stelle im Fall b einen
Gabelpunkt (Furka) genannt. Derartige
Unterscheidungen haben aber das MiBliche,
dafB} sie nicht nur von der Beschaffenheit der
unmittelbaren Umgebung der Stelle abhiéngen, :
sondern auch davon, dafl sich die Zweige der Fig. 632.

Hohenlinie wieder anderswo vereinigen. Bei
der Fiille verschiedenartiger Moglichkeiten ist diese Unterscheidung in geometrischer
Hinsicht zu verwerfen.

418. Fallinien, Kamm- und Talwege. Von einem Punkt 4 einer
Hohenlinie kann man auf verschiedenen Wegen zu Punkten der nichst-
hoheren oder nichsttieferen Hohenlinie gelangen. Da der Hohenunter-
schied zwischen dem Anfangspunkt 4 und den Endpunkten aller dieser
Wege derselbe ist, ergibt sich als der kiirzeste Weg derjenige, der auch
in der Projektion am kiirzesten ist, d. h. man muf in der Projektion
von A’ aus die Normale auf die nichste Hohenlinie fillen. Dies ge-
schieht wie in Nr. 408, indem man um A’ einen Kreis schligt, der ein
hinreichend kleines Stiick von der néichsten Hohenlinie abschneidet.
Die Mitte dieses Stiickes kann mit Riicksicht auf die
bei Gelindedarstellungen immer vorkommende Un-
sicherheit hinreichend genau als der FuBpunkt der
Normale angesehen werden. Von diesem Punkte kann
man alsdann ebenso zur folgenden Hohenlinie auf
dem kiirzesten Weg iibergehen und so fortfahren.

Dadurch entsteht ein gebrochener Linienzug, siehe
Fig. 633, den man schlieBlich durch eine Kurve er-
setzen wird, deren Projektion also die Projektionen
aller Hohenlinien senkrecht durchschneidet. Weil die
Tangenten der Hohenlinien wagerecht sind, folgt aus Nr. 18, daB dies auch
auf dem Gelande selbst, nicht nur auf der Karte gilt: Die entstandene
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Kurve auf dem Gelinde durchsetzt alle Hohenlinien senkrecht; sie heiBt
daher eine senkrechte Trajektorie der Hohenlinien des Ge-
lindes oder eine Fallinie oder auch eine Kurve stirksten Ge-
falles.- Man spricht vom Anfangspunkt und Endpunkt einer Fallinie
im Sinne des durch den Pfeil angedeuteten Falles. Der Anfangspunkt
einer Fallinie ist ein Gipfelpunkt, ihr Endpunkt ein Talpunkt. Vom
Gelédnde langsam herabsickerndes Wasser wird die durch die Fallinien
gewiesenen Wege einschlagen.

Im allgemeinen geht durch einen bestimmt gew#hlten Punkt A des
Gelindes nur eine Fallinie. Man hat von A eigentlich die Normale
nicht auf die nichst tiefere oder hohere gezeichnet vorliegende Hohen-
linie zu fillen, sondern auf eine unendlich benachbarte Héhenlinie, und
im allgemeinen gibt es in der unmittelbaren Nachbarschaft von 4 nur
eine derartige Normale. Es konnen aber mehrere, ja sogar unendlich
viele vorkommen. Eine wagerechte Ebene namlich, die wenig tiefer
als ein Gipfelpunkt liegt, enthélt eine Hohenlinie, die eine kleine ge-

schlossene Kurve ist, siehe Fig. 634. Von den Punkten
dieser Linien gehen nach allen Seiten Fallinien hin-
unter. Hebt man die wagerechte Ebene bis zur Gipfel-
héhe, so zieht sich die Hohenlinie in den Gipfelpunkt

" zusammen, so daB also von ihm unendlich viele Fall-
linien ausgehen werden. Entsprechendes gilt selbstver-
sténdlich von einem Talpunkte, in ilim kommen also
unendlich viele Fallinien zusammen. Da sich zwei
unendlich benachbarte Normalen einer ebenen Kurve in dem Kriim-
mungsmittelpunkte der Stelle schneiden (Nr. 80), koénnen auch von
anderen Punkten des Gelindes eng benachbarte Fallinien ausgehen.
Wenn namlich der ins Auge gefafite Punkt A’ auf einer Hohenlinie der
Karte zufillig der Kriimmungsmittelpunkt einer Stelle der néchsten
gezeichneten Hohenlinie ist, sind zwar die beiden durch A4’ gehenden
unendlich benachbarten Normalen dieser zweiten Héhenlinie streng-
genommen nicht Teile von Fallinien, da man eigentlich von A4’ zu einer
unendlich benachbarten Hohenlinie {ibergehen miifite, aber es erhellt,
daB sich bei A zwei zuerst sehr nahe beieinander verlaufende Fallinien
abzweigen werden. Zeichnet man auf der Gelindekarte moglichst viele
Fallinien ein, wie es in Fig. 635 geschehen ist, so

ergeben sich daher gewisse Kurven, lings deren

sich die Fallinien eng zusammendréngen,

sieche die Kurven a und b. Wahrend die Fallinien

von a fortstreben, laufen sie nach b zu. Die Kurven

von der Art der Linie a heiflen Kammwege, die

von der Art der Linie b Talwege. Die Kammwege

sind Bergriicken und natiirliche Wasserscheiden,

weil die Gewésser, je nachdem sie auf der einen

oder anderen Seite eines Kammweges entspringen,

nach verschiedenen Tilern abfliefen. Die Talwege sind Bahnen, in
denen sich Bach- und FluBldufe auszubilden pflegen. Sowohl
die Kammwege als auch die Talwege sind selbst auch Fallinien. Thre
Enden lassen sich auf der Karte nicht genau ermitteln, weil die Karte
nicht alle Hohenlinien, sondern nur eine Auswahl bietet. Von einem
Jochpunkte gehen im allgemeinen zwei Fallinien abwirts, wahrend

Fig. 634.
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dort zugleich zwei Fallinien einmiinden, siehe Fig. 636. Die beiden

ersten bilden zusammen eine einzige Kurve, ebenso die beiden anderen.
Nur in grofien Ziigen haben wir

die Gestaltung eines Gelindes be-

schrieben. Mancherlei verwickel-

tere Erscheinungen konnen vor-

kommen. Hier sei bloB eines noch

erwahnt: dafl eine Kante k vor-

kommen kann, siehe Fig. 637, der-

art, daB jede Hohenlinie auf dieser

Kante einen Knick aufweist, so daf3

jedem auf der Kante gelegenen

Punkte des Gelindes zwei verschiedene Tangentenebenen zugehdren, je

nachdem man ihn zum einen oder anderen Teil des Geldndes rechnet.

Die Fallinien konnen von den Punkten der Kante fortgeben wie in

Fig. 637 oder dort zusammenlaufen. Es kann aber auch sein, daf sie

einerseits dorthin laufen, andererseits von dort fortgehen.

Anmerkung: Der geschichtliche Ursprung der Gelindedarstellung mittels der
Hohenlinien ist durch einen Aufsatz ,,Zur Geschichte der Horizontallinien oder
Isohypsen’ von Josef L. Licka (damals Geometer und Assistent an der bShmischen
technischen Hochschule Prag) in der Zeitschrift fiir Vermessungswesen, 9. Bd. 1880, 8. 37
bis 50, gegeniiber friiheren falschen Ansichten richtig gestellt worden. Danach ist, falls
sich nicht noch frilhere Anwirter auf den Anspruch ergeben sollten, der Geometer des
holléndischen Rheinlandes Nicolaas Samuel Cruquius oder Kruikius (geb. 1678
vielleicht in Delft, jedenfalls wird er als von Delft stammend bezeichnet, gest. 1754 zu
Spaarndam) der erste, der Hohenlinien fiir die Darstellung eines Geliéndes anwandte,
némlich im Jahre 1729 fiir das FluBbett der Merwede, des gemeinschaftlichen Bettes der
Maas und des Waals vor der Miindung ins Meer, und zwar als Linien gleicher Sonde,
d. h. als Hohenlinien unterhalb der Wasseroberfliche. Die betreffende Karte ist in
dem Werk ,,La topographie enseignée par des plans-reliefs et des dessins,
avec texte explicatif’ von Bardin (Nr. 201, chef des travaux graphiques & 1’Ecole
polytechniqus zu Paris), Paris 1855, wiedergegeben. Sie war von dem Wasserbau-In-
spektor Melchior Bolstra (wahrscheinlich einem Friesen, geb. um 1704, gest. 1776 zu
Leiden) auf Grund von Cruquius’ Karte von 1729 im Jahre 1733 gezeichnet worden.
Der sonst als erster Erfinder der Hohenlinien genannte franzgsische Geograph Philippe
Buache (geb. 1700 und gest. 1773 in Paris) hat erst 1737 seine Karte des Armelkanals
mit Hohenlinien der Pariser Akademie der Wissenschaften.vorgelegt. Sie wurde noch viel
spiter, ndmlich 1752, in den Mémoires de 1’Académie S. 416, Tafel 14, verdffentlicht.
Auch sie hat Bardin in seinem Werke wiedergegeben. Den ersten Ansto zur Bestimmung
der Hohenlinien gaben natiirlich die Uferlinien bei verschieden hohem Wasserstand. Sie
wurden als Isobathen, Linien gleicher Tiefe (vom griechischen fddos, Tiefe), und als
Isohypsen, Linien gleicher Hohe (vom griechischen “dyog, Hohe), bezeichnet. Nach dem
»Apergu historique sur les fortifications, les ingénieurs et sur le corps du
génie en France®, 3 Biinde, Paris 1860—64, des Oberst Augoyat, insbes. 2. Bd. S. 567,
hat Louis Gabriel Comte du Buat-Nangay (1732—1787) in einem ,,Mémoire sur
le relief et le défilement*, verfafBt 1768 in Valenciennes und in vielen Abschriften
unter den Genieoffizieren verbreitet, zuerst eine geneigte Ebene durch ihre Hohenlinien dar-
gestellt. Weiterhin legte der Ingenieur Ducarla (geb. zu Vabres, Département du Tarn)
1771 der Pariser Akademie eine Abhandlung vor, die aber erst 1782 unter dem Titel
»Expression des nivellements, ou méthode nouvelle pour marquer rigou-
reusement sur les cartes terrestres et marines les hauteurs et les configu-
rations du terrain‘ zu Paris veréffentlicht wurde, und zwar von dem Geographen
J. L. Dupain- Triel. Darin wird der Vorteil der Darstellung von Geliénden durch
Hohenlinien auseinandergesetzt, aber (auf S. 103) bekannt, daB Buache der Urheber
des Gedankens sei, allerdings ohne wahrscheinlich seine Fruchtbarkeit erkannt zu haben.
Vermutlich hat Jean Baptiste Marie Charles Meusnier (mit dem Zusatz de la
Place, geb. 1754, gest. als Divisionskommandeur nach der Verteidigung von Mainz
gegen die PreuBlen 1793) die Hé&henlinien aufs neue gefunden und angewandt, da
eine 1777 erschienene Abhandlung ,Mémoire sur le plan et le défilement* ohne

Scheffers, Geometrie IL. 2. Aufl. 16
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Verfassernamen, worin das Wesen der Hohenlinien klar auseinandergesetzt wird, allgemein
ihm zugeschrieben wird, siehe Augoyat a.a. O. 2. Bd. 8. 569. Er hat auch 1789 eine
Karte der Reede von Cherbourg in Hghenlinien entworfen. In ziemlich leichtfertiger
Weise, néamlich ohne geniigende Unterlagen, stellte der schon genannte Dupain - Triel
1791 die erste Karte von Frankreich in Hodhenlinien her mit Text und Querschnitten
unter dem Titel ,,La France considerée dans les différentes hauteurs de ses
plaines. Ouvrage spécialement destiné a I'instruction de la jeunesse‘. Auch
sie ist in dem Werke von Bardin wiedergegeben. Endlich ist das Jahr 1802 als das-
jenige zu nennen, in dem die Héhenlinien Eingang in den Unterricht fanden: Nach Au-
goyats Angaben (a.a.O. 3. Bd. 8. 597, 598) wurden an der 1802 neu errichteten Ar-
tillerie- und Genieschule zu Metz alle die Befestigungslehre betreffenden Aufgaben unter
der Leitung des Professors der Militér-Baukunst Dobenheim in senkrechter Projektion
auf nur eine Tafel unter Benutzung der Héhenlinien ausgefiihrt, was deshalb besonders
bemerkenswert ist, weil gerade damals von G. Monge und seinen Schiilern das Zwei-
tafelsystem zielbewuBt ausgebildet worden war (Nr. 201). Das Vorstehende ist, wie ge-
sagt, in allem Wesentlichen der Abhandlung von Licka entnommen. Die Werke von
Augoyat und Bardin standen uns nicht zur Verfiigung.

Der Genie-Hauptmann F. Noizet hat dann in seinem ,,Mémoire sur la géo-
métrie appliquée au dessin de la fortification®, Mémorial de I’Officier du Génie
Nr. 6, Paris 1823, S.5—224, zum erstenmal das Verfahren der kotierten Projektion
(vgl. Nr. 8) im Zusammenhang entwickelt. Seitdem fand es Aufnahme in viele Lehr-
biicher der darstellenden Geometrie.

Die Héhen- und Fallinien eines Geléindes sind dasselbe wie die Potentialkurven
und Kraftlinien in einem Kraftfelde; man braucht nur die Héhenzahlen als die
Zahlenwerte des Potentials aufzufassen. Artur Cayley (geb. 1821 zu Richmond, Professor
der Mathematik an der Universitdt Cambridge, gest. 1895 ebenda) und James Clerk
Maxwell (geb. 1831 zu Edinburg, Professor der Physik in Aberdeen, London und Cam-
bridge, gest. 1879 zu Cambridge) haben sich in kurzen Abhandlungen, der erste in der
Abhandlung ,,On contour and slope lines*, Philos. Magazine 4. Reihe 18. Bd. 1859,
S. 264—268 {in seinen ,,Collected mathematical papers®, 4. Bd.,, Cambridge 1891,
S. 108-—111), der zweite in der Abhandlung ,,On hills and dales®, ebenda 40. Bd.
1870, S. 421—427 (in seinen ,,Scientific papers‘, 2. Bd., Cambridge 1890, S. 233—240),
mit der Geometrie des Gelindes beschiftigt, der zweite insbesondere mit der Frage,
welche Beziehungen zwischen den Anzahlen der Gipfelpunkte, Talpunkte, Jochpunkte usw.
in einem durch eine Héhenlinie abgeschlossenen Gelénde bestehen. Der Talweg (ebenso
der Kammweg) ist, wie oben gesagt wurde, auf einer vorgelegten Karte in Hohenlinien
nicht ganz genau feststellbar. Anders verhilt es sich, wenn das Gelinde mathematisch als
Fliache durch seine Gleichung z = f (z, y) in rechtwinkligen Koordinaten gegeben ist. Fiir
diesen Fall hat Rudolf Rothe (geb. 1873 zu Berlin, Professor der Mathematik an
der technischen Hochschule Berlin-Charlottenburg) den Begriff des Talwegs festgestellt,
siehe ,,Zum Problem des Talwegs®, Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen
Gesellschaft 14. Jahrg. 1814/15, S. 51—68. Wir entnehmen daraus, da der Wasserbau-
techniker Karl v. Wiebeking (geb. 1762 in Wollin, gest. 1842 in Miinchen) der Schopfer
des Namens Talweg ist, der eine wichtige Rolle bei Staatsvertrigen iiber den Verlauf der
Grenze zweier Lénder in einem sie trennenden FluBibett spielt. Wir erwéihnen noch Rothes
,Darstellende Geometrie des Gelandes*, Leipzig und Berlin 1914, 2. Aufl. 1915.

419. Schnitte des Gelindes. Die Karte eines Gelindes mufl aufler
den darin verzeichneten Hohenlinien die Zahlenwerte der zugehorigen
Hohen enthalten und auBerdem die Angabe iiber den Unterschied zwi-
schen den Hohen je zweier benachbarter Hohenlinien. Da die Karte ein
verkleinertes Abbild der Wirklichkeit ist, muf3 der Hohenunterschied,
auch Héhenstufe genannt, selbstverstdndlich in derselben Verklei-
nerung angegeben sein, oder es mufl der MaBstab der Verkleinerung
vermerkt werden.

Ist das Gelinde besonders flach, so kann man eine Uberhohung
vornehmen: man wihlt eine hinreichend grofie Strecke fiir den Hohen-
unterschied. Die folgenden Konstruktionen werden dadurch nicht wesent-
lich beeintrachtigt. Der Grund liegt darin, daB aus einer geneigten Ebene,
falls man die Hohen aller ihrer Punkte in demselben Maf@stab vergrofert,
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stets wieder eine Ebene hervorgeht, dementsprechend aus einer Geraden
stets wieder eine Gerade. Nur dann, wenn es auf die Ermittlung von
Neigungswinkeln ankommt, muf man beachten, daB dieser Winkel in-
folge der Uberhéhung zu groB erscheint. Ist die UberhGhung z. B. k-fach,
so erscheint ein Neigungswinkel & als ein Winkel §, dessen Tangens
gleich k-tgo ist. Es ist also leicht, den richtigen Winkel & aus dem
Winkel f abzuleiten.

Zunichst sprechen wir von den ebenen Schnitten des Geldndes.
Die einfachsten und wichtigsten sind die Querschnitte oder Profile.
Darunter versteht man die Schnitte des Gelindes mit den zur Tafel
lotrechten Ebenen. Ein Querschnitt er-
scheint im Bild als eine Gerade s, und
seine wahre Gestalt ergibt sich durch
Umlegen der Querschnittebene um ihre
Spurgerade s in die Tafel, siche Fig. 638.

In den Schnittpunkten von s mit den

Projektionen der Hohenlinien werden

die Lote auf s errichtet und gleich den

zugehirigen Hohen gemacht. Will man

das Kartenbild nicht beeintréchtigen, so

zeichnet man den umgelegten Quer-

schnitt verschoben neben die Karte.

Braucht man die Gestalt des Querschnittes nur in der Umgebung
eines Punktes P der Fliche, so spart man Raum, wenn man die
Grundebene durch diejenige wagerechte Ebene

ersetzt, die eine dem Punkt P benachbarte oder

durch ihn gehende Hohenlinie enthdlt, so daB

dann diese Hohenlinie als die von der Hohe

Null dient, siehe Fig. 639, wo die Hohenlinie

des Punktes P als Hohenlinie von der Héhe

Null benutzt worden ist. Nach Nr. 12 kann

man ja iberhaupt die Grundebene durch

irgendeine Hohenebene ersetzen, und da-

von macht man oft bei Konstruktionen auf

der QGeldindekarte Gebrauch. Wesentlich sind

ja nicht die Hohen selbst, sondern nur die Héhenunterschiede.

Ein geneigter ebener Schnitt des Geldndes geht hervor,
wenn man jede Hohenlinie des Gelindes mit der mit derselben Hohen-
zahl versehenen Hohenlinie einer Ebene zum Schnitte bringt und dann
die Kurve durch die Schnittpunkte
zieht. Die Hohenlinien der Ebene
erscheinen als parallele Geraden in
gleichen Abstdnden (Nr. 12). Ist der
spitze Winkel « gegeben, den die
Schnittebene mit der Tafel bildet, so
bekommt man die Abstéinde zwischen
den Projektionen der Hohenlinien der
Ebene, wie es Fig. 640 zeigt: Man
zieht durch den Nullpunkt des senk-
recht gezeichneten HohenmaBstabes die wagerechte Gerade und setzt
den Winkel « daran. Die Wagerechten durch die Teilpunkte des

16*
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MaBstabes schneiden den schrigen Schenkel von & in Punkten, von
denen man die Lote auf den wagerechten Schenkel fallt. Die hier
entstehenden Strecken sind die Abstinde der Héhenlinien der Ebene
auf der Karte. Ist nun auflerdem irgendeine Hohenlinie der Schnitt-
ebene und die Richtung des Gefilles durch einen Pfeil (Nr.21) vor-
geschrieben, so kann man alle Hohenlinien der Ebene zeichnen und
also die Schnittkurve der Ebene mit dem Gelinde Punkt fiir Punkt
ermitteln. In Fig. 640 beziehen sich die eingeklammerten Zahlen auf
die Hohenlinien der Ebene. Ist nicht der Winkel «, sondern statt dessen
das Gefille der Ebene gegeben, so kann man die Nebenfigur wie in
Nr. 31 herstellen. In Fig. 640 tritt eine Berithrung zwischen den Héhen-
linien 2 und (2) des Gelindes und der Schnittebene ein; deshalb hat
die Schnittkurve dort die Gerade (2) als Tangente in ihrem tiefsten
Punkte. Der hochste Punkt der Schnittkurve hat eine zwischen 7 und 8
gelegene Hohe. Will man sie genauer ermitteln, so kann man zwischen 7
und 8 und zwischen (7) und {8) noch die Hohenlinien 7% und (7}) ein-
schalten. Auf dem Geléinde geschieht dies, indem man die Mitten der
ungefiahren lotrechten Abstinde zwischen den Hohenlinien 7 und 8 durch
eine Kurve verbindet. Wegen der Ungenauigkeit der Festlegung des
Gelidndes durch die Schar seiner Hohenlinien kann man sich meistens da-
mit begniigen, diese Kinschaltung einer Hohenlinie bloB nach Augen-
mafll auszufithren, falls die beiden in Betracht kommenden Héhenlinien
nicht zu weit voneinander entfernt sind. Dagegen laft sich die ein-
zuschaltende Hohenlinie der Schnittebene genau bestimmen. In Fig. 640
liegt der geschraffte Teil der Schnittebene hoher als das Gelinde. Dies
erkennt man daraus, dafl z. B. die Hohenlinie 3 des Gelindes und die
Hohenlinie (4) der Schnittebene im geschrafften Gebiet eine Deckstelle
haben. Ubrigens kann der Schnitt der Ebene mit dem Gelinde aus
mehreren Kurven bestehen; auch koénnen nicht geschlossene Schnitt-
kurven auftreten.
Die Schnittpunkte einer Geraden mit dem Geldnde findet
man, indem man durch die Gerade eine Hilfsebene legt (Nr. 217) und
» ihre Schnittkurve mit dem Gelinde bestimmt.
1 Die gesuchten Stellen sind die Schnittpunkte
| dieser Kurve mit der Geraden. Die Gerade
{  sei durch zwei ihrer Punkte 4 und B nebst
|" ibren Hohenzahlen gegeben. Benutzt man wie
’ in Fig. 641, wo fiir 4 und B die Héhen 3 und 1
|  vorgeschrieben sind, als Hilfsebene die lot-
1o rechte Ebene durch die Gerade 4B, so hat
man diese Ebene um ihre Spurgerade (oder
Fig. 641, eine Parallele dazu) umzulegen. Hat man in
der Umlegung den Querschnitt des Geldndes
und die Gerade gezeichnet, so lotet man von den Schnittpunkten beider
auf 4’B’ zurlick, um die Projektionen der Punkte X und Y zu be-
kommen, in denen die Gerade AB das Gelinde durchbohrt. In Fig. 642
ist dagegen als Hiifsebene eine geneigte Ebene durch die Gerade AB
benutzt worden. Hier sind fiir A und B die Héhen 8 und 4 vor-
geschrieben. Man bestimmt zundchst nach Fig. 628 von Nr. 415 die-
jenigen Punkte der Geraden AB, denen runde Hohenzahlen zukommen,
und zieht dann durch alle diese Punkte parallele Geraden in einer
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beliebigen Richtung. Diese Geraden kann man als die Hohenlinien
einer die Gerade AB enthaltenden Ebene betrachten; die ihnen zukom-
menden Hoében sind in Fig. 642 eingeklammert

angegeben. Wie in Fig. 640 stellt man die

Schnittkurve des Gelindes mit der Ebene her;

wo sie A’B’ trifft, liegen die Projektionen X’

und Y’ derjenigen Punkte, in denen die Ge-

rade AB das Gelinde durchbohrt. Gegeniiber

dem Verfahren in Fig. 641 hat dieses den Vor-

zug, daBl keine Umlegung erforderlich wird. In

Fig. 641 ist das zwischen X und Y gelegene

Stiick der Geraden AB sichtbar, wiahrend dies Fig. 642.

Stiick in Fig. 642 unsichtbar ist.

Den Schnitt des Geldndes mit einer krummen Fldache kann
man Punkt fiir Punkt herstellen, wenn man auch auf der schneidenden
Fliche die Hohenlinien her-
gestellt hat. In Fig. 643 ist
der Schnitt des Gelédn-
des mit einem Rota-
tionskegel bestimmt wor- T
den, dessen Achse lotrecht
ist. Die Nebenfigur zeigt
deni Aufrifl des Kegels, und
es leuchtet ein, wie man die
Radien derjenigen Hohen-
kreise des Kegels findet, die den Hohen 0, I, 2 ... des Gelindes ent-
sprechen. Die Spitze des Kegels und seine Umgebung sind hoher als
das Gelinde gelegen und daher sichtbar.

-

Lo

Fig. 643.

420. Tangentenehenen des Gelindes. Nach Nr. 416 bekommt man
jedesmal eine Gerade der Tangentenebene eines Punktes P des Gelédndes,
wenn man durch P auf dem Gelinde eine Kurve zieht und an sie in P
die Tangente legt. Zu diesen Kurven gehort die Hohenlinie des Punktes P.
Demnach enthilt die Tangentenebene von P die in P an diese Hohen-
linie zu legende Tangente A, und zwar ist A die
durch P gehende Hohenlinie der Tangentenebene.

Zur vollstindigen Bestimmung der Tangenten-

ebene braucht man also nur noch eine zweite

Gerade. Zu diesem Zweck legt man durch P

irgendeinen zur Tafel senkrechten Querschnitt,

etwa lings der Geraden ¢’ der Tafel, siehe Fig. 644.

Dieser Querschnitt wird wie in Fig. 638 der letz-

ten Nummer in der Umlegung um #' gezeichnet.

Im umgelegten Punkt (P) zieht man die Tan-

gente (f) an die Schnittkurve. Sie trifft ¢’ im Fig. 644.
Spurpunkt S der Tangente ¢, die von P ausgeht

und in der Querschnittebene liegt. Mithin ist die Spurgerade der
Tangentenebene von P die Parallele s zu A" durch S. Die Neigung <
der Tangentenebene zur Tafel ergibt sich, wenn man durch P die Fall-
linie der Tangentenebene zieht. Ihre Projektion ist das Lot P’S, von P’
auf s. Indem man von P’ aus auf #' die Hohe von P auftrigt und
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den Endpunkt mit §, verbindet, bekommt man 7z als Winkel dieser
Verbindenden mit P’S,.

Im allgemeinen ist es das vorteilhafteste, den anzuwendenden Quer-
schnitt nicht lings einer beliebigen Geraden ¢’ durch P’, sondern lings
des Lotes von P’ auf 2" zu legen.

Die Tangentenebene eines Punktes P des Gelindes kann
das Geldnde, trotzdem in P eine Beriihrung eintritt, sehr
wohl in Kurven schneiden, und zwar nicht nur in P ferner gelegenen
Gegenden der Fliche, sondern in Kurven, die durch P selbst gehen.
In dem besonderen Fall, wo P ein Jochpunkt ist, zeigte sich dies schon
in Nr. 417; es war eine Folge davon, dal das Gelinde in einem Joch-
punkt sattelférmig ist. Aber das ist keine Ausnahmeerscheinung.
Allgemein geredet, kann es vielmehr auf einem Geldnde
ausgedehnte Gebiete geben, in denen es sattelférmig ist,
d. h. von den Tangentenebenen der Beriihrungspunkte in Kurven
durch die Beriihrungspunkte geschnitten wird. Dal} dies eine gewo6hn-
liche Erscheinung ist, ergibt sich auch so: Man denke sich ein starres
Modell des Gelidndes ein wenig gekippt, so daB seine Grundebene nicht
mehr wagerecht ist. Nach wie vor stellt es eine Fliche dar, der Héhen-
linien zukommen, aber die Hohenlinien sind jetzt ganz andere Kurven
als vorher, da sie die Schnitte der Fliche mit den wagerechten Ebenen
sind, denen gegentiiber die frithere Grundebene jetzt geneigt ist. Durch
das Kippen &ndern sich demnach die Hohenlinien, und die Folge davon
ist, daB die Jochpunkte an andere Stellen riicken. Mithin gibt es auf
dem Geldinde auch andere Stellen als die Jochpunkte derart, dafi die
Flache dort sattelférmig ist.

Fig. 645.

Wie der Schnitt einer Tangentenebene mit dem Geldnde
an einer sattelférmigen Stelle P zustande kommt, zeigt Fig. 645.
Zunichst ist hier wie in Fig. 644 die Tangentenebene des Punktes P
ermittelt worden, aber, um die Kartenzeichnung nicht zu iiberladen,
parallel nach rechts verschoben. Insbesondere ist als Hilfsquerschnitt
derjenige gewihlt worden, dessen Ebene auf der Tafel lings des Lotes ¢’
zu &’ senkrecht steht. In der Umlegung ist (I) der Querschnitt des Ge-
laindes und (f) die an ihn in (P) zu legende Tangente. Um Raum zu
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sparen, haben wir die Grundebene durch die Hohenebene des Punktes P
ersetzt (wie in Fig. 639 der letzten Nummer), also die Hohenlinie von P
als die Hohenlinie 0 bezeichnet. Die Neigung von (f) zu ¢’ in der Um-
legung ist auch die der Tangentenebene zur Tafel. Man kann nun die
Hohenlinien der Tangentenebene auf folgende Art in die Karte ein-
zeichnen: In der Nebenzeichnung trigt man auf dem Lot zu ¢, d. h.
auf 2/, den Hohenmaflstab mit den Zahlen 1,2,3... und —1, —2,
—3 ... auf. Die durch die Teilpunkte parallel zu ¢’ gezogenen Geraden
treffen die umgelegte Fallinie (f) der Tangentenebene in denjenigen
Punkten, denen die Héhen 1, 2, 3 ... und —1, —2, —3 ... zukommen.
Weil auf der Karte die senkrechten Projektionen der Hohenlinien der
Ebene gezogen werden sollen, haben also diese Projektionen diejenigen
Abstdnde voneinander, die durch die in der Nebenfigur kriftig ge-
zogenen Strecken parallel zu A’ angegeben werden. Somit verlaufen
die Hohenlinien der Tangentenebene auf der Karte wie diese Strecken
parallel zueinander; sie ergeben sich, indem man die Nebenfigur wieder
nach links auf die Hauptfigur parallel verschoben legt. In der Haupt-
figur sind die Hohenlinien der Tangentenebene nur so weit ausgezogen,
bis sie die mit denselben Hohenzahlen versehenen Hohenlinien des Ge-
lindes schneiden. Die Schnittpunkte liefern verbunden die Kurven k{
und k; durch P’; also schneidet die Tangentenebene des Punktes P
das Geldnde in zwei durch P gehenden Kurven %, und k,. In dem ge-
schrafften Gebiete liegt die Tangentenebene oberhalb des Gelédndes.

Falls eine Stelle P sattelformig ist, d. h. falls die Tangentenebene
von P die Fliche in zwei durch P gehenden Kurven %, und k, schneidet,
ist aber nicht notwendig wie in Fig. 645 gerade das geschraffte Gebiet
der Tangentenebene das héher gelegene. Es konnten auch die beiden
anderen Zwickel zwischen %, und %, sein. In der Tat ergibt sich dieser
zweite Fall aus dem vorliegenden einfach, wenn man den Sinn der Héhen
mit dem entgegengesetzten vertauscht, d. h. die Hohenlinien 1, 2, 3. ..
mit den Hohenlinien —1, —2, —3 ... vertauscht, mit anderen Worten,
wenn man das ganze Gelinde umdreht oder, deutlicher gesagt, von
unten her betrachtet, wobei sich oben und unten selbstredend nicht
auf die Lage der Zeichnung auf dem Zeichenblatte bezieht, sondern auf
die Richtung senkrecht zur Zeichenebene.

Eine Ebene, die zur Tangentenebene in Fig. 645 parallel ist und
nur wenig von ihr abweicht, also nicht mehr durch P geht, schneidet
die Fliche in einem Kurvenpaar, das in
der Niahe von P nur wenig von k; und k,
abweicht. Da die Schnittkurven daun
nicht durch P selbst gehen, verlaufen sie
ungefahr so, wie es Fig. 646 a fiir einige
verschieden nahe an die Tangentenebene
herangeriickte Parallelebenen andeutet. ]
Die gestrichelten Kurven beziehen sich g 646
dabei etwa auf tiefer gelegene und die
punktierten auf héher gelegene Parallelebenen, und die Kurven ge-
horen in Paaren zusammen. Es ist vielleicht nicht ganz iberflissig,
daran zu erinnern, daf diese Kurven nicht Hobenlinien sind, es sei
denn, daB die ins Auge gefaBte Tangentenebene wagerecht liegt, was
eben nicht der Fall zu sein braucht. Wenn die Tangentenebene eines
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Flichenpunktes die Fliche in der Umgebung dieses Punktes nicht in
Kurven schneidet, die durch den Punkt gehen, wird eine ein wenig
von ihr verschiedene Parallelebene die Fliche in der Néhe des Punktes
entweder gar nicht treffen oder sie in einer kleinen geschlossenen Kurve
um die Stelle herum schneiden, je nachdem sie auf der einen oder anderen
Seite der Tangentenebene liegt. Die Schnittkurven verschiedener Parallel-
ebenen auf der einen Seite der Tangentenebene verlaufen also etwa so
wie in Fig. 646 b. Je naher im Fall a die Parallelebene an die Tan-
gentenebene heranriickt, um so mehr verlaufen die Schnittkurven in der
Umgebung der betrachteten Stelle ungefihr wie die beiden Aste einer
Hyperbel, deren Asymptoten die Tangenten der Kurven k, und k,
in ihrem Treffpunkte sind. Im Falle b dagegen nihert sich die Schnitt-
kurve, je mehr die schneidende Parallelebene an die Tangentenebene
heranriickt, einer Ellipse, deren Mittelpunkt die betrachtete Stelle ist.
Diese Bemerkungen mogen hier geniigen, um zu begriinden, da man
sattelformige Flichenpunkte auch hyperbolische Fldchenpunkte
und nichtsattelférmige elliptische Flachenpunkte nennt.

Auf einer beliebigen Flache konnen hyperbolische Punkte ebenso
héufig wie elliptische auftreten. Dall dies zunéchst nicht so zu sein
scheint, liegt blof an unserer falschen Gewdhnung. Denn wenn von
einer krummen Fliche die Rede ist, denkt man sich zunédchst meistens
eine Fliche, die etwa wie die jedermann wohl vertraute Kugel ge-
kriimmt ist und daher nur elliptische Punkte aufweist. Ein Sattel,
von dem ja der Name der sattelformigen Punkte stammt, ist dagegen
eine Fliche, die lauter hyperbolische Punkte hat.

Das Gebiet der elliptischen Punkte einer Fliche und das ihrer hyper-
bolischen Punkte haben Grenzlinien gegeneinander. Die dort gelegenen
Punkte heiflen parabolische Flachenpunkte. Es gibt aber auch
Flichen, die gar keine elliptischen oder hyperbolischen Punkte, sondern
nur parabolische Punkte haben. Dazu gehért z. B. jeder Kegel.

421. Kurven auf dem Gelinde. Wird auf der Karte des Geldndes
irgendeine Kurve %’ gezogen, so ist sie die senkrechte Projektion einer
auf dem Geldnde selbst gelegenen Kurve k. Im allgemeinen
ist die Kurve nicht in einer Ebene gelegen. Sie gehort also zu den-
jenigen Kurven, die man als Raumkurven zu bezeichnen hat, obgleich
sie auf dem Gelinde liegt (Nr. 231). Denn das Wort Raum deutet
hierbei nicht einen Gegensatz zur Flache des Gelindes, sondern nur
zur Ebene an. Insbesondere sind die Fallinien eines Gelandes im all-
gemeinen keine ebenen Kurven, sondern Raumkurven, wihrend die
Hoéhenlinien nach ihrer Erklarung selbstverstandlich ebene Kurven sind.

Die Tangenten einer Kurve £ des Geldndes erzeugen die Tangenten-
flache der Kurve, eine abwickelbare krumme Fliche, die aus zwei
Ménteln besteht, die lings der Kurve k in einem scharfen Grat zu-
sammenhédngen, wie in Nr. 231 auseinandergesetzt wurde. Eine gute
Vorstellung von der Tangentenfliche einer Gelindekurve k bekommt
man, wenn man, wie es in Fig. 647 geschieht, statt der Kurve k eine
gebrochene Linie betrachtet, deren Stiicke 01, 12, 23 ... Strecken von
einer Hohenlinie zur nachst hoheren sind. Wenn auch die Geldndeflédche
zwischen den aufeinanderfolgenden Héhenlinien gekriimmt ist, kann man
doch angenihert jede Kurve auf dem Gelinde durch eine derartige
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gebrochene Linie ersetzen. In Fig. 647 ist angenommen worden, dall das
Gelidnde von der Hohenlinie 0 an emporsteige, und daB rechts von dieser
Héhenlinie 0 die Ebene der Zeichnung, die Tafel oder Grundebene selbst
sichtbar sei. Man stelle sich also etwa wvor, die Hohenlinie ¢ sei die
Uferlinie eines Sees, der das geschraffte Gebiet

einnimmt. Nun kann z. B. die Gerade 6 6 als eine

Tangente der Flichenkurve k aufgefallt werden.-

Da die Gerade, iiber 6 fortgesetzt, iiberall die-

selbe Neigung zur Tafel hat, braucht man nur

die Strecke 6’ 5" iiber 9 hinaus fiinfmal auf ihr

abzutragen, um diejenigen Punkte dieser Ge-

raden zu bekommen, die in denselben Hohen

liegen wie die Hohenlinien 4, 3, 2, I, 0. Ebenso Fig, 647.

kann man mit der Geraden 4 4 verfahren, wobei

die Strecke 6”4’ selbstredend nur viermal von ¢ aus angesetzt werden
muBl, usw. Die so auf den Tangenten 65, §4, 43 ... gewonnenen
Punkte kann man nun wieder geradlinig miteinander verbinden. Ins-
besondere ergibt sich durch Verbindung der Endpunkte die gebrochene
Linie s. Diese Linie s stellt den Schnitt der von den ebenen Winkel-
feldern zwischen den Geraden 66, §4 ... 10 erzeugten Fliche mit
der Tafel, also die Spurlinie derjenigen Fliche dar, die hier den einen
Mantel der Tangentenfliche der Kurve k bedeutet. Die anderen Ver-
bindenden der ermittelten Punkte sind die Hohenlinien 1, 2, 3, 4 dieses
Mantels. Der zweite Mantel der Tangentenfliche ist in Fig. 647 fort-
gelassen; er wiirde sich ergeben, wenn man die Geraden 6 5, 54 ... 10
immer nach links hin iber 6,5 ... 1 verlingern und auf ihnen die
Strecken in derselben Weise auftragen wiirde.

Will man die Lénge der in Fig. 647 durch die gebrochene Linie &’
dargestellten Geldndekurve k angendhert ermitteln, so muB man die
wahren Lingen der einzelnen Strecken 6 5, 5 4 ... 1 0 bestimmen. Wenn
man weill, wie grof} die Differenz zwischen den einzelnen Hohenschichten
ist, ergeben sich die wahren Liangen als Hypotenusen der rechtwinkligen
Dreiecke, die als Katheten der einen Art die Projektionen 6’5, 5’4’ ... 1’ 0
und als Katheten der anderen Art diese Differenz haben.

422. Kurven konstanten Gefiilles. Solche Kurven auf dem Gelinde,
die iiberall dasselbe Gefille haben, d. h. deren Tangenten samtlich
mit der Grundebene denselben spitzen Winkel bilden, be-
nutzt man insbesondere gern
als Mittellinien von Wegen
auf dem Geldnde. Angenahert

bekommt man derartige Kur- &

ven so, wie es Fig. 648 zeigt: Sy
Vorgeschrieben werde, daB I e

von einem gegebenen Punkt 4 e . e
auf der Hohenlinie 2 eine auf- R e

steigende Kurve mit dem ge- Fig. 648,

gebenen Gefille 0,36 ausgehe.

In der Nebenfigur stellt die lotrechte Strecke den HohenmaBstab dar.
Tragt man 10 Einheiten dieses MafBstabes wagerecht vom Nullpunkt
aus ab und verbindet man den Endpunkt mit dem Punkt 3,6 des
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MaBstabes durch eine Gerade, so hat diese Gerade gegeniiber der
Wagerechten das gegebene Gefille, so dafl damit der Winkel & bestimmt
ist, den die Tangenten der Kurve mit der Tafel bilden. Man darf nun
wieder angendhert die gesuchte Kurve aus lauter solchen Strecken
zusammensetzen, die Punkte der einzelnen Hohenlinien miteinander
verbinden. Da eine derartige Strecke Endpunkte hat, deren Hohen-
unterschied immer derselbe, ndmlich die Einheit des HohenmaBstabes
ist, folgt aus der Forderung des konstanten Gefilles, daBl die Strecken
auch in der Projektion sdmtlich gleiche Lange haben miissen. Um diese
Lénge moglichst genau zu bestimmen, verfahren wir so: Die gesuchte
Kurve soll vom Punkt A4 der Hohenlinie 2 etwa bis zur Héhenlinie 11,
also um 9 Einheiten des MafBstabes emporsteigen. Deshalb wird durch
den Punkt 9 des Malistabes die Parallele zu dem vorhin ermittelten
schriagen Schenkel des Winkels « gezogen. Sie schneidet die wagerechte
Gerade durch den Nullpunkt in einem mit 9 bezeichneten Punkt. Die
Strecke 0 9 auf der Wagerechten wird nun in neun gleiche Teile zerlegt.
Diese Teile sind die Léngen der Projektionen der einzelnen Strecken
der in das Geldnde einzuzeichnenden und von 4’ ausgehenden gebrochenen
Linie. Man trigt daher das Teilstiick der Wagerechten, bei 4’ beginnend,
wiederholt von Hohenlinie zu Hohenlinie ein, bis man schlieBlich auf
der Hohenlinie 77 anlangt. Von Punkt zu Punkt sind, wenn iiberhaupt,
zwei verschiedene Arten des Eintragens moglich, doch kann es auch
sein, daf die Teilstrecke gegeniiber den Entfernungen der Hohenlinien
voneinander zu kurz ist, d. h. dal man in Gegenden gelangt, die zu
flach sind, als daf3 es dort eine Linie von dem vorgeschriebenen Gefille
geben konnte. Auf mancherlei verschiedenen Wegen, von denen die
Figur nur einige zeigt, ist es also mdglich, mit dem gegebenen Gefille
von A4 aus bis zur Hohe 17 zu kommen. Alle diese Wege haben dieselbe
Gesamtlinge in der Projektion. Sie haben aber auch gleiche Gesamt-
linge in Wirklichkeit. In der Projektion ist die Lénge gleich der wage-
rechten Strecke 09 der Ncbenfigur, in Wahrheit gleich der schrigen
Strecke nach 9. Da alle Wege gleich lang sind, heit das Netz aller
Kurven von gleichem Gefille ein Kurvennetz ohne Umwege.

Selbstverstdndlich ist das benutzte Verfahren nur eine Anniherung;
die gebrochenen Linien sind durch stetige Kurven zu ersetzen. Bei
Wegebauten im Gelinde wird man eine Kurve auswéhlen, die nicht so
sehr im Zickzack ansteigt.

Zur Vergleichung ist in Fig. 648 die kiirzeste Linie angegeben, die
im Gelinde von A4 his zur Hohenlinie 7171 fiithrt, nidmlich die nach 4
gehende Fallinie. Sie ist keine Kurve konstanten Gefilles. In Nr. 424
werden wir diejenigen besonderen Geldnde besprechen, auf denen die
Fallinien Kurven konstanten Gefilles sind.

423. Kiirzeste Kurven auf dem Gelinde. Nimmt man auf dem Ge-
lande zwei Punkte an, so kann man sich die Aufgabe stellen, den kiirzesten
Weg auf dem Gelinde von dem einen Punkt zum andern zu ermitteln.
Sie ist nicht einfach; wir begniigen uns damit, zu zeigen, wie man durch
Versuche zur Beantwortung kommen kann. Zuvor muf} dabei die folgende
Aufgabe gelost werden:

Gegeben seien die Projektionen o', b’, ¢’ von drei aufeinanderfolgen-
den Hohenlinien, und die Strecke OU in Fig. 649 moge den Hohen-
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unterschied zwischen den Hohenlagen von @ und b, also auch den zwischen
den Hohenlagen von b und ¢ darstellen. Ferner seien auf o’ und b’ die
Projektionen A’ und B’ zweier Punkte 4 und B gegeben. Gesucht
wird derjenige Punkt C auf ¢, der
so liegt, daBl der Weg von 4 iiber B
bis € kiirzer ist als jeder andere
Weg, der von A4 auf dem Geldnde
nach C fihrt. Wir nehmen dabei an, daf
die Hoéhenlinien a, b, ¢ in einem so geringen
Hohenunterschied aufeinanderfolgen, da die
Bogen AB und BC der Kurve ABC unbe-
denklich durch die geradlinigen Strecken AB
und BC ersetzt werden diirfen. Nur der
Deutlichkeit halber ist der Hohenunterschied
OU in Fig. 649 betrachtlich gewéhlt worden.

Nehmen wir zunéchst an, der gesuchte Punkt ¢’ sei bereits gefunden
Wird dann B durch einen benachbarten Punkt auf b ersetzt, so ist zu
fordern, daf der Weg von A iiber diesen Punkt nach C li«inger als der
von A iiber B nach C sei. Die zu B benachbarten Punkte auf b kann
man als die Punkte der in B an b zu legenden wagerechten Tangente %
betrachten. Ihre geradlinigen Verbindenden mit A bilden dann die
Ebene (A4, k) und ihre geradlinigen Verbindenden mit C' die Ebene (C, k).
Mithin mufl B so liegen, da der Weg von A iiber B nach C von allen
Wegen, auf denen man von 4 aus auf der Ebene (4, A) iiber % in die
Ebene (C, h) und nach C gelangt, der kiirzeste ist. Mit solchen Wegen
haben wir uns schon in Nr. 236 beschéftigt. Wie damals denken wir
uns die Ebenen (4, 2) und (B, k) um ihre Schnittgerade h so weit ge-
dreht, bis sie eine einzige Ebene ausmachen. Gelangt dabei 4 nach (4)
und C nach (C), so ist zu verlangen, dal (4)B(C) eine Gerade sei. Weil h
wagerecht ist, konnen die Drehungen so ausgefiihrt werden, daB die
Ebenen (4, %) und (C, k) in die wagerechte Ebene durch % iiber-
gehen. Man hat aber zu bedenken, daB A und B gegeben sind und
C noch gesucht wird. Also verfihrt man so: Bei der Umlegung der
Ebene (4, k) gelangt A nach einer Stelle (A4), die auf dem Lot A’D’
von A’ auf A’ liegt, und zwar ist dabei der Radius D’(4)" des Drehkreises
gleich der Hypotenuse desjenigen rechtwinkligen Dreiecks, von dem der
seitliche Abstand 4’D’ die eine Kathete und der Hohenunterschied OU
die andere Kathete gibt (Nr. 13). Somit setzt man in O an OU recht-
winklig die Strecke OA4 gleich A’D" an und trigt die Entfernung von U
bis 4 auf D’A” von I’ an bis (A) auf. Indem man dann die Gerade
(AYB’ zieht, bekommt man in ihrer Fortsetzung iiber B’ einen ersten
geometrischen Ort fiir die Projektion (C) des gedrehten Punktes (C).
Ein zweiter geometrischer Ort ergibt sich so: Man denkt sich verschiedene
Punkte von ¢ der Drehung um % unterworfen, etwa die Punkte P,
und P,, die man in der vermutlichen Gegend des gesuchten Punktes C
auf ¢ annimmt. Die Lote P;Q{ und P;Q; von P{ und Pj auf A’ liefern
die seitlichen Abstidnde; sie werden in O rechtwinklig an OU bis P,
und P, angetragen. Dann sind die Entfernungen von U bis P, und P,
die Strecken, die man von @ und @4 an auf @{P{ und Q;P; aufzutragen
hat, um die Projektionen (P,) und (P,)’ der gedrehten Punkte (P,)
und (P,) zu bekommen. Denkt man sich dies Verfahren auf alle Punkte
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von ¢ ausgelibt, so wird man zu einer Kurve kommen, von der es meistens
geniigt, den Bogen (P,)(P,)" allein freihdndig zu ziehen. Weil C auf ¢
liegen soll, ist diese neue Kurve der zweite geometrische Ort von (C)'.
Demnach ist (C) bestimmt, und das Lot von (C) auf %' schneidet ¢’
im gesuchten Punkt C".

Von einem gegebenen Punkt 4 des Gelindes werden nach allen
Punkten der Umgebung, d. h. in allen Richtungen auf dem Gelinde
kiirzeste Linien ausgehen. Das Vorhergehende zeigt nun: Wihlt man
eine bestimmte Richtung von A aus, d. h. nimmt man auf der nichsten
Hohenlinie einen benachbarten Punkt B an, so ist durch das angegebene
Verfahren ein Punkt C auf der folgenden Héhenlinie so bestimmt, daB
ABC der kiirzeste Weg von 4 bis €' ist. Man kann dasselbe Verfahren
anwenden, um aus B und C auf der nichstfolgenden Héhenlinie einen
Punkt D so zu finden, dal BCD der kiirzeste Weg von B bis D ist, usw.
Schritt fiir Schritt gelangt man so zu einer Kurve, und es erhellt, daB
diejenige kiirzeste Linie des Gelidndes, die von 4B ausgeht, eben diese
Kurve sein muf.

Ist nun die Aufgabe gestellt, von einem gegebenen Punkt A einer
Hohenlinie a den kiirzesten Weg auf dem Gelinde nach einem anderen
gegebenen Punkt P zu ermitteln, so ziehe man die fragliche Linie zu-
nachst ungefdhr nach Vermuten. Sie wird die auf o folgende Héhen-
linie in einem Punkt B schneiden. Wie soeben setzt man das Stiick 4B
Schritt fiir Schritt fort. Weicht die dadurch erhaltene Kurve vom Ziel P
nach einer Seite hin ab, so ist das ein Hinweis darauf, daB der Punkt B
ein wenig weiter hin auf b nach der anderen Seite angenommen werden
mufl. Ermittelt man nun aus 4 und dem so verbesserten Punkt B
aufs neue eine kiirzeste Linie, so wird sie vielleicht von P nach der
anderen Seite hin abweichen. Dann liegt die gesuchte kiirzeste Linie
zwischen den beiden schon konstruierten, und es leuchtet ein, wie man
durch weitere Verbesserung die Aufgabe schlieBilich zufriedenstellend
losen kann. Allerdings ist das Verfahren etwas miihsam, aber bei der
Natur der Aufgabe wird es kaum ein bequemeres geben.

424. Boschungsflichen. Beim Anhdufen von Erdmasse bildet sich
ihre Oberfliche so, dafl sie nirgends steiler wird, als es dem natiirlichen
Gefille entspricht (Nr. 33). Haben alle Tangentenebenen der Oberfliche
dies Gefille erlangt, so ist ein vollstindiger Béschungskdrper ent-
standen. Seine Oberfldche ist also eine Fliche, deren Tangentenebenen
simtlich mit der Grundebene denselben spitzen Winkel « bilden. Solche
Flichen heiflen Boéschungsflichen; die Boschungsebenen und
Boschungskegel (Nr. 31, 32) sind die einfachsten Boschungsflichen.

Eine Boschungsfliche kann wie jede Geldndefliche durch ihre Hohen-
linien veranschaulicht werden. Thre Schnittkurve mit der Grundebene,
d. h. ihre Spurlinie, sei eine Kurve s. Unter ¢ sei irgendeine Tangente von
s verstanden, und § sei der Beriihrungspunkt. Legt man nun an alle
Héhenlinien die zu ¢ parallelen Tangenten, so ergibt sich als Ort ihrer
Beriihrungspunkte eine gewisse Kurve /, und die zu ¢ parallelen Tangenten
erzeugen einen wagerechten Zylinder, der die Fliche lings der Kurve I
beriihrt. Die Tangentenebenen dieses Zylinders sind also die Tangenten-
ebenen der Boschungsfliche in den Punkten der Kurve I. Da diese
Tangentenebenen einerseits zu ¢ parallel sind und anderseits mit der
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Grundebene denselben Winkel « bilden, sind sie parallel zueinander.
Aber ein Zylinder hat nie lauter parallele Tangentenebenen, es sei denn,
daB er selbst in eine Ebene ausartet. Folglich beriihrt die Tangenten-
ebene, die man in einem Punkte § der Spurlinie s an die Boschungsfliche
legen kann, diese Fliache nicht nur in §, sondern lings einer von §
ausgehenden Kurve {. Die Gesamtheit aller Tangentenebenen iiberhaupt
ist mithin nur die der Tangentenebenen lédngs der Spurlinie s. Man kann
also die Boschungsfldche als die von diesen Tangentenebenen eingehiillte
Flidche bezeichnen.

In Nr. 230 hatten wir eine Folge von Ebenen betrachtet, bei der jede
Ebene zur nidchsten benachbart ist. Dann lieBen wir in Nr. 231 diese
Folge in eine stetige Schar von Ebenen iibergehen. Es ergab sich, daB
die Ebenen die Tangentenflidche einer Raumkurve einhiillen. Mithin mufl
jede Boschungsflache die Tangentenfliche einer gewissen Raumkurve sein.
Die Tangenten der Raumkurve sind die Schnittgeraden je zweier unendlich
benachbarter Ebenen der Schar, die Punkte der Raumkurve die Schnitt-
punkte je dreier unendlich benachbarter. Die Ebenen der Schar sind
also die Schmiegungsebenen der Raumkurve.

Aber nicht jede Raumkurve hat als Tangentenfliche eine Boschungs-
fliche; sie mull vielmehr eine Bedingung erfiillen: Ihre Schmiegungs-
ebenen miissen mit der Grundebene denselben Winkel « bilden. Dies 148t
sich anders ausdriicken: Betrachtet man zunichst irgend zwei Ebenen,
die mit der Grundebene denselben Winkel « bilden, so projiziert sich
ihre Schnittgerade auf die Grundebene als Gerade, die den Winkel der
Spurgeraden in gleiche Teile zerlegt. Wenn nun die Ebenen unendlich
benachbart sind, strebt der Winkel ihrer Spurgeraden nach einem ge-
streckten, d. h. dann projiziert sich die Schnittgerade als Senkrechte zur
einen Spurgeraden (oder zur anderen, was dasselbe ist, da beide nur un-
endlich wenig voneinander abweichen). Die Schnittgerade selbst wird
also eine Fallinie (Nr. 17) und bildet somit ebenfalls den Winkel & mit
der Grundebene. Da nun die Schnittgerade zweier unendlich benachbarter
Schmiegungsebenen der Raumkurve eine ihrer Tangenten ist, folgt: Die
Tangenten der Raumkurve miissen mit der Grundebene den Winkel o
bilden.

Eine Boschungsflache ist also dasselbe wie die Fléache
der Tangenten einer Raumkurve x», sobald alle diese Tan-
genten mit der Grundebéne denselben Winkel bilden. Wenn
man unter dem Gefélle in einem Punkte P einer Raumkurve » gegen-
iiber der Grundebene das Gefille ihrer Tangente in P zur Grundebene
versteht, kann man diese Kurve » als Kurve konstanten Ge-
falles bezeichnen. (Die in Nr. 422 betrachteten Kurven konstanten Ge-
filles auf einer beliebigen Geldndefliche gehoren zu ihnen.)

Man kann beliebige Raumkurven konstanten Gefilles auf mechanische
Weise leicht herstellen. Zu diesem Zweck empfiehlt es sich, wie schon
oft im vorhergehenden, statt der stetigen Kurve » zunichst einen ihr an-
genidherten gebrochenen Linienzug P P, P, ... zu betrachten. Er ist in
Fig. 650 in irgendeiner Parallelprojektion dargestellt, zugleich mit seiner
senkrechten Projektion P{P{P; ... oder »’ auf die Grundebene. Die
Geraden P,P,, P,P, ... sind als die Tangenten von » zu bezeichnen.
Sie mogen die Grundebene in S;, S, ... treffen. Die Kurve » hat kon-
stantes Gefille, wenn die Winkel P{8,P,, P{8,P, ... simtlich dieselbe
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Grofle haben. Dann aber ist das rechtwinklige Dreieck P{8,P; mit
dem rechtwinkligen Dreieck P{S,P, kongruent, da sie eine Kathete
gemein haben und in den ihr gegeniiberliegenden Winkeln iiberein-
stimmen. Mithin ist P{S, = P{S, und auch P8, = P,S,. Ebenso er-
gibt sich P{S, = P{S; und P,S, = P,S, usw. Wenn man also die recht-
winkligen Dreiecke P{S8,P,, P;8,P, usw. um ihre Katheten P{P,,
PP, usw. so weit dreht, bis ihre Ebenen
in die Ebene des ersten Dreiecks P{S,P,
fallen, kommen die Punkte §;, S,...
sdmtlich nach S,, und die Punkte P,,
P, ... ricken simtlich auf P,S,. Da
man den Linienzug P P,P,... durch
eine stetige Kurve zu ersetzen hat, liegen
die unendlich kleinen Strecken P§P,,
P{P,, P;P, auf einem auf der Grund-
ebene senkrecht stehenden Zylinder. Man
verfahre also so: Auf einem Blatte Pa-
pier zeichne man zwei Geraden » und x’
und schneide das Papier lings %’ ab.
Darauf biege man es zu irgendeinem Zy-
linder zusammen, der lings der verboge-
nen Linie »” senkrecht auf der Grundebene stehe. Dann wird aus der
Geraden » eine Kurve x» von konstantem Gefille.

Die Boschungsfliche ist die von den Geraden S,P,, S,P,, S,P, ...
erzeugte Fliche. Da, wie wir sahen, P[S, = P{S,, ferner P;S, = P8,
usw. ist, kann man die Stiicke der Spurlinie s als Bogen von Kreisen
mit den Mittelpunkten P,, P, ... betrachten. Diese Kreisbogen gehen
beriihrend ineinander iber, und die Geraden S,P;, S,P; ... sind zu
ihnen senkrecht, daher als die Normalen der Spurlinie s zu bezeichnen.
Mithin ist »” die Evolute von s (Nr. 408). Wieder begegnen wir hier
der Erzeugung der Evolvente s aus der Evolute »° vermdge der Ab-
wicklung eines Fadens von der Evolute (Nr. 410), denn P;S, kann
als dieser Faden dienen. Die Geraden SyP,, S,P, ... der Boschungs-
fliche projizieren sich auf die Grundebene als die Normalen S,P;,
S,Pi ... der Spurlinie s. Ersetzen wir die Grundebene durch irgend-
eine Hohenebene, so ergibt sich dasselbe, indem dann an die Stelle der
Spurlinie s eine Hohenlinie tritt. Also sind die Projektionen der Geraden
der Boschungsfliche zu den Projektionen aller Hohenlinien senkrecht.
Dies aber besagt: Die Fallinien einer Béschungsfliche sind
gerade Linien (Nr. 418).

In Kiirze sei hier eine Bemerkung eingeschaltet, die sich auf die zu
Anfang angestellte Uberlegung bezieht: Dort legten wir an alle Hohen-
linien parallele Tangenten und betrachteten den geometrischen Ort 1
ihrer Beriihrungspunkte. Jetzt ergibt sich nachtriglich, daB diese
Kurven / nichts anderes als die geraden Fallinien sind, denn z. B. die-
jenige Ebene, die die Boschungsfliche in S, beriihrt, ist in allen Punkten
von 8,P, Tangentenebene.

In Fig. 651 ist die angenidherte Konstruktion einer Béschungs-
flaiche in senkrechter Projektion im GrundriB und AufriB
dargestellt. Die Grundrifitafel ist die Grundebene, die Aufriftafel die
des Dreiecks S,P{P,. Zunichst wird dies Dreieck gezeichnet und dann
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der gebrochene Linienzug »’ oder PjP{P;... auf der Grundritafel
beliebig angenommen. Dann ergibt sich 8, durch den Kreisbogen um 8§,
mit dem Mittelpunkt P, ferner die Aufriprojektion P des Punktes P
der Raumkurve x als Schnitt von S,P, mit dem Lot von P/ aus. Weiter-
hin ergibt sich S, durch den Kreisbogen
um §; mit dem Mittelpunkt P;, wah-
rend die Aufriiprojektion P; des Punktes
P, von x als Schnitt von 8yP{ mit dem
Lot von Pj aus entsteht. So kann man
beliebig weit fortfahren. Der Ubergang
zum Aufri wird jedoch ungenau, wenn
die Geraden der Boschungsflache im Auf-
rif zu steil werden. Dann empfiehlt es
sich, so vorzugehen, wie es beim Punkte Py
gezeigt ist: Man tragt SeP¢ von S, aus auf
SpP{.bis U auf und geht von hier senk-
recht bis V auf S,P§ iiber. Dann mufl}
der Punkt Py gerade so hoch wie V liegen,
wodurch er sich also genauer bestim-
men Jaft.
Nach Nr. 231 hat eine Tangenten-
fliche, also auch eine Bdschungsfliche,
zwei Méntel. Bisher haben wir nur den
einen betrachtet. Der andere wird von
den in Fig. 651 nicht angegebenen Fort-
setzungen der Fallinien iiber » hinaus gebildet. Beide Méntel beriihren
einander lings des Grates x nach Nr. 231 so, daf} ein beliebiger ebener
Querschnitt auf beiden Manteln Schnittkurven liefert, die auf dem Grat
in einer Spitze zusammenlaufen.
Anmerkung: Die Boschungsflichen wurden von G. Monge in dem in der An-

merkung zu Nr. 201 genannten Werk ,,Application de l’'analyse & la géométrie
in § VIII, 8. 51—58 der 5. Auflage, untersucht.

425. Boschungskorper. Die Oberfliche eines Boschungskorpers ge-
hort zwar einer Boschungsfliche an, ist aber nur ein Teil von ihr, und
zwar nur ein Teil ihres einen Mantels. Zun#chst stellen wir den-
jenigen Boschungskoérper her, der zu einer gegebenen Spur-
linie s auf der Grundebene und zu einem gegebenen Ge-
falle gehort.

Als Beispiel nehmen wir eine Ellipse als Spurlinie s, siehe Fig. 652.
Man stelle sich also vor, auf einer wagerechten elliptischen Scheibe
werde Erde angehiduft, so dafi der UberfluB vom Rand herunterfallen
kann. Dann soll der auf der Scheibe entstehende Boschungskorper be-
stimmt werden. In Fig. 652 ist angenommen worden, dafl das Gefille
gleich Eins sei, also die Tangentenebenen der Oberfliche mit der Grund-
ebene 45° bilden. Die Fallinien der Oberfliche projizieren sich auf die
Grundebene als die Normalen der Ellipse; zur Konstruktion reichen die
zwolf stark gezogenen Normalen aus. Die Normalen hiillen die Evolute »’
der Ellipse s ein, und sie ist nach voriger Nummer die Grundriiprojek-
tion des Grates » der BOschungsfliche. Aber man sieht: Die Normalen
von den Punkten 7 und 11, 2 und 10 usw. treffen sich auf der Haupt-
achse der Ellipse, bevor sie die Evolute »’ berithren. Mithin endet die
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Oberfliche des Boschungskérpers unterhalb des Grates x und zwar in
der Kurve derjenigen Punkte, die zu diesen Schnittpunkten gehéren.
Wegen des angenommenen Gefilles Eins liegen
die Punkte gerade so hoch iiber der Grund-
ebene, wie es die Normalenlingen von den
Ellipsenpunkten bis zur Hauptachse angeben.
Daher liflit sich die Buckelkurve, in der
die Boschungsfliche sich selbst unterhalb des
Grates » durchsetzt, ohne weiteres zeichnen.
Wenn die Punkte I und 11 gleichmifig zum
Scheitel 0 hinriicken, wird der Schnittpunkt
der zugehoérigen Normalen der Kriimmungs-
mittelpunkt dieses Scheitels. Entsprechendes
gilt vom anderen Scheitel. Die Buckelkurve
hat also ihre Enden in den Punkten 0 und VI,
die senkrecht {iiber den Kriimmungsmittel-
punkten der Hauptscheitel und zwar so hoch
liegen, wie es der Kriimmungsradius angibt.
Die Oberfliche des Boschungskorpers hat lings
der Buckelkurve eine Kante derart, daff den
Punkten dort verschiedene Tangentenebenen
zukommen, je nachdem man sie zu den
Punkten auf der einen oder anderen Seite des Buckels rechnet. Im
iibrigen aber ist die Oberfliche iiberall stetig gekriimmt. Nur nebenbei
sei erwdhnt, dall die Buckellinie in diesem Beispiel ein Teil einer Ellipse
ist, von der zwei Scheitel die Brennpunkte der Ellipse s sind und deren
andere Achse gleich der Nebenachse der Ellipse s ist und auf der
Grundebene senkrecht steht. Durch Ver-
laingerung der AufriBiprojektionen der Fall-
linien bekommt man als ihre eingehiillte
Kurve die Aufrillprojektion »’* des Grates
der Boschungsflache. Der Grat besteht aus
vier Kurvenbogen 0 II1, III VI, VIIX
und /X 0, die in den Punkten 0, III,
VI und IX in Spitzen zusammenkommen.
Das ist also eine ziemlich verwickelte
Raumkurve, aber fiir die Konstruktion
des Boschungskorpers wird sie gar nicht
gebraucht.

Eine andere Aufgabe-besteht darin, von
einer vorgeschriebenen Buckeilinie
aus, die sich oberhalb der Grund-
ebene befindet, den Béschungskor-
per bis zur Grundebene herzustel-
len. Man denke sich eine irgendwie iiber
der Grundebene ansteigende Raumkurve
etwa als einen Weg, der durch Boschungen
gestiitzt werden soll. Von jedem Punkte
dieses Weges aus, als Kegelspitze aufgefallt,

stelle man den Boschungskegel (Nr. 31) mit dem vorgeschriebenen Gefille
nach unten gehend her. Der Boschungskorper, der gesucht wird, umfaf3t
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alle diese Kegel; seine Oberfliche ist also die alle diese Kegel einhiillende
Flache. In Fig. 653 ist die Buckellinie & im Grundrifl und Aufri} durch &’
und %" gegeben. Es geniigt, die zu den Punkten 1, 2, 3, 4 gehérigen
Boschungskegel zu benutzen. Die Radien ihrer Grundkreise ergeben sich
aus dem vorgeschriebenen Gefille sofort, wie es die Nebenfigur zeigt. Die
Spurlinie des Boschungskorpers geht als Einhiillende der Grundkreise
hervor. Ebenso ergeben sich die GrundriBiprojektionen der Hohenlinien
in den Hohen der Punkte I, 2 und 3. Nachtriglich findet man die gerad-
linigen Fallinien im Grundrif} als die Lote von den Punkten von £’ auf
der Spurlinie, und daraus kann man ihre Aufrisse ableiten. Man beachte,
da die UmriBlinie %" keine Gerade ist, wenn sie auch nur sehr wenig
gekriimmt ist. Denn ihre Punkte ergeben sich aus denjenigen Punkten
im GrundriB, in denen die Hohenlinien zur Aufrifitafel senkrechte Tan-
genten haben, und der Ort «’ dieser Punkte ist keine Senkrechte zur
Spurlinie.  Ubrigens ist
auch bei der vorhergehen-
den Fig. 652 eine ent-
sprechende Bemerkung zu
machen.

Da die gegebene Buk-
kellinie eine verwickeltere
Gestalt haben kann, ist
es denkbar, daB der
Boschungskorper sich

selbst durchsetzt.

Deutlicher wird die Kon-
struktion der Durchdrin-
gung, wenn man von zwei
verschiedenen Buckellinien
k, und k, aus die Bo6-
schungskérper  herstellt,
siehe Fig. 654. Hierbei ist
nichts weiter zu erldutern.
Die Kurven a’ und d' ge-
héren eigentlich zusam-
men, ebenso die Kurven 5 und ¢’. Denn wenn die eine Boschungsflidche
weiter nach oben iiber die Buckellinie hinweg fortgesetzt wird, geht der
Zweig @ in den Zweig d’ und der Zweig b’ in den Zweig ¢’ iiber.

In Fig. 652 lag der Grat der Boschungsfliche tiber dem Boschungs-
kérper. Dasselbe gilt von Fig. 653 und 654, wo allerdings die Grate
nicht angegeben sind. Ein Fall, in dem der Grat tiefer liegt, ist in
Fig. 655 dargestellt. Um die Sachlage moglichst einfach zu haben, ist
als Buckellinie eine iiberall gleich hoch iiber der Grundebene verlaufende
Kurve ABO gewihlt, so daB die zugehorigen Boschungskegel alle den-
selben Radius haben. Als Kurve ABC ist eine halbe Ellipse angenommen
worden. Wegen der Gleichheit der Radien aller Boschungskegel sind die
Grundrisse aller Hohenlinien Parallelkurven der Ellipse, natiirlich ab-
gesehen von den Halbkreisen um A’ und €’ herum. Die GrundiiB-
projektion der obersten gezeichneten Hohenlinie weist keine besonderen
Punkte auf, die nichste geht gerade durch den Kriimmungsmittelpunkt
K’ des Ellipsenscheitels B’, und die folgenden haben daher als Parallel-
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Fig. 654.
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kurven der Ellipse je zwei Spitzen (Nr. 410). Vom Ort der Spitzen,
d. h. nach Nr. 411 von der Evolute der Ellipse, kommen die beiden
Bogen a’ und &’ in Betracht, die in K’ in einer Spitze zusammenlaufen.
Die Kurven a und & sind nach
voriger Nummer Teile der Gratlinie
der Béschungsfliche. Die Falten
der Boschungsfliche ldngs ¢ und b
kommen jedoch fiir den Boschungs-
korper nicht zur Geltung, weil sie
in seinem Innern liegen. Denn jede
der unteren Hohenlinien schneidet
sich selbst in einem Punkt, siehe
z. B. P. Demnach schneidet die Bo-
schungsfliche sich selbst in einer
Kurve KPQ, die zwar im Grundrif3
und Aufrif geradlinig erscheint,
aber nur deshalb, weil sie in einer
zur Projektionsachse senkrechten
Ebene liegt. In Wahrheit ist sie
krumm. Nebenbei bemerkt ist sie
im vorliegenden Fall ein Ellipsen-
stiick (wie der Buckel in Fig. 652).
Die beiden vorderen halben B6-
schungskegel von 4 und C setzen
durch ihren Schnitt QR, der in
Wahrheit ein Hyperbelbogen (Nr. 258) ist, die Schnittlinie der Bo-
schungsflache fort. Also weist der Boschungskorper lings K PQR eine
gekrimmte Kante auf derart, dafl den Punkten der Oberfliche hier
je zwei verschiedene Tangentenflichen zukommen (siehe Fig. 637 von
Nr. 418).

426. Wege im Gelinde. Nach Nr. 36 mul} die Mittellinie eines Weges
stets eine Fallinie der Fliche des Weges sein, d. h. die Hohenlinien
der Wegfliche miissen diese Mittellinie in Wirklichkeit
und auch in der Projektion auf die Grundebene senkrecht
durchsetzen. Wenn daher als Mittellinie eines Weges eine beliebige
krumme Linie m im Raume vorgeschrieben ist, ergeben sich die Rinder
a und b des Weges, der iiberall gleich breit sein soll, indem man die
halbe Breite von der Mittellinie aus auf den wagerechten und zur Hohen-
linie senkrechten Geraden auftrigt. Die Wegfliche selbst ist daher ein
Teil einer sogenannten geradlinigen Flache, d. h. einer Fliche,
die von lauter Geraden erzeugt wird, aber trotzdem selbst krumm ist,
und zwar sind die geradlinigen Erzeugenden der Fliache im vorliegenden
Falle simtlich wagerecht. Sobald die Mittellinie m nicht selbst wagerecht
ist, und auch sobald sie nicht gerade ist, ergibt sich somit, daf} die Ge-
raden der Wegfliche zueinander windschief sind. Denn sie verlaufen
zwar alle wagerecht, aber in verschiedenen Hohen. Die Flache eines
Weges also, die keine Ebene ist, wird stets durch eine Schar
von windschiefen, aber wagerechten Geraden erzeugt. Mithin
gehort sie keineswegs zu den in Nr. 231 besprochenen Tangentenflichen
oder abwickelbaren Flichen.
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Da die Wegrinder ¢ und b iiber oder unter dem Gelinde verlaufen
konnen, sind zur Sicherung des Weges entweder Dammbéschungen
oder Einschnittbéschungen herzustellen. Dies geschieht wie in Nr. 36
mit Hilfe der Béschungskegel, die von den Punkten der Wegréinder a
und b ausgehen, und zwar braucht man, falls diese Punkte iiber dem
Gelidnde liegen, solche Boschungskegel, die sich nach unten &ffnen,
andernfalls solche, die sich nach oben 6ffnen. Dabei sind im allgemeinen
fiir beide Arten von Boschungen verschiedene Gefille ¢ und z vorge-
schrieben (Nr. 33). Man wird auf den Bschungskegeln diejenigen Héhen-
kreise zeichnen, denen dieselben Héhen wie den Hohenlinien des Gelindes
zukommen. Die lauter gleich hohe Kreise einhiillenden Kurven sind die
Hohenlinien der Boschungsflichen.

Die Schnittlinien der Boschungsfla-
chen mit dem Geldnde ergeben sich,
indem man gleich hohe Héhenlinien
der Boschungsflichen und des Geldn-
des miteinander zum Schnitt bringt.

In Fig. 656 ist die Boschung
langs eines krummen Weges her-
gestellt. Die Zahlen der Hohenlinien
sollen die Hohen in Metern bezeich-
nen, Die Mittellinie m des Weges ist
durch ihre Projektion m’ gegeben, und
auf ihr sind Punkte mit vorgeschrie-
benen Hohen von 34 bis 41 m an-
gegeben. Vergleicht man diese Hohen
mit denen der Hohenlinien des Gelan-
des, so findet man, dal die Mittellinie
an den Stellen 34 bis 39 unter dem Gelinde, an den Stellen 40 und 41
iiber dem Gelénde liegt. Dort also wird man Einschnittbéschungen vom

= b
e, @ @ 3 3 0 B w49
= =

Fig. 6567.

Gefille v, hier Dammbo6schungen vom Gefélle ¢ machen. Vorgeschrieben
seit = 0,4 und 7 = 0,9. Der Deutlichkeit halber ist die Zeichnung der

17*
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Boschungsflachen fiir sich in Fig. 657 vorgenommen worden. Links unten
ist die Hilfskonstruktion fiir die Radien der Boschungskreise, die zum
Gefdile ¢ = 0,4 und zu den Hohen von 1 bis 6 m gehéren. Schligt man
mit diesen Radien um diejenigen Punkte der Randlinien des Weges, die
auf den Hoéhenlinien des Weges liegen, die Kreise, so ergeben sich als ihre
Einhiillenden ohne weiteres diejenigen Hohenlinien der Dammbéschungs-
flichen, die zu 35 bis 41 m gehoren. Entsprechendes gilt von der Zeich-
nung rechter Hand, wo 7z == 0,9 an die Stelle von ¢ tritt und die zu den
Hohen 34 bis 41 gehorigen Hohenlinien der Einschnittboschungsfliche
hergestellt sind. Denkt man sich nun diese Zeichnungen auf die in
Fig. 656 gelegt, so sind die Hohenlinien der Boschungsflichen nur so
weit sichtbar, als sie an den Deckstellen groflere Zahlen als die
Hohenlinien des Geldndes haben, und ihre Schnitte mit den ent-
sprechenden Hohenlinien des Gelindes geben die Kurven, in denen
die Damm- und Einschnittbéschungen enden. Da, wo die Damm-
boschungsgrenzen an die Weg dnder
stoflen, beginnen auch die Einschnitt-

boschungsgrenzen.
Wenn die Mittellinie des
Weges m geradlinig ist, siehe
Fig. 658, fillt die Fliche des Weges
eben aus. Infolgedessen sind dann
die Boschungsflichen diejenigen Ebe-
nen durch die geradlinigen Weg-
rinder, die die gegebenen Gefille ¢
und 7 haben. Man bedarf also in
diesem Falle nicht der vielen Bo-
schungsradien, weil die Hohenlinien
der Boéschungsebenen Geraden sind.
Es geniigt, z. B. fiir die Hohe 48,
d. h. fir die Punkte C und D, die Bo-
schungskegel mit der Héhe von 6 m
herzustellen. Thre Radien r» und ¢
sind in der Nebenfigur bestimmt.
Schldgt man mit » und ¢ die Kreise
um ¢V und D’, so ist weiter zu bedenken, daBl die Differenz 48 — 6
die Hohe 42 gibt, was die Punkte 4 und B der Wegrénder liefert.
Daher sind die von 4’ und B’ an die Kreise vom Radius r nach
auflen (vom Weg aus gerechnet) gezogenen Tangenten die Projektionen
der Hohenlinien 42 der Dammbéschungsebenen. Die Parallelen dazu
durch die Punkte 43, 44 ... 48 der Wegrénder liefern die Hohenlinien
43 bis 48 derselben Ebenen. Was dagegen die Einschnittbéschungen be-
trifft, so ist zu beachten, daB sich die Kegel mit den Radien ¢ nach
oben offnen. Man hat also hier von den Stellen 4’ und B’ aus die
Tangentén an die Kreise vom Radius ¢ um ¢’ und D’ nach innen zu
ziehen (vom Weg aus gerechnet), vgl. das Entsprechende in Nr. 32—36.
Diese Tangenten sind die Hohenlinien 42 der Einschnittbéschungsebenen
und die Parallelen zu ihnen durch die iibrigen Randpunkte die Hohen-
linien 43 bis 48 derselben Ebenen. SchlieBlich bringt man noch die
Hohenlinien des Gelindes mit den gleich hohen Hohenlinien der
Boschungsebenen zum Schnitt, wodurch sich wie im vorigen Fall die
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Grenzlinien der Damm- und Einschnitthoschungen ergeben. Sie treffen
an den Wegrdndern aufeinander.

Beziiglich der Entwisserung der Weganlagen gilt dasselbe wie in
Nr. 36: Solange der Weg im Einschnitt des Geldndes verlduft, sind die
Entwisserungsrinnen lings der Wegrénder anzubringen, sobald aber der
Weg aus dem Gelande heraustritt, zweigen sie sich ab, indem sie dann
den Grenzlinien der Dammboschungen auf dem Geldnde folgen.

*497. Die Peanosche Fliche!). Wie leicht man sich iiber die Ge-
staltung einer Flache tduschen kann, wenn man nicht alle Méglichkeiten
sorglich ins Auge faBt, lehrt die folgende Betrachtung: Angenommen,

ein Geldnde liege vor, und P sei ein Punkt des Geldndes. Durch P
mogen lauter verschieden lotrechte ebene Schnitte gelegt werden. Die
Querschnitte, die sich so ergeben (Nr. 419), sind dann Kurven durch P.
Angenommen, daf alle diese Kurven in P eine hochste Stelle haben,
also diese Stelle hoher liegt als die benachbarten Punkte der Querschnitte,
so wird man geneigt sein, zu schlieen, daf der Punkt P iiberhaupt ein
Gipfel des Geldandes sei, ndmlich da auch jede andere Kurve, die auf
dem Gelinde iiber P hinwegfiihrt, in P eine hdchste Stelle habe. Aber
dieser Schluf3 ist vorschnell, und dies lehrt die Flache von Peano,
siche Fig. 659. In der Mitte der Zeichnung ist ein Gelinde durch
Hohenlinien dargestellt. Die Hohenlinie 0 besteht aus zwei Parabeln,
die sich mit ihren Scheiteln in P berithren. Das geschraffte Gebiet

1) Die mit Sternchen versehenen Nummern sind iiberschlagbar.
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mit negativen Hohenzahlen liegt tiefer, das andere Gebiet mit posi-
tiven Hohenzahlen héher als die Grundebene. Rechts und links er-
heben sich, bei P allméhlich beginnend, gerundete Bergriicken, wihrend
sich in der Mitte Téler von P aus senken. Der lotrechte Querschnitt
in der Ebene, die lings der Scheiteltangente x der Parabeln aufsteht,
ist an der Stelle P am ho6chsten; er ist in der Umlegung und nach
unten verschoben dargestellt. Der lotrechte Querschnitt durch die ge-
meinsame Achse y der Parabeln hat ebenfalls in P die hichste Stelle;
er ist in der Umlegung und nach links verschoben dargestellt. Legt
man schlieBlich durch P irgendeinen anderen lotrechten Querschnitt,
z. B. den lings der Geraden g, so ergibt sich, daB firr ihn der Punkt P
ebenfalls ein Gipfel ist, denn keine Gerade g durch P hat mit dem nicht
geschrafften Gebiet einen Punkt gemein auller der Stelle P. Der Quer-
schnitt ist in der Umlegung nach rechts verschoben dargestellt. Mithin
schneidet jede durch P gehende lotrechte Ebene die Peanosche Fliche
in einer Kurve, die in P selbst einen hochsten Punkt hat. Nun aber
verfolge man den durch die Kurve %’ angegebenen Weg &k auf dem Ge-
linde. Wenn man auf ihm von der einen oder anderen Seite her nach P
strebt, geht man stets abwirts, weil dieser Weg im nicht geschrafften
Gebiet verlduft und P der tiefste Punkt dieses Gebietes ist. Mithin
ist der Punkt P fiir den Weg k keine hochste, sondern im Gegenteil die
tiefste Stelle.

Anmerkung: Die Peanosche Flidche spielt eine Rolle in der Geschichte der Varia-
tionsrechnung, d. h. der Lehre von der Bestimmung der Maxima und Minima. Wenn
eine Funktion z = f(z, y) von zwei unabhéingigen Veréinderlichen 2z und y vorliegt und
es sich darum handelt, festzustellen, ob diese Funktion an einer bestimmten Stelle, etwa
fir # = 0, y = 0, ein Maximum oder Minimum hat, kdnnte man diese Aufgabe auf die
entsprechende fiir Funktionen von nur einer Verdnderlichen dadurch zuriickfiihren, daf3
man fiir « und y eine Verénderliche £, multipliziert mit irgendwelchen Konstanten, also
w = at, y = bt setzte und also untersuchte, ob die Funktion z = f(at, bt) von ¢ an der
Stelle t = 0 ein Maximum oder Minimum hat. Hat sie z. B. fir £ = 0 ein Maximum und
zwar, wie auch immer man die Konstanten ¢ und b gewéhlt haben mag, so nahm man
frither an, daf dann der Funktion z = f(z, y) fir ¢ = 0, y = 0 gewiBl ein Maximum zu-
komme. DaB dieser Schluf falsch und daher das bis dahin aufgestellte Kennzeichen
fiir das Vorkommen der Maxima und Minima bei Funktionen von mehr als einer Ver-
anderlichen mangelhaft war, zeigte Giuseppe Peano (geb. 1858 zu Cuneo, Professor der
Mathematik an der Universitdt Turin), und zwar in einer Anmerkung 8. XXIX, XXX
zu Nr. 133—136 des von ihm herausgegebenen Werkes ,,Calcolo differenziale e prin-
cipii di calcolo integrale®, Turin 1884, von Angelo Genocchi (geb. 1817 zu Pia-
cenza, Professor der Mathematik an der Universitdt Turin, gest. 1889 zu Turin). Hier-
von ist eine deutsche Ubersetzung ,,Differentialrechnung und Grundziige der
Integralrechnung® durch G. Bohlmann und A. Schepp bearbeitet worden, Leipzig
1899, und man findet die betreffende Stelle hier auf S. 332. Peano betrachtete die
Funktion z = (y? — 2 px) (y2 — 2¢x), wo p und ¢ positive Konstanten sind. Seine
Uhberlegungen kommen nun auf die oben an Fig. 659 angekniipften zuriick, wenn man
%, Y, z als rechtwinklige Koordinaten deutet, denn dann ldft sich die Funktion durch
eine Qelindefliche iiber der zy-Ebene als Grundebene veranschaulichen, und wenn man
x = at, y = bt setzt und ¢ sich #ndern laBt, heifit dies, daB man einen Schnitt durch
die Fliche legt, dessen Ebene durch die z-Achse und irgendeine vom Anfangspunkt P
der Koordinaten ausgehende Gerade g der zy-Ebene geht, also einer der oben betrachteten
Querschnitte ist. Obgleich im Punkte P in allen diesen Querschnitten ein Maximum der
Héhe z auftritt, gibt es doch, wie wir sahen, andere Wege k, auf denen in F gerade im
Gegenteil ein Minimum der Héhe z vorkommt. — Wir haben, was unwesentlich ist, 2 mit y
vertauscht und z durch —z ersetzt. Aulerdem haben wir p = 2,5 und ¢ = 0,5 angenommen
und, damit das Gelinde nicht zu hoch wird, es dadurch verflacht, dafl wir nur den zehnten
Teil von z als Héhe benutzten. Demnach stellt Fig. 659 die durch

a= — @ — 5y) (@ y)
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gegebene Fliche dar. Die positiven z- und y-Achsen sind angegeben, die positive z-Achse
ist das in P auf die Tafel errichtete Lot. Der angewandte Mafstab ist in der Figur links
unten vermerkt.

Dies Peanosche Beispiel gab den Ansto8 zu einem vollkommen neuen Aufbau der
Lehre von den Maximis und Minimis einer Funktion von mehr als einer Verénderlichen.
Allerdings wurde such von anderer Seite unabhéngig von Peano derselbe Fehler der
alten Theorie bemerkt, aber darauf einzugehen ist hier nicht der Platz.

428. Ubungen. 1) Von einem auBerhalb einer gezeichneten Kurve k
gegebenen Punkt P soll eine Gerade gezogen werden, die k unter einem
gegebenen Winkel « schneidet. Diese Aufgabe wird mittels einer Hilfs-
kurve gelost (Nr. 408). Man wihle einige Punkte @ auf k& beiderseits
von der vermuteten Schnittstelle und setze an die Schenkel QP den
gegebenen Winkel x an. Die zweiten Schenkel werden die Kurve k aufler
in @ noch einmal in Punkten R schneiden. Die Strecken QR trage man
in einer beliebig gewéhlten, aber bestimmten Richtung von den Punkten
aus auf, und zwar in verschiedenem Sinne, je nachdem die Punkte R
einerseits oder andererseits von den Punkten @ liegen. Der Ort der so
hervorgehenden Punkte ist die Hilfskurve.

2) Man bestimme die Schlag- und Eigenschatten einer Ranke (Nr. 414),
deren Rippe r in der Projektion #* eine Schleife bildet, so da die Ranke
sich selbst durchsetzt. Dabei sei angenommen, daf die Rippe r all-
mahlich iber der Tafel emporsteige.

3) Ein durch den Schnitt mit einer Axialebene hergestellter halber
gerader Kreiskegel liege mit der Schnittfliche auf der Tafel. Man stelle
ihn durch Hohenlinien dar (Nr. 415 und 258).

4) In einer zur Tafel senkrechten Ebene sei ein Kreis oberhalb der
Tafel angenommen, so daBl er die Tafel beriihrt. Ein zweiter Kreis be-
finde sich in einer zu dieser Ebene und zur Tafel senkrechten Ebene.
Er werde, ohne die Stellung seiner Ebene zu &ndern, so bewegt, da}
sein hochster Punkt den ersten Kreis beschreibt. Man stelle die von dem
beweglichen Kreis erzeugte Flache mittels Hohenlinien in der Umgebung
jenes Punktes dar, in dem der erste Kreis die Tafel beriihrt. Dieser
Punkt ist ein Jochpunkt (Nr. 417).

5) Eine Hohenlinie des Gelindes sei so beschaffen, daB sie sich in
einem Punkt mehrfach schneidet, so dai durch diesen Punkt drei Zweige
der Kurve in verschiedenen Richtungen gehen. Wie werden sich die
Hohenlinien in der Umgebung dieses Punktes im allgemeinen darstellen
(Nr. 417)?

6) Auf einem Gelinde seien zwei Punkte gegeben. Durch Versuche
soll von einem bis zum anderen Punkt eine Kurve konstanten Gefilles
auf dem Gelinde gezogen werden (Nr. 422).

7) Von einer Boschungsfliche sei die Grundlinie und das Gefille
gegeben. Gesucht wird der Schnitt der Flacite mit einer Ebene, deren
Spurgerade und Gefille vorgeschrieben sind (Nr. 424 und 419).

8) Gegeben ein Gelinde und die Projektion der Mittellinie zweier
gerader ebener Wege in verschiedenen gegebenen Hohen. Bei Annahme
gegebener Gefille fiir die Damm- und Einschnittbdschungen sollen alle
Boschungen hergestellt werden, insbesondere soll der héher gelegene
Weg durch die Bahn des tieferen Weges so durchbrochen werden, da8
der hohere Weg dort iiber eine Briicke zu fiithren ist. Beiderseits des
Durchbruches hat der Damm des hoheren Weges ebenfalls Boschungen
(Nr. 425, 426).
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§ 2. Rotationsflichen und Rotationskorper.

429. Breitenkreise und Meridiankurven. Wenn sich cine mit einer
Achse a fest verbundene starre Kurve k um die Achse dreht, erzeugt
sie eine Rotationsfliche. Jeder Punkt von & beschreibt einen Kreis
um die Achse, der ein Breitenkreis der Rotationsfliche heil}t. Diese
Bezeichnung ist von der sich um die Nord-Siid-Achse drehenden Erde
entnommen, ebendaher auch die Benennung der Ebenen durch die
Achse als Meridianebenen (Nr. 39).

Die Gesamtheit aller Drehungen um eine Achse @ durch verschieden
grofe Winkel heilit stetige Drehung um diese Achse. Die Rotations-
flichen mit der Achse @ sind diejenigen Flachen, die vermoge
stetiger Drehung um @ nur in sich bewegt werden. Man
sagt auch, daB sie die stetige Drehung um a gestatten. Jede
auf einer Rotationsflache gezogene Kurve geht vermdge stetiger Drehung
um die Achse in unendlich viele kongruente Kurven iiber, die sdmtlich
der Fliche angehtren. Man kann daher zur Erzeugung einer Rotations-
flache irgendeine ihrer Kurven verwenden, nur muf} sie alle Breiten-
kreise der Fliche treffen, denn sonst wiirde durch ihre Drehung nur
ein durch zwei Breitenkreise begrenzter Giirtel der Fliche entstehen.
Insbesondere kann man als erzeugende Kurve den Schnitt der Rota-
tionsfliche mit einer Meridianebene benutzen; er besteht aus zwei zur
Achse symmetrisch gelegenen Kurven; als Meridiankurve bezeichnet
man jede einzelne. Durch jeden Punkt der Flidche geht ein Breiten-
kreis und eine Meridiankurve, und sie haben dort zueinander senkrechte
Tangenten, durchsetzen sich also senkrecht. Dies gilt nicht mehr fiir
diejenigen Punkte der Flidche, die der Achse angehéren, falls solche
Punkte iiberhaupt vorhanden sind. Denn hier schrumpft der Breiten-
kreis in einen Punkt zusammen.

Unter stetiger Schiebung versteht man die Gesamtheit der
Schiebungen in einer bestimmten Richtung und um beliebig lange
Strecken. Diejenigen Flichen, die bei stetiger Schiebung nur in sich
bewegt werden oder, wie man auch sagt, die stetige Schiebung ge-
statten, sind die Zylinder in der Schiebungsrichtung. Es gibt Fldchen,
die sowohl die stetige Drehung um eine Achse o als auch die stetige
Schiebung in der Richtung der Achse gestatten, ndmlich die Rota-
tionszylinder mit der Achse a. Dagegen gibt es keine krumme
Fldche, die die stetige Drehung um eine Achse @ und zugleich die stetige
Schiebung in einer von der Achsenrichtung verschiedenen Richtung zu-
1aBt. Auch gibt es keine Fliche, die stetige Drehungen um zwei zu-
einander windschiefe Achsen gestattet, d. h. es gibt keine Fliche, die
zugleich in bezug auf zwei zueinander windschiefe Achsen eine Rota-
tionsfliche ist. Wohl aber gibt es Flichen, die zugleich in bezug auf
zwel einander schneidende Achsen Rotationsflichen sind, namlich die
Kugeln, die sogar in bezug auf alle durch ihre Mittelpunkte gehenden
Achsen als Rotationsflachen aufgefalt werden kénnen.

Ein Stiick AB einer Meridiankurve, das weder die Achse noch sich
selbst durchsetzt, schlieft zusammen mit der Achse und den von 4
und B auf die Achse gefillten Loten ein ebenes Flidchenstiick ein, durch
dessen Drehung ein Rotationskidrper entsteht. Unter Kehlkreisen
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versteht man diejenigen Breitenkreise, die kleiner als die unmittelbar
benachbarten Breitenkreise sind. Unter Rumpfkreisen wollen wir
diejenigen verstehen, die grofler als die unmittelbar benachbarten sind.
Die Kehl- und Rumpfkreise sind geometrische Orter von Punkten,
deren Meridiantangenten zur Achse parallel sind. Es kann aber noch
andere Breitenkreise mit dieser Eigenschaft geben, wenn n#dmlich die
Meridiankurven Wendepunkte (Nr. 411) mit zur Achse parallelen Tan-
genten haben. Jede Rotationsfliche hat wunendlich viele

Symmetrieebenen, ndmlich alle Meridianebenen.

Anmerkung: Nach dem Vorgang von K. Pohlke in der bei Nr. 85 erwiahnten
2. Abtl. seiner ,,Darstellenden Geometrie*, Berlin 1876, S. 12, nennt man Rotations-
flichen auch Drehfldachen. So lobenswert an sich die Ausmerzung von Fremdwortern
ist, sollte sie doch nicht wie in diesem Falle gegen den Geist der deutschen Sprache er-
folgen. Schliissel und Windmiihlenfliigel sind Drehkorper, aber nicht Rotationskdrper.
Im Deutschen deutet der Stamm eines Zeitwortes, wenn er den ersten Teil eines Haupt-
wortes bildet, allemal mehr oder weniger entschieden auf eine Zweckbestimmung, niemals
auf die Entstehung. Die Bezeichnung Drehachse ist nicht zu beanstanden. Mdglich
wiire die Verdeutschung Drehungsfléche, die schlecht klingt. Ubrigens ist das latei-
nische Fremdwort Rotationsfliche nicht auf dem Umwege durch das Franzosische zu
uns gekommen, denn der Franzose sagt surface de revolution.

430. Tangentenebenen von Rotationsflichen. Die einfachste Dar-
stellung einer Rotationsfldche im Grundrif und Aufrifi er-
gibt sich, wenn man die Grundrifitafel senkrecht zur Achse der Fldache
annimmt, siehe Fig. 660. Denn da dann die AufriBitafel zu einer Meridian-
ebene parallel ist, stellen sich die in dieser Meridianebene gelegenen
und zur Achse a symmetrischen Meridiane % und v im Aufril} in ihrer
wahren Gestalt dar. Hat man u” gegeben, so ermittelt man die dazu
hinsichtlich a”” symmetrische zweite Kurve v, indem man nicht blof}
mehrere Punkte von «” an a’” spiegelt, sondern auch die Tangenten,
die der Kurve % dort zukcmmen und deren Schnittpunkte mit a’ bei
der Spiegelung ungedndert bleiben. Die Breitenkreise stellen sich im
Aufrif als die wagerechten Strecken zwischen % und v dar. Mithin
bilden #” und v den Umril der Rotationsfldche in der Aufrif3-
zeichnung. Im Grundril erscheinen die Meridiankurven % und v wie
alle Meridiankurven als Strecken, die nach a’ zielen, und die Breiten-
kreise in wahrer Grofle als Kreise um a’. Der Umri der GrundrifB3-
projektion besteht aus den Projektionen der vorhandenen Kehl- und
Rumpfkreise und derjenigen Breitenkreise, die durch die Endpunkte
der Meridiankurven gehen, da man diese Kurven in der Zeichnung be-
grenzen muf}, auch wenn sie bis ins Unendlichferne gehen sollten. Im
Grundri} kann sich, wie es in Fig. 660 der Fall ist, die Fldche iiber-
decken, iibrigens auch im Aufri8, wenn die Meridiankurven entsprechend
gekriimmt sind. Den eigentlichen Umrifl im GrundriB bilden nur die
Projektionen der Kehl- und Rumpfkreise, denn die Breitenkreise durch
die Endpunkte der Meridiane sind willkiirliche Begrenzungen.

Grundri und Aufrif eines Punktes P der Rotations-
fliche miissen offenbar so liegen, daB die Entfernung des Punktes P’
von a’ gleich der Liinge der wagerechten Strecke durch P” ist, die
durch a” und durch % oder +” begrenzt wird.

In Nr. 416 wurde gesagt, daB man bei Flichen, die ein bestimmtes
geometrisches Gesetz haben, das Vorhandensein der Tangentenebenen
beweisen kann. Das soll jetzt fiir die Rotationsflichen geschehen.
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Durch Drehung um @ kann man den beliebig gewahlten Flichenpunkt P

in einen Punkt (P) der Meridiankurve u iiberfithren, weshalb man nur

fiir (P) den Beweis zu erbringen braucht. Eine beliebige Flichenkurve k

durch (P) hat einen Aufri £”, der den Umri8 %" nicht iiberschreiten

kann; also beriihrt k" den UmriB in (P)”. Die Tangente () von k in (P)

hat daher als Aufri (¢) die Tangente von w” in (P)”, d. h. sie liegt

in derjenigen Ebene, die lings ()" auf der AufriBtafel senkrecht steht.

In dieser Ebene verlaufen somit

die Tangenten aller durch (P)

gelegten Flaochenkurven, d.h. sie

ist die Tangentenebene von (P).

Hieraus erhellt auch, wie

man die Tangentenebene

des Punktes P in der Zeich-

nung bestimmt: Die Tan-

gentenebene von (P) wird um

die Achse a soweit gedreht, bis

sie die Flache in P beriihrt. Sie

ist durch die zueinander senk-

rechten Tangenten bestimmt,

die in (P) dem Breitenkreis und

der Meridiankurve » zukommen.

Vermoge der Drehung geht die

Tangente des Breitenkreises in

die Tangente % desselben Brei-

tenkreises an der Stelle P iiber;

sie ist eine Hohenlinie der ge-

suchten Tangentenebene. Fer-

ner schneidet die Tangente (t)

der Meridiankurve u die Achse a

in einem Punkt 7', der bei der

Drehung in Ruhe bleibt, d. h.

die Tangente { der Meridian-

kurve von P geht ebenfalls

durch 7'; sie ist eine Fallinie

der Tangentenebene. Wie man

die Spurgeraden s, und s, der

Tangentenebene von P be-

stimmt, leuchtet sofort ein. In

Fig. 660 ist s, unerreichbar.

Falls der Punkt 7' unerreichbar sein sollte, kann man irgendeinen an-
deren Punkt auf (f) annehmen und der Drehung unterwerfen.

Diejenigen Tangenten aller Meridiankurven, deren Beriihrungspunkte
auf dem Breitenkreise von P gelegen sind, gehen sdmtlich nach T, er-
zeugen also einen Rotationskegel mit der Spitze 7', der die Rotations-
fliche langs des Breitenkreises beriihrt.

Die Aufrifprojektion m” der Meridiankurve von P geht aus dem
UmriB 4’ hervor, indem man alle Lote von % auf ¢” in dem Verhéltnis
der Absténde der Punkte P und (P)” von a’ verkleinert. Die Beziehung
zwischen % und m stellt sich also im Aufrif als eine Affinitédt mit der
Achse a” und der zur Achse a’’ senkrechten Affinitatsrichtung dar.
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Man bekommt eine gute Zeichnung von m’/, wenn man nicht nur einzelne
Punkte von «”, sondern auch ihre Tangenten iibertragt, indem man
davon Gebrauch macht, daB sich die Tangenten von #” und die zu
ihnen affinen Tangenten von m” auf a’ treffen.

431. Senkrechte Projektion einer Rotationsfliche auf eine beliebige
Tafel. Auch in Fig. 661 ist der Grundril und Aufrill einer Rotations-
fliche so angenommen worden, da3 die Achse der Fliche auf der Grund-
ritafel senkrecht steht. Nimmt man eine beliebige neue Tafel an, so
bleibt die senkrechte Projektion der Fliche auf diese Tafel immer die-
selbe, wenn man die
Tafel um die Achse
dreht, und man kann
die Drehung soweit
ausiiben, bis die Ta-~
fel zur Aufriitafel
senkrecht wird. Dem-
entsprechend ist in
Fig. 661 als neue
Tafel die ldngs der
Geraden s auf der
AufriBtafel senkrecht
stehende Ebene an-
genommen worden
(Nr. 213). Beson-
ders bemerkenswerte
Punkte der Meridian-
kurve u sind hier A4,

B, C, D, E; die

Punkte 4 und £ lie-

gen auf dem héch-

sten und dem tiefsten

Breitenkreise, B auf einem Kehlkreise und D auf einem Rumpfkreise,
wihrend die Meridiankurve in C' einen Wendepunkt hat. Die Breiten-
kreise von A, B, C, D, E projizieren sich auf die neue Tafel als
Ellipsen, deren Achsen sich -ohne weiteres ergeben. Will man eine
Anzahl von Meridiankurven in der neuen Projektion zeichnen, so teilt
man die Breitenkreise in eine Anzahl gleicher Teile, in Fig. 661 sind
es 24; in der neuen Projektion geschieht es wie in Fig. 129 von Nr. 88.
Dann sind die Verbindenden entsprechender Teilpunkte die Meridian-
bilder. Ehe man sie auszieht, wird man noch ihre Tangenten bestimmen:
Lings des tiefsten Breitenkreises wird die Fliache durch den Kegel mit
der Spitze S beriihrt. Der Seitenrif 8"’ von 8 gibt somit den Punkt,
nach dem in der neuen Zeichnung die Tangenten der Meridianbilder
in ihren Endpunkten auf dem untersten Breitenkreise gerichtet sind.
Ebenso benutzt man die Spitze des Kegels, der die Rotationsfliche
laings des hochsten Breitenkreises beriihrt, und die des Kegels, der von
den Wendetangenten aller Meridiankurven gebildet wird, zu denen die
von C gehért. Die Breitenkreise der Punkte B und D stellen sich als
Ellipsen dar, die in der neuen Projektion von den Meridianbildern in
Tangenten parallel zur Achse der Fliche durchquert werden.
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Als Umri der Zeichnung der Meridianfliche stellt sich auBer dem
Abschlufl durch die Ellipsen, als die sich der oberste und der unterste
Breitenkreis abbilden, ein Kurvenpaar heraus, das die gezeichneten
Breitenkreise und Meridiankurven einhiillt, aber nicht selbst das Bild
eines Paares von Meridiankurven ist. Der Umril hat die Projektion
der Achse als Symmetriegerade.

432. Umrif einer Rotationsfiiche bei senkrechter Projektion. Die
Ermittlung des Umrisses, wie sie soeben geschah, ist umstindlich, weil
sie verlangt, dafl vorher eine hinreichende Anzahl von Breitenkreisen
oder Meridiankurven gezeichnet sei. Man kann aber den Umri3 Punkt
fir Punkt unabhiingig davon feststellen. Dies ist in Fig. 662 gezeigt.

Es geniigt dabei, die senkrechte Pro-
jektion der Rotationsfliche auf eine
einzige Ebene zu kennen, die zur
Achse a der Fliche parallel ist und
also als Umril ein Paar von Meri-
diankurven in wahrer Gestalt zeigt.
Wird nédmlich dann ldngs einer be-
liebigen Geraden s eine neue Tafel
senkrecht aufgesetzt, so erscheint
die Achse auf der umgelegten neuen
Tafel<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>